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Vektor-analytische Berechnung von Transformatoren
und Asynchronmotoren.

Von Friedrich Natalis.
Mit 16 Textabbildungen.
Mitteilung aus dem Charlottenburger Werk der Siemens-Schuckertwerke G. m. b. H.
Eingegangen am 20. Dezember 1922.

Die vom Verfasser in mehreren Aufsitzen!) entwickelte vektor-analytische Be-
rechnungsweise soll im nachstehenden auf die Berechnung von Transformatoren und
Asynchronmotoren ausgedehnt werden, wodurch nicht nur die Moglichkeit ihrer An-
wendung auf alle periodischen Vorginge, sondern auch ihre Uberlegenheit gegeniiber
der symbolischen Methode wegen ihrer Anschaulichkeit wihrend des ganzen Rech-
nungsvorganges sich erweisen diirfte. Die durch die Rechnung aufzudeckenden
GesetzmiBigkeiten sind zwar teilweise auch mittels der symbolischen (komplexen)
Methode gefunden worden, die sich gegeniiber der neuen Berechnungsweise des Ver-
fassers nicht nach ihrem Wesen, sondern nur durch ihre Hilfsmittel unterscheidet ;
der Vorzug der neuen Rechnungsweise liegt aber, wie kiirzlich H. Behrend?) (in der
Siemens-Zeitschrift 2. Jahrg., H. 8, S. 369) betonte, darin, da sie durch die ein-
fache Aufstellung der Formeln in sténdiger Verbindung mit zeichnerischer Darstellung
zur Auffindung weiterer Gesetze geradezu dréngt, ohne an das Denkvermdgen hohere
Anspriiche zu stellen. So war es dem Verfasser, der sich zuvor niemals mit der Berech-
nung von Transformatoren und Asynchronmotoren ernstlich befaBt hatte, mit ihrer
Hilfe ohne Schwierigkeiten moglich, aufler den bekannten Eigenschaften dieser
Geriéite eine groe Anzahl voraussichtlich noch nicht bekannter Eigenschaften auf-
zufinden.

Vor der Behandlung des Hauptthemas sei es gestattet, noch einige Liicken der

neuen Berechnungsweise auszufiillen, welche zum besseren Verstéindnis des ersteren
beitragen.

Diese betreffen:

1. Die Verwandlung von Vektorgleichungen in Vektorproduktgleichungen.

2. Die Losung quadratischer Vektorgleichungen.

3. Die Aufstellung eines iibersichtlichen Kreisdiagrammes, welches die Darstel-~
lung sédmtlicher, bei einer Aufgabe auftretenden, VektorgréBen durch einen
Leitstrahl erméglicht.

1) Wissenschaftliche Versffentlichungen aus dem Siemens-Konzern Bd.I, H. 2, S. 65, Bd. II,
S. 275, Berechnung von Gleich- und Wechselstiomsystemen. Berlin: Julius Springer 1920.
%) H. Behrend, der ein glilhender Verfechter und Férderer der neuen Berechnungsweise war

und sie direkt als eine Erlésung von dem komplexen Ballast bezeichnete, ist leider wihrend der
Drucklegung dieses Aufsatzes verschieden.

Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern III, 1. 1



2 Friedrich Natalis.

I. Umwandlung von Vektorgleichungen in Vektorproduktgleichungen.
In Band I, H. 2, S. 65 u. {. sind die wichtigsten Eigenschaften der Vektorverhlt-

nisse und Vektorprodukte entwickelt.
Es ist zu beachten, dafl eine Gleichung zwischen 2 Vektorverhiltnissen, z. B.

i3, 1
e € W

auch als Vektorgleichung: '
.i=8é oder e=0§§ (2)

geschrieben werden kann.

Derartige Gleichungen konnen, ohne Beachtung der Reihenfolge der Vektoren,
denselben Rechenoperationen unterzogen werden wie gewdhnliche algebraische
Gleichungen. Gleichungen zwischen Vektorverhiltnissen und
solche zwischen Vektoren sind véllig gleichwertig. Dagegen ist
es unzuldssig, wie Abb. 1 ohne weiteres zeigt, eine Vektor-
verhiltnisgleichung, z. B. Gleichung (1), durch Bildung der
Kreuzprodukte {¢-J} bzw. {€-i} in eine Vektorprodukt-
gleichung zu verwandeln. Denn das Vektorprodukt {e- S},
worunter nach fritheren Erliuterungen die komplexe Summe
aus der Wirkleistung und Scheinleistung {e-J} = (e - J) + [e- ]
verstanden werden soll, besitzt einen anderen Winkel <t e § wie
das Vektorprodukt {€-i}. Dagegen besteht fiir Gleichung (1)
die skalare Beziehung ’

Iel-li‘sl=!@l-lil=1i!~|@1,}
Jei=<XCF.

In dieser Gleichung ist ferner die Reihenfolge der Vektoren fiir den Drehsinn des
Winkels zu beachten. Man kann aber unter Benutzung von Spiegelvektoren die Vek-
torgleichung (1) in eine Vektorproduktgleichung verwandeln?). Nach Abb. 1 ist

{ei'3}=(e'S@>={@°i@}=

(3)

und auBerdem ist

mit dem Winkel 2¢ 4 &, oder (4)
{€-i) = {ec* Jor
mit dem Winkel — « .
Da ferner der<cie = 4 §€ist und die durch i und e bzw. fund € gebildeten Paral-
lelogrammflichen sich wie die Quadrate dhnlicher Seiten verhalten, so kann man auch

schreiben : 2 2
e = e85 = (€5 (5)
Von der Vektorproduktgleichung streng zu unterscheiden ist aber die aus
Gleichung (1) zu bildende Kreuzproduktgleichung.
e-J=C-1 oder e-§=1-C, (6)
bei der der Winkel zwischen den Faktoren des einen Produktes von dem des anderen
verschieden sein kann. Eine solche Gleichung ist somit gleichwertig der Gleichung
le|-|3]=|G]|-|i] und < ei=xGS.
Man darf daher unbeschadet die Gleichung (1) in der Form der Gleichung (6)

schreiben, darf aber die Produkte nicht in { } Klammern einschlieBen, da diese Klam-
mern fiir Vektorprodukte vorbehalten sind, und muB sich stets daran erinnern, daf

1) Der Index der in Frage kommenden Spiegelvektoren soll die spiegelnde Fliche oder Linie
andeuten.
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eine solche Kreuzproduktgleichung keine Vektorproduktgleichung, sondern eine
Vektorgleichung darstellt. Nach Gleichung (6) kann bei einer Kreuzproduktgleichung
die Reihenfolge der Faktoren eines jeden Produktes beliebig gew#hlt werden, wihrend
bei der Vektorproduktgleichung die Reihenfolge genau zu beachten ist.

II. Losung quadratischer Vektorgleichungen?).

a) Hat eine Vektorgleichung die spezielle Form:
%=% oder g-g="0b-c?), (7)

worin b, ¢ und g Vektoren sind, und ist b aus g und ¢ zu ermitteln, so bietet die Losung

b—gd (8)
keinerlei Schwierigkeiten. Es ergibt sich dabei, da << b¢ doppelt so groB ist als
¥ gc. Ist dagegen g unbekannt, Abb. 2, also

%=—§— oder r-r=>0-c, (9)
so mul} s &
1. der Winkel < br=<grc¢ und // 4 f’
2. [b]-[c| = [g|-]z| sein, AR

t mul} daher auf der Winkelhalbierenden @, G, zwischen A
b und ¢ liegen. Macht man ferner 04 = |b| und OB = ||
und beschreibt iiber A B einen Kreis, der die Winkel-
halbierende in den Punkten @@, schneidet, so geniigen
die Vektoren

5, =06, und iy, =0G, (10) Abb. 2.
der Bedingung 2. Die quadratische Gleichung (9) gibt daher zwei Losungen fiir ¢
dhnlich wie eine algebraische Gleichung zweiten Grades.
b) Hat eine Vektorgleichung (Kreuzproduktgleichung) die spezielle Form

(t—1) (@ —e)=0 ( (1)
oder (Kreuzproduktgleichung) {
r—t®+e)+b-e=0 L (2)
oder
r_ e e o
» bFe—1 (Vektorverhiltnisgleichung), (13)

so wird sie offenbar entsprechend Abb. 3 durch
Li=> oder ,=e¢
erfiillt, denn Gleichung (13) lautet mit

_y. D _ e by e & _ ¢ Abb. 3
L, =0 5= o und mit g, = e: T (14) .o
c) Hat die Vektorgleichung (Kreuzproduktgleichung) die allgemeine Form :
r —2q-r=q- .
oder t-r ar=g-g (15)
f_ 8
R EETY (16)

1) In spiteren Abschnitten ist §* statt g - g geschrieben, da Verwechslungen mit dem Skalar g2
nicht zu befiirchten waren.

1*



4 Friedrich Natalis.

worin nach Abb. 4 04 =g, BC = 2a bekannte OC =y, bzw. BO =1, die ge-
suchten Vektoren sind, so mull Dreieck 0 A C' dhnlich A OBA sein. Gleichung (17)
ist somit erfiillt sowohl durch

L=0C } . { L. = BO
0B—1,—2a wie auch durch CO—1,— 20,
woraus sich weiter ergibt L+ 1 =2a (17)
und ltl 1o —2al=1lgl|-|g] bzw. [g|-[2—2a[=]q]-|a]. (18)
Denn es verhilt sich
o¢c_4a . u_ 8 4, BO_ 8 n_ g
q OB’ g n— 2a g coO’ g L,—2a’

Eine einfache konstruktive Losung dieser allgemeinen quadratischen Vektor-
gleichung hat kiirzlich Dr. Pohl-
hausen gefunden?'). Hier moge eine
rechnerische Losung an Hand der
Abb. 4 entwickelt werden. Zieht
man die Mittelsenkrechte MND
zu 2a und ferner OM | 04 (=g),
so ist M der Mittelpunkt eines
durch die Punkte BAC gehenden
Kreises mit dem Radius R, da
04 -0G =0C -0H, oder, da

0C =1,
und OH = OB = | 1,|
ist, , \
Abb. 4. al-lgl=1nl 5l

Die Punkte BOMCD liegen andererseits auf einem Kreise mit dem Durch-
messer M D = 27 und dem Mittelpunkte N, denn es ist einerseits

L+ L= 2a,
andererseits < COD =< DOB = ¢.
Aus der Abb. 4 ergibt sich weiter, wenn zur Abkiirzung

la|=|eq| und OM = f (19)
gesetzt wird: a4 — Rsing —eq; R=— fg : (20)

sin ¢

. g
- — ca: G + B 21
a=rsin2¢=¢eq; T sn2¢’ (21)
f=2rcosu; . T (22)
2 — 2 toos2y: S8 __g2a . @ cosTa 23
R g% 4 47*costa; sin? @ 9 +sin2(p(1 — sin2¢)’ (23)
sinfep — sin? @ (1 4 &) = &% cos?o — &% (24)
sin?ep = 1[(1 + &) —J(1 — )% + 42 cox?«]. (25)

Da sin ¢2 < 1 sein muB, kommt nur das negative Vorzeichen der Wurzel in Frage.

1) Diese Losung ergibt sich aus -
r—asyaafagg=a i]/a(a rod).
Das Produkta (a + g%) ist nach Abb. 2 in ein Quadrat zu verwandeln, aus dem sich dann die

Wurzel ausziehen 14Bt.
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Fiir sin ¢ = 4 ysinp erhilt man zwar 2 Werte, nimlich ¢, und @, = —¢,.
Der zweite Wert entspricht einer Verdrehung des Dreiecks BOC um 180°. Dem
< ¢, entspricht daher der gesuchte Vektor r; und dem < ¢, der Vektor 1,.

Gleichung 25 148t sich auch schreiben:

cos?p = 3 [(1 — &) + J(1 — %) + 42 cos?a]. (25a)

Statt zundchst den Winkel ¢ auszurechnen, kann man auch unmittelbar R2

ausrechnen. Nach Gleichung (21) und (25) ist

L R | S (26)
SIN"@ 4 [1 4 & —J(1 — &) + 48 cos*a]
2 S
B = g1 e (1 — ) + defoostal. (27)

Da aber der 42 ¢ vorteilhaft fiir die Konstruktion verwendet wird, so empfiehlt
sich zunichst die Berechnung von ¢ unter Benutzung der Gleichung (25 oder 25a).
Zur Erleichterung der Arbeit sind tiir die Werte

evon 0 bis 1
und a ,, 90° ,, 30°

. . R 7 . . .
die Werte ¢, E_ R E berechnet, so dafl die ganze Rechenarbeit entfillt.
. :%— o= ” 90° { 80° | 70° 60° 50° 40° 30°
v o o o |o 0 0 0
0,0 R:qg 1,000 ( 1,000 1,000 | 1,000 1,000 1,000 1,000
r:g 1,000 | 1,000 i 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
P 5°50" | 5°40" | 5°30" | 5°1i0’ 4° 30’ 3°407 3°107
0,1 R:g 1,000 | 1,000 ‘ 1,050 | 1,120 1,300 1,590 1,820
r:g 0,495 0,508 ‘ 0,524 ‘ 0,558 0,641 0,782 0,910
@ 11°30” | 11°20’ ; 10°50” | 10°0’ 8° 507 7° 307 5° 407
0,2 R:g 1,000 1,010 | 1,070 : 1,160 1,320 1,540 2,000
r:g 0,512 0,520 ‘ 0,543 | 0,585 0,660 0,773 1,016
@ 17°20" | 17°10° | 16° 20’ | 15° 0’ 13°07 10° 507 8° 20"
0,3 { R:g 1,000 “ 1,020 1,070 | 1,160 ; 1,340 1,610 2,070
3 r:g 0,528 | 0,532 0,556 0,600 0,685 0,813 | 1,045
g 23°30° | 23°10’ | 21° 507 19°50” @ 17°10’ 14°10" | 10° 507
0,4 } R:g 1,000 1,020 | 1,080 | 1,180 | 1,350 1,630 | 2,140
{ r:g | 0,548 | 0,554 0,580 0,627 | 0,710 0,843 | 1,084
@ 1 30°0’ I 29°10" | 27° 30’ 24°40" | 21°10’ 17°207 | 13°0’
I |
0,5 R:g | 1,000 1,020 | 1,08 i 1,200 1 1,390 1,680 | 2,210
r:g l 0,578 0,588 ; 0,611 0,659 | 0,743 0,880 1,140
@ 37°0° | 36°0" | 33°10°  29°30° | 25°0° | 20°10° 15°20
! v
0,6 R:g i 1,000 1,020 l 1,090 | 1,220 1,420 | 1,730 ; 2,260
r:g | 0,625 0,632 | 0,655 | 0,700 L0783 | 0928 1,176
'3 ‘| 44° 30" | 42° 50’ ‘ 39°0° 34 °0’ 1 28°307 | 22°50" | 17°107
0,7 R:g ‘| 1,000 1,030 | 1,110 | 1,250 1,470 1,810 2,370
r:g ‘| 0,700 0,702 | 0,716 0,755 0,835 0,980 1,240
@ 53°20" | 50°30" | 44°40” | 38°10" | 31°40’ | 25°10’ | 18° 507
0,8 R:g | 1,000 1,040 ‘ 1,140 1,290 ‘ 1,520 1,880 | 2,480
r:g | 0835 | 0815 & 0800 | 0824 | 0895 1,040 | 1310
) 'z 64° 0’ 58° 20" ‘ 49° 507 41° 50’ 34° 207 27° 20’ 20° 107
0,9 R:g 1 1,000 1,060 i 1,180 1,350 1,600 1,750 2,600
r:g | 1,150 1,007 | 0,913 0,906 0,968 1,103 1,236
l @ 1 90°07 65°0" | 54°10° | 45°0’ | 36°40" | 29°0" | 21°307
10, R:g 1,000 1,100 | 1,230 1,410 | 1,670 ' 2,060 ‘ 2,730
| r:g | e 1,307 | 1,053 | 1,000 | 1,044 | 1,180 | 1,466
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Es wire natiirlich auch méglich, nach Gleichung (25 bzw. 27) ¢ bzw. R2zeichnerisch
zu bestimmen ; es wird aber auf diese ziemlich umstéindliche Konstruktion verzichtet.
Die Gleichung (15) 1st zwar noch nicht die allgemeinste Form der quadratischen
Vektorgleichung. Diese lautet vielmehr:
T-xr—2a-x=">b-c. (28)
Diese Gleichung 148t sich aber leicht in die Form der Gleichung (9)
r-r—2a-r=g-q tuberfiihren, indem man zunichst aus den Vektoren b und ¢
den Vektor g bildet. Dieser liegt auf der Winkelhalbierenden zwischen b und c,
und sein Absolutwert ist g = b - ¢, Konstruktion s. Abb. 2.

III. Kreisdiagramm mit Darstellung samtlicher VektorgroSen durch
einen Leitstrahl.

Die im Band I, Heft 2, S. 65 u. f. gegebene Entwicklung der Kreisdiagramme soll
nachstehend dahin erweitert werden, dafl erstens die bei einer beliebigen Belastung

auftretenden Spannungs- und Stromvektoren durch

die betreffenden Vektoren der Grenzzustinde —

Leerlauf und Kurzschlul — ausgedriickt und

zweitens simtliche in Frage kommenden Vek-
B toren, und zwar nicht nur die Spannungs-, son-
dern besonders auch die Stromvektoren, -durch
einen einzigen der Belastung entsprechenden Leit-
strahl gefunden werden konnen.

Als Beispiel wird nach
Abb. 5 ein Drehstromnetz
ABC mit ungleichen Span-
nungen und ungleicher Be-
lastung in Sternschaltung
angenommen, welches dem
allgemeinsten Fall eines
Knotenpunktes entspricht.
Die verketteten Spannungen sind G, G,, G;,
die Sternspannungen e,, e,, e;, die zugehdrigen

A Abb. 5. Stréme & b i
Strome 1,, 1,, i5.

Die Belastung der beiden Phasen 2 und 3 ist

konstant und durch die Scheinleitwerte lé bzw. 1@3,

Abb. 6, gegeben, withrend die Belastung der Phase 1 verdnderlich und durch den Schein-

leitwert J dargestellt ist. Es wird aber angenommen, da8 j, wohl nach seiner Grofe,

¢

aber nicht nach seiner Richtung gegeniiber € sich verdndert (cos K, Py L, = Const).
Als Sonderfille sind die induktionsfreie und die rein
induktive Belastung der Phase 1 anzusehen.

Die bei Leerlauf der Phase 1 entsprechend j, = 0
oder dem Scheinwiderstand oo auftretenden Span-
nungen und Strome werden mit

2, &, &,
Abb. 6. Il s Iz ’ I3 s ([1 =0)
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und die bei Kurzschlu der Phase 1 entsprechend j, = oo oder dem Scheinwider-
stand 0 auftretenden Spannungen und Strome mit

'@1! S?27 @31)!

L, b &
bezeichnet. Es ist
€2=€1+@3; €3.=91~Gf2, (29)
T1=I@e12 12=g§—292=%(91+@3)§ 13=%e3=é(el_@2); (30)
i1+i2+i3=0=-léel+%;'(€1+@3)+"Ié(e1*@2); (31)
i3 €y — o € 13 €, — 1, €
=82 273 Q=272 2. Q@ =0; 32
Ot + s ! j2 + is ! (32)
=jz@3_i:&. Q=__13®1. QR = .- 33
. Jo + e+ s i jo +1s° P )
j: €1 —i. €, j2 €,
jo + 2 + Js P gt s ? : (34
G hG . OSSN .5
Ttk 17O h=""g (35)
i _ B 1a&—i 6 [ =_4;A,i,2,i§,'ci1,,,. f2=i,z_@§;
P C it C (G:+1s) €~ ¢

13 = i T n n M
P Che it P e+ 1€
Zur Ermittelung der Kreisdiagramme entwickeln

wir aus Gleichungen (32—37) jedesmal j, und

3 ___131'2@1“12@2. {, = 1213@1_, f3= 13@2.

schaffen die Faktoren von e, bzw. e,, e;, 1;, iy, is
durch Multiplikation bzw. Division auf die linke
Seite?).

%)
) In Abb. 5 sind nur die Leerlaufspannungen &, &, 8, dargestellt; nach Geichung (32—34) ist
aber & = 0; &, = €3; &; = —GC,.
%) Die Kreisgleichung eines verinderlichen Vektors ¢ lautet allgemein, wenn ! und ¥ seine Grenz-
werte fiir Leerlauf und KurzschluB bedeuten:

. _z-!
= =z . 1
i T iz ()
Gewdéhnlich ist aber die Gleichung nicht in dieser Form gegeben, sondern in der Form
il +i.t
=TT 2
. 1+ 1 @
oder allgemein
€+ G
= = 3
C3 + €], ®)
Durch Vergleich von Gleichungen (2) und (3) kann man ablesen
T P
1—63, f o i o (4)

Wird daher nach Gleichung (3) ein Vektor 1 als das Verhiltnis zweier linearer Vektorfunktionen dargestellt,
so liegt stets. eine Kreisfunktion vor, und die Grenzwerte sowie der Vektor j sind nach Gleichung (4)
leicht zu ermitteln.
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1_13@2_12@3
iz . jo + s ,_31“21,
jz"l’js— 0#61 —.@1——81’ (38)
A
. e n 0
Ja 2+1312+1§=62*82. (39)
ja 13 C; —e Sty — ey
05— i G
_ iz. _ : 2iz+i3=?3w_ L (40)
Jet+1s -G —e Ry — ;.
j i,—0 i —
—r = : = = 41
Jot1s M—-i £ —1y (+1)
o + s !
. jois &
. 1 T = .
7 ];77.v=2+12+]3@3=12_12. (42)
jo -+ s 1€ . £, — 1,
.
Cm s
' Iz. _ 3 jat+is € _ T’s—¥3_ (43)
Jo + 1s . & —15
—13_@-13

Zunichst ist der gleichartige Aufbau der 6 Gleichungen (38—43) auffallend.
Ferner ist nach Band I, Heft 2, S. 69 ersichtlich, daf es sich um Kreisgleichungen
handelt. Betrachten wir z. B. Gleichung (43) und Abb. 5, so sind 2 Punkte des Kreises
L; und K bestimmt, indem CL, = {; und CK,; = f; ist. Fiir den dritten wandernden
Punkt P, (CP; = i;) gilt die Beziehung

Ly Py i3 —1y Jz

PyKy  f—iy et
Das bedeutet, daB das Dreieck L, P; K,, Abb. 5, ihnlich dem Dreieck L, Py K,, Abb. 6,
ist. Die Pfeile iiber den Dreieckseiten deuten an, dal dieselben in gleichem Sinn
durchlaufen werden. Um dieses zu erreichen, ist j, vom Ursprung K, nach P, L,
verschoben. Daf} die Pfeilrichtungen der beiden Dreiecke verkehrt laufen, ist nach
friiheren Erlduterungen unerheblich. Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke geht
ferner hervor, dal << L; Py, K, = << L, Py K, = Const ist, d. h. daf} sich der Punkt auf
einem Kreise bewegt, wenn j, verdndert wird. Durch das Vektorverhéltnis st

Je T Is
daher, wenn j,, j, und € gegeben sind, die Belastung des ganzen Systems eindeutig

bestimmt. Aus den Gleichungen (38—43) geht ferner hervor, dal sdmtliche Kreis-
diagramme (die drei Spannungen e, e, ¢; werden durch ein Diagramm dargestellt),
d.h. die Dreiecke APL, K, P, A, K, P, L,, K, P, L,, dhnlich K, P, L,, also auch
untereinander &hnlich sind.

Die fiir einen bestimmten Belastungsfall (j,) in Frage kommenden 6 Vektor-
groBen kann man nun mit einem Blick iiberschauen, wenn man die 4 Kreisdiagramme
nach Abb. 7 so zusammenlegt, dal die Grundlinien zusammen und in die Richtung
von g, fallen. Dann verschieben sich die Punkte 4BC der 3 Stromdiagramme nach
JyJsJy, und zwar liegt J, auf der Verlingerung von & und J, J;, wie spiter noch
nachzuweisen, auf den Seiten AB bzw. AC des Spannungsdreiecks.
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AuBerdem ist AJ, =t — 4| =k],
AL2=}T2_12|’
AL3=\f3“I3l-

Zieht man nun in Abb. 7 unter dem Winkel ¢ (Abb. 6) gegen &, einen Leitstrahl

A P, P, P P,, so kann man samtliche VektorgroBen unmittelbar abgreifen, und zwar:
e, = PA; e, = PB; e; = PC;
liy| =1 Py; g =JyPs; |ig| = J3Ps.

Die Spannungsvektoren e, e, e, sind nach ihrer Phase richtig dargestellt. Bei den
Stromvektoren i, i, i ist jedoch zu beriicksichtigen, daB wir die Diagramme so gedreht
haben, daB die Dreiecksgrundlinien (f — ) mit der Richtung g, zusammenfielen.

Die Phasenwinkel der Strome iy, i,, i, sind daher nicht von der Phase &, ausgehend
zu bestimmen, sondern durch die Winkel ¢,, @,, @; bestimmt. Diese erhilt man da-
durch, dal man in Abb. 5 durch 4, B und C Parallelen zu &, zieht und diese zu-
sammen mit den Kreisdreiecken nach Abb.7 iibertrigt [s. die eingeklammerten
Vektoren (&,)].

DaB} der Punkt J, auf §; (d. i. auf 4B) liegt, ist folgendermaBen zu beweisen :
Nach Abb. 5 und 7 sowie Gleichungen (36) und (33) ist

. @3
A, KB % e & _ & G
AL, N K,L, - (fa — 1) N 12@3 1213@1 N _@3 — & N &
== 2 - —— & ()
¢ (G2 +1s) € 3+12+13 !

Hieraus geht weiterhin hervor, daB in Abb. 7 J, L, BL ist. Ebenso muB J,
auf AC liegen und L; J; | CL sein.

1V. Die Berechnung von Transformatoren und Asynchronmotoren.

Wir legen der Berechnung einen schwach gesittigten Transformator mit dem
Ubersetzungsverhiltnis 1:1 zugrunde und stellen ihn durch das bekannte Ersatz-
schema Abb. 8 eines ideellen Transformators dar, bei

dem der primire und sekundire StreufluB getrennt 77 = . %:

von dem Hauptflufl angenommen ist. Da der letztere Al

Primér- und Sekundirwicklung in gleicher Weise |
durchflutet, so erzeugt er in ihnen die gleiche Span- 4
nung. Wir konnen daher die Klemmen dieser beiden

Wicklungen verbunden und letztere durch eine einzige
ideelle Wicklung ersetzt denken, die von der vektoriel-
len Differenz des Primérstromes i, und des Sekundirstromes i, durchflossen wird.
Den Scheinleitwert dieser Wicklung bezeichnen wir durch das Vektorverhéltnis 1 und

¢

die Scheinleitwerte der von dem primiren bzw. sekundiren Streufluf induzierten

ideellen Wicklungen mit Ié bzw. I—‘. Die sekundire Belastung des Transformators

¢

wird durch den verénderlichen Scheinleitwert ]—él) dargestellt. Die primére Klemmen-

Abb. 8.

spannung wird mit €, , die sekundéire mit §,, und die Teilspannungen werden mit

1) Statt der Scheinleitwerte j, j; , {5, i, mit der Bezugsspannung € kann man auch die Schein-

widerstinde % = T’ %’— = En usw. benutzen. Die Resultate der Rechnung bleiben dabei unverindert..
1
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e, e, e, bezeichnet. Je nachdem der Transformator von links oder rechts gespeist
wird, wird €, oder €, gleich € gesetzt. Dieses Ersatzschema dient in gleicher Weise
zur Berechnung des Asynchronmotors, wenn @, als Sternspannung des Rotors und
die sekundire Belastung des Transformators (g) als induktionsfrei (j,|€) an-

genommen wird. Unter dieser speziellen Annahme ist (§,1i,) = (&31—’ = 1000 IV,

i, 1000 N . . . . . €
also T= o Worin N die Nutzleistung in kW bezeichnet. In den nachstehenden

Berechnungen wird aber die Richtung von j, gegeniiber € vorldufig als beliebig,
aber konstant angenommen, wéihrend |j,| veréinderlich ist. Aus der Abb.8 ist ab-

zulesen: G = +e; e=e,+ Gy (44)
fh=14+1,. (45)
Ferner ist
i = -é—e; (46)
i, = %el ; (47)
- l% . jz _ 1 1) 12 +1z
f = (5 % ——G@z, daher e e2+(§2-—12@(1 +Iz i, " s
. fajs €
_ e € 48
t2 Jet+1: € (48)
und mit Gleichung (45) und (44)
jier=1je + 1571:_151; =5 (€ —e);
i1 j1de + 11 de
= — =C —F 22 —— 49
¢ Izlz G+l +G+i+1) e (49)
i+h+ B2+ e
iz -+ (G + o) I
=C—e=C 50
(+idle+ G+ +idie (50)
Da ferner
€2 iz : €2 €y j . S, &, 2
= = T t — =— = d = — = — "
€ g 5018 e +C e fotis b e+ 6 e Je + Iz
j 1]
ey =€+ —=C-— 51
R T R S N (e FE S WR e
J2 1 e
€, =c¢e- ~=CE R 52
SR RS H g () A A (S A AT (52)
_ j1ie + d1]e . 53
1(l+11 o+ G+ 1+ 121 (53)
: : ile + (G + i) e
W=l — —— 54
1= h G+idie+G+1+1)1 (54)
11 11 55
(I+11)12+(I+11+12)Iz (35)
Die Scheinleitwerte @ i bzw. j;i, sind vorstehend als bekannt und j, als ver-

#nderlich angenommen. Tatséchlich sind aber die Vektoreu i, j;, j, ideelle Konstanten,
welche sich der direkten Messung entziehen, wihrend j, gemessen werden kann. Die
Vektoren j,j,j, konnen aber aus den Resultaten von Leerlauf- und KurzschluB-
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versuchen bestimmt werden, und zwar kann man bei diesen Versuchen den Trans-
formator sowohl von links (Primérseite) wie von rechts (Sekundirseite) her speisen.

Im letzteren Falle ist der regelbare Scheinleitwert Ié auf die linke Seite der Abb. 8

zu schaffen. Zur Unterscheidung soll er hier mit I yezeichnet werden. Die Netz-

¢

spannung soll in allen Féllen mit € bezeichnet werden. Die Bezeichnung der
Leerlauf- und Kurzschluflistréme [, ,, §;, ,, {5, {, sowie der Spannungen ¢, ey, e,
€1k €ax, &y sind aus den Abb.9—12 zu ersehen, welche die 4 moglichen Versuche
schematisch darstellen. Die unge-

raden Indizes gelten dabei fiir die — . -
Speisung von links, die geraden >y A

fiir die Speisung von rechts. Zur —|\& ”l Eatfe 7 £
Bestimmung der 3 Vektoren j, j;, y

i, sind jedoch nur 3 beliebige der Abb. 9. Abb. 10.
6 meBbaren Vektoren |, 1,, f,, §,,

¥,, ¥, erforderlich. Da aber die " A KD
nachfolgende Rechnung ergibt, Ao,
dal} stets f; =f, ist, so sind nur PR A
noch 5 derselben verfiighbar. Dar-
aus lassen sich 10 Permutationen

Abb. 12.

von je 3 Groflen bilden, nédmlich

. f,
O A O f1f2<§:’ f1f3<t> II:, Ilrz%ffr
3

Sind aber 3 dieser 5 Grofen bekannt, so sind dadurch nicht nur die GroB8en

i» 11> J bestimmt, sondern auch die noch fehlende vierte und fiinfte gegeben, denn die

Eigenschaften des Transformators sind ja durch die Werte i, j,, j, eindeutig bestimmt.

Setzt man in den Gleichungen (45—51) nacheinander j, =0, j, =0, j, = co,
iy = oo, so erhilt man fiir:

b <

iz‘_‘O: e =C¢ h e =G

=S = (56)
o = 0: @ﬂ:@i—ﬁ; (57)
= =Gl = O e Trean 69
j.=0: “zi_%i? (59)
jy=0: 12=i£212 (i, gegen j, vertauscht); (60)
= =il e
i, = oo: f=1%};1v (62)
j, = oo g:ﬁg - (63)
jy=oo: f4=j—+1j11%_£ (64)
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Es mogen nun die obengenannten 10 Fille durchgerechnet werden, wobei einige
derselben aus Symmetriegriinden durch Vertauschung der betreffenden Indizes be-
stimmt werden koénnen. Die letztgenannten Resultate sind in Klammern gesetzt.

a) Gegeben f;,§f,, §;.

Aus den Gleichungen (61), (62), (63)

T N B U S N
Mt Rt Pt kR Y ithtk
ibt sich L
ergl S1C £=I+I2 1 =I—'f':;‘ (65)
f3 12 ’ 2 fl—f3,
B _ith, o s B (66)

Diese Werte in Gleichung (63) eingesetzt, gibt

j T (67)
L8

U A (68)
- _l;ﬂfz — 12

IZ - - f] - f3 . (69)

b) Gegeben Il> fl: f37 ([2: fza f3) ‘
Aus den Gleichungen (59), (61), (63)
A | AU S SRR ¥ S
1= h={—; = -
ITh I+ + 1%
ergibt sich ¢ o f
1 ) 2 T 3

L _fs__<_ & )
I_Iltl_fl -r2f2——T2’ (70)
t

T <= R _f,%__,_,_).
fS_—fl—}_rl 2(f2—12) (fz_fs) ’
=t O 2
MG ) (1) L+
c) Gegeben I,, ¥t , %, (I;, f,, £5) .
Aus den Gleichungen (60), (61), (63)

]'1=I

[, = —2—; 1=jl,41+]2 Fo— Jide

T i+h+0 ° i+t
ergibt sich ¢ Pt
1 2

A

A

- Ll(_ﬁ) ‘
1""12 f:; - fs-’ (73)
- f i
]l_Izszl—fs(fl“fs),
o=ty (= — (75)
= Zfl_fs B 111f2-f3(f2—f3) ’

(74)
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d) Gegeben I,,1,, %, (I, 1, f)-
Aus den Gleichungen (59), (60), (61)

N P A E0 Y
1+ 1+ 12 I+ 0+
ergibt sich
TP P AL
e A e R R T A R
. LY [ L
=g (=gt (76

—; (77)
12 = 12 T (78)

e) Gegeben f1 ’ fz ’ 11 ) (fz ’ f1 ’ I2) N
Nach Gleichung (73) ist [, f; =, f, , daher kann Gleichung (76) auch geschrieben

werden
12=11E2?3(=’2g%?g)' (79)
Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunéchst | zu bestimmen, dann ist
hii g (g e 0
gy 2 (=) 5y

f) Gegeben ¥;,1,,1,.
Aus den Gleichungen (59), (60), (63)

! =*111 I =£§ —T*"’i;lfjfz*.
! i+ 2 i+3s : I+ h+ 1.
ergibt sich
L DL £
LIS T b S D
2 — i-I—‘-L2 =1L. (82)
fy

Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunichst j zu bestimmen, dann ist

=1, (83)

oy

j

jo = L. 84
]2 21_12 ( )
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Aus den Dreifachgleichungen (70) und (73) ergibt sich

a) b) c) d)
O LE LY LY LE 1
TR LTR-L K Y und aus
¢) d) _;1_=%3; I1=£;E; Iz=%1£2§ f1=f2’%§ f2=f1-%;
1 2 2
b hon e g B _hhLtB LB
b)C) fz—rz_fs’ f3'—f1(f2 Iz)’ fl_fz___Izs fZ_ fl ’ I2" fl >
L (B op_ L O " - R %
a) C) flIl—szs’ f:«}_Ilfl(fl I1)> fi flll'_fzf:h II—I2f1_f§’ Iz_fl(fl_ll)y
2 co )
2 d) f_ffh:%; E=Lt—L); f1=11f2f:rf3: =i = RTh
1 1 1 2
__r2_.f3_.__ﬁ. 2_I_1 1) B_ _1_2_1_%. — LE | _ LE
byd) r =% B Pl bl = h= it =t

Diese Beziehungen zwischen den VektorgréBen i, i,,j, und I}, 1,, f,, f,, f; sowie
der letzteren untereinander sind in der nachstehenden Formeltabelle (S. 15) iiber-
sichtlich zusammengestellt. Einige dieser Beziehungen fithren zu quadratischen
Vektorgleichungen (in der Tabelle stark umrahmt), deren Losung in Abschnitt IT
eingehend behandelt ist. '

Die Richtigkeit der entwickelten Formeln wurde durch einen Versuch nach-
gepriift. Dabei wurde absichtlich ein Transformator (Ubersetzung 1 : 1) mit sehr
groBer Streuung benutzt, um verhdltnismaBig groBe Leerlaufstrome zu erhalten.
Ferner wurde die Sekundirstreuung durch einen Luftspalt innerhalb der Sekundér-
wicklung gegeniiber der Primirstreuung kiinstlich vergréBert, um moglichst ver-
schiedene Phasenwinkel der Leerlauf- und Kurzschluflstrome zu erhalten.

T?Eﬁissf‘é?g, a%?)is Es wurden gemessen fiir € = 18 Volt
N | Gy = 11,2 Volt
— | I, = 0,55 Ampere cosl; € = 0,28
« [ L= 077, - cosl, € =035
o =123,  cost, G = 0,445
- o, = 1,73, . cost, G = 0,51
— [ % = 1,078} - cosf € = 0,538}
- ro— 10s6f VA k6 — oo f 0033

Der Abb. 13 sind nun die gemessenen Werte von [, f,, f, zugrunde gelegt.
Dann ergibt sich §,; = 11,4 Volt statt 11,2 Volt,

f, 1,73
= 0,555 = 0,774 statt 0,77 Amp.
Ferner ergibt die Zeichnung f, —1I;, = 0,693 Amp., daher
|fs| = |5 — |- |f| = 70,693 1,73 = 1,10 statt 1,082 Amp.

Diese Werte wie auch die Phasenwinkel der Strome [ [,f, muBl < L §, sein
und ferner muB ¥, den < (f; —,), f, halbieren] stimmen innerhalb der MeBgenauig-
keit mit den gemessenen Werten hinreichend iiberein, zumal die Formeln den
Séattigungsgrad des Eisens nicht beriicksichtigen konnen.

l2=I
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Ermittelung der Kreisdiagramme.
Wir 16sen Gleichung (49)
v
G+l + G+ii+2) e

nach j, auf,

T e . . . € ..

Jo ]1—E(l+11+12) =E(I+]1)12—1112:
schaffen die Faktoren von e durch Multiplikation bzw. Division auf die linke Seite
und erhalten

f ix e '—‘—11—@

C = — 85
Jth ~h s )
j+ht+1l 1+h+i

hieraus ergibt sich mit Gleichungen (62),
A (56) und (58)

h_e—e
| r— (86)
In gleicher Weise entsteht aus den Glei-
chungen (50—55)
o _ e, 7
f, eyr— e’ (87
o € — s
Jo _ L2 el 88
fy €at — € (88)
e G =G GG — 0ist:
B GG~ G o G0t (59

Ja i—1

ja

B i=h 90
o (h—1f) -1 o)
b b=k

fz fl - il ’ (91)
\ o =0 (hei Leerlauf st i, —0).  (92)
\\ : fz f3 - 12

Von den Gleichungen (85—92), die ohne weiteres als Kreisgleichungen zu er-
kennen sind, haben die durch Gleichungen (86—88) gegebenen geringeres praktisches
Interesse, da die ideellen Teilspannungen e, ¢,, ¢, ebenso wie die Scheinleitwerte j, j;, j
sich der direkten Messung entziehen. Dagegen ist das Diagramm der Sekundérspan-
nung @, [ Gleichung (89)]sowie diejenigen der Strome i, i,, 1, [ Gleichungen (90—92)] von

Bedeutung. Zur Aufzeichnung des ersteren ist nach Gleichung (89) ;—’: (%;gzl
2. — Lz
die Kenntnis der sekundéiren Leerlaufspannung €, erforderlich. Diese ist nach GroBe

und Phase leicht zu messen oder nach den Gleichungen (57), (62), (63) zu bestimmen:
I fy

Cp=C—=C~-. 93

21 l+ ]1 f2 ( )

In Abb.13 und 14 sind die Kreisdiagramme in der gleichen Weise entwickelt

wie in den Abb. 5, 6, 7. Fiir einen bestimmten Wert j, sind die Vektoren &,,1,1,,1,
in Abb. 13 eingetragen, und in Abb. 14 ist das vereinfachte Kreisdiagramm dargetsellt,
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in dem durch einen einzigen der Belastung j, entsprechenden Leitstrahl alle 4 ge-
suchten Vektoren gefunden werden. Da die linken Seiten der Gleichungen (86—92)
identisch sind, so miissen simtliche Kreisdreiecke einschlieflich der Kreisbogen und
Kreismittelpunkte dhnliche Figuren darstellen, wie auch die Abbildungen zeigen.

Zur Konstruktion der Abb. 13 diene folgendes:

Da der Vektor |, in keiner der Gleichungen (86—92) vorkommt, moge auf die
Messung von |, verzichtet sein; dagegen sollen |, , f; , f, bekannt sein. Die Konstruktion
von [, bietet iibrigens keine Schwierigkeiten, da die Dreiecke [, und f,f, dhnlich

sind (s. Formeltabelle S. 15 [, =1, i—z) Zur Konstruktion von f; benutzen wir die
1

(quadratische) Vektorgleichung 1 =1{,(f, —{;) (s. die gleiche Tabelle) und kon-
struieren f, —I; (in Abb. 13 gestrichelt); dann mull f; auf der Winkelhalbierenden

‘zf"/*v/1 -

sein. Der negative Wurzelwert kommt nicht in Frage, da einem negativen ¥, auch ein
L —1?
=
Wirk- und Blindleistung erzeugen statt aufnehmen wiirde. { und f, miissen daher
im ersten Quadranten gegeniiber € liegen.
Je 2 Punkte der Kreisdiagramme sind ferner durch die Konstanten der Gleichun-
gen bestimmt, und zwar fiir die Grenzwerte von

negatives j entsprechen und der gemeinsame FluB in diesem Fall

fiir den Leerlaufpunkt fiir den KurzschluBpunkt
€,: die Spitze von €, der Punkt 0
i: die Spitze von I, die Spitze von f, —¥f,;
i,: die Spitze von | die Spitze von f;
i,: der Punkt 0 die Spitze von f; .

Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern III, 1. 2
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Es ist nunmehr noch in jedem Kreisdiagramm der geometrische Ort des
wandernden Punktes, d. h. der Radius des Kreises, zu bestimmen. Als Beispiel
moge das Kreisdiagramm von i, ermittelt werden. Da nach Abb. 13 die Pfeil-

richtungen von i, g 1; und f;_)il nacheinander gleichdsinnig durchlaufen werden,

so ist auch j, so angetragen, daf 1; und _f; gleichsinnig nacheinander durch-
laufen werden; d. h. j, zeigt mit der Pfeilspitze nach 0. Wir machen nunmehr
BA = |f, — 1|, ziehen BC||t,, CD||BA und verschieben das Dreieck CDO nach
GFP;, so, da CD mit GF =, — |, zusammenfillt. Der Punkt P, entspricht
dann einer bestimmten durch j, gegebenen Belastung. Der Mittelpunkt M, des
(nicht dargestellten) Kreises, der durch COD geht, verschiebt sich dabei nach N, .
Bei der Bestimmung der Mittelpunkte der anderen Kreise (fiir €,, 1, i,) ist zu
beachten, daBl sie sdmtlich auf dem Strahl OM, und auf Parallelen zu CM,
liegen.

Die Kreisdiagramme der iibrigen Vektoren werden in gleicher Weise konstruiert.
Die entsprechenden Kreisdreiecke sind simtlich dhnlich dem aus j, und f, gebildeten
Dreieck HA O mit dem < ¢, bei 4, und die Endpunkte der Dreiecksgrundlinien sind
durch die Grenzwerte der Kreisgleichung bestimmt, welche sich fiir j, = 0 und {, =0,
d.h. fiir Leerlauf und KurzschluB}, ergeben.

In Abb. 14 sind die Kreisdiagramme so zusammengelegt, daBl die Drei-
ecke mit ihren Grundlinien und einem Eckpunkt zusammenfallen. Es wire
zwar logisch richtiger, das Kreisdiagramm fiir €, und die Grundspannung €
in der Lage Abb.13 zu belassen und alle iibrigen Kreisdiagramme zu ver-
drehen (und zu verschieben); da es aber in der Literatur iiblich ist, i; in
richtiger Phasenstellung gegeniiber € darzustellen, so wurde dieses auch bei Abb. 14
durchgefiihrt.

Die nicht in richtiger Phase dargestellten Vektoren sind in Abb. 14 in Klammern
gesetzt, z.B. (1), (iy), (&,) usw.

InAbb.14istnunO0S =1;,0Q =¥,, QS =1, — ¥, inrichtiger, QR =[I; — (f;, —¥;)].
QT = (€,)), QU = (f;) mit verdrehter Phase in der Richtung @S =1, —¥f,, und
ferner das aus (j,) und (f,) bestehende Dreieck @ VW als Spiegelbild des Dreiecks AOH
der Abb. 13 aufgetragen. Der Phasenwinkel Null fiir die verschiedenen Vektoren
ist gegeben fiir

G i i f
Anfangspunkt des Vektors @ J O U V
durch Ce C Ciy Cuy Cgy

und ihr wirklicher Phasenwinkel gegeniiber € durch —-Pfeile angedeutet. Diese
Pfeile gehen immer von dem Bezugsvektor zu dem verinderlichen Vektor; nur bei
€, ist die Pfeilrichtung fiir ¢;, umgekehrt eingetragen (wegen der Spiegelbildung).
Samtliche eingetragenen Pfeile mit Ausnahme desjenigen fiir j, entsprechen also einer
Nacheilung des betreffenden Vektors gegen €.

Man konnte noch einen Schritt weiter gehen und die 4 Kreisdiagramme zu einem
einzigen vereinigen, indem man fiir jeden Spannungs- und Stromvektor einen eigenen
MaBstab wihlt. Man kommt dann zu einem dem Heyland- oder Osanna-Kreise dhn-
lichen Diagramme, aus dem sich aufler i, und i, noch i und ¢, sowie die wahren Phasen-
winkel aller Vektoren ablesen lassen.
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Primidre und sekundire Leistung, Nutzeffekt, Schlipfung.

Wir betrachten zunichst den allgemeinen Fall, dafl der Transformator nicht
induktionsfrei belastet ist, Abb. 15 (wihrend des Asynchronmotor im allgemeinen als
induktionsfrei belastet anzusprechen ist).

Die primidre Leistung ist durch das Vektorprodukt %, = {€-i,} gegeben,
‘welches in. die

Blindleistung 0N, = £, sin ¢
und die
Wirkleistung N,,, = E 4, cos ¢,

zerfillt, worin ¢, = < €1, ist.

Es sind daher nur die beiden Komponenten i, sin ¢, = 0@ und i, cos ¢, = OP
(im StrommafBstab gemessen) mit £ (im SpannungsmafBstab gemessen) miteinander
zu multiplizieren. Die sekundére Leistung ist durch das Vektorprodukt R, = {€, - i,}
gegeben. Da hierin sowohl €, wie i, verénderlich sind und die Verwendung derselben
BezugsgroBen € und i, wie fiir die Primérleistung erwiinscht ist, setzen wir

-t _oBh—4

= G T
und

. i, — 1

f,=f 1,

2 3f1HII

. g f, — 1 i, —1

Ny = (G, - i e={@ﬁigﬁﬁ4-f Lﬁmi}.
2 {2 2} fzfl_ll 3f1___Il

In dem zweiten Faktor des Vektor-
produkts setzen wir

B
h—t— ¢

und erhalten

hE i \}
=3 31 1. 24
N, {Lgﬁ‘hfgh L) -

Nunmehr transportieren wir h—h nach rechts und -fﬁ nach links unter Ein-

k- & fy
fiihrung der entsprechenden Spiegelvektoren

mz — {(Sj fZ (f3) . ({l - ]1) (f,—1y) (11 _ Il)} .

Da
Gy . b, .
f—,‘:— = @“ ist, Abb. 15, so ist (s;—?fg?- =C -
Zur Bestimmung des zweiten Faktors betrachten wir das Spiegelbild L, K, R
des Dreiecks L, K, P, ; darin ist (& - Wo-n _ BE . Da mit diesem Vektor-
f1 - !1 L1 Kl

verhiltnis der Vektor i, —; = L; P, zu multiplizieren ist, brauchen wir nur das
A L, 8 P, dhnlich dem A L, R K, zu machen und erhalten

(fl—gi])(fl"fll)r s _
s ) = S Py,
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Die Konstruktion 148t sich noch einfacher gestalten, wenn man P, S L L, N,
zieht, da < L, P,S;,=<< P, DL, =<« P,K,L, =< RK, L, ist. Daher ist
N, ={Cn-SPy.
Die Wattkomponente von RN, erhalten wir durch Projektion von SP; auf € ,,
€L P undda [€ep|=|C|
Ly, Py,
op

Die induktionsfreie Belastung des Transformators, wobei j, in die Richtung von
€ fallt, kann als Sonderfall betrachtet werden.

Um die Schliipfung eines Asynchronmotors zu bestimmen, nehmen' wir nach
Abb. 16 induktionsfreie Belastung des Rotors an (j, || €). Die Belastung j, kann
jeden Wert von Null bis unendlich annehmen. Wir konnen aber auch fiir j,
einen derartigen ideellen negativen Wert j,, wihlen, dal die Ohmsche Komponente
von j, gerade kompensiert wird. Dadurch
finden wir in dem Kreisdiagramm den
ideellen KurzschluBpunkt P,.

Es ist

ist, den Nutzetfekt 5 — in dem Beispiel, Abb. 15, etwa gleich 50 vH.

!

. 1
12 fol__f3‘

Wir kénnen daher j, in bekannter
Weise konstruieren, indem wir das Drei-

:/2~/¢;// /' eck (f; —¥f;), () an f, antragen und
: // durch die Spitze von f, eine Parallele zur
| y Grundlinie [I; — (f, —£¥,)] ziehen; da aber
%7: // der Schnittpunkt dieser Parallele mit (I;)
! /" Abb. 16. iiber die Zeichenebene hinausfillt, so
i Y bilden wir einen Vektor

1 /

L/ OB=<sz=cxf2f1_I_—l—f3

und wihlen den Faktor & so groB, daBl « |f,| = |f; —¥f;| = OD ist. Wir brauchen
daher jetzt nur das Dreieck OH L, in die Lage ODB zu verdrehen, um «j, = OB zu
finden.

Die Hintereinanderschaltung von j, und j,, gibt einen neuen Leitwert j; und

es ist
1 1 1

L% % Jzo
TR TR 0 ek T Al
worin & (jp + jzo) = 4B ist.

Da auBerdem j;.Lj,, oder L & stehen soll, so ergibt sich eine einfache Kon-
struktion von & j,, und « j; dadurch, dal man ABC L OB zieht, wodurch 40 = & j,,
und OC = «j; bestimmt sind. Zieht man ferner die Linie 4D, so ist das Vektor-
verhiltnis

40 _ oy _in
oD «f, f°

Man braucht daher nur das Dreieck DAO nach QL; R zu verschieben und
K,P;|| QR zu ziehen, um den gesuchten ideellen KurzschluBpunkt P; zu finden.
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Die sekundire Leistungsabgabe ist nach fritheren Ermittelungen E - SP; ohne
Kompensierung des Ohmschen Liuferwiderstandes und E - TP, bei Kompensierung

TS
desselben. Der Schlupf ist daher gleich TP, -
1

Zusammenfassung.

Die vorstehende Arbeit zeigt, da man alle Wechselstromprobleme, die bisher
meist nach der sogenannten symbolischen Methode, d. h. mit komplexen GroBen,
berechnet wurden, ebensogut, aber viel iibersichtlicher, mit der neuen vektoranalyti-
schen Berechnungsweise behandeln kann. Da es sich bei diesen Problemen sowohl
um durchaus reelle Aufgaben wie auch um durchaus reelle Resultate handelt, so ist
nicht einzusehen, weshalb man weiterhin noch den schwierigeren Umweg iiber
komplexe GroBen wihlen sollte, nachdem ein direkter reeller Weg dafiir gefunden ist.
Die neue Berechnungsweise diirfte sich, da sie eine wesentliche Vereinfachung dar-
stellt, zur allgemeinen Einfiihrung in der Elektrotechnik empfehlen.



Der Zeitbegriff in der Photometrie.

Von Carl Michalke.
Mit 4 Textabbildungen.
Mitteilung aus dem Charlottenburger Werk der Siemens-Schuckertwerke G. m.b. H.
Eingegangen am 2. Dezember 1922.

Helligkeitsempfindungen sind objektiv nicht mefBbar; hierdurch wird die Fest-
setzung einer von subjektiven Einfliissen unabhingigen Lichteinheit erschwert. In
welcher Weise der Lichteindruck in unserem Auge von der Lichtstirke der Licht-
quelle, deren Farbe, der Art der Empfindung durch Vorginge im Pigmentepithel der
Netzhaut und Vermittlung der Stidbchen oder Zipfchen unseres Auges u. dgl. ab-
hingt, ist eingehend von verschiedenen Forschern untersucht worden. Bei der
Erklirung einzelner in der Lichttechnik zu beachtender
Erscheinungen spielt aber auch der Einflul der Zeit eine
gewisse Rolle. Es soll dies an zwei Beispielen gezeigt
werden.

Die Einwirkung eines Lichteindrucks bleibt in unserem
Auge eine — wenn auch kurze — Zeit haften. Wird eine
nahezu punktformige Lichtquelle schnell bewegt, so erhilt
man den Eindruck einer leuchtenden Linie. Wird eine
kreisformige Scheibe (Abb. 1) mit abwechselnd hellen und

Abb. 1. dunklen gleichgroBen Feldern in Drehung versetzt, so
verschwindet bei geniigender Drehzahl die Trennung der

hellen und dunklen Stellen. Die gesamte kreisformige Fliche erscheint gleich-
miBig hell, jedoch von geringerer Helligkeit, als die hellen Stellen bei ruhender
Scheibe wahrgenommen wurden. Das Auge erhilt den Eindruck, als ob die
Helligkeit der Flichenteile 4 sich iiber die ganze Kreisfliche verteilt hitte.
Sind die dunklen Flichenteile vollkommen schwarz (Riickstrahlungszahl 0), so
erhilt man den Eindruck halber Helligkeit der bewegten Scheibe gegeniiber
der Helligkeit der ruhenden Fliche 4. Dieser Eindruck éndert sich nicht bei
Erhohung der Drehzahl, ist also von einer bestimmten Drehzahl an von dieser
vollig unabhingig. Ist das Verhiltnis der FlichengroBe A zur ganzen Kreis-

A

fliche 1 :n, so erhilt das Auge bei Drehung den Eindruck einer Helligkeit % .

Ahnliche Verhiltnisse treten ein, wenn eine ruhende Flidche von gleichméBiger Hellig-
keit (Riickstrahlungszahl fiir alle Flichenteilchen gleich) in kurzen Zeitabstinden
periodisch beleuchtet wird. Ist die Zeitdauer einer Periode geniigend klein, so erhilt
man den Eindruck eines gleichméBigen flimmerfreien Lichts. Das Verhiltnis der Be-
lichtungszeit zur Gesamtzeit einer Periode gibt ein Maf fiir die Helligkeit der be-
leuchteten Fliche.
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Die scheinbare Stetigkeit in der Helligkeit der umlaufenden Kreisfldche (Abb. 1)
cder einer aussetzend beleuchteten Fliche kann so erklirt werden, dal der Schwin-
gungszustand, den das in unser Auge gelangte Licht erzeugt, noch eine kurze Zeit in
unserem Auge anhilt. Das Abklingen dieser Schwingungen wiirde dem Nachlauf
von plétzlich der Leistungszufuhr beraubten Motoren entsprechen. Das Haften des
Leuchteindrucks nach aufgehobener Lichtzufuhr kann von aufgespeicherter Licht-
arbeit herrithren. Das Lichtempfinden nach dem Ausschalten der Lichtquelle wiirde
also eine Wirkarbeit, die in kgm oder Wattsekunden auszudriicken ist, sein. Wenn
diese Annahme richtig ist, so kann man folgern, dall umgekehrt beim plotzlichen
Auftreten einer Lichtquelle der Mensch nicht sofort den vollen Lichteindruck hat.
Diesen wiirde man erst nach einer, wenn auch kurzen Zeit empfangen. Der Dauer-
zustand in der Lichtempfindung, der der Stdrke der Lichtquelle entspricht, wiirde
erst nach Aufspeicherung einer gewissen Lichtarbeit auftreten konnen, die fiir die
Lichtempfindung nicht in Betracht kdme. Tritt also ein Lichtreiz, entsprechend einer
Lichtstérke J oder einer Lichtleistung (Abb. 2), auf (ausgezogener Kurvenzug), der
die Zeit T, wihrt, dann die Zeit 7', aussetzt, so wiirde die Lichtempfindung R etwa
durch den gestrichelten Kurvenzug darzustellen sein, indem der aufsteigende Ast die

ansteigende Erregung im Auge bei Einschalten des J

Lichts, der absteigende Ast die Nachwirkung nach AN N
Ausschalten des Lichts darstellt. Ahnlich, wie ein ,’ P P \\
moglichst reibungslos gelagerter Motor unbelastet | \\\
nach dem Einschalten schnell auf regelrechte Dreh- P

zahl kommen kann und lange Auslaufzeit hat, kann ' "’ zi Abb. 2

auch der aufsteigende Ast steil ansteigen, d. h. das
Auge schnell die volle Empfindung fiir das Licht erhalten und der abfallende
sich verflachen, d. h. das Auge eine verhiltnismiBig lange Nachwirkung haben.
Der Vorgang der Aufnahme von Lichtarbeit und Umwandlung in Lichtempfindung
ist dhnlich dem Vorgang in elektrischen Akkumulatoren, in denen elektrische
Arbeit in chemische umgewandelt, aufgespeichert und als elektrische Arbeit ab-
gegeben wird. Je tiefer (Abb. 2) der Punkt P liegt und je steiler die Licht-
empfindungskurve wieder ansteigt, um so stéirker ist die Flimmerwirkung. Punkt P
liegt um so hoher, je geringer die Zeit einer Periode, je hoher die Frequenz ist. Bei
Wechselstromlampen wird auch durch die Kurvenform des Stroms die Flimmer-
wirkung beeinflult, indem bei spitzer Kurvenform die Lampen mehr zum Flimmern
neigen als bei flacher Form. Helligkeitsunterschiede von gleichfarbigen Flidchen, die
nebeneinander liegen, konnen schon sicher erkannt werden, wenn der Helligkeits-
unterschied nur wenige Zehntel vH betrigt. Rasch nacheinander folgende Hellig-
keitsunterschiede, fiir die der Schwellenwert der Empfindung héher liegt als beim
Unterscheiden der Helligkeit nebeneinanderliegender Flichen, werden mit Sicherheit
festgestellt, wenn die Helligkeitsinderungen 5—10 vH betragen. Hiernach kann ge-
schétzt werden, wieweit bei Unterbrechung der Lichtstrahlung die Lichtempfindung
nachlassen darf, um nicht den Eindruck von Flimmern zu geben.

In Abb. 2ist JT', die in der Zeit 7', von der Lichtquelle aufgewandte Lichtarbeit ;
in der Zeit 7, setzt die Strahlung aus, trotzdem bleibt eine Lichtempfindung; es ist
dies gewissermafen in Seharbeit umgesetzte Lichtarbeit. Die gesamte Seharbeit wird

T
durch [ Edt ausgedriickt, wenn E die Sehleistung ist, 7' die Zeit einer Periode, oder
0
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da die Sehleistung durch j f @ (J, 4, t) d A dt ausgedriickt, wobei 4, und 1, die Wellen-

lingen sind, innerhalb deren die Lichtempfindung liegt, wenn ¢ die Funktion ist,
nach der sich die Sehleistung in Abhéingigkeit von der Lichtleistung J und der
Wellenlidnge 2 dndert, oder durch E,, (T, - T,), wenn E,, der Mittelwert der Seh-
leistung ist. Die Seharbeit muf} kleiner sein als die aufgewandte Lichtarbeit.

Bei periodischer Wiederkehr von Belichtung und Unterbrechung, wie z. B. bei
Wechselstromlampen, wird im allgemeinen die Seharbeit nicht auf den Wert 0 herab-
gehen, sondern bevor die Nachwirkung des empfangenen Lichteindrucks verschwunden
ist, beginnt bei geniigend hoher Frequenz schon der nichste Lichtreiz. Das Auge

T

erhilt einen Helligkeitseindruck, der dem mittleren Arbeitsaufwand %{ J dt ent-
spricht. 0

Bei einer Frequenz von 162/, wie sie beispielsweise fiir Einphasen-Wechselstrom-
bahnen gebréduchlich ist, ist noch deutliches Flimmern von Glithlampen der ge-
brauchlichen Spannungen von 110 oder 220 V wahrnehmbar, weil der empfangene
Lichtreiz bereits zu stark abgeklungen ist, bevor ein geniigend starker neuer Licht-
reiz kommt. Bei 50 Perioden/sk verschwindet die Flimmerwirkung. Die Flimmer-
wirkung kann auch bei Lampen, die mit Wechselstrom niederer Frequenz gespeist
werden, vermindert oder zum Verschwinden gebracht werden, wenn Leuchtkorper
von grofler Warmeaufnahmefahigkeit, z. B. bei Glithlampen solche mit dickem Gliih-
faden gewihlt werden, weil in diesem Fall der Glithgrad der Lampe nicht zu sehr
herabgeht. Bei Anschlul der Lampen an ein Drehstromnetz geringer Frequenz, das
bei vorhandenem Einphasennetz durch einen asynchronen Motor?!) geschaffen werden
kann, geniigt es, nahe beieinander angeordnete Lampen an die 3 Phasen des Dreh-
stromnetzes anzuschlieBen.

Ist die entwickelte Anschauung richtig, daB es sich bei der noch nach Unter-
brechung der Lichtstrahlung in unserem Auge vorhandenen Reizwirkung um auf-
gespeicherte Lichtarbeit handelt, so dal die Empfindung etwa nach dem psycho-
physischen Gesetz von Fechner von Reiz und Empfindung oder etwa nach dem
Linienverlauf der Kurve fiir R (Abb. 2) verliuft, dann diirfte bei photometrischen
MefBgeriten, bei denen bei umlaufender Blende mit sektorférmigem Ausschnitt durch
GroBendnderung des Ausschnitts die wirksame Lichtstédrke der zu untersuchenden
Lichtquelle oder die der Vergleichslampe verdndert wird, die Lichtschwéichung, wie
sie dem Auge erscheint, nicht genau proportional der Abblendung sein. Nachgewiesen
ist dies photometrisch nicht; der Fehler diirfte auch nur bei iiberstarker Abblendung
in Betracht kommen, wie sie bei photometrischen Messungen selten oder gar nicht
vorkommt.

Den Vorgang der Nachwirkung des Lichts im Auge kann man sich in dhnlicher
Weise erklidren wie die Verstirkung der elektrischen Leitfihigkeit der Kristalle von
hohem Brechungsexponenten durch Lichtstrahlung, wobei gleichfalls eine Nach-
wirkung nach Aufhéren der Lichterregung stattfindet.

Da nach den gemachten Ausfithrungen auch fiir die Nachwirkung Lichtarbeit
aufgespeichert erforderlich ist, diese Nachwirkung also nicht rein erinnerungsmiBig
ohne Aufwand entsprechender Lichtleistung (also als Blindleistung) erfolgt, so ist es
ausgeschlossen, diese Nachwirkung etwa auszunutzen, um ohne entsprechenden

1) Siemenspatent DRP. 348 684 vom 24. XI. 1920.
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Aufwand von Lichtleistung (Wirkleistung) Sehleistungen zu erhalten. Verschiedene
Erfindungen, die hierauf fuflend eine sparsame Beleuchtungsart schatfen wollten, sind
verfehlt. So wurden Patente angemeldet auf umlaufende Stromverteiler, durch die
nacheinander eine Reihe von Glithlampen eingeschaltet wurden. Jede der Lampen
mit der Lichtstdrke J blieb so nur eine kurze Zeit 7', eingeschaltet, wihrend sie eine
weitere Zeit 7', ausgeschaltet blieb. Es wurde damit gerechnet, dafl innerhalb der
letzteren Zeit durch das Haftenbleiben des Lichtreizes im Auge der Helligkeits-
eindruck bestehen bleiben wiirde, wie wenn die Lichtstirke J iiber den gesamten
Zeitraum T, + T, angehalten hitte. In Wirklichkeit erhilt man nur eine mittlere

T
Lichtstiarke von J ——1— .
ic T 1T,

miissen, sondern erinnerungsméifig mit verlingerten Lichteindriicken ohne Aufwand
von Lichtarbeit, so wiirde der Lichteindruck von Wechselstromlampen von der
Amplitude des Wechselstroms abhéngen. Wechselstromgliithlampen wiirden so bei
gleicher Beanspruchung!) mehr Licht abgeben als Gleichstromlampen, was nach
den photometrischen Messungen nicht der Fall ist. Wechselstromgliihlampen mit
spitzer Kurvenform des Wechselstroms miilten (im Gegensatz zu Wechselstrom-
bogenlampen) scheinbar mehr Licht geben als Lampen mit flacher Kurvenform.

Ein zweites Beispiel zeigt gleichfalls, dal der Zeitbegriff vorteilhaft einzufiihren
ist, um Vorgénge von Lichtverstirkung durch

Wiirde man nicht mit solchem Mittelwert rechnen

wiederholte Riickstrahlung zu erkliren. Wird J s Fz
eine Fliche A F, (Abb. 3) durch eine Licht- 7
quelle J in der Entfernung r, unter dem Ein-
fallswinkel ¢ belichtet, so gilt fiir die Be- {1 | g
leuchtung der Flidche die Formel £, = T c;;s L |
1

die Helligkeit der Fliche AF, ist:

J cos 45

H -5 ;;Ob(p, Abb. 3.
1

wobei u, die Riickstrahlungszahl ist, die angibt, welcher Bruchteil des auf die Fliche
fallenden Lichtstromes mehr oder weniger zerstreut zuriickgeworfen wird. Diese
Rechnung gilt streng nur fiir einen Raum mit vollkommen schwarzen Winden
(Riickstrahlungszahl = 0), in dem in endlicher Entfernung von A F, der von dieser
Flache ausgestrahlte Lichtstrom keine das Licht zuriickwerfende Fliche trifft. Be-
findet sich in der Entfernung », von A F, eine Fliche AF,, auf die ein Teil des von
der Fliche AF, ausgesandten Lichtstroms fillt, so erhilt die Fliche A F, von der
Fliche AF, eine Zusatzbeleuchtung. Ist das von der Fliche A F, zuriickgeworfene
Licht zerstreut, so daBl die Riickstrahlung dem Lambertschen Grundgesetz folgt,
so ist die Beleuchtung E, der Fliche A F,, wenn y und y (Abb. 3) die Riickstrahlungs-

!) Um Glithlampen bei Gleich- und Wechselstrombetrieb gleich zu beanspruchen, muB die
(mittlere) Wechselstromspannung niedriger gewéhlt werden als die Gleichstromspannung. Bei gleicher
Spannung werden Wechselstromlampen héher beansprucht als Gleichstromlampen, geben daher mehr
Licht. Dies rithrt daher, daB zur Zeit des Hochstwertes der verianderlichen Wechselstromspannung
die Lampen bedeutend wirtschaftlicher sind als beim Mittelwert der Spannung. Diese vermehrte
Wirtschaftlichkeit bei hohen Spannungswerten wird nicht voll ausgeglichen durch die verminderte
Wirtschaftlichkeit bei geringen Spannungswerten. Vgl. Hans Michalke: Unterschied der Licht-
stirke von Gliihlampen bei Gleich- und Wechselstrombetrieb. Dinglers Polytechnisches Journal
Bd. 338, S. 43. 1923.
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oder Einfallswinkel sind und die einzelnen GroBen in Hefnerkerzen und Lux gewertet,
die Flichen in m?2, die Entfernungen in m ausgedriickt werden?):

_ H AF,cosycosy  uJAF cospcosycosy
o ar o arte )

E,

Vorausgesetzt ist hierbei, dafl die Fliche & F, so durch den Schirm § abgeschirmt
ist, daB sie kein Licht unmittelbar von der Lichtquelle J oder von einer sonstigen
Lichtquelle erhilt.

Die Helligkeit der Fliche AF, ist

1y e AF cos g cos y cos
Hy, = By = 272 71,7,.27?; LOO2Y. )
riTs

wenn u, die Riickstrahlungszahl fiir die Fliche A F, ist. Die Fliche A F, strahlt
ihrerseits als Selbststrahler hemisphérisch Licht zuriick. Die Gesamtstrahlung der

Fliche A F, ist ) H,AF,
o= Ton
In der Richtung nach der Fliche A F, , also unter dem Einfallwinkel v, ist die
. H, A\ F,cos . .
Ausstrahlung 4, = T2 00200 - pieg erzeugt auf der Fliche A F, eine Zusatz-
beleuchtung ﬂ
o — i, cosy  Hy, AF,cosycosy
- rin ’
. s s J AF L AF,y cos g cos?y cos?y
1= T

r?rs n?

g, tate SE AF costycosty gy

r4n?
Diese Zusatzbeleuchtung bringt eine weitere Zusatzbeleuchtung
e, =eA=FE 4.
Die Gesamtbeleuchtung ist demnach
E=E +e+e+
=E(1+4+424+. . )=—"F;
3 7

= E .
& Yyda® — uy uy AF, AF,cos? y cos?
My Mo 1 2 X v

Die Zahl

r5 n?
r3n® — py uy ANFy /XF, cos? y cos? y

ist die Verstiarkungszahl fiir die Beleuchtung der Fliche A F, . Die Beleuchtung der
Fliche AF, wird um so mehr verstirkt, je mehr sich 4 dem Wert 1 nahert, d. h. je
mehr sich x;, und u, dem Wert 1 nihern, d. h. je weiler die Flichen AF, und AF,
sind, je groBer die Flichen AF, und AF, sind und je kleiner die Einfallswinkel y
und v sind.

Von dem von der Lichtquelle J ausgehenden Lichtstrom wird nur der Teil aus-

genutzt, der auf die Fliche A F, fillt, ndmlich der Lichtstrom %C—Q—S—g, der die
1
Beleuchtung E, = {(37(15@ erzeugt. Es ist also ohne Mehraufwand irgendeiner Licht-
1

1) Wi;senschaftliche Veroffentlichungen aus dem Siemenskonzern Bd. 1, H. 2, S. 56.



Der Zeitbegriff in der Photometrie. 27

arbeit an Beleuchtung und somit an Helligkeit gewonnen worden, und zwar lediglich
durch Aufstellung zerstreut das Licht zuriickwerfender Flachen. Bei Anwendung des
Lambertschen Strahlungsgesetzes fiir zerstreut strahlende Flichen, das solche Riick-
strahlung der beleuchteten Flidchen nicht beriicksichtigt, mufl auf die erwihnte Licht-
verstirkung Riicksicht genommen werden.

Ist die Fliche A F, beziiglich der Riickstrahlung in anderer Weise auswihlend
fiir die einzelnen Farben wie die Fliche A F;, so wird durch die Riickstrahlung von
der Fidche A F, auch der auf der Fliche A F, gesehene Farbton gedndert. Ist bei-
spielsweise die Fliche A F; rein weifl, A F; rot, so erhilt die Fliche A F, durch die
Zusatzbeleuchtung eine rotliche Féarbung.

Befindet sich eine irgendwie beleuchtete Fliche A F; in einem geschlossenen
Raum, dessen Winde das Licht zerstreut zuriickwerfen, nimmt man also an Stelle
des Fliachenteilchens A F, endliche Wandflidchen an, so ist auler der wechselseitigen
Beleuchtung der Fliche A F; und der Wande noch die gegenseitige Bestrahlung der
Winde in Rechnung zu ziehen. Durch diese Wechselwirkung tritt eine weitere Ver-
starkung der Beleuchtung der Winde und in ihrer Riickwirkung auch eine Verstir-
kung in der Beleuchtung der Fliche A F, ein. Die beleuchteten Winde konnen
infolge der wiederholten Riickstrahlung, wenn u nahe 1 ist!), rechnerisch eine gréBere
Helligkeit erlangen, als die Ausgangslichtquelle A F, besitzt.

Ist £ die Beleuchtung der Fliche AF,, also die hierdurch geschaffene Hellig-
keit H = uE, wobei die Riickstrahlungszahl u <1 ist, so kann ferner durch das
von den umgebenden hellen Winden, die von der beleuchteten Fliche Licht empfan-
gen und zum Teil zuriickstrahlen, ausgestrahlte Licht die
Helligkeit H auf einen Wert H, so gesteigert werden, daf3 /- _\
H,> E wird. Es ist in diesem Falle demnach der von der
Flache A F, ausgestrahlte Lichtstrom H, - A F, grofler als
der eingestrahlte Lichtstrom £ - A F, 2).

Fiir die Ulbrichtsche Kugel sind die Vorgéinge der Abﬂf 4
Lichtverstirkung besonders bemerkenswert. Wird die o
Riickstrahlungszahl pu = 1 gesetzt, so erreicht die Helligkeit der zerstreut riick-
strahlenden Fliche den Grenzwert oo schon bei der kleinsten verwandten Licht-
quelle. Bei Werten fiir x nahe an 1 ist der Fall theoretisch denkbar, da3 durch Be-
leuchtung eines Raumes, der beliebig gestaltet sein kann, Nachbarrdume, die mit
dem beleuchteten etwa durch Fenster in Verbindung stehen, aneinander anstoBend
in beliebiger Zahl von dem wurspriinglichen Raume aus ausreichend erleuchtet
werden konnen.

Es scheinen alle diese Vorgiinge der Lichtverstirkung dem Satz von der Erhaltung
der Arbeit zu widersprechen, da ohne zusétzliche Lichtarbeit zusitzliche Helligkeit
geschaffen werden kann. Zu erkldren ist dies nur durch die Annahme einer An-
hiutung von Licht. Die urspriingliche Strahlung und die durch Zuriickwerfung

1) Vgl L c. Bd. I, Heft 2, S. 63.

%) Der von einem Flichenteil A F (Abb. 4) ausgehende, auf die Halbkugel fallende Lichtstrom
kann folgendermaBen bestimmt werden: Die Strahlung in der Richtung ¢ ist ¢, = H—A—Fw,
H die Helligkeit der Fliche A F ist. i

Der Lichtstrom, der auf den Kugelring vom Halbmesser o fallt, ist

dd =2 2ri”d8=gM#M=HAFsin2q)d(p.

Der gesamte Lichtstrom, den Fliche F hemisphirisch ausstrahlt, ist & = H A F .

wenn
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gewonnene sind Vorginge, die zeitlich nacheinander fallen. Die Riickstrahlung, die die
urspriingliche Beleuchtung verstirkt, erfolgt spiter und setzt sich zur noch bestehen-
den ersten Bestrahlung hinzu. Der Vorgang geht mit der Lichtgeschwindigkeit von
rund 300 000 km/sk vor sich, so daBl der Vorgang fiir das Auge augenblicklich zu
erfolgen scheint. Es sind diese Lichtstrahlungsvorgéinge also &hnlich den Vorgingen
bei Wirmestrahlung. Innerhalb eines Raumes, in dem jede Wéirmeabstrahlung ver-
hindert ist, wird schon durch die geringste Heizquelle ein beliebig hoher Wirmegrad
erreicht. Ahnliche Vorginge, wie sie fiir zerstreute Lichtstrahlung behandelt sind,
treten auch bei spiegelnder Riickwerfung des Lichts auf.

Nicht nur bei kiinstlichen Lichtquellen in geschlossenen Ridumen kommt die er-
wihnte Lichtverstirkung in Betracht, sondern auch bei Tageslichtbeleuchtung. Bei
wolkenlosem Himmel wird das von der Sonne auf die Erdoberfliche gestrahlte Licht
zuriickgeworfen und zum Teil von den Luftmolekeln aufgefangen und wieder auf
den Erdboden geworfen, wobei in den Farben auswihlendes Verschlucken und Zu-
riickwerfen stattfindet. Die Helligkeit an Wintertagen wird zum Teil durch den
gefallenen Schnee beeinflult, wie Leonh. Weber durch Tageslichtmessungen be-
stiatigt fand. In stdrkerem Mafle findet die Lichtverstdrkung durch die Wolken statt,
zumal die Riickstrahlungszahl von Gewoélk, das das von dem Erdboden empfangene
Sonnenlicht in ziemlich vollkommener Zerstreuung zuriickstrahlt, verhiltnismafig
hoch sein kann. Es ist daher die Helligkeit des Erdbodens bei teilweiser Bewo6lkung
an den durch Wolken nicht beschatteten Teilen grofer als bei unbewolktem Himmel.

Man hat es hiernach bei den besprochenen Vorgingen der Lichtverstirkung
mit einer Lichtabgabe @ = @ T, d. i. Lichtstrom X Zeit, zu tun, wodurch sich die
Vorginge in ungezwungener Weise erkliren lassen. Die Vorginge spielen eine grof3e
Rolle bei Beleuchtung von Innenrdumen durch das zerstreut vom Himmelsgewdlbe
oder von hellen AuBenwinden eindringende Licht, ferner bei Berechnung der Hellig-
keit in Innenrdumen usw.

Die behandelten Beleuchtungsweisen, bei denen zur Klirung der Zeitbegriff
zu Hilfe zu nehmen ist, kénnen noch weiter ausgefiihrt werden, wobei eine Reihe von
Beleuchtungsaufgaben zu 16sen sind, doch sollte in vorliegender Arbeit nur allgemein
auf die Bedeutung des Zeitbegriffs hingewiesen werden.

Zusammenfassung.

An zwei Beispielen wird gezeigt, dall der Zeitbegriff in der Photometrie bei
Erklirung verschiedener Vorginge eine Rolle spielt.

Das Haftenbleiben der Reizwirkung in unserem Auge bei plotzlichem Unter-
brechen der Belichtung ist durch zeitliches Anhdufen von Lichtarbeit zu erkléren,
indem, dhnlich wie in elektrischen Akkumulatoren elektrische Arbeit in chemische
umgewandelt wird, so auch im Auge die eingedrungene Lichtarbeit, Lichtleistung oder
Lichtstirke mal Zeit, sich in Seharbeit umsetzt, die aufgespeichert auch nach Unter-
brechen der Lichtleistung kurze Zeit noch wirkt.

Die Helligkeit von Flichen wird ohne Vermehrung der Lichtleistung (Watt
oder kgm/sk) durch Riickstrahlung von anderen Flichen verstirkt. Dies kann durch
Anhiufung von Lichtarbeit (Wattsek oder kgm) erklirt werden, da die einzelnen
Vorgiinge des wiederholten Zuriickwerfens zeitlich nacheinander vor sich gehen.
Das Lambertsche Grundgesetz beriicksichtigt auch in der Anpassung an das photo-
metrische MaBsystem nicht diese Verstirkung der Flichenhelligkeit.



Wirmewanderung in Zylindern aus homogenen
‘Wiirmeleitern.

Von Ernst Qelschliger.
Mit 5 Textabbildungen.
Mitteilung aus dem Charlottenburger Werk der Siemens-Schuckertwerke G.m.b. H.
Eingegangen am 6. Februar 1923.

Es tritt ofter die Frage auf: Wie verlduft der Wiarmestrom in langen Zylindern,
z. B. Kabeln, die aus schlechten Wirmeleitern bestehen, wenn diese, vom kalten Zu-
stand ausgehend, von innen oder von auflen erwdrmt werden ? oder mit andern Worten:
Wie verlauft die Temperatur in verschiedener Schichttiefe, in Abhingigkeit von der
Zeit, bei Erwirmung von innen oder von auflen ? oder: Wie ist der Temperaturverlauf
in einem durchweg gleichmiBig erwirmten Korper, wenn dieser plotzlich in andere,
kiltere Umgebung gebracht wird?

Die rein mathematische Behandlung dieser Aufgabe fithrt zu Schwierig-
keiten wegen der doppelten Abhingigkeit der Temperatur an irgendeinem
Punkt des erwirmten Korpers sowohl von der Lage dieses Punktes wie von
der Zeit.

Im folgenden wird ein Anniherungsverfahren zur Lo6sung dieser Aufgabe
angegeben, das sich auf Beobachtungen stiitzt, die an einem aus Gips her-
gestellten Zylinder gewonnen wurden. Es geht davon aus, dall der Zylinder
in 2 konzentrische Zylinder von gleichem Gewicht zerlegt gedacht wird, von
denen der eine die Wiarme empfingt und sie durch Wirmeleitung an den anderen
Teil abgibt.

Zur Anstellung diesbeziiglicher Versuche wurde ein Gipszylinder hergestellt mit
35 mm innerem und 150 mm #uBerem Durchmesser bei 660 mm Linge. In diesen
Zylinder waren durch Einlegen von 2 mm starken Metallstiben auf verschiedenen
Radien 8 Stiick 2 mm weite Locher parallel zur Achse eingegossen, in die zur Messung
der Temperatur geeichte Thermoelemente bis in die Mittelebene des Zylinders ein-
gefiihrt wurden.

Mit diesem Gipszylinder wurden zweierlei Versuche angestellt. Erstens wurde
der Zylinder von innen erwirmt dadurch, daB in die innere Offnung des Zylinders
ein Draht aus Widerstandsmaterial eingefiihrt, in der Achse gerade ausgespannt und
mit konstanter Leistung belastet wurde. Von Zeit zu Zeit wurde der Temperatur-
anstieg an verschiedenen Stellen des Zylinders mit Hilfe der Thermoelemente
beobachtet. Zweitens wurde der Zylinder in einem Trockenofen auf 95°C er-
wirmt und dann, nachdem er ganz durch die Ofentemperatur angenommen
hatte, herausgezogen und seine Temperaturabnahme in ruhender Zimmerluft von
20° C beobachtet.
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Tragt man die so ermittelten Ubertemperaturen iiber die umgebende Luft
iiber der Zeit auf, so ergeben sich Kurven, wie sie in Abb. 1 und 2 dargestellt sind.
00°, ‘ Es soll nun im folgen-

i denversucht werden, das
90!1 " .
T Gesetzzu ermitteln,nach
|
a0’ T dem der Temperaturver-
e — . .
20 R LT lauf in dem Zylinder vor
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o W | sich geht. Zeichnet man
6l Pl ‘ P ft'if‘p=3 cr . .
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Abb. 1. Temperaturanstieg an verschiedenen Stellen des Gipszylinders L. °
bei Heizung von innen mit 105 Watt. gehorlgen Punkte ver-

bindet (s. Abb. 3), so
erhilt man, mit guter Anniaherung, gerade Linien. Daf} dies wenigstens fiir den End-
zustand, d. h. nach Eintritt konstanter Temperatur, zutreffen muB, 148t sich leicht
beweisen. Da im Dauerzustand die im Heizdraht entwickelte Wirme ¢ durch
simtliche Schichten durchflieBen muB, so gilt fiir eine konzentrische Schicht
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Abb. 2. Abkiihlung des Gipszylinders nach Erwarmung auf 75° C Inr — 2n L
Ubertemperatur. DF=—— v

Damit ist die geradlinige Abhéngigkeit der Endtemperatur vom Logarithmus
des Radius erwiesen.

Nach Einfithrung der Grenzen R, und R; fiir den duBleren und inneren Radius
des Gipszylinders und der entsprechenden Temperaturen 1, und g, ergibt sich:

B _ 2212,
nR; = 0 TR,,—IR,-)-
Daraus folgt die Wirmeleitfiahigkeit: R,
Y,

A o a Ll —tn)
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Der vorliegende Versuch war ausgefiihrt worden mit einer Heizung von 105 W im
Innern des Zylinders, dabei waren die Ubertemperaturen an den beiden Grenzradien R;
und R, = 91,5 und 28,5°C (durch Extrapolation ermittelt), also 75, — 7z, = 63°. Damit
ergibt sich, nach Einsetzen von L = 66 cm und @ = 105 W, die Wirmeleitfihigkeit gleich

105 - 2,30 log

7,
1,75
2.7-66-63
Dieser Wert ist nicht unwesentlich hoher als der in den Physikalisch-chemischen
Tabellen von Landolt - Bérnstein, S. 739 gegebene 0,0038 W/cm ° C.
Die vorliegende Beobachtung gestattet auch noch den Wert der Wirmeabgabe-
zahl an der Oberfliche des Zylinders zu ermitteln. Die Mantelfliche des Zylinders ist.

f=2aR,L=21175-66=3110cm?, o

A=

= 0,005 85 W/em °C.

S
mit einem Zuschlag fiir die Stirnflichen w9 E‘J\\ <
von 190 em? ergibt sich die ganze Ober- E\;\\\‘El
fliche zu: SANANNS, [
F = ~3200 cm?. 9 éi N %—,—g’l <
N NN
Daraus folgt die Warmeiibergangszahl Z '} gq IR 3 \!\ f\;g §
an der Oberflidche des Gipszylinders ‘§m l’ § \ \ & 3 ;:
- T A TNNNRE S8
Z=F2— =32L1'0258L5,=0,001 12W/em2°C, §4., Y \\\:’ NN :r?;}
Ra S BN NNANNWA
oder, in m? ausgedriickt, die in der am N e \‘ ‘\\l
Elektrotechnik vielfach beniitzte Zahl von ,1 \“%, t\ \:t\ \
11 W/m? °C fiir den Wirmeiibergang von i ;TQL;\I\‘\\ LN
einem geheizten Korper an ruhende Luft. ; i T~ :\‘ |
Die obigen Temperaturangaben sind ” ll ; f TR o
ermittelt in der Mittelebene des Zylinders. 0 47 9z 03 4+ a5 06 47 08 49

. . logr
Weltelje Messungen haben. gezeigt, dafl Abb. 3. Temperaturverteilung zu verschiedenen
auch in anderen Ebenen die Temperatur- Zeiten, bei Heizung von innen, aufgetragen iiber

verteilung dieselbe ist. Erst nahe den Enden den Logarithmus des Radius.
des Zylinders fillt die Temperatur etwas ab, so dafl mit fiir praktische Zwecke geniigen-
der Genauigkeit der Einfluf} der Enden des Zylinders vernachlissigt werden kann.

Betrachtet man die Kurvenschar auf Abb. 2, so sieht man, daB3 die unteren
Kurven, die die Temperatur am duleren Rand und in der Nihe desselben angeben,
tiir » = 6,5 und 7,5 cm, sehr steil abfallen, wihrend die Kurven fiir die Gegend des.
inneren Randes, » = 1,75 und 2,5 cm, zunéchst langsam, beinahe gar nicht abfallen
und sich erst spater rascher senken. Dagegen zeigen die mittleren Kurven, besonders
die Kurve fiir » = 5,5 cm, keine dieser Eigentiimlichkeiten. Untersicht man die
letztere Kurve niher, etwa durch Auftragen auf Logarithmenpapier, so ergibt sich,
daB sie genau logarithmisch verlduft. Ganz dhnlich, nur umgekehrt, verhalten sich
die Kurven von Abb. 1. Hier sind die Kurven am inneren Rand steil verlaufend und
die am dulleren Rand langsam ansteigend.

Ahnlich verlaufende Erwdrmungs- bzw. Abkiihlungskurven kénnen bei Wéarme-
aufgaben in der Elektrotechnik 6fter beobachtet werden ; sie treten dann auf, wenn ein
Korper nicht direkt, sondern indirekt erwidrmt wird, wie z. B. in einer Gleichstrom-
maschine. Dort wird die Schenkelwickelung durch ihre Stromwérme direkt geheizt,
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wihrend dem Schenkeleisen die Warme nur durch Wiarmeleitung von der Schenkel-
wickelung zugefiihrt wird (abgesehen von Wirmestromungen vom Anker her infolge
der Luftbewegung). Ebenso werden im Oltransformator Kupfer und Eisen direkt
geheizt, dagegen erhilt das Ol die Wirme nur indirekt durch Ubertragung aus dem
Kupfer und dem Eisen. In diesen und dhnlichen Féllen wird der direkt geheizte Korper
das rasche Aufsteigen und der indirekt geheizte das langsame Aufsteigen der Tem-
peratur zeigen. Kiihlt ein solcher Kérper, z. B. ein erwirmter Oltransformator, ab,
so wird der Teil, der Warme an die Luft bzw. den Kiithlmantel abgeben kann, also das
O], am schnellsten abkiihlen, wihrend das Kupfer und das Eisen nur langsam folgen.

Es liegt nun nahe, zur Losung der vorliegenden Aufgabe sich den Gipszylinder
in zwei Teile zerlegt zu denken, und den einen, fiir den Fall der Heizung von innen,
den inneren Teil, als den direkt geheizten zu betrachten, den anderen als den indirekt
geheizten. Dazu denken wir uns den Gipszylinder in zwei dem Volumen nach gleiche
konzentrische Teile zerlegt und denken uns jeden dieser Teile auf einen mittleren
ebenfalls konzentrischen Zylinder zusammengedréingt, der wieder so gewéhlt wird, da3
er den betreffenden Teil in zwei gleiche Teile zerlegt.

Der Radius des Mittelzylinders, der den Gipszylinder halbiert, ist

rm =V} (Ri + R}) =V} (7,5° + 1,75%) = 5,45cm .
Mit diesem ergeben sich die Mittelradien fiir die beiden Einzelteile:

Tme = V% (Ba + 1) = V4 (7,5* + 5,45%) = 6,54 cm,
g = V& (1 + RY) = V3 (5,45% + 1,752) = 4,04cm.
Das Gewicht der beiden Teile zusammen ist 15 000 g, so da3 mit der zu 0,276 er-
mittelten spezifischen Wirme des Gipses der Wasserwert des ganzen Gipszylinders
— 20 = 0,276 - 15 000 = 3990 cal® C
= 16 600 W/sk° C
wird, oder 16600 o
2C = 3600 4,60 W/st °C.

Bezeichnen wir im folgenden alle Groen, die sich nur auf den inneren Teil be-
ziehen, mit dem Index i, die fiir den duBeren Teil mit a, also die Ubertemperaturen
des inneren und #uBeren Teils iiber der umgebenden Luft mit 7; und 7, , so sind die
Wirmekapazititen der beiden Teile C7; und Co,.

Der Wirmeiibergang vom inneren auf den duBeren Teil ist proportional einem
von der Wirmeleitfihigkeit 2 und den Abmessungen des Gipskoérpers abhingigen
Faktor 1, der Temperaturdifferenz v; — v, zwischen beiden, sowie der Zeit dt, also
=1(x; —7,) dt. Ebenso ist der Wirmeiibergang vom #uBeren auf den inneren Teil
=1 (1, —17) dt. Ist die Wiarmeabgabe nach auBen bedingt durch die Faktoren k;
und k,, so gibt der innere Teil in der Zeit d¢ nach auBlen ab k;7;d¢ und der duBlere
Teil k,7,dt. Werden ferner noch in jedem Teil die Wirmemengen Q;dt und Q,d¢
frei, so muB die frei werdende weniger der abgefiihrten Warmemenge gleich der auf-
gespeicherten sein, also gelten die Beziehungen?):

(@ —UL(t— 1) — kir]dt=Cdy
und [Qu — Lo (7 — 72) — kata] dt = Cd 7.

1) Die ;olgende Entwicklung stiitzt sich auf eine Rechnung, die vor 20 Jahren Herr Prof. Emde,
Stuttgart, im Versuchsfeld des Charlottenburger Werkes fiir zwei sich beriihrende, geheizte Korper
aufgestellt hat.
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Zur Elimination von t, aus der ersten und t; aus der zweiten Gleichung werden
beide Gleichungen nach z, bzw. 7; abgeleitet, dann erhilt man nach einiger Um-
formung, wenn man noch setzt:

(lu + ka) Qi - la Qa -
(lz + kt) (la + ka) - li la

‘t,-=(l!i

und

la Qi - (le + ka) Qa

Gt k) e+ B — Ll "
die Differentialgleichungen zweiter Ordnung:
dzxi la+ka+li+ki.dxi+(li+ki)(la+ka)_lila —0
de C di Ce Y=
und
d—an la+ka+li+ki dxa+(li+ki)(la+ka)_lilax —0
ae ¢ ar ce % =0,
also fiir «; und x, zwei ganz gleichartige Gleichungen von der Form
d?x dx
Eine Losung dieser Gleichungen ist:
x=¢e 7,
wo % gleich den beiden Wurzeln aus der Gleichung
1 1
'Té — - 7,,— + b=0 ,
also
1 a /a2 , 1
vinr e e b= 30 o+ b+ L+ k- Yot ko + 1+ k2 — 4G+ k) (lat+ ko) — L))

= g et bt b bt YT+ B — G — L 461).

Wir haben bisher, damit die beiden Gleichungen fiir 7; und 7, dieselbe Form an-
nehmen, einige Grofen mitgeschleppt, die wir streichen konnen, da sie Null sind. Diese
sind: die Warmeentwicklung im #uBleren Teil = @, und die Warmeabgabe des inneren
Teils nach auBlen = k;. Da ferner [; =, ist, kann der Index wegbleiben, ebenso
auch der Index von @, auch kann, da k; = 0 ist, also nur noch %, vorkommt, einfach
k geschrieben werden. Dadurch vereinfacht sich die Gleichung fiir 7' auf

2C

T == — ——— .
k4421 + k2 4 (21)2
Setzt man nun an Stelle von « in der Exponentialgleichung die so vereinfachten
Werte der konstanten Glieder ein, und bezeichnet mit 7'; und 7'; die beiden Wurzeln
von 7', so ergibt sich:

t t

I+ k -7 -
=g Q—ce " —cye
und
1 _L _L
ru=%Q—c’le " —cie ™.

w

Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern III, 1.
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Zur Ermittlung der vier Integrationskonstanten ¢,, ¢,, ¢{ und ¢, werden diese
beiden Gleichungen noch einmal abgeleitet. Wird ferner beriicksichtigt, dafl bei
der Heizung von innen zur Zeit ¢ = 0 auch die Temperaturen z; = 0 und 7, = 0
sind, so erhalten wir nach einigen Umformungen:

T, ww nm;

O O U ]
q_ﬂﬁni”;

Diese Werte, oben eingesetzt, filhren zu den Endgleichungen fiir Heizung
von innen:

T I+%k T L T l+k Ty -5 .
R e o ek L e G ISR PR

T, - T - } Q
— |1 —e ) —— "2 |1 —¢e &)X,
“{n—n( %) ﬂ—ﬂ( e)k

Diese Gleichungen zeigen, dafl diese Erwirmungskurven zusammengesetzt sind
aus zwei Exponentialkurven, deren Zeitkonstanten = 7', und 7', sind, und zwar,
wie sich spiter nach Einsetzen der Zahlenwerte ergeben wird, ist die eine, z; , gebildet
aus der Summe zweier Exponentialkurven, und die andere, 7,, aus der Differenz.

Konstanz der Temperaturen tritt ein nach der Zeit ¢ = co. Dannwird 1 — e & =1
und die Gleichungen gehen iiber in
I+ k 1 1
e == g @ = (7 + )€

und

1
taﬁirf,:oo=raoo=%Q’

d. h. die Endtemperaturen, die die beiden Teile des Gipszylinders erreichen, sind nur
bedingt durch die beiden von Wirmeleitung und Warmeabgabe sowie den Abmessun-
gen des Gipszylinders abhingigen Konstanten ! und k, ferner proportional der
Wirmezufuhr @ .

Fiir die Anfangswerte der Kurven fiir 7; und 7z, , wo ¢ klein gegen 7'; und 7',

geht(l - €_7> iiber in ~, dadurch wird

T b
— Q - dT// J— Q
T; = at und di = ok
ferner i
Ta
7,=0 und 7t 0,

d. h. die Richtung der Ursprungstangente an die 7;,-Kurve ist bestimmt durchg und

die Richtung der Ursprungstangente der 7,-Kurve ist Null, oder mit andern Worten,
die 7,-Kurve, also die Kurve des indirekt geheizten Teils, verlduft anfangs in der
Zeitachse, wie auch beobachtet wurde.
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Die in den Endgleichungen fiir z; und 7, vorkommenden Glieder %Q und %Q
sind die Temperaturen, die ein Teil des Gipszylinders annehmen wiirde nach der Zeit 7',
bzw. T, , wenn keine Warme von ihm abgefiihrt wiirde. Da auch das Glied Z;_Tk Q

eine Temperatur darstellt, sind nach Einsetzen dieser Werte die Endgleichungen
nur bestimmt durch Zeiten und Temperaturen. Dasselbe gilt auch fiir die folgenden
Gleichungen.

Die vorliegende Entwicklung bezieht sich auf den in Abb. 1 gezeichneten Vorgang,
der Erwidrmung durch Heizungvoninnen. Fiir den andern Fall, der Abkiihlung
des erwirmten Gipszylinders in der freien Luft (vgl. Abb. 2), ist bei Bestimmung der
Integrationskonstanten @ = 0 zu setzen, und ferner fiir { =0, 7; =7, = 1,, gleich
der Ubertemperatur des Trockenofens einzufiihren. So ergeben sich fiir den Fall der
Abkiihlung die beiden folgenden Endgleichungen, die ebenso gebaut sind, wie die
fiir die Heizung von innen:

D ()i T (1))
‘ta—-{TI_Tzl k-C—e T — T, 1—-k-O—e T,

und
= {Le-% _ T ~}
Tl -, r—1,° %
Fiir die Ursprungstangenten gilt wieder
dTa k d'[,;
W = 6‘ T und m = 0;

also auch hier verlduft die Kurve #;, des Teils, der die Warme nur durch Vermittlung
des andern abgeben kann, anfangs parallel der Zeitachse. Der innere und #uBere
Teil haben gegeniiber der Heizung von innen ihre Rollen vertauscht.

Zum Vergleich dieser Rechnung mit der Beobachtung haben wir, unter Benutzung
der oben fiir 2 und Z ermittelten Werte, noch die Zahlenwerte fiir  und % (vergl. S. 32)
festzustellen. Nach Seite 31 ist der Wirmeiibergang fiir 1 Watt und 1°C vom inneren
nach dem #uBleren Teil des Gipszylinders:

2a 2 2.7-66-0,0058
_ 2aLl _ 2-a 00585 _ 5 owyec,

6,54
- 2,30 log .
und die Warmeabfuhr durch die Oberfliche
k=Z-2nrn,L=0,00112-2-7-6,54-66 = 3,0W/°C.
Mit diesen Werten und mit C = 2,3 W/st °C erhalten wir
20 4,60

k+ 20 £yl + (20 3,0 + 10,0 +3,02 + 10,0°

l

Tm,
In —

in Stunden,

woraus
T,=1,80h, T,=0,20h.

Fiir die Endtemperaturen bei Heizung von innen mit 105 W ergibt sich:

11 1 1 .
”°°=<l_+7c‘>Q=(5T()'+3—,()>'105=56 C;

1 , .
1"00:_];@:@'105:35 C.

3*
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Ferner ist
Q 105
7. Y 180, — = o
1o ,80 230 82,3°C,
Q 105 .
Tz‘a —0,20'*2’,370 - 9,2 C’
sowie
k 3
Ty = 1,80-75- S =177°0
and
3
tho*g = 0,20-75- 2’3 =19,6°C.

)

Nun haben wir alle Zahlen, die erforderlich sind, um die 4 Konstanten der
beiden Endgleichungen zu bestimmen. Es ist
1. Fir Heizung von innen:

we g e —o)eli=e i) - p D (- g)eli -

[\

= i’z (56 — 9,2) ( 1— e“if’s) — (1)

b

(56 — 82,3) (1 — e'flﬂ)

=2

— 52,7 (1 — e15) + 3,20 (1 — e702)

sowie \
R e AT R A
= 122 -35(1—e_fts> — ?:§-35(1 —e_ﬁg)

t

=394 (1 — e™15) 438 (1—e03).

2. Fiir Abkiihlung des auf 75° C erwarmten Gipszylinders ergibt sich:

T, T (10——70510) e h— T (1:0—]62210>e~72

=-——T1_T2 C Tl_‘T? C
1,8 -L 0,2 - i3
=16 (75— 19,6) ¢ * — 7% (756 — 177) e *

t t
= 62,3 e 18 + 12,7 e_‘ﬁ,
sowie

2
———1,e T
T .t
1— L2

1 —

1
T, = 7 Tp€
' T1—~T2 0

1,8 _t 0,2 _t
— 22 M5 Iz __ 2% (75702
16 75e 1.6 75e

t t
=84,4e 18—94e 02,

Diese 4 Gleichungen zeigen das schon oben erwihnte, da8 sowohl fiir die Heizung von
innen wie fiir die Abkiihlung die steil verlaufende Kurve aus der Summe, die langsam
indernde aus der Differenz zweier logarithmischen Kurven gebildet ist.



Wirmewanderung in Zylindern aus homogenen Warmeleitern. 37

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dafl die Summe der beidén Konstanten je
einer Gleichung (unter Beriicksichtignng ihrer Vorzeichen) gleich ., bzw. 7, sein muf.
Um zu zeigen, dafl in allen 4 Gleichungen das zweite Glied bald konstant wird
bzw. verschwindet, ist im folgenden die ausfiihrliche Berechnung der Kurven z; und
7, nach diesen Gleichungen durchgefiihrt, die sich mit Hilfe von Tabellen oder Kurven

tiir die e” 7 - Werte sehr einfach gestaltet.

1. Heizung von innen mit 105 W.

, ¢ ¢ ’ . ‘ e | 527x | 39.4x !,-3,29>< 4,38

- | = -7 N ., T ¢ 1 t t (2 Tq

T, | T: e Ti | e T |1-e 1-e _(1—e—Fl) (1ﬂe-771)‘)(1_e_1.‘;)(1_2_;2) i
W R I B )
0 0 0 | 1,000 | 1,000 o | o ! 0 ‘ 0 1 0 0 0 0
0,25 110,130 | 1,25 | 0,871 | 0,288 | 0,129 | 0,712 | 6,8 | 51 | —23 31 9,1 2,0
0,50 | 0,278 2,50 0,760 | 0,082 | 0,240 | 0,918 | 12,6 = 94 | —30 4,0 15,6 @ 54
0,75.| 0,416 | 3,75 | 0,660 | 0,024 | 0,340 ' 0,976 = 17,9 | 134  —32 43 21,1 | 9,1
1,00 | 0,555 | 5,00 0,574 ' 0,007 | 0,426 0,993 224 = 168 f—3,3§ 4,4 [ 25,7 | 12,4
1,50 | 0,833 | 7,5 | 0,435 | 0,001 | 0,565 | 1,000 = 29,7 | 22,2 @ —33 | 44 | 330 | 17,8
2,00 {1,111 |10,0 | 0,330 0 | 0670 1,000 353 264 —33 44 | 386 | 22,0
3,00 1,67 |150 | 0190 0 0810 1,000 | 426 | 31,8 —33 44 459 | 274
4,00 | 2,22 20,0 | 0,110 O | 0,890 1,000 46,8 | 350 [_3,3§ 44 | 50,1 | 30,6
6,00 | 3,33 |30,0 } 0,035 | 0 0,965 ] 1,000 50,7 | 38,0 —33 44 54,0 | 33,6
o | o oo 0 ’ 0 1,000 | 1,000 | 527 | 394 | —3,3| 44 | 56,0 | 35,0

2. Abkiithlung des auf 75°C Ubertemperafur erwiarmten Gipszylinders.

t S T I N
e e T2 1623¢ T1i84d4e T1|-127¢ T2 94e Ta | Ta z;
b I B R I
|

0 1,000 1,000 62,3 84,4 l — 12,7 94 | 1750 75,0
0,25 0,871 0,280 54,2 73,5 — 3.6 2,6 | 578 70,9
0,50 | 0,760 0,082 47,3 64,0 — 1,0 0,8 : 48,3 63,2
0,75 | 0,660 0,024 41,0 55,6 — 0,3 02 | 41,3 55,4
1,00 0,574 0,007 35,6 484 | — 01 | 01 | 357 48,3
1,50 0,435 0,001 | 27,0 36,7 0 1 0 l 27,0 36,7
2,00 0,330 0 20,5 27,8 0 | 0 ‘ 20,5 27,8
3,00 || 0,190 0 11,8 16,0 0 : 0 | 11,8 16,0
400 | 0110 | 0 68 | 9.3 o . 0 | 68 | 93
6,00 0,035 0 2,1 3,0 0 i 0 2,1 3,0

oo ! 0 0 0 ‘ 0 0 0 } 0 0

Die Temperaturen 7, und r; der vorliegenden beiden Tabellen geben den Tem-
peraturverlauf in der Mitte der beiden Teile des Gipszylinders, also auf den Radien
Tme UNd 7, . Zur Ermittlung des Temperaturverlaufs an andern Stellen des Zy-
linders greifen wir zuriick auf Abb. 3. Dort ist fiir die Heizung von innen gezeigt sowie
auch bewiesen worden, dafl die Endtemperaturen, fiir { =oc, iiber dem Logarithmus
des Radius aufgetragen. gerade Linien liefern. Nun zeigt der Versuch, daB auch fiir
beliebige andere Zeiten die augenblickliche Temperatur an verschiedenen Stellen iiber
dem Logarithmus des Radius aufgetragen, mit guter Annéherung geradlinig verlduft.
Triagt man also die fiir Heizung von innen berechneten Werte von 7, und 7; iiber
log 7,,, = log 6,54 = 0,816 und log 7,, = log 4,04 = 0,606 auf und zieht durch
zusammengehorige Punkte gerade Linien, so kann man an diesen die Temperatur
fiir jeden beliebigen Radius ablesen. Die betreffenden Zahlen sind fiir einige Radien
in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.
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1. Heizung von innen.

: | Innerer Rand i | AuBerer Rand
1 r=175cm r=25cm r = 3,5 cm ! r=4,5cm r = 55cm r=6.5cm r=17,5cm
h | ° ° ° { ° ° ° °
1’ r 1
0,25 | 22,0 17,0 | 11,3 7,6 4,5 2,0 0
0,50 | 33,8 26,8 18,7 13,3 9,0 5,3 2,2
0,75 | 42,5 34,4 25,0 18,5 13,5 9,4 5,9
1,00 | 49,0 40,1 29,7 22,6 17,0 12,5 8,5
1,50 59,5 49,4 37,5 29,5 23,2 17,8 13,5
2,00 ! 67,8 56,5 43,6 34,7 27,9 22,2 17,2
'3,00 i 77,7 65,5 51,0 41,8 33,8 27,5 22,1
4,00 84,2 71,2 56,0 45,6 37,7 30,8 25,1
6,00 i! 90,0 | 76,5 60,4 49,5 41,0 33,8 27,7
o 92,5 | 78,5 62,1 51,2 42,8 35,4 29,3
00° .
hf Auf Grund der so ermittelten Temperaturen
yaﬂéé t sind die Kurven der Abb.1 gezeichnet. Zum Ver-
e §TF|§ Y gleich mit der Beobachtung sind auflerdem noch einige
\l‘\f‘? . Beobachtungspunkte eingetragen.

A N ‘lL‘ AL %Ii o Die Vorginge beim Temperaturabfall des auf 75°
N Falrdd < " . . .
Eg,m*l‘i\ TN N «§ Ubertemperatur erwirmten Korpers lassen sich nicht
ST LN MLl 78| in derselben Weise ermitteln, denn es zeigt sich, daB,

N NURS MTINES .1 . .
%v‘v T TR K] Wenn auch fiir diesen Fall die Temperaturen wieder

11 1 . . . .

St ] 7(\ G| TN | logarithmisch iiber den Radien aufgetragen werden,

[ | . . .

S { { T “;‘!( m | keine Geraden entstehen. Dagegen liefern die Tempe-
R St 4 raturpunkte, iiber dem Quadrat der Radien aufgetragen,

- *\ | . :_p .. g g
" i L E Raui 4] ziemlich gut gerade Linien. Verfihrt man in dhnlicher
nd 1 N . . .

"T‘I" zs - il T~ Weise wie vorher, indem man die berechneten Werte
TR C4L I__: iiber dem Quadrat der Radien 7, = 6,54 und
Phiims Lz » —  7m; = 4,04 cm auftrigt (vgl. Abb. 4) usw., so ergibt

0 0 2200r%30 40 50 6cm

Abb. 4. Temperaturverteilung zu
verschiedenen Zeiten, bei Abkiihlung,
aufgetragen iiber dem Quadrat des

sich die Kurvenschar von Abb. 2, in die ebenfalls
einige Beobachtungspunkte eingezeichnet sind: Die
Zahlenwerte sind folgende:

Radius.
Abkiithlung des erwirmten Zylinders.
ﬁ Innerer Rand | ! KuBerer Rand
U r=175cem r=25cm r=35cm r=4,5cm r = 5,5cm ‘ r= 6,5 cm r=75cm
j_h,;“, I o l ° o L e L
{ l

0 l 75,0 75,0 \ 75,0 75,0 75,0 75,0 75,0
025 | 74,9 74,0 ‘ 72,8 68,9 639 57,9 50,9
0,50 70,6 68,9 _ 65,5 61,0 55,3 48,5 40,6
0,75 |! 62,5 60,7 , 57,5 53,2 48,0 41,6 34,0
1,00 54,5 53,0 ‘ 50,3 46,5 41,8 36,0 29,5
1,50 | 41,5 40,5 : 38,2 35,2 31,5 27,2 22,1
2,00 ;5 31,3 -30,5 28,9 26,0 24,0 20,5 16,7
3,00 | 18,0 17,5 16,6 15,4 14,0 12,0 9,6
4,00 | 10,5 10,1 9,7 9,0 8,0 7,0 5,6
6,00 | 3,5 34 3,2 3,0 2,6 2,2 1,8

I

Der Vergleich der Beobachtung mit der Rechnung zeigt, daBl der Charakter der
berechneten Kurven vollig mit der Beobachtung iibereinstimmt. Nur in den absoluten
Werten zeigen sich kleine Abweichungen.
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Es bleibt noch ein dritter Fall zu betrachten, nimlich der Wirmeverlauf,
wenn der Zylinder pl6tzlich in einen geheizten Ofen gebracht wird. . Dieser Fall
stellt sich aber mathematisch genau so dar wie der bereits behandelte, der Abkiihlung
des vorher erwirmten Zylinders. Es ist nur an Stelle der Lufttemperatur die Ofen-
temperatur und an Stelle der Anfangsiibertemperatur die Anfangsuntertempe-
ratur des Zylinders gegeniiber dem Ofen einzusetzen.

Da in der vorliegenden Ableitung der Gleichungen fiir den Temperaturverlauf
im Innern des Gipszylinders keinerlei einschrinkende Voraussetzungen getroffen
sind iiber die Hohe der in Betracht kommenden Konstanten, besonders der Wirme-
leitung, so ist diese Ableitung nicht auf schlechte Wiarmeleiter beschrinkt, sondern
sie kann ebensogut auch auf Zylinder mit guter Warmeleitung Anwendung finden.

Denken wir uns z. B. an Stelle des Gipszylinders einen Zylinder aus Kupfer mit
denselben Abmessungen, also mit sehr guter Warmeleitung, und setzen die Wirme-
abgabe des Kupfers an die Luft ebenso hoch wie die des Gipses, was in Anbetracht
der niedrigen Temperaturen praktisch zuldssig ist, so ergeben sich die zur weiteren
Rechnung erforderlichen Konstanten wie folgt:

Gips Kupfer
Spez. Gewicht . . . . . 1,27 8,9
Spez. Wiarme . . . . . . 0,276 | 0,094
daraus 2 C || 4,6 11,0 W/°C
Warmeleitungsfahigkeit 4 | 0,005 85 3,7
1l 50 3160,0 W/°C
k : 3,0 3.0 W/°C
Daraus folgt fiir Kupfer
T_ - 11,0 B i _ 11,0
3,0 4 2. 3160 4 13,02+ (2- 3160)2 3,0
12600
also

T,=3,67h und 7,=0,001h.

Da T', gegen T, verschwindet, verschwindet auch das zweite Glied in den Exponen-
tialgleichungen, und es herrscht deshalb zwischen innerer und #duBerer Wandung des
Kupferzylinders praktisch keine Temperaturdifferenz; die Kurvenscharen von Abb. 1
und 2 ziehen sich zusammen auf eine einzige, die mittlere, mit der Zeitkonstante
T = 3,67 h, und zwar sowohl fiir Erwérmung als auch fiir Abkiihlung. Diese Zeit-
konstante fiir den Kupferzylinder ist rund doppelt so gro wie die des Gipszylinders,
d. h. wir kommen zu dem iiberraschenden Resultat, daB der Kupferzylinder, trotz
seiner guten Wirmeleitfahigkeit, unter gleichen Verhiltnissen, doppelt solange braucht,
bis er sich auf dieselbe Temperatur-erwirmt bzw. abkiihlt wie der Gipszylinder. Dies
findet seine einfache Erklirung darin, daBl die Wirmekapazitit des Kupferzylinders
rund die doppelte des Gipszylinders ist, wihrend die Wirmeabgabe bzw -aufnahme
an der Oberfliche in beiden Fillen dieselbe ist.

Zum Schlu B soll noch gezeigt werden, auf welche Weise man aus einer beobachte-
ten Kurve obiger Art, die sich also ebenfalls aus 2 Exponentenkurven zusammensetzt,
die Konstanten der beiden Kurven ermitteln kann. Als Beispiel wihlen wir aus den
Abkiihlungskurven Abb. 2 die duBerste fiir » = 7,5cm . Wir tragen diese Kurve
in einseitiges Logarithmenpapier ein (Abszissen gleichmiBig geteilt und die Ordinaten
logarithmisch), indem wir ¢ als Abszissen, 7 als Ordinaten nehmen. Dann ergibt sich
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(s. Abb. 5) eine Kurve, die anfangs, d. h. fiir kleine Zeiten, nach unten gekriimmt ist,
die aber bald in eine gerade Linie iibergeht. Dies riihrt daher, dal in den hoheren
Werten von ¢ der zweite Teil der Exponentialgleichung Null wird. Die Gerade stellt
also den ersten Teil der Exponentialgleichung dar. Ihre Konstanten ergeben sich
nach Verlingerung der Geraden bis zum Schnitt mit beiden Achsen, und zwar fiir den
ersten Faktor aus dem Schnitt mit der t-Achse, alsot,, = 50° C. Die Zeitkonstante 7',
ist gegeben aus der Neigung der Geraden; diese schneidet die Abszissenachse (r=1)
bei 7,0h. Da ferner die Strecke von ; = 1 bis zum Schnitt der Geraden mit der
7-Achse bei (z = 50°) = 1,70 mal der Linge des GrundmaBes (r = 1 bist = 10) ist,

w00%, so folgt 7,0

4 1= 170.2,30 ~ L8P
AN wo 2,30 der Umrechnungsfaktor von log nat
\ auf log brigg ist. Der Unterschied zwischen
\ dieser Geraden und der eingezeichneten Kurve
.:zvn‘ AN mul gleich der zweiten Exponentialkurve sein.
N AN Wird diese Differenz in der gleichen Weise in
g”” AN das Logarithmenpapier eingetragen, so ergibt
S \7,77,80/) sich ebenfalls eine gerade Linie, die die Achse
§ 5 \L bei 75 — 50 = 25° Cund die 7,-Linien bei 0,75h
& g N schneidet. Daraus berechnet sich, da die
N Strecke 7, bis 7,5 = 1,39 mal Grundmaf ist,

20 §‘>\ die Zeitkonstante des zweiten Teils:

0,75

. An Mg Ta= 1 39. 5,80 — %2250

o7 2 gt T Es lautet also die Gleichung der Ab-

Abb. 5. Ermitth}ng der Konstanten einer kiihlungskurve fiir » = 7,5 cm
Erwirmungskurve. . .
Tyogs = 00-e7 i3 4 25 03m.
Dieses Verfahren ist besonders dann gut anwendbar, wenn, wie im vorliegenden FalL
die beiden Zeitkonstanten stark verschieden sind, also die eine mit hoher werdendem ¢
rasch verschwindet.

Ermittelt man in derselben Weisedie Zeitkonstanten deriibrigen Abkiihlungskurven
firr = 1,756 — 2,5 — 3,56 — 4,56 — 5,6 und 6,5 cm, so findet man, dal 7', unverindert
bleibt = 1,8 h , wihrend 7', abnimmt, bei der Mittelkurve, » = 5 cm, Null wird und
dann wieder ansteigt, wobei der Faktor des zweiten Gliedes der Gleichung negativ
wird. Ahnlich verhalten sich auch die Erwirmungskurven.

Zusammenfassung.

Im vorstehenden wird ein Annédherungsverfahren beschrieben, das gestattet, auf
rechnerischem Weg den Temperaturverlauf in Abhéingigkeit von der Zeit in langen
zylindrischen Korpern zu ermitteln, wenn diese von innen oder von auflen erwidrmt
werden. Es wird gezeigt, wie die dazu erforderlichen Konstanten auf einfache Weise
bestimmt werden konnen. Die Kurven, die bei diesen Erwarmungsvorgingen auftreten,
ergeben sich als Summe oder Differenz zweier logarithmischen Kurven. Die so berech-
neten Kurven stimmen befriedigend mit der Beobachtung iiberein.

Das Verfahren ist nicht nur auf schlechte Wirmeleiter beschrinkt, sondern, wie
an einem Beispiel gezeigt wird, auch auf gute Wiarmeleiter anwendbar.



Zur Theorie des Gleichrichters.

Die Anderung des Leistungsfaktors auf dem Wege vom
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I. Einleitung.

Die Transformatoren und Zuleitungen fiir Gleichrichteranlagen miissen bekannt-
lich fiir eine grofere Leistung bemessen werden, als der abgegebenen Gleichstrom-
leistung, auch ohne Beriicksichtigung der Wirkungsgrade und Magnetisierungsstréme,
entspricht. Diese Tatsache rithrt von zwei Eigentiimlichkeiten des Gleichrichter-
betriebes her:

1. Zeitweise Unterbelastung der einzelnen Stromzweige und

2. Bewertung der Gleichstromleistung als Produkt der arithmetischen Mittel-
werte der Spannung und Stromstéirke auch bei welliger Kurvenform dieser GroBen.

Diese Umsténde tragen beide zur Vergréferung der Quotienten

Typenleistung des Transformators Ly

Gleichstromleistung Ly
und
Scheinbare Leistung in der Netzleitung L,

Gleichstromleistung L,

bei, welche fiir einzelne Schaltungen abgeleitet werden sollen.
Den zweiten Quotienten kann man in die beiden Faktoren

Produkt der Effektivwerte der gleichgerichteten Gré8en = Effektive Gleichstromleistung Lgl

Gleichstromleistung E:;
und
Scheinbare Leistung in der Netzleistung L,
Effektive Gleichstromleistung - LTf;z
zerlegen. Also
Ly _ Ly Ly
E:Jl L_,'ﬂ -L;l

A~

Den reziproken Wert des letzten der beiden Faktoren % beobachtet man bei
L

den iiblichen Leistungsmessungen unmittelbar und bezeichnet ihn dann als , Lei-
stungsfaktor.
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1. Erkldrung der zeitweisen Unterbelastung und des Leistungsfaktors.

Die Arbeitsweise des Gleichrichters G mége an Hand des nebenstehenden Schalt-
bildes (Abb. 1) kurz erldutert werden.

Der Transformator 7' hat sekundir bei allen Gleichrichteranlagen einen Null-
punkt, welcher den Minuspol der Anlage bildet. Den Pluspol stellen der Reihe nach
die Enden der Phasen dar entsprechend ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge. Dieses
kommt von der Ventilwirkung innerhalb des Gleichrichtergefdafles G, der-
zufolge Strom nur in einer Richtung, der des Pfeiles, durchgelassen wird.
Es gibt eine Phase nur so lange Strom, als die Augenblickswerte ihrer
Spannung in der positiven Richtung héher sind als die der anderen Phasen,
wenn man die Gleichstromrichtung (Pfeilrichtung) als positiv annimmt.
Von dem Moment ab, wo die Spannung der nichsten Phase groBler wird
als die der bisher stromliefernden, zieht jene den Lichtbogen auf sich und
iibernimmt die Stromabgabe. Der Strom in jeder Phase bzw. Anode pulsiert
also und setzt zeitweise iiberhaupt aus. Die Dauer der Stromabgabe der
einzelnen Phase ist um so kleiner, je mehr Phasen vorhanden sind. Diese
Eigentiimlichkeit pflanzt sich bis in die Netzleitung hinein fort, auf ihr
L beruht die VergroBerung der Typenleistungen und das Auftreten des

+ - Leistungsfaktors, welcher an folgendem, sehr instruktivem Beispiel leicht
Abb. 1. yerstéindlich sein wird.

Denkt man sich zwei Stromverbraucher, welche jeder von einer Stromquelle
eine Arbeit von z. B. 100 kWh pro Tag entnehmen, so wird, wenn beide diese Arbeit
gleichm#Big wihrend 24 Stunden verbrauchen, der gleiche Zuleitungsquerschnitt
fiir beide Konsumenten in Frage kommen. Verbraucht der eine aber die 100 kWh
in 8 Stunden und steht sein Betrieb wihrend der iibrigen 16 Stunden still, so wird
ein groBerer Strom flieBen, als wenn er dieselbe Arbeitsentnahme gleichmiBig auf
24 Stunden verteilen wiirde. Es miilte also mit anderen Worten fiir diesen Kunden
eine stéirkere’Leitung gelegt werden als fiir jenen, dessen Stromentnahme gleich-
miBig ist, trotzdem die Rechnung vom Stromlieferanten fiir beide dieselbe sein wird.
Der dem Gleichrichter eigentiimliche Leistungsfaktor wird also nicht hervorgerufen
durch Erregerstrome magnetischer Felder bzw. kapazitive Belastung (Blindleistung,
Phasenwinkel), sondern er ist die Folge des zeitweisen Stillegens der Phasen oder deren
geringere Belastung.

(4

2. Die Bewertung der Gleichstromleistung.

Die gleichgerichtete Wechselspannung hat nicht die Form einer vollkommenen
ausgeebneten Gleichspannung, sondern sie ist je nach der Anzahl der Phasen mehr
oder weniger wellenférmig, Abb. 2.

//\\//\ /\\“ Zerlegt man diese Kurve nach Fourier
arithmetischermittewert. i ihre einzelnen Harmonischen, so findet

man, dall sie aus einer Gleichspannung,
welche gleich dem arithmetischen Mittel der
Kurve ist, und unendlich vielen, ihr iiber-
gelagerten Wechselspannungen besteht. Diese Wechselspannungen sind aber fiir den
Gleichstromabnehmer hochstens fiir Glithlichtbetrieb niitzlich verwertbar, sonst aber
meist vollig wertlos. Dasselbe gilt fiir den Gleichrichter-Gleichstrom, dessen Wellen-
form man auBler durch Vermehrung der Phasenzahl noch durch Selbstinduktionen

Abb. 2.
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(Drosselspulen) abflachen kann. Hieraus ist verstidndlich, dal man als Gleichstrom-
leistung nicht die eff. Leistung l’lvgl (Umsetzung der Leistung in Wérme, Leistungs-
messung mit Hitzdrahtinstrumenten oder Dynamometern), sondern das Produkt der
arithmetischen Mittelwerte der Spannung und Stromstérke L, (Leistungsmessung mit
Drehspulinstrumenten) ansieht und demgeméif} in die Rechnung einsetzt. Das Ver-
héltnis der ersten zur letzten Leistung ist stets groBer als eins und gibt auBlerdem
ein Maf fiir die Ausebnung des Gleichstromes. Je besser der Strom geglittet ist,
desto kleiner ist das Verhiltnis. Beim vollig ausgeebneten Gleichstrom hat es den
Wert 1.

Es sei erwihnt, dal man auf die gleichen Uberlegungen schon friiher bei der
Frage nach dem Wirkungsgrade einer Gleichrichteranlage gekommen ist. Das
Ergebnis lautet: Man hat zwei Wirkungsgrade zu unterscheiden, den der Energie-
umformung — entsprechend der eff. Leistung — und den der Gleichrichtung —
entsprechend dem Produkt der arithmetischen Mittelwerte. Auch hier ist der letzte
immer kleiner als der erste.

In den nachfolgenden Uberlegungen ist angenommen, daB sich keine Induktivi-
taten im Stromkreise befinden. Der Verlauf der Stromkurve braucht also nicht stetig
zu sein, sondern es kann ein plétzlicher Anstieg des Stromes von Null oder einem ne-
gativen Wert bis zu einem positiven Wert erfolgen. Die Praxis zeigt, dall man bei
dieser Annahme keinen groflen Fehler begeht, weil in vielen Fillen doch nur die
Streuung des Transformators die einzig in Frage kommende Selbstinduktion ist.

II. Ableitung einer allgemeinen Formel fiir die Bemessung der Sekundér-
wicklung des Gleichrichtertransformators.

Der Mittelwert des Gleichstromes J:yl ergibt sich aus der Amplitude Jp,., nach
der Gleichung

o i TN
27?"]7;1 = Jmaxz/Sin(x do . o 4 er' \\ ‘ﬁ '

-’_)71'
/ 21
NESEY e
2 n 4 27
Hierin bedeutet » die sekundire Phasenzahl. Abb. 3.

Das Integral aufgelst ergibt nach einiger Umformung

n LT
J,Jl=;JmaXZSln7L—. (l)
Ebenso ist die Spannung

ﬁyl =

N

. T
E oy, sin ot (2)

Fiir die Bemessung der Anodenzuleitungen bzw. der Sekundirphasen ist der
quadratische Mittelwert des gelieferten Stromes J, entsprechend der Wirmeentwick-
lung J2R maBgebend

*(5+3)

2nJ% = J? /.sinzzxdoc=f" (%—i——-sin——.

maxs maxs

1]

(3%
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Setzt man fiir Jy,y, den Wert aus Gleichung (1) ein, so erhédlt man

Jy— Jo L1 g2 (3)
JT n

Die eff. Phasenspannung an den Sekundarklemmen ist

Eman

— Lima By (4)
12 722 sin "
am
Die Leistung, fiir welche der Transformator sekundér mindestens zu berechnen
ist, ist-dann, wenn E, nur von einer Phase — also nicht durch Verkettung mehrerer —
geliefert wird:

B,

wm

L,=FKE,-J, n;

E, Jg /1 1 . 2a

Ly,=mn- gt . o — + —sin—.
=n . n . 7 2n n

Y2 —=sin— —sin—
n n n

T

Da Egl . Tyl = Lgl iSt, wird

; | V_l, L g2
! L, Jf 2n  4ax n
L i~ el 2t 27 7
Lz* \ | gl n ,Vg sin? —
75
7 oder
T 1 1 27
| o 1/ =+ 5osin—
0T34 s 6789w 77{@_7: n ' 2n n 1 (5)
= - —‘j .
Abb. 5. Ly, n-sin2 >

Beim Dreiphasenstrom ist » = 3. Es ist dann

. . L
Beim Zweiphasenstrom?) ist n = 2 und =2 = 1,74.

. . L,
Beim Sechsphasenstrom ist n =6 und =2 = 1,81,

gl
Diese Werte sind in nebenstehendem Schaubilde Abb. 5 als Ordinaten in Ab-
hingigkeit von der Phasenzahl aufgetragen.

III. Die Bemessung der Primarwicklung und deren Zuleitungen.

Die scheinbare Leistung der Primérwicklung richtet sich auller nach der ab-
gegebenen Leistung und der Phasenzahl auch nach der Schaltungsart der Wicklungen
auf dem Transformator. Diese nur bei Gleichrichterbelastung zu findende Erscheinung

1) L. P. Krijger: De Ingenieur. 36. Jahrg., Nr. 8, S. 144.
2) Es handelt sich -hier sowohl als auch in allen folgenden Uberlegungen nur um symmetrische

2
Mehrphasensysteme. Fiir n = 2 ergeben sich also zwei um —: = 180° versetzte Spannungen.
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hat ihren Grund in der schon eingangs erwidhnten zeitweisen Unterbelastung der
einzelnen Phasen, welche je nach Schaltung mehr oder weniger ausgeprigt ist. Es
kann also nicht eine allgemeingiiltige Formel fiir die Bemessung der Primérseite
vom Transformator aufgestellt werden wie bei der Sekundéirwicklung, bei welcher

Gruppe 2 Gruppe 7

Gruppe 3

i
i

= x| |3

WA -
~~~~~~~~~ WWE%E WA -
] <l =W S

i
J33 33
4

I

th

s s

P 3

;4 m
WA W 1

31
|
|

L

:
:
:

T

SUOIBULIQISUBLL SO (YUY Jap [feZUl

:'—!Ww% | T ~WA - ~W
:% — MW L —v_wvﬁ
- A

Abb. 6.

nur eine Schaltung, die Sternschaltung, méglich ist. Es ist aus diesem Grunde eine
Einteilung in verschiedenen Gruppen von gleichartigen Schaltungen erforderlich.
Diese sind folgende (s. Abb. 6):
1. Primér: Ringschaltung.
Sekundér einfache Sternschaltung:
a) einfache Benutzung der Primirwicklung
(primér und sekundir gleiche Phasenzahl),
doppelte Benutzung der Priméirwicklung
(sekundére Phasenzahl doppelt so groB als die primire).
2. Primér und sekundéir einfache Sternschaltung:
a) einfache Benutzung der Primérwicklung
(primér und sekundér gleiche Phasenzahl),
b) doppelte Benutzung der Primirwicklung
(sekundére Phasenzahl doppelt so grof als die primire).
3. Primér: Ring- oder einfache Sternschaltung.
Sekundéar: Doppelsternschaltung (Zickzackschaltung).

b

~

L. Primiir: Ringschaltung. Sekundiir: einfache Sternschaltung.

Die Verteilung des Primérstromes auf die einzelnen Schenkel eines zweischenkligen
Transformators ergibt bei dieser Schaltung qualitativ aus folgender Uberlegung:
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Ist  der Augenblickswert der Kraftlinienwindungszahl eines Schenkels, §; und

S, die Streuinduktivititen der Wicklungen auf Schenkel 1 und 2, und sind 4, und 4,
die priméren Strome in den beiden parallelen Zweigen 1 und 2, so gilt fiir Schenkel 1

dy de )
I/, z e="gp TS gy +r,
V V? und fiir Schenkel 2
dy di, .
e= gy TSgy T

% % l worin e die Netzspannung und r der Widerstand einer Primérwicklung ist.

Subtrahiert man beide Gleichungen, so erhidlt man

Abb. 7. de . di .
&7%+““%&ﬁf+%ﬁ:“
oder
di . di .
Sl-——(-l—tl——}- 'Llr=82—?¢l—t_2+l2r'

Fiir Sinusstrome wiirde die Gleichung mit Einfithrung der effektiven Werte die
Form annehmen
R @S =1, @S
Folglich verhilt sich

Iy 1P+ (@8,

Jy, V4 (@8

Bei sekundir einspuliger Belastung sind nun S, und 8, sehr verschieden, weil
eine, wenn auch nur teilweise Kompensierung des priméren Belastungsstromes nur auf
dem belasteten Schenkel vorhanden ist. Eine quantitative Ausmittlung von §; und
S, ist aus diesem Grunde nicht méglich. Man kann aber annehmen, daf3 die Streuung
auf dem belasteten Schenkel kleiner ist als die Streuung auf dem anderen Schenkel;
infolgedessen wird nach der Formel der priméire Strom auf dem belasteten Schenkel
groBBer als der andere.

Ahnlich, wenn auch komplizierter, liegen die Verhéltnisse bei Drehstrom. Auch
hier wird sich die sekundir einspulige Belastung auf alle drei Phasen in ungleichméfi-
ger Weise verteilen.

Um nun diese Belastungsart der Rechnung zuginglich zu machen, soll ange-
nommen werden, daB der Primdrstrom nur in der Wicklung des belasteten
Schenkels flieBt. Eine andere Annahme, dafl der Primérstrom auf alle Wicklungen
gleichmiBig verteilt ist, wiirde die Verhiltnisse giinstiger gestalten, als sie sind;
eine Berechnung der Priméirwicklung hiernach hitte eine unzuldssige Erwarmung
zur Folge.

Die Linienstrome und Phasenstrome stehen bei Gleichrichterbelastung als Folge
der oben gemachten Annahme in einem bestimmten Verhaltnis, welches unabhéingig
von der Phasenzahl und konstant ist. Bei sinusférmig variierendem Strom ist dieses
Verhiltnis nicht konstant, sondern richtet sich nach der Phasenzahl; aullerdem ist bei
sinusférmiger Belastung im Gegensatz zur Gleichrichterbelastung der Leistungsfaktor
in der Wicklung derselbe wie in den Speiseleitungen. Demzufolge ist bei Gleich-
richterbelastung die scheinbare Leistung der Wicklung eine andere als die der Zu-
leitungen.
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a) Einfache Benutzung der Primédrwicklung.
o) Wicklung.
Der sekundire Belastungsstrom, der wihrend ;ll— Periode auf einem Schenkel

flieBt und dann zum anderen hiniiberwechselt, kann primér infolge der oben ge-
machten Annahme auf demselben Schenkel
kompensiert werden (Abb. 8), wihrend die
anderen Schenkel, abgesehen von den Leer-

n-z
laufstrémen, stromlos sind. Die Stromkurve '
in der Primérwicklung ist also dieselbe wie -
die in einer Sekundirphase (Abb. 9). Dar- —<(
aus folgt, daBl die Primdrwicklung wie die J”L,
Sekundirwicklung nach L n=3
il Formel (5) bemessen .
T werden muB. ‘ 2 -
""""" 1
1 . 22 ;
?{% Ly w2 ™ T
I / r 2 |
9 n - sin2 — 5 ! = ,
Abb. 8. Abb. 9.

B) Speiseleitung.
In einer Speiseleitung treten die Stromkurven zweier benachbarter Phasen auf
(Abb. 10).
Da der Effektivwert des Stromes gleich dem quadratischen Mittelwert desselben
iiber eine Periode genommen ist, wird

()
2 n

2ad] = 2J%,, [sinfada

max,

A(E-1)
2 n

1 1
~(3+3)
T [sin2 ad v
1 1
{33

=9 2 I
Iz 2n

1

oder

Es ist aber
(-3

J‘fnaXJ sin? o d

1 1
T E .
- e =Jw1. Jmaxy

- |

Infolgedessen ist

Ji =272

und \) e

I, =712 J,. (6) Abb. 10.
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Die Leistung eines Mehrphasensystems, ausgedriickt durch den Linienstrom

und Spannung, ist

LL :n-JLL-‘Pl.

2sin
n
Da nun bei Gleichrichterbelastung
JL! = VEJMI
ist, wird die Leistung der Speiseleitungen
Ly—du-Pon V2 .Y
.7 =~ . 7
2.sin— 2 sin —
n n

Den Wert fiir L,, , nach Formel (5) in dié¢ Gleichung eingesetzt, ergibt

1 R 27
Ly, =*) 2n 4= n 1)
Ly 2 n - sin® =

Ist die Leistung der Zuleitungen nach dieser Formel bestimmt, so berechnet sich der
Linienstrom aus der bekannten Formel, welche fiir normale Mehrphasensysteme gilt :

3 . 7T
“ s1In —
4 n LL:
Ve e g Jp, =2+ —. .
9, g/ t n Pl

T ) In dem nebenstehenden Schaubild (Abb. 11) sind die beiden
7 Ziu Funktionen
-q/

“+
N
\

2 — f(n) und lii"=f(n)

07 234 56 Lgl "
Abb. 11. aufgetragen.

b) Doppelte Benutzung der Primdrwicklung.

Hierbei ist die priméire Phasenzahl halb so gro8 als die sekundire, letztere sei
mit » bezeichnet. Diese Schaltung hat nur dann praktische Bedeutung, wenn die
primére Phasenzahl eine ungerade Zahl ist wie bei der sehr hiufig vorkommenden
A /% - bzw. A/%-Schaltung. Auch die weiter unten angegebenen Formeln gelten nur
fiir diesen Fall. Auf einem Schenkel liegen hier sekundér 2 hintereinandergeschaltete
Wicklungen, deren Verbindungspunkt den Nullpunkt darstellt. Es entstehen somit,
vom Nullpunkt aus gerechnet, auf jedem Schenkel 2 um 180° versetzte Sekundir-
spannungen.

«) Wicklung.
In jeder Wicklung treten jetzt 2 Stromimpulse auf (Abb. 12), deren Zeitdauer

halb so lang ist wie bei den unter a) aufgefiihrten Schaltungen. Der Ansatz fiir die
eff. Stromstéirke lautet:
“(3+3)

2
2y = 2T, [sinta d s = 2 i, (%) /sin%c do,
1

*(3-3) “(5-3)
2 n 2 n
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worin E‘E das Ubersetzungsverhiltnis der Phasenspannungen ist. Es wird dann
1
1 1
(3 +3) .
-~ B sin2a d & — Ly
le=]/2'Fj'Jman f 27;‘“:}/2—ETI'J2;
11
”(E B n)
weil ——
———
|5+ =
( 2 n) J t_
sin?x-do e
Jmaxg 2 n_— = J 2
,,(i - 1) b 2x
2 n
war.
n=6
Die primére Leistung ist, wenn 2 die pri- \)
2 Abb. 12.

méire Phasenzahl,
n n : o
Lw.=§'E1'Jw, = —EEz-Jz-VZ.
n - B, - J, ist aber die sekundire Leistung, infolgedessen wird

1 1 . 2=
_ —_
n2V2n I S

; oder I%""— =
Ly,

Ly =

1

|5

B) Leitungen.

Hier kommen dieselben Uberlegungen in Betracht wie unter a, weil auch
hier in einer Leitung die Stromkurven zweier Phasen auftreten. Die Stromkurve
der Leitung ist in Abb. 13 wiedergegeben.

Die Stromstidrke ist wie nach Formel (6)

Jo, =712 J., . (6)

Auch die Leistung der Zuleitung wird wie | .
unter a (priméire Phasenzahl = %) (PR 2 _J
Ly =L, e A
N g in 27 Abb. 13.
}/é 81N ——
n
oder
/11 o 2n /1 1 . 2a
Ly, pe 1 H-i-gsm;{- 2 ;L——}-Esm7
9 T %a . m 4 24 = (9)
“ n - sin—— - sin® — nesin —— «sin? —
n n n n

Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern III, 1. 4
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2. Primir und sekundir einfache Sternschaltung.

Bevor man zur Ableitung der Formel fiir die Bemessung der Primérwicklung geht,
ist es noétig, sich ein Bild iiber die Stromverteilung in der Primérwicklung bei sekundéir
einspuliger Last zu machen. Nimmt man, um die Ableitung allgemein zu halten, einen
n-schenkligen Transformator an, so sind fiir die Primirstréme auf den einzelnen
Schiften n-Gleichungen anzusetzen, denn der primire Kompensationsstrom auf dem
belasteten Schenkel muf in irgendeiner Verteilung auf den anderen Schenkeln zuriick-
flieBen. Auch bei diesen Ableitungen ist von den Leerlaufstromen abgesehen, welche die

den aufgedriickten sinusférmigen Spannungen das

. . . . . . Gleichgewicht haltenden Gegen-EMKe erzeugen.
%Pﬁ %#b %Lb’ él,a %llz %Tb Die eine Bedingungsgleichung ergibt sich aus

; <_|i dem Kirchhoffschen Gesetz, dafl die Summe
{ der Augenblickswerte aller in einem Knotenpunkt

: ! zusammenflieBenden Stréme 0 ist.
Abb. 14. Gttt i+ ...0,=0. (9a)

Die anderen Gleichungen sind aus der Bedingung einzusetzen, dafl in jedem
magnetischen Ring die Summe der EMKe = 0 sein muB, damit kein zusétzlicher
KraftfluB entsteht. In dem magnetischen Ring der Schenkel 1 und 2 haben wir die
Strome 4 , ¢; und ¢, . Soll der FluB}, den diese erzeugen, in dem betreffenden Kreis 0
sein, so heit die Gleichung, gleiche Windungszahl aller Spulen vorausgesetzt,

t 1, — 1, =0, (9b)
worin ¢ + ¢, den Augenblickswert der MMK auf dem Schenkel 1 und ¢, den Augen-

blickswert der MMK auf Schenkel 2 darstellt. Fiir die anderen magnetischen Kreise
kommen nur primére Stréme in Frage. Die Gleichungen lauten

lg— 1ty =10; t3—1t=0; t,_;—1,=20.
Es ist also hiernach
Gy =103 = Gg = .. ..0. (9¢)
Dieses Resultat fiir Gleichung (9a) verwertet und den Wert fiir 4, aus Gleichung
(9b) in Gleichung (9a) eingesetzt, gibt die Gleichung
Nty =1,

oder ) . . . 1.
Vg =103 =13 =" .. 0= —1.
2 3 4 n n

¢, ist dann nach Gleichung (9b):

. . . 1 . —1.
zl=zz—z=(—ﬁ—l)z=——n 1 1).

n

Das Resultat dieser Uberlegung ist folgendes:
Ist der Augenblickswert des sekundiren Belastungsstromes ¢, so ist bei einem

Ubersetzungsverhiltnis der Phasenspannungen — 1 der primire Strom auf dem

belasteten Schenkel = " ;

li und auf dem anderen Schenkel = 7—1%&

a) Einfache Benutzung der Primdrwicklung.
Wendet man obige Uberlegung auf diesen Fall an, so ergeben sich folgende Strom-
kurven (Abb. 15).

1) Bauch, E. T. Z. 1918 S. 245.
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Der Ansatz fiir die eff. Stromstirke lautet:
“(3+%) =(3+%)
n — 1\2 . 1, \2/.
2ad} = ( p > Jfﬂax‘[sm%cdzx + (n—1) (; J;naxl)/smzzx do
i1 1 1
d (- ()
oqaer 1 1 1 1
\ :’(;*;) ”(E*;)
— 1 —1 . [ 1 .
2aJi = (n )h;t" — fna_\.‘/sm%cdzx = (1 —;) Jhax, [sin?ada .
11 11
”(E*;) "(E‘z)
D& 3
1(i+l) L-rLzJ
“\27n % i l‘\ a1
.y . 2 -
Ty T (XA TN 2
ll . 2n t , N /\17
(53 7
ist, folgt hieraus, daB die VA i 4J-—‘j-

primidre Stromstirke Be-

x
. . Abb. 16.
riicksichtigung der Uber- 6
' TE ' setzung mit der Phasenspannungen
- b"”""{E____X_/\/ - 1E
n-3 1
_____ J == i —2- .
] ! V n B, T
wm;f—f ist. Die Leistung der Primirseite wird dann
 Jwmagl 1 1 1 ]
; n -
n6
Abb. 15.
und
/T 1 . 2=
L _ 1‘1//1———.1_1 w T o sm -
L,
9 n n - sin2 il Cl
n
Die Kurve der Funktion
L
=t )
Ly Abb. 17.
zeigt Abb. 16.

o] =

b) Doppelte Benutzung der Primarwicklung.
Die Stromkurve fiir die Phasenzahl 6 ist in Abb. 17 gezeigt (n ist wieder die
sekundire Phasenzahl). Die primére Stromstirke errechnet sich aus dem Ansatz:
*(5+3) “(3+3)
1
. . 2 .

| Sy, | SiN2 & dx + (0 — 2) (; Jmax1> sinfoado
11
*(3-3) d

| —=®

3

4%
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oder n2 - (é + -1-)
2" i nfz axda
J% = 2 J;axljs -
z Y12
4 i (— - z)
Da
11
(343
sinfa d o E?
2 T = J22
Tima, f 27 73 E?
(-3
ist, folgt hieraus, daB mit Einfiilhrung des Ubersetzungsverhiltnisses
/ n? "
E, / 2 . 4. E,
leJz'El" T—VQ—‘;;JZ'E:
4
wird.
Die Leistung der Primérwicklung ist wieder (; = primére Phasenza hl)
/
n l/ 2— % 11
L, = —2—-E1-J1 = JgEz-n——‘Qf—f = —2——;;-72-:72-1*]2.

Setzt man fiir n-J, - E, = L,, so ergibt sich

/11
L1="/*‘—;{'Lz

2
oder
/1 1 . 2=
L _aq/1_ 1 ]/j o an
LoElE T e
n
Fiir » = 6 erhilt man nach Formel (11)
L 0s.
gl

3. Primir: Stern- oder Ringschaltung, sekundér: Doppelschaltung.
(Zickzackschaltung.)

Die Verteilung der priméren Belastungsstrome auf die einzelnen Schenkel bei
primirer Sternschaltung und sekundirer Belastung zwischen Nullpunkt und dem
Ende einer Phase ergibt sich wie folgt:

Es sei ¢ der Augenblickswert des sekundéren Stromes, 7, , 43, ¢ . . . i, die Augen-
blickswerte der primiren Belastungsstrome auf Schenkel 1, 2, 3...n
ohne Beriicksichtigung der Leerlaufstrome. Es ergeben sich dann, wie
- unter 2, aus der Bedingung, daB die Summe der MMKe in jedem
y magnetischen Ring Null sein muB}, folgende Gleichungen:

7 2 3 4

1; 51 St St

Py =y Gy =iy — 24

Abb. 18. und — iy =ty =ty = ... 10,.
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AuBlerdem ist nach dem Kirchhoffschen Gesetz dic Summe aller in einem Punkte
zusammenflieBenden Strome = 0

Gy b iy iyt iy =0.
Eliminiert man aus obigen Gleichungen ¢, , so erhidlt man fiir die letzte Gleichung
iy — 2 4 iy (i, — 1) (n—2) = 0
1 n—1t-n=0.
Hieraus folgt, dal ¢; = ¢ ist. Aus den oberen Gleichungen ergibt
sich weiter:

Q=i dgmdg=— ... =0.

Abb. 19.

Dieses selbstverstindlich erscheinende Ergebnis zeigt Abb. 19:
Bei primérer Ringschaltung ist die primére Stromverteilung dieselbe. Esistdiesein
anderer Fall wie der in Abb. 7 mit sekundér einspuliger Last. Dieser Fall (Abb. 7) ist
quantitativunbestimmt,wihrend jener(Abb.19) qualitativund quantitativ bestimmtist.
Bei der Doppelsternschaltung wird die
sekundére Anodenspannung erzeugt von der x
Verkettung zweier benachbarter Phasen. Ist st
diese eff. Anodenspannung E, , so errechnet

sich die Spannung einer Sekundéirwicklung zu - 27\ 4
E,, = E,
2sin = "z
n e

Die Sekundirwicklung bei Zickzackschaltung

ist also um
1 , i
p- — 2r L
sin —
n
grofler zu bemessen als bei der einfachen \\/3
Sternschaltung. "
/1 1 . 2=ax y
L _=fwteattn o |
= —5 ] : : .
L gl n . sin3 1 [ 27 1
n
Die Kurven des Primérwicklungsstromes

sind in Abb. 20 wiedergegeben. N— "¢

Sie sind nach obigen Ausfithrungen, so- Abb. 20.
wohl primérer Stern- als auch bei Ringschaltung dieselben. Die effektive, primire
Stromstérke ist

11
Fid (g + —7;)
in2
J, w, = ﬁ J max, SlAné‘O‘;d x
. (Al_ _ l)
D 2 n
th
Jm:m1 = Jma\2 E:l —
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und /n(é+l)

sin?o d o
s f o =7
1 1
(i)
ist, wird
’ 1 L
n'El'J1v,=Lw1= T a 7”‘]2E‘2=/—E
12 sin— 12
n
oder
!{:wl 2 2n 4= n (13)
£ Ly 2n-sins -
n

27

I JmLx; \/|
TR n=6

Die Leistung der Primérwicklung bei sekun-
dérer Zickzackschaltung ist also dieselbe wie
die Leistung der priméren Speiseleitungen bei
primérer Ringschaltung und sekundéirer ein-
facher Sternschaltung. Dieses ergibt sich auch
ohne weiteres daraus, dafl die Stromkurven
bei beiden Schaltungen dieselben sind.

In den Speiseleitungen der in Ring ge-
schalteten Primdrwicklung treten wieder die
Kurven zweier benachbarter Phasen auf,
Abb. 21.

Wie aus den Abb. 20 und 21 ersichtlich
ist, treten beim Zweiphasenstrom in der
Wicklung und Speiseleitung sinusformig
varilerende Strome auf. Es folgt hieraus

ohne weiteres, daf3 die Leistung der Speiseleitung beim Zweiphasenstrom gleich der
der Wicklung ist. Etwas anders liegen die Verhiltnisse bei den anderen Mehrphasen-
systemen ; aus den Kurven in Abb. 21 folgt, dafl die eff. Stromstéirke der Leistungen

1 1 1 1
"(3+5) “(3+3)

2 Ji, = (2 may,)? [sin2x d o + 20y, [Sin2 0 d & .

zu berechnen ist aus

()

()

Diese Gleichung umgeformt ergibt die Beziehung
1.1
1(/?—+;L-)
2J?nax1jsin2(xdoc
-3
2 g, 2
L 2n
Es war aber 11
“(3+3) ]
sinfoa d o \
2J2 0k, = Jy, -
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Der effektive Leitungsstrom bei Ringschaltung ist also
Jr=13Jy,- (14)

Die Leistung der Speiseleitungen errechnet sich dann dhnlich wie bei der Ring-
Sternschaltung (s. unter 1) zu

/3 . /3 3
A AR W AL S AR s WO LB R
. . . @ Z
2. sin— 2sin — 2.s8in— Ly 1\ [P
n n n lg N V17
\ 7/{!3:_
oder t T4
3 3 27
L, =)2n ™
L 2P eh T -, (15) 0723275 ¢
L 4 .
o n-sint = Abb. 22.
n

Diese Formel gilt nur fiir die Speiseleitungen bei Ringschaltung und fiir Mehr-
phasensysteme mit 3 und mehr Phasen. Die Leitungen der in Stern geschalteten Pri-
mirwicklung sind selbstverstindlich fiir dieselbe Stromstirke zu bemessen wie die

Wicklung.
In dem Schaublid der Abb. 22 sind die Funktionen
L Ly, L
Z=fm), Z=fm) uwd Z2f@)
L!Il Lyl Lgl
dargestellt.

IV. Berechnung des dem Gleichrichter eigentiimlichen Leistungsfaktors.

In den bisher abgeleiteten Koeffizienten LTf” und g ist der Leistungsfaktor

gl gl
schon enthalten. Dieser ist nach den Bestimmungen des VDE. das Verhiltnis
Effektive Leistung
Scheinbare Leistung

Da nun keine Verluste in Betracht gezogen sind, ist die effektive Leistung in
irgendeinem Teil des Gleichrichterstromkreises gleich der effektiven Gleichstrom-
leistung L:, . Der Leistungsfaktor ist also, ganz gleich, ob fiir die Primir- oder
Sekundirseite .

L

gl
=,
worin L die Scheinleistung sein kann
a) fiir die Wicklungen
L,=J,-E,-n
oder b) fiir die Leitungen n-J,-B,
Ly=—-*>—"
2 sin—
n

Hierin ist E,, die Phasenspannung und E, die verkettete Spannung.
In der Einleitung war schon darauf hingewiesen, daB

Ly _ Ly Ly
L~ L'
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ist. Der Leistungsfaktor berechnet sich also ohne weiteres dadurch, daBl man den

reziproken Wert der bisher abgeleiteten Kogffizienten mit dem Faktor %‘— multi-
pliziert. Es wire also nur noch der Wert —L,:fi zu bestimmen. Die eff. Leisg’lcung ist
das Produkt der quadratischin Mittelyerte dergéleichgerichteten GroBen L, = EN,Jl -J, o
Die beiden Faktoren E, und J, bestimmen sich aus
(t+)

2 .
P Joy = J s, [sin?ad o

(-3
(23

N in2
B} = E; . [sin?ad «

und ebenso

2n
n

zu
1 n 2n
ng meagV2 +Gsln7
und
~ 1 n 2x
Egl":Emaxz 2+ES n—-

Die mittlere Gleichstromleistung ist nach Gleichung (1) und (2)

— = = n2 ., T
Lgl == Jyl 'Egl = ‘—“nz o]max2 'Emun' Sin ; .

Infolgedessen ist der Faktor

1 n n n2n
Lgl . 2 4 n
Ly " e =

. — — l_*_,_n'Slnz_n
Ly _ Ly Ly _Ly2 " 4x" n (16)
L L 1. L n® .
9 — sin —
Tt

Dieser Leistungsfaktor ist ein Ma@ fiir die effektive Phasenverschiebung &, er sei
bezeichnet mit cos @ im Gegensatz zum wirklichen Phasenverschiebungsfaktor cos ¢ .
Dieser cos @ ergibt sich nach der oben angefiihrten Formel in sehr einfacher Weise,
wihrend seine Bestimmung mit Fourierschen Reihen umsténdlicher ist. Zum Bei-
spiel ist der cos @ zwischen einer sinusformigen Spannung und einem beliebig ver-
zerrten Strom

Tmax, * COS @ 1),

J Y2

cos @ =

1) E. Orlich: Die Theorie der Wechselstrome. S. 55.
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Hierin ist ¢ die Amplitude der Grundwelle des Stromes und J sein Effektivwert,

max;
wihrend ¢ die wirkliche Phasenverschiebung zwischen der Sinusspannung und dem

Strom, d. h. die Phasenverschiebung zweier Ordinaten, zu denen Strom und Spannung
symmetrisch verlaufen, ist. Betrachtet man die Kurve des Anodenstromes bei einem
Dreiphasengleichrichter, so ist die wirkliche Phasenverschiebung

p=0 und cosp=1.
Die effektive Verschiebung berechnet sich dann aus
imax,ﬁ
Jo 12
Die ersten Glieder der Gleichung dieser Kurve lauten nun
3 /3
t = Jmax ]—/i—{— —+—l sinwt 4 .
Y12n 3

Mithin ist die Amplitude der ersten Welle
. 3
Tmax, = Jma\,< + V )

Der effektive Anodenstrom ist nach Gleichung (3)
1 1
Jz = Jmax._,l/_é' + g}/s .
) _
J max; (3‘ + K‘;) V
= ‘/ = ~0,69.

m[/ +ga V312 3

3
Dasselbe Resultat ergibt Formel (16). In gleicher Weise kann man bei der Primérseite
verfahren. Der Winkel ¢ ist infolge der bisher gemachten Voraussetzungen immer
gleich Null und damit cos ¢ = 1. Die Abhiingigkeit des Faktors cos @ von der
Phasenzahl zeigt fiir verschiedene Schaltungen die Abb. 23.

cos @ =

Infolgedessen wird

cos @ =

al \\ ———— Primiirseite bei Stern-Stern-Schaltung.
o5, A\ — — — — Primire Leitungen bei Ring-Stern-Schaltung und Primirseite bei
07 ‘\\\\ Stern-Zickzack-Schaltung.
W N
2 \‘tt ------- Primére Leitungen bei Dreieck-Zickzack-Schaltung.
a5 VN — Primire Wicklung bei Dreieck-Stern-Schaltung und Anodenleitungen
R B . e 2 bei allen Schaltungen.

V. Die Typenleistung des Transformators. MaBgebende Gesichtspunkte
fiir die Wahl der Schaltung.

Die GréBle des Transformators richtet sich nach der Typenleistung, welche das
arithmetische Mittel der Scheinleistungen der Primér- und Sekundirwicklungen ist.

Lu, + L,

Lp— =]
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In der Abb. 24 sind die Typenleistungen fiir verschiedene Schaltungen auf-
getragen. Man erkennt, dal die Werte fiir die in der Praxis vorkommenden Phasen-
zahlen (Zweiphasen- und Drehstrom) bei allen Schaltungen am giinstigsten sind.
Dasselbe gilt auch fiir die Leistungsfaktoren, was aus Abb. 23 ersichtlich ist.

Da die einzelnen Schaltungen gerade bei Gleichrichterbelastung verschiedene Eigen-
schaften aufweisen, ist es zweckméfBig, diese nach den hauptsiichlichsten Anspriichen,
welche an die Schaltung gestellt werden, zu trennen. Es kann z. B. gefordert werden:

a) Geringe Typenleistung des Transformators oder

b) geringer Spannungsabfall oder

c) geringe Welligkeit des Gleichstromes.

Zu a) In dieser Hinsicht ist am giinstigsten die Stern-Sternschaltung. Man
sieht in Abb. 24, daBl die Kurve der Typenleistung dieser Schaltung unterhalb der
Kurven aller anderen Schaltungen liegt. Die Stern-Zickzack, die Ring-Zickzack- und
die Ring-Sternschaltung koénnen bei

()

E /] . der iiblichen Phasenzahl 3 un-

f}/z | 4 Ring-Stern-Schaltung. gefihr als gleichwertig angesehen
W] — = Stern-Stern-Schaltung. werden. In bezug auf den Leistungs-

T 7— T _ Stern - Zickzack- und faktor cos @ in den priméren Speise-
Ring- Zickzack-Schaltung. leitungen besteht bei 2 und 3 Phasen

U725 45 kein Unterschied zwischen diesen
Abb. 24. Schaltungen. Fiir den Fall also, da3

die Kosten einer Gleichrichteranlage

moglichst gering zu halten sind, wire unbedingt die Stern-Sternschaltung zu wihlen.
Zu b) Bei der Aufgabe, den Spannungsfall bei Vollast zu beschrinken, hat man

sein Augenmerk vor allem auf den induktiven Spannungsabfall des Transformators,
mit anderen Worten auf seine Streuung, zu richten. Diese ist offenbar bei derjenigen
Schaltung am kleinsten, woin jedem Augenblick der primére und sekundére Belastungs-
strom auf denselben Schenkeln flieBen. Diese Bedingung erfiillen die Schaltungen
der Gruppe 3, also diejenigen mit sekundirer Zickzackschaltung. Allerdings wird

der Ohmsche Spannungsabfall des Transformators um grofer als bei der ein-

.
sin —
n
fachen Sternschaltung. Dies kommt aber nur bei gréferen Phasenzahlen in Betracht,

bei 2 Phasen wird z. B. 1

— 1, bei 3 Phasen — > — 1,15 und bei 6 Phasen, wel-
sin T V3

cher Fall aber nicht vorkommt, wird _— 2 . Die Stern-Sternschaltung kommt fiir
sin —
n
die Beschrinkung des Spannungsabfalls infolge der eigenartigen Primérstrom-
verteilung nicht in Frage. Dasselbe gilt fiir die Ring-Sternschaltung. AuBerdem hat
bekanntlich die primére Sternschaltung eine Verzerrung des Kraftflusses zur Folge,
weil im Magnetisierungsstrom alle Oberwellen von der Ordnung n, 27, 3 n usw.
fehlen. Es wire also die Ring-Zickzack- oder gegebenenfalls die Stern-Zickzackschal-
tung in bezug auf den Spannungsabfall zu empfehlen.
Zu c) Dieser Punkt ist sehr einfach zu erledigen. Der Gleichstrom ist bekanntlich um
so ausgeebneter, je mehr Phasen vorhanden sind. Esist also hier der Sechsphasenstrom
am Platze, der primér an ein Drehstromnetzangeschlossenist. Es wirenicht zweckmaBig,
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fiir die Primérseite ein Sechsphasensystem zu wihlen, weil eine erhebliche Typenleistung
des Transformators die Folge wire. Der Fall kommt aber vor bei den Stufentransforma-
toren in Sechsphasengleichrichteranlagen. Es kommt also fiir Sechsphasengleichrichter-
transformatoren fast ausschlieBlich die A /% - bzw. ¥ /*-Schaltung in Betracht.

In der Tabelle (Abb. 25) sind die in der Praxis vorkommenden Schaltungen auf-

gefiihrt und hierfiir die in dieser Arbeit besprochenen Koeffizienten ausgerechnet.
Unter diesen Schaltungen befinden sich auch solche, welche nicht in der Tafel (Abb. 6)
angegeben worden sind. Es sind dies solche, welche primér einen Nullpunkt oder
offene Schaltung haben. Diese verhalten sich aber in bezug auf die Wicklung genau
so wie die mit Ringschaltung ausgeriisteten Schaltungen. Nur der Leistungsfaktor
in den Speiseleitungen wird hier ungiinstiger.
» AuBlerdem ist am Schluf dieser Tabelle eine besondere Schaltungsart berechnet,
welche auBlerordentlich giinstige Resultate ergibt. Es sind dies Schaltungen, welche
sekundir zwei um 180° versetzte Sekundirwicklungen haben. Diese konnen zur
Speisung von 2 unabhingigen oder hintereinandergeschalteten Gleichrichtern ange-
wendet werden. Dieses Giinstigwerden beruht auf einer Verlagerung der Stromkurven
der beiden Gleichrichter in der Primadrwicklung. Ein Vorteil tritt aber auch nur dann
auf, wenn die Sekundérphasenzahl eines Gleichrichters ungerade ist, weil nur hierbei
eine Verschiebung der Stromkurven gegeneinander stattfindet.

Gleichrichterleistung E-J = 100 -7 = 100% , oS grranstorm = 1 .

i il Leist faktor i. d.
Phasenzahl Leistung, ﬁ;:l vx{)zl&};% t?:rlx‘ til;n"}ansformator exsstxx’zenigsse ﬁaitu;gl
Schaltung - - _ _wirkliche Leistung Bemerkungen
Primir | Sekundar leltung | wicktung | wickng | Tyve |  Schelnbare Tefstuog

1 2 | —wafw—= | 123 | 123 | 174 | 148 1

1 2 T [e— 123 | 174 | 174 | 174 1

2 2 Y foe— 174 | 174 | 174 | 174 0,707 Priméirer Nullpunktstrom
= V2 Phasenstrom

3 3 A/ X 123 | 123 | 150 | 136 0,84

3 3 --A / A 150 150 150 150 0,69 Priméirer Nullpunktstrom
= ¥3 Phasenstrom

3 3 m/ X 150 | 150 | 150 | 150 0,69

3 3 AYDN 123 | 150 | 150 | 150 0.84

3 3 X /4 123 123 174 148 0,84

3 3 --A / A 123 123 174 148 0,84 Primirer Nullpunktstrom = 0

3 3 n /<K 123 123 174 148 0,84

3 3 A/SK 123 123 | 174 | 148 0,84

3 6 A/ %k 105 105 181 143 0,955

3 6 - / * 128 128 181 155 0,78 Primirer Nullpunktstrom
= V3 Phasenstrom

3 6 /% 128 128 181 155 0,78

3 6 Ak 105 128 181 155 0,955

6 6 i / > 181 181 181 181 0,554

3 2.3 AN/ A 105 | 105 | 150 | 128 0,98

3 2.3 | --A / Y A | 106 106 150 128 0,97 Primirer Nullpunktstrom
= 0,561 Phasenstrom

3 2.3 m/y A | 106 | 106 | 15 | 128 0,97

3 2.3 A/y K| 105 | 106 | 150 | 128 0,98
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Zusammenfassung.

Es werden Formeln fiir die Bemessung der Sekundér- und Primérwicklung der
Gleichrichtertransformatoren und ihrer Netzzuleitungen in Abhiingigkeit von der
mittleren Gleichstromleistung und der Phasenzahl abgeleitet. Da die Scheinleistung
der Primirseite vom Transformator je nach Art der Schaltung verschieden ist, sind
die Schaltungsarten in mehrere Gruppen unterschieden, von denen fiir jede eine all-
gemeine Formel fiir die Bemessung des betreffenden Teiles der Priméarseite abgeleitet
wird.

Dann wird gezeigt, wie aus diesen Leistungsgroflen in einfacher Weise sich der
Netzleistungsfaktor ergibt. Fiir ihn wird die Bezeichnung ,.effektiver Leistungs-
faktor = cos @ eingesetzt, da keine wirkliche Phasenverschiebung zwischen Strom
und Spannung, welche die iibliche Bezeichnung cos ¢ rechtfertigen wiirde, statt-
findet. Die Bezeichnung cos @ stammt aus der Behandlung der Wechselstrome mit
Hilfe der Fourierschen Reihen, deren Anwendung auf die Ermittlung von cos @
auch hier angefiihrt ist.

Zuletzt wird auf die ModellgroBe des Transformators eingegangen und Kurven
gezeigt, die die Modellgr6Be als Funktion der Phasenzahl und Gleichstromleistung
zeigen. Dann werden die Eigenschaften der verschiedenen Schaltungen kurz be-
sprochen.



Zur Theorie des Gleichrichters.

Die Konstruktion der genauen Strom- und Spannungskurven
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Ein Mehrphasenstrom- Quecksilberdampf-Gleichrichter arbeitet im allgemeinenin
der Weise, dafl wihrend einer bestimmten Periode eine einzige Anode Strom fiihrt.
Dann beginnt auch die folgende Anode Strom durchzulassen,
wihrend der Strom durch die erste Anode allméhlich versiegt.
Eine Zeitlang aber arbeiten beide Anoden gemeinsam, bis
schliefllich die erste Anode keinen Strom mehr fithrt und 4,
nur die zweite in Tatigkeit ist. Es wechseln also Perioden
des Alleinarbeitens einer Anode (Alleinperioden) mit & ? )
solchen des Ubergangs ab (Ubergangsperioden), wihrend e
dessen zwei benachbarte Anoden gleichzeitig Strom fiihren.

Wir numerieren die Anoden ohne Riicksicht auf ihre %’
Anzahl fortlaufend, so daB bei » Anoden die (» 4+ 1)* mit
der ersten identisch ist.

Die weiteren Bezeichnungen sind der folgenden Zu-
sammenstellung zu entnehmen.

A, = nt* Anode.
E, =die in der Leitung nach der n*» Anode 9, induzierte Spannung.

¢, = Spannung der Anode 2,, gemessen zwischen Transformatornullpunkt und
Anode.

e, = (konstanter Spannungsabfall im Gleichrichtergefa .
E,, = (konstante) gegenelektromotorische Kraft im Gleichstromnetz.
L, = Induktivitit vor jeder Anode.
R, = Widerstand vor jeder Anode.
L; = Induktivitit im Gleichstromnetz.
R; = Widerstand im Gleichstromnetz.
» = Periode des Alleinarbeitens von 9, : ,,Alleinperiode*.

Ls

{lllllllls

Ly

=

Abb. 1.

!) Zu dieser Arbeit wurde ich durch Herrn Oberingenieur Dr.-ing. e. h. M. Sche n kel angeregt, dem
ich auch an dieser Stelle hierfiir sowie fiir manche férdernde Bemerkung meinen Dank ausspreche.
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U, n,1 = Periode des Ubergangs: die »tund (n 4 1)t Anode arbeiten gleichzeitig:
,»Ubergangsperiode ‘.
t = Zeit.
t, = Beginn der Periode A,, zugleich Ende der Periode U, ;.
t, = Ende der Periode 4,, zugleich Beginn der Periode U, ,., ;.
tn0 = Zeitpunkt der Gleichheit von E, und £, ;.
1, = Strom in der Anode U, wahrend A4, .
J, = Strom im Gleichstromnetz wihrend A4, .
Jn,e =Strom in der Anode %, wihrend U, ,,; (¢ = Ende).
Jns1,6 = Strom in der Anode 9, ,; wihrend U, ,.; (@ = Anfang).
Sp,ne1 = Strom im Gleichstromnetz wihrend U, .., .
o = Kreisfrequenz des Wechselstromes.
E, = Maximalspannung des Wechselstromes.
¢ = Phasenverschiebung der Spannungen E, und E, ., gegeneinander.
E,=E,sin [wt— (n— 1) ¢].
Zur Aufstellung der Differentialgleichungen miissen wir die Perioden
A4, und U, ,, gesondert betrachten.

I. Alleinperiode A, .
Fiir das Gleichgewicht aller elektromotorischen Krifte (eingeprigte, selbst-
induktive und Spannungsabfille) gilt in dem von der Anode, der Vakuumstrecke im
Gleichrichtergefil und dem Gleichstromnetz gebildeten Stromkreis die Gleichung:

d, . dd, _

En_La'ﬁ—Ra"’n'—eo’_Lk—dT—RkJn_Em_O- (1)

Da wihrend des Alleinarbeitens von 2, der Gesamtstrom durch A, flieBt, so ist
TRE (2)
und damit dJ, ,
(La+Lk)—d?+(Ra+Rk)Jn=En—(Em+eo)- (1)
Wir setzen L,+ L= Ly, (3)
R,+ Ri— R, (4)
Em + 6 = Ey (5)

und erhalten so die Differentialgleichung fiir J, in der Form:

Ll(l—dt%—i— R J,=E,sin[wt— (n—1)¢] —E,. (6)

Thre Loésung ist:
R,

— EO . Eg —‘L—t
Jp= m?{&sm[wt-— (n—1)@] — L, wcos[wt— (n — 1)@]} — R1+ Cne (7)
¢, ist Integrationskonstante.

Setzen wir R? + L2 w?* =22, (8)
B = COS Yy, (9)
21
Lo oy, (10)
%1
B _

11
Ll a’l’ ( )
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dann konnen wir J, in der Form schreiben:

J"=%sin[wt—(n—1)(p—y}1]—%+cne‘“1‘. (12)
II. Ubergangsperiode U, ..., .

Die Spannungsgleichungen fiir jeden der beiden Stromkreise bestehend aus einer
der beiden stromfiihrenden Anoden, der Vakuumstrecke und dem Gleichstromnetz
lauten:

AJn e . ASn n
En"‘ La (;t’ - Ra Ine — € '_"Lk '\S(Z’t +1_‘Rk8n,n+1 —Em=0, (13)
d .n a . doln n
En+1 —La ! +L _Ra7n+1,a_eO—Lk s, +1_Rk8n,n+1“‘Em=0- (14)
dt dt
Nun ist
jn,e + jn+1,a = Sn, n+1 - (15)

Addieren wir (13) und (14) und fithren Gleichung (15) ein, so erhalten wir

donn i
En+Epiy — Lo+ 2L,) =% (R, 4+ 2R) S i1 — 2B+ €0) = 0. (13)

dt
Wir set
ir setzen Lot 2L =1L, (16)
R, + 2R, = R, (17)

und erhalten so unter Benutzung von Gleichung (5) die Differentialgleichung fiir
3, n+1 in der Form

(&
de%;tﬂi F By Ju,ne1 =Eysin[wt — (n — 1) @] + E;sin(wt —nep) — 2E,. (18)

Ihre Losung ist:

o _ By,  (Rysin[wt—(n—1)p] — Lywcos[wt — (n — 1)¢] 2Eg+ c e"LI?i‘
Ot T R L L2 0 + Rysin(wt —ng)—L,wcos (wt—ng)[ R, w1y
Cn,n+1 ist Integrationskonstante.
Setzen wir:
R+ Liw® =22, (20)
Eg=cosyr2, (21)
%2
Lg w
—— ==sinvy,, (22)
2
R,
I, =% (23)

so kénnen wir §, ,+; noch in den folgenden Formen schreiben:

E, . . E
Sn, nt1 =Z—°{sm[wt-—-(n—— ) — ]+ sin[wt —nep — ywl) — 2# + Cpnrr1e”%2t, (24)
2 2

2E Q. 1 2 g
Snn+1= ——;—Ocos§sm [wt— (n— 5) ¢’—’P2] — R; + Cpn+1€” %20, (25)

2

Die Differenz der Gleichungen (13) und (14) ergibt

d .n a .n e . .
En - En+1 + La "Q‘il,de-’_) -+ Ra (7n+l,a - 7n,e) =0. (26)

(19)
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Wil‘ setzen jn+1,a - jﬂ,e = jn,n+1 ) (27)
dann erhalten wir folgende Differentialgleichung fiir j, »4,

d'nn . . .
La—7’—+1— + Ryjnni1 = — Eysin[wt — (n — 1)p] + Eysin(wt —ng). (28)

di
Ihre Losung ist:
. _____E {Rasin[a)t— (n—1)p]— L,wcos[wt — (n — 1)(p]} —Ba,
Inn+1= Rf+L:w2 —R,,Sin(wt—ntp)+Lawcos(wt—mp) *‘dn,n+le La= (29)

dpn+1 ist Integrationskonstante.

Mit
R+ L =z, (30)
R,
— = COS Y, , (31)
za
L, .
_—é_cg =S y,, (32)
R,
E = K, (33)

ergeben sich fiir j, ,.; noch die beiden Formen:
Inne1 = — _z_o {sin[wt —(n—1)p —y,] —sin (w0t —ngp — Wa)) — Ay, nyg e %t (34)
a

. 2E, . o
Innel = — ——za—sln§ Ccos
Die wihrend der Ubergangsperiode durch die Anoden flieBenden Anoden-

strome haben die Werte:

1
ot — (n—§><p—1pa] — dypy1e %t (35)

jn,e = J2‘('\(\’5‘rs,n+1 - jn,n+1) ) (36)
jn+1,a = ’% (3‘n,n+1 + jn,n+1) . (37)
Die in den Gleichungen fiir J,, §, 41 und j, ,., auftretenden Integrationskonstan-
ten sind aus den Ubergangsbedingungen zu bestimmen.

ITI. Die Ubergangsbedingungen.

Aus der Konstanz?!) des Spannungsabfalls im Gleichrichtergefi3 folgt, daBl wih-
rend einer Ubergangsperiode die beiden stromtiihrenden Anoden gleiche Spannungen
haben. Dabei verstehen wir unter Anodenspannung die Spannung zwischen
Transformatornullpunkt und Anode selbst, die wir mit €, bezeichnen.

Wihrend der Periode U, ,, ist also

Cpiy =G,. (38)

Diese Gleichung gilt auch fiir den Beginn ¢, der Ubergangsperiode, d. h. der
Ubergang beginnt, wenn die wihrend A4, vorhandenen Spanunngen von 2, und %,,,
einander gleich geworden sind. Wahrend der Periode 4, des Alleinarbeitens von U,
ist deren Spannung
ad,

“dt

1) DaB der Spannungsabfall eines Gleichrichtergefafies innerhalb eines weiten Belastungsbereiches

praktisch konstant ist, ist bekannt und geht aullerdem aus Abb. 6 im 2. Jahrg., Heft 5/6, S. 277 der
»»Siemens-Zeitschrift‘ hervor.

¢, =E,— L — R, J, (39)
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und nimmt bei Beginn #, der Ubergangsperiode den Wert

©), = B, — La(57) ~ R, (40)

an. Wihrend A, fiihrt 9,,, keinen Strom. Ebenso ist bei Beginn des Ubergangs
i&c;% gleich Null. Also ist zur Zeit #,

(®n+1), = (Enﬂ)t;‘ (41)

Gleichsetzen der Gleichungen (40) und (41) ergibt die
erste Ubergangsbedingung:

dJ,
(By), — La( = ),' — Ro () = (Bnsy), - (42)

Der Gesamtstrom (im Gleichstromnetz) kann sich auch bei Einsetzen einer neuen
Anode nur stetig dndern. Also erhalten wir als

zweite Ubergangsbedingung:

(Jn)t; = (Sn,ru 1);; . (43)
Bei Beginn des Ubergangs ist ferner
jn+1,a =0.
Daraus folgt nach (37)
(3’n,n+1)t; = (j")"+1)t;

oder unter Beriicksichtigung von (43) als
dritte Ubergangsbedingung:
(Jn)t; = (jn,n+l)¢

Die Ubergangsperiode U, ,., ist beendet, wenn der Strom durch die Anode A,
Null geworden ist: 4, ,= 0. Dies gibt mit Benutzung von Gleichung (36) als

(44)

, e
n

vierte Ubergangsbedingung:

(Sn,n+1) (45)

= (Jn,n+1),

0
n41

Dazu kommt wieder die Bedingung fiir die Stetigkeit des Gesamtstromes zur
Zeit 1), ., also als

tinfte Ubergangsbedingun

0
tn+1

o
S

(3n,n+1)t2 =(Jn+1),n . (46)

+1 n+1

Zu diesen fiinf Ubergangsbedingungen kommt noch die ,,Anfan gsbedingung*
der betrachteten Vollperiode.

Wie man sieht, treten in den Ubergangsbedingungen auBer den Integrations-
konstanten auch noch die unbekannten Anfangs- und Endzeiten der einzelnen Pe-
rioden auf. Dadurch ergeben sich 6 Unbekannte

. . . . ., 0
Cns cn,n+1’ Cnt1s dn,n+13 tnr n+1,

zu deren Bestimmung die 6 Gleichungen gerade ausreichen. Die Anfangsbedingung
liefert den Wert ¢,. Dann ergibt sich aus Gleichung (42) #,, . Gleichung (43) liefert

Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern II1, 1. o
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weiter ¢, ,.,, wahrend aus Gleichung (44) d,, ,,, berechnet wird. Aus Gleichung (45)
erhilt man #3,; und schlieBlich aus Gleichung (46) c,,,. Mit diesem Wert kann
man dann das Gleichungssystem fiir die nichste Periode 16sen.

Physikalisch ist nur die Anfangsbedingung fiir die erste Periode gegeben, ndmlich
daB bei Beginn des Arbeitens des Gleichrichters iiberhaupt der Strom J; gleich Null
ist. Man muB also von diesem Anfang ausgehen und fiir eine Periode nach der anderen
die Konstantenwerte und damit die Stromform berechnen, bis man zum Beharrungs-
zustand kommt, der ja im allgemeinen allein interessiert. Die analytische Berechnung
der Werte t, und £}, , ist aber sehr umsténdlich, da die sie bestimmenden Gleichungen
(42) bzw. (45) transzendente Gleichungen sind, in denen neben trigonometrischen
Funktionen noch die Exponentialfunktion vorkommt. Diese Gleichungen sind nur
durch Niherungsverfahren zu 16sen.

Es liegt daher nahe, zur Bestimmung der Ubergangszeiten auf die physikalische
Bedeutung der Gleichungen (42) und (45) zuriickzugreifen und aus den Spannungs-
bzw. Stromkurven die Ubergangszeiten graphisch zu bestimmen, eben auf Grund der
Tatsache, daB der Ubergang beginnt, wenn €, = E,,; geworden ist, und daB er
fir j,, =0 aufhort. Dies tut Kleeberg?!). Er berechnet die gesuchten Strom- und
Spannungskurven analytisch und bestimmt die Ubergangszeiten und damit die
Integrationskonstanten graphisch, wobei er ebenfalls den ganzen Einschwingvorgang
des Gleichrichters durchliduft, um den Beharrungszustand zu erhalten.

Die Bedingungen fiir den Beharrungszustand selbst sind auch direkt formulierbar.
Offenbar muBl im Beharrungszustand der Gleichrichter in bezug auf den Gleichstrom

mit der Periode g arbeiten. Also muf} fiir den Beharrungszustand

(Jn+1)t+—£> = (Jn)t ’ (47)
(S-rt+l,n+2)t+ % = (871, n+1)t (48)
sein.
Einsetzen der Werte fiir J, und J,,, in (47) gibt
3
Chy1 =Cne . (49)

In der Gleichung (46) 148t sich somit c¢,,; durch ¢, ausdriicken, so dafl die
Gleichungen (42) bis (46) ein System von 5 Gleichungen fiir die 5 UnbeRdnnten
Cn; Cnni1s Gnni1s tn; the1 darstellen. Die Anfangsbedingung ist jetzt eben durch
die Bedingung des Beharrungszustandes ersetzt und sogleich in die anderen Glei-
chungen eingefiihrt.

Die Auflosung des soeben entwickelten Gleichungssystems fiihrt also direkt zum
gesuchten Beharrungszustand. Aber die Auflésung der Gleichungen bietet jetzt noch
groBere Schwierigkeiten als vorher, da die Gleichungen jetzt nicht nacheinander auf-
losbar sind. Es ist unmdoglich, auf diesem Wege allgemeine Formeln zu
entwickeln, ausdenender EinfluB dereinzelnen Konstantender Strom-
kreise auf Form der Strom-und Spannungskurvenentnommen werden

kann?).

1) F. Kleeberg: Der Quecksilberdampf-Gleichrichter der Glastype, seine Theorie und praktische
Ausfithrung. ETZ Bd. 41, S. 145ff. 1920.

2) Im Falle, daB in den Anoden keine Verluste auftreten (R. = L. = 0), ist eine geschlossene
analytische Darstellung méglich, die fiir 2 Phasen bereits Kleeberg durchgefiihrt hat. Ihre Ausdehnung
auf beliebig viele Phasen bietet keine Schwierigkeiten. Die Tatsache, dafi Kleebergin seinen Formeln (28)
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Andererseits bendtigt das Verfahren von Kleeberg eine viel zu grofle Rechen-
arbeit, um beim Entwurf von Gleichrichtern sich als zweckmiBig erweisen zu kdnnen.

Im folgenden soll nun ein Verfahren entwickelt werden, das die Strom- und
Spannungskurven direkt zu zeichnen gestattet. Ein solches Verfahren empfiehlt
sich bereits dadurch, daf3 die Priifung der theoretisch gefundenen Kurven doch nur
nach Zeichnung der Kurven durch Vergleich mit Oszillogramm-Kurven erfolgen kann.
Die etwaige groflere Genauigkeit analytisch berechneter Kurven ist also ginzlich
belanglos, wird zudem bei dem Verfahren von Kleeberg auch durch die gleichzeitige
Verwendung graphischer Bestimmungen illusorisch gemacht.

Unser neues Verfahren besteht darin, die Differentialgleichungen direkt graphisch
zu integrieren.

IV. Graphische Integration der Differentialgleichungen.

Es handelt sich um die Integration der beiden linearen Diffentialgleichungen

1. Ordnung:
ddiﬁ_[.RlJn:Eosin[wt—(n—l)fp]”‘Eﬂ’ (6)

L, O30 RS, — Bysin[wt — (1 — 1) ] + Bosin (wt — ng) — 2B, (18)

Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in z,y definiert, geometrisch
gesprochen, ein Richtungsfeld, d. h. sie ordnet jedem Punkt der z-y-Ebene eine be-
stimmte Fortschreitungsrichtung zu (s. Abb. 2). Sie fordert also: man soll von einem
bestimmten Punkte aus in einer bestimmten Richtung bis zum Nachbarpunkt weiter-
gehen, von diesem Punkt in der ihm zugeordneten Fortschreitungsrichtung zum
Nachbarpunkt usf. Dadurch wird in der Ebene eine einfach unendliche Schar Kurven,
die sogenannten Integralkurven, bestimmt. Die Differentialgleichung integrieren
heifit also geometrisch, die Integralkurven zu zeichnen. Eine ,, Anfangsbedingung‘
sondert aus der unendlichen Schar der Integralkurven eine bestimmte aus. Diese
stellt dann das Integral der gegebenen Differentialgleichung fiir die vorgegebene
Anfangsbedingung dar.

Unser Problem ist dadurch ausgezeichnet, daB der gesuchte Strom wihrend der
Alleinperiode der ersten Differentialgleichung und wihrend der daran anschlieBenden
Ubergangsperiode einer zweiten Differentialgleichung geniigt, wobei die Linge der
Perioden vom Strom selbst abhiingig ist. Gehen wir vom Arbeitsheginn des Gleich-

und (48) (a.a.O.8. 173 bzw. 194) analytische Ausdriicke fiir die Integrationskonstanten angibt, kann
zu der Annahme verleiten, daB diese Formeln die unmittelbare Berechnung der Integrationskonstanten er-
lauben. Aber diese Formeln enthalten die Ubergangszeiten. Erst nach deren zeichnerischer Bestimmung
wire die Berechnung ausfithrbar. Sie erweist sich aber, wie Kleeberg ausfiihrt, als iiberflissig, indem
die Exponentialglieder des Stromes nach einmaliger Berechnung fiir die Anfangsperiode durch einfache
Proportionalitétsrechnung fiir alle anderen Perioden gefunden werden kénnen. Somit sind die fiir die
Integrationskonstante gegebenen Formeln ohne praktische Bedeutung. — Steinmetz hat das Problem
des Zweiphasen-Gleichrichters in einer Arbeit: Constant current mercury arc rectifier, Proceedings of the
American Institute of Electrical Engineers Bd. 24, S. 743. 1905, behandelt. Er kommt zu einer ge-
schlossenen Losung durch die beiden Annahmen, daB das Einsetzen des Stromes durch die neu zu arbeiten
beginnende Anode mit dem Nulldurchgang der induzierten elektromotorischen Kraft zusammenfalle
und daB in diesem Augenblick der Gesamtstrom seinen Mittelwert habe. Die erste Annahme erscheint
bei ihm als streng richtig eingefiihrt (ohne es zu sein), die zweite bezeichnet er als ,,fair approximation®,
ohne aber eine nahere Begriindung zu geben. Dadurch gewinnt er fiir die Dauer des Ubergangs eine
transzendente Gleichung, die er durch zweimalige Niherung lost, und kann weiter alle Konstanten leicht
berechnen. .

5%
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richters aus, so kénnen wir mittels Methoden der graphischen Integration linearer
Differentialgleichungen die Stromkurve gemifl der ersten Differentialgleichung fiir
die erste Alleinperiode zeichnen. Auf Grund der Ubergangsbedingung (42) laBt sich
weiter der Zeitpunkt bestimmen, an dem die Giiltigkeit der ersten Differentialgleichung
aufhort. Von da an ist der Konstruktion der Stromkurve die zweite Differential-
gleichung zugrunde zu legen, wobei am Ubergangspunkt ein stetiger AnschluB des
Stromes erfolgen mufl. Das Ende dieser neuen Periode kann ebenfalls graphisch er-
mittelt werden. Dann schlieft sich wieder eine Alleinperiode unter Giiltigkeit der
ersten Differentialgleichung an usw. Man gewinnt so ohne jede Rechnung ein Bild
des Einschwingvorganges des Stromes und kommt schlielich zum Beharrungszustand,
dem Teil der Untersuchung. Der Vorteil der graphischen Methode liegt auBler in der
schnellen Zeichnungsmoglichkeit aber vor allem darin, dal es mit sehr wenigen
Schritten moglich ist, sofort den Beharrungszustand zu erhalten.

In der Gesamtheit aller Integralkurven, die wir fiir eine Vollperiode, das ist
eine aneinanderstoBende Alleinperiode 4, und Ubergangsperiode U, ,.;, zeichnen,
sind némlich alle Stromkurven der spiteren Perioden mit enthalten, unter ihnen auch
die Stromkurve des Beharrungszustandes. Sie zeichnet sich dadurch aus, dafl sie
am Anfang und Ende der Vollperiode die gleichen Werte hat. Um den Beharrungs-
zustand zu finden, braucht man also aus der Gesamtheit der Integralkurven nur die-
jenige herauszusuchen, die dieser Bedingung ge-
niigt. Dazu ist die Konstruktion nur sehr weniger
Integralkurven notig, wie die folgenden Beispiele
zeigen werden.

Um eine Integralkurve zeichnen zu konnen,
muf} die Richtung in jedem Punkte der Ebene
bekannt sein.

~
~
T+
~——
} Nehmen wir einmal an, es seien uns die Rich-
T

Vertikale

tungen in allen Punkten gegeben auf Parallelen
zur y-Achse, die simtlich gleichen Abstand von-
einander haben. Wir erhalten dann nebenstehen-

™* des Bild der Ebene:
Abb. 2. Um hier eine Integralkurve vom Punkte P
ausgehend einzuzeichnen, gehen wir von P in
der durch die Richtungsstriche der 1. Vertikalen vorgeschriebenen Richtung bis
zur Mitte zwischen der 1. und 2. Vertikalen, von dort in der durch die Richtung-
striche der 2. Vertikalen vorgeschriebenen Richtung bis zur Mitte zwischen der
2. und 3. Vertikalen usf. Wir erhalten so einen gebrochenen Linienzug von Tangenten
der gesuchten Kurve, der sich dieser selbst um so mehr nihert, je enger die Parallelen
aneinander liegen. Fiir die praktische Ausfithrung des Verfahrens handelt es sich nur
um die Angabe einer Methode, die notwendigen Richtungen bequem und schnell

finden zu koénnen.

Diese ist nun fiir unseren Fall in der Methode der Strahlkurven?) gegeben.
Es 4Bt sich fiir alle Differentialgleichungen 1. Ordnung zeigen, dal die Richtungs-
linien aller Punkte einer y-Parallelen eine Kurve einhiillen, die man als Strahlkurve
bezeichnet. Ist diese Strahlkurve fiir eine Vertikale gegeben, so findet man die Rich-

1) Vgl. Fr. A. Willers: Graphische Integration. Sammlung Goschen, S.621f.
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tung in einem Punkt der Vertikalen, indem man von diesem Punkte die Tangente an
die Strahlkurve zeichnet. In unserem Falle linearer Differentialgleichungen verein-
facht sich die Strahlkurve zu einem Punkte, d. h. also: alle in den Punkten einer Verti-
kalen gezogenen Tangenten an die Integralkurven schneiden sich in einem Punkte.

Betrachten wir zunichst die Differentialgleichung fiir die Periode 4, :

le—d'{tﬁ+R1Jn=E0sin[wt—(n—l)qo]——Ey. (6)

Die t-Werte tragen wir als Abszissen, die J-Werte als Ordinaten auf. Da wir, wie wir
sahen, bei Betrachtung einer beliebigen Periode 4, die Integralkurven fiir alle
Alleinperioden finden, so konnen wir den Index ,,n‘‘ bei J weglassen und auf der
rechten Seite der Gleichung n = 1 setzen.

Wir schreiben dann die Differentialgleichung in der Form:

dJ R, ,  E,;sinwt—E,
Daraus ergeben sich!) die Koordinaten &, # des Strahlpunktes:
E =1 + __-;;L s
! 51)
_Eysinwt —E, (
R,
Berziehen wir die Abszisse auf die betrachtete Vertikale, so wird
Ly
E—t—fl—const. (52)
Zu jeder Vertikalen gehort also ein Strahlpunkt, der von dieser Vertikalen den
konstanten?) Abstand % hat, withrend seine Ordinate gleich Bysin 1(;) t— B, ist.
1 1
Alle Strahlpunkte liegen also auf der um die Strecke % nach rechts verschobenen
1 _ 1
Sinuslinie 7 = By s1n;z)t By , die wir als Strahlpunktstriger bezeichnen
1

wollen. Dadurch ist die Bestimmung der Strahlpunkte duBerst einfach geworden.
In der gleichen Weise ist die in der Ubergangsperiode giiltige Differentialgleichung

A Gn,n . .
Lz‘%ﬁj+R23n,n+1=Eosm[wt_‘(”—1)‘P]+E031n(wt—n99)—'2Eg (18)

zu behandeln. Wir schreiben sie (§ als Ordinate betrachtet)

d¥ Ry | Eysinot 4 Eysin (ot — ¢) — 28, .
At ——E‘5+ L, — (53)
und erhalten die Koordinaten der Strahlpunkte
— L2
5 _t + 'E2 )
, — Basin ot + Bysin (0t — ¢) 2F, (4

R,
Auch hier ist also der Abstand jedes Strahlpunktes von seiner Vertikalen konstant:

L . . . . X )
E—t= RE, wihrend sich die Ordinate einfach aus der Uberelnanderlagerung
2

zweier Sinuskurven ergibt.

1) Vgl. Fr. A. Willers: a. a. O. 8. 65.
?) Das gilt fiir alle linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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Die Bestimmung der Periodengrenze 148t sich ebenfalls rein graphisch bequem

erledigen.
Die Alleinperiode ist zu Ende, wenn
. aJ
E,sinwt — L, at
ist.

— R,J = E,sin (0t — @) (55)

E,sin wt ist leicht zu zeichnen, ebenso E,sin (vt — ¢) .

L a7 erhilt man, indem man durch einen Endpunkt der horizontal gezeichneten

“dt

Strecke L, eine Parallele zur Tangente der J-Kurve zieht (diese Tangente zeichnet
man ja bei Konstruktion der J-Kurve) und im anderen Endpunkt eine Senkrechte
errichtet. Die auf dieser Vertikalen durch die Tangentenparallele abgeschnittene

Strecke ist dann L dJ

, denn es ist (Abb. 3):

8 “dt
OB aJ 1
04 = tg ¥ = g Wenn A B | Tangente der J-Kurve ,
also 17 17
Abb. 3. Ahnlich erhilt man R,-J , wenn man (Abb. 4) auf den

Schenkeln eines rechten Winkels R, = OC bzw. J = OE und
auf dem Schenkel, der R, triigt, gleichzeitig die Einheit 0D = 1 abtrigt. Verbindet
man D mit £ und zieht durch C die Parallele zu DE, so schneidet sie auf dem

Schenkel OF die Strecke OF = R, - J ab.

0, oC = R,,
OD =1,
OE =J,
OF = R,-J.

Verbindet man beide Konstruktionen in
Abb. 4. der durch Abb. 5 veranschaulichten Weise,
so erhilt man in der Strecke BF die GroBle
— L, (fii_ R, J, wenn man die Strecke stets in Richtung

B— Fnimmt. Voraussetzung dabei ist, dafl man, wie in Abb. 5,
L, nach links, R, nach rechts abtrigt. Je nachdem also B

B
Fe— 3 —>
! Ly — 30 :
V] f L (A
J
J"“E
F
Abb. 5.

iiber oder unter F liegt, ist die Strecke B F von E,sin wt abzuziehen oder ihr zuzuad-
dieren. Wo die so bestimmte Kurve die Kurve E;sin (w? — ¢) schneidet, dort ist

das Ende der Alleinperiode.

Das Ende der Ubergangsperiode bestimmen wir durch Zeichnen der Kurve

fUr j,pi1.9n,ne1 geniigt der Differentialgleichung

Ladyn’-’ii1 + Rijnns1=—Eysin[wt — (n — 1) @] 4 E,sin (ot —n @), (28)

dt
die wir geméiﬁ fritheren Bemerkungen schreiben:

dj R,. E,sinwt— Eysin(wt— ¢)

¢ L, L,

. (56)
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Daraus ergeben sich die Koordinaten der Strahlpunkte

L,
§=t+E3 (57)

Eysin(wt — @) — Eysin wt
= z,
fiir die das gleiche wie bei J und § gilt.
Wir konstruieren j , beginnend zur Zeit des Endes der Alleinperiode im Punkte
7 = — J und erhalten in dem Punkte, wo j = § wird, wo sich also die j- und die
3-Kurve schneiden, das Ende der Ubergangsperiode.
Bevor wir zur Behandlung einiger Beispiele iibergehen, ist noch einiges iiber die
MaBistiabe zu sagen.
~ Fiir die Konstruktionen miissen alle vorkommenden elektrischen GroBSen in
Léngen ausgedriickt werden. Wir wollen als Lingeneinheit das Zentimeter nehmen
und die in Zentimeter ausgedriickten GréBen mit einem Strich ,,”‘ kennzeichnen.

Setzen wir
1 sec = ucm also V=ut
1 Amp. =»cm S =vJ
1Volt =¢cm E =K (58)
1 Ohm = gpcem R =0oR
1 Henry = Acm L'=1L,
dann bestehen die Beziehungen
&
Q =
4
(59)
1= H
v

Mit Annahme von dreien der MaBstibe sind also die beiden anderen gegeben.
Fir die Konstruktion empfiehlt es sich, die gegebenen GroBen auf diese MaBstibe
von vornherein umzurechnen und dann nur die neuen Zahlen zu benutzen. Dann ist
jede Gefahr beseitigt, MaBstabsfehler zu begehen. In den fertigen Diagrammen kann
man nachtriglich direkt die Werte von E, J, ¢ einschreiben.

Wir setzen nun an einigen Beispielen, die wir der Arbeit von Kleeberg entnehmen,
die Einzelheiten der Methode auseinander.

1. Beispiel, Abb. 6 (Kleeberga.a. O. S. 172, Abb. 13).
3-Phasen-Gleichrichter.

By =150V e =15V
R,=0 L,=0
Ry—40 L= 004 H

Frequenz ¢ = 50/sec .

Wir withlen den Abszissenmafstab so, daB w #, =  einer Strecke von 9 cm ent-
spricht. Dann ist bei Frequenz 50 0,01 sec = 1 ¢cm , also u = 900 . Weiter setzen wir
v=1%, e=4,s0daBl o =1, 1= 225 wird.

Dann ist
Ej=3159=75cm, e =145=0,75cm,

Ry=4=1cm, Lj, = 0,04-225 — 9cm.
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Mit R, = L, = 0 folgt aus den Gleichungen (13) und (14), daB wihrend der
Ubergangsperiode
En+1 =K,
ist. Diese Gleichung ist aber nur wihrend eines Zeitpunktes erfiillt, also erfolgt der
Ubergang von einer Anode zur anderen momentan, die Vollperiode fillt mit der

it
760E
[ 740
720 1
700 1
& 8 S
S
S
60 3
by
0. §
3
0| %} 0/ \ / \ / \ [ ¢
! 4 02
1227017123456 78901722 0 s
; L '
?‘ | L™ 6
| ™~ - | 4 il
: i R
Y
: ====== "I P
! T 4 v
|+ / \
: b4 //,——-‘~ 7 7
) | 11 / \
R b | o 072
! LT / \
! A / \
! L] 7 \
/ \
! A1 / \
i rd / \
i |24 21," v
0

Abb. 6.

Alleinperiode zusammen. Die Ubergangszeiten, das sind die Periodengrenzen,
ergeben sich sofort aus den Schnittpunkten der beiden Kurven (obere Hilfte
der Abb. 6)

/

B —Bsin®t  und B — ()sin(wlut—tp).

Zwischen den dadurch bestimmten Vertikalen miissen alle Integralkurven der
Gleichung (6), die allein wir jetzt zu betrachten haben, liegen. Die so gefundene
Periode betrigt natiirlich

@ 2 1 2n 2

o = 3% % ~ 300n — 300%¢ = 6em.

Zwischen diesen Grenzgeraden schalten wir (untere Hilfte der Abb. 6) 10 Verti-

kalen mit Abstand 0,5 cm voneinander ein und bezeichnen sie mit 0,1, 2 . .. 12. Dazu
bestimmen wir die Strahlpunkte nach Gleichung (51).
- Es ist
L 9
=1 _ " _9
. 4
Ejsin —c: o ol
e B T 7 5sin £ 0,75,
77 R; R{ > sm IU« )
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Dadurch erhalten wir sehr schnell in der aus der unteren Hilfte der Abb. 6 er-
sichtlichen Weise mittels eines Kreisdiagrammes die Strahlpunkte, die wir nach ihrer
Zugehorigkeit zu den Vertikalen ebenfalls mit 0, 1, 2. .. 12 bezeichnen. Die Zeich-
nung der Integralkurven ist nun sehr leicht. In Abb. 6 ist ein Teil des Einschwing-
vorganges eingezeichnet worden. Wir beginnen die Zeichnung im Punkte J' =0,

’

. ot
wo Ej sin

= ¢; ist. Von dort gehen wir zunéchst horizontal bis zur Mitte zwischen

dem Anfangspunkt und der Vertikalen 2’ 1), von dort in Richtung auf den Strahl-
punkt 2" bis zur Mitte zwischen der Vertikalen 2’ und 1’, weiter in Richtung auf den
Strahlpunkt 1’ zu bis zur Mitte zwischen der Vertikalen 1’ und 0 usw. Die Ordinate
des auf der Vertikalen 12 liegenden Endpunktes der so erhaltenen ersten Integral-
kurve nehmen wir als Anfangsordinate der zweiten Kurve und so fort. Die Kurven I
bis V passen in dieser Weise aneinander. Dann ist, um schneller zum Beharrungs-
zustand zu gelangen, die Kurve IV héher begonnen worden, als dem Ende von V ent-
spricht. Es sind also, physikalisch gesprochen, Perioden ausgelassen worden. Man
kann iiberhaupt die erste Kurve bei einer beliebigen Ordinate beginnen. Ist die
Endordinate groBer als die Anfangsordinate, dann zeigt dies, dafl der Beharrungs-
zustand hoher liegt. Man probiert eine zweite Kurve. Empfehlenswert ist dabei, wie
es auch in der Abbildung in den Kurven I’ und II’ geschehen ist, eine Kurve so hoch
zu beginnen, daf ihre Endordinate kleiner als die Anfangsordinate ist. So kann man
den Beharrungszustand in beliebig enge Grenzen (Kurve VI und II’) einschlieBen.
Kurve VII gibt endlich den Stromverlauf im Beharrungszustand.

Die Anodenspannung ist, da in den Anoden keine Verluste auftreten, gleich der
induzierten Spannung. Die Aneinanderreihung der zwischen den Periodengrenzen
liegenden Stiicke dieser Spannungskurve liefert die Kurve der Gleichspannung, wenn
man die Ordinaten von einer um E, héher liegenden Abszissenachse aus rechnet.

2. Beispiel, Abb. 7 (Kleeberg a.a.O., S. 194, Abb. 23/24).
2-Phasen-Gleichrichter.
E,—= 150V o= 157
R,= 0 . L,=0,02H
R,— 0 Ly = 0,02 H
Frequenz ¢ = 50/sec.

Die Linge der Vollperioden ist nicht von vornherein zu bestimmen. Wir teilen
daher die ganze Periode der EMK in 18 Teile, so daB3 wir einschlieBlich der Grenzen
19 Vertikale 0, 1, 2....18 erhalten. Die MaBstibe sind dieselben wie im ersten
Beispiel. Ebenso geschieht die Bestimmung der Strahlpunkte fiir die J-Kurven in
derselben Weise wie im 1. Beispiel.

Wir zeichnen nun zunichst wiederum die J,-Kurve (Kurve ,,a*), also den
Gleichstromverlauf zu Beginn des Arbeitens des Gleichrichters. Da die Perioden-
grenzen nicht bekannt sind, mufl das Ende von A4, gesondert bestimmt werden. Dies
ist in der oberen Hilfte der Abb. 7 geschehen. Rechts ist durch den Punkt und die

Vertikale ,,a* die Nebenkonstruktion gemaB Abb. 3 zur Bestimmung von La%

1) 1/, 2’ sind die von der Vertikalen 0 nach links gezihlten Vertikalen.
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gekennzeichnet. Es ist nur diese einfachere Konstruktion durchzufiihren anstatt der

nach Abb. 5, da R, = 0ist. Die so erhaltenen Werte La% sind dann in der Abb. 7
links von der E-Kurve abgezogen, und so wird ¢, zuniichst in der oberen Hilfte von
Abb. 7 bestimmt und einfach auf die J,-Kurve iibertragen. Dabei ist, wie man sieht,

die Bestimmung von L

,, Z;I - nur in der Ndhe der Schnittstelle notig.

VoIt \E
7601

Die Bestimmung der Strahlpunkte fiir § ist jetzt insofern besonders einfach, als
in der 2. Gleichung (54)
E,sinwt + Eysin (wt—¢) =0
wird. So ergibt sich
g —t = 6,75,
n =—0,75.

Alle Strahlpunkte liegen also um 0,75 cm unter der Abszissenachse und 6,75 cm
rechts von der zugehorigen Vertikalen. Mittels dieser Strahlpunkte zeichnet man an-
schlieBend an die a-Kurve im Punkte #, die Kurve fiir §,, , . Zur Bestimmung ihres

d ¢ b a
789
916
A
72
73
d ¢ b ™ M
7 1 ‘i
7 w1y 17
BEY 18 1 :i
794 7 119
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Abb. 7.
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Endes ist die Kurve fiir j,, , zu zeichnen. Sie beginnt im Punkte ¢’ = #; mit dem
Werte — J,. Wegen Ra = 0 werden jetzt nach Gleichung (57) & und 5’ unendlich.
Wir greifen direkt auf die Differentialgleichung fiir j* zuriick und finden
I o sin (%t — qo) — Ejsin —(-lij—
J =
at Ly

(60)

Diese Gleichung gestattet leicht die Bestimmung der Tangentenrichtungen der
j-Kurve, wie sie in der rechten Nebenfigur der Abb. 7 unten durchgefiihrt ist. Dadurch
ist nun die Zeichnung der j-Kurve moglich. Ihr Schnittpunkt mit der a-Kurve gibt
das Ende der Periode U,, ,. Die Kurve ,,b* ist beliebig begonnen. Die Perioden-
enden sind in derselben Weise wie vorher bestimmt. Kurve ,,¢*‘ ist als Anschlull an
,,b‘ gezeichnet. Das Ende der Ubergangsperiode auf ,,c*“ braucht nicht genau er-
mittelt zu werden. Man ersieht die ungefidhre Lage aus den Endpunkten der ,,a*-
und ,,b*-Kurve, und das geniigt zur Feststellung, da die Kurve des Beharrungs-
zustandes tiefer liegen mull. Eine ,,d*“-Kurve, deren Ende wieder genau bestimmt
wurde, zeigt ich als zu tief liegend. In der ,,e“-Kurve endlich finden wir bereits die
richtige Kurve des Beharrungszustandes, deren um 9 cm nach links geriickter End-
punkt wieder auf die Kurve selbst zu liegen kommt. Fiir diese Kurve ist dann oben
in der Abb. 7 der Verlauf der Anodenspannung eingezeichnet. Dabei wird die Anoden-
spannung wihrend der Ubergangsperiode am bequemsten auf Grund der aus den
Gleichungen (13) und (14) folgenden Gleichung

1 d3nn
@n =@n+1 = TZ"(EVL + En+l - La \Sd’t"il - a:\c}n,n+l>

bestimmt.

Die Wiederholung der Kurve der Anodenspannung wihrend einer Vollperiode
gibt die Kurve der Gleichspannung (zwischen Kathode und Transformatornullpunkt),
wobei die Ordinaten von einer um E, nach oben verschobenen Abszissenachse zu
zéhlen sind.

Die vorgefiihrten Beispiele lassen jetzt noch einen Vorteil des Verfahrens deutlich
erkennen, das ist die bequeme Moglichkeit der Variation der Induktiviti-
ten. Eine Anderung der Induktivititen bewirkt nur eine Anderung des Abstandes
der Strahlpunkte von ihren Vertikalen. Hat man also einmal den Strahlpunktstriger
gezeichnet, so kann man leicht durch Verschiebung des Koordinatensystems der
Stromkurven nach rechts oder links die Stromkurven fiir verschiedene Werte der
Induktivitdten zeichnen und so deren EinfluB augenfillig sichtbar machen.

Zusammenfassung.

Dervon einem Mehrphasenstrom-Quecksilberdampf-Gleichrichter gelieferte Gleich-
strom ist durch zwei verschiedene Differentialgleichungen bestimmt, je nachdem, ob
nur eine Anode oder zwei Anoden Strom fiihren. Der Giiltigkeitsbereich der Diffe-
rentialgleichungen hiingt im allgemeinen von den Stromwerten selbst ab. Dadurch
werden die Bedingungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten sehr kompliziert.
Es ergeben sich transzendente Gleichungen, aus denen eine allgemeine explizite
Darstellung der Konstanten nicht moglich ist. Dieser analytische Weg empfiehlt
sich demnach auch nicht zur Vorausberechnung.
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Es werden daher die Differentialgleichungen unmittelbar graphisch integriert.
Als besonders geeignet erweist sich fiir diese linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten die Methode der ,,Strahlkurven‘; da in diesem Falle
die Strahlkurven sich auf Strahlpunkte reduzieren. Die Methode liefert in dullerst
bequemer Weise die Stromkurven, unter denen die des Beharrungszustandes als die-
jenige gefunden wird, die zu Anfang und Ende einer Periode gleiche Werte hat. Die
Ubergangszeiten ergeben sich aus den Spannungskurven, die ebenfalls rein graphisch
bequem konstruiert werden konnen.

Das Verfahren ist besonders dadurch ausgezeichnet, dal der Einfluf} der Selbst-
induktion sich geometrisch sinnféllig darstellt und dadurch eine Variation der Induk-
tivitdten konstruktiv leicht durchfiithrbar ist.

An zwei Beispielen wird die Methode in allen Einzelheiten auseinandergesetzt.



Nomographisches Verfahren zur Losung
wirmetechnischer Probleme sowie mathematisch

verwandter Aufgaben.
Von Felix Wolf.
Mit 19 Textabbildungen.
Mitteilung aus dem Dynamowerk der Siemens-Schuckertwerke G.m.b. H.

Eingegongen am 2. November 1922.

In der Natur gibt es mannigfaltige Vorgéinge, bei welchen eine mit der Zeit ¢
verinderliche Groe y einem unverénderlichen Endwerte y, derart zustrebt, daf ihr
erster Differentialquotient nach der Zeit proportional ist der Differenz aus dem
Endwerte und der GroBe. Fiir alle diese Fille gilt also, wenn der Proportionalitéts-

faktor mit 1 bezeichnet wird, die Differentialgleichung:

T
W e ). )
Diese Gleichung integrieren wir, indem wir bilden:
dy _ dié
Jye—y | T

‘Wir erhalten:
t
log mat (y, —y) = — 7 + O

Die Integrationskonstante C finden wir aus der letzten Gleichung mit Hilfe der
Anfangsbedingungen, d. h. der Werte zu Beginn des physikalischen Vorgangs:

Y=Y
zur Zeit t=20
als C = log nat (y. — ¥,) »
so daf der Zusammenhang zwischen y und ¢ bestimmt ist durch:
—_ t
Y=Y _ o7, (IT)
Ye— Yo
wobei e die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet.
Sehr haufig kommt es vor, da der Endwert
Y =0
betragt. In diesem besonderen Falle geht Gleichung (II) iiber in:
Y -t
= =e T (ITa)

Yo
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Die Kurve, die das Gesetz der Gleichung (II) darstellt, besitzt die Asymptote
Y=1Y.

Diesem Werte nidhert sich die Kurve immer mehr, um ihn fiir
t == OO0

zu erreichen. Zeichnet man in einem beliebigen Punkte der Kurve einerseits die Ordi-
nate, andrerseits die Tangente, dann schneiden diese beiden auf der Asymptote stets
die Strecke 7' heraus. (Vgl. hierzu Abb. 7c, eine auf diesem Prinzip aufgebaute
Sehnenkonstruktion der Kurve.) Der Beweis fiir die Richtigkeit des letzten Satzes
geht unmittelbar aus Gleichung (I) hervor. 7 nennt man die Zeitkonstante. Fiir

Ye =
geht die Asymptote der Kurve in die Abszissenachse iiber. Das auf derselben heraus-

geschnittene Stiick 7'ist in diesem Falle identisch mit der Subtangente y dat der Kurve
. . dy
in jedem beliebigen Punkte.

Von den vielen physikalischen Vorgéingen, die der Differentialgleichung (I) und
mithin dem Gesetze Gleichung (II) oder Gleichung (IIa) Geniige leisten, sind in Ta-
belle I einige erwihnt. Die Zusammenstellung macht keinen Anspruch auf Voll-
standigkeit.

Im folgenden soll an Hand des an erster Stelle angefiihrten physikalischen Vor-
ganges: Erwirmung bzw. Abkiihlung eines homogenen Korpers eine nomographische
Methode entwickelt und der Versuch gemacht werden, an dem speziellen Problem der

Tabelle 1.
Phys?l;::ﬁscher V;g;ng und Gesetz ‘
d 1 .
- d_?t/ =7 (Y — 7)) Bedeutung der Zeichen
y—e—_?!=e_7 ‘ ye:Oundl=e_7 Yy ?/u} Ye | ¢ I T
Ye—Yo | Yo L ;
SRS A S| R R ‘ L
1 Erwdrmung ’ Abkiihlung Tempe- | !
eines homogenen Korpers | eines homogenen Korpers | ratur ‘
Anschwellende Abklingende 3
2 | mechanische oder elek- | mechanische oder elek- |Amplitude| 2 2
trische Schwingung trische Schwingung S l}
—_ R R —— - — cs CS
Laden | Entladen | B e L2
3 . ‘ . Potential | O | © |8
eines Kondensators eines Kondensators otentiat |z 12 - g
e e | & o | 8| T
SchlieBen Offnen CRE ISR
4 . . . . Strom | £ |
eines Stromkreises eines Stromkreises g3 =
T T T T I~ Y= N
Beschleunigte Be- Verzogerte Bewegung A R
wegung eines ange- einessichselbstiiber- = ! g
5 triebenen Korpersin = lassenen Korpers in |Geschwin- ° |
einem Medium, dessen = einem Medium, dessen digkeit
Widerstand proportional | Widerstand proportional
der Geschwindigkeit ist | der Geschwindigkeit ist
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Erwirmung elektrischer Maschinen im aussetzenden Betriebe die
Fruchtbarkeit des Verfahrens zu zeigen. In analoger Weise kann dann das Verfahren
auf mathematisch verwandte Aufgaben, wie sie in Tabelle I skizziert sind, sinn-
gemifl ausgedehnt werden und kann so beispielsweise auch auf dem Gebiete

der gedimpften
Schwingungen (vgl. Nr. 2 in
Tabelle I) sehr nutzbringend ange-
wandt werden.

Es ginge iiber den Rahmen dieser
Arbeit hinaus, alle Anwendungsmoglich-
keiten des Verfahrens genau auszu-
fiihren. Wir wollen uns daher in der
Hauptsache auf wirmetechnische Auf-
gaben beschrinken und die Anwendung
auf andere Probleme nur andeuten.

Wird ein homogener Korper, der
zur Zeit { = 0 die Temperatur y, =1,
besitzt, durch dauernde Wirmezufiih-
rung auf die Endtemperatur y, =7,
erwdarmt und nennen wir die Tempera-
tur des Korpers y = 7 zur Zeit ¢, dann
gilt bekanntlich:

dtr 1,—7
TR (1)

Die Abhéngigkeit der Zeitkonstan-

ten 7' von dem Gewichte G', der Ober-

der Theorie

fliche 4, der spezifischen Wirme ¢ des
Korpers und dem Wirmeabgabekoet-
fizienten « ist gegeben durch:
T= ad
Die Integration von Gleichung (1)
liefert das Erwirmungsgesetz:

t
T, — T — -
=T T,

1 (2)

Die Gleichungen (1) und (2) gelten
auch, wenn ein Koérper von der Tempe-
ratur 7, in einen Raum von der Tempe-
ratur 7, gebracht wird.

Im Falle, daB3:

Te

. Asymprore |

kiihlt also der Koérper nach dem Gesetze ab:

T
To

"y ¥ Ty Y v
i | 7
:fz—’! E I :‘e_:t,/ffz/r |
—r ! ¢ ie-;;
Abb. 1a. Abb. 1b.
Abb. 1. Erwirmungslinie [Gleichungen (1) (2) (3)]
7,> 17> 0.
pomproe |
7 7;
¥1 Ya ¥ 7!:1 T T
el L 7
7 i i le— -/
e BN e
L - <
Abb. 2a. Abb. 2b.
Abb. 2. Erwirmungslinie [Gleichungen (1) (2) (3))
7,>1 =0.
_Aymptote | . —
_________________ |
Y ¢ o3 7 %%
e T T
k—rp—el e
| |
|— ! oo e-r/ﬂh“’!
Abb. 3 a. Abb. 3 b.
Abb. 3. Erwarmungslinie [Gleichungen (1) (2) (3)]
. >0>1.
=0,
_t
—=e T. (2a)

In den Doppelabbildungen (Abb. 1-+35) ist in den Abb. la, 2a, 3a, 4a, 5a die
Gleichung (2) im rechtwinkligen Koordinatensystem als Kurve dargestellt. Die
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Abszissen sind Zeiten, die Ordinaten Temperaturen. Von den 6 mdoglichen Fiéllen sind
folgende 5 abgebildet:

Abb. 1. . . . . . . . ... 7, >1,>0
Abb. 2. . . . . . ... T, >17,=0
Abb. 3. . . . . .. . ... 1,>0>71,
Abb. 4. . . . . ... L. To>7,>0
Abb. 5. . . . . ... L. Ty >17,=0
die Darstellung des 6. Falles . . . . . . . . .. T,=1,>0

konnte unterbleiben; in diesem Falle ist die Erwirmungslinie eine Parallele zur
Abszissenachse. Abb. 1, 2, 3 stellen also Erwidrmungslinien, Abb. 4, 5 Abkiihlungs-
linien dar.
Werden Temperaturen und zuge-
________________ hérige Zeiten mit gleichen Indizes ver-
————————————— sehen, dann gelten die Gleichungen:

e = T -b
Asymprore | LT 1] Tf’o =e T,
e
- _ ta
' Ie"r/r Te— T =e T,
le—g" f/T;/— T — T
le~/r . o o qe
®¥=  welche durcheinander dividiert:
Abb 4a. Abb. 4b. T, — T. t—t,
Abb. 4. Abkiihlungslinie [Gleichungen (1) (2) (3)] 1‘ : =e T , (3)
e U

w>7,>0.
liefern.

Gleichungen (2) und (3) lassen sich
in Form von Proportionen geometrisch
darstellen, was in den Abb. 1b, 2b, 3b,
4b, 5b erfolgtist. Dal} die Proportionen
gelten und mithin die Gleichungen (1)
bis (3) erfiillt sind, erhellt aus der Ahn-
lichkeit der entsprechenden Dreiecke.
Die Vergleichung der einander gegen-

Abb. 5a. ) Abb. 5b. iibergestellten Abbildungen der Glei-
Abb. 5. Abkiihlungslinie [Gle(l)chungen (1) (2a) (3)] chungen (1) bis (3) zeigt, daB die
i krumme Linie stets durch eine Gerade

ersetzt werden kann, wenn die Ordinaten 7 unverindert bleiben, an Stelle der
t
Abszissen t jedoch die entsprechenden Werte e~ T gesetzt werden.

Dr. E. Oelschlager hat gezeigt (ETZ 1900, S. 1058), dal die Erwdrmungs-
gesetze unter bestimmten Voraussetzungen sinngeméf fiir Spulen, Widersténde u. dgl.
angewendet werden konnen. So kann man also die Ubertemperatur irgendeiner
Wicklung einer elektrischen Maschine fiir eine jegliche Art von Betrieb bestimmen.
Handelt es sich im allgemeinsten Falle um einen unregelméflig aussetzenden Betrieb,
so erhilt man fiir v = f (£) gebrochene Linienziige, die sich aus Teilen der Kurven
(Abb. 1a bis 5a) zusammensetzen.

In Abb. 6a ist beispielsweise die Erwarmung eines Motors dargestellt, dessen
betrachtete Wicklung zunéchst ¢, Zeiteinheiten hindurch belastet wurde und die
Temperatur 7, erreichte. Wére der Vorgang geniigend weit fortgesetzt worden, dann
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wiirde die Endtemperatur 7, erlangt worden sein. Der Belastung folgte eine Ent-
lastung, fiir welche analog 7,,7, und 7,, = 0 galten. Hierauf kamen wieder 2 Be-

lastungen mit den In-
dizes 3 und 4.
Rechnerisch finden

wir fiir diesen Fall das
Gleichungssystem :
— t-
Te, 2 —_ o —i—T—tD
Toy — T,
Lt
‘[ez -_— '[2 _ e_ "Tl
Te2 —_— tl
(4)
To, — T3 _b-t
s —e T
Te:t - 12
_ ta-
164 ‘t4 — e— * Tts
T, — Ty

Nach dem Vorausge-
gangenen ist nun auch
Abb. 6b verstiandlich. Die
krummlinigen Teile des

1e3
7
N R T T T T - e
@\'\. ________________ 1N 3
SA G R . S G—— r 7
%, ©, 3 [3 "'—'f
5 T 73 T, T T2 Te,
N A [ S T
O ! ! ! - 3 ; !f i Te,=0
ra— g —=d ! : . : 8L Y. |
U —— : i E .‘.",z/.r 1
- 1y -l | é £74 !
Le"%——:
Abb. 6a. Abb. 6b.

Abb. 6. UnregelmaBig aussetzender Betrieb. Darstellung des

Gleichungsystems (4)

a) im Koordinatensystem als Kurvenzug,
b) mittels ahnlicher Dreiecke, als Streckenzug.

gebrochenen Linienzuges sind durch Strecken ersetzt, so daB sich eine Zickzack-

linie ergibt.

~T

Auch hier ist die Proportionalitit zwischen den entsprechenden

—:-**f*f*fﬂ—f*f.ur*r*f.q

Abb 7a.

Abb. 7b.

retatatote foref ot foiat et eta et

Abb. 7c.

Abb. 7. Die Konstruktion der Erwarmungslinie.
a) und b) Ordinatenkonstruktionen, auf der konstanten Verjingung von z, — z beruhend,
c¢) Sehnenkonstruktion, auf einer Kurveneigentiimlichkeit (s. S. 78) basierend.

Strecken, Gleichungen (4), leicht geometrisch nachzuweisen.
(Abb. 6Db) erscheinen im selben gleichmifigen MaBstabe der Abb. 6a,

Abszissenmafistab nicht gleichmédBig nach ¢,

geteilt ist.

Die Ordinaten «t

wahrend der
t

sondern nach dem Gesetze e 7T

Esist von groflem Vorteil, wenn man das Millimeterpapier, auf welches man sonst
die in ihrem Verlaufe gerechnete Kurve eingezeichnet hitte, durch ein Papier ersetzt
(Abb. 11), das wir in Analogie zu dem vielfach angewandten ,,logarithmischen Papier*
etwa ,,Exponentialpapier’ nennen konnen. Dieses Blatt kann ein fiir allemal

Verofentlichungen aus dem Siemens-Konzern III. 1-

6
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angefertigt und vervielfdltigt werden. Es erspart in sehr vielen Féllen umsténdliche
und langwierige Rechnungsoperationen, die mit dem logarithmischen Rechenschieber
ohne Zwischenrechnung nicht gelost werden konnen.

Im folgenden ist die Herstellung des Exponentialpapiers angedeutet. Die An-
fertigung der ,,arithmetischen Vertikalskala mit ihren parallelen Horizontallinien

vr
9 a1 gz 03 0% 05 a7 a8 09 7 15 2 253 °¢
et L M P S PRSP SR M |
"4 " 48 a7 a5 65 o a3 0z a1 )
PR
Abb. 8. Die Anfertigung der Horizontalskala des Exponentialpapiers nach Tab. II.
Tabelle II. bietet weiter keine Schwierigkeit. Die ,,geo-
; ; . . metrische‘* Horizontalskala hingegen mit
T e T T e T den gleichgerichteten Vertikallinien kann
entweder durch Rechnung oder durch Kon-
0,00 1,0000 1,4 0,2466 struktion gefunden werden. Im ersten
0,05 0,9512 L5 0,2231 Falle bedient man sich vorteilhaft der
0,10 0,9048 1,6 0,2019 Tabelle II. Man legt zunéchst die Linge
0,15 0,8607 1,7 0,1827 der Skala etwa mit I = 1 dm fest. Dem
0,20 0,8187 1,8 0,1653 linken Endpunkte der Strecke entsprechen
0,25 0,7788 1,9 0,1496 die Werte:
0,30 0,7408 2,0 0,1353 y -t
0,35 | 07047 | 21 0,1225 7 =0 bzw. e T—=ldm,
0,40 | 0,6703 | 2,2 | 01108 g e
0,45 | 0,6376 | 2,3 0,1003 . .
0,50 0,6065 2,4 0,0907 Ji=oc0  bzw. e T=0.
0,55 0,5769 2.5 0,0821 Nun werden der Reihe nach zu be-
0,60 0,5488 2,6 0,0743 stimmten Punkten der regelmiBigen Tei-
0,65 | 05220 1 2,7 0,0672 ; g &
0,70 | 10,4966 2,8 0,0608 lung von e T — Teilstrecken von 1 dm
0,75 0,4724 2,9 0,0550 entsprechend — aus der Tabelle IT die
0,80 | .0,4493 3,0 0,0498 korrespondierenden Werte von L abge-
0,85 | 04274 | 35 0,0302 T
0,90 0,4066 4,0 0,0183 tragen, wie dies in den Abb. 8 und 9 an-
0,95 | 0,3867 | 4,5 0,0111 gedeutet ist.
1,00 | 0,3679 5,0 0,0067 Um die Skala zu konstruieren,
t
1,1 0,3329 5,5 0,0041 gehen wir davon aus, daB ¢ 7 sich nach
1,2 0,3012 6,0 0,0025 einer geometrischen Reihe verjiingt, wenn
1,3 0,2725 o 0,0000

Sind die Glieder der arithmetischen Reihe fiir

0

0,05

0,10

€ nach einer arithmetischen wichst.

T

t

T

0,15 0,20 0,25,

4
dann lauten jene der geometrischen fiir ¢ 7

e0

e~ 0,05

e~ 0,10

e 015 e~ 020 e~ 025
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Der Quotient der geometrischen Reihe ist
Gy = €% — 39:411) — 195: 205 = 0,9512.

LiBt man jedes zweite Glied fort, dann heiflien die Reihenglieder R
fiir % ..... 0 01 02 03 04 05
sk
bzw., fiir ¢ T ... e -0l g-02 =03 -04 p-05
Der Quotient der geometrischen Reihe ist dann
gy = €~ = 19: 211) = 95:105 — 0,9048 .
/s
7 ‘
/ 205mm
/
i
95mm
T3
/ f &mm
705mm
l
o a7 [ &7 /88 /0 / 1 7 2 3;5 _T I.;l,gi.,__ LY
| 2073538 ™ -1
| _ s ~aerarian
' | pr e ladian L2 —
b a-e%1a -

Abb. 9. Die Konstruktion der Horizontalskala des Exponentialpapiers.

1) Allgemein gilt, wenn 0 < < 0,1, die Naherungsgleichung:
e 2—2
T
denn unter Vernachlissigung der Glieder dritten und héheren Grades gegeniiber der niedrigeren Potenzen
von z haben die Anfinge der beiden Reihenentwicklungen Geltung:

2
e~ % = 1 — + _z_ —_—
2—z x?
und —2—ﬁ=1—x+~2——...
2—-0,05 39
e . — =005 _ 2T VU0 99
Mithin ist also fhi1=¢ 230,05 41
2-0,1 19
— e 01 R
und = “2F01 91
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