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Vorwort. 
Eine griindliche und moglichst anschauliche Einfiihrung in die Stro­

mungslehre und Aerodynamik ist der Hauptzweck dieses Werkes. Es 
wurde besonderer Wert darauf gelegt, die beim Anianger erfahrungs­
gemaB auftretenden Hemmungen zu iiberbriicken. Die Durchfiihrung 
des Grundsatzes "Nichts ohne Ableitung" schien deshalb bei den meisten 
theoretischen Erorterungen unerlaBlich. Vorausgesetzt werden lediglich 
einfache physikalische Begriffe sowie die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung. Auf letztere zu verzichten ist leider unmoglich, wenn 
man auf klare Ausdrucksweise Wert legt und eine "popular-wissen­
schaftliche Basis" vermeiden will. 

Das Werk richtet sich an verschiedene Kreise. Der Physiklehrer der 
hoheren Schulen, der neuerdings die Fluglehre im Physikunterricht 
behandeln muB, soIl die Stromungslehre mit der Griindlichkeit kennen 
lernen, mit der er bislang andere Gebiete der Physik anfassen muBte. 
Der Studierende der Hoch- und Fachschulen soll in einem leicht faB­
lichen und kurzen Leitfaden moglichst schonend mit den Hauptgrund­
lagen der Stromungslehre bekannt gemacht werden. Der Ingenieur der 
Praxis wird in dem Buche das Zahlenmaterial finden, das dem neuesten 
Stande der Forschungsarbeiten entspricht. Fiir viele praktische An­
wendungen diirfte er sich hier bereits geniigend Auskunft verschaffen 
konnen. 

Ein reichhaltiges Bildmaterial war notwendig, urn moglichst weit­
gehend die physikalischen Gedanken des rein formalen, d. h. math. 
Charakters zu entkleiden. Insbesondere wurde von Stromungsbildern 
reichlich Gebrauch gemacht. Die Erfahrungen und Beobachtungen, die 
Verfasser anlaBlich einer friiheren Schrift "Stromungslehre an Hand vo~ 
Stromungsbildern" (Selbstverlag Koln, 1931) gesammelt hat, zeigten 
deutlich, daB eine derartige Illustration keine schlechte Stiitze fiir 
die Anschauung und fiir die Festigung der Grundbegriffe der Stro­
mungslehre ist. 

Die meisten Abbildungen stammen aus dem Laboratorium des Ver­
fassers. Daneben wurden auch Abbildungen und Versuchsergebnisse 
insbesondere des Gottinger Kreises eingefiigt, nicht zuletzt, urn schon 
den Anfanger in gebiihrender Form mit den Hauptbaumeistern der 
modernen Stromungslehre bekannt zu machen. 



IV Vorwort. 

Bei der Stoffauswahl wurde neben gebotener Knappheit auf syste­
matischen Aufbau besonderer Wert gelegt. Der mehr fUr die Fluglehre 
interessierte Leser wird z. B., wie ich hoffe, die Uberzeugung gewinnen, 
wie notwendig und niitzlich die Beschaftigung mit dem Rohrproblem 
ist. Da an keinem anderen Beispiele die Grundlagen der Stromungslehre 
leichter und klarer dargestellt werden konnen, diirfte der diesen Dingen 
gewidmete Raum berechtigt sein, zumal dieses Problem durch die neueren 
ArbeitenvonPrandtl und v.Karman nunmehreine die praktische und 
wissenschaftliche Seite ziemlich befriedigende Losung gefunden hat. Die 
Behandlung des Tragfliigelproblems, dem selbstverstandlich ein ge­
biihrender Platz eingeraumt ist, wird durch solche Vorarbeiten sehr 
erleichtert. 

Eine Unterteilung in zwei Bande schien zweckmaBig, um dem Leser 
zunachst in einer geschlossenen Darstellung die notwendigen theoreti­
schen Grundlagen zu vermitteln und eine Ablenkung durch zu viele 
praktische Dinge zu vermeiden. Der zweite Band wird neben vielen 
praktischen Anwendungen in der Hauptsache experimentelle Moglich­
keiten schildern und sich eingehender mit den Anwendungen in del" 
Flugtechnik befassen. Mit Riicksicht auf das derzeitige Bestreben, der 
Jugend in anschaulicher Weise die Geheimnisse der Fliegerei zu vermit­
teln, werden viele einfache Versuche beschrieben werden, die mit ein­
fachen Geraten ausgefiihrt werden konnen und dem Lehrer den Unter­
richt erleichtern sollen. Die yom Verfasser entwickelten bekannten 
Gerate zur Str6mungslehre sowie grundsatzlich neue Vorrichtungen, die 
aIle von der Firma: Pet. Koch, G. m. b. H., Koln-Nippes (Werkstatten 
fUr Feinmechanik und Modellbau) hergestellt werden, sollen fiir diesen 
experimenteHen Aufbau die Grundlage bilden. 

Um die Durchsicht bemiihte sich in dankenswerter Weise Herr Biblio­
thekar Konrad Lemper aus Fulda. 

Der Verlag sorgte in einer mustergiiltigen Weise fiir HersteHung und 
Ausstattung des Buches. Insbesondere verdient die HersteHung des Bild­
materials groBe Anerkennung. Den Wiinschen des Verfassers kam der 
Verlag in jeder Weise entgegen, so daB es mir eine angenehme Pflicht ist, 
ihm an dieser SteHe meinen Dank auszusprechen. 

Koln, im Juli 1935. Bruno Eck. 
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I. Hydrostatik. 
1. Der Statische Druck. 

Die meisten Erscheinungen der Rydrostatik lassen sich durch eine 
genaue Betrachtung des Begriffes "Druck" leicht erkHiren. Dieser Be­
griff, der auch bei der Bewegung von Fliissigkeiten eine groJ3e Rolle 
spielt, sei deshalb hier etwas genauer behandelt. Wir setzen Reibungs­
losigkeit der Flussigkeit voraus. Reibungslos 
wollen wir dann eine Flussigkeit nennen, wenn 
beispielsweise . auf ein quadratisches Teilchen nur 
Normalkriifte und keine Tangentialkriifte wirken 
(Abb. 1). In Anlehnung an die aus der Festig­
keitslehre bekannten Begriffe nennen wir die Nor­
malkraft pro Flacheneinheit p; Tangentialkriifte, 
die wir eben£alls auf die Flacheneinheit beziehen, 
deren Behandlung jedoch spater erfolgen solI, nen­
nen wir Schubspannung. 

Abb.1. 

Wir betrachten ein GefaJ3 mit Wasser (Abb. 2) und wollen die Kriifte 
bzw. Drucke kennenlernen, die von der Flussigkeit auf die GefaJ3wand 
ausgeubt we:r;den. Beginnen wir mit dem Boden. Ein etwa daran ein­
gesetztes Kolbchen gestattet leicht die Aus­
wiegung der Kriifte. Die hie:r;bei wirkende 
Gesamtkraft muJ3 gleich dem Gewicht des 
Wasserzylinders uber dem Kolben sein. 1st 
F die Kolbenflache und y das spez. Ge­
wicht der Flussigkeit, so ist F . p = F . h . y, 
d.h. 

(1) 

Nun machen wir denselben Versuch an 
einer Seite des GefaBes etwa in der Rohe h' 
von der Oberflache. Mit einem kleinen rei­

Abb.2. 

bungsfreien Kolbchen ist die Messung in der gleichen Weise leicht durch­
fiihrbar. Bei der Berechnung kommen wir jedoch sofort in einige Ver­
legenheit. Eine Gewichtsberechnung wie vorhin ist hier nicht moglich. 
Wohl ist in einer Tiefe h'der Druck senkrecht nach unten aus Gl. (1) 
leicht zu ermitteln. Aber es drangt sich die Frage auf: wie andert sich 

Eck, Striimungs\eme I. 1 



2 Hydrostatik. 

der Druck, wenn bei Beibehaltung der Tiefe die Bezugsebene ihre 
Richtung andert ~ 

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein beliebiges kleines 
Teilchen, dem wir aus ZweckmaBigkeitsgrunden die Form eines recht­
winkligen Dreiecks geben (Abb.2). Stark vergroBert (Abb. 3) unter­
suchen wir die Gleichgewichtsbedingungen. Auf der waagerechten 

8 

Abb.3. 

Kriifte auf Seite: 

A 

Seite AB ist der Druck p' = h' . y, auf 
den anderen Seiten AC und BC ist er 
unbekannt. Wir bezeichnen den Druck 
auf AC mit pI! und auf CB mit PIX' Die 
Hypothenuse des Dreiecks habe die Lange 
LIb. Da nur Normalkriifte vorhanden sind, 
ist das Gleichgewicht von drei Kraften 
zu untersuchen. Die Lange des Prismas 
senkrecht zur Zeichenebene sei l. 

AB: p' . LI b • cos a' l 
CB: Pc< • LI b· l 
AC: pI! . LI b . sin a • l . 

Wir setzen die Summe der Krafte in horizontaler und vertikaler 
Richtung gleich. 

senkrechte Krafte: p' . LI b • cos a . l = Pc< • LI b • cos a . l 
horizontale KriiJte: pl!. LI b • sin a . l = Pc< • LI b • sin a . l 

hieraus folgt: p' = pI! = PIX. 

Wir finden somit den wichtigen Satz. Der Druck ist nur ab­
hangig von der Hohe und in einem Punkte unabhangig von 
der Rich tung 1. Mit Rucksicht auf spatere Anwendung sei als Beispiel 
im folgenden die Druckmessung behandelt. 

2. Messung des Druckes. 

Verbindet man ein GefaB (Abb.4) mit einer seitlichen Steigrohre, 
so muB aus den oben abgeleiteten Grunden die Flussigkeit so hoch 
steigen wie im GefaB. Die Steigrohre kann also zur Feststellung des 
Wanddruckes benutzt werden. Da das MeBrohr nichts davon weiB, wie 
der Druck erzeugt wird, wird diese Messung auch bei einem geschlossenen 
Kessel noch stimmen. Befindet sich z. B. komprimierte Luft in einem 
Kessel (Abb.5), so muB der von der Wassersaule h erzeugte Druck 

1 Bei fast allen bekannten Fliissigkeiten trifft diesel' Satz zu. Sobald jedoch 
eine "Reibung der Ruhe" vorhanden ist, verliert der Satz selbstverstandlich seine 
Giiltigkeit. Diese Bemerkung bedarf deshalb einer besonderen Betonung, weil es 
praktisch nicht unwichtige fliissigkeitsahnliche Gebilde gibt, die merkliche Schub­
spannungen iibertragen. Hierzu geh6ren z. B. Kohlenstaub, iiberhaupt fein­
k6rniges Material. 



Messung des Druckes. 3 

gleich dem Kesseldruck sein. Dieser Druck ist nach (1) p = h· y, wo 
Y das spez. Gewicht der MeBfliissigkeit ist. Die MeBhOhe h andert 
sich somit in einfacher Weise mit dem spez. Gewicht der Absperr­
fliissigkeit. Bei Quecksilber als MeBfliissigkeit wird 
somit derselbe Kesseldruck nur den 13,6. Teil der ~~~=~­

Druckhohe gegeniiber Wasser anzeigen. 
Befindet sich nun Druckwasser in dem Kessel 

(Abb.6), so ist es oft zweckmaBig, im Interesse nicht - ::=--=::-=-_ 
zu groBer MeBsaulen Quecksilber als Sperrfliissigkeit =--=--_-.:: 
zu nehmen. Unterhalb der Linie 2 - -2 halt das 
Quecksilber sich die Waage, zwischen 1--1 und ___ _ 
2 - 2 erkennen wir in einem Schenkel die Wasser­
saule von der Rohe h, so daB im Schnitt 2 - 2 auBer Abb.4. 

dem GefaBdruck p noch der Druck h . Yw wirkt. Der Gesamtdruck im 
Schnitt 2 - - 2 ist somit p + h . Yw. Auf der anderen Seite wird 
dieser Druck aufgehoben durch die Quecksilbersaule h, die den Druck 
h· YHgerzeugt. Das Gleichgewicht ergibt also 

p+h·Yw=h·YHg } (2) 
P=h(YHg-YW) . 

Das Quecksilber erfahrt somit bei die­
ser Messung eine scheinbare Verminderung 
des spez. Gewichts um das spez. Gewicht 
des Wassers. Statt 13,6 ist also 12,6 ein-
zusetzen, wenn, wie bei vielen Messungen, 

Abb.5. 

sich auf einer Seite Wasser iiber dem Quecksilber befindet. 
Differenzdruckmessungen spielen bei vielen Versuchen eine wichtige 

Rolle. Abb. 7 zeigt eine solche Anordnung, wie sie z. B. zur Messung 
von Reibungsverlusten in Rohrleitungen 
Verwendung findet. Man erkennt die Not­
wendigkeit einer Sperrfliissigkeit von gro- ~ 
Berem spez. Gewicht, d.h. bei Luft wird 1-11f-+-""""'~~..,;J---;'-N-~'-
Wasser oder Quecksilber, bei Wasser fast 
immer Quecksilber verwendet. Randelt 
es sich um Fliissigkeiten, so kann auch 
die Fliissigkeit selbst als Sperrfliissigkeit 
dienen. Abb. 8 zeigt diese Anordnung. Das 

Abb.6. 

U-Rohr ist einfach umgestiilpt. In dem Schenkel befindet sich Luft, die 
z.B. mit einer Fahrradluftpumpe eingedriickt und dosiert werden kann. 
Wenn die zu erwartenden Druckunterschiede klein sind, wird von dieser 
Moglichkeit gem Gebrauch gemacht, da eine solche Messung mit Wasser 
12,6 mal genauere Resultate erzielt, als wenn mit Quecksilber gear­
beitet wird. 

1* 



4 Hydrostatik. 

Als selbststandiges MeBgeratl spielt auBer dem einfachen U-Rohr das 
Mikromanometer eine groBe Rolle. Indem man einen Schenkel des 
U-Rohres als Flasche ausbildet, vermeidet man das Ablesen an zwei 
Stellen. 1st namlich die Querschnittsflache der Flasche F und die des 

MeBrohres j, so wird bei einer Anzeige h 
im MeBrohr der Wasserspiegel in der 
Flasche um L1 h sinken. Die Gleichheit 
der verdrangten Mengen ergibt die Glei­
chung: 

F·L1h=j·h d.h. 

Abb.7. Bei einem Durchmesserverhaltnis von 

MeBrohr zu Flasche von 1: 33,3 ist ~ bereits l~OO' so daB L1 h meist 
vernachlassigt werden kann. 

Durch Schragstellen des MeBrohres vergroBert man bei einer Druck­

Abb.8. 

Abb.9. 

hOhe h die MeBlange 8 im Ver­
haltnis I: sin a. VergroBe­
rungen im Verhaltnis 1: 10 sind 
ohne besondere Vorkehrungen 
noch ausfuhrbar. Abb. 9 zeigt 
eine einfache Anordnung des 
Verfassers, bei der das Steig­
rohr um einen Punkt A dreh­
bar ist (den Nullpunkt der 
Skala). Durch einen Schlauch 
ist das Steigrohr mit der Fla­

sche verbunden, die in der 
Rohe einstellbar ist. Bei 
dunnen MeBrohren ist Pe­
troleum (y = 0,8) wegen 
der guten Meniskusbildung 
und der kleinen inneren 
Reibung sehr geeignet. 

Ein sehr empfindliches 
Gerat zur Druckmessung 
ist die Ringwaage (Abb.lO). 
Ein innen hohler Ring hat 
bei a eine Trennwand; links 
und rechts davon befin-

den sich Anschlusse fUr sehr biegsame Schlauche, die z. B. den zu 
1 Ausfiihrliche Angaben tiber :Mikromanometer befinden sich in dem Ab­

schlitt: :Mikromanometer, von A. Betz, G6ttingen in Handb. d. Experimental­
physik, Wien. Harms IV, 1. 
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messenden Differenzdruck iibertragen. 1m unteren Teil des Ringes 
befindet sich Wasser oder eine andere Fliissigkeit, so daB zwei ge­
trennte Luftraumevorhanden sind. 1m Mittelpunkt A liegt das Ganze 
auf einer Schneide auf, so daB im Zusammenhang mit dem Gewicht G 
ein Pendel entsteht. 1st nun auf einer 
Seite der Druck groBer, so steigt auf der 
anderen Seite das Wasser, wahrend auf 
der entgegengesetzten der Wasser spiegel 
sinkt. Das Mehrgewicht auf einer Seite 
bedingt einen Ausschlag der Waage, der 
erst dann zur Ruhe kommt, wenn das 
Gegenmoment von Ggleich demMoment 
der hoch gehobenen Wassersaule ist. 
Die Fliissigkeit wirkt also sozusagen als 
Kolben. Ein Zeiger Z zeigt an einer Skala 
den Druck an. Diese Instrumente, die 
wegen der unmittelbaren Anzeige sehr 
beliebt sind, lassen sich fiir Driicke von Abb.10. 

noch 1 mm WS ausbilden. 
Dimensionen. Wahrend in der Festigkeitslehre die Driicke bzw. 

Spannungen meist in kg/cm2, auch at genannt, und kg/mm2 angegeben 
werden, wird in der Stromungslehre der Druck in kg/cm2 und sehr oft 
in kg/m2 angegeben. Letztere Angabe ist deshalb sehr beliebt, weil die 
Zahlenangabe identisch ist mit mm WS. Man iiberzeugt sich namlich 
leicht, daB eine Wassermenge von 1 m2 Grundflache und 1 mm Rohe 
gerade 1 kg wiegt. 

3. Einflull der Kompressibilitlit bei Gasen. 
Es entsteht die Frage, ob die Zusammendriickbarkeit von Gasen 

nicht einen prinzipiellen Unterschied gegeniiber Fliissigkeiten bei einer 
Stromung bedingt. Ein solcher EinfluB ist tatsachlich vorhanden. Denn 
es ist klar, daB bei einer Gasstromung dort, wo ein Uberdruck vorhanden 
ist, das Volumen kleiner ist wie bei eineI; Fliissigkeit unter sonst gleichen 
Verhaltnissen. Die Stromlinien werden sich im ersten Fane mehr zu­
sammendrangen und hierdurch indirekt andere Gebiete wieder beein­
flussen. Nun ist es so, daB bei den meist vorkommenden Geschwindig­
keiten dieser EinfluB unbedingt vernachlassigt werden kann. Ein Zahlen­
beispiel solI dies verstandlich machen. 

Bei einem Flugzeug, daB eine Geschwindigkeit von 150 km/std., 
d.h. 41,7 m/sec hat, sind die maximal auftretenden Uber- bzw. Unter­
driicke von der GroBenordnung 100 mm WS. Die hierdurch bedingte 
Anderung des Volumens laBt sich nach denthermodyna~:lischen Zu­
standsgleichungen leicht berechnen. 



6 Hydrostatik. 

Bei verIustfreier Stromung ist der Vorgang der Verdichtung unbedingt 
als adiabatisch anzusprechen (d. h. bei Verdichtung wird keinerlei Warme 
nach auBen abgefiihrt bzw. im inneren durch StoB oder Reibung er· 
zeugt). Druck und spez. Volumen andern sich bei der Adiabate nach 
der Gl. p' v" = C. Ausgehend von einem Atmospharendruck von 
1 kg/cm2, d.h. 10000 kg/m2 = 10000 mm WS ist bei einem Uberdruck 
von 100 mm WS ein absoluter Druck von 10 100 kg/m2 vorhanden. Das 

Druckverhaltnis ist dann l,~l = 1,01. Das Verhaltnis der spez. Volu­

mina ist nach der Adiabatenformel 

1 1 

Vl = (P2)-;;- =10l-;;-,...,1+.!:.001=100714 
V2 PI' ~" 

d.h. die Volumina andern sich nur um 0,714 vR. 
Dies bedeutet eine so geringfiigige Anderung der Stromlinien, daB 

eine Vernachlassigung voll berechtigt ist. 
Wir stellen somit fest: Die bei Stromungen von Gasen auf­

tretenden Volumenanderungen konnen vernachlassigt wer­
den. Gase gelten in der Stromungslehre durchweg als nicht 
z usammendriick bar. 

Fortan werden wir deshalb unter dem Namen "Fliissigkeit" sowohl 
eine Fliissigkeit wie ein Gas verstehen. 

Bemerkt sei noch, daB die Dichteanderungen wohl beriicksichtigt 
werden miissen, wenn die Stromungsgeschwindigkeit sich der Schall­
geschwindigkeit niihert. Praktisch ist dies der Fall bei den Propellern 
von Rennflugzeugen, Lavaldiisen, Turbokompressoren usw. Verfasser 
ist der Ansicht, daB der Anfanger zunachst diese Dinge zuriickstellen 
kann, weshalb in diesem Buche nicht darauf eingegangen wird. 

4. Gleichgewicht der Atmosphare. 
Wir stellen die Frage, wie sich Druck, Temperatur und spez. Gewicht 

in einer Luftsaule einstellen, die auf dem Erdboden beginnt und sich bis 
in die Stratosphare erstreckt. Am Boden ist der Druck dieser Luftsaule 
bekanntlich der sog. Atmospharendruck, der ca. 1 kg/cm2 ist. Nach 
oben nimmt das Gewicht der Luftsaule immer mehr ab, in gleicher Weise 
auch der Druck. Gleichzeitig wird das spez. Volumen immer groBer, da 
mit abnehmendem Druck bei Gasen das Volumen groBer wird. In 
unendlich groBer Rohe ist schlieBlich der Druck gleich Null und das 
spez. Volumen unendlich 1. 

Die Luftsaule habe die Flache F. In irgend einer Rohe h iiber dem 

1 Vernachlassigt wird bei der folgenden Rechnung der EinfluB der Erdrotation 
sowie die Abnahme der Erdbeschleunigung g mit steigenden Hohen. 
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Boden betrachten wir ein Element von der Rohe dh (Abb. 11). Wenn 
der Druck auf der Oberseite p ist, muJ3 er auf der unteren Seite groJ3er 
sein, da das Gewicht der Luftsaule von der Rohe dh hinzugekommen 
ist, d.h. 

dh 
dp=-dh.y=-~* ; 

v 
d 1. 
ay=- 1St. 

v 

Wenn die betrachtete Luftsaule seitlich warmedicht abgeschlossen 
ist, konnen Vorgange im Innern, wenn noch Reibungsverluste aus­
geschlossen werden, nur adiabatisch vor sich gehen, d. h. die Tempe­
raturen miissen mit abnehmendem Druck kleiner werden. Es ist leicht 
nachweisbar, daB in der Luftsaule eine Temperaturverteilung vorhanden 
sein muB, die der Adiabate entspricht; an­
dernfalls ist kein Gleichgewicht vorhanden. 

Wir denken uns ein Luftteilchen von der 
Stelle h nach einer tieferen Stelle h' gebracht. 
Dem groJ3eren Druck an der Stelle h' ent­
sprechend wird sich das Teilchen verdichten 
und eine Temperatur~teigerung annehmen, die 
sich aus der Adiabaten ergibt. 1st diese Tem­
peratur nun identisch mit der Temperatur, die 
an dieser Stelle herrscht, so ist das spez. Ge­
wicht des verschobenen Teilchens gleich dem an 
d S 11 h h d G · ht ltd A bb. 11. Zylindrischer er te e errsc en en spez. ewlC . s as Ansschnitt der Atmosphiire. 

nicht der Fall, so erhalt das Teilchen einen 
Auftrieb oder einen Abtrieb, ein Gleichgewicht ist also nicht moglich. 
Man erkennt somit, daB nur bei adiabatischer Temperaturverteilung 
die Luftsaule in Ruhe bleiben kann. 

Setzen wir in die letzte Gleichung aus der Gleichung der Adia­
baten 

1 ~ 

p. v" = Po· v~ = eden Wert v =(i)-; ein, so ergibtsich dp=-dh p~ ; 
1 1 ex 

hieraus dh = - p --; . C-;· dp . 

Erstrecken wir die Integration vom Erdboden, d.h. von h = Obis 
zur Rohe h und bezeichnen die Zustande am Erdboden mit dem In-
dex 0, so erhalten wir 

_ h = C;;~ [p":l_ p;:l] . 
x-I 

Nach einigen leichten Umformungen und unter Beriicksichtigung 

* Das (-)-Zeichen kommt dadurch zustande, daB h nach oben positiv gerechnet 
wird. 
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von Po' v~ = 0 entsteht 
" 

= [l __ h_U -11"-1 
P Po Vo' Po u· . 

Aus der Hauptzustandsgleichung p' v = R . T HU3t sich noch die 
Temperatur am Erdboden einsetzen 

" 
P=Po [1- R~o u-: T'-1 (3) 

___ t 

1000010 °C 10 30 50 - - -

'\ 
- 70 -

Der Zusammenhang zwi. 
.90 schen Druckverhii,ltnis und 
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Abb. 12. Druck- und Temperaturverlauf in der 

Atmosphare in Abhiingigkeit von der Rohe. 

x-I 

die Gl. (:0) -;;- = ~o gegeben. 

Gl. (3) laBt sich leicht in diese 
Form kleiden: 

x-1 

(J!....)--;;- = 1- _._h_u -I = ~ 
Po R· To u '1'0 

= To-L1T =1-~ 
T 1'0 . 

Wir erkennen, daB die Tempec 
ratur linear mit der Hohe ab. 
nimmt. Die prozentuale Ab. 
nahme ist leicht zu ermitteln 

L1T h u-I 

I 
----

To R'l'o u 

d. h. (4) 

iJT=~u-I. 
R u 

Fur einen Hohenunterschied von h = 100 m erhalten wir 

iJ T = 219~~ 0,286 = 0,975 ,...., 1 0 C. 

Wir finden die Regel, daB die Temperatur bei einem Hohenunter­
schied von je 100 mum 10 C abnimmt. 

Abb. 12 zeigt noch wie nach Gl. (3) und Gl. (4) Druck und Tempe. 
ratur in Abhangigkeit von der Hohe sich andern. 

II. Bewegungslehre. 
5. Vergleieh mit der Bewegung fester Korper. 

In diesem Kapital solI eine direkte Brucke zwischen der meist etwas 
gelaufigeren Mechanik der festen Korper und der Mechanik der Flussig. 
keiten geschlagen werden. 
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Der AusfluB aus einem GeHLE ist hierzu sehr geeignet. Die sich zuerst 
aufdrangende Frage nach der AusfluBgeschwindigkeit ist mit Hilfe des 
Energiesatzes leicht zu beantworten (Abb.13). Die in einem kurzen 
Zeitintervall ausgeflossene Wassermenge LI V besitzt eine kinetische 

Energie ~ LI V' ~ w2• Der Wasserspiegel hat sich in dieser Zeit um den 

Wert LI h gesenkt. Um den friiheren Zustand wieder herbeizufiihren, 
muB die Hubarbeit Ll V y . h geleistet werden. Die Gleichsetzung 

-.!... LI V . L . w2 = Ll V . y . h ergibt 
2 g 

w=V2gh, (5) __ =--__ 1...:..:--

d. h. die Austrittsgeschwindigkeit ist - - -
dieselbe, als wenn das Wasser wie ein _-_-~ 
fester Korper die Hohe h frei gefallen =--= -=­
ware. Die bekannte Regel, daB die - - -~ -
Fallgeschwindigkeit bei reibungsfreiem = -=---= 
Fall unabhangig von Form und Ge- ~ --=- --=­
wicht des Korpers ist, hat hier ein Ana- ---­
logon: Die Austrittsgeschwindig- ----

~L 
k · . d H" h h d Abb.13. AusfluB aus einem GefitB. eit 1st nur von er 0 e un Betrachtung eineskufzenZeitelementes. 

nicht vom spez.Gewicht abhangig. 
Ein zweites GefaB hat zwischen GefaB und Diise noch eine Rohr­

leitung von groBerem D'ur:chmesser als der Austrittsdiise (Abb. 14). Da 
wir Reibungsverluste ausschlieBen wollen, kann sich die Austritts­
geschwindigkeit gegeniiber dem 1. Fall 
nich t andern und ist infolgedessen be- - - - - - - - --

== ~ --=::=--~ ==---= -,:- \ 
kannt. Die Geschwindigkeit WI = W· £ ~~-=---=-=~ ~ 
in der Rohrleitung ist aus der Stetig- ~~~-=-~--=-==- n "" 
keitsgleichung fl' WI =f· W bekannt. -=-----------=- 1 
Diese Gleichung sagt aus, daB das -=:. =- =--=-=-=- - t 
durch jeden Querschnitt in der Se- -=----------- I 
kunde durchtretende Volumen sich '=--=--=--=-=~='d~;t;~ 

- - - - - r'-.;;;;~=---;;...;;::;;...;;::;;..=;r nicht verandert. ------1 
Das Zwischenrohr enthalte eine Abb.14. Druckmessungen in dem 

Anbohrung, die mit einem oHenen AusfluBrohr eines GefaBes. 

Steigrohre verbunden ist. Wie graB ist nun die Druckhohe, die sich 
in diesem Steigr:ohr einstellt ~ Zum besseren Verstandnis lohnt es sich, 
diese Druckhohe hI so aufzufassen, als wenn in diesem Querschnitt die 
Fliissigkeit in der Lage ware, sich selbst auf diese Hohe hI zu heben 1, 

I Wenn man sich vorsteIlt, daB das Steigrohr etwas unter der Druckhi:ihe hI 
abgeschnitten ist, so wllrde das Wasser iiberlaufen und sich tatsachIich auf die 
H6he hI heben, so daB diese Vorstellung durchaus berechtigt ist. 
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d. h. gleich der an dieser Stelle noch vorhandenen Lagenenergie pro kg, 
d.h. 1 . hl = hl[mJ zu setzen. Nach dem Energiesatz ergibt sich mit 
zwingender Notwendigkeit, daB der Rest H - hl sein Aquivalent in der 

kinetischen Energie ;: . y hat, so daB die Gleichung H -hl =Y' ~~ besteht. 

Die Ausrechnung nach 

(6) 

zeigt, daB durch die Messung von H und hI> die Geschwindig­
keit im Rohre unabhangig von Diise usw. zu bestimmen ist. 

Eine zweite Messung bestehe darin, daB in dem Zwischenstiick ein 
MeBrohr mit der bffnung der Stromung entgegen gerichtet ist. In 
diesem Steigrohr steigt die Fliissigkeit bis auf die Rohe im Behalter. 

------- ~ 1 ! ~ -----

) ------ I - ---t=--=--=-- I , 
---- [\3 i i r --------- ~ 

I ----- , I 
----

,~ i '/ : -----
----
-- - "''' ---- ~ I 

- --- i ~ ---- i 
---- i ---- I i f----- i I I LI= ----
---- :::: -~ ~ . ;~~ -
----f 

Abb. 15. Vergleich zwischen der Bewegung von Fliissigkeiten und festen Korpern. 

Vor der MeBoffnung wird die Geschwindigkeit abgestoppt und verwan­
delt ihre ganze kinetische Energie wieder in Druckenergie. Die sich hier 
einstellende Druckhohe H ist die gleiche wie die Niveauhohe des GefiWes, 
wenn, wie vorausgesetzt, keine Verluste auftreten. Wir merken uns 
bereits jetzt, daB an der untersuchten Stelle ohne Kenntnis 
der Vorgeschichte die Niveauhohe des Behalters bestimmt 
werden kann. 

Wir gehen einen Schritt weiter. Die AusfluBleitung vor der Diise 
weise verschiedene Querschnittsanderungen auf. Letztere seien so an­
geordnet, daB sich die Niveauhohen der verschiedenen Steigrohren auf 
einem Kreisbogen befinden. Die Frage nach der Geschwindigkeit an 
irgendeiner Stelle ist nach obigem leicht zu beantworten. Die Diffe­
renz L1 h zwischen Niveauhohe des GefaBes und des Steigrohres stellt die 
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Fallhohe dar, nach deren direktem Durchfallen das Wasser dieselbe 
Geschwindigkeit wie im Rohre erhalten wiirde. Die kreisformige Be­
grenzung der Druckhohen stelle gleichzeitig die Bewegungsbahn eines 
in Abb. 15 eingezeichneten Fadenpendels dar. Das Pendelgewicht werde 
von der Niveauhohe des GefiiJ3es freigegeben. Bei verlustfreier Bewegung 
wird an irgend einer Stelle, wo das Pendel urn L1 h gefallen ist, nach dem 

Energiesatz die Geschwindigkeit w = V 2 IJ L1 h sein. Das ist aber auch 
die Geschwindigkeit des im Querschnitt senkrecht darunter flieBenden 
Wassers. Man erkennt: An Stellen, die senkrecht iibereinander 
liegen, ist die Geschwindigkeit des Pendels und desWassers 

Abb.16. Veranschanlichnng des Unterdruckes dnrch Berg- nnd Talbewegnng eines festen Korpers. 
Geschwindigkeit irn Wasser und Kugel ist in senkrechten Schnitten gleich. 

dieselbe. Die in Abb.15 eingezeichneten Geschwindigkeitsvektoren 
deuten durch Richtung und GroBe diesen Sachverhalt an. 

Der AusfluB in der Diise werde noch summarisch verglichen mit 
einem Gleitkorper, der die Hohe H reibungslos gleitet. Die Geschwindig­
keit des Wassers und die des Gleitstiickes sind dann ebenfalls gleich 
(Abb.15). 

In einem weiteren Experiment (Abb. 16) werde nur mehr ein Rohr 
betrachtet. Da ein dem Strome entgegen gehaltenes Staurohr nach dem 
o ben geschilderten Verfahren exakt die Niveauflache des GefaBes wieder­
gibt, gestattet diese Messung die Feststellung der Niveauhohe. Es 
leuchtet ein, daB es belanglos ist, ob dieser Druck nun tatsachlich durch 
das hoher liegende Wasserniveau eines GefaBes oder aber durch eine 
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Purope od. dgl. erzeugt wird. Das Wasser besitzt hierflir kein Er­
innerungsvermogen und richtet sich nur nach dem Druck. Die Lei­
tung habe in der Mitte einen Querschnitt, der kleiner wie der 
Austrittsquerschnitt der Diise ist. Der Querschnitt sei im iib­
rigen so geformt, daB die Niveauhohe der Steigrohren eine aus Abb. 16 
erkennbare Kurve durchlauft. Wie sofort auffiillt, ist nun an der 
engsten Stelle der Druck negativ. Es solI versucht werden, flir diese 
iiberaus wichtige Erscheinung wieder: eine Stiitze bei der Bewegung 
fester Korper zu finden. Die Kurve der Niveauhohen sei gleichzeitig 
die Rutschbahn eines reibungsfrei gleitenden Korpers. Die Geschwin-

digkeit an irgendeiner Stelle bestimmt sich wieder nach w = V2 g Llh. 
Die Endgeschwindigkeit kann somit nicht groBer sein wie V2 gH ; 
an der tiefsten Stelle ist jedoch die Geschwindigkeit groBer namlich 

V2 g (H + h') 1. In dem anschlieBenden Steigen wird allerdings der 
Uberschu13 der kinetischen Energie wieder in Hubarbeit umgesetzt. 
Genau so verhiilt sich die Fliissigkeit. Das beim letzten Beispiel Ge­
sagte gilt auch hier. Die Geschwindigkeit des Wassers und des festen 
Korpers stimmen genau iiberein. Wir finden somit: Der in einer 
Leitung erzeugte Unterdruck ist das genaue Analogon zu 
dero Fallen und Steigen eines festen Korpers durch ein Tal. 
Wir fassen zusammen. 

1. Ein der Stromung entgegengehaltenes Staurohr zeigt 
einen Druck an, der identisch mit der gesamten Energie­
hohe des Wassers ist. 

2. In einer geraden Rohrleitung kann die Geschwindig­
keit festgestellt werden durch Messung des Wanddruckes 
und des Gesamtdruckes (durch ein dem Strom entgegen gerichtetes 
Staurohr). Die Differenz beider Druckhohen ist die Fallhohe, 
die notwendig ist, um die Rohrgeschwindigkeit zu erzielen. 

Es werde bereits hier die Vereinbarung getroffen, daB der Druck 
senkrecht zur Stromungsrichtung, d.h. der Wanddruck bei einer Rohr­
leitung statischer Druck, und der Druck in Richtung der Stromung 
Gesamtdruck genannt wird. 

6. Kraftegleichgewicht der stationaren Stromung. 
Die Wechselbeziehungen zwischen Druck und Geschwindigkeit sollen 

flir den allgemeinen Fall der freien Stromung nunmehr zahlenmaBig 
festgestellt werden. 

Abb. 17 stelle irgend einen Ausschnitt einer beliebigen Stromung dar. 
Die gekriimmten Linien seien die Bahnen einzelner Teilchen. Der Ab­
stand der "Stromlinien" sei so gewahlt, daB zwischen zwei Linien immer 
dieselbe Wassermenge stromt. 

1 h' ist der Abstand von der tiefsten Stelle bis zur Rohrmitte. 
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Irgend ein Element (Abb. 17) werde aus der Gesamtstromung heraus­
gegriffen. AuBer der Kriimmung mit dem Radius R setzen wir eine 
beliebige Querschnittsverengung in Stromungsrichtung voraus. Die 
Geschwindigkeit an jeder Stelle sei zeitlich konstant, im ganzen Stro­
mungsraume somit ein Zustand, der meist mit dem Wort "stationar" 
bezeichnet wird. Das abgegrenzte Massenteilchen mit den Abmes­
sungen b (Ausdehnung senkrecht zur Zeichenebene) LIs und LIn wird 
sich nun so bewegen, als wenn 
ein fester Korper mit derselben 
Masse den gleichen auBeren 
Kraften unterworfen wird. Das 
Teilchen muB natiirlich so klein 
gewahlt weJ;'den, daB innerhalb 
seiner eigenen Ausdehnungkeine 
nennenswerten . Geschwindig­
keitsunterschiede vorhanden 
sind. Nur bei dieser mikrosko­
pischen Betrachtung ist der 
Vergleich mit einem festen Kor­
per von gleichem Gewicht ge­
stattet. 

Folgende Krafte wirken auf 
das Teilchen: 

1. Druckkrafte. Der sta-
tische Druck wirkt normal auf 
die Oberflachen des Elementes 
und wird in dieser oder j ener 

Abb.17. Teilstiick irgendeiner Stromung. 
Geschwindigkeits- und Druckverlauf in 

Stromungsrichtung. 

Richtung einen trberschuB bedingen, wenn er sich im betrachteten 
Gebiet andert. 

2. Gewichtskomponenten. Von solchen sprechen wir, wenn 
die Bewegung nicht in einer horizontalen Ebene erfolgt und beispiels­
weise ein Heben der Fliissigkeit stattfinden muB. 

Die Summe aller auf das Teilchen wirkenden Krafte bewirkt eine 
Beschleunigung, die nach dem Newtonschen Satze 

Kraft = Masse X Beschleunigung 
leicht ermittelt werden kann. 

Einige Vorarbeiten seien zuvor noch ausgefiihrt. Bei dem be­
trachteten Element wird sich Druck und Geschwindigkeit in Stromungs­
richtung (s) und senkrecht dazu (n) um kleine Betrage andern. Die 
Abhangigkeit .der Geschwindigkeit in Stromungsrichtung ist in Abb. 17 

dargestellt. Auf dem Wege LIs nehme w um LI w zu. 

die Steigung der Kurve, so ist LI w = dd: . LIs. 

dw 
Ist - = tg LX ds 
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Die Veranderung des statischen Druckes in Stromungsrichtung ist 
ebenfalls in Abb. 17 dargestellt. Auf der Strecke ,18 wird der Druck 
sich um ,1 p andern. Man erkennt leicht: 

dp 
,1p=ds· ,18 . 

Die Druckanderung normal zu der Stromungsrichtung ergibt sich in 
gleicher Weise zu 

,1 p = :~ . ,1 n . 

Gleichgewicht gegen Verschiebung ist nun vorhanden, wenn die 
Krafte in zwei senkrechten Richtungen gleich Null sind. Die Stromungs­
richtung und die dazu senkrechte Richtung sollen zu dieser Nach­
prufung gewahlt werden. 

1. Kraftegleichheit in Stromungsrichtung. Nur die Drucke 
auf die Flache b • ,1 n ergeben Krafte in dieser Richtung. Wir beruck­
sichtigen, daB beim Fortschreiten um ,18 der Druck sich um ,1 p andert. 
Fur die Bestimmung der Vorzeichen legen wir fest, daB aIle Krafte und 
Strecken in Stromungsrichtung positiv gerechnet werden. 

Die gesamten auBeren Krafte in Stromungsrichtung werden gleich 
der Beschleunigungskraft in dieser Richtung gesetzt. 

b . ,1 n . p - b . ,1 n [p + d p . ,1 8] = .!... b. ,1 n ,1 8. d W hiera us folgt 
ds g dt 

dp y dw 
-ds =y'([t. 

Da w eindeutig von 8 abhangt, kann 

dw dw ds dw 
dt = ""dB' lit = dS' w 

ersetzt werden. 
dp Y dw 

--=--·w 
ds g ds 

Aus 

?' -dp=-w.dw 
g 

entsteht Y w2 
p=---+C. 

g 2 

Nach einer weiteren Umschreibung erhalten wir 

p w2 

-+-=H em] 
y 2g 

(7) 

indem wir fUr die Konstante !2, die die Dimension einer Lange hat, den 
Buchstaben H einsetzen. y 

Wir finden somit: Der Ausdruck 
p w2 

y+2g 
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istkonstantundzwar einstweilen nur fiir die betrachteteStrom­
linie. Diese Aussage, bekannt unter der Bezeichnung Bernoullischer 
Satz, kann auch leicht aus dem Energiesatz gewonnen werden. Wenn 
man hier oft von dem Energiesatz der Fliissigkeiten spricht, so ist dies 
vom Standpunkt der allgemeinen Mechanik durchaus konsequent. 

B ei s pie 1: Eine Wasserleitung vom Durehmesser 200 mm habe einen Uberdruek 
gegeniiber der Atmosphare von PI = 1,5 kg/em2, d.h. einen absoluten Druek von 
2,5 ata; die Gesehwindigkeit sei 4 m/s; die Leitung verenge sieh auf d2 = 150 0. 
Wie groB ist hier der Druek? Da dureh beide Rohre die gleiehe Menge stromt, be­
steht die Gleiehung: 

wI F1=w2F2 ; W2=WI~: =Wl(:~r =7,06m/s. 

Wir stellen die Bernoullisehe Gleiehung fiir beide Stellen auf: 

wi w~ d h A _ _ Y [2 2 1000[7 062 42J 
2g'Y + P1 = 2g'Y +Pz ; .. IJP-Pl -PZ- 2g W 2 -W, ] =2(i' -

= 1720kg/m2 

L1 P = 0,172 l;g/em2 : P2 = Pl - L1 P = 2,328 kg/em2 . 
2. Krafte senkrechtzur Stromungsrichtung. Wodurchkonnen 

Druckanderungen in der Normalrichtung iiberhaupt auftreten ~ Offen­
bar nur durch Zentrifugalkriifte, die durch die Bewegung eines Massen­
teilchens auf der gekriimmten Strom­
linie entstehen. Diese Zentrifugal­
kriifte miissen durch Druckkrafte 
aufgenommen werden. Man er­
kennt, daB deshalb der Druck in 
Richtung der Normalen nach auBen 

21 ===== ~
5mm 

'mf!~- ___ _ 

zunehmen muB. Bewegt sich eine Abb.lS. Reibungsfreie Umstriimung cines 
Zylinders. 

Masse m auf einem Kreisevom Ra-
dius R mit der Geschwindigkeit w, so ist die senkrecht zur Bahn auf-

m·w2 • 

tretende Zentrifugalkraft "J:r . Es ist gleichgiiltig, ob die Masse 

durch einen festen Korper oder eine Fliissigkeit gebildet 

wird. In unserem Fane ist m = Lb· LIs • LI n. Ein Uberdruck LI p, 
g 

wirkend auf die Flache b· LIs, wirkt der Zentrifugalkraft entgegen. 
Die Gleichsetzung dieser Krafte ergibt: 

b • LIs . d P • LI n = _~ b . LIs . LI n' w2 

dn g R 

(8) 

Diese Gleichung gestattet uns, die Druckanderung in der ,Normalrichtung 
auszurechllell. 

Ein Beispiel moge die Verwendbarkeit der Gleiehung zeigen. 
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Die reibungsfreie Umstromung eines unendlich langen Zylinders 1 (Abb.18) 
ergibt an der Stelle 2 eine Geschwindigkeit 2u, wenn u = 2 m/s die Geschwindig­
keit der ungestorten Stromung im Unendlichen ist. Um wieviel andert sich der 
Druck, wenn wir von der Stelle 2 um 5 mm weiter nach der Stelle 1 gehen? Gl. (8) 
schreiben wir als Differenzengleichung: 

'Y w2 
Llp=Lln· g ·R , 

Hier ist LIn = 5mm; w = 2u; R = 5cm; u =2m{s. 
Man erhalt 

1000 42 

LIp = 0,005 9,81 . 0,05 = 163 mm WS. 

7. "Ubergang von einer Stromlinie zu der Gesamtstromung. 
Nach Gl. (7) war H nur innerhalb einer Stromrohre konstant. Andert 

sich nun H, wenn wir zu der Nachbarstromlinie iibergehen? Mathe-

matisch gesprochen heiBt dies: ist ~! gleich Null oder von Null ver­
schieden? 

Aus Gl. (7) ergibt sich: 

dH=~ dp +~ dw. w 
dn 'Y dn g dn 

~~ wird durch 

dp 'Y w 2 

dn g R 

Gl. (8) ersetzt, so daB folgende Form entsteht 

dH _ ~ w2 + ~ dw . w = ~ [~ + dW1 
dn - g R g dn g R dn' 

Da nun w nicht gleich Null sein kann, entscheidet der Wert von ; + ~: 
unsere Frage. Die physikalische Deutung dieses Ausdruckes ist nun 
ebenso wichtig wie aufschluBreich. 

Wiirde das betrachtete Massenteilchen b· Lis . Li n sich um den 
Kriimmungsmittelpunkt mit der Umfangsgeschwindigkeit w als starrer 

Korper drehen (Abb.17), so ware die Winkelgeschwindigkeit w' = ;. Da 
jedoch unabhangig hiervon win Richtung der Normalen urn: 

dw 
Liw = dn . Lin 

zunimmt, ergibt sich eine weitere Drehung 

" dw ill -­-dn 

1 Der Beweia dieser Voraussetzung wird S.31. folgen. 
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Der Wert 
I II W +dw w=w +(0 =- -

R dn (9) 

ist somit die Gesamtdrehung des Teilchens 1. 1st eine solche nicht vor­
handen, so ist 

dB =~ [~+ dW]=~.O) 
dn (J R d n (J 

(10) 

gleich Null, d. h. H ist dann im ganzen Stromgebiet konstant. 
Die Drehung eines Teilchens kann niemals durch Druckkrafte, die 

normal zur Oberflache wirken, erzeugt werden, da deren Resultierende 
immer durch den Schwerpunkt geht. Eine Drehung eines Teilchens muB 
durch Schubspannungen an den Berandungen eingeleitet werden. Diese 
sind aber nur durch Reibungskrafte moglich. Wir stellen somit fest: 

1. Bei einer reibungsfreien Fliissigkeit ist Him ganzen 
Strom ungsge biet konstan t. 

2. Bei einer Fliissigkeit mit Reibung kann sich dagegen 
H, d. h. die Gesamtenergie von Stromlinie zu Stromlinie 
andern. 

8. Die reibungsfreie Drehung. . 
Eine reibungsfreie Drehbewegung ist eigentlich nach dem Vorher-

w dw 
gehenden ein Widerspruch. Der Ausdruck R + dn = 0) muB j a fiir ein 

kleines Massenteilchen bei Reibungslosigkeit gleich Null sein. Die Be­
wegung auf einer gekriimmten Bahn 
kann also nur eine schiebende sein. 
Auf einer Kreisbahn bewegt sich somit 
ein Teilchen so, daB einRichtungspfeil 
(Abb.19) dem ruhenden Raum gegen­
iiber immer dieselbe Richtung bei­
behalt. Urn falsche Vorstellungen zu 
vermeiden, sei ausdriicklich bemerkt, 
daB dies nur fiir kleinste Teilchen, d. h. 
mikroskopisch betrachtete Bewegung 
gilt. In Abb. 19 bewegt sich ein ne­
benan liegendes Teilchen genau so. 
Wenn links die Kanten C' D' und A B 
sich beriihren, so sind nach einer Be­

Abb.19. Darstellung der schiebenden 
Drehbewegung bei Reibungslooigkcit. 

wegung auf einem Halbkreis nunmehr die gegeniiberliegenden Seiten CD 
und A' B' Beriihrungsflachen. 

1 Genau genommen haben wir nul' die Drehung einer Kante des Teilchens 
berechnet und mit ill bezeichnet. Untersucht man die Drehung alIer Richtungen 
in einem Teilchen, so wechselt dieselbe. Es gelingt leicht, hieraus eine sog. mittlere 
Dl'ehung abzuleiten. Diese ist gleich der Halfte des oben abgeleiteten ·Wertes. 

Eck, Stromungslehre 1. 2 
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Die "Drehbewegung" eines Teilchens auf einem Kreise ist somit eine 
reine Verschiebung. 

Fiir diese reine Kreisbewegung ist nach Gl. (9) leicht die Geschwindig­
keitsverteilung zu ermitteln. Da mangels Reibung w = 0 ist, erhalten 

w . dw . d d ·b· h dw dr l l C wir R +-d =O;mlt n= rergl tSlC :-=--; nw=- nr+ . n w r 
Nehmen wir an, daB an einer Stelle ro die Geschwindigkeit Wo gegeben 

w 

ist, so erhalten wir lnwo = - lnro + C. 
Ziehen wir diese Gleichung von der vor­
hergehenden ab, so entsteht 

w r 
lnw -lnwo = lnro -lnr; In - = In.Jl 

Wo r 

oder 

w'r = Wo' ro = konstant. (11) 

Die Geschwindigkeitsverteilung ist somit 
durch eine gleichseitige Hyperbel gekenn-

Abb.!lO. zeichnet (Abb. 20). Die unendlich groBe Ge-
Geschwindigkeitsverteilung bei schwindigkeit fur r = 0 iiberrascht zuna·· chst. reibungsfreier Drehbewegung. 

Bei reibungsfreier Stromung miissen wir 
aber an diesem Ergebnis festhalten. Erst bei Betrachtung der Reibung 
wird es uns gelingen, die Gegend um r = 0 in Einklang mit der Erfah­
rung zu bringen. 

Wir wollen noch die Druckverteilung dieser Bewegungsform er­
mitteln. Nach dem Bernoullischen Satz erhalt man 

t 
p 

2 2 
Wo + '£() = '!I!..- + E.- = H. 
2 g Y 2g l' ' 

w2 

p=H·y--·y 
2g 

Wir setzen aus Gl. (11) 

w=w":c! o r 

ein und erhalten 

p = H . Y - WO~';02 ~. r . 
In Abb. 21 ist p= f(r) aufgetragen. 
Fiir r = 0 wird p = - 00. Wir werden 

Abb.21. Drnckverlauf bei reibungsfreier 1 f'· . 
Drehbewegung. so zwangs au Ig zu mnem negatlven 

Druck gefiihrt, d. h. ein Druck unter 
dem Vakuum. (Nicht zu verwechseln mit Unterdruck schlechthin.) 
Was ist hierunter nun zu verstehen? Der bisher behandelte Druck be­
dingte Druckspannungen (d.h. Normalkriifte nach dem Innern des 
Korpers gerichtet) und wurde naturgemaB positiv eingesetzt. Um uns 
unter einem negativen Druck etwas vorstellen zu konnen, denken wir 
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am besten an die Festigkeitslehre. Negativer Druck ist hier nichts an­
deres me Zugspannung. Dasselbe bedeutet dies auch bei einer Fliissig­
keit. Ob allerdings Fliissigkeiten Zugspannungen in Wirklichkeit auf­
nehmen konnen, ist uns bislang nicht bekannt geworden. 1m allgemeinen 
diirfte das Fliissigkeitsgefiige vorher zerreiBen und verdampfen. 

Wir werden noch eine wichtige Feststellung machen. Bei der behan­
delten Bewegungsform nimmt die Geschwindigkeit w nach G1. (11) 

mit ~ ab. Diese Tatsache beantwortet uns gleichzeitig die Frage nach r 
der Fernwirkung einer an einem Orte erzwungenen derartigen Dreh­
bewegung. Wir merken uns, daB eine durch eine solche Bewegung 

bedingte ortliche Starung mit ~ abklingt, d. h. in doppelter Entfernung 
r 

yom Mittelpunkt ist die Geschwindigkeit nur halb so groB usw. 
Fortan wollen wIT diese Bewegungsform Potentialwirbel bzw. 

"reiner Wirbel" nennen. 

9. Wirbel und Drehbewegung. 

Aus G1. (7) ging hervor, daB bei der reibungsfreien Fliissigkeit H fUr 
eine ganze Stromrohre konstant sein muB. G1. (10) zeigte uns, 
daB bei Reibungslosigkeit Him ganzen Strom ungsfeld konstant ist. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir in einer reibungslosen 
Fliissigkeit fiir eine Stromrohre eine Drehung voraussetzen, im iibrigen 

. aber Reibungslosigkeit annehmen. Wie diese Drehung scheinbar im 
Gegensatz zu unseren Annahmen entstanden ist, wollen wir zuniichst 
noch ununtersucht lassen. 

Nach friiheren Darlegungen ist es gleichgiiltig, an welcher Stelle der 

Wert :: gebildet wird, da fiir die ganze Stromrohre die Anderung von H 

gegeniiber den Nachbarstromlinien konstant sein muB. Ais Differenzen­
gleichung geschrieben, gestattet G1. (10) nun eine anschauliche Deutung 

y W A Ll8 y 
y.LlH = b·Lln·w· (f'b =LJ n· LI t '(f'w 

b· LI n' w·!. ist die sekundlich durch die Stromrohre gehende Masse 9 . 
Llq, so daB 

W J) LlF 
y·LlH=Llq·- =-_·w * 

b 9 LIt (12) 

Dieses LI H muB konstant sein fiir die ganze Stromlinie, die mit der 
Drehung behaftet ist. 

Ll8 LlF * Gleichzeitig wurde LI n' Lit der vorhergehenden Gleichung durch LIt ersetzt, 

wo LI F = LI n . Ll8 die Flache eines Massenteilchens ist. 

2* 
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Der Ausdruck: Masse X Wirbelgeschwindigkeit ist demnach kon­
stant. Man bezeichnet dieses Produkt als den Impuls oder das Wirbel­
moment. 

Unter Beachtung dieser Zusammenhange, ergeben sich noch folgende 
Regeln, auf die zuerst Helmholtz hingewiesen hat: 

1. Zwischen zwei Stromlinien, die von einer sonst drehungsfreien 
Stromung he:r:riihren, kann kein Wirbel entstehen, wenn man von der 
Reibung absieht; denn zur Ausiibung einer Drehung ist ein Moment not­
wendig das nur durch Tangentialkrafte entstehen kann. Bei reibungs­
freien Fliissigkeiten konnen aber nur Druckkriifte und keine Tangential­
krafte erzeugt werden. 

2. Sind Wirbel, d. h. in Drehung befindliche Teilchen vorhanden, 
so bleibt die Drehung an den Teilchen haften. Ein Wirbelfaden kann 
also mit der Fliissigkeit wegschwimmen. 

3. Ein Wirbelfaden kann niemals in einer Fliissigkeit enden. Ent­
weder ist er in sich geschlossen (Ringwirbel) oder er endigt an einer 
Wand oder einer freien Oberflache. 

10. Linienintegral und Gesetze fiber Wirbelbewegung. 
Fiir das in Abb. 17 behandelte Element b . .1s . .1 n wollen wir entlang 

der Grenze den Ausdruck E (Weg X Geschwindigkeit in Wegrich­
tung) bilden. Wir erinnern uns hierbei, daB beim Fortschreiten um LI n 

nach friiheren Feststellungen die Geschwindigkeit um LI n :~ zunimmt. 

Nur zwei Seiten des Elementes, namlich die Begrenzungen parallel den 
Bewegungsrichtungen liefern einen Beitrag, da an den anderen Seiten 
die Geschwindigkeit gleich Null ist; somit entsteht: 

fWds = E (Wegx Geschw.) = (Lln+ R) LI<p (w + Lln~~) 
- w . R • LI <p= LI <p [LI n • w + LI n 2 • dw + R· LI n • dW]*. 

dn dn 

Bei Vernachlassigung von LI n2 ~~ ergibt sich 

f wds = LI <p [LI n . w + R . LI n • :~] = Lis • LI n [~ + ~:] = LI F . w . 

Das Resultat steht also in einfachem Zusammenhang mit der Flache und 
der Drehung der Teilchen, d. h. mit der vorhin gewonnenen Beziehung. 

Nun solI fiir einen groBeren endlichen Bereich das Umlaufintegral 
gebildet werden (Abb. 22). Teilen wir diesen Bereich in kleine Rechtecke 
ein, so leuchtet ein, daB das Umlaufintegral des ganzen Bereiches gleich 
der Summe del' Umlaufintegrale der kleinen Rechtecke sein muB, da aIle 

* Das Vorzeichen sei so festgelegt, daB aIle positiven Beitrage beim Umfahren 
im Uhrzeigersiun positiv gerechnet werden. 
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Beitrage zu dem inneren Maschennetz j e zweimal mit verschiedenen Vor­
zeichen vorkommen und sich aufheben. 

Wir erhalten somit 

f wds = E (w . LlF) (Satz von Stokes) . (13) 

1st nun in dem behandelten Ge biet keine Dreh ung vorhan-
den, d. h. w = 0, so ist auch das Umlauf­
integral gleich }'ifulL 

Fragen wir nun nach der zeitlichen A.nderung 
von fwds. Wenn die geschlossene KUl:ve immer 
die gleichen Massenteilchen umfassen soli, so er­
gibt sich unter Beriicksichtigung von G1. (l2) 

:t [fwds] =d~E(w'LlF)=E~ (w'LlF) 

=E w-+F.- =g.ELlH [ dF dW] 
dt dt . 

A 

Ab b. 22. EinteiJ ung eines 
groJleren Stromungsbe· 
reiches in quadratische 

Elemente. 

dF 
dt muE aus Griinden der Kontinuitat gleich Null sein. Bei Reibungs-

losigkeit muE aber auch ~~ = 0 sein, da bei vorhandener Drehung 
d 

dieselbe j a nur durch Reibungskrafte vergroEert werden kann. dt [fwds] 
muE also gleich Null sein. Hieraus folgt aber fwds =konstant. Wir 
finden somit den wichtigen Satz (Lord Thomson): 

Das Umlaufintegral iiber einer ge­
schlossenen Fliissigkeitslinie bleibt 
bei Reibungslosigkeit zeitlich kon­
stant. 

Teilt man die geschlossene Kurve durch zwei 
Punkte A und B in zwei Teile (Abb. 22), d. h. 
auch das Umlaufintegral in die beiden Teile: 

R .A 

f+f =0 
.A B 

Abb.23. Begrenzung zur 
Bildung des Umlaufintegrales 

bei der Kreisbewegung . 

so muE der zweite Teil mit umgekehrten Vorzeichen gleich dem ersten 
Teil sein 1. Der Wert fB 

wds 
.A 

ist somit unabhangig vom Weg und gestattet, jedem Punkte bestimmte 
Zahlenwerte zuzuordnen. Man erkennt, daE nur in Richtung der Strom-

linien ein Zuwachs um fwds entstehen kann. Verbindet man die 

Punkte, fiir die f konstant ist, so erhalt man Kurven, die auf den Strom­
linien senkrecht stehen, sog. Potentiallinien. 

Die gewonnenen Ergebnisse sollen auf die kreisformige reibungsfreie 

1 Wenn keine Drehung vorhanden d. h. f wds =0 ist. 
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Bewegung angewandt werden (Abb. 23). Die Geschwindigkeitsverteilung 
ist durch W· r = Wo' ro nach Gl. (11) gegeben. Wir bilden das Umlauf­
integral fiir einen geschlossenen Bereich, bestehend aus zwei konzentri­
schen Kreisen von dem Radius r 1 und r 2 und zwei radialen Ver bindungen. 
Auf letzteren ist w = 0, so daB diese Stiicke keinen Betrag liefern. 

Die Kreise erge ben 

f wds =2r1 nwl -2r2 nw2 =2n(rl w1-r2w2) 

nach Gl.(11)ist aberr1 w1-r2 w2 =0, so daBfwds=Oist 

r1 konnen wir beliebig klein nehmen. 1m ganzen AuBenbereich ist also 
hierbei fiir die Stromung f wds = 0, wie es die reibungsfreie Stro­
mung verlangt. 

Bilden wir jedoch f fiir einen denMittelpunkt umschlieBenden Kreis, 
so erhalten wir f = 2rnw = r*. Dieser Wert bleibt auch, wenn r noch 

I so klein ist. Wir .sind somit zu folgen-
\ der Feststellung gezwungen. Die durch 

Abb.24. Geschwindigkeitsverteilung 

die Gl. (11) bedingte Stromung ist 
vollkommen wirbelfrei bis auf 
den mathematischen Mittel­
punkt. 

In Wirklichkeit bildet sich in r=O 
keine unendlich groBe Geschwindigkeit 
aus, sondern ein sog. Wirbelkern vom 
Radius ro (Abb.24). Dieser Kern dreht 
sich wie ein fester Korper, wahrend 
auBerhalb ro sehr genau das oben ge­
zeichnete Bild vorhanden ist. Die 

eines WirbeJs. Geschwindigkeitsverteilung bestehtso-
mit aus einer Geraden, die bei r = ro in eine Hyperbel iibergeht. 

Fiir den Kern gilt W= ~ = konstant. Fiir' die Grenzen dieses Be­
ro 

reiches ist das Umlaufintegral 

fWds =2ron'ro 'w=L'LlF'w=2'nr5'w**, 

Dieser Wert muB nun nach dem Thomson'schen Satz konstant bleiben, 
d.h. die Flache des Kernes kann sich vergroBern (verkleinern), wenn in 
demselben MaBe w verkleinert (vergroBert) wird. Ferner bleibt die 
Drehung an denselben Teilchen haften, wie bereits vorhin festgestellt 
wurde. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, wie bei Annahme von 

* Der Wert des Umlaufintegrals wird meist mit r bezeichnet und Zirkulation 
genannt. 

** 8iehe wegen des Faktors 2 die Bemerkung auf 8.17. 
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Reibungslosigkeit eine Drehbewegung (z. B. bei obigem Kerne) uberhaupt 
entstehen kann. 

Man kann zeigen, daB selbst bei einer exakt reibungsfreien Flussig­
keit tatsachlich Wirbel entstehen konnen. Das klassische "Kaffee­
lOffel-Experiment" von Klein 1 diene uns als Wegweiser. Eine Platte 
werde in einer reibungsfreien Flussigkeit in der angedeuteten Rich­
tung (Abb. 25) bewegt. Auf der vorderen Seite stromt dann das Wasser 
nach unten und auf der hintern nach 0 ben. Denken wir uns dann plOtz­
lich die Platte aus dem Wasser gehoben, so bleibt diese Bewegung 
bestehen. Dort, wo vorher die Platte die Flussigkeit teilte, befinden sich 
jetzt Flussigkeitsschichten, die mit einem Geschwindigkeitssprung an-

einander vorbeigleiten. Das Geschwindigkeitsgefalle :~ ist somit un-

endlich groB. Nach dem Ansatz fur die Schubspannung 2 ist 'r= fl· ~:. 
Di fl wegen der Reibungslosigkeit gleich Null ist, ergibt sich fUr 'r die 
GroBe 0 . 00, die durchaus endlich 
sein kann. Mathematisch kann 
man auch so formulieren: Eine 
unendlich kleine Reibung ge­
nugt bereits, um Wirbel, oder 
besser ausgedruckt, Wirbelschich­
ten auszubilden. Derartige Trenn-
schichten sind in den meisten 
Fallen die eigentliche Ursache der 
Wirbelbildung 3 . 

+ I 
---~-------

Abb.25. Entstehung von Wirbeln in einer 
reibungsfreien Fliissigkeit nach Klein. 

Beim Potentialwirbel sahen wir vorhin, daB die ganze Stromung bis 
auf einen mathematischen Punkt wirbelfrei sein kann. Um dies en Punkt 
in einen Wirbel zu verwandeln, ist wiederum nur eine unendlich kleine 
Reibung notwendig. Wir denken uns ein zylindrisches Flussigkeitsteil-

chen, dessen Radius immer kleiner wird. Da w = 2r ist, erhalten wir 
'TCr 

das Geschwindigkeitsgefalle 

dw r 
dr = - 2'TCr2 

1 Klein, F.: Z. f. Math. u. Phys. Bd. 58 (1910), S.259. 
2 Die genaue Ableitung dieser Formel, die sich auf S. 50 findet, moge der 

Leser spater nachlesen. 
3 Prandtl hat zuerst gezeigt, daB derartige Trennschichten, die theoretisch 

aus einer unendlichen Zahl kleinster Wirbel entstehen und quasi ein "Flussigkeits­
wellenlager" darstellen, instabil sind. Die urspriinglich gerade Trennlinie nimmt 
eine Wellenform an, deren Wellen sich infolge der auftretenden Zentrifugalkrafte 
vertiefen, um schlieBlich uberzuschlagen. Nach dem Uberschlagen vereinigen sich 
alle kleinen Wirbel zu einem groBeren. Das Flattern einer Fahne zeigt sehr eindrucks­
voll die Instabilitat einer Trennschicht. 
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somit 
l-cl =w I~~\ =fk2~r2' 

Wenn r gegen Null geht, ergibt sich sogar dann noch ein endliches -c, 
wenn fk mit r2 gegen Null geht. Eine endliche Zahigkeit ist also auch hier 
nicht zur Erzeugung eines Wirbels notwendig. 

Eine wichtige SchluBfolgerung soIl noch aus dem Thomsonschen 
Satze gezogen wer:den. Wenn die zeitliche Anderung der Zirkulation um 
einen geschlossenen Ber:eich zeitlich konstant ist, so ist damit auch der 
Anfangszustand, d. h. der Ruhezustand, eingeschlossen. Der betrach­
tete Bereich der vollkommen reibungsfreien Fliissigkeit solI vom Ruhe­
zustand aus verfolgt werden. Die aus dem Ruhezustand durch Druck­
krafte erzeugte Bewegung wird fiir den betrachteten Bereich immer die 
Zirkulation Null ergeben. Wie kann dann ein Wirbel entstehen, selbst 
unter Hinzunahme der letzten Ausfiihrungen (Trennflachen) ohne gegen 
den Thomsonschen Satz zu verstoBen ~ Die Antwort ist sehr einfach. 
Es miissen zwei Wirbel entstehen, deren Gesamtzirkulation gleich Null 
ist, d.h. der eine Wirbel dreht nach rechts und der andere nach links l . 

(Beispiele: Zwei Anfahrwirbel hinter Platte; Anfangsstromung einer 
Tragflache s. die Abb. 97 u. 98.) 

Wir stellen somit fest: In einer reibungslosen Fliissigkeit 
kann niemals ein Einzelwirbel entstehen. Es bilden sich 
immerWirbelpaare, deren Gesamtzirkulation gleichNull ist. 

11. Quellen und Senken. 
a) Grundsatzliches. 

Von einem Punkte aus strome eine Fliissigkeit gleichmaBig nach 
allen Seiten aus und verschwinde im Unendlichen. Diese Stromungs­
form wird als Quelle treffend bezeichnet. Verschwindet die von allen 
Seiten gleichmaBig ankommende Fliissigkeit in einem Punkte, so spricht 
man von einer Senke. 

Die Punktsymmetrie bedingt im Raume gleiche Geschwindigkeiten 
auf Kugeln und in der Ebene auf Kreisen. 

Die sekundlich aus dem Punkte stromende Menge Q nennen wir die 
Ergiebigkeit der Quelle. Die Kontinuitat erfordert (ebenes Problem) 

Q= 2rn' Cm= 2roncmo. 

(14) 

1 Verfasser macht folgendes Experiment zur Demonstration dieser Erschei­
nung. Auf zwei Prandtlsche Drehschemel stellen sich zwei Personen. Der ein­
zelne kann sich nicht in Umdrehung bringen, ebenso wie in der reibungslosen 
Fliissigkeit kein Einzelwirbel entstehen kann. StoBen die beiden sich hingegen 
mit der Hand ab, so drehen sie sich im entgegengesetzten Sinne. DasAbstoBen 
mit der Hand entspricht bei der Fliissigkeit der Schubspannungsiibertragung in den 
Trennschichten. 
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Die Geschwindigkeitsverteilung (Ab b. 26) ist somit mathematisch dieselbe 
wie bei dem Wirbel. Fur die Druckverteilung gilt das gleiche. Wieder 
merken wir uns, daE die durch eine Quelle verursachte Geschwindigkeit 

mit! abklingt. 
r 

Es ist nutzlich und zweckmiWig, 
diese einfachen "Idealfalle" kennen­
zulernen, weil sie fur verwickeltere 
Stromungsformen die Grundsteine 4z 
bilden und eine Analyse nach dieser 
Richtung oft leichtverstandliche Aus­
kunftsmittel verschafft. 

b) Uberlagerungsgesetz. 

Bewegungen flussiger Massenteil­
chen konnen nach demselben Grund­
satz wie bei der Bewegung fester Kor­
per zusammengesetzt werden. Hat 
ein Teilchen an einer Stelle die Ge­
schwindigkeit w1 (Abb. 27) und in­
folge einer anderen Ursache auch noch 

t 
em 

Abb.26. Geschwindigkeitsverteilung 
einer Quelle. 

die Geschwindigkeit W 2, so erhalt man durch geometrische Addition, 
d.h. durch den Parallelogrammsatz die tatsachliche Geschwindigkeit 
W = W1 -+ W 2 . Geht man so von Punkt zu 
Punkt vor, erhalt man das Geschwindigkeits­
feld der resultierenden Bewegung. £2?7 

w~ 
w=K1+~ 

c) Zusammensetzung einer Abb.27. Znsammensetzung 
ParaUelstromung mit einer QueUe. von Geschwindigkeiten. 

Mit Hilfe des Uberlagerungsgesetzes solI untersucht werden, welche 
Stromung entsteht, wenn einer Parallelstromung mit der Geschwindig­
keit u eine Quellenstromung uberlagert wird. Der Quellenpunkt sei 
gleichzeitig Koordinatenanfangspunkt. Die Geschwindigkeitsvertei-

lung der QueUe ist durch C.n = 2!L gegeben. Man erkennt, daE auf der 
nr 

Achse ein Punkt vorhanden sein muE, bei dem cm und die Geschwindig­
keit der Parallelstromung u sich gerade aufheben; dort muE also Ruhe 
herrschen. Die Entfernung a dieses Punktes von der Quelle errechnet 
;;ich aus 

Verfolgen wir auf der 
aus 

Q Q 
u=cm =2na zu a=2nu 

y-Achse die neuen Geschwindigkeitsrichtungen 
em Q 

t g rx=-;;=2nyu' 
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so werden diese mit wachsendem y immer kleiner und schlieBlich gleich 
Null. Die ganze QueUe wird nach links abgelenkt, bis im Unendlichen 
nur noch eine Parallelstromung vorhanden ist. Die von der Quelle 
kommende Fliissigkeit wird von einer nach hiriten offenen Hohlkurve 
begrenzt. Bei Reibungsfreiheit steht nichts im Wege, diese Kurve durch 

eine feste Wand zu ersetzen. Man 
erkennt, daB so die Stromung um 
einen vorne stumpfen, unendlich 
langen Korper nach Abb.28 be­
stimmt werden kann. 

Auch nach Superposition beider 
Stromungen behalt die Bernoulli­
sche Gleichung volle Giiltigkeit. 
1m Unendlichen sind die Strom­
linien alle parallel, also muB auch 
der Druck nach S. 15 in einer zur 
Stromungsrichtung senkrechten 

Abb.2S. Zusammensetzung von QueUe und Ebene konstant sein. Das ist 
Parall elstriim ung. 

aber nur moglich, wenn auch die 
Geschwindigkeit konstant ist, d. h. der Spalt von der Breite b, der 
im Unendlichen fiir die Quelle iibrigbleibt (gleichzeitig die Breite des 
Hohlkorpers), weist die Geschwindigkeit u auf. Damit laBt sich die 

Breite berechnen b· u = Q; b = !{. Dieser Breite b nahert sich der 
u 

Korper asymptotisch. 

d) Zusammensetzung von QueUe und Senke. 
In A (Abb.29) befinde sich eine Senke und in Beine QueUe von 

der Ergiebigkeit Q. 
Fiir irgendeinen Punkt C, der von A die Entfernung r1 und von B 

die Entfernung r2 hat, ist die Senkengeschwindigkeit WI = 2 Q und die 

QueUengeschwindigkeit W 2 = 2Q . In Abb. 29 ist nach der:1;araUelo­
r 2 1C 

grammsatz W = WI -+ W 2 gebildet. In Punkt C muB die Stromungs­
richtung somit identisch mit der Richtung von W sein. 

Mit den Bezeichnungen von Abb. 29 ergibt sich 

W2 = wi + w~ -2Wl w2 cos ('!92-&1) = (2Q )2 [~+ 4- ; 2 cos ('!92-&1)] 
1C r1 r2 r 1 r2 

w2 = (2~ r r'f ~ ri [ri + r~ - 2r1r2 cos (&2 - &1)] 

nun ist 
ri + r~ - 2r1 r2 cos (&2 - &1) = e2 d. h. 

Q e 
W=- --. 

21C r 1 • r 2 
(15) 
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Aus dem Geschwindigkeitsdreieck folgt weiter 

WI sine.:. 
11) sin(f}2-f}l)' 

andererseits ist: 
Q 

wt 2n fl 
w=Qe 

2n fl· f2 

hieraus folgt: 
~ sin a 

siniX 

e sin (f}2 - f}l) 

Aus Dreieck ABC folgt nach dem 
sin-Satz 

f2 sin f}l 
e sin (f}2-f}I) 

d. h. IX = {}l. 

Nach dem Sehnen- und Tangenten­
satz folgt, daB w die Tangente an 
einen durch ABC gelegten Kreis ist. 
Fiir jeden Punkt dieses Kreises 

Abb.29. Zusammensetzung von 
Quelle und Senke. 
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folgt dasselbe. Die Hiillkurve aller Geschwindigkeitsvektoren ist aber 
nichts anderes als die Bahn des Punktes. Der Kreis ist also eine Strom­
linie. Fiir auBerhalb dieses Kreises liegende Punkte kann man dieselbe 
SchluBfolgerung ziehen. 

Wir finden somit: Die Stromlinien der Zusammensetzung 
(Quelle + Senke) werden durch einKreisbiischel dargestellt, 
das durch die Punkte A und B geht. 

e) Doppelquelle. 
Quelle und Senke sollen nunmehr zusammenfallen. Zuniichst ist 

nicht einzusehen, wie ein derartiges Gebilde iiberhaupt eine Wirkung 
nach auBen haben kann, da man annehmen wird, daB die Quelle sofort 
in der Senke verschwinden wird, ohne 
nach auBen eine Wirkung zu ermog­
lichen. 

Durch einen Grenziibergang wollen 
wir allmiihlich QueUe und Senke zusam­
menfallen lassen. 1m Punkte C (Abb. 29) 
war die resultierende Geschwindigkeit. 

Q e 
W=---. 

2:n; fl· f2 

Wird e gleich Null,so wird auch w gleich Abb. 30. Geschwindigkeitsverteilung 
bei einer Doppelquelle. 
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Null. Es besteht jedoch die Moglichkeit, Q in demselben MaaBe wachsen 
zu lassen, wie man e abnehmen laBt, d.h. wir bilden 

lim Q. e = Qoeo 
Q=OO,6=O 

und sorgen dafiir, daB das Produkt Q. e konstant und endlich bleibt. 
FUr w tritt dann keineAnderung ein. r1 wird gleich r2, {}l wird gleich {}2, 

ebenso {}l = IX, d.h. die Richtung von wist wieder Kreistangente 
(Abb.30). Die Stromlinien sind somit wieder Kreise. Das gesamte 

Stromungsbild wird durch zwei 
tangierende Kreisbuschel dargestellt 
(Abb.31). Das Produkt Q. e = M 
nennt man dasMoment derQuellen­
kombination wahrenddie x-Achseals 
Achse des Momentes bezeichnet wird. 
Die Geschwindigkeit im Abstande r 
~t Q·a M 

---~----=:::~~~~~--- w = 2nr2 = 2nr2 • (16) 

Die Geschwindigkeit einer "Doppel­
queUe" klingt somit mit wachsen-

dem r prop. ~ abo Fur endlichen 
r 

Abstand e der QueUe und Senke gilt 
in groBer Entfernung dasselbe, da 
hier r1 "" r 2 wird. 

Wir mer ken uns schon 
Abb. 31. Stromlinien einer Doppelquelle. 

j etz t, daB der Einfl uB einer 
Doppelquelle nach auBen schneller verschwindet wie bei einer 
Einzelquelle oder einem Einzelwirbel. 

f) Uberlagerung von Parallelstromung und QueUe und Senke. 

Eine Quelle A und eine Senke B gleicher Ergiebigkeit Q sollen mit 
einer Parallelstromung von der Geschwindigkeit u zusammengesetzt 
werden. Von A nach links ist die QueUensenkengeschwindigkeit nach 

Gl. (15) w =-2 Q ~ der Geschwindigkeit u entgegen gerichtet, in einem 
n r 1 r 2 

Punkt 0 mussen sie sich aufheben, da w sich stetig andert. Der Ab­
stand a dieses Staupunktes vom Nullpunkte ist aus 

leicht zu errechnen. 

Q·e 

-l/Q·e e2 
a-;-<)-+-4· 

~nu 
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Ein zweiter Staupunkt liegt bei -a. Zwischen diesen Grenzen wird 
die Quellenstromung, die sich vorher auf die ganze Ebene erstreckte, 
eingeengt. In der y-Richtung tritt ebenfalls eine Einengung ein. Es 
ergibt sich eine ge- e---~~ 

schlossene ellipsenartige a ____ 

Kurve, innerhalb der 
Quelle und Senke sich 
auswirken konnen. Er­
setzt man diese Kurve 
durch eine feste Wand 
und denkt nicht mehr 
an die Vorgange im 
Innern, so ist dadurch 
die Stromung um einen 

ellipsenartigen Korper Abb.32. Stromuugsbild der Dberlagerung von Parallelstromung 
gewonnen. mit QueUe und Senke. 

Die Breite b kann aus der Bedingung berechnet werden, daB die 

zwischen y = 0 und y = ; stromende Menge gleich ~ sein muB. Abb. 32 

zeigt das Bild dieser Stromung. 

g) Zusammensetzung von QueUe und Wirbel (Wirbelquelle). 

In einem Punkte befinde sich eine QueUe von der Ergiebigkeit Q. 
Der QueUenstromung sei eine Wirbelstromung iiberlagert. Eine der­
artige Kombination nennt man Wirbelquelle. Die QueUe ergibt Radial­
geschwindigkeiten, die nach dem Gesetz Gl. (14) 

emo· ro 
cm=-r-

sich andern. Der Wirbel bedingt Umfangsgeschwindigkeiten Cu nach 
der Beziehung Gl. (11) 

cuo· ro 
cU=-r-

Auf einem Kreis vom Radius r 0 seien die durch die QueUe erzeugte 
Geschwindigkeit Cmo und die durch den Wirbel bedingte Geschwindig­
keit Cu 0 bekannt. Welche neue Bewegung entsteht nun, wenn beide 
Bewegungsformen gleichzeitig wirk8'n ? 

Auf einem beliebigen Kreis vom Radius r kennen wir die Einzel­
geschwindigkeiten, die senkrecht aufeinander stehen. Die resultierende 
Geschwindigkeit hat nun gegen den Umfang einen Winkel iX, der sich 
leicht berechnen laBt. 

Cmo· ro 
Cm r Cmo tg iX = - = -- = - = C. 
Cu Cuo · ro_ Cuo 

(17) 

r 
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Dieser Winkel ist also konstant. Da die Geschwindigkeitsrichtung iden­
tisch mit der Richtung der Stromlinie ist, ki:innen wir schreiben: 

t lX=~= Cmo 
gr' d rp Cuo 

hieraus iolgt nach einer leichten Integration 

1 r Cmo n-=rp-. 
ro CUo 

Dies ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale. Die Stri:imung 
besteht also aus derartigen Spiralen. 

Abb. 33. Stromungsbild einer Wirbelquelle. 

Abb. 33 zeigt 
das Bild dieser Stri:i­
mung, wobei mit 
Riicksicht aui eine 
bestimmte Anwen­
dung das Innere vom 
Durchmesser d irei­
gelassen ist. Denkt 
man sich namlich das 
Innere durch ein ro­
tierendes Kreiselrad 
vom Durchmesser d 
ausgeiiillt, so ist die 
AuBenstri:imung ge­
nau so, als wenn sich 
im Mittelpunkt eine 
sog. Wirbelquelle be­
iindet. Bei einer rei­
bungslosen Stri:imung 
ist es auch gestattet, 

eine Stromlinie durch eine ieste Wand zu ersetzen. In Abb. 33 ist 
dies geschehen. Man erkennt die Entstehung eines sog. Spiralgehauses \ 
welches in einiacher und exakter Weise gestattet, die Stri:imung einer 
Wirbelquelle in einer Rohrleitung verlustirei zu sammeln. 

h) Doppelquelle und Parallelstri:imung. 

Eine Doppelquelle werde mit einer Parallelstri:imung von der Ge­
schwindigkeit u so zusammengesetzt, daB die Momentenachse mit der 
Richtung von u zusammeniallt. Es ergeben sich wieder zwei symme­
trisch liegende Staupunkte, die nach der Gl. 16 

u = M 2; d. h. a = 1/ M 
2na ' 2nu 

zu berechnen sind. 

1 Eck-K earton: Turbo-GeblaseundKompressoren. Berlin: Julius Springer 1929. 
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Wir betrachten nun einen Kreis vom Radius a (Abb. 34). Hier ist 

die Geschwindigkeit w1 der Doppelquelle w1 = 2M 2' d. h. gleich dem na 
konstanten Wert u, ebenso wie auf anderen Kreisen um den Nullpunkt 
die Geschwindigkeit konstant ist. Die Zusammensetzung der Ge­
schwindigkeiten an der Stelle A zeigt nach Abb. 34, daB die Richtung 
von W gleich der Tangente an den Kreis mit dem Radius a ist. 

[~MAO = ~ MOA = 90°-a, 

deshalb ist 

~ BAO = 90° + 90° - a = 180° - a, 

hieraus folgt, daB f3 = a ist, und daB die Resultierende A C senkrecht auf 
dem Radius 0 A steht.] 

Dieser Kreis ist somit Begrenzungslinie zwischen der auBeren Stro­
mung und der inneren Quellen-
stromung; letztere schlieBt sich 
in einem Kreis vollstandig. Das 
aul3ere Bild gibt somit die Stro­
mung um einen Kreiszylinder, 
wie aus Abb. 35 ersichtlich ist. 

Die Geschwindigkeitsvertei­
lung langs der Kreiskontur ist 
leicht zu berechnen. Aus dem 
Dreieck ABD entnimmt man 

W = 2 U • sin c:x . (18) 

Fur c:x = 90° wird W = 2 u. 
Dies ist die grol3te Ge­
schwindigkeit, die uber­
haupt aul3erhalb des Krei-
ses auftritt. 

Nachder BernoullischenGlei- Abb.34. 
chung lal3t sich auch die Druck- Geschwindigkeitsfeld der Zusammensetzung: 

Parallelstromung + Doppelquelle. 
verteilung schnell ange ben. 1st 
Po der Druck der ungestorten Parallelstromung, so erhalt man 

u2 w2 

2g . Y + Po = 2g Y + P 

Po-P =L[w2-n2]=Y2'u2[4sin2c:x-I] =2Y u2 . [1 -2cos2c:x]. 
2g g g 

Fuhrt man den Staudruck der ungestorten Parallelstromung 

P =Lu2 
8 2g 
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ein, und bezieht hierauf die Druckdifferenz, so entsteht 

Po - P = 1 - 2 . cos 20.: . 
Ps 

Fur IX = 90° erhalt man Po-P = 3, d.h. der gro.Bte Unterdruck ist 
Ps 

gleich dem dreifachen Staudruck. Fur IX = 45° ist Po - P = 0, d.h. der 
Ps 

Druck ist dort gleich dem Druck der ungestorten Stromung. 

Abb.36. 
Abb.35. Zylinderstriimung, entstanden dureh -ober­

lagerung von Parallelstriimung mit Doppelquelle. 
Abgrenzung eines Striimungsbereiehes 
zweeks Anwendung des Impulssatzes. 

12. Impulssatz. 
a) Ableitung. 

Die Anwendung des Tragheitssatzes P = m . b in Form des sog. 
Impulssatzes bzw. Schwerpunktsatzes ist aus der Mechanik der festen 
Korper besonders fur die FaIle gelaufig, wo Anfangs- und Endgeschwin­
digkeit bekannt ist, der Zwischenverlauf jedoch nicht ubersehen werden 

kann. Die Gl. P = m ~~ wird dann in der Schreibweise p. dt= m' dw 

verwandt. Die Summation von Anfangs- bis zum Endzustand ergibt 
2 

!Pdt = m (W2 - WI) • 
1 

Da aIle inneren Krafte nach dem Prinzip von Aktion und Reaktion 
herausfaIlen, kann aus evtl. bekannten Zustanden an bestimmten 
Grenzen wertvoller AufschluB gewonnen werden. 

Die Anwendung dieses Satzes in der Stromungslehre verlangt einige 
kleine Umformungen. 

Betrachten wir nach Abb. 36 einen Stromfaden des Gebietes A Be D, 
so ist die den Zustand charakterisierende GroBe nicht irgend eine Einzel­
masse, sondern die durch den Querschnitt sekundlich £lie­
Bende Menge. Wir wollen anstre ben, diese charakteristische 
GroBe bei der Anwendung des Tragheitssatzes zu erhalten. 
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Diese sei fiir irgend eine Stromlinie L1 q; dann ist das in der Zeit d t 
einstromende Massenteilchen L1 m = L1 q . dt. Hiermit lautet die New­
tonsche Gl.: 

dw Llm 
L1 P = L1m dt = at' dw= L1q. dw. 

Rein formal gesprochen, besagt der Impulssatz der Stromungslehre, daB 

in der Newtonschen Gleichung das dt zu m bezogen wird ~7 = L1 q. Um 

dann die Gesamtkraft z.B. in der X-Richtung zu erhalten, wird fiir eine 
Reihe Zwischenpunkte dieser Ausdruck gebildet und summiert 

P x = .2L1Px = L1q (dWlX + dw2X + ..... ) 
P x = L1 q (wnx - wlX) . 

Es bleibt nur der Geschwindigkeitsunterschied der Austrittsgeschwin­
digkeit Wnx und der Eintrittsgeschwindigkeit Wlx' Aile Zwischenwerte 
sind mit entgegengesetztem Vorzeichen gleich und heben sich deshalb 
aus der Rechnung heraus. 

Das Gleichheitszeichen bedeutet hier selbstverstandlich 
auch Richtungsgleichheit. Interessiert man sich z.B. fiir eine 
Kraft Pin der X-Richtung, so sind die Unterschiede W 2 - wl ebenfalls 
in der X-Richtung zu rechnen. 

Was der obigen Stromlinie recht ist, ist der benachbarten billig. 
Grenzt man einen bestimmten Bereich ab (sog. Kontrollflache), so erhalt 
man die Gesamtkraftrichtung, z. B. in der X-Richtung durch folgende 
Summation 

L1 PlX = L1 ql (w"x - w~x) 
L1 P2X = L1 q2 (w~'x - W';X) 

m m 
Px =.2 Pkx =.2 L1qk (W~X - W~x) . 

k=1 k=1 
(19) 

Bezeichnen wir nun q' W als Impuls, so lautet der Satz: Die Summe 
aller auBeren Krafte in einer Richtung, die auf ein ab­
geschlossenes Gebiet wirkt, ist gleich der Differenz der 
austretenden und der eintretenden Impulse in dieser 
Richtung. 

Was iill Innern vor sich geht, ob insbesondere Reibungskrafte vor· 
Eck, Striimungslehre I. 3 
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handen sind, ist gleichgiiltig. Der Satz gilt immer und besitzt deshalb 
eine besondere Bedeutung fiir die gesamte Stromungslehre. 

Einige einfache Beispiele sollen die Verwendbarkeit des Satzes zeigen. 

b) Ablenkung eines Strahles durch eine Schneide. 

Ein senkrecht nach unten flieBender Strahl werde mit einer scharfen 
Schneide leich t beriihrt. Man beobachtet eine plotzliche Ablenkung 

/ 

I 

:t~ 
I 
I 

A I 
/ i 

.kJ 
I 
i 
/ 
I 

des Strahles um den Winkel <X (Abb. 37) 1. (An­
wendung: Strahlablenker der Peltonturbine und 
Escher-Wyss -Strahlregler 2.) 

Sieht man genau zu, so erkennt man, daB 
auf der Schneide etwas Wasser aufgefangen und 
nach rechts abgelenkt wird. Hierzu ist eine nach 
rechts gerichtete Kraft notwendig, deren Reak­
tionskraft den Strahl etwas ablenkt, da die 
Schneide keine Kraft in dieser Richtung iiber­
tragen kann. Somit sind nur innere Krafte in 
der X-Richtung vorhanden, d. h. der Impuls des 
unter <X abbiegenden Strahles in der X-Richtung 
muB gleich dem entgegengesetzten gleichen Im-

Abb.37. Ablenkung eines puIs des durch die Schneide rechtwinkelig abge­
Strahles ~~~~~i~~e scharfe lenkten Strahles sein. Es ist 

ql . W • sin <X = q2 • W , 

wenn ql und q2 die durch die Schneide getrennten Teilmengen von 
q = ql + q2 sind. Der Ablenkungswinkel ergibt sich aus 

sin <X = q2 . W = 'h = ~ = 'h ~1~ . 
ql . W ql q -q2 q 1-'h 

q 

Wird z. B. 110 der Gesamtmenge durch die Schneide abgelenkt, so erhalt 
man bereits einen Ablenkungswinkel von ,...,6,5°. 

cJ Wirkung eines Schaufelgitters. 

Durch ein unendlich lartges Schaufelgitter werde eine von links 
(Abb. 38) unter dem Winkel <Xl> und der Geschwindigkeit ci kommende 
Stromung so abgelenkt, daB die Austrittsgeschwindigkeit c2 den Winkel <X2 

aufweise. Die Schaufelzahl sei zunachst unendlich groB, so daB <Xl und <X2 

gleichzeitig die Schaufelwinkel sind (stoBfreier Ein- und Austritt voraus-

1 Sehr schon liiBt sich die Wirkung auch mit dem Eckschen senkrechten Wind­
kanal zeigen. Ein im Luftstrahl freischwebender Ball weicht sofort nach der Seite 
aus, wenn man mit der Hand den Luftstrahl beriihrt. 

2 Escher-Wyss. Mitteilungen 1932, Nr. 1/2, S.19. 
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gesetzt). (1m folgenden wollen wir die im Turbinenbau ublichen Bezeich­
nungen anwenden.) Die Kontinuitat ergibt zunachst 

wie aus dem Geschwindigkeitsdreieck von Abb.38 er:sichtlich ist. Die 
Ausdehnung des Gitters senkrecht zur Zeichenebene werde mit b be­
zeichnet. 

C 
Fur die Anwendung 

des Impulssatzes gren­
zen wir den Bereich 

-,-,-,-'1 
-.~~ I 

ABCD abo BC und 
A D sind Stromlinien. 
Durch diese Linien 
tritt somit kein Impuls, 
da keine Menge durch­
stromt. Der Abstand 
der beiden Stromlinien 

/ 

/ 
./ 

/ 

ft 
i 

/ 
./ 

in Richtung der Gitter- L-+-"l:-----< ... 

achse sei a. Es solI der 
Impuls in Richtung 
der Gitterachse be-
rechnet werden. Durch 

£<:3 em i 

.-.- _.---------i. 

A B tritt der Impuls Abb.38. Ablenkung einer Stromung durch ein Gitter mit 
unendlicher Schanfelzahl. Kraft"l'l'irkung auf das Gitter. 

und durch CD 

J OD = b • a c2 cos (X2 • c2 sin (X2 • e . 
Die Differenz ergibt die Kraft in Gitterrichtung, die dem Gitterstuck von 
der Lange a und der Gittertiefe b (senkrecht zur Zeilenebene) entspricht. 

Pya = J OD - JAB = b . aeC2 cos (X2 [c2 sin (X2 - cI sin (Xl) 

Pya = b· a' e' cm (c2!, - clU ) , 

indem die Komponenten von C in Gitterrichtung mit Cu bezeichnet 
werden. 

Auf die Gitterlange 1 ergibt sich somit 

P y =beCm(C2u-CIU) (20) 

Die Kraft in Gitterrichtung hangt somit nur von der 
Differenz der Geschwindigkeitskomponenten in dieser 
Richtung vor rind hinter dem Gitter abo 

Senkrecht zum Gitter ist noch ein Druckunterschied vorhanden, der 

3* 
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nach der Bernoullischen Gleichung leicht berechnet werden kann. 

+ e 2 _ +e2 
PI "2 C 1 - P2 -2- C 2 

-!L(c 2 - C2 ) - 2 2U jU' 

Erweitern wir mit b • 1 so erhalten wir dieselbe Bezugsflache wie bei P y' 

be 
P", = b· I (PI - P2) ="2 (c~u- Ciu). 

Um die Richtung der Resultierenden zu erhalten, bilden wir 

P y b . eCm • (c2U - ClUJ Cm 
--;-- =ctg IX . 

P x e C1U +C2U b.- (CO _c2 ) 2 2U lU --2-

Die Konstruktionvon ~~ geht aus Abb.38 hervor. Man erkennt, daB die 

Resultierende senkrecht auf der Richtung von IX stehen muB. Wir 

r: 

fJ 

erhalten somit den wich­
tigen Satz: 

Wird durch ein 
unendlich langes 
Gitter die Stro­
mungsrichtung vom 
WinkellXl nach dem 
WinkelIX2 abgelenkt, 
so iibt die Fliissig­
keit auf das Gitter 
eine Kraft aus, die 
senkrecht auf einer 
mittleren Richtung 
steht, die aus der 

Abb.39. Gitter mit endlicher Schaufelzahl. Meridiangesch win-
Charakteristische Winkel. digkei t und der 

mittleren Komponente in Gitterrichtung gebildet wird. 
Wenn wir nunmehr das Gitter auseinander riicken, d.h. einen end­

lichen Abstand t zwischen den Schaufeln lassen, so werden die Schaufel­
winkel lXI' und 1X2' nicht mehr mit den Stromungsrichtungen IXI und 1X2 

identisch sein. Solien die friiheren WinkellXl und 1X2 erhalten bleiben, so 
werden dafiir die Schaufelwinkel vergroBert werden miissen, d.h. IXI >IXI 
und IX; > 1X2 (Abb. 39). Es leuchtet ein, daB in hinreichender Entfernung 
vom Gitter fUr aIle Stromfaden gleiche Winkel eXl und 1X2 vorhanden sein 
miissen. Dort wollen wir unsere Kontrollflache hinlegen. 1m iibrigen 
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werden wir wieder der Einfachheit halber zwei Stromlinien Be und AD 
nehmen, da hierdurch ja kein Impuls treten kann. AB sei identisch 
mit der Schaufelteilung t, so daB wir die Kraft fUr eine Schaufel durch 
die folgende Rechnung erhalten: 

Wahlen wir dieses t gleich dem Werte a der vorigen Rechnung, so 
andert sich an der ganzen Rechnung gar nichts. Es ist 

P yt = t . be . cm (c2U - cIU ) 

P b e ( 2 2 ) b e clU + c2U (c - C ) xt = t· . "2 C2U - ClU = t· '"2 2 2U IU· 

Da die Ausgleichung der Stromfaden theoretisch erst im Unendlichen 
erzielt wird, wollen wir die mittlere Geschwindigkeit Coo nennen in 
Ubereinstimmung mit den im Turbinenbau ublichen Bezeichnungen. 

Der obige Satz braucht jetzt nur so abgeandert zu werden, daB als 
Geschwindigkeiten und Richtungen die gewahlt werden, die der bereits 
ausgeglichenen Stromung entsprechen. 

Der aufmerksame Leser wird schon gemerkt haben, daB es fur die 
Anwendbarkeit des Impulssatzes gleichgultig war, mit welchen Mitteln 
die Umlenkung von (Xl nach (X2 erfolgt. Das beschaufelte Gitter sollte nur 
unsere Vorstellung erleichtern, in der Rechnung kommt seine 
konstruktive Ausbildung nicht vor. Besonders bei dem letzten 
Beispiel tritt dies deutlich in Erscheinung. Lediglich auf Anfangs- und 
Endzustand kommt es an, nicht auf den Zwischenzustand. 

Diese Bemerkungen sind von Nutzen, wenn man anschlieBend zu 
einem Gitter ubergeht, das sich in Gitterrichtung mit der Geschwindig­
keit U bewegt. Wenn durch dieses Gitter irgendwie erreicht wird, daB 
die Geschwindigkeit weit vor dem Gitter ci bei dem Winkel (Xl und weit 
hinter dem Gitter c2 bei dem Winkel (X2 ist, so folgt fUr die Kraft in 
Gitterrichtung dasselbe wie vorher, namlich 

P y = e . b . cm (c2!t - cIU ) • 

Das Gitter lei stet aber jetzt eine Arbeit. Die Leistung ist 

L = P y • U = be Cm • U (c2U - cIU ) • 

Bezeichnen wir die der Flussigkeit pro kg erteilte Leistung im Sinne von 
II. 6 mit der Druckhohe H, so ist: b· Y . cm • 1 das in der Sekunde 
durch die Breite 1 geforderte Gewicht und somit 

L = H· b· Y' cm = b· eCm' U (c2U - cIU ) 

d.h. 
1 

H = -' U [C2U --CIU ]. (21) 
g 

Dies ist bereits die Turbinengleichung fur ein gerades 
Gitter. FUr die Berechnung aller propellerartigen Kreiselrader ist diese 
Gleichung ebenso wie die Behandlung des Gitters die Grundlage. 
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d) Berechnung des StoBverlustes. 

Durch ein unendlich langes Gitter werde eine Stromung p16tzlich von 
der Richtung iXl nach iXz abgelenkt (Abb. 40). Die stoBformige plotzliche 
Umlenkung bedingt einen Energieverlust, der mit Hilfe des Impulssatzes 
berechnet werden kann. 

Der Bereich ABCDEF werde fiir die Impulsbetrachtung heran­
gezogen. Da AF E und BCD Stromlinien sind, kann durch diese 
Grenzen kein Impuls iibertragen werden. Wir berechnen die Impuls­
anderung in Richtung iXz. Die Kontinuitat erfordert 

cl sin iX l = Cz sin iXz . 

Durch die Breite A B = b stromt in der Sekunde die Masse: 

q = e . b • cl sin iXl = e b Cz • sin iX2 . 

Impulsanderung in Richtung iX2 (hier Impulsverminderung): 

q . (cl . cos b - c2) = e b c2 sin iXz (cl cos b - c2) . 

AuBere Krafte auf das Gitter konnen nur durch Anderung des Druckes 
erfolgen. Da die Driicke auf die Stromlinien AF E und BCD sich 

Abb.40. Pliitzliche Richtungsanderung einer Parallelstriimung 
durch dichtstehendes Schaufelgitter. 

Kraft gleich der Impulsdifferenz und erhalten 

gegenseitig aufheben, 
spielen nur die Driicke 
auf AB und ED eine 
Rolle. In Richtung iXz 
ergibt A Beine Breite 
b . sin iX2 , so daB ein 
evtl.Druckunterschied 
LI p zwischen A B und 
ED eine Kraft m 
RichtungiX2 ergibt von 
der GroBeL! p' b ·siniXz. 
Wir setzen diese auBere 

e . b . C2 . sin iX2 [cl cos b - c2) = L! p . b • sin iX2 , 

P2 - PI = L! p = e . c2 [cl • cos b - c2] • 

Nach dem Bernoullischen Satz (d. h. bei verlustfreiem Umsatz) wiirde 
sich ein Druckunterschied L! p' ergeben: 

L! p' = ~ (ci - c§) 

somit entsteht ein Verlust 

L!p'_L!p=~C2_~C2 +nc2-nc c 'cosb 
2122 "2,,12 

=; [C~ +C~-2CIC2COsb]=~c~. 
~ e 

(22) 
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Wirfinden: Der bei plotzlicher Umlenkung auftretende StoB­
verlust ist gleich der Geschwindigkeitshohe der aus der 
geometrischen Differenz sich ergebenden Geschwindigkeit. 
Der Druckverlust ist also immer gleich der Geschwindigkeitshohe der 
Geschwindigkeitsdifferenz ! 

Der durch unstetige Querschnittsanderung eintretende StoBverlust 
ist durch den Impulssatz e benfalls leicht zu erfassen. Eine Duse mit dem 
Querschnitt Fl> sei einer Rohr-
leitung yom Querschnitt F2 auf- Bi-------------------------f 
gesetz.~ (Abb. 41). Auf die Kon­
trollflache ABCD werde der~f2-
Impulssatz angewandt. CD sei --;i-------------------~g-
d~rt gewahlt, wo die Stromu~g ~Wf! 'w; 

wle~~r den ganzen Querschrutt C ~ '2-

ausfullt. , =-------i 
Aus der Stetigkeitsgleichung L ________________________ J 

folgt n . F . c - nF • c A /) 
<;; 2 2 - <;; 1 l' 

Durch A B eintretender 1m­
puIs (eF2' c2 ) • cl . 

Abb.41. Einstromnng in eine Rohrleitung durch 
Diise. 

Durch CD austretender Impuls (e' F 2 • c2)· c2 • 

Impulsdifferenz (hier Impulsverminderung): eF2' C2 (C1 - C2). 

Resultierende Druckkraft auf Kontrollflache ABC D: (P2 - Pl) F 2*' 

Die Gleichsetzung von Impulsdifferenz und Druckkraft ergibt: 

e' F 2 c2 (c1 - c2 ) = (P2 - PI) F2; P2 - PI = eC2 (cl - c2 ) • 

Nach dem Bernoullischen Satz wurde sich bei verlustfreiem Umsatz 
ergeben 

P' _ P -!L (c 2 _ c 2 ) 
2 1- 2 1 2' 

Die Differenz beider ist der auftretende Druckverlust 

= (p~ -Pl)- (P2 - Pi) = ~ (c1 - C2)2 . (23) 

Der vorhin gefundene Satz, daB fur den Druckverlust die Geschwindig­
keitshOhe der Geschwindigkeitsdifferenz maBgebend ist, findet somit 
eine nochmalige Bestatigung. 

e) Die Kugel im schragen Luftstrahl. 

Eine Kugel kann bei geeignetem Gewicht von einem schragen Luft­
strahl in Schwebe gehalten werden. Sehr schon laBt sich dieser Versuch 

* Vernachlassigt werden lediglich die durch Reibungsverluste zu erwartenden 
Schubspannungen an den Wanden BO und AD. Die GroBenordnung dieses Fehlers 
1St sehr gering. Gegenuber der durch die Impulsberechnung sich ergebenden tat­
sachlichen Druckverluste werden Unterschiede von nur 1-;-.3% festgestellt. 
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mit dem vom Verfasser konstruierten schwenkbaren Windkanal und 
einem groBen Gummibail ausfiihren. Man steilt dabei fest, daB die 
Kugel nach Abb.42 im Strahl hangt. Nach dem Bernoullischen Satz 

ist dann der "Auftrieb" 
81 --------- 1eicht zu erklaren 1. 

Ii Der Strahl wird durch 
_ die Kugel vom Gewichte 

Abb.42. Kugel schwebend im schragen Luftstrahl. 
Berechnung der Strahlablenkung nach dem Impulssatz. 

Richtung der Erdanziehung 

G von Winkel <X-I nach <X2 

abgelenkt. 1m Bereich 
ABC D berechnen wir 
die Impulsanderungen in 
senkrechter Richtung. 

Diese muB gleich dem 
Gewicht sein. 

Eintretende Masse q = 

e' f· c. 
Impulsdifferenz in 

q (c sin <Xl - c sin <X2) = ef c2 (sin <Xl - sin <X2) = G. 

Zahlenbeispiel 

f = !!.. 142 • 10-4 m 2 ; 
4 

c = 15 m/s; <X = 45° ; G = 0,2 kg 

. . G 0 707 9,81 . 0,2 0 239 
SIn <X2 = sm <Xl - e' f . c2 =, - 1,2 . 155 . 10 4. 225 = , 

<X2 = 13,8° 

.1<x = 31,2° . 

f) Auftrieb. 

Eine reibungsfreie Fliissigkeit kann keine energieverzehrenden Krafte 
iibertragen. Aile Krafte in Stromungsrichtung (gewohnlich Widerstande 
genannt) gehoren hierzu, sind also in der reibungsfreien Fliissigkeit 
unmoglich. 

Offen bleibt jedoch die Frage, ob Krafte senkrecht zur Stromungs­
richtung moglich sind. Da dieselben keine Energie verzehren, ist mit 
einer solchen Moglichkeit zu rechnen. Mit Hilfe des Impulssatzes kann 
die Frage leicht beantwortet werden. 

1 DaB die Kugel im Strahl hangt, laBt sich durch Abtasten der Stromung mit 
der Hand oder mit Faden leicht nachweisen. Die groBe Geschwindigkeit tiber der 
Kugel ergibt nach der Bernoullischen Gleichung einen Unterdruck: Die Kugel wird 
also vom Luftstrahl angesaugt. Nahert man die Kugel mit der Hand dem Luft­
strahl, so ist die anziehende Kraft auch leicht zn fiihlen. 
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Wir setzen eine Parallelstromung mit der Geschwindigkeit U voraus. 
Ein Korper von irgendwelchen Abmessungen befinde sich in dieser 
Stromung (Abb.43). In der Nahe des Korpers wird sich eine Storung 
der Parallelstromung bemerkbar machen. Diese werde dadurch beriick­
sichtigt, daB ein Teilchen auBer der Geschwindigkeit U noch die Zusatz­
geschwindigkeiten u und v hat. Richtung und GroBe der tatsachlichen 
Geschwindigkeit konnen dann aus 

tg IX = _v_ und w = Vv2 + (U + U)2 
U+u 

bestimmt werden. Je mehr wir uns von dem Korper entfernen, um so 
mehr werden die Storungsgeschwindigkeiten u und v abnehmen. Wir 
wollen annehmen, daB der Korper 
tatsachlich eine Kraft senkrecht 
zur Storungsrichtung iibertragt 
und untersuchen, ob dies moglich 
ist. Fiir die nachfolgende Impuls­
berechnung werden wir einen Be­
reich ABOD soweit vom Kor­
per entfernt abgrenzen, daB an 
dieser Grenze u und v klein werden 
gegen U. Wir tuen dies, um uns 

b'r-·-·---·-·-·---·----iC 

i ! 

i cb I u ! ! 
~I I 

i ~,. i 
i i 
i i 
L_~_._._._._. ___ ._. ___ ..--J 

A 0 
Abb.43. Auftrieb iu der reibungsfreien Stromung. 

bei der Rechnung gewisse Vereinfachungen er lauben zu konnen. Denn bei 
hinreichend kleinem v wird der durch die Flachen BO und AD d'llrch­
tretende Impuls vernachlassigbar klein werden. Rechnen wir dann die 
Differenz L1 J des durch A B eintretenden und durch 0 D austretenden 
Impulses in der y-Richtung, so haben wir damit die Summe aller auf 
ABO D in y-Richtung wirkenden Krafte. Letztere setzen sich zusammen 
einmal aus Druckkraften auf AD und BO, die wir summarisch zunachst 
mit Bp bezeichnen, sodann aus der Kraft A, die auf den Korper wirkt. 
Hieraus folgt die Gleichung: 

Impulsdifferenz L1 J = A + B p. 

Ein durch A B eintretendes Teilchen von der Breite d y hat den Impuls 
in y-Richtung (U + u) dy· v· e. 

Der Gesamtimpuls ist somit 
B 

ef(U+u)vdy 
A 

und die Differenz 
B C 

-e f(U + u) vdy+ e f(U +u) vdy. 
A D 

Zur Berechnung der Druckkrafte 
D C 

fpdx-fpdx = Bp 
A B 
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miissen wir die Abhangigkeit des Druckes von der Geschwindigkeit nach 
der Bernoullischen Gleichung ausrechnen 

p + -~ U2 = p' + { w2 ; 

da v klein gegen U sein solI, kann v2 gegen( U + U)2 vernachlassigt werden. 

p +.f. U2 = p' + .f. (U + U)2 
2 2 

p' - P = ~ [U.2 - (U + U)2] = ~ [- 2u U - u2] ,...., -e U· u, 

indem wieder hohere Glieder vernachlassigt werden. Wir erhalten so­
mit den Druck p' an einer beliebigen Stelle der Grenzen der Kontroll­
flache: 

p' = p-eU· u. 

Es bedeutet keine Einschrankung, wenn wir den Druck p im Unendlichen 
gleich Null setzen, wei! er j a keine Resultierende auf dem abgegrenzten 
Raum hat. 

Wir setzen nunmehr die inzwischen ausgerechneten Werte LI J und B p 
in die Gl. A = LlJ - Bp ein. 

BCD C 

A =-e j(U +u) vdy+e j(U+u)vdY+e jU.udx - e jU.udx. 
A DAB . 

Die bei der Ausrechnung entstehenden Werte e j u . v d Y usw. konnen 
wieder vernachlassigt werden, weil U· v klein gegen U· u ist. 

[ 
B D A C J 

A =e· U -jvdy-Jvdy-jud x--j udx 
A C D B 

lB C D A] 
=e·U- jvdy+judx+jvdy+judx =-e·u.r*. 

ABC D 

Die [] Klammer, die durch die Bezeichnung r ersetzt wurde, bedeutet 
nun, daB iiber die geschlossene Kurve ABO D der Wert Weg X Ge­
schwindigkeit gebildet wird. Diese als Umlaufintegral oder Zirkulation 
schon friiher abgeleitete GroBe ist, wie man sieht, ein Kriterium dafiir, 
ob eine Kraft A existiert. Nur wenn r * 0, ist eine Auftriebskraft vor­
handen. Aus friiheren Untersuchungen wissen wir aber schon, 
daB die d urch einen Korper bedingte Storung einer Parallel­
stromung in weiter Entfernung immer angenahert werden 

* Das (-)-Vorzeichen bedeutet, daB r einen anderen Umlaufsinn haben muB, 
wenn .A die angenommene Richtung hat . .A ist die Kraft, die von auBen auf den 
Kiirper ausgeiibt wird. Die Fliissigkeit antwortet mit der Reaktionskraft, die 
natiirlich die entgegengesetzte Richtung hat. 
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kann durch die einfachen Gebilde: Wirbel, QueUe, Doppel­
wirbel, Doppelquelle usw. Untersuchtmandiese Gebildenachdem 

Ausdruck f wds = r, so ist dieser Wert nach den Ermittlungen von 
s. 22 nur beim Wirbel von Null verschieden. 

Wir fassen zusammen: 
Ein Auftrieb, d. h. eine zur Stromungsrichtung senkrechte 

Kraft ist nur moglich, wenn einer Parallelstromung eine 
Wirbelstromung iiberlagert ist. Die GroBe der Kraft ist 

A =eU· r·b (24) 

wenn wir noch die Ausdehnung senkrecht zur Zeichenebene mit b be­
zeichnen. (Bei der obigen Rechnung wurde stillschweigend die Aus­
dehnung senkrecht zur Zeichenebene mit 1 angenommen.) 

Anmerkung: Wenden wir den Begriff Zirkulation nun nachtraglich noch auf 
das ebene Gitter (S.36) an, so ist fur eine Schaufel r = t (c1u - c2U ) zu setzen. Mit 
der neuen Schreibweise erhalten wir 

C1U + c2U 
PYt = be· cm· r ; PXt =b e--2---·r. 

Die Resultierende R steht, wie wir bereits wissen, senkrecht auf der Mittelgeschwin­
digkeit coo. Man erhalt 

[ (CIU + C2U)2] 
R2 = pYi + Pxi =bri r 2 cin + --2--- . 

Die [ ] Klammer ist aber nach Abb. 38 gleich c~, so daB folgende Beziehung ent­
steht: 

R = be· r· C 00, 

d.h. der oben gefundene Satz gilt auch fUr das Gitter, wenn statt u die aus Austritts­
und Eintrittsgeschwindigkeit gebildete Mittelgschwindigkeit Coo genommen wird. 

Eine gute Kontrolle besteht noch darin, daB beim Ubergang zu un­
endlich groBer Teilung (t = co) c1 und c2 nach GroBe und Richtung 
zusammenfallen, so daB dann direkt der oben behandelte Fall Gl. (24) 
eintritt. 

In diesem Falle wird clU = C2U ' d. h. in der Formel r = t (cw - c2U ) 

bleibt r konstant, wenn auf der rechten Seite t = co und clU - c2u = 0 
wird. 

Wir mer ken uns schon jetzt, daB bei einem Einzelauf­
trieb, entstanden durch eine einzelne Schaufel, die Ge­
samtstromung wegen clU = c2U keine endliche Ablenkung er­
fahrt. 

13. Graphische Konstruktion von Stromungsbildern. 
Die allgemeinen Grundgleichungen geben Anhaltspunkte zur niihe­

rungsweisen Konstruktion von Stromungsbildern. 1m FaIle der ebenen 
und derrotationssymetrischen Stromung sind einfache Verfahren anwend­
bar, die in der Praxis oft mit Vorteil angewandt werden. 
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In Abb.44 seien einige Stromlinien eingezeichnet von der schon 
friiher festgesetzten Besonderheit, daB die zwischen 1-2; 2-3; 3-4 
in der Zeiteinheit stromenden Mengen konstant sind. Ist.1 n die Breite 
einer solchen Stromrohre und e die Geschwindigkeitanirgendeiner Stelle, 
so ist die durchstromende Menge.1 n . e = .1 q. Die Kriimmungsradien an 
den Begrenzungslinien seien R' und R", die Gesch windigkeiten an dieser 
Stelle e' und e". Nach Gl. (II) ist dann R' e' = R"· e". Durch Er­
weiterung mit .1 cp entsteht 

R' . .1 cp • e' = R" .1 cp • e" . 

Unter Beriicksichtigung von R . .1 cp = .18 erhalt man 

.18' . e' = .18" . e" . 
Die Division mit der Stetigkeitsgleichung .1 n' . e' = .1 n" . e" ergibt: 

LIs' LIs" 
LI n' - LI n" . (25) 

Denkt man sich iiberall im Abstande .18 die Normallinien zu den Strom­
linien gezeichnet, so erge ben sich Rech tecke, die einander ahn­

lich sind. Wahlt man an einer Stelle 

Abb.44. Ausschnitt aus einer 
ebenen Striimung. 

.18 so, daB ein Quadrat entsteht, so 
besteht das ganze Stromungsbild 
aus Quadraten. 

Streng genommen gilt die Ableitung 
nur fiir allerkleinste Teilchen. Diese wich­
tige Eigenschaft der ebenen Stromung zeigt 
die direkte Verwandtschaft mit einer ein­
fachen Parallelstromung. Man sagt, jede 
ebene Stromung ist das konforme Abbild 
einer Parallelstromung. Man erkennt, daB 
es moglich sein muB, aus der einfachen Pa­
rallelstromung aIle anderen ebenen Stro­

mungen abzuleiten. Mit Hilfe der sog. konformen Abbildung 1 kann 
diese Aufgabe rein mathematisch gelOst werden. Es bestehen auch ver­
schiedene mechanische Moglichkeiten zur Aufzeichnung der Strom­
linien. 

Nimmt man im Sinne graphischer Naherungsmethoden endlich groBe 
(nicht zu groBe) Quadrate, so kann auch hier noch ziemlich genau die 
Giiltigkeit des Satzes erwartet werden. 1m folgenden solI die Anwendbar­
keit dieser Beziehung kurz erlautert werden. 

Man zeichnet zunachst nach dem Gefiihl die Stromlinien auf. Senk­
recht zu den Stromlinien zeichnet man wieder nach dem Gefiihl eine 
Schar senkrechter Linien so ein, daB ungefahr Quadrate entstehen. 

1 Erne leicht faBliche Einfiihrung in die komorme Abbildung ist: Leo 
Lewent: Komorme Abbildung, 1912. Verlag B. G. Teubner. 
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Letzteres liWt sich nun sehr leicht uberprufen durch Einzeichnen von 
Kreisen. Durch Verlegen der Linien und nochmaliges Nachpriifen ge­
lingt es dann, das Stromungsbild in 1. Naherung zu entwerfen. 

1m allgemeinen ist das Verfahren langweilig und zeitraubend. Oft 
liegen die Dinge jedoch so, daB ungefahre Anhaltspunkte fur gewisse 
Stromlinien bzw. die dazu Senkrechten vorliegen. An den Wan­
dungen ist z. B. immer die Richtung der Senkrechten genau bekannt. 

Abb. 45 gibt ein ein­
faches Beispielfur eine gute 
Anwendbarkeit des Ver­
fahrens. Die Einstromung 
aus einem unendlich groBen 
Raum in einenKanal, dessen 
Einlauf abgerundet ist, solI 
untersucht werden. 1m Ka­
nal werden in genugend gro- ~~~~~4. 
Bem Abstand vom Einlauf 
aIle Stromlinien gleichen Ab­
stand haben und zu der Ka-
nalachse parallel sein. Die 

eingezeichneten sieben 
~, 

Stromlinien werden also Abb. 45. Graphische Konstruktion von Striimnngshildern. 

sieben in gleichem Abstand 
eingezeichnete Parallele zur Asymptoten haben mussen. 1m wei ten 
Abstand vor dem Einlauf haben wir das Bild einer Senkenstromung. 
Ein Geradenbuschel durch den Punkt A stellt somit in weiter Fe~ne 

das Stromungsbild dar. Sieben um den Winkell~O verschiedene Geraden 

werden somit die Asymptoten im AuBenbereich darstellen. Um fur die 
Zwischenstromung genaueren Anhalt zu bekommen, wenden wir 0 biges 
Verfahren an. Vom Punkte B aus ziehen wir senkrecht zur Wand zu­
nachst nach dem Gefuhl BO. Die Asymptote verbinden wir gefiihls­
maBig und zeichnen den ersten Kreis bei O. Dadurch bekommen wir 
einen Anhaltspunkt fiir DE und untersuchen die verbleibenden drei 
"Quadrate" durch Kreise. Wir korrigieren so lange, bis die Kreise die 
Seiten beruhren. Dadurch liegen die Stromlinien in diesem Bereich 
einigermaBen fest. Die Verbindung mit den Asymptoten ist jetzt schon 
bedeutend leichter. Fur viele praktische Anwendungen reicht die hier­
durch erzielte Genauigkeit schon aus. 

14. Reibungsfreie Stromung in offenen Rinnen. 
Bei Stromungen in offenen Rinnen kann sich das Niveau der Ober­

flache in der verschiedensten Weise andern. Durch diesen neuen Frei-
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heitsgrad, der den bis hierher behandelten Bewegungsformen zu iiber­
lagern ist, ergeben sich eine Reihe Erscheinungen, die praktisch groBe 
Bedeutung haben. 

Zunachst wollen wir beobachten. Durch eine Rinne, die stromabwarts 
Gefalle hat, ergieBe sich eine Wassermenge mit groBer Geschwindigkeit. 
Eine Strecke lang erkennt man eine glatte Stromung, bis plOtzlich an 

B _________________ t einer Stelle die Niveauhohe 
I" I sprunghaft steigt und von 
I . da ab eine unruhige Ober-
i ) 1" Jg flache zeigt. Abb.46 zeigt 

"*-±Jk<'"*0<P>/#tQ~~~*'§k* ~: d:::a;!~t~ s~~~~u;:: 
1 i den FluBbau sehr interessie-L _________________ .J rende Erscheinung zu er-

A /J klaren, wollen wir folgende 
Abb.46. Wassersprung. Frage untersuchen. 

Gegeben sei eine rechteckige Rinne mit dem Neigungswmkel iX der 
Sohle und der seitlichen Breite b (Abb.47). An der Stelle 1 sei die 
Geschwindigkeit WI; die Niveauhohe iiber der Sohle hI' Gehen wir 

nun um J l stromabwarts weiter bis zur 
Stelle 2, so soIl untersucht werden ob h2 
kleiner, groBer oder gleich hI bleibt. 

Mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung 
kann diese Frage leicht beantwortet wer­
den, wenn man gleichzeitig beriicksich­

Abb. 47. Offene Rinne mit GefiUle. tigt, daB der Druck auf die Oberflache un-

abhangig von h konstant, namlich gleich dem Druck der Athmosphare 
ist. Wir betrachten die Punkte 1 und 2 und erhalten nach Bernoulli 

hI +Jl.tgiX +;; = h2 + ;; 
W 2 _W2 

h2-hl-~ =Jl.tgiX 

h h WI - W 2 WI + W 2 - A l t 
2 - I---g- --2-- LJ • giX. 

Wir fiihren die mittlere Geschwindigkeit W = WI ~ w2 , die mittlere 

Hohe h ein, undo beriicksichtigen die Kontinuitatsgleichung 

WI • b . hI = V ; w2 b . h2 = V; 
V V 

hieraus WI = IT und w 2 = IJh 
1 2 

WI-W2 = .£ [.!.-~] 
b hI h2 

WI -W2 = .£ h2-hl,.....,!.. h2 ~ hI,....., W (h2-~)' 
b h1 ·h2 b h h ' 
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Dieses wird in die Gleichung fur h2-hl eingesetzt. Eine leichte Rech­
nung ergibt dann 

h h _ Lll.tg IX 
2- I-~' 

I- h- .g 

Der Neuner entscheidet uber das Vorzeichen von h2-hl • Der Grenzfall 
h2-hl = 0 tritt ein bei 

d.h. 

w2 
1--=0 

h·g 

W= Vg.h (26) 

ist W > V g h, so ist h2 < hI> d. h. die NiveauhOhe nimmt ab und die Ge­

schwindigkeit nimmt zu.Umgekehrt wird bei W< V g' h die NiveauhOhe 
steigen und die Geschwindigkeit sich vermindern. 

Diese fur die Bewegung in offenen FluBlaufen wichtige 

"Grenzgeschwindigkeit" Vg· h = Co nennt man Schwallge­
schwindigkeit. Die Bewegung unterhalb dieser Schwallgeschwindig­
keit wird auch durch das Wort "Stromen", oberhalb derselben mit 
"SchieBen" gut charakterisiert. 

Nach diesen Vorbereitungen werde der Wassersprung Abb. 46 be­
handelt. Man erkennt, daB es sich um einen StoBvorgang handelt und 
deshalb der Impulssatz die geeignete Waffe ist. Fur den umgrenzten 
Bereich werde die Rechnung durchgeftihrt: 

Schnitt A B Schnitt CD 

Impulsdurchtritt . . . . 
Druckkriifte 1. . . . . . 

e·wI·hIWI 

-~y·hl·hl 
eWIhl' W 2 

§ Y h2h2 

Gleichheit von Impulsdifferenz und Differenz der Druckkrafte: 

; W I hd WI-W 2) = ~ l'(h~ -hi) . 

Hier wurde bereits die Kontinuitatsgleichung berucksichtigt 

wIhl = w2 h2 • 

Diese Gleichung dient gleichzeitig dazu, WI durch W 2 auszudrucken 

hI 
W 2 = WI, 

Ib2 

1 Der Faktor -t kommt dadurch zustande, daB der mittlere Druck + y . h 
eingesetzt werden muB. 
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Hieraus entsteht nach einer kleinen Umformung 

h2 (h2 +1) = 2 wi = 2 (Wl)2 
hr hl ghl co' 

indem im Sinne der oberen Rechnung die Schwallgeschwindigkeit 

Co = V g h eingesetzt wurde. 

Aus dieser Gleichung ist ~2 errechenbar: 
1 

h2 = _ ~ ± 1 / ~ + 2 (Wl)2 ; 
hI 2 V 4 Co 

es liiJ3t sich aus ihr folgern, daB nur dann ~2 > 1 ist, wenn Wl > Co ist. 
I 

Die auBere Ursache dieses sog. "Wassersprunges" liegt meist .in 
einem plOtzlichen Hindernis unterhalb der Schwallbildung z. B. durch 

ein Wehr. Tritt der Wasser-

y 

. sprung nicht ein, so ist die Vor­
aussetzung dieser Rechnung na­
tiirlich nicht mehr erfiillt. Dies 
ist dann der Fall, wenn das 
Wehr sehr niedrig ist. In diesem 
FaIle stromt das Wasser iiber das 

. Wehr ohne Wassersprung, d.h. 

Abb. 48. Str5~UngeinerOffenen Rinne iiberein Wehr. auch ohne den durch die StoBwir-
kung bedingten Energieverlust. 

Aus meBtechnischen Griinden ist die offene Stromung iiber ein Wehr 
aus einem vorhandenen groBen Teich od. dgl. sehr wichtig. An einer 
Stelle (Abb. 48) sei die Einsenkung des Wasserspiegels h. Die in diesem 
Querschnitt auftretende Geschwindigkeit berechnet sich dann nach 

friiherem zu W = V 2 g h. Die Menge V ergibt sich aus 

V = W • y. b = b V 2g . h (?i-h). 

Halt man die Niveauhohe konstant und verandert h, so ergeben sich 
verschiedene Wassermengen. Bei einem h ist die Menge am groBten. 

Durch Differentiation ~~ = 0 kann dieses leicht erwiesen werden. Es 

ergibt sich 

h = ; ; d. h. y = 2 h. 

Dieser Zustand stellt sich nun tatsachlich ein 1, so daB aus h leicht die 

1 Jeder Korper ist bestrebt, die moglichst tiefste Lage zu erreichen, d.h. er 
gleitet bis zur tiefsten Stelle. Dieser Tatsache entspricht das Bestreben, moglichst 
viel kinetische Energie aus der Lagenenergie umzusetzen. 
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Geschwindigkeit und die Menge berechnet werden kann, wenn insbeson­
dere an der hochsten Stelle diese Untersuchung durchgefuhrt wird. 

Setzt man h = ~ in die Formel V 2 gh ein, so entsteht V gh, d. h. in 

jedem Querschnitt ist gerade die Schwallgeschwindigkeit, die der je­
weiligen Tiefe entspricht. Man erkennt, daB unterhalb des Wehres meist 
schieBende Bewegung vorhanden ist. Ein Wassersprung fiihrt in den 
meisten Fallen wieder die "stromende" Bewegung ein. 

III. EinfluB der Reibung bei durchstromten Korpern. 
15. Innere Reibung infolge Zlihigkeit. 

Die eingangs gemachte Annahme, daB Fl.ussigkeiten nur Normal· 
drucke aufnehmen, bedarf bei Betrachtung der wirklichen Flussigkeit 
einer Korrektur. Die Vorstellung wird erleichtert, wenn wir zunachst 
an zahflussige Medien z.B. Teer, Glyzerin, Lava usw. denken. Die 
Erfahrungen des taglichen Lebens zeigen 
bereits hier, daB diese Flussigkeiten einer 
Formanderung Wider stand leisten. 

Zwischen zwei unendlich groBen Plat. 
ten befinde sich eine derartige zah­
flussige Flussigkeitsschicht von der Abb.49. Zahfliissige Striirnung zwischen 

zwei bewegten Platten. 
Breite y (Abb. 49). Die untere Platte 
stehe fest, wahrend die obere sich mit der Geschwindigkeit u nach 
rechts bewegt. Die Erfahrung zeigt, daB diese Bewegung eine Kraft P 
erfordert, die direkt proportional mit u wachst. Eine nahere Be. 
obachtung zeigt nun, daB an den Platten die Fliissigkeit direkt haftet 
und die Geschwindigkeit der Flussigkeit linear von 0 bis u zunimmt. Mit 

wachsendem u nimmt das Geschwindigkeitsgefalle:!. proportional zu, 
y 

so daB man auch sagen kann, die Kraft P wachst proportional mit dem 
Geschwindigkeitsgefalle u. Bezeichnet man 
die pro cm2 ubertragene Kraft analog zu 
ahnlichen Betrachtungen in der Festigkeits. 
lehre mit der Schubspannung T, so erhalt man 

u' d f d k T = fh • -, In em man ur en onstanten y 
Proportionalitatsfaktor die sog. Zahigkeits. 
ziffer fh einfiihrt. 

Hat man nun Bewegungsvorgange, bei 
denen die Geschwindigkeitsverteilung aus ir­

Abb. 50. Zahfliissige Striirnung 
zwischen zwei konisch 

gestellten Platten. 

gend einem Grunde nicht linear verlauft Z. B. nach Abb. 50, so be· 
grenzt man einem so kleinen Bereich dy, daB dort die Kurve durch 
die Tangente an die Geschwindigkeitskurve angenahert werden kann. 

Eck, Striirnungslehre 1. 4 
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In der Schicht d y sind dann dieselben Verhaltnisse vorhanden wie 
u du 

oben, wenn man noch - durch -d ersetzt. 
y y 

Die allgemeine Formellautet somit 
du 

'1:= fl' dy; (27) 

hieraus folgt die Dimension von fll c ~2' 8] . 
Mit dieser Festsetzung solI die Rohrstromung untersucht werden. 

Auch hie:r: wird an der Rohrwand die Fliissigkeit haften, d. h. die Ge­
schwindigkeit ist dort gleich Null. In der Mitte wird die Geschwindigkeit 
am groBten sein und nach der Wand zu stetig abnehmen. Aus Symmetrie­
griinden sind auf einem Kreise des Querschnittes gleicheGeschwindigkeiten 
und gleicher Druck vorhanden. Das Geschwindigkeitsgefalle bedingt 

nach obigem eine Schubspannung 'I: = fl . :'; , die z. B. auf dem Zylinder­

mantel vom Radius r und der Lange LIZ konstant ist (Abb.51). Die 

w 

1 2 
'--------cLll--~-l 

Abb.51. 

Gesamtkraft, die der Zylinder 
durch die Schubspannung er­
fahrt, ist somit 2 r n . LIZ • '1:. 

Diese Kraft ist im Gleichge­
wicht mit den Druckkraften, 
die auf die vordere und hin­
tere Stirnflache des Zylinders 
wirken. Da die Stromlinien 
parallel sind, miissen wir an­

nehmen, daB in einem zur Stromungsrichtung senkrechten Querschnitt 
der statische Druck konstant ist. Denn es ist nicht einzusehen, wie 
durch die Reibungserscheinungen hier eine Anderung eintreten kann. 
Es geniigt deshalb vollkommen, fUr einen beliebigen Radius die Rech­
nung auszufiihren. Wenn auf der Strecke LIZ die Druckabnahme LI p ist, 
so erhalten wir 

Die Integration ergibt unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 
w = 0; fiir r = roo 

LIp 1 2 _Llpr~* 
W = A-l 4 II. ( r2o -r ) " W LI r max - LiT 4 It (28) 

* Dieses Gesetz, bekannt unter dem Namen "Poiseuillesches Gesetz", wurde 
zuerst von Hagen und zwei Jahre spater von Poisenille experimentell (1840) er­
mittelt. Mit Riicksicht auf diesen Sachverhalt bezeichnet die neuere Literatur die 
Beziehung mit Recht: "Hagen-Poiseuillesches Gesetz". 
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Die Geschwindigkeitsverteilung ist somit eine Parabel bzw. ein Rota­
tionsparaboloid. 

DurchfluBmenge und mittlere Geschwindigkeit ergibt sich aus einer 
weiteren einfachen Rechnung. 

Jr. r;l·n LI p (LI p r6) 
V=o w.2rn;dr=~·LIT=r5·n; LIT 8p, =r~n;'Wm' (29) 

Durch Vergleich mit G1. (28) stellt man noch fest, daB die mittlere 
Geschwindigkeit gleich der halben Maximalgeschwindigkeit ist. (V g1. 
den geometrischen Satz: Der 1nhalt eines Rotationsparaboloides ist 
gleich dem 1nhalt eines Zylinders von gleicher Grundflache und hal ber 
Rohe.) 

Die Rechnung, die fUr die Lange Lll ausgefuhrt ist, bleibt bei anderen 

Langen dieselbe, so daB fUr ~ r auch ~: ~1 gesetzt werden kann. 

16. Ahnlichkeitsgesetz. 
Versuche konnen nicht immer unter denselben Bedingungen aus­

gefuhrt werden, wie sie bei einer praktischen Anwendung vorkommen_ 
Die Abmessungen mussen oft verkleinert werden (z. B. bei Flugzeugen), 
die Geschwindigkeiten mussen aus irgendwelchen Grunden oft ab­
weichen; auch ist es oft zweckmaBig, eine andere Flussigkeit zur Unter­
suchung zu verwenden, d. h. statt Luft Wasser oder umgekehrt zu 
wahlen. 

Bei solchen Abweichungen entsteht folgende Kardinalfrage. Un ter 
welchen Bedingungen sind die Stromungsbilder zweier um­
stromter geometrisch ahnlicher Korper ebenfalls geomet­
risch ahnlich? 1st eine solche Ubereinstimmung zu erzielen, 
so steht zu erwarten, daB der "Modellversuch" eine wirk­
lichkeitsgetreue Nachbildung des GroBversuches gestattet. 

Rein formal kann diese Frage schnell beantwortet werden. Sie ist 
in dieser Sprache identisch mit der Frage, ob eine dimensionslose Zahl 
existiert, die den Stromungszustand charakterisiert. Die die Stromung 
charakterisierenden GroBen (Abb. 52) sind die Geschwindigkeit im Un­
endlichen u, eineRauptabmessung d die Massendichte e unddieReibungs­
ziffer fl. 1st nun eine einfache algebraische Kombination dieser GroBen 
so durchfUhrbar, daB eine dimensionslose Zahl entsteht ? 

u[c:} e = ~ [~~:2]; d[cm]; fl [C~2' 8]. 
Ein einfacher Versuch zeigt nun, daB nur folgende Moglichkeit besteht 

(30) 

d.h. dimensionslos. 
Diese Zahl nennt man Reynoldsche Zah1. 

4* 
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Die auBerordentliche Bedeutung, die dieser Zahl in der neueren 
Stromungslehre zuteil wird, berechtigt zu einigen weiteren Ausfiihrungen, 
um dem Anfanger diese wichtige Kennzahl von der physikalischen Seite 
her etwas naher zu bringen. 

Die Frage nach der geometrischen Ahnlichkeit der Stromungen nach 
Abb.52 werde "mikroskopisch" untersucht. Wir betrachten zwei 

Abb. 52. stromung um zwei 
geometrisch ahnlichc Korper. 

geometrisch ahnlich liegende Fliissigkeits­
teilchen (in Abb.52 eingezeichnet). Die 
Bewegungsrichtung (d.h. die Richtung der 
Stromlinien) an ahnlich liegeI;lden Stellen sei 
IXl und IX2• Es leuchtet ein, daB bei geome­
trischer Ahnlichkeit der Stromungsbilder 
diese Winkel iibereinstimmen mussen. Wo­
durch werden diese Winkel bestimmt 1 Offen­
sichtlich durch die an Ort und Stelle an 
den Teilchen angreifenden Krafte und zwar 
durch das Verhaltnis dieser Krafte. Drei 
Krafte kommen in Frage: Druckkrafte, 

Tragheitskrafte und Reibungskrafte. Da zwischen diesen Kraften die 
Gleichgewichtsbeziehung besteht, genugt es, das Verhaltnis zweier dieser 
Krafte zu nehmen. Wenn wir hierzu die beiden letzteren nehmen, so 
schlieBen wir damit zunachst die Einfliisse der Druckkrafte aus, die 
hier ja keine wesentliche Bedeutung haben konnen. 

7:+ dr: An 1. Reibungskrafte: In der Stromungsrichtung wir-
dn [3h ken infolge der Reibung Schubspannungen r = fk :: 

! LIn t und zwar an der unteren Flache eines viereckigen 
As Elementes r . d s . 1, an der 0 beren 

~ (r + ~T dn) ds . 1 
Abb.53. n 

Schubspannungen an (Abb 53) D d' t . ht t . d ( G" einem rechteckigen .. a lese en gegen genc e sln aus run-
Element. den des Momentengleichgewichtes) verbleibt eine Kraft 

(r+::.dn)ds.l-rd8.1 =::dnds'l =fk'~~~'dn'd8. 
2. Massenkrafte: Diese Krafte bestimmen sich aus der Gleichung 

Kraft = Masse X Beschleunigung. 

ds·dn·l L . dw =ds·dn·l·L dw·~=ds·dn·l.Ldw .w. 
g dt g ds dt g ds 

Somit erhalt man das Verhaltnis 
y dw 
--'W 
g d 8 _ TragheitskrMte 

a2 w - ReibungskrMte . 
f! dn2 
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Alle GroBen an den betrachteten Stellen werden in irgendeiner 
Beziehung zu den charakteristischen GraBen u; (Geschwindigkeit der 
Parallelstramung im Unendlichen) d usw. stehen. \Vird z. B. 1£ doppelt 
so groB genommen, so wird auch W doppelt so groB sein. Zwischen allen 
GraBen muB, wie einleuchten durfte, eine prop. Beziehung bestehen, 
die durch r--J ausgedruckt werden solI 

Wr--JU; dSr--Jd; dWr--Ju. 

Setzen wir dieses in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich: 

y dw 
--·w 
g ds 

d2 w 
fl . du 2 

Damit erhalten wir dieselbe Zahl wie vorhin. 
Vorbehaltlich der in dem niichsten Kapitel zu erbringenden experi­

mentellen Bestiitigung gestattet der Satz folgende wichtige Aussage. 
Zwei Stromungen um bzw. innerhalb geometrisch iihnlicher Gebilde 

sind nur dann geometrisch iihnlich, wenn die Reynoldschen Zahlen gleich 
sind. Innerhalb dieser Forderung k6nnen sich u, d und fl/e beliebig 
iindern. Man hat somit bei Versuchen die Moglichkeit, ModellgroBe und 
Geschwindigkeit zu iindern. Es besteht sagar die Freiheit, eine andere 
Versuchsflussigkeit zu nehmen, da der Wert von!1 Ie ja ebenfalls geandert 
werden kann (z.B. statt Luft, Wasser), wenn nur dafUr gesorgt wird, 
daB R konstant bleibt. 

Die immer wieder vorkommende GroBe !1 Ie bezeichnet man als 
kinematische Ziihigkeit und hat dafur den Buchstaben v eingefUhrt. 

Meist findet man die Schreibweise R = u.d. 
v 

Die folgende Tabelle enthiilt fUr einige wichtige Flussigkeiten v. 
Die Werte iindern sich stark mit der Temperatur und zwar so, daB 
bei Flussigkeiten v mit steigender Temperatur kleiner wird, wiihrend 
bei Gasen ein entgegengesetztes Verhalten bemerkt wird. 

Temperatur 00 
Wasser 
Luft ..... 

o 
0,018 
0,13 

TabelleI. 

0,~~3 I o,~~ 
0,14 0,15 

30 
0,008 
0,16 

60 
0,0048 
0,19 

Kinematische Zahigkeit fUr einige andere Flussigkeiten bei 15 0 0 in cm2jsec; 
Glyzerin 11,6; Quecksilber 0,00118; Ather 0,00268; Alkohol 0,0167; Benz;olO,079. 

Beim Vergleich von Luft und Wasser merke man sich, daB der 
v-Wert fur Luft ca. 14 mal graBer ist wie bei Wasser. Vergleicht man 
also Stramungen in Wasser und Luft, so muB bei Luft die Geschwindig­
keit 14 mal groBer sein wie bei Wasser. 
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Ein Zahlenbeispiel solI eine wiehtige Anwendung des Reynoldsehen 
Gesetzes zeigen. Die vorhin behandelte Strebe habe eine Tiefe von 
10 mm (Profildraht) und werde in einem :Flugzeug bei 150 km/std. ver­
wendet. 1m offenen Wasserkanal solI diese Strebe geometriseh ahnlieh 
vergroBert untersueht werden. Mit Riieksieht auf Wasserwellen ist die 
Wassergesehwindigkeit auf 23 em/sec besehrankt. Da (man denke z.B. 
an einen Zylinder) 1Jbergesehwindigkeiten von ca. doppeltem Wert der 
Hauptgesehwindigkeit vorkommen konnen, wird die Gesehwindigkeit 
auf ca. 10 em/sec besehrankt werden miissen. 

Bereehnung der Reynoldsehen Zahl fUr Luft 

R = ~ = 41,7.1,]02 = 28 000 
L v 0,149 . 

Fiir Wasser muB derselbe Wert vorhanden sein. 

R _u·d . 
w--v-' d = v·R = 0,01·28000 = 28 em 

u 10 . 

Die Strebe muB also also eine Tiefe von 28 em haben, d. h. 28mal groBer 
genommen werden als im Flugzeug. 

SolI die Strebe im Windkanal untersueht werden, so ist wegen des 
gleiehen v-Wertes nur die Konstanz von u' d erforderlieh. Wenn z. B. 
eine GroBe von d' = 5 em erwiinseht ist, so ergibt sieh 

u'= u· !, =41,7· ~ = 8,34 m/see. 

Bei einer Gesehwindigkeit von ,.....,8,5 m/see und einer Strebentiefe von 
5 em ist somit im Windkanal, und bei einer Gesehwindigkeit von 
10 em/sec, bei einer Strebentiefe von 28 em im Wasserkanal derselbe 
Stromungszustand vorhanden wie beim fliegenden Flugzeug. 

17. Stromungsformen. 
Naeh den Ausfiihrungen von S. 50 erseheint insbesondere das Rohr­

reibungsproblem h6ehst einfaeh und dureh Gl. (28) und (29) umfassend 
ge16st. 

Leider ist jedoeh die dort gemaehte Grundannahme, daB die ein­
zelnen Fliissigkeitsfaden in stetigen Kurven, den sog. Stromlinien, sieh 

bewegen und demzufolge die Sehubspannung dureh 1:' = ft ~: bestimmt 

ist, nur in wenigen Fallen riehtig. Die praktisehen Anwendungsbeispiele 
dieser dureh Laminarstromung oder Sehiehtenstromung spraehlieh gut 
umsehriebenen Bewegungsform besehranken sieh auf folgende FaIle. 

1. Stromung dureh KapiIlare und bei groBeren Rohren fiir kleinere 
Gesehwindigkeiten. 

2. Stromung in Sehwerkraftwarmwasserheizungen (teilweise I). 
3. Stromung dureh Filter, Gewebe usw. 
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4. Grundwasserstromung. 
5. Stromung in dem Schmierfilm eines Lagers. 
6. Bewegung von Lavamassen. 

Die Laminarbewegung kann, dem klassischen Versuch ven O. Reynolds 
folgend, dadurch nachgewiesen werden (Abb.54), daB der Stromung 
durch eine Glasrohre a ein Farbstrahl beigemengt wird durch eine im 
Einlauf befindliche Duse b. Stellt man mit dem Hahn c kleinere Ge­
schwindigkeiten ein, so zeigt sich, daB der Farbstrahl wie mit dem 
Lineal gezogen auf der ganzen Rohrlange erhalten bleibt. (Vollkommen 
ruhiges Wasser im Behalter ist notwendig.) VergroBert man nun durch 
6ffnen des Hahnes c die Geschwindigkeit, so bemerkt man auf einmal, 
daB der Farbstrahl unruhig 
wird, hier und da zerflattert, 
um bei weiterer Steigerung der _ ~~~~"'=='=: "cc~~~==-­
Geschwindigkeit ganz zu ver- =-~~~ -=:. ~= = = 
schwinden, ein Zeichen, daB ==-=--=--!l_~~~==~a~===:::;:..S\ 
er sich ganz mit dem Wasser 
vermischt hat. Beim Uber-
gang in die neue Stromungs- Abb.54. Reynoldscher Versuch. 

form sieht man gut, wie Quer-
bewegungen auftreten, die ein wirbelartiges Aufrollen des Farbstrahles 
zur Folge haben. Durch ein scharfkantiges Einlaufstuck, sowie evtl. 
Unruhe im Vorratsbehalter kann der Ubergang beschleunigt werden. 
Wenn wir die so entstehende Stromungsform turbulent nennen, so be­
deutet dies eine direkte Ubertragung von der Beobachtung in die 
Sprache. 

Es ist das groBe Verdienst von O. Reynolds, in einer grundlegenden 
Arbeit 1 dargelegt zu haben, daB der Ubergang von der laminaren in die 

turbulente Stromung nur von der ihm zu Ehren benannten Zahl u . d 
v 

abhangt. 
Dieses Verdienst wird auch nicht dadurch geschmalert, daB gewisse 

Zeit vor ihm bereits Hagen 2 wesentliche Eigenschaften beider Stro. 
mungsformen richtig erkannte. 

Einige weitere physikalische Erscheinungen, die beim Wechsel der 
Stromungsform beobachtet werden, seien kurz zusammengestellt. 

1. Nach dem Ubergang zur turbulenten Stromungsform wachst bei 
der Rohrstromung der Druckverlust erheblich. 

2. Ein aus einer Kapillaren austretender Strahl hat bei laminarer 
Stromung das Aussehen eines glatten Glasstabes 3 . Beim Ubergang zur 

1 Reynolds Phil. Trans. Roy. Soc. London 1883. 
2 Hagen, G.: Akad. der Wiss, S. 517. Berlin 1854. 
3 Freie Strahlen konnen auch bei hoheren Werten noch laminar sein, wenn 

eine vorherige Beriihrung mit einer Rohrwand vermieden wird. Man kann dies 
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Turbulenz beobachtet man zunachst ein Springen des Strahles und 
periodischen Riickfall in Laminaritat. (Infolge des bei Turbulenz auf­
tretenden groBeren Druckverlustes.) Der endgiiltige turbulente Strahl 
ist dann wieder ruhig, zeigt aber eine gekrauselte Oberflache. 

3. Ein laminarer Strahl nach 2. vergroBert seine Sprungweite, wenn 
das Wasser erwarmt wird etwa durch ein vorgeschaltetes mit Gasflammen 

n I(~ 
n n 

geheiztes Kupferrohr (Abb. 55). 
Nach dem Hagen-Poiseuillschen 
Gesetz, ist dies leicht zu erklaren, 
da 'jJ mit steigender Temperatur 
kleiner wird, infolgedessen die Rei­
bung ebenfalls vermindert wird Abb. 55. Beeinflussung eines diinnen ~. 

Wasserstrahles durch voraufgehende Erwarmung. und der Strahl weiterspringt. 
Macht man nun denselben Versuch im turbulenten Zustand, so zeigt 
sich keine merkbare Anderung der Sprungweite. 

4. Der Warmeiibergang wird beim Ubergang zur Turbulenz erheblich 
gesteigert. 

5. In einer offenen Wasserwanne, in der die Stromung durch Auf­
streuen mit Aluminiumpulver oder Barlappsamen sichtbar gemacht 

Abb.56. Laminarstromung. Stromung in offener Wanne durch 
Aufstreuen mit Aluminiumpulver sichtbar gemacht. Die schwarzen 

Streifen sind durch die Trennung der voraufgehenden 
Umfiihrungsschaufeln entstanden. 

wird, zeigt sich der 
Ubergang beson­
ders eindrucksvoll. 

Abb. 56 zeigt 
eine Aufnahme der 
Laminarstromung. 
Da nach dem Rey­
noldschen Gesetz 
wegender Konstanz 
von u . d bei groBer 
werdenden Abmes­
sungcn die Ge­
schwindigkeit ent­
sprechend kleiner 
wird, ergeben sich 
bei einer Wanne so 
kleine G eschwindig­
keiten,daB man mit 

dem Augc kaum mehr eine Bewegung feststellen kann. Die Zeitaufnahme 
(Abb.56) laBt jedoch deutlich die kleinen geraden Striche erkennen, die 

z. B. nach Schiller dadurch erreichen, daB man einen Strahl aus einem BehiHter 
durch eine Diise austreten laBt. Man erkennt hieraus, daB der EinfluB der Wand­
reibung unbedingt notwendig ist fiir das oben gekennzeichnete Verhalten. 
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identisch sind mit dem Weg der Teilchen wahrend der Belichtungszeit. 
Die schwarzen Streifen sind durch stromaufwarts liegende Umkehr­
schaufeln entstanden. Die Tatsache, daB diese Trennung der Oberflache 
erhalten bleibt, ist ein schoner Beweis der Laminaritat der Stromung. 

Beschleunigt man nun die Stromung (z.B. bei der Eckschen Wanne 
durch zwei Propeller bzw. bei der neuen AusfUhrung durch eine Kleinst­
Zentrifugalpumpe), so bleibt zunachst die Stromungsform erhalten. Bei 
weiterer Steigerung der Geschwindigkeit bemerkt man ein p16tzliches 
"Zittern" der Oberflache und nun beobachtet man deutlich, wie die 
einzelnen Teilchen neben der Hauptbewegung Querbewegungen aus­
fUhren; das Bild macht einen turbulenten Eindruck. 

Der Ubergang von laminarer zur turbulenten Stromung hangt bei 
sonst gleichen Bedingungen nur von der Reynoldschen Zahl abo Als 
Grenze kann man fUr die Rohrstromung Rkrit . f'-.J 2000 angeben. Eine 
umfangreiche Untersuchung des Grenzgebietes hat nun folgendes er­
geben. Unter Rkrit . scheint selbst bei starken Storungen nur der la­
minare Zustand stabil zu sein, wahrend bei vorsichtigem Experimen­
tieren (absolute Ruhe im Vorratsbehalter, Vermeidung aller die Wir­
belbildung begiinstigenden Einfliisse) die laminare Stromung selbst 
noch bei R",,30000 erhalten bleiben kann. Die geringsten Sto:t;ungen 
bedingen aber einen sofortigen Umschlag, so daB fiir praktische FaIle 
die obige Festsetzung Rkrit . f'-.J 2000 geniigen diirfte. 

18. Stromungswiderstand in Robren. 
Die Stromungserscheinungen in run den Rohren stehen sowohl fiir 

die Praxis wie fiir die wissenschaftliche Forschung im Mittelpunkt der 
modernen Stromungslehre. Das Rohr ist fiir grundlegende Messungen 
mannigfacher Art ein besonders geeignetes Hilfsmitte1. Viele Er­
scheinungen, die bei anderen Stromungsproblemen auBerst verwickelt 
erscheinen, konnen beim Rohre in Reinkultur beobachtet und aus­
gewertet werden. Die hier gewonnenen Erkenntnisse lassen sich, wie 
unsere Ausfiihrungen zeigen werden, auf viele andere Dinge iibertragen. 
Dieser Materie sei deshalb ein etwas weiterer Raum gewidmet. 

Fiir die laminare Stromung konnten Druckverlust und Geschwindig­
keitsverteilung in G1. (28) und (29) einwandfrei berechnet werden. 

Bei der turbulenten Stromung ist das nicht moglich ohne Zuhilfe­
nahme von Versuchswerten. Wahrend bei der laminaren Stromung der 
Druckverlust genau proportionalder Geschwindigkeit ist, beo bachtet man 
bei der Turbulenz durchweg eine quadratische Abhangigkeit von der 
Geschwindigkeit. Die periodischen Hin- und Herbewegungen, die sich 
infolge der Turbulenz der Hauptstromung iiberlagern, erklaren dieses 
Verhalten bereits durch eine einfacbe Uberlegung. Wenn namlich durch 
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Querbewegungen 1 Teilchen mit hoherer Geschwindigkeit in ein Gebiet 
mit kleinerer Geschwindigkeit kommen, verlieren sie durch StoB kine­
tische Energie. Da diese aber proportional dem Quadrate der Geschwin­
digkeit ist, ist ein namliches Verhalten fUr den Druckverlust einleuchtend. 

Beim Aufbau der Hauptformel fur den Druckverlust werde der 
gleiche Weg wie auf S.50 beschritten. Denken wir uns wieder eine 
Schubspannung 1:' an einem Flussigkeitszylinder wirken, so erhalten wir 

n A l 
1:' • nd . l = Ll p 4" d2 ; LJ P = d 4 . 1:' , 

1:' ist aber hier nicht proportional dem Geschwindigkeitsgefalle, sondern 
nach obigem proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit 

1:'t"-'L'w2 
g 

indem aus DimensionsgrundenLhinzugefugt wurde. Hiermit ergibt sich 
g 

l w2 l 
Llp=A' d 2g' Y =A·([·q. (31) 

Der Proportionalitatsfaktor A, Reibungskoeffizient genannt, ist so­
mit eine dimensionslose Zah1. Das Problem ist damit auf die experi­
mentelle Bestimmung von A zuruckgefUhrt. Es steht zu erwarten und 
die Versuche bestatigen dies, daB A nur von der Reynoldschen Zahl 
abhangt. 

G1. (31) wird allgemein als Grundformel fUr die Berechnung der 
Rohrreibung betrachtet. Deshalb ist es zweckmaBig, die Formel del' 
Laminarreibung auf dieselbe Benennung zu bringen. Nach G1. (28) 
ergibt sich 

Ll p = l . Wm • 8 P _ 16 . P . g -"- w2 • 0 _ ~ • -"- • w2 • 
r~ - w' d . y d 2 g Y - w' d d 2 g Y· 

11 

Es ist hier also A = ~ , d. h. wie 0 ben erwahnt, nur abhangig von der 

Reynoldschen ZahI2. Dieses Gesetz hat bis R r--J 2000 Gultigkeit. 
Im turbulenten Gebiet ist zunachst das glatte Rohr so eingehend 

untersucht worden, daB die A-Werte mit groBer Sicherheit feststehen 
und dieses Problem nunmehr als gelost betrachtet werden kann. 

Nach Blasi us 3 kann bis R = 80000 

A = 0,:164 (32) 

VR 
gesetzt werden. 

1 Die Gro.Benordnung der Geschwindigkeit der Querbewegung ist max. ca. 
2-5% der Hauptgeschwindigkeit. 14225 

2 Fur quadratischen Querschnitt hat Boussinesq A. = -' - ausgerechnet. 
3 Mitt. Forschungsarbeit 131. R 
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Umfassender ist das von Nikuradse 1 auf Grund neuer Versuche 
gefundene Gesetz 

1 
A = 0,0054 + 0,396 RO," . (33) 

Diese Beziehung gilt bis R = 1 500000, d.h. Reynoldsche Zahlen, 
die fast alle praktischenAnwendungsbereiche iiberdecken. Bis R = 80000 
stimmen die Werte mit den Blasiusschen Werten iiberein. 

Von S tan ton und Pan n e 12 wurden zur Bestatigung des Abnlich­
keitsgesetzes Versuche mit Wasser und Luft bei verschiedenen Durch­
messern ausgefiihrt. Abb.57 zeigt die entsprechenden A-Werte iiber R 
aufgetragen. Die Werte fallen schon in eine Kurve. Diese Versuche 
diirften mit den besten Nachweis zur Bestatigung des Reynoldschen Abn­
lichkeitsgesetzes bilden. Der linke Ast bezieht sich auf die laminare 
Bewegung. Sprunghaft steigen dann die Werte in die zweite Kurve, 
die die turbulente Bewegung darstellt. Denkt man sich die erste Kurve 
~ verlangert, so sieht man deutlich die 
~kOrn\9' VergroBerung der A-Werte infolge Tur-

bulenz. 
~ 0' Wiirde man, wie es friiher geschah, 
~ we/ltg- A in Abhangigkeit von der Geschwin­

Abb.58. Einteilung der verschiedenen digkeit auftragen, so erhielte man 
Oberflachenra uigkeiten. 

keine Kurve, sondern einen "Sternen-
himmel". Das Reynoldsche Gesetz diirfte sich bei dieser Gelegenheit 
bereits dem Anfanger mit elementarer Wucht vorstellen. 

GroBere Schwierigkeiten bereitet das rauhe Rohr. Beim glatten 
Rohr ist als einzige charakteristische Lange der Durchmesser vorhanden; 
bei rauhen Rohren kommt als Lange die mittlere Wanderhebung k 
hinzu. Da fiir Vergleiche geometrisch ahnlicher Gebilde nur Verhaltnis-

zahlen ausschlaggebend sind, werden wir das Verhaltnis ~ als maBgebend 

fiir die Rauhigkeit angeben miissen. Es ist zu erwarten, daB hier ), 
k 

auBer von R noch von d abhangig ist. 

Hopf 3 hat gefunden, daB man die Rauhigkeit ihrer Wirkung nach 
zweckmaBig einteilt in solche, wo die Wanderhebungen eine kornige 
Oberflache ergeben (genannt Rauhigkeit I Art; Abb. 58) und in Rauhig­
keiten welliger Art (Abb. 58) (genannt Rauhigkeit II Art). 

Die Versuche zeigen, daB bei welliger Rauhigkeit die Kurve A = f (R) 
parallellauft mit der Kurve des glatten Rohres. Da nach Gl. (32) u. (33) 

1 Nikuradse, 1.: Vortr. a. d. Geb. der Aerodynamik und verwandten Ge­
bieten. Aachen 1929. 

2 Similarity of Motion in Relation to the Surface Friction of Fluids. Phil. 
Trans. (A) 214, 199. 1914. 

3 Abhandl. des Arodynamischen Instituts Aachen, H. 2. 
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die A-Werte fur das glatte Rohr mit wachsenden Reynoldschen Zahlen 
langsam kleiner werden, gilt dasselbe auch fur die A-Werte welliger 
Rauhigkeiten. Geteerte Rohre gehi:iren insbesondere hierher 1. Bei 
ki:irnigen Rauhigkeiten dagegen ist I. nahezu unabhangig von R d.h. 
konstant, wenigstens bei hi:iheren Werten. 

Neuerdingssind von Nikuradse rauhe Rohre systematisch unter­
sucht worden, indem die Rauhigkeit durch aufgeklebten Sand kunstlich 
erzeugt wurde. Abb.59 zeigt diese Versuche, die bis zu sehr hohen 

T 

9 

8 

7 

5 

5 1/ 

J 

z 

~ 
1\ ~ f- IS 

• • • JQt 
o • • I1J 

~ 
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• • • 1St 
• • • 5t!1 

I~ ~ ~ ~ 

~ "'" V ~ ...Rf" ~ 
...,. '" 

\. , ~ , ~ ~ 
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~ ~ ~ -. . 
~. \ ~ ...... t>-" 
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\ ~ ~ -"""'" i«"'" . 

~ 
~2 ~~ ~G ~8 ~o 
lo;Re---

Abb. 59. Widerstandskoeffizienten in Abhangigkeit von der Reynoldschen Zahl fiir 
verschiedene Rauhigkeiten nach Nikuradse. 

Reynoldschen Zahlen ausgedehnt wurden. Fur das Gebiet, wo A unab­
hangig von R d. h. konstant wird, d. h. R > 100000 hat Nikuradse die 
Ergebnisse in folgendes Gesetz einkleiden ki:innen 

1 
A = 2 • (34) (2l g ~ + 1,74) 

Wenn es so mit mi:iglich ist, die mittlere Wanderhebung k eines 
Rohres in etwa festzustellen, gelingt es nach dieser Unterlage mit ziem­
licher Sicherheit, den Rohrwiderstand vorauszuberechnen. 

Die logarithmische Auftragung ist hier sehr zweckmaBig, weil dann 
.. . .. , 16 d' O,316! I G dIe belden VerglelChsma13stabe "lam = -R un "Blasius = -.-- as era-

VIi 
1 IstAo der das glatte und}. der das wellige Rohr betreffende Wert, so gilt sehr 

genau A = ; . Au Die Konstante ; ist z. B. bei asphaltierten Rohren ,-....; 1,4. 
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den mit der Steigung 1: 1 und 1:4 erscheinen. In Abb.59 sind beide Geraden 
eingetragen. Man erkennt, daB im laminaren Ge biet die Rauhig­
keit iiberhaupt keinen EinfluB hat. Die Wanderhebungen wer­
den einfach "geschluckt". 1m turbulenten Gebiet bleibt die ).-Kurve 
um so liinger auf der Blasiusschen Geraden, je kleiner die Rauhigkeit 
ist. Man beobachtet deutlich, daB bei jeder Rauhigkeit von einer ge­
wissen Reynoldschen Zahl ab keine Anderung des A-Wertes mehr eintritt. 

19. Geschwindigkeitsverteilung bei der Rohrstromung. 
Es ist bisher nicht gelungen, Einzelheiten der turbulenten Stromung 

theoretisch zu erfassen. Unter Zuhilfenahme von Versuchswerten und 
plausiblen Voraussetzungen konnten allerdings auBerst wichtige prak­
tische Erkenntnisse abgeleitet werden. 

An einem einfachen Beispiel solI dies gezeigt werden. Unter Annahme 
des Gesetzes von Blasius ergibt sich nach der Gl. (31) und (32) die 
Schubspannung an der Wand aus 

:n; Add l W",2 
T • n . d . l = ,1 P • 4 d2 ; T = LJ P . 4l = 4 l . A . . 'i' 2g . Y . 

. ~ B I' 0,3164. hI' setzen Wlr /I, as 1 u s = -. - mn, so er a ten wlr 
III 

_ 0,3164 . ~ Wm2 "" t. d-t"" t. d- t 
T- .,-- 4 2 e Wm Wma<l) Vwmr· d 

(Wm bedeutet die mittlere Geschwindigkeit und wurde prop. wma<l) 
angenommen. ) 

indem zunachst nur die Abhangigkeit von w und d betrachtet werde' 
Die zu erwartende Geschwindigkeitsverteilung wird man zunachst mit 
den einfachsten Funktionen anzunahern versuchen. Wir versuchen eine 
Potenzfunktion 

W=Wma<l)(~r d.h,wma<l)=w (;r 
(y bedeutet hier den Wandabstand) 

hiermit wird 

7 ( r )m. 7 _ 17 m. 7 m 7 1 
T"""'W 4 Y 4' r 4 ,.....,W 4 .y 4. r 4-4*. 

Wennmannunnach Prandtl und v. Karman annimmt, daB die Ge­
schwindigkeitsverteilung in der Wandnahe nur von dem Wandabstand y 
und nicht vom Radius r abhangen kann, so bringt man dadurch die 

* Fiir d wurde noch r eingesetzt, da es ja nur auf die Proportionalitat an­
kommt. 



Geschwindigkeitsverteilung bei der Rohrstromung. 63 

plausible Tatsache zum Ausdruck, daB die Teilchen in der Wandnahe 
nichts davon wissen, wie groB der Rohrdurchmesser ist. Bei dieser 
Annahme muB aber l' unabhangig von r sein; nach der letzten Gleichung 
ist dies aber nur moglich, wenn der Exponent von r verschwindet. 

m'}-i=O; d·h·m=t· 
Damit wird die Geschwindigkeitsverteilung 

W = W max ( ~ ) + . (35) 

Diese unter dem Namen -}-Gesetz 1 bekannteBeziehung setzt die GUltig­
keit des Blasiusschen Gesetzes voraus, das nach S. 58 nur bis R = 80000 
Giiltigkeit hat. Die auBerhalb des Giiltigkeitsbereiches von B 1 a s ius 
bedingten Abweichungen lassen sich nun sehr gut, wie Versuche be­
wiesen haben, dadurch beriicksichtigen, daB man statt -} einen anderen 
Exponenten t; t ... /0 setzt. Selbst bei rauhen Rohren kann man 
durch ein Potenzgesetz die Geschwindigkeitsverteilung noch gut wieder­
geben, wenn in 

(35 a) 

der Wert n kleiner gewahlt wird, wie der jeweilige Wert des theoretisch 
glatten Rohres. 

Anmerkung: Die Brauchbarkeit des Potenzgesetzes kann leicht durch 
logarithmische Auftragung der Versuchspunkte nachgepriift werden. Aus Gl. (35 a) 
entsteht 

19w=lgwmax + ~ 19(~). 
Es ergibt sich somit eine Gerade, deren Steigung mit .!.identisch ist. Abb.60 

n 
zeigt nach Versuchen des Verfassers die logarithmische Auftragung eines Geschwin-

-log (l/;-r) 
Abb. 60. Logarithmische Auftragung des Geschwindigkeitsprofiles. 

digkeitsprofils. Die Versuchspunkte liegen sehr gut auf einer Geraden. Ein iiber r 
aufgetragenes Geschwindigkeitsprofil zeigt Abb.62 S.69. 

Das Potenzgesetz gestattet leicht, das Verhaltnis der mittleren Ge­
schwindigkeit zur Hochstgeschwindigkeit 

wm = fJ 
w max 

auszurechnen, ein Wert, der aus meBtechnischen Griinden interessiert. 

1 Das ~-Gesetz wurde gleichzeitig von v. Karman und Prandtl gefunden. 
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Es ist 1 

If 2 wm = F W· dF = wmax (I~-)-(--=-I--) = wmax . f3 . 
n+2 n+I 

Fur die glatte Rohrleitung gibt die folgende Tabelle die Werte n, f3 und 
die zugehorigen Reynoldschen Zahlen wieder. 

n 
fJ 
R 

6 
0,792 

nur bei rauhen 
Rohren 

7 
0,817 

13 . loa 

Tabelle II. 

8 
0,837 

350.103 

9 
0,855 

1600.103 

10 
0,865 

11 
0,877 

Die ungleiche Geschwindigkeitsverteilung bedingt einige weitere Be­
merkungen uber die Bedeutung des Druckes. Der durch Anbohrung der 
Wand gemessene Druck ist nach fruheren Darlegungen im ganzen 
Querschnitt konstant und meBtechnisch leicht bestimmbar; in den 
meisten Fallen ist auch die mittlere Geschwindigkeit 

1 r 

wm = F J wdF 

z. B. aus der DurchfluBmenge bekannt. Will man aus beiden Werten 
die gesamte Energie ausrechnen, so ist zu berucksichtigen, daB in der 
Bernoullischen Gleichung die Geschwindigkeiten mit den Quadraten 
eingesetzt sind, und wegen der ungleichen Geschwindigkeitsverteilung 
die Summe aller Einzelenergien zu bilden ist. So entsteht 1 

Hges= ~ J(~ +2w;]dF= ~ + J;;dF =~ + ;; ·0. 

Will man mit p und Wm die Energie ausdrucken, so ist somit der Stau­
druck um einen Faktor 0 zu vergroBern, der etwas groBer wie 1 ist. Es 
ergibt sich somit eine scheinbare DruckvergroBerung. Die folgende 
Tabelle enthiiIt (0) in Abhangigkeit von n 

n 
a 

6 
1,0269 

7 
1,0204 

Ta belle III. 

8 
1,016 

9 
1,0129 

10 
1,01062 

20. Eingehendere Betrachtung der Rohrturbulenz. 

11 
1,0089 

Wiezuerst Prandt1 2 und v. Karman gezeigt haben, ist die 
turbulente Bewegungsform bei plausiblen Annahmen einer gewissen 
rechnerischen Behandlung tatsachlich zuganglich. 

1 Eck: Die ausgleichende Wirkung von Dusen. Ingenieurarchiv 1934. 
2 Prandt1: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung. Z.d.V.D.I 1933 

S.105. 
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Wir nehmen nach Abb.61 an, daB das Geschwindigkeitsprofil 
W = f (y) gegeben sei und wollen versuchen, uns eine neue Vorstellung 
der Stromungsbewegungen zu machen. Die in zwei Schichten ein­
gezeichneten Fliissigkeitsballen sollen gerade so groB sein, daB ihre 
Form bei der Querbewegung ungefahr erhalten bleibt. Es leuchtet ein, 
daB fUr eine kleine Strecke z. B. 
l eine solche Bewegung tatsach­
lich moglich ist; danach diirfte 
der Ballen allerdings weiter zer­
fallen und seine individuelle Form 
verlieren. Man kann fragen, wie 
groB im Mittel diese "freie Weg- Abb.61. Schematische Darstellung derturbulenten 

Bewegungsstruktur. 
lange" list. 

An der Stelle 2 ist die mittlere Geschwindigkeit w; an der Stelle 1: 

dw 
w + l· dy . 

Der Ballen von der Masse LI m wird also beim Eindringen in die Bahn 2 

seine Geschwindigkeit um Z· ~; vermindern. Dadurch tritt ein StoB­

verlust auf, der nach Gl. (23) pro Volumeinheit 1 einen Druckverlust 

LI p = ~ (WI - W2)2 = ~ (ldW)2 
2 2 dy 

bedingt. Um den gesamten Energieverlust zu erhalten, miissen wir 
wissen, wie viele Teilchen von 1 nach 2 und umgekehrt sich bewegen. 
Diese Frage ist identisch mit der Frage nach der mittleren Quer­
geschwindigkeit wy • Durch folgende Uberlegung ist wenigstens die 
GroBenordnung von Wy zu bestimmen. Nehmen wir an, Ballen 1 
sei in die Bahn 2 eingedrungen. Dieses Teilchen 1 nahert sich dann 
einem anderen Teilchen z. B. 3 derselben Reihe mit der Relativ-

geschwindigkeit (z. ~;). Dies ist aber nur moglich, wenn das dazwischen 

liegende Teilchen 2 verdrangt wird und mit annahernd der gleichen 
Geschwindigkeit in Querrichtung in die Liicke der Reihe 1 einriickt. 

Man erkennt, daB Wy die GroBenordnung von (z. ~;) haben muB. Wir 

setzen deshalb Wy = l . ~;. Der gesamte Energieverlust der Strecke L 

1 Der Druck hat die Dimension kg
2 ; dies kann auch aufgefaBt werden als 

Tit 

. .. kg·m kg. 
Energle pro Volumeinhelt da -;;na = rn2 1St. Die Druckhohe hingegen, die die 

Dimension m hat, kann umschrieben werden als Energie pro kg, da kg~; = mist. 

Eck, Stromungslehre 1. 5 
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ist somit 

(Wy • L· 1) L1 p = L (l~;r . ~ * . 
Der durch den StoBverlust (auch Impulsaustausch genannt) bedingte 
Energieverlust werde durch folgende Vorstellung weiter veranschaulicht. 
Wir denken uns, daB wir mit dem Ballen der Linie 2 und ihrer 
mittleren Geschwindigkeit W in der Hauptstromrichtung mitfahren. 
Dann beobachten wir die Ballen der Linie 1 mit der Relativgeschwin-

digkeit l ~; vorbeifahren. In der Trennflache 1 und 2 konnen wir 

uns nun eine scheinbare Schubspannung 't' denken, die auf der Lange L 
wirkend, denselben Energieverlust bedingt wie obiger Vorgang. Dieser 
ist dann 

dw 
't'·L·1·l·­d.y· 

Durch Gleichsetzen entsteht 

( 
dw 3 e dw 

L· ldy) '2='t"L'l,ry' 

't' =-} (l ~;r . (36) 

So finden wir tatsachlich die Schubspannung 't'. Gleichzeitig konnen 
wir aus dieser Gleichung l berechnen, wenn z.B. die Schubspannung't' 
(etwa aus Druckverlustmessungen) und das Geschwindigkeitsprofil be­
kannt ist. 

Da ~; sich proportional mit der Maximal- bzw. Mittelgeschwindigkeit 

andert, konnen wir ~; r-...; wm setzen und erhalten dann 't'r-...; (} w;., 

d.h. die auf S. 58 bereits vorausgesetzte Tatsache, daB die Schub­
spannung proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit ist, findet 
eine neue Bestatigung. 

Die Reibung ist bei dieser Berechnung nicht in Erscheinung getreten. 
Die Turbulenz als solche bedingt somit schon eine scheinbare Reibung 
bzw. Schubspannung. Dies gilt indes nur bedingt, da zur Aufrecht­
erhaltung der Turbulenz die Wandreibung notwendig ist. Die Beobach­
tungen zeigen nun, daB die gleitende Reibung im Hag e n - Poi sse u i 11-
schen Sinne auf ein ganz kleines Gebiet in der Wandnahe beschrankt 
bleibt; auBerhalb derselben kann man die Fliissigkeit als praktisch rei­
bungsfrei ansehen. 

Eine kleine Anwendung soll zeigen, daB die Einfiihrung des Mi­
schungsweges l sehr fruchtbar ist. 

Wie wird sich z. B. der Mischungsweg l bei einer Rohrstromung in 

* Die Ausdehnung senkrecht zur Zeichenebene werde gleich 1 gewahlt. 
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einem Querschnitt andern? An der Wand muB er gleich Null sein, 
wahrend er in der Mitte am groBten sein diirfte. Die einfachste An­
nahme, die man machen kann, ist die, daB l proportional dem Wand­
abstand y sich andert. 

l =x' y. 

Wir setzen dies in die G1. (36) ein und erhalten 

(! ( dw)2 dYlr;:T 1 
l' = 2" x' y . dy ; 11 V 2--e u = dw . 

Wenn wir nun noch annehmen, daB in der Wandnahe l' ungefahr konstant 
bleibt, so ist diese Gleichung leicht zu integrieren In W=- -(lny+O)*. 

" (! 

(37) 

Damit erhalten wir das Geschwindigkeitsprofi1. Die 1Jbereinstim­
mung mit dem Versuch ist eine sehr gute. Fur x findet man 
den Wert 0,4. Diese Gleichung hat eine weit allgemeinere Bedeutung, 
wie das frUber abgeleitete Potenzgesetz. Fiir praktische Rechnungen ist 
meist das Potenzgesetz bequemer. 

21. Einflu.B der Wandrauhigkeit. 
Bei einer rauhen Wand wird die oben erwahnte laminare Stromung 

in der Wandnahe sich nicht ausbilden konnen. Dies bedeutet nun fUr 
die Rechnung sogar eine Vereinfachung. Bei der glatten Rohrleitung 
hangt das Geschwindigkeitsprofil nur von dem Wandabstand yab. Bei 
dem rauhen Rohr wird die mittlere Wanderhebung h noch eine Rolle 
spielen. Da wir im Sinne des Ahnlichkeitsgesetzes nur bei geometrisch 
ahnlichen Gebilden Vergleiche anstellen konnen, werden im Falle einer 

rauhen Wand bei gleichem JL ahnliche Verhaltnisse zu erwarten sein. 
" Das heiBt also in der mathematischen Sprache, daB w nur eine Funktion 

von 

~ ist: d.h,w=f(r). 

Fuhrt man nun mit diesem Parameter 0 bige Rechnung aus, so erhalt man 

W=2,6V;ln(1+3~Y). (38) 

Der Vergleich mit den Geschwindigkeitsprofilen bei kunstlich veran­
derter Rauhigkeit (Nikuradse) zeigte nun, daB sehr gute 1Jberein­
stimmung vorhanden ist. 

* DaB fiir y = 0; W = 00 wird, kommt daher, weiI in direkter Wandnahe die 
GIeichung ihre GiiItigkeit verliert, da dort Iaminare Stromung herrscht. Dieser 
SchonheitsfehIer stort weiter nicht, wenn man einen schmalen Bereich an der 
Wand ausschlieBt. 

5* 
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Die Vorausberechnung des Widerstandkoeffizienten und des Ge­
schwindigkeitsprofiles ist alles, was der Praktiker von der Rohrstromung 
wissen will. N ach den hier kurz angedeuteten Ergebnissen der P ran d t 1-
schen und v. Karmanschen Theorie kann man sagen, daB das Problem 
der Rohrstromung eine fast hinreichende Klarung auf strenger 
wissenschaftlicher Grundlage erfahren hat. 

22. Anlaufstrecke. 
Die im vorherigen Kapitel behandelten Widerstandskoeffizienten 

und Geschwindigkeitsprofile gelten fiir die "ausgebildete Rohrstromung", 
die erklarlicherweise erst ein Stiick hinter dem Einlauf zu erwarten ist. 

Man versteht hierunter das Geschwindigkeitsprofil, das sich end­
giiltig einstellt und dann bei einer geraden Rohrleitung bleibt. Handelt 
es sich, wie bei vielen praktischen Problemen (z.B. Kiihlerrohre) urn 
kurze Stiicke, so ist der endgiiltige Beharrungszustand noch nicht 
erreicht. Bei gut abgerundetem Einlauf wird durchweg eine konstante 
Geschwindigkeitsverteilung im Eintrittsquerschnitt der Rohrleitung 
vorhanden sein. Da an der Wand das Geschwindigkeitsgefalle dann 
groBer ist wie im endgiiltigen Zustand, sind auch die Schubspannungen 
groBer und damit auch die Widerstandskoeffizienten. Abgesehen von 
der hierdurch bedingten VergroBerung des Druckabfalles tritt ein weiterer 
Druckabfall dadurch ein, daB bei konstanter Verteilung der Geschwindig­
keit die gesamte kinetische Energie kleiner ist, wie im ausgebildeten Zu­
stand. Dies bedingt eine Drucksenkung, die nach Bernoulli leicht be­
rechnet werden kann. 

IJW2 w;;' 
PI-P2= F 2(j·Y·dF-2(j·Y· 

Bei laminarer Stromung ergibt sich mit 

W = 2 Wm [ 1 - ( ;0 rJ 
(2W)2 JT[O ()2]2 w2 

PI-P2= F';g y 1- ;0 2rndr- 2; .y=~w~. 
o 

Hinzu kommt noch die Drucksenkung ~ w;. zur Erzeugung von Wm 

im diisenfOrmigen Eintritt, so daB zu dem Reibungsverlust noch ein 

Scheinverlust von 2 ~ w2m hinzutritt. Die Messungen ergeben einen 
Gesamtwert von 

""' 2,2 ~ w~. 
1st die Liinge der Anlaufstrecke x, so gilt hierflir nach Boussinesq 

; = 0,13' R. 
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Bei 

R =300 ist z.E. ~ =0,13·300=39, 

d.h. erst nach ~40 Durchmessern ist die parabelformige Geschwindig­
keitsverteilung vorhanden. 

Fiir die turbulente Anlaufstrecke ergibt sich ebenfalls ein Druck­
abfaH wie oben, der jedoch wegen der volleren Geschwindigkeitsver­
teilung wesentlich kleiner 
ist. Mit 

1 

~p" 

--y ...... 
\.--l-.-

1----. 

I 
10 

und 

W =Wmax (~)r 

49 
w m = 60 wmax 

hi 
0,0 

0,7 

findet man 
2 

~009 Wm 
, 2g 

lr 
~ 

d. h. nur etwa der zehnte 
Teil wie bei der lamina­
ren Stromung. Hinzu 
kommt bei scharfkan­
tigem Einlauf ein durch 
Kontraktion bedingter to 
Verlust. Rechnet man 
wieder den Druckhohen-

2 

xX~1ood 
0 ~85d . ~Ij(}d 

0,0 0,5 0,'1 
~-i 

0,9 0,8 

I 

i 

T 
I 

0,3 o,z q1 

o,J 

o,z 

o 

Abb. 62. Geschwindigkeitsprofile bei verschiedenen 
Anlanflangen nach lIfessungen von Nikuradse. 

verlust wm durch die Entstehung von wm im Einlauf hinzu, so erhalt 
2g 2 

man ~ 1,4 Wm • Eine weitere VergroBerung kann eintreten, wenn die 
'2g 

Fliissigkeit bereits eine drehende Bewegung hat, die bei Verengung des 
Querschnittes die Umfangsgeschwindigkeiten nach dem Drallsatz merk­
lich erhoht. Verfasser konnte in ungiinstigen Fallen im turbulenten 
Anlauf einen ca. 2-2,5-fachen Widerstand, wie im ausgebildeten Zu­
stand feststellen. 

Die turbulente Anlaufstrecke ist durchweg kiirzer, und hangt kaulll 
von der Reynoldschen Zahl abo Bereits nach ca. 10 Durchmessern ist 
eine der endgiiltigen Kurve sehr verwandte Geschwindigkeitsverteilung 
vorhanden. Man kann damit rechnen, daB das endgiiltige Profil nach 
30-40 Durchmessern mit Sicherheit vorhanden ist. Abb.62 zeigt die 
Geschwindigkeitsprofile fUr Anlau£langen gleich dem 40-, 65- und 100-
fachen des Durchmessers nach Messungen von Nikuradse. Eine 
Anderung des Profiles ist hier nicht mehr vorhanden. Bemerkt sei 
noch, daB scharfkantiger Einlauf die Anlaufstrecke bedeutend verkiirzt. 
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23. Stromung in geraden Rohren nicht kreisfOrmigen Querschnittes. 
Bei unrundem Querschnitte etwa nach Abb. 63 geht man genau so 

vor wie beim Kreis. Man betrachtet das Gleichgewicht eines Zylinders 
von der Lange lund dem gegebenen Querschnitt. 1st die Schubspan­
nung 7: an der Wand - was zunachst angenommen wird - konstant 
und der Druckabfall LI p, so ergibt die Gleichgewichtsbedingung 

l 
7: • U· 1 = LI p' F ; LI p = 7: FlU 

(U bedeutet hier den Umfang des betrachteten Querschnittes). 
Fur den Kreis ergibt die gleiche Rechnung (s. G1. (31), 

l l 
LI p = 7: = 7:' -, (39) 

n d2j d 4 nd 4 

d.h. fuhren wir fur ~ eine Lange a, den sog. hydraulischen Radius ein, 

o 
so besteht Ubereinstimmung mit der 
Kreisformel, wenn d durch 

F 
d =4a = 4-

U 

ersetzt wird. Abb. 63. Kraftegleichgewicht bei Rohren 
von unrundem Querschnitt. Versuche von Schiller, Fromm 

und Nikuradse haben nun gezeigt, daB bei unrunden Querschnitten 
tatsachlich die aus der Formel fur das Kreisrohr 

l w2 
LIp =A- -'Y 

d 2(/ 

entnommenen Werte von A fur unrunde Querschnitte verwendet werden 

konnen, wenn d durch 4 .~ ersetzt wird. 

Bei unrunden Querschnitten wird man somit die Formel 

l w 2 

LlP=A-'-'Y 
4 F 2(/ 

U 

verwenden, die Reynoldsche Zahl entsprechend 

F 
w.d w'4 U 
------

jJ jJ 

wahlen und die A-Werte des Kreisrohres einsetzen. 

24 Stromung in erweiterten und verengten Kanalen. 

(39a) 

Der turbulente Charakter der Stromung, der beim Rohrwiderstand 
eine merkliche Erhohung des Druckverlustes gegenuber der laminaren 
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Stromung bedingte, d. h. als unangenehme Verlustquelle zu buchen 
war, erweist sich im folgenden Falle als sehr nutzbringend. 

Als Vorbereitung werde die Vermis chung eines Strahles mit der 
Umgebung betrachtet. Man beobachtet, daB z. B. ein aus einer Duse 
austretender Luftstrahl in 
einiger Entfernung von der 
Mundung merklich abge­
bremst ist. Infolge der tur-
bulenten Seitenbewegung r ;r-~~ ~~~ 
wird den ruhenden auBer- .7 / / 

halb des Strahles liegenden Abb. 64. Vermischungeinesfreien Strahles 
Teilchen ein Impuls erteilt, mit der Umgebung. 

d. h. an der Strahlgrenze werden andere Teilchen mitgerissen. Der 
Strahl verbreitet sich und bewirkt gewissermaBen eine Verzahnung mit 

Abb.65. 
Verzogerte Stromung. Stromung liegt gerade noch an. Erweiterungswinkel 13°. 

der Umgebung dank seiner Turbulenz. Genaue Beobachtungen zeigen, 
daB der Strahl sich kegelformig vergroBert. Der Winkel IX ist durch 
tg IX ,....." 0,12 festgelegt. Bemerkt sei, daB diese Strahlausbreitung der 
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Rechnung zuganglich gemacht werden konnte, und rechnerisch tgeX =0,12 
ebenfalls bestatigt gefunden wurde 1 (Abb. 64). 

Dieses Beispiel zeigt wie kaum ein zweites, daB ein turbulenter 
Strahl wohl in der Lage ist, seitlich einen EinfluB auszuiiben und daB 
diese Eigenschaft nur dem turbulenten Charakter der Stromung zu 
verdanken ist. 

Wenn durch seitliche Wande die Ausbreitungsmoglichkeit des 
Strahles eingeengt ist, so zeigt sich folgendes. 1st bei geradliniger 

Abu. 66. Abgerissene Striimung. Erweiterungswinke12So. 

Begrenzung der Erweiterungswinkel eX unter dem Werte tg eX I"-' 0,12, 
so werden die Querschnitte voll ausgefiillt (Abb. 65), wahrend bei 
groBeren Winkeln die Stromung abreiBt, wie aus Abb . 66 gut zu 
erkennen ist. 

Wie kommt nun dieses eigentiimliche, fiir viele praktische Anwen. 
dungen sehr wichtige Verhalten zustande? Zunachst solI das Verhalten 
der reibungsfreien Fliissigkeit bei einer konvergenten und divergenten 
Stromung untersucht werden. An irgendeiner Stelle 1 (Abb.67) sei 
eine beliebige Geschwindigkeitsverteilung vorhanden. Wir betrachten 

1 Tollmien: Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorgange. Angew. Math. 
u. Mech. 6, 468, 1926. 



Stromung in erweiterten und verengten Kanalen. 73 

zunachst eine beschleunigte Stromung, d. h. eine Bewegung von links 
nach rechts. Wie andert sich nun das Geschwindigkeitsprofil, wenn 
wir von der Stelle 1 in Stromungsrichtung nach 2 gehen? Nach der 
Bernoullischen Gleichung wird die Druckhohe um LI h sinken und ein 
Teilchen, welches im Querschnitt 1 die Geschwindigkeit WI hat, einen 
der Drucksenkung entsprechenden Zuwachs an kinetischer Energie 
erhalten. 

LI h = PI - P2 = w~ - wr d . h . W2 = W2 + (V 2 n LI h)2 . 
y 2g 2 1 OJ 

Denkt man sich WI und V 2 g LI h als Strecken, so ist w2 nach dem pytha­
goraischen Satz leicht zu zeichnen. In Abb. 67 ist diese Konstruktion 
ausgefiihrt worden. Man erkennt 
sofort, daB bei Beschleunigung 
das Geschwindigkeitsprofil fla­
cher wird. Bei Umkehr der 

Stromungsrichtung (von 2 nach --'--'F::==:~~==-l 
1) erhalten wir ein Spitzerwerden 
des Geschwindigkeit'sprofiles und 
mer ken uns dies gleich fiir die 
nachfolgenden Betrachtungen. 
(DaB das Geschwindigkeitsprofil 
des Querschnittes 2 iiber dem 
Querschnitt 1 aufgetragen wird, 
ist ein Schonheitsfehler, der fiir 
diese Betrachtungen belanglos Abb.67. Veranderung des Geschwindigkeitsprofiles 

bei beschleunigter nnd verzogerter StrOmung. 
ist.) Graphische Ermittelung. 

Bei verzogerter Stromung (2 -+ 1) wird der Druckanstieg dadurch 
gewonnen, daB die einzelnen Teilchen ihre kinetische Energie in Druck 
umsetzen. Hierbei ergeben sich allerdings in der Niihe del' Wand 
groBe Schwierigkeiten, da infolge del' Reibung die Geschwindigkeit 
dort klein ist. Wenn die Eigengeschwindigkeit infolge dieses Umsatzes 
aufgezehrt ist, so besteht noch die Moglichkeit einer "Anleihe" bei be­
nachbarten der Mitte zu gelegenen Teilchen. Als "Makler" tritt hier 
die turbulente Querbewegung auf. 1mmerhin ist diese Moglichkeit 
begrenzt. 1st Zeit genug vorhanden, wie z. B. bei schwach erweiterten 
Kanalen, so ist durch dieses Kreditgeschaft tatsachlich eine Kata­
strophe zu vermeiden. (Der eingangs dieses Absclmittes eingefiihrte 
Begriff der Verzahnung diirfte ebenfalls zur anschaulichen Klarung bei­
tragen.) I 

I Bei Umkehr der Stromungsrichtung ist die Wandreibung in der gleichen 
Weise vorhanden. Da aber jetzt die Hauptstromung beschleunigt ist, wird aus 
dem "Druckreservoir" dauernd Druck entnommen, um kinetische Energie zu er-
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1st jedoch die durch die Querschnittserweiterung notwendige Druck­
steigerung zu gro13, so wird fur die Wandteilchen sehr schnell der Augen­
blick kommen, wo ihre ganze Geschwindigkeitsenergie verausgabt ist 
und durch die Querturbulenz weniger nachkommt als abgegeben werden 
mu13, d.h. die Teilchen bleiben einfach stehen und werden sogar zuruck­
stromen. Das, was man "Ab16sung" nennt, hat eingesetzt. Die Stro­
mung legt sich nicht mehr an die Wand an, sondern schie13t ohne merk­
liche Druckzunahme durch (Abb. 66). 

Von dem vorliegenden Versuchsmaterial sei nur das erwahnt, was fUr 
den Praktiker von Bedeutung ist. Abb.68 enthalt, dimensionslos auf-
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Abb. 68. Geschwindigkeitsverteilung in erweiterten und verengten 
Kanalen nach Nikuradse. 

getragen, die Geschwindigkeitsverteilung in erweiterten und verengten 
Kanalen (rechteckig) nach Messungen vonN ik ur ads e1. Man bee bachtet 
in der Tat ein Spitzerwerden mit steigender Erweiterung, ein Flacher-

zeugen, so daB fiir die energiehungrigen Wandteilchen hier keine Gefahr besteht. 
Man merke sich grundsiitzlich, daB bei beschleunigter Stromung Ablosung immer 
vermieden werden kann, wenn scharfe Schneiden und zu starke Kriimmungen 
vermieden werden. 

1 Nikuradse: Untersuchungen iiber die Stromungen des Wassers in konver­
genten und divergenten Kaniilen. Forsch. Arb. 289. 
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werden mit steigender Verengung. Man kann auch sagen, daB bei ver­
zogerter Stromung die kinetische Energie aus den Wandzonen nach der 
Mitte zu gesaugt wird. Fur die an solche Kanale sich anschlieBenden 
Konstruktionen ist die Kenntnis dieser Tatsache sehr wertvoll (z. B. 
Stromung hinter einem Leitrad). Denn man erkennt, daB sorgfaltigste 
Behandhmg der Stromung notwendig ist, um das sehr spitze Geschwin­
digkeitsprofil ohne Verluste zu normalisieren. 

Nikuradse beobachtete ein AbreiBen beia = 5°, d.h. 10° gesamter 
Offnungswinkel. 10 -;- 12 0 kann als Anhalt angegeben werden, wenn man 
mit einiger Sicherheit ein Ablosen vermeiden will. 

Da die Wandreibung die AblOsung sehr begunstigt, steht zu er­
warten, daB alle die Wandreibung vermindernden Faktoren gunstig 
wirken und die Ablosung evtl. aufhalten konnen. So ist verstandlich, 
daB der runde Querschnitt geringere Ablosungstendenz und auch ge­
ringere Verluste aufweist wie der rechteckige. Anzustreben ist deshalb 
moglichst kleiner hydraulischer Radius. 1st in der Grenzschicht im 
Anfang des erweiterten Kanales eine groBere Geschwindigkeit vorhanden 
(z. B. konstante Geschwindigkeitsverteilung beim Einlauf aus einem 
groBen GefaB), so sind, wie auch dahin gehende Versuche gezeigt haben, 
kleinere VergroBerungen des zulassigen Winkels mtiglich. Ais Grenze 
kann ca. 14 0 angege ben werden. Eine VergroBerung der Reynoldschen 
Zahl wirkt ebenfalls gunstig. Die ungefahre Ubereinstimmung dieser 
Winkel mit dem Ausbreitungswinkel des freien Strahles durfte nach 
vorstehenden Erklarungen verstiindlich sein. 

Die auftretenden Verluste werden zweckmaBig auf den Umsatz an 
Geschwindigkeitsenergie bezogen. 1st die Eintrittsgeschwindigkeit WI> 

die Austrittsgeschwindigkeit W 2, so wurde verlustlos eine Drucksteigerung 
y 

P2 - PI = - (w 2 - W 2) 2 (f 1 2 

erzielt. Tatsiichlich gehen hiervon 25 = 15 % verlorell, so daB 

P~ - PI = (0,75 --;- 0,85) 2~ (wi -wV . 
ist. 

Genauere Angabell sind schwer moglich, da viele Einzelursachen, 
von denen einige eben angefUhrt wurden, die Verluste beeinflussen. 
Bemerkt sei jedoch, daB der Wert 0,85 nur bei vollkommen glatter 
Oberflache ulld hohen ReYlloldschen Zahlen erreichbar ist, wahrend 
meist die Verluste ",-,20% sind. 

Die besonders im Maschinenbau vorkommenden erweiterten Kanale miissen 
vielfach aus konstruktiven Griinden in der Querschnittsform wechseln. Hier ent­
steht die Frage, wie die zulassige Erweiterung bestimmt wird. Folgendes Verfahren 
kann hier empfohlen werden. Man tragt in Abhangigkeit yom mittleren Stromfaden 
die Querschnitte auf, rechnet dann die jeweiligen Durchmesser der Kreise aus, die 
denselben Querschnitt haben, und tragt diese Durchmesser iiber dem mittleren 
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Stromfaden auf. Man sorgt dann dafiir, daB diese runde konische "Ersatzdiise" an 
keiner Stelle mehr erweitert ist, wie den oben angegebenen Winkelwerten entspricht. 

25. Krummer. 
Abb. 69 zeigt die Aufnahme einer Kriimmerstromung. Unmittelbar 

hinter der inneren Kriimmung lOst sich die Stromung, weil . die Ver­
zogerung des inneren Stromfadens zu groB ist, Dieses Wirbelgebiet 
zeigtoffensichtlich die Hauptursache des Kriimmerverlustes. Die Wand­
reibung tritt gegeniiber diesem "AblOsungswiderstand" vollkommen 
zuriick. 

Kinematisch ist sehr interessant, daB der Hauptstromung sich eine 
Sekundarstromung, bestehend aus zwei entgegengesetzt drehenden Wir-

Abb. 69. Rriimmerstriimung. AbreiJ3en der Striimung unmittelbar hinter 
der inneren Abrundung. 

beln, iiberlagert. An der inneren Kriimmung ist nach S. 18 die Ge­
schwindigkeit am groBten und nimmt nach auBen, entsprechend dem 
Gesetz r' eu = 0 abo Die voraufgehende Rohrstromung wird jedoch 
eine ungleichmaBige nach den Wanden zu abfallende Geschwindigkeits­
vel'teilung erzwingen. Infolgedessen sind die durch die gekriimmte Be­
wegung entstehenden Zentrifugalkrafte in der Mitte groBer wie an den 
Seitenwanden und bewirken, daB die mittleren Teilchen sich nach auBen 
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drangen, was nur moglich ist, wenn an den Seitenwanden eine um­
gekehrte Bewegung einsetzt. So entsteht der Doppelwirbel nach Abb. 70. 

Die Kriimmerverluste konnen vermindert werden, wenn die Ab16sung 
vermieden wird. Moglichst 

~~~:eranKrdiie~m~:::;ea~ ~ij ~f(} 
Stelle und Beschleuni- 0 ':~!J ~//----
gung der Hauptstro- / / __ 

mung durch Verengung / /F/ 
der Querschnitte sind / / --#!We 
dieMaBnahmen, die hier / ( -----ov!en 

zum Erfolg fiihren. ! ! 
ZahlenmaBig werden die : J 

, I 

Verluste zweckmaBig ver- Abb. 70. Schematische Darstellung der 
glichen mit dem Staudruck Sekundiirwirbel in einem Kriimmer. 

der mittleren Rohrgeschwindigkeit w. Der Verlust 

Llp=C·R.. w2 
2 

wird somit durch den Koeffizienten C erfaBt. Bei veranderlichem Quer­
schnitt setzt man meist die Geschwindigkeit des AustrittsquerschnitteB 
eill. 
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Abb.71. Druckverlustziffern in Kriimmen nach 
Versuchen von Nippert. 

WOr-------,--------r-------, 
% 
901-------t_ .,-......,,~:ii:i 

81lt-----i-

50f"o<;;,-------+-++-'<>'-llnormu/e Kr;;mmef!" i rfL=ri+ O 

t 51lt---------+--+-----+--------l 

(fL 

wt---------+--------+~~·~ 

Il til 
!i;--=­
be 

Abb. 72. Kriimmerversuche nach Nippert. 
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Abb. 71 und 72 zeigen Versuchswerte aus dem bisher reich­
haltigsten Versuchsmaterial von Nippertl FUr einen rechteckigen 

r 
Kanal ist C inAbhangigkeit von r aufgetragen fUr verschiedene Werte 

,. e 

von + . Man erkennt den groBen EinfluB eines groBen rio Der Austritts-
e 

querschnitt war hier nur halb so groB wie der Eintrittsquerschnitt. Hier-
durch kann die Ablosung ganz vermieden werden. Die geringsten 

Verlustziffern C ",-,0,03, sind tatsachlich 
nicht groBer als bei Diisen (Abb. 71). 

Bei gleichbleibendem Querschnitt 
(Abb. 72) geht der Mindestverlust bei 
zweckmaBiger Gestaltung auf ca. 10 % 
herunter. 

Die die Praxis interessierenden Kon­
struktionsmoglichkeiten diirften durch 
diese Versuchswerte klar gezeichnet sein. 

Abb.73. Vcrbesserung eines recht- Bei groBen Kanalen ist es aus kon-
winkligen Kriimmers durch Unterteilung. 

struktiven Griinden oft unmoglich, 
durch hinreichend groBes ri die Verluste zu vermindern. Eine Unter­
teilung nach Abb. 73 fiihrt hier zum Ziel. Beim Bau von Windkanalen 
ist diese Moglichkeit erstmalig von Prandtl angegeben und in vielen 
anderen Beispielen praktisch verwertet worden. Prandtl gibt fiir diese 
Konstruktion C ",-,0,12 an. 

26. Stromungsverluste infolge schader Kanten; Kontraktion usw. 
Eine haufige Verlustquelle sind scharfe Kanten. Der EinfluB auf 

das Stromungsfeld ist, wie die folgende Betrachtung zeigt, zudem er­
heblich. Betrachten wir einen Querschnitt, der durch eine scharfe 

Abb.74. Kontraktion bei einer scharfcn 
Schncide. 

Scheibe (Abb. 74) plOtzlich ver­
engt wird. (Labyrinth-Dichtung.) 
Die Stromung kann den kleinen 
Querschnitt nicht ausfiillen, weil 
an der scharfen Kante eine Strom­
linie um 90° umbiegen miiBte. 
Dieses scharfe Umbiegen ware aber 
identisch mit einer Kurvenbe­
wegung bei unendlich kleinem 

Kriimmungsradius, was bei endlicher Geschwindigkeit wiederum un­
endlich groBe Zentrifugalkrafte zur Folge hatte 2. Die Stromung 

1 Nippert: tiber den Stromungsverlust in gekriimmten Kriimmern. For­
schungsarbeiten, H. 320. 

2 Bei der reibungsfreien Fliissigkeit ist eine unendlich groBe Geschwindigkeit 
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weicht in einem Bogen aus und flillt statt des Querschnittes F2 einen 
kleineren Querschnitt IX' F2 aus. Wenn man IX Kontraktionskoeffizient 
nennt, umschreibt man gleichzeitig den Vorgang sehr gut. 

Die exakte Berechnung von IX ist in einigen Fallen gelungen. Tritt 
ein unendlich breiter Strahl aus einem unendlich groBen GefaB aus, 

. B n so 1st Z. . IX = n + 2 . 

Die groBte Kontraktion erreicht man durch die Anordnung nach 
Abb. 75 (Bordasches Mundstuck). Nach dem Impulssatz wollen wir die 
Kontraktionszahl berechnen. 

Wir wenden den Satz auf das ~ 
Gebiet ABeD an und be- '" ~ 
rechnen die Impulse in der ~B,'. - --- ~-~'i.r: 
Stromungsrichtung. Unterder ~ • 
Annahme, daB der Rohrquer-
schnitt groB ist gegen F2, d.h. 
die Rohrgeschwindigkeit ver- AL-----------------~IJ 
nachlassigt werden kanngegen Abb.75. Kontraktion beim Bordaschen Mundstiick. 

WI> erhalten wir als Impulsdifferenz 

~F·IX·W2. 
g 

Dieser Wert muB gleich der durch den Druckabfall Ll p bewirkten 
Kraft sein 

Berucksichtigen wir noch, daB 

w2 = 2 g Ll p 
Y 

ist, so ergibt sich 

Llp·F =~FIX2gLlp 
g y 

d.h. IX = i . 
Abb.76. AblOsung bei unstetiger Verengung eines 

Kanales. 

Nun tritt der eigentliche Verlust erst ein, wenn der kontrahierte 
Strahl sich wieder dem groBen Querschnitt anpassen muB. Diese 
p16tzliche Verzogerung, die bereits bei sorgfiiltig erweiterten Dusen 
verlustreich ist,verursacht direkte StoBverluste. An einer fruheren 
Stelle (S.39) wurde bereits der durch plotzliche Verzogerung von WI 

2 
wohl denkbar. Da nach Bernoulli ~ + E = H zu erfiillen ist, folgt fiir 

2g y 
unendlich groDes w ein negativer unendlich groDer Druck. Das ist aber eine 
Zugspannung, die man sich bei Fliissigkeiten schlecht vorstellen kann. 



80 EinfluB der Reibung bei umstromten Korpern. 

auf W 2 eintretende Druckverlust zu 

(Wl - W 2)2 

2(1 • Y 

berechnet. Das Wirbelfeld z. B. nach Abb. 75 ist die sichtbare Erschei­
nung dieser Verluste. 

DaB sogar eine im Mittel beschleunigte Stromung eine Kontraktion 
ergeben kann, zeigt Abb. 76. Folgende Werte konnen hier als Anhalts­
punkte gelten: 

<X = 0,61 -:- 0,65 (scharfe Kante), 
<X = 0,68 -:- 0,8 Kante etwas gebrochen, 
<X = 0,9 Abrundung mit kleinem Kriimmungsradius, 
<X = 0,99 bei sehr groBer und glatter Abrundung. 

IV. Einflu.6 der Reibung bei umstromten Korpern. 
27. GrundsatzIiches zum Widerstandsproblem. 

Die bei der Rohrstromung gefundenen GesetzmaJ3igkeiten konnen 
leicht auf die Umstromung von Korpern iibertragen werden. Nach 
Abb. 77 werde z. B. ein Zylinder in der unendlich breiten Parallel­

B 

c---+-

A 
Abb.77. 

stromung betrachtet. In einer hinreichend 
weiten Entfernung vor dem Zylinder 
nehmen wir eine gleichmaJ3ige Einteilung 

-J----IJ vor. Das Schicksal der Einteilungsgrenzen 
verfolgen wir und erhalten so das Strom­
linienbild. Bei reibungsfreier Fliissigkeit 
entsteht das bereits bekannte Bild nach 
Abb.77. 

Da Reibungslosigkeit vorausgesetzt ist, konnen wir die Be­
grenzung einer Stromlinie auch durch reibungsfreie Wande 
ersetzen. Bei der den Zylinder beriihrenden Stromlinie sei dieses 
Experiment durchgefiihrt. Nunmehr haben wir bereits eine Rohr­
stromung, auf die wir die friiheren Gesetze anwenden k6nnen. Dort, 
wo der Kanalquerschnitt eng ist, z. B. direkt iiber dem Zylinder, herrscht 
groBe Geschwindigkeit d.h. nach Bernoulli kleiner Druck. Vor dem 
Zylinder ist der Querschnitt am groBten, was dem groBten statischen 
Druck entspricht. Die vollkommene Symmetrie in bezug auf die Achse 
A-B zeigt, daB keine resultierende Kraft in Stromungsrichtung vor­
handen ist, da die Driicke auf der Vorderseite des Zylinders genau denen 
auf der Riickseite entsprechen und sich aufheben. Denkt man sich 
jedoch den Zylinder durch C-.-D in zwei Half ten geteilt, so wiirden 
diese nach oben und unten gesaugt werden (s. auch Berechnung auf 
S.31). Die nach der Bernoullischen Gleichung berechenbare Saug-
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wirkung an den Grenzen des Zylinders nimmt infolge der Zentrifugal­
krafte normal zu der Stromlinie abo Auf S. 15 war die Druckzunahme 
in der zur Stromung senkrechten Richtung berechnet worden, die durch 
die Zentrifugalkrafte bedingt ist. Eine kleine Rechnung solI zeigen, wie 
die Driicke sich zahlenmaBig andern. 

GroBter Unterdruck 
y u2 

LI P = 2 g [(2 U)2 - u2] = 3 . 2 g • Y 

Druckzunahme senkrecht zur Stromung 

y w2 y 4 u2 L1 n u2 

Llp=gR·Lln=glf'Lln=8·R2g·Y 

d. h. bei einem 
R Lin =-
8 

ist bereits eine Druckzunahme gleich dem Staudruck vorhanden 1. 

Aus Abb.77 erkennen wir, daB aIle Stromlinien sich bis A-B 
verengen. Bis hierher ist also beschleunigte Bewegung vorhanden. 
Von A-B nach rechts ist Verzogerung vorhanden. Die starkste Ver­
zogerung hat der Stromfaden, 
der den Zylinder beriihrt. Wir 
wissen aber nach den Aus­
fiihrungen iiber erweiterte 
Kanale, daB dann nur bei 
maBiger Erweiterung mit 
einem Anliegen der Stromung 
gerechnet werden kann. Die 
starke Erweiterung des Ka­
nales wird hier notwendig zu 
einer Ablosung fUhren, die in 
Abb. 78 angedeutet ist. 

8 c 
!----~-~-~-~----l 

I ' 

I ~j~1 
! ~~i 
! ~ =j 
AL---------~---~-~--.J..9 

Abb. 78. Schematische Darstellullg der 
ZyJillderstromullg. 

Aus der nunmehr entstandenen Unsymmetrie der Stromung kann 
bereits auf eine resultierende Kraft in Stromungsrichtung geschlossen 
werden. Nehmen wir zunachst an, daB das "Totwasser" hinter dem 
Zylinder sich in keiner Bewegung befindet. Der statische Druck, der 
direkt hinter dem Zylinder herrscht, ist dann leicht zu ermitteln. Er 
muB gleich dem Druck der begrenzenden Stromlinie sein. Dort herrscht 

2 

aber der Unterdruck 3 . ; g Y, der somit auf der hinteren Seite des Zylin-

ders wirkt. Auf der vorderen Seite ist bis zum Winkel 45 0 ein Uber-
.. u2 

druck und am vorderen Staupunkt, sogar ein Uberdruck von 2 fl' Y vor-

1 Streng genommen gilt diese Rechnung bei endlichem L1 n nur dann, wenn die 
Geschwindigkeit sich nicht andert. 

Eek, Stromullgslehre 1. 6 
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handen, wahrend vorne von 45°";-'90° ein Unterdruck den Widerstand 
herabsetzt. Man erkennt eine Kraft in Stromungsrichtung, die der GroBen-

2 

ordnung nach gleich ;g' yF sein muB. 

Eine grobe Abschatzung nach dem Impulssatz fiihrt ebenfalls zu 
einer solchen Formel. Betrachten wir nach Abb. 78 irgend einen Wider­
standskorper und nehmen an, daB hinter dem Korper (im Totwasser) 
die Geschwindigkeit gleich Null ist. Die Impulsanderung in Stromungs-

richtung ist dann ; . F . u . U, wo F die Schattenflache des Korpers ist. 

Dies muB gleich der auftretenden Kraft, d.h. dem Widerstand W sein, 
wenn wir in 1. Naherung vonDruckanderungen in den GrenzlinienA-B 
bzw. O-D absehen. Notwendig ist die Voraussetzung, daB die Grenzen 
sehr weit weg sind, so daB der Impulstransport durch B-O und A-D 
vernachlassigt werden kann. 

y u2 
"" - F u2 ,....., W = C • - • y . F . 

g w 2g (40) 

Die jeweilige Eigentiimlichkeit des Korpers wird somit durch einen 
dimensionslosen Faktor Cw zum Ausdruck gebracht. 

Dieser Widerstand entsteht durch AbreiBen der Stromung hinter 
dem Korper. Durch zweckmaBige Gestaltung des Korpers kann der­
selbe weitgehend beeinfluBt werden. Die Bezeichnung "F 0 r m wid e r -
stand" kennzeichnet deshalb den Vorgang sehr treffend. 

Um den Formwiderstand zu vermeiden, miissen wir genau so vor­
gehen wie bei der Rohrstromung. Es muB dafiir gesorgt werden, daB 
die den Korper begrenzende Stromlinie keine groBere Erweiterung er­
halt wie ca. 10..;.-12°. Die Zylinderstromung laBt sich leicbt in diesem 
Sinne verbessern, wenn man vom groBten Querschnitt ab einen schlanken 
nach hinten spitz zulaufenden AbfluBkorper anbaut. Auf diese Weise 
entsteht der sog. Stromlinienkorper (Abb. 80). Da wir bereits erkannt 
haben, daB der beschleunigte Teil der Stromung immer gesund ist, 
leuchtet es ein, daB die vordere Form des Stromlinien­
korpers nur gut abgerundet zu werden braucht, um in 
1. Naherung einen gu ten Korper zu erhalten. 

Bezeicbnend ist die Rolle, die die Reibung bei diesem Vorgang 
spielt. Die reibungsfreie Fliissigkeit gibt z. B. beim Zylinder das sym­
metrische Bild nach Abb. 77. Ein Widerstand ist, wie wir oben gesehen 
haben, nicht vorhanden. Gehen wir dann iiber zu einer Fliissigkeit mit 
Reibung, so bewirkt die Verzogerung an der Wand, daB die den Korper 
beriihrende Stromlinie in dem stark verzogerten Bereich abreiBt, und die 
den Widerstand bedingende Druckverteilung ist da. Wenn die Ablosung 
erfolgt ist, konnen wir uns die Reibung wieder weg denken. Wir erkennen, 
daB die Wirkung der Reibung nur eine indirekte ist, daB 
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also insbesondere der tatsachliche Widerstand nicht d u r c h S c hub -
spannungen, sondern durch Druckkrafte erfolgt. 

Grundsatzlich anders wirkt der sog. Oberflachenwiderstand 1. Eine 
in Stromungsrichtung gebrachte Platte zeigt diesen Widerstand in 
Reinkultur. Die Aufnahme (Abb. 79) laBt deutlich erkennen, daB keine 

Abb. 79. umstriimung einer Platte. Sichtbarmachung der Grenzschicht. 

Ablosung vorhanden ist, jedoch eine in Stromungsrichtung zunehmende 
Schicht an der Platte, in der die Geschwindigkeiten schnell bis auf Null 
abnehmen. Es ist so, daB auBerhalb dieser Schicht, die man nach 
P ran d t I Grenzschicht nennt, eine der reibungsfreien Flussigkeit ent­
sprechende Geschwindigkeit 
vorhanden ist. Hinter der 
Platte befindet sich eine die 
beiderseitige Grenzschicht­
dicke umfassende Schleppe, 
die das durch die Reibung 
verzogerte Material enthalt. 

Die Widerstandsleistung 
der Platte ist gleich der 
verminderten kinetischen 
Energie dieser Schleppe. Da 
hier nicht die Stauflache 
bzw. Schattenflache, sondern 
die Flache F der Platte pa­

Abb. 80. Einbuchtung in der Geschwindigkeitsverteilung 
hinter einem Widerstandskiirper ohne AblOsung 

der Striimung. 

rallel zur Stromungsrichtung den Widerstand beeinfluBt, setzt man hier 
w2 

W = cf • 2g • Y • F • (41) 

1 Bei sehr kleinen Geschwindigkeiten oder kleinen Korperabmessungen, d.h. 
kleinen Reynoldschen Zahlen, ergibt sich ebenso wie bei der Rohrstromung lami­
nare Gesamtstromung. Der Widerstand ist hier proportional der 1. Potenz der 
Geschwindigkeit analog dem Rohrreibungsgesetz. Fur die Kugel hat Stokes den 
Widerstand berechnen konnen. Er fand W = 3 n f1. • d . W. 

6* 
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In der Regel wirken beide Widerstande zusammen, d.h. es ist Form­
und Oberflachenwiderstand vorhanden. Experimentell zu trennen sind 
dieselben dadurch, daB man von dem gemessenen Widerstand den 
Widerstand abzieht, der durch Messung der Druckverteilung berechnet 
wi'rd. So erhalt man den Oberflachenwiderstand. 

Wirkt nur reiner Oberflachenwiderstand, wie z. B. bei einer guten 
Strebe (Abb. 80) so ist nachB e tz 1 noch eineweitere MeBmoglichkeit des 
Widerstandes vorhanden. Messen wir hinreichend weit vor der Strebe 
die Staudrucke, so erhalten wir eine konstante Druckverteilung ent­
sprechend der konstanten Energie. Machen wir dieselbe Messung jedoch 
hinter der Strebe, so erfahrt die Druckverteilung eine Einbuchtung, weil 
die in der Grenzschicht stromenden Teilchen sich in einem Kielwasser 
sammeln. Es ist nun nach Betz moglich, mit Hilfe des Impulssatzes 
den Widerstand aus dieser Messung auszurechnen. 

Urn zu der einfachsten Aussage zu kommen, legen wir die Grenzen 
so weit yom Korper weg, daB Druckanderungen an den Grenzen ver­
nachlassigt werden konnen. Es solI auch die zur Hauptstromung 
senkrechte Komponente an diesen Grenzen vernachlassigt werden, so 
daB nur der Impulstransportdurch die Stirnflache der Kontrollflache 
von der Breite b ubrig bleibt. Der Impulstransport durch die vordere 
Flache ist e·bfwidy und durch die hintere Flache ebfw22dy. Die 
Differenz 

ebf(wi -w;) dy 

ergibt den Impulsunterschied. 
Durch die vordere Kontrollflache str6mt nun eine groBere Wasser­

menge herein wie durch die hintere austritt. Die Differenzmenge ist 

e . b f (WI - w2 ) d y . 

Diese Menge muB seitlich austreten (Verdrangung durch den Korper!) 
und zwar mit der Geschwindigkeit Wv so daB zu dem austretenden 
Impuls noch der Impuls 

e . b . w . f (WI - w2 ) d y 

hinzukommt. Somit wird der Wider stand 

W = ebf(wi -w~) dy-e' b· w1f(WI -W2) dy 

= e bfw2 (WI -w2)dy" 

Setzen wir nun 

1 Betz: Ein Verfahren zur direkten Ermittelung des Profilwiderstandes, 
Z.F.M. 16, 42. 1925. 
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so entsteht 

W = e! bJ (W2 + WI) (WI - W2) dy = -~- bj(wi -wV dy. 

Nach der Bernoullischen Gleichung ist 

PI =PI + ~ Wi 

P _ + e 2 
2- P2 2 W2 · 

Unsere Annahme, daB die statischen Driicke an der vorderen und hin­
teren Kontrollflache gleich sein sollen, ergibt also 

~(W2 -w2 ) = P -P 2 1 2 I 2 

Setzen wir dieses in die eben abgeleitete Gleichung von W ein, so er­
halten wir: 

W=bj(P1 -P2)dy. 

Damit ist die Widerstandsmessung auf die Druck­
messung im Nachlauf der Stramung zuriickgefiihrt. 
Durch ein Pitotrohr, welches quer zur Stramung verschohen wird, 
kann die Messung leicht ausgefiihrt werden. 

Beim fliegenden Flugzeug kann mit dieser Methode der sog. Ober­
flachenwiderstand gemessen werden. Es ist der einzige Weg, der hier 
maglich ist. 

Bemerkt sei noch, daB verschiedene Vernachlassigungen bei feineren 
Messungen beriicksichtigt werden miissen, insbesondere wenn unmittel­
bar hinter dem Karper gemessen wird. 

28. OberfHtchenwiderstand. 

Der reine Oberflachenwiderstand einer in Stramungsrichtung liegen­
den Platte wird zweckmaBig, wie bereits vorher angedeutet, mit der 
Flache Fund dem Staudruck 

q =_~ w2 
2 

in Beziehung gebracht. Man definiert nach Gl. (41) einen Koeffizienten Ct 
durch die Gleichung 

W =Ct·F·q. 

Da aus Abb. 79 erkennbar war, daB die sog. Grenzschicht nach 
hinten zu dicker wird, muB man annehmen, daB die einzelnen Flachen­
teile nicht gleichwertig in bezug auf den Widerstand sein kannen. Bei 
kleiner Grenzschichtdicke, d. h. vorne ist das Geschwindigkeitsgefalle 
und damit die iibertragene Schubspannung graBer als weiter strom-
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abwarts bei dickerer Grenzschicht. Die Lange der Platte x wird cf 
deshalb beeinflussen und charakteristisch fiir das Problem sein. 

Damit wird auch die Frage nach der Definition der Reynoldschen 
Zahl erleichtert. Man wahlt 

Rx =w· x 
v 

und wird vermuten, daB cf eine Funktion von Rx ist, was durch Ver­
suche bestatigt wird. 

Man beobachtet nun zwei verschiedene Arten von Grenzschichten. 
Der vordere dunnere Teil ist meist laminar, wahrend bei groBerem x in 
der Grenzschicht Querbewegungen auftreten und ein Impulsaustausch 
eintritt, der Schubspannungen erzeugt. 

Nun ist tatsachlich ein direkter Vergleich mit der Rohrstromung 
moglich. FaBt man namlich bei letzterer die Schicht Rohr­
wand-Rohrmitte als Grenzschicht auf, so lassen sich die 
dort gewonnenen Erge bnisse auf die Plattenrei bung u ber­
t rag e n. Die Vorschrift ist folgende: 1st an einer Stelle die Grenz­
schichtdicke (J, so denkt man sich ein Rohr, dessen Radius gleich (J, dessen 
Maximalgeschwindigkeit gleich w und dessen Stromungszustand (d. h. 
laminar oder turbulent) derselbe ist. 

Auf diese Weise erhalt man folgende Ergebnisse. Bei turbulenter 
Grenzschicht ist die Geschwindigkeitsverteilung durch das Potenzgesetz 

festgelegt ( )+ 
w = Wo ~ (glatte Wand). 

In einer laminaren Grenzschicht ist nach S.49 eine lineare Ge­
schwindigkeitsverteilung vorhanden. 

Es laBt sich auch ermitteln, wie die Grenzschichtdicke (J in Abhangig­
keit von x zunimmt: 1 

1 
I) (Jlam = 5,5 x Y_ ; 

Ex 

II) 
1 

(Jturb = 0,37 . x -, - . 
VRx 

R _ Wo'X 
x--­

V 

}(42) 

Hieraus folgt, daB die laminare Grenzschichtdicke mit der Wurzel 
aus der Entfernung x und die turbulente mit der t-Potenz von x 
wachst. 

Weiter lassen sich die Koeffizienten cf ermitteln 
1 

I) Ct lam = 1,327 Y Ex ' 

1 
II) Cfturb = 0,0740-' 

YEx 

1 Z.A.M.l, 17, 1921 und Z.A.M.M.l, 233, 1921. 

} (43) 
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Es liiBt sich nach Pr an d t 1 auch die Tatsache beriicksichtigen, daB 
im Anfang laminare und spiiter turbulente Grenzschicht vorhanden ist: 

I 1700 
III) cf =O,074-;;----R . (44) 

YRx x 

Ebenso wie beim Rohre wird die laminare Schicht verkleinert bzw. 
aufgehoben (obere Kurve), wenn durch Rauhigkeiten und scharfe Ein­
trittskanten der Turbulenz Vorschub geleistet wird. 

8 

6' 

r---- L=~07¥ . o fJeoers 
I 

I-
+ .8/os/us-fl,oOO$ --. 't-~r+_ t--.+)jj: -rw; . 

+Wiese/sb/!r!//!r -I+~+ 
~.-. 'II-"tr~-#_+-+-+-+ 
.~ Jl 10 M~ 

. ~~o . • ....... "1 . <t 0 D,/J7¥ r==== ~.. ....... ~ 1700 . 7Vo ' XT 

~i'Y!! 
#; 

if 5 10· if 5 10 7 if 

Rx~ 

Abb. 81. Widerstandsbeiwerte glatter ebener Platten in Abhangigkeit von der 
Reynoldschen Zahl. 

Die drei crWerte sind in Abb. 81logarithmisch aufgetragen. Gleich­
zeitig eingetragene Versuchspunkte zeigen die Brauchbarkeit der an­
gefiihrten Theorie 1. 

29. Formwiderstand. 

1m allgemeinen werden Formwiderstand und Oberfliichenwiderstand 
zusammenwirken. Je nachdem, ob die eine oder andere Ursache iiber­
wiegt, ergeben sich verschiedene Erscheinungen, die zum Verstiindnis 
des Widerstandsproblems von groBter Bedeutung sind. 

Zuniichst kann man eine Gruppe von Korperformen abgrenzen, bei 
denen fast ausschlieBlich Formwiderstand vorhanden ist. Allgemein 
liiBt sich sagen, daB dies solche Formen sind, bei denen scharfe Kanten 
vorhanden sind. Hierzu gehoren runde Kreisplatten, iiberhaupt platten­
fOrmige Korper. Ferner gehoren zu dieser Gruppe offene Halbkugeln 
und iihnliche Gebilde. 

Der Wider stand ist hier genau proportional dem Quadrate der Ge­
schwindigkeit analog der Rohrreibung bei sehr groBer Rauhigkeit. Nach 

1 Es sei darauf verwiesen, daB bei den Wieselsbergerschen Versuchen das 
Entstehen einer laminaren Grenzschicht kiinstlich verhindert wurde (Wiesels­
bergersche Platte). 
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Tab. IV. Scharfkantig begrenzte Korper. dem Ansatz 

Korperform. . . . . . . . . . I 
Kreisplatte . . . . . . . . . . I 
Rechteck mit den Seiten a und b 

~=I 

Offene Halbkugel 

/, 

=2 
=4 

" = 10 
= 00 

Offene Seite der Stromung 
entgegengerichtet 
umgekehrt ... 

-------
Kreiszylinder (in Richtung der 

Zylinderachse angestromt) 
(l = Lange; d = Durchmesser) 

e 
([=1 

=2 
=4 
=7 

Abb. 82. Kugelstrilmung unterkritisch 
nach Prandtl. 

I,ll 

1,1 

1,15 
1,19 
1,29 
2,01 

1,33 
0,34 

0,91 

0,85 
0,87 
0,99 

W=c ·F·L w2 
w 2g 

ist Cw konstant fiir aile 
Reynoldsche Zahlen. 

Die ne benstehende 
Tabelle enthalt eine 

Zusammenstellung 
dieser Gruppe. 

Bei der zweiten 
Gruppe, die am besten 
durch die Bezeichnung 
"stetig abgerundete 

Korper" umrissen 
wird, spielt der Ober­
flachenwiderstand, 0 b­
schon oft prozentual 
kaum bedeutend, eine 
hochst merkwiirdige 
Rolle. 

Abb. 83. Kugelstrilmung iiberkritisch nach 
Prandtl. Vorzeitiger Umschlag ist 

durch Drahtreif erzwungen. 
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An dem klassischen' Beispiel der Kugelsoll dieses gezeigt werden. 
Es wurden hier zwei verschiedene Widerstandsziffern festgestellt. 
Pr and tl stellte bei Beginn seiner Forschungen Cw = 0,44 fest, wahrend 
von Eiff e I (Paris) nur 0,176 d.h. "'f des ersten Werte,sermitteltwurde. 
Von Prand tl stammt die Klarung dieses Widerspruches. 

Abb.82 und 83 zeigen zwei Stromungsaufnahmen, die den Grund 
dieser Unterschiede deutlich machen. In Abb. 82 erkennt man, daB 
einmal die Stromung am groBten Meridiankreis abreiBt. Hier ist Cw 

= 0,44; Abb.83 zeigt, wie sich die Stromung hinter der ersten AbreiB­
stelle wieder etwas anlegt. Hierdurch wird der Widerstand merklich 
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Abb. 84. Kugelwidel'standsbeiwert in Abhangigkeit von der Reynoldschen Zahl. 
Gesamtcr d urch Messungen erreichtcr Bereich der Reynoldschen Zahlen. 

I 
I 

-

verringert auf Cw =0,176. Der Umschlag in die zweite Stromungsform 
konnte durch Auflegen eines in Abb.83 erkennbaren Drahtringes er­
zielt werden. Die genaue Untersuchung ergab nun, daB im erstenFalle 
die Grenzschicht laminar, im zweiten FaIle hiergegen turbulent war. 
DaB die scheinbar widerstandsvermehrende MaBnahme trotzdem den 
Widerstand erniedrigt, ist nun leicht zu erklaren. Sowohl von der 
Rohrstromung her, wie von der Platte wissen wir, daB der Umschlag 
der laminaren in die turbulente Stromung (bzw. Grenzschicht) durch 
scharfe Kanten undahnliche MaBnahmen beschleunigt werden karin. 
Nun ist beim Diffusorproblem erortert worden, daB der turbulente 
Impulsaustausch eine miLBige Verzogerung ermoglicht. Bei der Kugel 
ist nun kurz hinter dem groBten Meridiankreis die Verzogerung noch 
maBig, steigt dann aber schnell an. Eine turbulente Grenz­
schich twird also wie im Diffusor die Stromung noch etwas 
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z u mAn Ii e g e n b r i n gen. Hierdurch andert sich nun das ganze Druck­
feld hinter der Kugel. Eine erhebliche Widerstandsverminderung ist die 
Folge. 

Tab. V. Widerstand stetig abgerundeter Korper. 

Korperform 

Kugel 

Rota tionsellipsoid 
Breite : Lange = 5 : 9 

Kreiszylinder 
(Unendlich lang) 

Tropfenprofil 
d groBte Die ke, t Tiefe 

~=18 
ii, 

t 
d=5 

0,47 
022 , 

0,6 

0,2 

1,2 

0,3-:--0,41 

0,096 

0,04 

R 

2 '1()4< R< 1,5·1OS 
R>25 105 , 

R< 4,5 .105 

R> 5,5 .105 

R< 2 '105 

R>5·105 

1 
Rr-..J 106 

R=w.t 
jJ 

Abb. 84 zeigt CUI in Abhangigkeit von der Reynoldschen Zahl. Ober­
halb R r-..J 4 . 105 ist auch ohne Drahtreif immer der kleine Widerstands­
koeffizient vorhanden. Es leuchtet ein, daB die Wirkung des Drahtreifes 
(bzw. ahnlicher Mittel) beschrankt bleibt auf das Gebiet des Umschlages 
von laminarer zur turbulenten Grenzschicht. In Abb. 84 sind die Kugel-

, 1 
, I I 
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Abb.85. Druckverteilung urn eine Kugel (nach Flachsbart). 

widerstande fiir aIle bisher durch Messungen erreichbaren Reynoldschen 
Zahlen eingezeichnet. 

In ahnlicher Weise wie die Kugel verhalten sich nun aIle abgerundeten 
Korper. Fiir jede derartige Korperform gibt es eine sog. kritische 
Reynoldsche Zahl, bei der eine Verminderung von CUI eintritt (Tab. V). 

Fiir zwei wichtige Formen, Kugel und Zylinder, ist in Abb. 85 u. 86 
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noch die Druckverteilung iiber dem abgewickelten Umfang aufgetragen. 
Eingetragen sind die Druckverteilung der reibungslosen Fliissigkeit, die 
Druckverteilung im unterkritischen und im iiberkritischen Gebiet. 

Die Kugel hat im iiberkritischen Gebiet auf der Hinterseite noch 
einen kleinen Uberdruck, wahrend beim Zylinder dort ein kleiner Unter-

~ I I I 
t(J $f' : _.- /lieoret.lJruckver/ouf {ylinoerolJrcnmesser d= 25,(J clfl---
, ., -iiberkrif. " • I Ruberkl'it = 8,7.105 _---;I'---j fjL.-j 

, ---lJl7ferkrit." 1/' \ Runferkrit= ~88·105 __ ~ 
: I • I r,f---

-1,0 I I 

Abb. 86. Druckverteilungum einen Zylinder (nach Flachsbart). 

druck ist, der im Gegensatz zur Kugel hier iiber einen groBeren Bereich 
konstant bleibt. 

Beim Zylinder und der Kugel sind die AblOsungspunkte fast an der 
gleichen Stelle namlich unterkritisch bei ca. 70°, iiberkritisch bei ca. llO°. 

Bemerkenswert ist noch, daB der theoretisch groBte Unterdruck 
beim Zylinder ca. dreimal groBer ist wie bei der Kugel. 

30. Bewegung im Totwasserraum. 
Das Gebiet der abgerissenen Stromung, meist Totwasserraum ge­

nannt, bedarf noch einer besonderen Betrachtung. Die Fliissigkeit ist 
hier durchaus nicht in Ruhe, sondern befindet sich meist in mehr oder 
weniger deutlich erkennbarer Drehbewegung. Besonders charakte­
ristisch ist die Stromung hinter einem Zylinder bei kleinen Reynold­
schen Zahlen. Verfolgen wir die Stromung yom Beginn der Bewegung 
an. 1m ersten Augenblick ist die Fliissigkeit bestrebt, die Bewegungs­
form der reibungsfreien Stromung anzunehmen. Es ist eine gewisse 
Zeit notwendig, bis sich iiberhaupt eine Grenzschicht ausbilden kann. 
Beim Zylinder kann man sagen, daB ein Teilchen erst einmal ca. 1/4 Um­
fang durchlaufen haben muB. Nach einem solchen Weg wird ja erst 
das Anstromen gegen den Druck erforderlich. Nach dies em Weg kann 
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Abb.87. Zylinderstromung im ersten Augenblick der Bewegung. 

Abb. SS. Weiteres Stadium. Die beiden Anfahrwirbel sind bereits deutlich 
zu erkennen. 
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also infolge der Wandreibung erst ein Energieverlust eines wandernden 
Teilchens erfolgt sein. Es tritt dann Stillstand, Ruckstromung und 
Ablosung ein. 

Abb. 87 zeigt eine Aufnahme, die kurz nach dem "Start" gemacht 

Abb. 89. Endgiiltiger Zustand. Die Anfahrwirbel sind bereits weggeschwommen. 

Abb.90. Karmansche WirbelstraBe. 

wurde. Man erkennt, daB die Stromung durchweg noch hinten ge. 
schlossen ist. Einige Teilchen stromen aber bereits zuruck und werden 
nun unter Wirbelbildung die Stromung aufrollen. Abb. 88 zeigt wie 
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die beiden Wirbel an Ausdehnung gewonnen haben. Beim weiteren 
Anwachsen werden diese beiden Wirbel von der Hauptstromung weg­
gedrangt. Man sagt, die Anfahrwirbel schwimmen weg. Darauf tritt 
ein periodisches Ab16sen von Wirbeln ein und es entsteht Abb. 89. 
In genau geordneter Zickzackform schwimmen die Wirbel nach hinten 
abo Abb.90 zeigt die als Karmansche WirbelstraBe bekannte An­
ordnung. v. Karman list der Nachweis gelungen, daB die Wirbelanord-

nung nur dann stabil sein kann, wenn das Verhaltnis 1~~~::~ =0,2806 

ist. Dies stimmt mit den Versuchen gut iiberein. 
Interessant ist, daB in dem Augenblick, wo sich ein Wirbel ausbildet, 

ein gleich groBer aber entgegengesetzt drehender Wirbel urn den Zylinder 
iibrigbleibt, wie die Ausfiihrungen von S. 24 erkennen lassen. Dies be­
dingt aber, wie beim Magnuseffekt, einen Quertrieb, der hier seine Rich­
tung im Takte der abgehenden Wirbel andert. Verfasser bringt diese 
Kraft dadurch anschaulich zur Darstellung, daB er in einer Stromungs­
wanne einen Zylinder, der als Pendel aufgehangen wird, rhythmisch 
sich hin und her bewegen laBt. Sorgt man fUr Resonanz zwischen 
Ab16sungsgeschwindigkeit der Wirbel und der Schwingungszahl des 
Pendels, so erhalt man besonders groBe Ausschlage. 

31. Widerstand von Luftschiffkorpern. 
Bei einem Luftschiffkorper laBt sich mit der auf S. 31 angedeuteten 

Quellen-Senken-Methode die Druckverteilung sehr genau vorausbe­
rechnen. Vorausgesetzt ist natiirlich, daB keine Ab16sung vorhanden 

to 
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Abb.91. Druckverteilung (berechnet und gemessen) an einem Luftschiffkiirper 
(nach Fuhrmann). 

1 v. Karman: Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gatt,ingen, Math. phys. Klasse 
1911, S.509; 1912 S. 547 und Rubach: Uber den Mechanismus des Fliissigkeits­
und Luftwiderstandes. Phys.Z. 1912, S.49. 
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und der Oberflachenwiderstand vernachlassigbar klein ist, was durch 
ein schlankes hinteres Ende mit Sicherheit erreicht werden kann. 

Fuhrmann 1 hat zum ersten Male derartige Ermittlungen durch­
gefiihrt. Abb.91 zeigt, wie Rechnung und Versuch gut in Einklang 
stehen. 

Bei Beurteilung des Widerstandkoeffizienten nach der Formel 

W = cw • q·F 

entsteht bei Luftschiffen ein schiefes Bild. Der Schattenquerschnitt, 
auch Spantquerschnitt genannt, interessiert beim Luftschiff weniger. 
Die Fragestellung ist 
hier folgende. Bei 
einem gegebenen Vo­
lumen V solI ein mag­
lichst kleiner Wider-

stand vorhanden 
sem. Es ist deshalb 
zweckmaBig, in die 
Widerstandsformel 

eine Flache einzu­
setzen, die aus Vab­
geleitet wird. Man 
wahlt meist die Fla­
che eines Wurfels, der 
denselben Inhalt wie 
Vhat. Dieseistgleich 

2 
VB; so ergeben sich 
zwei Widerstands­
koeffizienten 
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Abb.92. 
Widerstandsbeiwerte von Stromlinienkiirpern in Abhangigkeit 

vom Schlankheitsgrad nach amerikanischen Messnngen. 

w = Cw spant • F . q 
2 2 

W =Cw vol 3 • Vs. q. (45) 

Fur den konstruktiven Aufbau ist noch die VerhaltnisgraBe 

Lange l 
grol3ter Durchmesser d 

ma13gebend. In Abhiingigkeit von diesem sog. Schlankheitsgrad ist in 
Abb.92 fur eine Reihe amerikanischer Luftschiffmodelle Cw spant und 

2 
Cw vola aufgetragen. 

Das Optimum liegt bei ca. 
l 

cr=4-;.-5. 

1 Fuhrmann, Georg: Diss. Gottingen 1912. 
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Bei gegebener Spantflache ist hingegen bei 
l 
a",2-:-3 

das Optimum vorhanden. 

V. Der Tragfliigel. 
32. Die Haupteigenscbaften des Tragfliigels. 

a) Einfache Uberlegungen. 

Vor der eingehenden Behandlung des Tragflugels wird es sich viel­
leicht lohnen, gewisse plausible Grundvorstellungen zu festigen. Die 
erste Frage, die sich dem Anfiinger aufdrangt, ist wohl die: Wie kommt 
es, daB der Auftrieb so bedeutend groB gegenuber dem Widerstand ist? 
Durch "rohe" Abschatzung laBt sich diese Frage verhaltnismaBig leicht 
beantworten. Aus Abb.93 erkennt man die Dicke h und die Tiefe t 
des Tragflugels. Der Widerstand ist nach fruheren Uberlegungen ab­
hangig von der in Stromungsrichtung versperrenden Flache, die hier 

~---------t------------~ 

Abb. 93. 1Jbliche Bezeichnnngen beim Tragfiiigel. 

proportional h sein muB. Der Auf­
trieb hingegen wird abhangen von 
der Flache, die in Richtung der 
Stromung liegt. Wir konnen diese 
Flache proportional t setzen. Da 
aIle Krafte nun durch hydrau­
lische Drucke entstehen, liegt es 
nahe, einen mittleren Uberdruck 
zugrunde zu legen, der sich gleich-

maBig auf die Dicke h und die Tiefe t verteilt. Dieses Verhaltnis 
ist bei normalen Profilen ca. 1: 10. Von derselben GroBenordnung 
ist nun auch in der Tat das Verhaltnis yom Wider stand zum Auftrieb. 

Eine weitere plausible Erklarung uber die Entstehung des Auftriebs 
abseits der genau durchgefuhrten Rechnung durfte noch am Platze 
sein. Nach dem Impulssatz laBt sich eine summarische Aussage leicht 
erzielen. Der Auftrieb entsteht dadurch, daB der Tragflugel eine groBe 
sek. Luftmasse q mit der Geschwindigkeit v' nach unten wirft. Nach 
dem Impulssatz entspricht dem ein Ruckdruck q' v', der gleich dem 
Gewicht des Flugzeuges sein muB. Es ist dieselbe Ruckdruckkraft, die 
man beim AbschuB eines Gewehres verspurt. Ob die weggeschleuderten 
Massen aus Luft oder festen Korpern bestehen, ist vollkommen gleich­
gUltig. 

b) Genauere Betrachtung. 

In Abschnitt 12 f war bereits erortert worden, unter welchen Be­
dingungen ein Korper einen Auftrieb erhalt. Notwendig war ein Wirbel 
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von einer Zirkulation r (Umlaufintegral) und eine Parallelstromung mit 
der Geschwindigkeit U. Man erhiilt 

A=/2·U·r·b. 

Abb.94 enthiilt fUr einen Zylinder die reine Wirbelstromung (b), fUr 
denselben Zylinder die Parallelstromung (a) und die Kombination beider 
Stromungen (c), die angeblich einen Querdruck d. h. Auftrieb bringensoll 
(reibungsfreie Stromung). Die Symmetrieverhiiltnisse des letzten Bildes 
(Abb. 94 c) zeigen schon, daB nur eine auf der Parallelstromung senk­
recht stehende Kraft auftreten 
kann. Oberhalb des Zylinders er­
kennt man an den eng liegenden 

b 

Abb. 94. Zylinclerstriimnng. 
a Parallelstriimnng, b Zirkulations­
striimung, c Parallelstromung mit 

Zirkulation. 

Abb. 95. Tragflachenstriimung. Parallel­
stromung ohne Zirkulation; Zirkulations­

stromung; Parallclstriimung mit Zirkulation 
bei glattcm AbfluB. 

Stromlinien eine hohe Geschwindigkeit. Nach der Bernoullischen 
Gleichung bedeutet dies einen kleinen Druck; unterhalb des Zylinders 
ist gerade das Gegenteil vorhanden. Die Auftriebskraft ist somit offen­
sichtlich. 

Dieser Fall ist identisch mit dem sog. Magnuseffekt, bei dem durch 
Drehen des Zylinders in der angedeuteten Richtung die Entstehung des 
Zirkulationswirbels erzwungen wird. 

Der Tragflugel ist nun eine Querschnittsform, die den zum Auftrieb 
Eck, Striimungs]ehre 1. 7 
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riotwendigeri. Wirbel von 'selbst entstehen laBt. In einer Parallelstromung 
ergibt der Tragfliigel zunachst eine Stromung nach Abb. 95 (oberes 
Bild). Ein Auftrieb ist nicht vorha~den. Die Zirkulationsstromung 

zeigt das mittlere Bild von Abb. 95. 
DurchZusammensetzung beider Be­
wegungen entsteht bei passend ge­
wahlter Zirkulation das untere Bild 
d. h. ein glattes AbflieBen. Wie in 
der wirklichen Stromung der Zir-

Abb.96. Schematische Darstellung der kulationswirbel entsteht, solI die 
beiden Anfahrwinkel. folgende 'Oberlegung zeigen. 

Die Umstromung der scharfen Hinterkante, die sich bei reibungs­
freier Stromung zuerst einstellt, bewirkt ein Aufrollen der Stromung 
mit einer Trennflache. Es bildet sich ein Wirbel, der in Abb. 96 
angedeutet ist und wegschwimmt. Da nun in der reibungsfreien 

Abb.97. Stromungsbild kurz nach dem t!tart. Der Zirkulationswirbel und 
Anfahrwirbel sind deutlich zu erkennen. 

Stromuilg die Gesamtzirkulation Null sein muB, ist fUr den durch die 
Kurve A begrenzten Bereich, in dem die Stromung entsteht, diese 
Rechnung auszufUhren. Der erkennbare Wirbel hat nun eine Zirkula­
tion, so daB eine gleich groBe Zirkulation um den Tragfliigel mit ent­
gegengesetzter Drehrichtung ubrig bleiben mull. 1st nun der Wirbel, 
auch Anfahrwirbel genannt, weggeschwommen, so bleibt die mit dem 
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Wirbel behaftete Parallelstromung ubrig. Es entsteht Abb. 95 (unteres 
Bild); am hinteren Ende erkennt man jetzt einen glatten AbfluB. 

Die Bestatigung dieser Uberlegungen durch den Versuch ist sehr 
eindrucksvoll. Die Aufnahme von Abb. 97 ist in der Weise entstanden, 
daB bei stillstehender Kamera der Flugel vom Zustand der Ruhe aus 
bewegt wurde. Man erkennt die Entstehung des Anfahrwirbels sowie 
eines zweiten Wirbels um den Tragflugel. Der Weg des Tragflugels 
wahrend der Belichtungszeit ist deutlich zu erkennen. Halt man nach 
kurzem "Start" den Tragflugel plotzlich still, so lOst sich auch der 

Abb.98. Kurz naeh dem Start wurde der Tragfliigel gestoppt. Der Zirkulationswirbel hat 
sieh wieder vom Tragfliigel gelOst und sehwimmt mit dem Anfahrwirbel zusammen weg. 

Wirbel um den Tragflugel und schwimmt mit dem Anfahrwirbel ge­
meinsam weg. Abb. 98 zeigt dies en Vorgang. Aus den Aufnahmen geht 
klar hervor, daB tatsachlich ein Wirbel mit den Tragflugeln vorhandenist. 

Fur die Kraftwirkung, d.h. den Auftrieb spielt auBer der Anstrom­
geschwindigkeit nur die Wirbelstarke, durch die Zirkulation zahlen­
maBig eriaBt, eine Rolle. Unabhangig von der Form des Tragflugels ist 

A=U·e r · b . 

Rein stromungstechnisch konnen wir somit den Tragflugel als einen 
tragenden Wirbelfaden betrachten. Da die von einem Wirbelfaden be­
dingten Geschwindigkeiten nach S. 18 umgekehrt proportional der Ent­
fernung vom Wirbelzentrum abnehmen, erhalten wir eine sehr wichtige 

7* 
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Erkenntnis fur die Starung der Parallelstromung, die durch die An­
wesenheit eines Tragflugels bedingt ist. Wir stellen fest: Die durch den 

Tragflugel entstehenden Storungen der Parallelstromung klingen mit ! 
abo In weiter Entfernung sieht die Stromung genau so aus, als wenn 
der Tragfhigel durch einen Einzelwirbel ersetzt ware. Fur spater kom­
mende Anwendungen merken wir uns noch eine andere Ausdrucksweise 
derselben Tatsache: Die Fernwirkung eines Tragflugels ist 
eine verhaltnismaBig starke, da sie nur umgekehrt pro­
portional der 1. Potenz der Entfernung abnimmt.1 

Durch die endliche Begren­
zung des Fliigels entsteht eine 
Starung der Stromung, die aus 
Abb.99 leicht zu erkennen ist. 
Da auf der oberen Seite Unter­
druck und auf der unteren Uber­
druck ist, findet eine Umstro­

,"" mung der Tragflache statt. Be­
-----" sonders mit einer langgestreckten 

Abb.99. Schematische Darstcllung der 
Randwirbel. 

Gasflamme 2 ist dieser V organg 
deutlich zu erkennen. Es stellt 

sich eine spiralig nach hinten schlagende Flamme ein, die deutlich zwei 
an den Tragfliigelenden nach hinten abgehende Wirbel veranschaulicht. 
Hierdurch wird der Auftrieb vermindert und zwar umso mehr,je kleiner 

b 
das sog. Seitenverhaltnis tist. (t ist Tiefe und b Lange des Flugels.) 

Denn prozentual wird ein um so kleinerer Teil der Tragflache hierdurch 

verschlechtert, je groBer -~ ist. Aber auch der Widerstand muB hierdurch 

eine VergroBerung erfahren. Denn eine einfache Uber legung zeigt schon, 
daB die in den beiden abgehenden Wirbeln befindliche kinetische Energie 
irgendwie durch Widerstandsarbeit bezahlt werden muB. 

Um einen Uberblick uber diesen zusatzlichen sog. induzierten Wider­
stand zu erhalten, denken wir uns, - was nach dem Voraufgehenden 
erlaubt ist, - den Tragflligel durch einen Wirbelfaden ersetzt. Nun 
kann nach S.20 ein Wirbelfaden in einer idealen Fliissigkeit niemals 

1 Sehr fruchtbar hat sich diese Idealisierung erwiesen bei der Behandlung des 
Doppeldeckerproblems. Verfasser ist es in einer friiheren Studie (Neuartige Be­
rechnung del' aerodynamischen Eigenschaften eines Doppeldeckers. Ztschr. f. Flug­
technik u. Motorluftschiffahrt, 1925, S. 183) gelungen, mit dieser stark idealisierten 
Annahme die Eigenschaften des Doppeldeckers sehr genau aus bekannten Eigen­
schaften des Eindeckers zu berechnen. 

2 Dieses neue Beobachtungsmittel erwies sich nach Versuchen des Verfassers 
bei nicht zu groBen Geschwindigkeiten auch als sehr brauchbar fiir Arbeiten in 
groBen Windkanalen. 
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enden. Es ist nicht anderes moglich, als daB der Wirbelfaden an den 
Enden des Tragfliigels nach hinten unbegrenzt weiterlaufen muB. Man 
erkennt, daB die seitlichen Fortsetzungen des Wirbels identisch sind mit 
dem durch das Umstromen der Tragfliigelenden bewirkten Wirbel. 

Durch die nach hinten abgehenden Wirbel (das ganze Wirbelsystem 
wird meist mit Hufeisenwinkel bezeichnet) entsteht nun eine StOrung 
des Geschwindigkeitsfeldes, deren Wirkung naherungsweise ermittelt 
werden solI. 

Ein Einzelwirbel erzeugt an der Stelle r eine Umfangsgeschwindigkeit 
(d.h. hier Abwartsbewegung) von der GroBe I 

I r I 
VIr = -2--' I 

n~ I 
Der zweite Wirbel bewirkt seinerseits eine Ab- I 
wartsgeschwindigkeit 

r 
v2r = 2nr2 ' 

/ 
: ./ 

I 
I 
I 
I 

/ 
Die tatsachliche StOrung an dieser Stelle ist 
durch die Summe beider Geschwindigkeiten 
gegeben. 

W2 1 ~>-~:-
--- I W1 ----

V = -.£ [~+ ~1' 2 n r1 r 2 

Die ausgezogene Kurve (Abb. 100) stellt diese 
Summe dar. Damit kennen wir die durch die 
beiden abgehenden Wirbel bedingten "indu­
zierten" Geschwindigkeiten am Fliigel, aller­
dings unter der Voraussetzung, daB die Wir­
belfaden beiderseitig ins Unendliche gehen. Da Abb.lOO.Geschwindigkcitsfeld 

sie einseitig aufhoren, ist, wie leicht ersichtlich, der Randwirbel 1 • 

nur die Halfte einzusetzen, so daB in der Mitte des Tragfliigels eme 
Abwartsgeschwindigkeit von folgender GroBe entsteht: 

I r I r r A 
V = 2 --b- + 2 ~ = n b = neb2 • w . 

2n2 n 2 
Setzen wir diese Abwartsgeschwindigkeit, unter der ersten rohen An­

nahme, daB V konstant iiber der Fliigellange ist, mit der Geschwindig­
keit der Parallelstromung w zusammen, so ergibt sich eine neue resul­
tierende Anstromgeschwindigkeit, die gegeniiber der urspriinglichen 
Richtung um einen Winkel iX geneigt ist, der aus 

v 
tg iX =u; 

zu ermitteln ist (Abb. 101). Da nun der Auftrieb, in der noch immer 
vorausgesetzten reibungsfreien Stromung, immer senkrecht auf der 

1 Nachtrag bei der Korrektur: In Abb.lOO ist W durch v zu ersetzen. 
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Anstromrichtung steht, erfahrt auch der Auftrieb diese Neigung, so daB 
eine Komponente in Stromungsrichtung entsteht, die als Widerstand zu 
buchen ist. 

v w·e· r·b r er2 W=A·-= ._=-
w w nb n 

ersetzen wir noch 

so erhalten wir 

A 
r=-

web' 

Abb.101. Der so gefundene induzierte Widerstand 
wachst somit mit dem Quadrat des Auftriebes, 

so daB A = f (W) eine Parabel darstellen muBte. Und in der Tat 
sind die durch den Versuch ermittelten Kurven von ahnlicher Gestalt. 

Nun wird nach Abb. 100 v nach den Flugelenden zu unendlich 
groB, was physikalisch unmoglich wird. Umgangen wird diese 
Schwierigkeit mathematisch dadurch, daB man die Wirbel stetig 
iiber die Flugelbreite nach hinten abgehen laBt (Abb.102). Es laBt sich 

sogar eine konstante Abwartsgeschwindig­
keit erzielen, wenn dieZirkulation elliptisch 
verteilt wird. In dies em FaIle ist v' = 2 v. 
Der induzierte Widerstand wird damit 
doppelt so groB wie 0 ben 

W = 2 A2 (46) 
nw2·e· b2 · 

Es laBt sich nun nachweisen, daB bei 
der elliptischenZirkulationsverteilung, d.h. 
gleichzeitig elliptischer Auftriebsverteilung 
die Verluste durch den induzierten Wider­
stand am kleinsten sind. Deshalb wird 

Elliptische A!~~ie~~;erteilUng mit man diese Auftriebsverteilung immer an-
stetig abgehenden Wirbeln. streben. Konstruktiv ist dies verhaltnis-

maBig leicht (z. B. elliptische GrundriBform oder Verwindung des 
FlUgels) erreichbar. 

Urn von der jeweiligen Flache und Geschwindigkeit unabhiingig zu 
sein, wird man sowohl beim Auftrieb wie beim Widerstand dimensions­
lose Zahlen zur Angabe der Kriifte anstreben. Da eine Kraft b,ydraulisch 
durch Flache X Druck dargestellt wird, wird man die fUr den Vorgang 
charakteristischen Druckkrafte und Fliichen heranziehen. Als Fliiche 
kommt nur die Flugelflache F in Frage, die beim Widerstand hier 
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ebenfalls verwendet wird. Der einzige charakteristische Druck ist der 
Staudruck 

q = ;g 102 • 

Danach werden die Koeffizienten Ca und Cw wie folgt definiert 

A = ca· F· q. 

W '= CW ·F· q. 

(47) 

(48) 

Als Beispiel soIl das Cw des induzierten Widerstandes ermittelt 
werden. In G1. (46) setzen wir W und A aus G1. (47) und G1. (48) ein. 

hieraus 

2 F 
Cw = Canb2 • 

1st der Fliigel rechteckig, so ist 

F = b· t, d.h. 

(49) 

Der Widerstand ist somit direkt proportional mit -}. Den reziproken 

Wert + nennt man Seitenverhaltnis. Durch kleines ~ kann alsodieser 

Verlust weitgehend beeinfluBt werden. Bei Segelflugzeugen spielt der 
induzierte Widerstand eine entscheidende Rolle, so daB man hier groBes 
SeitenverhiiJtnis anstreben wird. 

33. Die BesHitigung der Tragfliigeltheorie durch den Versuch. 
Tragt man in einem Schaubild A = f (W) auf, so erhalt man leicht 

die resultierende Luftkraft R durch Verbindung eines Punktes der 
Kurve mit dem Nullpunkt, wie aus Abb. 103 
zu erkennen ist. Diese Darstellung, die be­
reits von 0 tto Lil ien th al eingefiihrt wurde, 
ist deshalb auBerst zweckmaBig und gestattet 
auBerdem sofort den Anstellwinkel sowie den 
GleitwinkeP, d.h. den Winkel zwischenRund t 

1 Die Bezeichnung "Gleitwinkel" hat ihre Be­
rechtigung darin, daB ein Flugzeug bei abgesteIltem 
Motor unter diesem Winkel zu Boden gleitet. Da das 
Gleichgewicht in diesem FaIle nur aus drei Kriiften: 
Gewicht = Auftrieb + Widerstand gebildet wird, ist 
der Nachweis sehr leicht durch ein Kraftedreieck zu 
erbringen. 

A 

Abb. 103. Kraftbeziehungen 
im Poiardiagramm. 
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A abzulesen. Insbesondere erhalt man durch die Tangente den besten 
d.h. kleinsten Gleitwinkel und den dazu gehorenden Punkt. Die je­
weiligen Anstellwinkel werden in die Kurve gleich eingetragen. 

Wahlt man statt A und W die Koeffizienten ca und cw , so wird an 
dieser Eigenschaft des Schaubildes nichts geandert. In dieser Form 
findet man meist die Eigenschaften eines Tragflugels aufgetragen. Die 
Darstellung wird Polare genannt. 

Abb. 104 zeigt einen Flugelquerschnitt und die zugehorige Polare l ). 

Der dem Seitenverhaltnis entsprechende induzierte Widerstand 

11!. 'IJ VI J6 
'IJ / ,A,B !f 16,1 ~17,6 

/ / / 
'f} 

/ 8,6 1 II / 
'0 r7~7 1/ 

'~r,' . 593 
i 

r7 

~~' j 

'0 -3,1' l 
1/ 

I Ii 1oofw-~ 
0 

-60 1U 2U 

7T 2f JU riU ,U 100cn.-

89 I 

1a 

r 

c~F 
Cw=nv 

isteingetragen. Die wirkliche 
Kurve unterscheidet sich von 
dieser Parabel praktisch nur 
durch eine Parallelverschie­
bung. Der ungefahr konstan­
te Widerstand, der noch hin­
zukommt, ist der Ober­
flachenwiderstand. 

Bezeichnen wir dies en 
o berflachenwiderstand, auch 
Profilwiderstand genannt, mit 
cwo, so ist der Gesamtwider­
stand 

c~F 
Cw = cwo + nb2 ' (50) 

Vergleichen wir zwei gleiche 
Profile, die verschiedene Sei ten-

Abb. 104. Polare eines Tragfliigels. 
verhaltnisse haben, so konnen 

wir den Widerstand berechnen, wenn derselbe fUr irgend ein Seiten­
verhaltnis bekannt ist, da cwo bei beiden Seitenverhaltnissen ziemlich 
genau denselben Wert behalt. 

c~ ·F 
Cw2 = cwo + --b-?­

n 2 

(51 ) 

Da der induzierte Widerstand durch eine Verdrehung der Anstrom­
richtung entsteht, muB der wirksame AnstellwinkeliX ebenfalls korrigiert 

1 Entnommen a us: Ergebnisse der Aerod ynamischen Versuchsanstalt Giittingen. 
Lfg. 3, R. Oldenbourg, Miinchen. 



Die Bestatigung der Tragfliigeltheorie durch den Versuch. 105 

werden. Setzen wir 
v W Cw c~ . F Ca F 

rp '" tg rp = w = A = r Jl b2 C Jl b2 
a a 

so erhalten wir die tatsachlichen Anstellwinkel: 

_ Ca Fl . _ ca F2 
iXl - iXo + - -b2' iX2 - iXo + - b2 • n 1 n 2 

Hier bedeutet iXo den Anstellwinkel des unendlich langen Flugels. Es 
ist somit folgende Korrektur des Anstellwinkeis zu beriicksichtigen 

LliX =iX2 -iXl = ~ (~; _~Jl). (52) 

120 l.o--
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Abb. 105. ea ~ t ("') fiir verschiedene Seitenverhaltnisse bei gleichem Profil. 

Abb.105 zeigt Ca =f(iX)1 fur mehrereTragfliigel, die gleiches Profil, 
aber verschiedene Seitenverhaltnisse haben 2. Die Umrechnung aller 
Flugel auf das Seitenverhaltnis 1: 5 ergibt bei Verwendungvon Gl. (51) u. 
Gl. (52) Abb.106. Das gleiche ist mit den Polaren geschehen (Abb. 107 

1 Cu = f(lX) ist in dem verwendeten Gebiet eine Gerade. Theoretisch ergibt 
sich der erste Teil einer sin-Kurve, die bei kleinen Winkeln durch eine Gerade an­
genahert werden kann. 

2 Die angefiihrten Versuchsergebnisse sind entnommen aus: V. Karman-Levi. 
Civitu, Hydro- und Aerodynamik, J. Springer, Berlin. 
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u.108). Die Umrechnung nach den angegebenen Formeln ergibt nun 
fiir jedes Pro£il eine Polare bzw. eine Linie. D as Z usa m men -
fallen aller Versuchspunkte in eine Kurve ist eine der 
schonsten Bestatigungen der Trag£liigeltheorie. 

Wie die Eigenschaften des Tragfliigels von der auBeren Form ab­
hangen, solI eine kurze Ubersicht zeigen. Welche charakteristischen 
geometrischen Parameter hat ein Trag£liigel? Wir bringen einen Fliigel 
nach Abb. 93 in einen rechten Winkel. Samtliche senkrechten Schnitt­
linien halbieren wir und bekommen so ein Gerippe, das die Kriimmung 
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" 
Abb. 106. Umrechnung der Ca- und a-Werte auf Seitenverh1iltnis 1: 5. 

darstellt. Man erkennt, daB die Dicke h und Kriimmung die auffalligsten 
geometrischen Parameter sind. 

Abb.109 zeigt die Polaren von Profilen gleicher Kriimmung, aber 
verschiedener Dicke nach Gottinger Messungen 1. Mit zunehmender 
Dicke wachst das Auftriebsmaximum, jedoch steigt der Widerstand 
bei kleinen Anstellwinkeln. Da hier die Projektions£lache senkrecht 
zur Stromung groBer wird, leuchtet dies ein. 

Bei den Profilen nachAbb. llOist die Dicke beibehalten, die Kriim­
mung jedoch geandert. Man stellt fest, daB mit groBerer Kriimmung 

1 Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt G6ttingen, R. Oldenbourg, 
Miinchen. 
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das Auftriebsmaximum steigt und del' Widerstand bei kleinen Anstell­
winkeln vergraBert wird. Die Wirkung ist somit ahnlich del' vorherigen. 
Wir bemerken gleichzeitig, daB mit kleiner werdender Walbung die 
Momentenlinie sich immer mehr einer Geraden nahert. Bei gleich­
bleibender Krummung ist dasselbe Verhalten bei wachsender Dicke 
vorhanden. 

In Abb. III befinden sich noch die Polaren fur die ebene Platte, 
sowie fUr verschieden 
gewalbte Platten. Del' 
Vergieich mit den Pro­
filen zeigt hier beson­
del's kraB 

1. den EinfluB der 
Waibung, 

2. den groBen Wi­
derstand platten­
fOrmiger Trag­
flachengegenuber 
guten Profilen. 

3. dieMomentenlinie 
geht bei symetri­
scher Anordnung 
d. h. bei der ge­
radenPlattedurch 
den NuIlpunkt. In 
diesem FaIle fin­
det keine Druck-
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Abb.107. Polaren fiir gleiche Profile bei 
verschiedenen Seitenverhiiltnissen. 

Bei vielen praktischell Anwendungen muB man wissen, wie die 
Drucke auf Ober- und Unterseite verteilt sind. Abb. 112 zeigt fUr einen 
normalen Anstellwillkel die Druckverteilung. Wichtig ist die Erkenntnis, 
daB die Hauptwirkung ein Ansaugen del' oberen Seite des Flugeis ist 
und zwar ist das vordere Stuck das wirksamste. Da bei groBem 
Unterdruck nach dem Bernoullischen Satz eine hohe Geschwindigkeit 
vorhanden ist, el'kennt man die Notwendigkeit sorgfaltigster Ausfuhrung 
gerade dieses Teiles. Der Tragflugel wurde deshalb besser 
Saugflugel heiBen. 

Abb.1l2 zeigt noch die Druckverteilung fur einenAnsteIlwinkel-3°, 
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bei dem der Auftrieb verschwindet. Man bemerkt, daB die Resultierende 
auf Druck- und Saugseite ein Kraftepaar ergibt und den Fliigel stark 
auf Verdrehung beansprucht. (Beim Sturzflug liegt dieser Fall vor.) 

Abb. 113 zeigt, wie bei 
einem Fliigel mit dem An­
stellwinkel der Angriffs­
punkt der Resultierenden 
wandert. Die Krafte sind 
nach GroBe und Richtung 
(sog. Druckmittelpunkt) 
eingetragen. Mit wachsen­
demAnstellwinkel wandert 
die Druckkraft nach vorn, 
um spater wieder zuriick­
zugehen. (Dies ist der 
Grund, weshalb ein Trag­
£lugel allein instabil ist.) 

Es istiiblich undzweck­
maBig, das Moment der 
resultierenden Luftkraft in 
Bezug auf die Vorderkante 
desFliigels anzugeben,statt 
der Darstellung von Abb. 
113, da die Resultierende 
verschiedentlich ins Un­
endliche wachst. Zu einer 
dimensionslosen sog. Mo­
mentenzahl kommt man 

t 
AJl ~======:::;;:::2-

Abb.112. Druckverteilung am 
Tragfiiigel bei normalem An­
stellwinkel und bei vcrschwin-

dendem Auftricb. 
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I!?" 

Abb. 113. Grolle, Richtung und Lage der Luft­
kraftresultierendcn bei einem Tragfiiigei. 
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durch folgende Darstellung 

M = Cm • t . F . ;g w2 • (53) 

1m Polardiagramm ergibt cm '= f (ca ) eine Gerademit der Neigung 1:4 
(s. Abb. 104). 

Bei allen Polaren bemerkt man ein starkes Abweichen von der 
Parabelform, wenn man in die Nahe des Hochstauftriebes kommt. 
An dieser Stelle lost sich die Stromung auf def Saugseite ab , weil die 

Abb.114, Abgerissene TragfJachenstr6mung. 

Erweiterung der die Saugseite beriihrenden Stromlinie zu groB ist. 
Abb. 114 zeigt, wie sich iiber dem Tragfliigel jetzt ein Wirbelraum 
befindet, Der Auftrieb besteht jetzt hauptsachlich aus dem Uberdruck 
auf die untere Seite. Durch sog. Uberziehen eines Flugzeuges wird 
dieser Zustand erreicht, Das Fliegen ist in diesem Zustand sehr gefahr­
voll, weil die Stabilitat der Maschine gegen sog. Rollbewegung nunmehr 
auBerst gering ist. Trudeln, Abrutschen iiber den Fliigel sind die Be­
wegungsformen, die hierdurch entstehen. 

VI. Hilfsmittel zur Verringerung des Widerstandes. 
34. Grenzschichtabsaugung. Mitbewegte Wand. Einfiihrung von 

Druckluft. Hilfsfliigel. 
Bei gegebenen Querschnittsformen hat es nur dann Zweck, kiinstlich 

den Widerstand verringern zu wollen, wenn es sich um Formwiderstand 
bzw. AblOsungserscheinungen bei durchstromten Korpern handelt. Der 
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reine Oberflachenwiderstand' laBt sich 
nicht beseitigen. Wenn die Oberflache 
voilkommen geglattet ist und die Stro­
mung anliegt, sind aile Moglichkeiten 
erschOpft. 1st die Stromung bzw. die 
Grenzschicht laminar, so hat diese MaB­
nahme nicht einmal viel Zweck, da die 
laminare Stromung die Wandrauhig­
keiten einfach "schluckt", und sozu­
sagen eine neue glatte Flussigkeitswand 
schafft. 1m turbulenten Gebiet ist es 
natiirlich sehr wichtig, auf glatte Ober­
flache zu achten, wie bereits die Aus­
fiihrungen iiber rauhe Rohre gezeigt 
haben. 

111 

1m -obergangsgebiet haben wir sogar 
eine Widerstandsverminderung durch 
kiinstliche Rauhigkeit (Drahtreif bei der 

Abb. 115. Stark erweiterte Diise mit 
Kugel) feststellen konnen. Man hiite Abliisung nach Prandtl. Striimung 

schieBt durch. 
sich aber, diese MaBnahme als Mittel 
zur Widerstandsverminderung ansehen zu wollen. Denn im turbu­
lenten Bereich, wo die Stromung schon von selbst hinter der Kugel 
wieder anliegt, wiirde ein Drahtreif nur den Widerstand vergroBern. 
(Zu vergleichen ist diese paradoxe Er-
scheinung etwa mit der interessanten 
Wirkungsgradaufbesserung bei Ausbil­
dung der Kavitation; praktisch ist 
diese Verbesserungsmoglichkeit ebenfalls 
nicht verwertbar.) 

Grenzschicht a bsaugung.lsteine 
Diffusorstromung zu sehr erweitert, so 
reiBt die Stromung abo Der durch Wand­
reibung entstehende Energieverlust der 
wandnahen Schichten befahigt sie nicht 
mehr, Geschwindigkeitsenergie in Druck 
umzusetzen. Der Gegendruck wird groBer 
und die AblOsung ist da. Schafft man 
nun die ermiideten TeiIchen in irgend­
einer Weise weg, so ist eine Besserung 
zu erwarten. In der Tat gelingt es, 
durch Absaugen die Grenzschicht zu 
beseitigen und so neue Schichten an die 
Wand zu legen, die groBere Geschwin- Abb.116, Stark erweiterte Diise mitAb­

saugung der Grenzschicht nach Prandtl. 
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digkeit haben. Abb.115 1 zeigt die abgerissene Stromung und Abb.116 
die Wirkung der Absaugung. Die Stromung liegt tatsachlich wieder an 
und ergibt einen ziemlich verlustfreien Umsatz in Druck. Wie Rech­
nung und Versuch gezeigt haben, ist die zum Absaugen notwendige 
Pumparbeit prozentual klein gegenuber dem Energieumsatz in der 
Duse. Bei Tragflugeln, Kugeln usw. hat man mit Erfolg von dieser 
MaBnahme Gebrauch machen konnen. Zwecklos ware es dagegen, einen 
Diffusor, bei dem die Stromung gerade noch anliegt, hiermit verbessern 
zu wollen. 1m Gegenteil wurde man hier durch Wegschaffen der Grenz-

Abb.117. Ablosungsfreie Umstl'omung einer Wand durch Absaugen 
am Kopf del' Trennwand. Umstrbmung im Uhrzeigersinne. 

schicht das Geschwindigkeitsgefime und damit die Wandreibung er­
heblich steigern. 

Es hat sich gezeigt, daB die Wirkung des Absaugens nicht immer auf 
obige Erklarung zuruckgefiihrt werden kann. Besonders der vom Ver­
fasser ausgefuhrte Versuch (Abb.117) durfte dies bekraftigen. Der Um­
lauf in einer schaufellosen Versuchsrinne wurde dadurch bewerkstelligt, 
daB die Trennwande aus einem Schlitz Druckwasser zum Antrie b der Stro­
mung ausstoBen (Umlauf durch kleine Zentrifugalpumpe) und am Kopf 
der Trennwande wieder absaugen. Die Abrundung an den Absaugungs­
stellen ist durch Siebe, die unter dem Wasserspiegelliegen, ausgebildet. 
Es zeigt sich, daB das Wasser ohne Ablosung die ziemlich schade Um­
stromung ausfiihrt. Die reibungsfreie Stromung um die Trennwande, 
die ziemlich identisch mit Abb. 117 ist, hat an der Krummung 

1 Prandtl: Die Entstehung von Wirbeln in einer Fliissigkeit mit kleiner 
Reibung. Z. F. M. 1927, H.21. 
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sehr groBe Geschwindigkeiten, die nach auBen abnehmen. Nach 
friiheren Ausfiihrungen ist durch die auftretenden Zentrifugalkrafte eine 
Drucksteigerung von innen nach auBen vorhanden. Das Absaugen wirkt 
hier nun so, daB diese fUr die glatte Umstromung notwendige 
Drucksenkung kiinstlich erzeugt wird. Die Absaugstelle ist eine 
Senke, bei der, wie wir ja wissen, der Druck sich stark verminderte. 

Die Wirkung des Absaugens kann also zwei Ursachen haben. : 
1. reine Grenzschichtabsaugung, 
2. Senkenwirkung. 

Die Fernwirkung einer Senke ist nach friiheren Feststellungen eine sehr 

Abb.118. Kanal durch Walzen verengt. stromunglostsichab und schie/lt durch. 

starke. Die hierdurch iiberlagerten Geschwindigkeiten nehmen erst 

mit ~ abo In vielen Fallen ist es nicht leicht zu entscheiden, welcher r 
Anteil der Wirkung it Konto Senkenwirkung bzw. it Konto Grenz­
schichtabsaugung kommt. 

Eine "triviale" Methode zur Verhinderung der AblOsung besteht 
darin, daB man die Wand in Stromungsrichtung mitlaufen laBt und so 
die Ursache der Grenzschichtbildung iiberhaupt vermeidet. Der folgende 
Versuch des Verfassers zeigt dies besonders eindrucksvoll. Ein durch 
zwei Walzen verengter Kanal ergibt nach Abb. 118 eine AblOsung am 
engsten Querschnitt. LaBt man die Walzen in Stromungsrichtung 
rotieren, so legt sich die Stromung wieder mustergiiltig an (Abb. 119). 
Der Magnuseffekt ist ein weiteres Beispiel. 

Eck, Stromungslehrc I. 8 
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GewissermaBen das Gegenstuck zur Grenzschichtab10sung ist der 
Antrieb der Grenzschicht durch Einb1asen von frischer Flussigkeit. 
Beim Tragfluge1 hat man mit Erfo1g ein Anliegen der Stromung bei 

Abb. 119. Kanal dnrch rotierende Walzen verengt. Striimnng legt sich 
wieder an. (Verlustfreie Drosselstelle.) 

groBeren Anstellwinkeln erreichen konnen, indem Frisch1uft mit einem 
Geb1ase an der Saugseite eingeblasen wurde (Abb. 120). Auch hier ist 

Abb. 120. Blasfliigel. AbreiBen der 
Str6mung wird verhindert durch 

Einblasen von };'rischluft auf 
die Saugseitell. 

es zwecklos, im Bereiche kleiner An­
stellwinkel, wo also die Stromung so­
wieso anliegt, eine Verbesserung er­
warten zu wollen. 

AuBerst brauchbar ist die Korrek­
tur einer abgerissenen Stromung durch 
Hilfsflugel.Lachmann undHandley 
Page haben zum erstenmal beim Trag­
£luge I hiervon Gebrauch gemacht. Es 
zeigt sich, daB ein kleiner Hilfsflugel 
nach Abb. 121 die Stromung selbst bei 
groBen Anstellwinkeln zum Anliegen 
bringen kann. Wich tig ist, daB 

Abb. 121. Tragfliigel mit Hilfsfliigel nach de r z w is c hen Flu gel un d Hi 1£ s -
Lachmann und Handley·Page. fl U gel Ii e ge n deS p a ltd ii sen-

f or mig verengt wird. Die Wirkung des Spaltflugels laBt sich als Be­
luftung der oberen Seite auffassen. Durch den Spalt kommt frisches Ma­
terial auf die obere Seite und wirkt dort so ahnlich wie das Einblasen. 
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Die Wirkung von Hilfsfliigeln kann auch anders erklart werden, 
wenn man sich den Hilfsfliigel als kleinen Tragfliigel vorstellt. Die 
von einer Tragflache erzwungene Stromung wurde S.97 als Uber­
lagerung eines Wirbels mit einer Parallelstromung aufgefaBt. In welch em 
Grade also ein Hilfstragfliigel eine Fernbeeinflussung der Stromung 
bewirkt, hangt von dem Geschwindigkeitsfelde eines Wirbels abo Diese 
Geschwindigkeiten nehmen umgekehrt proportional mit dem Radius ab, 
genau so wie bei der 0 ben behandelten Senke. Die sis t die s tar k s t e 
Fernwirkung, die stromungstechnisch iiberhaupt erzielt 

Abb.122. Normale Plattenstriimnng. 

werden kann. Diese Zirkulationsstromung urn den Hilfsfliigel wirkt 
nun so, daB im Spalt die Geschwindigkeit verkleinert, iiber dem Hilfs­
fliigel dieselbe vergroBert wird. Der Hilfsfliigel reiBt also gewaltsam 
die Stromung in den Wirbelraum des Hauptfliigels. 

Townend 1 benutzte diesen Gedanken, urn durch einen kreisformig 
gebogenen Hilfsfliigel den Stirnwiderstand von Sternmotoren herab­
zusetzen. An einer einfachen Platte soIl die "\Virkung nach Versuchen 
des Verfassers gezeigt werden. Abb. 122 zeigt die gewohnliche Platten­
stromung. Diese Platte wurde mit Endscheiben versehen im groBen 
Kolner Windkanal untersucht. Es ergab sich ein Widerstand von 

1 Townend, H.: The Townend Ring. Journal of the Royal Aeronautical 
Society. Vol. XXXIV. Oct. 1930. 

8* 
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Abb.123. Hilfsfliigel verhindcrn das weite Ausweichen der Stromung nach 
Abb. 122 und vermindcrn den Widerstand um 50%. 

Abb.124. Giinstigste SteHnng der Hilfsfliigcl flir die KreL,platte. An den Hilfsfliigeln 
lOst sieh die strijmnng abo (Untcrschied zwischen cbenem und 

rotationssymmetrischem Problem!) 
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450 g. 1m Wasserkanal wurden dann, wie Abb. 123 zeigt, zwei Hil£s­
£luge I so eingestellt, daB die Stromung um die Hil£sflugel wirbelfrei 
war. Die Nachmessung im Windkanal ergab einen Widerstand von 240 g 
bei der gleichen Geschwindigkeit, d.h. eine Widerstandsverminderung 
von", 47%. Abb. 124 zeigt noch die Stellung des Hil£s£lugels, wie sie 
von Townend bei der Kreisplatte am gunstigsten befunden wurde. Man 
sieht, daB bei der ebenen Stromung kein Anliegen mehr vorhanden ist. 
1m Windkanal ergab sich hier 400 g, d.h. nur 11 % Widerstandsvermin-

Abb. 125. Verringerung des Stirnwiderstandes durch HilfsfliigeI nach FliigcI. 

derung. Das Beispiel zeigt gleichzeitig, daB man eine rotationssym­
metrische Stromung nicht ohne weiteres mit der ebenen vergleichen 
kann. 

FlugeP ist noch einen Schritt weiter gegangen und hat unterteilte 
Hilfs£lugel benutzt, um bei allen Widerstandskorpern, die Ablosung zeigen, 
den Widerstand weitgehend zu verringern. Ab b.125 zeigt, wie durch zwei 
kleine Hilfsflugel der "Stirnwiderstand" eines Korpers vermindert wer­
den kann. Die obere Seite liWt deutlich erkennen, wie beim Weglassen 
der Hilfsflugel starke Wirbelbildung entsteht. In Abb. 126 ist die 
hintere Ab16sung korrigiert. Bei mehreren Schaufeln gelingt es tatsach­
lich, die Stromung fast ganz wieder zum Anliegen zu bringen. Auch 

1 FI tigel, G.: Ergebnisse aus dem Striimungsinstitut der Technischen Hoch­
schule Danzig, Jb. schiffbautechn. Ges. 1930. S.87. 



118 Hydraulisches Messen. 

hier gilt das oben Gesagte. Liegt bei einem Korper die Stromung schon 
an, oder bereits angenahert an, so ist auch durch Hilfsflugel keine 
Verbesserung zu erzielen. 1m Gegenteil wird dann bei Verwendung 
von Hilfsflugeln eine Verschlechterung eintreten. 

Abb. 126. Verbesserung des Totwasserraumes bei stumpfen Widerst andskiirpern 
nach F liigel. 

Wirfassen zusammen: Durch die hier erwiihnten Hilfsmittel 
laBt sich eine urn so groBer e Widerstandsverminderung er­
ziel e n , je schlechter d e r Korper ohne die Hilfsmittel ist. 

Praktische Bedeutung haben diese Mittel, wenn z. B. aus konstruk­
tiven oder sonstigen Grunden kein Platz vorhanden ist, urn lange Ab­
fluBkorper zu bauen, oder wenn sich aus irgend welchen Grunden scharfe 
Kanten nicht vermeiden lassen (z. B. beim Sternmotor). 

VII. Hydraulisches Messen. 
35. Messung von Druck und Geschwindigkeit in oUener Stromung. 
An einem praktischen Beispiele sollen die Hauptgesichtspunkte, die 

sich bei stromungstechnischen Messungen ergeben, herausgeschalt 
werden. 

Auf g a be: Gegeben ein Tragflugel, der unter irgend einem Anstell­
winkel angestromt wird (Abb . 127) . 1m Punkte A sollen Geschwindig-
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keit, statischer und dynamischer Druck sowie die Stromungsrichtung 
festgestellt werden. Mit welchen Mitteln ist dies moglich ~ 

Am einfachsten laBt sich die Stromungsrichtung bestimmen. Ein 
dunner Wollfaden, an einem Draht befestigt, zeigt sehr gut diese Rich­
tung an. Auch kleine Wind-
fahnchen, bestehend aus ei-
nem Rechteck, das in t Tiefe 
von der Vorderkante drehbar 
gelagert ist, leisten gute 
Dienste. 

Druckmessungen sind 
schon schwieriger. Der Druck, 
den ein offenes MeBrohr an­
zeigt (Pitotrohr), andert sich 
mit j edem Winkel, den die MeB­
offnung zur Stromungsrich- Abb.127. !Hessen von Druck, Geschwindigkeit usw. 
tungeinnimmt. Ausdenersten imfreien Stromungsfelde. 

Erwagungen, die wir bei der Rohrstromung angestellt haben (S.9) 
wissen wir, daB der Gesamtdruck erhalten wird, wenn die MeBoff­
nung direkt dem Strome entgegen gerichtet ist. Dies trifft auch hier 
bei der freien Stromung zu. Bei bekannter Stromungsrichtung kann 
also sehr leicht die Gesamtenergie, d. h. die Konstante der Ber­
noullischen Gleichung bestimmt werden. Es sei bemerkt, daB diese 
Messung sehr genau ist. Bei sehr kleinen 
MeBdusen, wie sie z. B. bei Grenzschicht­
messungen verwendet werden, muB aller­
dings darauf geachtet werden, daB die Wand­
starke sehr dunn ist und dann moglichst 
konisch nach hinten zunimmt. 

Schwieriger ist schon die Messung des 
statischen Druckes. Der Anfanger neigt 
dazu, die eben verwendete MeBduse um 90° 
zu drehen und die sich dann ergebende An­

Abb. 128. Umstromung eines 
zylindrischen Rohres. 

zeige als statischen Druck anzusehen. Sieht man sich dies en Fall nach 
Abb. 128 genau an, so erkennt man, daB bei der Umstromung der MeB­
offnung eine Ablosung entsteht, die einen starken Unterdruck 1:iedingt, 
unabhangig von der absoluten GroBe des MeBrohrchens. 

Am leichtesten gewinnt man einen Uberblick, wenn man, wie in 
Abb. 127, die Stromlinien einzeichnet und im Sinne fruherer 
Uberlegungen die Stromrohre als Kanal mit reibungsfreien Wanden 
ansieht. Bei der Rohrstromung ergibt sich der statische Druck aus 
einer Druckmessung durch Wandbohrung. Tatsachlich laBt sich auch 
nichts anderes machen. Eine Wand ist nun nicht vorhanden, sie muB 
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erst kunstlich geschaffen werden. Da die Stromlinie gekrummt ist, muE 
diese Wand genau so gekriimmt sein. In Abb. 127 ist das MeBinstrument, 
welches so entsteht, eingezeichnet. Einfacher ist die Messung am Korper 
selbst. Hier genugt selbstverstandlich eine einfache Bohrung. 

Nun ist es erklarlicherweise unmoglich, fUr 
aIle moglichen Krummungen solche DruckmeB-, r instrumente anzufertigen (etwa nach Abb. 127). 
Tatsachlich wird diese Messung nur bei gerad­

. linigen Stromungen verwendet. Das Instrument 
besteht dann aus einer Kreisplatte mit einer 

Abb.129. Sersche Scheibe. Bohrung in der Mitte. An einem kleinen Rohr-
chen wird dann der Druck gemessen (Abb. 129). Als Sersche Scheibe 
ist dieses Instrument bekannt geworden. Nachteilig ist, daB dieses In­
strument sehr empfindlich gegen Richtungsanderung ist. Dieses durfte 
einleuchten, wenn man sich die runde Scheibe als Tragflugel vorsteIlt. 

Will man das Instrument bei gekrumm­
ten Stromungen verwenden, so muB die 
Kreisplatte so klein sein, daB ein Stuck 
Kurve dadurch ersetzt wird. 

Die fur die Druckmessung notwen­
digen kunstlichen Wande kann man sich 
noch auf andere Weise bilden. Man 
bringt ein rundes, vorne gutabgerundetes 

Abb.130. Drucksonde. Rohr genau in Stromungsrichtung (sog. 
Sonde). In einiger Entfernung von der 

Vorderkante bringt man ringsum kleine Bohrungen oder einen Ring­
schlitz an (Abb. 130). 1m Innern stellt sich dann der statische Druck 
ein. Wichtig ist, daB die Bohrungen nicht zu weit vorne liegen, weil 
dort, wie die Druckverteilungskurve des Luftschiffkorpers zeigt, ein 

von der vorderen Bugform abhangiger Unter­
druck entsteht. 

Urn die Geschwindigkeit zu messen, mussen 
wir genau so vorgehen wie beim Rohre (s. S. 9). 
Wir messen den Gesamtdruck wie oben und den 
statischen Druck, indem wir uns z. B. ein der 
Stromrohre genau angepaBtes Rohr anfertigen, 
an dem durch Anbohrung der statische Druck 

Abb. 131. Geschwindigkeits- gemessen wird. Die Differenz beider Drucke 
messungcn in einem Rohrc. 

ist nach G1. (6) gleich der Fallhohe, die zur 
Geschwindigkeitserzeugung notwendig ware, d. h. nach der Formel 

w=V2giJH 

zu berechnen ist. Nach Abb. 131 kann der Differenzdruck unmittelbar 
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gemessen werden. Die Bernoullische Gleichung ergibt schnell die 
Bestatigung des vorhin Gesagten. 

w2 

Gesamtdruck p + y 2 g , statischer Druck p , 

Differenzdruck (Staudruck) = Gesamtdruck­
statischer Druck d. h. 

Lw2 = LJp 2g , 

also 

w = Y2g Ll/. 

J 

Abb.132. PrandtIsches 
Staurohr. 

Die Schaffung einer kunstlichen Berandung der Stromlinie ist praktisch 
naturlich unbrauchbar. Die Verbindung von Drucksonde (Abb.130) 
mit Pitotrohr vermeidet geschickt aIle Schwierigkeiten. Diese 
von Prandtl angegebene An­
ordnung (Abb. 132) hat vorne 
eine Bohrung zur Messung des 
Gesamtdruckes und einen seit­
lichen Ringschlitz zum Messen 
des statischenDruckes. Getrenn­
te Leitungen fuhren den Druck 
nach auBen. Das Instrument 
hat den Vorzug, daB bei Rich­
tungsanderung von ca. 16° der 
angegebene Staudruck, d. h. 
Differenzdruck sich kaum an­
dert. Abb. 133 zeigt die ver­

1
20 % von 

!l. ro 2 0 
2 a I 

-20 

-1/.0 

-80 

-80 

-10 0 

f-"'"' / 
I 
'/ 

/' , 
I 
I 

t,1~ - -
I ',/ " VI ~ fls 

\ -
J7.gA. \ 

1\ \ 
\ 

\1 \ 
\ 

1\ 

-cc 
schiedenen Druckmessungen des Abb.133. EinfluB der Schiefstellnng gegcniiber der 
Instrumentes d. h. Wl'e statl'scher stromungsrichtuug bcim PrandtIsehen Staurohr, beim Pitotrohr und bei der Drucksonde. 
Druck, Gesamtdruck und Diffe-
renzdruck sich andern, wenn der Richtungswinkel des Instrumentes mit 
der Stromungsrichtung sich andert. Man sieht, daB der statische Druck 
allein sich schneller andert, die Gesamtdruckmessung ist schon etwas 
unempfindlicher, wahrend die Kombination, d.h. die Differenzdruck­
messung erfreulicherweise ein groBes Stuck konstant bleibt 1. 

1 Bei der Druckmessung durch Anbohrung einer Wand ist darauf zu achten, 
daB 1. die MeBoffnung moglichst klein ist und 2. sorgfaltigst jeder Grat beseitigt 
wird. Genaue Messungen von Fuhrmann (Diss. Gottingen 1912) zeigten, daB 
selbst bei kleinen Offnungen von 1/2-1 mm die Druckmessung trotzdem um 
ca. 1 % des Staudruckes zu klein ist. 1st Po der statische Druck, tv die G€schwindig-

keit an derMeBstelle, so ist der gemesseneDruck P = Po __ I:'-. w2 • 0,01. 
2g 
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36. Feststellung der Stromungsrichtung mit Staugeraten. 
Abb.133zeigte, daB das Pitotrohrwie auch dasPrandtlsche Stau­

rohr gegen kleine Richtungsanderungen vollkommen unempfindlich 
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Abb.134. ]j'eststeliung der Str6mungsrichtung durch ZyJinder, der 
2 urn 90° verschiedene offnungen aufweist. EmpfindJichkeit inAb­

hiingigkcit von 0:. 

sind. Eine genaue Richtungsfeststellung ist mit diesen 1nstrumenten 
deshalb unmagIich. 

Sehen wir uns nun die DruckverteiIung urn eine Kugel und einen 

80· 

-1,0 --+~+-\-+~,--,--~,--+~t----1 

Zylinder an (Abb. 85 und 86, 
S. 90). An dem vorderen Stau­
punkt ist ein Maximum des 
Druckes vorhanden. Die graB­
te Druckanderung ist bei 
ca. 45 0. 1st an dieser Stelle 
eine MeBaffnung vorhanden, 
so wird bei Drehung der Kugel 
ein Manometer den graBten 
Anschlag geben. Denken wir 
uns nun eine zweite Messung 
an der unteren Halite (ebenfalls 
unter 45°), so wird die Diffe­
renzdruckmessung den Anschlag 
Null ergeben. Sobald jedoch 

Abb. 135. Feststeliung der Str6mungsrichtung eine kleine Drehung nach der 
durch 2 auf einen Punkt hinweisende urn 90°' d d R' ht 
verschobene Pitotrohre. EmpflindJichkeit in Ab. elnen 0 er an eren lC ung 

hiingigkeit von 0:. eintritt, erhalten wir sofort eine 
erhebliche Druckanzeige. Es ist, wie man sich leicht nach Abb. 85 u. 86 
iiberlegen kann, der graBte Druckunterschied, der bei Drehung einer 
Kugel bzw. eines Zylinders iiberhaupt feststellbar ist. Auf dieser 
Erscheinung beruhen fast aIle Richtungsanzeiger. 
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Abb. 135 zeigt ein solches MeBinstrument, bei dem ein Zylinder die 
Grundform bildet. Die beigegebene Kurve laBt erkennen, wie die 
Anzeige zunimmt bei Richtungsanderung. Die Handhabung dieses 
1nstrumentes ist sehr ein- ffi. 
fach. Man dreht solange, ._._._._. .'17 
bis das Differenzdruck­
manometer Null anzeigt 1. 

Statt eines Zylinders 
kann man auch zwei 
Pit 0 t rohre nehmen, die 
unter 90-100° mit ihren 
Offnungenzu einemPunkt 
hinweisen (Abb. 135). 

Abb. 136. Taylorsche Kugel zur raumlichen Bestimmung 
der Striimungsrichtung. 

Bei der raumlichen Stromung nimmt man nach Taylor eine Kugel 
(Abb. 136) mit vier MeBoffnungen unter 45°. Statt der Kugel konnen 
auch hier analog der Abb. 135 vier Pitotrohre genommen werden, die 
in zwei aufeinander senkrecht stehenden Ebenen je zwei Pitotrohre 
enthalten. 

37. Mengen- und Geschwindigkeitsmessungen im Rohre. 
a) Feinmessungen. Nach den voraufgehenden AusfUhrungen ins. 

besondere nach Abb. 131 kann leicht angegeben werden, wie in einem 
geraden Rohr an einer bestimmten Stelle die Geschwindigkeit gemessen 
wird. Das Pitotrohr, der Stromung genau entgegengesetzt gerichtet, 
zeigt genau den Gesamtdruck an, wahrend der statische Druck durch 
Anbohrung der Wand leichtermittelt werden kann, da beigeraden Strom­
linien der statische Druck in einem Querschnitt konstant sein muB. Der 

gemessene Differenzdruck L1 p ergibt den Staudruck; w2, so daB die Ge-
schwindigkeit aus (f 

w = V2gLl/ 
berechnet werden kann. 

Durch Verschieben des Pitotrohres kann die Geschwindigkeitsver­
teilung im Rohrquerschnitt leicht ermittelt werden. Schwierigkeiten 
bereiten, wie einleuchten dtirfte, die wandnahen Schichten, da das 
Pitotrohr immer eine endliche Ausdehnung hat, und auch eine gewisse 
lokale Storung des Geschwindigkeitsfeldes nicht zu vermeiden ist. 1st 
es jedoch moglich, am Austritt eines Rohres zu messen, so ergibt sich 
ein doppelter Vorteil: einmal kann nun ein ganz dtinnes Pitotrohr tiber 
den ganzen Querschnitt also auch die Grenzschicht verschoben werden, 
auBerdem ist der statische Druck gleich dem im MeBraum vorhandenen, 

1 Ohne Drehen des Instrumentes kann auch aus der Manometeranzeige der 
Winkel der Str6mung ermittelt werden. 
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Abb.137. Vorrichtllng zur Aufnahme des 
Geschwindigkeitsprofiles . 

-
0 

(~ 
~ 

0 
0 

0 

0 
, 

0 

J 
"",- r;t? iflcm 

Abb.138 . 

0 

z 

. 

0 

'OJse} 
o I?o/Jr !lemssssfi 

- !l8f'ec/Jflel 

I 

Geschwindigkcitsprofil in einer Diise und cinem Rohr. 
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derselbe braucht also 
nicht gemessen zu wer­
den. Abb. 137 macht 
mit einer Feinmes­
sungsvorrichtung be­
kannt, die vom Ver­
fasser zur genauenAuf­
nahme von Geschwin­
digkeitsprofilen be­
nutzt wird. Abb. 138 
zeigt ein hiermit auf-

genommenes Ge­
sch windigkei tsprofil 

einer Diise und eines 
Rohres. Die MeBi::iff­
nung dieser aus Glas 
gezogenen und nach 
einem besonderen Ver­
fahren genau konisch 
geschliffenen Pitot­
rohre konnte bis auf 
2\ mm gebracht wer­
den. Die GroBe der 

MeBoffnung kann 
leicht bestimmt wer­
den durchEintauchen 
in eineFliissigkeit. Die 
Kapillarspannung halt 
eine bestimmte Fliis­
sigkeitssaule, die in 
einfachem Zusammen­
hang mit dem Off-

nungsdurchmesser 
steht. 

b) Messung mit 
Diisen, Blenden 

usw. 

GroBere praktische 
Bedeutung haben die 
MeBmethoden gewon­
nen, die mit einer Ver­
engung der Rohrlei-
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tung arbeiten. 1st z. B. nach Abb. 139 der Rohrquerschnitt FI durch 
eine Diise auf F2 verengt, so laBt sich leicht zeigen, daB der Druck. 
unterschied vor und hinter der Verengung in einem einfachen Zu. 
sammenhange mit der Geschwindigkeit in der Diise steht. N achdem die 
Fliissigkeit die Diise verlassen hat, behalt der Strahl zunachst seine 
Breite, so daB der sta· 
tische Druck im Strahle ----,.~--~-~--::c::=:>=. -:::---------:::=~ 

in dem Diisenwinkel am ~ ~ 

Rohre gemessen werden ~3~~-------n------------------------
kann. Erst allmahlich Z 

vermischt sich der Strahl -,>0 ___ -

mit der Umgebung und 
flillt den Querschnitt 
wieder aus. Fiir die 
Messung wesen tlich 
ist nur der beschleu· 
nigte Teil dieser Be· 

Abb.139. Messung der DurchfluBmenge durch eine Duse. 

wegung d. h. die Stromung aus dem Rohre bis zum engsten Quer. 
schnitt. Da bei guten Abrundungen die beschleunigte Bewegung fast 
verlustlos ist, mindestens jedoch ohne Abliisung vor sich geht, kann 
nach der Bernoullischen Gleichung gerechnet werden. Fiir die Stelle 1 
(vor der Diise) und 2 (engster 
Querschnitt) schreiben wir die 
Bernoullische Gleichung an 

___ ~ ____ __ .!L ________________ _ 

+ 1' 2- + I' 2 PI 2gW1-P2 2:gW2° 

Mit Hilfe der Stetigkeitsglei. 
chung Fl' WI = F2 . w2 erhal. Abb. 140. Messung der DurchfluBmenge durch eine 

ten wir nach einigen leichten Blende. 

Umformungen, wenn wir gleichzeitig PI -- P2 = L1 P setzen, 

W 2 = 1 1/ 2 g L1 p * ° 

Vl-(~:r I' 

(54) 

Aus dem Druckunterschied L1 p, der leicht meBbar ist, laBt sich 
also in der Tat die Geschwindigkeit W 2 berechnen. Die DurchfluBmenge 
ergibt sich dann aus V = F2 . w2 • 

* Die Rechnung setzt konstante Geschwindigkeitsverteilung in Diise und Rohr 
voraus: Dies ist jedoch sehr selten der Fall. Aus Abb. 138 ist zu erkennen, wie 
die Dinge bei der ausgebildeten Rohrstromung liegen. Verfasser konnte kiirzlich 
nachweisen (Ing.·Arch. V, 4,1934), daB hierdurch ein Fehler entsteht, wenn man 
nach G1. (54) rechnet. Die GroBenordnung dieses Fehlers ist nach den Berech· 
nungen '" Yz % und stimmt gut mit der Toleranzgrenze iiberein, die bei genormten 
Diisen und Blenden angegeben wird. 
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Prinzipiell dieselbe Wirkung hat die Blende (Abb. 140) eine Platte, 
die durch ein scharfkantig begrenztes kreisformiges Loch die Fliissigkeit 

Abb. 141. Abmessungen der genormten Diisc. 

Abb.142. Abmessungcn der gcnormten Blende. 

drosselt. Die scharfeKante 
bewirkt, wie schon bei an­
deren Beispielen gezeigt 
werden konnte, eine schar­
fe Kontraktion. Der wirk­
same Querschnitt ist des­
halb kleiner wie F 2 • Die 
V er kleinerung bringt man 
durch eine Zahl fl den sog. 
Kontraktionskoeffizienten 
zum Ausdruck. Es ist 

Gegeniiber der Diise ist 
auch bei der Rechnung 
keine Anderung vorhan­

den, wenn F2 durch fk· F2 ersetzt wird. Die nicht vorhandene Ab­
rundung bei der Blende verschafft sich die Fliissigkeit, wie man 

1,10 

~03 

~05 

1,0q 

t ~02 
a 1,00 

0,98 

0,95 

0,9 ¥ 

0,92 

erkennt, selbst. 
Da diese beiden 

k-:'""""" T J I I 0,50m MeBmethoden die 
~+++H ____ ~4-~~*H~.TokrMz~-~~4-HH~ __ ~ 

grenze I I (J. ¥5 wichtigsten sind, die 

$ 3 3 

im Maschinenbau 
vorkommen, hat eine 
umfangreiche For­
schung sich mit die­
sen Dingen beschiif­
tigt. Nach genauer 
Untersuchung sind 
aIle Einzelheiten die-
ser Messung 1 genau 
festgelegt und nor­

Z malisiert worden. 

Abb. 143. Diisenkoeffizienten !' in Abhangigkeit von der Reynoid­
sehen Zahi bei verschiedenen OffnungsverhiUtnissen naeh"Regein". 
Die Reynoidsehe Zahi bezieht sieh auf den Rohrdurehmcsser und 

Man schreibt Gl. 
(54) meist in der 
Form die dortige Geschwindigkeit. 

l/~ 
W 2 = iX V 2 g r - (55) 

so daB in dem Koeffizienten iX sowohl der EinfluB des sog. Offnungs-

1 Regeln fiir die DurchfluBmessung mit genormten Diisen und BIenden. 
Berlin: VDI-Verlag 1930. 
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verhiHtnisses ~2 = rn, wie der EinfluB der Reibung steckt. Bei der 
1 

Blende ist auch noch der Kontraktionskoeffizient darin ·enthalten. 
Den graBten Fortschritt machte die Dusenforschung, nachdem 

Witte die Reynoldsche Zahl bei den Messungen beachtete. Es zeigte 
sich die Maglichkeit, Dusen so zu konstruieren, daB die Koeffizienten ex 
oberhalb gewisser Reynoldscher Zahlen konstant sind. Abb. 141 
enthiilt die genaue Aufzeichnung der Duse mit den vorgeschriebe­
nen MaBen, Abb. 142 in der gleichen Weise die Blende. Abb. 143 
und 144 zeigen (X 

in Abhangigkeit von 
R bei verschiedenen 

tJ,8t 

6ffnungsverhaltnissen. 0,80 

In den Abb. sind die 0,78 

Grenzen deutlich er­
kennbar, oberhalb wel­
cher die ex-Werte kon-

0,76' 

0,7f 

stant werden. In die- t 0,78 

sem Gebiet ist die mit . ao,m 
SlCherheit erreichte 

Genauigkeit 0,5 0/0, 0,6'8 

wenn man die Einbau- 0,6'6' 

vorschriften genau be­
achtet. Hierzu gehart o,6'f 

insbesondere ein freies 0,6'£ 

Rohrstuck von ca. 10 q60 

-;- 20 D vor und hinter 
der MeBstelle. Bemerkt 

I"-.. ......., 

r-.... 

I"'-..... 

r---
l-

10 ¥ 

III 

I Tii1lt- II tJ,70m 

To/eronzItO % I To/ero(!!..lo,s% I 
I 

l'-- : I I 

- I D.60 

h'r10-Q I J.10Z] 106 

.......... I-- To/el'On~~ I I /grenze 
o,SO-

f f 
.......... 

I--r- I I I I o,fO 

/ 0,30-

I 
IUO-

.- I / / tJ,10 
"'1_ -1- 'I~i'"'i'"j-'I-i- aos 

5 10 5 5 
,$ 10 

h'0~ 

sei noch daB bei klei- Abb. 144. DurchfluEzahlen IX fiir Blenden.tn Abhangigkeit von 
, der Reynoldschen Zahl bei verschiedenen Offnungsverhaltnissen 

nem Durchmesser d < nach "Regeln ... ". 

50 mm die Normen 
nicht mehr anwendbar sind. Ohne besondere Eichung sind hier Dusen 
und Blenden nicht zu verwerten, da dann die Rohrreibung und andere 
Einflusse sich bemerkbar machen. 

Die hinter der Verengung auftretenden Verluste lassen sich nach dem 
Impulssatz berechnen. Der Ansatz hierzu war bereits auf S.39 auf­
gestellt worden. Bei plOtzlicher Verzagerung der Geschwindigkeit von 
W 2 auf WI tritt ein Druckverlust von 

Ll (W2 - W 1)2 
P = 2g . Y 

auf. 
Von Interesse ist der prozentuale Verlust bezogen auf den Differenz­

druck, auch Wirkdruck genannt. Wir nennell dieses Verhaltllis zweck-
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miiBig den Wirkungsgrad 

J'_ [Wl - W2]2 
2g 

1] = ---'------
I' [" 9] 2g W:;'-Wi 

mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung 

10 

fjll 

fj8 

fj7 

fj6 7J c 

t fj5 
0,182 81 
0,33'1 11i 

7J 0,'16'2 5,'12 

0,'1 q571 ;;25 
0,6'6'6 to 

q3 0,75 0,'16' 
0,823 0,18'1 

q2 
q81l 0,0625 
qll'l8 0,0123 

0 

35 

30 t a 
Illl 
2'1 25~ 
10,1 ~ 
5,25 - ZO~ 
J 
1,78 - 15 
WI 
q56'2 _ 

10 
0,235 
0 

5 

qll tOO 

Fl' WI =F2w2 

und der Festsetzung 

F2 -=m 
Fl 

gewinnen wir nach elmgen 
leichten Umformungen 

m 
1] = 2 m + I' (56) 

Abb.145 zeigt 17 =1 (m). 
Man sieht, daB im Bereich 
iiblicher Offnungsverhaltnisse 
m = 0,2 -;- 0,5 die Verluste 
70 -;- 30 % betragen. 

Abb. 145. Verluste, Wirkungsgrad, Wirkdruck bei 
Dillien und Blenden bezogen auf Staudruck der Rohr-

Da beim Entwurf einer 
MeBstelle meist die Rohr­
leitung und die mittlere Ge­
schwindigkeit gegeben ist, 
wird man sich oft beim Ent-

leitung, sowie Wirkdruck in Abhiingigkeit von m. wurf schon fragen miissen, 
was die MeBstelle an Druckverlust kostet, wenn man die Verluste mit 

dem Staudruck; w2 der Rohrleitung vergleicht. Dies wird durch die 
Vergleichszahl g 

Abb. 116. Venturirohr. 

E ={1l;2~Wl? = C m my (57) 

dargestellt. Auch die Frage, 
das Wievielfache des Stau­
druckes der Wirkdruck aus­
macht in Abhangigkeit von 
m, ist sehr wichtig. Die Ver­
haltniszahl 

'w~-wJ 
2g '1' 1 

IX = ----- = --1 
--"- w" m2 

2g J 

(58) 

driickt dieses aus. Abb. 145 zeigt sowohl IX wie E in Abhangigkeit von m. 
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Durch eine stetige Erweiterung des engsten Querschnittes k6nnen 
die Verluste zum Teil vermieden werden. Man erhiilt so das Venturi­
rohr (Abb.14,6). Die Verluste sind hier ca. 15-20% des gemessenen 
Differenzdruckes. Die Berechnung ist selbstver-
stiindlich dieselbe wie bei Diise und Blende. (Eine --------======­
Normung hat hier noch nicht stattgefunden.) ~~Q 

Die vorgenannten MeBmethoden werden un- ~ 

genau, wenn das Offnungsverhiiltnis groB wird. ~ 
Es leuchtet ein, daB sich dann die Wandreibung ~ 
bemerkbar macht. Die auftretenden Reibungs­
verluste sind allerdings von geringer Rechnung. 
Wichtig ist, daB die Kontraktion bei der Blende 
durch den indirekten EinfluB der Reibung bei 
gr6.BerenOffnungsverhiHtnissen unkontrollierbare 
Werte annimmt. Denn die infolge der Wand­
reibung unterschiedlich beeinfluBte Grenzschicht, 

Abb. 147. Verdrangnngs-
deren Geschwindigkeit fUr die Ausbildung der diise nach Eck. 

Kontraktion wesentlich ist, wird sich pro­
zentual um so mehr bemerkbar machen, je 
mehr sich die Blende dem Rohrdurchmesser 
nahert. Die Regeln empfehlen daher eine 
Verwendurig der Blende nur bis m = 0,7. 

Diesem Mangel wird abgeholfen durch 
die neue Ecksche Anordnung (Abb. 147, 
148, 149). Sie stellt gewissermaBen die 
NegativlOsung der vorherigen Instrumente 
dar. Man erkennt, Z50r -zoo_ 
daB bei der Kreis- mmWS 

platte die Kontrak- zoo -150 

tion durch Wandrei- t 150 P-100 

bungnicht beeinfluBt L50 werden kann. Sie LJP100 

liegt Immer in ge-
50 0 

sunder Stromung. 
Die Messung kann 0 + 50 

direkt an der Rohr-

II I 
Abb.148. Verdrangungsp!atte nach 

Eck. 

gemessel7 

Je If /lrl/febo/zel7 

wand vorgenommen 
werden, oder aber wie 
in Abb. 148 ange-

"S,!\ I 
-~~,--+-------~ 

~ , 
I 

deutet, durch eine Abb.149. Verdrangungsventurirohr nach Eck. Druckverteilung. 

Druckmessung unmittelbar hinter dem Korper. 
Der Ersatz des Venturirohres gestattet in hochst einfacher "Veise, in 

einer glatten Rohrleitung eine gute verlustarme MeBstelle zu schaffen. 
Eck, Stromungs!ehre 1. 9 
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In bezug auf den Wirkungsgrad ist kaum ein Nachteil gegeniiber dem 
Venturirohr vorhanden. Abb.149 zeigt fiir eine Ausfiihrung die ge­
messene Druckverteilung und die nach der Bernoullischen Gleichung 
berechnete. Der Wirkungsgrad war 0,79. Ein handelsiibliches Venturi­
rohr, welches dieselben Querschnittsabmessungen hatte, ergab r; = 0,8. 

3S. Uberfallmessungen, 
Bei groBeren Wassermengen und kleinen Gefallen, z.B. Turbinen-

kaIialen, Kanalen, Flu.Blaufen usw. 
Staugeraten nicht mehr aus. Am 

kommt man mit den vorherigen 
geeignesten ist hie:r; der Uberfall. 

Durch ein Wehr, bestehend 
aus einer scharfkantigenPlatte 
wird das Wasser angestaut 
(Abb.150) und aus der Stau­
hohe h die Menge berechnet. 

Fur das abgerundete Wehr 
war festgestellt worden, daB 
an der hochsten Stelle des 

Abb. 150. iJ'berfall zum Messen groBer Wassermengen. 
Wehres die Niveauhohe 2/3 

der ursprunglichen ist. Dieser Querschnitt 2/3 b . h verringert sich 
hier nun noch durch Kontraktion auf 

W~b·h. 

Bei freiem AbfluB ist die Geschwindigkeit Y2 gh, so daB die Menge 
leicht ermittelt werden kann 1. 

Q=ft~b·hY2gh. (59) 
Die ursprungliche Niveauhohe muB also genau gemessen werden. Spitzen, 

Pegel und ahnliche HiIfsmittel sind hierzu 
ausgebildet worden. 

Eine der wichtigsten Querschnittsformen 
fur Uberfallmessungen ist das scharfkantig 
begrenzte Dreieck, der sog. dreieckige Thom­
son-Uberfall (Abb. 151). 
Rier ist 

Abb. 151. iJ'berfall nach Thomson. 8 IX Y--
Q=W 15 tg T h2 2yh (60) 

von Thomson wurde It fur aIle Uberfallhohen konstant zu 0,5926 
gefunden. 

39. Direkt anzeigende DurchfluBmesser 
Bei den folgenden MeBmethoden wird der Widerstand eines Korpers 

benutzt, urn Geschwindigkeit und Menge zu bestimmen. Der Bayer­
Siemens-Messer besteht aus einem konischen Rohrstiick, in welchem eine 

1 Wichtig ist eine gute Beliiftung der unteren Strahlseite. 
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scharfkantige Kreisplatte gehoben wird (Abb. 152). Je nach der Durch­
fluBmenge stellt sich eine verschiedene Rohe ein. Die Verschiebung der 
Platte wird durch einen Stift nach auBen gefiihrt und zeigt dort un­
mittelbar die Menge an. Der Fliissigkeitswiderstand 
muB immer genau gleich dem Gewicht der Platte 
sein. Aus der Widerstandsformel 

w2 
W=cw - .y.F 

2g 
folgt, daB dann auch w konstant sein muB. Nehmen 
wir konstante Kontraktionszahl an, so wird, da w 
konstant bleibt, die DurchfluBmenge sich mit der 
freienFlache andern,d.h. mit demRub linear steigen. 
Da die Widerstandsformel im Rohre nun nicht ge­
nau gilt und auBerdem die Kontraktion etwas ver­
anderlich ist, findet man bei konischer Rohre kein 
lineares Verhalten. Bei dem Bayer-Siemens-Messer 
wird trotzdem genaue Linearitat dadurch erreicht, 
daB der Konus eine schwach gewolbte, empirisch 
bestimmte Kurve annimmt, wie aus Abb. 152 er- Abb. 152. Bayer-
kennbar ist. Siemens Schwimmer-

Messer. 
Die line are Abhangigkeit der Menge von der Anzeige 

ist ein groBer Vorteil dieses Instrumentes gegeniiber den 
Staugeraten. Da bei letzteren die Manometeranzeige mit 
dem Quadrat der DurchfluBmenge sich andert, wird hier 
beim Messen einer kleinenMenge z. B. /0 der Normalmenge 
die Anzeige nur (/0)2 = m der normalen Anzeige sein, 
wahrend beim Bayer-Siemens-Messer bei -to der Menge die 
Anzeige genau /0 des normalen Rubes ist. Man erkennt, 
daB bei groBen MeBbereichen diese Instrumente unschatz­
bare Vorteile besitzen. 

Prinzipiell dieselbe Wirkung hat der Rota-Messer. In 
einer schwach konisch erweiterten Glasrohre befindet sich 
ein freischwebender leichter Rotationskorper nach Abb.153. 
Schrage Schlitze am Umfang bringen den MeBkorper in 
Umdrehung und sorgen so fiir Stabilisierung. Auf der Glas­
rohre eingeatzte Striche zeigen direkt die Menge an. Auf 
genau lineares Verhalten wird hier aus begreiflichen Griin­
den verzichtet, so daB hier jeder Teilstrich vorher genau 
9-urch Eichung gefunden werden muB. Der Rota-Messer R~f~-ilf~~:~r. 
beherrscht hauptsachlich das Gebiet kleiner Luft- und 
Gasmengen. Sind doch noch Ausfiihrungen moglich bei DurchfluB­
mengen von nur wenigen Litern pro Stunde. 

Wegen der direkten Ablesemoglichkeit und ihrer einfachen Rand-

9* 
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habung sind die auf diesen Grundlagen beruhenden Instrumente in 
der Praxis sehr beliebt. 

40. 1m Fliissigkeitsstrom sich drehende Mellgerate. 
Bei kleinen Geschwindigkeiten versagen die Staugerate vollkommen, 

da die Drucke zu klein werden. Bei z. B. I m/sec Luftgeschwindigkeit 
ist der Staudruck nur 

L1 p = L w2 = 1,2 . I '" ~ mm WS . 
2g 2 g 16 

1m Flussigkeitsstrom sich drehende 
Flugel u. dgl. eignen sich sehr gut zur Uber­
bruckung dieses Bereiches. Das Anemo­
meter benutzt die verschiedenen Wider­
stande, die eine offene Halbkugel erfahrt, 
je nachdem in welcher Richtung die Halb-

Abb.154. Anemometer. kugel angestromt wird. Die Anord-
nung nach Abb. 154 wird infolgedessen ein Drehmoment erhalten. Es 
stellt sich bei einer Windgeschwindigkeit w eine Umfangsgeschwindig-

keit u ein mit einem konstanten Verhaltnis ~. Die Umdrehzahlen in 
u 

einer bestimmten Zeit werden gestoppt und nach einer Eichkurve die 

Abb. 155. Ottscher Fliige!. 

Geschwindigkeit bestimmt. 
Geschwindigkeiten von 

I m/sec sind hiermit noch 
meBbar. 

Fur Wasser hat sich der 
Ottsche Flugel (Abb. 155) 
gut bewahrt. Ein Flugel­
radchen, das sich mit Hilfe 
einer "Windfahne" frei in 

Stromungsrichtung einstellen kann, ubertragt seine Umdrehungen auf 
einen kleinen Schneckentrieb 1 :40. Nach einer Umdrehung des Schnek­
kenrades schlieBt ein elektrischer Kontakt eine Klingelleitung, ein 
Lichtsignal usw. Mit der Stoppuhr wird die Zeit fur eine Anzahl 
Signalpunkte gemessen. 1st n die Drehzahl in der Sekunde und w die 
Wassergeschwindigkeit, so ergeben sich line are Eichkurven 

w = 01 + n' O2 , 

Fur die Ausmessung von FluBlaufen, Turbinenkanalen usw. ist der 
Ottsche Flugel das Haupthilfsmittel. Geschwindigkeiten von ca. 
10 cm/sec konnen noch gemessen werden. 
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Beriehtigungen. 
Seite 11, Abb. 16. Unterschrift: '" Geschwindigkeit von ... 

schwindigkeit im ... 
Seite 21, sechste Zeile: co = 0 statt w = O. 
Seite 31, Abb. 34: Mittelpunkt des unteren Kreises O. 
Seite 35, elfte Zeile v. unten: Zeichenebene statt Zeileneber. 
Seite 43, dritte' Formel v. oben: setze b2 statt b. 

Seite 49, dritte Zeile: Es heiBt h= ~ und Yg·y statt h = 
~. ..--

Seite 62, zweite Formelreihe ersetze r in ·Vw~.d durch 'jI. 

Seite 67, untere Halfte: ersetze" durch k. 
Seite 87, Gl. (44) ist in Abb. (81) verschrieben. 

Eck, Stromungslehre J. 




