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Vorwort. 
Von jeher hat die Mathematik mächtige Antriebe aus den engen Be

ziehungen gewonnen, welche zwischen den Problemen und Methoden 
der Analysis und den anschaulichen Vorstellungen der Physik bestehen. 
Erst die letzten Jahrzehnte brachten eine Lockerung dieses Zusammen
hanges, indem sich die mathematische Forschung vielfach von ihren an
schaulichen Ausgangspunkten ablöste und insbesondere in der Analysis 
manchmal allzu ausschließlich um Verfeinerung ihrer Methoden und 
Zuspitzung ihrer Begriffe bemühte. So kommt es, daß viele Vertreter 
der Analysis das Bewußtsein der Zusammengehörigkeit ihrer vVissen
schaft mit der Physik und anderen Gebieten verloren haben, während 
auf der anderen Seite oft den Physikern das Verständnis für die Pro
bleme und Methoden der Mathematiker, ja sogar für deren ganze 
Interessensphäre und Sprache abhanden gekommen ist. Ohne Zweifel 
liegt in dieser Tendenz eine Bedrohung für die Wissenschaft überhaupt; 
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist in Gefahr, sich 
weiter und weiter zu verästeln, zu versickern und auszutrocknen. Soll 
er diesem Geschick entgehen, so müssen wir einen guten Teil unserer 
Kräfte darauf richten, Getrenntes wieder zu vereinigen, indem wir unter 
zusammenfassenden Gesichtspunkten die inneren Zusammenhänge der 
mannigfaltigen Tatsachen klarlegen. Nur so wird dem Lernenden eine 
wirkliche Beherrschung des Stoffes ermöglicht und dem Forscher der 
Boden für eine organische Weiterentwicklung bereitet. 

Diesem Ziele soll für das Gebiet der mathematischen Physik das 
vorliegende Buch dienen. Es entwickelt mathematische Methoden, die 
im Anschluß an klassische physikalische Fragestellungen des 18. und 
19. Jahrhunderts ausgebildet worden sind, und sucht die gewonnenen 
Ergebnisse zu einheitlichen mathematischen Theorien auszugestalten. 
Vollständigkeit erstreben wir nicht, hoffen aber doch, durch unsere 
Darstellung den Zugang zu einem wichtigen und an den schönsten 
Zusammenhängen reichen Gebiete zu erleichtern, dessen weiterer Aus
bau eine überaus lohnende und für Mathematik wie Physik gleich er
sprießliche Aufgabe ist. Unserer Einstellung entsprechend haben wir 
uns überaU bemüht, für die Betrachtungen und Beweise die einfachste 
mögliche Form zu finden. Jede blinde Benutzung des Apparates der 
Rechnung ist nach Möglichkeit vermieden und durch Überlegungen be
grifflicher Natur ersetzt. Abgesehen von dem rein Methodischen ent
hält der vorliegende Band viele Einzelheiten, die auch dem Kenner neu 
sein dürften. 

Ein geschlossenes Ganzes wird dieser Band erst mit dem in Vor
bereitung befindlichen zweiten Bande bilden. Durchweg spielen die Ge
sichtspunkte der Variationsrechnung die beherrschende Rolle, d. h. das 
Bestreben, mathematische Größen uncl Funktionen durch Extremums-
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eigenschaften zu charakterisieren. Immer mehr erweist sich die Variations
rechnung, in diesem aUgemeinen Sinne verstanden, als mächtiger Hebel 
der mathematischen Analysis und wichtiges Prinzip der Vereinfachung 
und Vereinheitlichung. 

Für den vorliegenden Band im einzelnen muß ich die Verantwortung 
allein übernehmen, da Anlage und Einzelausführungen zum größten Teil 
in meiner Hand lagen. Auch habe ich mir die Freiheit genommen, an 
zahlreichen Stellen des Buches größere Abschnitte aus eigenen Abhand
lungen mit geringen Veränderungen abzudrucken. Wenn ich trotzdem 
darauf bestanden habe, daß auch nach außen hin die Autorschaft meines 
hochverehrten Lehrers, Kollegen und Freundes Hilbert mit zum Aus
druck kommt, so geschieht dies nicht nur im Hinblick auf das vielfach 
benutzte Material aus Hilbertschen Abhandlungen und Vorlesungen, 
welches in erhöhtem Maße noch im zweiten Bande zur Geltung kommen 
soll; vor allem wünsche ich vielmehr damit zu betonen, daß die hier ver
tretenen wissenschaftlichen und pädagogischen Bestrebungen Kinder 
der mathematischen Geistesrichtung sind, welche für immer mit Hilberts 
Namen verbunden bleiben wird. 

Über die Einzelheiten des behandelten Stoffes unterrichtet das aus
führliche Inhaltsverzeichnis. Für die Anordnung waren methodische. 
nicht stoffliche Gesichtspunkte maßgebend. Jedes einzelne Kapitel bildet 
in gewissem Grade eine selbständige Einheit und kann daher im wesent
lichen auch ohne Kenntnis der übrigen gelesen werden. Ein ausführliches 
Register soll die Orientierung in dem Buche erleichtern. Die Literatur
angaben, insbesondere die jedem Kapitel beigegebenen Literaturverzeich
nisse, machen keinerlei Anspruch auf systematische Vollständigkeit. 

Für den zweiten Band haben wir uns neben der allgemeinen Be
handlung der klassischen Differentialgleichungen der Physik eine ausführ
liche Erörterung der Existenzfragen und der numerischen Berechnung 
der Lösungen vorbehalten, wobei die direkten Methoden der Variations
rechnung im Vordergrunde stehen sollen. Ferner sollen im zweiten Bande 
eine Ergänzung der hier im vierten Kapitel gegebenen Darstellung der 
Variationsrechnung durch die Hamilton-Jacobische Theorie und An
wendungen auf Fragen der neueren Physik Platz finden. 

Vielen treuen Helfern bei der Herstellung des Manuskriptes und 
bei der saueren Arbeit der Korrektur schulde ich Dank: E. Bessel
Hagen, K.Friedrichs, K.Grandfot, E.Hellinger, P.]ordan, H.Kneser, 
0. Neugebauer, A. Ostrowski, C. L. Siegel, A. Walther. 

Ebenso ist es mir eine angenehme Pflicht, auch an dieser Stelle der 
Verlagsbuchhandlung, welche in ihrer gewohnten Großzügigkeit die 
Arbeit des Autors durch jedes erdenkliche Entgegenkommen erleichtert 
hat, meinen herzlichen Dank auszusprechen. 

Göttingen, am 11. Februar 1924. 
R. Courant. 
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Erstes Kapitel. 

Die Algebra der linearen Transformationen 
und quadratischen Formen. 

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem 
Bande beschäftigen werden, sind durch Analogie und innere Verwandt
schaft aufs engste mit dem Gebiete der linearen Transformationen und 
quadratischen Formen verknüpft; wir wollen daher dieses Gebiet ein
leitend in aller Kürze unter den hier für uns wichtigen Gesichtspunkten 
durchmustern, indem wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den 
berührten Fragen voraussetzen. Die auftretenden Größen setzen wir 
hierbei, wie auch später, als reell voraus, wenn nicht ausdrücklich etwas 
anderes bemerkt wird. 

§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen. 

I. Vektoren. Um die bekannten Tatsachen der Theorie der line
aren Gleichungen kurz aussprechen zu können, ist es zweckmäßig, die 
einfachsten Bezeichnungen der Vektorrechnung heranzuziehen1). Ein 
System von n reellen Zahlen x1 , ••• , X 11 nennen wir einen n-dimensio
nalen Vektor oder einen Vektor im Raume von n Dimensionen und be
zeichnen ihn kurz durch den entsprechenden deutschen Buchstaben ~· 
Die Zahlen Xi (i = 1, ... , n) heißen die Komponenten des Vektors~· 
Verschwinden alle Komponenten, so sprechen wir vom Vektor Null 
oder vom Nullvektor. Für n = 2 oder n = 3 ist die einfachste geo
metrische Deutung eines Vektors bekanntlich die als "Ortsvektor", 
der vom Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems zum 
Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten Xi führt. Für n > 3 ver
sagt zwar die geometrische Anschauung; trotzdem bleibt eine geometri
sche Sprechweise der Natur der Sache angemessen. 

Sind zwei beliebige reelle Zahlen l und f-l gegeben, so verstehen 
wir unter dem Vektor l ~ + f-l ~ = ~ denjenigen, dessen Komponenten zi 

sich linear aus den Komponenten xi> y, von ~ und t) gemäß der Be-

1) Dabei handelt es sich für uns nur um eine kurze Bezeichnungsweise, nicht 
aber um eine Darlegung der eigentlichen Vektoranalysis bzw. ihrer Verallge
meinerungen auf n Dimensionen, in welcher die Frage nach gewissen Invarianten 
den Kernpunkt der Untersuchung bildet. 

Cour an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 
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ziehung zi = lxi + P.Yi zusammensetzen. Hiermit ist insbesondere die 
Summe und die Differenz zweier Vektoren definiert. 

Als "inneres Produkt" (!;~) der Vektoren ~und ~ bezeichnen wir 
die Zahl 

(1) (n) = XtYt + ... + x"y" = ylxt + ... + y"x" = (~~). 

Gelegentlich benutzen wir für das innere Produkt (~ ~) auch die 
Bezeichnung Komponente des Vektors~ in bezug auf~ oder umgekehrt. 

Verschwindet das innere Produkt (~ ~), so nennen wir ~und ~ 
senkrecht oder orthogonal zueinander; für n = 2 und n = 3 besitzt 
diese Ausdrucksweise unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine be
sondere Rolle spielt das innere Produkt N~ = (U) = ~2 eines Vektors 
mit sich selbst, welches wir als Norm des Vektors bezeichnen. Die 
positiv gerechnete Quadratwurzel aus ~2 nennen wir den Betrag oder 
die Länge des Vektors~ und schreiben dafür J~l = +y!2. Ein Vektor 
von der Länge 1 heißt ein normierter Vektor oder ein Einheitsvektor. 

Für das innere Produkt (ab) von zwei Vektoren a = (a1 , •••. a"\ 
und b = (b1 , ••• , b") besteht folgende Ungleichheitsbeziehung: 

(ab)2 < a21J2' 

oder ohne Benutzung von Vektoren: 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn die 
~den bi proportional sind, also eine Beziehung la + p,b = 0 besteht. 

Der Beweis dieser "Schwarzsehen Ungleichung" 1) folgt unmittelbar 
aus der Bemerkung, daß die quadratische Gleichung 

für die Unbekannte x niemals zwei verschiedene reelle Wurzeln haben 
kann, sondern, außer im Falle der Proportionalität der ai und b,, nicht
reelle Wurzeln besitzen muß; die Schwarzsehe Ungleichung ist die 
dieser Tatsache entsprechende Relation für die Diskriminante der qua
dratischen Gleichung. 

Vektoren ~11 ••• , ~'" heißen voneinander linear unabhängig, wenn 
es unmöglich ist, Zahlen 11 , ••• , lm, die nicht alle Null sind, derart 
zu finden, daß die Vektorgleichung 

Al ~1 + ' · ' + Am~~~~ = 0 

besteht, d. h. daß die Komponenten deslinkerhand stehenden Vektors sämt
lieh verschwinden. Andernfalls nennen wir die Vektoren linear abhängig. 

1) Diese Beziehung wird übrigens schon von Cauchy benutzt. 
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2. Lineare Gleichungen, Tensoren, Bilinearformen. Nunmehr 
sprechen wir den Hauptsatz der Theorie der linearen Gleichungen 
ohne Bezugnahme auf die Determinantentheorie folgendermaßen aus: 

Ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten x 1 , ••• , Xn, 
die wir als Komponenten eines Vektors ! betrachten: 

auxl + a12X2 + · · · + alnXn = Y1• 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = Y2• 

kurz 
n 

(2) 2: aikxk = y,, 
k=l 

(i=1, ... , n) 

besitzt bei gegebenen a;~c entweder für feden willkürlich gegebenen Vektor t) 
eine und nur eine Lösung!, insbesondere die Lösung ~ = 0 für ~ = O; 
oder aber die homogenen Gleichungen, welche aus (2) für ~ = 0 entstehen., 
weisen eine positive Anzahl f.! "nicht trivialer", d. h. vom Nullvektor ver
schiedener, voneinander linear unabhängiger Lösungen ! 1 , ••• , !g auf, 
die wir als normiert annehmen dürfen. In diesem Fall hat auch das 
"transponierte" Gleichungssystem 

n 
(3) 2'ahxi = 0, (i = 1, ... , n) 

k=l 

wobei a~k = aki gesetzt ist, genau (! linear unabhängige, nicht triviale Lö
sungen tt, ... , !~. Für diefenigen Vektoren und nur für solche, welche den 
e Rela#onen (~ !') = o, ... , (~ !~) = 0 genügen, also zu r; .... , ~~ 
orthogonal sind, ist dann auch das unhomogene Gleichungssystem (2) 
lösbar, wobei diese Lösung nur bis auf eine beliebige additiv hinzutretende 
Lösung des homogenen Gleichungssystems bestimmt ist. 

Wir können unsere linearen Gleichungen auffassen als eine lineare 
Transformation des Vektors ! in den Vektor ~; der lineare Charakter 
der Transformation kommt darin zur Geltung, daß dem Vektor 
11 r1 + Ä2 ~2 der Vektor 2 1 ~ 1 + i 2 ~:t entspricht. Eir.e solche lineare 
Vektortransformation, die durch das Koeffizientenschema oder die 
"Matrix" der Gleichungen (2): 

(4) [ 

au ata · · · aln 

A _ ( . ) _ a21 a22 • • • a2n - a,k - ........... 
anl an2 · · · ann 

mit der Determinante 
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bestimmt ist, wollen wir einen "Tensor" 1) nennen und mit dem Buch
staben m bezeichnen. Die Elemente a;k der Matrix A heißen die Kom
ponenten des Tensors m. Die lineare Transformation (2) können wir 
dann als Multiplikation des Tensors 9{ mit dem Vektor ~ auffassen 
und in der Gestalt 

(2') 

schreiben. 
Ist der Vektor 6 seinerseits das Produkt eines zweiten Tensors ~ 

der Komponenten bik mit einem Vektor tu, hängt also ~ mit tu durch 
das lineare Gleichungssystem 

n 
2b;kwk =X; (i= 1, ... , n) 

k=1 

mit der Matrix B = (b;k) zusammen, so geht auch ~ aus tu durch Multi
plikation mit einem Tensor ~ hervor. Die Matrix C von ~ ent"teht 
aus A und B nach den Regeln der Matrizenmultiplikation: 

C=AB, 

d. h. das Element C;k ist das innere Produkt der iten Zeile von A und 
der kten Spalte von B: 

(5) (i, k = 1, ... , n). 

Den Tensor ~ nennen wir daher das innere Produkt oder kurz das 
Produkt der Tensoren m und )8. Wie man aus der Definition unmittel
bar abliest, besteht für diese Produktbildung das assoziative Gesetz 
(m )8) ~ = m ()8 ~), so daß das Produkt m1 9{2 • • • mh einer beliebigen 
Anzahl von Tensoren in fester Reihenfolge einen wohldefinierten Sinn 
erhält. Für m1 = ·m2 = · · · = mh = m schreiben wir dieses Produkt 
als hte Potenz mh des Tensors ~. Dagegen ist wohl zu beachten, 
daß das kommutative Gesetz der Multiplikation im allgemeinen nicht 
gilt, sodaß man zwischen einer vorderen und einer hinteren Multiplika
tion zu unterscheiden hat. Schliei.Hich definieren wir als den Tensor 
2m+ p, )8 denjenigen mit der Matrix 2 A + p, B, d. h. mit den Kom
ponenten Je aik + p, b;k; als Tensor Null demgemäß denjenigen, dessen 
Komponenten sämtlich verschwinden. Übrigens erkennt man unmittel
bar das Bestehen des distributiven Gesetzes: 

1) An sich wäre für die Durchführung algebraischer Betrachtungen die Ein
führung eines neuen Wortes nicht nötig; sie empfiehlt sich aber, wenn man die 
0 p er a t i o n der Transformation begrifflich von dem bloßen Sc h e m a der 

Koeffizienten unterscheiden will. 
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Im Falle des Nichtverschwindens der Determinante A = \a;k\ 
unseres Gleichungssystems (2) wird dessen Auflösung durch ein ent
sprechendes Gleichungssystem 

(6) 
n 

Xi =l;a;kYk 
k=1 

bewirkt. Dabei ist bekanntlich 

(7) 

(i=1, ... ,n) 

wenn Aki die zum Element aki gehörige Unterdeterminante von A 
bedeutet. Die M:j_trix A = (a;k) heißt die zur Matrix A reziproke oder 
inverse Matrix und ist daourch ausgezeichnet, daß 

AA = AA = E 

ist, wobei E die "Einheitsmatrix" 

10 ... 0 

(8) E = (eik) = 0 1 ... 0 (e;; = 1 ; e;k = 0 für k ±c i) 

00 ... 1 

mit der Determinante 1 und der Eigenschaft Z E = E Z = Z für 
jede beliebige Matrix Z bezeichnet. Wir sind daher berechtigt, A - 1 

statt A zu schreiben; die Determinante von A - 1 hat den Wert A - 1• 

Der zu A-t gehörige Tensor heißt entsprechend der zu 21: reziproke 
Tensor 2{- 1, der zu E gehörige Tensor der Einheitstensor ~. Er 
bedeutet die identische Transformation ~ = ~· Der Übergang von 
den Gleichungen (2) zu (6) kann aufgefaßt werden als vordere Multi
plikation der Gleichung (2') mit dem Tensor IJ(- 1 • 

Zur übersichtlichen Zusammenfassung der linearen Gleichungen (2) 
können wir statt eines Tensors auch die mit ihm äquivalente, zur 
Matrix A gehörige Bilinearform 1) benützen. Diese Bilinearform 

n 
(9) A(u, x) = ,L a;k u;xk 

i,k=l 

entsteht, indem wir die auf der linken Seite der Gleichungen (2) stehen
den Linearformen in x1 , •.• , Xn mit unbestimmten Größen u1 , ••• , Un 

multiplizieren und addieren; dadurch erhalten wir an Stelle des 
Gleichungssystems (2) die eine in den u identische Gleichung: 

( 10) A(u,x) = E(u,y), 
n 

wobei E (u, y) = 2 U;Yi die Bilinearform der Einheitsmatrix oder die 
i=1 

1) Manche Autoren benutzen die Bezeichnung Tensor auch direkt für die 
Bilinearform. 
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bilineare Einheitsform ist. In Tensoren lautet die Gleichung (10): 

(10') ((~!)u) = (nu). 

Unter dem Produkt zweier Bilinearformen A(u,x) und B(u,x) mit 
den Matrizen A und B versteht man die Bilinearform C (u,x) mit 
der Matrix C =AB; die Potenz Ah(u,x) bezeichnet man auch als die 
Jl' iterierte Form. Die "reziproke Bilinearform" A - 1(u, x) mit der 
Matrix A - 1 kann nach den Sätzen der Determinantentheorie in die 
Gestalt 

(7') A -l( ) _ A(u,x) 
u,x -- A 

gebracht werden, wobei 

0 u1 ... Un 

A(u,x) = X1 au· · .aln =-1: Aikxiuk 

gesetzt ist. 
Ein besonderes Interesse bieten die symmetrischen linearen Trans

formationen, welche durch die Bedingung aki = aik gekennzeichnet 
sind. Zu ihrer Untersuchung genügt die Betrachtung der quadratischen 
Form 

n 
A(x, x) = 1: a;kxixk, 

i,k~1 

welche aus der Bilinearform entsteht, wenn man ui = X; annimmt. 
Denn man e1hält aus einer quadratischen Form A (x, x) eine sym
metrische Bilinearform 

A (x + u, x + u) - A (x, x) - A ( u, u) 
2 

§ 2. Lineare Transformationen mit linearem Parameter. 
Bei vielen Problemen tritt das Gleichungssystem der linearen 

Transformation in der folgenden, übrigens stets herstellbaren Form auf: 
n 

(11) x, - 12: t," x" = Y; , (i = 1, ... , n) 
k~1 

wobei J. ein (auch komplexer Werte fähiger) Parameter ist. Die zu
gehörige Bilinearform lautet E (u, x) - }, T (~t, x), wobei T (u, x) die 
Matrix (tik) besitzt. Die zu E (u, x) - l T (u, x) reziproke Form T* (u, x) 
muß der Gleichung (E - J. T) T* = E oder T* - Ä TT* = E genügen. 
Diese reziproke Form T* läßt sich nach (7 ') schreiben als 

(12) T *( .7)=-_::l(u,x;1 
U, X, " L1 (X) , 
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wobei 

.d(u, x; l) = 

:_md 

i1-ltn -lt12··· -lt1 n 

A (l) = I . ~ _;,_ ~2~ . ~ -~ .l. t~~ : : : . -~· ~ ~2~ 
1 -Ai111 - },tn2 ... 1-Ainn 

ganze rationale Funktionen (n- 1)ten bzw. nten Grades von l sind. 
Die Nullstellen des Polynoms A (2) heißen die "Eigenwerte" von T (u, x). 

Die Gleichungen (11) legen durch ihren besonderen Bau den Gedan
ken nahe, ihre Auflösung durch fortgesetzte Approximation zu versu
chen, indem man in der Gleichung 

iür die Größen Xk wieder 

einsetzt und so fortfährt. Am übersichtlichsten gestaltet sich dieses Ver
[ahren an Hand der Relation T* = E + l TT*, aus welcher wir der 
Reihe nach erhalten: 

T* = E + l TT* = E + l T + l 2 T2 T* 

= E + l T + l 2 T2 + ).3 T3 T* = .... 

Falls das Verfahren konvergiert, gelangen wir so zu einem Ausdruck 
hir T* durch eine unendliche Reihe: 

T* = E + l T + ).2 T2 + ).3 p + ... , 
welche - ihre Konvergenz vorausgesetzt - tatsächlich die reziproke 
Form von E-). T darstellt. Um dies einzusehen, brauchen wir die 
Reihe nur mit E - }, T zu multiplizieren und dabei zu beachten, daß 
sich unsere symbolische Multiplikation ohne weiteres gliedweise aus
führen läßt. Es ist unmittelbar klar, daß die Darstellung 

T* = (E- }, T)-1 = E + l T + l 2 T2 + ... 
tormal vollständig mit der gewöhnlichen geometrischen Reihe überein
stimmen muß. Mit Hilfe der "Resolvente" 

T(u,y; .1) = T*J.u..'.!'~~,f-:-_E(u,y) 
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von T (u, y) können wir die Auflösung der ursprünglichen Gleichungen 

E(u, x)-). T(u, x) = E(u, y) 

in der Gestalt 

E(u, y) + A.T(u, y; J.) = E(u,x), 

schreiben. Diese ergibt sich unmittelbar, wenn wir in der Formel 
T* (E- ). T) = E für T* den Ausdruck ). T + E eintragen. Dabei be
kommt man für die Resolvente T (u, y; J.) die "N eumannsche Reihe" 1): 

( 13) 

Wenn wir statt mit den Formen mit den Tensoren rechnen, schreiben wir 
die Lösung entsprechend 

Die Konvergenz der Neumannsehen Reihe für gewisse ). ist leicht 
zu beweisen. Bedeutet M eine obere Schranke für die Absolutbeträge 
der Zahlen tik• so ergeben sich für die Absolutbeträge der Koeffizienten 
der Formen T 2, T 3, ••• , Th sofort die Schranken n M 2, n 2 M 3, ••• , 

nh- 1 Mh. Wir erhalten also in 

eine Majorante der Neumannnschen Reihe. Diese Majorante ist aber 

für ). < n1 sicher konvergent. Bei hinreichend kleinen Werten von Ä. 

konvergiert also auch die Neumannsehe Reihe und stellt wirklich die 
Resolvente von T(u,y) dar 2). 

Andererseits haben wir für die Form T* den Ausdruck (12), der 
für alle reellen und komplexen Werte von ). mit Ausnahme der Null
stellen des Nenners gilt. Somit gibt uns die Gleichung 

(14) T +). T2 + J..2 P-+- ... = - Ll(u, y; ?.) - _!_E( ) 
' A.LI(J.) A. u,y 

die analytische Fortsetzung der links stehenden, ihrer Natur nach 
keineswegs unmittelbar zu übersehenden und gewiß nicht für alle Werte 
von ). konvergierenden Neumannsehen Reihe in die ganze }.-Ebene. 

1) Die Bezeichnung dieser Reihe nach Carl Neumann wird zwar keineswegs 
dem historischen Sachverhalt gerecht, ebensowenig wie viele andere gebräuch
liche Personalbezeichnungen. Wir wollen uns aber hier wie auch sonst gelegent
lich dem eingebürgerten Sprachgebrauch anpassen. 

2) Die Konvergenz der hier aufgestellten Majorante wird offenbar bei zu
nehmendem nimmer schlechter. Schon jetzt sei aber darauf hingewiesen, daß durch 
Benutzung feinerer Hilfsmittel (vgl. § 6, 1) eine vonnunabhängige Abschätzung 
der Konvergenzgrenze gefunden werden kann. 
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Entwickeln wir die Determinanten L1 (u, y; J.) und L1 (J.) entspre
chend den Regeln der Determinantentheorie nach Potenzen von }., 
so erhalten wir die Ausdrücke 

wobei 

uml 

J(u, y; J.) = .11 (u, y)- L1 2 (u, y) + A2 i13 (u, y)- • · • 

+ (-1)n ;.n-1 L1n(U, y), 

.1(/,) = 1- J.Lll + ,).2,12- ... + (-1)nJ.niJn, 

I 0 Up, ... Uph 

I yp, tp, p, ... tp, Pk 

I ••••••••••••• 

YPh tphpl ... tphph ' 

I tp, p, tp, p, ... tp, Ph 

: tp,p, tp,p, ... tp,ph 
I 

gesetzt ist. Summiert wird hierbei über alle ganzzahligen p1 , p2, .. . , ph 
Yon 1 bis n mit P1 <P2 < · · · <Ph· 

§ 3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen 
Formen. 

I. Orthogonale Transformationen. Das Hauptachsenproblem. Ein 
besonders wichtiges Kapitel der Algebra ist die Theorie der orthogonalen 
Transformation einer quadratischen Form mit reellen Koeffizienten in 
eine Summe von Quadraten; in der Geometrie, der Mechanik, der 
Schwingungstheorie wird man häufig auf dieses "Hauptachsenproblem" 
geführt. 

Gegeben ist eine quadratische Form 

n 
( 15) K(x, x) = L kpqXpXq 

p, q=l 

mit der symmetrischen Matrix K = (kpq) und der Determinante 
K = : kpq j. Gesucht ist eine lineare Transformation 53 derVariablen xP: 

(16) 
n 

Xp = L lp q Yq = Lp (y) 
q= l 

(P=1, ... ,n) 

mit der Matrix L = (lpq) und der Determinante 1\ = \lvq ! , welche 
erstens "orthogonal" ist, d. h. die quadratische Einheitsform 

n 

E(x, x) =LX~ 
p=! 
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in sich überführt, also identisch in den yP die Relation 

(17) E(x,x) = E(y,y) 

erfüllt, und zweitens die Form K (x, x) in die Gestalt 
n 

(18) K(x, x) = 1: ~PY~ 
p=l 

transformiert. 
Dem Beweise für die Möglichkeit der Hauptachsentransformation 

schicken wir einige Bemerkungen voraus. 
Wenden wir die zunächst beliebige Transformation B an auf irgend 

eine quadratische Form A (x, x) mit der symmetrischen Matrix A = (apq) 
und der Determinante A = I apq I, so erhalten wir für den Koeffizienten 
bpq der transformierten Form B (y, y) den Wert 

n 
(19) bpq = 1: l,p a" l8 q; 

r,s= 1 

die Matrix B = (bpq) hat also die Gestalt 

(19') B = L'AL, 

wobei L' die transponierte Matrix zu L bedeutet. Für die Deter
minante 8 = J bpq I ergibt sich hieraus nach dem Determinantenmulti
plika tionssatz 
{19") 8 = A2 A 

(die "Invarianteneigenschaft'' der Determinante einer quadratischen 
Form). 

Die Forderung (17) liefert durch Anwendung von (19') auf 
A (x, x) = E (x, x), B (y, y) = E (y, y) als notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Orthogonalität der Transformation B die Gleichungen 

(20) L'EL = L'L = LL' = E; L' = C 1 ; 

es stimmt also die transponierte Matrix einer orthogonalen Transfo~
mation mit deren reziproker Matrix überein, so daß die Gleichungen (16) 
aufgelöst werden durch das gleichfalls orthogonale System 

n 
(21) Yp =l: lqpXq = L~(x). 

q=l 

Die aus (20) für die Matrizen A, Bund L zweier beliebiger quadra
tischer Formen und einer orthogonalen Transformation folgende Relation 
L' (AB) L = (L' A L)(L' B L) lehrt, daß man ein symbolisches Produkt 
quadratischer Formen durch orthogonale Transformation jedes ein
zelnen Faktors orthogonal transformieren kann. Hieraus ergibt sich 
insbesondere, daß die Orthogonaltransformierten zweier reziproker For
men wieder reziprok sind. 
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Durch Übergang zu den Determinanten ersieht man zunächst 
aus (20), daß /\ 2 = 1, also die Determinante einer orthogonalen Trans
formation gleich + 1 oder -1 ist; weiter aus (19"), daß die Deter
minante einer beliebigen quadratischen Form invariant gegen ortho
gonale Transformationen ist. 

Ausführlich geschrieben ergeben die symbolischen Gleichungen (20) 
die Orthogonalitätsrelationen: 

n n 
(22) 1: z;p = 1, 1: l,.p l,.q = 0 (q + p) 

1'=1 Y=1 

bzw. 
n n 

(22') J:l~.=1, J:lp,,lqv = 0. (q t p) 
•=1 •=1 

2. Die Durchführung der Hauptachsentransformation auf Grund 
eines Maximumprinzips. Jetzt wollen wir uns davon überzeugen, daß 
für eine vorgelegte quadratische Form K (x, x) stets eine Hauptachsen
transformation möglich ist. Dabei stützen wir uns auf die Tatsache, 
daß eine stetige Funktion von mehreren auf einen endlichen Bereich 
eingeschränkten Variablen in diesem Bereich oder auf seinem Rande 
einen größten Wert annimmt. (Satz von Weierstraß.) 

Demgemäß gibt es einen Einheitsvektor 11 mit den Komponenten 
111 , ••• , l1n derart, daß K(x, x) für x1 = l11 , ••• , Xn = l1n den größten 
unter der Nebenbedingung 

n 
(23) 2;x~ = 1 

p=1 

möglichen Wert x1 erhält. Geometrisch wird durch den Vektor 11 ein 
Punkt auf der "Einheitskugel" (23) bestimmt, der zugleich auf einer 
Fläche aus der Schar der Zentralflächen zweiten Grades K (x, x) = konst. 
liegt, welche die Einheitskugel von außen berührt. Daß mindestens 
eine solche Fläche vorhanden sein muß, leuchtet anschaulich ohne 
weiteres ein. 

Ferner existiert ein zu 11 orthogonaler Einheitsvektor 12 mit den 
Komponenten 121 , ••• , l2n derart, daß K(x,x) für x 1 = l21 , ••• , Xn = l2n 

den größten Wert x2 annimmt, der bei Hinzufügung der Bedingung 

(24) 

zu (23) möglich ist. Auch hier ist einleuchtend, daß sich für das Schnitt
gebilde der Einheitskugel mit der zu 11 orthogonalen "Ebene" (24) das
selbe Problem lösen läßt, das durch 11 für die ganze Einheitskugel er
ledigt wird. 

Weiter gibt es einen solchen zu 11 und 12 orthogonalen Einheits
vektor 13 mit den Komponenten x1 = l31 , ••• , Xn = /3", daß K (x, x) 
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m semem Endpunkt den größten unter den Nebenbedingungen (23), 
(24) und 

(24') 

möglichen Wert x3 annimmt. Indem wir so fortfahren, gelangen wir zu 
einem System von n zueinander orthogonalen Vektoren !I, ... , In, die 
wir als "Hauptachsenvektoren" bezeichnen und deren Komponenten lpq 
wegen (22) eine orthogonale Transformation 

n 
(25) Xp =LlqpYq (p = 1, ... , n) 

q=I 

definieren, welche, wie wir behaupten, unsere Aufgabe löst. 
Da die Gleichungen (25) aufgelöst werden durch 

n 
(25') Yp =Llpqxq, (P=1, ... ,n) 

q=l 

so ist die Gleichung t: = lp gleichbedeutend mit YP = 1 , yq = 0 für 
q t p. Insbesondere wird also das Maximum xi angenommen für 
YI = 1 , y2 = 0, ... , Yn = 0, so daß in der transformierten Form 

n 

C(y, y) = L cpqYpYq = K (x, x) 
p,q=l 

der erste Koeffizient c11 = xi wird. Es ist dann die Form 
n 

H(y,y) = l:hpq)!pYq = C(y,y)- x1 (yi + ·· · + y;l,) 
p,q= 1 

positiver Werte nicht fähig. Denn zufolge der Maximumseigenschaft 
gilt dies jedenfalls unter der Bedingung 

n n 
~ 2 ~ 2 1 ~xp =.::.,.Yp = , 

p=l p=l 

und diese Bedingung ist unwesentlich, da man die Ungleichung 
H (y, y);;:: 0 mit einem beliebigen positiven Faktor multiplizieren kann. 
Käme nun YI noch in H (y, y) vor, wäre etwa hi2 = h2I von Null ver
schieden, so würde sich für 

V = 1 . 1 ' Y3 = · · · = Yn = 0 
der Wert 

2h12 c + h22 c2 = c(2h12 + h22 c) 

von H (y, y) ergeben, der durch geeignete Wahl von c wieder positiv 
gemacht werden könnte. 

Damit ist gezeigt, daß K (x, x) nach der Transformation die Gestalt 

C(y, y) = "IYi + Ct(y, y) 

besitzt, worin C1 (y, y) eine quadratische Form der n - 1 Variablen 
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y2 , ••• , Yn bedeutet. Bei der Nebenbedingung y1 = 0 wird also die trans
formierte Form gleich C1 (y, y), und wir können nunmehr gerrau so 
weiterschließen, daß C1 (y, y) die Gestalt x2 y~ + C2 (y, y) hat, wobei 
C2 (y, y) nur noch von den n- 2 Variabeln y3 , ••• , Yn abhängt, usw. 

Damit ist die Möglichkeit einer Hauptachsentransformation 

n n 

l: " 2'" x- = v-P · ~ 11 

p=l P=l 

vollständig dargetan. Man hätte übrigens beim Beweise ebensogut von 
einem entsprechenden Minimumproblem ausgehen, d. h. das Minimum 
von K (x, x) bei der Nebenbedingung E (x, x) = 1 suchen können 
und wäre dann in umgekehrter Reihenfolge zu den Größen x1 , ••• , "n 
gelangt. Auch könnte man K (x, x) konstant halten und die Maxima 
bzw. Minima von E (x, x) suchen. Dann würde man die reziproken 
Größen zu den "i erhalten. 

3. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte. Wir wollen die 
Größen x1 , ••• , Xn die "charakteristischen Zahlen", ihre Reziproken 
• 1 , 1 d' E. " d d . h F /, 1 = - , ... , An = -- 1e " ~genwerte er qua rahsc en orm nennen. 

xl Un 

Geometrisch bedeuten die Absolutbeträge der Ap die Quadrate der 
Hauptachsenlängen der Zentralfläche zweiten Grades K (x, x) = 1. Ist 
mindestens eine der charakteristischen Zahlen gleich Null, so heißt die 
Form K (x, x) "ausgeartet"; sie kann dann als Form von weniger als 
n Variablen dargestellt werden. Wegen der Invarianz der Deter
minante (vgl. S. 10) ist dies dann und nur dann der Fall, wenn 
K = I kpq I = x1 · • · Xn verschwindet. Sind alle Eigenwerte positiv 
bzw. alle negativ, so kann die Form, außer wenn alle Variablen ver
schwinden, nur positive bzw. negative Werte annehmen. Sie heißt 
dann positiv- bzw. negativ-definit. 

Die Gleichung 

(x - x1) (x - x2) • • · (x - X 11 ) = 0 

für die charakteristischen Zahlen kann man auch in der Gestalt 

0 0 

X- Xz... 0 
=0 

0 0 ... X-Xn 

schreiben. Diese Determinante ist aber gleich der Determinante der 
quadratischen Form 
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die durch eine orthogonale Transformation aus der Form 
n 

x2,,' x;- K(x, x) 
p=l 

hervorgeht. Daher gilt identisch in x 

Y. - Y.l 0 0 "- ku - k12 - kln 

0 :.<- "z 0 - k21 "- k22 - k2n 
. . . .. 

0 0 • :.<- Un - kn1 - kn2 • ·X- knn 

die charakteristischen Zahlen sind also die Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 

, ku- x k12 

(26) k21 k22-" ... =0 

für die Unbekannte "· Die früheren Betrachtungen zeigen, daß die 
Gleichung (26) stets lauter reelle Wurzeln hat, wenn kpq beliebige reelle 
den Bedingungen kpq = kqp genügende Größen sind1). 

Ist für die Form K (x, x) die Hauptachsentransformation 
n 

K (x, x) = ~ "PY; 
p=l 

gegeben, so kann man für die rechtsstehende quadratische Form 
unmittelbar die iterierten Formen bilden und erhält unter Beachtung 
des früher über die orthogonale Transformation eines Produktes Gesagten 

n n 
K 2 (x, x) = ~ x;y;, Ka (x, x) = ~ x~y;, ... 

p=l p=l 

Hieraus erkennt man, daß die hte iterierte Form Kh(x, x) die hten Po
tenzen der charakteristischen Zahlen bzw. der Eigenwerte von K (x, x) 
als charakteristische Zahlen bzw. Eigenwerte besitzt; ferner sieht man, 
daß für gerades h die Form Kh (x, x) positiv-definit wird. 

N ehrneu wir an, die charakteristischen Zahlen seien absolut genom
men alle voneinander verschieden und nach abnehmendem Absolut
betrage geordnet; ferner sei 

(/- ci'') Qn-1 +er') !!n-2- .•• = 0 

die Gleichung für die hten Potenzen der charakteristischen Zahlen. 
Dann ist 

1) Wegen ihres Auftretens beim Problem der säkularen Planetenstörungen 
pflegt man die obige Gleichung als Säkulargleichung zu bezeichnen. Für einen 
direkten Beweis des obigen Realitätssatzes vgl. z. B. Kap. 3. § 4, 2. 
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und wir erhalten in bekannter Weise für die Eigenwerte die "Graetfe
schen Formeln" 

lx1l = lim lv~f~t 
h-= 

und die "Bernoullischen Formeln" 

Da wir die Koeffizienten cjh) aus den Größen kii in rationaler Weise 
berechnen können, haben wir damit eine Methode zur numerischen 
Bestimmung der charakteristischen Zahlen gewonnen. 

4. Resolvente einer Form. Auch die Resolvente der quadra
tischen Form K (x, x) läßt sich nach den Entwicklungen dieses Para
graphen leicht in eine übersichtliche Form bringen, wenn wir sie 
gemäß § 2 durch die symbolische Gleichung 

K (x X. A) = IE (x, x)_-:_J.._!< (x, x)] -t - E (x, x) 
' • J.. 

definieren. Wir denken uns K (x, x) durch Hauptachsentransformation 
in die Gestalt 

n 2 

K(x, x) = :2; iP_ 
p=1 p 

n 2 

gebracht; die Resolvente von L;~v muß dann mit der von K (x, x) 
p= 1 p 

übereinstimmen, da [E (x, x) - A K (x, x)] - 1 durch die Transformation in 

lE (y, y)-;, i:i;] -1 

P= 1 P 

übergeht. Nun erhält man aber unmittelbar 

J.. n 2 

= ~ [L;;.,v J.._:_ 2 y;- E (y, y) l = ~ [L;;.,v _:_ ;. y;-L: Y!] = ~\Y_:_ ; .. 

Transformieren wir hierin wieder auf die Variablen Xp, so erhalten wir 
mit der Bezeichnung (21) die Resolvente K (x, x; 2) von K (x, x) in der 
Gestalt 

(27) K(x,x;~c) = j;r~~~)r 
p= 1 p 
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oder, wenn w1r zur Bilinearform zurückgehen, 

K ( . A) = ~L~(u) L~(x) u,x, ..:::... }. -2 . 
p~l p 

(27') 

Aus dieser Darstellung sehen wir übrigens, daß das Residuum der ratio
nalen Funktion K (u, x; i.) von ). im Punkte 2 = Ap gleich - L~ (u) L~ (x) 
ist, wmn man A.P =f Äq für p =f q voraussetzt. 

§ 4. Die Minimum-Maximum-Eigenschaft der Eigenwerte. 
Oben haben wir die charakteristischen Zahlen durch eine Reihe von 

Maximumproblemen eingeführt, bei denen jedes die Lösung der voran
gehenden voraussetzte. Jetzt zeigen wir, wie man, wenn die Eigenwerte 
nach abnehmender Größe geordnet sind, unmittelbar die hte charak
teristische Zahl als Lösung eines etwas anderen Problems kennzeichnen 
kann. 

Es soll die Form 
n 

K(x,x) = "L,kpqXpXq 
p,q~ 1 

zum Maximum gemacht werden, wenn außer der Forderung 
n 

(28) "L,x; = 1 
p~l 

noch h - 1 weitere Gleichungen 

(29) 
n 

"2:, ()(,vpXp = 0 
p~l 

('v = 1, ... , h - 1; h :=;: n) 

vorgeschrieben sind; sodann soll diesem Maximum, welches eine Funk
tion der Parameter cx,vp ist, durch geeignete Wahl der cx,vp ein möglichst 
kleiner Wert erteilt werden. 

Die Hauptachsentransformation führt K (x, x) über in 

die Bedingung (28) in 

(28') 
n 

'L,y~ = 1 
p~l 

und die Gleichungen (29) m 
n 

(29') ~ßvpYp = 0, 
p~l 

wobei die ßvp neue Parameter sind. Wählen wir 

Yh+l = · · · = Yn = 0. 
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so ergeben sich aus (29') bei beliebigen ßvv jedesmal h- 1 homogene 
Gleichungen für die h Unbekannten y1 , ••• , Yh, welche sicher durch 
ein mit (28') verträgliches Wertsystem befriedigt werden können. Für 
diese Werte wird 

K(x, x) = u1 yi + · · · + xhy7, > uh(yi + ··· + y;) = ""· 
Das zunächst gesuchte Maximum ist also für kein System der ß,.P kleiner 
als xh. Es wird aber gerade gleich uh, wenn für (29') die Gleichungen 

Y1 = · · · = Yk-1 = 0 

genommen werden. So ergibt sich: 
Die Me charakteristische Zahl "" der quadratischen Form K (x, x) 

ist der kleinste Wert, welchen das Maximum von K (x, x) annehmen kann, 
wenn außer der Bedingung 

n 
"-, 2 ..:_Xp = 1 
p=l 

noch h - 1 beliebige lineare homogene Gleichungen zwischen den xP vor· 
geschrieben sind. 

Auf Grund dieser Minimum-Maximum-Eigenschaft der charakteri
stischen Zahlen läßt sich besonders leicht übersehen, in welcher Weise 
sie sich verändern, wenn den Variablen j unabhängige "Bindungen" 

(30) (s=1, ... ,j) 

auferlegt werden, so daß sich K (x, x) auf eine quadratische Form 
K (x, x) von n - j unabhängigen Variablen reduziert. Die hte charak
teristische Zahl "" entsteht durch dasselbe Minimum-Maximum-Pro
blem wie""' wobei jedoch durch (30) die Gesamtheit der zur Konkurrenz 
zugelassenen Wertsysteme x1 , ••• , xn verengert ist. Daher übertrifit 
das einzelne Maximum und somit auch die charakteristische Zahl bei 
k (x, x) sicher nicht die entsprechende Größe bei K (x, x). 

Ferner ist "i+h das kleinste Maximum, das K (x, x) besitzen kann, 
wenn außer (28) noch h + j lineare homogene Bedingungen für die xP 
vorgeschrieben sind, und daher sicher nicht größer als""' für welches j 
dieser Bedingungen durch die festen Gleichungen (30) gegeben sind. 

Es gilt also uh ~ xh .2 xh+i; oder in Worten: 
Geht eine quadratische Form K (x, x) von n Veränderlic!ten durch j 

lineare homogene Bindungen in eine quadratische Form K (x, x) von 
n - j Veränderlichen über, so sind die charakteristischen Zahlen 
x1 , ••• , Xn-i von K(x,x) nicht größer als die entsprechenden Zahlen 
der Reihe :v.1 , ••. , un _ i und nicht kleiner als die entsprechenden Zahlen 
der Reihe ui + 1 , ••• , Xn • 

Co ur an t- Hilb er t, Mathematische Physik. I. 2 
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Ebenso ergibt sich: Addiert man zu K (x, x) eine nirgends negative 
Form, so sind die charakteristischen Zahlen der Summe nicht kleiner als 
die entsprechenden von K (x, x). 

Anstatt ein Minimum-Maximum-Problem zur Kennzeichnung der 
charakteristischen Zahlen zu benutzen, können wir ebensogut ein 
Maximum-Minimum-Problem zum Ausgangspunkt nehmen. Man er
hält dann wiederum die "M nur in umgekehrter Reihenfolge1). 

§ 5. Anwendungen. 

I. Orthogonale Vektorensysteme. Vollständigkeit. Lineare Dar
stellung eines Vektors durch ein Vektorensystem. Bereits in§ 1 haben 
wir die Orthogonalität und lineare Abhängigkeit von Vektoren definiert. 
Jetzt wollen wir diese Begriffe unter Anwendung der im Paragraphen 2 
und 3 erhaltenen Resultate genauer untersuchen. 

Als Koordinatenvektoren e1, ... , en im n-dimensionalen Raume 
bezeichnen wir ein System von n orthogonalen Einheitsvektoren 2). Ein 
solches System bilden z. B. die Vektoren, deren Komponenten der Reihe 
nach durch die Horizontalreihen des Schemas 

1 0 ... 0 

01 ... 0 

0 0 ... 1 

gegeben sind, ferner die in § 3 betrachteten Hauptachsenvektoren. 
Die Vektoren e1 , ••• , en sind stets linear unabhängig; denn aus 

einer Beziehung 11 e1 + · · · + ln en = 0 folgt durch Multiplikation mit 
e,. wegen e: = 1, e,. ek = 0 (k =F h) sofort J..h = 0. Während es also 
gewiß Systeme von n linear unabhängigen Vektoren gibt, muß zwischen 
n + 1 Vektoren u1, ••• , Un+l stets mindestens eine lineare Gleichung 
mit nicht identisch verschwindenden Koeffizienten : 

f11 U1 + · · · + fln+l Un+l = 0 

bestehen, da n homogene lineare Gleichungen 
n+l 
l;uikf-!i = 0 
i=l 

(k = 1, ... , n) 

für die n + 1 Unbekannten p 1, ••• , ,un+l stets eine nicht triviale 
Lösung haben. 

1 ) Zur Erläuterung der hier entwickelten Betrachtungen diene folgende Be
merkung: Schneidet man ein dreiachsiges Ellipsoid mit einer Ebene durch 
seinen Mittelpunkt, so liegt die große Achse der Schnittellipse zwischen der großen 
und der mittleren Achse des Ellipsoids und die kleine Achse der Ellipse zwischen 
der mittleren und der kleinen Achse des Ellipsoids. 

2) Vielfach werden übrigens als Koordinatenvektoren auch nie h t orthogonale, 
linear unabhängige Vektoren benutzt. 
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Ist ! ein beliebiger Vektor, so muß also mit nicht sämtlich ver
schwindenden Konstanten c eine Beziehung 

gelten, wobei c0 wegen der Unabhängigkeit der e nicht Null sein kann, 
mithin gleich 1 genommen werden darf. Jeder Vektor ! läßt sich dem
nach durch ein System von Koordinatenvektoren in der Form 

(31) 

darstellen. Für das oben zuerst angeführte spezielle System der ursprüng
lichen Koordinatenvektoren ist dies trivial. Die Werte der Koeffizien
ten ci, die "Komponenten von ! in bezug auf das System der e1 , ••• , en", 
finden wir aus (31) durch Multiplikation mit den ei zu 

ci = (! ei) . 

Aus einem beliebigen System von m linear unabhängigen Vektoren 
b1 , ••• , bm können wir durch den folgenden Orthogonalisierungsprozeß ein 
System von m orthogonalen Einheitsvektoren e1 , ••• , em gewinnen. 

Wir setzen e1 = I~~. Sodann wählen wir zwei nicht gleichzeitig 

verschwindende Zahlen c~, c; so, daß c~ e1 + c; b2 orthogonal zu e1 , also 
c~ + c~ (b2 e1) = 0 wird. Wegen der linearen Unabhängigkeit von b1 

und b2 , also auch von e1 und b2 ist der Vektor c~ e1 + c; b2 von Null 
verschieden; durch Division mit seinem Betrag erhalten wir den zu e1 

orthogonalen Einheitsvektor e2 • Weiter bestimmen wir drei nicht zu
gleich verschwindende Zahlen ci, c~, c~ so, daß ci e1 + c~ e2 + c; b3 

orthogonal zu e 1 und e 2 , also cY + c;{ (b3 e 1) = 0 und c~ + c;; (b3 e2) = 0 
wird. Der Vektor c~ e1 + c~ e2 + c~b3 ist wieder von Null verschieden 
und kann also normiert werden, wodurch wir e3 erhalten. Durch Fort
setzung dieses Verfahrens gelangen wir zu dem gewünschten Ortho
gonalsystem. 

Für m < n sprechen wir von einem unvollständigen, für m = n 
von einem vollständigen orthogonalen System. Bezeichnen wir die Kom
ponenten eines Vektors! in bezugauf das System e1 , ••• , em wieder mit 
c1 , ••• , Cm, so folgt aus der selbstverständlichen Beziehung 

(;!; ~ clel ~ ••• ~ Cmem)2 > 0, 

indem wir das Quadrat des Vektors auf der linken Seite erlaubterweise 
nach den Regeln der Algebra ausführen 

m m 
;t;2 - 2 ;x; ,2' c, e; + 2: c~ = ;t;2 - 2 ,2' c~ + 1: c7 ::::=: 0 

i~l i~l 

oder 

(32) 

2* 
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wobei m < n und c, = (~eil ist. Für m = n gilt das Gleichheitszeichen: 

(33) 

Die letzten beiden Relationen, welche den vektoriellen Ausdruck 
des pythagoreischen Lehrsatzes enthalten und für n < 3 unmittelbar 
anschauliche Bedeutung haben, pflegt man als die Besselsche Ungleichung 
und die Vollständigkeitsrelation zu bezeichnen. In der Tat besagt die 
Gleichung (33), wenn sie für jeden Vektor besteht, daß das gegebene 
Orthogonalsystem vollständig ist. Denn (33) könnte nicht für einen 
auf allen Vektoren e1 , ••• , em orthogonalen Vektor gelten, und einen 
solchen müßte es geben, wenn m < n wäre. 

Man kann übrigens die Vollständigkeitsrelation in die allgemeinere 
Form 

(33') 

setzen, die leicht aus der Orthogonalität der e folgt. 
Alle diese Beziehungen sind vorwiegend formaler Natur. Sie ge

winnen eine tiefere Bedeutung dadurch, daß sie sich, ohne trivial zu 
sein, in formal ganz ähnlicher Weise bei tieferen Problemen der Analysis 
wiederfinden. 

2. Lineare Unabhängigkeit und Gramsehe Determinante. Die 
Frage der linearen Abhängigkeit von m gegebenen Vektoren tJ1, ••• , tlm 

läßt sich formal sehr einfach folgendermaßen entscheiden, ohne daß 
man in der üblichen Weise den Rang der Matrix der Komponenten 
explizit festzustellen braucht. Wir betrachten die quadratische Form 

m 

G(x, x) = (x1 tJ1 + · · · + Xm tlm)2 = 2: (tJ, l.Jk) Xi Xk. 
i,k~l 

Sicherlich ist G(x, x) > 0, und die Vektoren tJ; sind dann und nur dann 
linear abhängig, wenn es ein Wertsystem der Variablen x1 , ••• , Xm 

gibt, welches der Bedingung 
m 

(34) LX~= 1 
i~l 

genügt und für welcheS' G (x, x) = 0 wird. Damit also lineare Abhängig
keit besteht, muß das Minimum der Form G(x, x) unter der Neben
bedingung (34) den Wert Null haben. Dieses Minimum ist aber die 
kleinste charakteristische Zahl der Form G(x, x), d. h. die kleinste 
Wurzel der Gleichung 

(35) 

(l.Jt tl2) · · · (tll tlm) 

tJ~- X • • • (tJ2bm) = o. 
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Das bedeutet: 
Notwendig und hinreichend für die lineare Abhängigkeit der Vektoren 

b1 , ••• , bm ist das Verschwinden der "Gramschen Determinante" 

(36) 

(bm bl) (bm b2) · · · b;" 

Entwickelt man die Gleichung (35), welcher die sämtlich nicht nega
tiven charakteristischen Zahlen x1 , ••• , Xm von G (x, x) genügen, nach 
Potenzen von "' so ist das von X freie Glied gleich r und der Koeffizient 
von x"' ist gleich ( -1)"'. Nacheinem bekannten algebraischen Satz gilt also 

(36') r = Xl ... Xm. 

Mithin ist die Gramsehe Determinante eines beliebigen Systems von 
m Vektoren niemals negativ. Die Beziehung 

(37) (i,k=1, ... ,m), 

in welcher das Gleichheitszeichen nur für linear abhängige Vektoren 
b1 , ••• , bm auftritt, ist die Verallgemeinerung der Schwarzsehen Un
gleichung 

b2 b~ - (b b )2 = I bi (bl b2) I > 0. 
1 - 1 2 I (b2 b1l b§ I -

Der ·wert der Gramsehen Determinante oder auch die kleinste 
charakteristische Zahl Y- 111 der Form G (x, x) stellen ein Maß für die 
lineare Unabhängigkeit der Vektoren b1 , ••• , b111 dar. Je kleiner diese 
Zahl ist, desto "flacher" wird das von b1 , ••• , b", aufgespannte m-di
mensionale Gebilde; ist dieses Unabhängt:gkeitsmaß gleich Null, so klappt 
das Gebilde in ein höchstens (m- 1)- dimensionales zusammen. Übri
gens kann man der Gramsehen Determinante auch sehr leicht eine 
geometrische Bedeutung beilegen. Sie ist gleich dem Quadrat des 
m! fachen Volumens des m-dimensionalen geometrischen Gebildes, das von 
den m Vektoren b1 , ••• , b", aufgespannt wird - also z. B. für m = 2 
gleich dem Quadrat des doppelten Flächeninhalts des aus b1 , b2 kon
struierten Dreiecks. 

Natürlich muß das Gramsehe Kriterium für lineare Abhängig
keit mit dem gewöhnlichen äquivalent sein, welches besagt, daß die 
Vektoren dann und nur dann linear abhängig sind, wenn alle m-spaltigen 
aus dem rechteckigen Schema der Komponenten 
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herausgeschnittenen Determinanten verschwinden. In der Tat ist nach 
einem bekannten Satze der Determinantentheorie 

(38) 

wobei die Summation über alle ganzzahligen Sv s2 , ••• , srn von 1 bis n 

mit s1 < s2 < · · · < Srn läuft. 
3. Lösung des zu einer Form gehörigen linearen Gleichungs

systems. Zum Schluß wollen wir noch in Vektorbezeichnung die Lösung 
für das zur quadratischen Form 

n 
K(x,x) ='1:,kpqx11 xq 

p.q=l 

gehörige Gleichungssystem 

(39) 

oder mit Vektoren 

(39') 

aufschreiben. 

(p = 1, ... , n) 

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit dem zum Tensor B der 
Hauptachsentransformation von K (x, x) reziproken Tensor B -1, so 
entsteht 

oder, wenn wir 

setzen, 

(40) u-A.Du=tJ. 

Dabei ist die Matrix Q von 0 gegeben durch Q = L -l K L = L' K L, 
sie hat also die Gestalt 

Q= 
0 0 . · . Y- 11 

In Komponenten lautet demnach die Gleichung (40) 

{40') (p = 1, ... ,n) 
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so daß sie sich auflösen läßt durch die Beziehung 

(41) 

Mit Hilfe des Tensors 9)( mit der Matrix 

i.l 0 0 l 
M ~ ,, ~- '· ~ ' • · .... 0 . I 

l,. J 0 0 ... l,.-). 

können wir (41) symbolisch in der Gestalt 

u = 9J(tJ 
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schreiben, und durch Multiplikation mit B erhält man als Lösung der 
Gleichungen (39), (39') die Relation 

1; = B 9JC B'~ = @ ~. 

In der gleichbedeutenden Formel 

(42) 
n ( f 

l'=~~-{ 
• ..:::::.... Ä p 

p=11-
Äp 

erscheint die Lösung nach den Hauptachsenvektoren {1 , ••• , In der 
Form K (x, x) entwickelt. 

Der Hauptachsenvektor IP selbst gibt die normierte Lösung der 
homogenen Gleichungen 

oder 
(q = i, ... , n). 

Sind für q =f p alle xq von Xp = T verschieden, so gibt es nur eine 
normierte Lösung v 

Up = 1, Uq = 0 (q =f p) 
oder 

fallen mehrere charakteristische Zahlen zusammen, so sind die Haupt
achsenvektoren nicht eindeutig bestimmt, wie auch aus den Entwick
lungen von § 3 erhellt. - Die Hauptachsenvektoren von Sf nennt man 
auch die Eigenvektoren von Sl'. 
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Man könnte den Tensor @ = 2 \m 2' den Greensehen Tensor der 
quadratischen Form K (x,x) nennen, in Analogie zu der später im Kap.V 
zu betrachtenden Greensehen Funktion. 

§ 6. Ergänzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel. 
I. Determinantenabschätzung von Hadamard. Für jede Deter

minante 

mit reellen Elementen ailc gilt die Abschätzung 

n n 

(43) A2 ~ II Zaik· 
i~lk~l 

Beweis: Wir lassen die Elemente aik variieren, wobei jedoch die 
Quadratsummen 

n 
,, 2 2 
.,:;;,., aik = e; 
k~I 

(i=1, ... ,n) 

festgehalten werden mögen. Ist A~ax der größte Wert, den die 
Funktion A 2 der Elemente aik unter diesen n Bedingungen annehmen 
kann - daß ein solches Maximum für eine gewisse Determinante 
Amax angenommen werden muß, folgt unmittelbar aus dem auf S. 11 
angeführten Satz von Weierstraß -, so müssen die Elemente von 
Amax in jeder Zeile den zugehörigen Unterdeterminanten proportional 
sein. Denn es ist für irgendein fest gewähltes h 

also nach der Schwarzsehen Ungleichung auf S. 2 

sind dabei die ahk nicht proportional den Ahk, so besitzt A 2 sicher nicht 
seinen Maximalwert, weil dann das Ungleichheitszeichen gilt, während 
durch Abänderung der n Größen ahk (k = 1, 2, ..• , n) unter Fest
haltung von e~ und der Ahk das Determinantenquadrat der rechten Seite 
gleich gemacht werden kann. 

Multiplizieren wir nun Amax nach dem Multiplikationssatz der 
Determinanten mit sich selbst, so erhalten wir, da die inneren Produkte 
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verschiedener Zeilen infolge der eben bewiesenen Proportionalität 
nach elementaren Determinantensätzen verschwinden 

n 

A~1ax = JI C~ • 
i~ 1 

Für die ursprüngliche Determinante A gilt daher sicher 
n n n 

A 2 ~ II c7 = li .2 ah . 
i~l i~l k~l 

Geometrisch besagt die Hadamardsche Determinantenungleichung 
einfach, daß das Volumen eines aus n Vektoren im Raume von n Dimen
sionen mit gegebenen Normen konstruierten Parallelflachs am größten 
ist, wenn die Vektoren aufeinander senkrecht stehen. 

Die Hadamardsche Abschätzung gilt auch für komplexe a;~c, wenn 
in ihr für A bzw. a;~c die absoluten Beträge eingesetzt werden. 

2. Simultane Transformation zweier quadratischer Formen in 
kanonische Gestalt. Die Hauptachsentransformation ist ein Sonderfall 
des allgemeineren, auf sie zurückführbaren, aber ebenso einfach auch 
direkt zu behandelnden Problems, zwei gegebene quadratische Formen 

" n 
K(x,x) = 2:,kpqXpXq, H(x,x) = 'L,hpqXpXq, 

p, q=l p,q~l 

von denen die eine, etwa H (x, x), positiv-definit ist, durch eine lineare 
Transformation 

n 

Xp = 1:, lvqYq (p = 1, ... , n) 
q~l 

gleichzeitig in reinquadratische Ausdrücke 
n 

K(x,x) = L"vY;, 
p=l 

zu transformieren1). Dabei können noch die Koeffizienten 17P der posi
tiven Form Hp gleich + 1 gemacht werden. Die Quotienten ~" = l!v 

1/p 
nennen wir die charakteristischen Zahlen, die Zahlen _!_ = Av die Eigen

f!p 

werte der Form K (x, x) in bezug auf H (x, x). 
Man führe die Transformationstheorie direkt durch und beweise 

insbesondere die folgende Minimum-Maximum-Eigenschaft der charak
teristischen Zahlen: 

1 ) Die wesentlich schwierigere Untersuchung analoger Fragen, wenn von 
keiner der beiden Formen vorausgesetzt wird, daß sie definit ist, bildet den 
Gegenstand der Elementarteilertheorie, über die sich der Leser etwa nach der 
ausgezeichneten Darstellung bei M. Bacher, Einleitung in die höhere Algebra, 
orientieren kann. Eine entsprechende Behandlung der Theorie der Integral
gleichungen findet sich bei Landsberg, G. : Theorie der Elementarteiler linearer 
Integralgleichungen. Math. Ann. Bd. 69, S. 227-265. 1910. 
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Für !?1 > ... 2 en ist eh der kleinste Wert, den das Maximum von 

Z ~=: =~ unter den Nebenbedingungen 

(Y = 1, ... , h-1) 

annehmen kann, wenn dieses Maximum als Funktion der Parameter IX,.P 

aufgejaßt wird. 
Zur Aufstellung der gesuchten simultanen Transformation kann 

man zunächst das Maximum von ~ ~~~ unter der Nebenbedingung 
H (x, x) = 1 aufsuchen, das für Xp = l1 p (p = 1, ... , n) angenommen 
werden möge. Sodann fügt man als weitere Nebenbedingung 

hinzu usw. Die charakteristischen Zahlen (!p ergeben sich als Wurzeln 
der Gleichung 

ku- ehu 
k21- eh21 

kl2- ehJ2 ... kln- ehln 
k22- eh22 ... k2n- eh2n = 0. 

Diese Gleichung kann man auch als Bedingung für die Lösbarkeit 
des homogenen Gleichungssystems 

n 
l: (kij- ehi1) x1 = o 
i=l 

erhalten. Die Lösungssysteme x1 selbst für die einzelnen charakte
ristischen Zahlen ergeben nach geeigneter Normierung die Komponenten 
der "Eigenvektoren", also die Koeffizienten der gesuchten simultanen 
Transformation. 

3. Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. Läßt man die 
Forderung der Orthogonalität fallen, so kann man, wie aus der vorher
gehenden Nummer ersichtlich, eine quadratische Form K (x, x) auf 

n 
mannigfache Weise in eine Quadratsumme ;;[ evY~ transformieren. Es 

p=l 

gilt jedoch der Satz, daß die Anzahl der positiven und negativen dabei 
auftretenden Koeffizienten unveränderlich ist ("Trägheitsgesetz der qua
dratischen Formen"), wenn wir uns, wie bisher stets, auf reelle Trans
formationen beschränken. 

Beweis: Die Koeffizienten können gleich + 1 oder -1 gemacht 
werden. Wäre nun die quadratische Form K (x, x) durch zwei ver
schiedene reelle Transformationen in YI + · · · + y;- y;+l- · · · - y;, 
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und in zi + · · · + z~- z;+ 1 - · · · - z;, mit r < s übergeführt, so 
würde wegen 

YI + · · · + y; + z;+ 1 + · · · + z;, = y;,+ 1 + · · · + y~ + zi + · · · + z; 
aus y1 = · · · = Yr = Zs+J = · · · =Zn = 0 auch das Verschwinden der 
übrigen Y; folgen. Da aber dieses Gleichungssystem weniger als 
n Gleichungen enthält, ist es sicher durch einen von Null verschiedenen 
Vektor ;!; zu befriedigen; ein solcher kann aber nicht die n homogenen 
Gleichungen t) = 0 mit nicht verschwindender Determinante erfüllen. 

4. Bilinearformen und quadratische Formen von unendlich 
vielen Variablen. Unsere Theorien lassen sich auch aufrecht er
halten, wenn man die Anzahl der auftretenden Variablen über 
alle Grenzen wachsen läßt und dabei erstens über die Koeffizienten 
der Bilinearformen oder quadratischen Formen z. B. die Voraus
setzung macht, daß die Summe ihrer Quadrate konvergiert, und 
zweitens die Konvergenz auch von der Quadratsumme der auftreten
den Variablen voraussetzt. Diese Theorie der Formen von unendlich 
vielen Variablen, die von Hilbert entwickelt worden ist, läßt sich dann 
direkt auf zahlreiche Probleme der Analysis anwenden. Wir werden 
jedoch rascher zum Ziele gelangen, wenn wir dort in einer mehr 
unmittelbaren, der direkten algebraischen Vektor- und Tensorrech
nung entsprechenden Weise vorgehen. 

5. Unendlich kleine lineare Transformationen. Als unendlich 
kleine lineare Transformation bezeichnen wir eme solche mit der 
Matrix 

f1 +s<Xn f<XI2... f<Xln l 
f <X21 1 + f <X22 • . . f <X 2 n I 

l" .. ·f·~~l· ... ·f·~~~:: ·. ·1·~-~~~~ j' 
wobei s eine infinitesimale, d. h. solche Größe bezeichnet, deren 
Quadrat und höhere Potenzen vernachlässigt werden dürfen. Das Produkt 
zweier solcher unendlich kleiner Transformationen mit den Matrizen 
A = E + (s<X;k), B =E + (sß;k) hat die Matrix C =AB =E + (c<X;k +sß;k). 
Daraus folgt insbesondere der Satz: 

Unendlich kleine lineare Transformationen sind vertauschbar. 
Ferner erkennt man: 
Die zur Matrix A = E + (t:<X;k) reziprokeMatrixist A-l= E- (t:<X;k). 
Soll die unendlich kleine Transformation orthogonal sein, so ergibt 

sich aus A 'A = E, wobei A' die transponierte Matrix ist, die Relation 
<XiJ, + <Xki = 0; d. h. es gilt weiter: 

Notwendig und hinreichend für die Orthogonalität einer unendlich 
kleinen Transformation ist die Bedingung, daß ihre um E verminderte 
Matrix schiefsymmetrisch ist. 
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Eine allgemeine unendlich kleine Transformation C = E + (t)'ik) 

kann mit Hilfe der Größen 

rx;k = t (Y;k- /'k;) 

ßil, = t (Y>k + Yki) 

dargestellt werden als Produkt einer orthogonalen Transformation mit 
der Matrix A = E + (e rx;k) und einer symmetrischen mit der Matrix 
B = E + (eß;k)· 

Eine symmetrische, nicht notwendig unendlich kleine Transfor
mation ~ = IS~ mit der Matrix S = (s;k) bedeutet geometrisch eine 
Dehnung in n zueinander senkrechten Richtungen. Denn durch Mul
tiplikation von ~ = IS~ mit ~- 1 , wo ~ der Tensor der Hauptachsen
transformation der quadratischen Form S (x, x) ist, entsteht, wenn wir 

n 
~- 1 ~=U, ~- 1 ~=b, S(x,x)=l:X•u7 

i~ 1 

setzen, 

und 

was die analytische Darstellung einer auf die Hauptdilatations
achsen bezogenen Dehnung ist. Das Verhältnis der Volumzunahme 
zum Ausgangsvolumen, die "räumliche Dilatation", wird offenbar durch 
die Differenz u1 • • • "n - 1 gegeben, wofür wir ähnlich wie bei den 
Gleichungen (36), (36') von § 5 auch I s;k I - 1 schreiben können. Ist 
insbesondere die Transformation unendlich klein, also (s;~;) = E + (e ß;k), 
so wird 

"1 · • • Un - 1 = c: (ßu + · · · + ß,.n) · 

Da eine orthogonale Transformation eine Drehung bedeutet, 
können wir zusammenfassend sagen: 

Eine unendlich kleine Transformation mit der Matrix E + (c )'ik) 
kann als Produkt einer Drehung und einer Dehnung dargestellt werden; 

n 
die räumliche Dilatation beträgt t 2: y;;. 

i~1 

Diese Ergebnisse sind wichtig z. B. für die Elastizitätstheorie. 

6. Variierte Systeme. Für die Theorie der kleinen Schwingungen 
ist es wichtig, festzustellen, wie sich die Eigenwerte und Eigenvektoren 

n 
einer quadratischen Form K (x, x) =Lau, x; xk ändern, wenn man 

i. k~ 1 

sowohl die Einheitsform E (x, x) als auch K (x, x) unendlich wenig 
variiert, d.h. die Formen E(x,x)+cA(x,x) bzw. K(x,x)+cB(x,x) 
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gleichzeitig in die kanonische Gestalt transformiert (vgl. S. 25), wobei 
n n 

A (x, x) = .2: cxik xi xk> 
1 

B(x,x) = 1; ßikxixk 
1 

und e eine infinitesimale Größe ist. Setzen wir 
n n 

K(x, x) + e B(x, x) = ~ b;kxixk> E(x,x) + eA(x,x) =~a;kxixk, 
1 1 

so lauten die Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten der Eigen
vektoren 

n 

~ (b;k- e'a;k) xfc = 0, (i= 1, ... , n) 
k=l 

wobei sich e' aus der entsprechenden Determinantengleichung be
stimmen läßt und n reeller Werte fähig ist. Bezeichnet man die charak
teristischen Zahlen von K (x, x) unter der Annahme, daß sie alle von
einander verschieden sind, mit (!1, (!2 , ••• , (!n, die entsprechenden 
Werte des variierten Systems mit e~, e;, ... , e~, so kann man die 
Ausgangsform K (x, x) als eine Summe von Quadraten annehmen 

K(x,x) = (!1x; + (! 2 X~ + ... + r!nX~. 
Dann lauten die Komponenten des zu (!h gehörenden Eigenvektors 
Xk wie folgt: Xkk = 0 (k .Je h), Xkk = 1, und die Komponenten x~k der 
variierten Eigenvektoren ;t;i, weichen von den entsprechenden nicht 
variierten Komponenten um infinitesimale Größen von erster oder 
höherer Ordnung in E ab. Betrachten wir von den Gleichungen 

n 
"'-, (b' I I ) I ..:;... ik- (!h aik Xhk = 0 (i= 1, 2, ... , n) 

k=1 

zunächst die Gleichung für i = h, so sind in ihr alle Summanden, bis 
auf denjenigen mit k = h, unendlich klein von der zweiten Ordnung, 
da sowohl die x~k als auch b';k und a';k unendlich klein von der ersten 
Ordnung sind. Daher muß auch (b~h - (!~ a~h) x~h unendlich klein 
von der zweiten Ordnung sein, und somit gilt dasselbe auch für 
b~h- (!~ a'"h = (}h + c ßhh- (!~ (1 + E cxhh). Daher folgt für r!h bis auf 
Größen zweiter Ordnung in E 

, (!h-1-eßhh 
(!h = ----- = (!h- E (!h cxhh + e ßhh. 

1 + B (Xh h 

Die Betrachtung der Gleichungen mit i ! h, in denen alle Glieder bis 
auf zwei von selbst unendlich klein von der zweiten Ordnung sind, liefert 
wegen ~xz = 1 

bis auf unendlich kleine Größen zweiter Ordnung in E. 
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Unter Benutzung dieser Werte für die Komponenten der Eigen
vektoren lassen sich die Eigenwerte sehr leicht bis auf Größen dritter 
Ordnung in e berechnen. Man betrachte wieder die Gleichung für die 
Komponenten des hten Eigenvektors, die sich für i = h ergibt: 

n 
~ (b!&k - e!& al.k) Xkk = 0. 
k=l 

Vernachlässigt man links die Größen dritter Ordnung in e und sondert 
das Glied mit h = k ab, so entsteht 

(b l 1)1 a' ) - ~~ (b' n' a' ) l)tkh f!h- {Jkh - r2 ~~ (1Xuf!h- ßu)2 • 
hh- o:h hh -..:::;.. e hk- o:h hk ----- - - " ..:::;.. · -· • 

k f!h - f!k k f!h - f!k 

für eh folgt dann 

1 + ß 2 (ß ) + 2 ~'(t:xueh-ßu)2 
(!h=(!h-E(!hCXhh e hh-e cx"" hh-QhCXhh e..:::;.. • 

k f!h- f!k 

Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daß über alle k von 
1 bis n mit Ausnahme des Wertes k = h zu summierefi ist. 

7. Die Auferlegung einer Bindung 

Y1X1+···+YnXn=O 

und die dadurch zustande kommende Verringerung der Variablenzahl 
n 

der quadratischen Form K (x, x) = 2' kpq xP Xq kann man sich durch 
p,q=l 

einen kontinuierlichen Prozeß erzeugt denken, indem man die quadra-
tische Form K (x, x) + t (y1 x1 + .. · + Yn Xn) 2 betrachtet, wobei t ein 
positiver Parameter ist. Wächst t über alle Grenzen, so nimmt auch 
jede charakteristische Zahl monoton zu. Insbesondere wächst die größte 
charakteristische Zahl über alle Grenzen, während die anderen in die 
charakteristischen Zahlen der aus K (x, x) durch Elimination einer Ver
änderlichen vermöge der Relation y1 x1 + ... + YnXn = 0 entstehen
den quadratischen Form übergehen. 

8. Elementarteiler eines Tensors oder einer Bilinearform. Es 
sei m ein Tensor, A = (a,:k) die zugehörige Matrix. Dann zerfällt das 
Polynom 

[2E-A I= 
2- an - al2 

- a21 2- a22 

nach gewissen, hier nicht näher anzugebenden Regeln in ein Produkt 
von "Elementarteilern" 
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wobei unter denZahlen r1 , r2, .•. , rh auch gleichevorkommen können. 
Zu jedem Elementarteiler (A- r")e" gehört ein System von e" Vektoren 
Wl, n",, ... , f~ l derart, daß die Gleichungen gelten 

V 

mt<v) - r f(v) mt<v) = r f(v) + f(v) ••• ' mt(v) = rvf(v) + f(v) • 
1 - ,. 1 ' 2 v 2 1 ' e,, ev e"-1 

Dabei sind die n Vektoren 

f (l) f(l) • f(2) f(2) • 1, ... ,fh, 1, •.. ,~, ... , 

linear unabhängig. Führt man sie als neue Variable xfll, 
so verwandelt sich A in die folgende Matrix 

0 A2 0 0 r 
A 1 0 0 0 

l o o ... 0 Ah 

... ' x~~l ein, 

in der A1 , A2 , ••• , Ah selbst Matrizen sind, und zwar hat Av die Ge
stalt einer Matrix von der Ordnung ev : 

r" 0 0 0 0 
1 r,, 0 0 0 

A" = 0 1 r,, 0 0 

0 0 0 ... 1 r,, 
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Zwei t es Kap i t e 1. 

Das Problem der Reihenentwicklung 
willkürlicher Funktionen. 

Viele der im vorigen Kapitel behandelten Zusammenhänge finden 
eine weitgehende Analogie, wenn man statt der Vektoren im n-dimen
sionalen Raume Funktionen von einer oder mehreren Veränderlichen 
betrachtet, die in einem vorgegebenen Grundgebiet G definiert sind. So 
kann man zu der Tatsache, daß sich im Raume von n Dimensionen jeder 
Vektor linear durch n unabhängige, sonst aber beliebig gewählte Vektoren 
ausdrücken läßt, das Problem in Parallele setzen, eine mehr oder weniger 
willkürlich angenommene Funktion im Grundgebiete G als lineare Kom
bination aus vorgegebenen Funktionen darzustellen. (Die Menge dieser 
vorgegebenen Funktionen muß, wie sich im folgenden als selbstver
ständlich erweisen wird, unendlich sein). Wir sprechen dann von dem 
Problem der Reihenentwicklung der willkürlich angenommenen Funktion 
nach dem vorgeschriebenen Funktionensystem. Im vorliegenden Kapitel 
soll diese bei den Aufgaben der mathematischen Physik in der mannig
fachsten Form auftretende Fragestellung unter allgemeinen Gesichts
punkten behandelt werden. 

Wir beschränken uns dabei grundsätzlich auf stückweise stetige 
Funktionen, d. h. solche Funktionen, für welche es eine Zerlegung von 
Gin endlich viele Teilgebiete gibt, derart, daß die Funktion im Inneren 
eines jeden von ihnen stetig ist und bei Annäherung an den Rand jedes 
Teilgebietes von innen her sich bestimmten, endlichen Randwerten 
nähert. An Sprungstellen werden wir, wenn nicht ausdrücklich etwas 
anderes bemerkt ist, als Funktionswert das arithmetische Mittel aus den 
beiderseitigen Randwerten betrachten. Der bequemeren Schreibweise 
wegen setzen wir zunächst voraus, daß wir es mit Funktionen nur 
einer Veränderlichen x zu tun haben, deren Grundgebiet G eine im 
Endlichen gelegenen Strecke der x-Achse ist. Handelt es sich um 
Funktionen von mehreren, etwa von zwei Variablen x und y, so wollen 
wir vom Grundgebiet G voraussetzen, daß es von endlich vielen Kurven
bögen mit stetig sich drehender Tangente begrenzt ist. Wenn wir die 
Randpunkte zum Grundgebiet hinzurechnen wollen, so werden wir von 
einem "abgeschlossenen Gebiet" sprechen, falls nicht schon durch den 
Zusammenhang ein Mißverständnis ausgeschlossen ist. 
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Ferner werden ~ir öfter von den betrachteten Funktionen vor
aussetzen müssen, daß sie stückweise glatt sind, d. h. stückweise 
stetig sind und stückweise stetige erste Ableitungen haben. 

§ 1. Orthogonale Funktionensysteme. 
I. Definitionen. Unter dem inneren Produkt (I, g) oder auch (I g) 

zweier Funktionen I (x) und g (x) wollen wir das über das Grundgebiet 
genommene Integral 1) 

( 1) (f,g) =f/gdx 

verstehen. Es genügt der Schwarzsehen Ungleichung 

(2) (1. g) 2 ~-;:,: (/, I) (g, g)' 

die ebenso wie bei Vektoren aus dem positiv-definiten Charakter der 
quadratischen Funktion ( (A.I + g)2 dx der Veränderlichen A. folgt; das 
Gleichheitszeichen tritt dänn und nur dann ein, wenn I und g proportio
nal sind. Zwei Funktionen l(x) und g(x), für welche das innere 
Produkt verschwindet, also (1. g) = 0 ist, sollen orthogonal heißen. 
Das innere Produkt einer Funktion I (x) mit sich selbst bezeichnen wir 
auch als Norm NI dieser Funktion: 

(3) NI= (1, I)= /l2 dx; 

eine Funktion mit der Norm 1 nennen wir normiert. 
Ein Beispiel eines normierten orthogonalen Funktionensystems für 

das Intervall 0 < x < 2n oder allgemeiner für jedes Intervall von der 
Länge 2 n bilden die Funktionen 

COSX COS2X sin x sin 2x 
vz;t' Jln' v; , ... V~, yn , ... , 

wie man sofort aus den Integralformeln 

2n 2ä J cosp,x cosvxdx = J COSflX sin vxdx 
0 0 

2n 

= r sinp,x sin vxdx = 0, 
0 

(4) 2n 

J cosvxsinvxdx = 0, 
() 

2n 2n 

J cos2 v x d x = J sin 2 v x d x = :rr , 
0 0 

(1' = 1, 2, ... ) 

1} Die Integrationsgrenzen lassen wir in Zukunft fort, wenn ein Mißverständnis 
ausgeschlossen ist. 

Cour an t • H i I b er t, Mathematische Physik. I. 3 
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den "Orthogonalitätsrelationen" für das Funktionensystem cos v x, 
sin v x (v = 0, 1, ... ) , entnimmt; ihre prägnante Zusammenfassung 
finden diese unter Benutzung komplexer Größen in der Beziehung 

(4') (ep,. = 1, e,,". = 0 für ft =i= v). 

Als linear abhängig bezeichnen wir r Funktionen 11 , ••• , Ir, wenn 
r 

sie identisch in x einer homogenen linearen Relation ~ ci Ii = 0 mit 
i~l 

konstanten, nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten ci (i = 1, ... , r) 
genügen. Andernfalls nennen wir sie linear unabhängig. 

2. Orthogonalisierung von Funktionen. Aus einem vorgelegten 
unendlichen System von Funktionen v1 , v2 , ••• , von denen für jedes 
beliebige r je r linear unabhängig sind, kann man immer durch einen 
"Orthogonalisierungsprozeß" ein normiertes orthogonales Funktionen
system cp1 , cp2 , ••• gewinnen, indem man cp,. als geeignete lineare Kom-

bination von v1 , ••• , v,. wählt. Man setzt zunächst cp1 = 1 v1 • So-
JNv1 

dann bestimmt man irgend zwei nicht gleichzeitig verschwindende 
Zahlen c1 und c2 derart, daß die Funktion cp~ = c1 rp1 + c2 v2 orthogonal 
auf cp1 steht, daß also die Gleichung c1 + c2 (cp1 v2) = 0 erfüllt ist. Die 
Funktion cp2 kann wegen der linearen Unabhängigkeit von v1 und v2 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, von cp1 und v2 nicht identisch ver-
. . (/); . . schwinden. Somit erhalten w1r m rp2 = ,;-= eme normierte, zu cp1 

rN((!~ 
()rthogonale Funktion. Weiter bilden wir eine Funktion 

indem wir drei nicht sämtlich verschwindende Zahlen ct, C:, c! gemäß 
den beiden homogenen linearen Gleichungen 

ermitteln. Wegen der linearen Unabhängigkeit von v1 , v2 , v3 bzw. 
cp1 , cp2 , v3 kann die Funktion cp3 nicht identisch verschwinden, und daher 

liefert cp3 = ~ eine normierte, zu cp1 und cp2 orthogonale Funktion. 
rN'P~ 

Indem wir dieses Verfahren unbegrenzt fortsetzen, bekommen wir das 
gewünschte orthogonale Funktionensystem durch die Rekursionsformel: 

Wenn wir später von Orthogonalisierung sprechen werden, ist, wofern 
nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt wird, immer das eb.en 
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geschilderte Verfahren gemeint, welches also zugleich mit der Ortho
gonalisierung die Normierung liefert. 

3. Sesselsehe Ungleichung. Vollständigkeitsrelation. Approxi
mation im Mittel. Ist cr•1 , f{! 2 , • • • ein normiertes Orthogonalsystem 
und I irgendeine Funktion, so nennen wir die Zahlen 

(5) (v = 1, 2, ... ) 

die Entwicklungskoeffizienten oder Komponenten von f in bezug auf 
das gegebene Orthogonalsystem 1). 

Aus der unmittelbar einleuchtenden Beziehung 

16) f(t- ~C,.f[!,ydx ~ 0 

folgt durch Ausführung des Quadrats und gliedweise Integration 
n . n n n ---(z . '~·{f l ~2-NI .... ~2 ~2 0 :'::::::: I d X - 2_L ( ,. . rp,. ( X +..::.... c, - - 2....;;::. c, +..::.... c,. ' 

"' 1'-=c l · 1'=1 1'=} 11=1 
n 

(7) 2,'c; ~NI, 
'I'=} 

also, da rechts eme feste, von n unabhängige Zahl steht, 
00 

(8) L,c; ~NI. 
v=l 

Diese fundamentale Ungleichung, die "Besselsche Ungleichung", be
steht für jedes beliebige normierte Orthogonalsystem. s:e lehrt die Kon
vergenz der aus positiven Gliedern bestehenden Reihe der Quadrate der 
Entwicklungskoeffizienten auf der linken Seite der Beziehung (8). 

Der Integralausdruck in (6) ergibt sich ganz ungezwungen, wenn 
man sich die Aufgabe stellt, die gegebene Funktion f durch ein lineares 

n 
Aggregat l: y, f[!,. mit konstanten Koeffizienten y,. im Sinne der Methode 

v=l 

der kleinsten Quadrate so zu approximieren, daß das "mittlere Fehler
quadrat" M = ((I:.._ l: Yvf{!v) 2 dx möglichst klein wird. Für diese beste 
A . . . ß CJM ( ) · , z pprox1matwn mu --,---- = 0 J' = 1, ... , n sem, was wegen oer ucy,. 
Iässigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen gerade zu den 
Werten y,, = c,, = (fq;,) führt. 

Wenn es möglich ist, für jede Funktion I das kleinste mittlere 

Fehlerquadrat /(t -~c,q;vr dx durch passende Wahl vonnunter eine 

beliebig kleine positive Zahl herunterzudrücken, d. h. jede Funktion 

" durch ein lineares Aggregat 2,' c, q;, mit hinreichend vielen Gliedern im 
J'= 1 

1) In Anlehnung an die Theorie der Fouriersehen Reihen gebraucht man 
zuweilen auch den Ausdruck "Fouriersche Koeffizienten". 

3* 
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Sinne der Methode der kleinsten Quadrate oder, wie wir es auch nennen 
wollen, "im Mittel" beliebig genau zu appro:x.imieren, so bezeichnen 
wir das Funktionensystem rp1 , q•2 , ••• als ein "vollständiges Funk
tionen.system" und die alsdann nach den obigen Ausführungen für die 
Entwicklungskoeffizienten Cv = (f q•v) jeder Funktion I geltende Be
ziehung 

00 

(9) ~c; =NI 
:J.'=l 

als die "Vollständigkeitsrelation". Allgemeiner kann man diese in der 
Form 

(9') ~ Cl'dV = (/, g) mit C,, = (lrpv), dv = (grpv) 
l'=l 

schreiben, welche sich ergibt, wenn wir die Formel (9) auf die Funktion 
,f + g anwenden: 

00 

N(/ + g) =NI+ N g + 2 (/, g) = ~ (cv + dv) 2 = ~ (c! + d! + 2cvdv), 
v=l ~=1 

und nachher die entsprechenden Gleichungen für I und g subtrahieren. 
Für die Vollständigkeit eines Funktionensystems q\, rp2 , ••• ist 

es übrigens hinreichend, wenn die VollstäntliE;keitsrelation (9) für alle 
stetigen Funktionen I erfüllt ist. Jede stückweise stetige Funktion g 
kann nämlich durch eine stetige Funktion I derart approximiert werden, 
daß das Integral f II - g I d x und auch das Integral j(/ - g)2 d x beliebig 
klein ausfällt. Eine solche Funktion I bekommt man z. B., wenn man 
sich die Funktion g durch eine Kurve dargestellt denkt, an allen Sprung
stellen von g je einen links und rechts in dem beliebig klein wählbaren 
Abstande b von der Sprungstelle gelegenen Punkt der Kurve durch ein 
Geradenstück verbindet und in diesem Intervall die Kurve durch 
das Geradenstück ersetzt!). Sind also a1 , a2 , ••• die Entwicklungs
koeffizienten der Funktion g und c1 , c2 , ••• die der Funktion I, so folgt 

daraus, daß das Integra1.{(1-'};,cvfPvrdx durch geeignete Wahl von n 

beliebig klein gemacht werden kann, dieselbe Tatsache mit Hilfe der 
Schwarzsehen Ungleichung für das Integral 

M' =.f(g-~ c.rp,.y dx =I[ (g -I)+ (1-~ Cv <rv) r dx. 

1) Bedeutet nämlich etwa M die obere Grenze von 1 g(x) I und q die An
zahl der Sprungstellen von g(x) im Integrationsintervall, so läßt sich in 

/I I~ g I d x -;;;: Hrl () q 

die rechte Seite durch passende Wahl de~ Abstandes b beliebig verkleinern. 
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Es ist nämlich 

M' = N(g- /) + N (t- J.:cv rrv)+ 2 (g- f, f- ~~c,rv), 
also 

n 
M' ::; N(g- /) + N(f- 2:c,.rpv) + 2 fN(g~ffN(f~'J:c,.~,.) · 

v::::l 

Nun ist aber 

da die Entwicklungskoeffizienten av für g das kleinste mittlere Fehler
quadrat liefern, womit die Vollständigkeitsrelation auch für g bewiesen ist. 

Wohl zu beachten ist, daß wir aus der Vollständigkeit des Punk
tionensystems rp1 , rp 2 , ••• , d. b. aus der Gleichung 

00 

keineswegs auf die Gleichung f = ,L c,, ??v, also auf die Entwickelbarkeit 
-v=l 

von f in eine nach den Funktionen ??v fortschreitende Reibe, schließen 
dürfen, auch wenn f als stückweise glatt vorausgesetzt wird. Die Ent
wickelbarkeit steht vielmehr auch für stückweise glatte I nur dann von vorn-

= 
herein fest, wenn die Reihe 2: c. ??v gleichmäßig konvergiert und eine 

P=l 

stückweise glatte Funktion darstellt, so daß wir also den Grenzübergang zur 
stückweisen glatten Grenzfunktion unter dem Integralzeichen vornehmen 
dürfen. Die Vollständigkeit des vorgelegten Systems fp1 , r2 , ••• ist 
dabei selbstverständlich eine unerläßliche Voraussetzung, weil z. B. für 
eine aus einem vollständigen System herausgenommene Funktion alle 
Komponenten nach dem übrigbleibenden unvollständigen System ver
schwinden. Aber auch für ein vollständiges System rp1 , ({'2 , ••• er
fordert die Frage nach der Entwickelbarkeit einer stückweise glatten 
Funktion I eine genauere Untersuchung, wie wir sie später (Kap. IV, 
V, VI) noch verschiedentlich durchführen werden. 

Den Inhalt der obigen Limesgleichung kennzeichnen wir auch durch 
n 

die Ausdrucksweise: die Funktion ~ cv rp. konvergiert ein Mittel gegen 
die Funktion f. v=l 

Ferner fügen wir den Satz an, daß eine stückweise stetige Funktion 
durch ihre Entwicklungskoeffizienten nach einem vorgegebenen vollstän
digen orthogonalen System eindeutig festgelegt ist, in dem Sinne, daß 
zwei stückweise stetige Funktionen miteinander identisch sind, wenn sie 
dieselben Entwicklungskoeffizienten haben. Denn die Differenz zweier 
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solcher Funktionen mit gleichen Koeffizienten hat die Koeffizienten 
Null und also nach der Vollständigkeitsrelation die Norm Null; sie ver
schwindet somit selbst identisch. 

Der Begriff der Vollständigkeit eines Funktionensystems behält 
übrigens auch dann einen Sinn, wenn das System nicht orthogonal und 
normiert ist. Wir nennen nämlich allgemein ein System von Funk
tionen dann vollständig, wenn sich eine stückweise glatte Funktion 
durch ein lineares Aggregat dieser Funktimien hinsichtlich der mittleren 
Fehlerquadrate beliebig genau approximieren läßt. 

4. Orthogonale Transformationen in unendlich vielen Ver
änderlichen. Die orthogonalen normierten Funktionensysteme zeigen 
viele Analogien zu den orthogonalen Systemen von normierten Vek
toren im n-dimensionalen Raume; die Komponenten c" = (jqJ") der 
Funktion f kann man geradezu als rechtwinklige Koordinaten der 
Funktion f in einem durch die "Koordinatenfunktionen" qJ1 , qJ2 , ••• 

festgelegten "Koordinatensystem im Raume von unendlich vielen Dimen
sionen" ansehen. 

Ist 1p1 , 1p2 , ••• ein zweites orthogonales normiertes Funktionen
system, in welchem d" = (/, tp") die Komponenten von f sind, und sind 
beide Systen:e vollständig, so liefert die Vollständigkeitsrelation (9'), 
angewandt auf die Funktionen f und (/Ji in bezug auf das System 
1p1 , 1p2 , ••• , sofort das unendliche Gleichungssystem 

(10) 
00 

c, = ~ rlok d~c, a,lc = (q;i "Pk). 
k=l 

(i=1, 2, ... ) 

Entsprechend erhalten wir das inverse Gleichungssystem 

(10') 

(11) 

(11') 

00 

di = L b,k ck, b,k = ("Pi (/Jt) = aki. 
k=l 

Die Koeffizienten genügen den Bedingungen 

(i = 1, 2, ... ) 

welche die genaue Verallgemeinerung der früheren Orthogonalitäts
relationen im n-dimensionalen Raume (Kap. I,§ 3) auf den Raum von 
unendlich vielen Dimensionen darstellen. Wir nennen daher eine solche 
Transformation (10), welche die Bedingungen (11), (11') erfüllt, eine 
orthogonale Transformation von unendlich vielen Variablen. 

5. Gültigkeit der Ergebnisse bei mehreren unabhängigen Ver
änderlichen. Erweiterung der Voraussetzungen. Alle unsere Begriffe 
und Überlegungen bleiben unverändert erhalten, wenn wir statt der 
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Funktionen einer einzigen Veränderlichen x solche von mehreren Varia
blen, etwa von x und y, betrachten, wobei die Variablen in einem 
fest gegebenen, ganz im Endlichen liegenden Gebiete G laufen, dessen 
Inhaltselement wir mit dG bezeichnen. Wir erklären für zwei Funk
tionen I (x, y) und g (x, y) in diesem Gebiet G das innere Produkt (/, g) 

durch (/, g) = {1 g d G und brauchen sodann an den Bezeichnungen 
iJ 

und Beweisen dieses Paragraphen nichts Wesentliches zu verändern. 
Ferner bleiben alle Begriffe und Tatsachen auch dann bestehen, 

wenn man das Grundgebiet als unendlich annimmt und von allen vor
kommenden Funktionen voraussetzt, daß sie samt ihren Quadraten 
über das ganze Grundgebiet integrierbar sind. 

Endlich sei hervorgehoben, daß unsere Begriffsbildungen gültig 
bleiben, wenn die Funktion I im Grundgebiet Unendlichkeitsstellen 
derart besitzt, daß ihr Quadrat über das Grundgebiet integrierbar ist. 

§ 2. Das Häufungsprinzip für Funktionen. 
Die Analogie zwischen Funktionen und Vektoren in einem n-dimensio

nalen Raume erleidet vielfach eine Unterbrechung, wenn man zur Be
trachtung von unendlichen Funktionenmengen bzw. Vektorenmengen 
übergeht. Bei Vektorenmengen lehren die elementarsten Tatsachen der 
Analysis (Weierstraßscher Häufungsstellensatz, Konvergenzdefinitionen) 
unmittelbar, daß sich aus jeder unendlichen Menge von Vektoren tJ 
mit beschränktem absoluten Betrage I b I oder beschränkter Norm 
U2 =Nb eine konvergente Teilfolge auswählen läßt, daß aus der Gültig
keit der Relation lim N (b,.- bm) = 0 für eine Folge von Vektoren 

1l---)o>OO 

m~oo 

b1 , b2 , b3 , • • • die Existenz eines Grenzvektors b = lim b,. folgt und 
n-+oo 

daß ferner aus lim Non = 0 sich lim b,. = 0 ergibt. Im Raume von 

unendlich vielen Dimensionen hören diese Tatsachen auf, gültig zu 
sein. Man kann z. B. nicht aus jeder Menge stetiger Funktionen 
I (x) mit beschränkter Norm NI eine gegen eine stetige Funktion 
konvergente Teilfolge herausgreifen, und man kann auch nicht aus 
der Relation lim N ln = 0 für eine Folge stetiger Funktionen die Be-

ziehung lim ln = 0 schließen. Nehmen wir etwa für das Grundgebiet 
n-+oo 

-1 > x-? + 1 die Funktionen 

1 
x2 <

- n2' 
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Jede Teilmenge dieser Funktionenmenge konvergiert gegen die für 
x = 0 unstetige Funktion 

f(x) = 0 für x ~ 0, 

f(x) = 1 für x=O, 

und es ist trotzdem lim N fn = 0. 
n·+oo 

Die Durchführung unserer Analogie zwischen Vektoren und Funk
tionen doch zu ermöglichen, d. h. das Weierstraßsche Häufungsstellen
prinzip und die oben erwähnten Konvergenzsätze für den "Funktionen
raum" zu retten, ist eine Aufgabe, welche bei vielen Untersuchungen, vor 
allem bei der Führung von Konvergenz- und Existenzbeweisen, uner
läßlich ist. Zu ihrer Lösung bieten sich zwei Wege dar. Einmal läßt 
sich das gewünschte Ziel durch Erweiterung des Funktionenbereichs 
und gleichzeitige Erweiterung des Integral- und des Konvergenzbegriffes 
erreichen. Diesen Weg, der auf der Theorie von Lebesgue beruht, wollen 
wir als für die Zwecke dieses Buches ungeeignet nicht beschreiten, 
vielmehr einen zweiten Weg einschlagen, welcher darauf beruht, daß 
wir den zugrunde gelegten Funktionenbereich verengern, um die Gül
tigkeit des Konvergenzprinzipes zu erzwingen. Diese Verengerung 
besteht darin, daß wir von der Gesamtheit der Funktionen unseres 
Funktionenbereiches nicht nur die Stetigkeit, sondern für den ganzen 
Funktionenbereich die gleichmäßige Stetigkeit verlangen. Es möge sich 
etwa um Funktionen der einen unabhängigen Variablen x handeln. Dann 
besagt die Forderung der gleichmäßigen Stetigkeit, daß es zu jedem 
positiven E eine nur von E, nicht aber von dem Individuum f (x) der 
Funktionenmenge abhängige und mit F zugleich gegen Null strebende 
Zahl t:5 = b (E) derart geben soll, daß aus I x1 - x2 1 < b (E) die Re
lation I f (x1) - f (x2) I < E folgt, wenn x1 und x 2 dem Bereiche der 
unabhängigen Variablen angehören. Für solche Funktionenmengen 
gilt dann das H äujungsstellenprinzip: Aus jeder im Grundgebiete G 
gleichmäßig stetigen Funktionenmenge läßt sich eine in G gleichmäßig 
konvergente Teilfolge q1 (x), q2 (x), q3 (x), ... auswählen. 

Dieser Satz sagt für unsere Mengen stetiger Funktionen etwas Ähn
liches aus wie der Weierstraßsche Häutungsstellensatz für beschränkte 
Punktmengen und erfüllt damit unsere obige Forderung. 

Zum Beweise betrachten wir eine abzählbare Menge von Punkten 
x1 , x 2 , ••• , die im Intervall überall dicht liegen, wie sie etwa aus den
jenigen SteHen gebildet sind, die sich durch fortgesetzte Halbierung 
des Intervalls und der neu entstehenden Teilintervalle ergeben. In der 
Menge der Funktionswerte im Punkte x1 gibt es nach dem Weierstraß
schen Häutungsstellensatz eine konvergente Teilfolge; es läßt sich also 
aus der Menge aller vorgelegten Funktionen eine Folge von unendlich 
vielen Funktionen a1 (x), a2 (x), ... derart auswählen, daß die zugehörigen 
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Funktionswerte im Punkte x1 eine konvergente Folge bilden. Aus 
dieser Folge kann in derselben Weise eine Teilfolge b1 (x), b2 (x), •.• 
ausgesondert werden, für welche die Funktionswerte auch im Punkte x 2 

eine konvergente Folge darstellen usw. Nunmehr fassen wir die "Dia
gonalfolge" a1 (x) = q1 (x), b2 (x) = q2(x), ... aller so erhaltenen 
Funktionenfolgen ins Auge und behaupten, daß sie die Eigenschaft der 
gleichmäßigen Konvergenz im ganzen Intervall besitzt. 

Um dies zu zeigen, teilen wir nach Vorgabe einer beliebig kleinen 
positiven Zahl E das Intervall a ~s: x;;:;; b durch eine genügend große, 
feste Anzahl von Punkten x1 , x2, ••. , xM der eben betrachteten Punkt
menge x1 , x2 , ••• so fein ein, daß zu jedem Punkte x des Intervalls 
ein Punkt xh mit h < M existiert, für den I x - xh I :s;; b (c) ist, wobei 
o (~::) die in der Voraussetzung angegebene Bedeutung hat. Sodann 
nehmen wir die von E abhängige Zahl N = N (c) so groß, daß für 
m>N, n>N im Punkte xh (h = 1, 2, ... , M) 

I qm (xh)- qn(xh) I < E 

gilt. Der gleichmäßigen Stetigkeit wegen ist ferner für ein geeignetes 
h M 

also für m > N, n > N 

I qm (x)- qm(xh) I < E, 

I q" (x) - q" (xh) I < E, 

womit die gleichmäßige Konvergenz der Funktionenfolge q1 (x), q2 (x), ... 
für alle x des Intervalls a :<::; x S: b erwiesen ist. Die Stetigkeit der Grenz
funktion q (x) ist dann eine unmittelbare Folge aus der Gleichmäßigkeit 
der Konvergenz. 

Eine Menge gleichmäßig stetiger Funktionen besitzt folgende wei
teren Eigenschaften: Gehört die Funktionenfolge / 1 (x), /2 (x), /3 (x), ... 
einer solchen Menge an und gilt lim N fn = 0, so ist im Sinne gleich-

n~= 

mäßiger Konvergenz lim fn = 0. Ist ferner N fn beschränkt und gilt 
n~= 

lim NUn- f",) = 0, so gibt es eine stetige Funktion f(x) derart, daß im 
n~= 

1n -4- CXJ 

Sinne gleichmäßiger Konvergenz f (x) = lim f n (x) ist. 
n~= 

Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir 
an, es sei für die Stelle x = x0 nicht lim fn (x0) = 0; dann gibt es 

n~= 

beliebig große Werte von n, so daß f! (x0) > 2 ~2 ist, unter 2 cx2 eine 
positive Schranke verstanden. Wegen der Gleichmäßigkeit der Stetig
keit der Funktionen fn (x) gibt es dann ein festes, den Punkt x0 enthal
tendes Intervall der Breite o, so daß in diesem Intervall für die oben 
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genannten Werte von n die Ungleichung f~ > a 2 besteht. Also wird 
auch Nfn > b~X 2 , im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Ganz ähn
lich läßt sich, was der Leser selbst durchführen mag, der zweite Teil der 
Behauptung beweisen. 

Eine andere Eigenschaft, die einer gleichmäßig stetigen Funktionen
menge mit beschränkten Normen zukommt, ist die folgende, welche wir 
als Glattheit!) der Menge bezeichnen wollen. Es seienreine positive ganze 
Zahl und c1 , c2, .•• , c, irgendwelche Zahlen, deren Beträge unterhalb einer 
festen Schranke, etwa 1, liegen; dann gibt es eine nur von der positiven 
Zahl!'. abhängige und zugleich mit E gegen Null strebende Zahl b (e), so daß 
aus der Relation N(cd1 + ... + c,fr) < E die Relation 

\ cd1 + c2/2 + · · · + c,/, I< 1:5 

folgt, wenn / 1 , / 2 , ••• , /, irgendwelche r Funktionen der Menge sind. 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem oben Bewiesenen, 

wenn man beachtet, daß der Bereich unserer Funktionen auch dann 
noch die Eigenschaft der gleichmäßigen Stetigkeit seiner Individuen 
behält, wenn man ihn durch Hinzufügung aller linearen Kombinationen 
c1 / 1 + c2 / 2 + ... + c,f, bei festemrund beschränkten Werten von \ ci I 
erweitert. 

Aus dem Häutungsstellenprinzip läßt sich ohne weiteres der fol
gende, etwas allgemeinere Satz entnehmen: Es sei 

Pu (x), P12 (x), · · ·, P1r (x), 
P21(x), P22(x), ... , Pt,.(x). 

eine Folge von Gruppen G1 , G2 , ••• von je r Funktionen, die im Intervall 
a < x;;:::; b alle gleichmäßig stetig und gleichmäßig beschränkt sind. Dann 
lassen sich Gruppen Pn,," (x) (i = 1, 2, ... , lim ni = oo, k = 1, ... , r) 

i-)J.oo 

von Funktionen so herausheben, daß die Funktionen Pn,, k (x) mit wachsen
dem i gleichmäßig gegen r stetige Funktionen P1 (x), ..• , p, (x) konvergieren. 

In der Tat können wir die gewünschte Konvergenz zunächst für 
die erste Spalte durch geeignete Auswahl erzielen; aus der so gewonnenen 
Folge von Gruppen von Funktionen sondern wir dann eine Teilfolge so 
aus, daß die Konvergenz auch in der zweiten Spalte statthat, und wieder
holen dieses Verfahren noch (r- 2) mal. 

§ 3. Unabhängigkeitsmaß und DimensionenzahL 
I. Unabhängigkeitsmaß. Für die lineare Abhängigkeit oder 

Unabhängigkeit von r Funktionen /1 , ••• , fr können wir analog zu den 

1 ) Der Leser möge diesen auf Funktionen-Mengen bezüglichen Begriff 
nicht mit dem S. 33 eingeführten einer "glatten Funktion" verwechseln. 
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früheren Entwicklungen bei den Vektoren des n-dimensionalen Raumes 
leicht ein einfaches Kriterium herleiten. Dazu bilden wir die quadra
tische Form in r reellen Veränderlichen t1, ... , t, 

f' 

(12) K (t, t) = N (td1 + · · · + t,/,) = f (td1 + · .. + t"./,)2 dx = '2; Ud~c)t,t~c 
i, k=l 

und nennen ihre kleinste, sicher nicht negative charakteristische 
Zahl m, d. h. das Minimum von K (t, t) bei Variation der t, unter der 

r 
Nebenbedingung '2; fi = 1, das "Unabhängigkeitsmaß" der Funktionen 

i=1 

/ 1 , ••• , f,. Linear abhängig sind die Funktionen /1 , ••• , /". offenbar 
dann und nur dann, wenn das Unabhängigkeitsmaß m den Wert Null 
hat; im Falle linearer Unabhängigkeit hingegen gibt die Größe von m 
eine Vorstellung von der Art der linearen Unabhängigkeit. Gleichbedeu
tend mit dem Verschwinden des Unabhängigkeitsmaßes m ist das Ver
schwinden der Gramsehen Determinante 

(/1/1) · · · (/t/r) 
(13) ru1 .... , f,) = ........... . 

{f,/1) ... (f,f,) 

des Funktionensystems /1 , .•• , {,. Diese Tatsache ergibt sich daraus, 
daß die Gramsehe Determinante das Produkt der sämtlichen, durch
weg nichtnegativen charakteristischen Zahlen von K (t, t) ist. Hier
nach gilt nämlich m' ~ r;;; mM'~'- 1 , wenn M die größte charakteristische 
Zahl von K(t, t) bedeutet. In Verallgemeinerung der Schwarzsehen 
Ungleichung ist wegen des positiv definiten Charakters von K (t, t) . 
übrigens r > o . Auch hier stellt also das Verschwinden der Gramsehen 
Determinante eine hinreichende und notwendige Bedingung für lineare 
Abhängigkeit der Funktionen 11 , •• • , Ir dar. So kann man z. B. die 
lineare Unabhängigkeit von je n Funktionen eines normierten Ortho
gonalsystems aus der Tatsache herleiten, daß ihre Gramsehe Deter
minante, wie unmittelbar einzusehen ist, den Wert 1 hat. 

r 
Bildet man eine lineare Kombination f = 2; ui Ii von r linear 

i=1 

unabhängigen Funktionen 11 , ••• , I,, welche zudem normiert ist, so 
kann kein Koeffizient ui absolut genommen oberhalb der lediglich von 

1 
dem Unabhängigkeitsmaß m von f1 , ... , f, abhängigen Schranke yn; 
liegen. Denn zufolge der Definition von m ist für 

U· f( ~ )2 Nf 1 vi = V ; -= offenbar ;!: vdi dx = -. ;- = --.-,- > m, 
2:uf t=l ~u; 2:u~ 
·l=l 2=1 i=l 

r 
also ~ u~ ~ __:_. Wenn man also ein System von r Funktionen mit einem 

i=1 m 
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oberhalb der positiven Schranke ft liegenden Unabhängigkeitsmaß ortho
gonalisiert, d. h. seine Funktionen durch geeignete normierte lineare Kom
binationen aus ihnen ersetzt, so können dabei niemals Absolutwerte der 

Koeffizienten oberhalb der Schranke /; auftreten. 

2. Asymptotische Dimensionenzahl einer Funktionenfolge. Sind 
in einer Folge von normierten Funktionen / 1 , / 2 , ••• oder allgemeiner 
von Funktionen mit beschränkter Norm immer je r + 1 Funktionen 
linear voneinander abhängig, so daß sich jede Funktion als lineare 
Verbindung t1 g1 + · · · + t,g, von r, aber nicht weniger als r Grund
funktionen g1 , ••• , g, mit konstanten Koeffizienten t1 , ••• , t, darstellen 
läßt und demnach die ganze Funktionenfolge der "linearen Schar" 
t1 g1 + · · · + t,g, angehört, so sagen wir in Anlehnung an die geometrische 
Sprechweise, die Funktionenfolge habe genau die Dimensionenzahl r. 

Besitzt die Funktionenfolg€ /1 , / 2 , ••• keine endliche Dimensionen
zahl, so können zwei Fälle eintreten. Entweder gibt es für jede noch so 
große positive ganze Zahl s Gruppen von je s Funktionen fn,, ... , fn. 
der Folge mit beliebig großen Indizes n1 , ••• , n, derart, daß das Un
abhängigkeitsmaß dieser Funktionen oberhalb einer festen, d. h. nicht 
von denn, (sondern höchstens von s) abhängigen positiven Schranke liegt. 
Dann schreiben wir der Funktionenfolge die asymptotische Dimen
sionenzahl oo zu1). Oder aber es konvergiert bei genügend großem s 
das Unabhängigkeitsmaß von fn,, ... , fn. gegen Null, wenn sämtliche 
Zahlen n1, •• • , n, irgendwie über alle Grenzen wachsen. In diesem 
Falle nennen wir die kleinste ganze Zahl r, für die bei s > r das 
Unabhängigkeitsmaß gegen Null strebt, die asymptotische Dimensionen
zahl der Folge. Insbesondere ist r = 0, wenn Nfn mit wachsendem n 
gegen Null konvergiert. Bei einer Folge mit der asymptotischen Di
mensionenzahl r sind mithin nach Weglassung von hinreichend vielen 
Anfangsfunktionen je r + 1 Funktionen "beinahe" linear abhängig. 

Die innere Bedeutung der eingeführten, durch die geometrische 
Analogie zu Folgen von Vektoren im n-dimensionalen Raume nahe
gelegten Begriffsbildungen besteht darin, daß eine Funktionenfolge der 
asymptotischen Dimensionenzahl r als Grenzgebilde eine lineare Funk
tionenschar aus r Grundfunktionen definiert. Dies gilt allgemein aller
dings erst dann, wenn man unter Heranziehung des Lebesgueschen 
Integralbegriffs und der zugehörigen Theorie den zugrunde gelegten 
Funktionenbereich erweitert. Da wir jedoch hier auf unserem elemen
taren Standpunkte verharren wollen, so müssen wir zum Beweise der 
eben ausgesprochenen Behauptung noch gemäß § 2 gewisse einschrän
kende Voraussetzungen machen, und zwar wollen wir einfach voraus
setzen, daß die Funktionenfolge glatt ist (vgl. S. 42). 

1 ) Das einfachste Beispiel ist eine Folge orthogonaler normierter Funktionen, 
bei der für jede Funktionengruppe das Unabhängigkeitsmaß den Wert 1 hat. 
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Dann gilt der Satz: Ist / 1 , / 2 , ••• eine glatte Funktionenfolge mit 
der asymptotischen Dimensionenzahl r, so gibt es r voneinander linear 
unabhängige, also orthogonal und normiert wählbare Funktionen g1 , ••• , g, 
derart, daß für hinreichend großes n sich jede der Funktionen fn von einer 
Funktion der linearen Schar t1 g1 + · · · + trgr ztm weniger als eine be
liebig klein angenommene Größe E unterscheidet, während keine lineare 
Schar mit weniger als r Grundfunktionen von derselben Eigenschaft existiert. 

Wir können diese lineare Grenzschar auch folgendermaßen charak
terisieren: Sind G1 , G2 , ••• , Gm, ... Gruppen von je r Funktionen 
Im,• .. • , Im, der Folge, deren Unabhängigkeitsmaß oberhalb einer festen 
positiven Schranke p liegt und deren Indizes m, (i = 1, ... , r) mit zu
nehmendem m über alle Grenzen wachsen, so konvergieren die durch 
die Funktionen von Gm als Grundfunktionen definierten linearen Funk
tionenscharen Sm mit wachsendem m gleichmäßig gegen eine durch r 
linear unabhängige Funktionen g1 , ••• , g, definierte Grenzschar T in 
dem Sinne, daß bei hinreichend großem m jede normierte Funktion 
von Sm sich von einer Funktion von T beliebig wenig unterscheidet 

Um den naheliegenden Beweis dieser Tatsachen bequem formulieren 
zu können, sagen wir, eine Funktion f habe von einer linearen Funk
tionenschar S eine Distanz kleiner als die positive Größe d, wenn 
sich f von einer geeigneten Funktion aus S absolut genommen überall 
um weniger als d unterscheidet. Entsprechend schreiben wir zwei 
linearen Funktionenscharen S und S* eine Distanz kleiner als d zu, 
wenn jede normierte Funktion der einen Schar von einer geeigneten 
solchen der anderen Schar absolut genommen um weniger als d abwl:'icht. 

Nun ergibt sich sofort, daß bei genügend großem m und n die Funk
tion fn von der Schar Sm eine beliebig kleine Distanz hat. Denn das 
Unabhängigkeitsmaß von fn, Im,• ... , fmr ist bei hinreichend großem 
m und n sicher beliebig klein; wegen der Glattheit der auftretenden 

r 

Funktionen gibt es also r + 1 Zahlen u0 , u1 , ••• , u, mit ~ u~ = 1 , 
i=U 

für die I u0 /n + utfm, + · · · + u,fm, I beliebig klein wird. Hierin kann 
bei zunehmendem m und n die Zahl u0 absolut genommen nicht beliebig 
klein werden, weil sonst entgegen der Voraussetzung das Unabhängig
keitsmaß von I m1' ••• ' I mr beliebig klein würde. Also können wir' in-

dem wir u0 fn + udm + · · · + u,fm durch u0 dividieren und .'L!i =- t, 
1 r u0 

setzen, den Schluß ziehen, daß sich bei hinreichend großen m und n die 
Funktion fn von der Funktion tdm, + · · · + t,fm, der linearen ScharS". 
beliebig wenig unterscheidet. Daher haben für hinreichend großes m 
und n auch die beiden linearen Funktionenscharen Sm und Sn eine be
liebig kleine Distanz. Nunmehr sei E eine später als genügend klein fest-

= 
zulegende Zahl und e1 , ~:2 , • • • eine Folge positiver Zahlen mit ~ E;, = c. 

i=l 
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Ferner sei mi eine positive ganze Zahl derart, daß für n > mi und 
m > m, die Distanz von Sn und Sm kleiner als fi ist. Wir gehen von 
irgendwelchen r normierten Funktionen h11 , ••• , h1 r der Schar Sm, aus 
und bestimmen, was nach Voraussetzung möglich ist, in Sm, (m2 > m1) 

die normierten Funktionen h21 , ••• , h2, derart, daß I h2i- h1 i I < s1 

(i = 1, ... , r) wird. Ebenso ermitteln wir in Sm, (m3 > m2) normierte 
Funktionen hal• ... ' h r so, daß I hai- h2i I< f2 wird usw. Wegen 
I hpi- hqi I< fp + · · · + sq (p < q) konvergiert mit wachsendem n die 
Funktionenfolge hni (i = 1, ... , r) gleichmäßiggegeneine Grenzfunktion gi, 
und es ist J gi - h1 i I < s. Wird e hinreichend klein gewählt, so werden 
zugleich mit h11 , ••• , h1r auch die Funktionen g1 , ••• , g, ein von Null 
verschiedenes Unabhängigkeitsmaß haben, also linear unabhängig sein. 
Die Funktionen g1 , ••• , lir erfüllen offenbar alle gestellten Anforderungen. 

Die Voraussetzung der Glattheit der Funktionenfolge /1 , / 2 , ••• ist 
besonders für die Anwendungen, die wir im nächsten Kapitel bei der 
Theorie der Integralgleichungen von den eben durchgeführten Über
legungen machen werden, von Wichtigkeit. Übrigens kann man diese 
Voraussetzung auch in die Form kleiden: Die Funktionenfolge /1 , / 2 , ••• 

soll die Eigenschaft aufweisen, daß sich aus jeder ihrer Teilfolgen eine 
gleichmäßig konvergente Teilfolge auswählen läßt. 

§ 4. Die Fouriersehe Reihe. 
Als erstes und wichtigstes Beispiel zur Erläuterung der allgemeinen 

Ausführungen wählen wir das für das Intervall 0 < x < 2 :rr, orthogonale 

d . S d . . h F k . 1 cosvx un normierte ystem er tngonometnsc en un honen ~c, ~ , 
. y2n yn 

Slll V X ( ) w· ll • d" p y; v = 1, 2, . . . . tr wo en m tesem aragraphen nicht nur die 

Vollständigkeit dieses Funktionensystems nachweisen, sondern darüber 
hinaus zeigen, daß sich tatsächlich eine willkürliche Funktion f (x), die 
samt ihrer ersten Ableitung im Intervall 0-=::::: x < 2 :rr, stückweise stetig 
oder, wie wir sagten, "stückweise glatt" ist, in eine nach den trigono
metrischen Funktionen fortschreitende "Fouriersche Reihe" 

f(x) = : 0 + i,' (av cos vx + bvsin 1'X) 

··~ 1 

(14) 

entwickeln läßt, wobei die Entwicklungskoeffizienten, die "Fourierschen 
Koeffizienten" oder "Fourierschen Konstanten" der Funktion f (x), durch 
die Formeln 

(15} 2n 
1 • 

b. =--_;-j f(t) sin 1•tdt 

0 

(1' = 0, 1, ... ) 
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gegeben werden. Mit Hilfe der Beziehung cos v x + i sin v x = eivx kann 
man die Gleichungen ( 14) und ( 15) auch in die übersichtlichere Gestalt 

(14') I ( ) V . . (2 !X" = a,. - i b,., x = ~ C\ 1, e'"' x , . .. ~ = 21X,. = a_,. + zb 

2;-r 

( 15') !X,.= _1·-jf(t)e-i•·tdt 
2.T . 

0 

1' > 0, ) 
21Xo = ao ,., I'< 0, 

(v = 0,±1,±2, ... ) 

bringen. Um uns bequem ausdrücken zu können, wollen wir uns in der 
Theorie der Fouriersehen Reihen die Funktion f (x) zunächst nur 
im Intervall 0 < x < 2 n definiert und dann über dieses Grundgebiet 
hinaus durch die Funktionalgleichung f(x + 2 n) = f (x) periodisch 
fortgesetzt denken und ferner an jeder Sprungstelle ~ von f(x) das 
arithmetische Mittel der "Grenzwerte von rechts und von links" 
/(~ + 0) =!im/(~+ h) bzw. /(~- 0) = limf(~- h) (h > 0), also die 

11-~o 11-~o 

Zahl -~ Lf(~ + 0) + /(~- O)], als Funktionswert nehmen. 

I. Vollständigkeit des Systems der trigonometrischen Funk
tionen. Um die Vollständigkeit unseres Funktionensystems darzutun, 
genügt nach § 1 der Nachweis, daß sich jede stetige Funktion f(x) 
(wobei wir auch Stetigkeit über das Grundgebiet hinaus voraussetzen 
dürfen) gleichmäßig durch trigonometrische Polynome, d. h. Aggregate 

n 

P" (x) = _:z_o_ + 2: (c,." cos 1' x + d,. n sin v x) mit konstanten Koeffizienten, 
2 I'= 1 

approximieren läßt. Dann ist nämlich sicher auch lim N(f- P 11) = o, 

was die Vollständigkeit des Funktionensystems lehrt. Auf Grund der 
Minimumeigenschaft der Fouriersehen Koeffizienten gilt übrigens dann 
erst recht lim N (/- s.") = 0, wenn wir mit 

n-1 

Sn (x) = a; + 2: (a,. cosv x + b,. sin v x) 
1'=1 

diente Partialsumme der Fouriersehen Reihe ao + _i: (a" cos v x + b" sin l' x) 
bezeichnen. 2 •·=1 

Die eben behauptete Möglichkeit der Approximation von f(x) 
durch trigonometrische Polynome kann man am kürzesten nach Fejer1) 

beweisen, indem man zeigt, daß die arithmetischen Mittel 

S (x) = ~t_{_:) + ... + s. (x) 
n n 

1) Vgl. vor allem Fefer, L.: Untersuchungen über Fouriersehe Reihen. 
l\lath. Ann. Bd. 58, S. 51-69. 1904. Die dort gemachte Bemerkung, daß man 
durch Mittelbildung den Verlauf der Partialsummen einer Reihe oft wesentlich 
glätten kann, hat zu vielen weiteren Untersuchungen Anlaß gegeben. 
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der Partialsummen mit wachsendem n gleichmäßig gegen f (x) konver
gieren, und dabei beachtet, daß Sn (x) ein trigonometrisches Polynom ist. 
Dies geschieht folgendermaßen: 

Tragen wir für av, bv die Ausdrücke ( 1 5) ein, so erhalten wir 

n-1 

sn(x) = ao +l:(avcosvx+b,.sinvx) 
2 Y= 1 

(16) 2n { n-1 } 
= ~jf(t) .!.+2:'(cosvtcosvx+sinvtsinvx) dt 

JT. 2 v=1 
0 

2n { n-1 } 
= :Jf(t) ~ +v~cosv(t-x) dt 

0 

(n = 2, 3, ... ) ; 

da der Integrand periodisch mit der Periode 2 Jr: ist, können wir auch 

( 16') (n=1,2, ... ) 

schreiben. Nun findet man durch Anwendung der Summenformel der 
geometrischen Reihe 

( 17) 

1
1 ;z;n-1 1 2n-l eivt + e-i•·~ .!.;z:n-1 . 1 e-i(n-1)t_eint - + cosvt = -- + ---- = eovt = - . -
2 2 2 2 2 1 - e't 

v=I v==l Y= -n+l 

I ~ ei(n~~~-e~:~-~)t = ~ sin8\:~t{)t 
e 2 -e 2 

1 cos(n -1) t- cosnt 
-
2 1-cost 

also wird 

( 16") 
2"' 

s (x) = _1__j.f(x+t)cos(n-1)t-cosnt dt 
n 2 n 1 - cos t 

0 

und daher 

( 18) 

f 
2n 

Sn (x) = s1 (x) + · · · + s,. (x) = --~---jf (x + t) _1- cosn:!._ dt 
n 2Jln 1- cost 

0 

1 ( . t)2 2"' smn-

= 2 :nJ /(x + t) ~ dt. 
0 sm-

2 
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Um die Relation lim Sn(x) = l(x) zu beweisen, bemerken wir, daß für 

die Funktion I (x) = 1 alle Partialsummen Sn (x), also auch deren arith
metische Mittel Sn (x), gleich 1 sind, daß also 

2n 

( 19) 
~( t)2 1 = 1 I sinn-2" dt 

2Jrn . t 
sm-

v' 2 
ll 

gilt1); durch Multiplikation dieser Gleichung mit f(x) und Subtraktion 

von (18) entsteht z.-, (sinn!..) 2 

1 . 2 
(20) Sn(x)-l(x}= 2 _,n_/[f(x+t}-l(x)] . t dt. 

o sm--
2 1 

Nun sei c eine beliebig kleine positive Zahl; wegen der gleichmäßigen 
Stetigkeit von I (x) läßt sich dann ein nur von c abhängiges b = b (t) 
des Intervalls 0 < (5 < n: so bestimmen, daß für I t I ~ b und alle x 

i I (x + t) - 1 (x} I ~ r 
2:r (~ 2;r--rt 2."7 

ist. Durch die Zerlegung j = ( + J + J des Integrals in (20) er-
o (I 0 2:T- ,j 

halten wir daher, wenn wir den Integranden kurz mit w (t) und das 
Maximum von I I (x) l mit M bezeichnen, 

2 .T 

• ,j : f(' t)2 f(' t)2 1 ,. , smn smn 
._. -- - _I w ( t) d t 1 < _ _!.___ - - -- 2 d t < __s___ _ 2 d t = c 
2:rn 2:rn t 2nn t ' . 0 ! sin 2 sin 2 

0 0 

2 .7-1) 

2 ~- 0 I 2111 !"(sinn~) 2 
1VI 

2
" 2A1 - 1 -jw(t)dt :ce -- dt< ---Jdt= ---2nn , 2;rn t . 2 15 . fi' • sin- :r n sm -- n sm2 

,) • 2 2 0 2 
,) 

2:1 2 :r 
2.7 

- 1--{·w (t) d t 
! 2 n n. 

2.r"'-r\ 

_ ~F _.!'(. sin1~~ ) 2
dt < ~8 /f'(·s~nn ~ ) 2

dt = f 
2Jrn t 2:rn t ' 

sin 2 sin 
./ / @/ 2 

also 

2 .""T -- ~~ 0 

ISn(x} -l(x)[- 2c+ 2 1\-f(j 

Jl sin2 -
2 

•. 2 
1) Aus ( 19) erhält man übrigens ohne Schwierigkeit die Formel ,. ~_11_2 11 du = :r , 

. u 2 
die wir für eine spätere Anwendung anmerken wollen. o 

Cour an t- H i I b er t. )!athematische Physik. I. 4 
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Für hinreichend große n> n0 = n0 (e) ist aber 2 M~ <e, also 
nsin2 -

2 

I Sn(x)- l(x) I S 3 e für alle x. Damit ist die Beziehung limSn(x) = l(x) 
n~oo 

und sonach die behauptete Vollständigkeit für jede stetige Funktion 
l(x) bewiesen. Nach § 1 ist dies aber gleichbedeutend mit dem Be-

stehen der Vollständigkeitsrelation ~ + f (a; + b;) = NI für jede 
2 · v=l 

stückweise stetige Funktion; als eine Folgerung aus dieser Relation 
(übrigens auch schon aus der viel weniger besagenden Besselschen Un
gleichung) merken wir noch an, daß für jede stückweise stetige Funktion 

die Reihen f a; und i; b! konvergent sind und daß daher die Fourier-
v=l v=l 

sehen Koeffizienten a", b" mit wachsendem 'V gegen Null streben. 
In den Koeffizienten der komplexen Entwicklungen (14'), (15') ge

schrieben lautet die Vollständigkeitsrelation 

und gilt in dieser Form, wie man sich sofort überzeugt, auch für 
stetige oder stückweise stetige komplexe Funktionen l(x) der reellen 
Variablen x. 

2. Die Fouriersehe Reihenentwicklung stetiger Funktionen 
mit stückweise stetiger Ableitung. Die besondere Natur der trigono
metrischen Funktionen erlaubt, aus der Vollständigkeitseigenschaft 
in einfachster Weise auf die Gültigkeit der Fouriersehen Reihen-

entwicklung l(x) = ~0 + i; (a" cosYx + b" sin Yx) zu schließen, wenn 
v=l 

die Funktion l(x) stückweise glatt ist, d. h. selbst stückweise stetig ist und 
eine stückweise stetige erste Ableitung besitzt. 

Zunächst machen wir die schärfere Voraussetzung, die Funktion 
I (x) sei durchweg stetig und stückweise glatt. Bezeichnen wir die 
Fouriersehen Konstanten der Ableitung f'(x) mit a~ und ~. so erhalten 
wir aus ( 15) wegen der Periodizität der stetigen Funktion I (x) durch 
Teilintegration, die hier der stückweisen Glattheit halber erlaubt ist, 
für v = 1, 2, ..• 

2n 2n 
1 f 1 ' b' a" = - l(t) cosvtdt = - -( f'(t) sinYtdt = -----".., 
;;z :JrV.; 'J' 

(21) 0 0 

2"' 2n 

b,. = _!_fl(t) sin Ytdt = _!__jf'(t) COSYtdt = a~ • 
:n; :n;y l' 

0 0 
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Zufolge der auch für die Funktion f'(x) gültigen Vollständigkeits-
oo 

relation konvergiert die Reihe~ (a;.' + b;.'). Nach der Schwarzsehen 
'1'= 1 

Ungleichung ist nun 

(·,.~ /~n '·m ·II a" cos 1' X 1)2: : ( ~-, 'I ~~ II )2 <C:: i b'' 2: _1__ 
.....,. _-_ -~m V ----=-1'=1 v v=m '~'2 ' 

( 
n ')2 ( n a~ I )2 / "., , , n 1 
~I b,. sin v x I ;;cc ~ 1 ---1 ·s _2: a ~ ---
,.=m , '-J~ni ", i --- J•=l v 1-'=m v2' 

wegen der Konvergenz der Reihe 2: -12 konvergiert also die Fouriersehe 
}·~1 y 

Reihe der Funktion f (x) absolut und gleichmäßig. Ihre Summe ist eine 
stetige Funktion, deren Fouriersehe Konstanten offenbar mit denen 
von f (x) übereinstimmen, die also mit f (x) identisch sein muß. 

3. Ausdehnung des Resultats auf stückweise stetige Funktionen. 
Um die Gültigkeit der Fouriersehen Reihenentwicklung auch für un
stetige, stückweise glatte Funktionen nachzuweisen, behandeln wir 
zunächst eine spezielle solche Funktion, die durch 

I ;r X 
h (x) = 2-- 2 für 0 < x < 2 n, 

(22) h (0) = 0' 

h (x + 2 n) = h (x) . 

definiert ist und an den Stellen x = ± 2 k n (k = 0, 1, ... ) den Sprung n 
aufweist. Vermöge der Formeln (15) ergeben sich für ihre Fouriersehen 
Koeffizienten die Werte 

(23) 

(24) 

1 
b,. = ,. (v = 1, 2, ... ) . 

Zum Beweis der hiernach zu vermutenden Gleichung 

00 . 
~ Slll'J'X h(x) = ;--- -
~1 1' 

benutzen wir den allgemeinen 
00 

Hilfssatz: Eine trigonometrische Reihe ~ av sin V X' deren Koeffi-
v=l 

zienten von einer gewissen Stelle an positiv sind und monoton nach Null 
abnehmen, bei der also für J' ~ N 

ist, konvergiert für alle Werte von x, und zwar gleichmäßig in jedem die 
Punkte ± 2 k n (k = 0. 1, ... ) ausschließenden Intervall. 

4* 
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Für x = ± 2 k n ist die Konvergenz klar, da dann alle Glieder der 
Reihe verschwinden, während man für x t ± 2 k n durch Multipli-

n 
kation der Partialsumme Sn (x) = 2: a,. sin v x mit 2 sin ~- nach einer 

v=l 

elementaren Umformung bei a0 = 0 

. X 
2Slll--

2 

X 
2sin--

2 

erhält. Hierin strebt für wachsendes n das erste Glied gegen Null, 
während für den Zähler des zweiten Gliedes von v = N + 1 an 

00 

2: (av _ 1 - a,.) = aN eine Majorante ist. Damit ist die Konvergenz 
v=N+l 

dargetan; die Gleichmäßigkeit der Konvergenz etwa im Intervall 
b ~ X ~ 2 n - b' b > 0' folgt aus der für den Rest en (x) der Reihe 
bei n > N geltenden gleichmäßigen Abschätzung 

2n +1 
cos---··'-' 

2 a -------
n x 

2sin-z 

CO 

an+ .L; (a,.-1- av) 

,/ _v_=_n_+_l ________ _ 
. (j 

2Sln --
2 

CO 

"'V 2v-1 
.::::_. (av-1- a,.) cos - 2- X 

>•=n+l 

. (j 
Sln --

2 

. X 
2Slll-

2 

U Reihe ~ sin-vv X • d h f .1< .1< 1 . h nsere .::;;_. 1st emnac ür u < x < 2 n - u g e1c -
v=l 

mäßig konvergent. Um zu zeigen, daß sie dort die Funktion h (x) dar-
stellt, bilden wir die Fouriersehe Reihe für die integrierte Funktion 

H( ) _ :;r;x x2 

X-2-4' 0 < x :S 2n, 

die wir uns mit der Periode 2n periodisch fortgesetzt denken. Da die 
Funktion H (x) dann durchweg stetig ist, wird sie nach 2. durch ihre 
absolut und gleichmäßig konvergente Fouriersehe Reihe dargestellt; 
durch Auswertung der Fouriersehen Koeffizienten (15) mittels Teil
integration ergibt sich 

(25) 
CO 

H (x) = ~2 _ .:2: co:;"'- . 
v=l 

Somit entsteht für b ~ x ~ 2 n - b die gleichmäßig konvergente 
Reihe (24) aus (25) durch gliedweise Differentiation, stellt also nach 
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einem bekannten Reihensatz die Ableitung h (x) von H (x) dar, Wle 

wir beweisen wollten. 
Ebenso wie die Funktion h (x) für x = 0 den Sprung n macht, liefert 

h (x - ~) eine Funktion, die für x = ~ denselben Sprung aufweist und 
sonst im Grundgebiet stetig ist. Ist nun f (x) eine stückweise stetige 
Funktion, welche an den Stellen x = ~i (i = 1, ... , r) des Intervalls 
0 ;:;~ x < 2n die Sprünge s(~.i) = /(fi + 0)- f(fi- 0) besitzt und sonst 
stetig ist, so wird 

eine überall stetige Funktion, die offenbar überdies zugleich mit f(x) 
eine stückweise stetige erste Ableitung hat. Also ist nach 2. F (x) in 
eine absolut und gleichmäßig konvergente Fouriersehe Reihe entwickel-

r 

bar, und da die Funktion _,L}-;!~ h (x- fi) in jedem die Sprungstellen 
i=l 

ausschließenden Intervall ebenfalls durch eine solche Reihe dargestellt 
wird, so ist damit der zu Beginn des Paragraphen aufgestellte Satz 
vollständig bewiesen. 

Zugleich enthalten unsere Ausführungen den Beweis, daß die 
Konvergenz gleichmäßig ist in jedem von Sprungstellen freien, ab
geschlossenen Intervall. 

Die gewonnenen Ergebnisse reichen für die Anwendungen der 
Fouriersehen Reihe in der mathematischen Physik aus. Lediglich eine 
Verallgemeinerung verdient hier noch besonders hervorgehoben zu wer
den, nämlich daß die Funktion an einer oder mehreren Stellen des Grund
gebietes unendlich werden darf, wenn sie absolut genommen integrierbar 
bleibt (wie z. B. an einer logarithmischen Unendlichkeitsstelle). Es kann 
dem Leser überlassen bleiben, sich von der Gültigkeit unserer Über
legungen für diesen Fall selbst zu überzeugen. 

4. Die Größenordnung der Fouriersehen Entwicklungsko-

effizienten. Wenn die in eine Fouriersehe Reihe L <X,. ei•x = f(x) ent-
v:::: -00 

wickelte periodische Funktion mit ihren Ableitungen bis zur (h- 1)ten 
Ordnung stetig ist und eine stückweise stetige hte Ableitung besitzt, 
dann gilt 

wobei c eine Konstante bedeutet. Man sieht hieraus, in welcher Weise 
die Koeffizienten der Reihe um so schärfer gegen 0 gehen, je glatter 
die Funktion verläuft. 

Das angegebene Resultat erhält man unmittelbar, indem man auf 
die Koeffizientendarstellung ( 15') h-mal Teilintegration anwendet. 
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§ 5. Beispiele und Anwendungen für die Fouriersehe Reihe. 

I. Das Dirichletsche Integral. Bedeutet f (x) eine stückweise 
glatte Funktion, a eine beliebige positive Zahl, so gilt die Formel 

a 
. 1{ sinvt 

(26) t~~r;!,;} f(x + t) ~t -dt = -HI(x + 0) + l(x- 0)]; 
-a 

das hierin auftretende Integral pflegt man das Dirichletsche Integral 
zu nennen. a _" 

Wir beweisen zunächst, daß die Teilintegrale J und J bei be-
'' -a 

liebig kleinem festem r; > 0 für v-->- oo gegen 0 streben. Um dies für das 
erste Integral zu zeigen, wenden wir darauf Teilintegration an: 

a a 

- _!_JI (:>: + t) d (cosv t) d t = - _!._ [ f (:>: + t) cos V t I + S] 
V t dt V t 

'I 'I 

a 
1 f d f(:>: + t) +--;; cosvtdt--t~dt; 

'I 

S bedeutet die Summe der Sprünge der Funktion 

D~±!l cos V t 
t 

im Innern des Intervalls (r;, a). Da auf der rechten Seite sowohl der 
Ausdruck in der eckigen Klammer als auch der Integrand für festes 17 
beschränkt bleibt, ist unsere Behauptung bewiesen. Genau ebenso ver
läuft der Beweis für das zweite Integral. 

!" sinvt Um nun den Grenzwert des Integrals I (x + t) ~t- d t, auf das _,, 
wir uns beschränken können, zu ermitteln, betrachten wir für ein 
so kleines r;, daß die erste Ableitung von I (x + t) für 0 < t ~ r; 
und - r; < t < 0 stetig ist, die Differenz 

Jf (x + t) sint v t d t - f (x + 0) ]si~ v t d t =] 1 (x + t) ~ 1 (:>: + O} sin v t d t . 
0 0 0 

Da der erste Faktor unter dem Integralzeichen absolut beschränkt 
bleibt und < M+ ist, wenn M+ die obere Grenze für die absoluten 
Beträge der Ableitung von l(x + t) für 0 < t < 17 bedeutet, so ist diese 
Differenz absolut ;;::;; M-+ 17. Ebenso ergibt sich für die Differenz 

0 0 0 

jl(x + t) si~vt dt- l(x- 0) Jsi~vt dt = J /(:>: + t) ~ /(x- ?J. sinvt dt, 
-f} _,, _,, 
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daß sie absolut kleiner als M-17 ist, wo M- die obere Grenze der ab
soluten Beträge von f'(x + t) für -1] <-; t < 0 ist. So erhalten wir 
schließlich 

+~ n 
:ft(x + t} si_~1}t d t- [f (x + 0) + f(x- o)]ti~vt dt I < (M+ + M-) 1], 
-1) () 

lj 0 

da offenbar ti~ v 1 d t =(~~v 1 d t ist. Diese Ungleichung gilt gleich-
o lj 

mäßig für alle v 2: o. Da nun M+ und M- sich sicher nicht vergrößern, 
wenn man 1J > 0 kleiner werden läßt, genügt es, zum Beweis von (26) 
die Gleichung 

darzutun. 

lj 

r j'sinvtd :r 
un. 1- t=z-

v--4-co(·, 

Nun hatten wir auf Seite 49, Anm. 1, die Relation 

l'sin 2 t dt = .=_ 
. 12 2 
() 

erwähnt. Durch Teilintegration gewinnt man aus ihr 

;r _ ('sin2 1 d _ --- -· t-
2 • 12 

0 

d. h. gerade die gewünschte Gleichung. 
Man kann, wie es Dirichlet in seiner klassischen Arbeitl) getan hat. 

die eben bewiesene Integralformel zum Ausgangspunkt der Theorie der 
Fouriersehen Reihen machen, worauf hier nur beiläufig hingewiesen sei. 

2.-10. Beispiele. Ist f (x) eine geradeFunktion,d. h. ist/( -x) = f (x), 
·"' 

so wird b,. = 0 und a,. = ~ ft (t) cos v t dt; ist hingegen f (x) ungerade, 
0 :r 

d.h. f(-x) = -f(x), sowird a,. = Ound b,. = ~/f(t)sinvtdt. Eine 
0 

gerade Funktion wird demnach durch eine reine Kosinusreihe, eine 
ungerade Funktion durch eine reine Sinusreihe dargestellt. 

3. Für -n < x < :r sei f(x) = x; dann ergibt sich die Sinusreihe 

I ( ) _ (sin x si n 2 x sin 3 x ). 
X- 2 ---~~+-"--+··· · . 1 2 J 

1 ) V gl. Dirichlet, P. G. L.: Sur la 'convergence des series trigonometriques 
qui servent a representer une fonction arbitraire entre des limites donnees, J. 
reine angew. Math. Bd. 4, S. 157-169. 1829; Werke Bd. 1, S. 117-132. Berlin 1889. 
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Setzt man x = -~, so erhält man die Leibnizsche Reihe 

:n; 1 1 1 
-4- = 1 -3+-s--7+ -· ... 

4. Die gerade Funktion f (x) = I x I (- n < x < n} besitzt die 
Kosinusentwicklung 

f(x) = !!._ _ ~ (cosx +~!;3X + cosS__:. + .. ·). 
2 :n; 12 32 52 

An der Stelle x = 0 ist f (x) noch stetig; daher gewinnt man für x = 0 
die Formel 

:n;2 1 1 1 
s-=12+32 +52+···· 

5. Es sei f(x) = -1 für - n < x < 0 und /(x) = + 1 für 
0 < x < n. Die Fouriersehe Reihe lautet 

f(x) = ~(_:;inx +sin3x + .. ·). 
:n; 1 3 ' 

sie entsteht aus der vorhergehenden durch gliedweise Differentiation. 

6. Für -n < x < n sei f(x) = x sinx; es folgt 

f(x) = 1 __ cosx _ 2 (cos2x _ cos3x + cos4x -+ ... ) 
2 1·3 2·4 3·5 

und insbesondere für x = !!... 
2 

:n; 1 1 1 1 
4 = 2 + 1-:J- J:5 + G- + ... · 

7. Zu der geraden Funktion f(x) =I sinx I gehört die Kosinus
entwicklung 

f(x) = ~ _ ~ ~ cos2vx . 
:n; :n;..::::.,. 4v2 -1 

v=l 

Für x = ; bekommt man die obige Reihe aus 6., die auch aus der 

Leibnizschen Reihe durch Zusammenfassung von je zwei aufeinander 
folgenden Gliedern hervorgeht. 

8. Es sei für -n<x<n die Funktion f(x) =COSJtX, wobei fl 
nicht ganzzahlig ist; man erhält 

f(x) = cos X= 2p,sinp,n (-1- _ ~~ + cos2x _ cos3x + _ .. ·). 
fl :n; 2fl2 ft2-t2 p,2- 22 p,2- 32 

Bei x = n ist die Funktion noch stetig; ersetzt man x durch n und fl 
durch x, so steht in 

00 

1 ~ 2x n cot n x = - + - -x x2 -1,2 
v=l 
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die Partialbruchzerlegung des Kotangens da. Aus ihr entnimmt man 

unter Benutzung der Formel / cottdt =log sin x die Produktdarstel

lung des Sinus 

sinn X = :7l xn= ( 1 - x2 
.) \ ,,2 . , 

l'=l 

die für x = 1 das Wallissehe Produkt 

liefert. 

21' 

21' + 1 

2 2 4 4 

1 3 3 5 
6 

5 
6 

7 

9. Die für - n < x < n durch I (x) = sin ,u x definierte Funktion 
I (x) läßt sich in die Reihe 

I ( ) . 2 sin ,u ;c ( sin x 2 sin 2 x _3 _sin 3 x _ + ... ) 
x = sm,ux =- "'-- 112_ 12- ,u2_ 22 + p2_ 32 --

entwickeln, aus der für x = ~ die Partialbruchzerlegung des Sekans 

hergeleitet werden kann. 

10. Die Reihen für die Hyperbelfunktionen seo] ,ux und ®in,ux 
(- n < x < :n) lauten 

seof ,U X = 2,U @:lin,u :n; ( 12- cosx + ~~~s+_ ~2~ - ~~~s+33~ +- ... ) ' 
;r 2 I' ,u2 + 12 ,. , 

,..... 2 . ( sinx 2sin2x 3sin3x )' 
~m u x = ®m p n --- - _ -- + ---- - + .. . . 

' n ,11 2 + 12 ,112 + 22 112 + 32 

Wir bekommen sie am einfachsten, wenn wir in den früheren Formeln 
für cos ,u x und sin ,u x ,u durch i ,u ersetzen. 

II. Streckung des Grundgebietes. Ist die Funktion 1 (x) perio
disch mit der Periode 2l statt 2 n, so gestattet sie die Entwicklung 

(27) 

mit 

(27') a,. 

l(x) = :o + ,i'(a,.cosv ~ x + b,,sinv 7 x) 
1'=1 

u 

(1 ( t) cos J' 'j t d t ' b ,. 

0 

2l 

(l(t) sin J' 7 t dt, 

iS 
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die wir auch in der Gestalt 

(28) f(x) = i; cx,)I"x, 
2l ::r 

cx. = ;l {f(t)e-iy..tdt 
v::::-oo ö 

schreiben können. 
12. Funktionalgleichung der Thetafunktion. Die Anwendung der 

Fouriersehen Entwicklung ermöglicht einen einfachen Beweis für eine 
wichtige Funktionalgleichung der Thetafunktion 

CO 

ß(x) = ~ e-:r,u•x (x > 0). 
/l = -·(X) 

Diese Funktionalgleichung lautet 

ß(x) = ~ ß (_1__). 
tx x 

Zum Beweise setzen wir 
CO 

cp (y) = ~ e-n(.u+y)'x; 
/f-=-ex> 

offenbar ist cp (y) eine periodische Funktion von y mit der Periode 1, 
die alle Ableitungen nach y besitzt und sich demnach in die Fouriersehe 
Reihe 

00 

cp (y) = ~ cx,,e2;tivy 
l' =-(X) 

mit 
1 1 

• • CO 

()(,. = J cp(t)e-2:rivtdt = j 11 l-_~-n(.n+t)•x-2:rivtdt 
0 0 . 

entwickeln läßt. Da für alle x > 0 Summation und Integration ver
tauscht werden dürfen, ergibt sich für den Koeffizienten LX,.: 

:r J'2 

00 ;r;y2 CXl ( i1'):l -x -- -:rx t+- e 
= fe-nt2x-2:rivtdt = e X Je X dt = (; ' 

-00 -00 

CO 

weil I e- z• d z längs einer Parallelen S t = ; zur reellen Achse denselben 
-CO 

Wert Yn wie auf dieser selbst hat. (Denn wendet man auf die Funk 

tion e-z' und das Rechteck mit den Ecken - T, + T, + T + i ,. , 
X 

- T + i ~ den Cauchyschen Lehrsatz an und läßt sodann Tins Un-
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endliche wachsen, so konvergieren die Integrale auf den vertikalen 
Strecken gegen 0, da der Integrand gleichmäßig gegen 0 strebt und die 

Länge des Integrationsweges konstant gleich _: ist.) Wir bekommen also 

und hieraus für y = 0 

1J(x) = J:e 

Die hier in einem speziellen Falle durchgeführte Heranziehung der 
Fouriersehen Entwicklung zur Umformung unendlicher Reihen ist 
nur ein Beispiel für ein Verfahren, das sich in neuester Zeit für die 
Behandlung gewisser in der höheren Arithmetik vorkommender analy
tischer Funktionen als sehr fruchtbringend erwiesen hat. 

13. Die Poissonsche Formel. Die in 12. benutzte Überlegung führt 
zu einer allgerneinen und sehr wichtigen Transformationsformel 
für unendliche Reihen, der Poissonschen SHmmationsformel. Es 

00 

sei L; cp (2nn) eine unendliche Reihe, in der cp (x) eine solche stetige 
n=-CXJ 

und stetig differenzierbare Funktion von x bedeutet, daß gleichmäßig 

für alle t aus dem Intervall 0 ~·-· t < 2 n die Reihen L; cp (2 n n + t) 
n= -oo 

und 1; cp'(2 n n + t) absolut konvergieren_ Dann ist die zweite Reihe 
n= -oo 

die Ableitung der ersten nach t, und diese kann daher im Intervall 
0 ~ t < 2 n in eine konvergente Fouriersehe Reihe entwickelt werden. 
Es gilt also die Entwicklung 

207 

J:cp(2nn+t) "-,ei'-tj·e-i"' "--,cp (2nn + r) dr 
2 ;r .L..,; .L..,; 

,. = - 'X} (I n = - CX) 

2:r 

Die innere Summe läßt sich so umformen: 

2_7 XJ 2.--r(n+l) oo 

J: jcp(2nn+r)e i"'dr=.L; (cp(T)e··indr=(cp(r)e-i"'dr, 
n=-ooO n::::- :::o 2_;n ~ 

und es entsteht 
00 00 

J: cp (2 n n + t) = 2
1

7 J:eivt J({J (r) e-in: dr. 
n -_ "'V l'- -00 
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Setzt man hier t = 0, dann folgt schließlich 

n:::: -oo 1'::::: -00 -00 

und dies ist die Poissonsche Formel. Für ihre Gültigkeit ist offen
bar nur erforderlich, daß alle vorkommenden Integrale existieren, 

00 

L; rp (2 n: n + t) gleichmäßig in t für 0 ;;:;; t < 2 n: konvergiert und eine 
n= -oo 

in eine Fouriersehe Reihe entwickelbare Funktion darstellt. 
14. Für das Intervall 0 ~ t :::= n: bilden bereits die Funktionen 

sin v t (v = 1, 2, ... ) 
bzw. 

cos]! t (1' = 0, 1' 2, ... ) 

allein je ein vollständiges Orthogonalsystem, wie man so überlegt: 
Eine für 0 < t :=:::: n: gegebene stückweise glatte Funktion läßt sich in 
das ganze Intervall -n: :::= t ~ n: so fortsetzen, daß sie in diesem Inter
vall stückweise glatt und ungerade bzw. gerade ist. Im ersten Fall 
erhalten wir ihre Entwicklung nach sin v t, im zweiten Falle nach 
cos v t, woraus ohne Schwierigkeit die behauptete Vollständigkeit der 
beiden Orthogonalsysteme für das Intervall 0;;; t;;:;; n: folgt. 

15. Mehrfache Fouriersehe Reihen. Auch für mehrdimensionale 
würfelähnliche Gebiete kann man mit Hilfe der trigonometrischen 
Funktionen Orthogonalsysteme bilden. Wir beschränken uns, um etwas 
Bestimmtes vor Augen zu haben, auf den "ebenen" Fall von zwei 
Variablen, bemerken aber, daß alles gerrau ebenso für beliebig viele 
Variable gültig bleibt. 

Für das Quadrat 0 ~ s ~ 2n:, 0 ~ t ~ 2n: bilden die Funktionen 

COSJ-l S COS Y t 
sin f-l s cos 1' t 
cos f-l s sin v t 
sinJ-l s sin v t 

(,u = 0,1, ... ; v = 0,1, ... ) 

(/-l = 1' 2, ... ; J! = 0, 1, ... ) 

(!i = 0, 1' ... ; 1' = 1' 2, ... ) 

(J-l = 1,2, ... ;]! = 1,2, ... ) 

ein orthogonales System. Die Entwicklungsformeln schreiben sich am 
einfachsten, wenn man die komplexe Schreibweise benutzt. Ist F (s, t) 
in eine gleichmäßig konvergente doppelte Fouriersehe Reihe entwickel
bar, so gilt 

00 2:n: 2:-r 

F(s, t) = L; 1 ( ' a = ~. dsjdtF(s t) e-i(,"s+,·t) 
.'' ., 4;T2 ' . 

0 0 
,u= -oo •J'= -00 

Die Vollständigkeitsrelation für eine stetige Funktion F(s, t) und 
damit die Vollständigkeit des Funktionensystems ergibt sich sehr leicht 
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durch wiederholte Anwendung der alten Vollständigkeitsrelation für ein
fache Fouriersehe Reihen. Bildet man nämlich die Fouriersehen Koeffi
zienten A,.(t) von F(s, t) in bezugauf s, so gilt für sie die Vollständig
keitsrelation 

2.-r 

i I A,.(t) i2 = (I F(s, t) 12 ds. 
j'- "() 

(J 

Wendet man hierin auf jedes einzelne A,.(t), das auch stetig in t ist, die 
Vollständigkeitsrelation an, wobei die gliedweise Integration wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz1) erlaubt ist, so gewinnt man die gewünschte 
V ollständigkeitsrelation 

2.-r :z . .-

2'\a.".\2 = ( (\F(s,t)\ 2 dsdt. 
)',/ 1 ;::::: 'X) 6 ö 

Endlich ergibt sich, ebensowie aufS. 51 ,die absoluteundgleichmäßige 

K d F . h R 'h F( ) iJ2F(s, t) . . onvergenz er ounersc en e1 e von s, t , wenn (is7;i- existiert 
und stetig ist. 

Ebenso gilt ein Analogon der Poissonschen Summationsformel 
unter analogen Voraussetzungen wie im Falle einer Variablen. 

§ 6. Das Fouriersehe Integral. 
I. Plausibilitätsbetrachtungen. Es liegt nahe, in der Fouriersehen 

Reihe einer im Intervall - l < x < l gegebenen Funktion I (x) 

(28) 
"'-' . 
,., 21' X 

f(x)=,.::..iX,.e t 
1 ,': -i>·"- t 

IX,. = izl j (t) e l dt 
'.z 

den Grenzübergang z-~ oc zu versuchen, um sich von dem lästigen 
Zwange der periodischen Fortsetzung von I (x) zu befreien und eine Dar
stellung einer für alle reellen x definierten, nicht periodischen Funktion 

) Diese folgt aus dem Satze von Dini: Wenn eine in einem abgeschlossenen 
00 

Gebiete G konvergente Reihe positiver Funktionen 2: f,, (t) eine stetige Funktion 
>·~1 

S (t) darstellt, so konvergiert sie gleichmäßig. In aller Kürze sei der Beweis skiz-
n 

ziert. Wir setzen S"(t) ~ ~ f,.(t), S(t) = Sn(t) + Rn(t). Wäre die Behauptung 
0' c· 1 

falsch, so gäbe es eine positive Zahl cx, eine ins Unendliche wachsende Nummern
folge n1 , n2, n3 , ••• und zugehörige Werte t1, 12, 13, ••• in G, so daß Rn;(t,) ::'-: cx, 
also Sn; (t,) S (t;) - cx ist. ·wir können dabei annehmen, daß die Werte t; 
gegen einen Grenzwerttaus G konvergieren. Nun seiN eine fest gewählte Nummer; 
dann ist für n;;::;; N auch Sn ,(t;) ~~ Sy(f;), also Sx(t,) ~~ S (t;) - a. Hier lassen 
wir i über alle Grenzen wachsen und erhalten wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen 
S;~·(t) ~~- S (t)- cx, was sicherlich bei hinreichend großem N unmöglich ist. 
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zu gewinnen. Wir wollen dabei die Voraussetzung aufrecht erhalten, daß 
f(x) in jedem endlichen Intervall stückweise glatt und an den Sprung
stellen gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte von 
rechts und von links ist, und die weitere Voraussetzung hinzufügen, daß 

00 

das Integral /I f (x) [ d x existiert. 
-00 

Setzen wir y = b, so entsteht 

l 

j(x) = 21n L: J jf(t)e-ivJ(t-x)dt, 
v=-oo -l 

woraus wir durch den Grenzübergang z_.. =, d. h. b--->- 0, die Formel 
00 00 

(29) f(x) = 1_jduj.f(t)e-iu(t-xJdt 
2n 

als plausibel entnehmen; für reelle Funktionen f (x) können wir sie 
auch in der Gestalt 

(30) f(x) = ~-JduJj(t)cosu(t-x)dt 
() -= 

schreiben. 

2. Beweis des Fouriersehen Integraltheorems. Den strengen Be
weis für die Gültigkeit dieser "Fourierschen Integralformel" führen wir 
am besten nicht durch Rechtfertigung des Grenzüberganges, sondern 
durch unmittelbare Bestätigung der Gleichungen (29) bzw. (30). 

Aus dem Dirichletschen Integral (26) 

. 1 Ja sin v t 1 hm ---;;- f(x + t) --t- dt = ~ [f(x + 0) + f(x- 0)] = f(x), 
v->-= 2 

-a 

wobei a eine beliebige positive Zahl bedeutet, folgt 

a v v a 

;rf(x) =v~U: J j(x + t) dt J cosutdu =v~U: J du J f(x + t) cosut dt 
-a 0 0 -a 

oo a 

= J du J f(x + t) cosutdt. 
0 -a 

Wir behaupten, daß auch im inneren Integral die Integration von - = bis + = erstreckt werden darf. Ist nämlich A > a, so wird 
v A v a v -a v A -a v A v 

ff-I f=II+II=ff+JJ. 
0 -A 0 -a 0 -A 0 a -A 0 a 0 



~ 6. Das Fouriersehe Integral. 63 

also, da nach Voraussetzung r I I (x) I dx existiert, 

vA va a . A J I-I /j:c: j_/f(x+t)sl~~!dt[+jft(x+t)si~vtdtj 
0 -A 0 -a A a 

-a A 

: (/lt(x+t)ldt+flt(x+t)ldt) 
A a 

= 
1 · konst. --a-/ \ f(x · i- t) I dt = a-. 

Läßt man hierin A bei festem v ins Unendliche wachsen, so folgt 

D 00 V a ( r- r tl 
1i -;, o ,; · 

konst. 

a 

wonach der Grenzübergang v->- ex> zu 

V ·~ 

.· · I konst ; }~~) j - nf(x) < -;;-· 
0 X. 

führt. Durch passende Wahl von a kann die rechte Seite beliebig klein 
gemacht werden, womit die Behauptung und damit die gewünschte 
Formel (30) bewiesen ist. 

Da cosu (t- x) eine gerade Funktion von u ist, läßt sich die obige 
Gleichung auch in die Form 

= 00 
.7 1 . • 
2[/(x + 0) +f(x- 0)] = 2 jdujf(t)cosu(t -x)dt 

bringen; andererseits ist sin u (t- x) eine ungerade Funktion von u, also 

i . .. 
0 = 2 jdujf(t)sin~t(t--x)dt, 

falls das Integral konvergiert. Durch Subtraktion der beiden letzten 
Gleichungen erhält man 

= 00 

~ [f(x + 0) + f(x- 0)] = +fduff(t)e-iu(t-x)dt, 
--oc -oo 

d. h. die Formel (29). 
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Durch wiederholte Anwendung der Formel (29) entstehen analoge 
Formeln für stetige Funktionen in mehreren Variablen bzw. für stück
weise stetige Funktionen, gültig an den Stetigkeitsstellen, z. B. 

4:n2 F(x,y) = }./dudvj/F(t,s)e-i[u(t-x)+V(s-y)]dtds 

unter der Voraussetzung der Existenz von 

.f.(i F(s, t) j ds dt. 

3. Reziprozitätsformeln. Das Fouriersehe Integraltheorem (29) 
nimmt eine besonders elegante Gestalt an, wenn man 

setzt. Dann besagt es nämlich, daß sich die Gleichungen 

{31) 
r g(u) = _l__~~(t)e-iutdt, 

V2a 
-oo 

'l f (t) = _1 - (~ (u) eiut du 
V2a. 

-= 

gegenseitig bedingen. Man hat in diesen Gleichungen, wenn man die 
linken Seiten als bekannt annimmt, ein Paar von sogenannten Integral
gleichungen vor sich, von denen jede die Auflösung der anderen liefert 
und die vollständige Reziprozität zeigen. Es entsprechen ihnen die 
reellen Gleichungen (vgl. § 7, 1) für gerade bzw. ungerade Funktionen 

00 

g(u) = l/:jf(t) cosutdt, 

(32) 0 
CO 

j(t) =V ~j~(u) cosutdu 
0 

(32') 

I g(u) ~ V ~Jt(t) ffin ut dt, 

l 
00 

f(t) = V!!g(u)sinutdu 
0 
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§ 7. Beispiele für das Fouriersehe Integral. 

§ 7. Beispiele für das Fouriersehe Integral . 
. I. Die Fouriersehe Integralformel 

00 00 

f(x) = :jdujf(t)cosu(t-x)dt 
0 -oo 
~ 00 00 00 

65 

= : J cos uxdu J f(t) cosutdt + : Jsinuxdu Jt(t) sin utdt 
0 0 

vereinfacht sich, wenn f(x) eine gerade Funktion ist, zu 
00 00 

(3o') /(x) = ~Jcosuxdujf(t)cosutdt, 
0 0 

wenn I (x) ungerade ist, hingegen zu 

"" 00 

(30") 2 r· ;· f:(x) = --;;. sinuxdu f(t)sinutdt. 
0 0 

2. Der Dirichletsche diskontinuierliche Faktor. Es se1 f(x) 
gerade und 

(33) l/. (x) = 1 
f(x) = t 
f(x) = 0 

für 0 s x< 1, 
für x=1, 
für x>1. 

Dann erhält man 
00 1 

(33') 2 ~· f 2 ~·· sin ucosux f(x) =- cosuxdu cosutdt =- ---~-du. 
~ n u 
0 0 ö 

Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man den "Dirichletschen dis
kontinuierlichen Faktor"; er kann bei vielen Problemen mit großem 
Nutzen angewandt werden. 

3. Wählen wir für x > 0 

(ß > 0)' 
so ergibt sich entweder 

00 

2 ;· r . 2 fßcosux f(x) = ~:; cosuxdu. e-ßtcosutdt =--;; ß2 -+ua du 
0 0 0 

oder 
00 

f{x) = ~ (sinuxdu (e-t1tsinutdt = ~rßß:inu; du, 
:;r; :;r; +tt 

(J fJ ö 
Co ur an t ·Hilb er t, Mathematische Physik. I. 
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je nachdem wir f(x) für negative Werte von x als gerade oder 
ungerade Funktion fortzusetzen wünschen; im zweiten Falle haben 
wir f (0) = 0 zu setzen. Das Integral 

(ß>O) 

wird auch als Laplacesches Integral bezeichnet. 
4. Ein besonders interessantes Beispiel liefert die Funktion 

f(x) = e 2 • 

Wegen 
00 -f t2 uz 

V~ e -2cosutdt = e -2 1) 

0 

stimmen hier nämlich die beiden sich gegenseitig auflösenden Integral
gleichungen 

g ( u) = v ~ J~ {t) cos u t d t = v ~Je-~ cos u t d t = e- ~. 
0 0 

t(t) = V~i;(u).cosutdtt = V~-Je-~cosutdu = e-~ 
0 0 

völlig überein. 
Weitere wichtige Anwendungen des Fouriersehen Integrals wer

den wir bei der Lösung partieller Differentialgleichungen kennen lernen. 

§ 8. Die Polynome von Legendre. 

I. Erzeugung durch Orthogonalisierung der Potenzen 1, x, x 2, •••• 

Ein in mancher Beziehung noch einfacheres Beispiel eines orthogonalen 
Funktionensystems als die trigonometrischen Funktionen erhalten wir, 
wenn wir die Potenzen 1, x, x2, ••• für ein gegebenes Grundgebiet G, z. B. 
die Strecke - 1 < x < + 1 , nach dem Verfahren von § 1 orthogonali
sieren. Dabei entsteht eine Folge von zueinander orthogonalen, nor
mierten Polynomen, die eindeutig bestimmt sind, wenn wir z. B. noch 
verlangen, daß der Koeffizient der höchsten Potenz von x positiv 
werden soll. 

Wir behaupten, daß sie bis auf konstante Faktoren mit den Poly
nomen 

(34) P0 (x) = 1, (n=1,2, ... ) 

1 ) Diese Gleichung stellt im wesentlichen den reellen Teil einer auf S. SS 
mit Hilfe des Cauchyschen Satzes bewiesenen Relation dar. 
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übereinstimmen, welche als Legendresche Polynome oder Kugelfunk
tionen1) bezeichnet werden. Da der Orthogonalisierungsprozeß zeigt, daß 
es bis auf konstante Faktoren nur ein System von orthogonalen Poly
nomen gibt, bei denen jeder Grad vertreten ist, braucht nur bewiesen 
zu werden, daß Pn (x) ein Polynom nten Grades ist und das System der 
Pn (x) die Orthogonalitätseigenschaft besitzt. Nun ist offenbar Pn (x) 
wirklich ein Polynom nten Grad PS; man erhält z. B. 

P.,(x) = -~x2 - __1__ 
- 2 2' 

(34') 
p ( ) _ 35 4 15 2 I 3 

4 X -- SX -~X T S 

und allgemein 

r 1. 3.) · . (211 -- l) j xn __ ~1l_x11 _ 2 1 

()4") Pn(X)= -. II! \~ 2(2n-1} T 

l .:. nin_-· 1) (n- 2) (n- 3) xn- 4 + _ .. ·} 
1 2·4(2n-1)(2n--3) ' 

wobei das lE'tztc Glied m der Klammer lautet 

+ (- 1)2 
2 • 4 · · · II (2 II - 1) (2 Ii 

II! 

3) ··· (n + 1) 
für gerades n , 

n-1 
n! -··-···· ··-· ·-··· - ----- ------- x für ungerades n. 

2. + ... (II .. 1) (211- 1) (2 11- 3) ... (ll + 2) 
+(--1)~ 

Für den Beweis, daß die Pn (x) ein Orthogonalsystem bilden, werde 
zur Abkürzung (x 2 -- 1 )" = u" (x) gesetzt; dann gilt für jede ganze nicht 
negative Zahl m < n 

I 1 

/ P"(x)x"'dx l.u11d(x) x"'dx = 0 
21tll! u II 

(m<n), 
. I 

wie man bestätigt, wenn man durch wiederholte Teilintegration all
mählich x"' beseitigt und dabei beachtet, daß alle Ableitungen von 
ltn (x) bis zur (n- 1) 1cn an den Grenzen des Integrationsintervalls ver
schwinden. Daraus folgt aber, daß auch 

OS) / P 11 (x)P,"(x)dx = 0 (m<n) 

··I 

ist, daß also wirklich zwei verschiedene der Polynome zueinander ortho-

I} Legendrc, A. },J .. Recherehes sur l'attraction des sphero1des homogenes. 
Mem. math. phys., pres. a L\cad. SC. pardivers sav., Bd. 10, s. 411-434. 1785. 
- Recherehes sur Ia figure des planetes. Mcm. math. phys., tires des reg. de 

l'Acad. sc., S. 370-389. 1711+ (1787). 

.5* 
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gonal sind. Zur Normierung berechnen wir durch fortgesetzte Teil-
1 

integration / [u\;'J (x)] 2 dx: 
-1 

1 1 ! Ju(n)u(n)dx = -(u(n-l)u(n+lldx = jul"-2)u(n+2ldx = u n n n u n 

-1 -·1 -i 
1 1 

= (-1)n(u"u;,2nld.ct: = (2n)! (O-x)"(1 +x)ndx; 
-1 - i 

da 
1 

J(1-x)n(1 +x)ndx = 
-1 

1. 

_1!~=~·-t_ j (1 +x)2ndx = _(n!)2- 22n+1 
(n+1)(n+2) ... 2n. (2n)!(2n+1) 

-1 

ist, wird also 
1 

(36) I.P2 (x· dx = _ __2__ 
• 11 ) 2n+1' 

- 1 

und die gesuchten normierten Polynome erhalten die Gestalt 

I
IPv (x) = J 2_1'; 1 P, - J(x) 

(37) --

112 _"__
2 
_ _1 ___ 1_ __ ~''~X 2 --=_!1"_::_1_ (v = 1, 2, ... ) . 

2''-1 (v- 1)! dx''-1 

2. Differentialgleichung und erzeugende Funktion. Die Legendre
schen Polynome genügen der homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(38) 

oder 

(38') 

[y'(x2 -1)J'-n(n+1)y = 0 

y" (x2 - 1) + 2 x y' - n ( n + 1) y = 0 . 

Dies erkennt man durch (n + 1) rnalige Differentiation der Gleichung 

(x2 -1)u' = 2nxu, 

wobei man im Ergebnis u(n) = zn n! y zu setzen hat!). 

1) Aus dieser Differentialgleichung geht z. B. hervor, daß alle Nullstellen 
von Pn(x), die zufolge der Definition (34) wegen des Rolleschen Satzes sämtlich 
reell sind und dem Intervall - 1 < x < 1 angehören, verschieden sind, weil in 
einer mehrfachen Nullstelle vermöge der Differentialgleichung die zweite und 
alle höheren Ableitungen von P n (x) verschwinden müßten. 
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Von Wichtigkeit sind die Kugelfunktionen namentlich für die 
Potentialtheorie, in der sie als Entwicklungskoeffizienten einer "er
zeugendenFunktion" auftreten. Entwickelt man nämlich den reziproken 
Abstand zweier in den Entfernungen 1 und t < 1 vom Nullpunkte ge
legenen Punkte, deren Radienvektoren den Winkel arccos x einschließen, 

also die Größe ~:c= c~ _ . , nach Potenzen von t, so findet man gerade 
V1-·2xt+t2 

(39) 

Aus dieser Darstellung lassen sich viele Eigenschaften der Le
gendreschen Polynome besonders einfach ablesen, z. B. entnimmt man 
ihr unmittelbar -ebenso leicht übrigens aus (34) -, daß 

(40) 

ist, während man durch partielle Differentiation der erzeugenden Funk
tion nach t als Rekursionsformel für drei aufeinander folgende Kugel
funktionen die Gleichung 

(41) (n + 1) Pn+l(x)- x(2n + 1) Pn(x) + n Pn-dx) = 0 

gewinnt. 
3. Vollständigkeit. Daß das aus den Polynomen rp, (x) der For

mel (37) gebildete normierte Orthogonalsystem die Vollständigkeits
eigenschaft besitzt, folgt aus dem Weierstraßschen Approximations
satz, den wir im nächsten Paragraphen beweisen werden. Dieser wich
tige Satz sagt aus, daß fede in einem abgeschlossenen Intervall a ~ x ~ b, 
z. B. dem Intervall - 1 · x : ... ~ + 1, stetige Funktion f (x) im ganzen 
Intervall gleichmäßig durch Polynome approximiert werden kann. An
dererseits läßt sich jedes derartige Approximationspolynom, da es zu 
jedem v > 1 ein Polynom rp,. vom Grade v- 1 gibt, als lineare Kom
bination der rp,. ausdrücken, womit der Beweis erbracht ist. 

§ 9. Der Approximationssatz von Weierstraß. 

Für den eben benutzten Weierstraßschen Approximationssatz1 ) 

wollen wir in diesem Paragraphen zwei Beweise geben. Der erste folgt 
fast unmittelbar aus dem Fejerschen Satz über die arithmetischen 
Mittel der Partialsummen der Fouriersehen Reihe; der zweite bietet 
den Vorteil, sich besonders leicht auch auf Funktionen von mehreren 
Veränderlichen übertragen zu lassen. 

1 ) Weierstraß, K.: Über die analytische Darstellbarkeit sogenannter will
kürlicher Funktionen reeller Argumente. Sitzungsber. Akad. Berlin, 1885, 
S. 633-639. S. 789-805. sowie auch Werke Bd. 3. S. 1 -37. Berlin 1903. 
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I. Erster Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen 
wir annehmen, daß das betrachtete Intervall a < x :;:;: b ganz dem 
Intervall 0 < x < 2.n eingebettet, also 0 < a < b < 2.n ist; denn 
durch eine lineare Transformation der Veränderlichen x von der Ge
stalt y = px + q, die Polynome in Polynome überführt, läßt sich diese 
Lage immer erreichen. Wir erklären dann die Funktion f(x) über das 
ursprüngliche Intervall a < x :=:; b hinaus für alle x als stetige Funk
tion, indem wir zunächst f (x) irgendwie stetig bis zu x = 0 und x = 2 n 
mit /(0) = /(2.n) und nachher durch die Funktionalgleichung 
f(x + 2.n) = f(x) überallhin fortsetzen. Nach § 4 gilt dann bei be
liebig klein vorgegebenem b > 0 für die dort eingeführten arithme
tischen Mittel Sn (x) bei n > n0 (b) gleichmäßig in x, insbesondere 

(42') if(x)- Sn(X) I< ~ · 
Sn (x) läßt sich als trigonometrisches Polynom in eine beständig kon
vergente Potenzreihe entwickeln, die in a :S x :;:;: b gleichmäßig kon
vergiert, so daß man in ihr einen Abschnitt, d. h. ein Polynom P (x) mit 

(42") I Sn(x:- P(x) [ < ~ 
für a ~ x < b bestimmen kann. Die aus (42') und (42") folgende Un
gleichung 

{43) i f(x) - P{x) I < <) 

bildet aber gerade den Inhalt des Weierstraßschen Satzes. 
2. Zweiter Beweis. Für den zweiten Beweis nehmen wir an, daß 

das Intervall a < x < b ganz im Inneren des Intervalls 0 < x < 1 ge
legen ist, so daß also zwei die Ungleichungen 0 < lX < a < b < ß < 1 
befriedigende Zahlen lX und ß gefunden werden können, und denken 
uns die im Intervall a < x <-b stetige Funktion f(x) irgendwie stetig 
bis an die Grenzen des Intervalls lX :=;:;: x ;;:::; ß fortgesetzt. 

{44) 

Zunächst betrachten wir das Integral 
1 

fn =.!(1 -- V2)ndv. 
0 

Wie man sogleich erkennt, konvergiert fn mit wachsendem n gegen 
Null. Ist J eine feste positive Zahl des Intervalls 0 < J < 1 und 

1 

(45) J: = ((1- v2)ndv, 
,i 

so behaupten wir, daß 

(46) l . ]~ 
Im ---- = 0 

n----)>ooofn 
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ist, daß also, wie ohne weiteres plausibel erscheint, bei hinreichend 
großem n das Integral von 0 bis ~ für den Wert des ganzen Integrals 
von 0 bis 1 ausschlaggebend ist. In der Tat gilt 

1 1 

]" = {(1 + <')" (1 - v)nd1• > {{1- v)ndv = n ~ 1 , 

0 ll 
1 

r; = r ( 1 - V2)" d V < ( 1 - !52)n ( 1 - !5) < ( 1 - !52)n, 
,) 

!J. < (n + 1) (1 -~ r)2)", 
]" 

1. ]~ 
Im ~ = 0. 

n~ oo In 

Nunmehr bilden wir unter der Voraussetzung a -s x :?. b die Aus
drücke 

fl J f(u) [1- (u -~ x) 2]" d !t 

(47) P"(x) =" (n=1,2, ... ). 

Sie sind offenbar Polynome in x vom Grade 2n, deren Koeffizienten 
Quotienten bestimmter Integrale sind, und leisten, wie wir zeigen 
wollen, die geforderte Approximation. 

Für den Zähler erhalten wir durch die Substitution u -= v + x 

fl fl~x -<1 iJ ß-x 

ft(u)[1-(u-x) 2]"du =jf(v+x)(1-v2)ndv= /+J+J = I1 +I2 +I3 • 

"' a x tX-Z -b (J 

worin die positive Zahl !5 des Intervalls 0 < b < 1 noch geeignet fest
gelegt werden wird. 12 läßt sich umformen zu 

/) 

I 2 = f(x) / (1 -~ v2 )"dv + (U(v + x)- f(x}] (1- v2)"dv 
-h -~ 

,) 

= 2/(x) Un ·· ]";,) + (U(v + x)- /(x)l(1 -~ v2)" dv. 
_;) 

Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f(x) im Intervall tX S x s fJ 
kann zu beliebig klein vorgegebenem 13 > 0 ein nur von 13 abhängiges 
~ = b (13) des Intervalls 0 < b < 1 derart ermittelt werden, daß für 
j v I < !5 und a < x · b die Beziehung I f(v + x)- f(x) I ;? 13 besteht; 
dann folgt 

,) ,) 1 

I {Cf(v + x) -- /{x)](1 - V 2)nd V I c;o- t:/{1- v2)"d v < 1'I(1 ~- v2)" dv = 213]". 
- ~ ~· t) --1 
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Ist ferner M das Maximum von f (x) für IX < x < ß, so bekommen wir 

-0 

I I 1 I < M J ( 1 - v2)n d v = M J! , 
-1 

1 

IIal < Mj(1- v2)ndv = M ]~, 
0 

insgesamt also, da der Nenner in Pn{x) gleich 2]n ist, 

]* I Pn(X)- f(x) [<3M]: + 2e. 

Durch passende Wahl von n kann wegen lim -11~ = 0 die rechte Seite 
n----+oo n 

kleiner als 3 s gemacht werden; es wird also wirklich f(x) durch die 
Polynome Pn (x) in a S: x < b gleichmäßig approximiert. 

3. Ausdehnung des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren 
Veränderlichen. Ebensozeigtman,daßeinefür a; < x, S: b, (i = 1, ... ,m; 
0 < a; , bi < 1) stetige Funktion f (x1 , ••• , Xm) von m Veränderlichen 
x1 , ••. , Xm durch die Polynome 

ß, ßm J. · · J f(ut, · .. , u,.) [1- (ul- x1)2]" ... [1- (um- Xm)2]" du1 ••• du". 

Pn(Xl, ... ,Xm) = "'' <Xm 1 

[j ( 1 - u2)" du ]m 
-1 

gleichmäßig approximiert wird; diese Verallgemeinerung auf Funk
tionen von mehreren Veränderlichen wird uns in der Theorie der In
tegralgleichungen von Nutzen sein. 

§ 10. Beispiele anderer Orthogonalsysteme. 

I. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen 
führenden Fragestellung. Das Problem, von dem wir bei der Ein
führung der Legendreschen Polynome ausgingen, läßt sich folgender
maßen verallgemeinern: 

Im Intervall a < x < b sei eine nicht negative "Belegungsfunktion" 
p (x) gegeben; es sollen die Funktionensysteme untersucht werden, die 
durch Orthogonalisierung der Funktionen yp(x), xyp(x), x2 yp(x), ... 
für das Intervall a < x < b entstehen. Offenbar werden im orthogona
lisierten System die Faktoren von l'p(x) Polynome Q0 (x), Qdx) ... 
vom Grade 0, 1, ... , die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig 
festgelegt werden können und als "die zur Belegung p (x) gehörigen ortho
gonalen Polynome" bezeichnet werden. 

Beispielsweise ergeben sich 

für a = -1, b = 1 und p (x) = 1 

die Legendreschen Polynome Pn(x), 
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für a = -1, b = 1 
1 

und p(x) = · =c-..c V1 -x2 

die Tschebyscheffschen Polynome 

1 
T" (x) = 2;;-.=-1 cos (narccosx), 

für a = -1, b = 1 und p(x) =j'1-x2 

die Polynome 
sin [(n + 1) arccos x] 

Qn (x) = ---· ----:-o-=cc=--~·, 
I 1- x2 

73 

für a = 0, b = 1 und p(x) = (1-- x)P (1 +x)q (P>-1, q> ·-1) 

die facobischen oder hypergeometrischen Polynome, 

für a =- oo, b = oo und p(x) = e-x2 

die Hermiteschen Polynome, 

für a = 0, b = oo und p(x) = e-x 

die Laguerreschen Polynome. 

Die Tschebyscheffschen, J acobischen, Hermiteschen und Laguer re
schen Polynome wollen wir etwas eingehender betrachten. 

2. Die Tschebyscheffschen Polynome1). Die Tschebyscheffschen 
Polynome 

(48) T0 (x) = 1 , Tn (x) = ):..-1 cos (n arccos x) 2) (n>1) 

bilden wegen 

1 2.-.-

(49) 
. 1 

2 {Tn(x) T m(x) ---·-_- dx 
Jl 1- x2 

__ L ___ }.cos n 1} cos m {)· d 1} = 0 
2n+m-2 

- l 0 

für n =f m 

offenbar ein Orthogonalsystem von Polynomen zur Belegung 
1 p (x) = -- - für das Intervall -- 1 < x;:;: + 1. Sie sind dadurch aus-

}'T-x2 

gezeichnet, daß bei ihnen die Abweichung von Null, d. h. das Maximum 
des absoluten Betrages, im Intervall - 1 ;:;;: x :::::; + 1 den kleinsten 
Wert annimmt, der bei einem Polynom nten Grades mit reellen Koeffi-

1) Tschebyscheff, P. L.: Sur les questions de minima, qui se rattachent ä. 
Ia representation approximative des fonctions. Mem. Acad. sc. Petersb., Serie 6, 
Bd. 7, S. 199-291. 1859. -- CEuvres, Bd. 1, S. 271-378, insb. S. 295-301. 
St. Petersburg 1899. 

2) Zufolge der bekannten Formel 

cos n t? = cos" {}- (;) cosn- 2 t?sin2 {} + (:) cosn-• .9· sin4 t?- ... 

sind diese Ausdrücke Polynome in x. 
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zienten und höchstem Koeffizienten 1, wie es die Tn (x) sind, über
haupt möglich ist. Setzen wir nämlich zur Abkürzung arccos x ~""' IJ 

und xk = cos k: (k = 0, 1, ... , n), so ist für 

{f = 0, 

Tn(x) 
1 

= 2n--==--i"' 

allgemein 

;r 2:n 

n ' n ' 
- 1 

2n -1' zn-1 ' 

(- 1)k 
T (xk) = -- ---n 2n-l 

:r: 

(- 1)" 
2n-1 

Würde nun ein Polynom Rn (x) = xn + a1 xn-l + · · · + «n mit reellen 
Koeffizienten im Intervall -1 ?= x -s + 1 weniger von Null abweichen 
als Tn (x), so müßte 

sein. Die ganze rationale Funktion Tn (x)- Rn (x) hätte also im Inter
vall -1 ~ x ::::_ + 1 mindestens n Wurzeln; dies ist aber ausgeschlossen, 
da sie höchstens den Grad n -- 1 besitzt. Normierte Polynome erhält 

man aus den Tn(x) durch Division mit 1/ /r~(x) a_:_ = j/ 2 ~ __ 1 . V-i t1-x2 2 

Die Tschebyscheffschen Polynome treten auch als Entwicklungs
koeffizienten der erzeugenden Funktion 

(50) 

auf; drei aufeinander folgende unter ihnen sind durch die Relation 

(51) 

verknüpft, während sie selbst der homogenen linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung 

(52) (1 - x2) y"- xy' + n2 y = 0 

Genüge leisten. 
3. Die Jacobischen Polynome 1). Die Jacobischen Polynome 

Gn (p, q, x) entstehen für a = 0, b = 1 und die Belegungsfunktion 

p(x) = (1-x)P (1 +x)q mit P> -1,q> -1. 

1 ) ]acobi, C. G. ]. ; Untersuchungen über die Differentialgleichung der hyper
geometrischen Reihe. J. reine angew. Math. Bd. 56, S. 149-165. 1859.- Werke 
Bd. 6, S. 184-202. Berlin 1891. 
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Sie lassen sich auch aus der hypergeometrischen Reihe 

(53) 
, a {J , a(a+1) ß(ß+1) 2 F(cx ß ]' x) = 1--r---x -r -------x + ··· , , , 1 )' 1. 2 )' (?•+1) 

gewinnen, wenn man in dieser ß durch die negative ganze Zahl -n, cx 
durch p + n und]' durch q ersetzt, und genügen daher der hypergeome
trischen Differentialgleichung 

(54) X ( 1 -- X) y" -+- []' - ( CX + ß + 1 ) X] y' - CX ß Y = 0 

oder speziell 

(54') x(1- x) G7, (x) -+- [q- (p + 1)x]G~(x} + (p + n)nGn(x} = 0, 

für welche sie die einzigen ganzen rationalen Lösungen darstellen. Die 
ersten unter ihnen lauten 

G0 (p, q, x) = 1 . 

(1) p + 1 G1 (p,q,x) = 1--- 1 q x, 

(55) 
---· (2) p + 2 x + (2) (p + ~t±3) x2 

G2(p,q,x)= 1 1 q 2 q(q+1) ' 

G3 (p, q, x) = 1 (3) P -f::3 x + (3) !L±llJt. + 4) x 2 
1 q 2 q (q + 1) 

__ (3) JP__±lLILt 4) (P_±_S) xa. 
3 q (q + 1) (q + 2) ' 

allgemein gestatten sie die Darstellung 

(55') 
x 1 -tt(1 -x)q-1J d" 

Gn (p, q, x) = ------·-------- -n [xq+n-l (1- x)P+n-q]. 
q (q + 1) .. · (q + n -- 1) dx 

Aus ihr erschließt man, daß sie auch vermöge einer erzeugenden Funk
tion durch die Beziehung 

l_L1 __ -::-_~~---~ (1 + x)''-" (t - 1 + fi -_ 2 t.x + t2)•-l (t + 1 - y1 _:_2tx'-i 12)" ~ q 

I"- I V 1 - 2 t X + t2 

(56) 00 . 

= ", (q + n- 1) G. (p 1 -_ x ) tn 
..::::_. n n, 'q, 2 
n~o 

definiert werden können Für p = q = 1 erhält man die Kugel
funktionen 

(57') Pn (x) = G,. ( 1. 1, 1 -2 x) = F( n + 1, -n, 1, 1 2 -:_), 

während sich für p = 0, q = 1- im wesentlichen die Tschebyscheffschen 
Polynome ergeben 

11 1 , ( 1 1 -X) 1 (' 1 1 -X) 
(57) T"(x) = 2"-' (rn 0, 2' 2 = z"-' F n, -n, 2 '-2- . 
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4. Die Hermiteschen Polynome 1). Die Hermiteschen Polynome 
H n (x), für welche a = - oo, b = oo und p (x) = e- "'' ist, definiert man 
zweckmäßig mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, indem man 

(58) 1f' (x, t) = rt' +2tx = e"'' e-(t-x)' = i; H~ ~x) tn 

n=O 

setzt, woraus man sofort 

(59) H ( ) = (dn'!Jl(x,t)) = {- )n X' dne-x' 
n X dtn 1 e d n t=O X 

entnimmt; es ist also das n1e Hermitesche Polynom Hn(x) der mit 
dem Faktor ( -1)n e"'' multiplizierte n1e Differentialquotient der Funk-
. "'' A O'!Jl(x,t) ( ) 'b . h üon e- . us --,y;;- = 2 t 1f' x, t ergt t s1c 

(60) H~(x) = 2n Hn-dx), n>1 

aus 8 '~'~~ ,t) + 2 (t- x) 1f' (x, t) = 0 

{61) n>1 

und durch Kombination der beiden letzten Formeln 

(62) H~(x)- 2xH~(x) + 2nHn(x) = 0, n2:0 

als lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Hn (x). Die ersten Hermiteschen Polynome lauten 

(63) 
H 1 (x) = 2x, 
H 3 (x) = 8x3 - 12x, iH 0 (x) = 1, 

H 2 (x) = 4x2 - 2, 

H 4 (x) = 16x4- 48x2 + 12; 

man kann natürlich auch einen expliziten Ausdruck für das allgemeine 
Hermitesche Polynom Hn (x) angeben: 

H () )n n(n-1)( )n- 2 
n X.= (2X - -1·-!- 2x 

n(n-1)(n-2)(n-3) ( )n- 4 + , -- 2x + · · ·. 2. 
Das letzte Glied ist 

(63') 
n 

( )2 ·.!! + -1 --

(i)! 
für gerade n , 

n-1 n I 
+(-1) 2 ---· ,-2x 

(n ~ 1 ) ! 
für ungerade n . 

1 )Hermite, Ch.: 5urun nouveau developpement en serie de fonctions. C. R. Acad. 
sc. Paris Bd. 58, 5. 93-100, 5.266-273-- CEuvres, Bd. 2, 5.293-312. Paris 1908. 
- 5ur quelques developpements en serie de fonctions de plusieurs variables. Ib. 
Bd.6o, 5. 370-377,5.432-440,5.461-466, 5.512-518. 1865. - Ib. 5. 319-346. 
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Die Orthogonalitätseigenschaft der Hermiteschen Polynome erschließt 
man aus 

für n > m durch wiederholte Teilintegration unter Beachtung der For
mel (60) und der Tatsache, daß für unendlich große Werte von x2 alle 
Ableitungen von r"' verschwinden: 

(64) 
-00 -oo 

zur Normierung kann man für n = m ebenso 

00 

(65) JH7, (x)e-x'dx = 2"n!fH0 (x)e-x'dx = 2"n! yn 
-09 

berechnen; die Funktionen des normierten Orthogonalsystems sind dann 

(66) ( ) H,. ~~ 1 (x) e 2 

rp,. x = , yz•'- 1 (r-1)! Vn 
V= 1, 2, .... 

5. Die Laguerreschen Polynome 1). Das Laguerresche Polynom 
Ln(x) (a=O, b=+CXJ, p(x)=e~x) tritt als Faktorvon r" in der 
nten Ableitung der Funktion x"e-x auf: 

n 

= J: (- 1 )k ( ~) n ( n - 1) ... ( k + 1) xk 
k=O . 

n 

(67) =.2,.~(-1)"-k(~)n(n-1) ... (n-k+1)x"-k 
k=U 

= ~(-1)n-k /n(n-1). ·~~n-k+ 1)]2 xn-k 

k=U 

( n2 n 2 (n-1) 2 ). = (-1)" x"- 0 xn-l+ 21 x"- 2 +· .. +(-1)"n! ; 

00 

l) Laguerre, E.: Sur !'integrale Jr:dx, Bull. Soc. math. France Bd. 7, 
X 

S. 72-81. 1879.- CEuvres, Bd. 1, S. 428-437. Paris 1898. 
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man erhält beispielsweise 

l L 0 (x) = 1 , L1 (x) = - x + 1 , 

(67'1 L2 (x)=x2 -4x+2, L3 (x)=-x3 +9x2 -18x+6, 
L4 (x) = x4 -16x3 + 72x2 - 96x + 24. 

Da 

ist, besitzen auch die Laguerreschen Polynome eine einfache erzeugende 
x< 

e -1-• 
Funktion, nämlich 'l.fJ (x, t) = ·1 _ t . Die Beziehung 

(1 - t)2 a1Jla(;, t) = (1 - t- x) 'l.fJ (x, t) 

liefert die Rekursionsformel 

(69) Ln+t(x)- (2n + 1- x)Ln(X) + n2 Ln-dx) = 0. 

Z llll.t d {1 t) ihp (x, t) - t ( t) t · d usammen er aus - --- az-- - 'l.fJ x, en spnngen en 
Relation 
(70) L~(x)- nL~_!(x) = -nLn-dx), 

führt sie zu der Formel 

(71) 

und zu der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

72) xy"+(1-x)y'+ny = 0 

für das Laguerresche Polynom Ln (x). 
Die Orthogonalitätseigenschaft 

(73) fe-xLn(x)Lm(x)dx = 0 (n > m) 
u 

erkennt man aus der Gleichung 
00 00 

(73') fe-x xk Ln (x) dx = Jxk :;n (xn e-x) dx =- k /xk-1 dd~·,.-_11 (x"e-x) dx 

0 0 0 
00 

00 

= (-1)kk! ran-k (x"e-"') dx = 0 für n > k, 
Jaxn-k 

0 



§ 11. Die zu einem Orthogonalsystem gehörigen Integralgleichungen. 79 

während man zur Normierung das Integral 

(74) 

() II 

auszurechnen hat; die Funktionen 

(75) 

X 

( ) _ e 2 L,. ~ 1 ( 1:) 
f[,. X-- (v-1)! 

liefern dann das normierte Orthogonalsystem 

lJ 

(v = 1, 2, .. .) 

§ 11. Die zu einem Orthogonalsystem gehörigen Integral
gleichungen. 

Wie schon früher erwähnt, kann man bei einem beliebig vorgege
benen Orthogonalsystem aus der Vollständigkeit allein keineswegs auf 
die Entwickelbarkeit wlllkürlicher Funktionen schließen, sondern muß 
für die Untersuchung dieser bei vielen Problemen der mathematischen 
Physik wichtigen Frage die besondere Natur des jeweils vorliegenden 
Orthogonalsystems ausnutzen, wie wir dies z. B. bei den trigonome
trischen Funktionen getan haben und wie es auch bei späteren Betrach
tungen geschehen soll. Jetzt. jedoch wollen wir umgekehrt die Frage 
aufwerfen, wie sich allgemeine Klassen solcher Funktionen angeben 
lassen, die eine Entwicklung nach einem vorgegebenen Orthogonal~ 
system rp1 (s), rp2 (s), ... 1) gestatten. Es sei also 

(76} 
00 

f(s) =.c 2: c, rp, (s), 
I'::_} 

c,. ~~ (/([!,.) = (f(s)rp,.(s)ds. 

Schreiben wir 

11 • n 
177) f(s) = limsn(s) -!im 2;c,.f[!,(s) =!im jf(t)~rp,.(s)f[!,.(t)dt, 

n-+oo n-~oo 1'=1 n-+oo·- J'=l 

so dürfen wir rechts Grenzübergang und Integration im allgemeinen 

nicht vertauschen; vielmehr wird die Reihe .2 fP•· (s) cp,. (t) sicher nicht 
1"=1 

gleichmäßig konvergieren 2). Während bei den Fouriersehen Reihen 
die Diskussion trotzdem vollständig gelang, müssen wir uns im all
gemeinen Falle mit einem bescheideneren Ergebnis begnügen. Wir wählen 

1) .\us historischen Gründen bezeichnen wir hier und im nächsten Kapitel 
die unabhängigen Verämlerlichen mit s und t. 

2 ) Für t = s kann nämlich das allgemeine Glied der Reihe wegen]?'; (s) ds = 1 
nicht gleichmäßig in s beliebig klein werden. 
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irgendeine Folge dem absoluten Betrage nach monoton wachsender 
Zahlen A1 , },2 , • • • derart, daß die Reihe 

(78) ~ cp,. (s! cpv_<!) = K (s, t) 
.::.... A,. 
··=1 

in den Variablen s und t gleichmäßig konvergiert. Dies ist sicher mög
lich; denn bedeutet M,. die obere Grenze von I cp,. (s) cp,. (t) I im Grund
gebiet, so wird die gleichmäßige Konvergenz z. B. für I},,. I> v2 M,. er
r"eicht. Eine so definierte Funktion K (s, t), welche offenbar die 
Symmetriebedingung K (t, s) = K (s, t) erfüllt, wollen wir einen zu 
den Funktionen cp,. als "Eigenfunktionen" gehörigen "symmetrischen 
Kern" nennen; die Eigenfunktionen genügen wegen ihrer Orthogona
lität der Gleichung 

(79) cp,.(s) = J.,.jK(s,t)cp,.(t)dt = J.,.fK(t,s)cp,.(t)dt. 

Ist nun g (t) irgend eine im Grundgebiet stückweise stetige Funktion, 
so können wir den Ausdruck 

(80) 

gliedweise nach t integrieren und erhalten für die Funktion 

f ~~ rcp,.(t)g(t) 
(81) I (s) = K (s, t) g (t) d t = .::.,. cp,. (s). ----;:;_- d t 

J'::::: 1 

die Entwicklung 

(82) I (s) =JE c,.cp,. (s) 
l'= 1 

mit 

rcp (t) g(t) '' ' 
(82') Cv = --"-.-- dt =}} K (s, t) cp,. (s) g(t) ds dt = /f(s) cp,. (s) ds = (/, cp,.). 

J 1.,. • 

Diese Entwicklung konvergiert gleichmäßig in s; sie konvergiert auch 
absolut, wenn wir die absolute Konvergenz der Reihe (78) voraussetzen, 
was wir nötigenfalls tun wollen. 

Wir können also das Ergebnis aussprechen: 
Jede Funktion I (s), die durch einen zu dem orthogonalen Funk

tionensystem cp1 , cp2 , • • • gehörigen Kern K (s, t) in der Form 
f (s) = J K (s, t) g (t) d t darstellbar ist, wobei g (t) irgendeine stück
weise stetige "Belegungsfunktion" bedeutet, läßt sich in eine gleich
mäßig konvergente Reihe nach den cp,. entwickeln. 

Es liegt nun nahe, für spezielle vorgegebene Funktionensysteme 
<f\, cp2 , ••• die Frage der Entwickelbarkeit dadurch anzugreifen, daß 
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man geeignete zugehörige Kerne K (s, t) bildet und die Lösbarkeit 
der Gleichung {81) nach g (t) bei bekanntem I (s) ins Auge faßt. Wir 
nennen diese Gleichung eine zum Kern K (s, t) gehörige "Integral
gleichung erster Art". 

Man kann aber auch die Problemstellung umkehren, indem man 
statt von einem vorgelegten Orthogonalsystem von einem gegebenen 
Kern, d. h. irgend einer stetigen symmetrischen Funktion K (s, t) von 
s und t, ausgeht und sich die Frage stellt, ob sich dazu ein System von 
orthogonalen Eigenfunktionen 'PI, cp2, • • • auffinden läßt, für welches 
dann der obige Satz gelten würde. Durch diese Frage werden wir zu 
der eigentlichen Theorie der Integralgleichungen geführt. 

Die Werte Av und die zugehörigen Funktionen cp,, lösen die Funk
tionalgleichung 

(83) r (s) = lfK (s, t) qJ (t) dt. 

Diese homogene Integralgleichung läßt sich als Grenzfall eines linearen 
Gleichungssystems auffassen. Nehmen wir als Grundgebiet 0 < s < 1 
und setzen für irgend ein positives ganzzahliges n 

(84) !__ K (1__ !L) - k n n 'n - pq, 

so gehen die Gleichungen 
n 

(85) (/Jp = 11: kpq (/Jq 
q=l 

für n -+ oo und 1__ ___... s in die Gleichung 
n 

I 

(85') qJ (s) = A J K (s, t) qJ (t) d t 
0 

(p,q=1, ..• , n) 

(p = 1 ..... n~ 

über. Die endlichen Gleichungen (85) haben gerade den Typus der 
im ersten Kapitel öfters aufgetretenen Gleichungen. 

Es liegt nahe, zugleich mit ihnen die unhomogenen Gleichungen 

(86) 
n 

fP = (/Jp- .lc L, kpq (/Jq, /p = f ( ~) (p = 1, ... , n) 
q=I 

zu betrachten und zudem auf die Voraussetzung der Symmetrie kpq = kqp 

zu verzichten. Auf diese Weise erkennen wir, daß zu den Problemen in 
§ 2 des ersten Kapitels die Auflösung der inhomogenen Integralgleichung 

(87) f(s) = qJ(S)-). r K(s, t) qJ(t) dt 

in Parallele steht, wobei der Kern K (s, t) irgendeine stetige Funktion 
von s und t, I (s) eine gegebene stetige Funktion von s und ). ein Para-

Cour an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 6 
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meter ist. Diese Gleichung nennt man eine Integralgleichung zweiter Art 
oder Fredholmsche Integralgleichung, auch Integralgleichung schlechthin, 
wenn eine Verwechslung ausgeschlossen ist. Ihre allgemeine Theorie 
soll im folgenden Kapitel behandelt werden, wobei wir die erforderlichen 
Grenzübergänge auf eine von der eben angedeuteten verschiedene Art 
vornehmen werden. 

§ 12. Ergänzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

I. Die Murwitzsehe Lösung des isoperimetrischen Problems. 
Als "isoperimetrisches Problem" bezeichnet man die Aufgabe, unter 
allen einfachen, geschlossenen, ebenen Kurven von gegebenem Umfang 
diejenige zu ermitteln, welche den größten Flächeninhalt umschließt. 
Bekanntlich liefert der Kreis die Lösung; zum Beweise gehen wir unter 
Beschränkung auf stückweise glatte Kurven mit A. Hurwitz 1) so vor. 

Es sei 
x = x (s) , y = y (s) , 0 ;:_; s :::::: L 

die Parameterdarstellung einer geschlossenen stetigen, stückweise glatten 
Kurve vom Umfang L und Flächeninhalt F mit der Bogenlänge s 
als Parameter. Wir führen an Stelle von s die dazu proportionale Größe 

t = 2~ 5 als Parameter ein, die von 0 bis 2 n läuft, wenn s zwischen 

0 und L variiert, und bezeichnen die Fouriersehen Konstanten von 

x und y mit a., b~ und c~, d~; diejenigen von ~; , ~~ ergeben sich dann 

nach (21) zu Yb., -'Pa~, Yd~, -vc~. \Vegen 

(dx)2 + (!!_!_)2 = 1 
ds ds ' 

(dx)2 (dy)2 = (.!:...)2 
dt + dt 2J< ' 

2n: 

F = .!_j(x!!Y_- y dx) dt 
2 dt dt 

0 

gewinnt man aus der Vollständigkeitsrelation (9) bzw. (9') 

2n: 00 

( L )2 1 j"{(dx)2 (dy)2}d ~ •( 2 b2 2 d2) 
2 2 n' = -;;: dt + fit t = ~ y- a,, + • + c. + • ' 

ll I"= 1 

2n: 00 

F 1 ( dy ~ -:- = - x-dt dt = I' (a,. d,.- b .. c.). 
"' "'· 0 ··=1 

Aus den letzten beiden Formeln folgt 
00 

L2- 4nF = 2n2 Z'[(1•a.- d.)2 + (1·b. + c,.)2 + (v2 -1) (c! + d!)] > 0. 
~~1 

1 ) Hurwitz, A.: Quelques applications geometriques des series de Fourier. 
Ann. Ec. Norm. Serie 3, Bd. 19, S. 357-408, insb. S. 392-397. 
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Gleichheit kann offenbar nur dann eintreten, wenn 

b1 + Cl = 0 , al - dl = 0 , a,. = bv = Cv = dv = 0 für V = 2 , 3 , ... 

ist, wenn also 
x = i a0 + a1 cos t + b1 sin t , 
y = t b0 - b1 cos t + a1 sin t 

und die Kurve demnach ein Kreis ist. Mithin besteht für alle geschlos
senen, stetigen, stückweise glatten ebenen Kurven zwischen Umfang L 
und Flächeninhalt F die "isoperimetrische Ungleichheit" 

{88) L2- 4nF > 0, 

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Kurve 
ein Kreis ist. Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises 
bewiesen. 

2. Gauß' Anwendung der Kugelfunktionen zur numerischen 
Berechnungvon bestimmten Integralen 1). Von Gauß rührt der folgende 
wichtige Satz über die numerische Berechnung bestimmter Integrale her: 

Ein Polynom l(x) vonhöherem als ntem, aberhöchstens (2n + 1)tem 
1 

Grade läßt sich für die Ermittlung des bestimmten Integrals J I (x) d x 
-1 

immer durch ein Polynom h (x) von höchstens ntem Grade ersetzen, 
und zwar ist h (x) das eindeutig bestimmte Polynom, das in den 
n + 1 Nullstellen der (n + 1)ten Kugelfunktion Pn+I (x) mit I (x) über
einstimmt. Stellt man nämlich I (x) in der Form 

f (x) = Pn+tlX) g (x) + h (x) 

dar, wobei g (x) und h (x) Polynome höchstens nten Grades sind, so ist 
nach der Orthogonalitätseigenschaft der Kugelfunktionen 

1 

/Pn+l(x)g(x)dx = 0, 
- 1 

also 
1 1 

/t(x)dx = jh(x)dx. 
-1 -1 

Hierbei ist h (x) als Rest der Division von I (x) durch Pn+t (x) gewonnen. 
Andererseits ist aber nach der Lagr"ngeschen Interpolationsformel 
allgemein 

1) Gauß, C. F.: Methodus nova integralium valores per approximationem 
inveniendi. Comment. Soc. sc. Gottingensis Bd. 3. 1816. - Werke Bd. 3, 
S. 163-196. Göttingen 1876. 

6* 
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wobei x0 , x1 , ••. , Xn die Interpolationsstellen sind, rp (x) das Polynom 

rp (x) = (x- x0) (x - x1) ... (x - Xn) 

vom Grade n -i- 1 und 'lf' (x) ein Polynom höchstens nten Grades ist. 
Wählt man rp (x) = Pn+l (x), also als Interpolationsstellen die Null
stellen der (n + 1)ten Kugelfunktion Pn+t (x), so wird daher 

und, 'Venr man noch zur Abkürzung 

schreibt und diese "Gewichte" pk ein für <~llemal ausrechnet, 

Für die ersten n erhält man 1) 

n xk pk 

x0 =0 p- ') o--

Xo= 
V3 

Po= I 3 
v::. 

xl = + -~ PI= 1 
.) 

Jl1s ' Xo= 5 Po= 1's 

Po= 
4 

x1 = 0 -
9 

V1s ' x2 = +- p2 = 1-8 5 

Beispielsweise kann man auf die Gaußsehe Weise ein Polynom 
fünften Grades für die Integration genau durch das quadratische Poly
nom ersetzen, das durch die Werte des Polynoms fünften Grades an den 
Stellen x0 , x1 , x2 bestimmt ist. 

Wenn allgemein eine beliebige Funktion über das Intervall 
-1 ;;::; x;;::; + 1 integriert werden soll, so wird das Integral, wenn man 
die Gaußsehe Methode benutzt und den Funktionswert an n + 1 

1) Für weitergehende numerische Angaben vgl. Gauß, C. F.;· a. a. 0. 



§ 12. Ergänzungen und ~\ufgaben zum zweiten E:apitel. 85 

entsprechenden Stellen berechnet, ebenso gut approximiert, wie sonst bei 
Approximation der Funktion durch ein Polynom (2 n ...;- l)ten Grades. 

3. Reziprozitätsformeln. :Man beweise die Äquivalenz der beiden 
Formeln1) 

f(t) = /g(u)cotn(t-u)du, 
iJ 

-g(u) = /f(t)cotn(u-t)dt, 
0 

wobei 
1 1 

.J g(u)du = 0, jf(t)dt = 0, 
0 0 

g(t) = g(t + 1)' j(t) = j(t + 1) 

vorausgesetzt ist und bei den Integralen der "Cauchysche Hauptwert" 
zu nehmen ist, einmal mit Hilfe der Theorie der Fouriersehen Reihen, 
dann mittels des Cauchyschen Integralsatzes. 

4. Einiges über die Bernoullischen Polynome und Zahlen2). Die 
Bernoullischen Polynome Bn (x) , n = 0 , 1, 2, ... , welche in vielen 
Zweigen der Analysis eine wichtige Rolle spielen, lassen sich besonders 
einfach mit Hilfe einer erzeugenden Funktion V' (x, t) durch die Be
ziehung 

text L:oo B (x) 
111 (x t) = ~-- = _-.!' -·- t" 
' ' e'- 1 n! 

n=O 

definieren. Ihre Anfangswerte Bn (0) = Bn werden Bernoullischc Zahlen 
genannt. Die Relationen 

1p(1-~x,t) = 'lf'(x,-t), 

( ) ( 1 ') . (' 2 ) ( k - 1 ) , ('k t ) V' x,t +V' x+k,t +V' x+k,t + ... +V' x+-k-~,t. = R1jl x,k., 

0 'lf' _{::_,_t)_ = t 111 (x t) 
U X T ' ' 

'lfJ (x + 1 , t) - V' (x, t) = t e"' 1 

führen zum Ergänzungssatz 

Bn(!-x) = (-1)"Bn(x), 

1 ) Vgl. Hilbert, D.: Integralgleichungen. S. 75· 
2) Vgl. Nörlund, N. E.: Vorlesungen über Differenzenrechnung. Berlin 19:24. 
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zum Multiplikationstheorem 

k-1 

Bn(kx) = kn- 1~ Bn(x + ~), 
r=u 

zur Differentialionsformel 

B~(x) = nBn_dx) 

und zur Differenzengleichung 

Bn(X + 1)- Bn(X) = nxn-l. 

(n >O) 

(n >O) 

Unter Heranziehung der Differentiationsformel liefert der Taylor
sche Satz 

n 

Bn(x+h) = ,27(:)Bn-r(x)h', 
r=O 

n 

Bn(x) =L:(:)Bn_,x•, 
r=O 

woraus sich in Verbindung mit der Differenzengleichung die Rekur
sionsforrr eln 

n-1 

2,(:)B,(x) = nxn-l, (n>O) 
r=O 

ergeben. Die ersten Bernoullischen Zahlen und Polynome lauten 
folgendermaßen: 

B0 (x) =1, B1(x) =x- -~-, B2 (x) =X2 -x+ L B 3 (x) =x3--~x2 +{x, .... 

Der Ergänzungssatz und die Differenzengleichung für x = 0 lehren, 
daß alle Bernoullischen Zahlen mit ungeradem Index > 1 verschwin
den und daß daher die Bernoullischen Polynome von ungeradem 
Index > 1 Nullstellen in den Punkten x = 0 und x = 1 haben; zu 
ihnen tritt, wie man vermöge des Multiplikationstheorems für k = 2 
erkennt, noch eine weitere Nullstelle im Punkte x = {. Andererseits 
entspringt aus der Differentiationsformel und der Differenzengleichung 
die Beziehung 

z+l 

J Bn (z) d z = xn , 

"' 
so daß durch die Bernoullischen Polynome, wie zuerst Jakob Bernoulli 
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bemerkt hat, die Summation der Potenzen der natürlichen Zahlen mit 
positivem ganzen Exponenten 

k 

1" + 2" + · • · + (k -1)" = j B,.(z)dz = B,.+t(k) -B,.+ 1 

0 n + 1 
(n> O) 

geleistet wird. 
Offenbar sind die Bernoullischen Polynome Polynomlösungen der 

Differenzengleichung 

f(x + 1)- f(x) = nx"- 1 ; 

die allgemeine Differenzengleichung 

8 

f(x+1)-f(x) =~a,.x", 
n=O 

(n> 0) 

in welcher die rechte Seite ein Polynom ist, besitzt daher die Polynom
lösung 

Im Intervall 0 < x < 1 lassen sich die Bernoullischen Polynome 
in Fouriersehe Reihen entwickeln. Man kommt am raschesten zum 
Ziele, wenn man zunächst die Entwicklung der erzeugenden Funktion 
aufstellt, dann die Koeffizienten nach Potenzen von t entwickelt und 
das Ganze nach diesen Potenzen ordnet. Es sei etwa 

dann erhält man 1) 

Ak = 
1 

l'tex<t-2:rik) 

. et- 1 
u 

dx = ~-~~ 
t-2nik' 

1jJ (x, t) = i:B: l[l t" = 1 + i" t- ~ n i k e2nikx 
n=O k= -oc 

0000 0000 ' 

L:' 2-.,(· t )l + 1 9 'k L: 2-,'\' t )l+l 2 'k = 1 - ---,-- e~:r~ X = 1 - --.- C ""' X 
2.-rl k 2nzk ' 

k=-=l=ll l=Ok=-oc 

also im Intervall 0 < x < 1 

= 1 8 2nikx 

B"(x) =- n!L; (2nik)"' 
k=-= 

(n>O) 

1) Der Strich am Summenzeichen soll darauf hinweisen, daß der Wert k =0 
fortzulassen ist. 
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Faßt man die Glieder mit positivem und negativem k vom selben 
Absolutbetrage zusammen, so ergibt sich 

00 

B ( ) = (-1)m+l 2 (2 )' ~ cos2nkx, 
2m X m ·..:;_. (2nk)""' 

k=l 
00 • 

B () _ (- )m+l ( + )I~ sm2nkx. 
2 m+l x - 1 2 2m 1 ·..:;.. (2nk)""'+t 

k=l 

Für m > 0 sind die rechts stehenden Reihen im Intervall 0 < x s 1 
gleichmäßig konvergent und stellen periodische Funktionen Bn (x) mit 
der Periode 1 dar, die in diesem Intervall mit dem entsprechenden 
Bernoullisehen Polynom Bn (x) übereinstimmen; für m = 0 hingegen 
weist die Funktion 731 (x) Sprungstellen in den Punkten x = 0, ± 1 , 
± 2, ... auf. Diese Funktionen Bn (x) sind für die Theorie der Euler
Maclaurinschen Summenformetl) von hervorragender Bedeutung. 

5. Beispiele Fourierscher Reihen von Funktionen mit Unendlich

keitsstellen. Die Funktion f (x) = log sin ~ , die an den Stellen x = 0 

und x = 2.n je eine logarithmische Unendliehkeitsstelle besitzt, gestattet 
für 0 < x < 2 .n die Fouriersehe Entwicklung 

00 

. x Lcosvx logsm- = -log2- --. 
2 " P=l 

Für den Logarithmus der Gammafunktion hat Kummer 2) eine be
rühmte, im Intervall 0 < x < 1 gültige Reihe aufgestellt: 

logT(x) = (t- x) (C + log2) + (1- x)log.n- tlogsin.nx 

+ ~Iogv sin(2v.nx), 
..:;_. vn 
P=l 

aus der man, wenn man für x der Reihe nach x, x + ~ , x + ~ , ... , 
x + k-; 1 einsetzt und die entstehenden Gleichungen addiert, das Multi

plikationstheorem der Gammafunktion 

r(kx) = kk:c k-1 fl r(x+;) 
Yk (2n)2 r=O 

bekommt. 

6. Spektrale Zerlegung durch Fouriersehe Reihe und Fourier
sches Integral. Die Fouriersehe Reihe und das Fouriersehe Integral 
treten überall da auf, wo es sich darum handelt, einen gegebenen 

I) Nörlund, N. E.: a. a. 0. 00 

2) Kummer, E. E.: Beitrag zur Theorie der Funktion F(x) = je-•vz- 1dv. 

J. reine angew. Math. Bd. 35, S. 1-4. 184 t-=. 0 
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Vorgang oder Funktionsverlauf als Superposition periodischer Vor
gänge oder Funktionsverläufe darzustellen oder, wie man sagt, 
spektral zu zerlegen. Ist f (x) die im Intervall - l ~ x < l vorgelegte 

in-vx 

Funktion, 2,; 1Xv e-1 - ihre Fouriersehe Reihe, so sagt man, man habe 
:v= ~oo 

die Funktion in periodische Funktionen von den "diskreten Frequenzen" 

7 (v = 0, 1, ... ) mit den "Amplituden" 1

1 ~~ _ i nv x i 
I 1X,.[ = 2i. f (x) e 1 d x I 

-l 

zerlegt. Betrachtet man hingegen das unendliche Gebiet - oo < x < oo, 
so spricht man von Zerlegung von f (x) in ein kontinuierliches Spektrum, 

00 

wobei zur Frequenz u die Spektraldichte g(u) = jt(x) e-iux dx gehört. 
-00 

Ein für die Physik prinzipiell interessantes Beispiel1) ist die Funktion 

f (x) = eiwx für I X I < l, 
f (x) = 0 für I x I > l, 

welche einem endlich abbrechenden sinusförmigen Wellenzuge aus 

n = ~: Wellen entspricht. Ihre Spektraldichte wird durch 

l 

I. "( ) 2 sin (ro- u) l g { u) = e• "' - u x d x = ----'----'-
w-u 

-i 

gegeben. Als Funktion von u betrachtet, hat I g (u) I für u = w ein Ma
ximum, das um so mehr ausgeprägt ist, je größer die Anzahl n der 
Wellenzüge wird. Bei großem n wird die Spektraldichte in allen außer
halb des beliebig kleinen Intervalls w - !5 < u < w + b liegenden 
Punkten u vergleichsweise beliebig klein werden. 

7. Man beweise die Vollständigkeit de'> Systems der trigono
metrischen Funktionen, indem man einerseits die Vollständigkeit jedes 
Systems von Polynomen, bei denen jeder Grad vertreten ist, benutzt, 

andererseits die trigonometrische Entwicklung von n -;- x direkt beweist 
und dann gliedweise integriert. 

8. Erzeugung vollständiger Funktionensysteme in mehreren 
Variablen durch solche in einer Veränderlichen. Es gilt folgender 
allgemeiner Satz: Ist 

fPt (s), fP2 (s), · · · 

ein im Intervall a ~ s ~;: b vollständiges orthogonales normiertes Funk-

1) Dieses Beispiel illustriert die Tatsache, daß einem endlich abbrechen
den sinusförmigen Wellenzuge in der Optik niemals eine scharfe Spektrallinie, 
sondern ein Spektrum endlicher Breite entspricht, das um so schmaler und 
intensiver wird, je länger der Wellenzug ist. 
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tionensystem und ist für jedes i = 1, 2, ... und das Intervall c ;;:;; t ~ d 

7f1tdt), 'l/'2i (t)' .. . 

em ebensolches Funktionensystem, dann bilden die Funktionen 

Wik (s, t) = fPi (s) '1/'ki (t) 

ein vollständiges orthogonales Funktionensystem in s und t für das 
Rechteck a < s ::; b, c < t ::; d. Ist nämlich f (s, t) eine in diesem Recht
eck stetige Funktion von s und t, so besteht die Vollständigkeitsrelation 

!jf2 (s,t)dsdt ==:i: (/jf(s,t)wik(s,t)dsdt) 2
• 

' t,k=l 

Zum Beweise gehen wir von der Beziehung 

jf2(s,t)ds =i~g~(t) 
aus, mit g,(t) = jf(s,t) fPi(s)ds, welche die Vollständigkeit des Funk

tionensystems der fPi ausdrückt. Da die Reihe rechts gleichmäßig kon
vergiert, können wir gliedweise nach t integrieren und erhalten: 

_{{12 (s. t) ds dt -i~J g~ (t) dt. 

Hier wenden wir rechts auf das i 1e Glied die Vollständigkeitsrelation 
in bezug auf das Funktionensystem der 'lf'ki (t) (k = 1, 2, ... ) an und 
bekommen dann unmittelbar die oben behauptete Vollständigkeits
relation. 

9. Die Mellimchen Umkehrformeln 1). Satz 1. Es sei s = a + ti 
eine komplexe Variable. Im Streifen <X< a < ß sei die Funktion f(s) 

00 

regulär und daselbst j11 ( a + t i) I d t konvergent; ferner strebe in dem 
-oo 

schmaleren Streifen <X + 15 < a::; ß - 15 (15 > 0 beliebig fest) die Funk
tion /(s) mit zunehmendem Absolutbetrag der Ordinate t gleichmäßig 
gegen Null. Setzt man dann für reelle positive x und festes a 

a+ooi 

(89) 
1 • 

g(x) = -~~jx-•j(s}ds, 
2JO 

a-ooi 

1) Mellin, H.: über den Zusammenhang zwischen den linearen Differential
und Differenzengleichungen. Acta math. Bd. 25, S. 139-164, insb. S. 156-162. 
1902. 

Fufiwara, M.: Über Abelsche erzeugende Funktion und Darstellbarkeits
bedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen. Töhoku math. J. Bd.1 7, 
S. 363-383, insb. S. 379-383. 1920. 

Hamburger, H.: Über die Riemannsche Funktionalgleichung der C-Funktion. 
(Erste Mitteilung.) Math. Ztschr., Bd. 10, S. 240-254, insb. S. 242-247. 1921. 
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so ist im Streifen a < o < ß 

(90) f(s) =fx•- 1 g(x)dx. 
0 

Beweis. Zufolge der Voraussetzung der gleichmäßigen Konvergenz 
von f (s) gegen Null für a + ~ ;S o < ß- 15 und I t I~ cx; darf in (89) 
die Integrationsgerade verschoben werden; es hängt also g (x) nicht von 
a ab. Wählt man demnach zwei Abszissen o1 und o2 , die der Bedin
gung a < o1 < o < o2 < ß genügen, so ist 

oo 1 a 1 +CX)i 

j'x•- 1 g(x)dx = j'x•- 1 dx 2 ~ij'x-"'f(s1 )ds1 
0 U 171 -ooi 

In den Integralen darf die Reihenfolge der Integration vertauscht 
werden, da nach den Abschätzungen 

00 1 

IJ1I:::; 21J,Jif(ol +ti)ldtjx-l+(a-a,ldx, 
0 

absolute Konvergenz vorhanden ist. Dadurch entsteht 

oo a2 +ooi f1t +ooi 

Jxs-t g(x) dx = - 1-.ft_(s2) ds2 - -1-.f~J.s.tl ds1 . 
2 nz s2-s 2nt s1-s 

0 a 2 -ooi O't-ooi 

Die rechts stehende Differenz ist nach der Cauchyschen Integralformel 
gerade gleich 1 (s). Denn die Integrale über horizontale Strecken zwischen 
den beiden Geraden s = o1 und s = o2 verschwinden für I t I~ cx:> wegen 
f(s) ~ 0. 

Satz 2. Für x > 0 sei g(x) stückweise glatt, und für a < a < ß 
00 

sei J x"- 1 g(x) dx absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (90) die 
0 

Umkehrung (89). 
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Beweis: Setzt man x = e", so wird 

a+ooi oo oo 

-~{x-•f(s)ds = ~j~-u(u+tildtJev(u+h1g(ev)dv 
2:1l~ 2:1l 

q-ooi -oo -oo 

00 00 

-oo -oo 

Nach dem Fouriersehen Integraltheorem (29) hat der letzte Ausdruck 
den Wert e-ua eua g (e") = g (x), womit alles bewiesen ist. 

Beispiele zur Mellinschen Integraltransformation. 
a) Es sei 

00 

i 1 für O<x<1, 
g (x) = t " x = 1 , 

0" x>1. 

Da das Integral ( xu-l g (x) dx für a > 0 absolut konvergiert, folgt aus . 
1.1 

umgekehrt 

00 

f(s) =Jx•- 1 g(x)dx = ~ 
0 

a+oo i 

1 ~x-• g(x) = -. -ds 
2:1lt s 

a-ooi 

(a> 0) 

(a> 0). 

DieseFormelist von Bedeutung für die Theorie derDirichletschenReihe. 

b) Aus 

erhält man 

c) Die Formel 

00 

T(s) = f xs-te-"'dx 
0 

a+ooi 

e-x = - 1-.jx-• T(s) ds 
2:1l~ 

u-ooi 

00 

T(s) /;(s) =J~dx ex- 1 

0 

wobei i: (s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet, liefert 
a+oo i 

x-!_1 = - 1-.jx-• T(s) /;(s) ds e - 2:n~ 

o-ooi 

(a>O) 

(a> 0). 

(a > 1), 

(a> 1). 
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d) Die Umkehrung zu 

00 00 00 

- .:_ ( s ) r· "'' r {} (x' -- 1 :n 2 r- ((s) = x•-l..,;;:_, e-'>:v'xdx = xs-l __ l __ dx 
2 . . 2 

(n > I) 
() ··= 1 u 

lautet 
a+oo i 

1J(x) = 1 + -,.1i fx-• n -~ r( ~) ((s) ds. (a > I) 

(J- 00 i 

Die Mellinsche Integraltransformation ist eins der wichtigsten 
Hilfsmittel der modernen analytischen Zahlentheorie und tritt auch 
sonst in der Analysis oft auf. 

10. Das Gibbssche Phänomen. Zeichnet man für eine stückweise 
glatte Funktion f (x) die durch die Partialsummen ihrer Fouriersehen 
Reihe gelieferten wellenlinienartig verlaufenden Approximationskurven 
.auf, so zeigt sich, daß diese sich zwar in jedem die Sprungstellen 
von f (x) ausschließenden Intervall, in dem die Fouriersehe Reihe 
gleichmäßig konvergiert, mehr und mehr an die Kurve für I (x) an
schmiegen, daß aber in der unmittelbaren Umgebung der Sprungstellen, 
wo die Konvergenz nicht mehr gleichmäßig ist, Wellen .vorhanden sind, 
welche der Sprungstelle näher und näher rücken und immer schmäler 
werden, für welche jedoch die Abweichung von der Kurve für I (.t) nicht 
nach Null konvergiert. Diese Erscheinung nennt man das Gibbsschc 
Phänomen 1). Um es genauer zu untersuchen, kann man sich nach den 
Ausführungen am Schlusse von § 4 auf die spezielle Fouriersehe Reihe 

00 • 

n-x -:L;Sln••x 
----- --

2 V 
v=l 

(O<x<2:r) 

beschränken. Mit Hilfe der Formel 

n x 

() ~,sinvx x Jsin(n+t)td 
SX= ~-=--+ t n v 2 2 sin .( t 

v=l 0 -

läßt sich der Rest dieser Reihe in die Gestalt 

X 

r (x) = "--, sin•'_-1' = n -!~~_(~ + ~) t dt 
n ..,;;:_, v 2 2sm1t 

v=n+l 0 • 

bringen. Die Approximation wird am schlechtesten m den Punkten 

k = 1, 2, ... '11 

1) Diese Tatsache wurde von Gibbs ursprünglich auf rein empirischem \Vege 
gefunden. Gibbs, ]. W.: Fourier's series, Nature Bd. 59, S. 200, S. 606. 1898/99. 
-Papers Bd. 2, S. 258-260, London, New York und Bombay 1906. 
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in denen sie ein Maximum oder Minimum vom Betrage 

k::r 
:r j'sinx ( 2k:n ) r (xk) = -- -dx+n ---

n 2 x "'" 2n + 1 
0 

erreicht, wobei zur Abkürzung 

X t !2sin-- t 

Q11 (X)= --2--1. sin(n+t)tdt 
2tsin-

0 2 

geschrieben ist; dieses Glied tritt auf, wenn man den Nenner 2sin ~ 
durch t ersetzt. Mit wachsendem n strebt (!n ( 2! k_; 1) für festes k nach 

Null. Es nähert sich also der Rest rn (xk), d. h. die Abweichung der 

Approximationskurve von der Kurve für ::.__-;- x, in dem immer näher 

an die Sprungstelle heranrückenden Punkte Xk dem Werte 

k;r; 
. :n Jsinx hm r11 (Xk) =-- --dX. 

n~oo 2 0 X 

Beispielsweise wird lim rn (x1) ~ - 0,2811 , d. h. die Approximations-
n->-oo 

kurve schlägt über die darzustellende Kurve um etwa 9% der Sprung
höhe hinausl). 

Ausdrücklich sei noch darauf hingewiesen, daß bei Approximation 
durch Fejersche Mittel die Gibbssche Erscheinung nicht auftritt. 

II. Sätze über die Gramsehe Determinante. Ist G' ein Teilgebiet 
des Grundgebietes G, sind fP1, fP2 , ••• , fPn stückweise stetige Funktionen 
in G und ist r ihre Gramsehe Determinante für G, r' die für G', so ist 

r'< r. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Maximum-Minimumeigen

schaft der Eigenwerte. Es ist nämlich r das Produkt der charakteri
stischen Zahlen der quadratischen Form 

K(t,t) = j(t1 f{!1 + ... +l11 f[!11 ) 2 dG, 
(} 

1) B(Jcher, M.: Introduction to the theory of Fourier's series, Annals of math. 
Serie2, Band7, S. 81-152, insb. 5.123-132. 1906.- Runge, C.: Theorie und Praxis 
der Reihen, S. 1 70-182. Leipzig 1904. Für Verallgemeinerungen der Gibbsschen 
Erscheinung auf andere Orthogonalsysteme und insbesondere solche von mehreren 
Variablen vgl. Weyl, H: Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie der Kugel
funktionen. Rend. Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 308-323. 1910. -Über die 
Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphänomene. Ib. Bd. 30, 
s. 377-407. 1910. 



§ 12. Ergänzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. 95 

r' das entsprechende Produkt für 

K'(t, t) = J {tl rp1 + · · · +tn rp,.) 2 d G', 
G' 

und es ist offenbar 
K'(t, t) ~ K (t, t), 

also auch jede charakteristische Zahl von K'(t, t) nicht größer als die 
entsprechende bei K (t, t). 

Einen anderen Beweis kann man der folgenden Darstellung der 
Gramsehen Determinante entnehmen, wobei wir der Kürze halber eine 
einzige unabhängige Veränderliche x im Grundgebiet 0 :<::_: x < 1 vor
aussetzen: 

1 

r= /Jrr;rpkdx/ 
0 

IPn (xl) IPn (x2) · · · IPn (Xn) 

eine Darstellung, welche der Formel (38) aus Kap.1 genau entspricht 1). 

12. Anwendung des Lebesgue>:chen Integralbegriffes. Viele 
der Tatsachen und Zusammenhänge dieses Kapitels gewinnen wesent
lich an Abrundung, wenn man statt des elementaren Riemann
schen Integralbegriffes den modernen, von Lebesgue formulierten zu
grunde legt. Dazu hat man den vorliegenden Funktionenbereich zu 
dem aller im Lebesgueschen Sinne integrierbaren, oder wie man sagt, 
"summablen" Funktionen zu erweitern und die Grundtatsachen der 
Lebesgueschen Theorie anzuwenden. Die Lebesguesche Theorie geht aus 
vom Begriffe des Maßes einer Punktmenge an, die in einem endlichen 
Intervalle liegen möge. Man denke sich sämtliche Punkte von an irgendwie 
in eine abzählbare Reihevon Intervallen eingebettet, wobei diese Intervalle 
einander teilweise überdecken dürfen. Es sei m die untere Grenze der Ge
samtlänge solcher Intervalle; es sei ferner m' die entsprechende untere 
Grenze für die Punkte der Komplementärmenge an', d. h. die Menge aller 
Punkte des gegebenen Intervalls, die nicht zu an gehören. Falls m + m' 
gleich der Länge des Intervalls ist, heißt die Menge an meßbar und m ihr 
Maß. Nach dieser Definition hat jede abzählbare Menge das Maß Null 
(ist eine "Nullmenge"). Ist nun /(x) eine im Intervall G (a ~ x;;::;; b) 
definierte Funktion, deren Funktionswerte einem Intervall J angehören, 
so teilen wir J in Teilintervalle J 1 , J 2 , ••• , J n ein; es sei m1 das als 

1 ) Vgl. Kneser, A.: Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. Schwarz, 
5.177-191. Berlin 1914, sowie Kowalewski, G.: Determinanten. 
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vorhanden vorausgesetzte Maß der Punktmenge von G, in welcher I (x) 
n 

Werte aus h annimmt, und iJ ein Wert von I aus Ji; falls dann ,2: mJ 11 
;=1 

gegen einen bestimmten, von der speziellen Wahl des Grenzüberganges 
unabhängigen Grenzwert konvergiert, sobald nur die Längen der Teil
intervalle h gleichmäßig gegen Null stn.ben, so heißt dieser Grenzwert 
das ( Lebesguesche) Integral der Funktion I (x) und wird ebenso wie das 
gewöhnliche Rierilannsche Integral geschrieben, dessen naturgemäße 
Verallgemeinerung er ist. Für eine nur in einerNullmenge von Null ver
schiedene Funktion ist das Integral stets Null. Wir können uns also in einer 
beliebigen Nullmenge, z. B. allen rationalen Punkten, den Funktions
wert beliebig abgeändert denken, ohne den Wert des Integrals zu be
einflussen; dies zeigt, daß wir den Bereich der integrierbaren Funktionen 
mit der neuen Definition wesentlich erweitert haben. Eine im Lebesgue
schen Sinne integrierbare Funktion bezeichnet man als summabel. 

Der Lebesguesche Integralbegriff läßt sich auch auf Funktionen aus
dehnen, die in dem betrachteten Gebiet nicht beschränkt sind. Hierzu 
erstrecke man die Integration zunächst auf diejenigen Teilgebiete, in 
denen I 1 (x) I < N ist, und lasse sodann N über alle Grenzen wachsen. 
Wenn dabei der Grenzwert des Integrales existiert, so heißt er das 
Lebesguesche Integral über das Gesamtgebiet. 

Für unsere Theorien sind folgende Konsequenzen von Wichtigkeit, 
die man auf der neugewonnenen Basis unschwer ziehen kann: 

a) Le besguesche Konvergenzsä tze. Ist eine Folge /i (x), 
/ 2 (x), ... von im Intervall a ••. b summablen Funktionen gegeben und 
konvergieren für jedes x des Intervalls die Funktionen 1,. (x) bei zu
nehmendem n gegen eine Funktion F(x), so kann auch dann, wenn 
die Konvergenz nicht gleichmäßig ist, auf die Gleichung 

Iimj l,.(x)dx= J F(x)dx, 
n-+oo 

geschlossen werden, sofern sämtliche Funktionen 1,. (x) absolut unter
halb einer festen, von n unabhängigen Schranke liegen. 

Es genügt übrigens sogar, wenn die Ungleichung 

I 1,. (x) I < q; (x) ' 

besteht, wobei q; (x) eine feste von n unabhängige integrierbare Funk
tion ist. 

Diese Sätze gestatten in vielen Fällen ungleichmäßiger Konver
genz, gliedweise Integration unendlicher Reihen zu rechtfertigen. 

b) Begriff der mittleren Konvergenz. Sind l 1 {x), l 2 {x), ••• 
summable Funktionen, für welche lim J 1,. (x) 2 dx = 0 ist, so gilt bis 

·· n--Jo-oo 

auf eine Nullmenge auch lim ln (x) = 0. Ist lim J (ln- lm) 2 dx = 0, 
n~oo n~oo 

m~oo 
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so gibt es eine summable Funktion l(x) derart, daß bis auf eine Null
menge I (x) = lim ln (x) gilt. Man sagt dann, daß die Funktionen ln (x) 

n~oo 

im Sinne mittlerer Konvergenz gegen Null bzw. gegen I (x) konvergieren. 
c) Satz von Fischer-Riesz 1). Ist wdx), w2 (x), w3 (x), ... ein 

beliebiges vorgegebenes orthogonales Funktionensystem und sind 
00 

a1 , a2 , a3 , ••• beliebige reelle Zahlen, für welche ~ a! konvergiert, so 
v=l 

gibt es eine summablc Funktion l(x) mit summablem Quadrat, fürwelche 
a"= (I, w"} ist. Durch diesen Satz werden die Zusammenhänge von § 1 
als umkehrbar festgestellt, sobald man nur den Funktionsbereich und 
den Integralbegriff in unserem Sinne erweitert. 

d} Vollständigkeit undAbgeschlossenheit von Funktio
nensystemen. Man nennt ein Funktionensystem abgeschlossen, wenn 
es keine zu allen Funktionen des Systems orthogonale normierte 
Funktion gibt; dabei wollen wir ein für allemal die Summierbarkeit 
der auftretenden Funktionen und ihrer Quadrate voraussetzen. Es gilt 
nun der Satz: Jedes abgeschlossene Funktionensystem ist vollständig 
und umgekehrt. In der Tat, ist etwa I (x) bis auf eine Nullmenge 
nicht gleich Null und orthogonal auf allen Funktionen des ortho-

gonalen Systems wdx), m2 (x), ... , so ist 0 = i:,(l,w,.} 2 </l2 dx; 
v=l 

also ist das Funktionensystem nicht vollständig. Ist umgekehrt das 
Funktionensystem unvollständig, so gibt es eine Funktion I (x), so daß 

= n 
J 12 d x -,2: a:, > 0 für a,. = (f,w"} ist; die Funktionen I,. =I-~ a. w,. 

v=l v=l 

konvergieren dann, wie man leicht sieht, im Sinne mittlerer Konvergenz 
gegen eine Funktion q; (x) , die auf allen w" orthogonal ist. Somit kann 
das System dann auch nicht abgeschlossen sein. 

Man überzeuge sich davon, daß jede Funktionenfolge summabler 
Funktionen mit endlicher asymptotischer Dimensionenzahl eine lineare 
Grenzschar bestimmt, wobei alle auftretenden Funktionen nur bis auf 
Nullmengen bestimmt sind. 

e) Endlich erwähnen wir noch die beiden folgenden, oft nützlichen 
Sätze: 

Besitzen in einer Gesamtheit von meßbaren Punktmengen E 1 , 

E2 , ••• im Intervall a ... b unendlich viele das Lebesguesche Maß> k, 
so ist das Maß der (meßbaren) Punktmenge, die von allen in unendlich 
vielen der E1 , E 2 , ••• liegenden Punkten gebildet wird, auch > k. 

1) Rieß, F.: Sur les systemes orthogonaux de fonctions. C. R. Acad. sc. 
Paris Bd. 144, S. 615-619. 1907. -Über orthogonale Funktionensysteme. Nachr. 
Ges. Göttingen (math.-phys.), S. 116-122. 1907. 

Fischer, E.: Sur la convergence en moyenne, C. R. Acad. sc. Paris. Bd. 144, 
s. 1022-1024. 1907-

Cour an t- Hi I b er t, Mathematische Physik. I. 7 
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Gibt es unter den meßbaren Pu.nktmengen E1 , E 2 , ••• im Inter
vall a ... b unendlich viele mit dem Maß <::: k, so bilden diejenigen 
Punkte, die in allen E 1 , E 2 , ••• bis auf endlich viele enthalten sind, 
eine (meßbare) Punktmenge vom Maße s k. 
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Drittes Kapitel. 

Theorie der linearen Integralgleichungen. 
§ 1. Vorbereitende Betrachtungen. 

I. Bezeichnungen und Grundbegriffe. Es sei K(s, t) eine im Ge
biete a ;S s :;:; b, a · t < b definierte und dort stetige Funktion der 
beiden Variabien s und t, und es sei Ä ein Parameter; ferner sollen 
f(s) und q (s) zwei im Intervalle a ~ s < b stetige Funktionen der 
Variablen sein, welche durch die Funktionalgleichung 

( 1) f(s) = cp(s)- J}K(s, t) rp(t) dt 

verknüpft sind. (In der Schreibweise wollen wir ein für allemal daran 
festhalten, daß Integrale ohne weitere Bezeichnung des Integrations
gebietes immer über das oben gekennzeichnete "Grundgebiet" der 
Variablen zu erstrecken sind.) Durch die Funktionalgleichung (1), welche 
wir eine lineare Intccralgleich~mg zweiter Art mit dem Kern K(s, t) 
nennen wollen1), wird jeder stetigen Funktion rp(s) eine andere f(s) 
zugeordnet, und zwar in linearer ·weise, so daß einer linearen Kom
bination c1 (!'1 + c2 rp2 die entsprechende Kombination c1 / 1 + c2 f2 zu
gehört. Wir werden uns hier vorzugsweise mit der Auflösung der 
Integralgleichung beschäftigen, d. h. mit der Frage nach der Bestim
mung von r(s), wenn f(s) gegeben ist. 

Wenn die Funktion /(s) identisch verschwindet, so sprechen wir 
von einer homogenen Integralgleichung; falls diese außer der trivialen 
Lösung rp = 0 noch eine andere Lösung rp besitzt, kann man diese 
nicht triviale Lösung mit einem beliebigen konstanten Faktor mul
tiplizieren und also auch normiert annehmen. Mit verschiedenen Lö
sungen rp1 , q·2 , ••• der homogenen Gleichung sind zugleich alle linearen 
Kombinationen c1 q 1 + c2 rp2 + · · · Lösungen. Mehrere voneinander 
linear unabhängige solche Lösungen dürfen und wollen wir uns daher 
stets als normiert und orthogonal zueinander vorstellen, da wir sie 
sonst vorher dem im vorigen Kapitel beschriebenen Orthogonalisierungs
verfahren unterwerfen können, ohne daß sie aufhören, Lösungen zu 
bleiben. Einen Wert A., für welchen die homogene Integralgleichung 
von Null verschiedene Lösungen besitzt, nennen wir einen Eigenwert 

1) Vgl. Kap. II, § 11, 

7* 
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des Kernes, zugehörige, als zueinander orthogonal anzunehmende Lö
sungen cp1 , cp2 , ••• Nulläsungen oder Eigenfunktionen des Kernes für 
den Eigenwert Ä. Ihre Anzahl ist beschränkt. Denn nach der 
Besselschen Ungleichung (Kap. li, § 1, 3), angewandt auf den Kern K (s, t) 
und die orthogonalen Funktionen cp1 , q;2 , ••• , f/Jh, gilt 

l 2 J K(s,t)2 dt > ;,~tff K(s, t) fPi<t> dt] 2 itcpi(s)2 , 

also nach Integration über s: 

Ä2J J K(s,t)2 dsdt > h, 

womit für h eine Schranke gewonnen ist. Wir können sagen: ] eder 
Eigenwert besitzt eine endliche Vielfachheit (d. h. eine endliche Anzahl 
von linear unabhängigen Lösungen). 

Unsere Integralgleichung stellt sich, wie schon in Kap. li, § 11 
bemerkt wurde, als sinngemäße Verallgemeinerung des Problems der 
linearen Algebra dar, welches wir in Kap. I, § 2 behandelt haben. Ihre 
Bedeutung für die mathematische Analysis besteht darin, daß viele 
sonst getrennte Betrachtungen durch sie unter einen einheitlichen Ge·
sichtspunkt gebracht werden. 

2. Ausgeartete Kerne. Einen Kern, welcher sich als eine end
liche Summe von Produkten je einer Funktion von s mit einer Funktion 
von t darstellen läßt : 

(2) 
1', 

A(s, t) = 1: ~Xi(s) ßi(t), 
i=l 

nennen wir einen ausgearteten Kern. Dabei können wir annehmen, daß 
die Funktionen ~Xi(s) und die Funktionen ßi(t) je voneinander linear unab
hängig sind, weil wir sonst eine dieser Funktionen durch die anderen 
linear ausdrücken und dann aus der Darstellung des Kernes vertreiben 
könnten, wodurch die Anzahl der Glieder der Summe rechts in (2) 
verringert wird. Der Satz von der Möglichkeit der gleichmäßigen 
Approximation einer stetigen Funktion K(s, t) durch Polynome lehrt 
uns, daß wir den Kern K(s, t) durch einen ausgearteten Kern gleich
mäßig beliebig genau approximieren können; denn jedes Polynomins 
und t stellt offenbar einen ausgearteten Kern dar. 

Ein ausgearteter Kern A(s, t) läßt sich folgendermaßen noch in eine 
andere, oft bequeme Gestalt umformen. Wir denken uns die 2P Funk
tionen von s: ~X 1 (s), 1X2(s), •.. , ~Xp(s); ß1(s), ß2(s), ... , ßp(s) durch ein 
System von normierten orthogonalen Funktionen w1(s), w2(s), ... , wq(s) 
linear ausgedrückt, was wir stets durch Orthogonalisieren der gegebenen 
Funktionen erreichen können. Dann erscheint A(s, t) in Form einer 
Doppelsumme 

q 

(3) A(s, t) = L ciJ wi(s) wj(t). 
i,J=l 
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Die Produkte w; (s) w1 (t) bilden ein System von q2 Funktionen von s 
undtim Quadrat a ~ s ?:• b, a <;; t :-:: b, welche ebenfallsallezueinander 
orthogonal, also linear unabhängig sind. Ist A (s, t) symmetrisch, d. h. 

q 

gilt identisch A(s,t) =A(t,s), so ist 2;(c;1 -c1 ;) w;(s) w1(t) = 0, was 
i,j=I 

wegen der linearen Unabhängigkeit der Produkte w; (s) w1 (t) bedeutet 
Cij = Cji· 

Ein symmetrischer Kern K(s, t) läßt sich immer durch symme
trische ausgeartete Kerne A(s, t) gleichmäßig approximieren. Um das 
einzusehen, braucht man nur A (s, t) nötigenfalls durch die Funktion 
i[A(s, t) + A(t, s)] zu ersetzen, welche zugleich mit A(s, t) den sym
metrischen Kern K (s, t) gleichmäßig approximiert. 

3. Quellenmäßig dargestellte Funktionen. Zum Schluß unserer 
vorbereitenden Überlegungen machen wir noch einige Bemerkungen 
über die Funktionen g(s), die sich durch den Kern K(s, t) vermöge 
einer stetigen oder stückweise stetigen Funktion h(t) "quellenmäßig" 
in der Form 

(4) g(s) = /K(s,t)h(t)dt 

darstellen lassen. Sicherlich ist auch g(s) stetig; es gilt aber noch mehr. 
Ist nämlich N h = (h, h} = {h(t) 2 dt ~ M, wo M eine feste Schranke 
bedeutet, so sind die durch (4) ausgedrückten Funktionen in ihrer 
Gesamtheit gleichmäßig stetig, d. h. es gibt unabhängig von der 
speziellen Funktion h (t) zu jedem positiven e eine positive Zahl tJ (e) 
derart, daß aus I fJ I < tJ die Beziehung I g(s + 17)- g(s) I < e folgt. (Vgl. 
Kap. II, § 2.) In der Tat wird irrfolge der Schwarzsehen Ungleichung 

. g(s + f})- g(s) i 2 ~ M f[K(s + fJ, t)- K(s, t)]2 dt, 

woraus sich wegen der Stetigkeit des Kernes sofort die Behauptung 
ergibt; denn es besteht sicher unabhängig von t die Ungleichung 

! K(s + 17, t)- K(s, t) I< a 

mit beliebig kleinem a, sobald nur 11 hinreichend klein ist. 
Ferner gilt bei gegebenem h(t), wenn gleichmäßig 

lim K 11(s, t) ,= K(s, t) 
n -~ oc 

ist, die Relation 

g(s) = lim JK,.(s,t)h(t)dt 
11->-00 

im Sinne gleichmäßiger Konvergenz in s, da man den Grenzübergang 
unter dem Integralzeichen machen kann. Also folgt nunmehr, daß alle 
Funktionen der Form 

?n(s) = JK11(s,t)h(t)dt, g(s = JK(s,t)h(t)dt 
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für alle betrachteten Funktionen h(t) gleichmäßig stetig sind, sobald 
Nh ~ M bleibt. Ebenso sind alle diese Funktionen gleichmäßig beschränkt, 
d. h. sie liegen alle absolut genommen unterhalb einer festen Schranke. 
Dies sieht man sofort vermöge der Schwarzsehen Ungleichung ein: 

gn(s)2 ~ M r [Kn(s, t)]2 dt bzw. g(s)2 ~ MI fK(s, t)] 2 d t. 

§ 2. Die Fredholmschen Sätze für ausgeartete Kerne. 
Die Hauptsätze der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen, 

welche zuerst von Fredholm 1 ) bewiesen worden sind, entsprechen völlig 
den Hauptsätzen aus der Theorie der linearen Gleichungen und lassen 
sich folgendermaßen aussprechen: 

Die Integr-algleichung 

(5) f(s) = (p(s)- l J K(s, t) g;(t) d t 

besitzt bei festem l entweder für iede beliebige stetige Funktion f(s) eine 
und nur eine stetige Lösung q (s), insbesondere die Lösung tp = 0 für 
f = 0; oder aber die zugehörige homogene Gleichung 

(6) g;(s) = l J K(s, t) g;(t) dt 

besitzt eine positive endliche Anzahl r voneinander linear unabhängiger 
Lösungen 'ljJ1 , 'ljJ2 , ••• , "Pr· Im ersten Falle hat auch die zu (5) gehörige 
, ,transponierte'' Integralgleichung 

(7) g(s) = tp(s)-ljK(t,s)g;(t)dt 

stets eine eindeutig bestimmte Lösung; im zweiten Falle hat die trans
ponierte homogene Gleichung 

(8) x(s) = l j K(t, s) x(t) d t 

ebenfalls r voneinander linear unabhängige Lösungen X1 , X2 , ••• , Xr, 
und die unhomogene Integralf!,leichung (5) ist dann und nur dann lösbar, 
wenn die gegebene Funktion f(s) den r Bedingungen 

(9) (f,xi) =jf(s)xi(s)ds=O (i = 1,2, ... ,r) 

genügt. Die allgemeine Lösung von (5) ist dann nur bis auf eine w~llkür
liche additive lineare Kombi1iation c1 'ljJ1 + · · · + c, 1f'r bestimmt; sie kann 
und soll durch die Forderungen 

{tp, 'lfi) = J tp(s) "Pi(s) ds = 0 (i = 1, 2 ... , r) 

eindeutig festgelegt werden. 

1 ) Fredholm, I.: Sur une classe d'equations fonctionnelles. Acta math. Bd. 27, 
s. 365-390. 1903. 



§ 2. Die Fredholmschen Sätze für ausgeartete 1\:erne. 103 

Wir wollen diese Sätze zunächst für den Fall beweisen, daß der 
Kern K(s, t) = A (s, t) ausgeartet ist und durch die Gleichung {2) dar
gestellt wird. In diesem Fall reduziert sich die Theorie unserer Integral
gleichung fast unmittelbar auf die eines linearen Gleichungssystems 
von p Gleichungen mit p Unbekannten. Schreiben wir nämlich die 
Integralgleichung in der Form 

p 

(10) /(s) = ({l(s) -2'2;1Xi(s)(ßi(t)qJ(t)dt, 
i=l . 

setzen xi = (ßi, T), multiplizieren sodann {10) mit ß1(s) und integrieren 
nach s, so erhalten wir für die Größen X; das Gleichungssystem 

(11) (f = 1. 2, ... , p) 

wobei /i = (1-11, /) und cii = (ß1, ai) gesetzt ist. Besitzt dieses Gleichungs
system eine, und zwar die allgemeinste Lösung x1 , x2 , ••• , Xp, so ist die 

p 

Funktion rp(s) = f(s) + ). 2,'xi ai(s) sicher eine Lösung der Integral-
i= I 

gleichung, wie man unmittelbar bestätigt, wenn man diese Funktion 
in die Integralgleichung einträgt und die Gleichungen (11) berücksichtigt. 
Ist dagegen x1 , x2 , •.. , Xp eine nicht triviale Lösung des homogenen 
Gleichungssystems 

(12) (j = 1, 2, ... ' p)' 
p 

so erhalten wir in lJ'(s) = )._2;'xiai(s) eine nicht triviale Lösung der ho
i=I 

mogenen Integralgleichung (6). Zwei linear unabhängige Lösungen 
x1 , x2 , ..• , xP und x;, x~, ... , x~ der homogenen Gleichungen ( 12) 

p 

ergeben zwei linear unabhängige Lösungen 1p(s) =}. Yxi ai(s) und 
p i=l 

1p' (s) = 2,2;' x~ ai(s) und umgekehrt. In der Tat würde z. B. eine lineare 
i=l 

Beziehung cxi + c' xi = 0 zwischen den Lösungen von (12) gleich-
bedeutend mit der linearen Beziehung c1p(s) + c'1p'(s) = 0 zwischen den 
Funktionen ljJ(s) und tf" (s) sein, welche als voneinander linear unabhängig 
vorausgesetzt wurden. Das Vorhandensein von r linear unabhängigen 
Lösungen 'J'!, ljJ 2 , ••• , 'l'r von (6) und somit von r unabhängigen 
Lösungssystemen von (12) ist aber gleichbedeutend mit dem Vorhanden
sein von ebenso vielen linear unabhängigen Lösungen y11 , y12 , •.• , Yzv 
(l = 1, 2, ... , r) des transponierten Gleichungssystems 

(13) 
p 

gJ = YJ- 2_2;'ciJYi 
i= 1 

(j = 1, 2, ... ' p) 

für gi = 0 und somit von r linear unabhängigen Lösungen 

X1(s), X2(s),. · ·' Xr(s) 
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der transponierten homogenen Integralgleichung (8), wobei 
p 

Xz(S) = l'l:,yzjßj(s) 
j=l 

ist. Nun lehren die Sätze der Gleichungstheorie, daß im Fall r = 0 die 
Gleichungen (11), also auch (13) und (7), stets eindeutig lösbar sind, daß 
aber im Falle r > 0 zur Lösbarkeit der unhomogenen Gleichung (11) 
für die I; die Bedingungen 

{14) 
p 

~fiYli = 0 (l = 1, 2, ... , r) 
i=l 

hinreichend und notwendig sind. Vermöge der Definition von Yli und 
f; gehen diese Bedingungen sofort über in 

{15) (f,zl) = o (l = 1, 2, ... , r). 

Damit sind die Fredholmschen Sätze für unseren Fall vollständig 
bewiesen. 

§ 3. Die Fredholmschen Sätze für einen beliebigen Kern. 
Um auf Grund der letzten Ergebnisse die Integralgleichung mit 

einem beliebigen Kern K(s, t) behandeln zu können, benutzen wir den 
Konvergenzsatz aus § 2 des vorigen Kapitels. 

Wir denken uns K(s, t) gleichmäßig durch eine Folge A1 (s, t), 
A2 (s, t), ... , A,. (s, t), . . . von ausgearteten Kernen approximiert und 
betrachten zugleich mit der Integralgleichung (1) die approximierenden 
Integralgleichungen 

(16) f(s) = tp(s)- ;.j A,.(s, t) tp(t) dt. 

Dann sind (bei festem l) zwei Fälle möglich. 
Fall I: Die Gleichung (16) besitzt für unendlich vielen (wir dürfen 

dann übrigens unter Weglassung nicht passender Approximations
gleichungen und Umnumerierung sogar annehmen: für alle n) eine 
Lösung en(s), so daß Nen = (e,., e,.) = c~ < M bleibt, unter M eine 
feste Schranke verstanden. 

Fall II: Die obige Annahme ist nicht richtig. Dann ist entweder 

a) lim c! = oo oder 
n-+oo 

b) für unendlich viele n (wir dürfen wieder annehmen: für alle n) 
hat - auf Grund der für ausgeartete Kerne gültigen Fredholmschen 
Sätze die homogene Integralgleichung 

(17) 0 = tp(s)- l J A,.(s, t) tp(t) dt 

eine normierte Lösung a,. (s). 
Im Falle I werden die Funktionen e,.(s) - f(s) quellenmäßig durch 

die Kerne A,.(s, t) dargestellt; dabei sind die dargestellten Funktionen 
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nach § 1 gleichmäßig beschränkt und gleichmäßig stetig und definieren 
daher nach unserem Konvergenzprinzip als Limes einer gleichmäßig 
konvergenten Teilfolge eine stetige Grenzfunktion rp(s). Indem wir er
laubterweise den Grenzübergang in der Integralgleichung (16) direkt 
vornehmen, erkennen wir für diese Grenzfunktion rp{s) das Bestehen der 
Integralgleichung (1); diese Integralgleichung ist also im Falle I auf
lösbar. 

Im Falle II a) dividieren wir die Integralgleichung (16) für q = !!n 

durch c" und setzen (}n -~ o" , so daß die Gleichung 
c" 

gilt; im Falle llb) beachten wir das Bestehen der Gleichung (17) 
für T = On. Beide Male ist jedenfalls On normiert; somit sind wieder-

um die quellenmäßig dargestellten Funktionen a .. (s) -- /(s) bzw. on(s) 
c" 

gleichmäßig stetig und beschränkt, definieren mithin als gleichmäßigen 
Limes einer Teilfolge eine Grenzfunktion 1p(s). welche notwendiger
weise der homogenen Integralgleichung 

(18) 'l'(s) = lc / K(s, t) lf'(t) dt 

genügt und normiert ist. Im Falle II besitzt also die homogene Integral
gleichung nicht triviale Lösungen, die wir gemäß der Festsetzung auf 
S. 100 als Nulläsungen oder Eigenfunktionen bezeichnen. 

Um hieraus die Fredholmschen Sätze abzuleiten, erinnern wir uns 
an die in § 1 gemachte Bemerkung, daß es zu jedem Wert von }. nur 
eine endliche Anzahl r von linear unabhängigen Nulläsungen geben 
kann. Für r = 0 kann offenbar der obige Fall II nicht eintreten, da er 
stets zu einer normierten Lösung von ( 18) führt; also befinden wir uns 
im Falle I, d. h. für jede linke Seite f (s) besitzt die Integralgleichung ( 1) 
eine Lösung; diese Lösung ist eindeutig bestimmt, weil eine nicht ver
schwindende Differenz zweier Lösungen eine nicht triviale Lösung von 
(18) gegen die Voraussetzung ergeben würde. Damit ist der erste Fred
holmsche Satz bewiesen. 

Ist zweitens r > 0, so gilt vvegen A" • K 1 ) für die Funktionen 

~n.;(s) 1f'i(s) ---1 (A"(s, t) ''Pi(t) dt, 

(i 1,2, ... r;n=L2.) .... ) 

die Relation D",i(s) ,. 0 bei n ->- x. 

1) Wir benutzen gelegentlich das Zeichen ..... als Abkürzung für Konvergenz. 
Soll die Gleichmäßigkeit des Grenzübergange8 z.nm Ansdruck gebracht werden, 
so bedienen wir uns des Doppelpfeiles ~>-. 
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Setzen wir nun 

A~(s, t) = An(s, t) + ;. ii bn,i(s) lJli(t) , 

so sind die A~(s, t) ausgeartete Kerne, welche den Kern K(s, t) gleich
mäßig approximieren. Diese Kerne A~(s, t) besitzen, wie man sofort 
sieht, sämtlich die r Funktionen 1J1;(s) zu Nullösungen. 

Mehr linear unabhängige Nullösungen können bei hinreichend 
großem n nicht auftreten; denn wäre 'IJ1r+l,n(s) eine Folge solcher Null
lösungen, die V~<i.r als normiert und auf V'1 • 1p2 , ••• , lJlr orthogonal an
nehmen dürfen, so würden wir auf Grund unseres Konvergenzprinzipes 
eine auf 1p1 , 1p2 , ••• , 'IJ1r orthogonale, also von diesen Funktionen linear 
unabhängige Nullösung von (18) erhalten, entgegen der Voraussetzung, 
daß r die genaue Anzahl der linear unabhängigen Nullösungen sein 
sollte. 

Zufolge der Gültigkeit der Fredholmschen Sätze für ausgeartete 
Kerne besitzen auch die homogenen transponierten Integralgleichungen 

{19) x(s) = lfA~(t,s)x(t)dt 

für hinreichend große n ebenfalls genau r linear unabhängige, 
als normiert und zueinander orthogonal wählbare Nullösungen 
Xi,n(s) (i = 1, 2, ... , r). Da die ausgearteten Kerne A~(t, s) gleich
mäßig gegen den Kern K(t, s) konvergieren, so erhalten wir auch für 
diesen r zuemander orthogonale Nullösungen X1 (s), X2(s), ... , indem 
wir auf Grund unseres Konvergenzprinzips den Grenzübergang mit 
Hilfe der gleichmäßig stetigen und beschränkten Funktionen Xi,n(s) 
vornehmen. Mehr als r unabhängige Lösungen kann die transponierte 
Integralgleichung 

(20) X (s) = ). .fK(t, s) X (t) d t 

jedoch nicht haben, da sonst rückwärts auch die Existenz von mehr 
als r Lösungen von (18) folgen würde. 

Endlich beachten wir, daß für die Lösbarkeit der Integralgleichung 
(1) im Falle r > 0 sicherlich die Bedingungen 

(21) (/,x;) =Jt(s) x;(s) ds = o (i = 1, 2, ... , r) 

notwendig sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man (1) mit xds) 
multipliziert, integriert und dann rechts unter Beachtung von (20) die 
Integrationsfolge umkehrt. Um die Bedingungen (21) als hinreichend 
zu erkennen, beschränken wir uns ·- sofern dies nötig ist - auf solche 
Indizesn,fürwelche limx;,n(s) = X;(s) (i = 1,2, ... , r) gilt, und bilden 

n-+oo 

mit den wegen (21) mit wachsendem n sicher gegen Null konver-
• 

gierendenZahlen B;,n = (f, X;,n) die Funktionen fn(s) = f(s) -,1; Bi,nXi,n (s). 
i=l 
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Es ist (fn, X;, n) = 0 (i = 1, 2, .. , r). Also besitzt die Integralgleichung 

(22) ln\S) = rp(s) - x.f A~(s, t) rp(t\ d t 

wegen der Gültigkeit der Fredholmschen Sätze für ausgeartete Kerne 
sicher eine zu V'1(s), l/'2(s), ... , 1p,(s) orthogonale Lösung l?n(s). Mit 
diesen Lösungen Qn(s) müssen wir uns im Falle I befinden, weil sie andern
falls zu einer auf V'1(s), ij'2(s), ... , 1p,(s) orthogonalen Lösung von (18) 
führen würden, was nach Voraussetzung unmöglich ist. Also können 
wir auf Grund des Konvergenzprinzips wieder den Grenzübergang in 
der Integralgleichung ausführen und wegen fn(s) ~,.. f (s) auf die Lös
barkeit von (1) schließen. Hiermit sind die sämtlichen Fredholmschen 
Sätze für unseren Kern K(s, t) bewiesen. 

Später werden wir übrigens durch eine genauere Betrachtung er
kennen, daß in Wirklichkeit die nötigen Grenzübergänge einen ein
facheren Charakter haben, als die Formulierung des allgemeinen Kon
vergenzprinzipes vermuten läßt. 

§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte. 

Entsprechend den Verhältnissen bei den bilinearen Formen in 
Kap. I ist auch bei den Integralgleichungen der Fall einer weiter
gehenden Behandlung zugänglich, daß der Kern K(s, t) symmetrisch 
ist, d. h. der Relation 

(23) K(s, t) = K(t. s) 

genügt. Die Integralgleichung wird dann mit ihrer transponierten iden
tisch. Bei einer derartigen symmetrischen Integralgleichung werden wir 
uns vor allem die Frage stellen, für welche Werte des Parameters;, die 
homogene Integralgleichung (6) eine nicht triviale (normierte) Lösung 
besitzt. Diese Parameterwerte }, = X; und die zugehörigen Funktionen 
heißen, wie schon erwähnt, die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des 
Kernes K(s, t). Analog zu den Entwicklungen von Kap. I, § 3 wollen 
wir nun den Satz beweisen: Jeder symmetrische, m:cht identisch ver
schwindende Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; diese sind 
dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzählbarer Anzahl vor
handen, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. Alle Eigenwerte eines reellen 
symmetrischen Kernes sind selbst reell. 

I. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern. 
Wir beweisen zunächst die Existenz eines Eigenwertes. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die "quadratische I ntegralform" 

(24) J (rp, cp) =.((K(s, t) rp(s) rp(t) ds dt, 

welche hier die Stelle der quadratischen Form von Kap. I vertritt; 
cp bedeutet dabei irgend eine im Grundgebiet stetige oder stückweise 
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stetige Funktion. Wegen der Schwarzsehen Ungleichung haben w1r 

](cp, cp) 2 ~; j j K 2 (s, t) ds dt(cp, cp) 2 • 

Also ist ](cp, cp) selbst absolut genommen beschränkt, wenn wir for
dern, daß 

(25) Ncp = (cp, cp) :'-:: 1 

ist. Die Integralform ist dann und nur dann für alle zugelassenen 
Funktionen cp Null, wenn der Kern selbst identisch verschwindet. 
Führen wir nämlich die "bilineare Integral/arm" 

(26) ](cp, 'tf) = ](1p, cp) = jj K(s, t) cp(s) 'tf(t) d s d t 

ein und beachten wir, daß immer die Umformung 

(27) ](cp + 'tf, cp + 'tp) = ](cp, cp) + 2](cp, 'tp) + ](1p, 'tp) 

gilt, so folgt zunächst aus dem identischen Verschwinden der quadratischen 
auch das der bilinearen Integralform. Setzen wir nun in (26) speziell 
1p(t) = J K(s, t) cp(s) ds, so ergibt sich J K(s,t) cp(s) ds = 0 bei beliebigem 
cp(s), und wenn wir cp(s) für ein bestimmtes t gleich K(s, t) wählen, 
bekommen wir die gewünschte identische Gleichung K(s, t) = 0. 

Bei nicht identisch verschwindendem Kern kann also unsere Inte
gralform (24) nur positive oder nur negative Werte oder Werte beiderlei 
Vorzeichens annehmen, wenn wir cp(s) geeignet wählen; in den ersten 
beiden Fällen heißt der Kern positiv oder negativ definit, im letzteren 
Falle indefinit. 

Unter der Voraussetzung, daß J positiver Werte fähig ist, stellen 
wir uns jetzt die Aufgabe, eine normierte Funktion q;(s) zu finden, für 
welche ](cp, cp) einen möglichst großen Wert annimmt. Wegen der Be
schränktheit der Werte von J(cp, cp) gibt es sicher eine obere Grenze 

x1 = -}- für die Werte der Integralform ](cp, cp); gezeigt werden soll, 
1 

daß diese positive obere Grenze für eine geeignete Funktion cp(s) 
wirklich erreicht wird. Dazu denken wir uns den Kern K (s, t) durch 
ausgeartete symmetrische Kerne 

Qn 

An (s, t) = 2,' cfZ wi(s) wk(t), c~"'c = c~~ 
i,k=l 

der am Schluß von § 1 beschriebenen Gestalt gleichmäßig approximiert. 
Das dem obigen entsprechende Maximumproblem für die Integralformen 
]n(cp, q) = j j An(s, t) cp(s) cp(t) dsdt unter der Nebenbedingung (25} er
weist sich als gleichbedeutend mit dem entsprechenden Problem für 
eine quadratische Form von qn Veränderlichen Setzen wir nämlich 
(cp, wi) = Xi (i = 1, 2, ... , qn), so wird 

(28) 
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eine quadratische Form von x1 , x2 , ••• , Xq,., welche zu einem Maximum 
zu machen ist, während die Nebenbedingung (25) besteht. Nun ist nach 
der Besselschen Ungleichung in Kap. II, § 1 ,3, wenn wir sie auf rp (s) und 
das orthogonale Funktionensystem w 1(s), w2(s), ... , Wqn (s) anwenden, 

Qn 

(rp, rp) ~;2:xi; 
i=l 

die Variablen in der Form (28) sind also sicherlich der Bedingung 
Qn 1..' x~ <::: 1 unterworfen, und daher wird das Maximum der Form ange-

i=l Qn 

nommen, wenn 2: xi = 1 ist, da man sonst durch Multiplikation mit 
i= 1 

einem geeigneten Faktor den Wert von ]n(ffJ, rp) vergrößern könnte. 
Wir sehen also, daß wir gerrau die Fragestellung der Hauptachsen
transformation aus Kap. I vor uns haben. Das Maximum der Form wird 
angenommen für ein Wertsystem x1 , x2 , ••• , xq., für welches die 
Gleichungen 

(29) 
q. 

""'c("lx - v X ..:;;." ik k --- ~1 u i 
k=l 

(i= 1,2, ... ,qn) 

bestehen. Dabei wird der Proportionalitätsfaktor x1n gerade gleich 
fn(ffJ, rp). Dies bestätigt man, wenn man (29) mit xi multipliziert, nach i 

Qn. 

summiert und berücksichtigt, daß dann die rechte Seite wegen 2: xi = 1 
i=l 

gleich x 1 n wird, während die linke Seite die Form fn(ffJ, !fJ) ergibt. 
Verstehen wir unter x1 , x2 , ••• , Xq,. von jetzt ab dieses Wertsystem 
und setzen 

(/Jn(s) = x1 w1(s) + X2 w2(s) + · · · + Xqn wq.(s), 

wobei wegen der Orthogonalität der wv und wegen 2:xe = 1 die Re
lation N CfJn = 1 gilt, so besagen die Gleichungen (29) das Bestehen der 
Relation 

(30) 

und umgekehrt. Denn aus (29) folgt (30), indem wir mit wi (s) mul
tiplizieren, summieren und die Definition Xi = (rpn, wi) der Xi beachten, 
aus (30) aber folgt (29) durch Multiplikation mit wi (s) und Integration. 
Die Funktion (/Jn(s) ist also eine Eigenfunktion von An(s, t), welche 

1 
zum Eigenwerte p 1 " =' -- gehört: 

X'1 n -

(31) 

Nunmehr lassen wir n unbegrenzt zunehmen. Dabei muß x1 n gegen x 1 

konvergieren; denn aus der Relation 

I K(s, t) - An(s, t) I < f 
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folgt wegen der Schwarzsehen Ungleichung, wenn (cp, cp) :::; 1 ist und 
a und b die Integrationsgrenzen sind, 

Also stimmt bei hinreichend großem n der Wertevorrat von ]n(cp, cp) 
mit dem von ](cp, cp) beliebig genau überein, und dasselbe muß daher 
für die oberen Grenzen dieser beiden Wertevorräte gelten. Es existit>rt 
mithin auch lim fltn = p1 , so daß die fltn alle unterhalb einer festen 

n -->-oo 

Schranke liegen und wegen (31) nach § 1 die Funktionen Cfn(s) für 
alle n gleichmäßig beschränkt und gleichmäßig stetig sind. Nach 
unserem Konvergenzsatz können wir also eine Teilfolge cpn,, Cfn,, .•. 
auswählen, welche gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion ''ft(s) kon
vergiert. In· fn(Cfn, Cfn) = ~ln und (cpn, Cfn) = 1 ausgeführt ergibt 
dieser Grenzübergang die Relationen 

(32) 

(33) 

(34) 

V't(s) = p1jK(s,t)V'1(t)dt, 

(V'l• V'l) = 1' 

Die Funktion "f'1(s) löst also das Maximumproblem für die Form J(cp, cp); 
sie ist eine Eigenfunktion des Kernes K(s, t). Für jede beliebige (nicht 
normierte) Funktion 1p gilt daher die Beziehung 

(35) 

wie man durch Normierung sofort erkennt. 

2. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte. Um die 
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, verfahren wir 
am kürzesten folgendermaßen: 

Wir bilden die Funktion 

(36) K (s t) - K(s t)- V'x(s)tpx(t) 
(l) ' - ' fll 

und fassen sie wiederum als symmetrischen Kern auf. Nach dem 
eben erzielten Ergebnis können wir für sie das Maximumproblem 

J(lJ(cp, cp) = JJK(lJ(s,t)cp(s)cp(t)dsdt = Max. = )(2 = : 2 

unter der Bedingung (cp, cp) = 1 durch eine Funktion V'2(s) lösen, welche 
der homogenen Integralgleichung 

(37) 

genügt. Dabei setzen wir voraus, daß auch ] 11J(q;, cp) noch positiver 
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Werte fähig ist, so daß x2 > 0 wird. Wir schreiben die Gleichung (37} 
in der Form 

multiplizieren mit 11•1(s) und integrieren nach s, kehren in dem Doppel
integral die Integrationsfolge um und beachten (33); dann steht auf 
der rechten Seite Null, und es ergibt sich 

(38) 

d. h. die Eigenfunktion V'2 (s) ist orthogonal auf der Eigenfunktion 
tp1 (s). Daher ist auch 

(39) 

und demnach tp2(s) auch Eigenfunktion von K(s, t) und fJ-2 der zuge
hörige Eigenwert : 

(40) 

Wir können diesen Eigenwert und diese Eigenfunktion auch 
durch das folgende Maximumproblem charakterisieren: Es soll die 
Integralform J(rp, rp) zum Maximum gemacht werden, wenn die 
Funktion rp den Bedingungen (rp, (P) s 1 und 

(41) 

genügt. Da hierin durch die zweite Nebenbedingung der Wertevorrat 
der Integralform gegenüber dem Wertevorrat beim ersten Maximum
problem eingeschränkt ist, so kann das Maximum x2 nicht größer sein, 
als das frühere Maximum x:1 , d. h. es gilt x2 ~ x1 und 

(42} 

In derselben Weise können wir weitergehen, indem wir jetzt den Kern 

K(2l (s, t) = K(IJ(s, t) - 'P2~)_•P2(t) = K(s, t) - 'Pl(s) 'l'l(t) 'l'2(s) 'l'2(t) 
112 f'l 112 

bilden und das Maximum der Integralform 

f<2,(rp,rp) = JJK<2,(s,t)cp(s)cp(t)dsdt 

suchen, vorausgesetzt, daß diese noch positiver Werte fähig ist. Es 
ergibt sich dann gerrau wie oben als Lösung eine Funktion 'f/'3(s) und 

ein Maximalwert x3 = _!__, für welche die homogene Integralgleichung 
l'a 

'f/'3 (s) =: f-la/ K(s,t) tp3 (t) dt besteht und für welche die Orthogonalitäts-
relationen (tp3, tp1) = 0, ('f/13 , 'lf'2) = 0 gelten. Wir könnten diese Lösung 
ebenso durch das Problem erhalten, die ursprüngliche Integralform durch 
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eine zu 7p1 und 7p2 orthogonale normierte Funktion zum Maximum zu 
machen. Ebenso wie oben folgt fl 2 ~ fla· 

So fahren wir fort, und zwar unbegrenzt, wenn die dabei ent
stehenden Kerne K(l)• K(Z)• K<3J, ••• noch stets zu Integralformen Anlaß 
geben, die positiver Werte fähig sind; tritt aber in der entstehenden 
Reihe ein erster Kern 

(43) Kcm)(s, t) = K(s, t) -- 'P~'f1(tL- ... __ '!'d~lfmU) 
/ 11 / 1m 

auf, für welchen stets ](m)(cp,rp) c:: 0 ist, so brechen wir das Verfahren 
mit der Eigenfunktion 'lfJm(s) und dem Eigenwert flrn ab. 

Ebenso wie die positiven Eigenwerte und zugehörigen Eigenfunk
tionen können wir nun auch eine Reihe von negativen Eigenwerten und 
zugehörigen Eigenfunktionen: fl-1• fl-2• .. . ; 'lfJ-t(s), 1P-2(s), ..• er
halten, falls die Integralform J (cp, cp) negativer Werte fähig ist. Wir 
brauchen dazu nur die den oben gestellten Maximumproblemen ent
sprechenden Minimumprobleme zu betrachten. So gelangen wir zu einer 
unendlichen oder abbrechenden Folge von negativen, nie zunehmenden 
Eigenwerten 

(44) 

und zugehörigen, zueinander orthogonalen Eigenfunktionen 'P _1 (s), 
'P _ 2 (s), . . . Die Eigenfunktionen 'lfJ -h (s) sind orthogonal zu den 
Eigenfunktionen ·rpk(s); wir können dies direkt aus den beiden Glei
chungen 

uh'lfJh(s) ==)K(s,t)lfJh(t)dt, 

'LklfJ -k(s) = fK(s,t)'lfJ-k(t) dt 

schließen, indem wir die erste mit 1p -k(s), die zweite mit lfJh (s) multi
plizieren, sodann beide voneinander abziehen und integrieren; unter 
Beachtung von K(s, t) = K(t, s) erhalten wir 

(xh-x-k)(lfJh,'lfJ-k) = 0, 

was wegen xh oJ= x_k die behauptete Orthogonalität bedeutet. 
Das Ergebnis unserer Überlegungen können wir auch formulieren, 

indem wir die sämtlichen so gefundenen positiven und negativen Eigen
werte nach steigendem absoluten Betrage anordnen und in dieser Reihen
folge mit 11 , l 2 • l~, . . . bezeichnen; es wird dann 

(45) 

Nennen wir die zugehörigen Eigenfunktionen rp1(s), rp2(s), rp3(s), 
so können wir sagen: Wir erhalten den ersten Eigenwert 11 

des Kernes K(s, t) als reziproken Wert der Integralform J(cp, rp) für 
diejenige Funktion rp(s), für welche der Betrag I J(rp, cp) I bei der Neben-
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bedingung (t:p, t:p) < 1 das Maximum annimmt; diese Funktion ist die 
erste Eigenfunktion t:p(s) = cp1(s). Der n1e Eigenwert An ist der rezi
proke Wert der Integralform J(t:p, t:p) für diejenige Funktion cp(s), für 
welche der Betrag I ](cp, t:p} I unter den Nebenbedingungen (t:p, t:p) ~ 1 , 
(t:p, 'Pi) = o, (i = 1, 2, ... , n - 1) das Maximum erreicht; diese Funk-

. 1 t E tion cp(s) = 'Pn(s) ist die zu An = -, gehörige Eigenfunktion. benso 
"" können wir 2,. erhalten, indem wir für die zum Kerne 

n-1 
K' = K(s t) - ""'IJ';(s) 11'..!._(!2 

<11-l) , .::;_.· A· 
i =1 • 

gehörige Integralform 

T,. -ll(t:p, t:p} = 1/ K~n--l)(s, t) t:p(s} cp(t} d s d t 

das Maximum des absoluten Betrages lediglich unter der Bedingung 
( t:p, t:p) ::::: 1 aufsuchen. 

Die Eigenfunktionen t:p1(s), t:p2(s), ... bilden ein normiertes, ortho
gonales Funktionensystem. Die Reihe der Eigenwerte bricht mit dem 
Eigenwert ln = ~ ab, wenn von da ab die Werte "~+I, "~+2, 

Xn 

Null werden. In diesem Falle muß der Kern K(s, t) ausgeartet sein 
und die Form haben 

n 
(46) K(s,t) = ~q>;(slq>;(t). 

i=l l 

n 
Denn dann muß der Kern K(s, t) - ~q>;(s~~~(t) = K(s, t) nach der 

i=l • 
Bemerkung auf 5.108 identisch verschwinden, da das Maximum und das 
Minimum der· zugehörigen Integralform 

j((p, cp) = J.f K(s, t) rp(s) cp(t) dsdt 

beide gleich Null sind. Also: Ein Kern, der nur endlich viele Eigenwerte 
und Eigenfunktionen besitzt, ist ausgeartet. Umgekehrt besitzt ein aus
gearteter Kern nur endlich viele Eigenwerte und Eigenfunktionen. Denn 
\\>ir haben oben erkannt, daß das Problem der Eigenwerte eines solchen 
Kernes äquivalent dem Eigenwertproblem einer quadratischen Form 
ist, bei dem ja nur endlich viele Eigenwerte auftreten. 

Wir nennen einen Eigenwert ).i mehrfach, und zwar r-fach, wenn 
genau r Eigenwerte gleich Ai, alle anderen aber von l, verschie
den sind; jede normiert~:: lineare Kombination von zugehörigen Eigen
funktionen ist dann wieder eine Eigenfunktion. Jeder Eigenwert 
kann nur eine endliche Vielfachheit haben; diesen schon im § 1 
bewiesenen Satz können wir mit einer wichtigen Verfeinerung auch 
folgendermaßen gewinnen: Wir wenden in bezug auf das orthogonale 

Co ur an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 8 
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Funktionensystem T1 , T2 , rp3 , ••• die Besselsche Relation aus Kap. II, 
§ 1, 3 an, indem wir schreiben 

(47) 

oder 

JK(s,t) 2 dt :::::i?1_(fK(s,t)Ti(t)dt) 2 

(48) J.K(s, t)2 d t > i: <p,.(:) 2
• 

i=l A, 

Dies enthält einmal die Tatsache, daß die aus lauter positiven 
Gliedern bestehmde Reihe 

(49) T(s) = .i;"P;(:l2 
i= 1 ;,, 

konvergiert; zweitens folgt, wenn wir die Beziehung nochmals nach s 

integrieren, wegen (Ti• Ti) = 1 
(X) 

(50) 
"" 1 

jjK(s,t) 2 dsdt > J; X't. 
•=1 

Somit erkennen wir, daß die Summe der reziproken Quadrate der 

Eigenwerte konvergiert; die Eigenwerte können also im Endlichen ge
wiß keine Häufungsstelle besitzen und müssen, wenn sie in unendlicher 
Anzahl vorhanden sind, absolut genommen über alle Grenzen wachsen. 

Hieraus folgt, daß wir in den oben definierten Eigenwerten J.i 
und Eigenfunktionen fPi die Gesamtheit der Eigenwerte und Eigen
funktionen vor uns haben. Es genügt, den Satz für nicht ausgeartete 
Kerne zu beweisen. \Väre a ein anderer Eigenwert und x eine zu
gehörige Eigenfunktion, so müßte zufolge der obigen Schlußweise x 
orthogonal auf allen fPi stehen, also insbesondere bei beliebigem n 
auf Tl, rp2 , ••• , rp". Es müßte also wegen der Maximumeigenschaft 

der Funkt~on Tn+l die Bezieh~n~ I J(x, x) I ~ I ;,n~l I gelten und 

J(x,x) =I K(s. t) x(s) x(t) dsdt =-I x(t} 2 dt = o sein, woraus x(t) = o 
• a. 

folgen würde. 
Wir schließen an unsere Ergebnisse noch einige später zu verwen

dende Bemerkungen an: 
Verstehen wir unter 1J1(s), 172(s), .•• ; C1(s), C2(s), ... zwei Folgen 

von stetigen (oder stückweise stetigen) Funktionen, deren Normen 
N1J,., NC" unterhalb einer festen Schranke M liegen, so gilt für den 

K , ( K ) ~ <p,(s) tpJt) d' I . ern K!nl s, t) = (s, t - ";;;;.., ·· · · r-· 1e Re atwn 
i=l i 

(51) !im](n)(l]n,Cn) = lim jjK(n)(s,t)1J"(s}C"(t}dsdt = 0 
n-·).-oo n-)1-oo 

gleichmäßig in dem Sinne, daß die Kleinheit der linken Seite außer 
von M nur von cler Wahl von n abhängt. 
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In der Tat ist infolge dt'r Sfaxinmmcigenschaft der Eigenwerte und 

Eigenfunktionen 

I J~((n, (n) I ;S ·JT.1- J Af, 
"'1o+t 

woraus sich wegen i ),n .. cx und 

j(lj + (, 1) -i :) c j(Jj 1)) 1 2](1), () --f- j((, () 

sofort die Behauptung ergibt. 
Weiter bemerken wir: Ein Kern ist dann und nur dann positiv 

definit, wenn alle seine Eigenwerte positiv sind. 
Dann und nur dann besitzt nämlich die Integralform ]((p, q:>) kein 

negatives Minimum und ist somit überhaupt negativer Werte nicht fähig. 
Schließlich: Alle Eigenwerte eines reellen symmetrischen Kernes 

sind reell. Der Beweis dieser Behauptung wird sich zwar in § 5 ganz 

von selbst ergeben; wir wollen ihn aber doch schon hier auf eine andere 

direkte Weise führen. Der Satz besagt mit anderen Worten, daß es 

keine komplexe Zahl }, = p .;_ i q mit zugehöriger komplexer Funktion 

q:>(s) = 'l'(s) + i x(s) von s gibt (wobei 'P und X reelle, nicht identisch 

verschwindende Funktionen sincl), so daß cp(s)=ljK(s,t)cp(t)dt 
ist. Von den konjugierten Größen ,t cp müßte dann nämlich auch 

cp = 2 j K(s, t) cp(t) d t gelten. Dann aber ergibt sich wie oben, wenn 
}, - A. = 2 i q : 0 ist, die Orthogonalitätsrelation 

( cp(s) ip(s) ds = /('!' 2 + X2) ds = 0, d. h. 'P = 0, X = 0, 

was rp = 0 zur Folge hat. Hierin aber liegt ein Widerspruch zu cler 

Annahme, von der wir ausgingen. 

3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Genau 

wie bei den quadratischen Formen in Kap. I können wir auch hier eine 

direkte Definition des Eigenwertes An bzw. fln oder JLn und der zuge

hörigen Eigenfunktionen durch ein Maximum-Minimum-Problem geben. 

Wir betrachten etwa die positiven Eigenwerte ,u,. des Kernes K(s, t) 
und nehmen an, daß es mindestens n gebe. Dann stellen wir das Problem, 

J(q:>, cp) zum Maximum zu machen, wenn cp(s) außer der Bedingung 

(rp, rp) ~· 1 noch den n -- 1 Bedingungen 

(52) (cp,vi) = (), (i ,~ 1, 2, ... , n -1) 

genügt, wo v1 , v2 , ••. , Vn- 1 irgenuwelche gegebene stetige Funktionen 

sind. Wir lassen es, obvvohl der Beweis nach dem obigen Muster leicht zu 

1) Daß N(17 11 + ~-,.) = (>J,., >J,.) + ((n, Cn) + 2 (fJ,., C,.)- 4 M ist, folgt un

mittelbar mit Hilfe der Schwarzscb .. 'n TTngleichung. 
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führen ist, dahingestellt, ob die jedenfalls vorhandene obere Grenze 
von ](cp, cp) wirklich für eine der zugelassenen Funktionen angenommen 
wird. Jedenfalls ist diese obere Grenze irgendwie von der Wahl der 
Funktionen v1 , v2 , ••• , Vn -1 abhängig; wir bezeichnen sie deshalb mit 
~n {v1, V2, . ·., Vn-1}. Speziell für vi = 1Jli wird nach unseren obigen 
Sätzen Xn {vi} = Xn, und diese obere Grenze wird angenommen für 
'P = 1Jln (s). Wir behaupten nun, daß für jedes Funktionensystem 
vl, V2 , ••• , Vn-1 gilt 

Xn {vi} ::::0: Xn. 

Zum Beweise bilden wir durch lineare Kombination der Funktionen 
1p1 , 1p2 , ••• , 1Jln eine Funktion cp(s) = C1 1p1(s) + · · · + Cn 1Jln(s). Indem 
wir cp(s) den Bedingungen (cp, cp) = 1 und (52) unterwerfen, verlangen wir 

n ....... .::...Ci = 1, 
i= 1 

n 
2: ci(1Jli, vh) = 0 (h = 1, 2, ... , n- 1) . 
i= 1 

Dieses aus n- 1 homogenen linearen Gleichungen für die n Unbe
kannten ci und einer Normierungsbedingung bestehende Gleichungs
system können wir ste:ts befriedigen. Setzen wir die so gefundene 
Funktion cp(s) in ](cp, cp) ein, so erhalten wir 

n 

](cp, cp) = L, ci cd(1Jli, 1Jlk), 
i,k=l 

also wegen ] ( 1Jli, 1Jli) = __1_, ]( 1Jli• 1Jlk) = 0 für i =!= k 
flj 

Das Maximum von ](cp, cp) ist erst recht mindestens gleich Xn, und 
wir erhalten das Resultat: Der nte positive Eigenwert von K(s, t) ·ist der 
kleinste Wert, welchen das Maximum oder die obere Grenze von ](cp, cp) 
annehmen kann, wenn die Funktion !Jl(s) außer der Bedingung (!p, cp) = 1 

noch n- 1 Bedingungen der Form (52) unterworfen ist und dieses Maxi
mum in seiner Abhängigkeit von den Funktionen v1 , v2 , ••• , Vn- 1 be
trachtet wird. Das Minimum dieses Maximums wird angenommen für 

V1=1fl1, ... ,Vn-1=1fJn-1 und rp=1fln· 
Ganz entsprechend werden die negativen Eigenwerte und die zu

gehörigen Eigenfunktionen 1p -n durch das Maximum des Minimums 
von ](cp, cp) bei den entsprechenden Bedingungen definiert. 

Schließlich kann man auch den Eigenwert An und die zugehörige 
Eigenfunktion fPn durch das Minimum des Maximums des absoluten 
Betrages von J(rp, rp) bei einer entsprechenden Anzahl von Nebenbedin
gungen definie~en, wofür der Beweis dem Leser überlassen bleiben kan11. 

Aus den Maximum-Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte folgt 
unmittelbar der Satz: Addiert man zu einem Kern K(s,t) einen positiv 
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definiten Kern K+(s,t) bzw. einen negativ definiten Kern K-(s,t), so ist 
jeder positive und negative Eigenwert des Kernes K + K+ bzw. K + K
nickt kleiner bzw. nicht größer als der entsprechende Eigenwert des 
Kernes K 1). Der Beweis ergibt sich durch dieselbe Überlegung wie in 
Kap. I, § 4· 

§ 5. Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen. 

I. Der Entwicklungssatz. Wenn wir wüßten, daß der Kern, ent
sprechend der Hauptachsentransformation einer quadratischen Form2), 

eine Reihenentwicklung 

(53) K(s, t) = i''Pi(s~q>i~t2 
i=l ' 

zuläßt, wobei die Reihe rechts in jeder der Variablen gleichmäßig 
konvergiert, so wäre damit für jede Funktion g(s) der Form 

(54) g(s) = J K(s, t) h(t) dt, 

wobei h(t) irgendeine stetige oder stückweise stetige Funktion ist, die 
Reihenentwicklung 

(55) g(s) = .L; g; ff'i(s), 
i= 1 

als gültig bewiesen, wie wir schon in Kap. II, § 11 sahen. Der Umstand, 
daß wir die Relation (53) nicht allgemein als gültig nachweisen können, 
nötigt uns beim Beweise der allgemeinen Gültigkeit der Entwicklung 
für g(s) zu einem kleinen Umweg. Es seien h; = (h, cp;) die Entwick
lungskoeffizienten von h in bezug auf das Orthogonalsystem cp1 , cp~, ••• , 
g(s) eine nach (54) durch h(s) "quellenmäßig dargestellte" stetige Funk
tion und 

(56) 
h. 

g; = (g, cp;) = i. 
die Entwicklungskoeffizienten von g. Wegen der Besselschen Un

gleichung konvergiert die Reihe i: h~. Gemäß Gleichung (49) und (49') in 
i-1 00 

§ 4, 2 konvergiert die Summe-T = .L; '1";1~) 2 und ist gleichmäßig in s 
i=l • 

beschränkt. Nach der Schwarzsehen Ungleichung ist nun 

[ hn 'P~l + ... _j_ ~'" tpm0]_]2 < (h" + ... + h2 ) (_2'n(s)2 + ... _;_ 'Pm{sf_) 
},n ' ) . ." ~~ n m l! ' }.;, • 

1 ) Vgl. Weyl, H.: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte 
linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie 
der Hohlraumstrahlung) Math. Ann. Bd. 71, S. 441-479. 1912. 

2 ) Vgl. Kap. I, § 3. 
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Also wird, da der Rest h~ + · · · + h~, beliebig klein ist, sobald nur n 
hinreichend groß geworden ist, und da ({'__~~5 ) 2 + . . . + '1'':~:) 2 unterhalb 

1.11 ).111 

einer festen Schranke M bleibt, die Reihe 

absolut und gleichmäßig konvergieren. Ihre Summe 

n 
y(s) = lim :f: gi lp;(s) = lim J'n(s) 

n-)o-oo i=l n-+0() 

ist eine stetige Funktion VOI'). s. Wir haben zu zeigen, daß y(s) mit g(s) 
identisch ist. Zu diesem Zwecke bilden ·wir 

I<(n)(s, t) = K(s, t) -.i,"f:'i~s). 'Pi(t) 1
) 

i= 1 1·i 

g(s) --- Yn(s) ==-~JK(n)(s, t) h(t) dt, 

multiplizieren diese Gleichung mit einer willkürlichen stetigen Funk
tion w(s) von s und integrieren nach s. Wegen der Relation (51) aus 
§ 4, 2 wird für wachsendes n in der Relation 

jw(s) (g(s)- Yn(s)) ds = J}Iic")(s, t) h(t) w(s) ds dt 

die rechte Seite gegen Null konvergieren, so daß wir wegen Yn(S) c)>- y(s) 

/w(s) (g(s) - y(s)) d s = 0 

erhalten. Diese Gleichung soll für eine willkürliche Funktion w(s) be
stehen, also auch für w(s) = g(s) - y(s). Aus der Stetigkeit von 
g(s) - y(s) folgt aber, daß die Gleichung (g- y, g- y) = o nur dann 
bestehen kann, wenn g(s) - r(s) identisch Null ist, wie wir beweisen 
wollten. Damit haben wir den fundamentalen Entwicklungssatz erhalten: 

Jede durch Vermittlung einer stückweise stetigen Funktion h(t) in der 
Form (54) quellenmäßig darstellbare stetige Funktion g(s) ist nach den 
Eigenfunktionen von K(s, t) in eine gleichmä,Big und absolut konvergente 
Reihe entwickelbar. 

2. Auflösung der inhomogenen linearen Integralgleichung. Al~ 
wichtigste allgemeine Anwendung dieses Satzes leiten wir die Formel 
für die Auflösung der inhomogenen Integralgleichung 

(57) f (s) = tp(s) - Je /K(s, t) cp(t) d t 

1 ) vVir bezeichnen so von nun ab diese früher (S. 113) mit K(11 , bezeichnete 
Funktion. 
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ab. Dabei setzen wir zunächst voraus, daß der Parameterwert l mit 
keinem der Eigenwerte li identisch sei. Nehmen wir an, die stetige 
Funktion cp(s) mit den Entwicklungskoeffizienten ( rp, rp;) löste die Integral
gleichung, so müßte die Funktion rp(s) - f(s) = g(s) sich nach dem 
Entwicklungssatze, angewandt für h(t) = ). rp(t), in eine gleichmäßig 
und absolut konvergente Reihe 

(58) ds) = rp(s)- f(s) = .1:Cif/Ji(s) = l {K(s, t)qJ(t)dt, 
•= 1 • 

entwicktln lassen, wobei c; = (g, q•;) ist. Andererseits muß zufolge (58) 

sem, woraus 

(59) 

c, = (g, cp;) = ;._((K(s, t) Cf'i(s) cp(t) d s d t 

= ~-. (rp;. cp) = ~-(rp;,/) + ~(rp;, g) 
/.1 Ai Al 

. J. 
Ci= Ii' -, 

Ai- A 

folgt. Vv'ir würden also für rp die Reihenentwicklung 

{60) -~ /; 
rp(s) = f(s) + A..:::,. ;. . .=. J. rp;(s) 

i::;:;; 1 l-

erhalten, welche die Lösung von (57) darstellen muß. Daß dies wirklich 
so ist, erkennt man folgendermaßen: Erstens konvergiert die Reihe 
absolut und gleichmäßig, wie man genau nach dem obigen Muster 
beweist. Man braucht nur zu beachten, daß für hinreichend große i 

bei beliebigem /. jedenfalls ll; - l i > l{J gilt, so daß wir, abgesehen 

von Anfangsgliedern, in der Reihe 2111 .,i'~tdf;'(sL eine Majorante 
i:::: 1 ' I 

erhalten. Jeren gleichmäßige Konvergenz oben bewiesen ist. Setzt man 
dann die Reihe (60) in (57) für rp(s) ein, so bestätigt man unmittelbar, 
daß die Gleichung (57) erfüllt ist. 

Diese Auflösung versagt in Übereinstimmung mit der Theorie von 
§ 3 nur dann, wenn l = l; ein Eigenwert ist; sie bleibt in diesem Falle 
noch gültig, wenn /( s) die Bedingungen /; = (f. f/Ji) = 0 ( i = 1, 2, 3, ... ) 
erfüllt. Da nach den Sätzen von § 3 die Integralgleichung (57) für ge
wisse Funktionen f(s) keine Lösung haben darf, wenn ;, ein Eigenwert 
ist, so kann es also außer unseren Werten l; keine weiteren Eigenwerte 
des Kernes geben. Unsere Behauptung, daß alle Eigenwerte eines sym
metrischen reellen' Kernes reell sind, ist damit von neuem, unabhängig 
von den Ausführungen auf S. 115, selbstverständlich gemacht. 
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3. Die Bilinearformel für die iterierten Kerne. Eine weitere An
wendung des Entwicklungssatzes machen wir, indem wir h(a) = K(a, t) 
setzen. Dann erhalten wir für den "iterierten Kern" 

K<2>(s, t) = J K(s, a)K(a, t)da 

die Entwicklung 

K<2>(s, t) = ~9';Y) J K(a, t) (/Ji(a) da 
i=l I 

oder 

(61) 

Ebenso ergeben sich für die weiteren iterierten Kerne 

KC3l(s, t) = J K<2>(s, a) K (a, t) da 

= {j K(s, a1) K( a1 , a2 ) K(a2, t) d a1 d a2 , 

K(n)(s, t) = J K(n-l)(s, a) K(a, t) da 

= J .. .J K(s, a1) K(a1 , a2) ... K(an_ 1, t) d a1 ... d On- 1 

die Entwicklungen 

(62) (n = 2, 3, ... ) , 

welche alle absolut und gleichmäßig in s und in t und, wie sich in 
Nr. 4 ergeben wird, auch gleichmäßig in beiden Variablen konvergieren. 

Wegen (61) gilt jedenfalls die Gleichung 

K (2) ) ~ tp;(s)B 
(s, s = ~ -----;y-, 

i=l i 

also 
n 2 

lim (K<2l(s, s) - ~ 'P;~) ) = 0. 
n~oo i=l Ä; 

Das heißt aber, es ist 
n 

(63) n~~j[K(s,t)-6 <p;(sLtp;(t) ]2 dt = o. 

Falls die Reihe l; <p;(s~:;(t) bei festem s gleichmäßig in t konvergiert, 
i=l • 

also bei festem seine stetige Funktion H(s, t) von t darstellt, muß daher 
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K = H sein. Denn dann können wir in (63) den Grenzübergang unter 
dem Integralzeichenausführen und erhalten j[K(s, t)- H(s, t)J2dt = 0, 
woraus K - H = 0 folgt. 

4. Der Mercersche Satz1). Es liegt in der Natur der Sache, daß man 
die Gültigkeit der Formel (63) als Ersatz für die Gleichung (53) betrachten 
muß, da man (62) erst von n = 2 ab allgemein beweisen kann. Dagegen 
können wir für einen wichtigen Sonderfall folgenden Satz aussprechen 
Wenn K(s, t) ein definiter, stetiger, symmetrischer Kern ist oder nur 
endlich viele Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat, dann gilt 
die Entwicklung (53), und zwar konvergiert sie absolut und gleichmäßig. 

Zum Beweise nehmen wir zunächst an, K(s, t) sei positiv definit, 
also alle Eigenwerte lci positiv. Ferner schicken wir die Bemerkung vor
aus, daß für jeden positiv definiten stetigen Kern H(s. t) die Beziehung 
H(s, s) > 0 gilt. Wäre nämlich H(s0 , s0) < 0, so gäbe es eine Um
gebung der Stelle s = s0 , t = s0 , etwa I s- s0 I~ E, I t- s0 I~ E, so 
daß in diesem Gebiete überall H(s, t) < 0 ~l Dann definieren wir die 
Funktion rp(s) durch qJ(s) = 1 für I s - s0 I :s=: E, dagegen rp(s) = 0 
außerhalb dieses Intervalles. Für diese Funktion gilt sicherlich 

J J H(s, t) rp{s) rp(t) d s d t < 0 

entgegen der Voraussetzung, daß H positiv definit ist. Wenden wir das 

f d . . d f' . K H K( ) ~.p.(s).p;(t) Resultat au en positiv e miten ern = s, t - ..:;_. ~-T~ 
an, so erhalten wir i= 1 ' 

~, .p;(s)2 
K(s, s)- ..:;_. --;.~.~ > 0. 

i=l z 

Daher konvergiert die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 

i; IP;~se für jeden Wert von s. Wegen der Relation 
i= 1 t 

(I)?~ <fJn:t) + ... + <p:) <fJm(f))2 
, Pn VAn Pm Ylm 

~ ("'~(s)2 + ... + 'f'm(s)2
) ( 'Pn(t)2 + ... + '7'm(tl2

) 
An 2m An 2m 

· ) · 1 h d' R 'h ~ cp,(s) <p;(t) (Schwarzsehe Ungleichung konvergiert a so auc Ie ei e ..:;_. J. 
i= 1 l 

absolut, und zwar bei festem s gleichmäßig in t und bei festem t gleich-

. . . . ~rp;(s)tp;(t) . . f . mäßig m s; die Funktwn H = ..:;_. _T ___ Ist also bei estem s stetig 
i=l l 

1) Mercer, T.: Functions of positive and negative type and their connection 
with the theory of integral equations. Trans. London Phil. Soc. (A) Bd. 209, 
s. 415--446. 1909. 



122 III. Theorie der linearen Integralgleichungen 

in t und umgekehrt. Wir haben also dem Obigen zufolge identisch 
H=K. 

Schließlich überzeugen wir uns noch davon, daß diese Reihe auch 
in beiden Variablen zugleich gleichmäßig konvergiert; hierzu genügt 
es nach den oben stehenden Abschätzungen, die Gleichmäßigkeit der 

K d R 'h ~ tp;(s)2 h . ur ( ) . b onvergenz er e1 e ..:::;_. f nac zuweisen. negen 53 1st a er 
00 2 i=l ~ 

'"'' tpt(s) K( ) d K ) . . . F k . N ·1 ~ 1~ = s, s, un (s, s 1st eme stetige un tlon. un g1 t 
i= 1 t 

der Satz1): Wenn eine Reihe von positiven, stetigen Funktionen einer 
Variablen gegen eine stetige Funktion konvergiert, so konvergiert die 
Reihe in dem betreffenden Intervall gleichmäßig. Die Anwendung 
dieses Satzes liefert unmittelbar das behauptete Resultat. 

Das Auftreten endlich vieler negativer Eigenwerte kann an der 
Konvergenz der Reihe (53) nichts ändern, da der Kern nach Abtren-
nung der zu negativen Eigenwerten gehörigen Terme p;(s). tp;(t) positiv 

/,i 

definit wird. Somit ist unser Konvergenztheorem in vollem Umfange 
bewiesen. 

§ 6. Die Neumannsehe Reihe und der reziproke Kern. 
Die oben dargelegte Theorie der Integralgleichungen liefert uns 

zugleich eine Auflösungsmethode, indem sie uns einen Weg weist, die 
Lösungen wirklich mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. (Siehe 
auch § 8.) Sie gibt uns jedoch die Lösungen nicht in einer eleganten 
geschlossenen Form, wie es bei der Gleichungstheorie in Kap. I ausge
führt wurde. Zu einer solchen expliziten Auflösung können wir aber 
auch hier ganz analog wie in Kap. I gelangen. Wir schreiben die Inte
gralgleichung ( 1), indem wir rechts für cp(t) wieder denAusdruck aus ( 1) 
einsetzen und so fortfahren, mit Hilfe der iterierten Kerne in der Gestalt 

1/'(s) = j(s) + )}K(s,t)l(t)dt -i- J. 2/K<2l(s,t)qJ(t)dt 

= I (s) + 2 (K(s, t) I (t) d t + 1.2 (KC2l(s, t) I (t) d t + 23 ( K<3l(s, t) 1p(t) d t 
' . -

und erkennen hieraus ebenso wie in Kap. I, daß die Lösung durch die 
unendliche Reihe 

(64) qJ(s) = I (s) + 2jK(s, t) I (t) d t -- i.2 j'K<2l(s, t) I (t) d t + ... 
gegeben wird, falls diese Reihe gleichmäßig konvergiert. Setzen wir et\Yas 
weitergehend die gleichmäßige Konvergenz des Ausdrucks 

(65) K(s, t) = K(s, t) + ). E' 2l(s, t) + },2 K(3)(s, t) + ... 
1) Vgl. S. 61 Anm. 
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voraus, so stellt sich die Lösung der Integralgleichung ( 1) 

f (s) = rp(s) - i, {K(s, t) rp(t) d t 

durch die "reziproke Integralgleichung" 

(66) rp(s) = f(s) + 2(K(s, t)j(t)dt 

dar. Wir nennen darum die Funktion K(s, t) = K(s, t; i.) auch den 
lösenden Kern oder die Resolvente. 

Die Reihe (64) oder (65) bezeichnen wir als die Neumannsehe Reihe. 
Sie konvergiert jedenfalls für hinreichend kleine \Verte von 2, z. B. für 

.2 < ,~1 , wo M eine obere Schranke für den Betrag von K(s, t) ist. Der 

lösende Kern ist also für hinreichend kleine A. eine analytische Funk
tion von A.. Wie man durch Einsetzen sofort einsieht, genügt er den 
folgenden Relationen: 

(67) K(s, t; },) = K(s, t) + l { K(a, s) K(t, a; 2) da 1 
K{s, t; 2) = K(s, t) ..;_ A. j K(s, a) K(a, t; 2) da 

•' 

K ( s, t ; 2) K ( s, t ; X) = ( 2 -· 2') ( K ( s, a ; J.) K ( a, t ; 2') d a . 

Ist der Kern K(s, t) symmetrisch, so können wir dem lösenden 
Kern sehr leicht eine höchst bemerkenswerte Form geben, welche die 
Art der analytischen Abhängigkeit der Funktion K von 2 in Evidenz 
setzt. Indem wir für die symmetrischen Kerne K(2l(s, t), K<3l(s, t), ... 
die Entwicklungen (62) beachten, erhalten ·wir nämlich durch Sum
mation der in (65) auftretenden geometrischen Reihen sofort 

(68) K . ') -- K( ) r • ":.,'Pi(s) q;,(t) 
(S, f, /, -- S, t T A 61. f;(l~_:__-l) . 

Hierbei konvergiert, wie eine Überlegung ganz analog zu der in§ 5,1 
und§ 5, 2 durchgeführten zeigt, die Reihe rechts für jeden Wert J.., der 
kein Eigenwert ist, und zwar gleichmäßig in s und t. 

Die zunächst nur unter Voraussetzung der Konvergenz der 
l~eihe (65) bewiesene Relation (68) gibt die analytische Fortsetzung der 
Resolvente K(s, t; 2) in die ganze ),-Ebene, wobei die Eigenwerte }.i 

sämtlich als einfache Pole erscheinen. Wir haben somit in (68) die Par
tialbruchzerlegung der Resolvente und können unser Ergebnis so aus
sprechen: Die Resolvente ist eine meromorphe Funktion von ), , die in 
den Eigenwerten der Integralgleichung einfache Pole besitzt. Ihre Residuen 
im Pole },i liefern die zu diesem Werte gehörigen Eigenfunktionen. 

Nach den Sätzen der allgemeinen Funktionentheorie muß sich die 
Resolvente K(s, t; },) als meromorphe Funktion in Form eines Quotienten 
zweier ganzer transzendenter Funktionen schreiben lassen, und man 
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muß erwarten, daß diese ganzen transzendenten Funktionen sich dun\:h 
solche überall konvergierende Potenzreihen ausdrücken lassen, deren 
Koeffizienten mit Hilfe des gegebenen Kernes direkt gebildet werden 
können. Im algebraischen Falle haben wir eine solche Darstellung in 
den Formeln aus Kap. I, § 2 vor uns. Die Vermutung liegt nahe, daß 
sich hier ganz analoge Formeln aufstellen lassen. Ferner dürfen wir er
warten, daß diese Formeln keineswegs auf den Fall symmetrischer Kerne 
beschränkt bleiben, sondern auch für beliebige stetige unsymmetrische 
Kerne gelten. Solche Formeln sind nun tatsächlich von Fredholm 
aufgestellt und zum Ausgangspunkt der Theorie gemacht worden. Wir 
wollen im nächsten Paragraphen zeigen, wie sich diese Fredholmschen 
Formeln naturgemäß herleiten lassen, indem wir wieder den Kern durch 
ausgeartete Kerne An(s, t) gleichmäßig approximieren und dann den 
Grenzübergang n ~ oo vollziehen1). 

§ 7. Die Fredholmschen Formeln. 

Da wir später keinen Gebrauch von den Fredholmschen Formeln 
machen werden, so wollen wir in den folgenden Ableitungen einige De 
terminantenzwischenrechnungen dem Leser überlassen 2). 

Wir benutzen wesentlich die Entwicklungen und Bezeichnungen von 
n 

Kap.I, §2. Für einen ausgearteten Kern K(s, t) = A(s, t) = L 1Xp(s} ßp(t) 
P=l 

geht die Integralgleichung l(s) = cp(s) - ;.j K(s, t) cp(t) dt in 

n 
(69) cp(s) = I (s) + ). LXP 1Xp(s) = I (s) + ). E(x, IX{s)) 

p=l 

über, wenn, wie früher, Xp = (cp, ßp) gesetzt wird. In den alten Be
zeichnungen YP = (/, ßp), kpq = (1Xq, ßp) erhalten wir dann für die Xp 
rlas Gleichungssystem 

(70) 

Dessen Lösung lautet 

E(x, u) = Ll(y, u; J.) 
LI(J.) 

1 ) Diese Methode ist zuerst von E. Goursat angewandt worden in der 
Arbeit: Sur un cas el€~mentaire de l'equation de Fredholm. Bull. Soc. math. 
France Bd. 35. S. 163-173. 1907. Vgl. auch Lebesgue, H.: Sur la methode 
de M. Goursat pour la resolution de l'equation de Fredholm. lb., Bd. 36. 
s. 3-19. 1908. 

2 ) Im übrigen vg!. man Kowalewski, G.: Einführung in die Determinanten
theorie. Leipzig 1909. 
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wonach (69) aufgelöst wird durch 

( ) Ll(y,c.:(s);l.) 
(71) tp(s) = f(s) +},Ex, e<(s) = f(s)- Ä.-J().) __ _ 

dabei ist 

mit 

0 Up, Up, ..• Uph 

Yp, kp,p, kp,p, · · · kPtPh 

L1h(y, u) = l; Yp, kp,p, kp,p, ..• kp,ph ' 

(71 ") 

kp,p, kp,p, .. • kPtPI• 

kp,p, kp,p, •.. kp,ph 

wobei p 1 , P2 , •.• , ph von 1 bis n laufen und P1 <P2 ~ • · • <h ist. 
Offenbar kann die Determinantensumme L1h(y, <X(s)) auch in der 

Gestalt JL1h[ß(t},e<(s)]j(t)dt geschrieben werden, so daß die Auf
lösung (71) der Integralgleichung die Form 

(72) tp(s) = /(s) +J.jK(s,t)f(t}dt 

mit der Resolvente 

(72') 

erhält. 
Man kann in den Formeln (71"), statt, wie angegeben, über die 

Kömbinationen der Indizes 1, 2, ... , n "zur h ten Klasse" zu sum
mieren, nach Division durch h! die Summe über alle Variationen, offen
bar auch mit Wiederholung, bilden. Nach dieser Bemerkung ergeben 
sich auf Grund einfacher Determinantensätze unter Beachtung der 
Definition von kpq die Formeln 

(73) 

D(s, t; A.) = L1(ß(t), e<(s); 2) 

c= D 0 (s, t) - : 1 D 1(s, t) Ä. + ~~ D2(s, t) Ä.2 - · · • 

(- 1)n-1 + (n~1}T Dn- 1(s, t) ,{n-l, 

D(Ä.) = LI(}.) 

= 1 - .!__ D 2 + .!__ D 22 - ••• + (=!X' D Ä." 
1! 1 21 2 nl n 



126 III. Theorie der linearen Integralgleichungen. 

mit den Abkürzungen. 

f" r A(s, t) A(s, s1) ... A(s, sh) I A(s1 ,t) A(s1 ,s1) ... A(s1 ,sh) 
Dh(s, t) = ... 

• ••••••••••••••••••• 0 ••• 

.. ~ A{sh, t) A(sh, s1) ..• A(sh, sh) 
(73') . (•! A(s1 ,s1) A(s1 ,s2) ... A(s1 ,sh) 

_ A(s2 ,s1) A(s2 ,s2) ... A(s2 ,sh) 
Dh- .. 

•-' I A(sh, s1) A(sh, s2) ..• A(sh, sh). 

Damit sind dieganzenrationalen Funktionen D(s, t; A.) und D(A.) von.t 
explizit durch den Kern ausgedrückt. Die Darstellungen (73) können 
formal auch als unendliche Reihen fortgesetzt werden, da, wie man leicht 

n 
sieht, für den ausgearteten Kern A (s, t) = 1: cXp(s) ßp(t) die Größen Dh 

p=l 

für h > n und die Dh(s, t) für h > n - 1 sämtlich verschwinden. 
Wird nun der beliebige stetige Kern K(s, t) durch eine Folge aus

gearteter Kerne gleichmäßig approximiert, so konvergieren die zuge
hörigen Ausdrücke (73') gegen die entsprechenden Determinanten des 
Kernes K(s, t). Die unendlichen Reihen 

1 D(s, t; A.) = D0(s, t) - : 1 D1(s, t) A. + · · · 
(74) 

D(2) = 1 - 1T D1(s, t)2 + ~! D2 22 - •• ·, 

wobei in den Ausdrücken (73') A durch K zu ersetzen ist, stellen für den 
nicht ausgearteten Kern K(s, t) ganze transzendente Funktionen dar. 
Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daß sie für jeden 
Wert von A. konvergieren. Ist für alle s, t stets I K(s, t) I< M, so wird 
nach der Determinantenabschätzung von H adamard (vgl. Kap. I, § 6, 1). 

I Dh(s, t) I ::;; y(h + 1)/lti Mh+ 1(b - a)h 

I Dh I :.(. 1/hh Mh(b - a)h. 
Da nun die Reihen 

i' Jl(li ;~1 )h+I Mh+l(b _ a)h :~ , 
h=O · 

für jeden Wert von A. konvergieren 1) und Majoranten für die Reihen der 

1 ) Es gilt nämlich,!! < ~:, da in der Entwicklung von eh das Glied ~~ vor

kommt. Daher ist die hte Wurzel aus dem Koeffizienten von lh in der Reihe 

rechts kleiner als _ll!_(b h~ al:_ und konvergiert also für h-+ = gegen 0, und das-

selbe gilt auch für die erilte der obigen Reihen. 
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absoluten Beträge der obigen I~eihen (74) sind, so ist die Behauptung 
erwiesen; aus ihr folgt sogleich, daß für jeden Wert von }. im Sinne 
gleichmäßiger Konvergenz 

lim Dn(s, t; },) JJ(s,t;i.). lim D11 (J.) = D (Je) 
n-+oo n->-= 

gilt, wobei sich die Größen mit dem Index n auf den nten approximie
renden ausgearteten Kern A 11 (s. t), die ohne Index auf K(s, t) beziehen 
Also wird auch, solange wir uns nicht in einer Nullstelle A = A; von D(J.) 
befinden, die Resolvente des Kernes K(s, t): 

1 . 
JJ0(s,!) -Ii D 1(s, t) 1. + . . . 

- --~-~ = hmK (s t·Jc) 
1 , 1 . 9 n ' ' ' 1 -- ---JJ A "- - V. 1.· - n-~"' 
1 ~ 1 2! 2 

(75) K(s, l; },) =-

und wir erhalten mit ihr auch für den beliebigen Kern K(s, t) die Auf
lösungsformel 

(76) cp(s) = f(s) _.._1./K(s.t;J.)j(t)dt. 

Die obigen Formeln nennt man nach ihrem Entdecker die Fred
holmschen Formeln. Es besteht offenbar die Beziehung 

(77) Dh=/D11 _ 1(s.s)ds. 

Ferner erwähnen wir, daß 1) 

(78) D'(}.) =c --! D (s, s; Je) d s, 

und für die m te Ableitung allgemein 

( ) }- - (Sl , So. . .• , Sm I ) 
(78') Dm(J.)=(-1)m ... /D .~l.s~ ...• ,Sm.A ds1 ds2 •.• ds", 

gilt, wenn wir 

(78") 

und 

( 78"') 

setzen. 

1) Vgl. Fredholm, I.: a. a. 0. 
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Wir fügen noch hinzu, daß man die Nulläsungen für die Nullstellen 
A. = A.i von D (2) erhält, indem man an diesen Stellen die Residuen 
der Resolvente K(s, t; 2) bildet. Der Beweis hierfür ist aus unseren 
Formeln leicht zu führenl). 

§ 8. Neubegründung der Theorie. 
Wir begnügten uns bei der Begründung der allgemeinen Theorie 

der Integralgleichungen mit der durch das Konvergenzprinzip aus 
Kap. II, § 2 gegebenen Gewißheit, daß aus der Schar der Lösungen 
der approximierenden Integralgleichungen eine gleichmäßig gegen eine 
Lösung der Integralgleichung konvergierende Folge herausgegriffen 
werden kann. Die gleichfalls schon in Kap. II eingeführten Begriffe des 
Unabhängigkeitsmaßes und der asymptotischen Dimensionenzahl einer 
Funktionenfolge bieten jedoch die Möglichkeit, die Integralgleichungs
theorie auf einem anderen Wege zu begründen und dabei die gesamte 
Mannigfaltigkeit der Lösungen der approximierenden Gleichungen hin
sichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften mit wachsender Approximation 
vollständig zu übersehen; da sich dabei auch sonst neue bemerkens
werte Gesichtspunkte und Resultate ergeben, so sollen die betreffenden 
Entwicklungen hier einen Platz finden. 

I. Ein Hilfssatz. Die Anwendung der in Kap. II, § 3, erläuterten 
Begriffe in der Integralgleichungstheorie beruht auf folgendem Hilfs
satz: Es sei 1p1(s), 'lf'2(s), ... eine Folge von Funktionen, deren Norm 
unterhalb einer festen Schranke M bleibt, und für welche im Sinne der 
gleichmäßigen Konvergenz die Relation 

(79) 'lf'n(s) - 2.{ K(s, t) 'lf'n(t) d t =,.. 0 

gilt. Dann bilden die Funktionen 'Pn(s) eine glatte Funktionenfolge von end
licher asymptotischer Dimensionenzahl r. 

Zum Beweise beachten wir, daß die Relation (79) auch dann be
stehen bleibt, wenn wir die Funktionen 'Pn(s) durch irgendwelche Funk
tionen Xn(s) ersetzen, wobei Xn(s) = x1 1fJn, + · · · + Xp 1fJnp eine mit absolut 
beschränkt bleibenden Koeffizienten x1 , x 2 , ••• , Xp gebildete lineare 
Kombination aus irgendeiner Anzahl p von solchen Funktionen 

der Folge 1fJn ist derart, daß die Indizes ni mit n zugleich ins Un
endliche wachsen. Gibt es nun unter den Funktionen 'lf'n(s) Gruppen 
von je r mit beliebig großen Indizes n, so daß dasUnabhängigkeitsmaß 
dieser Gruppe oberhalb einer festen Schranke iX bleibt, ist mit anderen 

1) Für die weiteren Einzelheiten über den formalen Apparat der Fredholm
schen Theorie vgl. Kowalewski, G.: Einführung in die Determinantentheorie. 
Leipzig 1909. 



§ 8. Neubegründung der Theorie. 129 

Worten die Dimensionenzahl der Folge mindestens gleich r, so können 
wir diese Gruppen jede in sich orthogonalisieren, wobei nach Kap. II, 

§ 3, 1, die auftretenden Koeffizienten unterhalb der Schranke f; bleiben. 

So erhalten wir Gruppen von je r zueinander orthogonalen normierten 
Funktionen Wn,i(s) (i = 1, 2, ... , r; n = 1, 2, 3, ... ), für welche die 
Limesgleichung 

(80) !~~(wn,i(s)- )./K(s, t) w"ß) dt) = 0 

besteht. Die gewohnte Schlußweise mit der Besselschen Ungleichung1) 

liefert 

.rr K(s, t)2 ds d t ~ i?tnJ K(s, t) w",i(t) dt ]2 d s, 

und infolge von (80) daher 

jj'K(s, t)2 d s d t ?.: r ).2. 

Damit haben wir eine Schranke für die Dimensionenzahl der Folge erhal
ten und diese Zahl als endlich erwiesen. Daß die Folge glatt ist, 
ergibt sich unmittelbar aus der gleichmäßig angenähert quellenmäßigen 
Darstellung (79). Erstens ist nämlich, wenn wir unter e,. eine mit wach
sendem n gegen Null strebende Zahl bezeichnen, wegen der Schwarz
sehen Ungleichung 

'lf'"(s)2 ~-; M l 2 JK(s, t)2 d t + e,., 

was die absolute Beschränktheit der 'lf'n (s) bedeutet. Zweitens folgt ebenso 
aus f (x1 'lf'n, + · · · + Xp 'lf'np)2 d s < e die Relation 

(x1 lJ'n, + · · · + Xp 1Pnv)2 =:=:; E A2J K(s, t)2 d t + e,. , 

womit die Funktionenfolge als glatt erwiesen ist. 
2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes. Wir wenden 

den bewiesenen Hilfssatz zunächst an, um die Eigenfunktionen eines 
symmetrischen Kernes K(s, t) zu erhalten, der durch die ausgearteten sym
metrischen Kerne A" (s, t) gleicbmäßig approximiert werde. Es seien wie 
früher ftf'>, p~l), •.• die positiven, ft{ll_i, ,uc~~ • ... die negativen Eigenwerte 
von A"(s, t), und 1pj">(s), '1/'~l)(s), ••• bzw. 'lf'c!'Hs), 'lf'{II_Hs), ••• die zuge
hörigen Eigenfunktionen. Mehrfache Eigenwerte sind dabei entsprechend 
mehrfach angeführt. Fernerseien wieder J"(q;, cp) = J J A,.(s,t)cp(s)cp(t) ds dt 
und J(q;, q) = J J K(s, t) rp(s) q:(t) d s d t die zu den Kernen A,.(s, t) bzw. 
K(s, t) gehörigen Integralformen, und es sei, wie wir voraussetzen dürfen, 

1 
](cp, rp) positiver Werte fähig. Es ist "t'> = f-lc;'> das Maximum von 

1) Vgl. § 4, 2 dieses Kapitels, S. 114. 

Cour an t ·Hilber t, Mathematische Physik. I. 9 
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für eine normierte Funktion; x1 = ~ sei die obere Grenze J,.(<p,<p) fll 

von ](<p, <p) unter derselben Nebenbedingung. Da die Werte von 
](<p, <p) und J,.(<p, q;) sich bei hinreichend großem n um weniger als 
eine feste beliebig kleine Zahl unterscheiden, muß lim p.~'> = f-l1 

n->-= 
sein. Es folgt also aus 1f'i">(s) - f-t\">J A,.(s, t) ".P~'>(t) d t = 0 wegen 
A,.(s, t) =~ K(s. t) die Beziehung 

(81) 1f'i">(s) - f-l1 j (Ks, t) 'tpt'>(t) d t -.- 0. 

Mithin bilden die Funktionen 1ptl) gemäß unserem Hilfssatz eine glatte 
Folge von endlicher, offenbar positiver Dimensionenzahl r 1) und defi
nieren daher nach Kap. II, § 3, eine lineare Funktionenschar mit den 
normierten Komponenten 1f'1,1(s), •.. , '~Pt,r(s), welche notwendig Lö
sungen der homogenen Integralgleichung 

1p1,i(s) = f-l1 j K(s,t) 1p1,i{t) dt, (i = I, 2, ... , r} 

also zum Eigenwert p 1 gehörige Eigenfunktionen von K(s, t) sind. 
Genau so erhält man die übrigen Eigenwerte und Eigenfunktionen 

des Kernes K(s, t). Es ist nämlich z. B. uY,'> = ~n> das durch geeignete 
flh 

Wahl der v1(s), v2(s), ... , vh_ 1(s) zu erreichende Minimum des Maxi
mums von J,.(<p, <p) unter der Nebenbedingung (<p, <p) = 1 und den 
weiteren Nebenbedingungen (q;, v.J = 0 (i = 1, 2, ... , h- 1). 

1 
Definieren wir wieder xh = - als die entsprechende untere Grenze 

flh 

der oberen Grenze von ] (q;, q;), so ist wegen der Nachbarschaft des 
Wertevorrats von J,.(<p, q;) zu dem von](<p, <p) wiederum limß~l) = f-th· 
Hieraus schließen wir auf die Relation n->-oo 

tp~'>(s) - flhj K(s, t) tp~n>(t) d t =~ 0, 

wonach die weiteren Folgerungen wie oben verlaufen. Um die negativen 
Eigenwerte und zugehörigen Eigenfunktionen zu bekommen, haben wir 
die entsprechenden Minimum- bzw. Minimum-Maximum-Probleme zu 
betrachten. Treten nur endlich viele Eigenwerte des einen oder anderen 
Vorzeichens auf, so ist bei der Aufsuchung derselben an der betreffenden 
Stelle abzubrechen, was keiner weiteren Ausführungen bedarf. 

3. Unsymmetrische Kerne. Auch im Falle der unsymmetrischen 
Integralgleichung (1) liefert die jetzige Methode gegenüber der früher 
augewandten eine Vereinfachung und Vertiefung. Es genügt hier 
ein kurzer Hinweis unter Benutzung der alten Bezeichnungen. Im 
Falle I mögen die (! 11 und c,. so beschaffen sein, daß für alle n die 

1) Das Verschwinden von r würde mit der Normierung der Funktionen 'Pr;> (s} 
im Widerspruche stehen. 
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Norm c~ unterhalb der Schranke M bleibt. Dann gilt für die Differenz 
en- (!m = Cnm ebenfalls, daß ihre Norm unterhalb einer Schranke, 
nämlich 4 M, bleibt. Ferner ist gleichmäßig 

lim i Cn, m(s) - A. j K(s, t) Cn,m(t) d t] = o, 
n,m----+ool 

und daher besitzt nach unserem Hilfssatz jede Teilfolge der Doppel
folge Cn, m, bei welcher zugleich n und m über alle Grenzen wachsen, eine 
beschränkte asymptotische Dimensionenzahl r, wobei diese Schranke 
für r nur vom Kern K (s, t) und von A. abhängt. Somit definiert auch 
unsere Doppelfolge Cn,m eine lineare Grenzschar mit einer endlichen An
zahl r orthogonaler Komponenten lf'1{s), V'2{s), ... , lf',(s), es sei denn, 
daß die asymptotische Dimensionenzahl jeder Teilfolge gleich Null, d. h. 
Cn,m = .. o ist. Im letzteren Fall r = o konvergieren einfach die en(s) 
gleichmäßig gegen eine Lösung der Integralgleichung 

I (s) = tp(s) - ). J K(s, t) tp(t) d L 

Im Falle r > 0 sind die lf'i(s) Lösungen der homogenen Gleichung. Wir 
ersetzen (!n durch eine Funktion 

1Jn(s) =~ Qn(s) + X1 lf't (s) + · · · + x, lf!r(s), 

welche orthogonal zu '!j11{s), 'lfJ2(s), ... , 'lfJr(s) ist. Für diese Funktionen 
gilt sicherlich 

[1Jn(s) - A.((Ks, t) 1Jn(t) d t ]-I (s) _., 0. 

Wir können dann auf die Differenzen 1Jn - 1Jm = Cn, m wieder wie oben 
unseren Hilfssatz anwenden und leicht schließen, daß die Dimensionen
zahl jeder Teilfolge dieser Folge Null sein muß, daß also die 1Jn(s) gleich
mäßig gegen eine zu den !f'i(s) orthogonale Lösung der Integralgleichung 
konvergieren. 

Im Falle II erhalten wir ebenfalls auf Grund unseres Hilfssatzes als 
Grenzgebilde der Funktionenfolge on(s) = Rn.(s) eine lineare Funktionen-

cn 
schar von Lösungen der homogenen Integralgleichung. 

Auf diese Art ergibt sich nach unserer zweiten Methode ein ge
nauerer Einblick in die Natur der hier waltenden Konvergenzverhältnisse. 
DieserEinblick lehrt uns, daß und wiewir in derTat mit beliebiger Genauig
keit zu einer Lösung der unhomogenen bzw. der homogenen Integral
gleichung gelangen, wenn wir eine approximierende Integralgleichung 
mit dem Kerne An(s, t) betrachten. 

4. Stetige Abhängigkeit vom Kern. Hinsichtlich der Frage, inwie
weit sich die Lösungen eines Integralgleichungsproblems mit dem Kern 
stetig ändern, beschränken wir uns auf das Eigenwertproblem bei einem 
symmetrischen Kerne K(s, t). Der Kern K(s, t) möge der gleichmäßige 

<)* 
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Limes anderer symmetrischer Kerne Kn(s, t), (n = 1, 2, 3, ... ) sein. 
Wenn wir Funktionen q (s) betrachten, welche der Bedingung (rp, q;) ;:; M 
genügen, so unterscheiden sich die Werte der zu den Kernen gehörigen 
Integralformen J n( q;, q) und J (rp, q;) bei hinreichend großem n um 
beliebig wenig. Daher gilt dies auch für die Minima oder Maxima dieser 
FormenunterdenNebenbedingungen ('p, q) = 1, (q;, vi) = 0, und ebenso 
für dieMaxima der Minima oder Minima der Maxima. Mit anderen Worten: 
Der h1e positive und der Me negative Eigenwert ändert sich stetig mit dem 
Kern. Hinsichtlich der Eigenfunktionen können wir mit Rücksicht auf 
das bei ihnen willkürliche Vorzeichen und das Auftreten mehrfacher 
Eigenfunktionen eine regelrechte Stetigkeit nicht erwarten. Dafür tritt 
hier folgendes Verhalten ein: Es sei lh ein r-facher Eigenwert des Kernes 
K(s, t), es sei also 

1 ]' 1 (n) 1' 1 (n) 1' 1 (n) 
·"h = 1m ''h = 1m ''h+l = ... = 1m ''h+r- 1 , 

n-+oo n-+oo n-+oo 

dagegen gelte diese Relation nicht für AAn2 1 und ;.kn;_r· Dann konvergiert 
mit wachsendem n die lineare Schar aus den Eigenfunktionen '~Jlkn 1 (s), 
·IJl)~~ 1 (s), ... , 'IJlln~r-J (s) des Kernes Kn(s, t) für n-+ oo gleichmäßig 
gegen die lineare Schar der Eigenfunktionen von K(s, t) für den Eigen
wert Ah 1). 

Diesen Satz, welcher ein vollständiger Ausdruck der fraglichen Stetig
keitseigenschaftender Eigenfunktionen ist, beweist man auf Grund un
seres Hilfssatzes fast unmittelbar aus der Bemerkung, daß für die Folge 
der Eigenfunktionen 'ljl~n~k(s) (0 <:;:: k < r) die Limesgleichung 

[ 'IJlkn~k(s) - lh J K(s, t) 1Jlkn~k(t) d t] - >- 0 

besteht, und daß diese Folge gewiß die asymptotische Dimensionen
zahl r besitzt. 

§ 9. Erweiterung der Gültigkeitsgrenzen der Theorie. 
Die Entwicklungen der Paragraphen 1 bis 6 und 8 können nach zwei 

Richtungen wesentlich verallgemeinert werden. 
Zunächst bleiben alle Überlegungen gültig, wenn wir Integral

gleichungen für Funktionen mehrerer unabhängiger Veränderlichen be
trachten. Wir verstehen etwa unter f(s), rp(s), lfJ(s) stetige Funktionen 
der auf ein bestimmtes endliches Gebiet G beschränkten Variablen 
s1 , s2 , ... , Sm, unter K(s, t) eine stetige Funktion der Variablen 
s1 , s2 , ••• , Sm und t1 , t2 , ••• , tm, die beide ebenfalls im Gebiete G laufen; 
schließlich bezeichnen wir mit d s das Inhaltselement d s1 d s2 ••• , d s", 
von G, setzen entsprechend d t = d t1 d t2 ••• d tn und verstehen unter 

1) Zum Begriff der Konvergenz linearer Scharen vgl. Kap. II, § 3, 2. 
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allen betrachteten Integralen ein für allemal Integrale über das Inte
grationsgebiet G. Dann stellt die Integralgleichung 

f(s) = (p(s)- ;.j K(s, t)q: (t) dt 

eine Integralgleichung mit dem von 2m Variablen abhängigen Kern 
K(s, t) für die Funktion q;(s) von m Variablen dar, und unsere ganze 
Theorie bleibt Wort für Wort in Kraft. 

Ferner kann auch die bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit 
des Kernes erheblich gemildert werden, ohne daß an den erzielten Er
gebnissen etwas geändert wird. Ohne auf eine möglichst weitgehende 
Verallgemeinerung Wert zu legen, wollen wir hier nur die für die An
wendungen wesentlichen Fälle hervorheben, indem wir zunächst wieder 
einen Kern K(s,t) in zwei Variablensund t betrachten. Mit unwesent
lichen Modifikationen gelten unsere früheren Überlegungen, abgesehen 
von den Überlegungen zum Mercerschen Satz (§ 5. 4), auch für solche 
Kerne, die nur stückweise stetig in dem früher definierten Sinne sind, 
weil sich ja jede solche Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigk-8it 
durch eine stetige approximieren läßt, wie wir im vorigen Kapitel ge
sehen haben. Wir dürfen aber auch Unendlichkeitsstellen des Kernes 
zulassen. Dabei machen wir die Voraussetzung, daß die Integrale 

(( K(s, t) 2 d sdt, ./K(s, t) 2 d s, j'K(s, t) 2 d t 

einen Sinn haben und daß die beiden letzten als Funktionen von t 
bzw. s unterhalb einer festen Schranke M bleiben. Diese Voraus
setzung ist z. B. in dem für die Anwendungen wesentlichen Falle erfüllt, 
daß der Kern fürs= t von niedrigerer als i ter Ordnungunendlich wird, 
d. h. daß K(s,t) die Form K(s,t) = H(s,t) is- ti-" mit 0 s <X< 1 hat, 
wo bei H (s, t) eine durchweg stetige Funktion ist. Für einen solchen 
Kern gelten die früher entwickelten Sätze. Denn er läßt sich durch 
stetige ausgeartete Kerne A,.(s,t) jedenfalls so approximieren, daß 
i[K(s, t) - An(s, t)]2 dt gleichmäßig in s, f [A,.(s + r;, t) - An(s, t)]2dt 
gleichmäßig in s und n beliebig klein ausfällt, wenn 17 hinreichend 
klein genommen wird. Mehr ist aber zur Durchführung unserer Über
lcgurgen nicht nötig. Ebenso bleiben für den Fall zweierunabhängiger 
Variablen die früheren Sätze gültig, wenn der Kern für s1 =--= t1 , s2 = t2 

von niedrigerer als erster Ordnung unendlich wird, weil dann das Inte
gral j fK(s 1 , s2 , t1 , t2) 2 ds1 ds2 durch diese Singularitäten nicht beein
trächtigt wird. Bei drei unabhängigen Variablen dürfen wir ebenso 
beliebige Singularitäten von niedrigerer als t ter Ordnung für K zu
lassen usw. 

Für die Anwendungen reichen diese Fälle vollständig aus. Es ist 
nicht schwer, worauf hier nur hingewiesen werden soll, den Gültigkeits
bereich unserer Resultate so weit auszudehnen, daß nur noch die oben 



134 III. Theorie der linearen Integralgleichungen. 

formulierten Voraussetzungen für die Integrale über K 2 (s, t) gefordert 
werden müssen, während man im übrigen auf die Stetigkeit des Kernes 
nsw. ganz verzichten kann. 

§ 10. Ergänzungen und Aufgaben zum dritten Kapitel. 

I. Beispiele zur allgemeinen Theorie. 
a) Der Kern 

00 

"""sinns sinnt I . s + t . s- t 'I 

~--1-2 - = tlog sm-2-: sm ~ 2--, (o<s, tsn) 
n=l 

hat die Eigenwerte An= 2 n und die Eigenfunktionen sinnt. 
:n: 

b) Man zeige, daß der symmetrische Kern 

2:n: 1-2hcos(s-t)+hz (0 < s, t < 2 n) 

für [hf <1 die Funktionen 1, sinns, cosns als Eigenfunktionen mit 
d E . 1 1 b . en 1genwerten 1, h" , hn esltzt. 

c) Für den Kern 
8 oc l ~es•;t'je-•'d-rfe-•'dT, K(s, t) = y:n: -oo t 

K(t, s) 

(s < t) 

(s > t) 
s' 

. . 2 dn -s' smd d1e Hermiteschen Orthogonalfunktionen e d s" e Eigenfunk-

tionen mit den Eigenwerten J.., = 2n + 2, und 

d) für den Kern 
00 

B+tf - e-• 
e 2 -d-r 

K(s, t) = J t t ' 

1 K(t, s) 

(0 < s < t) 

(0 < t < s) 
8lt I 

s o" e-C-7. 
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e -2 0 h" 1 _ h j h=O Eigenfunk-

tionen mit den Eigenwerten J.., = n + 1 1). ' 

2. Singuläre Integralgleichungen. Die Gültigkeit der allgemeinen 
Theorie kann aufhören, wenn der Kern zu hohe Singularitäten aufweist, 
oder wenn er bei unendlich ausgedehntem Grundgebiet nicht von hin
reichend hoher Ordnung im Unendlichen verschwindet. 

1) Vgl. Neumann, R.: Die Entwicklung willkürlicher Funktionen nach den 
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen usw. Diss. Breslau 1912. 
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\Vir geben einige Beispiele von Integralgleichungen mit unendlich 
vielfachen Eigenwerten. 

Aus der Integralformel 

} .sirrst (·l· ~e-at -'- . -1.----,) dt = )/~ e-as--'-- .. ,__:' 
2 . (f 2 --1-- t'"' 2 I (!.! -i 

0 

folgt, da sie identisch in a gilt und in a nicht linear ist, daß für das 
Grundgebiet 0 ;:: s, t -s: cx: c1er Kern sin s t den unendlich vielfachen 
Eigenwert }, = 1 hat. 

Die Hermiteschen Orthogonalfunktionen (vgl. 1 c) sind Eigenfunk-

tionen des Kerns eist mit den Eigenwerten i_-c_n_. Jeder der vier Werte 
. ~n 

. . 1 - 1 _ ist also unendlich vielfacher Eigenwert dieses Kerns. 
]2::r )2.• 

Beispiel einer Integralgleichung mit uneneUich vielen Eigenwerten 
in einem endlichen Intervall: Die Gleichung 

00 

1/(s) = }. (e-ls-tl cp(t) d t 
-oc 

. . 1,- "" 1 hat die Lösungen e:i ~ ' 8 mit den Etgenwerten }, = -- - Jedes A. > -
2 2 

ist also Eigenwert. 

3. Methode von E. Schmidt zur Herleitung der Sätze von Fred
holm1). Wir bringen, indem wir ;, = 1 annehmen, den Kern K(s, t) in die 

n 

Form K(s, t) = 2:CX·,.(s) f1"(t) + k (s, t), wobei f fk (s, !) 2 d s d t < 1 ist, 
J•:_:1 

also die Keumannsche Reihe des Kerns k für }. = 1 konvergiert 
und somit nach § 6 die zum Kern k (s, t) gehörige Resolvente u(s, t) 
liefert. Indem wir die Integralgleichung (1) in der Form 

/ 1(s) = rp(s) -/ k(s, t) cp(t) dt 

schreiben, wobei 
n 

/ 1 (s) = f(s) + 2:Xv cx.(s), x,, = (rp. ß") 
1'=1 

gesetzt ist, haben wir daher umgekehrt 

(p(s) = /(s) + ix,. cx,.(s) + (x(s, t) [/(t) - 2>. cx,.(t)] d t, 
)'=1 • ")';:;::1 

oder ~ 
/ 2(s) = j(s)(u(s, t) f(t) dt = cp(s)- /~~cx.(s) ß.(t) fy"(s) ß,.(t)] dt 

mit 
;•,.(s) = / u(s, r) cx,.(r) d r. 

1) Schmidt, E.: Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralglei
chungen. Zweite Abhandlung: Auflösung der allgemeinen linearen Integral
gleichung. Math. Ann. Bd. 64. S. 161 -174. 1907. 
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Damit ist die gegebene Integralgleichung auf eine solche mit ausgearte
tem Kerne zurückgeführt. 

4. Methode von Enskog zur Auflösung symmetrischer Integral
gldchungen1 ). Wir betrachten einen positiv definiten Kern K(s, t), dessen 
erster Eigenwert größer als 1 ist, bei dem also für jedes cp die Relation 
(cp(s) 2 ds-jjK(s,t)cp(s)q;(t)dsdt>O gilt. Die Integralgleichung (1) 
schreiben wir in der abgekürzten Form f(s) = ](rp), indem wir 
J(q;) = cp(s) - J K(s, t) g;(t) d t setzen. Ferner konstruieren wir uns 
irgend ein "in bezug auf den Kern polares vollständiges Funktionen
system" v1(s),v2(s), ... , welches den Beziehungen jvi](vk)ds = (jik 

(bii = 1, b,:k = 0 für i 'f k) genügt und aus einem vollständigen 
Funktionensystem tp2 , tp2 , ••• , so entsteht, daß Vn eine lineare Korn
bination von tp1 , tp2 , ••• , 'Pn ist. Setzen wir 1X" = J '{J ](v") ds = J v" ](rp) ds, 

00 

so ergibt sich sofort tp(s) = 1;a" v"(s), vorausgesetzt, daß diese Reihe 
v=l 

gleichmäßig konvergiert. Für die Funktionen v" gibt übrigens die "Voll-

ständigkeitsrelation" J tp(s) f[tp(s)] d s = i: a! wie auch immer die 
··=1 

stückweise stetige Funktion g;(s) gewählt wird. 

5. Methode von Kellogg zur Bestimmung von Eigenfunktionen 2). 

Wir bestimmen, ausgehend von einer willkürlichen normierten Funktion 
lf'o(s), die Funktionen tpv{s) und die Zahlen l" durch die Relationen 
'Pv+ 1(s) = Av+l J K(s, t) tp"(t) d t, N cp,. = 1. Der Grenzübergang läßt 
sich durchführen und liefert einen Eigenwert und die zugehörige Eigen
funktion der Kerns bzw. seines iterierten Kerns. 

Man bringe diesen Ansatz in Zusammenhang mit dem Begriff der 
asyrnptotischen Dimensionenzahl und führe die Betrachtung auf diesem 
Wege durch. 

6. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns ohne Nullösungen. Der 
00 

_ ~sinvssin(v+ 1)t . .. . 
Kern K(s, t) - ..:::;_; ."2 besitzt fur das Gebiet 0 ~ s, t -:S 2 n 

v=l 

keine Nullösungen; denn wir erhalten für die iterierten Kerne die Aus-
d .. k K(n)( t)- n-l ~ sinvssin(v+n)t .... dd h k . ruc e s, - n ..:::;_; v2 (v + 1 ) 2~ n -1)2 , un a er onverg1ert 

" die Neumannsehe Reihe für alle Werte von J.. Dasselbe Resultat ge-
winnt man durch Feststellung der Tatsache, daß die zu K gehörige 
Funktion D(l) konstant ist 3). 

1 ) En&kog, D.: Kinetische Theorie der Vorgänge in mäßig verdünnten Gasen. 
Dissertation. Uppsala 1917. 

2) Kellogg, 0. D.: On the existence and closure of sets of characteristic func
tions. Math. Ann. Bd. 86, S. 14 - 17. 1922. 

3) Ähnliche Kerne finden .sich bei Goursat: Cours d'analyse (vgl. Literatur
verzeichnis) S. 429. 
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7. V otterrasche Integralglei::hungen1). Wenn K (s, t) = 0 fürs< t 
ist, so kann man die Integralgleichung in der Form 

8 

f(s) = g:(s) - xf K(s, t) qJ(t) d t 
a 

schreiben. Solche Typen von Integralgleichungen sind besonders von 
Valterra behandelt worden. Man zeige, daß die zugehörige Resolvente 
eine ganze transzendente Funktion von ). ist, daß also die Valterrasehe 
Integralgleichung für jedes). eine und nur eine Lösung und daher für 
kein }, eine Nulläsung besitzt. 

8. Die zu einem unsymmo trisehen Kerne gehörigen adjungierten 
Orthogonalsystemt.2). Zu einem unsymmetrischen Kerne K(s, t) bilden 
wir die beiden symmetrischen Kerne K'(s, t) = J K(s. a) K(t, a) da und 
'K(s,t) =/K(a,s)K(a,t)da. Es gibt eine Folge von Funktionen
paaren tp,.(s), 1f't·(s) (v = 1, 2, ... ) und zugehörigen Werte ).,, , so daß 

qJ,.(s) = Av fK(s, t) 1f1,,(t) dt, 

t:p,.(s) = x~JK'(s,t)<p,(t)dt, 

tp.(s) = Av J K(t, s) tpv(t) dt, 

1f!,.(s) = ;.; J' K(s, t) 1f!v(t) d t 

gilt. Jede in der Form jK(s,t)h(t)dt darstellbare Funktion er
laubt eine absolut und gleichmäßig konvergente Entwicklung nacb 
dem Orthogonalsystem der Tv und ebenso jede Funktion der Form 
jK(t, s) h(t) d t eine Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der lf'·· 
E ·u K( t) ~'P,.(s)•p •. (t) f Jl d. R 'h h . . d V . bl s gr s, = ...:;;_; - ... ~ - --, a s re er e rec ts m Je er ana en 

v~I 

gleichmäßig konvergiert. Der Kern K ist durch die Werte 2,. und die 
beiden, an sich voneinander unabhängigen Orthogonalsysteme eindeutig 
festgelegt. 

9. Integralgleichungen erst!'!r Art. Beispielevon Integralgleichungen 
erster Art der Form 

(82) f(s) = /K(s, t)cp(t) dt 

sind uns mehrfach begegnet. Z. B. wurde die Entwickelbarkeit nach 
den Eigenfunktionen eines Kernes von der Auflösbarkeit einer Integral
gleichung erster Art abhängig gemacht. Ferner sind solche Beispiele 
durch das Fouriersehe Integral und die Mellinsche Integraltrans
formation (Kap. II, § 12, 9) gegeben. Die Schwierigkeit der Theorie der 

1) Volterra, V.: Leyons sur les equations integrales et les equations integro
differentielles. Kap. li. Paris 1913. 

2) Schmidt, E.: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. 
I. Teil: Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener 
Math. Ann. Bd. 63, S. 433-476. 1907. 
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Integralgleichungen erster Art beruht darauf, daß bei stetigem Kern 
K(s, t) die Mannigfaltigkeit aller stückweise stetigen Funktionen rp(s) 
in eine Teilmannigfaltigkeit transformiert wird, da jedenfalls alle so 
entstehenden Funktionen /(s) stetig sind. Ist K(s, t) differenzierbar, 
so wird jede stückweise stetige Funktion, ja jede bloß integrierbare 
Funktion cp(s) in eine differenzierbare transformiert. Die Integral
gleichung kann also nicht allgemein für stetiges f(s) durch eine stetige 
Funktion rp lösbar sein. Erst in dem Maße, wie der Kern von einem 
regulären Verhalten abweicht, können wir eine Auflösbarkeit von (82) 
für allgemeinere Funktionenklassen f(s) erhoffen. Man betrachte die 
früheren und künftigen Beispiele unter diesem Gesichtspunkte, wobei 
das Unendlichwerelen des Grundgebietes mit einer Singularität des 
Kernes als äquivalent anzusehen ist. 

Rein formal kann man bei symmetrischem Kern, wenn x,. = (/, cp,.) 
die Entwicklungskoeffizienten von f nach dem Eigenfunktionen
system cp1 , rp2 , • • • des Kernes sind, eine Lösung in der Form 

cp(s) = 2: Av Xv ffJv(s) ansetzen. Falls diese Reihe gleichmäßig konver-
v=l 

giert, was wegen des Anwachsens der Av im allgemeinen Einschränkungen 
für f(s) bedeutet, so stellt sie tatsächlich die Lösung von (82) dar. 

Im allgemeinen Falle liefert ein Satz von Picard 1) notwendige und 
hinreichende Bedingungen für die Auflösbarkeit einer Integralgleichung 
erster Art f(s) = J K(s, t) (p(t) d t bei einem beliebigen (auch un
symmetrischen) Kern durch eine samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen 
Sinn integrierbare Funktion cp(s). Sind ffJi, '~Pi, Ai die Paare der zu 
K(s, t) nach Nr. 8 gehörenden adjungierten Funktionen, bzw. die zu
gehörigen Eigenwerte, so ist für die Lösbarkeit der obigen Integral
gleichung notwendig und hinreichend, daß die Reihe 

2:27 (/t(s) rp;(s) ds Y 
konvergiert. 

10. Anwendung des Integrals von Lebesgue. Die Entwicklungen 
des Kapitels III gewinnen an Allgemeinheit und Abrundung, wenn 
man den Integralbegriff von Lebesgue zugrunde legt, alle vorkommen
den Integrale in dieser Weise auffaßt und die auftretenden Funktionen 
jeweils immer nur bis auf eine Nullmenge festgelegt denkt. Der mit 
diesen Begriffen vertraute Leser möge das Kapitel III unter diesem 
Gesichtspunkte selbst umgestalten. 

II. Die Methode der unendlich vielen Variablen. Ist w1(s), 
w2(s), ... irgend ein vollständiges Orthogonalsystem für das Grundgebiet 

1) Picard, E.; Sur un theoreme general relatif aux equations integrales de 
premiere espece et sur quelques problemes de physique mathematique. Rend. 
Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 79-97. 1910. 
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und setzt man X; = (rp, w;), fi = (/, wi), kpq = J J K(s, t) wp(s) wq(t) d s d t, 
so führt die Integralgleichung (1) sofort auf das Gleichungssystem 

(i = 1,2,), ... ) 

von unendlich vielen linearen Gleichungen für die unendlich vielen Un-
00 00 00 

bekannten x1 , x2 , x3 , • • • Dabei ist 1: x~ und 2; Ii, sowie l; kif 
i~l i~ 1 i, i=l 

konvergent, wie aus der Besselschen Ungleichung folgt. Die Auflösungs-

theorie dieses Gleichungssystems (Kap. I, § 6,4) liefert uns dann die Sätze 

über die Integralgleichung ( 1). 

12. Minimumseigenschaften der Eigenfunktionen. Man kann 

die Eigenfunktionen ?\, cp2 , • • • eines symmetrischen Kernes oder die 

zu einem unsymmetrischen Kerne gehörigen beiden Orthogonalsysteme 

'Pi(s), 1pi(s) und die entsprechenden Eigenwerte il.i durch folgendes 

Minimumproblem erhalten: Der Kern K(s, t) soll durch einen aus-

"'"-, <P (s) 1V(t) 
gearteten Kern An(s, t) =.:..,. -' k- '-- so approximiert werden, daß 

i=l t 

J J (K - An)2 d s d t möglichst klein wird. Man beweise, daß die Lösung 

durch W; = rp;, IJI; = ljl;, A; = 2; gegeben wird. (V gl. auch Kapitel IV.) 

IJ. Polare Integralgleichungen. Auch für die Kerne von der 

Form K(s,t) = A(s)S(s,t), wo S(s,t) symmetrisch ist, A(s) aber bis 

auf endlich viele Sprünge stetig, lassen sich ähnliche Ergebnisse her

leiten wie für den Fall eines symmetrischen Kernes. Am eingehendsten 

ist bisher der Fall untersucht worden, daß S(s, t) ein definiter Kern ist, 

also lauter positive Eigenwerte besitzt. In diesem Falle, den Hilbertl) 

und Garbe2) untersucht haben, heißt die Integralgleichung polar oder 

von der dritten Art. Dabei hat die Resolvente, wie für symmetrische Kerne, 

lauter reelle und einfache Pole, und für die zugehörigen Residuen, 

welche die "polare Eigenfunktionen" liefern, gilt ein analoger Ent

wicklungssatz wie der von Hilbert für symmetrische Kerne aufgestellte. 

Verschwindet insbesondere der iterierte Kern K 2(s, t) nicht identisch, 

so gibt es stets wenigstens einen Eigenwert. Übrigens gilt der Satz, 

daß die Resolvente nur reelle und einfache Pole hat, auch dann, wenn 

S(s, t) nur als positiv vorausgesetzt wird; ferner der weitere Satz, daß 

es wenigstens einen Eigenwert gibt, wenn S(s, t) positiv ist und K 2(s, t) 

nicht identisch verschwindet 3). 

1 ) Hilbert, D.: Integralgleichungen, Kap. 15, wo für die polare Integral

gleichung eine etwas andere Gestalt zugrunde gelegt wird. 
2) Garbe, E.: Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. Math. Ann. 

Bd. 76, S. 527-547. 1915. 
3 ) M arty, ]. : Sur une equation integrale, C. R. Acad. sc. Paris Bd. 150, 

S. 515~~518. 1910. - Developpements suivant certaines solution singulü~res Ib. 

s. 603-606. - Existence de Solution singulü~res pour certaines equations de Fred

holm. lb. S. 1031-1033. 
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14. Symmetrisierbare Kerne 1). Die Kerne, für die die Resolvente 
nur reelle und einfache Pole hat, lassen sich Eehr einfach direkt 
charakterisieren. Damit ein Kern K(s, t) diese Eigenschaft aufweist, ist 
notwendig, daß es einen Kern S(s, t) derart gibt, daß die Kerne 
J 5 (s, r) K(r, t) d'r, f K(s, r:) S(T, t) dT symmetrisch sind. Solche Kerne 
nennt man symmetrisierbar. Stellt umgekehrt für einm ge{ignetm posi
tiv definiten symmetrischen Kern S(s, t) wenigstens eines der obigen 
Integrale einen symmetrischen Kern dar, so sind ~ämtliche Pole der 
Re3olvente von K(s, t) reell und einfach. 

15. Bestimmung des lösenden Kernes durch Funktionalglei
chungen. Man beweise, daß die Resolvente von K(s, t) durch die 
Gleichungen (67) eindeutig bestimmt ist. 

16. Die Stetigkeit der definiten Kerne. Man bewei~e. daß ein 
für 0 < s, t < 1 stückweise stetiger definiter symmetrischer Kern K (s, t), 
der in allen Punkten s = t stetig ist und stet;ge Eigenfunktionen be
sitzt, überhaupt überall für 0 < s, t ~ 1 stetig ist. 

17. Satz von Hammerstein. Bei einem im Grundgebiete 0 < s, t ~ 1 
stetigen Kern K (s, t), der im ganzen Gebiet 0 ~ s, t ~ 1 Eine gleich
mäßig beschränkte Ableitung hat, besteht die Bilinearformel schon für 
den Kern selbst und nicht erst für den iterierten Kern K<2l(s, t). Die 
Voraussetzung der beschränkten Differenzierbarkeit läßt sich noch durch 
wesentlich allgemeinere ersetzen 2). 
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Viertes Kapitel. 

Die Grundtatsachen der Variations
rechnung. 

Fast alle Fragen der mathematischen Physik, auf welche wir die 
Theorien der vorangegangenen Kapitel anwenden wollen, stehen in 
mehr oder weniger engen Beziehungen zur Variationsrechnung. Wir 
wollen in diesem Kapitel die Grundtatsachen dieser zentralen und 
beherrschenden Disziplin der Analysis entwickeln, um aus ihnen in 
naturgemäßer Weise die Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik und Ansätze für die Methoden zu ihrer Lösung zu erhalten. In 
späteren Kapiteln des zweiten Bandes soll dann die hier dargelegte 
Theorie ergänzt und vertieft werden. 

§ 1. Die Problemstellung der Variationsrechnung. 

I. Maxima und Minima von Funktionen. Die Variationsrechnung 
nimmt ihren Ausgang von einer Verallgemeinerung der elementaren 
Theorie der Maxima und Minima. Zum besseren Verständnis des Wesens 
dieser Verallgemeinerung wollen wir zunächst einen Blick auf die 
wohlbekannte elementare Theorie werfen. In ihr handelt es sich stets 
darum, für eine vorgegebene stetige Funktion I (x, y, ... ) der in einem 
vorgegebenen abgeschlossenen Gebiete G laufenden Variablen x, y, ... 
eine solche Stelle x0 , y0 , • • • im Gebiete G zu finden, an welcher die 
Funktion I (x, y, ... ) ein Maximum oder Minimum, einen "Extrem
wert", gegenüber allen der Stelle x0 , y0 , ••• in G hinreichend nahe 
benachbarten Stellen annimmt. Daß diese Aufgabe stets eine Lösung 
haben muß, lehrt der schon im ersten Kapitel benutzte, unmittelbar aus 
dem Begriffe der Stetigkeit folgende Satz von Weierstraß: Jede in einem 
abgeschlossenen Gebiete der Variablen stetige Funktion besitzt im Innern 
oder auf dem Rande des Gebietes ein Maximum und ein Minimum. Hat 
die Funktion f(x, y, ... ) in G Ableitungen und wird das Extremum 
im Inneren angenommen, so müssen an der betreffenden Stelle not
wendig die Ableitungen von f(x, y, .. . ) nach jeder der Variablen 
verschwinden oder, anders ausgedrückt, es muß das Differential d f 
Null sein. Diese notwendige Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, 
wie das Auftreten von Wendepunkten oder Sattelpunkten zeigt, z. B. 
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f(x) =X3, x0 =0; f(x,y) =xy, x0 =0, y0 =0. Allgemein nennen 
wir Punkte, in denen die Ableitungen der Funktionen sämtlich ver
schwinden oder in denen d f = 0 gilt, stationäre Punkte. 

Sind die Variablen nicht unabhängig, sondern Bedingungsgleichun
gen gdx,y, ... ) =0, g2 (x,y, ... ) =0, ... , gh(x,y, ... ) =0 unter
worfen, so kann man sich zur Aufstellung der notwendigen Bedin
gungen für ein Extremum oder für den stationären Charakter einer 
Stelle der Multiplikatorenmethode von Lagrange bedienen. Diese Methode 
besteht in folgender Vorschrift: Um eine im Innern des Gebietes der 
Variablen liegende Stelle zu finden, für welche f (x, y, •.• ) ein Maximum 
oder Minimum annimmt oder allgemeiner stationären Charakter hat, bilde 
man mit h + 1 neuen Parametern, den "Multiplikatoren" A.0 , A.1 , ••• , A.,., 
die Funktion F = A.0 / + Jc1 g1 + .lc2 g2 + · · · + A.kgk und bestimme sodann 
die Größen x0, y0, • • • und die Verhältnisse der Größen .lc0 , A. 1 , ••• , A.,.. 
aus den Gleichungen 

( 1) 
f~:=o, ~;=o, ... 
1 : ~ = gl = 0 ' ... ' ~ ~ = gh = 0 , 

deren Anzahl mit der Anzahl der Unbekannten übereinstimmt. Diese 
Gleichungen stellen die gesuchten Bedingungen für das stationäre Ver
halten von f (x, y, ... ) bzw. für das Extremum von f bei den gegebenen 
Bindungen dar. 

Sobald nicht }c0 = 0 ist, dürfen und wollen wir wegen der Homo
genität vonFinden },i die Größe 20 = 1 setzen. Die Lagrangesche Methode 
ist nichts als eine besonders elegante Umgehung der lästigen, zur Du
symmetrie zwingenden Forderung, mit Hilfe der Nebenbedingungen 
h der Variablen aus der Funktion f(x,y, .. . ) zu eliminieren. 

Wir betrachten einige typische Beispiele, die uns trotz ihrem 
elementaren Charakter als Hilfsmittel zur Orientierung nützlich sein 
werden. 

a) Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und gegebenem 
Umfang hat das gleichschenklige den größten Inhalt; bei gegebener Grund
linie und gegebenem Inhalt hat das gleichschenklige den kleinsten Umfang. 
Schon bei diesem einfachen Beispiel, das sich ohne jede Rechnung durch 
Betrachtung der Ellipsen mit der gegebenen Grundlinie als Verbindungs
strecke der Brennpunkte unmittelbar durchschauen läßt, erkennen wir 
eine eigentümliche Reziprozität, die uns später noch öfters begegnen wird. 

b) Brechung und Reflexion des Lichtes. Das sogenannte 
Fermatsche Prinzip der kürzesten Lichtzeit besagt, daß ein Lichtstrahl 
auf seiner wirklichen Bahn zwischen zwei Punkten eine kürzere 
Zeit braucht, als er auf jeder anderen den vorliegenden Bedingungen 
genügenden denkbaren ("virtuellen") Bahn brauchen würde. Hieraus 
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ergibt sich die Geradlinigkeit der Lichtausbreitung in einem 
homogenen Medium unmittelbar. Wird von dem Lichtstrahl ver
langt, daß er eine gegebene Kurve (Spiegel) treffen, aber nicht 
durchschneiden soll, so müssen, wie sich aus der Bedingung für 
den Differentialquotienten sehr leicht ergibt, die beiden die Bahn 
bildenden geradlinigen Strecken sich auf der Kurve so treffen, 
daß sie mit der Kurventangente gleiche Winkel bilden (Reflexions
gesetz). Trennt dagegen die vorgegebene Kurve zwei Gebiete, in denen 
verschiedene Lichtgeschwindigkeiten c1 , c2 herrschen, und soll der 
Lichtstrahl von dem einen Gebiet ins andere führen, so muß er aus 
zwei geradlinigen Stücken bestehen, welche dem bekannten Brechungs
gesetz sin <X1 : sin <X 2 = c1 : c2 genügen, wobei <X 1 und <X 2 die Winkel 
cler beiden Strecken mit der Kurvennormale im Durchschnittspunkte 
von Bahn und Kurve sind. 

c) Ein Problem von Steiner. Zu drei Punkten A 1 ,A2 ,A3 , die 
ein spitzwinkliges Dreieck bilden, soll ein vierter Punkt P so gefunden 
werden, daß die Summe der Entfernungen PA 1 + PA 2 + P A 3 mög
lichst klein wird. Denken wir uns mit der Strecke PA 3 um A3 den 
Kreis geschlagen, so muß P auf diesem Kreise so liegen, daß die Summe 
P A1 + PA 2 möglichst klein ist, d. h. nach b) müssen die Geraden 
PA 1 und PA 2 mit der Kreistangente in P gleiche Winkel bilden. Da 
dasselbe bei Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 gilt, so müssen alle drei 

Winkel A 1PA 2 , A 2PA 3 , A 3PA 1 einander gleich, d.h. gleich 2
3n sein, 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

d) Isoperimetrisches Problem für Polygone. Unter allen 
sich nicht überschlagenden Polygonen gegebener gerader Seitenzahl 2 n 
und gegebenen Umfanges 2! soll dasjenige mit größtem Inhalt gefunden 
werden. Das gesuchte Polygon ll(A 1 , A 2 , A3 , ••• , A 2 n) ist das regu
läre 2 n-Eck. Um dies zu beweisen, überzeugen wir uns zunächst davon, 
daß II konvex ist. Gäbe es nämlich eine Stützgerade, welche zwei 
Ecken, z. B. A1 , A3 , aber nicht einen der beiden sie verbindenden 
Kantenzüge enthält, so spiegeln wir einen dieser Kantenzüge, · z. B. 
A1 A2 A3 , an der Stützgeraden und gelangen so zu dem Kantenzug 
A1 A; A3 , der mit dem übrigen Kantenzug ein Polygon des gegebenen 
Umfanges, aber von größerem Inhalt liefern würde. Wir können uns also 

von vornherein auf die Betrachtung konvexer Polygone beschränken. 
Zweitens zeigen wir, daß das Polygon lauter gleiche Seiten besitzt. Wären 
zwei aufeinanderfolgende Seiten A 1 A 2 , A 2 A 3 nicht gleich lang, so könnten 
wir nach a) die Ecke A2 so durch eine Ecke A~ ersetzen, daß 
A 1A; + AaAl = A1 A2 + A 3 A 2 ist und der Flächeninhalt des Drei
ecks A 1 A~A3 größer als der des Dreiecks A1 A2 A3 wird, also auch 
der des neuen Polygons größer als der von II im Gegensatz zur 
Voraussetzung, daß II das maximale Polygon ist. Um endlich zu 
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zeigen, daß II einem Kreise eingeschrieben ist, zerlegen wir ll durch 
eine zwei gegenüberliegende Ecken A1 , An+l verbindende Diagonale d 
in zwei umfangsgleiche Polygone J11 , IJ2 ; diese müssen auch inhalts
gleich sein; denn wäre II1 größer als ll2 , so könnten wir das Spiegelbild 
II~ von ll1 an der Diagonale d zu ll1 hinzufügen und so zu einem Polygon 
II* = TI1 + ll~ gelangen, das den Umfang 2l, aber einen größeren In
halt als II hätte. Wir zeigen nun, daß für jede Ecke A,. der Winkel 
A 1 A 4 An+l ein rechter sein muß. Wäre es dieser Winkel für die Ecke Ah 
nicht, so zerlegen wir II1 in das Dreieck A 1 AhAn+l und zwei Polygone 
H 1 , H 2 , die an die Seiten A 1Ah und An+1Ah anschließen, und betrachten 
sodann ein rechtwinkliges Dreieck A~ AhA~+ I, dessen Katheten 
A~A1., A~+l Ah bzw. gleich A 1 Ah, A,.+lA,. sind. Fügen wir die Poly
gone H1 , H 2 an diese Katheten an, so erhalten wir ein Polygon /Jf, 
das wir an A~ A~+l spiegeln und durch Hinzufügung des Spiegelbildes 
zu einem Polygon ll* ergänzen. Dieses neue Polygon besitzt den Um
fang 2l; da aber das rechtwinklige Dreieck A~ AhA~+ I einen größeren 
Inhalt besitzt als das nicht rechtwinklige A 1 AhAn+l• so hat auch II* 
einen größeren Inhalt als IJ, was gegen die Voraussetzung ist. Damit 
ist der Nachweis für die Extremumseigenschaft des regulären Polygons 
erbracht 1). Genau dieselbe Lösung ergibt sich W.r die re~iproke Aufgabe, 
bei gegebenem Inhalt den Umfang möglichst klein zu machen. 

Die hier dargelegte, auf einer klassischen Idee von Steiner beruhende 
Behandlung ist ein Beispiel dafür, daß in konkreten Fällen eine anschau
liche geometrische Methode rascher und überzeugender zum Ziele führen 
kann als die Anwendung eines allgemeinen analytischen Verfahrens. 

e) Andere Beispiele. Minimum eines Maximums. Andere 
typische Beispiele, wo es sich nicht mehr um reine Maxima oder 
Minima handelt, sind uns schon mehrfach begegnet. Es sei hin
gewiesen auf die Definition der Eigenwerte einer quadratischen Form 
als Minima eines Maximums, oder auf die Polynome von Tschebyscheff 
in Kapitel II, welche folgendes Problem lösen: Gegeben ist eine 
Funktion p(x) = x"+y1 x"- 1 + · ·. +Yn der Größen x,y1 , ····Yn· 
Es soll zunächst bei festen Yi (i = 1, 2, ... , n) derjenige Wert oder 
einer der Werte x0 im Intervalle -1 ::=; x ~ + 1 bestimmt werden, für 
den I p (x) I möglichst groß ist, und sodann sind die Zahlen y1 , ••• , y,. 
so zu wählen, daß dieses Maximum möglichst klein wird. 

2. Funktionenfunktionen. Die Variationsrechnung nimmt ihren 
Ausgang ebenfalls von Extremumproblemen bzw. der Frage nach 

1) Es sei nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß die Existenz des 
Extremums nach dem Weierstraßschen Satze von vornherein feststeht. Legt 
man nämlich eine Ecke des Polygons in den Nullpunkt, so sind die Koordinaten 
der übrigen Ecken durch die Forderung des gegebenen Umfangs auf einen end
lichen abgeschlossenen Bereich beschränkt, und der Flächeninhalt hängt stetig 
von ihnen ab. 

Cour an t- H i I b er t, Mathr'matische Physil<. I. 10 
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stationären Werten. Der fundamentale Unterschied ist aber der, daß 
es sich nun nicht mehr um Extrema von Funktionen einer endlichen Zahl 
unabhängiger Variablen handelt, sondern um Extrema von sogenannten 
Funktionenfunktionen1). Unter einer Funktionenfunktion versteht man 
eine Größe oder auch eine Funktion, die nicht von einer gewissen Anzahl 
von unabhängigen, in gewissen Grenzen willkürlichen Variablen, son
dern von dem Verlaufe einer oder mehrerer in gewissen Grenzen will
kürlicher, die Stelle der unabhängigen Variablen vertretender Funk
tionen abhängt. Das einfachste Beispiel bietet die Länge L einer Kurve 
y = y (x) zwischen den Werten x = x0 , x = x1 ; diese Länge wird 

x, 
gegeben durch das Integral L = jV1 + y'2 dx; die Zahl L hängt also 

a;, 

vom Verlaufe der "Argument/unktion" y (x) ab, die als beliebige stetige 
Funktion mit stückweise stetigen Ableitungen gewählt werden kann. 
Solche Funktionenfunktionen treten überall in der Analysis und in den 
Anwendungen auf, und viele der wichtigsten Fragen der Analysis be
ziehen sich mehr oder weniger ausgesprochenermaßen auf solche funk
tionale Abhängigkeiten. 

Ein anderes Beispiel ist der Flächeninhalt einer Fläche z = z (x, y). 
welche über einem Gebiete G der x, y-Ebene liegt. Er wird gegeben 
durch das Integral 

J J y 1 + z~ + z~ d x d y 
G 

und ist eine Funktionenfunktion der Argumentfunktion z (x, y). 
Weitere Beispiele für Funktionenfunktionen haben wir schon im 

vorigen Kapitel kennen gelernt. So ist die Funktion 

g(x) = J K(x,y)h(y)dy 

eine Funktionenfunktion von h (x), und die Integralform 

.f J K(x, y) q;(x) q;(y) dxdy 

eine Funktionenfunktion von q; (x). In diesem Kapitel werden uns 
hauptsächlich solche Funktionenfunktionen beschäftigen, die durch 
Integrale über bekannte Ausdrücke in der Argumentfunktion, deren 
Ableitungen und den unabhängigen Variablen gegeben sind, wie oben 
die Bogenlänge einer Kurve. Wir betrachten der Reihe nach einige 
weitere typische Beispiele: 

a) Länge einerKurve auf einer Fläche. Ist die Fläche durch 
die Parameterdarstellung x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v) der recht
winkligen Koordinaten x, y, z gegeben und wird in der üblichen Weise 

1) In der französischen Literatur ist die Bezeichnung "fonction de ligne"· 
oder "fonctionnelle" gebräuchlich. 
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e = X~ + y~ + z;, f = Xu x,. + Yu Yv + Zu Zv, g = X~ + y~ + z; gesetzt, so 
ist die Länge einer durch die Gleichung v = v (u) definierten Flächenkurve 

Ul -,----c---.-c,--~ 
zwischen den \Verten u0 , u1 durch das Integral L = J Ve + 2 f v' + g v'2 d zt 

Uo 

ausgedrückt, wobei also v (tt) die Argumentfunktion, e, f, g gegebene 
Ausdrücke sind. Nehmen wir speziell u = x, v = y, so wird e = 1 + 4. 
f=ZxZy, g=1 +z;1• 

b) Lieh tzei t. In einem zweidimensionalen Medium sei die Licht
geschwindigkeit eine gegebene Funktion rp (x, y) der rechtwinkligen 
Koordinaten x, y. :Mit s werde die Bogenlänge auf der Kurve y = y (x) 
des Lichtstrahles, mit t die Zeit bezeichnet. Dann ist 

ci S ------ -- d X 

dt = ll + y'2 dt = rp (x, y); 

also ist die Lichtzeit zwischen zwei Punkten der Bahn durch das Integral 

gegeben, welches von der Argumentfunktion y (x) abhängt. 
c) Flächeninhalt einer Rotationsfläche. Die Kurve y = y (x) 

möge um die x-Achse rotieren. Die erzeugte, von den Ebenen x = x0 , 

x = x1 begrenzte Rotationsfläche besitzt dann den Flächeninhalt 

~l 

F = 2nJyi1 +y' 2 dx. 
Xo 

x, 
Dasselbe Integral ohne den Faktor 2 n stellt, durch J y 1 + y'2 d x 

"'• dividiert, die Höhe des Schwerpunktes der gleichmäßig mit Masse 
belegten Kurve über der x-Achse dar. 

d) Die potentielle Energie eines elastischen Stabes, der 
aus ei~1er geradlinigen Ruhelage verbogen wird, ist bei hinreichend 
kleiner Deformation proportional dem über die Stablänge erstreckten 
Integrale des Quadrates der Krümmung. Die Ruhelage sei die x-Achse, 
die senkrechte Elongation an der Stelle x sei u (x); dann ist also, wenn 
wir die höheren Potenzen von ti und den Ableitungen von u gegenüber 
den niedrigeren vernachlässigen dürfen, die potentielle Energie bis auf 
einen Materialfaktor clnrch das Integral 

";! 

/(u") 2 dx 

gegeben, wobei x0 , x1 Jie Endpunkte des Stabes bezeichnen. 
e) Lösung einer unterbestimmten Differentialgleichung. 

Zu etvvas allgemeineren Funktionenfunktionen gelangen wir, indem wir 

10* 
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von einer unterbestimmten Differentialgleichung oder einem unterbestimm
ten Differentialgleichungssystem ausgehen, d. h. einem solchen System, 
bei welchem die Anzahl der Gleichungen geringer ist als die Anzahl der 
auftretenden unbestimmten Funktionen. Ist z. B. M(y', z', y, z, x) = 0 
eine solche Differentialgleichung zwischen den beiden Funktionen y (x) 
und z (x) und wird z (x0) = a gesetzt, so ist nach den allgemeinen Sätzen 
der Differentialgleichungstheorie die Funktion z (x) als bestimmt an
zusehen, sobald man den Wert a wählt und irgendeine willkürliche 
Funktion y (x) in die Gleichung M = 0 einsetzt. Es ist somit z (x) 
bei gegebenem a eine Funktionenfunktion vony (x). Speziell wird, wenn 
M = z'-F(x,y,y') und a = 0 ist, 

~ 

z = jF(x,y,y)dx, 

was die allgemeine Form der oben behandelten Beispiele a), b), c) darstellt. 
f) Potentielle Energie einer gleichmäßig gespannten 

elastischen Membran. Die potentielle Energie einer aus der Ruhe
lage deformierten elastischen Membran ist proportional der Vergrößerung 
des Flächeninhaltes1). In der Ruhelage möge die Membran ein StückG 
der x,y-Ebene bedecken; mit u (x, y) sei die Deformation senkrecht 
zur Ruheebene bezeichnet, und diese Deformation sei wieder klein 
in dem Sinne, daß höhere Potenzen von u, u:~:, u, gegenüber 
niederen vernachlässigt werden dürfen. Dann wird der Ausdruck 

JJ yu~ +u~ +1 dxdy für denFlächeninhaltdurch JJ( 1 + u;: u~) dxdy 
G G 
zu ersetzen sein, und für die gesuchte potentielle Energie ergibt sich bis 
auf einen konstanten Faktor das Doppelintegral 

{2) t JJ (u~ + u~) dx dy 
G 

mit der Argumentfunktion u (x, y). 
g) Potentielle Energie einer elastischen Platte 2). Die po

tentielle Energie einer aus einer ebenen Ruhelage gebogenen Platte 
ist das Integral über eine quadratische Form der Hauptkrümmungen 
der bei der Biegung entstehenden Fläche, immer bei Voraussetzung 
der im schon mehrfach definierten Sinne zu verstehenden "Kleinheit" 
der Deformation. Bezeichnen wir die Hauptkrümmungsradien der 

1) Man kann die Membran geradezu definieren als einen wesentlich zwei
dimensional ausgedehnten elastischen Körper, der einer Verbiegung keinen Wider
stand entgegensetzt, wohl aber einer Flächenvergrößerung. 

2) Im Gegensatz zur Membran definieren wir als Platte einen zweidimen
sionalen elastischen Körper, bei dem der ausschlaggebende Teil der potentiellen 
Energie von der Verbiegung herrührt. Vgl. Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elasti
zität, deutsch von A. Timpe, Kap. 22, S. 522-566. Leipzig 1907. 
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deformierten Platte mit Q1 , (!2 , so wird die potentielle Energie ein 
· 1 1) 2B Ausdruck der Form Al--,+ 2 + -, worin A und B Material-
' l?t (!z 1?1l/2 

konstanten sind; wegen der Kleinheit von u, Ux, ••. kann man setzen 
2 + 2 I 1 2 D' h E . - - = L1 ~~ = U.x.r + UYY' --- = UxxUyy- ~txy• le geSUC te nerg1e 
1?1 1?2 U11?2 
ist also gegeben durch einen Ausdruck der Form 

.. 
(3) V= CI/[(Ju) 2 -2(1-.u)(uxxUyy-U~y)]dxdy. 

·r; 

Die gegebenen Beispiele lassen sich natürlich beliebig vermehren. 
Hingewiesen sei noch auf andere typische Funktionenfunktionen, die 
uns allerdings zum Teil fernerhin nicht beschäftigen werden. Z. B. ist 
der Grundton, den eine homogene Membran von sich geben kann, eine 
Funktionenfunktion ihrer Gestalt. Die homogene Flüssigkeitsmenge 
von gegebener physikalischer Beschaffenheit (Dichte, Kompressibilität, 
Zähigkeit), die bei gegebenem konstanten Druckgefälle in der Zeit
einheit durch den Querschnitt eines zylindrischen unendlich langen 
Rohres fließt, ist eine Funktionenfunktion der Querschnittform. Andere, 
direkt in analytischer Gestalt auftretende Beispiele sind Funktionen 
mehrerer Integrale über Ausdrücke, die von Argumentfunktionen und 
ihren Ableitungen abhängen, etwa 

l 1 

(4) /F (x, y, y') d x + (/ G (x, y, y') d x Y 
0 0 

oder 

(5) _tf(u';.+u;)dxdy+Jau2 ds, 
G r 

wobei das letzte Integral über die Randkurve T des Gebietes G erstreckt 
werden soll und a eine gegebene Funktion der Bogenlänge s bedeutet. 

Endlich sei noch erwähnt, daß uns später in den Lösungen 
der Randwertaufgaben bei partiellen Differentialgleichungen weitere 
Typen von Funktionenfunktionen begegnen werden, indem diese 
Lösungen von den vorgegebenen Randfunktionen als Argumentfunk
tionen abhängen. 

Wenn eine Funktionenfunktion sich auch nicht als Funktion end
lich vieler Variablen auffassen läßt, so kann man sie doch als Funktion 
von unendlich vielen Variablen ansehen. Man denke sich etwa die 
Argumentfunktionen in Potenzreihen oder Fouriersehe Reihen ent
wickelt; dann sind die Entwicklungskoeffizienten die betreffenden un
endlich vielen Variablen. Natürlich muß der Bereich dieser Variablen Ein
schränkungen unterworfen werden, die sich jeweils aus den Bedingungen 
ergeben, welchen die Argumentfunktionen zu genügen haben. Ebenso 
wie bei Funktionen von Variablen für diese ein Definitionsbereich vor-
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liegen muß, so muß auch für die Argumentfunktionen der Funktionen
funktionen der Bereich der zugelassenen Funktionen definiert werden, 
beispielsweise durch die Fo~derung der Stetigkeit der Funktion und 
der stückweisen Stetigkeit der ersten Ableitung. 

3. Die typischen Probleme der Variationsrechnung. In der Varia
tionsrechnung handelt es sich darum, Maxima oder Minima oder auch 
allgemeiner nur stationäre Werte1) von Funktionenfunktionen aufzu
suchen, indem man diejenigen einem vorgegebenen Funktionenbereich 
angehörigen Argumentfunktionen aufsucht, für welche das betreffende 
Extremum oder der stationäre Wert angenommen wird. Analog wie 
es beim gewöhnlichen Minimumproblem oder Maximumproblem der 
Differentialrechnung immer zunächst nicht auf das absolute Minimum 
oder Maximum ankommt, sondern nur auf das Extremum relativ 
zu einer gewissen Umgebung der Extremumstelle, werden wir auch 
hier das Extremum relativ zu einer gewissen Nachbarschaft der das 
Extremum liefernden Argumentfunktion, der "Extremalen" aufzu
suchen haben. Wir müssen hierzu den Begriff der Nachbarschaft einer 
Funktion f (x, y, ... ) definieren. Ist h eine positive Größe, so sagen 
wir, die Funktion /1 (x, y, ... ) liege in der Nachbarschaft oder der 
.Nachbarschaft nunter Ordnung (h) der Funktion f(x,y, ... ), wenn 
für den betrachteten Definitionsbereich I I - /1 I < h ist. Wir sagen 
ferner, die Funktion /1 (x, y, ... ) liege in der Nachbarschaft erster 
Ordnung (h) von f (x, y, ... ) , wenn auch noch für die Ableitungen die 
Beziehungen I /z- /1z I< h, I /y- /1y I< h, ... bestehen, usw. Wenn 
eine Funktionenfolge /1 , / 2 , / 3 , ••• so gegen eine Grenzfunktion f kon
vergiert, daß noch die Ableitungen von Ii bis zur nten Ordnung ein
schließlich gleichmäßig gegen die entsprechenden Ableitungen von I 
konvergieren, so sagen wir, daß die Funktionen Ii die Funktion I von 
der nten Ordnung approximieren. 

Nunmehr formulieren wir das Grundprolilem der Variationsrechnung 
dahin, daß innerhalb eines gewissen Funktionenbereiches der Argument
funktion oder der Argumentfunktionen einer vorgegebenen Funktionen
funktion eine extremale Funktion gesucht werden soll, welche die Funk
tionenfunktion zu einem Extremum macht, verglichen mit allen einer 
hinreichend l>leinen Nachbarschaft (h) von gegebener Ordnung an
gehörigen Argumentfunktionen des Bereiches. Falls nichts besonderes 
gesagt wird, soll es sich stets um Nachbarschaft nullter Ordnung handeln. 
Die Argumentfunktionen können. ganz unabhängig wählbar sein, sie 
können aber auch vorgeschriebenen funktionalen Bedingungsgleichungen 
unterworfen werden. Treten in der zum Extremum zu machenden 
Funktionenfunktion noch variable Parameter x, y, ... auf, ist sie also 

1) Was wir unter einem stationären Wert einer Funktionenfunktion zu 
verstehen haben, wird später präzisiert werden (§ 3, 1). 
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keine Zahl, sondern selbst eine Funktion von Veränderlichen, so müssen 
diese veränderlichen Parameter der Extremumsforderung gemäß mit 
bestimmt werden. \Vir erläutern diese Problemstellung an einer Reihe 
einfacher Beispiele: 

a) Geodätische Linien. Die kürzeste der Fläche angehörige 
Yerbindungslinie zweier Punkte einer gegebenen Fläche soll bestimmt 
werden. Nach 2a) handelt es sich um die Bestimmung der Extrema 

u, ----;----,-c-

von J l' e + 2 f v' +g v'2 du . 
u, 
b) Lichtstrahl, Brachistochrone. Nach dem oben (S.143) for

mulierten Fermatschen Prinzip wird die Bahn des Lichtes in einem un
homogenen zweidimensionalen Medium mit der Lichtgeschwindigkeit 
rp (x, y) durch das Variationsproblem 

x, 

/.V1 + y'2 •• 
T = ---:---- d x = Mm1mum 

. rp (x, y) 
Xo 

charakterisiert. Hier vvie beim vorigen Problem sind zum Vergleiche 
solche stetig gekrümmte Kurven zugelassen, welche die fest gegebenen 
Endpunkte der Bahn miteinander verbinden. - Ganz analog wie das 
Problem des Lichtstrahles formuliert sich das Problem der Brachisto
chrone, mit dem i. ].1696 Jakob Bernoulli den Anstoß zur Entwicklung 
der Variationsrechnung gab. Es sollen zwei Punkte A, B durch eine 
Kurve miteinander verbunden werden, auf der ein der Schwere in 
Richtung der y-Achse unterworfener reibungslos gleitender :Massenpunkt 
möglichst rasch von A nach B gelangt. Die Anfangsgeschwindigkeit 
des Punktes sei Null. Kach der Fallhöhe y hat der Punkt bekanntlich 
die Geschwindigkeit f 2-g y, wobei g die Schwerebeschleunigung ist. 
Hieraus ergibt sich als Fallzeit das Integral 

x, 

-fl/1 + y'2 T- ,--dx, 
2gy 

welches also zum Minimum zu machen ist. Zulässige Vergleichsfunk
tionen sind hierbei alle mit den beiden ersten Ableitungen stetigen Funk
tionen y (x), für die y (x0) = 0, y (x1) = Y1 ist, wenn x0 , Yo und x1 , y1 

die Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes der Bahn sind. 
c) Minimale Rotationsfläche. Aus 2c) erhalten wir ebenso 

zur Charakterisierung der Rotationsflächen, die zwischen zwei Breiten
kreisen einen kleinstmöglichen Flächeninhalt einschließen, das Varia
tionsproblem 

~· j YV1 + y' 2 dx =Minimum. 
Xo 



152 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

d) Isoperimetrische Probleme. In der ursprünglichen geo
metrischenForm besagt das Problem: Man soll eine geschlossene Kurvevon 
gegebenem Umfang und größtem Inhalt finden. Indem wir die Kurve als 
konvex annehmen und durch die x-Achse irr zwei inhalts-und umfangs
gleiche Teile zerlegt denken (vgl. 1 d}, gelangen wir zu folgendem Pro
blem: Es soll das Integral 

" J y (x) dx 
0 

durch geeignete Wahl von ~ und y (x) zu einem Maximum gemacht 
werden, während 

gegeben ist und im übrigen y (x) irgend eine im Intervalle 0 s x s ~ 
stetige und mit stückweise stetiger erster Ableitung versehene Funk
tion bedeutet, für die y (0) = y (~) = 0 ist. 

Ein ganz analoges Problem können wir formulieren, wenn wir die 
obere Grenze ~ als fest annehmen. 

Wir können das spezielle isoperimetrische Problem auf ein ge
wöhnliches Variationsproblem zurückführen, indem wir die Bogen-

li) 

länge s = J y 1 + y'2 d x als unabhängige Variable einführen, die im 
0 

Intervalle 0 < s < l läuft. Wegen d s2 = d x2 + d y2 geht hierdurch die 
l 

Aufgabe über in die folgende: Es soll jY V1- (:~tds zum Maximum 
0 

gemacht werden, wenn y (s) eine stetige, stückweise mit stetiger Ab-
leitung versehene Funktion von s ist. Nach Bestimmung von y (s) 
findet man dann 

und hat damit die gesuchte Kurve in Parameterdarstellung. 
Allgemeinere isoperimetrische Probleme, bei denen ein Integral

ausdruck zum Extremum gemacht werden soll, während ein anderer 
einen gegebenen Wert besitzt, kommen häufig vor, z. B. ist das Pro
blem der Kettenlinie von dieser Art: Die Lage eines homogenen schweren 
Fadens von gegebener Länge mit festen Endpunkten unter dem Ein
fluß der in Richtung der negativen y-Achse wirkenden Schwere zu 
bestimmen. Da die Gleichgewichtslage durch die Forderung gekenn-
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zeichnet ist, daß der Schwerpunkt möglichst tief liegen soll, so gelangen 
wir zu folgendem Variationsproblem: Es soll 

Xo 

möglichst klein sein, während 
x, 

l = J-y1 + y' 2 d X 

einen gegebenen Wert besitzt und die Randwerte y (x0) = y0 , y (x1) = y1 

ebenfalls gegeben sind. 
Ein weiteres Problem ist 

x, I (y") 2 dx = Min. 
Xo 

mit der Nebenbedingung 

Xo 

hierbei soll die Funktion y (x) an den Endpunkten des Intervalls 
verschwinden und überall mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ord
nung stetig sein. Oder: Es soll eine mit den Ableitungen erster Ordnung 
im Gebiete G stetige Funktion u von x, y bestimmt werden, welche 

der Bedingung I I u 2 d x d y = 1 genügt und für die 
G 

If<ui+ u;) dxdy +I au2ds 
G 1' 

möglichst klein wird (Bezeichnungen siehe 2g). Auch das Variations
problem des vorigen Kapitels, welches die Eigenfunktionen eines sym
metrischen Kerns definierte, ist ein solches isoperimetrisches Problem, 
wenn wir allgemein mit diesem Namen Aufgaben bezeichnen, bei denen 
als Nebenbedingung für einen gegebenen Integralausdruck ein fester 
Wert vorgeschrieben ist. 

e) Mayer sches Problem. Es sei z(x) diejenige Lösung von 
M (z; y; z, y, x) = 0, welche für x = x0 verschwindet. Es soll eine 
Funktion y (x) in einem gegebenen Intervall x0 < x < x1 bestimmt 
werden, für die z (x1) ein Extremum wird. Allgemeiner seien r Differen
tialgleichungen erster Ordnung 

M;(z'; y]., y2,. · ., y}.; Yv Yz• · · ., Yh; x) = 0 (i = 1, 2, ... , rj 

zwischen h + 1 > r Funktionen z, y1 , y2 , ••• , Yh eines gewissen 
Funktionenbereiches gegeben. Die Funktionen sollen so bestimmt 
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werden, daß dabei z (x0) = 0 und z (x1) ein Extremum wird, wobei für 
die Funktion y Randbedingungen vorgegeben sein können oder auch 
nicht. In diesem Problem stecken als Spezialfälle alle Probleme fol
gender Art: Es sollen h Funktionen y1 , y2 , ••• , yh, die noch gewissen 
Randbedingungen unterworfen sein können, so ermittelt werden, daß 
ein Integral der Form 

x, 

J F(yi, y2, · · .,y/,; )'1, ... yh; x) dx 
Xo 

ein Extremum wird, während die Nebenbedingungen 

Gdyi, ... , y/,; Yv ... , yh; x) = 0 (i = 1,2, ... ,r, r <h) 

erfüllt sind 1). Man erkennt dies unmittelbar, indem man eine Funk
tion z (x) durch die Differentialgleichung 

z'- F(y~, y;, .. . , y;,; J'i, ... , Yh; x) = 0 

und die Anfangsbedingung z (x0) = 0 einführt. Ebenso lassen sich die 
isoperimetrischen Probleme aus 3d), sofern sie sich auf Funktionen einer 
Variablen beziehen, als Spezialfälle des Mayerschen Problems ansehen. 

Endlich sei darauf hingewiesen, daß auch Probleme, bei denen 
eine Funktion cp Uv ]2 , •• • ) von mehreren Integralen 

x, 

]h = (Fh(x,y,y')dx 

"'• 
zum Extremum gemacht werden soll, sich dem Mayerschen Schema 
unterordnen. Man braucht diese Probleme dazu nur folgendermaßen zu 
formulieren: zwischen den Funktionen z (x), y (x), y1 (x), ... bestehen die 
Relationen z- cp (Yv y2 , •• • ) = 0, y~ = F 1 (x, y, y'), y; = F2(x, y, y') ... , 
ferner ist y; (x0) = 0. Unter diesen Bedingungen soll durch geeig
nete Wahl der Funktionen y, y1 , •.. der Wert z(x1) zu einem Extremum 
gemacht werden2). 

Bei allen genannten Problemen muß der Bereich der zugelassenen 
Vergleichsfunktionen stets hinsichtlich der Stetigkeitseigenschaften so 
festgelegt sein, daß die auftretenden Funktionenfunktionen einen Sinn 
behalten. 

Auch alle weiteren Funktionenfunktionen, die oben in 2a) bis 2g) 
angeführt sind, gebenAnlaß zu Variationsproblemen, wenn man sie durch 
geeignete Wahl der Argumentfunktionen zu Extremen machen soll. 

1 ) Auf diesen auch für die physikalischen Anwendungen wichtigen Typus 
YOn Problemen kommen wir später in § 6, 3, zurück. 

2) Probleme dieser zuletzt geschilderten Art wurden schon von Euler in 
Betracht gezogen, sind aber später nur noch wenig beachtet worden. Es wäre eine 
lohnende Aufgabe, diese Fragen näher zu untersuchen. 
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4. Die charakteristischen Schwierigkeiten der Variationsrechnung. 
\Nährend in der Theorie der gewöhnlichen Maxima und :Yiinima der 
grundlegende Satz von \Veierstraß uns ein für allemal der Lösbarkeit 
der Aufgabe versichert, besteht in der Variationsrechnung die eigen
tümliche Schwierigkeit, daß Probleme, die sich sinnvoll formulieren 
lassen, dennoch unter Umständen keine Lösung zu besitzen brauchen. 
Ein einfaches geometrisches Beispiel ist das folgende: Zwei Punkte 
auf der x-Achse sollen durch eine stetig gekrümmte möglichst kurze 
Linie verbunden werden, welche in ihren Endpunkten auf der x-Achse 
senkrecht steht. Dieses Problem besitzt keine Lösung. Denn die Länge 
der fraglichen Linie ist immer größer als die der geradlinigen Verbin
dungsstrecke, kann aber der Länge der Verbindungsstrecke beliebig 
angenähert werden. Hier existiert also zwar eine untere Grenze, aber 
kein Minimum, das von einer zulässigen Kurve angenommen wird. 

Ein analytisches Beispiel ist das folgende: Es soll 

/ x4y'2 dx 
_ .. 1 

zum Minimum gemacht werden durch eine stetige Funktion mit 
stückweise stetiger Ableitung, für welche y (- 1) = - 1, y ( 1) = 1 
gilt. Man kann unschwer sehen, daß durch geeignete Funktionen 
(nämlich y = -1 für x < - E, y = 1 für x > E, y = x : E für ! x J <::::: E) 

das Integral beliebig klein gemacht werden kann, während es für keine 
zulässige Funktion verschwindet. 

\Vir sehen also, daß in der Variationsrechnung die Existenz der 
Lösung eines gegebenen Extremumproblems immer noch eines beson
deren Beweises bedarf. Für viele mit der Variationsrechnung zusammen
hängende Fragen bedeutet dies, wie wir später erkennen werden, eine 
wesentliche Schwierigkeit. Im vorliegenden Kapitel jedoch wird es sich 
vorzugsweise um die Aufstellung lediglich notwendiger Bedingtmgen für 
das Eintreten eines Extremums handeln, wobei die Frage, ob ein Ex
tremum nach Erfüllung dieser Bedingungen wirklich vorhanden ist, 
offen bleiben kann. 

Bevor wir an die Aufstellung dieser notwendigen Bedingungen in 
Form von Differentialgleichungen gehen, wollen wir im nächsten Para
graphen einige Überlegungen über Ansätze zur direkten Lösung der 
Variationsprobleme anstellen. 

§ 2. Ansätze zur direkten Lösung1). 

Die meisten Methoden, die auf eine direkte und vollständige Lösung 
von Variationsproblemen abzielen, beruhen darauf, daß man zunächst 

1) Ausführlich werden wir die direkten Methoden der Yariationsrechnung 
erst im zweiten Bande behandeln. 
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ein geeignet zu wählendes gewöhnliches Extremumproblem löst,r in dem 
es sieb um die Bestimmung von n Parametern handelt, und sodann 
den Grenzübergang n -+ CXJ vollzieht. 

I. Isoperimetri~ches Problem. Als Beispiel betrachten wir das 
isoperimetrische Problem aus § 1, 1 d, eine geschlossene Kurve K mit 
dem Umfang 21 und maximalem Inhalt zu finden, wobei die Kurve 
stückweise glatt, d. h. bis auf endlich viele Ecken mit stetiger Tan
gente versehen sein soll. Nehmen wir an, die Kurve K sei die Lösung, 
dann können wir schließen, daß K ein Kreis ist. Denn zunächst ergibt 
sich genau so, wie in § 1, 1 d, daß K konvex ist und daß jede Sehne 
AB, die K in zwei umfangsgleiche Teile zerlegt, auch eine Zerlegung 
in flächengleiche Teile definiert; zweitens muß für jeden Punkt P 
der Kurve K der Winkel APB ein rechter sein, da man sonst durch 
die Konstruktion von § 1, 1 d, sofort eine Kurve K' mit demselben 
Umfang, aber größerem Inhalt bekommen könnte. Da diese Überlegung 
aber auf der gemäß § 1, 3, beweisbedürftigen Voraussetzung beruht, daß 
das Problem überhaupt eine Lösung besitzt, so wollen wir zur Lösung 
einen anderen Weg einschlagen, welcher gleichzeitig den nötigen Exi
stenzbeweis für die Lösung mit liefert. Wir betrachten die Menge aller 
Inhaltszahlen von zulässigen Kurven. Da diese Zahlen jedenfalls unter
halb der Schranke n l2 liegen (die Kurve muß in einem Kreise vom 
Radius l Platz haben), so besitzt nach den elementaren Grundregeln 
der Analysis die Zahlenmenge eine obere Grenze M, oberhalb deren 
keine Zahl der Menge liegt, in deren Nachbarschaft (e) aber bei beliebig 
kleinem e noch solche Zahlen vorhanden sind. Mit anderen Worten, 
es gibt eine "Maximalfolge" von zulässigen Kurven K1 , K2 , K 3 , ••• 

derart, daß der Flächeninhalt F n von Kn mit wachsendem n gegen M 
konvergiert. Nun können wir jede Kurve Kn durch ein Polygon II,. 
mit hinreichend großer Seitenanzahl beliebig genau so approximieren, 
daß Inhalt und Umfang des Polygons sich von dem der Kurve beliebig 
wenig unterscheiden. Da wir das Polygon noch, ohne seinen approxi
mierenden Charakter zu verändern, ähnlich zu sich selbst so dilatieren 
dürfen, daß sein Umfang genau gleich 21 wird, können wir also von der 
Maximalfolge K 1 , K 2 , ••• zu einer aus Polygonen ll~ bestehenden 
Maximalfolge übergehen. Die Seitenzahl dieser Polygone dürfen wir 
als gerade annehmen, da ein (2m-1)-Eck als2m-Eckmit zwei in eine 
Gerade fallenden aufeinanderfolgenden Seiten aufgefaßt werden kann. 
Nun wissen wir nach §1, 1d, daß von allen 2m-Ecken mit dem Umfang 21 
das reguläre den größten Inhalt hat. Also müssen wir erst recht eine 
Maximalfolge unseres Problems erhalten, wenn wir die Polygone ll~ durch 
die entsprechenden regulären Polygone ersetzen. Diese aber konver
gieren mit wachsender Seitenzahl gegen den Kreis vom Umfang 2l, 
und da die Inhalte der Polygone gegen M konvergieren müssen, so 
besitzt der Kreis den InhaltMund löst wirklich das Variationsproblem. 
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2. Das Ritzsehe Verfahren. Minimalfolgen. Den Überlegungen 
im vorigen Beispiel liegt ein allgemeiner Gedanke zugrunde. Wir be
trachten irgendein Variationsproblem der Form D [97] = Min., wobei 
D [ 97] ein Integral über einen gegebenen Ausdruck aus der Funktion 1J? 

und ihren Ableitungen bis zur h ten Ordnung bedeutet und das Inte
grationsgebiet sowie der Bereich der zum Vergleich zugelassenen Funk
tionen 97 vorgegeben ist. Ob es sich um einfache oder mehrfache Inte
grale handelt, ob in dem Integrale höhere als erste Ableitungen von 1J? 

vorkommen, ist dabei gleichgültig. Wir setzen voraus, daß der Werte
vorrat des Integrals D [97] für die zulässigen Argumentfunktionen 1J? 

eine untere Grenze d besitzt (ob ein von einer Funktion 97 = u wirklich 
erreichtes Minimum, bleibt eben eine offene Frage); dann gibt es Folgen 
von zulässigen Funktionen 971 , IJ?z, 973 , • • • derart, daß lim D [IJ?n] = d 

11-+oo 

ist, während für jede zulässige Funktion 97 die Beziehung D[97] > d 
gilt. Solche Funktionenfolgen nennen wir Minimalfolgen des Variations
problems. Eine direkte Lösung des Variationsproblems wird immer 
darauf hinauslaufen, daß man sich Minimalfolgen konstruiert und aus 
diesen durch einen Grenzübergang die Lösung zu gewinnen sucht. 
~ 1 Das Verfahren, welches W. Ritz1) in diesem Sinne im Hinblick auf 
die numerische Gewinnung der Lösung mit großem Erfolg angewandt 
hat, besteht in folgendem: Man gehe aus von einem festen, für den 
Integrationsbereich definierten vollständigen Funktionensystem w1 , 

m8 , w3 , ••• , welches die Eigenschaft hat2), daß alle linearen Kombina
tionen Cf'n = c1 w1 + c2w2 + · · · + C11 W 11 von endlich vielen der Funktionen 
zulässige Vergleichsfunktionen sind und daß sich für jede zulässige Ver
gleichsfunktion 1J? eine geeignete solche Kombination 9?11 angeben läßt, 
für welche sieb D [97] von D [IJ?n] um beliebig wenig unterscheidet. 
Dann muß es notwendig auch Minimalfolgen IJ?1 ,1J?2 , g;3 , ••• geben, 
bei denen cp11 eine lineare Kombination c1 W 1 + c2 w 2 + · · · + c11 w11 von 
w1 , w8 , ••• , w11 ist. Erst recht müssen wir also zu einer Minimal
folge gelangen, wenn wir für jedes n die Funktion IJ?11 , d. h. die Para
meter c1 , ... , c,. durch die Forderung bestimmen, daß D [IPJ = d11 ein 
Minimum sein soll. Diese Forderung stellt ein gewöhnliches Minimum
problem für D [IJ?n] als Funktion der n Parameter c1 , c2 , ••• , C11 dar 
und läßt sich nach dem Weierstraßschen Satze immer erfüllen, 
wofern nur - was als selbstverständlich vorausgesetzt werden soll -
D [ lf!nl eine stetige Funktion der Parameter c1 , c2 , ••• , Cn ist. Zur 
Bestimmung der Werte c, erhalten wir allgemein gesprochen die 

1) Ritz, W.: über eine neue Methode zur Lösung gewisser Variations
probleme der mathematischen Physik. J. reine angew. Math. Bd. 135, S. 1-61. 
1909. -Gesammelte WerkeS. 192-250. Paris 1911. 

2) Die Existenz solcher Funktionen wird im zweiten Bande näher diskutiert 
werclen. 
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n Gleichungen 8 ~~1P"J = 0 (i = 1, 2, ... , n). Von der so gewonnenen . 
Minimalfolge erwartet man nun, daß sie gegen die gesuchte Lösung 
konvergiert. Leider aber liegt, wie wir in 4. sehen werden, die Sache 
nicht so einfach, so daß wir allgemein nur aussagen können: Die 
gewonnenen Werte D [cpn] = d" konvergieren gegen die gesuchte 
untere Grenze bzw. das Minimum. Ob die Minimalfolge selbst gegen 
die Lösung konvergiert, und von welcher Ordnung (s. § 1, 3) die Konver
genz ist, das muß Gegenstand besonderer Untersuchungen bleiben. 
Auf diese Frage kommen wir später bei verschiedenen Gelegenheiten 
zurück. 

Die Brauchbarkeit des Verfahrens zur numerischen Rechnung kann 
unter Umständen auch dann noch bestehen bleiben, wenn die Konvergenz 
des Verfahrens nicht bewiesen ist. Welchen Erfolg die Methode im 
einzelnen Falle hat, wird von der mehr oder weniger glücklichen Wahl 
der Koordinatenfunktionen wi abhängen, die der Rechner dem indivi
duellen Problem augepaßt treffen muß. Zur ersten Erläuterung des 
Verfahrens betrachte der Leser die Beispiele unter 3· 

3. Weitere direkte Methoden. Auf eine andere Art kann man in 
vielen Fällen zu Minimalfolgen gelangen, wenn man den Bereich der 
zulässigen Funktionen erweitert, indem man stetige mit nur stückweise 
stetigen Ableitungen versehene Vergleichsfunktionen in Betracht zieht. 
Wir beschränken uns dabei hier auf das Problem des Minimums eines 

"'' 
einfachen Integrals der Form D [y] = /F (x, y, y') dx. Ist y1 = tp1 (x}, 

"'• 
y2 = cp2 (x), ... eine Minimalfolge, so können wir, wenn wir wie imm:!r 
die erforderlichen Stetigkeitsvoraussetzungen machen, sicher die durch 
y = (]Jn (x) dargestellte Kurve durch einen Polygonzug y = Pn (x) so
genau approximieren, daß das Integral D [ (]Jn] sich von D [Pn] beliebig 
wenig unterscheidet. Man kann also auch Minimalfolgen herstellen, die 
aus stückweise linearen Funktionen bestehen, wobei dann der Unter
schied zwischen Differentialquotient und Differenzenquotient der Funk
tion in jedem Teilintervall fortfällt. Teilt man z. B. das Integrations
intervall durch m Teilpunkte in gleiche Teile der Länge LI x ein und 
beschränkt sich auf Funktionen, die in jedem Teilintervall linear sind, 
so geht das Variationsproblem wieder in ein gewöhnliches Minimum
problem für die Funktionswerte in den m Teilpunkten über. Indem wir 
die so zu gewinnenden Funktionen für m -. 1, 2, 3, . . . bilden, erhalten 
wir wiederum eine Minimalfolge 1). 

1) Die hier geschilderte Methode ist im wesentlichen diejenige, vermöge deren 
Euter in seinem \Verke "Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive· 
proprietale gaudentes" (Lausanne 1744) die "Eulerschen Differentialgleichungen" 
gewann. 
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Der Leser möge sich davon überzeugen, daß man dieses Verfahren 
dem Ritzsehen Verfahren subsumieren kann, indem man geeignete 
stückweise lineare Koordinatenfunktionen einführt. 

Daß dieses Verfahren tatsächlich gegen die Lösung des Minimum
problems konvergiert, wenn diese Lösung vorhanden ist, werden wir 
später im zweiten Bande sehen. 

Ganz ähnlich wird man vorgehen können, wenn der Integrand 
höhere Ableitungen enthält, etwa noch die zweite. Man wird dann in 
dem approximierenden Problem den zweiten Differentialquotienten 
durch den zweiten Differenzenquotienten :l'i+ 2 __ :-:- 2 Yi+t + Yi ersetzen (LJ x)2 • 

Man kann unsere Variationsprobleme auch unter dem Gesichtspunkte 
der Theorie von Funktionen unendlich ~·ielcr Veränderlichen betrachten. Als 
ein Beispiel können wir die in Kap. II (S. 82) durchgeführte Hurwitzsche 
Lösung des isoperimetrischen Problems ansehen, wo die Fouriersehen 
Koeffizienten als die fraglichen Variablen auftraten und wo der ana
lytische Ausdruck die Lösung evident machte. Auch das Verfahren 
von Ritz gestattet diese Auffassung, wenn wir uns die gesuchte Funk
tion z. B. in eine unendliche Reihe c1 w1 + c2 w2 + · · . entwickelt denken 
dürfen und das Verfahren als eine ::\1ethode der sukzessiven Bestimmung 
der unendlich vielen Koeffizienten c1 , c2 , c3 , ••• ansehen, wobei natür
lich die nötigen Konvergenzuntersuchungen nachzuholen wären. 

Diese allgemeinen Erörterungen mögen durch einige auch an sich 
bedeutungsvolle Beispiele erläutert werden. 

a) Es soll das über das Rechteck R: 0 < x < a, 0 .~ y ~ b er
streckte Integral 

(6) D[g;] =_{f(g;~ + g;t)dxdy 
R 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in R stetigen, 
stückweise glatten 1) und am Rande verschwindenden Funktionen zu
gelassen werden, welche der Nebenbedingung 

(7) H [ IP] = N IP = //g;2 d X d y = 1 
R. 

genügen. 
Wir denken uns die Funktion g; in eme Fouriersehe Reihe 

'P = ~ Cmn sin m :_ x sinn:_ y entwickelt, was nach Kap. II sicherlich 
m,n=l a b 

möglich ist; dann handelt es sich um die Bestimmung der unend
lieh vielen Parameter Cmn durch die Minimumforderung. Da die Funk
tionen IPx und IJJy noch stückweise stetig sind, dürfen wir die Voll
ständigkeitsrelation der trigonometrischen Funktionen auch auf diese 

1) Siehe die Definition am Anfang von Kap. II. 
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Funktionen mit den Entwicklungskoeffizienten ~ m Cmn, J; n Cmn an

wenden und erhalten für die beiden Integrale die Ausdrücke 

(8) ab 00 (m2 n2 ) 
D = n 2 4 J.:c:nn -az + "b2 , 

00 

H ab"'"' 2 = 4.:::..,Cmn 
m,n=l m,n=1 

in den unendlich vielen Parametern Cmn· Wegen der Bedingung H = 1 
ist nun evident, daß die Lösung des Problems gegeben wird durch 

Cmn = 0 mit Ausnahme des Koeffizienten c11 , der gleich a: wird. Somit 
wird unser Variationsproblem durch Oie Funktion 

4 . :n:x • ny 
u = äbsm-;;smT 

gelöst und der Wert des Minimums ist 

d = n2 (-~ + ..!...) 
a2 ba ' 

eine Tatsache, die sich für jede stückweise glatte Funktion in der Be
ziehung 

(9} 

ausspricht; denn diese Gleichung ist äquivalent mit der Gleichung 
D [tp] > d für die normierte Funktion 'lf' = q; (N q;)-i. 

b) Es soll das über den Kreis K: x 2 + y2 < 1 der x,y-Ebene er
streckte Integral 

D [q;] =J J (q;~ + q;~) dxdy 
K 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in K glatten 
Funktionen zugelassen sind, die am Rande vorgeschriebene Randwerte 
annehmen. Wir führen Polarkoordinaten r, {} im Kreise ein, wo
durch das Integral in 

2n 1 

D [ q;] = J J ( q;; + :2 q;~) r d r d {} 
0 0 

übergeht; die vorgeschriebenen Randwerte mögen durch eine Fourier-

sehe Reihe f ({}) = ~0 + 1; (an cos n {} + bn sinn{}) definiert sein, und 
n=l 

diese Randfunktion möge eine stückweise glatte Ableitung haben, was 
nach Kap. II, § 4, 4 die Beschränktheit der Größen n2 1 an i, n2 1 bn I 
nach sich zieht. Wir denken uns die Funktion q; in der Form geschrieben 

00 

q; = t /0 (r) + 2'Un (r) cos n'& + gn (r) sin nfJ], 
n=l 

wobei die Koeffizienten fn(r), gn(r) der Bedingung fn(1) =an, gn(1) = bn 
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genügen müssen, und können dann wieder aus der Vollständigkeits
relation für die trigonometrischen Funktionen auf die Gleichung 

1 (')Q 1 I) 

D[<p] = ~ ( f0(r) 2 dr + 7!:_2; { (t~(r)2 + ~;: /(r) 2) rdr 
il n=1 iJ 

00 1 

+n2.,,J(g~(r) 2 + 1::gn(r)2)rdr 
n=1U 

schließen. Um also das ursprüngliche Minimumproblem zu lösen, werden 
wir die ganze Serie der Minimumprobleme 

1 1 

• ( 2 )' r ( 2 • 
/ /~2 + n 2 /~ rdr = Min., f g~2 + n2 g~) rdr = Min, (n = 0, 1, 2, ... ) 

ö r I o r 

behandeln, wobei f" wie g" eine glatte Funktion ist, die für r = 1 den 
Wert an bzw. bn hat. Für diese Minimumprobleme erfüllen auf Grund 
des Weierstraßschen Approximationssatzes sicherlich die Funktionen 
1, r, r 2, r 3, ••• die beim Ritzsehen Verfahren gestellten Bedingungen. 
Setzen wir für f" oder gn ein Polynom c0 + c1 r+ · · · + Cm rm vom Grade 
m :=::.:- n an, so ergeben sich, wie der Leser leicht selbst feststellen wird, als 
Lösungen unabhängig von m die Funktionen fn = an r", g" = b" r". 
Alle Funktionen der so entstehenden Minimalfolge werden also einander 
gleich, was unmittelbar diese Funktionen als Lösung des Minimum
problems kennzeichnet. 

Anstatt das Ritzsehe Verfahren anzuwenden, kann man aber die 
Lösung fn oder gn des Variationsproblems auch ganz direkt folgender-

1 

maßen erhalten. Für n = 0 haben wir zunächst jf~2 rdr zum Minimum 
0 

zu machen, was offenbar durch fo = 0, /0 = konst. = a0 erreicht wird. 
Für n > 0 muß f"(O) = g"(O) = 0 sein; sonst würde der zweite Teil 
des Integrals unendlich werden, da fn differenzierbar ist, sich also in der 
Form fn (O) + r hn (r) mit einer stetigen Funktion h" darstellen läßt. vYir 
schreiben nun das eine Integral in der Form 

1 1 1 

/(t~-; fnt rdr + 2 n,{fnf~dr =/(!~-; fnt rdr + n/;(1), 
0 0 0 

worin /n(1) = a" bereits festgelegt ist, und erkennen unmittelbar, daß 
wir dann einen minimalen Wert, und zwar den Wert n /~(1) = n a~ 

erhalten, wenn wir (,,- ~ f" = 0 setzen, was fn = Cnr" und wegen r 

der Bedingung fn(1) =an genau fn(r) = anrn ergibt. Die Lösung 
unseres ursprünglichen Minimumproblems lautet also 

00 

u (r, iJ) = a; + 2.~r" (an cos n {} + bn sinn 1?), 
n=\ 

Co u r an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 11 
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00 

und der Minimumwert ist a = nl;n (a~ + b~). Indem wir die komplexe 
n=l 

Schreibweise für die trigonometrischen Funktionen und die Integral
darstellungen für die Koeffizienten an, bn einführen, können wir die 
Lösung in der Form schreiben 

was durch Summation der gleichmäßig konvergenten geometrischen 
Reihen die Ausdrücke ergibt 

(10) 
" 

1 J 1 - r 2 

= 2n f (1p) 1 - 2 r cos (-8- tp) + r2 d ljJ • 
-:n: 

Man nennt dieses Integral, das uns später noch begegnen wird, das 
Integral von Poisson. 

Ausdrücklich sei noch darauf hingewiesen, daß das hier gelöste 
Minimumproblem seinen Sinn verlieren kann, sobald für die Randfunk
tion allgemeinere Voraussetzungen· zugelassen werden, z. B. nur Stetig
keit gefordert wird. Nehmen wir etwa die durch die gleichmäßig kon-

vergente Reihe e(i1) = 9?(1, i1) = i -;cos{n! i1) definierte stetige 
n=l n 

Randfunktion, so würde die Summe ni: m2 a~ = ni:.; {n!) 2 unend-
m=l 1 n 

lieh werden; es gibt dann, wie man leicht zeigen kann, überhaupt keine 
zulässige Vergleichsfunktion 1J? mit endlichem D[IJ?]. 

c) Es sei g(x,y) eine im Rechteck R: 0 < x < a, 0 < y < b 
glatte Funktion. Wir suchen eine mit ihren ersten Ableitungen im 
Rechteck stetige und am Rande verschwindende Funktion IJ?, welche 
das Integral 

(11) ][1J?]=Jj<~P~+IJ?~-21J?g)dxdy 
B 

zum Minimum macht. Setzen wir im Innern von R die Funktion 
00 00 

g (x, y) = 2: amn sin m::: sinn ny und !p = 1; Cmn sin m nx sinn ny , 
m,n=l a b m,n=l a b 

wobei Cmn zu bestimmende Parameter sind, so geht das Variations
problem wegen der Vollständigkeitsrelation der trigonometrischen Funk
tionen über in das Problem, die Größen C111 n so zu bestimmen, daß 

4 oc (m2 n2) oo-. 
ab][q::]=n22; "äi"+bz c;.n-2~a".nCm,. 

m,n=l m,n==l 
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möglichst klein wird. Hieraus erkennen wir unmittelbar, daß das Mini
mum geliefert wird durch 

(12) ( ) 1 ~ amn . ;rr; X • ;r y u x " = -- - --- smm - smn - . 
'J er 2 m2 n2 a b 

111.1!=1-+-
. a2 b2 

Diese Funktion erfüllt in der Tat alle gestellten Bedingungen, da die 
Reihe ebenso wie die durch gliedweise Differentiation entstehenden 
Reihen gleichmäßig konvergiert, indem die absolut konvergenten 

. ~ jamnl ~, mjamnl ~ njamnl M . Reihen ------ ' --.---·, ·-- - -- .l aJoranten darstellen. 
m2 n2 ' ....:;... m2 n2 m2 n2 
a2 -1- b2 (/2 + ·r;2- (;2 + b2 

\Vir werden später sehen, daß die Funktion u der Differentialgleichung 
()2u (;2u .. . . . . 
. 2 + ·o--z- = g (x, y) genugt, ebenso wie msbesondere die Funktion c,x cy 

u (x, y) des Beispiels a) und auch u (r, 1~) aus b) der Differentialgleichung 
(i2u [)2u .. ---..- + ·-.--c = 0 genugen. c xl cJyl 

4. Prinzipielles über die direkten Methoden der Variationsrech
nung. Die schon erwähnte Hauptschwierigkeit bei der Durchführung 
wie bei der strengen Rechtfertigung direkter Methoden in der Variations
rechnung liegt darin, daß Minimalfolgen eines Problems keineswegs gegen 
eine Grenzfunktion zu konvergieren brauchen, auch wenn die Existenz 
einer Lösung an sich feststeht. Man kann also nicht erwarten, durch 
Betrachtung von Minimalfolgen in allen Fällen wirklich unmittelbar 
zur Lösung zu gelangen. Ein einfaches Beispiel bietet die "Dirichletsche" 

A ujgabe 1), das Integral D [ 97] = jj" ( 97"; + 97;) d x d y zu einem Minimum 
G 

zu machen, wenn zum Vergleiche alle in G stetigen und stückweise 
glatten Funktionen zugelassen sind, die am Rande verschwinden. Offen
bar ist 97 = 0 die eindeutig bestimmte Lösung des Problems, da jede 
andere zulässige Funktion einen positiven, diese aber einen verschwin
denden Integralwert liefert. Indem wir Polarkoordinaten r, ~~ um einen 
beliebigen inneren Punkt P von G einführen, können wir das Integral 

in die Form setzen ./(( tp~ + :2 97~1) r d r d {}. Wir betrachten einen ganz 
(} 

in G liegenden Kreis r ~ a mit dem Radius a < 1 um P und setzen 

cp = 0 außerhalb dieses Kreises, rp = 1--
1- log.':. in dem Kreisring zwi-oga a 

sehen r = a und r = a2, schließlich 97 = 1-1 log a = 1 in dem Kreise oga 
r ;5; a2 • Die Funktion rp ist nach Definition eine zul;issige Vergleichs-

a 

funktion. Das Integral wird gleich -~_Jl___)2 j.; r d r = - 1
2 n . Lassen 

(log a a' r og a 

1 ) Diese Personalbezeichnung hat sich seit Riemann eingebürgert, entspricht 
aber keineswegs den historischen Tatsachen. 

11* 
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wir jetzt den Wert a eine Folge a1 , a2 , a3 , • • • von gegen Null 
strebenden Größen durchlaufen und betrachten alle zugehörigen Funk
tionen q;1 , q;2 , q;3 , ••• , so konvergiert D[q;,.] gegen Null; diese Funk
tionen bilden also eine Minimalfolge des Problems. Aber im Punkte P 
haben alle Funktionen den Wert 1; sie konvergieren daher nicht gegen 
die Lösung q; = 0 des Problems. 

Ein weiteres anschauliches Beispiel bietet das Variationsproblem 
der Minimalflächen, wobei das Integral 

jjv1+~+~dxdy 
G 

zum Minimum gemacht werden soll und zum Vergleich alle quadrier
baren Flächen zugelassen sind, die durch eine gegebene über dem 
Rande von G liegende Raumkurve laufen. Nehmen wir als diese Rand
kurve speziell eine Kurve der x,y-Ebene, z. B. einen Kreis vom Flächen
inhalt 1, so wird das Minimum sicherlich durch die Funktion z = 0, 
d. h. durch die x,y-Ebene selbst geliefert. Eine Minimalfolge ist jede 
Folge von Flächen durch die Kreisperipherie, deren Flächeninhalte 
gegen 1 konvergieren. Nun können wir sofort zulässige Vergleichs
flächen angeben, deren Inhalt beliebig nahe an 1 liegt und für welche 
z (x, y) an einzelnen Stellen sich von Null um beliebig viel unter
scheidet. Wir denken uns etwa auf die x,y-Ebene einen beliebig hohen, 
aber hinreichend schmalen geraden Kegel aufgesetzt, so daß sein 
Flächeninhalt unter einer gegebenen Schranke bleibt. Als Vergleichs
fläche nehmen wir die aus diesem Kegel und im übrigen aus der 
x, y-Ebene bestehende Fläche. Eine Minimalfolge aus solchen Flächen 
konvergiert nicht gegen die Lösung. Man kann sogar, wie leicht er
sichtlich, Minimalfolgen herstellen, bei denen die Divergenzpunkte auf 
der Kreisfläche überall dicht verteilt sind. 

1 

Bei dem Variationsproblem [ y'2 dx = Min., wobei y (x) eine stetige, 

stückweise glatte, an den Endpunkten verschwindende Funktion von x 
sein soll, müssen zwar, wie man leicht sieht, die Minimalfolgen stets 
gegen die Funktion y = 0 konvergieren; aber die Ableitungen der die 
Minimalfolge bildenden Funktionen brauchen dies keineswegs zu tun, 
wie das Beispiel der Funktionenfolge y,. = x für x < e,., y,. = 2 e,.- x 
für e,. < x s 2 e,., y,. = 0 für y > 2 En, lim e,. = 0 zeigt. ,._00 

Wir werden später sehen, wie in vielen Fällen solche Schwierig
keiten überwunden werden können und wie in der Tat die direkten 
Methoden der Variationsrechnung zu den mächtigsten Hilfsmitteln der 
Analysis gehören. Weniger radikal in das Wesen des Minimumproblems 
eingreifend, aber dafür allgemeiner und formal leichter zu handhaben 
sind die indirekten Methoden, welche wesentlich in der Zurückführung 
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des Variationsproblems auf Differentialgleichungsprobleme bestehen 
und seit Euler und Lagrange bis in die neuere Zeit hinein vorzugsweise 
ausgebildet worden sind. Ihnen gelten die nächsten Ausführungen. 

§ 3. Die Differentialgleichungen der Variationsrechnung. 
Die zuerst von Euler abgeleiteten Differentialgleichungen eines 

Variationsproblems stellen lediglich notwendige, keineswegs immer 
hinreichende Bedingungen dar, welche von einer Funktion erfüllt sein 
müssen, damit sie das Extremum eines vorgelegten Integrals liefert. 

Wir erhalten diese Differentialgleichungen, indem wir das Variations
problem auf ein Problem der Differentialrechnung zurückführen. Ein 
für allemal schicken wir voraus, daß wir alle auftretenden Funktionen 
und ihre explizit auftretenden Ableitungen als stetig voraussetzen, 
wofern nicht ausdrücklich etwas anderes festgesetzt wird. 

I. Das einfachste Problem der Variationsrechnung. Es möge sich 
zunächst um das einfachste Problem der Variationsrechnung handeln, 
nämlich um die Bestimmung des Minimums des Integrals 

x, 

(13) J[y] = J F(x. y, y') dx, 
Xo 

wobei x0 , x1 , y (x0), y (x1) gegebene Werte sein sollen. VondenFunktionen 
y (x) wollen wir die Stetigkeit der zweiten Ableitungen y" voraussetzen. 
Wir nehmen an, y = y (x) = I (x) sei die gesuchte Extremalfunktion, 
welche das Minimum liefert, und zwar möge das Minimum angenommen 
werden im Vergleich mit einer hinreichend kleinen Nachbarschaft (h) 
erster Ordnung zur Funktion y =I (x). Wir betrachten eine im 
Intervall x0 < x < x1 definierte Funktion 1J (x), welche stetige zweite 
Ableitungen besitzt, am Rande verschwindet, sonst aber willkürlich 
gewählt sein kann und bilden mit einem Parameter e die Funktion 
y = y + by = y + e 1J (x). Die Größe by = e 1J (x) nennt man die 
Variation der Funktion y =I (x). Wenn der Parameter e hinreichend 
kleinen Betrag besitzt, so liegen alle variierten Funktionen y in einer 
beliebig klein gewählten Nachbarschaft der Extremale y =I (x). Also 
muß das Integral ][y] = J[y + e1J], das wir als Funktion f/J (e) von e 
auffassen können, für e = 0 ein Minimum relativ zu allen absolut ge
nommen hinreichend kleinen Werten von e besitzen, und es muß daher 
rfl (0) = 0 sein. Indem wir erlaubterweise die Differentiation von 

x, 
f/J (e) = JF (x, y + e 1], y' +er/) dx unter dem Integralzeichen vorneh-

x, 
men, erhalten wir als notwendige Bedingung die Gleichung 

x, 

<P' (0) = J (Fy r1 + Fy•1J') dx = 0, 
>'o 
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welche für jede unter den obigen Einschränkungen willkürlich gewählte 
Funktion 17 (x) gelten muß. Wir formen den zweiten Teil des Integrals 
unter Beachtung der Bedingungen 17 (x0) = 17 (x1) = 0 durch Teil
integration um und erhalten so die für jede unserer Funktionen 17 
bestehende Gleichung 

Xt 

f 17(Fy- :xpY,)dx = 0. 
Xo 

Diese Gleichung liefert sofort die gesuchte Differentialgleichung 
auf Grund des folgenden "Fundamentallemmas der Variationsrech
nung": Wenn für alle am Rande verschwindenden und mit den 
beiden ersten Ableitungen stetigen Funktionen 17 (x) die Beziehung 

X1 

J 17 (x) q; (x) dx = 0 besteht, wobei q; (x) eine stetige Funktion von x 
Xo 

ist, so ist identisch q; (x) = 0. Diesen Satz, der genau ebenso auch für 
mehrfache Integrale gilt, beweist man sehr einfach indirekt. Wäre q; (x) an 
der Stelle X = e von Null verschieden, etwa positiv, so gäbe es auch eine 
Umgebung G: eo <x <e1 der Stelle e, in der q;(x) positiv ist, etwa 
größer als t5 > 0. Wir setzen 17 (x) = (x -- $0) 4 (x - $1) 4 in G und 

x, 
17(x) =0 außerhalb dieses Intervalls; dann ist sicherlich j17q;dx>O 

Xo 

im Gegensatz zur Voraussetzung. Die Behauptung q; = 0 bleibt be-
stehen, wenn wir der Funktion 17 die Beschränkung auferlegen, daß ihre 
Ableitungen bis zur kren stetig sein sollen; wir setzen dann einfach 
17 = (x - e0) 21 (x - e1) 21 mit 2l > k. Aus dem Fundamentallemma folgt 

unmittelbar, daß die Funktion :x Fy'- Fy, die wir abkürzend mit 

- [F]y bezeichnen, in x identisch verschwinden muß, d. h. daß die 
Funktion y (x) der Differentialgleichung 

{14) 

oder ausgeschrieben 

(14') y" Fy'y' + y' Fy'y + Fy'x- Fy = 0 

genügt. Dies ist die fundamentale Eutersehe Differentialgleichung, deren 
Form in der Analysis und den Anwendungen immer wiederkehrt. Ihr 
Bestehen ist eine notwendige Bedingung für das Vorliegen eines Extremums. 
Es handelt sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in deren 
allgemeiner Lösung zwei willkürliche Konstanten vorkommen, genau 
so viele, wie wir im allgemeinen zur Befriedigung der Randbedingungen 
brauchen. In Erweiterung der früher (vgl. S. 150) eingeführten Bezeich
nung nennen wir alle Lösungen der Eutersehen Differentialgleichung von 
nun an Extremalen. Den Differentialausdruck [F]y bezeichnen wir als 
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Variationsableitung von F nach y. Sie spielt hier dieselbe Rolle wie der 
Differentialquotient beim Problem der gewöhnlichen Minima. 

Wir erwähnen ferner einen mit Nutzen zu verwendenden Sprach
gebrauch. Ebenso wie man die Funktion E1) = by als Variation von 
y (x) bezeichnet, nennt man den Ausdruck 

x1 x1 

(15) b J = e f/1 (O) = ef(Fv- ddx Fy·) 'Y}dX = ef('Y}Fy + 'YJ' Fy·) dx 
Xo 

die Variation oder genauer die erste Variation des Integrals], ähnlich 
wie man nach Cauchy den mit unbestimmtem Parameter gebildeten 
Ausdruck E f'(x) = d I als Differential der Funktion I (x) bezeichnet. 
Notwendige Bedingung für ein Minimum ist also das Verschwinden der 
ersten Variation. Allgemein nennen wir Funktionen oder geometrisch 
gesprochen Kurven, für welche b J verschwindet, d. h. die Lösungen von 
[F]y = 0, auch stationäre Funktionen bzw. Kurven, indem wir damit, 
ähnlich wie beim entsprechenden Problem der Differentialrechnung, 
die Möglichkeit andersartiger Verhältnisse als wirklicher Extrema zum 
Ausdruck bringen. 

Die von uns früher (vgl. S.151, 152) angeführten Beispiele liefern 
folgende Ausdrücke: 

a) F= }'e+2lv'+gv'2 , -d f+gv' _ e.+2f.v'+g.v'2 _ 0 . 

du Jle+2fv'+gv'2 2]1e+2/v'+gv'2- ' 

]11 + y'2 ,;-~-
b) F = 'P (x;y} = "'' (x, y) r1 + y'2, "PY" = (1/'y -v•.,y') (1 + y'2); 

c) F = yy1 + y'2, y y" = 1 + y'2 (Sonderfall von b); 

d) F = yft= y' 2 , yy"=y'2-1. 

Die Integration dieser Differentialgleichungen wird uns für be
sondere Fälle in § 4 gelingen. Was die allgemeine Integrationstheorie 
der Eulerschen Gleichung betrifft, so werden wir uns mit ihr später in 
Bd. 2 befassen. 

Hinsichtlich des Bereiches der zum Vergleich zugelassenen Funk
tionen kann man sich insofern zu einer Kritik veranlaßt sehen, als wir 
die Existenz und Stetigkeit der zweiten Ableitungen voraussetzten (was 
mit Rücksicht auf die Gewinnung der Differentialgleichung zweiter Ord
nung geschah), obwohl die Formulierung des Problems nur die Stetig
keit der ersten Ableitungen zu verlangen scheint. Es wäre a priori 
denkbar, daß es in der betreffenden Nachbarschaft von y = f (x) eine 
Funktion y* (x) gäbe, für die nur die erste Ableitung stetig ist, und die 
einen \Yert J[y*] = i* < J[y] liefert. Dies ist aber nicht möglich. 
Denn nach dem \Veierstraßschen Approximationssatz können wir die 
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Ableitung y*' durch ein Polynom p' (x) und die Funktion y* durch das 
Polynom p (x), das obendrein noch die Randbedingungen p (x0) = y0 , 

p (x1) = y1 erfüllt, mit beliebiger Genauigkeit ersetzen1); es wird sieb also 
auch ][p] beliebig wenig von J[y*], also von i* unterscheiden, und 
daher würde es möglich sein, ][p] < :YfiJ zu machen, wenn i* < ][y] 
ist. Da aber p (x) eine zulässige Vergleichsfunktion mit stetigen zweiten 
Ableitungen ist, so muß i* > J[y] sein. Wir haben also nachträglich 
gezeigt, daß unsere Extremale, wenn sie überhaupt das Minimumproblem 
löst, diese Lösung zugleich fiir alle Vergleichsfunktionen bietet, die nur 
einmalige Differentiation gestatten. 

2. Mehrere gesuchte Funktionen. Ganz ähnlich wie beim ein
fachsten Problem liegen die Verhältnisse, wenn es sich darum handelt, 
mehrere, etwa n Funktionen y (x), z (x), ... von x so zu bestimmen, daß 
das Integral 

~1 

(16) ]= jF(x,y,z, ... ,y',z', ... )dx 
x, 

ein Extremum wird (oder einen stationären Wert erhält), wobei wieder 
die Funktionswerte an den Randpunkten gegeben sein mögen. Indem 
wir auch hier willkürliche, am Rande verschwindende Funktionen 'f] (x), 
!; (x), . . . einführen und annehmen, daß das Funktionensystem 
y = y (x) = f (x), z = z (x) = g (x), ... ein Extremum liefert, schließen 
wir genau wie oben, daß die Funktion 

x, 

l/J (ev e2 , .•. ) = J F (x, y + e1 'f], z + f 2 !;, ... , y' + e1 1]', z' + e2 !;', ... ) d x 
Xo 

der Variablen e1 , f 2 , ••• für e1 = 0, e2 = 0, ... ein Extremumhaben 

1) Man bilde nämlich zunächst nach dem Approximationssatz von S. 69, 

unter e eine willkürlich vorgegebene Größe verstanden, ein Polyncm q1 (x), das 

sich für x 0 :c:; x :c:; x1 von der Funktion y*' (x) um weniger als _ _e____ unter-
2(xn-x0) 

scheidet. Dann nimmt das Polynom 

.c 

q(x) = Yo+ fq'(t)dt 
.'l'o 

den vorgeschriebenen Anfangswert y 0 an und unterscheidet sich im ganzen Inter

valle von y*(x) höchstens um ~ . Um ein Polynom zu erhalten, das auch den 

vorgeschriebenen Endwert y 1 erreicht, braucht man nur die lineare Funktion 

l(x) = y,- q(x,) (x-x0 ) hinzuzufügen und bestätigt leicht, daß p (x) = q(x) + l(x) 
xl- Xo 

alle im Texte genannten Eigenschaften besitzt. 
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muß. Es wird also ( ~ <P) = 0, ( ~ <P) = 0, . . . sein, oder, w1e w1r 
' c fl 0 '0 '2 0 

auch schreiben können, 

x. 

worin die angehängte Null bedeutet, daß man in dem betreffenden 
Ausdruck E1 = c-2 = · · · = 0 zu setzen hat. 

Wir nennen diesen Ausdruck die erste Variation von J und können 
ihn ähnlich wie oben in die Gestalt bringen 

x, x, 

Da IJ] = 0 sein muß, wenn eine der Funktionen 17, (, ••• willkürlich 
gewählt, die andern Null sind, so folgt nach der obigen Schlußweise, daß 
gleichzeitig die folgenden Eulerschen Differentialgleichungen bestehen: 

(18) 

- [FJ!I = :x.F!I.- FY 

= F11• 11·y" + F11•2·z" + · · · + F11.yy' + Fy·zz' + · · · 
+F11·x-F11 =0, 

d - r F]z = -d - Fz' - Fz 
- X 

= Fz•y•Y" + Fz•z•Z" + ·· · + Fz•yy' + Fz'zz' + · · · 
+ Fz'x- Fz= 0, 

I .............................................. . 
Wir erhalten also hier als notwendige Bedingung für das Extremum 

oder den stationären Charakter der "Raumkurve" y = f (x), z = g (x), ... 
das Bestehen des Systems (18) von ebensoviel Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, wie es unbekannte Funktionen y, z, ... gibt. 

Alle oben für das einfachste Problem angestellten Überlegungen 
bleiben bestehen. Neu tritt hier lediglich die Möglichkeit hinzu, daß 
auch Fälle auftreten, bei denen z. B. das Integral ein Minimum wird 
gegenüber Variationen der Funktion y (x), dagegen ein Maximum 
gegenüber Variationen der Funktion z (x). 

Auch hier nennen wir jede Lösungskurve des Differentialgleichungs
systems eine Extremale. 

Das einfachste Beispiel für die Eulerschen Gleichungen ( 18) liefert 
die Aufgabe der Bestimmung der kürzesten Linien im gewöhnlichen eukli
dischen oder auch im nichteuklidischen Raume mit dem Linienelement 
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Hier wird 

F = fgll + 2 g12 y' + 2 g1a z' + g22 Y2 + 2 g2a y' z' + gaa z'2, 

und wir erhalten für die "geodätischen Linien" dieses Raumes die beiden 
Differentialgleichungen 

~ (g12 + g22Y' + g2az') _ ..!.._ (ogn + 2 ogu y' + ... ) = 0, 
dx F 2F oy iJ y 

~ (gl3 + g23y' + gaaz') - ___!__ (ogn + 2 ogl2 '+ ... ) = 0' 
· dx F 2F iJz iJz Y 

welche im euklidischen Falle mit 

F = f1 + y'2 + z'2 
111 

d y' 
- =0, 
dx }'1 + y'2 + z'2 

d z' 
- =0 
dx y1 + y'2 + z'2 

übergehen und durch alle Geraden des Raumes befriedigt werden. 
Die Ausbreitung des Lichtes in einem dreidimensionalen Medium 

mit der Lichtgeschwindigkeit cp (x, y, z) wird durch das Variations
problem 

z. 

T = Jy'i + y'2 + z'2 dx = Min. 
tp (x, y, z) 

x, 

geliefert. Indem wir allgemeiner die Lichtgeschwindigkeit noch von 
der Richtung des Lichtstrahles abhängig denken und demgemäß durch 
einen Ausdruck cp (x, y, z, y', z') darstellen, können wir das Problem der 
Bestimmung der Lichtstrahlen, d. h. das Problem der geometrischen 
Optik, als völlig äquivalent mit unserer Aufgabe betrachten, wobei einfach 

}"1 + y'2 + z'2 . 
F = ( , z') zu setzen 1st. 

tp x,y,z,y, 

3. Auftreten höherer Ableitungen. Wenn es sich um ein Variations
problem der Form 

x, 

(19) J = jF(x,y,y',y", .. . , y(n)) dx = Min. 
Xo 

handelt, wo F eine gegebene Funktion der Argumente x, y, y', .•• , y(n) 
ist, und zum Vergleich alle Funktionen mit stetigen Ableitungen bis 
zur 2nten Ordnung zugelassen werden, bei denen am Rande die Funktions
werte und die Werte der Ableitungen bis zur ( n - 1) ten Ordnung gegeben 
sind, so können wir die Eulersche Differentialgleichung ganz analog 
aufstellen. Verstehen wir wieder unter 1J (x) eine willkürliche, mit ihren 
Ableitungen bis zur nten Ordnung stetige Funktion, welche nur in den 
Randpunkten x = x0 , x = x1 cten Bedingungen 1] (x) = 0, 17' (x) = 0, ... , 
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'f/(n-l) (x) = 0 unterworfen ist, so erbalten wir genau wie oben für die 

erste Variation b]= eddEJ[y+e1J]l.=o den Ausdruck 

'!'t 
lJ J = ej [F11 17--'-- F11• 1/-!- · · · + Fy(n) 1ln)] dx, 

Xo 

und hier können wir wiederum durch fortgesetzte Teilintegration 
unter dem Integral alle Ableitungen der Funktion 17 fortschaffen, so 
daß () J in die Gestalt übergeht 

x, 

(20) lJ] = ef'fj [F11 - -/;F11• + dd:2Fy"- • · · + (-1)n dd:.Fy<nJ] dx. 
Zo 

Wir erbalten daher nach dem obigen Lemma als notwendige Be
dingung für das Extremum die Differentialgleichung 2 nter Ordnung 

d d2 d" 
(21) [ F]y = F y - d X F y' + d .-f2 F!l" - • • • + ( -1 )n d x• F y(n) = 0 , 

die wir wiederum als Eulersche Gleichung bezeichnen. Die im all
gemeinen Integral von (21) vorhandenen 2 n Integrationskonstanten 
können wir uns durch die 2 n Randbedingungen festgelegt denken. 

Ganz entsprechend lauten die Systeme von Eulerschen Gleichungen, 
die wir erhalten, wenn es sich um die Bestimmung mehrerer Funk
tionen y, z, ... aus einem Yariationsproblem 

x, 

.f F (x, y, z . ... , y', z', ... , y", z", ... ) dx = Min. 
Xo 

handelt. 
4. Mehrere unabhängige Variable. Das Variationsproblem der Be

stimmung der Extrema von mehrfachen Integralen führt zu einer oder 
mehreren partiellen Differentialgleichungen für die gesuchten Funk
tionen, so wie die bisher behandelten Aufgaben zu gewöhnlieben Dif
ferentialgleichungen führten. Wir betrachten etwa die Aufgabe, das 
über ein. gegebenes Gebiet G erstreckte Doppelintegral 

(22) J = // F (x. y, u, u.., uy) d x d y 
'ä 

durch eine mit stetigen Ableitungen~bis zur zweiten Ordnung versebene 
Funktion u zum Extremum zu machen, wobei die Randwerte der Funk
tion vorgegeben sein mögen. \Viederum verstehen wir unter 'f} (x, y) 
eine willkürliebe Funktion, der wir später die Randbedingung 'f} = 0 
auferlegen wollen, und erbalten als notwendige Bedingung für das 
Extremum das Verschwinden der ersten Variation 

d d . 
(j J = e(- 4i (e)) = e ( -· J [11 + e 17]) 

rfF c=O rfF ·E=Ü 
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oder anders ausgedrückt die Gleichung 

(23) jj(Fu1) + Fux 1)x + Fu.'l}y) dx dy = 0, 
G 

die wir nun ebenfalls durch Teilintegration umformen. Wir setzen 
voraus, daß die Randkurve r von G eine stückweise stetig sich ändernde 
Tangente besitzt und außerdem von jeder Parallelen zu einer der beiden 
Koordinatenachsen nur in einer beschränkten Punktzahl durchschnitten 
wird. Das Integral /F ux 1)x d x , bei festem y über denjenigen Teil der 
Geraden y = konst. erstreckt, der in G fällt, wird bei Teilintegration 

gleich - J 17 a: F u" d x + L 1] (x') F u. - L 1] (x") F ux, wobei wir unter 
x" die Abszissen der Punkte verstehen, in denen die Gerade y = konst. 
von links her in das Gebiet G eintritt, unter x' die Abszissen der Aus
trittspunkte. Durch Integration nach y erhalten wir 

JJ1)xFuxdxdy =-jJ1Ja~Fuxdxdy+ J1)Fux ~: ds, 
G G r 

wobei das Randintegral in positivem Sinne um das Gebiet G zu er
strecken ist, d. h. so, daß wachsendem s ein das Gebiet zur Linken 
lassender Umlauf entspricht. Indem wir mit dem zweiten Bestandteil 
des Integrals (6) ebenso verfahren, gewinnen wir 

- .. 1 (; {) 
(j J - f}} 1} l F U - 0 X F Ux - ay F Uy} d X d Y 

G 

+ cflJ(Fuxdy-Fuydx) = 0, 
r 

und, wenn wir entsprechend der Voraussetzung fester Randwerte von 
u am Rande 17 = 0 fordern, 

(24) JJ { {) () 1 
(j J = s 1) F - A- F - - F dx d y = 0 . 

U OX Ux iJy Uy J 
G 

Die Gleichung b J = 0 muß bei willkürlichem, stetig differenzierbarem 17 
bestehen. Da das Lemma aus 1. genau so für mehrfache Integrale 
gilt und bewiesen wird wie für einfache, schließen wir unmittelbar 
auf das Bestehen der Eulerschen Differentialgleichung 

(25) 
{) () 

-[F] ---F +-F -F -o u- O.'l: Ux c~y Uy u-

oder ausgeschrieben 

FllxUx U;r;x + 2 Fux!ty Uxy + F!tyUy Uyy + Fuxu Ux + Fuyu Uy 

+Fu.x+Fuyy--Fu= 0. 

Aus der :Mannigfaltigkeit aller Lösungen dieser Gleichung muß nun 
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eine gemäß der gestellten Randbedingung bestimmt werden (Rand
wertaufg abe). 

Entsprechend erhalten wir ein System von solchen Differential
gleichungen, wenn mehrere unbekannte Funktionen zu bestimmen sind, 
und eine Differentialgleichung 2 nter Ordnung 

(26) 

wenn die Funktion F die Ableitungen Ux, uy, ••• , Uyy ... y bis zur 
nten Ordnung enthält. 

Als Beispiel betrachten wir F = -~ (u~ + u!). Hier ist die Eulersche 
Gleichung einfach die "Potentialgleichung" 

LJ U = Uxx + Uyy = 0 : 

damit ist, wie beiläufig erwähnt werde, bewiesen, daß das Poissonsche 
Integral (10) S. 162 der Gleichung Ll u = 0 genügt, wenn man u als 
Funktion von x und y betrachtet. 

D. F k . F - 1 ( A ) 2 - 1 2 1 2 1' f d' 1e un twn - y LJ u - -2-uxx + ux,·uyy + -2-Uyy 1e ert te 
Eulersche Gleichung 

Ll Ll U = Uxxxx + 2 Uxxyy + Uyyyy = 0; 

dieselbe Eulersche Gleichung erhalten wir für den Integranden 
(Ll u) 2 - c (UxxUyy- u!y)· ____ _ 

Das Problem der Minimalflächen, d. h. der Integrand f 1 + z; + z;, 
führt auf die Eulersche Differentialgleichung 

Zx x ( 1 + Z~} - 2 Z:r y Zx Zy + Zy y ( 1 + z;) = Ü • 

5. Identisches Verschwinden des Eutersehen Ausdruckes. Es 
kann der Fall eintreten, daß der Eulersche Differentialausdruck zu 
einem Integranden F (x, y, y', ... ) identisch für jede eingesetzte Argu
mentfunktion, somit identisch in den Parametern x, y, y', . . . ver
schwindet. Dies trifft dann und nur dann zu, wenn die Funktion 
F (x, y, y', ... ) durch Differentiation einer Funktion G (x, y, •.. ) nach x 
entsteht (Integrabilitätsbedingung). Der Beweis kann dem Leser 
überlassen bleiben. Der einfachste Fall ist der des Integranden 
F = A + By'. Hier lautet die lntegrabilitätsbedingung einfach 
aA aB . 
--o·- - - 0 - = 0, eme aus der Integralrechnung wohlbekannte Tatsache. 
oy OX 

Ist Feine Funktion von x, y, u (x, y) und den Ableitungen von u, so 
bedeutet das identische Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes in den 
Argumenten x, y, u, u.,, Uy, ••• , daßFein sogenannter Divergenzausdruck 
ist, d. h. ein Ausdruck, dessen über die Fläche G erstrecktes Integral 
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sich in ein Randintegral verwandeln läßt. So ist z. B. der Ausdruck 
A., + By, worin A und B Funktionen von x und y sind, eine Divergenz. 
Denn es gilt die bekannte Formel 

jf(Ax + By) dxdy = f(A dy- B dx), 
G r 

und ebenso ist F = Uxx Uyy- u!u ein Divergenzausdruck, weil die 
Beziehung 

F = (ux Uyy)x- (ux Uxy)y = - (uy Uxy):r; + (uy Uzx)y 

besteht. Für beide Ausdrücke ist die Eulersche Gleichung identisch 
erfüllt. Wir halten also fest: 

Die Hinzufügung von vollständigen Differentialquotienten oder Di
vergenzausdrücken unter dem Integralzeichen ändert die Gesamtheit der 
Extremalen, d. h. der Lösultgen der Eutersehen Gleichung nicht. (Vgl. das 
Beispiel in 4.) 

6. Homogene Form der Eutersehen Differentialgleichungen. Bei 
geometrischen Problemen, wo es sich um die Bestimmung von Kurven 
oder Flächen durch Minimumforderungen handelt, ist es der Natur 
der Aufgabe angemessener, wenn man keine der Koordinaten als un
abhängige Variable auszeichnet, sondern zu einer Parameterdarstellung 
x = x (t), y = y (t) der Kurve bzw. x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v) 
der Fläche usw. übergeht, wobei t bzw. u und v die unabhängigen Para
meter sind und von den Funktionen x, y, z vorausgesetzt wird, daß nicht 
gleichzeitig die Gleichungen 

X= :i· = 0 bzw. XuYv -· x .. yu = YuZv- YvZu = ZuXv- ZvYu = 0 

bestehen. Dabei ist durch Punkte die Differentiation nach t bezeichnet. 
Wir betrachten zunächst das einfachste Variationsproblem, welches 
die Form hat 

t, t, 

(27) J = .{ F (x, y, ~ ~) dx = /'iJ (x, y, x. y) dt = Min., 
t, t. 

wobei 

'iJ = xF (x, y, t) 
gesetzt ist. Diese Funktion 'ij ist "positiv-homogen" vom Grade 1 in den 
Ableitungen x, y; sie genügt für alle positiven k der Homogenitätsrelation 

(28) 'ij (x, y, k x, k y) = k 'ij (x, y, x, y) 
und der daraus durch Differentiation nach k für k = 1 folgenden 
Gleichung 

(29) xtj,;; + YO:!i = 0:· 
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Ist umgekehrt iJ irgendeine positiv-homogene 1) Funktion ersten Grades 
in x und y, genügt also F der Gleichung (28), so bestimmt das 
Variationsproblem (6dt = Min. eine von der Wahl des Parameters & 

unabhängige Kurv~. Denn wenn durch die Parametertransformation 
t = t (T) das Intervall to :c_::: t < tl in das Intervall 'lo .;;:;: T c; Tl übergeht, 
so wird mit Rücksicht auf (28) 

"l"1 Tt 

I. ( dx dy') /' ( .dt .dt) 6 x,y.-1-,-d- dT= 6 x,y,x-d ,y~d dT . ( r T . , r 1: 
7o 7o 

T1 lt 

=f6(x,y,i,y)·~: dT = f6(x,y,x,y)dt. 
ro ~ 

Das Variationsproblem ist also gegenübet einer den Durchlaufungssinn 
nicht ändernden Parametertransformation invariant, die Extremalenkurven 
hängen von der Wahl des Parameters nicht ab. 

Zu dem homogen gemachten Problem gehören nunmehr zwei 
Eulersche Differentialgleichungen 

(30) 6x-6i:=O, 6v- 6!i =0, 

die zusammen mit der Relation (29) im wesentlichen mit der ursprüng
lichen Differentialgleichung (14) äquivalent sein müssen, also nicht un
abhängig voneinander sein können. Diese Abhängigkeit erhalten wir, 
indem wir aus (29) durch weitere Differentiation die folgenden Identitäten 
herleiten 

6x=i6xx+Ynx1i• 6v =i6vx+Y6v1i; 
.t nxx + y 6xv = o, i 6x1i + y 6v1i = o; 

Den gemeinsamen Wert 

pflegt man mit 61 zu bezeichnen. 
Aus den obigen Identitäten ergibt sich 

nx- ~x = i6xx + :Y6xv- 6x:vi- 6xvY -- 6xxx- 6xyY 

y mxy -jJ;;y + (iji- yx) ljl]' 

Ü'v- ~il = -- xC'iJxv- 6xv + (xy- yx)61J, 
1) Bei den geometrischen Beispielen ist häufig die Funktion i5' positiv-homogen, 

nicht aber im vollen Sinne homogen. In diesem Falle müßte nämlich eine Kurve, 
im entgegengesetzten Sinne durchlaufen, den entgegengesetzten Integralwert er
geben, während z. B. die Bogenlänge, definiert durch ( yi2+ y2 d t mit positiver 
Quadratwurzel, unabhängig von dem Durch!aufungssinr; immer denselben Wert hat. 
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so daß die beiden Gleichungen (30) durch die Identität 

(31) 

verbunden sind und z. B. durch die eine 

(32) 

ersetzt werden können. 
Ganz analog liegt die Sache, wenn es sich um die Bestimmung 

mehrerer Funktionen einer Variablen handelt. Hier geht das Va-

"'' 
riationsproblem J F (x, y, z, y', z') d x = Min. über in das Problem 

t1 Xo f iJ (x, y, z, x, y, z) d t = Min., mit iJ = x F ( x, y, z, ~, ~) , und die 
t, 

Funktion l5- ist jetzt positiv-homogen vorn Grade 1 in den Variablen 
X, y, z. 

Der Vorteil, den die homogene Darstellung gewährt, ist nicht nur 
der formale der Symmetrie. Z. B. entziehen sich Kurven, auf denen x 
nicht monoton anwächst - etwa geschlossene Kurven - der Dar
stellung in der Gestalt y = y (x), so daß sie in nicht homogener Dar
stellung nicht zu behandeln sind. 

Bei mehrdimensionalen Variationsproblernen gestaltet sich die 
hon:ogene Darstellung folgendermaßen. Werden in dem Integral 

J J F (x, y, z, Zx, zy) dx dy 

die Variablen x, y und die Funktion z als Funktionen zweier Parameter 
u, v angesetzt, so daß die Funktionaldeterminante von x und y nach 
u und v 

0\x, y) 
0 (u, v) = XuYv- XvYu 

von Null verschieden ist, so wird 

und das Integral erhält die Gestalt 

!JJ F (x, y, z, ZxZy) dx dy 

( ) =Jj.F(x 'z _o(y,z).o(x,y) -~J~.o(x,y)).ii(x,y)dudv 
33 l ,), ' o(u,v)'.o(u,v)' o(u,v)'o(u,v) o(u,v) 

- ((c.- ( o(y,z) o(z,x) o(x,y)) d d - tY x, y, Z, -.,-( -), "'-(--), o-( ___ ) u v. 
~ .., 0 U 1 V V U, V 0 U, V 

Hierbei ist der Integrand l5- homogen vorn ersten Grade in den letzten 
drei Argumenten. Die oben im Falle einfacher Integrale abgeleiteten 
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Relationen, insbesondere die Abhängigkeit (31) und die symmetrische 
Gestalt (32) der Differentialgleichung lassen sich sinngemäß auf den Fall 
mehrerer Veränderlichen übertragen. Da wir jedoch später keinen 
Gebrauch davon zu machen haben, verweisen wir lediglich auf die 
Literatur 1). 

7. Die Legendresche Bedingung. Wenn wir, wie dies in der Theorie 
der Differentialgleichungen üblich ist, die Eulerschen Differential
gleichungen der einfachsten Variationsprobleme nach den auftretenden 
zweiten Ableitungen auflösen wollen, so müssen wir voraussetzen, daß 
die dabei auftretenden Nenner nicht verschwinden. Beim einfachsten 
Problem gibt das die Bedingung 

(34) Fy'y' ~c Ü, 

welche man als Legendresche Bedingung bezeichnet; beim Problem der 
Bestimmung mehrerer unbekannter Funktionen y, z, , . , , w einer Ver
änderlichen x lautet die Bedingung 

F"'y' Fy·z· Fy'w' 
I 

Fz'y' Fz'z' Fz'w' 
0. (35) ! 

' 
Fw·y· Fw·z· Fw·w· 

Wir werden in einem späteren Kapitel sehen, daß diese Bedingungen 
als ganz natürlich auftreten, wenn es sich um die Entscheidung handelt, 
ob eine Extremale wirklich ein Extremum liefert. 

§ 4. Bemerkungen und Beispiele zur Integration der 
Eutersehen Differentialgleichung. 

Eine systematische Integrationstheorie der Eulerschen Gleichungen 
wird uns später im zweiten Bande beschäftigen. Hier sollen lediglich einige 
Bemerkungen Platz finden, clie uns die Integration der oben angeführten 
einfachsten Beispiele ermöglichen. Wir beschränken uns dabei auf das 

einfac!Jstc Prublclll /I' (x, v, y') d x cc.c Min. 
:r,. 

Ent!Jält die Funktion F dil~ Ahleilnug y' gar nicht, so reduzie1l 
sich die Eulersche Gleiclnmg auf Fy = 0, eine implizite Definitions
gleichung für die Funktion y (x). (Dieses Rcsl!l!at ist, wovon der 
Lest•r sich selbst überzeugen tnügc, durch AnwenJnng des Verfahrens 
Yon S. 165 auch din·kt kielt! zu Prhalt('n.) Zu beachten ist, daß in 

1 ) Vgl. liol::a, U.: \'orlc~uug<'n über Variationsrechuung S. (,6()~,671. Leipzig 
1')0'). H.obb, G.: Sur k~ maxima cl minima des integrales doublcs. Acta Math. 
Bd. 16, S. 65-140. 1892/93. 

Co u I a u l- Jl i 1 b <~ r l, l\lalhr.malbchc l)hysik. I. 12. 
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diesem Falle die Randbedingungen nicht mehr willkürlich vorgeschrieben 
werden dürfen, wenn das Problem immer eine I4ösung haben soll. 

Enthält die Funktion F die abhängige Variable y nicht, so folgt 

sofort d~ F 11• = 0, also F 11• = konst. = c, und hieraus y' = T (x, c), also 

'' = J rp (x, c) d x; die Integration der Eulerschen Gleichung ist also 
durch eine Quadratur möglich. 

Enthält die Funktion F die unabhängige Variable x nicht, so gelingt 
die Integration ebenfalls durch eine Quadratur. Dann ist nämlich 

(y' F1l -- F)' = y" F 11• + y' F/ -- F 11·y"- F 11 y' = y' (F/- F 11) = o, 

mithin folgt aus der Eulerschen Gleichung sofort 

F (y, y') - y' F11• (y, y') =c"" c, 

woraus sich y' als Funktion rp (y, c) von y und c berechnet und 

f dy 'b x = -(-) erg1 t . . rp y, c 
Man kann dieses Resultat, wenigstens in formaler Hinsicht, auch 

durch Zurückführung auf den vorigen Fall erhalten, indem man 
beachtet, daß die Extremalkurve auch dann noch die erste Variation 
des Integrals zum Verschwinden bringt, wenn man y als unabhängige 
und x als abhängige Variable ansieht. Bezeichnet man die Ablei
tung nach y durch einen Punkt, so erhält man das Variationsproblem, 

J F (y, .;) i dy zum Extremum zu machen, in dem nunmehr die ab

hängige Variable nicht vorkommt. 
Von unseren Beispielen(§ 1, 3, vgl. 5.151 ff. und 5.167) lassen sich 

die folgenden nach den hier gemachten Bemerkungen integrieren: 

· . . 1 -;1--+ y;z 
Bc1spiCl b) mJt lf' = 1~-, d. h. F = I -----; 

}y y 

'F F -1 1 y •11·- = -- = konst. = -. 
Jfy(1 +y'2) c 

c2 -~ !(c2 ~y) t 
Setzt man y =- (1- cost), so wird y' = 1--- = ctg-, 

2 y 2 

x = j'd~ = {tg.!_ dy dt = c2 (sin2 .!_ dt = c1 + ~ (t- sint) . 
. y . 2 dt .. 2 2 

Die Brachistochronen sir.d also die Zykloiden, die ein Punkt auf dem 
2 

Umfang eines Kreises mit dem Radius c beschreibt, wenn dieser auf 
2 

der x-Achse rollt. 

c) c , 
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Die Rotationsfläche, die zwei gegebene Kreise verbindet, muß durch 
Drehung einer Kettenlinie um ihre Achse entstehen, wenn sie möglichst 
kleinen Flächeninhalt haben soll. 

d) . F -y 1 yF- =--=----
11 l'1- y2 c ' 

Die andere Koordinate x wird 
. ---- . 1 

x=(V1-y2 ds=fsin(cs+c1)ds=- -cos(cs+c1)+c2 ; . . c 

die Lösung des isoperimetrischen Problems kann also nur ein Kreis sein. 

§ 5. Randbedingungen. 

In den vorangebenden Überlegungen sind wir stets von der Vor
aussetzung ausgegangen, daß am Rande des Integrationsbereiches die 
zu bestimmenden Funktionen vorgeschriebene Werte annehmen. Bei 
zahlreichen in den Anwendungen auftretenden Fragen bestehen jedoch 
für die Randwerte gar keine oder andersartige Bedingungen. Wenn 
bei der Bestimmung von Funktionen in einem festen Grundgebiet diesen 
keine Randbedingungen auferlegt sind, so sprechen wir von freien Rändern. 
Neben solchen freien Rändern kommen bei geometrischen Problemen, 
d. h. bei der Bestimmung von Kurven oder Flächen solche Aufgaben 
vor, wo die gesuchte Kurve auf vorgeschriebenen Kurven oder Flächen 
beginnen oder endigen oder wo der Rand des gesuchten Flächenstückes 
auf einer gegebenen Fläche liegen soll. Hier würde also das Integrations
gebiet der unabhängigen Variablen beim Variationsproblem nicht fest 
gegeben sein, sondern mit bestimmt werden müssen. Alle diese Fragen 
lassen sich durch eine leichte Verallgemeinerung der früheren Ergebnisse 
behandeln, wenn man den Ausdruck für die erste Variation t"5] des 
Integrals] den erweiterten Voraussetzungen anpaßt. 

I. Allgemeiner Ausdruck für die erste Variation eines Integrals. 

"'' 
Beim einfachsten Variationsproblem ] = JF (x, y, y') dx = Min. können 

"'• 
wir den allgemeinen Ausdruck der ersten Variation auf Grund der 
Überlegungen von § 3 unmittelbar in der Form 

(36) 
X, Xt 

= Fy,t"5yj + j[F]y~ydx 
jx, 

12* 



180 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

hinschreiben, wobei wir e 17 (x) = b y setzen und zur Abkürzung wieder 
[F]y für die linke Seite der Eulerschen Differentialgleichung benutzen. 
Ebenso ergibt sich bei mehreren gesuchten Funktionen, d. h. beim Pro-

"'• 
blem J =JF(x,y,z, ... ,y',z', ... )dx = Min. 

Xo 

X1 x, 

+ e1 ([F]y 1) dx + e2 (fFJz Z; dx + . . 
x, Xo 

(37) 
I"'• IX, 

= Fy' b y 1 + Fz' b z 1 + 
iXo !Xo 

x1 x1 

+ J [F]y by dx + ). [F]z bzdx + 
x, x, 

Im Falle eines Doppelintegrals hatten wir die Variation schon 
in der allgemeinen Form 

(38) 

I
d] = ejj'>'lll F - }_p - ~-F } dxd'1 

• "I U iJ X Ux C y Uy J 

G 

J { dy dx l l + EI' 1) F Ux dS - F uv dS f d S 

=ff[F]ududxdy+J{Fux~; -Fuy~;} dttds 
G r 

hingeschrieben, wobei J u = E 1) gesetzt ist. Genau ebenso würde bei 
mehreren gesuchten Funktionen u (x, y), v (x, y), ... der Ausdruck 

(39) 

entstehen. Hier bedeutet im Randintegral s die Bogenlänge der Rand
kurve oder der Randkurven, und das Integral ist wie oben im positiven 
Sinne um den Bereich herum zu erstrecken. 
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Ahnliehe Ausdrücke für die Variation erhalten wir bei etwas allge
meineren Variationsproblemen, wo die Randwerte im Variationsproblem 
explizit auftreten. Beispiele von typischer Wichtigkeit sind folgende 

x, 

(40) ] = /F(x,y,y')dx-<r(y0 )+1fJ(Yt) = Min. 
x, 

oder 

(41) ] = /IF(x,y,tt,ux,uy)dxdy + (w(s,u,u8 )ds = Min. 
'd i· 

Die Variation wird dann 

(42) 

x, 

j ?>] = ([F]y by dx + [1p' (y1) + Fy' (x, y (x1), y' (x1))l o y1 -

I :i:, - ~ rp' (Yo) + Fy' (xo, Y (xo), y' (Xo))] 0 Yo 

bzw. 

· · "( dy dx ) 
(43) 0]=.//[FJur)udxdy+J Fuxds -Fu11 ~+[<P]u IJuds 

G 1' 

mit 
d 

r(P] = <P - - W 
1t u ds u, · 

In dem Sonderfall 

(44) 

bei stetiger Randfunktion a (s) lautet der Ausdruck für die Variation 

(45) 1J J = f 1- 2((1] (U.rr + 1tyy) dx dy + 2 /(~~ + a u) 17 ds], 
r; I' 

wobei ou die Differentiation nach der äußeren Normalen bedeutet. 
r,'n 

Für das etwas allgemeinere Integral 

(44') I = (((p (u~ + u.~)- qu~) dx dy +(Pa u2 ds, 
"b t 

in dem p (x, y) eine nebst ihren ersten Ableitungen in G stetige, q (x, y) 
eine in G stetige und o(s) eine auf r stetige Funktion bedeutet, wird 
in ähnlicher Weise 

(45'l ,~! = fr-zJj"17 ((ptt.rlx+(puy)y+qtt)dxdy+zfp(~~+auhds] 
G I' 

2. Freie Ränder, natürliche Randbedingungen und Transver
salität. Aus diesen Ausdrücken erhalten wir ohne Schwierigkeiten die 
gesuchten Bedingungen für das Eintreten eines Extremums bzw. für 
den stationären Charakter des Integrals, d. h. für das Verschwinden 
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der ersten Variation. Zunächst ist selbstverständlich, daß auch in den 
Fällen nicht fester Randwerte die Eulerschen Gleichungen [F] 11 = 0 
bzw. [F] 11 = 0, (FJz = 0, ... erfüllt sein müssen. Denn gewiß muß unser 
Extremum bzw. der stationäre Charakter erst recht bestehen bleiben, 
wenn zum Vergleich nur die engere Klasse derjenigen Funktionen heran
gezogen wird, die am Rande mit der betrachteten Extremalen überein
stimmen, für die also am Rande 17 = 0 bzw. r; = 0, i; = 0, ... ist. In 
den Gleichungen ~ J = 0 haben wir also nur noch die auf den Rand be
züglichen Bestandteile zu berücksichtigen, da die anderen für jede Va
riation identisch verschwinden. Sind insbesondere am Rande des festen 
Integrationsgebietes keinerlei Bedingungen für die Funktionen y, z, u, ... 
vorgeschrieben, so ergeben sich wegen der Willkürlichkeit der Rand
werte von r;, i;, ... sofort die natürlichen Randbedingungen 

F 11.(x0) = F 11,(x1) = 0; 

F11, (x0) = F11, (x1) = 0, 

F11, + q:l(y)ix, = 0, 

F,, (x0) = F., (x1) = 0, 

Fy' + '1/''(y) x, = 0 1); 

dy dx 
Fux7JS- Fuu7JS = 0; 

dy dx dy dx 
F u,. dS - F uu dS = 0, Fv,. dS - Fvv dS = 0 , ... , 

dy dx d 
Fu,.dS- Fuu(iS + tPu- dS tPu, = 0; 

dy dx 
UxdS- UydS + aft = 0 oder 

ou 
-+a11=0 on ' 

welche der Reihe nach zu den Problemen 
x, x, 

J F (x, y, y') d x = Min. ; j"F(x,y,z, ... ,y',z', .. . )dx = Min. 

gehören. 

x, 
X! 

_(F (x, y, y') d x - cp (y0) + 1f' (y1) = Min., 
xo 

ffF (x, y, u, u.,, Uy) d X d y = :\'Iin.,. 
G 

{(F(x,y,u,u",,uy,v,vx,Vy, ... )dxdy = Min., 
"d 

jfF(x, y, u, fix, uy) dx dy +/ tP(s, u, U8 ) ds = Min., 
G I' 

.ff<u~ + u!) dx dy +/ att2 ds = Min. 
a r 

1) Durch die Bezeichnung ix, deuten wir an, daß in dem ganzen vorher
stehenden Ausdruck x = .'''o zu setzen ist. 
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Setzen wir in (40) und (42) speziell 

so lauten die natürlichen Randbedingungen 

Der Grenzübergang l _,. oo ergibt die Bedingung der festen Randwerte 

Y1 = b, 

so daß das einfachste Variationsproblem mit festen Endpunkten der Ex
tremalen als Grenzfall eines Problems mit freien Rändern erscheint. 

Allgemein haben wir in der Hinzufügung von Randgliedern bzw. 
Randintegralen ein Mittel, unter Aufrechterhaltung der Eutersehen Diffe
rentialgleichung die natürlichen Randbedingungen weitgehend zu beein
flussen. Auf diese für weitergehende Untersuchungen wichtige Be
merkung werden wir später, insbesondere auch im zweiten Bande, aus
führlich zurückkommen. 

Zur Behandlung der geometrischen Probleme, bei denen z. B. die 
Endpunkte der gesuchten Kurve auf gegebenen Kurven oder Flächen 
beweglich sind 1), wo also der Rand des Integrationsgebietes, allgemein 
zu reden, nicht fest gegeben ist, eignet sich am besten die Parameter
darstellung. Wir leiten hier die Randbedingungen für das Eintreten 
eines Extremums ab, wenn die zu bestimmende Kurve y (x) in der 
Ebene auf einer gegebenen Kurve T (x, y) = 0 beginnen soll, während 
der Endpunkt fest ist. Indem wir in dem zum Extremum zu machenden 

Integrale ] = / F (x, y, y') dx, wo die untere Grenze x0 noch frei ist, eine 
Xo 

Parameterdarstellung x = x (t), y = y (t) durch den zwischen festen 
Grenzen t0 ::;::~ t 2.;; t1 laufenden Parameter t einführen, wodurch die Un
bequemlichkeit des veränderlichen Integrationsbereiches beseitigt ist, 

t, 

erhalten wir J=/'ij(x,y,i,y)dt, 'ij=xF(x,y,-~) mit der An-
r,, 

fangsbedingung Tix (t0), y {t0)) = 0. Wir führen zwei für t = t1 

1) Die soeben behandelten "freien" Ränder ordnen sich natürlich hier als 
Spezialfall unter. So läßt sich z. B. die Aufgabe: 

/F(x, y,y') dx ···~ Min., 
.(II 

wobei die Werte y(x0 ) und y(x1 ) beliebig sein dürfen, auch so aussprechen: Es 
soll eine Kurve gefunden werden, deren beide Endpunkte auf den vertikalen 
Geraden x ~ x0 bzw. x ~- .1: 1 liegen und die dem Integral einen möglichst kleinen 
Wert erteilt. 
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verschwindende, sonst willkürliche Funktionen ~ (t), 17 (t) und zwei 
Parameter e1, r2 ein, welche c1t~r Bedingung 

genügen sollen, und formulieren 1lie Extrt>maleigenschaft nnserer Kurve 
dahin, daß die Funktion 

t, 

IJJ(t 1,f'2) =c r~(X + l'1 ~. y + f~IJ, :i: j f1 ~. :\'' -j t 21j)df 
lo 

für e1 = 0, e2 = 0 stationär ist, wenn f 1 , t:2 der Bedingung 'F(e1 , es) = 0 
genügen. Die Theorie der gewöhnlichen Extrema lehrt die Existenz 
von zwei Konstanten /.0 , 2 derart, daß 

+ (2 '11 + ;.Cl 1>) = 0 ' 
( Fl ~'t = 0 

f":l = () 

gilt. Wir dürfen flie Konstante A11 glPich 1 nchnwn, da sonst ~-T = 0, 
c!x 

~~· = 0 für t = t0 sein müßte, der Punkt t = t0 also ein singulärer 

Punkt der Kurve T = 0 wäre, was wir ausschließen wollen. Da die 
l'unktionen x (t), y (t) der Eulerschen Differentialgleichung genügen 
müssen, erhalten wir auf Grund unserer Ausdrücke für die erste Varia
tion das Bestel1cn der Gleichungen 

an der Stelle t =-c / 0 , woraus durch Elimination von ;. die Transver
salitätsbedingung 

(46) ~x T 11 - 'il>v T." = 0 

folgt. Eine entsprechende Bedingung muß natürlich auch am End
punkt gelten, wenn auch dieser auf einer Kurve variabel ist. 

Die Transversalitätsbedingung ist eine wechselseitige Beziehung 
zwischen der Richtung der zu bestimmenden Extremalen und der Rich
tung der Ausgangskurve. Sie ist linear in Tx und Ty, bestimmt also bei 
vorgegebener Extremalenrichtung die Richtung der Ausgangskurve ein
deutig aus der der Extremalen (das Umgekehrte braucht aber nicht 
stattzufinden). Zu federvorgegebenen Ausgangskurve kann man sich ei"ne 
einparametrige Schar von transversalen Extremalen konstruieren, indem 
man durch 1'eden Punkt derKurve eine in transversaler Richtung ausgehende 
Lösungskurve der Eutersehen Differentialgleichung zieht. 

Indem wir wieder zur unhomogenen Darstellung y = f (x) der 
Kurve zurückkehren, erhalten wir wegen 

(47) 
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die Transversalitätsbedingung in der Form 

(41-i) 

oder, wenn <lif' Ansgangskmve in der Gt>stalt y = g (x) gegeben ist 

Hier muß betont werden, daß diese Formulierung versagt, sobald die 
Ausgangskurve an der betrachteten Stelle Pine zur y-Achse parallele 
Tangente hat; in dil~sern Falle tritt die natürliche Randbedingung 
F 11• = 0 in Kraft. 

Ganz ähnlich liegen die Verhältnisse bei der Bestimmung einer 
Raumkurve ~' ._._" y (r). ;: - ;: (x). welche auf einer gegebent>n Fläche 
T (x, y, :.) 'o anfangPn, tlnrd1 Pinen gPgf'hPncn Endpunkt :r1 , y 1 , z1 

gehen und t>in Integral ] coc I F(r, y, z, y', z') dx stationär machen soll. 

Ct·nau wie oben erhalten wir, WPnn wir Paranwterdarstellung einfiihrrn 

und F (x, y, z, ~, ~J-t c-c· ~· (x, y, z, i, v, i) setzen, als Transversalitäts-
.t .\. 

bedingung die beidt>n ( ~lt>idmngen 

(49) 'j' 'j' '1' '1: <"r. -
:r : 11 : z = o'i : O'y : 'ö'i 

(50) 1' 'J' 'j' /' X : !f : Z ·._·_-· 1 -

Auch diese Bedingungen ordnen jedem Punkt der AusgangsflächeT = 0 
eine oder mehrere transversale Richtungen zu, der Fläche also eine zwt'i
parametrige Extremalenschar. Dagegen gehört zu jeder Extremalen
rkhtung genau eine transversale Flächenrichtung. 

Selbstverständlich gelten am Endpunkt der Kurve dieselben Trans
versalitätsbedingungen, wenn auch der Endpunkt auf einer Fläche 
beweglich ist. 

Im Falle der geodätischen Linien auf einer Fläche oder der 
kürzesten Linien im Raume decken sich die Begriffe transversal und 

orthogonal. Für F = ~1 1 + y'ii -+- ~' 2 z. B. lautet die Transversali

tätsbedingnng T, : Ty : T, = 1 : y': :/. Für F = Ve -+ 2 fy' + g y'2 er
halten wir 

T x : T 11 = e + f y' : f + gy'; 

dies ist aber die Bedingung für senkrechtes Schneiden. 
Ziehen wir also auf einer Fläche von einem PunktePaus das Büschel 

der geodätischen Linien, so wird dieses Büschel von den orthogonalen 



186 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

Trajektorien transversal geschnitten. Die Länge der geodätischen Linie vom 
Punkte P bis zum Schnittpunkte Q mit einer solchen Trajektorie ist in jeder 
Lage als Funktion des Punktes Q stationär. Daraus folgt, daß diese Länge 
konstant ist und daß die Trajektorien, die sogenannten geodätischen Kreise, 
geschlossene Linien sind. 

Der Zusammenhang zwischen Extremalen und Transversalen wird 
uns später im zweiten Bande noch näher beschäftigen. Hier sei nur 
vorläufig darauf hingewiesen, daß im Falle der Lichtausbreitung die 
Transversalen nichts anderes sind als die Wellenfronten der in den Strahlen 
(Extremalen) sich ausbreitenden Lichtwelle. Dabei verstehen wir unter 
einer Transversalen immer eine zu einer Extremalenschar überall trans
versale Kurve bzw. Fläche. Wenn Transversalität und Orthogonalität 
Verschiedenes bedeuten, so heißt dies, daß Wellennormale und Strahlen
richtung nicht zusammenfallen. 

§ 6. Variationsprobleme mit Nebenbedingungen. 
Während bei den bisher behandelten Problemen die Argument

funktionen, abgesehen von etwa gestellten Randbedingungen, frei wähl
bar waren und sodann die Lösung des Variationsproblems durch die 
Eulerschen Differentialgleichungen mit den gegebenen oder den natür
lichen Randbedingungen festzulegen war, werden in den nunmehr zu 
betrachtenden Aufgaben die Argumentfunktionen außer den Rand
bedingungen noch Nebenbedingungen anderer Art unterworfen sein, 
die sich auf den gesamten Verlauf der Argumentfunktionen beziehen 
und durch welche die Eulersche Differentialgleichung selbst eine wesent
liche Modifikation erleidet. 

I. Isoperimetrische Probleme. Der einfachste Typus solcher Auf
gaben wird durch das isoperimetrische Problem dargestellt, welches 
wir, wie in § 1, ) d, allgemein so formulieren: Es soll das Integral 

] = j F (x, y, y') dx stationär gemacht werden, während die Funktion y 
:to 

außer den Randbedingungen noch einer Nebenbedingung 

x, 

(51) K = /G(x,y,y')dx = c 
... 

unterworfen ist. 
Zur Lösung dieses Problems schlagen wir folgenden Weg ein: Wir 

nehmen etwa an, die Randwerte y (x0) = y0 , y (x1) = y1 seien gegeben 
und y = y (x) sei die gesuchte Extremale. Wir betrachten die folgende 
Schar von Nachbarkurven: y + t5y = y (x) + t:1 1J (x) + e2 C (x), wobei 
F1 und F2 Parameter sind und 17 (x) und '(x) den Bedingungen 
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YJ (x0) = 'fJ (x1) = C (x0) = C (x1) = 0 genügende, sonst aber willkürliche 
Funktionen bedeuten. Nunmehr folgt, daß die Funktion 

x, 

ifJ (cv c2) = J'F (x, y + c1 17 + c2 C. y' + c11)' + f 2rl dx 

stationär sein muß für c1 = E2 = 0 im Vergleich mit allen hinreichend 
kleinen Werten c1 und c2 , für welche 

x, 

.f G (x, y + c1 YJ + c2 C, y' + c11( + c2 C') d x = c 

wird. :K ach den in § 1 zitierten Sätzen über gewöhnliche Maxima und 
Minima muß es also zwei Konstante 20 und J. geben, derart, daß 

- "'' 
8~1 [ Ä0 /F (x, y + <1 1J + E2 (, y' + E1 1( +c2 C'} dx + 

x, 

} ___ [;.o /. F (x, )' + F1 11 + E2 C, y' + E1J/ + E2 C') dx + 
(! 82 . • 

"'• 
"'' + lf G(x, Y+E1 1J + E2 C, y' + c1 17' +c2 C')dx] i .,=o = 0 

Xo le1=0 

wird, und zwar können wir sicherlich dann 20 = 1 wählen, wenn nicht 

~h : 

}____ (Gdxi 0 = 0 c e2 • , r.1= 
Xo ! ea::::::O 

ist. Setzen wir zur Abkürzung 20 F + I.G = F*, so lauten unsere Be
dingungen für die Funktion y (x) kurz geschrieben 

woraus wegen der Willkür von 17 und C folgt 

(F*.)'- F* = o. y y 

Falls 20 = 0 ist, ergibt sich die Gleichung 

(52) 
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ist dagegen Ä0 * 0, so daß wir 10 = 1 annehmen können, dann folgt 
das Bestehen der Gleichung 

(53) 
d o(F + lG) o(F + i.G) 

- -----0 dx iJy' oy - . 

Wir haben also das Resultat, daß für die Extremale notwendig mit 
einer geeigneten Konstanten l die Gleichung (53) erfüllt sein muß, es sei 
denn, daß die Gleichung (52) besteht. In diesem letzten Ausnahmefall 
muß eine besondere Untersuchung eintreten. 

Im allgemeinen Integral der Differentialgleichung (53) tritt außer den 
beiden Integrationskonstanten der Parameter l auf. Diese drei Parameter 
sind aus den Randbedingungen und der Gleichung K = c zu bestimmen. 

Das einfachste Beispiel bietet das gewöhnliche isoperimetrische 
Problem, wobei F = y1 + y' 2 , G = y ist. Man findet sofort 

dd 0°,(f1 +y'2 +ly)-J!-(y1 +y'2 +i.y) = 0 
x oy c Y 

oder 
d y' 
----1 
dxYt+y'2- • 

woraus sich als Lösung Kreise ergeben. 
Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung der Gleichgewichtslage eines 

schweren, homogenen, in seinen Endpunkten aufgehängten Fadens. 

Hier wird F = yf1 + y'2 , G = f1 + y'2 , und wir erhalten, indem "\\rir 
uns an die Integration der Eulerschen Differentialgleichung im Falle 
F., = 0 erinnern (vgl. S. 178), 

F* - y' F;', = (y + l) (y1 + y'2 - _L) = y + i. = c. 
y Jl1 + y'2 1'1 + y'2 

y + l = c ~of (; + cl); 

die gesuchte Kurve ist also eine Kettenlinie. 
Zur Erläuterung des Ausnahmefalles betrachten wir etwa die 

1 

Nebenbedingungen Jy1 +y'2 dx = 1, während y(O) = 0, y(1) = 0 ist. 
0 

Hier gibt es offenbar nur die einzige vergleichsfähige Kurve y = 0, 
welche auch wirklich der Differentialgleichung (52) genügt. Was auch 
immer F sei, die Lösung kann keine andere als y = 0 sein1). 

2. Endliche Bedingungsgleichungen. Der nächst einfache Typus 
von Variationsproblemen mit Nebenbedingungen ist: Ein Integral 

1 ) Über den Ausnahmefall vgl. Caratheodory, C.: Über die diskontinuier
lichen Lösungen in der Variationsrechnung. Dissertation Göttingen 1904, S. 45ff. 
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~ 

J = i F(x,y,z,y', Z1)dx stationär zu machen, während die zu be~ 
Xü 

stimmenden Funktionen y (x), z (x) außer an die Randbedingungen 
y(x0)=y0 , y(x1)=y1 , z(x0)=z0 , z(x1)=z1 noch an eine !\eben
bedingung der Form 

(54) G (x, y, z) = 0 

geknüpft sind. GEometrisch gesprochen soll eine auf einer gegebenen 
Fläche gelegene Raumkurve y (x), z (x) durch die Extremumforderung 
festgelegt werden 1). 

Zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen für die Funktionen 
y (x), z (x) ist der naturgemäße \Veg, die Gleichung G = 0 nach 
einer der Funktionen, etwa z (x), aufzulösen und so das Problem auf 
das der Bestimmung einer unabhängigen Funktion y (x) zurück
zuführen. Diese Auflösung z = g (x, y) ist nach elementaren Sätzen 
der Analysis sicher möglich, wenn für die betreffende Extremale 

~-~ =cc 0 gilt. Wir können Z1 als Funktion von x, y und Y1 ansehen 

und also aus F (x, y, z, y1 , z') eliminieren, indem wir die Relation 

G I 1 G + 1 G 1 I c g I + 0 g b ht x -;- y y z z = 0 oc er z = t Y y C'x eac en. Dann wird 

F( , I F( ( ) I cg ,cg) 
X, y, Z, y, Z) = X, y, g X, y , y, ."----- + V -;::- , 

CX • C y 

und y muß der Eulerschen Differentialgleichung 

_!!__ (.F . + F. c g )·. - [F + F c g ..L F. (__f!__L + I ~2_!·) 1 = 0 
d .t' Y Z C y y Z (:; y I Z O X {) y Y (; y2 J 

genügen, welche nach einfacher Umformung die Gestalt 

(F~·- Fy) + (F~·- Fz) ~~~ = 0 

annimmt. Da andererseits auch 

ist, so muß die Proportion 

G G cg u+ z-oc-=0 cy 

F~:- Fy: F;.- Fz = Gu: Gz 

bestehen. Also ist entweder längs der Extremalen identisch Gu = Gz == 0 
(was der oben gemachten Voraussetzung widerspricht), oder es gibt 
einen Proportionalitätsfaktor I. = ;, (x), für den 

(55) 

1) Man beachte, daß in der geometrischen Darstellung die Koordinate x 

bevorzugt ist, so daß nicht alle auf der Fläche G = 0 liegenden Kurven gleich
berechtigt erscheinen. 
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wird. Setzen wirF*= F- },G, so kann man das Resultat in der Form 
der auf F* bezüglichen Eulerschen Gleichungen schreiben 

- [F*Jz = F:'- Fi = 0. 

Notwendige Bedingungen fiir das Extremum sind also diese Gleichungen, 
es sei denn, daß für die Extremale gleichzeitig die beiden Gleichungen 

Gy= o, 

bestehen, aus denen wegen der Relation Gx + y'Gy + z'Gz = 0 die dritte 
Gx = 0 folgt. 

Der letztgenannte Ausnahmefall hat eine anschauliche Bedeutung. 
Die Gleichungen bedeuten nämlich eine notwendige Bedingung dafür, 
daß die Kurve auf der Fläche eine Rinne oder Kante definiert, in 
welcher die Tangentialebene nicht mehr eindeutig definiert ist. In der 
Mechanik bedeuten die Lösungskurven des Variationsproblems Bahn
kurven von Punkten usw. Es ist plausibel, daß ein Punkt, der in eine 
solche Rinne gerät, dort bleiben kann, statt eine nach den sonstigen 
Gesetzen der Mechanik natürliche Bahn einzuschlagen. 

Die Faktoren ;., die wir hier und im vorigen Beispiel eingeführt 
haben, nennt man auch hier wie bei den analogen Überlegungen der 
Differentialrechnung Eutersehe oder Lagrangesche Multiplikatoren. Bei 
beiden Aufgabentypen liegt formal die Sachlage gleichartig, indem nämlich 
mit dem Multiplikator }. der Ausdruck F + J.G = F* gebildet und die 
Eutersehen Gleichungen für diesen Ausdruck aufgestellt werden. Der 
Unterschied ist nur der, daß im ersten Falle }. eine Konstante, im zweiten 
Falle}. eine Funktion}. (x) von x ist. Die Eutersehen Gleichungen zusam
men mit der Nebenbedingung und den Randbedingungen ergeben gerade 
die richtige Anzahl von Bedingungen zur Festlegung der Extremalen. 

Das einfachste Beispiel für den zuletzt behandelten Fall von Neben
bedingungen liefert die Bestimmung der geodätischen Linien auf einer 

gegebenen Fläche G (x, y, z) = 0. Hier ist F = V1 + y'2 + z' 2 , und 
wir erhalten zur Bestimmung der geodätischen Linien, wenn wir diese 
in Parameterdarstellung x = x (t), y = y (t), z = z (t) gegeben denken, 

d x .d y d i 
d t Via+ :Ya + .z2 • d t V i 2 + :Y2 + z2 : d t V i2 + y2 + .za = Gx : Gy : Gz 

oder 



~ G. Vona.h•m~;prohleme mit Nebenbedingungen. 191 

drPi Gkichnngt·n. dit: zu~am111cu tnit der vicrtt•n (,' -C~ 0 dit: geodätischen 
Linien und den Multiplikator Je (x) bcstintlltcn. Diese D<trstcllung der 
geodätischen Linien ha.t vor der früheren den Vorzug, die geometrischen 
Haupteigcnscha ften der Li nicn u nmittclbarcr hervortreten zu lassen, näm
lich z. B. die Tatsache, daß die Sclnnicgungscbcnc der geodätischen Linie 
durch <lie Flächennormale geht. Der .Beweis kann llel\l Leser über
lassen bleiben. 

3. Allgemeine Nebenbedingungen. Während bei deqt eben behan
delten }>roblcmtypus der Multiplikator A. eigentlich nur einen formal 
eleganten Kunstgriff bedeutete, wird er auch für das Wesen der Sache 
uncntlwhrlich, wenn ma11 allgcllleiJH~rc Ndwnhedingnngen der Form 

( 5ö) ,,. (:1 .1', z. y'. ;;') '· u 

heranzieht, wobei der Ausdruck (, (:r, y, z, y', z') nicht durch Differen
tiation eines Ausdrucks H (x, )', z) nach x entsteht, d. h. ein nicht 
integrablcr Differentialausdruck ist. Man nennt solche Nebcpbedingungen 
auch "nicht ltolonome" Bcdingttngen. Ein einfaches Beispiel einer sol
chen Bedingung ist y' -- z = 0. Wäre diese Bedingung holonom, d. h. 
äquivalent mit einer endlichen Bedingung H (x, y, z) = konst., so könnten 
die Werte von x, y um\ z nicht üherall unabhängig voneinander gewählt 
werden, während man doch aber offensichtlich zu jedem vorgegebenen 
Wertsystem x, y, z noch das y' gemäß der Bedingung y'- z = 0 wählen 
kann. Nicht holonome Bedingungen treten in der Mechanik dann auf, 
wenn in die Bedingungsgleichungen außer den Ortskoordinaten noch 
die Richtungen der Bewegung eingehen, z. B. bei der Bewegung eines 
Schiffes, eines Schlittschuhes oder beim Rollen einer Kugel. 

Die früher behandelten Probleme mit Nebenbedingungen lassen 
sich als Spezialfälle unseres jetzigen allgemeinen Problems auffassen. 
Für das Problem unter 2. ist dies selbstverständlich. Aber auch das 
eigentliche isoperimetrische Problem können wir einordnen. Die 
Spezialisierung besteht hier darin, daß in F die Größen z, z' gar nicht 
auftreten, während die Nebenbedingung die Form z'- G (x, y, y') = 0 
hat 1). Randbedingungen sind 

Auch der Fall des gewöhnlichen Minimumproblems mit höhe
ren Ableitungen unter dem Integralzeichen ist ein Spezialfall des 
hier betrachteten Problems. Z. B. ist das Problem des Extremums 

1 ) Zu beachten ist jedoch hier, daß der Begriff der Nachbarschaft einer 

Kurve für das Problem fF d x = Min. bei J Gd x = konst. und für das Problem 

r F d X= Min. mit Z1 - G (x, y, y') = 0 nicht derselbe ist. Vgl. Bolza, s. 513/514 
und Fußnote 2). Die Probleme sind nur im Hinblick auf ihre Differentialgleichungen 
äquivalent. Entsprechendes gilt bei dem folgenden Beispiel des Textes. 
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x, 
von J F (x, y, y', y") dx äquivalent mit dem des Extremums vou 

:t'J x, 

J F (x, y, y', z') dx unter der Nebenbedingung z- y' = 0. 
x. 

In allen diesen Fällen erhalten wir, wie man leicht sieht, die not-
wendigen Bedingungen einheitlich durch die folgende Regel: Wenn nicht 
durch die Lösung die zum Ausdruck G gehörigen Eutersehen Gleichungen 
erfüllt sind, muß es einen Multiplikator A. (x) geben, so daß die zum Aus
druck F* = F + A. G gehörigen Eutersehen Gleichungen erfüllt sind. 

Es liegt nun sehr nahe, die Gültigkeit dieser Multiplikatorregel auch 
für den allgemeinen Fall einer nicht holonomen Nebenbedingung zu ver
muten. In der Tat gilt diese Regel auch für das allgemeine oben formu
lierte Problem. Wir wollen aber hier auf die Durchführung des Beweises 
verzichten, indem wir den Leser auf die Literatur verweisen 1). 

Zum Schluß sei noch erwähnt, daß die Multiplikatorregel auch noch 
beim allgemeinsten Mayerschen Problem bestehen bleibt. Sie lautet für 
ein hinreichend allgemeines Beispiel folgendermaßen: 

Sind die Funktionen y (x), z (x), s (x} durch die Differentialgleichungen 

f (x, y, z, s, y' z', s') = 0, g (x, y, z, s, y', z', s') = 0 

aneivander gebunden, so ist das Vorhandensein zweier nicht verschwin
dender Funktionen A. (x) und fl (x), mit denen die Dilferentialgleichungen 

d iJ (lf + f-tg) i) (}.f + flg) - 0 
dx- - oy;-- -irr-- , 
d iJ(J.f+flg) iJ(lf+ftg) dx --- 7Jz'-- - ----- uz ___ = 0 , 

-~- a (lt + ttg) _ (' V-tt_1tr;_l = 0 
d x i)s' i)s 

gelten, eine notwendige Bedingung dafür, daß bei gegebenen Anfangs- und 
Endwerten von z und s und gegebenem Anfangswert von y der Endwert 
von y möglichst klein wird, vorausgesetzt, daß 

i't i't 
i)y' a z' 

~ u 
(lo ('I t; . ~ 
(T? c' -' ,, 

ist. 
Endlich sei betont, daß alle unsere Überlegungen und Resultate 

auch dann gültig bleiben, wenn die Anzahl der unbekannten Funktionen 
und die Anzahl der Nebenbedingungen größer ist. Wenn es sich um die 

1 ) Vgl. Hilbert, D.: Zur Variationsrechnung, l\iatl1. Ann. Bd. 62, S. 351--370. 
f ')Ob. - In den auf S. 220 genannten Lehrbücheni von Bolza und H adamard findet 
man gleichfalls eine a1.1sführliche Darstellung. 
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Bestimmung von Funktionen mehrerer unabhängiger Variabler handelt, 
bleiben die Resultate ebenfalls bestehen, doch ist der Beweis im Falle 
von Differentialgleichungen als Nebenbedingungen noch nicht in be
friedigender Weise gelungen. 

§ 7. Der invariante Charakter der Eutersehen 
Differentialgleichungen. 

I. Allgemeine Formeln. Die Eulerschen Differentialgleichungen 
besitzen ihrer Natur nach eine wichtige Invarianteneigenschaft, die 
für viele theoretische und praktische Anwendungen nützlich ist. Da 
sie nämlich die notwendigen Bedingungen für das Eintreten eines 
Extremums eines Integrals darstellen und da ein Extremum auch 
dann bestehen bleibt, wenn die vorkommenden Funktionen auf andere 
unabhängige Variable transformiert werden, so müssen die Eulerschen 
Differentialgleichungen für das transformierte Integral sich als direkte 
Konsequenz der ursprünglichen Eulerschen Differentialgleichungen 
ergeben. Wir können danach allgemein vermuten, daß der Eulersche 
Differentialausdruck des transformierten Integrals sich durch eine ein
fache Transformation aus dem des ursprünglichen ergeben wird 1). Dieses 
Verhalten besteht nun in der Tat, unabhängig davon, ob es sich wirk
lich um ein Extremum handelt oder nicht, wie wir nunmehr. durch 
direkte Aufstellung der Transformationsgleichungen zeigen werden. 

Führen wir nämlich im einfachsten Falle statt x die Veränderliche~ 
ein und setzen wir 

(57) ' d$ dy ( 
dy) 

F(x,y,y) =F x(~),y, ~; = @(~,y'd$)' 

.zl ~1 

so daß J F d x = J (/) ~; d ~ wird, so ist 
Zo ~o 

(58) 

1 ) Noch anschaulicher ist folgende Begründung: Die erste Variation ist die 
Differenz der zu zwei unendlich benachbarten Kurven bzw. Flächen gehörigen 
Integralwerte. Diese Erklärung ist von jedem Koordinatensystem unabhängig, 
woraus sich die im Text genannte Invarianzeigenschaft ergibt. 

C o ur an t • H i I b e r t , Mathematische Physik. I. 13 
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also wegen der Willkür bei der Wahl von 'YJ 
schwinden an den Enden) 

(Willkür bis auf das Ver-

(59) d~ [ dx] 
[F]y = dx f/J d; y · 

Im Falle zweier unabhängiger Veränderlichen wird ebenso: 

F (x, y, u, u.,, Uy) = F (x (~, 17), y (~, 'YJ), u, u~~z + u'l 'YJz, u; ~Y + u'l 'YJy.) 

= f/J (~, 'YJ, u, u~, u") ; 

.rr F d x d y = f J f/J ~ ~;: ~~ d ~ d 'YJ , 
G G 

jjCFJuCdxdy = jf[rp~~;:~;]3d~d'YJ, 
G G 

(60) [F] = o(;,fl) [rpofx,y)] 
u o {x, y) d {;, f/) u • 

Ganz analog transformiert sich der Eulersche Ausdruck für mehr als 
zwei unabhängige Veränderliche. 

Z. Transformation von Llu. Poiarkoordinaten. Wir betrachten 

als wichtigstes Beispiel den Integranden u; + u; + u~. Wenn durch 

die Transformation x = x (~1 , ~2• ~3), y = y (~1• ~2• ~3), z = z (~v ~2• ~3) 

das Quadrat des Linienelementes dx 2 + dy 2 + dz2 in den Ausdruck 
,..... .. . iJx iJx iJy iJy iJz iJz 

"2,g;,.d~;d~,. ubergeht, so 1st g;,. = iJ~. y + F -,-~ + ~ F, und 
i,k s-1. ~k c;a Oc;k o~i r;k 

die Determinante g dieser Größen ist das Quadrat der Funktional-

determinante von x, y, z nach ~1 , ~z, ~3. Man errechnet leicht 

2 ...!.. 2 + 2 ,,gik 
Uz 1 Uy Uz = ,.::... U; U1; , 

i, k 

worin die Größen gik definiert sind durch 

ik _ i!_~ a~k + o~; a~k + a~i a~k 
g - ax ax oy oy az az 

und den Gleichungen genügen 

Daher erhalten wir 

(61) L1 u = ~-l; 0°J:_(fi L; gik u,.) 
yg i ~. k 

als allgemeine Formel für Transformation von L1 u auf krummlinige 
Koordinaten ~I> ~2 , ~3 • Man beachte, welche Ersparnis an Rechenarbeit 
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darin liegt, daß wir auf die Durchführung der Transformation der zwei
ten Ableitungen verzichten dürfen. Ist speziell g12 = g13 = g23 = 0, 
d. h. ist das neue Koordinatensystem auch rechtwinklig, indem sich 
die Koordinatenflächen ~1 = konst., ; 2 = konst., ~3 = konst. senkrecht 
schneiden. so wird einfach 

Nehmen wir beispielsweise Polarkoordinaten r, rp, /}: 

x = rcosrpsin~. y = rsinrpsin~, z = rcos/J, 

ds2 = dr2 + r2 sin2 ßdrp2 + r2 d/J 2, 

so ergibt sich nach kurzer Rechnung 

(63) A 1 I (1 ( ., . o) + iJ ( u,f' ) + iJ ( , .a)l .'J U = • ··.- - 1 ·o;- r lt Sln IJ" .."- -;-··-· -·- Uf} Sln ·u· ~ . r-sm~ er ' otp sm~ iJ~ J 

Bei nur zwei unabhängigen Veränderlichen ;, 1J gelten selbstver
ständlich die entsprechenden Formeln. Nämlich, wenn 

ist, so erhalten wir die invariante Gestalt des Differentialausdruckes 

(64) j = _1 __ {j .. (gn2-)u'l·) j_(eu'l-fu~)} 
lt y~~-=-72 o~ Jleli"~f2. +01) _}eg-j2 · 

Speziell in Polarkoordinaten wird 

(65) .1u= 1 {~(ru)+j_(u'r)}. 
r or r iJ tp r . 

3. Elliptische Koordinaten 1). Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel 
bieten die elliptischen Koordinaten. Sie werden definiert als die drei 
Wurzeln (!, o, r der Gleichung dritten Grades in s 

(66) 
x2 , y2 z2 

-t-···-·+--=1, s- c1 s - e2 s - e3 

wobei e1 , e2 , e3 gegebene reelle Zahlen sind. Sie' sind reell für reelle x, y, z 
und genügen, wenn e1 > e2 > e3 ist, den Ungleichungen 

I 
· (! 2 e1 > o > e 2 > r > e3 • . 

Die Flächen (! = km1st., o = konst., r = konst. sind Ellipsoide, ein
schalige Hyperboloide bzw. zweischalige Hyperboloide. Die rechtwinkligen 

1 ) Vgl. ]acobi, C. G. ].: Vorlesungen über Dynamik (gehalten in Königsberg 
im vVin tersemester 1842 I 4 3' herausgegeben von A. Clebsch, Ber lin 1 866' abgedruckt 
als Supplementband in den Gesammelten Werken, Berlin 1884 ), 26. Vorlesung, wo 
man die Einzelheiten der H.echnung nachsehen möge. Ausdrücklich sei darauf 
hingewiesen, daß die folgenden Betrachtungen sich unmittelbar auf mehr als 
3 Dimensionen ,·erallgemeinern lassen. 

13* 
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Koordinaten drücken sich durch die elliptischen folgendermaßen aus: 

\ 

x2 = (e- ei) (a- ei) (r- et) ' v2 = (e - e2) (a- e2) (r- e2) 
(e1 - e2) (e1 - ea) ' (e2 - ea) (e2 - e1) 

z2 = (e- ea) (a- ea) (r- e3) 
(ea - el) (ea- e2) 

(67) 

und das Linienelement wird 

(68) 1
4 d S2 = -;--___...(l}c---:--'a )c__:(c::l!_ c---;-T-'--) -.,-- d rl + ( a - T) ( 11 - .[') d 02 

~-~~-~~-~ ~-~~-~~-~ 

+ _ __,_(r_-~g) (r- a) dr2 
(r- e1) (r- e2) (r- ca) · 

Diese Form legt nahe, als neue Variable 

einzuführen. Ist e1 + e2 + e3 = 0, was durch die Substitution 
s = s' + t (e1 + e2 + e3) zu erreichen ist, und setzt man oo als untere 
Grenze an die Integrale, so wird einfach 

wobei f? die Weierstraßsche F?-Funktion 1) bedeutet, ferner wird 

ds2 = (e- a) (e-r) dti + (a- r) (a- e) dt§ + (r- Q) (-,;- a) d&;, 

und nach (62) für eine Funktion T der Koordinaten ti: 

ILI 1 { iJ (( ) CT) 2 (( ) iJT) u (( iJT)} 
(69) T=(a-r)(r-e)(e-a) iJt1 T-a iJt1 +at2 .e-r dt2 +ata_a-g)-zrt; 

1 82 T 1 c2 T 1 82 T 
= (e-a)(e-•l at; +(a-r)(a~liY ct; +(•-el(r-~) otf. 

Die Einführung der Integrale ti bringt noch den besonderen Vorteil 
mit sich, daß die rechtwinkligen Koordinaten eindeutige Funktionen 
der t; werden; in den Ausdrücken 

(70) 
VKJ(tt) =-~~-yi{t~VKJ(ta)- e2 

y=~-

Ve2 - Ba v·e2 ---- el ' 

VKJ Utl- ea t'p (t2)- ea Vt-> (ta) - ea z = . ----------
Vea - e1 Yea - e2 

1) Vgl. Hurwitz-Courant: Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie 

und elliptische Funktionen. Berlin 1922. S. 147-157. 
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hängen bekanntlich die Wurzeln im Zähler nach Festsetzung des 
Vorzeichens eindeutig von tv t2, t3 ab. Durchläuft der Punkt x, y, z 
einen Oktanten, so durchläuft jede der 
Größen (!, a, T das ihr zugewiesene Inter
vall, und wenn eine von ihnen einen 
der Endwerte annimmt, so rückt der 
Punkt x, y, z in die Teile der Grenz
ebenen des Oktanten, die in Abb. 1 
angegeben sind. Die Ebenen sind 
darin nach außen durch ein Ellipsoid 
Q = g1 > e1 abgeschnitten; die sie zer
legenden Kurven sind Teile der 

, ,F okalellipse'' 

und der 

Abb. 1. 

x2 z2 ) 
,,Fokalhyperbel'' ( v = 0, -- + -- = 1 . 

. c2 - el e2 - ea 

Bedeuten nun w die reelle und cv' die rein imaginäre Periode der 
e, 

I 1 d h . J. di. , r dJ.. k 
ntegra e t;, . . 1st w = 2 }1/ (i.), w = 2 j yT(J..) , so ann man t1 von 

. <o m . w + w' w + w' . o.l ·~ 
0 bis 2 , /2 von 2 bis -- 2 -- , t3 von - 2- bis 2 varneren lassen und 

erhält die Punkte des Oktanten. Verdoppelt man die Strecke für jedes t, 
so durchläuft der Punkt den ganzen Raum. Soll eine eindeutige Funk
tion der t; auch im Raume eindeutig sein, so muß sie bei allen Sub
stitutionen der t ungeändert bleiben, die x, y und z in sich überführen, 
z. B. wenn man t1 und t2 durch w - t1 und w --;- t2 ersetzt. 

Setzen wir t1 = u, t2 = ~ + iv, t3 = ~ + w, SJ(t1) = f(u), 

~ (t2) = g (<'), 1:1 (t3) = h (w), so können wir u, v und w reell nehmen. 
Dann wird 

(71} l
ds 2 = [f(.u) -g(v)] .. (f(u) -h(w)]du2 

+ [f(u)- g(v)][g(v)- h(w)]dv2 

+ [j (u) - h(w)][g(v) - h (w)] dw 2 , 

und hierin sind bei reellen u, v, w alle Koeffizienten positiv, da 
f (u) ;::: e1 c~ g (v) ~ e2 ~c. h (w) ~ e3 ist, während bei der symmetrischen 
Gestalt in t1, t2, t3 zu berücksichtigen war, daß dt2 rein imaginär ist und 
daher mit dem negativen Wert des Koeffizienten von d t~ der definite 
Charakter von d s2 gewahrt wurde. 

Von den A·usartungen der elliptischen Koordinaten erwähnen wir 
hier (außer den Polarkoordinatcn, die auch als eine Ausartung auf-
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gefaßt werden können) nur die rotationselliptischen und -parabolischen. 
Läßt man zwei der Größen ei, etwa e1 und e2, zusammenfallen, so erhält 
man 

(72) 

Die beiden Wurzeln s = A1, s = A2 dieser Gleichung sind zusammen 
mit dem durch 

x = r cos cp, y = r sin rp , r 2 = x2 + y2 

definierten Winkel cp die neuen Koordinaten. Hier ist 

(73) r2 = (J.I - el) (22 - el) 

e3 - el ' 

d 2- 2d 2+ J.l-}'2 d,1~ . ;,2-J.l dA2 
s - r rp 4 (21 - e1) (}.1 - e3) •t -t- 4 (i.2 - e1) (22 - ca) ! 

= r2 drp2 + (A1 - A2) (dti- dt~) 
mit 

Daraus ergibt sich 

(74) 

Läßt man hier noch einen Scheitel der Ellipsoide ins Unendliche 
rücken, so erhält man durch einen Grenzübergang 1) die rotations
parabolischen Koordinaten als \·Vurzeln A1, A2 der Gleichung 

(75) 
x2 + y2 
---2z+s-e =0 s- el . 1 ' 

wobei sich r und z folgendermaßen ausdrücken 

(76) r2 = -(A1 -e1)(A2 -e1), 2z= 2e1 -A1 -}.2 . 

Als Koordinaten eines Raumpunktes dienen hier AI> 12 und rp. Das 
Linienelement wird 

(77) 
fds2 = r2 drp2 + 4 ;(.~-J.~) dAi + 4 ~:- 21 fdl~ 
. "I - el /.2 - el 

1 = r2 drp2 + (A1 - ).2) (dti- dt~) 
mit 

1 ) Selbstverständlich lassen sich diese Koordinaten auch ohne Berufung auf 
das Vorangehende ganz einfach definieren, indem man von dem System ( 7 5) kon
fokaler Rotationsparaboloide ausgeht. 
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und der Differentialausdruck LI T hat die Gestalt 

(7S) 1 o2 T 1 [ o ( ar) 2 ( ar)] 
LI T = 1;2 a 'P2. + r ().1 - ;.2) o tl r o tl - c1 t2 r a t2 • 

Läßt man in den obigen Ausdrücken des Linienelements die Glieder 
weg, in denen r.p auftritt, so hat man ohne weiteres die Formeln für 
elliptische bzw. parabolische Koordinaten in der r,z-Ebene. Für 
LI T erhält man in beiden Fällen gemäß Formel (64) 

(79) 
1 ((;2 T (;2T) 

JT=r=T H-at"' 
1 2 1 2 

wobei der Zusammenhang zwischen Äi und ti durch die Formel 

bzw. durch 

ti = fÄi- e1 

gegeben wird. 

§ 8. Die Greensehen Formeln. 
Die linearen Differentialgleichungen, mit denen wir es zu tun haben, 

gehen fast durchweg aus Variationsproblemen hervor, deren Integranden 
quadratische Ausdrücke in der gesuchten Funktion und ihren Ablei
tungen sind. Die Umformung der ersten Variation solcher Integrale 
führt zu einer Reihe formaler Beziehungen, die man unter dem 
Namen· Greensehe Formeln zusammenfaßt und die wir hier zusammen
stellen wollen, da sie später öfter gebraucht werden. Dabei sei betont, 
daß diese Beziehungen auch losgelöst von der Variationsrechnung ihre 
Bedeutung haben und daß wir uns aus diesem Anlaß im vorliegenden 
Paragraphen an einzelnen Stellen ein wenig von unserem Ausgangspunkt 
entfernen werden, um eine vollständigere Übersicht zu gewinnen. 

I. Greensehe Formeln für gewöhnliche Differentialausdrücke 
zweiter Ordnung. Adjungierte Ausdrücke. Bezeichnet man mit Q[y, y] 
den quadratischen Ausdruck ay' 2 +2by'y+cy2 , wo a, b und c 
Funktionen von x sind, mit Q[y, z] den bilinearen Ausdruck 

Q [y, z] = a y' z' + b (y' z + y z') + c y z, 
so daß 

Q[y + z, y + z] = Q[y,y] + 2Q[y, z] + Q[z, z] 

wird, so ist. wenn man die Variation der Funktion y in der Form 
by = ez annimmt, 

x 1 xt 

bjQ[y,y]dx = 2ej'Q[y,z]dx. 
x. 
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Die Teilintegration, welche früher für einen beliebigen Integranden 
ausgeführt wurde, liefert hier 

x1 x1 

J Q[y, z]dx = - jz[(ay')' + b' y- cy]dx + (ay' + by) z \:, 
Xo 21c 

oder mit der Abkürzung L[y] = (a y')' + b' y- c y 

x1 x1 1 

(80) J Q[y, z]dx = - J zL[y]dx + (ay' + by)z 1::. 
Xo Xo 

wo - 2 L [y] der Eulersche Differentialausdruck für den Integranden Q ist. 
Wegen der Symmetrie von Q [y, z] ergibt sich die genau analoge 

Formel 

(80') jQ[y, z]dx = -l~L[z]dx + (az' + bz)y 1:~ 
Xo Xo 

und somit die symmetrische Beziehung 

(81) 
x, ' 
,~ l;l:l 

/ (zL[y]- yL[z]) dx = a(y' z- z'y), . 
~ ~~ 

Der lineare Differentialausdruck L[y], welcher durch Variation des 
quadratischen Ausdruckes Q entsteht, ist nicht der allgemeinste lineare 
homogene Differentialausdruck zweiter Ordnung. Man nennt einen 
solchen durch Variation eines quadratischen Ausdrucks entstehenden 
Differentialausdruck L [y] "sich selbst adjungiert". Für einen Differential
ausdruck p y" + r y' + q y ist also r = P' die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß er sich selbst adjungiert ist. Diese Eigenschaft ist 
gleichbedeutend mit dem Bestehen einer "Greenschen Formel" der Gestalt 
(81), oder der Tatsache, daß der Ausdruck zL[y]- yL[z] die vollständige 
Ableitung eines bilinearen Differentialausdruckes erster Ordnung in y, z ist. 

Durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion e (x) kann 
man einen beliebigen linearen Differentialausdruck p y" + r y' + q y in 
einen sich selbst adjungierten verwandeln; man hat nur 

f r-p' 
~-dx e = e p 

zu setzen. Ebenso gut kannman denDifferentialausdruck py'' + ry' + qy 
zu einem sich selbst adjungierten machen, indem man statt x eine neue 
unabhängige Variable oder statt y die neue abhängige Variable 

einführt. 
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Zu einem vorgelegten sich selbst adjungierten Ausdruck (p y')' + q y 
kann man vermöge der Relationen a = p, b'- c = q auf mannigfache 
Weise einen zugehörigen quadratischen Ausdruck Q[y, y] konstruieren. 

Für allgemeine nicht sich selbst adjungierte lineare Differential
ausdrücke erhält man ähnliche Beziehungen, indem man von einem 
unsymmetrischen Bilinearausdruck 

R [y, z] = a y' z' + b y' z + c y z' + d y z 

ausgeht. Dann wird 

(82) 

mit 

und daher 

x1 ~ ·x 

(R[y,z]dx = -(zL[y]dx + (ay' + cy)zi' 
~ ~ ·~ 

iX1 
= -jyM[z]dx + (az' + bz)y 

Xo 

";t 

Xo 

L[y] = (ay')'- by' + (cy)'- dy, 

M[z] = (az')'+ (bz)'-cz'-dz 

~ ~~ 
(83) j(zL[y]- yM[z])dx = [a(y'z- yz') + (c- b)yz]! . 

~ ~ 

Dabei heißt M der zu L adjtmgierte Dijjerentialausdrz1ck. Ist 

L[y] = py" + ry' + qy 

gegeben, so kann man vermöge der Beziehungen a = p, a' + c- b = r, 
c'- d = q immer zugehörige Bilinearausdrücke auf mannigfache Art 
bestimmen; ist z. B. 

LryJ = y" + ry', 
so wird 

a = 1, c- b = r, c'- d = 0, 

also z. B. 

b = -r, c = d = 0, 

M[z] = z"- (r z)'. 

Dabei ist R [y, z] nur bis auf ein Glied von der Gestalt 

g (y' z + y z') + g' y z, 

d. h. bis auf die vollständige Ableitung von gy z bestimmt, die nur auf 
die Randglieder, nicht aber auf die Differentialausdrücke L und "VI 
Einfluß hat. 
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2. Gewöhnliche Differentialausdrücke höherer Ordnung. Die ent
sprechenden Formeln für Differentialausdrücke vierter Ordnung lauten 
kurz zusammengestellt: 

(84) 

R [y, z] = a22Y" z" + a2tY" z' + a2oY" z 

+ at2Y' z" + auy' z' + atoY' z 

+ ao2Y z" + aotY z' + aooY z, 

x, x, IX 
jR[y,z]dx =,JzL[y]dx+B[y,z] ', 

Xo Xo Zo 

]~[y, z]dx = jyM[z]dx + C[y,z] ,x,, 
x, 

X0 Zo 

L [y] = a22 y1V +(2~-a21+a12)y"' +(a~-t4t+a20+2a~2-a11+a02)y" 

+(a12- aJ.t + a1o + 2~- aot)Y' + (a~- ~1 + aoo)Y, 

M[z] = a22 z1V + (2a~-a12+a21)z"'+(a~-aJ.2+a02+2f4t-a11+a20)z" 

+ (~- aJ.1 + a01 + 2a00 - a10) z' + (aiD- aJ.o + a00) z, 

B [y, z] = a22 y" z' - (a22 y")' z + a21 y" z + a12 y' z' 

- (a12 y')' z + a11 y' z + a02 yz'- (a02 y)' z + a01 yz, 

C [y, z] = a22 z" y' - (a22 z")' y + a12 z" y + a21 z' y' 

- (a21 z')'y + a11 z'y + a20 zy'- (a20 z)'y + a10 yz, 

(85) /(zL[y]-yM[z])dx = (C[y,z]-B[y,z])l::. 

Ist der Bilinearausdruck R symmetrisch, d. h. aik = a,d, so heißt 
L[y] = M[y] sich selbst adjungiert; allgemein heißen L und M ad
jungierte Differentialausdrücke. Für beliebige Ordnung erhält man, 
wie der Leser selbst nachrechnen möge, den zu 

n 
L[y] = l:a.y<•l 

v=O 

adjungierten Differentialausdruck nach der Formel 

n 
M[z] = 1: (-1)n-v (a.z)<•). 

v=O 

Er ist durch die Forderung bestimmt, daß zL[y]- yM[z] eine voll
ständige Ableitung sein solll). 

1) Die Beziehung zwischen zwei zueinander adjungierten Differentialaus
drücken hat große Ähnlichkeit mit derjenigen, die zwischen einer quadratischen 
Matrix und ihrer Transponierten besteht. 
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3. Partielle Differentialausdrücke. Bei linearen partiellen Dif
ferentialausdrücken zweiter Ordnung gehen wir entsprechend von einem 
quadratischen bzw. bilinearen Ausdruck 

Q [ u, u] = a u;. + 2 b ltx uy -;- c u~ + 2 d Ux u + 2 e Uy u + f u 2 , 

Q [u, v] = aUx'l'.r + !J (Ux'l'y + UyVx) + CUyVy 

+ d (u, , . ...,-- 11 'C'xl + e (uyv + uvy) + fu v 

aus und erhalten durch Teilintegration über ein Gebiet G mit dem 
Rand T 

(86) jjQ[u,v]dxdv = -/(,·L[u]dxdy+f(B[u,v]dy~ C[u,v]dx) 
G G 1' 

(87) ({Q[u,v]dxd:v =- ((uL[<•]dxdy+ {(B[v,u]dy-C[v,u]dx 
'r_j .(;' I"' 

mit 

und daraus 

L[u] = (auxl.c + (bux)y +· (buy)x + (cuy)JJ 

·-· du.r + (du)x- euy + (eu)y- fu, 

B[u, <'] = au:rv + buyv + dttv, 

C[u.<:'] = burv+cuyv+euv 

( J((vL[uJ- uLL<'])dxdy 
G 

(88) 
= (((BLu. vJ- B[<', u])dy- (C[u, vl- C[v, u])dx) 
I' 

= ((La(ttx<' -- uv:r) -r- b(ztyt'- uvy)]dy 

Wie vorher ist - 2 L [u] der Eulersche Ausdruck zum Integranden 
Q[u,u]. 

4. Normalformen im elliptischen, parabolischen und hyper
bolischen Falle. Die Mannigfaltigkeit der partiellen linearen Differen
tialausdrücke zweiter Ordnung, welche wir aus quadratischen Aus
drücken Q[u, u] durch Variation erhalten, läßt sich am besten über
sehen, wenn man die letzteren durch geeignete Koordinatentransfor
mationen auf einfache Normalformen bringt. Wir werden erkennen, 
daß wir so zu drei verschiedenen Typen, nämlich den "elliptischen", 
"parabolischen", , ,hvperholischen" Differentialausdrücken gelangen. 
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Führen wir statt x, y neue Variable ~. 1J ein, so wird 

Q[u,u] = (a~;+2b~x~y+c~;)u~ 

+ 2[a~x1Jx + b(~x1Jy + ~y1Jx} + C~y1}y]u~u'l 
+ (an; + 2 b 1Jx 1}y + c n;) u~ 

+ 2 (d~x + e ~y) uu~ + 2 (d1Jx + e1Jy) uu'l + fu 2 • 

Setzen wir den Koeffizienten von ui oder u~ gleich Null, nachdem wir 
ihn in Linearfaktoren zerlegt haben 

2 2 ( b + Vb 2 - a c ) ( b - fb2 - a c ) a ~:~: + 2 b ~,} y + c ~Y = a ~x + a ~Y ~x + a ~Y = 0, 

so erhalten wir für ~ eine der beiden Gleichungen 

~+b+~~=O· 
x a Y ' 

also muß ~ ein Integral einer der beiden gewöhnlichen Differential
gleichungen 

dy b+~ 
dx a 

sein, d. h. ~ (x, y) = konst. muß die Schar ihrer Lösungen darstellen. 
Nehmen wir dann für 1J ein Integral der Gleichung mit entgegengesetztem 
Vorzeichen der Quadratwurzel, so haben wir1) 

8 (x, Yl Q [ J b' + d' + 2 ' + t' 2 o(~.fJ) ~t,u =2 u~u'l 2 uu:; euu,1 u, 

und der Invarianzeigenschaft des Eulerschen Ausdruckes 2} zufolge -
- 2 L [ u] ist der Eulersche Ausdruck zum Integranden Q [ u, u] - be
stätigt man leicht 

:i;:~~ L [u] = (b' u~)'l + (b' u'l);- d' u~ + (d' u):;- e' u,1 + (e' u)'l- f'u 

= 2b'u;'l+ru~:+su'l+tu. 

Die Variablen ~. 1J sind reell, wenn b2 - a c > 0 ist, im "hyperbolischen 
Fall". Im "elliptischen Fall" b2 - a c < 0 können wir ~ und 1J als kon
jugiert komplexe Funktionen bestimmen, wenn die ursprünglichen 
Koeffizienten a, b, c analytisch waren. Wir setzen dann 

1) Akzente bedeuten in den folgenden Formeln natürlich keine Ableitungen. 
2) Siehe § 7, 1, Gleichung (60). 
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und erhalten 

o(x,y) Q[ ] ''( 2 + 2)+d" +" +f" 2 o(;1, ~2) u, u = a u;;, u;;, uu;, e uu;, u , 

(J (x, y) L [ ] " ( + ) + " + " + "' o(;1 , ; 2) u = a u;.~. u;;,;;, r u;;, s u;, b u. 

Im "parabolischen Fall" b2 - ac =0 liefert unser Ansatz nur eine neue 
Variable ~. die als Integral der Differentialgleichung 

d. h. durch a~., + b~y = b~x + c~11 = 0 

bestimmt wird. Bezogen auf diese und eine beliebige andere Variable 
fJ = fJ (x,y), z.B. fJ = x oder fJ = y, nehmen dann Q und L (bis auf 
Funktionaldeterminantenfaktoren) die Form an 

Q [u u] = c"' u• + d"' u u.- + c"' u u + f"' u• 
' 'J .; 'I ' 

L[u] = c"' u,1"1 + ... , 
wobei die Punkte einen Differentialausdruck erster Ordnung bezeichnen. 

Wir erkennen also, daß elliptische Differentialgleichungen aus einem 
definiten, hyperbolische aus einem indefiniten und parabolische aus einem 
semidefiniten Integranden durch Variation entspringen. 

Die allgemeinen Formeln für nicht sich selbst adjungierte Differen
tialausdrücktf und solche höherer Ordnung lassen wir beiseite. 

5. Beispiele. Beispiel1. Die potentielle Energie einer homogenen 
Membran ist bis auf einen Materialfaktor (vgl. § 1, 2f.) 

jjQ[u,u]dxdy = Jf(u~+u~)dxdy. 
G G 

Das gibt 
L[u] = u.,.,+u1111 = Llu, 

B[u, vJ = u"v, C ( U, V] = Uy V ; 

also wird 

JJ Q [u, v]dxdy = -jj vL [u] dxdy + j(B[u, v] dy- C [u, v] dx) 
G G r 

= -.({vil udxdy +.{(u.,vdy- u11 vdx). 
G r 

Man pflegt diese Formel als Greensehe Formel im besonderen zu bezeichnen 
und in der Gestalt 

(89) .{ f(u.,v., + u11 v11} dxdy = - JJ vA udxdy +.f~: v ds 
G G r 



206 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

zu schreiben, woraus sich die weitere Greensehe Formel 

(90) /··~· /'( iJv iJ u) (uilv-viltt\dxdv= u"-.-vo- ds 
" • • • . 0 u 0 n r r 

ergibt. Hierin bedeutet s die Bogenlänge und ::.0 die Differentiation un 
nach der äußeren Normalen. Es sei dabei nochmals an die Vor
aussetzungen erinnert, welche bei (89) über das Gebiet G und die 
Funktionen tt und v gemacht werden: G soll ein von stückweise 
glatten Kurven begrenzter ebener Bereich sein, v soll stückweise 
stetige Ableitungen erster Ordnung, u stetige Ableitungen erster und 
stückweise stetige Ableitungen zweiter Ordnung haben. 

Beispiel 2. Die potentielle Energie des Stabes ist (vgl. § 1 .. 2d) 

Xt X1 f Q [y, y j d X = fy'' 2 d X • 

Xo Xo 

Das gibt 

L[y] = y1v, B[y, z] = y" z'- y"' z, C[y, z] = z" y'- z"' y. 

Daraus folgt mit den üblichen Bezeichnungen 

(91) ~ t5jxQ [y, y] dx = f~rv t5y dx + (y" t5y'- y"' t5y) II x,. 
2 . ~ 

Xo Xo 

Fordert man das Verschwinden der ersten Variation bei freien 
Enden, d. h. bei beliebigem t5y' und !5y, so ist also an den Enden 

(92) y" = y"' = 0 für x = x0 und x = x1 • 

Bei gestützten Enden, d. h. wenn an den Enden nur oy = 0 vorgeschrieben 
ist, lautet die Randbedingung 

(93) y" = 0. 

Beispie 1 3. Als Beispiel für partielle Differentialausdrücke höherer 
Ordnung nennen wir den zur schwingenden Platte gehörigen. Die poten
tielle Energie hat bis auf einen Materialfaktor (vgl. § 1, 2 g) die Gestalt 

(93') j j Q [tt, tt] dx dy = jj((il tt) 2 - 2 (1 - ,u) (uxxttyy- tt~y))dx dy. 
G G 

also 

Q[u, V)= iJuiJv- (1- p,) (ttxxVyy + UyyVn- 2ttxyVxy). 
' 

Formt man nun 

ojjQ[tt,tt]dxdy = 2(/Q[u,ou]dxdy 
G G 
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wie oben durch Teilintegration um, so erhält man (vgl. Rayleigh, J. W.: 
The Theory of Sound, Bd. 1, S. 354-356. London 1894) 

G G 
a ~ . - .f{-cc-·· L1 u + ( 1 - tt) cc-- [ cos ~ sm ß (u,1y- Uxxl 

. ()n es · 
/' 

j r'lj/Q[u,u]dxdy = 2.((L1Auöudxdy 

(94) + (cos21J- sin2 ß)u"y]}buds 

+ r {tl, LI u + ( 1 - fl) (cos2 t9 Uxx + sin2 ~ Uyy 
i' 

+ 2cos/Jsin~uxy)} ()alJ: ds, 

worin{) den Winkel der x-Achse mit der äußeren Normalen und 0~ Dif

ferentiation nach dieser bedeutet. Fordert man das Verschwinden der 
ersten Variation, so ergeben sich iür die ireie Platte die natürlichen 
Randbedingzmgen 

(95) ocJn iJ U + ( 1- fl) fs [ COS~ sin ~ (uyy- Uxx) + (COS 219 - sin21'f) Uxy] = 0, 

(96) flLl u+ (1- fl) (cos2 ~ Uxx + sin2 ~ Uyy + 2 cos ~ sin t'fuxy) = 0, 

da am Rande bu und 0}/f willkürlich angenommen werden können. 

Bei der "gestützten" Platte ist am Rande nur die Bedingung u = 0 vor

gegeben; es ist also dort ö u = 0, aber 0clnu beliebig. Daher ergibt sich 

außer u = 0 nur die Randbedingung (96). 
Wir führen ferner noch das Analogon der symmetrischen Greensehen 

Formel (90) für den Differentialausdruck L1 L1 u an: 

(97) 

fij(uilL.fv- vLl 1u)dxdy 

l (( ()" i'Liu ou oLiv) = J U- - V ~,~. ~ -- j V -· + U -- d S . 
~ on rn on on' 
I' 

§ 9. Das Hamiltonsche Prinzip und die 
Differentialgleichungen der Physik. 

Die meisten Differentialgleichungsprobleme der mathematischen 
Physik stehen in enger Beziehung zur Variationsrechnung durch das 
Hamiltonsche Prinzip. Dieses Prinzip, ursprünglich als kürzester und 
prägnantester Ausdruck für die Bewegungsgesetze der Punktmechanik 
hergeleitet, hat sich weit über den ursprünglichen Wirkungsbereich 
hinaus als ein zuverlässiger Führer bei der Aufstellung der Grundgesetze 
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physikalischer Vorgänge bewährt. Es besagt, daß der wirkliche physi
kalische Vorgang gegenüber benachbarten Vorgängen einem gewissen 
"Hamiltonschen" Integrale einen stationären Wert verleiht. 

Wir wollen hier dieses Prinzip als Postulat an die Spitze stellen, 
um daraus die Differentialgleichungen der Physik deduktiv herzuleiten. 

I. Das Hamittonsehe Prinzip in der Punktmechanik. In der Punkt
mechanik handelt es sich um die Bewegungen eines Systems von endlich 
vielen, etwa n, Freiheitsgraden. Die Lage des Systems möge durch die 
Werte der n Parameter q1, q2, ••• , qn charakterisiert sein, deren Be
stimmung als Funktion der Zeit t unser Ziel ist. Wir denken uns 
das System in seinen mechanischen Eigenschaften festgelegt durch 
seine kinetische Energie T (qv q2, ••• , qn, q1, ••• , qn, t), welche eine Funk
tion der n Geschwindigkeiten qi, der n Koordinaten qi und der Zeit t 
ist, und zwar eine quadratische Form in den Geschwindigkeiten: 

n 
T = J: Pik (q1, ••• , q.,, t) qiqk, und zweitens durch seine potentielle 

i,k~l 

Energie U(q1, ••• , q.,, t), welche wir als eine Funktion von q1, q2, ••• , q., 
und t annehmen. Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun: Zwischen 
zwei Zeitmomenten t0 und t1 verläuft die Bewegung so, daß die Funk
tionen qi (t) das Integral 

t, 

I= j(T- U)dt 
t, 

stationär machen, verglichen mit solchen benachbarten Funktionen qi (t), 
für welche qi (t0) = qi (t0) und qi (t1) = qi (t1) ist. Oder: Die wirkliche 
Bewegung macht das Integral I stationär gegenüber allen benachbarten 
virtuellen Bewegungen, die im selben Zeitintervall von der Ausgangslage 
des Systems zur Endlage führen. 

Nach § 3 ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip sofort die 
allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

(98) 
a ar o 
--.--(T-U)= 0. at oq, oq; (i=1,2, ... ,n) 

Bemerkenswert ist, daß das Hamittonsehe Prinzip seine Gültigkeit 
bewahrt, auch wenn zwischen den Koordinaten qi oder den Koordinaten 
und ihren Ableitungen qi Bedingungsgleichungen bestehen. In den Be
wegungsgleichungen treten dann noch Multiplikatoren auf (vgl. § 6). 

Den Übergang von den Bewegungsgleichungen zu den Bedingungen 
des Gleichgewichts erhalten wir unter der Voraussetzung, daß T und U 
von t nicht explizit abhängen, indem wir in (98) die Ableitungen nach 
der Zeit gleich Null setzen. Es ergibt sich 

(98') 
{)U 
-::;--=0. 
uq; 
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Bekanntlich ist das Gleichgewicht dann stabil, wenn für das in 
Frage kommende Wertsystem q1, q2, ••• , qn die potentielle Energie U 
ein Minimum besitzt (während unsere Gleichungen (98') nur stationären 
Charakter ausdrücken). Wir betrachten eine stabile Gleichgewichts
lage, in welcher wir sämtliche Koordinatenwerte qi gleich Null 
annehmen dürfen. Beschränken wir uns nun auf solche der Gleich
gewichtslage benachbarte Bewegungszustände, bei welchen wir höhere 
Potenzen der Koordinaten und ihrer zeitlichen Ableitungen gegen niedere 
vernachlässigen dürfen, so können wir - immer unter der Voraus
setzung, daß t in T und U nicht explizit vorkommt - T als positiv 
definite quadratische Form in den qi mit konstanten Koeffizienten a;,k 
ansehen: 

n 

T = l: a;k qJ]k 
i, k=l 

und ebenso U als positiv definite quadratische Form in den qi mit kon
stanten Koeffizienten bik: 

Die Bewegungsgleichungen gehen also über in die linearen Differen
tialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

n n 

l: aikqk + 2: bikqk = 0, 
k=l k=l 

welche die "kleinen Schwingungen" um eine stabile Gleichgewichtslage 
beherrschen und im nächsten Kapitel diskutiert werden sollen. 

2. Schwingende Saite und schwingender Stab. Bei den Systemen 
der Kontinuumsmechanik, deren Lage nicht mehr durch endlich viele 
Koordinaten bestimmt ist, bleibt die Formulierung des Hamiltonschen 
Prinzips genau dieselbe; nur sind hier eben potentielle und kinetische 
Energie nicht mehr Funktionen von endlich vielen Veränderlichen und 
deren zeitlichen Ableitungen, sondern werden ihrerseits wieder durch 
räumliche Integrale dargestellt. Das einfachste Beispiel liefert die 
homogene schwingende Saite, welche in ihrer Ruhelage die Strecke 
0 < x < l der x-Achse einnimmt, unter dem Einfluß einer konstanten 
Spannung fl steht und kleine transversale Schwingungen um die Ruhe
lage ausführen soll. Bezeichnen wir mit u (x, t) die senkrecht zur 
x-Achse gemessene Entfernung eines Punktes der Saite aus seiner 
Ruhelage, so handelt es sich um die Bestimmung der Funktion u (x, t). 
Wir nehmen fürs erste an, die Saite sei an den Endpunkten befestigt, 
d. h. es sei u (0, t) = tt (l, t) = 0. Die kinetische Energie der Saite wird 

l 

durch das Integral .!. r e u~ d X = T gegeben, wenn e die Massendichte 
2. 

0 

Cour an t. Hilber t, Mathematische Physik. I. 14 
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der Saite bezeichnet. Die potentielle Energie U wird proportional 
der Längenvergrößerung gegenüber der Länge in der Ruhe zu setzen 
sein, wobei der Proportionalitätsfaktor gleich der Spannung p, ist. 

l 

Nun ist die Änderung der Länge jl'1 + u!dx -l der Saite bei Ver-
o l 

nachlässigung der Glieder höherer Ordnung gleich i J u! dx, und daher 
0 

erhalten wir für die potentielle Energie den Ausdruck 
l 

U = ;Ju!dx. 
0 

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt jetzt, das Doppelintegral 
t, t, l 

J ( T- U) d t = i J J (e u~ - p, u!) d x d t 
t, t, 0 

stationär zu machen, wobei sonst die Formulierung genau wie oben 
bleibt!). Somit ergibt sich ausden allgemeinen Prinzipien der Variations
rechnungsofort die partielle Differentialgleichung der schwingenden Saite 

(99) 

Genau ebenso erhalten wir die Differentialgleichung des trans
versal schwingenden Stabes in der Form 

(100) 
! 

indem wir für die potentielle Energie des Stabes den Ausdruck ~ J u!:~: d x 
von S. 147 zugrunde legen. o 

Wirkt eine äußere Kraft I (x, t) auf die Saite oder den Stab, so tritt zu 
l 

dem Ausdruck der potentiellen Energie noch das Zusatzglied J I (x, t) u d x 
0 

hinzu, so daß wir jetzt als Differentialgleichung 

(101) 

bzw. 

(102) 

(!Utt- f-LU:~::~:- l(x, t) = 0 

e Utt + f1, Uuu- I (x, t) = 0 

gewinnen. Die Gleichgewichtslagen unter dem Einfluß der äußeren zeit
lich konstanten Kraft I (x) genügen also den Differentialgleichungen 

I= - f-LU:~:z bzw. I= fLUuzz· 

1) D. h. also: Die dem wirklichen Vorgang entsprechende Funktion u(x,t) 
macht das Integral des Textes stationär im Vergleich mit allen solchen benach
barten Funktionen u(x,t), für welche u(x,t0) und u(x,t1 ) als Funktionen von x. 
betrachtet mit u (x, t0) bzw. u (x, t1) identisch sind. 
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Anstatt bei unseren Problemen Randbedingungen vorzuschreiben, 
wie z. B. u (0) = u (l) = 0 bei der Saite (eingespannte Saite) oder 
tt (0) = Ux (0) = u (l) = Ux (l) = 0 beim Stabe (eingespannter Stab), 
können wir auch die Ränder frei lassen, wobei sich nach den Methoden 
von § 5 (siehe auch § 8, 5) die natürlichen Randbedingungen 

(103) 

bzw. 
Ux (0, t) = Ux (l, t) = 0 

(104) ttxx(O,t) = U.rx{l,t) = 0, Uxxx(O,t) = Uxxx(l,t) = 0 
ergeben. 

Sind die Endpunkte der Saite nicht absolut fest, sondern durch 
elastische Kräfte festgehalten, so tritt zu den Ausdrücken für die poten-

tielle Energie von den Endpunkten her noch je ein Term h1 : u2 (0, t) 

bzw. h2 ~ u2 (l, t). Diese Terme ändern die Bewegungsgleichung (99) nicht, 

wohl aber ergeben sich jetzt wie in § 5, 2 die Randbedingungen 

u" ( 0, t) = h1 u (0, t), Ux (l, t) = - h2 u (l, t) . 

3. Schwingende Membran und Platte. Prinzipiell nicht andersliegen 
die Verhältnisse bei der ebenen Membran und Platte. Unter einer 
Membran verstanden ·wir einen flächenhaften, in der Ruhelage ebenen 
elastischen Körper, dessen potentielle Energie proportional der Ver
größerung des Flächeninhalts sich ändert, wobei wir den Propor
tionalitätsfaktor als Spannung bezeichnen. Platte nannten wir einen 
flächenhaften elastischen Körper, dessen potentielle Energie durch 
einen Ausdruck der Form (3) aus § 1, 2 g gegeben wird. Indem wir 
die potentielle Energie einer Membran wie in § 1, 2 f ausdrücken und 

für die kinetische den Ausdruck T = _!__ r fe u7 d X d y heranziehen, wo-
2 .G 

bei Q die Massendichte bedeutet, erhalten wir als Hamiltonsches Integral 
t, 1 ' .. - ( II [e ui - ft ( u; + u;)] d x d y d t, 

2" "" t, G 

allgemeiner, wenn eine äußere Kraft f (x, y, t) wirkt, 
I, .r.ur; uf- ~ (u;+u;)-f(x,y,t)u]dxdydt 

t, G 

und noch allgemeiner, wenn der Rand der Membran nicht fest ist, son
dern durch elastische Kräfte in seiner Ruhelage gehalten wird, 

~ 4 

/jJ[; 1ti- ~ (tt~+u~)-f(x,y,t)u]dxdydt-~fJau2 dsdt, 
t,, G t,I' 

wobei s die Bogenlänge auf der Randkurve bedeutet und die Funk
tion a (s) die elastische Bindung am Randpunkte s mißt. 

14* 
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Die Eulersche Differentialgleichung des Problems lautet 

(105) fl LJ u- (! Utt- I (x, y, t) = 0, 

und die natürlichen Randbedingungen werden nach § 5, 2 

(106) 

Für die Gleichgewichtslage einer Membran unter dem Einfluß einer 
Kraft I (x, y) ergibt sich die Differentialgleichung 

flilu-l(x,y) = 0. 

Ganz ebenso führt der Ausdruck (93') aufS. 206 für die potentielle Energie 
einer Platte zu der Differentialgleichung der schwingenden Platte 

(107) LJ LJ U + (! Utt = 0 , 

wobei sich für freie Ränder nach den Formeln (95), (96) von § 8 die 
natürlichen Randbedingungen 

l ,c LJ u + (1- fl-}:,0 [cos-ß>sin ß (uyy- Uxx) + (cos2 ~- sin2 ß)uxy] = 0 
(108) cn us 

,a.dt~ + (1- fl) (cos 2ßu.,x+ sin2 ·~ Uyy + 2 cosßsin ßu.,y) = 0 

ergeben, während der eingespannten Platte die Randbedingungen 

(109) u = 0, 
Cu 
-=0 cn 

entsprechen, der gestützten Platte, d. h. der Platte, bei welcher zwar 
der Rand, nicht aber dort die Tangentialebene festgehalten ist, die 
Randbedingungen 

(110} 1~ = 0, ftilu+(1-ft)(cos2 ßuxx+sin2 ßuyy+2cosßsinßuxy) = 0 

zugehören. Wir beachten hierbei, daß der Ausdruck tt.," uYY- u~y als 
Divergenzausdruck zwar auf die Eulersche Differentialgleichung (107) 
keinen Einfluß hat, aber für die Gestalt der natürlichen Randbedin
gungen entscheidend ist. 

§ 10. Ergänzungen und Aufgaben zum vierten Kapitel. 
I. Geometrische Deutung des Multiplikators von Lagrange. 

Man kann sich in dem einfachen Falle der Differentialrechnung den 
Multiplikator Ä. bei Problemen mit Nebenbedingungen folgendermaßen 
veranschaulichen. Es sei f (x, y) zum Maximum zu machen unter der 
Bedingung g (x, y) = 0. Das Problem besteht darin, in der Kurven
schar I (x, y) = c eine solche Kurve zu finden, die die Kurve g (x, y) = 0 
berührt. Der Parameter 2 charakterisiert die gemeinsame Tangenten
richtung. (Man beachte jedoch die singulären Fälle.) 
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2. Variationsproblem zu gegebener Differentialgleichung. Zu 
einer gegebenen gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y" = f (x, y, y') läßt sich stets eine Funktion F (x, y, y') finden, so 
daß [F]y = 0 nach y" aufgelöst mit der Differentialgleichung identisch 
ist. Vgl. Bolza, 0.: -Vorlesungen über Variationsrechnung, S. 37-39· 

3. Reziprozität bei isoperimetrischen Problemen. Die Extre-
x, 

malen des Problems ] = fF (x, y, y') dx = Extr. unter der Bedingung 
Xo 

K = j G (x, y, y') dx = konst. sind dieselben wie die des Problems 
Xo 

K = Extr., J = konst., abgesehen von dem singulären Fall (§ 6, 1). 

4. Kreisförmige Lichtstrahlen. Ist die Geschwindigkeit des Lichtes 
proportional zu y, so sind die Lichtstrahlen Kreise um Punkte der 
x-Achse als Mittelpunkte. 

5. Das Problem der Dido, mit einer Kurve von gegebener Länge 
ein möglichst großes Gebiet zu umspannen, werde dahin abgeändert, 
daß das Land nicht überall gleich wertvoll ist, sondern etwa die 
Fruchtbarkeit eine Funktion (! (x, y) des Ortes ist. Es handelt sich also 

darum, dem Integral ((e dx dy, erstreckt über das umspannte Gebiet, 
·a~ 

einen möglichst großen Wert zu erteilen. Man stelle die Differential
gleichung der Extremalen auf. 

6. Beispiel eines räumlichen Problems. Die Kugel ist diejenige 
geschlossene Fläche, die unter allen Flächen, welche das gleiche Volumen 
einschließen, den kleinsten Flächeninhalt hat. (Literaturangaben bei 
Blaschke, W.: Kreis und Kugel. Leipzig 1916.) 

Fragt man nach der Fläche mit kleinstem Inhalt, die bei gegebener 
Randkurve mit einer gegebenen, von derselben Randkurve begrenzten 
Fläche ein gegebenes Volumen begrenzt, so ergeben sich als Extre
malen die Flächen konstanter mittlerer Krümmung. Läßt man die 
Nebenbedingung bezüglich des Volumens fortfallen, so kommt man 
auf die schon in § 3, 4 aufgestellte Differentialgleichung der Minimal
flächen 

(1 + z;) Zxx- 2ZxZyZxy + (1 + z;)zyy = 0, 

die das Verschwinden der mittleren Krümmung anzeigt. 
7. Das isoperimetrische Problem auf einer krummen Fläche hat 

als Lösungen die Kurven konstanter geodätischer Krümmung. (Vgl. 
Blaschke, W.: Vorlesungen über Differentialgeometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitätstheorie, Bd. 1, S. 99-100. 
Berlin 1921). 

8. Beispiel eines allgemeinen Mayerschen Problems. Ein schwerer 
Punkt falle auf einer gegebenen Kurve in einem Medium, das der 
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Bewegung einen von der Geschwindigkeit v abhängenden Wider
stand R (v) entgegensetzt. Wie muß die Kurve zwischen zwei gegebenen 
Punkten gewählt werden, damit bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit 
die Endgeschwindigkeit ein Maximum wird? (Vgl. Bolza, 0.: Vorlesun
gen über Variationsrechnung, S. 578-580.) 

9. Die Indikatrix und ihre Anwendungen 1). Bei dem Problem, das 
t, 

Integral J iJ (x, y, i, y) dt zum Extremum zu machen (ij ist positiv-
t, 

homogen erster Ordnung in x, y), betrachten wir bei festen x, y die Kurve 

ij(x,y, ~. ?J) = 1 

in der ~.?]-Ebene. Sie heißt Eichkurve oder Indikatrix. An ihr lassen 
sich viele wichtige Beziehungen geometrisch deuten. Ganz entspre
chend ist beim räumlichen Problem iJ (x, y, z, ~. 1], C) = 1 die Gleichung 
der Eichfläche im ~, 1J, 1;-Raum. 

DieRichtung (t:5x, t:5y) isttransversal zu (x,y), wenniJzt:5x + iiüt:5y = 0 
ist. Nun ist aber die Gleichung der Tangente an die Eichkurve im Punkt 

(~' ~) : 

oder 

~iiz + ?Jiiu = 1. 

Also ist die transversale Richtung die der Tangente an die Eichkurve 
im Treffpunkt mit der Halbgeraden, die vom Nullpunkt nach 
dem Punkt x, y führt. Fragen wir z. B., bei welchen Problemen 
Transversalität senkrechtes Schneiden bedeutet, so sehen wir, daß 
die Eichkurve die Geraden durch den Nullpunkt senkrecht schneiden, 
d. h. daß sie ein Kreis um den Nullpunkt sein muß. Wegen 
der Homogenität folgt daraus iJ (x, y, x, y) = cp (x, y) yi2 + y2• Soll 
die Beziehung zwischen Extremalen und Transversalenrichtung sym
metrisch sein, so muß, wenn man zur Tangente in einem Punkt P 
der Eichkurve die Parallele durch den Nullpunkt 0 zieht, die Tangente 
in ihrem Schnittpunkt mit der Eichkurve parallel zu OP sein. 

Besonders lehrreich ist die Betrachtung an der Eichkurve bei der 
Behandlung der gebrochenen Extremalen. Wir fragen, wann eine Kurve, 
die den Punkt (x0 , y0) mit (x, y) verbindet und hier in der Richtung 
(x-, -y-) eintrifft, dann in der Richtung (x+, y+) weitergeht und in 
(x2, y2) endigt, ein Extremum liefern kann. Auf den Stücken, wo die 
Kurve eine stetig veränderliche Tangente hat, muß sie wie immer den 
Eulerschen Gleichungen genügen. Um die Verhältnisse an der Knick-

1 ) Vgl. Caratheodory, C.: Über die starken Maxima und Minima bei einfachen 
Integralen. Math. Ann. Bd. 62, 5. 449-503. 1906. 
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stelle zu untersuchen, denken wir die Extremale als Glied einer Schar 
ebenfalls gebrochener Kurven 

x(t) + ct(t), y (t) + c 1J (t) 

mit stetig differenzierbaren, an den Enden verschwindenden Funk
tionen t und 1J, und bilden die erste Variation, d. h. differenzieren nach c 
und setzen s = 0. Tun wir dies für die beiden Bögen einzeln, so bleiben 
nur die dem Knickpunkt zukommenden Randglieder stehen; die äußeren 
Randglieder verschwinden, da wir die Endpunkte festhalten, die Inte
grale wegen der Extremaleneigenschaft der Bögen. Es bleibt also 

~ {t1liJi (xv Yv x1, yi) + 11 (tl) irv (xl, Yv .Xi-, Y1-) 

- ~ (tl) irx (xv YI• xt, yt) - 1} {tl) irv (xv Yl• xt. yt) = 0 , 

und da ~ (t1) und 17 (t1) willkürlich sind, so folgt die "Weierstraß-Erd
mannsche Ecken bedingung'' 

irv (xv Y1• X1-, yl) = irv (xl, Yv xt, Ytl ; 
d. h. die Tangenten in den Treffpunkten der Vektoren (x;-, y;-) und 
(xt, yt) mit der Eichkurve fallen zusammen. Die beiden Richtungen 
der Kurve im Knickpunkt sind die der Strahlen vom Ursprung nach 
den Berührungspunkten einer Doppeltangente der Eichkurve. 

Weitere Anwendungen der Eichkurve werden in einem späteren 
Kapitel vorkommen. 

10. Gleichzeitige Variation der abhängigen und unabhängigen 
Variablen. Es sei G ein Gebiet der x,y-Ebene und 

J = (F(x,y,u,ztx,Uy)dxdy 

ein darüber erstrecktes Integral. Wir wollen die Werte von u als Ordi
naten senkrecht zur x,y-Ebene deuten. In§ 3 gelangten wir zur ersten 
Variation, indem wir u durch u + s C ersetzten, wo C eine Funktion 
von x und y ist, die am Rande von G verschwindet bzw. anderen 
vorgeschriebenen Randbedingungen genügt. Die Funktionenschar 
u + s C stellt geometrisch eine Flächenschar vor; dabei sind die Punkte 
zweierFlächen der Schar einander derart zugeordnet, daß je ein Punkt 
der einen Fläche dem senkrecht über bzw. unter ihm liegenden der 
anderen entspricht. Man kann natürlich unter Beibehaltung derselben 
Flächenschar die gegenseitige Zuordnung der Punkte der verschiedenen 
Flächen auch in anderer Weise herstellen; alsdann redet man von 
gleichzeitiger Variation der unabhängigen und der abhängigen Variablen. 
Eine solche allgemeine Zuordnung ergibt sich von selbst, wenn man 
das Variationsproblem in Parameterdarstellung (§ 3, 6) behandelt. Für 
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manche Zwecke (vgl. z. B. § 10, 11) ist es aber vorteilhaft, ohne auf die 
Parameterdarstellung zurückzugehen, explizite Formeln für die Variation 
eines Integrals bei gleichzeitiger Variation der abhängigen und unab
hängigen Variablen zur Hand zu haben. Wir ersetzen in J einfach 
x, y, u durch x + e ~ (x, y), y + e 1J (x, y), u (x, y) + e C (x, y), wo ~. 1], C 
mit ihren Ableitungen in G stetige Funktionen sind, die den für die 
Aufgabe vorgeschriebenen Randbedingungen entsprechend gewählt sind, 

und bilden r5 J = e :o- . Indem wir unter (5 die Variation ver-a J I 
v 8 E=Ü 

stehen, die entstünde, wenn ~ und 1J identisch Null wären, und für 
e~ bzw. e1J, die "Variationen der unabhängigen Veränderlichen", der 
Kürze halber r5 x bzw. r5 y schreiben, ergibt sich 

Ähnliche Formeln gelten natürlich bei mehr unabhängigen und 
abhängigen Veränderlichen. 

II. Die Sätze von E. Noether über invariante Variationsprobleme. 
Integrale in der Punktmechanik1). Das Integral 

J = r ( F (x, y, u, V, Ux, Uy, Vx, Vy) dx dy 
'ä" 

bleibe bei den Transformationen einer kontinuierlichen Gruppe 

x' = X(x,y,u,v,cx) 

y' = Y(x,y,u,v,cx) 

u' = U(x,y,u,v,cx) 

v' = V (x, y, u, v, cx) 

ungeändert, d. h. es sei 

]' =JJ F(x', y', tt', v', u~·, u~·, v~·, v~·) dx' dy' = jfF dx dy, 
G' G 

worin G' das Gebiet ist, das der Punkt (x', y') durchläuft, wenn (x, y) 
das Gebiet G durchläuft. Dem Werte Null des Parameters cx entspreche 
die identische Transformation. Wir untersuchen den Einfluß einer infini
tesimalen Transformation auf das Integral ]', d. h. wir differenzieren 

1) Noether, E.: Invariante Variationsprobleme. Nachr. Ges. Göttingen (math.
phys.), S. 235-257. 1918. 
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es nach <X und setzen <X = 0. Schreiben wir allgemein D f statt 
o f (x', y', u', v') I . .. . . .. --'--,,- , so w1rd nach der Formel fur die gleichzeitige 

0 (X "=0 
Variation der unabhängigen und der abhängigen Veränderlichen (Nr.10) 

DJ = .Jj([F]uD U + [F]vD V+ (Fu.D u)x+ (FuyD u)y+ (Fv.D v)x+ (FvyDv)y 
(} 

+F, Dx +Fy Dy +F(Ox)x+F(Dy)y) dxdy 
= o. 

Da dies für jedes Integrationsgebiet gilt, so ist 

[F]uDu + [F]vDv = (-Fu.Du- FvxDv- FOx)x 

+ (-FuyDu- FvyDv- FDy)y, 

d. h. die links stehende lineare Kombination der Eulerschen Differential
ausdrücke wird gleich dem "Divergenzausdruck" auf der rechten Seite. 
Die Übertragung auf eine oder mehr als zwei unabhängige Variable oder 
gesuchte Funktionen liegt auf der Hand. Bei einer unabhängigen 
Variablen erhält man durch Integration für die Extremalen ein erstes 
Integral 

oder in gewohnter Bezeichnung 

worin aus den Gleichungen der Transformationsgruppe: 

x'=X(x,y,z,<X), y'=Y(x,y,z,<X), z'=Z(x,y,z,<X) 

die Ausdrücke 

Dx= --ax] 
o CX o:=O, 

0 = ay; 
y ocx[o:=O, 

als Funktionen von x, y und z bekannt sind. 
Man bestätige dies an den Beispielen in § 4, indem man aus den 

hier gegebenen Formeln das erste Integral F- y' Fy' = konst. ableitet. 
Kennt man eine mehrere Parameter enthaltende Schar von Trans

formationen, die das Integral Jungeändert lassen, so erhält man eben
soviele linear unabhängige Kombinationen der Eulerschen Ausdrücke 
in Divergenzgestalt, bzw. ebensoviele linear unabhängige erste Integrale. 

Diese Tatsachen werden erläutert durch die Integrale der Punkt
mechanik. Die Bewegung eines freien Massensystems wird gegeben durch 

t, 

.f(T- U)dt = Min., 
t, 
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worin T = l ~ m (x 2 + y2 + z2) ist und die potentielle Energie nur 
von der gegenseitigen Lage der Massenpunkte abhängt, d. h. sich bei 
Lagenänderung des gesamten Systems nicht ändert. 

Daher haben wir z. B. die infinitesimalen Transformationen 

Dx = 1, Dy = Dz = Dt = o 
oder 

Dx = y, Dy = -x, Dz = Dt = o. 
Daraus folgt nach dem obigen 

T,; = ~mx = konst., 

y Ti- x TiJ = ~m(yx- xy) = konst.; 

das ist mit den durch Vertauschung der x, y, zentstehenden Integralen 
zusammen der Schwerpunkt- bzw. der Flächensatz. 

Ähnlich ergibt sich das Energieintegral, falls T und U die Zeit nicht 
t, 

explizit enthalten, aus der Bemerkung, daß das Integral ( ( T - U) d t 
to 

die Transformation t' = t + tX, D t = 1 gestattet. 
Näheres siehe bei Bessel-Hagen, E.: Über die Erhaltungssätze der 

Elektrodynamik, Math. Ann. Bd. 84, S. 258-276. 1921. 
Bleibt das Integral J ungeändert bei Transformationen, die eine 

willkürliche Funktion p der unabhängigen Variablen und ihre Ablei
tungen bis zur kten Ordnung enthält 

X1 = X(x,y, U, V, p (x,y), 0: p (x,y), ... , 0°;k p (x,y)), 

so erhält man eine identisch verschwindende Linearkombination der Euler
schen Ausdrücke und ihrer totalen Ableitungen bis zur kten Ordnung, d. h. 
die Eulerschen Gleichungen sind nicht unabhängig voneinander. 

Das einfachste Beispiel ist die homogene Form der einfachen 
Integrale 

t, 

J = /'iS (x,y, x, y)dt. 
to 

Das Integral ändert sich nicht, wenn man t, x (t), y (t), i (t), y (t) ersetzt 

durch t(r), x(t(r)), y(t(r)), d?}r(r)), dydtr(r)). Demgemäß sind die Euler-

schen Ausdrücke mJx, mJY verbunden durch die Beziehung 

x [b-1" + y [i:r]y = o . 
(Vgl. Formel (31) auf S. 176.) 

Betreffs genauerer Angaben, Verallgemeinerungen und Anwendun
gen in der Mechanik, Elektrodynamik und Relativitätstheorie vergleiche 
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man den oben genannten Aufsatz von E. Noether und die dort an
gegebenen Arbeiten. 

12. Transversalität bei mehrfachen Integralen. Soll das Integral 

((F(x. V,::. Xu, )'u, Zu, Xv, Yv• Zv)dudv 
·a 

zum Minimum werden unter der Bedingung, daß der Rand der Fläche 
[x (u, v), y (u, v), z (tt, v)] auf einer gegebenen Fläche rp (x, y, z) = 0 liegt, 
so findet man durch formale Übertragung des bei Kurven augewandten 
Verfahrens die Randbedingung 

, Fxu F,.,, 'Px 

, Fy" Fy,. tpy = 0; 

Fzu Fz.,. Cfz 

doch ist die Notwendigkeit dieser Bedingung bisher noch nicht bewiesen 
worden. (Vgl. Bolza, 0.: Vorlesungen über Variationsrechnung, S. 670.) 

13. Eutersehe Differentialausdrücke auf krummen Flächen. Ist 
p = p (~, r,), q = q (~. r1), r = r (~, fJ) die Parameterdarstellung einer 
krummen Fläche im p, q, r-Raume, ds 2 = ed ~ 2 + 2/d ~d q + gd1] 2 das 
Linienelement auf der Fläche, so wird der Ausdruck 

:! 2 
Q[ ] = gu~-2fu~:.u,1 +eu,1 11, u -------· 

. eg-j2 

unabhängig von der Wahl der Parameter. Der zu dem Oberflächen
integral 

/(Q[u,u] v'eg- j2 d~d17 
'ä 

gehörige Eulersche Differentialausdruck ist 

und 
Llu 

J eg- j2 

ist von der Parameterwahl unabhängig. Mit diesen Ausdrücken für 
Q[u, u] und Au gelten dieselben Greensehen Formeln, die in § 9 ab
geleitet wurden. (Vgl. Hurwitz-Courant: Funktionentheorie, Abschn. III, 
Kap. V, § 16, S. 385-391.) 

14. Tetrazyklische und pentasphärische Koordinaten. Die ellip
tischen Koordinaten in der Ebene und im Raume lassen noch eine Ver
allgemeinerung zu, die zu ähnlichen Ausdrücken für das Linienelement 
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und die Potentialgleichung führt. Es sind dies die tetrazyklischen 
Koordinaten in der Ebene und die pentasphärischen im Raume. An 
Stelle der konfokalen Kurven bzw. Flächen zweiter Ordnung treten 
solche von vierter Ordnung, Scharen konfokaler Zykliden. Diese Kurven 
bzw. Flächen sind geometrisch charakterisiert als Kurven bzw. Flächen 
vierter Ordnung, welche die imaginären Kreispunkte der Ebene bzw. den 
Kugelkreis des Raumes als Doppelpunkte bzw. Doppelkurve enthalten. 

(Vgl. Klein, F.: Einleitung in die höhere Geometrie, Vorlesungen 
von 1892/93, 2. Aufl. Leipzig 1907 und Bacher, M.: Über die Reihen~ 
entwicklungen der Potentialtheorie. Leipzig 1894.) 

Literatur zum vierten Kapitel. 
Wegen ausführlicherer Literaturangaben sei auf die vorzügliche Bibliographie 

von Lecat verwiesen: 

Lecat, M.: Bibliographie du calcul des variations 1850-1913. Gand-Paris 1913. 
Lecat, M.: Bibliographie du calcul des variations depuis les origines jusqu'a 1850 

comprenant la listedes travaux, qui ont prepare ce calcul. Gand-Paris1916. 

Hier seien nur die wichtigsten Lehrbücher genannt: 

Leh rbü eher und Zusammen fass ungen. 

Enzyklopädie der math. Wiss., folgende Artikel: 

Kneser, A.:Variationsrechnung. Bd 2 A, ArtikelS, S. 571-625. Abgeschlossen 1900. 
Zermelo, E. und H. Hahn: Weiterentwicklung der Variationsrechnung in den letzten 

Jahren. Bd. 2 A, Artikel 8a, S. 626-641. Abgeschlossen 1904. 
Hellinger, E.: Die allgemeinen Ansätze der Mechanik der Kontinua. Bd. 4 D, 

Artikel 30. S. 601-694. Abgeschlossen 1913. 

Französische Ausgabe der Enzyklopädie: 

Lecat, M.: Calcul des variations, Tome II, vol. 6, Artikel 31. S. 1-288. Abge
schlossen 1913. 

Moigno, M. et L. L. Lindelöf: Calcul des variations. Paris 1861. 
Kneser, A.: Lehrbuch der Variationsrechnung. Braunschweig. 1900. 
Bolza, 0.: Vorlesungen über Variationsrechnung. Leipzig und Berlin 1909. 
Hadamard, ]. : Le~ons sur le calcul des variations I. Paris 191 o. 
Tonelli, L.: Fondamenti di Calcolo delle Variazioni I. Bologna 1921. 



Fünftes Kapitel. 

Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme 
der mathematischen Physik. 

§ 1. Allgemeine Bemerkungen über lineare 
Differentialgleichungen. 

I. Das Superpositionsprinzip. Die Differentialgleichungsprobleme 
der mathematischen Physik, mit denen wir uns nunmehr beschäftigen 
wollen, tragen alle linearen Charakter. \Vir schicken daher einige all
gemeine Bemerkungen über lineare Differentialgleichungen voraus. 
Linear heißt eine Differentialgleichung für eine unbekannte Funktion 
u (x, y, .•. ) der unabhängigen Variablen x, y, ... (deren Anzahl natür
lich auch 1 sein kann), wenn sie die Form hat 

L [u] = Au + B ~t:r + · · · + C uxx + · · · = D, 

wobei A, B, ... , D gegebene Funktionen von x, y, ... sind und links 
ein homogener Ausdruck in u und den Ableitungen ux, ... u.,x, ... steht. 
Ist die rechte Seite D identisch Null, so spricht man von einer homo
genen, sonst von einer unhomogenen Gleichung. 

Die Lösungen der homogenen Gleichung besitzen die fundamentale 
Superpositionseigenschaft: Wenn u1, u 2 zwei Lösungen sind, so ist für 
willkürliche Werte der Konstanten c1, c2 auch c1 u1 + c2 u 2 eine Lösung. 
Allgemeiner kann man beliebig viele partikuläre Lösungen ul> u 2 , ••• 

mit Konstanten c1, c2 , ••• zu einer neuen Lösung c1 u1 + c2 u2 + · · · 
kombinieren. Eine konvergente Reihe 2 Cn Un, die aus einer unend-

n=l 

liehen Folge ul> u 2 , ••• von Lösungen zusammengesetzt ist, stellt dann 
gewiß eine Lösung dar, wenn sich die Differentialoperation L[u] glied
weise auf die Summe anwenden läßt. 

Kennt man eine Lösung u (x, y, ... ; a) der Differentialgleichung 
L[u] = 0, welche noch von einem willkürlichen Parameter a abhängt, 
so kann man sich neue Lösungen in folgender Form verschaffen: 

( 1) v = /w(a)u(x,y, . .. ; a)da, 
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wobei w (IX} eine willkürliche Funktion ist, das Integrationsgebiet will
kürlich gewählt werden kann und nur die Einschränkung zu machen ist, 
daß das Integral (1) existiert und die Ausführung des Prozesses L unter 
dem Integral gestattet ist, was jedenfalls bei stückweise stetigem w (IX) und 
endlich bleibendem Integrationsgebiet zutrifft. 

Beherrscht man die homogene Gleichung vollständig, so braucht 
man zur Beherrschung der unhomogenen nur die Kenntnis einer einzigen 
Lösung; denn man erhält alle Lösungen der unhomogenen Gleichung 
durch Addition einer speziellen zu allen Lösungen der homogenen. 

2. Homogene und unhomogene Randbedingungen. Im folgenden 
werden wir fast stets die Lösungen unserer Differentialgleichungen durch 
lineare homogene Randbedingungen festzulegen suchen, d. h. durch 
die Forderung, daß zwischen den Werten, welche die gesuchte Funk
tion u und ihre Ableitungen u.,, . . . bei Annäherung an den Rand r 
des betrachteten Gebietes G annehmen, gegebene homogene lineare 
Bedingungsgleichungen erfüllt sind. Die einfachste solche Bedingung 

· d h iJu 0 · D'ff · · · Ist u = 0, o er auc iJn = 0, unter iJn Wie sonst I erentiatiOn m 

Richtung der äußeren Normalen verstanden. 
Liegen für u lineare unhomogene Randbedingungen vor, z. B. u = f, 

wo mit f vorgegebene nicht überall verschwindende Randwerte be
zeichnet sind, so können wir folgendermaßen zu einem äquivalenten 
Problem mit homogenen Randbedingungen gelangen. Wir nehmen an, 
es handelt sich um die homogene Gleichung L[u] = 0 und es lassen 
sich die Randwerte f stetig so ins Innere von G fortsetzen, daß 
L[f] = g eine in G stetige Funktion des Ortes wird; dann erhalten 
wir für v = f- u sofort die Differentialgleichung L[v] = g rriit der 
homogenen Randbedingung v = o. Allgemein können wir sagen: 
Eine homogene Differentialgleichung mit unhomogenen Randbedingungen 
ist äquivalent einer unhomogenen Differentialgleichung mit homogenen 
Randbedingungen. 

§ 2. Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad. 

I. Integration der Differentialgleichung. Das allereinfachste Bei
spiel eines Schwingungsproblems bietet das schwingungsfähige System mit 
emem einzigen, durch die Koordinate q charakterisierten Freiheitsgrade. 
Die Differentialgleichung lautet m q_· + cq = k (t) 1), wobei m die Masse, 
c die "elastische Kraft" und k (t) die äußere Kraft ist. (Man denke 
z. B. an die kleinen Schwingungen eines Pendels, einer Magnetnadel, einer 
Feder, wobei q die Winkel- bzw. Längenänderung von der Ruhelage aus 

1) Mit Punkten über einem Buchstaben wird die Differentiation nach t 
bezeichnet. 
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bedeutet.) Wenn das System eine der Geschwindigkeit q proportionale 
Reibung "q aufweist, so wird diese als negativer Zusatz zur äußeren 
Kraft aufgefaßt werden können, so daß die Differentialgleichung dann 
allgemein die Form annimmt 

(2) m ii + "rj + c q = k (t) , 

wobei m, u, c positive Konstanten sind. Die homogene Gleichung wird 
gelöst durch den Ansatz q = eQt, welcher für e die quadratische Gleichung 

2 . d b "d W I x J/x2 - 4 m c m e + " e + c = 0 mlt en el en urze n (! = - 2 m ± 4 m2 

liefert. Nur wenn diese beiden Wurzeln imaginär sind, wenn also 
u2 - 4 m c < 0 ist, stellt die Differentialgleichung einen Schwingungs
vorgang dar; setzen wir dann 

__)<___ - 0 l/'x2 - 4 m c - . 
2 m - ' 4 m2 - 2 v' 

so erhalten wir die beiden Lösungen e- ~t e ± ivt oder durch Übergang 
zu reellen Größen 

e -ät cosv t, 

woraus sich als allgemeine Lösung 

q = (c1 cos~· t + c2 sin v t) e-Jt = a e-otcosv (t- rp) 

mit den Integrationskonstanten c1, c2 bzw. a, rp ergibt. Die Zahlen a, rp 
geben Amplitude und Phase der Schwingung, die Zahl o die Dämp
fung oder das logarithmische Dekrement. Die Zahl v heißt die Frequenz 
der Eigenschwingung. Ist die Dämpfung o gleich Null, so erhält man 
die reinen ungedämpften Sinusschwingungen. 

Auf der Tatsache, daß die trigonometrischen Funktionen sin v t, cos ~· t 
die Lösungen des einfachsten Schwingungsproblems liefern, beruht ganz 
wesentlich ihre eminente Bedeutung für die mathematische Physik. 

Die Lösung der unhomogenen Gleichung erhalten wir in einer für 
praktische Zwecke vielfach sehr nützlichen Form, wenn wir zunächst 
den speziellen Fall einer periodisch mit der Frequenz w einwirkenden 
Kraft k (t) = k eiwt betrachten, wobei die komplexe Schreibweise 
wiederum nur zu einer bequemeren und kürzeren Herleitung reeller 
Resultate dient und k als reell vorausgesetzt wird 1). Indem wir für 
die Lösung q den Ansatz q = cxeiwt machen, wobei nun a, nicht mehr 

1 ) Die Bedeutung der komplexen Schreibweise ist, daß der reelle bzw. ima
ginäre Teil des Integrals eine Lösung derjenigen Differentialgleichung darstellt, 
welche aus (2) entsteht, indem man rechts den reellen bzw. den imaginären 
Teil von k (t) nimmt. 
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reell vorausgesetzt werden kann, erhalten wir aus (2) für das Verhältnis 

: = a sofort die Gleichung a {- m w2 + i" w + c) = 1 , woraus sich 

ergibt. Wir können diese Zahl auch in der Form 

a = re-i"''l' 

mit 

t "w gw'ljJ = c- mw2 

schreiben und haben dann als Lösung der unhomogenen Gleichung (2) 
die Funktion 

q = k rei<»(t-'1'). 

Diese Lösung entsteht also aus der anregenden Kraft durch Multiplika
tion der Amplitude mit dem Faktor r (Amplitudenverzerrung) und 
Verminderung der Phase wt um die Größe W'lf' (Phasenverschiebung). 

Setzt sich die rechte Seite der Differentialgleichung (2) als Summe 
von Gliedern der Form 1% eiwt zusammen, so erhalten wir als Lösung 
entsprechend eine Summe von Lösungen der Differentialgleichungen 
mit den einzelnen Summanden als rechten Seiten. 

Aus dieser einen Lösung der unhomogenen Gleichung ergibt sich 
die allgemeinste durch Addition des Ausdruckes ae-~tcosv (t- g;). Wir 
sehen, daß bei nicht verschwindender Dämpfung mit der Zeit dieser 
Bestandteil der Lösung beliebig klein werden, abklingen muß, daß also 
auf die Dauer nur die obige Lösung eine Rolle spielen kann. 

· 2. Anwendungen auf die Theorie der Resonanzerscheinungen und 
der Registrierapparate. Die Abhängigkeit der Amplitudenverzerrung r 
von der Frequenz w ist für die Anwendungen von größter Wichtigkeit und 
liefert den Schlüssel zu den sogenannten Resonanzerscheinungen. Wir den-

ken uns die Funktion r = Yf(w) = g(w) in einer rw-Ebene durch eine 
Kurve (Abb. 2) dargestellt. Ist "• also auch die Dämpfung b gleich Null, 

so wird für w = w0 = VI~ die Amplitudenverzerrung unendlich (was na

türlich praktisch entweder wegen des Aufhörens der Gültigkeit von (2) oder 
wegen Explosion des Apparates nicht eintritt). Wir haben also, wenn die 
erregende Frequenz nahe an die Eigenfrequenz w0 des frei schwingenden 
ungedämpften Systems kommt, besonders große Schwingungsamplituden. 
Ist die Dämpfung nicht Null, so besitzt f (w) einendliches Maximum an der 

Stelle ÖJ0 = y2 m;,:; "2 =V w~- 2"~~, also bei hinreichend kleinem" 

immer noch nahe an der Eigenfrequenz w0 der freien ungedämpften 
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Schwingung. Das Maximum der Verzerrungskurve hat den Wert 
~----~~4-1 

V x 2 : - : : 12 und wird daher um so schärfer ausgeprägt sein, je kleiner 

die Dämpfung, und im übrigen, je kleiner : = w~ ist. Die Resonanz

kurven Abb. 2 veranschaulichen unter der Voraussetzung w0 = 1, c = 1 

den Funktionsverlauf für verschiedene Werte von u oder vielmehr von 

" D = ,r:.:: . Typisch ist für die Resonanzkurven, daß sie bei w = 0 
2 rm 

mit r2 = c~ beginnen und hinter ihrem Maximum w0 rasch zu ihrem 

asymptotischen Werte Null abfallen. Man kann also roh ausgedrückt 
sagen, daß Erregun-
gen weit oberhalb der .z,o 
Eigenschwingung fast t9 

zu Null abgedämpft ~~ 
werden. 1,6 

Bei einem physi- 1,5 

kaliseben Meß- oder 1,'1 

Registrierapparat hat 
man die Konstanten 
m, c, u in weiten Gren
zen frei verfügbar. 
Man wird versuchen, 
sie so zu wählen, daß 
die Gestalt der Reso
nanzkurve den Be
dürfnissen der Mes-
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Abb. 2. 

man eine große Empfindlichkeit des Apparates wünschen, d. h. mathe
matisch gesprochen einen großen Wert von r2 = f (w) für die in Frage 
kommenden Frequenzen w der Anregung. Für kleine Werte von w 

wird angenähert f (w) = ~. so daß wir in der Zahl _!__ ein Maß für die c c 
Empfindlichkeit des Instrumentes bei kleinen Erregungsfrequenzen 

haben. Steigerung der Empfindlichkeit ist also durch Vergrößerung 

des Quotienten _!__ , d. h. Verkleinerung der elastischen Bindung 
c 

möglich. 
Zweitens spielt eine wesentliche Rolle die Forderung der relativen 

Verzerrungsfreiheit. Wir denken uns unter der Annahme, daß k (t) 
C o ur a n t . H i I b er t , Mathematische Physik. I. 15 
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periodisch mit der Periode~ ist, die Erregung allgemein in eine Fourier-
v 

sehe Reihe 
00 

(3) k (t) = l: Ynenvit 
n= -oo 

entwickelt. Dann erhalten wir nach dem Superpositionsprinzip als Lö
sung der Differentialgleichung (2): 

00 

(4) q(t) = l: rnrnenvi(t-1jln), 
n= -oo 

wobei 
xnv 

tg n v"' = ~-----
-rn c-mn2 v2 

ist. 
Nehmen wir nun an, wir könnten praktisch die Reihe (3) mit den 

Gliedern n = ± N abbrechen, d. h. es kämen in der Erregung keine 
Frequenzen oberhalb Q = Nv vor, so werden wir sagen, unser Apparat 
registriere die Erregung (3) ohne relative Verzerrung, wenn für alle 
Frequenzen In I Y < Nv der Verzerrungsfaktor f(nY) annähernd den
selben Wert besitzt. Diese Forderung ist ganz entscheidend, wenn wir 
aus den beobachtbaren Bewegungen des Registrierapparates Rück
schlüsse auf den erregenden Vorgang ziehen wollen (Seismograph, 
Mikrophon, Grammophon, Oszillograph, die alle in erster Näherung 
unter das Schema dieses Paragraphen fallen). Der neuen Forderung der 
relativen Verzerrungsfreiheit kann man natürlich exakt nicht genügen. 
Aber man kann die Resonanzkurven mehr und mehr abflachen und 
schließlich durch die Forderung " 2 - 2cm = 0 in die Gestalt der stark 

gezeichneten Kurve in Abb. 2 bringen, indem man bei konstantem ~
die Dämpfungskonstante " bis zu dem. Werte j2cm zunehmen läßt; 
mit anderen Worten: Wir machen die Ableitung von f (w) nach dem 
Argument w 2 für w = 0 zu Null. Die Kurve zeigt uns, daß bis in die 
Nähe der Eigenschwingung des ungedämpften Systems die Registrie
rung annähernd verzerrungsfrei arbeitet und daß oberhalb dieser Fre
quenz annähernd vollständige Abdämpfung herrscht. Wenn es also 
auf Empfindlichkeit nicht so sehr ankommt, kann man relative Ver
zerrungsfreiheit erzielen, indem man die Eigenschwingung des unge
dämpften Systems etwas oberhalb der höchsten in Betracht kommenden 

erregenden Frequenzen legt und sodann die Dämpfung gleich j2 c m 
macht. 

Für die Phasenverschiebung gilt ähnliches wie für die Verzerrung, 
wie die folgende Betrachtung zeigt: Die Phasenverschiebung 1p ist 

gleich _!_ arctg --"-«)~ . Wir stellen uns wieder die Frage, wie der 
w c-mw 

Apparat dimensioniert sein muß, damit diese Funktion von w 2 für w = 0 
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eine verschwindende Ableitung hat, so daß für kleine Werte von w die 
Phasenverschiebung annähernd konstant bleibt. Die durch Differentiation 
sofort sich ergebende Antwort lautet x2 - 3 c m = 0 . 

Wir erhalten also für die Konstanz der Phasenverschiebung eine Bedin
gung, die mit der Bedingung der Verzerrungsfreiheit x 2 - 2 cm = 0 
nicht im Einklang steht. In der Praxis wird man geneigt sein, statt 
der Faktoren 2 bzw. 3 den Mittelwert 2,5 zu wählen. 

3. Behandlung der unhomogenen Gleichung im allgemeinen Fall. 
Auch wenn die erregende Kraft k (t) nicht periodisch und also nicht 
durch eine Fouriersehe Reihe (3) gegeben ist, kann man die Lösung 
der unhomogenen Gleichung formal direkt angeben, z. B. indem man 
k (t) gemäß Kap. II, § 6, 3 durch das Fouriersehe Integral 

00 00 

-00 

darstellt. Es ist dann 

(5) 
1 • ~-

q(t) = ---=jh(w)ff(w)eiw(t-,p)dw 
Yz.n. 

eme Lösung; dabei ist 
1 

I ( w) = ~--=-1-i~~)V-+ ;;2 0~2 , 

1 ~w 
~J = 1jJ (w) = - arctg --- . 1). 

w c- mw2 

Eine andere Gestalt der Lösung erhält man, wie unmittelbar verifiziert 
werden kann, in der Formel 

(6) 
t 

1 .. 
q (t) = ;n-;j e- •Ht-t') siwv (t- t') k (t') d t', 

I) 

wobei v = 2k y4cm ___-;:!die Frequenz der Eigenschwingung, b = 2~m 
die Dämpfung ist. 

Zum Schluß sei noch hervorgehoben, daß die willkürlichen Inte
grationskonstanten in der allgemeinen Lösung der unhomogenen wie 
der homogenen Gleichung uns erlauben, diese Lösung einem beliebig 
vorgegebenen Anfangszustand, d. h. vorgegebenen Werten q0 = q (t0), 

q0 = q (t0 ) von q, q zur Zeit t = t0 anzupassen. Man erhält zunächst 
bei der homogenen Gleichung, indem man diese Werte in die frühere 
Lösung (S. 223) einführt, ohne Schwierigkeit q in der Gestalt 

1 " ---(t-t.){. sin.v(t-t) r ~ . .
1

} (7) q(t)=e 2 m q0----_o_+q0 cosv(t-t0)+-smv(t-t0) • 
v 2mv . 

I) Damit diese formale Lösung eine Bedeutung hat, müssen wir die Konver
genz der Integrale und die Ausführbarkeit der Differentiation nach t unter dem 
Integralzeichen im Integral (5) ausdrücklich voraussetzen. 

15* 
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Hieraus kann man folgendermaßen direkt die Lösung (6) der unhomo
genen Gleichung gewinnen: Einer Anfangsgeschwindigkeit q (t0 ) zur 
Zeit t = t0 entspricht eine Lösung (7) mit q0 = 0. Einer Kraft k (t), 
die konstant während des kleinen Zeitintervalles t0 - s ~ t ~ t0 wirkt, 
entspricht ein Impuls m q (t0) = k (t0) s. Addition solcher Wirkungen 
und Grenzübergang zu E = 0 ergibt dann unmittelbar (6). 

§ 3. Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden. 
I. Hauptschwingungen. Bei Systemen von n Freiheitsgraden, die 

um eine stabile Gleichgewichtslage schwingen, wollen wir von dem 
Einfluß der Dämpfung absehen und demgemäß die Bewegungsglei
chungen in der Lagrangeschen Form 

(8) :t (~D- ~~ =- ~~· ... , ~(~D -;~ =- ~~ 
zugrunde legen. Dabei charakterisieren die verallgemeinerten Koordi-
naten oder Lagekoordinaten qv ... , qn die Abweichung des Systems 
von der Gleichgewichtslage q1 = 0, ... , qn = 0, während die Funktion U 
die potentielle, die Funktion T die kinetische Energie des Systems dar
stellt. Sind die Schwingungen klein, so ist U als quadratische Form 
der Koordinaten qh mit konstanten Koeffizienten bhk• Tals quadratische 
Form der Ableitungen qh der Koordinaten nach der Zeit mit eben
falls konstanten Koeffizienten ahk anzusehen 1): 

n n 
T="L,ahkqhqk. V="L,bhkqhqk; 

~k=l ~k=l 

Diese Formen sind ihrer Natur nach positiv definit, die eine, weil die 
kinetische Energie wesentlich positiv ist, die andere wegen der voraus
gesetzten Stabilität des Gleichgewichtes in q1 = 0, ... , q" = 0. 

Die vollständige Beherrschung des Schwingungsvorgangs ergibt 
sich hier leicht aus der Theorie der quadratischen Formen, wie sie in 
Kap. I entwickelt wurde. Wir betrachten die beiden quadratischen 
Formen 

n n 
G = .1; ahkxhxk> F = 2: bhkxhxk 

h,k=l h,k=l 

und bringen sie durch eine lineare Transformation 
n 

(9) xh = .1;thkYk 
k=l 

der Variablen Xv •.• , xn gleichzeitig auf die Form 

r) Vgl. Kap. IV, § 9, 1. 
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was wegen des definiten Charakters von U und T und somit auch von F 
und G mit positiven Werten Al> ••• , An möglich ist. Indem wir ent
sprechend gemäß (9) in den Gleichungen (8) statt der Koordinaten 
q1, ••• , qn neue, die sogenannten Normalkoordinaten 17 1, ••• , f/ 11 ein
führen, wird 

und die Bewegungsgleichungen der Schwingung transformieren sich in 
die Gestalt 

wobei alle Variablen voneinander getrennt erscheinen, so daß wir 
sofort die Lösung in der Form 

(10) (h = 1, 2, ... , n) 

hinschreiben können. Hierin sind Yv ... , Yn und rp1, ••• , fPn will
kürliche Integrationskonstanten. Die durch (10) dargestellten Sinus
schwingungen der Normalkoordinaten nennt man die Hauptschwin
g1mgen oder Eigenschwingtmgen des Systems, die Zahlen 1'1> ••• , Yh die 
Eigenschwingungszahlen oder Eigenfrequenzen oder mit einem der Akustik 
entnommenen Ausdruck die Tonhöhen des Systems. Die Bewegung der 
ursprünglichen Koordinaten ist eine Superposition verschiedener Eigen
schwingungen mit verschiedenen Phasen und Amplituden. In den 2 n Inte
grationskonstanten Y1> ••• , Yn; f/11, ••• , rp11 haben wirgenauso viele will
kürliche Parameter zur Verfügung, wie nötig sind, um die Lösung einem 
willkürlich vorgegebenen Anfangszustand, d. h. Anfangswerten qh (t0 ) 

und q,.(t0 ) der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten anzupassen. 
Im übrigen ist es vielfach zweckmäßig, dem Begriff der Normal

koordinaten eine etwas weitere Fassung zu geben, indem man darunter 
solche Koordinaten vE'rsteht, bei we:chen die Energien die Form 

n 

U = L: A~' I]~ 
h=l 

·* 
haben, wobei dann },11 = 1'11 die Quadrate der Eigenfrequenzen "h sind. 

c 
Wir fügen hier die Bemerkung ein, daß die Eigenschwingungen als 

solche Bewegungen des Systems definiert werden können, bei denen die 
gegenseitigen Verhältnisse der Koordinaten qk von der Zeit unabhängig 
sind, bei denen also qk die Form qk = vk g (t) mit zeitlich konstantem vk 
hafl). Man sagt: bei einer Eigenschwingung bewegen sich die materiellen 
Punkte des Systems "synchron". 

1 ) Der Leser wird die Äquivalenz dieser Definition mit der oben gegebenen 
leicht selbst bestätigen. 
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Durch die Transformation des Systems auf Normalkoordinaten 
und die damit gegebene Trennung der Freiheitsgrade erledigt sich auch 
unmittelbar das Problem der erzwungenen Bewegung, welche durch 
Gleichungen 

(i = 1, 2, ... , n) 

dargestellt wird. 

2. Allgemeine Eigenschaften der schwingenden Systeme. Ordnet 
man die Quadrate Av •.• , An der Schwingungszahlen nach wachsender 
Größe: A1 < A2 < ... < An, so läßt sich Ap nach Kap. I, § 4 definieren 
als das Maximum, welches das Minimum der quadratischen Form 

n 
F = ~ bhkxhxk annehmen kann, wenn die Variablen erstens der Neben-

h,k=l n 

bedingung G = ~ ahkXhXk = 1 und zweitens noch p- 1 weiteren 
h,k=l 

Nebenbedingungen der Form 

(11) (j = 1' 2, ... , p - 1) 

unterworfen werden. Daraus ergeben sich sofort einige allgemeine Sätze 
über diese Schwingungszahlen bzw. die ihnen entsprechenden Tonhöhen, 
die schon im Kap. I, § 4 ohne Erörterung der physikalischen Bedeutung 
ausgesprochen und bewiesen wurden: 

Satz I: Der pte Oberton eines schwingenden Systems ist der höchste 
unter den Grundtönen aller Systeme, welche aus dem gegebenen durch Auf
erlegung von p irgendwie gewählten Bindungen derForm ( 11) entstehen. 

Satz I I: Geht ein System S durch Auferlegung von r Zwangsbedin
gungen der Form (11) in ein "r-fach gebundenes" SystemS' über, so sind 
die Schwingungszahlen v~, ... , v~-r des gebundenen Systems nicht kleiner 
als die entsprechenden Schwingungszahlen Vv ••• , vn-r des freien Systems, 
aber auch nicht größer als die Schwingungszahlen vr+l• ••• , vn des freien 
Systems, d. h. es gelten die Beziehungen 

Satz III: Bei Vergrößerung der Trägheit fällt der Grundton und 
jeder Oberton oder nimmt wenigstens m'cht zu. 

Dabei verstehen wir unter einer Vergrößerung der Trägheit den 
Übergang zu einem System mit einer solchen kinetischen Energie T', 
daß T' - T nie negativ ist; die potentielle Energie soll dabei unver
ändert bleiben. 

Satz IV: Bei einer Versteifung des Systems steigt der Grundton und 
jeder Oberton oder nimmt jedenfalls nicht ab. 
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Dabei bezeichnen wir als Versteifung den Übergang zu einem 
System mit gleicher kinetischer Energie, dessen potentielle Energie 
jedoch um eine nicht negative Form vermehrt ist. 

Es bedarf kaum einer besonderen Erwähnung, daß sich Grundton 
und Obertöne im entgegengesetzten Sinne ändern wie na:::h Satz II 
bis IV, wenn wir Zwangsbedingungen aufheben, Massen vermindern oder 
das System lockern, d. h. zu einem SystemS' übergehen, demgegenüber S 
als versteift erscheint. 

3. Übergang von einem System zu einem benachbarten System. 
Kennt man die Transformation eines gegebenen schwingungsfähigen 
Systems auf seine N ormalkoordinaten, so kann man auf Grund der 
Untersuchungen von Kap. I, § 6 leicht die Normalkoordinaten und 
Eigenschwingungen eines dem ursprünglichen System benachbarten 
Systems angenähert angeben. Es mögen dem benachbarten System als 
kinetische und potentielle Energie die quadratischen Formen 

entsprechen und das Ausgangssystem in denselben Koordinaten bereits 
auf die Normalkoordinaten bezogen sein, so daß seine kinetische und 
po~entielle Energie die Gestalt 

n 
"" ~ * ,, ,.:... "-h Xi, 
h=l 

haben und die Quadrate der Schwingungszahlen gleich lh = ;;_ sind. 
c 

Dann sind die Größen ahk, bhk für h =F k und ebenso die Größen ahh- c, 

bhh- ).h als unendlich klein erster Ordnung anzusehen, und ihre höhe
ren Potenzen dürfen gegenüber niederen vernachlässigt werden. Daher 
ist die Darstellung der Eigenschwingungen des ursprünglichen Systems 
bereits durch die Angaben in Kap. I, § 6, 6 erledigt. Für die Amplituden 
der zugehörigen Einzelschwingungen der einzelnen Koordinaten, und 
zwar für die Schwingung, die dem Index h entspricht, erhält man 

für die entsprechenden Schwingungszahlen ergibt sich bis zu den 
Größen dritter Ordnung 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Eigenwerte lh alle voneinander 
verschieden sind. 
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§ 4. Systeme von unendlich vielen Freiheitsgraden. 

I. Die Methoden des Grenzüberganges zu unendlich vielen 
Freiheitsgraden. Die oben dargelegten Methoden zur Behandlung der 
Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden legen es nahe, für Systeme, 
deren Charakterisierung durch endlich viele Parameter nicht mehr 
möglich ist, die Behandlung durch einen Grenzübergang vorzunehmen. 
So kann man sich z. B. eine an den Endpunkten eingespannte homogene 
elastische Saite der Massendichte e und Länge n ersetzt denken durch 

n Massenpunkte der Masse :e, welche in den Punkten mit den Koordi

naten Xk = n h_; 1 ihre Ruhelage besitzen und so durch elastische Kräfte 

aneinander gebunden sind, daß die potentielle Energie des Systems, 

wenn qh die transversale Elongation des hten Massenpunktes bedeutet, 
n 

durch eine quadratische Form U = 1: bhkqhqk gegeben ist, während 
n h,k=l 

die kinetische Energie T = 1: ahkqhqk ist. Indem man für dieses 
h,k=l 

System die Normalkoordinaten und die Eigenschwingungen bestimmt 
und dann den Grenzübergang n 4- oo vollzieht, kann man leicht die 
Lösung des Saitenproblems erhalten. Da wir aber sogleich direkt zu 
ihr gelangen werden, ·verzichten wir hier auf die vollständige Durch
führung dieses Gedankens 1). 

Man kann noch anders vorgehen, indem man von vornherein 
die Bewegung der Saite durch unendlich viele Parameter charak
terisiert. Denkt man sich nämlich die Funktion u (x, t), welche die 

00 

Gestalt der Saite darstellt, ineineFouriersche Reihe u (x, t) = 1: qn (t)sinnx 
n=l 

entwickelt, so werden die Koeffizienten qn (t) als Bestimmungsstücke 
des mechanischen Systems anzusehen sein, deren Kenntnis als Funk
tionen der Zeit das Ziel der Untersuchung zu sein hat. In diesen unend
lich vielen Koordinaten qn drücken sich zufolge der Vollständigkeits
relation für die trigonometrischen Funktionen die Größen U, T bei 
geeigneter Wahl der Einheiten folgendermaßen aus: 

"' 00 

T 1f· Jl~. = 2 u(x,t) 2 dx = 4 ...::;,. qn(t) 2 ; 

o n=l 

Wir haben also zwei quadratische Formen in den unendlich vielen Varia
blen qn bzw. qn, beide schon in Quadratsummen transformiert, so daß 
wir in formaler Übertragung der früheren Untersuchungen für diese 

l) Die angedeutete Methode geht auf Lagrange zurück; vgl. Riemann, B.: 
Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe. 
Ges. Werke, 2. Auf!., S. 227-264, insb. S. 231. Leipzig 1892. 
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als Normalkoordinaten anzusehenden Größen qn die Differentialgleichun
gen qn(t) +n2 qn(t) = 0 und die Lösungen qn = ancosnt+bnsinnt 
erhalten. Daher ist als allgemeine Lösung unseres Saitenproblems die 

00 

Funktion u (x, t) = 2,;' sinn x (an cos n t + bn sinnt) mit geeigneten Kon-
n=l 

stanten a11 , bn anzusehen. Die physikalisch einleuchtende Tatsache, 
daßwir den Vorgang jeder Anfangslage u (x, 0) und Anfangsgeschwindig
keit Ut (x, 0) anpassen können, bedeutet hier mathematisch die Mög
lichkeit, durch geeignete Wahl der Koeffizienten an, bn willkürliche 
Anfangsfunktionen u (x, 0) und Ut (x, 0) darzustellen, womit vom physi
kalischen Standpunkte aus die Entwickelbarkeit von willkürlichen 
Funktionen in Fouriersehe Reihen plausibel gemacht ist. Wenn die 
Saite nicht mehr homogen ist, sondern die Energien durch allgemeinere 

n n 

Integrale T =Je~) u1 (x, t)2dx, U =fp;x) u"(x,t) 2 dx dargestellt wer-
o 0 

den, so kann man zwar wieder unsere Größen qn als Koordinaten 
der Saite ansehen; nunmehr aber werden U, T allgemeinere quadra
tische Formen der unendlich vielen Variablen qn bzw. q11 , und die Be
stimmung der Normalkoordinaten und Eigenschwingungen würde die 
simultane Transformation dieser beiden Formen in Quadratsummen 
erfordern. Bequemer als dieser an und für sich mit den Mitteln der 
Theorie der Formen von unendlich vielen Variablen durchaus gangbare 
Weg ist jedoch eine direkte Behandlung der Probleme, der wir uns 
nunmehr zuwenden. 

2. Die homogene Saite. 'Vir betrachten zunächst das einfachste 
Beispiel, die Differentialgleichung 

(12) 

der eingespannten homogenen ~Saite mit den Randbedingungen 
u (0, t) = u (n, t) = 0. Die Zeiteinheit denken wir uns der einfacheren 
Schreibweise wegen so gewählt, daß Jk = 1 wird. Zu den Eigenschwin
gungen gelangen wir in Analogie zu der Bemerkung auf S. 229 durch 
die Forderung, Lösungen zu finden, die sich in der Gestalt I (x) g (t) dar
stellen, wobei I nur von x, g nur von t abhängt. Die Differential
gleichung (12) läßt sich dann in die Gestalt 

f' (x) g(t) 

f(x) g(t) 

setzen, woraus sich ergibt, daß beide Seiten gleich ein und derselben 
Konstanten - Ä sein müssen, da die eine nur von x, die andere nur von t 
abhängt. Aus der Randbedingung f (0) g (t) = I (n) g (t) = 0 folgt so
fort I(O) = l(n) = 0. 
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Da die Differentialgleichung /" (x) + }. I (x) = 0 die allgemeine Lö

sung c1 e+ V-=-I x + c2 e- V-=-l x besitzt, so muß A. eine positive Zahl sein, 

und zwar eine Zahl der Form n 2, wo n ganz ist. Denn dann und 
nur dann lassen sich die beiden Randbedingungen befriedigen, und wir 

erhalten als Lösung I (x) = sinn x. Für g (t) ergibt sich allgemein 
g = a cos n t + b sinnt mit willkürlichen Konstanten a, b. Somit haben 
wir für jedes ganzzahlige n eine Lösung der Differentialgleichung (12) 

in der Form sinn x (an cosn t + bn sinnt) und können allgemeinere Lö
sungen in der Gestalt 

u = 2,; sinn x (an cos n t + bn sinnt) 
n 

ansetzen, wobei die Summe entweder endlich viele Glieder oder auch 

unendlich viele Glieder besitzen darf, in welch letzterem Falle aller
dings ausdrücklich vorauszusetzen ist, daß die Reihe gleichmäßig kon

vergiert und sich nach jeder der beiden Variablen zweimal gliedweise 

differenzieren läßt. Die Theorie der Fouriersehen Reihe läßt uns sofort 
erkennen, daß wir durch geeignete Wahl der Koeffizienten an, bn die 
Lösung einem willkürlich vorgegebenen Anfangszustand anpassen kön
nen, wobei die willkürlich vorgegebenen Funktionen u (x, 0) = qy (x) 
und Ut (x, 0) = 'ljJ (x) als stückweise glatt vorauszusetzen sind. 

Die durch die einzelnen Glieder sinn x (an cos n t + bn sinnt) dar
gestellten sinusförmigen oder harmonischen Bewegungen heißen die 

Eigenschwingungen der Saite, die Zahlen n = Vn sind die zugehörigen 
Eigenlrequenzen. 

Ganz analoge Resultate erhalten wir, wenn die Saite anderen Rand

bedingungen unterworfen ist. Ist z. B. der Anfangspunkt fest, d. h. 
u (0, t) = 0, und der Endpunkt gemäß der Gleichung Ux = - hu elastisch 
an seine Ruhelage gebunden 1), so ergibt sich für die Konstante A. = v 2 

die Bedingungsgleichung h tg v n = - v, durch welche für die Funk
tion u = sin v x (a cos v t + b sin v t) die Erfüllung der Randbedingungen 
Ux = - h u an der Stelle x = n und u = 0 an der Stelle x = 0 ge
währleistet wird. Die Eigenfrequenzen der Saite sind jetzt einfach die 
Lösungen der transzendenten Gleichung 

( 13) htgvn =- v. 

Man erhält diese Werte graphisch, indem man die aufeinanderfolgenden 

Aste der Kurve z = tgvn in der zv-Ebene mit der Geraden z = -* v 

zum Schnitt bringt, wobei sich übrigens unmittelbar für die n1e Eigen

frequenz Vn die "asymptotische" Relation lim v. = 1 ergibt. 
n--7>-oo n 

1 ) Vgl. Kap. IV, § 9, 2, wo diese Randbedingung aus dem Auftreten eines 
zusätzlichen Randgliedes in der potentiellen Energie abgeleitet wurde. 
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Ist speziell das Ende der Saite "frei", d. h. wird h = 0, so wird 
J'n = n - -~ , und es ergibt sich 

Un = sin 11 - -) x a11 cos ( 11 - -) t + bn sin ( 1l - - t . ( 1 . [ . 1 ' 1 ) l 
2. 2 ' 2 

Als Lösung werden wir wieder eine Reihe der Form 

tt (x, t) = 2: sin V 11 x (an cos Yn t + bn sin1'11 t) 
II 

ansetzen können und erwarten, daß wir durch geeignete ·wahl der Kon
stanten an, bn diese Lösung einem willkürlichen Anfangszustand an
passen können. Zur Bestätigung dieser Vermutung werden wir die 
Frage der Entwickelbarke# einer willkürlichen Funktion w (x) für das 
Intervall 0 ~ x ~ n nach den Funktionen sin Yn x, den Eigenfunktionen 
der Differentialgleichztng (12), mit den Randbedingungen 

( 14) /(0) = 0. hf(n) = -f'(n) 

zu untersuchen haben, was in § 10 durchgeführt werden soll. Schon hier 
aber sei auf die Orthogonalitätseigenschaft der Funktionen Yn = sm YnX 
hingewiesen; es ist nämlich 

:r 

(YnYm d X = (Yn• Ym) = 0 für Yn = l'm' 

ö 

wie man unmittelbar bestätigt, indem man die Gleichung y~ + v~yn = 0 
mit Yrn, die Gleichung y;;, + v~, Y111 = 0 mit Yn multipliziert, sodann 
die Differenz bildet und integriert. Es ergibt sich 

::r .--r 

( 0 0 ) t' d , ,. d ( ' ' ) d v;, - v;n . Yn <'m X T. d x :Vn Yn, - Ym Yn X = 0 , 
0 () 

woraus wegen (14) die Orthogonalitätseigenschaft folgt. 
Die gewonnenen Lösungen der Schwingungsgleichung lassen sich 

alle ohne weiteres in die Form bringen 

( 15) u (x. t) = f (x + t) + g (x - t) , 

wo f eine Funktion des Argumentes x + t, g eine Funktion des Argu
mentes x- t ist. Daß jede Lösung von (12) (für fh = 1) diese Form haben 
muß, erkennt man leicht, indem man x + t = ~ und x- t = 17 als neue 
unabhängige Veränderliche in (12) einführt, wodurch (12) in U~ 11 = 0 
übergeht. Umgekehrt muß jede Funktion u der Form (15) der Schwin
gungsgleichung genügen, wofern nur f, g stetige erste und zweite Ablei
tungen besitzen. Ja, es genügt sogar - und hierin ist diese Form der 
Lösung der nach Eigenschwingungen fortschreitenden Lösung über
legen - die stückweise Stetigkeit der Ableitungen. 
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3. Äußere Kräfte. Die Bewegung der Saite unter dem Einfluß 
einer beliebigen äußeren Kraft Q (x, t) ergibt sich aus der unhomogenen 
Differentialgleichung 

(16) Uzx = Utt- Q (x, t). 

Wir denken uns, um dieses Problem zu behandeln, die Funktion Q (x, t) 
zur Zeit t nach den Eigenfunktionen sinn x entwickelt: 

;r; 
00 

Q (x, t) = 1:' Q,. (t) sin nx, Q,. (t) = ~ J Q (x, t) sinn x d x , 
0 n~l 

und ebenso die gesuchte Lösung in der Form 
00 

11 (x, t) = ~ q,. (t) sin nx 
1!~1 

angesetzt. Der Differentialgleichung (16) suchen wir nun zu genügen, 
indem wir die unendliche Folge von gewöhnlichen Differentialgleichungen 

- n2 q,. (t) = ij,. (t) - Q11 (t) 

auflösen, was nach S. 227 - die Dämpfung u hat hier den Wert Null -
durch die Funktionen 

t 

q,.(t) =: (sinn(t-t')Q"(t')dt'+a,.cosnt+b"sinnt 
ö 

mit willkürlichen Konstanten a,., b,. erfolgt. Die Konstanten an, bn 
müssen darnach den gegebenen Anfangsbedingungen gemäß bestimmt 
werden, so daß - die Konvergenz der Reihe und ihre gliedweise. 
Differenzierbarkeit vorausgesetzt - die Summe L q,. (t) sin nx die ge-

" wünschte Lösung der Gleichung (16) darstellt. Ein anderer Weg zur 
Behandlung der inhomogenen Gleichung wird in § 5, 1 in allgemeinerem 
Zusammenhang entwickelt werden. 

Wir erwähnen noch eine weitere Folgerung aus den obigen Formeln. 
Wirkt eine "Einzelkraft" in einem Knotenpunkte einer Eigenschwingung 
der Saite, d. h. einem Punkte, wo bei der betreffenden Schwingung stets 
u,. = 0 ist, so wird diese Eigenschwingung nicht erregt; mit anderen 
Worten, der Koeffizient Q,. (t) in der Entwicklung von Q (x, t) ist 
gleich Null. In der Tat kann eine solche Einzelkraft aufgefaßt werden 
als der Grenzfall einer gleichmäßig auf ein den Knotenpunkt enthalten
des kleines Intervall verteilten Kraft. Dann gilt für Q,. (t) die Formel 

Q,. (t) = 2_ (Q (x, t) sin nx dx, 
."'1:. 

wobei das Integral über jenes Intervall zu erstrecken ist. Dies ist aber 

gleich ~ sinn$ J Q (x, t) d x, wo das Integral über Q (x, t) die Resultierende 
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der Kräfte Q (x, t) und ~ ein Mittelwert aus dem Intervall ist. Beim 
Grenzübergang verschwindet sin n ; und damit auch Qn (t). 

4. Allgemeiner Gedankengang der folgenden Untersuchungen. 
Die Verhältnisse bei der homogenen schwingenden Saite sind in vieler 
Hinsicht typisch für allgemeinere kontinuierliche schwingende Systeme, 
welche den Gegenstand der weiteren Untersuchungen dieses Kapitels 
bilden. Der allgemeine Gang dieser Untersuchungen ist durch folgende 
Hauptmomente gekennzeichnet. Wir suchen zunächst in sinngemäßer 
Verallgemeinerung der Überlegungen bei endlich vielen Freiheitsgraden 
(S. 229) derartige Bewegungszustände des Systems auf, bei welchen 
die einzelnen Teile des Systems synchron schwingen, d. h. bei denen 
die betrachtete Elongation u (x, ... , t) des durch die Koordinaten x, .. . 
festgelegten materiellen Punktes die Form hat u = v g ( t), wo bei v ( x, ... ) 
von der Zeit t unabhängig ist. Dieser Ansatz für die gesuchte Funk
tion u wird uns sofort für die Funktion v ein Eigenwertproblem liefern, 
dessen Lösungen uns die Eigenschwingungen des Systems geben. 
Ebenso wie man bei endlich vielen Freiheitsgraden einen beliebigen 
Schwingungsvorgang, der vorgegebenen Anfangszuständen augepaßt 
ist, als Superposition der endlich vielen Eigenschwingungen ansehen 
kann, werden wir hier erwarten dürfen, daß auch bei unserem 
System von unendlich vielen Freiheitsgraden Analoges gilt; diese Er
wartung führt zur Formulierung eines "Entwicklungssatzes", welcher 
die Entwickelbarkeit einer bis auf gewisse Stetigkeitsvoraussetzungen 
willkürlichen Ortsfunktion nach den Eigenfunktionen des Schwingungs
problems behauptet. Der Entwicklungssatz wird ebenso wie die 
Existenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen für alle in diesem Ka
pitel behandelten Probleme am Schluß mit Hilfe der Theorie der Inte
gralgleichungen gemeinsam bewiesen werden. Da wir dabei von den 
vorangehenden Betrachtungen keinen Gebrauch zu machen haben, so 
können und wollen wir uns bei den Überlegungen der nächsten Para
graphen zunächst unbedenklich auf den Entwicklungssatz stützen 
und die Existenz der Eigenwerte als erwiesen voraussetzen. 

§ 5. Die unhomogene Saite. 

I. Die allgemeine unhomogene Saite und das Sturm-Liouvillesche 
Eigenwertproblem. Den soeben entwickelten Gedankengang wenden 
wir an auf die Differentialgleichung der unhomogenen Saite 

(17) 

in der p (x) den Elastizitätsmodul, multipliziert mit dem Querschnitt, 
und e (x) die Masse für die Längeneinheit bezeichnet. Man versucht eine 
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Lösung in der Form ~t = f (x) g (t) zu finden und gelangt mit diesem 
Ansatz von (17) unmittelbar zu der Gleichung 

(p f')' : I e = g : g , 

welche nur dann erfüllt sein kann, wenn jede der beiden Seiten gleich 
einer und derselben Konstanten - l ist. Für die Funktion y = f (x) 
ergibt sich dann die Differentialgleichung 

( 18) (py')' + lgy = 0' 

während g der Differentialgleichung g + l g = 0 genügen muß. Setzen 
wir l = v2 - daß negative \Verte von l nicht in Betracht kommen, 
wird sich bald von selbst ergeben -, so wird also u die Form haben 

u = f (x) (a cosv t + b sin v t), 

während die Funktion f (x) aus der Differentialgleichung (18) gemäß 
den Randbedingungen zu bestimmen ist. Ebenso wie im Spezialfall 
des § 4 wird nun die Differentialgleichung (18) auch jetzt nur für spe
zielle Werte von l nicht identisch verschwindende Lösungen besitzen, 
und es entsteht das fundamentale Eigenwertproblem, diejenigen "Eigen
werte" l der Differentialgleichung (18) zu bestimmen, für welche es eine 
den Randbedingungen genügende nicht identisch verschwindende Lösung 
gibt. Diese Lösung, die zum Eigenwert l gehörige Eigenfunktion, ist nur 
bis auf einen willkürlichen konstanten Faktor bestimmt Als Rand
bedingungen kommen vor allem in Frage je zwei von einem der 
folgenden Typen: 

1. y (0) = 0 bzw. 
2. h0 y (0) = y' (0) bzw. 

3· y' (0) = 0 bzw. 
4. y (0) = y (n) bzw. 

y (n) = 0 

- hiY (n) = y'(n) 
y' (n) = 0 

y' (0) = y'(n) 

(eingespannte Saite). 

(elastisch befestigtes Ende). 
(freies Ende). 

(Periodizitätsbedingung). 

Ferner betonen wir, daß gemäß der physikalischen Natur unseres 
Problems die Funktionen p und e für 0 <X< 1l positiv sind, und 
machen ausdrücklich diese Voraussetzung; ferner müssen h0, h1 positiv 
sein, wenn die Ruhelage eine stabile Gleichgewichtslage sein solP). 

Das so formulierte Problem heißt nach seinen ersten und erfolg
reichsten Bearbeitern das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem. Es 
läßt sich formal noch etwas verallgemeinern, wenn man statt (18) die 
Differentialgleichung 

( 19) py"+p'y'-qy+ley = o 
betrachtet, wobei q eine gegebene stetige Funktion ist. Im übrigen kann 

1) Vgl. Kap. IV, § 9, 2. 
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man die Differentialgleichung (18) bzw. (19) durch die Transformation 
z = y Ve auf die Form 

(20) 
d 

- (p* z') ~ (q* ~ I..) z = 0 
dx 

bringen, wobei 

P* = p_ 
e' q* = ~ v~d: (Pti~Je)+~ 

ist; diese Form entspricht dem Fall, daß die Dichte konstant und nur 
die Elastizität variabel ist. Ebenso kann man für q = 0 die Differential
gleichung in die Form 

z'' + A.a(x)z = o, a = eP 

transformieren, indem man statt x eine neue Variable ~ = Jp~;) einführt, 

und dann wieder ~durch x ersetzt; diese Form entspricht dem Falle, 
daß die Elastizität konstant und nur die Dichte variabel ist. 

Den Eigenfunktionen y und Eigenwerten A. der Differentialgleichung 
entsprechen Eigenschwingungen der Saite mit der Frequenz l' = yJ, 
dargestellt durch die Funktionen 

u=y(x)e±i.-t bzw. y (x) ( a cos J' t + b sin v t) . 

Die Eigenfunktionen unserer Sturm-Liouvilleschen Probleme lie
fern Systeme orthogonaler Funktionen. Sind nämlich 1..1, 1..2 zwei ver
schiedene Eigenwerte, y1 , y2 zugehörige Eigenfunktionen, so erhält 
man wie oben in § 4 

;;z ;r. 

(1..1 ~ A2) J f.!YlY2 dx +fd~ (p [Y:I Y2 ~ Y1Y~]) dx = 0, 
0 0 

und hier ist der zweite Ausdruck wegen des homogenen Charakters der 
Randbedingungen gleich Null, so daß tatsächlich für die Funktionen 
YeYi die Orthogonalitätsbeziehung 

"' J eYIY2dx = o 
() 

besteht. Diese Funktionen können und wollen wir als normiert annehmen. 
Wir werden im § 10 zeigen, daß die Eigenwertel der Differentialgleichung ( 19) 
bei gegebenen Randbedingungen nach der Größe geordnet eine abzählbare 
Reihe l 1 , l 2 , l 3 , ••• bilden und daß das zugehörige System der Eigen
funktionen ein vollständiges orthogonales Funktionensystem liefert. Weiter 
werden wir zeigen, daß jede den Randbedingungen des Eigenwertproblems 
genügende stetige Funktion f mit stückweise stetigen ersten und zweiten 
Ableitungen in eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 

f = ~CnYn• 
n=1 
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nach den Eigenfunktionen entwickelbar ist. Dieser Entwicklungssatz ermög
licht genau wie in § 4 die Anpassung der Lösung 

00 

2' Yn (x)(an cosvnt + bnsin vnt) 
n=l 

des Saitenproblems an einen vorgegebenen Anfangszustand. 
Die Eigenwerte A. des Sturm-Liouvilleschen Problems sind, aus

genommen die des Problems mit Periodizitätsbedingungen 1), sämtlich ein
fach, d. h. es kann zu einem Eigenwert A. nicht zwei voneinander linear un
abhängige Eigenfunktionen y, y* geben; gäbe es nämlich zwei solche, so 
würde in derForm cy + c*y* jede Lösung von (19) enthalten sein; jede 
solche Lösungmüßtedann den vorgegebenenhomogenen Randbedingungen 
genügen, was mit der Tatsache im Widerspruch steht, daß man z. B. 
eine Lösung mit willkürlich vorgegebenem y(O) und y'(O) finden kann. 

Die Eigenwerte A. = v 2 sind für q > 0, h0 > 0, h1 2: 0 sämtlich 
positiv. Es ist nämlich 

1l :rr :l I 
A. = A. f ey2 dx = - f [(py')' y- qy2]dx = f(py' 2 + qy2 ) dx- py' Yjn:, 

0 0 0 0 

und hier wird der letzte Ausdruck seiner Natur nach positiv sein. Der 
positive Charakter der Eigenwerte ist wesentlich dafür, daß alle Eigen
funktionen Schwingungsvorgängen entsprechen. Sobald ein Eigenwert 
negativ wird, tritt an Stelle der betreffenden Eigenschwingung ein aperio
discher Verlauf, was, wie wir später sehen werden, auch bei negativem q 
nur endlich oft vorkommen kann 2). 

Was endlich ·die erzwungenen Bewegungen der Saite betrifft, so 
kann man entweder so vorgehen, wie in § 4 bei der homogenen Saite. 
Man kann aber auch das folgende, den Charakter des Problems noch 
besser kennzeichnende und den früheren Untersuchungen von § 2 
mehr entsprechende Verfahren einschlagen. Man denke sich in· der 
unhomogenen Differentialgleichung (p ux)x = e Utt - Q (x, t) die er
regende Kraft periodisch von der Form Q (x, t) = q; (x) eiwt. Indem 
man sodann die Lösung u in der Form u = f (x) eiwt ansetzt, erhält 
man sofort für f (x) die zu (18) gehörige unhomogene Gleichung 

(py')' + ley = q; (x), 
00 

für deren Lösung man eine Reihe der Form y = 2'rnYn(x) ansetzen 
n=t 

wird. Indem man auch;(~~ in die Gestalt:~;~= i;cnYn(x) mit 
n=t 

J) Bei diesen ist Ä = n2 für n = 1, 2, 3 ... ein zweifacher Eigenwert von 
y" + ly = 0 mit den beiden Eigenfunktionen sinnx und cosnx. 

2) Vgl. Kap. VI, § 1, 3. 
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"' 

Cn = J Yn ({! (x) d x setzt, erhält man 
0 

'X,; X) 

) ' [(p ')' ' ' ] - "'' ..._. Yn Yn I/, (!Yn - _.:- Cn(!Yn' 
n=! n=! 

also wegen der Differentialgleichung für die Eigenfunktionen 
00 OG 

2: )'n (2- An}(!Yn = 2: Cn(!Yn 
n=! n=! 

und daraus 
Cn 

Yn = ;. -) .• · 

Wir werden später sehen, daß diese Entwicklungen vollkommen gerecht
fertigt sind, sobald nicht die erregende Frequenz w = fi einer der Eigen
frequenzen Yn = yi" gleich ist, d. h. sobald keine Resonanz eintritt. 

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft Q (x, t) kann man auf 
den behandelten Spezialfall zurückführen, indem man mit Hilfe einer 
Fouriersehen Reihe oder eines Fouriersehen Integrals die Kraft Q (x, t) 
als Funktion von t spektral zerlegt (vgl. Kap. II, § 12, 6). 

2. Kleine Unhomogenitäten 1). Für den Fall, daß die Größen p, e 
in der Differentialgleichung (18) sich von konstanten Werten nur wenig 
unterscheiden, läßt sich im Sinne der früher entwickelten Gedankengänge 
eine angenäherte Lösung des Problems leicht aus der Lösung des Pro
blems der homogenen Saite herleiten. Der Kürze halber beschränken wir 
uns auf den Fall konstanter Elastizität p = 1 und fester Enden und 
setzen sodann Q = Q0 + E o (x), wobei E ein kleiner Parameter und o (x) 
eine beschränkt bleibende Funktion von x ist. Das Ziel ist die Entwicklung 
der Lösung u nach Potenzen von E unter Vernachlässigung der höheren 
Potenzen. Entsprechend den Überlegungen auf S. 231 haben wir vor 
allem die kinetische und potentielle Energie darzustellen. Wir setzen die 
Transversalverschiebung in der Form einer Fouriersehen Reihe in X an: 

1t = j 1 sinx + /2 sin2x + ·· ·, 
dann erhalten wir für die kinetische Energie des variierten Systems 

"' 1 ,. . . 
T+~T= -/e{f1 sinx+/2 sin2x+ ···)2 dx 

2. 
0 

=.!. 2:i;(esin2 vxdx+ 2/ . ./,,{esinvxsinftxdx. 
2··=1 iJ ··<." 6 

Für die potentielle Energie ergibt sich dagegen 

1) Vgl. zum folgenden Rayleigh, ]. W. 5.: The Theory of sound, 2. Auf!., 
Bd. I, S. 115-118. London 1894. 

Cour an t ·Hilb er t, Mathematische Physik. I. 16 
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Fassen wir die Funktionen fv als Koordinaten des Systems (mit unendlich 
vielen Freiheitsgraden 1)) auf, so sehen wir, daß es sich um eine analoge 
Frage handelt, wie in § ), J, nur daß dort die betrachteten quadratischen 
Formen von endlich vielen Variablen abhingen. Ist g = g0, E = 0, 

00 

T T = :'.-"'!!o ~~-2 so gilt b = 0, 4 ~ ,,. Daher erhält man 
v=l 

:r :r 

ahh = ~/esin2 hxdx, 
u 

ahk = ~Je sin h X sink X d X, 

0 

bhk = 0 (h =I= k)' 

und die Analoga der dortigen Formeln für die hte Eigenschwingung 
lauten 

;n; 

h~n Jrev +so (x)]sinhxsinkxdx 

1!">- I fit - h• N): f~hl = o 

Es wird also die hte Eigenschwingung des variierten Systems angenähert 
gegeben durch die Formeln 

wo die Verhältnisse der j;'•> durch die obigen Ausdrücke bestimmt sind. 
Für das neue Ih, das durch Variation aus dem },h entsteht, erhält 

man analog bis auf Größen zweiter Ordnung in e: 

"' 
;JT '! . ll - f!o + - o (x) sm h :1: d x 
4 2 

0 

= A.h----11: 

1 +~fa(x)sin2 hxdx 
Jl eoo 

Um diese Resultate auf ein Beispiel anzuwenden, berechnen wir mit 
Rayleigh die Verschiebung des ersten Knotenpunktes, der h = 2 ent
spricht und auf einer homogenen Saite in der Mitte liegt. In der Nähe 

1) Die Überlegungen von § 3. 3 bezogen sich zwar nur auf endlich viele 
Freiheitsgrade, sollen aber hier nach dem Vorgang von Rayleigh unbedenklich 
auf unendlich viele Freiheitsgrade angewandt werden. Da wir später auf die 
Ergebnisse nicht zurückkommen, überlassen wir die Rechtfertigung dem Leser. 
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des Mittelpunktes der Saite, für x = i + ~x, lautet der Wert von u 

näherungsweise, wenn man (~x) 2 vernachlässigt: 

/ <2) • n-+ fit),· 2n+ l(tl. 3n+ + 
U = 1 Sill -z -, 2 Sill 2 /3 Sill 2 · · · 

+ d X {tf1 cos ; + 2 N1 cos \' + ... } 
= /i21 - ~~) + ~~) - ... + h (- 2 ~~) + 4 /f1 - 6 ~~) + ... ) . 

Da nun fi2l, fä2l, fi2l, /~2), . . • mit e unendlich klein werden, kann man 
im variierten Knotenpunkt für d x setzen 

II'' - !~') + /~2) - ... i>x = ~----~------
2N) 

Nach unseren Formeln gilt hier 

j~l 8 e J:r • • 
Nl =:,. W _ 4) e~o a(x) smkxsm2 x dx. 

Wird z. B. die Inhomogenität dadurch bewirkt, daß im Punkte x = 4 
ein kleines Gewicht eo A. angebracht wird, so erhält man für ~t::- bzw. ,) x 

durch einen leicht auszuführenden Grenzübergang 

= .• 4v~ ( 12-~4 - 32 ~ 4 - 52-~ 4 + 
wie eine einfache Rechnung zeigt. 

§ 6. Der schwingende Stab. 
Bei der Differentialgleichung 

(14u iJ2u 

a;4 + o?l = 0 

der Transversalschwingungen eines homogenen Stabes -wir beschränken 
uns hier der Kürze halber auf den homogenen Stab, da der unhomogene 
uns keine weiteren neuen Gesichtspunkte gegenüber den in § 5 ent
wickelten lehren würde - handelt es sich wiederum um die Bestimmung 
der Eigenschwingungen, welche wir durch den Ansatz u = f (x) g (t) 
erhalten. Es ergibt sich wie früher 

d. h. 

(21) 

/IV .. 

- -=t=-A 
f g ' 

pv- A.f = 0, 

16* 
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wobei die Konstante ;, so zu bestimmen ist, daß der Stab an seinen 
Endpunkten den vorgeschriebenen Randbedingungen genügt. Wir 
nehmen die Länge des Stabes wieder gleich :n, als Ruhelage des Stabes 
das Intervall 0 < x ~ n und unterscheiden verschiedene Arten von 
Randbedingungen (vgl. Kap. IV, § 8 und 9): 

1. f"(x) = f'"(x) =0 für X=O bzw. X=Jl (freies Ende). 
2. f(x) = f"(x) =0 für X=O bzw. X=Jl (gestütztes Ende). 

3· f(x) ~= i'(x) =0 für X=O bzw. X=Jl (eingespanntes Ende). 

4. /(0) = i(n), /'(0) = f'(n), } (Periodizität). 
f"(O) = f"(:n), f"' (0) = f'" (n) 

Für alle diese Fälle lassen sich die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
explizit angeben, da man das allgemeine Integral der ersten Differential
gleichung (21) kennt, nämlich, wenn ). t 0 ist und yf = ,, gesetzt wird: 

oder 
y = ; 1 cosvx + ;2 sin vx + ;3 (l:of vx + ;4 ®htvx. 

Für l = 0 artet die allgemeine Lösung aus in ein Polynom dritten 
Grades y = ; 1 + ;2 x + ;3 x2 + ;4 x3 . 

Die vier homogenen Randbedingungen, denen der Stab unterworfen 
ist (zwei für jedes Ende) ergeben nun vier homogene Gleichungen der 

4 

Form 2;aik;k = 0 (i = 1, 2, 3, 4) für die vier Größen ;v ; 2 , ; 3 , ; 4 , 
k=l 

welche das Verschwinden der Determinante \aik\ fordern, d. h. eine 
ge\visse transzendente Gleichung für die Eigenwerte ).. Jede Wurzel 
dieser Gleichung liefert eine oder mehrere als normiert wählbare Eigen
funktionen. Speziell erhalten wir für den beiderseits freien Stab als 
transzendente Gleichung für v die Beziehung: 

(l:of v n cos v :n = 1 ; 

die zugehörigen noch nicht normierten Eigenfunktionen sind, abgesehen 
von der zum zweifachen Eigenwert). = 0 gehörigen Funktion ; 1 + ; 2 x, 

y = (sinv;;r- ®inv:n) (cosvx + (l:ofvx) 

- (cosvn-~ofv:n) (sinvx +®invx). 

Die Lösung für den beiderseits eingespannten Stab erhalten wir aus 
der obigen Lösung für den freien Stab durch zweimalige Differentiation, 
da die so entstehende Funktion erstens der Differentialgleichung, zwei
tens den Randbedingungen des eingespannten Stabes genügt; und zwar 
erhält man so jede Eigenfunktion des eingespannten Stabes, da man von 
einer solchen durch zweimalige unbestimmte Integration bei geeigneter 
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Wahl der Integrationskonstanten zu einer Eigenfunktion des freien 
Stabes gelangt. Die Eigenwerte sinrl die Lösungen derselben tran
szendenten Geichung wie vorhin, die Eigenfunktionen werden gegeben 
durch den Ausdruck 

y = (sint-:n:···~int-:n:) (-cost-x+~ojt-x) 

-(cosJ'JT -~oft-.n) (-sint-x +6in11x). 

Beim Stabproblem ist im Unterschied gegen das der schwingenden 
Saite das Auftreten mehrfacher Eigenwerte keineswegs ausgeschlossen. 
Z. B. besitzt das Problem des beiderseits freien Stabes für den Eigenwert 
Null die beiden voneinander unabhängigen normierten Eigenfunktionen 

t ; ' 
y = -= und y = x }1 ~ . Beim Übergang zum eingespannten Stab 

jl"' ' .;r3 

durch zweimalige Differentiation gehen diese beiden Eigenfunktionen 
und der zugehörige Eigenwert l = 0 verloren. - Bei der freien Saite 
(y'(O) = y'(.n) = 0) ist ebenfalls l = 0 ein Eigenwert, abernur ein ein-

facher mit der Eigenfunktion y = 1_, 
V.n-

In allen Fällen bilden die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 
(21) ein orthogonales Funktionensystem, wie wir wiederum nach der 
alten Methode schließen. Sind nämlich 2,., l". zwei verschiedene Eigen
werte und sind Yn, Ym zugehörige Eigenfunktionen, so folgt durch zwei
malige Teilintegration 

. ~ I~ 
( · -- 1 ) 1 , 1 . - ( ,"- ", _ , " + , ") Am n Yn!m l .t - YnYm YmYn YnYm YmYn 1 ' 

.. 0 
0 . 

und hier ist die rechte Seite wegen der homogenen Randbedingungen 
Null. Die Vollständigkeit des Eigenfunktionensystems ttnd die Ent
wickelbarkeit willkürlicher Funktionen mit stetigen ersten und zweiten und 
stückweise stetigen dritten und vierten Ableitungen wird sich aus den 
späteren Ausführungen (§ 10) ergeben. 

Im übrigen verläuft die Theorie der Transversalbewegungen des 
Stabes ganz analog der Theorie der Saite und braucht hier nicht weiter 
ausgeführt zu werden. 

§ 7. Die schwingende Membran. 

I. Das allgemeine Eigenwertproblem der homogenen Membran. 
Die Differentialgleichung ,Jtt = Utt der schwingenden homogenen Mem
bran führt ganz ebenso wie in den bisher erörterten Fällen zu einem 
Eigenwertproblem, nur daß hier die Differentialgleichung, für welche 
das Eigenwertproblem sich ergibt, eine partielle Differentialgleichung 
wird. Die Membran möge das Gebiet G der xy-Ebene mit der Beran
dung r bedecken; die übrigen Voraussetzungen und Bezeichnungen 
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bleiben ebenfalls dieselben wie in Kap. IV,§ 8, s. Als Randbedingung 
nehmen wir zunächst die einfachste, nämlich u = 0, d. h. wir betrachten 
die eingespannte Membran. Der Ansatz u (x, y, t) = v (x, y) g (t) liefert 
sofort für die Funktionen v (x, y), g (t) die Beziehung 

.1v g • 
-=-=-A. 

V g ' 

aus der sich ergibt, daß .Ä. eine Konstante sein muß, die wir 
gleich v2 setzen. Die Funktion v (x, y) ergibt sich wie oben aus dem 
Eigenwertproblem, den Parameter Ä als "Eigenwert" so zu bestimmen, 
daß es eine zugehörige in G mit ihren Ableitungen stetige Funktion 
v (x, y) gibt, welche der Differentialgleichung 

(22) Av+.lv=O 

genügt, am Rande verschwindet und normiert gewählt werden kann. 
Die Eigenwerte Ä müssen positive Zahlen sein, wie das schon durch 
die Schreibweise Ä = v2 ausgedrückt ist. In der Tat folgt durch An
wendung der Greensehen Formel (vgl. Kap. IV, (89)) auf die mit v 
multiplizierte Gleichung (22) 

JJ<v~+ v~)dxdy =-J{vAvdxdy = 2jjv2 dxdy, 
G G G 

woraus sich das positive Vorzeichen von Ä ergibt. Danach wird die 

allgemeine Lösung der Differentialgleichung g = - Ä = - 'V 2 die Ge
g 

stalt g = a cos v t + b sin v t haben, also eine periodische Funktion der 

Zeit sein. Die Lösung 

zt (x, y, t) = v (x, y) (acosl't + b sinYt) 

der Schwingungsgleichung entspricht dann einer Eigenschwingung mit 
der Frequenz 1' = yi. 

Die Existenz der Eigenschwingungen, genauer die Existenz einer 
unendlichen abzählbaren Folge von Eigenwerten 1.1 , 1.2 , Ä3 , ••• und 
zugehörigen Eigenfunktionen v1 (x, y), v2 (x, y), v3 (x, y), ... werden wir 
in § 10 nachweisen, ebenso die zugehörigen Entwicklungssätze. Schon 
hier sei aber wieder auf die Orthogonalitätseigenschaft der Eigenfunktionen 
hingewiesen, die sich in dem Satze ausspricht: zwei zu verschiedenen 
Eigenwerten Ä; und Äk gehörige Eigenfunktionen Vi, vk sind zueinander 
orthogonal, d. h. es gilt 

{(vivkdxdy = 0. 
"d 

Der Beweis folgt nach dem uns schon geläufigen Muster, indem wir 
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mit Hilfe der Greensehen Formel und der Randbedingung u = 0 schließen 

(Ai-Ak){(vivkdxdy = -(((vkLivi--<)iilvk)dxdy = 0. 
'd 'd 

Die Bewegung einer frei schwingenden eingespannten Membran 
bei willkürlich vorgegebenen Anfangsbedingungen u (x, y, 0) = f (x, y), 
u (x, y, 0) = g (x, y) läßt sich genau wie früher mit Hilfe des Entwick
lungssatzes durch Entwicklung nach den Eigenfunktionen charakteri
sieren, nämlich in der Form 

= 
(23) u (x, y, t) = 2:' Vn (x, y) (anCOSYn t + bnsin Ynt), 

n=l 

wobei die Koeffizienten an, b" durch die Anfangsbedingungen als 

an =jj'f(x.y)vn(x,y)dxdy, 
G 

1 ·r bn = ,;). g(x,y)vn(x,y)dxdy 
G 

festgelegt sind. Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß die 
Reihe (23) konvergiert und sich hinreichend oft gliedweise differen
zieren läßt. 

Ganz analog wie bei der eingespannten Membran liegen die Ver
hältnisse, wenn entsprechend einer elastischen Bindung der Membran 

am Rande eine Randbedingung der Form~: = - au gegeben ist, 

wobei a eine positive, im allgemeinen mit dem Orte am Rande ver

änderliche Größe bedeutet. Die potentielle Energie der Membran hat 

hier nach Kap. IV,§ 9, 3 den Wert U = ·~ jJ(u; + u~) dxdy + ~J au2 ds. 
c r 

Das Eigenwertproblem formuliert sich genau wie oben, ebenso die 
Lösung des Anfangswertproblems auf Grund des Entwicklungssatzes. 
Der wesentlich positive Charakter der potentiellen Energie U ver
bürgt uns wieder, daß die Eigenwerte ). positive Zahlen sind. Multi
plizieren wir nämlich die Differentialgleichung (22) mit v und inte
grieren über G, so ergibt sich mit Rücksicht auf die Greensehe Formel 

Kap. IV, (89) und die Randbedingung av + c~ v = 0 sofort 
c,n 

). = J.f/v2 dxdv =/.((1·.~+v~)dxdy+fav2 ds. 
G G T 

Die Zahlen Y = 1), sind die Frequenzen der entsprechenden Eigen
,;chwingungen. Die zu verschiedenen Eigenwerten Ai, )." gehörigen 
Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal. 

Von Interesse ist der Grenzfall a = 0 der freien Membran, der 
durch geeignete Vorrichtungen auch physikalisch realisiert werden 
kann. Währencl bei allen anderen Randbedingungen jeder Eigenwert 
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positiv ist, gibt es hier den Eigenwert l = 0 mit der zugehörigen 
Eigenfunktion v (x, y) = konst. 

2. Erzwungene Bewegungen. Auch die der Differentialgleichung 

(24) Au= Utt-Q(x,y,t) 

genügenden erzwungenen Bewegungen der Membran lassen sich ganz 
nach dem Muster von § 4, 3 behandeln. Entweder denke man sich die 
äußere Kraft Q (x, y, t) und ebenso die gesuchte Funktion u in eine 

00 00 

Reihe Q (x, y, t) = ~ qn (t) Vn (x, y) bzw. u = ~ Un (t) Vn (x, y) nach den 
n=l n=l 

Eigenfunktionen Vn (x, y) der frei schwingenden Membran entwickelt 
und bestimme dann die Koeffizienten Un (t) aus den Differentialglei
chungen 

oder man denke sich, indem man eine periodische äußere Kraft annimmt, 
diese in eine Fouriersehe Reihe entwickelt; dann braucht man die Glei
chung (24) nur für den Fall einer rein periodischen Kraft q; (x, y) eiwt 
durch eine Funktion v (x, y) eiwt zu lösen. Für die Funktion v (x, y) 
ergibt sich sofort die Differentialgleichung 

(25) A v + l v = q; (x, y) , 

deren Lösung wir z. B. erhalten, indem wir v (x, y) in eine Eigenfunk-
00 

Honenreihe v = ~ y,. Vn entwickelt denken; dieKoeffizientendieser Reihe 
n=l 

bestimmen sich, wenn wir mit diesem Ansatz in die Differentialglei-

chung (25) hineingehen und die rechte Seite ebenfalls in die Form 
00 

<(' = ~CnVn, 
n=l 

Cn = Jfq;vndxdy setzen; es ergibt sich wie oben 
G 

Bei allen diesen Operationen ist natürlich stillschweigend voraus
gesetzt, daß die auftretenden Reihen konvergieren und daß die nötigen 
Differentiationen gliedweise ausführbar sind. Beide Methoden unter
scheiden sich im wesentlichen nur durch die verschiedene Reihenfolge, 
in der die Entwicklungen vorgenommen sind. 

3. Knotenlinien. Ebenso wie bei einer Saite oder einem Stabe 
diejenigen Punkte ein besonderes Interesse darbieten, an welchen eine 
Eigenfunktion y verschwindet, die "Knotenpunkte" der zugehörigen 
Eigenschwingung Ynei••nt, spielen bei den Eigenschwingungen der Mem
bran Knotenlinien eine Rolle, cl. h. Kurven Vn (x, y) = 0. Längs dieser 
Knotenlinien bleibt die Membran bei Ausführung der Eigenschwingungen 
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stets 1n Ruhe. Für ein tieferes Studium der Natur der Eigenfunktionen 
ist die Betrachtung der Knotenlinien und ihrer Eigenschaften von der 
größten Bedeutung. \Yir können hier nicht allgemein auf diese Fragen 
eingehen, kommen aber an Hand von Beispielen darauf zurück (vgl. 
auch Kap. VI, § 5). 

4. Rechteckige Membran. Entsprechend der Tatsache, daß das 
Eigenwertproblem der l\1embran von der willkürlichen Wahl des Ge
bietes abhängt, steckt in dem allgemeinen Problem noch eine große 
Fülle von Einzelfragen, von denen wir hier einige besonders heraus
greifen wollen. Wir betrachten zunächst eine rechteckige Jiembran, 
welche das Gebiet G (0 ::2. x ~ a, 0 < y '":: b) bedeckt. Für die Rand-

bedingungen u = 0 oder ~ 11 = 0 lassen sich die Eigenwerte und Eigen-
Cl/ 

funktionen sofort angeben. Im ersten Falle sind die Eigenwerte die 

Zahlen 1 = n 2 (~ + 1
;

1
2
2

) (n, m = 1, 2, 3, ... ) , die zugehörigen Eigen

funktionen die Produkte sin ":r x sin mb:ry . Im zweiten Falle siml die 
a 

Eigenwerte die Zahlen Je = n 2 (~ + ~22) (n, m = 0, 1, 2, ... ) und die 

h .. . E. f k . 1 1 l mnx nny b zuge ongen '1gen un ·twnen wen en c urc 1 cos -a- cos ~b- gege en; 

hier ist auch), = 0 ein Eigenwert, wie schon früher hervorgehoben wurde. 
Daß wir auf diese Art alle Eigenfunktionen des Problems erhalten 

haben, geht aus der Tatsache unmittelbar hervor, daß z. B. die Funk-

. · m:rx · n:ry f ' b" G · 11 d" h l üonen sm ---;;- sm b ür das Ge 1et em vo stän 1ges ort ogona es 

Funktionensystem bilden, so daß eine weitere auf den angegebenen 
orthogonale Eigenfunktion nicht existieren kann. Jede andere Eigen
funktion müßte nämlich, falls ihr Eigenwert mit keinem der obigen ), 
übereinstimmt, orthogonal auf allen obigen Sinusprodukten sein; 
stimmt ihr Eigenwert mit einem der obigen ), überein, so bleibt 
nach Subtraktion einer geeigneten Linearkombination der angehö
rigen Sinusprodukte eine zu diesen und wie vorher auch zu den 
anderen Sinusprodukten orthogonale, also identisch verschwindende 
Funktion übrig. 

Die Entwicklungssätze usw. reduzieren sich hier einfach auf die 
aus Kap. II bekannten Tatsachen über Fouriersehe Reihen. Wir können 
beim Rechteck auf Grund der expliziten Kenntnis der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen eine Reihe von Fragen viel eingehender studieren als 
im allgemeinen Falle. Zunächst die Verteilung der Eigenwerte, die uns 
durch eine Doppelreihe gegeben sind. Vor allem interessiert uns die 
Frage, wieviele Eigenwerte },1, A2 , ),3 , • • • unterhalb einer gegebenen 
Schranke }, liegen, mit anderen \\Torten, wieviele Lösungen in ganzen nicht 

2 2 < 

negativen Zahlen die Ungleichung m2 + -1n2 ;S ~ besitzt. Wenn diese 
a J :r 

Frage auch nicht in einfacher Weise exakt beantwortet werden kann, 
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so läßt sich doch die gesuchte Anzahl A(l) für große Werte von ;. 
asymptotisch angeben. Diese Anzahl ist nämlich genau gleich der An-

2 2 ,1 
zahl der Gitterpunkte im positiven Quadranten der Ellipse x 2 + by2 = _:2_. 

a :n 

Bei hinreichend großem .l wird der Quotient des Flächeninhalts dieses 
Ellipsenquadranten dividiert durch die Anzahl der in ihm liegenden 
Gitterpunkte beliebig nahe an 1 liegen. Ordnet man nämlich jedem 
Gitterpunkt das rechts oben von ihm gelegene Gitterquadrat zn, so 
enthält der von diesen Quadraten gebildete Bereich den Ellipsen
quadranten; läßt man dagegen die vom Ellipsenbogen durchschnittenen 
Quadrate weg - ihre Anzahl sei B (.l) -, so ist der übrigbleibende 
Bereich im Ellipsenquadranten enthalten. Wir haben also die Un
gleichung ZV\ischen den Flächeninhalten 

A (.l) - B (l) :S: l ~~ < A (.l). 
4.n 

Der in zwei aufeinanderfolgenden Randquadraten eines Quadranten 
enthaltene Ellipsenbogen hat aber mindestens die Länge 1 ; daher ist 
B (.l) - 1 höchstens gleich der doppelten Länge der Viertelellipse, und 
diese wächst nun proportional mit (i . So ergibt sich die gesuchte 

asymptotische Formel lim A}l) = : b oder 
Ä~oo • .n 

Genauer können wir schreiben 

ab .-
A(l) = 4 .nl + 1?cyl, 

wobei c eine von .l unabhängige Konstante, I{) I ein echter Bruch ist. 
Diese Formel gilt für beide betrachteten Randbedingungen. Denken 
wir uns die Eigenwerte nach wachsender Größe in eine Reihe Ä.1, l 21 Ä.3 , •.. 

geordnet, so können wir hieraus asymptotisch den ntm Eigenwert berechnen, 
indem wir A (.l,.) = n setzen. Es ergibt sich 

4.n 4JT 
l ""' - A(l ) ""' -- n 

" ab " ab 

oder 

11. 2,. 4JT 
Im--=--. 
n~oo n ab 

Das Beispiel des Rechteckes zeigt uns, daß bei der Membran sehr 
wohl mehrfache Eigenwerte auftreten können. Dies tritt immer dann 
ein, wenn das Seitenverhältnis a : b rational ist, weil dann die Gleichung 
mll n2 m'2 n12 

a2- + 7;2 = -~ + b2 stets nicht triviale Lösungen in ganzen Zahlen 

besitzt. Z. B. ist beim Quadrat a = b = 1 eine solche Lösung m' = n, 
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n' = m, wozu die Eigenfunktionen sinmx sinny und sinnx sinmy 
gehören. Die Frage nach der Vielfachheit eines Eigenwertes kommt 
dann auf das zahlentheoretische Problem hinaus, wie oft sich eine Zahl v2 

als Summe v 2 = n 2 + m2 von zwei Quadraten darstellen läßtl). 
Die Knotenlinien für die Eigenfunktionen sin nx sin my sind ein

fach Parallelen zu den Koordinatenachsen. Bei mehrfachen Eigenwerten 
können aber noch ganz andere Knotenlinien auftreten, z. B. die Null
stellen der Funktion <X sin mx sin ny + ß sin nx sin my beim Quadrat. 
Die folgenden Abbildungen 2) geben einige charakteristische Beispiele 
dafür. Dabei ist zur Abkürzung Umn = sinmx sinny gesetzt 

§~[9~ 
Ur'l' u 1"'+ fllf u"'1 u 19 +tlj u,.1 u 1"'+ Ulfr 

Abb. 3. 

5. Kreisförmige Membran. Besselsche Funktionen. Die kreis
förmige Membran, deren Radius wir, nötigenfalls nach einer Änderung 
des Maßstabes, als 1 annehmen können, gestattet ebenfalls eine expli
zite Behandlung. Die Differentialgleichung ihres Eigenwertproblems 
nimmt m Polarkoordinaten nach Kap. IV, § 7, 2 die Gestalt an 

(26) 
1 1 ' 

Vrr+-r.,+--.;t'/1/t+I~V == O. 
r 1'" 

1) Vgl. hierzu Dirichlet-Dedekind:Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Auf!.,§ 68, 
S. 164-166. Braunschweig 1894. 

2) Siesind dem im Literaturverzeichnisgenannten Buch von Pockelsentnommen. 
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Wenn wir wieder den Fall der eingespannten Membran betrachten, so 
haben wir die Randbedingung v (1, {}) = 0. Es liegt nahe, die Lösung 
der Differentialgleichung (26) durch den Ansatz v (r, {}) = f (r) g ({}) zu 
versuchen, welcher sofort die Beziehung 

( 1 ' 
r2 f"(r) + r I' (r) + i. f (r)) g"(8) 
- -----------· -----· --- = - -- = IX = konst. 

I (r) g (8) 

liefert. Da die Funktion v (r, {}), also auch g ("'}) eine periodische Funk
tion von {} mit der Periode 2 n sein muß - sonst wäre v keine eindeutige 
Funktion des Ortes -, so folgt für cx ein Wert IX = n2, wobei n eine 
beliebige nicht negative ganze Zahl ist. Man erhält 

g (fJ) = acosnl} + b sin nl9· 

sowie für f (r) = y die Differentialgleichung 

(27) r2 y" + r y' + {r2 J.. - n 2) y = 0 , 

und es handelt sich darum, Eigenwerte A. zu finden, für welche es eine 
bei r = 0 stetige Lösung dieser Differentialgleichung gibt, die oben
drein noch der Randbedingung f (1) = 0 genügt. Durch die Trans
formation r y'I = (! oder k r = (!, wenn wir J.. = k2 setzen, geht die 
Gleichung (27) in die Gestalt 

(28) d2y 1 d y ( n2) ----:;+-----+ 1----:; 11 =0 
d g" g d e g· .}' 

über. Die Lösungen dieser "Sesselschen Differentialgleichung", die so
genannten Sesselsehen Funktionen, spielen in der Analysis und mathe
matischen Physik eine besonders wichtige Rolle und werden uns später 
noch ausführlicher beschäftigen. Hier sei nur hervorgehoben, daß wir 

00 

durch den Potenzreihenansatz y (e) = ~ a111 Qm aus (28) fast unmittelbar 

die Lösung 

(29) { y(e): ~ne~e) {1- _!!2 - + -----------~------ - + .. ·} 
2"·n! 2(2n+2) 2·-1-·(2n+2)(2n+4) 

erhalten, welche man die Sesselsehe Funktion n1'' Ordnung nennt. Die 
Reihe (29) konvergiert auf Grund der einfachsten Kriterien für jeden 
Wert von (!, d. h. die Besselschen Funktionen ]n (e) sind ganze trans
zendente Funktionen. Speziell gilt die Reihenentwicklung 
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vVir erhalten nunmehr die Lösungen von (27) in der Form 

(30) )'11 = ],, (kr), (k2 = ).) 

wobei die Konstante k durch die Randbedingung Yn (1) = 0 zu be
stimmen ist, d. h. durch die Bedingung fn (k) = 0. Die Eigenwerte 
A = k2 von (27) sind also die Quadrate der Nullstellen der Besselschen 
Funktionen. \Yas die Existenz dieser Xullstellen anbetrifft, so werden 
wir später zeigen, daß tatsächlich jede der Funktionen ] n unendlich 
viele reelle Nullstellen besitzt, die wir kn,"' (m = 1, 2, 3, ... ) nennen 
wollen. Mit dieser Bezeichnung schreiben sich die Eigenfunktionen in 
der Gestalt 

.Tn (k 11 • "' r) (IX cos 1l {} +- j) sinn ß), 

und die Eigenschwingungen werden dargestellt durch 

11 = ln (kn,m r) (IX cos n H + /) sin 11 {}) (a cos kn,m t + b sin kn,m t). 

Dabei sind die Konstanten .x, /J, a, b noch beliebig, was uns zeigt, daß, 
abgesehen von den zu n = 0 gehörigen Eigenfunktionen, alle Eigen
werte zweifach sind, indem die linear unabhängigen Eigenfunktionen 
]n cos n {}, .T n sinn ß zu ihnen gehören. Die Knotenlinien sind hier stets 
Kreise (} = konst. bzw. Radien t9 = konst. " 

vVenn wir die allgemeinere Randbedingung c~ u = - a~t mit kon-
c r 

stantem a zugrunde legen, so bleibt fast alles in unseren obigen Über
legungen bestehen. Nur die Randbedingung, aus der die Eigenwerte 
zu bestimmen sind, lautet dann etwas anders, nämlich 

k];,(k) = -afn(k). 

Unsere Funktionen sind die einzigen Eigenfunktionen der Membran. 
Man kann den Beweis z. B. führen, indem man von der Bemerkung 
ausgeht, daß jede Eigenfunktion v und ihre Ableitungen v0 , v,9 0 , v,u~,~, . .. 
periodische und mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ver
sehene Funktionen von {} mit der Periode 2 n sind, sich also in Fou
riersehe Reihen 

entwickeln lassen müssen. Geht man mit diesen H.eihen in die Differen
tialgleichung (26) hinein, so ergibt sich sofort, daß jedes einzelne Glied 
fn (r) ein1f der Differentialgleichung genügt. Man kann auch folgender
maßen verfahren: Indem man die Differentialgleichung nach H differen
ziert, erkennt man, daß zugleich mit v (r, ß) auch alle Ableitungen 
v.,~, v,J>~· v0 ,90 , ••• der Differentialgleichung (26) genügen müssen; da 
sie außerdem auch alle die Randbedingungen erfüllen, so muß zwischen 
endlich vielen von ihnen eine lineare Relation mit konstanten Koef-

av ()II V 

fizienten bestehen: C<! + Cl c; iJ +- ... +- c" (. W· = o. Dabei stützen wir 
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uns auf die erst später allgemein zu beweisenden Sätze, daß jeder Eigen
wert nur endlich vielfach sein kann und daß jede zweimal differenzier
bare Lösung von (22) Ableitungen beliebiger Ordnung besitzt. Die 
obige lineare Relation ist eine lineare homogene Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten für v (r, fJ) als Funktion von {}; da sie 
durch eine periodische Funktion von {} befriedigt werden muß, so er
gibt sich von selbst für v die Gestalt v = I (r) einiJ und daraus die 
Differentialgleichung (27) für I (r) . 

Aus dem allgemeinen Entwicklungssatz folgt, daß man eine am 
Rande verschwindende und sonst im Kreise mit ihren Ableitungen bis 
zur zweiten Ordnung stetige Funktion w (r, {}) in eine absolut und gleich
mäßig konvergente Reihe der Form 

00 

w(r, fJ) = 1; anmf .. (kn,mr) cosn(fJ- O .. ) 
n,·:;n=O 

entwickeln kann, worin z. B. für den Fall, daß w nicht von {} abhängt, 
die Entwickelbarkeit einer willkürlichen, für r = 1 verschwindenden 
Funktion von r im Intervalle 0 < r < 1 in eine Reihe nach den Bessel
schen Funktionen ] 0 (ko,mr) enthalten ist. 

Aus der allgemeinen Orthogonalitätsrelation für die Eigenfunk
tionen der Membrangleichung folgt für die Besselschen Funktionen 
bzw. für die Funktionen (30) durch Integration nach {} sofort die 
Orthogonalitätsrelation 

1 

Ir fn (kn,ir) ] .. (k,.,ir) dr = 0 
0 

(i =f i) ' 

die man auch direkt nach dem hier schon öfter augewandten Verfahren 
aus der Differentialgleichung (27) ableiten kann. Man erkennt übrigens 
unmittelbar, daß die Orthogonalität auch bei der allgemeineren Rand
bedingung k ]~ (k) = - a J n (k) bestehen bleibt. 

Zur Normierung dieser Funktionen ]n (k,.,mr) bedienen wir uns 
zweckmäßigerweise der Relation 

1 

(31) 2 J J!(kr)rdr · h.' 2 (k), 
0 

die man folgendermaßen beweist: Setzen wir v = J,.. (k r) cos n {}, 
v' = J n (k' r) cos n {}, so ergibt wegen L1 v + k2 v = 0 , L1 v' + k'2 v' = 0 
die Greensehe Formel (Kap. IV, (90)) 

(k2 - k'2) I I v v' d x d y =I I (v L1 v'- v' L1 v) d x d y 
G G 

=J(v~~-v' ~:)ds. 
r 
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Wählen wir als Gebiet G den Einheitskreis, dividieren durch k'- k 
und gehen zur Grenze k' = k über, so erhalten wir 

1 

(32) 2 ./17, (kr)rdr = J,,'~(k) + ( 1- ;:) ];. (k), 
() 

also im Falle fn (k) = 0 die obige Gleichung (31). Es sind also für die 
Gleichung (27) die Funktionen 

(2 
1-,-(k--) fn(kn,mr) 

n n,m 

die normierten Eigenfunktionen. Näheres über die Besselschen Funktionen 
möge der Leser in Kap. VII und weiterhin in Spezialwerken nachsehen. 

6. Die unhomogene Membran. Die verallgemeinerte Differential
gleichung der unhomogenen Membran 

p!Ju+ p"ux+Pyuy-qu = e(x,y)utt• 

wobei p und e überall in G positiv sind, führt auf ein Eigenwertproblem, 
welches dem allgemeinen Sturm-Liouvillescben von § 5 analog ist, näm
lich auf das Problem, diejenigen \Verte von 2 zu bestimmen, für welche 
die Differentialgleichung 

L[v]+.l.ev = p!lv+Pxvx+Pvvy-qv+.l.ev = 0 

eine normierte, den vorgegebenen homogenen Randbedingungen ge
nügende Lösung besitzt. Mit Hilfe der Greensehen Formel 

(Kap. IV, § 8, 5) ergibt sich wie oben für Eigenfunktionen V;, v1 , die zu 
verschiedenen Eigenwerten A;, J.i gehören, die Relation 

/Iev;vjdxdy = 0. 
'"d 

Wir wollen die Eigenfunktionen im allgemeinen so festlegen, daß die 
Funktionen Jle v; ein normiertes orthogonales Funktionensystem bilden, 
d. h. wir wollen 

!I ev~dxdy = 1 
'(/ 

setzen. Die Existenz der Eigenwerte und der Entwicklungssatz, welcher 
die Entwickelbarkeit einer den Randbedingungen genügenden und mit 
stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehenen Funktion 

f(x,y) in eine Reihe t=l:cnvn(x,y) mit cn =({efvndxdy besagt, 
n=l ~ 

wird im Paragraphen 10 dieses Kapitels bewiesen werden. 
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§ 8. Die schwingende Platte. 
I. Allgemeines. Bei der Differentialgleichung 

(33) LL1u + Utt = 0 

der homogenen schwingenden Platte können wir uns hier kurz fassen, 
indem wir nur das prinzipiell gegenüber den früheren Entwicklungen 
neu Hinzukommende erwähnen. Das Eigenwertproblem, welches sich 
wieder durch den Ansatz u = v (x, y) g (t) ergibt, lautet 

(34) L1Liv-A.v=O 

mit A. = v2, g(t) = tXe±i,·t oder g(t) = a cosvt + bsinv!. Als Rand
bedingungen kommen hauptsächlich in Betracht 

u = 0, 
ou 
on = O, d. h. V= Ü, ~=0 on 

(eingespannte Platte); auf die Schwingungen der freien Platte, deren 
Randbedingungen in Kap. IV, § 8 angegeben sind, wollen wir hier nicht 
eingehen. Die Orthogonalität zweier zu verschiedenen Eigenwerten gehöriger 
Eigenfunktionen wird nach demselben Muster bewiesen wie früher, wobei 
die Greensehe Formel Kap. IV, (97) benutzt wird. Der einzige prinzi
pielle Unterschied ist, daß hier zwei homogene Randbedingungen zur 
Ch arakterisierung des Eigenwertproblems gehören, entsprechend der 
Tatsache, daß wir es hier mit einer partiellen Differentialgleichung 
vierter Ordnung zu tun haben. 

2. Kreisförmige Begrenzung. Die analytischen Schwierigkeiten des 
Problems sind naturgemäß hier wesentlich größer als bei der Membran. 
Z. B. gelingt es keineswegs, den Fall rechteckiger Begrenzung mit ex
plizit bekannten Funktionen zu behandeln. Die einzige Begrenzung, 
für welche eine solche explizite Behandlung gelungen ist, ist der Kreis. 
Hier werden wir wieder auf Besselsche Funktionen geführt, wenn wir 
Polarkoordinaten r, ß einführen. Wir können mit ). = k4 die Dif
ferentialgleichung in die ohne weiteres verständliche symbolische Gestalt 

oder 

(LI- k2) (Ll + k2)v = 0 

setzen, wobei der Operator LI die Bedeutung 

()2 10 122 

LI= or2+7ar+~o!?2 

hat. Denkt man sich v in eine Fouriersehe Reihe entwickelt 
00 

V = 1: Yn (r) ein•?' 
n= -oo 
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so erkennt man sofort, daß jedes Glied der Reihe für sich der Differential
gleichung genügen und daß daher Yn eine Lösung von 

( d2 1 d n 2 ) ( d2 1 d n2 ) 

'd r 2 + ; d y - r2 - k2 d r 2 + r dr - Y2 + k2 y = 0 

sein muß. Wir können sofort zwei voneinander unabhängige, für r = 0 
reguläre Lösungen dieser Differentialgleichung angeben, nämlich In (k r) 
und In (ihr) mit i = y- 1, und haben also in der Funktion 

v (r, {}) = In (k r) (a1 cos n {} + b1 sinn{})+ In (i kr) (a2 cos n{} + b2 sin n {}) 

eine Lösung von (34). Um den Randbedingungen v (1, {}) = 0, 
v7 (1, 19) = 0 zu genügen, haben wir zu setzen 

In(k)a1 + In(ik)a2 = 0. 

I~(k)a1 + i];,(ik)a2 = 0, 

In(k)bl + In(ik)b2 = 0, 

];,(k)bl + ii~(ik)b2 = 0, 

woraus sich für die Eigenfrequenz k die transzendente Gleichung 

J~(k) i]~(ik) 

J"(k) ]n(ik) 

ergibt; in ihr tritt, wie die Reihenentwicklungen (29) zeigen, die ima
ginäre Einheit i nicht mehr wirklieb auf. Im einzelnen sei hier wieder 
auf die Literatur verwiesen. 

§ 9. Andere Eigenwertprobleme. 

Mit den oben entwickelten Problemstellungen ist der Kreis der
jenigen Fragen aus der Differentialgleichungstheorie noch nicht er
schöpft, welche auf Eigenwerte und Eigenfunktionen führen. Wir 
wollen hier noch einige andere typische Fälle erörtern. 

I. Probleme vom Sturm-Liouvilleschen Typus. Besselsche Funk
tionen, Legendresche Funktionen beliebiger Ordnung. Jacobische, 
Hermitesche, Laguerresche, Tschebyscheffsche Polynome. Eigenwert
probleme vom Sturm-Liouvilleschen Typus, d. h. solche, die zu Dif
ferentialgleichungen der Form 

(py')'- qy + Agy = 0 

gehören, treten in vielfachen mathematischen Zusammenhängen auf. 
Dies gilt z. B. für die oben behandelte Besselsche Differentialgleichung 

(35) 
I I h2 

(x y ) - -;:- y + h y = 0, 

die sich bei den verschiedensten Fragen der mathematischen Physik 
ergibt. Die Ressetsehe Gleichung ist vom Sturm-Liouvilleschen Typus; 
nur gilt hier nicht mehr die in§ 5,1 gemachte Voraussetzung, daß p > 0 

Cour an t • H i I b er t, Mathematische Physik. I. 17 
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im ganzen Grundgebiet 0:::;;: x < 1 ist, sondern es ist p (0) = 0. Die 
Stelle x = 0 ist also im Sinne der allgemeinen Theorie der linearen 
Differentialgleichungen ein singulärer Punkt der Besselschen Differential
gleichung, und daher stellt es eine besondere Randbedingung für die Lö
sung dar, wenn wir reguläres Verhalten oder Endlichbleiben in diesem 
Punkte verlangen. Die Randbedingungen unseres Sturm-Liou~Ueschen 
Problems lauten also hier: Endlichbleiben für x = 0 und Verschwinden 
für X= 1. 

Wenn wir statt der Besselschen Funktionen y = ]n(yfx) die zu
gehörigen Orthogonalfunktionen z = yxfn(yfx) betrachten wollen, so 
können wir sie durch die Differentialgleichung 

(36) 
n2 _1 

z'' - --4 z + l z = 0 x2 

charakterisieren, welche sich ohne weiteres aus der Besselschen ergibt. (Es 
handelt sich hier um ein Beispiel zu der auf S. 239 allgemein ausgeführten 

Transformation.) Für die Funktion ' = !_ = In (Ylx) ergibt sich die 
X vx 

Differentialgleichung 

(37) 

Ein Problem ähnlicher Art bieten die Legendreschen Funktionen. 
Sie genügen der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 

(38) [(1- x2) y'J' + ly = 0 

für die Eigenwerte l = n(n + 1), wobei n = 0, 1, 2, 3, ... ist. Die 
Randbedingungen lauten: y bleibt regulär für x = +1 und x = -1, 
die beiden singulären Stellen der Differentialgleichung. Das Grund
gebiet ist -1 < x < +1. 

Wir können leicht zeigen, daß die Legendreschen Polynome die 
einzigen Lösungen dieses Eigenwertproblems sind. Zu diesem Zwecke 
beachten wir, daß zugleich mit y = I (x) auch die Funktion I (- x) der 
obigen Differentialgleichung genügt und daß also dasselbe von den 
Funktionen I (x) + f(- x) und I (x) - I (- x) gilt, von denen die eine 
grade, die andere ungrade. ist und wenigstens eine nicht identisch 
verschwindet, da y als nicht identisch Null vorausgesetzt war. Wir 
brauchen also nur zu zeigen, daß jede grade und jede ungrade 
Lösung y von (38), welche für -1 ;;;;;: x:::;;: 1 stetig ist, ein Legendre
sches Polynom ist und dabei l eine Zahl der Form n (n + 1) sein muß. 

00 

Setzen wir y in Form einer Potenzreihe an: y = ;E av xv, so liefert (38) 
v=O 

sofort die Rekursionsformel 

(39) 
(v-1)(v-2) -). 

«v= v(v-1) «v-2· 
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Ist y gerade, so sind alle av mit ungeradem v Null, ist y ungerade, so 
gilt dasselbe für av mit geradem v. Aus (39) folgt sofort 

wenn k = v- 2 h gesetzt wird. Unsere Reihe für y bricht dann und 
nur dann ab, wenn Je die Form n (n + 1) hat; y stellt dann, wie man 
sofort sieht, das n1e Legendresche Polynom dar. Für alle anderen 
Werte von Je erhalten wir eine unendliche Potenzreihe, die nach ele
mentaren Regeln für I x I < 1 konvergiert. Wir wählen k fest und so 
groß, daß alle Faktoren des obigen Produktes positiv sind (ak darf 
als positiv angenommen werden). Da bei wachsendem v das mit eckigen 
Klammern geschriebene Produkt rechts in (40) nach bekannten Sätzen 

gegen einen positiven Grenzwert strebt, so gilt für 1• > .k sicher av > ~, ,, 
V 

wo c eine positive Konstante ist. Daher wird 2 an xn absolut genommen 
n=k 

beliebig groß, wenn \ x I hinreichend nahe an 1 liegt und v genügend 

groß gewählt wird. Hieraus aber folgt, daß lim I y (x) I = oo wird, 
X-+±1 

daß also Je kein Eigenwert sein kann 1}. 

Ein zweiter Beweis ergibt sich ohne Rechnung aus der uns von 
früher bekannten Tatsache, daß die Legendreschen Polynome ein voll
ständiges orthogonales Funktionensystem bilden; eine Eigenfunktion 
der obigen Differentialgleichung (38), welche kein Legendresches Poly
nom wäre, müßte wegen der Orthogonalitätseigenschaften der Eigen
funktionen orthogonal auf allen Legendreschen Polynomen sein, was 
deren Vollständigkeit widerspricht. 

Aus der Differentialgleichung der Legendreschen Polynome können 
wir durch einen Gedanken von weiter tragender Allgemeinheit leicht 
andere Klassen von orthogonalen Eigenfunktionssystemen ableiten. 
Wenn wir nämlich die Gleichung (38) nach x differenzieren, so erhalten 
wir eine Differentialgleichung für die Funktion y'(x), und genau wie 
oben folgt, daß nur für Je= n (n + 1) eine an beiden Endpunkten des 
Intervalles endlich bleibende reguläre Lösung, nämlich P~ (x), existiert. 
Die so für P~ (x) entstehende Gleichung ist noch nicht sich selbst ad
jungiert. Wir machen sie zu einer sich selbst adjungierten, indem wir 
die Funktion P~ (.:t) V1- x2 =Zn als Unbekannte einführen. Dann lautet 
die neue Gleichung 

( 0) ff I Z + 1 I -- x- z - 2 x z - ·1---2 "'z = 0 ; 
-X 

1) Vgl. zur obigen Überlegung, die übrigens eng mit dem Raabesehen bzw. 
Gaußsehen Konvergenzkriterium zusammenhängt, Kneser, A.: Zur Theorie der 
Legendreschen Polynome. Töhoku math. J. Bd. 5, S. 1-7. 1914. 

17* 
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die zugehörigen Eigenwerte sind l = n (n + 1) (n = 1, 2, 3, ... ) mit 
den Eigenfunktionen 

zn = f1=X2 P~(x). 
Die Funktionen Zn= Pn,l (x) heißen zugeordnete LegendrescheFunktionen 
erster Ordnung. (Die Funktionen Pn(x) = Pn,o(x) werden wir gelegent
lich als Legendresche Funktionen nullter Ordnung bezeichnen.) Die 
Pn, 1 genügen der Orthogonalitätsrelation 

1 

J Pn,l Pm,l dx = 0 
-1 

für n =f m. 

Ebenso erhalten wir durch h-malige Differentiation von (38} für die 
Funktion 

--,. dh 
}"1 -x2 dxh Pn(x) = Pn,h(x) 

die Differentialgleichung 

(41) ( 2) 11 1 h2 Z ~ 1-X Z -2XZ---.+~~oz=O 
1- x-

mit den Eigenwerten l = n (n + 1) (n = h, h + 1, ... ) und den zuge
hörigen Eigenfunktionen Pn,h (x), welche ebenfalls zueinander ortho
gonal sind und Legendresche Funktionen h1'' Ordnung heißen. Ihre 
Normierung geschieht mit Hilfe der leicht zu bestätigenden Gleichung 

1 

/
• 2 2 (n + h)! 

. p "· h d X = 2 n + 1 ( n - h)! · 
-1 

Daß wir hiermit alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von (41) haben, 
zeigt man ebenso wie bei den Legendreschen Polynomen. 

Eine Verallgemeinerung der Legendreschen Polynome bilden die 
]acobischen Polynome aus Kap. II, § 10, deren Differentialgleichung 
wir in der folgenden ebenfalls Sturm-Liouvilleschen Form schreiben 
können: 

f( 1 - x)P ( 1 + x)q x ( 1 - x) y']' + l ( 1 - x)P ( 1 + x)q y = 0 . 

Zum nten Jacobischen Polynom gehört der Eigenwert l = n (p + n) 
bei den Randbedingungen: Regularität für x = ± 1. Daß es andere 
Lösungen dieses Eigenwertproblems als die Jacobischen Polynome nicht 
gibt, folgt ebenso wie oben auf beiden Wegen. 

Ein weiteres Beispiel bieten die Tschebyscheffschen Polynome, 
welche zu der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 

(y1- x2 y')' + Ä. y = 0 
V1-x2 

gehören, ebenfalls bei den Randbedingungen der Regularität bei 
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x = ± 1. Der zum Tschebyscheffschen Polynom Tn (x) gehörige Eigen
wert ist l = n2, und ebenso wie oben sind damit alle Eigenwerte und 
Eigenfunktionen erschöpft. 

Ähnlich sind die Polynome Hn (x) von Hermite bzw. die zugehörigen 
x' 

Hermiteschen Orthogonalfunktionen Hne- 2 die Lösungen der folgenden 
Eigenwertprobleme (vgl. Kap. II, § 10, 4): 

(42) 

bzw. 

(43) 

(c-x'y')'+le-x'y = 0 

y" -L ( 1 - x2) y + }, y = 0 

mit den Eigenwerten l = 0, 2, 4, 6, . . . Das Grundgebiet ist die ganze 
Gerade - = < x :S + =, und die Randbedingung zu (42) lautet hier, 
daß die Eigenfunktion für x = ± = nur wie eine endliche Potenz von x 
unendlich werden soll. Daß außer diesen Polynomen das Hermitesche 
Eigenwertproblem keine anderen Lösungen besitzt, kann man direkt 
ohne funktionentheoretische Hilfsmittel folgendermaßen zeigen: Wir 
schreiben die Differentialgleichung in der Form y"(x) - 2 x y' + l y = 0 

00 

und setzen für y eine Potenzreihe y = 1;anxn an. Wie oben bei der 
n=O 

Differentialgleichung (38) können wir annehmen, daß y eine gerade 
oder eine ungerade Funktion ist, daß also in der Potenzreihe nur 
gerade oder nur ungerade Potenzen von x vorkommen. Die Differential
gleichung liefert für die nicht verschwindenden Koeffizienten die Re-

k · f 1 an+ 2 2 n - ). .. h t f 1 t d ß urswns orme -- = -- ------ woraus zunac s o g a unsere 
an (n + 1) (n + 2)' ' 

Reihe entweder abbricht (wenn nämlich l = 2 n eine gerade ganze 
nicht negative Zahl ist) und dann eben das Hermitesche Polynom H,. 
liefert oder daß sie für alle Werte von x konvergiert. Sobald 2n- }, 
positiv ist, haben alle auftretenden Koeffizienten an dasselbe Vorzeichen. 
Da nun im zweiten Falle Glieder a .. x" mit beliebig großem n auftreten, 
welche jede gegebene Potenz von x bei hinreichend großem x über
wiegen, so kann y keine Eigenfunktion unseres Problems sein. Hier
mit sind die Hermiteschen Polynome als die einzigen Lösungen des 
Eigenwertproblems nachgewiesen. 

Ganz ähnlich liegen die Verhältnisse bei den Laguerreschen Poly
nomen (Kap. II, § 10, 5). Hier ist das Grundgebiet die positive Halb
achse 0 < x < =; die Differentialgleichung der Laguerreschen Poly
nome L,. lautet 

(44) 
X 

die Differentialgleichung der zugehörigen Orthogonalfunktionen Ln e- -2 ist 

(45) ,, I ' I ('I X) +, 
xy,-y,-.2-~,Y 11.y=O; 
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die Randbedingungen von (44) lauten: Regularität für x = 0 und Un
endlichwerden nicht höher als eine Potenz von x für· x = oo. Die 
Eigenwerte sind A = 0, 1, 2, ... , die Eigenfunktionen die zugehörigen 
Laguerreschen Polynome. Daß es keine anderen Eigenwerte und Eigen
funktionen gibt, erkennt man gerrau nach dem obigen Muster. 

2. Wärmeleitung und Eigenwertprobleme. Ganz ähnlich wie die 
Theorie der mechanischen Schwingungen führt die Wärmeleitungstheorie 
auf Eigenwertprobleme. Die Differentialgleichung der Wärmeleitung 
in homogenen isotropen Körpern lautet bei passender Wahl der Zeit
und Längeneinheit 

( 46) LI u = ttt , 

wobei u die Temperatur als Funktion des Ortes x, y, z und der Zeit t 
bedeutet. Die Ausstrahlung eines homogenen Körpers G mit der Ober
fläche F, in welchem die obige Gleichung (46) gilt, in ein unendliches 
Medium konstanter Temperatur Null wird an der Oberfläche F durch 
eine Randbedingung der Form 

ou 
ai-z + au = 0 

charakterisiert, wobei a eine Materialkonstante ist; d. h. das Temperatur
gefälle nachdemlnnern des Körpers istdem Temperatursprung nach außen 
proportional. 

Wir machen für u den Ansatz u = v (x, y, z) g (t) und erhalten aus 
(46) sofort die Gleichung 

LI V g 
-=---=-Je. 
V g 

Es ergibt sich also für v das Eigenwertproblem LI v + Je v = 0 in G und 

~: + av = 0 an der Oberfläche F; die zu einem Eigenwert A und der 

Eigenfunktion v gehörige Lösung der Differentialgleichung hat die Form 

u = ave-H. 

Der Entwicklungssatz für die Eigenfunktionen gibt dann wie früher die 
Möglichkeit, die Lösung einem vorgegebenen Anfangszustand anzu
passen, so daß u (x, y, z, 0) gleich einer willkürlichen vorgegebenen mit 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung in G stetigen und der 
Randbedingung genügenden Funktion cp (x, y, z) wird. Ist nämlich 
v1, v2, • • • bzw. }.1, A2, • • • das vollständige System der normierten 
Eigenfunktionen und Eigenwerte, so wird die gesuchte Lösung durch 
die Formel 

U (X, y, Z, t) = ~ C11 V11 (X, y, z) e- 1·nt 
11=1 

gegeben, wobei c11 = JJJ rpv11 dxdydz ist. 
G 
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3. Schwingungen dreidimensionaler Kontinua. Beim Wärme
leitungsproblern waren wir auf ein Eigenwertproblem im Dreidimen
sionalen gestoßen. Dasselbe tritt ein, wenn es sich um Schwingungs
probleme dreidimensionaler Kontinua handelt, wie sie in der Akustik, 
Elastizitätstheorie und Hydrodynamik betrachtet werden. Im einfach
sten typischen Fall handelt es sich immer wieder um das Eigenwert
problem der Schwingungsgleichung Au + l u = 0 bei entsprechenden 
homogenen Randbedingungen. 

Wir betrachten als Beispiel die Schwingungsgleichung für das Gebiet 
einer Kugel x2 + y2 + z2 s 1 mit dem Radius 1. Führen wir Polar
koordinaten r, 1J, cp ein, so geht die Schwingungsgleichung über in 
(vgl. Kap. IV, § 7, 2) 

Azt+ lu = ~ [-~ (r2 sinßtt1 } +:Ja ( ~"'_u) + :;0{} (u-osinß)] + lu = 0, r stnu er uq; stn .. , u 

und wir versuchen, ihr zu genügen, indem wir den Ansatz u = Y ( cp, ß) I (r) 
machen, wo Y nur Yon cp und{), I nur von r abhängt. Es ergibt sich sofort 

(r2f')'+i.r2j r2LJY 1 [ o ( Y'P) o . l 
---~---- =- -};-- =- YsinfJ oq; sinfJ + ofJ(Y,~sm1J) = k, 

wobei k eine Konstante sein muß. Diese Konstante kann nicht will
kürlich sein; sie muß so gewählt werden, daß die Differentialgleichung 

i1*Y + k1' = si~fJ [a(~ (s~~) + 0°{} (Y.~sin1J)] + kY = 0 

eine auf der ganzen Kugelfläche stetige Lösung, d. h. eine in cp mit 
der Periode 2 n periodische und für ß = 0 und 1J = n noch reguläre 
(und bei Annäherung an diese Punkte mit einem von cp unabhängigen 
Grenzwert versehene) Lösung besitzt. In Nr. 4 werden wir sehen, daß 
dieser Forderung nur für die Werte k = n (n + 1), (n = 0, 1, 2, ... ) 
genügt werden kann, und zwar durch die K ugellunktionen Y n ( 1J, cp) • 
Für f (r) ergibt sich die Differentialgleichung 

(r2 /')'- n (n + 1) I+ lr2 I= 0, 

welche wir aus (37) als Differentialgleichung für die Funktion 
]n+ 1 (yXr) S { ·-) p 1 • · ----2=-- = n Vlr kennen. Der arameter 11. 1st nunmehr aus der 

Vr 
Randbedingung zu bestimmen, z. B. bei der Randbedingung u = 0 
durch die Gleichung .T n+} (VA) = 0, und wir haben, wenn wir mit 
lnl., ln 2 , ••• die \Vurzeln dieser Gleichung bezeichnen, Lösungen unseres 
Randwertproblems in der Form u = Yn(&,cp)Sn(Ylnhr). Daß wir so 
alle Eigenfunktionen und Eigenwerte unserer Differentialgleichung er
halten, werden wir später in Kap. VII beweisen, wo wir weitergehend 
zeigen werden, daß wir jede auf der Kugeloberfläche mit ihren Ablei
tungen bis zur zweiten Ordnung stetige Funktion g(1J, cp) in eine absolut 
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00 

und gleichmäßig konvergente Reihe der Form g ({f, rp) = 2,,' Y11 (ß, rp) 
entwickeln können. n~o 

Ein anderes Beispiel bietet die Schwingungsgleichung für ein zylin
drisches Gebiet, das über dem Gebiete G der x y-Ebene errichtet ist und 
von den Ebenen z = 0, z = :n begrenzt werden möge. Als Randbedin
gung nehmen wir etwa u = 0. Wir können dieses Problem durch den 
Ansatz u = f (z) v (x, y) sofort auf das entsprechende für das ebene 
Gebiet G zurückführen; wir erbalten nämlich 

!" LI V - T = v + A. = k = konst., 

f = sin ykz 
und aus der Randbedingung die Werte k = 12, 22, 32, ••• ; für v bleibt 
die Gleichung LI v + (A.- n2) v = 0, deren Eigenwerte sich von denen 
des ebenen Gebietes nur durch den Summanden n2 unterscheiden und 
deren Eigenfunktionen mit denen des ebenen Gebietes G identisch sind. 

Daß wir so wieder alle Eigenfunktionen des Zylinders erhalten, 
folgt in der mehrfach durchgeführten Art aus der Tatsache, daß wir 
nach ihnen jede im Zylinder willkürlich vorgegebene, am Rande ver
schwindende und mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
stetige Funktion entwickeln können. 

Nehmen wir speziell einen Zylinder, der über einem Rechteck er
richtet ist, d. h. ein rechtwinkeliges Parallelepiped, z. B. den Würfel 
0 s x, y, z s :n, so erhalten wir auf diese Weise als beinahe selbstver
ständliche Lösung des Eigenwertproblems die Eigenwerte l2 + m2 + n2 

(l, m, n = 1, 2, 3, ... ) und die Eigenfunktionen sinlx sinmy sinnz. 
4. Eigenwertprobleme der Potentialtheorie. Kugelfunktionen. 

Wichtige Beispiele für Eigenwertprobleme liefert uns die Potential
theorie, d. h. die Theorie der Differentialgleichung LI u = 0. Wir be
trachten den Fall des räumlichen Potentials, wobei u = u (x, y, z) eine 
Funktion der drei räumlichen Koordinaten ist, und fragen zunächst 
nach Potentialen u (x, y, z), welche sich in eine Taylorsche Reihe der Form 

u = U0 + U1 + U2 + · · · 
entwickeln lassen, wobei U n eine ganze rationale homogene Funktion 
nten Grades der Variablen x, y, z ist. Die Forderung des identischen 
Verschwindens von LI u zieht die des Verschwindens aller einzelnen 
Ausdrücke LI Un nach sich. Nun ist LI Un ein homogener Aus
druck (n- 2)ten Grades in x, y, z, dessen Koeffizienten sich aus denen 
des Ausdruckes Un linear und homogen zusammensetzen und sämt
lich identisch verschwinden müssen. Da LI U n als homogener Ausdruck 

(n- 2)ten Grades (n--;; 1) n Koeffizienten besitzt, so haben wir für die 
(n+1)(n+2) . . (n-1)n 
----''--'2 - Koeffizienten des Ausdruckes U n gerade -~2~- Be-



§ 9. Andere Eigenwertprobleme. 265 

dingungsgleichungen, so daß unter den Koeffizienten von Un mindestens 
(n+1)(n+2)-(n-1)n .. . . 

2 = 2n + 1 unabhang1g bleiben. Jede solcheganze 

rationale homogene Funktion nten Grades Un ist ein Potential, und wir 
werden später (Kap. VII, § 4, 2) in der Tat sehen, daß es genan 2 n + 1 
linear unabhängige solche Potentiale nten Grades gibt. Indem wir 
Polarkoordinaten r, {}, cp einführen, setzen wir Un in die Gestalt 

U" = r"Yn({},tp). 

Die so definierten Funktionen Y" ({}, cp) heißen die Laplaceschen Kugel
funk#onen nter Ordnung. Sie können als Ortsfunktionen auf der Kugel
oberfläche r = 1 aufgefaßt werden. Diese Kugelfunktionen sind eben
falls Lösungen eines Eigenwertproblems. Indem wir nämlich die Glei
chung LI u = 0 auf Polarkoordinaten transformieren und nach solchen 
Lösungen fragen, welche sich in der Form f (r) Y ({}, tp) darstellen lassen, 
erhalten wir ebenso wie auf Seite 263 sofort die Beziehung 

(r2 /')' -1 [ 1 62 Y o (o Y . ) ] 
-~- = Y sin Ir sin {} ßlr> + o {} i) {} sm {} · 

Es muß also der gemeinsame Wert beider Seiten gleich einer Kon
stanten A sein, und es ergibt sich für Y die schon aus Nr. 3 bekannte 
Gleichung 

(47) j*Y + J.Y = o. 
Die Konstante }, muß so bestimmt werden, daß die Differentialgleichung 
eine nicht identisch verschwindende und auf der ganzen Kugel reguläre 
Lösung besitzt. Die Forderung der Regularität bedeutet dabei, daß 
auch für {} = 0, {} = n, d. h. für die Pole der Kugel, die Lösung noch 
endlich und stetig bleibt (vgl. auch unten). 

Für f ergibt sich die Differentialgleichung 

(r2 /')'- J.f = 0, 

welche die allgemeine Lösung 

f = c1 r"'' + c2 r"'• 

besitzt, wobei C\' 1, cX 2 die Wurzeln der qmdratischen Gleichung 

cX(cX+1)=A 
bedeuten. 

Indem wir uns Rechenschaft davon geben, daß der Ausdruck LI u 
gegen Drehungen des Koordinatensystems invariant ist, erkennen wir, 
daß auch der Ausdruck LI* u auf der Kugel, d. b. der aus LI u für r = 1 
hervorgehende Ausdruck, bei Einführung anders orientierter Polar
koordinaten, d. h. eines anderen Systems von Längen- und Breiten
kreisen, invariant bleiben muß und daß die Besonderheit der Differential-
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gleichung (47) für {} = 0 und {} = n nur in der Unsymmetrie des Ko
ordinatensystems begründet liegt. Auf Grund dieser Einsicht können 
wir unserer Regulariiätsforderung den weitergehenden Sinn beilegen, 
daß bei Drehung des Koordinatensystems die Pole der Kugel ihre Aus
nahmestellung für die Funktion Y verlieren, d. h. daß Y als Orts
funktion auf der Kugel überall denselben Stetigkeitsbedingungen genügt. 

Für die Eigenwerte 2 = n (n + 1) mit n = 0,1, 2, . . . sind die 
oben definierten Laplaceschen Kugelfunktionen Eigenfunktionen des 
Problems. Daß es keine anderen Lösungen des Eigenwertproblems gibt, 
werden wir später Kap. VII, § 4, 2 erkennen. 

Indem wir speziell nach solchen Kugelfunktionen fragen, welche 
nur von der geographischen Poldistanz {}, nicht aber von der geogra

oY 
phischeu Länge g; abhängen, indem wir also a = o setzen, gelangen 
wir zur Differentialgleichung rp 

si~-& 0°-& (Y11 sin 1't) + 2 Y = o, 

welchedurchdie Transformation x = cosfJ indieDifferentialgleichung(38) 
der Legendreschen Polynome übergeht. Die Legendreschen Polynome 
P .. (cos ß) sind also spezielle Kugelfunktionen. 

Zu einer Verallgemeinerung der Kugelfunktionen gelangen wir, wenn 
wir ein beliebiges Gebiet G auf der Kugeloberfläche betrachten und die 
Differentialgleichung 

LI*Y + J.Y = o 
durch eine in G reguläre Funktion Y (&, g;) zu integrieren suchen, welche 
am Rande von G homogenen Randbedingungen genügt, z. B. verschwin
det. Die zu diesem Gebiet gehörigen Eigenfunktionen Y1, Y2, ••• 

heißen allgemeine Kugelflächenfunktionen 1). Aus den obigen Rechnungen 
folgt, daß die Funktion· 1'" Y(fJ, cp) = u (x, y, z) eine im Kegel mit der 
Grundfläche in G und der Spitze im Kugelmittelpunkt, höchstens ab
gesehen vom Nullpunkt, stetige, der Differentialgleichung LI u = 0 
genügende Funktion ist, wenn zwischen .x und A die Gleichung 

cx:(cx:+1)=l 
besteht. 

Die Differentialgleichung Ll* Y + A Y = 0 für die Kugelfunktionen 
ist ein spezieller Fall der allgemeinen Differentialgleichung 

(48) Ll*Y+lY= 1 _ j_eBY-t ox_+_a_ga;-ta:y +lY= o, ( 
ßY oY oY oY) 

Veg-f2 oy jleg-f2 ax l'eg-f2 

welche zu einer beliebigen krummen Fläche mit dem Linienelement 

1) Vgl. Thomson, W. und Tait, P. G.: Treatise on Natural Philosophy, Bd. 1, 
S. 171-218. Cambridge 1886. 
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ds 2 = edx 2 + 2/dxdy + gdy 2 gehört und deren invarianter Charakter 
im Kap. IV betont worden ist. Wir können diese Differentialgleichung 
auffassen als die Schwingungsgleichung einer "krummen Membran", 
welche auf unserer Fläche liegt. Für die Kugelfläche geht sie bei Ein
führung von Polarkoordinate_n in die Gleichung (47) über. 

Wir merken noch die Form an, welche diese Gleichung der Kugel
funktionen annimmt, wenn man statt fJ, cp durch stereographische Pro
. k · fd' Eb d' K d' sinßcos<p sinßsin<p Je twn au 1e ene z = 0 1e oor maten x = ----- y = ---

1 + cos{} ' 1 + cos ß 
als Bestimmungsstücke des Kugelpunktes einführt. Durch direkte 
Rechnung oder bequemer durch Beachtung des invarianten Charakters 
der linken Seite von (4R) erhält man leicht 

als Differentialgleichung der Kugelfunktionen in stereographischer Pro
jektion. 

5. Randwertaufgabe der Potentialtheorie und Eigenwertprobleme. 
Lamesches Problem. Das Grundproblem der Potentialtheorie, welches 
uns in voller Allgemeinheit später beschäftigen wird, besteht in der Be
stimmung einer Funktion u (x, y, z), welche in einem gegebenen Ge
biete G mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist, der 
Differentialgleichung J u = 0 genügt und am Rande des Gebietes vor
gegebene Randwerte annimmt. In speziellen Fällen führt dieses Rand
wertproblem auf Eigenwertprobleme. Setzen wir der Kürze halber ein 
für allemal voraus, daß die Randwerte mit ihren Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung stetige Ortsfunktionen auf dem Rande seien, so ist 
z. B. das Randwertproblem für die Kugel durch eine Funktion der Form 
= 2: an rn Y n gelöst, sobald wir wissen, daß die Oberflächenfunktion sich 

n=l 

in eine Reihe der Form 2: an Y" entwickeln läßt. Da auch die Funktionen 
n~l 

r-<n+l)Yn der Differentialgleichung LI u = 0 genügen, wovon man sich 
leicht aus den früheren Formeln überzeugt, so kann man durch geeignete 
\Vahl der Konstanten a11 , b11 auch das Randwertproblem für eine Kugel
schale durch eine Funktion der Form 

lösen. 

00 

2:(a11 r" + bnr-(n+l)) Yn 
n I 

Ein weiteres lehrreiches Beispiel bietet ein Zylinder, der über 
dem Gebiet G der xy-Ebene errichtet und von den Ebenen z = 0, 
z = n begrenzt ist. Wir denken uns der Kürze halber auf dem 
Mantel die Randwerte identisch Null gegeben, auf den ebenen Stirn
flächen beliebig. Nun machen wir für die Lösung von LI u = 0 den 
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Ansatz u = f (z) v (x, y) und erhalten sofort analog zu früher für f und v 

die Differentialgleichungen /;' = - Llv v = l , in welchen l so bestimmt 

werden muß, daß dazu eine Eigenfunktion v (x, y) existiert. Ist v1, v2, ••• 

das volle System der Eigenfunktionen mit den Eigenwerten lv 12, ••• , 

so lehrt der Entwicklungssatz, daß wir· durch eine Reihe der Form 

1;' (an eVl,;z + bn e- Vl,;z)vn (x, y) für z = 0 und z = n beliebige nach Maß-
n=l 
gabe der oben gemachten Einschränkungen vorgegebene Funktionen 
darstellen können. Wir haben also in dieser Reihe die Lösung unseres 
Randwertproblems, falls diese Reihe gleichmäßig konvergiert und 
dasselbe auch noch gilt, nachdem wir sie ein oder mehrere Male nach 
beliebigen der Variablen x, y, z differenziert haben; jedes einzelne Glied 
genügt der Potentialgleichung. 

Der im wesentlichen allgemeinste Fall, in welchem man die Rand
wertaufgabe der Potentialtheorie durch einen Zerspaltungsprozeß auf 
das Problem der Auffindung von Funktionen einer einzigen Variablen 
zurückführen kann, die ihrerseits durch ein Eigenwertproblem charak
terisiert werden, ist der eines konfokalen Rechtflaches. Wir verstehen 
darunter ein Gebiet, welches begrenzt wird von je zwei Stücken zweier 
Ellipsoide, zweier einschaliger und zweier zweischaliger Hyperboloide, 
die sämtlich ein und derselben konfokalen Schar 

angehören (vgl. Kap. IV, § 7, 3). Fast alle sonst explizit zu behandelnden 
Fälle der Randwertaufgabe lassen sich als Spezialfälle oder Grenzfälle dieses 
"Lameschen" Problems auffassen. Führen wir in den Bezeichnungen 
von Kap. IV elliptische Koordinaten e = f(u), a = g(v), T = h(w) ein, 
so geht die Potentialgleichung LI T = 0 über in 

LI T = [g (v)- h (w)] T,.,. + [f (u)- h (w)] r •• + [f (u)- g (v)] T,..w = O. 
[g (v) - h (w)] [/ (u) - h (w)] [f (u) - g (v)] 

Wir versuchen nun, dieser Gleichung zu genügen, indem wir den Ansatz 

T = U(u) V(v) W(w) 

machen; wir können dann der Differentialgleichung LI T = 0 genügen, 
wenn wir mit zwei beliebigen Konstanten l, ft die drei gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

(49) 

(50) 

(51) 

U" + [ l I ( u) + .u] u = 0' 

V"- [l g (v) + ,u] V= 0, 

W" + [lh(w) + ft]W = o 
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befriedigen. Dabei liegen die Variablen u, v, w in verschiedenen Inter
vallen, welche durch die Bedingungen 

!?z < t (u) _.,-::: e1, a2 _.,-::: g (v) < a1, 

festgelegt sind, denen Bedingungen 

entsprechen. Unser Rechtflach ist dabei gegeben durch Bedingungen 
der Form !?2 < e < !?! ::=:::: a2 ::=:::: a;;:;:; al < T2 < T ~Tl. 

Wenn wir statt u, V, w die Koordinaten e. a, T benutzen und ohne 
Unterscheidung die unabhängige Variable mit s, die abhängige mit Y 
bezeichnen, so können wir die Gleichungen (49), (50), (51) in der gemein
samen Form schreiben 

d2 Y r'(s) dY 
cp (s)- + - -- + (A. s + p) Y = 0. 

d s2 2 ds 

wobei 

gesetzt ist. Die Lösungen dieser Gleichung, der sogenannten Lame
schen Gleichung, sind Funktionen, welche von der Wahl der Konstan
ten A., ft abhängen und sich im allgemeinen nicht auf die elementaren 
transzendenten Funktionen zurückführen lassen. Sie führen den 
Namen Lamesche Funktionen und sind Gegenstand vieler Unter
suchungen geworden, wenngleich man bisher noch verhältnismäßig 
wenig Mittel zu ihrer numerischen Beherrschung entwickelt hat. 
Wir begnügen uns hier mit der Aufstellung des zugehörigen Eigen
wertproblems. Offenbar kann man die Randwertaufgabe der Poten
tialtheorie für ein konfokales Rechtflach lösen, wenn man sie für 
den speziellen Fall beherrscht, daß die vorgegebenen Randwerte auf 
fünf von den sechs Seitenflächen Null sind. Die Lösung des allgemeinen 
Randwertproblems stellt sich dann als Summe von sechs solchen spe
ziellen Lösungen dar. Es möge nun z. B. T = T2 diejenige Seitenfläche 
sein, für welche nicht der Randwert Null vorgeschrieben ist. Dann 
sehen wir uns veranlaßt, nach solchen Lösungen U, V, W der Lame
schen Gleichungen (49), (50), (51) zu fragen, für welche die Be
dingungen U(u1) = U(u2) = V(v1) = V(v 2) = W(w1) = 0 bestehen, 
während für W(w2) keine Bedingung gestellt wird. Das Produkt 

T = U(u) V(v) W(w) 

wird dann eine Lösung von LI T = o sein, die für e = !?2 , !? = g1 , a = a2 , 

a = a1 , T = T1 verschwindet. Nun kann, wie sich herausstellen wird, 
den angegebenen Bedingungen nicht bei beliebiger Wahl der Konstan
ten A., J-l genügt werden. Wir stellen vielmehr das Problem, diese Konstanten 
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so zu wählen, daß den Forderungen durch geeignete Lamesche Funk
tionen genügt werden kann. Damit haben wir ein neuartiges Eigen
wertproblem, ein sogenanntes zweiparametriges Eigenwertproblem vor uns, 
bei dem es sich um die Bestimmung von Paaren zusammengehöriger 
Eigenwerte A, ,u handelt, für welche die Differentialgleichung (49) eine 
für u = u1 und u = u2 sowie die Differentialgleichung (50) eine für 
v = v1 und für v =--o v2 verschwindende Lösung besitzt. (Daß es eine 
für w = w1 verschwindende Lösung von (51) gibt, ist nach den 
allgemeinen Existenzsätzen der Differentialgleichungstheorie selbst
verständlich.) 

Auch bei diesem Eigenwertproblem bestehen ähnliche Verhält
nisse wie beim gewöhnlichen einparametrlgen Problem, nämlich die 
folgenden: Es gibt unendlich viele Paare von Eigenwr.rten A;, fli und 
zugehörige Lösungen U;, V; des Eigenwertproblems. Jede in dem Rechteck 
u 2 < u;;:; u1 , v2 -< v :<:::: v1 mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
stetige, am Rande des Rechtecks verschwindende Funktion von u, v ist in 
eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe der Form 

00 

2,; c; U; (u) V; (v) 
i~1 

entwickelbar, wobei rechts über alle zu Eigenwertpaaren gehörigen Lame
schen Produkte U; (u) V; (v) ztt summieren ist. Diese Lameschen Pro
dukte erfüllen im übrigen die Orthogonalitätsbedingung 

U1 V1 

jj"U(u)- g(v)] U;(u) Vi(v) Uk(u)Vdv)dudv = 0, 

sobald sie zu verschiedenen Eigenwertpaaren gehören. Das Lamesche 
Produkt U; (u) V; (v) W; (w) = T genügt der Potentialgleichung L1 T = 0, 
und eine Summe der Form 2: c; U;(u) V; (v) W; (w) liefert die gewünschte 
Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie für unser Recht/lach. 
Hierbei müssen wir allerdings beachten, daß den vorgegebenen Ober
flächenwerten von T in Anbetracht der obigen Formulierung des 
Entwicklungssatzes noch die Beschränkung auferlegt werden muß, 
auf allen Kanten des Rechtflaches zu verschwinden. In der Tat 
aber ist diese Beschränkung nicht nötig, worauf wir jedoch hier nicht 
eingehen wollen. 

An dieser Stelle begnügen wir uns damit, zu zeigen, daß unser 
zweiparametriges Eigenwertproblem sich in naturgemäßer Weise auf 
ein einparametriges der uns geläufigen Gestalt zurückführen läßt, aller
dings auf das einer partiellen Differentialgleichung. Bilden wir näm
lich die Funktion Z (u, v) = U (u) V (v), wobei U (u) der Differential
gleichung (49) und V (v) der Differentialgleichung (50) genügt, so er
halten wir aus diesen beiden Gleichungen, wenn wir die erste mit V, 
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die zweite mit U multiplizieren und dann addieren, die partielle Dif
ferentialgleichung 

(52) Zuu -f- Zvv -f- ;, [/(11)- g(v)]Z = 0 

für die Funktion Z (u, v). Der Eigenwert }, =Ai und die zugehörige 
Eigenfunktion Zi = Ui (u) Vi (v) lösen das Eigenwertproblem dieser 
Differentialgleichung für das Rechteck G: u2 ~:::: u s u1, v2 ~ v :S v1 bei 
der Randbedingung Z = 0. (Wir hätten übrigens diese Differential
gleichung auch aus LI T = 0 durch den Ansatz T = Z (u, 11) W (w) er
halten können.) Die Differentialgleichung (52) hat die Form LI Z + 1 eZ, 
wobei die Funktion g = f (u) - g (v) im ganzen Rechteck G positiv 
ist; wir haben daher hier ein Eigenwertproblem mit dem einen Para
meter ). ganz im früheren Sinne vor uns, für welches die Fragen der 
Existenz der Eigenfunktionen und des Entwicklungssatzes sich 
vollkommen in das uns geläufige Schema einordnen. Indem wir die 
Beantwortung dieser Fragen vorwegnehmen 1), können wir also die 
Existenz unendlich vieler Eigenwerte ).I> }, 2 , • • • und zugehöriger am 
Rande verschwindender Eigenfunktionen Z1, Z2 , ••• für das Rechteck G 
behaupten, nach welchen man willkürliche Funktionen im oben gekenn
zeichneten Rahmen entwickeln kann. Alles, was zu zeigen bleibt, 
ist, daß wirklich sämtliche Eigenfunktionen Zi Lamesche Produkte 
U(u) V(v) oder höchstens Summen endlich vieler zum selben Eigen
wert 1 gehöriger Lamescher Produkte sind. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir das vollständige System der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen von (52) mit A1, J. 2 , ••• bzw. Zv Z2 , •••• 

Ist ).h ein Eigenwert, so betrachten wir nunmehr das Eigenwertproblem 
der gewöhnlichen Differentialgleichung 

d2 X • 
(53) du 2 -f- [A,.j(tt) -f- ,u]X = 0 

und bezeichnen die zugehörigen unendlich vielen Eigenwerte und nor
mierten Eigenfunktionen mit p 1, ,u2 , ••• bzw. Xv X 2, ••• Nach diesen 
können wir eine für u = u1 und u = u2 verschwindende, im Intervalle 
u2 ?::: u ;:;:; u1 mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, 
sonst willkürliche Funktion entwickeln. Insbesondere gilt diese Ent
wickelbarkeit für die noch von v als Parameter abhängende Funktion 
Z (u, v); wir schreiben die Entwicklung in der Form 

00 

(54) Z (u, v) = 2: Y"(v) X"(u), 
n=l 

wobei 
u, 

Yn (v) = fz (u, v) Xn (u) du 
u, 

1 ) Siehe §§ 10 und 11. 
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gesetzt ist. Differenzieren wir Yn zweimal nach v und formen wir durch 
partielle Integration um, so ergibt sich 

u, 

u, 

= /(-Zuu- J.hU(u)- g(v)]Z)Xndtt 
u, 

u, 

d. h. die Funktion Yn ist Eigenfunktion der Differentialgleichung (50) 
für das Gebiet v2 < v < v1 und die gegebene Randbedingung; mit 
anderen Worten das Wertepaar 2h, fln mit den zugehörigen Funktionen 
Xn (u), Y n (v) ist eine Lösung unseres zweiparametrigen Eigenwertpro
blems - sofern nicht die betreffende Funktion Yn (v) identisch ver
schwindet. Nun ist aber den Ausgangsbetrachtungen zufolge das Pro
dukt Xn Yn eine zum Eigenwert J.h gehörige Eigenfunktion von (52), 
und jeder Eigenwert dieser Differentialgleichung kann zufolge der all
gemeinen (erst im nächsten Paragraphen zu begründenden) Theorie nur 
eine endliche Vielfachheit haben. Somit können unter den Funktionen 
Xn Yn der beiden Variabeln u und v nur eine endliche Anzahl k linear 
unabhängiger vorkommen. Außerdem dürfen wir annehmen, daß keine 
der Funktionen Xn und Yn identisch verschwindet; denn sonst können 
wir das betreffende Glied einfach weglassen. Zwischen je k + 1 von 
den Produkten Xn Yn besteht dann eine lineare Beziehung 

Erteilen wir hierin den Variabeln u bzw. v einen Wert, für den alle Xnv 
bzw. Ynv von Null verschieden sind, so erhalten wir eine lineare Glei
chung zwischen den Ynv bzw. Xnv· Da aber zu verschiedenen Eigen
werten f1 gehörige Eigenfunktionen linear unabhängig sind, können in 
der Darstellung Z = l: Xn Yn überhaupt nur endlich viele Glieder auf
treten, wie wir zeigen wollten. 

Nun können wir eine mit den oben genannten Beschränkungen 
willkürliche Funktion nach den Produkten Z entwickeln und erhalten 
damit das Ergebnis: Jede im Rechteck u2 < u -s;; ui> v2 < v < v1 mit 
ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, am Rande ver
schwindende Funktion läßt sich in eine Reihe Lamescher Produkte ent
wickeln. 
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§ 10. Die Greensehe Funktion und die Lösung der 
Eigenwertprobleme mit Hilfe der lntegralgleichungstheorie. 

Zur Lösung der Eigenwertprobleme, die wir im vorangehenden 
Paragraphen diskutiert haben, fehlt uns noch der wichtigste Schritt, 
nämlich der Nachweis, daß diese Lösungen wirklich existieren und daß 
die fraglichen Reihenentwicklungen nach den Eigenfunktionen tatsäch
lich "willkürlich" vorgegebene Funktionen darzustellen imstande sind. 
Wir werden in diesem Paragraphen diese Lücke ausfüllen, indem wir 
unsere Eigenwertprobleme auf Eigenwertprobleme von Integralgleichun
gen mit symmetrischem Kern zurückführen 1) und auf diese dann die 
allgemeine Theorie der linearen Integralgleichungen aus Kap. III an
wenden. Die Zurückführung auf Integralgleichungen ergibt sich sogleich 
aus einer sowohl mathematisch als auch physikalisch naheliegenden 
Überlegung, welche auf die sogenannte Greensehe Funktion oder Ein
fluß/unktion führt. 

I. Die Greensehe Funktion für gewöhnliche Differential
gleichungen. Wir betrachten zunächst einen linearen homogenen sich 
selbst adjungierten Differentialausdruck zweiter Ordnung 

L[y] = py" + p'y'- qy 

für die Funktion y (x) im Grundgebiete G: x0 < x:;;;:; x1 , worin p, p' und q 
stetige Funktionen von x sind und p > 0 ist ; die zugehörige un
homogene Differentialgleichung lautet 

(55) L[y] =- cp(x), 

wobei (p (x) eine in G stückweise stetige Funktion bedeutet. Wenn es 
sich um das Problem handelt, eine Lösung y = f (x) der Gleichung (55) 
zu finden, welche am Rande von G gegebenen homogenen Rand
bedingungen genügt, z. B. der Randbedingung f = 0, so liegt folgender 
Gedanke nahe: Wir deuten die Differentialgleichung (55) gemäß den 
früheren Überlegungen durch die Einstellung einer Saite unter dem Ein
fluß einet über die Saite verteilten zeitlich konstanten Kraft, deren 
Dichte durch die Funktion cp (x) gegeben ist. Machen wir nun 
einen Grenzübergang von der kontinuierlich verteilten Kraft cp (x) zu einer 
"Einzelkraft", d. h. einer nur in einem einzigen Punkte x = $ mit der 
Intensität 1 oder auch einer anderen Intensität angreifenden Kraft, und 
ist K (x, $) die Elongation der Saite unter dem Einfluß dieser Einzelkraft, 
wobei stets die der Saite auferlegten Randbedingungen gewahrt bleiben 
sollen, so wird man die Wirkung der kontinuierlich verteilten Kraft cp (x) 
als Superposition der Wirkungen kontinuierlich verteilter Einzelkräfte 

1) In Kap. VI werden wir noch einen zweiten Weg zur Lösung der Eigen
wertproblerne kennen lernen. 

C o ur an t • H i I b e r t , Mathematische Physik. I. 18 
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auffassen können, deren Dichte an der Stelle ~ gleich rp ($) ist; man 
kann also erwarten, daß die gesuchte Lösung in der Form 

:x, 

(56) f(x) = (K(x.~)rp(~)d~ 
Xo 

erscheint. Die Funktion K (x, $), welche wir als Einflußfunktion oder 
als Greensehe Funktion des Differentialausdruckes L[y] bezeichnen, 
muß ihrer Definition nach den vorgegebenen Randbedingungen für 
x = x0 und x = x1 genügen, für jeden Wert des Parameters~; daraus 
folgt unmittelbar, daß die in der Gleichung (56) durch den Kern K (x, $) 
mit der Quellendichte T (x) quellenmäßig dargestellte Funktion f (x) eben
falls diesen Randbedingungen genügt. 

Die Einflußfunktion K (x, $) muß überall außer an der Stelle x = ~ 
der Differentialgleichung 

UKJ = o 
genügen, da sie ja der Kraft Null für x =f= ~ entspricht. An der Stelle 
x = ~muß die Funktion K (x, ~) eine Singularität aufweisen, auf welche 
wir durch folgende Plausibilitätsbetrachtung geführt werden: Wir denken 
uns die Einzelkraft entstanden durch Grenzübergang aus einer Kraft 
rp, (x), die für I x- ~ J > E in G Null ist und deren Gesamtintensität 
durch die Gleichung 

$+e 

J rpe(x) dx = 1 
~-e 

gegeben wird. Die zugehörige Elongation der Saite werde mit K, (x, ~) 
bezeichnet; sie genügt also der Gleichung L[K,] = - rp, (x). Wir inte
grieren diese Gleichung zwischen den Grenzen ~ - E und ~ + E und 
erhalten 

Machen wir nun den Grenzübergang s-->- 0 und berücksichtigen dabei, 
daß die Funktion K (x, ~) stetig bleiben soll, so ergibt sich für K (x, $) 
sofort die Beziehung 

lim d K (x, ~) !"'~~+• =- _!_' 
•~0 dx x~;-e p(~) 

welche die charakteristische Singularität der Greensehen Funktion aus
drückt. 

Diese heuristische Überlegung kehren wir nunmehr um und machen 
sie so zu einer strengen mathematischen Theorie. Wir definieren von 
vornherein als Greensehe Funktion K (x, ~) des Differentialausdruckes 
L [y] bei gegebenen homogenen Randbedingungen eine Funktion von x 
und ~. welche folgende Bedingungen befriedigt: 
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1. K (x, ~) ist bei festem ~ eine stetige Funktion von x und erfüllt 
die vorgegebenen homogenen Randbedingungen. 

2. Die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von K nach x sind, 
abgesehen von der Stelle x = ~' überall in G stetig; an der Stelle x = ~ 
macht die erste Ableitung einen Sprung, der durch 

(57) 
p (~) 

gegeben wird. 
3. Außer an der Stelle x = ~ genügt K als Funktion von x überall 

in G der Differentialgleichung L [K] = 0. 
Für eine stetige Funktion, welche nur die Bedingungen 2, 3, aber 

nicht notwendig die homogenen Randbedingungen erfüllt, führen wir 
die Bezeichnung "Grundlösung" der Differentialgleichung (55) ein. Die 
Frage der Existenz der Greensehen Funktion werden wir später in Nr. 3 
erörtern; jetzt stellen wir uns auf den Standpunkt, daß wir im Besitze 
dieser Funktion seien, und behaupten: Die Greensehe Funktion eines sich 
selbst adjungierten Differentialausdruckes ist symmetrisch in Parameter 
und Argument, d. h. es gilt 

K (x, ~) = K (~, x). 

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Greensehen Formel Kap. IV, (81), 
wenn wir dort z = K (x, 17), y = K (x, ~) einsetzen und das Integrations
gebiet aus den drei getrennt zu behandelnden Stücken x0 ;;::: x ;;::: ~' 
~ < x ~ 17, 17 < x ··: x 1 zusammensetzen; die Berücksichtigung der 
Sprungrelation (57) an den Stellen x = ~ und .x = 17 und den Rand
bedingungen ergibt dann die Behauptung. Die Symmetrie der Greensehen 
Funktion ist in vielen Fällen der prägnante Ausdruck einer in der 
Physik häufig vorkommenden Reziprozität: Wenn die Kraft 1, an der 
Stelle ~ angebracht, die Wirkung K (x, ~) an der Stelle x hervorbringt, so 
bringt die Kraft 1 an der Stelle x angreifend, in ~ dieselbe Wirkung hervor. 

Die Anwendungen der Greensehen Funktion beruhen auf den 
folgenden Zusammenhängen. Wcr.n q; (x) eine stetige oder stückweise 
stetige Funktion von x ist, so genügt die Funktion 

x, 

(58) f(x) =fK(x,~)rp(~)d~ 

der Differentialgleichung 

(59) L[f] =- rp (x) 

und den Randbedingungen. Genügt umgekehrt die Funktion j (x) der 
Differentialgleichung (59) und den Randbedingungen, so wird sie 
durch (58) dargestellt. Zum Beweise der ersten Behauptung brauchen 
wir nur die elementaren Regeln über Differentiation eines Integrals 

18* 
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nach einem Parameter anzuwenden. Danach erhalten wir unter 
Berücksichtigung von (57) der Reihe nach die folgenden Gleichungen 

x, 

f'(x) =JK'(x,~)rp(~)d~; 
x, 

X Xt 

f" (x) = J K" (x, ~) rp ( ~) d ~ + J K" (x, ~) rp ( ~) d ~ 
x0 X 

- K' (x- 0, x) rp (x) + K' (x + 0, x) rp (x); 
x, 

= J K" (x, ~) rp (~) d ~- ~ ~; ; 
Xo 

also 
x, 

p f' + p' f'- qj = j(p K" + p' K'- q K) rp (~) d ~- rp (x), 
x, 

womit wegen L[K] = 0 der gewünschte Nachweis erbracht ist. 
Zum Nachweis der Umkehrung benutzen wir wieder die Greensehe 

Formel Kap. IV, (81 ), setzen darin z = K, y = f und wenden sie auf die 
beiden Integrationsgebiete x0 ;;:::;:; x :::; ~ und ~ ;S x :::; x1 an. Aus der 
Sprungrelation und den Randbedingungen folgt dann unmittelbar die 
Formel (58) mit Vertauschung von x und ~. 

Die Frage nach der Existenz und Konstruktion der Greensehen 
Funktion werden wir sogleich aufnehmen. Zunächst wenden wir die 
gewonnenen Einsichten an, um durch Obergang zu einer Integralgleichung 
mit dem Kern K (x, ~) = K (x, ~) bzw. K (x, ~) = Ve(~) e (~f K (x, ~) die 
zugehörigen Eigenwertprobleme ihrer Lösung zuzuführen. 

2. Zusammenhang mit der Integralgleichungstheorie. Wir be
trachten nunmehr die Differentialgleichung 

(60) L[y] + 2ey =V' (x), (e (x) > o) 

wo 7p (x) eine gegebene stückweise stetige Funktion, 2 ein Parameter 
ist. Mit Hilfe der Greensehen Funktion erhalten wir aus der Formel (58) 
für rp (x) = 2 (] y- 7p nun sofort die mit (60) vollständig äquivalente 
Gleichung 

x, 

(61) y(x) = 2jK(x,~)e(~)y(;}d~+g(x), 
Xo 

wobei 
x, 

(62) g (x) = - j K (x, ~)V'(~) d ~ 

eine gegebene stückweise stetige Funktion von x ist. Die Bestimmung 
einer Lösung von (6o) bei den vorgegebenen Randbedingungen ist also 
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äquivalent mit der Auflösung der Integralgleichung (61). Der homogenen 
Gleichung 

L[y]+2ey=O 

entspricht wegen g = 0 die homogene Integralgleichung 
a:, 

y(x) = 2/K(x,~)e(~)y(~)d~ 
Xo 

oder, wenn wir 

y (x) Ve (xf = z (x) 

als neue unbekannte Funktion einführen, die Integralgleichung mit 
Ye(x) multiplizieren und K (x, ~) = K (x, ~) Ve(x) e(~) setzen, 

a:, 

(6)) z(x) = ).JK(x,~)z(~)d~. 

Der Kern K (x, ~) unserer Integralgleichung (6)) ist symmetrisch, da 
L [y] sich selbst adjungiert istl); wir können alle entsprechenden Sätze 
aus Kap. III anwenden und erhalten aus ihnen sofort die folgenden 
Resultate für die Differentialgleichung (60): 

Es gibt zu dem Eigenwertproblem der Differentialgleichung (60) eine 
Reihe von Eigenwerten 21, 22, ••• undzugehörigen Eigenfunktionen y1,y2, ••• 

Für jeden Wert A, der kein Eigenwert ist, besitzt die ttnhomogene Glei
chung (60) bei den vorgegebenen Randbedingungen eine und nur eine Lö
sung, wie auch immer die rechte Seite 1p (x) gewählt werden mag. Ist da
gegen ). = ).i ein Eigenwert, so besitzt die unhomogene Gleichung (60) dann 
und nur dann eine den Randbedingungen genügende Lösung y (x), wenn 

a:, 

die Bedingung Je (x) y;(x) g(x) dx = 0, oder, was wegen (62) und (6)) 
a:, 

unter Beachtung von K (x, ~) = K (~, x) auf dasselbe hinauskommt, 
a:, 

,{Yi(x) 'lfJ (x) dx = 0 besteht, wenn also 'lfJ (x) auf der zu Ai gehörigen Eigen
:vo 
funktionorthogonal ist. Endlich: Jede mit Hilfe der Greensehen Funktion 

K (x, ~) durch eine stückweise stetige Funktion h (~) quellenmäßig in der 
"'• 

Form w (x) = J K (x, ~) h ( ~) d ~ darstellbare Funktion w (x) läßt sich in 

"'' eine gleichmäßig und absolut konvergente Reihe 

00 

w(x) = 1; CnYn(X), 
n~l 

nach den Eigenfunktionen entwickeln. 

1) Auf dieser Folgerung und ihren weiteren Konsequenzen beruht die Be
deutung der über L[y] gemachten Voraussetzung. 
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Wir können die Gesamtheit der nach diesem Satze entwickelbaren 
Funktionen noch anders und einfacher charakterisieren. lnfolge der 
Grundeigenschaft der Greensehen Funktion folgt nämlich aus (58) die 
Gleichung L[w] = - h (x); umgekehrt, wenn wir irgend eine den 
Randbedingungen genügende und mit stetiger erster sowie stückweise 
stetiger zweiter Ableitung versehene Funktion w(x) betrachten, können 
wir durch die Gleichung L[w] = - h (x) zu ihr eine Quellenverteilung 
h (x) hinzukonstruieren. Wir erhalten also das Resultat: Jede den 
Randbedingungen genügende mit stetiger erster ztnd stückweise stetiger 
zweiter Ableitung versehene Funktion w(x) läßt sich in eine absolut und 

00 

gleichmäßig konvergente Reihe w (x) = 2: Cn Yn (x) entwickeln. 
n=l 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar nicht nur, daß die Anzahl der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen unendlich ist, sondern sogar noch, daß 
die Eigenfunktionen ein vollständiges orthogonales Ftmktionensystem bil
den. Denn jede in G stetige Funktion läßt sich im Mittel beliebig genau 
durch eine stetige den Randbedingungen genügende Funktion mit 
stetiger erster und zweiter Ableitung approximieren, also dem eben 
genannten Entwicklungssatz zufolge auch durch ein endliches Aggregat 

m 

der Form l: CnYn (x) . 
n=l 

Zu einer Verschärfung des Entwicklungssatzes führt uns die schon 
früher gemachte Bemerkung, daß alle Eigenwerte positiv sind 1), daß also 
in der Sprache der Integralgleichungstheorie der Kern K (x, ~) definit 
ist. Da außerdem K (x, ~) eine stetige Funktion von x und ~ ist, so 
können wir den Mercerschen Satz aus Kap. III, § 5, 4 anwenden und 
schließen, daß die Reihenentwicklung des Kernes 

(64) 

gleichmäßig und absolut konvergiert. Diese Formel, welche Greensehe 
Funktion und Eigenfunktionen explizit verknüpft und kurz die bi
lineare Relation genannt wird, stellt bei konstantem ~ eine Reihen
entwicklung einer stetigen Funktion mit stückweise stetiger erster Ab
leitung dar. Indem wir eine lineare Kombination 

bilden, erhalten wir eine stetige Funktion, deren erste Ableitung an vor

gegebenenStellen ~1 , ~2 , ••• vorgegebene Sprünge- p __ rx(-2), - rx(-~), ••• 
/;r P 1;2 

macht und die sich in eine absolut und gleichmäßig konvergente 
Eigenfunktionenreihe entwickeln läßt. Da wir von jeder Funktion mit 

1 ) Vgl. S. 240. 
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stückweise stetigen ersten und zweiten Ableitungen eine solche spezielle 
Funktion S abziehen können, daß die Differenz den Bedingungen des 
obigen Entwicklungssatzes genügt, so erhalten wir unmittelbar das 
Resultat: Für die Gültigkeit des Entwicklungssatzes reicht es hin, wenn 
die erste und zweite Ableitung der stetigen Fttnktion w (x) stückweise 
stetig sind. 

Die unhomogene Gleichung (60) können wir, nachdem wir einmal 
den Entwicklungssatz haben, entweder genau nach dem Muster von 
§ 5,1 auflösen, indem wir bedenken, daß das dortige Verfahren nunmehr 
durch unseren Entwicklungssatz gerechtfertigt ist, oder auch dasselbe 
Resultat durch direkte Anwendung der Formeln (6o) aus Kap. III er
halten. Die Auflösungsformel lautet (vgl. S. 241) 

00 

y (x) = 1: l'n Yn (x), 
t!=l 

x, 

Cn = /Yn (x) tp (x) d X. 
x, 

Sie setzt die Tatsache in Evidenz, daß die Lösbarkeit der Gleichung (6o), 
falls ), = l; ein Eigenwert ist, zur notwendigen und hinreichen4en Be-

x, 

dingung das Bestehen der Orthogonalitätsrelation ftpy;dx = 0 hat. 
~·o 

Physikalisch gesprochen: Ist die äußere Kraft in Resonanz mit einer 
Eigenschwing1.tng, so gibt es dann und nur dann einen stationären Zustand, 
wenn diese Kraft an dem rein in der betreffenden Eigenschwingung sich 
bewegenden System keine Arbeit leistet. 

3. Die Konstruktion der Greensehen Funktion und die Greensehe 
Funktion im erweiterten Sinne. Mit den obigen Betrachtungen ist das 
Eigenwertproblem der Differentialgleichung (6o) vollständig erledigt, 
sobald wir wirklich eine zu den betreffenden Randbedingungen ge
hörige Greensehe Funktion für L[y] finden können. Zur Konstruktion 
einer solchen Greenseben Funktion verfahren wir folgendermaßen. 
Wir betrachten eine Lösung y0 (x) der Differentialgleichung L [y] = 0, 
die für x = x0 der vorgegebenen Randbedingung genügt, z. B. verschwin
det, dann ist c0 y0 (x) die allgemeinste solche Lösung; ebenso sei CIY1 (x) 
die Schar der. Lösungen von L [y] = 0, welche der Randbedingung für 
x = x1 genügen. Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder die beiden 
Scharen sind voneinander verschieden - was als der allgemeine Fall 
zu gelten bat -, oder sie fallen zusammen. Im ersten Falle sind die 
Funktionen y0 , y1 linear voneinander unabhängig, d. h. es ist einem 
bekannten Satze zufolge y0y~- y0y1 ~. 0 1); im zweiten Falle unterschei
den sich y0 und y1 nur durch einen konstanten Faktor; jede Lösung 

c 
1) Es ist nämlich y0 y~- y~y1 = p mit konstantem c, wie man leicht be-

stätigt, indem man für die linke Seite aus der gegebenen Differentialgleichung 
eine solche erster Ordnung herleitet. 
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der einen Schar gehört auch der anderen an. In diesem Falle genügt 
also die Funktion y0 (x) nicht nur der Anfangs-, sondern auch der End
bedingung; die Differentialgleichung L[y] = 0 besitzt also die den 
Randbedingungen genügende nicht identisch verschwindende Lösung 
y0 (x), oder mit anderen Worten A. = 0 ist ein Eigenwert von (60). Im 
ersten Falle wird eine Kurve der ersten Schar eine der zweiten Schar nie 
im Grundgebiete berühren können (da es eben keine einzige beiden 
Scharen angehörige überall glatte Kurve geben darf), und wir können 
die beiden Konstanten c0 , c1 so wählen, daß der Schnittpunkt zu einer 
vorgegebenen Abszisse x = ~ im Intervalle G gehört und der Sprung 

der Ableitung dort genau den Wert - p ~) besitzt; auf diese Art 

erhalten wir die Greensehe Funktion explizit durch die Formeln 

X~~: y=coyo, co = P (~) LYo (~) y; (~) - Yh (~) Y1 (m' 

-Yo(~) 
c1 = P (~) LYo (~) y; (~) - Yh (~) Y1 (m ' 

womit die gewünschte Konstruktion geleistet ist. 
Im zweiten Falle versagt diese Konstruktion, es existiert keine 

Greensehe Funktion. Trotzdem können wir alle unsere Überlegungen 
unter Nr. 2 retten, wenn wir an Stelle der Greensehen Funktion eine 
Greensehe Funktion im erweiterten Sinne einführen. Auch zu ihr führt 
eine einfache, der physikalischen Anschauung entspringende heuristische 
Überlegung. Wirerinnern unsdaran (vgl. § 5, 1),daß ein Eigenwert A. und die 
zugehörige normierte Eigenfunktion y die Bedeutung besitzt, daß unsere 
Saite unter dem Einfluß einer äußeren Kraft der Form t:p (x) eil''i:t unstabil 

"'• 
wird (Resonanz), falls nicht J r.p (x) y (x) dx = 0 ist. Für A. = 0 bedeutet 

"'' das Instabilität unter dem Einfluß einer zeitlich konstanten äußeren 
Kraft; insbesondere wird unter dem Einfluß einer Einzelkraft mit belie
bigem Angriffspunkt die Saite sich nicht in eine Gleichgewichtslage ein
stellen. Wollen wir eine solche Einzelkraft auf das System wirken lassen, 
ohne daß das System sich beliebig weit aus seiner Ruhelage entfernt, so 
müssen wir es zuerst durch eine fest gegebene zeitlich konstante Gegen
kraft stützen. Diese Gegenkraft können wir beliebig wählen, nur 
nicht gerade orthogonal zu der Eigenfunktion y (x), weil sie dann 
gegenüber der Erregung der Eigenfrequenz Null unwirksam wäre. Am 
bequemsten nehmen wir die Gegenkraft in der symmetrischen Form 
t:p (x) = - y (x) y (~) an; dann wird die Einflußfunktion K (x, ~) einer 
im Punkte x = !; angreifenden Einzelkraft außer den Randbedingungen 
noch, abgesehen vom Punkte x = !;, der Differentialgleichung 

L(K] = y (x) y (~) 
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genügen und für x = ~ die Sprungbedingung (57) befriedigen müssen. 
Die Lösung dieses Problems ist nur bis auf eine willkürliche additive 
Funktion c (~) y (x) bestimmt; wir beseitigen diese Unbestimmtheit 
durch die Forderung 

x, 

/K(x, ~)y(~)d~ = 0 
Xo 

und nennen die so definierte Funktion K (x, ~) die Greensehe Funktion 
im erweiterten Sinne zur Differentialgleichung L [y] = - cp (x). Be
nutzen wir die Voraussetzung, daß L[y] ein sich selbst adjungierter 
Differentialausdruck sei, dann ergibt sich gerrau wie S. 275 die Sym

metrieeig enscha jt 
K (x, ~) = K (~, x) 

der erweiterten Greensehen Funktion. 
Der Leser mag sich diese Überlegungen an dem einfachsten Bei

spiele der beiderseits freien homogenen Saite veranschaulichen (vgl. 
auch§ 11, 1). Hier ist y = konst. Eigenfunktion für A. = 0, und wir 
werden als Gegenkraft längs der Saite überall dieselbe konstante 
Kraft nehmen. 

Die Konstruktion der Greensehen Funktion im erweiterten Sinne 
verläuft wieder gerrau so wie oben die der gewöhnlichen Greensehen 
Funktion. Sie könnte nur dann versagen, wenn }. = 0 ein mehrfacher 
Eigenwert wäre, wenn es also noch eine weitere zu y = y0 (x) orthogonale 
Eigenfunktion für }. = 0 gäbe. Bei unseren Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung ist dies ausgeschlossen, da, wie wir früher schon er
kannten, jeder Eigenwert einfach ist. Im einzigen Ausnahmefall der 
Periodizität bleibt }. = 0 trotzdem einfacher Eigenwert. Im Hinblick 
auf allgemeinere Fälle sei jedoch hier kurz angegeben, daß man im Falle 
eines mehrfachen Eigenwertes 2 = 0 lediglich dafür Sorge zu tragen 
hat, mit einer geeigneten Gegenkraft sämtliche zur Frequenz Null ge
hörige Eigenschwingungen abzustützen, d. h. eine Gegenkraft zu wäh
len, die auf keiner der zugehörigen orthogonalen und normierten Eigen
funktionen y0 , y1 , ••• orthogonal steht; dies wird in der einfachsten 
symmetrischen Art erreicht, wenn wir die Gegenkraft in der Form 

ffJ (x) = - Yo (x) Yo (~) - Yt (x) Y1 (~) - · · · 

wählen, worauf dann alle Betrachtungen wie früher verlaufen. 
Ganz ähnlich gestaltet sich die Konstruktion der Greensehen Funk

tion, wenn jede der Randbedingungen sich auf beide Endpunkte bezieht, 
z. B. bei der Periodizitätsbedingung. Wir haben dann eben aus der all
gemeinen, zwei willkürliche Konstanten cv c2 linear enthaltenden Lösung 
c1 y1 + c2 y2 von L[y] = 0 zwei einparametrige Scharen herauszugreifen, 
deren jede einer der Randbedingungen genügt. Zwei Individuen je einer 
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der beiden Scharen fügen wir dann wie oben zur Greensehen Funktion 
zusammen, was stets möglich ist, außer in dem Ausnahmefall, wo beide 
Scharen zusammenfallen. In diesem Ausnahmefall müssen wir wieder 
eine Greensehe Funktion im erweiterten Sinne konstruieren. Im ein
zelnen möge man diese Dinge an den Beispielen des nächsten Para
graphen verfolgen. 

Die Greensehe Funktion im erweiterten Sinne leistet genau dieselben 
Dienste wie früher die gewöhnliche Greensehe Funktion. Wir beachten 
zuvor, daß jede stückweise stetige Funktion h (x), die aus einer den 
vorgegebenen homogenen Randbedingungen genügenden Funktion w (x) 
durch die Gleichung L[w] = - h (x) gewonnen wird, auf der zum 
Eigenwert 0 gehörigen Eigenfunktion y (x) orthogonal sein muß, wie 
man sofort erkennt, wenn man die Gleichung L[w] + h(x) = 0 mit y (x) 
multipliziert, über das Gebiet G integriert und die Greensehe Formel 
anwendet. Weiter beachten wir, daß die Lösung w (x) einer Differential
gleichung L[w] =- h(x) nur bis auf eine beliebige additive Funktion 

x, 

cy(x) bestimmt ist und daher durch die Forderung j wydx = 0 fest-

"'• 
gelegt werden kann. Nunmehr sprechen wir den Satz aus: Besteht 
zwischen der zu y (x) orthogonalen Funktion w (x) mit stetiger erster 
und stückweise stetiger zweiter Ableitung und der stückweise stetigen 
Funktion h (x) die Relation 

L[w] = -h(x), 

so besteht auch die Relation 
x, 

(65) w(x) =/K(x,~)h(;)d; 
"'• 

und umgekehrt. 
Der Beweis wird genau so geführt wie der entsprechende bei der 

gewöhnlichen Greensehen Funktion, wobei nur weiter zu beachten ist, 
daß jede Funktion w (x) der Form (65) auf y (x) orthogonal sein muß, 
weil die Greensehe Funktion K (x, .;) es ist. 

Nach diesem Ergebnis bleiben alle weiteren Überlegungen, die sich 
auf die Zurückführung des Eigenwertproblems von (6o) auf ein Integral
gleichungsproblern beziehen, unverändert gültig. Für den Entwick
lungssatz kommt als weitere Bedingung immer noch die Orthogonalität 
auf der zu l = 0 gehörigen Eigenfunktion y (x) hinzu. Diese Bedin
gung aber verschwindet aus der endgültigen Formulierung des Ent
wicklungssatzes vollständig, wenn wir die zum Eigenwert l = 0 ge
hörigen Eigenfunktionen mitzählen. Wir werden übrigens späterl) bei 
einer anderen Behandlungsmethode des Eigenwertproblems auf Grund 

1) Vgl. Kap. VI. 
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der Variationsrechnung ganz deutlich sehen, daß tatsächlich das Auf
treten eines Eigenwertes Null keinerlei innere Besonderheit bedeutet. 

4. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung. Bei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen höherer Ordnung treten keine 
wesentlich neuen Gesichtspunkte auf. Wir können uns daher auf die 
kurze Betrachtung eines typischen Beispieles beschränken, nämlich der 
Differentialgleichung ylV- ). y = 0 bzw. y1v- Je(} y = 0 des homo
genen bzw. unhomogenen Stabes. 'Vir verstehen wiederum unter der 
Einflußfunktion oder Greensehen Funktion K (x, ~) die Elongation des 
Stabes unter dem Einfluß einer im Punkte x = ~ angreifenden Einzel
kraft im Gleichgewichte bei den vorgegebenen homogenen Randbedin
gungen. Genau wie oben erhalten wir für diese Funktion die folgenden 
charakteristischen Bedingungen: 

1. Die Funktion K (x, ~) ist für jeden Parameterwert ~ mit ihren 
beiden ersten Ableitungen stetig und genügt den vorgegebenen Rand
bedingungen. 

2. Für jeden von x = $verschiedenen Wert ist auch die dritte und 
vierte Ableitung nach x stetig. Für x = ~ gilt dagegen die Sprung
bedingung 

lim [K"'($ + B, $)- K"'(~- E, m = -1 . 
1:'-+ 0 

3. Außer für x = $ ist überall die Differentialgleichung 

Kir(x, ~) = 0 
befriedigt. 

Die charakteristische Haupteigenschaft der Greensehen Funktion 
drückt sich in folgendem Zusammenhange aus: Wenn zwischen einer 
stetigen, den Randbedingungen genügenden Funktion f (x) mit stetigen 
Ableitungen erster, zweiter, dritter und stückweise stetiger Ableitung 
vierter Ordnung einerseits und einer stückweise stetigen Funktion cp (x) 
andererseits die Relation 

L [f] = fll' = -- cp (x) 

besteht, so besteht auch die Relation 
x, 

j(x) = /K(x,~)1p(~)d$ 
x, 

und umgekehrt. 
Das Eigenwertproblem der allgemeineren Differentialgleichung 

yrv- ;.ey = o, 

der zugehörige Entwicklungssatz, die Theorie der unhomogenen Glei
chung 

yrr- Je 12 y = -V; (x) 

usw. erledigen sich hier genau wie die entsprechenden Fragen in Nr. 2 
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durch Zurückführung auf eine Integralgleichung mit dem symmetri

schen Kern K (x' .;) = K (x' .;) V{! (x) e ( .;) . Das Resultat ist die Existenz 
eines unendlichen Systems von Eigenwerten l 1, l 2 , • • • und zugehörigen 
Eigenfunktionen y1, y2 , ••• , so daß die Funktionen l'e Yi ein vollständiges 
orthogonales Funktionensystem bilden und sich jede den Randbedingungen 
genügende, mit stetigen Ableitungen bis zur dritten und stückweise stetigen 
Ableitungen vierter Ordnung versehene Funktion w(x) nach ihnen in 
eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe entwickeln läßt. Weiter 
lehrt der Mercersche Satz 1} das Bestehen der bilinearen Relation 

K(x,;) = ~y,.(xly,.(;), 
n=l " 

aus welcher sich ergibt, daß wir die Gültigkeit des Entwicklungssatzes ohne 
weiteres auch auf solche Funktionen ausdehnen können, deren dritte Ab
leitung nur noch stückweise stetig ist. 

Die Frage der Existenz und Konstruktion der Greensehen Funktion 
bzw. der Greensehen Funktion im erweiterten Sinne bietet hier keine 
neuen Schwierigkeiten; sie wird im nächsten Paragraphen an Hand von 
Beispielen erläutert werden. 

5. Partielle Differentialgleichungen. Genau dieselben allgemeinen 
Gedanken wie bei gewöhnlichen Differentialgleichungen führen auch bei 
partiellen zum Ziele. Wir betrachten zunächst als einfachstes typisches 
Beispiel die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 

LI v = -q? (x, y) 

in der xy-Ebene für ein Gebiet G bei einer homogenen Randbedingung, 
z. B. v = 0, welche die Gestalt einer eingespannten, unter dem Einfluß 
einer zeitlich konstanten Kraft der Dichte 9? (x, y) im Gleichgewicht 
befindlichen Membran charakterisiert. Die Lösung dieser Gleichung 
können wir wiederum mit Hilfe einer Greensehen Funktion K (x, y; .;, 1]) 
erhalten, welche den Einfluß einer im Punkte .;, 1'J angreifenden Einzel
kraft darstellt. Diese Funktion muß überall außer im Punkte x = .;, 
y = 'f) mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sein und 
der Differentialgleichung LI K = 0 genügen, ferner die gegebene Rand
bedingung befriedigen und schließlich im Quellpunkte x = .;, y = 17 
eine die Einzelkraft charakterisierende Singularität besitzen. Die Natur 
dieser Singularität ergibt sich, indem man den Quellpunkt mit einem 
Kreise k vom Radius e und der Peripherie x umgibt, eine äußere Kraft 
der Dichte lf?· (x, y) annimmt, welche außerhalb k gleich Null ist und 

für welche J J IP• (x, y) dx dy = 1 gilt, und die Greensehe Funktion 
k -----

1) Vgl. Kap. III, § 5, 4; der definite Charakter des Kernes folgt hier ebenso 
wie beim Problem der schwingenden Saite (vgl. S. 278). 
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K (x, y; l;, r;) als Grenzwert für verschwindendes e derjenigen Lösung 
K, (x, y; l;, r;) von L1 K = - cp, auffaßt, welche der gegebenen Rand
bedingung genügt. Indem man die Gleichung L1 K = - cp, über den 
Kreis k integriert und die Greensehe Formel Kap. IV, (90) anwendet, 
erhält man 

{ 0 
. orK.ds = -1, 

" 
unter r = f(x -/;)2 + (y- r;) 2 den Abstand des Punktes x, y vom 
Punkte /;, r; verstanden. Wir werden daher unsere zu charakteri
sierende Greensehe Funktion der Forderung 

lim {~ K(x,y; l;,r;)ds = -1 
e-+0 ;. er 

zu unterwerfen haben. Dieser Forderung genügen wir, indem wir ver
langen, daß K in der Umgebung des Quellpunktes die Gestalt hat 

K(x,y; l;,1J) = --1-logr+y(x,y; l;,r;), 
2.;r 

wobei r (x, y; l;, r;) mit seinen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
bezüglich x und y stetig ist. 

Wir kehren nun diese heuristische Betrachtung um, indem wir eine 
Greensehe Funktion K durch folgende Forderungen definieren: 

1. Die Funktion K (x, y; l;, r;) ist abgesehen vom Quellpunkte 
x = l;, y = r; mit ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 
In der Umgebung des Quellpunktes hat sie die Form 

1 
K(x,y; l;,r;) =- 2 ,;rlogr+y(x,y; l;,r;), 

wo y(x, y; l;, r;) mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist. 
2. K genügt den vorgegebenen Randbedingungen. 
3· Überall, außer im Quellpunkt, ist die Differentialgleichung 

A K = 0 erfüllt. 
Die so definierte Greensehe Funktion genügt der Symmetriebedingung 

K(x,y; l;,r;) = K(l;,r;; x,y). 

Der Beweis dieses Symmetriegesetzes, welches wieder genau die
selbe physikalische Reziprozität ausdrückt, die wir früher hervorgehoben 
haben, ergibt sich auch hier fast unmittelbar aus der Greensehen Formel. 
Wirwenden diese Formel für die Funktionen K (x, y; l;, r;) und K (x, y; l;', r;') 
auf ein Gebiet an, welches aus G entsteht, indem man um die Punkte 
l;, r; bzw. l;', r;' je einen Kreis k bzw. k' vom Radius e ausschneidet; führt 
man dann unter Berücksichtigung der Singularitätseigenschaft der 
Greensehen Funktion den Grenzübergang e -~ 0 aus, so erhält man 
unmittelbar - das Randintegral über den Rand T von G verschwindet 
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wegen der Randbedingung - die Symmetrieformel in der Gestalt 
K {t, r/; ~' 17) = K (~, 17; t, 1() . 

Die Grundeigenschaft der Greensehen Funktion drückt sich hier 
wiederum in folgendem Zusammenhange aus: Ist f (x, y) irgend eine den 
Randbedingungen genügende in G stetige und mit stetigen ersten und stück
weise stetigen zweiten Ableitungen versehene Funktion und gilt 

L[f] = iJj =-<p(x,y), 

so besteht die Relation 

f(x,y) = JIK(x,y; ~,1J)IfJ(~,1J)d~diJ. 
G 

Ist andererseüs <p (x, y) irgend eine mit ihren Ableitungen erster Ordnung 
in G stetige Funktion, so genügt die in G stetige Funktion 

f(x,y) = jjK(x,y; ~,1J)rp(~,17)d~d1) 
G 

der Randbedingung, besitzt stetige erste und zweite Ableitungen und genügt 
der Differentialgleichung 

il f =- <p (x, y) . 

Man beachte, daß im zweiten Teil für die Funktion <p (x, y) schärfere 
Voraussetzungen gemacht werden als im ersten Teil, was bei gewöhn
lichen Differentialgleichungen nicht notwendig war. 

Der erste Teil des Satzes folgt wieder fast unmittelbar aus der Green
sehen Formel Kap. IV, (90). Wir wenden diese für u = f, v = K (x, y; ~' 17) 
auf das Gebiet G- k an, welches aus G entsteht, wenn man um den 
Punkt x, y einen kleinen Kreis k vom Radius e mit der Peripherie " aus
schneidet; da im Integrationsgebiet iJ K = 0 ist und das Randintegral 
über den Rand F verschwindet, so bleibt 

!( oK uf) j·r fa;-Kan ds= 1 K<p(~,1J)d~d1J. 
G-k 

. "K . u I 
Beim Grenzübergang e ~ 0 strebt j f ~ n d s gegen j, .J K 0 n d s gegen 

" Null, woraus sich das gewünschte Resultat 

ergibt. Der zweite Teil des Satzes wird am einfachsten mit Hilfe eines 
von Riemann eingeführten Kunstgriffes bewiesen, wobei allerdings 
die Stetigkeit der ersten Ableitungen von rp (x, y) vorausgesetzt werden 
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muß. Wir zerlegen die Funktion I (x, y) = JJK (x, y; ;, 17) cp (;, 'f)) d; d tJ 
G 

in zwei Summanden, welche der Zerlegung K = - -2
1 log r + y (x, y; ;, 'fJ) ;;r; 

der Greensehen Funktio·n entsprechen, nämlich I = 'IJl + x, mit 

2;rPp (x, y) = -// cp (~, 17) 1ogrd~dfJ, 
·(; 

x(x,y) = /jr(x,y; ~,'f))cp(!;,1J)d~d'f}. 
"d 

Da die Funktion y (x, y; ~' IJ) überall mit ihren Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung stetig ist, so können wir Lf x durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen bilden und erhalten wegen Lf y = 0 sofort 
auch LI X = 0. Wir brauchen also, um Lf I zu berechnen, nur Lf "'' 
zu bilden. Die erste Ableitung 'Px können wir noch durch Differen
tiation unter dem Integralzeichen erhalten; bei Einführung von Polar-

koordinaten r, {} nimmt das Integral JJcr (~, 'f)) logrd~d17 die Gestalt 

r" G 

. j cp r log r d r d {} an; differenzieren wir vor Einführung der Polarkoor-
G .•• 

dinaten nach x, so erhält das Integral die Gestalt j} cp cos & d r d {), 
G 

wobei der Integrand stetig bleibt. vVir erhalten, wenn wir zur Ab-

kürzung für den Augenblick - ~;~r = S (x, y; ~' r;) setzen, 

'!Jll' = ((S.,cpd~diJ. 
'o" 

Hier beachten wir nun die Tatsache, daß 5., = - S;. ist, so daß wir 
auch schreiben können 

1p., = -JfS,cpd/;d1J, 
G 

und diese Formel erlaubt uns, durch Teilintegration die Ableitung S~ 
herauszuschaffen, so daß wir dann noch einmal unter dem Integral 
differenzieren können. Wir erhalten 

'Px= -_(Scpd17 +}fScp;d/;dt} 
1' G 

und weiter 

'lfl.,., = - fs.,cp d1J +.f(s.,cp;d/;dl} = J S;cpdt}-J J S;cp;d;dtJ 
1' G 1' G 
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Ebenso ergibt sich 

'lf'yy = - J s'lrpd~ -jJs'lrp'ld~d 17 
1' G 

und somit 

ras ·· 
Llv• =. on rpds -jj (S~rp~ + S,1 rp'~)d~dYJ. 

1' G 

Wenn wir nun rechts das Doppelintegral nicht über das ganze 
Gebiet G erstrecken, sondern über ein Gebiet G,, welches aus G durch 
Ausschneiden eines kleinen Kreises k mit dem Radius s und der Peri
pherie x um (x, y) entsteht, so können wir schreiben 

Hier formen wir rechts das Doppelintegral nach der Greensehen Formel 
um und erhalten, da in G überall d S = 0 ist, 

J as Jas Jas )ras d 'ljJ = -0 - rp d s - -"- rp d s + lim --"---- rp d s = lim -"- rp d s . 
1' o n 1' o n <-+O" c n e-+O " c n 

Das rechts übrig bleibende Randintegral über x geht aber für s--+ 0 
in - rp (x, y) über, wie wir schon früher sahen, und somit ist das Be
stehen der "Poissonschen Gleichung" LI f = - rp bewiesen. 

Ganz genau so verläuft die Überlegung für den Differentialausdruck 

du im Raume. Nur hat man da statt der Funktion -21 log _1_ die 
n I' 

Funktion 4~ in Betracht zu ziehen. nr 

Schon an dieser Stelle wollen wir endlich die anschauliche Bedeu
tung der Lösungen von L1 u = 0 bzw. L1 u = - rp hervorheben, indem 
wir wegen einer ausführlichen Behandlung auf die spätere Darstellung 
der Potentialtheorie in Band II verweisen. Betrachten wir den Raum von 

drei Dimensionen, so ist die Funktion 1 = ,; =c:::-===1==o=====o:: 
r Y (x _ ~)2 + (y _ 1))2 + (z _ ')2 

das Newtonsehe Potential einer im Quellpunkte ~, YJ, C konzentrierten Masse 
der Größe 1, d. h. wir erhalten durch Differentiation nach irgendeiner Ko
ordinate x, y, z die negativen Komponenten des Kraftfeldes, welches nach dem 
Newtonsehen A nziehtmgsgesetz die Masse 1 im Quellpunkt um sich herum ver
breitet. Haben wir in einem Raumstück G eine stetige Massenverteilung 
mit der Dichte e (x, y, z), so stellt sich ihr Potential durch ein Integral 
der Form 

u(x,y,z) ={J(e(~1J1;),1 1 d~d1Jd1; 
• • Y (x - W + (y - r/)2 + (z - ')2 

dar, wobei das Integrationsgebiet eben dieses Raumstück ist. Dieses 
Potential der Massenbelegung e genügt außerhalb G der Gleichung 
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LI u = 0, in G - sofern e differenzierbar ist - der Gleichung 
LI u = - 4 n (!, wie wir oben sahen. 

Im Falle zweier unabhängiger Variabler x, y liegen die Verhält-

nisse ähnlich. Hier tritt die Funktion log~ an die Stelle von __!_, und wir r r 
sprechen daher vom logarithmischen Potential. 

Die Frage nach der Existenz der Greensehen Funktion ist im Falle 
partieller Differentialgleichungen keineswegs mehr so leicht zu erör
tern wie bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. Wir werden den 
allgemeinen Existenzbeweis erst später im Zusammenhang mit den 
direkten Methoden der Variationsrechnung erbringen und müssen uns 
hier darauf beschränken, entweder die Existenz der Greensehen Funk
tion zu postulieren oder aber uns mit denjenigen Fällen zu begnügen, 
in denen uns wie im nächsten Paragraphen die explizite Aufstellung 
der Greensehen Funktion gelingt. Hat man aber erst einmal die Green
sehe Funktion, so verlaufen die weiteren Überlegungen durchaus parallel 
mit denen bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. Wir betrachten 
hier das Eigenwertproblem für die Differentialgleichung 

(66) /1 V + A (! (x, y) V = 0, 

bei den gegebenen homogenen Randbedingungen. Zufolge der Grund
eigenschaft der Greensehen Funktion folgt aus (66) sofort die homogene 
Integralgleichung 

v (x, y) =Je jj'K (x, y; ~. 1}) e (~, 17) v (~. 'Y}) d~ d'YJ. 
G 

Betrachten wir also den symmetrischen Kern 

K = Kfe(x,y)(!(~,'YJ), 

so genügt die Funktion 

der symmetrischen homogenen Integralgleichung 

(67) u(x, y) = A. JJK(x, y; ~. 'YJ) u(~, f]) d~d'YJ, 
G 

und wegen der Umkehrbarkeit der Beziehungen ist also das Eigenwert
problem der Differentialgleichung (66) mit dem der symmetrischen 
Integralgleichung (67) vollständig äquivalent. Diese Integralgleichung 
gestattet die Anwendung der Theorie von Kap. III, da der Kern zwar 
an einer Stelle des Integrationsgebietes unendlich wird, aber doch nur 

so, daß das Integral j{ K (x, y; ~. fJ )2 d ~ d fJ existiert und eine stetige 
G 

Funktion der Variablen x, y ist. Es folgt also die Existenz der 
Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 19 
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Eigenwerte ).1, A2 , ••• und eines zugehörigen Systems von Eigenfunktionen 
v1, v2 , • • • bzw. u 1, u2 , ••• , wobei wir die Funktionen vn als normiert 
annehmen können. 

Ist w (x, y) irgend eine Funktion mit stetigen ersten und zweiten 
Ableitungen, welche der Randbedingung genügt, so läßt sie sich nach 
unserem Satze über die Greensehe Funktion quellenmäßig in der Form 

w(x,y) = JfK(x,y; ~,1))h(~,1))d~df) 
G 

durch die Funktion h = - LI w darstellen. Wir erhalten also das Re
sultat: Jede mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene, 
den Randbedingungen genügende Funktion w (x, y) läßt sich in eine absolut 

und gleichmäßig konvergente Reihe w = i: Cn Vn (x, y), Cn = (J (} w Vn d x d y 
n=l ~ 

nach den Eigenfunktionen entwickeln. Die normierten Eigenfunktionen 
Ve Vn bilden also ein vollständiges orthogonales Funktionensystem. 

Zum Unterschied gegenüber gewöhnlichen Differentialgleichungen 
muß hier hervorgehoben werden, daß wegen des Unendlichwerdens der 
Greensehen Funktion der Mercersche Satz nicht angewandt werden 
kann, so daß wir trotz des positiv definiten Charakters des Kernes nicht 
auf das Bestehen der Gleichung 

schließen können. Unsere allgemeine Theorie beweist lediglich die 
weniger besagende Relation 

Die Betrachtungen bei der allgemeineren sich selbst adjungierten 
Differentialgleichung 

pLiv+Pxvx+Pyvy-qv+J.ev = 0 

verlaufen durchaus parallel den eben durchgeführten, so daß wir uns 
damit begnügen können, festzustellen, daß auch die Ergebnisse wört
lich dieselben bleiben. Der einzige hervorzuhebende Unterschied ist, 
daß jetzt die Greensehe Funktion die Form haben muC 

K( 1:) a(x,y;~.'YJ)l + ( 1::) x,y;r;,1) = --2 nP($,;j} ogr y x,y;~,;,t}, 

wobei y (x, y; ~, 17) in der Umgebung des Quellpunktes mit den Ablei
tungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist und a eine mit stetigen 
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Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion bezeichnet, 
für welche identisch a (~, 1J; ~. IJ) = 1 gilt. 

Ebenso erhalten wir in drei Dimensionen für die Potentialgleichung 
J v = - rp (x, y, z) und für das Eigenwertproblem der Gleichung 

Jv-f-A.v=O 

wörtlich entsprechende Resultate. Nur tritt hier eine andere Singu
larität für die Greensehe Funktion auf, nämlich die Singularität 

1 1 . 
--~ ~~ .:~: ~ ·~ 2 ~~ : 2 . ( 2 , derart, daß die Greensehe Funktion 

4nr 4:rV(x-~) -f-(Y-•1) + z-~) 
K(x,y,z;~,'l],,) die Form K(x,y,z;~,J),,) = 4 :r+y(x,y,z;~,'l],,) 
besitzen muß, wobei y (x, y, z; ~' '1], C) mit den Ableitungen erster und 

zweiter Ordnung stetig ist. Die Funktion 4-1_ selbst ist eine Grundlösung nr 
der Differentialgleichung J v = 0 (vgl. S. 265 und 275). 

Bei partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung ist ebenfalls 
der einzige wesentliche Unterschied die andere Form der zur Green
sehen Funktion gehörigen Singularität. Betrachten wir etwa - in zwei 
unabhängigen Variablen - die Differentialgleichung der Platte 

.:J L1 v = - rp (x, y) , 

so werden wir die Greensehe Funktion außer durch die Randbedingungen 
und durch die Forderung A L1 K = 0 dadurch festzulegen haben, daß 
wir ihr die Gestalt vorschreiben 

wobei y (x, y; ~''I}) eine mit ihren Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
stetige Funktion ist. Daß die angegebene Singularität tatsächlich die 
richtige ist, d. h. einer Einzelkraft entspricht, wird der Leser leicht 
selbst bestätigen. Im übrigen sei betont, daß die Funktion r 2 log r 
selbst eine "Grundlösung" von A L1 v = 0 ist. 

In diesem Falle lehrt uns der Übergang zur Integralgleichung 
wieder die Existenz der Eigenwerte und eines zugehörigen vollständigen 
Orthogonalsystems von Eigenfunktionen, nach denen sich jede den Rand
bedingungen genügende mit stetigen Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
versehene Funktion in Gin eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 
entwickeln läßt. 

§ 11. Beispiele für Greensehe Funktionen. 
I. Gewöhnliche Differentialgleichungen. Um die Theorien des 

vorigen Paragraphen an Beispielen zu erläutern, betrachten wir die 
wichtigsten der früher behandelten Differentialgleichungen. 

19* 



292 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

Die Greensehe Funktion des Ausdruckes 

L[y] = y" 

bei den Randbedingungen y (0) = y (1) = 0 ist für das Intervall (0,1) 

K (x, ~) = {(1- ~)x für x < ~; 
(1- x) ~ für x > ~. 

Bei den Randbedingungen y (0) = 0, y'(1) = 0 wird die Greensehe 
Funktion 

{
X für X<~ 

K(x, ~) = t: f" > ~ ., ur x=l:;. 

Für das Intervall -1 < x < + 1 und die Randbedingungen 

y(-1) = y(1) = 0 

ergibt sich 

was man auch durch Transformation aus dem vorletzten Beispiel er
halten kann. Für das Intervall 0 < x ;;:; 1 bei den Randbedingungen 
y (0) = - y (1), y'(O) = - y'(1) dagegen gilt 

K (x, ~) = - 11 x - ~ I + l · 
Die Greensehe Funktion des zur Besselschen Funktion nullter Ord

nung ] 0 (x) gehörigen Differentialausdruckes 

L [y] = X y" + y' 

für das Intervall 0 s x ;;:; 1 und die Randbedingungen y ( 1) = 0, y (0) 
endlich lautet 

K (x ~) = f-log~ für x < ~ , 
' )-log x für x > ~ , 

was man alles auf Grund der allgemeinen Regeln des vorigen Paragraphen 
leicht ableitet bzw. bestätigt. Die zu den entsprechenden Randbedin
gungen gehörige Greensehe Funktion des Differentialausdruckes 

n2 
L[yJ = (4xy')'- %Y, 

der der Besselschen Funktion ] n (fx) zugeordnet ist ( vgl. (28) ), lautet 

K(x,~) '= 4\J(I)i-- (x~)i-] (x ;::;; ~) 

bzw. 
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Als weiteres Beispiel betrachten wir den Differentialausdruck 

der für h = 0, 1, 2, ... zu den Legendreschen Kugelfunktionen nunter, 
erster usw. Ordnung gehört. Das zugehörige Intervall sei -1 < x < +1; 
dann sind die Randbedingungen: Endlichbleiben an beiden Endpunkten. 
Man kann sofort eine bei x = -1 endlich bleibende Lösung von L(y] = 0 

' " 
angeben, nämlich c1 ( 1 + x)2, ebenso eine für x = + 1 endlich bleibende 

1 --X 
h 

Lösung c2 (~·:)·. 2. Aus diesen setzt sich nach den Regeln von § 10,3 
,1 +x 

die Greensehe Funktion folgendermaßen zusammen 

K (x. ~) = _1_ (~--t~ 1 =3-)~ 
· 2h 1-x1+c (x~~) 

bzw. 

Nur für h = 0 versagt dieses Verfahren und muß es auch nach unserer 
allgemeinen Theorie, da für h = 0 die Gleichung L[y] = 0 die durchweg 

reguläre, beiden Randbedingungen genügende Lösung y = konst. = ~ 
besitzt. Hier also muß eine Greensehe Funktion im erweiterten Sinne 
aufgestellt werden, welche der Differentialgleichung 

1 
L[y] = 2 

genügt. Wir finden sehr leicht für diese Funktion den Ausdruck 

\ -~log[(1-x)(1 +m+c für 
K (x, ~) = 1 

-2log[(1 +x) (1-m+ c für 

wobei c =log 2- ! ist. 
Endlich sei als einfachstes Beispiel für das Auftreten einer Green

sehen Funktion im erweiterten Sinne der Differentialausdruck 

L [y] = y" 

betrachtet für das Intervall -1 ~x :=; + 1 und die Randbedingungen 

der Periodizität y(-1) =y(1), y'(-1) =y'(1). Da hier ,b eineregu-
. r2 

läre, beiden Randbedingungen genügende Lösung von L[y] = 0 ist (es 
handelt sich physikalisch um die beiderseits freie Saite), so müssen wir 



294 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

eine Greensehe Funktion im erweiterten Sinne aus der Differential
gleichung 

11 1 y =-
2 

konstruieren. Wir erhalten leicht 

K (x, ~) = - ~ I x - ~ i + ± (x - ~) 2 + 7; . 

Mit allen diesen Greensehen Funktionen als Kernen können wir nun 
die entsprechenden Integralgleichungen bilden, doch ist es nicht nötig, 
diese explizit hinzuschreiben. Dagegen lohnt es sich, die folgenden zu 
unseren Beispielen gehörigen Bilinearformeln explizit zu betrachten: 

für 

{ (1- ~)x, 

= (1- x)~, 

K (x ~) = ~ (n + tl P,.(x) P,._(§l 
' .::::;_. n(n + 1) 

n=l 

(x ~ ~) 
(x :=:::: ~) 

(x:::; ~) 

(x?: ~) 

l-+log[(1-x)(1+e)]+log2-- ~ für xs~, 
K (x, ;) = 

1 1 - 2 Jog[(1 +x)(1-m +log2-- 2 für x?:~-

Besonders hervorheben wollen wir schließlich noch die Greensehen 
Funktionen und Integralgleichungen, welche zu den Polynomen bzw. 
den Orthogonalfunktionen von Hermite und Laguerre gehören. 

Die Differentialgleichung (43) der Hermiteschen Orthogonalfunk
tionen: 

y"+ (1- x 2)y + A.y = 0 

besitzt A. = 0 als Eigenwert. Um die Notwendigkeit der Konstruktion 
einer erweiterten Greensehen Funktion zu vermeiden, betrachten wir den 
Wert A. = -2, welcher sicher kein Eigenwert ist (vgl. S. 261), und kon
struieren demgemäß die Greensehe Funktion zum Differentialausdruck 

L[y] = y"- (1 +x2)y 

bei der Randbedingung des Verschwindens für x = + XJ, Um die all
gemeine Lösung der Differentialgleichung L[y] = 0 zu erhalten, gehen 

a:• 
wir von der Bemerkung aus, daß v (x) = e'i eine Lösung ist. Wir setzen 
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x' 

die allgemeine Lösung in der Form y = ue'i- an und erhalten für u 
sofort die Differentialgleichung 

u"+ 2tt' x = 0, 
also 

,. 
u c1 ( e ,,., d x . 

c:! 

Somit ergibt sich 

x'rX X' v =' c1 e 2 • e- d x . 
c:! 

Die für x = + = bzw. x = - oo verschwindenden partikulären Lö
sungen ergeben sich hieraus als 

x2 C:O 

ae'i./e "'' dx hzw. 
x' x 

be2fe x' dx. 
X -oo 

Aus ihnen erhalten wir für die Greensehe Funktion sofort den Aus
druck1) 

J 
x'+~' '!' ~ 1 .. ,.. -t' t' 

-;=cC ~ /e dt_fe dt 
t :7 •. : 

K (x' $) = l x'+E7 ·" "'?'" 
I -- --t' , -t' -;=e 2 /e dtfe dt 

1':7 ' • 
oo X 

für X:~~-

für 

Der Faktor ~ kommt dabei durch die Normierung des Sprunges auf y,.,-
Grund der Integralformel 

zustande. 

00 

--1 ("e t' d t = 1 
(r. 

Die Differentialgleichung L[y] + ly = 0 bzw. die Integralglei-
00 

chung y (x) = l {K (x, t) y (~) d t besitzt die Eigenwerte l = 2n + 2 

(11 = 0, 1, 2, ... ) und (1ie Eigenfunktionen 

x' 
Die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e- 2 Ln (x) genügen der 

Differentialgleichung (45) 

II· ''(1 X) , 1 XV-+\'+------ v~,.v=O . , . ' . 2 4, ~ I • 

1) V gL N wmanu, U.: Die Entwicklung willkürlicher Funktionen usw. Diss. 
Bres!au 1912. 
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für die Eigenwerte l = n (n = 0, 1, 2, ... ). Wir betrachten die Dif
ferentialgleichung für den speziellen Wert l = -1 und definieren 

L[y] = xy"+ y'- (~ + i) y. 
X 

Die Differentialgleichung L[y] = 0 hat die spezielle Lösung e2. Wir 
setzen die allgemeine Lösung in der Form an 

X 

y = ue'i 

und erhalten dann für u ganz ähnlich wie oben 

so daß die beiden partikulären Lösungen, die für x = 0 regulär sind 
bzw. für x = + oo verschwinden, durch die Ausdrücke 

bzw. 

gegeben werden. Aus ihnen setzt sich die Greensehe Funktion für die 
in § 9, 1 aufgestellten Randbedingungen wie folgt zusammen: 

:r:Hr-· e 2 e__dt 
t 

für X~~' 

K(x, ;) = 
; 

e:r:;; je;'dt für x>~. 

"' 
Als Beispiel einer Greensehen Funktion zu einem Differential

ausdruck vierter Ordnung betrachten wir die zu L [y] = yiV für das 
Intervall 0 < x::::; 1 gehörige Greensehe Funktion bei den Randbedin
gungen y (0) = y (1) = y'(O) = y'(1) = 0 (beiderseits eingespannter 
Stab}. Man erhält ohne Schwierigkeiten 

K (x, ~) = x•(~;: t)2 (2x~ + x- 3 ~) 

und entsprechend für x > ~ . 

für x<~ 

2. Greensehe Funktion von Au für Kreis und Kugel. Die einfach
sten und interessantesten Beispiele Greenscher Funktionen für partielle 
Differentialgleichungen liefert der Potentialausdruck A u für ebene oder 
räumliche Gebiete. Für einige Gebiete gelingt es, die Greensehen Funk
tionen explizit durch bekannte transzendente Funktionen auszudrücken. 
Wir betrachten die einfachste Randbedingung, nämlich u = 0, und 
stellen zunächst die Greensehe Funktion für Kreis und Kugel auf. Zu 
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beiden führt uns die elementargeometrische Tatsache, daß der Kreis 
bzw. die Kugel der geometrische Ort für alle Punkte ist, die von zwei 
Punkten P 1, P 2 ein konstantes Verhältnis der Abstände haben; genauer, 
wenn P 1 : (~, r7) bzw. (~, YJ, 0 irgendein Punkt im Innern des Kreises 
x 2 + y2 = 1 bzw. der Kugel x 2 + y2 + z2 = 1 ist, und der Punkt P 2 

't d K d. t ~ '7 b ~ '7 m1 ,.en oor ma en .;2+'72 ' ~+'72 zw. ~2+'72+[2' ~2+•i2+~2· 
, 2 + ~+--r2 sein Spiegelpunkt (der also notwendig außerhalb liegt), wenn 
" 1) " 
ferner r1, r 2 die Entfernungen des beliebigen Punktes P: (x,y) bzw. 
(x, y, z) von P 1 und P 2 bedeuten, so ist das Verhältnis r 1 : r 2 kon
stant, wenn sich der Punkt P auf der Kreisperipherie bzw. der 
Kugeloberfläche bewegt, und zwar ist der Wert dieses Verhältnisses 
gleich j/~2-:+'72 bzw. }1~2 +rl+E2. Nun beachten wir, daß die Funk-

. 1 1 1 1 b d. F k . 1 1 L .. twnen - -- og r1 , -- og r2 zw. 1e un honen ---, -- osungen 
2n 2;,; 4;,;r1 4nr2 

von Au = 0 sind und daß -__!__log r1 bzw. - 1- gerade die richtige für 
2n 4nr1 

eine Grundlösung vorgeschriebene Singularität im Punkte P 1 besitzt. 
Somit haben wir in den Funktionen 

1 r 1 ---
K (x y: ~- 17) = --log·_!+ -log'/~2 + n2 '~~-- 2:n r 2 2n ~ ., 

bzw. 

1 (1 1 ) K (x, y, z; ~. IJ, 0 = 4-.;; r - ~~~2 2 1"2 
1 r2r> +'7 +s 

gerade die zu der Randbedingung u = 0 gehörigen Greenseben Funk
tionen für Kreis und Kugel; denn diese Funktionen verschwinden auf 
der Oberfläche. 

Die zugehörigen Integralgleichungen 

<p(x,y) = 21/K(x,y; ~. IJ)<p(~, IJ)d~dl), 
·a 

tp(x,y,z) = 2.({JK(x,y,z; ~,1),~)tp(~,l),~)d~d1Jd~ 
a 

besitzen nach den früheren Überlegungen zu Eigenwerten und Eigen
funktionen 

bzw. 

J.'tl,li/ ' 

wobei die früher (§ 9, 3) eingeführten Bezeichnungen verwandt worden sind. 

3. Greensehe Funktion und konforme Abbildung. Im Falle 
von zwei unabhängigen Variablen kann man sich ganz allgemein rlie 
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funktionentheoretische Tatsache zunutze machen, daß die Greensehe Funk
tion die konforme Abbildung des Gebietes G auf den Einheitskreis liefert. 
Ist nämlich A die zu K konjugierte Potentialfunktion, d. h. genügt A nicht 
nur der Potentialgleichung LI A = 0, sondern den beiden Gleichungen 
ol\ oK ol\ oK · 2 (K+"Al j( + · ) r -1 . -- =-- - =- SO 1St e" ' = X ty = <" = U -1V 
0% iJy' oy 0% ' 
eine analytische Funktion der komplexen Variabeln z = x + iy, welche 
das Gebiet G so auf den Einheitskreis der '-Ebene konform abbildet, 
daß dabei der "Quellpunkt" ~. r; in den Punkt 0 übergeht. Wegen der 
Invarianz der Potentialgleichung gegenüber konformer Abbildung ist 
nun die Greensehe Funktion des Kreises I ' I S: 1, wenn man sie in 
den Variabeln x, y statt in u, v schreibt, identisch mit der Green
sehen Funktion von G. Wir besitzen daher die Greensehe Funktion 
für alle solchen Gebiete, welche wir konform auf einen Kreis abbilden 
können. Daß dies alle im Endlichen gelegenen ebenen, einfach zu
sammenhängenden Gebiete sind, ist einer der wichtigsten Sätze der 
Funktionentheorie I). 

4. Die Greensehe Funktion der Potentialgleichung für eine Kugel
oberfläche. Ein einfaches Beispiel für das Auftreten einer Greensehen 
Funktion im erweiterten Sinne liefert uns die Differentialgleichung 
LI* fl = 0 (s. § 9, 3) mit der Bedingung der Regularität auf der ganzen 

Kugelfläche außer im Quellpunkt. Da die Funktion u = ,~ dieser Be-
r4.n-

dingung genügt, so muß man eine Greensehe Funktion im erweiterten Sinne 

konstruieren, welche der Differentialgleichung LI* u = -4
1 genügt. Man 

J"t 

erhält diese Funktion sehr leicht, indem man von der Invarianzeigen 
schaft des Ausdruckes LI* u gegenüber beliebigen Drehungen der Kugel 
Gebrauch macht. Legen wir den Quellpunkt P1 der Greensehen Funk
tion zunächst in den Nordpol {} = 0, so sehen wir sofort, daß wir 

die Differentialgleichung LI* u = 4
1.n- durch die nur von der Koor-

dinate {} abhängige Funktion - 2
1.n- log ( 2 sin ~) befriedigen können. 

Wegen der Drehungsinvarianz ist also, wenn wir mit (} (#, ({J; {}11 ([11) den 
sphärischen Abstand zweiter Punkte P: (#, ({J) und P 1 : ({}1, ({11) der 
Kugeloberfläche bezeichnen 

K ({}, ({J; #11 ({11 ) = - _!__ log (z sin .!I) 
2.n- 2 

eine nur für P = P 1 nicht reguläre Lösung von LI* u = 4
1". Da diese 

Funktion außerdem für P = P 1 genau die richtige Singularität auf-

1 ) Vgl. Hurwitz-Courant· Funktionentheorie, S. 245-392, insb. S. 322-392. 
Berlin 1922. 
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weist, so stellt sie die gesuchte Greensehe Funktion dar. Nimmt man sie 
als Kern einer Integralgleichung 

--- 2:T Y(H,fP) = J.//log (2sin ~) Y(1'J1,f{l1)d191 df[1 . 
"rl -

so gehören also zu ihr die (2 n + 1)-fachen Eigenwerte ). "'-= n (n + 1) 
und die entsprechenden Eigenfunktionen Y = Yn ({}, f{l) und keine 
anderen. 

§ 12. Ergänzungen und Aufgaben zum fünften Kapitel. 
I. Systeme von zwei Freiheitsgraden. Die physikalischen Systeme 

von zwei Freiheitsgraden spielen in zahlreichen Anwendungen eine 
besonders große Rolle (drahtlose Telegraphie, gekoppelte Schwingungen 
jeder Art). Man vergleiche die Literatur unter Beachtung der in § 3 ent
wickelten Gesichtspunkte, z. B. Hort, W: Technische Schwingungslehre; 
2. Aufl. Berlin 1922. 

2. Registrierung von Kurven durch Registrierapparate. Die von 
einem Registrierapparat gezeichnete Kurve entspricht nie genau dem 
Verlauf der erregenden Kraft, wie wir in § 2 sahen. Eine gute Vorstel
lung von der entstehenden Verzerrung geben die folgenden, einer Arbeit 
von Broemser, Zeitschr. f. Biologie, Bd. 63, entnommenen Abbildungen, 
in denen wagerecht die Zeit, senkrecht die Elongation aufgetragen ist. 
Als erregende Schwingung dient die trapezförmige, in den folgenden Abbil
dungen durch punktierte Kurven dargestellte. DieAbbA und 5 entsprechen 

1,2 

Abb. +. Abb. 5. 

relativ langer Eigenschwingungsdauer 0,2 bzw. 0,15 und kleiner Dämpfung 

D = -~ ,= 0,25, so daß die sich überlagernde Eigenschwingung nicht 
zvmc 

abgedämpft wird unc1 die Angabe des Apparates stark verzerrt. Die 
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Abb. 6 und 7 zeigen, wie stark die Eigenschwingung bei derselben Dämp
fung 0,25 abgedämpft wird, wenn die Eigenschwingungsdauer kurz ist, 
nämlich gleich 0,1 bzw. 0,05. Die Abb. 8 zeigt die Wirkung der stärkeren 

Dämpfung V~ bei der Eigenschwingungsdauer 0, 1. Hier äußert sich die 

Dämpfung bereits in der ersten Periode, während in der Abb. 7 noch 
drei Schwingungen mit abnehmender Amplitude zu erkennen sind. Die 

W qz qJ 

Abb. 6. Abb. 7. 

qz qa qz q3 

Abb. 8. Abb. 9. 

Abb. 9 entspricht derselben Eigenschwingungsdauer 0,1, aber der 
aperiodischen Dämpfung 1. Hier ist die Eigenschwingung nicht mehr 
direkt zu erkennen, sie äußert sich aber in der starken Phasenverschie
bung. Aus diesem Grunde würde man im allgemeinen die Verhältnisse, 
die den Abbildungen 8 und 9 entsprechen, für die günstigsten halten, 
wenn auch natürlich vor allem der eigentliche Zweck der jeweiligen 
Registrierung bei der Wahl des Verhältnisses zwischen der Eigen 
schwingungsdauer und der Dämpfung maßgebend ist. 
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3. Poincares Deutung des Eigenwertproblems bei endlich vielen 
Freiheitsgraden 1). Wenn man in der Theorie der Wärmeleitung auf mole
kulare Vorstellungen zurückgeht, so führt das Wärmeleitungsproblem 
formal genau auf die Fragestellungen von § 3· Wir stellen uns vor, 
daß unser System aus n Molekülen besteht, welche gegen einander und 
gegen den umgebenden Raum von der Temperatur Null nach dem 
Newtonsehen Gesetze Wärme ausstrahlen, nach welchem die Wärme
abgabe in der Zeiteinheit der Temperaturdifferenz proportional ist. 
Hierbei werden die Proportionalitätsfaktoren noch von der Kon
figuration des Systems abhängen, so daß wir für die Temperatur uh 
des hten Punktes eine Differentialgleichung der Form 

duh ~ ) dt +..:::.... cih (uh- u; + chuh = 0 
t=l 

erhalten, wobei die Koeffizienten Cik der Symmetriebedingung Cik = CAi 

genügen. Dieses Differentialgleichungssystem ist aufs engste verbunden 
mit den beiden definiten quadratischen Formen 

Indem wir sie simultan auf die Gestalten 

transformieren, erhalten wir unmittelbar mit willkürlichen Konstanten IXn 

die ,,Eigenlösungen'' 

aus denen sich die allgemeinste, einer beliebig gegebenen anfänglichen 
Temperaturverteilung entsprechende Lösung als lineare Kombination 
zusammensetzen läßt. Die Eigenlösungen entsprechen solchen anfäng
lichen Temperaturverteilungen, bei denen die Abkühlung für alle Punkte 
mit gleicher Geschwindigkeit vor sich geht, so daß also die Verhältnisse 
der Temperaturen unabhängig von der Zeit bleiben. 

4. Dämpfung und Anfachung. Der Einfluß einer der Geschwindig
keit proportionalen Dämpfung bei einer eingespannten schwingenden 
Saite der Länge :n: drückt sich durch die Differentialgleichung 

iJ2u iJ2u iJu 
iJ t2 = [; x2 - " 7ft 

mit den Randbedingungen u (0, t) = u (:n:, t) = 0 aus. Die allgemeine 
Lösung erhält hier die Form 

00 

u (x, t) = 1: sin nx e-<lt (an cos vnt + bn sin 'Vnt), 
n=l 

1) Vgl. Poincare, H.: Theorie analytique de la propagation de la chaleur. 
Paris 1895. 
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wobei der Dämpfungsfaktor (J gleich ·~, die Frequenz v,. gleich V n2 -~ ·~ 
ist. Dabei ist zu beachten, daß im Falle x2 > 4 die ersten Eigen
funktionen zu aperiodischen Vorgängen Anlaß geben. 

Bei vielen physikalischen und technischen Problemen kommt eine 
"negative Dämpfung" oder "Anfachung" vor, was sich mathematisch 
in der Umkehrung des Vorzeichens von x kennzeichnet. Wir haben 
hier kein exponentielles Abklingen, sondern ein exponentielles Ansteigen 
der Wirkung mit der Zeit, welches seine Grenze mathematisch über
haupt nicht, physikalisch dadurch findet, daß für das System die 
Gültigkeit der linearen Differentialgleichung bei allzu großen Elon
gationen aufhört. 

5. Beispiele zur schwingenden Saite. a) Gezupfte Saite. In die
sem Falle ist zur Zeit t = 0 die Anfangslage der als homogen voraus
gesetzten Saite derart, daß sie aus zwei geradlinigen Stücken zusammen
gesetzt erscheint, während die Anfangsgeschwindigkeit überall gleich 
Null ist. Die maximale Elongation h möge stattfinden für x = b 
(0 < b < .n); dann hat die Entwicklung der transversalen Verschiebung 
u (x, t) die Gestalt 

wobei 

ist, so daß gilt 

00 

u(x,t) = ~a,.sinnxcosnt, 
n~o 

7T 

2 - . 
an = -! U (X, 0) Slll 11 X d X 

Jl. 
0 

b "' 
2 h (';·X . d ~·Jl - X • d ') = ~- b s· n n x x +. ; _ b sm n x x 

0 b 

2h . b 
n2 b (n- b) Sill 11 

00 

2 h "'-., sin n b sin n x 
u(x,t) = b(n-b)...::..,· n2 cosnt. 

n~l 

b) Impulsanregung. Analog kann der Fall behandelt werden, 
in dem die Saite aus ihrer Gleichgewichtslage durch einen Impuls an 
der Stelle x = b aus der Ruhelage in Schwingung versetzt wird. Man 
erhält 

00 

u (x, t) = ;E bn sinnx sinnt, 
n~l 

:T 

nb,. = ~Jut(x,O)sinnxdx. 
0 
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Hier muß nun ein Grenzübergang vollzogen werden, indem die An
regungsstrecke sich auf den Punkt x = b zusammenzieht, doch so, daß 

das Integral / u1 (x, 0) d x = n U konstant bleibt. Man erhält in der 
II 

Grenze: 
b = 2 U ~in n_IJ 

n ::rn ' 

00 

~ sin n x sin n b . 
lt(x,t)=2U...:::... nn smnt. 

n=l 

c) Schwebungen. Die allgemeine Lösung der Differentialglei
chung der erzwungenen Schwingung 

Utt- Uxx = / (x) cos nt 

mit periodischer äußerer Kraft lautet 

:r 

oc (!~)~nvxdx 
00 

2 2'· 0 L. (. b - · cos n t sm Y x -. -"2-- + sm y x a,. sm 1' t + v cos y t) . :r n-- v 

Setzt man 

··=1 >·=1 

"' 
~}·f(x)sinYxdx = Cv, 
:r 

0 

so erhält man bei den Anfangsbedingungen u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0 
für das zugehörige Integral 

00 

u(x,t) =- ~sinvx-2~2 (cosnt-cosyt) . 
...::::... n -v 
v.::::: 1 

Hier überwiegt im allgemeinen das Glied 

- c1, • 
· -·-- sm v x (cos n t - cos v t) 
n2 ~- v2 ' 

sobald n sich dem Werte v nähert. Man übersieht das Verhalten dieses 
Gliedes am besten, wenn man es in der Form darstellt 

2 c,. . . n + v . n - v ---, sm v x sm ·--- t sm -·--- t · 
n2- ,.z 2 2 ' 

diesen Ausdruck kann man als Darstellung einer Schwingung sin tt..t-" t 
mit variabler Amplitude sinn ~ '' t auffassen. Die Schwingung wird 

wiederholt abwechselnd stärker und schwächer, man hat die Erscheinung 
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der , Schwebungen". In der Grenze, für n--->- v, erhält das betreffende 
Glied die Gestalt 

die Amplitude wächst also mit der Zeit ins Unendliche. 
Genau dieselben Verhältnisse und die analoge mathematische Theorie 

ergeben sich, wenn es sich um die Superposition von Schwingungen mit 
nahezu gleicher Frequenz und Amplitude handelt. 

6. Ein Satz über die Schwingungsgleichung. Eine zweimal 
differenzierbare Funktion u (x, t), die sich in der Form darstellen läßt 

00 

u (x, t) = ~ (an cos n t + b,. sinnt) sinn x, 
n=O 

genügt der Differentialgleichung Uzx = Utt. 

Beim Beweis ist zu bedenken, daß zwar jedes einzelne Glied der tri
gonometrischen Entwicklung der Differentialgleichung genügt, daß man 
aber die Entwicklung nicht immer zweimal gliedweise differenzieren 
kann. Führt man nun neue Variable ~ = x + t, 17 = x- t ein, so ver
wandelt sich die Differentialgleichung in u~,1 = 0, während 

00 00 

u (x, t) = i l: (an sinn~- bncosn~) + i l: (ansinn17 + b,. cosntJ) 
n=O n=O 

=51 w + 52(t)) 

wird. Hier konvergieren die beiden Summen 51 (~), 52 (tJ) absolut, da nach 
Kap. II, § 4, 4 die Größen n2

1 an I und n2
1 b,.l beschränkt sind. Ferner 

sind hier 51 (~) und 5 2 (17) zweimal differenzierbar, da u (x, t) = v (~, 17) 
bei festem 1J zweimal nach ~ und bei festem ~ zweimal nach 1J differen
zierbar ist, womit alles bewiesen ist. 

7. Schwingungen des frei herabhängenden Seils und Besselsche 
Funktionen. Ein homogenes Seil von der Länge und vom Gewichte 1 
hänge längs der der Richtung der Schwere entgegengesetzten x-Achse, 
und zwar am Punkte x = 1, so daß das freie Ende im Punkte x == 0 
liegt. Ist dann u die Verrückung senkrecht zur x-Achse, so ergibt sich 1) 

für tt die Differentialgleichung 

o2 u o(ou) ot2- = ox xax · 
Der Ansatz 

u = q (t) tp (x) 
führt zur Zerlegung 

ij (xq/)' 
-= -l=-
q tp 

und der Nebenbedingung: rp(1) = 0, rp(O) endlich. 

1) V gl. K neser, A.: Integralgleichungen, S. 39-4 3. 
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Daraus erhält man 

qJ (x) = konst. . J (21}. x), 

wobei J(x) die Besselsche Funktion von der Ordnung 0 bedeutet. 

8. Die Greensehe Funktion der Gleichung Llu = 0 für ein Recht-

flach 1). Die Begrenzungsebenen des Rechtflachs seien x = + _a_ 
- 2' 

b c 
V '-= ,_ Z =- + - . 2' ---- 2 Dann konstruiert man zur Herstellung der 

zur Randbedingung u = 0 gehörigen Greensehen Funktion mit den 
oben festgesetzten Eigenschaften in natürlicher Verallgemeinerung des 
bei der Kugel (§ 11, 2) benutzten Verfahrens das zum Ausgangsrechtflach 
gehörige Gitter mit den Eckpunkten ((k+~)a, (m+~)b, (n+-!-)c) 
k, m, n = 0, ± 1, ± 2, ... und spiegelt den Punkt (~, rJ, ~)wiederholt an 
den Gitterebenen. Dadurch ergibt sich ein System von Punkten 
(ka+(-1)k~, mb+(-1)111 1), nc+(--1)n~). Wir denken uns in 
jedem dieser Punkte je eine Masseneinheit konzentriert, und zwar eine 
positive oder negative, je nachdem, ob k + m + n gerade oder ungerade 
ist. Man wird dann vermuten, daß das Potential einer solchen Massen
verteilung in den c;.ittcrebenen gleich Null ist, weil dort die Beiträge 
der einzelnen Masseneinheiten sich wegheben. So kommt man auf den 
folgenden Ansatz für K 2) : 

(68) 

mit 

N(k,m,n; ~,r),,; x,y,z) = [ka+(--1)k~-xJ2+[mb+(-1)mt]-y]2 

+ [n c + ( -1 )" ~ -- z]2 • 

Hier muß allerdings, da die Konvergenz höchstens bedingt sein kann, 
die Summationsfolge noch genauer diskutiert werden. Wir bezeichnen zu 
diesem Zwecke allgemein den Ausdruck rp (k + 1) -- rp (k), wo rp (k) eine 
beliebige Funktion von k ist, mit L1k1p (k). Dann können wir im Ausdruck 
für K bei festem k und m die innere Summe nach n so schreiben: 

1 ~~ 1 N' (k, m) = 2 L1n -;-=-::.::.:.:----'-- _ = - / L1n -~-==- ---- , 
n=±I, 1, 3, ... ~N (k, m, n) n=O, ff± 4, ... VN (k, m, n) 

1) Die Konvergenzbetrachtungen und Durchführung der Rechnungen dieser 
Nummer verdanken wir Herrn A. Ostrowski. 

2) Vgl. Riemann, B. und K. Hattendorf: Schwere, Elektrizität und Magne
tismus, S. 84-88. Hannover 1880. 

Cour an t · H i I b er t, Mathematische Physik. L 20 
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da lim N (k, m, n) = oo ist. Dieselbe Transformation wendet man 
ln[->-oo 

auf die Summen nach m und k an und erhält, da lim N'(k, m) = 0 ist, 
[m[->-oo 

wie sogleich bewiesen werden wird, 

N"(k) = 2: LlmN'(k,m) =- 2; LJ",N'(k,m), 
m~±I,±3,... m~0,±2,±4 .... 

ferner 

K=-1· """LJkN"(k)=-_!_ """LJkN"(k), 4n ~ 4n ~ 
k~±l,±3,... k~0,±2,±~, ... 

da auch !im N" (k) = 0 gilt. Zusammenfassend erhalten wir die 
[k[->-oo 

Transformation 

(69) 

wo jeder der drei Summationsindizes entweder über alle geraden oder 
über alle ungeraden ganzen Zahlen von - oo bis + oo läuft und vor der 
ganzen Summe das Vorzeichen + oder - steht, je nachdem, ob die 
Summation eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen über alle ge
raden ganzen Zahlen läuft. 

Zum Nachweis aller unserer Behauptungen genügt der Beweis der 
absoluten Konvergenz der letzten Summe. Dieser Beweis folgt umnittel
har aus der Abschätzung ihres allgemeinen Gliedes. 

(70) 

dl = dl (h), ..• , Ca =Ca (h), c = c (h). 

Diese Abschätzung ergibt sich durch dreimalige Anwendung des Mittel
wertsatzes der Differentialrechnung und aus der Ungleichung zwischen 
dem arithmetischen und geometrischen Mittel. 

Zugleich ergibt sich auch die Gleichmäßigkeit der Konvergenz 
in x, y, z, ;, 1], !;, wenn nur übe; k, m, n mit k2 + m2 + n2 > c4 (e) 
summiert wird, so daß N (k, m, n) für kein Tripel dieser k, m, n ver
schwindet. 

Dieselbe Überlegung ergibt auch die absolute und in x, y, z, ;, 1], !; 
gleichmäßige Konvergenz aller durch gliedweise Differentiation 
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gebildeten partiellen Ableitungen der Summe (69) für x 2 + y 2 + z2 < e, 
~2 -i- r;2 + (2 < e, k2 + m2 + n2 > c4 (e). 

Nunmehr folgt ohne Schwierigkeit, daß (69) die gesuchte Greensehe 
Funktion ist; natürlich haben (68) und (69) nur so lange Bedeutung, 
als kein N (k, m, n) verschwindet. Daß die Forderungen 1 und 3 (§ 10, 5) 
erfüllt sind, bedarf keines Beweises. Für die Forderung 2 etwa in der 

Ebene x = %- benutzen wir die Darstellung 

K = ! 2: cltN"(k). 
-+"'k=±l.±3, ... 

Da für x = a die endlichen Summen 2: JkN"(k) verschwinden, weil 
2 k=±I, ±h, ... , ±(l+l) 

sich die einzelnen Glieder paarweise wegheben, ergibt sich K = 0. 
Ebenso zeigt man, daß 2 in den anderen Ebenen des Gitters erfüllt ist. 

Die Summe (68) hat bereits Riemann durch ein Integral über ge
wisse Thetaprodukte dargestellt. Diese Riemannsche Darstellung läßt 
sich folgendermaßen ableiten. Wir gehen von der Gleichung 

-~ ~-· e-st• d t = ~ 
I n. V s ' 

s > 0 

0 

aus und setzen in ihr für s den Ausdruck N (k, m, n; x, y, z; ~. YJ, C) ein. 
Dann ergibt sich 

CO 

K _ I__ "" "" "" A 4 j· j" -Nt•d -., ~ ~ ~ LJkLJm- n e t. 
-H):T k m n o 

Könnten wir hier die Summation mit der Integration vertauschen, so 
würde folgen 

(71) 

wo die drei Faktoren unter dem Integralzeichen gegeben sind durch 

00 

/ 1 = 2'(-1)ke-t2 [ka+(-J)k~-xF, 
k=-oo 

00 

fz = ,2'(-1)"'e-t'[mb+(-l)"'•J-Yl', 
rn= -oo 

00 

/ 3 = ~(-1)n e-t'[nc+(-t)nC-zJ' 
n = -cx;. 

20* 
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und sich durch die Thetafunktion 
00 

000 (z, r) = /}0 (z, r) = 2: ei""'" e2i:nz 
J'=-oo 

ausdrücken lassen. 
Es handelt sich vor allem darum, die Formel (71) zu beweisen, und 

dabei macht der Punkt t = 0 die Hauptschwierigkeit, da die drei Reihen 
in der Nähe des Wertes t = 0 nicht gleichmäßig konvergieren. Wir be
weisen zunächst, daß man die Summation nach k mit der Integration 
vertauschen kann: 

(72) 

Die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 1 bis oc 
ist leicht einzusehen. In der Tat gilt für den Rest der Summe /1 für 
t > 1, p > P (~, x) > 2 die Abschätzung 

. ~ ~ 

I 1,'( -1 )k e -t' [ka+ ( -l)k 2-xl'; < e- 4t' L e- ~-t'k' 
\kl>P \k\,>p 

a:! - ~t2 ((!. 

28 4 ~1 1 2 -4t' I < ----~· .:;_. k2 < a2 e P --1 
lki>P 

a't' 4 --
< pa2 e 4 ' 

und das Integral hierüber von 1 bis oo konvergiert mit gegen oo wach
sendem p gegen Null. Andererseits bleiben / 2 , Ia auf der Strecke von 1 
bis oc offenbar gleichmäßig beschränkt. 

Um die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 
0 bis 1 nachzuweisen, wird es nach einem bekannten Satz 1) genügen, die 
Beschränktheit der Partialsummen des Integranden zu zeigen. Nun ist 

aber jede der beiden Summen 2' und _L, in welche sich /1 zerlegen läßt, 
k=O k=l 

eine alternierende Reihe, deren Glieder von einem bestimmten k an 
monoton abnehmen, und zwar hängt dieses k nur von ~und x, nicht von t 
ab. Daher ist der Wert jeder Partialsumme der beiden Summen für 
alle t > 0 zwischen festen Grenzen enthalten. Andererseits gilt Ent
sprechendes auch für die Partialsummen von / 2 und /a, so daß auch 
t~ und Ia selbst für t > 0 gleichmäßig beschränkt sind. Damit wird der 
genannte Satz anwendbar und die Gleichung (72) ist bewiesen. Eine 
genau analoge Überlegung beweist auch die Vertauschbarkeit der Sum
mationen nach m und n mi.t der Integration in den einzelnen Gliedern 
auf der rechten Seite von (71), so daß nunmehr die ganze Relation (71) 
bewiesen ist. 

lj Vgl. Kap. II, § 12, 12 a. 
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Wir stellen nun K cturch die Funktion {}00 dar. Es ist 

t2 . ( . C) .j_ 2 2 · ) f 1 c ~ e t' I> ~)' /} oo (- 2a__ z;~_-_..,_' a_~; ! ' 

- c t' (x' =!' B I- 2 a_t2_i_(x+~) 4_a~_t_2 i)' 
00 \ :r ' :T ' 

!._, ==· (' t' (y . >J)' /} (_- 2 b t2 i (y =-!11. ~_IJ 2 ~.!~) 
00 .7 . .7 

.f." = f t'(z<V {f (-- 2c_t~_(z~-;) 4c2_t_2i) 
•) 00 :T, ](, 

c t'(z+~,'ßoo(- ~-ct~_lz-i~C), 4c2t2i). 
. :r :r ' 

Auf die einzelnen Faktoren wenden wir die Transformationsformel für 
die Thetafunktion an: 

- :ri z' 1 . • 1 
/loo (z, r) = e ' --~ t'foo ( _:, - --) 

1-t r . r r' 

mit dem Hauptwert für die \Vurzel. Setzen wir noch 
.-(.! 

q" =I" 

~o ergibt sich 

q, = e -1 c't' 

( f1 = 1~~~ ) Hoo (- x 2~1 ~ '4~:t2)- l'foo ( -- x da~' +::12)] 

I .L. 'X> . /.; (X ~) .o i . + 00 k (X + .') :t il 
= I n 'V qk' e-- --" _ ~ qk' e- -- ;;, 

2a f .:,._· X ~ X 
k----.o k=-oc 

(73) 
1 :;- ~' k' ( k :r (x- ~) k :r (x + ~)) 

== {( t .- q X COS l7 -- C()S -~- · 
k l 

.\naloge Ausdrücke ergeben sich für / 2, f3 , und wir erhalten für K: 

Hier führen wir -~ = r als neue Integrationsvariable ein und erhalten t-

;....., :::...v .-r2 (k2 ·;;~2 n2 ') 
K -- 2 /. ~ ~ "'" --:jr ;zz+-i;o+;;o . k:rx . nn(d -- n b ; ~ ~ ~ e · -sm a ... sm c -- T . 

f_) k= 1""\.._ ;r;-:-; -"""'-JJI-- -·""2 
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Diese Formel ist ein vollwertiger Ersatz für die Entwicklung der Green
sehen Funktion nach den Eigenfunktionen: 

. knx . knt . nn; 
8 ~ ~ ~,sm-a sm-a ···S•n-c 

K (x, y,z; ;, 1], C) = -;;-bcn2 ~ ~ ~ --- k2 m2 n2 
k=lm=ln=l -+-+-a2 b2 c2 

über deren Konvergenz keine befriedigenden Ergebnisse vorliegen. 

Als der einfachste Ausdruck für K folgt aus (73) für r = :2 : 

K=-1-f={[{} (-•-~ xi~)-fJ (--•+~ :ri~)].:. 
32 ab c. 00 2 a ' 4 a2 , oo . 2 a ' 4 a2 

0 

9. Die Greensehe Funktion für das Innere eines Rechtecks. Das 
Rechteck R sei achsenparallel, mit einer Ecke im Ursprung und den 
anderen Ecken (a, 0), (0, b), (a, b). Der Quellpunkt sei (;, 1J), der Auf
punkt (x, y). Ist die gesuchte Greensehe Funktion K (x, y; ;, 1J), so 
muß K als Funktion von x und y im lnnern von R eine Lösung von 
LI u = 0 sein, auf dem Rande verschwinden und nur im Punkte (~, 1J) 

singulär werden wie - _1_ log r, wo r = f(x- ~) 2 +-(y -'Y}f· ist. Es 
2n 

liegt nun nahe, ähnlich wie im Falle eines Rechtflaches, das zum 
Rechteck R gehörige Gitter zu konstruieren, den Punkt ~' 1J in den 
Gittergeraden wiederholt zu spiegeln und jeden der so entstehenden 
Punkte als Quelle oder Senke von der Intensität 1 aufzufassen. je 
nachdem, ob er aus (;, 1J) durch eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Spiegelungen in den Gittergeraden entsteht. 

Um das Potential X der so entstehenden Massenbelegung zu bilden, 
könnten wir ähnlich wie vorhin durch Summation einer unendlichen 
Reihe vorgehen. Es ist jedoch bequemer, unter Heranziehung der Funk
tionentheorie die zugehörige analytische Funktion rp (x + i y) = X ..;- i Y 
zu bilden, deren reeller Teil X ist. Dann muß 

1 (x + i y) = e2:r(X-riY) = e2.-rq (x+iy) 

111 (;, 1J) und den durch Spiegelungen hervorgehenden Punkten em
fache Nullstellen bzw. Pole haben. Man setze nun je vier Rechtecke 
unseres Gitters zu Rechtecken eines neuen Gitters zusammen. Dann 
besitzt I (x + i y) in jedem Rechteck des neuen Gitters zwei einfache 
Nullstellen und zwei einfache Pole, die symmetrisch in bezug auf den 
Nullpunkt verteilt und bzw. mod (2a, 2b) kongruent sind: 

Nullstellen: (~, 1]), 

Pole: (-~,1)), 

(-~, -1)). 

(~, -1)). 
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Die einfachste analytische Funktion dieser Art ist die elliptische 
Funktion, die im Periodenrechteck mit den Ecken (0,0), (2a,O) (0,2b), 
(2a, 2b) die obigen Nullstellen und Pole hat und sich durch die zu
gehörige o-Funktion wie folgt darstellen läßt: 

/() = a(z-$-i1))a(z+$+itj) 
z o (z-; + i '7) a (z + $- i '7) ' 

wo 

I~ z 1 z'] 
(J (z) = z fl' . ( 1 -- ~ 2zw ) e.z;-;;+ 8 w' ' w = ka+lbi, 

k = 0, ± 1, .. . 

l = 0, ± 1, .. . 

istl). Setzt man in den Ausdruck von f (z) diese Darstellung ein und 
;i]i 

multipliziert faktorenweise, so ergibt sich, wenn e---;:;J = 1 für w = 0 
gesetzt wird, 

; =; + i lj' 
~ =;- i 1); 

k = o, ± 1' ... ' 

1=0,±1, .. .. 

Hier haben wir nur noch zu verifizieren, daß die Randbedingung erfüllt 
ist, d. h. daß f (z) auf dem Rande von R den absoluten Betrag 1 hat. 
Für z = x = ffi (z) hat der Faktor mit w = 0 bereits den absoluten Be
trag 1, und die den übrigen w entsprechenden Faktoren lassen sich paar
weise entsprechend den konjugiert komplexen w so zusammenfassen, daß 
der Zähler des einen Paares konjugiert komplex zum Nenner des anderen 
ist. Für z = x + i b multiplizieren wir zunächst nach l und dann nach k. 

~'Ii 

Im Produkt nach l können wir den Exponentialfaktor e-0,- weg-

lassen, da die Summe ~ '-; über l bei festem k absolut konvergiert 
~ 0) 

und einen reellen Wert hat. Die übrigbleibenden Faktoren fassen wir 
paarweise so zusammen, daß, wenn dem einen Faktor w = k a + l b i 
zugeordnet ist, dem zweiten w = k a - (l - 1) b i entspricht. Dann sieht 
man sofort, c1aß das Produkt eines solchen Paares den absoluten Be
trag 1 hat. Für z = i y aber multiplizieren wir zuerst nach l und fassen 
für I k I > 0 je zwei solche Teilprodukte zusammen, die den Werten 
± k entsprechen. Dann können wir wiederum von dem Exponential-

"'-.. 1 faktot absehen, da . 2 über l absolut konvergiert und einen reellen 
~(_I) 

\Vert hat. Die übrigen Faktoren fassen wir dann paarweise so 
zusammen, daß dem einen Faktor w = ka + lbi, dem anderen 
w = - k a + l b i entspricht. Dann besitzt jedes solche Produkt den 
absoluten Betrag 1. Endlich wird der Fall z = a + i y erledigt, indem 
man Faktoren zusammenfaßt, die u> = ka + lbi und r•> =- (k -1) a + lbi 

1 ) Der Strich am Produktzeichen Il bedeutet hier, daß 01 = 0 auszulassen ist. 
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entsprechen, und dann nach l multipliziert. So ergibt sich für die ge
suchte Greensehe Funktion die Darstellung 

K (x, y; ~. r;) = _ ~ lR (logo (z- 1;;, wv w2) o (z + :;, w1 , w2)') 

2n . o (z- 1;;, wv fo2) o (z + 1;;, w1, w2) 

Diese soeben konstruierte Greensehe Funktion können wir nach 

den Eigenfunktionen ,r 2 sink!!_ x sin m _bn y in eine von einer Umgebung 
rab a 

des Quellpunktes abgesehen absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 
entwickeln, da die Theorie der Fouriersehen Reihen die Entwickelbar
keit einer nur mit einer logarithmischen Unstetigkeit behafteten Funk
tion lehrt. Diese Reihenentwicklung lautet 

oo oo sin k !!_ x sin m .!!.. y sin k :1_. ; sin m :r iJ 
4 ~~ a b a b 

K (x, y; ~. 1)} = ab:;2 ~ ~ · ·(m2 k2) 
m=lk=l --+-b2 a2 

und ist ein Beispiel für die Gültigkeit der allgemein nicht bewiesenen 
Bilinearformel. 

10. Die Greensehe Funktion für einen Kreisring. Wir nehmen die 
beiden begrenzenden Kreise so an, daß ihr Mittelpunkt im Ursprung 
liegt, das Produkt ihrer Radien gleich 1 ist (was durch eine geeignete 
Wahl der Längeneinheit zu erreichen ist), und bezeichnen demgemäß 

den Radius des inneren Kreises k1 mit qt, den Radius des äußeren Kreises 

k2 mit q-t, wobei q ein echter Bruch ist. Ist dann c der Quellpunkt, 
den wir vorläufig als reell annehmen, z = x + iy der Aufpunkt, beide 
innerhalb des Kreisringes R, so reduziert sich unsere Aufgabe auf das 
folgende funktionentheoretische Problem: Es ist eine analytische Funk
tion I (z) zu bestimmen, die in c eine einfache Nullstelle hat, sonst in R 
regulär ist und auf dem Rande von R den absoluten Betrag 1 hat. 
Aus I (z) wird dann die gesuchte Greensehe Funktion mit dem Quell
punkt c und dem Aufpunkt z nach der Formel zu erhalten sein: 

1 
K(x,y; ~.r;) = --lRlog/(z). 

2n 

Wir versuchen nun, die gesuchte Funktion I (z) über die beiden 
Kreise hinaus fortzusetzen, um so hinreichend viele funktionentheore
tische Daten zu ihrer Konstruktion zu finden. Zu dem Zwecke ordnen 
wir jedem Punkt z in R einen Punkt z1 innerhalb k1 durch die Glei
chung z z1 = q zu. Rückt z gegen die Peripherie von k1, so ist dasselbe 
auch mit z1 der Fall, und zwar rückt dann offenbar z1 gegen den kon
jugiert komplexen Punkt. Nun ist aber f (z) wegen der Symmetrie der 
Annahmen als eine reelle Funktion anzusehen, d. h. eine solche, die in 



~ 12. Ergänzungen und Aufgaben zum fünften Kapitel. 313 

reellen Punkten reelle ·werte und allgemeiner in konjugiert komplexen 

Punkten konjugiert komplexe Werte annimmt. Daher strebt I (z) 1(~) 
gegen einen reellen positiven Wert, wenn z gegen die Peripherie des 
Kreises k1 rückt. Andererseits ist aber I (z) auf k1 vom absoluten Betrag 1. 
Daher gilt für I (z) auf k1 clie Gleichung 

(74) I (z) I ( ~) = 1, 

nnd diese Gleichung gilt dann identisch für alle z. Ebenso liefert die 
Spiegelung an k2 die zweite Funktionalgleichung 

(75) I (z) t ( _!_) = 1. 
.q z 

Da f {z) in c eine einfache Nullstelle hat, folgt durch sukzessive Anwen
clung dieser Relationen, claß I (z) m 

c. 

einfacl1e Nullstellen und in den Punkten 

einfache Pole hat, also in clcn Nullstellen und Polen mit der Funktion 

F (z) =~ ( 1 
J' ~ ( 1 _ q2 I' ~) ( j _ q2 I'; ) 

~)00 ( 1) • [] ( 1 __ q2 I'- ) ( Z) 1 _ q2 I'- 1_-;_ 
1'-- l ' (;;, 

übereinstimmt. Für diese Funktion F (z) gelten aber folgende Funktional
gleichungen vom Typus (74) und (75): 

F (z) F ( ~ ) = 1 , F(z) F (q1J qc 2 ' 

wie man durch eine einfache Rechnung sofort bestätigt. Daher kann 
man die Konstanten a, b so bestimmen, daß azb F(z) den Funktional
gleichungen (74), (75) genügt und auf k11 k2 den absoluten Betrag 1 bat, 
da a, b reelle Konstanten werden. Man erhält die \Vertc 

1 

a -= +: fcq4, 
1 log c 

b=-------
2 logq · 

Wir wählen für a üas negative Vorzeichen und erbalten 

noo (' 2 1'z)(' 2••c) 
) 

1-q - 1-q -

I G v=l C Z 

- / -; ';"] ( 2 I' - ] ) ( 2 J' - ] 1 ) • 
./_j 1 -- q c z 1 - q --
1'~1 C Z, 
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Dieser Ausdruck läßt sich durch die Thetafunktionen 
1 

111 (z) = - iC q4 (einz- e-inz) II (1- q2•· e2i:rz) (1- q2• e-2'i.7Z), 
P=l 

00 

if0(z) = C fl(1-q2P-le2inz)(1-q2P-le-2hz), 
··=1 

mit 
00 

c = n (1- q2 v) 
P=l 

ausdrücken. Setzt man z = e2 inv, c = e2 incx, so folgt 

2in"' {} 
I (z) = i Z- !ogq _1_(1)_-:=__~ 

{}0 (v + cx) ' 

und der Realteil von log I (z) verschwindet auf k1, k2 natürlich auch für 
komplexe c innerhalb R, so daß unsere Aufgabe wirklich gelöst ist. 

II. Weitere Beispiele für explizit lösbare Fälle der Schwingungs
gleichung. 

a) Kreissektor. Die Schwingungsgleichung LI u +Au= 0 für 
einen in Polarkoordinaten dargestellten Kreissektor 0 ;:S: r :? 1, 
0 'S 1f :'? iX wird wieder durch den Ansatz u == f (r) g (fJ) gelöst. Es 
ergibt sich nach dem Muster von § 7, 5 als System der Eigenfunktionen 
und Eigenwerte 

wobei als Randbedingung u = 0 genommen ist, J n" die Besselsche 

Funktion des Index n01n bedeutet (vgl. Kap. VII) und die Zahlen ;,","' 

aus der transzendenten Gleichung J nn (V An,~:) = 0 bestimmt \V erden 
müssen. "' 

b) Ellipse. Die Lösung des Eigenwertproblems für die Ellipse ergibt 
sich durch Einführungelliptischer Koordinaten (s. Kap. IV,§ 7, 3). Es wird 

LI T + 2 T = ____ ! - (~:-~ - 2~ ~) + ;, T = o, 
J, - 22 c t, c t. 

und der Ansatz T = U (t1) V (t2) führt auf die Gleichung 

U" V" - - ·- - = - A (A1 - A9) 
U V ·' 

die dann und nur dann erfüllt wird, wenn U und V Lösungen der Dif
ferentialgleichungen 

U" = (A }.1 + ,u) U, V"= (}. A2 + ,u) V 
oder z. B. 

sind. 
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Setzen wir 

so sind u und v reell; es ergeben sich GleichungEn der Form 

d 2 U 
d u2 = - (A.' Sfof u + t-t') U, 

(A.' cosv + t-t') V. 

Die Lösungen dieser Differentialgleichungen, die ja durch die Substi
tution u = iv ineinander übergehen, heißen Funktionen des elliptischen 
Zylinders oder Mathieusche Funktionen 1). 

c) Zyklisches Viereck und Zyklidensechsflach. Alle be
handelten speziellen Bereiche, für welche wir die Schwingungsgleichung 
und die Potentialgleichung durch Zerspaltung lösen konnten, sind Spezial
fälle oder Grenzfälle eines Viereckes oder Sechsflaches aus einem kon
fokalen System von zyklischen Kurven oder Zykliden (vgl. S. 220). 

12. Parameter in den Randbedingungen bei partiellen Differential
gleichungen 2). Wir erwähnen noch kurz, wie man gewisse Randwert
problerne mit Parametern in den Randbedingungen auf Integral
gleichungen zurückführen kann. Es sei etwa die Differentialgleichung 
Au = 0 vorgelegt mit folgender Randbedingung auf der regulären 
Randkurve T eines ganz im Endlichen liegenden einfach zusammen
hängenden Gebietes G: 

c:u+lu+lt(s) =0, 
cn 

wo n die äußere Normale, ;, der Parameter, h (s) eine gegebene Funk
tion der Bogenlänge s auf T bedeutet. Man benutze diejenige Greensehe 
Funktion K (x, y; ~' 1'/) des Gebietes G, deren Normalableitungen auf dem 
Rande verschwinden. Dann ergibt die Greensehe Formel: 

u (~, 17) = /P· u(x. y) + h(s)] K (x, y; ~' 17) d s. 
I' 

wo der Punkt X, y die Kurver durchläuft. Unter Benutzung der Para
metenlarstellung X = a (s), y = b (s) für r liefern die Werte von 
K (x, y; ~' IJ) eme symmetrische Funktion K (s, a) von zwei Varia
blen s, a: 

K(s.a) = K(a(s),b(s); a(a),b(a)). 

1) Vgl. Whittaker, E. T. und G. N. Watson: A conrse of modern Analysis . 
. 1. Auf!., S. 404-428. Cambridge 1920. 

2) VgL Hilbert, D.: Integralgleichungen, S. 77-81. 
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Setzt man noch 
u(a (s), b (s)) = rp (s), 

jK(s,a)h(s)ds = f(a), 
I' 

so erhält die obige Relation für u die Gestalt 

f(s) = lp(s)- ;.j K(s, a)rp(a)ds. 
G 

Da die Bestimmung Yon 1t aus I (s) nur die Lösung der ersten Rand
wertaufgabe erfordert, haben wir nur diese Integralgleichung zu unter
suchen, deren Kern nur für a = s logarithmisch unendlich wird, so daß 
die allgemeine Theorie auf diesen Kern ohne weiteres anwendbar wird. 

Analoge Betrachtungen gelten für die allgemeinste sich selbst 
adjungierte Differentialgleichung zweiter Ordnung vom elliptischen 
Typus. 

13. Greensehe Tensoren für Differentialgleichungssysteme. Der Ge
danke, welcher der Einführung der Greensehen Funktion zugrunde liegt, 
läßt sich fast ohne Modifikation auf Probleme ausdehnen, bei denen es 
sich um. Systeme von Differentialgleichungen handelt, z. B. um die 
Bestimmung eines Vektors u: (uv u 2, tt3 ) aus einer Differentialgleichung 
L[u] = - f, wobei T: (/1, 12, 13 ) ein gegebener Vektor ist. Unter einem ;m 

vorgegebenen homogenen Randbedingungen, z. B. u = 0 gehörigen 
Greensehen Tensor @ der Differentialgleichung L [u) = - f verstehen 
wir eine Matrix 

[ 
K11 K12 K1a) 

®(x.y.z; ~,1J,C} = K21 K22 K231 

K31 K32 K3a J 

von der Eigenschaft, daß die Differentialgleichung L [u] = - f mit 
der Formel 

u (x, y, z) = J)J@ (x, y, z; ~. 1], 0 f(~, lJ, C) d ~ d 17 d ~

äquivalent ist, und daß jeder in dieser Form dargestellte Vektor u die 
Randbedingungen befriedigt. Dabei verstehen wir unter ®f den Vektor, 
der durch die übliche Multiplikation der Matrix @ mit rlem Vektor f 
entsteht, d. h. den Vektor mit den Komponenten 

Ku/1 + K12f2+ K13ta, K21/1 + K22l2+ K2a/a, K31/1 + K32f2+ Kaala· 

Jede Kolonne des Greensehen Tensors stellt einen Vektor fi dar, der 
abgesehen vom Punkte x = ~; y = 1J; z = C mit seinen Ableitungen 
stetig ist und der Differentialgleichung L [fi] = 0 und den Randbedin
gungen genügt. Die Art seiner Singularität im Quellpunkte entnimmt 
man leicht seiner ebenso wie im Falle einer einzelnen Differential-
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gleichung bestehenden Bedeutung als Einflußfunktion einer im Quell
punkte x = ~; y = 'f} ; z = ( angreifenden Einzelkraft. Der Greensehe 
Tensor genügt den Symmetriebedingungen 

Kii (x, :v, z: ~. lj, () = Kid~, 1), s; X, y, z)' 

Kik(x,y,z: ~,'f),C) = Kk;(;, iJ,i;; x,y,z), 

sobald, wie wir voraussetzen wollen, der Differentialausdruck L[u] sich 
selbst adjungiert ist, cl. h. sich durch Variation eines quadratischen 
Differentialausdruckes im Vektor u und seiner ersten Ableitung ergibt. 
Mit Hilfe des Greensehen Tensors erledigt sich das Eigenwertproblem 
usw. für die Differentialgleichung L[u] + A. u = 0 ganz analog wie 
beim gewöhnlichen Fallc 1). 

14. Belastete Orthogonalität und belastete Integralgleichungen. 
Legt man etwa bei Behandlung der Sturm-Liouvilleschen Differential
gleichung Randbedingungen zugrunde, die den Parameter }. linear ent
halten, so gilt für die Eigenfunktionen dieser Differentialgleichungen, 
die zu verschiedenen Eigenwerten gehören, nicht mehr die Orthogonali
tätsrelation im gewöhnlichen Sinne, sondern eine Relation von der 
Gestalt 

"'• 
q (x2) fP1 (x2) fP2 (x2) + / fP1 (x) fP2 (x) d X =c 0. 

Bezeichnet man allgemein den Prozeß r I (x) dx + q (x2) I (x2)' die "be-

lastete Integration", mit dem Symbol /1 (x) dx, so können wir mit Hilfe 
des so verallgemeinerten Integrationsprozesses die obige Relation in 
oer Form schreiben 

(q\(x)rp2 (x)dx = 0, 

tlurch welche die Analogie der "belasteten Orthogonalität" mit der 
gewöhnlichen klar hervortritt. Diese Analogie geht sehr weit, so
fern q (x) positiv ist, und man kann die wichtigsten Sätze der Theorie 
der symmetrischen Integralgleichung, insbesondere z. B. die Existenz 
von Eigenwerten und Eigenfunktionen, den Mercerschen Satz und die 
Entwicklungssätze auch für "belastete" Integralgleichungen, in denen 
an die Stelle des gewöhnlichen Integrationszeichens das belastete tritt, 
ganz analog beweisen, wie in der gewöhnlichen Theorie 2). 

Ausdrücklich sei übrigens darauf hingewiesen, daß das Auf
treten eines linearen Parameters A. auch in den Randbedingungen bei 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung im allgemeinen äquivalent ist 

1) Vgl. Hilbert, D.: Integralgleichungen, S. 206-212. 
") Vgl. Kneser, A.: Integralgleichungen, S. 117-121. 



318 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

mit dem Auftreten der zweiten Ableitung in der Randbedingung; da 
sich die zweite Ableitung und A. vermöge der Differentialgleichung 
linear durcheinander ausdrücken lassen. 

15. Streckenspektrum und Integraldarstellungen 1). Wenn das 
Grundgebiet des eindimensionalen Eigenwertproblems kontinuierlich 
ins Unendliche ausgedehnt wird, so können wir erwarten, daß das Spek
trum in gewissen Intervallen immer dichter wird und in der Grenze 
eine ganze endliche oder unendliche Strecke erfüllt. An Stelle der ab
zählbaren Reihe der Eigenfunktionen tritt jetzt eine von einem Para
meter A. abhängige Funktion, wobei dieser Parameter A. kontinuierlich 
in dem Streckenspektrum 5 variiert. An Stelle der Entwicklung der 
willkürlichen Funktion nach den Eigenfunktionen tritt eine Integral
darstellung nach Art des Fouriersehen Integrals. Zum einfachsten 
Beispiel führt uns der Differentialausdruck 

L[y] = y''- y 

für das Intervall - oc> < x s + oc> und die Randbedingungen: y soll 
für x--'>- ± oc> endlich bleiben. Die Greensehe Funktion lautet 

die zugehörige Integralgleichung 

-00 

bzw. die Differentialgleichung 

L[y]+A.y=O 

besitzt als Streckenspektrum die ganze Halbgerade A. 6~ 1 und die 
zugehörigen Eigenfunktionen 

sin yA.- 1 x, COS -y,f-=1 X. 

Die zugehörige Integraldarstellung ist nichts anders als das Fouriersehe 
Integral (s. Kap. II, § 6). 

Als Analogie zum Fouriersehen Integral erwähnen wir beispielsweise 
die zur Besselschen Funktion J(x) = J0 (x) gehörige Integraldarstellung. 

"" 00 

<p(x) = (J(tx)tdt(<p(u)J(tu)udu, 
ö 0 

auf deren Gültigkeitsbereich wir hier nicht näher eingehen können. 

1) Vgl. Weyl, H.: Singuläre Integralgleichungen mit besonderer Berück
sichtigung des Fouriersehen Integraltheorems. Diss. Göttingen 1908. - Garte
man, T.: Sur les equations integrales singulit~res a noyau reel et symetrique. 
Uppsala Univ. Arsskrift 1923. 
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16. Verallgemeinerung der Entwicklungssätze für schwingende 
Saite und schwingenden Stab. Nach dem Vorgang von E. Trefftz 1) kann 
man die Gültigkeitsgrenzen der Entwicklungssätze von § 10 für die 
Eigenfunktionen der Differentialgleichung y" + ), e y = 0 wesentlich 
erweitern, indem man den zugehörigen Kern folgendermaßen zerlegt: 

.7 

J{ (x, ~) = J [V!? (x) / 1- K (x, t) ][ ve (~) ü~: K (t, ~)] d t, 
() 

wo K die Greensehe Funktion des Differentialausdruckes y" bedeutet. 

Der unsymmetrische Kern G (x, ~) = Ve (x) 0°~ K (x, ~) besitzt ein Sy

stem von adjungierten Eigenfunktionen (vgl. Kap. III, § 10, 8). Von 
diesen beiden Systemen ist das eine mit denen von 

y" + }.gy = 0 

identisch, und der Entwicklungssatz lehrt uns dann fast unmittelbar 
die Entwickelbarkeit einer den Randbedingungen genügenden stetigen 

:r 

Funktion j (x), für die /lf'(x)] 2 dx existiert. Ähnliches gilt auch für die 
u 

Differentialgleichung des schwingenden Stabes. Einen anderen Beweis 
für diese verallgemeinerten Entwicklungssätze findet der Leser im 
rächsten Kapitel. 

17. Analytische Fortsetzung der Lösungen der Gleichung 
,J n + ). tt = 0. Ist eine Lösung von LI u + J. u = 0 in einem abgeschlosse
nen Gebiete G mit geradlinigem Begrenzungsstück l nebst ihren Ab
leitungen bis zur zweiten Ordnung stetig, und verschwindet auf l die 

Funktion u bzw. die normale Ableitung ~~. so setzen wir die Funktion tt 

in das aus G durch Spiegelung an l entstehende Gebiet G' fort, indem 
wir spiegelbildlich entsprechenden Punkten entgegengesetzt gleiche 
bzw. gleiche Werte von u zuweisen. Dann ist die Gesamtfunktion im 
Gesamtgebiet G + G' eine mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ord
nung stetige Lösung von 11 u + Au = 0 2). Ahnliehe Sätze gelten für 
die Plattengleichung LI j u +Au = 0. Man kann die Voraussetzung des 
Satzes ähnlich wie beim Spiegelungsprinzip in der Funktionentheorie 
noch weiter mildern, wozu der Leser die Hilfsmittel an späteren Stellen 
dieses Buches findet. 

18. EinSatz über die Knotenlinien der Lösungen von L'ht + l.n = 0. 
Schneiden sich im Innern eines Gebietes, in welchem u regulär 3 ) ist, mehrere 

1) Tretftz, E.: Schwingungsprobleme und Integralgleichungen. Math. Ann. 
Bd. 87. S. 307-314. 1922. 

2) Vgl. Courant, R.: Beweis des Satzes usw. Math. Zeitschrift Bd. 1, 
S. 321-328. 1918. 

3) Es ist nicht schwer zu sehen, daß jede mit ihrer Ableitung stetige Lösung u 
eine reguläre analytische Funktion von x und y ist (vgl. auch Bd. II). 
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Aste der Kurve u = 0, so bilden in diesem Schnittpunkt die sämtlichen 
dort zusammentreffenden Knotenlinien ein gleichwinkliges Strahlensystem 
miteinander. Man beweise diesen Satz, indem man die Funktion u 
an der betreffenden Stelle in eine Potenzreihe entwickeln. 

19. Beispiel für einen Eigenwert unendlich hoher Ordnung. Wir 
betrachten ein beliebiges ebenes Gebiet G, z. B. einen Kreis, und für 
diesen die Eigenwertaufgabe von LI LI u - A. u = 0 mit den Randbedin-

gungen LI u = o cJk LI u = o. Wir erhalten leicht unendlich viele Eigen

werte A.h und Eigenfunktionen uh dieses Problems, indem wir beachten, 
daß die Funktionen LI uh = vh Eigenfunktionen der eingespannten Platte 
sein müssen, sofern nicht etwa LI uh identisch Null ist. So gelangen wir 
zu Eigenwerten, die mit denen der eingespannten Platte überein
stimmen, und zu denen noch Null als Eigenwert von unendlicher 
Vielfachheit hinzutritt. Für A. = 0 genügt nämlich jede der unendlich 
vielen linear voneinander unabhängigen in G regulären Potentialfunk
tionen der Gleichung LI Au + A. zt = 0 bei den vorgegebenen Randbedin
gungen. 

20. Grenzen für die Gültigkeit der Entwicklungssätze. Für unsere 
Entwicklungssätze nach den Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

L[uJ+leu=O 
hatten wir als Voraussetzung immer e > 0 zugrunde gelegt. Daß diese 
Voraussetzung wesentlich ist, zeigt folgendes Beispiel: Es sei in der 
Differentialgleichung y" + A. e y für ein beliebiges Teilintervall des 
Grundgebietes (! = 0. Dann muß jede Eigenfunktion in diesem Teil
intervalllinear sein; mithin kann der Entwicklungssatz nicht für "will
kürliche" Funktionen gelten. 
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Sechstes Kapitel. 

Anwendung der Variationsrechnung 
auf die Eigenwertprobleme. 

Schon im vorigen Kapitel haben wir auf den engen Zusammenhang 
zwischen dem Eigenwertproblem einer Differentialgleichung und dem 
einer quadratischen Form hingewiesen. Die Eigenwertprobleme unserer 
Differentialgleichungen sind geradezu äquivalent mit dem Problem der 
Hauptachsentransformation einer quadratischen Form, allerdings einer 

;r 

von unendlich vielen Variablen. Bedeutet nämlich z.B. U = ~ j p (~ :t d x, 
n 0 

T = ~Jeu 2 dx die potentielle bzw. die kinetische Energie eines 
0 

eindimensionalen Kontinuums, so brauchen wir nur den Ansatz 
00 

1t = 1; fv (t) sin Y x (v = 1, 2, ... ) zu machen, p und e in eine Fouriersehe 
Y=l 

Reihe entwickelt zu denken und die beiden Ausdrücke U und T als 
quadratische Formen der unendlich vielen Variablen fv bzw. /,. zu be
trachten. ·wenn es gelingt, eine solche orthogonale Substitution 

00 

f,, = 2,; tv,u q,u bzw. 
.n=l 

= i,. = 2)v,u q,u (y = 1,2, ... ) 
,a=l 

dieser Variablen in neue q," bzw. q," so zu bestimmen, daß dabei die 
Formen U und T in die Gestalt 

übergehen, so werden die Zahlen Av gerade die Eigenwerte unseres 
Schwingungsproblems. Da nun die Eigenwerte einer quadratischen Form 
durch einfache Extremaleigenschaften charakterisiert sind, so liegt es 
nahe, diese Charakterisierung auch hier in Betracht zu ziehen, wo es 
sich nicht mehr um endlich viele Variable handelt. Anstatt aber die 
Grenzübergänge und Konvergenzuntersuchungen durchzuführen, die zu 
einer strengen Begründung dieser heuristischen Gedanken erforderlich 
wären, ziehen wir es vor, ohne einen Übergang zu einer Darstellung 

Cou ran.t-Hilbr rt, Mathematische Physik. I. 21 
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durch Koordinaten mit Hilfe der allgemeinen Methoden der Varia
tionsrechnung die fraglichen Extremumseigenschaften direkt zu formu
lieren und auszunutzen. 

§ 1. Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 

I. Die klassischen Extremumseigenschaften. Wir betrachten als 
typisches Beispiel das Eigenwertproblem einer sich selbst adjungierten 
partiellen Differentialgleichung 

(1) L[u]+1eu = (pu,.),.+(pu11)11 -qu+leu = 0, (P>O, e>O) 

wobei wir zwei unabhängige Veränderliche x, y annehmen und das 
Grundgebiet G von einer oder mehreren stückweise stetigen Kurven F 
mit stückweise stetiger Tangente begrenzt denken. Die Randbedingung 

möge die Form u = 0 oder die allgemeinere Form :: + au = o haben, 

wobei a eine stückweise stetige Funktion des Ortes auf dem Rande F 

sei und 0°n Differentiation nach der äußeren Normalen bedeute. Wir 

betrachten nun im Falle der Randbedingung u = 0 das folgende Varia
tionsproblem (vgl. Kap. IV, S. 181): 

(2) D[<p] = jj(p(<p;+q}".)+q<p2)dxdy 
G 

soll zum Minimum gemacht werden, während 

(3) J Je <p2 d x d y = 1 
G 

ist und zur Konkurrenz alle in G mit Einschluß des Randes stetigen 
und mit stückweise stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ver~ 
sehenen Funktionen <p·(x,y) zugelassen werden, für welche auf dem 
Rande <p = 0 ist. 

Für die allgemeinere Randbedingung :u + au = 0 betrachten wir 
das Variationsproblem n 

{4) ~[<p] = Df<p] + J pa<p2 ds = Min. 
r 

ohne Randbedingung, wobei im übrigen für die zugelassenen Funk
tionen dasselbe wie oben gelten soll. 

Wir werden in unseren späteren Rechnungen außer den soeben ein
geführten Abkürzungen D[<p], ~[<p] noch die Bezeichnungen 

(5) 

(6) 

D [<p, w] = jj(p (<p,.1f',. + <p11 1p11) + q IP"'') dx dy, 
G 

~[<p,1p] = D[<p,1f'J+jpa<pwds 
I' 
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und die daraus folgende Identität 

benutzen. Dieselben Abkürzungen werden wir bei der Betrachtung von 
Differentialgleichungen mit einer oder mehr als zwei unabhängigen 
Variablen für die entsprechenden Integrale gebrauchen. 

Nach den Regeln der Variationsrechnung aus Kap. IV, § 6, 1 muß 
die Lösung rp = u1 dieses Problems - falls sie existiert - für einen 
passenden konstanten Wert 21 der Differentialgleichung 

und der Randbedingung u = 0 bzw. der sich als natürliche Randbedin

gung ergebenden Gleichung::+ au = 0 genügen. Sie ist also Eigen

funktion unseres Eigenwertproblems und soll durch die Forderung 

J Je u2 d x d y = 1 
G 

festgelegt werden. Modifiziert man nun das Variationsproblem, indem 
man als weitere Nebenbedingung für die zur Konkurrenz zuzulassenden 
Funktionen die Forderung 

(8) jjerpu1 dxdy = o 
G 

hinzufügt, so muß die Lösung rp = u2 , wenn sie existiert, einer Gleichung 
der Form 

genügen, wobei 12 und ft Konstante sind. Die Nebenbedingung u = 0 

bzw. ~: + au = 0 wird auch von u2 erfüllt. Indem wir mit u1 multi

plizieren, sodann über G integrieren, die Greensehe Formel 

I! f ( ou2 au1' 
• (u 1L[u2J- u2 L[u1])dxdy = P U 1 an- u2 an) ds 
G r 

anwenden und die Randbedingungen beachten, erhalten wir unmittelbar 

,u J J {} u~ dx d y = 0. Mithin ist ft = 0, und u2 genügt der Gleichung 
G 

L[u2]+22 eu2 = O; es ist also 22 ein weiterer Eigenwert, u2 eine 
zugehörige Eigenfunktion. Indem wir so fortfahren, können wir einen 
Eigenwert 23 und eine zugehörige Eigenfunktion u3 definieren und all
gemei~ einen nte" Eigenwert und eine zugehörige Eigenfunktion durch 

21* 
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unser obiges Variationsproblem charakterisieren, wobei die n- 1 Be
dingungen 

(9) / J 12 qJ ui d x d y = 0 
G 

(i = 1, 2, ... '1l- 1) 

hinzugefügt sind. 
Die Eigenwerte An sind gerade die Minimalwerte ~ [ un] des Inte

gralausdruckes ~[qJ], wie man sofort auf Grund der Greensehen Um
formung 

D[qJ] = -JfqJL[qJ]dxdy+fPqJ::ds 
G r 

und der Randbedingungen erkennt. Da beim nten unserer Minimum
probleme der Bereich der konkurrenzfähigen Funktionen rp gegenüber 
dem (n -1)ten Probleme weiter eingeschränkt ist, so müssen unsere 
Eigenwerte der Relation 

(10) 

genügen. 
Daß die so definierten Eigenwerte und Eigenfunktionen das voll

ständige zu unserem Eigenwertproblem gehörige System darstellen, 
wird sich im nächsten Paragraphen (§ 2, 3) ganz von selbst ergeben, 
da wir dort zeigen werden, daß die Funktionen ye u1 , (e u2 , • • • ein 
vollständiges orthogonales Funktionensystem für das Gebiet G bilden. 

Um die Theorie der Eigenwerte und Eigenfunktionen völlig 
auf die hier angegebenen Minimumeigenschaften stützen zu können, 
müssen wir noch den Nachweis erbringen, daß unsere Minimumproblemt' 
tatsächlich Lösungen besitzen. Wir werden diesen Nachweis im zweiten 
Bande im Rahmen der direkten Methoden der Variationsrechnung 
nachholen und wollen an dieser Stelle die Lösbarkeit der betreffenden 
Minimumprobleme postulieren. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, daß wir in genau ent
sprechender Weise auch alle anderen Eigenwertprobleme des vorigen 
Kapitels in die Variationsrechnung einordnen können. Es ist ganz gleich
gültig, ob es sich um mehrfache Integrale oder einfache handelt und ob 
die zugehörigen Eulerschen Differentialgleichungen von zweiter oder 
höherer Ordnung werden. Z. B. gehört das Eigenwertproblem der 
Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 

(py')'- qy + J.ey = o 
mit den Randbedingungen y (0) = 0, y'(.n) + hy (.n) = 0 zu einem 
Variationsproblem der Form 

"' 
:D ryl = ( (PJ"2 + qy2) dx + h p(.n) y(n) 2 = Min. 

ö 
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mit der Nebenbedingung y (0) = 0. Ahnliches gilt für die Randbedin
gungen y'(O) - hiY (0) = 0, y'(n) + h2 y (n) = 0. 

2. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Ebenso 
wie in Kap. I bei den quadratischen Formen können wir die hier gegebene 
rekurrente Definition des nten Eigenwertes und der zugehörigen Eigen
funktion durch eine indepedente Definition ersetzen, bei der man zur 
Charakterisierung des nten Eigenwertes und der nten Eigenfunktion die 
Kenntnis der vorangehenden nicht vorauszusetzen braucht. 

Wir betrachten irgend eines der bisher untersuchten Variations
probleme, etwa das zweidimensionale zur DifferentialgleichUng ( 1) ge
hörige, und modifizieren es dadurch, daß wir der Funktion cp statt der 
Bedingungen (9) die n - 1 veränderten Bedingungen 

( 11) Jfecpv;dxdy = o 
.G 

(i= 1,2, ... ,n-1) 

auferlegen, wobei v1 , v2, •.• , Vn- 1 irgendwie gewählte, in G stückweise 
stetige Funktionen sind. Ob und wann das so entstehende Variations
problem eine Lösung besitzt, bleibe dahingestellt. Jedenfalls aber wer
den die Integrale D [ cp] oder allgemeiner die Ausdrücke 'V [ cp] unter 
den gestellten Bedingungen eine untere Grenze besitzen, welche von den 
Funktionen v1, v2, ••• , Z'n- 1 abhängig ist und mit d {vv v2, ••• , Vn-t} 

bezeichnet werden soll. Wir können nun leicht folgende Tatsache be
weisen: Die untere Grenze d{v 1,v2 , ••• ,Vn-- 1 } des modifizierten Varia
tionsproblems ist höchstens gleich dem Minimum A" bei dem ursprüng
lichen Variationsproblem, d. h. es gilt 

Zum Beweise bilden wir aus den ersten n Eigenfunktionen 
ul> u2 , ••• , Un des Eigenwertproblems mit n Konstanten c1 , c2, ••• , Cn 

eine lineare Kombination 

welche den n - 1 Bedingungen ( 11) und der Bedingung 

( 13) ((ecp2 dxdy = 1 
"d 

genügt. Die Bedingungen (11) stellen n- 1 homogene lineare Glei
chungen für die n Größen c; dar, während die Relation ( 13) wegen der 
Orthogonalität der Funktionen Ui gleichbedeutend ist mit 

( 14) ci + c~ + . . . + c;, == 1 . 

Die Bestimmung der c; ist somit stets mindestens auf eine Art möglich. 
Die so gebildete Funktion cp genügt überall auf dem Rande r von G 
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ebenso wie die Eigenfunktionen den gestellten Randbedingungen. Sie 
ist also im Variationsproblem konkurrenzfähig. 

Aus der Greensehen Formel Kap. IV, (88) folgt, wenn wir für f, r 
zwei verschiedene Eigenfunktionen Ui, Uk einsetzen 

D [ ui, uk] + J Pa ui uk d s = 0 . 
r 

Mithin wird 

'l) I tp] = D [ tp] + J P a tp2 d s = ci}.1 + c~ Ä.2 + .. · + c;, Ä.n , 
r 

also ist wegen (14) und wegen Ai< Ai+ I 

'l) [tp] < },,. . 

Damit ist bewiesen, daß bei vorgegebenen Funktionen Vv v2, •. . , Vn - 1 

der Ausdruck 'l)[tp] Werte annehmen kann, die jedenfalls nicht größer 
als A,. sind, und daß somit auch die untere Grenze d{v 1,v2, ••• ,v,.- 1 ) 

dieser Werte nicht größer als A,. ist. Da für v1 = u1 , ••• , Vn - 1 = u,.- 1 

diese untere Grenze gerade gleich An wird, wie wir oben sahen, so erhalten 
wir das folgende grundlegende Resultat, welches die gesuchte indepen
dente Definition des nten Eigenwertes darstellt: 

Satz: Sind n - 1 in G stückweise stetige Funktionen v1, v2, ••• , Vn- 1 

gegeben, so sei d {vv v2, ••• , Vn- 1} das Minimum bzw. die untere Grenze 
aller Werte, welche der Ausdruck 

'l) [ tp] = D [ tp J + J p a tp2 d s 
r 

annehmen kann, wenn tp irgend eine in G stetige und stückweise stetig dif
ferenzierbare Funktion ist, welche den Bedingungen 

((eiPvidxdy = o, 
·a· 

({gtp2 dxdy = 1 
'(]" 

(i=1, ... ,n-1) 

sowie einer der betrachteten Randbedingungen genügt. Dann ist der n1e 

Eigenwert },n der Differentialgleichttng L [u] + Ä. e u = 0 für das Gebiet G 
und die betreffende Randbedingung gleich dem größten Wert, den diese 
untere Grenze annehmen kann, wenn für vv v2, •• • , Vn-1 alle zuläs
sigen Funktionensysteme in Betracht gezogen werden. Dieses Maximum
-~1inimum wird erreicht für v1 = u1, ••• , Vn-1 = Un-1; tp = Un. 

Von der Randbedingung tp = 0 abgesehen, dürfen die Randbedin
gungen in dem Variationsproblem fortgelassen werden. 

Das Resultat dieses Paragraphen ist unabhängig davon, ob das 
GebietGaus einem einzigen in sich zusammenhängenden Stück besteht. 
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Es darf auch G aus einer Reihe von getrennten Gebieten G', G", G111 , ••• 

gebildet sein, welche ihrerseits keine inneren Punkte gemein haben, wohl 
aber gemeinsame Randpunkte besitzen dürfen. Als Eigenwerte und 
Eigenfunktionen von G sind dann einfach die entsprechenden Eigenwerte 
und Eigenfunktionen der Teilgebiete G', G", G'", ... zusammengenommen 
anzusehen, wobei jede dieser Eigenfunktionen immer nur im zugehörigen 
Gebiet G(i) von Null verschieden ist und außerhalb als identisch Null 
fortgesetzt wird. 

Physikalisch bedeutet dies die selbstverständliche Tatsache, daß 
bei einem Schwingungsvorgang, der mehrere voneinander getrennte Ge
bilde erfaßt, diese Gebilde unabhängig voneinander schwingen. 

Ferner sei noch bemerkt, daß sich die hier dargelegte Maximum
Minimum-Eigenschaft gerrau analog für sich selbst adjungierte Differen
tialgleichungen höherer Ordnung, z. B. die Differentialgleichung der 
sch-wingenden Platte 
(15) LLdu-lu = 0 
herleiten läßt. 

3. Bemerkungen über das Auftreten negativer Eigenwerte. Wenn 
in den obigen Variationsproblemen die Funktion a bzw. die Zahlen h1, h2 

nicht negativ sind und dasselbe von q giltl), so ist von vornherein klar, 
daß kein Eigenwert negativ sein kann. Ist die Funktion a oder q nicht 
durchweg positiv, so läßt sich ebenfalls eine untere Schranke für die 
Werte von ~[!J?], somit also auch für die Eigenwerte angeben. Wir 
nehmen zunächst an, daß nur q negativer Werte fähig sei. Dann ist 

/}/q!J?2dxdy/ ~~A!JJe!J?2dxdy = qM, 
G ~m G llm 

wobei qM das Maximum des absoluten Betrages von q und f!m das Mini
mum von e bedeutet. Es ist also 

D [!J?] ? j'(p (!J?~ + !J?~) dxdy- ~~ >- qM. 
rJ llm llm 

Nehmen wir nun das im nächsten Paragraphen zu beweisende Re
sultat vorweg, daß nur endlich viele Eigenwerte Beträge unterhalb einer 
gegebenen Grenze haben können, so folgt, daß auch bei nicht durchweg 
positivem q höchstens endlich viele negative Eigenwerte auftreten können. 
Dasselbe gilt auch, wenn die Funktion a oder die Konstanten hp h2 nega
tive Werte annehmen können. Um dies einzusehen, betrachten wir der 
Kürze halber den Fall eines eindimensionalen Problems und schätzen 
die vom Rande herrührenden Bestandteile folgendermaßen ab: Es ist 

I; 

I y (0) - y (;) i = I J y' dx I , 
0 

1) Die Funktion p wird ebenso wie e stets als nicht negativ vorausgesetzt. 
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wenn ~ eine Stelle im Intervall 0 -s:: x < t bedeutet und über den Wert 
von t mit der Einschränkung 0 -s:: t < n noch verfügt werden soll. 
Also gilt zufolge der Schwarzsehen Ungleichung: 

I y ( 0) - y ( ~) I ~ yt V 1~'2 d X 
0 

und somit, wenn Pm das Minimum von p bedeutet, 

:r: 

Wenn nun die Bedingung J ey2 dx = 1 besteht, so gibt es einen Zwischen
o 

wert ~' so daß y (~) 2 -s:: -t 1 ist. Also ist 
l!m 

Nunmehr verfügen wir über t gemäß der Forderung 

1 
Sobald das Integral unter der Wurzel oberhalb der festen Schranke 2 

n 
liegt, was wir zunächst voraussetzen, wird t in das Intervall 0 < x ~ ;r 

fallen. Dann wird 

wobei c eine von y (x) unabhängige Konstante ist. Hieraus ergibt sich 
sofort für jede zulässige Funktion y, da auch für y (n) eine analoge 
Abschätzung besteht, die Gültigkeit der wichtigen Beziehung 

,~~------

(16) hiY (0)2 + h2y (n) 2 ~Cl V lf(p y'2 + qy2) dx I + c2' 
0 

wobei C11 C2 geeignete Konstanten sind. Sobald also SD[y] einen hin
reichend großen absoluten Betrag hat, muß das Integral 

:t 

D [y] = J (py'z + qy2) dx 
0 

die Randglieder derart überwiegen, daß die Summe SD[y] positiv ist. Mit
hin kann es auch hier nur endlich viele negative Eigenwerte geben. Ganz 
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analog gilt für zweidimensionale Probleme eine Abschätzung der Form 

( 17) ! f p a q;2 d s ~ c1 y / D [ q;] \ + c2 , 

I' 

und aus dieser Abschätzung ergeben sich dieselben Folgerungen über 
den wesentlich positiven Charakter der Eigenwerte 1). 

§ 2. Allgemeine Folgerungen aus den Extremums
eigenschaften der Eigenwerte. 

I. Allgemeine Sätze. Die Fruchtbarkeit der Resultate des voran
gehenden Paragraphen beruht darauf, daß man die Maximum-Minimum
Eigenschaft mit der einfachen Tatsache der Variationsrechnung in Zu
sammenhang bringen kann, daß durch Verschärfung der Bedingungen 
in einem Minimumproblem der Wert des Minimums vergrößert, jeden
falls nicht verkleinert wird und daß umgekehrt bei Milderung der 
Bedingungen das Minimum fällt, jedenfalls nicht wächst. 

Für die Schwingungsvorgänge der Physik können wir aus diesem 
Prinzip unmittelbar eine bedeutsame Folgerung ziehen. Wir betrachten 
irgend ein schwingungsfähiges System, dessen Eigenschwingungen durch 
ein Eigenwertproblem der hier behandelten Art charakterisiert werden, 
wobei an Stelle der sich selbst adjungierten partiellen elliptischen Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung auch eine solche höherer Ordnung oder 
ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen treten darf. Dann 
beachten wir, daß irgend welche Zwangsbedingungen, unter denen das 
System seine Schwingungen auszuführen genötigt wird, sich mathe
matisch als Nebenbedingungen für die in dem Variationsproblem auf
tretenden Konkurrenzfunktionen q; äußern. Werden in dem Maxi
mum-Minimumproblem die Bedingungen für q; verschärft, so wird 
jedesmal bei festgehaltenem System der Funktionen Vv v2, ••• , Vn-l die 
untere Grenze d {v1, v2, ••• , Vn_ 1} vergrößert oder jedenfalls nicht ver
kleinert, mithin gilt dasselbe für das Maximum dieser unteren Grenzen, 
den nten Eigenwert. Entsprechend wird der Wert des Maximum-Mini
mums, d. h. der nte Eigenwert verkleinert oder jedenfalls nicht ver
größert, wenn die Bedingungen für die Funktionen q; gemildert werden. 

Physikalisch besagt dies: 
Satz 1 : Wird ein schwingungsfähiges System gezwungen, unter 

Zwangsbedingungen zu schwingen, so ändern sich der Grundton und jeder 
Oberton nie anders als in steigendem Sinne. Werden umgekehrt Bedin
gungen, ttnter denen ein System schwingt, aufgehoben, so ändern sich der 
Grundton und feder Oberton nie anders als in abnehmendem Sinne, 

I) Vgl. Courant, R.: über die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik. Math. Zeitschr. Bd. 7, S. 1-57. 1920; insbesondere 
S. 13--17. 
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Beispielsweise muß sich bei einer eingespannten schwingenden elasti
schen Membran der Grundton und sämtliche Obertöne in dem ange
gebenen wachsenden Sinne ändern, wenn die Membran außer am Rande 
noch sonst an Linien- oder Flächenstücken festgehalten wird. Dagegen 
werden sich der Grundton und alle Obertöne bei einer Membran in fallen
dem Sinne ändern, wenn sie einen Riß erhält, oder bei einer schwingenden 
Platte, wenn das Material einen "Sprung" bekommt. Im letzteren Falle 
werden nämlich für die Konkurrenzfunktionen g; bzw. für deren Ablei
tungen an der Stelle des Risses oder Sprunges die Bedingungen der Stetig
keit aufgehobenl). 

Mathematisch ergeben sich aus unserem Prinzip eine Reihe von 
wichtigen allgemeinen Sätzen über die Eigenwertverteilung bei den betrach
teten Randwertaufgaben. Der erste Satz bezieht sich auf die Rand
bedingung u = 0 und vergleicht die Eigenwertverteilung eines Ge
bietes G mit der von Teilgebieten. Der zweite Satz leistet das Entspre-

chende für die Randbedingung ~: = o. Die weiteren Sätze beziehen sich 

auf die allgemeineren Randbedingungen und vergleichen die Spektra 2) der 
Differentialgleichung für verschiedene Formen dieser Randbedingungen. 

Satz 2: Es seien G',G",G"', ... eine Anzahl von Teilgebieten des 
Gebietes G, welche keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Dann ist die 
Anzahl A (l) der unterhalb einerGrenze l gelegenenEigenwerteder Differential
gleichung L [ u] + l e u = o für das Gebiet G bei der Randbedingung u = o 
mindestens so groß wie die gesamte Anzahl der unter derselben Grenze ge
legenen Eigenwerte der Teilgebiete G(i) bei derselben Randbedingung. 

Dieser Satz läßt sich auch so aussprechen: Bei der Randbedingung 
u = 0 ist der n18 Eigenwert ln des Gebietes G höchstens gleich der 
n1"" Zahl 1: aus der Gesamtmenge der nach steigender Größe geordneten, 
in ihrer richtigen Vielfachheil gezählten Eigenwerte der Teilgebiete G<iJ. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgender Überlegung. Legt 
man in dem Maximum-Minimumproblem, welches den Eigenwert ln de
finiert, den Funktionen g; die neue Bedingung auf, an allen Rändern der 
Teilgebiete G(•) und in dem ganzen, zu keinem der G(iJ gehörigen Teile 
von G zu verschwinden, so wird einerseits dem oben formulierten Grund
prinzip zufolge der Wert des Maximum-Minimums vergrößert, jedenfalls 
nicht verkleinert. Andererseits ist das neu entstehende Maximum-Mini
mumproblem gerade dasjenige, welches den nten Eigenwert des aus den 
getrennten Gebieten G', G", . . . bestehenden Gebietes definiert, d. h. 
der neue Wert des Maximum-Minimums ist gleich Mi, und somit gilt 
ln ~ 1: , wie behauptet wurde. 

1) Hiermit scheint die bekannte Tatsache zusammenzuhängen, daß z. B. ein 
Porzellanteller, welcher einen "Sprung" erhält, seinen ursprünglichen Klang ver
liert und dumpf klirrt. 

2) Vgl. die Fußnote 2) der nächsten Seite. 
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Insbesondere ergibt sich aus dem bewiesenen Satze eine wichtige 
Eigenschaft der zur Randbedingung u = 0 gehörigen Eigenwerte l" , die 
man zweckmäßig als die Eigenschaft der Monotonie bezeichnen kann. 

Satz 3 : Der zur Randbedingung u = 0 gehörige n1• Eigenwert 
eines Gebietes G ist nie größer als der zur selben Randbedingung gehörige 
n1e Eigenwert eines Teilgebietes 1). 

Der in Satz 2 ausgesprochenen Tatsache steht für die Randbedin-
,, 

gung ~ u = 0 eine entsprechende gegenüber: cn 
Satz 4: Es seien G', G", G"', ... eine endliche Anzahl von Teil

gebieten, welche das Gebiet G lückenlos ausfüllen. Dann ist die Anzahl 

B (x) der unterhalb einer Grenze x gelegenen, zur Randbedingung ~~ = 0 

.gehörigen Eigenwerte der Differentialgleichung L [u] + l e u = o für das 
Gebiet G kleiner oder höchstens gleich der gesamten Anzahl der zur selben 
Randbedingttng gehörigen, unter derselben Grenze x gelegenen Eigenwerte 
der Differentialgleichung fiir die Teilgebiete G('J. 

Man kann diesen Satz auch folgendermaßen aussprechen: Es sei 
x~ die n1e der nach wachsender Größe geordneten Zahlen aus der Gesamt-

menge der zu den Teilgebieten G(i) und der Randbedingung ~u = 0 ge-
on 

hörigen Eigenwerte, wobei jeder mit der richtigen Vielfachheil zu zählen 
ist, dann ist der n1c Eigenwert x" des Gebietes G für dieselbe Randbedin
gung größer oder gleich der Zahl x~. 

Auch hier folgt der Beweis fast unmittelbar durch Anwendung 
unseres allgemeinen Prinzips auf das Maximum-Minimumproblem, wel
ches den nten Eigenwert x" von G charakterisiert. Denn wenn wir in 
diesem Problem den zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen rp ge
statten, auf den in G verlaufenden Randlinien der Gebiete G(i) derart 
unstetig zu sein, daß sie beim Überschreiten dieser Linien endliche 
Sprünge machen, so wird durch diese Milderung der Bedingungen de~ 
vVert des Maximum-Minimums verkleinert oder jedenfalls nicht ver
größert. Andererseits definiert das modifizierte Maximum-Minimum
problem nach § 1, S. 326 gerade den nten zur natürlichen Randbedingung 

c u = 0 gehörigen Eigenwert des Gebietes, welches aus den getrennten c n 

Gebieten GliJ besteht, d. h. den Wert x~. Hiermit ist die Relation 
Y." >.x~ bewiesen. 

Die nachfolgenden Sätze geben Aufschluß über das gegenseitige Ver
hältnis der Spektren 2) der Differentialgleichung bei den verschiedenen 
Arten der vorkommenden Randbedingungen. 

1) Er ist sogar stets kleiner, wenn es sich um ein echtes Teilgebiet handelt, 
wie man mittels der Schlußweise von § 5 leicht feststellen kann. 

2) Unter Spektrum verstehen wir, wie früher, die Gesamtheit der Eigen
werte. 
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Satz 5: Es sei ln der n1• zur Randbedingung u = 0 gehörige Eigen

wert der Differentialgleichung L[u] + Ä Q u = 0 für das Gebiet G, "n der 

n1• Eigenwert für die Randbedingung ~: = 0, schließlich fln der n1• Eigen

wert für die Randbedingung ~: + a u = 0 oder allgemeiner ~: + a u = 0 

auf einem Teile T' des Randes r, u = o auf dem übrigen Teile F" des 

Randes. Dann ist stets 

und bei nicht negativem a 

"n < l'n · 

Mit anderen Worten besagt der Satz, daß unter den betrachteten Rand

bedingungen u = 0 die schärfste und, wenn a nicht negativ wird, ~: = 0 

die mildeste ist. 

Der eine Teil des Satzes, nämlich die Beziehung "n < fln, folgt aus 
der Tatsache, daß für a>o das im Ausdruck ~[lp] auftretende 
Randintegral niemals negativ wird, daß also hier stets 

ist. Daher ist aber auch die untere Grenze der linken Seite bei gegebenen 
Funktionen v1 , v2 , ••• , vn - 1 mindestens gleich der unteren Grenze der 
rechten Seite, also stehen auch die Maxima dieser unteren Grenzen in 
derselben Beziehung, d. h. es gilt eben fln;::: "n. 

Der andere Teil der Behauptung, d. h. die Ungleichung flnSÄn, 

ergibt sich folgendermaßen. Wenn wir in dem Maximum-Minimum
problem, welches ohne Auferlegung von Randbedingungen den nten 

Eigenwert f.ln von G als das Maximum des Minimums von ~ [lp] cha
rakterisiert, der Funktion lp die weitere Bedingung auferlegen, auf dem 
Rande r von G zu verschwinden, so wird sicher der Wert des einzelnen 
Minimums und somit auch des Maximum-Minimums vergrößert oder 
nicht verkleinert. Andererseits ist dieser neue Maximum-Minimumwert 
offenbar mit Än identisch, da infolge der auferlegten Bedingung jetzt 
~ [ lp] = D [ lp] wird. Es gilt also fln < Än, wie behauptet wurde. 

Bei den Anwendungen des Satzes 5 müssen wir beachten, daß die 
Anzahlen der betreffenden Eigenwerte unterhalb einer gegebenen Grenze 
in der umgekehrten Größenbeziehung stehen wie die Eigenwerte selbst. 

Zusatz zu Satz 5 : Die Aussage von Satz 5 bleibt bestehen, wenn 

man die Randbedingung ~: + a u = 0 nicht überall, sondern nur auf einem 

Teile des Randes T oder des Randstückes T' durch die Bedingungen ~u = 0 
cn 

bzw. u = 0 ersetzt. 

Der Beweis verläuft genau so wie der des Satzes 5 selbst. 
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Satz 6: Wenn in der Randbedingung ~: + au = 0 auf TdieFunk

tion a entweder an jeder Stelle vergrößert oder verkleinert wird, so kann 
sich jeder einzelne Eigenwert nur im selben Sinne ändern. 

Auch diese sehr bemerkenswerte Tatsache ist eine unmittelbare Folge 
der Maximum-Minimumeigenschaft. Denn der Ausdruck '!) [qJJ ändert 
sich bei gleichsinniger Änderung der Funktion a für jedes qJ im selben 
Sinne wie a, also auch seine untere Grenze bei gegebenen v und damit 
das Maximum dieser unteren Grenze. 

Wir erkennen aus den letzten Sätzen, daß die Eigenwerte für die 
verschiedenen Randbedingungen in charakteristischen Beziehungen zu
einander stehen. J~.ndert man die Funktion a an jeder Stelle monoton 
von 0 bis oo, so wächst jeder einzelne Eigenwert f-t monoton von dem 

Werte, den er bei der Randbedingung ~: = 0 hat, bis zu dem Werte, 

den er bei der Randbedingung u = 0 erhält. Daß tatsächlich der Grenz
wert des Eigenwertes f-tn bei ins Unendliche wachsendem a gleich An ist, 
beweist man am besten, indem man auf die Natur der Eigenfunktionen 
näher eingeht. Da dies erst später geschehen soll, verzichten wir darauf. 
an dieser Stelle den Beweis auszuführen. (Vgl. jedoch § 7, 4 und Bd. II.) 

Wir werden in Nr. 4 erkennen, daß dieses Wachstum stetig vor sich 
geht. Weiter wird die Untersuchung der asymptotischen Eigenwert
verteilung zeigen, daßtrotzdes gekennzeichneten Verhaltens der Eigen
werte doch das asymptotische Verhalten des nten Eigenwertes unab
hängig von der Randbedingung bleibt, daß sich also das Wachstum des 
Eigenwertes bei Wachsen der Funktion a nur in einem im Vergleich 
mit der Größe des Eigenwertes bei großem n beliebig geringen Spiel
raum vollzieht. 

Auch die hier zuletzt entwickelten Tatsachen haben sämtlich eine 
einfache physikalische Bedeutung. Wir erkannten nämlich in der Rand-

bedingung ~ i = 0 die eines "freien Randes"; d. h. eines solchen, 

wo bei dem Schwingungsvorgang keinerlei Randbedingung gestellt ist, 
z. B. wenn die schwingenden Massen am Rande in keiner Weise fest-

gehalten werden. Die Randbedingung ~: + a u = 0 entspricht einem 

mit elastischen Kräften gehaltenen Rande, wobei die Größe der fest
haltenden Kraft durch die Funktion a bestimmt ist. Die Bedingung 
u = 0 stellt den Fall dar, wo diese Kraft unendlich groß geworden ist, 
d. h. der Rand absolut festgehalten wird. 

Schließlich gestattet uns die Maximum- Minimum -'Eigenschaft 
des nten Eigenwertes, ohne Schwierigkeiten die Abhängigkeit der Eigen
werte von den Koeffizienten der Differentialgleichung, den Randbe
dingungen und dem Gebiet G zu untersuchen. 

Satz 7: Wenn in der Differentialgleichung L[u]+leu=O der 
Koeffizient (} an 1'eder Stelle im selben Sinne verändert wird, so ändert 
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sich bei jeder Randbedingung der n18 Eigenwert im entgegengesetzten Sinne; 
wird der Koeffizient p überaU gleichsinnig verändert, so ändert sich jeder 

Eigenwert im selben Sinne. (Im Falle der Randbedingung ~ u + o u = 0 cn 
ist hierbei o 2:: 0 vorauszusetzen.) 

In der Tat, es werde zunächst p überall gleichsinnig verändert. 
Dann ändert sich für jede konkurrenzfähige Funktion cp der Wert des 
Ausdruckes ;rJ [ cp] monoton im selben Sinne, mithin auch die untere 
Grenze dieser Werte bei festen vi, also auch das Maximum dieser unteren 
Grenzen, der nte Eigenwert. Wird Q monoton verändert, etwa in e', 
so wird eine Funktion cp, welche vorher den Konkurrenzbedingungen 
genügte, dies nicht mehr tun, vielmehr muß sie, um nunmehr der Be
dingung 

jj12'cp2 dxdy = 1 
G 

zu genügen, mit einem gewissen konstanten Faktor multipliziert werden, 
der kleiner als 1 resp. größer als 1 wird, je nachdem Q wachsend oder 
fallend sich geändert hat. Die mit diesem Faktor multiplizierte Funk
tion cp werde cp' genannt. Da dieser Faktor quadratisch in ;rJ[cpl eingeht, 
so erkennt man, daß je nach der Art der Anderung von Q die untere 
Grenze der Werte :rJ[rp] bei festgehaltenen Funktionen Vi nicht kleiner 
bzw. nicht größer wird als die untere Grenze der Ausdrücke :rJ[cp'], 
wobei hier aber an Stelle der Funktionen Vi entsprechend der Verwand-

lung von (! in e' die Funktionen V~ = Vi ~ zu treten haben. Da das e 
System der Funktionen vi zugleich mit dem der Funktionen v~ den ganzen 
Bereich der zulässigen Funktionensysteme erschöpft, so folgt ebenso wie 
oben, daß die Maxima der unteren Grenzen von D[cp] und D[cp'] in 
der umgekehrten Größenbeziehung zueinander stehen wie die Funk
tionen (! und e'. 

2. Die Größenordnung der Eigenwerte. Unsere Maximum-Minimum
definition erlaubt uns in Verbindung mit den vorangehenden Über
legungen sehr einfach, die Größenordnung der Eigenwerte zu bestimmen. 
Z.B.haben wir beidem eindimensionalenProblern (py')'- qy+ley = 0 
für den nten Eigenwert die Beziehungen 2~ <An< 2~, wobei 2~ der 
nte zu denselben Randbedingungen gehörige Eigenwert der Differential
gleichung PmY" + (- qm + 2 !2M) y = 0, 2~ der entsprechende Eigenwert 
von PMY"+(-qM+212m)Y =0 ist. Hierbei bedeuten pM, qM, 12M 
bzw. Pm, qm, 12m die Maxima bzw. Minima der Funktionen p, q, 12· 
Diese Eigenwerte lassen sich aber explizite angeben, da das Eigenwert
problem durch trigonometrische Funktionen gelöst wird, und zwar ist 
z. B. bei der Randbedingung y (0) = y (:n) = 0 
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So erhalten wir das Resultat: Für den n1en Eigenwert der Differential
gleichung (p y')'- q y + A (! y = 0 bleibt bei beliebigen unserer homogenen 

Randbedingungen der Quotient ;,~ bei wachsendem n zwischen endlichen 
n 

positiven Grenzen. Insbesondere folgt hieraus, daß lim An = oo ist, wie 
wir schon früher erwähnt haben. 

Bei mehrdimensionalen Problemen liegen die Verhältnisse ähnlich. 
Wir betrachten die Differentialgleichung 

L[ul+i.u = Llu+i.u = 0 

für ein Gebiet G bei der Randbedingung u = 0. Der nte Eigenwert 
sei An, der n10 Eigenwert eines ganz in G liegenden Quadrates der 
Seitenlänge a sei A~, der eines das ganze Gebiet G einschließenden Qua
drates mit der Seitenlänge b sei A~. Dann ist A~ >An :::0: A~. Nun wissen 

. K V § d ß 1t 4 crn 111 4 nn '1 . h' h 1 Wir aus ap. , 7, 4, a An"' -~2 , An"' [;2- gi t, mit In er a ten 

wir das Resultat: Für unser zweidimensionales Eigenwertproblem liegt 

der Quotient ~ bei wachsendem n zwischen endlichen positiven Grenzen. 
n 

Bei anderen Randbedingungen, z. B. :: = 0, gilt eine analoge 

Abschätzung. Wir wollen uns aber hier mit ihrer Durchführung nicht 
aufhalten, da sie sich, wie auch unsere obigen Abschätzungen, bald bei 
der asymptotischen Bestimmung der Eigenwerte von selbst ergeben wird. 

Bei dem Sturm-Liouvilleschen Problem erlaubt die Maximum
Minimumeigenschaft in einfacher Weise nicht nur die Bestimmung der 
Größenordnung des nten Eigenwertes, sondern geradezu seine asympto
tische Berechnung. Wir transformieren die Differentialgleichung 
(py')'- qy + A(!y = 0 durch die Transformation 

'" 
(18) 

4,-

z = VPey, rl re 
t=. 1-pdx, 

0 

Die Differentialgleichung erhält die Gestalt 

(19) z"-rz+},z = 0 

für das Gebiet 0 ;;:;; t;;;;:: l, wobei r (t) eine stetige Funktion ist und aus 
den ursprünglichen homogenen Randbedingungen analoge neue ent
stehen. Wir betrachten hier zunächst den Fall y (0) = y (n:) = 0, also 
z (0) = z (l) = 0. Das Maximum-Minimumproblem liefert uns die Eigen
werte als Maxima der Minima eines Ausdruckes 

l 

/ (z'2 + r z2) d x. 
r\ 
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Lassen wir hierin das Glied r z2 weg, betrachten also den Integralausdruck 
l 

jz'2 dx, 
0 

so unterscheidet er sich, sobald z der Bedingung 
l 

r z2 dx = 1 
0 

genügt, von dem obigen Ausdruck um nicht mehr als die endliche feste 
Schranke r M (Maximum des Betrages von r). Also sind die Maximinima 
des ersten Ausdruckes, d. h. die gesuchten Eigenwerte, von denen des 
zweiten um nicht mehr als r M verschieden. Die Maximinima des zweiten 
Integrals sind aber die Eigenwerte ftn von z" + ft z = 0 für das Inter
vall (0, l), und so ergibt sich wegen lim fln = oo unmittelbar die asympto-
tische Formel n -+oo 

I. J.,. 1 lm-= 
n-+oo ftn 

oder, wenn wir auf unsere alten Bezeichnungen zurückgehen und beach
n2 

ten, daß ftn = n2 12 ist: 
:rr 

(20) nl~~ ;: = ;2 (f v·f dx t 
0 

Genau dieselbe Abschätzung ergibt sich bd beliebigen anderen Rand
bedingungen, wie der Leser selbst durchführen möge und wie auch 
nach einer anderen Methode in § 4, 2 leicht folgt. 

3. Die Vollständigkeitseigenschaft der Eigenfunktionen. Wir wollen 
nun zeigen, daß die durch unser Variationsproblem definierten Eigen
funktionen ein vollständiges Funktionensystem bilden. Es genügt, den 
Beweis in dem typischen Falle der Sturm-Liouvilleschen Differential
gleichung (py')'- qy + ley = 0 (p(x) > 0, (} (x) > 0, q(x) > o) bei den 
Randbedingungen y (0) = y (n) = 0 zu führen. Es sei f (x) eine densel
ben Randbedingungen genügende Funktion mit stückweise stetiger erster 

:r: 

Ableitung im Intervalle G und es seien Cn = j f! fYn dx die Entwick
o 

lungskoeffizienten der Funktion in bezug auf unser Eigenfunktionen-
n 

system. Setzen wir fn = 1- i; cpyp und je fndx = a~, so haben wir zu 
1'=1 0 

beweisen, daß lim a~ = 0 ist(vgl.Kap.II,§1,3). DieFunktion b_ = cp 
a,. n-+oo 

genügt den Bedingungen 

"' J ecpydx = 0; (i = 1,2, .. . ,n) 
u 
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also muß zufolge der Minimumeigenschaft der Eigenwerte 
:r 

j"(pq/ 2 + qq;2) dx? An+1 
b 

n 
f- 2:cvy,. 

v=1 sein. Indem wir den Ausdruck q; = ---- in dieses Integral ein-
an 

setzen, erhalten wir 
n n 

_t. /(P/' 2 + q/2) dx--; {2i: (pj' cvy;, + qfcvy,.)dx 
an 0 an Q V= 1 

;T 

+ a1
• r [p (i: Cv y;.) 2 + q (i: Cy Yv) 2] dx > An+1. 
ni v=l v=1 

Das mittlere Integral ergibt, wenn wir auf jedes Glied des Integranden 
n 

Teilintegration anwenden, den Wert 22: c;lv; das letzte Integral gibt 
n v=1 

entsprechend 2: c! ~v; mithin wird 
v=1 

1 n 
D [q;] = a• (D ff]- 2: c! Av) > An+l. 

il 1•=1 

Da kein l negativ ist, so wird also 

a~ln+1 < D[f], 

woraus wegen I im ln+ 1 = oo sofort I im a~ = 0 folgt. Damit ist die Voll-
n~oo 

ständigkeit des Funktionensystems bewiesen. Denn, nachdem die Voll
ständigkeitsrelation für Funktionen f feststeht, die den Randbedingun
gen genügen und eine stetige Ableitung besitzen, folgt sie für beliebige 
stetige oder stückweise stetige Funktionen nach den Überlegungen von 
Kap. II, § 1, ). Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, daß der Be
weis in allen anderen hier in Betracht gezogenen Fällen ebenso verläuft. 

Wie wir aus der Vollständigkeitseigenschaft die Entwicklungssätze 
erhalten, werden wir im nächsten Paragraphen sehen. Vorher aber 
wollen wir auf Grund der Maximum-Minimum-Eigenschaften die Stetig
keit der Eigenwerte in ihrer Abhängigkeit von den Funktionen (!, p, q, a 
und dem Gebiet G feststellen. 

4. Stetigkeitseigenschaften der Eigenfunktionen. Wenn zunächst 
die Funktion(} in e' geändert wird und dabei 0 < ( 1 - t:) e < e' ;;:; ( 1 + e) f! 
ist, unter e eine positive Zahl verstanden, so muß nach Satz 7 der 
nte Eigenwert der Differentialgleichung für die Funktion e' zwischen den 
nten Eigenwerten liegen, die wir erhalten, wenn wir in der Differential
gleichung (} durch (} (1 - e) bzw. (} (1 + e) ersetzen. Das aber ist 
offenbar der n1e Eigenwert der ursprünglichen Differentialgleichung 
multipliziert mit den Faktoren (1 - e)- 1 bzw. (1 + t:)- 1• \Venn e 

Cour an t - H i I b er t, Mathematische Physik. I. 22 
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hinreichend klein genommen wird, so liegen diese beiden Zahlen beliebig 
nahe bei einander; damit ist bewiesen, daß der nte Eigenwert sich stet1:g 
mit der Funktion (2 ändert. 

Gerrau so verläuft der Beweis, wenn p geändert wird, vorausgesetzt, 

daß die in der Randbedingung ~_tt + o u = 0 auftretende Funktion o o n 
nirgends negativ wird. Ist dies letztere nicht der Fall, so beachte man, 

daß nach der obigen Formel (17) jedenfalls das Randintegral {po(p2 ds 
j• 

mit D[rp] und ~[rp] zugleich beschränkt bleibt. Da man nun in dem 
Maximum-Minimumproblem, welches den nten Eigenwert definiert, für 
die Werte von ~[rp] von vornherein eine geeignete obere Schranke fest
setzen darfl), ohne die Lösung des Variationsproblems zu ändern, so folgt, 
daß eine hinreichend kleine Änderung der Funktion p das Randintegral 
für alle bei Innehaltung dieser Schranke zulässigen Funktionen rp um 
beliebig wenig verändert, woraus sich wiederum die Stetigkeit des nten 
Eigenwertes als Funktion von p ergibt. 

Ebenso hängt der nte Eigenwert stetig von q ab. Es folgt nämlich 
aus der Relation {} > (!m, wo (!m eine positive Konstante ist, 

1 = Jjerp2 dxdy > em}}'rr2 dxdy. 
G G 

Somit ist für alle zulässigen Funktionen rp das Integral jJrr2 d x d y 
G 

beschränkt. Daraus ergibt sich, daß bei hinreichend kleiner Änderung 
der Funktion q sich der Ausdruck ~[rp] um beliebig wenig ändert, und 
zwar um gleichmäßig wenig für alle zulässigen Funktionen rp. Also gilt 
dasselbe für das Maximum-Minimum von ~[rp]. 

Zusammenfassend erhalten wir das Resultat: 
Satz 8: Der nte Eigenwert der Differentialgleichung L[ti] + 2 (2 u = 0 

ändert sich für alle betrachteten Randbedingungen stetig mit den Koeffi
zienten der Differentialgleichung. 

In ähnlicher Weise erkennt man die Stetigkeit der Eigenwerte in ihrer 
Abhängigkeit von der in der Randbedingung auftretenden Funktion o. 
Wir dürfen wiederum von vornherein in dem Variationsproblem voraus
setzen, daß die Ausdrücke ~[rp] unterhalb einer festen Schranke liegen. 

Dann liegt auch das Randintegral I rp 2 d s und daher auch I p o rp 2d s unter-
J' r . 

halb einer festen Schranke. Ändern wir also in dem Randintegral/ p o rp 2 d s 
j• 

die Funktion o um hinreichend wenig, so ändert sich auch dieses Rand-

1) Etwa den zur Randbedingung u = 0 gehörigen nten Eigenwert eines be
liebigen im Innern von G liegenden Quadrates. Denn den Sätzen 3 und 5 zufolge 
ist der betrachtete nte Eigenwert von G sicher höchstens gleich dem eines solchen 
Quadrates. Die Festsetzung dieser oberen Schranke für :ll [9'] kann also an der 
Lösung des Maximum-Minimumproblems nichts ändern. 
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integral um gleichmäßig beliebig wenig, somit gilt dasselbe für ~ [ fP] und 
daher auch für das ::vraximum-~finimum von :V[f{J]. Wir haben also das 
Resultat: 

Satz 9: Der nte Eigenwert ändert sich stetig mit der in der Rand-
" bedingung s_u + a u = 0 auftretenden Funktion a. 
C1l 

Wir untersuchen schließlich die Stetigkeitseigenschaften des ntcn 

Eigenwertes als Funktion des Gebietes G und wollen dabei zeigen, daß 
der n1e Eigenwert eines Gebietes G' den nten Eigenwert des Gebietes G 
bei entsprechenden Randbedingungen beliebig genau approximiert, wenn 
das Gebiet G durch das Gebiet G' hinreichend genau approximiert wird. 
Dabei müssen wir jedoch den Begriff der Approximation eines Gebietes G 
durch ein anderes G' genügend scharf fassen. Sobald in den Randbedin
gungen normale Ableitungen auftreten, werden wir uns nicht mehr, wie 
es in der Analysis situs üblich ist, damit begnügen können, daß der 
Rand von G' den Rand von G approximiert, wir werden vielmehr ver
langen müssen, daß auch die Normalen des Randes von G' die des Randes 
von G approximieren. In der Tat kann man zeigen, daß bei der milderen 
Auffassung der Approximation der nte Eigenwert nicht eine stetige 
Funktion des Gebietes zu sein braucht 1). 

1 ) Als einfachstes Beispiel für dieses Vorkommnis diene folgendes: Es sei 
L [ <p] = L1 <p, (! = 1 . G sei ein Quadrat von der Seite 1. Außerhalb G, zu G parallel 
orientiert und der Mitte einer der Seiten q von G gegenüber werde ein zweites 
Quadrat G, von der Seitenlänge e im Abstande s angebracht und sodann sein 
Inneres mit dem von G durch einen schmalen, senkrecht aufsetzenden Steg S 
verbunden, welcher von zwei im Abstand '7 parallelen Geraden der Länge e 
begrenzt wird. Das Gebiet G' möge aus den beiden Quadraten G und G, 
sowie dem StegeS bestehen. Der erste Eigenwert von G' bei der Randbedingung 
au an = 0 ist Null, die zugehörige Eigenfunktion ist u1 = konst. \Venn nun zu 

jedem s die Breite 'II des Streifens S hinreichend klein gewählt wird, so kann auch 
der zweite Eigenwert von G' beliebig klein gemacht werden. Betrachten wir näm-

1 
lieh E-ine Funktion <p in G', welche in G" gleich - -, in G gleich einer Konstanten c 

1 E 

ist und in S linear von c nach - - abfällt. Die Konstante c sei so bestimmt, daß 
E 

das über G' erstreckte Integral von <p verschwindet. \Venn s hinreichend klein 
ist, wird sich c von 0 um beliebig wenig unterscheirlen. Das Integral D ['P] 

über G' wird also von der Größenordnung '73 . Wenn daher '7 als ein hin-
' reichend kleiner Bruchteil von s3 gewählt wird, so ist dieses Integral beliebig klein, 

während das Integral von <p 2 über G' sich beliebig wenig von 1 unterscheidet. Daher 
ist der klassischen Minimaleigenschaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen zufolge 
erst recht der zweite Eigenwert von G' beliebig klein. Läßt man s gegen Null 
konvergieren, so konvergiert der zweite Eigenwert von G' sicherlich gegen Null, 

wenn 17
3 gegen Null konvergiert. Der zweite Eigenwert von G ist jedoch positiv; 

E 

also ist er nicht der Grenzwert des zweiten Eigenwertes von G', obwohl der Rand 
von G' gegen den von G konvergiert. 

22* 
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Analytisch können wir die Approximation des Gebietes G durch das 
Gebiet G' im schärferen Sinne folgendermaßen kennzeichnen. 

Das Gebiet G geht mit Einschluß des Randes punktweise in das 
Gebiet G' mit Einschluß des Randes über durch Transformationsglei
chungen der Form 

(21) x' = x + g (x, y), y' = y + h (x, y) , 

wobei die Funktionen g, h im ganzen Gebiet stetig und mit stückweise 
stetigen ersten Ableitungen versehen sind und wobei diese Funktionen 
ebenso wie ihre ersten Ableitungen absolut genommen unterhalb einer 
hinreichend kleinen positiven Schranke e liegen. Wenn dies der Fall ist, 
so sagen wir, daß das Gebiet G durch das Gebiet G' mit der Genauigkeit E 

approximiert wird. 
Konvergierte gegen Null und ändert sich G' entsprechend, so sagen 

wir, daß G' stetig in G übergeht. Nunmehr gilt, wie wir zeigen wollen, 
der folgende Satz: 

Satz 10: Dernte Eigenwert der Differentialgleichung L[u] + leu = 0 
bei irgendeiner der betrachteten Randbedingungen ändert sich stetig, wenn 
das Gebiet G in dem gekennzeichneten Sinne stetig deformiert wird. 

Zum Beweise betrachten wir eine Folge von Gebieten G', für welche 
die oben eingeführte Zahle gegen Null konvergiert. Wir lösen die Glei
chungen (21) nach x und y auf, setzen 

??(x,y) = ??'(x',y'), p(x,y) = p'(x',y') usw., a(x'(s),y'(s)) = T(s) 

und transformieren die beiden Integrale, aus denen sich '1:1 [??] zusammen 
setzt, in ein Integral über das Gebiet G'und eines über seinen Rand I". 
Dabei erhalten wir für D[??] das Integral 

(22) j j (p' [(cf.,, (1 + g.,) + ??~~ h.,)2 + (??~, gy + ??~~ (1 + hy))2] + q' 9?' 2) M-1 dx dy, 
G' 

wobei zur Abkürzung für die bei hinreichend kleinem e beliebig wenig 
von 1 verschiedene Funktionaldeterminante 

M = (1 + iJg) (1 + oh) _ iJg eh 
iJx iJy iJy ox 

gesetzt ist. Für das Randintegral ergibt sich 

fp OqJ2 ds = r p' T (s) qJ12 d 51 ds'. 
• ds 

r r' 

Hierbei bedeutet d s' das Linienelement des Randes F' von G'. 
Setzen wir allgemein 

D'[VJ] = j((P (VJ~ + VJ~) + q VJ2) dx dy, 
.G' 

'1l'[1p] = D'[VJ] +(PT (s) 1p2 ds' 
[~' 

so unterscheidet sich der Integrand in (22) von dem in D'[??'J durch 
den Faktor M-I, den von 1 beliebig wenig verschiedenen Faktor p:p' 
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und additive Glieder, in denen rp~~, rp~~, rp~. rp~. und f{!12 mit Faktoren 
multipliziert erscheinen, die mit r gegen Null konvergieren. Mit Hilfe 
der l::ngleichung 

2 II"/' I I l I d I I / {/'( 12 + ~~) d I d I : .• (Px•ff!y-C X y i ~. • ff!x• (/'y- X y 
r;• G' 

ergibt sich die Beziehung 

D[rp] = (1 + b)D1 [rp'], 

worin ()hier wie im folgenden eine-· wenn auch nicht immer dieselbe-
mit s gegen Null strebende Größe bezeichnet. Nun unterscheidet sich 
ds 
rt? bei hinreichend kleinem r beliebig wenig von 1; daher wird 

/pT(s) g/ 2 ::, ds1 = (1 + b) {pT(s) q/ 2 ds1 

I" r'· 
und im ganzen 

Jj [rp] = (1 + b)'~'[rpl]. 
Wir haben ferner die Nebenbedingungen (3), (11) von § 1 für die 

Funktionen rp zu transformieren und erhalten 

iferp2 dxdy = j(e11I 1 rp'2 dx' dy1 = 1 
(J ()' 

Jjerpvidxdy=_((eM 1 rp1V;dx'dy1 =0, (i=1,2, ... ,n-1). 
U G' 

Ersetzen wir also die Funktionen v; durch v~ = vi M -1 und multiplizieren 
die Funktion rp1 mit einem - bei kleinem s von 1 beliebig wenig ver
schiedenen - konstanten Faktor, so daß für die neue entstehende Funk
tion q/1 die Relationen 

(ferp" 2 dx1 dy1 = 1, 

(i= 1,2, ... ,n-1) 

gelten, so wird erstens 

J:l[qJ) = (1 + b)~1 [gl1]; 

zweitens genügt die Funktion rp" den Bedingungen des Maximum
}iinimumproblems, welches den nten Eigenwert von G' charakterisiert. 
wobei die Funktionen vi = NI- 1 Vi die Rolle der Funktionen Vi in G 
spielen. Da nun der Bereich sämtlicher zulässiger Funktionensysteme v; 
zugleich mit dem cler Funktionensysteme v; durchlaufen wird, so folgt, 
daß auch das Maximum-Minimum der linken Seite sich von dem der 
rechten nur um einen - mit gegen Null konvergierendem E - gegen 1 
konvergierenden Faktor unterscheiden kann. Damit ist aber Satz 10 
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bewiesen. Wir erkennen gleichzeitig aus der obigen Entwicklung, daß 
dieser Satz sich folgendermaßen präzisieren läßt: 

Zusatz zu Satz 10: Wenn ein Gebiet G' in ein Gebiet G durch 

d. i.e Transformation (21) übergeht und dabei ., ~ g I < e, '
1

1 ~ g i
1 
< e, I ~ h 

1
1 < e, 

'~h~ CX cy CX 

I ~ Y < e ist, unter e eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, so gibt 

es eine nur von e abhängige, mit e zugleich gegen Null konvergierende 
Zahl 1J derart, daß die nten Eigenwerte ftn, p!,, der Gebüte G und G' für 
irgendwelche der betrachteten Randbedingungen und iedes n der Beziehung 

I
I !l:, -1 I < 1J 
p" I 

genügen. 
Für die Randbedingung u = 0, bei welcher keinerlei normale Ab

leitung auftritt, gilt naturgemäß der Stetigkeitssatz in weiterem Um
fange: 

Satz 11: Der nte Eigenwert der Differentialgleichtmg L[u] + .1. e u = o 
für die Randbedingung u = o ist auch dann noch eine stetige Funktion 
des Gebietes G, wenn bei der stetigen Deformation des Gebietes die Stetig
keit der Veränderung der Normalen nicht mehr gefordert wird. 

Man kann nämlich die Ränder zweier Gebiete G und G', welche hin
reichend benachbart sind, ohne daß in benachbarten entsprechenden 
Randpunkten auch die Normalen benachbarte Richtungen besitzen 
müssen, stets zwischen die Ränder zweier iin engeren Sinne hinreichend 
benachbarter Gebiete B und B' einschließen. Da nun der nte Eigenwert 
für die Randbedingung u = 0 nach Satz 3 eine monotone Funktion 
des Gebietes ist, so liegen die nten Eigenwerte von G und G' zwischen 
denen von B und B', welche nach Satz 10 ihrerseits benachbart sind. 
Damit ist Satz 11 bewiesen. 

Die letzten Betrachtungen liefern uns, wenn wir nicht den Grenz
übergang e -->- 0 ausführen, das folgende allgemeinere Resultat: 

Gehen zwei Gebiete G und G' auseinander durch eine Punkttransforma
tion der obigen Art hervor, für welche der absolute Betrag der Funktional
determinante zwischen endlichen positiven Grenzen "bleibt, und bedeutet 
2" bzw. J..~ den n1'n Eigenwert des Gebietes G bzw. G', so liegt der Quotient 

~~ für hinreichend große n zwischen positiven, von n unabhängigen 
•n 

Schranken. 

§ 3. Der Entwicklungssatz. 
Es bereitet keine Schwierigkeit, die Sätze über die Entwicklung 

willkürlicher Funktionen nach Eigenfunktionen von unserem jetzigen 
Standpunkte aus zu beweisen. Wir beschränken uns hier auf den Fall 
einer unabhängigen Variablen, weil wir den Satz in diesem Falle unter 
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wesentlich verringerten Voraussetzungen gegenüber Kap. V beweisen 

können 1). Wir wellen zeigen: jede den Randbedingungen genügende, 
:Tl 

im Intervall G stetige Funktion f(x), fürwelche J f'(x) 2 dx und somit auch 
~ 0 

D [IJ =-= / (p f' 2 + q / 2) d x einen Sinn hat, läßt sich in eine absolut und 
0 (X) ;rr 

gleichmäßig konvergente Reihe 2:CnYn (cn = f efYndx) entwickeln. 
n=l 0 

Wegen der Vollständigkeit des orthogonalen Funktionensystems YeYn 
für die Differentialgleichung (p y')' - q y + J. f2 y = 0 genügt es, zu 

zeigen, daß die Reihe l;cnYn mit Cn = j~fyndx gleichmäßig konver-
n=l 0 

giert (vgl. Kap. II, S. 37). 
n 

Zum Beweise betrachten wir wieder die Funktion fn = f - 2: c, Yv. 
v=l 

Es ist, 'ovi.e wir oben S. 337 berechneten, 

n 
DUn] = D [f]- 2: c!J.,,. 

v=l 

Mithin konvergiert wegen D[lnl > 0 die aus positiven Gliedern bestehende 

Reihe i; c~ Än . Setzen wir a,. = Cn ffn , so ist also i; a~ konvergent. 
n=l n=l 

Nun wird 
k k k 

! 6; CnYn(X) I< 6;,1 Cn II Yn(X) I = 6; I~~~ jl Yn(X) I' 

also zufolge der Schwarzsehen Ungleichung 

. 2 Y." X -, 2 Y" XI ( 
k )2 k k 2 ( ) 00 00 2( ' 6 CnYn (x) ;'?~an 6;. 2:- < ~ an 6;. 2:- . 

Wir nehmen jetzt die Tatsache vorweg2), daß I Yn (x) I < C bleibt, wobei 

C eine von n unabhängige Konstante ist. Da ~· nach § 2, 2 zwischen 
00 k 2 ( ) 

endlichen Schranken bleibt, und da .2; ~2 konvergiert, so wird ~, Y,~nx 
n=l n=h 

1) Es sei bei dieser Gelegenheit nochmals betont, daß unsere Entwicklungs
sätze für mehr als eine unabhängige Variable erst dann als allgemein bewiesen 
angesehen werden können, wenn die Existenz der betreffenden Greensehen Funk
tionen, bzw. der Lösung der betreffenden Variationsprobleme feststeht. Beide 
Fragen werden ihre vollständige Beantwortung erst im zweiten Bande finden. 

2) Der Beweis folgt in ~ 6. 
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bei hinreichend großem h und k gleichmäßig für alle x beliebig klein, 
k 

und somit ebenfalls Z' lcnYn (x)l; das heißt aber, die obige Reihe kon-
n=h 

vergiert absolut und gleichmäßig, womit der behauptete Entwicklungs-
satz bewiesen ist. 

Weitere Verschärfungen des Entwicklungssatzes werden sich später 
(§ 6) als Folge der asymptotischen Darstellung der Eigenfunktionen 
ergeben. 

§ 4. Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. 

I. Die Differentialgleichung LJu + l.u = 0 bei Gebieten, welche 
aus endlich vielen Quadraten oder Würfeln bestehen. Unsere bisher 
gewonnenen Resultate und Methoden gestatten uns, auch bei mehreren 
unabhängigen Variablen mühelos das asymptotische Verhalten des 
nt•n Eigenwertes bei wachsendem n zu verfolgen, wie wir es bei einer 
unabhängigen Variabeln schon in § 2 taten. Das hervorstechende und 
für prinzipielle physikalische Fragen besonders wichtige Ergebnis dieser 
Untersuchungen wird sein, daß für Dilferentialgleichungen mit konstanten 
Koelfizienten das asymptotische Verhalten der Eigenwerte nicht von der 
Gestalt, sondern lediglich von der Größe des Grundgebietes abhängt. Wir 
wollen zunächst die Differentialgleichung LI u + l u = 0 betrachten 
und voraussetzen, daß das Gebiet G sich in endlich viele, etwa h, kon
gruente Quadrate bzw. im Falle von drei unabhängigen Variablen 
Würfel der Seitenlänge a zerlegen läßt. Wir werden solche Gebiete als 
"Quadratgebiete" bzw. "Würfelgebiete" bezeichnen. Der Flächeninhalt 
bzw. das Volumen von G ist dann f = ha2 bzw. V= ha3• 

Im folgenden werden wir mit dem Buchstaben {i stets eine zwischen 
- 1 und + 1 liegende Zahl, mit dem Buchstaben c oder C eine Konstante 
bezeichnen und uns die Freiheit gestatten, gelegentlich, wenn ein Miß
verständnis ausgeschlossen erscheint, die Unterscheidung verschiedener 
solcher Werte {} bzw. c oder C durch Indizes usw. fortzulassen. 

Wir erinnern noch einmal an die schon früher (S. 250) betrachtete 
Abschätzung der Eigenwerte unserer Differentialgleichung für ein Qua
drat Q der Seitenlänge a. Hier werden die Eigenfunktionen und Eigen
werte bei der Randbedingung u = 0 durch die Ausdrücke 

• l:n:x • m:n:y 
sm--sm---

a a ' 
(l,m = 1,2,3, ... ) 

bei der Randbedingung ~u = 0 durch die Ausdrücke 
on 

l:rr:;; m:n:y 
cos-cos--

a a ' 

gegeben (vgl. Kap. V, § 7, 4). Bezeichnet man die Anzahl der unterhalb 
einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte im ersten Falle mit AQ (l), im zweiten 
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Falle mi.t BQ (J.), so sind diese Anzahlen identisch mit den Anzahlen 
cler ganzzahligen Lösungen der Ungleichung 

wobei im ersten Falle l > 0, m > 0, im zweiten l > 0, m > 0 vorge
schrieben ist. Durch Abzählung der Gitterpunkte im ersten Quadranten 

des um den Nullpunkt des Koordinatensystems mit dem Radius~ yl 
n 

geschlagenen Kreises erhält man für hinreichend großes ;.. nach 
Kap. V,§ 7,4 

(23) 

Hierbei ist c eine numerische von J. und a unabhängige Konstante. 
Es sei nun A (J.) die Anzahl der unterhalb einer Grenze ;., gelegenen 

Eigenwerte der Differentialgleichung L1 u + ). u = 0 für das Gebiet G und 

die Randbedingungen u = 0 oder :: = 0 oder auch die allgemeinere 

Randbedingung vom Typus :: + au = 0, wobei jedoch zunächst a > 0 

vorausgesetzt werde. Bezeichnen wir mit AQ1(J.), AQ2 (J.), ..• , AQh(J.) die 
entsprechenden Anzahlen für die Teilquadrate bei der Randbedingung 
~~ = 0, mit BQ1(J.), BQ2 (J.), ..• , BQh(J.) diese Anzahlen bei der Rand-

bedingung ~u = 0, so besagt Satz 5 in Verbindung mit Satz 2 und 4 
on 

AQ1(A) + · · · + AQh(J.)-=:;:; A(J.)::; BQ,(J.) + · · · + BQh. 

Da aber diese Anzahlen AQ1(A), BQ1(A) übereinstimmend durch die Glei
chungen (23) gegeben werden, so schließen wir 

A(J.) = j___ J.. + {}ca (i. 
4Jr 

Mit anderen Worten, es gilt folgender Satz: 
Satz 12: Die Anzahl A(J.) der unterhalb einer Grenze gelegenen 

Eigenwerte der Differentialgleichung L1 u + ). u = 0 für ein Quadratgebiet 
vom Flächeninhalt f ist bei allen oben betrachteten Randbedingungen asym
ptotisch gleich 

d. h. es gilt 

(24} lim A(l) = ___!__. 
),-HX:l /A 4;;r; 

Genauer besteht für alle hinreichend großen ). die Beziehung 

(25) '4Jl/~(J.) -1[< /~' 
1 /, JA 

worin C eine von }. unabhängige Konstante bedeutet. 
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Bezeichnet man mit !?n den nten zu einer der betrachteten Rand
bedingungen gehörigen Eigenwert, so ist die Aussage dieses Satzes bzw. 
der Gleichung (25) äquivalent mit der Gleichung 

(26) 

wo wieder {) einen echten Bruch, c eine von n unabhängige Konstante 
bedeutet. Man braucht, um dies einzusehen, in (25) nur A(en) = n zu 
setzen. 

Die Gültigkeit des Satzes 12 bleibt bestehen, auch wenn etwa in der 

Randbedingung ~u + au = 0 die Funktion a negative Werte annehmen 
on 

kann. Wir schließen dies wiederum mit Hilfe der Ungleichung (17) aus 
§ 1, ). 

Vorab bemerken wir, daß nach Satz 5 der nte Eigenwert fln bei der 
a . 

betrachteten Randbedingung ~= + au = 0 jedenfalls nicht größer sein 

kann als der n10 Eigenwert An bei der Randbedingung u = 0. Wir 
dürfen also von vornherein voraussetzen, daß der Ausdruck 

~[9?1 = D[!f?J+jPa!f?2 ds, 
I' 

dessen Maximum-Minimum ja fln ist, die Grenze ),n für keine der zur 
Konkurrenz in dem Variationsproblem zugelassenen Funktionen 9? über
steigt; die Lösung des Maximum-Minimumproblems wird dadurch nicht 
geändert. 

Nun ist nach der Ungleichung (17) von S. 329: 

I J p a 9?2 d s I < cl V I D [ 9?] I + c2 ' 
I' 

wobei cv c2 numerische Konstante bedeuten; es wird also 

D [ 9?] - c1 V I D [ 9?] I - c2 < ~ [ 9?] < D [ 9?] + cd I D [ 9?] I + c2 • 

Aus der Annahme ~ [ 9?] ::::= An folgt 

D [ 9?] - c1 V D I [ 9?] I - c2 < Än , 

und hieraus wiederum ergibt sich, daß D [9?] mit n nicht stärker wachsen 
kann als Än, d. h. daß eine Relation der Form 

gelten muß, unter c3 wiederum eine Konstante verstanden. Mithin 
wird, da ja die Beziehung (26) für (>n =An gilt, unter den über 9? ge
machten Voraussetzungen 

D [!p]- c4 y-;; ~ ~[9?] < D [9?] + C411n, 



§ 4. Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. 34 7 

und diese Beziehung gilt für die unteren Grenzen der Ausdrücke 'Il [rp] 
und D[rp] bei gegebenen Funktionen v1, v2, ••• , Vn- 1 , mithin auch für 
die l\iaxima dieser unteren Grenzen. Dieses Maximum ist für D [rp] 

der nte zur Randbedingung ~ u = 0 gehörige Eigenwert, für den die Be-
(, n 

ziehung (26) schon bewiesen ist. Daher folgt sie nun unmittelbar auch 
für das Maximum der unteren Grenze von 'Il [rp], den betrachteten 

n ten Eigenwert f-ln bei der Randbedingung ~: + a u = 0, und diese 

Beziehung ist mit der Aussage von Satz 12 gleichbedeutend. 
Wenn stattzweierunabhängiger Variablen drei vorliegen, so ändern 

sich in der ganzen Betrachtung nur die Ausdrücke AQ (A), BQ (A) für die 
Anzahlen der unterhalb einer Grenze ), gelegenen Eigenwerte bei den 

. tu d . d Randbedmgungen tt = 0 bzw.--"--- = 0, un zwar w1r 
cn 

Somit erhalten wir jetzt das Resultat: 
Satz 13: Die Anzahl A(Jc) der unterhalb einer Grenze A gelegenen 

Eigenwerte der Differentialgleichung J u + Au = 0 für ein aus endlich 
vielen kongruenten Würfeln bestehendes Polyeder vom Rauminhalt V ist 

bei allen betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich __li'_2 lJ, d. h. 
6n 

es gilt 
I . A (i.) _ ~1~ 
lffi ~ - 2. 

i. >-oo V}.' 6 ;r 

Genauer besteht bei hinreichend großem ;, die Formel 

(28) 6:r2A_0)- 1 II < c -~ 
V i} ] /.' 

wobei C eine 110n }, unabhängige Konstante ist 1). 

2. Ausdehnung des Resultates auf die allgemeine Differential
gleichung L [ u] + ). Q tr = 0. Um die gewonnenen Sätze über die asym
ptotische Eigenwertverteilung auf die allgemeine elliptische, sich selbst 
adjungierte Differentialgleichung (1) zu übertragen, denken wir uns 
die Quadrateinteilung bzw. Würfeleinteilung des Gebietes G durch mehr
fach fortgesetzte Halbierung der Seitenlänge a so verfeinert, daß in 
jedem der entstehenden Elementargebiete die Differenz zwischen dem 
größten und kleinsten Wert der Funktionen p bzw. (! unterhalb einer 
vorgegebenen hinreichend kleinen positiven Zahl c bleibt. Wir beachten 
ferner, daß die Funktion q auf die asymptotische Eigenwertverteilung 

1 ) Eine schärfere allgemeine Abschätzung des bei der asymptotischen Ab
schätzung von A ().) gemachten Fehlers ist allgemein nicht möglich, da beim Qua
drat bzw. beim Würfel die angegebene Größenordnung des Fehlers wirklich erreicht 
wird. 
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überhaupt keinen Einfluß ausüben kann, da der Ausdruck :tl[tp] und mit 
ihm sein Maximum-Minimum sich bei Streichung der Funktion q nur 

um einen beschränkten Betrag ändert, nämlich um weniger als q,,I, wie 
!!m 

oben (z. B. S. 327) unmittelbar aus der Relation (13) gefolgert wurde; 
q"11 und qm haben dabei entsprechende Bedeutung wie früher. Wir neh
men demgemäß in den folgenden Entwicklungen q = 0 an. 

Die weitere Betrachtung werde für den Fall eines ebenen Gebietes G 
durchgeführt. Die Anzahl der Quadrate, aus denen G besteht, sei wie
derum h, ihre Seitenlänge a, mit A'(2) werde die Anzahl der unterhalb 
einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung 
L[u] + 2eu = 0 bezeichnet, wobei als Randbedingung irgend eine der 

betrachteten genommen werden kann, die Bedingung~~+ au = 0 je-
an 

doch zunächst unter der einschränkenden Voraussetzung a 2:: 0. Die 
Teilquadrate bezeichnen wir mit Q1, Q2, ••• , Qh, die zugehörigen Anzahlen 
der unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte der Differential
gleichung für die Randbedingung u = 0 mit AQ, (J.), ... , AQh (Ä), für die 

Randbedingung ~= = 0 mit BQ,, (2), ... , BQh (Je). Nach Satz 2, 4 und 5 

ist wieder 

(29) AQ, (2) + · · · + AQ,h (2) < A' (Je) :S BQ, (Ä) + · · · + BQh (),). 

Nun folgt aus Satz 7 unter Berücksichtigung von (23) 

wenn mit P~V, e<;l, die Maxima, mit P!/;;, e!/;; die Minima der betreffenden 
Funktionen in dem Quadrate Qi bezeichnet werden und AQi(2), BQi(2) 
wie in der vorigen Nummer die durch die Gleichungen (23) gegebenen 
Anzahlen der entsprechenden Eigenwerte für die Differentialgleichung 
LI u +Jeu = 0 bedeuten. Denn ersetzt man in der Differentialgleichung (1) 
p durch p<;J, e durch e<;),, so wird nach Satz 7 jeder der Eigenwerte ver
größert oder jedenfalls nicht verkleinert, ihre Anzahl unterhalb einer 
Grenze}, also verkleinert oder nicht vergrößert. Andererseits geht dabei 

ol'l 

die Differentialgleichung (1) in die Differentialgleichung LI u + 2 ;~~ u = 0 
pw M 

über, deren Eigenwerte die mit ";~ multiplizierten Eigenwerte der Diffe-
-m 

rentialgleichung LI u + Jeu = 0 sind. Das Entsprechende gilt, wenn 
p durch p~, g durch e~;] ersetzt wird. 

Ferner ist, da (! und p stetige Funktionen sind, 

h . h . 
. ,• o L--, ol•l 2 ol•l 

11 -=-dxd" = a 2 '--'"- + J = a2 --'1 ..L r)' p .1 pi<) p(l) I ' 
'rl i=l Jf i=1 m 
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wobei die Zahlen I() I, i b'l beliebig klein werden, wenn nur die anfäng
liche Quadrateinteilung hinreichend fein, d. h. a hinreichend klein ge
wählt ist. Somit ergibt sich durch Anwendung von (29) ganz ebenso 
\\"le lll § 4, 1 

(30) A(2) = 4
1";.// ~ dxdy +Ab"+ Hqlf, 

() 

wo auch II>'' I beliebig klein ist, und dies ist nichts anderes als folgende 
Aussage über die asymptotische Eigenwertverteilung: 

Satz 14: DieAnzahl A(2) derzur Differentialgleichung L[u] + A(!~t = 0 
gehörigen, unterhalb einer Grenze }, gelegenen Eigenwerte eines Quadrat
gebietes G ist für jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

}. 1.! 0 
4 ,c p dxd y, d. h. es gilt 

a 

(31) I. A(i.) 1 ~-~··I! d d Im-··=- - X y. 
i.-+= }. 4n.d p 

Die ursprüngliche Voraussetzung a 2:: 0 erkennt man hier genau so 
wie in Nr. 1 als überflüssig. 

Dieselben Überlegungen für den Raum durchgeführt ergeben folgen
des Resultat: 

Satz 15 : Die Anzahl der zur Differentialgleichung L[ u] + i, e u = 0 
gehörigen, ~tnterhalb einer Grenze }. gelegenen Eigenwerte eines Würfel
gebietes G ist für alle hier betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

d. h. es gilt die Relation 

(32) 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß die Überlegungen der 
beiden letzten Nummern sich genau ebenso für einen allgemeineren 
Bereich durchführen lassen, der aus endlich vielen beliebigen Rechtecken 
bzw. Quadern zusammengesetzt ist. 

3. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung für einen 
beliebigen Bereich. Um die asymptotischen Spektralgesetze der voran
gehenden Paragraphen auf beliebige Bereiche zu erweitern, müssen 
wir diese Bereiche durch Quadrate bzw. Kuben von innen heraus aus
schöpfen. Dabei werden wir neue Überlegungen lediglich anzustellen 
haben, um den Einfluß des bei jeder Approximation übrigbleibenden 
Randstreifens abzuschätzen. 
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Zunächst setzen wir voraus, daß G ein ebener Bereich sei, dessen 
Rand überall stetig gekrümmt ist, und betrachten ferner nur die Diffe
rentialgleichung L1 u + 2 u = 0. 

Wir schicken eine Reihe von Bemerkungen voraus, welche sich auf 

die zu dieser Differentialgleichung und zur Randbedingung ~: = 0 

gehörigen Eigenwerte bzw. die Anzahl derselben unterhalb einer ge 
gebeneu Grenze für gewisse einfache Gebiete beziehen. 

Es sei zunächst G ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit der 
Kathete a. Jede Eigenfunktion des Dreiecks ist auch Eigenfunktion des 
durch Spiegelung an der Hypotenuse entstehenden Quadrates für die-

selbe Randbedingung ~: = 0. Denn man erkennt ohne weiteres, daß 

sich die Eigenfunktion in das gespiegelte Dreieck fortsetzen läßt, indem 
man spiegelbildlich zur Hypotenuse gelegenen Punkten denselben Funk-

~ 

tionswert zuweist; dabei wird die Randbedingung ~ tt = 0 auf dem ganzen 
cn 

Rande des Quadrates erfüllt. Der n1e Eigenwert des Dreiecks ist also 
zugleich Eigenwert des Quadrats, mithin ist der n1" Eigenwert des 
Quadrats sicher nicht größer als der des Dreiecks, oder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte für das Dreieck bei der Rand-

bedingung ~: = 0 ist höchstens gleich der entsprechenden Anzahl für das 

Quadrat, d. h. der durch Formel (23) angegebenen Zahl. 
Zweitens sei G ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit den Ka

theten a und b, wobei b < a vorausgesetzt werde. Die Kathete a falle 
in die x-Achse, die Kathete b in die y-Achse. Wir verwandeln durch 

die Transformation $ = x, 1J = i- y das Dreieck G in ein rechtwinklig 

gleichschenkliges Dreieck G' mit der Kathete a. Hierbei geht der Aus
druck D[!f?] übEr in 

D[!f?] = fJ[(aa~t + :: (~~)2] ~d$d1J 

und die Nebenbedingung (13) in 

JJg;2~d~d1J = 1' 
G' 

während die andern Nebenbedingungen (11) aus § 1, 2 bei der Transfor
mation ihre Gestalt überhaupt nicht ändern. Wir können also unter 
Weglassung des unwesentlichen in beiden Integralen auftretenden 

konstanten Faktors ~ den nten Eigenwert Xn des Dreiecks G als das 

Maximum-Minimum des über G' erstreckten Integrals 
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charakterisieren, wobei im übrigen das Maximum-Minimum ganz im 

ursprünglichen Sinne zu verstehen ist. Da nun sicherlich wegen 7; > 1 

l./.[(iJrp)2 a2 (ir)· 2] {/''[(orp)2 (·arp)2] 
i/ .(·~ t-b2\(;} d~dr;>i/ iJg t- &"' d~dr; 

gilt, so ist auch das Maximum-Minimuni der linken Seite mindestens 
gleich dem der rechten Seite, d. h. dem nten Eigenwert für das recht
winklige gleichschenklige Dreieck G', also erst recht größer als der nte 

Eigenwert eines Quadrates der Seite a. Mithin ist bei der Randbedingung 

~: = 0 die Anzahl der unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte eines 

rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten höchstens gleich a sind, sicher 
nicht größer als die entsprechende Anzahl der Eigenwerte für das Quadrat 
der Seite a und also erst recht nicht größer als die entsprechende Anzahl 
für jedes größere Quadrat. 

Ebenso ist die Anzahl der Eigenwerte für ein beliebiges Rechteck 
unterhalb einer Grenze sicher nicht größer als die entsprechende Anzahl 
für ein Quadrat, dessen Seite min-
destens gleich der größeren Recht
ecksseife ist. 

Aus diesen Tatsachen in Ver
bindung mit Satz 4 erhält man 
ohne weiteres die Möglichkeit, die 
Anzahl der Eigenwerte unterhalb 
einer gegebenen Grenze nach oben 
abzuschätzen, wenn das betrachtete 
Gebiet aus einer endlichen Anzahl 

( 

".---,_...... 

/_ 

I 

von Rechtecken und rechtwinkligen Abb. 10. 

Dreiecken zusammengesetzt ist. 

"' 
~ 

J 
) 

Diese Ergebnisse wenden wir an, um den Einfluß des Rand
streifens, der bei einer Ausschöpfung von G durch Quadrate übrig
bleibt, auf die Eigenwertverteilung zu beurteilen. Hierzu muß 
zuerst dieser Randstreifen definiert werden. Wir nehmen an, 
es sei, nötigenfalls durch mehrmalige Halbierung der Seitenlänge, 
die Quadrateinteilung der Ebene so fein geworden, daß bei jedem 
in einem der Quadrate liegenden Randstücke von G die Nor
male sich um weniger als einen vorgegebenen kleinen Winkel 1J 

dreht, über dessen Kleinheit wir uns die Verfügung vorbehalten. 
Wir können dann, wie in der Abb. 10, den Rand T durch eine An
zahl r aneinander anschließender Elementargebiete Ev E 2, ••• , Er 
folgender Art begleiten: Jedes Gebiet E wird entweder begrenzt von 
zwei zueinander senkrechten Geraden AB, AC der Quadrateinteilung, 
deren Länge zwischen a und 3 a liegt, und einem Stück B C des 
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Randes (Abb. 11), oder es ist begrenzt von einer Seite AB der Quadrat
einteilung, zwei dazu senkrechten Strecken AC, B D mit Längen 
zwischen a und 3a und einem Stück CD des Randes (Abb.12). Aus r 
solchen Gebieten setzen wir einen Randstreifen S zusammen, so daß 

B' A 
Abb. 11. 

nach Abtrennung desselben von G ein Quadrat
e' polygon, bestehend aus h Quadraten Ql, Q2, ... ' Qh 

übrig bleibt!). Die Anzahl r ist offenbar kleiner 
C als eine von a unabhängige, wesentlich von der 

Länge des Randes abhängende Konstante C divi
diert durch a. 

Um die Anzahl BE (J.) der unterhalb einer 
Grenze ;. gelegenen zur Differentialgleichung 

Llu +Au= 0 und der Randbedingung !: = 0 

gehörigen Eigenwerte eines der Gebiete E nach 
oben abzuschätzen, haben wir wieder für den nten 

Eigenwert eine untere Grenze aufzusuchen. Zu 
diesem Zwecke ziehen wir durch einen beliebigen Punkt des krummlinigen 
Randstückes von E die Tangente. Diese begrenzt zusammen mit den 
geradlinigen Randstücken von E ein Gebiet vom Typus AB' C' (Abb. 11), 
d. h. bei hinreichend kleinem 1J ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten 
kleiner als 4 a oder ein Trapez vom Typus ABC'D', bei dem ebenfalls 
die Seiten AC', BD' kleiner als 4a sind (Abb. 12), je nachdem, welchem 
Typus das GebietE angehört. Die Gebiete AB'C' bzw. ABC'D' wollen 
wir mit E' bezeichnen. Nun kann man das GebietE stets in das Gebiet 
E' durch eine Transformation von der Form (21) überführen, wie sie in 

§ 2 betrachtet wurde. Bei Gebieten des ersten Typus 

C''L--c;;::T 
0 1 sei etwa A der Pol eines Polarkoordinatensystems mit 

C•l7 'r--O den Koordinaten fJ, e, und e = j(fJ) sei die Gleichung 
der krummen Linie BC, e = g (fJ) die Gleichung der 
Geraden B'C'. Dann wird durch die Gleichungen 

A 8 
Abb. 12. 

{}' = {}, g (#) 
e'=e 1({}) 

die Transformation des krummlinigen Dreiecks E auf 
das geradlinige E' vermittelt. Im Falle des zweiten 

1) Davon, wie diese Konstruktion durchzuführen ist, wird sich der Leser 
selbst Rechenschaft geben können. Man beginne damit, die Randkurve in end
lich viele Bögen von drei Arten einzuteilen. Auf den Bögen der ersten Art bilde 
die Tangente mit der x-Achse, auf denen der zweiten Art mit der y-Achse 
Winkel von höchstens 300; auf denen der dritten Art bilde sie mit keiner der 
Achsen Winkel von weniger als 200. Die Endpunkte der Bögen erster bzw. 
zweiter Art sollen rationale Abszissen bzw. Ordinaten haben Eine hinreichend 
enge Quadrateinteilung, auf deren Seiten diese Endpunkte liegen, ermöglicht die 
im Text geschilderte Konstruktion. 
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Typus ABCD liege AB in der x-Achse, y = g(x) sei die Gleichung 
der Geraden C' D' und y = f (x) die Gleichung der krummen Linie CD. 
Dann betrachten wir die Transformation 

x' = x, 
, g (x) 

Y = Y f(x)' 

Wenn wir voraussetzen, daß die zugrunde gelegte Strecke a hinreichend 
klein, also auch die totale Drehung der Tangente an dem Kurvenbogen 
CB bzw. CD hinreichend klein genommen wird, so haben offenbar die hier 
betrachteten Transformationen genau die Gestalt (21), und die dort mit e 
bezeichnete Größe wird beliebig klein. Nach dem Zusatz zu Satz 10 
unterscheiden sich dann aber die entsprechenden t~ten Eigenwerte für die 
Gebiete E und E' nur um einen für alle n gleichmäßig wenig von 1 ver· 
schiedeneu Faktor, Mithin gilt dasselbe auch für die entsprechenden 
Anzahlen BE (2) und BE' (2) der unterhalb einer Grenze 2 gelegenen zur 

Randbedingung ~~ = 0 gehörigen Eigenwerte. 

Da nun das GebietE' entweder ein rechtwinkliges Dreieck mit Seiten 
kleiner als 4a ist, oder sich aus einem solchen Dreieck und einem Recht
eck mit Seiten kleiner als 3 a zusammensetzt, so folgt, sobald nur a hin
reichend klein genommen ist, jedenfalls für die Anzahl BE(2) von einem 
gewissen 2 ab 

(33) 

wo ct> c2 geeignet zu wählende numerische Konstanten bedeuten. 
Nunmehr sind wir in der Lage, für das Gebiet G die asymptotischen 

Eigenwertgesetze zu beweisen. Es sei also A(2) wieder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte unserer Differential
gleichung LI u + 2 u = 0 für das Gebiet G und irgend eine der betrach
teten Randbedingungen, wobei wir wieder zuerst gegebenenfalls die 
Voraussetzung a > 0 machen. Eine Quadrateinteilung der Ebene 
durch Quadrate mit der Seitenlänge a führe zu einer Zerlegung des Ge
bietes G in h Quadrate Qt> Q2, ••• , Qh und r Randgebiete Et> E2 •••• , E,. 
Wie früher bezeichnen wir die Anzahlen der zu den Quadraten ge
hörigen untt:rhalb 2 liegenden Eigenwerte mit A, (2) bzw. B, (2), je nach-

dem die Randbedingung u = 0 oder ~: = 0 gestellt ist. Mit AE1 (2) 

bzw. BE; (2) werden die entsprechenden Zahlen für die Gebiete E, be
zeichnet (von den letzteren brauchen wir jedoch nur die Zahlen BE;(2)). 

Gemäß den Gleichungen (23) ist 

und nach dem Vorangehenden gilt 

BE;(},)= ~3 (c3 2a2 +ac4 yl), 
Co ur an t. Hilber t, Mathematische Physik. I. 23 
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wobei,wiestets,mit {},{}11 ••• Zahlenzwischen -1 und +1, mit c1,c2, ••• 

irgendwelche von a und Ä. unabhängige Konstanten bezeichnet werden. 
Nach den Sätzen 5, 2 und 4 ist 

A1 (Ä.) + A2 (l) + .. · + Ah (l) ~ A (l):::; B1 (l) + · .. + Bh (l) + 

+BE,(Ä.) + ... + BE,(Ä.)' 

ferner ist jedenfalls 

h a2 ,/- (h a2 {} c h a ) A1(l)+···+Ah(l)=-4 l+#1 c1 havl=A. -+~, 
n 4n ~ 

BI (Ä.) + ... + Bh(Ä.) +BE, (Ä.) + ... + BE,(Ä.) 
ha2 - V-= -A.+fJ2 c2 ha,1l+fJ3 ra2 ).c3 +fJ3 rac4 Ä. 
4n: r 

= A. [ (:~ + fJc3 ra2) + (hafJ2 c2 + rafJac4) V~]. 

Da nun a r < c5, also a2 r bei hinreichend kleinem a beliebig klein ist, 
da ferner bei hinreichend kleinem a für jedes noch so kleine (} gilt 

I h a2 - tl < (}. 
so folgt aus diesen Ungleichungen unmittelbar das asymptotische Gesetz 

1. 4n:A(J..) _ i 
Jm-J..-1-- . 

l->-oo 

Denn wir haben die Größe a frei zur Verfugung und können, etwa indem 
Wir ein festes hinreichend kleines a wählen, die Faktoren von A. in den 
obigen Ungleichungen für hinreichend große l beliebig nahe an den 

Wert 4: bringen. 

Auch wenn wir die Voraussetzung a > 0 fallen lassen, erhalten wir 
nunmehr dasselbe asymptotische Gesetz durch die schon mehrfach aus
geführte Anwendung der Ungleichung (17) mittels derselben Schlüsse, 
wie sie an analoger Stelle in § 4,1 ausgeführt wurden. Zusammenfassend 
ergibt sich also das Resultat: 

Satz 16: Bei allen betrachteten Randbedingungen ist die Anzaht A(l) 
der unterhalb einer Grenze Ä gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung 

J u + Ä. u = 0 für das Gebiet G asymptotisch gleich : ~ , d. h. es gilt 

(34) 1. 4n:A (2) _ 
1m • 1 -1, 

;,_,. 00 /, 

wobei f den Flächeninhalt des Gebietes bede1tlet. 
Beim Beweise hatten wir zunächst angenommen, daß der Rand r 

von G keine Ecken besitzt. Die Überlegungen sowie das Resultat bleiben 
jedoch im wesentlichen unverändeit, wenn Ecken in endlicher Anzahl zu
gelassen werden. Man zerlege dann das Gebiet durch gerade Linien, 
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welche durch die Ecken gehen, ohne dort die Äste der Randkurve zu 
berühren, und wende auf die Teilgebiete die eben durchgeführten Über
legungen an. 

Ebenso bleiben die vorangehenden Überlegungen gültig, wenn statt 
der Differentialgleichung Au + .A. u = 0 die allgemeinere Differential
gleichung L [ u] + .A. e u = 0 zugrunde gelegt wird. Es ergibt sich genau 
in derselben Weise wie in Nr. 2 als Resultat 

Satz 17: Die AnzahlA(.A.) der zur Differentialgleichung L[u]+.A.e u = 0 
gehörigen, unterhalb einer Grenze .A. gelegenen Eigenwerte des Gebietes G 
ist für jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

4J..31Jj~dxdy, d.h. es gilt 
G 

I . A(J..) - 1 j'Je d d 1m---- - X y. 
'~ ). 4n p 
,.~oo G 

Ähnliche Überlegungen, wie sie hier für die Ebene durchgeführt sind, 
ergeben für das Eigenwertproblem im Raume die folgenden Resultate: 

S a t z 18 : DieAnzahl A (.A.) der zur Differentialgleichung .d u + .A. u = 0 
gehörigen, unterhalb einer Grenze .A. gelegenen Eigenwerte eines räunuichen 
Gebietes G mit dem Volumen V ist für alle betrachteten Randbedingungen ,, 

l" 
asymptotisch gleich 6312 V, d. h. es gilt 

(35) I. A(J..) __ 1_ 
Im 3 -62' 

!.-+oo F V 31 

Satz 19: Die entsprechende Anzahl für die allgemeinere Differential

gleichung L [ u] + .A. e u = o ist asymptotisch gleich :!2 f f f (F )t dx dy d z, 
d. h. es gilt G 

(36) . A(.l.J 1 }. · '(e)i 
hm * = 6 .n 2 }} p dxdydz. 

).+oo ).. G 

Dabei ist vorausgesetzt, daß G von endlich vielen Flächenstücken 
mit stetiger Krümmung begrenzt wird, welche sich gegenseitig nicht 
berühren, wohl aber Ecken und Kanten bilden dürfen. 

4. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung für die 
Differentialgleichung Au + l u = 0 in verschärfter Form. Unsere 
Theorie gibt uns die Möglichkeit, die in den obigen Sätzen ausgesprochenen 
asymptotischen Eigenwertgesetze noch weiter zu präzisieren, d. h. eine 
Abschätzung für den Fehler zu finden, den wir machen, wenn wir den 
Ausdruck A(.l.) durch den gefundenen asymptotischen Wert ersetzen. 
Wir wollen die Untersuchung für die Differentialgleichung .d u + l u = 0 
durchführen. 

Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die bei der Exhaustion des 
Gebietes G durch Elementarquadrate bzw. Würfel gegebenen Möglich-

23* 
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keiten besser auszunutzen, indem wir diese Gebiete nicht zahlreicher und 
kleiner als nötig annehmen. Es sei G zunächst ein ebenes Gebiet. Wir 
bauen es folgendermaßen auf: Zuerst wird eine Quadrateinteilung der 
Ebene etwa mit der Seitenlänge 1 zugrunde gelegt. Es mögen hiervon die 
h0 Quadrate Q~, Qg, ... , Q~0 ganz ins Innere von G fallen. Sodann werden 

1 
sämtliche Quadrate in vier kongruente Quadrate von der Seitenlänge 2 
zerlegt. Von diesen Quadraten mögen ~Quadrate Qi, Qt ... , QÄ, ins 
Innere von G, aber nicht ins Innere eines der Quadrate Q~ fallen. Nun
mehr wird die Quadrateinteilung wiederum durch Halbierung der Seiten
länge verfeinert, und man gelangt zu h2 neuen Quadraten Qi, Q~, ... , Qt 
mit der Seitenlänge 2; , welche im Innern von G liegen, aber keinem der 

früheren Quadrate Q~ oder Q~ angehören, usw. Nacht Schritten gelangt 

man zu ht Quadraten Qi, Q~, ... , Q~, der Seitenlänge ·~ . Gemäß den 

Vorschriften der vorigen Nummer richten wir es so ein, daß der Ex

haustionsrest aus r Elementargebieten E11 E 2, ••• , E, der dort defi

nierten Art besteht, wobei die dort mit a bezeichnete Zahl gleich ~ zu 

setzen ist. 
Für die Zahlen hi und r gelten bei unseren Voraussetzungen über 

den Rand die Beziehungen 

(37) 

wobei c eine von i und tunabhängige wesentlich durch die Länge des 
Randes bedingte Konstante istl). 

Wir bezeichnen wieder die Anzahlen der unterhalb einer Grenze l ge
legenen Eigenwerte für die Gebiete Q~ , Em mit A~ (l), A Em (l), wenn die 
Randbedingung u = 0, mit B~(l), BEm(l), wenn die Randbedingung 

~ = 0 zugrunde gelegt ist. Jedenfalls gilt nach Satz 2, 4, 5, wenn die 

Funktion a im Falle der Randbedingung ~: + au = 0 nicht negativ ist, 

f A(l)::::; (m + m + ... + m.l + ... +(Bi+ B~ + ... +Bi,) 
(38) l +(BE,+ BE,+ ... + BE,)' 

A(l) > (A~ +Ag+ · .. + A2.) + .. · + (A~ + A~ + ... + A}11). 

Nun ist die rechte Seite der ersten dieser Ungleichungen zufolge den 
Gleichungen (23) und der Gleichung (33) der vorigen Nummer gleich 

41Jho+~+ ~!+ ... + ::.+ r~nl 
.Q (h h, h2 h, r ) ,1-+ 'Ul Cl 0 + -2 + 22 + ' " + 2' + 2' f). ' 

1 ) Diese Ungleichheiten drücken aus, daß der Gesamtumfang der Quadrate 
Q; bzw. Q' die Größenordnung des Umfanges von G nicht übersteigt. 
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also folgt, da 

ist, mit Rücksicht auf (37), daß diese rechte Seite die Gestalt hat 

·;/; (t + G ~~ C_a) A + {}4 C4 (t + 2) yf. 

Somit ergibt sich für diesen Ausdruck schließlich die bei hinreichend 
großem l gültige Ungleichung 

(39) (m+ ··· +m,) +···+(BE,+··· +BE,)<i;;l+C(~, +tyi), 

in welcher, wie immer, mit dem Buchstaben C eine von l und t unab
hängige Konstante gemeint ist. 

Wählen wir nun die Zahl t, welche noch verfügbar ist, so, daß 
die beiden Summanden in der Klammer annähernd gleich werden, näm-
1. h 1 . h d .. ß . 1 log J. h I IC t etwa g e1c er gro ten ganzen m 2 log 2 ent a tenen ganzen 

Zahl, so folgt aus (38) und (39) 

(40) A(l);;: /nl + C y.flog }, . 

Genau dieselbe Gestalt ergibt sich für die untere Schranke des Aus
druckes A(l). 

Diese Überlegungen gelten zunächst nur, wenn die gegebenenfalls in 
der Randbedingung auftretende Funktion a nirgends negativ wird, weil 
nur dann die erste Ungleichung (38) gesichert ist. Doch zeigt genau 
dieselbe Überlegung wie in Nr. 1 auf Grund der Ungleichung (17) aus 
§ 1, 3, daß auch bei Verzicht auf die einschränkende Bedingung die 
Grenzen in der obigen Form bestehen bleiben. Wir erhalten also all
gemein das schärfere asypmtotische Gesetz: 

Satz 20: Für alle betrachteten Randbedingungen wächst die Differenz 

f A(l)- 4nl 

mit wachsendem }, sicher nicht stärker an als der Ausdruck 

Vllog l. 

Dieselben Überlegungen, für den Raum durchgeführt, ergeben 
Satz 21 : Für alle betrachteten Randbedingungen strebt bei dem Pro

blem für ein räumliches Gebiet vom Volumen V die Differenz 

1 (") V ,3. rt A - - 11.2 
6 "2 

mit wachsendem }, nicht stärker gegen Unendlich als der Ausdruck 

llogl. 
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5. Vektorielle Randwertaufgaben. Das Gesetz der asymptotischen 
Eigenwertverteilung für die elektrischen Eigenschwingungen eines 
Hohlraumes. Die hier entwickelten Methoden lassen sich unverändert 
auch auf solche Randwertaufgaben anwenden, bei denen nicht eine 
einzelne Funktion, sondern ein System von Funktionen, etwa ein 
Vektor, bestimmt werden solll). Die wichtigste dieser Aufgaben, die mit 
anderen erst den Anstoß zu den Untersuchungen über asymptotische 
Eigenwertverteilung gegeben hat, ist die Randwertaufgabe der Hohl
raumstrahlung, d. h. für uns die Frage nach der Verteilung der elek
trischen Eigenschwingungen eines Hohlraumes2). Wir wollen unsere 
Methode an diesem Fall durchführen und werden dabei erkennen, daß 
wir das Problem nur sinngemäß in unseren Gedankenkreis ein
zuordnen brauchen, um ohne Mühe das asymptotische Eigenwert
gesetz zu erhalten. 

Zunächst haben wir das Problem geeignet zu formulieren. 
Es sei G ein "Hohlraum", d. h. ein von einer oder mehreren ge

schlossenen Flächen begrenzter Körper vom Volumen V. Die Begren
zungsflächen mögen aus endlich vielen durchweg stetig gekrümmten 
Stücken bestehen, welche Kanten miteinander bilden dürfen, ohne sich 
jedoch dort zu berühren. Es gelten im übrigen dieselben Bezeichnungen 
wie bisher. Dann werden die elektrischen Eigenschwingungen des Hohl
raumes durch folgendes Eigenwertproblem charakterisiert: Es ist ein 
Vektor e gesucht, der in G mit seinen ersten und zweiten Ableitungen 
stetig ist, in G der Differentialgleichung 

{41) Ae+.A.e=O 

für einen geeigneten Parameterwert}. genügt, der fernerinG die Bedin
gungen 

{42) 

und 

{43) 

dive = 0 

J J J e2 dx dy dz = 1 
G 

befriedigt und der zu der Oberfläche normal steht. 
Die Lösungen dieses Problems, welches wir einfach als "Strahlungs

problem" oder Problem I bezeichnen wollen, heißen die Eigenvektoren. 

1) In diesem Abschnitt werden wir von den üblichen Bezeichnungen und 
von einigen elementaren Relationen der Vektoranalysis Gebrauch machen. 

2) Vgl. Lorentz, H. A.: Alte und neue Fragen der Physik, Phys. Zeitschr. 
Bd. 11, S. 1234-1257, insb. S. 1248, 1910 und Sommerfeld, A.: Die Greensehe 
Funktion der Schwingungsgleichung für ein beliebiges Gebiet. Ib. S. 1057-1066 
insb. 5.1061-1062, 1910. Die physikalische Fragestellung zieltimmerdarauf ab, 
wie weit die Verteilung der Eigenwerte von der zugrunde gelegten geometrischen 
Gestalt unabhängig ist. 
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Die zugehörigen Eigenwerte sind im wesentlichen die Quadrate der Eigen
schwingungszahlen. 

Man vereinfacht sich dieses Problem, indem man zunächst die Be
dingung (42) für das Innere fallen läßt und lediglich für die OberflächeT 
von G beibehält. Hierdurch entsteht ein neues Eigenwertproblem, welches 
wir als Problem II bezeichnen wollen. Ist b eine Lösung des Problems II, 
so folgt unmittelbar für die Größe q = div b 

L1q+2q=O, 

d. h. entweder ist q identisch Null, oder q ist eine Lösung des früher 
behandelten "skalaren" Eigenwertproblems: L1q + J..q = 0 im Innern, 
q = 0 am Rande. Im ersten Falle genügt b also überall in G der Be
dingung (42), d. h. bist eine Lösung des Strahlungsproblems. Im zweiten 
Falle trifft dies nicht zu. 

Hat man umgekehrt eine Lösung q des eben betrachteten skalaren 
Eigenwertproblems, so erhält man, indem man b = grad q setzt, eine 
LösungdesProblemsii. DenndannistamRande divb = L1q = -J.q = 0. 
Auf diese Weise ergibt sich, daß jeder r-fache Eigenwert l des Pro
blems II als Eigenwert des skalaren Problems eine gewisse Vielfachheit h, 
als Eigenwert des Strahlungsproblemes die Vielfachheit r- h besitzen 
muß, wobei h irgend eine der Zahlen 0, 1, ... , r sein kann. Wegen der 
Umkehrbarkeit dieses Zusammenhanges erhält man also die sämtlichen 
Eigenwerte des Strahlungsproblems I, indem man aus der -Reihe der 
Eigenwerte des Problems II die Eigenwerte des skalaren Problel;llS mit 
der Randbedingung q = 0 in richtiger Vielfachheit fortstreicht. Da wir 
diese letzteren nach Nr. 2 und 3 beherrschen, so brauchen wir uns also 
nur noch mit dem einfacheren Problem II zu beschäftigen: 

im Inneren, 

b normal zur Oberfläche von G, div b = 0 

auf r. 
Die Randbedingung der Normalität von b drückt sich, wenn u, v, w 

die Komponenten von b und IX, ß, y die Richtungskosinus der Normale 
am Rande sind, in der Form aus 

u = ttx' V= tß, w = ty' 

wo t ein im allgemeinen vom Orte abhängiger Proportionalitätsfaktor 
ist. Die zweite Randbedingung kann man unter Berücksichtigung der 
ersten in die Form setzen 

(Bu ) Normalkomponente von Bn + Kb = 0. 
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Hierbei ist K eine auf der Oberfläche r beschränkte, bis auf endliche 
Sprünge an den Kanten stetige Funktion, nämlich die doppelte mittlere 
Krümmung der Oberfläche1}. 

Entsprechend den Entwicklungen von § 1 setzen wir nun unser 
Differentialgleichungsproblem in ein Variationsproblem um. Wir er
halten zunächst, indem wir die Greensehe Formel {vgl. Kap. IV, § 8) 
auf die einzelnen Komponenten der betrachteten Vektoren anwenden 
und die Resultate addieren, folgende Tatsachen: 

Für zwei mit ihren Ableitungen in G stetige Vektoren f, 1tl besteht die 
Greensehe Formel 

(44) 

Denken wir uns nun, wie in § 1, die Eigenwerte in eine ansteigende Reihe 
geordnet: 

#1 <#2<1-la< ... 

und bezeichnen die entsprechenden Eigenvektoren mit e1, e2, ••• , wobei 
für i + k die Orthogonalitätsbeziehung 

(45) JJJeiekdxdydz = 0 
G 

gilt, so erhalten wir genau wie in § 1, 1 für den nten Eigenvektor e,. 
und den zugehörigen Eigenwert fln folgende Minimaleigenschaft : 
Sei f irgend ein Vektor, welcher in G stetig und mit ersten A bleifungen 
versehen ist, die höchstens an endlich vielen analytischen Flächen-

1 ) Der Beweis ist kurz folgender: Wir betrachten einen Punkt P der Ober
fläche R, von dem wir annehmen, daß er der Nullpunkt des Koordinatensystems sei 
und die z-Achse zur äußeren Normalen besitze. Die Randbedingung div b = 0 lautet 

. ou OV ow 
ausgeschneben ax+ay+"i9Z=O. In p ist U=O, v=O, Jwl=lbl=lb .. l. 
In einem in Richtung der x-Achse gelegenen Nachbarpunkte P 1 finden wir den 
Wert ~ von u, indem wir berücksichtigen, daß auch dort der Vektor b normal 
steht und bis auf Größen höherer Ordnung denselben Betrag I w I hat wie in P. 
Die ebene Schnittkurve der z-x-Ebene mit der Fläche habe in P den Krüm
mungsradius R1, dann ergibt sich sofort für den Wert von u im Punkte P 1 die 

Größe w ~s , wo d s die bis auf Größen höherer Ordnung mit d x übereinstim

mende LäX:ge des Kurvenbogens PP1 ist. An der Stelle P wird also ~; = k. 
Entsprechend gilt ~~ =;, wenn R 2 der Krümmungsradius der von der z-y-Ebene 

ausgeschnittenen Kurve i~ P ist. Schließlich ist ~~ = ~~", und hieraus ergibt 

sich durch Addition unmittelbar die zu beweisende Tatsache. 
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stücken sprunghaft unstetig, im übrigen stetig sind, welcher ferner den 
Bedingungen 

(((f 2 dxdydz = 1, 
. i; . 

(ffreidxdydz = o 
. (;' 

und den Randbedingungen 

( i = 1, 2, ... , n -1) 

(46) f normal zu r, divf = 0 

auf r genügt, dann ist 

~[f] = ((j[(~ft + (~ft + (~fyjdxdydz- (/f ~f do > fln, 
"(} GX. ny OZ r' On 

wobei für f = en das Gleichheitszeichen gilt; d. h., das Variationsproblem, 
den Ausdruck 

~m = D[f]-fff ~~do 
r 

oder, was dem Obigen zufolge dasselbe ist, den Ausdruck 

~m = D[f] + JJ Kf2 do 
r 

zum Minimum zu machen, wenn f den gestellten Bedingungen genügt, 
besitzt den nten Eigenvektor en zur Lösteng, und der Wert des Minimums 
1'st gleich dem nten Eigenwert fln· 

Diese Minimumeigenschaft gestattet sofort genau wie in § 1, 2 die 
Umsetzung in eine Maximum-Minimumeigenschaft: 

Es seien l.lv 1.1 2, ••• , l.ln- 1 stetige oder stückweise stetige Vektoren in G, 
es sei f ein Vektor, welcher den Bedingungen 

Jjjf 2 dxdydz = 1, 
G 

(((ft.Jidxdydz = 0 
·~ G ~ 

( i = 1, 2, ... , n - 1) 

und den Randbedingungen (46) unterworfen wird, im übrigen 1:n G stetig 
und stückweise stetig ditferenzierbar ist. Es sei weiter d {1.11 , b2, ... , l.ln - 1 } 

die untere Grenze aller Werte, welche der Ausdruck 

'!l [f] = D [fJ + f f K f2 d o 
1' 

für alle zulässigen Vektoren f annehmen kann. Dann ist der n1e Eigen
wert fln des Problems II das Maximum aller Werte, welche die Zahl 
d {bv t.J 2, ... , bn _ 1 } annimmt, wenn das System der n - 1 V-ektoren 
1.1 1, t.J 2, ... , lln- 1 beliebig variiert wird. Dieser Maximum-Minimumwert 
wird angenommen für b1 = Cv ... , tln - 1 = Cn -I> f = Cn. 

Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Gesetze für die Eigen
wertverteilung unseres Problems folgendermaßen: Verschärfen wir zu-
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nächst die Zulassungsbedingungen für den Vektor f in unserem Maximum
Minimumproblem, indem wir verlangen, daß er in einer gegebenen, 
nachher hinreichend schmal zu wählenden, an die Oberflache angrenzen
den Schale identisch verschwindet, wodurch die gestellten Rand
bedingungen identisch erfüllt werden, so wird jedenfalls das einzelne 
Minimum d {b1, b2, ••• , b,.- 1 } steigen oder nicht fallen, mithin auch das 
Maximum-Minimum. 

Das durch die Verschärfung entstehende Maximum-Minimumpro
blem fordert, den Ausdruck D [f], genommen für das aus G nach Ab
zug der Schale entstehende Restgebiet G', zu einem Maximum-Minimum 
im selben Sinne wie oben zu machen, nur mit dem Unterschiede, daß 
auf dem Rande von G' für den Vektor identisches Verschwinden ver
langt wird. Die Lösung dies~s Problems bzw. des entsprechenden 
Differentialgleichungsproblems kann man nun direkt angeben. Ist näm
lich ~~ die n1e Eigenfunktion des skalaren Problems für das Gebiet G' 
und die Randbedingung u' = 0, und ist l;, der zugehörige Eigenwert, 
so erhalten wir die Eigenvektoren des vektoriellen Problems als die 
Vektoren, deren Komponenten 

u~,o,o; O,u~,O; 0, O,u;, 

sind. Die zugehörigen Eigenwerte sind A~, und man sieht, daß jeder dieser 
Werte dreifach auftritt Da die Eigenwerte Ä.~ nach Satz 11 stetig von G 
abhängen, so erhalten wir folgendes Resultat: 

Satz 22: Die Anzahl A(Ä.) der unterhalb einer Grenze Ä. gelegenen 
Eigenwerte des Problems II ist sicher mindestens dreimal so groß wie die 
entsprechendeAnzahlfür das skalare Problem mit der Randbedingung u = 0. 

Um auch eine Grenze nach oben zu erhalten, nehmen wir zunächst 
an, daß K durchweg positiv oder gleich Null ist, was jedenfalls zutrifft, 
wenn G von einer einzigen konvexen Fläche begrenzt wird. Dann wird 
sicher 

Erleichtern wir nunmehr die Zulassungsbedingungen für den Vektor f in 
dem Variationsproblem, indem \Vir sämtliche Randbedingungen streichen, 
so erkennen wir wie oben, daß die Lösung des so entstehenden Maximum
Minimumproblems, bei welchem das Maximum-Minimum des Aus
druckes D [f] zu bestimmen ist, einen jedenfalls nicht größeren Wert 
ergibt als den Maximum-Minimumwert f.ln des urprünglichen Problems. 
Genau wie oben erhalten wir aber die Eigenwerte des neuen Problems, 
indem .wir die Eigenwerte des skalaren Problems 

Llu+lu=O 

1m Inneren, 
iJu 
on = 0 
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am Rande, dreifach nehmen. Wir gelangen also zu dem Ergebnis: Unter 
der für K gemachten Voraussetzung ist die Anzahl der unterhalb einer 
Grenze gelegenen Eigenwerte des Problems II nicht größer als die dreifache 
Anzahl der entsprechenden Eigenwerte des skalaren Problems mit der Rand-
b . du 
ed~ngung r3 n = 0 . 

Da die asymptotischen Eigenwertgesetze für die skalaren Probleme 
übereinstimmend durch den Satz 18 gegeben werden, so erhalten wir aus 
diesem Satze als asymptotischen Ausdruck für die Zahl A (2) sofort 

und aus dem Satz 21 für den Fehler die Abschätzung 

: A (2) - _; 2 ~ i < konst. }, log 2 . 
' 2:'r ' 

Um nun noch die über K gemachte Voraussetzung abzustreifen, brauchen 
wir lediglich die Betrachtung aus § 1, 3 anzuwenden, welche besagt, daß 
das in dem Ausdruck S\:l [f] auftretende Oberflächenintegral jedenfalls mit 
D [f] nicht stärker ins Unendliche wachsen kann als fD[f]. Hieraus 
ergibt sich durch dieselbe Schlußweise wie in Nr. 1, daß die oben gefun
denen asymptotischen Ausdrücke bestehen bleiben, auch wenn K nicht 
durchweg positiv oder Null ist. 

Berücksichtigen wir nun noch, daß die Eigenwerte des Strahlungs
problems erhalten werden, indem man aus denen des Problems II die 
Eigenwerte des skalaren Problems für die Randbedingung u = 0 fort
streicht, und beachten wieder das für diese geltende asymptotische 
Gesetz aus Satz 18, so gewinnen wir für das Strahlungsproblem folgendes 
Resultat: 

Satz 23: Für einen beliebigen Hohlraum vom Volumen V ist die 
Anzahl 5 (2) der unterhalb einer Grenze 2 gelegenen Eigenwerte des Strah
lungsproblems asymptotisch gleich 

und zwar giLt für hinreichend großes 2 die schärfere asymptotische Formel 

{47) V 'I 
I S(J.)--2 2'1 <C2log2, 

3n 1 

wobei C eine von 2 unabhängige positive Konstante ist. 

§ 5. Die Knoten der Eigenfunktionen. 

Während wir im vorangehenden Paragraphen über das Verhalten 
der Eigenwerte präzise Aussagen von großer Allgemeinheit machen 
konnten, bietet das Sturlium der allgemeinen Eigenschaften von Eigen-
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funktionenwesentlich größere Schwierigkeiten und ist noch lange nicht 
so weit gefördert wie das der Eigenwerte, was bei der Mannigfaltigkeit 
der durch Eigenwertprobleme definierten Funktionenklassen nicht 
wundernehmen kann. Einige spezielle dieser Funktionen werden wir 
im nächsten Kapitel näher studieren, während wir uns im vorliegen
den Paragraphen mit allgemeineren Untersuchungen über die Eigen
funktionen befassen wollen. 

Ein besonderes Interesse bieten diejenigen Stellen des Grund
gebietes G dar, in welchen eine Eigenfunktion verschwindet. Je nach
dem, ob wir es mit Problemen in einer, zwei, drei usw. Dimensionen 
zu tun haben, sprechen wir von Knotenpunkten, Knotenlinien, Knoten
flächen usw. Allgemein wollen wir das Wort Knoten gebrauchen. 

Wir schicken die Bemerkung voraus, deren Beweis wir der Bequem
lichkeit wegen in einem allgemeineren Zusammenhang erst ein wenig 
später nachholen werden, daß die erste Eigenfunktion eines Eigenwert
problems keine Knoten im Innern des Grundgebietes besitzen kann. Sie 
muß also überall dasselbe Vorzeichen haben, und jede andere Eigen
funktion, die auf ihr orthogonal steht, muß daher Knoten besitzen. 

Danach lassen sich über die Lage bzw. Dichte der Knoten einige 
allgemeine Aussagen machen. Betrachten wir z. B. die Differential
gleichung Ll1t + Au = 0 bei der Randbedingung u = 0. Ist G' ein 
Gebiet, welches ganz in G liegt und keine Punkte von Knotenlinien von Un 

enthält, so betrachten wir das kleinste von Knotenlinien der Funktion Un 

begrenzte und G' enthaltende Teilgebiet G" von G. Für dieses Gebiet G" 
muß die Funktion Un die erste Eigenfunktion, An der kleinste Eigen
wert sein. Andererseits ist nach unserem allgemeinen Satz 2 der erste 
Eigenwert von G" nicht größer als der erste Eigenwert y von G', und 
mithin ist y > An . Ist z. B. G' ein Kreis vom Radius a, so ist y = T 2, 

wo T die kleinste .Wurzel der Gleichung ]0 (aT) = 0 ist. Es wird also 

y = k;;-', wenn wir in Übereinstimmung mit Kapitel V, § 7, 5 mit k0,1 die 

erste Nullstelle der nullten Besselschen Funktion bezeichnen. Mithin 

erhalten wir a2 < ~~~', eine Beziehung, welche über die Dichtigkeit des 

Netzes der Knotenlinien soviel aussagt, wie man nur im allgemeinen 

erwarten kann. Berücksichtigt man die asymptotische Beziehung 
n 

An""' 4:n 7 aus § 4, so erkennt man, daß bei hinreichend großem n 

jeder Kreis, dessen Flächeninhalt größer als k!·:' ist, Knotenlinien der 

nten Eigenfunktion enthalten muß. Nehmen wir statt eines Kreises ein 

Quadrat der Seitenlänge a, so ergibt sich entsprechend a2 :::;:: 2 ~:. 
Ganz analoge Aussagen wird der Leser bei anderen Problemen mit einer 

oder mehreren Variablen selbst ableiten können. 
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Ferner kann man über die Knoten einer Eigenfunktion den folgenden 
allgemeinen Satz beweisen: Ordnet man die Eigenfunktionen einer sich 
selbst adjungierten Differentialgleichung L[u] + leu = 0 (1.! > 0) für 
ein Gebiet G bei beliebigen homogenen Randbedingungen nach wachsenden 
Eigenwerten, so teilt die n1e Eigenfunktion Un durch ihre Nullstellen das 
Gebiet in nicht mehr als n Teilgebiete. Dabei werden über die Ordnung der 
Differentialgleichung sowie über die Anzahl der unabhängigen Veränder-
lichen keinerlei Voraussetzungen gemachtl). . 

Der Einfachheit halber beziehen wir uns beim Beweise auf ein 
Gebiet G der xy-Ebene bei der Randbedingung u = 0. Es sei },n der 
n1e Eigenwert, also das Maximum-Minimum des zugehörigen Inte
grals D [ cp] unter der vorgeschriebenen Randbedingung und den 
Nebenbedingungen 

(48) 

(49) 

/Ie(p2 dx dy = 1, 
.d 

// ecpvidxdy = 0 
"d 

(i=1,2, ... ,n-1). 

Wir nehmen an, daß die zugehörige Eigenfunktion Un durch ihre 
Nullstellen das Gebiet G in mehr als n Teilgebiete Gv G2, ••• , Gm Gn+I . .. 
zerlege und definieren n Funktionen w1, w2, ••• , Wn, von denen Wi in 
Gi mit ui bis auf einen Normierungstaktor übereinstimmt und außerhalb 
Gi verschwindet, während 

Ifew7dxdy = 1 
G 

wird. Für eine lineare Kombination cp = c1 w1 + · · · + Cn Wn, die selbst 
der Normierungsbedingung 

I I 1.! cp2 d x d y = ci + · · · + c;, = 1 
G 

genügt, erkennt man durch Produktintegration sofort das Bestehen der 
Gleichung 

D[cp] =An, 

indem man beachtet, daß Wi der Gleichung L[wi] + },n 1.! Wi = 0 genügt. 
Da man nun offenbar bei beliebig gegebenen Funktionen Vi stets die 
Koeffizienten ci so bestimmen kann, daß außer (48) auch die Bedingungen 
(49) von cp erfüllt werden, so kann der n1e Eigenwert A~ des Gebietes 
G' = G1 + G2 + · · · + Gn für dieselbe Differentialgleichung und die 
Randbedingung u = 0 nicht größer als An sein; er ist genau gleich An, 

1) Vg!. Courant, R.: Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen 
selbstadjungierter Differentialausdrücke. Nachr. Ges. Göttingen (math.-phys.) 
1923, Sitzung vom 13. Juli. 
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weil er nach Satz 2, § 2, 1 auch nicht kleiner als Ä.,. werden kann. 
Daraus folgt aber wieder nach Satz 3, daß für jedes Teilgebiet G" von G, 
welches selber G' in sich enthält, der nte Eigenwert genau gleich l,. wird. 
Die für eine beliebige Anzahl m derartiger Gebiete G", G"', ... , G(m), 
von denen jedes das vorangehende enthält, auf diese Weise erhaltenen 
Eigenfunktionen u~1>, u!,2>, ••• , u~mJ bilden, wenn wir sie jeweils außer
halb des entsprechenden Intervalls in G als identisch Null fortsetzen, 
ein System von. m linear unabhängigen 1) Funktionen, die alle in G 
der Differentialgleichung L[u!f>J + Ä.,. u!:1 = 0 genügen. Eine lineare 
Kombination 

mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten Yi kann dann so be
stimmt werden, daß die m - 1 Bedingungen 

Jjeg;uidxdy = o 
G 

(i=1,2, ... ,m-1) 

erfüllt sind, urid, da q; wegen der linearen Unabhängigkeit der ujfl nicht 
identisch verschwinden kann, läßt sich gleichzeitig durch Multiplikation 
mit einem geeigneten Faktor die Normierung (48) erreichen. Dann muß 
aber wegen der Maximum-Minimumeigenschaft der mten Eigenfunktion 

D[g;] >Am 

werden. Andererseits erhält man durch Ausrechnung mit Hilfe der 
Produktintegration 

D[g;] = l,.. 

Wegen liml,. = oo wird aber für hinreichend große m sicher Am> l,.; 
n-+oo 

also ergibt sich ein Widerspruch, der die Unmöglichkeit unserer ·obigen 
Annahme von mehr als n Gebieten G1, G2, ••• beweist. Daß der Beweis 
unseres Satzes auch bei einer anderen Anzahl von Variablen genau ent
sprechend verläuft, bedarf kaum der Hervorhebung. 

Der so bewiesene allgemeine Satz läßt für den speziellen Fall des 
Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems (py')'- qy + l ey = o eine 
bemerkenswerte Präzisierung zu. Hier teilt nämlich die nte Eigen
funktion das Grundgebiet auch in nicht weniger als n Teile, so daß 
also der Satz gilt: Die n1• Eigenfunktion bei einem Sturm-Liouvilleschen 
Problem teilt durch ihre Knotenpunkte das Grundgebiet in genau n Teile. 
Der Beweis wird am besten durch eine Kontinuitätsbetrachtung geführt, 

1) Daß diese Funktionen linear unabhängig sind, sieht man unmittelbar, 
wenn man berücksichtigt, daß u!~l in keinem Teilgebiet von G!hJ identisch Null 
sein kann. Diese Tatsache ist bei gewöhnlichen Differentialgleichungen eine Selbst
verständlichkeit; bei partiellen ist sie eine Folge des elliptischen Charakters, 
worauf wir später in Bd. 2 noch zurückkommen werden. 
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deren Gedanke hier kurz wiedergegeben sei. Wir beschränken uns auf die 
Differentialgleichung y" + 1 gy = o. Mit y (x, 1) bezeichnen wir eine 
von dem Parameter 1 stetig abhängende, für x = 0 verschwindende 
Lösung dieser Differentialgleichung. ·Es ergibt sich sofort die Identität 

X 

y (x, 11) y' (x, 1) - y (x, 1) y' (x, 11) = (11 -1) J gy (x, 1) y (x, 11) dx. 
0 

Ist nun x = ~ eine positive Nullstelle von y (x, 1), so folgt 
~ 

y (~, 11) y' (~. 1) = (11 -1) f eY (x, 1) y (x, 11) dx. 
0 

Es sei nun 11 > 1 und so nahe bei 1, daß das Integral rechts positiv 
bleibt. Dann müs5en y (~, 11) und y' (~, 1) dasselbe Vorzeichen haben. 
Nehmen wir an, daß bei x = ~ die Funktion y (x, 1) von negativen zu 
positiven Werten übergeht, daß also y' (~. 1) positiv ist, so ist auch 
y (~, 11) positiv. Da y (~, 11) sich von y (~, 1) bei hinreichend kleinem 
11 - 1 beliebig wenig unterscheidet, also in der Nähe von x = ~ von 
negativen Werten zu positiven übergehen muß, so liegt eine Nullstelle 
von y (x, 11) links von~. und wir können sagen: Bei stetiger Vergrößerung 
von 1 rücken die Nullstellen der Funktion y (x, 1) sämtlich nach links. 
Für die erste Eigenfunktion gibt es im lnnern des Grundgebietes keine 
Nullstelle, sondern nur in den beiden Enden. Wächst 1 vom ersten 
Eigenwert bis zum zweiten Eigenwert, so rückt dabei die zweite Null
stelle von rechts in das Innere des Intervalls, und zwar so lange, bis der 
Endpunkt des Intervalls mit der dritten Nullstelle der Funktion zu
sammenfällt usw., wodurch der behauptete Satz evid~nt wird. 

Die hier bewiesene Tatsache beruht im Gegensatz zu dem obigen 
allgemeinen Resultate ganz wesentlich auf cem Umstande, daß man 
es mit einer gewöhnlichen Differentialgleichung zu tun hat. Bei Eigen
wertproblernen partieller Differentialgleichungen kann es vorkommen, 
daß noch beliebig große Werte von n existieren, für welche die Knoten 
der Eigenfunktion Un das ganze Grundgebiet in nur zwei Teile teilen1). 

§ 6. Das asymptotische Verhalten der Sturm-Liouvilleschen 
Eigenfunktionen und die Erweiterung der Entwicklungssätze. 

Beim Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem können wir nicht 
nur den asymptotischen Ausdruck des nten Eigenwerts, sondern sogar 
asymptotische Ausdrücke für die nte Eigenfunktion bei großem n an
geben. Diese asymptotischen Ausdrücke gestatten uns als wichtigste 
Anwendung eine wesentliche Erweiterung der Entwicklungssätze. 

1) Beispiele dafür liefert in einfachster Weise die Differentialgleichung 
LI u + lu = 0 für ein Quadrat oder das Eigenwertproblem der Laplaceschen 
Kugelfunktionen. 



368 VI. Anwendung der Variationsrechnung auf die Eigenwertprobleme. 

I. Asymptotische Entwicklung der Eigenfunktionen. Wir gehen aus 
von der. Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung (p y')'- qy + A. ey = 0 
für irgendein Grundgebiet G, z. B. wieder 0 < x < n. Als Rand
bedingung nehmen wir der Einfachheit halber beiderseits y = 0. 
Durch die Transformation (18) auf S. 335 führen wir unser Eigenwert
problem zurück auf das Eigenwertproblem der Differentialgleichung 

. (19) z''- r z + A.z = 0 , 

wobei die unabhängige Variabletin einem Gebiete 0 < t :=; lläuft und r 
eine im abgeschlossenen Intervall stetige Funktion von t ist. Da bei 
großen Werten von A. unsere Differentialgleichung sich verhältnismäßig 
wenig von der Differentialgleichung v" + A. v = 0 unterscheidet, so 
steht zu vermuten, daß sich die für t = 0 verschwindenden Lösungen 
der Differentialgleichung (19) bei hinreichend großen Werten des 
Parameters A. nur wenig von den Lösungen a sin yl t der zweiten 
Differentialgleichung unterscheiden werden. Um dies genauer festzu
stellen, beachten wir, daß unsere Differentialgleic:;hung mit der Beziehung 

t 

(50) z (t) = a sin ylt + v~f r(-r) z (-r) sin yl (t- -r) d-r 
0 

gleichbedeutend ist, wie man entweder durch Differentiation bestätigt 
oder unmittelbar der Auflösungsformel für die unhomogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
(Kap. V, § 2, 3) entnimmt, wenn man statt der rechten Seite dort die 
Funktion r z einsetzt. Die Gleichung (50) ist aber nichts anderes, als 
eine sogenannt«:: Volterrasche Integralgleichung (vgl. Kap. III, § 10, 7). 
Sie läßt sich sofort durch eine beständig konvergente Potenzreihe nach 
fallenden Potenzen von yl auflösen. Bevor wir diese Lösung diskutieren, 
ziehen wir aus (50) den Schluß, daß die für t = 0 verschwindende und 

l 

der Bedingung J z2 d t = 1 genügende Lösung z (t; A.) der Differential-
o 

gleichung (19) gleichmäßig für alle A. beschränkt ist, was die schon früher 
(S. 343) behauptete gleichmäßige Beschränktheit der Eigenfunktionen nach 
sich zieht. Solange nämlich A. in einem bestimmten endlichen Intervall 
verbleibt, ist die Beschränktheit der in t und A. stetigen Funktion z(t;A.) 
selbstverständlich. Ferner gilt für das Integral rechts in der Formel (50) 
nach der Schwarzsehen Ungleichung die Abschätzung 
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Also ist auch dieses Integral beschränkt. Mithin muß die Konstante a, 
welche natürlich von A abhängt, für alle 2 beschränkt bleiben, wie 

l 

man aus der Normierungsbedingung J z2 d t = 1 mit Rücksicht auf (50) 
0 

erkennt. Also bleibt auch z (t) beschränkt. 
Für die Konstante a ergibt sich nunmehr aus (50) und der Nor

mierungsbedingung die genaue Abschätzung 

(51) 

und die daraus folgende 

(52) z(t)- y1sinyrt = o(~)· 
Da der nte Eigenwert An der Differentialgleichung mit wachsendem n ins 
Unendliche strebt, so erhalten wir hieraus für die n1e Eigenfunktion Zn (t) 
sofort die asymptotische Darstellung 

Nun kennen wir für An die asymptotische Abschätzung (vgl. § 2, 2) 

(53) 

Es ist somit y2~ = n 7 + 0 ( ~) , und daher 

sin y An t = sin n } t + 0 ( : ) • 

Danach ergibt sich für die normierten Eigenfunktionen der Differential
gleichung z" - r z + A z = 0 die asymptotische Darstellung 

(54) Zn (t) = V~ sinn y t + 0 ( : ) . 

Entsprechend findet man nach Differentiation der Valterrasehen Integral
gleichung (SO) die Formel 

(55) 

1) Wir benutzen hier die übliche Bezeichnungsweise, nach der unter O(!(x)) 

eine Funktion g (x) verstanden wird, für die der Quotient i _f I bei wachsen
! I 1 

dem Argument beschränkt bleibt. 

Cour an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 24 
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Für die ursprüngliche Differentialgleichung drückt sich das Resultat in 
den Beziehungen aus: 

X 

sin ( n T J V~ d x) 
Yn (x) = Cn 4° + 0 (_!_) , J!Pe n 

(56) 

wobei der Normierungsfaktor Cn festgelegt ist durch 

und worin 

ist. Entsprechend wird 

(57) 

cos(n~Jy~ax) _ 
' n:;r o 1/1! 0 

Yn (x) = Cn ~l • V p + ( 1) · 
VPe 

In genau derselben Weise erhält man bei den allgemeineren homo
genen Randbedingungen die asymptotischen Ausdrücke für die Eigen
funktionen und deren Ableitungen. Es ergeben sich die Ausdrücke 

(58) '2 ( 1) 
Zn ( t) = V y cos n T t + 0 n 

bzw. 

(59) n:;rV'z. :;r 
z~ {t) = - T y sm n y t + 0 ( 1) , 

die allgemein gelten, solange in der Randbedingung z' (0) - hz (0) = 0 
der Koeffizient h endlich bleibt. 

Aus unserer Valterrasehen Integralgleichung können wir aber 
zu sehr viel genaueren Darstellungen der Eigenfunktionen bzw. ihrer 
Ableitungen gelangen, entsprechend dem schon in Kap. III hervor
gehobenen Umstand, daß die Neumannsehe Reihe einer solchen V alterra
schen Integralgleichung beständig konvergiert 1). Ohne auf die allgemeine 
Theorie zurückgreifen zu müssen, erhalten wir unmittelbar, indem wir 
in (50) für a den Wert 1 nehmen und damit auf die Normierung ver-

1 ) Vgl. Liouville, ].: J. math. pures appl. Bd. 1, 2 (siehe Literaturverzeichnis), 
wo die Volterrasche Integralgleichung und die Neumannsehe Reihe ohne diese 
Personalbezeichnungen vorkommen. 
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zichten, sodann unter dem Integralzeichen rechts für z (r) wieder den 
durch die Integralgleichung gegebenen Wert einsetzen und dies Ver
fahren wiederholen, mit der Abkürzung v (t) = sin yit die Formel 

(60) '1 

t T 1 

+ + J dr1J dr2 v (T2) r (T1) r (r2) sin yf (t- T1) sin yf (T1 - r2} 

0 0 

t 1:"1 T2 

+]I~ J dr1 JdT2IdT3 v (T3) r (r1) r (T2) r (T3) sin yf(t- T1J 

0 0 0 

+ .... 
t 'fn-1 

+]I~ J drl ·.} drnZ(Tn)r(T1) ... r(rn) sin yf(t- T1) ... 

0 0 

sin yf(rn-1- Tn). 

Wir sehen also,daß wir die nach fallenden Potenzen von yf fortschreitende 
Reihe ins Unendliche fortsetzen können und so eine für alle}.,> 0 kon
vergente, nach fallenden Potenzen von yf fortschreitende Reihe für 
z (t, A.) erhalten. Brechen wir die Reihe mit dem nten Gliede ab, so wird 

der Fehler von geringerer Größenordnung als (]I~ r- Man sagt, die Reihe 

zeigt ein asymptotisches Verhalten. (Im Kap. VII werden wir übrigens nicht
konvergente Reihen mit asymptotischem Verhalten kennen lernen.) 

2. Anwendung zur Verschärfung der Entwicklungssätze. Die 
asymptotischen Ausdrücke, die wir gefunden haben, erlauben uns in 
einfachster Weise die früher in § 3 bewiesenen Entwicklungssätze 
wesentlich zu verallgemeinern, und zwar den Satz zu beweisen, daß 
jede im Grundgebiete stückweise stetige Funktion mit quadratisch integrier
barer erster Ableitung1) sich in eine Reihe nach den Eigenfunktionen ent
wickeln läßt, welche in allen von Sprungstellen der Funktion freien Teil
gebieten absolut und gleichmäßig konvergiert und in den Sprungstellen wie 
die l<ouriersche Reihe das arithmetische Mittel des rechten und linken 
Grenzwertes darstellt. (Man beachte, daß dieser Satz von den zu ent
wickelnden Funktionen nicht die Erfüllung der Randbedingungen ver
langt.) 

1 ) Wir meinen mit quadratischer Integrierbarkeit der Ableitung, daß das 
Integral über das Quadrat der Ableitung für jedes der endlich vielen Inter
valle des Grundgebietes endlich bleibt, für welches die Funktion stetig ist. 

24* 
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Wir betrachten zu diesem Zweck die Reihe 

G(t,r) = ~' z,.(t)_:;~-, 
...:::... J.,. 
n=l 

worin Zn wie bisher die n1e Eigenfunktion der Differentialgleichung ( 19), 
etwa für die Randbedingung z = 0, bedeutet. 

Die Anwendung der asymptotischen Formeln (53), (54) und (55) ergibt 

oo sinn ::_ t cos n ::_ r oo 

G(t,r) = ~ J.: l n l + J.:lpn(t,r)' 
n=l n=l 

wobei 1j}n (t, r) = 0 ( : 2 ) ist, so daß sich G (t, r) nur additiv um eine ab

solut und gleichmäßig konvergente Reihe unterscheidet von 

G* (t,r) 

. n n 
oo s1n n - t cos n - r 

2J.: l l ===- ------
;[ n 

n=l 

= ~ l;; (sinn 7 (t + r) + sinn 7 (t- r)) . 
n=l 

Von dieser Reihe wissen wir aber aus Kap. II, § 4, 3: Bei 
festem r (0 < r < l) konvergiert sie absolut und gleichmäßig für 
alle t eines abgeschlossenen Intervalles, welches den Bedingungen 
I t + r I > s, I t - r I > s mit s > 0 genügt; von diesen bleibt wegen 
r > 0, t 2': 0 nur I t- r J > f: übrig, was besagt, daß das Intervall den 
Punkt t = r nicht enthalten darf. Während also die Reihe für t oF r 
eine stetige Funktion darstellt, besitzt _ihre Summe für t = r einen 
endlichen Sprung und ist dort gleich dem arithmetischen Mittel der 
beiderseitigen Grenzwerte. 

Wenn wir bei einer willkürlichen Funktion, die den oben genannten 
Bedingungen genügt, durch Addition einer geeigneten Summe 

1: ai G ( ri, t) 
i 

die Unstetigkeiten beseitigen, so erhalten wir eine Funktion, welche die 
Voraussetzungen des bereits in§ 3 bewiesenen allgemeinen Entwicklungs
satzes erfüllt und somit in eine gleichmäßig konvergente Reihe nach den 
Eigenfunktionen entwickelt werden kann. Die hinzugefügte Summe aber 
ist nach den soeben erhaltenen Ergebnissen darstellbar durch eine Reihe 
nach Eigenfunktionen, welche die oben behaupteten Eigenschaften besitzt. 
Damit ist der Entwicklungssatz in der oben ausgesprochenen allgemeinen 
Form zunächst für die Eigenfunktionen der Differentialgleichung ( 19) 
bewiesen. Transformieren wir die Variabeln z, t wieder zurück in y, x 
und demgemäß die Differentialgleichung in die allgemeine Sturm
Liouvillesche Gestalt, so erhalten wir unmittelbar den Entwicklungssatz 
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auch für die Eigenfunktionen Yn (x) der ursprünglichen Differential
gleichung, da diese aus den Eigenfunktionen Zn bis auf konstante Fak
toren durch Multiplikation mit derselben nirgends verschwindenden 
Funktion entstehen. 

3. Übertragung der Resultate auf die Besselschen und Legendre
schen Funktionen. Die obigen Überlegungen verlieren zunächst ihre 
Anwendbarkeit, wenn ein Endpunkt des Grundgebietes ein singulärer 
Punkt der Differentialgleichung ist, in welchem z. B. q unendlich wird. 
Wir wollen am Beispiel der Besselschen Differentialgleichung zeigen, 
wie man in solchen Fällen die Schwierigkeiten umgehen kann. Ist Zm (x) 
eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung, so gilt für y = Zm y-;: : 

11 ( 4 m2 - 1) l) ( 61) y + \1 - -4%2- y = 0 . 

Setzen wir 
y = 1X sin (x + o) ' y' = 1X cos (x + o) ' 

wo 1X (x) und o (x) zu bestimmende Funktionen von x mit den Ablei
tungen 1X1 und o' sind, SO wird 

y''= ~X'cos(x+o)-1X(o'+1)sin(x+o) = (-1+~-1112 --; 1 ) ~Xsin(x+o), 
4x 

IX' tg (x + o) = ----------. 
( 4m2 - 1)' IX (j' +- ----

4X2 

y'= ~Xcos(x_+b) = 1X'sin(x+o)+~X{b'+1)cos(x+o), 

(62) 

(63) 

, IX (j' 
tg (x + ä) = - 0.' ; 

tg2 (x + ~) = - ---- 4.5:2 =-1 ' 
lJ'+---4x2 

v 4 m2 -- 1 . 2 ( ~) o = -------- sm x + u 
_y2 ' 

cx' -('J' 4m2 -1. 
- = ---;- = ---- sm(x + o) cos(x + o). cx tg(x + il) x2 

Hiernach haben 1X und o für x--+ oo je einen bestimmten Grenzwert. 
(1 

Es ist nämlich 0 (x) = 0 (ß) -I o' ( ~) d ~; lassen wir ß über alle Grenzen 
X 

wachsen, so konvergiert wegen (62) das Integral rechts, da der Integrand 

wie -; verschwindet. Also existiert lim o (ß) = Ooo, und die obige Dar-
x ß+oo 

stellung zeigt außerdem, daß 

ä (x) = o= + 0 ( ~) 
1 ) Vgl. Kap. V,§ 9, 1. 
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ist. Entsprechend ergibt sich aus der Formel (63) für "''=!:._log~ die 
IX dx 

Beziehung 

~ (x) = ~= ( 1 + 0 ( ~)) , 
in der übrigens ~= =i= 0 ist. Damit haben wir für jede Lösung y der 
Gleichung (61) die asymptotische Darstellung 

y = ~ sin (x + !5) = 1X= sin (x + boo) + 0 (~). 

Die Werte der Konstanten ~=und !5= für die durch ihr Verhalten bei 
x = 0 festgelegten Funktion fn werden wir später durch andere Betrach
tungen bestimmen; für den gegenwärtigen Zweck können wir auf ihre 
Bestimmung verzichten. (Vgl. Kap. VII, § 5, 3.) 

Das Randwertproblem der Differentialgleichung 

II I ( nt2) xz+z+2-X2z=O 

oder 

11 ( 1 4m2 -1) y+~~.-~y=O 

mit der Randbedingung: z endlich bei x = 0 und z' ( 1) + h z ( 1) = 0 
wird gelöst durch die Funktionen z = ]m(yf)x, y = yxfm({I)x, die 
bei x = 1 die Randbedingung erfüllen. 

Man erkennt nun leicht, daß Än = n 2 n 2 + 0 (n) sein muß; denn die 

vorgelegte Randbedingung bedeutet, daß für x = 1 der Quotient :l" einen y 

vorgegebenen Wert haben soll; d. h. aber es soll tg (yln + b (fÄn)) einen 
vorgeschriebenen Wert c erhalten. Da (J (yi~) bei wachsendem An einem 
bestimmten Grenzwert zustrebt, so erhalten wir die Lösung der Gleichung 
tg ( y Än + b ( y Än)) = c asymptotisch in der angegebenen Form, und es wird 

1 }.n = n n + arctg c - o= + 0 ( : ) 

mit einer geeigneten Bestimmung von arctg c . Daher folgt 

}~(12nx) 2 dx = 1_j11~(t)2 dt 
f)•n 

0 

fi~ 1 "Ji-<n 

= ~~~sin2 (t + !5=) dt + ,;,_j·o (1) dt + ,;~Jo(+) d t 
I~ r~ r~ 

0 0 0 

= "'; + 0 Co! n) . 
Indem wir nun die Überlegungen aus § 6, 1 auf die Differentialgleichung 
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anwenden, die aus (61) durch die Substitution x1 = 1- x entsteht, 
und ein Intervall E < x < 1 (c > 0) betrachten, erhalten wir die Formeln 

,( (~gn) Yn(x) = y2cosnn(1-x)-j-O -n- (h endlich) 

bzw. 
, . (log n) = V2smnn(1- x) + 0 -n- (h = =) 

und 

y;, (x) = nn V2 sinnn (1- x) + O(log n) (h endlich) 
bzw. 

y;, (x) = - n n y'2cosnn (1- x) + O(log n), (h = =) 

und zwar bei festem E gleichmäßig für alle x > E 1). Hieraus folgt wieder 
die gleichmäßige Konvergenz der bilinearen und der differenzierten 
bilinearen Reihe und damit die Entwickelbarkeit aller stückweise stetigen 
und stückweise stetig differenzierbaren Funktionen für die betrachteten 
Intervalle, so daß also auch für die Sesselsehen Funktionen der Entwick
lungssatz in demselben Umfange bewiesen ist wie früher für die Fourier
sehen Reihen. 

In ganz ähnlicher Weise und mit demselben Ergebnis kann man bei 
den Legendreschen Funktionen vorgehen; doch soll diese Betrachtung 
hier nicht durchgeführt werden, zumal ohnehin im nächsten Kapitel 
auch für die Legendreschen Funktionen asymptotische Formeln ent
wickelt werden. 

§ 7. Ergänzungen und Aufgaben zum sechsten Kapitel. 

I. Ableitung der Minimumeigenschaften der Eigenwerte aus ihrer 
Vollständigkeit. vVenn man sich auf den Standpunkt stellt, daß man 
die Existenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen und deren Voll
ständigkeit kennt, so lassen sich ihre Extremumeigenschaften auf 
folgendem Wege ableiten. Es handle sich um die Differentialgleichung 

L[tt] -j- .1eu = 0 

für das zweidimensionale Gebiet G und die Randbedingung u = 0. 
Die Eigenfunktionen seien u11 u2, • • • • Wir zeigen zunächst, daß für 
alle in G mit ihrer ersten Ableitung stetigen und mit einer stückweise 
stetigen zweiten Ableitung versehenen Funktionen rp, die auf dem 
Rande r verschwinden und clen Bedingungen 

(3) 

(9) 

11 erp2 dxdy = 1 
"(/ 

/Ierpuidxdy = o 
'(/ 

1) Vgl. hierzu Kap. VII, § s. 

(i=1,2, ... ,n-1) 
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genügen, das Integral 

wird. Aus der Greensehen Formel folgt nämlich wegen der Rand
bedingung g; = 0: 

D[g;] =- f fg;L [g;]dxdy, 
G 

und die Vollständigkeitsrelation, angewandt für die Funktionen g; und 
L (tp) 

ergibt weiter 

(64) D[g;] = -i:rij(u;L[g;]dxdy 
t=l G 

mit 

y; = JJeg;u;dxdy. 
G 

Für die Integrale in (64) folgt nach der Greensehen Formel unter Be
rücksichtigung von L [ud = - 1; e U;: 

00 

(65) D[g;] = 1: 1;y7. 
i=l 

Da nun nach (9) 

Yi = 0 für i = 1, 2, ... , n- 1 

und nach (3) wegen der Vollständigkeitsrelation 

ist, so folgt unmittelbar, wenn die J., nach wachsender Größe geordnet 
sind: 

Man erhält ferner, wie schon früher gezeigt, durch einfache Ausrechnung 

D [u,.] = J.,., 

so daß die Minimaleigenschaft der nten Eigenfunktion gegenüber den oben 
bezeichneten Funktionen g; bereits bewiesen ist. Daß sie auch für solche 
Funktionen g; besteht, von denen nur Stetigkeit und Existenz einer 
stückweise stetigen ersten Ableitung vorausgesetzt wird, folgt aus dem 
Umstande, daß man eine solche Funktion mit ihrer Ableitung stets 
durch Funktionen der oben gekennzeichneten Klasse derart approxi
mieren kann, daß sich die zugehörigen Integrale D [ g;] beliebig wenig 
unterscheiden. (Vgl. hierzu die Überlegungen in Kap. IV, § 3, 1.) 

2. Andere Minimumeigenschaften der Eigenwerte. Man be
weise folgenden Satz: Das Problem, den Integralausdruck 

0[v1 , ••. ,v,.] = ;!l[v1] + · · · + 'll[v,.] 
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zum Minimum zu machen, wobei zur Konkurrenz alle Systeme von n 
zueinander orthogonalen, normierten, im Grundgebiet mit stetigen Ab
leitungen bis zur zweiten Ordnung versehenen Funktionen zugelassen 
werden, wird gelöst durch die Funktionen vi = u, oder irgend ein durch 
orthogonale Transformation aus diesen Funktionen entstehendes Funk
tionensystem. Dabei sind die Funktionen u1, ••• , Un die ersten n zur 

Randbedingung ~: + a u = 0 gehörigen Eigenfunktionen des Gebietes. 

Der Minimalwert ist gleich der Summe der ersten n Eigenwerte 
)"1 + ... +A.n. 

Man beweise ferner folgenden Satz: Sind v1, v2, ... , Vn _ 1 stetige 
Funktionen in G und bedeutet d {v1, v2, •.. , Vn_ 1} die untere Grenze 
des Integralausdruckes :Il [ <p], wobei <p außer den üblichen Stetigkeits
bedingungen noch der einzigen Nebenbedingung 

unterworfen wird, so ist der nte Eigenwert A.n gleich dem Maximum 
von d{v11 v2, ••• , Vn-l} welches für V1 = U1, .•• , Vn-I =Un-I; <p = Un 

angenommen wird. 
Diese Formulierung 1) ist deshalb bemerkenswert, weil sie nur die 

eine quadratische Nebenbedingung braucht und auf die linearen ver
zichten kann. Allerdings muß man dafür eine etwas kompliziertere 
aus dem üblichen Rahmen der isoperimetrischen Probleme heraus
fallende Gestalt der Nebenbedingung in Kauf nehmen. 

Die Übertragung dieser Formulierung auf das entsprechende ele
mentare Problem bei quadratischen Formen soll dem Leser als Aufgabe 
überlassen bleiben. 

3. Direkte Ableitung der Eigenwertgleichung. Bei unseren 
linearen Eigenwertproblemen kann man die Differentialgleichung aus 
dem Variationsproblem leicht ohne Berufung auf die allgemeine 
Theorie folgendermaßen ableiten. Wir betrachten z. B. das Variations
problem 

D[<p] = Min. 

unter der Nebenbedingung 

bei der Randbedingung <p = 0 und verlangen von den zur Konkurrenz 
zugelassenen Funktionen die Existenz der Ableitungen jeder Ordnung. 

1) Wir verdanken sie Herrn stud. math. K. Friedrichs. 
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Gibt es eine Lösung u, so muß für jede Variation C (.x, y), welche der 
Orthogonalitätsbedingung 

(66) Jfcudxdy = o 
G 

und der Randbedingung C = 0 genügt, auch die Gleichung 

D[u, C] = o 
oder nach partieller Integration 

(67) jjCL[u]dxdy=O 
G 

erfüllt sein. Da man eine beliebige stetige, auf u orthogonale, aber nicht 
notwendig der Randbedingung C = 0 genügende Funktion C durch 
eine den obigen Bedingungen genügende so approximieren kann, daß 
die obigen Integrale dabei beliebig wenig von Null verschieden bleiben, 
so gelten die angegebenen Bedingungen für eine beliebige stetige auf 
u orthogonale Funktion C. Addieren wir die Gleichung (67) zu der mit 
einem Parameter .A. multiplizierten Gleichung (66), so folgt 

jj'C(L[u]+.A.u)dxdy = o. 
G 

Wir bestimmen nun .A. so, daß die Funktion L[u] + A.u auf u orthogonal 
steht, d. h. wir setzen 

1 = --I f u L r u J d x d Y = n [ u J ; 

dann können wir C = L [ u] + A. u nehmen, und es wird 

ff(LruJ + A.u)2 dxdy = o, 
G 

mithin wegen der Stetigkeit des Integranden 

L[u]+.A.u=O. 

4. Stetigkeitseigenschaft der Eigenwerte bei unendlich werden
dem lJ. Bei der Differentialgleichung LI u + .A.u = 0 unter der Rand-

bedingung ~: + au = 0, wobei a > 0 auf dem Rande r konstant sei, 

ist, wie wir in § 2, 4 sahen, der nte Eigenwert fln = fln (a) eine monoton 
nicht abnehmende Funktion von a. Die naheliegende Vermutung, daß 
lim fln(a) = An, dem nt<n zur Randbedingung u = 0 gehörigen Eigen-
"~"" 
werte sein wird, ist in der Tat richtig. Zu ihrem Beweise muß man 
etwas näher auf die Eigenfunktionen Un (.x, y) = Un (.x, y; a) eingehen, 
was im zweiten Bande geschehen soll. Es zeigt sich dann, daß beim 
Grenzübergang a- oo die Eigenfunktionen Un (x, y) für die Rand-
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bedingung u = 0 sich ergeben, und daraus läßt sich leicht das aus

gesprochene Resultat schließen. Zugleich ergibt sich, daß in den Inte

gralen ~ [ Un (x, y; a)] der Randbestandteil af u! d s mit wachsendem a 

gegen Null konvergiert. r 

5. Asymptotische Eigenwertverteilung bei der schwingenden 

Platte. Für die Differentialgleichung LI LI u- lu = 0 der schwingenden 

Platte gilt bei den Randbedingungen u = 0 und ~: = 0 (eingespannte 

Platte) die asymptotische Abschätzung 

woraus folgt 

A (Ä) = 4~ yi, 

A (4n~)2 
•n=\ f . 

Dabei ist wie früher A (l) die Anzahl der Eigenwerte unterhalb der 
Schranke l, ferner },n der nte Eigenwert und f der Flächeninhalt der 
Platte. Wir können also auch sagen: Der nte Eigenwert der eingespann
ten Platte ist mit wachsendem n asymptotisch gleich dem Quadrate des 
nten Eigenwertes der eingespannten Membran. Insbesondere hängt er 
wiederum nur von der Größe, nicht von der Gestalt der Platte ab. Ana
loges gilt in drei Dimensionen 1). 

6. Aufgabe. Man leite die Gesetze der asymptotischen Eigenwert
verteilung für die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung (vgl. die Re
sultate von § 6), sowie für gewöhnliche Differentialgleichungen vierter 
Ordnung nach der Methode von § 4, 2 ab. 

7. Aufgabe. Man stelle die Gesetze der asymptotischen Eigenwert
verteilung auf für elliptische sich selbst adjungierte Differentialglei
chungen, die aus einein beliebigen definiten quadratischen Variations
problem entspringen. 

8. Aufgabe. Man führe die Behandlung zweiparametriger Eigen
wertprobleme (siehe das Lamesche Problem aus Kap. V, § 9, 5) mit 
Methoden der Variationsrechnung durch. 

9. Parameter in den Randbedingungen. Die Eigenwertprobleme, 
bei denen, wie in Kap. V, § 12, 12, der Parameter in der Randbedingung 
auftritt, lassen sich vom Standpunkte der Variationsrechnung aus 
ebenfalls leicht beherrschen. Im Falle der Differentialgleichung LI u = 0 

und der Randbedingung 2~ = ), u handelt es sich darum, ein Integral 

Jj (cp~ + cp~) dx dy 

1) Vgl. Courant, R.: Über die Schwingungen eingespannter Platten. Math. 
Zeitschr. Bd. 15, S. 195-200. 1922. 
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zum Minimum zu machen, während für das Randintegral von q; 2 eine 
Beziehung 

Jcr2ds = 1 

besteht und außerdem noch geeignete lineare Nebenbedingungen gestellt 
werden. Der Leser möge diesen Ansatz selbständig weiter verfolgen. 

10. Minimumsätze für Membran und Platte. Unter allen ein
gespannten Membranen oder Platten von gegebenem Umfang oder 
Flächeninhalt, gegebener konstanter Dichte und Elastizität haben die 
kreisförmigen den tiefsten Grundton. Für den Fall gegebenen Umfanges 
sind die Sätze bewiesen (vgl. die erste unten zitierte Arbeit), für den 
Fall gegebenen Flächeninhalts bleibt der Beweis eine dankbare Aufgabe. 

II. Minimumprobleme bei variabler Massenverteilung. Man be
weise folgende Sätze, welche interessante Beispiele zur Variationsrechnung 
darstellen : 

Der Grundton einer eingespannten Saite gegebener gleichmäßiger 
Spannung, auf welcher eine gegebene Gesamtmasse verteilt ist, wird 
möglichst tief, wenn die Gesamtmasse im Mittelpunkt konzentriert ist. 

Man beweise die analogen Resultate für eine Membran und eine 
Platte. 
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Siebentes Kapitel. 

Spezielle durch Eigenwertprobleme 
definierte Funktionen. 

§ 1. Vorbemerkungen über lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Wir wollen in diesem Kapitel auf einige der schon früher definierten 
Funktionenklassen näher eingehen, nämlich auf die Legendreschen 
Funktionen, die allgemeinen Laplaceschen Kugelfunktionen und die 
Besselschen Funktionen. Dabei werden wir uns auf einen etwas allge
meineren Standpunkt stellen als in den vorangehenden Kapiteln. Wir 
wollen nämlich die unabhängige Variable beliebige komplexe Werte 
durchlaufen lassen und demgemäß unsere Funktionen als Funktionen 
einer komplexen Variablen mit Hilfe der Methoden der Funktionen
theorie untersuchen, wobei ganz von selbst der Rahmen der Unter
suchung sich wesentlich erweitern und allgemeinere Funktionen als die 
ursprünglich ins Auge gefaßten einschließen wird. 

Unsere Funktionen hatten wir definiert als Lösungen gewisser 
gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir wollen 
als bekannt voraussetzen, daß jede solche Differentialgleichung auch bei 
komplexer unabhängiger Variabler x zwei linear unabhängige Lösungen 
besitzt, aus denen sich die allgemeinste mit konstanten Koeffizienten 
linear zusammensetzen läßt, und daß alle Lösungen überall da reguläre 
analytische Funktionen von x sind, wo die Koeffizienten der Differential
gleichung diesen Charakter haben. Durch solche lineare Differential
gleichungen werden zahlreiche neue und wichtige Funktionenklassen 
definiert, die sich nicht unmittelbar auf die elementaren transzendenten 
Funktionen reduzieren lassen, aber vielfach durch Integrale über elemen
tare Funktionen ausgedrückt werden können. Um zu diesen Integral
darstellungen zu kommen, bedient man sich zweckmäßigerweise in 
vielen Fällen der sogenannten Laplaceschen Transformation, welche 
darauf beruht, daß man an Stelle der unbekannten Funktion y (x) eine 
neue unbekannte Funktion z (t) durch die Gleichung 

( 1) y(x) = {z(t)e"'tdt 
ö 
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einführt, wobei der Integrationsweg C zunächst noch vorbehalten bleibt. 
Wie wir sogleich im nächsten Paragraphen sehen werden, leistet eine 
solche Transformation für die Integration der Differentialgleichung in 
der Tat oft nützliche Dienste. 

Man gelangt zu dem Ansatz der Laplaceschen Transformation ganz 
naturgemäß, indem man sich zunächst daran erinnert, daß bei einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung a y" + b y' + c y = 0 mit kon
stanten Koeffizienten die Lösungen von der Form sind: .x t!"' oder .x' et'x, 
wobei die Exponenten t und t' aus den Koeffizienten als Wurzeln der 
quadratischen Gleichung a t2 + b t + c = 0 bestimmt werden. Denken 
wir uns nun, unter Beschränkung auf reelle Werte von a, b, c, x, das 
betrachtete Intervall x0 :::;:; x < x1 in eine große Anzahl, etwa n Teile 
G1, G2, ••• , Gn geteilt und die Koeffizienten der Differentialgleichung in 
jedem Intervall konstant, aber von Intervall zu Intervall variabel, so 
können wir uns die Lösung durch Superposition von n Funktionen zu
sammengesetzt denken. Jede dieser Funktionen genügt in einem der 
Intervalle Gk unserer Differentialgleichung und ist außerhalb identisch 
Null; sie hat dann in ihrem Intervall die Form .xketu + .xhetl.x. Indem 
man diese Ausdrücke summiert, wobei die Summanden nach den Werten 
von t anzuordnen sind, und dann den Grenzübergang n --->- oo macht, 
wird man direkt zu dem Ansatz von Laplace geführt. 

§ 2. Die Besselschen Funktionen. 
Wir betrachten zunächst die Besselschen Funktionen und erweitern 

unsere Aufgabe sogleich, indem wir verlangen, die sämtlichen Lösungen 
der Besselschen Differentialgleichung 

(2) 1 ( _42) 
y" + -; y' + 1 - .x2 y = 0 

aufzufinden und zu untersuchen, wobei sowohl x als auch der Parameter l 
als komplexe Größen angesehen werden sollen. 

I. Anwendung der Laplaceschen Transformation. Wir versuchen 
die Integration von (2) durch die Laplacesche Transformation (1) 
zu leisten, wobei der Integrationsweg C in der Ebene der komplexen 
Variablen t geeignet zu bestimmen ist. 

Da e"'t eine in der ganzen t-Ebene eindeutige und reguläre Funktion 
ist, dürfen wir unter dem Integralzeichen nach x differenzieren - voraus
gesetzt, daß die differenzierten Integrale, falls sie uneigentlich sind, 
gleichmäßig in x konvergieren - und erhalten: 

y= jz(t)te"'tdt, 
a 

y" =.fz(t)t2 e"'tdt. 
c 
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt 

f[z(t)t2e"' 1 +fz(t)te"'1+(1- ~:)z(t)e"' 1]dt= 0. 
0 
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Da x e"'t und x2 e"'t die erste und zweite Ableitung von e"'t nach t sind, 
ergibt sieb nach Multiplikation mit x 2 

f[ (t2 + 1) z a;;;• + tza;;•- ).2ze"'t] dt = o. 
0 

Wir formen die beiden ersten Glieder, die Ableitungen nach der Inte
grationsveränderlichen t enthalten, durch partielle Integration um. 

Wenden wir die Formel 

j(PQ'- P'Q)'dt = jPQ"dt- jP"Qdt, 

worin P und Q zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen von t be
deuten mögen, auf 

p = (t2 + 1) z (t), 

an, wozu z (t) als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt werden 
muß, so folgt für das erste Glied 

f( t2 + 1) z d2ex• d t = Jd2 (t2 + --.!.L:. e"'t d t 
d t2 d t2 

0 0 

+ f!_ {w + 1) Z X e"'t- d (t2 + 1) z e:tt} dt 
dt dt . 

0 

Für das zweite Glied gilt 

jtzd;;• dt = Jd(t:t) dt- Jd~:) e"' 1dt; 
0 0 0 

daher ergibt sich durch Einsetzen 

f zt {d2 (t2 + 1) z- d (tz) -12 } dt 
e d t2 d t z 

0 

+J!_ {(t2 + 1)zxe"'1 - d(t2 + 1)z e"' 1 + tze"' 1} dt = 0 dt dt . 
0 

Das zweite Integral ist gleich der Differenz der Funktionswerte des 
Klammerausdruckesam Ende und am Anfang von C, verschwindet also, 
wenn die Klammerbeide Male den gleichen Wert besitzt. Damit das erste 
Integral verschwindet, setzen wir die darin auftretende Klammer iden
tisch gleich Null und erhalten so eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung für z: 
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Wir sind von einer Differentialgleichung zweiter Ordnung für y ausge
gangen; es könnte also scheinen, als ob durch die Laplacesche Trans
formation nichts gewonnen sei; aber die Differentialgleichung für z läßt 
sich leichter integrieren als die für y. 

Die beiden ersten Glieder können, zusammengefaßt, folgendermaßen 
umgeformt werden: 

:t(:t[(t2 +1)z]-tz) = :t((t2 +1)z'+tz) 

= :t{ft2 + 1 :t(zytz+ 1)}; 

die Differentialgleichung lautet also 

:t{ftz+ 1 :e(ft2 + 1z)} = l 2 z. 

Diese Differentialgleichung kann auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung zurückgeführt werden. Können wir nämlich z so bestimmen, 
daß 

wird, so ist auch die Differentialgleichung zweiter Ordnung gelöst; denn 
ihre linke Seite wird hiernach : 

Wir verlangen nun, daß :t (yt2 + 1 z) = -lz wird, 

beide Seiten durch ft2 + 1 z dividieren: 

t1t (ft2+1 z) 

Durch Integration folgt 

logft2 + 1 z = llog(yt2 + 1- t), 

oder, indem wir 

wobei wir die Integrationskonstante gleich Null wählen, da wir nur eine 
partikuläre Lösung suchen. Es ergibt sich also die Lösung 

(J't2 + 1 - t}'" z = -"-------===-''--yt2 + 1 ' 

die eine mehrdeutige Funktion von t ist. Um sie eindeutig zu machen, 
müssen wir die komplexe t-Ebene aufschneiden. Verzweigungspunkte 
von z sind die Nullstellen des Nenners, also t = ± i, und, falls A keine 
ganze rationale Zahl ist, der Punkt t = oo. Andere Verzweigungspunkte 
gibt es nicht, da der Zähler für keinen endlichen Wert von tverschwindet. 
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Die Funktion z wird also eindeutig, wenn wir von + i und - i Schnitte 
nach oo führen, die wir folgendermaßen wählen: Von + i längs der 
positiven imaginären Achse bis zu einem be-

I+i liebig kleinen positiv rein imaginären Wert 
ei (e> O), dann parallel der negativen reellen --------,! 
Achse nach - oo und entsprechend von - i. - 00 -------.

0 0 

w/_2r w~hlen einen bestimmtenf Zweig der Wurz:l Li 
l t2 + 1, und zwar den, der ür reelle t positiv 

Abb. 13. t-Ebene. 
ist, und von (yt2 +-1- tY = eHog (Yt'+l-t) den, 
in dem der Logarithmus seinen Hauptwert hat, d. h. reell ist für reelle }, 
und reelle positive Werte von yt2 +1 - t, also für alle reellen t. 

2. Diskussion des lntegrationsweges. Hankeische Funktionen. 
Den Integrationsweg C in der aufgeschnittenen t-Ebene legen wir so, 
daß 

(3) 

an den Enden von C gleiche Werte hat. Einen im Endlichen geschlossenen 
Weg können wir nicht wählen, da dann wegen des Cauchyschen Inte
gralsatzes 

y = J z (t) e"' 1 d t 
c 

identisch verschwinden würde. Wir legen den Integrationsweg C so, 
daß er einen der Verzweigungsschnitte umschließt und daß die Größe 
(3) an beiden Enden den gleichen Wert, nämlich Null, annimmt. Dies 
trifft, falls x = ~ + i 17 gesetzt und ~ > 0 gewählt wird, für reelles 

Abb. 14. t- Ebene. Abb. 15. I-Ebene. 

negativ unendlich großes t zu; denn setzen wir t = - t' und lassen t' 
überreelle Wertenach + oowachsen, so wird I e-xt I= e-lll(xt) = e-~t= e~t' 
stärker unendlich als irgend eine Potenz von t', also I ext J stärker Null 

als irgend eine Potenz von +' und da tz, (t2 + 1) z, :t [(t2 + 1) z] nicht 
stärker unendlich werden als eine Potenz von t', so wird 

{(t2 + 1)zxext_ ~(t2t~ ext + tzext} _,. 0 

für t->- - oo. 
vVir führen demgemäß einen Integrationsweg C1 längs der negativen 

reellen Achse von - oo bis 0, dann von 0 am rechten Ufer des 
Cour an t- H i l b er t , Mathematische Physik. L 25 



386 VII. Spezielle durch Eigenwertprobleme defitiierte Funktionen. 

Verzweigungsschnittes entlang nach +i, dann um +t: herum und am 
anderen Ufer des Verzweigungsschnittes entlang zurück nach t = - oo, 
und entsprechend den Integrationsweg C2 um den anderen Verzweigungs
schnitt herum; beide sollen in dem in den Abbildungen 14 und 15 durch 
Pfeile bezeichneten Sinne durchlaufen· werden. Wir dürfen die zwei der 
reellen Achse parallelen Teile der Verzweigungsschnitte gegen die reelle 
Achse konvergieren lassen, wenn nur in den betreffenden Teilen der Inte
grationswege C1 und C2 das Vorzeichen von ft2 + 1 richtig gewählt wird. 

Indem wir das eine Mal C1, das andere Mal C2 als Integrationsweg 
wählen, erhalten wir also zwei Lösungen y. Die jeweils für y, y', y" er
haltenen Integrale konvergieren gleichmäßig in x, denn der Integrand 

00 

hat die Majorante t'" e-·;t', und jt'" e -~t'dt' konvergiert für~> 0, und 
0 

zwar gleichmäßig für ~ > ~0 > 0. Die Differentiation unter dem Inte-
gralzeichen, wie sie oben ausgeführt wurde, ist also erlaubt. 

Man bezeichnet: 

~ {lt (f~ t)~ dt = Hl (x) 
nt ~ J;t2 -1- 1 c, . 

(4) 

als erste Hankeische Funktion und 

~ jlt ((t2+1- tl'- d t = m (x) 
nt ft2~ 1 c, 

(4') 

als zweite Hankeische Funktion. Wir müssen später noch besonders be
weisen, daß die Funktionen Hl (x) und H1 (x) nicht identisch verschwin
den, und darüber hinaus, daß sie linear unabhängig sind. 

Um die Wurzel )'t2 + 1 aus den Formeln zu beseitigen, führen 
wir eine neue Integrationsveränderliche r ein, indem wir 

t = - i .sin r, Yt2 + 1 = cos r 

setzen 1); dann wird 

ft2 + 1 - t = ei', ir = log (ft2 + 1- t), 

ft2 + 1 + t = e-i•, -ir = log(yt2 +-1 +t), 

dt = -icosrdr = -ift2 +l dr. 

Die Integrale Hf (x), H1 (x) unterscheiden sich nur durch den Inte
grationsweg. Sehen wir von diesem zunächst ab, so ergibt sich durch 
Einsetzen der obigen Werte für beide Funktionen ein Ausdruck der Form 

H ( ) _ 1 f -ixsin<+ihd 
;. X --- e T. 

3l 
L 

1 ) Der funktionentheoretische Sinn dieser Transformation ist die Verwand
lung des Integranden aus einer vieldeutigen in eine eindeutige Funktion. 
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Die Integrationswege von H}. (x) und Hr (x) sind die Bilder von C1 und C2 

m der r-Ebene. 

Läuft t in C1 von - oo nach 0, so ist dort yt2 + 1 > 0, also geht ir 

von + oo nach o, r von - ioo nach 0 durch rein imaginäre Werte; 

geht weiter t von 0 bis + i, so ändert sich sin r von 0 bis - 1, cos r von 

1 bis 0, also r von 0 bis - ~; läuft dann t von +i bis 0, so ist dort 

ytz + 1 < 0, und es g(·ht sin r von - 1 bis 0, cos r von 0 bis - 1, also 

r von-~ bis -n. Für t = 0 ist r = -n, -ir = ni, und für negative 

Werte von ( Vt2 +1-+ t) ist log (yt2 + 1 + t) = n i +log I ft2 + 1 + t I· 
Variiert also t zwischen 0 und - oo, so geht I ft2 + 1 + t I von 1 nach oo, 

log ltit2+1- + t I von o nach oo, daher 
- .J[+ioo .JC+ ioo 

- i r von n i nach n i + oo, r von - n 

nach -n + ioo. 

Das Bild L1 von C1 in der r-Ebene ist 
also das folgende: Von - i oo nach 0 
längs der negativen imaginären Achse, 
von 0 bis -n längs der negativen reellen 
Achse, dann parallel der positiv Imagi-
nären Achse nach - n + i oo. 

Abb. 16. 

-ico 

Abb. 17. 
Das Bild L 2 von C2 wird entsprechend 

gefunden. 
r-Ebene. 

(5) 

(5') 

Wir haben also die Hankeischen Funktionen 

Hl(x) = -~ je-ixsinr+ih dr, 
L, 

Hi(x) = _ _!_Je-ixsinr+ii.r dr 
n 

L, 

und wissen, daß beide Funktionen in der rechten Halbebene existieren 
und dort keine singuläre Stelle haben. Daß sie sich in die linke Halbebene 
fortsetzen lassen, soll später gezeigt werden (Nr. 7, S. 404 unten). 

3. Besselsche und Neumannsehe Funktionen. Inte
graldarstellung von J~,.(;.c). Von physikalischem Inter
esse sind die Lösungen der Differentialgleichung (2), die 
für reelle A und x reell sind. Um zu ihnen zu gelangen, 
bilden wir die bei reellem x, das wir vorläufig noch positiv 
annehmen, und reellem ). konjugiert komplexe Funktion 
zu Hl (x): 

fiJ. (x) = _ _!_ jeixsinr-ih dr, 
n 

L, 

wo L1 das Spiegelbild von L 1 an der reellen Achse ist. 

-J?:-i 00 

Abb. 1R. 
r-Ebene. 

25* 
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Ersetzen wir T durch - r, d. h. spiegeln wir am Nullpunkt der 
r-Ebene, so folgt 

Hl(x) = 

-

1 j'e-ixsinr+ih(-dr), 
" -L; 

und da - L1 gleich dem 1m negativen Sinne durchlaufenen Weg L 2 

ist, wird 

also 

Hl(x) = _ ~ {e-ixsinr+i!.rdT, 
i, 

Hl(x) = JP.(x). 

Die Hankeischen Funktionen sind also für reelle Je und x konfugiert 
komplex zueinander. Ihr Realteil 

(6) 
H1(x) + H 2 (x) 

ffi(Hi(x)) = '· 2 ). - = J;.(x) 

ist ebenfalls eine Lösung der Besselschen Differentialgleichung. Die 
Funktionen f< (x) werden BesselscheFunktionen genannt; diese sind also 
für reelle A und x gleich den Realteilen der entsprechenden Hankeischen 
Funktionen. 

Eine Funktion H•_,_(x) (v = 1, 2) ist eine Lösung der Besselschen 
Differentialgleichung für den gleichen Wert von Je wie H~ (x), da in der 
Differentialgleichung nur }c2 auftritt. Es ist z. B. 

H~;. (x) = _ ~fe-ixsinr-i!.rdT. 
L, 

Führen wir statt T die Veränderliche T - n ein, d. h. verschieben wir 
den Integrationsweg um n in der Richtung der positiven reellen Achse, 
so wird 

Hl__;_(x) = _ei~:r feixsinr-ihdr. 

L 1 +n 

Indem wir T durch -r ersetzen, folgt 

und, da -(L1 + n) gleich L1 im negativen Sinne ist, 

1 eiLr/ H -!. (x) = - ---;r- e-ixsinr+ihdT' 

L, 
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Da die Rankelseben Funktionen konjugiert komplex sind, gilt 
entsprechend 

Hiernach ist 

(7) 
H'_;_ (x) + H':_;. (x) eihHl (x) + e -iJ.:rrHj (x) 

f -l (x) = ---2---·-- = ------2----- · 

Der Imaginärteil der ersten Hankeischen Funktion bei reellem 
A und x: 

(8) 
Hl (x) - H! (x) 

fS(HJ. (x)) = -------z,;-- = N 1. (x) 

genügt auch der Besselschen Differentialgleichung. Die Funktion N;. (x) 
wird Neumannsehe Funktion genannt. Ebenso gilt 

(9) 
H'_;. (x) - H"_ ;_ (x) eil."' Hl (x) - e- il.;-r H! (x) 

N -;.(x) = ---2-;---- = 2i . 

Allgemein setzen wir 

(10) 

( 10') 

H} (x) = ];_(x) + iN1Jx), 

HJ.(x) = ];_(x)- iN1.(x) 

und halten diese Definition der Funktionen J;.(x) und N;.(x) auch bei 
komplexem x und Je aufrecht; die Eigenschaft, reeller und imaginärer 
Teil von Hi (x) zu sein, bleibt dabei natürlich nicht bestehen. 

Die Beziehungen zwischen den Funktionen H, ] und N entsprechen 
also denen zwischen der Exponentialfunktion, dem Kosinus und dem Sinus. 

Wir wissen noch nicht, ob ];. (x) und J -J. (x) bzw. N;. (x) und N -J. (x) 
linear unabhängig sind, können dies aber behaupten, falls Hl (x) und m (x) 
linear unabhängig sind und die Determinante der Substitution, die die 
Hankeischen Funktionen in die Besselschen bzw. Neumannsehen über
führt, nicht verschwindet. Diese Substitutionsdeterminante hat den Wert 

1 

4 

eii ..• 

1 

verschwindet also nicht, falls 

e2i!."' t 1 

ist, d. h. Je keine ganze rationale Zahl ist. Ist Je eine ganze rationale Zahl, 
so sind die Besselschen bzw. N eumannschen Funktionen linear abhängig; 
es gilt 
(11) 

(11') 

J_;.(x) = (- W· J;.(x) } .. . " 
. _ i. . (fur ganze rationale 1.). 

N _,_ (x) -- (- 1) N,. (x) 

Wie in diesem Fall statt];. eine neue Lösung bestimmt wird, soll später 
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gezeigt werden, ebenso, daß ];. und J _,, falls l keine ganze rationale 
Zahl ist, linear unabhängig sind. (Vgl. Nr. 4, S. 397 und Nr. 8, S. 408.) 

Jetzt wollen wir eine Integraldarstellung für ];. (x) selbst auf
suchen und nehmen zunächst an, es sei l eine ganze rationale Zahl 
und x positiv. Dann ist 

];.(x) = lR (Hf (x)); 

also folgt, wenn wir den Integralausdruck einsetzen und den Integrations
weg L1 in drei Teile von - i oo bis 0, von 0 bis - n und von - n bis 
- n + ioo teilen: 

= -..!. ffi (I + II + III) . 
;n; 

Ersetzen wir im zweiten Integral r durch - r, so wird 

Weiter ergibt sich, wenn wir die Substitutionen r =- it m I, 
r =- n + it in III ausführen: 

ffi (I+ III) = ffi (J~eixsinit+i.t(- idt) + j~ixsinit-ii.:r-i.tidt). 

Es ist danach ffi (I + III) = 0; denn da sin i t = e_::_~i~ rein imaginär, 

x reell und leineganze rationale Zahl ist, sind die beiden Exponential
funktionen reell, die Integrale also rein imaginär und daher ihr Realteil 
gleich Null. Es gilt somit für reelle x und ganze rationale 2 

(12) ];.(x) =: m(/:ixsinr-il.rdr) = :j:os(xsinr-h)dr. 

Da cos (x sin r - .l.r) bei festem r eine ganze Funktion von x ist, so ist 
auch ];. (x) eine ganze transzendente Funktion (wenn sie nicht etwa ein 
Polynom bzw. eine Konstante sein sollte, eine Annahme, die sich als 
nicht zutreffend erweisen wird). 

Es sei jetzt .!. wieder eine komplexe Zahl, lR (x) > 0 und der Inte
grationsweg aus den beiden Wegen C1 und C2 (Abb. 14, 15) zusammen
gesetzt. Bilden wir 

]i.(x) = _1_ (H1 (x) + H 2 (x)) = -~-. j. e"'t <Kt2 + 1 -~ _!)i- d t, 
2 !. !. 2:-rt • jlt2 + 1 

C1+C2 
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so hebt sich der zwischen den beiden Verzweigungsschnitten gelegene 
Teil von C1 und C2 auf; indem wir den so entstandenen Integrationsweg 
mit C bezeichnen (vgl. Abb. 19), erhalten wir 

h,(x) = _ _!_-ofe"'t nlt2+1 - t)l. d t. 
2n1 yt2 + 1 

0 

Durch die Substitution 

-- 1 ft2 + 1- t =-u Abb. 19. t-Ebene. 

führen wir eine neue Integrationsveränderliche u ein. Es wird 

ft2 + 1 + t = u' t =.!. (u- .!.) 
2 u ' 

1( 1') 1( 1) dt =- 1 + 2 du=- u +- du, 
2 u 2u u 

dt du 

yt2 + 1 = -;;· 

Setzen wir diese Werte ein, so folgt 

(13) 

wo L das Bild von C in der u-Ebene bedeutet. Läuft t von - oo bis 0, 
so ist dort yt2 + 1 < o, also geht u von - oo bis - 1. Für t zwischen 0 
und - i setzen wir t = ai, wobei a von 0 bis -1 variiert. Dann hat 
u = -Y1- a2 + ai den absoluten Betrag 1, läuft also auf dem Ein
heitskreise und zwar von - 1 nach - i. Für t zwischen - i und 0 geht 
u = f1 - a2 + a i auf dem Einheitskreise von - i nach 1. Für t zwischen 
0 und+ i, d. h. a zwischen 0 und 1, läuft u = f1 a2 + ai von 1 nach i. 
Fürt zwischen iundO, d.h. azwischen 1 undO, variiert u = -y1- a2 + ai 
von i nach - 1. Schließlich läuft für t 
zwischen 0 und - oo die Variable u 
zwischen - 1 und - oo . 

Wir erhalten also das nebenstehende 
Bild (Abb. 20). 

Falls l keine ganze rationale Zahl 
ist, wird u-(Hll eine mehrdeutige Funk
tion mit den Verzweigungspunkten u = 0, 
u = oo. Um sie eindeutig zu machen, 
schneiden wir die u-Ebene längs der nega-

i 

-oo 
1 

-00 ::e 

Abb. 20. u-Ebene. 

tiven Achse von 0 nach -oo auf und legen der Funktion u-(l.+l) ihren 
Hauptwert bei. Wenn l eine ganze rationale Zahl ist, brauchen wir 
keinen Verzweigungsschnitt zu führen. Dann bleibt als Integrationsweg 
nur der Einheitskreis; die geradlinigen Teile heben sich auf. In diesem 
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Fall hat];. (x) eine einfache Bedeutung, es ist nämlich];. (x) gleich dem 

Koeffizienten von u1· in der Laureutsehen Entwicklung von e~ ( u- ~;) 
Verwandeln wir durch die Substitution 

die Laureutsehe in eine Fouriersehe Reihe, so ergibt sich wegen 

1( 1) 1(. ') .. - U - - = - e" - e-H = t Sill T 
2 u 2 

die Entwicklung 
00 

eixsinr = L ln(x)einr 
n= -oo 

oder nach Addition bzw. Subtraktion derselben Formel für - r 

00 

cos (xsinr) = L fn (x) cos nr, 
n= -oo 

00 

sin (x sin r) = 2: J n (x) sinn r . 
n= -oo 

Mit Hilfe der Beziehung f-n (x) = (- 1 )"] n (x) kann man diese 
Formeln in die Gestalt bringen 

l cos (x sin r) = ] 0 (x) + 21~=: ]2n (x) cos 2 n T, 

(14) 

sin (x sin r) = 2 2: ]2 n+l (x) sin (2 n + 1) T. 
n=O 

Diese Entwicklungen können auch als Definition der ]n (x) für ganz
zahliges n durch erzeugende Funktionen betrachtet werden. Insbesondere 

ergibt sich für r = ~ 

cosx= ] 0 (x)- 2]2 (x) + 2]4 (x)- ···, 

sinx = 2fdx)- 2]3 (x) + 2]5 (x)- · · ·. 

Der Integraldarstellung der Laureutsehen Koeffizienten entspricht die 
Integraldarstellung der Fouriersehen Koeffizienten, die also wieder auf 
Formeln führen muß, die mit den oben erhaltenen gleichbedeutend 
sind. In der Tat ergibt sich 

1_ r COS n T COS (x Sill t) d T = { j n (x) 
für n_o (mod 2). 

no 0 für n __ 1 (mod 2), 

'! f 0 für n =---= 0 (mod 2), 
1 / sin nr sin (x sin r) d r = l ( ) 

für n-1 (mod 2) :r 0 fn X 
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und durch Addition 

( 15) fn (x) 

;r 

:/cos (n-r- xsin-r) d-r, 
0 

was mit Formel (12) auf S. 390 übereinstimmt. 
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4. Potenzreihendarstellung für J}. (x), Es sei x > 0, }, komplex. 
Setzen wir 

2v 
U=

x ' 

so entsteht aus (13) 

(16) 
1 ( x )'' · v-{~)'v- 1 

. ]- (x) = ---c - je 2 v-(A+l) dv. 
I. 2."TZ 2 

'L 

Nach dem Cauchyschen Satz dürfen wir nämlich auch in der v-Ebene 
L als Integrationsweg wählen, da x > 0 ist, der transformierte Weg 
also aus L durch eine Ähnlichkeitstransformation vom Nullpunkt aus 
hervorgehen würde. 

Wir entwickeln e- (i )' v 1 in die Exponentialreihe: 

Die Reihe konvergiert bei festem x gleichmäßig für alle v, wenn v = 0 
durch einen kleinen Kreis ausgeschlossen wird, ist also gleichmäßig 
konvergent auf L. Durch Einsetzen erhalten wir 

1 'x)i. · .. L:= (-1)n 'x)2n h(x) = ----.1- /evv (I.+!) · --,- (- v-"dv. 
2:rZ\2, .. ll. ,2 

L n~o 

Da der Integrationsweg ins Unendliche reicht, dürfen wir nicht ohne 
weiteres gliedweise integrieren. Um diese Integration zu rechtfertigen, 
zerlegen wir den Integrationsweg L in endliche Stücke 

L 111 (m = 0,±1,±2, ... ), 

die sich nach der Reihenfolge ihrer Indizes aneinanderschließen; dann 
wird 

Für den endlichen Weg Lm können wir Summation und Integration ver
tauschen und erhalten 

(17) 1 (x)i. 00~ 00
" • (-1)n(x)2n f;.(x) = -. - "- """j evv-('-+1)--1-- v-"dv. 

2nz 2, ~ ~ . n. 2 
m=-;cn=O Lm 
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Führen wir dieselbe Betrachtung an dem ebenfalls konvergenten Integral 

durch, in dem die Summe wieder auf jedem Stück Lm gleichmäßig kon
vergiert, so erhalten wir eine konvergente Majorante der Doppelsumme 
in (17). Wir können daher die Summationen vertauschen, und es folgt 

J;.(x) = _1 __ (_:..);; ~ ~ Jevv-(1.+1) (-1)" (_:..)2n v-ndv 
2n~ 2 ~ ~ n! 2 

n=Om=-oo Lm 

d. h. es gilt die Reihenentwicklung 

];. (x) = ~ (.:.)). ~ (-1)" (=-)2njevv-tn+i.+1l dv. 
2n~ 2 ~ n! 2 

n=O L 

Wir bestimmen den Wert des Integrals 

_1 __ jevv-(n+<+1l dv 
2n~ 

L 

und zunächst als Hilfsbetrachtung den von 

~~evvt- 1 dv für t > 0. 
2n~ 

L 

Hierbei verstehen wir unter v'- 1 den Zweig von e(t- 1llogv, in dem 
der Logarithmus seinen Hauptwert hat. Auf dem ersten Teile des In
tegrationsweges von - oo bis - 1 unterhalb der reellen Achse gilt 
log v = log I v I - n i, auf dem Rückweg von - 1 nach - oo oberhalb 
der reellen Achse log v = log I v I + n i. 

Unter der Voraussetzung, daß t > 0 ist, können wir den Einheits
kreis auf den Nullpunkt zusammenziehen; denn da der Exponent 

t - 1 > - 1 ist, ist das Integral in 

_ 00 =:=:=::=;==:=:=:=:vo den Nullpunkt hinein konvergent; 
nach dem Cauchyschen Satze ändert 
sich der Wert des Integrals nicht, Abb. 21. v-Ebene. 

wenn wir statt über L von - oo bis 0 
unterhalb der reellen Achse und dann von 0 bis - oo oberhalb der 
reellen Achse integrieren: 

0 -00 

_L:Jevvt- 1 dv = - 1-.Jevvt-ldv + __!_-={evvt-ldv (für t>O). 
2~~ 2n~ 2n~ 

L -oo Ö 
unterhalb oberhalb 

der reellen Achse. 
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Wir führen l v J als Integrationsveränderliche ein, indem wir v = -w 
setzen, und müssen dann also im ersten Integral vt-t = e<t-t)(Iogw-nsl, 

im zweiten v1- 1 = e(t- 1) (Iogw+:riJ schreiben. Daserste Integral wird somit: 

0 00 

-~Jwt-1 e -(t-1):Ti e -w ( _ dw) 
2nz 1 r· = -. wt-1 e-(t-1)ni e-w dw 

2nt ' 
0 00 

das zweite 

also die Summe 

1 • . 
----c / wt-1 e(t-1)",·• e-w (-dw) 
2n~ ' 

ö 

00 

-~ /.wt-1 e-w (et:ri -e-t"-i) dw 
2nt , 

ö 

und da et.--ci- e-t:ri = 2isin:n:t und definitionsgemäß 

J w1- 1 r'" dw = T(t) 
0 

ist, so hat die Integralsumme den Wert 

S~Il_:f_t r ( t) . 
:rr; 

Aus dem Ergänzungssatze der Gammafunktion 

T(t) 1'(1 - t) = ---:-'!_ 
Sinnt 

ergibt sich 

sinnt I'(t) = 1 
:n; /'(1- t). 

Es gilt also für positive t: 

- 1-. (v1- 1 e"dv = ___ :t_ ___ • 
2nz. /'(1- t) 

L 

Diese Beziehung besteht nun allgemein für beliebige t. Denn das 
Integral konvergiert gleichmäßig für alle t in einem festen endlichen 
Bereich, da der Integrationsweg nach - oo geht und ev dort stärker 
Null als eine beliebige Potenz unendlich wird, und es stellt dem-

nach eine analytische Funktion von t dar. Andererseits ist auchfeine 

analytische Funktion, und zwei analytische Funktionen, die auf einer 
Strecke übereinstimmen, sind im ganzen Existenzbereich identisch. 
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Wir wenden die Gleichung für t = - (n + 2) an und erhalten 

Es gilt daher für ];. (x) die Entwicklung 

( 18) (x)J. ~"1(-1)" (x')2n 1 
J;.(x)= 2 ..:;;..-n12 r(n+1+1)" 

n=O 

Die Koeffizienten r(n +\ + 1) verschwinden nie, falls 2 keine negative 

ganze rationale Zahl ist. Ist 2 jedoch eine solche, so ist 

r ( 1
1 ) = 0 für n :;:;: [2\ - 1 . 

n+ +1 

Falls 2 eine ganze rationale Zahl ist, brauchen wir nicht die Theorie der 
Gammafunktion zur Bestimmung der Koeffizienten von];. (x). In diesem 
Falle fällt, wie schon oben (S. 391 unten) bemerkt, der Verzweigungs
schnitt fort, und als Integrationsweg bleibt nur der Einheitskreis, da die 
geradlinigen Teile sich aufheben. Dann ist 

--~}, v- (n+J,+l) e" dv 
2;r z 

L 

gleich dem Residuum der Funktion v-(n+<+l) e" Im Nullpunkt, also 

für nicht negative ganze rationale 2 gleich (n ~ 1)! , 

J für ns[lj-1, 
für negative ganze rationale 2 gleich l ~ I 

(n + I.) ! für n > 2[. 

Da die Konvergenz der Reihe in (18) für alle positiven x feststeht, 

so folgt, daß sie beständig konvergiert, daß also 1 ~~) eine ganze 

transzendente Funktion, wenn nicht etwa ein Polynom bzw. eine Kon
stante ist. Dies letztere ist aber unmöglich, weil T(n + 2 + 1) mit 
endlich vielen im Falle eines negativen ganzen rationalen A auftreten
den Ausnahmen eine endliche Zahl ist, so daß auch der Koeffizient 

von x2 n nicht verschwindet; also besitzt die Reihe für h;;~ in jedem 

Fall unendlich viele nicht verschwindende Glieder. 
Aus der Reihenentwicklung ( 18) ist unmittelbar ersichtlich, daß 

];. (x) für reelle l und x reell ist, da die Gammafunktion für reelle 
Argumente reelle Werte hat. 
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Die Unabhängigkeit der Funktionen ];. (x) und ] -< (x) für nicht 
ganze rationale A ergibt sich daraus, daß die ersten Glieder der betref
fenden Reihenentwicklungen verschieden sind. Es beginnt die Reihe 

]i. (x) mit (: r 7'(2~1)' 
f-;.(x) mit (-~)_;_1'(~~+ 1 ), 

wobei T(i ~ 1) und F( ~ f+--"iT nicht verschwinden. Wir betrachten den 
. ]J (x) . . . . fx)~i. . . 

Quotienten J _·;. (;}; semePotenzreihe begmnt mlt \-2- , er 1st also s1cher 

nicht konstant, so daß keine lineare Abhängigkeit zwischen ] 2 (x) und 
J -!. (x) bestehen kann. Für ganze rationale }, dagegen bestätigt man 
auch an der Potenzreihe ( 18) leicht die schon (S. 389) abgeleitete Beziehung 

(11) ]i. (x) = ( -1)1· J -I. (x). 

5. Abhängigkeit vom Parameter ).. Bei veränderlichem ,1, ist 
h (x) für x ~ 0 eine analytische Funktion von A. Variiert A im Kreise 
I 2! :S k, wo k eine ganze Zahl bedeutet, so ist für alle n > k + 1 = N 

\ I'(n + ;, + 1) I> I T(N + 2) [. 

Wir schreiben 

und führen statt der zweiten Summe die Majorante 

em. Für alle I 2 I :S k ist j7'{N!+TJI als Betrag einer ganzen tran

szendenten Funktion beschränkt: 

I /'(N_1+_1j I s M, 

die zweite Summe hat also die von 2 unabhängige konvergente Majorante 

daher konvergiert auch 

2 (~~;)n (: rr'~~+\-+-1) 
n=ll 

gleichmäßig für I 2 I ;? k, und, da die einzelnen Reihenglieder analytische 
Funktionen von Je sind, ist ];. (x) als gleichmäßig konvergente Reihe 
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analytischer Funktionen von l selbst eine analytische Funktion von l 
nach dem bekannten Weierstraßschen Satz. Ebenso kann gezeigt werden, 

d];. (x) d2 ];. (x) 
daß auch~ und ----;[T analytische Funktionen von l sind. Wegen 

der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe darf ];. (x) unter dem 
Summenzeichen nach l differenziert werden. 

Differenzieren wir die Besselsche Differentialgleichung 

d 2 ];.(x) 1 d];.(x) ( 22) 
dx~ + -:;-~ + 1-~ JA(x) = 0, 

die eine Identität in l darstellt, nach l, so folgt 

d2 o];.(x) 1 d o];.(x) ( 22) iJ];.(x) 22 
dx2 c2 +-:;- dx - fJT- + 1 - -:;2 _o_2_ = -:;2 JA (x) · 

Für -l gilt ebenso 

!!:__ iJ]_A(x) + _!__ _t!_ iJf-A}!}_ + (1 - ~) ~1-j.}!j_ = 22 J (x). 
d x 2 iJ 2 x d x iJ 2 . x2 iJ }. x2 -}. 

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit ( -1 )A und subtrahieren 
sie von der ersten, so folgt für ganze rationale l aus der Beziehung 
J;. (x) = ( -1)AI-A (x), daß die rechte Seite der resultierenden Gleichung 
verschwindet; wir erhalten also als weitere Lösung der Besselschen 
Differentialgleichung für ganzzahlige l die Funktion 

(19) o]~(x)- (-1)~.!!_I~A(x~ = y (x)· (l ganz) 
ol o2 A ' 

ihre Unabhängigkeit von JA wird sich in Nr. 8 erweisen. 
Diese Funktion Y A (x) kann sehr einfach mit Hilfe der N eumannschen 

Funktion ausgedrückt werden. 
Der Quotient 

JA (x) cos2::r- f__;. (x) 

sin2n 

stellt, falls l keine ganze rationale Zahl und x =j= 0 ist, eine analytische 
Funktion von l dar. Für ganzzahlige rationale Werte von l hat sowohl 
der Nenner sinl:n: als auch der Zähler (-1)AJ;.(x) -J_;.(x) eine ein
fache Nullstelle. Da Zähler und Nenner reguläre Funktionen sind, 
dürfen wir beide differenzieren, um den Wert der Funktion für ganze 
rationale l zu ermitteln. Der Quotient 

iJ];.(x) . . o]_;. (x) 
~COSA.n-];.(x)nsm2n- () 2 

::rcos).n 

strebt, wenn l gegen ganze rationale Werte konvergiert, gegen 

_!__(iJ];.~x) -(-iYiJ]_~A·(x)) = Y,t(x). 
;n: iJ I. C /, . .-.: 
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Dies ist also der Wert von 

J~o(x) cosl.n- f-J. (x) 

sin2n 

für ganze rationale 2. Allgemein ist dieser Quotient gleich 

eiA::r + e-i!.::r 
}(Hi (x) + H]. (x)) ··· 2 - }(Hl (x) ei!.::r +HJ. (x) ri!.") 

d. h. es gilt 

und 

(20) 

ei!.::r _ 8 -i!.n 

2i 

H). (x) - Hi (x) 

2i 

h. (x) cos2 n- j -J. (x) 

sin2 ::r 

Hl (x) - HX (x) ----· = N 1. (x) 
2i 

Y;. (x) = nN;. (x) 
für ganze rationale 2. 
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6. Eine andere Integraldarstellung der Hankeischen und Bessel
schen Funktionen. Wir wollen uns jetzt einer anderen Integraldarstellung 
der Besselschen Funktion zuwenden, die wir erhalten, wenn wir die 

Differentialgleichung für {{ ansetzen und auf sie die Laplacesche Trans
formation anwenden. - Es liegt nämlich nahe, zu vermuten, daß wir 
so zu einfachen Ergebnissen gelangen werden, da :: eine eindeutige 
Funktion von x ist. - Zu diesem Zweck führen wir ih 

11 1 z' ( A2 ) z + ; + 1 - x2 z = 0 

die neue Veränderliche v (x) ein durch 

wodurch wir erhalten 

{21) xv"+(22+1)v'+xv=O. 

Der Laplacesche Ansatz liefert 

v = jex 1 f(t)dt, v' = jtex 1 f(t)dt, v"= Jt2 ex 1 f(t)dt. 
c c c 

Unsere Gleichung geht über in 

oder 

({t2 e"' 1xj(t) + (2A. + 1) te"'1 f(t) + xext f(t)} dt = 0 
6 

J {(1 + t2) ext X f (t) + (2 A + 1) t ext f (t)} d t = 0. 
c 
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Nun ist 

f (1 + t2) eX 1xf(t) dt = [ (1 + t2)f(t)ext]- jw + t 2)j' (t) + 2tj(t)} eX 1dt; 
c c c 

durch Einsetzen finden wir 

[ (1 + t2) ext f (t)]-J {(1 + t2) j'(t)- (2).- 1) tj(t)} ex 1dt = 0. 
c c 

Die Differentialgleichung ist also gelöst, wenn wir C und f (t) so bestim
men, daß 

[(1+t2)ex 1 f(t)j =0 und (1+t2)j'(t)-(2.A.-1)tf(t) =0 
c 

wird; es ergibt sich 

oder 

I' (t) (2J.- 1) t 
I (t) 1 + t2 

logf(t) = 2 ;. - 1 log(1 + t2) + logc = log(1 + t2)<-~ + logc, 
2 

f(t) = c(1 + t2)4-J. 

Also wird 

v = cfex1 (1 +t2)i·-~dt. 
c 

Die Integrationsvariable t ersetzen wir jetzt durch i t und ziehen i ( -1 )<- ~ 
in die Konstante; dadurch ergibt sich, wenn wir den Integrationsweg 
wieder mit C bezeichnen, 

v = cfeixt(t2 -1)4 -~dt. 
c 

Dieses Integral gibt uns also eine Lösung unserer Differentialgleichung, 
falls 

[ (t2 _ 1) (t2 _ 1)!.-! eixt] = [ (t2 _ 1)i.+; eixt] = 0 
c c 

ist. Zunächst müssen wir sagen, was wir unter (t2 - 1)1-+~ verstehen 
wollen. Wir setzen 

Um den Logarithmus eindeutig festzulegen; ziehen wir Verzweigungs
schnitte, indem wir die t-Ebene längs der beiden in - 1 und + 1 be
ginnenden Halbgeraden parallel zur positiv imaginären Achse nach oo 
hin aufschneiden, und setzen fest: log (t2 - 1) soll seinen Hauptwert 
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haben, d. h. für t > 1 reell sein und sonst die Werte haben, die daraus 
durch analytische Fortsetzung ohne Überschreitung der Schnitte hervor
gehen. Dann ist (t 2 - 1)!' in jedem Falle in der ganzen aufgeschnittenen 
Ebene eindeutig definiert. 

Wir suchen jetzt einen Weg C1, an dessen Enden (t2 - 1)!.+/, eixt = 0 
ist. Es sei zunächst ffi (x) > 0. Dann wird lim (t2 - 1)!·H eixt = 0 für 
t -->- k + i oo und unser Integral konvergiert, wenn es längs eines der 
beiden in Abb. 22 gezeichneten Wege ins Unendliche erstreckt wird. 

Wir werden in N r. 7 sehen, daß der um den 
rechten Verzweigungsschnitt gelegte Weg bis auf einen 
nur von A. abhängigen Faktor die Funktion Hl, der 
andere bis auf einen nur von A. abhängigen Faktor H~ 
liefert. Auch wollen wir sogleich anmerken, daß für 
unseren Integranden der Weg, der entsteht, indem 
zuerst der in Abb. 22 rechts gelegene Weg in der 
Richtung der Pfeile, sodann der in dieser Abb. links 
gelegene Weg entgegengesetzt zur Pfeilrichtung durch
laufen wird, durch den sogleich zu beschreibenden 
Achterweg von Abb. 23 ersetzt werden darf. 

-1 +1 

Abb. 22. 

Speziell sei ffi (A.) > - t; dann können wir in die Punkte t = ± 1 
hineinintegrieren. Will man für lR (A.) < -1 etwas Ähnliches erreichen, 
so kann man- da in der ursprünglichen Differentialgleichung nur ). 2 

auftritt - die Integrale 

jeixt(t2 -1)-!.-~ dt 
(J 

betrachten, die dann für ffi (A.) < { ein Hineinintegrieren gestatten. 
Für -} < ffi(A.) < l sind beide Arten von Integralen 
zulässig. 

Einen endlichen Weg, der für alle A. und alle x 
zugleich brauchbar ist, erhalten wir in dem Achter
weg der Abb. 23, welcher + 1 im positiven, -1 im 

Abb. 23. 

negativen Sinne umkreist. Kehren wir nämlich zum Ausgangspunkt 
zurück, so hat dabei (t 2 -1 )·" seinen Ausgangswert, multipliziert mit 
e2 "i.n · e-hi!' = 1 angenommen. Diesen Weg wollen wir m nennen 
und wollen sehen, wie sich 

W = X;. r eixt (f2 - 1 )!. - ~ d t 
9[ 

durch die uns bekannten Besselschen Funktionen ausdrücken läßt. 
Die Potenz (t 2 -1 /·- t legen wir auf dem Integrationsweg dadurch fest, 
daß wir in seinem Schnittpunkt mit der Halbgeraden t> 1 dem Loga
rithmus von t2 - 1 seinen Hauptwert zuweisen. 

Co n r an t. H i I b c r t, Mathematische Physik. I. 26 
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Das Integral 

J eixt (t2 - 1 };·-; d t 
m 

stellt eine ganze Funktion von x dar, weil es das Integral einer ganzen 
Funktion von x über einen endlichen Weg in der t-Ebene ist. Also ist 

;A. eine ganze transzendente Funktion von x. Es sei ffi (J.) > 0. Wir 

wissen, daß ~- eine ganze transzendente Funktion ist und daß J;. und 

1-A. für nicht ganze und rationale A zwei unabhängige Lösungen der 
Besselschen Differentialgleichung sind; also ist 

die vollständige Lösung der Gleichung (21) und stellt mit geeigneten 
Werten c1 , c2 unser Integral dar. Das Integral ist aber ebenso wie 

]~ eine ganze transzendente Funktion, während es 1 ~~- nicht ist; also 
x• x• 
können wir schließen: c2 = 0. Wir müssen jetzt noch zeigen, daß c1 ~. 0, 
daß also w keine triviale Lösung ist. Wir bestimmen c1, indem wir, 
unter der Voraussetzung, daß ffi (.1.) > 0 und nicht ganz rational ist, 
x = 0 einsetzen. Dann ist nach der Potenzreihenentwicklung für J;.: 

und 

c1 = 2A.F(J. + 1) [Ieixt(t2 -1)'-4dtlx=O = 21. T(J. + 1)_/(t2 -1)1 -~dt. 
m m 

Dieses Integral wollen wir auswerten, indem wir den Integrations
weg 2l um die Strecke - 1 -;? t ~ 1 zusammenziehen, was wegen 
ffi (J.) > 0 erlaubt ist. 

Der Wert des Integranden ist 

von 0 bis 1: 

von 1 bis 0: 

von 0 bis -1: 

von -1 bis 0: 

Also wird 

e-:ri{l.-~l (1- t2)!·-~, 

e+ni(!.-:J (1 - t2)J.-~, 

e+ni(i.-~) (1- t2)!·-~, 

e-ni(!.-)) (1 - t2)!.-;, 

1 0 J (t2 - 1)A.-l dt = e- ;ri(J.- V J (1 - t2)l.- ~ dt + eni(A.- ~J/(1 - t2)i--l d t 
\l( 0 1 

-1 0 

+ e'"'i(J.- !l/ (1 - t2) 1·-! dt + e -.Ti(i.- Hj (1 - t2);.- t d t. 
0 -1 
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In den beiden letzten Integralen vertauschen wir t mit - t und erhalten: 

1 

.fW --1)"-~dt = 2(e ::ri\i--~>-eni(i.-~>).f(1-t2)i·-1dt 
& 0 

1 

= --4isinn(2-i)j'(1-tZ)i--~dt. 
0 

Durch die Transfonnation P = u geht dies über in 

1 

_/(t2 - 1)2 - ~dt =c -2isinn(2- !)_{ u-~ (1- u)i--Jdu. 
~ 0 

Das Integral rechts ist ein Eulcrsches Integral erster Gattung. Aus der 
bekannten Beziehung 

l 

B (p q) = {-xP-l (1- x)q- 1dx = l'(p)l'(q) 
' - I'(p + q) 

u 

folgt 

/ (t2- IY -~dt = --2isinn(A.- !) B (!,}. + !) 
~~ 

. . (1 1 I'(!) 1'(.4 + .\) = J t SlU 7l 1L + -) -·-------~-
~ • 2 1'(.4 + 1) • 

Nun ist aber 

Daher wird 

und endlich 

- . • i. I'(}) 
C1 - 2 7l t 2 I'(} _ l) . 

Wir erhalten also schließlich für ];. (x) die Darstellung 

] . ( _· = ~U - J.) (x)l·j· ixt (tz- 1);·-! dt 
A X) 2:n:i F(.\) 2 e • 

- m: 
(22) 

Diese zunächst nur für 91 (A.) > 0 bewiesene Darstellung gilt, da JJ. eine 
reguläre Funktion von ). ist, für alle 1 außer 1 = k + -}, wo keine ganze 
rationale Zahl ::::_ o ist. Für 91 (2) > - -~- kann man hieraus die sehr ge
bräuchliche Darstellung ableiten: 

+1 

{23) h. (x) = rm /v. + }j (; )~~ eixt (1 - t2)"-i dt. 

26* 
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Setzt man t = sin T, so ergibt sich für lR (A.) > - ~ : 
'"' +2 

(24) /;.. (x) = r(t) F1(J. + ~) ( ~ r f COS (x Sin T) (COS T) 2 ). d T. 
;r 

2 

Beiläufig geben wir noch eine Darstellung von Y0 (x) an. Es war 
(vgl. S. 398) 

Y _ oh. ( );·if_;. , ___ -1 ~.-. a;. oJ, 

und insbesondere 

y - (fJ ];.) - (() J -!.) - 2 (() ];.) 
0 - o}, i,=O o}, !.=0- fJ). .l=O. 

Durch Differentiation der Integraldarstellung (24) erhalten wir nach 
einigen Umformungen die Beziehung 

" 
Y 0 (x) = {2 C + log 2) J 0 (x) + ~ j cos (x cos T) log (x sin2 T) d T , 

0 

wo C die bekannte Eulersche Konstante ist. 
7. Charakterisierung der Hankeischen Funktionen durch ihrVer

halten im Unendlichen. Die Hankeischen Funktionen Hl (x) und Ifi (x), 
die sich (bei dem Integralansatz S. 385) durch die Wahl der einfachsten, 
für alle ;. brauchbaren Integrationswege ergaben, lassen sich statt dessen 
auch durch innere Eigenschaften, nämlich ihr Verhalten im Unendlichen, 
kennzeichnen. In der Integraldarstellung 

(4) H 1 (x) = ~Jext (l'f2+1- t)!. dt, 
,~ n2 Yt2+1 

c, 
die zunächst für lR(x) > 0 gilt, können wir nach dem Cauchyschen Integral
satzden Integrationsweg verlegen. WirkönnennämlichC1 (vgl. Abb.14) er
setzen durch eine Schleife, welche aus dem Unendlichen der linken Halb
ebene kommt, den Punkt i im positiven Sinne umkreist und wieder ins Un
endliche zurückführt, wobei der Integrationsweg, abgesehen von einem 
beliebig kleinen Kreise um den Punkt i, aus den beiden Ufern einer 
Parallelen t = i + sei" (s > O) zur reellen Achse besteht. Sodann 
können wir diesen Schleifenweg um den Punkt i herumdrehen und ihn 
längs eines Strahles t = i + s eiw führen, solange nur lR (x ei w) negativ 
bleibt und diese Verlegung sich stetig durchführen läßt, ohne daß dabei 
der singuläre Punkt - i getroffen wird. Nach dieser Drehung des Inte
grationsweges erkennt man unmittelbar, daß das Integral für Hl in 
einem anderen Bereich konvergiert, als für lR (x) > 0, nämlich für alle x, 
für die lR (x ei<o) < 0 ist. Damit haben wir die Hankeischen Funk-

Jr tionen analytisch fortgesetzt. Insbesondere können wir w = 2 wählen, 
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d. h. längs einer in der positiven imaginären Achse liegenden Schleife 
integrieren; dann konvergiert das Integral für alle x der oberen Halbebene. 
Beschränken wir x auf einen Winkel t5 <arg x < n- t5 (t5 > 0) , so 
ist I e"' 1 I< e-c Jxi, wo c > 0 und von x undtunabhängig ist. Lassen wir 
daher I x I anwachsen, so strebt der Beitrag jedes endlichen Teiles des 
Integrationsweges gegen K ull. Da außerdem das Integral für I x I > e > 0 
gleichmäßig konvergiert, können wir den Rest beliebig klein machen 
und haben so das Ergebnis: 

(25) lim H). (x)-->- 0 (J < argx < n- J). 
x-+oo 

Auf dieselbe Weise erhalten wir 

(25') lim H! (x)-->- 0 (- n + J < arg x < - J) . 
X-+oo 

Wir haben also das Resultat: Die HankeischeFunktion Hi(x) strebt 
gegen Null, wenn die Variable x in einem Sektor t5 < arg x < n - t5 der 
oberen Halbebene ins Unendliche geht. Die Hankeische Funktion Hx (x) strebt 
gegen Null, wenn x in einem Sektor n + J < arg x < 2 n - J der unteren 
Halbebene ins Unendliche geht 1). 

Durch diese Eigenschaften und die Differentialgleichung (2) sind die 
Funktionen Hl (x), HJ. (x) bei reellem Ä. bis auf einen von x freien Faktor 
eindeutig festgelegt. 

Gäbe es nämlich zwei voneinander linear unabhängige Lösungen der 
Besselschen Differentialgleichung, welche die genannte Eigenschaft etwa 
für die obere Halbebene haben, so müßte jede Lösung sie besitzen, also 

z. B. auch];.. (x). Nun wird aber für reelle A. die Funktion h ~x) unendlich, 
xA 

wenn x auf der positiven imaginären Achse ins Unendliche strebt, wie 

man unmittelbar aus der Potenzreihe (18) für {1 entnimmt, da sie für 

x = i 1J in eine Potenzreihe von 1J mit nicht negativen und unendlich 
vielen positiven Koeffizienten übergeht. Für reelle positive A. ist damit 
die Behauptung bewiesen (für komplexe Werte von Ä. folgt sie übrigens 
aus den in § 5 abzuleitenden asymptotischen Darstellungen). 

Genau dieselbe Überlegung können wir bei der zweiten Integraldar
stellung (Nr. 6) durchführen. Hier muß, damit das Integral konvergiert, 
der Integrationsweg längs eines Strahles ins Unendliche führen, auf dem 
ffi (i x t) < 0 ist. Liegt x in der oberen Halbebene, so können wir das erste 
Integral (Abb. 22 rechts) längs der (positiv) reellen Achse erstrecken und 
sehen wie vorher, daß es eine Lösung darstellt, die gegenNull strebt, wenn x 
längs eines Strahles in der oberen Halbebene ins Unendliche geht. Diese 

1) Diese Aussage gilt nur von dem betrachteten Ausgangszweig der Funktion 
Hi bzw. H1; bei analytischer Fortsetzung um x = 0 herum gelangt man zu einer 
linearen Kombination der A usgangszweige, die das beschriebene Verhalten nicht zeigt. 
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Lösung ist also bis auf einen von x unabhängigen Faktor c1 gleich Hf. 
Liegt x in der unteren Halbebene, so können wir den zweiten Inte
grationsweg in die (negativ) reelle Achse verlegen und sehen, daß das 
zweite Integral die Funktion c2 HX (x) darstellt. Die Differenz ist aber, 
wie wir S. 401 u. 403 sahen: 

1 2 2:n:i I'(l) 2}, 
c1 Hi.- c2 H;. = 1'(} -~ ];.. 

Da nun wegen der linearen Unabhängigkeit der beiden Hankeischen 
Funktionen die Funktion h (x) nur auf eine Weise aus ihnen linear 
zusammengesetzt werden kann, nämlich nach (6) in der Gestalt 

HJ+Hi ];. = --2 -, so folgt 
:n:1:rm2;. 

cl = - c2 = I'(~- -=--7:)-, 

womit die Integraldarstellungen der Hankeischen Funktionen aus Nr. 6 
endgültig gewonnen sind. Da diese Beziehungen analytische Relationen 
in A sind, so gelten sie auch für komplexe l. 

8. Explizite Darstellung der Neumannsehen Funktion. Wir wollen 
eine explizite Darstellung der Neumannsehen Funktionen N;.(x) für 
ganzzahlige l>o aus der Reihenentwicklung für ]A(x) ableiten. Es gilt 

];. (x) = (~)'" l: <-;}n (~t'I'(n-+1l +1)' 
· n=O 

(18) 

und da wir unter dem Summenzeichen nach Ä. differenzieren dürfen: 

(26) 

Oj_;,(x) X (x)-l~(-1)"(x)2"(d 1) 
ol = -log2J-;.(x) -- 2 ...:::.,._n_!_ 2 dtl'(t) t=n-Hl. 

n=O 

Wir bestimmen die Werte der Differentialquotienten!.__ ( r 1 ) 
d t (t) t=n±Hl 

für ganze rationale l, und zwar durch einen Grenzübergang für die 
Werte t = 0, -1, -2, -3, ... , an denen F(t) einen Pol hat. Es gilt 
die Funktionalgleichung 

F(t + 1) = tF(t) für t t 0 , - 1, - 2 , .... 

Durch logarithmische Differentiation ergibt sich 

I" (t + 1) 1 r' (t) 
r(t+D = T + r(tJ • 

und durch k-malige Wiederholung 

I" (t + k + 1) 1 1 1 I" (t) 
F(t + k -t-1T = t + k + t + k --=-1 + .. · + T + ruJ (k = o, 1, 2, ... ) · 
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I''(t) 
- T2(tJ 

1 I" (t) 
- I'(t) I'(t)' 

407 

Für t + h + 1 ~ 2 setzen wir t + k + 1 = n + 1 , t = 1 , n = k + I. 
Dann ergibt die obige Formel: 

I" (n j--_1)_ = -~ + __ _!_ + ... + 1 + l" ( 1 )_ = _1__ + _1 _ + .. . + 1 _ C 
I'(n + 1) n n- 1 1'(1) n n- 1 

für n = 1, 2, 3,... . Mit dem Wert ~;:~ für die positiven ganzen 

Zahlen kennen wir den gesuchten vVert der Ableitung _a_ r_!_ __ in diesen 
d t (t) 

Punkten: 

d 1 

d t I'(t) 

(:ir~t))t=l = C; 

--1- {--1- + _1__ + ... + 1- c} für t = 2, 3, .... 
(t- 1)! t - 1 t- 2 

Wir brauchen ferner den Wert der Ableitung für negative ganze Werte t. 
Um ihn zu bestimmen, lösen wir die Gleichung 

I" (t -t- k -t 1) 1 1 1 I" (t) 
f'(t + k + 1) ~= t+k + t-+ k- 1 + ... + t + I'(tj 

h I'' (t) f D h 1 . h M 1 . l'k . . 1 nac l'(t) au . ann er a ten w1r nac l u tlp 1 atwn mit - l'(t): 

1 I"(t) 1 { 1 1 1 1 } 1 I"(t-j-k-j-1) 
- I'(t) T(t)- = T(t) T+ if-1 + ... + t-t--k-=1+ t-t-k - T(t) T(t-t-k'-t1J' 

Lassen wir t gegen 0 oder eine negative ganze rationale Zahl konver

gieren: t--+- k (k = 0, 1, 2, ... ), so konvergiert die rechte Seite gegen 

die Ableitung (:1 T'~t)t= -k· 

1 1 1 1 
Für t--+ - k strebt I'(t) gegen Null, 1 + 1 + 1 + · · · + 1 + k-=-i. 

bleibt endlich; die ersten k Glieder fallen also fort. Ferner ist 
1 r'(t+k+ 1J bl ·b 1 d Gr d 1 1 w· t'(i) l'Tt-t- k-:_L-ij--+ 0; es e1 t a so nur as 1e I'(t) 1 + k. 1r er-

weitern mit t (t + 1) · · · (t + k - 1) , schreiben also 

1 t(t-j-1)---(t-j-k-1) 
----- ---

1'(1) t(t+ 1) ... (t-j-k) 

vVegen der Funktionalgleichung der Gammafunktion wird dann der 
Xenner gleich T(t + k + 1). Für t -~- k konvergiert daher der Nenner 
gegen T(1) = 1, und da ckr Zähler gegen (-1)k k! strebt, gilt 

(:t /(t))t= k = (-I)" k! 
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Setzt man den Wert der Ableitung :t r ~t) in den ganzen ratio

nalen Zahlen in die Reihen (18) und (26) von S. 406 ein, so ergibt sich 

für A=0,1,2, ... : 

Y ( ) _ iJ]l (x) _ (- 1)'- iJ] -l (x) 
.<. X - iJJ. iJJ. 

(z)2" 
(

X )Ä~00 (- 1)" 2 { 1 1 1 1 } -- ---- --+---+···+1+-+--+···+1. 2 n!(n+J.)! n+J. n+J.-1 n n-1 
n=O 

Die Funktion Y;. (x) setzt sich also zusammen aus einer Potenzreihe 

in ; , die eine meromorphe Funktion ist, und aus einem Produkt von 

logx und der Besselschen Funktion f;.(x), sie hat daher im Nullpunkt 
einen logarithmischen Verzweigungspunkt und ist für i. = 0, 1, 2, ... 
linear unabhängig von ];. (x). 

Wir haben somit für ganze rationale l in Y.! (x) = n N.l (x) wirklich 
ein zweites partikuläres Integral der Differentialgleichung (2) gewonnen. 

9. Relationen zwischen den Sesselsehen Funktionen. Nachdem 
wir für die Besselschen Funktionen die Potenzreihenentwicklung und 
Integraldarstellung abgeleitet haben, wollen wir aus der Integraldar
stellung einige allgemeine Eigenschaften der Besselschen Funktionen 
entwickeln. Für x > 0 ist (vgl. S. 393) 

(16) 1 (x)'-J v-~ ];.(x) === -. - v-<<+Ile 4vdv 
2:n:t 2 ' 

L 

wobei L den Integrationsweg von Abb. 20, S. 391 bedeutet, somit 

h (x) 1 1 . { v- ~ -- = ---· v-<'-+ll e 4vdv. 
x'- 2'- 2:n:i. 

L 

Wir differenzieren nach x2, und zwar auf der rechten Seite formal 
unter dem Integralzeichen, was, wie wir sogleich zeigen werden, er
laubt ist: 

dk J;.(x) - 1 1 j' -(l+l) (-t)k v-4"'' d----- - -- V -- e V V 
d(x2)k x'- 2'-2:n:i 4v. • 

L 

Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist gestattet, weil auf 
dem Integrationsweg L die Ungleichung I v I> 1 gilt, und somit für 
I x J < h die Funktion 

- x• r ~~~ 
I e 4" i ~ e 4 v s eh' 
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gleichmäßig beschränkt, die rechte Seite also ein gleichmäßig konver
gentes Integral über eine analytische Funktion von x 2 ist. 

Wir schreiben die letzte Gleichung anders: 

___i!~]ic(x) = (-1)k~1 _ _2_j·v-(A+k+l)ev-::dv 
d (x2)k xic 2k 2!.+k 2:rri. ' 

L 

so daß wir rechts eine Besselsche Funktion erhalten, wenn wir vor dem 
Integralzeichen mit x; + k erweitern: 

(27) 

Wir können daher auch schreiben: 

Speziell gilt für k = 1 : 

(28) 
d h. (x) 

dx ---_;;:-

d. h. die Rekursionsformel 

(29) 
d]A(x) )c 

71-;- = ; h (x)- h+I (x), 

also eine Relation zwischen h-+ 1 (x), ];. (x) und d h (x) , die für A = 0 
die spezielle Gestalt d x 

J (x) = -~Jo(x) 
1 dx 

annimmt. Wir untersuchen noch besonders die Fälle A = - l, A = !
Nach (18) ist 

und da 

I' ( n + 1 ) = In - -1 ) (n - 3 ) . . . l . 1- I'(_!_) 
'2 \2 2 22 2 

( 1) ( 3) 3 1 ;-= n-- n-- .... -vn 
. 2 2, 2 2 

ist, wird 
00 -

(30 J (x) -11 3-_ ~ J=-1)" x"n = l/ -~ cosx. 
--~ - 1 .7X .::::;_, (2n)! . JlX 

n=O 
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Benutzen wir die obenstehende Differentiationsformel (28) für l = - ! : 

so folgt 

d. h. 

(30') 

dx _! 
X 2 

]~ (x) 
- -------=t- , 

X • 

d 12 j2 . ] 1 (x) 
--J/-cosx = -J-slnx =- -·-, 
dx n n x-1 

Durch Division ergibt sich 

J_,(x) 
-1 L-( = ctgx. 

l X) 
2 

Die Besselschen Funktionen für l = - !. l = t drücken sich also 
einfach durch trigonometrische Funktionen aus. 

Aus 

J ( ) _ Hf (x) + Hl (x) 
!. X - 2 ' 

Hl (x) eil" + Hj (x) e -il.n 

J -I. (x) = 2 

folgt für l = !: 

J ( ) H~ (x) + Hi (x) X _ 2 2 

} - 2 ' 

i(Hl (x) - Hi (x)) 
J -~ (x) = • 2 • 

oder 

Durch Addition ergibt sich 

(31} H!(x) = J,(x)- i] _,(x) =V 2 (sinx- icosx) =- il(i eix. 
~ 2 2 1CX r JlX 

Diese Entwicklungen beleuchten die schon erwähnte Tatsache, daß 
die Besselschen, Neumannsehen und Hankelschen Funktionen in ähnlicher 
Beziehung zueinander stehen, wie die Cosinus-, Sinus- und Exponential
funktion. Auch bei den Sätzen über die Verteilung der Nullstellen, die wir 
später ableiten, werden wir diese Analogie wieder bemerken (vgl. Nr. 10). 
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Wir hatten auf S. 409 die Relation 

(27) d'. I;._(xj = (- !_)' h+_J<_(x.) 
d(x2)k / 2 xl.+k 

abgeleitet. \Venden wir sie für ;, = -} an: 

so folgt 

. __ k (2x)k-i) dk sinx 
h+0(x) ~ ( -i) -Y~- d(x2)i x ' 

d. h. jede Besselsche Funktion h+~ (x) läßt sich ausdrücken als rationale 
Funktion von trigonometrischen Funktionen und von x, multipliziert 
mit yx. 

Wir leiten jetzt eine zweite Rekursionsformel aus der Integral
darstellung (16) von S. 39) ab. 

Es ist 

· d -! v- x') /__:___(·u ·e 4v dv = 0, 
. dv . 
L 

-A V--,., 
da v e 4v an den Enden des Integrationsweges verschwindet. 

Durch Ausführung der Differentiation folgt 

· -(i.--1) ·v- :c' · -J. v-~ (x) 2 /" -(.\+2) v- x' 
--},.Jv · e 4vdv+jv e 4vdv+ 2,_v e 4vdv=O. 

L L L 

l\ach Multiplikationmit 1 .- (x2·-r -l nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 
2:1'! . 

- 2:- .J; (x) + ]i -1 (x) + !H1 (x) = 0 

oder 

(32) ( 24 ( h-1 x) + hn (x) =, x J;. x), 

die für jedes komplexe}, gilt. Diese Relation können wir auch folgender
maßen schreiben: 

h.--l(x} 

j;(x) 
2i, 

X ];_(x) 

h+l (x) 

X 1 

X - -2T::f4 
X 

So ist ~J ~ tXl durch einen unendlichen Kettenbruch dargestellt; seine 

Konvergenz können wir hier jedoch nicht untersuchen. Wenn wir 
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überall mit x heraufmultiplizieren, nimmt der Kettenbruch die Ge
stalt an: 

Für A. = ! ergibt sich 

J_>(x) x2 
X j 

1 
"(x) = X ctg X = 1 - 3 _ x2 _ • 

2 5 .•• 

Dies ist ein unendlicher Kettenbruch für ctg x, der schon im 18. Jahr
hundert bekannt war und mit dessen Hilfe Lambert 1) die Irrationalität 

von n bewiesen hat, indem er x = ~ setzte. 

10. Die Nullstellen der Besselschen Funktionen. Zum Schluß 
wollen wir noch einige Sätze über die Nullstellen der Besselschen Funk
tionen ableiten 2). 

Die Besselsche Funktion ];. (x) genügt der Differentialgleichung 

Ji'(x) + ~ ]l(x) + ( 1 - ::) h (x) = 0. 

Setzen wir 

~1 = konst. ci= 0, 

so folgt: 

];:($1 t) + ~:t]l($1 t) + (1- ~::2 )Jx(~1 t) = 0. 
Ebenso gilt für 

~2 = konst. c1= 0: 

Aus diesen Gleichungen leiten wir eine neue ab, indem wir die erste 
mit $Itf;.($2 t), die zweite mit -$§t];,($1 t) multiplizieren und beide 
addieren. Dann ergibt sich 

t ($iJ!.($1 t) h ($2t) - ~~H (~2t) Jd~1 t)) 

+ ~1 JH~1 t) Jd~2t) - ~2Jl (~2 t) Jd~1 t) 

+ (~i- ~§) t h (~1 t) h (~2t) = o. 

1) Lambert, ]. H.: Memoire sur quelques proprietes remarquables des quan
tites transcendentes circulaires et logarithmiques. Bist. Acad. Berlin J g. 1761, 
S. 265-322, insb. S. 269. 1768. 

2) Vgl. hierzu die verwandten Ausführungen in Kap. VI, § 5. 
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Die ersten zwei Summanden sind gleich der Ableitung der Funktion 

nach t; durch unbestimmte Integration der letzten Gleichung folgt daher 

t (~1!!. (~1 t) r. (~2 t) - ~2 Ji. (~2 t) h (~1 t)) 
+ (~i- ~~) Jt J;. (~1 t) J;. (~2 t) dt = konst. 

Es gilt also, wenn wir von 0 bis 1 integrieren 

(33) 1 
(~1 !!. (~1) J;. (~2) - ~22Ji. (~:) ~i. (~1)) -

+ (~1-i;~)jtJ~.(~lt)J;.(~2t)dt- 0. 
0 

Aus dieser Gleichung können wir Schlüsse über die Nullstellen von 
]i. (x) ziehen. (Vgl. hierzu Kap. VI, § 5 .) 

Es sei ~ eine von Null verschiedene Nullstelle von J;.(x). Wir setzen 
~1 = ~, ~2 = ~, wo ~ den konjugiert komplexen Wert von ~bezeichnen 
möge. ~1 und ~2 fallen also nur für reelle ~ zusammen. 

Es sei A reell; dann hat J;.(x) für reelle x reelle Werte, die Koeffi
zienten der Potenzreihe ( 18) sind reell; verschwindet daher ];.(~), so ist 
auch J;.([) = 0. Wir haben also in Gleichung (33) ];.(~1 ) = ];.(~2) = 0 
zu setzen; die große Klammer verschwindet dabei, und der zweite 
Summand geht über in 

w -l2) 1 t IJ,d~t) J2 dt = o. 
0 

Wir haben ~ =F 0 vorausgesetzt. Da die Besselsche Funktion nicht identisch 
1 

verschwindet, ist J t J J;. (~ t) J2 dt =F 0, also ~2 -l2 = (~- $) (~ + [) = 0, 
0 

d. h. $ = ~ oder ~ = - ~ . 
Somit ist $ reell oder rein imaginär. Für reelle A. hat die Besselsche 
Funktion Ji. (x) nur reelle oder rein imaginäre Nullstellen. 

Um zu untersuchen, wie es sich mit den rein imaginären Null
stellen der Besselschen Funktionen verhält, gehen wir von der Potenz
reihenentwicklung 

J;.(x) 1 ~ ( -1)" (x)2n 1 
---.;;:- = 2J....::;.. ---;-;! 2. F(1-:;-.f- i. + 1) 

n=O 

aus. Indem wir x = a i, a reell ;, 0 einsetzen, wird 

Ji.(x) 1 ~('a)2" 1 
---.;;:- = 2J....::;.. 2. Jlll:co-'(c-n-+~J.--t-----c-1) • 

n=ll 
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Da A. reell ist, ist n + Ä. + 1 für alle n mit endlich vielen Ausnahmen 
positiv, und da dieT-Funktion für positive Argumente positive Werte hat, 
sind alle Koeffizienten der Potenzreihe bis auf endlich viele am Anfang 
der Reihe positiv. Für große I a I überwiegen die höheren Potenzen, und 

d f .. t t ( a ) 2 " • t · d h. (x) f'' 11 h' · h 1 a ur a + 0 s e s 2 > 0 IS , Wir -;;;;:- > 0 ur a e mre1c enc 

großen \a\. Nur auf einem endlichen Stück der imaginären Achse kann 

ein Zeichenwechsel der Funktion 1.! ~x) auftreten; als ganze transzendente 

F k · k d h J;.(x) xdl' h · 1 · · · ·· "' 11 11 un twn ann a er -;:- nur en 1c v1e e rem 1magmare ~,;u ste en 
X 

haben. Für Ä. > -1 hat l;.(x) keine rein imaginären Nullstellen; -:;;:-
denn dann ist für alle n: 

n+A.+1>0, 

T(n+A.+1)>0; 

alle Koeffizienten der Reihe sind also positiv, und daher der Wert der 
Reihe selbst positiv für a =i= 0. Speziell für Ä. = 0, 1, 2, ... gibt es 
keine imaginären Nullstellen. 

Wir haben also das Resultat: Für reelle Ä. hat ];. (x) bis auf endlich 
viele rein imaginäre nur reelle Nullstellen; für reelle }, > -1 hat I. (x) 
nur reelle Nullstellen. 

Daß für jedes positive reelle ganzzahlige Ä. die Funktion ];, (x) un
endlich viele reelle Nullstellen hat, ist schon durch die Betrachtungen 
der vorigen Kapitels erwiesen, da die Nullstellen von]" (x) das System 
der Eigenwerte einer Differentialgleichung liefern. 

Wir wollen schließlich noch einiges über die Lage der reellen Null
stellen der Besselschen Funktionen aussagen. 

Setzen wir bei reellem Ä. 

l;.(x) 
----;r- = ~' ' ]A(x) = vxl, 

so gilt nach S. 399 

(21) X V11 + (2 }, + 1) V1 +X V = 0. 

Nehmen wir an, die Funktion v' sei so beschaffen, daß sie mindestens 
zwei positive Nullstellen ~1 , ~2 besitze: 0 < ~1 < ~2 , so geht die Diffe
rentialgleichung für x = ~1 über in 

also 
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Wäre v" (~I) = 0, so gälte auch v (~I) = 0 und damit 

n = 0, 1, 2, ... ; 

denn wir können die Differentialgleichung, die eine homogene Beziehung 
zwischen v, v' und v" darstellt, nach x differenzieren, wodurch wir eine 
homogene Beziehung zwischen v, v', v" und v"' erhalten, so daß also aus 
v (~I) = v' (~I) = v" (~I) = 0 auch v"' (~I) = 0 folgen würde, usw. Alle 
Ableitungen v<n) (~I) müßten also verschwinden, und, da v eine analytische 
Funktion ist, wäre somit identisch v = 0. 

Wir schließen daher, daß v (~1 ) und v"(~1 ) entgegengesetztes Vor
zeichen haben, und daß dasselbe für v (~2) und v"($2) gilt. Es ist also 
v' ($1) = v' (~2 ) = 0, und es sei v' (x) i 0 für ~1 < x < ~2 • Nach dem 
Rolleschen Satz liegt dann zwischen ~1 und ~2 eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen von v"; folglich haben v"(~1 ) und v"(~2), und daher auch 
v ($1) und v (~2) entgegengesetzte Vorzeichen. Zwischen ~1 und ~2 müssen 
also eine ungerade Anzahl Nullstellen von v liegen, somit mindestens 
eine. Andererseits kann nach dem Rolleschen Satz nur eine Nullstelle 
von v dort liegen, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
von v eine ungerade Anzahl von Nullstellen von v' liegt und v' zwischen 
~I und ~2 nach Voraussetzung keine Nullstelle hat. 

Demnach hat v genau eine Nullstellezwischen ~1 und ~2 , d. h. zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden positiven Nullstellen von v' liegt eine und 
nur eine Nullstelle von v. Die positiven Nullstellen von v und v' trennen 
sich gegenseitig; dasselbe gilt für die negativen N ullstellen. 

Wir hatten m Nr. 9, S. 409 die Relation abgeleitet 

(28) 
d fA(x) h+ 1 (x) 
-~----' -~-' 

rlx X). _,J. 

d. h. 

h+I (x) 
v' = -~--

x!. 

Da die Nullstellen von v und v' sich gegenseitig trennen, da ferner 

V= 

ist, und daher alle positiven und negativen Nullstellen von v und v' 
Nullstellen von ]!.(x) und f).+I(x) sind, so müssen sich die Nullstellen 
von ];_(x) undfA+ 1 (x) gegenseitig trennen. 

Für 2 = - ~ , 2 = + hatten wir z. B. gefunden: 

T _ t (x) = J/ 2 cos x , 
• 2 nx I~ (x) = J!:: sin x . 
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Die Nullstellen dieser Funktionen sind 

bzw. 

0, ±.n, 

' 5 Jl --r-
-- 2 ' 

±2.n, 

±(2n~1)n, ... , 

... , +n.n, ... ; 

sie trennen sich also gegenseitig. 
Auch in dieser Beziehung zeigen die Besselschen Funktionen eine 

Verwandtschaft mit den trigonometrischen. 

§ 3. Die Kugelfunktionen von Legendre. 

Wir haben an früheren Stellen dieses Buches 1) die Legendreschen 
Kugelfunktionen und die aus ihnen durch Differentiation entstehenden 
höheren Kugelfunktionen als Funktionen einer reellen Veränderlichen 
untersucht und viele ihrer Eigenschaften abgeleitet. Hier wollen wir 
nun, indem wir zu komplexen Variablen übergehen, Integraldarstel
lungen für diese Funktionen entwickeln und zugleich die übrigen Lö
sungen der Legendreschen Differentialgleichung aufsuchen; dabei wird 
sich von selbst die Möglichkeit ergeben, den Parametern in der Legendre
schen Funktion Pn (x) von seiner Beschränkung auf ganzzahlige positive 
Werte zu befreien 2). 

I. Das Schläflische Integral. Aus der Darstellung (Kap. II, § 8, S. 66) 

Pn(x) = n11 dd",. (x2- 1)n 
2 n. x 

des nten Legendreschen Polynoms ergibt sich sofort nach der Integral
formel von Cauchy für beliebige komplexe Werte von x 

(34) p (x) = _1_/ (t2- 1)" dt 
n 2ni 2"(t-x)"+ 1 ' 

c 

wobei der Integrationsweg C in der Ebene der komplexen Variablen t 
im positiven Sinne um den Punkt t = x herumläuft. Dieser Ausdruck, 
der von Schläfli herrührt, gestattet wichtige Folgerungen und Verall
gemeinerungen. Zunächst bemerken wir, daß wir direkt an der Integral
darstellung (34) das Bestehen der Legendreschen Differentialgleichung 

(3 5) d ( dP) 
dx (1-x2) dx" +n(n+1)Pn=O 

1) In Kap. II, § 8 und in Kap. V, § 9, 1. 
2) Vgl. zu diesem Paragraphen insbesondere Whittaker, E. T. und G. N. Watson: 

A course of modern Analysis, 3. Auf!., S. 302-336. Cambridge 1920. 
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verifizieren können. Die Differentiation unter dem Integralzeichen 
liefert nämlich für die linke Seite der Differentialgleichung den Ausdruck 

n+1 /·{t'-1)" 2 2 -~c- ----,- ((n + 2) (1 -- x ) - 2 x (t - x) + n (t --- x) ) d t 
2:rl2". (t -x)" t-.l • 

G 

n --±:__1 {Jt' -___1_)"c- (2 (n + 1) t (t x) -- (n + 2) (t2 - 1)11 dt 
2lfl2n. (t-x)n+.l 

c 

welcher wegen der Geschlossenheit des Integrationsweges und der Ein
deutigkeit des Integranden als Funktion von t verschwinden muß. Wir 
können nun diese direkte Verifikation benutzen, um die Definition 
von Pn (x) für beliebige, nicht mehr ganzzahlig positive Werte von n zu 
verallgemeinern. Denn offenbar muß das Schläflische Integral (34) für 
einen beliebigen ·wert von n stets dann eine Lösung der Legeneiresehen 
Differentialgleichung darstellen, wenn beim Durchlaufen des Inte
grationsweges der Integrand zu seinem Ausgangswert zurückkehrt, d. h. 
wenn der Integrationsweg auf der Riemannschen Fläche des Integranden 
geschlossen ist. Nur wird dann die Funktion Pn (x) nicht mehr eine 
ganze rationale Funktion, sogar nicht einmal mehr eine eindeutige 
analytische Funktion von x sein. Einen solchen vVeg erhalten wir 
folgendermaßen: Wir schneiden die t- Ebene längs der reellen Achse 
von -1 bis - oo auf, ebenso die x-Ebene und wählen für C eine ge
schlossene Kurve, welche die Punkte t = x und t = + 1 in positivem 
Sinne umkreist, dagegen den Punkt t = - 1 ausschließt. (Der zweite 
Verzweigungsschnitt des Integranden ist irgend ein von + 1 nach x 
führender Weg). Die so definierte, in der aufgeschnittenen x-Ebene 
eindeutige Funktion 

(36) 
1 j" (12 - 1)'" P,(x) = -. ----------dt 

V 2JTL 2V(f-X)V+l 
c 

nennen wir ebenfalls Legendresche Kztgeliunktion des Index '' Sie 
genügt der Legendreschen Differentialgleichung 

( ( 1 -- x2) y')' + v (v + 1) y = 0 

und läßt sich charakterisieren als dasjenige eindeutig bestimmte ihrer 
Integrale, welches für x = 1 endlich bleibt und den Wert 

Pv(1) = 

besitzt 1). Dieses Verhalten entnimmt man unmittelbar der Integral-

1 ) In der Tat wird das zweite Integral Q,, das wir in Nr. 3 aufstellen werden, 
und daher jedes von P,. unabhängige Integral hei x = 1 logarithmisch unendlich. 

C 0 ur a 11 t - H i I b '-' r t, ~rathcmatisclw Physik. I. 27 
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darstellung, wenn man in ihr x gegen 1 konvergieren läßt. Da die obige 
Differentialgleichung bei Ersetzung von "' durch - "'- 1 in sich über
geht, so folgt sofort die Identität 

P~ (x) = P _,,_l(x), 

deren rechnerische Bestätigung nicht auf der Hand liegt. 
Die Funktion P~ (x) genügt, wie der Leser leicht an der Darstellung 

bestätigen wird, den Rekursionsformeln 

(37) P~+I(x) -xP~(x) = (Y+ 1)P~(x) 

(31) (v + 1) Pv+l (x)- x (2'11 + 1) P~ (x) + "'P~- 1 (x) = 0, 

von denen die zweite für ganzzahliges"' schon in Kap. II, § 8,2 abgeleitet 
wurde. 

2. Die Integraldarstellungen von Laplace. Ist der Realteil von x 
positiv und x =f 1, wie wir nun voraussetzen wollen, so können wir für C 
den Kreis mit dem Radius j fx2 -1j um den Punkt x wählen, da, wie 
man leicht sieht, dieser Kreis die oben verlangten Eigenschaften 
besitzt. Setzen wir, um die reelle Integrationsvariable q; einzuführen, 
t= x+ lx2 -1llei'P, lfPi <n, so erhalten wir ausdemSchläflischen Inte
gral sofort die erste, auch für x = 1 gültige Integraldarstellung von 
Laplace 

"' 
(38) P~ (x) = ~ {(x + yx2- 1 cosq;)" dq', 

0 

wobei die mehrdeutige Funktion (x + yx2- 1 cos q;)" so festzulegen ist, 

daß sie für q; = !!. gleich x" wird, unter x~ den "Hauptwert" von x~ ver-
2 

standen, insbesondere bei positivem x und reellem "' ein reeller Wert. 
Die Formel P~ = P -~-1liefert unmittelbar die zweite Laplacesche 

Darstellung 
:r: 

(38') P"(x)=.!.f drp . 
n (x + Yx2 - 1 cosrp)"+l 

0 

3. Die Legendreschen Funktionen zweiter Art. Die Differential
gieichung (35) muß noch ein zweites von P" (x) linear unabhängiges 
Integral besitzen. Wir können es aus dem Schläflischen Integral leicht 
entnehmen, wenn wir statt des oben benutzten Integrationsweges einen 
anderen brauchbaren Weg aufsuchen. Ein solcher Weg wird durch 
den achtförmigen Weg m: von Abb. 23, S. 401 angegeben, wobei dieser 
Integrationsweg den Punkt x außerhalb läßt. Die durch das Integral 

(39) 
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definierte analytische Funktion Q" (x) genügt wieder der Legendreschen 
Differentialgleichung. Sie heißt Legendresche Funktion zweiter Art und 
ist in der längs der reellen Achse von 1 nach - oo aufgeschnittenen 
x-Ebene regulär und eindeutig. Wir setzen in dieser Darstellung zu
nächst ausdrücklich voraus, daß v keine ganze Zahl sei, da sonst der zur 

Normierung gewählte Faktor --~- unendlich werden würde. Falls der 
s1n J';T 

Realteil von P + I positiv ist, können wir nach Zusammenziehung des 
Integrationsweges schreiben (vgl. die Rechnung aufS. 402-403) 

(40) 

1 

1 r (1-t2)v fj.(x) = -- --- dt. 
' . 2''+1. (x-t)v+l 

-1 

Diese Formel ist jetzt auch für ganzzahliges v brauchbar. 
Man entnimmt dieser Darstellung leicht, daß Qv bei x = 1 logarith

misch unendlich wird. Für negative Werte von v oder solche mit nega
tivem H.ealteil kann man Q,. durch die Gleichung 

Q,.(x) = Q-··-dx) 

definieren. 
Auch für die Funktionen Q" (x) gilt eine den Laplaceschen Inte

gralen für Pv (x) analoge Integraldarstellung. 
Man setze in dem obigen Integral (40), zunächst für x > 1 

e'' yx + 1 - }1x __:: -1 
I = ------ ----- . 

e'f jlx + 1 -t- }1~-=-1 ' 

dann erhält man nach einiger Zwischenrechnung 

(41) () I c) = /. d 'P 
',. \· • (x + ]lx 2 - 1 (Io[ cp)•·+l' 

I) 

wobei die Bestimmung des an sich mehrdeutigen Integranden ebenso wie 
oben getroffen wird. Die Gültigkeit dieser Formel erstreckt sich nun 
ohne weiteres auch auf beliebige Werte von x in der zwischen -1 und +1 
aufgeschnittenen x-Ebene, wie der funktionentheoretisch vorgebildete 
Leser sofort der Tatsache entnehmen wird, daß der Integrand in diesem 
Gebiete eine eindeutige reguläre Funktion von x ist. 

Aus der Gleichung Q,. = Q-,. -1 erhalten wir übrigens unmittelbar 
die zweite Integralformel 

(41') Q,.(x) = ((x + Yx2 - 1 ~of rp)"dqJ. 
0 

2i* 
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4. Zugeordnete Kugelfunktionen. (Legendresche Funktionen 
höherer Ordnung). Für die Kugelfunktionen höherer Ordnung, die wir 
durch die Gleichungen 

,--h dh 
P",h(x) = V1-x2 dxhP"(x) 

,~--·h dh 
Qv, h (x) = f1 - x2 dxh Q,. (x) 

definieren (vgl. Kap. V,§ 9, 1, S. 260), erhalten wir durch Differentiation der 
Schläflischen Integraldarstellung (36) und darauffolgende Anwendung 
der Substitution t = x + J x2 - 1Jl ei r aus N r. 2 ebenfalls Integral
formeln, von denen die folgende explizit hingeschrieben sei: 

" h(v+t)(v+2)···(v+h)j( ,~ ) P,.,h(x)=(-1) n . x-t-yx2 -1coscp•coshcpdrp. 
0 

§ 4. Die Kugelfunktionen von Laplace. 

Wir haben die Laplaceschen Kugelfunktionen Yn(~,rp) in Kap. V, 
§ 9, 4, S. 265 eingeführt als die zu den Eigenwerten l = n (n + 1) ge
hörigen, überall regulären Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

(42) LI* Y + l Y = ~-:;, Y,,.,,-\-~9 (sin {} Y,~),'l + l Y = o 
Sill ·u . . Sill 1 · 

auf der Kugel. Die Funktionen rn Y n = U n sind dann ganze rationale Funk
tionen der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, die der Differentialglei
chung AU= 0 genügen und homogen vom Graden sind. Wir sahen, daß 
es mindestens 2 n + 1 voneinander linear unabhängige Funktionen U n und 
also auch Yn mit demselben n geben muß. Nunmehr wollen wir zeigen, 
daß wir in diesen Funktionen Yn wirklich alle Eigenfunktionen, in den 
Werten l = n (n + 1) also alle Eigenwerte unseres Eigenwertproblems 
vor uns haben, ferner, daß es wirklich auch nicht mehr als 2 n + 1 
linear unabhängige Kugelfunktionen nter Dimension gibt; endlich wollen 
wir diese Funktionen explizit durch die uns aus § 3 und Kap. V, § 9, 1, 
S. 260 bekannten Legendreschen Funktionen höherer Ordnung aus
drücken. Wir beginnen mit dem letzten Punkte. 

I. Aufstellung von 2 n + 1 Kugelfunktionen nter Dimension. 
Zu speziellen Kugelfunktionen gelangen wir wieder durch den oft an
gewandten Ansatz Y(~?, cp) = p (g:;) q (~). Gehen wir mit ihm in die 
Differentialgleichung (42) für l = n (n + 1) ein und bezeichnen die 
Differentiation nach rp mit einem Strich, die nach ~ mit einem Punkt, 
so geht (42) über in 

p"(f{J) (sin ßq)' sin fJ ( ) • 2 .u 
p (rr) = - --q~~ - n n + 1 sm u· = - (!, 
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wobei e eine Konstante sein muß. Wir erhalten also für q die Gleichung 

(sin{hj)' + (n(n + 1) sin'/9-- si~ff) q = 0 

und :müssen den Parameter e in ihr so bestimmen, daß eine für '19- = 0 
und '19- = :n reguläre Lösung existiert. Durch die Substitution x = cosf} 
geht diese Gleichung, wenn wir von nun an die Differentiation nach x 
mit einem Strich bezeichnen, sofort über in 

( ( 1 - x2) q')' + ( n ( n + 1) - 1 ~ .~z ) q = 0 

mit der Randbedingung der Regularität für x = + 1 und x = - 1 ; 
dieses Problem ist uns aus Kap. V,§ 9, 1, S. 259 in etwas anderer Gestalt be
kannt. Wir kennen nämlich die Lösungen e = h2 und q = Pn,h(x), wobei 

,--h dh 
Pn,h(x) dieLegendreschenFunktionenht"Ordnung Pn,h = f1-x2 dxhPn(x) 

sind; h kann hier die Werte 0, 1, 2, ... , n annehmen. Da p sich aus 
P"(g;)+h2 p(g;) =0 als ahcoshg;+b~tsinhcp bestimmt, soergibtsich 
aus Y = p q nunmehr sofort als Lösung von (42) 

so daß wir in der Funktion 

n 

(43) Y,. = ~-;" P 11 (cos{}) + 2; (an,hcoshcp + bn,hsinhg;) P",h (cos &) 
h=l 

eine von 2n + 1 willkürlichen linearen Parametern abhängige Kugel
funktion nter Dimension vor uns haben, die wir bald als die- allge
meinste mögliche erkennen werden. Die Funktionen cos hg; Pn,h (cos {}), 
sin h g; Pn,lt (cos {}) sind alle voneinander linear unabhängig, weil sie 
paarweise orthogonal zueinander sind. Wir wollen sie die symmetrischen 
Kugelfunktionen nter Ordnung nennen. 

2. Vollständigkeit des gewonnenen Funktionensystems. Daß 
wir in den 2n + 1 Funktionen cos hg; Pn,h (cos {}), sin hcp Pn,h (cos {}) 
ein vollständiges orthogonales Funktionensystem auf der Kugelober
fläche gewonnen haben, folgt unmittelbar aus einigen unserer früher 
bewiesenen Sätze. Denn einmal bilden die Funktionen sin hcp, cos hcp 
ein vollständiges Funktionensystem in cp, andererseits sind die Funk
tionen Pn,lt (x) für jedes h ein vollständiges Funktionensystem in x, 
weil das System aller Eigenfunktionen eines Eigenwertproblems immer 
vollständig ist (vgl. Kap. VI, § 2, 3). Nun brauchen wir uns nur des 
Satzes aus Kap. II, § 12, 8 zu erinnern, welcher eine allgemeine Vor
schrift zur Bildung vollständiger Funktionensysteme in zwei Variablen 
aus solchen in nur je einer Variablen enthält, um die Vollständigkeit 
unserer Funktionen zu erkennen. 
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Eine unmittelbare Folge dieses Ergebnisses ist, daß die Differential
gleichung (42) keine anderen Eigenfunktionen als die angegebenen und 
also auch keine anderen Eigenwerte als die Werte n(n + 1) besitzen 
kann, womit alle oben aufgeworfenen Fragen ihre Antwort gefunden 
haben. Es ist bemerkenswert, daß auf diese Art für die algebraische 
Tatsache, daß es genau 2 n + 1 linear unabhängige Funktionen Yn 
gibt, ein transzendenter Beweis geliefert ist. 

Natürlich läßt sich die genannte algebraische Tatsache auch 
leicht direkt algebraisch beweisen. Betrachten wir irgend eine homogene 
ganze rationale Funktion nten Grades tt = 1; a,, 1 x' y• z1 (r + s + t = n) 
von x, y, z, so ist jeder Koeffizient a,,1 bis auf einen Zahlenfaktor als ein 

nter Differentialquotient in der Form iJ ,~n~a , darstellbar. Das Be-x y z 
stehen der Differentialgleichung uxx = -Uyy - Uzz erlaubt uns nun, aus 

jedem Differentialquotienten "'iJ"'; , in welchem nach der Variaba X iJ y iJ zY 

len x mehr als einmal differenziert ist, die höheren als ersten Diffe-
. . h 'b B iJ3 u iJ3 u aa u rentlatwnen nac x zu vertre1 en, z. . ~ = - -:<l3 - ~- • vxvy vY vzoy 

Also sind alle Koeffizienten von u bei der Bedingung LI u = 0 lineare 
Kombinationen der 2 n + 1 Koeffizienten ao,o,n, ao,t,n-l, ... ao,n,O• 
a1,o,n- 1 ••• a1,n-1,0 , die ihrerseits willkürlich gewählt werden dürfen. 

3. Der Entwicklungssatz. Unsere früherenSätze (vgl. z: B. Kap. V, 
§ 10, 5) lehren uns nunmehr, da wir in den Funktionen (43) alle Eigen
funktionen unseres Problems besitzen, daß jede auf der Kugel mit ihren 
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige Funktion g(tJ, cp) sich in 
eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe nach den Kugelfunk
tionen entwickeln läßt: 

g (tJ, cp) = ~J an,oPn (costJ) + ~(an,h coshcp + bn,h sinhcp) Pn,h ~cosfJ)], 
wobei die Koeffizienten an,o, an,h. bn,h sich mit Rücksicht auf die Formeln 
Kap. V, § 9. 1, S. 260 aus den Relationen 

2n+1 r·J . an,o = ~- g(&,cp)Pn(cosfJ)smfJdfJdq; 
-"; 0 

:cn 

2n+ 1 (n- h)!ff . 
(44) an,h = ~ (n + h)! g(fJ,cp)Pn,h(costJ)coshcpsml}dfJdcp 

-JT 0 

" "' 
bn,h = 2 :~ 1 ~= ~ ~~:~ f g (tJ, cp) Pn,h (cos tJ) sin h cp sin ß d tJ d cp 

-:n; 0 

bestimmen. Die Ausdehnung dieses Resultates auf allgemeinere Funk
tionen g (tJ, cp) braucht uns hier nicht zu beschäftigen. 
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4. Das Poissonsche Integral. Gemäß unseren früheren Ansätzen 
können wir jetzt die Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für eine Kugel vom Radius 1 mit den Randwerteng ({}, rp) in der folgenden 
Form explizit hinschreiben: 

11 = n~~ r" [ an,o Pn (cos 1?) + h~ (a",h cos h rp + bn,h sin h rp) P n,h (cos -&)] . 

Wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz für r;;:;; r0 < 1 können wir 
unter Einführung der Integraldarstellungen (44) Summation und Inte
gration vertauschen. Sodann läßt sich die Summation in geschlossener 
Form ausführen; man nimmt hierzu am bequemsten vorerst {f = 0, 
cp = 0 an und beachtet zum Schluß, daß wegen der Willkürlichkeit der 
Wahl des Nordpols auf der Kugel das Resultat für einen beliebigen 
Kugelpunkt {}, rp gelten muß. 

Wegen P n ( 1) = 1 , P n, h ( 1) = 0 er halten wir 

4nu (r,O, 0) =li\~ (2n + 1) r" Pn (cos&)} g ({}, rp) sin-& d{}drp, 
~· ·"' 0 

und hier läßt sich die Summe in geschlossener Form ausführen, wenn 

man die aus der Definitionsgleichung 1; hn P n (x) = ( 1 - 2 h x + h2) -!. 
n=O 

vermöge der Rekursionsformel (37') sofort ableitbare Relation 

~ 1- h2 

.2;(2n+1)h"Pn(X)= 2 , 
u=O (1-2hx+h)e 

benutzt. Indem wir nach Ausführung der Summation wieder den Pol der 
Kugel verlegt denken, schreiben wir gleich allgemein das Resultat in der 
Form 

4nu (r, -&, rp) = 
lOT 

(1-r2)j·(·-·····--·-~ g({JI,cp? . ,sin-&'d{}'drp' . 
• {r2 - 2r(cos{} cos {)' + sm 0 sm {}' cos (cp- cp')l + 1 }' 

-CT () 

Dieses sogenannte Poissonsche Integral drückt die Potential
funktion im Inneren durch ihre Randwerte aus; es enthält keinerlei 
explizite Bezugnahme auf die Kugelfunktionen mehr. Im zweiten Band 
werden wir auf dieses Integral und seine Bedeutung im Rahmen der 
Potentialtheorie ausführlich zurückkommen. 

5. Die Maxwell-Sylvestersche Darstellung der Kugelfunktionen. 
Eine ganz andere, an die physikalische Bedeutung des Potentials an
knüpfende Darstellung der Kugelfunktionen hat Maxwell gegeben 1). 

In diesem Abschnitt wollen wir die Kugelfunktionen im Anschluß an 

1 ) A Trcatise on Electricity and :\Iagnetism. Bd. 1, 2. Auf!., S. 179-214. 
Oxforcl 1881. 
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den Maxwellsehen Grundgedanken und an eine ergänzende Bemerkung 
von Sylvester untersuchen und so zu einer neuen Entwicklung ihrer 
Theorie gelangen. 

Wir gehen von dem Grundpotential ~ = 1 aus, das 
r fx2+ y2+ z2 

einer im Nullpunkt konzentrierten Masse von der Größe Eins ent-

spricht, und beachten, daß jeder Differentialquotient v = __ ontflt !:1 -
ox" f)y vz;• 

(n = <X+ ß + y) einer Potentialfunktion u wieder der Potentialgleichung 

LI v = 0 genügt. Denn durch Differentiation erhält man aus LI u = 0 

Daher ist auch, unter a, b, c Konstante verstanden, die Funktion 

8~ 8~ 8~ 
r r r 

aa;r + b--ay + ciiZ 

eine Potentialfunktion. Wir schreiben sie unter Verwendung der sym
bolischen Linearform 

8 8 8 
L = a". + b". + c". 

vx vy vz 

auch in der Gestalt L oder auch in der folgenden: 
r 

wobei <X = Y~2 + b2 +-~ ist und 8
8v die Differentiation nach derjeni

gen Richtung v bedeutet, deren Richtungskosinus zu a, b, c proportional 
sind 1). Dieses Potential entspricht, physikalisch gesprochen, einem Dipol 
vom Moment <X und der Richtung 1'. Allgemeiner erhalten wir in 

an_!_ 
r 1 

u = C 0 0 0 = C L1 L2 · .. Ln-
'~'t '~'2... '~'n r 

(45) 

ein Potential, welches einem "Multipol" mit den Achsen v1, v2 , ••• , v" 

entspricht. Dabei bedeuten die Li Linearformen in den Operatoren 

0: , 0°Y , 0°z , und ihre Koeffizienten a,, bi , Ci definieren die Achsen-

1 ) Will man für die a, b, c auch komplexe Werte zulassen, so muß man 
natürlich bei den Wertetripeln, für die a2 + b2 + c2 = 0 ist, die nötige Vorsicht 
anwenden. 
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richtungen l'i· Man erkennt sofort, daß das Potential u die Gestalt hat 

(46) u = U (x y z)r- 2"- 1 
n ' ' ' 

wobei Un eine ganze rationale homogene Funktion nten Grades in x, y, z 
ist. Die Funktion Un genügt selbst der Potentialgleichung LI Un = 0, wie 
man aus folgendem allgemeinen Satz erkennt: Zugleich mit u (x, y, z) 

ist stets auch + u ( ~ ,, ~, : 2 ) eine Lösung der Potentialgleichung1). 

Die so gewonnenen Funktionen Un(x, y, z) sind daher für r = 1 nach 
unseren früheren Definitionen (Kap. V, § 9, 4, S. 265). Kugelfunktionen 
nter Ordnung. 

Da jede der n in (45) vorkommenden Achsenrichtungen durch 
zwei Parameter festgelegt wird und außerdem in dem Potential u r.och 
ein beliebiger konstanter Faktor vorkommt, so haben wir im ganzen 
2n + 1 willkürliche Konstanten. Wir können daher vermuten, daß in 
der obigen Form (45) tatsächlich sämtliche Kugelfunktionen nter Ordnung 
darstellbar sein werden. Den strengen Nachweis dieser Tatsache wollen 
wir erbringen, indem wir zunächst die 2n + 1 linear unabhängigen 
symmetrischen Kugelfunktionen Pn,h (cos 1J) sin hcp, Pn,h (cos ff) coshcp 
durch Potentiale von Multipolen darstellen. Daraus folgt dann un
mittelbar, daß jede Kugelfunktion nter Ordnung durch eine Summe von 
Multipolpotentialen geliefert wird. Endlich werden wir nachweisen, daß 
jede Summe von mehreren solchen gleich dem Potential eines einzigen 
Multipols ist, den wir durch eine einfache geometrische Konstruktion 
gewinnen können. 

Die 2n + 1 symmetrischen Kugelfunktionen aus Kr. 1 erhalten 
wir leicht, indem wir symmetrische Multipole betrachten. Es seien 
n Achsen mit den Richtungen '1'1, '1'2, ... , Vn in der x, y- Ebene derart 
symmetrisch angeordnet, daß je zwei aufeinander folgende den 

Winkel 2 :;r miteinander bilden. Setzen wir 
11 

(47) 

~.n 1 c 
r 

und beachten, daß die linke Seite gegenüber Drehungen der Kugel 

um die z-Achse durch den Winkel 2 n invariant ist, so erkennen wir 
n 

unmittelbar, daß die sicher nicht identisch verschwindende2) Kugel
funktion nter Ordnung 

(48) 

1) Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der auf Polarkoordi
naten transformierten Gestalt der Potentialgleichung. (VgL Kap. IV,§ 7, 2, S. 195.) 

2) Daß kein Multipolpotential identisch verschwinden kann, wird auf S. 428 
bewiesen werden. 
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als Funktion von cp die Periode ~n besitzt. Da jede Kugelfunktion 
n 

nter Ordnung nach Nr. 3 die Darstellung 
n 

'L,(a,.,hcoshcp + b,.,hsinhcp)P,.,h(cos{}) 
h=O 

gestattet, so ergibt sich hieraus, daß V"({}, cp) die Form 

(49) { 
V,.({},cp) = [a,.,"cosncp+b",,.sinncplPn,n(cos{}) 

= cx cosn (cp- cp0 ) Pn,n (cos {}) 

haben muß. Indem wir ferner die Willkür bei der Wahl einer der 
Achsen v; bedenken, erkennen wir, daß tatsächlich jede der Kugel
funktionen von der Form (49) in der Gestalt (47) (mit r = 1) darstell
bar ist. Auf die Bestimmung der Proportionalitätsfaktoren iX können 
wir hier verzichten. 

Um nun auch für die übrigen Kugelfunktionen nter Ordnung eine 
Darstellung durch Multipole zu gewinnen, merken wir an, daß sich 
das Potential u,. aus (47) wegen (48) und (49) in der Form 

U11 = f(x,y)g(;)r-n-l 

mit f(x,y) = cx:cosn(cp-cp0) zerlegen läßt. Hierin ersetzen wir n 
durch h und differenzieren dann (n- h) mal nach z. Die entstehende 
Potentialfunktion Un,h hat wieder die Gestalt 

Un,h = f(x, y) g (:) y-n-t, 

und hieraus schließen wir, daß die Kugelfunktion nter Ordnung 

V"(ß,cp) = Un,hyn+l 

die Form cx cos h (cp- cp0) w (/}) haben muß. Daher muß sie nach 
Nr. 1 notwendig die Gestalt 

(50) konst. cosh (cp- cp0)Pn,h(cos{}) 

besitzen. Daß man umgekehrt jede Funktion dieser Schar durch unseren 
Prozeß erhält, folgt wieder unmittelbar aus der Willkür bei der Wahl 
der einen Achse. 

Da sich nach Nr. 2 jede Kugelfunktion nter Ordnung als eine 
Summe aus 2n + 1 Kugelfunktionen der Gestalt (50) darstellen läßt, 
folgt unmittelbar, daß wir jede Kugelfunktion nter Ordnung erhalten, 
indem wir Summen von Multipolpotentialen 

(51) 
an _1__ 

,--. r 
. ..:.... ai/.·zax'oykßzl 
•+lc+l=n 
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bilden. Daß umgekehrt jede solche Summe eine Kugelfunktion nter Ord
nung liefert, ist nach S. 424 selbstverständlich. Es wird sogar, wenn 
wir die Koeffizienten aikl alle möglichen Werte durchlaufen lassen, 
jede einzelne Kugelfunktion unendlich oft dargestellt, wie wir sogleich 
näher ausführen wollen. 

Zunächst beweisen wir noch, daß jede Summe der obigen Gestalt 
das Potential eines einzigen Multipols mit geeigneten Achsen ist. Wir 
bedienen uns dabei einer symbolischen Schreibweise, indem wir das 
homogene Polynom nten Grades 

H(~,1),,) = ~ a;kzhl'z 
i+k+l=n 

betrachten und dann unser Potential in der Form H __1_ schreiben, wo
r 

bei die Unbestimmten ~' 17, ~- in H durch die Differentiationssymbole 
' 1 ' 

_;__, _;___, ;_ zu ersetzen sind. Da bei dieser Bedeutung von ~' f),' die 
ox oy oz 

Funktion (~ 2 + f) 2 + ' 2) ~1- identisch Null ist, so ist gewiß H __1_ = H 1 __1_, 
r r r 

sobald die Differenz H- H1 als Polynom der Unbestimmten ~' f), ,, 
in der Form Q · (~ 2 + 11 2 + ' 2) darstellbar ist, wobei Q ein homo
genes Polynom (n - 2)ten Grades in ~' 1), ' bedeutet. 

Jetzt stützen wir uns auf einen einfachen von Sylvester 1) be
nutzten algebraischen Satz: Zu jedem homogenen Polynom nten Grades 
H ( ~, 1J, 'J kann man n Linearformen Lv L 2, •.• , Ln und ein Polynom 
(n- 2)ten Grades Q (~, 1), ') derart bestimmen, daß eine Beziehung der Gestalt 

besteht. Falls H reell ist, so sind die Linearformen Lv L 2, .•• , Ln durch 
die Forderung der Realität ihrer Koeffizienten bis auf konstante Faktoren 
eindeutig bestimmt. Den Beweis dieses Satzes und die gleichzeitige geo
metrische Kennzeichnung der Formen Li verschieben wir, um den 
Gedankengang nicht zu unterbrechen, an den Schluß des Abschnittes. 
Aus dem Sylvestersehen Satze folgt unsere Behauptung bezüglich der 
Darstellung des Potentials (51) durch einen einzigen Multipol ohne 
weiteres. Denn verstehen wir unter vi die auf der Ebene Li= 0 senk
rechte Achsenrichtung, so erhalten wir 

womit die gewünschte Darstellung geleistet ist. 

1) Vgl. Sylvester, ]. ].: Note on spherical harmonics. Phil. Mag. Bd. 2, 
S. 291-307 u. 400. 1376. Papers Bd. 3, S. 37-51. Cambridge 1909. 
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Damit haben wir die wesentlichen Tatsachen unserer Theorie ge
wonnen. Wir können unseren Überlegungen eine etwas andere Wendung 
geben, die eine Berufung auf die Ergebnisse der Kr. 1, 2 vermeidet 
und den rein algebraischen Charakter unserer Sätze schärfer betont, 
dafür allerdings den Zusammenhang mit den expliziten Darstellungen 
lockert. Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, daß 

zwei Funktionen H _1_ und H 1 _1_ dann und nur dann mit einander 
r r 

identisch sind, wenn die Differenz H* ($, 'YJ, z:-) = H ($, 'YJ, z:-) - H1 ($, 'YJ, z:-) 
durch $2 + 'Yj 2 + z:- 2 teilbar ist. Der erste Teil der Behauptung ist, wie 
schon hervorgehoben wurde, selbstverständlich. Um den zweiten Teil zu 

beweisen, müssen wir zeigen, daß dUS einer Relation H* _1_ = 0 die Teil-
r 

barkeit des homogenen Polynoms H* ($, 'YJ, z:-) durch $2 + 'Yj 2 + z:-2 folgt 1). 
Nun ist nach dem Sylvestersehen Satze 

(52) 

wo L{, Li, ... , L~ Linearformen bedeuten, die im Falle eines reellen H* 
reell angenommen werden können. Falls eine der Linearformen L'[ 
identisch verschwindet, ist unsere Behauptung selbstverständlich. 
·wenn aber keine der Linearformen identisch verschwindet, so wird 

H* }_ = C L1* L.:Y. • • • L * 1 
r - 11 r 

an _1 

= C _____ r ---
2 vt C v~ · · · C v! ' 

und das Multipolpotential auf der rechten Seite kann wegen der Singu
larität im Nullpunkte nur dann im ganzen Raume verschwinden, wenn 

()"'}__ 

C · d r ~ C'vm 0 ''ßt f = 0 rst; enn wäre _ _ = Vm -- 0, -~-- = , so mu e Vm au 
(;Yl···O'~'m CYrn+l 

jeder Parallele zur Achse vm+ 1 konstante Werte haben, was der Singu
larität im Nullpunkt widerspricht. Somit haben wir 

H* ($, 'YJ, z:-) = Q* ($, 11 , C). ($2 + 'Y/2 + z:-2), 

wre wir behaupteten. 
Nun können wir, wie leicht ersichtlich, jede homogene Funktion 

nten Grades H ($, 'YJ, z:-) auf eine und nur eine Weise in die Gestalt setzen: 

Hierbei bedeutet Gn eine homogene Funktion nten Grades in 'YJ, 1; allein, 
und entsprechend Gn_ 1 eine ebensolche Funktion (n -1)ten Grades. Die 
Differenz zweier Funktionen nten Grades H ($, 'YJ, Z;') und ii ($, 'YJ, ?;) ist 

1) Vgl. die auf S. 430, Fußnote 2) zitierte Arbeit von A. Ostrowski. 
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dann und nur dann durch ~ 2 + 17 2 + C2 teilbar, wenn für die zugehöri
gen Funktionen Gn, Gn-1, Gn, Gn-1 identisch 

gilt. Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz haben wir daher mit Rück
sicht auf die 2 n + 1 in den Funktionen Gn und Gn _1 verfügbaren 

Koeffizienten in der Gestalt H __1_ wirklich genau 2n + 1 linear unab-
r 

hängige Potentiale. Somit erhalten wir tatsächlich jede Kugelfunktion 
nten Grades durch eine Summe von Potentialen von Multipolen. Um 
allerdings über diese reine Existenzbetrachtung hinaus die Darstellung 
der Kugelfunktionen in dieser Gestalt wirklich zu gewinnen, wird man 
in irgendeiner Form auf Überlegungen analog zu den oben durch
geführten zurückgreifen müssen. 

Zum Schlusse bleibt der Beweis des Sylvestersehen Satzes nach
zutragen. \Yir führen ihn durch eine einfache Betrachtung aus dem 
Gedankenkreise der algebraischen Geometrie. Der Kegel nten Grades 
H(;, 17, C) = 0 im ~' 17, (-Raum schneidet nach dem Bezoutschen 
Theorem den absoluten Kegel ; 2 + 1] 2 + C2 = 0 in genau 2 n Kanten, 
wobei die mehrfachen Schnitte gegebenenfalls richtig zu bewerten sind. 
Wir verbinden diese 2n Kanten durch n Ebenen mit den Gleichungen 

Li(~, 17, C) = a;; + b;1J + c;C = o (i = 1, 2, ... , n) 

derart, daß jede Ebene zwei der Kanten enthält und daß jede Kante 
dabei einmal berücksichtigt wird. Mehrfache Kanten kommen dabei 
entsprechend ihrer Viclfachheit vor 1). Wir betrachten nun das zwei 
Parameter }, und ,11 enthaltende Büschel von Kegeln nter Ordnung 

2 H + fl L1 L2 · · · Ln = 0 . 

Jeder Kegel dieses Büschels schneidet den absoluten Kegel in den 
2 n angegebenen festen Kanten. Nunmehr greifen wir eine beliebige 

1) Um den Sinn dieser Vorschrift zu präzisieren, ohne auf die schwierigen 
allgemeinen algebraischen Eliminationstheorien Bezug zu nehmen, verfahren wir 
w1e folgt. Wir uniformisieren das Gebilde ~2 + t)2 + (2 = 0, indem wir etwa 

(*) 
2t 

t) = 1+ t 2 , 

setzen. Eine homogene Funktion 11 ten Grades H ( ~. t), 0 geht dann vermöge (*) 
in eine rationale Funktion 2 uten Grades H* (I) über, deren Nullstellen die gemein
samen Kanten der Kegel H (~,'I·() = 0 und ~2 + 172 + (2 = 0 festlegen. Wir 
wollen sagen, eine gemeinsame Kante dieser Kegel zähle k-fach, wenn für sie 
H* (t) als Funktion von t eine genau k-fache Nullstelle hat. Die Linearformen 
L~o L 2 , ••• , Ln sind nun so zu wählen, daß jede k-fache Schnittkante des Kegels 
H = 0 mit dem absoluten Kegel auch k-fache Schnittkante des Ebenenaggregates 
L 1 L 2 ••. Ln= 0 ist. Daß sich diese Vorschrift in jedem Falle realisieren läßt, ist 
leicht einzusehen. 
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unter den von den angegebenen verschiedenen Kanten des absoluten 
Kegels heraus und bestimmen das Parameterverhältnis J.: p, so, daß 
der Kegel nten Grades J. H + p, L1 L2 ···Ln = 0 auch noch durch diese 
Kante hindurchgeht, was sicherlich möglich ist und für J.: ,u einen 
von Null und Unendlich verschiedenen Wert liefert. Dieser neue 
Kegel nten Grades hat dann mit einem Kegel zweiten Grades mehr 
als 2 n Schnittkanten gemeinsam, was nur möglich ist, wenn er den 
Kegel zweiten Grades vollständig enthält. Dies aber ist dann und nur 
dann der Fall, wenn die linke Seite der Gleichung den Ausdruck 
~2 + 172 + C2 als Faktor enthält!), wenn also 

ist. Damit ist der Sylvestersehe Satz bewiesen 2). Zugleich ist eine 
einfache geometrische Deutung für die Achsen des zu einer Kugel
funktion zugehörigen Multipols gegeben. 

Wegen der Realitätsverhältnisse muß man beachten, daß bei 
reellem H zwar alle Schnittkanten imaginär sein müssen, daß sie aber 
paarweise konjugiert-komplex sind, so daß es gerrau eine Möglichkeit 
gibt, sie auf n reellen Ebenen unterzubringen. 

§ 5. Asymptotische Entwicklungen. 

Für viele Zwecke ist es wichtig, asymptotische Ausdrücke unserer 
Funktionen bei großen VIerten der in ihnen auftretenden Argumente 
oder Parameter zu kennen. Schon im vorigen Kapitel haben wir das 
asymptotische Verhalten der Sturm-Liouvilleschen und der Besselschen 

1 ) Der erste Teil der Behauptung ist selbstverständlich, der zweite läßt sich 
am einfachsten beweisen, indem man die vorgelegte Form gemäß (53) in die Gestalt 

Gn(>J, ~) + ~Gn-1 (1), ~) + W+ 1) 2 + ~ 2)Q(~,1), ') 

setzt. Ist jetzt 1), ~ irgendein Wertepaar, für das '72 + ~2 ; 0 ausfällt, so gelten 
gleichzeitig die beiden Gleichungen 

0 = Gn (1J, ~) + v=-(;;::t- (2) Gn-1 (1J, ~) 
und 

aus denen man sofort schließt 

Gn('l, 1;) = Gn-1 (1), ~) = 0 · 

Gn und Gn-l verschwinden also für alle \Vertepaare '7• ;-mit 17 2+ ~2 =f 0, somit 
offenbar identisch in 1J und ~-

2) Dieser algebraische Satz ist von Sylvester a. a. 0. ohne Beweis benutzt 
worden. Von A. Ostrowski wurde auf die Notwendigkeit hingewiesen, für ihn 
einen Beweis nachzuholen. V gl. OstrowsM, A. : Mathematische Miszellen I. Die 
Maxwellsehe Erzeugung der Kugelfunktionen. Jahresber. deutsch. Math. Ver. 
Bd. 33. 1924. 
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Funktionen unter Beschränkung auf das reelle Gebiet der auftretenden 
Variablen betrachtet. Wir wollen in diesem Paragraphen Methoden 
zur Auffindung asymptotischer Darstellungen kennen lernen, die wesent
lich auf der Benutzung komplexer Variablen und komplexer Integrale 
beruhen. 

I. Die Methode von Laplace. Eine sehr leistungsfähige Methode 
zur asymptotischen Abschätzung bestimmter Integrale in ihrer Ab
hängigkeit von einem Parameter x, die letzten Endes auf Laplace 
zurückgeht, besteht darin, daß man, wenn möglich, das Integral in 
die Gestalt bringt 

F(x) = jf(x,r)qJ(r)dr, 

worin f in einem bestimmten Punkt r 0 des Integrationsweges für alle x 
den Wert 1 hat, in allen anderen aber mit wachsendem x gegen Null 
konvergiert (vgl. den Beweis des Weierstraßschen Approximationssatzes, 
Kap. II, § 9). Für große \Yerte von x wird dann die Umgebung von r0 den 
wesentlichsten Beitrag liefern. In dieser Umgebung ersetzen wir qJ 

" durch die Anfangsglieder 2.' av ( T- r0)• seiner Entwicklung nach Poten-
•·=O 

zenvon T- r 0 und erstrecken dann das Integral wieder über den ganzen 
Weg. Wenn die hierdurch begangenen Fehler mit wachsendem x genü· 
gend klein werden, so haben wir in 

,?t av ft(x, T) (T- T0)" dT 

eme asymptotische Annäherung für F(x). 

2. Anwendung zum Beweis der Stirlingschen Formel. Nach 
diesem Prinzip erhält man z. B. die Stirlingsche Formel auf folgende 
Weise. Es ist für s > 0 

I'(s + 1) = (t•e tdt 
ö 

= s"+ 1 jr•e- 8'dr 
0 

CO 

= s"+le-•Je-s(r-1-loar)dT 

ll 

= s-'+le-•Je-sf(•ldr. 
0 

(t = ST) 

Hier hat der Integrand den Wert 1 für r = 1; überall sonst strebt er mit 
wachsendem s gegen Null. Wir ersetzen daher das Integral durch das 

von 1 - c bis 1 + c (o < s < __!_) erstreckte und schätzen zunächst die 
2. 
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durch Vernachlässigung der Integrale von 0 bis 1- E und von 1 + f' 
bis oo begangenen Fehler ab. Es ist für ~ -:=:; r;;;:.: 1 

1 1 

T-1-logr=/'--1 du> (1-u)du=-(r-1)2 ~-(r-1)2 -·1 ) . j· 1 1 
. \u . 2 8 
T T 

und für 1 :;::; r ;;;:.: 4 
T T 

r -1-logr = ((1- _!_)du> _!_j.(u -1)du = _!_ (r ·~ 1)2 . 
. ' u 4 8 
1 1 

In den Integralen 
1-E 

(e-sf(r)d T, 

0 

4 

j'e-sf(<)d T 

I+, 

ersetzen wir den Integranden durch seinen größten Wert, der an den 
Stellen 1 + E angenommen wird, und diesen wieder durch die obere 

s 0 

Schranke e- 8,-. So erhalten wir 

1-e 4 SF:2 

I+ I~ 4e-8. 
Ü l+E 

Für r ~ 4 gilt aber r --1 -logr~ 34' -logr > : ; daher ist für s > 4 

00 oo sr se 1 

( e-s(r-1-logr)dT < r e -4 dT < e·S < e -B. 
4 4 

·Wählen wir jetzt E = s- ~, so ist demnach für genügend großes s 

l+E 

e• s-s-1 T(s + 1) = r e sf(r)dT + 0 (e-ist). 
J .: E 

Um nun noch das auf der rechten Seite stehende Integral angenähert 
zu berechnen, stützen wir uns auf die Beziehung 

/(r) = (<-1)2 + (7: -1)37p(7:), 
2 

wo 1p(r) eme im Intervalle ~ -:=:; 1::;::; ; reguläre Funktion ist, deren 

Betrag dort eine endliche Schranke M nicht überschreitet. Aus dieser 
Beziehung folgern wir für 1 - E ~ r 5 1 + E 

.<(r-1)' s(r-1) 2 

e- -~ .. - e-Ms-l:Cc_ e-sf(rl;;,c:;, e 2 eM·' 

und weiter 
(r -1) 2 

e-sf(r) = e -s~-2-(1 + O(s-i)). 
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Hieraus ergibt sich 

d. h. 

(54) 

also 

(54') 

l+e -E 8 u2 

je-sf(•)dt = (1+0(s-i))je--2du 
1-" 

,-
+eJ/1-

= (1+0(s-t))V~Je-v'dv 
r 

- E ~ ~ 

= v~f(1+0(s-!))(1+0(e_s;')) 

= V2;" (1 + O(s-~)), 

433 

3. Anwendung zur asymptotischen Berechnung der Hankeischen 
und Besselschen Funktionen für große Argumente. Die Laplacesche 
Methode wenden wir jetzt an, um die Hankeische Funktion Hl (x) für 

große x innerhalb eines Winkels - !."__ + o < arg x < !."__ - o asymptotisch 
2 2 

auszuwerten, und gehen von dem Integral 

aus (vgl. § 2, 6, S. 401 und § 2, 7, S. 406), bei dem der Integrationsweg der 

von Abb. 22 rechts ist, wobei -~<arg x < ~ sein muß und log ('r2 - 1) 

für r > 1 reell angenommen wird. Ohne den Wert des Integrals zu 

ändern, können wir die Schnitte in der r-Ebene und den um den einen 

von ihnen herumgelegten Integrationsweg in die Richtung ~ -arg x 

drehen. Führen wir dann die Substitution 

(55) T-1=i_:_:_ 
X 

aus, so ist die u-Ebene durch zwei von 0 bzw. von 2ix an wagerecht 
nach rechts laufende Schnitte aufgeschlitzt und der neue Integrations
weg umgibt den längs der positiven reellen Achse laufenden Schnitt, 
indem er in der oberen Halbebene von rechts nach links, in der unteren 
von links nach rechts läuft. Verstehen wir unter uJ.-l denjenigen in 

Cour an t- H i I b er t, Mathematische Physik. I. 28 
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der aufgeschnittenen Ebene eindeutigen Zweig, der auf dem unteren 

Ufer der positiven reellen Achse positiv ist, und unter ( 1 + ~~r-t den 

Zweig, der für u = 0 den Wert 1 annimmt, so wird vermöge (55) 

Hl(x) = F(}- '·l e+'+%1.-~)je-uui.-~ (1 + iu)!.-~du. 
nY2nx 2x 

Ist nun ffi (A.- !) > -1, so können wir die Schleife um u = 0 zu
sammenziehen und also das Schleifenintegral ersetzen durch das längs 
dem unteren Ufer der positiv reellen Achse von 0 nach oo erstreckte 
Integral, vermindert um das längs dem oberen Ufer von oo nach 0 
erstreckte. Das letztere ist aber das r 2 :ri<-<-t>-fache des ersteren. 
Daher können wir nach leichten Umformungen mit Benutzung der 
Ergänzungsformel der Gammafunktion schreiben 

(56) 
·( l.n ") 00 

1 - ( 2 )~ e' x-_-2-4 r -u !.-' ( ui)!.-~ 
H;.(x)- nx T(A.-i=}) ö e u • 1+ 2 x du. 

Den letzten Faktor drücken wir durch die Taylorsche Formel mit dem 
Cauchyschen Restglied aus: 

(57) 1 

+ p e·; t) (;:t/(1 _ t)P-1 ( 1 + t::r -~-p dt 

0 

und bemerken, daß wir für den 
schätzung erhalten. 

Rest dabei eine brauchbare Ab-

Für positive u ist nämlich 

I tu i I . ~ 
1 +2% > smu, arg ( 1 + t2u:) I < n 

I ( 1 + t;;y-~-p I < enl~W>l (sino)ffl<J.-~-p) = Ap' 
wo Ap von x undtunabhängig ist. Indem wir (57) in (56) einsetzen und 
gliedweise integrieren, erhalten wir 

i(x- ).n _:':)· p-1 

(58) Hl (x) = (:Jle T().; -}; [J; e· ~ }) r(;. + Y + ~) (2: :)· + Rp l, 
und es ist 

1 Rp I <AP I p (A.; -~-) (2ix Y {/(1- t)P-1 dt Je-u 1 ui.-a+P 1 du} I, 
Rp = 0 ([ X 1- P) . 
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iu Auf dieselbe Weise, nämlich durch die Substitution r + 1 = x er-
halten wir 

Daraus ergibt sich 

f;.(x) = ~(Hl(x) + Hi(x)) 

l 1' ( • . ) ( ) - An H) p- 1 -1 2 COS X- - - -
_ 1 (2)-~2;(1.-))F(J.+v+J) 2 -t. 0(' r-·>-.1) - ---- - - -- + 1 X 1 -

F(J,+ j) nx , v (2x)" >+1 . ( Lr n) 1 ' 

v = 0 (- 1 ) 2 SID X - - -
2 4 

wobei von den beiden Ausdrücken zwischen den geschweiften Klammern 
der obere sich auf gerades, der untere auf ungerades Y bezieht. 

Das erste Glied der Entwicklung liefert 

(61) -~ 2 ( J.n "") o(f ·-') J;.(x) = /~~xcos x- 2 - 4_ + . x 1 ", 

womit die Grenzwerte aus Kap. VI, § 6, 3, festgelegt sind, als 

' - -,;2 
LXoo- /;;, 

4. Sattelpunktmethode. Um unsere Funktionen bei gleichzeitigem 
proportionalen Anwachsen von x und A auszuwerten, gehen wir zweck
mäßigerweise von der Integraldarstellung (5), S. 387 aus und wenden 
unsere Methode in einer allgemeineren Fassung an. Wir haben ein 
Integral J ef (T) d r über einen unendlichen Integrationsweg auszuwerten, 
wobei im Unendlichen fR(f (r))-+- =gilt. Den Integrationsweg suchen wir 
so zu verschieben, daß der Betrag des Integranden e3t(f(TJ), oder, w~s auf 
dasselbe hinauskommt, fR(/(r)) einen möglichst kleinen Höchstwert an
nimmt und beiderseits möglichst rasch abfällt. Ist r = u + iv, so ist die 

Richtung schnellsten Falles gegeben durch d tt : d V = {)_!R (~(r)) : a !R_(Li_r_)) au ov 
oder, nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

dtt: dc' = ('~J![(<)): _c~~lf(r)\ 
C1 V Cu ' 

d. h. dfj(/(r)) = O; auf der Kurve schnellsten Falles ist also der Imagi
närteil von f konstant. Wo fR(/(r)) den Höchstwert annimmt, ist die 
längs der Kurve genommene Ableitung des Real- sowie des Imaginärteiles 
Null; in diesem Punkt muß also /'(r) = 0 sein. Trägt man fR(/(r)) als 
dritte räumliche Koordinate z auf, so hat die Fläche z = fR(f(r)) dort 

28* 
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einen "Sattelpunkt". Wir suchen also den Integrationsweg so zu legen, 
daß er von einem Sattelpunkt r0 längs zweier durch ihn gehender 
Zweige der Kurve S(f(r)) = S(f(r0)) ins Unendliche führt, derart, 
daß ffi(f(r)) längs dieser Zweige abnimmt; der Weg soll also von einem 
"Paß" beiderseits ins Tal führen. 

Die Ableitung der Stirlingschen Formel ordnet sich diesem Verfahren 
unter, indem dort die reelle Achse schon der richtige Weg war. 

5. Anwendung der Sattelpunktmethode zur Berechnung der 
Sesselsehen Funktionen bei großem Parameter und großem Argu
ment. Wir wollen nach diesem Verfahren in aller Kürze die Funktion 
(vgl. Formel (5) S. 387) 

Hl(al.) = -~} ei.(-iasinr+ir)dT 
lt 

L, 

bei reellem a und großem positiven ). asymptotisch auswerten und zer
legen den Faktor von ). im Exponenten in Real- und Imaginärteil: 

- i a sin T + i T = f ( T) = a cos u ®in v - v + i ( tt - a sin u ~OJ v) . 

Die Sattelpunkte sind die Wurzeln der Gleichung a cos T = 1 ; durch sie 
haben wir die Kurven u - a sin u ~o) v = konst. zu legen und zu sehen, 
ob sie sich zu geeigneten Integrationswegen zusammensetzen lassen. 

1. Ist a < 1, etwa a = ~ (IX> 0), so haben wir Sattelpunkte 
"'-01 cx 

m T = ±IX i und die Kurven u - a sin u ~of v = 0 - a sin 0 ~of IX = 0. 

I 

I 
I 

' ' I 
I 
I 
I 
I -...t,------
1 

I 
I 
I 
I 
I 
I I 
I • 
I! 
II 

/I . I 
I, 

I I 
I 
I 

I 
I 

0 I --------iX 
I 
I 

-oci I 
-, I 

Ä(: 
\ I 
' I 
\ I 

\: 
Abb. 24. 

Diese bestehen aus der imaginären Achse u = 0 
und je einem Zweig durch T = ± IX i, der sich 
nach oben bzw. unten den Geraden u = ± n an
nähert. Dies zeigt Abb. 24, in der die Richtung 
wachsenden Realteils von /("r) durch Pfeile an
gegeben ist. Die aus den Kurven S (!) = 0 zu
sammengesetzte ausgezogene Kurve liefert, von 
unten nach oben durchlaufen, offenbar Hl; denn 
sie läßt sich in L1 deformieren bis auf einen 
Teil, der beliebig weit oben beginnt und inner
halb eines Streifens - n ::=:: u s -n + E liegt und 
daher einen beliebig kleinen Beitrag zum Inte
gral liefert. Der Realteil von - i a sin T + i T hat 
seinen Höchstwert IX - :tg IX bei T = - IX i. Wir 
ersetzen wieder (vgl. S. 431) den Weg L1 durch 
das geradlinige Stück L' von (-IX- e) i bis 

(-IX+ t:) i mit E = 2 -i. Zerlegen wir den übrigen Integrationsweg 
in zwei beiderseits anschließende endliche und zwei ins Unendliche 
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führende Teile, so zeigt eine Abschätzung, die der in Nr. 2 vor
genommenen durchaus entspricht, daß 

(- ::x-e)i --•+iCXJ 

fei.f(rldr + fei.flrldr = el.l"'-:l:9"'l0(e-c,i.<') 

-·ioo (-a·t-F)i 

ist, worin c1 ebenso wie im folgenden c2, c3 usw. eine positive, von· 2 
(also auch von s) unabhängige Konstante bezeichnet. Auf den beiden 
endlichen Strecken ist nämlich der Betrag des Integranden höchstens 
gleich den Werten, die er in den Punkten (-IX+ s) i hat, und für 
diese Werte gilt die gegebene Abschätzung. Auf den unendlichen 
Stücken findet man leicht eine Schranke für den Betrag des Integranden 
von der Gestalt e·dls+c'l, worin s die Bogenlänge des Integrations
weges und c und c' positive von E und 2 unabhängige Konstanten sind. 
Daraus folgt für die Beiträge dieser Teile zum gesamten Integral eine 
Abschätzung O(e·c,i). Auf dem Wegstück L' selbst ist aber 

also 

! j ( T) - (IX ::t g IX + ~ /' ( - IX i) ( T + IX i) 2) i < C2 c 3 

/"( - 1Xi) = :tg IX, 

= iv~~IX el,(x-:l:!1a) I e-''du (1 + 0 (J. -~))' 
-·JF-~9; 

~ 

Damit haben wir 

(62) 
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2. Ist a > 1, etwa a = - 1- (o < 1X < ""2 ), so haben wir die Sattelcos ot 

punkte r = ± lX und die Kurven 

: !i! !I 
r Ir! II 
I •1\ 'I 
I /I . ! I 
I /' I \ II 
I I · ·I 

I /: \ II 
: - / 1 '.a.i I 

-Xr- ----;---)<'-Vl 
I ' I / \I 
rf I / • I 
1,. I ' I I 
I, 1 I ·1r 

11 I i 'I 
I. 1 • II 
l! 1! jl 
lj II ·I 
I· I· II 
rl rl ir 

Abb. 25. 

u- asinuQ:ofv = ± (lX- asin ~X), 

die in Abb. 25 wieder
gegeben sind. Der ausge
zogene Weg liefert Hf (x). 
Ersetzen wir ihn in der 
Nähe des Sattelpunktes 
durch ein unter dem 

Winkel - : gegen die 

reelle Achse geneigtes 
geradliniges Stück und 
Verbindungsstücke von 
beschränkter Länge, auf 

I 
I 
I 
I 

3Jr:i I 
-oc+ee v- 1 

I -oc I 
-Jll--- ------,---10 

I ' 3"' I , -o::-r:e-"-- I 

Abb. 26. 

I 
I 
I 
I 
I 

denen 3 /("r) keine größe- 3 ni 

renWerte annimmt als in den Punkten r = -~X + e e T (vgl. Abb. 26) 
und setzen wir wieder e = A. -i, so erhalten wir genau wie vorher 

(63) 

3ni 

-.x+•e 4 

}
• f}:_f"(-rx)l•+rx)' 
e<f(r)d1; = e•t<-rx) e 2 · dr (1 + 0 (A. -!-)) 

L, 3ni 

-rx-ee 4 

3ni 

-rx+ee 4 . f -Htgrx(•+rx)' = etl.(tgrx-rx) e 2 · dr(1 +O(J..-!-)) 
3ni 

-rx-ee 4 

3ni ----

= e4--vJ..~~'otei.<(tgrx-al(1 +O(e-c•2•))(1 +O(J..-!)), 

Sni ---

H}(aJ..) = _ eT eil(tgrx-rx) 1/_2 _(1 + O(J..-!)). V :n:ltgot 



§ s. Asymptotische Entwicklungen. 439 

3. Ist a = 1, so verschwindet in dem Sattelpunkt r = 0 auch noch 
j"(T). DieKurve 0(/(T)) = u-sinu~o]v = 0(/(o))=O hatdaherdrei 
Zweige durch r = 0 (vgl. Abb. 27), von denen einer die imaginäre Achse 

ist. Wir ersetzen wieder den gekrümmten Teil 

II 
0 i 

des Weges L1 (in Abb. 28 ausgezogen) dicht 

II 
• I 
I I 

I I 

bei r = 0 durch ein um -56". gegen die reelle 

Achse geneigtes geradliniges 

. / I 
, !o/ 1 

"_ . 1--Jcr------ :----lJ" 
I / '-., I 

I / \ I . \ 

I 
i 

I . . \ I . 
\ I 
, I 

Abb. 27. 

\ I 
i I 

Stück der Länge s = A. -t 
und bekommen für alle T des 
Integrationsweges 

5:ri 

-- si und ce 6 

Ferner ist 

5:rri 

TC 6 

zwischen 

j~J.f(T) dr = /e1·f(r) dT + O(e-c,i.<'), 

Lt -Ei 

5:T i 

EC 6 

5ni 
Ee 6 

Jei.f(r) dT = 

-ci 
· ri 

-ä 

Abb. 28. 

3 ,- 5.ni 1/6 - . 
bei der letzten Umformung ist 1m ersten Integral r = '-,- e 6 u 

I i.. ' 

im zweiten r = 1
3

/ ~ i u gesetzt. Die rechte Seite der letzten Gleichung 
V '· 

\Yird gleich 

V~ (/~~ + i) J~-u'du(1 + 0 (e- 0•''')), 

0 

wenn s3 I. über einer positiven Schranke bleibt. Nun ist aber 
CXl 00 

,~- u' du = +Je-tt- t d t = + r ( +) ; 
0 0 
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also haben wir schließlich 

Asymptotische Formeln für h (al) erhält man in den Fällen a :=::: 1 aus 
den hier abgeleiteten für H}. und den ganz entsprechend zu .findenden 

(62') 

(63') 
3:n:i 12 

H1(al) = -e--4 e-i.!Ctga:-a:lli-2 -(1+0(2-t)) (a> 1) 
YnltgtX ' 

(64') 

durch Kombination nach der Formel 

h (x) = i(Hl (x) + Hi (x)). 

Nur im Falle a < 1 ergibt sich als Hauptglied Null. In diesem Falle 
können wir auch für ]J. den in Abb. 29 ausgezogenen Integrationsweg 
wählen und erhalten nach derselben Methode 

(65) ];.(al) = - 1-ei.(:tga:-.x>(1+0(l-t)). 
Y2n2%gtX 

6. Allgemeine Bemerkungen über die Sattelpunktmethode. Wir 
haben die Sattelpunktmethode nur zur Ableitung von asymptotischen 

'\V'·,! 1 cn 
1 I 
I ' I 

-.!l~----~---Jx . I 
I t I I . I : /·r~. : 
I ~ , \ I 
I j t , I 
I • ' \ 
I I I \ 

Abb. 29. 

Formeln· benutzt, welche die ersten Glieder von 
asymptotischen Reihen darstellen, die sich nach 
dem anfangs angedeuteten Prinzip ergeben. Be
züglich dieser Reihen sei auf die ausführliche 
Darstellung bei Watson, G. N.: A treatise on the 
theory of Bessel Functions, Cambridge 1922, und 
die Originalabhandlungen verwiesen, insbesondere 
auf Debye, P.: Math. Ann. Bd. 67, S. 535-558,1909. 

Es ist bei der Anwendung der Sattelpunkts
methode übrigens nicht notwendig, den Inte
grationsweg genau in der beschriebenen Art zu 
legen, sondern es genügt, wenn er schließlich, d. h. 
für große Werte des Parameters, nach dem ent
wickelt wird, dieser Lage hinreichend nahe kommt. 
Auf diese Weise gewinnt Faber, G.: Sitzungsber. 

Akad. München (math.-phys.) 1922, S. 285-304, eine Anzahl asym
ptotischer Reihen, z. B. für die Hermiteschen und Laguerreschen 
Polynome. 
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7. Methode von Darboux. Eine andere Methode zur Herleitung 

asymptotischer Formeln rührt von Darboux her 1). Die zu behandelnden 

Größen av seien als Koeffizienten einer Potenzreihe, also durch eine erzeu-
00 

gende Funktion F (z) = 2 a"z'' gegeben. Kennt man die Singularitäten 
v=U 

dieser Funktion auf dem Konvergenzkreis - er sei lzl = 1, z = ei<p -

und kann man durch Subtraktion bekannter Funktionen fn (z) = 2 1Xn" z" 
v=O 

bewirken, daß der Rest F -ln bei Annäherung an den Konvergenzkreis 

gleichmäßig gegen eine n-mal stetig differenzierbare Funktion von rp 

konvergiert, so setzen sich die Koeffizienten der Potenzreihe 

00 

F(z) - fn(z) = 2 (a,,- 1Xn ,.) z'' 
v=O 

zusammen aus den Fouriersehen Koeffizienten zweier n-mal stetig dif
ferenzierbarer (d. h. für n = 0 zweier stetiger) Funktionen und erfüllen 
daher nach Kap. II, § 4, 4 die Bedingung 

lim vn I iX,, - 1Xn v I = 0 ; 
1' ----+00 

die Werte 1Xnv geben also für große v eine um so bessere Annäherung an a,., 
je größer n gewählt wird. 

8. Anwendung der Darbouxschen Methode zur asymptotischen 
Entwicklung der Legendreschen Polynome. Dies wenden wir an auf die 
Legendreschen Polynome Pv (x), -die durch die erzeugende Funktion 

(66) 
1 00 

F(z, x) = 1 2 = 2: P,. (x)z" 
l1-2x.z+z v=O 

gegeben sind. Es sei zunächst - 1 < x < 1, x = cos rp, 0 < rp< ;r. 
Dann ist 1 - 2x z + z2 = (z- eq'i) (z- e-'Pi); der Konvergenzkreis hat 
den Radius 1, und auf ihm liegen die singulären Punkte z = e±qJi. Um 
die Reihenentwicklungen von F nach Potenzen von z - e±<pi aufzustellen, 
setzen wir fest, daß 

1) Darboux, G.: Memoire sur l'approximation des fonctions de tres-grands 
nombres, et sur une classe etcndue de developpements en serie. J. math. pures 
appl. Serie 3. Bd. 4, S. 5-56 u. S. 377-416. 1878. 
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sein soll, wo die Quadratwurzel rechts den durch die Binomialreihe dar
gestellten Zweig bedeutet!). Dann wird 

F (z, x) = _ 1 . (z- e'~"i + (e'~'i- e-'~'i)tl 
fz- e'P~ 

Setzen w1r dann 

so ist F -in auf dem Konvergenzkreis n mal stetig differenzierbar. 
Entwickeln wir also fn nach Potenzen von z: 

fn (z, x) 

L: Pn,u (x) zi' 
tt=U 

mit 

3ni . 3vni . } -- -(1•-11- 1)mt- --+llnt + 4 • 2r 2 • 
e ' 

1) Ist also a eine positive Zahl, so soll für z = e'Pi- a die Wurzel yz- e'Pi 

positiv imaginär, dagegen für z = e- 'Pi- a die Wurzel yz-- e -<pi negativ imaginär 
genommen werden. Die Festsetzung des Textes steht in Einklang mit der bei 
Formel (66) zu erhebenden Forderung, daß für z = 0 die Wurzel Vt.::_ 2 x z + z2 
den Wert + 1 erhält. 
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(67) p =-~- ~(-~)(•'-:~)· _(_~ 1 )1'.cos(3 '"(1+2v)+(v-p,-!_)cp), 
n,u V2smtp :fi! 1' / 1 (2smtp)' · , 4 2 

so erhalten wir 

gleichmäßig in jedem Intervall -1 + e :=:::: x :==::: 1 - e (e > 0). Berück
sichtigt man, daß Pn+l,f'- Pn." = O(p,-n-l) ist, so folgt 

Das erste Glied dieser asymptotischen Entwicklung ist umgeformt 

(68) P" (x) = --===--= -- - - - ---- cos - - 11 - - cp + 0 - . 2 1 · 3 · · · (21' - 1) (3 n ( 1 ) ) ( 1 ) 
· y2 sintp 2·4···2tt 4 · 2 I' 

Ist x nicht reell zwischen -1 und + 1, so hat von den 'singulären Stellen 
z1 und z2 wegen z1 z2 = 1 die eine, etwa Zv einen Betrag I z1 I < 1, die 
andere I z2 1 > 1. Auf dem Konvergenzkreis I z I = I z1 lliegt nur die singu
läre Stelle z1, und wir haben daher nur diese Singularität zu berücksich
tigen. Formen wir daher die ersten n Glieder der Entwicklung von F (x, z) 
nach Potenzen von z - z1 in eine Potenzreihe nach zum, so erhalten wir 
in den Koeffizienten derselben asymptotische Ausdrücke für P." (x), mit 
dem Unterschied jedoch, daß jetzt nur noch 

gilt. 



Schlußbemerkung zum ersten Bande. 

Hiermit beschließen wir die Entwicklungen des ersten Bandes. 
Von dem gewonnenen Standpunkte aus übersehen wir ein weites Feld 
mathematischer Tatsachen und Zusammenhänge. Aber wir dürfen uns 
nicht der Täuschung hingeben, als ob damit alle berührten Fragen 
restlos ihre Beantwortung gefunden hätten. Was noch fehlt, ist zu
nächst eine allgemeine Erledigung der Existenzprobleme, welche mit 
der Eigenwerttheorie bei partiellen Differentialgleichungen zusammen
hängen. Weiterhin werden wir uns mit dem Problem der wirklicJ:en 
numerischen Auffindung der Lösung zu beschäftigen haben. Schließ
lich bleibt zu bedenken, daß mit der Feststellung der Existenz der 
Lösung eines Problems auch in theoretischer Hinsicht nur ein erster 
Schritt getan ist. Soll die Lösung eines Problems der mathematischen 
Physik eine physikalische Bedeutung haben, mit anderen Worten, 
soll die Stellung des Problems als sinnvoll erwiesen werden, so müssen 
wir nicht nur der Existenz der Lösung versichert sein, sondern 
darüber hinaus erkennen, daß und wie die Lösung stetig von den 
Daten des Problems abhängt. - Im zweiten Bande wollen wir, wesent
lich geleitet von den Gesichtspunkten der Variationsrechnung, den 
Komplex dieser Fragen in Angriff nehmen. Eine allgemeine Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen, insbesondere der klassischen 
Differentialgleichungen der Physik, soll diesen Untersuchungen voran
gehen, während die Schlußkapitel im Anschluß an die sogenannte 
Rarnilton-J acobische Theorie das Bild der allgemeinen Variations
rechnung abrunden und zu modernen physikalischen Anwendungen 
hinüberführen sollen. 
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Göttingen herausgegeben von R. Courant-Göttingen. 

Demnächst werden erscheinen: 
Bd. X: Der Ricci-Kalkül. Eine Einführung in dieneueren Methoden und 

Probleme der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Von J. A. Schonten, 
ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule Delft in 
Holland. Mit 7 Textfiguren. 

Bd. XI: Vorlesungen über numerisches Rechnen. Von Geh. Reg.-Rat Dr. 
Carl Runge, o. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen 
und Dr. H. König, o. Professor der Mathematik an der Bergakademie 
Clausthal. l\Iit etwa r 3 Textfiguren. 

Bel. XIII: Vorlesungen über Differenzenrechnung. Von Niels Erik Nörlund, 
o. ö. Professor der Mathematik an der Universität in Kopenhagen. Mit 
54 Textfiguren. 

Weitere Bände in Vorbereitung 

Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. In drei Bänden. 
I. Band: Liniengeometrie - Grundlegung der Geometrie - Zum Erlanger 

Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. (Von F. Klein 
mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit einem Bildnis. 1921. 

25 Goldmark I 6 Dollar 
I I. Band: Anschauliche Geometrie - Substitutionsgruppen und Gleichungs

theorie - Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke 
und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) 
Mit 185 Textfiguren. 1922. 25 Goldmark I 6 Dollar 

III. Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, hyper
elliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und 
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Heraus
gegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Sessel-Hagen. (Von F. Klein 
mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit r38 Textfiguren. 1923. 

W Goldmark I 7.20 Dollar 

Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewöhnlichen Differential
gleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges über partielle Diffe
rentialgleichungen und Differenzengleichungen. Von Dr. Erich Schneider. 
Mit 49 Textabbildungen. 1924. 

8.40 Goldmark; gebunden 9.15 Goldmark I 2 Dollar; gebunden 2.20 Dollar 

B. Riemann, Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen. Neu herausgegeben und erläutert von H. Weyl. Dritte Auflage. 
1923. 2 Goldmark I 0.50 Dollar 

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen, gehalten in 
Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, Professor der Mathematik 
an der Eidgenöss. Technischen Hochschule Zürich. Mit 8 Abbildungen. 1923. 

5 Goldmark I 1.20 Dollar 

Raum. Zeit. Materie. Vorlesungen über allgemeine Relativitätstheorie. Von 
Hermann Weyl. Fünfte, umgearbeitete Auflage. Mit 23 Textfiguren. 
1923. 10 Goldmark j2.40 Dollar 

Die Idee der Relativitätstheorie. Von Hans Thirring, a. o. Professor der 
theoretischen Physik an der Universität Wien. Zweite, durchgesehene 
und verbesserte Auflage. Mit 8 Textabbildungen. 1922. 

4.50 Goldmark I r.ro Dollar 
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Zum Vertrieb habe ich übernommen: 

Carl Friedrich Gauss' Werke 
Herausgegeben von der c;esellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 

Bd. l. Disquisitiones arithmeticae. Zwei
ter Abdruck. I87o. 
Kart. 48 Goldmark/Kart. Ir .50 Dollar 

Bd. II. Höhere Arithmetik. Zweiter 
Abdruck. 1876. 
Kart. 53 Goldmark/Kart. r 2.65 Dollar 

Nachtrag zum ersten A belruck des 
zweiten Bandes. 1876. 
Kart. 3.80 Goldmark/Kart.o.go Dollar 

Bd. III. Analysis. Zweiter Abdruck. 
!876. 
Kart. 50 Goldmark 1 Kart. 12 Dollar 

Bd. IV. Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und Geometrie. Zweiter Abdruck. 
r88o. 
Kart. 50 Goldmark I Kart. r 2 Dollar 

ßd. V. Mathematische Physik. Zweiter 
Abdruck. r877. 
Kart. 64 Goldmark/Kart. 15.25 Dollar 

Bd. VI. Astronomische Abhandlungen 
und Aufsätze. 1874· 
Kart. 6g Goldmark/ Kart. 16.45 Dollar 

Bd. VII. Theoretische Astronomie. 1906. 
Kart. 65 Goldmark/Kart. T'j.)O Dollar 

Bd. VIII. Arithmetik, Analysis, Wahr
scheinlichkeitsrechnung, Geometrie. 
(Nachträge zu Band I-IV.) rgoo. 
Kart. 46 Goldmark / Kart. r I Dollar 

Bd. IX. Geodäsie. (Fortsetzung von 
Band IV.) rgo3. 
Kart. 53 Goldmark; Kart. 12.65 Dollar 

Bd. X. Abteilung I. Nachlaß und 
Briefwechsel zur reinen Mathematik. 
(Nachträge zu Band I-IVund VIII.) 
Eine photographische Nachbildung 
des Tagebuches. 19I7. 
Kart. 59 Goldmark I Kart. 14 Dollar 
Abteilung 2. Abhandlung I und V. 
über Gauss' zahlentheoretische Ar
beiten von Paul Bachmann.
Gauss und die Variationsrechnung von 
Oscar Bolza. 1922. 

17 Goldmark / 4.05 Dollar 
Abteilung 2. Abhandlung IV. Gauss 
als Geometer von Pa u l S t ä c k e 1. 
1923. 12.50 Goldmark 1 3 Dollar 
\V eitere Bände befinden sich in Vorbereitung 

Nachbildung des Tagebuchs (Notizen
journals) 1796-1814. 

1.20 Goldmark / 0.30 Dollar 

Materialien für eine 
wissenschaftliche Biographie v. Gauss 

Gesammelt von F. Klein, M. Erendei und L. Schlesinger 

Heft r. über Gauss' zahlentheoretische 
Arbeiten. Von P. Bachmann, 
Weimar. rgJJ. 

2.80 Goldmark I 0.70 Dollar 

Heft 213· C. F. Gauss' Fragmente zur 
Theorie des arithmetisch-geometri
schen Mittels aus den Jahren 1797 bis 
1799. - über Gauss' Arbeiten zur 
Funktionentheorie. Von L. Sc h 1 e
singer, Gießen. 1912. 

9 Goldmark I 2.15 Dollar 

Heft 4/5· C. F. Gauss als Zahlenrechner. 
Von A. Galle, Potsdam. - C. F. 
Gauss als Geometer. Von P. S t ä c k e 1, 
Heidelberg. rgr8 . 

. 7.20 Goldmark/ 1.75 Dollar 

Heft 6. Die Wechselwirkung zwischen 
Zahlenrechnen und Zahlentheorie bei 
C. F. Gauss. Von Ph. Maennchen, 
Gießen. 19I8. 

2-40 Goldmark I o.6o Dollar 
Heft 7· Über die astronomischen Arbei

ten von Gauss. Von M. Brendel, 
Frankfurt a. M. Erster Abschnitt: 
Theoretische Astronomie. rgig. 

5.60 Goldmark I I.35 Dollar 
Heft 8. Zahlbegriff und Algebra bei 

Gauss. Von A. Fraenkel, Mar
burg a. d. Lahn. Mit einem Anhang 
von A. Ostrowski, Göttingen. Zum 
ersten und vierten Gauss'schen Be
weise des Fundamentalsatzes der 
Algebra.Igzo. 3Goldmarklo·75Dollar 
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