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Vorwort zur ersten Auflage. 
Die "Voriel!!ungen fiber Differential- und Integralrechnung", welche 

ich hiermit del' 6ffentlichkeit iibergebe, sind in erster Linie fUr Studie
rende au Technischen Hochschulen bestimmtj ich darf jedoch hoffen, daB 
sie auch vou Studierenden der Mathematik im engeren Sinne mit Nutzen 
werden gebraucht werden. 

Bei Abfallsung del'selben war es mein Bestreben, mich auf den Bo
den del' modernen Forschung zu stellen und in bezug auf die Auswahl 
des Stoffes und seine Verfolgung ins Einzelne jene Grenzen einzuhalten, 
welche mil' durch den Zweck des Buches geboten erscheinen. FUr den 
Studierenden del' technischen Disziplinen bildet die Differential- und In
tegralrechnung in del' Regel den AbschluB der mathematischen Vorbil
dung; er soll in den betreffenden Vorlesungen neben einer tiichtigen 
Schulung des Geistes jene Kenntnisse erwerben, die zu einer wissenschaft
lichen Erfassung und Behandlung del' Probleme der Technik, zum Ver
standnis der reichell Literatur auf diesem Gebiete erforderlich sind. FUr 
denjenigen, welcher die Mathematik zu seinem Berufsstudium erwahlt 
hat, ist eine grUndliche Einfiihrung in die Th'Ic:hoden und den Formel
apparat del' Infinitesimalrechnung die unerliiBliche V oraussetzung eines 
erfolgreichen Betriebes spezieller Fachstudien. Rilcksichtlich beider Kate
gorien empfiehlt es sich, den theoretischen Aufbau auf jenes MaS zu be
schranken, das mit den vorhandenen mathematischen Kenntnissell und 
dem unmittelbaren BedUrfnisse in richtigem Einklange steht. 

Was bei dem Techniker durch das spezielle Ziel des Studiums der 
Infinitesimalrechuung bedingt ist, das erfordern bei dem angehenden Ma
thematiker didaktische Riicksichten: ich meine die organische Verbin
dung del' Theorie mit ihrer Anwendung. Der'rechniker studiert die Ma
thematik, um davon hei del' Losung wichtiger Probleme der groBen Praxis 
Gebrauch zu maehen; dem Ma~hematiker dienen die Anwendungen nicht 
so sehr, das Studium zu beleben, als vielmehres zu vertiefen, die klare 
Erfassung der theoretischen Siitze zu vermitteln. DaB es vornehmlich die 
geometrischen Anwendungen del' .Analysis sind, welche sich fiir diesen 
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IV Vorwort 

Zweck empfehlen, bedarf kaum der Begl'undungj um in sie eillzutreten, 
ist eine spezielle Vorbereitung nicht erforderlich, und die Probleme del' 
Mechanik, Physik unr! Geodasie schlieBen sich ihnen eng an. 

Bei der AU8wahi der Beispiele hielt ich mil' vor Augen, daB es sich 
nicht darum handeln darf, zum alleinigen Zwecke del' Einiibung die For
meln auf eine Reihe mehr oder weniger gleicharliger Falle anzuwenden. 
VOl' aHem kam es mir darauf an, iiberall dasjenige klar hervodreten zu 
lassen, was jeweilen belenchtet werden soUte; auBerdem aber suchte ich 
durch die Beispiele den zugefiihrten Wissensstoff zu vermehren. 

DaB die geometrische Interpretation der analytischen Siitze ausgiebig 
herangezogen wurde, versteht sich bei den Zielen des Buches von Ilelbst. 

Wie we it die getroffene Auswahl des Stoffes und seine Darstellung 
im Einzelnen mit den eben gekennzeichneten Intentionen sich decken, 
dariiber hat das fachmiinnische Urteil anderer zu entscheiden. 

Noch liegt es mil' ob, der Verlagsbuchhandlung fur die gediegene 
Ausstattung und meinem Assistenten, Privatdozenten Dr. Karl Zllig
m 0 n d y, fiir seine freundliche Hilfe .bei der Druckrevision zu danken. 

W ien, Neujahr 1898. 
E. Czuber. 

Begleitwort zur vierten Anflage. 
Zu den Erweiterungen, fiber die gelegentlich der zweiten und drltten 

Auflage berichtet worden, sind in der vorliegenden mancherlei Einzel
hejten hinzugekommen; insbesondere hat durch Aufnahme neuer gro
Berer Beispieleallch eine Vermehrung des dargebotenen Wissensstoffes 
stattgefunden. In dem Abschnitt fiber Raumknrven und krumme FJiichen 
ist zu einer einfacheren Bezeichnungsweise fibergegangen; !1berhaupt hat 
dieser Abschnitt eine weitgehende Umarbeitung erfahren. EB eriibrigt 
sich wohl, zu sagen, daB der ganze Text aufs neue €liner genanen Durch
sicbt unterzogen wurdp. 

W ien, 28. September 1918. E. Czuber. 
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Erster 'reil. 

Difl'erentialrechnung. 
Erster Abschnitt. 

Variable und Funktionen. 
§ 1. Entwicklung des Zahlbegrifl's. 

1. Rationale Zahlel1. Grundlage der Arithmetik ist die natwrliclte 
Zahlenreihe. Werden mit ihren Gliedern die Operationen des Addicrens, 
Multiplizierens (Bilden einer Summe aus mehreren gleichen Summanden) 
und Potenzierens (Bilden eines Produkts aus mehreren gleichen Faktoren) 
Yorgenommen, so fiihrt dies iiber jene Zahlenreihe l1icht hil1ans, d. h. das 
Resultat ist immer wieder eine natiirliche Zahl. 

~. Die del' Multiplikation inverse Operation, die Division, welche 
verlangt, zu gegebenem Produkt und einem gegebenen Faktor den an
dern Faktor zu finden, hat ihre Losung in der Zahlenreihe nur dann, 
wenn das Produkt, der Dividend, ein Vielfaches des bekannten Faktors, 
des Divisors, ist. Um sie auch im andel'll FaIle ausfiihrbar zn machen, 
ist die Schaffung neuer Zahlen notwendig. Von del' V oraussetzung aus
gehend, daB die natiirliche Einheit 1 in jede beliebige Anzahl gleicher 
Teile teilbar sei, zedegt man, um die Division a: b zu vollziehen, jede 
der a Einheiten des Dividends in b gleiche Teile - ein solcher sei mit 

T bezeichnet - und vermag nUll die ab neuen Einheiten des Dividends, 

'von del' GroBe -~-, als Summe von b gleichen Summanden darzustellen, 

deren jeder a solcher neuen Einheiten umfaBt; ein solcher Summand stellt 
nun, der Definition der Multiplikation gemaS, das Resultat der vorgelegten 

Division, den Quotienten, dar und wird mit -~ bezeichnet. Eine Zahl 

dieses Bildungsgesetzes wird ein Bruch genanntj wah rend die natiirliche 
Czuber, Voriesungen. I. t. Autl. 1 
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Zahl a ein Aggregat natiirlicher Einheiten vertritt, bedeutet del' Bruch 

i- ein Aggregat ebensovieler Brucheinheiten, deren b eine natiirliche Ein

heit ausmachen. 
Die Vergleichung del' Bruche untereinander und mit ganzen Zahlen, 

also auch ihre A.nordnung nach der Gro/3e, beruht auf del' Moglichkeit, 
sie auf gleichen N enner zu bringen, d. i. als Aggregate gleicher Bruch
einheiten darzustellen; als gemeinsamer N enner ist jedes gemeinschaft
liche Vielfache del' vorhandenen N enner verwendbar; die Vergleiehung 
erfolgt dann an natiirliehen Zahlen, den Zahlern del' transformierlen 
Briiche. Auf denselben Umstand griindet sieh die Tatsache, daB man zwi
schen zwei ungleiche Briiche immer wieder Briiehe einschalten kann; 
man wahle als gemeinsamen Nenner ein so groBes Vielfache del' beiden 
Nenner, daB die neu~n Zahler um mehr als eine Einheit sich unterschei
den, so daB zwischen sie andere Zahlen eingeschaltet werden konnen. 

Die Vergleichung del' Briiche und ihre Anordnung nach del' GroBe 
wird auch erreicht durch eine Darstellung derselben, welche jener del' 
natiirlicben Zahlen im dekadischen Zablensystem nachgebildet ist; man 
verwandelt die Briiche in Aggregate von Bruchteilen nach dem N enner 
10 und seinen aufeinander folgenden Potenzen und bezeichnet diese Form 

als Dezimalbruch. Ist -~ ein auf seine kleinste Benennung reduzierter 

Bruch, so lehrt die Arithmetik ein Verfahren, durch welches man ibm 
die Gestalt a _ a1 +"2 CiS 

T - ao + 16 i02 + los + ... 
verleiht, wobei ao eine natiirliche Zahl bedeutet odeI' entfant, je nachdem 

~ unecht odeI' echt ist, wahrend unter all a2, as, ... je eine del' zehn 

Zi:lfern 0, 1, 2, ... 9 zu verstehen ist. Das betre:lfende Verfahren schlieBt 
von selbst, wenn b Teiler einer Potenz von 10, also nUl' aus den Faktoren 
2 und 5 zusammengesetzt ist; im anderen Falle bietet hier die Arith
metik das erste Beispiel eines nnbegrenzt fortsetzbaren Rechenprozesses dar, 
abel' eines solchen von besonderer Art. Nach einer beschrankten Anzahl 
von Rechnungsoperationen ist. namlich del' ganze weitere Ablauf des Pro
zesses festgestellt, indem von einer bestimmten, z. B. del' r + TIen Stelle 
an eine gewisse Gruppe von Zi:lfern IXr+V ar + 2 , •.• , ar + p bestandig sich 
wiederholt. Auf Grund dieses periodischen Verlaufes ist es moglich, den 
unbegrenzt fortsetzbaren odeI' unendlichen Dezimalbruch mit Hilfe einer 
beschrankten Anzahl von Zeiehen erschOpfend darzustellen. 
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Bildet manaus dem unendlichen Dezimalbruche, der in dem letzt
gedachten Falle entsteht, del' Reihe nach die abgekiirzten Dezimalbriiche 

I 
a1 a. } 

~ ~ .. + :: + ': "0 J 
all = ao + 10 + 10' + ... + 10n , 

(1) 

so liegt es in der Natur des Rechenprozesses, durch welchen diese gtl
wonnen werden, daB sie niemals abnehmen, sondern im allgemeinen wach
send fortschieiten, und daB fiir jedes n aus der Reihe 0, 1, 2, .. 

an < ~ < an + l~n = a~, (2) 
a 1 

so zwar, daB der Unterschied b - an < 10" (3) 

und daB er also durch Wahl von n kleiner gemacht werden kann als ein 
beliebig kleiner Bruchteil E der Einheit. Und da jeder spater folgende 
abgekiirzte Dezimalbruch an +v im allgemeinen groBer ist als an und doch 

unter ~. bleibt, so ist auch der Unterschied 
1 

an + v - a .. < ion, (4) 

welche der Zahlen 1,2,3, ... man fur v setzen mag, und somit kann 
auch dieser Unterschied durch Wahl von n unter die GroBe E gebracht 
werden. 

Man hat also in der unbegrenzt fortsetzbaren Polge der abgekiirzten 
Dezimalbruche ao, a1 , a2 , as, . . . (5) 
eine Reihe von Briichen, welcher folgende Eigenschaften zukommen: 

1. Keineg ihrer Glieder kommt dem Bruche -~ gleich; 2. man kann n so 

groB wahlen, daB der Unterschied an+~ - an bei jedetn v kleiner ausllillt 
als der beliebig klein festgese~zte Bruchteil E der Einheit; 3. der Unter-

schied ~ - an kann gleichfalls durch entsprechende Wahl von n kleiner 

gemacht werden als ein beliebig klein festgesetztes E. Dieser Sachverhalt 
wird in ~iirze dadurch ausgedriickt, daB man die Zahlenreihe (5) als kon
vergent und den Bruch ~ als ihren Grenzwert bezeichnet. 

1'" 
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Man kann sieh von der Sache noeh eine andere Auffassung bilden , 
wenn man aueh die Zahlen a,: hinzunimmt, welehe unter (2) definiert 
worden sind und aus den Zahlen der Reihe (5) dadurch hervorgehen, daB 
man an jeder derselben die niedrigste Stelle urn eine Einheit erhOht; 
diese Zahlen bilden gleichfalls eine unbegrenzt fortsetzbare Folge von 
endlichen Dezimalbriichen aO',a1', a/ as', ... , (5') 
welche mit del' Reihe (5) analoge Eigenschaften besitzt mit dem Unter-

schiede jedoch, daB aUe ihre Glieder groBer sind als : . 

Die Zahl .~ scbeidet min die Zahlen del' Reihen (5) und (5') nach 

folgenden Gesetzen voneinander: 1. Jede Zahl in (5') ist groBer als jede 
Zahl in (5); 2. es lassen sieh, wie klein auch c sein mag, zwei Zahlen 
linden, die eine aus (5'), die andere aus (5), derart, daB ihr Unterschied 
kleiner ist als E. Diesen Sachverhalt driickt man dadurch aus, daB man 

sagt, die Zahl i- bringe einen Schnittl) zwischen den Zahlen del' Reihen 

(5) unO. (5') hervor. Diese Zahlen sind durchwegs rationale Zahlen, : 

ist es auch und kann ebensowohl als die groBte der Zahlen (5) wie auch als 
die kleinste del' Zahlen (5') aufgefaBt werden. In diesem Sinne kann man 

auch sagen, ~ bilde die Grenzscheide zwischen den Zahlenreihen (5) uml (5,). 

3. Die der Addition in verse Operation, die Subtraktion, welche ver
langt, zu gegebener Summe und einem gegebenen Summanden den an
dern Summanden zu finden, auf natiirliche Zahlen oder Briiche angewen
det, gestattet nul' dann eine Losung in eben diesen Zahlen, wenn die 
Sum me, del' Minuend, grof3er ist als del' gegebene Summand, del' Subtra
hend. Um sie auch im andern Falle ausfiihrbar zu machen, ist die Schaf
fung neuer Zahlen notwendig; diese besteht darin, daB man zunachst eine 
Differenz, in welcher Minuend und Subtrahend einander gleich sind, ais 
Zahl einfiihd - N uil, 0 - und in weiterer Folge jede Differenz mit dem 
Minuend 0 als Zahl betraehtet. Die solchergestalt geschaffenen Zahlen, 
welche sieh unter Weglassung del' Null formal als die bisher betraehteten 
Zahlen mit dem vorgesetzten Subtraktionszeiehen ,,_Ii darstellen, werden 
negative Zahlen und die erstgedachten zum U ntersehiede von ihnen posi
tive Zahlen genannt. So gehort denn zu jeder positiven gauzt'n Zahl und 

1) R. Dedekind, Stetigkeit und il'l'ationale Zahlen. Braunschweig 1872, 1892. 
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zu jedem positiven Bruche eine dem 'Betrage nach gleiche negative ganze 
Zahl, beziehungsweilOe ein negativer Bruch; die Null hat an dieser Gegen
iiberstellung nicht teil. 

Will man von einer Zahl a, welche positiv wie negativ sein kann, 
bIoE den absoluten Betray angeben, so schreibt man ta I. 

Solange nur der absolute Betrag in Betracht kommt, spricht man 
auch von absoluten Zahlen zum Unterschiede von den relativen Zahlen, 
bei denen auch das Vorzeiehen unterschieden wird. Die Benennung 
"algebraische Zahlen" fiir die letzteren ist nicht zweckmii13ig, weil sie in 
nenerer Zeit eine andere Bedeutung erlangt hat. 

Das System der positiven und negativen ganzen Zahlen und Briiche 
mit EinschluE der Null bezeichnet man als das System der rationalen 
Zahlen. Die Arithmetik dehnt die fur die natiirlichen Zahlen geltenden 
Gesetze und Regeln der bisher erwiihnten Operationen auf aile Zahlen 
dieses Systems aus. 

Zwei Eigenschaften des Systems der rationalen ZahlEln seien hervor
gehoben. 

1. Das System ist geordnet, d. h. von zwei verschiedenen Zahlen des 
Systems ist die eine groBer als die andere, und die Ordnung besteht darin, 
daB man die groBere Zabl der k1eineren folgen HiEt. Sind a, V, c drei 
Zahlen in dieser Aufeinanderfo1ge, so ist a < v < c, aber auch a < c. 

2. Das System ist iiberall diehi, d. h. zwischen zwei verscbiedene ra
tionale Zahlen a, b liiBt sich eine unbegrenzte Menge rationaler Zahlen 
einscbalten, die groBer sind als a und kleiner als b. 

4. Irrationale Zahlen. A.us dem Potenzieren entspringt durch 
diejenige Umkehrung, welche zu gegebener Potenz und gegebenem Ex
ponenten die Basis verlangt, eine neue Rechnungsoperation, das Radi
zieren odel" Wurzelziehen. Die gegebene Potenz, der Radikand, werde als 
positive rationale, der Exponent, Wurzelexponent genannt, als posi
tive ganze Zahl vorausgesetzt. Die Arithmetik weist nach, daB diese 
Aufgabe nur dann im System der rationalen Zahlen eine Losung findet, 
wenn der Radikand eine Potenz zum Wurzelexponenten ist. Urn sie auch 
im anderen Falle 10sbar zu machen, ist die Schaffung neuer Zahlen not
wendig. Der hierzu fiihrende Gedankengang liiEt sich an das Verfahren 
ankniipfen, welches die Arithmetik zur Ausziehung der Quadrat- oder 
der Kubikwurzel aus einer Zahl angibt. 
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Es handle sich um -VA, wobei A eine positive rationale Zahl be
deutet, die keine Quadratzahl ist. Die Arithmetik lehrt einen Rechen
prozeB, durch welchen eine Folge endlicher Dezimalbriiche 

(6) 
mit 0, 1, 2, ... Dezimalstellen gefunden wird, deren Quadrate siimtlich 
kleiner sind als A, so daB fur jedes n 

an 2 < A; 
erhoht man dagegen jede der Zahlen (6) urn eine Einheit ihrer niedrig-
sten Stelle und setzt 1, 

an + io" = an' (7) 

so entsteht eine zweite Folge endlicher Dezimalbruche 

(6') 

mit hOchstens 0, 1, 2, ... Dezimalstellen, deren Quadrate siimtlich gro
Ber sind als die Zahl A, so daB fur jedes n 

a~2> A. 

Del' RechenprozeB, del' zu den beiden Folgen (6) und (6') fiihrt, ist 
ein unbegrenzt fortsetzbarer; denn er konnte nur dann schlieBen, wenn 
das Quadrat einer der Zahlen (6) oder (6') gleich wiirde der Zahl A, was 
jedoch der Voraussetzung widerspricht. Er unterscheidet sich abel' von 
dem in 2 besprochenen Prozesse wesentlich dadurch, daB, wo man ihn 
auch abbricht, iiber seinen weiteren Ablauf ohne Fortsetzung del' Rech
nung nichts ausgesagt werden kann; periodische Wiederholung einer 
Stellengruppe kann nicht eintreten, weil eine solche, wie die Arithmetik 
nachweist, nur bei der Verwandlung einer rationalen Zahl sich einstellen 
kann. Es ist daher unmoglich, den unbegrenzt fortsetzbaren odeI' unend
lichen Dezimalbruch, welcher durch den obigen RechenprozeB definiert 
ist, mittels einer beschriinkten Anzahl von Zahlzeichen fYrschopfend dar
zustellen. 

Die Zahlenreihen (6) und (6') haben analoge Eigenschaften wie die 
Zahlenreihen :(5) und (5') in 2. Weil a" sich von an' vermoge (7) urn 

l~ii unterscheidet und jede spater folgende Zahl an+,. zwischen an und an' 

fallt, so ist fur jedes v 
(8) 

und kann dies durch Wahl von n kleiner gemacht werden als die beliebig 
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kleine festgesetzte positive Zahl E. Jede Zahl in (6') ist groBel' als jede 
Zahl in (6); wie klein aber auch E angenommen wird, es lassen sich auf 
Grund von (7) immer zwei Zahlen, je eine aus den Reihen (6) und (6'), 
derart auswahlen, daB ihr Dnterschied kleiner ist alB E. 

Die durch das Zeichen -vA vorgestellte Aufgabe bewirkt also eine 
Scheidung der rationalen Zahlen an und an', oder sie fiihrt einen Schnitt 
zwischen den Zahlenl'eihen (6) und (6') herbei, und diesem Schnitt ol'dnet 
man die Losung del' obigen Aufgabe zu, nennt diese Losung eine Zahl, 
jedoch zum Dnterschiede von den rationalen Zahlen eine irrationale Zahl. 
Gegeniiber dem in 2 erorterten Faile besteht del' Dnterschied, daB die 
durch VA ,orgestellte Zahl nicht als Grenzscheide der Zahlen an und 
an' gelten kann, weil sie weder den el'steren noch den letzteren, die ja 
aile rational sind, angehOrt. 

In ailgemeiner Fassung kann gesagt werden: Lassen sich auf Grund 
einer arithmetischen oder algebraischen Forderung, del' durch eine ratio
nale Zahl nicht entsprochen werden kann, die rationalen Zahlen iiber
haupt oder die eines Intervails nach einem aus der Forderung entsprin
genden Prinzip in zwei Klassen ~, ~' derart zerlegen, daB jede Zahl einer 
Klasse angehOrt und daB jede Zahl der Klasse ~ kleiner ist als jede Zahl 
der Klasse Sf, so sagt man, durch die Forderung sei ein Schnitt bestimmt, 
ol'dnet ihm eine Zahl zu, die man ais irrational bezeichnet und von del' 
man el'kliirt, daB sie die Forderung erfiiile. 

Wir kehl'en nun zu dem obigen Beispiel zuriick, bei dem nicht die 
Gesamtheit del' l'ationalen Zahlen, sondern bestimmte unbegl'enzt fort
setzbare Folgen rationaler Zahlen in Betracht kommen. Jede del' Zahlen
rei hen (6) und (6') kann als Definition fiir die Zahl angesehen werden, 
welche die Losung der Aufgabe bildet, und zwar in dem Sinne, daB zwar 
keine der Zahlen an' beziehungsweise a' n die Forderung el'fiillt, zum Quadrat 
erhoben die Zahl A zu geben, daB sie dieser Forderung jedoch urn so ge
nauer nachkommen, je wei tel' man in den Reihen fortschreitet, so daB 
schlieBlich der Dnterschied zwischen A und an2, beziehungsweise zwischen 
a'n~ und A, kleiner wird und bei weiter zunehmendem n kleiner bleibt 
als eine belie,hig kleine festgesetzte positive Zahl E. In dies em Sinne kann 
man auch sagen, die Zahl, welche die Losung der Aufgabe VA gibt, sei 
der Grenzw[rt del' Zahlenreihe (6) oder der Reihe (6'). 

Von dem besonderen hier betrachteten Falle abstrahierend sagt man 
von einer Aufgabe, welche zwei Foigen von rationalen Zahlen 
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ao, (111 a2, ••• , , , 
ao, a1 , a2 , ••• 

derart voneinander scheidet, daB jede Zahl del' einen Folge kleiner ist als 
jede Zahl del' andern Folge, daB ferner zu einer beliebig kleinen im VOl'

aus gewahlten positiven Zahl c zwei Zahlen aus den beiden Folgen sich 
bestimmen lassen derart, daB ihr Unterschied kleiner ist als c, sie bestimme 
einen Belmitt und diesem Schnitte entspreche eine Zahl. Jeder del' beiden 
Folgen kommt die Eigenschaft zu, daB bei beliebig kleinem c sich 11 der
art bestimmen laEt, daB del' Unterschied an+ p - an, beziehungsweise 
0".' H - an' dem Betrage nach kleiner ist als c fUr jedes v (= 1, 2, ... ). 
Eine Folge von Zahlen diesel' Eigenschaft bezeichnet mltn als Zahlenreike 
odeI' Fundamentalreihe 1) und betrachtet sie als Definition eben derselben 
Zahl, welche vorhin dem Schnitt zugeordnet war. GehOrt diese Zahl nicht 
dem System del' rationalen Zahlen an, so wird sie eine irrationale Zahl 
genannt. Eine Zahlenreihe, welche die Null definiert, winl Elementar
reike genannt. 

Zwei durch Fundamentalreihen 0 0, aI' a2, ••• und bo' b1, b2, ••. de
finierte Zahlen werden fiir gleich erklart, wenn 0 0 - bOJ a1 - b1, a2 - b2, •.• 

eine Elementarreihe ist. 
vYenn die dUl'ch ao, aI' a2, ... definiel'te Zahl ex heiBt, so soIl die zu 

- om - aI' - a2, ... gehorige Zahl - a heiBen; durch diese Fest'setzung 
ist jeder positiven irrationalen Zahl eine dem Betrage nach gleiche nega
tive Zahl zugeordnet. 

Die Summe, Differenz, das Produkt und del' Quotient del' heiden 
durch die Fundamentalreihen ao' 01' a2, ••• und bo' bl1 b2, ••• definierten 
Zahlen werden del' Reihe nach durch die Zahlenfolgen 

ao + bo, a1 + bll a2 + b2 , ••• 

0 0 - bo, a1 - b11 a2 - b2, •.• 

ao a1 at 
bo ' b[ , b!' ..• 

erklart, von welchen sich nachweisen la.Bt, daB sie ebenfalls Fundamental
Teihen sind, bei dem Quotienten jedoch den Fall ausgenommen, wo bo' b1, 

b2, ••• eine Elementarreihe ist. Hierdurch ist jede Rechnung mit irrat.io-

1) E. Heine, Elemente der Funktionentheorie. Journ. f. die reine u. ange
wandte Math. 74 (1872). - G. Cantor, Mathemat. Annalen 5 (1872) und 21 (1883). 
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nalen Zahlen zuriickgefiibrt auf die entspl'ecbencle Reclmung mit rationalen 
Zahlen, niimlich mit geniigend spiiten Gliedern del' die irl'ationalen Zahlen 
definierenden Fundamentalreihen. 

o. Reelle Zahlen. Das aus den rationalen und irrationalen Zahlen 
zusammengesetzte System wird das System der reellen Zahlen genannt. 
Dasselbe HiBt eine hemerkenswel'te geometrische Vel'sinnlichung zu, an 
welcher eine wicbtige Eigenschaft dieses Systems aufgezeigt werden soIL 

In einer geraden Linie nehme man einen Punkt an, ordne ibm die
Null zu und hezeichne den einen der heiden Halbstrahlen, in welche die 
Gerade hierdurch zerlegt ist, als den positiven, den andern als den nega
tiven; ferner setze man eine Strecke als Vertreter der natiirlicben Einheit 
1 fest. Urn die (positive oder negative) ganze Zahl a darzustellen, trage 
man eine Strecke von! a I Einheiten vom Nullpunkte aus (auf dem posi
tiven, respektive negativen Halhstrahl) auf; der Endpunkt diesel' Strecke 

sei das Bild von a. Urn den (positiven odeI' negativen) Bruch .~ darzu

stellen, trage man eine Strecke, welche das a-fache des b-ten Teils der 
Einheitsstrecke ist, vom Nullpunkte aus (auf dem positiven, respektive 
negativen Halhstrahl) auf; der Endpunkt diesel' Strecke sei das Bild von 
a 
b 

In solcher Weise ist jeder rationalen Zahl ein bestimmter Punkt del' 

Geraden zugeordnet. Abel' die Punkte der Gel'aden .sind dadurch nicht 
erschopftj so hefinden sich darunter die Punkte nicht, welche man erhii1t~ 
wenn man die Diagonale des Quadrates liber der Einheitsstrecke vom 
Nullpunkte aus auf den heiden Strahlen ahtriigt, weil sie den beiden 
Werlen von Y2 entsprechen, die dem System der rationalen Zahlen nicht 
angehoren. 

Dagegen laBt sich jedern Punkte der Geraden eine bestimmte Zahl 
zuordnen. Zunachst schlieBe man den Punkt durch wiederholtes Abtragen 
der Einheitsstrecke vom Nullpunkte aus in ein Intervall von der GroBe 1 

ein; durch Zehnteilung dieses Intervalls in ein solches von del' GroBe 110 , 

durch Zehnteilung dieses letzteren in ein Intervall von der GroBe i~2' usw. 

Yorausgesetzt, daB niemals, wie weit man dies auch fortsetzt, ein Teil
punkt mit dem gegebenen Punkte zusammenfiHlt - in welchem Falle 
man schon nach einer beschrankten Anzahl von Wiederholungen des 
Prozesses eine Zahl) und zwar eine rationale, gefunden hatte, die dem 



10 I. Abschnitt. § 1. Entwicklung des Zahlbegriffs 

Punkte zugehOrt -, entspricht den dem Nuilpunkte naherliegenden Enden 
del' aufeinanderfolgenden Intervalle eine unbegrenzt fortsetzbare Folge 
von Dezimalbriichen Go, au av ... 
ebenso den vom Nullpunkte weiter entfernten Endpunkten eine solche Folge 

, , , 
ao, au a2 , ••• , 

von welchen sich leicht erkennen laBt, daB ihnen der Charakter von 
Fundamentalreihen und jene Eigenschaft zukommt, durch welche ein 
Schnitt bestimmt ist. Diesem Schnitt entspricht geometrisch del' gegebene 
Punkt, und diesem wie jenem ist die durch die heiden Fundamentalreihen 
definierte Zahl zugeordnet. Dieselbe kann ebensowohl rational wie irra
tional sein; so wiirde z. B. del' Punkt, welcher die rationale Zahl t dar
stellt, bei dem beschriebenen Prozesse niemals erreicht werden gerade so, 
wie es mit dem Punkte der Fail ist, welcher del' Zahl y'~r entspricht. 

Del' geraden Lillie kommt nun ill bezug auf die in ihr liegenden 
Punkte eine Eigenschaft zu, deren Wesen Dedekind 1) in dem Axiom 
ausdriickt, daB eine Teilung del' Punkte in zwei Klassen derart, daB jeder 
Punkt del' einen Klasse links von jedem Punkt del' andern Klasse liegt, 
jedesmal nur durch einen einzigen Punkt moglich istj diese Eigenschaft 
nennt man die Stetiglceit odeI' Kontinuitiit und die Gerade in bezug auf die 
in ihr liegenden Punkte ein Kontinuum. 

Da jedem Punkte del' Geraden nach den gemachten Ausfiihrungen 
eine reeile Zahl entspricht, so bezeichnet man das System del' reeilen 
Zahlen als ein stetiges odeI' als ein Zahlenkontinuum. 

6. Imaginare und komplexe Zahlen. Dieselbe Umkehrung des 
Potenzierens, welche uns AniaB geboten hat zur Schaffung del' irrationalen 
Zahlen, das Wurzelziehen, fiihrt in einer Klasse von Fallen iiber das 
System del' reeilen Zahlen hinaus. Wenn namlich del' Radikand eine 
negative reelle Zahl und del' Wurzelexponent eine gerade Zahl ist, so findet 
die Aufgabe im System der reellen Zahlen keine Losung, weil nach den 
RegeIn, welche die Arithmetik fiir die Multiplikation positiver und nega· 
tiver Zahlen angibt, sowohl eine positive wie auch eine negative Zahl zu 
einer geraden Potenz e1'hoben auf eine positive Zahl fiihrt. Urn auch in 
diesem FaIle die Schranke aufzuheben und die Losung zu ermoglichen, 
fiihrt man das Ausziehen del' 2n-ten Wurzel aus del' negativen Zahl - B 
zunachst auf das Ausziehen del' Quadratwurzel aus del' Zahl - 1 zuriick, 

1) 1. c. 
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indem man die fur die andel'll Falle geltenden Rechengesetze fort
bestehen laSt und schlieBt: 

2n n n.~=-~=== 
Y=B= Y-V=B= YYB. Y-=' i; 

die positive dem Zeichen VB entsprechende reene Zahl heiBa fJ; ~ 
dagegell fiihrt man als eine Deue Recheneinheit mit dem Zeichen.1) i ein, 
del' mit diesel' Einfuhrung die wesentliche Eigenschaft 

(9) 
erteilt wird, nennt sie die imaginiire Einheit und fJi eine imaginiire Zahl. 

Die additive Verbindung einer reellen Zahl " mit del' imaginaren 
Zahl {Ji, also" + fJi, heiBt eine komplexe Zahl. Die Arithmetik lehrt, wie 
die fur die reellen Zahlen geltenden Rechengesetze auf die komplexen 
Zahlen auszudehnen sind; dabei kommt die in (9) ausgesprochene Grund
eigenschaft del' imaginaren Einheit als neues Rechengesetz hinzu. 

Zur Bestimmung einer komplexen Zahl sind zwei reelle Zahlen ", (J 
erforderlich. Wurde man diese auf die in 5 el'orterte Weise in einer odeI' 
in zwei geraden Linien darstellen, so hatte jede komplexe Zahl ein Punkte
paar zum geometrischen Bilde. Man kann jedoch, wenn man sich statt 
del' Geraden del' Ebene bedient, jeder komplex en Zahl einen Punkt zu
ordnen, jenen Punkt namlich, welcher in bezug auf ein in del' Ebene an
genommenes rechtwinkliges Koordinatensystem O(X Y) " zur Abszisse, 
f3 zur Ordinate hat. Es kommt dies im Grunde auf die bereits eingefuhrte. 
geometrische Darstel1ung ree11er Zahlen wieder zuriick. Wenn man nam
lich aine Strecke als natUrliche Einheit, den Ursprung 0 als gemeinsamen 
Nullpunkt und in jeder del' Koordinatenachsen einen Halbstrahl als positiv 
festsetzt, so gehOrt zu del' Zahl " ein bestimmter Punkt del' Abszissen
achse, zu fJ ein bestimmter Punkt del' Ordinatenachse und beide Punkte 
fuhren durch eine eindeutige Konstruktion zu einem Punkte M del' Ebene. 

Del' Abstand dieses Punktes vom Nullpunkt mit del' Einheitsstrecke 

gemessen gibt die positive reelle Zahl r = I v' ,,2 + fJ2[, und die Quotienten 

~, f sind del' Kosinus und Sinus jenes Winkels, um welchen del' Strahl 

OX gegen oder libel' 0 Y gedreht werden muB, um mit 0 M zur Koinzidenz 
zu kommen. 1st c:p das absolute oder das Bogenmaf32) dieses Winkels, so 

1) Von L. Euler (1794) stammend. 
2) Unter dem BogenmaB eines Winkels, das in analytischen Untersuchungen 
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erscheint durch diese geometrische Betrachtung die Bestimmung del' kom
plexen Zahl ex + Pi auf zwei neue reelle Zahlen T, rp zuriickgefiihrt, indem 

ex = r cos cp, P = r sin rp 

uud demzufolge IX + pi = r(cos rp + i sin rp) (10) 

ist. Die Zahl r nennt man den absoluten Betrag odeI' den Modul del' 
komplexen Zahl ex + Pi und schreibt dafiir einer bei den reellen Zahlen 
eingefiihrten Bezeichnung gemaB auch i ex + Pi i; die Zahl rp heiBt die 
Amplitude von IX + pi. Die Umformung von ex, P auf r, cp ist fiir das 
Rechnen mit komplex en Zahlen von del' groBten Bedeutung. 

§ 2. Variable. 
7. Die reelle Variable und ihr Bereich. Unter eIller reellen 

V OIriablen oder Veranderlichen versteht man ein Zeichen fiir eine ver
anderliche GroBe, dem vermoge des Problems, in welchem die verander
liche GroBe auf tritt, mehrere odeI' unbeschl'ankt viele reelle Zahlenwerle 
beigelegt werden konnen. Die Gesamtheit diesel' Werte wird eine Wert
menge und insbesondere der Bereich odeI' das Gebiet del' Variablen ge
nannt. Als Zeichen wird gewohnlich einer del' letzten Buchstaben des 
Alphabets benutzt. Die Variable x gilt als definiert, wenn yon jeder 
ree11en Zahl, die Illan bezeichnet, festgestellt werden kann, ob sie dem 
Bereich angehOrt oder nicht. 

1m Gegensatze hierzu nennt man ein Zeichen, das eine im Laufe del' 
Untersuchung unveranderliche Gro.Be vertritt und dem daher in jedem 
besonderen Falle nul' ein Zahlenwert zukommt, eine Konstante. 

Wenn del' Bereich del' Varia bIen x durch alle 1'ee11en Zahlen zwischen 
zwei bestimmten ex, P (ex < P) mit Einschlu.B diesel' gebildet wird, so heiBt 
x eine stetige Variable in dem (abgeschlossenen) Intervall (ex, (J); die letztere 
Ausdrucksweise kniipft an die Vorstellung an, wonach del' Bereich diesel' 
Variablen in dem geometrischen Bilde durch die Strecke versinnlicht ist, 
deren Endpul1kte den Zahlen ex, {J entsprechen; IX heiBt die untere, (J die 
obere Grenze (Schranke) des Intervalls odeI' auch del' Variablen. Die un-

aUBBchlieBlich angewendet wird, versteht man das Verhliltnis der Lange des K:!;eis
bogens, den ein beliebiger Punkt des beweglichen Schenkels bei Entstehung des 
Winkels beschreibt, zum Halbmesser dieses Bogens. Hiernach ist 7t das BogenmaB 

des fiachen, ~ das BogenmaB des rechten Winkels usw. 
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beschrankt groBe Menge del' Werte einer stetigen Variablen bezeichnet 
man durch (X) 1. 

Kann die stetige Variable jeden Wert annehmen, del' algebraisch 
gl'oBer ist als u, so bezei(lhnet man ihre obere Grenze mit + (X), ihr Inter
vall also mit (a, + (0). Vermag sie jeden Wert anzunehmel1, del' algebra
isch kleiner ist als {3, so gibt man ihrer untern Grel1ze das Zeichen - 00, 

so daB (- 00, (3) ihr Intervall ist. Kann die stetige Val'iable ubel'haupt 
jeden Wert annehmen, so ist (- (X), + (X») ihr Intervall und sie heiBt un
beschriinkt. In allen diesen Fallen wird die Bezeichnung InteI'va'u im un
eigentlichen Sinne gebraucht, weil es auf einer odeI' auf beiden Seiten an 
einer Begrenzung fehlt. 

Nimmt die Variable x nicht aHe Werte eines Intervalls an, so heiBt 
sie unstetig. Durch die Aussage z. B., x sei eine ganze Zahl, ist x als un
stetige Variable definiert; desgleichen durch die Aussage, x sei eine 
rationale Zahl. 

Einen besonderen vVert derVariablen x, dessen sie nach ihrer Defi
nition f!ihig ist, nennt man, an die geometrische Darstellung del' reellen 
Zahlen denkend, eine Stelle ode!' einen Punkt ihres Bereichs. 

Von einer Stelle innerhalb des Bereichs einer Variablen x kann man 
sich nack zwei Richtungen bewegen, d. h. von dem besondern Wert zu den 
groaeren oder vorwiirts, odeI' zu den kleineren oder ruckwiirts fortschreiten. 

8. Bereich zweier Variablen. Es seien x, y zwei stetige I'eelle 
Variable; ein Wert von x und ein Wert von y 'bilden zusammen ein Wert
system odeI' eine "TVertverbindung x/yo Die Gesamtheit del' Wertverbin
dungen bildet den Bereich oder das Gebiet del' beiden Variablen x, y; del' 
Bereich ist definiert, wenn von jeder bezeichneten Wertverbindung fest
gestellt werden kann, ob sie dem Bereiche angehort odeI' nicht. 

Wenn man den Wert von x als Abszisse, den von y als Ordinate eines 
Punktes in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem O(X Y) be
trachtet, so gehort zu jeder vVertverbindung ein Punkt del' Ebene, und del' 
Bereich ist durch die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Teils del' 
Ebene dargestellt. 1st, urn den einfachsten Fall zu erwahnen, x auf das 
Intervall ((x, (3), y auf das Intervall (1', 8) beschrankt, beide Intervalle als 
abgeschlossen gedacht, so ist del' Bereich del' Variablen x I y dUl'ch die 
Punkte im Innern und auf dem U mfange jenes Rechteckes veranschaulicht, 
dessen Ecken die Koordin aten air, {3lr, ~/8, allJ besitzen. Sind x und y 
unbeschriinkt, so ist ihr Bereich durch die unbegrenzte Ebene reprasentiert. 
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Die Menge del' Wertverbindungen zweier stetigen Variablen ist sinngemaS 
mit 00 2 zu bezeichnen. 

Von einer Stelle innerhalb des Bereiches zweier Variablen kann man 
in unbeschrankt vielen Richtungen fortschreiten; die Menge dieser Rich
tungen ist aquivalent der Wertmenge einer stetigen Variablen 1) und daher 
mit 001 zu bezeichnen. An der Grenze des Gebiets ist jedoch ein Teil der 
Fortschreitungsrichtungen ausgeschlossen. 

9. Bereich dreier und mehrerer Variablen. Sind x, y, ~ drei 
stetige reelle Variable, so kannjedem Wert system oderjeder Wertverbindung 
x/y/z derselben ein Punkt im Raume zugeordnet werden, wenn die Werta 
von x, y, z als Koordinaten in einem (rechtwinkligen) Raumkoordinaten
system angesehen werden. Del' Bereich der drei Varia bIen x, y, z ist daun 
durch die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Raumteils dargestellt; 
er ist insbesondere durch das Innere und die Begrenzung eines Parallel
epipeds versinnlicht, wenn x, y, z einzeln der Reihe nach an bestimmte 
abgeschlossene Intervalle gebunden sind. Die Menge del' Wertverbindungen 
dreier stetigen Varia bIen ist mit 00 3, die Menge del' von einem Punkte des 
Bereichs ausgehenden Fortschreitungsrichtungen durch 00 2 zu bezeichnen. 

Bei mehr als drei Variablen hOrt die Moglichkeit geometrischer Ver
anschaulichung auf. Um sich aber auch dann der Vorteile nicht entschlagen 
zu miissen, welche sie bei Durchfiihrung analytischer Betrachtungen und 
bei Formulierung von Satzen gewahrt, fiihrt man sie formal weiter und 
ordnet einer Wedverbindung X1/X2/ . • .jxn del' n(> 3) Variablen xH x2, . • • ,x" 
einen P~tnkt in dem (idealen) n-fach ausgedehnten Ranine zu, nachdem in 
demselben ein Koordinatensystem O( X H X 2, •.• , Xn) mit n gegenseitig zu
einander senkrechten Achsen angenommen worden ist. Der Bereich. del' 
Varia bIen ist durch einen bestin;tmten Teil dieses n-dimensionalen Raumes 
dargestellt, die Menge del' Wertverbindungen odeI' Punkte ist durch con, 
die Menge der Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus durch 
00" - 1 zu bezeichnen. 

N eben den Benennungen "besonderer Wert, besondere Wertverbindung, 
Bereich" einer, beziehungsweise mehrerer Veranderlichen sind auch die 
Benennungen "Punkt und Punktmenge" gebrauchlich. 

Es ist lediglich eine Weiterfiihrung del' Analogie des .Ausdrucks, 

1) Das Bogenma8 des Winkels. den die veranderliche Richtung mit einer 
resten bildet. 
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welche in den Fallen von ein, zwei, drei Variablen uns entgegengetre.ten 
ist; ihr Zweck ist, an die anschaulichen Verhii.ltnisse dieser FaIle zu er
innem und der Betrachtung dadurch eine Stiitze zu bieten. 

§ 3. Funktionen. 
10. Funktiouen einer reellen Variablen. "Venn jedem Werte 

der reellen Variablen x, welcher ihrem Bereiche angehort, ein bestimmter 
VV' ert von y zugeordnet ist, so ist damit y im allgemeinen auch als Va
riable definiert und wird eine Funktion der 1"eellen Variablen x genannt. 
Man driickt diesen Sachverhalt durch eine Gleichung von der Form 
y = (Cx) aus.1) Die Variable x wird auch das Argument der Funktion 
genannt; ihr Bereich heiBt auch der Definitionsbereich del' Funktion. 

Von der Variablen x setzen wir, wenn nicht eine him"von ab wei
chen de Bestimmung getroffen ist, voraus, daB sie stetig sei. Wii.hrend 
man der Veranderlichen x biliebige Werte aus ihrem Bereich erteilen kann,. 
sind die Werte von y durch jene schon bestimmt, also von ihnen abhan
gig; man bringt diesen wichtigen Unterschied dadurch zum Ausdruck, 
daB man x die unabhangige, y die abhiingige Variable nennt. Abhangige 
Variable und Funktion sind also gleichbedeutende Benennungen. 

Dber das Gesetz der Zuordnung, das in allgemeinster Weise durch 
die.Charakteristik f angedeutet ist, enthalt die obige Definition keine Aus
sage; es kann .in der mannigfachsten Art festgesetzt sein. Der wichtigste 
Fall besteht darin, daB eine Rechenvorschrift gegeben ist, nach welcher 
aus einem gegebenen Werte von x der zugehorige Wert von y zu be
rechnen ist; mit andern Worten, daB y durch einen analytischen Ausdruck, 
in welchen die Variable x als Rechenelement eingeht, definiert erscheint. 

Das Gesetz der Zuordnung kann auch durch verbale Festsetzungen 
ganz willkiirlicher Art gegeben sein; wenn man beispielsweise jedem ra
tionalen Werte von x den Wert 1 und jedem irrationalen den Wert 0 
von y zuweist, so ist dadurch im Sinne obiger Definition y anch als Funk
tion von x bestimmt; indessen bieten derartige Funktionen kanm ein 
emstliches Interesse. 

In den naturwissenschaftlichen nnd technischen Anwendungen wer-

1) Diese allgemein g-ebrauchlich gewordene Art der Funktionsbezeichnung 
"ird auf A. C1. Clairaut zuriickgefiihrt. R. Baltzer, Elemente der Mathematik, 
1. 13d. 7. Aufl. (1885), p. 236. 
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den ha.ufig zusammengehorige Werte von x und y durch Messltltg ge
wisser GraBen gewonnen; man spricht dann von empirischer Zuordnung. 

Zwischen der analytischen und der empirischen Definition, durch 
eine gezeichnete Kurve etwa, die auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system bezogen ist, wobei die Abszisse x, die zugeharige Ordinate Y VOl"

steUt, besteht ein wesentlicher Unterschied: wahrend dort die Berechl1ung 
des y genau oder mit jedem gewunschten Grade der Genauigkeit ge
schehen kann, ist sie hier nur approximativ mit einer von verschiedenen 
U mstanden abhangigen Genalligkeit maglich. 1) 

Es gibt Falle, wo jedem Werte der unabhangigen Variablen x 
mebrere oder selbst unbegrenzt viele Werte von y zugeordnet sind; auch 
dann bezeichnet man y als Funktion von x, jedocb als eine mehrdeutige, 
beziehungsweise unendlich vieldelltige. Lassen sich dann von einem Ge
sichtspunkte aus die Werte von y derart ordnen, daB an jeder Stelle in 
bestimmter Weise von einem ersten Werte Yo von einem zweiten Y2 usw. 
gesprochen werden kann, so ist Yl eine Fllnktion von x in dem urspriing
lichen Sinne oder eine eindeu,tige Funktion, ebenso Y2 usw.; die mehr
deutige Funktion erscheint hiernach in mehrere eindeutige Funktionen 
aufgelOst, die man auch ih1'e Zweige nennt. Diese Bemerkung ist wichtig, 
weil hierdurch die Bescbranlmng auf eindeutige Funktionen statthaft ist. 

11. Funktionen zweier und mebrerer Variablen. 'Venn)e
,der Wertverbindung xly, welcbe einem definierten Bereich der beiden 
reeHen Variablen x, Y angehort, eine bestimmte ZahI z zugeordnet ist, so 
heiSt z eine Flmktion del' beiden Variablen x, y. Man bringt dies in einem 

1) Der hier berlihrte Unterschied ish von tiefgehender Bedeutung; er hat 
AnlaB gegeben, zwei Gebiete einano.er gegenuberzusteUen: die Prazisionsmathematik 
einerseits unO. die Approximcttionsmathematik ano.erseits; die erstere arbeitet mit 
den abstrakt{ln Begriffen der Arithmetik uud ?eometrie, bei denen der Begritf 
Genauigkeit keinen Platz hat; die letztere setzt dafiir minder vollkommene Be
griffe in dem Be'wuBtsein, dadurch den Ergebnissen, die die reine Mathematik, 
und das ist eben die Prazisionsmathematik, liefern wiirde, nur mit einer mehr 
oder weniger groBen Genauigkeit nahe Zll kommen. Flir die Anwendung der Ma
thematik auf die Naturwissenschaften und die Technik ist die Approximations
mathematik allein maBgebend, abel" ihr ideales Modell und ihre Grundlage ist die 
Prazisionsmathematik; die erst ere kann nur auf Grund der letzteren studiert und 
gewiirdigt werden. Am weitestgehenden ist dieser Gedanke durchgefiihrt in der 
Vorlesung von F, Klein, Anwendung det Differential- und Integralrechnung auf 
Geometrie, eine Revision der Prinzipien. Leipzig 1902. 
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Ansatze von der Gestalt z = F(x, y) zum Ausdruck. Der Bereich von 
x, y kann in einfachster Weise dadurch bestimmt sein, daB x auf ein 
lntervall (a, b), y auf ein Intervall (c, d) angewiesen ist; es bilden dann 
die Verbindungen eines jeden Wedes aus (a, b) mit einem jeden Werte 
aUB (e, d) den Bereich von x, y. 

Diese Definition kann auf beliebig viele Variablen ausgedehnt wer
den; man nennt u eille Funktion del' Variablen Xli x2 , • •• , x"' wennjeder 
Werlverbindung X l /X2 ' •• /x" dieser Variablen aus einem vorgeschriebenen 
Bereich ein bestimmter Wert von u zugeordnet ist. Die allgemeine Be
zeichnung hierfiir ist tt = q> (Xli X2 I .•• I x,,). 

1m librigen gelten liber die Funktionen zweier und mehrerer Ya
riablen zunachst die namlichen Bemerkungen , wie sie flir Funktionen 
einer Variablen gemacht worden sind. 

12. Implizite,explizite, inverse Funktionen. Es seiz=F(x,y) 
eine analytisch definierle Funktion der beiden reellen Variablen x, y. Gibt 
es solche reelle VVertverbindungen x/V der letzteren, welchen der Wert 0 
von e zugehort, so ist ihre Gesamtheit durch die Gleichung 

F(x, y) = 0 (1) 
bestimmt. Vermoge diesel' Gleichung ist eine Zuordnung der Werte von 
x und yoder eine gegenseitige Abhiingigkeit diesel' Variablen gegeben, und 
man kann ebensowohl y als Funktion von X wie auch x als Funktion 
von y betrachten; in jedem Faile setzt die Bestimmung zusammengeho
riger Werte die Au(losung einer Gleieltltng voraus. Man sagt in einem 
solchen FaIle, jede del' beiden Variablen x, y sei implizite als Funktion 
der andern gegeben. 

Dem steht die expli,zite gegebene }<'unktion gegenliber I deren Wert 
aus dem jeweiligen Werte del' Variablen durch eillen vorgeschriebenell 
Komplex von Rechenoperationen zu gewinnen ist; man schreibt eine 
solche in der Form y = f\..x) an und hat sich unter (Cx) einen analytischen 
Ausdruck vorzustellen, in welchem X als Rechenelement erscheint (10). 

Wenn es moglich ist, die Gleichung (1) allgemein, d. i. fur unbe
stimmte Werte von x und y nach diesen aufzulosen, so daE einmal 
Y = 'P(X), ein zweitesmal X = 1/1(Y) erhalten wird, so heiEen die durch 
cp, 1/1 charakterisierten Funktionen inverse odeI' umgekehde l!ttnktionen. 

13. Die elementaren Funktionen einer Variablen. Um eine 
Dbersicht libel' die Funktionen zu etlangen, welche Gegenstand unserer 
Untersuchungen sein weruen, schlagen wir den folgenden Weg ein. 

c Z ,u be r, Vorleiungen. I. 4:.. Auti. 2 
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I. Die einfachste Funktion zweier Variablen x, y ist ein Polynom, 
dessen Glieder die allgemeine Form Ap.px,"YP haben, wobei p.., v positive 
ganze Zahlen oder Null und Ap •• (reeIle) Konstanten bedeuten; man nennt 
sie eine rationale ganze odeI' kurzweg eine ganze Funktion der Variablen 
x, y. Die groBte unter den Summen !L + v bezeichnet den Grad der Funk
tion, die groBte del' Zahlen !L ihren Grad in bezug auf x, die groBte del' 
Zahlen v den Grad in bezug aUf y. 1st die Summe !L + v in allen Glie
dern dieselbe, etwa n, so heiBt die Funktion homogen vom Grade odeI' 
von der Dimension n. 

Setzt man eine ganze Funktion del' Null gleich, so ist durch diese 
Gleichung 'Y als eine algebraische Funktion von x definiert (und auch um
gekem:t x als algebraische Funktion von 'Y j wir fassen den ersten Fall 
ins Auge). Die oben unterschiedenen drei Grade bezieht man auch auf 
die Gleichung, welche man als algebraische Gleichung bezeichnet. 

1st diese in bezug auf y vom ersten Grade, so ist y als rationale 
Funktion von x bestimmt; dabei konnen noch zwei Flille unterschieden 
werden. 1st namlich del' Koeffizient von y eine Konstante, so hat die 
Auflosung nach y die Form 

y = aoxn+ a1xn - 1 + .,. + an 

mit ganzem positiven n; 'Y heiBt jetzt eine rationale ganze Funldion von 
x vom Grade n. Hat hingegen y einen von x abhangigen Koeffizienten, 
so wird die Auflosung nach y in del' Gestalt 

aox"+a,xn- 1 + ... + a." 
Y = bo xm + b, x1n - 1 + ... + bm 

mit ganzem positiven n und m sich ergebenj dann nennt man y eine ra
tionale gebrochene Fttnktion von x, und zwar eine ccht gebrochene, wenn 
n < 1n; eine unecht gebrochene, wenn n > m. Die unecht gebrochene 
Funktion HiBt sich nach den RegeIn del' Arithmetik in eine ganze und 
eine echt gebrochene zerlegen, indem man die durch den Bruch ange
zeigte Division so weit vollzieht, als im Quotienten nicht negative Po
tenzen von x auftreten. 

1st die in Rede stehende Gleichung in bezug auf y vom zweiten odeI' 
hoheren Grade, so wird das durch sie defillierte y als eine irrationale Funk
tion von x bezeichnet. Die Art del' Irratiollalitiit richtet sich nach del' 
Hohe des Grades; ist del' Grad zwei, drei odel' vier, so lliBt sich y mit 
Hilfe von Wurzelausziehungen durch x darstellen; iibel'steigt der Grad 
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die Zahl vier, so ist (von besonderen Fallen abgesehen) die Darstellung 
durch WurzelgroBen nic7tt moglich. 

Man kann hiernach die algebmischen Funktionen einer Variablen 
unterscheiden in rationale, ganze und gebroehene, und in irrationale, 
durch WurzelgroBen darstellbare und solche, welehe die Darstellung dureh 
WurzelgroBen nieht zulassen. 

Einige Beispiele mogen das Angefiihrte erliiutern. Die Gleichung 
zweiten Grades A.x2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 
bestimmt y als rationale ganze Funktion von x des zweiten Grades: 

y=aox 2 +a1 x+a2 , 

b . A D F . t D . t d h d· \vo el ao = - 2F;' ((1 = - E' a2 = - 2-}f; IS . agegen IS ure Ie 

Gleichung Ax! + 2Bxy + 2Dx + 2Ey + F = 0 

y zuniichst als unecht gebrochene Funktion von x gegeben: namlich 

AX!+2Dx+F 
Y = - 2(Bx+E) ; 

diese liiBt sieh in eine ganze und eine eeht gebroehene zerlegen: 

Die Gleichung Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 

bestimmt y als zweideutige irrationale Funktion von x: 

- (Bx + E) + "}!LXi +2111x:.t=-N 
Y=- 0 ' 

wo L = B2 - AC, lJII = BE - CD, N = E2 - CF; der eine Zweig faBt 
die mit dem oberen, der andere die mit dem unteren Vorzeiehen der ab
solut genommenen Quadratwurzel gebildeten Werte von y zusammen..,. 

II. Aile Funktionen, welehe nieht unter das Bildungsgesetz der alge
braisehen fallen, faBt man unter der Bezeichnung transzendenter Funk
tionen zusammeu. 

Die einfachsten davon, aus Begriffen und Vorstellungen der elemen
taren Mathematik hervorgegangen, werden als elementare transzendente 
Funktionen bezeichnet. 

Zuniichst ist es der Begriff der Potenz, welcher in der Verallgemei-
2* 
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nerung, die ihm die Al'ithmetik fur negative und gebrochene Exponenten 
gibt, zur Bildung transzendenter FUllktionen fiihrt. 

Wenn man in del' Gleichung c = ab die Basis a als variabel betrachtet, 
so ist hierdurch c als Fl1nktion diesel' Vltriablen definiert: '!J = X', und 
diese Fllnktion wird die Potenz genannt. Fur ein rationales b fallt sie 
llllter den Begriff del' algebraischen Funktion, fUr ein irrationales b ist 
gie transzendent. Der Bereich von x muB, wenn b ein Bruch mit ge
l'adem N enner odeI' irrational ist, auf das Intervall (0, + 00) beschrii.nkt 
werden, soIl jedem Werte von x ein reeller Wert von '!J zugeordnet sein. 

Die U mkehrung del' Potenz fiihrt nicht zu einer neuen Funktion; 
1 

donn aus y = a! folgt x = if und ~ ist mit b zugleich rational, be-

ziehungsweise irrational. 
FaSt man den Exponenten b als variabel auf, so ist c als transzen

dente Funktion dieserVeriinderlichen definiert: y = aX, welche den Na
men Exponentialfunktion fiihrt. Die Basis a mu.B positiv sein, soll jedem 
Wede von xein reeller Wert von y zugeordnet seini dort, wo mehrere 
reelle Werte von y vorhanden sind (wie dies geschieht, so oft x einem 
Bruch mit geradem Nenner gleich wird), soll jedesmal der positive ver
standen seini bei dies en Festsetzungen ist y = aX eine einwertige Funktion. 

Aus del' Umkehrung del' Exponentialfunktion geht x als neue trans
zendente Funktion von y hervor, welche den N amen Logarithmus von y 
in bezug auf die Basis a fiihrt und durch x = loga y dargestellt wird. 
Vermoge del' bei y = aX gemachten Festsetzungen mu.B in der Definitions
gleichung x = loga y die Basis a als positiv vorausgesetzt und y auf das 
Intervall (0, + 00) beschriinkt werden. 

In der Trigonometrie werden einem \Vinkel (in allgemeiner Auf
fassung, also durch eine beUebige Drehung des beweglichen Schenkels 
entstanden) die VerhiHtniszahlen je zweier von drei in bestimmter Weise 
konstruierten Stl'ecken zugeol'dnet.; faSt man in dieser Zuordnung da" 
Bogenma.B x des Winkels als unabhangige Veranderliche, die Werte der 
genannten Verhaltnisse als Funktionen auf, so kommt man zu den tri
gOllometrischcn Funktionen oder den dil'ekten Kreisfunktionen 

y = sin x, y = cos x, y = tg x, Y = ctg x, Y = sec x, ... ; 
wird hingegen jede der Verhaltniszahlen als unabhangige V eranderlicht~ 
und das Bogenma.B des 'Winkels als deren FL1uktion angesehen, so ent
st.ehen die f!yklometn'schen Funktionen odeI' die inversen Kreisfunktionen 
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x = Arcsin y, x = Arccos y, x = Arctg Y, x = Arccotg y, 

als Umkehrungen dertrigonometrischen. 

21 

Zwischen den eben vorgefiihrten Definitionen del' elementaren trans
zendenten Funktionen, als: del' Potenz mit irrationalem Exponenten, der 
Exponential- und del' logarithm is chen Funktion, der trigonometrischen 
und zyklometrischen Funktionen, und den Definitionen del' algebraischen 
Funktionen, bcsteht ein wesentlicher Unterschied: diese sind analytisch 
detiniert worden, jene nicht; erst im weiteren Vedaufe unserer Betrach
tungen werden sich auch fiir die Transzendentcn analytische Definitionen 
ergeben, 

14:. Grenz wert del' Varia bIen. Eine Variable x, deren Bel'eich 
un begl'enzt viele Zahlen umfa£t, hat den G/'enzwert a odeI' konvergiert 
gegen ((, wenn sie in bestiindiger Anderung begriffen schlie.6lich Wede 
annimmt, deren Unterschied gegen adem absolnten Werte nach fO'rtan 
kleiner bleibt als eine beliebig kleine festgesetzte positive Zahl Ii, ohne 
jemals zu ver~chwinden. 

Wie klein also auch Ii gewiihlt sein moge, so wird und bleibt schlie6-
lich 0 < \ x - a \ < Ii; man driickt diese Vorstellung in Kiirze durch den 
Ansatz lim x = a 
aus (limes = Grenze). 

Besteht beispielsweise del' Bereich del' Variablen x aus den Zahlen 
cineI' .Fundamentalreihe ao, all a21 ••• 

und schreibt man del' Variablen vor, del' Reihe nach die Werte ao' ((11 

a2 , ••• anzunehmen, so iat die durch die Fundamentalreihe definierte Zahl 
ihr Genzwertj hiel'llach ist del' Grenzwert einer Variablen, welche die 
F~ndamentalreihe 2 3 4 

tlurchlauft, = 1; ebenso del' Grenzwert einer Varia bien, welche die Reihe 
der Werte 1 2 3 

zu durchlaufen hat, = 1. 
Ist x eine stetige Variable und stellt man sich VOl', daB sie bei de .. 

Konvergenz gegen den Grenzwert a alle Werte innerhalb eines iibrigens 
beliebig engen Intervalls (a - h, a) oder Ca, a + h) odeI' (a - h, a + 0) 
mit alleiniger Ausnahme von a 8elb8t annehmen kann, so sagt man, X 

niihere sieh dem Grenzwerte a auf stetige Weise. 
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Wenn X bei der Konvergenz gegen den Grenzwert a nul' kleinere 
Werte als a annimmt, also zunehmend dem a sich nlihert, so solI dies 
durch die Zeichen lim x = a - 0 ausgedriickt werden; hingegen wird 
nnter lim x = a + 0 ein Grenziibergang zu verstehen sein, bei welch em 
x nul' Werte iiber a annimmt, sich dem a also abnehmend nlihert. Mit 
Riicksicht auf die geometrische Versinnlichung del' reellen Zahlen kann 
auch von einer linksseitigen und einer rechtsseitigen Konvergenr. gespro
chen werden. Darf x Werte sowohl unter wie Werte iiber a annehmen, 
so wird dies durch lim x = a + 0 odeI' kurz lim x = a angezeigt werden. 

1st del' Bereich del' (stetigen) Variablen x unbeschrankt, und nimmt 
sie in bestandigel' Anderung begriffen schlieBlich Werte an, welche dem 
absoluten Betrage nach fortan groBer bleiben als eine beliebig groB fest
gesetzte positive Zahl K, so sagt man, die Variable konvergiere gegen 
den (uneigentlichen) Grenzwed 00 (Unendlich) oder werde unendlich. 
Bleibt x schlieBlich bestandig positiv, so bedient man sich del' symbo
!ischen Schreibweise lim x = + 00, wahrend durch lim:.li = - 00 ZUlll 

Ausdruck gebracht werden soIl, daB x dem Betrage nach unbegl'enzt wach
send schlieBlich negativ bleibt. Will man auf das Vorze'ichen keinen 
Nachdruck legen und nul' das unbegrenzte Wachsen des Betrages aus
sagen, so kann dies durch lim x = 00 geschehen. 

15. Gl'enzwel'te von Funktionen einer Variablen. Die Funk
tion y = f( x) ist in dem ganzen Intervall (a, (3) definiert heiBt so viel, 
daB zu jeder Stelle a des Intervalls '(a < a <(3) ein bestimmter Wert 
del' Funktion, f( a), gehort, den wir als den Definitionswert an diesel' Stelle. 
bezeichnen wollen. Wesentlich verschieden davon ist die Frage nach 
dem Grenzwerte del' Funktion bei einem Grenziibergange lim x = a. vVah
rend im ersten Fall nur von dem Funktionswerle an del' Stelle a die 
Rede ist, kommt es im zweiten FaIle gerade auf diesen nicht, sonderu 
nul' auf die Nachbarwerte an, welche die Funktion bei dem Grenziiber
gang annimmt. Die zweite Frage hat also auch dann Berechtigung, wenn 
{(x) an der Stelle a nicht definiertist. 

Wenn bei dem Grenziibergange die Werte von y derart verlaufen, 
daB del' Unterschied y - b dem Betrage nach kleiner wird und bleibt als 
eine beliebig klein festgesetzte positive Zahl E, so sagt man, die Funktion 
habe bei dem Grenziibergange den Grenzwert b. 

Urn die Erscheillungen, die hierbei auftreten konnen, naher ins Auge 
zu fassen, wollen wir den Grenzubergang des x genauer prazisieren. 
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Nahert sich X del' Grenze a wachsend, so konvergiel'e y gegen den 
Grenzwert b; man schl'eibt dies in del' Form 

lim y = b odeI' kiirzer lim y = b 
limx=a-O x=a-O 

an; nahert sich x del' Grenze a abnehmend, so konvergiere y gegen den 
Grenzwert b', in Zeichen: lim y = b'. 

x=a+O 

Wenn nun b + b', so sagt man, y besitze an del' Sl elle a zwei verschiedene 
Grenzwerie, einen links und einen andern rechts. 1st dagegen b = b', so 
13pricht man von einem Grenzwert an del' Stelle a schlechtweg, schreiht 
dies wie folgt an: lim y = b 

x=a 

und hat hiermit folgenden Sinn zu verbinden: Zu einem beliebig klein 
vorgeschriebenen positiven Ii gibt es immer ein ebenfalls positives ~ der
art, daB I y - b I < Ii bleibt, so bald x in seiner Annaherung an die Gl'enze 
a so weit vorgeschritten ist, daB es fortan in dem Intervall (a -~, a + d), 
also I x - a I < ~ verbleibt. 

Wenn der absolute Betrag von y, wahrend· x del' Grenze a sich nahert, 
schlieBlich groBer bleibt als eine beliebig groB £estgesetzte positive Zahl 
K, so spricht man (im uneigentlichen Sinne) von einem unendlichen 
Grenzwert des y, del' wieder + 00, - 00 odeI' unendlich von unbestimmtem 
Vorzeichen (bestimmt unendlich odeI' nnbestimmt unendlich) sein kann. 

Del' Ansatz lim y = + 00 

x=a- 0 

bringt also die Tatsache zum Ausdruck, daB bei wachsendem und del' 
Grenze a unaufhOrlich sich naherndem x desBen Funktion y schlieBlich 
fortan positiv bleibt und jedell noch so groBen Betrag iiberschreitet. Del' 
Allsatz lim y = - 00 

wiirde den Sinn habell, daB, von welcher Seite sich x del' Grenze a auch 
nahert, y schlieBlich negativ bleibt und dem Betrage nach libel' jede an
gebbare Zahl hinaus wachst. 

1st del' Bereich del' V ari a bIen x unbeschrankt, so kann man sie in 
dem im vorigen Artikel erlanterten Sinne gegen eine del' Grenzen + 00, 

- 00 konvergierenlassen; y kann dabei jede del' Erscheinungen aufweisen, 
die bei del' Konvergenz von x gegen einen endlichen Grenzwert a beob
achtet worden sind. Insbesondere krllln y sich dabei einer bestimmten 
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Grenze b niihern unu lllan wiru dies in einer del' Gleichungen 

lim y = b lim y=b 
X=+7.> X=-QO 

ZUlll Ausurllck bring en, wiihrend 

lim y = b 

undeuten wiirde, daB b4die Grenz~ yon y ist, ob X positive odeI' negative 
'Yerte von bestiindig wachsendem Betrage annimmt. 

Es ist jedoch moglich, daB y bei del' Konvergenz des x gegen einen 
endlichen odeI' unendlichen Grenzwert wedel' einer bestimruten Grenze 
sich nahert, noch auch in del' einen odeI' andel'll Weise ins Unendliche 
wachstj man sagt uann, es existiere kein Grenzwert fur yoder er sei 
unbestimmt. 

Zur Erlauterung mogen die folgenden Beispiele dienen. 

1. Die Funktion y ==-~- ist an del' Stelle x = a nicht definiertl); x-a 
wenn sich X diesel' Stelle wachs end nahert, so nimmt del' Betrag del' be
stiindig negativ bleibenden Funktion uber jede angebbare Zahl hinaus 7,Uj 
nahert sich x del' Stelle a abnehmend, so bleibt die Funktion positiv und 
wiichst fiber jedell Betrag hinaus, so daB 

lim ____ 1 __ = _ 00 lim -~- = + 00. 
x=a_ox-a ' x=a+Ox-a 

2. Mit der Funktion _(_1 -)-2 vel'hli1t es sich ebenso, nul' mit dem U nterx-a 
schiede, daB sie bei dem Grenzubergange links wie rechts positiv bleiht, 
weshalb I . 1 

1m '---~ = + 00. 
x =a (x - a) 

3. Die Exponentialfunktion y = aX (a > 0) zeigt fur lim x == - ex> 

und lim x = + 00 verschiedenes Verhalten, je nachdem a < 1 oder a> 1 
iet, und zwal' ist lim 

bei a < 1 lim a~= + 00, lim a"=O; 
x=-oo x=+oo 

bei a> 1 lim a"'=O, lim ai" = + 00 . 
x=-oo x=+«> 

4. Die logarithmische Funktion y = log"x(a > 0) ist an der Stelle 
x = 0 nicht definiert; auf Grund von 3. findet man 

1) Weil eine Dhision, deren Divisor Null iet, keinen Sinn bat. 
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bei a < 1 lim logax = + 00, lim logax = - 00; 
,,=+0 X=+ Of) 

bei a> 1 lim logax = - 00, lim logax = + 00. 
,"=+0 x=+", 

1 

O. Die Funktion y=ax-:'-;;(a>O) ist an derStellex=a nichtdefinied t 
<lurch Zusammenhalten der FaIle 1. und 3. ergibt sich 

fUr a < 1 

ltir a> 1 

1 

lim ax-a = + 00, 
x=<>-O 

1 

lim ax-a = 0, 
x=,,-o 

I 

lim ax-a = 0; 
x=«+O 

1 

lim ax-a = + 00; 
."=a+O 

1 
hingegen i8t mit Riieksieht auf 2. 

fUr a < 1 lim a(x-~/J2 = 0, 
x=a 

1 

fur a> 1 lim a<x-=-a)' = + 00. 

6. Die .Funktion y == sin x (und d.as gleiehe gilt auch von den andem 
trigonometrisehen Funktionen) hat bei lim x = 00 keinen Grenzwert; cleun 
bei steiigem Wachsen von x in der einen wie in der andern Richtung hort 
die Funktion niemals auf, zwischen - 1 und + 1 zu schwanken. 

7. Die Funktion y = sin ~ ist fur den Wert x = 0 nicht definiert ~ x 
bei del' Konvergenz von x gegen diese Stelle von der einen oder andern 
Seite existiert vermoge der FaIle 1. und 6. fUr sie kein Grenzwert. 

16. Das Unendliehkleine und UnendlichgroBe. Von einer 
Yariablen x oder einer Funktion y von x (bei einem gewissen GrenzUber
gange des x) sagt man, sie we-rde unendlichklein oder sei ein Unendlieh
kleines, wenn sie gegen die Grenze Null konvergiert. 

Man sagt von x, beziehungsweise y, es werde wzendlichgrofJ oder sei 
cin UnendlichgrofJes, wenn es sieh der (uneigentlichen) Grenze 00 (mit he
stimmtem oder nnbestimmtem Vorzeichen) nii.hert. 

Unter einem Unendlichkleinen hat man sich also eine Variable im 
Zustande ihrer Konvergenz gegen den Grenzwert Null, unter einem Un
endliehgro6en eine Variable im Zustande ihres unaufhorlichen numerisehen 
Wachsens vorzustellen. Beide Begriffsbildungen beziehen sieh auf einen 
WerdeprozeB, del' sieh, soweit wir ihn ansehaulich verfolgen konnen, im 
Rndliehen abspielt. 
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Es seien ?J, Yl zwei Funktionen von x, welebe bei einem niihpl' qua
lifizierten Grenziibergange lim x = a zugleieh unendliehklein werden. 
Dasselbe gilt dann von ihl'el' Summe, ihrel' Difi'erenz und ihl'em Produktj 
von dem letzteren HiBt sieh aussagen, daB es rascher gegen Null konver
·giert als die einzelnen Faktol'en, weil notwendig der Fall eintl'eten muB, 
daB del' zu einem "Yerte x gehorige Wert von YYl dem absoluten Betrage 
naeh kleiner wird und fortab kleiner bleibt als die zu dem gleieben Werte 
des x gehorigen Betrage von Y und Yl; es kann hiernaeh in bezug auf YYl 
einerseits und y, Yl alldererseits von einem verschiedenen Grade des Un
endlichkleinwerdens gesprochen werden. 

Zu bestimmteren V orstellungen hieriiber fiihrt die Betrachtung des 

Quotienten Xj diesel' kann bei einem Grenziibergange x = a, bei welchem 
Yl 

lim Y = ° und lim '!h = 0, sich einer bestimmten von Null vel'schiedenen 
Gl'enze b odeI' del' Grenze ° odeI' del' Gl'enze 00 nahern oder ein un
bestimmtes Yel'halten zeigen. 

In dem erst9n del' aufgezahlten FaIle, wo also lim Y =b und b =1= ° 
Yl 

1st, sagt man, Y und YI seien unendliehkleine (hoBen gleicher Ordnung. 

In dem zweiten Falle, wo lim'!L = 0, ist '!L selbst ein Unendlichkleines, 
Yl Yl 

liiBt sieh also y als Pl'odukt von zwei unendlichkleinen Gl'oBen darstellelJ, 
deren eine Yl istj Y konvel'giert daher zufolge einer oben gemaehten Be
merkung rascher gegen Null als Yo und man dl'iickt dies dadurch aus, 
daB man Y als ein Unendlichkleines hjjherer Ordnung im Yergleich zu !II 
bezeichnet. 

In dem dritten FaIle, wo lim '!L = 00, ist lim Yl = 0, also Yl von 
Yl Y 

hoherer Ordnung in bezug auf y, clieses daher von niederer Ordnung. in 
bezug auf Yl' 

In dem letzten Falle ist eine Beurteilung del' Ordnung ausgeschlossen. 
Wenn y, YI zwei von einander, weil von del' gemeinsamen Variablen 

x abhangige uuendlichkleine GraBen ungleicher Ol'dnung sind, so laSt sieh 
in vielen Failen eine positive Zahl n derart bestimmen, daB del' Quotient 

_'!lit gegen eine bestimmte von N uIl versehiedene Grenze b konvel'giert, so 
Y1 
daB Y und YIn als unendliehkleine GroBen gleieher Ordnung zu bezeichnen 
Waren j dann prazisiert man die Ordnung naher und bezeichnet Y als von 
der Ordrmng n in bczug auf Yl' odeI' sehleehtweg von del' Ordnung n, 



16. Das Unendlichkleine und das UnendlichgroBe 27 

wenn man iibereingekommen ist, Yl als eiD Unendliehkleines del' erstm 

Ordnung aufzufassen. Weil die Differenz }L - b bei dem Grenziibergange 
YIn 

lim x = a gegen Null konvergiert, so ist sie selbst ein Unendlichkleines 

und moge mit r; bezeichnet werden; aus dem Ansatze Y,. - b = r; folgt 
YI 

dann Y = bYln + r;yt"; das Produkt r;Yl" ist selbst wieder unendlichklein, 
und zwar hoherer alB del' noteD Ordnung; wird es dureh c bezeiehnet, so 
hat man in Y = byt+ c 
den allgemeinen Ausdruek fur ein Unendlichkleines, das in bezug auf Yl 
von der n-ten Ordnung ist; dabei bedeutet b eine von Null verschiedene 
bestimmte Zahl und c ein Unendlichkleines von hoherer alB del' n-ten 
Ordnung. Das Glied bYln nennt man den Hauptteil, eden sekundiiren 
Teil von y. 

Betrachtet man neben y eine zweite unendlichkleine GroBe Y del' 
n-ten Ordnung, so hat sie den Ausdruek 

Y=BYt"+E 

und del' Quotient .yY- konverO'oiert fUr lim x = a, da -~ und.!!!.. hie1'1ei un-
YI" YI" 

endlichklein werden, gegen den Grenzwert ~-; denn 

Hiernach isl del' Grenzwert des Quotienten zweier unendlichkleinen 
Grof3en derselben Ordnung gleich dem Quotienten ihrer Ha'uptteile. 

Man spricht diesen Satz aueh in del' Form aus, daB man sagt, fUr 
den Grenzwert des Quotienten mehrgliedriger unendlichkleiner GroBen 
seien die Glieder del' niedrigsten Ordnung aHein maBgebend, die Glieder 
h6herer Ordnung kODnten auBer Betracht bleiben. 

Sind y, Yl Funktionen von x, welche bei einem naher bestimmten 
Grenziibergange des x unendliehgroB werden, so werden die Funktionen 

2.., .!.. bei demselben Grenziibergange unendlichklein, und es ist .!..iu be-
y YI Y 

1 zug auf - von del' Ordnung n, wenn 
VI 
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1 1 

Y _31_ = Yin 
lim -(-r)n = b und b =!= OJ es ist abel' (y1i)n if ' folglich lim JL =1_ 

'!fl'" b 
Yt 

und } =!= 0; man hezeichnet dann wiihrend des Grenzuberganges y als 

unendlichgroB von del' Ordnung n in bezug auf Yl' Es gilt also fUr die 
Beurteilung del' Ordnung unendlichgroB werdender Varia bIen dieselbe 
Rt'gel wie bei unendlichklein werdenden Variablen. 

Die eben vorgefiihrten Siitze und Betrachtungen gebOren den Grund
lagen del'_ Infinitesimalmethode an, jener Art des Operierens mit unendlich
kleinen und unendlichgroSen Val'iablen, die bei Grenzwertbestimmungen 
zur Anwendnng kommt. 

FoIgende Beispiele mogen dies erliintern. 

1. Die Fnnktionen Y = Vx-tX2 - vX' und '!h = xyX' werden fur 
lim x = + 0 unendlichklein, und zwar von gleicher Ordnung; man kann 

namlich den Qnotienten JL, da x = 0 ausgeschlossen ist, wie folgt trans
Yi 

formieren: 
v~-::Fxj - vx 

xvx 
Xl 1 

-=-:--=== --- ----- ---
xyx(vx+x! + vx) yF+x+ 1 

und erkennt nun, daB lim JL = .!.. 
x =+0 Yi 2 

2. Die Funktionen y = sin x und Yl = X wer
den fiir lim x = 0 unendlichklein von gleicher Ord
nung. Denn aus Fig. 1, in welcher del' Kreis
bogen aus 0 mit dem Halbmesser 1 beschrieben 
ist, folgt die Ungleichheit 

6. OOA < Sektor OBA < 6. ODA, 
die immer besteht, wenn nul' del' Winkel x spitz ist; arithmetisch aus

gedl'iickt heiSt dies, daB sin x cos X < X < tg x, 
also auch 

X 1 1 dnx 
cosx<-.-<-- und -- >-->cosx' 

sm X cos x cos x x ' 
nun kann x so klein gewlihlt werden, daB del' Unterscrued -~ - cos X 

cos x 
kleiner wird als eine beliebig klein festgesetzte Zahl; um so mehr gilt 

• 1 sin x dies dann fill' -- - ---' da nun cos x mit abnehmendem x sich del' 
coax x' 
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Grenze 1 nahert, so ist, wie auch X gegen N uil konvergiert, 

lim sin~ = l. 
x 

Dabei ist vorausgesetzt, daB x im BogenmaB ausgedruckt sei; ware 
es in Graden gemessen, so hiitte man 

. sinx n 
hm --x- = i80' 

Schon bei 3° und Anwendung von BogenmaB ist si: x = 0,9995427 

von 1 wenig verschieden, und bei 10' bereits = 0,9999940. 
3. Die Funktionen y = 1 - cos x und Yl = x werden unendlichklein 

fUr lim x = 0 j die erste aber ist von der zweiten Onlnung in bezug auf 
die zweite, denu (bei AnsschluB von x = 0) ist 

2sin' ~ (Sin ~)! 1- cos x 2 1 2 ---- --- = ---- = --- -- , 
x! x' 2 x 

2 

daher zufolge 2. 
. 1 - COS x 1 

hm ---,- = --. 
x=o X 2 

4. Die Funktionen y = tg x - sin x und '1ft = x werden fUr lim X = 0 
unendlichklein, die erste aber von der dritten Ordnung in bezug auf die 
zweite, weil bei AusschluB von x = 0 

tg x - sin x tg x 1 - COS x 1 sin x 1 - cos x -----xs- - = -x --a}f -- = cos-x -X- ---x---
und somit auf Gmnd von 2. und 3. 

lim tgx-ssinx =]-. 
x=o x 2 

17. Definition del' S~tigkeit von Funktioneu einer Vari
ablen. Eigenschaften stetiger Funktionen. Del' Begriff del' Stetig
keit knUpft an geometrische V orstellungen und an die V orstellung del' 
Bewegung an. 

loIan schreibt del' geraden Linie Stetigkeit zu und meint damit den 
folgenden, eines Beweises nicht bediirftigen und auch nicht fahigen Sach
verhalt: Zerfallen aIle Punkte del' Geraden in zwei Klassen derart, daB 
jeder Punkt del' erst en Klasse links von jedem Pnnkt del' zweiten Klasse 
liegt, so gibt es nul' einen Punkt, welcher diese Einteilung hervorbringt.. 

Denkt man sich aus del' Geraden ein beliebig kurzes Stuck aus
geschaltet, so geht die Stetigkeit verlorenj denn in dem ausgeschalteten 
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Stiick gibt es unbegrenzt viele Punkte, welche beziiglich del' iibrigen Ge
raden eine solche Klasseneinteilung bewirken. In dies em Sinne bedeutet 
Stetigkeit so viel wie Zusammenhang, Liickenlosigkeit. 

Von del' Geraden wird die Stetigkeit auf das System del' reellen 
Zahlen iibertragen (5). 

Wenn von einer-reellen Variablen x gesagt wird, sie sei stetig, so 
meint man damit, daB sie jeden reellen Wert annehmen kann. Und wenn 
man von ihr sagt, daB sie das Intervall (a, (3) stetig durchliiuft, so steht 
hinter diesel' arithmetisch nicht vel'wirklichbal'en Aussage die V Ol'stellung, 
daB ein Punkt sich auf del' Strecke, welche auf del' Zahlenlinie durch die 
den Zahlen a, {3 entsprechenden Punkte begrenzt ist, von dem Punkte a 
nach dem Punkte {3 hin bewegt. Sowie del' Punkt dabei alle Lagen 
zwischen a und {3 annimmt, so nimmt (in del' Vorstellung) x aUe Werta 
zwischen a und {3 an. 

Die in del' Stetigkeit von x liegende Eigenschaft, daB es moglich ist, 
iiberall in (a, (3) zwei Werte von x zu denken und auch anzugeben', die 
sich 11m weniger als eine beliebig kleine vorgegebe~e Zahl von einander 
unterscheiden, bildet die Grundlage des Stetigkeitsbegriffs bei einer 
Funktion von x. 

1. Eine Funktion y =f(x) hei(3t bei x = a oder an der Stelle a stetig, 
1cenn sie dart einen bestimmten Wert f( a) hat und weim sich zu einem be
liebig 7cleinen positiven E ein hinreichend kleines positives 'Y) bestimmen lii(3t, 
clerart, daf3 : rex) - rea) I < E 

ist rur aUe Werte von x, die der Bedingung I x - a I < 'Y) genugen. 
Ohne Beniitzung von Symbolen heiBt dies, daB es zu del' Stelle a 

eine hinreichend enge Umgebung gibt von der Art, daB jeder Funktions
wert aus diesel' Umgebung sich von dem Werte an del' Stelle a beliebig 
wenig unterscheidet. 

Es ist eine Folge diesel' Definition, daB sich irgendzwei Funktions
werte aus del' so bestimmten Umgebung nicht mehr als urn 2 E voneinander 
unterscheiden konnen. Denn sind x', x" zwei solche Werte, so ist sowohl 

r(x')'- r(a)i < E als auch [r(x") - rea) i < l!, daher :t(x') - f(x"): < 2l!, 

2. Eine Funktion y = f(x) hei(3t stetig in clem abgeschlossenen Intel'
vall (a, (3), fiir welches sie defmiert ist, wenn sie stetig ist an jeder Stelle 
clieses Intervalls. 

Hierzu sei bernerkt, daB an den Enden des Intervalls nul' von einer 
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einseitigen Stetigkeit gesprochen werden kann ebpnso wie nul' von einer 
einseitigen Umgebung. Wenn a < {J, so ist die Funktion del' vorstehen
den Erkliirul1g gemaB auch noch stetig rechts von ex und links von {J. 

Aus dem Zusammenhalt del' Erklarungen 1. und 2. folgt, da8 sich 
in dem IntervaU (ex, {J), in welchem die Funktion stetig ist, iiberall 
Stellenpaare miissen angebenlassen derart, daB sich die zugehorigen Funk
tionswerte urn weniger als (oder hochstens urn) eine beliebig kleine fest
gesetzte positive GroBe unterscheiden. 

Auf Grund dieses Sachverhaltes laBt sich nun folgendes erweisen. 
3. Wenn die Funktion {(x) in clem abgeschlossenen Intervall (a, (J) 

stetig ist, so lafJt sich zu einem beliebig klein {estgesetzten positive1~ E ein 
hinreicllend kleines positives 'I} bestimmen derart, dafJ {lir jede zwei Stellen 
Xl' X2 aus (a, (J), fur die I Xl - X2 I < 'I}, die Beziehung 

besteM. 

Vermoge 1. kann man von a gegen (J hin eine Folge von Werten 
x', x", .. . , xCn-l), xCn ), x(n+l), •• • derart einschalten, daB in zwei aufein
ander folgenden Punkten und auch zwischen ihnen die Funktionwerte 

sich hOchstens urn den belie big klein angenommenen Betrag ; vonein

ander unterscheiden. Die gegenseitigen Abstande diesel' Punkte werden im 
allgemeinen untereinander verschieden sein, ist 'I} del' kleinste unter ihnen, 
dann erfiillt dieses 'I} die in dem Satze ausgesprochene Forderung. Denn 
nimmt man irgendwo in Ca, (J) zwei Punkte Xl, X2 an, deren Abstand 
hOchstens r; ist, so konnen sie entweder in eines del' friiheren Intervalle, 
z. B. (xcn-l), xC"», oder in zwei benachbarte Intervalle, z. B. Xl in (xcn-l), XCn»)1 
x2 in (x("), x(n + 1») fallen. Geschieht drts erstel'e, so ist 

I {(Xl) - {(x2) I < + ; 
geschieht das letztel'e, so ist 

I {(Xl) - {(x("» I < ; , I {(X2) - ((x(n» I < -}, 
folglich I ((Xl) - f{x2) i < E, 

auf jeden Fall ist also del' Unterschied del' Funktionswerte in Xl und x2 

unter E. 

Man nennt die durch diesen Satz gekennzeichnete Eigenschaft von 
f(x) dessen gleichmiifJige Stetigkeit; man ersieht abel' aus del' Beweisfiih
rung, daB sie eine Folge del' Stetigkeit iiberhaupt ist. Nur erweist sich 
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<lie Auffassnng del' Stetigkeit in dieser besonderen Form bei vielen Un
tersuchungen als besondel's giinstig 

Als Beispiel einer Funktion, an del' sich unmittelbar die gleichmaBige 
Stetigkeit erweisen liiJ3t, betrachten wir ((x) = sin x. 

Es ist 

((Xl) - ((x2) = sin Xl - sin x2 = 2 cos Xl t x~ sin ~ -; ~!; 

(la 1 der groBe absolute Wert des Kosinus ist und del' Sinus eines jed en 
Bogens kleiner ist als del' Bogen selbst, so ist im vorliegenden Falle 

I ((Xl) - f(x2) ! < ! Xl - xlIl ; 
wlihlt man also Xl' X 2 so, daB I Xl - x2 1 < E ist, so ist auch, und zwar im 
ganzen Verlauf del' Funktion, 

I sin Xl - sin x21 < E, 

und dadurch ist die gleichmaBige Stetigkeit dargetan. 
4. Wenn die in dem lntervall (a, f3) stetige Fun7ction ((x) an den Eu

den dieses IntervaUs ungleich bezeichncte Werle A, B hat, so gibt es wenig
.stens ei1M Stelle zwischen a w~d f3, an welcher die Ftmktion Nttll ist. 

Man halbiel'e das Intel'vall; daun gehort zu seiner Mitte Xl (= ot~tl) 
(Jin Funktionswert, del' entweder mit A odel' mit B entgegengesetzte8 
VOl'zeichen hat, wenn nicht etwa ((Xl) = 0 ist, in welchem Falle die Aus~ 
sage schon zutrafe. Geschieht dies nicht, so nehme man jenes halbe 1n
tervall, an dessen Enden f'(x) ul1gleich bezeichnete Werte hat, zum Aus
gangspunkt und vollfiihre an ihm denselben ProzeB; die neue Mitte heii3e 
x2• 1ndem man diesen Gedanken immer wieder von neuem anwendet, 
trifft mau entweder einmal auf einen Punkt x,,, fur den die Funktion 
Null wil'd, oder del' ProzeB zieht sich unbegrenzt fort; dann abel' liber
zeugt man sich leicht, daB die Zahlen Xu Xi' xa , ••. eine Fundamental
reihe bilden, del' ein Grenzwert X in (a, f3) zugeordnet ist, fiir den nichts 
anderes gelten kann als ((x) = O. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daB auch bei del' Halbierul1g einer Halfte, 
an deren Ende gleichbezeichnete Funktionswerte liegen, sich klein ere 
Ralften ergeben, an deren Enden ungleichbezeichnete Funktionswerle auf
tl'eten; daraus folgt, daB das Nullwerden von ((x) auch an mehl'eren 
Stellen stattfinden kann. 

5. Hat die in dem Intervall (a, f3) stetige Funktion ((x) an seinf'W 
Enden ungleiclte TVerte A, B (A < B), so gibt es Ztt jeder Zahl M, die 



18. Verschiedene Arten der Unstetigkeit (Diskontinuitat) 33 

zwischen A und B liegt, wenigstens eine Stelle in (a,{3), an cler (Ca.) 
= 3'1 ist. 

N ach den V oraussetzungen dieses Satzes ist ((x) - Meine Funk
tion, die folgende Eigenschaften zeigt: bei x = (X ist ihr Wert A - JJI < 0, 
bei x = {3 ist er B -]}1 > 0; dem vorigen Satze zufolge muS es min
destens eine Stelle x in (a, f3) geben, an del' 

((x) -]}[ = 0 

ist; an jeder solchen Stelle ist also tatsachlich {(x) = lJII. 
18. Verschiedene Arten der Unstetigkeit (Diskontinuitat). 

Weun eine Funktion ((x) in der (ein- oder beiderseitigen) beliebig engen 
Umgebung einer Stelle x = a definiert ist, die Stetigkeitsbedingung aber 
nicht erfiillt, so heiBt sie an dieser Stelle unstetig oder diskontinuierlich. 
An der Stelle selbst versagt in solchen Fallen in der Regel die ana1y
tische Definition; es kann aber die Funktion auch hier definiert sein. 
Immer kommt es auf die Untersuchung del' Funktion in der U mgebWlg 
an, auf ihr Verhalten bei unbegrenzter Annaherung an die Unstetigkeits
stelle. Auf eine Klassifikation der zahlreichen Moglichkeiten soli nicht 
eingegangen werden; einige Beispiele werden geniigen, urn die Art sol
cher Untersuchungen und die dabei auftretenden Erscheinungen zu kenn
-zeichnen. 

1. 1st a innerhalb des Intervalls (a, (3) gelegen, (Ca) nicht bestimmt, 
jedoch lim ((x) = lim ((x) = b, 

x=a-O x=a+O 

d. h. konvergiert {(x) zu heiden Seiten von a gegell eine und diese1be 
bestimmte Grenze b, so kann man die Definition der Funktion, die an 
der Stelle a eine Liicke aufweist, vervollstandigen, indem man dieser 
Stelle jenen Grenzwerl zuweist, also ((a) = b setzt; die Funktion verhiilt 
sich dann in der Umgebung von a wie eine stetige Funktion. 

Eine ahnliche Bestimmung kann getroffen werden, wenn a mit (X 

oder {3 (a < (3) zusammenf'allt und {(x) fiir lim x = (X + 0, beziehungs
weise fiir lim x = (3 - 0 gegen eine bestimmte Grenze konvergiert. 

Die Funktion f( x) = x cos ~ ist an del' Stelle x = ° nicht definiert, x 
weil 0 als Nenner nicht zulassig ist; von welcher Seite sich aber x del' 
Null naherIl mag, konvergiert ((x) gegen Null. Fiillt man also die Liicke 
in del' Definition durch die Festsetzung ((0) = 0 aus, so verhiilt sich die 
Funktion an dieser Stelle wie eine stetige Funktion; bei jeder anderen 
Festsetzung filr reO) wilrde sie hier unstetig sein. 

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Auf!. 3 
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2. Wenn jedoch a < a < {J und 

lim ((x) = b, lim ((x) = b' 
x=a-O x=a+O 

nnd b =F b', so heiBt die Funktion an del' Stelle a unstetig oder diskonti
nuierlich, gleichgliltig, ob ((a) existiert oder nicht und welchen Wert es 
auch hat, und man sagt von ihr, sie springe von b auf b' liber. Es IaBt 
sich jetzt keine Umgebung von a konstruieren derart, daB flir zwei ihr 
Rngehorende beUebige Werte x', x" ! ((x,) - ((x") I beliebig klein wiirde. 

Ein solches Verhalten zeigt beispielsweise die Funktion 

ax -1 
((x) = -1--- (a> 1) 

ax +1 
an del' Stelle x = 0, wo sie nicht definiert erscheint; denn es ist 
lim ((x) = - 1, hingegen lim ((x) = l. 
x=-O x=+O 

3. Wenn flir den innerhalb (x, (3) befindlichel1 Wert a bei dem einen 
oder dem andern der Grenzlibergange lim x = a - 0 und lim x = a + 0 
'ein bestimmter Grel1zwert b, bei dem andern der Grenzwert 00 (mit be
stimmtem odeI' unbestimmtem Vorzeichen) zustande kommt, so verhiilt 
sich die Funktion auf der erstgedachten Seite von a wie eine stetige 
FUl1ktion; ware z. B. lim ((x) = b, so kann ((x) in dem Intervall (IX, a) als 

x=a-O 

stetige Funktion angesehen werden, sofern man ((a) = b setzt. Man sagt, 
sie sei im Punkte a, und zwar zu einer Seite desselben, unstetig. 

1 

So besitzt die Funktion ((x)=ax (a> 1) zur linken Seite der Stelle 
0, an der sie nicht definiert ist, den Grenzwert 0, zur rechten Seite den 
Grenzwert + 00; erganzt man also durch die Festsetzung ((0) = 0, so 
verhiilt sich ((x) links von 0 wie eine stetige Funktion; wegen des recht
seitigen Verhaltens abel' ist es bei x = 0 ul1stetig. 

4. Wenn fUr den innerhalb (IX, (J) liegenden Wert a bei den beiden 
Grenziibergiingen a - 0 und a + 0 fill' ((x) del' Grenzwert 00 zustande 
kommt, so heiBt ((x) in a, und zwar zu beiden Seiten, unstetig. 

Dieses Verhalten zeigen beispielsweise die Funktionen ((x) = ~ und x 

cp(x) = ~~ an del' Stelle x = 0; nul' ist das 00 bei ((x) zu beiden Seitell 

von 0 verschieden, bei cp(x) gleich bezeichnet. 



18. Verschiedene Arten der Unstetigkeit (Diskontinuitat). - 19. Beispiele 35 

In den Fallen 3. und 4. wird x = a ein Unendlichkeitspunkt der 
Funktion genannt. 

5. Unstetig heiSt ((x) ferner an einer Stelle a, wenn bei einem del' 
Grenzubergange a'- 0 und a + 0 oder bei beiden ((x) keiner Grenze zu
strebt, und es kann auch hier von einseitiger oder beiderseitiger Unstetig
keit gesprochen werden. 

Ein Beispiel dieser Art bietet die Funktion ((x) = sin ~ an der Stelle x 
o dar; wie sehr man sich diesel" Stelle von der linken oder der rechten 
Seite niihern mag, die Funktion hort niemals auf, zwischen - 1 und + 1 
zu schwanken, es existiert weder lim ((x) noch lim ((x). 

",=-0 .,=+0 
Einen Wert x = a, fUr welchen eine Funktion ((x) eine der hier er-

orterten Eigenschaften aufweist, nennt man einen singuliiren Punkt, und 
von dem Falle 1. abgesehen, auch einen Unstetigkeitspunkt. Bei den ana
lytischen Untersuchungen mussen solche Punkte von der Betrachtung 
zumeist ausgeschlossen werden; man denkt sich dies dadurch erzielt, daB 
aus dem Intervall (a, ~) eine beliebig enge endliche Umgebung des Un
stetigkeitspunktes ausgeschieden wird. 

Sind ((x), g(x) zwei in dem Intervall (a, (3) stetige Funktionen, so 
sind auch die Funktionen ((x) + g(x), (ex) - g(x) und f(x)g(x) in dem
selben lntervall stetig, wie sich mit Hilfe del' unter 17 3. angegebenen 
allalytischen Definition del' Stetigkeit ohne Muhe und nicht bloB fur zwei, 
sondern fiir jede endliche Anzahl von Funktionen erweisen IliEt. Von del' 

Funktion ;~:~ gilt dies jedoch nul' dann, wenn im ganzen Intervall (a, (3) 
g(x) =f= 0 ist; wird dagegen an einer oder an mehreren Stellen g(x) = V, 

so ist an diesen die Funktion ;~:~ nicht definiert und muS ihr Verhalten 

in der Umgebung solcher Stellen naher untersucht werden. 
19. Beispiele. Zur Erlauterung der Betrachtungen libel' die Stetig

keit und Unstetigkeit der Funktionen mogen noch ;;.'Ls 
die folgenden Beispiele dienen. l' f-" .... - H 

1. Die Funktion y = sin x ist durchaus stetig; j . 
denn wahrend (Fig. 2, wo der Kreis mit dem Halb- -,C ........... . . ; .l· )'" 

messer = Langeneinheit beschrieben ist) der Punkt \ lJOt Q 
11£ den Kreis von Mo aus durchIauft, die V~]fiable x : 
also das Intervall (0,2%) stetig beschreibt, durchliiuft ! 
der Punkt P oder der Wert von y nacheinander die l!'i~~ 2. 

3' 
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Intervalle (0, 1), (1, - 1), (- 1, 0). Wegen der Periodizitat zeigt die 
Funktion dasselbe Verhalten auf dem ganzen Bereich der unbeschrankten 
Variablen x. (Den analytischen Nachweis der gleichmaBigen Stetigkeit 
vgl. 17 3.) 

Dasselbe gilt von der Funktion y = cosx, welche die Intervalle (1, -1), 
(- 1, 1) beschreibt, wahrend x das Intervall (0, 2n) stetig durchlauft. 

Die ubrigen trigonometrischen Funktionen 
t sin x t cos x 1 1 
g X = coax' co g X = sinx' sec x = cosx' cosec x = sIn-x' 

da sie sich aUB den vorgenannten mittels der Division bilden lassen, sind 
uberall dort nicht definiert, wo der jeweilige Nenner Null wird, ·und be
sitzen daselbst Unendlichkeitspunkte von der unter 18 4. beschriebenen 

Art. So ist tg x an den Stellen (2 n + 1); nicht definiert (n kann jede 

positive und negative ganze Zahl mit EinschluB der Null bedeuten), und 
es ist beispielsweise 

lim tg x = + 00 , lim tg x = - 00 . 

n 0 x=~+o "'=2- 2 

2. Die Funktion y = sin x setzt sich aus zwei durchaus stetigen 
x 

Funktionen durch Division zusammen, ist daher auch durchgehends stetig 
mit vorlaufigem AusschluB der Stelle x = 0, an welcher sie nicht definiert 
ist; da jedoch lim sin x = lim sin x = 1, so kann auch diese Stelle in den 

",=-0 x ",=+0 x 
Stetigkeitsbereich einbezogen werden, wenn man dort der Funktion den 
Wert t beilegt. 

3. Die Funktion y =--~-tC a > 0) ist fur aIle Werte definiert und 
1 + ax 

stetig, ausgenommen den Wert x = 0; nun ist nach 155. 
fur a < 1 lim y = 0, lim y = 1, 

x=-o x=+o 
fur a> 1 lim y = 1, lim y = 0; 

x=-o ",=+0 

in beiden Fallen weist also die Funktion an der Stelle x = ° eine Un
stetigkeit von der in 18 2. beschriebenen Art auf. 

1 

4. Zufolge 155. ist fur die Funktion y = ax-a (a> 0) der Punkt 
x = a ein Unstetigkeitspunkt von der Art 18 3., fUr die Funktion 

1 

y = a(,r-a)2 derselbe Punkt ein Unstetigkeitspunkt von del' Art 18 4. 
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5. Die Funktion ((x) = .-!... sin.-!... ist fiir x = 0 nicht definiert, hat aber x x 

an diesel' Stelle auch keinen Grenzwert; denn da der sin .-!... bei bestandig x 
gegen Null konvergierendem x niemals aufhort, zwischen - 1 und + 1 

zu schwanken, schwankt (ex) zwischen -.-!... und .-!..., das dem Betrage x x 
nach beliebig groB wird; weil aber immer wieder der Wert 0 eintritt, 
kann auch von einem Grenzwert 00 nicht die Rede sein. 

6. LiiBt man das Limes-Zeichen auch in der Definition einer Funktion 

zu, so ist (x) = lim ~ (n = 1, 2, ... ) eine eigenartige Funktion; ihr 
n=oo 1 +x 

Wert ist, Solange I x I > 1, bestandig 0, hingegen bestandig 1, so lange 
. 1 

X I < 1; ferner hat man f( - 1) = f( 1) = "2' Wenn also x wachsend die 

Stelle -1 dul'chschreitet, so springt der Funktionswert von 0 auf ~ und 

gleich darnach auf 1, um bei dem Durchschreiten der Stelle + 1 die um
gekehrte Wandlung durchzumachen. 



Zweiter Abschnitt. 

Differentiation von Fnnktionen einer Variablen. 
§ 1. Der Differentialquotient und das Differential. 

20. Begriff des Differentialquotienten. Bei der Untersuchung 
des Verlaufes einer gegebenen Funktion ist eine der ersten Fragen auf 
die Anderung gerichtet, welche der Wert der Funktion bei einer lnderung 
des Wertes der Variablen ertahrt. 

Es sei ((x) eine in dem Intervalle (a, f3) definierte stetige Funktion 
der (stetigen) Variablen x; unter x sei zunachst ein Wert innerhalb des 
Bereichs (a, f3) verstanden. Bei dem Ubergange von x zu x + h I welch 
letzterer Wert e benfalls dem Bereich angehOren soIl, odeI' bei der And erung 

Llx= h 
der Variablen geht der Wert der Funktion von ((x) in r(x + h) liber und 
ertahrt die Inderung LI((x) = r(x + h) - ((x). 

Die Starke der Anderung der Funktion bei dem beschriebenen tJber
gange wird um so groBer sein, je groBer bei einem festgesetzten A x das 
LI((x) ausfallt, und je kleiner bei einem festgesetzten Llf(x) das zuge
hOrige Ax sich ei·gibt; ein MaB daflir wird daher in dem Quotienten 

. .1 (ex) (ex + h) - ((x) (1) 
.1x h 

zu erblicken sein. Da die GroBen Llx, LI((x) Differenzen zweier Werte 
der Varia bIen und der zugeharigen Werte der Funktion sind, nennt man 
sie auch Differenz del' Variablen, beziehungsweise Differenz der Funktion, 
und den Quotienten (1) den Differenzenquotienten der Funktion. 

Der Differenzenquotient erfordert zu seiner Bildung zwei Stellen aus 
dem Bereich der Funktion; liLBt man die zweite Stelle x + h unaufharlicb 
der ersten, h also dem Grenzwerte Null sich nahern, so nahert sich ver
mage der Stetigkeit von ((x) auch der Zahler der Grenze Null; man hat 
es daun mit dem Quotienten zweier unendlichklein werdenden GraBen zu 
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tun, welcher je nach der Ordnung diesel' GraBen entweder einer bestimmten 
von Null verschiedenen Grenze, oder del' Grenze 0, oder del' Grenze 00 

(mit bestimmtem odeI' unbestimmtem Vorzeichen) zustrebt oder auch un
bestimmt bleibt. In den drei erstgedachten Fallen, wo ein Grenzwert im 
(weitesten Sinne des 'V ones) existiert, nenn t man diesen Grenzwert den 
Diffe-rentialquotienten, die Ableitung odeI' die Derivierte del' Funktion (x) 
an del' Stelle xi er ist ein :M:aB fiir die Starke del' Anderung der Funktion 
an diesm' Stelle. 

Es sind jedoch drei verschiedene Arten des Grenziiberganges von h 
zu unterscheiden, namlich 1. lim h = + 0 

II. lim h = - 0 

III. lim h = += o. 
Del' Grenzwert, del' bei dem Grenziibergallge 1. zustande kommt, wird del' 
rechte Differentialquotient genallnt; sein Wert sei X'i del' aus dem Grenz
iibergange II. resultierende heiBt der linke Differentialquotient; sein Wert 
sei X". 1st nun X' + X", so mi.lssen diese beiden Differentialquotienten 
wohl vonei1.1ander unterschieden werden und del' Grenziibergang III. wird 
illusorisch. Dieser Fall gehOrt jedoch zu den Ausnahmeni die Regel ist 
vielmehr, daB X' = X"; dann abel' branchen die beiden Grenziibergange 
I. und II. nicht voneinander unterschieden zu werden i an ihre Stelle tritt 
del' Grenziibergang III. und del' durch denselben gewonnene Grenzwert X 
soll vollstandiger oder eigentlichel' Diffm'entialquotient oder Differential
quotient schlechtweg gellannt werden. 

In der Folge wird also, welln von dem Differentialquotienten einer 
Funktion an einer Stelle ihres Bereiches gesprochen wird, immer del' 
durch den Grenziibergang III. gewonnene, also 

lim (ex_-t---'!2 - (ex) 
h=±O h 

(2) 

gemeint sein. 
Hie-mach ist unter dem Differentialquotienten einer Funktion ((x) an 

eina Stelle x der Grenzwert Z1! verstehen, gegen welchen der an diesel' Stelle 
gebildete Differenzenquotient konvergim:t, wenn die Anderttng h del' Variablen 
durch positive wie durch negative Werte der Grenze Null sich niihert. 

1st del' Bereich del' Varia bIen ein beschrankter, also ein endliches 
Intervall Ca, fj), so kann an den Enden des Intervalls selbstverRtandlich 
nul' von einseitigen Differentialquotienten die Rede sein, und zwar kann, 
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wenn a < p, fur x = a nur del' Grenzubergang I., fUr X = P der Grenz
uhergang II. zur Anwendung kommen. 

Es ist oben bemerkt worden, der Differentialquotient an einer Stelle 
x sei ein MaB fUr die Starke del' Anderung del' Funktion daselbst; diese 
Ausdrucksweise wird erst dann vollig verstandlich, wenn eine Einheit fur 
das MaB angenommen ist; diese Einheit sei die Starke der lnderung del' 
Variablen selbst. 1st namlich ((x) = x, so ist del' Differenzenquotient 

a; + ~- x = 1 und folglich auch del' Differentialquotient von x an jeder 

Stelle x gleich 1. An einer Stelle also, wo del' Differentialquotient von 
((x) groBer ist als die Einheit, andert sich die Funktion starker als die 
Variable, an einer Stelle, wo er kleiner als 1 ist, andert sie sich schwacher 
als die Variable; dabei kommt zunachst nur der absolute Wert des 
Differentialquotienten in Betracht. 

21. Abgeleitete Funktion. Wenn die Funktion ((x) an jeder 
Stelle des Bereichs (a, (3), fur welch en sie gegeben ist, einen bestimmten 
Differentialquotienten im Sinne der Definition (2) besitzt, so heiSt sie in 
dem Bereich differenzierbat·. 

Da del' Differentialquotient im allgemeinen an jeder Stelle des Be
reichs einen andern Wert hat, so stent er eine Veranderliche oder eine 
neue Funktion del' Variablen x in demselben Bereich vor; man nennt sie 
die abgeleitete odeI' derivierte Funktion odeI' kurz die Ableitung von (ex), 
abel' auch - im iibertragenen Sinne - den Differentialquotienten von 
((x) und gebraucht dafUr, je nachdem es in dem betreffenden FaIle vorleil
hafter erscheint, eines del' Zeichen 1) 

((x), D,J(x) 

oder kurzer, indem ((x) = y gesetzt wird, 

y', 

Die analytischeBedeutung dieserneuen Funktionistalso durch die Gleichung 

d{(X) = f' (x) = D,J(x) = lim {Cx + h) - {(x) (3) 
dx h=±O h 

1) Die drei Bezeichnungen stammen der Reihe nach von Leibniz (in einem 
Manuskript von 1676), Lagrange CTheorie des fonctions analytiques 1797) und 
Arb 0 g a 8 t (Calcul des Derivations 1800). 
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gegeben, wenn der Grenziibergang bei unbestimmt gelassenem x aus
gefiihrt wird. 

1m allgemeinen gehoren zu verschiedenen Weden von x auch ver
schiedene Werte von r (x); es gibt jedoch einen - und nur diesen einzigen 
- Fall, wo zu allen Weden von x derselbe Wert von ((x) gehort, die 
Funktion an allen Stellen sich gleich stark iindert; es ist dies die rationale 
ganze Funktion ersten Grades ((x) = ax + b; denn fiir sie ist der Diffe-

renzenquotient a(x + h) + ~ - (ax + b) = a, unabhiingig von x, also auch 

D",(ax + b) = a; 

das geometrische Bild dieser Funktion - eine Gerade - spricht dies in 
vollster Deutlichkeit aus. 

Setzt man in del' letzten Formel a = 0, so sagt sie, daB 

D",b = 0; (4) 
daB also der Differentialquotient einer konstanten Funktion oder einer Kon
sianten kurzweg N~tll ist; mit a = 1 und b = ° ergibt sich das oben schon 
gefundene Resultat Dxx = 1, (5) 
daJ3 der Differentialquotient der Variablen x selbst die Einheit ist. 

Die Existenz eines endlichen Differentialquotienten an einer Stelle x 
setzt die Stetigkeit der Funktion in der Umgebung diesel' Stelle notwendig 
voraUSj denn der Quotient (1) kann bei gegen Null konvergierendem h 
nicht anders einem endlichen Grenzwerte sich nahern, als daB auch sein 
Zahler gegen Null abnimmt, und dies findet nur iill FaIle der Stetigkeit 
in der (iibrigens beliebig engen) Umgebung von x statt. Umgekehrt, 
wenn die Funktion ((x) an derStelle x einen endlichen Differentialquotienten 
besitzt, so ist sie daselbst stetig. Denn im Sinne der Definition (3) ist 

rcx + 7~ - rt.x) = ((x) + d, 

wobei d eine mit h zugleich gegen Null konvergierende GroBe ist; folglich 
ist (ex + h) - ((x) = h[f'(x) + dJ 
und dies kann durch entsprechende Einschrankung vonh dem absoluten 
'Werie nach unter eine beliebig kleine positive GroBe Ii herabgedriickt 
werden (17 1.). 

Hingegen ist die Stetigkeit nicht, wie man lange Zeit glaubte und 
Am pere zu beweisen verauchte, eine hinreichende Bedingung fiir das 
Vorhandenaein eines Differentialquotienten. Ala Beleg dafiir diene die 
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Funktion r( x) = X sin ~, die filr aIle Werte von X erkliirt ist mit Aus

nahme von x == 0; sie verhiilt sich aber auch an dieser Stelle wie eine 
stetige Funktion, wenn man festsetzt, daB reO) = 0 sei, weil dann lim r(x) = 0 

z= 1'0 

ist (18 1.). Del' Grenzwert des Differenzenquotienten an del' Stelle x = 0 
ist aber hsin-~--O 1 

lim __ h ___ = lim sin h ' 
h h=±O I,=±O 

also vollig unbestimmt (18 5.); daher gibt es an diesel' Stelle keinen 
Differentialquotienten. 

Es ist gelungen, :B'unktionen analytisch zu definieren, welche trotz 
1hrer Stetigkeit an unzahlig vielen, ja selbst an allen Stellen keinen 
Differentialquotienten zulassen. Indessen geniige hier die bloBe Anfiihrung 
(Jieser Tatsache.1) 

22. Phoronomische und geometl'ische Bedeutung des Diffe
rentialq uotienten. Sobald man das Gebiet der Anwendungen del' 
Analysis betritt, sind x und ((x) die MaBzahlen fiir irgend welche von
einander abhangige GroBen und je nach del' Bedeutung diesel' letzteren 
erlangt auch del' Differentialquotient verschiedene sachliche Bedeutungen. 
An diesel' Stelle sollen jene zwei FaIle besprochen werden, von welchen 
die Differentialrechnung ihren Ausgang genommen und die fur zwei groBe 
Gebiete von grundlegender Bedeutung sind: fur die Phm'onomie 2) und die 
Geomelrie. 

1. Es sei x die von einem bestimmten Augenblicke an verflossene 
Zeit, welche ein in gerader Linie sich bewegender Punkt gebraucht hat, 
um den Weg ((x) zuruckzulegen; dann ist ((x+h) del' in der Zeit x+h 
vollendete, somit ((x + h)-(ex) der in dem Zeitintervall (x, x + h) zuriick
gelegte Weg. Ware die Bewegung eine gleichmaf3ige, d. h. eine solche, 
bei welcher in beliebig groBen, jedoch gleichen Zeitabschnitten gleiche 

1) Literaturangaben uber derartige Funktionen findet man in E. Pascals 
Repertorium der h5herenMathematik, 2. Aufi., deutsch yonP. Ep s te in 1.1, S.458-460, 
Leipzig 1910. - An solchen Funktionen findet die Dal'stellbarkeit durch eine gewohn
liche Kurve ihre Grenze. Die liberall stetige und nirgends differenzierbare Funktion 
von K. WeierstraB hat F. Klein (Anwendung der Differential- und Integral
rechnung auf Geometrie, eine Revision der Prinzipien, Leipzig 1902, S. 83ff.) der 
anschaulichen Erfassuug am nachstl'n gebracht. 

2) Reine Bewegungslehre, die die Bewegungsvorgl1nge nur nach Raum und 
Zeit betrachtet. 
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Wege zuriickgelegt werden, so stente del' Quotient 
rcx + h) - rcx) _._. -h--·--··· 

die Geschwindigkeit, d. i. den in einer von den Zeiteinheiten, in welchen 
It und h ausgedriickt sind, beschriebenen Weg dar. 

Auf erne ungleichmafJige Bewegullg laBt sich diesel' Begriff del' Ge
sch willdigkeit nicht unmittelbal' iibertragen; del' angeschriebene Quotient 
bedeutet nunmehr die wahrend des Zeitintervalls (x, x + h) auf die Zeit
einheit durchschnittlich entfallende WegHinge; je kiirzer das Zeitinterval1, 
urn so geringer die UngleichmaBigkeit del' Bewegung wahrend desselben, 
urn so naher entspricht die Bedeutung jenes Quotienten del' einer Ge
schwindigkeit; und nahert sich der Quotient bei stetig gegen Null ab
nehmendem h einem Grenzwert, so wird diesel' Grenzwert 

lim rcx + h) - rcx) 
h= +0 Tt 

als die im Augenblicke x herrschende Geschwindigkeit erkHirt. 
Wenn also rex) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit x zuriick

gelegten Weg ausdriickt, so hat rler Differentialquotient ('(x) die Bedeutung 
der zur Zeit herrschenrlen Geschu·indigkeit. 

:Mit Hilfe des Bewegungshegriffes kann dem Differentialquotienten 
aine bemerkenswerte Deutung gegeben w:erden. Stent man sich VOl', die 
Variable x dUl'chlaufe ihr IntervaU ea, f3) gleichmaBig, so durchlauftr die 
Funktioll ihren Bereich im allgemeinen ungleichmaBig; bis zu dem Zeit
punkte, in welchem die Variable den Wert x, die Funktion den zugeord
neten Wert r(x) angenommen, sei die Zeit t verHossen, und in dem wei
teren Zeitintervall T mogen die Werte x + h und rex + h) zustallde kom-

men; dann ist -~- = c die Geschwindigkeit, mit welcher x sein Intervall 
'r 

durchlauft und del' Grellzwert yon rsx + h) - rex) fUr lim T ~ 0 die .Ge-
'r 

schwindigkeit, mit welchel' sich rex) im letzten Augenblicke del' Zeit t 
in seinem Bereich bewegt; cIa nUll 

r(x + h) - rex) 
h 

r(x + Tt) - rex) r(x + h) - rex) 

=-----
h c 

und h mit T zugleich gegen die Null konvergiert, so ist del' Differential
quotient das V 6l'hiiltnis del' Geschwindigkeiten, mit welchen x und rex) 
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sich im gegebenen Augenblieke in ihren Gebieten bewegen. Man kann 
somit den Satz aufstellen: Der Differentialquotient einer Funktion f( x) an 
einer St~lle x ist die Geschwindiglceit, mit welcher sich die Funktion an dieser 
Stelle andert, wenn die Variable x sich gle'ichrnaf3ig mit det· Geschwindig
keit 1 iinderU) 

2. Man betraehte x als Abszisse nnd ((x) = y als Ordinate eines 
} , Fig, s, Punktes M in dem rechtwinkligen Koordinaten-
I system X 0 Y; dann beschreibt M, wahrend x 
I das Intervall (a, fJ) stetig durchHiuft, eine Kurve 

A B (Fig. 3). Die den Abszissen 0 P = x und 
o P' = x + h entspreehenden Punkte M, M' be
sitzen die Ordinaten PM = fCx) nnd P'M' 

iJT - P X = f(x + h) und bestimmen eine Sekante, deren 
liiehtung dureh den Winkel QJJIS = q; festgelegt werden mage; dann ist 

rex + hi, - rex) = tg q;. 

Konvergiert h gegen die Grenze Null, so nahert sieh M' langs der Kurve 
dem Punkte M, und die Gerade M S dreht sieh urn den Punkt M. Die 
Aussage,der Differenzenquotient konvergiere dabei gegen einen bestimmten 
Grenzwert, ist gleiehbedeutend mit der Aussage, die Sekante nahere sich 
einer bestimmten Grenzlage; diese Grenzlage MT nennt man die beruh
nnde Gerade oder die Tangente an die Knne im Punkte M; wird ihr~ 
Riehtung dureh den Winkel QMT = a bestimmt, so ist 

1· rex + h) - rex) t 
1m h = gao 

It=±o 

1st also y = f(x) die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogene 
Gleichung einer Kurve, so hat dey zu einem Werte x gehih'ige Diffet'ential
quotient ('(x) die Bedeutung der trigonometrischen Tangente jenes Winkels, 

1) Von Betrachtungen 801cher .Art war Newton bei Begriindnng der Infini
tesimalrechnung (erste Publikation 1687 in der Philosophiae nat!~raUs principia 
mathematica) ausgegangenj an die Vorstellung des Verflief3ens der Zeit ankniipfend 
naunte er die Variab1en Fluenten und die Anderungsgeschwindigkeiten Fluxionen, 
die Infinitesimalrechnung Fluxionskalkul. New ton s Bezeichnung fiir den DiiTe-

rentia1quotienten der Funktion y = (x) ist ~ und erkHirt sich aus der obigen 
x 

Darlegung. 
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tvelchen die Tangente an die Kurve in dern sur Abszisse x gehOrigen Pltnkte 
mit der positiven Richtung der Abszissenachse einschlie/3f.1) 

Das Vorhandensein eines vollstandigen Differentialquotienten an del' 
Stelle x oder, was dasselbe bedeutet, die Ubereinstimmung des vorwarts 
genommenen Differentialquotienten mit dem riickwarts genommenen hat 
die geometrische Bedeutung, dai\ sich die Sekanten, welche die Kurve 
rechts von ]):[ schneiden, derselben Grenzlage nahern wie die links von 
M schneidenden, daE also die Kurve im Punkte M nul' eine Tangente 
besitzt. 

Auf die eben ausgefiihrte Betrachtung griindet sich die Aussage, eine 
Tangente habe mit der Kurve zwei vereinigte Punkte gemein, welche zu
sammen den Beriihrungsp~mkt ausmachen. 

23. Begriff des Differentials. Del' begriffliche Inhalt der Glei-

chung l' rcx + h) - ((x) _ f'( ) 
1m 1 - X, 

h=+ 0 ,~ 

welche den Differentialquotienten von ((x) an der Stelle x definiert, ist 
der, daE die Differenz r(x + h) rex) 

h- -('(x) 

durch hinreichende Einschrankung von hunter einen beliebig kleinen 
Betrag gebracht werden kannj bezeichnet man hiernach diese von x lmd 
h zugleich abhiingige Differenz mit Il, so ist Ii eine mit h zugleich unend
lich klein werdende Groi\e und 

(Cx + h) - ((x) = hf'(x) + ch, 

oder in andern, fru"her eingefiihrten Zeichen geschrieben: 

A{(x) = f'(x)Ax + c· Ax. (6) 
Von den beiden Teilen del' rechten Seite wird der zweite unendlich klein 
von hoherer Ordnung als der etste, sobald f' (x) einen bestimmten von 
Null verschiedenen Wert hat, da 

lim -;--~~ = lim __ E_ = 0; 
LI",=±O t (x).dx ((x) 

1) DaB Problem del' 'rangentenbestimmung an eine ebene Kurve bildete bei 
Leibniz den Ausgangspunkt fill' die Erfindung der Differentialrechnung (erate 
Publikation 1684 in den Leipziger Acta ~ruditorU1n; del' 'ritel del' kurzen Notiz 
enthiUt in seinen ersten 'Worten: Nova methodus pro maximis et minimis, item
qne tangentibus ... den Hinweis auf den Grundgedanken), del' er auch den Na
men gegeben. 
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das erste Glied ist also del' Hauptteil del' Anderung .df(x) und wurde 
von Leibniz unter dem Namen Differential del' Funktion eingefiihrt und 
mit df(x) bezeichnet. Danach ist 

df(x) = {'(x).dx; (7) 

wendet man diese Gleichung auf die Funktion f(x) =X an, so folgt 

dx ~ Ax, (8) 

so daB fUr diese Funktion die Begriffe "Anderung" und "Differential" ein
ander decken, wie ja fUr sie auch Differenzenquotient und Differential
quotient iibereinstimmen; naoh diesel' Bemerkung kann 

geschrieben werden. 
df(x) = {'(x)dx (9) 

Formell t'sf also das Differential df(x) einer Funktion das Produkt 
aus ihrem Diff"erentialquotienten und dent Differential der Variablen; be
grifflich stellt es eine GrofJe dar, de;ren Unlet"schierZ gegen die Anderung 
Af(x) del' Fttnktion durch gehOrige Einschrankung von dx im Verhiiltnis 
zu letzterer GrofJe dmn Betrage nach beliebig klein gemacht 1cerden kann, 
indent zttfolge (6), (7) und (8) 

lim .d f(xt-= d f(x) = O. 
dx=±O dx 

Aus del' Definitionsgleichung (9) folgt: f' (x) = d ~.~); dies hat zu: 

nachst den Sinn, daB (' (x) del' Grenzwert von .d 1;) bei gegen Null kon

vergierendem Ax (und .df(x» ist. Auf diesel' Darstellung von {'(x) be
ruht abel' auch del' Name "Differentialquotient" (Quotient aus dem Diffe
rential del' Funktion durch das Differential del' Variablen) und die von 

Leibniz clafUr eingefuhrte Bezeichnung ddf(X). 
x 

Aus del' Gleichung (9) erkHirt sich auch die fiir den Differential
quotienten von Lacroix 1) eingefiihrte Bezeichnung "Differentialkoeffi
zient" (= Koeffizient des Differentials d x), die heute noch in englischen 
Schriften ubli.ch ist. 

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion und die 
ihres Differentials laufen hiernach im Wesen auf dasselbe hinaus; in
dessen ist ersteres die primare Aufgabe, ihre Durchfiihrung wird vorzugs-

1) TraiM du Caleul Differentiel et du Calenl Integral, I. Band (1810), p. 240. 
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weise als Differentiation der Funktion bezeichnet; indessen belegt man 
auch das Bilden von Differentialen mit diesem N amen. 

In den beiden Fiillen von 22 hat das Differential folgende Bedeutung. 
1st f(x) der in der Zeit x zuriickgelegte Weg, also ('(x) die im letz

ten Augenblicke dieser Zeit herrschende Geschwindigkeit, so stellt das 
Differential df(x) = {'(x)dx den in dem Zeitintervall (x, x + dx) he
schriebenen Weg urn so genauer dar, je kleiner dX, und es liiBt sich d x 
so klein wiihlen, daB der Unterschied zwischen dem wirklich zuriickge
legten Weg Llf(x) und diesem df(x) im Verhiiltnis zu dx dem Betrage· 
nach beliebig klein wird. 

Wird ((x) in den Ordinaten einer Kurve zur Darstellung gebracht, 
so ist df(x) = ((x)· dx = dx· tga = QR (Fig. 3 S. 44) die Anderung1-
welche die Ordinate der Tangente bei dem Ubergange von x zu x + a x 
eriahrt; dies unterscheidet sich von del' Anderung del' Ordinate der Kurve,. 
von Llf(x) = QM', urn so weniger, je kleiner ax, und wieder kann dx 

. h .. kt d dad V hoo lt' ,d(x) - d(x) EM' d so emgesc ran wer en, aJ.l as er a ms dx = MQ em 
Betrage nach belie big klein wird. 

§ 2. Allgemeine Satze iibel' Difl'erentiation. 

24. Differentiation eines Aggregats. Sind f(x), g(x) zwei in 
dem Intervall ((x, (J) stetige und differenzierbare Funktionen, so sind auch 
die Aggregate f(x) ± g(x) 
daselbst differenzierbar; denn der Differenzenquotient 

rcx + h) + g(x + h) - {rex) + g(x)} = r(x + h) - (x) + g(x + h) - g(x) 
h h - h 

konvergiert unter den obigen Voraussetzungen mit gegen Null abneh
mendem h gegen eine bestimmte Grenze, und es istl) 

D[f(x) + g(x)] = ((x) ± g'(x). (1) 

Die Formel kann leicht auf Aggregate aus einer beliebigen endlichen An
zahl VOll Bestandteilen ausgedehnt werden und gibt den Satz: Der Diffe
rentialquotient eines Aggregats ist das aus den Difrerentialquotienten der 
Bestandteile analog gebilaete Aggregat. 

1) .Aus Grunden einfacherer Darstellung wird links D fur D., geschrieben 
und rechts von einer anderen Bezeichnung fur die Ableitung Gebrauch gemacht. 
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1st die Funktion g(x) konstant = c, so ist ihr Differentialquotient 
Null und Formel (1) gibt dann 

D[f(x) ± c] = (,(x). (2) 
Hiernach verschwindet ein konstanter Summand beim Differentiie'ren, mit 
anderen W Ol·ten: Zwei Funktionen, welche sich nnr wm eine l1,dditive Kon
stante -roneinander ttnterscheiden, stimmen im Differentialquotienten iiberein. 

25. Differentiation eines Produkts. Wenn jede der beiden 
in dem Intervalle (a, fJ) stetigen Funktionen fleX), f2(X) daselbst diffe
renzierbar ist, so gilt das gleiche fiir ihr Produkt f1 (x) f2(X); denn der 
auf dieses Produkt beziigliehe Differenzenquotient HiBt folgende Umfor-
muug zu: f1 (x + h)fi (x + h) - f1 (x)f! (x) 

h 

~~+~~~+~-~~~~+~+~~~~+~-~~~~ - , h -- ----

= f1 (x + ::) - f1 (x) fs(x + h) + fl (x) f2iX+_~ - fL('E2; 

liiBt man h zur Grenze gehen, so ergibt sich auf Grund der gemachten 
V oraussetzungen folgende Regel: 

D[h (x) fs(x)] = ft'(x)rix) + h (X)f2'(X). (3) 
Kommt zu dem Produkt noeh ein drittel Faktor fs(x) hinzu, welcher 

dieselben Bedingungen erfiillt wie die beiden ersten, so ist zunachst 

DUfl (x»),; (x)} fs (x)] = fa (x) . D { fl (X)f2(X)} + h (X)f2(X)fs' (x) 
und wenn man im ersten Gliede reehts aus (3) substituiert, 

D", {fl(X)f2(X)fs(x)) = ft'(x)fix)fa(x) + fl(X)f2'(x)fs(x) + fl(X)fkc)fs'(x). (4) 
Die Formel HiBt sieh auf dem angedeuteten Wege auf jede beliebige An
zahl von Faktoren ausdehnen und enthalt den Satz: Det· Diff'n'ential
quotient eines Produktes von n Funktionen wird gebildet, ·indem man ,iedes
mal nur einen Faktor durch seinen Differentialquotienten ersetzt und aUe 
so gebildeten n Prodttkte zu einer Swmme vereinigt. 

Wenn in der Formel (3) die Funktion f2(X) konstant = c angenom
men wird, so ist f2' (x) = 0 und die Formel verwandelt sich in 

D{c(;(x)}=cft'(x). (5) 
Hiernaeh geht ein konstanter Faktor unveriindert als Faktor in den Diffe
rentialquotienten iiber. 

Wird die Formel (4) auf n FUllktionen fl (x), f2(X), ... , fn(x) ausge
dehnt und sodann durch das Produkt der Funktionen selbst dividiert, waf! 
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nur bei solchen Werten von x zuliissig ist, die das Produkt nicht auf 
Null bringen, so ergibt sich die F ormel : 

D{t,.(x)f.(x).·.fn(x)} _ f/(x) + t;'(x) + ... + f;(x) • (6) 
f t (x) f. (x) ... fn (x) - f t (x) f. (x) fn (x) , 

aus ihr folgt, wenn aUe Faktoren hex), t;(x), ... , fn(x) ein und dieselbe 
Funktion (x) bedeuten, die weitere Formel 

D {{(x) } n r (x) 
{f(x) } n = n f(x) , 

und nach Beseitigung der Nenner: 
D{f(x)}n = n{f(x) }n-l(ex). 

1st (x) = x, so gibt dies wegen D"x = 1 

(7) 

(8) 
Hierdurch erscheint der Differentialquotient einer Potenz der Variablet~ 

bestirmnt, nach dem Gange der Herleitung vorliiufig nur fiir den FaU eines 
positiven ganzen Exponenten. 

26. Differentiation eines Quotienten. Der Quotient :~:~ zweier 

in dem Intervalle (IX, (3) stetigen Funktionen ist unter der V oraussetzung, 
daB im ganzen Intervalle mit Einschlull seiner Grenzen g(x) =F 0, eben
falls eine stetige Funktion und besitzt iiberall einen Differentialq uotienten 
wenn dies fiir die Funktionen (x) und g(x) gilt. Warde jedoch an einer 
oder an mehreren Stellen des Intervalls g(x) = 0, so hort dort die ge
brochene Funktion auf, definied und im allgemeinen auch stetig zu sein; 
die folgende Entwicklung gilt also mit .AusschluB solcher singularen Stellen. 

Mit dem Differenzenquotienten von ;~:~ kann nachstehende Trans
formation ausgefiihrt werden: 

rcx + h) f(x) 
-UCX+h) - gr;;fy _ rex + 71) g(x) - f(x) 9 (x) + f(x)g(x) - rex) g(x + h) 

11 - hg (x) g(x+ 11) 

f(x + h~ - (x) g(x) _ f(x) g(x + hi - g(x) 

g(x)g(x+ 11) 

bei dem Ubergange von h zur Grenze Null ergibt sich hieraus 

D ((x) = f'(x) 9 (x) - ((x) 9 '(x) . (9) 
y(x) {g(x)}' 

Es ist also det· Differentialquotient eines Quotienten gleich dem Pro
dukte des Nenners mit dem Differentialquotienten des Ziihlers, vermindert 

Czuber, Vorlesullgcn. I. 4. Auf!. 4 



50 II. Abschnitt. § 2. Allgemeine Satze iiber Differentiation 

um das Produkt des Ziihlers mit dem Differentialquotienten des Rennet's, 
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert. 

Eine erhebliche Vereinfachung erfahrt die Formel, wenn die Ziihler
funktion ((x) konstant = c ist: alsdann ist 

D _c_ = _ ~'(xt, (10) 
9 (x) { 9 (x) } 2 

Setzt man hier c = 1 und g(x) = xn, wobei unter n eine positive 
gauze Zahl verstanden sein solI, so ist, weil Dxn = nxn-l, 

nxn - 1 
Dx-n= - -2-n- = - nx-n-t, 

x 
(11) 

wodurch die Gultigkeit der Formel (8) auch fur negative ganze EXIJo
nenten erwiesen ist. 

27. Differentiation inverser Funktionen. 1st (A, B) das Ge
biet einer in dem 1ntervall (a, (j) monotonen stetigen Funktion y = ((x) 
v\"Jn x, so gehOrt zu jedem Werte von y aus dem 1ntervall (A, B) ein und 
nur ein Wert von x, so daB zugleich x als Funktion von y bestimmt ist: 
x = cp(y), und zwar ist x ebenfalls mono ton und stetig; denn x und y 
durchlaufen ihre beziiglichen 1ntervalle (a, (j) und (A, B) gleichzeitig 
stetig. Man bezeichnet ((x) und cp(y) als inverse Funktionen odeI' cp(y) 
als die Umkehrung von ((x) (12); zwischen ihren Differentialquotienten 
besteht eine einfache Beziehung, 

Sind namlich x, y und ebenso x + Ax, y + Ay zusammengehorige 

Werte, so ist :~ del' Differenzenquotient del' Funktion1(x), ~~ del' Diffe

renzenquotient von cp(y); diese beiden Differenzenquotienten sind rezi
prok und bleiben es, wie klein auch Ax und Ay werden mogen; folglich 
sind auch ihre Grenzwerte, falls solche vorhanden und bestimmte von 
Null verschiedene Wede sind, also die Differentialquotienten von ((x) in 
bezug auf x und von cp (y) in bezug auf y, reziprok, d. h. 

Dil/(x) . Dycp(y) = 1. (12) 
Die Diffe1'entialquotientcn zweier inverse;; Funktionen sind also fur 

jedes Paar zusammengehoriger Werte det' Vm'iablen x, y reziprok. 

Konvergiert ~~ an einer Stelle x gegen die Grenze Null, so hat ~; 
an der zugehorigen Stelle y den Grenzwert 00 und umgekehrt; ist also 
eine der .Ableitungen ('ex), cp'(y) an einer Stelle x1y Null, so hat die an
dere an derselben Stelle einen unendlichen V{ ert. 
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Die Ergebnisse erlangen anschauliche Bedeutung, wenn man y = {(x) 
als Gleichung einer Kurve (Fig. 4) auffaBt; dieselbe Kurve ist auch durch 
die Gleichung x = r.p (y) dargestellt und del' Unterschied beider Darstel-
I ungen liegt lediglich darin, daB das erstemal x, das Y 

B 1-------..... 1<' zweitemal y als die unabhangige Veranderliche auf-
gefa.Bt wird.1) Del' DifferentialquO'tient D,,{(x) ist die 
trigonometrische Tangente des Winkels a, welchen die 
Tangente MT mit del' pO'sitiven Richtung del' Ab
szissenachse bildet, Dy'P (y) die trigonO'metrische Tan
gente des Winkels b, welchen dieselbe Tangente mit 
del' pO'sitiven Richtung del' Ordinatenachse einschlieBt, 

Fig. 4. 

und da a + b = ; , so ist tg a . tg b = 1; dies also ist del' geometrische 

Inhalt del' Formel (12). Wird in einem Punkte, wie E, D,x/(x) = 0, sO' ist 
dort die Tangente parallel zur Abszissenachse, ahlO nO'rmal zur Ordinaten
achse, folglich Dy'P(Y) = 00 an diesel' Stelle; und wird, wie in F, 
Dz{(x) = 00, sO' ist die Tangente normal zur Abszissenachse, alsO' par
allel zur Ordinatenachse, dll-her D y 'P (y) = 0 an diesel' Stelle. 

1 

Wendet man die Formel (12) auf den Fall y = xm, x = ym a.n, WO' 
1 

unter m eine positive ga nze Zah1, unter xm del' positive reelle Wert von 
'vx verstanden werden solI und x auf positive Werte beschrankt bleiben 
muS, wenn rn eine gerade Zahl ist, so findet sich mit Benutzung von (8) 
nach Formel (12) 

1 

Dxm. rnym-1 = 1, wOl'aus 
!- 1 1 1 ~-1 

Dxm=---=_--=-Xm ; mym-l m-1 'Ill 

'IIlX m 

1 

und tragt man nun in die Formel (7) ((x) = xm ein, so kO'mmt 

!: ",-=--1 1 ~-1 n ~-l 
D xm = n x m . - x'" = - xm , 

'Ill In' 
(13) 

dadurch ist die Gtiltigkeit del' Formel (8) fur positive gebrochene Expo-

1) Will man bei der umgekehrten FUllktion x = rp(y) die unabhangige Va
riable wieder x, die abhangige y nennen und sie hiernach in demselben Koordi
natensystem darstellen, so hat man die Bildkurve EF an der Halbierungslinie des 
Winkels XOY zu spiegeln; die neue Kurve gehOrt dann zur Gleichung y = rp(x), 

4* 
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" 
nenten dargetan. Wird schlielnich in der Formel (10) c = 1 und g(x) = xm 
gesetzt, so ergibt sich mit Benutzung von (13) 

n .':-1 
n -.-a;m n 

-- 1n n ---1 Dx m= _____ = --x m 
2n m (14) 

xm 

und Formel (8) ist nUll auch auf negative gebrochene Exponenten erweitert. 
Sie gilt also fiir jeden rationalen Exponenten. 

28. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. Es sei 
U = f/J(x) eine eindeutige stetige Funktion von x, y = feu) eine eindeutige 
stetige Funktion von u, so ist miUelbar yauch eine eindeutige stetige 
Funktion von x:y = f[rp(x)J; man nenntin solchem Falley eine susammen
gesetste Punktion von x oder auch eine Punktion von ciner Funktion von x. 

Ein bestimmter Wert von x hat einen bestimmten Wert von tt und 
dieser einen bestimmten Wert von y zur Folge, und besitzt rp(x) an del' 
Stelle x und f( u) an der Stelle u einen Differentialquotienten, so hat auch 
f(q:>(x)] an del' Stelle x einen Differentialquotienten. Geht man namlich 
von x zu x + Ll x liber, so erfahren auch u, y gewisse Anderungen 
Llu, Lly, und es ist 

~: der Differellzenquotient von u in bezug auf x, 

Lly 

" " y " " " u, Llu " 

Lly 
L1 x " " " y 1) " "x; 

zwischen diesen drei Differenzenquotienten besteht aber die Beziehung 
Lly Lly Liu 
Llx = LIlt' Lix 

und bleibt bestehen, wie klein auch Llx werden mogej somit besteht auch 
zwischen den Grenzwerten die Beziehung 

D",y = D,,'Y . D",u. (15) 
1st v = 7fJ(x), U = f/J(v), y..., feu), 'Y also durch zweifache Vermittlung 

eine Funktion von x, so ergibt sich durch ahnliche Schliisse 

DJj = Du'Y • DDt! . D",v. (16) 

Um also cine Variable y, welchc durch mehrfaehe ei,zdeutige Vermitt
lung von u, v, w, ... s mit del' Variablen x susammenhiingt, nach diesel' 
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letzteren zu elifferentiieren, bilde man eler Reihe nael. die Ditferentialquotienten 
von y nach tt, von it nach v, von v nach w, ... schliefJUch von z nach x, die 
alle als vorhanden 1:orausgesetzt werden,. dann ist dCt· Differentialquotient 
von Y 'flack x gleick dem Proelukte aller elieser Differentialqnotienten. 

Die letzte Variable, hier in allen Fallen x, gilt als die unabhiingige. 
Multipliziert man die Gleichung (15) mit dX, so ergibt sich 

ely = f'(u)eltt, 

d. h. das Differential von y ist, obwohl y in letzter Linie von x abhiingt, 
genau so zu bilden, als ob y eine Funktion der Hilfsvariablen u ware. 
Will man die Abhiingigkeit von x im Differential zum Ausdruck bringen, 
so beachte man, daB elu = rp'(x) elx ist, in Folge dessen schreibt sich auch 

ely = f'(tt)rp'(x)elx. 
Die Formel (7) erweist sich nunmehr als ein besonderer Fall der 

Formel (15), wenn man u = ((x) und y = un setzt. 
Nimmt man in (15) u = ax + b, y = tt", wo n nun jeele rationale 

Zahl bedeuten kann, so ist (21) 

D",(ax + b)n= na(ax + b)n-l. 

§ 3. Differentialquotienten del' elementaren Funktionen, 
c 29. Die Potenz. 1m Verlaufe des letzten Paragraphen wurde fUr 

die Differentiation der Potenz y = xn die bei jedem rationalen Exponenten 
n geltende Formel: D",xn = nxn - l (1) 
abgeleitet. Bei negativem n ist der Wert x = 0 als Unstetigkeitspunkt 
auszuschlieBen. 

Diese Formel in Verbindung mit den Satzen des vorigen Paragraphen 
setzt uns in den Stand, alle expliziten algebraischen Funktionen zu 
differentiieren. 

1. Fur die ganze Funktion 

y = ooxn + alxn- l + ... + an_lX + an 
hat man unmittelbar (24-, (1), (2); 20, (5)) 

Dy = naoxn- l + (n -1)alxn - 2 + ... + an_l; 

die Ableitung einer ganzen Funktion ist sonach eine ebensolche Funktion 
von nlichst niedrigerem Grade. 

2. Die gebrochene Funktion 
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aox" + at xn-1 + ... + an 
Y=box'" + btxm 1+ ... + b", 

Iii-Bt Differentiation zu an allen Stellen, an welchen del' Nenner nicht 
verechwindet, und zwar ist dann (26, (9») 

D A-B 
Y = (bo xm + ... + bm)~' 

wo A = (boxm+ ... + bm) (naoxn - l + ... + an_l) 
B = (aox" + ... + an) (mboxm - 1 + ... + b11l _ 1)· 

Z. B. Y = :: + ~ gibt fur jeden Wert von x einen Differentialquotienten, 

weil der N enner fur keinen reellen Wert von x N uil wird, und es iet 
8xS 

Dy = (x'+ 1)~; 

dagegen wird Y = x: + 11 unstetig an den Steilen x = - 1 und x = + 1, x-
fiir welche die Definition ihre Geltung verliert; mit AusschluB dieser 
Stellen oder, genauer gesprochen, ihrer iibrigens beliebig kleinen Um-
gebungen gilt durchwegs D 8xS 

y= - (x'-l)!' 

3. Die Differentiation einer Wurzel aus einer rationalen Funktion 
erledigt sich durch Verbindung von 28, (15) mit den vorangehenden Fallen. 

1st z. B. Y = V:: + ~, so beachte man zunachst, daB x auf das Intervall 

(1, + (0) beschrankt werden muB; davon ist der Anfangswert 1 auszu

schlieBen als Unstetigkeitspunkt; setzt man u = ~+ 11 , so ist x-
1 1 1 D y=-u-"2'=-

u 2 2y'u' 

folglich D = _ ~l/X.S 1. X4+ 3x 2 +2x. 
xY 2 JI Xi + 1 (XS - 1)' 

30. Der Logarithm us. Der mit del' Funktion y = logax, wo a >0 
und x > 0 ist, gebildete Differenzenquotient ist 

loga(x + h) -logax = ~ I (1 + ~) . 
h h oga x' 

setzt man ~ = E, so vollfiihrt Emit h zugleich den Grenziibergang zu ± 0, 

Bomit ist 1 [ !'J 
Dxlogax=-loga lim(1+E)8 . (A) 

x .=±o 
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Die Existenz und endgiiltige Bestimmung des Differentialquotienten hiingt 
1 

also davon ab, ob sich del' Ausdruck (1 + E)-;-bei gegen Null abnehmen
dem Betrage von E einem bestimmtem Grenzwerte niihert und welches 
diesel' Grenzwert ist. 

Wir lassen E zuniichst die Reihe del' reziproken natiirlichen Zahlen 
durchlaufen, betrachten also den Ausdruck 

(1 + ~ r (B) 

fiir ein bestandig wachsendes positives ganzes n. Dann ist 

(1 + ~)n = 1 + ~ . ~ + n(n -1) ~ + n(n -- 1) (n - 2) ~ + 
n 1 n 1 .- 2 n 2 1 . 2 . 3 n 5 

... + n(n - 1) ... 1 ~ 
1.2 ... n nn 

(C) 

... + (1-~)(1-~) ... (1- n: 1). 

1· 2 ... n ' 

mit wachsendem n nimmt jedes Glied del' rechten Seite vom dritten an
gefangen zu und .es wachst die Anzahl del' durchwegs positiven Glieder, 
somit wachst del' Wert des Ausdruckes (B) mit zunehmendem n un auf
horlich, bleibt abel' doch, wie groB auch n werden moge, schon von n = 2 
angefangen kleiner als 

1 1 1 1 1 + T + 1:2 + ~ + ... + 1~ = an' (D) 
Die Zahl an selbst, die mit wachsendem n immer groBer und groBer 

wil'd, bleibt doch bestandig kleiner ala 3; denn es ist 
1 1 

1 1 1 1 2"-2 1 
a <1+--+- +-+ ... +---=2+----=2+1--<3. (E) 

" 1 2 2" 2"-1 ..!:..-1 2n - 1 

2 

Sind all «2' ... , ar positive echte Briiche, so ist!) 

1) Es ist namlich (1 - a l ) (1 - ( 2) = 1 - (al + IXt ) + a l at) 
daher (1 - a l ) (1 - a,) > 1 - (al + at) j 
multipliziert man beiderseits mit der positiven Zahl 1 - at und wendet rechts 
denselben SchluB an, 80 wird 

(1 - a l ) (1 - ail) (1 - as) > [1 - (al + "t)] (1 - as) > 1 - (a1 + at + as) usw. 
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(1 - ( 1)(1 - ( 2 ) ••• (1- txr) > 1 - Cal + as + ... + ar); 
wendet man dies auf die Zahler der rechten Seite in (0) an, so iet 

1 1·2 1 - -- = 1 - ----
n 2n 

(1 - ~\ (1 - ~) > 1 - ~ (1 + 2) = 1 - ~~~ n} n n 2n 

1- - 1- - 1- - > 1 - -(1 + 2 + 3) = 1 --( 1)( 2)( 3) 1 3·4 
n n n n 2n 

1-- 1-- ... 1- -- > 1--[1 + 2 +···+n-1]= 1------.:· ( 1)( 2) (n-1) 1 ---- (n-1)n 
n n n n 2n ' 

infolgedessen ist der Ausdruck (B) fur jedes noch so groBe n groBer als 

1 + ~ + i\ (1_ 1;=) + 1.~.3(1- ~.:) + ... + l'2~ .. n( 1-n(~:!2) =1 + + 
1 1 1[ 1 1 1 J 1 

+i--=2+"·+~2 ... n-2n 1+T +1.2+···+1.2, .. (n-2) =a"-2n an _ 2 

und weil an_2 < an, in verstiirktem MaBe groBer alB 

an (1- 21n) = bu' 

• 

(F) 

Es sind auf diese Weise zwei unbegl'enzt fortsetzbare Folgen ratio
naler Zahlen 

{all a2' as • ... 
bll b2 , ba, •.. 

bestimmt del'ltrt, da13 von n = 2 angefangen fortab der Wert von 

(1 + 1~r 

(G)' 

zwischen den entsprechenden Gliedern an' bn eingeschlossen ist, so daB 

b,,< (1 + ~r< a,,; . 
da abel' die Differenz an - b,. durch Wahl von n kleiner gemacht werden 
kann als eine beliebig kleine positive Zahl, indem zufolge (F) und (E) 

a -b = an <-~ 
n 10 2n 2n' 

so bestimmen die beiden Zahlenreihen (G) einen Belmitt (2); diesem 
Schnitte entspricht eine Zahl, welche gegenwiirtig allgemein mit e be
zeichnet wird 1), und diese Zahl ist del' Grenzwert, welchem sich del' Aus-

1) Die Bezeichnung ist von L. Euler eingefiihrt und seit 1735 konsequent 
gebraucht worden. Zu allgemeiner Anerkennung gelangte sic erst spa.ter. Lap I ace 
beispielsweise benutzt noch den Buchstaben c. 
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dl'uck (B) mit bestlindig waehsendem n nahe1't; es ist also 

lim (1 + ~)"= e. (H) 
"=+00 n 

Zur Bestimmung dieser Zahl e ist jede der beiden Zahlen1'eihen (G) 
gleich geeignetj wir benutzen dazu die einfachere 

all a2 , as, ... 
1 1 1 1 1 1 

d. i. 1 + T' 1 + r + :t:2' 1 + T + G2 + 1T.3' ... 

deren zehntes Glied bereits 7 festbleibende Dezimalstellen gibt, so daB auf 
so viele Stellen genau 1) e = 2,7182818 

Es bleibt nul' noch zu zeigen, daB der Grenzwert des AusdTUckes (B) 
auch dann die Zahl e ist, wenn man von der Beschrankung des n auf' 
positive gauze Zahlen abgeht. Zunlichst trete an die Stelle von n die 
positive stetige Variable Zj ihr jeweiliger Wert wird, wenn e1' nicht eine 
ganze Zahl ist, zwischen zwei aufeinanderfolgel1de ganze Zahlen, n uud 
n + 1, zu liegen kommen, so daB 

n<z<n+l; 
1 1 1 

daraus folgt, daB 1 + n > 1 + z > 1 + n+1 
und in verstarktem Grade 

(1 + -.!:..)"+l> (1 + -.!:..)z> (1 + _1 )". 
n z n+ 1 ' 

del' erste Teil dieses Ansatzes (1 + ~ r + 1 = (1 + ~ r (1 + ~) konvergiert 

laut (H) mit wachsendem n gegen die Grenze e, weil del' zweite Faktor den 

Grenzwert 1 hat; der dritte Teil (l+n~S'=(I+n~1r+\(1+n~1) 
konvergiert ebenfalls gegen e, weil del' Divisor die Grenze 1 hat; folglich 
konvergiert auch del' eingeschlossene Teil gegp-n die ulimliche Grenze und 

es ist lim (1 + ~ r = e. (J) 
z=+oo 

Beachtet man noch, daB (1- ~) -'=(z ~ J=( 1 + z -=-1)'=(1 + z 1 1)·-1 
(1 + z -=- 1)' und liiBt nun Z gegen + 00 konvel'gieren, so hat del' erste 

Faktol' rechts den Grenzwert e, der zweite den Grenzwed 1, so daB auch 

1) Auf 18 Dezimalstellen abgekiirzt, ist 

e = 2,718281828459045235 ... 
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z ~i~ (1 + ~ r = e. 

Daraus ergibt sich endlich, daB' 
1 

lim (1 + E)'= e 
,= ±o 

1st; die Formel (A) lautet demnach endgiiltig 
loga e 

D",logax =-x~' 

(K) 

(2) 

Dasjenige Logarithmensystem, welchem die Zahl e als Basis zugrunde 
liegt, wird das natiirliche Logarithmensystem genanntj es ist das in del' 
reinen Analysis ausschlieBlich angewendete, wiihrend sich das praktische 
Rechnen des gemeinen Logarithmensystems bedient, dessen Basis die Grund
zahl unseres Zahlensystems, die ZahllO, ist. Den natiirlichen Logarithmus 
·einer Zahl x werden wir mit lx, den gemeinen mit log x bezeichnen.1) 

Zwischen beiden besteht eine Beziehung, die sich folgendermaBen ergibt. 
Die Ansiitze lx = lX, log x = (J 
sind gleichbedeutend mit e"= x, 101~ = x; 
logarithmiert man aber die Gleichung 

e" = 10,~' 

im natiirlichen System, so erhalt man 
a={Jl10; 

also ist lx = l10 ·logx 
1 

und log x = 110 lx. 

Man hat demnach die natiirlichen Logarithmen mit M = 1 ~o 
= 0,434294481903 ... zu multiplizieren, urn sie in gemeine iiberzufiihren, 

und gemeine Logarithmen mit 1£ = l10 = 2,302585092994 ... zu mul

tiplizieren, urn sie in natiirliche zu verwandeln; M heiBt del' Modul des 

gemeinen, ~l del' Modul des natiirlichen Logarithmensystems. 

LiiBt man in der letzten Gleichul1g an die Stelle von 10 eine beliebige 

Basis a treten, so lautet sie log"x = ~: und gibt fiir x = e : log"e = l~ ; 
hiernach kann die Gleichung (2) auch in der Form 

1 
D,)oga x = xla (2*) 

geschrieben werden. 

1) Auch die Bezeichnungen 19 und log sind hierflir gebrauchlich. 
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Um den Differentialquotienten des natiirlichen Logarithmus x zu 
erhalten, hat man a durch e zu ersetzen und bekommt so 1) 

1 
Dlx = x' (3) 

Die Formel (3) in Yerbindung mit 28 gestattet, den Differential
quotienten des natiirlichen Logarithmus einer jeden expliziten algebra
ischen Funktion zu bestimmen. 1st z, B. 

Y = l(x+ "VI + X2), 
so setze man x + Y1 + x2 = u, und hat nun 

DuY = ~, Drxu = I + V x . 
u 1 +X2 

folglich 1 
DrxY = Vi +xl' 

Hat man we iter den Differentialquotienten von 

Y = TV1 +_x 
i-x 

u 

zu bilden, einer Funktion, welche fiir alle Werte von x mit Ausschlu6 

von - lund 1 definiert ist, so setze man u = 1 + x, V = 1Iu und rechne 
i-x 

1 1 2 
wie folgt: D1JY = v' D"v = 2VU"' D",u = (i-x)!' 

daher ]) 1 - xlI 
xY = 1 + x . (1 - x)' = 1 _ x 2 ' 

Sind Yl1 Y2' .. " Yn Funktionell von x, deren keine an del' betrachteten 
Stelle x Null ist, so ist auch Y = YIY2 ' , , Yn nicht Null und 

ly = lYl + lY2 + . , , + lYn; 

durch Differentiation diesel' Gleichul1g ergibt sich 

fly = y~ + Y2 + .. , + y'n, 
y Yl Y2 Yn' 

die l'echte Seite wird del' logarithmische Differentialquotient des Pt'oduktes 
y genanntj durch Multiplikation desselben mit y ergibt sich del' eigent
liehe Differentialquotient dieses Pl'oduktes (25 (6»., 

1) Die Einfachheit dieses Resultates gehOrt mit zu den ausgezeichneten Eigen
schaften. welche die Verwendung der natiirlichen Logarithmen in der Analysis 
rechtfertigen. 
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31. Die Exponentialfunktion. 1st a eine positive Zahl, so ist 
durch die positiven l'eellen Werte von aX eine eindeutige stetige Funktion 
definiert, Y = aX, welche als Exponentialf~mktion bezeiehnet wird. Aus ihr 

--' . 
folgt dureh Umkehl'ung x = 10gaY' Dem Satze 21 zufolge 1St also 

DxaXDylogaY = 1 

und mit Benutzung von 30 (2*) 

~.Dax=l· yla x , 

mithin ist del' Differentialquotient del' Exponentialfunktion 

Dax = ax1a. (4) 
Diejenige ExponentialgroBe, deren Basis die Zahl e, die Basis des 

natiirlichen Logarithmensystems ist, fiihrt den Namen natiir1iche Potenz; 
man findet ihren Diffel'entialquotienten aus del' Formel (4) dadul'eh, daB 
man a = e setzt; mithin ist Dff" = ff". (5) 

Die natiirliche Potenz hat also an jeder Stelle einen ilwem eigenen 
Werte gleichen Differentia1q~totienten. 

1st del' Exponent einer Exponentialfunktion eine explizite algebra
ische Funktion von x, so kann die Differentiation auf Grund des Satzes 28 

1 

ausgefiihrt werden. 1st 
Stelle x = a, 

z. B. y = ex-a, so hat man, mit AusschluB del' 
1 1 .-

Dy = - ( 'Iff"-a. x-a) 

Nun sind wir imstande, jede Funktion zu differentiieren, welche die 
Form einer Potenz hat und deren Basis und Exponent algebraische 
Funktionen von x sind. Sind namlieh u, v zwei algebraische Funktionen 
von x (die erste von beiden positiv) und Y = ?~', so kann dies wegen 
dl/, = u auch in del' Form y = e· 1u dargestellt werden, mithin ist 

D .IU{ '1 +VU'} "{ '1 +u'V} y=e vu u =u vu-u-' 
Del' einfachste Fall u = v = x fiihl't zu del' Funktion XX und ihrer 

Ableitung Dx'"= x'"{lx + 1}. 
32. Die trigonometrischen Funktionen. Die geometrische De

finition HiBt eine Eigenschaft diesel' Funktionen erkennen, welche ihnen 
untel' den elementaren allein zukommt: die Periodizitat. Es andel'll nam
lich die Funktionen sin, cos, sec, cosec ihren 'tVert nieht, wenn man das 
Argument um 27t vermehrt oder vermindert, sie haben die Periode odeI' 
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den Periodizitatsmodul2n; ein analoges Verhalten zeigen die Funktionen 
tg, cotg in bezug auf die Zahl n, sie besitzen die Periode n. Da nun 
periodische Funktionen an Stellen, welche um ein Vielfaches del' Periode 
voneinander verschieden sind, in allen Stucken ubereinstimmen, so werden 
sie dort auch gleiche Differentialquotienten aufweisen; die Ableitungell 
del' trigonometrischen Funktionen sind somit notwendig selbst wieder 
periodische Funktionen mit del' namlichen Periode. 

Vermoge der Beziehungen, welche zwischen den trigonometrischen 
Funktionen eines Bogens bestehen, genugt es, den Differentialquotienten 
einer derselben zu beetimmen. Wir wahlen als solche 

y = sin x. 
Del' Differenzenquotient iet 

sin (x + h) - sin x 
h 

( + h) . h . h 
2 cos x 2 alll 2 11 8lll 2 

It = cos (x +2)' -h-; 
2 

konvergiert nun h gegen die Grenze Null, so hat cos (x + ~) wegen del' 

. h 
Slll-

Stetigkeit diesel' Funktion den Grenzwert von cos x, ~ abel' laut 16, 2. 
2 

den Grenzwert 1; somit ist D sin x = cos x. (6) 

Da ferner y = cos x = sin (-~ - x) und -1 del' Differentialquotient 

von ~ - x ist, so folgt aus (6) 

D cos x = D sin (; - x) = - cos (~ - x) , 
also D COli X = - sinx. (7) 

sin x cos x 
Fur y = tg x = - ---- und y "= cotO' x = -c---- erhiilt man J' etzt mit cosx I:> SlllX 

Hilfe del' Formeln (6), (7) auf Grund von 26, (9) 

Dt cos!x+8in'x D t -sin2 x-cos 2 x 
g x = ---cos'x ---, co gx = sin'x 

d. i. D tg x = sec2 x, (8) 

D cotg = - cosec! x. (9) 

Diese Formeln geIten jedoch nul' mit AusschluB jener Stellen, an welchen 
die betrachteten Funktionen nicht definiert sind, also fUr tg x mit Aus-
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schlua der Stellen (2n + 1) ; , fiir cotg x mit Ausschlua der Stellen nn, 

wo n jede positive und negative ganze Zahl oder Null sein darf(vgl.19, 1.). 
SchlieBlich erhalt man mittels der Formeln (6), (7) auf Grund von 

26, (10) fiir 
1 1 

Y = sec a; = -- und y = cosec a; = ~-cos x sm x 

sin a: D sec a; = --!- = sec a; tga; 
cos x 
cos x D cosec a; = - -. -.- = - cosec a; cotgx, sm a: 

(10) 

(11) 

wobei die Werle a; = (2n + 1); bei (10) und a; = n'lt bei (11) auszu

schlieBen sind. 

33, Die zyklometrischen Funktionen. Die Umkehrung einer 
periodischen Funktion ist eine unendlich vieldeutige Funktion. 1st niim
lich a; = fey) periodisch mit der Periode p, so gibt es unendlich viele 
Werte des Arguments, zu welchen ein und derselbe ~T ert von a; gehortj 
ist y einer diesel' Werte, so sind die andern durch y + np dargestellt, 
wobei n jede positive und negative ganze Zahl bedeuten kannj demnach 
hat die Gleichung a; = fey) bei gegebenem a; unendlich viele Losungen 
in bezug auf y, jedoch so, daB, wenn eine derselben bekannt ist, aIle iibri
gen angegeben werden konnen. 

1. Es sei x = sin Yj wird a; irgendein \Vert aus dem Intervall (- 1, 
+ 1) erteilt, so besitzt die Gleichung immer eine Wurzel in dem Intervall 

(- ; , + ;); denn wahrend y dieses letztere Intervall stetig durchliiuft, 

bewegt sich sin y stetig in dem Intervall (-1, + 1), ist also eine mono
tone, und zwar eine wachsende Funktion. Diese Wurzel definiert dem
nach eine eindeutige Funktion, welche mit 

y = arC sin a; ( A) 

bezeichnet werden und der Hauptwert von Arc sin a; heiBen solI, wobei 
unter letzterer Bezeichnung die Gesamtheit der Losungen von a; = sin y 
zu verstehen ist. Weil sin Y = sin (n - y) ist, so ist 

A . { 2 n n + arC sin a; 
rc SIll a; = 

(2n + l)n - arc sina;. 
(B) 

Die iibrigen Zweige der Funktion Arc sin a; haben also an derselben 
Stelle a; entweder den gleichen oder den entgegengesetzten Differential
quotienten des Hauptzweiges. 
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Der Differentialquotient del' neuen Funktion ergibt sich nach 27, indem 

D arc sin x . D sin y = 1; 

nach Formel 32 (6) ist aber D sin y = cos y = VI=- X2, die Wurzel mit 

dem positiven Zeichen genommen, weil cos y in dem Intervall (- ; r 

+ ;) posi ti v ist j demnach hat man endgiiltig 

D . 1 
arc SIn x = -=== . 

Vl-x2 
(12) 

2. Es sei x = cos y; die Gleichung besitzt, wenn x ein Wert aus dem 
Intervall (- 1, + 1) erteilt wird, immer eine und nur eine Losung in dem 
Intervall (0, n), weil in dies em Intervalle cos y eine monotone, und zwar 
abnehmende Funktion ist; diese Losung definiert die eindeutige Funktion 

y = arc cos x, (C) 

den Hauptwert von Arc cos x, wahrend, vermoge del' Beziehung cos y 
= cos (- y), Arc cos x = 2nn ± arc cos x. (D) 

Liillt man y in del' allgemein giiltigen Formel x = sin y = cos (; - Y) 
das Intervall (- ; , + ~) durchlaufen, so bewegt sich ; - y auf dem 

Intervall (n, 0); infolgedessen besteht zwischen den Hauptwerten arc sin x 
und arc cos x die Beziehung 

. " arc sm x + arc cos x = -2 ' 

aus welcher arc cos x = ; - arc sin x und auf Grund von (12) und 24 (2) 
1 

D arc cos x = - -=== 
Yl-x2 

(13) 
folgt. 

3. Die Gleichung x = tg Y besitzt fiir jedes x eine und nur eine Lo-

Bung in dem lntervall (- ; , + ;), wei 1 tg y in diesem Intervall eine 

monotone wachsende Funktion ist, die das Intervall (- 00, + 00) durch
lauftj diese Wurzel, del' Hauptwert von Arc tg x, definiert die eindeutige 
Funktion 

wahrend 
y = arc tg x, 

Arc tg x = nn + arc tg x. 
(E) 
(F) 

Es haben somit alle Zweige der Funktion Arc tg x an derselben 
Stelle x auch denselben Differentialquotienten. 

Aus der Beziehung D arc tg x· D tg Y = 1 
folgt dann, weil nach Formel 32 (8) Dy tg Y = sec2 y = 1 + x2 ist, 
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D arc to' x = _1 __ . (14) 
o 1 + x! 

4. Diejenige Wurzel der Gleichung x = cotg y, welche dem Intervall 
CO, %) angehort - und eine solche ist immer vorhanden, weil cotg y in 
dem genannten Intervall abnehmend von + 00 zu - 00 sich bewegt -, 
bezeichnet man als Hauptwert von .Arc cotg x und definiert durch sie die 
eindeutige Funktion y = arc cotg x, (G) 
wahrend .Arc cotg x = n% + arc cotg x (H) 
ist. 

.Auf Grund del' Relation x = tg Y = cotg (; - y) erkeunt mau wie 

in 2., daB 

woraus weiter folgt 

'1t 
a'l'c tg x + arc cotg x = 2' 

! D arc cotg x = - ---~. 1+x! (15) 

.Auf die Umkehrungen del' Funktiouen x = sec y, x = cosec y soll 
hier wegen ihres selteuen Gebrauchs nicht eingegangen werden; indessen 
kann ihre Erledigung nach dem vorangegangenen keine Schwierigkeit 
bieten.1) 

Die Formeln (1) bis (14) dieses Paragraphen in Verb in dung mit den 
Siitzen des vorigen geben die Mittel an die Hand, jede aus den elemen
taren Funktionen irgendwie durch eine endliche Folge von Rechenopera
tionen zusammengesetzte explizite Funktion zu differentiiereu. Sie sind 
die Grundformeln und Grundregeln dcr Differentialrechnung. 

34:. Die Hyp er belfun ktionen. Zu den elementaren transzendenten 
Funktionen zahlt man auch die Hyperbelfttnktionen, so genanrit, weil 
sie geometrisch mit del' gleichseitigen Hyperbel in ahnlicher Weise zu
sammenhangen wie die trigonometrischen (Kreis-)Funktionen mit dem 
Kreise. Sie sind urn die Mitte des 18. Jahrhunderts von V. Riccati mit 
den heute iiblichen Bezeichnungen eingefiihrt und ihre Theorie besonders 
von Lam bert weiter ausgebildet worden. 

1hre analytische Definition kann mit Hilfe del' natiirlichen Expo
nentialfunktion wie folgt geschehen. 1st tt die unbeschrankte reelle Variable, 

eU + e-" so wird 2 als hypel'bolischer Kosinus (cosh u), 

eU 
2 e- u als hyperbolischer Sinus (sinh u) 

1) Vgl. die Beispiele 19., 20. in 36. 
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von u erklartj mit Hilfe dieser beiden Funktionen definiert man die hy
perbolische Tangente, Kotangente, Sekante und Kosekante ganz nach Art 
der trigonometrischen Funktionen, indem man schreibt: 1) 

to"h u = sinh u 
'" coshu' 

coshu 
cotgh u = -.-h-' 

SIn u 

cosech u = ~-~ . 
8mh u 

sech U= _1_ 
cosh u ' 

Aus diesen Definitionen lassen sich Relationen zwischen den ge
nannten Fullktionen ableiten, ebenso zahlreich wie die trigonometrischen 
Formeln und von ahnlicher Bauart. Einige derselben mogen hier zusam-
mengestellt werden. 

eU + e- U 
Aus cosh u = 2 ' 

• eU_e-U 
smh u = 2 

folgt mit Riicksicht auf die anderen Definitionen unmittelbar: 

cosh u + sinh u = e< cosh 1~ - sinh u = e- U coshl!u - sinh2 u = 1 

tgh! U + sech' u = 1 cotgh2 U - cosech2 u = 1; 

die leicht zu erweisenden Identitaten: 
e2u _ e- 2u = (eu - e-u)(eu + e- u), 

2(e"+t> - e- U - D) = (eu - e-u)(ev + e-~) + (e' - e-v)(eu + e-"), 

2(e<+<' + e- u - v) = (eu + e- U ) (c' + e- D) + (e lt - e-u)(eV - e-'), 
schreiben sich nunmehr: 

sinh 2 u = 2 sinh u cosh u, 

sinh (u + v) = sinh u cosh v + sinh v cosh u, 
cosh (u + v) = cosh u cosh v + sinh u sinh v. 

Die Uberfiihrung trigonometrischer Formeln in solche liber hyper
bolische Funktionen kann mechanisch dadurch bewerkstelligt werden, 
daB man cos durch cosh, sin durch isinh ersetztj doch gilt dies nur von 
Formeln, die in sin und cos rational sind. So gibt beispielsweise cos! u 
+ sin2 u = 1 die entsprechende Beziehung cosh2 ·u - sinh~u = 1, aus 
tg2 u + 1 = secl! tt erhalt man - tgh2 U + 1 = sech2 u und somit tgh2 tt 
+ sech2 u = 1, aus dem Summensatz cos (tt + v) = cos u cos v - sin u sin v 
den Summensatz fiir hyperbolische Funktionen cosh (1£ + v) = cosh u cosh v 
+- sinh u sinh v usw.2) 

1) Nehen den hier gebrauchten Bezeichnungen sind auch andere in Verwen
dung, so €lin, (£oj, %g, (£otg, Sec, (£ojec. 

2) V gl. hierzu den Vierten Ab!\chnitt, § 4. 
a.nber, Vorlesungon. L 4. Auf!. I) 
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Die Differentiation der neuen Funktionen ist auf die der Exponen
tialfunktion zuriickgefiihrl; es ergibt sich: 

Yo 

eU e- U eU + e-u' 
D cosh t£ = -=-- = sinh u D sinh = ---- = cosh t,· 

2 ' 2 ' 

D t h _ cosh'u - sinh!u - h2 
g U - cosh2 u - sec u, 

sinh' u - cosh" u D cotgh u = . h 2 .... = - cosech2 u; 
~ SIn u 

sinhu D sechu = - --- = - tah u sech u cosh2u I:> , 

cosh u D cosech u = - --c-h2- = - cotgh u cosech u. 
SIn u 

Die geometrische Bedeutung der Hyperbel
funktionen erhiilt man durch folgellde Betrach
tung. Der Kreis in Fig. 5 sei urn 0 mit dem 
Radius 1 beschrieben. 1st 8 das Bogenma.6 des 
Winkels AOM, RS die in M an den Kreis ge-

iL-_*-n __ -"t;;--_y1egte Tangente, so hat man: 
OP = cos 8, OR = sec 8, ]}IP = sin 8, 

OS = cosec 8, MR = tg 8, AfL]}lS = cotg 8. 

Wird nun RH senkrecht zu OX und gleich MR 
Fig. 5. gemacht, so ist der Ort des so bestimmten Pnnk-

tes Heine gleichseiiige Hyperbel, die A zu einem ihrer Scheitel hat; be
zeichnet man namlich die Koordinaten von H mit x, ,!}, so ist 

x = sec 8, y = tg 8, folglich Xll_ y2 = 1. 

Vergleicht man diese Gleichung mit 

cosh2 u - sinh2 u = 1, 
so folgt, daB auch cosh u = 0 R, sinh u = HR 
gesetzt werden kann. 

Man iiberzeugt sich ferner, daB der Halbmesser 0 H der Hyperbel 
auf der Tangente in A eine mit M P gleiche Strecke abschneidet und 
daB die Tangente der Hyperbel im Punkte H durch P geht; denn es ist 

_A 1:'" =.Q.~ woraus A V = sin 8 = MP' RH OR' , 

weiter ist der Richtungskoeffizient der, Tangente (22, 2.): 

Dy = DYx-2 -1 = ~ =;~ 
y smO' 
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y tg/) 1 es ist aber auch to" RP H = --"--- = ------ - - --
o x - cos /) sec /) - cos /) - sin 0 ' 

so daB tatsachlich HP die Tangente ist; zugleich folgt hieraus 

OT 1 
OP sin /) und OT = cotg (J. 

Auf Grund diesel' Ergebnisse el'kennt man, daB die Hyperbelfunk
tionen durch die MaEzahlen folgender Strecken, gemessen mit O.A, dar

gestellt sind: 0 R = sec (J = cosh u If 0 P = cos (J = sech tt 

H R = t~ (J = sinh u 1-' 0 T = cotg (J = cosech u 

A V = sin (J = tgh u OS = cosec (J = cotgh u. 

An dieser geometrischen Darstellung ist es leichter, den Verlauf der 
Funktionen zu verfolgen, als an deren analytischen Definitionen. 

Die Analogie erstreckt sich auch auf die Bedeutung der Argumente: 
die trigonometrischen Funktionen konnen, da 1- (J die FHiche des Sektors 
OAM ist, auch als Funktionen des Doppelten dieses Sektors aufgefaBt 
werden; in der IntegraIrechnung wird gezeigt werden, daB -~-u die Flache 
des Hyperbelsektors 0 AH ist. 

Der Zusammenhang zwischen den beiden Al'gumenten u, (J ergibt 
sich in folgender Weise: Die Gleichung 

coshtt + sinh u = eU 

laSt sich im Hinblick auf die vorstehenden Beziehungen zwischen trigo
metrischen und hyperbolischen Funktionen auch schreiben 

sec (J + tg (J ';= eU ; 

die weitere Verfolgung dieses Ansatzes gibt: 

1 + sin 0 1 + cos (; - (J) n (J n (J 

-COB 0-- = . (n ) = cotg 0-- :l) = tg (4' + 2) = eU
, 

sm --0 
2 

woraus u = l tg (: + :). 

Diese Gleichung bildet die Gl'undlage der nach Mercator (G. Kre
mer) benannten Kai:tenprojektion, bei der sich das Netz der Parallel
kreise und Meridiane als ein geradlinig-rechtwinkliges Netz abbildet; es 
bedeut~t namlichu den Abstand des Parallelkreises von der geographi-
2chen Breite (J vom Aquator im Bilde, vorausgesetzt, daB der Aquator
radius als Einheit genom men wird. Mercator selbst hatte diese Leit-

5* 
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gleichung- seiner Kartenprojektion (1569) nicht angegeben; ihr angenaher
ter Inhalt wurde erst spater (1599) von E. Wright und noch erheblich 
spater (1645) die Gleichung selbst von H. Bond als solche erkannt. 

Man nennt f) die "hyperbolische Amplitude" von u oder auch Lam
berts transzendenten Winkel; durch seine Vermittlung werden die Hy
perbelfunktionen berechnet und tabellarisiert. Der letzte Ansatz gibt flir 
die Hyperbelamplitude die Darstellung 

f) = 2 arctg (fk - ~ • 
2 ' 

es sind Tabellen berechnet worden, die zu gegebenem u das zugehorige 
() angeben und so die Ermittlung der Hyperbelfunktion aus trigonome-. 
irischen Tafeln gestatten.1) 

Man kann auf die Hyperbelfunktionen den ProzeB der Umkehrung 
ebenso anwenden wie auf die Kreisfunktion und gelangt dadurch zu einer 
neuen Gruppe elementarer Funktionen, flir die der Name hyperbolische 
Areafunktionen (mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung des Ar
guments u) und die Bezeichnungen arsinh, arcosh, usw. vorgeschlagen 
worden sind. Aber so wie sich die Hyperbelfunktionen durch die Ex
ponentialful1ktion, so lassen sich ihre Umkehrungen durch logarithmische 
Funktionen darstellen. Man braucht nur die jeweilige Definitionsgleichung, 
indem man gleichzeitig den Wert der Funktion mit einem Buchstaben, 
z. B. ~, bezeichnet, nach u aufzulosen. So ergeben sich denn aus den An-

slitzen 

u -u e -e 
tgh u = -u = x, 

eU+e 

eU + e- U 

cosh u = -_._- = X 
2 

eU + e- U 
cotgh u = u--=U = X 

e -e 

unter Beachtung der Realitatsforderung durch Umkehrung die folgenden 
Darstellungen: 

arsinh x = l(x + yx2 + 1) arcosh x = Z(x ± 1/(;2"::":'1) 

artgh x = q/~ + : arcotghx = Z-V:+~. 
35. Beispiele. In den nachstehenden Beispielen ist der Differen

tialquotient zunachst in der Form angegeben, wie er sich bei Anwendung 

1) Bezuglich Bolcher Tafeln sei auf W. Ligowski, Tafeln der Hyperbel
funktionen, Berlin 1890; A. Forti, Nuove tavole delle funzioni iperboliche, Roma 
1892 und E. Jahnke-F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1909 hingewiesen. 
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der Regeln unmittelbar ergibt, an zweiter Stelle in seiner einfachsten 
Gestalt, mit Fortlassung der Zwischenrechnungen; in den spiiteren Bei
spielen ist nur das Endresultat mitgeteilt. 

1. Dxm ( ax'1l+ b,= mx""-l(axn+ b)P+ pxm(ax'1l+ b)p-l. nax'1l-1 
= xm- 1(axn + b)p-l[(m + np)axn + mb]. 

D_:x:_-a_ .. _ (x-b)(x-c)-(x-a)(x-c+x-b) 
2. (x _ b) (x - c) - (x - b)2(X - c)! 

bc-ab-ac+2ax-x! 
(x- WCx-c)! 

4. D(ax + b) yax2 + 2bx + c = ayax2 + 2bx + c 

5. 

6. 

+ (ax+W 2(ax+W+ac-b! 
yax!+2bx+c = - Vax!+2bx+c 

D~+Y~= 
ya1 +x!- ")/'a'-xi 

y (x + a) (x + b) 

7. Deax'+2bx+c= 2(ax + b)eax'+2bx+C. 
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a sin ax 10. Dl cos ax = - ---- = - a to' ax. COB ax I:> 

~sec!~ 
x 2 2 1 11. D 1 tg -2- = "-----,;.~ = 

~ sin x 
tg2" 

( n :1:) +sec'(-i-+~) 1 

12. Dltg 4 + 2 = t '(!!... +- X) = coS;' 
g. 4 2 

13. D . D' It '!t ( 1 SinXSeC~x) tg XSlllX = e"mx gx = esmx go; cos x to' X + --;----::--o tgx 
= tg XSlllX(l tg xcos x + sec x). 

14 D . 1-x 
. arc sm -+- = 

1 x -V1-G+~r 
1 - (1 + x) - (1 - x) 

(1 + x)! 

15. D (X arc sin x "1;------2) = arc sin x + _~ + x' arc si~~ 
V1-x! +lv 1 - x V1-x' i-x' (1-x!)'/. 

+ 1"". -x = arc sin x .1 

V 1 -=- x· J!1- x· (1 - x'),/. ) 

1 

(1 + x) Vi" 

D ( . . ) a cos x a sin x 
arcsm (asm x) + arc cos (a cos x) = ,/ + . 

r 1 - a" sinix V1-a" cos'x 
16. 

17. D arc tg (-Va -b tg .::.) 
a+b 2 

1 1 /a -b 2 x 1 y(l!-=-bi 
-1-+-a--=-b-t • ~ V a +-1)' sec 2' 2= 2 (a + b cos x) . 

a+b g 2 

18. D -1 b+acosx arc cos ---- = 
a + b COB X V1 _ (li.+ a cos X)" 

a + b cos x 

- a(a + b coax) sin x + b (b + a coax) sin x Vat --6" 
------ (a + b cos xr-~--- = a+ b coSx . 

19. D arc sec x = D arc cos 1 
-1 -1 1 

x 

1) Del' Bruch x a_rc ain x ist hier ala Produkt del' drei Faktoren x, arc sin x, 
Y1-x' 

1 -= behandelt worden. 
V1 -x' 
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20 D D · 1 1 -1 1 
. arc cosec x = arc sm X = 1 / l' Xt = - x]I Xi 1 

V 1- x2 

21. y = x (1 + X2)-± - {- x3 (1 + x2)- i. y' = 1 . 
, V(1+x~6 

22. y = -t X3 (1 + x~)-i -lx5(1 + x!)-t. y' = __ Xi 
, Y(1+x~7 

23. y = ~x + tsin2x; y' = cos2 x. 

24. Y=lx-tsin2x; y'=sin2 x. 

25. y = sin x \ t sins x; y' = cos3 x. 

26. y = tcosS x - cosx; y' = sins x. 

27. Y = -} tg3 X + tg x; y' = sec'" x. 

28. y = t tgS x - tg x + x; y' = tit x. 

29. y = 2 sin yx - 2yi cos Yx; y' = sin Vi. 
30. Y = l arc cos (- 1 + 2 x 2); J 

' 1 
31. Y = tarc cos (- 3x + 4x3); Y = - 1I1-x" 
32. Y = t arc cos (1 - 8x2 + 8X4); 

33 y = 2Y3- arc to- ~± 1. Y' = _~1 ___ . 
. 3 "va' 1 + x + x' 

2x 
34. Y = t arc tg r=-Xi ; 

35. Y = t arc sin 1 ~x x 2 ; 

1- x! 
36. Y = t arc cos 1 + x' ; 

, 1 
Y = 1 + x" 

V1 + sin x , 
37. y = l -1--'~; Y = sec x. -smx 

38. Y = f!'(x2 - 2x + 2); y' = f!' x2• 

39. y = x arctg x - qll + x 2 ; y' = arctg x. 

40. y = t sinh 2x + tx; y' = cosh2 x. 
41. Y = t sinh 2x - ~x; y' = sinh2 x. 

42. Y = l cosh x; y' = tgh x. 

43. Y = l sinh xi y' = cotgh x. 
44. y = l cosh x - {- tgh2 Xi y' = tgh3 X. 

71 
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§ 4. Allgemeine Siitze iiber den Zusammenhang einer Funktion 
mit ihrem Differentialquotienten. 

36. VOl'zeichen des Differentialquotienten. Von einer in dem 
Intervall (IX, (3) del' stetigen Variablen x eindeutig definierlen Funktion r(x) 
sagt man, sie sei an del' Stelle x innerhalb des Intervalls wachsend, wenn 
sich eine positive Zahl 11 so angeben laSt, daS fur jedes 0 < h < 'I} 

r(x - h) < rex) < rcx + h). (1) 
Besitzt die Funktion an del' Stelle x einen Differentialquotienten, so kann 
derselbe nicht negativ sein; denn aus (1) folgt 

f(x-h)-f(x) > 0 f(x+h) -f(x) > o. 
-h ' h ' 

mit gegen Null konvergierendem h nahel'll sich die beiden Quotienten 
nach V oraussetzung einer gemeinsamen Grenze und diese kann nicht negativ 
sein, weil die Quotienten, wie klein auch h werden mag, positiv bleiben. 

Die Funktion rex) heiSt hingegen an del' Stelle x abnehmend, wenn 
sich ein positives 11 so angeben laSt, daB fur aile 0 < h < 11 

r(x - h) > rex) > r(x + h). (2) 
In diesem Falle kann del' Differentialquotient an del' Stelle x, wenn e1' 
existiert, nicltt positiv sein; denn aus (2) ergibt sich, daB 

r(x - h) - rex) < 0 r(x + h) - f(x) < 0 
- h ' h ' 

und da beide Quotienten fUr lim h = 0 gegen eine gemeinsame Grenze 
konvergieren, so kann diese nicht positiv sein, weil die Quotienten selbst, 
wie klein auch h werden mag, negativ bleiben. 

An den Stellen IX, (3 kann nul' von einseitigem Wachsen odeI' .Ab
nehmen die Rede sein. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich del' Satz: Solange die Funktion 
rex) bestiindig wachst oder bestandig abnimmt, kann ihr Differentialquotient 
nicht negativ, in dem anderen Falle nicht positiv werden. 

In heiden Fallen ist also nicht ausgeschlossen, daB del' Differential
quotient an einzelnen Stellen Null werden kann. 

Unter den elementaren Funktionen haben wir folgende Beispiele be
standig wachsender und bestandig abnehmender Funktionen. 

Es ist Dax = axla, folglich aX eine bestandig wachsende Funktion, 
wenn a> 1, und eine bestandig abnehmende, wenn 0 < a < 1 ist; (jl'ist 
also wachsend. 
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Aus Dlx =! erkennt man, da x> 0 sein muS, solI die Funktion 
reell sein, daS lx eine wachsende Funktion ist. 

Da D tg x = sec! x, so ist tg x eine stets wachsende Funktion; in der 

Tat, indem x nacheinander die Intervalle (- ; , + ;), G, ~2-n:) durch

lauft, jedoch mit AusschluB der Grenzen, geht tg x beidemal durch das 
Intervall (- 00, + (0). 

In gleicher Weise schlieSt man aus D cotg x = - cosec! x, daS cotg x 
eine bestandig abnehmende Funktion ist. 

Weil D arc tg x = 1 ~ x" so wiichst arc tg x fortwahr:3nd; tat

sachlich durchlauft es das Intervall (- ; , + ;), wahrend x von - 00 

bis + 00 wachst. 

Aus Dare cotg x = -1 ~X! schlieBt man in ahnlicher Weise auf die 

standige Abnahme von arc cotg x. 
37. Der Sa tz von Rolle. Wenn die Funktion ((x) in dem Intervall 

(ee, (J) gegeben ist, an jeder Stelle desselben einen endlichen Differential
quotienten besitzt und an den Endpunkten des lntervalls vC'rschwindet, so gibt 
es wenigstens eine Stelle zwischen a und {J, an der de,. Differentialquotien# 
Null ist. 

Durch die V oraussetzung des bestiindigen V orhandenseins eines end
lichen Differentialquotienten ist auch die Stetigkeit in (a, (J) gegeben (21). 

Behielte die Funktion den Wert Null im ganzen Intervalle (oder auch 
nur.in einem Teile desselben) bei, so ware sie eine konstante Funktion 
und del' Satz bedurfte dann insofern keines Beweises, als del' Differential
quotient bestandig (eventuell in dem betreffenden Teile ) Null ware (21). 

Wir mussen also annehmen, daB die Funktion von ex aus entweder 
wachst oder abnimmt; abel' weder das Wachsen noch das Abnehmen kann 
durch das ganze Intervall anhalten, soil ((fJ) = 0 eintreten; daher muS 
eine Stelle; zwischen ex und {J getl'offen werden, wo das Wachsen (bzw. 
das Abnehmen) aufhorti diese Stelle wird, wenn wir uns (ex) von ex an 
erst wachsend vorstellen, dadurch charakterisiert sein, daB sich ein positives· 
17 derart angeben laSt, daB fur jedes 0 < h < "1 

f(; - h) < fm > (; + h); 

nach den Beziehungen (1), (2) des vorigen Artikels ist die Funktion an 
dieser Stelle weder wachsend noch abnehmend; ferner ist 
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f(~ - 71) - f(~) > 0 
-71 

f(~ + 71) - «6) < O. 
h ' 

der erste Quotient kann fiir lim h = 0 nur einen positiven oder den Grenz
wert Null haben, der zweite nur einen negativen oder Null; da aber beide 
nach Voraussetzung einen gemeinsamen Grenzwert besitzen, so kann nul' 

r(~) = 0 

sein, womit del' Satz erwiesen ist. 1m Faile des Abnehmens von a an 
ergeben sich analoge Schliisse. 

DaB es solcher Stellen ~ auch mehrere geben kann, geht daraus her
vor, daB del' Ubergang vom Wachsen zum Abnehmen und umgekehrl auch 
wiederholt auftreten kann. 

Bei geometrischer Darstellung del' Funktion hat del' Satz von Roll e 
y eine anschauliche Bedeutung; eine Kurve AB' (Fig. 6), 

welche in den Punkten A. und B die Abszissenachse 
schneidet und an jeder Stelle zwischen den genannten lmM'T 

o A B Y Punkten eine bestimmte Tangente hat, besitzt zwischen 
Fig. G. A und B mindestens einen Punkt .1.11, in welchem die 

Tangente MT der del' Abszissenachse parallelliiuft. 
Die Voraussetzungen des obigen Satzes konnen auch dahin abge

andert werden, daB (a) = ((~) = 0 ist; denn die Funktion (x) - 0 erfiillt 
dann die Bedingung, fiir x = a und x = fJ zu verschwinden, ihr Differential
quotient ist abel' wieder ('(x). 

Die Funktion ((x) = (x - a) (x - b) hat, um Beispiele anzufiihren, 
in dem Intervall (a, b) die Eigenschaften, welche eben vorausgesetzt wurden; 
ihr Differentialquotient ('(x) = 2x - a - b wird denn auch gleich Null 

an der zwischen a, b liegenden Stelle x =u t b. Desgleichen entspricht 

die Funktion (x) = sin x in dem Intervall (0, x) den Voraussetzungen des 
Rolleschen Theorems, und in del' Tat verschwindet ihr Differentialquotient 

f (x) = cos x an del' zwischenliegenden Stelle x = ; . 

38. Del' Mittelwertsatz. Besitzt die Funktion (x) an jeder Stelle 
des Intervalls (a,~) einen endlichen Differentialquotienten, so gibt es wenig
stens eine Stelle zwischen ex und f3, an· welcher der Differentialquotient r (x) glet'ch ist dem Differenzenquotienten 

f(~) - f(a) 
-~-a-
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Diesel' Satz, fUr die Analysis von groBer Bedeutung, findet sich zu
erst bei J. Lagrange und wird auch haufig nach ihm benannt. 

Zum Zwecke des Beweises konstruieren wir mit Hilfe von f(x) die 

) fCP) - f(lX) neue Funktion cp(x) = f(x) - f(a) - (x - a -p _ «-, 
welche ebenfalls an jeder Stelle zwischen a und (J einen endlichen Diffe
rentialquotienten besitzt, namlich 

q/(x) = ('(x) _ f(~ = :CIX) , 

und die iiberdies die Eigenschaft hat, an den Stellen a und (J zu ver
schwinden. Demnach erfiillt die Funktion !p(x) die Voraussetzungen des 
Rolleschen Satzes und e~ gibt daher wenigstens eine Stelle ~ zwischen 
a und (J, wo cp'(~) = 0, d. h. wo 

n~~ - f(lX) = rm. (1) 
P-IX 

Der Satz kann nun auf irgend zwei Stellen x und x + h, die in (a, (J) 
enthalten sind, zur Anwendung gebracht werden; ; bedeutet dann einen 
zwischen x und x + h liegenden Wert und ein soicher kann durch x + () h 
dargestellt werden, wenn das unbestimmt bleibende 0 del' Bedingung 
0< 0 < 1 geniigtj mithin gilt 

f(X+hi-f(X)=f(x+Oh) odeI' f(x+h)-f(x)=h(,(x+Oh). (2) 

Diese Darstellung del' Differenz zweier Funktionswerte durch einen 
Zwischen- odeI' Mittelwert des Differentialquotienten findet vielseitige An
wen dung. Einige Folgerungen mogen schon hier angefiihrt werden. 

Vorher moge noch del' geometrische Sinn del' For- Y T. 

mel (1) erwahnt werden in dem Falle, wo die Funktion t8 
((x) durch die Ordinaten ~iner Kurve dargestellt w~rd ! ( 
Der Inhalt del' Formel (1) 1St dann del' folgende. Besltzt : i 
die Kurve AB (Fig. 7) an jeder Stelle eine bestimmte J: 1 
Tangente, so gibt es zwischen A und B mindestens einen 1j .... ··· i···_ .. m 

•• 

m

•• .. tc 

Punkt M, in welchem die Tangente MT del' Sehne AB 0 i,.~ j, x 
parallel ist. Fig. 7. 

An einer friiheren Stelle (21) ist erwiesen worden, daB del' Differential
quotient einer konstanten Funktion Null ist; nun kann auch die Umkeh
rung dieses Satzes bewiesen werden: 1st der Differentialquotient ~x) einer 
Funktion f(x) an allen Stellen des Intervalls (a, (J) Null, so ist die Funktion 
in diesem Intervall 7wnstant. 
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Sind namlich Xl1 x2 zwei Stellen aus (a, P), so ist zufolge (1) 

{(x2) - {(Xl) = (X2 - xI)r(~), 

wobei ~ zwischen Xl und x2 liegt; da abel' fUr jedes ~ zwischen a und P 
f'a,) = 0 ist, so ist {(x2) - {(Xl) = 0, 
also {(Xl) = {(x2); wenn abel' jede zwei Werte von {(x) aus dem Intervall 
(a, (3) einander gleich sind, so hat die Funktion einen konstanten Wert. 

Aus dies em Satze folgt der weitere: Wenn fJwei Funktionen ((x), p(x) 
in einem Intervall (a, P) gleiche Differentialquotienten haben, so kannen sie 
sich nut" um eine additive Konstante voneinander unterscheiden. 

Denn aus f(x) = cp'(x) 
folgt auch Dff(x) - cp(x)] = 0 und damus ((x) - p(x) = 0, 
wobei 0 eine Konstante bedeutet. 

In Artikel 36 ist gezeigt worden, daB der Differentialquotient einer 
in dem IntervalI (a, fJ) bestandig wachsenden (abnehmenden) Funktion 
niemals negativ (positiv) ist; auch die Umkehrung dieses Satzes kann jetzt 
bewiesen werden: 1st der Differentialquotient von ((x) in dem Intervall (a,p) 
niemals negativ (positiv) und auck nicht in einem Teile des Intervalls be
stiindig Null, so ist die Funktion wachsend (abnehmend) in dem Sinne, daf3 
{tir irgend zwei Werte Xl' Xi aus (a, P), welche waehsend geordnet sind, die 
Ungleichttng {(Xl) < {(x2) ((<Xl) > «x2) bestekt. 

Bedeutet X' einen Wert zwischen Xl und x2, so daB Xli x', x2 wachsend 
geordnet sind, so ist auf Grund der (ersten) Voraussetzung laut (1) 

{(x') - {(Xl) = (x' - XI)f'(~I) > 0 
{(x2) - {(x') = (X2 - X'){'(~2) ~ 0, 

wobei ~l einen Wert zwischen Xli x', ~2 einen Wert zwischen x', X2 be-
deutet; daraus folgt, daB {(Xl) < {(x') < {(x2); 

abel' nicht fur aIle x' konnen beide Gleichheitszeichen geiten, weil sonst 
fur alie Werte x' zwischen Xl und Xs die Beziehung {(Xl) = {(x') = (CX2) 
stattfande, die zur Folge hiitte, daB in diesem Teile von (a, fJ) {'(x) be
standig Null ware, was gegen die Voraussetzung verstieBe. Es gibt also 
sichel' einen Wert x', fur den wenigstens eines der beiden Ungleichheits
zeichen gilt, und darum ist notwendig 

{(Xl) < {(x2)· 

Del' zweite Teil des Beweises ist ebenso zu fuhren. 
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39. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz. Besitzen die heiden 
Funktionen f( x), fP (x) in dem Inte:rvalle (a, (3) endliche Differentialquotienten, 
von welc7zen der letzte:re, fP'(x), an keiner Stelle Null ist, so gibt es mindestens 
einen Wert; zwischen a und (3 derart daf3 f(~) - f(a) = [@ 

, 'P (~)- ep(a) ep'(s)" 
Dieser Satz kommt zuerst bei Cauchyl) vor, wenn auch mit der 

speziellen V oraussetzung, daB f( a) = fP (a) = ° seL 
Urn ibn zu beweisen, konstruiere man aus f(x) und fP(x) die neue 

Funktion 1jJ (x) = f(x) _ f(a) _ (<p(x) _ <pea») f(~) - f(a). 
ep~ -- ep(a) , 

der Bruch, welcher im Ausdrucke dieser Funktion vorkommt, hat sichel' 
eine bestimmte Bedeutung, da <p (a) nicht gleich sein kann fP (fJ), weil sonst 
nach dem Satze von Rolle <p'(x) an einer Stelle zwischen a und fJ ver 
schwinden mii6te, entgegen der Voraussetzung. Die Funktion 1jJ(x) bat 
nun im Intervall (a, fJ) einen endlichen Differentialquotienten, namlich 

.1.'( ) = f'( ) _ '() f(~) - f(a) 
'I' X X <p X ep(~) _ ep(a) , 

und versch windet bei a und fJ; folglich existiert nach dem Satze von Roll e 
mindestens eine Stelle; zwischen a und fJ, wo 1jJ'(~) = 0, d. h. wo 

f(~) - f( a) ('(s) 
cp(~) - cp(a) = cp'm' (1) 

Die Formel kann wieder auf zwei beliebige Stellen x und x + h aus 
(a, ~) angewandt werden und lautet dann: 

f(x+h)-f(x) . [(x+Oh). (0 < e < 1) (2) 
epex + h) - ep(x) ep'(x + Oh)' _. 

Setzt man fP(x) = x, wodurch den Voraussetzungen des Theorems 
Geniige geleistet ist, so gehen die Formeln (1) und (2) in die gleich
bezeichneten des Art. 38 iiber. 

§ 5. Die hoheren Dift'erentialquotienten und Differentiale. 

4:0. Begriff des n-ten Differentialquotienten. Wenn die in 
dem Intervall (a, fJ) stetige Funktion f(x) an allen Stellen des Intervalles 
einen Differentialquotienten besitzt, so konstituieren die Werte dieses 
Differentialq uotienten mit den zugehorigen Werten der Variablen eine 
neue Funktion im Intervall (a, fJ), welche die Ableitung oder Derivierte 

1) Le90ns sur Ie calcul differentiel, Paris 1829, p. 33. 
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oder auch der Differentialquotient yon ((x) genannt und mit 

f'(x) oder Dllf(x) 
bezeichnet wird. 

1st f'(x) wieder differenzierbar, so wird seine Ableitung die zweite 
Ableitung oder del' zweite Differentialqtwtient von f(x) genannt und mit 

(,,(x) oder Dx2f(x) 
bezeichnet. Begrifflich stent dies Zeichen also jene Funktion dar, welche 
an der Stelle x bestimmt ist durch 

lim rex j- h) -( <!:) . 
h=±O h 

So fortschreitend gelangt man zu der dritten, vierten, ... , n-ten 
Ableitung oder zu dem dritten, vierten, ... n·ten Differentialquotienten; 
die dafiir gebrauchten Zeichen sind: 

('''ex), ([V(x), ... f(n)(x) oder D/{(x), D/f(x), ... D",nf(x). 

Sofern die Voraussetzung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
erfiillt bleibt, hat die Bildung der hOheren Differentialquotienten keine 
Schranke. 

Wenn man aus dem Gebiet der reinen Analysis auf dasjenige der 
Anwendungell sich begibt, wobei x und f(x) die MaBzahlen fUr gewisse 
einander bedingende GraBen bedeuten, kannen auch die hOheren Diffe
rentialquotienten eine sachliche Bedeutung erlangen. Bei der phorono
mischen Auffassung, bei welcher {(x) den in der Zeit x zuriickgelegten 
geradlinigell Weg eines in Bewegung begriffenen Punktes darstellt, 
kommt vor aHem dem zweiten Differentialquotienten eine wichtige Be
deutung zu. 

Es ist 22 1. erklart worden, daB der erste Differentialquotient {'(x) 
die zur Zeit x herrschende Geschwindigkeit ausdriickt. 1st die Bewegung 
so beschaffen, daB die Geschwindigkeit innerhalb beliebiger, aber gleicher 
Zeitintervalle um Gleiches sich andert, so nennt man die wahrend der 
Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeitsanderung die Beschleunigung und 
die Bewegung selbst eine gleichformig beschleunigte (oder gleichfarmig ver
zagerte, wenn die Beschleunigung negativ, die Geschwindigkeit also mit 
del' Zeit abnehmend ist). Auf eine ungleichformig beschleunigte Be
wegung ist del' Begriff der Beschleunigung nicht ohne weiteres iibertrag-
bar; del' Quotient f'(x + h) - f'(x) 

11 
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aus der wiihrend des Zeitintervalls (x, x + h) erf01gten Geschwindigkeits
anderung durch die GroBe h des Zeitintervalls bedeutet die wahrend dieses 
Zeitintervalls durchschnittlich auf die Zeiteinheit entfallende Geschwindig
keitsanderung; je kleiner h, desto geringer die Ungleichformigkeit in del' 
Beschleunigung, desto mehr Berechtigung hat mau, den angeschriebenen 
Quotienten als MaB del' Beschleunigung wahrend des erwiihnten Zeit
intervalls anzusehen, und konvergiert derselbe mit gegen die Grenze Null 
abnehmendem h gegen einen bestimmten Grenzwert, so wird diesel' Grenz-

wert l' rcx + h) - {'(x) 1m '-'---'--;--'---'--'-
h=±O h 

als die zur Zeit x herrschende Beschleunigung erkHirt. 
])riickt also (x) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit x zwriick

gelegten Weg aus, so hut der zweite ])ifferentialquotient f"(x) die Bedetttung 
der am Ende dieser Zeit x herrschenden Beschleunigung. 

4:1. Bildung hoherer Differentialquotienten. Zur Bildung 
del' hOheren Differentialquotienten einer Funktion bedarf es neuer Regein 
nicht, da es auf wiederholte Bildung des ersten Differentialquotienten an
kommt. Wenn es sich jedoch darum handelt, fur den allgemeinen, d. h. 
n-ten Differentialquotienten eine independente Formel aufzustellen, dann· 
fiihrt das direkte Verfahren nul' in einigen wenigen Fallen zum Ziele. 
In einigen anderen Fallen kann man sich dadurch helfen, daB man die 
Funktion als Summe oder als Produkt einfacherer Funktionen darstelit, 
deren allgemeine Differentialquotienten in independenter Form be
kannt sind. 

I. ])irektes Ver(ahren. 1. Fur ((x) = xm ergibt sich durch wieder
holte Differentiation 

so daB 

])xm = mxm - 1 , ])2Xm = m(m - 1)xm - 2 , •.• 

D"xm = m(m - 1) ... (m -~~ .,..1)xm - n • (1) 

LaSt man ax + b an die Stelle von x treten, so andert sich die Formel 
nur insoweit, als rechts der Faktor an hinzukommt, weil bei jedesmaliger 
Differentiation mit dem Differentialquotienten von ax + b, d. h. mit a 
multipliziert werden muB (25 (7)); es ist also 

])n(ax + b)m = m(m - 1) •. em - n + 1)an(ax + b)m-n. (2) 

1st m eine positive gauze Zahl, so wird del' mte Differentialquotient 
Von:en eine Konstante: Dmxffl = m(m -1) ... 1 
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und alIe hoheren sind Null. In jedem andern FaIle kann die Bildung der 
Differentialquotienten unbeschriinkt fortgesetzt werden. 

2. Fiir ((x) = lx hat man Dlx = _l_=x-t, somit Dnlx=Dn-1x-li 
x 

hier tritt nun die Formel (1) in Kraft, und zwar ist m = - 1 und n durch 
n - 1 zu ersetzen, so daB 

Dnlx = (-1),,-1.1.2 ... (n-1). (3) 
xn , 

auch diese Formel wollen wir dahin verallgemeinern, daB wir x durch 
ax + b ersetzen, und erhalten so 

Dnl(ax + b) = (-1~-1·(~~~·b;~n-1)an. (4) 

3. Aus del' Formel De" = e" folgt unmittelbar 

~e"=e"; (~ 

hingegen ist Drl'x = krl'x und Dnrl'x = k"rl""; 
weil ferner aX = eX!a, so ergibt sich 

Dna'" = (larax. (6) 
4. Die Formel D sin x = cos x = sin (x + -~-) zeigt, daB die em-

malige Differentiation des sin x der Vermehrung des Arguments um ; 

aquivalent ist; infolgedessen wird n-malige Differentiation einer Vel'

mehrung des Arguments urn n ~ aquivalent sein; es ist also 

D n sin x = sin (x + n ~) . (7) 

Durch denselbenSchluB ergibt sichausDcosx=-sinx=cos(x+ ~): 

Dn cos x = cos (x + n ~) . (8) 

Vermoge der Periodizitat nehmen die rechten Seiten der Formeln 
(7) und (8) nur je vier verschiedene Werte an, namlich die n = 0, 1, 2, 3 
entsprechenden, und diese in zyklischer Wiederholung. 

II. Zerlegung in Teile. Hat man ((x) als Summe zweier oder mehrerer 
Funktionen dargestellt, etwa ((x) = tp(x) + 'IjJ(x), so ist (24: (1» 

Dn((x) = Dntp(x) + Dn1jJ(x). 

1. Es ist • 1 b2 , = 21 [_+1 b- + -~b J; mithin a - x a a x a- x 

Dna.-=\-~x' = 21a [D"(a + bX)-1 + Dn(a - bX)-l]; 
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auf die Ausdriicke der rechten Seite ist die Formel (2) anwendbar, und 
man findet 

D" 1 _C- 1?1.2 ... n.b"[ 1 (_1)" J. 
at - b~X2 - 2a (a+ bx)n+l + (a _ bx)n+l (9) 

FUr a = 1 und b = i ergibt sich hieraus 

D" 1 (- itl . 2· .. n [1 1 ] 
i+x ll = 2i (x _ tin+! - (x + it+ 1 . 

Diese Formel kann dazu verwendet werden, den allgemeinen Diffe

rentialquotienten von arc tg x zu bestimmenj da niimlich D arc tg x~ 1 :-X!' 

so ist D" arc tg x = Dn-l i -f-X2' also auf Grund del' letzten Formel: 

II (_1)n-l i . 2 .. _.(n_l)[ 1 1 ] 
D arc tg x = 2i (x _ z)" - ex + ~)n' (10) 

2. Es ist cos ax cos bx = ~ {cos (a + b) x + cos (a - b») x, mithin 

Dn cos ax cos bx = (a ~ W cos [(a + b)x + n ~ ] 
(a - b)" [ 1t ] 

+--2- COB (a - b)x + nT . (11) 

Ill. Zerlegung in Faktoren, Die Funktion y = ((x) sei in zwei Fak
toren u = g;(x) und v = tfJ(x) zerlegbar, fur welche del' allgemeine Aus
muck des rten Differentialquotienten bekannt ist. Durch sukzessive 
Differentiation ergibt sich, wenn man die aufeinanderfolgenden Differential
quotienten von y, tt, v mit y', u', v'; y", u", v"; .•. bezeichnet: 

y' = u' v + uv' 

y" = un V + 2u' V' + uv" 

y'" = u'" v + 3uN v' + 3u'v" + uv"'; 

W'oraus deI' SchluB gezogen werden kann, daB 

yen) = u(n)v + (~) u(n-l) v' + (~) u(n-2)v" + ... + uv(n); (12) 

in der Tat, gilt diese Formel bei irgendeinem n, so gilt sie auch bei n + 1, 
denn eine neuerliche Differentiation gibt 

y('+!) = u(n+1) v + (~) u(n)v' + (;) u(n-l) v" + ... + tt'v(n) 

+ u(n)v' + (~) ?~(n- i)v" + ... + G) tt' V(n) + UV(n+ 1) 

C.ul>er, VorlesUJlgen. I. 4. Aufl. 6 
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und weil allgemein (r": 1) + C;) = (n ~ 1), so ist 

yen + 1) = u(n+1) V + C~ t 1) u(n) Vi + C" t 1) tt(n-l)v" + ... + UV(n+ 1); 

da nun das Bildungsgesetz auf direktem Wege fur n = 1, 2, 3 erwiesen 
ist, so gilt es allgemein. Die Gleichung (12), unter dem N amen der 
Leibnizschen Formel bekannt, liiBt eine kurze symbolische Darstellung 
zu; schreibt man namlich 

Dncuv) = (u + vr, (12*) 
so bleibt nur zu beachten, daB man in den Gliedern der Potenzentwick
lung die Potenzexponenten in Ordnungsexponenten von Differential
quotienten zu verwandeln und die Endglieder unVO und UOvn dur~h tt(n)v, 

bzw. uv(n) zu ersetzen hat. 
Als Beispiel der Anwendung der Formel (12) moge dieselbe Funktion 

gewahlt werden, welche in II. 2. als Summe dargestellt worden ist, namlich 
cos ax cos bx; man erhiilt unmittelbar 

Dn(cos ax cos bx) = an cos (ax + n ;) cos bx 

+ C;) an - 1 b cos (ax + n-=1-i-) cos (bx + ;) + 

+ (1; ) an - 2 b2 COS (a x + n - 2;) cos (bx + 2 ;) + ... 

. . . + ~n cos ax cos (bx + n ;) . 

42. Die hohere11 Differentiale. Wir nehmen den in 23 ent
wickelten Begriff des Differentials einer Funktion f(x) wieder auf, wonach 

df(x) = f'(x)dx; (1) 
die begriffliche Bedeutung desselben geht dahin, daB es die Andel'ung, 
welche die Funktion bei dem Ubergange von x zu x + dx erleidet, urn 
so genauer darstellt, je kleiner dx ist, ja daB man durch Einschrankung 
von dx den Unterschied zwischen del' Anderung der Funktion und ihrem 
Differential nicht nur an sich, sondern auch im Verhaltnis zu dx beliebig 
klein machen kaun. 

An dieser Stelle moge auf die Verschiedenheit der· Bedeutung hin
gewiesen werden, welche den Zeichen dx und df(x) in der Gleichung (1) 
einerseits und in dem Lei b n iz schen Symbol fur den Differentialquotienten 

d f/(X2 anderseits zukommt. Rier bedeuten dx und df(x) zugleich gegen 
(X 
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die Grenze Null konvergierende, also unendlich klein werdende GraBen 

und das Symbol d~~) selbst den Grenzwert ihres Quotienten; dort bedeutet 

dx eine endliche und df(x) eine dem dx proportionale ebenfalls endliche 
GroBe, beide sehr klein in Ansehung der endlichen RechnungsgroBen wie 
etwa x und f(x) selbst; der Grad der Kleinheit ist dabei relativ und ab
hangig von der Scharfe, in welcher die beziigliche Rechnung ausgefUhrt 
werden solI. So ist z. B. (30) 

. cotgx 
d log SiD X = llO clx = 11-1 cotg xdx; 

fiir x = arc 30 0 = ~ , dx = arc l' = 180 ~ 60 = 0,00029088 ... ergibt 

sich bei Abkiirzung auf 5 Dezimalen 

d log sin 30 0 = 0,4342944 . 1,7320506 . 0,0002909 

= 0,00022 
und dies stimmt mit del' in fiinfstelligen 'l'afeln bei log sin 30 0 pro 
.Minute angegebenen Differenz iiberein; selbst bei einer auf 7 Dezimalen 
angelegten Rechnung erhiilt man 

d log sin 30 0 = 0,0002188 
nur in !Ier siebenten Stelle abweichend von der in siebenstelligen Tafeln 
bei log sin 30 0 angegebenen Differenz 0,0002187. 

Die mit einem feststehenden dx fur verschiedene Werta von x ge
bildeten Werte von df(x) definieren eine Funktion von x, und von dieser 
kann neuerdings das Differential gebildet werden; man bezeichnet es statt 
mit d(df(x) kurz mit d2f(x) und hat 

d2f(x) = D{f'(x)dx}dx . f"(x)dx 2 • (2) 

Hiernach ist das zU'eite Differential form ell das Produkt aus dem zweiten 
Differentialquotienten mit dem Quadrat des Differentials der Variablen, 
begrifflich aber stent es den Unterschied der ersten Differentiale an den 
Stellen x und x + dx mit AuBerachtlassullg von GraBen hoherer Klein
heitsordnung als dx! dar. 

Aus del' Definitionsgleichul1g (2) ergibt sich als Folgerung 

f"(x)=dr~;); (3) 

die rechte Seite ist das von Lei bl1iz fur den zweiten Differel1tialquotiel1ten 
gebrauchte Symbol, gleichbedeutend also mit ("(x) und Dx2f(x). 

6'" 
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Wird dx als gegen Null konvergierende, also als unendlichklein 
werdende GroBe von del' ersten Ordnung aufgefaBt, so ist das erste Diffe
rential dr(x) = t(x)dx, vorausgesetzt, daB ('(x) einen bestimmten von 
Null verschiedenen Wert hat, ebenfalls eine unendlichklein werdende GroBe 
del' ersten, das zweite Differential d2((x) = f"(X)dX2 unter einer analogen 
Voraussetzung iiber r (x) eine unendlichkleine GroBe zweiter Ordnung. 

Bei del' Darstellung der Funktion ((x) durch die Ordinaten einer 
Kurve kann auch das zweite Differential durch eine LiniengroBe ver
deutlicht werden; beziiglich des ersten Differentials ist es am Schlusse 

:\', von 23 geschehen. 1st (Fig. 8) 0 P = x, 0 P' = x + d x, 
I 

OP' = X + 2dx, MR' die Tangente in M, M'R" die 
Tangente in M', M Q' Bowie M' Q" parallel zu 0 X, 
so hat Q'R' die Bedeutung des Differentials an del' 
Stelle x, Q" R" die Bedeutung des mit dem namlichen 

\--.,b---,l",-X dx gebildeten Differentials an der Stelle x + d,x; del' 
Fig. 8. Unterschied diesel' zwei Strecken, welcher nach Kon-

struktion des Parallelogramms Q' Q" S" R' in del' Strecke S" R" ~rhalten 
wird, ist mit AuBerachtlassung von GroBen hoherer Kleinheitsordnung 
Ills dx2 das zweite Differential. 

Man kann in del' Bildung del' Differentiale fortschreiten und erhalt 
- immer unter der Vorau!lsetzung eines (eststehenden dx - aus (2) das 
drij;te Differential dS((x) = D.,{f"(x)dx2 }dx = f'" (x) dxs, 
und so fortfahrend allgemein fiir das n te Differential den Ausdruck: 

((,f(x) = f Cnl (x) dxn . (4) 
Daraus ergibt sich die von Leibniz eingefiihrte Bezeichnung fiir den 
n-ten Differentialquotienten: an (x) 

ax"'-- . 
Jeder Formel zwischen den Differentialquotienten mehrerer Funk

tionen einer Variablen x laBt sich eine Formel zwischen den Differentialen 
zuordnen und es bedarf, um zu der letzteren zu gelangen, nur del' Multi
plikation del' ersteren mit einer entsprechend hohen Potenz des Differen
tials dx del' Variablenj 80 folgt aus 

D{lp(x)tt>(x)} = lp'(x)tt>ex) + lp(x)tt>'(x) 
DfP(X) = rp'(X)1{J(X) - rp(X)1{J'(X) 

1fJ (x) 1fJ(X) 2 

durch Multiplikation mit d x: 
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d (f[J(x)¢(x)} = ¢(x) . df!J(x) + f!J(x) . d¢(x) 

d cp (x) = 1fJ(x) • dcp(x) - cp(x) . d1fJ(x). 
1fJ (x) 1/1 (X)'l , 

Dn(uv) = u(n)v + (~) u(n-l)v' + (;)u(n-2)v" + ... + uv(n) 

durch Multiplikation mit dxn: 

85 

an (uv) = dnu· v + (~) dn-llt . dv + (;) dn - 2tt . d2v + ... +udnv. 

Die in diesem Paragraphen getroifene V oraussetzung del' Konsfanz 
von dX, d. h. seiner Unabhangigkeit von x, ist von so fundamentaler Be
deutung fiir die Differentialrechnung, daB es notwendig erscheint, mit 
einigen Worten auf sie einzugehen. 

Von vornherein stiinde nichts im "'vVege, dx als eine Funktion von x 
zu wahlen und ihm die Form dx = ax(x) zu geben, wobei a eine'infini
tesimale, d. h. bei Grenzprozessen gegen Null konvergie1'ende GroBe be
deutet. Auf die Bestimmung del' Differentialquotienten hatte dies keinen 
EinfluB, weil es bei den hier betrachteten Funktionen auf die Art, wie dx 
gegen Null konvergiert, nicht ankommt. Abel' fiir die Differentiale ergabe 
sich bei solcb e1' Wahl eine andere Rechnung, indem namlich, f (x) = y gesetzt: 

dy = y'dx 
d2y = y" dx2 + y'd2x 

d3y = y'" dxs + 3y" dxd2x + y'dSx 

wilrde, worin dX, d2x, d3x, ... zu ersetzen sind durch die Ausd1'iicke 

dx = ax 
d2x= a2XX' 

dS x = as [XX' 2 + X2 X'']. 

Aus jeder Annahme iiber x(x) wiirde eine besondere Differential
rechnung folgen. Die einfachste Annahme ist x(x) = 1; sie fiihrt zu 
einem k{)nstanfen dx und weiter zu d2x = d3x = O. Es ist bemerkenswert 
und ein Beleg fiir den auBerordentlicben Scharfsinn, daB Lei b n i z schon 
bei del' Begriindung del' Differentialrechnung auf diese einfachste Form 
derselben verfallen ist. 
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§ 6. TransfOl'mation der unabhiingigen Varia bIen. 

4:3. Die Differentialquotienten in bezug auf eine neue Va
ria ble. Es ist eines del' wichtigsten Hilfsmittel analytischer Untersuchun
gen, daB man an die Stelle derVariablen, welche in einem Problem auf
treten, andere einfiihrt, die mit ihnen in einem gegebenen Zuaammenhange 
stehen. Man bezeichnet diesen ProzeB ala Transformation der Variablen. 

Hier solI zunachsh del' einfachste Fall behandelt werden, darin be
stehend, daB in einem funktionalen Zusammenhange zwischen zwei Va
riablen y, x, in welchem x die Rolle der ~tnabhiingigen Veranderlichen 
spielt, an die Stelle von x eine neue unabhangige Variable treten soIl. 
Er erscheint in zwei verschiedenen Formen, welche nachstehend getrennt 
behandelt werden. 

I. Irgend eine Funktion y del' Variablen x ist mit x und ihren Diffe

rentialquotienten dd y, dds~, ... zu einem Ausdruck odeI' zu einer Relation x ,:;e 

verb un den; an die Stelle von x wird u als neue unabhangige Variable 
eingefiihrt durch die Transformationsgleichung 

x = rp(u); (1) 

wie gestaltet sich del' Ausdruck odeI' die Relation in df)n Variablen y, u 

und den neuen Differentialquotienten dd Y ' ddl~, ••• ? 
1~ U 

Durch Vermittlung von (1) wird y zu einer zusammengesetzten Funk-
tion von u, daher ist (28) dy dy dx 

du = dx dtt; 

bei neuerlicher Differentiation in bezug auf Zt ist darauf zu achten, daB 

auch :; durch Vermittlung von (1) Funktion von u ist; daher hat man 

weiter 

Die in diesen Gleichungen auftretenden Differentialquotienten von 
x sind aUB del' Transformationsgleichung bestimmbar; wir bringen dies 
zum Ausdl'uck, indem wir schreiben: 
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daraus ergibt sieh dureh sukzessive Auflosung: 
dy 

fly du 
dx = cp'(u) 

'(u) d'y _ "(u) dy 
d t Y cP dut cP du 
dx' = -- cp'(u)S (2) 

[ ,()dSy ",()dY] 'C) [,()d!y ,,()dYJ "() dSy rp u Ifii3 - cp u dU cp u - 3 rp tt du' - cp u dU cp u 

dxs = cp' (U)5 

Ersetzt man in dem vorgelegten Ausdruck oder in der zu transfor

mierenden Relation x dureh cp(u), ~~, {~, ... dureh die eben gefun

denen Ausdrueke, so ist die Aufgabe gelOst. 
II. In einer gegebenen Funktion 

y = ((x) (3) 

ist mittels der Transformationsgleiehung (1) u als unabhangige Variable 

einzufuhren; wie stellen sieh die Differentialquotienten :;, ~:t ... in 
der neuen Varia bIen dar? 

Die Einfuhrung von tt in (3) gibt 
Y = ([cp(u)] = 1jI(U) , (4) 

wo nunmehr 1jI das Zeichen fUr eine bekannte Funktion istj es konnen 
also jetzt in (2) auch die Differantialquotienten von y in bezug auf tt be
stimmt werden, und man erhalt 
dy 'l/J'(u) \ 

~=rpl(0 I 
d'y = cp'(u)'l/J" (u) - cp"(u)1p'(u) 
dx" cp' (u)S } (5) 
~Jt __ [cp' (u)'l/J'" (u) - cpm (u)'l/J' (u)] cp' (u) - 3 [cp' (u)1p" (~~) - cp" (u) 'l/J'(u)] CP"(~t)J 
dxS - cp' (~£)5 
. . . . . . .. ...... ............ . 
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Damit ware die vorgelegte Aufgabe gelost; den Formeln (5) laSt 
sich aber eine bemerkenswerte Gestalt geben, an der in der Folge fest
gehalten werden solI. Multipliziert man in der ersten Gleichul1g Zahler 
und Nenner mit dU, in der zweiten mit du3,. in der dritten mit du5, ••• 

und beachtet, daB cp'(u)du = drp(u) = dx, cp"(u)du2 = d2 rp(u) = d!x, . .. , 
so Bchreiben sich die Formeln (5) wie folgt: 

dy 
DxY = dx 

1 
I 

(6) 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind als t(}irkliche Quotienten 
aus Differentialen anzusehen, und diese Differentiale beziehen sich auf 
ei.ne beliebige, aIle jedoch auf dieselbe unabhii.ngige Variable. Diese For
meln (6) werden dann zur Anwendung kommen, wenn in dem funktio
nalen Zusammenhange zwischen y und x die unabhangige Variable noch 
der freien Wahl uberlassen bleiben soli. Entscheidet man sich fur x, so 
ist dx als konstante GroBe zu behandeln, infoIgedessen d2x = 0, d8x = 0, 
... zu setzen; dann fiihren (6) auf die Gleichungen 

deren Inhalt ein bloB form aiel' ist. Wiihlt man dagegen y als unabhan
gige Variable, vertauscht also die Rollen zwischen y und x, so gi.lt dy 
als konstant und ist somit d2y = 0, d3y = 0, ... j fiihrt man dies in den 
Formeln (6) ein und dividiert jedesmal Zahler und Nenner durch die ent
sprechende (1., 3., 5., ... ) Potenz von dy, so kommt 

1 D y = -.~-
'" DuX 

D",2y = 1 ~:~"!p-
D 3 _ 3{Dy!X} 2~Dy!x.Dy3X. 

X Y - {DyX} 5 

(7) 

Die erste diesel Formeln ist die notwendige Wiederkehr des Satzes in 27. 
Zu del' Einfiihrung einer neuen unabhangigen Variablen sei eine all

gemeine Bemerkung hinzugefiigt, die mit den Ausfiihrungen am Schlusse 
von 42 im Zusammenhange steht. So lange x unabhangige Variable ist, 
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stehen benachbaIie Werte x und x + dx an allen Stellen des Bereichs 
gleich weit voneinander ab und es besteht die Vorstellung, daB sich del' 
Punkt (x) auf der Zahlenachse gleichformig im positiven Sinne bewege. 
Das alles ubertragt sich nun auf die neue Variable u, gilt aber nicht 
mehr von x. Benachbarte Werte von x, die zu benachbarten Werten w 
und u + du der neuen Variablen gehoren, haben nun variablen Abstand~ 
der sich nach der Gleichung dx = q/(u)du regelt, und wahrend sich der 
Punkt (u) in seinem Gebiete gleichfOrrnig bewegt, fiihrt (x) seinerseit& 
im allgerneinen eine andere Bewegung aus und kann unter Urnstiinden 
auch die Bewegungsrichtung wechseln. So wird, bei festern dU, dx urn 
so groBer sein, je groBer der Betrag von '1/ (u) ist; ferner wird sich der
Punkt (x) in gleichem odeI' in entgegengesetztem Sinne als (u) bewegenr 
je nachdem tp'(u) positiv oder negativ ist, und wird (bei stetigem Ver
laufe von tp'(u)) seine Bewegungsrichtung andern, wenn tp'(u) sein Vor
zeichen wechselt, also durch Null geht. 

4:4:. Beispiele. Die Anwendung der gewonnenen Formeln mogen 
die folgenden Beispiele erliiutern. 

1. Zwischen x, y und seinen beiden ersten Differentialquotienten 
bestehe die Gleicbung: 

d'y _ _ x_dy _y _ _ . 
dx' 1 - x· dx + 1 _ x' - 0, 

wie gestaltet sich dieselbe, nachdem an die Stelle von x die unabhangige 
Variable ~4, mittels der Gleichung x = cos u eingefiihrt worden ist? 

Aus den Formeln (2) ergibt sich 
dy 

dy du d'y 
. d'y dy 

- SIn u . - + cos u-
du' du 

d x = - sin u ' dx" = ----s-;-in"s:-u---

und durch Eintragung dieser und des 
Gleichung verwandelt sich diese in 

Wertes von x m die gegebene· 

d'y 
duO + y = O. 

2. Die zweideutige, in dem Intervall (- a, + a) reelle Funktion 

Y=±! }I?-x2 

kann durch die Substitution x = a sin u 
in eiDe eindeutige, namlich y = b cos u 

umgewandelt werden, und zwar eutspricht dern Intervall (- ; , ~) von, 
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t~ der positive, dem Intervall (; , 3 ;) del' negative Zweig von y. Es 

sind die Differentialquotienten :~, :~~ in der Yariablen ~~ darzustellen. 

Auf Grund der Formeln (5) erhalt man 

dy b 
dx = - it tgu, 

3. Del' Ausdruck 

unter del' Voraussetzung gebildet, daB x als unabhangige Variable gilt, 
soIl so umgestaltet werden, daB die Wahl del' unabhangigen Variablen 
noch freisteht. 

Zu diesem Zwecke setze man fur :; = DxY und :~ = Dx2 y die 

Werle aus (6) ein, und nach einfacher Umgestaltung ergibt sich: 

[dx' + dy!]i 
Q = dxd'Y --d2xdy' 

4. Durch die Gleichung 

x = a arc cos a a y - Vy(2a - V), 

in welcher die zyklometrische Funktion mit ihrem Hauptwert und die 
Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, ist x als eindeutige explizite Funk
tion von y gegeben. Es sollen die Differentialquotienten von y in bezug 
auf x, d. i. D xV, D x2 y, ... berechnet werden. 

Aus del' gegebenen Gleichung konnen die Differentialquotienten von 
x in bezug auf y unmittelbar bestimmt werden, namlich 

1 a-v y-y--
Dyx = V1 - (U a-'!!r- Vy(~-y) = 2a -y 

D 2 _"!_' /~a 11. ~ - y + y = a 1/ 2 a y. 
y X - 2 JI y (2a-y)' (2a-y)' r y , 

setzt man diese Werte in die Formeln (7) ein, so findet sich 

D ,/2a-y 
xY= JI--y-

,/- 3 

Dx2y=- (2a~y)2J12a;y ·cay~)2=_ ;.' 
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Zu bemerken ist, daB hierbei DxY, Dx2y als Funktionen von y dar
gestellt sind im Gegensatze zu dem Falle, wo urspriinglich y als expli
zite Funktion von x gegeben ist. 

5. Zu zeigen, daB die Gleichung 

(a2 + x2) d"y + 2x dy = 0 
dx" dx 

durch die Substitution x = a tg ~t umgewandelt wird in 
d"y --=0 dtt" • 

6. Zu zeigen, daB sich die Gleichung 

n d"y dy +. 0 x·_- + x- 1t"y = 
dx' dx 

durch die Substitution x = e!' verwandelt in 

(Py + 2 - 0 du. n y - . 

7. Die Gleichunll dy dBy _ 3 (d' Y)2 = 0 
" dx dx 8 dx' 

dSx 
verwandelt sich durch Vertauschung der Variablen in d yS = o. 

8. Die Gleichung 
d'y dy 

(x - x 2) dx' + (1 - 3x2) dx - xy = 0 

behalt ihre Form bei, wenn man auf sie die Substitution x = Vi- u:l 
anwendet. 



Dritter Abschnitt. 

Differentiation von Fnnktionen mehrerer Variablen. 

§ 1. Partielle Differentialqnotienten nnd Differentiale. 
Das totale Differential. 

4:5. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen. Wir 
beginnen mit einer .I!'unktion zweier Variablen x, y, nennen sie z und 
driicken die Abhangigkeit durch den Ansatz z = {(x, y) aus. Del' Bereich, 
d. i. die Gesamtheit der Wertverbindungen x/y, fiir welche z gegeben ist, 
heiBe P. Er liiBt (8) eine geometrische Darstellung zu, indem man jedem 

o x/y einen Punkt M in der Ebene zuordnet, nach-
4--......;,C'-'f-~:-:+_--';a"-Q -oX dem in ihr ein reehtwinkliges Koordinatensystem 

y 

angenommen worden ist. P wird dann, wenn 
x und y unbeschrankt sind, dureh die ganze 
Ebene vertreten sein, hingegen nul' dureh einen 
irgendwie begrenzten Teil der Ebene, wenn X 

und yan Sehranken gebunden sind. An dies em 
letzteren FaIle wollen wir festhalten und der Ein-

Fig. 9. fachheit wegen P dnreh eine einzige gesehlossene 
Linie begrenzt sein lassen, wie es in del' Fig. 9 dargestellt ist. 

Dureh Zuhilfenahme der dritten Dimension des Raumes wird es 
moglieh, aueh die Funktionswerte z zur Ansehauung zu bringen. Man 
fiige zu den beiden Koordinatenaehsen noeh eine dritte auf ihnen senk
reeht stehendeZZ' und wahle in ihr die naeh obel1(Z) zielendeRichtung 
als die positive; tragt man auf einer von M zu Z'Z oder zu ZZ' ge
zogenen Parallelel1, je naeh dem V orzeiehen von z, die Strecke von I z i 
Einheiten ab, so kommt man zu einem PUl1kte F im Raume; x heiSt 
seine Applikate. Die Funktion {(x, y) ist dann dureh ein raumliehes Ge
bilde, wie wir zunachst sagen wollen, dureh ein System von Punkten, 
dargestellt. 
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U m sich von dem Verlauf der Funktion eine V orstellung zu bilden, 
lasse man den FuBpunkt M der Applikate verschiedene Bahnen in P be
schreiben wie KL, und verfolge dabei die A.nderungen von z, das nun 
erne Funktion bloB einer Varia bien ist, weil y langs KLeine Funktion 
von x ist. Besteht nun in diesen Werten von {(x, y) Stetigkeit, so sagt 
man, z sei stetig Hings der betrefl'enden Bahn. Besteht diese Eigenscbaft 
fiir jede in P verlaufende Bahn, so entbalt das raumliche Gebilde del' 
Punkte F unendlich viele Linien und ist eine Flacke; z = {(x, y) heiSt 
ihre Gleicbung. 

Bei der eben erorterten Stetigkeit kommen nicht aile, sondern immer 
nur gewisse Funktionswerte in Betracht. Die folgende Definition abel' 
tragt der Gesamtheit der Funktionswerte, also dem Cbarakter von z als 
Funktion zweier Variablen, Rechnung. 

Die Funktion {(x, y) hei(Jt stetig an der Stelle xo/Yo ihres Bereichs P, 
wenn siCk zu einem beliebig klein angenommenen positiven E eine so enge 
Umgebung von xJyc begrenzen la(Jt, da(J {iiI' alle Stellell x/y dieser Umgebung 

ist. 
I {(x, y) - {(xo, Yo) I < E (l) 

Die Umgebung kann ein nach den Achsen orientiertes Quadrat (odeI' 
Rechteck) sein, wie in der Figur das Quadrat a {J r 8; dann ist I x - Xo I < 'rJ, 
I y - Yo I < "l, wo 1, eine auf Grund von E bestimmte positive GroBe ist, 
oder auch ein Kreis von einem dem gewahlten E entsprechend kleinen 
Radius Q, so daB die Umgebung analytiscb gekennzeichnet ist 
durch (x - XO)2 + (y - Yo)! < Q'. 

Bine Funktion, die stetig ist in jedem Pttnkte ihres Bereichs, hei(Jt 
stetig im Bereich selbst. 

Man kann die Stetigkeit an einer Stelle in Verbindung bringen mit 
der Stetigkeit langs einer Linie. Legt man z. B. durch den Punkt M 
gerade Linien, verfolgt die Funktion Hings jeder von ihnen und erweist 
sie sich als stetig in M, so darf der SchluB, sie sei auch stetig als Funktion 
zweier Varia bIen , nur dann gemacht werden, wenn sie in M selbst ein
deutig bestimmt ist. Nennt man die Stetigkeit langs einer durch ]1 
laufenden Richtung azimutale Stetigkeit, so kann also gesagt werden, 
azimutale Stetigkeit habe nicht unbedingt Stetigkeit an der Stelle M zur 
Folge, sondern nur dann, wenn dort eindeutige Bestimmtheit besteht. 

Ais ein Beispiel hierzu betrachten wir die rationale Funktiol1 
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( 2xy 
( x, y) =.-+ I' 

X Y 
Sie ist fur alie Wertverbindungen x/y eindeutig bestimmt mit alleiniger 
A usnahme von 0/0, woselbst sie aufhort definiert zu sein. Wie verhiilt 
sie sich in der Umgebung dieser Stelle? Verfolgt man sie Iiings der Ge
raden y = kx, also unter dem Azimut arctg k, so hat man es mit der 

. • 2kx2 . 2k 
FnnktlOn von x allem, {(x, kx) = xi(l + k 2) zn tun, dIe konstant = 1+1% 
ist, so lange x2 > 0, und unbestimmt wird bei x = 0, den eben genannten 
Wert abel' beibehiilt, wie nahe man auch der Stelle ° kommen mag; 
schreibt man ihr diesen Wert auch bei x = 0 zu, so verhiilt sie sich hier 
wie eine stetige Funktion (18 1.). Man kann also sagen, bei unserer 
Funktion besteht azimutale Stetigkeit, jedoch so, daB unter jedem Azimut 
ein anderer Grenzwert zustande kommt, abel' Stetigkeit an der Stelle 0)0 
besteht nicht, weil sich keine Umgebung abgrenzen liiBt, in der die Diffe
renz rex, y) - reo, 0) fur alie x/y beliebig klein ist, weil ja (CO, 0) nicht 
cinen bestimmten Wert bedeutet. 

Eine in ihrem Gebiet stetige Funktion ist immer auch stetig liings 
jeder im Gebiet verlaufenden Linie. 

Von einer Funktion u = W(xll x2, ., ., xn), welche fur einen gewis~en 
Bereich del' n Variablen Xli X2, •• "' xn eindeutig definiert ist, wird Ulan 
in Verallgemeinerung del' obigen Definition betreft'end eine Funktion 
zweier Variablen sagen, sie sei an der Stelle oder in dem Punkte 
X10/X20/ ••• /xno stetig, wenn sich zu einem beliebig klein en positiven E 

ein hinreichend kleines positives '1] so bestimmen liiBt, daB fur jede andere 
Wertverbindung Xl /X2/ .•• /xn' fur welche 

I Xl - x10 I < 'I}, 1 x2 - x20 1 < 'I}, .• ·1 x" - x"o 1 < '1], 

die Beziehung besteht: 

1 {(Xl' x2, ••. , Xn) - {(Xl 01 X201 ... XnO) I < cj (Z) 

findet dies an alien Stellen des Definitionsbereiches statt, so heiBt die 
Funktion stetig im Bereich. 

Die Bezeichnungen Punkt, Umgebung, die noch bei n = 3 eine geo
metrische Unterlage haben, werden auch bei groBeren n wegen del' ein
heitlichen Ausdrucksform beibehalten (9). 

46. Partielle Differentialquotienten und Differentiale. Es 
sei z = {(x, y) eine im Gebiete P stetige Funktion; verfolgt man ihren 
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Verlauf bei einem feststehenden Werte von y, also langs einer Geraden, 
welche das Gebiet P parallel zur x-Achse durchsetzt, so verhiilt sie sich 
wie eine Funktion von einer Varia bIen und HiBt die Bildung der fiir solche 
Funktionen aufgestellten Begriffe und GroBen zu. 

Erteilt man, von einem bestimmten Werte x ausgehend, demselbell 
eine Anderullg L1 x = h, 
so erfahrt die FUllktioll die partielZe Anderung: 

Llxz = ((x + h, y) - ((x, y); (1) 
kOllvergiert der aus beiden gebildete Differellzellquotient 

Llxz = r(x + 11, y) - {(x, y) 
Llx h 

wiihrend h den stetigell Grenziibergang lim h = + 0 ausfiihrt, gegel1 einen 
bestimmten Grenzwert, so heiBt dieser der zur Stelle xjy gehorige partielle 
Differentialquotient in bezug auf x, wit-d mit Dxf(x, y), oder, in eil1er von 
Jacobi eingefiihrten Abanderung des Leibnizschen Symbols 1) fiir den 

DifIerentialquotienten einer Funktiol1 eil1er Variablell, mit 0 r~~ Y) , kiirzer 

~:, bezeichnet, so daB 

D f( ) r rcx + h, y) - (x, y) 
x x, y = 1m h . 

h=±O 
(2) 

Besitzt die Funktion an jeder Stelle von P einen solchen Differential
quotienten, so ist hierdurch eine neue Funktion im Bereiche P definiert,. 
welche man als partielle Ableitung von ((x, y) in bezug auf x oder auch 
wieder als partiellen Differentialquotienten nach x bezeichnet. 

Durch MuItiplikation des partiellen Differentialquotienten mit der 
Anderung L1 X del· Variablen, welche letztere begrifflich mit dem Diffe
rential dx derselben zusammenfallt (23), ergibt sich das partielle Diffe
rential dxz in bezug auf x, so daB 

oz dxz = oxdxj (3) 

fur die Beziehung desselben zur Anderung Llxz geIten die bei Funktionen 
einer Variablen gemachten Bemerkungen (23, 42). 

Zu analogen Betrachtungen wird man gefiihrt, wenn man den Verlauf 
Von z = ((x, y) bei feststehendem x, also langs einer das Gebjet P parallel 
ZUr y-Achse durchquerenden Geraden, verfolgtj aus der Anderung 
------

1) Die vor ihm schon Legendre vorgeschlagen hatte. 
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dy = k, 
die man einem Ausgangswerte y erteilt, entspringt die partielle .lnderung 

dyla = (x, y + k) - ((x, y), (1 *) 
dann del' partieUe Differentialquotient in bezug auf y: 

OZ = lim ((x, y + k) - {(x, y) , (2*) 
oy k=±O k 

einerseits genommen an del' bestimmten Stelle XI!!, andererseits alsFunktion 
im Gebiete P, und schlieBlich das partielle Differential in bezug auf y: 

d OZ d (3*)\ yS = oy y. 

Es hedarf keiner naheren Erlauterung, wie sich diese Betrachtung 
fortsetzt, wenn es sich um eine Funktion von mehl' als zwei Variablen 
handelt. l ) 

4:7. Der totale Differentialquotient und das totale Diffe
ren tial. Man kann, auf die geometrische Darstellung hezugnehmend, die 
partiellen Differentialquotienten in bezug auf x, yauch als Differential
quotienten in der Richtung X, bzw. Y bezeichnen und kann ihnen den 

o 
Differentialquotienten in einer beliebiger Ric}dung 
oder, weil dabei beide Variablen zugleich abge

X andert werden, den totalen Differentialquotienten 
gegeniiberstellen. 

(X) Bei einer durch M(x/y) (Fig. ;LO) gehenden 
Geraden wollen wir von einer "Richtung 8" spre
chen, so lange es nicht notwendig ist, die beiden 
in ihr vereinigten entgegengesetzten Richtungen 

(YJ S'S und BB' voneinanderzu unterscheiden, deren 
Fig.IO. erste die positive sein soll. Die "Richtung S" soIl 

gekennzeichnet sein durch die hohlen Winkel ffJ, 1/1 mit den positiven Achsen
:richtungen. Der Nachbal'punkt Mi von M gehOre zu del' Wertverbindung 
:J) + h/y + k. Die Entfernung M HI = d s = ¥Jl+ Jc2 gelte als relativ je 
nach der Lage del' Punkte M, MI (sie ist also negativ bei del' Lage 
11fl ' des Nachbarpunktes); dann ist 

h k 
AS = cos ffJ AS = cos 1/1 • (4) 

1) Lagrange benutzte fUr die Differentiation nach x obere, fUr die Differen
tiation nach y untere Indizes, Behneb also :iI', Zl' Andere Bezeiehnungen sind 
fx(x, y), fY(x, y), auch bloB (:tJ, (y oder z"" Zy u. a. 
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Den Unterschied der zu x/y und X + h/y + k gehOrigen Funktions
werte bezeichnet man als totale Anderung von z an der Stelle x/y und in 
der Richtung S und, gebraucht dafur das Zeichen Ll z, so daB 

Llz - r(x + h, y + k) - ((x, y); (5) 

der entsprechende Differenzenquotient ~: IaBt sich folgendermaBen um

gestalten: 
..dz r(x + h, y + k) - {(x, y + k) + {(x, y + k) - {(x, y) ) 
..ds = ..ds 

(6) 
= (x + h, y + k) - rex, y + k) ~ .. + {(x, y + k) - (x, y) ~ , 

h AS k AS 

Kommt der Nachbarpunkt nach M i ' zu Hegen, so andern h, k, ds 

gleichzeitig ihre Vorzeichen, die Quotienten :8' :s behalten also fur beide 

Lagen, und wie nahe auch Ml1 beziehungsweise M/ an M ruckt, die in 
(4) angegebenen Wel'te bei; besitzt ferner die Funktion parlielle Differential
quotienten in bezug auf x und y, so ist 

I ' r(x + h, y + k) - (x, y + k) = f'( + k) 1m h ., x, y , 
h=±O 

r f(x,y+k)-f(x'Y)_I"'( ) oz, 
k!~O k -Iy \x, Y = oyl 

wenn endlich der erste dieser Differentialquotienten eine stetige Funktion 
von y ist, so hat man weiter 

I ' I' (x + h, Y + k) - ((.x, y+ k) .f!'( ) OZ 
1m 1m h = I., x, Y = ~ , 

k=±Oh=±O vX 

Man hatte den Zahler von ~z auch erweitern konnen auf 
",S • 

(x + h, y + k) - rcx + h, y) + r(x + h, y) - rex, y), 
und es Mtte sich dann bei analog durchgefiihrter Betrachtung die Be
dingung ergeben, daB r; eine stetige Funktion von x sein musse, damit 
bei lim k = 0 und lim h = 0 der Quotient 

r(x + h, Y + k) - {(x + h, y) 
k . 

gegen die Grenze r;(x, y) konvergiere. 
Bei stetigem beiderseitigen Grenzubergange von x + h/y + k zu x/y 

in der Richtung S, wobei die GroBen h, k, .ds gleichzeitig der Null ala 
GrAnze sich nahern, konvergiert also der Quotient (6) gegen den Grenzwerl 

o z n be r, Vorlesungen. I. 4. Auf!. 7 
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dz oz oz 
ds = ox cos rp + oy cos t/J, (7) 

wenn an der Stelle xly entweder f/ eine stetige Funktion von yoder fy' 
eine stetige Funktion von x ist. 1) Man nennt dann diesen Grenzwert den 
totalen Differentialquotienten der Funktion f(x, '!J) oder ihren Differential
quotienten in der Bichtung S. 

Fur die Richtung H(X) 
rp = 0, t/J = ; 

1: II d' B .J!t! dz la en Ie. egnlle ds und ;;, fur die Richtung M( Y) 

tlz OZ 
ds und oy zusammen. 

Aus dem totalen Differentialquotienten ergibt sich in analoger Weise 
wie bei einer Funktion einer Variablen durch Multiplikation mit ds das 
totale Differential dz der Funktion; da nun aus (4) 

As cos rp = h = Ax, LIs cos t/J = k = L/y 

folgt und bei den unabhangigen Variablen LI x und dx einerseits und 
Lly und dy anderseits gleichbedeutend sind, so ergibt sich ffir das totale 
Differential der Ausdruck 

oz oz ) 
de = OX dx + Oydy, (8 

der mit Riicksicht auf (3) und (3*) auch in der Form 

geschrieben werden kann. 
de = dxz + dyz (8*) 

Das totale Differential einer Funktion zweier Variablen stellt sick 
demnach, wenn die Bedingungen fur die Existenz des totalen Differential
quotienten vorhanden sind, als Sum me der aUf die einzelnen Variablen be
;;iiglichenpartiellen Differentiale dar und bedeutet begrifflich einen Wert, 
deT sich von der totalen Anderung LIz nur um Grofjen hOherer Kleinheits
ordnung in bezug aUf dx und dy unterscheidet, welch letztere vermoge (4) 

fur jeden von 0, ; unil n endlich verschiedenen Wert von rp Grof;1en gleicher 

Kleinheitsorilnung sind. 
Die Richtung, nach welcher das Differential (8) genommen ist, ergibt 

sich zufolge (4) aus den Gleichungen 

1) Beides ist erfiillt, wenn r;, fy stetige Funktionen von x, '!I sind. 
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ax = cos q> dy = cos 1/1 
IVdx!+dy21 'I -ydx' + dytl 

eindeutig in dem IntervaJl (0, 2,,); denn tur das DUferential sind zwei 
entgegengesetzte Richtungen nicht aquivalent wie fur den Differential
quotienten. 

48. Geometrische Deutung des totalen Differentials. Bevor 
auf die Ausdehnung der eben entwickelten Begriffe auf Funktionen von 
mehr als zwei Variablen eingegangen wird, soIl ihre geometrische Be
deutung erlautert werden fUr den Fall, daB die Werle der Funktion s=f(x,y) 
durch die Applikaten einer Flache dargestellt z 
werden. 

Fig. 11. C' 

Es sei F (Fig. 11) der zu xly gehOrige 
Punkt der Flache, FF' die Kurve, welche be
schrieben wird, wenn M auf der zur x-Achse 
Parallelen MM' fortschreitet, FG' die Tan
gente an diese Kurve in F, FH' die Parallele 
zu 0 Xi dann ist (23) 

o~--~r+~·--+--~~-~ 

MM' = h =dx, H'F' = Azs, B'G' =d",z; 

ferner sei FE" die Kurve, welche bei der Be
wegung von M auf der zur y-Achse Parallelen 
MM" beschrieben wird, FG" die Tangente 
an diese Kurve in F, FH" die Parallele zur y-Achse; alsdann ist 

MM"=k = dy, 

H"F" = Ayz, 
H" G" = dyz. 

Auf dem Wege M" M1 werde die Kurve F" F111 auf dem Wege JJ/' M1 die 
Kurve F' F1 beschrieben; wird H" H1 parallel zur x-Achse gefiihrt, so 
ist H' H1 parallel zur y-Achse und 

H1F1 = LIz; 

dagegen schneidet die Ebene, welche durch die Tangenten FG' und FG" 
gelegt wird, auf der Geraden M1 F1 einen Punkt 0 1 ein als vierte Ecke 
des durch G'FG" bestimmten Parallelogramms, und fiihrt man Gil Jl 

parallel zur x-Achse, so zenlillt die Strecke ~ G1 in die Teile H1 J1 und 
J1 0 ll deren erster gleich H" G", deren zweiter wegen der Kongruenz der 
Dreiecke G"J1 G1 und F H' G' gleich H' G' ist; mithin ist 

7* 
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H G = H' G' + H" G" = d z + d z 1 1 '" II , 

also IIr GJ = dz. 
Die Ebehe FG'GI G" del' beiden Tangenten FG', FG" nennt man 

die Tangentialebene del' Flache im Punkte F Hiernach ist das totale 
Differential bei dem Ubergange von del" Wertverbindung xjy zu jellcr 
x + dxjy + dy dargestellt durch die Anderung, welche die Applikate der 
im Punkte xjyjz an die Fliiche gelegten Tangentialebene dabei erleidet. 

4:9. Ausdehnung auf drei und mehr Variable. Handelt es sich 
urn eine in dem Bereich R eindeutig definierte und stetige Funktion 
u = ((x, y, z) der drei Variablen x, y, z, so liiBt der Bereich auch noch 
eine geometrische Versinnlichung zu (9) und die Betrachtungen von 4:7 
gestatten fast wortliche Ubertragung. Eine durch den Punkt ]Jl(xjy/z) 
gefiihrte Gerade S'S sei durch die Winkel gJ, 1/1, X bestimmt, die ihre 
positive Richtung (S) mit den positiven Achsenrichtungen eines zugrunde 
gelegten rechtwinkligen Koordinatensystems einschlieBt. Dann ergibt sich 
unter del' (allerdings zu weit gefaBten) V oraussetzung der Existenz und 

Stetigkeit der parliellen Differentialquotienten ~:, ~;, ~~ der totale Diffe
rentialquotient in der Richtung S: 

du ou o~~ OU 
-d =" cos gJ + " cos ljJ + -;s- cos X 

8 uX uJ! uZ' 
(9) 

und damus das totale Differential: 
OU ou OU du = - dx + - ily + - dz ox oy OZ' (10) 

also du = d",u + dyu + dzu, (10*) 
wobei die Richtung, in welcher das Differential genommen wird, eindeutig 
bestimmt ist durch 

--;::~::::;=d::;:x~= = cos m dy = cos .", 
I Vdx' + dy' -+ dz'l 'r' I Vdx' + ely' + dz' I 'I' 

dz 
I Vdx'+dY'+dzlll = cos X· 

Bei einer Funktion u = f( Xl' x2, ••• , Xn) von n (> 3) Variablen hod 
auch die Moglichkeit der geometrischen Darstellung des Bereiches R auf; 
man behltlt aber die geometrische Ausdrucksweise bei, ordnet der Wed
verbindung X1/X2j ... /xn einen Punkt M im n-dimensionalen Raume zu, 
bezogen auf ein n-achsiges orthogonales Koordinatensystem; spricht ferner 
von del' Richtung, welche den Pnnkt M mit dem Punkte 
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Ml •.• Xl + dxdx2 + dx2/ •.• IX'll + dx'll 
verbindet und bestimmt sie durch die Richtungskosinusse 

101 

dXl dX" 
cos fPl = I I' ... cos fP,. ""'I I' I Vdxi+dxi + ... +dx~ y'dxi+dx~ + ... +dx~ . 
deren Quadratsumme 1 ist; nennt weiter 

ds = I ydX12 + dx,l + ... + dx,,' i 
die Ent(ernung von M zu M1 ; erkHirt, die Stetigkeit der Ableitungen 
(JU OU 
~, ~, ... vorausgesetzt, 
OXl OX, 

du (Ju OU OU 
ds = oXl cos fPl + OX, cos fP2 + ... +OXn cos fP" (11) 

als den totalen Differentialquotienten von 1,1, in der bezeichneten Richtung 
(und der ihr entgegengesetzten) und 

(Ju ou OU 
du = ;;-- dX1 + - dx, + ... + --dx'll (12) 

OX1 OX, oX'll 
als das zu jener Richtung gehorige totale Differential. Der in 4: 7 fur zwei 
Variable formulierte Satz, da.6 das totale Differential der Summe der 
partiellen Differentiale gleichkommt, behalt also fur beliebig viele Variable 
s~ine Geltung. 

Hat die "Funktion 1,1, einen konstanten Wert im ganzen Bereiche R, 

so ist ihr to taler Differentialquotient ~~ und daher anch ihr totales Diffe

rential du im ganzen Bereiche = 0 (21). Demnach folgt aus einer 
Gleichung von der Form 

((xv Xi' ... , xn) = c 
eine Iineare homogene Beziehung zwischen den Differentialen del' Variablen, 

namlich }f dx + lidx + ... + .}Ldx =0. 
OXl lox,' (Jx,," 

60. Anwendungen. Die Bestimmung des totalen Differentials 
kommt haufig zur Anwendung, wenn es sich darum handelt, die Anderung 
einer GroBe annahernd zu berechnen, welche sie bei verhiHtnismaBig sehr 
kleinen .Anderungen der sie bestimmenden Gro.6en erfiihrt, wenn von 
GrO.Ben hoherer Kleinheitsordnung abgesehen wird. 

Zur Erlauterung mogen die folgenden Beispiele dienen. 
1. Welche A.nderung erfl1hrt die FIache eines Rechtecks mit den Seiten 

x, y, wenn diese urn die sehr kleinen GroBen dX, dy sich iindern? 
Die Flache ist 1,1, = xYi 
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d 'bt . h (Ju au J! 1 l' h . t araus ergl SIC oX = y, 011 = x, .10 g Ie IS 

au = yax + xdy. 

Die Rechnung sowie eine einfache Figur belehren dariiber, daB gegenuber 
der wirklichen Anderung bei dies em Ansatze das Produkt dxay vernach
lassigt ist. 

2. Es ist die Anderung zu bestimmen, welche das V olumen eines 
geraden Zylinders vom Halbmesser x und der Rohe y erleidet, wenn die 
genannten Dimensionen um die kleinen Betrage ax, ay sich andern. 

Das Volumen ist v = -xxly; 

daraus berechnet sich ;; = 2-xxy, ~; = -xx', somit ist das verlangte 

dv = 2-xxyax + -xx2dy. 
Die wirkliche Anderung ist 

:It(x + dx)!(y + dy) - -xxly = 2-xxydx + -xx'ay + 2:ltxdxay 
+ -xyax2 + -xax2aYi 

unterdriickt werden also 2-xxaxay, -xydx2 und -xax2ay, Betrage, die in 
bezug auf ax, ay von zweiter, beziehungsweise dritter Kleinheitsordnung 
sind. Es ist nicht schwer, die heiden Teile von av geometrisch zu 
interpretieren. 

3. In einem ebenen Dreieck iindern sich eine Seite x und die beiden 
ihr anliegenden Winkel y, fJ um die Betrage dX, ail, ds beziehungsweise j 
es ist die damns hervorgehende Anderung der Dl;eiecksflii.che zu bestimmen. 

Die Flache des Dreiecks ist 

(} u x sin y sin z 2 u 

Xl sin y sin z u=. . 
2 SIn (y + s) , 

daraus folgt 

ox = sin (y + z) = x' 
ou x2 cosysinz X! sin ysinzcos(y+z) t t ( + ) 
-=----- -ucogy-ucog y s 011 2 sin (y + z) 2 sin l (y + z) - , 

aux' sin y cos z x' sin y sin z cos (y + z) t t ( + ) 
oz = 2 sin (y + z) - 2 ilin! (y + z) = U co g IS - U co g If z; 

also ist 

d1t=u[2!X + {cotg y - cotg (y + fJ) }dy + {cotg /! - cotg (y + s)} as]. 

Es sei beispielsweise 
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x = 500 m, 

dx = 0,01 m, dy = arc 5" == 0,00002424, dz=arc 10" =0,00004848; 

mit diesen Daten berechnet sich zunachst 

u = 45753,17 m2 

und weiter 

du = 45753,17 [0,0000400 + 0,0000354 + 0,0000354] = 5,07 m2 ; 

die direkte Rechnung der FHiche mit den geanderten Daten liefert 

u' = 45758,26 m 2, 

woraus die wirkliche lnderung bei auf zwei Dezimalen angelegter Rech
nung u' - u = 5,09 mS sich ergibt. 

4. Man zeige, daB aus 
JIX-JIY liS = '-----'---x - y , 

worin X = ax2 + 2bx + c, Y = ay2 + 2by + c ist, folgt: 

~=~+~. 
a- Zi Vx vY 

§ 2. Die hoheren Dift'erentialquotienten und Differentiale. 

51. Wiederholte Differentiation nach derselben Variablen. 
Wenn die Funktion liS = {(x, y) auf dem Gebiete P, auf welchem sie ge
geben ist, einen partieUen Differentialquotienten in bezug auf x hesitzt, 
der selbst wieder wie die urspriingliche Funktion auf dem gedachten Ge
biete stetig iet und einen partiellen Differentialquotienten in bezug auf x 
zuIa6t, sohei6t dieser der zweite partielle Differentialquotient der Funktion 
f(x, y) in bezug auf x und kann durch eines der Zeichen 

'Ot rex, y) 'O! Z 
D.,2{(X, y), 'Ox! 'OX2 

dargesteIlt werden; die heiden letzten Zeichen sind eine von J aco bi her
riihrende Nachbildung des entsprechenden Leibnizschen Symbols fur 
Funktionen einer Variablen.1) • 

Wie bei Funktionen einer Variablen (4:0) kann dieser Proze6, solange 
<lie angefuhrten V oraussetzungen fortbestehen, wiederholt werden, und 
~--'---

1) Vgl. da.zu die erate FuBnote zu 46. 
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man gelangt so zurn dritten, ... n-ten partiellen Differentialquotienten in 
bezug auf x, d. i. 

oSf(x, y) 
ox8 , 

onf(x, y) oder kiirzer 
08 Z On Z 

OXB1 ... OXn ' 

Derselbe Gedankengang liLBt sich auf die Variable y anwenden, wo
durch die hoheren partiellen Differentialquotienten in bezug auf y zustande 

kommen: ot Z OS Z on Z 
oyO oya,'" oyn. 

Bei einer Funktion von mehr als zwei Variablen treten weitere Reihen 
derart gebildeter h5herer partieller Differentialquotienten auf. 

52. Wiederholte Di fferentiation nach verschiedenen Va
J·iablen. Da das Resultat der partiellen Differentiation von z = f(x, y) 
nach x im allgemeinen wieder eine Funktion von x, y ist, die wir in der 
nun folgenden Untersuchung mit f~' (x, y) bezeichnen wollen, so daS 

(/(x, y) = ~:, 

so kann auf dasselbe ein zweitesmal die partieUe Differentiation in bezug 
auf y angewendet werden; ihr Ergebnis bezeichnen wir als zweiten par
liellen Differentialquotienten in bezug aUf x und y und schreiben es in einer 

der Formen f::y(x, y), o:';y' so daB 

.f.''' (x ) = ~f~(x, y) = ~ 
/xv ,y oy oxoy' 

Andererseits ist auch der partielle Differentialquotient nach y: 

fv'(x, y) = ~~ 
eine Funktion beider Variablen und kann als solche in bezug auf X diffe
rentiiert werden, wodurch der zweite partielle Differentialquotient 1:n bezug 
auf y und x entsteht: 

.f.'''(x y)=ofy(x,y) 02 Z 
/yx, o~ - oyox' 

Es ist jetzt unsel'e Aufgabe, die Beziehung diesel' zwei zweiten Diffe
rentialquotienten, welche sich formell durch die Reihenfolge derOperationen 
unterscheiden, durch die sie aus del' urspriinglichen Funktion abgeleitet 
sind, fiir aine Stelle x/y des Gebietes P zu untersuchen. 
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Es seil) 
() (x, y + k) - {(x, y) 

g;x=--- k ' 

dann ist 

q;(x+h)-tp(x) 1 (») ( ---T---- = hk {f(x+h,y+k)-f x+h,y -f(x,y+k +f x,y)} (1) 
und 

'!P(y tkl=:'!:(Y) = h1k {f(x+h, y+k)-f(x, y+k)-f(x+h,y)+((x,y)}; (2) 

andererseits ist mit Beniitzung des Mittelwertsatzes (38) 

fP(~ + h) - tp(x) _ '(I:) _ {;(~, Y + k) - f;(~, y) _ f''' (I: 'I'l) 
h - rp ~ - k - txy s, 'j 

Und 1/>(y + lc) - 'I/J(y) _ .I.'(~ _ (yeX + h, 1i) - fHx, 1j) _ f'" (I: -) 
k - 'f' fj} - h - ty'" s, fj . 

Daraus folgt im Zusammenhalte mit (1) und (2), daB 

f;~(;, fj) = f;~(~, 11)' (3) 
Dabei bedeuten ;, ~ Werte aua dem Intervall (x, x + h), fj und 1j Wede 
aus dem Intervall (y, y + k); ferner ist die Voraussetzung gemacht, daB 
r;'y und (y'", in del' durch h, k gekennzeichneten Umgebung von xly 
existieren. Sind sie iiberdies stetig an diesel' Stelle, so ergibt sich aua 
(3) dUTch den Grenziibergang lim h = 0, lim k = 0: 

~~0=~~~ W 
in anderer Schreibweise: (4*) 

In zuaammenfassender Wiederholung des eben Vorgefiihrten kann 
also del' Satz ausgesprochen werden: 

Besitzt die Funktion z = ((x, y) an del' Stellex/y und in einer gewissen,. 
iibrigens beliebig engen Umgebung diesel' Stelle die Differentialquotienten 
az oz o~z o'z . d d' b 
OX' oy' oxoy' oyox' und sm Ie eiden letztgenannten stetig an del' 

genannten Stelle, so iat daselbst 
o'z O'Z 

oxoy = oyox . 
Erfiillt die Funktion ((x, y) in ihrem ganzen Gebiete die angefiihrten 

Bedingungen, so findet diese Beziehung an jeder Stelle statt. Ih1' Inhalt 

1) Vgl. G. Kowalewski, Die klassischen Probleme der Analysis des Un
endlichen, Leipzig 1910, p. 272. 
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laSt sich dahin formulieren, dafJ das Resultat der suksessiven Differentiation 
ciner Funktion nach swei verschiedenen Variablen von der Reihenfolge, in 
welcher man die beiden Differentiationen ausfuhrt, nicht abhiingt. 

Diese wichtige Tatsache liiBt sich nun auch auf mehr als zwei Diffe
rentiationen und auch auf mehr als zwei Variable ausdehnen. Soll die 
Funktion s == f(x, y) zweimal in bezug auf x und einmal in bezug auf 
y differentiiert werden, so zeigt das fiir die Multiplikation dreier Faktoren 
giiltige Schema 

xxy = x(xy) = x(yx) == (xy)x .... (yx)x = yxx, 

in welchem immer nul' zwei aufeinanderfolgende Buchstaben verlauscht 
worden sind, daB es gleichgiiltig ist, ob man die Differentiation in der 
Ordnullg xxy oder xyx oder yxx ausfiihrt; man bezeichnet daher den 
betreffenden Differentialquotienten mit 

oSs 1 

ox"oy' ) 

1st die Funktion u = f(x, 'Y, s) m-mal in bezug auf x, n-mal in bezug 
auf y und p-mal in bezug auf z zu differentiieren, so darf man diese 
m + n + p Diiferentiationen in beliebiger Reihenfolge zur Ausfiihrung 
bringen; ihr Resultat driickt man durch das Symbol 

om+n+pu 
(Jxmoynosp aus. 

Durch den Umstand, daB die Reihenfolge mehrerer Diiferentiationen 
nach verschiedenen Variablen keinen EinfiuB auf das Endergebnis iibt, 
-vermindert sich die Anzahl der von einander verschiedenen Differential
quotienten einer bestimmten Ordnung gegeniiber derjenigen, welche statt
hiitte I wenn die Reihenfolge von EinfluB ware. 1m letztgedachten Falle 
hiitte man niimlich bei einer Funktion von n Variabeln 

Differentialquotienten r-ter Ordnung zu unterscheiden entsprechend der 
Anzahl der Variationen mit Wiederholung von n Elementen in der r-ten 
Klasse; wogegen sich dieZahl in Wirklichkeit auf 

1) Zur Bezeichuung del' Mheren partiellen Differentialquotienten von f(x, y) 
sind aueh die Zeichen 

No, (;!", f[f.; ('{'t.:, f!::y,·,· oder einfacher fu, (xy, f"y, (IlJXX, (XIlJY,··· 
gebrauchlich. 
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n(n + 1) ••• en + r - 1) 
1 • 2 .•• l' 

stellt, entsprechend del' Anzahl del' Kombinationen mit Wiederholung von 
n Elementen in der r·ten Klasse. 

Man spricht bei Funktionen mehrerer Variablen von reinen und ge
mischten Differentialquotienten, je nachdem die Differentiation nur nach 
einer odeI' nach mehreren Variablen erfolgt. 

53. Beispiele. Die Bildung del' hOheren partiellen Differential
quotienten werden die folgenden Beispiele zur Geniige dartun. 

1. Die rationale ganze Funktion dritten Grades 

{(x, y) = axll + 3{3x2y + 3yxy2 + oy8 

el'gibt bei einmaliger Differentiation: 

:~ = 3ax l1 + 6(3xy + 3ry2 

;~ = 3(3x2 + 6rxy + 30y2; 

bei zweimaliger Differentiation: 
o~f 
ox. = 6ax + 6(3y 

eN oxoy = 6~x + 6yy 

otf 
8yt == 6rx + 60y; 

wobei man unmittelbar erkennt, daB sich fiir O~ryaus :~ und aus :~ ein 

und derselbe Wert ergiht; bei dreimaliger Differentiation entstehen: 
oSf oSf 08 f oSf 
--6a --···=6/-l ~--6r --=60 oxr. - , ox· oy ,." oxoy! - 'oy8 

und wieder zeigt es sich, daB jeder der beiden gemischten Differential
quotienten aus der vorangehenden Gruppe auf zwei Arlen ii bereinstimmend 
erhalten wird. AIle h5heren Differentialquotienten haben den Wert Null. 

2. Die Funktion z = arc tg ~ 
ist fur aIle Wertverbindungen mit Ausnahme von % definiert. Mit Aus
schluB dieser Stelle hat man 

y 1 

0$ - x 2 y 0$ X X 

ox = ~ = - Xi + y" oy = ~ = Xl + y! j 1+- 1+, x! x 
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weiter 
o!Z 2xy 
ox! ==- (Xl + y'r-y!' 

OIZ 2xy. 
oyt = - (x! + yf)!' 

und 
O'Z x! + y!- 2y2 y! - x! 

oxoy = - (x! + y'? = (Xl + y~! 
x! + y! - 2x! y' - x! 

(x' + y~1 = (x! + y~j, 
0' Z 02 Z 

also tatsiichlich oxoy = oyox' 

3. Es ist zu zeigen, daB die Gleichung 

OSz yi o!z 
ox! - q2 f! = Xi ~1J! 

durch die Funktion befriedigt wird. 

04. Totale Differentialquotienten und Differentiale hohe
rer Ordnung. In 41 ist fiir den totalen Differentialquotienten in der 
Richtung Seiner Funktion f! = ((x, y), welche an der Stelle xly die dort 
angefiihrten Bedingungen erflilIt, der Ausdruck 

ds os OZ 
ds = oX cos p + a 11 cos 1/1 

gefunden worden; seine Bildungsweise spl'icht sich darin aus, daB man 
die partiellen Differentialquotienten mit den zugeordneten Richtungs
kosinus zu multiplizieren und die Produkte zu addieren hat. 

Sofern nun die Funktion f! an der Stelle rely auch aIle partiellen 
Differentialquotienten 2., 3., ... n-ter Ordnung zuliiBt, und sofem diese 
stetig sind, besitzt sie auch hOhere totale Differentialquotienten in del' 
Richtung S; der zweite totale Differentialquotient ist: 

odz odz 
d'z ds ds 
- = - cos m + -- cos .1 .. ds' ox T oy '1', 

fiihrt man aber die rechts angedeuteten Differen tiationen aus, wo bei zu 
beachten ist, daB cos p, cos 1/1 konstant sind, so findet sich: 

odz 
ds ots 02 Z 

-ifX -= ox' cos p + 8yox cos 1/1 

ode 
ds o!z 0' Z 

Ty = oxoy cos p + oy' cos 1/J; 
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trii.gt man dies in den obigen Ausdruck ein, so ergibt sich mit Riicksicht 
auf 52, (4*) 

dt s 0' Z 2 o· S ot., 2 
ds! = ox' cos fJJ + 2 ox 0'11 cos fJJ cos 1/J + oy! cos 'l/J. (5) 

Durch Multiplikation dieses Differentialquotienten mit ds9 erhalt man 
das zweite totale Differential, welches mit Riicksicht darauf, daB laut 4:7 

ds cos fJJ = dx, ds cos 1/J = dy 
ist, folgendermaBen sich gestaltet: 

o!z OIZ 02 Z 
d2z = ox!dx!+ 2 oxOydxdY+~y'idy2. (6) 

Seine Bildungsweise hat so viel Analogie mit dem Quadrat eines bestimmten 
Binoms, daB man sich zur Abkiirzung der symbolischen Schreibweise 

d2z = (~dx + ~dy)2Z (6*) oX oy 
bedienen kann; nach ausgefiihrter Quadrierung lautet beispielsweise das 

erste Glied '00;, dx2 und geht bei der symbolischen Multiplikation mit z in 

~:~dx', d. h. tatsachlich in das erste Gliad von (6) liber usw. 
Aus (5) ergibt sicn zunachst wieder: 

d'. d2 s 
dSz 0dsi 0 ds' 
d s' = 0 x coS!p + -Ty- cos t/J; ferner ist 

o dis 
ds' o·s 2 o"s o'z 

--:J"X = ax. cos fJJ + 2 axayox cos rp cos 'I/J + oy''Ox cos' t/J 
o d's 

ds' 03 S oSz 0·1$ 
-,,- = ~~ cos2 !p + 2 ~ cos rp cos 'I/J + '-:>8 cos2 t/J, 
uy vX vy vXuy vy 

mithin auf Grund der Ergebnisse in 52: 
d" s o· z 0' Z 
- = --- COSB m + 3 ------ cos! m cos .1. (7) ds. ox. T oxi(jy .,. 0/ 

o· Z o· z + 3-- cos m cos2 .1. + --- COSS 1/J. 
OXOyi T 0/ 0'11" 

Durch Multiplikation mit dss entsteht das dritte totale Differential: 

dll OS Z d S 3 OS Z d lid 3 o· Z d d 2 o· Z d 3 
Z = ox" x + oxtoy X y + ox'Oy' x y + oyS Y, 

wofiir wiedEtr symbolisch geschrieben werden kann: 

( () 0)3 dSz = -dx+ -dy z. ox oy 

(8) 

(8*) 
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Die Richtung, fiir welche das totale Differential gilt, ist jedes
mal bestimmt durch 

Durch vollstandige Induktion kann das Bildungsgesetz des n-ten 
totalen Differentialguotienten und des n-ten totalen Differentials erschlosilen 
werden. Ware namlich erwiesen, daB 

d"s ons (n) on z 
ds'" = oxn cos" rp + 1 oxn-1oy COS,,-1 rp cos 1{l 

+ ( n ) 0" s ,,_ 2 2 .1. + + 0" s " .1. 2 -2! cos rp cos '/' ... ~ cos ,/" OX" oy uy 

so folgte aus dem eben entwickelten Vorgange 

d n +1s [O"+IS --- = .-- cos" rp 
ds"+1 oxn + 1 

(n) 0"+1s (n) 0"+1S + -- COS,,-1 rp cos 1/J + --- cos .. - J rp cos2 1{l + ... 
1 ox"oy 2 ox"-lo'l 

0"+1S ] + 8xoyn cos" 1/J cos lP 

(n) on+1z + 1 ox,,-1 0y! COS,,-1 rp cos 1jJ + ... 
0"+1s ] + -+ 1 cos" 1{l cos 1jJ 
oy" 

und mit Rucksicht auf die Eigenschaft der Binomialkoeffizienten: 

(n+l) 0,,-1S 0"+1s + COS,,-1 m cos2 1{l'+ .. , -- cos"+] '1/-" 
2 ox"-10'1 'r dyn+1' 

d. h. es bestunde dasselbe Bildungsgesetz auch fiir d"::~; da es nun fur 
os 

n = 2, 3 direkt bewiesen worden, so gilt allgemein fur den n-ten totalen 
Differentialquotienten der Ausdruck: 

an Z ( 0 0)" ds" = ox cos rp + oy cos 1/J f1 (9) 
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und fUr das n-te totale Differential der Ausdruck: 

(10) 

Die .A.usdehn1lllg auf Fun~tionen von mehr als zwei Variablen unter
liegt nach dern V orgefiihrten keiner Schwierigkeit und ergibt ein analoges: 
UC8ultat, so fiir u = f(x, y, fJ): 

d"u (0 0 0)" ds" = ox cos q; + oy cos t/J + -tfZ cos X u, 

d"u = CiJOx dx + ;y dy + :i dfJ)"u. 

Auf Grund der in 53 gef1llldenen Resultate hat beispielsweise die-

Funktion z = ax3 + 3{Jary + 3 r x yl + ~yS 
das zweite und dritte totale Differential: 

cPz = 6(ax + {Jy)dX2 + 12({Jx + ry)dxdy + 6(rx + ~y)dy2 
dSz = 6{adx3 + 3{Jdx1dy + 3rdxdy2 + d'dyB} , 

und die Funktion fJ = arc tg JL x 
das zweite totale Differential: 

d2 z = 2xy(dx'-dY2)- (x'- y2)dxdy. 
(x' + y-')' 

§ 3. DUferentiation zusammengesetzter und impliziter Funktionen~ 

55. Zusarnmengesetzte Funktionen einer Variablen. Es. 
seian u, v, ... eindeutige und stetige Funktionen von Xj Y = feu, v, ... ) 
eine eindeutige stetige Funktion von u, v, ., . j dann ist yauch eindeutige 
stetige Funktion von x und wird eine zusammengesetzte Funktion von 
x genannt. 

Urn ihren Differentialquotienten in bezug auf x zu bestimmen, gehe 
man von einem Wede x aus und erteile demselben eine Anderung Lt Xi 
dadurch andern sich auch die zu x gehorigen Wede von u, v, ... um 
4u, Llv, ... und der zu dies en Werten u, v, •.. gehorige Wert von y um 
4Yi auf Grund der gemachten Voraussetzungen konvergieren mit Ltx 
zugleich auch Ltu, Ltv, ... und Lty gegen den Grenzwert Null. Nun be-
steht zwischen Ltu, Ltv, ... und Lty die Beziehung 

Lty = feu + Ltu, v + Ltv, ... ) - feu, v, ... )j 
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.die rechtsstehende totale Differenz unterscheidet sich von dem totalen 
Differential - und ein solches ist vorhanden, wenn feu, v, ., .) an der 
betmchteten Stelle parlielle Diflerentialquotienten nach u, v, ... besitzt 
und diese stetig sind an der hetrachteten Stelle (47) - urn GroBen hOherer 
Kleinheitsordnung als Llu, Llv, ... , so daB 

Lly = :~LlU + :: Llv + ... + EILlu + E,Llv + .. " 
wobei E1, E" •.. GraBen bedeuten, welche mit Llx zugleich gegen Null 
konvergieren. Die Andernngen Llu, Llv, ... von u, v, ... ihrerseits nnter
$cheiden sich von den betreffenden Differentialen - und solche sind vor
handen, wenD U, v, ... an der Stelle x bestimmte Differentialquotienten 
besitzen - um GroBen hOherer Kleinheitsordnung ais Llx, so daB 

du 
Llu = dxLlx + "71L1X 

dv 
Llv = dxLlx + r12,dx, 

wenn unter "711 "72' .•. mit Ll x gleichzeitig gegen Null konvergierende 
GrBBen verstanden werden. Wird dies in die vorangehende Gleichung 
-eingetragen, so kommt 

Lly=(of du + ofdv +"')LlX+('YI of +.., of + ... )Llx 
oudx ovdx '/lou ',lI OV 

+ EILlu + Ejdv· .. 

und .dy of du of dv (Of of ) 
.dx=oudx+ovdx+···+ '1h ou +"7J ov +'" 

( .dU ..dv ) 
+ EI.dX + ES.dX + ... ; 

konvergiert nun LI x gegen den Grenzwert Null, so nahern sich die in 
Klammern eingeschlossenen Teile der rechten Seite auch dieser Grenze, 
infolgedessen ist dy = of du + of dv + . . . (1) 

dx oudx ovdx . 

Durch Multiplikation mit dx ergiht sich daraus das Differential von y, 

I · of of 
Dam lch dy = ou du + ovdv +.... (2) 

Der Differentialquotient der zusammengesetzten Funktion wird also ge
funden, indem man ihre partiellen Differentialquotienten in bezug aUf u, v, ... 
mit den entsprechenden Differentialquotienten von u, v, ... in bezug aUf x 



55, Zusammengesetzte Funktionen einer Variablen 113 

multiplizierl una die Produkte addiert; das Differential gestaltet sick so, als 
ob u, t), ' •• unabhiingige Variable waren. 

Bevor wir zu weiteren Ausfiihrungen schreiten, sei bemerkt, daB die 
Formel (1) bereits anderweitig abgeleitete Resultate als spezielle FaIle 
enthiilt. So fallt ihr Inhalt bei Beschrankung auf das erste Glied der 
der rechten Seite mit dem Satze 28, (15) zusammen. 1st ferner 
x = feu, v, w, ' .. ) = uvw .. " also 

of of 
ott = VW , , . ov = uw. , . 

of ow = uv . .. , 
so gibt (1) 

d(ufJW , , ,) du dv dw 
dx = dx vw ... + ~~ dx W . , • + uv dx ... + ... , 

eine in 25 bereits abgeleitete Formel. Wenn weiter 

y = fCu, v) = UV, 

so ist 

daher 

=U~{~dU + lu dV }. 
U dx dx' 

diese Formel ist am Schlusse von 31 bereits entwiekelt. 
Urn zu den hoheren Differentialquotienten und Differentialen von 'Y 

zu gelangen, hat man die Formel (1) neuerdings in bezug auf x zu diffe-

rentiieren und dabei zu beachten, da.6 : ~, ~~, ,', wieder zusammenge
setzte Funktionen und daher in derselben Weise zu behandeln sind wie 
f selbst; es ist daher 

d!y (ojt du otf dv ) du ( 'Otf du 'OSf dv ) dv 
dx!= au!dx+~uovdx+'" dx+ 'OV'OUdx+ov 2 dx+'" dx+ 

of d'U of dSv , .. + oudx2 + ovdx2 +., '; 
der in der ersten Zeile angesetzte Teil rlihrt von der Differentiation der 
ersten Faktoren der reehten Seite in (1) her, der in der zweiten Zeile von 
del' Differentiation der zweiten Faktoren. Nach vollzogener Reduktion 
(52) ergibt sich: 

d!y i)Jf(dU)2 ott dudv 82 f(dV)2 
ax! = an! dx + 2 ouovdxdx + Fi} dx +, .. 

of d21f of d!v + (3\) + ott dx" + ()1; dx! ... 
.csuber, YorleBungen L 4. Anll. 8 
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und daraus durch Multiplikation mit dx2 das zweite Differential 
~2f 'O¥f 'O'f of of 

d'2y = ()U2du2 + 2'Ou'Ov dudv+ 8V9 dv'2 + ... + ()u d'2u+ Pivd2v +,." (4) 

Del' erste Hauptteil wiirde das zweite totale Differential in dem Falle 
darstelien, wenn u, v, ... unabhiingige Variable waren (54, (5)); del' zweite 
Hauptteil verdankt also seine Entstehung dem Umstande, da6 u, v Funk
tionen einer weiteren Variablen sind. In der Tat, wenn man an dem 
Grundsatze festhiilt, da6 die Differentiale unabhangiger Variabeln konstant 
sind, entllillt del' zweite Hauptteil, sobald u, v, .. , unabhiingige Verander
liche sind, 

Das Aufsteigen zu hOherell Differentialquotienten bedarf keiner Er
liiuterung mehr. 

66. Eulers Satz iiber homogene Funktionen, Die Formel (1) 
soli dazu benutzt werden, urn einen wichtigen Satz der Analysis zu er
weisen, der eine besondere Gattung von Funktionen betrilft und Eulers 
Namen fiihrt. 

Man versteht unter einer homogenen Funktion n-ten Grades mehrerer 
Variablen x, !I, z, . , . eine solche Funktion (= ((x, !I, z, .. ,), welche die 
Eigenschaft besitzt, da6 

((tx, ty, ts, ... ) = tn((x, y, s, ... ), (5) 
wobei t jede beliebige von Null verschiedene endliche Zahl bedeuten kann, 

Solcher Art sind beispielsweise die Funktionen 

auxi + 2a12 xy + anY' 

yX' +Yu 
arc tg JL, x 

und zwar die erste vom Grade 2, die zweite vom Grade ~, die dritte yom 

Grade O. 
Betrachtet man in del' Gleichung (5) t allein als variabel, setzt YOf-

ubergehend tx = u, ty = v, ts = w, . , . 
und dilferentiiert beide Teile in bezug auf t, so hat man links die Formel 
(1) zur Anwendung zu bringen und erhiilt so: 

of(ufV,w, .. ,)du+of(1~,v,w, ... )d'/)+of(u,v,w, ... )dw +.,' = tn - 1f' 
ou dt ov at 'Ow dt n, 

. t b du dv dw h di nun 18 a e1' dt = x, dt = y, 'Zit = z, ' , . und setzt man, nac dem eS 
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eingetragen worden, t = 1, wodurch u = x, v = y, w = z, . .. wird, so 
entsteht die Gleichung 

of x + of y + of z + ... = nf. (6) 
Oil! 01/ OJ! 

MuliipU'fJiert man also die partiellen Differentialquotienten einer homo
genen FW1ktion nach den einzelnen Variablen mit diesen Variablen selbst, 
so ist die Summe dff' so gebildeten Produkte die mit dem Homogenitatsgrade 
verviel{achte Funktion. 

In den oben zusammengestellten Beispielen hat man der Reihe nach 
of of 
Oil! = 2au x + 2a12y, oy = 2a12 x + 2au '!/, 

of + of 2 » + 4 + 2 2 - 2{· all! x oyY = all x a12 xy as2 Y - , 

dann of 1 'Of = _1_. of x+ 'Of = 'Vii +v'Y =~{. 
'OX=2VX' 'Oy 2Yy' ox oyY 2 2' 

endlich (63, 2.) 
I 

Of' 11 of __ x_. of x+ ofy=O=O.{ 
oX=-X'+1I2 ' oy-x'+lI" ox oy . 

67. Implizite Funktionen einer Variablen. Die Hilfsmittel 
zur Differentiation von Funktionen einer und mehrerer Variablen, soweit 
sie bisher entwickelt worden sind, bedurfen noch einer wichtigen Er
ganzung. Sie reichen zunachst nur dann aus, wenn die betreffende Funktion 
durch einen Ausdruck dargestellt ist, in welchem die Variablen unter
einander lwd mit konstanten GroBen durch eine endliche Folge del' be
kannten elementaren, algebraischen odel' tl'anszendenten, Operationen ver
bunden sind; man sagt in solchem Faile, die Funktion sei expli.ite und 
in endlicher Form gegeben. Es wird sich nun darum handeln, die Diffe
rentiation auch dann zu vollziehen, wenn die Funktion mit den Variablen 
durch eine Gleichung verbunden erscheint, welche nicht die eben ge
dachte Form hat, mit anderen Worten, wenn die Funktion impli.ite ge
geben ist (17). 

Es gibt allerdings Faile, wo man die zweite Form auf die erste durch 
AuflOsung der Gleichung zuriickfiihren kann; abel' selbst da ist es nicht 
immer vorteilhaft, diesen Weg einzuschlagen. 

Angenommen, {(x, y) sei eine in dem Gebiete P stetige Funktion 
und besitze dort stetige partielle Differentialquotienten in bezug auf x und 
!I, von welchen der letztere an keiner Stelle verschwindetj ferner erlange 

8-
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f(x, y) im Gebiete P den Wert c, jedoch nicht an einer odeI' mehreren 
einzelnen Stellen, sondeI'll fur aIle Wertverbindungen x/y, welche den 
Punkten einer das Gebiet durchziehenden Kurve entsprechen; dann ist 
durch die Gleichung f(x, y) = c (7) 
y implizite als stetige Funktion von x definiert, und ZW3r fur eintgewisees 
IntervaIl (a, (3) von x. Ware y=p(x) diese Funktion in explizi er Form, 
so miiBte die Einsetzung von p(x) an die Stelle von y die Gleichung (7) 
identisch, d. i. fur jeden Wert von x aus (a, (3) erfullen. 

In diesem Sinne ist die linke Seite von (7) als zusammengesetzte 
Funktion von x anzusehen, und ihr Differentialquotient iet einerseits 

nach 99, (1): of ax + ofdy 
oxdx oydx' 

IIJlderseits hat e1' den Wert Null, weil die Funktion konstant ist; mithin 

. t d dx 1 of + of dy = 0 (8) 
IS, a dx= , OX oydx 

of 
dy ox 

und daraus ergibt sich dx = - (}f' (9) 
oy 

was nach den gemachten V oraussetzungen immer einen bestimmten Wert 

darstellt; die Voraussetzung, daB der partielle Differentialquotient ~~ =l= 0, 

ist nur von solchen Wertverbindungen einzuhalten, welche del' Gleichung 
(7) geniigen. 

Auch aus demBegriffe des totalenDifferentialquotienten einer Funktion 
zweier Variabeln laBt sich_das obige Resultat ableiten. 1st KL (Fig. 12) 
die Kurve, langs welcher die Gleichung (7) gilt, M ein Punkt derselben, 
zur Wertverbindung x/y gehOrig, Ml ein andel'er Punkt x + h/y + k, so 
ist del' Differenzenquotient 

f(x + h, y + k) -:- f(x, y) 
t3 X 
T 

(S) 

Fig.n. 

gleich Null und bleibt es, wenn sich Nl statt 
langs des Strahls MCB) langs KL dem Punkte 
N niihert; dabei nahert sich die Richtung 
NCS) der Richtung M(T) der Tangente an 
K L iill Punkte M, folglich ist auch 

dd f = ~f cosp+ ~f cos t/J = 0, 
s oX vy 
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wo p, 1/J die Winkel der Tangente mit H(X) und M( Y) bezeichnen; da nun 

cos 1J1 = lim !!.- = d Y 
cos qJ h=±O h dx' 

so fiilIt die voranstehende Gleichung mit der Gleichung (8) zusammen. 
Die Gleichung (8) bezeichnet man als das Ergebnis der Differentiation 

der Gleichullg (7) in bezug auf x; sie wird gebildet, indem man die linke 
Seite von (7) zuerst partiell nach x differentiiert, dann den partieIien 
Differentialquotienten nach y mit dem Differentialquotienten von y nach 
x multipliziert und die Summe beider Ausdriicke gleich Null setzt. 

Wendet man die gleiche Regel auf die Gleichung (8) an, so ergibt 
sich unter Voraussetzung der Existenz der zweiten partiellen Differential
quotienten von f(x, 1/): 

otf atf dy ofd'y ['Olf O'fdY]dY 
OX' + oxoydx + oydx' + ox(}y + ay'dx dx = ° 

oder, wenn man reduziert: 
olf 'O'f dy o'f (d y)2 of d?y 
ox,+2oxoydx+ay'\dx + oydxt "'" 0, (10) 

aus welcher Gleichung sich eine Bestimmung fur :~ ergibt, nachdem 

man fUr ~! den Wert aus (9) eingesetzt hat. 

Behufs Ermittelung des dritten Differentialquotienten :~ miiBte die 

Gleichung (10) abermals in bezug auf x differentiiert werden, usw. 
1st durch die Gleichung (7) 11 als mehrdeutige Funktion defi'niert, so 

setzen wir voraus, daB die Werte von 11 nach dem Prinzip der Stetigkeit 
in Zweige gesondert sind, d. h. so, daB 11 mit x stetig sich andert (10). 
Die obige Rechnung erledigt die Frage nach den Differentialquotienten 
Von 11 fur alie Zweige zugleichj die Trennung der Zweige erfolgt erst dann, 
Wenn eine bestimmte Stelle ins Auge gefaBt wird, insofern dieselbe dann 
auch einem bestimmten Zweige angehOren muB. 

58. Beispiele. Die folgenden Beispiele dienen zur Erliiuterung 
des V orgefiihrten. 

Xi y! 
1. Durch die Gleichung at + b' - 1 = ° 

ist y als zweideutige stetige Funktion von x in dem Intervalle (- a, + a) 
gegeben; die explizite Darstellung lautet: 

b 1 /~2;;------';jJ y=±-a'ya -x 
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und liiBt 
scheiden. 

zwischen einem positiven und einem negativen Zweige unter
In diesel' Form ergibt sich 

, - bx 
Y =+---=, 

a'}lal- Xl 

Xl 
Val x! + ----

"=-=+ b ~ =+ ab 
Y a as - x! (a l - x~i' 

wobei das obere Zeichen jedesmal dem positiven, das untete dem negativen 
Zweigeentspricht. 

Bewirkt man die Differentiation in impliziter Form, so ist zuerst 

~+~y'=O 
a'l b'l 

und nach nochmaliger Differentiation 
1 y" y" 
Q;i+b!+7i!Y =0; 

aus der ersten Gleichung folgt: 
, b'x 

Y = - a'y' 

aus del' zweiten nach Einsetzung dieses Wertes bei Beriicksichtigung der 
gegebenen Gleichung: ,,~ b 4 

Y ~= - ally" 

Die Wertverbindungen ± ajO soUten aiisgeschlossen werden, weil 
fiir sie der partieIle Differentialquotient der linken Seite del' vorgelegten 

Gleiehung nach y, d. i. !~, versehwindet; indessen zeigen beide Formen 

del' Recanung, daB fiir lim x = + a und lim y = 0 sowohl Y' als y" un
endlieh wird. 

2. Die Gleichung 

XS - 3axy + yS = 0 (a> 0) 

bestimmt y im aligemeinen alB dreideutige Funktion von x: 

x 8 x8 x" ro S y---- . y. 
y = - 2 + -V 4"" (x3 - 4a3) + -2 - -V T Cxs - 4aS); 

s 
aber nur, wenn die Diskriminante ~ (XS - 4aS) negativ ist, sind aIle drei 

Bestimmungen reeli, und dies findet in dem Intervall (0, + ay4) stattj 
auBerhalb desselben, d, i. in den Intervallen (- 00,0) und (ay4, + 00), 
ist nul' einer von den drei Werten 1'eeli, verhiilt Bleh die Funktion also 
wie eine eindeutige. 
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Einmalige Differentiation der vorgelegten Gleichung gibt: 
x2 - ay - (ax - yS)y' = 0, 

zweimalige Differentiation: 
2x - ay' - (a - 2yy')y' - (ax - y2)y" = 0; 

aus der ersten Gleichung folgt 
, x 2 -ay 

y = ax- yll 

aus der zweiten, wenn man diesen Wert fiir y' einsetzt und die ge
gebene Gleichung beriicksichtigt, 

" 2aS xy 
y =-= (ax _ y~8 

Rier muB jedoch ein Wertepaar von x, y, namlich x = 0, y = 0, aus
geschlossen werden, weil fiir dasselbe der partielle Differentialquotient 
der linken Seite der vorgelegten Gleichung in bezug auf y: - 3ax + 3y2, 
verschwindetj dieses Wertepaar macht sich auch schon durch den U mstand 
bemerkbar, daB bei demselben die Scheidung der eindeutigen Funktion 
von der dreideutigen eintritt. 

3. Durch die Gleichung 

a <lOSi x + b cos2 Y == ° 
ist y ala unendlich vieldeutige Funktion von x definiert. Mit AusschluB 
aller Stellen xly, an welchen - 2b cos y sin y = - b sin 2y, d. i. der partieUe 
Differentialquotient der linken Seite nach y, verschwindet, gilt 

a sin 2x + b sin 2y. ~~ = 0, 

( d y)2 dt 2a cos 2x + 2b cos 2y· dx + b sin 2y . d~ = 0, 

und daraus berechnet sich, wieder mit Riicksichtnahme auf die vorgelegte 
Gleichung: dy __ a sin 2x 

dx - b sin 2y 

dS,!! 8a(a + b) cos2 X cos 2 y 
dx'= - b2 sinS 2y 

4. Aus xt + y\ = a't die Differentialquotienten ~, ~~i zu bestimmen. 

5. Zu zeigen, daB sich aus 

Vax2 + 2bx + e - Yay2 + 2by + e = O(x - y) 

ergibt: dy ay2+2by+c 
dx = - ax2+ 2bx+ c 
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69, Zusammengesetzte Funktionen zweier Variablen. Wir 
nehmen den in 66 behandelten Fall einer zusammengesetzten Funktion 
mit folgender Abiinderung wieder auf: Es seien u, v, " . gegebene ein
deutige und stetige Funktionen del' unabhangigen Variablen x, 1/; 
It = fCu, v, ... ) eine gegebene eindeutige und stetige Funktion von u, v, . ,.j 
dann heiat z eine zusammengesetzte Funktion von x, y und ist auf dem
selben Gebiete diesel' Varia bien eindeutig und stetig, auf welchem dies 
von u, v, . . . gilt. 

Wenn maD, von einer Stelle x, y dieses Gebietes ausgehend, x allein 
andert, so konnen die in 66 durchgefiihrten Betrachtungen Wort fiir Wort 
auf den gegenwartigen Fall iibertragen werden und besteht del' einzige 
Unterschied darin, daB an die Stelle del' gewohnlichen Differentialquotienten 
durchgehends partielle tretenj mithin ergibt sich fiir den partiellen Diffe
rentialquotienten von z nach x del' Ausdruck (66, (1): 

os = of 'Ou + of '0'1) + . . . (11) 
ox 'Ou'Ox 'Ovox . 

In gleicher Weise erhiilt man 

'Os = 'Of'Ou + 'Of 0'1) +... (12) 
oy 'Ou'Oy 'Ovoy . 

Daraus leitet sich del' Differentialquotient fiir eine Richtung S C cp, 1/J) 
und das totale Differential ab: 

:: = ;;'cos rp + :; cos 1/J = :~ {~: cos rp + ~; cos 1/J} +1 
+ Of{ OV cos rp + ov cos 1/J} + ... 

ov ox oy 

= 'j}fdu + of dv + ... 
'Ouds ovds, 

(13) 

elz = 'Of{'OU dx + ou dy} + 'Of { ov dx + 'Ov dy} + ... ) 
ou ox oy 'Ov 'Ox 'Oy 

= of du + of dv + . , '. 
OU 'Ov 

(14) 

Diese Formeln zeigen, daa mit u, v, '" genau so zu operie1'en ist, 
als ob es unabhiingige Variable waren. 

Sollen die zweiten Differentialquotienten von s bestimmt werden, so 
ist zu beachten, daB die rechten Seiten der Gleichungen (11), (12) in 
of of . d t t F k' . d d' OU OV o u' Ov'··· Wle e1' zusammengese z e un tlOnen sm un m 0 x' 0 x' ... , 
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~;, ;;, .. , Funktionen von x und y aufweisen; demzufolge ist 

0', {ottou o'f OV lOU 
ox' = ou'ox + ouovox + ... ox 

{ o't ou o!f{Jv } ov 
+ ouovox+ ov'ox+'" ox+'" 

ot otu of otv + ouox' + Of) ox' + .. , 
o'f (OU)I ott OU ov olt(OV)lI 

= OU' ox + 2 ouovoxox + Ov' ox + ... 
of atu of a2 v 

+ ouox' + avax'+"'; 
in gleicher Weise ergibt sich aus (12): 

(15) 

a's Olf(OU)ll 2 0'1 OU ov o'f (OV)2 I 
0'11' = OU' 0'11 + ouov 0'11 0'11 + (1)' 0'11 +'" 

of otu of o'v (16) 
+ ouoy~ + ovoy' +"'j 

ebensowohl aua (11) wie aus (12) erhiilt man: 

0', o'fauou O'f{ouov OVOU} o'fovov I 
oxoy= 0'1"03;0'11+ OU(1) a~OY+ 03;0'11 + ov!oxoy+ 

of otu of o'v (17) 
"'+01403;ay+ ovo:coy+···· 

Die A ufstellung des zweiten totalen Differentialquotienten und Diffe
rentials unterlassen wir; sie wiirde das unter (14) bemerkte bestatigen. 
Aueh die Ausdehnung auf mehr als zwei unabhangige Variable unterliegt 
keiner Schwierigkeit. 

Es sei beispielsweise e -- ((!); setzt man ~ = U, so ist 

OU = _ JL au = -.!... o'u = 2'11 o'u _ 0 0'14 == _ -.!... 
ox x" 0'11 x' ox' x8 ' 0'11 1 'axay x" 

infolgedessen hat man auf Grund von (11), (12), (15)-(17): 
os ot '11 0, of 1 
ox = - 0 u x', 0 y = au' x ; 

ot, o'ty' of 2'11 a's ott 1 
ox' ... OU' x· + ou . x 3 ' ay2 = ou" x" 

ats o'ty ot 1 
oxay =- au' x" - ou x" 

Aus H = (ax + by, /tX - fly) ergibt sieh, wenn man ax + by =- u?' 
ax - fly - v setzt: 
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oz of of 
ox = aau + IX OV 

oz =bof_Rof 
oY AU flov 
(;2 Z 20tf otf 20tf 
" • = a 51 + 2aa~ + IX ~ uX" (lU uUuV (IV 

ot z = bi o!f _ 2b R . off + R2~ 
oy2 ou' fI ouov fI ov' 
O'Z otf o'f o'f 
"'" = ab'5t + (ab - a{j)~ - a{j~· 
OX(ly (lU (lU (IV (I V 

60. Implizite Funktionen zweier Variablen. Es sei ((x, y, z) 
eine in dem Gebiete R eindeutige und stetige Funktion der Variablen 
x, y, z mit stetigen partiellen Differentialquotienten. Die Funktion nehme 
ferner innerhalb des Gebietes den Wert can, aber nicht an vereinzelten 
Stellen, sondern an einer unendlichen Menge von Stellen x/y / s derart, daB 
die e dieser Stellen eine eindeutige stetige Funktion der x, y bilden, in 
geometrischer Ausdrucksweise: sie nehme den Wert clangs einer das 
Gebiet R durchsetzenden Flache an. Dann ist durch die Gleichung 

((x, y, z) = c (18) 
,e implizit als eindeutige stetige Funktion von x, y definiert; ware z = cp (x, y) 
die explizite Darstellung diesel' Funktion, so miiSte die Einsetzung von 
<p(x, y) an Stelle von z die Gleichung (18) identisch befriedigen, d. h. fiir 
jede Wertverbindung xjy des betreffenden Gebietes P. 

Sonach erschein t die linke Seite von (18) als zusammengesetzte Funktion 
~er Variablen x, y und hat zufolge (11) den partiellen Differentialquotienten 

of ox +.ofoy + af oz 
oxox oyox OZ ox 

in bezug auf x, und diesel' muS, da es sich um eil1e konstante Funktion 

handelt, Null sein; beachtet man noch, daB ~= = 1 und ~!=O(weilyvon 
x unabhiingig ist), so entsteht die Gleichung: 

of + of OZ = 0 (19) 
ox 011 ox ' 

aus welcher, wenn ~~ =l= 0 ist, folgt: 
of 

0$ ox 
ox=- - of; (20) 

8z 
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in gleieher Weise ergibt sieh, wenn man naeh y differentiiert, 

or + of os = 0 oy os oy , (21) 

und daraus unter der gleichen Bedingung: 

of 
os oy 
oy = - of (22) 

os 
[Die Voraussetzung, daB ~~ nieht verschwindet, braucht nur fur solche 

Wertverbindungen x/y/z erfiillt zu sein, welchederGleichung(18) genugen.] 

Die Gleichungen (19), (21) sind das Resultat der partieUen Diffe
rentiation von (18) in bezug auf x, respektive y. Differentiierl man sie, 
von denselben Grundsatzen Gebrauch machend, die erste wieder na.ch x, 
die zweite naeh y, endlieh die erste nach yoder die zweite nach x, so 
kommt man zu den Gleiehungen: 

o'f olf os Ott(a~2 of o's 
oro' + 2 oxos -ox + Bst ox} + osox' = 0 

a't 2 0"1 os o'r (Oil)2 Of O'S 
oy' + oyos oy + as' oy + osoy' =-= 0 (23) 

olt olf oS 'O't as a'r Oil Oil of OIS 
1fxOy+axosoy+ oyosox+ osloxay+ osaxOY-O, 

die wieder unter der Bedingung ~~ + 0 und in Verbindullg mit (20) und 

(22) die Differentialquotienten zweiter Ordnung ::!, ;~~, -!ro';y zu be

reehnen gestatten. 

Die Werte x, '!I, z, die in den Gleiehungen (20), (22), (23) auftreten, 
haben der Gleiehung (18) zu geniigen. 

61. Beispiele. Die Durchfuhrung des eben entwiekelten Verfahrens 
soU an den folgenden Beispielen erklart werden. 

1. Die Gleiehung ax2 + by2 + cz2 = k 

hestimmt z ala zweideutige }j'unktion von x und y, die ohne weiteres au en 
in expliziter Form gegeben werden konntej die Differentiation gestaltet 
sich jedoch in impliziter Form einfacher und iibersiehtlicher. Es lauten 
die Gleichungen (19), (21), (23) im vorliegenden FaIle wie folgt: 
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und geben durch sukzessive Auflosung unter Beriicksichtigung der vor
gelegten Gleichung: 

0& a:e 
ore "'"" - CZI 

0& by 
oy= -cz' 

O'Z a(k - by') O'Z b(k - ax!) 
ox l -- e'zs I oy' = - c!z! 

2. Durch die Gleichung 

(alx + bly + el~)' + (aix + biy + CIS)! + (asx + baY + Ca~)2 - hI 

ist 14 als zweideutige Funktion von x, Y definiert. Setzt man zur Abkurzung: 

at x + bl Y + e1 ~ = u1 

allx + bi Y + clI Z = ~ 
asx + haY + es8 ;= Us 

und bedient sich der Summenbezeichnung 

m1 + m, + ma = [m], 

so lauten die Gleichungen (19), (21), (23) hier folgenderma.8en: 
oz 

[au] + [cu] ax = 0 

az 
[bu] + [cu] oy = 0 

oz - (aZ)2 OlZ [aa] + 2[ac] ox + [ec) ax + [cu] ox! = 0 

Ebb] + 2lbe] ;; + [cc] (;;r+ [cuJ :;: = 0 

[abJ + [ae] ~z + lbe] !z + [ee]!z !Z + [eu]~(Jt: == 0 
vy vX vx vy v[tvy 

und ihre sukzessive Auflosung Hefert die Werte: 
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011 [au] 
ox = - [eu] 
011 [bu] 
oy = - [eu] 
O'Z [aa] [CUJI- 2[ae] [au] [eu] + ree] [au]' 
OXI = - [cuP 
01,1 = _ ebb] leu]' - 2[be] [bu] [eu] + [ee] [buP 
oy' [eu]S 

o!Z Cab] [cu]!-{[ac] [bu] + [be] [au]}[eul + fee] [au] [bu] 
oxoy = - [eu]! • 

3. Man bestimme auf Grund der Gleichung 
Xi + y2 + Z2 + 1/Z + zx + X1/ == 2a' 

die ersten und zweiten Ableitungen von z. 
62. lmplizite Funktionen, gegeben durch simultane 

Gleichungen. 1m Bereiche R seien rp(x, 1/, s) und 1{J(X, 1/, z) als ein
deutige stetige Funktionen von x, 1/, Z gegeben; q; besitze langs einer das 
Gebiet R durchsetzenden Flache den Wert a, 1{J langs einer anderen Flache 
durchwegs den Wert {3; beide Flachen mogen sich nach einer ebenfalls R 
durchsetzenden Linie schneiden; dann entspricht jedem Punkte dieser 
Linie eine Wertverbindung x/y/z, fur welche q; """ a, tjJ = (l ist; langs 
dieser Linie sind y und z lediglich Funktionen von x. Wir drucken diesen 
Sachverhalt dadurch aus, daB wir sa.gen, durch die simultanen Gleichungen 

q;(x, y, s) = It} 
1fJ(x,.1/, z) ... P (24) 

seien 11, z implizite als Funktionen von x gegeben. Um die Differential
quotienten dieser Funktionen zu bestimmen, differentiiere man die linken 
Seiten als zusammengesetzte Funktionen von x und setze die Resultate 
der Null gleich, weil es sich um konstante Funktionen handelt; dadurch 
erhalt man die Gleichungen: 

orp + orpdy + flJ!. dll =OJ 
oX oydx ozdx (25) 
01/1 + 01/1 dy + 01/1 dll = 0 
ox oydx olldx 

Zur Bestimmung von : ~, :;; die Losbarkeit setztvoraus, daB die Determinante 

I ~~ ~~ I = X 
01/1 01fJ 

! a;; ?is I 
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vonN un verschieden sei; ist dies der Fall und setzt man weiter zur Abkfirzung 

atp otp , I otp otp 
?;i ox I = y "FX ~ = Z, 
01p 01p , I O'lj! alP 
?;i ox I I ox ~ 

so lautet die Losung (26) 

Fiir die Differentiale von y, ~ ergibt sich daraus bei gegebenem 
dx die Darstellung 

y z 
dy .... x dx , ds= xdx, 

so daB dx : dy : ds = X: Y: Z. (26*) 
Sind auch die zweiten Differentialquotienten erforderlich, so hat m8J1 

die Gleichungen (25) nochmals unter Riicksichtnahme darauf zu diffe· 

rentiieren, daB ~~, ~:, ~~, ~: abermals zusammengesetzte Funktionen 

von derselben Art sind wie fIJ, tfJ selbst; als Resultat ergibt sich dllS 
Gleichungspaar 

o'cp 2 otcp ay 2 (}!tp at 2 (j2tp ayaz 
(}x! + ox(}y ax + (}x(}z ax + oyoz ax ax 

O!tp(dY)' o!cp(dZ)2 ocpa2 y ocpd!z_O + (}y! ax + Tzi dx + ~ ax! + 13i ax' -

.o'1p 2 (}!1p ay 2 17'.." at 2 o!'l/J dy dz 
ox! + ox(}yax + (}xoz ax + (}y(}z ax dx 

02'l/J (a y)2 0'1p (dZ)2 (}1p aty (}.." atz 0 + oyt dx + 08' dx + fiij ax! + a:e ax! = , 

das wieder nur unter der Bedingung 

X =1= ° 

(27) 

. B t' aty at z f"h t hd d' W~~~ (26) , zu elllel' es 1m mung von dx! 'ax! u l' ,nac em Ie ~.~ In 

(27) eingetragen worden sind. 
Die eben behandelte Aufgabe ist ein spezieller Fall des folgenden 

allgemeinen Problems der Differentialrechnung: Es sind r simultane 
Gleichungen zwischen n + r Variablen Xli Xa, ... , xn , U1, "a, . , " "r gil" 
geben; dadurch sind im allgemeinen r von den Varia bIen, z. B. "1' "2' ... , UrI 

als Funktionen der n iibrigen Xli Xs, .. " xn, die voneinander unabhiingig 
sind, bestimmt; es sollen die Differentialquotienten der U1, "j, .,., "r nach 
den einzeInen Variablen ermittelt werden. 
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Die Losung besteht darin, daB man samtliche Gleichungen in bezug 
auf die betreft'ende Variable, z. B. Xl' difi'erentiiert, die linke Seite - die 
l'echte wird als konstant vorausgesetzt - als zusammengesetzte Funktion 
behandelnd; dadurch entstehen If' Gleichungen, welche in bezug aur" 
ott1 OUI OUr l' . d d' B t' d· .... "0 -" -, ~, ... -" - mear sm un erne es Immung leser U'ro~en nu. 
uXl UXl uX1 

dann zulassen, wenn die Determinante r-ten Grades aus deren Koeffizienten 
nicht Null ist. 

Es bedruf bum der Bemerkung, daB im allgemeinen die Auswahl 
der 'I' unter den n + r Variablen, die man als Funktionen der n anderen 
auffassen will, freigestellt ist; erst nach erfolgter Wahl hat die Aufgabe· 
einen bestimmten Sinn. 

63. Beispiele. 1. Durch die Gleichungen 

Xi + yZ + Z2 = 4a! 
Xi + yS - 2ax = 0 

sind y und z als stetige Funktionen von X in dem Interwalle (0,2 a) bestimmt 
Durch ein- und zweimalige Differentiation erhlilt man die Gleichungen: 

x+ydY+zdZ=O 
dx dx 
dy 

x - a + y dx = 0 

(dy)ll (dZ)l! dty d'z 
1 + dx + dx + y dx' + Z dX2 = 0 

1 + (~!r + y :;~ = 0 

und durch Auflosung derselben: 

dy a - x 
dx=-y-

dty a' 
dx' = - y" 

dz a 
dx=--Z 

2. Die Gleichungen x + y + Z + U = a 
xl! + yll + Zll + u2 = h2 

x3 + yS + ZS + US = OS 

bestimmen x, y, z als Funktionen von u in dem Intervalle (- h, + b). Zur 
Bestimmung der ersten Differentialquotienten ergeben sich die Gleichungen::.. 
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dx + dy + dz + 1 = 0 
du du du 

X dx + 41 ay + z dz + u = 0 au :1 au au 
»dx+ 2 d y + 2 dz + 2 O' 

X du '!J du z dx u = , 

die Determinante der Koeffizienten ist 

111 
x y z = (y - x)(z - x)(z - y) 
x 2 y2 Z2 

und verschwindet nur dann, wenn sich unter den drei Werten x, y, z 
gleiche befindenj die Determinanten, welche die Zahler der Unbekannten 
bilden, sind der Reihe nach 

- (f!- y) (u - y) (u - f!), (u - z) (x - z) (x - t~), 

.daraus folgt: 
- (x - u) (y - u) (y - x)j 

dx (u-y)(u-z) dy (u-z)(~t-x) 
du = - (x - y) (x - z) , du = - (y - -z)(-y-::... f#)' 

dz (u - x) (u - y) 
du =- (z - xf[z- y)' 

§ 4. Transformation der Variablen. 

64:. Simultane ~ransformation zweier voneinander all
hangigen Variablen. Nachdem in 4:3 der einfachste Fall del' Trans
formation behandelt worden ist, sind wir jetzt in der Lage, auch die iibrigen 
FaIle zu erledigen. Wir beginnen mit dem folgenden Problem: 

Zwischen den beiden Variablenx,y bestehtein funktionaler Zusammenhang, 
in welchem x a"fs, unabhhiingige Variable angesehen wird; an die Stelle von 
x, y werden zwei neue Variable 'u, v mittels der Transformationsgleichungen 

x = cp(u, V)} (1) 
y = tfJ(u, v) 

dy d~y 
eingefuhrt; es sind die urspriinglichen Differentialquotienten dx' dx!' ... 

durch die aus dem neuen Zusammenhange zwischen u und v hervorgehenden 
dv d'v du' dut , ... darzustellen. 
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Da in dem neuen Zusammenhange u ais unabhangige Variable auf
treten soll, so differentiiere man die Gleichungen (1) in bezug auf Uj em
und zweimalige Ausfiihrung dieses Prozesses liefert: 

:: = ~~- + ~ :: 1 
dy = O'l!) + ~~ d1J 
du ot£ ovdu l 

d'z Olcp (jicp dv o'cp (dV)2 ocp d'v { 
du i =ou2 + 2 iJuov du +Bv' d~, + ifV du' I 
d'y 02'l{J 0'1/' dv 0!'l{J (dV)2 0'l{J dtv • 
du! = Ot,! + 2 iJuiJv dl' + 'ov' du + ifV du' ') 

(2) 

Betzt man diese Ausdriicke III die Gleichungen 4:3, (6) odeI' die daraus 

resultierenden d y \ 

:~ = :: I 
du 

dx . d2 y _ ~!x . dy 

~"JL - du du2 du' d'l~ I 
dx' - (~)3 

dt' 

(3) 

ein, so ist die gestellte Aufgabe gelost. 
1st dann ein Ausdruck odeI' eine Gleichung in den GroBen x, y 

! ' !~, :~, ... gegeben und ersetzt man diese GroBen nach Vorschrift von 

(1) und (3), so ist del' Ausdruck oder die Gleichung auf die neuen Variablen 
u, v transformiert. 

Von den Transformationsgleichungen (1) wird vorausgesetzt, daB sie 
umkehrbar eindeutig sind; das bedeutet so viel, da.6 nicht allein !p, "" ein
deutige Funktionen del' Argumente U, v, sondel'll daB auch u, v ala ein
deutige Funktionen von x, y bestimmt sind; ist 

u = !P1 (x, y) } 
v = '1fJ1 (x, y) 

diese Bestimmung, so hei£t (1 *) die inverse Transformation zu (1). 

(1 *) 

Bei geometrischer Interpretation lassen die G~ei9hungen (1) und (1*) 
zwei wesentlich verschiedene Deutungen zu, welche kurz auseinander
gesetzt werden Bollen. 

I. Sind x, y die Koordinaten eines Punktes M del' Ebene in bezug 
auf ein bestimmtes, z. B. rechtwiukligesKoordinatensystem und u, v die 

Czuber, Vorlesungen. I, 4. Aufl. 9 
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Koordinaten desselben Punktes in bezug auf ein zweites System, so be
stimmen die Gleichungen (1) und (1*) eine Koordinatentransformation 
und insbesondere vermitteln die Gleichungen (1) den Ubergang vom ersten 
System zum zweiten, die (1*) den Ubergang vom zweiten zum ersten. 

Geht durch den Punkt Meine Kurve, so bestimmt :~ die Richtung der 

Tangente an dieselbe (22, (2» und ::t ist fUr die niirnliche Richtung be

stimmend,jedesmal in einer dem Koordinatensystem entsprechenden Weise. 
Fig. 13. Einen der wichtigsten Falle dieser Art bildet die 

Transformation rechtwinkliger Koordinaten in Polarkoordi
naten, wobei der Ursprung und die positive Abszissenachse 
des ersten Systems als Pol, beziehungsweise Polarachse 
verwendet werden (Fig. 13). Dann ist v = r der Raditls
veldor und u = rp die Anomalie des Punktes M; die Glei-

chungen (1) lauten: x = 1" c~s rp} (41 
Y = r sm rp 

und jene (1*) 1"=lix2 +t 1 j 
rp = Arctg~, 

x 

(4*) 

wobei die Eindeutigkeit der letzten Gleichung dadureh herbeigefiihrt wird, 
daB man festsetzt, rp sei jener Bogen aus dem Intervall (0,271:), dessen 
Sinus das Vorzeichen von y, des sen Kosinus das Vorzeiehen von x hat. 
An die Stelle der Gleichungen (2) treten die folgelldell: 

dx . dl' 
- = - 1" sm rp + ~- cos rp 
d~ d~ 

dy dr . 
~. = 1" cos rp + ~- sm rp 
d~ d~ 

(5) d"x dr. a2 j" 
~- = - r cos m - 2 - SIn m + - cos m 
d~! or d~ or a~' or 

d 2?) . at" d 2r . 
-d 2 = - 1" sm rp + 2 -d cos rp + -d • sm rp .. 
~ ~ ~ , 

E d ·· k . h db' . 1 . d Y d 2y. d K d' s rue en SIC ann elsple swelse dx' dx" m en neuen oor 1-

nat d Abk" dr, d"r "G b h en, wenn man von en urzungen - = 1", -d • = 1" e raue 
d~rp· 

macht, wie folgt aus: d Y r cos ~ +1" sin ~ 
dX = - 1" sin ~ + r' cos ~ 
d'y r! + 2r' 2 - rr" 
(ix' = (-1" sin ~ + r'elle ~)s· 
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II. Bedeuten wieder x, V die Koordinaten eines Punktes M der Ebene 
in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem, u = Xl' V = YI die 
Koordinaten eines andern PUllktes Ml derselben Ebene in bezug auf das
selbe Koordinatensystem, so vermitteln die Gleichungen (1*), d. i. 

X1 =Pl(X,y)} (6) 
YI = 1/J1 (x, V) 

den Ubergang von M zu .ilIp die inversen Gleichungen (1), d. i. 

X = P(Xl' VI)} 
(6*) 

Y = ",,(xu Yl) 

den Ubergang von Ml zu M, und beide bestimmen eine Transformation, 
de,- Ebene in sick. Die Ebene erscheint nun als Tragerin zweier Punkt
systeme 8 und 8u die Gleichungen (6) ordnen jedem Punkte aus 8 einen 
und nur einen Punkt aus 81 , umgekehrt die Gleichungen (6*) jedem Punkte 
aus:S1 einen und nur einen Punkt aus 8 zu; aus diesem Grunde wird die 
Transformation auch eine ein-eindeutige Punkttransformation genannt. Weil 
wir von den Funktionen !PI' 1/11 ; p, 1/1 voraussetzen, daB sie stetig sind und 
hestimmte Differentialquotienten besitzen, so werden hinreichend kleinen 
Anderungen von x, y beliebig kleine Inderungen von Xli Yl und umge
kehrt entsprecnen; infolgedessen wird bei stetiger Bewegung des Punktes 
M im aligemeinen auch del' transformierte Punkt Mi eine stetige Be 
wegung ausfiihren; daher nennt man die Transformation eine kontinuier-
liche. Geht durch den Punkt Meine Kurve, so bestimmt ~~ die Rich-

tung ihrer Tangente daselbst, ddYl hingegen die Richtung del' Tangente 
Xl 

an die transformierte Kurve im Punkte MI' 
Unter den ein-eindeutigen Punkttransformationen spielt die projek

live Transformation eine besonders wichtige Rolle; sie ist durch die Glei
chungen 

x _ al x + b1 Y + s..\ 1- agx+bSY+Cd 

a2 x+ b2 y + C! Y -~------
1 - as x + bs Y + Co 

(7) 

bestimmt, in welchen die a, b, c gegebene Konstanten bedeuten. Allen 
(reellen) Wertverbindungen dieser Konstanten, deren Zahl durcn Abkur
Zung mit einer, z. B. ca, auf 8 reduziert werden kann, entspricht die Ge
sallltheit alier projektiven Transformationen der Ebene. 

9* 
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Bezeichnet man die Transformation (7), durch die der Punkt x/y in 
den Punkt XJYl iibergefiihrt wird, mit T, 'und laBt man auf sie eme zweite 
projektive Transformation T' folgen, so entstehtaus XI/Yl der neuePunkt 

, n:/m1 + bl ' YI + CI'] 
Xl = aS'xI + bs' Yl + cs ' 

, a2' Xl + b; y, + c: ' 
Yl = a ' ~ + b' + c ' 8 ~l S YI S 

(7') 

ersetzt man hierin Xv Yl durch ihre Werte aus (7) und vereiufacht die 
Ausdriicke, so entstehen Gleichungen von derselben Form wie (7): 

,C(IX+PIY+rl 'C(iX+Psy+rs 
Xl = a~x+PsY+rs Yl """ Usx+Psy+re 

d. h. die Aufeinanderfolge von zwei projektiven Transformationen ist 
durch eine projektive Transformation ersetzbar. Man sagt von Transfor
mationen, die ein solches Verhalten zeigen, daB die Aufeinanderfolge 
zweier durch cine Transformation aus der!!elben Gesamtheit ersetzt wer
den kann, sie bilden eine Tmnsformationsgruppe oder Gruppe schlecht
weg. Hiernach bilden also die projektiven Transformationen eine konti
nuierliche Gruppe. 

Zu den projektiven Transformationen gehoren 'auch die Bewegungen 
der Ebene in sichl); an diesen ist der Gruppencharakter am leichtesten 
erkennbar; in der Tat, hat man ein ebenes System 8 durch die Bewegung 
B in die Lage 81 und aus dieser durch eine zweite Bewegung If in die 
Lage 8/ gebracht, so gibt es immer auch eine Bewegung, durch die S 
unmittelbar in die Lage 8/ versetzt werdenkann. 

Um die inverse Transformation zu' (7) zu erhalten, bezeichne man 
den gemeinsamen Nenner von Xl und Yt mit N und bilde aus (7) die 

Gleichungen alx + b1y + cl = NXI 

ajx + b2y + c2 = NYI 

aa x + baY + Cs = N; 
werden in der Determinant!) 

1) Bewegung in der Ebene ist eine Orlsveranderung in ihr ohne Grotlen- und 
Gestaltanderung (und ohne Umklappung, denn eine solche wiirde den Raum be
anspruchen). 
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die den Elementen al1 bll ... adjungiel·ten Unterdeterminanten mit "11 {:JH 
... bezeichnet und multipliziert man die obigen drei Gleichungen del' 
Reihe nach mit a}, 0;'2' "s und addiert sie, so folgt wegen alal + a2 cc2 

+ asets = R, bi al + b2 a2 + bacxs = 0, CI a1 + C,lX2 + csas = 0: 

Rx = N(a I xl + a2Yl + as); 

ebenso erhiilt man Dach Multiplikation mit {:Jl' P2' {:Js und Addition: 

By = N({:JIXt + (:J2'Yt + Ps) 
und nach Multiplikation mit 'Yl! Y21 ra und darauffolgender Addition: 

R = N(YIXl + Y2Yl + 1'3); 
ist nun R 9= ° - und nur dann lassen die Gleichungen (7) die Auflosung 
nach x, y zu und bestimmen eine eigentliche Tran:Jormation der Ebene 
in sich -, 80 ergibt paarweise Division der letzten drei Gleichungen: 

x = "1 Xl + (\'2 Y1 + (\'s-1 
11 Xl + 12Yl + 1s 

y = fll Xl + fJi Y1 + fJs r 
11 Xl + 12 Yl + 13 

(7*) 

woraus hervorgeht, daB die inverse Transformation auch der Gruppe der 
projektiveu Transformationen angehort. In ihrer Aufeinanderfolge heben 
sich die Transfol'mationen (7) und (7*) auf und sind aquivalent der iden
tischen Transfm'mation, welche die Ebene in Ruhe lii.Bt. 

Eines der wesentlichen Met'kmale der proje7ctiven TransformaUon liegt 
dat'in, daf;J sie jede Geratie der Ebene u:ieder in eine Gerade trdnsformiert 
Denn beschreibt der Punkt M die Gerade 

Ax+By+C=O, 
so beschrcibt der transformierte Punkt M} das Gebilde 

A (XI XI ~(X2YI t as + B fJl XI t fJ2Y) ++fJs + 0=0, d. i. 
11 Xl 12 '!It 1. 11 Xl 12 Yl 18 

(Aat + BPi + 0rl) Xl + (Aoc2 + BP2 + Cr2)Yl + (Aocs + B{:Js + Ora) = 0, 
also wieder eine Gerade. 

Man erkennt ebenso leicht: Beschreibt der Punkt JJI einen Kegel
schnitt, so beschreibt del' zugeordnete Punkt Ml wiedel' einen Kegelschnitt. 
Allgemein: Beschreibt Meine algebraische Kurve n-ter Ordnung, so be
schreibt auch Ml eine solche. 

An die Stelle del' Gleichungen (2) treten nun die folgenden: 
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d,J:1 (a, x + b. Y + cs) (at + bl~) - (a1 x +b1 y+C1) (as + bs ~) 
(lX' = (as x + bs Y + cs)' 

dy 
- YsY + fJ, + (y,x-a i ) dX 

(aax+ bsY+ cs)1 

(aa x + baY +cs) (at + b2~) - (a2 x + b2 y +c!) (as + bs ~) 
(asx+bsY+cs)! 
dy 

Yl Y - (31 - (Yl X - a1) ax 
(asx+ bsY+ cs)~ 

dy 
d YIY-(31-(Yl x - al)dx 

SO daa d~: = dy' (8) 
- y,y + (31 + (Y2 X - a2) dx 

dadurch ist die Richtung bestimmt, in welche die durch :~ charakteri

sierte Richtung aus dem Punkte M im Wege der Transformation (7) 
iibergefiihrt wird. 

Eine Untet:art der projektiven Transformation ist die lineare Trans
formation, bei der as = bs = 0, Cs = 1; sie ist also durch die Gleichungen 

Xl = al X + bl Y + C1 } 

Yl = a9 x + b2 y + c2 
(9) 

bestimmt und nur dann eine eigentliche Transformation, wenn 

VI I b2 + 0; 

setzt man ferner I b1 c1 1_ a I c1 

Ib, c2 -' c2 

so lautet die inverse Transformation: 

b,I1\-b1 Yt+" I 
X = -= a,x1 ~-=-+ fJ . (9*) 
Y= Y 

Die durch sie herbeigefUhrte Richtungstransformation ist durch die 
Gleichung dy 

d a,+b!d 
a!:- = + b ~ (10) at 1 dx 
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bestimmt. Da der rechtseitige Ausm:uck x, y nicht enthlm, so wird jede 
Richtuug, deren Koeffizient :; ist, in eine Richtung vom Koeffizienten 

dd 'YI transformiert, mit andern Worten: die lineare Transformation fuhrt 
Xl 

parallele Gerade wieder in parallele Gerade iiber. 
Unterarten der lineal'en Transformation sind beispielsweise die Trans

lation Xl = X + Cv Yl = Y + Cal die zur Gl'uppe del' Bewegu~gen gehol't, 
und die perspektive Transformation, auch Ahnlichkeitstransformation, 
Xl = ax, Yl == ay mit dem Ursprung als Zentrum. 

65. Beispiele. 1. Del' Ausdruck 

[1+ (~rf 
Q =-- d 2 y 

dx! 

fur rechtwinklige Kool'dinaten x, '!Jist in Polal'koordinaten r, fJJ zu trans
fOl'miel'en. 

Mit Hilfe del' am Schlusse von 64, I gefundenen Darstellung von : ~ 
und ddt~ in Polarkoordinaten erhiilt man nach einfachel' Rechnung 

IX; 

_ ~~:.:_ + r' 2)~ _. 
Q - r2 + 2r'2- Tj'" 

2. lj'ur die projektive Punkttransformation 
c ax 

Xl = -, Yl =-Y Y 
(sie geht aus del' allgemeil1en (7) hervol', wenn al = b1 = bj = ca = all 

= Cs = 0, cl = C, as = a, bg = 1 ist) die Richtungstransformation zu be
stimmen. 

Die l1icht verschwindende Determinante 
o 0 c ! 
a 0 0 
010 

gibt zur ersten und zweiten Zeile die Untel'determinanten 
al = 0, Pi = 0, 111 = aj 

a2 = C, [32 = 0, 1'2 = 0; 
dy ay-ax-

dYI dx. daher ist nach (8) -= ----dX I dy' 
- c dx 
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d. h. geht durch den Punkt M(xjy) eine Kurve, deren Tangente den Rich

tungskoeffizienten dy hat, so hat die Tangente der transformierten Km've 
tlx 

nn homologen Punkte Ml den Richtungskoeffizienten dd'!l:L 
Xl 

So wird beispielsweise der Kt'eis 
X2 + y2 - 2t·y = 0 

durch die vorliegende projektive Transformation in 

also iu die Parabel 

transformiertj im Punkte x = 0, y = 2r des Kreises hat die Tangente 

den Richtungskoeffizienten :! = 0, in dem homologen Punkte Xl = 2cr' 

1ft = 0 hat die Parabeltangente den Richtungskoeffizienten ad'!ll- = 00. 
Xl 

66. Transformation der Variablen in Funktionen von mehr 
als einer Veran del'lichen. Der einfachste Fall ist der folgende: In 
einen Ausdruck oder eine Gleichung zwischen x, y, z ttnd den Ableitungen 
von z nach x, y bis zu einer gewissen Ordntmg sind statt x, y neue unab
hangige Variable it, 'I) nach einem vorgeschriebenen Gesetz einzufiihren. 

Wie das analoge Problem 4:3 tritt auch dieses in zwei verschiedenen 
:Formen auf, je nachdem z eine beliebige unbestimmt gelassene oder eine 
gegebene Funktion von x, y ist. Hier wie dort sind die in beiden Fi:i.llen 
in Kraft tretenden Formeln im WeBen die gIeichen. 

I. Es sei z irgendeine Jj"unktion der unabhangigen Variablen x, y, an 
deren Stelle die neuen Variablen u, v mittels der Transformationsglei
chungen 

x = fP(u, v)} 
y = 'I/J(u, v) 

(11) 

eingefiihrt werden sollen. 
Indem man z alB zusammengesetzte Funktion von u, v auffaBt, 

hiilt man, von den Abkiirzungen 

~L(u, v) = f, ?l(u, _~ = ~ 
ou u, ov I., 

oif(u, v) _ ~ 

ov' --'vv' 

Gebrauch machend, zunachst die beiden Gleichungen (59, (11), (12) 

er-
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und aus diesen ergiht sich bei allen Wertverbindungen u, v, fur welehe
die Determinante 

N II h' d 't f" OZ OZ d' B t' von u verse Ie en IS, ur 0 x' oy Ie es Immung: 

OZ tP I oz 
1 : ~: ~ = I CPu tPu I: OU u: I CPu "Fi7 

ox 011 ! cP tP oz I OZ 
, c ~ 8V tP~ I cP~ av 

(13) 

S' d h d' 't D'£{! t' I t' t O'Z O'Z o'z, d 1D aue Ie zwel en llleren la quo len en oxll oICoy' oy' lD er 

betreffenclen Rechnung, so differentiiere man die Gleichungen (12) noch
mala, und man erhalt (59, (15) bis (17): 

(14) 

OIZ OZ oZ (OIZ OIZ ) 
OU(}V = CPu. ax + tP"'oy + cP" CP.ox! + "'. oxoy 

( ole 02Z) + tPu rpV(}x-(}y + "'.Oy! 

- dabei ist von einer Reduktion der Gleiehungen abgesehen worden;: 
n hE' t 'd W rt f" OZ (}Z (13) k" h' 02 Z o'e ac IDse zung e1' e e ur <l' "" aus onnen leraus~», <l2 I 

OIZ (IX oy (IX (lY 
6Xog bestimmt werden fiir alle Wertverbindungen 'it., v, fur welche 

I cP" '/flu ,I + 0; 
I cP" '/fl" 

d ,0' Z ot Z 0' Z , , 
enn die Determinante del' Koeffizlenten von ox!, ox(}y' oy' 1D (14), ILl, 
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fJJ.2 2fJJ.1fJ. '!fv2 

fJJufJJ. fJJu'!f. + fJJ"'!f,, '!f,,1fJ. 
stellt sich ala die negative dl'itte Potenz der obigen Detel'minante zweiten 
Grades dar 1) und ist dahel' zugleich mit diesel' verschieden von Null. 

II. 1st z eine gegebene Funktion von x, y : Z = {(x, y), so lautet die 

A £ b .d h· , d' D'£c t' 1 t' t OZ OZ 02 Z d' u ga e a Ill, Ie llleren la quo len en OX' oy' ax"" . 0 e1' emen 

aus X, 'Y, z und diesen Differentialquotienten gebildeten Ausdruck in den 
neuen Variableu u, v darzustellen. 

Fiihrt man die Substitution (11) in del' gegebenen Funktion aus, so 

ergibt sich z = ([fJJ(tt, v), '!feU, v)] = x(u, v) (15) 

ebenfalls als bekannte Funktion von u, v und es lassen sich somit die 
Differentialquotienten 

oz (J2 z ov = x., ou~ = Xuu, 

bestimmenj setzt man ihre Werte in (12) und (14) ein, so sind diese Glei· 
• OZ OZ 02 Z 02 Z OiZ • 

chungen geelgnet, c;-, '" ~, ~, ~<) als FunktlOnen von ~(" v zu be-
(JX cly (JX (JY (JX(JY 

stimmen. 
Die Fiihrung der Rechnung im Falle von mehr als zwei unabhlin

gigen Variabeln und ihre Ausdehnung auf hahere Differentialquotienten 
bedarf keiner weiteren Erklarung. 

67. Beispiele. 1. Fiir eine beliebige Funktion z von x, y ist der 

Ausdruck R= 1+ (~:r+ (~;r 

del' Transformation x = r cos fJJ 

y = l' sin fJJ zu Ul1tel'werfen (64:, I) 

Die Gleichungen (12) lautel1 im vorliegendel1 Faile: 

1) Man lOse, um dies einzusehen, die Determinante dritten Grades in die SumJlle 

9'~ 9'. '1/'. 'I/'! + 9'; 9'. '1/'. 'I/'~ 
9'u9'. 9'u'l/'. 'l/'u'l/'. 9'urp. 9'.'I/'u 'l/'u'l/'v 

a.uf und entwickle beide Bestandteile nach der eraten oder der dritten Kolonne. 
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az . (}z (}z - = - r sm fJ! - + r cos fJ! -(}tp ox oy 

oz 
6r= 

(}z 
cos fJ! (}x + . (}z 

SIn m-· or oy , 
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quadriert man sie, nachdem man die erste durch r dividiert hat, und bil
det hierauf ihre Summe, so ergibt sich: 

mithin ist R = 1 + ~ (~)2 + (OZ)2 . 
r' otp or 

2. Es sei V eine beliebige Funktion der unabhangigen Variablen 
x, '!I, $; man soll die mit ihr gebildeten Ausdrucke: 

einer homogenen linearen Transformation (64-, II) 

x = at Xl + btYt + C1Zt 1 
Y = a2 x1 + bi Yl + CiZl 

Z = aaXt + baYl + CaZt 

(16) 

unterwerfen von solcher Art, daR durch sie Xll + yll + Z2 ubergefiihrt wird 
in Xl! + Yll! + Z12. 

Eine lineare Transformation von dieser Beschaffenheit wird, ohne 
Rucksicht auf die Anzahl der Varia bIen, eine orlhogonale Transformation 
genannt. Sie bedeutet bei zwei und drei Variablen den Ubergang von 
einem rechtwinkligen Koordinatensystem zu einem andern ebensolchen 
bei Festhalten des Ursprungs; wird auch dieser geandert, so kommt in 
den Ausdrucken fiir x, y, Z noch eine additive Kons.tante hinzu. 

U m zunachst die Eigenschaften der Koeffizienten einer solchen Trans
formation zu ermitteln, bilde man die Quadratsumme del' Transformations-
gleichungen X2 + y2 + Z2 = 

(atl! + al + as2)x12 + (bt B + b22 + bS2) yt l! + (el 2 + ~2 + CS2)z/ 
+2~S+~~+~~~~+2~~+~~+~~~~ 

+ 2 (at bl + aSbll + aSbS)x1Yt; 
ersetzt man die linke Seite, entsprechend der Definition, durch xt 2 + Yt S +IZt 2, 

So fiihrt die Vergleichung beider Seiten zu folgenden fiir die orthogonale 
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Transformation charakteristischen Beziehungen 1): 

at 2 + as II + as 2 = 1 
bt2+b22+bs2=1 

C111 + ell 2 + cal! = 1 

bici + b2c2 + bsGs = 0 

ci a l + clI as + Cs as = 0 
a l bt + all b2 + asbs = 0 

(17) 

Multipliziert man ferner (16) der Reihe nach mit all as, as; dann 
mit btl b2, bs, endlich mit ct1 ClI , Cs und bildet jedesmal die Sum me mit 
Riicksicht auf (17), so ergibt sich die inverse Transformation 

Xl = a1x + all'Y + asz I 
'YI = bl X + bs'Y + bal! 

Zl = c1 X + cil Y + Cs Z 

und zu den Relationen (17) treten Bomit noch die folgenden: 

a1 II + bll! + c/ = 1 

all II + bl! II + c/ = 1 

a/+ b32 + c/= 1 

alias + b2 bs + c2 CS = 0 J 
aSal + babl + CSCI = 0 
al all + hI h2 + c1 Cs = O. 

Die Ausfiihrung der Gleichungen (12) gibt nun: 
()V oV oV oV 
~ = al -;;;- + a2 -;;;- + as ,,-) v~ vX vy v, 

~~-b ~~+b oV -'-b CiX 
OYl - I OX II oy I 3 O. 

g_~ = S 0 V + C ?X + C !! 
0'1 OX II oy S o. 

(16*) 

(17*) 

(18) 

1) Mit Hilfe diesel' Gleichungen ist leicht nachzuweisen, daB daB Quadr&t 
del' Determinante (des "Moduls") det Transformation: 

a1 b1 c1 

a! b, c! 

as bs c. 
gIeich del' Einheit, die Determinante selbst also + 1 oder - 1 und daher ,on 
Null verschieden iat. 
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und die sinngemiiae·Ausfiihrung von (14): 
0' V 2 0' V 2 (3' V s 0' V i)2 V 
~ = a1 ~ + a2 ~ + as -,,---a + 2a2 a8 ,,-;s-
ClX, vX vy uZ uyuz 

OIV o~V 

+ 2aSa18zox + 2a1 a2 oxoy 
o'V OIV O'V o'V O'V 
~ = b/ -",- + b,/ ~ + bS2 ~ + 2b2ba~" 
ClY, ClX uy ClZ uyClz 

o! V {)2 V + 2 ba hI ,,-;:;- + 2 b1 b2 ~,,--uZ ux uXuy 

0!J'~ a 02 V 2 0' V 2 il' V o~ V 
-- C'-'+ C --+ C -+2cc--OZ1! - lOX' 2 oy' 3 Oz' II S oy{)z 

02 V , iJ2 V 
+ 2cgc1 Bzox + 2C1 CII Fxoy' 
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(19) 

Bildet man die Quadratsumme der Gleichtingen (18), dann die einfache 
Summe der Gleichungen (19), beides mit Riicksicht auf (17*), so ergibt sich: 

(0 V)2 + (0 V)2 -I- (0 V)2 = (0 V)2 + (0 V)J + (0 V)2 
OX, oy,· oz, ox oy oz' 

0' V (l2 V al V 0' V iJ'i V 02 V 
ox,' + Fy,' + 1rz~ = ax' + By' + azs i 

d. h. die beiden A.usdriicke 4 V, LJ2 V erleiden bei einer orlhogonalen 
Transformation der Variablen x, y, z keine Inderung. 

Man nennt A.usdriicke, die, aus den Ableitungen einer Funktion f 
(von zwei, drei Val'iablen) gebildet, die Eigenschaft besitzen, einer ortho
gonalen Transformation gegeniiber invariant zu bleiben, IJi/ferentialinva
rianten odeI' IJifferentialparameter del' betreffenden Funktion. Insbeson
dere bezeichnet man die vorhin aus V gehildeten Ausdriicke L1 V, LJi V
als deren Diiferentialparameter erster, beziehungsweise zweiter Ordnung. 
Die groae Bedeutung solcher AusdI'iicke fiir Geometrie, Physik, Mechanik 
u. a. besteht. darin, daB sie notwendig GI'o.6en darstellen, die von der Wahl 
des (rechtwinkligen) Koot'dinatensystems unabhii.ugig sind, also selbstandig 
existieren. 

3. Durch die Gleichung 
x2 y2 Z2 
-+-+-.-1=0 a' b2 c· 

ist s als zweideutigeFunktion der beiden Variablen x, y definiert auf 
x~ y! 

dem Gebiete as + bi" - 1 < 0 , 

d. 1. im Innern und auf dem U mfange einer Ellipse mit den Halbachsen 
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a, b, Es sind die Differentialquotienten ;:' ;; mittels der Transformation 

x = a sin u cos v y = b sin u sin v 
in den Variablen u, v darzustellen. 

Mi,.t Rilfe diesel' Substitution ergibt sich 

z = + c cos u 
und dje Gleichungen (12) gestalten sich wie folgt: 

=F c sin u == az . OZ 
a cos u cos v ox + b cos u sm v oy 

O ., oz b' oz 
'= - a sm u sm v 0 x + sm u cos v oy; 

ihre Auflosung liefert: 
OZ = += csinUCOBV 
ox a cos U ' 

OZ = += csinu sin v 
oy b COB U ' 

wobei gleichgestellte Vorzeichen zusammengehOren. 

4. Zu zeigen, daB die Transformation x = u + v, y ~ uv zu den 
Gleichungen fiihrt: 

ot OZ aZ OZ 
OZ u--v-

OU OV OZ FV - &U 
U-v oy = u-v 

5. Zu zeigen, daB infolge der Transformation 

x = ; + 'YJ cos OJ, Y = 'YJ sin OJ 

(Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten x, y zu schiefwinkligen ;, 't/ 
bei derselben. Abszissenachse, demselben Ursprung und dem Koordinaten, 
winkel OJ) die folgenden Relationen stattfinden: 

otz 02Z 1 {02Z ot z 02Z} 
ox' + oy' = irin'ro W- - 2 Osoll cos OJ + 011' , 

otz ot z ( 02Z )2 1 tole 02Z ( otz )2} 
ox' oyt - oxoy = sin2 ro W (1)'- - osa1l . 

68. Simultane Transformation dreier voneinander abhan
gigen Variablen. In einen Ausdruck oder eine' Glewhung zwischen den 
drei Variablen x, 'Y, z und den Ableitungen von z nach x, y his £u einer 
gewissen Ordnung sind neue Variable u, v, w durch die Transformations-
gleichungen x = tp (u, v, W)) 

y=~~~~ ~ 
z = x(u, v, w) 



68. Simnltane Tra.nsformation dreier voneinander abhangigen Variablen 143 

einzufiihren, wobei w -als neue abhiingige und u 1 v als neue unabhiingige 
Variable zu gelttn haben. 

Zur Losungdieser Aufgabe sind die Gleichungen 66, (12), (14) her-
anzuziehen, deren erste Gruppe wir zu diesem Zwecke in der Form schreiben 

as = OZ ox + OZ oy 1 
au ox au oy ou (21) 
OZ OZ ox OZ oy 
0'V = ox OV + oy a;; 

nun sind, da w als Funktion von u, v aufgefa.Bt wird, vermoge (20) x, y, z 
zusammengesetzte Funktionen von u, v; infolgedessen hat man mit Be
nutzung der in 66 eingefuhrten Bezeichnung: 

ox ow oy ow oZ ow 1 
~' u = fJJ u + fJJ w au' 0 u = "" u + "" w 0 u' au = Xu + Xw au 
ax ow oy ow oz OW (22) 
;r;; = fJJv + fJJw ov' ov = tfv + ""'v av' av = Xv + Xw ov; 

nach Eintragung dieser Werte in (21) sind diese Gleichungen zur Losung 
der gestellten Aufgabe geeignet, soweit sie die ersten Differentialquotienten 
von x betrifft. 

Die erste der Gleichungen (14) lautet in anderer Schreibweise: 
a'z oz a'x OZ oty oX (02Z oX a'z OY) 
au;! = ox OU! + ay 8u2 + au ox' au + oxay ou 

ot! (o!z oX 02 Z ay) + ou oxoy au + By! au ; 
ox oy 02a: oSy (}2 Z 

darin sind OU und au durch die Werte aus (22) und Ou" au" ou' durch: 
die folgenden zu el'setzen, die sich aus (22) ergeben: 

o'x ow (OW)2 OIW 
8u' = fJJu u + 2 fJJuw au + fJJww AU + fP,. out 
oty ow (OW)2 a'w au' = 7fuu + 21/Juw OU + 1/J ww au + 7fwout 

o'z ow (OW)2 02W 
ou' = Xuu + 2 Xuw ()u + Xww ()u + Xw au' ; 

in iihnlicher Weise sind die heiden noch ubrigen Gleichungen der Gruppe 
(14) zu behandeln, wodurch sich wieder Gleichungen ergeben, welche im 
Verein mit (21) die gestellte Aufgabe auch in bezug auf die zweiten 
Diiferentialquotienten lOsen. 

Bei der geometrischen Interpretation dieses Problems sind wieder 
zwei Auffassungen zu unterscheiden, welche den in 64: unter I, II er
iirterten entsprechen. 
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1. Bedeutel1 x, y, $ die Koordinaten eines Punktes M im Raume in 
bezug auf eil1 Koordinatensystem und u, v, w die Koordjnaten desselben 
Punktes in bezug auf ein anderes Koordinatensystem, so spricht man von 
eiller raumlichen Koordinatentransformation. 

Z: Eine del' wichtigsten unter dies en bildet der TIber-
gang von rechtwinkligen Koord inaten zu raumlichen Polar-

L (i l' koordinaten. Danu ist w = t'. der Radiusvektor, u = cp der 
IJlY"":"~''f-''':'--1-r-x- Neigungswinkel der Ebene MOZ gegen die zx-Ebene und 

" '" if V = () der Winkel ZOM (Fig. 14) und die Transforma
Fig.H. tionsgleichungen lauten: 

x = r sin () cos fJJ l 
y = r sin () sin fJJ f 
e "'" l' cos (); 

die iuverse 'fransformation ist durch 

r = yx2 + y2 + $2 

fJJ = A.rc tg JL x 

(j = arc cos -----~-~~---I VXS+yl+ZI/ 

(23) 

(23*) 

bestimmt, wobei die Eindeutigkeit der zweiten Gleichung qadurch herbei
gefiihrt wird, daB man festsetzt,cp sei derjenige Bogen aus dem Inter
valle (0, 2:1t), dessen Sinus das Vorzeichen von y und dessen Rosinus das, 
Vorzeichen von x hat. 

In diesem FaIle lauten die Gleichungen (21), nachdem bereits jene 
(22) beriicksichtigt worden sind, wie folgt: 

() ( . () . or, () ) OZ cos = --r SIll sm cp + ocp sm cos fJJ ox 

( . () or , (). ) OZ + r SIll cos cp + oCP sm SIll cp o!l 

. () + or (j (() 0 r '() ) () Z - r SIll ao cos = t· cos cos cp + 00 SIll cos cp () x 

( () . 01"()' )OZ + r cos sm cp + 06 SIll SIll fJJ O,!! 

und darans ergibt sich: 



68. Simultane Transformation dreier voneinander abhangigen Va.ria-blen 145 

0& 
2 • 2(J + or . or . 

l' SIn COS cp l' 2q; 8m cp - l' if(j SIn (J cos (J cos cp 

ax = - ( or) 
r2 cos (J + l' 0(J sin (J sin (J 

2 • 1l(J . or or . (J • 
0: r 8m BIncp-r2q;coscp-1' 0(J8111 cos(J SlUcp 

oy == - (rll COS (J + r ~~ sin (J ) sin-;--- - --- . 

Auf die zweiten Ableitungen soll nicht weiter eingegangen werden. 
II. ViEt man wieder x, 'Y, $ die Koordinaten eines Punktes M im 

Raume in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystenf, u = Xli 

Ii = 'YI' W = $1 abel' die Koordinaten eines anderen Punktes Ml in bezug 
auf dasselbe Koordinatensystem bedeuten, so bestimmen die Gleichungen 
(20) und ihre inversen, d. i. 

(24) IXI == !PI (X, 'Y, z) 
'Yl == 1/JI (X, 'Y, z) 
$1 == Xt(X, 'Y, z) 

und 
X = !P (Xli Y1' $1) I 
y = t/J (Xl' Y1' $1) 
$ = X (Xli 'Yl' $1) 

(24*) 

eine l'ransformation des Raumes in sick; insbesondere vermitteln die 
Gleichungen (24) den Ubergang von dem Systeme S, welchem del' Punkt 
M angehort, zu dem Systeme 817 in welchem Mlliegt; die Gleichungen 
(24*) den umgekehrten ProzeB. Sind!pu 1/Ju Xl stetige Funktionen mit 
bestimmten Differentialquotienten und ebenso !p, 1/J, X, so ist die Trans
formation eine kontinuierliche. 

Zu den wichtigsten ein-eindeutigen Punkttransformationen des Raumes 
gehOrt die projektive, deren allgemeinste Gleichungen lauten: 

at ox + b1 Y + C1 Z + dt 
Xl = b + d a4 ox + 4 Y + C4 Z 4 

a2 ox + b, y + C,l Z + d,l 

YI = a4 ox+b4 y+c4 z+d4 

a. ox + b. y + Cs z + ds $1 = --------------. 
U 4 ox + b4 Y + C4 Z + d4 

(25) 

Mit dem Hinweise auf die Ausfiihrungen in 64, II sei nul' bemerkt, 
daB del' Gesamtheit del' projektiven Raumtransformationen Gruppen
charakter zukommt, daB durch eine solche Transformation jede Ebene 
wieder in eine Ebene und jede Flache zweiter Ordnung in eine Flache 
zweiter Ordnung verwandelt wird. 

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 10 



Vierler Abschnitt. 

Reihen. 
§ 1. Reihen mit konstanten Gliedern. 

69. Begriff der Konvergenz und Divergenz. Eine unbegrenzt 
fortsetzbare Folge reeller Zahlen sei gegeben: 

%, all fJ,2' ••• ; (1) 

aus ihr liiBt sich eine zweite, unbegrenzt fortsetzbare Zahlenfolge 

80, 811 8" . • • (2) 
hilden, indem man die ersten 1, 2, 3, ... , n + 1, ... Zahlen der Folge 

(1) durch Addition verbindet, so daB 

So = ao 
81 = ao + a1 

82 = 0,0 + al + a~ (3) 

s" = ao + 0,1 + 0,2 + ... + a". 
Wenn nun die Zahlen der Folge (2) sich einer bestimmten, endlichen 
Gl'enze s nithern, wenn also 

lim s" = S, (4)1) 
71=+00 

so nennt man die aus den Zahlen der Folge (1) gebildete unmulliche Reihe 
00 

0,0 + 0,1 -+ a2 + ... =2/'O'v 
o 

(5) 

konvergent und 8 ihren Grenzwert (auch ihre Summe; vgl. hierzu 75). Die 
Zahlen der Folge (2), welche endliche Summen von Gliedern der Reihe 
(5) darstellen, bezeichnet man als Partialsummen dieser Reihe. 

1) Es iet kaum notig zu bemerken, dae bei diesem Grenziibergange n die 
Reihe der positiven ganzen oder del' naturlichen Zahlen zu durchlaufen hat. 
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Zeigen die Partialsummen ein anderes Verhalten, als es hier be
schrieben worden, so wird die unendliche Reihe divergent genannt. Welche 
Erscheinungen eine divergente Reihe aufweisen kann, werden die nach
folgenden Betrachtungen sogleich lehren. 

Der direkte, allerdings nur selten gangbare Weg zur Untersuchung 
einer Reihe auf ihre Konvergenz oder Divergenz besteht in der Bildung 
der allgemeinen Partialsumme 8 .. , d. h. ihrer Darstellung als Funktion von 
n und del' darauffolgenden PI'ufung fUr ein nnbegrenzt waehsendes n 
Zwei Beispiele werden dieses V.enahren erlautern und zugleich die ver
sehiedenen Formen der Divergenz kennen lehren. 

1. Es sei x eine reelle ZahI und a" = xv; die hieraus entspringende Reihe 
00 

~av=1+x+x2+... (6) 
o 

ist die unendliche geometrische Progression; ihre allgemeine Parlialsumme 
1- x .. +1 

8 .. = 1 + x + x2 + ... + x" = 1 ~ 1£ 

zeigt nun folgendes Verhalten: IX) Fur Ixl< 1 konvergiert x .. + 1 mit be

standig wachsendem n gegen Null, s .. gegen 1 ~x, die Reihe (6) ist 
konvergent und hat den Grenzwert 

1 
8=1_1£' 

P) Fiil' x> 1 waehst xn +1 und auch 8" liber jeden positiven Betrag hin
aus, der Grenzwert von s .. ist + 00 und die Reihe (6) dive:r:gent. r) 1st 
x< -1, so wachst xn +1 und damit auch 8 .. dem Betrage nach iiber jede 
positive Zahl hinaus, weohselt aber bestiindig sein Vorzeiehen, da der 
Exponent abwechselnd gerad, l!ngerad ist; die Reihe (6) ist divergent und 
man sagt, sie sChwanke swischen - 00 und + 00. d') Fiir X = 1 verliel't 
der Ausdruck fur s .. seine Bestimmtheitj man sieht abel' unmittelbar, daB 
dann 8 .. = n + 1, und dies waehst mit n liber jeden Betl'ag, folglich ist 
die Reihe divergent und + 00 ihl' Grenzwert. E) Ahnlich muS fur x=-- 1 
auf die Reihe selbst, d. i. 1 - 1 + 1 - 1 + ... gegriffen werden, deren 
Parlialsummen die Zahlenfolge 1, 0, 1, 0, ... bilden; die Reihe (6) ist 
divergent und man sagt, sie schwanke zwischen ° und 1. 

Wie dieses Beispiel zeigt, tritt die Divergenz entweder dadurch zu
tage, daB die Partialsummen schlieBlich mit Beibehaltung eines bestimmten 
Vorzeichens dem Betrage nach groBer werden und bleiben als jede positive 

10* 
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Zahl - der Grenzwert der Reihe ist + 00 oder - 00 - oder daB sie bei 
numerischem Wachsen bestandig ihr V orzeichen wechseln - der Grenz
wert ist unbestimmt unendlich - oder daB sie zwischen zwei endlichen 
Zahlen schwariken - der Grenzwert ist unbestimmt. 

Man spricht, je nachdem das erste oder das zweite stattfindet, von 
eigentlicher, beziehungsweise von uneigenflicher Divergenz. 

2. Aus d'er unbegrenzt fortsetzbaren Folge reeller Zahlen 

bilde man die neue Folge 

ao = "0 - "0 al = "1 - "2' 

daun gehort zu der unendlichen Reihe 

ao + a1 + ail + ... 
die allgemeine Partialsumme 

s .. = ("0 - "1) + ("1 - ~) + ... + ("n - ",,+1) = "0 - " .. +1 j 

die Reihe ist demnach konvergent, wenn ",,+1 mit wachsendem n gegen 
eine bestimmte Grenze konvergiertj ist " diese Grenze, so hat die Reihe 
den Grenzwert s = 1X0 - IX. In jedem anderen Falle ist sie divergent. 

1st beispielsweise 

"p =( -p-+-v-- 1) (p + v) ... (p + q + v -1)' 
1 

also 

=-= (p + v - 1) (p + v) ... (p + q + 11) , 

so ist lim". = 0, die Reihe ao + a1 + ag + ... also konvergent und 
11=+00 

s = "0 = ( 1) 1 (p + 1)' ihr Grenzwert, so da.6 p- p... q-

~ q+1 q+1 
~ (p + v - 1) (p + v)· .. (p + q + v) = (p-~T·-"-(p-'.-. -. (-p~+-q-'-) 

o 
q+ 1 1. + pep + 1) ... (p + q + 1) + ... = (p - 1)p· .. (p + q - 1)' 

ist also insbesondere p = 2, q = 0, so folgt 

~ (v -+ 1)1(;;-+25 = 1 ~ 2 + 2 ~ 3 + 3 ~ 4 + ... = 1, 
o 

und fur p = 2, q = 1 ergibt sich 
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~, 2 2 2 2 1 
.L .. t (v + l)(v + 2) (v + 3) = i~ + 2.3·4 + 3·4·5 + ... = -2-' 

o 
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70. Allgemeine Konvergenzbedingung. Aus dem Begriffe des 
Grenzwertes (15) ergibt sich die notwendige Bedingung fur die Konver
genz einer unendlichen Reihe. SoIl niimlich die Reihe (5) konvergent 
sein und den Grenzwert s besitzen, so muB der Unterschied zwischen s 
und den aufeinanderfolgenden Partialsummen schIieBlich dem Betrage 
nach kleiner werden und bleiben als eine beliebig klein festgesetzte posi
tive Zahl c; mit anderen Worten, es muB sich zu dem gegebenen c eine 
natiirliche Zahl m derart bestimmen lassen, daB 

Is" -s I < c 

fiii'- aIle n > m. Infolgedessen wird es auch zu ; eine natiirliche Zahl 
m' geben derart, daB sowohl 

wie auch I s,,+p - s I < -i ' 
wenn nur n > m', welche der Zahlen 1, 2, 3, ... auch p sein moge; aus 
dies en heiden Beziehungen folgt die weitere 

(7) 

oder, da s.,.- ao + a1 + ... + an' s,,+p;= ao + a1 + ... +an+an +1 + ... + a,,+p' 
I a,,+! + an +2 + ... + a,,+p I < c. . (7*) 

Soll -eine Reihe konvergent sein, so mufJ sich ein Glied bestimmen 
lassen, von welchem ab jede beliebig umfangreiche Gliedergruppe eine dem 
Betrage naeh beliebig kleine Summe gibt. 

Diese Bedingung ist zur Kon vergenz auch hinreichend; denn ist sie 
fur n = m' e:rfullt, so kann der absolute Betrag keiner Partialsumme 
s" (n > m') groBer sein als I s:a I + 8: die absoluten Betriige aller dieser 
Partialsummen sind also zwischen die Grenzen I s;" I und I s;,. I + 8 ein
geschlossen, die sich durch Wahl des 8 beliebig eng ziehen lassen. 

Aus del' fiir eine konvergente Reihe charakteri'ltischen Eigenschaft 
lassen sich wichtige Folgerungen ziehen. 

1. Fur p = 1 lautet (7 *) 
lan +1 1<e, (8) 

dies aber ist gleichbedeutend mit dem Ansatze lim a" = O. Soll also eine 
"=+00 

Reihe konvergent seil1, so mufJ ihr allgemeines Glied an mit bestlindig waehsen-
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dem n der Null als Grenze sick niikern oder unendlichklein werden. Diese 
Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend, wie mananfanglich, ja 
bis gegen das Ende des 18. Jahrhunderts, geglaubt hat, weil es auch divergente 
Reihen gibt, welche sie erfiiUen, wie alsbald gezeigt werden wird. 

Man kann diesen Ergebnissen eine kurze Fassung ge ben in dem Faile, 
wo die Glieder der Reihe rationale Zahlen sind, namlich: Die Glieder 
einer unendlichen Reihe miissen, solI sie konvel'gent sein, eine Elemental" 
reihe und ihre Partialsummen eine Fundamentalreike bilden; die durch 
diese Fundamentalreihe definierte Zahl ist del' Grenzwerl der unendlichen 
Reihe (4:). 

2. Zedegt man die unendliche Reihe ao + a1 + a2 ••• in die endliche 
Summe 8" = ao + al + ... an 
und in die unendliche Reihe 

an +1 + an +2 + ... I (9) 
so ist diese mit der urspriinglichen zugleich konvergent; deuu ihre auf· 
eiuanderfolgenden Partialsummen sI, 82, ... unterscheiden sich von den 
Partialsummen sn+1' 8n +2 , •.• der urspriinglichen Reihe urn den festen 
festen Betrag snl indem 

8,,+1 = sn + 8~, 8nH = 8n + S2, ... ; 
nahel'll sich dahel' die Zahlen so, S1' 82-1 ••• einer Grenze s, so nahern sich 
die Zahlen s~, s~, s~, ... der Grenze 8 - sn' Zufolge des Satzes (7*) iet 
der absolute Betrag des Grenzwertes r n von (9) kleiner als E, so bald n > m'. 
Man nennt r n den Rest del' bei dem n + 1 ten Gliede an abgebrochenen 
Reihe (5). Es la.Bt sich also, wenn die Reihe konvergent ist, zu einem be
liebig klein festgesetzten E eine natiirliche Zahl m' derart bestimmen, daB 

Irnl<s, 
wenn n > m' ist. Dadurch, daB man statt des ·Grenzwertes s die Partial
summe Sm' oder eine hohere nimmt, wird ein Fehler begangen, dessen 
Betrag kleiner als E ist. 

Auf dieser Eigenschaft beruht die Anwendung der konvergenten 
Reihen in der Analysis zur Darstellung von Zahlen; ferner ist es vermoge 
derselben bei der Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz gestattet, 
beliebig viele Anfangsglieder auBer acht zu lassen, was mitunter vorleil
haft sein kann. 

3. Besteht die Reihe ao + a l + as + ... aus lauter positiven Gliedern 
und ist sie konvergent, so iet auch jede Reihe, welche aus ihr durch 
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Unterdriickung einer endlichen oder unendlichen AnzahP) von Gliedern 
oder durch beliebige Zeichenanderung an den Gliedern entsteht, kon
vergent. Denn die Relation (7 *), wenn sie fur die urspriingliche Reihe 
bestanden hat, kann durch einen solchen Vorgang nicht aufgehoben 
werden, sie besteht vielmehr im ailgemeinen fUr die abgeanderte Reihe 
nur noch in verstiirktem MaBe. 

71. Allgemeine Satze iiber Reihen. Aus dem Begriffe der Kon
vergenz und Divergenz. lassen sich die folgenden Satze erweisen: 

co 

1. 1st die Reihe 2J a" konvergent und s ihr Grenzwert, so ist auch 
o 

die mit Hille eines bestimmten von N uil verschiedenen k gebildete Reihe .. 2J ka" konvergent und ks ihr Grenzwert. 
o 

1st namlich s'" die Partialsummeaus den n + 1 Anfangsgliedern del' 
tn·sten Reihe, 80 iet 7csn die entsprechende Parlialsumme der zweiten, 
und konvergiert sn fur lim n = + 00 gegen s, so konvergiert 7cs", gleich
zeitig gegen ks. 

War dagegen die erste Reihe divergent, so ist es die zweite auch. 
Mit Hilfa dieses Satzes ergibt sich beispielsweise aus der letzten 

Gleichung in 69, daB 

00 1 1 1 1 1 

~ ('V + mv+'2) ('V + 3) = i-:2-::i + 2·3·4 + 3·4·5 + ... = T· 
o 

co co 

2. Sind die Reihen L a~ und ~ bv konvergent und s, t ihre Grenz-
o 0 

werte, so sind auch die Reihen 
00 

2J(a~ - bJ 
o 

konvergent und 8 + t, s - t beziehungsweise ihre Grenzwerle. 
Bezeichnet man niimlich die Partialsummen aus den n + 1 ersten 

Gliedern der vier Reihen folgeweise mit 8m tn' "n' 't", so ist 

on = Sn + tn' 'tn = 8n - tn 

1) Z. B. durch Weglassung alier Glieder mit geradem oder mit ungeradem 
Zeiger o. dgl. 
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und daraus ergibt sich, wenn man den Grenziibergang lim n = + 00 aus
fiihrt, die Richtigkeit der obigen Behauptungen. 

1st nur eine der beiden ersten Reihen divergent, so gilt das Niimliche 
fiir die beiden letzten Reihen. 

Der Satz liiBt sich auf eine beliebige, aber beschrankte Anzahl von 
Reihen ausdehnen. 

7.2. Reihen mit positiven Gliedern. Wir wenden uns nun der 
speziellen Betrachtung von unendli~hen Reihen mit dwrchwegs positiven 
Gliedern zu, einesteils, weil diese Reihen ausgezeichnete Eigenschaften 
besitzen, andernteils, weil die Betrachtung der anderenReihen auf sie zuriick
leitet. Zunachst sollen Satze allgemeiner Natur vorgefuhrt werden. 

1. Eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern ist entweder 7convergent, 
oder divergent mit· dem Grenzwert + 00. 

Denn die Parlialsummen so, Sl' S2' . •• einel' solchen Reihe bilden eine 
steigende Folge von Zahlen, bei welcher nur zweierlei eintreten kann: 
entweder bleiben aIle Glieder unter einer festen positiven Zahl und nahern 
sich dann notwendig mit bestandig wachsendem Zeiger einer bestimmten 
Grenze, welche jener Zahl h5chstens gleichkommt - die Reihe ist dann 
konvergentj odeI' sie werden schlieBlich groBer als jede beliebige positive 
Zabl - die Reihe hat dann den Grenzwert + 00. 

Hieraus folgt, daB die Konvergenz einer Reihe mit positiven Gliedern 
el'wiesen jst; sobald es gelingt zu zeigen, daB sn fiir jedes n unter einer 
Zahl A verbleibtj unter dieser Zahl bleibt dann auch die Summe belie big 
vieler aus der Reihe herausgegriffener Glieder. 

2. 1st eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern konvergent, so bleibt 
sie es auch, wenn man die Gl;ieder anders anordnet, und behiilt dabei den
selben Grenzwert. 

Bezoge sich die Anderung der Anordnung bloB auf einen endlichen 
Abschnitt der Reihe, so genfigte zum Beweise des Satzes der Hinweis 
darauf, daB die fiber den Abschnitt hinausgehenden Partialsummen durch 
die Umordnung nicht beriihrt werden. Die Umol'dnung soli sich aber auf 
die Reihe in ihrem ganzen Verlaufe erstrecken, d. h. ist 

ao + a1 + a2 + . . . (10) 
die urspriingliche und aao + aa, + aa. + . . . (11) 
die transformierte Reihe, so soIl zwischen den Zeigern v und €tv eine ein
eindeutige Beziehung solcher Art bestehen, daB mit v zugleich auch lX. 
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iiber jeden Betrag wiichst; dann enthiilt die Reihe (11) aIle Glieder von 
(10) und nur diese. 

Bezeichnet 8 den Grenzwerl von (10), so ist jede Parlialsumme von 
(11) kleiner als 8, weil sie aus Gliedern von (10) beateht; demnach iat 
(11) tatsiichlich korivergent. 

Es seien ferner sn = ao + a1 + ... an 
(j =a +a+···a ... tro al u,.. 

zwei Parlialaummen von (10) und (11) von solcher Art, daB in 0" die 
Glieder von 8n vorkommen; die dariiber hinausgehenden. Glieder von ('$." 

stammen daher aus dem zu 810 gehorigen ReBte r n' demzufolge ist 

o .. -8n <rn ; 

mit wacheendem n nimmt auch v beatiindig zu und sinkt rn unter jeden 
noch so klein festgesetzten Betrag c hinab; folglich ist 

lim 0v = lim s" = s. 
Eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern zeigt also in Bezug 

auf die Ordnung der Glieder dieselbe Eigenschaft wie eine endliche Summe: 
sie ist kommutativ. 

DaB eine divergente Reihe aus positiven Gliedern divergent bleibt,. 
wenn man ihre Glieder anders anordnet, folgt daraua, daB 

ti .. > 810 , 

und daB s" mit wachsendem n gtoBer wird alB jede beliebige positive Zahl. 
3. Wenn man in einer konvergenten Reihe aU8 positiven Gliedern die 

Wieder gruppenweise $usammenfaf3t und aus den Summen dieser Gruppen 
eine neue Reihe bildet, so ist diese ebenfalls konvergent und hat denselben 
G1"en$wert wie die ursp1"ungliche. 

Denn die Parlialsummen der neuen Reihe kommen unter den Partial
summen der urspriinglichen Reihe vor und niihern sich daher der niim
lichen Grenze wie diese. Diese SchluBweise zeigt iibrigens, daB der Satz 
fur jede konvergente Reihe gilt. 

Eine konvergente Reihe iBt demnach auch asso$iativ. 
DaB aus einer divergenten Reihe mit positiven Gliedern durch den 

beschriebenen Vorgang wieder eine divergente Reibe entsteht, erkennt 
man auf die niimliche Art. 

Umgekehrt bleibt eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern 
auch dann konvergent, wenn man einzelne oder alie Glieder in Summen 
positiver Zahlen auflost. 
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Die Eigenschaften 2. und 3. begriinden eine vollstiindige Analogie 
zwischen unendlichen Reihen mit positiven Gliedern einerseits und end
lichen Summen andererseits; sowie der Wert der letzteren unabhiingig ist 
von der Anordnung und gruppenweisen Zusammenfassung del' Summanden, 
ist dort der Grenzwert unabhangig von der Anordnung und gruppenweisen 
Zusammenfassung del' Glieder; aus diesem Grunde bezeichnet man hier 
den Grenzwert auch als Summe der unendlichen Reihe. 

73. Kon vergenzkriterien del' Reihen mit posi ti yen G liederll. 
Zur Entscheidung del' Frage, ob eine vorgelegte Reihe aus positiven 
Gliedem - selbstverstandlich eine solche, deren allgemeines Glied a .. mit 
wachsendem n del' Grenze Null sich niihert - konvergent oder divergent 
.sei, gibt 6S ein fiir aIle FaIle anwendbares Verfahren nicht. Die Hilfs
mittel, deren man sich dabei bedient, stiitzen sich zumeist auf die Ver
gleichung mit einer Reihe von bereits bekanntem Verhalten, undals solche 
dient insbesondere die unendliche geometrische Reihe. Eillige der hierher 
gehorigen Sii.tze sind nachstehend entwickelt. 

00 00 

1. Sind ;Sa,. und ;Sb. zwei Reihen mit positiven Gliedern, die erste 
o 0 

konvergent mit der Summe Sf und ist fih' aUe v > n, b. < a", 80 ist auch 
die zweite Reihe konvergent.1) 

Denn die Partialsummen der Reihe 

b"+l + b,,+2 + b,,+3 + ... 
sind daun kleiner als die gleichstelligen Partialsummen del' Reibe 

a,,+l + a,,+2 + a,,+s + .. " 
diese aber wieder aiimtlich kleiner ala 8 - 8,,; infolgedessen ist die erst
angeschriebene Reihe konvergent (72, 1.), ihre Summe kleiner als 8 -S., 

00 .. 

daher auch ~b" konvergent und ihre Summe kleiner als ~ b" + s - sn . 
o 0 

1) Man nennt eine Reihe mit positiven Gliedern, deren Glieder wenigstens 
von einer Sielle angefangen gro.6er sind als die gleichstelligen Glieder einer an
deren ebenso gearteten Reihe, eine Majorante dieser letzteren. Mit diesem Ter
minus kann man den obigen Satz so aussprechen, da.6 eine Reihe mit positiven 
Gliedern ala konvergent erwiesen ist, sob aId aich zu ihr eine konvergente Majo
nnte angeben HU3t. Ubrigens kann der Begriff der Majorante auch dann noch 
aufrecht bleiben, wenn teilweise Gleichheit der Glieder stattfindet. 
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.. 
Daraus ergibt sich als Folgerung: 1st ~av divergent und von einem 

o 
Wel·te n des Zeigers angefangen bestandig b" > a", so ist auch die Reihe 
~ ~ 

~v divergent. Denn, ware ;Sb. konvergent, so mii~te es nach dem 
o 0 

~ 

obigen Satze auch ~a1l sein gegen die Voraussetzung. 
o 

Von dem vorstehenden Satze kann Gebrauch gemacht werden bei 
Beurteilung der Reihe 

1 1 1 1 
T + "2 + 3 + 4" + ... , (12) 

welche nuter dem Namen der harmonischen Beihe als Vergleichsreihe 
hiiufige Anwendung findet. FaSt man die Glieder gruppenweise wie folgt 
zusammen (72, 3.): 

~ + ~'<+ (~ + ~) + (~ + ~ + ~ + ~) + (~ + ... + ~) + ... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 16 ' 

so sind die Glieder dieser neuen Reihe vom dritten angefangen groBer 
als die gleichgestellten Glieder der Reihe 

odel' 

1 1 2 4 8 
T+"2+T+s+i6+'" 

1 1 1 1 -+-+-+-+ ... 
1 2 2 2 ' 

welche divergent ist; folglich ist auch die Reihe (12) divergent. 
Auf diesem Wege HiBt sich ferner die Konvergenz der Reihen 

111 
12 + 22 + 3' + ... 
1 1 1 
18+2"+3'8+'" 

erschlieSen; denn vom ersten, bzw. den zwei ersten Gliedernabgesehen sind 
1 1 1 

2--:t + 3.2 + 4.3 + ... 
111 

3.2.i+4.3.2+5~+··· 

Majoranten dieser Reihen und als konvergent el'kannt (69,2.); (71, 1.). 
~ 

2. Verliiuft die Beihe aus positiven Gliedern ~a" 80, daft der Quotient 
o 
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aV+l unter einem angebbaren echten Bruch bleibt fiir v >n, so ist sie lwn-
a" 

vergent; sie ist divergent, wenn a" + ~ uber 1 bleibt fur v > n. 
a" 

Denn ist k < 1 und an +1 < k 
an 

an + 2 

a n+l 
<k 

a 
~-<k, 
an +p _l 

so ergiht sich dutch Multiplikation 

an +p < a"kP; 
von dem Werte n + 1 des Zeigers angefangen sind also die Glieder der 
vorgelegten Reihe kleiner als die korrespondierenden Glieder einer geo
metrischen Reihe mit echtgebrochenem Quotienten, die konvergentist (69,1.); 

00 

nach dem vorangehenden Satz ist es also auch die Reihe ~a". 

Aus der vorigen Ungleichung folgt, daB 0 

r < a k(l + k + k2 + ... ) =_~'l~ 
n n l-k' 

daE also der Rest der Reihe, wenn man sie bei dem Gliede an ab bricht, 

kleiner ist als 1 an\; darnach kann man den Fehler abschatzen, den man 

begeht, wenn man statt der unendlichen Reihe die Partialsumme stl nimmt. 
Der Beweis des zweiten Teiles ist einfach zu fiihren; aus denBeziehungen 

schlieBt man auf an < an +1 < an +2 < an +3 < .. " 
folgllch nehmen die Glieder von an an nicht mehr ab und es kann daher 
lim a. fiir v = + 00 nicht Null sein (70, 1.). 

Ea muS bemerkt werden, daB die.Beziehung _~:+1 < 1 fiir v >n zur 
v 

Konvergenz nicht ausreicht, wie das Beispiel der harmonischen Reihe er-

weist, wo a.+l = _+'11 1 tatsachlich bestandig < 1 iat, wah rend die Reihe 
a" 'II 

doch divergiert; es laBt sich eben keine unter 1 liegende Zahl angeben, 
a,,+l unter der alle .~-~ gelegen sind. 

a" 
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Aus dem obigen Satze flie6t der nachstehende als Folgerung: Besitet 
a a 

der Quotient H 1 einen bestimmten Grenzwert lim ,,+ 1 ' A, so ist ~ a" 
a" "+00 a" 

konvergent, wenn 1. < 1,und divergent, wenn 1. > 1; im FaUe, dafJ 1. =-= 1, 
kann keine Entscheidung getroffen werden. 

Denn ist A < 1 und schaltet man zwischen A und 1 den echten Bruch 
k ein, so laBt sich notwendig ein Wert n des Zeigers bestimmen, von 

a 
welchem an fortab ,,+ 1 < k. Und iet 1> 1, so muB notwendig ein n sich 

a 
v 

(1,,+1_ 
angeben lassen derart, daB -a- > 1 ist fur v > n . 

.-
Das vorstehende Kritel'ium, von Cauchy, dem Begrunder der a11-

gemeinen Reihentheorie, stammend, kommt bei der Priifung von Reihen 
auf Konvergenz und Divergenz am haufigeten zur Anwendung. 

. a at a" 
In der Relhe 1 + T + r:2 + 1.2.3 + .. " 

wo a> 0, ist 
a" + 1 

a., + 1 = ~ 2:-.-. -. (0-,,-;+-1-:7) , 
av+1 a 
--=--

av ,,+ 1 

a 
daher lim ,,+1 = 0, wie groB auch die Zahl a sein magj die angeschriebene 

,,=+00 a" 
Reihe ist also immer konvergent, auch wenn a negativ ist (70, 3.). 

Hingegen ist in der Reihe 
a at as 
1+2"+3+"" 

wo wieder a> 0, wenn man die Bezeichnung del' Glieder mit a1 beginnt, 

a" a,,+l a" + 1 v a =0-- a =-- --=--a 
" ,,' ,,+1 11+1' av ,,+1 

a 
und lim ,,+1 = aj diese Reihe ist somit konvergent, wenn a ein positiveI' 

• =00 a.., 
~hter Bruch istj sie ist es aber auch, wenn a ein negativer echter Bruch 
ist (70, 3.). Fur a = 1, wo das Kriterinm versagt, ist die Reihe als diller
gent bereits bekannt. 

Bezuglich der Reihe 
1 1 1 
lP + 2P + gP + . . . (p > 0), 

von der die Faile p == 2, 3 bereits erledigt sind (73,1.), trifft das Kriterium 
keine Entscheidungj denn beginnt man mit a1 , so ist 
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1 
a". = "P' 

. . a,,+l 
und somit lim -- = 1. 

1'=+00 atl 
co 

3. Ist in einer Brihe ~'a" mit positiven Gliedern lim va" nicht Null, 
o ,,= +00 

wird also a" im Vergleiehe l~U ~ bei bestandig wachsendem v unendlich1dein 

'l:on der ersten oder einer niedrigeren Ordnung, so i-st die Reihe divergent.!) 
Welches auch del' genannte Grenzwert ist, immer lii1\t sich eine po

sitivJ,l unter ihm liegende Zahl ex angeben derart, daB von einem Werte n 
des Zeigers angefangen das Produkt va" groflel' bleibt alB ex, so daB 

nan> (x, 

(n + l)a"+l > a, 

woraus a + a I + ... > a (~ +_1_. + ... ) . 
",,+1 n n+ 1 ' 

del' Rest r" del' vorgelegten Reihe ist also gro.6el' als del' mit a m ultipli
zierte Rest del' harI?onischen Reihe, die als divergent erkannt worden 
ist; folglich ist auch .1.Jall divergent. 

Daraus ergibt sich beispielsweise die Divergenz del' Reihe 
O.l 

La"~b o 

weil fi+l -b- bei wachsendem v in bezug auf 2- unendlich klein wird von 
a'll v 

del' ersten Ordnung; ebenso folgt darauB die Divel'genz del' Reihe 
00 

~~ 
"::::';vP 

o 

fur p < 1, weil dann 1p in bezug auf ~ unendlich klein von niederer ab v v 
del' ersten Ordnung ist; hiernach ist z. B. die Reihe 

1) 1m Gegensatz zu dem vorigen operiert dieses Kriterium und das folgende 
nur mit einem Gliede; man unterscheidet hiernach Konvergenzkriterien et·ster und 
zweiter Art, je nachdem nUl das allgemeine Glied a" oder der Quotient zweier anf· 

einander folgenden Glieder a,'+l in Betracht gezogen wird. 
a. 
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1 1 1 
yi- + l/2 + J!3 + ... , 

darin siimtliche Wurzeln mit demselben Zeichen genommen, divergent. 
co 

4. Wenn in einer Reihe ~ a~ aus positiven Gliedern lim v1 +p a~ bei 
o 11=00 

p> 0 nicht unendlich ist, wenn also a? in bezug aUf ~ bei bestiindirr 
11 

tcachsendem v 1-tnertdlich klein von hOherer ols der ersten Ordnung wird, so. 
ist die Reihe konvergent. 

Welches auch der genannte Grenzwert ist, so liiBt sich zu einer iiber
.ihm, liegenden Zahl {J ein Zeigerwert n bestimmen, von welchem ange
fangen das Produkt v1+Pa,. bestandig kleiner bleibt als {J, so daB 

n1 +p a" < {J 
(n + 1)!+Pan +1 < {J 

woraUB 

P \ 
a,,< n1 + p 

a Ii. 
n+1 < (n + 1)1+1' • 

(I3} 

Die mit A.usschluB von x = 0 durchwegs stetige Funktion {(x) = - ~ 
pIX! . 

besitzt an jeder Stelle einen Differentialquotienten ((x) = _1_, infolge-
1X!1+p 

dessen kann auf sie del' Mittelwertsatz (38,2.) angewendet werden und gibt~ 
1 1 h 

pal' - p(x+hf = (x+8h/+ P , (0 < () < 1); 

setzt man hierin x = n, h = 1 und beachtet, daB die rechte Seite fUr-
8 = 1 ihren kleinsten Wert erreicht, so folgt 

(n+ ~)l+P- < p~P - p(n~ 1'i 
und nsch Mnltiplikation mit {J unter Riicksichtnahme auf (13): 

a,,+l < fJ (p~p - pen ~ l)p) 
an+2 < {J (p(n ~ l)P - P(!+ 2)P) 

I 1 1) 
a"+3 < fJ (p(n + 2)P - p(n + 3)P 
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Bildet man die Summe dieser Ungleichungen, so enisteht rechts, vom 
Faktor fJ abgesehen, eine Reihe von dem Baue der Reihe in 69, 2,; die-

selbe ist konvergent, weil l ' 1 0 
1ill (+)P = , und ihr Grenzwert ist 

1 'th" t --' ill1 In IS 
pnP ' 

r=+ooP n r 

r < P 
" pnP 

~ n n 

und ~ ap = 2'a" + rn::-~ ap + ~P-' womit die Reihe als konver-
o 0 0 p 

gent erwiesen ist (72, 1.). 
Diesem Satze zufolge ist jede Reihe von der Form: 

00 

~ 1 1 1 1 
~ vr =7+ '¥ +7+"" 

1 

(mit Beziehung auf den Spezialfall r = 1 auch hyperharmonische Reihe 
genannt), konvergent, wenn r> 1; Beispiele solcher Art sind 

1 1 1 
12 + ¥ + as +, .. 

1 1 1 
13- + 2" + as +, .. 
_1 +_1 __ + ~_+"" 
Vis V2 3 VB" 

"" 00 

5. Die beiden Reihen 2' a" und Lf 2,« a2/J sind unter der Vorausset-
1 0 

~ung, dafj die durchwegs positiven ap bestandig abnehmen, gleichseitig kon
vergent oder divergent. 

Denn aus a1 > a2 > as > ... folgt einerseits 

a1 = a1 

2a2 >a2 +aS 

4a4 > a4 + au + as + a7 

2ma~in> a2m+ a2", +1 + ... + a2m +l_ 1 

und daraus durch Summierung: 

(a) 



andererseits 
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a1 < 2a1 

2ajl= 2a2 

4a4 < 2(as + a4) 

2masm < 2(ajlm-l+l + asm - 1+ 2 + ... + a2m) 

und daraus durch Summierung: 
m 21ft 

161 

:2 2.U ai f1 < 2 ~ a,.. (p) 
o 1 

Zu beiden Seiten del' Relationen (a) und (P) stehen nun Partial
summen der zu vergleichenden Reihen. 

1st die erste Reihe konvergent, so ist es wegen (P) auch die zweite; 
und ist die erste divergent, so ist es wegen (a) auch die zweite. 

1st die zweite Reihe konvergent, so ist es wegen (a) auch die erste; 
und ist die zweite divergent, so ist es wegen (P) auch die erste. 

74:. Reihen mit positiven und llegativen Gliedern. Indem 
wir uns nun del' Betrachtung solcher Reihen zuwenden, welche positive 
und negative Glieder in ttnbegrenzter Anzahl enthalten, kniipfen wir zu
nachst an die 70, 3. aufgestellte Folgerung an, daB eine konvergente 
Reihe aus durchwegs positiven Gliedern konvergent bleibt, wenn man 
die Vorzeichen del' Glieder beliebig verandert. Daraus folgt durch Um
kehrung die Tatsache, da£ eine Reihe mit beliebig bezeichneten Gliedern 
sicher konvergent ist, wenn diese Eigenschaft der aus den Absolutwerten 
ihrer Glieder gebildeten Reihe zukommt. Von einer solchen Reihe sagt 
man, sie sei absolut (unbedingt) konvergent. Die wesentlichen Eigenschaften 
solcher Reihen driickt del' folgende Satz aus: 

. Der Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe aus positiven und ne
gativen Gliedern in unbesch~'iinkter Anzahl ist gleich der Sumrne aer lleihe, 
die aus den positiven Gliedern gebildet wird, vermindert um die Summe der 
Reihe, welche aus den Absolutwerten del' negativen Glieder sich zusammen
$etd. Er ist unabhiingig von del' Anol'dnung der Glieder. 

Sei ao + a l + as + . . . (14) 
die gegebene Reihe, s ihr Grenzwert, sn ihre allgemeine Partialsumme; 
ferner I ao I + 1 a1 j + I all I + . . . (15) 
die als konvergent vorausgesetzte Reihe aus den absoluten Werten der 
Glieder von (1.4), ($ ihr Grenzwert, ($" ihre allgemeine Partialsummej ferner 

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 11 
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!leien 1X0, au lX2' ••• die Indizes del' positiven Glieder in del' Ordnung, in 
welcher sie in (14) auftreten, und ebenso 130 , 1311 132' ••• die Zeiger der 
negativen Glieder; dann sind die Reihen 

(16) a"o + a,," + a". + . . . I a(Jo I + I a{Jl I + ! al~.1 + . . . (17) 
beide notwendig konvergent; denn jede geht aus del' konvergenten Reihe 
(15) durch Unterdruckung eines Teiles der Glieder hervor (70, 3.). 

Die Pru:tialsumme s" von (14) umfasse positive Glieder bis ZUlli 

Zeiger (tl" negative Glieder bis zum Zeiger {Jp; werden die bis zu mesen 
Gliedern reichenden Partialsummen von (16) und (17) mit ta , beziehungs
weise u(J bezeichnet, so ist s = t _ U • Il (18) 

p " all I~P' 

wachst nun n unaufhorlich, so nehmen auch die Gliederzahlen der rechts
stehenden Partialsummen bestandig zu und uberschreiten nach und nach 
jede natiirli<:he Zahl; demnach nahern sich ta ,u" fUr n = 00 den Sum-

I' j'p 

men t, n del' Reihen (16), (17), so daB 

s = t - u. (19) 

Damit ist del' erste Teil der Behauptung erwiesen. Der zweite Teil er· 
gibt sich daraus, daB t, U ungeandert bleiben, wenn man die Glieder in (16) 
und (17) anders anordnet (72, 2.); demzufolge hangt auch s nicht ab 
von del' Anordnung der Glieder in der urspriinglichen Reihe (14). 

Eine absolut konvergente Reihe weist also wie eine Reihe aus posi· 
tiven Gliedern das Merkmal einer endlichen Summe auf, von der Anord· 
nung der Glieder unabhangig zu sein; daher kann auch del' Grenzwert 
einer solchen Reihe als S'Umme derselben bezeichnet werden. 

75. Bedingt konvergente Reihen. Multiplikationstheorero. 
Eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern kann abel' auch kon
vergent sein, ohne daB es die Reihe aus den absoluten Werten ihrel' Glie
der ist; man nennt die Reihe dann relativ (bedingt) 7convergent. Sie er· 
fullt die Bedingung 70, (7) und insbesondere ist auch lim an = 0, die 

n= +00 
aus den Absolutweden del' Glieder gebildete Reihe dagegen hat den 
Grenzwert + 00. 

Wahrend also eine absolut konvergente Reihe schon vermoge del' 
Grof3e ihrer Glieder konvergiert, tritt dies bei einer bedingt konvergenten 
erst dureh den Wechsel des l' on!eiehens ein. Von den bedingt konvergenten 
Reihen gilt nun der folgende, von Riemann stammende Satz: 
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De·r Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe ist abhiingig von der 
Anordnung iler Glieder; man kann ihn durch entsprechenile Reihung der 
Glieder jeder beliebigen Zahl A gleichmachen. 

Es sei wieder (14) die gegebene Reihe, welche als konvergent vor
aus~esetzt wird, wahrend die aus ihr abgeleitete (15) jetzt divergent ist. 
InfoIgedessen mussen auch die beiden Reihen (16) und (17) divergent 
sein; denn ware es nur eine von beiden, so wiirde sich aus der immer 
noch zu recht bestehenden Beziehung (18) fur lim n = + 00 entweder 
s = + 00 oder s = - 00 ergeben, je nachdem man (16) oder (17) als di
vergent annahme; beides steht im Widerspruche mit der Voraussetzung. 

Welches nun auch die Zahl A ist (die wir uns zunachst als positiv 
denken wollen); so liiBt sich die Reihe (16) vermoge ihrer Divergenz vom 
Anfang aus in aufeinanderfolgende Gruppen Go, G17 Gi , .•. und die 
Reihe (17) in Gruppen Go', G/, G2', ••• 1) zerlegen derart, daB 

Go>A, 
wahrend sich die Ungleichheit umkehrte odeI' in eine Gleichung verwan
delte, wenn man das letzte Glied del' Gruppe Go auslieBe; daB ferner 

Go- Go' < A, 
wiihrend sich die Ungleichheit bei Fortlassung des letzten Gliedes der 
Gruppe Go' umkehrte oder in eine Gleichung verwandelte; daB weiter 

Go - Go' + G1 > A und Go - Go' + G1 - G/ < A 
mit derselben Zusatzbemerkung usw. In dieser Anordnung bilden also 
die Glieder del' Reihe (14) eine neue Reihe 

Go- Go' + G1 - Gt' + G2 - Gi ' +... (20) 

~n solcher Art, daB eine mit Gn schlieBende Partialsumme ~II gl'oBer 
ist als A, jedoch so, daB ~n - A < aft' 

Wenn al' das letzte Glied del' Gruppe G n' und daB eine bei - G n' schlie
.Bende Partialsumme En' kleiner ist als A, jedoch so, daB 

A - En' < I alt' I /) 
wenn I all I das letzte Glied del' Gruppe Gn' ist. 

1) Die Buchstaben sollen zugleich die Summen der betreffenden Gruppen, die 
unter Umstanden auch eingliedrig sein konnen, bezeichnen. 

2) Das Gleichheitszeichen kame in Kraft, wenn einmal nach Weglasaung des 
letzten Gliedes die Partialsumme dem .A gerade gleich wiirde. 

11* 
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Da nun mit n zugleich sowohl EL wie auch P: bestiindig und iiber 
jeden Betrag hinaus wiichst und da lim all sowohl wie lim I aft' I Nun ist, 
so zeigen die beiden letzten Ungleichungen, daB die Unterschiede En - A, 
A - :En' mit bestandig wachsendem n schlieBlich unter jeden positiven 
Betrag herabsinken, so daB lim:E = lim :E ' = A 

n ,,' 

d. h. in del' durch (20) gekennzeichneten Anordnung ihrer Glieder hat 
die Reihe (14) den beliebig festgesetzten Grenz'!ert .A. 

Ware A negativ, so hatte man mit einer negativ genommenen Gruppe 
aus (17) zu beginnen und zwischen beiden Reihen abzuwechseln. 

Aus einer Reihe aus positiven und negativen Gliedel'll in unbeschriink
ten Anzahlen, die divergent wird, wenn man aIle Glieder mit dem abso
luten Betrag ansetzt, jedoch so, daB die beiden komponierenden Reihen 
(16) und (17) auch fur sich divergieren, trotzdem ihre spatesten Glieder 
gegen Null abnehmen, kann durch entsprechende Anordnung del' Glieder 
auch eine oszillierende und eine nach + 00 oder - 00 (eigentlich) diver
gierende Reihe erzeugt werden_ U m z. B. eine zwischen A und B (beide 
positiv und A < B gedacht) oszillierende Reihe zu erzeugen, ha.t man bei 
dem vorhin beschriebenen Verfahren mit del' Ansetzung positiveI' Glieder
gruppen immer gerade so weit zu gehen, daB man B eben noch iiberschrei
tet, und mit del' folgenden Ansetzung negativer Glieder gerade so weit, da8 
man A eben noch unterschreitet; dann entsteht eine Reihe, deren Partial
summen, die bei positiven Gliedel'll abbrechen, sich del' Grenze B nahern, 
wahrend die hei negativell Gliedel'll abbrechenden Partialsummen gegen 
A konvergieren. Auch der zweite Teil der obigen Aussage ist nicht schwer 
einzusehen und nachzuweisen. 

Da del' Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe erst durch cine 
bestimmte Anordnullg del' Glieder gegehen ist, so fehlt einer solchen 
Reihe del' Charakter einer endlichen Summe; es empfiehlt sich daher nichl, 
jenell Grenzwert als Summe der Heihe zu bezeichnen. 

Aus dem Zusammenhalt del' beiden Satze dieses und des vorigen 
Artikels geht hervor, daB eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern 
in unbeschrankter Anzahl nur dann bei jeder Anordnung der Glieder kon
vergent ist und denselben Grenzwert besitzt - man kann ein solches 
Verhalten ttnbedingte Konvergenz heiBen - wenn sie absolut konvergiert.1) 

1) A. Pring sheim, Vorlesungen tiber Zahlen- und Funktionenlehre, 12, 
Leipzig 1916 S. 413 bezeichnet eine Reihe ala effektiv konvergent, wenn von ibr 
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Uher die Addition und ~uhtraktion konvergentel' Reihen wurde in 
71, 2. ein Satz aufgestellt, del' fur ahsolut konvel'gente Reihen eine El'
weiterung. dahin enahrt, daB die Glieder der beiden gegehenen Reihen in 
beliebiger Reihenfolge durch Addition hzw. Subtraktion zu einer Reihe 
verhunden werden diirfen, und daB diese immel' gegen die Summe, hzw. 
die Differenz der Grenzwerte del' gegehenen Reihen konvergiert. 

FUr ahsolut konvergente Reihen gilt abel' auch ein Multiplikations
theorem, die Oauckyscke Multiplikationsregel, die folgendermaBen lautet 

., 00 

Sind die Reihen ~an und ;Ebn absolut konvlJ'l'gent und s, t ihre Grenz-
o 0 

00 

werte, so ist auch die Reihe ;E cn mit dem allgemeinen Gliede 
o 

cn = aob" + a l bn _ l + a2 bn _ 2 + ... + anbO (21) 
absolut konvergent tend st ihr Grenzwert. 

Blldet man namlich das Produkt 

s"t" = (ao+ al + ... + a,,) (bo+ bi + ... + b,,) 
aus den Pal'tialsummen del' n + 1 ersten Glieder del' heiden gegehenen 
Reihen und vergleicht dasselhe mit der Parlialsumme 

u2n = co+ c1 + ... + c2n 
00 

del' 2n + 1 ersten Gliedel' del' neuen Reihe ~cn' so zeigt sich folgendes: 
o 

Ane Bestandteile des erstgedachten Produktes kommen in u2n VOl'; es ent
halt abel' uh Uherdies alie jene Produkte von del' Form a"b1l , in welchen 
einer der beiden Zeiger "', v die Zahl n iiberschreitet, die Summe '" + v 
beider Zeiger abel' nicht libel' 2n hinausgeht; diese liberschussigen Glie
del' von uhgestatten fo]gende Anordnung: 

an+l (bo + bl + ... + bn_ l ) + bn +1 (ao + al + ... + an_l) 
+ an+s(b~ +b1 + ... + bn _ s) + bn +2(ao + a l + ... + an_2) 

+ an+s(bo + bl + ... + bn _ s) + bn +3 (ao + al + ... + an _ 3) 

nul' festgestellt ist, da.6 sie ii.berbaupt konvel'giertj eine solche Reihe kann nach 
Aufhebung del' Zeichenunterschiede divergent, bra.ucht a.lso nul' bedingt konvel'
gent zu sein. Die Auffindung eines allgemeinen Kritel'iums zur Erkennung der 
effektiven Konvergenz ha1t Pringsheim fiIT ausgeschlossen. 
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oder an +1 tn _ 1 + anH fn _ 2 + ... + a2r..to 

Mithin ist 
+ b,,+l 8n _ 1 + bn +2 sn _ 2 + ... + b2nso' 

! u2n - 8n tn I < I an +1 t I t"_ll + I an+1I11 tn_III + ... + I alln i I to I 
+ I b"+l II 8n _ 1 I + I bn +2 ! i 8n _ 2 1 + ... + I b2n! ! So!; 

weiter gilt fUr jedes m < n - 1 

I sm 1< i ao I + I all + ... + I an _ 1 ! 
1 tm I < I bo 1 + I b1 I + " . + I bn_1 I; 

wobei das Ungleichheitszeichen nul' im FalJ.e m = n - 1 in ein Gleich
heitszeichen iibergehen kann; daher ist in verstarktem MaBe 

I ~t2n - Srl t" I < (I bo I + I bl 1 + ... + i bn _ 1 I) G an + 1 ! + ; an +2 : + ... + i a2n /) 

+ (I ao I + I all + ... + I an _ 1 i)(i bn +1 I + 1 b"+2! + ... + I blln i); 
die ersten Faktoren del' beiden rechtsstehenden Produkte konvergieren 

00 00 

wegen del' vorausgesetzten Konvergenz von ~I an I und ~I bn i mit wach-
o 0 

sendem n gegen bestimmte endliche Grenzen, die zweiten Faktoren sinken 
schlieBlich aus dem namlichen Grunde unter jeden noch so kleinen posi
tiven Betrag hemb (70); darans folgt, daB del' ganze rechtsstehende Aus
dmck mit wachsendem n schlieBlich kleiner wird als jede noch so kleine 
positive Zahl; deshalb ist 

also lim u2n = st. 
n=+oo 

00 

Damit ist abel' die Konvel'genz del' Reihe .:s cn nnd s t als ihr Grenz· 
o 

wert erwiesen. 
DaB diese Konvel'genz auch eine absolute ist, ist so zu erkeDnen. 

Multiplizicl't man ;[;! an \ mit ;[; I b" !, so entsteht eine konvergente Reihe 
mit dem allgerneinen Gliede 

1'" = ! ao II bn i + I alii bn_1 \ + I at 'I ! bn_ 21 + ... + I an II bo I; 
nun ist I Crt! <1'n' folglich ;[;1'" cine konvergente Majorante von ..!ilcnl, 
infolgcdessen ist aueh ;[; I cn : konvergent, also ;[;c" tatsachlich absolut 
konvergent. 

Urn ein Beispiel zu geben, betrachten wir die geometrische Reihe 

1 + x + x2 + ... , 
die nach den Ausflihrungen in 69, 1. absolnt konvergent ist mit dem 
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Grenzwert 1 -=- x' wenn I x: < 1; unter dieser Voraussetzung kann also 

das Quadrat der Reihe nach der vorstehenden Multiplikationsregel ge

bildet werden, gibt wieder eine absolnt konvergente Reihe und (1 1 X)lI 

ist ihr Grenzwert. Die friiheren Gliederzeiger sind nun Exponenten; so
mit entsteht xn auf so viele Aden, als sich n als Summe zweier Zahlen 
der Reihe 0, 1,2, ... zusammensetzenlaBt, also auf n + 1 Arten; mithin ist 

1 
(1- x)! = 1 + 2x + 3x2 + 4xs + . ". 

Durch Multiplikation dieser Reihe mit der vorigen erhalt man eine 

absolut konvergente Reihe mit dem Grenzwert (-1 1 '8; ihr Bildungsgesetz 
-X) 

ergiht sich durch Zusammenfassung der Teilprodukte 

1 + 2x + 3xll + 4x3 + '" 
X + 2 Xli + 3 XS + .. . 

X2+ 2x3+ .. . 
x3 + .. . 

folglich ist 
1 

(1-x)3 = 1 + 3x + 6x2 + 10xs + .. '. 
76. Alternierende Reihen. Unter den Reihen mit positiven und 

negativen Gliedern sind die alternierenden Reihen, bei welchen positive 
und negative Glieder miteinander abwechseln, besonders bemerkenswert. 
Fur solche Reihen gibt es ein in vielen Fallen brauchbares Konvergenz
merkmal, das in dem folgenden Satze enthalten ist. 

'J-Venn in einer alternierenden Reihe die absoluten Betriige der Glieder 
bestiindig abnehmen und schlief3lich gegen die Grenze Null konvergieren, so 
ist die Reihe konvergent. 

Es sei ap > 0 fiir jedes v und 
ao - a1 + as - ... + (- 1 )nan + . . . (22) 

die gegebene Reihe; ferner ao> a1 > as> ... und lim an = O. 
n=+,. 

Aus der Darstellung 

SSp_1 = (ao - ( 1) + (all - ( 3 ) + ... + (a2p _2 - aSp_i) 

folgt, daB Sllp_l als Summe positiver Zahlen mit p wachst, daB also die 
Partialsummen 81 , 83, 85 , . . . (23) 
eine steigende Zahlenreihe bilden. 
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Aus den beiden Darstellungen 

S2p = Go - (al - ail) - (as - a4) - ••• - (aSp _ 1 - a2P) 

= (ao - at) + (at - as) + ... + (a2p _ S - aSP_I) + a2p 
folgt, und zwar aus del' ersten, daB Silp mit p bestandig abnimlllt, aus del' 
zweiten, daB es imlller positiv ist, daB also die Partialsulllmen 

SOl S21 S4' • • • (24) 
samtlich positiv sind und eine fallende Zahlenreihe bilden; diese rouB da
her notwendig einen Grenzwert besitzen, del's" heiBen moge. 

Da abel' S2p= S!p_l + aSpl 

so ist Sip_l = ~2p - asp < sSp < So = ao ' 

es bleiben also die Zahlen del' steigenden Zahlenfolge (23) untel' emer 
festen Zahl, somit besitzt auch sie einen Grenzwert, er heiBe s'. 

Weil jedoch S2p- S2p_1 = a2p , so ist fur limp = 00 

lim (ssp - SSp_I) = lim a2~ = 0, 
also s" = s', d. h, die beiden Zahlenfolgen (23) und (24) konvergieren 
gegen denselben Grenzwert s, die erste wachsend, die zweite abnehmend, 
so daB bei jede111 p SSp_l < S < sSP' 

Aus rn= (-1)n+l{an+1-(a"+2- an+s) _ ... j folgt, daB \rnl <, a,,+l 

und daB rn das Vorzeichen von an+l hat. Bricht man also bei einem Gliede 
ab, so hat del' zugehOrige Rest das V orzeichen des nachsten Gliedes und 
ist numerisch kleiner als dieses. 

77. Beispiele. 1. Die Bedingungen des obigen Satzes erfiillt die Reihe 

1 1 1 1 
T - 2" + '3 - 4 + ... , (25) 

sie ist daher konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, weil die aus 
den absoluten Werten del' Glieder ge hildete Reihe, die harmonische, di· 
vergent ist (73, 1.). Bei dieser Anordnung del' Glieder hat die Reihe einen 

Gl'enzwert, welcher liegt zwischen 1 und ~, ebenso zwischen ~ und~, 

zwischen -~ und 172 usw., Grenzen, welche imme!' naher zusammenriickel1. 

Bei anderer Anordnung del' Glieder, z~ B. bei del' Anordnung 
1 1 1 1 1 1 
T + 3" - "2 + -5 + 7" - "4 + ... , (26) 

bleibt sie zwar konvel'gent, hat abel' ainen anderen Grenzwert, wie man 
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sogleich erkennt, wenn man die positiven Gliederpaare zusammenzieht 

(72, 3.); ihr Grenzwert liegt dann zwischen : und ~, also uber {, wiih

rend er bei der friiheren unter : war. :Man kann ubrigens die Beziehung

der beiden Grenzwerte genau feststellen; bezeichnet man den von (25) 
mit 8, so ist (72, 3.) 

S = (~-~+~ -~) + (~-~ +!--~) + ... 
1234 I'> 678 ' 

ferner auch (71, 1.) 

: = (~ - {-) + (~ - ~) + ... ; 
addierl man beide Gleichungen, so ergibt sich (71, 2.): 

~ s = (~ + ~ - ~) + (~ + ~ -~-) + ... 
2 1 S 2574 

und rechts steM nun die Reihe (26) bei erlaubter Zusam menfass ung 

der Glieder in Gruppen; heiBt s' ihr Grenzwert, so ist s' = : s. Durch 

das Vorauseilen der positiven Glieder hat sich also der Grenzwert urn 
die Halfte vergro6ert. 

111 1 
2. Die Reihe IF - 2P + sP - 4P + . . . (27) 

erfullt die Bedingungen der Konvergenz fur jedes p > 0; absolut konver
gent ist sie aber nul', wenn p > 1, hingegen nur beding-t konvergent, 
wenn p < 1 (73, 3., 4.). Wir bebalten den Fall 0 < p < 1 im Auge und 
ordnen die Glieder wie folgt urn: 

1 1 1 1 1 1 
iv + sP - 2P + 5F + 7P - 411 + .. '. (28) 

In der Reihe (27) ist die Partialsumme der ersten 2n Glieder 
n-l n 

8271 = .'2J (211 .f- l)P - .LJ (2 ~)P , 
o 1 

in der Reihe (28) die Partialsumme aus den 3 n ersten Gliedern 
2n-l n 

• ~ 1 ~ 1 
sSn= ~ (211+ 1)P - ~(2V)V' 

infolgedessen o 1 
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.ersetzt man in der rechtsstehenden Summe siimtliche Glieder, n an der 

Zahl, durch (4~)P , so wird sie verkleinert, daher ist 
, n n1- p 

san - S2n >(4n)P = -:tP- . 

Mit bestandig wachsendem n wird die rechte Seite wegen 1 - p > 0 
-schlieBlich groJ3er als jeder positive Betrag, S2n konvergiert gegen den 
Grenzwert von (27), mithin ist 

lim s~n = + 00 
n=+oo 

und das Gleiche gilt fUr s~n+1 und S;,,+2' weil s;" < S;"+1 < S;,,+2' da auf 
.s;" zwei positive Glieder folgen. Die Reihe (27) hat also durch die Urn
stellung (28) ihre Konvergenz verlol'en und den Grenzwert + <Xl erlangt. 
Man iiberzeugt sich dul'ch ganz analoge Schliisse, daB sie bei del' A.nord-

111 1 1 1 
nung - 2P - 4lJ + 1P - 6P - 8P + sP - ••• 

-den Grenzwert - 00 hat. 
78. Unendliche Produkte. Die Untersuchung unendlicher Pro

~ukte fiihrt auf die Betrachtung unendlicher Reihen zuruck. 
1st ao, all a2 , ••. (29) 

erne unbegr(;)nzt fortsetzbare Folge reeller Zahlen) deren keine Null ist, 
und bildet man aus ihr die neue Folge 

(30) 
indem man Po= ao, p;= aOa1, P2= aOa1 a2 ) " 

nimn;tt, so ist auch kein Glied diesel' neuen Folge gleich Null; man sagt 
.dann, das tmendliche Produkt 00 

aOa1a2 • •• = II a,. 
o 

(31) 

sei konvergent, wenn p" mit bestandig wacbsendem 11, einer bestimmten 
von Nttll vel'schiedenen Grenze sich nahert; diese Grenze 

limp,,= p 
n=+oo 

nennt man den G·renzwert des unendUchen Produktes. In jedem anderen' 
Falle beiBt das Produkt (31) divergent.1) Die Produkte (30) von [1], 
2, 3, ... Faktoren belegt man mit dem Namen P.artialprodukte. 

1) Man zahlt Produkte mit dem Grenzwert Null zu den divergenten, weil 
ihnen die singulare Eigenschaft zukommt, den Wert Null zu haben, ohne d"S 
-einel' der Faktoren Null ist. 
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Da das Vorzeiehen des Produktes aus del' (als endlieh vorausgesetz
ten) Anzahl der negativen Faktoren im voraus bestimmt werden kann, so 
darf man sich bloB mit dem absoluien Werte des Produktes befassen und 
daher aUe Faktoren (29) als positiv voraussetzen. Dann folgt aus 

lPn= lao + lal + ... + Zan 

sofort, daB die hinreiehende und notwendige Bedingung zur Konvergenz 
des Produktes (31) in der Konvergenz der Reihe 

lao + lal + la2 + ... 
gelegen ist; deun ist diese Reihe konvergent und s ihr Grenzwert, so ist 
es auch das Produkt und e' sein Grenzwert; ist die Reihe divergent, so 
ist es auch das Produkt. 

Zur Konvergenz der letztangeschriebenen Reihe ist es abel' notwendig, 
daB lim Ian = 0 sei; zur Konverg~nz des Produktes (31) ist es also not-

n=+oo 
wendig, daf3 lim an = 1 sei. 

n=+oo 
Aus diesem Grunde werden die Faktoren des Produktes in der Form 

a1'= 1 + a1' 

dargestel\t, un.d es ist dann lim an = 0 
n=+oo 

(32) 

eine zur Kon.vergenz notwendige Bedingung. 1m ubrigel1 konnen die 
Zahlen a" entweder durehwegs positiv, oder durchwegs negativ oder teils 
positiv, teils negativ (beides in einer unbeschrankten Anzahl von malen), 
die Faktoren des Produktes also samtlich uneehte,. samtlich echte oder 
teilweise unechte, teilweise echte Bruehe sein. In dem FaIle, wo die a" 
durchgehends oder zum Teil negativ sind, darf man annehmen, daB sie 
dem Betrage nach unter del' Einheit liegen. Denn vermoge (32) muB 
dies, wenn es nieht schon yom Anfang an del' Fall ist, von einem Werte 
n + 1 des Zeigers angefangen notwendig anhalten; dann denke man sich 
die Faktoren ao• all ... , an abgeschieden und erstrecke die Untersuchung 

bloB auf das unendliche Produkt II a,,; ist dieses konvergent und P sein 
n+l 

Grenzwert, so ist es aueh das urspriingliehe mit dem Grenzwerte PnP; ist 

es divergent, so gilt dieH auch von II a" . 
o 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Konvergenz 
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co 

eines unendlichen Produktes II(1 + IX.) HiEt sich dahin aussprechen, 
o 

daB Pn sich nicht der Null beliebig nahern dude und daB zu einem be
liebig klein festgesetzten 1) sich n derart bestimmen lassen miisse, daS 

IP,,+r-p,,1 < 'YJ 

sei fiir jedes r; mit Riicksicht auf die ilber prJ gemachte V oraussetzung 
kann man dafUr auch schreiben: 

/P,,+r -11 <~ 
Pn p" 

und die Bedingung nun dahin formulieren, es milsse sich zu beliebig klein 
festgesetztem E ein n derart bestimmen lassen, daB fur jedes r 

I n+r I 
I II (1 + IX,,) - 1 < E 
I ,,+1 

(33) 
n+r 

sei. n (1 + IX.) heiBt das zu P .. gehorige Restprodukt. 
n+1 
Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wenden wir 

folgenden Siitze iiber unendliche Produkte nachzuweisen. 
uns dazu, die 

co 

1. 1st IX,. > 0 fiir alle Zeigeru;erte, so ist das Produkt II (1 + IX.) lwn
o 

co 

vergent, wenn die Reihe ~ IX. lwnvergiert, und divergent mit clem Grenz
o 

werle + 00, wenn die Reilte divergent ist. 
Das Restprodukt in seiner Entwicklung 

n+r 

H(l + a.) = (1 + IXn+1) (1 + 1Xn+2)'" (1 + IX,,+/") 
n+1 

= 1 + IXn+1 + IXn+2 + ... + Cl,,+r + S, 
worin S die Summe der durchwegs positiven Produkte der " zu zweien, 
dreiell, ... bedeutet, liiBt unmiUelbar el'kennen, daB 

n+r 

H(1 + IX.) - 1 = ",,+1 + 1X,,+2 + ... + 1X,,+r + S (34) 
,,+1 

co 

fur den Fall der Divergenz von ~"v iiber jede Gl'enze wachst, die Be
o 

co 

dingung der Konvergenz von H(1 + a.) also llicht erfiillt ist. Da p" in 
o 

dem vorliegelldell FaIle mit n bestandig wiichst, S() ist lim p" = + 00. 
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'" 
1m Falle der Konvergenz von ~ a" kann n so gewii.hlt werden, daB 

o 
bei jedem l' ",,+1 + "11+2 + ... + ",,+r < q < 1 
sei; lOst man S in die Summen .E" .L'a' ... , .L'r der Produkte von je 2, 
3, ... , r Faktoren auf und beachtet, daB 

.L'j < (a,,+1 + ... + an+r)2 < q2 
, )8 3 .L's < \.an+1 + ... + a,,+,. < q 

ist, so foIgt, daB 
,,+r 1- q'" 
I/(l + a,) - 1 < q + ql + ... + q" = q 1- q < /l q; 
,,+1 

wiihlt man q derart, daB 1 ~ IJ < E wird, wozu nur q < 1 ~ E genommen 

zu werden braucht, so iet die Bedingung (33) der Konvergenz erfiiIlt. 
00 '" 

Aus lII(l + a,,) = :2Z(l + a,,) 
o 0 

schlieBt man, weil die Reihe rechter Hand aus lauter positiven Gliedern 
besteht und der Grenzwert einer solchen von der Anordnung der Glieder 

.unabhangig iet (72,2.), daB der Grenzwert eines konvergenten Produktes 
von der hiel" betrachteten Art auch unabhiingig iet von der Anordnung 
del' Faktoren. 

co 

2. 1st a" > 0 fur alle Werte des Zeigers, so ist das ProduJ.-t I/(l- a .. ) 
o 

00 

konvergent, wenn die Reihe ~ a" konvergent ist, und divergent mit dem 
o 

Grenzwerte Null, wenn die Reihe divergent ist. 
D 1- av! 1. 

a 1 - av = 1 +-;,:- < 1 + (Xv 1St, so folgert man, daB 

" II(l - a,.) < " 1 ---" 

o ]Jcl + (Xv) 
o 

00 " 

1st nun~"y divergent, so ist nach dem vorigen Satze lim 11(1 +a.)=oo, 
o "=00 0 

00 

daher I/(l - a.,.) = o. 
o 

Aus der jetzt geltenden Entwicklung des Restproduktes: 
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n+r 
ll(1- IX,,) = 1- (IXn+l + u,,+2 + ... + an+r) + ~2 -lJ3 + ... + (-1t lJr 
n+1 

"" 
ergibt sieh, wenn ,2'IXv konvergiert, mit den vorhin benutzten Bezeichnungen: 

o 
n+r 

1-II (1 - IXv) < (IXn+1 + ... + an+,.) + lJ2 + 2~ + ... + Ir < 1 q-, 
n+1 q 

und wenn q so gewahlt wird wie unter 1., so wird 
n+r 

1 - II (1 - a,') < s, 
,,+1 

womit die Konvergenzbedingung (33) erfiillt ist. 
"" 

Die Unabhangigkeit des II(l - a.) von del' Anordnung del' Faktoren 
o 

ergi bt sich durch einen ahnlichen Schlu.B wie vorhin. 
3. Sind die Uv verschieden bezeichnel 1md positive wie negative in un-

"" 
begrenzter Anzahl vorhanden, so ist das Produkt II(1 + IX,,) konvergent 

o 
und seinem Grenzwerte nach unabhiingig von der Reihenfolge der Faktoren, 

"" "" 
wenn die Reihe .;Euv absolut konvergent ist, d. h. wenn .;EIIXv I konvergiert. 

o 0 

Das Partialpl'odukt Pn von II(l + av) enthalte n' Faktoren mit 
o 

positiven U v - ihl' Produkt hei.Bt n~, - nnd n" Faktoren mit negativen 
ct v - ihr Produkt hei.Be II;,,; dann ist n' + n" = n und 

Pn = n~, II~~,; 

mit n wachsen zugleich n', n" iiber jede natiirliehe Zahl hinaus. 1st nun, 
"" 

wie vorausgesetzt wurde, .;Eu" absolut konvel'gent, so konvergiert (74:) 
o 

die Reihe aus den positiven IXv und mit ihr dem FaIle 1. zufolge auch 
das Produkt II~, naeh einem von del' Ordnung del' Faktoren unabhangigen 
Grenzwel'te n'; es konvel'giel't abel' auch die Reihe aus den negativen ct, 

und mit ihr dem Falle 2. zufolge das Pl'odukt n~" nach einem von der 
Ordnung del' Faktoren unabhangigen Grenzwerte n". Demzufolge hat 

"" 
auch das Produkt n (1 + uv) bei jeder Anordnung seiner Faktoren einen 

o 
und denselben Grenzwert p = II' II". 
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Den absolut konvergenten Produkten stehen bedingt konvergenre 
gegenuber; es sind dies solche, deren zugehOrige aus positiven und nega-

00 

tiven Gliedern in unbegrenzter Anzahl zusammengesetzte Reihe ~rt" be-
o 

dingt konvergent iet (74:). Rier kann nur von einem Grenzwerte bei be
stimmter Arwrdnung der Faktoren die Rede sein; doch soIl hierauf nicht 
we iter eingegangen werden. 

79. Beispiele. 1. Das Produkt 

(1 + x)(1 + x~(l + x4)(1 + x8) ••• 

ist nur dann konv~rgent, wenn es die Reihe x + x 2 + X4 + x8 + ... ist,. 
d. h. fUr x2 < 11). Dies zeigt auch das Partialprodukt 

P1I = (1 + x) (1 + Xi) ..• (1 + X211) 
+1 1 x!1I+ 1 

= 1 + x + x2 + x3 + ... + X2" -1 = ---i-x 

an; denn fur lim n = + 00 konvergiert dasselbe nur dann gegen eine be-

stimmte Grenze, wenn I x I < 1, und zwar gegen die Grenze p = -1 1 • -x 

2. Die Produkte (1 + ~) (1 + ~) (1 + :) ... 
k k) ( k) (k > 0) (1-T)(1-2 1-3 ... 

sind divergent - wegen der Divergenz der Reihe ~ + ~ + ~ .. " -
und zwar divergiert das erste gegen + 00, das zweite gegen Null. 

3. Das Produkt (1 + :) (1 -{-) (1 + !) (1- !) ... 
ist konvergent; es hat bei dieser Anordnung der Faktoren einen be
stimmten Grenzwert, einen anderen aber, wenn man die Reihenfolge der 
Faktoren abandert. 

2 2 4 4 6 6 
4. Das Produkt T'""3'""3' 5" . 5" . '1 .. " 

auf die normale Form gebracht, lautet: 

(1 ++)(1- ~) (1 + ~) (1-+)(1 ++) ... ; 
und nun erkennt man seine Konvergenz, weil die Reihe 

1) Diese Bedingung ist notwendig, damit die Glieder schlielHich gegen Null 
konvergieren. Sie ist aber auch hinreichend, weil dann x + x~ + x 3 + x· + ... 
eiue konvergente Majorante zu x + x 2 + X4 + x8 + . .. ist. 
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~_~+~_~+2-_ ... 
1 3 3 () () 

1wnvergent ist (76); aber auch hier ist die Konvergenz eine bedingte, 

'1 d' R'h 1 1 1 1 1 oder 1 2 + 2 + weI Ie el e T + "3 + 3 + -5- + () +... T + "3 "5 ... 
,divergent ist. 1) 

. a a+1 a+2 
5. Um das Produkt b' b+l . 11 + 2 .• " 

in welchem a, b positive Zahlen bedeuten, zu beurteilen, bringe man es 

~uf die I!'orm ( a-b)( a-b)( a-b) 1+- 1+-- 1+-- .... b b+1 b+2 ' 
nun erkennt man sogleich seine Divergenz ans der Divergenz der Reihe 

1 1 1 
b + b +1 + b +2 + ... 

(73,3.); und zwar ist del' Grenzwert des Produktes + 00 fiir a> b und 
() fiir a < b. 

80. Reihen mit komplexen Gliedern. Die Untersuchung tnt

-endlieher Reihen mit komplexen Gliedern fiihrt auf Reihen mit reellen 
Gliedern zuriick. Man definiert eine Reihe 

(35) 

deren Glieder komplexe Zahlen sind, als konvergent, wenn es eine kOID

plexe Zahl s gibt derart, daB die Partia1summe sn aus den ersten n + 1 
Gliedern von (35) sich ihr bei nnbegrenzt wachsendem n als Grenze nahert, 
so daB lim s" = s; die Zahl s bezeichnet man als Grenzwert der Reihe (35). 

n=+oo 
Es laBt sich nun del' fo1gende Satz erweisen: 

Die notwendige und hinrdehende Bedingung fur die Konvergenz del" 
00 

Reihe ~a" besteht in der Konvergenz der Reihe aus den reillen Bestand
o 

teilen und de1' Reihe de}" Koef(izienten von i in den attfeinanderfolgende:n 
Gliedern ao' all a2 • • • • 

1st nam1ich a" = a. + fl"i, s = 6 + Ti, sind ferner 6 .. , Tn die Partial
summen aus den n + 1 erst en Gliedern der reellen Reihen 

1) Da ..!-. + ..!-. + ~ ... divergent ist ('is, 1. und 71, 1.), so ist e8 auch 
24,6 

1 1 1 .~. 1 2 2 T+a+"5+'" (7 .. ,1.), umsomehr also T+"3+r;·+···· 
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ctO +U1 +ct2 +"" 

{Jo + {Jl'+ {Ji + .. " 
so ist 8" = ao + a1 + ... + all = 6" + 't'ni; 

177 

(36) 
(36*) 

soil nun 8 der Grenzwert von 8" fur lim n = + 00 sein, so muB sich zu 
einem positiven beliebig kleinen 13 eine naturliche Zahl m derart bestim-

men lassen, daB I 8" - 8 , = I (6,. - 6) + (-rn - 't')i I < 13 (37) 
ist flir jedes n > 1n, wobei del' absolute Wert einer komplexen GroBe ·im 
8inne von 6, d. i. als Moclul derselben zu verstehen ist; denn eine ver
anderliche komplexe Zahl kann nicht andel'S del' Grenze Null sich nahern, 
als daB dies del' reeile Teil und del' Koeffizient del' imaginaren Einheit, 
jeder fur sieh, tut; dann abel' nahert sieh aueh der Modill der Grenze 
Null, da er die positive Quadratwurzel aus del' Quadratsumme del' beiden 
genannten Zahlen ist. Statt also zu verlangen, die komplexe Zahl 8" - 8 

selbst konvergiere gegen die Grenze Null, kann man diese Forderung in 
bezug auf ihren absoluten Wert oder Modul stellen; dies ist aber del' 
wesentliche Inhalt del' Relation (37). 

Da nun \ (6" - 0) + ('t'n - -r)i I = I V(o" - 6)' + (rn - 't')2\ 

uncI \ 0,,- 0\ < \ Y(0',,-6)2+ (-r,,-'t')2\ 

\ 't'" - 't' \ < \ y(O'" - 0')2 + ('t',. - 't')2 \ 
so finden mit (37) gleichzeitig die Beziehungen 

I 6" - 6 , < 13, I 't'" - 't' I < 13 (38) 

statt fur jedes n > m; hiermit aber ist gesagt, daB die Reihen (36) und 
(36*) konvergent sind und die Grenzwerte 6, bzw. 't' besitzen (70). 

Es reich en aber auch umgekehrt die Beziehungen (38) zur Konver
genz von (35) hin; denn aus ihnen folgt: 

veO'" - 0)2 + ('t'n - -r)2--, < Ey2, 
{U. I (6n - 6) + ('t'n - 't')i I = , 8" - S I < 13 V2 
fur jedes n > m. 

Aus del' fur eine konvergente Reihe hiermit gewonnenen Beziehung 
co co co 

~a. = ~a. + i~{J. 
o 0 0 

folgt unmittelbar, daB die linksstehende Reihe nur dann einen von del' 
Anordnung ihrer Glieder unabhangigen Grenzwert besitzt, wenn die Reihen 

Czuber, Vorlesullgen. 1.4. Auf!. 12 
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co co 

~a,., ~P •. 
o 0 

absolut kon vel'giel'en, d. h. wenn auch die Reihen 
co 00 

~IIX"I, ~IP,,[ 
o o 

konvel'gent sind. Wenn abel' dies stattfindet, so konvergiert (71, 2.) such 
co 

die Reihe ~(I IX" i + ! p,. I), und weil 
o 

1 av ! = 1 y~:2+--~:;j I < 1 a" 1 + ! Ill' I , 
so konvergiel't (73, 1.) auch die Reihe aus den absoluten Werten oder 

co 

Moduln del' einzelnen Gliedel' von ~ a,., d. i, die Reihe 
o 

Da man, von diesel' letzten Annahme ausgehend, auf Grund del' Un-

gleichungen 1 IXv I < I y~+(3) I = I a,. I 

I {3" 1 < I YIX,,2 + {3,,2 I = I a" I 
00 co 

wieder ZUl' Konvergenz del' Reihen ~ I IXv 1 und .:s I p" I gefuhrt wird, 
o 0 

so gilt der Satz: 
Die not~cendige und hinreichende Bedingung dafur, dafJ die lleihe 

00 

~ a" bei jeder Anordnnng ihrer Glieder konvergiere und einen von dr»' An
o 
ordnung unabhiingigen Grenzwert besitze, besteht in der Konvergenz der 

co 

Beihe ~ I al' I aus den absoluten Werten oder }}loduln der Glieder, oder, 
o 

wie man dies ausdriickt, in der absoluten Konvergenz dr»' Beike. 
1m Wesen kommt also, wie dies schon eingangs angedeutet worden, 

die Untersuchung von Reihen mit komplexen Gliedern auf die Unter
suchung einer oder zweier Reihen mit reeHen Gliedern ZUl'uck. 
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§ 2. Reihen mit variablen Gliedern. 
81. GleichmaBige Konvergenz einer Reihe mit variablen 

Gliedern. Die bisher betrachteten unendlichen ~echenprozesse mit kon~ 
stanten Elementen (Gliedern, Faktoren) tl~finieren, sofenl sie konvergent 
sind, einzelne Zahlen, rationale odeI' irrationale; insbesondere in dem 
letzteren FaIle stellen sie eine bedeutsame Fortbildung del' Arithmetik 
dar, insofern sie gestatten, Rechnungsergebnisse, die nul' durch einen un
endlichen Algorithmus darstelIbar sind, mit jeder erwunschten Genauig
keit durch rationale ZaWen zu ersetzen, in welcher Form alIein solche 
Ergebnisse praktische Verwendung finden konnen. 

Mit dem Ubergang zu solchen Rechenprozessen, deren Elemente von 
einer Variablen abhangen, tritt eine wesentliche Anderung del' Auffassung 
ein. Eine unendliche Reihe, deren Glieder Eline Variable x enthalten, stellt 
eine Mannigfaltigkeit von so vielen Reihen del' bisher behandelten Art 
dar, als dem x Werte erteilt werden konnen, und so weit diese Reihen 
konvergent sind, fuhren sie auf eine Mannigfaltigkeit von Zahlen, die 
jenen Werten von x zugeordnet sind; wie um eine Fortbildung del' Arith
metik vorhin, handelt es sich jetzt urn eine Fortbildung del' Funktionen
theorie libel' jenes Gebiet hinaus, das durch eine endliche Anzahl arith
metischer Prozesse mit del' Variablen beherrscht wird, also in das Gebiet 
del' transzendenten 1!"'unktionen. 

Fur einen Bereich del' stetigen Variablen x sei eine unbegrenzt fort· 
setzbare Folge von eindeutigen ree11en Funktionen 

Uo = fo(x), u1 = h (x), u2 = r;(x), . . . (1) 

definiertj die aus diesen Funktionen gebildete unendliche Reihe 

(2) 

sei nicht bloB fiir einen einzelnen 'Wert von x, sonderu fur aIle Werte 
eines Kontinuums (lX, fj), das jenem Bereiche angehort, konvergent; dann 
konstituiel'en die zu diesen Wetten des x gehorigen Grenzwerte del' 
Reihe (2) eine Funktion von x, von del' man sagt, sie sei dUl'ch die un
endliche Reihe (2) definiert. Bezeichnet man diese Funktion mit {(x), 
so gilt fiir aIle Werte x aus dem Intervall (lX, fj) del' Ansatz: 

00 00 

{(x)=2.'~t7l=~{7I(x). (3) 
o 0 

Hiermit ist dem Begl'iffe nach folgendes ausgesagt: 1st x ein Wert 
12* 
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aus (IX, (31 so Hi-Bt sich zu einem belie big klein festgesetzten positi ven E 
eine'natiirliche Zahl m bestimmen derart, daB 

(4) 

fur aile n > m und jeden Wert von p aus del' natiirlichen Zahlenreihe, 
daB also auch insbesondere del' zu del' Partialsumme 

gehorige Rest 

s,,(X) = tto + u t + ... + Un 

?',,(x) = Un +1 + Un +2 + ... 
(5) 
(6) 

fiir n > til seinem Betrage nach kleiner ist als E. Die Partialsumme S,.(x) 
stellt dann fur den betrachteten Wert x die :Funktion (x) mit einem 
Fehler dar, des sen absoluter 'Vert unter E liegt. Man kann den Inhalt 
der Gleichung (3) auch in del' Form 

(x) = lim s,,(x) (7) 
n=+oo 

darsteilen; gleichzeitig findet die Beziehung 

lim 1'" (x) = 0 statt. (8) 
n=+oo 

Die natiirliche Zahl m, welche zu einem gegehenen x gehort derart, 
daB \ I'll (x) \ .< E 

f[\r jedes n > m, wird - das liegt in del' Natur der Saehe - fur ver
schiedene Werte von x auch verschiedene Werte aufweisen; das beiBt 
mit anderen ,N orten so viel, daB man, um einen festgesetzten Grad del' 
Anniiherung an den Grenzwert {(x) zu erreichen, in del' Folge del' Par
tialsummen bei verschiedenen "\tVerten von x v!l-rschieden weit vor
schreiten muB. 

Gibt es abel' unter den m, welche zu verschiedenen Werten des x 
aus dem Intervalle (a, (J) gehOren, ein groBtes, lJI, so wird dieses fill' aIle 
Werte von x die Bedingung erfiillen, daB 

\ rn(x) I < E 

fiir jedes n > M. In dies em FaIle bezeichnet man die unendliche Reihe 
(2) ais gleichmiifJig konvergent in dem Intervalle (IX, (3). 

Wenn hingegen kein groBtes m bezeichnet werden kann, wenn also 
zu einer beliebig graBen natiirlichen Zahl " ein x aus (a, (J) angegeben 
werdon kann, fiir welches das zur Relation I rn (x) I < E gehorige 111-

groBer ist als ", dann heiBt die Reihe in dem Intervalle (a, (J) ttngleich
miifJig 7wnvergent. 
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Hiernach hat man folgende Definition: Die Belke (2) heifJt in dem 
Iniervalle (a, (j) gleichmii{3ig konvergent, toenn zu einem beliebig klein en 
positiven c eine natiirliche Zahl m sick so bestimmen lii{3t, dafJ fur jeden 
IV (11·t von x ails dem genannten Intervalle 

I r,,(x) I < c, sobald n:> mist. 
Die Reihe (2) kann fur einen Wert x aus (a, fJ) entweder absolut 

odeI' bedingt konvergent sein; ersteres findet statt, wenn aIle ihre Glieder 
gleich bezeichnet sind, odel', falls sie ungleich bezeichnet sind, wenn auch 

IUol+lu11+lusl+'" 
konvergent ist; nul' in diesem Faile hat ((x) die Eigenschaften einer 
Summe von (2). Bei bedingter Konvergenz ist der Wert von ((x) mit 
del' Anordnung der Glieder untrennbar verbunden .. 

1st die Reihe (2) fur jeden Wert von x aus (a, fJ) absolut konver
gent, so nennt man sie absolttt konvergent in dem Intervalle (ee, (j). 

Was die Stetigkeit des Grenzwertes ((x) in dem Intervalle (a, (j) an
langt, so moge vorerst nul' folgendes bemerkt werden. Nach einer am 
Schlusse von 18 gemachten , Bemerkung ist eine endliche Summe von 
stetigen Funktionen selbst wieder eine stetige Funktion. Wie die Bei
spiele del' nachsten N ummel' zeigen werden, gilt dies fur den Grenzwert 
einer unendlichen Reihe aUB stetigen Funktionen nicht immer; zugleioh 
wird die Wahmehmung gemacht werden, daB das Unstetigwerden des 
Grenzwertes und ungleichmaBige Konvergenz del' Reihe nebeneinander 
hel'gehende Erscheinungen sind. 

82. Beispiele. 1. Die Reihe 
sinx + sin 2x I sin Sx + 1.1 ~T-~ •.• 

ist fur alle Wel'te von x absolut und gleichmaBig konvergent. Denn es 

ist die Reihe 111 
1'+2"'+3T +'" 

konv.e:l'gent (73, 1.), infolgedessen auch die Reihe 
I sin IX I + j sin 2 x J + I sin 3 x I + ... 

12 22 32 , 

weil ihl'e Glieder im allgemeinen kleiner, in keinem Falle groBer sind als 
die korrespondierenden Glieder del' vorangehenden (73, 1.). Dadurch ist 
die absolute Konvergenz er~iesen. 

Aua der Konvergenz der Vergleichsreihe folgt, daB sich eine natiir
liche Zahl m bestimmen laBt derart, daB 
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1 1 1 
(n + 1)' + (n +-2)2 + (n -+ 3)2 + ... < c 

fur jedes n > m; da nun fur jedes x 
Isin(n+l)x sin(n+2}x I 1 l-L 
I (n+l)' + (n+2)'--+"'I<<n+ 1fi '+(n-+2f I "', 

so iet auch fUr jedes x 

I ~~n (n +_1):: + ~in (n t:l)_x + ... 1 < c 
l (1'1 + 1)2 (n + 2)2 , 

sobald n:> my damit ist die gleichmaBige Konvergenz dargetan. 
2. Aus den Funktionen 

Vo = 1, VI = x, v2 = X2, ... 

bilde man nach Vorschrift von 69, 2. die Reihe: 

(vo - VI) + (VI - '1.'2) + (V2 - vs) + ... , 
d. i. (1 - x) + (1 - x) x + (1 - x) x2 + .. " 
welche nach den dortigen Ausfiihrungen konvergent ist, wenn lim vn eine 

n=+oo 
bestimmte Zahl v entspricht, und zwar ist dann '1.'0 - v ihr Grenzwert. 
Nun aber hat v,,"= x'f/ nur dann einen bestimmten Grenzwert, wenn 
I x I < 1 odeI' wenn x = 1, und zwar ist im ersten FaIle diesel' Grenz· 
wert v = 0, im zweiten FaIle v = 1; Bonach hat die vorliegende Reihe 
fur aIle W m·te x aus dem Intervalle (- 1, + 1), mit Ausschlu6 del' un
teren Grenze - 1, einen bestimmten Grenzwert, namlich fiir aIle Werte 
zwischen - 1 und + 1 den Grenzwert 1, fur x = + 1 selbst den Grenz
wert OJ die Reihe definiert also eine im allgemeinen stetige (weil kon
stante) Funktion, welche jedoch an del' Stelle x = + 1 unstetig wird. 

Urn die Art der Konvergenz naher zu prufen, bilden wir den Rest 

t'nex) = (Vn+l - V,,+2) + (V,,+2 - vnH) + .. '; 
diesel' hat fur I x 1< 1 den Grenzwert V,,+l = xn+t, so daS 

r,,(x) = xn+l; 
verlangt man nun zu einem gegebenen 1 > c > Odie zugehorige Zahl m, 
so ist die Relation I x" + 1 I < E 

nach n zu lOsen und dies gibt, wenn man beachtet, daS im naturlichen 
Logarithmensystem (wie in jedem System, clessen Basis groBer ist als 1) 
zu dem kleineren von zwei echten Bruchen der dem Betrage nach groBere 

Logarithmus gehort, . Z I n> I T1+r, - 1, 
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so da6 m die nachste fiber dem Wert der rechten Seite liegende ganze 
Zahl ist. 

Indem sich nun I x I der Grenze 1 nahert, wachst die Zahl m fiber 
jeden Betrag hinausj in der Nahe der Stellen -1 und + 1 hart die Reihe 
auf gleichmii.6ig konvergent zu sein, sie ist es aber in jedem IntervaUe, 
dessen Grenzen dem absoluten Werte nach kleiner sind als 1. 

3. Aus der unbegrenzten F61ge von Funktionen 
1 1 1 

vo=y, v1 =X+l' v2 =2X+1'''' 

entsteht nach der in 2. befolgten V orschrift die Reihe 
x x x 

1(x+1) + (x+1)(2x+1) + (2x+ 1)(3 X + 1) +"'; 
fUr x > 0 sind aile v endlich und stetig, ebenso aile Glieder der Reihe, 
und weil unter dieser Voraussetzung 

lim v = lim--l_ = 0 
",=+"",. nX+l 

ist, so hat die Reihe den von x unabhangigen Grenzwert Vo = 1. Fiir 
x = 0 ist lim v", = 1, der Grenzwert der Reihe also O. Die Reihe defi-

n=+oo 
nierl demnach in dem IntervaUe (0, + (0) ~i.ne im allgemeinen stetige 
(weil konstante) Funktion, die jedoch an der Stelle x = 0 unstetig wird.I ) 

U m die Art der Konvergenz kennen zu lernen, bilde man den Rest 

r1l(x) = (v1l +1 - V,.+2) + (v1l +2 - v1l +3) + .. " 
dieser hat fiir x> 0 den Grenzwert '/),.+1 = (n + 1: oX + 1; aus der Relation 

1 
(n+1)x+ 1 < e 

1-2 
folgt n > -- - 1. Die zn Ii gehorige Zahl m wachst also, indem x sich 

EX 

der Grenze 0 nahert, fiber jeden Betrag hinaus; in der Nahe dieser Stelle 
hart die Reihe auf gleichmaBig zu konvergieren, ist es abet in jedem 
Intervalle (0, + (0), dessen untere Grenze f) > 0 ist. 

1) In dem Intervalle (- 00,0) miillten die Werte 
1 1 1 1 

x=-T' -2' -3' -T' '" 
die gegen Null hin immer dichter zusammenriicken, ausgeschlossen werden, weil 
fiir jeden solchen Wert eine der Funktionen v und daher zwei Glieder der Reihe 
nicht definiert sind. 
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83. Stetigkeit des Grenzwertes einer gleichmaBig konyeI'
genten Reihe. Aus der Stetigkeit der GIieder einer konyergenten Reihe 
yon Funktionen der Variablen x kann also auf die Stetigkeit del' durch 
die Reihe definierten Funktion ~m allgemeinen nicM geschlossen werden; 
wenn jedoch die Konyergenz als eine gleichmaBige erwiesen ist, dann 
tritt del' folgende Satz in Kraft: 

Wenn eine unendlicke Reike, derek Glieder stetigc Funktionen von x 
sind, in dem Intervalle (a, p) gleichmaf3ig konvergent ist, so ist ilw Grenz
wert eine in diesem Intervalle stetige Funktion von x. 

Zwischen dem Grenzwerte ((x), del' Partialsumme snex) und dem 
zugeordneten Reste rn(x) besteht die Beziehung: 

((x) = sn(x) + 1'nex); 
der Behauptung des Satzes zufoIge muB sich zu einem beliebig festge
setzten positiven c ein positives ~ so bestimmen lassen, daB (17,2.) 

1 ((x) - {(x') I < c 

fur jedes Wertepaar x, x' aus (a, P), fur welches 1 x - x' I < ~. 
In del' Tat, yermoge der gleichmaBigen Konvergenz kann n so groB 

gewiihlt werden, daB fur jedes x aus Ca, ~) 
I rn(x) 1 <-i-, also auch I rnCx') I <-i-i 

da ferner s,,(x) aIs endliche Summe stetiger Funktionen selbst stetig ist, 
so liiBt sich das positive ~ so i'estsetzen, daB auch 

I snex)-snex') 1-:::+, 
wenn nul' i x - x' 1 < 8. Hieraus folgt, was zu beweisen war, namlich: 

84-. Potenzreihen. Unter den Reihen mit variablen Gliedem sind 
am wichtigsten die Potenz1·eihen. Man vel'steht unter einer Potenzreihe 
eine Reihe, deren jedes Glied das Produkt aus einer Konstanten - dem 
Koeffizienten - und aus einer ganzen positiven Potenz der Variablen x 
ist; ihre allgemeine l!'orm lautet demnach: 

'ilS(x) = ao + alx + a2x2 +"'j (9) 
unter Go, all ai' ... sollen, wenn nichts anderes bemerkt wil'd, reeHe 
Zahlen verstanden werden. 
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Aus den allgemeinen Satzen uber die Konvergenz unendlicher Reihen 
kann zuuachst der folgende Satz abgeleitet werden. 

Konvergiert der Quotient 11 ~ I' mit bestiindig wachsendem m gegm 
an + 1, 

eine bestimmte Grense l (welche attch 0 oder + 00 sein kann), so ist' die 
Reihe (9) absolut konvergent filr alle Werle von x, fiir welche I x I < 4; 
iiber ihr Verhalten bei x == - lund x = 4 selbst liif3t sich unmittelbar keine
bestimmte Aussage machen. 

Man nennt (- 4, 4) das Konvergenzintervall, 1 wohl auch den Kon
vergenzrad£us 1). 

Bezeichnet man namlich die aus nen absoluten Weden del' Glieder 
,"on (9) gebildete Reihe 

I ao I + I at x I + I a~x2 I + ... 
allgemein mit Uo + Ut + u2 + .. " so ist 

i un +1 1 _I an +1i \ \ 
\u;;-\-\a;;-\ x 

Hat nun \ ~ L. fur lim n = + 00 den Grenzwerl l, so besitzt 
an + 1 \ 

I a:: 1 \ clen Grenzwert + und es ist 

lim un +1 = 13J. 
Un l ,. 

somit ilSt die Reihe (9) absolut konvergent, wenn j x I < l (73,2.; 74);: 
fur I x I = A ist aber kein allgemeines Urteil moglich, weil dann 

1· un+l 1 1m -- = ist. 
u" 

1) Diese Bezeichnung weist auf eine allgemeinere Auffas8ung der Potenz
reihen hin, bei der x nicht wie hier ala reeue, aondern aJa komplexe Va1'iable, 
x = ~ + i7j (worin S, 7j reeUe Variable bedeuten) und die Koeffizienten auch als 
komplexe Zahlan vorausgesetzt werden. Bei geometrischer Darstellung von x in 
der Zahlenebene (6) iet dann der Bereich derjenigen Werte von x, fUr welche 
\I!(x) konvergiert, durcli einen Kreis vom Radius I., beschrieben urn den Ursprung 
S = 0, 11 = 0, begrenzt, den man den Konvergenzkreis von ~(x) nennt. Beziiglich 
der TheOl'ie der Potenzreihen in dieser umfassenderen Auffassung ist zu verweisen 
auf den Artikel "Algebraische Analysis" von A. Pringsheim-G. Faber iIi 
Bd. II 3 der Enzykl. der mathem. Wissensch., Leipzig 1909, p. 1-46, woselbst auch 
ausfiihrliche Literaturangaben. 
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Hat I ~ I den Grenzwert + 00, so besitzt I an + 11 den Grenzwert 0, 
an +1i ' an 

u 
und welches auch der Wert von I x I sein mag, es ist immer lim It + 1 = 0, u,. 
.die Reihe (9) daher absolut konvergent fiir jeden endlichen Wert von x; 
man nennt sie dann bestiindig lconvergent. 

Konvergiert ! ~ I gegen die Grenze Null, so hat I, an + 1 i den Grenz-
i an +1 an I 

u 
wert + 00 und denselben Grenzwert besitzt ...!!..±! fiir jedes I x I > 0; die 

1~n 

Reihe ist fiir keinen Wert von x konvergent auBer fiir x = 0 (im un-
eigentlichen Sinne), weil sie sich dann auf ihr Anfangsglied ao reduziert; 
man nennt sie in diesem FaIle bestandig divergent. 

Man hat daher niemals konvergente, bestandig konvergente und in 
einem endlichen Intervalle konvergente Potenzreihen zu unterscheiden. 
Ein Beispiel der ersten Art bietet die Reihe 

1 + 1 . x + 1 . 2X2 + 1 . 2 . 3xs + ... , 

weil lim ~ = lim +1 1 = 0; ein Beispiel der zweiten Art die Reihe 
an + 1 n 

x x~ 1£3 

1+T+N+1.2.3+···' 
weil lim...!!:zL. = lim (n + 1) = + 00; cin Beispiel der dritten Art die Reihe 

an +1 
x 1);2 1£2 

T - 2- + -S- - ... , 

weil lim II ~ I = lim n + 1 = 1, so daB (- 1, + 1) das Konvergenzinter-
an +1 n 

vall ist; an den Grenzen dieses Intervalls zeigt die Reihe ein verschiedenes 
Verhalten: sie ist fiir x = + 1 bedingt konvergent (77, 1.), fiir x =-1 
nivergent (73, 1.). 

86. Erster Abelscher Satz liber Potenzreihen. In die Natur 
-der Konvergenz der Potenzreihen fiihren die von Abel hierliber ange· 
-stellten Untersuchungen ein, deren Ergebnis in zwei Satzen zusammen-
gefaBt werden kann. Der erste dieser Satze lautet: 

00 

Wenn die absoluten Wet·te der Glieder einer Potenzreihe .:sana;" fiir 
o 

einen Wert x = X def Variablen insgesamt ttnter einer Grenze " blethen, 
so ist die Reihe absolut konvergent fUr jeden Wert von x, fiir welehen 
jxl<IXI· 
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Nach Voraussetzung ist fur jede natiirliche Zahi n 

I a"X" I < ". 
I I (X)" I' I x in 

folglich ! a"x" =! a"X" X- ! < " I X I ' 

d. h. die Glieder der Reihe 
, 1 ' , I 2J + i ao + 1 a1 x·1 + I a2 x I ••• 

181 

(10) 

sind kleiner als die korrespondierenden Glieder der geometrischen Reihe 

I x I I X 1'2 " + " i - +" 1- +"'; IX, X 

diese ist konvergent, wenn I ~ 1 < 1, also wenn I x! < I X I; dann ist auch 

die Reihe (10) konvergent (73, 1.) und somit die Reihe (9) absolut kon
vergent (75). 

Aus dieser Vergleichung kann iiberdies bei bekanntem " eine obere 
Grenze fur den Fehler abgeleitet werden, welcher begaugen wird, wenn 
man sich bei der Reihe (9) auf die Summe der ersten n + 1 Glieder be
schrankt; es ist namlich 
r,,(x) i = 1 a,,+lXn+l + a,,+2xH 2+ ... \ < \ an+1 xn+ 1 1 + \ a,,+sx"H! + ... 

: x \ .. +1 \ x \,,+2 X \ i\n+l 
<"Ix' +"X +'''=1-1~1' 

.ler absolute Betrag dieses Fehlers also kleiner als die zuJetzt angeschrie
bene GroBe. 

Aus diesem Slitze konnen die nachstehenden Folgerungen gezogell 
werden. 

1. 1st die Reihe (9) fur x = X konvergent, so ist sie auch fur jeden 
Wert von x, dessen absoluter Betrag kleiner ist als I X I, konvergent. 

Denn da sie fur x = X konvergiert, so sind fur diesen Wert alIe 
ihre Glieder endlich, liegen also insgesamt unter einer Grenze ". 

2. 1st die Reihe (9) fur x = X divergent, so ist sie es auch fdr je:
den Wert von x, der d{lm Betrage nach groBer ist als I X I. 

Ware sie niimlich fiir einen solchen Wert - gegen die Behauptung 
- konvergent, so miiBte sie fiir den Wert X zufolge 1. auch konvergent 
sein - gegen die V oraussetzung. 

3. Gilt beziiglich X die in dem obigen Satze getroffene Vorausset
zUng, so ist die Reihe (9) in jedem Intervall (a, P), dessen Grenzen dem 
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Betrage nach kleiner sind als ! X I, gleichmiif3ig konvergent und definiert 
daher in einem solchen Intervalle eine stetige F?tnlition {(X)1) von X (83). 

Man kann namlich unter dies en Vol'aussetzungen einen Wert x' an
nehmen, der auBerhalb des Intervalls (a, fJ) liegt und dem Betrage nach 
doeh kleiner ist als I X I; dem Satze zufolge ist die Reihe fiir diesen Wert 
absolut konvergent, daher kann die natiirliche Zahl m so bestimmt weI" 

den, daB I an+1x'n+ll + I an+sx'nHI + ... < E 
fur jedes n > m, wobei E eine beliebig klein festgesetzte positive Zahl 
bedeutet. 1st nun x ein Wert aus dem Intel'vall Ca, fJ) [mit Einschlu6 
del' Grenzen], so ist wegen i x i < I x' i urn so mehr 

und da endlieh 
I an+l xn+1 i + I an+2 xn+2 1 + ... < Ej 

~'n(x) I = I an+l X,,+l + an+2 xn+2 + ... i < I an+1xn+1 1 + I an+!xn+ 21 + ... 
so ist aueh, und zwar fur jeden Wert aus (a, fJ) [mit EinschluB der Grenzen] 

ir,,(x)I<E; 
dadurch ist abel' die gieichmaBige Konvergenz erwiesen (81). 

Aus del' Stetigkeit del' dmch die Reihe definierten Funktion ergibt 
sich der folgende SchIuB: 1st Xo ain Wert von x, dessen Betrag kleinel' 
ist als I X I, und konvergiert x gegen die Grenze xo,. so konvergiert f(x) 
gegen die Grenze (Cxo), d. h. es ist 

{(xo) = lim ((x) = ao + al Xo + a2x02 + ... 
x=xo 

Insbesondere foIgt damus reO) = ao' 
so daB eine durch eine Potenzreihe definierte Funktion fur x = 0 nul' 
dann verschwindet, wenn die Reihe kein von x freies Glied enthalt. Werm 
allgemein ((x) = anx"+ a,,+lxn+ l+ ... 
und wenn die Reihe konvergiert fur aHe Werte von x, die absolut genommen 
kleiner sind als i X!, so konvergiert fur dieselben WeI'te auch die Reihe 

an + a"+1x + all+2x2 + .. , = rp(x) 
und es ist lex) = x"rp(x), 
und da p(x) fur x = 0 nicht verschwindet, so hat die Gleiehung 

1) Zum Unterschiede von dem rein formalen Zeichen $(x) fur die Potenz' 
reihe ohne Riicksicht auf deren Konvergenz oder Divergenz. Man kann aber !Ouch 
iibereinkommen, unter $(x) die durch die Reihe, soweit sie konvergent ist, defi· 
nierte Funktion zu verstehen. 
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x = 0 zur n-fachen ·Wurzel. 
f(:X;) = ° 

86. Zweiter Abelscher Satz iiber Potenzreihen. Dllrch die 
letzte Folgerung ist die gleichmaBige Konvergenz einer Potenzreihe und 
die Stetigkeit del' dnrch sie definierten Funktion fur jedes Intervall er
wiesen, das innerhalb des Konvergenzintervalls liegt. An den Grenzen 
dieses Intervalls selbst kann die Reihe verschiedenes Verhalten zeigen; 
sie kUllll unbedingt odel' bedingt konvergent, sie kann aber auch diver
gent sein (s. letztes Beispiel in 84:). Fur die Einbeziehung der Grenzen 
des Konvergenzintervalles iet nun del' folgende A b elsche Satz von Wich
tigkeit: 

00 

1st die Potenzreihe ~ anxn fiir x = {j konvergent, so ist sie in jedem 
o 

Interralle (a, fJ), dessen untel'e Gl'enze dent absoluten ·Werte nach kleiner 
ist als I f31, mit EinschlufJ der Grenzen gleichmafJig konvergent ~tnd stellt 
somit eine in dem Intervall (a, (J) stetige Funktion von x dar. 

Es genugt, den Beweis bloB fur das Intervall (0, (J) bzw. ({J, 0) zu 
fiihren, je nachdem {J> 0 odeI' (3 < 0; denn fiir (a, 0), bzw. (0, a), wo 
IIX I < i fJ \, besteUt die gleichma6ige Konvergenz schon auf Grund von 
85, 3., l. 

Setzt Ulan r" (fJ) = a" +1 fJ" + 1 + a"+2fJn +2 + ... , (11) 

so liiBt sich del' V oraussetzung und dem Begriff del' Konvergenz gemii.B 
(70) zu einem beliebig klein festge,setzten positiven Ii eine natiirliche Zahl 
tit so feststellen, daB aIle Partialsummen von (11), - sie mogen mit 

(ill (}2' (}S, •.• 

bezeichnet werden -, dem Betrage nach kleiner sind als Ii, sobald nur 
n > m. Nun ist a 1 Rn + 1 + a Q Rn + 2 + ... a R" + p n+ P n+.P n+pP 

= 111 + (112 - (11) + ... (l1p- I1p _ 1); 

multipliziert man die aufeinandel'folgenden Glieder dieser p Glieder um
fassenden S~mme mit den positiven, dem Betrage nach abnehmenden 
Zablen °11 °2 , ••• , Opl (12) 
so entsteht die Gleichung: 

an+lfJn+l0l + an+2f3n+202 + ... + an+pfJn+pop 

= 111 (}1 + (02- (11)02 + ... + (l1p- tJp_t)Op 

= 111 (01 - ( 2) + 112(°2 - (3) + ... + 111'-1 (Op_1 - Op) + I1p(Jp; 
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aus der zweiten Form der' rechten Seite, in welcher der Voraussetzung 
gemaB 01 - O2 , O2 - Os, .•. , 0p_l - 0P' Op positive Zahlen sind, geht fol
gendes hervor: Da alle °1, °21 ••• , Op dem absoluten Betrage nach klei· 
ner sind als f, so wird diese rechte Seite dem Betrage nach vergro6ert, 
wenn man statt der 0v Vi' ••. , Op durchwegs f setzt; daher ist 

1 a,,+lfJ,,+lOl + an +2 fJn +202 + ... + an+pfJn+POp < cOl; 

sind nun iiberdies die Betriige der Zahlen () unter der Einheit gelegen, 
so daB auch das groBte ()1 < 1, so gilt umsomehr 

an +1fJn+ 101 + an+2~n+202 + ... + an+p~"+POp 1< E. (13) 

Eine Zahlenreihe von den Eigenschaften der Heihe (12) ist 

(;r+\ (~r+2, ... (;r+ p
, 

wenn nul' I x I < i~fJ I und x, fJ gleich bezeichnet sind; fiihl-t man sie in 
(13) ein, so entsteht 

I a X,,+1+ a x n+ 2+ ... + a xn+Pj < c n+1 n+2 n+1' . 

Diese Ungleichung, gUltig fUr jedes p aus del' Reihe I, 2, 3 ... und fur 
jedes x, das mit fJ gleichbezeichnet dem absoluten Betrage nach kleiner 
ist als I fJ i, nach del' Voraussetzung abel'. auch gilltig filr x = fJ selbst, 
beweist in der Tat die gleichmaBige Konvergenz -der Reihe (9) in dem 
Illtervall (0, fJ) bzw. (fJ, 0) mit EinschluB del' Grenzen, und mit Beriick
sichtigung der an die Spitze des Beweises gestellten Bemerkung findet 
nun die gteichmaBige Konvergenz in dem ganzen Intervall (a, fJ) statt, 
wenn nur I IX I < I fJ I· 

Aus diesem Satze ergibt sich folgende wichtige Folgerung: 
00 

1st f( x) det· G~'enzUJert dm' Reihe ~ an x" auf ili1'em Konvergenzgibiete 
o 

((1" fJ) mit Einschlttj3 der Grenzen, und niihert sich x der Grenze fJ durcli 
Werte, welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind als /3, so nahm-t sich 
f(x) vermoge seiner Stetigkeit der Grenze f({J), so claj3 

f({J) = ao + a1 fJ + a2 fJ 2 + ... 
Dieser SchluB diirfte nicht gemacht werden, wenn die Reihe (9) ffir 

x = ~ nicht konvergent ware, selbst wenn die die Reihe darstellende 
Funktion f( x) an del' Stelle x = /3 stetig sein solite. 

Zwei Beispiele mogen dies erlautern. Die Reihe 
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x x' X S ____ ..1- __ ••• 
121 3 

ist konvergent in dem Intervalle (- 1, + 1) und auch an der oberen. 
Grenze desselben (84:); daher ist, wenn ((x) den Grenzwert dieser Reihe 
bezeichnet, soweit sie konvergiert, auch 

1 1 1 
f(l) = T - 2 + 3 - .. '. 

Die Reihe 1 + x + x 2 + ... 
~at, solange sie konvergiert, d. i. fiir x I < 1, den Grenzwert ((x) = 1 ~ x; 
derselbe ist auch fiir x = - 1 stetig und doch darf nicht 

~=1-1+1- ... 

gesetzt werden, weil die definierende Reihe an der Grenze x = - 1 nicht 
mehr konvergiert. 

Die Reihe des erBten Beispiels ist zugleich ein Beleg dafiir, daB man 
bei einer Potenzreihe, welche gerade und ungerade Potenzen von x ent
halt, aUB del' Konvergenz fiir x = fJ nicht auch auf die Kon,yergenz fiir 
x = - fJ schlieBen darf; bei einer Reihe, welche nm gerade oder nur un
gerade Potenzen enthiilt, ist dieser SchluB immer zutreffend. 

87. Abgeleitete Reihen. Fur jeden Wert von x,.{iir welchen die 
Potenzreihe (9): ~(x) = ao + a1x + a2 x2 + ... 
konvergent ist, ist auch die atts den Differentialquotienten der einzelne~ 

Glieder gebildete Reihe 

lJ3'(x) = 1al + 2a2 x + 3asx2 + . . . (14) 
konvergent. 

Existiert namlich fur die Reihe (9) del' Grenzwert lim I a (In I unci' 
n=+oo n+l, 

hei.6t er 1, so ist diese Reihe konvergent fiir aHe Werte innerhalb des 
Intervalles (- A, + 1) (84:). Bezeichnet man aber die Koeffizienten del' 

R 'h (14) 't A A A . t I ~~ i - ~-- . I ~ I h t ,el e ill 1 1) 2' 3,···, SO IS I. I - + f' I' es a 
- jA.n+.li n lan + 1 

demnach I A~! denselben Grenzwert wie ,~--: und die Reihe (14) ist 
I n + 1 I I an + 1 I 

demselben Satze zufolge absolut konvergent fur die namlichen Werle. 
von x wie (9). 

Hiernach ist also beispielsweise mit del' Reihe 
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1 + X + x 2 + X 3 + .. . 
gleichzeitig die Reihe 1 + 2 x + 3 x2 + .. . 
absolut konvergent, solange I x I < l. 

U nabhangig von der Existenz des Grenzwertes fitr I ~--I! kann die 
I u,,+l 

~bige Behauptung auch so erwiesen werden. Angenommen, fur den Wert 
.x .... X seien die Glieder von (9) dem absoluten Betrage nach unter der 
positiven Zahl k gelegen, also I a" Xn 1 < k 
fur jedes ni daun ist dem erst en A belschen Satze gemaB (9) absolut 
konvergent fur jedes x, wofiir i x i < 1 Xi. Nun aber gilt bezuglich des 
.allgememen Gliedes von (14) der Ansatz: 

r n-ll_i!1'. n(_~)n-ll_ ~i~ln-ll nl ~~- 13In-\ I nanx - I X an X X I - I X ! ! X an X < I X : n X 

infolgedessen, wenn man I ~ 1 = q setzt, 

i 1 a l I + 12 a2 x I + .1 3 as x2 i + ... < I .i I (1 + 2 q + 3 q2 + ... ) j 
macht man von der vorhin gemachten Feststellung Gebrauch, wonach die 
rechts stehende !teihe konvergent ist bei q < 1, so folgt damus, daB auch 
.die Reihe i 1al i + 1 2 a2 x I + 13asx21 + ... 
konvergent und iufolgedessen die Reihe (14) absolut konvel'gent ist fiir 
aIle x, welrhe dem absoluten Betl'age nach kleiller sind als I X I. 

Auf Grund von 85, 3. ist die Konvergenz von (14) in jedem Inter
vaile, dessen Grenzen dem Betrage nach kleinel' sind ala I X I, eine gleich
mii..6ige und ist der Grenzwert von (14) ebenso wie der von (9) eine st" 
tige Funktion von x. 

An den Grenzen des Konvergenzintervalls darf, selbst wenn fur diE*' 
die Reihe (9) konvergent ist, auf die Konvergenz del' Reihe (14) nie!'· 
geschlossen werden. So ist die Reihe 

x x 2 X S 

1!+22 +S2 +'" 
auch an den Grenzen - 1, + 1 ihres Konvergenzintervalls uud zwar ab
solut konvergent, die aus ·ihr nach Vorschrift von (14) gebildete Reih(' 

1 x x! 
1+2+3+'" 

ist an der unteren Grenze bedingt konvergent, an der oberen aber divergent 
Durch wiederholte Anwendung des an die Spitze dieses Artikels ge

fitellten Satzes ergibt sich die folgende Tatsache: 
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Die aus einer Potenzreihe 

~ (x) = ao + a l x + at x2 + ... 
UAlrch wiederholte gliedweise Differentiation abgeleiteten Potenzreilum: 

~/(X) = lal + 2a2x + 3aax2 + .. ' 
~"(x) = 2 . la! + 3 . 2asx + 4· 3a,x2 + ... 

~(n)(x) = n(n - 1) ... Ian + (n + l)n··· 2an + l x 

+ (n + 2)(n + 1) ... 3an + 2 x2 + ... 

(9) 

(15) 

sind innerhalb desselben Intervalls konvergent, innerhalb dessen die urspriing
liclte Reihe konvergiert, und definieren eine unbegrenzte Folge in diesem 
Intervalle stetiger Funktionen. l ) 

88. Differentialquotienten einer konvergenten Potenz
reihe. Tay lorsche Reihe. Die Bedeutung der vorstehenden Funktionen 
wird sich auf Grund des folgenden, fiir die Analysis wichtigen Sat~s 
ergeben: 

1st ((x) eine durch eine konvergente Potenzreihe definierte Funktion, 
SO liif3t sich rcx + h), so(ern auch x + h dem Konvergenzintervall angehOrt, 
durch eine nach h (ortschreitende Potenzreihe darstellen. 

Es sei also ((x) = ao + a1x + a2x2 + ... + a"xn + ... (16) 
und die Reihe konvergiere fiir aile Werte von x, welche dem Betrage nach 
kleiner sind als I X /i sei x ein solcher Wert und h so bestimmt, daB 

/h/</XI-ixi, (17) 
~o daB also I x I + I h lund somit auch / x + h / dem K onvergenzintervail 
angehOrt; dann gilt auch 

f(x + h) = ao + aleX + h) + a2 (x + h)2 + ... + a,,(x + h)n+ . ". (18) 
n dieser Gleichung werde x als ein fester Wert und h als Variable an
~e,eheni dann ist die absolute Konvergenz der Reihe (18) fiir alle Werte 
\Gil h, welche der Bedingung (17) geniigen, feststehend; man darf daher 
:.,:e einzelnen Glieder durch die Gliedergruppen, welche sich nach .A.us
fiihrung der Potenzen von x + h ergeben, ersetzen und die Glieder be
liebig umsteilen und zusammenfassen, insbesondere diejenigen mit gIei-

1) Die Zeichen ~'(x), ~"(x), ... sind nur Symbole fur die dutch gliedweise 
Differentiation von ~(x) ent8tandenen Potenzreihen. 

Ozuber t Vorleaungen. 1. 4. Auf!. 13 
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chen Potenzen von h vereinigen: denn ane diese Operationen sind ver

moge 72, 3. und 2. an der aus (18) abgeleiteten Reihe 

I ao I + I al I (I x 1 + 1 h D + I asi (I x I + '\ h \)2 + ... 
gestattet, folglich auch an (18) selbst. Nach ihrer Ausfiihrung verwan
delt sich die rechte Seite von (18) in eine Potenzreihe nach h: 

{(x + h) = uo+ u1h + u2h2+ ... + u"h"+-·· 0 (18*) 
und zwar ist 

Uo = ao + a1x + a2 x2 + ... 
u1 = (~) al + (~) a2 x + (~ ) aa x2 + 0 •• 

1 
= T [al + 2a2 x + 3a3 x2 + . 0 oJ 

Us = ( :) as + (:) aaX + ( ~) a<1x2 + 0 •• 

= -~ [2 . 1 as + 3 . 2 a x ..)... 4 . 3 a x2 + .. oJ 102 a' <1 

. . . . . . . . . . . ..... 
U n = (:) a,,+ (n-; 1)an +1 x + (n-; 2) a"+2 x2 + . o. 

1 
= !."2:-:-:n[n(n - 1) ... Ian + (n + 1)n··· 2an+lx 

+ (n + 2)(n + 1). o. 3a,,+2x2+ .. J 
Es ist also uo= ((x) und u17 U2 , ••• , un' 0 • 0 sind die durch die 

Faktoriellen von 1, 2, . 0 • n, ... bzw. dividierten Grenzwerte der Reihen 
(15), welche als gleichzeitig konvergierend mit der Reihe (9) erwiesen 
worden sind. 

Aus (18*) folgt hiernach zunachst: 

f(x + h) - f(x) = U + u h + ... + u hn-1 + ... 
h 1 2 " , 

wobei die Reihe rechts fur dieselben Werte von h absolut und gleich
ma.Big konvergent ist wie (18), do i. fur Werte, welche der Bedingung 
(17) geniigeno LaBt man nun h gegen die Grenze Null konvergieren, so 
konvergiert die rechte Seite gegen den Wert U1 (85, 3.), die linke aber 
hat zum Grenzwert den Differentialquotienten der Fnnktion ((x); mithin ist 

rex) = ul = 1al + 2a2 x + 3asx2 + 0 0 • 

Dadnrch ist aber auch die Bedeutung alier iibrigen Reihen in (15) 
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gegeben, da jede folgende aus der vorangehenden ebenso abgeleitet ist, 
wie die erste aus der Reihe (9); es ist also: 

(,,(x) = 2 .1a2 + 3· 2asx + 4· 3a4 x 2 + ... 

{(,,) (x) = n(n - 1) ... 1an + (n + 1)n.·· 2an +1x 

+ (n + 2)(n + 1) ... 3an + 2 x 2 + ... 

Dieses Ergebnis fassen wir in dem Satze zusammen: Die durch n-ma
lige gliedweise Differentiation einer konvergenten Poienereihe entstandene 
Potenzreihe hat fur alle Werte von x innerhalb des gemeinsamen Konver
genzintervalls beider Reihen zum Grenzu;erte den n-ten Differentialquotienten 
des Grenzwertes der urspriinglichen Reihe. Man spricht es kurz dahin aus, 
eine konvergente Potenzreihe werde differentiiert, indem man sie glied
weise differentiiert, also wie eine endliche Sum me von Funktionen be
handelt. 

Hiernach ist nun 
r (x) r (x) [<nl (x) 

~IO = (x), u1 = -1--' U2 = 1-.2- l •.• u" = i~-:~ 

und die endgfiltige Form von (18*) lautet: 

rcx + h) = (x) + rex) h + rex) h2 + ... + (nl(x) hn +. . . (19) 
1 1·2 1·2···n' 

giiltig, so lange I x I < / X / , ! h I < , X I - I x /. 

Die Entwicklung (19) fiihrt den Namen der Taylorschen Reihe fiir 
,iie Funktion r(x + h); ihre Ableitung erfolgte unter der Voraussetzung, 
daB r(x) der Grenzwert einer konvergenten Potenzreihe sel. 

Als konvergente Potenzreihe kann auch jede rationale ganze Funk
lion von x angesehen werden; ihr Konvergenzintervall erstreckt sich fiber 
t';,,; ganze Gebiet der reellenZahlen; ist 

f(x) = ao+ a1x + a2 x 2 + ... + a"x", 
~o ist (")ex) = n(n - 1) .. ·1· an 

und jeder hOhere Differentialquotient gleich Null; fiir eine solche Funk
tion bricht also die Taylorsche Reihe ebenfalls mit dem (n + 1)-ten Gliede 
ab und lautet: 

{('X + h) = {(x) + ((x) h + r('!l h2 + ... + J<nl(x) hn. (20) 
1 1·2 1·2···n 

13* 
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sie ist in diesem besonderen Falle giiltig fiir jeden endlichen Wert von 
x und von h. 

89. Identische Gleichheit zweier Potenzreihen. UID die Be
dingungen festzustellen, unter welchen zwei Potenzreihen eine una dieselbe 
Funktion darstellen, weisen wir zunii.chst den folgenden Satz nach: 

Wenn die durch die konvergente Potenzreihe 

ao + alx + a2x 2+ ... 
definierte Funktion f( x) rib' aUe Werte von x aus einem beliebig engen 
Intervall (- ~, + ~) Null ist, so ist sie fiir aUe Werte von x gleich Null, 
weil dann die Koeffizienten der Potenzreihe samtlich verschwinden miissen. 

Weil der Wert x = 0 dem Intervall angehOrt, so ist 

reO) = a o = 0; da.her ist 

rex) = alx + a2x 2 + ... = x(ai + a2 x + .. -), 
und soIl dies letzte Produkt an jeder Stelle von (- ~, + ~) gleich Null 
sein, so muB a l + a2 x + aax2 + ... 
fiir aIle diese Werte von x verschwinden, wofiir wieder 

a l =0 
notwendige Bedingung ist; dann aber ist 

rex) = a2x2 + aax3 + ... = x2(a! + aa x + .. -), 
und damit das Produkt rechter Hand an allen Stellen des Intervalls (- h, 
+ 0) verschwinde, muE dies seitens des Faktors 

a2 + asx + a",x2 + ... 
geschehen, und dafiir besteht die notwendige Bedingung 

a2 = 0 

usw. Es muB also tatsachlich an = 0 sein filr jedes n aus der Reihe 
1, 2, ... ; dann aber ist fiir jeden Wert von x 

rex) = o. 
Der Satz gilt auch fiir eine rationale ganze Funktion, weil aine soIc\~ 

als besonderer Fall einer konvergenten Potenzreihe zu geIten bat. 
Die Beweisfiihrung hat hier an den Umstand angekniipft, daB dem 

Intervall (- ~, + 0) auch die Stelle Null angehOrt. Man kann abar ganz 
allgemein beweiseu: 
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Wenn die Funktion f(x) = ao + a 1 x + a2x 9 + ... fur alle Werte von 
x aus einem beliebigen die Null nicht enthaltenden lntervalle (a, fJ) ihres 
Konvergenzgebieles Null ist, so ist sie identisch Null. 

Wahlt man namlich innerhalb (a, (3) einen Wert x, so lassen sich 
fiir h Grenzen (- E, + E) feststeIlen derartl), daJ3 auch x + h innerhalb 
(a, (3) verbleibt i dann ist nach V oraussetzung 

r(x + h) = Uo + u1h + t~h2 + ... 
fiir alle Werte von h aus (- E, + E) gleich Null, daher notwendig 

uo= 0, u1 = 0, u2 = 0, ... (21) 

rur aIle Werte von x innerhalb (a, fJ). Von dem der Null naherliegenden 
Werle x = a ausgehend kann man nun ein Intervall konstruieren, das 
bis an die ihm naherliegende Grenze des Konvergenzgebietes reicht, dessen 
Mitte a ist und in welchem vermoge (21) und (18) f(x) bestandig Null 
ist. Von dem der Null zunachstliegenden Punkte dieses Intervalls aus
gehend konstruiere man ebenso ein erweitertes Intervall, in welchem wie
der f(x) oestandig gleich Null ist. Auf diese Weise fortfahrend muJ3 man 
notwendig zu einem Intervall kommen, das die Null einschlieJ3ti' dann 
aber hefindet man sich im Faile des vorigen Satzes und schlieBt, daB 

ao = 0, a1 = 0, a2 = 0, ... 
Auf Grund dieser heiden Satze kann nun die Richtigkeit del' folgen

den Behauptung erwiesen werden: 

Besitzen zwei konvergente Potenzreihen 

ao + a1x + a2 x2 + .. . 
bo + b1 X + b2 x2 + .. . 

fur jedes x aus einem beliebigen lntervall (a, (3) iibereinstimmende Grenz
werte f(x), g(x), so sind die Koeffozienten gleichhoher Poienzen von x ein
ander gleich und die Grenzwerte im ganzen Konvergenzintervan iiberein
stimmend. 

Da niimlich 
((x) - g(x) = (ao - bo) + (al - bl ) x + (a2 - b2)X2 + ... 

Null ist fur alIe x aus (a, fJ), so ist 

ao - bo = 0, a i - bi = 0, a2 - b2 = 0, ... 

1) Man braucht nur 2 kleiner zu nebmen ala den kleineren von den heiden 
!bschnitten, in welche (a, (J) durch das gewahlte IV zerfallt. 



198 IV. A.bschnitt. § 2. Reihen mit varia bIen Gliedern 

also 

und die Gleichuug ((x) - g(x) = 0 oder ((x) = g(x) besteht fiir alie 
Werte von x, fiir welche die Reihen konvergieren. 

Daraus ergibt sich die Tatsache, daB eine Funktion, wenn sie als 
Grenzwert einer Potenzreihe darstellbar ist, es nur auf eine einzige Art 
sein kann. 

Auf dem eben erwiesenen Satze von der Eindeutigkeit del' Potenz
reihendarstellung, der iibrigens wie fiir Potenzreihen auch fiir ganze Funk
tionen gilt, beruht die Methode der unbestimmten Koe{fizienten, von der 
in der Analysis vielfacher Gebrauch gemacht wird.1) 

90. Rechnen mit Potenzreihen. Die Anwendung der Regeln ill 
71, 2. und 7 I) fiir konvergente Reihen iiberhaupt auf Potenzreihen fiihrt 
dazu, daB die Summe und Differenz, das Produkt und unter gewissen 
Voraussetzungen auch der Quotient zweier Potenzreihen ~1 (x), ~2 (x) 
wieder in der Gestalt einer Potenzreihe ~(x) dargestellt werden konnen 
mer das Konvergenzintervall dieser letzteren mogen die folgenden Be
merkungen genii gen. 2) 

Raben ~1 (x), ~,(x) verschiedene Konvergenzradien All 12 , SO ist der 
kleinere von beiden der Konvergenzradius von 

~(x) = ~1 (x) ± ~2(X); 
ist aber 11 = A2 = A, so kann der Konvergenzradius von ~(x) beliebig 
groBer sein als A. So ist z. B. bei 

~1 (x) = 1 + x + a;! + XS + . . . 11 = 1, 

bei ~2 (x) = 1 + (;) + (i-f + (; r + .. . A2 = 2 

und die Reihen ~l (x) + ~2(X) = ~ (1 ± (~ n XV 
o 

haben den Konvergenzradius 1; hingegen haben die Reihen .. 
~2(X) = ~ (!f - 1) XV 

o 

1) !hr Grundgedanke ist zuerst von R. Descartes in dem 1637 anonym er
schienenen Werke ausgesprochen worden, von dem del' Ursprnng del' analytischen 
Geometrie gewohnlich datiert wird. 

2) A.. Pringsheim-G. Faber 1. c. (s. Fu8note zu 84). 
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den gemeinsamen Konvergenzradius 1, wahrend ihre Summe 
00 

~(x) = ~~ 
o 

den Konvergenzradius 00 besitzt (84). 
Uber den Konvergenzradius der Produktreihe 

~(x) = ~1 (X)~2(X) 
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liiBt sich nur aussagen, JaB er mindestens dem kleineren von den Radien 
Ai, All der Faktoren gleichkommtj er kann aber auch dem groBeren gleich 
oder beliebig groBer sein. Es geben beispielsweise 

00 

~2(X) = ~(- x)v 
o 

mit dem gemeinsamen Konvergenzradius ). = 1 die Produktreihe 

mit demselben Radius; hingegen 
00 

~2(X) = "2 (~r mit Ai = 1, ).11= 2 
o 

'" 2,,+1_ 1 
die Produktreihe ~(x) = :z --2"--x· mit dem Radius A = 2. 

o 

Beziiglich der Dal·stellung des Quotienten ;!- t:~ durch eine Potenz

reihe ist zu bemerken, daB eine solche nur dann moglich ist, wenn 
\l52(0) =l= 0, wenn also in ~Vx) ein von x freies Glied vorkommt, und 
daB sodann das Konvergenzintervall abhangt von dem numerisch klein
sten x 4= 0, fur welchen ~2CX) = ° wird. 1st 

00 ao 

~1 (x) = ~ a"x·, 
o 

\l52CX) = ~bvx" 
o 

(bo4= 0) 

und schreibt man den Quotienten in der Form 

'" 
~(x) = ~c;xv, 

o 

so ergeben sich zur Bestimmung der c" im Sinne von 75 die Gleichungen: 

boc" + bi Cv _ 1 + b2c._ 2 + ... + b.co = a. (v = 0, 1,2, .. -). 
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§ 3. Die Formeln und Reihen von Taylor und Maclaurin. 
91. Die Taylorsche Formel. Es ist gezeigt worden (88), da6 

eine Funktion {(x), welche als Grenzwert einer konvergenten Potenzreihe 
definiert ist, fiir das Argument x + h, sofern x sowohl als x + h dem Kon
vergenzintervalle angehoren, in eine nach positiven ganzen Potenzen von 
h forlschreitende Reihe entwickelt werden kann; die beziigliche Entwick
lung erhielt dort den Namen Taylorsche Reihe. 

Nun sei {(x) eine beliebige Funktion von x, von der wir voraussetzen, 
daB sie in einem Intervalle (a, p) eindeutig und stetig sei und Differen
tialquotienten bis zur (n-l)ten Ordnung einschlieBlich.zulasse; iibrigens 
hat die Existenz eines bestimmten vollstandigen Differentialquotienten 
n - l·ter Ordnung die Stetigkeit alIer vorausgehenden und auch der Funk
tion selbst zur Folge. Wir stellen uns die Aufgabe, den Fehler zu be
stimmen, welcher begangen wird, wenn lllan fiir fex + h) die auf die 
ersten n Glieder erstreckte Partialsumme der Taylorschen Reihe (88, 19.), 

d. i. f(x) + rex) h + C(x)h2 + ... +_[':.-1) (xL. hn-l 
1 1 . 2 1 . 2 ... (n - 1) 

nimmt; dieser Fehler werde mit R" bezeichnet. 
Behufs Erledigung dieser Frage fiihren wir zunachst eine neue Be

zeichnung ein, indem wir x = a, x + h = b 
setzen, WOl'aus h = b - a 
folgt; das Intervall ea, b) muB eingeschlossen sein von jenem (a, P). Es 

ist dann E,. = feb) - ((a) - f'~a) (b - a) - ~'.(;) (b - a)2- ... ) 

r(" - 1) (a) (1) 
- (b - a),,-I. 

1· 2 .. · (n-l) , 

dies aber liiBt sich als Differenz zweier hesonderen Werte der folgenden 
Funktion darstellen: 

p(z) = fCz) + r;Z) (b - r;) + r~~l (b - z)S + ... I 
f 

{ (n-l) (z) + (b -Z),,-1 
1·2 ... (n-l) , 

(2) 

indem niimlich 

pea) =f(a) + f(a)(b_ a) +C~2(b-a?+ . .. + ~-~ (b - a),,-l 
1 1·2 1·1:·· . (n - 1) 

p(b) = ((b); 
mithin ist tatsiichlich Rn = pCb) - pea). (3) 
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Auf Grund dieser Bemerkung ist eine Schatzung von R" durchfiihr
bar, in allgemeinster Form mit Hilfe des verallgemeinerten Miittelwert
satzes (39). Hat namlich die Funktion !p(e) an jeder Stelle zwischen a 
und b einen vollstandigen Differentialquotienten - ihre Stetigkeit in dem 
Intervalle (a, b) ist durch die Voraussetzungen gewahrleistet, wenn man 
sie bei (1£-1)(e) annimmt - und gilt dasselbe von der beliebigen Funk
tion t/J(e) mit der weiteren MaBgabe, daB t/J'(e) an keiner Stelle zwischen 
a und b Null ist, so gilt der Ansatz: 

<p (b) - <p (a) <p' (6) 
'1)J(b)-1/'(a) = 1/"(s) (4) 

mindestens fUr einen Wert ~ zwischen a und b. Nun folgt aus (2): 

p'(e) = r(e) + r(z) (b - e) + ... + r(n-1')(z) (b _ e)1£-2 
1 1.2 .. ·(n-2) 

f en) (z) + (b - e)"-1 
1· 2·.· (n -1) 

f" (z) f(n-1) (z) 
- t(e) - -1- (b - z) - ... - 1.2 ... (n- 2) (b - e),,-2, 

also ist 
f(rI)(z) 

q/(e) = 1.2 ... (n =1) (b - e)"-1 

und die Existenz dieses Differentialquotienten innerhalb (a, b) hangt von 
der Existenz auch des n-ten Differentialquotienten von ((x) in dem ge
nannten Intervalle ab, was wir den bisher gemachten Voraussetzungen 
als neue hinzufiigen. Damit ist aber zufolge (4) und (3) 

R = 1/'(b) -1/'(a) r(1I)(S) (b _ ~)"-1 
Il 1/"(;) 1.2· .. (n-l) . 

Das Willkiirliche in dieser Fonnel kann durch bestimmte Wahl von t/J(z) 
beseitigt werden; setzt man t/J(z) = (b - z'j', 
worin peine positive ganee Zahl bedeutet, so ist den Bedingungen ent-
sprochen und 1jJ'(e) = - pCb - e)P-1. 
Bei dieser Wahl ist also 

R = r(n)(S) (b _ a)p (b _ ~)n-p. 
n 1.2 ... (n-1)p , 

kehrt man zu der urspriinglichen Bezeichnung zuriick, so kann ; als ein 
zwischen x und x + k lie gender Wert in der Form 

~ = x + Ok 
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dargestellt werden; weiter ist b -; = x + h - x - ()h = (1- ()h; mithin 

R = (-n)Cx + Ok) (1 _ ()n- p h". (5) 
.. 1 ·2 ... (n - 1) P 

Dadurch erscheint die Aufgabe in dem Sinne gelost, da8 sich fur Rn 
ein Spielraum bestimmen liiBt: En liegt niimlich notwendig zwischen dem 
kleinsten und dem groJ3ten del' Werte, welche die rechte Seite von (5) 
annimmt, indem () das dafur zuliissige Intervall (0, 1) durchlauft. 

Vermoge der Bedeutung, welche dem Rn zukommt, ist also 

r(x + h) = rex) + ( iX ) h + ('.C;)h2 + ... \ 
( ,,-1) ( ) + x hn-1+ R . 

1.2· .. (n -1) n 

(6) 

Diese Gleichung in Verbindung mit (5) gibt die Taylorsche Formel in 
derjenigen Gestalt, welche ihr in Ansehung des Restgliedes Rn Schlo
milch und Roche 1) erteilt haben. Die alteren Formen des Restgliedes 
nach Lagrange und Cauchy erhalt man aus (5) durch Spezialisierung 

(n)(x + Ok) 
von p, erstere fur p = n: R = hn, 

n 1.2 ... n (7) 

( n) (x + Ok) letztere fur p = 1: R = (1 - ()n-l hni 
" 1·2··· (n -1) 

(8) 

die Form (7) ist dadurch bemerkenswert, daB sie sich bis a'ijf das Argu
ment bei f(n) dem Bau der ubrigen Glieder von (6) genau anschlieBt. 

Fur die spateren, iiberaus zahlreichen Anwendungen del' Taylor
schen Formel sind die folgenden Bemerkungen im Auge zu behalten. 

1. Die Formel darf fur aIle Werte von x und h angesetzt werden, 
welche so beschaffen sind, daB x sowohl als x + h in dem Intervall (<<, fJ) 
liegen, in welchem f( x) endlich ist und vollstandige Differentialquotienten 
bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich besitzt. Betrachtet man x ale fest, 
so sagt man, die Formel gelte fur die Stelle x; h darf dann innerhalb ge-: 
wisser Grenzen variabel sein. 

2. Die Formel darf fur jedes n angesetzt werden, wenn nul' die eben 
ausgesprochenen Bedingungen bis zu dieeem Ordnungsexponenten erfunt 
sind. Fur n = 1 reduziert sich die Taylorsche Formel auf 

1) Liouville, Journ. de Mathem., Serie II, t. III. 
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{(x + h) = ((x) + f(x -:- /Jh) h, 

(Cx + h) - (Cx) = hf'(x + Oh), 

und dies ist der Ausdruck fur den Mittelwertsatz (38, 2.). 
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woraus 

3. Bei den meisten Anwendungen ist heine GroBe von sehr kleinem 
Betrage, ein nahe an Nullliegender echter Bruch, dessen steigende Po
ten zen rasch abnehmend der Null sich nahern; zur naherungsweisen Be
rechnung von (Cx + h) aus (Cx) und den Differentialquotienten genugen 
dann wenige Glieder von (6). Insbesondere laBt sieh erweisen, daB h dem 
Betrage naeh derart eingesehrankt werden kann, daB das Verhaltnis des 
Gliedes, bei welehem die Formel abbricht, zu dem darauffolgenden Rest
gliede dem absoluten Betrage naeh eine beliebig groBe vorgesehriebene 
positive Zahl K ubersehreitet. In der Tat, soIl 

«"-1)(x) hn - 11 
1 ·2 ... (n - 1) > K 

{(1I)(x + /Jh) h'" 
1· 2···n 

sein, so braueht h nur so gewiihlt zu werden, daB 

n \ (n-1Jcx) I 
\ h \ < K ("l(x +/Jh) I 

und dies ist sieher erreicht, wenn man 

I h I < G1~ I {(n-I)(X) I 

nimmt, wobei G den groBten Wert bezeichnet, welchen I {(nlCx) I in dem 
Intervalle (a, fj) erlangt. 

92. Die Taylorsche Re.ihe. Die :{i'unktion {(x) sei nun solcher 
Art, daB sie in dem Inten-aIle (a, fJ) endlieh bleibend vol1stiindige Diffe
rentialquotienten aller Ordnungen besitzt. Die unendliche Reihe 

(Cx) + f'(x) h + ("(x) h2 + ... 
1 1·2 

hat clann vermoge der Gleichung (6) den Grenzwert 

{(x + h) -lim En' 
n=+oo 

d. h. sie hat nur dann einen bestimmten Grenzwert und ist somit konvel'" 
gent, wenn lim Rn eine bestimmte GroBe A bedeutet, und zwar ist ihr 

n=+oo 
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Grenzwert dann rcx + h) - A; er ist insbesondere rcx + h) selbst, wenn 
A = 0, d. h. wenn lim Rn = 0. (9) 

n=+"" 
Dann also ist 

rex + h) = rex) + f'~X2 h + f;'.<:) hS + .. " (10) 

die Funktion rex) sonach ebenso wie der Grenzwert einer nach x fort
schreitenden Potenzreihe in die Taylarsche Reihe entwickelbar. 

Die eindeutige Funktion r(x + h) ist durch die TayZarsche Reihe 

rex + h) = 2- l~~).(~:n hn 

o 

darstellbar, wenn die Funktion rex) in dem Intervall (x, x + h) endlich 
ble'tOt, vollstandige bestimmte Differentialquotienten jeder beliebigen Ordnung 
daselbst besitzt und wenn das Restglied R n , in einer der unter (5), (7), (8) 
angegebenen Formen geschrieben, rur lim n = 00 gegen die Grenze Null 
konvergiert. 1 ) 

Die Untersuchung des Restgliedes gestaltet sich am einfachsten bei 
Funktionen, fur welche f(n)(z) bei jedem n eine endliche GroBe, wenig
stens in dem Intervalle (x, x + h), besitzt; denn alsdann hangt es laut 

(7) nur von dem Ausdruck h" 

1· 2···n 

ab, ob Rn fiir lim n = + 00 den Grenzwert Null hat; dieser Ausdruck 
konvergiert aber fur jedes endliche h gegen die Grenze Null, somit auch 
R",. Schreibt man namlich das unendliche Produkt, in welches del: Aus
druck bei dem Grenziibergange sich verwandelt, in der Form 

(1 - ( 1) (1 - as) (1 - ( 3) •• " d. i. 

(1 - 1 -; h) (1 _ 2 2 h)( 1 _ 3 3 h) ... 
so ist an> 0, sobald n > h, und die Reihe 

n-h n+1-h n+2-h -n- + n + 1 + n + 2 + ... 
divergiert, weil 1 1 1 n + n+1 + n+2 + ... 

1) Die angefiihrten Bedingungen reichen ZUI Giiltigkeit des Ansatzes hin. 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die also den ganzen Umfang 
der Funktionen kennzeichnen, welche eine solche Entwicklung gestatten, hat 
A. Pringsheim festgllstellt. Vgl. Math. Annalen, Bd. 44 (1894). 
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divergent ist (73, 1.) und die zahler uberdies bestandig wachsen; in
folgedessen divergiert auch das unendliche Produkt gegen die Grenze 
Null (78, 2.). 

Die Gleichung (10) gestattet, die Anderung {(x + h) - fex) = Llf(x), 
welche die Funktion bei dem Ubergange von der Stelle x zu del' Stelle 
x + h erfahrt, in Form einer konvergenten Potenzreihe nach h auszudrucken: 

('( ) f"'( ) 
Ll{(x) = ((x)h +T ~ h2 + i. 2 ~3 h3 + ... 

und daher mit jedem gewunschten Grade der Annaherung zu berechnen; 
dieses Ziel wird um so rascher erreicht, je kleiner der Betrag von h ist. 

Die Produkte f'(x)h, f'(x)h 2, ("(x)hs, ••. 

sind unter dem Namen des ersten, zweiten, dritten, ... Differentials ein-

gefuhrt und mit d{(x), d2 f(x), d3{(x), ... 
bezeichnet worden (42); fur Af(x) ergibt sich dann die Darstellung: 

Llf(x) = df(x) + d! (x) + flex) +... (11) 
1·2 1·2·3 ' 

wAlche den Zusammenhang zwischen der wirklichen Inderung der Funk
tion und ihren mit h gebildeten Differentialen der verschiedenen Ord
nungen nachweist; sie gibt auch den analytischen Ausdruck fiir den 
Fehler, der begangen wird, wenn man Llf(x) durch d{(x) ersetzt. 

Wenn r(a + h) die Taylorsche Entwicklung zuIaBt, so vertritt das 

Restglied Btl = ~: {(n)(a + Oh) die Reihe 

h" hn + 1 hn + 2 

nff")(a) + (n + 1)! {("+I)(a) + (n + 2)! f<,,+2)(a) + .. '; 
entwickelt man {(n)(a + Oh) wieder in die Taylorsche Reihe, wofiir die 
hinreichenden Bedingungen vorhanden sind, und setzt beida Entwick
lungen einander gleich, so eutsteht die Gleichung: 

Of<n+I)(a) + :;- {(n+2l(a)h + ::- (Cn+3)(a)h2 + ... 
(n+ 1) (a) r(rt H) (a) r(n +3) (a) 2 

= n+-1- + (n + 1) en + 2) h + en + 1) (n + 2) (11, + 3) h + .. " 
welche zur Bestimmung von Ozu dienen hatte. Nimmt man (), das von 
h (und a) abhangt, in der Form 

0= IX + ~h + rh2 + ... 
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an, so gibt die Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von h 

zu beiden Seiten der GIeichung: a = n ~ f; 
2 f(n + 2) ( ) 

f3f(n+l)(a) + -~ f(n+2)(a) = a, woraU8 
2 (n + 1) (n + 2) , 

11 (n + 2) (a) 

f3 = 2(n + 1)~ (n + 2) -?n+ 1) (a) ; 

s (10+3)( ) 
rf(n+ 1) (a) + af3f{n+2)(a) + ~ f(1O+3)(a) = a 

6 ~+D~+~~+~' 
n (5n + 7) (n+ 1) (a) (11+3) (a) _ 3n (n + 3) (r(n+ 2) Ca)} 2 

woraus r = 6(n+ 1)8(» + 2) (n+ 3) U(n+I)(a)} ' 

Hiernaeh ergibt sich fiir das 0 des Mittelwertsatzes 38, d. i. 

fCa + h) = f(a) + f'(a + Oh)h, 

da hier n = 1 ist, der Naherungswert 

1 ("f(a) h f" (a) (IV (a) - {f'" (a)}' h S 

8=2+("(a)24+ {rCa)}' 48' 

also beispielsweise fur fCx) = sinx, a = ~ : 

o = ~ + _h _ _ h!. 
2 24 va 36 

93. Die Maclaurinsche Formel. Wenn das Intervall (a, fJ), in 
welehem die Funktion f(x) die fUr die Taylorsehe Formel (6) zureichen
den Bedingungen erfiillt, auch den Wert x = 0 einschlieBt, so kann auch 
dieser zum Ausgangspunkte der Entwicklung gemacht werden; h als 
Variable betrachtet ist dann durch das Intervall (a, fJ) beschrankt nnd 
soll mit x bezeichnet werden. Mit diesen Veranderungen [x = 0 gesetzt 
llnd x fiir h geschrieben] nimmt die Formel (6) die Gestalt an: 

f(x) = f(O) + ('CO) x+ (,,(OL x2 + ... + (Hl)(O) x1l - I + R (12) 
1 1·2 1.2·.·(n-1) n' 

wahrend gleichzeitig aUB (7) und (8) 

fen) (Ox) n R =--~-x 
'" 1·2 .. ·n 

R = {(,,) CO x) (1 _ o)n-Ix" 
n 1.2 ... (n -1) 

(13) 

(14) 

folgt. Die GIeiehung (12) in Verbindung mit einer oder der andern der 
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beiden letzten Gleichungen bezeichnet man als Maclaurinsche Formel. Ihr 
analytischerlnhalt stimmt im Wesen mit jenem der Taylorschen iiberein. 

Die Bedingungen des Ansatzes (12) flieBen unmittelbar aus (91, 1.) 
und lauten dahin, daB 0 und x in jenem Intervall (a, f3) gelegen sein 
miissen, in welchem (x) endlich bleibt und vollstandige bestimmte Diffe
rentialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich besitzt. 

94. Die Maclaurinsche Reihe. Wenn die Funktion f(x) in dem 
Intervall (0, x) endlich ist und daselbst vollstandige bestimmte Differen
tialquotienten aller Ordnungen besitzt, und wenn iiberdies das Restglied 
Rn mit wachsendem n der Grenze Null sich nahert, so gilt der Ansatz: 

(x) = ((0) + L;O) x + f:'.(~) x2 + .. " (15) 

welch en man als Maclaurinsche Reihe bezeichnet. 
1m Hinblick auf die 89 festgestellte Tatsache kann der Satz ausge

sprochen werden: Wenn eine Fttnktion f(x) in eine nach x fortschreitende 
Potenz·reihe entwickelbar ist, so ist sie es nur auf eine Art und diese Ent
wicklung ist die Maclaurinsche. 

Dem Wesen nach losen die Taylorsche und die Maclaurinsche 
Reihe die namliche Aufgabe 1): die Entwicklung einer Funktion in eine 
Potenzreihe; die erstere leistet dies an einer beliebigen Stelle des Inter
valls (a, 13), die letztere nimmt die Null zum Ausgangspunkte. 

In den folgenden Artikeln werden wir uns mit der Entwicklung 
einiger elementaren Funktionen in Potenzreihen nach der Varia bien x 
befassen und in dies en Reihen zuniichst ein Hilfsmittel erhalten, die Werte 
dieser Funktionen fur jeden zuliissigen Wert del' Varia bIen mit jedem 
gewiinschten Grade del' Genauigkeit zu berechnen. In diesen Reihenent
wicklungen ist eine bedeutsame Erweiterung der Funktionslehre zu er
blicken, indem sie gestatten, auch die Berechnung der transzendenten 
Funktionen, die bisher nur formal definiert worden waren, auf die arith
metischen Operationen zurUckzufiihren. 

95. Exponentialreihen. Die natiirliche Potenz eX ist eine Funk
tion, deren n-ter Differentialquotient fiir jedes n = 1, 2, ... ihr selbst 

1) Die nachmals zu einem Fundamentalsatz der Differentialrechnung gewor
dene Taylorsche Reihe findet sich zum erstenmal in Brook Taylor's .Methodus 
incrementorum directa et inversa, London 1715. Der Fall IX = ° ist zuerst von 
Colin Maclaurin in dem Werke Treatise of fluxions, Edinburgh 1742 benutzt 
und spater nach ihmbenannt worden. 
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gleichkommt (4:1,3.), mit ihr zugleich stetig bleibt fur jeden endlichen 
Wert von x, und fur x = 0 den Wert 1 annimmt. Da ferner das Restglied 

(16) 

bei jedem endlichen Werte von x mit wachsendem n gegen Null kon
vergiert (92), 80 gilt fur jedes x der Ansatz: 

a; a;2 
ez=1+--L~+ ... 

1 ' 1· 2 • (17) 

Aus der in 30 begrundeten Darstellung der Zahl e durch einen Grenz-
1 

wert, namlich: lim (1 + E f = e, 
.=0 

ergibt sich auch eine Darstellung von If" als Grenzwert. Erhebt man nam
lich zur Potenz x und fiihrt links die Potenzierung unter dem Limes
zeichen aus, was wegen der Stetigkeit der Potenz statthaft ist, so ent-

steht zunachst lim (1 + c)& = If" 
.=0 

und setzt man.!!... = ID, so wird lim ID = 00, daher 
E 

l~ ( 1 + : r = If". (17*) 

Auf dieser Formel beruht eine eigenartige Ausgestaltung der Zinses

zinsrechnung. Der Ausdl1lck (1 + :) W bedeutet namlich den Endwert 

einer zum ZinsfuB x auf ein Jahr angelegten Gelooinheit, wenn der Zins 
in ID gleichen Terminen berechnet und zum Kapital geschlagen wird, urn 
von da ab mit verzinst zu werden. Der Grenzwert bei lim ID = co fiihrt 
auf die sogenannte kontinuierliche Verzinsung, bei der die zuwachsenden 
Zinsen unmittelbar wieder verzinst werden. Bei 4 % hat man 

lim (1 + 0,04)"'= eO,4. = 1040811 
00='" CD " 

d. h. ein mit 4% kontinuierlich verzinstes Kapital wachst in einam Jahre 
80 an, als ob as in der gewohnlichen Weise (d. h. bei ganzjahriger Kapi
talisiel1lng der Zinsen) zu 4,0811 % angelegt ware. 

Setzt man in (17) X ~ 1, so ergibt sich eine unendliche Reihe zur 
Berechnung der Zahl e selbst (30), namlich 

1 1 
e = 1 + T + 1-2 + . . .. (18) 
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Aus dieser Darstellung von e liiBt sich die Stellung dieser Zahl im 
Bereiche der reellen Zahlen naher kennzeichnen. Zunachst ist e keine 
rationale Zahl; bricht man namlich bei dem en + I)-ten Glied ab, so ist 

der Rest r = 1 + 1 + ... 
71 1.2 ... (n + 1) 1·2· ., (n + 2) 

1 (1 1 ) 
=1 . 2 ... n n +1 + (n + 1) (n + 2) + ... 

1 (1 1 ) 1 < ~~ n+ 1 + (n+l)' + ... = 1·2···n·n' 

8 also jedenfalls 
r" = 1.2 ... n. n ' (0 < () < 1) 

ware nun e = E ein irreduzibler rationaler Bruch, so folgte aus 
q 

: = 1 + ~ + 1~2 + ... + 1. 21 ... q + 1. 2 . ~. q . q 

die weitere Gleichung 
~_1 __ ~ __ 1 __ ... _ 1 _ 8 
q 1 1·2 1·2"'q - ~~q' 

deren linke Seite sich nach Multiplikation mit 1 . 2 ... q in eine ganze 
Zahl verwandelt, wahrend die in gleicher Weise abgeanderte rechte Seite 

! weder Null, noch eine ganze Zahl sein kaun. Dieser Widerspruch be
q 

zeugt die Unzulassigkeit del' Annahme e = ; . Es gehOrt also e zu den 

irrationalen Zahlen, njm~t aber auch unter diesen eine besondere Stellung 
ein. Oh. Hermite hat nlimlich den Nachweis gefiihrt, daB es keine alge
braische Gleichung irgend welchen Grades mit rationalen (also, wie man 
immer annehmen kann, ganzen) Koeffizienten gibt, welche durch die Zahl e 
befriedigt wird 1); man nennt Zahlen dieser Eigenschaft transsendfmJe 

1) Friiher schon hatte Liouville den Beweis hierfiir in bezug auf eine qna
dratische Gleichung gefiihrt wie folgt: gabe es gauze Zahlen a, fl, r, fiir die 

ae'+pe+r=O, also auch ae+re-1+fJ=O 
ist, so hi1tte man nach Einsetzung der fiir e und e- 1 aUB (17) und (16) gebildeten 

Werte: ( 1 1 + 1 + el) ) 
.<l 1 + T + t:2 + ... 1.2 ... (n -1) 1.2· .. n 

+r (1_~+~1~ _ ... + (_1)"-1 __ + (-1)"e~I)') +~-O' 
1 1·2 1·2·· . (n -1) 1·2· .. n - , 

6, e' bedenten positive echte Bruche. Multipliziert man diese GJeichnng mit 
c z u be r, V orleBungen. I. 4,. Auf!. 14 
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Zahlen, zum Unterschiede von den algebraischen Zahlen, denen die eben 
der Zahl e abgesprochene Eigenschaft zukommt. 

Bringt man in der Gleichung (17) xla an die Stelle von x, unter a 
eine positive Zahl verstanden, so ergibt sich wegen (f"la = aX die Ent· 
wicklung fur die allgemeine Exponentialfunktion: 

aX = 1 + xla + (xla)! + .. 0 (19) 
1 1·2 ' 

welche ebenfalls ffir jeden Wert von x Geltung hat. Aus dies em Ansatze 

folgt 
aX - 1 x (Ia)! x! (la)8 -- = la + --+ -- + .. 00 

x 1·2 1·2·3 ' 

vermoge der Stetigkeit konvergiert die rechtsstehende Potenzreilie bei 
lim x = 0 gegen den Grenzwert la, somit ist 

aX 1 
lim -=- = lao 
",=0 x ' 

aus dieser Formel folgt mit der Substitution x = ~-: z 
lim z(Va -1) = lao 

(20) 

(21) 

Mit den Formeln (20) und (21) sind zwei wichtige, ofter gebrauchte 
Grenzwerte bestimmt. 

96. Trigonometrische Reihen. Die Funktionen sinx und cos x 
sind ebenso wie ihre n-ten Differentialquotienten 

sin (x + n ;), cos (x + n -i) 
(4:1, (7), (8») auf dem ganzen Gebiete der reellen Zahlen stetige Funktionen, 
deren Werte in dem Intervalle (-1, + 1) liegen; infolgedessen lassen sie 
sich (92) in bestandig konvergente Potenzreihen entwickeln. 

sin (x + n ;) geht ffir x = 0 in sin n; fiber, und dies ist nur 

dreier verschiedenen Werte fahig, namlich: 

1·2·· . (n - 1), so ni=t sie im wesentlichen die Gestalt 

tXeO + (-1tr e- O' 
n =/L 

an, wobei /L eine ganze Zahl darstellt; tX kann immer als positiv vorausgesetzt u~d 
n so gewiililt werden, daB auch (-1)" "I positiv und die linke Seite ein belieblg 
kleiner positiver echter Brt,ch ist. Hierin liegt ein Widerspruch, der seinen Grund 
in der Annahme hat, e8 konnte tXe' + ~e + r = 0 sein. 



infolgedessen ist 
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fur n = 2p . t· 7C 0 IS smn 2" = , 

4 1 . 7C 1 " n = q + "sm n 2" = + , 
4 3 . 7C 1 " n = q + "sm n 2- = - ; 

. x X S x 5 
smx = -- - --- + -~-- - ... 

1 1·2·3 1·2·3·4·5 . 
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(22) 

Die Reihe ist fiir positive wie fiir negative Werte von x alternierend, 
daher (76) 

I sinx I < I x I , I sinx I > I x - ~s I, I sinx I < I x - ~s + i~: I, ... 
Bricht man sie bei dem Gliede 

2p-1 
( 1\,,-1 X 
-.r 1.2 ... (2p-1) 

ab, so kann dem Restgliede die Form 

Bin [OX + (2p + 1) ~J 
R = ---'~-- 2 X2p+1 = (_ 1)P cosOx X2p+1 

2p+1 1.2 .•. (2p+1) 1·2···(2p+1) 

gegeben werden, weil sin (Ct + 2p + 1 ;) = (- 1)p COSCt. 

cos (x + n ;) geht fur x = 0 in cosn; iiber und dies ist wieder 

dreier verschiedenen Wede fiihig, indem 

fiir n = 2p + 1 

" n = 4q 

7C 
cos n2" = 0 

cosn~ = + 1 
2 

" n = 4q + 2 cos n ~ = - 1 
2 

ist; demnach gilt flir jedes x der Ansatz: 
X2 X4 

cos X = 1 - t:2 + 1 . 2 . 3 . 4 

Diese stets alternierende Reihe zeigt, daB 

(23) 

I x21 I X! x4
/ I cos x I < 1, I cos x I > 1 - 2" ' I cos x I < 1 - 2" + 24 ' ••• ; 

b .. x2p 
lelbt man bel dem Gliede (- l)P ~ 

1·2.· . (2p) 

stehen, so kann das Restglied in der Form 
14* 
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R = COB [Ox +(p + 1)%] X2p+2 = (-l\P+1 _~(J_x_~ X 2p + 2 
2pH 1.2 ... (2p+2) F 1.2 .•. (2p+2) 

geschrie ben werden, weil cos (IX + ,,%) = (- 1)" cos IX. 
97. Logarithmische Reihen. Die Funktion 1x selbst ist in eine 

nach x fortsehreitende Potenzreihe nicht entwickelbar, weil sie fur x = 0 
unstetig wird. Wir legen uns daher die Funktion {(x) = 1 (1 + x) vor, 
welche fur aIle - 1 uberschreitenden Werte von x stetig bleibt Wle 

aueh ihr n-ter Differentialquotient, der sieh aus 4:1, (4) ergibt: 

{("l(x) = (- 1)"- ~11+2;)~. (n -_1) . 

Da reO) = 0 und {(1Il(O) = (_1)n-1 1 ·2·· . (n - 1), so hat man 

X x! x 8 
l (1 + x) = - - - + -- - ... 

1 2 3 (24) 
n-l 

fur aIle Werte von x, fiir welehe das Restglied der bei (- 1)" - 2 ~---
n-l 

abgebrochenen Reihe, d. i. 
(_1),,-1 x" (-1)"-1(1-0t-1x,, 

R = oder 
" n (1 + Ox)" (1 + Ox)," 

je nachdem man sich an die Form (13) oder (14) in 93 halt, mit wach
sendem n gegen Null konvergiert. 

Das Konvergenzintervall der Reihe (24) ist aus 84 bekannt; es ist 
durch - 1 und + 1 begrenzt und an seiner oberen Grenze undet noch 
bedingte Konvergenz statt; nur auf dieses Intervall braucht also die Unter· 
suchung des Restgliedes erstreckt zu werden. Fur 0 < X <1 zeigt die 

erste Form (_ 1)n-1 ~ ( x )n 
n 1 + Ox ' 

in welcher -1 +xO sicher ein echter Bruch istl), daB lim Rn == O. Bei 
x ,,=+,., 

negativem x, sobald dessen absoluter Wert 1 ~ 0 uberschl'eitet, versagt 

die Formel. Schreibt man dann die zweite Formel, - I x I fur x setzend, 
in del' Gestalt ___ 1_ (I x I - 0 I x !)n 

1-0 1-01xl ' 

so zeigt sich, da fiir I x I < 1 del' eingeklammerte Bruch wieder echt ist, 
daB auch jetzt lim Rn = O. 

n= +00 

1) Denn 0 kann weder 0 noch 1 sein. 
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Die Gleichung (24) besteht also zurecht, solange 

-1<x<+1 

213 

und gibt auch an der oberen Grenze den entspl'echenden 'Wert del' Funk-

tion (86), namlich l2 = ~ _ ~ + ~ _ ... 
1 2 3 . 

Fiir positive x ist die Reihe in (24) alternierend und hat ffir negative 
Werle durchwegs negative Glieder; vermoge ihtes Geltungsbereiches lii.Bt 
sie nur die Bel'echnung del' natiirlichen Logarithmen ailer Zahlen aus 
dem Intervail (0, 2) zu. Ans diesem Grunde und wegen ihrer schwachen 
Konvergenz ist sie zur wirklichen Ausrechnung einer Tafel del' natiir
lichen Logarithmen nicht recht geeignet. 

Urn zu einer Reihe zu gelangen, welche die Berechnung der Loga
rithmen ailel' Zahlen gestattet, verbinde man die beiden Gleichungel1 

x x! [£2 

1 (1 + x) = T - 2 + 3' - ... 

X x' x 3 
l (1 - x) = -1- 2" -"3 -'" 

durch Subtraktionj dadurch entsteht (71,2.): 

1 +x [X X· x5 ] l-=2 --+-+-+ ... 1-x 1 3 I) , 

uud hier bun ~ ~ bei 0 < x < 1 jede noch so gro.Be die Einheit iiber

treft"ende Zahl, bei - 1 < x < 0 jeden positiven echten Bruch vorstellen. 
Setzt man 

(a> 0), 

so wird x = ') z+ und die letzte Gleichung gibt .a z 

l(a+z)=la+2[9 ~ .a Z 
(25) 

, 
insbesondere fiir z = 1 

(26) 

Formel (25) gestattet, mit Hilfe von la den Logarithmus jeder an
deren Zahl zu berechnenj (26) ist geeignet, die natiirlichen Logarithmen 
del' aufeinanderfolgenden natitrlichen Zahlen zu bestimmen; insbesondere 
gibt sie fUr 

a=l 12 = 2 (-~- -+- -3 '~3-S + ~3·-. + ... ), 
0) • o· 
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eine Reihe, die viel rascher konvergiert als die oben fur 12 angegebene 
alternierende Reihe. Bei wirklicher Ausrechnung einer Logarithmentafel 
wurde man selbstverstandlich nur die Logarithmen der Primzahlen direkt 
bestimmen und.aus ihnen durch Addition die Logarithmen der zusammen
gesetzten Zahlen ableiten. 

Um aus den natiirlichen Logarithmen die gemeinen zu gewinnen, 

bedarf es der Multiplikation der ersteren mit dem Modul M = l ~o (30). 

Fur llO ergibt sich auf folgende Weise eine Bestimmung durch unend
Hehe Reihen. Setzt man in (25) 

a = 210 = 1024, s = - 24, 

so ergibt sich mit Riicksicht auf die fiir l2 soeben gefundene Reihe die 

Gleichung 20 ( 1 1 1 ) 
l10 = 3- "3 + 3·3" + 5.35 +. . . I 20 2 

2 ( 3 1 ( 3)3 1 ( 3 )U ) J = -3 A -""3 B, -"3 253 +"3 253 + 5" 253 + ... 
in welcher die zweite Reihe so rasch konvergiert, daB verhaltnismaBig 
nur sehr wenige Glieder zur Erzielung einer vorgegebenen Annaherung 
erforderlich sind. Bei einer auf 6 Dezimalen angelegten Rechnung hat man: 

1 
3 

1 
3·3" 

1 
5.35 

1 
7.3 7 

1 
9.39 

= 0,333333 333 

== 0,012345679 

= 0,000823045 

= 0,000065321 

= 0,000005 645 

1 ll-:ali = 0,000000513 

-.-~--- = 0000000048 13.318 , 

1 
15-: 31"5 = 0,000000004 

A = 0,346573588 
2; A = 2,310490586 

3 
253 

= 0,011 857707 

f (2:3)'= 0,000000555 

B = 0,011858262 

: B = 0,007 905508 
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Da .A urn weniger als 8 Einheiten der neunten Stelle zu klein 1), so ist 

~o .A um weniger als 54 Einheiten der neunten Stelle zu klein; B ist 

urn weniger als 2 Einheiten der neunten Stelle zu klein, daher auch 
2 20 2 

"3 B; folglich ist 3 .A - 3" B = 2,302585078 

dem strengen Betrage gegeniiber um weniger als 52 Einheiten der niedrig;. 
sten Stelle zu klein, der strenge ·Wert kann also nicht gro.6er sein als 

2,302585130, 
aber auch nicht kleiner als die erstgefundene Zahl, so daB mit Sicherheit 

l10 = 2,302585... und M = 0,434294... (vgl. 30). 

98. Die Binomialreihe. Schlie.6t man in der Funktion 

F(z) = (a + z)m 
den Fall, daS m eine positive ganze Zahl sei, aus und setzt a sowohl als 
a + z positiv voraus, so hat F(z) bei jedem mauch einen positiven 
reellen Wert und dieser lii..6t sich als Produkt der reellen Faktoren 

darstellen, wovon nur der zweite verii.nderlich ist.Wird : = x gesetzt, so 
handelt es sich also urn die Entwicklung von 

rex) = (1 + x)m. 
Laut 4:1, (2) ist 

daher 

r(n)(x) = m(m - 1) ... em - n + 1)(1 + x)m-n, 
rcO) = 1, f(n)(o) = m(m -1) ... (m - n + 1); 

hiermit liefert die Maclaurinsche Reihe die Entwicklung 

(1 + )m = 1 + ~ + m (m -1) 2 + m em -1) (m - 2) s + ... 
X 1 X 1.2 X 1.2.3 X , (27) 

welche man als Binomialreihe oder binomische Reihe bezeichnet. Fiir ihre 
Koeffizienten, die Binomialkoeffizienten, sind verschiedene Abkiirzungen 

im Gebrauch, so m17 m2 , ms ... oder (7), (~), (~), ... u. a. Es er

iihrigt noch, den Geltungsbertlich dieses Ansatzes festzustellen. 
Zunachst ist das Konvergenzintervall der Reihe zu bestimmen; schreibt 

man sie in der allgemeinen Form ao + a1 x + all x2 + .. " so ist 

1) AlB Summe von 8 bei der nel}.nten Stelle abgebrochenen Dezimalbriichen. 
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m (m-1),· -(m- n+ 1)m (m-1)" - (m- n) a = m = a = m = ---''-c--c:---'--c-
n" 1-2 .. -n ,,,+1 ,,+1 1-2' .. (n+1) ' 

infolgedessen lim I~-I = lim i~~1 = 1 
n=+ OOl a,,+1 ,,=+oolm-n I 

daher (- 1, + 1) das Konvergenzintervall (84). Auf dieses kann sich die 
Untersuchung des Restgliedes beschranken, von dem hier die beiden Formen: 

R = m(m-_!.L __ -(m-n+1) (1'+ (Jx)m-"x" 
" 1- 2 - - - n 

R = ~ (m -1L.J~=n + 1) (1 _ (J)"-l (1 + (Jx)m-" xn " 1,2 ---(n -1) 

zur Verwendung kommen werden. 
1. 1st 1 x I < 1, so zerJege man das Restglied in seiner zweiten Form 

in die Faktoren 
m(m - 1) - - - (m - n + 1) 

P = x"· " 1-2-.-(n-1) , 

der erste hii.ngt von n nicht ab und hat einen endlichen Wert; der zweite 
konvergiert gegen die Grenze Null, weil, gleichgiiltig, ob x positiv oder 

negativ, 11+: IX ein echter Bruch ist; es _bleibt also noch zu untersuchen, 

wie sich der Faktor p" bei bestandig wachsendem n verhiilt. Erhoht man 
in diesem Faktor n urn eine Einheit, so wird 

m-n 
Pn+1 = -n- XP", 

I - Pn+l m-n a so 1st -- = --x; 
p" n 

mit wachsendem n nahert sich die rechte Seite der Grenze - x; folglich 
muS sich zu einer positiven Zahl q, welche der Bedingung I x 1 < q < 1 

genngt, ein Zeigerwert 11 bestimmen lassen derart, daBi P;: 1 I < q, SO'r 

lange n > 'II; infolgedessen ist also 

I Pv+1 1 < : p" 1 q 
1 1<1 I <I I' 2 P,'H 1 : P,'+1 I q Pv q 
I P v+3 1< 1 Pv+2 1 q < I p" I qS, 

die Reihe 

daher konvergent, weil eine fallende geometrische Reihe als ihre Majo
rante nachgewiesen ist; daraus folgt 

lim p" = o. 
71= +"" 
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Daher ist auch lim R" = 0 und del' Ansatz (27) bei jedem In gultig, 
n=+oo 

solange I x I < 1. 
II. Fur x = + 1 zerlege man das Restglied in seiner ersten Form 

in die Faktoren 
(1 + o)m _1_ II = (_ 1)n. - 1n. - m + 1 ... - m + n - 1 . 

, (1 + 0)" '." 1 2 n' 

der erste hangt von n nicht ab und hat einen endlichen Wert; del' zweite 
konvergiert mit wachsendem n gegen die Grenze Null; del' dritte ver
wandelt sieh, von dem das V orzeiehen bestimmenden Faktor (- 1)n ab
gesehen, fur lim n = + 00 in das unendliche Produkt 

(1 - m t 1 ) (1 _ m t 1 ) (1 _ m t 1) .. " 

das (79,2.) gegen die Grenze Null divergiert, wenn 

m + 1 > 0, also m > - 1 (28) 
ist, wahrend es gegen die Grenze + 00 divergieren wurde, sobald m + 1 
negativ ware; nur ,in dem ersten Falle ist 

lim R" = 0 
n=+oo 

und die Reihe 1 + .m + m (m -1) + 11I .. \1n -1) (m - 2) + ... 
1 1·2 1·2·3 

(29) 

nieht allein als konvergent, sondern auch 2m als ihr Grenzwert erwiesen. 
III. Fur x = - 1 zerfiillt das Restglied in seiner zweiten Form in 

die Faktoren 
m (1 - o)m-l, II' = (_1)n-l-=m+ . .!.. -=--m+2 '" -m+n-.!. 

10-1 1 2 n - 1 ' 

der erste hat einen endlichen Wert, der zweite geht, yom V orzeiehen ab
gesehen, f'rlr lim n = + 00 in das unendliehe Produkt 

(1 - 7) (1- ~)(1 - :;) ... 
fiber, das gegen die Grenze Null divergiert, wenn 

m>O, (30). 
hingegen + 00 wird, wenn m negativ ist; nU1' in dem ersten Falle ist 

lim R" = 0 
n=+oo 

und die Reihe 1 _ !.!!.. m (m - 1) _ m (m - 1) (m - 2) + ... 
1 + 1·2 1·2·3 

(31) 

nicht allein als konvergent, sondern aueh 0 als ihr Grenzwert erwiesen. 
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Das Gesamtergebnis der Untersuchung liiBt sich in folgendem zu
sammenfassen: Die Binomialreihe 

1+~x+m(m-l)X!+ ... 
1 1·2 

is{ fur I x I < 1 bei jedem m konvergent und (1 + x)m ihr Grenswert; (iir 
x = 1 konvergiert sie nur, wenn m dem Intervall' (- 1, + (0) angehart, 
und 2m ist dann ihr Grenswert; fur x = - 1 konvergiert sie nur, wenn m 
dem Intervall (0, + (0) entnommen is{ und hat den Grenswert 0. 

Von der Binornialreihe wird im praktischen Rechnen namentlich bei 
der Ausziehung von Wurzeln Gebrauch gernacht. Um iIA zu berechnen, 
bestimme man die der Zahl A zuniichstliegende p-te Potenz aP, so daB 

(a + l)P - a P - 1 
A = aP + a oder (a + l)p - a und a ~ 2 ; dann ist 

~IA = a VI + _ex. V.L:l. - aP 

=a[1 ~~- p-l (~)! (P-l)(2P-l)(~)3_ .. . J. + p aP 1.2 p 2 aP ± 1·2·Sp8 aP , 

je kleiner "p, um so rascher konvergiert die Reihe. Um die Konvergenz 
a 

zu verstarken, kann man y A in ~ ykP A urn gestalten und dann die Ent
p---

wicklung an lkP A vornehmen. 

Fitr )12 ergibt sich aus (29), wenn man m = ~ setzt, unmittelbar 

die Reihe '12 = 1 + ~ _ ...!.- + ~ _ ... 
V.<J 2 2.4 2.4.6 ' 

welche jedoch wegen ihrer langsamen Konvergenz zur wirklichen Aus
rechnung nicht gut geeignet iet; hingegen komrnt man durch folgende 
U mformung rascher zum Ziele: 

,/- 1 - 1 ,;--2 - 7 ( 1 1 1 1 1· 3 1 ) 
,,2 = '5 Y50 = '5 ,,7 + 1 = 5' 1 + "2 • 49 - N 41i"! + ~~ 49S - ... ; 

die Ausfiihrung gestaltet sich so: 

1 = 1,000000000 
1 1 
--. - = 0010204080 
2 49 ' 

1·3 1 
2:4--:(3 498 = 0,000000531 

1,010204611 

2\ 4~= 0,000052061 

1· 3·5 1 
2.4.6. 8 49' = 0,000000006 

0,000052067 
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Die Differenz der beiden Summen mit ~ multipliziert gibt die Zahl 

1,414213556, deren letzte Stelle um weniger als zwei Einheiten zu klein 
ist, so daB y'2 notwendig zwischen 1,414213556 und 1,414213558 liegt; 
auf acht Stellen abge7ciirzt ist also 

y'2 = 1,41421356. 

99. Zyklometrische Reihen. 1. Die Funktion 

{(x) = arc tg x 
und ihr n-ter Differentialquotient (4:1, 10.) 

{("l(x) = (-1) .. -1 1 . 2 ... (n -1) (_1 ___ 1_) 
2 i (x - ~)n (x + il' 

sind auf dem ganzen Gebiete der reellen Zahlen stetig und insbesondere 

ist (33, 3.) ((0) = 0, {(n)(o) = (_1),,-1 \2i · .. (n -1) (C-\)" - ~~) , 
daher «2p)(0) = 0, 

[<4q+1l(0) = 1 . 2 .~/4.q). / = 1. 2 ... (4q) 

[<4 Q+S)(0) = 1·2 ... ~!q+2). ~ = -1. 2 ... (4q + 2). 

Setzt man die aus dies en allgemeinen Formeln fur f' (0), f' (0), ... 
sichergebenden Werte in die Maclaurinsche Reihe ein, so ergibt sich: 

x x 3 x 6 

arc tg x = -1- - 3 + 5' - ... , (32) 

vorbehaltlich der erst zu erweisenden Konvergenz des Restgliedes gegen 
die Grenze Null. Dieses Restglied hat zufolge 93, 13. den allgemeinen 
Ausdruck: (_1),,-1 x" (1 1) 

Rn = 2ni (Ox ~ ~)" - (Ox -tiyo ; 
trennt man in CO x 1 i)" das Reelle von dem Imaginaren, so sei 

(fl x 1 ~)ii = U + vi, dann ist notwendig 

1. (_1),,-1 x .. 
---.- = U - Vt und hiermit R" = n v; 
(Ox + f)n 

der gemeinsame absolute Wert von Ox - i und Ox + i ist Iy'02 X2 + 11, 
daher der gemeinsame absolute Wert von u + vi und u - vi einerseits 

gleich \ 1 andererseits gleich ,y' u2 + v2 1, woraus folgt, daB 
(votx'+ 1\)'" 
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[ V [ < (lVIPX~ + 1 I)" und [Enl < ~ (IVo2X~~ 11)". 
1st nun Xli < 1, so ist der Brueh (j'X~~ 1 echt und es konvergiert die 

I 

reehtsstehende GroBe mit bestandig waehsendem n gegen den Grenzwerl 
Null; daher ist dann auch lim En = O. 

n=+"" 
Fiir Xli> 1 ist die Untersuchung iiberflussig, weil dann die Reihe in (32) 
aufhort konvergent zu sein. 

Der Bereich, auf welchem der Ansatz (32) Geltung hat, ist also durch 

-l<x<+l ~~ 
gekennzeiehnet. 

Fur X = 1 ergibt sich die Leibniz zugeschriebene Reihe l ) 

nIl 1 
~~=---+~~-- ... 
4, 1 3 5 ' 

(34) 

welche jedoch zur wirklichen Berechnung eines genaueren Naherungs
wertes von '1t wegen ihrer auBerordentlich langsamen Konvergenz nicht 
geeignet ist. Fiir dies en Zweck empfiehlt sich das folgende von John 
Machin angegebene Verfahren.2) Es sei a ein Bogen, dessen Tangens 
ein kleiner rationaler echter Bruch a ist; dann ergeben sieh fur 

tg2a, tg3a, ... , tgna 
nach bekannten trigonometrisehen Formeln ebenfalls rationale Bruehe; 
man schreite in der Bildung derselben so weit vor, bis man der Einheit 
von der einen oder anderen Seite mogliehst nahe kommt; es sei beispiels-

weise tgna = b> 1, 

to'na-tg~ 
tg (na _ :) =" 4 

1 + tgna .tg_':. 
4 

ebenfalls eine rationale Zahl und 

dann ist na > : 1 

b-1 =---=c 
1+b 

1) 1673 gefunden und in den Acta eruditoruln fiir 1682 veroffentlicht. Vor 
ihm schon (1671) hatte sie wie auch die Reihe (32) J. Gregory aufgestellt. 

2) 1706 in Jones Synopsis palmarim'um matheseos mit einem auf 100 Dezi· 
malen berechneten Naherungswert von n mitgeteilt; der Buchstabe n findet hier 
zum erstenmal Anwendung in dies em Sinne; allgemeinen Eingang verschaffte ihm 
erst Euler. Die Berechnung von n ist spater (1853) von William Shanks bis 
zu 707 Dezimalen gefilhrt worden. Mit 18 Stell en geschrieben lautet n wie folgt: 

3,141592653589793238. 
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" 4" = nIX - arc tg c = narc tg a - arc tg c , 

d. h. auf Grund von (32) 

: = n (~ _ ;~ + ~5 _ ••• ) _ (~ _ ~3 + ~ _ .. -) . 

Mit a = ~ erhalt man 

2 

t 2 5 5 g IX = --1 = 12' 
1-52 

5 
6 120 

tg4ot= --(5)2 = 119 = b > 1, 
1--

12 

120 
~--1 

( - ") 119 1 tg 40t -4" = ----w = 239' 
1+---119 

221 

: = 4 ( {- - 3 ~ 53 + 5.156 - •• -) - (2~9 - 3 • ~39 3 + 5 .-}w - ... ) ; 
die erste Reihe kann mittels folgender Bernerkung durch rascher kon
vergierende Reihen ersetzt werden; aUB 

t ' 1 got = 10 
1 

folgt 

tg2cx' = --~- = 20> a 
1 99 ' 

daher ist 
1- 102 

20 1 

t CO) '_ ) _ 99 5 g .., ot oc - 20 1 

1+ 99 '"5 

1 
515 

ot = 2 IX' - arc to" ~- '"" 2 arc tg -!- - are tg _1_ 
~ 515 10 515' 

so daE also 

~ = 8 (~ __ 1~ + _~ __ ... ) 
4 10 3 . 10 3 5 . 10 5 

( 1 1 1 ) 
- 4 5i5 - s.-515 8 + 5. 515· - ... 

( 1 1 1 ) 
239 - 3 .239· + ~239 5 - ••• 

=8A-4B-C. 
Diese Formel gibt schon bei geringer Rechnung eine zureichende Be
stimmung fiir x, wie die folgende Zusammenstellung zeigt: 
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1 
10 = 0,100000000 1 0,001941747 

515 

1 1 
() . 16s = 0,000002000 - S:-51{) s = - 0,000000002 

- 3. ~os = - 0,000333333 B = 0,001941745 
1 

1 
- -- = - 0000000014 7 . 10 7 , 

239 
0,004184100 

1 
A = 0,099668653 - ---- = - 0000000024 3.239 s , 

C = 0,004184076 
8A - 4B - C = 0,785398168. 

A ist um weniger als 2 Einheiten der niedrigsten Stelle zu groB, B und 
ebenso Cum weniger als eine Einheit zu groB oder zu klein; daher 8A 
- 4B - C um weniger als 21 Einheiten und das 4 fache davon um we
niger als 84 Einheiten zu groB, so daB 1t zwischen 3,141592672 und 
... 588 liegt; die ersten sechs Stell en sind also gesichert und man hat 
mit diesem Grade der Genauigkeit 

1t = 3,141592. 

Der Beweis, daB die Zahl % ebenso wie die Zahl e eine transzendellte 
Zahl ist (95), gelang erst in jungster Zeit (Lindemann).1) Damit war 
auch dargetan, daB die Aufgabe der Verwandlung eines Kreises in ein 
gleich groBes Quadrat, die Quadratur des Zirkels, mit Lineal und Zirkel 
nicht gelOst werden kann. 

2. Zur Entwicklung der Funktion 

(x) = arc sin x 
bedienen wir uns eines Verfahrens, von dem in fruherer Zeit bei der Po
tenzreihenentwicklung vorgelegter Funktionen hauptsachlich Gebrauch 
gemacht wurde, ehe noch die Methode der unbestimmten Koeffizienten, 
auf der es beruht, streng begrundet war. 

Wenn eine Entwicklung existiert, so hat sie die Form 

arc sin x = a1x + a2x2 + asxs + .. " 
weil arc sin 0 = 0 ist (33, 1.), und weiter gilt (88): 

1 J!1=a = 1al + 2a2 x + 3asx 2 + ... ; 
1-x! 

1) Mathematische Annalen, 20. Bd. (1882). Vereinfachte Beweise findet man 
in Bd. 43 (1893) derselben Zeitschrift. -
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beide Reihen haben denselben Konvergenzbereich; andererseits ist auf 
Grund von 98 fur x2 < 1: 

1 1 1 2 1·3 4, 1·3·5 6 
VI x'= +2 x +2:4;x +2.4.6 x +"'; 

die heiden letzten Gleichungen hahen zur notwendigen Folge (89): 

aln = 0, (n = 1,2, ... ); 
1 5 1 ·3 (2 1) 1·3 ... (2n - 1) 

1a1 = 1, 3al! = 2' a5 = 2.4' ... n + a!n+1 = :! .4 ... (2n) , 

woraus 
1 1 1 1 ·3 1 1·3 ... (2n - 1) 1 

a1=T' aa= 2' 3' a5 = 2.4' 5'''' ah +1 = 2.4 ... (2n) 2n+l' 

Durch Einsetzung dieser Werte in die supponierte Reihe ergibt sich die 
·verlangte Entwicklung: 

. x 1 x 3 1·3 x 5 

arc sm x = T + 2 . 3' + 2.4 5' + .. " (35) 

welche gleichfalls Geltung hat, solange - 1 < x < + 1; sie gilt auch 
noch fur x = - 1 und x = + 1, weil sie auch flir diese Werte konver-

giert. Auch sie kann zur Berechnung von :n: verwendet werden (mit x = ! 
z. B. gibt sie fur ~ , mit x = 1 fur ~ eine konvergente Reihe), ist aber 

hierzu weniger geeignet als (32). 
100. Die Formeln von Taylor undMaclaurin fur Funktionen 

mehrerer Varia bIen. Zum Schlusse dieses Paragraphen moge die Auf
gabe, welche die Taylorsche Formel fiir Funktionen einer Variahlen 
lost, fur Funktionen mehrerer Variablen gesteIlt und gelost werden: 1st 
niimlich f(x,y, ... ) eine Funktion mehrerer unabhiingigen Variablen, 80 

soIl {(x + k, y + k, ... ) in eine nach positiven ganzen Potenzen und Pro
dukten solcher Potenzen von h, k, . .. fortschreitende Reihe entwickelt 
werden, sofern eine solche Entwicklung uberhaupt moglich ist. 

Es genugt, die Untersuchung fur eine Funktion zweier Variablen; 
rex, y), zu fiihren, weil sich die Ausdehnung auf mehr als zwei Variable 
aus dem Gange derselben unmittelbar ergibt. 

Die Wertverbindung x/y, von welcher ausgegangen wird und die 
dem Gebiete P angehoren mu.B, auf welchem die Funktion gegeben ist, 
entspreche der Pnnkt M (Fig. 15), der Wertverbindung x + h/y + k der 
Punkt N 1 ; verfolgt man die Funktion langs der Geraden, welche M und 
Ml verbindet, so verhiilt sie sich wie eine Funktion einer Variablen. Sind 
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x h ~----'~I ------x namlic rp, 1/J die Richtungswinkel von M(S) 
i (4:7); 8 der von einem festen Punkte Mo mit 

.9 ----'--------M~,,;.i\b~~-~-(Xj den Koordinaten xolYo gemessene Abstand 

(y) Fig. 15. 

MoM, welcher positiv oder negativ gewahlt 
(s) wird, je nachdem MoM die Richtung Mo(H) 

oder die entgegengesetzte Richtung hat; 
LIs = M~; so ist 

x = Xo + s cos rp h = LIs cos rp } 
y = Yo + s cos 'I/J k = LI s cos 1/J 

(36) 

und {(x, y) = {(xo + s cos rp, Yo + s cos 1/J) = F(s) } 
{(x +h, y+k) = {(xo+ (8 + LIs) cos rp, Yo + (8+ LIs) coSl/l) =F(s +Ll8). (37) 

1st nun F(s) in einem Intervalle, das die Werte s und s + LIs ein-
8chlie.8t, eindeutig und endlich, und besitzt es daselbst vollstiindige be
stimmte Differentialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich, so 
gilt nach 91, (6) und (7), der Ansatz 

F'() F"() . I F(s + LIs) = F(s) + -/-Lls + 1.; Llsl/+· .. 

F(n-l)(s) F(nJ(s + O.d s) 
+ 1.2 ... (n -1) Llsn-l + ~-:n- LIS" 

O<()<1. 

(38) 

F(s), F"(s), ... sind aber die aufeinanderfolgenden totalen Differential
quotienten der Funktion {(x, y) in der Richtung (S); fur sie wurden in 
47, &4: in einer dort erkllirten symbolischen Schreibweise die AusdrUcke 

gefunden: F'(s) = (~ cos rp + ~ cos 1/J) r(x y) ox oy , 
F"(s) = (ia; cosrp + 6~ cos'I/Jrr(x, y) 

( 0 ° ),,-1 F(n-l)(S) = ox cos rp + iJy cos 'I/J reX, y); 

daraus folgt nach Multiplikation mit LIs, .d S2, ... , LIs" -1 unter Rucksicht-

nahme auf (36): F'(s)Ll8 = (~h + ~k){(x y) ox oy , 
F"(s)Lls2 = (OOx h + o~ kYr(x, y) (39) 



100. Die Formeln v. Taylor u. Maclaurin f. Funktionen mehrerer Variablen 225 

da schlielHich vermoge (37) und (36) 

F(s + OLls) = {[xo + (s + OLls) cos p, Yo + (s + OAs) cos-,pJ 

= ((x + Ok, y + Ok), so ist 

F(")(s + OLls)As" = (/xh + o~ k)" ((x + Oh, y + Ok). (40) 

Tragt.man die Werte aus (37), (39) und (40) in (38) ein, so ergibt sich: 

(ex+h,y+k)=f(x,y)+ ~ (oOxh+oOyk)(ex,y) 

1 (0 0)2 + 1:2 ox k + oy k (x, y) + ... 

1 ( ° ° )"-1 +1.2 ... (n-1) oxh+"6yk (ex,y) 
(41) 

1 (0 0)" + 1.2 r;-h +;;;:-k (x + Oh, y + Ok) . ... n ox f/y 

Dies iet die Taylorsche Formel fur die Funktion ((x, y). Zureichende 
Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit bestehen darin, da6 die Funktion (x, y) 
in einem Intervalle auf Mo(S), das die Wertverbindungen xly und 
X + h/y + k einschlie6t, eindeutig und endlich ist, und da6 aUe partieI1en 
Differentialquotienten bis zur n- ten Ordnung einschlieBlich in dem g&
nannten Intervall vorhanden, die der letztgenannten Ordnung auch stetig 
sind. 

Gehod die Stelle x = 0ly = ° dem Gebiete P an, auf welchem die 
Funktion (ex, y) gegeben ist, so kann sie zum Ausgangspunkte der Ent
wicklung genommen werden; ersetzt man h, k, um sie als variable GroBen 
zu kennzeichnen, durch x, y, so geht die Formel (41) uber in: 

(x, y) = ((0,0) + ~ (OOx x + '(/'11 Y) (0,0) 

+ 1\ (oOx x + OOyYY tCO, 0) + ... 
1 ( {} {} )n-1 (0 0) 

+1.2 ... (n-1) {}xx+ OY Y (, 
(42) 

+ 1. 2~ .. rloOxx + OOyyr ((Ox, ()y), 

die Maclaurinsche Formel fUr (x, y). 
Um keinen Zweifel fiber die Bedeutung der Glieder in (41) und (42) 

librig zu lassen, sei bemerkt, da6 beispielsweise 
Czuber, Vorlesungeu. I. 4.. Auf!. 15 
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( 0 0)2 -h +--k {ex y) ox ()y , den Ausdrucl~ 

vorstellt, die Differentialquotienten samtlich an der Stelle x/y genommen, 

( 0 ())2 
(}xx+()yy (CO,O) den Ausdruck 

ot( (}2t 0'( _x2+ 2--xy +_y2 
ox' i)xoy oy" 

die Differentialquotienten samtlich an der Stelle % genommen, usw. 

Die Bedingungen fiir die Ausdehnung der FOl·meln (41) und (42) 
zu unendlichen Reihen brauchen nach den Ausfiihrungen in 92 und 94: 
nicht besonders angefiihrt zu werden. 

Hiermit erfahrt der Begriff der Potenzreihe eine Erweiterung von 
eimr auf zwei und mehrere Variabeln. Die Maclaurinsche Reihe gibt die 
Vorschrift an, nach der eine vorgelegte Funktion {(x, y), sofern sie dazu 
fahig ist, in eine nach x und y fortschreitende Potenzreihe ~(x, y) zu 
entwickeln ist; andererseits treten zu den elementaren (in endlicher Form 
darstellbaren) Funktionen zweier Variablen solche hinzu, die durch die 
Grenzwerte konvergenter Potenzreihen ~ (x, y) in deren Konvergenz
gebiet definiert sind. So auch fiir mehr als zwei Variable. 

§ 4. Die elementaren Funktionen einer komplexen Variablen. 

101. Begriff der Funktion einer komplexen Variablen. Un
ter der komplexen Variablen $ versteht man das Aggregat x + yi, worin 
x und y reelle stetige Variablen bedeuten. Da beide als voneinander un
abhangig aufgefaBt werden, so ist die Menge der Werte von z durch oo~ 
zu bezeichnen. Zum Nullwerden von $ ist x = 0, y = ° erforderlich; da
gegen wird $ unendlich, auch wenn nur eine der Variablen x, y unend
lich wird. 

Stent man die Wertverbindung x/y durch einen Punkt im recht
winkligen Koordinatensystem O(X y) dar, so kann dieser auch als Dar
stellung der komplex en Variablen z angesehen werden; in diesem Sinne 
soli die Ebene O(X Y) als z-Ebene bezeichnet und Zahlenebene genannt 
werden. Der Bereich P, welcher der Verbindung x/y zugewiesen wil'd, 
ist zugleich der Bereich von z. 

Fiihrt man mit z und etwaigen, reeHen oder komplexen, Konstanten 
einen bestimmten (aIgebraischen) RechnungsprozeB aus, so ist das Re-
8ultat w desselben eine Funktion von $, darstellbar in der Form einer 
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komplexen Gro1le n + vi, worin u, v 1'eelle Funktionen von x, y bedeuten; 
wir schreiben dies in der Form an: 

W = f($) = U + vi. 

Abel' nicM umgekelut soll jeder aus zwei Funktionenu, v von x, y 
gebildete Ausdruck tt + vi als Funktion von x + yi geltell; vielmehr soll 
dies nul' unter einer sogleich zu entwickelnden Bedingung stattfinden. 
Vorher sei noch bemerkt, daB die Stetigkeit von r(z) in derselben Weise 
erkliirt wird wie bei einer Funktion einer reellen Val'iablen, wobei man 
den absolutell Wert einer komplexen Zahl in dem in 6 angegebenen 
Smne zu verstehen hat. Insbesondere ist leicht zu zeigen, daB fez) stetig 
ist, sob aId es tt und v sind, was wir denn auch fiir den ganzen Bereich P 
voraussetzen wollen. Uberdies nehmen wir an, daB u, v daselbst auch 
stetige partielle Differentialquotienten nach x und y besitzeu. 

Ais Funktion von x, y aufgefallt, hat fez) = tl + vi unter den ge
machten Voraussetzungen in der durch die Winkel rp, 'IjJ gekenDzeichneten 
Richtung den totalen Differentialquotienten (4:6): 

dw (ott .OV) (ot£ .OV) as = OX + ~i7x cos rp + oy + tay cos¢; 

in bezug auf z also, weil dz = ds (cos rp + i cos ¢), den Diffel'entialquo
tienten: 

(OU .OV) (OU .OV) dw 6x + tiJX cos <Jl + ay +tay cos 1Jl 

dZ = CQS <Jl + i cos 'l/J ; 

soll diesel' unabhiingig sein von det' Richtung, nach welcher man sich in 
der .e-Ebene von dem Punkte x/y aus bewegt, mit andern Worten: soil 
fez) als Funktion von z an del' betrachteten Stelle geradeso wie eine 
Funktion einer reellen Variablen nul' einen bestimmten Differentialql.lo-
tienten hahen, so mu1l: OU + iOV OU + iOV 

ox ox oy oy 
--1-= i 

semi denn alsdann ist 

dw ott + .ov d ov .Ou 
dz = ox t OX 0 er = 'Fii - t 'Fii 

frei von rp, ¢; denn die obige Bedingung fiihrt zu den Gleichungen: 

OU OV 
(;X = oy' 
Olt OV 
011 =- ox' 

15* 

(1) 

(2) 
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Eine stetige Funktion w = tt + V i, in welcher u, v den Bedingungen 
(2) entsprechen, heiBt eine analytische Funktion, und nur eine solche wird 
als eine Funktion (fer komplexen Variablen x + yi betrachtet. Die Glei
chungen (2) heiBen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 

Besitzen die Funktionen u, v auch stetige Differentialquotienten 
zweiter Ordnung l ), so folgt aus (2): 

o'u (3!v 

aXil cyox 
O!'U o!u 
oy! = - ox'Oy 

und hieraus nach 52 
o'U (}2U 
;)x2 + oy! = 0, (3) 

und eine analoge Gleichung ergibt sich fiir v. Diese Gleichung, die La
placesche Differentialgleichung genannt, ist grundlegend fiir die Theorie der 
analytischen Funktionen. Man nennt Funktionen, die ihr geniigen, har
monische Funktionen, und ein Funktionenpaar, das den Gleichungen (2) 
geniigt, bezeichnet man als ein Paar konjugierter Funktionen; ein solches 
ist also zur Bildung einer analytischen Funktion geeignet. 

Wie aus (1) zu ersehen, ist del' absolute Wert von ~;- durch die po-

. . (OU)! (OV)2 (OU)2 (OV)2 . sltIve Wurzelaus ox +Fiii odel' aus oy + 'Oy ausdriickbar, dahel'lst 

(OU)2 + (~)2 = LO~)t + (~)2 
ox ox \fJY oy' 

eine Beziehung, die auch unmittelbar aus (2) zu erschlieBen ist. 

102. Konforme Ab bildung. FaBt man tt/v als rechtwinklige Koor
dinaten eines Punktes in einer zweiten Ebene, del' "w-Ebene" auf, so ist 
durch w=f(x+yi)=u+vi 

eine Zuordnung del' Punkte del' beiden Ebenen, del' .z-Ebene und der 
w-Ebene, vermittelt oder eine Abbildung del' .z-Ebene auf die w-Ebene 
bestimmt. Beschreibt del' Punkt x/y im Gebiete Peine Linie, so beschreibt 
infolge del' Stetigkeit von f auch del' Punkt u/v eine Linie in seiner Ebene. 
Es soll nun untel'sucht werden, von welcher Art diese Abbildung bei 
einer analytischen Funktion ist, 

1) Eine weitere Ausfiihrung dieser Theone zeigt, da.6 dies eine notwendige 
Folge der Existenz und Stetigkeit der ersten Differentialquotienten iat. 
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Zu diesem Zwecke gehen wir von dem Differential der Funktion 
fez) aus, das den Ausdruck hat: 

dw = (~: + i ;;) (dx + idy). 

Bewegt man den· Punkt M(x/y) bei festbleibendem y urn die sehr 
kleine Strecke dx parallel der x-Achse nach HI ex + dx/y), so ist dy = 0 
und die zugehOrige Bewegung des Bildes also durch 

dzw = (~: + i ;;)dX 
bestimmt; daraus liest man den Richtungskoeffizienten dieser Bewegung ab: 

Of) OU (4) 
ox:]X' \. 

Bewegt man M(x/y) sodann bei festbleibendem x nach Mt(x/y + dy), so 
ist dx = 0 und die zugehOrige Bewegllng des Bildes ist durch 

cl W = (-~ + i OU) dy 
y ox ox 

bestimmt, woraus man ihren Richtungskoeffizienten 
OU 0'V 

-]X: ox (5) 
abliest. 

Aus (4) und (5) erkennt man, daB die Bilder von ]}[M1 und MM2 
ebanso aufeinander senkrecht sind wie MMl und MM2 selbst; und da 
das LaugenverhiiItnis dieser Bilder: 

I dx W I: I dyw I 

1
1/(OU)2 (OV)2 I ! 1/(OU)2 (OV)2 1 (6) 

= V ox + 17x dx : i r ox + ox dy = I dx I : I dy I, 
gleich dem Langenverhaltnis der Origin ale ist, so bildet sich das innni
tesimale rechtwinklige Dreieck M MI M2 der z- Ebene in ein iihnliches 
infinitesimales Dreieck der w-Ebene abo Es ist leicht zu erkennen, wie 
sieh dieser Sachverhalt auf beliebige infinitesimale Dreiecke und infinite
simale Figuren iiberhaupt iibertragt, und da in ahnlichen Dreiecken ein
ander entsprechende Winkel gleich sind, so kann man sagen: 

Die durek eine analytische Funktion vermittelte Abbildung cler z-Ebene 
auf die w-Ebene ist in den kleinsten Teilen ahnlich oder winkeltrett, oder 
nach einer von Gaup eingefiihrten Benennung, konform. 

Das Fliichenverhiiltnis der kleinsten Figuren in Bild und Original ist 
nieht in allen Teilen dasselbe. Als AhnlichkeitBverhiiltnis der konformen 
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Abbildung oder als ihl' lineares Ve1'zerr~mgsverhiiltnis bezeichnet man den 

Quotienten ~ oder den ihm gleichwertigen l,d::I'; ihr gemeinsamer 

Wert -V(~~)\ (~;r = -V(~;r+ (~;r ist gleich dem absoluten Wert 

des Differentialquotienten ~!i an del' betreffenden Stelle und somit ver

anderlich von einer Stelle zur andel'll. 
Die konforme Abbildung hat fiir die Kartographie groBe Bedeutung. 
Zur Illustration der vOl'gefiihrten Begriffe diene die Funktion 

tC = {'(z) = (x2 - y2) + 2xyi; 

daB sie analytisch ist, folgt damus, daB x 2 - y2 = U, 2 x Y = v konjugierte 
Funktionen sind, weil 

OU OV -=2x=ox oy und ott , 0 v -=-2y=--' oy ox 
Ihr Differentialquotient ist 

dte = 2x + 2yi 
dz ' 

sem absoluter Wert 2 v' x2 + y2. 
Eliminiert man y zwischen den Gleichungen x2 - y2 = il, 2xy = v, 

so ergibt sich v 2 u =x2 __ _ 
4x' 

als Gleichung jener Kurven in der w-Ebene, in welche sich das System 
del' Parallelen zur y-Achse abbildet; es sind Pambell1. Dnrch Elimination 
von x entsteht v' 

u = 4~ - yi 
Y 

als Gleichung jener Kurven del' w-Ebene, in welche sich die Parallelen 
zur x-Achse abbildel1; auch sie sind Parabeln. Beide Arten von Parabeln, 
durch entgegengesetzte Lage voneinander unterschieden, haben den Ur
sprung der w-Ebene zum gemeinsamen Brennpunkt (Fig. 16). Sie zer
legen diese Ebene in rechtwil1klig krummlil1ige Vierecke, speziell in in
finitesimale Quadrate, wenn die z-Ebene in infinitesimale Quadrate zer
legt worden war. 

Da tt, v und somit auch w sich nicht andern, wenn man bei x und 
y zugleich das Zeichen wechselt, so bilden sich je zwei in bezug auf 0 
symmetrische Quadrate del' z-Ebene in ein Viereck del' w-Ebene abo 
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lVIall erortere jene Zerlegung del' 
£-Ebene, die einer Zerlegung del' 
w-Ebene in Quadrate durch Pm'allele zu den Achsen u, V entspricht. 

1m folgenden werden die elementaren Funktionen einer komplexen 
Variablen einer kurzen Erorterung unterzogen. 

103. Die Potenz. Moivres Binomialformel fiir ganze Ex
ponenten. Es gelte als Grundsatz, daB die Potens einer komplexen Zahl 
begrifflich ebenso aufzufassen sei wie die Potenz einer reellen Zahl; wenn 
also n eine natiirliche Zahl bedeutet, so sei auch bei komplexem s 

Es sei nun 
dann ist 

zn= z· z ... (n-mul), ,,_.,,-2- ",0-1 """ - zn, toI - • 

z = x + iy = 1'( COS ffJ + i sin ffJ); 

Z2 = r( cos ffJ + i sin ffJ) . r (cos ffJ + i sin ffJ) 

= t·2 [ cos2 ffJ - sin2 ffJ + 2i sin ffJ cos ffJ] 

=r2(cos2ffJ + i sin2ffJ), 

Z3 = r2 ( cos 2 ffJ + i sin 2 ffJ )r (cos ffJ + i sin ffJ ') 

(1) 

= r 3 [cos 2ffJ cos ffJ - sin 2ffJ sin q'l + i (sin 2<p cos <p + cos 2<p sin <p)] 

= ,.3 ( cos 3 ffJ + i sin 3 ffJ) ; 

die Allgemeingiiltigkeit von 

Z" = t·"( cos nffJ + i sin nffJ) (2) 

ergibt sich daraus, daB die Hinzufiigung eines weiteren Faktors z = r( cos <p 
+ 't sin <p) filr zrl + 1 dasselbe Bildungsgesetz liefert. 
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Aus der Beziehung 

( ~ ., ) = ~ (cos tp - i sin tp) = ~ [cos (- tp) + i sin (- tp)J 
or COB fJJ ~ sm fJJ r or - -

ergibt sich z-n = r- n (cos (- ntp) + i sin (- nq;») } 
= r- n (cos ntp - i sin nq;). 

(3) 

Da '1'-", cos nq;, sin nq; einwertige GroBen darstellen, so sind die po
sitive und die negatire ganze Potenz einer komplexen Variablen einuertige 
Funktionen dersetben, 

Vergleicht man die Formeln (2), (3) mit den aus (1) unmittelbar 
hervorgehenden 

z"= r"(cosq; + i sintp)n, z-"= r- n (cos q; + i sintp)-", 

so ergibt sich 
(cos tp + i sin tp)±n = cos (+ ntp) + i sin (± nq;), Vi) 

die Moivresche Binomialformel1), zunachst giiltig fiir jedes ganze n. 
104. Die Wurzel. Moivresche Binomialformel fiir ratio

nale Exponenten, Die note Wurzel aus einer komplexen Zah1 werde 
begrifflich ebenso aufgefaBt wie die Wurzel aus einer reellen Zahl; es sei 
also auch bei komp1exem z und ganzem positiven n 

iii = w nur dann, wenn wIt = z. 

Setzt man w = u + iv = R(eos W + i sin w), so fiihrt dies vermoge 
des vorigen Artikels zu der Beziehung: 

En (cos n W + i sin n w) = r (cos q; +i sin tp ), 

welcher nur auf die eine Weise geniigt werden kann, daJ3 

R"= 1', 

nw = tp + 2x:'t 
gesetzt wird, wobei " jade positive wie negative gauze Zah1 einsehlieB
lich der Null bedeuten darf, Hieraus eI'gibt sich 

daher ist 

v:- v ( ..) I !Jrl ( <P + 2y.lt ., <p + h;or:) (") r Z = r 'I' cos tp + ~ sm q; = r r cos ----- + '/, 8m ------ , 0 n n 

Der anscheinend unencYich vieldeutige Ausdruck auf der rechten Seite 

1) Abraham de Moivre, Miscellanea analytica, London 1730. 
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nimmt in Wirklichkeit nur n verschiedene Werte an, die man erhalt, wenn 
man der Reihe nach " = 0, 1,2, .... (n - 1) (6) 
setzt. Die Verschiedenheit der aus diesen Substitutionen hervorgehenden 

Werte folgt daraus, daB die zugehOrigen Werte von rp + 2 xn samtlich 
n 

in dem Intervalle (0, 2n) liegen und voneinander verschieden sind. Be
zeichnet man ferner irgendeine Zahl der Reihe (6) mit (x, so kann jede 
ganze Zahl auBerhalb dieser Reihe durch 

pn + (X 

ausgedriickt werden, wobei peine positive oder negative ganze Zahl be
deutet; set.zt man nun" = pn + (x, so wird 

und da 2pn auf den Wert der trigonometrischen Funktionen in (5) kei
nen EinHuB hat, so liefert die Substitution" = pn + (X dasselbe wie die 
Substitution " = (X. 

Hieraus folgt, da{3 die n-te Wurzel aus einer komplexen Variablen 
eine n-wertige Funktion dieser Variablen ist; doch haben die n Werte den
selben absoluten Betrag und unterscheiden sich nur in der Amplitude, 
so daB ihre Bilder auf einem Kreise urn den Ursprung liegen und seinen 
U mfang in n gleiche Teile teilen. Da iibrigens die komplexe Variable 
auch die reeHe und die rein imaginare Variable in sich begreift, SQ gilt 
das Gesagte auch fur die n-te Wurzel aus einer reellen Zahi. 

Setzt man in der Formel (5) r = 1 und liif3t auch fur ein komplexes 
fj den Ansatz 1 

liz=z" 
zu Recht bestehen, so ergibt sich 

1 

( ..)- IP + 2xn . - rp + 2xn cos IP + t sm IP "= cos ---- + t sm ------ . n n 

Gilt ferner auch fur komplexe z 
q 1 

)/zq = f4 p = (zqfi, 

(7) 

Wo unter !L ein ineduzibler Bruch verstanden werden solI, so ergibt sich 
p 

dlll"ch Verbindung von (4) und (5): 
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yzq = );[r( cos rp + i sin rp )]2 1 
= Yr2(cos qrp+i sin qrp) 

I ..i I (cos q(rp + 2 lt7r) + i sin g(rp :+ 2 X7r») 
= r P p p 

(8) 

und hieraus fiir r = 1 
q 

(cos rp + i sinrp)p = cos~ (rp + 2x;rr;) + i sin~ (rp + 2x;rr;); p p (9) 

in beiden Formeln ist nach und nach 

x = 0, 1, ... (p - 1) 
zu setzen, urn aile Werte zu erhalten, deren die rechte Seite fahig ist. 

Hiernach gilt fiir jedes rationale (positive wie negative) n die Formel: 

(cosrp + i sinrp)"= cosn(rp + 2x%) + i sinn(rp + 2,,:;rr;). (10) 
Man kann also, aile Falle umfassend, fiir die Potenz mit komplexer 

Basis die Formel aufschreiben: 
z"= Irnl{cosn(rp + 2x%) + i sinn(rp + 2,,:;rr;)}, 

uud Hi.6t man sie auch fiir ein irrationales n geIten, so erweist sich z" ffir 
ein solches n als eine unendlich vielwertige Funktion. 

105. Die natiirliche Potenz. Ala analytische Definition der na
tiirlichen Potens werde die auch fiir einen komplexen Exponenten be
standig und absolut konvergente Potenzreihe genommen, welche in 95, 
(17) unter V oraussetzung eines reellen Exponenten gefunden worden istj 

es sei also e"= 1 + + + 1~t2 +.... (11) 

Fi.i.r einen andern Wert l der Variablen ist 

e" = 1 + ~~ + !~ + ... 
1 1 ·2 

Wendet man auf diese.zwei Reihen das in 75 entwickelte Multiplikations· 
theorem abaolut konvergenter Reihen an, so ergibt sich fiir das allge
meine Glied en del' Produktreihe del' Ausdruck: 

z'n Z z'n·- 1 

C = 1· ----- + -. ----=---;-
n 1 ·2 ... '11 1 1.2 .. , ('11 - 1) 

z' z,n-. Zil 

+ -1 .-2 . 1.2-:.-.-(n:":"-2) + ... + 1-. 2-.~~ . 1 

= __ 1_ {l"+ ~ Z'n-1 S + n(n-1) Z'n-2 Z2+ ... + Z"} 
1·2 ... '11 1 1·2 

(s + z')" 
= t:2:-:-:,i; 
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hiernach ist 

(f. e" = 1 + ~-~ z' + (z t :')1 + .. " d. h. e'· eO' ... e' +". 

Die natiirliche Potenz eniillt also, wenn man ihr die Definition (11) zu
gl'unde legt, das Gesetz, welches die Arithmetik fiir Potenzen gleicher 
Basis und mit reellem Exponenten nachweist, auch fur komplexe Expo
nenten, sie enullt es also ganz allgemein. 

Daraus folgt (f = e",+iy = e"'eiY ; 

vermoge del' Definition (11) ist abel' 

. iy y' iys y' iy· 
ell = 1 + T - 1-:2 - 1 .2.3 + ~~ + 1 ·2 .3.4.5 - ... ; 

wegen der bestandigen absoluten Konvergenz diesel' Reihe sind notwendig 
auch die Reihen 

y' y' 
1-~+----- ... 

1·2 1·2·3·4 

y yS y5 
---~+-~-- ... 
1 1·2·3 1·2·3·4·5 

bestandig und absolut konvergent; als solche sind sie bereits in 96, (22) 
und (23), erkannt und cos y, bzw. sin y als ihre Grenzwerte erwiesen wor
den; mithin is!; 

(12) eiy = cos y + i sin y und e71 +iy = e"( cos Y + i sin y). (13) 

Die erste diesel' beiden Formeln ist von E uler l ) nach ihrer hohen 
Bedeutung fur die Analysis gewiirdigt worden. Formal gestattet sie, das 
M 0 i vre sche Binom cos ffJ + i sin q; in Form einer naturlichen Potenz 
mit imaginarem Exponenten, ff'P, darzustellen. 

Andert man in (12) y urn 2",,;, unter " eine positive oder negative 
ganze Zahl verstanden, so anderl sich die rechte Seite wegen del' Perio
dizitat der trigonometrisehen Fllnktionen von del' Peri ode 2,,; nicht; folg
lieh ist ff(1I+2,,,,;) = e iy und 

(14) 
Die natiirliche Potenz e' ist demnach eine eindeutige periodische Funk

tion von z und 2,,;i der Modul der Periode (32). 
1st z rein imaginal' = iy, so ist vermoge (12) del' Modnl von eiy bei 

jedem Werle von y die Einheit; ist z komplex == x + iy, so ist der Mo
dnl von e' auf Grund von (13) e". 

1) Introductio in Analysin infinitol'um, 1748; deutsch von F. Mas e 1', Berlin 
1885. 
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Wegen der Periodizitat von e' genugt es, um alle Wel'te del' Funk
tion, deren sie iahig ist, zu erhalten, zein Gebiet zuzuordnen, das dem 
x das Intervall (- 00, + (0), dem y das Intervall (0, 2n) zuweist, also 
einen Streifen der Ebene, welcher von der x-Achse und einer zu ihr par· 

y allelen Geraden im Abstande 2 n begrenzt wird 
'I.1li (Fig. 17). Zerlegt man die ganze Ebene in Streifen 

~Z' dieser Breite, so wiederholen sich die Werte von 
Hi tz eZ, welche aus dem erstgenannten Streifen entsprin-

X' X gen, in jedem andern derart, da6 eZ' = eZ, wenn 
o y' zz'11 YY', zz' = 2n odeI' ein positives oder nega-
:Pig.17. tives Vielfaches hiervon ist. Die Ebene X 0 Y ist 

aaher unendlich vielfach auf die Ebene UOV ab/tebildet (102). 
Verbindet man die G leichung (12) odeI' 

eix = cosx + i sinx 

mit der aus ihr durch Zeichenanderung des x hervorgehenden 

e- i"'= cosx - i sinx 

durch Addition und Subtraktion, so ergeben sich die ebenfalis von Euler 

aufgestellten Formeln: cosx = ~i."'~Ci.X 1 
(15) 

. e""+ e-'''' 
Sinx = --2-i-' 

106. Der natTIrliche Logarithmus. Unter dem natiirlichett Lo
garithmus der komplexen Variablen z = x + iy solI jede komplexe Va
riable w = u + iv verstanden werden, die fur alie Werte von x, y die Be-
ziehung eW = z 
erfiillt; mit andel'll Worten, wie bei reellen Variablen soIl del' natiirliche 
Logarithmus die Umkehrung del' natiirlichen Potenz sein. Zu seiner Be
zeichnung diene dasselbe Symbol lz wie bei reellen Variablen. 

Aus eW = e,,+iv = eu(cosv + i sin v) = x + iy 
folgt abel' nach dem Grundsatze, da6 zwei komplexe Gro6en nul' dann 
gleich sind, wenn die reellen Bestandteile und die Koeffizienten von i 
beiderseits iibereinstimmen, da6 

eU cos v = x 
l!' sin v = Yi 

daraus ergibt sich fur den Modnl von e", d. i. fUr e', del' 'Vert 
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106. Der na.tilrliche Logarithmus 

sin v = X ell: , tgv = Xi x 

237 

bezeichnet also Arc tg ~ jenen einzigen Bogen aus dem Intervalle (0, 2n)~ 

des sen TanO'ens den Wert JL hat und des sen Kosinus, Sinus beziehungs-
o x 

weise mit x, y dem Zeiehen nach ubereinstimmen, so ist 

v = Arc tg X + 2"n;, x 

wobei " jede positive und negative ganze Zahl mit EinschluB der Null 
bedeuten kann. 

Nachdem so die Elemente von w durch jene von z dargestellt sind, 
hat man: 

lex + iy) = 11 VX2 + y~ I + i Arc tg J[ + 2xni. x (16) 

Der natiir1iche Logarithmus einer komplexen Variabeln ist demnach 
eine unendlich vielwertige Funktion, und aus einem seiner Werle ergibt sich 
jeder andere durch additive Hinzu{iigung eines entsprechenden Vielfachen 
von 2n;i. 

Den zu ,,= 0 gehOrigen Wert bezeichnet man als Hauptwerl mit 
dem Symbollz, so daB lz=lz+2"n;. 

Dieses Verhalten ist die notwendige Folge der Periodizitiit der na
turlichen Potenz, aus welcher der natiirliche Logarithmus durch Umkeh
rung hervorgeht (33). 

Wail die komplexe Variable auch die reelle und die rein imaginare 
umfaBt, so gilt der eben ausgesprochene Satz auch fLi.r diese. 

1st 'Y = 0, so ist Arc tg -~ entweder = ° oder = te, je nachdem x 
X > ° ode!' x < 0; man hat also fur den aUgemeinen Logarithmus einer 
reellen Zahl x die Ansiitze 

fiirx>O lx = l x + 2xn;i 

fiir x < ° Ix = llxl + (2" + l)ni, 
wobei lx, bzw. l \ x I den Logarithmus im gewohnlichen arithmetischen 
Sinne bedeutet. 

Die erste diesel' Formeln zeigt, daB sich unter den unendlich vielen 
Werten des natiirlichen Logal'ithmus einer positiven reellen Zahl ein ein
ziger reeller Wert befindet, eben der Hanptwertj dieser ist es, den man 
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gewohnlich mit lx bezeichnet. Aus der zweiten Formel geht hervor, da~ 
die WeTte des Logarithmus einer negati,en reellen Zahl wie die eineI 
komplexen Zahl samtlich imaginar sind. 

Es mag noch die einfache Gestalt del' Formel (16) angefiihl't wer
den, welche sich bei trigonometrischel' Darstellung von z ergibt. 1st 
z = 1'(cos cp + i sin cp), so hat man: 

le = l1' + icp·+ 2U1Ci. 

Bei del' Abbildung von U) = lz entspl'echen jedem Pnnkte del' z-Ebene 
unendlich viele (aquidistante) Punkte del' w-Ebene. 

107. Trigonometrische Funktionen. Zur Definition del' trigo
nometl'ischen Funktionen Sinus und Kosinus sollen bei komplexem Ar
gument dieselben bestandig und absolut konvergenten Potenzreihen ge
nommen werden, welche sich in 96, (22) und (23), bei reellem Argument 
fiir diese Funktionen el'geben haben. Beziiglich del' anderen Funktionen 
sollen die l1amlichen Beziehungen geIten, wie bei l'eellem Argument, also 

tgz = sin z usw. Wir wollen zeigen, da£ dies auf das namliche hinaus-cos z 
kommt, wie wenn man die Formeln 100, (15) als allgemein geltende De
finitionen festgelegt batte. 

In del' Tat folgt aus (11): 

. iz Zl iz s Z4 iz" 
e-'z = 1 - T - 1:2 + ~ + 1.'2."3:4 - ~~~5 - ... 

und hieraus durch Addition und Subtl'aktion: 

eiz_e- iz z Z3 Z6 

--2-i-=Y-l. 2·3 + 1· 2·3·4· 5 -"'; 

nimmt man also die rechtsstehenden Reihen, die mit jenen 96, (23), (22) 
iibereinstimmen, als Definitionen fiir cos z und sin I!, so ist auch 

e
iZ+ e-

iz I cos z = -.-- ~2--. 

. e'Z_c- r= 
SID Z = --2--i - . 

(17) 
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Da die natiirliche Potenz periodisch ist mit dem Modul 2ni, so daS 
eiz+ 2x ,,;= t i (z+2:<,,) = if', so sind die Funktionen COBS, sins ebenso wie 
die gleichnamigen Funktionen der reellen Variablen periodisch mit dem 
ModuI2%. 

1st s rein imaginar, s = ix, so geben die Formeln (17) 

e"+ e- fIJ 1 cos i x = 2 = cosh x, 

.. .eX_e-X .. 
8m ~ x = ~ --2-- = ~ smh x, 

(18) 

so daB del' Kosinus einer rein imaginaren Variablen reeli, del' Sinlls rein 
imaginar ist. Durch diese Formeln ist zugleich del' Zusammenhang zwi
schen den Kreis- und den Hyperbelfunktionen (34) hergestelU. 

1st s komplex = x + iy, so hat man nach (17): 

cos (x + iy) 

_ eix . e- Y+ e- ix • eY _ (e i ,,+ e- iX) (e Y+ e- Y) - (e iX _ e-~fIJ) (e Y - e- Y) 
- ---2------ - 4, 

sin (x + iy) 

eix . e- Y _ e- ix . eY (e i ,,_ e- iX) (eY + e- Y) - (e'''' + t- iX) (t Y - e- Y) • 
= 2i = --- 4i· , 

mit Beachtung der Formeln (15) und (18) gibt dies: 

cos (x + iy) = cos x cos iy - sin x sin iy 
sin (x + iy) = sin x cos £y + cos x sin iy, 

Formeln, welche vollig dem fur reelle Bogen geltenden Additionstheorem 
entsprechen; in del' Form geschrieben: 

cos (x + iy) = cos x coshy - i sin x sinh y 

sin (x + iy) =- sin x coshy + i cos x sinhy 

lassen sie die linksstehenden Funktionen unmittelbar alskomplexe Gro
.Ben erscheinen. 

Der Kosinus und der Sinus einer komplexen Variablen sind demnach 
eindeutige periodische Funktionen mit dem Modul 2n. 

Wegen del' Periodizitat geniigt es, um den ganzen Verlauf dieser 
Funktionen kennen zu lemen, dem s als Gebiet einen Streifen del' Ebene 
zuzuweisen, welcher von der y-Achse und einer zu ihr parallelen Geraden 
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y, 

z z· ---4-· ----~ __ 

im Abstande 2% begrenzt ist (Fig. 18). Teilt man die 
ganze Ebene in derlei Streifen, so wiederholen sich in 
jedem derselben die Werte aua dem erstgedachten Strai
fen derart, daB cos s' = cos s, sin z' = sin s, wenn Z'S' Ii X x' 

X-' -"'OC+--;;2""J1;o-7."lf""=;r"---X und sz' = 2% oder einem Vielfachen davon. 

I 
Fig. IS. 

108. Zyklometrische Funktionen. Als Arcus
tangens einer komplexen Variablen s = x + iy werde 
jede komplexe Zahl w = u + iv bezeichnet, die der Be-
dingung: tg w = Z' 

geniig~. Mit Benutzung der Gleichungen (17) fiihrt dies zu der Gleichung 

1 etw _ e-iw 
- =s ie;w+e-;w , 

und weiter 

aus welcher zunachst 

2i1O l+iz e· =-l-iz 

folgt, so daB sich fur w die Bestimmung: 

1 1 +iz w = -2 .l1--·- = Arctg fJ 
~ -tZ 

ergibt; dadurch ist die Losung del' Aufgabe auf die Bestimmung des na
tiirlichen Logarithmus einer komplexen Variablen zuriickgefiihrt, die in 
106 erledigt worden ist. Es ist 

1+iz 1-y+ix 1-x'-y' 2x. 
l~iz = 1+y-ix = x'+(1+y)" + X'+(1+y)!~' 

del' Modul hiervon die positive Quadratwurzel aus 

(1- x'- y!J'+ 4;l)' (1 + x· + yl)! - 4y' x'+ (1- y)1 
{x'+(1+y)'}' = {x'+(l+y)'}' = X'+(1+y)'; 

daraus ergibt sich auf Grund von 106, (16): 

1 + iz 1 x, + (1 - y)'. 2x . 
1-1 -,- = -2 1 • + (1 + .) + ~ Arc tg-1 --, --I + 2u"'t 
-~z X Y -x -y 

und hiermit Arc tg (x + iy) 1 
i x' + (1 + y)' 1 1 . J (19) 

= '4- 1 x, + (1- W + "2 Arc tg 1-x' _ y' + u"" 

dabei ist unter Arc tg l--~f--. jener Bogen aus dem Intervalle (0,2tt) -x -y 

zu verstehen, dessen Tangel1s 2~. ist und dessen Sinus, Kosinus 
1-x -y 

1m Vorzeichen mit 2 x, 1 - x2 - y2 respektive iibereinstimmen. 
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Der Arcustangens einer kOtnplexen Variablen ist demnach eine unend
lich vielcZeutige Funktion; aus einem seiner Werle ergibt sich jeder andere 
durch additive Hin$ufugung eines entsprechenden Vielfaehen von 'd. 

Als bevorzugter Wert solI jener gelten, der" = 0 entspricht, und 
als Hanptwert mit arctg $ bezeichnet werden; es ist dann 

Arctg $ = arctg $ + "'d. 
Die andern zyklometrischen Funktionen fiihren ebenfalls auf den 

natiirlichen Logarithmus zuriick. Auch wenn w eine komplexe Zahl ist, 
gilt namlich vermoge (17) die Gleichung: 

ei w = cos IV + i sinw, woraus w = ~ l(cosw + i sinw); , -

setzt man nun einmal sin w = $, ein zweitesmal cos w = $, so ergibt sich 

im ersten Faile Arc sin $ = .2:-1 (VI - z'i + i$); 
~ 

im zweiten Faile Arc cos s = ~ 1 (z + i yr=S2) , • 
die Wurzel beidemal als zweideutige GroBe aufgefaBt .. Die Ausfiihrung 
dieser Formeln in den Variablen x, y solI unterbleiben. Nur einige Be
merkungen mogen noch angefiigt werden. 1st $ reell und dem Be-

trage nach kleiner als 1, so ist auch Vl- $2 reell und der Modul von 
yr=-Z2 + 'iz, ebenso wie der von z + iVl=- Z2 gleich 1; infolgedessen 
entfallt vermoge 106, (16) der togarithmische Teil und es bleibt ein 
reeller Bogen bestehen. W' enn hingegen $ reell und dem Betrage nach 

groBer als 1 ist, dann ist yr.= $2 imaginar und der Modul von 

VI - $2 + i$ gleich / $+ Y$2 1/, jener von $ + iJ!1 Z2=$_ J!SS-1 
gleich 1$ - Vz2 - 11; man hat also auf Grund von 106, (16): 

Arcsin s = ~ 1\ $ + -VZS~11 + ; + 2,,'d 

Arc cos z = ~ 1 I $ - vT-=11 + 2 ,,71:. 
$ 

A.us diesen Darlegungen ergibt sich die fur reelle z, welche absolut ga
nommen kleiner sind als 1, aus den Elementen schon bekannte Formel: 

Arc sin $ + Arc cos $ = ; + 2,,'d. 

Hervorgehoben seien zum SchluB die nahen Beziehungen, die sich 
durch Heranziehung der komplexen Varia bien zwischen den trigonome-

Czube r , Vorlesunllen. I. 4. Aufl. 16 
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trischen Funktionen und der Exponentialfunktion einerseits, den zyklo
metrischen Funktionen und dem Logarithmus andererseits aufgetan hahen 
und die sich durch die ganze Analysis hindurch verfolgen lassen. 

§ 5. Die unbestimmten Formen. 

109. Die Form ~. Wenn erne Funktion ((x) der stetigen Varia

bIen x fur ain Intervall (a, fJ) eindeutig definiert und in diesem Intervall 
stetig ist, mit Ausnahme einer einzigen Stelle z = a, welche innerhalb 
(a, fJ) liegt odeI' mit einer der Grenzen zusammenfaUt und an welcher die 
Definition ihre Geltung verliert, so steUt sich die A.ufgabe ein, das Ver
halten der Funktion in del' Umgebung diesel' kritischen Stelle zu unter
suchen. Diese Aufgabe erhalt einen bestimmten Ausdruck in der Forde
rung: den Grenzwert von ((x) zu suchen fiir einen naher bezeichneten, 
aber stetigen Grenziibergang lim x = a (18). 

Die Funktion ((x) erscheint an einer solchen Stelle x = a· in einer 
sugenannten unbestimmten Form und nach dieser Form richtet sich das 
einzuschlagende Verfahren. Welches diese :E'orm abel' auch sei, so be
zeichnet man den Grenzwert lim ((x), wenn ein solcher existiert, als 

einen uneigentlichen FunktionswfYY't, wohl auch nicht gerade zutreffend als 
den wahren Wert del' unbestimmten Form, und erganzt die an del' Stelle 
x = a unterbrochene Definition del' Funktion dadul'ch, daB man diesen 
Grenzwert als ihren Wert an diesel' Stelle festsetzt, also 

((a) = lim ((x) (1 ) 

annimmt; dies geschieht auch dann, wenn der gedachte Grenzwert + 00 

oder - 00 ist. Die Erganzung erfolgt also, sofern der Grenzwert eill end
licher ist, nach dem Grundsatze, daB die im Intervalle (a, fJ) mit Aus
schluB von a herrschende Stetigkeit auch fur x = a fortbestehen bleibe. 

Unter den unbestimmten Formen ist es eine, auf welche man die 
iibrigen zuriickzufiihren sucht; sie hat folgende Entstehung_ 

Es sei ((x) = q;((X) eine gebrochene Funktion, deren Zahler undNen-
1/' x) 

ner in dem Intervalle (a, fJ) stetig sind und an der Stelle x = a zugleich 

verschwinden; dann nimmt del' Ausdruck der Funktion die Form { an. 
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Da tp(x) und ¢(x) fUr lim x = a unendlich klein werden, so hii.n.gt 
der Grenzwert ihres Quotienten von der Ordnung des Unendlichklein
werdens jeder einzelnen ab (16). 

Hieriiber gibt mitunter schon eine einfache algebraische Umformung 
A.uskunft; sind z. B. m, n natiirliche Zahlen, so ist 

xut _ am (x _ a) (xm- 1 + aar- 2 + ... + am-i) 
((x) = xn _ a" = ex _ a) (xn 1 + axn \I + ... + an 1) ; 

Zahler und Nenner werden also fiir lim x ==> a von derselben Ordnung 
unendlich klein wie x - a, daher ist 

{(a) = lim {(x) = (xm-1 + ax",-2 + ... + am- 1)' = 1n am-". 
xu-1+axU-2+··.+aU-l x=a n 

1st x = 0 die kritische Stelle und sind tp(x), 1}J(x) in Potenzreihen 
entwickelbar, so konnen diese Reihen ein von x freies Glied nicht ent
halten (85, Schlu.6); es sei daher: 

tp(x) = aox'" + alxm + 1 + a2 xllt + 2 + ... = xn>(ao + alx + ... ), 
¢(x) = boxn + blxn + l + b2x,,+2 + ... = xtl(bo+ bix + ... ); 

fiir lim x = 0 werden jetzt tp (x), ¢ (x) in bezug auf x selbst nnendlich 
klein von der m-ten, bzw. von der n-ten Ordnung und man hat nun drei 
Faile 1.u unterscheiden: 

a) fiirm > n ist lim '!}..,~ = 0, daher 
x=o x 

((O) = lim q;(x) = O' 
",=o1f'(x) , 

b) farm < n ist lim ~~o = 00 (+ 00 bei geradem n - m, bei nnge-
x=o x 

radem n - m links - 00, rechts + 00), also 

reO) = lim q; (x) = 00 . 
X=O 1» (x) , 

c) fur m = n endlich erhiilt man 

(CO) = lim rp (:) = of;-. 
",=01»( ) 0 

Zur Erlauterung dieses Verfahrens mogen folgende Beispiele dienen: 

1. Fiir x = 0 nimmt {(x) = x -x~inx 

die F orm o~ an' es ist aber 
o ' 

16" 
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. (X3 X. 
X - sm X = X - X - 1. 2 . 3 + t:2T 4 

x8 x" 
= [:2":3 - ~·-4---:-5 + .. '; 

daher ((0) = lim ((x) = ~ . 
",=0 

2. Dieselbe Erscheinung tritt bei 
x-al'ctgx 

((x) = l'::::'-coBx--

ein; die Entwicklungen von Zahler und Nenner geben 

(
X x 3 x" ) x 3 Xi 

X - arc tg x = x - T - 3- + "5 - . .. = 3 - -5- + ... 
( 

X2 X4 ) xl! X4 
1 - cos x = 1 - 1 - t:2 + t:2--:-s~ - . .. = 1.2 - 1 .2 . 3 . 4, + .. " 

folglich ist ((0) = lim ((x) = o. 
",=0 

3. Das gleiche Verhalten zeigt 

((x) = 1(1 + x + Xl) + l(l- x + x~ 
&' + e- X - 2 cos x 

fur x = 0; nun ist, sobald X genugend klein geworden, 

l(l + x + x2) + l(l - x + x2) 

x+xl! (x+xl)' (x+xi)s (X-X' (x-x')' (X-XI)3 ) 
=-1-- 2 + 3 - ... - -1-+ 2 +. 3 + ... 

X4 

=x2 +"2 +"', 
el' + e- x - 2 cos x 

x x· x x' (XI X4 ) = 1 + T + ~2 + ... + 1 - T + t:2 - ... - 2 1 - 1 :-2 + 1~-.3~ _ .. , 

x 6 

= 2X2+ 180 -"', 

daher rcO) = lim (Cx) = -i . 
",=0 w 

Die Entwicklung gibt zugleich ein bequemes Mittel, die betreffende 
Funktion fur del' Null naheliegende Werte von x naherungsweise zu be
rechneu; so kann die Funktion des 1. Beispiels fur sah1' kleine Werte von 

x x 8 

1 xl!. 3 5 
X durch 6' - 120' Jene des 2. Beispiels durch ~t und dies wieder 

'2-24 
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1+ Xl 

dUTch ~3:X: - 3~;~, die des 3. Beispiels durch ~ und dies wieder durch 
2+ 180 

1 X2 "h . t t d 2 + 4" na erungswelse erse z wer en. 

Zu einem allgemeinen Verfahren der Grenzwerlbestimmung von Quo
tienten, deren Zahler und Nenner an einzelnen Stellen gleichzeitig Null 
werden, fiihrt die Differentialrechnung. Angenommen, x = a sei eine 
solche Stelle und es besitzen die Funktionen cp(x), 'I/I(x) in einem Inter
vall, dem die beiden einander beliebig nahen Werle a und a + h ange
horen, stetige Differentialquotienten der m-ten bzw. n-ten Ordnung; drum 
konnen rp(o, + h) und '1/1(0, + h) nach der To,ylorschen Formel (91) ent
wickelt werden, und da rp (a) = 0, '1/1 (a) = ° ist, so lauten diese Entwick
lungen: 

rp (a + h) = m'(o,)h + cp" Ca) h2 + ... + cp(m) (a ~'h) hm (0 < 0' < 1) 
'Y 1.2 1.2 ... '»1 

'I/I(a + h) = 'I/I'(a)h + 1p"(a)h2 + ... + 1p(n)(a+fJ"h)hn (0 < 0" < 1). 
1·2 1·2 ... n 

Wenn nun rp'(a) + ° und 'I/I'(a) + 0, so werden rp(o, + h), '1/1(0, + h) 
mit h zugleich unendlich klein von erster Ordnung, und man hat 

f(a) = lim cp(a + h) = .~;i~ .1) 
h=O 1p(a + h) 1p (a) 

1st hingegen 
rp'(o,) = 0 und auch weiter noch rp"(o,) = 0, ... , rp(m-1)(a) = 0, 

aber rp(m) (a) =l= 0, 

tjJ'(o,) = ° und auch weiter noch 'I/I"(a) = 0, .. , 'I/I<,.-l)(a) = 0, 
aber 'I/I(nl( a) =l= 0, 

(2) 

und bleiben insbesondere rp(ml(x) + 0, 'I/I(nl(x) + ° auch in dem Intervalle 
(a, a + h) bestehen, so wird 

cp(a + h) 1·2 .. , nhm cp(m) (a + f)'h) . 
1p(a + h) = 1·2 ... 'lnhn 1p(n)(a'=F/r'h) ' 

1) Die in diesem Ansatze enthaltene Regel hat Johann Bernoulli zuerst 
gefunden. Acta erudit. 1704. Die Aufgabe, den Grenzwert eines Bruches zu be-

stimmen, der die Form ~ oder die im nachsten Artikel besprochene Form ~ o CI) 

annimmt, hat zum erstenmale (in geometrischer Einkleidung) G. F. de l'Hospital, 
Analyse des infiniment petits, Paris 1696, in Angriff genommen. 
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unter diesen V oraussetzungen wird also rp (a + h) fur lim h = ° in bezug 
anf h unendlich klein von der moten, '!/J(a + h) von der n-ten Ordnungj 

danach ist f() = Ii rp(a + h) = 0 
a h! 'I/>(a+h) , wenn m > n, 

) . . rp(a+h) 
fCa = ~~ 'I/>(a+h) = 00, wenn m < n, 

. rp (a + h) rp(m) (a) 
fCa) = E!~ tp(a + h) =;P(ii)(a)' wenn m =n. (3) 

Das Verfahren, zu welchem diese Betrachtung fiihrt, laSt sich fol
gendermaBen beschreiben: Man differentiiere Zahler und Nenner des 

Bruches : ~:~ je fiilr sich und wiederhole dies so oft, bis man im Zahler odet' 

im Nenner zu einem Differentialquotienten kommt, der fiir x = a nicht Null 
istj je nachdem dies im Nenner zuerst oder im Zahler zuerst oder nack m 

Wiederholungen in beiden gleichzeitig eintritt, ist lim ~-m fur lim x = a 
cp(ml (a) 

gleich Null, oder = 00 oder = 'I/>(ml(a)' 

In dem letztgedachten Falle nimmt nicht aUein : ~:~, sondern neh-
rp' (x) rp" (x) rp(m - 1) (x) ., • • 

men auch ..p' (x)' '1/>" (x)' ... , ;<m--l) (;) fur x = a dIe unbesttmmte Form 

o ~OO o an und alle diese Quotienten haben denselben Grenzwert --, -) -.; denn ..p,m (a) 
wendet man die Ta y lor sche Formel auf rp(r) (a + h) und '!/J(r) C a + h), wo 
,. < m, an, so wird wegen rpCr)(a) = 0, rp(r+l)(a) = 0, , .. "' rp(m-l)(a) ""' 0 
und 1jJ(r)(a) = 0, '!/JCr+1)(a) = 0, ... , 1/Jcm-l)(a) = 0: 

und 

rp(r)(a + h) = ....P~m)(a+O'h) hm-r 
1· 2 ... (m-r) 

(rII)( '0" h) 1jJ(r) (a + k) =..p a-r- hm- r 
1· 2 ... (m -r) 

. rp(r) (a + h) rpcm) (a) 
hm----=--
h=O ..p(r)(a+h) 'l/>Cm) (a) , 

so daB man schreiben kann: 

( . rp(x) . rp' (x) . cp" (x) 
fa) = hm -( ) = hm .h'( ) = hm.,.,,(X) = .... 

x=a ..p X .,=a 'f' X "=a 'f' 

(4) 
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Bisher wurde die kritische Stelle als im Endlichen liegend voraus
gesetzt. Wenn aber cp(x), t/J(x) mit bestandig wachsendem x, z. B. bei 

lim x = + 00, gegen Null konvergieren, so nimmt :~~ fiir limx= + 00 

die Form ~ an, das durch (4) charakterisierte Verfahren der Grenzwert

bestimmung bleibt aber bestehen. Setzt man namlich x =~, so nimmt z 

q? ( ;)) die unbestimmte Form fur lim z = + 0 an und hierfur gilt der 
1/> (Z-
Vorgang der sukzessiven Differentiation; nun ist abel' 

wobei cpr ( ~) den Wert von cpr (x) fur x = ~ , 'IJI' ( ~) den Wert von 'IJI' (x) 

fiiT X = ~ bedeutet; daher ist z 

Dzq?C) q?'(~) . Dz<p(~) . <p'(x) 
-------'...,.--:- = --- und hm = hm ~-~-. 
Dz1/>(~) 1/>'(~) z=+ooDz1f C) x=+OY'(x) 

\Vir wenden nun das allgemeine Verfahren auf die vorhin in anderer 
Weise behandelten Quotienten an. 

Das an erster Stelle unter Voraussetzung ganzzahliger positiver m, n 
behandelte Beispiel {(x) = xm - am 

xn_ an 

erledigt sich mit Hilfe der Differentialrechnung fur beliebige rationale 
m, n (a > 0); nach der einfachen Regel (2) ist 

(Ca) = (mxm-l) = m am-·n: 
nxn- 1 x=a n 

Die drei spateren Beispiele fuhren auf dies em Wege zu folgender Rechnung: 

lim x - sin x = lim 1 ---=-. c~s~ = lim sin x = ~. 
",=0 X S .,=0 3x· 6x 6 ' 
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1. l(1+x+xi)+1(1-x+x2) 
1m '" x 

",=0 e + e - 2 cos x 

2x + 4xs (2 + 10xi - 2x' - 4X6) 
. 1 + x· + x· (1 + x! + x')! 1 =hm = --. 

x=o eX -e-"'+2sinx ,e"'+e-x +2cosx. x=o - 2 

Als weitere Beispiele mogen dienen: 

x~ - 19 + 30. {7 4} 
((x) = x~-2x!-9x+ 18 bel x = 2 und x = 3, 5' '3 . 

tgax-ax. {a~} 
{(x) = tgbx-bx bel x = 0, bS • 

( ) sinx-cosx b' n {V22}. (x = sin 2x _ cos 2 x _ 1 el x.,., 4" ' 

x-sinx. {1} (x) =-tgx--X- bel x = 0, 2" . 

110. Die Form 00. Es hribe die Funktion wieder die Form eines 
00 

Bruches : ~:;; bei der stetigen Anniiherung von x an die Grenze a mogen 

Zahler wie Nenner, jeder mit einem bestimmten Vorzeichen, ins Unendliche 
wachsen. Dann nimmt (ex), wie man dies kurz ausdriickt, an der Stelle 

x =-= a die unbestimmte Form -~ an; der Grenzwert dagegen, welehem 
00 

sich dabei (x) im gegebenen FaIle nahert, hiingt wieder von der Ord
nung des Unendliehwerdens von Zahler und Nenner abo 

Einen wichtigen Fall, in welch em die Frage leicht erledigt werden 
kann, bildet die Funktion (x) = ~ , 

wenn n > 0 vorausgesetzt wird; fiir lim x = + 00 wachsen Zahler und 
Nenner, positiv bleibend, ins Unendliche; wie groB aber auch x und m 
ist, es gilt x Xi x1l< 

~> 1 + T + N + ... + T2-:-:-:-'lt ' 

daher auch 1+~+~-+ ... + x"' 
~> 1 1·2 1·2 ... m 
xn xn 

wobei immer m> n vorausgesetzt werden kann, so daB der rechtsseitige 
Bruch mit x fiber jeden positiven Betrag wachst; daher ist 

eX 
lim 10 = + 00. 

x=+'" x 
(n > 0). 
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Es wird also die natiirliche Potenz if (und jede Exponentialgro6e aX, 
deren a > 1) fur lim x = + 00 unendlich gro6 von hOherer Ordnung als 
jede noch so hohe algebraische Potenz x" mit positivem Exponenten. 
Daraus schlieBt man umgekehrt, daB 

x" 
lim --.=0. 

x=+", If 
(n> 0). 

Von dieser Funktion lii!\t sich leicht schlie!\en auf 

( lx f x) = n x 

fUr n > 0 und lim x = + 00; denll setzt man lx = z, so wird x = c" und 
mit lim x = + 00 zugleich lim z = + 00; die Funktion aber geht fiber in 

infolgedessen ist 7x 1. nz lim -- = - hm - = O. 
x=+oo x'1J n z=+co enz 

(n> 0). 

Hiernach wird der naturliche und jeder Logarithmus, dessen Basis gro6er 
als 1 ist, fur lim x = + 00 unendlich groB von niedrigerer Ordnung als 
jede positive Potenz. 

Mit Hilfe der Differentialrechnung wird die Grenzwertbestimmung 

im vorliegenden Falle ebenso erledigt, wie bei del' Form ~. Zuerst soIl 

dies unter der Voraussetzung gezeigt werden, da!\ lim x = + 00 (odeI' 
- (0), und daB von einer Stelle X angefangen 1fJ'(x) nicht mehr Null 

wird, 1jJ(x) also monoton verHiufl. Dann gilt der Satz, dafj, sofern ::~? 
eincn Grenzwert A besitzt, : ~:~ gegen dcnselbcn Grenzwert konvergiet·t. 

Sind niimlich xo, x (xo < x) zwei Werie der Variablen, welche deD1 
Intervalle (X, + (0) angehoren, so ist nach dem verallgemeinertel1 Mit-
telwertsatze (39): cp (x) - cp (xo) cp' (x,). 

l/J(x)-1/J(xo) = 1/J'(x,) , XO<Xl <x; 
daraus schlieBt man weiter: 

1 _ cp(xo) 
cp (x) cp (x) cp' (tC,) 
ip(x) . 1- 1/J(xo) = 1p'(x,) 

1b (x) 

und (5) 



250 IV. Abschnitt. § 5. Die unbestimmten Formen 

Da nun ; ~:~ fUr lim x = + 00 den Grenzwert A hat, so kann man Xo 

so gro» festsetzen, da» rp: (eXl» von A urn einen beliebig kleinen Betrag E 
1fJ Xl 

verschieden, also gleich A + c ist; nach Festsetzung von Xo kann man 
ferner x so groB annehmen, da» der Bruch 

1 _ 1fJ (xo) 
1JI (x) 

1- f1i.J~o) 
rp (x) 

von der Einheit urn einen belie big kleinen Betrag sich unterscheide, also 
gleich 1 ± 1] wird; dann aber hat man 

~~~ = (1 + '>'I) (A + 8) 1JI (x) - "I -. , 

und weil c, 1] dadurch, daB man Xo und x groB genug wahlt, der Null 
immer naher gebracht werden konnen, so ist tatsachlich 

lim rp (x) = A = lim rp: (x) . 
x=+oo1Jl(x) x=+oo1Jl (x) 

Der Satz gilt auch dann noch, wenn ::~:~ mit x ins Unendliche wach

sen solite; denn da der erste Faktor der rechten Seite in (5) gegen 1 

kon vergiert, so ist mit lim rp: «x» = 00 auch lim rp (ex» = 00. 
",=+oo'I/J x x=+oo'li'X 

Del' Fall, daB CP«£) die unbestimmte Form 00 fiir lim x = a an-
1Jl x co 

nimmt, laSt sich auf den vorigen durch die Substitution 
1 

x=a+-Z-

und den darauf folgenden Grenziibergang lim z = + co (oder - 00) zu
riickfiihren; da aber 

D z <p [ a + ~ ] ~ - :~ . <p' (a + :), 
D.1/J (a + ~) = -- :1 . 1/J' (a + ~), 

wobei die Differentiation rechts sich 

a + 2.. bezieht, so ist 

auf das x vertretende Aggregat 

z ( 1) Dzcp a+-
lim rp (x) = lim Z 

",= .. 1/'(x) z= ooDs1fJ(a+ !) 
, ( + 1) cp a -

= lim Z = lim q/(x). 

z = '" 1/>' (a + ~) ., = a 'P' (x) 
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Die iiber das Verhalten von 1/J' (x) gemachte Voraussetzung lautet 
jetzt dahin, daB sich eine Umgebung von a wie in (5) md bezeichnen 
lassen, innerhalb welcher 1/J' (x) nicht Null wird. 

Solite :: ~ij bei dem vorgeschriebenen Grenziibergange wieder die 

unbestimmte Form 00 annehmen, so geht man zu dem Verhaltnis der 
00 

zweiten Differentialquotienten iiber, sofern auch 1/J"(x) die angefiihrten 
Bedingungen erfiillt, usw. 

Mitunter bedarf es nur einer anderen Schreibung, um eine Funktion, 

die die Form :: annimmt, so darzustellen, daB sie die Form -~ erlangt; 

dies findet beispielsweise bei tg (2~ ~ l)x fiir x =; statt, wenn man 

11: 

cotg (2ft + l)x x 
~"'-'---,---'------'--- dafiir schreibt; bei --- fiir x = 0, wenn man es m 

cotg x cotg ~_ 

t '1lX 
g-

2 
1t -- umsetzt. x 

2 

Beispiele. 1. Die vorhin behandelten zwei Falle erledigen sich nach 
dem gegenwartigen Verfahren wie folgt: Sind p, p + 1 zwei aufeinander
folgende natltrliche Zahlen und p < n <p + 1, so hort die Unbestimmtheit 
von e'" 

nach p-maliger, bzw. nach (p + l)-maliger Wiederholung des Verfahrens 
(6) auf, je nachdem p = n oder p < n ist; im ersten FaIle ist 

. e"'. e'C 
hm p= lIm ( ) = + 00, 

x=+'" IV P p-1 ... 1 
im zweiten FaIle 

• eX. eX 
hm - = hm - ----- ---

"=+,,,xn n(n-1) ... (n-p)xn - p - 1 

. xp+1-ne'" 
=hm = + 00. n(n - 1) ... (n - p) 

Was ferner Ix 

anlangt, so ist schon nach einmaligem Differentiieren 
1 

1· lx 1· x 1· 1 0 1m -n- = 1m -- = lID ---- = . 
x=+ .. X nxn- 1 nx" 

(n> 0) 
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2. Auf die Funktion X+ cosx 
x-Binx 

ist fiir lim x = + 00 (wie auch - (0) das Verfahren nicht anwendbar, 
weil es keine Zahl X gibt, iiber welche hinaus der Differentialquotient 
des Nenners, d. i. 1 - cos x, nicht mehr Null wird; auch nahert sich der 

Quotient der Ableitungen, 11 - s~~, keiner bestimmten Grenze; indessen 
-coax 

zeigt eine einfache lJberlegung (man dividiere etwa Zahler und N enner 

du;rch x), daS lim ::. + c~s x = 1. 
::&=00 X - SIn x 

ltgax 
ZtgX 3. Die Funktion 

nimmt fiir a> 0 bei dem Grenziibergange lim x = + 0 die Form ~ an, 

und es ist 
a· sec' ax 

lim~tg~=lim~~x =liru a.sin2x=(_2aC0!3 2X ) =1, 
'" = + 0 l tg x sec x x = + 0 sm 2 a x 2 a cos 2 a x x = 0 

tgx 

wobei bemerkt wird, daS der Quotient del' ersten Diiferentialquotienten, 
.. l' h a sin 2 X b' 0 d' F 0 1 t nam lC sin iax' el X = Ie orm 0 er ang . 

111. Die Form O· 00. Wenn (x) = cp(x) 1jJ(X) und wenn bei einem 
bestimmten Grenziibergange lim x = a 

lim q;(x) = 0, lim 1jJ(x) = 00 

wird, so nimmt (x) die unbestimmte Form O· 00 an, die sich auf eine der 

Formen -}, : bringen laSt, z. B. dadurch, daB man (x) in del' Gestalt 

<p(x) beziehungsweise 1/J (x) 
1 ' 1 

1jJ(x) <p(x) 

schreibt. Es treten dann die friiheren Methoden in Kraft. 
1. Einen Fall dieser Art bietet die Funktion 

(x) = x"'(lx)n (m> 0, n > 0) 
dar fiir lim x = + 0, wenn nur n eine solche Zahl ist, daR (lx)" bei dern 
Grenziihergang reeUe Bedeutung hat. Schreibt man 

(( ) _ (lx)" 
x - x- m , 
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so kann das Verfahren von 110 angewandt werden, wonach 

'1 )"-1 1 nIx -
lim ((x) = lim -m.:c1 = - : lim xm(lx)'II-1; 

x=+O - mx 

253 

ist n eine natiirliche Zahl, so gibt die n-malige Wiederholung dieses 
V organges schlieBlich 

I, (() - ( l)n n(n -1) .. , 1 I' m - 0 1m x - - n 1m x - , 
x=+o m ",=+0 

und liegt n zwischen den natiirlichen Zahlen p und p + 1, so ist nach 
(p + l)-maliger Wiederholung 

lim {(x) = (- 1)P+1 n(n -1) ;~~ (n - p) lim xm(lX),,-p-1 = 0, 
",=+0 m ",=+0 

al" weil xm (lx)"-P-1 = nun ein Bruch ist, dessen Zahler gegen 
(lxf+1-n 

Null abnimmt, wahrend del' Nenner ubel' jeden Betl'ag wachst, 
Man hatte mit Berufung auf ein fruher erledigtes Beispiel auoh so 

vOl'gehen konnen: Setzt man x = e-', woraus lx = - z, so verwandelt 
sich {(x) in (_l)n~=~--.::-l)" (mz)'~ 

emz 'I)""n e'inZ' 

uud da lim x = + 0 zur Folge hat lim mz = + 00, so ist zufolge des 
ersten Beispiels in 110 

lim ((x) = (-1!~ lim (m~T = O. 
x= +0 mn 'In: = +00 em; 

2. Die Form 00 ' 0 tritt bei der Funktion 

((x) = x(a~ - 1) 
fur lim x = + 00 (wie - (0) ein; schrei bt man dafiil' 

1 

aX 1 
((x) =-y-

x 

und setzt ~ = z, so hat man es mit dem Quotienten x 
aZ_l 

Z 

(a> 0) 

fUr lim z = 0 zu tun, del' die Form ~ annimmt; daher ist nach 109, (2): 

. ( ~) a' - 1 (UZZ U) hmx aX -1 =lim--= ~- =la. 
",=oa z=o z 1 .=0 



254 IV. Abschnitt. § o. Die unbestimmten Formen 

3. Es soll gezeigt werden, daB 2'" sin 2~ fiir x = 00 den Grenz

wert a und (a - x) tg ~: fiir x = a den Grenzwert 2; hat. 

112. Die :B'orm 00 - 00. Wenn ((x) = cp(x) -l/J(x), und wenn bei 
einem bestimmten Grensubergange lim x = a die beiden Teile cp(x), 1jJ(x) 
sugleich gegen die Grenze + 00 odet· gegen die (}renze - 00 konvergieren, 
so erscheint ((x) in der unbestimmten Form 00 - 00. 

Zur Ermittlung des Grenzwertes von ((x) laBt sich auch hier mit
unter von Reihenentwicklungen zweckmaBiger Gebrauch machen. Han
deIt es sich z. B. um 

((x) = yea + x)(b + x) - YCa -~xHb - x) 

fiir lim x = 00 - die heiden Quadratwurzeln positiv gedacht -, so bilde 
man mit. Benutzung der Binomialreihe (98): 

1 

Yea + x)(b + x) = x(l + ~~~ + :~r 
= x{l + ~~.(~±Jl + a.~.) _ ~(a+ b + ab)2 + ... } 

2 x x' 8 x x' , 

i 

YCa - x)(b - x) = x(l- ~tb + ~~)2 
= x{l- ~ (a+ ~ _ab) _ ~(~_-+- b _ ab)2_ .. . }_ 

2 x x· 8 x x' , 

diese Entwicklungen sind zulassig, sobald nul' x so groB geworden ist, daa 

~ + b + ~~ und a -+- b _ a ~ dem BetI'age nach unter der Einheit liegen i 
x x x x 

es ist dann ((x). = a + b _ (a + IJ)ab _ •.• 
2x' 

und hieraus (Coo) = lim ((x) = a + b. 

Desgleichen kann bei 

(Cx)=x-x2l(1+ ~), 
das fiir lim x = 00 die Form 00 - 00 annimrut1), von der Reihenelltwick
lung Gebrauch gemacht werden; denn sob aId x> 1 geworden, ist 

1) Die folgende Reclinung belehrt selbst dariiber, daB der zweite Teil, der 
die Form <Xl. 0 annimmt, den Grenzwert <X> hat. 
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, (1 1 1 ) 1 1 
(X) = X - x2 X - 2x' + 3x8- ••• ="2 - 3x + ... 

und lim (x) = +-
x= 00 

W 0 dieser Weg nicht eingeschlagen werden kann oder beschwerlich 
ist, da bringe man (x) in eine Gestalt, die fur lim x = a die unbestimmte 

o 
Form(j- annimmt, indem man 

(x) - !PI (x) l/J (x) = :PI (x) 
fJ! -!Pi (x) , 1/'. (x) 

setzt derart, daB fJ!2(X), l/J2(X) fur lim x = a gegen Null, fJ!1 (x), l/J1 (x) aber 
weder gegen Null noch gegen 00 konvergieren. Dann erlangt 

(Cx) = !PI (X)1/'t (x) -!P. (x) 1/'1 (x) 
!Pi (x) 1/'2 (1/!) 

die Form ~, welche nach fruher entwickelten Methoden zu behandeln 

ist. Auch eine der beiden Darstellungen: 
e- 1/J (x) e'P(x) 

(x) = fJ!(x) -l/J(x) = 1 e-cp(X) = l e1/J(x) 

kann zum Ziele flibren. 
Beispiele. 1. Es sei fur 

f (x) = 2 x tg x - 1t sec x 

der Grenzwert zu bestimmen bei lim x = ; . 

Man findet 
lim (x) = lim 2x sin x - n = e sin x +. 2x cos X) = _ 2. 

7t 7t cos X - SIn X 7t 

X==-2- x=·2 x=2 

2. Die Funktion (x) = -A- - ~ wird bei x = 0 unbestimmt·, es sm x x 
ist nun 
1· . xi-sin'x . 2x-sin2x 1m (x) = 11m .• = hm --. -----;-----
,,=0 x'sm"x 2XSlll'x+x'sm2x 

= lim 2 - 2 c~2~__ ____ _ 
2 sinzx + 4x sin 2x + 2 x' cos 2x 

_ r 4 sin 2x 
- 1m 6sin\!x+12xcos2x-4x'sin2x 

( 8 cos 2x ) 1 
= 24 -COB £x:':::'-32x sin 2x - 8x' cOB2x "'= 0 = S; 

dreimal wiederholt sich die Form ~ und erst der Quotient aus den vier

ten Differentialquotienten fiihrt zu dem Grenzwerte. 
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3, Man weise nach, daB ~ - cotg2 x fur x = 0 den Grenzwert f 
besitzt. 

113. Die Formen 0°, 00°, 100
, Eine Funktion von der Gestalt 

((x) = qy(x)'P(x) (qy(x) >0) 
leann zu drei weiterenunbestimmten Formen AnlafJ bieten; sie nimmt nam
lioh, wenn bei einem bestimmten Grenzlibergange lim x = a 

lim qy(x) = 0 lim 1jJ (x) = 0, 

die Form 0°; ferner wenn 

lim qy(x) = 00 lim 1jJ(x)'== 0, 
die Form 00°; endlioh wenn 

lim qy(x) = 1 lim 1jJ(x) = 00, 

die Form 100 an, Geht man abel' von del' Funktion selbst zu ihrem Loga· 
rithmus libel': l{(x) = 'l/J (x) lqy (x), 
so kommt man zu einem Ausdrucke, del' in allen drei Fiillen die bereits 
erledigte unbestimmte Form 0 ' 00 annimmt; 'existiert fiir ihn ein Grenz· 
wert und ist diesel' A, so ist lim {(x) = eA. 

x=a 

Beispiele. 1. Del' Logarithmus von {(x) = f#, d, i. xZx, hat fiir 

lim x = + 0 zufolge von 111 den Grenzwerl 0; mithin ist 

lim f#= 1. 
"'''' +0 

2. Fur lim x = ~- - 0 tritt bei 
{(x) = (tg x)"osx 

die Form 000 ein; del' Logarithmus hiervon, in del' Gestalt 
1 tg,x 
sec ,x 

geschrieben, nimmt die Form ~ an; nach zweimaliger Differentiation von 

Zahler und N enner findet man 
8ec~ ,x 

lim ltg~ = lim _ tg,x 
1< sec x sec x tg ,x 

x="2- o 

daher ist 

I' secx I' secxtgx I' 1 0 
= 1m -- = 1m = 1m .-- = 

tg'x 2tgxsec',x 2 sec x 

lim (tg X)"08X = eO = 1. 
11 

"'=-2'-0 
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3. Fur lim z = 00 und eill beliebiges aber bestimmtes x erlangt 

((x) = (1 + :r 
die Form 1 co; der Logarithmus davon kann, sobald nur z dem absoluten 
Werte nach groBer ist als x, entwickeIt werden wie folgt: 

und hat demnach fur lim z = 00 den Grenzwert x; infolgedessen ist 

~~,: (1 + :r = eX. (V gl. 30 (J), (K); 95.) 

4. Dieselbe unbestimmte Form wie in 3. stellt sich bei 
b 

((x) = (cos ax):.ii 

fur lim x = 0 ein; der Logarithmus hat die Forjll ~ und gibt nach zwei-
maliger Differentiation 1- b l cos a x 

1m • 
X· ",=0 

= lim =.!!.b sin ax = ( ___ .::: a!b cos ax~_) = _ a'b . 
2xcos ax 2 cosax - 2ax sin ax x=o 2 ' 

b a'b 

daher ist lim (cos ax)'" = e --'.f 
x=o 

(sin x)cosec1' X' 

5. Zu zeigen, daB -----;; flir lim x = + 0 entweder den Grellz-
1 

wert 1 oder e--"6 oder 0 hat, je llachdem· r <, = oder > 2 ist. (Man be
stimme llach eillmaliger Differentiation des llaturlichen Logarithmus Grad 
des Ziihlers und Nenners.) 

6. Nachzuweisell, daB lim (sin x)tg'" = ~ und 
"It Ve :1:=---
II 

lim (tgX)tg2x = ~ 
1< 

x= 4" 

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Al1fl. 

ist. 

17 



Fiinfter Abschnitt. 

Maxima llnd Minima der Fllnktionen. 

§ 1. Maxima und Minima der Funktionen einer Variablen. 

114. Begriff der extremen Werte einer Funktion. In dem 
Verlaufe einer nicht einfOrmigen oder nicht monotonen stetigen Funktjon 
(17) sind solche Wene del' Variablen von besonderer Bedeutung, bei 
welchen der Ubergang vom Wachsen ins Abnehmen oder das Umgekehrte 
stattfindet, mit anderen Worten, bei welchen die Trennung del' Kontinua 
erfolgt, welche die Funktion in abwechselndem Sinne durchliiuft. Die flir 
solche Wene der Variablen geltenden Werte del' Funktion sind es, welche 
in den Anwendungen der Analysis hiiufig vorzugsweise in Betracht kom
mell. Man bezeichnet sie als extreme -Werte odeI' als Extreme kurzwegj 
ihre genaue Kennzeichnung und Unterscheidung besteht in Folgendem. 

Es sei f(x) eine in dem Intervalle (a, fJ) definierte eindeutige und 
stetige Funktion der Variablen x. Dieselbe hat an einer innerhalb (<<, P) 
gelegenen Stelle x = a einen grof3ten Wert odeI' ein Maximum, wenn sich 
eine Umgebung von a feststellen IaBt derart, da13 del' an del' Stelle a gel
tende Wert f( a) der Funktion gro.Ber ist als jeder andere aus diesel' Um
gebung; die Funktion hat an del' mehrerwiihnten Stelle einen klmnsien 
Wert odeI' ein Minimum, wenn sich eine Umgebung von a angeben liiBt 
derart, daB del' Funktionswel't f(a) kleiner ist als jeder andere aus dieser 
Umgebung. 

Es liiBt sich also diesel' Definition zufolge em positiveI' Betl'ag 1J 

so bestimmen, daB im Falle eilles Maximums 

f( a 4- h) - f( a) < 0 

und im Faile eines Minimums 

f( a + h) - f( a) > 0 

fur aile Werte yon h, welche del' Bedingllng 

(1) 

(2) 



115. Notwendige Bedingung fiir ein Extrem 

Ihl <n 
genilgen, mit alleiniger Ausnahme von h = 0.1) 

259 

Die zulassige GroBe der Umgebung, also der auBerste Wert von 'YJ, 
wird davon abhangen, wie haufig (ex) in (a, (3) zwischen Wachstum und 
Abnabme wechselt; es darf aber fur den Zweck der Untersuchung 'YJ unter 
dies~ill aullersten Werte bleiben und beliebig klein angenommen werden. 

Die Begriffe des Maximums und Minimums beziehen sich a.lso nicht 
au die Gesamtheit der Werte der Funktion, sondern immer nur auf die 
Werte einer beliebig engen Umgebung. Eine Funktion kann in dem In
t~vall, fur das ihre Definition gilt, mehrere oder selbst unbegrenzt viele 
Eltreme erlangen und unter ihren verschiedenen Maximis kann es ein 
gr5Btes, ebenso unter ihren Minimis ein kleinstes geben; erst die Ver
gleichung dieser mit den Werten ((a), (((3), welche die Funktion an den 
Grenzen des Intervalls besitzt, kann die Frage nach dem groj3ten und 
kleinsten Wert der Funktion im Intervall (IX, (3) zur Entscheidung bringen. 2) 

115. Not wendige Bedingung fur ein Extrem bei stetigem 
Verlauf des erst en Differentialquotienten. Der Ubergang vom 
Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt kann in verschiedener Weise 
vor sich gehen. Wir stellen den wichtigsten, die Regel bildenden Fall an 
die Spitze und setzen voraus, die Funktion (x) besitze an jeder Stelle 
innerhalb (a, (3) einen Differentialquotienten im eigentlichen Sinne oder 
einen vollstiindigen Di:lferentialquotienten (20). Dnter dieser Vorausset
zung gilt der Satz, daf3 an einer Stelle, an welcher die Funktion ein Ex
trem erre-icht, ihr Differentialquotient verschwindet. 

1m FaIle eines Maximums ist namlich vermoge der Relation (1) 

f(a + It) - f(a) 
~-T---~ 

fur Werte yon h, aus dem Intervalle (- 'YJ, 0) positiv, fur Werte aus (0, 'YJ) 

1) Nach einer von O. Sto lz (Grnndziig-e der Differential- und Integralrech
nung, Leipzig 1893, p. 199) getroffenen Unterscheidung bezeichnet man die so de
finierten Extremwerte als eigentliches Maximum und Minimum und spricht von 
einem uneigentZichen Extrem, wenn bei noch so klein em 1] Stellen a + h existieren, 
an denen f(a + h) = f(a) ist. Hier solI von dieser a.usnahmsweisen Erscheinung 
abgesehen werden. 

2) Ma.n bezeichnet wohl auch die in obi gem Sinne definierten ExtJ;eme al 
relative Maxima und Minima zum Unterschiede von den abfoluten, die sich auf 
das ganze Intervall (lX, (J) beziehen. 

17* 
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negativ, und der eine Grenzwerl dieses Quotienten fur lim h = + 0 kann, 
da er nicht gleichzeitig positiv und negativ sein kann, nur den Wert Null 
aI\Ilehmen, es muB also ((a) = 0 (3) 
sein. 1m FaIle eines Minimums ist derselbe Quotient vermoge (2) links 
von a negativ, rechts davon positiv, sein als existierend vorausgesetzter 
Grenzwerl fur lim h = + 0 muB aus demselben Grunde den Weru Null 
haben. 

Daraus aber ist der folgende SchluB zu ziehen: Wenn die Funkiitm 
{(x) an jeder Stelle zwischen a und [:J einen eigentlichen Differentialqu1u
enten besitzt, so sind die Werte von x, {iir 'welche sie ein Extrem erlan!letI 
kann, unter den Wurzeln der Gleichung {'(x) = 0 zu suchen. 

1st x = a eine dieser W urzeln, so bestiinde die unmittelbarste En~ 
scheidung der Frage, ob hier ein Extrem und welches von beiden stat. 
findet, in der Untersuchung des Vorzeiehens von ((a+h) fiir entspre
chend kleine, entgegengesetzt bezeichnete Werte von h; ist namlich 
f' (a + h) in einer entsprechend klein festgestellten Umgebung von a links 
von a positiv, rechts davon negativ, so ist (Cx) in dieser Umgebung links 
von a waehsend, reehts von a abnehmend und erlangt in a selbst ein 
Maximum, bei dem umgekehrten Verhalten ein Minimum. 

Die Funktion rex) = 2x3 - 3x2 + b beispielsweise besitzt fur aIle 
Werte von x einen eigentliehen Differentialquotienten: 

rex) = 6x(x-l), 

und die Gleiehung rex) = 0 hat die beiden Wurzeln x = 0 und x = 1. 
Bedeutet 0 eine positive Zahl < 1, so ist 

((-0) = 60(1+0) > 0 

('(D) =-60(1-0) < 0; 

demnach hat die Funktion an der Stelle x = 0 ein Maximum, und dieses 
ist reO) = b_ Ferner ist unter der gleichen Voraussetzung uber 0 

((1- 0) = - 60(1- 0) < 0 

('(l+o)= 60(1+0»0, 

an der Stelle x = 1 tritt also ein Minimum ein, sein Wert ist 

r(l) = b - 1. 

116. Unterscheidung zwischen Maximum und Minimum. 
Die Entscheidung kann einfacher getroffen werden, wenn die Funktion 
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rex) an jeder Stelle innerhalb (a, fJ) auch einen eigentlichen zweiten 
Differentialquotienten ('(x) besitzt und wenn dieser an der Stelle x = a 
nicht Null ist. Es gilt dann der Satz: Wenn f"(a) < 0, so ist rea) ein 
Maximum, und wenn f" (a) > 0, so ist ((a) ein Minimum. 

1st namlich rea) < 0, so muB es eine Umgebung von a geben, in 
welcher auch r (a + h) - f' (a) 

h ' 

wovon ja f"Ca) der Grenzwerl fur lim h = =t= ° ist, negativ ist; wegen 
rca) = ° bleibt in dieser Umgebung auch 

f'(a+h) 
-h-

negativ; daber ist f' (a + h) links von a positiv, rechts davon negativ, 
f( a) also in der Tat ein Maximum. 

1st f"(a) > 0, so muB sich eine Umgebung von a begrenzen lassen, 
in welcher auch f' (a + h) - f'(a) 

h 

oder das dies em gleichkommende f' (a it h) 

positiv bleibt; infolgedessen ist (' (a + h) links von a negativ, rechts da
von positiv, f(a) also tatsachlich ein Minimum. 

Wenn jedoch f"Ca) = ° ist, dann gilt zunachst der folgende Satf : 
1st f"Ca) = ° und ('''(a) 9= 0, so ist (Ca) kein Extrem; ist aber auch 
("'(a) = 0, dagegen (IY(a) 9= 0, so ist f(a)\ein Extrem und es entscheidet 
das Vorzeicken von (IY(a) fiber die Art desExtrems nach derselben Regel, 
wie vorhin (' (a) dariiber entschieden hat. 

Wenn namlich (' (a) = ° und (" (a) < 0, so sind die Kriterien da
fiirvorhanden, daB f'(a) ain Maximum ist; da aber ('Ca) = ° ist, so mu£\ 
f'(a+k) in gehOriger Nahe und zu beiden Seiten von a negativ sein; 
dann aber ist ((a) kein Extrem. 

In .gleicher Weise schlieBt man aus ("Ca) = 0 und ("rCa) > 0, <lag 
f'( a) = ° ein Minimum ist, daB also (' (a + h) in gehOriger Niihe und 
beiderseits von a positiv sein miisse, woraus folgt, daB rea) kein Ex
trem ist. 

Dar zweite Teil dar Behauptung erweist sich folgendermaBen als 
richtig. 

Aus ('''(a) = ° und (IV(a) < ° schlieBt man, daB ("(0) = ° ern 
Maximum ist, daB also eine Umgebung von a existiert, in welcher 
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(' (a + h) negati v bleibt mit alleinigem AusschluB von h = 0; in dieser 
selben Umgebung ist f'Ca + h) abnehmend, und da f' (a) = 0, so ist 
f' C a + h) links von a positiv, rechts davon negativ, infolgedessen f( a) ein 
Maximum. 

In analoger Weise ergibt sieh, daB fur fliT (a) > ° fCa) ein Mini· 
mum ist. 

117. Allgemeines Kriterium. Unter gewissen Voraussetzungen, 
die aber bei den gewohnlieh auftretenden Funktionen fast ausnahmslos 
vorhanden sind, liiBt sich die Frage nach den Extremen allgemein err 
ledigen. 

Die Funktion f(x) be sitze im ganzen Bereiche, in welchem sie lie
trachtet wird (mit AusschluB der Grenzen), eigentliche Differentialquoti. 
enten alIer in Betraeht gezogenen Ordnungen und fiir einen Wert x = a, 
fur den r (a) = 0, sei auch 

f"(a) = 0, f"'(a) = 0, '" f(n-il(a) = 0, 

hingegen f(nl (a) =1= 0; ferner sei f(nl(x) wenigstens in einer angebbaren 
Umgebung von a stetig. 

U nter diesen V oraussetznngen laBt die Funktion in der letztgedachten 
Umgebung die Anwendung der Taylorschen Formel zu, und diese (91, 

(6) und (7) gibt: fCa + h) = fCa) + E~~(rLj:-~h) h", (0 < 0 < 1) 
1 2 ... n 

hn 
woraus f(a + h) - fCa) = . .---- {(nl(a + Ok). (4) 

1· 2 ... n 

Wegen der Stetigkeit von fen) (x) 11tBt sich eine hinreiehend kleine Um
gebung von a feststellen so, daB innerhalb derselben f(nl(x) von «nl(a) 
um beliebig wenig sich unterscheidet, daB also f(nl(a + ()h) dasselbe Vor· 
zeichen hat wie fCnl(a). 

Dann hat flir ein gfYrades n die Differenz f( a + It) - f( a) in dieser 
ganzen Umgebung, also zu beiden Seiten von a, dasselbe Vorzeichen wie 
f(nl(a); {(a) ist sonach einExtrem und zwarein Maximum, wenn f("l(a) <0, 
ein Minimum, wenn f(nl(a) > 0. 

Fur ein ungfYrades n dagegen andert die DiB:'erenz f( a + h) - f( a) mit 
h zugleich ihr V orzeichen, infolgedessen ist f( a) kein Extrem. 

Das Ergebnis dieser Betrachtung kann in dem Satze zusammengefaBt 
werden: An e:iner Stelle x = a, welehe dfYr Gleichung f (x) = ° genugt, hat 
die Funktion f( x) ein Extrem nur dann, u;enn dfYr niichste an dieser Stelle 
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nicld verschwindende Differentialquotient von ((x) von gerader Ordnung ist; 
ist er negativ, so ist ((a) ein Maximum, ist er positiv, so ist ((a) ein Minimum. 

Die beiden in 116 nachgewiesenen 8iitze sind spezielle Fiille dieses 
allgemeinen 8atzes. 

Das gemeinsame Merkmal des Maximums und Minimums, das in der 
Gleichung f'(a) = 0 
sich ausspricht, hat im Zusammenhalte mit 22,.2. eine einfache Bedeutung 
in dem Falle, wo man die Werte von ((x) durch die Ordinaten einer 
Kurve in einem rechtwinkligen Koordinatensystem darstellt; es sagt aus, 
daB in einem Punkte, der einem Extrem entspricht, die Tangente an jene 
Kurve parallel ist zur Abszissenachse. Man erkennt leicht, daB dies auch 
fur schiefwinklige Koordinaten gilt. 

118. Beispiele. 1. Die in 115 behandelte Funktion 

rex) = 2x3 - 3x2 + b, 

deren Differentialquotient flir x = 0 und x = 1 Null wird, erledigt sich 
mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten 

("(x) = 12x - 6, 

indem ("(O) = - 6 und ("(1) = 6 ist; daher ist ((0) = b ein Maximum 
und f(l) = b - 1 ein Minimum. 

2. Eine Funktion von der Form 

rex) = aoxm + a1 X m +1 + azxm +2 + ... 
m eine naturliche Zahl > 2 -, wo die rechte Seite ein Polynom odeI' 

eine konvergente Potenzreihe ist, besitzt an der Stelle x = 0 ein Extrem, 
wenn m gerad, und zwar ein Maximum oder Minimum, je nachdem ao 
negativ oder positiv ist; das Extrem selbst ist reO) = O. 

Denn es ist f' (0) = 0, und der erste fur x = 0 nicht verschwindende 
Differentialquotient ist 

f(m) (x) = 1 . 2 ... mao + 2 . 3 ... (m + 1) al x + ... , 
daher r(m)(O) = 1 . 2 . " mao' 

Von dies em Satze kann hiiufig Gebrauch gemacht werden. 
So folgt aUB ihm beispielsweise, daB 

x! 
Y = 2p + q 

ein Maximum oder Minimum erreicht bei x = 0, je nachdem p < 0 oder 
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p > 0; denn nach obigem gilt dies fur y - q, und zwar ist das Extrem 
dieser Differenz 0, daher jenes von y gleich q. Desgleichen kal1n uber das 
Extrem von y = ax2 + 2 fJx + r 
entschieden werden; bringt man namlich diese Gleichung auf die Form 

p~ 1 
Y - r + - = - (ax + fJ)2, a a 

so ist unmittelbar zu erkennen, daB y - r + (3' fiir X = - ~ den maxi-
a a 

malen oder minimalen Wert 0 annimmt, je nachdem a < 0 oder ex> 0; 
dieselbe Erscheinung tritt auch bei y selbst ein, und zwar ist dessen maxi-

maler, bzw. minimaler Wert r - ~. (Scheitel der Parabel.) 
a 

Auch bei der Funktion r(x) = xrn(a-x)n, 
in welcher m, n natiirliche Zahlen > 2 und a eine positive Zahl bedeuten 
solien, kann der Satz benutzt werden; faEt man sie als nach x geordnetes 
Polynom auf, so ist anx'" das niedrigste Glied, daher reO) = 0 ein Mini
mum, wenn m gerad ist; man kann die Funktion aber auch in der Gestalt 

(a - (a-x)m(a - x)" 

schreiben und in ein nach a - x geordnetes Polynom umformen, dessen 
niedrigstes G lied dann am C a -- x)n ist; infolgedessen ist f( a) = 0 ein Mini
mum, wenn n gerad ist. Ein Extrem, und zwar ein Maximum, besitzt 
die Funktion unbedingt; denn 

rex) = xm - 1(a-x)n-l{ma - (m+n)x} 

verschwindet auBer an den beiden erledigten Stellen x = 0 und x = a auch 
an der Stelle 'Ina x=----

m+n' 

und weil bei dem Durchgange durch dieselbe ('(x) von positiven Werten 
zu negativen Werten ubergeht, so ist 

f ( 'Ina ) _ m7nnll ( a )7n+n 
'In+n - m-tn 

ein Maximum. 

3. Die extremenW erte der Funktion 

ax' + 2bx + c Y = ----.-.------
Ax'+ 2Bx+ C (ex) 

konnen auBer auf dem vVege der Differentialrechnung auch in der folgen
den rein algebraischen Weise bestimmt werden. Ordnet man die Gleichung 
nach x und lost die so erhaltene quadratische Gleichung: 



118. Beispiele 265 

(Ay-a)x2 + 2(By-b)x + Cy - e = 0 nach x auf: 

x = -(By- b) +V(By-b)'- (Ay- a) (Cy- c) 
Ay-a ' 

so bestimmen die Grenzen fur die Realitat von x zugleich die extremen 
Wel'te von Yi man erhalt sie aus del' Gleichung 

(By-b)2- (Ay-a) (Cy-e) = 0, 

die geordnet lautet: 

(AC-B2)y2 - (Ae+aC-2Bb)y + ae - b2 = 0; (m 

sie hat abel' zur Folge By-b x=----Ay-a 

und daraus ergibt sich wei tel' mit Berucksichtigung des urspriinglichen 
Ansatzes: ax + b bx + c (~) 

'!I = Ax + B = B x + (;, 
so daE man zur Bestimmung del' Stellen, an welchen ein Wechsel vou 
wachsenden zu abnehmenden y und umgekehrt stattfindet, die quadra
tische Gleichung hat: 

(Ab - aB)x2 + (Ae - aC)x + Be - bC = O. (f) 

Entwedel' bestimmt man aus (~) die Werte von y und dazu mittels 
(1') die zugehorigen Werte von x, odeI' aus (8) die Werte von x und mit
tels (0) die dazugehOrigen Werte von y. 

B · . I' 'bt' h f" Xi + X + 1 d' L" 1 eIaple SWeIse ergl SIC ur y = x'=x+i Ie osung: Xl = , 

'!It = 3 (Maximum); x2 = - 1, Ya = ~. (Minimum). 

4. Es sind die extremen Werte del' Funktion 

f(x) = a cosx + b sinx fest-wstellen. 

Besitzt eine periodische Funktion - und eine solche ist f(x) - einen 
extremen Wert, so besitzt sie deren unendlich viele von gleicher GroEe 
und zwar an Stellen, welche um je eine Periode voneinander abstehen; 
deshalb genugt es, die Untersuchung auf das Intervall einer Periode, hier 
also auf (0, 2,,;), zu beschranken. 

Es iat {'(x) = - a sinx + b coax 

("(x) = - a cosx - b sinxi 

aus {'(x) = 0 ergibt sich sin x : coax = b: a, 
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. b a 
woraus SlllX = COSX = . 

±ya' + b2 ' ± Va· + b2 ' 

fiir diese ~Werte von sinx, cosx nimmt ('(x) emen der Werte 

+ -Va2 + b! 

an; infolgedessen hat die }i~unktion an der durch 

. b a 
SIn x = ---~=---:=-=- cos X = ~ 

Va2+b2' Va 2 +b" 

bestimmten Stelle ein Maximum von der GroBe -V a2 + b' und an der durch 

. b a 
SlllX = ,,-",_ , cosx = ~ 

- ya"+b' -ya2 +b" 
---o---:-=-

bestimmten Stelle ein Minimum von der GroBe - ya2 + b2• 

Man bemerke, daB sich die vorgelegte Funktion in die Gestalt 

((x) = Ya2 +b2 cos (x - arctg %) 
bringen laBt, an welcher die extremen Werte unmittelbar zu erkennen sind. 

5. Die Zahl a ist in zwei Teile zu zerlegen derart, daB das Produkt 
~ieser Teile den groBtmoglichen Wert annehme.1) 

1st der eine Teil x, so ist a - x der andere, und es handelt sich urn 
das Maximum von ((x) = x(a-x). 

Aus ((x) = a - 2x = 0 folgt x = ;, und da ("(x) = - 2 negativ ist, 

so ist tatsachlich (a) a' f2 ="4 
der groBtmogliche Wert des Produktes. 

Auf diesen einfachen Fall lassen sich mancherlei Probleme zuriick
fiihren; als Beleg dafiir mogen die folgenden dienen. 

a) Unter den Rechtecken von gegebenem Umfange 2a dasjenige von 
der groBten Fliiche zu bestimmen. 

HeiBt eine Seite des Rechtecks x, so ist a - x die andere; es soil 
also x (a - x) ein Maximum werden. Das verlangte Rechteck ist demnach 
das Quadrat. 

(3) Unter den einem gegebenen Kreis vom Durchmesser a eingeschrie
henen Rechtecken dasjenige von der groBten Flache aufzusuchen. 

1) In geometrischer Fa.ssung zuerst von P. Fermat (1638) behandelt. 
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1st x die eine Seite des Rechtecks, so ist das Quadrat der anderen 

at - X2, x'Va2 - x2 die Flache; ihr Quadrat x2 (a2 -x') wird ein Maxi-
2 • 

mum fur x2 = ~ , die FHiche selbst ist dann ebenfalls ein Maximum =~-
-~~- a 

und der Gestalt nach ein Quadrat, weil x = -Va2 - x 2 = Y2 . 

y) Denjenigen Elevationswinkel bei dem schiefen W urf zu bestimmen, 
bei welchem sich die groBte Wurfweite einstellt. 

HeiBt c die Wurfgeschwindigkeit, 9 die Beschleunigung der Sehwer-
.. . 2c!sinxcosx . . ' 

kraft und x der ElevatlOnswmkel, so 1st dIe W urfwelte; Sle 
9 

wird zu einem Maximum, wenn sinx cos x odeI' sin 2 x cos2 X = sin 2 x (1- sin 2 x) 

seinen groBten Wert erlangt; dies aher geschieht fur sin2x = ~ , also fur 

x = -i, d. i. hei einem Winkel von 45°. 

0') Die Hohenlage der Offnung in der vertikalen Seitenwand eines 
GefaBes zu bestimmen, bei welcher die AusfluBweite am groBten ist. 

Bedeutet h die Tiefe der horizontalen Grundebene und x die Tiefe 
der Offnung nnter dem Fliissigkeitsspiegel, so ist die AusfluBweite 

2 yx(h-x); sie wird am groBten, wenn x(h-x) ein Maximum erreicht, 
h A 

und dieses tritt fUr X = -2- ein. ~. 1 /, g. 9. / , 

6. Es sind zwei Punkte A, B und eine Gerade // i 
B/ : 

XX' gegeben (Fig. 19); man soll jene Punkte P . /'i' .-. 1 

in XX' bestimmen, fur welche der WinkelAPB x' ~. y 

- als relative GroBe aufgefaBt - einen extremen Wert erhngt. 

Bezeichnet 0 den Schnittpunkt der Geraden AB mit XX', so ist 

() =APB= XPB- XPA; 
setzt man OA. = a, OB = b, OP = x, XOA. = IX, fant A.A.' uud BB' 
senkrecht zu XX', so findet sich 

XP 4. _ A ~ a sin a 
-' - rc.g acosa-x 

XPB = Arc too b sina 
;:, bcosa-x und daraus 

(J A t bsina A t a sin a 
= rc g -o-b-c-os-a--;-r;- - rc g a cos a - x 

= Arc t (a-b) sin a . x 
g ab-(a+b)cosa·x+x· 
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Um die Rechnung zu vereinfachen, bezeichne man Zahler und Nenner 

des letzten Bruches mit u, v, so daB 0 = Arc tg : ; dann ist 

u'v - uv' 
dO v' u'v-uv' 
dx = --Ui-- = -u' + v2 , 

1 + v' 

und es lautet somit die fur einen extremen Wert notwendige Bedingung: 

u'v-uv'=O, 

d. h. (a - b) sin cc { a b - (a + b) cos cc . x + x2 } 

- (a - b) sina . x (- (a + b) cosa + 2x} = 0, 

und nach Ausfuhrung der Rechnung 

x 2 - ab = 0, woraus x = + Vat}. 

In analytischem Sinne entspricht die eine Losung einem Maximum, 
die andere einem Minimum von 0; um eine Unterscheidung trefien zu 
konnen, ist eine Festsetzung uber 0 notwendig: 0 soll den hohlen Winkel 
bedeuten, durch welch en PAin PB iibergefiihrt wird, und solI negativ 
oder positiv sein, je nachdem die Drehung im Sinne des Uhrzeigers oder 
in dem entgegengesetzten Sinne vor sich geht. Unter solchen Umstanden 
ist 0 positiv, wenn in Fig. 19 Prechts von Oliegt, negativ, wenn Plinks 

von Oliegtj es entspricht dann x = + yab ein Maximum, x = - yab 
ein Minimum. 

Sind a, b entgegengesetzt bezeichnet, liegen also A, B zu entgegen
gesetzten Seiten von XX' (Fig. 20), so zeigt die Losung an, daB es keinen 
groBten oder kleinsten Wert von () gibt. Versteht man unter () den 
Winkel, durch welchen PA in PB iibergefiihrt wird mittels einer Dre-

A hung gegen den Sinn des Uhrzeigers 1), so durch-
lauft 0, wahrend x das Intervall (- 00, + 00) 

X---+-+---:*----:p .... ~P~X beschreibt, bestandig abnehmend das Intervall 
(2n:, 0), es findet daber tatsachlich weder ein 

Fig. 20. 

B Maximum noch ein Minimum statt. 
Die Aufgabe kann durch geometrische Betrachtung wie folgt gelost 

weI·den. Den Ort der Punkte P, fiir welche der Winkel APB (Fig. 19) 

1) Die Festsetzung iBt beidemal so getroffen, daB 0 bei UberBchreitung von 
x = 0 stetig bleibt. 
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konstant ist, bildet ein Kreisbogen uber der Sehne AB; die beiden Kreise 
des Kreisbiischels mit den Grnndpunkten A, B, welche die Gerade XX' 
beruhren, geben in den Beriihrungspunkten die Losungen der Aufgabe. 
Denn, geht man von einem dieser Kreise uber zu einem ein wenig groBe
ren aus dem Buschel, der die Gerade XX' schneidet, so ruht in diesem, 
wie man sich dnrch eine einfache Betrachtung iiberzeugt, iiber der Sehne 
AB ein kleinerer Winkel als in dem beriihrenden Kreise. 

Handelte es sich in Fig. 19 urn jenen Punkt in XX', aus welchem 
die Strecke AB unter dem gro/3ten Winkel erscheint, so entsprache dieser 
Frage der Punkt x = + yab, rechts von O. 

7. Es sind zwei Punkte A, B und eine Sle nicht trennende Gerade 

zesten fiber einen Punkt von XX fuhrenden 1'-_ 

Weg von A nach B bestimmen. '.: ~""""·"'-"B." __ _ 

XX' gegeben (Fig. 21). Man solI den kiir· ~'>' ___ _ 

Einem Grundsatze der Geometrie zu- "" ~-
~~'--~:.---~~~:nr--"~'-~-~ 

folge wird der Weg ans zwei geradlinigen A' p" .... il3. Q 
Strecken sich zusammensetzen, so daB es dar- ]'ig.21. 13L 
auf ankommt, den Punkt P in XX' so zu bestimmen, daB s = AP + PB 
ein Minimum werde. 

Setzt man AA' = a, BB' = b, A'B' = 0, A'P = x, so ist 

s = yti2-+ Xi + Yb! + (C-X)2, 

und die notwendige Bedingung fur ein Extrem lautet: 

ds x 
dX=y'at+x! 

oder in den Linien der Figur ausgedriickt: 

A'P PB' 
AP=}Tp'; 

(u) 

darans schlieBt man auf die Ahnlichkeit der Dreiecke AA'P und BB'P 
und hieraus wieder auf die Gleichheit der Winkel X'PA und XPB 
(Re£lexionsgesetz). Die Konstruktion von P geschieht in der Weise, daB 
HBl = BB' gemacht nnd A mit Bl verbunden wird. 

Die direkte Verfolgung der Bedingungsgleichung (u) fiihrt nach Be
seitigung der Irrationalitaten und der Nenner zu der quadratischen Glei
chung (b2 - a2)x2 + 2a'cx - a2o'l = 0, (tl) 
und diese gibt die beiden W urzeln 
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ac ac 
Xl = a+~b' X 2 = a--=-b; 

die erste leitet auf die gefundene Lasung hin; denn aus der hervorgeho

benen Ahnlichkeit folgt A' P : a = (c - A'P) : b, 
-,~~ ac 

woraus A P = a + b = Xl' 

Die zweite Lasung ist del' gestellten Aufgabe fremd und riihrt daher, daR 
die Gleiehung ({J) umfassender ist als (0::) infolge der ausgefiihrten Qua
drierung; die GIeiehung ({3) sehlieBt aueh die Bedingung fiir das Maxi· 
mum von AP - BP odeI' von 

ya2 + Xi - yb2 + (c - x)2 

in sieh und hierfiir gilt X2 , das den Schnittpunkt Q der Geraden AB 
mit XX' bestimmt; in der Tat ist 

AP-PB<AB, 

daher AB der Ma:x:imalwert del' Differenz AP - PB, welcher sieh dann 
oinstellt, wenn P mit Q zusammenfallt. 

Man hiitte auch von del' folgenden Betrachtung ausgehen konnen. 
Der Ort del' Punkte P, fiir welehe AP + PB einen bestimmten konstanten 
Wert s hat, islt eine Ellipse mit den Brennpunkten A, B und der gro.Ben 
Achse s (Fig. 21); die kleinste unter diesen (konfokalen) Ellipsen, welche 
mit der Geraden XX' reelle Punkte gemein hat, ist diejenige, welehe sie 
beriihrt; der Beruhrungspunkt bestimmt die Lasung der Aufgabe und hat 
nach einer bekannten Eigenschaft del' Ellipsentangente eine solche Lage, 
daB ~ X'PA = ~ XPB. 

8. Es sind zwei Punkte A, B und eine sie trennende Gerade xX' 

.. ¥' 

A 

: 
i 
I 

A 

Fig. 22. 

p X 

B 

den Wurzeln entsprieht nun 

gegeben (Fig. 22). Man soil denjenigen 
Punkt P in XX' bestimmen, fiir weI· 
chen die Differenz d = AP - PB ein 
:Maximum wird. 

Die analytisehe Behandlung der 
Aufgabe fiihrt zu der namlichen Glei· 
chung ({3) wie vorhin. Von den bei· 

dem verlangten Maximum und Iiefert den Punkt P, zu dessen Konstruk· 
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tion 11 Bl = B B' zu maehen und A mit Bl zu verbinden ist; dieser Punkt 
ist also durch die Gleichheit del' Winkel X' P A und X'PB charakterisiert. 
Die zweite Losung ac 

X -----
l-a+b' 

welche auf den Schnittpunkt Q del' Geraden AB mit XX' hinleitet, ist 
der gestellten Aufgabe fremd und bestimmt das Minimum von AP + PB; 
denn tatsiichlich ist AP + PB > AB, 
daher AB del' kleinste Wert von AP + PB, welcher eintritt, wenn P 
mit Q zusammenfiillt. 

Geometriseh lOst sieh die gestellte Aufgabe durch folgende Betraeh
tung. Der Ort del' Punkte P, fiir welche die Differenz AP - BP einen 
bestimmten konstanten Wert d hat, ist eine Hyperbel mit den Brenn
punkten A, B und del' reeilen Aehse d; diejenige unter diesen konfokalen 
Hyperbeln, welehe die Gerade XX' bertihrt, hat un tel' denen, die mit 
diesel' Geraden reelle Punkte gemein haben, die graBte reeile Achse; ihr 
Beriihrungspunkt bestimmt also die Lasung der Aufgabe und liegt nach 
einer bekannten Eigensehaft del' Hyperbel so, daB 1:= X'PA = 1:= X'PB. 

9. Es sind zwei Punkte A, B und eine sie 
trennende Ebene M M', gegeben (Fig. 23). Man 
soli den Weg von A nach B bestimmen, welchen 
ein Bewegliehes in der klirzesten Zeit zurlieklegt, 
wenn es sieh von A bis ZUI' Ebene mit del' Ge
schwindigkeit u und von da ab bis B mit del' Ge
schwindigkeit v bewegt.l) 

Fig. 23. 
, 
~v' 

Del' Weg wil'd sieh notwendig aus zwei geradlinigen Strecken zu
sammensetzen und bestimmt sein, sobald man den Punkt P del' Ebene 
kennt, iiber welehen er fiihrt. Von diesem liiBt sieh ferner erweisen, daB 
el' :in die Vel'bindungslinie del' orthogonalen Pl'ojektionen A', B' von A, 
B auf MM' falIt, daB del' Weg selbst also in del' dureh A, B zu MN 
gelegten N ormalebene verlauft. Denn zu einem Wege wie A QB, del' libel' 
einen Punkt Q auBel' A' B' ftihrt, liiBt sieh immer ein Weg finden, del' in 

1) Mit dieser Aufgabe befa13te sich P. Fermat (1662), der ein Verfahren zur 
Bestimmung der Maxima und Minima gefunden hatte, das im Wesen auf die 
Annullierung des ersten Differentialquotienten hinauskommt. Leibniz nahm sie 
in die historisch denkwiirdige Abhandlung auf, die in der zweiten Fullnote zu 22 
zitierl ist und die sich neben dem TangentenpIoblem auch mit den Extremwerlen 
beschliftigt. 
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kurzerer Zeit zuruckgelegt wird als AQB; man braucht nur QP senk
recht zu A'E zu ziehen, und erkennt sogleich, daB 

AP<AQ, BP<BQ, 

daB also auch APB in kiirzerer Zeit zuriickgelegt wird als AQ B. 
1st AA' = a, BB' = b, A'B' = c, A'P = x, so ist die fur den Wag 

APB erforderliehe Zeit 

und ihr kleinster Wert ergibt sieh, wenn P so gewahlt wird, daB 

C-x =0 
vybll+(c-xj! ' 

oder in den Linien del' Figur ausgedriickt, daB 

1 A'P 1 PB' 
~u· AP=v' BP; 

bezeichnet man also die Winkel APN und BPN', welche die Wegteile 
mit dem Lote NN' zur Ebene einschlieBen, mit ct, p, so ist der verlangte 
Weg durch die Beziehung sin IX U 

sinp = v 
gekennzeichnet, wonach das Sinusverhaltnis der genannten Winkel gleich 
sein muB dem analog gebildeten Verhaltnis der Geschwindigkeiten (Re~ 
fraktionsgesetz) . 

10. Man erledige die folgenden Falle. 

a) y = 2x3 - 9x2 + 12x - 3 

{x = 1, Y = 2 (Max.); x = 2, 'Y = 1 (Min.) } . 

b) y =:r - x 3 

{ V~ 2 liS -Va 2 ya . } 
x = 3' Y = -9- (Max.); x = - 3' Y = - -9- (Mm.) . 

c) y = x3 - 3x2 + 6x {weder ein Max. noch ein Min.}. 
xll-x-1 

d) y = xl! + x +-1 
{x = 0, y = - 1 (Min.); x = - 2, '!J = -~ (Max.) }. 

11. Ein einseitig ofl'enes zylindrisches RohlgefaB von gegebenem 
Fassungsraum ist so zu formen, daB es eihe moglichst kleine Oberflache 
habe (Basisradius = Rohe). 
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12. Ein beiderseits geschlossener Rohlzylinder von gegebenem Vo
lumen ist so zu form en, daB er eine moglichst kleine Obel'flache besitz6 
(Basisdurchmesser = Rohe). 

13. Einer gegebenen Kugel ist ein Kegel von minimalem Volumen 
umzuschreiben (Rohe = dem doppelten Kugeldurchmessel', Kegelvolumen 
= dem doppelten Kugelvolumen). 

14. Del' Raum unter einem kegelformigen Zeltdach ist gegeben; wie 
ist dasselbe zu gestalten, damit es eine moglichst kleine Oberflache 

(Mantelflache) erhalte? (Rohe = Basisradius X V2; Zentriwinkel des. 
ausgebreiteten Mantels 207° 50'). 

II 9. Extreme Werte bei singuUirem Verhalten des Diffe
rentialquotienten. Die bisher gepflogenen Untersuchungen fiber die 
Extreme einer stetigen Funktion ((x) waren an die Voraussetzung ge
kniipft, daB die Fnnktion an jeder Stelle innerhalb des lntervalls (a, !3), 
fur welches sie definiert ist, einen vollstandigen Differentialquotienten 
besitzt. Mit extrernen Werten kann abel' auch ein davon verschieden~ 
VerhaIten del' Funktion einhergehen. 

1. Angenommen, an einer Stelle a zwischen a und ~ hore die A.b
leitung t (x) auf definiert zu sein; dagegen gebe es dort einen bestimmten 
linken und ehenso einen bestimmten rechten Differentialquotienten (20)7 
und die beiden seien ungleich bezeichnet; dann ist rea) ein Maximum 
oder ein Minimum, je nachdem bei del' angegebenen Ordnung del' beiden 
Differentialquotienten ein Ubergang vom Positiven zum Negativen oder 
das Umgekehrte stattfindet. 

Denn im ersten Falle ist f(a + 11) - ((a) 
11 ' 

das flir lim h = - 0 gegen eine positive Grenze konvergiert, flir nega
tive h, deren Betrag fiber eine angebbare Grenze nicht hinausreicht, po
sitiv, folglich flir solche It l(a + h) - rea) < 0; 
derBelbe Quotient, da er fur lim h = + 0 gegen eine negative Grenze kon
vergiert, bleibt ffir positi~'e hunter einem angebbar.en Betrage negativ. 
so da.B fiir solche h rCa + h) - fCa) < 0; 
dadul'ch ist abel' lea) alB Maximum erwiesen (114, (1»). 

Ahnlich gestaltet sich del' Beweis im zweiten Falle. 
Del' Ubergang yom Wachsen ins Abnehmell odeI' umgekehrt au6ert 

sieh, wenn man lex) durch die Ordinaten einer Kurve darstelit, 1m vor-
(1zu her, Yorlesungen. I. 4. Anti. 18 
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liegenden Falle in solcher Weise, daB die Kurve an der Ubergangsstelle 
zwei verschiedene Tangenten aufweist. 

Als Beispiel diene die Funktion 

((x) = b + YCx-a)2, 

wobei die Wurzel als positiv auf'gefaBt wird; diese Funktion besitzt an 
jader Stelle mit Ausnahme von x = a einen bestimmten Differentialquo· 

tienten: f' (x) = x - a , 
y(x- a)! 

der negativ und = - 1 ist im Intervalle (- 00, a), positiv und = + 1 
im Intervalle (a, + 00); an der Stelle a selbst ist der y 

o a 

L linke Differentialquotient - 1, der rechte + 1, daher ist 
((a) = b ein Minimum. - Die Funktion r(x) ist geome
trisch durch die Ordinaten der Schenkel des rechten 
Winkels LMN (Fig. 24) dargestellt, dessen Scheitel die 

X Koordinaten (a, b) hat und dessen Schenkel gegen die 
Fig. 24. Achsen gleichgeneigt sind. 

2. Angenommen femer, die Ableitung {'(x) und {(x) sei an einer 
Stelle x = a innerhalb (<<, {J), an der die Funktion selbst einen bestimmten 
Wert r( a) hat, nicht definiert und werde bei Annaherung an dieselbe un
endlich groB in der Weise, daB lim f' (x) = + 00 und lim f' (x) = - 00 

x=a-~ x=a+O 

oder umgekehrt; dann ist rea) einExtrem und zwar einMaximum, wenn 
f' (x) sich in der erstgedachten Weise verhlilt, ein Minimum, wenn es das 
umgekehrte Verhalten zeigt. 

Tj Y, Die Begrnndnng lrien ... is! dieselb. wi. vorhin. 
Der Ubergang yom Wachsen ins Abnehmen oder 

. umgekehr~ auB~rt sich ~ei geometrischer Darstellungje~zt 
;b X so, daB dIe belden bel x = a zusammenstoBenden Telle 

o a Fig. 25. der Kurve eine zur y-Achse parallele Tangente haben 
(Fig. 25). 

Eine solche Erscheinung weist beispielsweise die durchaus stetige 
Funktion 

((x) = b + jlCx-a)2 

auf, indem ihr Differentialquotient 
2 

f(x) = at -x-a 
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an der Stelle x = a nicht existiert, links davon - 00, rechts + 00 wird 
bei unbegrenzter Annaherung des x an a; daher ist rea) = b ein Mini
mum (Fig. 25). 

120. Extreme Werte einer implizit gegebenen Funktion. 
Es bleibt noch zu zeigen, wie man die extremen Werte einer implizit ge
gebenen Fttnktion ermittelt. 

Durch die Gleichung F(x, y) = 0 (5) 

sei y als stetige Funktion von x definiert. 1hr Differentialquotient ~~ er

gibt sich aUB der Gleichung o~ + OJE dy = O. (6) 
ox oy dx ' 

er mull - von den in 119 behandelten Ausnahmefallen abgesehen, welche 
jedesmal eine besondere Untersuchung erfordern - fur einen extremen 
Wert verschwinden, und dies hat zur Folge, daB auch 

of 
OX = 0 (7) 

wird. Besitzen nun die Gleichungen (5) und (7) gemeinsame Losungen, 
deren eine x = a, y = b 
sein moge, so bezeichnet x = a eine Stelle, an welcher y einen groBten 
oder kleinsten Wert haben kaUll, und dieser extreme Wert selbst ist dann 
y = b. Dariiber kann im Sinne von 116 in den meisten Fallen schon 

durch den zweiten Differentialquotienten :; entschieden werden; dieser 

aber ergibt sich allgemein aus der Gleichung: 
'(J"F iPF dy o!F (d Y)% of d'y 
ox' + 2 alioy dx + oy! dx + oil lx' = 0, 

die durch nochmalige Differentiation der Gleichung (6) entsteht (57); im 
vorliegenden FaIle soIl er jedoch an del' Stelle x = a untersucht werden, 

an welcher dieFunktion y selbst den Wert b hat und wo d1
y = 0 ist; fUr ( x 

diese Stelle gilt also die einfachere Beziehung 

(ot F) (0 F) ((PY) 
ox' a,b+ oil a,b dx 2 a= 0 

(c!~~) = _ (~'I:)\ . 
dx x=a oJ! 

ay a,b 

(8) woraus 

1st dieser Wert nicht Null, so zeigt sein Vorzeichen an, ob y = b ein 
Maximum ist oder ein Minimum. 

lS* 
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Die Resultate dieser Untersuchllng werden hinfiillig, wenn fur X = a, 

y = b der Differentialquotient o,,~ verschwindet; denn dann ist die Glei
oy 

chung (7) eine Folge von (6) auch dann, wenn :! nicht Null ist. Dieser 

Fall wird spater in anderem Zusammenhange zur Erledigung kommen. 

Beispiele. 1. Es sind die extremen Werte von y zu bestimmen, wenn 

F(x, y) = x3y3 + y - x = O. 

Verbindet man mit diesel' Gleichung die weitere 
of 
- = 3X2y3 - 1 = ° ox ' 

so fuhrt die Auflosung beider zu dem Wertepaar 
5/9 514 

x=Vi, y=1/.f7' 

f .. d' 1 t o~ F 6 3 ur leses er ang ax' = xy 

aF 
- = 3X3 1l2 + 1 'Oy .~ 

folglich ist an der errechneten Stelle 

5 F
den Wert ~ II ~ 

9 ' 

5 
den Wert 2 ' 

d'y _ 4 i jti 
dx' - - 5" V\) 

negativ und aus diesem Grunde y = V;; ein Maximum yon y. 

2. Fur die in 58, 2. bereits behandelte Funktion 1/, definiert durch 
die Gleichung F(x, y) = x3 - 3axy + yS = 0, 
die extremen Werte zu bestimmen. 

Aus del' gegebenen und der aus ihr abgeleiteten Gleichung 

aF =3x2 -3ay=O ox 
ergeben sich durch AuflOsung die Wertepaare: 

Xl = 0, Yl = 0; x2 = a l/2, Y2 = a V4; 
aF fur das erste nimmt _. = 3y2 - 3ax oy 

den Wert ° an und es tl'itt der erwiihnte Ausnahmefall ein; fur das zweite 
hat dieser Differentialquotient den Wert 3 a2 r2", der zweite Differential-
quotient nach x a' F G 

ex' = X 



121. Definition und Kriterien der Extreme einer Funktion zweier Variablen 277 

den Wert 6 a y2; mithin ist an dieser zweiten Stelle 
d'y 2 
dxT = --U-, 

infolgedessen Y2 = a -y4 ein Maximum oder ein Minimum del' Funktion y, 
je nachdem a > 0 oder a < 0 ist. 

3. 1st xy(x-y) = 2a3, so ist fUr x = - a y = - 2a ein Maximum 
oder ein Minimum, je nachdem a > 0 oder a < 0 ist. 

4. Wenn X4 + y4 - 4a~xy = 0 und a> 0 ist, so entspricht die Lo-

sung: x = a y3, y = a y27 dem Maximum, die Losung: x = - a ~3, 
Y = - a V27 dem Minimum von y. 

§ 2. Maxima nnd Minima del' Fnnktionen mehl'el'el' nnabhangigen 
Val'iablen, 

121, Definition und Kriterien del' Extreme einer Funktion 
zweier Variablen. vVir gehen von einer Funktion zweier Variablen 
z = {(x, y) aus, von der wir annehmen, daB sie auf einem bestimmten 
Gebiet P gegeben, eindeutig und stetig sei. 

Man sagt, die Funktion besitze an einer innerha1b P ge1egenen Stelle 
x = (I, Y = b ein ]}Iaximurn, bzw. ein Minirmtm, wenn sich eine Umgebung 
von alb feststellen Hi.Bt derart, daB der Funktionswert {(a, b) an dieser 
Stelle grofJe-r, bzw. kleiner ist als jeder andere aus diesel' Umgebung ent
nommene Funktionswert. 

Es muLl sich also eine positive Zah1 '1} feststellen lassen derart, daB 
fur den Fall eines Maximums 

tCa + h, b + k) - tCa, b) < 0, 
und fur den Fall eines Minimums 

f(a + h, b + k) -lea, b) > 0 
fur aile WertverbinduI!gen hjk, fiir welche gleichzeitig 

I h I < '1} I k I < '1}, 

ausgenommen dte Wertverbindung 0/0.1) 

(1) 

(2) 

1) Es sei hier wie in 114 auf die von O. Stolz gemachte Unterscheidung 
zwischen eigentlichen und uneigentlichen ExtreI)1en hiugewiesen. Sie beruht daranf, 
ob sich 11 so klein bestimmen Hi.Bt, da.6 in den Ansatzen (1) und (2) niemals das 
Ungleichheitszeichen durch daB Gleichheitszeichen ersetzt wird, oder ob sich bei 
keinem noch so kleinen 11 nicht vermeiden HUH, da.6 fUr einzelne Wertverbindungen 
h/k das Gleichbeitszeichen eintritt. 
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Legt man die geometrische Darstellung des Gebietes P zugrunde 

(Fig. 26, (4:7», so ist durch jedes Wertverhiiltnis ! einedurchdenPunkt 
o a. a_It x a/b laufende Gerade S bestimmt, und verfolgt man 

die Funktion Iangs dieser, so besagen die Relatio
~"";----,I-U) nen (1), (2), {(x, y) sei dabei an del' Stelle alb ein 

Maximum, bzw. ein Minimum; und dies muS der 
Definition gemaJl fiir jede durch alb gehende Ge· 

Fig. 2r,. rade geIten. 
Man kommt hiernach zu dem Schlusse, daJl die Funktion {(x, y) an 

del' Stelle alb nur dann einen extremen Wert haben kann, wenn {(a, b) 
bei Verfolgung' der Funktionswerte in jeder durch alb gehenden Geraden 
ein Extrem darstellt. 

Hierzu ist vor allem notwendig, daB der totale Differentialquotient 

(4:7, (7»: df = ~f coscp + 'Of CoS1P 
ds ox 'Oy' 

gebildet fiir die Stelle alb, in jeder Richtung, also fur jede Werlverbin
dung cos cp, cos 1/1 (die iihrigens der Bedingung cos2 cp + eos21/1 = 1 zu ge
nqgen hat), gleieh Null sei, und dies wieder findet nur dann statt, wenn 

an:der Stelle alb ?L = 0 ?L = 0 (3) 
'Ox 'ay ist. 

Daraus ergiht sich der Satz: Diejenigen Stellen, an wclchen die Funk
tion {(x, y) einen extremen Wert bes#!!t, sind ttnter den Losungen des Glei-

chungspaares ~~ = 0, ~~ = ° zu sttchen. 

Es sei nun alb eine aus dies en Gleichungen hervorgegangene Lo
sung. Zur weiteren Entscheidung werde der zweite tot ale Differential
quotient (04, (4»: 

d'f 'Oif 2 a'f o'f 2 
- = .- eos cp + 2 ~- coscp eos1/1 + ---. cos 1/J (4) ds' 'Ox' 'Ox'Oy oy· 

fiir die Stelle alb herangezogenj er muB, solI (a, b) ein Maximum sein, 
fur aHe Richtungen negativ, und solI rCa, b) ein Minimum sein, fiir alle 

Richtungen positiv sein. Dazu ist vor allem erforderlieh, daB weder ~~ 

h 'Oif h' d d .. oif 0 "d d'f 0 f'" n noe ~ verse WIll ej enn ware 0'-'2 = ,so wur e d-i =. ur 1/1 = -2 ' vy ox s 

d .. a'f 0 .. d d'f 0 f" n N . t o'f ....L ° un ware 'Oy' = ,so wur e ds 2 = ur rp = 2-' un IS, wenn OX., , 
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o"f d 2f ('Otf)t 2 otf 'Otf otf 'Otf 2 
OX. (fs. = 'Ox' COS tp + 2 'Ox' ax3-Y COStp cos1/1 + ~x' oy' cos 1/1, 

und nach Erganzung der beiden ersten Teile der rechten Seite zu einem 
vollstandigen Quadrat: 

otf d'f ro'f otf]R [02f o'f (e!f )!] ax2 ds' = Lex' costp + oxey cos'lf! + 2x' oy' - ox'Oy cos21/1; (5) 

jetzt laBt sich dariiber entscheiden, unter welcher V oraussetzung die rechte 

Seite, also auch die linke Seite, also auch ~~ in allen Richtungen ein 

und dasselbe Vorzeichen hat. Die hinreichel1de und notwendige Bedingung 
hierfiir ist namlich, daB an der Stelle alb. 

~f o~[ _ ( O'f)2 ° 
OX· oy' ox oy > sei. (6) 

DaB diese Bedingung hinreichend ist, erkennt man sogleich; denn 
besteht sie, so ist del' Ausdruck auf del' rechten Seite von (5) fiir aile 

Richtungen positiv und es hat somit ~~t bestiindig das namliche Vorzei-

('O'f) chen wie --. . AX a,b 

DaB die Bedingung auch notwel1dig isti ergibt sich auf folgende Art. 
Ware q~t 02 f _ (~)! 0 

OX· oy' ox oy < , 
so lieBen sich sowohl Gerade bezeichnen, fiir welche die rechte Seite von 
(5) positiv, als auch solche, fiir welche sie negativ ist; eine Gerade der 
ersten Art ware diejenige, welche durch cos'lf! = 0 (wozu costp = + 1 
gehort) gekennzeichnet ist; und eine Gerade del' anderen Art wiirde sich 
b · . l' otf o'f msple swelse aus _ cos tp + --;; cos'lj; = ° (7) 

ox' oxoy 
ergeben. Bestiinde endlich 

o!t o!f ( o'f )2 
ax' oy' - ox oy = 0, 

so hatte allerdings die rechte Seite von (5) fur aile Geraden das positive 
Zeichen, jedoch mit Ausnahme derjenigen, die sich aus (7) ergibt, weil 

fur diese der ganze Ausdruck und somit i~ verschwande, so daB fiir diese 

Gerade eine Entscheidnng nicht getroffen werden konute.1) 

1) Die vorstehende Untersuchung kann auch in die folgende allgemeinere 
Form gebracht werden, in der sie wiederholt auftritt: "Unter welchen Bedingun-
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Auf Grund dieser Erorterung ergibt sich also der folgende Satz: An 

ciner Stelle alb, an u'elcher die beiden ersten Differentialquotienten ~:, ~: 
verschwinden, hat die Eknktion f( x, y) nur dann einen extremen Wert, wenn 

(;2f a2f ( a~f )2 dort ax' oy~ - ox,]y > 0 ist, und zwar ist rea, b) ein Maximum, wenn 

Z~ an der genannten Stelle negativ, ein Minimum, wenn ~~ positiv 1st. 

• (J2f o"f (a t f)2 1st hzngenen an der Stelle alb der A~tsdruck -- .-- - . -- < 0 so t;;n-~ ax' ay2 axay ,/. 
det ein extremer Wert nicllf statt, und ist er = 0, so liif3t sich ohne weiter
gehende Untersuchung eine Entscheidung nicht treffen. 

1m Faile eines Extrems kann iibrigens die letzte Unterscheidung 

ehensowohl mit Hilfe von ~2t: wie mit ~.~ erfolgen, weil die Bedingung 
ux cy 

gen besitzt die Funktion }l'2=allS·+2a12~1)+a'21)" 
mit den reellen Yariablen S, 1) und den reellen Koeffizienten "11' a,2 , a •• die 
Eigenschaft, daB sie nur flir die Werlverbindung S = 0, 1) = 0 Null wird, fiir jede 
andere entweder einen positiven oder illr jede einen negativen Wert besitzt?" 

Man braucht nul' F. durch die positive Zahl s" + 'IJ' zu dividieren, wodurch 

an dem Vorzeichen nichts geandert wird, und g _ = cos cp, 1) ._ cos 'If' 
-Vs~ + 1)~ liP +1)" 

-zu setzen, um auf die Form (4) zurltckzukommen, die wegen cos'cp + cos""" = 1 
ein gleichzeitiges Nullwerden von coscp, cos1{J ausschlie13t. 

Eine Funktion der hier betrachteten Art, mit zwei Yariablen und homogen 
vom zweiten Grade, nennt man eine biniire quadratisehe Form und bezeichnet aie, 
wenn sie die beiden angeftihrten Eigenschaften besitzt, als definit; wenn sie sie 
nicht besitzt, als indefinit; wenn sie sie nur teilweise zeigt, als semidefinit. 

Die hinreichende und notwendige Bedingung, damit F. definit sei, ist also 
all au -a12 2 >0, und das Yorzeichen richtet sich dann nach all (oder a .. ). 

Die Form F. ist indefinit, wenn au a., - a,• 2 < 0 ist. 
Sie ist endlich semidefinit, wenn all au - au 2 = 0; sie hat dann zwar die 

Eigenschaft der Zeichenbestandigkeit, wird aber Null nicht bloB fur ~ = 0, 1] = 0, 
IlOndem fiir aIle Werlverbindungen, die der Proportion S : 1) = - au : all gem'igen. 

In Anwendung auf das vorstehende Problem kann man also sagen, daB nur 
dann sicher ein extremer Wert vorhanden ist, wenn die Form 

a'f t'+2 o'r . +a2f 'd fi't' t 3""2 s :;)" ~?J ~ 1] e TIl lS. 
uX uXuy uy 

Dber den Fall der semidefiniten Form sind mehrfache Untersuchungen an
gestellt worden (s. den Artikel "Differential-Integralrechnung" von A. Yo 13 im 
TeilI, Ed. II der Enzykl. d. math em. Wissensch., p. 83-85). 
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(6) nicht erfiillt sein kann, ohne daB ~'~, ~!~ beide von Null verschieden ox· oy 
und desselben V orzeichens sind. 

Die durchgefiihrte Betrachtung verliert ihre Grundlage, wenn ~:~ 
fiir jede Richtung verschwindet, was vermoge (4) dann eintritt, wenn fiir 

x = a, Y = b a~r. = 0 o!f = 0 o~[ = 0 
ox' 'ox oy 'oy2 . 

Es muB dann, solI {(a, b) ein extremer Wert sein, auch ::{ fiir alle Rich

tungen verschwillclen (116), und dies setzt (54, (6) voraus, daB an der 
Stelle a/b auch aIle partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung von 

{(x, y) Null werden; ist dies der Fall, so kommt es weiter auf ::~ an. Das 

Vorzeichen dieses Differentialquotienten, wenn es fiir alle Richtungen das
selbe bleibt, entscheidet fiber Maximum oder Minimum in derselben Weise 

wie das Vorzeichen von -dd~(, sobald ~d"{ =\= 0 ist. Inbetreff cler Fortsetzung 
s " 

dieser Schliisse braucht nur auf 117 verwiesen zu werden. 

122. Definition und Kriterien der Extreme einer Funktion 
von mehr als zwei Variablen. Die Deiinitionen fur ein Maximum und 
Minimum einer Funktion u = ((Xli X2, ... Xn) von n· (> 2) unabhangigen 
Variablen sind jenen fur eine Funktion zweier Variablen analog; es hat 
die Funktion an der Stelle Xl /X2/·· ';xn einMaximum bzw. einMinimum, 
wenn sich eine positive Zahl 'Yj angeben laSt derart, daB 

{(xt + hI, ,x2 + h2' ... xn + h,,) - {(Xli X 2 , ... XrJ < 0, (8) 

bzw. ((Xl + ltil X 2 + hz, ... X" + hn ) - {(xu X 2, ••• ern) > 0 (£I) 

filr aIle We1'tverbindungen hl/h2/- .. /hnl fiir welche gleichzeitig 

I hI I < 1], I h2 I < 1], ... I h" I < 1), 

ausgenommen die Wertverbindung 0/0 j. .. /0. 
Wenn man sich der Terminologie, welche flir zwei und drei unab

hangige Variable wi1'klich anschauliche Bedeutung hat, allgemein bedient 
(49), so darf man sagen, die Bedingungen (8) und (9) stellen die 11'o1'de
rung, es musse {(xu X2 , ••• xu) ein Maximum bzw. ein Minimum sein, in 
welcher durch den Punkt X l /X2/. ,,/xn gehenden Richtung man auch die 
Funktion verfolgen mag. Dieser Forderung wird aber nur dadurch ent
sprQchen, daS del' totale Differentialquotient (49, (11)) 
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dt (Jf of of 
-~- = --- COSCPt + - COStp2 + ... + - COscp" ds (Jx. ox, ox" 

fiir aIle Richtungen, also fiir alle Wertverbindungen von cos CPt, cos cP, • 
• . . coscp" (sofern sie nur der notwendigen Bedingung cos2 CPt + COS2 CP2 
+ ... + cos2 cp" = 1 entsprechen) den Wert Null annimmt. Daraus folgt 
als notwendige Bedingung fiir einen extremen Wert das Gleichungssystem: 

(Jf ot of 
ax. = 0, ox. = 0, .. , ax" = 0. (10) 

An einer Stelle, welche aus dies em Gleichungssystem sich ergibt, 
findet aber nur dann in jeder durch sie gehenden Richtung ein Maximum 
oder Minimum statt und ist daher auch die Bedingung (8) oder jane (9) 
erfiillt, wenn der zweite totale Differentialquotient (54) 

oif o'f 2 o'f 2 (J'f 2 
,,-.- = <)-iCOS CPl + ,,~ cos P2 + ... + ,,~cos p" 
uS u~ u~ u~ 

(J'f o'f + 2 ~- COSPl COSP2 + 2 ~~ COSPl cosps + ... 
ux. ux. uX. uxs 

fiir alle Richtungen negativ, bzw. fiir alle Richtungen positiv ist. 
Man kann diesen Kriterien auch den folgenden Ausdruck geben. 

Weil das totale Differential df zugleich verschwindet mit dem totalen 

Differentialquotienten :~, und weil das zweite totale Differential a,2f 

gleiches Vorzeichen hat mit dem zweiten totalen Differentialquotienten, 
so gilt der Satz: Die Funktion ((Xl' X2 , ••• Xn) kann einen extremen Wert 
nur an einer solchen Stelle eriangen, an welcher das totale Differential 

of of of 
df = ax. dXl + aX; dX2 + ... + ox" dx" 

identisch, d. i. unabhiingig von den Werten dxl , dx2 , ••• dx", verschwindet; 
und es hat die Funktion an einer solchen Stelle wirklich ein Maximum 
oder ein Minimum, wenn das zweite totale Differential 

(J'f ~'f n'f d 2 f=--dx 2 +_o-- dX2+ ... +~-dx2 (J x/ 1 (J X.' 2 OX,,' n 

(J'f (J2f + 2 ~ dX1 dX2 + 2 ~ dXl dxs + ... 
ux. uX. ux. uXs 

bestiindig, d. i. fur aIle Wertverbindungen dx1/dx2/. •• jdx/), negativ bzw. 
positiv ist. 

1) Hierbei diirfen unter dx., ax" ... ax" beliebig groL\e Werte gedacht 
werden, weil das Vorzeichen des Ausdruckes fur dlr, auf das allein es ankommt, 
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Die Anwendung des zweiten Teiles dieses Satzes kann in speziellen 
Fallen haufig entfallen, wenn namlich aus der Natur der Aufgabe selbst 
zu erkennen ist, ob es sich um ein Maximum oder ein Minimum han
deln kann. 

123. Beispiele. 1. Es sind die extremen Werte der Funktion 

{(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2gx + 2hy + k 
zu bestimmen. 

Die beiden fur einen extremen Wert notwendigen Bedingungsglei-

chungen: ~ :~ = ax + by + 9 = 0 

~-::=bx+CY+h=O 
lief ern nur clann em bestimmtes Wertsystem fur x, y, wenn die Deter-
minante ac - b2 9= 0 
ist, und zwar ist dieses Wertsystem 

bh-cg x = --~-~---

• 0 ac - b"' 
bg-ah 

Yo = ac - b"; 

ibm entspricht aber nur clann ein extremer Wert, wenn der Ausclruck 

o'f o'r ( o·r )2 
ax' oy' - ?Jxoy , 

der hier den von x, y unabhangigen Wert 

4(ac - b2) 

hat, positiv ist, wenn also ac-b2 >O; 
und zwar ist {(xo, Yo) ein Maximum, wenu a, c negativ, und ein Minimum, 
wenn a, c positiv sind; beachtet man, daB sich {(x, y) in die Form 

nicht geandert wird, wenn man ihn mit dem Quadrat einer beliebig gro8en Zahl 
(l multipliziert; dann aber treten an die Stelle von 

dx" dX" ... dx" 
die Produkte Q dx" (l dx., ... Q dx", 
die beliebig gro8 seiD konnen. Mit der in der FuBnote zu 121 eingefiihrten Ter
minologie driickt sioh die zweite Bedingung dahin aus, da8 die mit den n Varia
bIen ~" ~., ... ~" gebildete quadratische Form 

0'( o2f. o·f. olf < 

F. = 'Ax 2 s,· + 'Ax .~. + ... + OX • ~n + 2 2x ox - ~,6. 
Vt (/:! n 1 ! 

o"f + 2 ~--,,- S,Ss + ... ox, ex! 
definit sein llliisse. 
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(ex, y) = (ax + by + g)x 
+ (bx + cy + h)y 

+ gx + hy + k 
bringen IaBt, so ergibt sleh 

{(xo, Yo) = gxo + hyo + k. 
In dem FaIle ac - b2 < 0 hat {(x, y) keinen extremen Wert. 

1st endlich ac - b2 = 0, also 1i- = ~ und liberdies = -t (denn an

dernfalls kOllnten ax + by + 9 = 0 und bx + cy + h = 0 llicbt neb en
einander bestehen), dann fallen die beiden Bedingungsgleichungen in eine 
zusammen, und fiir Wertverbindungen x/y, welcher diesel' einen Glei
chung geniigen, wil'd 

((x, y) = gx + hy + k = h (~ x + Y) + k 

= h (~ x + y) + k = ~ (ax -t- by) + l.: 
= _ h + k = bk - hg 

b 9 b' 

also konstant, so daB an solchen Stellen x/y die Funktioll kein eigellt-
1iches Extrem besitzt. 

Setzt man z = {(x, y) und stellt z geometrisch dar (45), so ent
spricht diesel' Gleicbung [[;l' ac - b2 > 0 ein elliptiscbes Paraboloid, fUr 

ac - b2 < 0 ein hypel'bolisches Paraboloid, flir ac - b2 = 0 unci ~ = t 
eine del' xy-Ebene parallele Zylindel'fiache. 

2. Es handle sich um die extremen Werte der Funktion 1) 

Z = ay2 + 2bx2y + cx4• 
Aus ~ = 4bxy + 4cx3 = 4x (by+ cx2) 

oz 
'Oy = 2ety + 2bx2 

erkennt man leicht, daB, of ern c 1= b2, beide Differentialquotienten zu
gleich nm an der Stelle x = 0, y = 0 verschwinden, woselbst auch z = 0 
ist; ob aber dieser Wert ein Maximum oder Minimum darstellt, hangt 
von weiteren Umstanden abo 

1) G Peano, Lezioni di Analisi infinitesimale I, 1893, p. XXIX. O. St@lz, 
Grundzuge der Differential- und Integralrechnung, 1893, p. 2:?8, 234. 
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Die zweiten Ableitungen 
o'z 
OX. = 4by + 12cx2 

o·z - =2a oy' 

_i)~~ = 4bx 
ox(}y 

285 

nehmen an der bezeichneten Stelle die Werte 0, 2 a, ° an, der Ausdruck 
o'z o'z ( o'z )2 
"C- " ,,-. - ,,-Cl-' witd also Null und bringt keine Entscheidung. 
ox- oy OX(JY 

Verfolgt man z langs der durch den U rsprung in der xy-Ebene ge
zogenen Geraden y = tx, so wird 

z = x 2(at2 + 2btx + cx2), 

sein Verhalten hiingt von der quadratischen Form at2 + 2btx + cx2 ab, 
die definit ist, wenn ac - b2 > 0; sie hat daun bestiindig das Vorzeichen 
von a (und c). Unter dieserVoraussetzung bleibt also z, das bei % ver
schwindet, in der Umgebung dieses Punktes bestandig positiv, wenn 
a> 0, der Wert z = ° ist dann ein Minimum; und bestandig negativ, 
wenn a < 0, der Wert z = ° ist dann ein Maximum. 

Bei ac - b2 < ° hingegen ist die Form indefinit, z nimmt in der 
Umgebung von % sowohl positive als auch negative Werle an, Z = ° 
ist weder ein Maximum noch ein Minimum. 

In dem Grenzfalle ac - b2 = ° wird 

1 
fJ = a (ay + bx2)2, 

hat also iIll allgemeinen, somit auch in der Umgebung von 0/0 das Vor
zeichen von a, wenn a, was wir voraussetzen, nicht Null ist; aber eine 
Ausnahme machen solche Wertverbindungen xly, fur die ay + bx2 = ° 
ist; Hings dieser Parabel ist fJ bestandig, also auch in del' Nahe von 0/0 
gleich Null; es kann dann von einem eigentlichen Extrem nicht gespro
chen werden. 

3. Die extremen Werte der Funktion 

fJ = e- x>-Y'(ax2 + by2) 

unter der Voraussetzung: a> 0, b > ° zu bestimmen. 
Den Gleicbnngen 
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OZ ( ) - = 2x a - ax2 - h'!i e-""-Y' = ° ox 
OZ = 2y(h _ ax' - hy2)e-""-Y' = ° oy 

kann in dreifacher Weise entsprochen werden: 
a) Durch x = 0, y = 0. Ohne eine vollstandige Entwicklung der 

zweiten DiffeI'entialquotienten notig zu haben, wird man leicht erkennen, 
daB fur diese Wertverbindung 

o'z o·z o!Z ox! = 2a, oy. = 2h, axoy = 0, 

also o'z o·Z [0'" J' iJx! oyj - Oxay = 4ah > 0, 

folglich tritt hier ein Minimum ein, dessen Wert s = ° ist. 
(J) Durch x = 0, y = ± 1; fur diese Wertverbindungen ist 

~ = 2 a- b o'Z __ ~_~ ~ = ° ox· e' oy' - e' oxoy , 
also iJ'Z otz [o·z J" 8b (b - a) ox· oy' - axiJy = --e-' --, 

folglich findet ein Maximum statt, wenn a < h, und sein Wert ist z = ~; e 
wenn dagegen a> h, erlangt die Funktion an dieser Stelle wedel' ein 
Maximum, noch ein Minimum. 

/') Durch x = ± 1, Y = 0, an diesen Stell en ist 

also iJ'zo'z [02 Z J" 8a(a-b). ox! oy· - oxoy = --e'--' 
es tritt also, wenn a > h, ein Maximum ein, dessen Wert z = !!...- ist, wiilie 
rend bei a < h kein Extrem stattfindet. 

Bei a = h stent sich unter (J) und 7') der unentschiedene Fall ein, 
o·Z o·Z [ iJ'z J' wo ox, ° y' - oxoy = ° ist. Setzt man xl! + y2 = ul!, so hat man es mit 

der Funktiou z = aul!e- u' zu tun, fur die 

dz 2) d" Z 5 2 2 i) du = 2 a2te- u' (l-u , du. = 2ae- u'(1- u + u ; 
dz 
du verschwindet fur u = ° und u2 = 1; fur diese Losungen wird 

,~= 2a bzw. = - 4a. Der Fall u == ° fiihrt wieder auf das unter IX) du' 
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gefundene Minimum an der Stelle x = 0, y = O. Was aber die Lasung 
US = 1 betrifi't, so ware es unzutrefi'end, zu sagen, daB:: an allen Stellen 

des Kreises x2 + y2 = 1 ein Maximum gleich .~ besitze; denn zu jeder e 
solchen Stelle gibt es in jeder noch so engen Umgebung andere - auf 

eben dem Kreise -, wo z den gleichen W ert ~ hat. Es handelt sich also e 
wieder um den Fall eines uneigentlichen Maximums. 

4. Gegeben sind zwei Geraden im Raume; man soIl ihren kiirzesten 
Abstand bestimmen. 

Sind 

x - at _ Y - b! _ Z - C2 
~--~~2~--Y~t~ 

die Gleichungen der heiden Geraden und hezeichnet man den mit x/y/z 
gleichzeitig veranderlichen gemeinsamen Wert der ersten drei Briiche 
mit u, den der letzten drei mit v, so sind die Koordinaten eines Punktes 
der ersten Geraden als Funktionen von u, die Koordinaten eines Punktes 
der zweiten Geraden als Funktionen von v wie foIgt dargestellt: 

x=aIu+al 
y = {3lu + bi 

x = (X2V + a2 
y = {32 v + b2 

z=rIU+CI z=r2v + c2; 
heiSt is der Abstand der zwei durch u, v gekennzeichneten Punkte, so ist 

~2 = (X11~ - (X2V + al - a2)2 + ({3IU - t32v + bl - b2)2 

+ (rl tt - r2v + c1 - C2)2, 

und dies soli zu einem Minimum werden. Bezeichnet man die m den 
Klammern eingeschlossenen Polynome der Reihe nach mit A, B, 0, so 
schreiben sich die Bedingungen fiir das Minimum wie foIgt: 

ferner ist 

1 oCt)'!) .-.---=aA+ f.I B+r 0=0 2 (Ju I PI 1 

1 O(I)'!) 
- -2 ~~- = "2 A + f32B+ r2 0 = 0; ov 
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c~W) (J'(P) _ ((J2(d',»)2 
daher unabhangig von tt, v ou' ov' (Juov 

= 4[(<<12 + P12 + (12) (0:22 + P/ + (22) - (001002 + P1P2 + (1(2)!] 

= 4[(PIY2 - iJ2(1)2 + (Y1 a2 - Y2 ltl)2 + (oo1P2 - a2 fJ1)2], 

also positivi es findet hiernach wirklich ein Extrem statt und zwar eiu 
l\,~' • '1 o'W) O"(d") I Q 1 t 't' . d lhUllmUm, Wel -~U2-' 8v-' as uac ra summen POS1 IV sm . 

Urn das Minimum selbst zu ermitteln, empfiehlt sieh statt der Auf· 
losung der Bedingungsgleiehungen nach u, v der folgende Vorgang. Aus 
den heiden .Bedingungsgleichungen foIgt 

ABC 
fll r. - fl. 1'1 1'10:, - 1',0:. O:t fl, - 0:. fl, ' 

bezeiehnet man den gemeinsamen Wert, dieser Bruehe mit U' und die 
drei N enner mit a, fJ, r, so ist einerseits 

min 02 = (00 2 + ~2 + (2) w2, 

andel'el'seits hat man zur Bestimmung von U' die Gleichungen 

A - ooW = 0, B - pw = 0, 0 - yw = 0, 

odeI' mit Riieksicht auf die Bedeutung von A, B, C: 

hieraus folgt: 

(X1 n - (X2V - (XU' = a2 - a1 

fJ1 u - P2 V - P w = b2 - li1 

YIn - Y2 V - ytC = c2 - c1 ; 

Y1 Y2 C1 = C2 Y1 Y2 Y 
a(a1 - a.) + f3(b 1 - b.) + reel - e.) 

0:' + f3" + r' 
Daher ist sehlieBlieh 

. ~ a(at -a.)+f3(bt -b,)+r(el -e.) 
millu = . . 

±Va '+f3'+r' ' 

wohei im Nenner jenes Zeiehen zu nehmen ist, das den ganzen Ausdruck 
positiv macht. 

5. In del' Ebene eines gegebenen Dreiecks den Punkt zu finden, 
dessen Entfernungen von den Eekpunkten des Dreiecks die kleinste 
Summe geben. 
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1st ABO (Fig. 27) das Dreieck, und bezieht 
man den Punkt M auf ein Polarkoordillatensy
stem mit A als Pol und AB als Polarachse, so 
daB AM = r, -9: BAM = g; seine Koordinaten 
sind, so ist die GroBe, urn deren Minimum es 
sich handelt, 

289 

c 

S = A.lJtI + B.1}!l + 0 JJI A""------:;---=~B 

= t· + JI c2 + r2 - 2 cr-cos if + JIbs + r2 - 2 b-r-cosC:A.-':= g;); 

dabei sind a, b, c die den Ecken A, B, 0 gegentlberliegenden Seiten und 
A der Winkel an der gleichnamigen Ecke; die Wurzeln gelten als positiv. 

Die Bedillgungen des Minimums lauten: 

08=1+ . r-CC08Cp +_ r-bcos(A~tp) =0 
or vc l +r2-2crcoBtp Vb2+r'-2b1'cos(A-rp) 

oS . cninrp ... _____ ~rsin(A-c£L_._ = 0, 
orp = Ve! + r' - 2crcostp Vb' + 1" --2brcos(A- cp)- , 

die zweite dieser Gleichullgen wird durch r = 0 befriedigt. Sehsltet man 
diese Losung zunachst aus und drtlckt dann die beiden Gleichungen in 
den Linien del' Figur aus, wobei zu beachten ist, daB, sofern BD -.l AM 
und OE..L AM, r - C cosg; = AM - AD = - MD, 

c sing; = BD, 
r - b cos (A - ffJ) = AM - AE = - ME 

b sin (A - gJ) = OE, 
so lauten sie folgendermaBell: 

]}ID 11IE 1 - --- --- = 0 B]}I O]}I , 
BD OE' 
---~-··=O 
BM OM ' 

oder bei tl'igonornetrischer Deutung der Verhliltnisse: 

cosBMD + cosOME = 1, sinBMD - sinOME = 0; 

aus der zweiten Gleichung folgt 

BMD=OME 
und hiermit aus del' ersten 

BMD = OME =0 60°, daher BMO = 120°. 

Da man ebenso hutte von dem Eekpunkte B odel' 0 ausgehen kOH
nen, so ergibt sieh, daB die Lage des Pnnktes M, bei welcher S ein 

Czuber, Vorl.sungen, I. 4. Autl. 19 
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Minimum ist, gekennzeichnet wird durch 

BMO = OMA = AMB = 120°. 

Einen Punkt von solcher Beschafl'enheit gibt es aber nUl" dann, wenn 
jeder Winkel des Dreiecks kleiner ist als 120°; er liegt alsdann im Innern 
des Dreiecks und wird erhalten ala Schnittpunkt dreier Kreisbogen, welche 
die Seiten des Dreiecks zu Sehnen haben und iiber diesen Sehnen den 
Peripheriewinkel von 120° fassen. 

Nun nehmen wir die oben bemerkte Teillosung r = 0 auf und fragen, 
wann diesel· ein Minimum von S entspricht. Um dies zu entscheiden, ent
wickeln wir S unter der V oraussetzung, daB r im Vergleich zu b, C Behr 
klein, nach Potenzen von r und erhalten: 

S = r + c -V 1 + (~) 2 
- 2 -; cos cp + b -V 1 + (i) 2 - 2 -6 c~;( A ~- cp ) 

= r + C { 1 + ~ (~) 2_ ~ cos cp _ ~ ( (~) 2 
_ 2 ~ cos cp) 2 + ... } 

+ b { 1 + ~ (i-) 2_ f cos (A - cp) - ~ ( (f) 2 
- 2 f cos (A _ cp) ) 2 + ... } 

= b + C + (1- coscp - cos (A- q;))r + {sin2rp + sin!(A. -11')1 ~ _ .. . 
c b} 2 

b (1 2 A. (A )) {sin!!p sin'(A-cp)}r2 
= + C + - cosT cos 2 - q; r + --c---- + --b-- "2 _ ... j 

b + c ist aber derjenige Wert von S, welcher r = 0 elltspricht, und er 
stellt ein Minimum dar, wenn 

S - (b + c) = {1 - 2 cos t cos (~ - cp) } 1· 

+ {Si:!cp + ~~'(i-=-qJ)} ~ + ... 

inr ein geniigend kleines r bestiindig positiv bleibt, wiihrend q; das Inter
vall (0, 2,,) durchliiuft; r sei insbesondere so klein festgesetzt, daB das 
Glied mit der ersten Potenz die Summe aller iibrigen dem Betrage nach 
iibertrifl't. 

A. A. 
1st dann A < 120°, -2 < 60°, also 2cos 2- > 1, so kann durch Wahl 

von q; der Koeffizient von r nach Belieben positiv wie negativ gemacht 
werden, dann stellt somit b + c keinen extremen Wert dar. 
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1st A = 120°, also 2 cos ~ = 1, so ist der Koeffizient von r im alI

gemeinen positiv, verschwindet jedoch fiir cp = ~; trotzdem bleibt die 

Differenz S - (b + c) auch an dieser Stelle positivvermoge des nun maB
gebenden Gliedes mit r2, das positiv ist. 

1st .A > 120°, also 2 cos ~ < 1, so behiilt der Koeffizient von r fiir 

aIle Werte von cp das positive Vorzeichen, also auch S - (b + c). 
In den beiden letzten Fallen, und es sind das gemde diejenigen, 

welche die erste Losung ausschlieBt, ist also A die gesuchte Lage des 
Punktes M, fiir welche S ein Minimum ist. 

DaB bei diesem Problem iiberhaupt nul' ein Minimnm entstehen 
kann, geht daraus hervor, daB man S zwar beliebig groB, abel' nicht be
liebig klein machen kann. 

6. Es sind n Punkte M, (i = 1,2, ... n) im Raume gegeben und 
jedem derselben ist eine positive Zahl m. zugeordnet. Man solI jenen 
Punkt S bestimmen, fiir welchen die Summe der mit den Zahlen tn.; mul
tipIizierten Quadrate der Entfernungen S M; ein Minimum ist. 

Sind x,/y./z; die auf ein rechtwinkliges System bezogenen Koordi
naten von Mi) x/y/ z die Koordinaten eines beliebigen Punktes S, so ist 
S so zu bestimmen, daB 

n 

T = ~ m. [(x - X,)2 + (y - Yi)2 + (z .- Z;)2] 
1 

ein Minimum werde; die Bedingungen hierfiir Lauten: 
oT ox = 2.1Jm.(x - Xi) = 2(xEm; - .1Jm,xi } = 0 

~T = 2 Em,(y - Yi) = 2 {yEm; - .EmiYi} = 0 
oy 

oT 1Ji = 2 Em.(z - z;) = 2 {z Em. - EmiZ',} = 0; 

demnach hat der verlangte Punkt die Koordinaten: 
2m;x; 2m.y. 2m·z· 

X=-- y=--'-', z=--'-'. 
2mi ' 2m; 2m; 

Bei der Interpretation der Resultate vom Standpunkte der Mechanik 
ist hiermit gezeigt, daB der Schwerpunkt eines Systems materieller Punkte 
derjenige Punkt ist, in bezug auf welchen das polare Triigheitsmoment 
des Punktsystems den kleinsten Wert hat. 

19* 
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Obwohl hier von vornherein nur die Moglichkeit eines Minimums 
einzusehen ist, so mag doch die analytische Begriindung dafar angegeben 
werden; es ist ()! T (}J T ()% l' • 

-- = --- = -- = 2~1It. 
(}x 2 (}y~ OZ2 , 
0"1' ollT otT - - = --_. = --~ = 0 

oy oz oz oX (X oy , 

daher d2T = 22mi (dx! + dy2 + dz2), 

und da dies eine wesentlich positive GroBe ist, so hat T an der gefun
denen Stelle tatsachlich ein Minimum (122). 

7. Zu zeigen, daB die Funktion 
as a 3 

Z = x! + xy + y2 +- + x y 

fiir X = Y = ~3 den minimalen Wert 3 f/3a 2 erlangt. 

8. Die Funktion z = x3 + y3 - 3axy (a> 0) hat fur x = y = a dag 
Minimum - as. 

9. Die Funktion v = (2a,x - x2)(2by - y2) el'reicht an der Stelle 
x = a, y = b ihr Maximum a2ba• 

124:. Extreme 'Verte bei sillgulal'em Verhalten del' Dift'e
rentialquotienten. Die in 121 und 122 entwickelte Theorie hat zur 
wesentlichen Voraussetzung die Existenz eigentlicher partieller Diffe
rentialquotienten in bezug auf die einzell1en Variahlen, wenigstens in del' 
Umgebung del' in Betracht gezogenen Stelle. Eine Funktion mehrerer 
Vanablen kann abel' einen extremen Wert auch aufweisen an einer Stelle, 
an welcher solche Differentialquotienten l1icht bestehen; die Entscheidnng 
libel' einen derartigen Fall bedarf immer einer besonderen Untersuchung. 

Es sei beispielsweise 

z = c + l/(x - a)2 + (y - b)2, 

ulld die Quadratwurzel gelte als positive GroBe. Die partiellell Differen
tialquotienten von z, niimlich 

OZ x-a OZ y-b 
ox = vex - a)' + (y - w ' 8y = vex - a)2 + (y - b)" , 

verlieren an der Stelle x = a, Y = b ihre Bedeutung. Setzt man abel' 
:t' = a + h, y = b + k und bezeichnet die durch diesen Punkt und alb 
bestimmte Richtung mit S, mit cp,1/I ihre Richtullgswinkel, so ist der 
totate Differentialquotirnt von z an del' Stelle a + h/b + k 



125. Begriff der relathen Extreme und ihre Besu'Illmung 293 

de 11 COStp + 7c COB'l/J 

ds = yh! -+- lc 2 - ; 

er andert Ilein Vorzeichen, wenn h, k zugleich es ii.ndern, d. h. wenn man 
auf S von der emen Seite des Punktes a jb auf die andere iibergeht. Des
halb gehOrt zu alb ein extremer Wert und derselbe ist 

Z = C; 

als der kleinste unter allen Werten von z ist er ein Minimum. 

§ 3. Maxima und Minima von Funktiollf n mebrerer abhiingiger 
Varia bIen. 

125. Begriff del' relativen Extreme und ihre Bestimmung. 
Wenn von den extremen Werten einer Funktion ((x, y, $1) dreier Variablen 
in dem bisher besprochenen Sinne die Rede ist, so kommen dabei aIle 
Werte del' Funktion in Betracht, welche sie in ihrem Definitionsbereieh 
R annimmt. 

Fa.6t man jedoch nur solche Werte del' Funktion {(x, y, $1) ins Auge, 
welche zu Yerbindl1ngen x/viz gehOren, die der Bedingungsgleichung 

Cf!(x,y, z) = 0 

Genlige leisten, und stellt die Frage nach den extremen unter diesen 
Werten, so handelt es sieh um ein von dem vorhergehenden verschiedenes 
Problem. 

1m ersten FaIle gaIten die Variablen x, y, z als unabhangig, und ihr 
Gebiet war del' ganze Raum R. In dem neuen FaIle sind die Variablen 
abhangig voneinander, indem durch die Bedingungsgleiehung q; (x, y, z) = 0 
etwaz als Funktion von x, y darstellbar ist; ih1' Gebiet ist eine den Raum 
R durchsetzende Fliiche (4:5). Man bezeichnet extreme Werte der eraten 
Art als absolute Extreme, extreme Werte der zweiten Art ala relative oder 
bedingte Extreme.1) 

\Viirde neben der oben aufgestellten Bedingung den Wertverbin
dungen x/ylz, fUr welche {(x, y, z) in Betraeht gezogen wird, auch noch 
die weitere t/J(x, y, z) = 0 
auferlegt, so ware die Beschrankung weitergehend als vorhin; jetzt konn
ten mittels cp(x, y, z) = 0 und t/J(x, y, z) = 0 etwa y,z alsli'unktionen von 

1) V gl. betreffs dieser Bezeichnungen auch 114. 
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x dargestellt werden, und das Gebiet der Varia bIen ware eine den Raum 
R durchsetzende Kurve (4-5). 

Weiteren Bedingungen aber durfen die Variablen x, y, z nicht unter
worfen werden. 

Die Bestimmung relativer Extreme werde nun an einer stetigen Funk
lion f( x, y, z, u) von vier Variablen erklart, die zwei Bedingungsgleichungen: 

unterworfen sind. 

q; (x, y, s, u) = 0 } 
t/J(x,y,z,u)=O 

(1) 

Del' eine Weg bestiinde dariu, daB man mit Hilfe del' Gleichungen 
(1) zwei del' Varia bIen, z. B. $, u, durch die beiden andel'll, x, y, ausdriickt 
und diese Ausdriicke in f(x, y, s, u) eintragt; dadurch ginge f in eine 
Funktion der unabhangigen Variablen x, y iiber, die nunmehr nuch frii
heren Methoden auf ihre absoluten Extreme zu untersuchen ist. 

Handelt es sich allgemein urn eine Funktion von n Variablen, die 
r « n) Bedingungsgleichungen unterworfen sind, so wiirde durch den an
gedeuteten EliminationsprozeB die Aufgabe auf die Bestimmung del' ab
soluten Extreme einer Funktion von n - r unabhangigen Variablen zu
riickgefiihrt. 

Die Elimination ist indessen nicht immer ausfiihrbar und ergibt in 
anderen Fallen eine uubequeme Rechnung. 

Es empfiehlt sich daher das folgende, von Lagrange l ) zuerst an
gegebene Verfahren. 

Man denke sich die Elimination von z; u in f(x, y, z, u) vollzogen; 
dann wird auch das totale Differential 

df= of dx+ of dy+ 'Of ds+ Of du (2) ox oy as OU 

bloB Funktion von dx, dy sein; um ihm diese Darstellung Zll gab en, be· 
nutze man die aus den Bedingungsgleichungen (1) gezogene Folgerllng (4:9): 

o =?~ dx + ocp dy + ocp ds + ocp du 1 ox 'Oy os ou' 
o = ~_1f. dx + 0'" dy + O'l{J ds + ~."t duo I 'Ox oy oz OU 

(3) 

Mit Hilfe der Gleichungen (3) lassen sich in del' Tat dz, du aus (2) eli
minieren; die Elimination kann in der Weise vollzogen werden, daB man 

1) Theorie des fonctions analytiques, 1797, 1813, Art. 58. 
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die Gleichungen (3) mit unbestimmten Multiplikatore'n A, t-" multipliziert, 
zu (2) addiert, wodurch 

df= (Of +.t orp + t-" 01/1) dx + (Of + A orp + t-" o1/J) dy ox ox ox oy oy oy 
+ (Of + 1 ~rp_ + o1/J) dz + (Of +). orp + 01/1) du 

0& oz fL OZ OU OU fL OU 

erhalten wird, und daB man nun nachtraglich 1, t-" aus den Gleichnngen 

~~ + }. ~~ + fL ~~ = 0 I (4) 
of + 1 orp + 01/J = 0 ou ou fL Ot~ 

bestimmt; mit diesen Werten von A, fL ist dann tatsiichlich 

df = (Of + 1 orp + fL o1/J) dx + (Of + 1 orp + fL o1/J) dy (5) ox ox ox oy oy oy 
nur mehr Funktion von dx, dy. 

An einer Stelle aber, an welcher f, als Funktion der unabhangigen 
Varia bIen x, y aufgefaBt, einen extremen Wert hat, verschwindet das to
tale Differentiall.lnabhangig von den Werten von dx, dy (122); an einer 
solchen Stelle ist also Of + 1 O!Jl + o'lf' = 0 I 

ox ox !1- ox 
(6) 

of + }. O!Jl + 01jJ _ 0 oy oy !1- oy - . 
Damit hiernach die Funktion f( x, y, z, u) unter Einhaltung der Bedin

gungen (1) eineu extremen Wert erlange, miissen die Werte von x, y, z, u 
und die Werte der Multiplikatoren A, t-" so gewiihlt werden, daB 

p(x, y, z, ~t) = 0 

1/J(x, y, $, u) = 0 

Of + }. orp + u 01/J = 0 
ox ox· ox 
of+,t0rp+ ~1/J=O (7) oy oy t-" oy 

:: + .t ~: + t-" ~~ = 0 

of +,t orp + r}1fJ - 0 
Olt ott Il OU -

Bei; in del' Tat sind dieBe 6 (allgemein if + n) Gleichungen zur Bestim
mung der genannten 6 (bzw. n + r) GroBen gerade ausreichend. 
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Die vier letzten Gleichungen des Systems (7) wiiren aber die not
wendigen Bedingungen fur die absoluten Extreme der Funktion 

f(x, V, t, H) + lcp(x, Y, z, u) + p,1f;(x, V, fiJ, u), 
wenn man p" A als konstante Zahlen voraussetzt. Man kann mithin den 
Satz aUBBprechen: Die Bedingungen dafiir, dafJ die Funktion f nnter Ein
haltung der Gleichungen cp = 0, 1/J = 0 zwischen ihren Argumenten einen 
extre'tJ'len Wet·t erlange, sind die niimlichen wie die Bedingungen fur absa
lut extreme 'Werie der mit den Konstanten A, p, gebildeten Funktion 

f + ),cp + p,1f;. 
Die hierin enthaltene Regel fiir die Behandlung von Problemen iiber 

bedingte Extreme wird alB Methode der Multiplikatoren bezeichnet. 
Wenn auch die Kenntnis del' M ultiplikatoren nicht notwendig ist 

nnd kein unmittelbares Interesse bietet, so empfiehlt sich ihre Mitbestim
mung doch in vielen Fallen um del' Symmetrie der Rechnung willen. 

Ob an einer aus den Gleichungen (7) hervorgehenden Stelle x/y/zju 
die Funktion f wirklich einen groBten oder kleinsten Wert erreicht, ist 
in angewandten Fiillen zumeist aus der Natur del' Aufgabe zu erkennenj 
sollte ein Zweifel hieriiber bestehen, so miiBte das zweite Differential 
d2f zur Entscheidung herangezogen werden, aber wieder in del' Art, daS 
auch den Bedingungsgleichungen Rechnung getragen wird. Zu diesem 
Zwecke hiitte man die betreffende Wertverbindung x/y/s/u in die Glei
chungen (3) einzufiihren, sodann dz, du durch dx und dV auszudriicken 
und diese Wede nebst xjy/zju in d2f einzutragenj falIt d2f verschieden 
von Null aus und ist sein V orzeichen unabhangig von dx, dy, so ist durch 
dieses Vorzeichen die Frage in del' bekannten Weise gelOst. 

126. Beispiele. 1. Die kiirzeste Entfernuug eines gegebenen 
Punktes von einer gegebenen Ebene zu bestimmen. 

Der Punkt sei durch die Koordinaten xo/yol Zo und die Ebene durch 
die Gleichung Ax + By + Oz + D = 0 
gegeben. Als c1iejenige Funktion, deren Minimum zu bestimmen ist, kann 

02 = (X_XO)2 + (Y_Yo)2 + (z-zo)S 
gewiihlt werden; die durch x, y, z zu erfiillende Bedingung lautet 

Ax + By + Og + D = 0; 
demnach kommt es auf das absolute Minimum der Funktion 

(X_XO)2 + (Y_YO)2 + (z - ZO)2 - 2l(Ax + By + Oz +D) 
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an; die Bedingungen hierfiir lauten: 

x - Xo - l.A. = 0 

y - Yo - lB = 0 
z - Zo - lC = O. 
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Verbindet man sie mit del' Bedingungsgleichung, so ergibt sleh zur Be
stimmung von A. die GIeichung: 

woraus 

l(A2+W+ C2) + .A.xo + Byo + CZo + D = 0, 
l = _ Ax. +Byo + OZo +D 

A'+B'+ O~ 
Setzt man diesen Wert in die obigen drei Gleichungen ein, so er

gibt sich die Stelle x/y/z, welcher das Minimum entspricht, also del' Fufl
pnnkt des von xo/Yo/zo auf die Ebene gefallten Lotes. 

Hiel' war abel' die Frage naeh del' kiirzesten Entfernung selbst ga
stellt; urn diese zu finden, setze man in dem Ausdruck fiir ~2 an stelle von 
x - xo, y - Yo, z - So die aus den obigen Gleichungen fiieBenden Werte; 
dadurch ergibt sich: min(P = ).,2(A2+B2+ 02) 
und nach Eintragung des Wertes fiir l: 

min 8 = :!xo + B~~z"-+ ~ 
+V A' + B' + O· , 

wobei del' Wm-zel jenes Zeichen beizulegen ist, welches den ganzen Aus
druck positiv macht. 

Die analytische Begriindung dafiir, daB del' gefundene Wert ein 
Minimum ist, ergibt sich aus del' Betrachtung des zweiten Differentials 
von ~2, welches 2 (dX2 + dy2 + dz2) 

und nach Beriicksichtigung del' Bedingungsgleiehung . 

2 (dX2 + dy2 + (:!dX -t-~~!L)} 
lautet, somit wesentlich positiv ist. 

2. Aus einer reehteckigen Tafel von gegebenem Inhalt a2, abel' von 
zu wahlender Form, sind an den vier Ecken gleiche quadratformige Aus
schniUe zu machen derart, daB nach Aufbiegen des Restes langs del' 
punktierten Linien (Fig. 28) ein parallelepipedisches Be
MUnis von groBtmoglichem Volumen entsteht. 

Bezeiehnet man die Seitenlangen del' Tafel mit y, z, 
die Seite eines Ausschnitts mit x, so ist das Volumen 
des Parallelepipeds Fig, 28, 
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v = x(y-2x)(s-2x); 

dasselbe soIl unter Einhaltung der Forderung 
yz = as 

ein Maximum werden; nach Entwicklung des Ausdrucks fur v unter 
Riicksichtnahme auf diese Forderung kommt die Aufgabe zuriick auf die 
Bestimmung des Maximums von 

v = 4xs - 2x2(y+z) + a2x, 
wozu die Bedingungsgleichung y s - as = ° 

Soil nun die Funktion 

4xs - 2x2 (y+s) + a2 x + ).(ys-a2) 

ein absolutes Extrem erlangen, so ist dazu notwendig, daB 

12x2 - 4x(y+z) + a2 = ° 
- 2x2 + AZ = ° 
- 2X2 + Ay = ° 

hinzutritt. 

£lei; aus den beiden letzten Gleichungen und der Bedingungsgleichung er-
gibt sich y = Z = a, 
die Tafel ist also quadratformig zu wahlen; die erste Gleichung verwan-
delt sich hiermit in 12 x2 - 8 ax + as = 0, 
woraus sich fiir x die beiden Werte 

a a 
Xl = 6' X, = 2' ergeben. 

Was den zweiten Wert, : ' anlangt, so bildet er die obere Grenze 

der mit der Natur der A.ufgabe iiberhaupt vertraglichen 'Verte von x, 

- denn das zulassige Intervail von x ist (0, :) - und Bchon aus diesem 

Grunde entfailt die Frage, ob der ihm entsprechende Wert von vein 

extremer ist; x2 = ; bedeutet ein Zerschneiden der Tafel in vier gleiche 

Quadrate. 

Der erste Wert, :' gibt den gro£\ten Wert von t', 

2 s maxv = 27 a. 

Es geht dies wohl aus der A.ufgabe selbst hervor, weil v nicht beliebig 
gro£\ gemacht werden kann, laBt sich aber auch analytisch begriinden; 
die zweiten Differentialquotientell von v sind namlich: 
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o~v O'v O~v 
dx' = 24x - 4 (y + z), fry! = 0, OZ2 = 0, 

o'v a o!v 0'1) --=A=- --=-4x --=-4x oyoz 18' OSOX ' ox(}y , 

daher das zweite totale Differential an der Stelle 
a 

x=6' y=z=a 

gleich - 4adx2 : dydz - : adz dx - : adx dYi 

dasselbe nimmt jedoch, wenn man die aus der Bedingungsgleichung 
yz - a2 = 0 hervorgehende Beziehung 

zdy+ yds= ° 
beriicksichtigt, die sich an der Stelle y = z = a auf dy + dz = ° redu-
ziert, den Ausdruck an -4adx2 _ : dy2 

und ist somit eine wesentlich negative GroBI:l. 
3. Es sind der kiirzeste und der langste Durchmesser der auf ihren 

Mittelpunkt als Ursprung eines rechtwinkligen Koordihatensystems be
zogenen Zentralflache zweiter Ordnung 

Ax2 + A'y2 + A" f!2 + 2BYf! + 2Hzx + 2B"xy + F = ° 
zu bestimmen. 

Bezeichnet man den zu dem Punkte x/Y/f! der Flii.che gehorigen 
Halbmesser mit r, mit a, b, c die Kosinus seiner Richtungswinkel, so ist 

x = ar, Y = bi', Z = cr; 
durch diese Transformation ergibt sich aus del' Gleichung del' Flache die 

folgende:-.z: = Aa2+A'b2 +A"c2 + 2Bbc + 2B'ca + 2B"ab; r 

mit r zugleich wird auch - ~ ein extremer Wert; infolgedessen kommt 
r 

es auf die extremen Werte von 

f(a, b, c) = Aa2 + A'b2 + A"c! + 2Bbc + 2B'ca + 2 B"ab 

an unter Einhaltung del' Bedingungsgleichung 

a2 + b2 + c2 = 1. 
Bildet man mittels des Multiplikators - l die Funktion 

f(a, b, c) - }.(a2 + b2 + c2 - 1), 
so geIten fur deren absolute Extreme die Bedingungen: 
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(A - A)a + B"b + B'c = ° l 
B"a + (A'-l)h + Be = 0 
B'a+ Bh +(A"-l)e=O; 

(ex) 

die Koexistenz diesel' Gleichungen erfordert, da die triviale Lasung 
a = h = e = 0 vermage der Bedingungsgleichung ausgeschlossen ist, daB 

A - A B" B' 

B" A'- l B = ° (P) 
B' B A"- A 

sei. Durch diese kubische Gleichung ist der Multiplikator A bestimmt; 
jedem seiner drei Werte entspricht vermoge der Gleichungen (a) und der 
Bedingungsgleichung all + h2 + ell = 1 ein Wertsystem a, h, c, und diese 
Wertsysteme fiihren zu den extremen Werten von 1.2. 

Diese selbst lassen sich in folgender Weise bestimmen. Multipliziert 
man die Gleichungen (a) der Reihe nach mit a, b, c, so gibt ihre Summe 

tea, h, c) - l(a ll + b2 + e2) = 0, 
woraus mit Riicksicht auf die Bedingungsgleichung 

p 
A = (Ca, b, c) = -2"" 

r 

folgt; dies in «(3) eingetragen fiihrt zu del' Gleichnng: 

A +!' B" B' r S 

B" A' + ~ B = 0, r2 

B' B A" +l!'_ 
,. 2 

(y) 

welche die extremen Werte von r2 giht. (Achsenbestimmung einer Fliiche 
zweiter Ordnung.) 

Fur die spezielle FIache 

x2 + yll + Z2 + 2yz + 2xy - 1 = ° 
lautet die Gleichung «(3) (1 - A.)3- 2(1 - A) = ° und gibt die Wurzeln 

A1 = 1, All = 1 + Y2, As = 1 - V2; 
beachtet man, daB die Gleichullg (y) aus (3) hervorgeht, indem man l 

durch - 1'; ersetzt, so folgt daraus, daB durch die gleiche Ersetzung aus 
r 

den Werten der l die Werte von -;. hervorgehen; im vorliegenden 
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Falle ist 1. durch r~ zu ersetzen, somit ergeben sich als extreme Werle 

von T: Tl = 1, 1'i = Y - 1 + Y2, TS = Y - 1 - y2, 
wovon del' dritte imaginar ist. Die den Wert en von 1. entsprechenden 
Gleichungssysteme (a) sind 

b=O -aY2'+b=0 

a+c=O a-bY2+c=O 
b-cy'2=0 

a+by'2+c=O 

b+cy'2=O 
und geben in Verbindung mit a2 + b2 + c2 = 1 die (zueinander senk
rechten) Achsenrichtungen 

1 
a =--

1 y'2 

bi = ° 
1 c=--

1 Y2 

y2 
ba =-""2 

1 
cs = 2; 

die vorgelegte FUiche ist hiernach ein einschaliges Hyperboloid mit den 

reellen Halbachsen 1\ = 1, T2 = V-I + Y2; die imaginal'e Achse hat 
die Richtungskosinus as, bs, ca' 

4. Es sind n Punkte Mi (i = 1,2, ... n) im Raume gegeben, und 
jedem derselben ist eine positive Zahl m. zugeordnet. Man soIl diejenigen 
Ebenen bestimmen, bezuglich deren die Summe del' mit den Zahlen mi 

multiplizierten Quadrate del' Abstande del' Punkte M; extreme Werte 
annimmt.l) 

Legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, bezeich
net mit xi/Y.!z. die Koordinaten von Mi und schreibt die Gleichung del' 
Ebene in der Hesseschen Normalform 

a~ + bf/ + c~ - p = 0, (a) 

in welcher a, -b, c die Richtungskosinus des Lotes zur Ebene bedeuten, 

1) In die Sprache der Mechanik ubersetzt handelt es sich urn die JIaupt
triigheitsebenen und ihre Schnittlinien, die Haupttriigheitsachsen eines Massensystems 
oder allgemeiner eines Schweresystelns, das gegeniiber allgemeineren Massensyste
men dadurch gekennzeichnet ist, daB aUe m. dasselbe, hier das positive, Vorzeichen 
haben. V gl. dazu den Axtikel "Geometrie der Massen", Enzykl. d. math. Wissensch., 
Bd. IV, 1. 
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~dd ~+~+~=1 00 
ist, so verlangt die A.ufgabe, die Parameter a, b, c, p der Ebene so zu be-
stirumen, daLl T I :E m.(xia + y.b + ZiC _ p)9 
einen extremen Wert annimmt, unter Berucksichtigung der Bedingungs
gleichung ({3). 

Fur die absoluten Extreme del' Funktion 

T - l (a 2 + bl + c2 - 1) 

bestehen die folgenden Bedingungen t): 

.Emx(xa + yb + roc - p) - la = 0 

.Emy(xa + yb + roc - p) - J...b = 0 

.Emz (xa + yb + ec - p) - l c = 0 
.Em(xa+yb+zc-p) =0, 

welche mit Zuhilfenahme der A.bkiirzungen 

.Emx2 = A .Emy2 = A' .Emro2 = A" 

.Emyz = B .Emzx = B' .Emxy = B" 

auch in folgender Anordnung geschrieben werden konnen: 

(A - l)a+ B"b + B'c -p Lmx=O 
B"a + (A' - J...)b + Be -p.Emy=O 
B'a+ Bb + (A" - l) c - p Lm z = 0 

a.Emx+ b.Emy + c.Emz -pEm = OJ I (I') 

bringt man die letzte dieser Gleichungen mit (a) in Verbindung, so ent-

steht a ~ - --- + b 'YJ - - + c b - -- - = 0 ( l:mx) ( l:m y) ( L:1II Z) 
L:m L:m Em' 

woraus hervorgeht, daLl die gesuchten Ebenen durch den Punkt mit den 
Emx Imy Imz 
Im L:m L:m' Koordinaten 

d. h. durch den Schwerpunkt des Systems del' matel'iellen Punkte M; mit 
euen Massen m, hindurchgehen (123, (5)). Transformiert man das KOOl'di
Surensystem nach diesem Punkte als neuen Ul'sprung, so wird p = 0 und 
hinverschwinden die Summen .Emx, .Emy, Emsj heiLlen All At', A/, 
Bl1 Bt', B/, die neuen Werte von A, A', ... , so gehen die Gleichungen 

1) Der Summationsbuchstabe i bei m, x, y, z soll von hier ab unterdriickt 
werden. 
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(..1.l-l)a + Btb + Bl'c =0 1 
Bta + (..1.1' - l)b + Blc = 0 
Bl'a + Blb + (At -l)c = O. 
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Von da an stimmt die Aufgabe mit der vorigen iiberein, d. i. mit der 
Achsenbestimmung einer Fliiche zweiter Ordnung, deren Gleichung 

Al ~2 + ..1./'l'j2 + At~i + 2Bl 'I'j~ + 2B/~~ + 2Bt"~'I'j + F = 0 

lautet; sie hat also wie diese drei Losungen. 
(Zentralellipsoid. ) 

5. Ein gleichschenkliges Trapez von ge
gebenem Fllicheninhalt q (Fig. 29) soIl so ge
staltet werden, daB die Summe aus der Grund

YMJ 
x 

Fig. 29. 

lillie und den Schenkeln moglichst klein sei (trap~zformiges DurchfluB
profil mit kleinstem benetzten Umfang). 

Bezeichnet man die Grundlinie mit x, die Schenkel mit y, ihren Bo
schungswinkel mit (), so handelt es sich um das Minimum von 

x + 2y, 
wenn (x + Y cos()y sinO = q. 

Bildet man daraus die Funktion 

x + 2y - l[(x + 11 cos O)y sinO - q], 

so lauten die Bedingungen fiir deren absolutes Minimum: 

1 - ly sinO = 0 

2 - l(x sinO + y si1120) = 0 

- ly(xcosO + y cos2()) = OJ 

(a) 

(P) 

die Losungen l = 0, Y = 0 der letzten sind durch die beiden ersten aus
geschlossen, folglich verbleibt von der dritten 

x cosO + y cos20 = 0, 
wiihrend die zweite geschrieben werden kann 

daraus berechnet sich 

x sinO + y sin20 = : ; 

cosO 0 

. 2 
SInO T 2 cosO 

Y = \ cosO, cos 201 = TsUiir 
sinO, sin 20 
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womit aus der ersten erhalten wird 
1 

2 cosO = 1, cosO = 2' 0 = 60°. 

Hieraus berechnet sich wei tel' unter Zuziehung von (fj) 
2,/-x=y=s"qys 

und das Minimum von (ex) 2 YqyS. 
6. Die Funktion H = X 9y3 Z4 erreicht fur Werte del' Varia bIen , die 

der Bedingung 2x + 3y + 4z = a (a > 0) geniigen, bei x = y = z = ; 

das Maximum (: r 
7. Die extremen Werte del' Funktion ~6 = a2x2 + b2y' + c2zt bei 

V orhandensein der Bedingungen: 

x2 + y2 + Z2 -1 = 0, lx + my + nz = 0 

ergeben sich aus del' in bezug auf u quadratischoo Gleichung: 
l' '/11' n' 

a2 -u + b'--u + cil-u = 0; 

del' eine davon ist ein Minimum, del' andere ein Maximum; das Verhalt
nis del' zugehOrigen Werte del' Variablen ist: 

'. 1. m • n 
x . y . z = a'- 'Ii . h' _ u . c2 - u' 

8. Das Minimum del' Funktion u = x2 + y2 + Z2 fUr Werte der Va
riablen zu ermitteln, die den Bedingungen 

ax + by + cz - 1 = 0 

a' x + b' Y + c' z - 1 = 0 
geniigen. (Geometrisch heiBt dies die kiirzeste Entfernung des Ursprungs 
von der Schnittlinie zweier Ebenen bestimmen.) 

. (a - a')2 + (b - b')! + (c - c)' 
mm u = (bc'-:::b' c)' + (ca' - c' a)2+ (ab' _ a'b)' 

9. Ein Dreieck von gegebenem Umfange ist so zu gestalten, daB es 
bei del' Rotation urn eine Seite einen Karpel' VOll moglichst groBem V 0-

lumen erzeugt. 
Bezeichnet man die Seiten des Dreiecks mit x, y, z, seinen (be

kannten) Umfang mit u, und ist z die in del' Rotationsachse liegende 
Seite, so kommt es auf das Maximum del' Funktion 
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z 
mit der Nebenbedingung 

322 1 
an. Die Rechnung ergibt X = 11 = sU' Z = aX '!S= 3'11 = TU und das 

US 
maximale V olumen 8' 

10. Unter denselben Voraussetzungen wird um die extremen Werte 
der OberfHi.che des entstandenen Korpers gefragt. 

Bei denselben Bezeichnungen handelt es sich jetzt urn die Funktion 

2yt z2 + 2Z'x' + 2x'y'- X' - y' - Z4 ( )2 
z' X + 11 

mit derselben Nebenbedingung wie vorhin. Die weitere Verfolgung fiihrl 
auf X = 11 und hierrnit auf die weitere Gleichung 

Z2 - 2 X z - 8 x' = 0 , 

aus del' neben einer negativen die positive Wurzel z = 4x folgt; ein Drei
eck mit den Seiten x, x, 4x ist aber unmoglich. In del' Tat, die Oberflache 

kann aile Werle vonNuil bis n;1 annehmen, sie besitzt wohl einen klein

sten und einen groBten Wert, aber weder ein MiDfmum noch ein Maxi
mum im eigentlichen Siune. 

4!.l • .,ber, Vorle.ungell. I. t. And. 20 



Sechster Abschnitt. 

Anwendung der Di1ferentialrechnung auf die Untersuehnng 
von Knrven und FHichen. 

A. Ebene Knrven. 
§ 1. Die Tangente und die Normale. 

127. Analytische Darstellung der ebenen Kurven und ihre 
Einteilung. Die Lage eines Punktes M in der Ebene ist durch zwei 
Zahlen bestimmt, im rechtwinkligen Koordinatensystem, das wir zunii.chst 
zugrunde legen 1), durch die Abszisse x und die Ordinate y. Sind x,1I 
variabel und als eindeutige stetige Funktionen 2) elDer Hilfsvariablen 
oder eines Parameters u gegeben: 

x = q;(u), y = tfJ(u), (1) 
so beschreibt, wahrend u das Intervall, fill' welches diese Funktionen de
finiert sind, dUl'chlauft, der Punkt Meine Kune in der Ebene des Ko
ordinatensystems, eine ebene Kurve oder eine Plankurve. Die Gleichungen (1) 
heiBen die paramefrischen Gleichungen der Kurve. Einem besonderen 
Werte von u entspricht ein bestimmter Punkt der Kurve, der mit M(u) 
oder M(x/y) bezeichnet werden solI. 

1) Eine ausfiihrliche, das historische und literarische Moment eingehend be
riicksichtigende Darstellung der verechiedenen zur Untersuchung abener und rlium
Hcher Gebilde verwendeten KoordinatenBysteme findet man in E. MiHlers Ab
handlung in del' Enzykl. d. math. Wissensch., Bd. III 1, p. 596-770. 

2) Uber die Natur dieser Funktionen werden weiterhin noch andere einschran
kende VorauBsetzungen hinsichtlich ihrer Differentiierbarkeit gemacht werden, ohne 
dati dies immer ausdriicklich hervorgehoben wiirde. 

Mit Riicksicht auf die analytische Behandlung erfordern die Begriffe Linie 
und Flache eine genauere Bestimmung. Dariiber und insbesondere tiber den Be
griff der analytischen Linie, unter den aUe hier zu behandelnden Linien fallen, 
sehe man in der Abhandlung von H. v. Mangoldt in der Enzykl. d. math. WiBsensch., 
Bd. III 1, p. 130-152. 
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Es kann indessen auch unmittelbar y als eindeutige stetige Funktion 
von x gegeben sein: y = {(x), (2) 
und dann beschreibt Meine Kurve, indem x stetig das Intervall durch
lauft, auf welchem ( gegeben ist. 

Der Zusammenhang zwischen den variablen Koordinaten kann aber 
auch durch eine Gleichung von der Gestalt 

F(x, y) = 0 (3) 

bestimmt sein, vermoge deren sowohl y als Funktion von x wie auch 
umgekehrt x als Funktion von y aufgefa!lt werden kann; halt man an 
dem ersteren fest, so kann noch y eine eindeutige oder eine mehrdeutige 
Funktion vorstellen; in letzterem Falle entspricht jedem Zweige der Funk
tion (57) auch ein Zweig der Kurve. 

Die Untersuchung des Verlaufs einer ebenen Kurve kommt also vom 
Standpunkte der Analysis zuruck auf die Betrachtung des Verlaufs einer 
Funktion einer stetigen Variablen, die explizite oder implizite gegeben 
ist, oder auf die Betrachtung der gleichzeitigen lnderungen zweier sol
cher Funktionen. 

Die parametrische Darstellung (1) ist fur allgemeine Untersuchungen 
die geeignetste. Sie kann aus den beiden anderen Darstellungsformen ge
wonnen werden, indem man x einer passend gewahlten Funktion einer 
Hilfsvariablen u gleichsetzt, diese in (2), bzw. (3) anstelle von x einfuhrt, 
wodurch auch y, explizit und implizit, als Funktion von u gegeben iat. 

Umgekehrt ergibt aich aus der parametrischen Darstellung (1) eine 
der beiden anderen Darstellungsformen, indem man zwischen den beiden 
Gleichungen (1) u eliminiert. 

Fur die Einteilt!ng der Kurven ist die Gleichungsform F(x, y) = 0 
ma!lgebend. 

1st F(x, y) eine algebraische Funktion, so heiBt die Kurve alge
braisch; insbesondere laBt sich dann immer bewirken, daB F(x, y) ein~ 
gauze Funktion von bestimmtem Grade n sei (13); alsdann wird die durch 
die GIeichung dargestellte Kurve eine algebraische Kurve n-ter Ordnung 
genannt. Die Ordnung bildet den wesentlichsten Einteilungsgrund. der 
algebraischen Linien. Die Gerade als algebraische Linie erster un~die 
Kegelschnitte als algebraische Linien zweiter Ordnung sind aus den Ele
menten der analytischen Geometrie bekannt. Dariiber hinaus pfiegt man 
von hoheren algebraischen Linien zu sprechen. 

20* 
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Eine Kurve, deren Gleichung in x, y nicht algebraisch ist, wird als 
transzendente Kurve bezeichnet.1) Bei der uniibersehbaren Mannigfaltig
keit der moglichen Gleichungsformen ist man bisher iiber bloBe Versuche 
zu einer Einteilung der transzendenten Linien nicht hinausgekommen j 
spezielle Erzeugungsweisen haben zu Gruppen solcher Linien gefiihrt. 

Die parametrische Darstellung gestattet nicht unmittelbar zu ent
scheiden, ob eine Linie algebraisch oder transzendent sei. 

128. Die Tangen te in rechtwinkligen Koordinaten. Hat 
man aus der Gleichung oder den Gleichungen einer Kurve eine Anzahl 
zusammengehOriger Werte x/y bestimmt, so ist damit eine Anzahl von 
Punkten der Kurve gegeben, die jedoch, wenn sie nicht nahe genug an
einander liegen, eine sichere Vorstellung von dem VerIaufe derselben 
nicht zu bieten vermogen. 

Genaueren Aufschlu.6 dariiber vermittelt der Differentialquotient von 
y in bezug auf x, welcher die Richtung der Tangente an die Kurve in 
jedem ihrer Punkte anzugeben gestattet. Sein V orzeichen liiBt erkennen, 
ob die Kurve bei wachsendem x steigt oder rallt, und seine absolute 
GroBe zeigt an, wie rasch dieses Steigen oder Fallen an der betreffenden 
Stelle vor sich geht (22, 36). 

Zudem ist die Tangente diejenige unter den Geraden, welche durch 
den betreffenden Punkt der Kurve gehen, der sich die Kurve in der Um
gebung des Punktes am engsten anschlie.6t. Um dies zu zeigan, nehmen 
wir auf der Kurve einen Punkt M(x/y) an und legen durch ihn eine Ga
rade; ihre Gleichung sei 

A(~ - x) + B(r; - y) = 0; (4) 

von dieser Geraden hat ein anderer an M sehr nahe liegender Punkt 
M1 Cx + Ax/y + Ay) der Kurve den Abstand 

1) Die Einteilung in algebraische und transzendente Kurven sta.mmt von 
Descartes, einem der Begrunder der analytischen Untersuchungsmethode in der 
Geometrie; die Namen gab Leibniz. Bis dahin sprach man, um den Unterschied 
hervorzuheben, von geometriBChen und mecha.nischen Linien. Die Einteilung der 
algehraischen Linien nach der Ordnung riihrt von Newton her. - Eine sehr 
reichhaltige tjhersicht iiber die hisher untersuchten algebraischen und transzen
denten Linien gab G. Loria in dem Werke: Spezielle algehraische und transzen
dente ebene Kurven, Theorie und Geschichte. Deutsch von F. Schutte, Leipzig 
1902; 2. AuH. 1910-1911. 
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J = _A.d x ..:I-_~ .d Y 
V A! + B! , 

die Wurzel im Nenner mit dem entsprechenden Zeichen genommen. Sind 
nun xly Bolche Funktionen eines Parameters u, daB sie sich von der Stelle 
xly aus nach der Taylorschen Formel entwickeln lassen, so ist (92,11.) 

d2x Ax .... dx + 1.2 + ... 

und hiermit wird 

J = Ada: + Bdy + HA dlx + Bd!,!!) + .... 
VA!+B! 

Im allgemeinen ist also J von der Ordnung der GroBe dU, welche die 
Anderungen Ax, Ay von x, y herbeigefiihrt hat, und die wir als die erste 
Ordnung festsetzen wollen. Nur daun ist 0 von hOherer Ordnung, wenn 

.A.dx + Bdy = 0 oder .A. : B = dy : - dx; 
die diesem VerhiHtnisse entsprechende Gerade (4), d. i. 

(; - x)dy - (1] - y)dx ~ 0, (5) 
iet also unter allen diejenige, welcher die Kurve in der Umgebung von 
M am niichsten kommt; es ist dies aber die Tangente, weil ihr Richtungs-

koeffizient ~ ~ der Differentialquotient von y in bezug auf x ist. 

1st die Kune parametrisch gegeben, etwa durch das Gleichungspaar 
(1), so kaun man unmittelbar von der Gleichungsform (5) oder der ihr 
aquivalenten ~ - x = 1/ - x (5*) 

dx dy 

Gebrauch machen; es ist dann dx = x'du, Y = y'du zu setzen und das 
infinitesimale du ralIt aus. Der Akzent bezieht sich auf u. 

Bei expliziter Darstellung y = {(x) kommt dy = y'dx, wo sich der 
Strich auf x bezieht, das infinitesimale dx kann wieder forlbleiben und 
die Gleichung der Tangente lautet 

'YJ - Y = y' (; - x). (6) 
Bei der impliziten Darstellung F(x, y) = 0 endlich folgt aus 

F.,dx + Fydy = 0 das Verhiiltnis dx : dy .... - F" : F., 
und wird (; - x)F., + ('YJ - y)Fy = ° (7) 

die Gleichung der Tangente, - ~= ihr Richtungskoeffizient. 
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Nimmt del' Richtungskoeffizient ~! der Tangente fUr einen Punkt 

der K urve den Wert Null an, so ist die Tangente dortselbst der .A.b
szissenachse parallel. U nter dies en Punkten befinden sich auch diejenigen, 
fiir welche y einen extremen Wert erreicht (117). 

Hart der Richtungskoeffizient in einem Punkte der Kurve auf de
finieli zu sein, konvergiert er abel' bei Annaherung an diesen Punkt (von 
einer oder. von beiden Seiten) gegen 00, so iet die Tangenie in diesem 
Punkte parallel der Ordinatenachse. Unter dies en Punkten befinden sich 
auch solche, in welchen x einen extremen Wert annimmt. 

Wahrend ~! in den Fallen, welchen die Gleichungen (6) und (7) 

entsprechen, nur von einer Variablen abhangt, sind in dem zu (8) ge
horigen FaIle zu seiner Bestimmung beide Koordinaten des Punktes der 
Kurve erforderlichj er wird unbestimmt fiir solche Punkte, fiir welche 
FIX und Fy zugleich verschwinden. 

y 129. Beispiele. 1. In einem Buschel von 
61 Kreisen, welche die Gerade XX' (Fig. 30) in einem 

Punkte 0 beriihren, werden die durch einen festen 
Punkt A diesel' Geraden gehenden Durchmesser ge-

X' X zogenj der Ort del' Endpunkte diesel' Durchmesser 
ist analytisch darzustellen. - Die so erzeugte Kurve 
heiBt Strophoide.1) 

W1i.hlt man XX' zur Abszissenachse und 0 
zum Ursprung, so hat jener Kreis des Buschels, 

Fig. so. dessen Mittelpunkt C die Ordinate 0 C = c besitzt, 
die Gleichung x 2 + y2= 2cy; 
ist a die Abszisse von A, so kommt dem durch A laufenden Durchmesser 
dieses Kreises die Gleichung 

c 
Y=--a x + c 

ZUj laBt man beide Gleichungen geIten, so bedeuten x, y die Koordinaten 
der gemeinsamen Punkte M, N, und es ergibt sich die Ortskurve dieser 
Punkte durch Elimination des von Kreis zu Kreis ver1i.nderlichen c zwi
~schen diesen Gleichungen. Ih1'e Gleichung ist demnach 

1) Die Erfindung del' Kurve reicht in das 17. Jahrhundert zUl'rick, del' Name 
kommt 1846 zum erstenmal in einer Abhandlung :M: 0 n t u c c i 8 in den N ouv. Ann. VOl'. 
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(8) 

Es ist dies eine algebraische Gleichung dritten Grades (13, I), die Stro
phoide somit eine algebraische Kurve dritter Ordnung. 

Die Auflosung nach y gibt __ _ 
.J = + x l/a-x 
:J - r a+x 

und bestimmt zwei durch das Vorzeichen unterschiedene Zweige AMOE 
und ADOB, von denen jeder das Spiegelbild des andern bezuglich der 
x-Achse ist. Da y nul' so lange reell ist, als x in dem Intervall (- a, a) 
verbleibt, so liegt die Kurvtl vollstandig zwischen den beiden Geraden 
x = - a und x = a; bei x = - a hort del' Ausdruck fur y auf, bestimmt 
zu sein, fiir lim x = - a + 0 aber wird lim y = ± 00. An del' anderen 
Grenze des Intervalls, x = a, trefl'en die beiden Zweige zusammen, da hier 
11 = 0 ist; sie treft'en abel' auch in del' Mitte des Intervalls, an del' Stelle 
x = 0 zusammen, da auch hier y = 0 ist. 

Aus dy = ± a J _ ax-x' 
dx (a+x)V(a+x)(a-x) 

folgt, daB an del' Stelle x=-;(y'5-1) 

die Tangente an jeden der heiden Zweige parallel ist zur Abszissenachse 

- die andere Stelle - ; (y'5 + 1), an welcher :~ verschwindet, iallt 
au6erhalb des Intervalles (- a, a) -; bei dem positiven Zweige wird an 
diesel' Stelle y zu einem Maximum, bei dem negativen zu einem Mini-

mum, weil bei dem ersteren die Werte von ~ ~ in dem Intervalle (-a, a) 
das Wertgebiet C+ 00, 0, - (0), bei dem zweiten das Wertgebiet 
(- 00, 0, + (0) durchlaufen; daraus geht zugleich hervor, daB an del' 
Stelle a/O, wo die beiden Zweige zusammentrefi'en, sie eine zur Ordina.
tenachse parallele Tangente haben. 

An del' Stelle x = 0 hat ~~ fiir den positiven Ast den Wert + 1, 

fUr den negativen Ast den Wert - 1, so daB die beiden Aste der Kurve 
sich hier unter einem rechteu Winkel durchschneidenj man nennt einen 
solchen Punkt der Kurve einen Knotmpunkt. 

Will man die Kurve parametrisch darstellen, so empfiehlt sich die 
Substitution 'Y = UXj durch sie geht (8) uber in 
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x3(1 + u2) - ax2(1 - u2) === 0; 
neben der zweifach ziihlenden Losung X = ° foIgt hieraus: 

X === a! +:: 1 
y = a U~l+u~j· 

(9) 

Es erscheinen somit x, y als rationale Funktionen des Parameters Uj 

eihe algebraische Kurve, welche eine solche Darstellung gestattet, nennt 
man eine Unikursalkurve; sie wird namlich in einem Zuge beschrieben, 
wenn man den Parameter das Gebiet der reeIlen Zahlen durchlaufen 11i.Bt. 
1m vorliegenden Falle ist der Vel'lauf, wenn a > ° ist, folgender. 

Geht u durch (- 00, - 1), so beginnt xly mit - aj+ 00 und endet 
mit 0/0, es wird BO beschrieben; geht u weiter durch (- 1, 0), so be
ginnt xly mit 0/0 UIld endet mit a/O, und weil dabei y negativ bleibt, so 
wird ODA beschrieben; geht u weiter durch (0, + 1), so beginnt x/y 
mit a/O und schlieJ3t mit 0/0, und weil dabei y positiv bleibt, so wird 
AMO beschrieben; geht endlich u durch (+ 1, + (0), so beginnt xjy 
mit 0;0 und schlieJ3t mit - a/- 00, es wird OE beschrieben. Jedem 
Punkte del' Kurve entspricht nur ein und jedem ein anderer Wert des 
Parameters, nur dem Punkte 0 entsprechen deren zwei, namlich - 1, + 1; 
demgemiiJ3 ergibt sich in jedem Punkte der Kurve nur eine Tangente, im 
Punkte 0 abel' sind deren zwei, und zwar folgt aus 

dx 4tb dy 1- 4U2_1~' -=-a--- -=a du (1 + u')" du (1 + u l )' 

der Richtungskoeffizient der Tangente 
dy 1-4u2-u~ 
dx=--~--

der fur u = - 1 den Wert - 1, fiir u === 1 den Wert + 1 annimmt in 
tThereinstimmung mit dem fruheren Resultate. 

Man erkennt aus der angewandten Substitution, daS der u entspre
chende Punkt der Kurve ihr Schnittpunkt mit del' Geraden y === ux ist. 

2. Aus dem Endpunkte 0 des Durchmessers 0 A eines gegebenen 
Kreises (Fig. 31) wird nach del' Tangente BO im anderen Endpunkte A 
der Strahl OE gezogen, welcher den Kreis in D schneidet; man mache 
OM = DE und bestimme den Ort des Punktes M analytisch. - Die 
betrefl'ende Kurve hei.St Zissoide des Diokles.1) 

1) 1m 2. oder 3. vorchristIichen Jahrhundert. 
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Wird 0 zum Ursprung, OA zur Abszissenachse des 1 

Koordinatensystems gewahlt, der Durchmesser des Kreises 
mit a bezeichnet, so folgt aus der Ahnlichkeit der Drei
ecke OPM, OAE: AE=JL a; 

x 
aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OP M, ADE: 

AD= y ai 
Jlxl + yl 

318 

wendet man also auf das rechtwinklige Dreieck AD E, 
in welchem die dritte Seite DE = 0 M = Y Xl + yl ist, 

Fig. 81. 

den Pythagoreischen Satz an, so entsteht nach entsprechender 
mung die Gleichung der Kurve: 

(Xl + y2)X = ayl. 

Umfor-

(lO) 

Man hat es also wieder mit einer algebraischen Kurve dritter Ord
nung zu tun. Die Auflosung 

y=±x-V- x 
a-x 

zeigt, daB X auf das Intervall (0, a) beschrankt werden mu1\, solI '!I reen 
bleiben, und daB fur lim x = a - 0 sich lim '!I ... ± 00 ergibt. Die bei
den late treft'en im Ursprung zusammen und haben hier die Abszissen
achse zur gemeinsamen Tangente, weil 

dY=+2a~1/ x 
dx - a-x r a-x 

fUr x = 0 nur den einen Wert 0 annimmt; einen Kurvenpunkt von dieser 
Art bezeichnet man ala eine Spitze. 

Mittels der Substitution y = ux 
ergibt sich wie im vorigen Beispiele die parametrische Darstellung 

x= 1~~ 1 
auS 

'Y = 1 + u! 

(11) 

so daB auch die Zissoide eine Unikursalkurve ist. Sie wird in dem Sinna 
Q 0 R beschrieben, wahrend u das Intervall (- 00, + (0) durchlii.uft. 

3. Die durch die Gleichung 

xS-3axy+'tl=O (a> 0) (12) 
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gekennzeichnete Kurve ist auf ihren Verlauf zu untersuchen. - Die 
Kurve ffihrt den Namen Oartesisches Blatt!). 

Zweimal schon war die durch (12) definierte Funktion y Gegenstand 
der Untersuchung. In 58,2. ist gezeigt worden, daB sie in bezug auf ihre 
reellen Werte eindeutig ist in den Intervallen (- 00, 0) und (a}l4, (0), 
dreiwertig hingegen zwischen 0 und aY4~ In 120,2. wiederum hat sich 
ergeben, daB sie bei x = ay2 das relative Maximum y = a}14 besitzt. 
Beachtet man ferner, daB (12) keine Anderung erfahrt, weun man x und 
y untereinander vertauscht, so folgt daraus die Symmetrie der Kurve in 
bezug auf die Halbierungslinie des Winkels X 0 Y (Fig. 32). 

.' 
.' 

Mit Hilfe der Substitution y = ux gibt 
die Gleichung (12): 

3a'u 2 
(13) x = /';:8.) 

-,--,:>"..--~,*-,,:::::..--:::;: : X y = 1 + US 
aWal"1' 

J edem ,Verte von u entspricht ein anderes 
Wertepaar x/y; eine Ausnahme jedoch machen 
die beiden Werte u = 0 und u = 00, indem 
ihnen ein und dasselbe Wertepaar % zugeord-

Fig. 32. net ist; infolgedessen geht die Kurve zweimal 
durch den Ursprung; um die Richtungen, in welchen del' Durchgang 
erfolgt, festzustellen, bilde man 

und daraus 

dx 1-2u8 dy u(2-u") 
du = 3a (1-fu8)2' du = 3a (i +US)2 

dy u(2 - US) 

dx= 1-2u· , 

ffir u = 0 nimmt dies den Wert 0 und fiir lim u = 00 den Grenzwerlt 00 

an, so daB das eine Mal die Abszissenachse, das zweite Mal die Ordinaten
achse beriihrt wird. 

Die Kurve wird in dem Sinne DOOBOA beschrieben, wenn del' 
Parameter u nacheinander die Intervalle 

(- I, - (0), (+ 00, 0), (0, - 1) 

durchIauft, und zwar entspricht dem ersten Intervalle DO, dem zweiten 
OCBO, dem dritten OA. 

l)Zuerst erwahnt von Descartes 1638. 
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4. Ein Punkt der Ebene. bewegt sich so, daB das Produkt seiner 
A.bstande von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant bleibt. 
- Kurven dieser Entstehungsweise nennt man OassinisChe Ovale. 

Wii.hlt man die Verbindungslinie der Brenn- Y 

punkte F, F' (Fig. 33) als Abszissenachse, den M 

Mittelpunkt ihres Abstandes FF' = 2e als Ur
sprung, so setzt sich die Gleichung 

MF·MF'=a2, 
--F~'~---O~~F~-F~-X 

welche die geometrische Eigenschaft ausdriickt, 
nach einfacher Rechnung um in die Gleichung 
der fraglichen Kurven 

(x2 + y2)2 _ 2e2(x2 _ y2) = a4 - c'. 

Fig. ss. 

(14) 

Es sind also Kurven vierter Ordnung, symmetrisch in bezug auf 
beide Koordinatenachsen, somit auch in bezug auf den Ursprung, der als 
Mittelpunkt der Kurven auftritt. 1m Gegensatze zu den bisherigen Bei
spielen enthii.lt die Gleichung zwei Parameter, was eine Gestaltmannig
faltigkeit zur Folge hat, die sich nach dem GroBenverhiiltnis der Para
meter a, c richtet. 

Rier sei nur auf den besonderen Fall aufmerksam gemacht, wo 
c = a, in welchem sich die Gleichung auf 

(x2 + y2)2 = 2a2(x2 _ y2) (14*) 
vereinfachtj die zugehOrige Kurve fiihrt den Namen Lemniskate (des J a
ko b Bernoulli 1». Durch die Substitution y = ux erreicht man eine 
rationale Darstellung der Quadrate der Koordinaten, nicht der Koordi
dinaten selbst wie bei den Ullikursalkurven, namlich 

2 2a'(1-u!) 
X = (1 + t~2)2-

2 2a!·u 2 (1-u,,) 
y = (1 + 1")! • 

130. Fortsetzung. 5. Rollkurven. Eine sehr umfassende, durch 
ein gemeinsames Erzeugungsprinzip zusammengehaltene Kategorie von 
Linien sind die Rollkurven oder Rouletten; es sind dies im allgemeinen 
transzendente, in mancben besonderen Fallen auch algebraische Linien. 
Fur die Technik, insbesondere fiir die Theorie und Konstruktion von 

1) Acta erudi.t. 1694. 
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Bewegungsmechanismen, sind die Rollkurven von hervorragender Be
deutung. 

Das Erze ugungsprinzip in seiner allgemeinsten Fassung besteht in 
Folgendem: In einer festen Ebene S, die Triigerin einer beliebigen Kune 
s , der Polbahn, ist, bewegt sich eine zweite in sich stan'e Ebene 2 der
art, daB eine in ihr liegende beliebige Kurve 6, die Polkurve, auf der Pol
bahn abrollt; jeder Punkt .1J! von 2 beschreibt dabei in Seine Kurve, 
die man eine Rollkurve nennt. Einer momentanen Lage von 2 entspricht 
ein Punkt A als Beriihrungspunkt von Polbahn und Polkurve, der mo
mentane Drehpol, und ein Punkt M der Rollkurve. 

1st die Polbahn eine Gerade, die Polkurve ein Kreis, so nennt man 
rue Rollkurve eine Zykloide, und zwar, je nachdem del' beschreibende 
Punkt auf dem Kreise selbst, innerhalb oder auBerhalb desselben liegt, 
eine gemeine, vet'liingerfe oder verkiirde Zykloide.1) 

Sind Polbahn und Polkurve Kreise, so bezeichnet man die entstan
denen Kurven wohl auch als Trochoiden, hiiufiger jedoch gleichfalIs als 
Zykloiden, aber mit einem Zusatze, der sich zuniichst nur auf die gegen
seitige Lage der beiden Kreise bezieht: schlieBen sich die beiden Kreise 
gegenseitig aus, so spricht man von Epizykloiden, dagegen von Hypozy
!;loiden, wenn del' eine Kreis den andern umschlieBt. Zu dieser Haupt
einteilung kommt noch eine Untereinteilung, die mit der Lage des be
schreibenden Punktes zum rollenden Kreise zusammenhiingt und zu den
selben drei Benennungen fiihrt, die bei den Zykloiden schlechtweg unter
schieden worden sind. 

fiber diese zwei Hauptgattungen von Rollkurven solI zuniichst nicht 
hinausgegangen werden. Nun zu ibrer analytiscben Darstellung und deren 
Diskussion. 

a) Zykloiden. Polbabn sei die Gerade X' X (Fig. 34), Polkurve der 
Kreis K o, der durch Rollen um den Wiilzungswinkel u in die Lage K 
gelangen moge. Der beschreibende Punkt, der urspriinglich die Lage Mo 
bzw. Mo(l), MO(2) hatte, befindet sicb jetzt in M bzw. M(l), .M<2J. Bezeich-

1) Neben den beiden letzteren Benennungen sind auch die andern: ge
schweifte und geschlungene Zykloide in Verwendung (s. G. Scheffers, Beson
dere transzendente Kurven, Enzykl. d. mathem. Wissensch., Bd. III 8, p. 194). Der 
Name Zykloide wird auf Galilei (1640) zuriickgeflihrt, einen der ersten, der sicb 
mit der Untersuchung der gemeinen Zykloide beschMtigte. 
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Fig. 34. net man seine Entfernung vom 
jeweiligen Mittelpunkt 00 bzw. 0 
mit b, den Radius des Kreises mit 
a, so ist das Erzeugungsgesetz 
durch den Ansatz 

y _---r-l.f:# 

~_-!,~>N 

_--..-.,,,,'1) 

OB= arc MB= au 
gekennzeichnet. Wahlt man also 
X' X als Abszissenachse und legt , 
die Ordinatenachse durch Co, so X'--~~~-,.';::!~!:-=~-
findet man aus der Figur, die die 
notigen Konstruktionslinien filr 
den Punkt M!!) enthalt: x = au - b sin u } 

Y = a - b cos u 
(15) 

als parametrische Gleichungen der Zykloiden; bei b < a ist es die Vffi:

langerte, Mo(l) NIl), bei b > a die verkiirzte, MO(2) N<'J), bei b = a die ge-

meine, MoN: x = a(u - sin u) } 
y = a(1 - cosu). (15*) 

Wegen der Periodizitat der trigonometrischen Funktionen bestehen 
die Zykloiden aus unendlich vielen gleichen laten, deren einer erhalten 
wird, wenn man u das Intervall (0, 2n) durchlaufen Iii-at. 

Daa es transzendente Kurven sind, erkennt man durch Elimination 
von ui sie fiihrt bei den Gleichungen (15) auf 

x = a Arc cos a b Y - b -V 1 - (" -; Yf . 
Bei der gemeinen Zykloide variiert y zwischen 0 und 2 a, bei der 

verUi.ngerten zwischen a - b und a + b, bei der verkiirzten zwischen 
- (b - a) und b + a. 

Aus (15) ergibt sich :: = Yi daraus folgt, daB bei der verkilrzten 

Zykloide dort, wo sie die Absziasenachse schneidet, x einen extremen 
Wert annimmt, die Tangente also parallel ist der Ordinatenachse. 

Nimmt man ad Y = b sin u hinzu, so findet sich 
t~ 

dy bsinu 
dil: = a - b cos t~ 

als Richtungskoeffizient der Tangente und 

x 
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b sinu 
fJ - Y => a _ b COBU (~ - x) (16) 

als deren Gleichungj insbesondere lautet diese fiir die gemeine Zykloide 

fJ - Y = cotg ; (; - x). (16*) 

b) Epi- und Hyposyklo£den. Polbahn sei der Kreis K mit dem Mittel
punkt 0 und dem Radius R (Fig. 35), Polkurve der Kreis ko mit dem 

Mittelpunkt 00 und dem Radius r, No 
Y der beschreibende Punkt im Abstande 

0" 

Fig. 85. 

a vom Mittelpunkte. Aus der Anfangs
lage komme der letztere Kreis durch 
Abrollen um den Winkel v in die Lage 
k, der Beriihrungsradius habe dahei eine 
Drehung um den Winkel u erfahren; 
dieser letztere solI alB Parameter ver-

-X wendet werden. Das ErzeugungBprinzip 
ist durch Ru = rv 
bestimmt, wodurch die Gleichheit der 
Bogen BA;, und BA. ausgedriickt ist. 

Mit Benutzung der in der Figur angebrachten Hilfskonstruktion, aue 

der sich fUr den Dreieckswinkel QOM der Ausdruck R; r U - ~ er

giht, finden sich die Gleichungen der Epizykloide: 

x = (R + ,.) cos U - a cos R + r U I 
y = (R + r) sin u - a sin !l ~ r Uj 

(17) 

bei a < r ist es die verliingerte, bei a> r die verkiirzte, bei a = r die 
gewohnliche Epizykloide. 

Es bedarf nur der Zeichenanderung bei r und a, urn zu den Glei
chungen der Hypozykloiden zu kommen: 

x = (R - r) cos U + a cos R r r U I (18) 

(R ) . . R-r 
Y= -r smtt-asm-r-uj 

auch hier sind die obigen drei Fiille zu unterscheiden. 
1st das VerhiUtnis der Radien R :,. rational, so kehrt der roUende 

Kreis nach einer bestimmten Anzahl von Abwiilzungen wieder in seine 
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urspriingliche Lage zuriick, die Zykloide besteht aus einer endlichen An
zahl gleicher lste und ist algebraisch. 1st das Verhaltnis aber irrationaly 
so kehrt der rollende Kreis niemals in seine Anfangslage zuriick, die An
zahl der .lste jst unbegrenzt, die Zykloide transzendent. 

Znr Illustration die folgenden drei Beispiele. 
Die gewohnliche Epizykloide, bei der r = R ist, hat die parametri-

schen Gleichungen: x = 2r cos u - r cos 2u 
y = 2r sin u - r sin 2u 

und nach der Translation x = 1" +;, y = 1j des Koordinatensystems di6 
Gleichungen ; = 2r cos u (1 - cos u) 

1j = 2r sin u (1 - sin u); 

eliminiert man zwischen beiden den Parameter u, so kommt man zu der 
Gleichung (;ll + 1j1l? + 4r;(;' + 1j1l) - 4r21}2 = 0, (19) 

diese Epizykloide ist also eine algebraische Kurve vierter Ordnung (Kar
dio"ide). 

Die gewohnliche Hypozykloide, bei der r= ~ ,hat die Gleichungen: 

x = R cos u 
y = 0; 

dieselben stellen den in der Abszissenachse liegenden Durchmesser des 
ruhenden Kreises dar. RoUt also auf der Innenseite eines Kreises ein 
zweiter Kreis vom halben Radius des ersten ab, so beschreibt jeder seiner 
Umfangspunkte einen Durchmesser des ersten Kreises. 

Die gewohnliche Hypozykloide, bei der r = ~ ist, hat die parame

trischen Gleichungen x == 3 R cos u + R cos 3u 
4, 4, 

3R . R. 3 Y=TSlllU-"4SID U 

und wenn man die Funktionen des dreifachen Winkels auf 801che des 
einfachen zuriickfiihrt: x == R coss u 

y == R sinsu; 

Elimination von u liefert dann 

xi + yl =- RI, (20) 

(20*) 
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diese Hypozykloide ist hiernach eine algebraische Kurve 6. Ordnung 
(A8troide). 

131. Fortsetzung. 6. Gleitkurven. Wenn die Endpunkte einer ge
raden Strecke angewiesen sind, sich auf vorgeschriebenen Bahnkurvett zu 
bewegen, so beschreibt jeder Punkt der Strecke eine Kurve, die man eine 
Gleitkurve neunt. Unter den Gleitkurven befinden sich die Bahnkurven 
selbst, wenn man den beschreibenden Punkt, den man iibrigens auch in 
Gie Verlangerung der Strecke verlegen kann. mit einem der Endpunkte 
zusammenfallen laBt. 

Bei der Mannigfaltigkeit, mit der die Bahnkurven gewahlt werden 

J Mnnen, bilden die Gleitkurven eine 
, .. - ...... sehr umfassende Kurvenklasse. 

/.,. . ••• ~ b Von besonderem Interesse sind 

/ a i \. die Gleitkurven, die bei Kurbelmecha-
o ~ Ii 'Y nismen auftreten. 

c.ip .~ 
a) Gleitkurven des Schubkurbel-

mechanismus. Die bewegliche Strecke 
./ ist hier durch die Schubstange AB 

Fig. 36. vertreten; der eine Endpunkt A wird 
durch die Kurbel OA zur Kreisbewegung gezwungen, wahrend der an
dere Endpunkt B, im Gleitstiick gelegen, auf die Gerade OX angewiesen 
ist (Fig. 36). Die Kurbellange sei a, die Schubstange sei durch den be
s chreibenden Punkt M in die Abschnitte b, c zerlegt. 

1st b + c > a, so gibt es zu jeder Kurbelstellung nur eine Lage der 
Schubstange (zu einer Seite von 0). 

1st hingegen b + c < a, so ergeben sich fiir jede Kurbelstellung, die 
innerhalb gewisser Grenzen liegt, zwei verschiedene Lagen der Schub
stange. 

Von dem Grenzfall b + c = a soll an einer anderen Stelle gespro
c hen werden. 

Mit Hilfe des Kurbel winkels ~ und des N eigungswinkels « del' Sch u b
stange stellen sich die Koordinaten von M wie folgt dar: 

hingegen 

x = a cos ~ + b cos « 

y = a sin ~ - b sin « 

x = a cos ~ =+= b cos IX 

y = a sin 8 - b sin IX 

bei b + e > a 

bei b + e < a. 
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M· H 11.' d a sin B d It ilie es zweifachen Ausdrucks fur sin", niimlich b+ c un 

~ , erhiilt man einmal die parametrische Darstellung in h: 

x = a cos a + b VI _ (~:[)2 
ac '.1' 

Y=~-'Slnu 
b +c 

fur den ersten Fall, die zeigt, daB x fiir alle ~ reell ist, daB also die 
Kurbel volle Dl'ehungen ausfiihrt; hingegen 

x = a cos ~ + b -V 1 - (~at:) 2 

ac . .1' 

Y = b-+ c SIn u, 

aus der jetzt hervorgeht, daB x nur so lange reell ist, als 

I sinal < b + ~ 
- a ' 

daB also die Kurbel eine oszillierende Bewegung zwischen den Grenz

lagen + arcsin b :- C ausfuhrt. Dann aber ergibt sich weiter durch Eli

mination von h die fur beide Falle einheitliche Gleichung 

[C2(X2 _ a2 + b2) + (2bc + c2)y2]2 = 4b2c2X2(C2 _ y2), 

welche die Gleitkurve als eine zu den beiden Koordinatenachsen symme
trische Kurve vierter Ordnung erkennen Ia.6tj diese Gleichung utnfaBt 
namlich auch die in bezug auf die Ordinatenachse entgegengesetzte An
ordnung des Mechanismus. 

Die extremen Werte von y sind im ersten der unterschiedenen Falle 

=F b ~ c' im zweiten + c. Die entsprechenden Gleitkurven sind aus den 

Fig. 36a und 36 b zu ersehen. 
Der besondere Fall b + c = a kann sowohl als Grenzfall der einen 

wie der anderen Anordnung geIten, und da nun "= 0, so hat man einmal 

X = (a + b) cos 0 

y=(a-b)sino, 

mithin (a .~ bf + (a Y bf = 1, 
Czuber, VOrlesungen. 1. 4. Auf!. 21 
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y ~ 
i 

.-' 

~--~--+~~7---T---~~~--X 

/.;/':~:;; 
/ / / 

--~.~.~.--~O~---r~--~B~~X , B 

" --- -~ .... ,---- --
..... + .. __ .-/ 

I Fig S6a. 

dann abel' such 

woraus 

x = (a - b) cos d 

y = (a - b) sin () , 

x2 + y2 = (a - b?-

'" . 
... \'t:~~,.~) 

"'-" 
..

--- Fig. SGb. 

Die Gleitkurve zerfallt also in dies em Grenzfulle in eine Ellipse und einen 
sie in den Scheiteln del' kleinen Achse beriihrenden Kreis; diesel' letztere 
kommt dadurch zustande, daB nun die Kurbel mit der Schubstange zur 
Deckung kommen und sich dann vereint mit ihr drehen kann. 

b) Gleitkurven des ZweikurbeZmechanismns. Die konstante Strecke 
ist nun durch die Koppel AB vertreten, die auf die heiden nicht-koach
sialen Kurbeln 0 A, Q B aufgehangt ist. Wir wollen hier nul' den Fall 
gleicher KurbelHingen (= a) hetrachten und den heschreibenden Punkt 
in die Mitte del' Koppel ver]egen, die wir so lang voraussetzen als die 
Entfernung der beiden Kurbelachsen ( = c). 

Hier konnen die Zentral
linie OQ, die Kurbeln OA, 
QB und die Koppel AB ein 

06--f--""--o-+---+-~----;,---X Parallelogramm bilden (das 
Wattsche Parallelogramm). 

". 

Kreis, des sen Mittelpunkt 111 

darstellt. 

Del' Mittelpunkt M von AB 
(wie jeder andere Punkt der 
Koppel) beschreiht danneinen 

der Zentrallinie liegt, wie dies Fig. 37 a 

Die vier genannten Linien konnen abel' auch in die Gestalt eines 
iiberschlagenen Vierecks gebracht werden, wie es Hie Fig. 37 b und 37 c 
ersichtlich machen. 
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Rei der ersten Anordnung ist 

OB + Q.tl = 2r 
20R+ QA = OB 

2(OR + QA) = OB + QA = 2r 
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B 

OR+QA=OB-OR=RB, 

folglich r = RB, und aus dem recht
winkligen Dreieck 0 Q R folgt unmittel
bar die Polargleichllng der Gleitkurvc 

--<o~·-----::-''----------''-'lQ()-'--X 

r~ = a2 - c2 sin2 «p. 

Bei der andern Anordnung ist 

QA-OB=2r 

A 
Fig. 37c. 

"'"'''''' 

2BR+ OB= QA 
2 B R = Q A - 0 B = 21·, 

folglich BR = r, und wieder ergibt sich 
aus dem reehtwinkligen Dreieek BR Q 
die Polargleichung 

", <p 

--~~~-~~-~'~x 
.. /Q 

R 

r2 = a2 _ c2 sin2 «Pi 

die durch sie dargestellte Kurve ist algebraisch von der vierten Ordnung, 
wie aus der Gleiehung in reehtwinkligen Koordinaten 

(x2 + y2)2 = a2(x2 + y2) _ C'ly2 hervorgeht. 

FaBt man alies zusammen, so besteht die Gleitkurve aus zwei Linien, 
die eine zweiter, die andere vierter Ordnung, die zusammen ein Linien
gebilde seehster Ordnung ausmachen. Von dieser Ordnung ist auch die 
einheitliehe Gleitlinie des allgemeinen Zweikurbelmechanismus. 

1st der Mechanismus insbesondere so dimensioniert, daB bei gleichen 
Kurbellangen a der Abstaml der Kurbelachsen c = ay2 und die Koppel 
diesem Abstand gleich ist, so lautet die Polargleichung der Gleitlinie, 
Boweit sie von der vierten Ordnung ist, 

r2 = (t2(1 - 2 sin2 «p) oder r2 = at cos 2!]J 

und die Gleichung in reehtwinkligen Koordinaten 
(x2 + y2)2 = a2(x2 _ y2). 

Diese Karve, die also mit Hilfe cines solchen Kurbelmechanismus me
ehanisch erzeugt werden kann, ist die Lemniskate (129, 4.). 

21* 
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131a. Fortsetzung. 7. Aus einem Punkte xolYo an eine gegebene 
Kurve {(x, y) = Odie Tangenten zu fiihren. 

Der BeriihrungBpunkt x/y einer jeden Bolchen Tangente hat den Glei-
chungen {(x, y) = 0, 

(xo - x){,,' + (Yo - Y){y' = ° 
zu geniigen, deren erste ausdriickt, daB er der Kurve angehort, deren 
zweite aussagt, daB die Tangente in ihm durch xo/Yo geht. Die gemein
sam en Losungen beider Gleichungen bestimmen die Beriihrungspunkte 
der gesuchten Tangenten. 

1st die Kurve algebraisch von n-ter Ordnung, so ordne man sie nach 
den Gliedem gleicher Dimension derart, daB 

{(x, y) = Pn(x, y) + Pn_I(X, y) + ... + Po (x, y) = 0, 

wobei Pr(x, y) eine homogene Funktion r-ten Grades bedeutet. Alsdann ist 

fx' = p,,'(x) + P,,'-I (x) + ... + PI'(X) 
(y' = p,,'(y) + Pn'-I(Y) + ... + PI'(y) 

und die abgeleiteten Funktionen sind je um einen Grad niedriger alB die 
urspriinglichen. 

Die Gliedergruppe hOchster Dimensionen in x{x' + Y{,/ ist 

xp,,'(x) + YP,,'(y), 

und dies kommt zufolge des Eulerschen Satzes iiber homogene Funk-
tionen (56) gleich np,,(x, y), 
wofiir wegen der Kurvengleichung 

- n [P,,-I (x, y) + Pn_2(X, y) + ... + Po (x, y)J 
gesetzt werden kann. Hiernach ist, wenn 

{(x, y) = 0 

eine algebraische Kurve n-ter Ordnung bedeutet, die Gleichung 

(xo - xV,,' + (Yo - y){v' = 0 

in bezug auf :v, y von der n - I-ten Ordnung, stellt also fur sich be
trachtet eine algebraische Kurve -n - i-tel' Ordnung dar, deren Schnitt
punkte mit der gegebenen die Beriihrungspunkte del' aus xo/Yo an diese 
gezogenen Tangenten bedeuten. Nach dem Satze von Bezout aber gibt 
eine Kurve n-ter mit einer Kurve n - 1-ter Ordnung n(n - 1) Schnitt-
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punktej demnach gehen aus einern Punkte an eine Kurve n-ter Ordnung 
im allgerneinen n(n -1) Tangenten. Diese Zahl wird die KZasse der Kune 
genannt, so daB eine Kurve n-ter Ordnung im allgemeinen von der 
n(n -1 )-ten Klasse ist. 

Ein anderes Verfahren, die Tangenten aus einem Punkte xo/Yo an 
eine Kurve zu ziehen, besteht darin, daB man den Strahl durch xo/Yo: 

x = Xo + ps 

y = Yo + qs 
mit der Kurve zusammen betrachtet und das Verhaltnis der Konstanten 
p, q aus der Bedingung sucht, unter welcher die Gleichung 

{(xo + ps, Yo + qs) = 0 
mehrfache Losungen nach s besitzt. Dieser Weg wird besonders bei al
gebraischen Linien mit Erfolg zu betreten sein. 

8. Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen 

rp(x, y) = 0 1fJ(x, y) == 0 (21) 

gegebenj n;J.an soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher beide in einem 
ihrer gemeinsamen Punkte auch eine gemeinsame Tangente besitzen oder 
einander beriihren. 

1st xly ein gem6insamer Punkt, so hat die Tangente an die erste 

Kurve dortselbst den Richtungskoeffizienten - rp"" die Tangente an die 
rpy 

zweite Kurve den Richtungskoeffizienten - 'l/J"'; der gestellten Aufgabe 
'l/Jy 

gemaB muB CPa; = 'l/Jx odel' m .1. - m .1. = 0 (22) 
CP1/ 'l/'y' "1'",'1'1/ "1'1/'1'", 

sein j durch Elimination von x, y zwischen den Gleichungen (21) und (22) 
ergibt sich die veHangte Bedingung. 

So findet man beispielsweise als Bedingung daffir, daB die Parabel 
y2 _ 2px = 0 

und die Ellipse 

einander bel'iihren, die Gleichung 
2pa a 2 p2 
liT - 64 = 1, 

so daB, wenn a, p, b gegeben sind, sich als Mittelpunktsabszisse der Ellipse 
ergibt IX _ ~ + ~~Jl 

- 2p 2b" 
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9. Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen (21) gegebenj man 
soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher sie sich in einem ihrer ge
meinsamel1 Punkte rechtwinldig schneiden. 

Die Tangel1tel1 in dem gemeinsamen PUl1kte x/y, deren Richtungs-

koeffizienten - CPIlJ, - '1f! .. sind, sollen zueinander senkrecht stehen, daher 
CPIl 1py 

muS ~ . '1f!x + 1 = ° oder ffJ 'l/J + ffJ 'l/J = 0 (23) CPy '1f!g IlJ XliII 

sein. Durch Elimination von x, y zwischen den Gleichungen (21) und (23) 
ergibt sich die verlangte Bedingung. 

SolI hiernach der Kegelschnitt 

all x S + 2a12 xy + a22y2 + ass = 0, 

dessen Mittelpunkt im U rsprung liegt, von der Geraden 

Ax+By=O 
unter rechtem Winkel geschnitten werden, so mu6 

sein; bringt 
die Form 

(au x + al2 y)A + Calix + a22 y)B = 0 

man die drei Gleichungen behufs Elimination von x, Y auf 

(aux + a12 y)x + (a12 x + a22 y)y + a3S = 0 

Ax+ By =0 
(allA + a19B)x + (a12 A + auB)y = 0, 

so ergibt sich als notwendige Bedingung fur ihre Koexistenz: 

aa x + a22 y ass 

B 0 =0, 

und hieraus die von x, '!I unabhangige Bedingungsgleichung 

I A B 1=0 
au A + a12 B al2 A + a22 B ' 

oder a12 A2 - (a1l - a22)AB - a12 B2 = 0, 

durch welche also die Achsenrichtungen des Kegelschnittes bestimmt sind. 

132. FuBpunktkurven. Der Ort der Fu6punkte der von sinem 
festen Punkte auf die Tangenten einer Kurve gefallten Lote wird die 
Fuf3punktkurve dieser Kurve in bezug auf den festen Punkt als Pol ge
naunt. 
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Man kann den Pol, wenn er nicht im Ursprung liegi;, immer durch 
Verschiebung des Koordinatensystems zum Ureprung machen; von meser 
V oraussetzung moge im folgenden auch Gebrauch gemacbt werden. 

Es sei {(x, YJ = 0 (24) 

die Gleichung der gegebenen Kurve, M ein Y Fig. 38. 

Punkt derselben, T die zugehorige Tangente, 
OP das zu ibr gefailte Lot, somit P ein Punkt ~ 
der 1!'utlpunktkurve (Fig. 38); diese kann auch 
als Ort des Punktes aufgefatlt werden, den der T 

iiber 01Y[ als Durcbmesser bescbriebene Kreis 
mit dem Lot zur Tangente in M gemein bat. 

Nun iet, wenn x, y die Koordinaten des 
Punktes M sind, 

( X )2 ( y \ 2 x' + y' ;--2 + t)-"2} =-4-' 

d. b. ~2+'1)2-x~_yYJ=0 

die Gleichung des Kreises, und t) = - :; 1;, oder 

~elx + 'YJdy = 0 

(25) 

(26) 

die Gleichung des Lotes. Eliminiert man also zwischen den Gleichungen 
(24), (25), (26) [nachdem man in (26) ely: elx durch den aus (24) dafiir 
abgeleiteten Wert ersetzt bat] x, y, so ergibt sicb die Gleicbung der FuB
punktkurve. 

Differentiiert man die Gleicbung (25) unter dem Gesicbtspunkte, daS 
mit Mauch P sich andert, so erhalt man: 

2~ d~ + 2n dn - ;clx - t)dy - xel~ - yelt) = 0, 

was eich mit Riicksicht auf (26) vereinfacht zu 

(I; - ~) ell; + (t) - n d71 = 0, 

~-~ 
d1J 2 

und damus ergibt sich: d ~ = - ----y; 
1)-"2 

dies besagt aber, dati die Tangente der Futlpunktkurve in P senkrecht 
steht auf 0 Q; folglich iet diese Tangente Tl zugleich Tangente an den 
gezeichneten Hilfskreis. 
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Beispiele. 1. Es ist die FuBpunktkurve der Parabely2 + 4ax = 0 in 
bezug auf ihren Scheitel als Pol zu bestimmen. 

Die Gleichungen (25) und (26) lauten hier: 

x; + '!IT} = ~2 + T}2, 

y; = 2aT}; 

lost man sie nach x, y auf und setzt die Werte in die Parabelgleichung 
ein, so ergibt sich (;2 + 'l}2); = aT}2 

als Gleichung der FuBpunktkurve; diese also ist eine Zissoide (129,2.). 
2. Die Fu6punktkurve der gleichsei

tigen Hyperbel in bezug auf ihren Mittel
punkt zu bestimmen. 

Die gleichseitige Hyperbel (Fig. 39), 
---..+---H----,)IE---'--!--I--+:.---:x auf ihre Achsen bezogen, schrei bt sich: 

x2 _ y2 = a2, 

'\ und die Gleichungen (25) und (26) heiBen 
jetzt: x; + '!IT} = ;2 + T}2, 

Fig. 89. xT} + '!I~ = 0; 

durch Einsetzung der hieraus fUr x, y errechneten Werte in die Hyperbel-
gleichung entsteht (;2 + 'l}2)2 - a2(;2 - ''12) = 0; 
die Fu6punktkurve ist Aomit die in 129,4. aus einer anderen geometri
schen Entstehungsweise erkannte Lemniskoi;e. 

Urn ihre Form zu erkennen, fiihren wir den Parameteru mittels der 
Substitution 'I} = u; 
ein und erhalten die parametrischen Gleichungen 

VI u 2 

; = + a 1 +u" 

wonach, da die Zeichen einander entsprechen, zu jedemW erte von u aus 
dem Intervalle (- 1, + 1) zwei in bezug auf den Ursprung symmetrisch 
liegende Punkte gehOren; da ferner zu entgegengesetzt gleichen Werten 
von u gleiche Werte von ;, aber entgegengesetzt gleiche von T} gehoren, 
so ist die Kurve symmetrisch in bezug auf die Achsen. Eine Ausnahme 
machen die Grenzwerle - 1, + 1 des Intervalls, indem denselben der 
einzige Punkt % entsprichtj die Kurve geht also zweimal durch den 
Ursprung. 
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Bildet man 
dl; u(u~ - 3) 
-=+a-
du - (1 +u')'V1- u·' 

so ergibt sich daraus, daB ; extreme Werte erlangt fur 

u = 0 1) 
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und zwar sind es die Werte ; = ± a, welchen r; = 0 entspricht; und daB 
'I} extreme Werte annimmt fur 

u=+y'2-
- 3' 

und zwar sind es die Werte r; = ± ~- Y2, welchen 

;=±; V! 
entsprechen; diese vier Punkte liegen auf dem Kreise ;2 + 'l}2 = a; . 

d1) 1- 3u 2 

Ferner zeigt (If 'u(u' -'3)' 

daB die Kurve im Ursprunge zwei Tangenten hat; denn zu u = - 1 ge

hOrt del' Wert -1 und zu l' = + 1 der Wert + 1 von :~; del' Ursprung 
iet also ein Knotenpunkt. 

133. Die N ormale. Die Gerade, welche durch einen Punkt M del' 
Kurve senkrecht zu der Tangente daselbst gezogen wird, nennt man die 
Nvrmale del' Kurve im Punkte M. 

Die allgemeine Form ihrer Gleichung ergibt sich unmittelbar aus 
der Gleichung 127, (5) del' Tangente und lautet: 

(; - x)dx + ('I} - '!I)d'!l = O. (27) 

Wahrend diese Form bei parametrischer Darstellung unmittelbar ver-. 
wendet werden kann, geIten fur die andern Darstellungen die den Glei
chungen 127, (6), (7) der Tangente entsprechenden .der N ormale: 

r; - '!I = - :' (; - x) l 
I; - x 1) _ y • (28) 
F;;'= Fy . 

1) Die anderen Stelleu, an welchen :~ verschwindet, namlich u = ± va, 
fallen au6erhalb (- 1, + 1). 
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Beispiele. 1. :Fiir die Zykloiden 

x = au - b sin tl 

y = a- b COSti 

erhalt man laut 130, (16) die NormalengleichlU1g 

b cosu- a ) 
1] - Y = b sinu (; - X . 

Setzt man darin 1] = 0 so ergibt sich unter Beachtung der Kurvell-
gleichungen ; = au. 

Die N ormale geht hiernach durch den mornentanen Drehpol B, Fig. 34, 
womit auch eine einfache Tangentenkonstruktion gegeben ist. Geometrisch 
ist dies daraus zu erkennen, daB das weitere Abrollen im ersten Augen
blicke als ein Drehen um den momentanen Pol aufzufassen ist. Diese 
Bemerkung gilt fur die Rollkurven allgemein, also auch fur die Epi- und 
Hypozykloiden; hiernach ist in Fig. 35 die durch M und B bestimmte 
Gerade die Normale und die zu ihr in lVI enichtete Senkrechte die 
Tangente. 

2. Durch den Punkt xo/Yo zu einer gegebenen Kurve lex, y) = 0 die 
N ormalen zu fahren. 

Del' FuBpunkt x/y jeder solchen Normale hat den Gleichungen 

{(x, y) = 0 

(xo - x)fy' - (Yo - y){,,' =0 

zu genugen. 1hre gemeinsamen Losungen bestimmen also die verlangten 
Normalen. 

1st die gegebene Kurve algebraisch von del' Ordnung n, 1;0 ist f(x, y) 
ein~ganze Funktion n-ten Grades; fx', f,,/ sind ebensolche :Funktionen 
n - I-ten Grades und die hochstdimensionierte Gliedergruppe in der 
zweiten Gleichung, - xf,/ + y{,c', wieder vom n-ten Grade; dieFuBpunkte 
del' durch xo/Yo gehenden Normalen ergeben sich also als Schnittpunkte 
zweier Kurven n-ter Ordnung, ihre Anzahl ist daher im allgemeinen n~. 
Demnach gehen aus einem Punkte zu einer KUr've n-ter Ordnung im all
gemeinen nS Normalen. 

Die gegebene Kurve sei die Ellipse 
x' y' 
a' + fi = 1; 

dann lautet die zweite GIeichung, wenn a2 - b2 = c! gesetzt wird, 
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C~XY + b2yox - a'AxoY = 0, 

und stellt eine Hyperbel dar, die durch den Ursprung des Koordinaten
systems wie such durch den gegebenen Punkt xo/Yo geht; bringt man 
die Gleichung in die Form 

( X _ ~~~) (y + b2yO) = _ a2b2xoYo_ 
c. c2 c4 ' 

{lann erkennt man weiter, daB die Hyperbel gleichseitig ist mit den 

Asymptoten a2xo y = - ~CY2-"- " 
x=c~' ' 

aus diesen Elementen ist es leicht, die Hyperbel zu konstruieren; ihre 
Schnittpunkte mit der Ellipse sind die FuJ3punkte der N ormalen zu dieser. 

3. Man fiihre in analoger Weise wie in 132 an der Fig. 38 aus, daB 
der Ort der FuBpunkt der Lote, die man yom Ursprung auf die Normalen 
der Kurve ((x, y) = ° £aUt, durch Elimination von X, y zwischen dieser 
Gleichung und den Gleichungen 

~11 + 'l'}2 - X ~ - Y'IJ = 0 

'l'}dx-~dy=O 

erhalten wird, und bestimme diese K urve fur die Parabel in bezug auf 
den Scheitel, fur die Ellipse in bezug auf den Mittelpunkt. 

134. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale. 
Wenn man in einem Punkte Meiner Kurve die 'fangente und die N or
male konstruiert und beide mit der Abszissenachse zum Schnitte bringt, 
so werden die Strecken zwischen ]}I und dem betreffenden Schnittpunkte 
ais Liinge der Tangente und Liinge der Normale oder, wenn kein MiBvei'
standnis obwalten kann, kurz als Tangente und Normale bezeichnet. Die 
Projektionen dieser Strecken auf der Abszissenachse nennt man Subtan
gente und Sttbnormale. 

Hiernach ist in Fig. 40 

T M = T die Lange der Tangent€, 

NM = N die Liinge der Normale, 

T P = t die Subtangente, 

PN = n die Subnormale; ]'ig.40. 

wahrend Tangente und N ormale als absolute GroBen aufgefaBt werden, 
gelten Subtangente und Subnormale als relative GroBen und fallen posi
tiv oder negativ aus, jenachdem die Ordnung der Buchstaben T, N der 
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positiven oder der negativen Richtung der Abszissenachse entspricht. -
Man bezeichnet die vier angefiihrten Strecken auch als BeriihrungsgroBen 
und beniitzt sie vielfach zur Tangenten- und N ormalenkonstruktion. 

Mit Beniitzung des Umstandes, daB tga = :: = y' ist, wenn a den 

in bestimmter Weise gezahlten N eigungswinkel der Tangente gegen die 
x-Achse bedeutet (22,2.), findet man aus den rechtwinkligen Dreiecken 
TPM und PNM: t= ydx = JL 

dy y' , (29) 

ydy , 
n = dx = YY, 

T = y Jld?1=dy' = 11., ,~+ '2" dy Y If 1. -r- y -, 

N - y-ydx 2 +dy" _ ,/1 +----'2. - --d-x-- - Y r y, 

(30) 

(31) 

(32) 

von den ersten Ansatzen wird Gebrauch zu machen sein bei parametri
seher Darstellung. Die Wurzel in den beiden letzten Formeln ist mit 
ihrem absoluten Betrag zu nehmen. 

Beispiele. 1. Als Parabel im allgemeinen Sinne bezeichnet man jede 
Kurve, deren Gleichung die Form 

Y= ax'" 

besitzt; m heiBt die Ordnung del' Parabel, gleichgiiltig ob es eine posi
tive oder negative, ganze, gebrochene oder irrationale Zahl ist. Es ist die 
Subtangente fiir den Punkt x/y dieser Kurve zu bestimmen. 

Weil Y' = maxm - 1 = my, so ist 
x 

die Subtangente also del' m-te Teil del' Abszisse. Diese Eigenschaft er
moglicht bei rationalem m eine· einfache Tangenten- und N ormalen
konstruktion. 

So ist fiir die gewohnliche Parabel entweder m = 2 oder m = ~ , je 

nachdem die Ordinaten- oder die Abszissenachse Achse del' Kurve ist, 
und dementsprechend hat man 

x t=!,bzw.t=2x. 



134. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale 333 

'" 
2. Die durch die Gleichung y = aea (33) 

dargestellte transzendente Kurve fiihrt den Namen logarithmische Linie, 
weil die durch a gemessenen Abszissen die natiirlichen Logarithmen der 
durch a gemessenen Ordinaten sind. Es soll irlr diese Kurve die Subtan
gente bestimmt werden. 

x 

Weil y' = ea = ~, so ist t = a, die Subtangente also konstant. 

KOl1struiert man aus den beiden logarithmischen Linien 

y = ae a 

eine neue Kurve, indem man je aus den zu einer Abszisse gehorigen Or
dinaten daB arithmetische Mittel bildet und als Ordinate der neuen Kurve 
betrachtet, so hat diese die Gleichung 

y = ; (e~ + e-~); (34) 

sie fiihrt den Namen Kettenlinie.1) 

1st a positiv, so ist auch y in allen drei Gleichungen bestandig po-

sitiv, und weil fiir die erste der logarithmischen Linien y' = JL > 0, fiir a 

die zweite ddY = - JL < 0, so ist die erste mit wachsendem x fort stei-
a; a 

gend, die zweite fort fallend, und beide haben den einzigen Punkt Oja 
gemeinsam, durch welchen auch die Kettenlinie geht (Fig. 41). 

Fiir die Lange der N ormale der Kettenlinie ergibt sich, weil 

y'= ! (e~-e-~) und y'1+y'2= ~ (e~+e-~)= ~ 
ist, der Ausdruck 

yi 
N=-a' 

wonach N als dritte stetige Proportionale 
zu dem konstanten a und zu y konstruiert 
werden kann. 

y 

1) .AIs Gleichgewichtsfigur eines gleichmaBig 
Bchweren, in zwei Punkten festgehaltenen Seils 
wurde sie fast gleichzeitig (1690-1691) von Ja- In 
kob und Johann Bernoulli, Huygens und x------::t-----.x 
Leibniz erkannt, nachdem vorher Galilei (1638) 6 
die Parabel dafiir gehalten hatte. Fig,41. 
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13i). Die Tangente im Polarkoordinatensystem. Wenn es 
sich urn die Festlegung eines einzelnen Punktes im Polarkoordinaten
systeme handelt, so geniigt es, den Radiusvektor r als eine absolute GroBe 
zu betrachten und die Amplitude g; auf das Intervall (0, 2:n:) zu be
Bchranken, weil es bei Bolcher Festlegung moglich ist, jeden Punkt der 
Ebene dureh ein einziges Wertepaar rig; zu charakterisieren. 

Will man jedoch den ganzen Inhalt einer Gleiehung zwischen r und 
q; erschopfen, dann ist es in vielen l!~iillen erforderlich, beiden Variablen 
das Intervall (- 00, + 00) anzuweisen. Beziiglieh del' Amplitude hat dies 
die Bedeutung, daB der aus dem Pole gezogene veranderliche Strahl einer 
unbeschrankten Drehung sowohl in einem als positiv angenommenen wie 
aueh in dem entgegengesetzten Sinne fahig seij als positiver Drehungs
sinn solI del' dem Drehungssinne des Uhrzeigers entgegengesetzta galten. 
Ein negativer Wert von r hingegen ist so zu deuten, daB er nicht auf 
dem durch q; bestimmten, sondern auf dem ihm entgegengesetzten Strahle 
abzutragen ist. 

Die Beschrankung von q; auf das Intervall (0, 2:n:) ist nur dann zu
lassig, wenn die Gleich ung q; in keiner anderen Weise denn als Argument 

Fig. 42. 

S T trigonometrischer Funktionen enthalt. 

Die Riehtung del' Tangente an eine Kune in 
einem ihr gehOrigen Punkte M (Fig. 42) wird im 

• Polarsystem OX durch den Winkel (j bestimmt, 
durch welehen die VerHingerung M L des Leitstrahls 
bei positiver Drehung urn M in die positive Rich

O=----+---x tung del' Tangente iibergefiihrt wird, nls welche 
jene Richtung angesehen werden soIl, die dem 

Wachs en von g; entspricht. 

Es seien rig; die Koordinaten des Punktes M, r + Llr/q; + dq; die 
Koordinaten eines zweiten Pnnktes 1111 der gegebenen Kurve. Del' Winkel 
e ist der Grenzwert, welchem der Winkel LMS = {} sich nahert, wenn 
M1 auf del' Kurve gegen den Punkt M konvergiert. Nun foIgt aus dem 
Dreieck OM Mll in welehem die Winkel bei M, M1 bzw. n - {} und 
{} - Llq; sind, daB 'I' sin (,a. - ..dg» 

,. + ..dT = ----sin&~ ; 

daraus ergibt sich, wenn man beiderseits den Zahler vom Nenner sub
trahiert, 
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" sin({T-dfJl) 
d" sin{T-sin({t-dfJl) 2 sin d fJl cos ({T _ ~'E) 

2 2 

r 2 sin W - .dfJl) . 
'Ir= . LlfJl / LlfJl) , 
dfJl sm-2-cos ~{T- 2 

und weiter 

indem nun Ml unaufhOrlich dem Punkte M sich nahert, konvergiert .d cp 
gegen den Grenzwert Null, 4} wie schon bemerkt gegen den Grenzwert 0, 

~~ gegen den Differentialquotienten ~; ='1" des Radiusvektors in bezug 

auf die Amplitude, und die Gleichung selbst lautet dann (16,2.): 

tgO = -!:,.. 
" 

(35) 

Hieraus ergeben sich fiir sin 0 und cos 0 die Ausdriicke 

. (j r (j ~ 
SIn = co s = -;:::=;;=;=:=;:;;= y',,2+ ,'f ' y',2+~i ' 

(36) 

in welchen die Wurzel wegen der beziiglich der Zahlung von (j getroffe
nen Bestimmung mit ihrem positiven Werte zu nehmen ist. 

1st fiir einen au8erhalb des Pols liegenden Punkt der Kurve '1" = 0, 

so zeigen die Gleichungen (36), daB dann (j = ~, die Tangente also senk

recht ist zum Leitstrahl; unter diesen Punkten befinden sich auch die
jenigen, in welchen '1' einen extremen Wert hat. 

1st '1" fiir einen Punkt nicht definiert, der Grenzwert von '1" aber bei 
Annaherung an diesen Punkt 00, so zeigt die Gleichung (35), daB (j = 0 
wird, die Tangente also mit dem Leitstrahl zusammenfiillt; unter diesen 
Punkten be:6.nden sich auch diejenigen, in welchen rp ein Maximum oder 
Minimum ist. 

136. Beispiele. 1. Ein Punkt M bewegt sich gleichformig auf der 
ul1begrenzten Geraden L'OL (Fig. 43) in dem durch die Ordnung dieser 
Buchstaben angezeigtel1 Sinne, wiihrend die Gerade selbst sich urn den 
festen Punkt 0 gleichformig im positiven Sinne dreltt; es ist die GIei
chung der von M beschriebenen Kurve aufzustellen. - Die Kurve fiihrt 
den Namen Archimedische Spirale:1) 

1) Von Archimedes (287-212 v. Chr.) erfunden und zuerst untersucht. Die 
vollstiindige Kurve, mit dem links- und dem rechtsgewundenen Zweige, findet sicli 
zuerst bei Euler (1748). 
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Fig. 43. 

Wahlt man den Punkt 0 als Pol und 
diejenige Lage des Strahls OL, welehe er 
in dem .A.ugenblieke annimmt, da der be
wegliehe Punkt dureh 0 geht, als Polar
aehse - es sei dies OX -, so sind die 
kiinftigen Riehtungen von OL dureh posi
tive Werte von cp, die vorangegangenen 
dureh negative Werte von rp gekennzeich-

eX net; ebenso ist r von da an positiv, wah
rend es vordem .als negativ zu geiten hatte. 
Wegen der Gleiehformigkeit beider Be
wegungen ist das Verhaltnis ihrer von dem 
bezeiehneten Augenblieke an gezahlten 
MaBe konstant, d. h. 

1" -=a 
rp 

r = acp; 

und somit 

(37) 

dabei bedeutet a den zum Winkel vom BogenmaB 1 (570,29577 ... ) ge
horigen Radiusvektor. 

Die Kurve geht dm-eh den Pol und besehreibt von da aus naeh bei
den Seiten unendlieh viele, bestandig sieh erweiternde Windungen, welehe 
gegen die' zur Polaraehse senkreehte Gerade OY symmetriseh angeordnet 
sind. Die auf einem beliebigen Strahl von dem einen Laufe del' Kurve 
ausgesehnittenen Punkte, wie M, M 1 , •. ' und M, M', ... , sind aqui
distant und haben den gegenseitigen Abstand 2%a . 

.A.llil (37) ergibt sieh r' = a und infolgedessen ist 

tgO = cp; 

auf dem positiven Laufe OMM1 ••• ist also del' Winkel 0 bestandig 
spitz, beginnt mit dem Wede 0 und nahert sieh mit waehsendem q; dem 

Grenzwerte ; . 

Die .A.rehimedisehe Spirale kann aueh als Rollkurve erzeugt werden, 
in.dem ein Kreis vom Radius a (Fig. 44) aIs Polbahn und eine Gerade als 
PoIkm-ve genommen, der besehreibende Punkt abel' so gewiihlt wird, daB 
er auf derseIben Seite der Polkurve liegt wie die Polbahn und den. Ab
stand a von ihr besitzt. 1st Go die .A.n.fangslage del' rollenden Geraden, 
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Ao der momentane Drehpol, so befinde sieh der beschreibende Punkt in 
0; wahrend Go in die Lage G abrollt, kommt der beschreibende Punkt 
nach M; dabei ist OM = BA = ar6BAo = aq:>; folglich beschreibt M 
tatsachlich eine Archimedische Spirale. 

2. Fiir die durch (1, 

die Gleichung 

rq:> = a (a> 0) (38) 

dargestellte Kurve die 
Richtung der Tangente 
zu untersuehen. - We
gen der Analogie ihrer 
Gleichung mit jener der 
Hyperbel, bezogen auf Fig. ~4. Fig. 45. 

ihre Asymptoten als Koordinatenaehsen, wird diese Kurve die hyper
uolische SpiraZe1) genannt 

Zu positiven Werten von q:> gehoren positive, zu negativen negative 
Werte von r, infolgedessen ist die Kurve symmetrisch zu der im Pole 
zur Polarachse errichteten Senkrechten. Mit gegen Null konvergierendem 
!p wiichst r ins Unendliche, mit bestandig wachsendem q:> nimmt r gegen 
die Grenze Null ab; die Kurve umgibt demnach den Pol in zwei Scharen 
von unbegrenzt vielen immer enger werdenden Windungen (Fig. 45). 

Weil r' = - ~2' so hat man 
r:p 

tg (J = - q:>; 

daraus folgt, daB fur die Windungen, welche dem Intervalle (0, + (0) 
von q:> entsprechen, (J ein stumpfer Winkel ist, der sich mit wachsendem 

rp der Grenze ; nahert. 

3. Die Richtung der Tangente bei der durch die Gleichung 

(39) 

dargestellten Kurve zu verfolgen. - Diese Kurve, weil die Amplituden 
ihrer Punkte proportional sind den Logarithmen der durch a gemessenen 
Radienvektoren, fuhrt den Namen logarithmische Spirale.2) 

1) Von Johann Bernoulli (1710) so benannt. 
2) Zuerst von Descartes (1638) untersucht, von Varignon (1704) benannt. 

Am eingehendsten jedoch hat Jakob Bernoulli sicn mit der Kurve beschaftigt 
C,nber, Vorl.Bnugen. I. 4. Anfi. 22 
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Wir setzen a als positiv voraus, dann ist auch r bestandig positiv. 
Von den Parametern a, mist nul' del' letztere bestimmend fiir die Gestalt 
der Kurve; denn zwei Kurven, wie (39) und 

r = Aemrp, 

die sich nur in dem ersten Parameter voneinander unterscheiden, lassen 
sich durch Drehung der einen um den Pol ineinauder iiberfiihren; dreht 
man namlich die zweite Kurve urn den Winkel ", so hat sie in del' neuen 
Lage die Gleichung r = Aem(rp+a) = Aema . e mrp, 
und nun laBt sich a immer so bestimmen, daB 

Aem a = a 

wird, daB also die zweite Kurve nach .. del' Drehung mit del' ersten zu-
1 a 

sammenfiillt; man braucht nur a = m l A zu nehmen. 

Diese Betrachtung lehrt zugleich, daB eine perspekti ve Transforma
tion der logarithmischen Spirale aus dem Pol nicht ihre Gestalt, sondern 
nur ihre Lage andert, indem sie eine Drehung urn den Pol durch einen 
bestimmten Winkel bewirkt. 

lndem g> positiv bleibend wiichst, nimmt bei positivem mauch r 
bestiindig zu; und indem g> negativ bleibend dem absoluten Werte nach 
bestandig wachst, konvergiert r gegen die Grenze Null; die Kurve um

T 
}'ig. 46. 

gibt den Pol in unzahlig vielen Windungen, welche, 
im positiven Drehungssinne des Leitstrahls verfolgt, 
bestandig sich erweitern (Fig. 46). Umgekehrt liegen 
die Verhiiltnisse bei negativem m. 

Aus (39) folgt r' = 'In a emrp = mr, infolgedessen ist 
.i'L----,'---.x 1 

t<T{I =-, ,., m 

somit {I = arctg ~ konstant. Die logarithmische Spimle schneidet demnach 
m 

aIle Raaienvektoren unter einem una aemselben Winkel. 
4. Unter dem Namen Sinusspiralen fa13t man die Kurven del' allge

meinen Gleichungsform rn = an sinng> (40) 
zusammen. Es befinden sich darunter sowahl algebraische als auch tran-

und war von ihren zahlreichen merkwurdigen Eigenschaften derart eingenommen, 
da~ er sie auf seinen Grabstein (Miinster zu Basel) setzen lieB (Eadem mutatis 
resurgo). 
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szendente Linien; die ersteren ergeben sich bei rationalem n, weil dann 
sinn«p durch die Funktionen des einfachen Winkels rational und in end
licher Form darstellbar ist (103); bei irrationalen n sind die Linien 
transzendent.1) 

Perspektive Transformation aus dem Pol erzeugt immer wieder eine 
K urve derselben Art. 

Aus der Gleichung rn = an cosn ffJ entsteh t durch die Rotation 

ffJ = 21r-n - 1/1 wieder eine Gleichung der Form (40). 

Aus (40) ergibt sinh durch Differentiation 

r,,-l t.' = an cosnffJ 
r 

und damus tgO = -;: = tgnffJ, woraus 0 = nffJ + "X, die ganze Zahl " 

so gewiihlt, daB () in das Intervall (0, x) fiillt. 

137. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale im 
Polarsystem. Verliingert man die Tangente und die Normale in einem 
Punkte Meiner Kurve bis zum Schnitt mit jener Geraden, die in 0 senk-

1) Um zu zeigen, wie umfassend diese Klasse von Kurven iet, seien einige 
der einfachsten besonderen Fitlle angefiihrt. 

Fiir n=l lautet r=asinlJl in rechtwinkligen Koordinaten x!+y!=ay 
und stellt einen Kreis dar. 

Fiir n = 2 hat man r 2 = a! sin 21Jl und in rechtwinkligen Koordinaten 
(X2 + y!)2 = 2a 2 xy; dies ist die Gleichung der Lemniskate, die sich aus der in 
132, 2. erkannten Gleichungsform durch Rotation des Koordinatensystems urn 

-~, also durch die Substitution S = il: + '!!., 1] = - x + Y ergibt. 
4 V2 V2 

Bei n = ~ entsteht aus y'r = y'a sin!E. durch den Ubergang zu rechtwink-
2 2 

ligen Koordinaten 4 (Xi + y2)! + 4 ax (x' + y!) - a!y2 = 0, die Gleichung der 
Kardioide (130, (19), a = 4 r.). 

Der F~ll n = - 1 fiihrt zu der Geraden y = - (t. 

1 sin 2 cP d I' h 't' H b I Mit n = - 2 kommt man von -- = - ------ zu er g elC sel 1gen yper e 
r! a 2 

a! 
xy =- 2 . 

sin !E. 
Fiir n = - 21 ergibt sich aUS ~ = - __ 2_ in rechtwinkligen Koordinaten 

y'r y'a 
y' = 4a (x + a) die Gleichung einer Parabel, bezogen auf Brennpunkt und Achee. 

22* 
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recht zum Leitstrahl 0 M slieht, so wird die zwischen M und dem be
treft'enden Schnittpunkte enthaltene Strecke als Liinge der Tangente, be
ziehungsweise Liinge der Normale oder kurzweg ala Polartangenie und 

N Polarnormale bezeichnet; die orthogonalen Pro-
~ 

Fig. 47. 

jektionen dieser Strecken auf der Senkrechten 
\ ZUlli Leitatrahl heiBen Polarsubtangente oder 

Polarsubnormale. Hiernach ist (Fig. 47): 

T M = T die Polartangente 

\L--,,4----.x NM = N die Polarnormale 
TO = t die Polarsubtangente 

T ON = n die Polaraubnormale; 

die heiden ersten Strecken gel ten als absolute, die beiden andern als rela
tive GroBen; setzt man in del' Senkrechteu zum Radiusvektor diejenige 
Richtung ala positiv fest, die durch Drehung von 0 Mum einen Rechten 
im positiven Sinn entsteht, so fallen t, n positiv oder negativ aus, je nach
dem die Reihenfolge T, N del' featgesetzten positiven Richtung entspricht 
oder nicht. 

Aus den rechtwinkligen Dreiecken TOM und ON M ergibt sich unter 
Bentltzung derin 135,(35) und (36) berechneten Funktionendes Winkels 0: 

r 
t=--" r 

, 
n -= r, 

T = !, v'r2 + r'2, 
r 

N=Yr2+r'2; 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 
die Quadratwurzel in den beiden letzten Formeln ist positiv zu nehmen. 

Beispiele. 1. Bei der Archimedischen Spirale 

r = a cp ist n = a, 
die Subnormale also konstant; del' Ort des Punktea N (Fig. 47) ist dem
nach bei dieser Kurve der urn den Pol mit dem Halbmesser a beschrie
bene Kreis. Daraus entspringt dieselbe Tangentenkonstruktion an die 
Archimedische Spirale, die sich auch aus ihrer Auffassung als Rollkurve 
(Fig. 44) ergibt. 

2. Bei der hyperbolischen Spirale 

r cp = a ist t = - a, 
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die Subtangente also konstant; hier ist demnach der Ort des Punktes T 
der um den Pol mit dem Radius a beschriebene Kreis. 

3. Bei der logarithmischen Spirale 

r = aemcp iet 

t =.~ r n = mr, T = -~ "1/1 + m2 N = r "1/1 + m2 ., 
In ' mY' Y 

aHe vier Strecken sind also dem Radiusvektor proportional. 
Der Punkt That bei dieser Kurve die Koordinaten 

R = t = ~-; (J) = q; - ; ; 

eliminiert man mit Hilfe dieser Gleichungen 1·, rp aus der Gleichung der 
Kurve,soentsteht a m(<P+~) 

R = -- e 
m 

alB Gleichung des Ortes von T. 
Der Punkt N hat die Koordinaten 

R = n = mr cP = m + .~ 
, 'Y 2 ' 

hiermit ergibt sich auf gleichem Wege 

R = maem (q,--'}) 
als Gleichung des Ortes von N. 

Die Ortskurven von T und N sin d hiernach der zugrunde liegenden 
kongruente logarithmische Spiralen (136, 3.). 

§ 2 . .Asyruptoten. 

138. Erste Definition. Wenn die Gleichung einer Kurve in x, '!I 
beliebig groBe Werte einer oder beider Variablen zuliifit, so sagt man, 
die Kurve besitze (einen oder mehrere) unendlich ferne Punkte oder er
strecke sich ins Unendliche. 

Als Asymptote eines unendlichen Kurvenzweiges definieren wir cine 
Gerade von solcher Beschaffenheit, dafJ ein den Zweig durchlaufender Punkt 
von ihr einen gegen Null abnehmenden Abstand haU) 

Die Gerade AB ist also eine Asymptote der Kurve MO (Fig. 48), 
wenn das Lot M Q bei fortschreitender Bewegung von M gegen 0 hin 

1) In diesel' Auffassung findet sich der Begriff bereits bei Apollonius, der 
dafiir auch schon den N amen gebraucht. 
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zur Grenze Null konvergiert. Mit dem Lot konvergiert auch jede in einer 
bestimmten anderen Richtung zu A B gezogene Strecke' M R gegen Null, 

weil das Verhaltnis !g fiir alie Lagen von M dasselbe bleibt. Daher 

kann insbesondere statt M Q auch die zu einer Abszisse gehOrige Ordi-
J'! Ti C natendifferenz M R von Kurve und 

Y11 j Asymptote zum Nachweise der letzteren 
verwendet werden. 

In dem FaIle jedocb, wo die Asym
o"ri --A!c;---x o 7-"1---~_t--x ptote der Ordinatenachse parallel ist, 

A p ~ wie in Fig. 49, ist dieser V organg aus-
Fig. 48. Fig. 49. gescblossen und man wird dann zweck-

maSig den Al1stand MQ selbst wahlen, der sich nun als die zu einer 
Ordinate gehorige Abszissendifferenz del' Kurve und der Asymptote 
darstellt. 

Von diesem Falle zunachst abgesehen, wird man auf Grund der auf
gestellten Definition folgende Aussage machen konnen: 

Liif3t sich die Gleichung einer Kurve in die Gestalt 

y=ax+~+v (1) 
bringen, wobei v eine E'unktion von x bedeutet, a ie fiil" lim x = 00 gegen 
Null konvergiert, so hat die Kurve die Gerade 

y = ax + {j zur Asymptote. (2) 
Denn ein Punkt x/y hat von der Geraden (2) den Abstand 

o ~ y-ax-(3 
Vi + a' ' 

und gehort der Punkt der Kurve an, so ist y - ax - {j = v, also 

'0 = v 
, yi + a' 

und dies konvergiert voraussetzungsgemaB gegen Null, wenn x unbe
schrankt wachst. Ubrigens laBt auch die andere Auffassung die Richtig
keit der Behauptung erkennen: denn v ist die Ordinatendifferenz von 
Kurve und Gerade. 

Die Bedingungen des obigen Satzes sind erfiillt, wenn sich y nach 
fallen den Potenzen von x entwickeln laSt und wenn die Entwickelung 
mit der ersten oder nullten Potenz anhebt; in dem letztgedachten Falle 
ergibt sich eine zur x-Achse parallele Asymptote. 



139. Zweite Definition. - 140. Zus&mmenhang beider Definitionen 343 

139. Zweite Definition. Man kann bei einer ins Unendliche fort
setzbaren Kurve auch folgende Betrachtung anstellen. Denkt mau sich 
zu dem Punkte ltl auch die zugehOrige Tangente, so wird diese bei un
begrenzt fortschreitender Bewegung von M auf der Kurve Richtung und 
Lage andern und kann dabei einer festen Geraden als Grenze sich nahern. 
1st dies der Fall, so wird diese feste Gerade als Asymptote bezeichnet. 
Demnach hat man die folgende Definition: 

Als Asymptote erkliirt man auch die Grenzlage einer Tangente bei un
aufhiYrlich fortschreitender Bewegung des Beriihrungspunktes auf der Kurve. 

Die Existenz einer Gl'enzlage der Tangente 

'YJ-y=y'(~-$) 

erfordert zweierlei: es nmB ihre Richtung einer bestimmten Richtung als 
Grenze sich nahern, also y' einen bestimmten Grenzwert besitzen, und es 
lUuB auch der Abschnitt auf der Ordinatenachse, d. i. Y - xy', gegen einen 
bestimmten Grenzwert konvergieren; nur wenn beides zutrifft, ist eme 
Grenzlage y = Ax + B (3) 
vorhanden, und zwar ist 

A=limy', B=lim(y-xy') fur x=oo. (4) 

Wiichst y' bei del' Fortbewegung des Punktes auf der Kurve ins Un
endliche und konvergiel't dabei der Abschnitt auf der Abszissenachse, 

d. i. x - J!,-, gegen eine bestimmte Gl'enze c, so hat die Tangente eine zur 
y 

Ordinatenachse parallele Grenzlage, die Kutve eine ebensolche Asymptote. 

14:0. Zusammenhang beider Definitionen. Es solI nun nach
gewiesen werden, daB die beiden Definitionen wohl im allgemeinen, nicht 
aber notwendig zu demselben Resultate fiihren. 

Aus der Gleichung (1) der Kurve folgt 

JL=a+ fJ + v 
x x ' 

woraus man erkennt, daB a der Grenzwel't von Y ist, also 
IV 

IX = lim JL. 
x' (5) 

fUr x = 00 und ein gleichzeitig unendlich werdendes y ist abel' nach der 

in 110 gefundenen Regel lim ~ = lim Y~ = lim y', 
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daher mit Riicksicht auf (4): a = Ai die Richtungskoeffizienten der 
Asymptote und der Grenzlage der Tangente stimmen also iiberein. 

Aus (1) folgt auch P = y - ax - v, 
daher ist P der Grenzwert von y - ax, 

p=lim~-a4 ~ 

und da nach eben bewiesenem a auch der Grenzwert von y' ist, so ist 
im allgemeinen der Grenzwert von y - ax auch der Grenzwert von y - xy, 
d. h. P = B.1) 

Nebenbei mag angemerkt werden, daB die Gleichungen (5), (6) ein 
Verfahren angeben, nach welchem eine zur Ordinatenachse geneigte Asym
ptote bei expli$iter Gleichungsform der Kurve gefunden werden kann. 

Zur Illustration des eben betrachteten normalen Falles diene das 
folgende Beispiel. Die Gleichung xy - ax2 - px = a kommt durch Auf-

losung nach y: y = ax + P + ~ 
x 

in die vorausgesetzte Form (1), die y = ax + P unmittelbar als eine 
Asymptote del' betreffenden Kurve (Hyperbel) erkennen liiBt. Anderer-
seits ist , a , R. 2 a 

y = a - x2 , Y - xy = tJ + x' 
folglich limy' = a, lim(y - xy') = Pi die Asymptote ist demnach auch 
Grenzlage del' Tangente. 

Dagegen soll das folgende Beispiel zeigen, daB es auch Ausnahmen 
von der Norm giht. 

Der Gleichung + f.I+csinx y= ax tJ ~-
X 

entnimmt man sogleich, daB y = ax + fJ eine Asymptote del' 
dargestellten transzendenten Kurve ist. Sie liefert ferner: 

Y' = a + ~osx _ csin~ 
x x 2 , 

, 2c sinx 
y - xy = fJ - c cosx + --x- i 

durch sie 

wohl ist limy' = ct, aber lim (y - xy') existiert nicht, weil c cosx bei be
stiindig wachsendem x unaufhOrlich zwischen - c und c schwankt. Die 

1) Ersetzt man namlich ex durch y' + d', wobei lim d' = 0, so wird 
x=oo 

fJ = lim [y - (y' + 1I')x] = lim (y - xy') -lim 8x = B -lim 8x, 

und nur wenn lim d'x = 0, ist fJ = B . 
.:c=oc 
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Kurve hat also eine Asymptote im Sinne der eraten Definition, nicht aber 
im Sinne der zweiten. Ihr Bild (Fig. 50) erklart diese Tatsache; aie 
schlingt sich wellenformig um die Ge- y 

rade y = ax + fl. Die Wellenziige von 
gleicher Lange (in Projektion auf der 
x-Achse gleich x) werden mit absolut X,-3:T 

wachsendem x immer flacher; die Rich- ' 
tung der Tangente nahert sich jener der 
Geraden, aber ihr Abschnitt auf der Or- y' 

Fig. 50. 

dinatenachse schwankt unaufhorlich zwischen (:J - c und (:J + c. 
14:1. Zuriickfiihrung der Untersuchung der unendlich 

fernen Punkte au f Punkte im Endlichen. Es sei {(x, y) = 0 eine 
Kurve mit unendlich fernen Punkten. Durch Anwendung der projektiven 
Transformation (64:, II): 1 Y (7) 

Xl =- X' YI = X 
gehe sie in die Kurve F(xv YI) = 0 liber. Aus der Transformation geM 
aber hervor, daB fiir x = 00 Xl = 0 wird, daB also den unendlich fernen 
Punkten von { die Schnittpunkte von F mit der Ordinatenachse ent
sprechen (ausgenommen Punkte, die bei endlichem X ein unendliches Y 
haben). Yi 

Aus dem unendlichen Zweig von { sei der Kurven-~F 
zweig F (Fig. 51) geworden; dann entspricht also sein ?----r. 
Punkt MlCa/a) dem unendlich fernen Punkte von f. Exi- M 

stiert in Ml eine Tangente an F, so ergiht sich ihr -----;iocl-I-----,x 
Richtungskoeffizient (:J als Grenz wert des Quotienten Fig. 51-

'!JI_=-~ fur lim Xl =0, wenn XI/YI die Koordinaten eines beliebigen Pu;nktes 
Xl 

MI' von F bedenten; mithin ist 

'!!~L-:-IX = (:J + V, 
Xl 

wobei v eine Funktion vorstellt, die mit limxl = 0, also lim x = 00, zur 
Null konvergiert; hieraus ergibt sich 

Yl = (:JXl + a + Xl v, 
daraus durch Riicktransformation 

JL =~ + IX +'1) 
x x x 

und schlieBlich Y = ax + (:J + v. 
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Demnaeh ist die Gerade y = ax + {J, die Transformierte der Tan
gente Ml Tl an F l , Asymptote von (, und da bei der projektiven Trans
formation eine Tangente als Verbindungslinie zweier unendlieh nahen 
Pllnkte wieder in eine Tangente iibergeht, so ist die Asymptote unter 
den gemaehten Voraussetzungen auch Tangente im unendlich fernen 
Punkte von f 

1st (eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, so ist naeh 64:, II auch 
F eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, und da bei einer algebraischen 
Kurve in einem Punkte eines bestimmten Zweiges immer eine Tangente 
existiert, so folgt daraus, daB bei einer algebraischen Kurve jede Asymptote 
zugleich Tangente in einem unendlich (ernen Punkte ist, u,nd dafJ eine alge
braische Kurve n-tM' Ordnung im allgemeinen l ) n Asymptoten besitzt. 

Wendet man die Transformation (7) auf die im vorigen Artikel be
traehtete transzendente Kurve 

c sinx 
y = ax + (J + --x 

an, so ergiht sieh als transformierte Kurve 

Yl = a + f3x1 + CX1 2 sin~, 
Xl 

die mit der Ordinatenachse den Punkt JYIl mit den Koordinaten 

Y
1 

Xl = 0, Yl = a 

J~r ge~6in hal; ab,,' eine T.ngenle besibl ,i. dod ruehl, 
Well dYI . 1 1 

x' X --- = f3 + 2cx sm - - c cos-
- 0 dx, 1 x, Xl 

Fig. 52. fiir Xl = 0 seine Bestimmtheit verliert. Die transfor-
mierte Kurve nahert sieh dem Punkte Ml in unendlich vielen immer 
dichter werden den und immer flacheren Windungen, wie dies Fig. 52 
nur andeutungsweise zur Ansehauung bringen kann. 

14:2. Aufsuehung zu den Koordinatenachsen paralleler 
Asymptoten. Bei einer in der expliziten Form y = ((x) gegebenen 
Kurve ist es im allgemeinen leicht, etwa vorhandene Asymptoten parallel 
zur Ordinatenaehse zu erkennen. Hort (Cx) fiir x = a auf definiert zu sein 
und wiichst es fiir lim x = a ins Unendliche, so ist x = a eine Asymptote. 
Aus dem sehlieBlichel1 Vorzeiehen von ((x) und del' Art des Grenziiber-

1) Wenn man namlich imaginare und unendlich ferne Losungen mitzahltj 
geometrisches Interesse haben nur reeIle Asymptoten im Endlichen. 



142. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen paralleler Asymptoten 347 

gangs erkennt man die Anordnung der unendlichen Zweige gegen die 
Asymptote. Einige Beispiele mogen dies erliiutern. 

Aus der aufgelosten Gleichung der Strophoide (129, 1.) 

Yl = + xl /a a; 
- Va+a; 

ersieht man, daB fiir lim x = - a + ° Y = =+= 00 wird; die Gerade x = - a 
ist demnach eine Asymptote, der sich zwei unendliche Zweige oben und 
unten von rechts her nahern (Fig. 30, S. 310). 

Die aufgelOste Gleichung del' Zissoide (129,2.) 
1----;;:

y=+xVa_a; 
zeigt, daB y = ± 00 wird fiir lim x = a - 0; die beiden unendlichen 
Zweige nahern sich del' Asymptote x = a von links her (Fig. 31, S. 313). 

1st die Gleichung einer Kurve in algebraischer Form dargestellt, so 
ordne man sie nach fallenden Potenzen von y: 

ymcp(x) + ym-lcpl(X) + ym-2cp2(X) + ... = 0; (8) 

die zur y-Achse parallelen Asymptoten sind dann durch die Wurzeln der 
Gleichung cp(x) = ° (9) 
bestimmt. Denn, schreibt man (8) in der Gestalt: 

cp(x) + fJl~~ + fJl~~x2 + ... = 0, 

so ist zu erkennen, daB sie erfiillt wird durch y = 00 und cp(x) = 0, und 
daB kein anderer Wert von x mit y = 00 vereinbar ist als nur eine Wur
zel von cp(x) = o. 

Die Abszissen der zur Ordinatenachse parallelen Asymptoten der 
Kurve (8) sind also unter denjenigen Werten von x zu suchen, fiir welche 
der Koeffizient der hOchsten Potenz von y, sofern er nicht konstant ist, ver
schwindet. 

In analoger Weise ergeben sich die zur Abszissenachse parallelen 
Asymptoten durch N ullsetzen des Koeffizienten der hOchsten Potenz von 
x, sofern er von y abhangt. 

Beispiele. 1. Urn bei der Kurve 4.0rdnung: 

(x! - 1)y2 + 2x2y + x2 - 1 = 0 

die zur y- und zur x-Achse parallelen Asymptoten zu erhalten, hat man 
x2 - 1, bzw. (y + 1)2 Null zu setzen. Die Kurve hat also die Asymptoten 
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x = - 1, x = 1, Y = - 1, 
die letzte zweifach zahlend. Gibt man del' positiven Wurzel x die Form 

1/1 + 1 V yj 
x = l' 

1+-
Y 

so erkennt man, daB fiir lim .!... = + 0 sich x der Grenze 1 von links, fiir y 

lim.!... = - 0 von rechts nahert; daraus ergibt sich die Anordnung del' y 
.lete gegen die zur y-Achse parallelen Asymptoten. Die Auflosung nach 

\ )';, II y, in die Form __ _ 
, V2x j -1 + 1 l '. Y = - 1 ± x 2 - 1 i ~ x gebracht, zeigt, daB die Kurvenaste in bezug auf 

..--/il,--l(il, l1r~ die ZUl' x-Achse parallele Asymptote auf ent
I gegengesetzten Seiten hegen (Fig. 53). 

--------'\ I I i ( 2. Bei del' Kurve 
Fig. 53. (x - 1 )2 y2 - 2 xy + x + 1 = 0 

zeigt del' Koeffizient von y2 die Asymptote x = 1 als doppelt'Zahlend an; 
bringt man die Losung nach x auf die Gestalt: 

x = 1 + .~ __ 2... + 1/-2 _ -i--=~ + -i--
y 2y· - Y y" y" 4y" 

so ist zu erkennen, daB nul' bei dem Grenziibergange lim ~ = + 0 x be-y 
standig reell bleibt, und daB sich dabei der obere Wert x del' Grenze 1 
von rechts, del' untere von links niihertl); dalier liegen zu heiden Seiten 
del' Asymptote x = 1 oberhalb der x-Achse Kurvenaste. AuBerdem ist 
die x-Achse eine doppelt zahlende Asymptote. 

3. Die Kurve x2y2 - a3x + b4 = 0 (a> 0) hat die Ordinatenachse 
nicht zur Asymptote, wiewohl del' Koeffizient von y2 darauf hinweisen 
wiirde; denn aus der Losung y = + V~:lJ..-_u..4 

- x, 

ist zu ersehen, daB y erst von x = b: angefangen l'eell ist, daB sich also 
a 

1) Man beachte, um sich davon zu iiberzeugen, die Ordnung der verschiede

nen Glieder in bezug auf __ 1 .. 
Y 



143. Aufsuchung zu den Koordinatenacheen geneigter Asymptoten 349 

in unmittelbarer Nahe der Ordinatenachse uberhaupt keine Kurvenpunkte 
befinden. 

143. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen geneigter 
Asymptoten. I. In 138 und 140 sind bereits Methoden angegeben 
worden, um geneigte Asymptoten zu :linden. Bevor noch zu einem andern 
Verfahren ubergegangen wird, sollen sie an einigen Beispielen erlautert 
werden. 

1. Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte: 

yS = 2px + (E2 - 1)x2 

(p = Halbparameter, E = relative Exzentrizitat), fuhrl, wenn man y = ax 

+ ~ + "- + eft + ... supponierl, zu dem Ansatze: x x 

a'x! + 2afJx + {3' + 2al1 + 2(jr + ... = 2px + (E2 -l)xS, x 

der, da er fur alle Werle von x bestehen mu.B, zur Folge hat: 

a2 = Ell - 1, a{3 = p, {32 + 2al1 = 0, .. , 

daraus ergibt sich IX = ± V Ell - 1 , fJ = ± ~ ; 

folglich sind Y = ± V E2 -1 (x + al Pi) 
die heiden Asymptoten, reell nur dann, wenn E > 1 (Hyperbel). Das Vor
zeichen von r giht Aufschlu.B uber die Lage der Kurvenaste. 

2. Aus der Gleichung XS + yS = as erbalt man 

ebenso 

folglich ist Y = - x die einzige reelle Asymptote dieser kubischen Kurve. 

3. Die Gleichung y2 = xl! : ! kann fur genugend gro.Be x(x > 2) 

auf folgende Form gebracht werden. Zunachst ist 
1 

i--

x - 1 = ~~x = (1 _~) (1 +.!. + ~ + ... ) = 1 + ~ + 3 + ... x - 2 2 x X Xi X xt , 
i--

x 

Bomit unter Zuhilfenahme der Binomialentwicklung 
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y = ± X V: ~ = + X (1 + 21X + 8:' + .. -) = + (X + ~ + 87X + .. ). 
daraus geht hervor, daB die durch obige Gleichung dargeatellte Kurv& 
die beiden Asymptoten 1 1 

y=x+ 2 , y=-x--2 

beaitzt und daB, wie aus dem Zusatzgliede ± 87x hervorgeht, die Kurve 

sich der eraten Asymptote links von unten, rechts von oben, der zweiten 

y 

links von oben, rechts von unten nahert. AuBer
dem wird bei dem Grenziibergange lim X = 2 
+ 0 lim y = ± 00, so daB die Kurve auch noch 
die Asymptote X = 2 hat, der sie sich von reehts 
her nahert (Fig. 54). 

x , II. Wenn eine algebraische Kurve gegeben 
'------7€*'--+---+=----x 

2 ist in der Form F(x,y) = 0, wo F(x, y) eine 

)1' 

Fig. 54. 

die Gestalt an: 

rationale ganze Funktion von x, '!J bedeutet, so 
empfiehlt sich das folgende Verfahren zur Be
stimmung der Asymptoten. Man ordne die Hnke 
Seite nach homogenen Gliedergruppen, mit der 
hochsten (n-ten) Ordnung beginnend; dividiert 
man dann durch x", so nimmt die Gleichung 

II (1'-) + x- 1 u (1'-) + x- 2 u (Y) + ... = 0. (10) -n X n-1 X n-2 X 

Um den Richtungskoeffizienten a einer Asymptote zu finden, hat 

man den Grenzwerl von JL fiir x = 00 und fiir den betreifenden Kurven-x 
zweig zu bestimmen; die Gleichung (10) verwandelt sich durch diesen 
Grenziibergang in Un (a) = 0, (11) 
im aUgemeinen eine Gleichung n-ten Grades in bezug auf a, die in ihren 
reellen Wurzeln die Richtungen alIel' Asymptoten gibt. 

1st a eine solche Wurzel, so hat man den Abschnitt der zugehorigen 
Asymptote auf der Ordinatenachse zu suchen, der sich als Grenzwert von 

y - ax ergibt; setzt man y - ax = (1, so folgt damus }L = a + .I, und x x 
fiihrt man dies in (10) ein, indem man gleichzeitig jedes Glied mittels 

der Taylorschen Reihe nach Potenzen des Inkl'ementst entwickelt, so 
x 
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ergibt sich: u,,(a) + x- 1 {u .. _1 (a) + u .. '(a)~ I 
+ x- i {u .. _2(a) + u~_l(a)fJ +un"(a)~2!} + ... = 0, 

welcher Ansatz sich mit Riicksicht darauf, daB a eine Wurzel von (10) 
bedeutet, vereinfacht zu: 

un _ l (a) + un'Ca)fJ + x-l {un_2(a) + U~_l (a)fJ + u,,"(a) ~! } + ... =0,(12) 

fur lim x = 00 reduziert sich diese Gleichung auf 

(13) nn_1(a)+n,,'(a)~=0, woraus fJ=-u~~(a~a). (14) 

Sollten ttn -1 ( It) und Un' (a) zugleich Null sem 1), so beginnt die linke 
Seite in (12) erst mit dem Gliede in x- 1 ; nach Forthebung dieses Fak
tors und Ausfiihrung des Grenziibergangs lim x = 00 lieferl (12) zur Be
stimmung von fJ die quadratische Gleichung: 

u,,_2(a) + U~_l (a)fJ + un"(a) ~;- = O. (15) 

Hat diese zwei reelle verschiedene Wurzeln, so besitzt die Kurve zwei 
parallele Asymptoten vom Richtungskoeffizienten a; hat sie zwei gleiche 
reelle Wurzeln, so fallen zwei Asymptoten in einer Geraden zusammen, usw. 

Diese Untersuchung ist mit jeder reellen Wurzel von (11) auszu
fuhren. 

Beispiele. 1. Bei dem Cartesischen Blatte (129,3.) 
x3 - 3axy + y3 = 0 

ist Us (~) = 1 + (~)s, u2 (~) = - 3a ~; aus 1 +a3 = 0 ergibt sich die 

einzige reelle Wurzel a = - 1, und zu dieser gehort 

fJ = - (- 3~a) = - a; 
3a a=-l 

somit ist x + y + a = 0 die Gleichung der einzigen Asymptote dieser 
Kurve (vgl. Fig. 32, Seite 314). 

2. Fur die Kurve 4. Ordnung: 
x2(x - y)2 - y2(X - y) + 1 = 0 

ergibt sich folgende Rechnung. Es ist 

1) u~(a) = 0 besagt. daB a eine mehrfache Wurzel von u,,(a) = 0 ist. 
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(1 - a)" ... 0 hat die zweifache Wurzel a = 1, und da fiir diese sowohl 
u:(a) wie usCa) verschwindet, so hat man zur Bestimmung von {J die 

Fig. 5:1. 

quadratische Gleichung: 

2P + 2P' = 0, 
die die Losungen p = 0 und (J = - 1 gibt. 
Die Kurve hat also die Asymptoten y = x und 
y=x-l. 

3. In Anwendung der verschiedenen hier 
entwickelten Methoden bestimme man die 
Asymptoten del' folgenden Kurven: 

_~ YI, ~ II~ IV 
~~----+-~~-~---=== 

\y 
Fig. 56. 

a) y = X!!~l (Fig. 55) 
Fig. 57. 

X 8 

c) Y = x'-l (Fig. 57) 

d) x2y + xyt = as 

e) xS -XY"'+ ay2=0 
f) x2y2 = a'(x2 + y2) 
g) x2y2 = a2(x2 _ yS) 
h) xy(x2 _ y2) = a4. 

I!!. Krumme Asymptoten. Der in 138 aufgestellte Asymptoten
begriff laBt eine Erweiterung zu, indem man ihn von der Geraden auf 
eine Kurve iibertriigt, deren Ordinaten mit wachsendem x sich von den 
Ordinaten der gegebenen Kurve um eine gegen Null konvergierende 
GroBe unterscheiden.1) 

1) Diese Erwaitarung des Asymptotanbegritfs stammt aua spaterer Zeit. 
SpeziGll von asymptotischen Parabaln wird in einer aua dam Ende des 17. J ahr-
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LiH3t sich das y einer Kurve als Funktion von X in der Form 

y = aox" + a1x"-1 + ... + an + v (16) 
darstellen, wobei v eine Funktion bedeutet, die 
Null konvergiert, so ist 

bei limx = 00 gegen 

y = aox" + a1x"-1 + ... + an 
eine Asymptote n-ter Ordnung dieser Kurve. 

Ein Beispiel hierzu gibt die Kurve 3. Ordnung 
x 8 +x 

y =;-=-1 ; 

durch Ausfuhrung der Division ergibt sich: 
2 

y=x2 +x+2+ x_1' 

(17) 

woraus zu entnehmen ist, daB die Kurve auBer del' ge-

Fig. 58. ~ 

\ Y, / 
\'",_~J/ 

:~ I 

raden Asymptote x = 1 die parabolische Asymptote y = x 2 y' 

+ X + 2 mit dem Scheitel - {- \ + (118, 2.) besitzt. Zugleich zeigt das 

Zusatzglied ~1' daB bei x < 1 die Kurve unter, bei x > 1 iiber der x-
Parabel liegt (Fig. 58). 

14:5. Asymptoten im P olarsystem, Um fUr eine auf ein Polar
koordinatensystem bezogene Kurve 

r=f(rp) (18) 
die Asymptoten zu bestimmen, beachte man zunachst, daB fiir einen un-
endlich fernen Punkt r unendlich wird; man hat also u B 

jene Werte von rp zu bestimmen, fur welche sich 
lim r = 00 ergibt; die diesen Wert en entsprechenden 
Strahlen weisen nach den unendlich fernen Punkten hin. 

Sei rp = a ein solcher Wert und 0 U (Fig. 59) der ,fJ=-c¥'-"-t------,x 

zugehorige Strahl; entspricht diesem eine Asymptote 
JiB, so handelt es sich noch um ihre Entfernung von Fig. 59. 

o U. Um sie zu bestimmen, falle man MP senkrecht zu 0 U; aus dem 
rechtwinkligen Dreieck OM P folgt dann 

MP = rsin(a - rp), 

hunderts stammenden Schrift von C. F. M. Dechales gesprochen; die allgemeine 
Fassung scheint zuerst J. Sbirling(1717) aufgestellt zu haben (M. Cantor, Vor
les. tiber Gesch. d. Math., III, 1898, p. 17 u.413). 

Czuber, Vodesungen L 4. Auf!. 23 
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und konvergiert dieser Ausdruck fiir lim cp = a gegen eine bestimmte 
Grenze c, so stelIt diese die Entferuung der Asymptote von 0 U dar, so 
daB c = limr sin (a - cp). (19) 

'I'=a 

In dem Faile, wo OX selbst die Richtung nach dem unendlich fernen 
Punkte bezeichnet, ist c = lim r sin cpo (20) 

'1'=0 
Aus dem V orzeichen von c schlieBt man, auf welcher Seite von 0 U 

die Asymptote gelegen ist; iet beispielsweise lim r = + 00 und falIt e 
'1'=/% 

positiv aus, so war und blieb schlieBlich ex> p, die Asymptote liegt 
rechts von 0 U wie in der Figur; bei negativem c und unter sonst glei
chen Umstanden ware sie links aufzutragen. 

Beispiele. 1. Bei der hyperbolischen Spirale (136,2.) 

Fig. 60. 

a r =--
!p 

(a> 0) 

wird lim r = + 00 fiir lim cp = + 0; und da 

1·, l' sin!p 1m}' smcp = a 1m ---- = a 
'1'=0 !p 

ist, so besitzt die Kurve eine zur Polarachse par
allele Asymptote im Abstande a (Fig. 60). 

2. DIe Kurve, deren Gleichung lautet: 

r = .~-~ (a > 0) 
!p -1' 

hat einen unendlich feruen Punkt in der durch cp = 1 (570 • 29577 ... ) 
bestimmten Richtung; und da 

lim r sin (1 - cp) = - a lim cp sin (!p ~ 1) = - a 
'1'=1 cp-

ist, so hat sie eine links von dem Strahle 0 U im Abstande a gelegene 
Asymptote. Um die Anordnung der unendlichen Zweige gegen die 
Asymptote zu erkennen, setzen wir, unter 0 eine 8ehr kleine positive 
GroBe uns vorstellend, einmal cp = 1 - 0, ein zweites Mal cp = 1 + ~ 
und finden im ersten Faile 

r sin(l- p) = ~(~ -;;.~) sino = - a(l- 0) ~J!' 

also I r sin (1 - p) I < a, weill - 0 < 1 und Si;! < 1 ist; der betref

fende Zweig 00 (Fig. 61) liegt rechts von der Asymptote AB; iIll 
zweiten Faile ist 
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. a(l + J) . () sinJ r sm (1 - q:;) = --J- sm (- d) = - a 1 + ~ IJ 

= - a (1 + d) (1 - JS
2 + ... ) = - a (1 + Ii _ a: .. -), 

also I r sin (1 - q:;) I > a; der betreffende Zweig 
DE liegt demnach links von AB. 

Fiir positive, 1 iibersteigende q:; ist r > a 
und konvergiert mit wachsendem q:; gegen a 
als Grenzwerl; fiir negative q:; ist r < a und 
konvergiert mit wachsendem Betrage von ffJ 
ebenfalls gegen die Grenze a; infolgedessen 
beschreibt der Zweig DE unzahlig viele dem A;,Ic 
Kreise vom Halbmesser a von auBen bestandig sich nahernde Windun
gen, und der Zweig OF ebensolche Windungen von innen; der genannte 
Kreis bildet also eine krummlinige Asymptote. 

§ 3. GestaItung einer Kurve in der Umgebung eines Punktes. 

146. Konkavitat, Konvexitat und Wendepunkt (in recht
winkligen Koordinaten). Eine Kurve MO(Fig. 62) sei, auf ein recht
winkliges Koordinatensystem bezogen, durch die Gleichung y = f(x) ge-
geben. Auf ihr werde ein Punkt Mo mit den Koordina- Y (Y) 

ten xo/Yo ins Auge gefaBt und in demselben die Tangente 
MoTo konstruiert, deren Richtungskoeffizient mit Yo' be
zeichnet werden moge. Die zu einer Abszisse x = OP ge
horige Ordinate der Kurve heifie y, die zu derselben A.b- ."r---~~;:---x 
szisse gehorige Ordinate der Tangente Y; die Differenz 0 P., P 

Fig. 62. 

d=y- Y (1) 

ist eine Funktion von x, bezuglich deren vorlaufig bemerkt werden kann, 
daB sie fur x = Xo verschwindet. Der Variablen x weisen wir zunachst 
ein Intervall (xo - h, Xo + h) zu, innerhalb dessen d an keiner anderen 
Stelle auBer Xo Null wird, so daB die Tangente auBer Mo keinen anderen 
Punkt mit der Kurve gernein hat. 

Fur Y ergibt sich aus der Tangentengleichung 

Y - Yo = Yo'(x - xo) 
die Bestirnmung 

23* 
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und hiermit nimmt ~ den Ausdruek 

~ = y - Yo - Yo'(x - xo) an. 

Der Differentialquotient von ~ in bezug auf x, d. i. 

~ = y' - Yo', (2) 
versehwindet gleiehfalls an der Stelle x = xo; die hOheren Differential
quotienten von ~ stimmen mit den entspreehenden Differentialquotienten 
von y uberein, indem ~" = y", ~"= y"', .... 

Angenommen, ~"= y" besitze an der Stelle x = Xo einen von Null 
verschiedenen Wert Yo"; ist dieser positiv, so sind die Kriterien fur ein 
Minimum von ~ an der Stelle x = Xo erfullt; da aber ~ an dieser Stelle 
den WerlNull hat, so liiSt sieh eine Umgebung von Xo feststellen, inner
hatb welcher ~, die Stelle Xo selbst ausgenommen, bestandig positiv ist. 
Mit Rucksicht auf die Definition von ~ heiSt dies, es sei in dieser Um
gebung y> Y, so daB die Punkte der Kurve iiber der Tangente liegen, 
d. h. auf derselben Seite der Tangente, auf welcher ein aus Mo zur posi
tiven Ordinatenachse parallel gezogener Halbstrahl Mo(Y) verliiuft. Man 
sagt dann, die Kurve sei in der Umgebung des Punktes Mo, oder kurz 
im Punkte Mo' konkav nach oben (konvex nach unten). 

1st Yo" negativ, so sind bezuglich ~ an der Stelle x = Xo die Kriterien 
des Maximums erfullt; und weil ~ an dieser Stelle selbst Null ist, so ist 
es in einer angebbaren Umgebung negativ, infolgedessen y < Y; die 
Punkte der Kurve liegen dann in diesel" Umgebung unter der Tangente 
oder auf entgegengesetzter Seite in bezug auf M(Y); man sagt, die Kurve 
sei in der Umgebung von Mo oder in Mo selbst konkav nach unten (kon
vex nach oben). 

Nun aber sei Yo" = 0, hingegen yo'" von Null verschieden. Dann hat 
~ an der Stelle Xo keinen extremen Wert (116), und da es an dieser und 
sonst an keiner andern Stelle der betreffenden Umgebung verschwindet, 
so hat es zu beiden Seiten von Mo entgegengesetzt bezeichnete Werte. 
Demnach ist auf der einen Seite y > Y, auf der anderen y < Y, die Kurve 
also einerseits uber, andererseits unter der Tangente. Einen solehen 
Punkt, bei dessen trberschreitung die Konkavitat von einer Seite zur 
andern wechselt, nennt man einen Wende- oder Inflexionspunkt, die zu
gehorige Tangente eine Wende- oder Inflexionstangente der Kurve. Eine 
solche Tangente beriihrt und schneidet die Kurve zugleich. Geometrisch 
ist sie dadureh gekennzeichnet, daB sie mit der Kurve in Mo drei ver-
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einigt liegende Punkte gemein hat; der Sinn dieser Ausdrucksweise 
griindet sich auf die Auffassung der Tangente als Grenze einer urn Mo 
gedrehten Sekante 1Yl"MoM' (Fig. 63), weil bei der Yl /M', '1' 

Drehung, wenn sie in dem richtigen Sinne ausgefiihrt I 0 

wird, zwei zu beiden Seiten von No liegende Punkte I f" 
M', M" sich dem Punkte No bestandig niihern und 
schlieBlich, wenn aus der Sekante die Tangente gewor- 0 1 X 

den ist, mit ihm zusammenfallen (22, 2.). Fig. 63. 

Die Beziehungen Yo" = 0, Yo'" =F ° bedingen aber einen extremen 
Wert von 0' = y' - Yo', also auch von y', weil Yo' konstant ist; ist daher 
Yo'" < 0, so ist Yo' ein Maximum, und ist Yo'" > 0, so bedeutet Yo' ein 
Minimum. 1m Wendepunkte hat also der Richtungskoeffizient, somit 
auch der Neigungswinkel der Tangente gegen die positive X-Achse, einen 
extremen Wert. 

Urn aIle Fiille, die moglich sind, zu erschopfen, nehmen wir nun an, 
daB an der Stelle Xo alle Differentialquotienten von 0 bis ZUlli (p - 1)
ten einschlietUich verschwinden; von dem Vorzeichen des niichsten Diffe
rentialquotienten, von Yo (P), hiingt dann das Verhalten der Kune in der 
Umgebung von 1Y1o ab wie folgt (117): 

1st p gerad und yo(p) > 0, so ist 0 an der Stelle x = Xo ein Minimum, 
in einer angebbaren Umgebung von No also y> Y, die Kurve konkav 
nach oben. 

1st p gerad und Yo(P) < 0, so ist 0 an der Stelle x = Xo ein Maxi
mum, in einer angebbaren Umgebung von No also y < Y, die Kune 
konkav nach unten. 

1st p ungerad, so hat 0 an der Stelle Xo keinen extremen Wert und 
der Punkt No ist ein Wendepunkt. 

In diesen Siitzen sind die oben entwickelten Spezialfalle p = 2 und 
p = 3 mit inbegriffen. 

SoIl also eine Kune y = ((x) auf etwa vorhandene Wendepunkte 
gepriift werden, so bilde man den zweiten Differentialquotienten f" (x) 
und lOse die Gleichung f" (x) = ° 
auf; sind Wendepunkte vorhanden, so befinden sich ihre Abszissen unter 
den Wurzeln dieser Gleichung; die weitere Entscheidung hat auf Grund 
der obigen Siitze zu erfolgen. 

Weil ein Wendepunkt dadurch gekennzeichnet ist, daB fur ihn y' 
einen extremen Wert annimmt, so sind auch solche Stellen x in die Be-
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trachtung einznbeziehen, an welchen y" unendlich wird; andert y" bei 
Uberschreitung einer solchen Stelle sein Vorzeichen, so ist hier y' ein 
Extrem und die Kurve hat daselbst einen Wendepunkt (119, 2.). 

Wenn die Kurve durch eine Gleichung der Form 

tex, y) = ° (a) 
gegeben ist, so hat manmittels der Gleichungen (57): 

tx + tyY' = 0, 

{",' + 2txy'!l + ty'y'2 + tyY" = ° 
y" zu bestimmen und erhalt dafiir den Ausdruck 

" (x'(1ft - 2f~Yfxfy + fy·fx! 
Y =- n i 

11/ 

(~) 

(r) 

die Koordinaten etwa vorhandener Wendepunkte sind dann unter den 
Wurzeln des Gleichungenpaares 

t(x, y) = 0, t:rd/ - 2fxlxfy + fY'{x 2 = ° zu suchen. 

Man kann indessen auch so schlieBen: Driickt man in (r) die Wende
punktsbedingung aus, so reduziert sich diese Gleichung auf 

(x' + 2fxyY' + f y·y'2 = 0 (r*) 
und die drei Gleichungen (a), (fj) und (1'*) bestimmen nun sowohl die 
Koordinaten der Wendepunkte als auch die Richtungskoeffizienten der 
Wendetangenten. 

Bei parametrischer Darstellung beachte man, daB nach 43, (6) 
" dxd 2 y-dyd%x 

Y = dx" ---

ist; die zu den Wendepunkten gehorigen Parameterwerte ergeben sich 
also aus der Gleichung: dx d2y - dy d2x = 0. 

Beispiele. 1. Die durch die Gleichung 

y = sinx 

dargestellte transzendente Kurve heiBt die Sinuslinie. Vermoge der Perio
dizitat des Sinus geniigt es, ihren Verlauf in dem Intervalle (0,2x) fest
zustellen. Aus dem V orzeichen von 

y" = - sinx, 
das negativ ist in (0, x), positiv in (tt, 2x), foIgt, daB im ersten Abschnitte 
die Kutve konkav nach unten, im zweiten Abschnitte konkav nach oben 
ist; an den StellEln 0, x, 2x findet ein Wechsel im Vorzeichen von y" 
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statt, die betreffenden Punkte 0/0, '1t /0, 2 '1t /0 sind Wendepunkte und die 
Richtungskoeffizienten der Tangente dortselbst sind 1, - 1, 1 (Fig. 64). 
AIle Schnittpunkte der Kune mit der x-Achse Y 

/A", 

sind also W endepunkte.·-.~---··-·········-·· / 

2. U m die Wendepunkte der kubischen O'JL------"'C----7'.;;.. 

Kurve y(x2 + a2) = all(a - x) Ca) 
zu finden., wird man zweckma.Big das oben er- Fig. 64. 

lii.uterie Verfahren anwenden. Zweimalige Differentiation ergibt: 

y'(xll + at) + 2xy = _ all, 

y"(xll + all) + 4xy' + 2y = O. 
(P) 
(I') 

Da fur einen Wendepunkt y" = 0 ist, so hat man zur Bestimmung seiner 
Koordinaten und des Richtungskoeffizienten seiner Tangente die Glei
chungen (a), (p) und die folgende: 

4xy' + 2y = O. (1'*) 
Elimination von y' zwischen (p) und (1'*) liefert: 

y(3x2 - all) + 2a2x = 0; 

addiert man hierzu die mit - 3 multiplizierte Gleichung (a), so entsteht 

x+4y=3a. (Il) 

Die Wendepunkte der Kurve (ex) liegen also auf einer Geraden (allge
meine Eigenschaft kubischer Kurven). 

Eliminiert man'!J mittels (~) aus (a), so ergibt sich zur Bestimmung 
von x die Gleichung: x3 - 3ax2 - 3a2x + as = 0, 
an del' man alsbald erkennt, da.B sie durch x = - a befriedigt wird; die 
heiden andern Wurzeln herechnen sich aus einer quadratischen Gleichung 
und sind x = a (2 + ys), x = a (2 - ys); die zugehOrigen y ergeben sich 

aus (~) : y = a, : (1 - VS); : (1 + ys); (1'*) endlich flihrt zu den Rich-

tungskoeffizienten der Wendetangenten: y' = ~ , 3 vas - 5 , _ 3 ~ + 5 . 

Damit ist fur das richtige Zeichnen der Kune das Gerippe der Wende
punkte und Wendetangenten bestimmt. 

3. Fur die transzendente Kurve 

-Gr y = be , 
deren Ordinaten, bei positivem b durchweg positiv; mit wachsendem Be
trage von x gegen Null konvergieren, ist 
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, 2bx -HJ 
Y=-7 e 

1/'= 
(X)' 2b --__ e a { 2 x2 _ a2 }. 

a' , 

y" andert sein Vorzeichen bei Uberschreitung der Stellen X = =+= ~~, in
y'2 

dem es durch Null geht; daselbst ist y = ,~~, y' = ± ! V-:-; die so be-
~ ye 

Fig. 65. 

stimmten Punkte sind Wendepunkte der Kurve 
(Fig. 65). Die Richtung der Wendetangenten ist 
also durch die aus 0 nach den Wendepunkten 

X gezogenen Strahlen bestimmt. 
4. Die Lemniskate 

(x! + y2)2 _ a2(x2 - y2) = 0 

hat nach 129,4. die parametrische Darstellung: 

y'l-u' 
X = + a -~~~--

daraus ist weiter 

- l+u' 
uyl-:::::'u' y = ± a --1 + u"~ , 

, 1- 3u' Y =----
u(u'-3) 

gefunden worden; differentiiert man nochmals in bezug auf u, so ergibt 
sich " r!!E _ ~i~' + ~_._ 

Y du - u'(u' - 3)' 

unddaraus ,,3(u'+1)4y'i--u' y = ±~a~u-"<u'= 3)0--; 

zu je zwei Punkten, welche der Gleichung y = ux entsprechen, also in 
einer durch 0 gehenden Geraden liegen, gehoren demnach entgegen
gesetzt bezeichnete Werte von y", und da fiir u = + 1 y" verschwindet, 
so sind die beiden Punkte der Kurve, welche in 0 (Fig. 39, S. 328) ver
einigt liegen, Wendepunkte; einen Kurvenpunkt von dieser Beschaft'en
heit nennt man einen Inflexionsknoten. 

5. Bei den Zykloiden x = au - b sin u 
y = a - b cosu 

ergibt sich durch Ausfiihrung des Ansatzes dx d2y - dy d2x = 0 die 
Gleichung a cosu - b = 0, 
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aus der cos u = !!.- folgt und nur dann eine reelle Bestimmung fiir u gibt, a 
wenn b < a ist, also nur bei der verlangerten Zykloide. !hre Wendepunkte 

liegen in der leicht zu konstruierenden Geraden y = ~=~ . a 
6. Fiir die durch die Gleichung 

y=b(1-:r 
dargestellte Kurve verschwindet 

y" =1~~ (1 - ~-r 
fiir x = a; indessen ist der Punkt alO trotzdem kein Wendepunkt, weil 
dort auch y'" verschwindet, wahrend yIV einen von Null verschiedenen 
Wert hat. 

7. Bei der Kurve (y - cx)S = b3 (1 - ~-r oder 

y = ex + b (1 ~) % ist 

Dieser Ausdruck wird an del' Stelle x = a, zu der die endliche Ordinate 
ca gehOrt, u)lendlich und wechselt bei ihrer Uberschreitung sein Vor
zeichen; mithin liegt hier ein Wendepunkt vor mit einer zur y-Achse 
parallelen Tangente. 

8. Man weise nach, daB die kubischen Kurven a), c) des Beispiels 
14:3,3. und ebenso die Kurve in 14:4: nur je einen reellen Wendepunkt, 
und zwar im Ursprung besitzen. 

9. Man bestimme die Wendepunkte folgender Kurven: 

a) x 3 

Y = a'.:'Fx.-

c) x = (ly)s. 

14:7. Konkavitat, Konvexitat und Wendepunkte bei An
wendung von Polarkoordinaten. Auf einer Kurve Me (Fig. 66), 
die auf ein Polarkoordinatensystem bezogen ist, werde ein Punkt Mo mit 
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den Koordinaten ro/rpo angenommen und in demselben an die Kurve die 
Tangente Mo To konstruiert; sie moge mit der Verlangerung Mo Lo des 
Leitstrahls den Winkel 00 einschlieBen; "0 sei der Winkel, welchen das 

Lot 0 P = p vom Pol zur Tangente mit der Polarachse 
bestimmt. Zu einer beliebigen Amplitude rp gehOre auf 
der Kurve der Radiusvektor r, auf der Tangente MoTo 
der Radiusvektor R; dadurch sind zwei Punkte, M und 
Q, mit den Koordinaten r/rp, Blrp festgelegt. Wir be
fassen uns nun mit der Differenz r - Roder was hier 

9 "===4i------------:X zweckmaBiger erscheint, mit der Differenz 

Fig. 66. o=.-!:..-~ 
r R' (3) 

welche als Funktion von rp die Eigenschaft hat, an der Stelle rp = !Po zu 
verschwinden. Die Variable rp beschranken wir vorlaufig auf ein so enges 
Intervall (rp - h, rp + h), daB 0 innerhalb desselben an keiner anderen 
Stelle verschwindet. 

Aus dem reehtwinkligen Dreieck OPMo folgt: 

p = ro cos(rpo - "0) (4) 

und mit Hilfe dieses Wertes weiter aus dem Dreieck 0 P Q: 

R=-~-
cos ('P - (0) , 

(5) 

so daB weiter 0 _ 1 cos (cp - (0). 
-r-~p~--' 

daraus ergibt sieh durch Differentiation in bezug auf rp 

0,1 = _:.' + ~~Z:_(pp __ ~o) , 

und auch dieser Differentialquotient verschwindet fur rp = rpo; deon sein 

erster Teil nimmt den Wert - 1'0'2 = - -t1 0 (135, (35») an, und der 
ro ro g 0 

zweite Teil erlangt wegen (4) auch den Wert 

~_Z:('Po ~ (0) 
p 

tg ('Po - (0) = cotg~_ = 
r o 

Wenn dahar der zwaite Differentialquotient 

1 
ro tg 00 • 
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emen von Null versehiedenen Wert besitzt, so hat tJ an der Stelle cP = 'Po 
einen extremen Wert; es ist aber 

cos(<p- IXo) 1 
P =-,:-, 

daher 
. + 2 ,~ " ~"= r- r - rr 

r S 

1st also ro> 0 und ro2 + 2ro'2 - roro" > 0, 

so ist tJ an der Stelle cP = CPo ein Minimum, und weil es dort den Wert 
Null hat, so laSt sieh eine Umgebung von CPo feststellen, innerhalb deren 

1 1 
d' > 0, also r > Roder r < B, 

so daB die Punkte M der Kurve dem Pole naherliegen als die korrespon
dierenden Punkte Q der Tangente; man bezeichnet dann die Kurve im 
Punkte Mo als konkav gegen den Pol. 

1st hingegen ro> 0 und 

ro2 + 2ro'2 - roro" < 0, 

so ist tJ ein Maximum fiir cp = CPo, und weil es hier den Wert Null hat, 
so ist es in einer entsprechend festgestellten Umgebung negativ, dsher 
1 1 r < Roder r > R, 
so daB die Kurve in dieser Umgebung vom Pole weiter entfernt ist als 
ihre Tangente; man bezeiehnet sie dann in Mo als konvex gegen den Pol. 

Es bleibt noeh der Fall 

ro2 + 2ro'2 - roro" = 0 

ubrig; tritt dieser ein und wechselt r2 + 2,.'2 - rr" bei dem Durchgange 
dureh CPo sein V orzeichen, so ist der Punkt Mo ein Wendepunkt. Zur Be
stimmung der Wendepunkte einer Kurve hat man also vor allem die 
Gleichung r2 + 2r'2 - rr" = 0 (6) 

in bezug auf cp aufznlosen und dann das Vorzeichen der linken Seite in 
der Umgebung der Wurzeln zu priifen. 

Beispiele. 1. Die hyperbolische Spirale 
a 

r=-
rp 

gibt fUr r2 + 2r'2 - rr" den Wert a:, der bestandig positiv ist; die Kune 
IJl 

ist in ihrem ganzen Verlaufe konkav gegen den Pol. 
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ist 

2. Bei der in 140,2. betrachteten Kurve 

acp 
r=--

cp -1 

2 + 2' '2 ,,_ 2 (cp - 1) (cps - cpo - 2) 
r r - rr - a (cp __ 1)4 

Das Vorzeichen dieses Ausdruckes hangt lediglich vom Zahler' ab, und 
dieser ist positiv fiir alle negativen Werte von fP, daher der Kurventeil 
OF (Fig. 61) gegen den Pol bestandig konkav; 1m Gebiet der positiven 
Werte wechselt der Zahler sein V orzeichen an der Stelle fP = 1 (Durch
gang durch den unendlich fernen Punkt) und ferner an der einzigen 
reellen Stelle fPo = 1,695 ... (970,11), 
an welcher fP3 - fP2 - 2 verschwindet; und zwar ist er in dem Intervalle 
(0, 1-0) positiv, der zugehOrige Kurventeil 00 gegen den Pol konkav; 
in dem Intervalle (1 + 0, fPo) negativ, der zugehorige Kurventeil DJ 
gegen den Pol konvex; von fPo an bleibt der Zahler positiv, der Kurven
teil JE gegen den Pol konkav. J selbst ist also ein Wendepunkt der 
Kurve. 

3. Es ist festzustellen, unter welcher V oraussetzung die parabolische 
Spirale (vgl. 134:, 1.) r = acpn Wendepunkte besitzt. 

In diesem FaIle ist 

r2 + 2r'2 - rr" = a2 fP2n-2(fP2 + n 2 + n); 

dies erfiihrt zunachst einen Zeichenwechsel bei dem Durchgange durch 
Null, wenn 2n - 2 eine ungerade gauze Zahl oder einen Bruch mit un
geradem Zahler und Nenner bedeutet; in beiden Fallen ist aber n ein 
Bruch mit geradem N enner und uugeradem Zahler, r daher nur fiir posi
tive Werte von fP reell. Der Pol ist also in keinem Falle ein Wendepunkt. 

Bleibt nur die Moglichkeit eines Zeichenwechsels in fP2 + n! + n 
iibrig, und ein solcher tritt nur ein, weun n uegativ und dem Betrage 
nach kleiner als 1 ist, uud zwar beirn Uberschreiten der Stellen 

fP = + y=-n-=n2; hiernach hat z. B. die Kune r = ;p einen Wende-

punkt an der Stelle fP = ~ (zu der Stelle fP = - + gehOrt ein imagi

narer Radiusvektor), die Kurve r = ~ deren zwei an den Stellen fP = + ~2 . 
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§ 4. Verhalten zweier Kurven in der Umgebnng eines 
gemeinsamen Punktes. 

us. Begriff und Bedingungen einer Beriihrung n-ter Ord
nung. Zwei Kurven 0 und 0' (Fig. 67), auf ein und dasselbe Koordi
natensystem bezogen, seien durch die Gleichungen 

Y = ((x) (C) y 

Y = rp(x) (C') 
gegeben; beiden Kurven sei der Punkt Mo mit den 
Koordinaten xo/Yo gemeinschaftlich, so daB 

Yo = (xo) } (1) 
Yo = rp(xo)· 

C' 

Fig. 67. 

Die nachfolgende Betrachtung erstreckt sich auf ein solches Gebiet 
der Variablen x, innerhalb dessen es auJ3er Xo keine Stelle mehr gibt, an 
welcher die Ordinaten beider Kurven einander gleich sind. Von den Funk
tionen ((x), qJ(x) wird vorausgesetzt, daB sie auf dem betrachteten Ge
biete endliche Differentialquotienten aller Ordnungen besitzen, die in Be
tracht kommen werden, und daher nach der Taylorschen Formel ent
wickelbar sind. 

Urn das Verhalten der Kurven in der Umgebung des Punktes Mo 
zu untersuchen, betrachten wir den Abschnitt MN', welchen die Kurven 
auf einer Sekante von bestimmter Richtung bilden, und vergleichen ihn 
mit dem Abstande MoS dieser Sekante von dem Punkte Mo; beide 
GroBen, MN' und MoS, konvergieren gleicllZeitig gegen die Grenze Null 
oder werden gleichzeitig unendlichklein, wenn der Punkt M auf der 
Kurve 0 unaufhOrlich dem Punkte Mo sich niihertj die Ordnung, in 
welcher MN' unendlich klein wird im Vergleiche zu MoS, das als un
endlich kleine GroBe erster Ordnung gelten solI, ist maBgebend fUr den 
AnschluB der Kurven aneinander in der Nahe von Mo. 

Diese Kleinheitsordnung ist unter einer gewissen V oraussetzung un
abhiingig von der Richtung. der Sekante; fiihrt man namlich durch M 
eine andere Sekante, auf welcher die Strecke MM' abgeschnitten werden 

mage, so ist das Verhiiltnis ::-~: gleich dem Sinusverhaltnis der Winkel 

MN'M', M M' N'; wenn aber der Punkt M gegen Mo konvergiert, so 
niihert sich die Verbindungsgerade der Punkte M' N' der Tangente an 
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die Kurve 0' in M o, und wenn daher keine del' beiden Sekantenrich
tungen diesel' Tangente parallel ist, so nahern sich jene Winkel und so
mit auch das Verhaltnis ihrer Sinus endlichen Grenzen und sind daher 
MM', MN' GraBen gleicher Ordnung (16). 

Man kann also unter del' V oraussetzilllg, daB die Tangenten an die 
heiden Kurven in Mo eine von del' Ordinatenachse verschiedene Richtung 
hahen 1), die Sekante del' Ordinatenachse parallel annehmen; alsdann ist 

M'M=o 
der Unterschied del' zur Abszisse 

OP=x=xo +h 
gehorigen Ordinaten del' Kurven 0 und 0', und 

MoQ= PoP = h 

die VergleichsgroBe, deren Ordnung mit 1 festgesetzt wird. 
Nun ergehen sich fUr die Ordinaten PM und P N' die Entwicke

lungen: 

f(xo + h) = f(xo) + r ~ol h + \~a;;2. h2 + ... 
+ ~)(xo) hn + p~~.ll(a;o~±_~h) hn+1 

1 ·2· .. n 1 ·2· .. (n + 1) 

«p(xo + h) = «p(xo) + 'P'~Xo) h + 'P:~x;) h2 + ... 
<p("J(xo).n <p(n+l)(xo + (J'h) ,,+1 

+ i:-2~~ It +1:2-:. :-<n+ if h , 

und daraus mit Riicksicht auf (1): 

0= [('(xo) - «p'(xo)]h + [f"(xo) - «p" (xo)] i~~-2 + ... 
+ [((n)(xo) - «p(n)(xo)] 1 . 2~n . . n (2) 

hrt + 1 + [{(n+1)(xo + 8h) - «p(n+l)(xo + 8'h)] 1.2 ... (n+ 1)" 

Wenn also die Funktionen ((x), «p(x) auBer f(xo) = «p(xo) keine 
weitere Beziehung aufweisen, so ist 0 eine GroBe erster Ol'dnung, weil 

! fiir lim h = 0 gegen die endliche von Null verschiedene Grenze f'(xo) 

1) Diese Voraussetzung ist schon in der oben gemachtenAnnahme enthalten, 
daB ((x), 'P(x) in der betrachteten Umgebung von Mo endliche Differentialquoti
enten besitzen. 
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- rp' (xo) konvergiert, und fiir dem Betrage nach geniigend kleine h wech
selt (j mit h zugleich das V orzeichen; infolgedessen haben die Kurven 
zu beiden Seiten von Mo entgegengesetzte Lage gegeneinander. Man be
zeichnet ein solches Verhalten del' Kurven als einfaches Schneiden. 

Tritt abel' noch die weitere Beziehung 

(3) 

hinzu, welche besagt, daB die Kurven im Punkte Mo dieselbe Tangente 
haben, so beginnt der Ausdruck fUr (j mit dem Gliede zweiter Ordnung, 
(j' wird eine Groae del' zweiten Ordnung und iindert innerhalb entspre
chend enger Grenzen sein Vorzeichen nicht, wenn h es iindert; die Kurven 
haben also zu beiden Seiten von Mo gleiche Lage gegeneinander. 

Kommt zu (1) und (3) die weitere Relation 

("(xo) = rp"(xo), (4) 

so beginnt die Entwickelung von (j mit dem Gliede dritter Ordnung, von 
dieser Ordnung ist also auch (j und andert diesmal innerhalb entsprechend 
enger Grenzen mit h zugleich sein Vorzeichen; die Kurven haben' daher 
zu heiden Seiten von Mo entgegengesetzte Lage gegeneinander wie bei 
dem einfachen Schneiden. 

Um Zll einem allgemeinen Ergebnis zu gelangen, nehmen wir an, 
daB die Differentialquotienten der Funktionen ((x), rp(x) an del' Stelle Xo 
bis zur Ordnung n iibereinstimmen, so daB weiter noch 

f"'(xo) = rp"'(xo), ... ((n)(xo) = rp(n)(xo); 

dann reduziert sich (j auf den Ausdrllck: 
hn + 1 

(j = [f(n+l)(xo + 8h) - g:>(n+l)(xo + 8'h)] 1.2 ... (n + 1)' 

(5) 

und ist eine GroBe del' (n + I)-ten Ordnung; denn, wofern ((n+1)(x), 
q>(n + 1) (x) in dem Intervalle (xo - h, Xo + h) stetig verlaufen, konvergiert 

das Verhaltnis hn: 1 fur limh = 0 gegen die endliche von Null verschie-

<lene Grenze [((n+1)(x) _ (n+l)(x)] 1 
o rp o. 1. 2 ... (n + 1) . 

Ist nun n ungerad, so andert (j sein V orzeichen nicht, wenn h es andert, 
die Kurven haben also zu beiden Seiten von Mo gleiche Lage gegenein
ander; ist dagegen n gerad, so wechselt (j mit h zugleich sein Vorzeichen, 
die Kurven haben zu beiden Seiten von Mo entgegengesetzte Lage gegen
einander wie beim einfachen Schneiden. 
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Sobald zu der Bedingung f(xo) = q;(xo) noch jene (3) hinzutritt, 
haben die Kurven in Mo eine gemeinsame Tangente und man sagt, da.6 
sie einander dort beriihren. Der Grad oder die Innigkeit der Beriihrung 
hangt ab von den weiter hinzutretenden Beziehungen. Man bezeichnet die 
Beriihrung als eine sokke von der n-ten Ordnung, wenn ~ in bezug auf h 

von der (n + 1) - ten Ordnung oder der Quotient ! von der ersten Ord

nung ist.1) 

Auf Grund dieser Definition laBt sich der folgende Satz aussprechen: 
Die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, daf3 die Kurven y = f(x) 
und y = q; (x) in einem Punkte von der Abszisse Xo eine Beriihrung n-ter 
Ordnung aufweisen, besteht darin, daf3 die Ordinaten und deren Differen
tialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlief3lich an der Stelle Xo einander 
gleich sind. 

Die Bedingungen fiir eine Beriihrung n - ter Ordnung driicken sich 
also analytisch in den n + 1 Gleichungen: 

f(xo) = q;(xo), f'(xo) = q;'(xo), f"(xo) = q;"(xo),'" f<n)(xo) = q;(n)(xo) (6) 
aus. 

Zu bemerken ist noch, daB mit einer Beriihrung von gerader Ord
nung ein Schneiden der Knrven verbnnden ist, und daB das einfache 
Schneiden ais eine Beriihrung der Ooten Ordnung der Definition gemaB 
sich darstellt. 

149. Geometrische Interpretation einer Beriihrung n-ter 
Ordnung. Man kann der analytischen Definition einer Beriihrung n-ter 
Ordnung eine geometrische zur Seite stellen, zu welcher folgende Be
trachtung fiihrt. 

Die veranderlich gedachte Kurve C' habe mit der festen Kurve C 
auBer dem Punkte Mo noch n weitere Punkte MlI M2, .•• Mn mit den 
(arithmetisch aufsteigenden) Abszissen Xli x2 , ••• xn gernein, so daB 

((Xl) = q;(x;) (1 = 0, 1, 2, ... n). (7) 

1) 1m Sinne A. Cauchys wird die Beriihrung n-ter Ordnung wie folgt defi
niert. Man beschreibe um den gemeinsamen Punkt M o , in welchem die Kurven 
auch eine gemeinsame Tangente haben solien, einen geniigend kleinen Kreis, der 
sie zu einer Seite der gemeinschaftlichen Normale in dim Punkten M, M' schnei
den mage; die Ordnung, in welcher der Winkel M Mo M' unendlich klein wird, 
wenn man den Radius als Unendlichkleines erster Ordnung festsetzt, bestimlI!t die 
Ordnung der Beriihrung. Man vergleiche diese Definition mit der obigen. 



150. Oskulation 369 

Weil die Funktion f( x) - cp (x) an den Grenzen eines jeden der Inter
valle (XO, Xl)' (Xv x2), ... (xn _ 1, xn) verschwindet, so existiert innerhalb 
eines jeden dieser Intervalle eine Stelle Xo(l), X1(1), .•. X~~l beziehungs
weise, an welcher auch ihr Differentialquotient ('(x) - cp'(x) verschwin-

det (36), d. h. es ist ('(Xl(I» = cp'(xP» (.1. = 0, 1, 2, ... n - 1). (8) 

Weil die Funktion f' (x) - cp' (x) an den Grenzen eines jeden der 
Intervalle (XO(l), X1(1», (X1(1), X2(1», ... (X~~2' X;,l~l) Null ist, so gibt es 
innerhalb eines jeden mindestens eine Stelle Xo(~), X1(2), .•. X~~2 beziehungs
weise, an der ihr Differentialquotient ('(x) - cp"(x) verschwindet, so daB 

(,(xP» = cp"(X;.<2» (l = 0,1,2, .. . n-2). (9) 

Indem man diese SchluBweise wiederholt anwendet, kommt man 
BchlieBlich zu einer jedenfaIls in dem Bereiche der Werte xo, Xu ... x" 
gelegenen Stelle Xo (n), an welcher auch noch 

f(n)(xo(n» = cp(n)(xo(n» ist. (10) 

Wenn aber die Punkte Mo M 2 , ••• M"" in beliebiger Weise samt
lich gegen den Punkt Mo als Grenze sich hinbewegen, so konvergieren 
Xu xs, ... xn und aIle die sukzessiven Zwischenwerte X O(l), Xl(l), ... ; 

xo(2), X1(2), ••. ; •.• xo(n) gegen den Grenzwert xo, an der Grenze wird also 
laut (7), (8), (9), (10): 

f'(xo) = cp(xo), f'(xo) = cp'(xo), f"(xo) = cp"(xo) , ... 
f(n)(xo) = cp(n)(xo); 

bei dem GrenzprozeB kann sich die Kurve 0' einer Grenzform nahern 
und fur diese Grenzform sind dann die Bedingungen einer Beriihrung 
n-ter Ordnung mit a an der Stelle xo erfUllt. 

Das Ergebnis kann in dem folgenden Satze ausgesprochen werden: 
Wenn zwci Kurven a und 0' in cinem Punkte Mo cine Beruhrung n-ter 
Ordnung aufwcisen, so kann man sagen, dafj sie dort n + 1 vereinigt liegcndc 
Punktc mitcinandcr gemein haben. 

Die A usdrucksweisen lIn + 1-punktige Beruhrung" und "Beruhrung 
n-ter Ordnung" habell also denselbell Inhalt. 

150. Oskulation. Von den beiden Kurvell sei die eine, 0, voll
sHindig gegeben, die Gleichung der anderen, 0', enthalte aber n + 1 un
bestimmte KOllstanten odeI' Parameter, welche auf die Lage der Kurve 
in der Ebene und ihre spezielle Form von Eillflu.6 sind. 

Czuber, Vorlesungeu. I. 4. Auf!. 24 
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Man kann der Kurve 0' hochstens n + 1 voneinander unabhii.n.gige 
Bedingungen auferlegen; bestehen diese darin, daB fiir eine Abszisse Xo 

ihre Ordinate und deren Ableitnngen bis zur n-ten Ordnung einschlie6-
lich mit den entsprechenden auf die Kurve C bezuglichen GroBen liber
einstimmen sollen, so hat die Kurve 0' mit der Kurve 0 in dem zur 
Abszisse Xo gehorigen Punkte eine Beruhrung der n-ten, zugleich der 
hochstmoglichen Ordnung, welcher sie nach der Zahl ihrer Parameter 
im allgemeinen fahig ist. Man sagt dann, die Kurve 0' osktiliere die 
Kurve 0 oder stehe mit ihr in Oskulation im Punkte Mo.1) 

Nach den Ausfuhrungen von 146 ist die oskulierende Kurve Of im 
Punkte Mo von 0 die Grenze, welcher sich eine Kurve von der Glei· 
chungsform 0' nahert, die auBer durch Mo noch durch n Punkte ~, 
M2 , ••• Mn von a hindurchgeht, wenn die letztgenannten Punkte insge
samt gegen Mo als Grenze konvergieren. 

Da die Gleichung einer Geraden zwei Parameter enthalt, so weist 
die oskulierende Gerade eine Beruhrung erster Ordnung auf; der Kreis 
eine solche von zweiter Ordnung, weil in der allgemeinell Gleichung des' 
Kreises drei Parameter erscheinen; ein Kegelschnitt im allgemeinen wird, 
wenn er eine Kurve oskuliert, mit ihr in einer Beriihrung vierter Ord· 
nung stehen, weil seine Gleichung funf Parameter enthalt. 

Es kann in einzelnen Punkten der Kurve 0 geschehen, daB nach Er
fullung der zur Oskulation mit 0' erforderlichen Bedingungen auch noch 
die Ableitungen der Ordinate von der (n + I)-ten Ordnung, eventuell noch 
hohere Ableitungen fur beide Kurven iibereinstimmen; an solchen Stellen 
von 0 findet dann eine Beruhrung von hoherer Ordnung statt, ala es im 
allgemeinen moglich ist; man sagt, es bestehe hier Superoskulation. 

151. Die oskulierende Gerade. Urn fur die Kurve 

!J = ((x) 

im Punkte M mit den Koordinaten x, y die oskulierende Gerade 

11 = a; + b 

zu bestimmen, bilde man die Gleichungen 

(0) 

(0') 

1) Diese Deutung des Wortes Oskulation, die auf Lagrange zuriickgehen 
diirfte, ist in der Literatur mehr verbreitet als die andere, wonach man von 08-
kulation bei jeder Beruhrung hOherer als der ersten Ordnung spricht. V gl. H. v. 
Mangoldt, AnwendungderDiff.-u.lntegr.-R., Enzykl. d. math.Wiss., III 3, p.19. 
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y = ax + b 
y' = a, 

welche aus (C) hervorgehen, wenn man in bezug auf ~ differentiiert und 
sodann in beiden Gleichungen ~ durch x, 'Yj, 1'/ dureh die aus (C) gefun
denen Werie y, y' ersetzt. Hieraus ergibt sich 

a=y' 
b = y - xy'; 

somit ist 1) - y = y'(~ - x) (C') 

die Gleiehung der oskulierenden· Geraden. 
Oskulierende Gerade in einem Punkte einer Kurve ist demnach die 

Tangente. 
Superoskulation findet statt, wenn auch hohere Differentialquotienteu 

aus (C) und (C') iibereinstimmen; nun folgt aus (C') 'Yj" = 0, daher muB, 
soIl Superoskulation bestehen, der Punkt M auf (C) so gewahlt sein, daB 
y" = 0 ist. Diese Bedingung erfiillt beispielsweise ein Wendepunkt; dar
um ist eine Wendetangente superoskulierend, und zwar steht sie ·in einer 
Beriihrung zweiter Ordnung, sofern nicht auch noch hOhere Differential
quotienten von y verschwinden. 

152. Der Oskulationskreis (Sehmiegungskreis). Unter den 
eine Kurve in einem Punkte oskulierenden Linien ist der Kreis von groBter 
Wichtigkeit; da namlieh oskulierende Linien in einer Zeichnung selbst 
auf eine ziemlieh betraehtliehe Umgebung des Beriihrungspunktes nur 
sehr wenig voneinander abweichen, so kann man sieh von der Gestaltung 
einer Kurve in del' Umgebung einer Stelle durch Konstruktion des osku
Iierenden Kreises am bequemsten eine Vorstellung verschaffen. 

An die Kurve y = f(x) (C) 
ist im Punkte M mit den Koordinaten x, y del' OsUulationskreis zu legen. 

Schreibt man seine Gleiehung in der Form 

(~- a)2 + (1] - (3)2 = r2 

und differentiiert sie zweimal naeheinander in bezug auf ~: 

~ - a + (1/ - [j)1/' = ° } 
1 + 1)'2 + (Yj - (3)1/"= 0, 

(11) 

so hat man nur in den letzten drei Gleiehungen ~ = x zu setzen und an 
die Stelle von 1/, 1/', 'Yj" die aus (C) gefolgerten Werte y, y', y" treten zu 

24* 
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lassen, um die zur Bestimmung der Parameter des Oskulationskreises 
fiihrenden Gleichungen: (x _ a)2 + (y _ P)2 = r2 

'Zu erhalten. 

x - ft + (y - fj)y' = 0 
1 + y'2 + (y - (J) y" = 0 

Aus denselben ergibt sich sukzessive 

1 +y'~ 
{J = y + ----,,y 

(12) 

Der Schmiegungskreis, der durch die Parameter (12) bestimmt ist, 
hat mit der Kurve im Punkte M im allgemeinen eine Beriihrung zweiter 
Ordnung und eine solche ist mit einem Schneiden verbunden; Kurve und 
Oskulationsheis haben also zu beiden Seiten des Beriihrungspunktes ent
gegengesetzte Lage gegeneinander. 

Weil fiir den Oskulationskreis und die Kurve in M die zweiten 
Differentialquotienten der Ordinate einander gleich sind, also auch im 
Vorzeichen iibereinstimmen, so wendet hier der Oskulationskreis seine 
Konkavitat nach derselben Seite wie die Kurve. 

Wenn zwei Kurven 0 und 0' in einem Punkte lJ1 sich nach der 
zweiten oder einer h5heren Ordnung beriihren, so haben sie hier einen 
gemeinschaftlichen Oskulationskreis, weil sie in den Stiicken, welche die 
Parameter des Oskulationskreises bedingen, iibereinstimmen. 

1st fiir die Kurve 0 im Punkte My" = 0, so werden die Parameter 
des Oskulationskreises, namlich die Koordinaten ft, p seines Mittelpunktes 
und der Radius ~. unendlich; der Kreis degeneriert in die Tangente der 
Kurve in M; dies ist beispielsweise auch dann der Fal~ wenn der Punkt 
M Infiexionspunkt ist; in der Tat wurde :J.uch gezeigt (151), daB die In
flexionstangente eine Beriihrung zweiter Ordnung aufweist. 

Beispiel. Es sei y = ax2 + 2bx + c 
die gegebene Kurve - eine Parabel deren Achse der Ordinatenachse 
parallel ist -, und fiir den Punkt, dCIOsen Abszisse x ist, sei der Osku
lationskreis zu bestimmen. 

Setzt man die Werte fiir y, 
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y' = 2ax + 2b 

y"= 2a 

373 

in die Formeln (12) ein, so ergeben sich als Parameter des Oskulations-
kreises: 4(a:c+b)3+b 

{,~ = ---'---'---"-----'-----
a 

B= 6(ax+W+2(ac-b2)+1 
. 2a 

~ 

[1 + .,t(a,?; + WT' 
r = 2a . 

Fiir den Punkt M als Punkt del' Parabel ist, weil y" = 2 a, 
y"'=O; 

fur denselben Punkt, als dem Oskulationskreise angehorend, ergibt sich 
der dritte Differentialquotient del' Ordinate, indem man die zweite Glei
chung (11) nochmals differentiiert und 'YJ, 'YJ', r/, durch y, y', y" ersetzt, 
also aus der Gleichung 3y' y" + (y - (3)'Y}'" = 0; 
rt' hat demnach auch den \Vert N uU, wenn 

y'y" = 4a(ax + b) = 0 

ist, also fur x = - :' wofiir y = c - b; ; im Scheitel der Parabel (118,2.) 

und nm hier findet demnach Superoskulation statt, und die Parameter 
des beziiglichen Oskulationskreises sind: 

b 2(ac-b 2)+1 1 
a = - -a; {3 = ---~~~-2a~----' r = 2a' 

§ 5. Die Lange eilles Kurvenbogens und das Bogendifferential. 

153. Definition der Lange eines K urvenbogens. Del' Begriff 
der Lange eines KU1'venbogens griindet sich auf die Vorstellung, daB es 
moglich sei, einem biegsamen nicht dehnbaren Faden die Form des Bo
gens zu geben und ihn dann auszuspannen; in diesem Zustande gestattet 
er die Vergleichung mit einer Langeneinheit, was zur Bestimmung seiner 
Lange fiihrt; diese Lange wird auch als Lange des Bogens erklart. 

Diese Vorstel1ung HiBt sich abel' nicht analytisch verwerten. Um 
daher den Begriff del' analytischen Behandlung zuganglich zu machen, 
bedarf er einer von jener Vorstellung unabhangigen Definition, die abel' 
notwendig zu del' allein direkt ausflihrbarell Messung gerader Linien zu
riickleiten muB. Wir formulieren diese Definition folgendermaBen: 
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Ein Kurvenbogen besitzt dann eine Lange, wenn die Liinge eines von 
dem einen Endpunkte des Bogens zum anderen verlau{enden Sehnenpolygons 
einem bestimmten (frenzwerte sich nahert, sobald die Zahl der Seiten be
standig wiichst und jede einzelne Seite der (frenze Null zustrebt; dieser 
Grenzwert soll dann als die Lange des Kurvenbogens erkliirt werden. 

Der Nachweis, daB der Grenzwert besteht, sobald gewisse Bedin
gungen enullt sind, faUt in das Gebiet der Integralrechnung. Wir nehmen 
fiir die Kurven, welche wir in Betracht ziehen werden, diesen Grenzwert 
und somit den Begriff der Lange als vorhanden an. 

154. Das Bogendifferential in rechtwinkligenKoordinaten. 
Es sei y = {(x) (1) 
die Gleichung einer gegebenen, auf rechtwinklige Koordinaten bezogenen 

y Fig. 68. Kurve Me (Fig. 68); die Lange s des BogensMoM, 
welcher von ainem festen Punkte Mo und einem 
variablen Punkte M mit del' Abszisse x begrenzt 

~". 1\1: ~~ I~, s = F(x). (2) 
-.I.~ I-'-C; . I ~ Obwohl WIT diese }i'unktion nicht kennen, sind wir 

or p P'.x imstande, ihren Differentialquotienten in bezug auf 
x auf Grund der Gleichung der Kurve zu bestimmen. 

Der Abszisse x + h = OP' entspreche der Punkt M' der Kurve und 
der Bogen MM' = .ds sei einformig gekriimmt in dem Sinne, daB er 
bestandig nach derselben Seite konkav ist. Konstruiert man in den 
Punkten M und M' die Tangenten MT und M'T', so begrenzen diese 
mit der Sehne M M' ein Dreieck M M' Q, und nach einem schon von 
Archimedes beniitzten Axiom ist 

MM'<Lls<MQ+ QM'j 
da ferner MQ + QM' < MR' + R'M', so ist in verstarktem MaBe 

MM' < Lis < MR' + R' ]}I'. 
Nun ist (38,2.) 

MM' = Y=M=N=2-+---CN=M='2 = Yh~ + {{(x + h) - {(x)P 

= h "VI + f' (x +7iij'; 
MR' = MN· sec NMT = h Yi + f'(X)2; (3) 

und weiter, wenn {(x) an der Stelle x auch einen endlichen zweiten 
Differentialquotienten hat, 
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K M' = NM' - NR: = r(x + h) - ((x) - MN tgNMT 

= h{'(x) + 1~t2 ("(x + .fth) - h{'(x) = lh~2 ('(x + -f}h), 

wobei 0, .ft unbestimmte positive echte Bruche bedeuten; durch Einsetzung 
dieser Ausdrucke verwandelt sich die obige Relation in 

hV1 + {'(x+ Oh? < As < h V1 + {'(x? + t:2 ("(x + .fth), (4) 

-------~ 48 h 
woraus -V1 + (Cx + Ok? < h < -VI + {'(x? + 2 f" (x + .fth). 

Unter der Voraussetzung, daB sich eine Umgebung von x angeben 
lliBt, innerhalb welcher ((x) stetig sich andert, konvergieren die beiden 
iiu.6eren Ausdrucke fur lim h = 0 gegen die gemeinsame Grenze 

-VI + (,(x)!, und dies ist auch der Grenzwert des eingeschlossenen Quo
tienten, also der Differentialquotient des Bogens in bezug auf die Abszisse, 

so daB :: = Vl + (CX)2. (5) 

Die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, wenn die Anordnung so 
getroffen ist, da6 der Bogen s mit der Abszisse x zugleich wachst und 
abnimmt. 

Durch Multiplikation mit dx ergibt sich daraus das Bogendifferential 
in rechtwinkligen Koordinaten 

ds = -vr+7'(X)~ dx; (6) 

demselben kann eine allgemeinere Form verliehen werden, wenn man (,Cx) 

durch den Quotienten ~! der Differentiale ersetzt; es wird dann 

ds=Vdx2 +dy2; (7) 

wahrend die Formel (6) zu gebrauchen sein wird, so oft die Kune in 
der Form (1) gegeben ist, kommt (7) zur Anwendung, wenn x, yals 
Funktionen eines Parameters u dargestellt sind. 

Die geometrische Bedeutung des Bogendifferentials (6) geht aus der 
Gleichung (3) unmittelbar hervor; es driickt jenen Abschnitt der Tangente 
im Punkte M a~ts, welcher sich auf' der Abszissenachse in dieselbe Strecke 
P P' = d x projiziert, wie der Bogen M M' selbst. 

Fur diesen Bogen aber foJgt aus (4), daB 

Lis < Vr+ ('(X)2 dx +f"(X::dx) dx2; 
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verhindet man diese Beziehung mit (6) durch Subtraktion, so ergiht sich 

A _ d < r(x+.IJodx) d 2. 
LIS S 1.2 X, 

daB also, dx als unendlich kleine GroBe erster Ordnung angesehen, .ds 
und ds selbst GroBen erster Ordnung hedeuten, deren Unterschied jedoch 
eine GroBe mindestens der zweiten Ordnung ist. Daraus ist der SchIut\ 
zu ziehen, daB das Verhiiltnis aus dem Bogen .ds und dem Bogendiffe
rential ds den Grenzwert 1 hesitzt. 

Denselben Grenzwert hat auch der Quotient aus dem Bogen .d s und 
der zugehorigen Sehne MM' = C; denn aus dem oben angefiihrten Werle 
fiir M lW und der Relation (4) folgt 

1 < LIs <11 1 + (,(x)' !:... rCx+.IJoh) . 
c r-l+(Cx+Oh)' + 2 111 + ('(x + 071,)2 , 

der Ausdruck rechts konvergiert aber fiir lim h = 0 gegen die Grenze 1, 
daher ist bei demselben Grenziibergange auch 

1· LIs 1 Im-= . 
c ' 

(8) 

dies fiihrt zu dem weiteren Schlusse, daB auch der Unterschied zwischen 
dem Bogen und der Sehne eine GroBe mindestens der zweiten Ordnung 
in hezug auf h oder dx ist. 

Wird auf einem Kreise vom Radius 1 ein Bogen begrenzt, dessen 
Zentriwinkelo' (im BogenmaB) als Unendlichkleines erater Ordnung auf
gefaBt wird, 80 hat man 

. Ii o' 
c=2sm-=o-~+··· 

2 24 
Ii 

1· LIs I' 2 1 Im-= Im--= 
c ' Ii ' 0=0 sin-

2 

03 

Lls-c=--··· 
24 

155. Das Bogendifferential in Polarkoordinaten. Von der 
Beziehung (8) wollen wir Gehrauch machen, um fiir eine auf ein Polar
koordinatensystem hezogene Kurve die Aufgabe zu Iosen, den Differential
quotienten des Bogens in hezug auf die Amplitude zu bestimmen. 

Sei s die Lange des Bogens MoM (Fig. 69), der in einem festen 
Punkte Mo heginnend hei dem variahien Punkte M mit den Koordinaten 
r, q; endet; fiber den Bogen MM' = .ds, dessen EndpunktM' die Ampli
tude q; +.dg; hat, machen wir eine ahnIiche Voraussetzung wie im vo-
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rigen Artikel und sprechen sie hier dahin aus, daB derselbe gegen den 
Pol entweder bestandig konkav oder bestandig konvex sei; die Sehne 
M M' dieses Bogens werde wieder mit c und der L 

Winkel LMM', welchen sie mit der Verlan
gerung des Radiusvektors hildet, mit ro be
zeichnet. 

Aus der Formel (8) folgt nun, daIl auch 

1· .d S red h d B ds r C 
lID T = lID T' . . a d = 1m T' 

drp=O . cP cP cP drp=O cp 

Aus dem Dreieck OMM' abel' ergiht sich o",-==o--2ti--f~~ X 

c: r = sinLftp: sin(ro - .dtp); ~ R 

daraus ist sin .dcp c=r ---~-
sin (co - .dcp) 

sin.dcp 

~ = 1" __ ~'L __ " 
.:Jcp sin (co - .dcp) , 

Jj'ig.69. 

und weiter 

fUr lim .d tp = 0 kon vergiert si~ ~ cp gegen die Grenze 1 und ro gegen den 

Winkel @, welchen die Tangente MT mit der Verlangerung des Radius
vektors einschlieBt (135); demnach ist 

1· c r d h' 't ds r 1m --;;- = ~,un Ierml -y- = --;-----0, 
d <p = \l o<J cp Sill otY (h cp Sill "" 

(9) 

und wenn man flir sin @ den Wert aus 135 (36) eintragt, 

:; = y'~-+172. (10) 

Daraus erhalt man fur das Bogendifferential in Polarkoordinaten den 
Ausdruck ds = y'r2 + r,g dtp, (11) 

der auch in del' Gestalt ds = VCrdtp)2 + dr2 (12) 
geschrieben werden kann. 

Die geometrische Bedeutung des Bogendifferentials aber ergiht sich 
am einfachsten aus der Formel (9), derzufolge 

1" 

els = sine dtp 

istj danach ist das Bogendifferential durch einen Kreishogen yom Halb

messer .1' co und vom Zentriwinkel dtp darstellbar. Wenn man also OP 
SIn <Of 
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senkrecht zur Tangente M T und M R senkrecht zum Radiusvektor zieht 
und mit dem Halbmesser OR (der iibrigens mit der Polarnormale iiber
einstimmt) in den Winkel L OL' den Bogen SS' beschreibt, so ist 

ds = arcSS'. 

§ 6. Kriimmung ebener Kurven. 

156. Begriff der Kriimmung, des Kriimmungshalbmessers, 
Kriimmungsmitte1punktes und Kriimmungskreises. Eine ihrem 
Entstehungsgesetz nach bekannte Kurve Mo C (Fig. 70) sei auf ein recht-

m den Punkt M derselben ist nicht allein die Or-
;

TI winkliges Koordinatensystem bezogen. Fiir je-

YM' -t?Z T dinate y = PM, sondern auch der von einem 
festen Punkte Mo an gezahlte Bogen s = MoM 

..:1:; Q wie auch der Winkel 1:, we1chen die Tangente 
MT mit der positiven Richtung der Abszis
senacbse einsch1ieBt, als bekannte Funktion 

/.r v von x anzusehen; insbesondere ist 
~O~I--~~~*---~--~-~ 

Fig. 70. 't" = Arctgy', (1) 

unter Arctgy' den aus d~m Intervall (0, :n:) genommenen zur Tangens y' 
gehorigen Bogen verstanden. 

Wird x urn .d x geltndert, was dem Ubergange vom Punkte M zum 
Punkte M' entsprechen moge, so andern sich s und 't" urn die Gri:i6en 
.d s = arc M M' und .d't" = T' Q T, und es bedeutet 

die Geschwindigkeit de:r Andemng des Bogens an der Stelle M, ebenso 

1. A-r 
1m --

,1",=0 AX 

die Geschwindigkeit de:r Anderung des Winkels ode:r der Richtung der 
Tangente, beide bei gleichfOrmiger Anderung von x mit der Geschwindig
keit 1 (22, 1.). 

J e rascher sich nun't" im Verhiiltnis zu s andert, urn so starker, sagt 
man, sei die Kurve an der Stelle M gekriimmt, und man definiert ge
radezu das Verhaltnis der Geschwindigkeiten in der Anderung des Win
kels 1: zu jener des Bogeus s als Maf3 der Krummung oder kurzweg als 
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Kriimmung der Kurve im Punkte M. Bezeichnet man die Kriimmung 
mit k, so ist hiemach 1· L11: d,,; 1m - _ 

k=d,,=oLlX =dx 
. Lls ds ' hm--- -

dx=O Llx dx 

(2) 

wofiir auch kiirzer geschrieben werden kann 
. Llr: d,,; k = hm --- = --~ . 

dx=O Lis ds 
(3) 

Man nennt das Differential des Winkels 't den Kontingenzwinkel des 
zu dx gehorigen Bogenelements, weil d,,; bis auf unendlich kleine GraBen 
hoherer Ordnung als dx den Winkel bestimmt, welchen die Tangenten 
in den Endpunkten dieses Bogenelements miteinander einschlieBen. Da
mit ist die von dem Koordinatensystem unabhiingige Definition gewonnen, 
die Krummung einer Kurve in einem Punkte sei der Quotient aus dem 
Kontingenzwinkel durch das zugehorige Bogendifferential an der be-breffen
aen Stelle der Kurve oder der Grenzwert, dem der Quotient aus dem 
Winkel LI't der Tangenten in M und M' durch den Bogen MM' selbst 
bei bestandiger Annaherung von M' an M zustrebt. 

Aus der Gleichung (3) folgt: 

ds = -} d't; (4) 

dies besagt, daB das Bogendifferential und daher bis auf GroBen hoherer 
Ordnung auch das Bogenelement M M' selbst als Bo- r' 
gen eines Kreises vom Halbmesser -} und vom Zen-

triwinkel dT angesehen werden kann. Bezeichnet man 'B 

den Halbmesser dieses Kreises mit Q und seine Kriim
mung in irgend einem Punkte mit kll so ist (Fig. 71) 

LISt = QA'tl , daher k1 = lim Ll~ =~-
Llsl !! 

und vermoge 

ist 

Fig. 71. 

(5) 

d. h. der betrachtete Kreis hat ill allen seinen Punkten dieselbe Kriim
mung, wie sie del' Kurve im Punkte M zukommt. Aus diesem Grunde 
wird sein Radius Q, welcher das Reziprok der Kriimmung bedeutet, 
Kriimmungsradius der K urve im Punkte M genannt. 
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Tragt man (Fig. 70) {} auf der Normale in M yom Punkte M aus 
nach derjenigen .8eite ab, nach welcher die Kurve konkav ist, und be
schreibt man aus dem so erhaltenen Punkte .Q, einen Kreis yom Halb
messer (J in der Ebene der Kurve, so wird der dem Punkte JJf zunachst 
gelegene Bogen dieses Kreises sich nur sehr wenig von den angrenzen
den Bogenelementen der Kurve unterscheiden; man bezeichnet den so 
gezeichneten Kreis als den Kriimmungskreis und. seinen Mittelpunkt .Q, 

als den Kriimmungsmittelpunkt der Kurve im Punkte M. 

157. Darstellung der Kriimmungselemente in rechtwillk
ligen Koordinaten. Der analytische Ausdruck fiir den Kriimmungs
halbmesser ergibt sich auf Grund der Gleichungen (2) und (5) wie folgt. 
Aus (1) erhalt man d-r: y" 

dx = 1 + y'" nach 154, (5) ist 

ds -Vy--+ '. dx = Y -; 

daraus folgt die Kriimmung k = --,Y,--'-' -3 

(1 + y'2)"I 

~ 

'1 --l- "Y" und der Kriimmungshalbmesser (J = \ ,~, 
y 

(6) 

(7) 

Hierzu ist folgendes zu bemerken. Die Zahlung des Bogens s soil 
derart erfolgen, daB er mit der Abszisse x zugleich wachst; dann ist die 
Quadratwurzel in dem Ausdrucke (7) positiv (154) und das Vorzeichen 
von (J stimmt mit jenem von y" itberein. Es ergibt sich also unter diesel' 
Voraussetzung (J positiv in einem Punkte, in welchem die Kurve konkav 
nach oben, und negativ in einem Punkte, wo sie konkav nach unten ist 
(146). In einem Wendepunkte ist y" = 0, der Kriimmungsradius wird 
dort unendlich, die Kriimmung Null, del' Kriimmungskreis geht in eine 
Gerade, die vVendetangente, itbel'. 

Die eben getroffene Festsetzung kommt auf dasselbe hinaus wie die 
folgende. Man lasse die positive Richtung der Tangente der wachsenden 
Abszisse entsprechen und erzeuge aus ihr die positive Richtung der Nor
male durch positive Drehung um einen Rechten; dann soIl die Kriimmung 
und der Kriimmungsradius positiv odeI' negativ sein, je nachdem del' 
Kriimmungsmittelpunkt auf die positive oder die negative N onnale zu 
liegen kommt. 
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Bezeichnet man die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes mit 
xo/Yo, den Winkel der positiven Normale mit der positiven Abszissen
achse mit 'V, so ist unter allen Umstiinden, d. h .. bei jeder Anordnung der 
Figur xo - x = Q c.OS 'V, } 

Yo - Y = Q Slll'Vj 
(8) 

da ferner 'V = $+ ~ , je nachdem "t" spitz oder stumpf, so ist 

die Wurzel positiv, weil 
von (7) hat man aus (8): 

1 
tg'V = -~, y somit ergibt sich 

cos 'V = - -~' _~ Vi + y" , 

sin 'V positiv istj hiermit und 

Xo =.x - Jl + 't,'")Y' l 
y 

1 + y" J Yo = Y + -y"- . 

mit Benutzung 

(9) 

Die V ergleichung der Formeln (7) und (9) mit jenen 152, (12) fiihrt zu 
dem Satze: Der Kriimmungskreis einer Kurve in einem ihrer Punkte ist 
lZugleich ihr Schmiegungskreis. 

Aus diesem Zusammenhang ergeben sich die folgenden geometrischen 
Beziehungen zwischen dem Krummungskreis tIDd der Kurve. Da die Os
kulation mit einem Kreise in der Regel eine Beriihrung der zweiten Ord
nung ist, so befindet sich die Kurve in hinreichender Niihe des Kurven
punktes M auf einer Seite desselben innerhalb, auf der andern Seite 
au..6erhalb des Kriimmungskreises. Nur in Punkten, wo Superoskulation 
stattfindet und diese von ungerader Ordnung ist, liegt die Kune in der 
beiderseitigen, entsprechend begrenzten Umgebung innerhalb oder auBer
halb des Krummungskreises; man bezeichnet solche Punkte als Scheitd 
del' Kurve. 

Die Formeln (6), (7) und (9) sind unter der Annahme abgeleitet 
worden, da.6 die .A.bszisse x als unabhangige Variable gelte. U m die For
meln fiir eine beliebige unabhangige Variable zu erhalten, braucht man 
nur wieder von der Formel (3) auszugehen und y' durch den Quotienten 

ddY der Differentiale zu ersetzen. Dann erhalt man aus x 
, t dy 

1:" = Arc g dx dUTch Differentiation 
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dx d!y - dy d2 x 

dr: = 
dx' dx d 2 y - dy d!x 

dy· = ... dx!+dy' ; 
1 + dx' 

ferner ist laut 1M, (7) daher nach (3) und (5): 

(6*) (7*) 

Aus erhiilt man weiter 
. dx 

81nv= .-, 
VdX2 +d y' 

und hiermit auf Grund von (8): 

(9*) 

In allen diesen Formeln hat die Quadratwurzel das namliche V orzeichen 
wie dx zu bekommen, damit sinv positiv sei; das Differential der unab
hallgigen Variablen, also des Parameters, wird dabei immer aIs positiv 
angesehen. 

1st die Kurve in der Form {(x, y) = 0 gegeben, so ersetze man in 
(7) und (9) y' und y" durch die aus 57, (9) und (10) resultierenden 
Werte und erhalt so die Formeln l ): 

(1'." + fy·/J: 
Q = = fxx IiI' + 2{xyl;'{y - Iyy/'x' , (7**) 

(/;'" +fvVx 

j (9**) 

1) Das Verschwinden des Nenners gibt die dieser Darstellung entsprechende 
Bedingung fiir einen Wendepunkt, die auch in der Gestalt 

{xx fxy fo:· 

{xy fyy fy = 0 

fo: fv 0 

geschrieben werden kann; die durch diese Gleichung dargestellte Kurve geht also 
durch die Wendepunkte der gegebenen Kurve. 



158. Der Kriimmungsmittelpunkt alB Schnitt zweier Normalen 383 

Der invariante Charakter des Krummnngshalbmessers, der geo
metrisch nnmittelbar einleuchtet, ist an der Form (7*) leicht zu erweisen. 
Wendet man namlich auf dieselbe die orthogonale Transformation (67, (2)) 

x = alxl + hlYl + c1 

Y = as Xl + b2 Yl + c2 

al 2 + a22 = 1 al 2 + hI 2 = 1 

hl 2 + b22 = 1 as 2 + h22 = 1 

al bl + as h2 = 0 al as + bi h2 = 0 

an, so wird dx = a l dX1 + bi dYlI dy = a2 dXI + h2 dYlI 

d2x = a l d2xl + bi d'lYl' d2y ~ a2 d2xl + bs d2YlI 

daraus dx2 + dy2 = dXI 2 + dYI 2 

I ~:x ~;Y I = I ::~: /I ~2X~1 ~;;1 I 
infolgedessen verwandelt sich der bezeichnete Ausdruck fur Q in 

d(dxl d2 Yl - dYl d'xl ) , 

und da der Modul L1 der Transformation den Wert + 1 oder - 1 hat, 
so ist die lnvarianz des absoluten Wertes erwiesen; das Vorzeichen hli.ngt 
in der Tat vom Koordinatensystem abo 

158. Der Krummnngsmittelpunkt als letzter Schnitt 
zweier benachbarten N ormalen. Der Kriimmungsmittelpunkt kann 
geometrisch noch in anderer Weise gekennzeichnet werden. Es ist nam
lich der Kriimmungsmittelpunkt zu dem Punkte M die Grenze, gegen welche 
sich der Schnittpunkt der Normale in M mit der Normale in M' hinbewegt, 
wenn J.W' auf der Kurve unaufhorlich dem Punkte M sich niihert. 

Wir wollen dies gleich unter der allgemeinen V oraussetzung nach
weisen, da.B X, Y als Funktionen eines Parameters u gegeben sind. Dann 
ist die linke Seite der Gleichung der Normale im Punkte M (1a3, (27)): 

(~- x)dx + (1/ - y)dy = 0 (10) 
nach Unterdruckung des Faktors du eine Funktion von ~,1/, u und werde 
als solche durch V(~, 1), u) bezeichnet, so da.B an Stelle von (10) geschrie
ben werden kann: V(;, '1], u) = 0; (11) 
die N ormale in M', welchem Punkte der Parameter u + .d u zukommen 
moge, ist durch V(~, '1], ~t + .du) = 0 (12) 
dargestellt. An die Stelle der Gleichungen (11) und (12) konnen auch 
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(11) und (13) 

gesetzt werden. Aus mesen ware der Schnittpunkt der beiden N onnalen 
zu bestimmen; da es sich aber um seine Grenzlage handelt, so lassa man 
in (13) Au gegen Null konvergieren; dadurch geht diese Gleichung 

uber in ?. V(G~,.u) = 0 
ou ' 

wofiir auch geschrieben werden kann 

du J1 (~, 'Y/, u) = 0 (13*) 

und dies bestimmt mit (11) zusammen den Grenzpunkt. Seine Koordi
naten ergeben sich also aus 

(~ - x) dx + (11 - y) dy = 0 l 
(~ - x) d2 X + ('Y/ - y) dS Y = d x 2 + d y2 J 

durch Auflosung in bezug anf ~ und 'Y/; diese liefert abel' 

(dx2+ d y 2) dy 
~ = x - dx d 2y_ dy d"x-

(dx' + d y 2) rlx 'tJ = Y + _._- . -- -- - ---
dxd'y-dyd'x' 

(14) 

Werte, die in del Tat mit den in (9*) gefundenen Koordinaten des KrUm
mungsmittelpunktes ubereinstimmen. Dabei ist die Vol'aussetzung ge
macht, daB 

daB also der Punkt xjy nicht ein Wendepunkt sei (14:6). Fur einen 801-

chen wird der unendlich ferne Punkt der N ormale Kriimmungsmittel
punkt. 

159. Die Evolute einer Kurve. Evol venten. Del' Ort del' 
Kriimmungsmittelpunkte einer gegebenen Kurve ist eine neue Kurve, 
welche man als die Evolute der gegebenen bezeichnet, wahrend diese eine 
Evolvente von jener genannt wird. Die N amen sind in gewissen Eigen
schaften dieser Linien begriindet, welche alsbald nachgewiesen werden 
sollen. 

Was zunachst die Gewinnung der Gleichung del' Ortskurve del' 
Kriimmungsmittelpunkte odeI' del' Evolute anlangt, so ist folgendes zu 
bemerken. 1st die Kurve in' einer der Formen y = F(x) oder f(x, y) = 0 
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gegeben, so hat man zwischen ihrer Gleichung und den beiden Gleichun
gen (9), beziehungsweise (9**), die Koordinaten x, y zu eliminieren, um 
die Beziehung zwischen xo, Ym d. i. die Gleichung del' Evolute zu erhalten. 
Wenn hingegen die Kurve durch Vermittlung eines Parameters, also in 
der Form x = f/J(u), Y = t/J(u) dargestellt ist, so werden im Sinne del' 
Gleichungen (9*) auch xo, Yo in diesem Parameter ausgedriickt sein, d. h. 
diese Gleichungen bilden daun schon die parametrische Darstellung del' 
Evolute. 1st die Eliminierung von U durchfiihrbar, so kann die Evolute 
auch durch eine Gleichung in den Koordinaten bestimmt w&rden. 

Um die geometrischen Eigenschaften der Evolute zu erweisen, gehen 
wir von den Gleichungen (14) aus, welche zwischen den Koordinaten xly 
eines Punktes der gegebenen Kurve und den Koordinaten xolYo des Kriim
mungsmittelpunktes, also des ihm zugeordneten Punktes der Evolute, die 
folgenden Beziehungen zum Ausdruck bringen: 

(xo - x)dx + (Yo - y)dy = 0, 

(xo - x)d2x + (Yo - y)d2y = dx2 + dyl. 

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen, so ergibt sich zunachst 

(dxo - dx)dx + (dyo - dy) dy + (xo - x)d2x + (Yo - y) d2y = 0, 

und dies reduzierl sich im Hinblick auf die zweite Gleichung auf 

dxo dx + dyo dy = 0, (15) 

woraus 
dyo 1 
dxo- = - dy' (16) 

dx 

Dies besagt, daB die Tangenten in zusammengehOrigen Punkten del' 
gegebenen Kurve und ihrer Evolute senkrecht aufeinauder stehen; da nun 
der Punkt xo/Yo in der Normale des Punktes xly liegt, so folgt daraus 
der Satz: Die Normalen der gegebenen Kurve sind Tangenten an die 
Evolute. 

Aus den Gleichungen 157, (8): 
Xo.- x = (! cosv 

Yo - '!I = Q smv, 
welche die Beziehungen zwischen den Koordinaten, dem Kriimmungshalb
messer und dem Richtungswinkel der N ormale eines Punktes der gege~ 
benen Kurve und den Koordinaten des zugeordneten Punktes del' Evolute 
darstellen, erhiilt man durch Differentiation: 

c z u be r, Vorleaungen. J. 4. Auft. 25 
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dxo - dx = dQ cosv - () sin v av 
ayo - dy = aQ sinv + Q cosv dv; 

bildet man die Summe dieser Gleichungen, nachdem man sie vorher qua
driert hat, unter Riicksichtnahme auf (15), so entsteht: 

dX02 + dyo' + ax' + dyt = d(l + Q' av2; t . 
nun ist aber dX02 + dyo' das Quadrat des Bogendifferentials dso der Evo
lute, dx' + d y2 das Quadrat des zugeordneten Bogendifferentials ds der 
gegebenen Kurvej .da ferner der Winkel v der Normale mit der Abszissen
achse dem Betrage nach urn ebensoviel sich iindert wie der Winkel ~ der 
Tangente, so ist dv2 == d-r;2j daher laSt sich die letzte Gleichung in der 

~'orm dso' + ds' = d(!2 + (!2 d~' 

8chreiben, und da mit Riicksicht auf die Formeln 156, (3), (5) Q = :: 

ist, so reduziert sie sich auf dso' = dQ2, 
woraus dso = + dQ. (17) 

In zusammengehOrigen Punkten der Evolute una der gegebenen Kurve 
Jw,ben die Funktionen, welche den Bogen der ersteren und den Kriimmungs
halbmesser dm' letztej'en ausdt'ucken, dem Betrage nach gleiche Dilferentiale, 
bei demselben Differential der unabhangigen Variablen. 

Von den beiden Vorzeichen gilt das obere odeI' untere, je naehdem 
So und (! in gleichem oder im entgegengesetzten Sinne sich andern. 

Solange ein und dasselbe, z. B. das positive V orzeichen gilt, konnen 
sieh die Funktionen So und (! nur urn eine Konstante ullterseheiden (38); 
also ist daun So = (! + C j 

_-M,---.._C wendet man diese Gleichung auf den Anfaugspunkt 
a1 der Zahlung fiir die Bogen der Evolute an, welchem 
auf del' gegebenen Kurve a (Fig. 72) der Punkt Ml 
mit dem Kriimmungsradius Q1 enisprechen moge, so 
lautet sie: 0 = Ql + c 

Q und gibt in Verbindung mit der obigen: 

Fig. 72. So = Q - Q1' (18) 
Hiernach ist ein Bogen .Q,1.Q, der Evolute gleich der Differenz der in 

seinen Endpunkten endigenden Kriimmungsradien JJ11 a 1 , Mader gegebenen 
KU"ve, vorausgesetzt, dafJ der Kriimmungsradi'Us von Ml bis M in gleichem 
Sinne sick andert. 
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Weil die Bestimmung von Q nur Differentiationen erfordert, so ist 
es zufolge der Beziehung (18) moglich, einen beliebigen Bogen der Evo
lute einer gegebenen Kune bloB mit Hilfe der Differentialrechnung zu 
bestimmen. 

Auf die durch (18) ausgedriickte Eigenschaft griinden sich die Namen 
Evolute und Evolvente. Befestigt man namlich einen biegsamen, nicht 
dehnbaren Faden von der Lange Q = M,Q, mit dem einen Endpunkte in 
.R., legt ihn an den Bogen ,Q,,Q,1 so an, daB er ihn bei,Q,l in tangentialer 
Richtung verlaBt, so kommt der andere Endpunkt des Fadens nach 311, 
Wird nun der Faden hei fortwiihrender Spannung von der Km've .Q,,Q,1 
ahgewickelt, so beschreibt sein freier Endpunkt den Bogen M1 M der ge
gebenen Kurve. Auf die Evolute ist also der Faden aufgeu:ickelt und die 
Evolvente entsteht durch seine Abu:ickelung. 

Auch jeder andere Punkt des Fadens ,Q,llJ'II und seiner Fortsetzung 
liber Ml hinaus beschreiht eine Linie, die wie C die Eigenschaft hat, auf 
der Richtung des Fadens iiberall senkrecht zu sein. Zu einer Kurve, als 
Evolute aufgefaBt, gehoren also unzahlig viele Evolventen. Dber ihr 
System wird in der Integralrechnung des niiheren gesprochen werden. 

Treffen Evolute und Evolvente in einem Punkte.Q,2 zusammen, so ist 

,Q,1 M1 = arc,Q,1,Q,2 
.Q,M = arc ,Q,,Q,2 usw. 

Diese Gleichungen sind kennzeichnend dafiir, daB M1 Meine Evolvente 
von .Q,1.Q, ist. 

Hat die gegebene Kurve einen Wendepunkt, so ist die zugehOrige 
Normale Tangente der Evolute in einem unendlich fernen Punkte, also 
eine Asymptote derselben, Erlangt der Kriimmungsradius der gegebenen 
Kurve in einem Punkte einen extremen Wert, so ist die Normale in 
diesem Punkte Tangente an zwei Aste del' Evolute und diese weist also 
eine Spitze auf. 

160. Beispiele, betreffend die Bestimmung von Kriim
mungsradien, Kriimmungsmittelpunkten und Evoluten, 1. Fiir 

d· T) b 1 2 2 . t' P" P' d h' , 'b' Ie rara e y = pX IS Y = T/' Y = - y' un IermIt ergI t Sleh der 

KriimmuIlgshalbmesser, je nachdem man ihn durch die Ordinate oder 
durch die Abszisse ausdriickt: 

25* 
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vom Vorzeichen, daB fur y > 0 negativ und fur y < 0 positiv ausfiillt, 
ist dabei abgesehen worden. 

Die Ausfiihrung der Gleichungen 157, (9) gibt: 

Xo =P + 3x 
s 

Yo = - ;.; 

eliminiert man mit Zuhilfenahme der Kurvengleichung x und y, so kommt 
man zu der Gleichung 2 __ 8_ ( _ )3 (19) 

Yo - 27p Xo p, 

welche die Evolute darstellt; diese ist also eine algebraische Kurve dritter 
Ordnung und fiibrt den Namen semikubische oder N eilsche Parabel 
(134, 1.). 

Der Krummungsradius hat im Scheitel den kleinsten Wert = Pi der 
Punkt pjO ist also eine Spitze der Evolute. 

Weil Xo - x = 2 (x + ~) die Projektion der Strecke Ma, (Fig. 73) 

auf der Abszissenachse und x + ~ die Projektion der Strecke Q M der 

N ormale zwischen 
Fig. 73. 

der Leitlinie RR' und dem Punkte M auf derselben 
Achse ist, so ist auch M a = 2 Q M. Man erhalt 
demnach den Krummungshalbmesser eines Punk
tes der Parabel durch Verdoppelung des Ab
schnittes der Normale, welcher durch die Leit
linie del' Parabel gebildet wird. 

~-,..-;$i"'-~--~X Der Bogen sa der N eilschen Parabel, als 
Differenz zwischen Ma und OS, hat den Aus-

3 

druck (pi +. y2)'f _ p. l ) 

P 
2. Aus der bekannten Konstruktion der Bl-

I 

.n'1 !y' 
lipse miUels zweier mit den Radien a, b beschrie

benen konzentrischen Kreise (Fig. 74) ergibt sich folgende Darstellung 
derselben. Wiihlt man den Winkel BOK = cp" welchen der Halbmesser 

1) Dies ist das erste Beispiel einer algebraiscben Berecbnung eines Kurven
bogens, von Neil 1657 (Philos. Trans. 1673) ausgefiihrt. 
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OK, aus dem sich der Punkt M der Ellipse ableitet, mit der kleinen 
Achse einschliet\t, als veranderlichen Parameter, so driicken sich die Ko-
ordinaten 0 P, PM vom M wie folgt aus: Yo 

x = a sin «P } 
Y = b cos «Pi 

(20) 

man nennt «P die exzentrische Anomalie des Punk
tes M. 

Auf Grund dieser Gleichungen ergibt die 
Formel 157, (7*) den Kriimmungsradius (sei
nem absoluten ~erte nach) 

!l 
[alt - (a! - bi) sinlcpJ' 

Q = ab-' 

A
I <\ 

\ 

\\ 
\ Eo 
\\, 

\n Fig.1L 

woraus sich seine extremen ~ erte unmittelbar erkennen lassen: der grot\te 
I bi 

fur «P = 0 gIeich : ' der kleinste fiir «P = ; gleich a i man konstruiert 

sie, indem man zu A' B die Senkrechten A'D und BE errichtet, wodurch 
at bt 

OD = -b und OE = - erhalten wird. . a 

In Ausfiihrung der Formeln 157, (9*) findet man ferner: 

at_bi 

Yo = - --b- COSS «p; wird zur Abkiirzung 
al-b' 
-a-= OA- OE= OAo=ao 

a' - b' 
-b-= OD-BO=- OBo=bo 

gesetzt und «p eliminiert, so folgt 
l j 

(::) + (~~) = 1 (21) 

als GIeichung del' Evolute der Ellipse. Es· ist eine aus vier gleichen Qua
dranten von der Form AoBo zusammengesetzte Kurve mit vier Spitzen; 
auf rationale Form gebracht Iautet ihre Gleichung: 

{(~r+ (~:r- I} s = - 27 (::Y (~:r 
und laSt erkennen, ,daB es eine Kurve seehster Ordnung ist; 
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Die Lange des Quadranten AoBo der Evolute ergibt sich als Diffe
renz zwischen dem groBten und kleinsten Kriimmungshalbmesser, ist also 

. a s _ bS 

glelch ~. 

Setzt man m den Ausdriicken fur aOJ bo an Stelle von b das Pro

dukt by - 1, so daB 

wird, so geht die Gleichung (21) iiber in 

1 t 
(::) - (~:) = 1, 

und dies stellt die Evolute del' Hyperbel von den Halbachsen a, b dar, 
weil durch den gleichen Proze.6 die Gleichung 

der Ellipse in die Gleichung del' Hyperbel sich verwandelt. 

3. Bei dem Cartesischen Blatt (129, 3. und Fig. 32 daselbst) 

Xli - 3axy + yS = 0 

ist die Frage l1achdem Kriimmungsradius im Ursprung insofern unbe
stimmt, als sich dort zwei Aste del' Kurve schneiden; wegen del' 8ym
metrie in bezug auf die Halbierende des Koordinatenwinkels haben abel' 
beide dort dieselbe Kriimmung; es ist also gleichgiiltig, fiir welchen Ast 
man (! bestimmt. Wir wahlen dazu den Ast, der die Abszissenachse be
riihrt, haben es also mit dem Punkt 

x=O, y=O, y'=O 

zu tun und brauchen fiir ihn nurmehr y" zu bestimmel1. Nun gibt zwei
malige sukzessive Differentiation del' Kurvel1gleichung 

x2 - ay - axy' + yi,!!' = 0 
2x - 2ay' - axy" + 2yy'2 + yi,!!" = 0; 

die erste dieser Gleichungen wird durch die obigen Werte tatsachlich 
befriedigt, die zweite abel' liefert keine Bestimmung fur y"; differentiiert 
man sie nochmals: 

') ~" '" + 2 '3 + 6 'y" + . '" 0 ... - vay - axy y yYl Y-Y = , 
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so gibt dies fiir den betrachteten Punkt y" = 32a ' folglich 
Sa 

()=T· 

4. Fur die Lemniskate (129,4.) 

(x' + '!l)' - a!(x2 - yl) == 0 
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in den Berilhrungspunktender Doppeltangenten den Kriimmungsradius 
zu bestimmen. 

Die Lemniskate hat zwei Doppeltangenten, das sind Gerade, welche 
sie zweimal an verschiedenen Stellen beruhren; beide sind der x-Achse 
parallel. Man bekommt ihre Beriihrungspunkte, indem man in der nach 
x diiferentiierten Kurvengleichung: 

2(x2 + y2:y(x + yy') - a2(x - ytl) == 0 

y' = 0 setzt und hierauf aus beiden x, y rechnet; man erhalt fiir den Punkt 
im ersten Quadranten - und es geniigt, diesen allein zu betrachten -

x = ; Vi ' y = ; -V ~, y' = o. 
Urn sein y" zu £inden, hat mQ.n in dem Ergebnis der zweiten Differentiation; 

4(x + yy')2 + 2(x9 + ?l)(l + y'i + yy") - a2(1- y'i - yy") == 0 

diese Werte einzusetzen und bekommt so y" = - 3 I'a,2; mithin ist 

a Y2 
fI == - --a-· 

5. Die Bedingung, unter welcher p oder 

2 (1 + y'i)S 
fI = --,,-!--

'!I 
einen extremen Wert erlangt, ergibt sich durch Nullsetzen der Ableitung 

il~~~ und lautet, wenn man von Wendepunkten gleich absieht: 

3y'y'" - (1 + y'2)y'" = O. 

Zu demselben Resultat riihrt die Forderung, daB del' Oskulationskreis 
superoskuliere; denn diiferentiiert man die zweite Gleichung (11), 162: 

1 + 1J'1I + (fJ - (J)"I" = 0 
ltochmals und e1iminiert hierauf (J, so ergiht sich 

3"1'''1''2 - (1 + "I'2.)1J'" = 0, 
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was sofort in die obige Gleichung ubergeht, wenn man die Beriihrungs
bedingungen einfiihrt. 

In jedem Punkte also, wo der Krummungsradius einen extremen 
Wert annimmt, findet Superoskulation statt. Ais Scheitel soll aber ein 
solcher Punkt nur daun bezeichnet werden, wenn die Superoskulation von 
ungerader Ordnung ist. 

y, 
6. Fur die gemeine Zykloide (130, a) ergibt sich auf Grund der 

c 
Gleichungen 

x = a(u - sinu) 

y = a(l - COStt) 

mit Zuhilfenahme derselben For
meln wie im Beispiel 2. zunachst 
der absolute Wert des Kl'ummungs
halbmessers 

'----------9.c,,- Fig. 75. f! = 4a sin ; ; 

do. die Lange der Normale N = M.A = 2a sin -i (Fig. 75) ist, so wird 

der Krummungshalbmessel' durch Verdoppelung der Normale erhalten. 

Weiter findet man Xo = a(u + sinu) 

Yo = - aCl - cosu); 

wird eine Translation des Koordinatensystems ausgefubrt gemaB den 
Gleichungen , Xo = Xo + xa 

Yo = Yo' - 2a, 

so hat man fur die neuen Koordinaten die Ausdrucke: 

xo' = a(u - x + sinu) = a(u - n: - sin(u -x» 
Yo' = a(l + cosu) = a(l - cos (,,-x», 

oder, wenn noch u - x = ,,' gesetzt wird: 

Xo' = a(u' - sinu') 

Yo' = a(l - cos u'). 

Daraus geht hervor, daB die Evolute der gemeinen Zykloide eine 
ihr kongl'uente Zykloide ist, gegen sie verschoben im Sinne del' x-Achse 
um x a, im Sinne der Ordinatenachse um - 2 a. 
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Die Liinge des Bogene 0 Co der Evolute ist gleich dem Unterschiede 
der Krummungsradien in C und 0; der erste ist 4a, der zweite 0, daher 
arc OCo = arc OC = 4a und arc OCB = Sa.l ) 

161. Forteetzung. Krummungsmittelpunkte der Rollkur
ven. Ais Beispiel einer infinitesimal-geometriechen Betrachtung wollen 
wir die Bestimmung des Krummungshalbmessers und Kriimmungsmittel
punktes einer Rollkurve vornehmen, eine Aufgabe zugleich, die wegen 
ihrer Allgemeinheit und Tragweite von Bedeutung ist. 

Beziiglich der Definition der Rollkurven sei auf 130 verwiesen. Der 
Betrachtung braucht aber nicht eine "beliebige" Polbahn und Polkurve 
zugrunde gelegt, sie darf vielmehr auf den Fall beschrankt werden, daB 
beide Linien Kreise sind. Denn, um fUr einen Punkt einer beliebigen Roll
kurve den Krii mmungsmittelpunkt zu be
stimmen, kann man Polbahn und Pol
karve durch ihre Oskulationskreise im 
momentanen Drehpol ersetzen, das Resul
tat des infinitesimalen Abrollens, soweit 
die Kriimmung in Betracht kommt, wird 
dadurch nicht geandert. 

In Fig. 76 seien Kl del' feste, K der 
bewegliche Kreis, 0 11 0 ihre Mittelpunkte, 
Ao der momentane Drehpol. Bei einer 
Fortsetzung der rollenden Bewegung wird 
der Punkt A des beweglichen Kreises auf 
den Punkt Al des festen zu liegen kom
men; dabei ist 

AoA = AoA1 = Ao 

I 
Fig. 76. 

und kommt A 0 in die Verlangerung von 0 1 Al ; man kann diese End
lage auch durch Translation der Figur K um die Strecke AAl und nach
herige Drehung urn die Summe Aw + AWl der Winkel bei 0 und 01 

bewerkstelligen; hierbei kommt P zuerst nach Q, so daB PQ parallel 
und gleichAAlI und hierauf nach P' durch Drehung von Q urn ..11 durch 
den ebengenannten Winkel. Das Element P P' = L1 s der Bahn kann aber 
bis auf GroBen hoherer Kleinheitsordnung als Kreisbogen vom Radius 

1) Diese Tatsache hatte zuerst, und zwar auf elementarem Wege, der eng
liBche Geometer Ch. Wren 1658 erkannt. 
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Ao P und dem Zentriwinkel A ro + A rol gerechnet werden. Da ferner der 
Beginn der Bewegung als Rotation um Ao erscheint, so ist ihre Anfangs
richtung senkrecht zu AoP, daher ist PAo die Normale der Bahn im 
Punkte P. In gleicher Weise ist PIAl die Normale in P', folglich der 
Schnittpunkt .Q. der beiden letztgenannten Linien der Kriimmungsmittel
punkt der Bahn im Punkte P. Bezeiehnet man den Winkel bei .Q, mit 
LJr:, so ist der Kriimmungsradius 

£1s p(LJro+LJro,) 
fl = £1y; = Ay; , 

wenn AoP = p gesetzt wird. Wenn weiter.Ao 0 = R, Ao 01 = Rl1 Winkel 
p Ao 0 = 8, und wenn aus .Q, der Kreisbogen Al B beschrieben wird, so 

hat man: £1tJ £1tJ 
L1ro = ii' AWl = R 

1 

und bis auf GroBen hoherer Ordnung: 

Ar: = ~1 B =!!Ii coso • 
.QAo (1- P , 

dies aIles in den obigen Ausdruck eingesetzt, gibt: 

(~ + ~)p(!! -p) R B, 
Q = coso ' 

welche Gleichung sich in die Form bringen laSt: 

( 1 1) 1 1 -- + -- cos 8 = - + -
P !! -p R R, ' 

(22) 

die ihr Savaryl) gegeben hat. Bei Beriicksichtigung derVorzeichen von 
R, Rl und Q laSt sie sich auf alle gegenseitigen Lagen von K und KI 
iibertragen. Aus ihr ergibt sich 

cosO 
Q - P = -1--I--cosO' 

- -+---R B, p 

(23) 

Del' Kriimmungsmittelpunkt ergibt sich durch folgende Konstruktioll. 
Nachdem man die Normale PAo des PUllktes P (Fig. 77) gezogen und 
zu ihr in Ao das Lot Ao C errichtet hat, verbinde man P mit 0 und ver
Hingere bis zum Schnittpunkt emit dem eben erwahnten Lote; diesen 
verbinde man mit 011 wodurch auf del' N ormale der Kriimmungsmittel
punkt .Q. ausgeschnitten wird. Zum Zwecke des Beweises nehme man an, 

1) Jomnal de Mathematiques, 1845, p. 205. 
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da.B U tatsachlich der Krummungsmittelpunkt sei; dann bleibt zu zeigen, 
daB die Geraden PO und 01 U das genannte Lot in einem Plinkte schnei
den. Angenommen, sie schnitten es in den Punk
ten 0 und 01 ; zieht man 0 N und 01 N1 normal 
zu PU, so ergeben sich aus den beiderseits 
entstehenden Paaren ahnlicher Dreiecke die 
Ansatze: A., 0 p 

Bsin8 = p-Rcos8' 

_A.,Ot _ _ ~-p . 
Rl Bin8 - Bl cos8-(q-p)' 

beide Gleichungen ergeben aber unter Zuzie.
hung von (23) den gleichen Wert rur Ao 0 wie 

AO°1" 
Man wende die .I!'ormel (23) und die vor- Fig. 77. 

getlihrte Konstruktion auf die Zykloiden, die Epi- und Hypozykloiden 
an (130). 

162. Darstellung in Polarkoordinaten. Die Bestimmung des 
Kriimmungshalbmessers und Krummungsmittelpunktes fiir eine auf ein 
Polarsystem bezogene Kurve gestaltet sich folgenderma6en. 

Die Tangente MT des betrachteten Punktes M (Fig. 78) mit den 
Koordinaten r / rp bilde mit del' Verlangerung c 
des Radiusvektors den Winkel 0, mit der Po
larachse den Winkel ~; vermoge der Beziehung 

$=O+rp 
ist der Kontingenzwinkel 

d$ .... dO + drp; 

nnd do. 0 = arc tg -..!;- (135), weiter: 
r Fig. 78. 

'I"'t - "'-1''' '1.1 + 2r'l- rr" 
d$ = 1+ 'I dIP + drp =. !+ 'I drp; r r r r 

ferner ergab sich fur das Bogendifferential der Ausdruck (155, (11» 

ds = y'rll + r'2 drp. 

Mithin ist del' Kriimmungshalbmesser 

'l.' 

(24) 

L 
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(vgl. 65, 1., woselbst dieser Ausdruck aus jenem fiir rechtwinklige Ko
ordinaten auf analytischem Wege, durch Transformation der Variablen, 
abgeleitet wurde); er ergibt sich, falls man die Wurzel im Zahler positiv 
nimmt, positiv oder negativ, je nachdem die Kurve im Punkte M gegen 
den Pol konkav oder konvex ist (14:7). 

Der erstere dieser beiden Falle liegt der Fig. 78 zugrunde; die nach 
der konkaven Seite der Kurve gezogene N ormale schliellt mit der Leit· 

strahlverlangerung den Winkel 0 + ; ein; wird Q von M aus nach dieser 

Seite abgetragen, so ergibt sich der Kriimmungsmittelpunkt a, dessen 
Koordinaten 'ro/CPo sein mogen. Durch Projizieren des Linienzuges O~M 
auf den Radiusvektor ergiht sich die Gleichung: 

'ro cos (CPo - cp) - (! cos (0 + ;) = 'r, (25) 

und durch Projizieren auf die zum Leitstrahl senkrechte Gerade aQ die 

Gleichung 'ro sin (CPo - cp) - Q sin (0 + ;) = 0. (26) 

Aus diesen Gleichungen erhlilt man unter Zuziehungvon (24) und 135, (36): 

'r 0 cos (CPo - cp) = r2 ~2 2 r'~~)1~r" 1 
• (1" + I"!) 1" 

'ro sm (CPo - cp) = ri +2-r'2 _ riP 

zur Bestimmung von 'ro, CPo' 

(27) 

Eliminiert man zwischen den Gleichungen (27) und der Gleichung 
der zugrunde liegenden Kurve 'r, cP, so ergiht sich die Polargleichung der 

T. C L Evolute. 
<k Die Gleichungen (27) bleiben auch 

. ~ dann aufrecht, wenn die Kune in M 
gegen den Pol konvex, Q also negativ ist 
(Fig. 79); dann llamlich schlieBt die nach 

X del' konkaven Seite gezogene N ormale 
oL~rp~~~;;:=::====:§''''Q mit der Verlangerung des Radiusvektors 

To 

Fig. 79. den Winkel 0 - ; ein und an die Stelle 

von (25), (26) treten die Gleichungen: 

'ro cos (CPo - cp) - (- Q) cos (0 -~) = 'r, 

'ro sin (CPo - cp) - (- Q) sin (0 -.~) = 0, 

die sich aber mit ihnen decken. 
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163. Beispiele. 1. Bei der Archimedischen Spirale (136, 1.) 

r = arp 

hat man fiir den Kriimmungshalbmesser den Ausdruck: 

(r! + a!)t 
Q = 2a~+r' 

und fiir den Kriimmungsmittelpunkt die Gleichungen: 
/ air 

rocos~'Po-rp)= 2a'+r! 

. ( (at + r')a 
ro SIn rpo - rp) = 2a!+r" . 

Aus den letzteren ergi bt sich 
r 4 + 8a'r' + a4 

r 2 =. a2• 
o r4+ 4a'r'+4a4 , 
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daraus geht her\'or, daB ro zwischen den Grenzen ; und a gelegen ist, 

die untere Grenze fiir r = 0 annimmt und der oberen fiir lim r = 00 sich 
niihert; infolgedessen ist die Evolute der archimedischen Spirale zwischen 

den beiden Kreislinien r = : und r = a eingeschlossen und nahert sich 

tler letzteren asymptotisch. 
Die Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes kann nach der in 

161 fur Rollkurven entwickelten allgemeinen Methode geschehen. 
2. Die logarit.hmische Spirale (136, 3.) 

r = aemcp 

hat den Kriimmungshalbmesser 

Q = rYl + m2, 

und fiir den Kriimmungsmittelpunkt gelten die Gleichungen: 

ro cos (rpo - rp) = 0 

ro sin (rpo - rp) = mr, 

aus welchen sich zunachst rpo - rp = + ; 

(a>O) 

ergibt, je nachdem m positiv oder negativ ist; hiermit liefert die zweite 

"0 = ± mr; 
der Kriimmungsmittelpunkt liegt also im Endpunkt der Subnormale. 

Die Elimination von r, rp gibt 
( 1t) m '1'01''2 

ro.=±mae ; 
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1t 
'Fm-

setzt man ± mae 2 - A, so schreibt sich diese Gleichung 

ro = Ae""'I'c 

nnd liiBt erkennen, daB die Evolute der logarithmischen Spirale eine ihr 
1t 

'fn<--

kongruente Kurve ist; ja, wenn m so gewlihlt wird, daB ± me 2 = ± 1 
ist - und das ist moglich -, so fiillt die Evolute mit der urspriinglichen 
Kurve zusammen. 

3. Bei den Sinusspiralen (136, 4.) 

rn = an sinnIP 

gestaltet sich die Bestimmung von ~ am einfachsten, wenn man auf ds 
und dt: zuriickgeht. Wie namlich an der zitierten Stelle gefunden wurde, 
ist () = nIP + be, folglich 

dt: = d() + dfT! = (n + 1) dIP; 

femer r' = t· cotg nIP, demzufolge 

t'dcp ds l' ds = -.--~ und ~ = - =- ---~-
smncp dt: (n + 1) sinncp , 

Da nun I sin nIP I = sin () und ~ sin 8 die Projektion des Kriimmungsradius 
auf den Leitstrahl bedeutet, so steht diese Projektion zum Leitstrahl 
selbst in dem Verhiiltnis 1: (n + 1). Dasselbe Verhiiltnitl hat also der 

Fig. 80. 
Kriimmungsradius zur N ormalenliinge, woraus 
sich seine einfachste Konstruktion ergibt. 

Man wende dieses Ergebnis auf die Lem
niskate, Kardioide, Para bel und gleichseitige 
Hyperbel als Sonderfiille der Sinusspirale an. 

4. Die gemeinsame Polargleichung der 
oX Kegelschnittslinien lautet: 

r = p. 
1 + E coscp , (28) 

dabei dient ein Brennpunkt F (Fig. 80) als Pol, 
die Brennpunktsachse als Polarachse und p bedeutet den Halbparameter, 
Ii die numerische Exzentrizitiit, welche ein echter Bruch, die Einheit, 
~in unechter Bruch ist bzw. bei der Ellipse, del' Parabel und del' Hy
perbel; E = 0 entspricht der Kreis. 
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Mit Hilfe del' Ableitungen 
I peeing> r = .,-,-~-~ .. 

(1 + E COB g»! , 

" pI (E + COBg> + E sinig» 
r = (l+eCOB«p)8 

ergibt sich der Kriimmungshalbmesser 

{Vi + 22 COS «p + Ei l S 

~ = P 1 + E cos «p J' 

Weil die Kurve konkav ist gegen den Pol, so bildet ihre Normal6' 

mit der VerIangerung des Radiusvektors den Winkel () + ; , mit dem 

Radiusvektor selbst also den Winkel 

l/J = !!.- - () und es ist somit 
2 

r 1+ecos«p cot<>'l/J = tg () = -, = ., woraus 
I:> ,. E SInql 

• E sin«p 
sm l/J = -- ;==~====;::=;; 

Vl + 2ECOSqI + all ' 

Hiernach ist zunachst 

Bezeichnet man ferner die Lange der Normale MN mit N, so folgt 
aus dem Dreieck NFM: _N = sing> 

r sin(<<p-1/J), und da 

sing> 
sin (qJ - l/J) = sinqJ cos1/J - sin1/J cos qJ = - , V1 + 2E COBg> + Ei 

so ist N- Vi +28COB«p + Ell =--.L. 
- p - 1 + Ii cosg> cos 1fJ 

N Demnach hat man auch f! = -s;;;: 
cos "t' 

und kann auf Grund diesel' Gleichung (l und somit auch den Kriimmungs
mittelpunkt leicht konstruieren, indem man NQ senkrecht zu ]J!N und' 
hierauf Q.Q senkrecht zu MF fiihrtj es ist dann MSl, = (J und Sl, der 
Kriimmungsmittelpunkt. 
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§ 7. Die singuliiren Punkte ebener Kurven. 

164. Die einfachen Singularitaten algebraischer Kurven. 
Wenn die Ordinate y ala eindeutige stetige Funktion von x definiert ist 
und an der Stelle Xo einen vollstandigen endlichen Differentialquotienten 
besitzt, so heiSt der Punkt xolYo ein gewohnlicher Punkt der betreft'enden 
Kurve. Das geometrische Merkmal eines solchen Punktes Mo (Fig. 81) 

p" besteht darin, daS die Kurve in demselben eine 
Tangente T'T" besitzt und da8 die Strahlen MoM', 
MoM", welche ihn mit beiderseits nahe benach
barten Punkten M', M" verbinden, mit den Strah
len MoT', Mo T" kleine Winkel, miteinander also 
einen nahezu gestreckten Winkel einschlieBen . 

.0 it;, :X Diese Merkmale bleiben auch bestehen, wenn Mo 
Fig. 81. ein Wendepunkt ist. i ) 

Zu besonderen Erscheinungen ist dann AnlaS gegeben, wenn yoder 
sein Differentialquotient oder beide zugleich fur einzelne Werte von x 
aufhoren definiert zu sein, oder wenn y als mehrdeutige Funktion von x 
gegeben ist. 

Wir fassen zunachst den letzten Fall ins Auge und nehmen an, eine 
algebraische Kurve n-ter Ordnung sei durch die Gleichung 

{(x, y) = 0 (1) 

gegeben, deren linke Seite eine ganze Funktion von x, Y (13) ist. 
1st m « n) der Grad der Gleichung in bezug auf '!I, so entsprechen 

jedem besonderen Werte von x m Werte von y, die reell oder imaginar 
sein konnen. Sind sie samtlich untereinander verschieden und erteilt man 
dem x einen geniigend kleinen Zuwachs h, so werden auch die zu x + h 
gehorigen Werte von y untereinander verschieden sein und den friiheren 
sehr nahe liegen, in der Weise, daS jedem Werte '!I der ersten Gruppe 
ein bestimmter Wert der zweiten Gruppe sich wird zuordnen lassen, der 

1) Man zahlt iibrigens auch die Wendepunkte zn den singnlaren Pnnkten, 
was der Auffassung entspricht, der singulare Pnnkt sei dadurch gekennzeichnet, 
daB die Kurve dort ein besonderes, von ihrer Gestalt und nicht von der Wahl des 
Koordinatensystems abhangiges Verhalten zeigt. So kommt dem Wendepunkt die 
besondere Eigenschaft eines unendlichen Kriimmungshalbmessers zu, die in jedem 
Koordinatensystem bestehen bleibt. 
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sich umsoweniger von ihm unterscheidet, je kleiner h angenommen ward. 
In solcher Weise lassen sich die W urzeln y der Gleichung (1) nach dem 
Prinzip der Stetigkeit zu Funktionszweigen zusammenstellen, und jedem 
Funktionszweige entspricht ein Zweig der algebraischen Kurvej die geo
metrische Darstellung beriicksichtigt nur die reellen Zweige, indessen 
konnen auch die imaainiiren Zwcige in dieser Darstellung in gewissem 
Sinne zum Ausdruck gelangen. 

Stellt y = p(x) (2) 
ainen fiir einen Bereich VOll X reellen Zweig von (1) und 

y=~~ ~ 
einen anderen zumindest in demselben Bereich reellen Zweig dar, so wer
den diese beiden gemeinsame Punkte aufweisen, sofem die Gleichung 

cp(x) = ~(x) 

innerhalb jenesBereichs reelle Wurzeln besitztj istxo eine solche Wurzel, 
so ist cp(xo) = ~(xo) = Yo 
eine doppelte zu Xo gehorige Wurzel von (1), die bei
den lste (2), (3) schneiden sich in (xo/Yo) oder be
rahren einander dorl (Fig. 82a) und b»); die erste Er
scheinung bezeichnet man als Selbstdurchschnitt oder 
Knotenpunkt, die zweite als Selbstberiihrung des ganzen 
durch (1) dargestellten Gebildes. 

Bedeutet y = p(X) Fig. 82. 

einen Zweig, welcher beispielsweise in dem Intervalle (- 00, xo) kom
plexe und in dem Intervalle (xo, + 00) reeIle Werte von y gibt, also nur 
in dem letzteren Intervalle reell ist, so gebOn zu ihm notwendig ein an-
derer Zweig y = ~(x) 
mit denselben Reellitatsverhaltnissen, weil in einer Gleichung mit reeIlen 
Koeffizienten komplexe Wurzeln immer paarweise vorkommenj und da 
die Paare konjugierl sind, so h1tben IJ? (x), ~(x) in dem Intervalle (- 00, xo) 
die Formen w1 (x) + iw2 (x) 

W1(x) - iw2(x), 

wobei WI (x), w2 (x) stetige reeIle Funktionen bedeuten; an der Stelle Xo 

werden beide Funktionen reell in der Weise, daB w2(XO) = 0 wird; in 
demselben Augenblicke wird 

Yo = lJ?(xo) = ~(xo) = wt(xo), 
c z u b e r, Vorlesungen. I. 4. Auf!. 26 
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so da13 die reellen Teile der Zweige im Pllnkte xo/Yo zugleich beginnen. 
Dies kann, wie in Fig. 83, so geschehen, da13 der Punkt Mo den Charakter 
eines gewohnlichen Punktes aufweist, und er wiirde sich als solcher auch 
analytisch zu erkennen gl:'ben, wenn man in der Gleichung (1) x statt y 
als abhangige Variable auffaJ.\te. SchlieBen sich die reellen Teile der 
Zweige in anderer Weise zusammen, so geschieht dies immer so, daB sie 
hier eine und dieselbe Tangente haben (Fig. 84a) und b»; die Erschei
nung, welche dadurch zustande kommt, heiJ.\t Spitze1) der Kurve (1), und 
zwar Spitze wster Art, wenn sie die Form a) hat, und Spitze zweitw Art 
oder Schnabelspitze im Falle b). 

DaB die reellen Teile der Zweige nicht mit verschiedenen Tangenten 
von Mo ausgehen konnen, liiBt sich folgenderma13en erkennen. Es ist eben 
gezeigt worden, daB bei einer algebraischen Kurve mit mehrwertigem y 

~P' 

~ I . 

! 
a'+~xio,,------:X 

-- ~~ ~ _& 
a) M~ T" 
~ -

~~ ~ O)ETo 
y 

dart, wo ein reeller Ast beginnt, notwendig zugleich ein zweiter beginnen 
miisse. Differentiiert man die Gleichung (1) nach x, wodurch 

fx + fyY' = 0 
erhalten wird, und eliminiert man zwischen dieser Gleichung und (1) y, 
so ergibt sich wieder eine algebraische Gleichung: 

F(x, y') = 0, 
die den Verlauf der Tangen te bei (1) darstellt; faBt man hier y' als Or
dinate auf, so kommt man wieder zu einer algebraischen Kurve. Dem 
Zweige rp (Fig. 84) elltspricht ein Zweig g/ dieser neuen Kurve und 
ebenso dem Zweige tjI ein Zweig tjI', und hatten rp, tjI in Mo verschiedene 
Tangenten, so begiinnen die zugehorigell Zweige von F(x, y') = 0 bei Xo 

an verschiedenen Stellen wie in Fig. 85, eine Erscheinung, die oben bei 
einer algebraischen Kurve als unmoglich erkannt wurde. 

1) Fur die Spitze sind auch die Benennungen Ruckkehrpunkt und stationiirer 
Punkt gebrauchlich, von der geometrischen .A.nschauung hergeleitet, daB ein die 
Kurve stetig durchlaufender Punkt dort angekommen umkehren, vorher einen 
Augenblick stillstehen muB. 
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1st der Zweig y = rp(x) 
im ganzen Verlaufe imaginar, hat also q>(x) bestandig die Form: 

1-t(X) + iv(x), 
wobei u(x), vex) reelle Funktionen bedeuten, so gehOrt zu ihm aus be
reits angefiihrten Grunden ein zweiter imaginarer Zweig 

y = 1jJ(x) 
derart, da6 1jJ(x) die Form u(x) - iv(x) 
hat, so da6 die zu eincm speziellen Werte von x gehorigen Werte von 
«p(x) undzp(x) jedesmal konjugiert komplex sind. Hat nun die Gleichung 

vex) = 0 

reeIle Wurzeln und ist Xo eine solche, so wird fiir sie sowohl q;(X:l wie 
~J(x) reeH und iiberdies 

rp(xo) = 1jJ(xo) = u(xo) = !/o' 
so daB die imaginaren Zweige den vereinzelten reellen Punkt xo/Yo gemein 
haben; ell1 solcher Punkt wird als isolierter oder konjugierter Punkt, auch 
als Eil1siedlerpunkt cler Kurve (1) bezeichnet. 

Damit sind die einfachsten besonderen Erscheinungen. angedeutet, 
welche bei algebraischen Kurven auftreten konnen. Man gibt den Punkten, 
welche hier als Knotenpunkt (oder Selbstberiihrungspunkt), Spitze und 
isolierler Punkt bezeichnet worden sind, den gemeinsamen Namen singu
liire Punkte 1) , welchen Namen aile Punkte erhalten, in welchen eine 
Kurve ein anderes Verhalten zeigt als das bei dem gewohnlichen Punkb 
beschriebene. 

Knotenpunkte und Spitzen treten auch bei transzendenten Kurven auf. 
166. Analytische Bestimmung del' singularen Punkte. Um 

die Natur eines Punktes XO/YOI welcher dem durch (1) dargestellten Ge
bilde angehort, festzustellen, schlagen wir folgenden Weg ein. 

Durch Translation des Koordinatensystems werde die Gleichung (1) 
derart transformiert, daB der Pun'kt xo/Yo Ursprung wird; die bezuglichen 
Transformationsgleichungen lauten: 

x = Xo + ~ y = Yo + 1] 

und die ttansformierte Gleichung (100, (41»): 

1) Nach M. Cantors Vorles. tiber Gesch. d. Mathematik HI (1901) p. 795, kommt 
diese Bezeichnung vermutlich zum el'sten Male in einem aus 1740 stammenden 
Werke von J. P. de Gua de Malves vor. 

26* 
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f(xo + ~, 'Yo + 11) 

= f(xo, 'Yo) + fzJ + f"o11 + ~ (f.",,",~'J + 2f"'''oh + r,o,o11!) + ... = 0, 

oder aber, weil f(xo, 'Yo) = 0 ist: 

r.J, + "'011 + ~ (f ... ",J! + 2f"'01lJ,11 + flloYo11!) + ... = O. (4) 

Die Abszissen der Schnittpunkte, welche die durch den neuen Ur
sprung, also durch den betrachteten Punkt Mo der Kurve, gelegte Gerade 

11 = tg . (5) 
mit der Kurve bestimmt, ergeben sieh aus der Gleiehung 

(f.", + tf,,); + ! (f ... .", + 2f"'oYot + fYoYo t2)gs + ... = O. (6) 

Sind f."" fyo nieht gleiehzeitig Null, so hat diese Gleiehung ~ = 0 
zur einfaehen Wurzel, die Gerade (5) also mit der Kurve in Mo im all· 
gemeinen nur einen Punkt gernein, und man bezeichnet daher Mo als 
einen einfachen Punkt der Kurve. Nur wenn man den Riehtungskoeffi
zienten t so bestimmt, daB f",o + tyo t = 0 (7) 
wird, hat die Gerade (5) in Mo mit der Kurve mindestens zwei vereinigt 
liegende Punkte gemein und ist Tangente der Kurve in diesem Punkte; 
der Punkt ist damit zugleieh als gewohnlicher Punkt gekennzeichnet. 
Aus (7) ergibt sieh, wenn fyo =1= 0, 

t = _ {"'o 
{Yo 

und hiermit f ... g + fyo 11 = 0 (8) 
als Gleiehung der Tangente (128, (8)). Mit Riieksieht auf (4) kann also 
der Satz ausgesprochen werden: Geht eine algebraische Kurve durch den 
Ursprung des.Koordinatensystems und ist dieser ein einfacher Punkt der
selben, so erhiilt man durch Nullsetzen der GUedergruppe erster Ordnung 
unmittelbar die Gleichung der Tangente im Ursprung. 

Ware fyo = 0, dagegen f",o =1= 0, so ersetze man t durch ! und findet 

'C = 0, so daB ; = 0 oder die Ordinatenachse zur Tangente wird. 
Wir gehen nun zu dem FaIle iiber, wo gleiehzeitig 

f.", = 0 fyo = 0 (9' 
ist; wenn nicht aueh aIle drei Differentialquotienten zweiter Ordnung zu
gleich verschwinden, so beginnt nnnmehr die Gleiehung (6) mit einem 
Gliede zweiten Grades in bezug auf; und lautet allgemein: 
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I (10) 

sie hat; = 0 zur zweifachen Wurzel, die Gerade (5) schneidet also die 
Kurve im Punkte Mo zweifach, mit anderen Worten: sie scbneidet dort 
zwei - reelle oder imaginare - Aste der Kurve, und desbalb wird nun 
Mo ein zweifacher oder ein DoppeZpunkt der letzteren genannt. Fiir die
jenigen Geraden, deren Ricbtungskoeffizient die Bedingung 

f:xoxo + 2fxo1lot + f 1l01l.t2 = 0 (11) 
eniillt, fallen in Mo mehr als zwei Punkte der Kurve zusammen, diese 
Geraden sind die Tangenten an die durch Mo verlaufenden Kurvenzweige. 

In betrefl' der Wurzeln der Gleicbung (11) sind aber mebrere FaIle 
zu unterscheiden. 

a) 1st die Diskriminante 

('o"/"o!lo - f~oYo < 0, 
so hat (11) zwei verschiedene reelle Losungen, durch Yo gehen zwei 
reelle Zweige mit verschiedenen Tangenten, Mo ist also ein Knotenpunkt 
(Fig. 82, a)). 

b) 1st die Diskriminante 

f f· -f' -0 
:1:'0:1:0 YoUo :t'oYo - , 

so besitzt (11) zwei gleicbe reelle Losungen, die beiden durch Mo lau
fenden Kurvenzweige haben bier eine gemeinsame Tangente; dies kann 
verscbiedene Erscheinungen an der Kurve bedingen: einen Selbstberiihrungs
punkt (Fig. 82, b» oder eine Spitze (Fig. 84) oder einen isolierten PunkU) 

1) DaR in einem isolierten Punkte eine reelle Tangente existieren kann. ist 
analytisch so zu erkennen. Sind 

y = u(x) + iv(x) 

y = u(x) ~ iv(x) 

zwei konjugiert imaginare Zweige, so ist fiir einen isolierten Punkt xo/Yo, der 
a.us diesen Zweigen sich ergibt, v (xo) = 0; 
die Tangenten an diesen Punkt im neuen Koordinatensysteme haben die Gleichungen 

1J = (u' (xo) + iv' (Xo» s 
1j = (u' (Xo) - i v' (Xo»s; 

im allgemeinen sind diese Tangenten imaginar: sie werden reeH und fallen gleich-
zeitig zusammen, wenn v' (xo) = 0, 
wenn also :;eo eine mehrfache Wurzel der Gleichung v (x) = 0 ist. 
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Ob das eine oder das andere zutrifft, muS eine weitere Untersuchung 
feststellen. Gibt es zu beiden Seiten von Mo reelle Werte von x und '!I, 
so ist Selbstberiihrung vorhanden; sind nur zu einer Seite von Mo reeile 
'!J oder reeile x vorhanden, so hat man es mit einer Spitze zu tun - ob 
mit einer der ersten oder der zweiten Art, dariiber entscheidet die Rich
tung der Konkavitat der beiden lste in Mo (14:6) -; gibt es in der 
Umgebung von Mo auf keiner S"eite reelle y, so ist Mo ein isolierter 
Punkt. 

c) 1st endlich die Diskriminante 

f· f. _.("t >0 
XoXo YoYo I X'oYo ' 

so hat (11) imaginare Wurzeln und es gehen durch Mo zwei imaginare 
Kurvenzwei~e, Mo ist also ein isolierter Punkt. 

An dieser Stelle geniige der Hinweis auf die Analogie zwischen den 
Kriterien eines Doppelpunktes der Kurve f(x, y) = 0 und denjenigen fiir 
einen extremen Wert der Funktion f(x, y) (121); spater wirddiese Ana
logie eine geometrische Deutung erfahren. 

Ersetzt man in (11) t durch den Wert aus (5), so ergibt sich fUr 
das System der beiden Tangenten im Punkte Mo die Gleichung: 

f~o"'o;~ + 2f",.,';'YJ + f,oYo'YJ~ = o. (12) 
Wiirden im Punkte No auch die drei Differentialquotienten zweiter 

Ordnung, nicht aber auch aIle vier Differentialquotienten dritter Ordnung 
verschwinden, so ergiibe eine der obigen analoge Erwagung, daS der 
Punkt No ein dreifacher Punkt der Kurve sei und da.6 das System der 
Tangenten in diesem Punkte die GIeichung 

fl1:"~s + 3f"",.y';2'Yj + 3fl1:oy,,~'Yj2 + fy:'Yjs = 0 (13) 

habe. Beziiglich diesel Tangenten gibt die Diskussion der kubischen 
Gleichung (13) oder der Gleichung 

f",o'+ 3f"';Yot + 3f"'oYo't2 + f!lo,t S = 0 
Aufschlu.6, welche die Richtungskoeffizienten bestimmt; der grBSeren Zahl 
zu unterscheidender Faile entspricht eine grBBere Mannigfaltigkeit von 
ji-'ormen dreifacher Punkte. 

Aus der gefiihrten Untersuchung sind folgende Ergebnisse zusammen
zufassen: 

Die singuliiren Punkte einer Kurve lex, y) = 0 befriedigen aufJer der 
Gleichung der Kurve selbst auch noch die Gleichungen {'" = 0 und fv = o. 
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Geht eine algibraische Kurve durch den Ursprung, so belehrt der Grad 
de:r Gliedergruppe niedrigster Dimension dariibe:r, ein wievielfacher Punkt 
de:r Kur've der Ursprung ist; diese Gliedergruppe gleich Null gesetzt be
stimmt das System der Tangenten im Ursprung. 

Das erlauterte Verfahren ist auch auf transzendente Kurven anwend
bar, sofem die Funktion f( x, y), welche die linke Seite der auf Null redu
zierten Kurvengleichung bildet, in einem Punkte xo/Yo, welcher den Glei
chungen f = 0, f", = 0, fy = 0 zugleich geniigt, die Tay lorsche Entwick
lung znlii,6t. 

1st eine Kurve mit Hilfe eines Parameters u dargestellt, also in der 
Form x = cp(u) y = tfJ(u)-
g€)geben, dann hat die Priifung auf singulare Punkte mit der Aufsuchung 
solcher Punkte x, y zu beginnen, welche memeren verschiedenen Werten 
des Parameters u zngleich entsprechen; das weitere entscheidet die Untel'-

suchung des Quotienten :. ~:~, welcher die Richtung der Tangente be

stimmt, in dem betreffenden Punkte. (V gl. 129, 1. bis 3., 132, ~.) 

166. Beispiele. 1. Aus der Gleichung des Cartesischen Blattes 

x3 _ 3axy + '113 = 0 

ist unmittelbar zu entnehmen, daB del' Ursprung Doppelpunkt ist mit den 
Tangenten x = 0, '11 = OJ die Kurve bildet also dort einen Knoten, der 
die Koordinatenachsen zu Tangenten hat. (V gl. 129, 3. und Fig. 32; die 
drei Zweige der Kurve sind AOB, BOO, OD; der erste trifftmit dem 
zweiten in B, der zweite mit dem dritten in 0 zu einem gewohnlichen 
Punkte zusammen.) 

DaB die Kurve au6erdem keinen anderen singularen Punkt hat, geht 
dSIans hervor, daB die Gleichungen 

x3 - 3axy + '113 = 0 3x2 - Say = 0 - 3ax + 3yll = 0 

auBer % keine andere gemeinsame Losung besitzen. 
2. Die Lemniskate (x! + y2)2 - a2(x2 _ y2) = 0 

hat den Ursprung zum Doppelpunkt, und die Tangenten daselbst sind 
durch x2 _ '112 = 0 

bestimmt; sie sind ree11 und einzeln durch 

x-y=O x+y=O 
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dargestellt; folglich ist der Ursprung Knotenpunkt und die Tangenten 
in ihm halbieren die Winkel der Koordinatenachsen (vgl. 132, 2. und 
Fig. 39). 

3. Die Zissoide (x2 + '!l)x = 2ay2 (a> 0) 
hat im Ursprung einen Doppelpunkt, die Tangenten in demselben sind 
durch '!l = 0 
bestimmt, fallen also beide mit der.Abszissenachse zusammen; da nur zu 
positiven Werten von x reeHe Werte von y gehoren, so ist der Doppel
punkt eine Spitze, und zwar eine der ersten Art, weil vermoge der Sym· 
metrie der Kurve in bezug auf di~ Abszissenachse die beiden lste zu 
verschiedenen Seiten der Tangente im Rfickkehrpunkte liegen (vgl. 129,2. 
und Fig. 31). 

4. Die Kurve fUnfter Ordnung, welche durch die Gleichung 

(y-x2)2-X5 =O 

dargestent ist, hat im Ursprung einen Doppelpunkt; denn nach Entwick
lung der Potenz ist y2 das Glied niedrigster Dimension. Die Gleichung 

y2= 0 

bestimmt die Tangenten, die beide mit. der Abszissenachse zusammen
fallen. Man erkennt unmittelbar, daB zu einem negativen x kein reelles y 
gehort, wohl aber zu allen positiven, infolgedessen ist der Doppelpunkt 

eine Spitze. Die Auflosung y = x 2 (1 + yx) 
laBt erkennen, daB es eine Spitze der zweiten Art ist; denn solange 
o < x < 1, sind beide Werte von y positiv, liegen also beide Aste der 
Kurve iiber der Abszissenachse; erst bei x = 1 tritt der zum unteren 
Zeichen gehorige Ast unter die Abszissenachse, wo er dann verbleibt, 
wahrend der andere bestii.ndig fiber ihr liegt. Der untere Ast hat an der 

Y\ Stelle x = 2~~ einen Wendepunkt und erreicht bei 

x = ~~ seine groBte Ordinate y = 3215265 (Fig. 86). 

5. Die FuBpunktkurve (132) der Ellipse a2y2 

+ b2 x2 = a2b2 in bezug auf den Mittelpunkt als Pol 

:

_:\ y ist eine Kurve vierter Ordnung mit der Gleichung: 
o - (x! + y2? = a2x2 + b2y2. 

. Der Ursprung ist ain Doppelpunkt der Kurve und 
Fig. 86. die Tangenten in ihm sind durch 
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all x2 + b2y 'J = ° 
bestimmt; da die linke Seite eine Zerlegung in reelle lineare Faktoren 
nicht zula6t, so ist der Doppelpunkt ein isolierter Punkt. 

Die Entstehllng dieses Punktes ist, solange man bloB die reellen 
Tangenten der Ellipse im Auge behalt, geometrisch nicht zu erklaren; 
nimmt man aber die imaginaren Asymptoten der Ellipse als Tangenten 
in den unendlich fernen imaginaren Punkten hinzu, so klart sich das 
Auftreten des isolierten Punktes auf. 1 ) 

6. Die Kurve fiinfter Ordnung 

2y5 - 5xyll + x5 =0 

hat, da das Glied niedrigster Dimension vom dritten Grade ist, im Ur
sprung einen dreifachen Punkt; die Tangenten in demselben sind durch 

xy2 = ° 
bestimmt, eine davon ist die Ordinatenachse, die zwei iibrigen fallen in 
die Abszissenachse. 

Uber die Gestaltung der Kurve gibt die Einfiihrung des Parameters 
u mittels der Gleichung y = ttX 

bequemsten Aufschlu.B; man erhii.lt so die Darstellung: 
out x2 --2u5 +1-

2 5u4 

y = 2;6+ f' 

aus welcher die zentrale Symmetrie der Kurve hervorgeht. In dem Inter
valle (0, + 00) von u bleiben x, y endlich und ihre Werte beginnen und 
enden mit 0/0; die Kurve beschreibt also im erst®. und dritten Qua-

dranten je eine Schleife. In dem Intervalle (0,-V1) sind x, y reell, be-

1) Wenn man die in 14:3 zur Bestimmung der Asymptoten einer algebra
ischen Kurve vorgeschriebene Rechnung durchfiihrt, BO erhalt man fiir die EllipBe 
die beiden imaginaren Asymptoten + b . 

Y = -~x -a 
und fiir die durch den UrBprung zu ihnen gelegten, ebenfalls imaginaren Lote die 
korrespondierenden Gleichungen + a. 

Y'=-b~x; 

in der Tat iet nun x = 0, Y = 0 

der gemeinsame Fu13punkt dieser Lote und daher ein Punkt der Kurve. 
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ginnen mit % und enden mit unendlichen Weden; die Kurve hat die 
5 -~-

Gerade y = - V ~ x, welche mit der l)ositiven Abszissenachse den nega-

tiven Winkel von 41 0 2, 4' ... einschlieBt, zur Asymptote. In dem Inter-

valle (-V~, - (0) bleiben x, y imaginar. Die Frage nach den Wende

punkten kann so erledigt werden, daB man y' = ~u 3:: alsFunktionvon 

u auf seine extremen Werte priift; man findet daIiir t~ = .:s - 3 und hier

mit fiir die Koordinaten der beiden Wendepunkte die Ansatze 
Yo 

Fig. 87. 

£) V54904=- 10~~ V3 
y2 = -' -- _li=-~- . 

va 
Fig. 87 gibt ein Bild der Kurve. 

7. Von den Zykloiden (130, a.) 

x = au - b sin'u 

y = a - b cosu 
zeigt die gemeine, b = a, iiberall dort, wo sie die Abszissenachse trim, 
also bei u = 2x:n: (x = 0, + 1, ± 2, ' .. ), Spitzen, denn fur diese Stellen 
wird dy sinu 

dx = 1- cosu 

unbestimmt und wachst bei Annaherung an dieselben ins Unendliche 
(+ 00, - (0); es treffen hier die lste mit gemeinsamer, zur Abszissen
achse normaler Tangente zusammen. 

Bei der verkiirzten Zykloide, b> a, treten Knotenpunkte auf, deren 
Menge und Lage von dem GroBenverhaltnis b: a abhangt. Unter allen 
Umstanden bilden sich Knotenpunkte an den Stellen u = 2,,1t aus, und 
es geniigt, den ersten davon zu bestimmen; sein Parameter ergibt sich 
als die von Null verschiedene kleinste Losung der Gleichung 

au - b sinu = 0, 

die geometrisch durch den Schnitt der Sinuslinie mit dem Strahl vom 
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Richtungskoeffizienten -~, Fig. 88, bestimmt ist (in der Figur ist das 

Verhii.ltnis i- so groll angenommt:'n, daB der Strahl nach rechts hin kei

nen weiteren Schnittpunkt mit der Si-~b) 
nuslinie ergibt). Hat man den Wert von 
u . durch ein. Nii.h~rung~verfahren . be- 0 11: /J!n (- ) 
stlmmt, so gtbt seme Emsetzung III 'II .~ 

die Ordinate des Knotenpunktes und die Fig. 88. 

Einsetzung in dy = ___ b_.sinu __ und dy = - b sinu 
dx a-bcosu dx a-bcosu 

die Richtungskoeffizienten der beiden Tangenten. 
Man kann auch von dem Werte von u ausgehen und dementsprechend 

das Verhii.ltnis ~- bestimmen; so fiihrt die Annahme u = = zu dem Kno-

tenpunkt 0 I a (1 - -~ Y3) mit den Tangentenrichtungen ± ~--TC ~/9' 
6-TC y 3 

Die verliingerte Zykloide weist keine singularen Punkte, hingegen 
Wendepunkte auf (14:6,5.). 

8. Man priife folgende Kunen auf singulare Punkte: 

a) (x2 + y2)(X - aj2 - b2x2 = 0 

(3) X4 - 2 ay3 - 2a2 x2 + a4 = 0 

y) ay2 = (x - a)2(x - b) 
0') x4 - 2ax2y - axy2 + a2y2 = O. 

167. Endpunkt und Eckpunkt. Bei transzendenten Kurven kon
nen neben den bisher besprochenen noch andere Singularitaten auftieten, 
deren algebraische Kurven nicht fiihig sind. Erscheinungen solcher Art 
sind der Endpunkt und die Ecke. 

Ais Endpunkt bezeichnet man einen Punkt, in welchem die Kurve 
abbricht. Bei einer algebraischen Kurve tritt ein solcher Punkt nie auf, 
weil dort, wo ein Zweig endet, notwendig ein zweiter enden muJ3, wo
durch eine Spitze sich ausbildet. 

Ais Eckpunkt bezeichnet man einen Punkt, in welchem zwei Aste 
enden und voneinander verschiedene Tangenten daselbst besitzen. Der 
analytische Grund, weshalb diese Erscheinung bei einer algebraischen 
Kurve nicht auftreten kann, ist nach den Ausfiihrungen in 164: der nii.m
liehe, der fiir die Unmoglichkeit eines Endpunktes bei einer solchen 
K urve erkannt worden ist. 



412 VI. Abscbnitt. § 7. Die singuia.ren Punkte ebener Kurven 

In einem Endpunkte kann nur von einem einseitigen Differential
quotienten der Ordinate die Rede sein, in einem Eckpunkte muB zwischen 
dem vorwarts und riickwarts genommenen Differentialquotienten unter
schieden werden (20). 

Beispiele. 1. Bei der transzendenten Kurve 
1 

Y= e'" 

ist die Ordinate im Ursprung nicht definiert; da jedoch 
1 1 

lim eX = ° limCz=+oo 
",=-0 X=+O 

ist, so nimmt man all, der zu negativen Abszissen gehorige Kurvenast 
entspringe im Ursprungj der zu positiven Abszissen geMrige Ast da
gegen hat die Ordinatenachse zur Asymptote. Hiernach hat der erstge
nannte Ast im Ursprung einen Endpunktj die Tangente in diesem Punkte 
ergibt sich mittels 1 1 

y' = - :c! eX j 

da (110) lim y' = 0, so falit sie mit der Abszissenachse zusammen. 
",=-0 

Weil ferner lim y = 1, so ist die Gerade y = 1 Asymptote ffir beide 
x=±oo 

Kurvenaste. 
Der linke Ast hat, wie man aus 

1 
" 2x + 1 x 
y=~e 

erkennt, an der Stelle x = - -~- einen Wendepunkt (Fig. 89). 

2. Bei der transzendenten Kurve 
x Y =--~1 

1 +ez 

ist die Ordinate im Ursprung gleichfalls nicht definiert; es ist aber 

limy=O 
X=±O 

und so nimmt man denn all, daB sowohl der Ast mit negativen, wie der 
mit positiven Abszissen im Ursprung beginnt. 

Die Richtung der Tangenten an diese Aste ergibt sich ohne Zuhilfe
nahme des Differentialquotienten direkt durch Untersuchung von 
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y 1 
X = ---1-' 

1 + eX 

und da lim JL = 1, lim JL = 0, so hat der erstgenannte Ast die Halbie-
z=_ox .,=+ox 

rungslinie des Winkels X'O Y', der andere die Abszissenachse zur Tan-
y 

~~ 
~i 

~ ______ ~o+-~_____x 

x' 61 
Fig. 89. Fig. 90. 

gente; die Kurve bildet sonach im Ursprung eineEcke mit dem stumpfen 
Winkel von 1350 (Fig. 90). 

§ 8. Einhiillende Kurven. 

168. Begriff und analytische Bestimmung der Einhiillen
den. Es sei ((x, y, u) eme eindeutige stetige Funktion der Argumente 

x, y, U; die Gleichung f(x, y, u) = 0 (1) 

stellt dann ein einfach unendliches System, eine Schar ebener Kurven 
oder ein Kurvenkontinuum dar; mit der Festsetzung eines besonderen 
Wertes fiir u wird ein Element des Kontinuums, d. i. eine einzelne Kurve 
der Schar herausgehoben. 

Wir nehmen zunachst an, die Gleichung (1) sei algebraisch sowohl 
in bezng auf x, y wie in bezug auf den Parameter u und beziiglich des 
letzteren vom Grade p. Erteilt man x, y besondere Werte xo, Yo und lost 
die Gleichung f() 0 xo, YOI u = 

nach u auf~ so erhalt man die Parameterwerte jener Kurven des Systems, 
welche durch den Punkt xo/Yo gehen; ist die Zahl der reellen unter diesen 
Kurven q( < p), so wollen wir sagen, die Ebene werde durch das Kurven
system im Punkte xo/Yo q-fach bedeckt. 1st die Bedeckung in allen Punk
ten der Ebene gleich vielfaltig, so bedeckt das Kurvensystem die Ebene 
gleichformig. 
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Wenn dagegen die Multiplizitat der Bedeckung wechselt, so teilt 
sich d.ie Ebene in Regionen, die durch Kurven voneinander geschieden 
werden; und diese Kurven sind es, welche uns nun beschaftigen werden. 

Bei dem Ubergange von einer Region zur benachbarten iindert sich 
die Zahl der reellen Wurzeln u, und da bei einer algebraischen Gleichung 
mit reellen Koeffizienten immer gleichzeitig zwei Wurzeln aus dem re
ellen ins komplexe Gebiet odeI' umgekehrl iibergehen und im Augen
blicke des Uberganges 1'eell und gleich werden, so unterscheiden sich die 
Yultiplizitiitsfaktoren del' Bedeckung zweier benachbarlen Regionen um 
eine gerade Zahl und an der Begrenztmg der Regionen werden mindestens 
zwei Wurzeln del' Gleichung (1) einander gleich. 

Daraus geht schon hervor, daB man, urn die Grenzlinien del' Gebiete 
zu erhalten, nur die Bedingnng aufzustellen hat, unter welcher die Glei
chung (1) nach u aufgelOst mehrfache Wurzeln ergibt; diese Bedingung 
erhiilt man abel', wenn man zwischen den beiden Gleichungen 

((x, y, u) = 0 } 
fu'(x, y, u) = 0 

(2) 

u eliminiert; das Resultat diesel' Elimination wird die Diskriminante del' 
Gleichung (1) in bezug auf u genannt und soli symbolisch durch 

DskrJ(x, y, n) = 0 (3) 
dargestellt werden. Man kann sich dieses Eliminationsresultat auch durch 
die erste der beiden Gleichungen (2) vertreten denken, wenn darin fiir u 
jene Funktion von x, y gesetzt wird, welche die Auflosung del' zweiten 
Gleichung liefert. 

1m Sinne diesel' Ableitung ist die Gleichung (3) del' Ort solcher 
Punkte del' Ebene, fur welche die Gleichung (1) eine mehrfache Wurzel 
fiir u ergibt. Zu diei"en Punkten gehOren abel' auch die mehrfachen Punkte 
del' Kurven des Systems; denn da durch einen solchen Punkt eine und 
dieselbe Kurve des Systems mehrere Male hindurchgeht, so gibt fiir ihn 
die Gleichung (1) n0twendig mehrere gleiche Losungen in bezug auf u. 
Del' mehrfache Punkt wird abel' nicht bloB bei einer einzelnen oder bei 
vereinzelten Kurven auftreten, er wird vielmehr bei allen Kurven der 
Schar oder wenigstens bei einer stetigen Teilfolge erscheinen und es wird 
sich eine Ortilkurve diesel' Punkte ausbilden. 

Wenn also die Kurven des Systems mehr(ache Punkte besitzen, so ist 
der geometrische Ort dieser PUr/kte mit in dem geomet1ischen Gebilde ent-
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hallen, welches die Gleichung (3) darstellt, unter Umstanden bedeutet die 
Gleiehung (3) diesen Ort allein. 

Um die volle Bedeutung diesel" Gleichung, damit zugleich ihren In
}Ialt f"tir den Fall kennen zu lemen, WE-nn die Kurven des Systems singu
lare Punkte nicht aufweisen, gehen wi!" auf den geometrischen Sinn der 
Gleiehungen (2) nahel' ein. 

Bei feststehendem tt stellt die erste eine svezielle Kurve des Systems 
vor. Die linke Seite der zweiten Gleichung ist der Grenzwert des Quoti-
enj;en f(x, y, u + It) - lex, y, u) 

11 

fur lim h = 0; nun bestimmen die beiden Gleichungen 

f(x,y,u) =0 1 
l( x, y, it + It) = 0 J 

zusammen die Schnittpunkte der Kurve u mit jener u + h, und 

lex, y, u + 71) - f(x, y, u) = 0 

(4) 

(5) 
ist die Gleichung einer dritten Kurve, welche auch durch diese Schnitt
punkte geht und daher, soweit es sich um diese handelt, statt der zwei
ten Gleichung in (4) genommen werden kann; vermoge 38 aber kann (5) 
weiter ersetzt werden dm-ch 

hf,:(x, y, u + Oh) = 0 
oder schlieBlich, weil h =+= 0, elm-eh 

(,,' (x, y, 11. + Ok) = 0, (5*) 

wobei () einen positiven echten Bruch bedeutet. Demnach sind die Schnitt
punkte del' beiden Kurven (4) des Systems durch das Gleichungspaar 

{(x, :,/, it) = 0 

t;,'(X,!I, u + Ok) = 0 

bestimmt. Halt man die erste Kurve fest und laSt die zweite sich ihr un
aufhOrli.ch nahern, indem lllan h zur Grenze Null fiihrt, so bewegen sich 
die Schnittpunkte auf der ersten Knrve im allgemeinen gegen gewisse 
Grenzlagen hin, und diese Grenzpttnkte oder letzten Schnittpunkte auf der 
Kurve u sind durch die Gleichungen 

fex, y, u) = ° 
fu'(x, y, u) = 0 

bestimmt. Del' Ort dieser Grenzpunkte, durch diese selben Gleichungen, 
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jedoch bei variablem u dargestellt, ist eine Kurve, welche man alB Em. 
hiillende, Umhullungslinie oder Enveloppe 1) des Kurvensystems (1) be· 
zeichnet, wahrend man die Kurven dieses Systems die Eingehiillten nennt. 
Besteht die Kurvenschar, wie dies bei kinematischen Problemen haufig 
vorkommt, aua den verschiedenen Lagen einer bewegten, an sich starren 
Linie, so pflegt man die Einhiillende auch mit dem N amen Hullbahn zu 
belegell. 

Damit ist der volle InhaIt der Gleichung (3), wenn sie ein geo· 
metrisches Gebilde vertritt, erkannt: dieses Gebilde setzt sich zusammen 
aus dem Orte mehrfacher Punkte der Kurven des Systems und aus ihrer 
Einhiillenden, oder es bedeutet auch nur das eine oder nur daB andere. 
Die Entscheidung dariiber, welcher von dies en Fallen zutrifft, wird sich 
aUB einem Satze des niichsten Artikels ergeben. 

V orher mogen noch einige Bemerkungen hinzugefiigt werden. 
Die Ergebnisse beschranken sich nicht nur auf den Fall algebra

ischer Gleichungen, sie geIten, sobald ((x, y u) und die in Betracht ge
kommenen Ableitungen dieser Funktion stetig sind in einem Bereiche, 
welchem die Punkte der Kurven angehoren. 

Dem Sinne der Rerleitung gemii6 existiert eine Kurve (3) nur dann, 
wenn die Gleichung (1) in bezug auf den Parameter u zum mindesten 
vom zweiten Grade ist, die Ebene also durch die Kurvenschar im a11ge
meinen wenigstens doppelt bedeckt wird. Tritt u linear auf, so daB (1) 
die Gestalt erhiilt: rp(x, y) + ut/J(x, y) = 0, (6) 
so ergiht die Differentiation nach u 

t/J(x, y) = ° 
und dies hat weiter auch rp(x, y) = ° 
zur Folge; die beiden letzten Gleichungen bestimmen eine Anzahl von 
Punkten und durch diese Punkte gehen aile Kurven des Systems (6); ihr 
Komplex vertritt also die Gehilde (3). In der Tat bilden die Kurven (6) 
ain Biischel, das die Ebene durchaus einfach und nur in den genannten 
Punkten mehrfach, und zwar unendlich vielfach, bedeckt. 

Raben die Kurven (1) keine singuliiren Punkte, so kann (3) nur die 
EinhiiIlende bedeuten. Dies ist insbesondere der Fall, wenn (1) ein System 
:von Geraden oder von Kegelschnittslinien ist. 

1) Von G. Monge herstammende Bezeicbnung. Vgl. die durch Liouville 
1860 besorgte Ausgabe seiner "Application de l'Analyse it la Geometrie", p.30. 
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Man kann die Gleichungen (2) auch als analytische Bestimmung des 
Gebildes (3) ansehen, indem man x, y als Funktionen von u auffaBt; dann 
ergeben sich zur Bestimmung des Richtungskoeffizienten 

dy 
dy dt! 
dx = dx 

du 

del' Tangente in einem Punkte dieses Gebildes die Gleichungen: 
dx dy 

fu + fa: dtt + fy du = 0 

f + f dx + f dy - 0 uu U'1l du uy du - , 

deren erste sich vermoge der zweiten Gleichung in (2) dmch den Weg
fall von fu vereinfacht, so daB man schlieBlich zu clem gedachten Zwecke 
die Gleichungen hat: f ~ ~ +' d Y = 0 

'" du + Iy du 

dx dy 
fux du + f"y du = - fuu; 

d· b b . B t' f" dx d dy d die lese a er ge en eme es lIDffiung ur du un du nul' ann, wenn 
Determinante 

(7) 

nicht identisch N uil ist. Damit ist eine Bedingung fur das V orhanden
sein einer Einhullenden gefunden. 

169. Be,:iehung zwischen der Einhiillenden und den Ein
geh tillten. Die Einhiillende steht zu den Eingehiillten in einer geo
metrischen Beziehung, welche sich in folgendem Satze ausspricht: Die 
Einhiillende beriihrt jede Eingehiillte in deren Grenzpunkten. 

Fur einen Punkt xjy der Kurve u des Systems ergibt sich der Rich
tUllgskoeffizient der Tangente aus del' Gleichullg 

dy ( fx + fy dx = 0; 8) 

ist del' Punkt Grenzpunkt, so gehort er auch del' Einhullenden an, erfullt 
die Gleichung fu = 0, und der Richtungskoeffizient der Tangente an die 
Einhtillende in ihm folgt nach del' unter (3) gemachten Bemerkung aus 

der Gleichung f +' d. Y f, (dU) = 0 (9) 
x+fYdx+ u dx ' 

Czuber, VorIesungen. I. 4. Aufl. 27 
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in welcher (:~) den vollstandigen Differentialquotienten von u, das jetzt 

Funktion von x, y ist, in bezug auf x bedeutet; vermoge fu = 0 aber 
stimmt die Gleichung (9) mit (8) und infolgedessen auch im Grenzpunkte 
:eJy die Tangente an die Einhiillende mit der Tangente an die Einge
hiillte iiberein. 

Zwischen der Ortskurve der mehrfachen Punkte und den Kurven 
des Systems findet Beriihrung im allgemeinen nicht statt; nm ausnahms
weise kann jene Ortskurve auch Einhiillende sein. 

Sind die Linien des Systems (1) Gerade, so bilden sie die Tangenten 
der Einhiillenden. Jede Kune lii.Bt hiernach zwei Auffassungen zu: als 
Ort von Punkten und als Einhiillende von Geraden. So kann die Evolute 
einer Kurve ebensowohl als Ort ihrer Kriimmungsmittelpunkte wie ala 
die Einhiillende ihrer Normalen erklart werden (159). 

170. Fall zweier voneinander abhangigen Parameter. Ent
halt die Gleichung des Kurvensystems zwei Parameter u, v, so daB sie 
die Form f(x, y, u, v) = ° (10) 
hat, und besteht zwischen den Parametern eine Gleichung 

g;(u, v) = 0, (11) 
so kann man, wenn es nicht leicht angeht, den einen Parameter mittels 
(11) durch den anderen auszudriicken und aUB (10) zu beseitigen, den 
folgenden Weg einschlagen. 

Man betrachte u als den unabhangigen Parameter; dann gibt die 
Differentiation von (10) nach ihm das Resultat: 

d'v 
fu+ t~du = 0; 

der Differentialquotient 1~ aber ergibt sich mittels (11) aus 
dv 

g;u + IP. du = 0; 

vollzieht man seine Elimination, so kommt die GleichUllg 

f. 1=0 
IP. 

(12) 

zllstande. Die Elimination von u, v zwischen den drei Gleichungen (10)1 
(11), (12) liefert dasdurch (3) bezeichnete Gebilde, 

Ahnlich hiitte man vorzugehen, wenn n durch n - 1 Gleichungen 
verbunden€ Parameter vorhanden waren, 
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171. Beispiele. 1. Die Evolute der Parabel y2 = 2px, als Ein
hUllende der N ormalen aufgefaJ3t, ergibt sich in folgender Weise. Die 
Gleichung der Normale im Punkte xjy 

1} - y = - } (~ - x), 

auf die Form yS _ 2p(~'- p)y - 2pll1} = 0 

gebracht, enthiilt nur den Parameter Yi bildet man die Diskriminante in 
bezug auf diesen, so entsteht 

8 pS (lo )8 + 4 2 0 8 - 27- .~ - P P 'I) = oder 1}2 = 27p (~-p/ 

als Gleichung der Evolute (160, 1.). Die Evolute teilt die EbelJe in zwei 
Gebiete, wovon das eine, dem der Punkt Fa (Fig. 91) 
angehOrt, durch die Normalen cler Parabel dreifach, 
das andere, in welchem PI liegt, einfach bedeckt 
wird; in den Punkten F der Evolute selbst findet 
dreifache Bedeckung statt, jedoch so, daB zwei clel' Ol----:;>~*A----.X 
Normalen in eine zusammenfallen. Bierin liegt die 
Bedeutung der Evolute fur das Normalenproblem 
der Grundkurve. 

2. Eine Strecke AB (Fig. 92) von konstanter 
Llinge (J gJeitet mit ihrm En'pl1DEt( n l:uf deD 
8(·beDkeln fines T€chtcn WjnleJ~; es i,f jure Fin· 

hiillende zu bestimmen. 
Macht man die Schenkel des reeMen Winkels 

zu·Koordinatenachsen, bezeichnet mit. p die Lange 
des aus 0 auf .AB gefallten Lotes und mit u sei
nen Neigungswinkel gegen OX, so ist 

x cos u + y sin u - p = 0 A.! 

die Gleichung der Geraden AB; da aber p = OA 
cosu = a sinu cosu, so nimmt diese Gleichung, wenn 
alle Bedingungen der Aufgabe ausgedriickt werden, 
die endgiiltige Form 

x cosu + y sinu - a sinu cosu = tJ 

Fig. 91. 

y 

B,. 
Fig. 92. 

an. Differm1tiiert man sie in bezug auf den Parameter, so entsteht: 

- x sinu + y e0SU - n(cos2u - sin2u) = 0 
2i * 

\ 
\ 

AX • 
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und diese Gleichung stellt wieder eine Gerade dar, welche die AB im 
Grenzpunkte schneidet; schreibt man sie in der Gestalt 

- (x - a sinu) sin1t + (y - a cosu) cosu = 0, 

so erkennt man, daB diese Gerade auf AB normal steht und durch den 
Punkt C geht, welcher die vierte Ecke des tiber A 0 B verzeichneten 
Rechtecks bildet. 

Lost man die beiden vorhalldenen Gleichungen nach x, y auf, so kommt 

x=asinsu 

y = a COS31f; 

zum Zwecke der Elimination von u erhebe man beides zur Potenz .~. und 
bilde die Summe; dadurch entsteht 

2 2 2 

x3 + y3= a3 (13) 

als Gleichung der Einhiillenden. Diese ist eine Kurve sechster Ordnung 
und identisch mit del' 130,6. unter den algebraischen Bypozykloiden er
kannten .Asiroide.1) 

3. Aus den Punkten einer gegebenen Parabel als Mittelpunkten wer
den Kreise beschrieben, welche durch den Scheitel der Parabel gehen; es 
soll die Einhiillende dieser Kreise bestimmt werden. 

1st y9 + 2 ax = 0 die Gleichung der gegebenen Parabel mid be
zeichllet man die Koordinaten des Mittelpunktes eines del' Kreise mit u, 
fJ, so lautet die Gleichung des Kreises 

x 2 + y2 - 2ax - 2fJy = 0, 
wobei jedoch fJ2 + 2aa = 0 

sein muB. Differentiiert man beide Gleichungen nach a, so entsteht: 

x + y :! = 0 

a+fJ~~=O 
und hieraus durch Elimination des Differentialquotienten: 

1) Genauer gesprochen der reguWren Astroide zum Unterschiede von der
jenigen Kurve, die auf die gleiche Weise entsteht, wenn die beiden teitgeraden 
einen schiefen Winkel bilden. Die Gleichung der reguU'tren Astroide war schon 
z\l Anfang des 18. Jahrhunderts bekannt. 
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f3x - ay = 0; 
die schlieBliche Elimination von IX, 13 zwischen diesel' und den beiden 
ersten Gleichungen gibt als Einhiillende: 

(x2 + y2)X = ay2, 
also die Zissoide (129,2. und 132, 1.); es ist leicht, den Zusammenhang 
diesel' Zissoide mit derjenigen nachzuweisen, welche sich als FuBpunkt
kurve der namlichen Parabel in bezug auf den Scheitel als Pol ergibt. 

4. Uber den zu einer festen Richtung parallelen Sehnen eines ge
gebenen Kreises als Durchmessern werden Kreise beschrieben; es ist ihre 
Einhiillende zu bestimmen. 

Wiihlt man den Mittelpunkt des Kreises zum Ursprung und den zu 
den Sehnen konjugierten Durchmesser zur Abszissenachse, so hat ein 
Kreis des Systems die Gleichung 

(x - 1X)2 + y2 = 132, 

wobei 

wenn r der Halbmesser des gegebenen Kreises ist. Eliminiert man aus 
der ersten Gleichung ~ mit Hilfe del' zweiten, so lautet jene: 

x2 + y2 _ 2ax + 2a2 - r2 = 0 

und enthiilt nurmehr einen Parameter; diiferentiiert man nach diesem, so 
ergibt sich x = 21X; 
dies ist die Gleichung einer zur Ordinatenachse parallelen Geraden, welche 
die Grenzpunkte aus dem Kreise, also seine Beriihrungspunkte mit del' 
Einhiillenden ausschneidet; die Gleichung der letzteren erhalt man durch 
Elimination von IX zwischen den beiden letzten Gieichungen, sie lautet: 

x' y' --+= 1 2 r' r2 

und stellt eine Ellipse dar, welche den in der Ordinatenachse liegenden 
Durchmesser des gegebenen Kreises zur kleinen Achse und die Endpun kte 
des dazu senkrechten Durchmessers zu Brennpunkten hat. 

Abel' nicht aIle Kreise des Systems stehen mit del' Ellipse in reeUer 
Beriihrung; eine solche findet vielmehr nUl" so lange statt, als die Gerade 
x = 2 a den Kreis schneidet, solange also 

2 a < a + 13 oder a 2 ~~ r2 - u 2 

odeI' schlieBlich I a 1 <;~; 
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die kleinsten wirklich beriihrenden Kreise haben demnach die Mittel

punktsabszissen + ~ und den Radius ;2' es sind dies die Krummungs

kreise in den Scheiteln der groBen Achse der Ellipse; aHe kleineren 
Kreise haben mit der Ellipse nur ideelle (imaginare) Doppelberiihrung; 
die kleinsten unter diesen sind die N ullkreise um die Brennpunkte. 

5. Es ist die Einhiillende des Kurvensystems 

x3 + (x + a)(y - U)2 - ax2 = ° 
zu bestimmen, das durch die Veranderlichkeit von u hervorgerufen wird. 

Wenn man nach dies em differentiiert, so entsteht 

(x + a)(y - u) = 0, 
und wenn man mit Hilfe dessen u aus obiger Gleichung elimiuiert, so 
ergibt sieh das Gebilde x2(x - a) = 0, 
das aus der doppelt gelegten Ordinatenachse und aus del' Geraden 

x = a besteht. 

Bezeichnet man die linke Seite der vorgelegten Gleichung mit 
f(x, y, u), so ist fu = - 2(x + a)(y - u) 

t~ = 3x2 + (y - U)2 - 2ax 
fy = 2 (x + a) (y - u) 
t~",= - 2(y - n) 

fuy= - 2{x + a); 
fur y = u, x = ° versehwindet die Determinante 168, (7) identisch, es 
verschwinden aber auch f"" f,,; daher ist die Ordinatenaehse nieht Ein
hiillende, sondern Ortslinie von Doppelpunkten. Fur y = u, x = a hin
gegen sind r"" f~ nieht gleichzeitig Null, die Gerade x = a ist somit eine 

Einhiillende. 1 Die vorgelegte Gleichung stellt ein System von 
Strophoiden (129,1.) dar, welche sich nur durch ihre 

I Lage gegen die A.bszissenachse unterscheiden (Fig. 93) ; 
G G' ist ihre gemeinsame Asymptote, YY' der Ort 

-+I--,~~-t-X ihrer Doppelpunkte und HH' die Einhiillende. 

6. Die Einhiillende del' Bahnen zu bestimmen, 

I die ein materieller Punkt besehreibt, wenn er von 0 
G'! aus unter verschiedenen Elevatiollen mit gegebener Ge-

schwindigkeit v geworfen wird. Fig. 9:). 
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7. Es ist die Einhiillende der Kurven 

(X)'" (Y)'" -a: + b =1 

zu bestimmen, deren Parameter a, b del' Gleichung geniigen: 
an + b" = cit. 

Das Resultat lautet: 

Die Spezialisierung der Exponenten fiihrt zu einer Reihe bemerkens
werleI' Einzelfiille, worunter sich auch anderweitig schon besprochene 
Linien befinden. 

8. Die Einhiillende (Hiillbahn) eines festen Kreisdurchmessers beirn 
Abrollen des Kreises auf einer festen Geraden zu ermitteln. 

9. Zu den Tangenten (Normalen) del' Parabel y2 = 2px werden in 
den Punkten, wo sie die Abszissenachse schneiden, Lottl errichtet; es ist 
die Einhiillende dieser Lote zu suchen und zu konstruieren. 

10. Aus den Punkten einer gegebenen Ellipse werden Kreise he
schrieben, die durch deren Mittelpunkt geheu; es ist ihre Einhiillende zu 
bestimmen (vgl. 166, 5.). 

172. Fortsetzung. Brennlinien. Ais physikalisch wichtige A.n
wendung der Theorie der Einhiillenden seien abschlieBend die Brenn
linien vorgefiihrt. Wenn ein ebenes Strahlensystem a}1 einer gegebenen 
Grenzkurve nach den bekannten physikalischen Gesetzen reflektiert, be
ziehnngsweise gebrochen wird, so besitzt das aus diesem Vorgange ent
stehende neue Strahlensystem im allgemeinen eine Einhiillende, und diese 
belegt man mit dem N amen der Brennlinie des betreffenden V orga.ngs. 
J e nachdem es sich um Reflexion oder Refraktion handelt, unterscheidet 
man die Brenn- oder kauslischen Linien auch als Kata- und Diakaustiken. 

An erster Stelle solI del' einfachste Fall behandelt werden, del' sich 
ergibt, wenn das Strahlensystem ein Strahlenbiischel und die Grenzlinie 
eine Gerade ist. Wiihlt man diese als Ordinatenachse 1: L 

und legt die Abszissenachse durch den Scheitel P 
des Biischels, dessen Abstand von der Grenzlinie mit 
c bezeichnet werden moge, so hat ein Strahl FA, 
der unter dem Winkel IX einfallt, nach der Reflexion 
den N eigungswinkeln - IX gegen die AbRzissenachse, 
und es lautet mit Benutzung der Abkiirzung tg a = tt 

_.«-:~ __ :f!:._. 
p.( 

~F~~c~Q~-----~ 

Fig. 94. 
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die Gleichung des refiektierten Strahls 

Y + u(x - e) = 0, 

seine Einhiillende ist also nach der zu Gleichung (6), 168 gemachten 
Bemerkung durch die Gleichungen 

x = e, Y = ° 
bestimmt, d. h. die reflektierten Strahlen gehen durek den Spiegelpunkt zu 
Fin bezug auf die Grenzlinie YY'. 

Findet Brechung statt (Fig. 94) mit dem Brechungsexponenten n und 
hei.St {j der Brechungswinkel desselben Strahls F A, so gilt jedesmal die Be-
ziehung sin IX 

sinp = n. 

Die Gleichung des gebrochenen Strahls in der Hesseschen Normalform' 

lautet: x cos (; + {3) + Y sin G + {3) - ctg a cos (3 = ° 
und mit Riicksicht auf die obige Gleichung ausgefiihrt: 

• f.I + f.I ncsin(1cos~ = O. 
- X sm ,.. Y cos,., - ~==.c==;=~ Y1_n2 sin" ~ 

Differentiiert man sie in bezug auf {j, so elltsteht 
R • f.I nc (cos· ~ - sin' (1 + n' sin'(l) __ O. 

- X cost' - Y SIllt' -
(1 - n 2 sin2~yi 

Durch Auflosung beider Gleichungen in bezug auf x, y ergibt sich 
nc cos 8 (l 

X = - -----~--

Y= 
und hieraus folgt zunachst 

x 
-=-nc 

(1- n 2 sin'(l)t 

nc (1 - n') sin3 (l 
3 

(1- n 2 sin' (lY" 

cos8 (1 
3-

(1- n 2 sin 2 (l)'I 

yi-=--n:2y (1-n2)tsin 8(l 
= -3-; nc (1 - n 2 sin 2 (If' 

') 

erhebt man beides auf die Potellz ; , so findet sich durch Summierung 

als Gleichung der Einhiillel1den: 
2 2 

(~)]" + (lI1 -=_~_y.)]" = 1. 
nc nc 
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Bei n < 1, also bei einer Brechung vom Lote, ist dies die Gleichung der 
Evolute einer gewissen Ellipse, zu der hiernach die gebrochenen Strahlen 
normal sind; bei einer Brechung zum Lote, wobei n> 1, ist es die Evo
lutengleichung einer bestimmten Hyperbel, welche demnach die gebro
chenen Strahlen rechtwinklig durchschneidet; in beiden Fallen ist der 

Scheitel F des ursprunglichen Strahlenbuschels ein Brennpunkt des he
treff'enden Kegelschnitts, und von diesem kommt jedesmal nul' ein Teil, 
hier der links VOll der Gl'enzlinie liegende, in Betracht. Die Figuren 95 

und 96 bringen die Faile n = ! und n = } zur Anschauung. 

Nun gehe das Stl'ahlensystem, um das Problem allgemeiner zu fassen, 
rechtwinklig von einer gegebenen Kurve F aus und werde an einer eben
falls gegebenen in del'selben Ebene liegenden Kurve C reflektiert (Fig. 97), 
hzw. gebrochen (Fig. 98). 

Betrachten wir zuerst den Fall del' Reflexion. Urn zu dem Strahl 
,A'A den reflektierten zu konstruieren, kann man so vorgehen, daB man 
aus A den Kreis K' verzeicbnet, del' F in A' beriihrt, auf dies em Kl'eise 
den Spiegelpunkt B zu A' in bezug auf die Tangente T zu C in A be
stimmt, so ist damit ein Punkt gefund/!n, der mit A den l'eflektierten 
Strahl bestimmt. Zugleich sind aber A' und B die Grenzpunkte, die der 
Kreis K' mit dem benachbarlen aus dem so konstruierten Kreissystem 
ergibt, also Punkte del' Einhullenden dieses Systems und die Brenn'linie 
die Evolute jenes 'reils diesel' Einhullenden, dem die Punkte B angehoren. 
Es ergiht sich also ZUl' Auffindung der Brennlinie das folgende Verfahren: 
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Man konstruiere aus den Punkten der Grenzkurve als Mittelpunkten jenes 
Kreissystem, das die Kurv;e F beriihrt; der von F verschiedene Teil der 
Einhullenden dieses Kreissystems gibt in seiner Evolute die Brennlinie. 

Auf den vorhin behandelten einfaehsten Fall angewendet, fiihrt die
ses Verfahren zu einem Kreisbiisehel mit der Zentrallinie YY' und dem 
Punkt F als dem einen Grundpunkt; der andere Grundpunkt vertritt die 
Brennlinie. 

Handelt es sieh urn Brechung mit dem vorgeschriebenen Exponenten 
n, so kann die Konstruktion des zu A'A gehOrigen gebrochenen Strahls 

C 

Fig. 97. Fig. 98. 

m folgender Weise geschehen. Man beschreibt urn A zwei Kreise K', 

E", deren erater F in A' beriihrt, deren zweiter den Radius AA" = AA' 
"1! 

hat. Das Lot A" D aus A" auf die Tangente T an a im Punkte A tretfe 
E' in H, dann verIauft der gebrochene Strahl so, als ob er aus If kame; 
denn zwischen dem Einfallswinkel IX und dem Brechungswinkel {j folgt 
aus AD = AA" sin a = AIf sin(j 

sin a .AB' AA' 
die Beziehung sinp;= A A" = AA" = n. 

Verlangert man AS bis an den Kreis X", der im Punkte B" ge
trotfen wird, so ist B" einer der Grenzpunkte von EI! und somit ein 
Punkt der Einhiillenden de~ Kreisschar K". Dies ergibt sich aus folgen
der Hilfsbetrachtung, die zugleich den Fall des Strahlenbiischels erledigt, 
das an einer Geraden gebrochen wird. 
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Man denke sich aus den Punkten der Geraden YY' (Fig. 94a, in 
Beziehung zu setzen mit Fig. 94) zwei Scharen von Kreisen, K' und K", 
beschrieben, die erste mit der Gleichung y. 

:r;9 + (y _ b)2 = b2 + c2, 

die zweite mit der Gleichung 

b~+c' 
x2+(y_b)2=_~, 

wobei c die konstante Strecke FO bedeutet 
und b variabel ist. Zur Bestimmung der 
Einhullenden der zweiten Kreisschar bilde --'c---:*"-i'-;:--o----,I---/---.::x~ 
man durch Differentiation nach b die Glei-
chung b 

- (y - b) = n" 

so bestimmt dieselbe die Lage der Sehne, die 
die Grenzpunkte verbindet, und zwar ist 

b 
Y = b ---n' 

.B" 

Y' 
Fig. 94,.. 

ihre Gleichung. Konstruktiv wird diese Sehne dadurch erhalten, daB man 
den in dem Lote A" D zu Y Y' liegenden Punkt B' auf K/ aus A nach 
H' auf K:' projiziert und nun durch B" das Lot B" E zu YY' zieht. 
Denn es ist 

o E = 0 A - E A = 0 A - H' A sin {j = 0 A - F.A. sin fJ 
n 

= OA - ~A sin f3 = b - ! . 
n SIne.: n" 

In Fig. 98 vertritt T die Stelle von Y Y' und A' die Stelle von F. 

Das Ergebnis del' Untersuchung geht also dahin, daB die Brennlinie 
des Vorgangs die Evolute eines Teiles der Einhullenden jener Kreise ist, 
die aus den Einfallspunkten der Strahlen beschrieben sind mit Radien, 

die durch Vervielfachung der Strecken AA' mit ~ entstehen. 
n 

Die Elimination von b zwischen den Gleichungen 

b' + c' 
x 2 + (y - b)2 = .... nO" 

b 
- (y - b) = n' 
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ffihrt tatsiichlich zu der Gleichung eines Zentralkegelschnitts: 

n!x· n'y' 
(i2 + (l-n~c' = 1, 

als dessen Evolute sich die oben gefundene diakaustische Linie ergiht. 

B. Ranmknrven nnd krnmme Flachen. 

§ 1. Das begleitende Dreikant einer Raumkurve. 

173. Analytische Darstellung der Kurven im Raume. Sind 
die veranderlichen rechtwinkligen Koordinaten x, y, z eines Punktes M 
im Raume als eindentige stetige Funktionen einer Hilfsvariablen, des 
Parameters, u gegeben: 

x = x(u) y = y(u) z = z(u), (1) 

so beschreibt, wahrend u seinen Bereich stetig durchHiuft, der Punkt M 
eine Kurve im Baume, sofern nicht eine der drei Funktionen bestandig 
den Wert Null hat; in diesem Faile wfirde eine Linie beschrieben werden, 
die ganz in einer der Koordinatenebenen liegt. Von den Funktionen x(u), 
y(u), z(u) setzen wir weiter voraus, daB sie bis zu Gliedern der jeweilen 
erforderlichen Ordnung nach der Tay lorschen Formel entwickelbar seien, 
was wieder von dem V orhandensein und einem bestimmten Verhalten 
ihrer Ableitungen abhangt. 

Besteht zwischen den drei Funktionen eine lineare Identitiit mit 
konstanten Koeffizienten 

Ax(u) + By(u) + Cz(u) + D = 0, 

so liegen aile Punkte der Kurve in einer Ebene, die Kurve ist eine Plan
kurve; findet eine derartige Beziehung nicht statt, so hei.Bt die Kurve eine 
Raumkurve. Geometrisch ist eine Plankurve dadurch gekennzeichnet, daB 
vier beliebige ihrer Punkte wmer in einer Erene Hegen, wiihrend dies 
bei einer Raumkurve im allgemeinen nicht der Fail ist. 

Zwei von den Gleichungen (1) ffir sich betrachtet (127), z. B. 

y = y(u), z = zen), 
bestimmen eine Kurve in der yz-Ebene; dieselbe wird gleichzeitig mit 
der Raumkurve von dem FuBpunkte des Lotes aus M auf die yz-Ebene 
beschrieben, ist also die Projektion der Raumkurve auf dieser Ebene. 
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Diese Projektion kann, wenn man u eliminiert, auch durch eine Gleichung 
del' Form O/(Y, z) = ° dargestellt werden; verfiihrt man mit den anderen 
Paaren aus (1) ebenso, so ergeben sich drei Gleichungen 

O/(Y, s) = ° 
'IjJ(z, x) = 0 

x (x, y) = 0, 

welche die drei Projektionen del' Raumkurve bestimmenj zur Bestimmung 
der Raumkurve reichen aber zwei von diesen Gleichungen hin, die dritte 
ist jedesmal eine Folge der beiden anderen. Dies stimmt mit del' geo
metrischen Tatsache uberein, daB eine Linie im Raume durch zwei Pro
jektionen (auf nicht parallele Ebenen) bestimmt ist. Jede del' vorstehen
den drei Gleichungen kann abel' aueh als Gleichung des zur betreffenden 
Koordinatenebene normal en projizierenden Zylinders aufgefaBt werden 
und in diesem SinHe bestimmt das Gleichungspaar 

X(x,y)=O 
'IjJ (x, z) = 0 

(2) 

die Kurve als den Durchschnitt zweier Zylinder, wovon der eme par
allel zur z-Achse, der andere parallel zur y-Achse ist. 

Die Gleichungen (2) konnen aber so angesehen werden, als waren 
sie hervorgegangen aus zwei Gleichungen von der Form: 

rex, y, z) = 0 

F(x, y, z) = 0, (3) 

indem einmal z, ein zweites mal y eliminiert wurde; jede dieser Glei
chungen bestimmt z als Funktion von x, !I und reprii.selltiert eine FHiche 
(4:5); die Raumkurve erscheint so als Durchschnitt zweier FHichen im 
allgemeinen gegeben. 

Es bedarf indessen einer naheren Untersuchung, ob die Gleichungs
systeme (1), (2), (3) aquivalent sind, d. h. ob alle ein und dasselbe Ge
hilde darstelleni denn es kann z. B. bei dem EliminationsprozeB, der den 
Parameter u ausscheidet, geschehen, daB die neuen Gleichungen mehr 
umfassen als bloB das durch die urspriinglichen Gleichungen (1) darge
stellte Gebilde. 

Damit sind die drei gewohniichen Arten der analytischen Darstellung 
einer Linie im Raume iiberhaupt, im besonderen einer Raumkul've, e1'-
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ledigt .. Fur allgemeine Untersuchungen ist die erste Art den anderen vor
zuziehen. 

Beispiele. 1. Wenn ein Punkt urn eine feste Gerade gleichformig 
rotiert und gleichzeitig parallel zu dieser Geraden gleichf6rmig fortschreitet, 
so heiJ3t die von ihm ausgefuhrte Gesamtbewegung eine schmuhende Be
wegunu oder Schraubung. Die dabei beschriebene Linie wird gemeine 
Schrauhenlinie (Helix) gilnannt. 

Wird die feste Gerade zur z-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten
systems genom men und die x-Achse durch eine Lage No (Fig. 99) des 
beweglichen Punktes gelegt, dessen Abstand von der festen Geraden = a 
sei; so ist fur eine neue Lage M, welche aus No durch Rotation um qen 
Winkel u und durch eine fortschreitende Bewegung von der GroBe z 

z hervorging, ~ = k 
au ' 

}'ig.99. 
wo k eine Konstante bedeutet; auf Grund dessen 
sind x=acosu 

y = a sin u 
z = hu 

(4) 

die Gleichungen der liurve, wobei b = ka gesetzt 
y: wurde. Das dem Werte u = 2% entsprechende B 

heiSt die GanghOhe der Schraubenlinie; ihr Ausdruck ist also 21th. 
Durch Elimination von u zwischen je zweien der Gleichungen (4) 

erhiilt man: x 2 + y' = as 

i! 
X == a cos b 

• i! y=aslD b ; 

die Projektion der Kurve auf der xy-Ebene ist ein Kreis; die Kurve liegt 
auf einem Kreiszylinder, der als Schraubenzylinder bezeichnet wird. Die 
beiden anderen Projektionen sind kongruente transzendente Kurven. 

2. Das Gleichungspaar x2 + y2 + Z2 = as 

Xli + y2= ax 

bestimmt eine Raumkurve als Durchschnitt einer Kugel vom Radius a 

urn den Ursprung mit einem Kreiszylinder vom Radius ;, der die yz

Ebene liings der z-Achse beruhrt. Die zweite dieser Gleichungen gibt zu-
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gleich deren Projektion auf der xy-Ebene. Fur die beiden anderen Pro
jektionen erhiilt man durch Elimination von x bzw. y die Gleichungen: 

Z4 = a2(z2 _ y2) 

Zll + a(x - a) = 0; (5) 

die erste gehort zu einer Kurve vierter Ordnung, welche im Ursprung 
einen Knotenpunkt mit z z 
den Tangenten z + y = 0, p 

z - y = 0 hat und sym
metrisch ist zu heiden 
Achsen (Fig. 100a); die y:-t----fflI~-__t
zweite entspricht einer 
Parabel (Fig. 100b).1) 

o 

Zu einer parametri
schen Darstellung kann 

• l' 19t I Fig. 100.. Fig. 100 b. man Wle 10 ge angen. 

Schreibt man die zweite Gleichung in der Form (x - -i Y + y2 = :', so 

wird sie ersichtlich durch die Substitution 

x - ~ =.!!.- cost 
2 2 ' 

a . t y= "2 Sill 

befriedigt; diese selbe Substitution auf die erste Gleichung angewendet 

fiihrt zu z = + a sin: Man kommt auf diese Weise zu den Gleichungen 
t x = a cos2 -
2 

. t t 
Y = a sm "2 cos "2 

. t z=aSill 2 , 

welche die ganze Kurve ergeben, wenn man t das Intervall (0, 4~) durch
laufen la6t; und zwar entsteht die obere Halfte der Kurve in dem Inter
vall (0, 2%), die untere Hiilfte in dem Intervall (2%, 4%). 

Bedenkt man, da6 sich die trigonometrischen Funktionen eines vVin
kels durch die Tangens seiner Halfte rational darstellen lassen, so fiihrt 

die Anwendung dieses Umstandes, also die Substitution tg ! = u auf 

1) Von der Parabel hat nur der innerhalb des Kreises enthaltene Teil reelle 
Bedeutung; der iibrige Teil heiBt parasiti8ch. 
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die vorstehenden Gleichungen zu den neuen parametrischen Gleichungen 

u 
z=2a 1 +7; 

jetzt entspricht die obere Hii.lfte der Kurve dem Intervall (0, (0), die 
untere Hii.lfte dem Intervall (- 00, 0) von u. 

174. Die Tangente. Auf einer Raumkurve sei ein Punkt M mit 
dem Parameterwerte u und den Koordinaten x/y/z gegeben; es werde 
auf ihr ein zweiter Punkt JJ1' angenommen, dem der Parameterwerl 
u + h zugehOrt; seine Koordinaten seien x + Ax/y + Ayjz + LIz. Durch 
die beiden Punkte ist eine Gerade, eine Bisekante der Kune, bestimmt, 
deren Gleichungen lauten: 

6- X TJ-Y t-z 
L1 x = ---:iiT = --::i-Z-; 

die Taylorschen Entwicklungen der Nenner, beim ersten regulii.ren Gliede 
abgebrochen und mit einem Restglied versehen, heUSen 

dx 
Ax = du h + c1 

dy 
Lly = duh + C2 

dz 
LI z = d u h + c8; 

biermit konnen die obigen Gleichungen auf die Form 

s-x TJ-Y t-z 
t!~ + ~ d Y + ~ dz + ~ 
du h du h du h 

gebracht werden; der Grenziibergang lim h = 0, der die Bisekante in eine 
Grenzlage, die Tangente der Kurve in M iiberfiihrt, ergibt als deren Glei-
cbungen: 6- x TJ-y t-z 

--dx- = a;y = (JZ' (6) 
du du du 

wofiir auch S - x TJ -y t-z (6*) dX-=a;y=([Z 
geschrieben werden kann, da es nur auf die Verhiiltnisse der Nenner an
kommt. 
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Ist die Kurve nicht parametrisch, sondern ill del' Form (2), 

x (x, y) = 0 
",,(x, z) == 0 

433 

gegeben, und wiihlt man x (statt des u) als unabhangige Variable, so 
entsprechen diesel' Wahl die Tangentengleichungen 

~ _ x = 7j - y = & - z (6**), 
y' z" 

wo y', z' Ableitungen nach x bedeuten. 
Bei der Darstellung (3) f(x, y, z) = 0 

F(x, y, z) = 0 
endlich ergibt sich durch Differentiation 

f",dx + fydy + f.ds = 0 

F",dx + Fydy + F.ds = 0 

und daraus folgen die Verhaltnisse 

dx: dy : ds = I fy r \: I f.f", \: \ f",fv I; 
FyFz FzF", F",F1I 

bedient man sich fUr die Determinanten dervon Donkin vorgeschlagenen 
und jetzt vielfach gebrauchten Bezeichnung 

! rY(. \ = ~(j, F) usw I Fy F. I () 0/, z) " 

so schreiben sich die Tangentengleichul1gell 

~ - x 1) - 11 & - z (6***) 
0((, F) = ocr, F) == 0((, F) . 
iJ (y, z) 0 (z, :I)) &(x, y) 

Aus den Ansatzen (6) bis (6***) sind die Projektionen der Tange:nte 
auf die Koordinatenebenen unmittelbar abzulesen. 

Bei Festsetzung einer pos-itiven Richtung der Tange:nte halten wir 
uns an den Parameter u: jene RichtUllg in der Kurve, welche dem Wach
sen von u entspricht, moge auf die Tangente als deren positive Richtung 
iibertragel1 werden. 

Folgen die Punkte M, M' in diesel' Richtung aufeinander, so ist 
h > 0 und die V orzeichen von L1 x, A y, As stimmen bei genilgend klei-

nem h mit den Vorzeichen von dx dy dz ilb '. dies sind also zud 1t' d u' au erem, 
c z u be r, V orleaungen, 1. 4. Autl. 28 
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gleich die V orzeichen der Richtungskosinus der positiven Tangente; wer
den diese mit "t, fll1 1.J. bezeichnet, so hat man 

folgt 

du; dy 

du Rt = dw'U "1= -;; V 

de 
du 

11=-;; 

w=lv(::r + (;!r + (!:rl· 
Beispiele. 1. Aus den Gleichungen (4) der Schraubenlinie 

x=acosu 
'!J = a sin u 
z=bu 

du; . 
du = - a Sill u = - '!J 

dy = a cos u == x 
du 

de -b 
du 

«lid biermit ergeben sich die Gleichungen der Tangente 

~-u; Tj-y '-I 
-y = -x- == -b-' 

(7) 

Mit ~ == 0 erhiilt man daraus fUr die Koordinaten ~, '1 der Spur S 
der Tangente in der x1/-Ebene die Ansittze 

und zu 

yl 
~-x==b 

die wiederum Zl1 

PSt = (~ - x)' + (fJ - 1/)' = (x' ~;~ e' =- a2ull 

PS = au = arc PMo fahren, 

Der Ort der Tangenten einer Raumkurve ist eine krumme Flii.ehe, 
die man deren Tangentenfliiche nennt. Ihre SpUl' in der xy- Ebene wird 
vom Punkte S beschrieben; zufolge del' eben gefundenen Beziehung ist 
diese SpUl' eine Evolvente des Spurkreises des Schraubenzylinders. 

Fur die Richtungskosinus der Tangente ergeben sich, wenn man 

-V (::r + (:~)' + (~;r == tal + b' 
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kurz mit c bezeichnet, die Werte 
-asinu 

c 
f.I. _ acosu 
fll -

C 

b 
1'1 = c' 
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In dem letzten spricht sich eine charakteristische Eigenschaft der 
Schraubenlinie aus, die namlich, daB ihre Tangenten die Seiten des 
Schraubenzylinders unter einem konstanten Winkel schneiden. Mit die
Bern Winkel hangt der Neigungswinkel der Schraubenlinie gegen die 
xy-Ebene, ihr Steigungswinkel, demrt zusammen, daB sein Sinus gleich 
b . t - IS. 
C 

2. Bei der in 173, 2. vorgefiihrten Kurve setzt sich die analytische 
Darstellung aus den Funktionen 

f = x' + y2 + Zil - a2 

F= x2 _ ax + y2 

zusammenj damus berechnen sich 

of/,F) 4 
o(y, z) =- - ys, 

of/, Ji') 
-- = 2z(2x - a) o(z, x) , 

und die Quadratwurzel aus der Quadratsumme dieser drei Gri:iBen ist 

2ayaB - x2• Mit diesen Daten schreiben sich die Tangentengleichungen 

~-x 'Tj-y '-s 
-2yz = z(2x~a) = -ay 

und fiir ihre Richtungskosinus erhlilt man die Werte 
2yz "1 = - ------ -

aVa' - x· 
z(2x - a) 

aVa'-x' 
,,= --y-. 

1 ya2 x' 

Fur den Punkt ; I ; I ~ beispielsweise wird "1 = - -V~ , iJl "'" 0, 

1'1 =- -vf, womus man sich die positive Tangentenrichtung leicht ver

gegenwartigen kannj im Punkte a I 0 I 0 werden die Kosinus unbestimmt, 
28* 



436 VI. A. bschnitt. § 1. Das begleitende Dreikant einer Raumkurve 

was mit seinem singularen Charakter, der schon aus del' yz-Projektion 
zu erkennen war, zusammenhangt. 

170. Das Bogendifferential einer Raumkul've. Die in 153 
aufgestellte Definition der Lange eines ehenen Kurvenbogens lliBt sich 
auch auf eine Raumkurve ausdehnen. Wir def1nieren die Lange eines 
Bogens MoM einer Raumkwrve als den Grenzwert eines in diesem Bogen 
von Mo his M verlaufenden Sehnenzuges bei bestandig wachsender Zahl 
del' Sehnen und Ahnahme jeder einzelnen gegen die Grenze N uil. 

Dieser Definition zufolge ist del' Differentialq uotient del' Funktion s 
von u, welche die Bogenlange ausdriickt, der Grenzwert des Quotienten 
aus del' Sehne M M' = c durch die zugehOrige Anderung h von u fur 
lim h = 0, d. h. es ist: 

ds == lim~ =- lim ]I Llx! + Lly!+ LIz!. 
du h=oh "=0 h ' 

denn diese Sehne kann als Seite des Sehnenzuges von ]}lo his ]J.f', also 
als Anderung del' Lange des Sehnenzuges in ]}[oM hei dem Fortschreiten 
vou M zu M' aufgefa.6t werden. Fiihrt man die Division mit h uuter der 
Wurzel aus und vollzieht daun den Grenziibergang, so ergibt sich 

ds y'rdX)2 (d y)2 (dZ)2 
d u = \d ~t + d u + du . (8) 

Geschieht die Ziihlung des Bogens so, daB er mit It zugleich wachst, so 
iet die Quadratwurzel positiv zu nehmen. 

Fur das Bogendifferential ergehen sich die Ausdriicke 

ds = -V(~-:/-+1~2 + (::r du 
(9) 

= YdX2 + dy2 + dz2, 

deren zweiter die Wahl del' unabhangigen Variablen frei laSt. 
Nunmehr abel' gestatten die Formem (7) fiir die Richtungskosinus 

del' Tangente folgende einfache Schreihweise: 

dx fJ dy dz (7*) 
a1 = ds ' 1 = ds ' r1 = ds' 

Hiel'zu sei folgendes bemerkt. In vielen Fallen gestalten sich die 
FOl'meln hesonders einfach, wenn man als Parameter u die von einelll 
festen Punkte Mo an gezahlte Bogenliiuge s henutzt. Das setzt nicht vor
aus, daB x, y, E wirklich als Funktionen von s ausgedriickt sein musseD, 
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in welchem Falle man es in (7*) mit wirkliehen Differentialquotienten 
zu tun hiitte; im andern FaIle sind es Quotienten von Differentialen be
zliglich einer und derselben Variablen. 

Die aus (7*) folgenden Gleichungen 

dx = "1 ds, ely .... fJl ds, de = 1'1 ds 

lassen die eigentliche Bedeutung von ds erkennen: es ist jene in M be
ginnende Strecke auf del' Tangente, die sich auf die Achsen in die Strecken 
dX, dy, de projiziert. 

Beispiel. Fiir das Bogendifferential del' Sehraubenlinie ergibt sich 
nach den 174, 1. angefiihrten Rechnungen 

ds = cdtt; 
dies kann nul' eine Folge del' endlichen Gleichung 

s = cu + 0 
sein, wo 0 eine beliebige Konstante bedeutet. Zahlt man den Bogen von 
Mo (Fig. 99) an, so werden s und u zugleich Null, also ist uuter diesen 
Umstanden auch 0 = 0 und 

s = cu = y(au? + (bul = Yare ]}JOP2-~~]'[P2. 

Diese Formel, die auf den pythagoreischen Satz hinweist, wird so
fort verstaudlich, wenn man bedenkt, daB del' Schraubenbewegllng auf 
dem Zylinder geradlinige Bewegung auf seiner Abwicklung entsprieht. 

176. Die Normalebene. Die durch den Punkt Meiner Raum
kurve senkreeht zur Tangente gelegte Ebene wird Normalebene der Kurve 
in M genannt. Sie ist der Ort alier Normalen del' Kurve in diesem Punkte. 

Je nach der Darstellungsweise der Kurve kann die Gleichung der 
Normalebene in einer der Formen geschrieben werden: 

dx dy )dz 0 (~ - x) - + ('YJ - y) + (~ - e - = du du du 

oder (~ - x)dx + (1] - y)dy + (~ - e)de = 0 

(10) 

(10*) 

oder ~ - x + ('YJ - y)y' + (~- z)l = ° (10**) 
oder endlich 

l: o(j, F) iJ(f, F) ) 0((, F) 
(s - x) o(y,z) + (r; - y) o(z, x) + (~- z iJ(x,y) = 0, 

die den Formen (6) bis (6***) der Tangentialgleichungel1 entsprechen; 
die letzte dieser Gleichungen l1immt eine bemerkenswerte Gestalt an, 
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wenn man auf die Bedeutung der Donkinschen Abkiirzung zuriickgeht, 

nam1ich ; - x r; - 11 ~ - g 

f., fv r. = 0. (10***) 

F., F,I F. 
Beispiel. Fiir die in 173 unter 2. eingefiihrte spharische Kurve er

gibt sich auf Grund der Rechnungen in 174:, 2. die Gleichung der Nor
malebene 

- 2yz(; - x) + z(2x - a)(r; - y) + aye; - z) = 0, 

die in entwickelter Form lautet: 

- 2yz; + z(2x - a)r; + ay~ = 0. 

Daraus ist zu entnehmen, daB die N ormalebene in jedem Kurven
punkte durch den Mittelpunkt der Kugel geht, auf der die Kurve liegt, 
eine Eigenschaft, die jeder spkariscken. Kurve zukommt. 

177. Die Schmiegungsebene. Durch den Punkt M(xjyjz) der 
Kurve gehen ool! Ebenen, die samtlich in der Gleichung 

(; - x)" + (1] - y)~ + (~ - z)1' = 0 (11) 

enthalten sindj ",~, r sollen die Richtungskosinus des Lotes zur Ebene sein. 
Der Abstand des Kurvenpunktes M' (x + L1 x j Y + Ll y j to + Ll z) von 

der Ebene driickt sich dann durch 

~ = "Llx + f3Lly + rLlz 

ausi wenn man aber die Taylorsche Entwicklung anwendet und um 
ein Glied weiter treibt, als es in 174: geschehen ist, wonach 

dx d!xh! 
Llx = auk + du~2- + li1 

dy dIU h! 
Lly = du k + crif22' + 62 

ds d's h' 
Llz = du h + (iU22 + lis, so wird 

( dx d y dZ) (d 2 x d!y diS) h! 
~= "du+'f3 du +rdu h+ "du!+~du!+rduj 2'+E, 

wenn E die Abkiirzung fiir tx 61 + ~ lill + r c3 ist, was im allgemeinen eine 
GroSe dritter Kleinheitsordnung in h bedeutet. 

Bei entsprechender Einschrankung des h wechselt ~ mit h sein V 01'

zeichen, die Ebene sckneidet die Kurve. 
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Wird jedoch die Ebene so gelegt, daB 

"dx+{:Jd y + dz =0 
du du r du 
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(12) 

ist, so wird ~ in bezug auf h von zweiter Ordnung, andert bei gehoriger 
Einschrankung von h mit dies em sein V orzeiehen nicht, so daB die Kurve 
in einer geniigend engen Umgebung von M ganz zu einer Seite der 
Ebene Hegt. Eine solehe Ebene wird eine Tangentialebene der Kurve in 
M genannt. Die Beziehung (12) driickt im Hinblick auf 174: nichts an
deres aus, als daB jede Tangentialebene durch die Tangente geht. 

Legt man der Ebene noeh die weitere Bedingung 
dlx d2 y dlZ 

a dU! + {:J du' + r du! = 0 (13) 

auf, so reduziert sich einmal ~ auf E; iiberdies aber wird die Ebene da
durch vollig bestimmt, und man erhaIt ihre Gleichung, wenn man zwi
schen den Gleichungen (11), (12) und (13) IX, {:J, r eliminiert, wodurch sich 

~-x fj-y ~-z 

dx dy dz 
du d1t du =0 (14) 
d'x d'y d'z 
du' dt'" du! 

ergibt. Diese ausgezeichnete Ebene, von der man sagen kann, daB sie 
sich der Kurve bei Menger anschlieBt als jede andere Ebene, definierl 
man als Schmiegungs- oder Oskulationsebenej sie gehOrt offenkundig zu 
den Tangentialebenen. Da ~ in bezug auf h im allgemeinen von der 
dritten Ordnung ist, so andert es mit h wieder sein Vorzeichen: Die 
Schmiegungsebene beruhrt und durchsetzt die Kurve. 

In Analogie mit der bei der Beruhrung zweier Plankurven gebrauch
ten Ausdrucksweise kann man sagen, cine Tangentialebene beriihre die 
Kurve in der ersten, die Schmiegungsebene abel' in der zweiten Ordnung. 

178. Stationare Schmiegungsebenen. Geometrische Defi
nitionen. Die Binormale. Es kann in einzelnen Punkten einer Raum
ktirve geschehen, daB auBer den Bedingungen (12) und (13) auch noch 
die weitere d8 x dSy d8 z 

"dUB + {:J dus + r duB = 0 (13a) 

erfallt ist, die dann zur Folge hat, daB die Beruhrung zwischen Ebene 
und Kurve von der dritten Ordnung ist; es ist dies eine Beriihrung ohne 
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Durchsetzung der Kurve im Punkte M, und man nennt eine solche Ebene 
eine staNonike Sihmiegungsebene oder eine superoskulierende Ebene. 

Die drei Gleichungen (12), (13) und (13a) haben die Gleichung 
d$ dy 
du du 

d'x d'y 
du' du t 

d 3 x day 

dz 
du 

d'z 
du' 
dSz 

dus du8 dus 

=0 (15) 

zur Folge, die somit kennzeichnend ist ffir Punkte mit stational'er Schmie
gungsebene. Bei einer ebenen Kurve ist diese Gleichung identisch eritillt.1) 

Man kann die Schmiegungsebene auch als eine Ebene definieren, 
die durch drei unendlich benachbarte Punkte del' Kune bestimmt ist. 
Nimmt man zu dem Punkte M noch den Punkt 

M' mit den Koordinaten x + dX, y + dy, s + ds 

und den Punkt 

M" mit den Koordinaten x + dx + d(x + dx), '!J + dy + dey + dy), 
e + ds + d(s + ds), 

d. i. x +2dx + d'x, y + 2dy + d2y, z + 2ds + dis, 
der aus M' ebenso hervorgeht wie M' aus M hervorgegangen ist, und 
stellt an die Ebene 

(; - x)a + (1J - y){J + (~= 18)" = 0, (11) 
die schon M enthalt, die Forderung, daB sie such durch M' und durch 
.N" gehe, so ergeben sich damus die Bedingungsgleichungen 

adx + (Jdy + rds = ° 
ad2x + pdiy + rdi s = 0, 

die mit (11) zusammen zu del' GIeichung 

; - x 1] - Y ~ - s I 
dx dy dt! = 0 (14*) 
d2x dty d2s I 

fUhren, die sich von del' Gleichung (14) del' Schmiegungsebene nul' formell 
nnterscheidet. 

1) Man beachte, um dies zu erkennen, daB dann x, y, z Funktionell von u 
sind, die eine Gleichnng .Ax + By + Oz + D = 0 
mit bestimmten Koeffizienten identisch befriedigen. 
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Da zwei unendlich benachbarte Kurvenpunkte eine Tangente be
stimmen, so kann man die Schmiegungsebene auch als diejenige Ebene
erklaren, die durch die Tangente in M und einen dem M unel1dlich be
nachbarten Kurvenpunkt geht, oder endlich als Ebene durch zwei unend
lich benaehbarte Tangenten. 

Die in M zur Schmiegungsebene errichtete Senkrechte gehOrt zu 
dElll Normalen der Kurve und wird als deren Binormale bezeichnet. Der 
Name 1) kniipft an die letzte Auffassung der Schmiegungsebene an: weil 
in dieser zwei benachbarte T~ngenten liegen, steht die Binormale auf 
zwei Tangenten zugleich senkrecht. 

Auf Grund von (14*) hat man in 

~-x 1J-Y (;-z 
dy dz I = 'I' dz dx I = I dx dy I (16) 
d~y d 2 z d'zd'x d'xd'y 

die Gleichungen dCl' Binonnale. Man braucht die Nenner nur durch du!\. 
zu dividieren, urn auf endliche Gro.Ben zu kommen. 

179. Hauptnormale und rektifizierende Ebene. Unter den 
NOl"malen wird diejenige als die Hattpfnormale bezeichnet, die in der 
Schmiegungsebene liegt. 

Schreibt man ihre Gleichungen vorUiufig 

~-x 1J-Y t-z --Z = 1n = -11,-, 

so kommt zum Ausdruck zu bringen, daB sie sowohl auf der Binormale 
ala auch auf del' Tangente senkrecht steht; dies geschieht durch die Glei-
chungen dy drs dz dx dx dy 

du du du du du du 
+m =0 

ldx + m dy + n q~ = O. 
du du du 

Dadurch sind die Verhiiltnisse der Zahlen 1, m, n bestimmt, und zwar ist 
die zu 1 gehorige Verhiiltniszahl 

1) EingefUhrt von B. de Saint- Venant in der fiir die geschichtliche Ent
wicklung der Theorie del' Raumkurven wichtigen Abhandlung im Journ. de l'ecols
polyt., cah. 30 (1845). 
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ae ax 
ae au au 
au a's a'x 

dut dut 

ax ay 
dy du (lit 

- du d t • a2 y 
I du' au! 

= d!x ((d y)2 + (as)!) 
au! du du 

ax (d y d'y ds diS) 
- du audu' + du du l . 

Hier fiihrt nun die Einfiihrung des Bogens als Parameter zu -einer we
sentliehen Vereinfachung, weil dann 

(~=r + (~~r + (~:r = 1 

und somit 

ist; infolgedessen wird dann die zu 1 gehorige Verhaltniszahl 

d'x (1 _ (dX)l1) + dx . dxd!x = d2 x_. 
ds! ds ds ds ds' ds! 

Mithin sind die Verhaltniszahlen zu 1, m, n beziehungsweise ~ss~' 

~'~ , ~!; und daher konnen die Gleichungen del' Hauptnormale endgiiltig 

gesehrieben werden: ~- x = 7j -y = ~ - z. (17) 
d'x d!y d's 
ds' -dsi ds' 

Die durch den Kurvenpunkt ZUl" Hauptnormale senkreeht gelegte 
Ebene hat aus spater zu erorternden Grunden den Namen rektifi,zierende 
Ebene erhalten; ihre Gleiehung ergibt sich unmittelbar aus (17) und lautet 

d 2 x dty d'z 
(~ - x) -ds! + ('I] - y) ds' + (~- z) ds' = O. (18) 

Uberblicken wir das bisher vorgefiihrte, so haben wir zu einem be
liebigen K urvenpunkte drei Gerade und drei Ebenen kennen gelernt, nam
lich die 'fangente, die Hauptnormale und die Binormale einerseits und 
die N ormalebene, die rektifizierende Ebene und die Schmiegungsebene 
anderseits. Die Gebilde stehen in der hier befolgten Zuordnung aufein
,ander senkrecht und erscheinen als die Kanten und die SeitenfHichen 
eines rechtwinkligen Trieders, das man als Fundamelltaltrieder oder auch 
als das den Punkt der Kurve bei seiner Bewegung langs derselben beg lei
tende Dreikant bezeichnet. 

Sowie die Bewegungen des Dreikants von den Eigenschaften del' 
Kurve abhangen, so bilden sie umgekehrt ein wesentliches Mittel zur Er
forschung dieser Eigenschaften. Daraus geht die groBe Wichtigkeit des 
begleitenden Dreikants fiir die Theorie der Raumkurven hervor. 
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Die Festsetzung einer positiven Richtung in der Hauptnormale und 
in der Binormale bleibt einer spliteren Untersuchung vorbehalten. 

Beispiel. Wir wollen nun das begleitende Dreikant. fur einen Punkt 
der Schraubenlinie bestimmen. 

Aus 174: seien wiederholt die Gleichungen der Tangente und ihre 
Richtungskosinus: ~ - x 7) - y t -- z 

daraus berechnet sich 

-y =-x-=-b-

dx = _ asinu = _ JL 
ds c c 

dy a cos 16 x 
ds =-c-=e 

dz b 
ds = -c; 

d'a; a; 
dsi = - c·-

damit sind die notigen Daten fur alles weitere gegeben. 
Man kann nun unmittelbar hinschreiben: Die GIeichung der Normal-

ebene - y(; - x) + x(r; - y) + be; - z) =- 0 

und geordnet - y~ + xr; + b~ = be; 

die Gleich.ung der Schmiegungsebene 

;-x r;-y ;-e 
_Jt a; b 

c c c =0 
a; y 0 -(iii - CS 

und geordnet 

die Gleichungen der Binormale 
~-x 1J-Y t-z bY = -ba; = -all '-; 

die Gleichungen der Hauptnormale 

~-x 1J-Y t-z -a; = --y = --Ci--, 
-c! - c! 



y 

444 VI. A.bschnitt. § 2. Erste und zweite Ktummung 

die sich auflosen in die beiden Gleichungen 

y~-xr;=O, ~=z; 

endlich die Gleichung der rektifizierenden Ebene 

und geordnet 
Z 

Fig. 101. 

-~-(l; - x) - ~i(fj - y) = 0 

II 

x~ + yr; = a2• 

Aus der Darstellung der Hauptnormale 
geht hervor, daB sie parallel ist der xy-Ebene 
und daB sie sich in den Radius 0 P projiziert. 

Die xy- Spuren der drei Ebene sind: 

I. (Normalebene) - y; + Xfj = bz, 
II. (Schmiegungsebene) 

by~ - bXfj = aSp 

III. (Rektifizierende Ebene) 
x; + Yl1 = a2• 

I und II sind parallel dem Radius 0 P 
und gehen durch die Spurpunkte 8 und 81 del' 
Tangente, bzw. del' Binormale; III iaUt in die 
Tangente des Kreises in P. 

In Fig. 101 sind die Kanten des Trieders durch Beiseizung der 
Buchstaben T, H, B, die Spuren seiner Seitenebenen durch Beisetzung 
von I, II, III kenntlich gemacht. 

§ 2. Erste und ·zweite Kriimmung. 

180. Die erste Kriimmung oder Flexion. Die erste Kriimmung 
hangt zusammen mit del' Richtungsandernng der Tangente. DieAufmerk
samkeit richtet sich dabei also auf die erste Kante des begleitenden 
Dreikants. 

Wenn sich eine gerichtete Gerade in der Ebene bewegt, so iet ihrs 
Richtungsanderung, sofern sie immer in demselben Sinne erfolgt ist, ihrer 
GroEe nach durch die beiden Endlagen bestimmV) und wird durch deren 
Win kel, also mit Hilfe eines Kreises gemessen. 

1) Bis auf etwaige volle Umdrehungen. 
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Anders bei einer Bewegung im Raume; hier reichen die Endlagen 
nicht aus, urn die Gro.Be del' Drehung zu messen. Man bedient sieh dazu 
einer Kugel; ein aus dem Mittelpunkt derselben parallel zur positiven 
Riehtung del' Geraden gefiihrter Halbstl'ahl macht dieselbe Drehung und 
beschreibt dabei auf der Kugeloberflaehe einen Kurvenbogeuj die Lange 
dieses Bogens, gem essen durch den Halbmesser del' Kugel, der also als 
Langeneinheit dient, ist das natiirliehe Maa fUr die GroBe der raumliehen 
Drehung del' Geraden. 

Diese von Gau.6 eingefiihrte Betraehtungsweise wenden wir nun auf 
die Tangente einer Raumkurve Mo C (Fig. 
102) an. Die Kurve 'Io:t:t', welche del' Par
allelstrahl 0% zur positiven Tangente MT 
auf del' KugeloberfHiche beschreibt, wird 
die sphiirische Indikatrix del' Tangenten ge
nannt und bildet eine in del' beschriebenen 
Weise erzeugte sphiit'ische Abbildung del' 
Raumkurve selbst. 

Setzt man 

Fig. 102. 

z 

und nimmt fiir die Bogenelemente MM', 'I'I' die entsprechenden Bogen
differentiale ds, de, so liegt es in del' Natur derSache, die Kurve bei M 
umso starker gekriimmt zu nennen, je groBer cl e im Vergleich zu ds ist; 

man nimmt daher den Quotiellten :: als MaS del' Kriimmung und neunt 

ihn die erste Kt'iimmung oder die Flexion 1) del' Kurve im Punkte M. 
Den Halbmesser ~ eines Kreises mit del' gleiehen Kriimmung bezeichnet 
man als Kriimmungshalbmesser oder als FlexiO..nsradius in ]J[ und hat 
somit die Beziehung 1 dE (1) 

"Q=ds' 

Nun hat del' Punkt 'I, da der Halbmesser del' Kugel 1 ist, die Ko-
ordinaten ; = "11 'YJ = fll1 : = fl; 
zugleich sind dies die Gleichungen der Indikatrix in demselben Para
meter dargestellt wie die Raumkurve; daraus ergiht sich das Bogendiffe-

1) Die Terminologie ist nicht einheitlich. Mitunter wird die spater zu be
handelnde zweite Kriimmung auch als Flexion bezeichnet, z. B. Encykl. d. math. 
Wissensch., Bd. III 3, S. 78. Wir schlie6en uns L. Bianchi, Lezioni di geome
tria differenziale, Pisa 1893 (2. Auf!. 190"2), deutsch von L. Lukat, Leipzig 
lS99, an. 
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rential der Indikatrix dE = V dCXI2 + dPI' + drl' 

und hiermit wird ~ =11 (dd";Y + (a:: r + (~; )1. (2) 

Da !Xl = ~:, ... , SO kann dafur auch geschrieben werden 

~ .... 1 l(d'X)2 (d'Y)2 (d.' &)' 
(I V ds' + ds' + ds' , (2*) 

eine Formel, die unmittelbar nur dann angewendet werden kann, wenn 
die Kurve durch Vermittlung des Parameters s dargestellt ist. 

Die Flexion wird als eine absolute GroBe aufgefa.6t; die Wurzel ist 
also in den beiden letzten Formeln positiv zu nehmen. 

Je kleiner das Bogenelement MM', um so genauer ist die riiumliche 
Drehung der Tangente bei dem Ubergange von M zu M' durch den 
Winkel der beiden TangentenMTbzw.M'T' gemessen; in diesem Sinne 
spricht man von einem Kontingenswinkel des Bogenelements M M' und 
setzt ihn gleich dE; bei dieser Wendung der Sache kann man wie bei 
ebenen Kurven die (erste) Kriimmung als den Quotienten aus dem Kontin
genswinkel durch das BogendifferentiaZ erkUi.ren. 

Die einzige reelle Linie, bei welcher die Flexion durchwegs N nll ist, 
ist die Gerade. Denn dieser Fall kann nur so eintreten, daB gleichzeitig 

d'y 
Cf8i "'" 0, 

uud soll dies bestiindig geIten, so muB 

dx -= a dy = b d& _ c 
ds ' ds ' ds ' 

somit weiter x == as + a', '!I = bs + b', z -= cS + c' 

sein; mese Gleichungen, in welchen a, a', ... willkurliche Konstanten be
deuten, stellen aber aIle Geraden im Raume vor. 

BeispieZe. 1. Fur die Schraubenlinie ist in 174: und 175 gefunden 
worden asinu R ~ acosu b 

a1 = - -c-' 1'1 c' rl = c' 

demnach ist 

ds=cdu; (c .... ya2 +b2), 

d"1 a cos u d PI a sin u 
-ds ~ - -c-' - (is = - -c-' -

1 a a 
~ = c' = a'+b' 

daraus ergibt sich 

dfl _ O. 
ds - , 
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und ~ 9' a + 11:. Die gewohnlicha Schraubenlinie hat also eine konstante 

Flexion und ihr Flexionsradius ist stets groBer als der Radius des
Schraubenzylinders und zwar um so groBer, je groBer die Steigung. 

2. Um ffir den Punkt P(O/O/a) der Raumkurve 173,2.: 

Xi + y2 + Z2 = a2 

XII + y! = ax 
den Flexionsradius zu finden, hat man folgende Rechnul1g 
Durch zweimalige Differentiation nach s erhiilt man: 

dx dy dz x-+y-+s-=O ds ds ds 

( ) dx dy 2x-a - + 2yds ds 

(dX)2 + (d y)2 + (dZ)2 + X d!x + y ~'Jy + zt!~z = 0 
ds ds ds ds' ds' ds! 

2 (da!)lI + 2 (d y)2 + (2 x _ a) ~_.':c. + 2y '!-.ly = O. 
ds ds ds' ds! , 

hierL:u kommen die Gleichungel1 

(!:r + (:;f + (::r= 1 

d:c d'x + dy d'y + dz d!z 0 
ds ds" ds ds' ds ds' = ; 

nach Einsetzung der Koordinatenwede erhiilt man: 

dx = 0 dy = 11) dz = 0 
ds ds ds 

a'x 2 
ds' = a 

anzulegen. 

1) Wenn der Bogen, Fig.100a), von 0 nach rechts iiberPgeziihlt wird; bei 
einer Zli.hlung im umgekehrten Sinne ware - 1 zu nehmen. 
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hinzu, aus denen sich weiter ergibt 

dSx dSy 5 dSz 
-=0 -=-- -=0· ds s ds' at dss 

d d· D t . t d D'l!C t' 1 t" dx dtx a nun Ie e ermman e aus en neun lueren la quo lenten ds' ... dS!' 
/l3 x ... dse , ... : 0 1 0 

1 0 1 --a a 

0 
5 

0 - at 

den Wert Null hat, so ist P ein Punkt mit stationarer Schmiegungsebene 
(ihre Spur ist in Fig. 100b, p. 431 die Parabeltangente 8). 

181. Die positive Richtung und die Richtungskosinus del' 
Hauptnormale und Binormale. Zur Festsetzung del' positiven Rich
tung der Hauptnormale kann die rektifizierende Ebene als Anhalt dienen. 
Diese hat als Tangentialebene die nachste Umgebung des Punktes M 
ganz zu einer Seite, und nach diesel' Seite werde von M aus die positive 
Hauptnormale gezogen. 

Aus den Gleichullgen 179, (17) del' Hauptnormale 

(17) 

geht hervor, daS ihre Richtungskosinus, fur die wir die Bezeichnungen 

ai' fJI' 'Y2 einfiihren, proportional sind ~~, ~'~, :;" und es handelt sich 
um den Proportionalitatsfaktor. 

Der Abstand des Punktes M'(x + Llx I y + Lly Is + LI~) von der 
rektifizierenden Ebene 

d'x a"y d 2z 
(~ - x) ds i + (11 - y) ds' + (~ - z) ds' = 0 (18) 

bestimmt "ieh mit 

Il'x d'y d't 
LI x '(fii + LI y (fit + LI z '(fii 

V(d'l.X)' (d ty )' (.~~)2' 
ds' + ds' + ds' 

d. i. wenn man die Wurzel positiv nimmt, Llx, Lly, LIs durch ihre Ent
wicklungen aus 177 (mit Beschrankung auf GroBen zweiter Kleinheits-
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ordnung) ersetzt und auf (2*) Rucksicht nimmt, mit 
h' 
2Q' 

faUt also unter diesen Festsetzungen positiv aus. 

Tl'agt man andererseits auf der Hauptnormale von M aus in der 
positiven Richtung die Strecke fl ab und bezeichnet die Koordinaten des 
Endpunktes Q mit );, t), 15, so ergibt sich fur den Abstand dieses Punktes 
von der rektifizierenden Ebene bei derselben Festsetznng liber die Nenner
wurzel der Ausdruck 

[ d2X d2 y . d 2 Z] 
fl (~- x)ds'- + (t) - y) dsj + (5 - z) dsi ; 

derselbe verwandelt sich abel' wegen 

!;-x=fla2 

t) - y = fl {32 

5 - Z = fl r2 
2 [ d' X d' Y d' Z] 

!! aids2 + fJ2(is2 + r2/is2 

in den andern 

und dies mnS den Wert !! haben, weil Q mit M' auf derselben Seite der 
Schmiegnngsebene liegt. Mithin muS der oben erwahnte noch unbekannte 
Proportionalitatsfaktor fl sein; denn mit 

a2 = Q ~8~ 1 
d 2 y 

fJ2 = Q ds~ J 
d 2z 

r2 = Q ds' 

verwandelt sich der Abstand tatsachlich in Q. 

(3) 

Nun braucht nur noch eine Vereinbarung liber die positive Richtung 
der Binol'male getroffen zu werden, und die soll so geschehen, daB die 
positiven Richtungen von Tangente, Hauptnormale und Binormale ein 
Dreikant bilden, das mit dem Dreikant der positiven x-, y- und z-Achse 
gleichsinnig ist, so daB sich das erste Dreikant durch entsprechende Be
wegung mit dem zweiten so zur Deckung bringen HiSt, daB T mit X, H 
mit Y und B mit Z zusammenfiiilt. 

Konstruiert man aus dem Ursprung ein zu T HB paralleles Dreikant 
und tragt auf seinen Kanten von del' Ecke aus je eine Langeneinheit auf, 

Czuber, VorleBungen. I. 4. Aut!. 29 
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so haben die Endpunkte dieser Strecke in der angegebenen Reihenfolge 
die Koordinaten a1 I P1 I 1'1' a2 I P2 I 1'2' a3 I Ps I rs und das Volumen des 

so bestimmten Tetraeders betragt ~~ del' Determinante 

at (Jt 1'1 

a2 P2 1'2 

as Ps rs 
andererseits berechnet sich dieses V olumen aus den Kanten zu ~, mit

hin muB die Determinante den Wel·t 1 dem Betrage nach haben; bei der 
getroffenenAnordnung aber auch dem Zeichen nach; denn fallt das Drei
kant mit dem Achsendreikant zusammen, so lautet die Determinante 

1 0 0 

0 1 0 
0 0 1 

Mithin besteht die Gleichung 

a l Pl 1'1 
a2 P2 J'2 =l. (4) 

as Ps 1'3 

Entwickelt man nach den Elementen der letzten Zeile und vergleicht 
die Entwicklung 

I PI 1'1 
its I P2 1'2 

mit dem Ansatz as2 + PS2 + rs2 = 1, 

so folgt aus der Allgemeingiiltigkeit dieser Gleichungen, daB 

Die Entwicklung nach den andern Zeilen fiihrt zu der Erkenntnis, 
daB jedes Element der Determinante (4) gleich ist der ihm adjungierten 
Unterdeterminante. 

Ersetzt man nun (1) Pv 1'1; a2 , P2 , I'll durch ihre bekannten Werte 
aus 170, (7*) und 181, (3), so erhalt man schlieBlich auch die Richtungs
kosin us der positiven Binormale: 
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dy dz 
ds ds 
d2y d'z 
ds! ds-' 

dz dx 
ds ds 

d 2 z cl2x (5) 

ds' ds' 

dx dy 
ds ds 

1'3 = Q d'x d'y 
ds" ds 2-

182. Die zweite Krummung odeI' Torsion. Die zweite Krum
mung hiingt mit del' Stellungsanderung derSchmiegungsebene zusammen. 
Da die Binormale auf del' Schmiegungsebene senkrecht steht, so kann 
man jene Stellungsiinderung auch an del' Richtungsiinderung del' Binor-
male verfolgen. Die Aufmerksam- (1 

keit ist also bei diesel' Untersuchung Fig. lOS. 

auf die dritte Kante des begleiten-
den Dreikants gerichtet. 

W iederum handelt es sich urn 
die riiumliche Drehung einer Ge
raden, die an del' GauBschen Ein
heitskugel zu mess en sein wird in 
del' gleichen Weise, wie dies schon 
bei del' Tangente geschehen ist. In 
Fig. 103 ist neben del' Indikatrix 

H 

'B 

:toX'!: del' Tangenten auch die Indikatrix ~o~~r del' Binormalen einge
zeichnet; die beiden Kurven stehen in solcher Beziehung zueinander, 
daB zusammengehOrige Punkte wie,! und ~, :t' und ~'usw. urn je einen 
Quadranten des durch sie gehenden KugeIgroBkreises voneinander ab
stehen. 

Setzt man MoM = s, ~o~ =-It, 

und ersetzt die Bogenelemente MM', ~~' durch die entsprechenden 

Bogendifferentiale ds, d-lt, so tritt an die Stelle des Verhiiltnisses iJ~, 
das die TO?"S1·on des Bogenelementes M]}l' mess en wiirde, del' Quotient 

29* 
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::' den man als zweite Kriimmung oder Torsion 1) der Raumkurve in j}! 

definiert. Zu ihrer geometl'ischen DarsteHung beniitzt man einen Kreis, 
des sen Kriimmung mit diesel' zweiten Kriimmung iibereinstimmt, fiihrt 
seinen Radius or unter dem Namen Torsionsradius ein und hat Bonach den 

Ansatz: ~ = ~: . (6) 

Wenn der Mittelpunkt del' Einheitskugel III den Ursprung des Ko
ordinatensystems verlegt wird, sind 

die Koordinaten des Punktes lS, zugleich die Gleichungen der Illdikatrix 

der Binormale und dft = 1/d~-;:2 + dfJ3 2 + dr3~ 
ihr Bogendifferential; damit ergibt sich fUr die Torsion die Darstellung 

(7) 

Man kann, wenn JYI und M' sehr nahe aneinander liegen, d {} als das 
MaB des Winkels der zugehorigen Schmiegungsebene ansehen und nennt 
es darum auch den Torsionswinkel. 2) So kann denn die Torsion als Quo
tient aus dem Torsionswinkel durch das zugehorige Bogendifferential er
klart werden. 

Wahrend die Flexion aIs eine absolute GroBe genommen wird, spre
chen bei der Torsion geometrische Griinde dafiir, sie als eine relative 
GroBe, d. h. als eine solche aufzufassen, bei del' es einen Gegensatz gibt, 
der durch die Zeichen + und - zum Ausdruck zu bringen ist. 

Um dies einzusehen, projiziere man ein den Punkt JJ£ umgebendes 
Bogenstiick orthogonal auf die drei Ebenen des zu M gehorigen Drei
kants; der Typus diesel' drei Projektionen ist aus Fig. 104 ersichtlich. 
Die Projektion a) auf die Normalebene zeigt eine Spitze, die Projektion 
b) auf die Schmiegungsebene erscheint als ein gewohnlicher Punkt, die 
Projektion auf die rektifizierende Ebene abel' weist, sofern die Schmie
gungsebene nicht stationar ist, einen Wendepunkt auf, del' zwei gegen-

1) Auch die Bezeichnungen Windnng, Schmiegung sind gebrauchlich. V gl. 
hierzu die FuBnote p. 44.5. Wegen des VorhandensClins der zweiten Kr(immnng 
oder "Windnng" nennt man die Raumknrven auch gewundene Linien. 

2) Auch Windungs- oder SchmiegungswinkeI. 
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satzliche Anordnungen zuHtfit, 
die sich darin auBem, dafi das 
einemal die im positiven Siune 
verfolgte Kurve von der positi
ven Seite der Schmiegungsebene 
auf die negative, das anderemal 
von del' negativen Seite auf die 
positive iibertritt (c' und c'). "'-... 

B 

B 

a) 

c? 

Als S '-M positive Seite der chmie- ---=-+-"""'"-~ T 

gungsebene gilt diejenige, von 
der die positive Binormale aus
geht. 

Fig. 104. 

453 

H 

t bJ 

B 
e") 

Die Frage nach solchen Kurven, welche durchwegs die Torsion Null 
haben, beantwortet sich wie folgt. Damit dies eintrete, ist notwendig, 
daB bestandig dC{~ = 0 d~s = 0 dy,,_ = 0 

ds ' ds 'ds 
sei, was wiederum erfordert, daB as, {js' I's konstant, also aIle Binormalen 
Parallel en seien, was nur bei einer ebenen Kurve stattfindet. Man kann 
iibrigens die rechnerische Behandlung weiterfiihren und aus 

as = A, {js = B, I's = C 
Adx+Bdy+ adz 

a1 as + (jtf3s + 1'11's = - ds ' 

und da die linksstehende Summe Null ist, muB auch 

A dx + B dy + C dz = 0 
sein, was schlieBlich auf Ax + By + Cz = D 

ableiten 

ffihrt, womit aufs neue dargetan ist, daB aIle Punkte der Kurve in einer 
Ebene liegen mussen. 

183. Die F ormeln von Frenet. Ganze Krummung. Man kann 
die Flexion 

ais relative Geschwindigkeit in der Richtungsiinderung der Tangente und 
die Torsion 

ala relative Geschwindigkeit in der Stellungsanderung der Schmiegungs
ebene auffassen, bezogen auf die Gescbwindigkeit, mit welcher der Punkt 
die Kune durchiauft, und jede dieser Geschwindigkeiten erscheint der 
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Formel gemaB zusammengesetzt aus drei zueinander rechtwinkligen 
Komponenten, die Flexion aus 

die Torsion aus dlX:l 

ds' 

dYt 
ds ' 

dr. 
as 

Dies legt den Gedanken nahe, auch noch ein drittes Kriimmungs
maS einzufiihren, das sich in del' gleiehen Weise auf die Hauptnormale 
stiitzt wie die beiden erst en aufTangente und Binormale. Gebraueht man 
fiir dieses KriimmungsmaB den Namen ganze Kriimmung und in Weiter-

fiihrung der Analogie das Zeichen 2, so wird es sieh aus den Kompo-
9 

nenten dlX. d P2 dr2 
ds' dB' ds-

1 1 
nach Art von - und - zusammensetzen. 

Q T 

Die neun Komponenten lassen nun eine sehr bemerkenswerte ana
lytisehe Darstellung zu. 

Geht man von den Formelll 175, (7*) und 181, (3), d. i. von 

und den beiden iibrigen Paaren aus, so kommt man zu del' Formelgruppe 

(1) 

welche Tangente, Binormale und Flexion zueinander in Beziehung setzt. 
Difi'erentiiel't man die Gleiehungen 

as 2 + (3:/ + as 2 = 1 

alaS + (31{33 + f1fs = 0, 

deren zweite besagt, daB Tangente und Binormale einen l'echten Winkel 
bilden, in bezug auf s, so ergibt sieh unter Beriicksichtigung von (I) 

a ~8 + f3 d~ +t!i's - ° 
3 ds S ds fs ds -

dan R dP. dr. 1 ( ) 
IXl ds + P1 liS + 7'1 -ds + -; 0::20::S + f32(33 + r2rS = 0, 

und da del' eingeklammerte Ausdruck, der den Kosinus des Winkels zwi
schen Haupt- und Binormale ausdriickt, den Wert Null hat, so folgt dar-
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aus mit Beachtung dessen, was in 181 iiber die Determinante der neun 
Richtungskosinus gezeigt worden ist: 

1= "fX2 ~~-=xl Ps Ys 
ds I P1 Yl 

I = "p~ ~f/. =" I Ys as 
ds Yl al 

~; = x I:: ~: \ = x Y2; 

die Quadratsumme dieser Gleichungen fiihrt auf 7:~ = ,,2, und schreibt 

man fiir x, das Zeichen noch offen lassend,~, so kommt man zu der 
7: 

folgenden zweiten Formelgruppe: 

da. a. df/3 P. dr. = r. 
ds = ~, as =7:' ds 7: 

(II) 

Aus der wiederholt angewendeten Determinanteneigenschaft geht 
weiter R f.! a2 = I'S Y1 - Y3I'1 

hervor und differentiiert man dies unter Beachtung von (I) und (II) nach 

s, so entsteht da. = ~~2.--=- r. f/, + P.Yt -Y. fI, 
ds I! 7:' 

und da die Zahler auf der rechten Seite gleich - au - as sind, 
langt man schlie6lich zu der letzten Formelgruppe 

da. a, a. df/. = _ {ll f/. dy. r, r. 
ds = - Q - 7:' ds (! 7:' -(18- = - -;- - -;-

so ge-

(UI)l) 

Quadriert und summiert man diese drei Gleichungen, so erhalt mah 

1 1 1 
g' = Qi- + 7:" 

Die ganze Kriimmung hat also keine selbstandige Bedeutung mehr, da 
sie sich aus der Flexion und Torsion zusammensetzen 11i.6t. 

Die neun Formeln (I), (II), (III), nach ihrem Urheber die Frenet
schen Formeln genannt 2), enthalten die Bewegungsgesetze des begleiten-

1) Man begegnet allch einer andern Schreibweise der Formeln, die aus der 
obigen entsteht, wenn man -r durchwegs durch - -r ersetzt. 

2) Haufig allch ala Serrehche Formeln bezeichnet; F. Frenet hatte sie 
1847 als Doktordissertation bei der Toulouser Fakultat eingereicht, P. Serret sie 
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den Dreikants, und da sich in diesen die Eigenschaften einer speziellen 
Raumkurve ausdrucken, so sind die Frenetschen Formeln fiir die KUJ
ventheorie von grundlegender Bedeutung. Auch bei einer ebenen Kune 
kann von einem begleitenden Dreikant gesprochen werden; seine Bewe
gungen sind aber von einfacherer Art, weil die eine Kante, die Binorma}e, 
ihre Richtung beibehalt; man sieht daher von diesel' Kante und den zwei 
durch sie gehenden Seitenflii.chen ab und richtet die Aufmerksamkeit nul' 
auf das Winkelkreuz aus Tangente und N ormale. 

184. Das Vorzeichen del' Torsion. Rechts- und linksgewun
dene Kurven. Wir nehmen die erste Formel del' Gruppe (II) wiedEl' 
auf, ersetzen darin /xs und /X2 durch ihre Ausdriicke aus 181, (5) und (3) 
und fiihren links die angezeigte Differentiation aus; ebenso verfahren wir 
mit den zwei andern Formeln und kommen so zu dem Gleichungssystem: 

dy dz dy dz 
d(! ds ds ds d.y (! d'x 
(is d'y d"z + (I dS ,!! d8 z = -;- ds' 

ds' ds' ds S ifis 
dz dx dz dx 

d(! ds ds ds ds (! dty 
ds tJ"z d'x +(1 d8 z dSx = T dB~ 

ds' (iss ds" ds· 
dx dy I dx dy 

d(! ds ds ds ds 
~ d'z 

ds d'x d'y +(1 d8x dSy 't' ds' . 
ds'- ds'- ds3 ds s-

Multipliziert man del' Reihe nach mit d'x d' !! ~~~ und hiJdet die ds' , ds" dB' 

Summe, so erhalt :: den Koeffizienten 

d'x a'y d"z 
ds' ds' ds' 
ax dy dz 
ds ds (is 

d"x d"y d'z 
ds' ([ii' ds2 

der Null ist, und es verbleibt 

unabhangig von ihm gefunden und 1861 im Journal von Crelle veroffentlicht, WI) 

1852 auch Frenets Arbeit erschien. 
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dx dy dz 
ds ds ds 

1 d'x d'y d"z (8) ~i~ =- ds·- ds"- (fi2 

d"x d 8 y d"z 
ds" ds" ds-i 

Diese Gleichung gibt einige wichtige Aufschliisse. Zunachst zeigt 
sie einen bemerkenswerten analytischen Unterschied zwischen Flexion 
und Torsion: wahrend die erste nur mittels einer Quadratwurzel darstell
bar ist, erscheint die Torsion eben vermoge dieser Gleichung in ratio
naler Form. Des weiteren gestattet diese Gleichung, in jedem Punkte der 
Kurve das Vorzeichen der Torsion zu bestimmen, es ist das entgegen
gesetze der rechtsstehenden Determinante. 

Das Verschwinden der Determinante ist in 178 1) als Merkmal eines 
Punktes mit stationarer Schmiegungsebene erkannt worden; nun HiEt sich 
auch die geometrische Bedeutung davon einsehen; in einem stationaren 
Punkte ist die Torsion gleich Null und wechselt im allgemeinen beim 
Durchgange durch einen solchen ihr Vorzeichen, ahnlich wie es die 
Kriimmung einer ebenen Kurve beim Durchgange durch einen Wende
punkt tut. Das identische Verschwinden der Determinante kennzeichnet 
eine Kune mit lauter stationaren Schmiegungsebenen, d. i. eine ebene 
Ku.rve. 

Schreibt man die Schmiegungsebene in der Form 

(~- x) as + (n - y){3s + (~- z)rs = 0, 
so erhalt der Abstand des Punktes M'(x + Llx I y + Lly I z + Liz) von 
ihr den Ausdruck 0 = as Llx + fJa Lly + ra Liz; 
nun gibt die Entwicklung bis zu Gliedern der dritten Ordnnng 

Llx = dx II, + d'x h 2 + d"x hg + ... 
ds ds' 2 ds" 6 

h' d".x h g 

= h a1 + 2Q a 2 + ds' 6 + ... 
h 2 d"ll h" 

L1. y = h P1 + 2 (> {32 + d s·~ 6 + . . . 
h' d"z hS 

LI e = h "' + - 11 + -- + ... . 11 2 (> 12 ds' 6 

1) DaB sie dort mit dem beliebigen Parameter u geschrieben ist, spielt 
selbstverstlindlich keine Rolle. 
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und nach Einsetzung dieser Ausdriicke in a wird 

kg (dgx dSy d"e) 
a = (; ass as + dsS ~3 + ,fis- rs +"', 

was sich nach Eintragung der Werte fiir as, (3s, r3 unter Beriicksichti
gung von (8) verwandelt in 

h g 

a = - 6(.>T + .. '. (9) 

Hieran ist nun folgendes abzulesen: Bei ~ > 0 ist a vor M (wobei 
7: 

h < 0) positiv, nach M (wobei It > 0) negativ, die Kurve geht also von 
der positiven Seite der Schmiegungsebene auf die negative iiber; bei 

.1 < 0 findet das umgekehrte statt (vgl. die Fig. 104, c', c"). Man driickt 
T 

.diesen Unterschied dadurch aus, daB man von links und von reehts ge
wundenen Kurven spricht. Besonders deutlich und berechtigt erscheint 
diese Unterscheidung an der bekanntesten Raumkurve, an der Schrauben
linie. 

185. Beispiele. 1. Beziiglich der gemeinen Schraubenlinie 

x = a cosu 

y = a sinu 

Z= bu 
1st aus friiheren Rechnungen, zuletzt 180, bereits bekannt 

ds=cdu; al=-·~-' ~1= :' 'Yl=~·; c=ya2 + b2 i 

d~x x 
(rS~ = - C" 

~8X = JL 
ds S c' , 

_JL 
c 

a' x 
c4 -r := - - c! 

c· 
(J = a; 

d'y y 
ds' = -(;2' 

d 3 y x 
d8"=-c"' 

x b -c c 
y 0 -eo 
X 

0 -c' 

him'aus folgt weiter 

a'b 
=--' c6 

, 

Bomit ist der GroBe und dem Vorzeichen nach bei der vorstehenden 
Schraubenlinie 
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1 " 
~= - c" 

Die Schraubenlinie hat also auch konstante 
Torsion und der Torsionsradius ist immer gro
Ber als b und zwar in umso hoherem MaSe, je 
groSer a ist. 

Eine Schraubenlinie wie die in Fig. 105 
gezeichnete., die beim Durchlaufen im Sinne 
des Uhrzeigers (von oben betrachtet) ste{.qt, 
heiSt linksgewunden; eine Schraubenlinie hin
gegen, die beirn Durchlaufen in demselben 
Sinne {allt, heiSt rechtsgewunden. Das stimm t y 

mit der obigen Festsetzung iiberein. 

Die noch fehlenden Richtungskosinus sind: 

x 
«2 = - a =- cos u c' by b 

a3 = Ii cs = c sm u 
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z 

O~-:---~--x 
" 

P 
Fig. 105. 

{j Y I • 
=--= - Sinu 

:1 a, 
c' bx b 

{j~ = - a CS = - c cos u 

Yt = 0; 
c· a 3 a 

1'3 = (i! CS = C . 

Man entnimmt daraus, daB die Hauptnorrnale dem Radius 0 P par
allel und entgegengesetzt gerichtet ist und daB die Binormale ebenso 
wie die Tangente zu den Mantellinien des Zylinders unter einem kon
stanten Winkel geneigt ist. 

2. Die gemeine Schraubenlinie ist ein besonderer Fall der allge
meinen zylindrischen Schraubenlinie, einer Kurve, welche die Erzeugenden 
einer beliebigen Zylinderflache unter einem konstauten Winkel OJ schnei
det, dessen Kosinus k sein moge. Wiihlt man die z-Achse des Koordinaten
systems den Erzeugenden der Zylinderflache parallel, so sind alle zylin
drischen Schraubenlinien durch die Beziehung 

7'1 = k 

eharakterisiert, welche aussagt, daB die Tangente mit der z-Achse be
standig denselben Winkel einilchlieBt. Aus dieser Beziehung folgt 

drl = 0 
ds 



z 
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und hieraus wegen der letzten Gleichung der Gruppe (1) 

7'2 = 0; 
damit wieder gibt die letzte Formel der Gruppe (II) ~~~ = 0, also 

/'s = k', 
wenn k' eine bestimmte andere Konstal1te bedeutet; und hiermit endlich 
flihl't die letzte Formel der Gruppe (III) zu 

Bei 

~ = kOllst. 
't" 

Die letzten drei Ergebnisse haben folgende geometrische Bedeutung: 
allen zylindrischen Schraubenlinien ist die Rauptnormale senkJecht 

T 
zur MantelliDie der Zylinderfiache, die BinormalB 
unter einem konstanten Winkel zu ihr geneigt unci 
das Verhiiltnis der beiden Kriimrnungen im ganS!tll 

Verlauf der Kurve konstant. 
Dber dieses Vel'hliltnis sowie liber den Zusam-

'/-----:f-<---X 
:menhang zwischen Flexions- und Torsionshalbmesser 
einer allgemeinen Schraubenlinie und dem Kriim
mungsradius desN ormalschnitts derZylinderfiache, auf 

Fig. 106. der sie liegt, gibt dif;! folgende Rechnung Aufschlu.6.1) 

PoM (Fig. 106) sei die Scbraubenlinie, PoP die Leitlinie des zur 
z -Achse parallelen Zylinders, Po der gemeinsame Anfangspunkt der 
Bogen s, 6 beider Linien, deren positive Richtungen libereinstimmen 
sollen. Die Koordinaten von P seien als Funktionen des Bogens ti dar-

gestellt: x=x(o), 1/=Y(6); 
dann ist x'l! + y'2 = 1 

und der Krummungsradiu8 der Leitlinie in P (157, (7*») 

1 
() = x' y"=--y-X" , 

wobei sich die angezeigten Diiferentiationen auf 6 beziehen; zufolge der 
Identit1i.t (X'2 + y'2) (X"2 + yff'J) - (x' x" + y' y")2 ~ (x' y" - y' x")2 

und wei I :rus X'2 + y'Z = 1 foIgt x' x" + 1/' y" = 0, ist auch 

1 

f! = -Vx;;~+'i' . 

1) G. Scheffers in der EnzJkl. d. mathelll_ Wissells(;h., Ill. 8, p.242.. 
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Zwischen den Bogendifferenzialen besteht die Beziehung 

do = ds sinw. 

Aus den Gleichungen der Schraubenlinie 

Mgt nun: 

x = x(o) y = yeo) z = 0 cotgw 

dx ,. 
a1 = ds =X smw 

1/ dy ,. 
1"1 = - = y sm w ds 

1'1 = cosw; 

dct! = X" do· sin w = x" sin2 w ds 
dP1 = y" do . sin w = y" sin2 w ds 

d1't = 0; 
1 1/(-~il2-+ "~) . 4 sin' ro - = r x y sm w = --- . 
Q Q 

Die letzte Formel der Gruppe (III) fiihrt endlich zu 

0=- (!l + r.) = _ (COBo) + sinro) 
Q 'C Q 'C' 

!L = - cotg w. 
'C 

woraus 
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DaB V orzeichen von T hangt davon ab, ob w spitz oder stumpf ist. 
Es sei noch auf die besondere Eigenschaft der TangentenfHiche der 

allgemeinen Schraubenlinie hinge wiesen, daB aUe ihre Erzeugenden gagen 
eine feste Ebene gleich geneigt sind; man nennt sie wegen dieser Eigen
schaft eine Boschungsfliiche. Umgekehrt kann man schlieBen, daB jede 
abwickelbare Flache, die eine Boschungsfiache ist, als Gratlinie eine 
Schraubenlinie besitzt. 

§ 3. Tangenten und Tangentialebenen, Normalen und Normal
ebenen einer krummen Flache. 

186. Analytische Darstellung krummer Flachen. Diejenige 
analytische Darstellung einer krummen Flache, welcher wir zunachst be
gegnet sind (45) - sie ist die in a.iterer Zeit fast ausschlieBlich ge
brauchte - besteht darin, daB im rechtwinkligen Koordinatensysteme z 
als Funktion der Variablen x, y gegeben ist: 
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z = {(X, y). (1) 
Wo wir im Folgenden von dieser Darstellnng Gebrauch machen, setzen 
wir voraus, daB die Funktion (nach der Tay lorschen Formel entwickel
bar sei, mindestens bis zu den Gliedern zweiter Ordnung, daB sie also 
vollstandige Differentialquotienten der ersten zwei Ordnungen besitze, ffir 
welche wir die allgemein iiblichen Bezeichnungen gebrauchen werden: 

0& 0& 13'& i3!z ox = p, i3y = q; tf:i:" = Y, i)xay = oS, 

Allgemeinel' als (1) ist die Gleichungsform: 

F(x, y, z) = 0, (2) 

welche z als implizite Funktion von x, y bestimmt; die Ableitung der 
Differentialquotienten von z auf Grund diesel' Gleichung ist in 69 er
muted worden. 

Zu einer dritten Darstellungsweise gelangt man, von der geometri
schen Erzeugung einer krummen Flache durch stetige Bewegung und 
eventuell gleichzeitige Formanderung einer Kune ausgehend. Wenn die 
Koordinaten x, y, z eines veranderlichen Punktes M als stetige Funktionen 
eines Parameters u gegeben sind, so beschreibt M, indem u seinen Be
reich stetig durchlauft, eine Kurve; und enthalten jene Funktionen noch 
einen zweiten Parameter v, beziiglich dessen sie ebenfalls stetig sind, so 
beschreibt die Kune, wahrend v das ihm zugehOrige Intervall stetig 
durchlauft, eine krumme Flache. Demnach ist auch durch drei Glei
chungen von der Form 

x = x(u, 1)), y = y(u, v), z = z(u, v) (3) 

ein Flache dargestellt. 
Erteilt man in (3) dem u einen festen Wert, so stellen sie eine 

Kurve dar, welche der Flache angehort oder ihr aufgeschrieben ist und 
die man kurzweg die Kurve u nennen kann. 

Aber auch einem festen Wede von v entspricht bei variablem u eine 
Kurve auf der Flache, welche die Kurve v hei1len solI. 

1m Grunde dieser Auffassung erscheint die Flache mit zwei Scharen 
von Linien, gekennzeichnet durch u = konst. und v = konst., iiberzogen, 
und jeder ihrer Punkte als Schnitt zweier dieser Linien, jede einer an
deren Schar angehorig. Man nennt die Linien Parameterlinien, tt, v auch 
lmtmmlinige Koordinaten. 
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Die zuletzt erkliirte Darstellungsweise Krummer Flachen ist durch 
GauJP) in die Fliichentheorie eingefiihrt und ausgebildet worden; sie hat 
sich fiir tiefer gehende Untersuchungen als die geeignetste erwiesen. 

Von der Darstellung (3) gelangt man durch Elimination von u, v 
zu der Form (2) und, falls hier Losung nach z moglich ist, zu der 
Form (1). 

Indessen darf nicht iibersehen werden, daB die drei Darstellungs
weisen nicht immer aquivalent zu sein brauchen. Um nur auf einen Fall 
hinzuweisen, kaDn die Gleichung F(x, y, $) = 0 mehrere Auflosungen 
nach z haben, und ist $ = rex, y) eine davon, so stellt sie nul' einen Teil 
der FHiche dar, die in der eraten Gleichung enthalten ist. Es miissen da
her in jedem einzelnen Faile Uberlegungen angestellt werden. 

Neben der Beziehung einer FHiche auf ein rechtwinkliges Koordi
natensystem ist die Darstellung in raumlichen Polarkoordinaten tp, 0, r 
am gebrauchlichsten; die Transformation der ersteren Koordinaten in die 
letzteren geschieht (68,1) mittels der Gleichungen: 

x = r sin 0 cos tp 

y = r sin () sin IP 

z ='r cosO. 

187. Einteilung der FHichen. Einige Flachengattungen 
und ihre analytische Darstellung. WennF(x, y, z) eine ganze ratio
nale Funktion n-ten Grades bezeichnet, so heiBt die durch F(x, y, z) = 0 
dargestellte Fliiche eine algebraische Fliiche n·ter Ordnung. Ihre geome
trische Grundeigenschaft besteht darin, daB sie von einer Geraden (sofern 
dieae ihr nicht etwa ganz angehort) in n Punkten und von einer Ebene 
nach einer Linie n-tel' Ordnung geschnitten wird. Eine FHiche, die eine 
solche Darstellung nicht zuliiBt, wird als eine transzendente Fliiche be
zeichnet. 2) 1m Folgenden werden Rlachen beider Arten vorgefiihrt 
werden. 

1) Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827. Deutsch von 
A. Wangerin in Ostwalds Klassikern (Nr. ,i). 

2) Die Darstellung von FIachen durch Gleichungen zwischen drei variablen 
Koordinaten gehort einer spateren Zeit an als die von Linien (nach einer Angabe 
in der Encykl. d. mathem. Wissensch., III 2, p. 636, Boll Parent 1700 eine erste 
darauf hezugliche Arbeit gemacht haben). Die Einteilung in Ilolgebraische und 
transzendente Flachen stammt von Euler. 
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1. Ais Beispiel der unmittelbaren Darstellung iu rechtwinkligen Ko
ordinaten seien die Gleichungen der Fliichen zweiter Ordnunq angefiihrt, 
wenn diese auf ihre Hauptachsen als Koordinatenachsen, somit ihre 
Hauptebenen als Koordinatenebenen bezogen werden. 

Das allgemeine Ellipsoid: x: + Yb~ + z: = 1. Spezielle Falle davon a c 
sind die Rotationsellipsoide (wenn zwei derGroBen a, b, c gleich sind) 
und die Kugel (wenn aIle drei gleich sind). 

• y' • 
Die Hyperboloide, und zwar das einschalige: :. + l)i. - ;. = 1, das 

zweischalige: - ~ - ~: + ;: = 1, darunter die Rotationshyperboloide 

als besondere FaIle (a = b und die z-Achse Rotationsachse). 

Die Paraboloide, und zwar das elliptische: 2z = x: + bY;' das hyperc a 

bolische: 2z = x: _ Yb:; bei a = b ist das erste ein Rotationsparaboloid, 
c a 

heiat das zweite gleichseitig. 
2 ! 2 

Der allgemeine Kegel: :::. + Yb2 = ; I der bei a = b in die spezielle a c 
Form des Kreis- oder Rotationskegels ubergeht. 

Die Zylinde1', deren Gleichungen bei der gewahlten Anordnung des 
Koordinatensystems gleichlautend sind mit den Gleichungen jener Linien 
zweiter Ordnung, die als Leitlinien dienen. 

2. Regelflachen. Ais Regelflache, Linienfliiche oder geradlinige FHiche 
wird jede Flache bezeichnet, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt 
werden kann. 

Legt man durch einen festen Punkt Parallelen zu den Erzeugenden 
einer Regelflache, so ist deren Ort im allgemeinen ein Kegel, den man 
den Leit- und Richtkegel der Regelflache nennt. Erfiillen die Parallelen 
eine Ebene, so nennt man diese eine Leit- oder Richtebene. Zu den Regel
flachen gehoren auch die Kegel und Zylinder; bei einem Kegel ist der 
Richtkegel ihm selbst kongruent, bei einem Zylinder reduziert er sich auf 
eine Gerade. 

Unter den PIachen zweiter Ordnung bietet das einschalige Hyper
boloid das Beispiel einer Regelflache mit einem Richtkegel, der ebenfalls 
vom zweiten Grade ist, das hyperbolische Paraboloid das Beispiel einer 
Regelflache mit zwei Richtebenen, die beim gleichseitigen aufeinander 
senkrecht stehen. 
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Die Regelfliichen zerfallen in zwei Klassen. 
a) Geschieht die Bewegung der erzeugenden Geraden so, daB aIle 

ihre Lagen durch einen festen Punkt gehen, del' im Endlichell oder im 
Unendlichen liegen kann, oder daB die Gerade um einen in ihr stetig 
bewegten Punkt sich dreht, so heiBt die beschriebene FHiche eine ab
wickelbare Regelflache. 1m ersten der drei unterschiedenen Falle entsteht 
eine Kegelfliiche, der feste Punkt heiBt ihre Spitze; im zweiten FaIle be
stimmt der unendlich ferne Punkt die Richtung aller Lagen der Erzeu
genden, die FHiche heiBt eine Zylinderflache. Bei diesen zwei Flachen
formen ist die Bezeichnung "abwickelbar" ohne wei teres verstandlich. 

Einer besollderen Erorterung bedarf der dritte Fall. Hier beschreibt 
del' veranderliche Punkt eine Linie, die eine Plankurve ist bei.V orhanden
sein einer Richtebene und eine Raumkurve bei Vorhandensein emes 
Richtkegels. Beidemal sind die Erzeugenden Tan
genten der Linie, ihr Ort im ersten Faile eine 
Ebene, im zweiten Faile eine abwickelbare Flache; 
die Linie ihre Gratlinie oder Ruc7ckehrkante. Jede 
Erzeugende zerfallt durch den Beriihrungspunkt 
mit del' Gratlinie in zwei Halbstrahlen, die Flache 
dementsprechend in zwei Mantel, die in der Grat
linie zusammenstoBen, welche als scharfe Kante 

y 
del' Flache in die Erscheinung tritt. 

Fig. 107. 

Die parametrischen Gleichungen einer abwickelbaren FHiche von ge
gebener Gratlinie ergeben sich in folgender Weise. Die Koordinaten ~,9, 3 
eines Punktes M der Gratlinie G (Fig. 107) und der von diesem Punkt 
und einem festen Anfangspunkt Mo begrenzte Bogen s seien als Funktionen 
eines ersten Parameters u gegeben ·und auf der Tangente in M werde der 
PUllkt P so bestimmt, daB MoP = Mo]Jf + MP = v ist, wobei v als 
zweiter Parameter dienen soIl; dalln ist P ein allgemeiner Punkt del' 
Fliiche und seine Koordinaten stellen sich mit Hilfe der genannten 
GroBen wie folgt dar: 

x = ~ + (v - s) :: 

y = tJ + (v - s) ~; (4) 

( , d3 
Z = b + v - s) ds . 

Bei konstantem s (somit konstantem u) sind dies die Gleichungen 
() "u b e r, Y orlesnngen. I. 4,. Auf!. 30 
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einer Erzeugenden, bei konstantem V die Gleichungen der vom Punkte P 
bei der Abwicklung der Strecke v von der Gratlinie beschriebenen Kurve: 
die Erzeugenden und dieae Kurven sind die Parameterlinien. 

Als Beispiel sei die abwickelbare Flache vorgefiihrt, deren Gratlinie 
die gemeine Schraubenlinie ist j man nennt sie die abwic7celbare SchraUben
{lache. Ihre Gleichungen lauten bei der in 173 gewahlten Anordnung 
mit Beniitzung der in 174 und 175 gefundenen Reaultate, wenn man 

noch zur Abkiirzung yaz + 1;2 = c setzt: 
. av sinu x = a (u SInU + cosu) - --

c 
• aVCOBU 

y = a (SlllU - U cosu) +-c 
bv 

Z= --. 
c 

(5) 

Bei konstantem v bleibt auch z konstant, die v-Linien sind aomit die 
ebenell Schllitte der Flache parallel zur xy-Ebene. 

b) Bewegt sich die Erzeugende so, daB bei der momentanen Bewe
gUllg keill Punkt derselben fest bleibt, so heiBt die von ihr beschriebene 
Flache eine nichtabwickelbm·e oder windschiefe Regdfliiche. In jeder Er
zeugenden gibt es dann einen Punkt, der als Grenzpunkt ihres kiirzesten 
Abstandes von einer folgenden Lage der Erzeugenden erscheint, wenn 
iliese sich der ersten unbegrenzt nahertj man nennt ihn den Zentralpunkt 
der Erzeugenden und den Ort der Zentralpunkte die Stt·iktionslinie, auch 
Kehllinie der nichtabwickelbaren RegelHache. Bei den abwickelbaren 
RegelHachen vertritt die GratIinie die Stelle der Striktionslinie. 

Dnter den FIachen zweiten Grades gibt es zwei windschiefe RegeI-

flachen: das einschalige Hyperboloid x: + Yb : - ~; = 1 und das hyper-a c 
2& x 2 y! 

boliscne Paraboloid - = - - -- . c a' b 2 

Eine spezielle Klasse von windschiefen RegeIHachen sind die Konoid
tliichen, LinienHachen mit einer Richtebene und einer Leitgeraden, ent
standen also durch Gleiten einer beweglichen Geraden langs einer festen, 
wobei die bewegliche Gerade wahrend ihrer drehenden Bewegung einer 
festen Ebene parallel bleibt. Je nachdem die Leitgerade zur Richtebene 
gelleigt oder sen]uecht ist, spricht man von einem schielen oder einem ge
raden Konoid. Verlegt man beim geraden Konoid die Richtebene in die xy
Ebene, die Leitgerade in die z-Achse, so nimmt seine Gleichung die Form 
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z = f (~) (6) 

an; denn einem konstanten z entspricht, wenn wir f als eindeutige Funk

tion voraussetzen, ein bestimmter "T ert von JL, jeder Schnitt parallel zur x 
xy-Ebene ist also eine die z-Achse schneidende Gerade. 

Zwei besondere Konoide sollen hier angefiihrt werden: das Schrauben-
konoid, auch als gewohnliche oder flachgangige Schraubenflache oder als 
VIl endelflache bezeichnet, und das Zylindroid. 

Bei dem ersteren wird die Fiihrung der Geraden vervollstandigt 
durch eine urn die z-Achse beschriebene Schraubenlinie; sind x = a cos u, 
y = a sinu, Ii! = bu deren Gleichnngen, so gibt die Elimination von u 

zwischen del' dritten und der aus den z wei ersten folgenden JL = tg u die x 
Gleichung des Schrauhenkonoids: 

z = b Arctg ~ . (7) 

Durch die Gleichul1g z = b arctg JL ware bloB ein Stuck der geraden x 
Schraubenflache dargestellt, das in Richtung del' z-Achse die Ausdehnung 
xb besitzt; die vollstandige FHiche setzt sich aus lauter solchen Stiicken 
zusammen. 

Ais Zylindroid bezeichnet man die durch die Gleicl:rung 

2xy Z = ~-----

x'+y' (8) 

bestimmte algebraische Fliiche; daB sie ein Konoid ist, erkennt man nach 
Abkiirzung der rechten Seite durch x 2• Durch die Substitution x = r cos cp, 
y = r sin cp ergibt sich z = sin 2 rp-

und das liiBt einmal erkennen, daB z das Intervall (- 1,1) durchlauft und 
daB zur weiteren Fiihrnng del' Erzeugenden eine Kurve auf einem Zy
linder vom Radius 1 benutzt werden kann, (lie in del' Abwicklung in 
zwei Gangen der Sinuslinie besteht (vgl. auch 45). 

3. Schrauhenfliichen. Jede FHiche, die durch eine schraubende Be
wegung einer stan'en Linie erzeugt wird, heiBt eine Schraubenflache. 
AuBer der erzeugenden Linie ist auch das Verhaltnis ihrer fortschreiten
den Bewegung zur Drehbewegullg fiir die Gestalt Jer Fliiche maBgebend; 
seinen Wert b bezeichnet man als den Pm"arnefc1" del' Schraubenflache_ 

30' 
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Die Achse der schraubenden Bewegung werde als z-Achse gewllhlt, 
die erzeugende Linie C (Fig. 108) sei durch die Gleichungen 

~=vcos" 

~ = v sin a 
b = 1fJ(v) 

(9) 

gegeben, wobei auch « von v abhangt; C' sei ihre 
o X Projektion auf der xy-Ebene. Jeder Punkt M von C 

/ . \:¥"·l---l'- ___ V C' vollfiihrt eine Bchraubende Bewegung, inoom er sich 
~M' 1: '~,---- um einen btlstimmten Winkel rp nach Q dreht und 

Fig. lOS. gleichzeitig um eine dies em Winkel proportionale 
Strecke brp parallel der z-Achse verschiebt; er kommt dadurch in die 
Lage P. Sind x, '!I, z die Koordinaten dieses allgemeinen Punktes der 
Schraubenflache. so hat man dafiir die Ansatze: 

x = v cos (a + rp) 

y = v sin (0:: + !p) 

z = ~ + b'rp, 

und setzt mau 0:: + rp = u, - bo:: + w(v) = rev), so ergeben sich die para
metrischen Gleichungen der Schraubenflache: 

x = v casu 

y=vsin'u (10) 

z = bu + f(v). 
Durch Elimination von u, v erhalt man daraus die andere Darstellung: 

z = b Arctg JL + f(y'x2 + y2). 
X 

(11) 

Ist die erzeugende Linie eine die z-Achse normal schneidande Ge
rade, so sind ~=vcoso:: 

~ = v sina 

~ = ba 
deran Gleichungen, wenn man annimmt, daB die x-Achse auah aiue Lage 
der Erzeugenden bildet; es ist dann rev) = - bet + ba = 0 und daher 

Z = b ArctO" 1.. o x 

die Gleichung der FHiche, der friiher schon unter den Konoiden ange
fiihrten gewohnlicheu SchraubenfHicne. 
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Die Erzeugende sei ferner eine die x-Achse unter einem schiefen 
Winkel schneidende, gegen die xy-Ebene unter dem Winkel 0 geneigte 
Gerade; die Flache, die dabei entsteht, wird schiefe oder scharfgav,gige 
Schraubenfliiche genannt. Die Gleichungen der Erzeugenden sind dann 

f = v Cosa 

~ = v sin a 

~ = ba + keto - v), 
wenn man tg (J = k setzt und den Radius r eines urn die z-Achse gelegten 
Kreiszylinder ala Konstante einfiihrt; aus ihnen ergibt sich rev) = - btX 
+ ba + k(r - v) = k (r - v) und hiermit die Gleichung der Flache: 

z = b Arctg JL + k(t· - VX2+-Y2). (12) 
IX 

4. Rotationsfliichen. Die Rotationsfiiichen, entstanden durch Drehung 
einer beliebigen starren Linie urn eine feste, mit ihr verbundene Achse, 
bilden eine Klasse der zyldischen Fliichen, worunter man FHichen ver
steht, auf welchen sich eine einfach unendliche Schar von Kreisen be
findet. Hier sind es die Kreise, die von den ein~elnen Punkten der er
zeugenden Linie beschrieben werden und die, in parallelen Ebenen lie
gend, Parallelkreise genannt werden. 

Den Schraubenfiachen gegenuber unterscheidet sich das Erzeugungs
gesetz durch den Entfall der fortschreitenden Bewegung, der sich durch 
b = 0 ausdruckt; hierdurch geht denn auch aus der allgemeinen Glei
chung der Schraubenflachen die allgemeine Gleichung der Rotations
flachen bei Annahme der z-Achse als Rotationsachse hervor: 

(13) 
Unter den FHichen zweiten Grades bieten die als Rotationsflachen 

hervorgehobenen Spezialformen Beispiele hierzu. 

188. Die Tangentiarlebene als Ort der Tangenten. Es sei M 
mit den Koordinaten x/y/z ein Punkt der Flache z = f(x, y), P seine 
Projektion auf del' xy-Ebene; durch JYI werde auf der Fliiche eine be
liebige Kune C gezogen, die sich in der xy-Ebene in die durch P lau
fencle Linie mit der Gleichung 

cp(x, y) = 0 (14) 
projizieren moge. Nimmt man auf C einen zweiten Punkt M' an - seme 
Koordinaten seien: 
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x1=x+h 

Yl = Y + k 

Zl = Z + ph + qk + E, 

(15) 

wobei E eine GroBe bedeutet, die in bezug auf h, k im allgemeinen von 
der zweiten Ordnung ist, - und verbindet ihn mit M, so hat die Gerade 
MM' bei bestandiger Annaherung von M' an M die Tangente MT an 
die Kurve 0 im Punkte M zur Grenzlagej gleichzeitig nahert sich die 
Projektion von MM' auf der xy-Ebene der Tangente an die Kurve (14) 
im Punkte Pals Grenze, und diese Tangente hat den aus (14) bestimm

bal'en Richtungskoeffizienten ro = lim ~ , (16) 
ii=O h 

Man nennt die Tangente MT an die Kurve C auch eine Tangente der 
Fliiche im Punkte Mj ihre Gleichungen ergeben sich aus den GIeichungen 
der Geraden MM': 1) - Y ,- it 

~-x=-k--= k E 

h P+qh+-h 
fur lim h = 0, lauten also: 

1)-y b- Z 
~ - x =-- = ----. 

CD P + qOl 
(17) 

Um den geometrischen Ort all dieser Tangenten zu bestimmen, hat 
man zwischen den beiden Gleichungen (17) den Parameter ro zu elimi
nierenj schreibt man die Gleichungen zu dies em Zweck in der Form: 

(~-x)ro='Yj-y 

q(~ - x)ro = b - Z - p(~ - x), 
so vollzieht sich die Elimination durch Multiplikation del' ersten Glei
chung mit q und nachherige Subtraktiemj das Resultat lautet: 

b-Z=p(~-x)+q(1J-Y)' (18) 

Der geometrische Ort der Tangenten, welche man an eine kntmme 
Fliiche in einem Punkte M legen kann, ist hiernach eine durch diesen 
Punkt gehende Ebene; man definiert sie als die Tangentialebene oder die 
Tangentenebene der Flache im Pnnkte M, nennt diesen den Tangential
oder Beriihrungspunkt; (18) ist die Gleichung dieser Ebene, 

Aus dieser Definition der Tangentialebelle liiBt sich eine andere ab
leiten, welchEr dem geometrischen Inhalte nach das Analogon zur Defi
nition der Tangente an eine Kurve bildet. Nimmt man namlich auf zwei 
durch M getuhrten einander schneidenden Kurven je einen Punkt M', 
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M" an, so konvergieren die Geraden ]JIM', MM" bei bestaudiger An
naherung von M' und 111" an M gegen die Tangenten jener Kurven im 
Punkte M, die Ebene MM'M" hat also die Tangentialebene zur Gre.nze. 

Hiernach ist die Tangentialebene im Punkte M die Grenze einer durck 
M und zwei weitere Punkte M', M" der Fliiche gelegten Ebene, wenn 
diese Punkte sich irgendwie, jedoch in verschiedenen Richtttngen, dem 
Punkte M als Grenze niihern. 

1st die Flache durch eine Gleichung von del' Form (2): 

F(x, y, z) = ° 
gegeben, so hat man, um die zugehorige Gleichung del' Tangentialebene 
zu erhalten, p und q durch die Werte (60) 

zu ersetzen; dies fiihrt zu der zweiten Gleichungsform del' Tangential
ebene (~- x) F", + (1J - y) Fy + (r; - z) F, = 0. (19) 

Soli diese Gleichung einen Inhalt haben, so rouB wenigstens einer 
del' drei partiellen Differentialquotienten, die durchwegs fur den Punkt 
M zu nehmen sind, von Null verschieden sein. Ware hingegen 

F",= 0, F y= 0, F z = 0, 

so wiirde dies auf einen Punkt hinweisen, in welchem von einer'Iangen
tialebene in dem erorterten Sinne nicht gesprochen werden kann, also 
auf einen besonderen oder singuliiren Punkt del' Flache; das niichst
liegende Beispiel eines solchen ist die Spitze eines Kegels. 

189. Die Tangentialebene als oskulierende Ebene. 1hr 
Verhalten zur FHiche in del' Umgebung des Beriihrungs
punktes. Die Taugentialebene laBt noch eiue andere Auffassung zu, die 
zugleich geeignet ist, das Verhalten der Flache zur Tangentialebene in 
der Umgebung des Beriihrungspunktes naher kennen zu lehren. 

Jede Ebene, die man durch den Punkt M auf der FHiche (1) legen 
kann, hat eine Gleichung von der Form: 

A(; - x) + B(1J - y) + Ocr; - z) = 0; (20) 

wir denken uns eine dieser Ebenen herausgehoben und bestimmen den 
Abstand des Punktes M' mit den Koordinaten (15) von derselben; er 
hat den Ausclruck 
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~ = (A + Cp)h + (B + Cq)k + s' 
VA~+B2+C2 , 

wobei c' wieder eine Groi\e zweiter Ordnung bedeutet. 
1m allgemeinen ist also ~ in bezug auf h und k von der ersten Ord

nung, andert daher sein Y orzeichen, wenn h, k es. andern, es besteht also 
im allgemeinen jenes Yerhalten zwischen FIache und Ebene, das man alB 
Sdmeiden bezeichnet. 

Hat aber die Ebene eine solche Stellung, daE 

A+ Op=O, B+ Oq=O 

iet, dann wird ~ von der zweiten Ordnung. Die Ebene ist dadurch vollig 
bestimmt; dann setzt man in (20) A = - Op, B = - Cq, so geht die 
Gleichung uber in ~ - Z = p(~ - x) + q(r; - y). 

Man kann also die Tangentialeoene in M als diejenige unter den 
dwrch M gelegten Ebenen definieren, welche sich der krummen Flache in 
der Umgebung des Punktes am engsten anschlief3t, sie oskuliert, oder in 
Anwendung einer in 148 eingefuhrten Terminologie als diejenige Ebene, 
welche mit der Flache im Punkte Meine Beruhrung mindestens der 
ersten Ordnung aufweist. 

Fum man die Entwicklung von Zl in (15) weiter, so wird 

1 
Zl = Z + ph + q k + -2- (rh2 + 2 shk + tk2) + ~, 

wo nunmehr 8 eine GroEe del' dritten Ordnung bezeichnet; fur den Ab
stand des Punktes M' von der Ebene (20) ergibt sich dann der Ausdruck: 

(A + Cp)h + (B + Cq)k + -~ (rh' + 2shk + tk 2) 

~= + s' YAll+B'+ C' 
und insbesondere fur seinen Abstand von del' Tangentialebene 

'" _ rhO + 2shk -+ tk' + " 
u - --2yi+ p'-t-qT c, 

wobei auch 8" von der dritten Ordnung ist. 

(21) 

1st die quadra.tische Form rh2+ 2shk + tk2 del' Vm'iablen h, k de
finit (vgl. die FuEnote zu 121), also zeichenbestandig, so liegt die Fliiche 
in der nachsten Umgebung des Punktes M ganz zu einer Seite der Tan
gentialebene; die notwendige und hinreichende Bedingung dafur ist: 

rt - 82 > O. (22) 
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1st die Form indefinit und darum verscbiedener Vorzeichen fahig, 
was dann der Fall ist, wenn rt - 82 < 0, (23) 
so liegt die Flache in der Umgebung des Punktes M teils zur einen, teils 
zur andern Seite der Tangentialebene, wird also von dieser, da Stetigkeit 
vorausgesetzt ist, geschnitien j die Grenzen der Gebiete "Verscbiedenen Vor
zeichens von (j ergebe:ri. sich aus der Gleichung 

rh2 + 2shk + tk2= 0 

mit den reellen und ungleichen vVurzeln 

{k = - s+Vs"=rt. 
J"h t ' 

hierdurcb sind zwei in der xy-Ebene liegende durch den Punkt P lau
fende Geraden bestimmt; dieselben teilell die xy- Ebelle in vier Gebietej 
diesen entsprechen auf der Flache vier Gebiete der Umgebung von M, 
welche abwechselnd zur einen und zur andern Seite der Tangentialebene 
liegen. 

In clem Grenzfalle der semidefinlten Form, gekennzeichnet durch 

rt - S2= 0, (24) 

ist das Trinom im Zahler von It eill vollstandiges Quadrat, ~ (r h + s k?, r 
d behalt im allgemeinen dasselbe Vorzeichen; abel' in del' durch 

rlt + sk = 0 

bestimmten Ricbtung ! = - : = - ; verschwindet del' erste Teil von 

J und es hangt die weitere Entscheidung von den Gliedern bOherer Ord
nung abo 

190. Beispiele. 1. Die Gleichung der Tallgentialebene fur die par
ametrisch dargestellte Fliiche 

x = x(u, v), y = y(tl, v), z = z(u, v) aufzustellell_ 

ludem man z als Funktion von x, y durch Vermittlung von u, v auf-
faBt, erhlilt man durch Differentiation 

OZ ox oy 
OU = P au + Cia;;, 
OZ ox oy 
ov =P av + Cia-ii 

und daraus durch Auflosung 
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o(Y, $) 
a (u, v) p - -~-~-~~-

- o(x,y) ' 

o(z, x) 
o(u,v) 

q = - o(x,y) ' 
7J(u--:V} o(u, v) 

wenn man sich fiir die dabei auftretenden Funktionaldeterminanten der 
Donkinschen Bezeichnungsweise bedient. 

Dies in (18) eingesetzt, ergibt sich als Gleichung der Tangentialebene 

( I: _ x) o(Y..!!L + ( _ )' o(z, x) + (f- _ z) o (x, Y) = 0 
s o(u, v) r; y o(u, v) ;, o(u, v) 

in entwickelter und ~ - x 'Yj - Y b - Xi ' 

ox oy oz 
OU OU OU =0 
ox oy oz 
;'v aV- O'll 

in unentwickelter Form. 
Die Annahme u = x, v = y fiihrt hiervon wieder auf (18) zuriick. 

2. Urn fur die Flache 2z = x: + ~2 
die Tangentialebene im Punkte x/y/z zu bestimmen, berechne man 

p =~, q = ~; 
damit ergibt sich unter Beriicksichtignng der Gleichung der Flache 

r...L Z =:x:~ + YTi 
b I a b 

als Gleichung jener Tangentialebene. 
1 1 

Ferner folgt aus r = a's = 0 , t = b ' 

daB r t - 82 = -A positiv ist, wenn a, b gleichbezeichnet sind, und negativ, 

wenn sie ungleich bezeichnet sind; im ersten Falle findet bloBe Beriih
rung statt - die Flache ist ein elliptisches Paraboloid -, im zweiten 
FaIle ist die Beriihrung mit einem Schneiden verbunden - die Flache 
ist ein hyperbolisches Paraboloid. Der Schnitt der Tangentialebene mit 
der Fiache ergibt sich dann wie folgt: Zu seiner Bestimmung hat man 
die drei Gleichungen: 2 fo = ~ +!l2 

b a b 

b+ Z =:x:t+Y_1J 
a b 
x2 y2 

2z = --0,- + -b-; 
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die erste gehort der Flii.che an, die zweite der Tangentialebene, und die 
dritte sagt aus, daB der Punkt x/Y/I! auf der FHiche liegt. Subtrahiert 
man die mit 2 multiplizierte zweite Gleichung von der Summe der bei
den andern, so ergibt sich 0 = (; -x)! + (1/ - y)!. 

a b 1 

und ist z. B. a> 0, b < 0 und b = - b', so zeri3.llt diese Gleichung in 
die reellen Gleichungen ersten Grades: 

Vb'~ + Van - (Vb'x + Vay) = 0 

Vb'~ - Van - (Vb'x - Yay) = 0; 
die Projektion des gesuchten Schnittes in der xy-Ebene besteht sonach 
aus zwei durch x/y gehenden Geraden, del' Schnitt selbst, da er in einer 
Ebene liegt, ist gleichfalls ein System zweier Geraden durch den Punkt 
x/ylz. Jede Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloids schneidet die 
Fliiche in zwei durch den Beriihrungspunkt laufenden Geraden, den durch 
ihn gehenden Erzeugenden aU8 den beiden Regelscharen, welche die Fl!iche 
enthiilt. 

3. Bei der gewohnlichen Schraubenflache (7): 

z = b Arctg JL x 

hat man zur Bildung der Gleichung der Tangentialebene und zur Beur
teilung ihres Verhaltens zur Flache die folgenden HilfsgroBen: 

___ ~Y___ _ _ b~ 
P - x!+y" q - x"-+y" 

r = - 2lJxy 8 = _ b(~~=JL') t = _ ~bxy 
(x2 + y2)2' (X2 + y2)2 , (x. + y'?' 

daher lautet die Gleichung der Tangentialebene im Punkte x/ylz: 

~ _ z = b(x1/ -y§) • 
\, x'+y' 

Weil ferner b' 
rt - 82 = - (x"+ y")"' 

also standig negativ ist, so ist in jedem Punkte mit del' Beriihrung ein 
Schneiden verbunden. 

4. Um fur die algebraische Flache dritter Ordnung 

xyz = as 

die Tangentialebelle zu bestimmen, setze man 

F(x, y, z) = xyz - as, 
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of of of 
leite daraus ox = yz, oy = ZX, tii = xy 

ab und trage dies in (19) ein; unter Berucksichtigung der Gleichung der 
Ji'liiche ergibt sich yz~ + zxr; + xy~ = 3as 
als Gleichung der Tangentialebene. 

Ihre Abschnitte auf den Koordinatenachsen sind hiernach 
liaS liaS 3aS 

a = 'y;- = 3x, fi = zx = 3y, r = xy = 3z. 

Das Volumen des Tetraeders aus der Tangentialebene und den Koordi-

natenebenen 1 R 9 9 3 --aPr = -xyz =-a 
6 2 2 

ist also konstant. 

In dem Dreieck, welches die Koordinatenebencn aus der Tangential
eLene ausscbneiden, spielt der Beriibrungspunkt die Rolle des Schwer
punktes; denn die Koordinaten des Schwerpunktes jenes Dreiecks sind 

a+O+O O+~+O 0+0+1 
---3---- = X, 3-- = y, -3---- = z. 

5. Dem dreiacbsigen Ellipsoid 
Xi y' Z. 
a. +1)2 + c~ = 1 

ein reguHires koaxialelt Oktaeder zu umschreiben. 
Die Tangentialehene im Punkte x/y/z hat die Gleichung 

x~ + YTI + z~ = 1. 
a' b2 c 2 , 

soil sie eine Seitenflache des Oktaeders sein, so mnB 

1£7·1 = I*~I = Ic~1 
sein; bezeichnet man den gemeinsamen Wert del' drei Bruche mit x, so 
ergiht sich unter Benutzung der FHichengleichung 

1 

" = Va· +--::b~+-c2 ' 
und es sind x = a2x, y = b2x, Z = c2" 

die Koordinaten des Beriihrungspunktes einer solchen Ebene, 

~ + 'YJ + , = ya2 +1)2 +- c2 

ilire Gleichung; die Gleiehungen der sieben andern ergeben sieh, indem 
man links die Zeichenfolge + + + durch aIle noch iibrigen Variationen 
mit Wiederholung del' Zeichen + - zu dreien ersetzt. 
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6. Dnrch den PLmkt xo/Yo/so an die Flliche F(x, y, s) = 0 Tangen
tialebenen zu legen. 

Der Beriihrungspunkt x/y/z einer solchen Tangentialebene muE den 

Gleichungen F (x, y, z) = 0 l 
. of of of f 

(Xo - X)ax+ (Yo - y)oy + (Zo - Z)ai = 0 
(25) 

geniigen, deren erste aussagt, daB e1' auf der FHiche liegt, und deren 
zweite die Forderung ausdriickt, daB die Taugentialebene durch den ge
gebenen PUllkt zu gehen hat. 

Beida Gleichungen zusammen bestimmen eine Kurve auf der gege
benen Fliiche, den Ort del' Beriihrungspunkte alier Tangentialebenen 
durch xo/Yo/zo' 

Fiigt man die GIeichungen der Tangente 

~_:-x = 1) -y = L-z 
xo-X Yo-Y zo-z (25*) 

hinzu und eliminiert zwischen den vier Gleichungen (25) nnd (25*) x, 
!/, z, so ergibt sich der Ort der aus xolYo/zo an die Fliiche geflihrten Tan
genten oder der del' FHiche aus dem gegebellen Punkte umschriebene 
KegeZ. 

7. Parallel zu del' Geraden ! = -j- = ; an die Flliche F( x, y, z) = 0 

Tangentialebenen zu legen. 
Der Beriihrungspunkt x/ y / zeiner solchen Tangentiale bene hat den 

Gleichungen F(x, y, z) = 0 ) 

aoF+,1~~'+roF=O (26) ox oy OZ 

zu geniigen. Diese bestimmen zusammen die Ortskurve aller Beriihrungs
punkte von der verlangten Eigenschaft. Die durch einen solchen Punkt 
parallel zur gegebenen Geraden gefiihrte Tangente hat die Gleichungen 

~ aX = 1J ;y = ;-;z; (26*) 

eliminiert man zwischen allen vier Gleichungen x, y, z, so kommt man 
zur Gleichung des del' FHiche parallel zur gegebenen Geraden ttmschrie
benen Zylinders. 

Insbesondere erhlilt man die Gleichung des zur z-Achse paraUelen 
Zylinders durch Elimination von z zwischen den Gleichungen 
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F(x, y, $) = 0, 

of = 0 os . 
Die so erhaltene GIeichung bestimmt auch den sichtb(J,ren UmrifJ der 

FHiche auf der xy-Ebene bei orthogonaler Projektion. 

8. Unter der Fu{3punktfliiche einer gegebenen FHiche in bezug auf 
einen Punkt, den Pol, versteht man den Ort der Fuapunkte der Lote, 
welche aus ihm zu den Tangentialebenen der Flache geHillt werden. Es 
ist die sinngemiiJ3e Ubertragung des Begriffs der Fuapunktknrven auf 
den Raum. 

1st F(x, y, z) = 0 

die Gieichung der gegebenen Fliiche, gilt der Ursprung alB Pol, so kommt 
es auf die Elimination von x, y, $ aUB der angeschriebenen Gleichung, 
aus der Gleichung 

('~_x)~F + (r;-y) of +(~_z)oF =0 ox oy os 
der Tangentialebene und den Gleichungen des Lotes: 

~ 1/ t 
of= of= 'OF 
ox oy os 

an; ihr Ergebnis ist die GIeichung der FuBpunktflache. Bei anderer Dar
stellungsform der Ausgangsflache treten auch entsprechend andere :For
men del' ilbrigen Gleichungen auf. 

Ais ein bemerkenswertes Beispiel Boll die FuBpunktfliiche des ge
raden Schraubenkonoids in bezug auf einen Punkt seiner Achse (den Ur
sprung) vorgefiihrt werden. Nach Beispiel 3 dieser Nr. hat man die Eli
mination an folgenden Gleichungen aUBzufiihren: 

z = b Arcta' JL 
~ x 

b (X1/ - ys) 
~ - z = X2+~-

S 11 t 
by = -bx = x'+y" 

Aus den letzten zwei ergibt sich das GIeichungspaar 

xr; - y~ = - b~ 

x~+yr;=O, 
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daraus weiter y ~ 
X-=-1l' 

b7j1; b~1; 
x = - ~'+11" Y = ~I+ 71' 

2 2 _ b2 1;' • 
X + y - P-+112 , 

mit diesen Hilfswerten erhalt man aus den ersten zwei Gleicbungen 

~2 + 1/2 + ~2= b(Arctg7j _ ,r,) ~ 
6 2. 

als Gleichung der FuBpunktflache. 

479 

Uber die Natur dieser Flache geben die Schnitte durch die z-Achse 

Aufschlu13. Setzt man ; = konst., ~2 + tj2 = v2, 

bezeichnet den Hauptwert der zyklometrischen Funktion mit ", so ist 
die Gesamtheit ihrer Werte durch 

a + J..:n: (J.. = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

dargestellt und das Schnittgebilde durch 

v2 + ~2 = b(a + (J.. -l):n:)~; 
es besteht also aus einer abzahlbaren, weil auf die ganzen Zahlen be
ziehbaren Menge von Kreisen aus dem Kreisbuschel v2 + ~2 = ~~, Kreisen 
also, die durch den Ursprung gehen 'Und hier die xy-Ebene beriihren. 
Die Flache geMrt daher zur Klasse der zyklischen Flachen (1b7, 4). Es 
sei darauf hingewiesen, daB ~ als Funktion von ~, '¥} an der Stelle ~ = 0, 
1/ = ° ein ahnliches Verhalten aufweist, wie es in 45 und 187, 2b be-

.. l' h d F kt' 2xy d 1 t d zug IC er un IOn Z = ------- arQ"e e_.a wur e. x' + y' ~.~ 

191. N ormalen und N ormalebenen. Die im Beruhrungspunkte 
zur Tangentialebene errichtete Senkrechte wird die Normale der Flache 
in jenem Punkte genannt. Ihre Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus 
der Gleichung der Tangentialebene und lauten: 

~ - x 11 - Y 1;-- Z (,27) -p-=-q-= ~1' 

oder abel" (28) 

je nach der Form der Fliichengleichung. 
A us (27) ergeben sich fur die ProjeHionen der N ormale auf del' 

zx- und yz-Ebene die Gleichungen: 
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~ - X + p(~ - z) = 0 } 
1J - y + q (~ - z) = O. 

(27*) 

Die beiden Richtungen in der Normale sind durch die Richtungs
kosinus bestimmt: 

x- p. -
- qlp'+q2+1' 

beziehungsweise durch 

fy'li'",' + F y ' + F z ·' 
y= . Fg I 

E' 

Z= E¥Fx2+;l+F/" 

(30) 

worin fiir 8 durchwegs entweder + 1 oder - 1 zu nehmen ist. Die Wahl 
einer Richtung als der positiven geschieht von }!'all zu Fall durch be
sondere Festsetzungen. 

Eine Unterscheiduug der beiden Normalenrichtungen kann beispiels
weise in der folgenden Art vorgenommen werden. Man bezeichne den 
absoluten Wert der Wurzel in (30) mit Wi bewegt man sich vom Pllnkte 
M aus in der N ormale um eine sem kleine Strecke vom absoluten Be
trag 0, so kommt man zu einem Punkte Ml1 dessen Koordinaten sich 
'Von jenen des Punktes M urn 

dx = 0 . X, dy = 0 . Y, dz = 0 . Z 

unterscheiden; schreibt man nun (30) in der Form 

X =l~F Y = -~~-F Z = J--F EW xl EW 11' EW ., 

das Zeichen der Wurzel unbestimmt lasselld (8 = ± 1), so leitet sich aus 
beiden Gleichungssystemen die eine Gleichung ab: 

o W2= --~(F dx + F dy + Fdz) = dF. EW XII' EW 

Die linke Seite ist positiv, also .muB es auch die rechte sein. Bei dF> 0 
ist 8 = + 1, bei dF < 0 ist 8 = - 1 zu nehmen. Mit dF> 0 ist aber 
gesagt, daB man sich von M, wo F = 0 ist, im Sinne des wachsenden 
F, also nach einem Punkt Ml bewegt hat, wo F>O'ist; und mit dF<O 
ist ausgedriickt, daB man von M zu einem Punkte Ml ubergegangen ist, 
wo F< 0 ist. 

Mim kann also sagen: Die FI1iche, langs welcher F = 0 besteht 
trennt den Raum in einen Au Renratlm wo F> 0 und einen lnnenraum I" " , 
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wo F < 0 ist.1) Dann bestimmen die Formeln (30) bei E = + 1 die 
iiu/3ere, bei c = - 1 die inne1'e N ormale. 

In den Formeln (29) muB die Wurzel das Vorzeichen - erhalten, 
wenn man die positive N orlnale so festsetzen will, daB sie mit der posi
tiven .e:-Achse einen spitzen Winkel bildet. 

Jede durch die Normale im Punkte x/y/s gelegte Ebene heiBt eine 
Normalebene der Flache in dem gedachten Punkte. Beachtet man, daB 
das Gleichungspaar (27 *) die N ormale als Schnittlinie zweier (projizie
renden) Ebenen bestimmt, so ist 

~ - x + p(~ - $) + l[n - y + q(~ - .e:)] = 0 (20) 
die GIeichung des Biichels der Normalebenenijedem besonderen Werle des 
unbestimmten Multiplikators 2 entspricht eine spezielle Normalebene. 

192. Beispiele. 1. Der Ort der Normalen einer krummen Flache 
in den Punkten einer ihr aufgeschriebenen Kurve ist eine krumme FUiche, 
welche man die zu diesel' Kurve gehorige Normalenfliiche (nach' A. Mann
heim IINormalie") nennt; die Kune kann als ihre Leitlinie bezeichnet 
werden. Die N ormalenflache ist alB Ort von Geraden eine Regelfliiche und 
im allgemeinen windBchief. 

Es ist die xy-Spur der Normalenflache des geraden Schraubenkonoids 

z = b Arc tg JL x 

langs del' durch z = c charakterisierten Erzeugenden zu bestimmen. 
Mit Hilfe der in 190, 2. zusammengestellten Differentialquotienten 

erhalt man zunachst die GIeichungen der Normalen in einem Punkte x/y/z: 
li-x Tj-y ~-z 
bY = -bx = X2+yt; 

fur die Punkte der ins Auge gefaBten Erzeugenden ist 

z=(:, ~=tg~=/l-; 

demnach hat die Spur del' N ormalen in der xy-Ebene die Koordinaten: 
bCIL 

~ = X - x(l + IL~ 
bc 

n = /l-X + x (1 + IL2) 

~= 0; 
1) Diese Benennungen brauchen nicht der Vorstellung zu entsprechen, die 

man bei geschlossenen Fllichen von dem "auBen" und "innen" hat. 
Czub er, VorleBungen. I. 4. Auf!. 31 
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die Elimination von x zwischen den ersten zwei Gleichungen gibt die 
Gleichung der verlangten Spur. Zum Zwecke dieser Elimination lose 

man die Gleichungen nach x und ~ auf; dies gibt 
~+EL1'/ 1 ll-EL~ x= -- -----=--
1 + ELf , X be 

und daraus folgt durch Mnltiplikation 

z (; + I'r;) (r; - I'~) = be (1 + 1'1). 
Fig. 109. Die Spur der betrachteten N ormalen

fiache in der xy-Ebene ist also eine gleich
seitige Hyperbel mit den Asymptoten ; + fU/ 
= 0, ,.,,~ - r; = 0 (Fig. 109). Dem Halbstrahl 
OG der Erzeugenden des Schraubenkonoids 

G ;Af+---tf-+-l~-=--X entspricht der Hyperbelzweig N" N' N, dem 
~--=-- Halbstrahl OG' der andere nicht gezeichnete 

Zweig; N" JJ1", N'M', NM sind einige La
gen der N ormalen. 

Was die N ormalenflache selbst betrifft, so ist zunachst unmittelbar 
zu erkennen, daB sie bei jeder nicht abwickelbaren Fliiche langs einer 
Erzeugenden ein gerades Konoid ist; denn aile NOl'malen in den Punkten 
einer Erzeugenden sind zu dieser selbst senkl'echt. 1m vorliegenden Faile 
ist als Schnitt der Normalenfiache mit der xy-Ebene eine Linie zweiter 
Ordnung gefunden worden; folglich ist die Normalenfiache s~lbst vom 
zweiten Grade; das einzige Konoid zweiten Grades ist aber das hyper
bolische Paraboloid_ Der Satz, daB die Normalenfiiiche langs einer Er
zeugenden ein hyperbolisches Paraboloid ist, gilt nicht von der geraden 
Schraubenfiiiche im besonderen, sondern allgemein von allen nicht ab
wickelbaren Regelflachen. 

Die xy-Spur ist vorstehend mit Umgehung del' Gleichung der Nor
malenfiache festgestellt worden. Will man sie aus diesel' ableiten, so hat 
man zwischen den vier Gleichungen 

~-x Tj-y ~-z y 
----,;:y- = _ bx = xJ+ yi' Z = e,x· =,." 

x, y, z zu eliminieren; das Resultat lautet: 

b(l + ,."sn = be(l -;. ,.,,2) - (; + 1lr;)(1) - ,.,,~), 

bestiitigt die gemachten Schlusse und fuhrt mit ~ = 0 wieder zu der ge
fundenen Spurgleichung. 
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2. Die Striktionslinie des hyperbolischen Paraboloids zu bestimmen 
und Hings ihr die N ormalenHachen zu konstruieren. 

Geht man von der Gleichungsform 
Xl yi 2z=,,-1) (a>O,b>O) (A) 

aus, zerlegt die rechte Seite in lineare Faktoren, setzt einmal den einen, 
dann den andern einem veranderlichen Parameter u, bzw. v gleich, so 
kommt man zu den folgenden Darstellungen der Flache als Ort von Ge-

raden: .3!.- _ Y_ = U x_ + .JL = v 
Va JIb JI a Vb 
2z = (;a + ~)u 2z = (;a - :l)v. 

(B) (B*) 

Da aile Geraden der ersten Schar und ebenso aHe Geraden der zwei
ten Schar parallel sind einer festen Ebene, und zwar beziehungsweise der 
Ebene 

(C) _~_JL =0 
Jla JIb 

(C*) 

so sind (0) und (0*) die beiden Richtebenen der Flache; ihre Spuren 
sind die Schnittlinien del' Flache mit der xy-Ebene; die Ebenen selbst 
sind projizierende Ebenen. 

Nimmt man zu der Geraden (B) eine zweite derselben Schar: 
x y 

Jla - y'b = u1 

2z=(;a + ~)Ul 
lind legt durch sie eine Ebene senkrecht zur Richtebene (0), so wird (B) 
von diesel' Ebene im Fu8punkt des gemeinsamen Lotes von (B) und (B1) 

geschnitten. 
Nun sind aIle Ebenen durch (Bl) in del' Gleichung 

(;a + ~) u1 - 2z + l (;a - ;b + U 1) = 0 

enthalten; aus der Bedingullg des Senkrechtseins zu (0): 

U 1 + 1 . ~ _ ~_-=-~ ~ = 0 
Va y'a Vb JIb 

ergiht sich 

31 * 
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und damit die endgultige Gleichung der Ebene, die den erwiihnten FuS
punkt liefert: 

(;a + Vl)ul - 2s + :+~Ul(;a - ~ -ul) = 0; 

in Verbindung mit (B) ergeben sich also folgende Bestimmungsgleichun
gen fur die Koordinaten dieses FufSpunktes: 

a-b 
28 = a+bUU1 

x y a-b 
y~ + Vb = a + b ul 

~_'!L=u Va yb . 

La.6t man ul unbegrenzt U sich nahern, so kommt man zu den Gleichungen 

28 = a-b u~ 
a+b 

_~+'!L=a-bu 
Va Vb a+b 

!!. _'JL=u 
Va Vb ' 

(D) 

die den Zentralpunkt (187, 2., b) auf (B) bestimmen. Durch Elimination 
von u ergeben sich die Gleichungen der Striktionslinie: 

x 2 y! 
2s = -- - --

a b 

x y 
~Va + bVb == o. (E) 

Die Striktionslinie der Erzeugendenschar (B) ist also der Schnitt der 
projizierenden Ebene (E) mit der FHiche selbst, eine Parabel, wie aUB 
ihren beiden andern Projektionen: 

hervOl·geht. Die Striktionslinie der andern Schar (B *) ergibt sich, wenn 
man Vb durch - Vb ersetzt, das veriindert die Gleichung (E) in 

-~-- - _1L = 0 (E *) 
ay'a by'b ' 

die andern Projektionen bleiben dieselben. Die ganze Striktionslinie ist 
also ein Gebilde vierter Ordnung, das in zwei Parabeln zerfiillt. 
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Die Normale im Punkte x/y/z der Flache (A) hat die Gleichungen 

~-a: '1/-y t-z 
-x- =-y-= -1' 

a -T 

ihre Spur in der xy-Ebene besitzt die Koordinaten: 

;=(l+~-)X 

1] = ( 1 - i-) y ; 
(F) 

die Elimination von x, y, z aus (F), (E) und (A) gibt die Gleichung der 
Spurkurve der Normalenflache: 

2ab(_6- + _'1/ ) = a-~(~ _ l)s. 
a Va b Vb a + b Va Vb' (G) 

die zum andem Zweig der Striktionslinie gehOrige Gleichung ist 

2abC~a - bVb) = :+~(:a + ;bY' (G*) 

Es sind dies Kur-~ G 

E 
ven mitter Ordnung, 
welche im Ursprung die 
Geraden (E) bzw. (E*) 
zu Tangenten haben; 
(C) bzw. (C*) sind ihre -----3~===~~~3~=-----x 
Asymptoten. Die Fig. /.---110 bringt den Fall ~ 
a =-= 2 b zur Darstellung. / // E 

3. DurchdenPunkt '/ 
xo/Yo/ Zo die Ebene zu Fig. 110. 

legen, welche zu der Flache xyz = as 
in deren Punkt a/ala normal ist. 

Man findet durch Differentiation der Flachengleichung in bezug auf 
x und y: z z P=--x' q=-y 
und hiermit ala Gleichung des Biischels der N ormalebenen im Punkte a/a/ll 

;-~+l(?f-~)=O; 

G 
C 
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soIl die Ebene durch den gegebenen Punkt xo!Yo!so gehen, so mutJ l so 
bestimmt werden, daB Xo - So + l(yo - so) = 0 
seij hiermit ergibt sich als Gleichung der gesuchten Normalebene: 

(Yo - zoH + (zo - xo)"1 + (xo - Yo)~ = O. 

§ 4. Einhiillende Flachen. 
193. Einhiillende einer einfach unendlichen FHichenschar. 

Es sei ((x, y, s, u) eine eindeutige s-tetige Funktion der vier Argumente 
x, y, Z, Uj die Gleichung ((x, y, z, u) = 0 (1) 
stent dann eine Schar von 001 Fliichen oder ein ein(ach ausgedehntes Flii
chenkontinuum dar. 

1st die Gleichung in bezug auf u algebraisch vom Grade p und liefert 
sie fUr den Punkt xo/Yo/zo q«p) reelle Werle von u, so sagen wir, der 
Raum sei durch die Flachenschar in dem genannten Punkte q-fach er
fullt. Bleibt die Zahl q fur aIle Punkte des Raumes dieselbe, so erfiillt 
das Flachensystem den Raum gleichformig. 

Wechselt die Zahl q ihren Wert, so zerfiillt der Ranm in Gebiete, 
welche ungleich vielfach erfiillt sind; an den Grenzen dieser Gebiete wer
den aus den in 168 naher entwickelten Grunden mindestens zwei der 
Werte u einander gleich. Demnach sind diese Grenzen durch das Resultat 
der Elimination von u zwischen den Gleichungen 

((x, y, z, u) = 0 

(u'(X, y, z, u) = 0 
bestimmt, das symbolisch dargestent werden soll durch 

Dskru(x, y, z;u) = 0; 

(2) 

(3) 

denn der Vorgang bedeutet nichts anderes als die Bestimmung der Dis
kriminante von (1) in bezug auf u. 

Das Gebilde, welches dieser Gleichung entspricht, umfaBt auch den 
Ort mehrfacher Punkte (Knotenlinien nsw.) der FHichen (1), falls sie 
solche besitzen. 

Sehen wir von Singularitaten ab, so ergibt sich die Bedeutung des 
in (3) enthaltenen Gebildes durch folgende Betrachtung. 

Bei feststehendem Werte von u gehort zur ersten der Gleichungen 
(2) eine spezielle Flache aus der Schar (1); die linke Seite der zweiten 
Gleichung geht aus 
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(x, y, z, u + h) - ((x, y,8, u) 
h 

bei dem Grenziibergange lim h = 0 hervor. Nun bestimmen die beiden 
Gleichungen f(x, y, z, u) = 0 

f(x, y, z, u + h) = 0 
(4) 

die Schnittkurve der Flachen, die den Parameterwerten u und u + h ent
sprechen; durch diese Kurve geht abel' auch diejenige FHiche, welche die 

Gleichung {(x, y, $, u + h) - {(x, y, z, u) = 0 (5) 

hat; zur Bestimmung jener SchniHkurve kann also statt der zweiten der 
Gleichungen (4) auch diese letzte Gleichung herangezogen werden, die 
aber nach dem Mittelwertsatze in 37 wieder ersetzt werden kann durch 

hfu'(x, y, z, u + Oh) = 0 
oder endlich durch fu'(x, y, $, u + Oh) = O. (5*) 
Demnach ist die Schnittlinie der beiden FHichen (4) auch durch das Glei-
chungspaar {(x, y, $, u) = 0 

t~'(x, y, z, U + Oh) = 0 
bestimmt. lndem nun h gegen Null konvel'giert, kann es geschehell, daB 
sich die Schnittlinie auf der Flache u gegen eine Grenzlage bewegt, die 
clann dargestellt ist durch das Gleichungspaar 

f(x,y,z,u) =0 

{u' (x, y, z, u) = 0, 

das iibereinstimmt mit dem Gleichungspaar (2). Mit stetig variierendem 
u kommt sowohl die Flache wie die auf ihr liegende Grenzkurve in Be
wegung und letztere beschreibt dabei eine neue Flache, die man die Ein
ltiillende, Urnhiillungsflaehe oder Enveloppe der Flachenschar (1) nennt; 
die FIachen dieser Schar heiBen die Eingehiillten. Die Grenzkurven, als 
deren Ort die Einhiillende erscheint, heiBen deren Charakteristiken. 

Hat man es mit einer Schar algebraischer Flachen n-ter Ordnung 
zu tun, so ist die Charakteristik als Durchscbnitt von zwei solchen FHi
chen eine Kurve von del' Ordnung n2, im allgemeinen eine Haumkurve. 
So wird die Charakteristik del' Einhiillenden einer Schar von Flachen 
zweiter Ordnung im aligemeinen eine Kurve viertel' Ordnung seiD. Sind 
es Kugeln, so haben sie einen imaginaren Kreis im Unendlichen mitein
ander gemein; schneiden sie sich auch reeli, so geschieht dies in einem 
Kreise. 
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Damit ist die geometrische Bedeutung der Gleichung (3) gewonnen. 
Man kann sich die Einhiillende auch durch die Gleichung 

{(x, 'V, z, u) = 0 
vertreten denken, wenn man darin unter u diejenige Funktion von x, y, z 
versteht, die sich durch Auflosung von 

(u'(x, y, z, u) = ° 
nach t~ ergibtj denn in diesem Vorgange liegt del' EliminutionsprozeB. 

19!. Die Riiekkehrkante der Einhiillenden. Die Beziehung 
der eingehiiilten Flaehen zur Einhiillenden spricht sich in dem Satze aus: 
Jede eingehullte Flacke wird von de-r Einhullenden liings der zugehOrigen 
Charakteristik beruhrt. 

Vermoge der soeben gemachten Bemerkung uber -die analytische 
Darstellung der Einhiillenden hat die Tangentialebene im Punkte x/ylz 
derselben die Gleichung: 

(; - x) [{z' + {u' ~:J + (1j - y) [ty' + {: ~~J 
+ (~- z) [t.' + fu' ~;J = 0; 

weil aber fur die Punkte der Einhiillenden f,,' = ° ist, so vereinfacht 
sich diese Gieichung zu 

(~- x){z' + (n - Y){!I' + (~- z)f.' = 0; 
das aber ist auch die Gleiehung del' Tangentialebene an die Fliiehe u del' 
Schar, abel' in einem Punkte, fiir den {u' = 0, d. h. in einem Punkte del' 
auf ihr liegenden Oharakteristik. Es fallen also die Tangentialebenen del' 
Einhiillenden und del' eingehuilten Flache in einem solehen Punkte zu
sammen, beide FIiiehen beriihren sich dort. 

Auf der Einhiillenden kann aber 110ch eine besondere Erscheinung zu
tage treten. Die Oharakteristik auf del' FHiehe u, durch das Gleichungs
paar {(x, y, z, u) = 0, fu'(x, y, z, u) = 0 (6) 

mit festem u bestimmt, kann namlich von der Fliiche des Systems mit 
dem Parameter u + h, d. i. von 

{(x, y, z, u + h) = 0 oder 

{(x, y, z, u) + {:(x, y, z, u)h + (::Cx, y, z, n + Oh) ~! = 0 (7) 

in einzelnen Punkten geschnitten werden; fur diese Punkte bestehen die 
Gleichungen (6) und (7, zugleich und vereinfacht sieh daher die letzte auf 
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f~'u(x, 'Y, z, u + Oh) = 0; 
wenn nun h gegen Null konvergiert, so werden sich diese Schnittpunkte 
auf der Charakteristik (6) bewegen und Mnnen sich gewissen Grenz
punkten nahern, zu deren Bestimmung die Gleichungen 

f(x, 'Y, z, u) = 0, fu' (x, 'Y, z, u) = 0, f~'u(x, y, z, u) = ° (8) 

zu dienen hatten. Mit stetig sich anderndem u kommen diese Grenzpunkte 
in Bewegung und ihr Erzeugnis ist eine auf der Einhiillenden gelegene 
Kurve, welcbe man als die Ruckkehrkante oder auch als die Gratlinie der 
Einhiillenden bezeichnet, weil sie, wenn sie vorhanden ist, in Form einer 
schalfen Kante auf der Flache erscheint. Analytisch ist die Kurve durch 
die drei Gleichungen (8) oder durch die zwei ersten derselben gegeben, 
wenn darin fiir u der aus der dritten resultierende Wert eingesetzt wird. 

Jede Oharakwistik wird in den ihr angehorigen Grenspunkten von 
der Ruckkehrkante beriihrt. 

Auf Grund del' zuletzt gemachten Bemerkung ist namlich die Rich
tung dx: dy: ds der Tangente in einem Punkte x/y/z der Riickkehr
kante durch das Gleichungspaar 

(fx' + (,,' ~~) dx.+ (fy' + fu' ~~) dy + V'z' + f: ~;) dz = ° 
(I:", + t~'x ~~) dx + (t;;'y + f~'u ~~) ely + ({,,~ + f~~ ~i) dz = 0 

bestimmt (174); weil abel' in den Punkten der Riickkehrkante fu' = 0, 
{,:~ = ° ist, so reduzieren sich diese Gleichungen auf 

fx'dx + f1f'dy + f.'dz= 0 

C"dx+ f~~dY+f~:dfJ = 0; 

hierdurch ist aber auch die Richtung der Tangente in einem Punkte der 
Charakteristik (6) bestimmt, jedoch in einem Punkte, fiir welchen auch 
t:'u = 0 ist, d. h. in einem Grenzpunkte. 

Die Riickkehrkante, falls eine solche zustande kommt, ist demnach 
die Einhiillende der Charakteristiken. 

195. Beispiele. Unter den zyklischen Fliichen sind wegen ihrer 
vielfachen technischen Anwendung diejenigen von besonderem Interesse, 
die sich als Einhiillende einer einfach unendlichen Kugelschar auff'assen 
lassen. Die Kugelschar entsteht dadurch, daB der Mittelpunkt einer Kugel 
von variablem oder konstantem Halbmesser eine Linie, die Bahnlinie oder 
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Achse, beschreibt. TIber die Anordnung der Charakteristiken einer.solchen 
Flache la8t sich vorweg eine allgemeine Aussage machen .. Da der Schnitt
kreis zweier Kugeln in einer zu ihrer Zentrallinie senkrechten Ebene liegt, 
da. ferner die Zentrallinie zweier unmittelbar benachbarlen Kugeln der 
Schar mit der Tangente der Bahnkurve zusammenfallt, so liegt die Cha
rakteristik jeweilen in einer Ebene, die auf del' Tangente des zugeordneten 
Bahnkurvenpunktes senkrecht steht. Eine weitere allgemeine Eigenschaft 
besteht darin, da8 die Normalen del' Umhiillungsflache langs einer Cha
rakteristik als N ormalen einer Kugel einen Kegel hilden, dessen Spitze 
in der Bahnlinie liegt, unter Umstanden eine Ebene, je nachdem die Cha
rakteristik ein N eben- oder ein Hauptkreis der Kugel ist. 

1. Aus den Punkten del' Parabel '!l + 4ax = 0 in del' xy- Ebene 
eines l'aumlichen Koordinatensystems werden Kugeln heschriehen, welche 
durch den Scheitel der Parahel, also dul'ch den Urspl'ung des Systems 
gehfln; es ist die Einhiillende diesel' Kugeln zu bestimmen. 

Eine Kugel des Systems ist durch 

(x - a)2 + (y - (3)2 + Z2 = a2 + {i2 

dargestellt, wenn {i2 + 4aa = 0 ist; eliminiert man mit Hilfe des sen a, 
so lautet die Gleichung des Kugelsystems: 

x2 + y2 + Z2 + f~ x - 2 {3 y = 0, 

darin ist {i del' alleinige veranderliche Parameter. Bildet man die Diskri
minante del' Gleichung in bezug auf p, so ergiht sich 

(x2 + y2 + Z2)X = 2ay2 
als Gleichung der Einhiillenden; diese ist also eine algehraische Flache 
dritter Ordnung. 

Die Charakteristik auf del' Kugel yom Parameter p ist durch die 
Gleichungen 2 2 2 fl2 2 R 0 \ 

X +y +z +2u x - I-'Y= I 
~ x - 2y = 0 I 

(A). 

hestimmt; die zweite davon gehort einer Ebene an, die durch die z-Achse 
geht und zur Parabeltangente in M normal ist; folglich projizierl sich 
die auf del' Kugel M liegende-Charakteristik in die Sehne OP (Fig. 111). 
Del' Ort des Punktes P ist eine Zissoide (171, 3.); daraus folgt, da8 die 
gefundene Flache del' Ort jener Kreise ist, welche die Leitstrahlen 0 P 



195. Beispiele 491 

einer gewissen Zissoide ((xl! + y'A)x = 2ay2) zu Durchmessern haben und 
deren Ebenen auf der Ebene dieser Zissoide normal stehen. 

Um die Riickkehrkante zu bestimmen, hat man zu den Gleichungen 
(A) noch jene Gleichung hinzuzufiigen, die durch noch- Y' 
malige Differentiation der zweiten nach {J entsteht; diese 
Gleichung lautet aber _~ = 0 

a ' x-'--.-~--~---~ 

woraus x = 0 folgt; dies in die Gleichungen (A) einge
fiihrt gibt auch noch y = 0 und 13 = O. Die Riickkehr
kante zieht sich also hier auf einen Punkt zusammen, der ) 
ein singuliirer Punkt del' Fliiche ist. 

2. Die Einhiillende einer variablen Kugel zu ermitteln, __ --//i2~ 
deren Mittelpunkt sich stetig auf einer Geraden bewegt. ll'ig.111. 

Wiihlt man die Gerade zur z-Achse, so hat die Schar der Kugeln 
eine Gleichung von der Form: 

xl! + y2 + (13 - U)2 = 2cp(u); 
Differentiation nach u ergibt: 

z = u - q/(u), 

woraus hervorgeht, daB die Charakteristik ein Kreis ist, dessen Ebene 
normal zur z-Achse ist und dessen Mittelpunkt in dieser Achse liegt. 
Lost man zum Zwecke der Elimination die zweite Gleichung nach tt auf, 
so ergibt sich dafiir eine Funktion von 13, welche in die erste Gleichung 
eingetragen dieser schlieBlich die Form xl! + y2 = fCz) oder, nach Um
kehrung, 13 = F(x2 + y2) (9) 
verleiht. Dies ist also die allgemeine Gleichung der RotationsfHichen, 
deren Rotationsachse die z-Achse iat. Der Unterschied gegen die in einem 
andern Zusammenhange in 187, 4 gefundene Gleichung (13) ist nm 

formal, da jede Funktion von yx2 + ?t auch eine Funktion von xl! + y2 ist. 
3. Die Einhiillende einer Kugel konstanten Halbmessers, deren 

Mittelpunkt auf einer gegebenen Kurve (Achse) sich bewegt, nennt man 
eine Rohrenflache oder auch Kanalfliiche; ihre Gestalt hangt von der 
Achse abo 

Sind Xo = X(tt) 
Yo = Y(u) 
Zo = Z(u) 

die Gleichungen del' Achse, so hat die Kugelschar die Gleichung: 

p 
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(x - XO)2 + (y - YO)2 + (Z - ZO)I = r1j 

fiigt man dazu die durch Differentiation nach u entstandene: 

( X - x) dxo + (y - y )~!l<> + (ra _ z) dz~ = 0 o du 0, dtt 0 du ' 

so fiihrt die Elimination von u zwischen beiden zur Gleichung der Roh
renfliiche. 

Die zweite Gleichung stellt die Normalebene der Achse im Mittel
punkte del' Kugel udal'; demnach ist der durch diese Ebene aus der 
Kugel geschnittene gro13te Kreis die Charakteristik. Dadurch also unter
scheiden sich die Umhiillungsfliichen mit konstantem Kugelradius von 
jenen mit veranderlichem Halbmesser, daB bei ersteren die Ebene der 
Charakteristik durch den betreffenden Punkt del' Bahnkurve geht, was 
bei den letzteren im allgemeinen nicht zutrifft. Des weiteren geht aus 
der letzterwiilmten Tatsache hervor, daB man eine Rohrenflache auch 
durch eine solche Fortbewegung eines starren Kreises erzeugen kann, 
bei der del' Mittelpunkt eine Linie dllrchliiuft und die Kreisebene zu ihr 
bestandig normal bleibt. 

Um die Riickkehrkante zu bestimmen, hat man den obigen zwei 
Gleichungen noch 

(7!x d'1/ d'l.z 
(x - xO)dj~~ + (y - Yo) -J~: + (z - tao) du-¥-

= (~x~ f+ ((7~ r + (~~r anzufiigen. 

Zwei spezielle Rohrenfliichen sollen besonders angefiihrt werden: 
der Kreiswulst odeI' Torus und die Schraubenrohrenfliichej bei dem erstel'en 
ist die Achse ein Kreis, bei del' letzteren eine gemeine Schraubenlinie. 
Der Kreiswulst kann auch als Rotationsfliiche, die Schraubenrohl'enfliiche 
auch als Schraubenfliiche (187, 3) aufgefaBt und erzeugt werden. 

Ol'dnet man die Achse des Torus so an, daB ihre Gleichungen lauten: 

xo= R cos u 
Yo = R sin u 

zo= 0, 
so erhiilt man die Gleichung des Torus selbst durch Elimination von u 
zwischen den beiden Gleichungen 

(x - R COB tt)2 + (y - R sin U)2 + Z2 = r2 
X sin u - y cos u = 0; 
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in rationaler Form lautet sie: 
(x! + y2 + z! + R2 _ r2)2 = 4R2(X2 + yS). 

Fur die Riickkehrkante kommt noch die Gleichung 

x cos u + y sin u = 0 

hinzuj die beiden Gleichungen 

x sin t~ - Y cos u = 0 

xcosu+ysinu=O 
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werden, da ihre Determinante von Null verschieden (= 1) ist, nur durch 
x = 0, y = 0 befriedigt und hiennit ergibt die erste GIeichung 

Z2= rll_ Rllj 

dies hat nur dann reelle Bedeutung, wenn R < r ist; ist R < r, so be
steht die Ruckkehrkante in zwei singularen Punkten der Fliiche mit den 

Koordinaten 0/0/ ± Yr2 - Rll; ist R = r, so ist nur ein solcher Punkt, 
0/0/0, vorhanden. 

196. Abwickelba·re Flachen. Eine spezielle Gattung von Ein
hullenden einfach -unendlicher Flachenscharen erfordert vermoge ihrer 
Wichtigkeit eine besondere Betrachtung. Es sind dies die Einhiillenden 
von Ebenenscharen. Da ihre Charakteristiken gerade Linien sind, so sind 
es Regel:fiiichen, denen die Eigenschaft der .A.bwickClbarkeit in eine Ebene 
zukommt, also nach einer fruher (187, 2. a) eingefiihrten Terminologie 
abu·ickelbare odeI' developpable Regelfliichen, auch kurz Developpable. 

Es seien A, B, 0, D stetige Funktionen von u und 

Ax + By + Oz + D = 0 (10) 

die Gleichung der Ebenenschar. Durch Differentiation nach u entsteht 
eine neue in bezug auf x, y, z lineare Gleichung: 

A'x + B'y + O's + D' = 0, (11) 
die mit (1) zusammen eine Charakteristik bestimmt. Siimtliche Charak
teristiken sind Tangenten an die Riickkehrkante, die bestimmt iet durch 
die Gleichungen (10) und (11) in Verbindung mit der Gleiehung 

A" x + E" y + 0" z + D" = O. (12) 

Die Einhiillende einer einfach-unendlichen Ebenenschar ist demnach 
eine RegClfliiche, deren Erzeugende das System der Tangenten einer Raum
kurve hilden, die aUf der Einhiillenden als Riickkehrkante oder Striktions-
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linie auftritt. Jede Ebene der Schar ist Tangentialebene der einhiillenden 
FUiche in allen Punkten der in der erstgedachten Ebene liegenden Charak
teristik. 

Wir stellen die Gleichungen (10), (11), (12) zu einem System zu-
sammen: Ax +By + Cz +D =0 

A' x + B' y + (J z + D' = 0 (13) 

A"x + B"y + (J'z + D" = 0 

und hemerken hierzu folgendes. 
Die erste Gleichung bedeutet bei festero u eine einzelne Ebene der 

Schar, bei variablero u die Schar selbst. 
Die zwei ersten Gleichungen bestimmen bei festem u eine einzelne 

Charakteristik oder Erzeugende, bei veranderlichem u deren Gesamtheit 
oder die Einhiillende. 

Alle drei Gleichungen zusammen stellen bei festem u einen einzelnen 
Punkt der Riickkehrkante dar, bei variablem u die Riickkehrkante selbst, 
indem sie x, 1/, z als Funktionen von u definieren. 

Noch handelt es sich darum, festzustellen, in welcher Beziehung die 
Ebenen der Schar zur Riickkehrkante stehen. Wir stellen das Ergebnis 
voran: sie sind deren Oskulationsebenen. 

Um dies zu zeigen, fassen wir die Gleichungen (13) als Gleichungen 
der Riickkehrkante auf und differentiieren die erste nach U; dies gibt zu-

nachst: A'x + B'y + C'z + D' + A dx + Bdy + Od: = 0 
du du du 

und reduziert sich wegen der zweiten a..uf: 

At!~ + B dy + Cd: = o. 
du du du 1 

(14) 

nochmalige Differentiation nach u liefert zunachst: 

A,dx + B'dy + C'dz + A dllx + Bdlly + Odtz = o. 
du du du du' dull du' 1 

wenn man aber die zweite differentiiert, so erhalt- man unter Beriick

sichtigung der dritten A'~!! + B' ~'!!. + (J q!.. = 0 
du du du 

und damit reduziert sich die vorangehende Gleichung auf 

d'x dlly d': 
A du! + B du! + C du' = O. (15) 
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Mitteis der Gleichungen (14) und (15) driicken 
nisse der Koeffizienten A, B. C wie foIgt aus: 

dz /.1 cZs dx I ., dx 
d2z . d2z d2x I' d2x 
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sich die Verhiilt-

die gieichen Verhiiltnisse aber bestehen zwischen den Richtungskoeffi
zienten der Oskulationsebene im Kurvenpunkte u (178, (6)); es ist also 
tatsiichlich die Ebene u der Schar Oskulationsebene im zugehOrigen 
Punkt der Gratlinie. 

Man kann aber auch, von einer Raqmkurve ausgehend, zeigen, daB 
die Einhiillende ihrer Oskulationsebenen identiseh ist mit ihrer Tangenten
{liiche (1 74:, 1.). 

Benutzt man niimlich fur die Raumkurve die friiher gebrauchten 
Bezeichnungen und den Bogen s als Parameter, so schreibt sich die GIei
chung der Oskulationsebene 

(~- x) as + (rl - Y)Pa + (~ - Z)r3 = 0; (16) 
di:lferentiiert man sie, urn die Charakteristik zu bestimmen, nach s, so 
entsteht zuerst 

(~ - x) ~a; + (1) - y) d/; + (~- z) ~; - (a1 as + (3lPS + rlrS) = 0; 

der letzte Klammerausdruck hat den Wert Null, und beriicksiehtigt man 
im iibrigen die Gruppe (II) del' Frenetschen Formeln (183), so lautet 
die Ietzte Gleichung endgiiltig: 

l~ - x)a2 + (1) - Y)fJ2 + (~- Z)r9 = 0 (17) 

und stent die rektifizierende Ebene dar; folglich wird (16) durch (17) 
tatsiichlich langs einer Tangente der Raumkurve geschnitten. 

197. Kategorien abwickelbarer Flaehen. Man hat zwei Gat
tungen von abwickelbaren Fliichen zu unterseheiden. 

Solche Fliichen, bei welchen eine eigentliehe Riickkehrkante auftritt, 
nennt man allgemeine Developpable. 

Solche Fliichen, bei welchen die Riickkehrkante sich auf einen sin
gularen Punkt zusammenzieht, durch welchen dann notwendig aUe Cho.
:rakteristiken hindurchgehen, hei.6en Kegelflachen; der singuliire Punkt 
.d Scheitel genannt. Riickt er insbesondere in bestimmter Richtung 
ins Unendliche, so sind aUe Charakteristiken paraUel und die FHiche 
hei.6t eine Zylinder{lache. 
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Die zweite Kategorie von abwickelbaren Flachen entsteht dann. 
wenn zwischen den Koeffizienten A, B, 0, D der Ebenenschar eine li· 
neare (fur alie Werte von u geltende) Relation 

aA + bB + cO + D = 0 (18~ 

mit konstanten Koeffizienten a, b, e besteht. Aus dieser ergibt sich nam· 
lich durch ein- und zweimalige Differentiation nach u 

aA' + bB' + cC + D' = 0 
aA" + bB" + eC' +]Y' = 0 

(19; 
(20) 

und wenn man die Gleichungen (18), (19), (20) von den korrespondie· 
renden Gleichungen (13) subtrahiert, so tritt an die Stelle von (13) das 

System: A (x - a) + B (y - b) + ° (z - e) = 0 ) 
A' (x - a) + B' (y - b) + 0' (z - c) = 0 (21) 
A"(x - a) + B"(y - b) + O"(z- c) = 0, 

das abel' nicht eine Kurve, sondern den Punkt albic bestimmt, weil es nur 
durch x - a = 0, y - b = 0, z - e = 0 

befriedigt wird, sofern die Determinante 

ABO 
A' B' 0' 

A" E" 0" 

nicht identisch Null ist. Fiildet aber dieses statt, ohne daB alIe Unter
determinanten zweiten Grades verschwinden wurden, so bestimmen die 
Gleichungen nur die Verhaltnisse 

(x - a): (y - b): (z - c), 

also eine Richtung, die Flache wird zur Zylinderflache. 
Hierdurch erscheint das, was in 187,2. a) bei der ersten Einfiihrung 

der abwickelbaren Regelflachen gesagt worden, weiter ausgefiihrt. 
Beispiel. Die Ebenen del' Schar 

x + uy + u2z + a = 0 
sind von solcher Beschaifenheit, daB sie samtlich durch einen Punkt 
gehen; denn die Koeffizienten erfullen identisch die Gleichung 

- a . 1 + 0 . u + 0 . u2 + a = 0, 
der betreffende Punkt hat die Koordinaten - aIO/O. 
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Eliminiert man zwischen del' gegebenen Gleichung und del' aus ihr 
abgeleiteten y + 2 u e = ° 
den Parameter, so ergibt sich die Gleichung 

4xz - y2+ 4ae = 0, 

die einen Kegel zweitel' Ordnung mit del' Spitze - a/O/O darstellt, del' 
die xy-Ebene Hings del' x-Achse, die Ebene x = - a Hings del' Geraden 
x = - a, y = ° beriihrt und dessen eine Hauptebene die ex-Ebene ist. 

198. Differentialgleichungen del' abwickelbaren Flache n. 
Del' geometrische Unterschied zwischen einer developpabeln und einer 
nicht-developpabeln Linienflache driickt sich darin aus, daB die Tangen
tialebene in einem Punkte einer Flache del' erst en Art zugleich Tangen
tialebene in unendlich vielen anderen Punkten ist, wahrend sie bei einer 
FHiche del' zweiten Art - von Ausnahmefa.llen abgesehen - nul' in 
dem einen Punkte beruhrt. Es entsteht die Frage, wie sich diesel' Unter
schied analytisch ausdruckt, mit anderen Worten, welche besonderen 
Eigenschaften del' Funktion {(x, y) in del' Gleichung z = {(x, y) del' 
Fliiche zukommen, wenn diese' developpabel ist. 

Die erate del' Gleichungen (13), als Gleichung einer Tangentialebene 
an die durch die beiden ersten Gleichungen dargestellte abwickelbare 
FUiche aufgefaBt, enthalt auBer den veranderlichen Koordinaten nul' einen 
Parameter in den Koeffizienten. Denkt man sich daher die Gleichung del' 
Tangentialebene an eine Flache in der Form 

oder 

~ - z = p(~ - x) + q(1j - y) 

p~ + qr; - ~ + e - pit - qy = 0 

geschrieben, so sind die Koeffizienten p, q, Z - px - qy, falls die Flliche 
abwickelbar, Funktionen nul' eines Parameters; das hat zur Folge, daB 
p, q notwelldig voneinander abhangen, d. h. daB 

q = cp(p), (22) 
q also irge:ndeine Funktion von p ist. Diesel' Sachverhalt ist kennzeich
nend fur die abwickelbaren Flachen und die Gleichung (22) als eine Be
ziehung zwischen den ersten partiellen Differentialquotienten von z wird 
die Differentialgleichung erster Ordnung del' abwickelbaren FHichen ge
nannt. 

Man kalln indessen aus (22) noch eine andere fur die abwickelbaren 
Flachen charakteristische Gleichullg ableiten, welche frei ist von einer 

Czuber, Yorlt1snngen. I. 4. Aufi. 32 
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willkiirliehen Funktion. Differentiiert man namlich (22) zuerst nach x, 
dann nach y, so ergeben sieh die Gleichungen: 

'( , 8 = fJJ pJr 

t = cp'(p)s 

und durch Division· weiter ; = : oder 

rt - S2= O. (23} 
Diese Gleiehung (vgl. 189\ welche eine Beziehung zwischen den zweiten 
Differentialquotienten von z ausdruekt, die fiir jeden Punkt einer deve
loppablen FIache zu Recht besteht, nennt man die Differentialgleiihung 
ztveiter Ordnung der abwickelbaren FIachen. Diese Feststellung hat fUr 
UIlS vorHiufig nur die Bedeutung, daB sie in den Stand setzt, von einer 
dumh ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gegebenen Fliich& 
zu entscheiden, ob sie abwickelbar ist; man bestimmt zu diesem Zwecke 
aus der Gleichung r, 8, t und priift, ob rt - 82 identisch Null ist. 

199. Die Abwicklung. Die Erzeugenden einer ailgemeinen De
veloppabeln, als Tangenten an ihre Ruckkehrkante, zerfallell durch den 

:Fig. 112. 
Beruhrungspunkt in je zwei Halbstrahlen 
MT, MT' (Fig. 112). Diejenigen von 
ihnen, welche der positiven Richtung ~er 
Tangente entsprechen, bilden einenMantel 
S, die anderen Halbstrahlen MT' einen 
zweiten Mantel S', und beide Mantel ver
einigen sieh in der Kurve 0 zu einer schar
fen Kante; ein ebener Schnitt wie PMP', 
der nicht durch die Tangente geht, be
steht demgemaB aus zwei lsten, welche 
sich im Punkte M del' Riickkehrkante 
zu einer Spitze verbinden. 

Ihren N amen habell die abwickelbaren FHichen auf Grund der fol
genden Eigenschaft erhalten. Wenn der PUlikt M sieh stetig auf der 
Kurve C bewegt, so vollfiihrt die zu ihm gehOrige Sehmiegungsebene 
tmch eine stetige Bewegung, indem sie sich auf del' FIache wiHtzt, sie 
hestandig beruhrend; dabei nimmt sie nach und nach aile geradlinigen 
]~rzeugenden und somit aIle Punkte der Fliiche in sich auf. Stent man 
sich VOl', daB jeder Punkt der Fliiche in dem Augenblicke, wo e1' in die 
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sich walzende Tangentialebene zu liegen kommt, auf ihr haften bleibt, 
so wird diese Ebene nach und nach die ganze Flache in sich aufnehmen, 
und zwar so, daB dabei keine Faltungen und Dehnungen, sondem nur 
Biegungen erfolgen und daher aile Linien, die vordem auf der Flache 
-waren, in unveranderter Lange, aber in veranderter Form in die Ebene 
iibergehen. Man sagt dann, die FHi.che sei auf del' Ebene abgewickelt. 
Die Abwicklung bedeckt die Ebene zweifach, indem die beiden Mantel 
nun iibereinander zu liegen kommen; ihr gemeinsamer Rand ist diejenige 
Kurve, in welche sich die Riickkehrkante bei dem Abwicklnngsprozesse 
transformiert. 

Weil Bogenliingen bei del' Abwicklung unverandert bleiben und 
weil zwei Tangenten von C in del' Abwicklung einen Winkel einschlieBen, 
welcher die wirkliche Drehung miBt, durch welche die eine Tangente im 
Raume in die andere ubergefiihrt wird (177), so hat die transformierte 
Riickkehrkurve in jedem Punkte eine Kriimmung, welche der Flexion 
der Raumkurve in dem korrespondierendem Punkte gleichkommt. Die 
Flexion del' Ruckkehrkante bleibt also bei del' Abwicklung unverandert 
erhalten, die Torsion abel' geht verloren, weil aus der Raumkurve eine 
ebene Kurve wird. 

Del' Begriff del' Abwickelbarkeit, wie er sich hier darbietet, ist ein 
spezieller: er bedeutet die Moglichkeit del' Ausbreitung einer Flache durch 
bloBe Biegung auf einer Ebene; umgekehrt kann jede Developpable als 
eine Biegungsform del' Ebene aufgefaBt werden. Del' allgemeine Begriff 
der Abwickelbarkeit betrifft die Moglichkeit del' Ausbreitung einer FHiche 
durch bloBe Biegung auf einer andern Flache; zwei Flachen, die in die
sem Verhiiltnis zueinandel' stehen, heiBen Ctufeinander abwickelbare Flachen. 
So sind zwei developpable Flachen stets auch aufeinander abwickelbar, 
weil sie zwei verschiedene Biegungsfol'men der Ebene darstellen. 

Die Abwickelbarkeit ist wiederum ein besonderer Fall einer viel 
allgemeineren Beziehung, die man als Abbildbarkeit zweier Flachen Ctu(
einander bezeichnet: man versteht darunter die Angebbarkeit eines Prin
zips, nach welchem die Punkte beider Flach en eindeutig einander zuge
ordnet werden konnen. Die Abwickelbarkeit spielt im Gebiete der Ab
bildbarkeit die Rolle del' Kongruenz. 

200. Einhiillende einer zweifach-unendlichen Flachen
schar. Die Funktion f(x, '9, Z, tt, v) sei eindeutig und stetig in bezug auf 
die Koordinaten x, '9, z wie in bezug auf die voneinander unabhangigen 

32* 



500 VI. Abschnitt. § 4. Einhiillende Fllichen 

Parameter u, v; dann stellt die Gleichung 

{(x, y, z, u, v) = 0 (24) 

ein System von 00 2 Flachen oder ein zwei{ach ausgedehntes Fliichenkcmti
nuum dar. Auch bei einem solchen kann unter Umstanden von einer 
Einhiillenden gesprochen werden, doch ist das Verhalten dieser zu den 
eingehiillten Flachen ein anderes als in dem friiheren FaIle (193). 

Erteilt man namlich dem v einen festen Wert, so stellt die Gleichung 
{24) eine einfach - unendliche Flachenschar dar, deren Einhiillende im 
friiheren Sinne, wenu sie existiert, durch Elimination von u zwischen 
den Gleichungen 

{(x, y, Z, tt, v) = 0, t;,(x, y, z, u, v) = 0 (25) 

bestimmt wird. Diese Elimination kann man sich so vollzogen denkeD, 
daB man ans der zweiten Gleichung u ausdriickt und den Wert daitir, der 
aus x, y, z, v sich zusammensetzt, in die erste Gleichung eintriigt. 

Die Gleichung dieser Einhiillenden enthiHt nun v, und denkt man 
sich dieses jetzt auch veranderlich, so hat man es neuerdings mit einer 
einfach-unendlichen l!'lachenschar zu tun, deren Einhiillende durch Eli-
mination von v zwischen 

{(x, y, z, u, v) = 0, (vex, y, z, u, v) + (u(x, 'Y, z, u, v) ~,: = 0 

erhalten wird; die zweite diesel' Gleichungen ist aus der ersten gebildet, 
nachdem darin u in del' besprochenen Weise durch den Ausdruck in x, g, 
z, v ersetzt worden ist; sie erfiihrt abel' vermoge (25) eine Vereinfachung 
und lautet schlieBlich tv (x, y, z, u, v) = O. (26) 

Diese zuletzt bestimmte Einhiillende, deren Gleichung man also, 
alles zusammenfassend, dadurch erhalt, daB man zwischen den drei Glei
chungen (25) und (26), oder kurz zwischen 

{ = 0, tu = 0, {v = 0 

beide Parameter u, v eliminiert, nennt man die Einhiillende des zweifach
unendlichen FIachensystems. 

Auf del' Flache ujv entsteht bei dem ersten Prozesse eine Charak
teristik der Flache (25); auf dieser entsteht bei dem zweiten Prozesse 
abermals eine Charakteristik, welche die friihere im allgemeinen in einer 
Anzahl Punkte schneidet: in dies en Punk ten wird die FIache ujv des 
Systems von der schlieBlichen Einhiillenden beriihrt. Darin also lieO't 

" 
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der Unterschied gegeniiber dem friiheren Falle, daB nunmehr jede Ein
gehiillte von der Einhiillenden nur in einer Anzahl vereinzelter Punkte 
beriihrt wird. 

Beispiele. 1. J edem Punkte eines dreiachsigen Ellipsoids mit den 
Halbachsen a, b, c wird eine Ebene in der Weise zugeordnet, daB sie 
durch die Projektionen des Punktes auf den Hauptachsen der Flliche hin
durchzugehen hat. Es ist die Einhiillende dieses Ebenensystems zu be
stimmen. 

Die Hauptachsen mogen als Koordinatenachsen gewiihlt werden; die 
reziproken Abstiinde del' Projektionen eines Punktes M des Ellipsoids 
auf OX, OY, OZ von 0 seien u, v, w; dann lautet die Gleichung des 
Ebenensystems: ux + 1Jy + Wf! - 1 = 0, 

wobei jedoch u, v, W an folgende Bedingung gekniipft sind: 

1 1 1 
a"-US + 1)"v' + c'wi - 1 + 0. 

Hier empfiehlt sich ein Rechnungsgang, der dem in 193 erlauterten 
analog ist. Betrachtet man u, v als die unabhangigen Parameter, so gibt 
die Differentiation beider Gleichungen nach u einerseits und nach v an-
dererseits: ow 0 ow 

x+f!iJ;u,= , y+z-ov=O, 

1 1 ow 
~;;is + c.w3 iiU = 0, 

durch Elimination der Differentialquotienten erhalt man die Beziehung 

a'u3x = b2v3y = c2W Sz 

und es bedarf nur noch der Elimination von u, v, w zwischen dies en zwei 
und den urspriinglichen zwei Gleichungen. Bezeicbnet man den gemein
samen Wert der letzten drei Produkte mit p so hat man einmal: 

ux =--p
a·u· 

vy =t/;;f 
wz=_L 

c· tv" 

woraus sich durch Addition unter Beachtung der gegebenen Gleichungen 
p = 1 ergibt; andererseits ist mit Benutzung dieses Wertes von p: 
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x 1 
a = a8u' 

Y 1 
'6- = b"v" 

z 1 
c- = c'ws 

und daraus erhiilt man als Gleichung der Einhiillenden: 

(:)1'+ u/ + (:/= 1. 

Zwei Bemerkungen mogen hinzugefiigt werden. Fur aUe Punkhe 
eines Hauptschnittes des Ellipsoids falit die Ebene des Systems mit del' 
l%ene dieses Hauptschnittes zusammen; demnach ist eine solche Ebene 
Tangentialebene an die Einhullende nicht in einem einzelnen Punkte, 
sondern langs einer Linie; in del' Tat hat die Fliiche in den Kool'dinaten
ebenen scharfe Kanten (Schneiden). 

Fur die Scheitelpunkte des Ellipsoids wird die Ebene des Systems 
unbestimmt, diesel' Umstand deutet auf singulare Punkte an del' Einhiil
lenden hin; diese hat denn auch in den Koordinatenachsen vierschneidige 
Spitzen. 

2. Aus den Punkten desselben und auf das namliche Kool'dinaten
system bezogenen Ellipsoids werden Kugeln beschrieben, die durch den 
Mittelpunkt del' Flache gehen. Es ist die Einhiillende dieses Kugelsystems 
zu bestimmen. 

Sind (x, p, r die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Ellipsoids, 
so kommt dem Kugelsystem die Gleichung 

x2 + y2 + 132 - 2 (Xx - 2 py - 2,13 = 0 

zu, wobei jedoch 

sein muB. Sieht man (x, pals die unabhangigen Parameter an und diffe
rentiiert beide Gleichungen danach, so entstehen die Gleichungspaare: 

or or 
x + z 0 IX = 0, '!J + Z 8P = 0, 

~ .!.~-O u" + c~ o<x - , 

nach Ausscheidung der Diiferentialquotienten ergeben sich daraus die Be-
ziehungen a2x b'y c'z 

-Z- = T = r (= x). 
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Geht man mit den Werten 

in die beiden gegebenen Gleichungen ein, so entsteht: 

al!x2 + b2 y'A + e2z2 = ,,2 

a!x2 + b'y' + c' Z2 x2 + y2 + Z2 = _____ . __ ._. 
Yo 

und durch Elimination von " die Gleichung der Einhiillenden: 

(x2 + y2 + z2)2 = 4(a2x 2 + b2y2 + C2Z2). 
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Aile Kugeln des Systems gehen durch einen Punkt, den Mittelpunkt 
des Ellipsoids; dieser erscheint denn auch als Punkt der Einhiiilenden, 
aber als ein singulii.rer, indem er auBer Zusammenhang mit der iibrigen 
FUtche steht und daher als ein isolierter Punkt zu bezeichnen ist. 

§ 5. Die PoladUtche einer Raum]mrve. 

201. Analytische Bestimmung der Polarflliche. Drei ah
wickelbare Flii.chen stehen mit einer Raumkurve ill einem organischen 
Zusammenhange und sind fur die Erforschung ihrer Eigenschaften von 
grundlegender Bedeutung; sie sind der Reihe nach bestimmt durch die 
Schar der Oskulationsebenen, die Schar der N ormalebenen und die Schar 
del' rektifizierenden Ebenen. 

Die an erster Stelle genannte Developpable ist bereits Gegenstand 
der Untersuchung gewesen (196); da ihrt' Charakteristiken die Tangenten 
der Raumkurve sind, so wird sie als deren Tangentenflache bezeichnet. 

Die zweite, die jetzt naher betrachtet werden soIl, fiihrt den Namen 
Polarflache. 

Von der dritten sei auBer dem Namen rektifizierende DeveZoppable 
noch erwiihnt, daB man ihre Chnrakteristiken als rektifizierende Geraden 
bezeichnet. 

Sind diese drei Flach en durch die Seitenebenen des hegleitenden Tri
edel's bestimmt, so liegt es nahe, auch jenen Flachen die Aufmerkdam
keit zuzuwenden, die sieh als Orte seiner Kanten: der Tangenten, Haupt
normalen und Binormalen ergeben. Die FIache der Tangenten ist iden
tisch mit der erstgenannten Dev(·loppableni die Flachen der Hauptnor-
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malen und der Binormalen sind im allgemeinen windschief' und werden 
hier nieht weiter in Betraeht gezogen. 

Nieht ohne Nutzen ist es, danach zu fragen, was aus allen diesen 
Gebilden bei einer ebenen Kurve wird. A.ls Tangentenflache tritt die Kur
venebene, genauer gesproehen ein bestimmter Teil derselben (der von 
den reellen Tangenten bedeekte) auf. Die Polarflaehe ist vertreten durch 
den zur Kurvenebene senkreehten Zylinder, dessen Leitlinie die Evolute 
der Kune ist. Ais rektifizierende Developpable erseheint der gleicbgerich
tete Zylinder durch die Kune selbst. An diesem Grenzfall ist am ein
fachsten zu erkennen, wie der Name "rektifizierende Developpable" ent
standen ist: wenn man namlich diesen Zylinder in eine Ebene auf'rollt, 
erscbeint darin die Kurve als gerade Linie, ist also rektifiziert im eigent
lichen Sinne des W ortes. Die Orte der Tangenten, der Hauptnormalen 
und Binormalen lief'ern nichts N eues mehr. 

Alie auf die Polarflache beziigliehen Fragen finden ihre Erledigung 
i.n jenen drei Gleichungen, auf welche die Theorie der abwickelbaren 
Flaehen gefiihrt hat, namlieh in der GIeiehung der Normalebene eines 
veranderlich gedachten Punktes H(x/Ylz) der gegebenen Kurve C und 
jenen zwei Gleichungen, welche aus ihr durch ein- und zweimalige Diffe
rentiation nach dem veranderlichen Parameter hervorgehen; als solchen 
wahlen wir die Bogenlange s. 

Die erste Gleichung lautet: 

die zweite, vorerst in unentwickelter Form: 

( ) d/Xt ( )d f1t ( )d r t (dX ely dZ) 
; - x ds + 'Il - Y -ds + t - $di - (fs-"l + 118- PI + d-s 'YI = OJ 

. dx ely dz 
well aber ds = ~, ds = Pl' ds = 'Yll so hat der letzte Klammerausdruck 

den Wert 1, und wendet man weiter noeh die Frenetschen Formeln 
der (I). Gruppe an, so entsteht endgiiltig 

(; - x)a2 + ('Il- y)P2 + (t - z)'Y! = Qj 

iibt man hierauf neuerdings Differentiation in bezug auf s aus, so ergiht sich 

( I: ) d/X! + ( ) df3! C'i'" ) dr! (dX ely dZ) dQ s-X -ds 'Il-Yeis+ ",,-zds - J:~-a2+d8j32+ds'Y2 =ds-; 
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jetzt hat der letzte Klammerausdruck den Wert Null, weil er gleichbe

deutend ist mit a1"2 + {31 fJ2 + 1'11'2' und ersetzt man dd(X;"" durch ihre 

Ausdriicke aUB der Gruppe (III) der Frenetschen Formeln und nimmt 
'dabei Riicksicht auf die urspriingliche Gleichung, so wird schlie6lich 

Demnach lautet €las die Polarfiache kennzeichnende Gleichungssystem: 

(~- X) "1 + (r; - y)fJ1 + (~- Z)r1 = 0 

(~- x)a2 + (r; - y)fJ2 + (~- Z)r2 = Q 

(~- X) as + (r; - y)fJ3 + (~- z)ra = - T ~~. 

(1) 

Einzeln und bei festem M betrachtet, stellen diese drei Gleichungen 
vermoge ihrer Richtungskosinus drei paarweise zueinander senkrechte 
Ebenen dar, welche sich in jenem Punkte Mo der Riickkehrkante Co der 
Polarflache schneiden, der durch dieselben drei Gleichungen zusammen 
bestimmt ist; sie bilden, wie sich leicht erkennen HUH, das begleitende 
Dreikant des Punktes ]JIo der Kurve 00' 

Denn die erste Ebene ist die Oskulationsebene von 00 in Mo; die 
zweite schneidet sie langs der Charakteristik, also langs del' Tangente an 
00 in Mo' und da sie auf ihr senkrecht steht, so ist sie die rektifizie
rende Ebene; die dritte, zu den beiden vorgenannten senkrecht, ist dem
nach die Normalebene. 

Daraus folgt weiter, daB die Schnittlinie der zweiten Ebene mit der 
dritten die Binormale, die Schnittlinie der dritten mit der ersten die 
Hauptnormale von Co in Mo ist. Nimmt man hinzu, daB die Richtungs
kosinus der Schnittlinie zweier der Ebenen (1) iibereinstimmen mit den 
Richtungskosinus der jeweilen dritten Ebene (181), so ergibt sich cler 
Satz: Die KU1'ven 0 und Co stehen in soleMr Beziehung zueinander, dafJ 
in korrespondierenden Pun1."ten die Tangente der einen der Binormale der 
anderen parallel ist, die Hauptnormalen aber untereinander parallel sind. 

Die Auflosung der Gleichungen (1) nach ~,'Yj, ~ werde mit xo, Yo, Zo 

bezeichnet; da die Determinante des Systems den Wert 1 hat, so lautet 
diese Auflosung wie folgt: 
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0 PI 1'1 

Xo=X + Q P2 1'2 
dQ 

= X + Q"2- T ds"3 
dQ P3 1'3 - T-···-
ds 

a l 0 1'1 
dQ 

(2) Yo=Y + ~ Q 1'2 = Y + Q {J, - T T 1~3 ( S 

d(} 
a3 -T- 1'3 ds 

ttl PI 0 

Zo = Z + a2 P2 dQ 
Q = Z + Q7'2 - 1: ds 1'3 . 

a3 P3 d(} 
- T---

ds 

Bei festem s bestimmen diese Gleichungen den dem Punkte M von 
o korrespondierenden Punkt Mo der Riickkehrkante 00 der Polarflache, 
bei veranderlichem s stellen sie die Kurve 00 selbst dar. 

202. Die Schmiegungskugel. Der Punkt Mo hat fiir die Kurve 
o im Punkte M noch eine andere wichtige geometrische Bedeutung. Er ist 
der Mittelpunkt derjenigen unter den durch M gehenden Kugeln, welche 
sich der Kurve 0 in der Umgebung von M am engsten anschlieBt; sie 
wird die Schmiegungskugel oder die oskulierende Kugel der Kurve 0 im 
Punkte M genannt. 

Um dies zu erweisen, gehen wir von der aUgemeinen Gleichung 
einer Kugel mit dem Mittelpunkt Mo: 

(~ - xo)2 + (n - YO)2 + (~- ZO)2 = r2 (3) 
aus und schreiben ihr zunachst nul' VOl', daB sie durch den Punkt M zu 
gehen habe; dies gibt zur Bestimmung ihrer Parameter xo, Yo, zo' r die 
erste Gleichung: (x - XO)2 + (y - YO)2 + (z - ZO)2 = r2. (4) 

Nun wahlen wir auf 0 einen dem M benachbarten Punkt MI mit 
dem Parameterwerte s + h, entwickeln seine Koordinaten in der 18! er-
klarten Weise: hi h 3 d3 ,x 

Xl = X + h a1 + 2(} a2 + "6 ds' + ci 

hi h g dSy 
Yl = Y + h PI + 2i P2 + 6- dsS + c2 

hi hS dSz 
ZI = Z + hYl + 2;7'2 +"6 ds" + ca 
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und driicken hierauf das Quadrat des Abstandes d der beiden Punkte 
Mp Mo aus, das wie folgt lautet: 

[ h' hSd"x J2 
iJ2 = x - Xo + h a1 + 2i IX2 + 6 -ds' + C1 

[ h! hS day J2 + y - Yo + h~1 + -2(1 f:J2 + {\ ds. + c2 

[ hi h3 d 8 z J2 
+ Z-ZO+hrl+~1'2+6d88+C3 

und bis auf GroBen der dritten Ordnung in h entwickelt: 

d2 = (x - XO)2 + (y - YoY + (z - zo)! 
+ 2h[(x - XO)u1 + (y - YO)~1 + (z - So) 1'1] 

+~~-~~+~-~~+~-~~+~ ~ 
kg [ d"x day dSZ] + 3" (X - Xo) dss + (y - Yo) dss + (S - So) ds' + E, 

wobei E gleich wie c11 cs, c3 GroBen der vierten Ordnung beziiglich h 
bedeuten. 

Der letzte Klammerausdruck liiBt sich noch wie folgt umformen. 
Differentiierl man die Gleichung 181, (3): 

d'x 
a 2 = 'lds' 

nach ~ und beniitzt dabei die Gruppe (III) del' Frenetschen Gleichun-
gen, so ergibt sich _ (~1_ + IX") = ~_~ IX, + Q d"~ 

(l T ds (I ds" 

und dementsprechend _ (I!!. + h) = d(l ~ + 'l d"1f 
(I T ds (l ds" 

_ C; + 11;) = ~~ r;_ + Q ~.~~; 
mnltipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit x - xo' y - Yo' 
$ - So und bildet hierauf die Summe, so entsteht: 

d"x day d"z 
(X - Xo) ds3- + (y - Yo) ds" + (Z - Zo) ass 

1 
= - ~2 [(x - XO)IXl + (y - YO)~1 + (s - so) 1'1] 

- (l1T [(x - Xo) as + (y - YO)~3 + (z - ZO)1'3] 
d(l 

- ::[(.x - xo)a2 + (y - YO)f:J2 + (z - ZO)Y2J. 
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Hiermit folgt aus (5), wenn auf (4) Riicksicht genommen wird: 

(d+r)(d-r) 
= 2h[(x - xO)a1 + (y - YO)~l + (z - ZO)Yl] 

h 2 

+~~-~~+~-~~+~-~~+~ 

- shi2[(X - xo)a1 + (y - YO)~l + (z - ZO)1'1 

+ ~~ [(x - xO)a2 + (y - YO)P2 + (z- ZO)Y2] 

+ -~ [(x - xo)a3 + (y - Yo)Pa + (z - Zo)1'sJ] + E. 

Die Differenz d - r driickt den kiirzesten Abstand des PUDktes Ml 
von del' Kugel aus; da die Kugel, um bestimmt zu sein, noch drei Be
dingungen untel'worfen werden muB, so setzen wir fest, der kiirzeste 
Abstand solIe von hochstmoglichel', also von viertel' Kleinheitsordnung 
sein; dazu ist einmal notwendig; daB 

(xo - x) 1X1 + (Yo- Y)f31 + (zo - Z)Y1 = 0 
(xo - x) 1X2 + (Yo - y) {32 + (zo - z) 1'2 = Q 

und sind diese Bedingungen erfiillt, so verschwindet auch der Koeffizient 
von ha, sobald noch 

) dQ 
(xo - X IXs + (Yo - y) {Js + (zo - z) Y3 = - 't'ds 

ist, Diese drei Gleichungen stimmen aber mit dem System (1) iiberein, 
aus welchem sich der Punkt (2) ergeben hat, und dam it iet die aufge
stellte Behauptung erwiesen. 

Die so bestimmte Kugel lii.Bt sich aber auch als diejenige Kugel er
weisen, die auBer durch M noch durch drei weitere unendlich benach
barte Punkte del' Kurve geht. Setzt man 

(~ - XO)2 + ('1'] - Yo)'J + (~- ZO)2- r2 = V(~, '1'], ~), 

80 folgt aus der Forderung, daB die Kugel durch die Punkte M(x/yjz) 
und M 1 (x + dx/y + dy/z + dz) zu gehen hat, daB dV(x, y, z) = 0 sein 
miisse; dehnt man die Forderung auf einen weiteren Punkt M2 aus, der 
aus Ml ebenso hervorgeht wie Nl aus M, so kommt die weitere Bedin
gnng d2 Vex, y, z) = 0 hinzu; und Boll schlieBlich die Kugel noch durch 
den Punkt Ms hindurchgehen, dessen Koordinaten auf die gleiche Weise 
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aus den Koordinaten von M2 entstehen, so stellt sieh noeh die Bedin
gung dS V(x, y, z) = 0 ein. Nun ist 

Vex, y,:) = (x - XO)2 + (y - YO)2 + (z - ZO)2 - t·2 

1 
"2 d vex, y, z) = [(x - xO)al + (y - Yo) {31 + (z - zo) 1'1] as 

! (!d2 V (x, y, z) = (x - xo)a2 + (y - YO)fJ2 + (z - ZO) 1'2 + (!] ds2 

- ~ (!1:d3 V(x, y, z) = [(x - xo) a3 + (y - yo)fJa + (z - zo)Ys - 1: ~~J els3, 

die Bedingungen Vex, y, z) = 0 

d vex, y, z) = 0 

d2 V (x, Y, z) = 0 

d3 V(x, y, z) = 0 

fuhren also tatsachlich wieder zu den Gleichtlngen, die fiir die oskulie
rende Kugel bestimrnend waren. 

Fiir den Halbmesser r der oskulierenden Kugel hat man nun auf 
Grund von (4) und (2) den Ansatz 

r2 = Q2 + (1: ~l~r (6) 

In einern Punkt mit stationarer Schmiegungsebene ist die Torsion 
gleich Null, t also unendlich groB, demzufolge aueh r unendlich. In 
einem solchen Punkte artet also die Schmiegul1gskugel zu einer Ebene, 
del' stationaren Schmiegungsebene, aus. 

203. Der Kriimmungskreis. Die oskulierende Kugel schneidet 
die osknlierende Ebene des Punktes M nach einem die Kurve in M be
riihrenden Kreise, dessen Elemente sich wie folgt qestimmen. 

Sein Mittelpunkt .Q, ist der FuBpunkt del' Geraden 

(; - x)a1 + (n - y)fJl + (s - Z)Yl = 0 

(; - x) a, + (1) - y)fJ2 + (s - Z)'Y2 = (! 

auf del' Schrniegungsebene von 0 in M, d. i. 

(; - x)alJ + (n - y)fJa + (s - z)Ys = 0; 

(7) 

(8) 

denn jene Gerade geht laut (1) dUTch den Mittelpunkt der Kugel und 
steht auf der Ebene (8) normal. Behalt man also fiir den Mittelpunkt 
.Q die Bezeichnung ;, ,)" S bei, so ergibt sich aus (7) und (8) fur ihn die 
Bestimmung: 
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0 fJ1 1'1 I 
~-X= Q (32 1'21 = (HX2 

0 fJa 1'3 

a1 0 1'1 
r;-y= IX2 Q 1'2 = Q[:J2 (9) 

as 0 1'3 

(Xl (31 0 

~-.z= a2 (3'j Q = (17'2' 

Us fJs 0 

Weil hiernach ~ - x, 'YJ - y, ~ - z gleich bezeichnet sind beziehungs
weise mit a2 , (32' 7'2' so liegt der Punkt Q, von M aus gezahlt in der 
positiven Richtung M H der Hauptnormale, also auf der konkaven Seite 
der Kurve in dem in 181 erUiuterten Sinne. 

Fiir den Halbmesser des Kreises geben die Gleichungen (9) den 
Wert p. 

Man nennt daher diesen Kreis, weil sein Halbmesser mit dem Halb-
messer der ersten Krilmmung iibereinstimmt, den Kt'ummungskreis, auch 

Fig.U3. 

c 

IB 

Oskulations- oder Schmiegungskreis, seinen Mittel
punkt ,Q den Krummungsmittelpunkt, die Schmie
gungsebene, da sie diesen Kreis enthlilt, auch Kriim
mungsebene, und die Gerade (7), welche zur letzteren 

T Ebene im Punkte ,Q normal steht, die Krummungs
achse oder Polarlinie der Kurve C im Punkte M. 

Ein Blick auf die Fig. 113 und auf die Glei
chung (6) lehrt, dall der Abstand p des Mittelpunktes 
der oskulierenden Kugel von der Oskulationsebene 

hestimmt ist dmch die Formel: 2 (dl!)2 (10) 
p = 'tds . 

Auf Grund del' Ergebnisse dieses und des vorangehenden Artikels 
kann man die PolarHache einer Raumkurve C auch als den Ort ihrer 
Kriimmungsachsen und die Riickkehrkante der Polarftache als den Ort 
der Mittelpunkte del' oskulierenden Kugeln definieren. 

Wah rend dem Radius del' ersten Kriimmung eine mit der Kurve 
unmittelbar zusammenhangende geometrische Bedeutung zukommt ana
log jener bei ebenen Kurven, ist dies bei dem Torsionshalbmesser nicht 
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der Fall; nur indirekte geometrische Interpretationen sind fiir ihn ge
funden worden. i ) Uberhaupt ist der Kreis nicht geeignet, die Gestaltung 
einer Raumkurve im Kleinen, das hei.6t innerhalb eines engen Bereiches 
ersch6pfend zu approximieren; dies k6nnte nur wieder eine Raumkurv.e 
leisten. Unter den Raumkurven kommt nun der gemeinen Schrauben
linie wegen ihrer besonders einfachen Kriimmungsverhaltnisse eine ahn
liche Stellung zu wie dem Kreise unter den ebenen Kul'ven. Diese Er
wagung hat zum Begriff der Schmiegungsschraubenlinie gefiihrt; es ist 
dies jene Schraubenlinie, die im betrachteten Kurvenpunkt dieselbe Tan
gente, dieselbe Torsion und dieselbe Kriimmungsachse hat wie die Kurve; 
die Achse ihres Zylinders enthiilt den kiirzesten Abstand benachbarter 
Hauptnormalen. Der Sinn der Windung der Schmiegungsschraubenlinie 
iibel'triigt sich dann auf die gegebene Kurve. Doch m6ge die b10.6e Er
wahnung dieses Begriffs geniigen. 

204. Spezielle Raumkurven. Die Formel (10) 1ehrt, daB der 
Mittelpunkt der oskulierenden Kugel mit dem Kriimmungsmittelpunkte 
zusammenflillt bei Kurven, fiir welche bestandig 

dQ = 0 
ds ' 

also fiir Kurven von konstantem Flexionshalbmesser; dann abel' ist ver-

1) Eine solche, von B. de Saint-Venant (Journ. de 1'6cole polytechn. 15 
[1835]) stammende Interpretation griindet sich auf folgende Betrachtung. Die Tan
gentendeveloppable der Kurve werde von einer Ebene ge-
8chnitten, die vom Punkte M den N ormalabstand v hat Fig. 11.1. 

und parallel ist seiner Normalebene (Fig. 114). Das Bogen
differential Q Q' der Schnittkurve kann durch v d f ausge
driickt werden, wenn dE der Kontingenzwinkel des Ele
ments M JJf.' der betrachteten Linie ist, und der Kontin
genzwinkel yon Q Q' unterscheidet sich nur um eine GroBe 
hoherer Ordnung von dem Winkel der Oskulationsebenen 

'V 

in M und M', also von dem Torsionswinkel d& des Elements MJ1i'. Infolge
dassen driickt sich der KrummungsradiuB der Schnittkurve in Q durch 

oder, da 
ds .. . v .. 
--- = ~ 1st durch 
d& Q' Q 

aus; er ist sonach geradezu gleich .. , wenn man v = Q macht. Tragt man also 
auf der 1'angente in M nach einer der beiden Seiten Q ab, legt durch den erhal
tenen Punkt Q einen zur Tangente normalen Schnitt durch die Tangentendevelop
pable, 80 hat dieser in Q einen Krummungsradius, der gleichkommt dem Torsions
radius in M. 
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mi5ge (6) auch r konstant. Dies findet demnach bei der gemeinen Schrau
henlinie statt. 

In Punkten mit stationarer Oskulationsebene ist die Torsion ~ Null, 
't' 

der Torsionshalbmesser also und mit ihm p (sofel'll ~1 von Null ver-

schieden ist) unendlich; solchen Punkten entsprechen daher unendlich 
ferne Punkte der Riickkehrkante der Polarflache. 

Wir wollen ferner nach Kurven fragen, bei welchen del' Halbmesser 
del' Schmiegungskugel konstant ist. Dies erfordert nach (6), daB 

dQ + dQ d ('t'~~) 
Q ds T ds ds 

identisch verschwinde, oder daB bestandig 

(11) 

flei. Dies tritt em bei .~~. = 0, ein bereits erledigter Fall; ferner dann, 

wenn del' Ausdruck in der eckigen Klammer bestandig Null ist. 
Urn dies geometrisch zu deuteD, differentiiere maD die erste del' 

Gleichungen 201, (2) nach s un tel' Bezugnahme auf die Frenetschen 
Formeln; dadurch ergibt sich: 

dxo. = ex +~Q a _ n (at + fLo) _ d('t'~~lex _ .d.Q ex 
ds 1 ds 2 "(! 't' ds 3 ds 2 

und nach entsprechender Reduktion 

die beiden andel'll 
Weise 

~xo = _ (.!!..+dJ't'~~~)' ex . 
ds 't' ds 3 , 

GleichungeD desselben Systems 

c!.~ = _ (.!!.. + ~('t' ~~)) R 
ds 't' ds Ps 

~z~ = _ (.J.. + ~~~)_)' 0) • 

ds 't' ds 13, 

ergeben III gleicher 

.das ideDtische Verschwinden des Klammerfaktors m (11) hat also zur 
Folge, daB bestandig 



dx" = 0 
ds ' 

205. Beispiele 

d~o =0 
ds ' 

dz 
__ 0 =0 
ds 

oder daB :Co = const., Yo = const., Zo = const. 
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ist. Dann aber giht es fur alle Puukte der Kurve nur eine Schmiegungs
kugel, die Kurve selbst liegt auf einer Kugel und wird deshalb eine sphii
rische Raumkurve genannt; ihre Polarflache ist ein Kegel, del' den Mittel
punkt del' Kugel zur Spitze hat (Beispiel, 173, 2.). 

205. Beispiel. Die gemeine Schraubenlinie 

x = a cos u 
y= a sm u 

Z = bu 

ist auf ihre Poladlacha zu untersuchen. 
Mit Benutzung der in 185, 1. gefundenen Resultate: 

at + b" 
Q = -;;--, 

"2 = - cos u, 
bsinu 

"3= --c-' 

lls = 11 a 2 + b2 = C 
du 

fJ2 = - sin u, r2 = 0 
bcosu fI = _ _ ______ _ 

Ps C' 

ergiht die Ausfiihrung del' Gleichungen 201, (2) folgendes R.esultat: 
b' 

Xo = - a cos tt 

b2 • 
Yo= - a 8m u 

Zo = bu; 

fiihrt man an Stelle von u ainen neuen Winkel tt' durch die Substitution 

u'=u+7I: 

ain, so gehen die letzten Gleichungen fiber in 
b2 , 

xo= a cos u. 

b". , 
Yo = Ii Sill U 

Zo = b(u' - 71:); 
die Ruckkehrkante der Polarflache ist also eine mit der gegebenen in 
gleichem Sinne gewundene Schraubenlinie auf einem Zylinder vom Halb-

Czu ber, Yotlesungeu_ I_ 4. Auf!. 33 
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messer b; ; wahrend die erste durch einen Punkt der positiven x-Achse geht, 

schneidet die zweite die negative x-Achse; in der GanghOhe stimmen beide 
iiberein. Bei b = a liegen beide Schraubenlinien auf demselben Zylinder. 

Die Polarfliiche einer Schraubenlinie ist demnach eine abwickelbare 
Schraubenfliiche. 

206. Evoluten und Evolventen einer Raumkurve. Der Be
griff der Evolute einer ebenen Kurve la.Bt sich auf eine Raumkurve uber
hagen, wenn man nicht die Definition der Evolute als Ort del' Krum
mungsmittelpunkte zum Ausgang nimmt, sondern das Hauptgewicht auf 
die Eigenschaft legt, daB die Tangenten der Evolute Normalen der ur-
8priinglichen Kurve sind. Bei dieser Auffassung hat eine Raumkurve -
und wie spater ausfiihrlich dargelegt wird, auch eine Plankurve - un· 

endlich viele Evoluten, die samtlich auf der Polarflache liegen, weshalb 
diese auch Evolutenfliiche genannt wird. 

Das System der Normalen, das zu einer Evolute AnlaB gibt, bildet 
eine abwickelbare FHiche, deren Gratlinie eben diese Evolute ist. 

1st namlich 0' eine Evolute von 0, M' einer ihrer Punkte, M'M die 
zugehorige Tangente, zugleich Normale in M zu 0, so erfolgt, sobald 
M auf 0 sich zu bewegen beginnt, eine momentane Drehung von MM' 
um den Punkt ltI'; gleichzeitig dreht sich die Normalebene von M augen
blicklich urn die Kriimmungsachse des Punktes M; soU demnach M'M 
normal bleiben zur Kurve 0, so mu.B M' auf der Kriimmungsachse liegen. 
Es gehOrt also der einem beliebigen Punkte M zugeordnete Punkt M' 
der Evolute der Kriimmungsachse von M an, folglich liegt die gauze 
Evolute auf der Polarfiache. 

Um die Evoluten analytisch zu bestimmen, seien die Koordinaten 
des Punktes M' einer solchen mit x', g', il, sein Abstand von der Osku-

B 

c 

Fig. 115. 

lationsebene mit (j bezeichnet mit der Festsetzung, 
daB (j positiv oder negativ ist, je nachdem die Strecke 
SUi' (Fig. 115) die positive oder negative Richtung 
der Binormale hat; fur den Punkt M werden aUe 

H bisher eingefiihrten Bezeichnungen beibehalten. 
Die Koordinatendifferenzen der Punkte M und 

/ M' ergeben sich durch Projektion des rechtwinkligen 
Linienzuges M a M' auf die drei Koordinatenachsen 
wie folgt: 
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x' - x = Qa2 + aas 

y' - y = Q~2 + 6~3 
:/ - z = Qr2+ arg-
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(12) 

Dieselben Koordinatendifferenzen sind auch den Richtungskosinus 
von M M', und da dieses die Tangente an die Evolute ist, auch den Gro-

Ben clx', dy', dz' und ebenso den Quotienten ~d:' , ~~~, ~: proportional; 

bezeichnet man den Proportionalitiitsfaktor mit le, so gelten also die Be

ziehungen x' k x = clJ1, y' -;; t = ~~, Z' k Z = ~:. (13) 

Fiihrt man die erste dieser Gleichungen auf Grund von (12) und 
unter Benutzung der Fl'enetschen Formeln aus, so ergibt sich: 

(lCi2 + G!'3 = a + dp a _ II (':1 + IXs) + da + IX! 
k 1 d s Z "p ~ ds IXs Ii -; 

und nach gehoriger Vereinfachung 

(lU~+_~~3 = (~~ +~) a + (dG _ -~) a . 
k ds 1: 2 ds 1: S, 

jetzt aber zeigt die Vergleichung beider Seiten, daB 
p dQ a 
k=d8+-~ 
a da p 
k = ds - ~-, 

(14) 

und die Elimination des unbestimmten Faktors k fiihrt zu der folgenden 
Gleichung, der 11 zu geniigen ha.t: 

pdG-GdQ 

(I' =r1.!_. 
l+(-if 1: 

In del' linken Seite erkennt man sogleich das Differential von 

arctg~; ist man ferner imstande, eine Funktion 0 von s anzugeben, deren 
(l 

Differential ds ist, so sind alie Funktionen dieser Art in 0 + c enthalten, 
1: 

wenn c eine wilikiirliche Konstante bedeutet; man hat dann 
G 

arctg -- = (j + c 
(l 

und findet daraus 6 = Q tg (0 + c); 
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hiermit aber nehmen die Gleichungen (12) der Evoluten von C die fol
gende endgultige Gestalt an: 

x' = x + Q all + Q as tg (8 + c) 
Y'=Y+Qfl2+Qflstg(O+c) (15) 

z' = z + QY2 + QYs tg(O + c). 

In dem Auftreten des willkiirlichen Parameters c liegt es, dafj cine 
J{urvc unendlich viele Evoluten besitzt. 

Zu einem weitern wichtigen Ergebnis kommt man, wenn man die 
Gleichungen (13), d. i. dx' Q(\(, + alX. 

di= k 

~'!/ = Q(1, + a(1. 
ds k 
dz' QYj + Gr. di -~~r:--

quadriert und hierauf addiert; man erhiilt so 
ds" Q'+a2 

dS2 =~k-'~; 

was den Proportionalitatsfaktor betrifft, so ergibt sich fur ihn aus den 
Gleichungen (14) nach Elimination von $" der Ausdruck: 

(Q2 + (j')ds k= . 
QdQ + ada' 

dann aber liefert die vorangehende Gleichung 

ds' = ± QdQ + ada = ± d(YQ2 + (12). 
VQ"+ a' 

(16) 

Diese Gleichung druckt die Eigenschaft aus, daB das Bogendifferen
tial der Evolute gleichkommt dem Differential der Strecke M M' (Fig. 115), 
eine VeralIgemeinerung der fur die Evoluten ebener Kurven 159, (17) 
erwiesenen Eigenschaft, auf welcher die Erzeugung der gegebenen Kurve 
durch Abwicklung eines biegaamen, nicht dehnbaren Fadens von der Evo
lute beruht. Diese Erzeugungsweise kann daher auf alIe Evoluten auc~ 
einer Raumkurve ubertragen werden. 

Unterscheidet man auch die andern auf die Evolute bezuglichen 
GroBen durch einen Strich, so schreiben sich die Richtungskosinus ihrer 
Tangente , x' - x 

a1 = Vq'+ a" •.. , 

daraus folgt durch Differentiation 

dx' - dx = at'd(ff+ ( 2) + YQlI + 6!da/, 



206. Evoluten und Evolventen einer Raumkurve 

was mit Riicksicht auf (16) auch so dargestellt werden kann: 

hiernach ist 

dementsprechend 

'a ' a 'd '+ V(i~+ (i'lds' a'· a1 s - a1 S = a1 s ----,-~---- 2, 
II 

VII'+ I]"ds' , 
a1=-~s~a! 

jj = _ ~ds' jj , 
1 lI'ds 2 

VQ"+7ds' , 
'}'1 = - (!'ds '}'2' 
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Man braucht diese Gleichungen nur zu quadrieren und hierauf zu 

addieJ'en, urn einzusehen, daB der Eaktor W~dS' notwendig den ab-
I? s 

soluten Wert 1 haben muE; dann aber be sagen sie, aafJ die Hauptnor
male der BlJolute in N' parallel ist der Tangente an C in M (Fig. 115). 
Diese Tatsache kann auch in der Form ausgesprochen werden: Die Os
kulationsebene einer Evolute in einem ihrer Punkte steht senkrecht auf der 
Tangentialebene der Polarfliiche in diesem Ptmkte. 

Zu einigen bemerkenswerten Resultaten fiihrt die Annahme, die zu
grunde liegende Kurve C sei eine Plankurve. Es ist dann bestiindig 7: = 0, 
die Gleichungen (14) reduzieren sich auf 

Q dQ 
T= ds 

I] dl] 

k ds' 
woraus durch Elimination von k 

abgeleitet werden kann. 

ist, so folgt daraus 

~I]-I]dll _ 0 
(12 -

Da aber die linke Seite das Differential von ~
II 

I] 
- = konst., 
II 

d. h. die N ormalen, die zu einer Evolute flihren, sind zur Ebene der 
Kurve gleich geneigt, die Evolute selbst hat also die Eigenschaft, daB 
ihre Tangenten mit den Erzeugenden des Zylinders, in welchen jetzt die 
Polarfliiche iibergeht (201), einen konstanten Winkel bilden; sie ist mit
hin eine Schraubenlinie (185, 2.) auf diesem allgemeinen Zylinder. 

Unter den Evoluten befindet sich jetzt auch die Evolute von 0 im 
engeren Sinne, d. i. der Ort del' Kriimmnngsmittelpunkte. Bei einer Raum-
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kurve hingegen gehort diesel' Ort nicht zu den Evoluten; es wiirden 
sonat (s. Fig. 115) die Oskulationsebenen del' Kurven 0 und 0' in kor
respondierenden Punkten zusammanfallen, die Tangentenflaehe des Ortes 
del' Kriimmungsmittelpunkte ware also identiseh mit del' Tangentenfiache 
del' Grundkurve, wahrend sie doeh begri:ffsgemaB in den Ort der Haupt
normaleu iibergehen miiBte. Diesel' Widersprueh hebt die Zulassigkeit 
del' Annahme auf, der Ort del' Kriimmungsmittelpunkte einer Raumkurve 
gehore aueh zu deren Evoluten. 

Wickelt man einen biegsamen, nicht dehnbaren Faden, del' an einer 
Raumkurve anliegt, sie beriihrend verlaBt und von da ab ohne Ende sich 
ausstreekt, von der Kurve ab, so beschreibt er den einen Mantel del' Tan
gentenflache del' Kurve und jeder Eleiner Punkte eine Evolvente (Filar
evolvente) derselben; so wie also die Polarfiaehe Ort del' Evoluten, ist 
die Tangentenflaehe Ort del' Evol venten. 

§ 6. Kriimmung von Kurven auf krummen FHtehen. 

207. Flexi on einer Fl achenkurve. Den Ausgaugspunkt fiir die 
Untersuchung del' Kriimmungsverhiiltnisse und damit aueh del' naheren 
Gestaltung einer Flaehe in del' Umgebung eines ihrer Punkte bildet die 

r:JiA Frage nach del' ersten Kriimmung oder del' Flexion 
'/;l,;--;-ii einer Kurve, welche auf der Flaehe durch diesen 

( 

'\ Q. /; / Punkt gezogen ist, kurz einer Flachenkurve. 
,~ , \ Die FHiche sei dureh die Gleichung 

ill \~,,-sY .... , I z = {(x, y) (1) 
~ \:, c : gegeben; durch den auf ihr liegenden Punkt M (Fig. 

116) sei eine Kurve C gezogen und durch die Glei-
Fig. US. \T ehungen x=x(o), y=y(o), z=z(o) (2) 

dal'gestellt, in welchen 0 den von einem festen Mo an gezahlten Bogen 
MoM bedeutet; der Umstand, daB die Kurve auf der Flache liegt, driickt 
sich analytisch dadurch aus, da13 die Substitution (2) die Gleichung (1) 
identisch befriedigt. 

Aus del' Beziehung dz = pdx + qdy, (3) 

die fur jede infinitesimale Bewegung auf del' Flache, also auch fur eine 
Bewegung langs del' K urve Geltung hat, ergibt sieh, wenn man sie durch 
das Bogendifferelltial 
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d6 = Vd~ + dy2 + dz2 = vel +p2)dx2 + (!.~-+q2)dyT+- 2pqdxdy 

der Kurve dividiert, die Gleichung 

'Yl = PCXl + q~l (4) 
zwischen den Richtungkosinus der Tangente JJ£ T. 

Durch Differentiation von (4) in bezug auf 11 erhiilt man unter Zu
hilfenahme der Frenetschen Formeln: 

~. =PIX2 +q#, + (rdX + s d y) a + (s ~a: + t dy) R 
I! I! da d aIda da 1-'1 

oder in anderer Anordnung 

:=-PIX2-qt12+Y2=1'cx 2 +2s/X R +tR~ 
I! 1 1 ~l 1-'1 • 

Es sind aber (191, (29» 
-p 

Vp'f+q-;-+ l' 
-'1. 1 

y'p2 + i=t- l' 
(5) 

wenn die Quadratwurzel positiv genommen wird, die Kosinus flir die
jenige Richtung MN der Flachennormale in M, welche mit der positiven 
e-Achse einen spitzen Winkel einschlieBt; CX2 , fJ2' 'Y2 hingegen die Kosinus 
der positiven Richtung MH der Hauptnormale von C in M; demnach. 
bedeutet - PIX. - q {J9 + 1. 

Vp2+q2 + 1 

den Kosinus des Winkels () der genannten zwei Richtungen. 

Hiermit aber geht die letzte Formel libel' in 

cos~ = r-"'1·+28IXlt11j::.'!p~_'. 
I! Vp2+ p2+ 1 

(6) 

Dies ist die Grundgleichung flir die Kriimmungstheorie der Flachen. 
Von den in dieser Formel auftretenden GroBen beziehen sich p, q, 

r, s, t auf den Punkt M cds Punkt der Fliiche und bleiben fur alie durch. 
ihn gezogenen Kurven die llamlichen; aI' ~l bestimmen die Richtung der 
Tangente an die Kurve, () die Neigung ihrer Schmiegungsebene gegen 
die N ormale del' Flache. 

Zunachst geht aus (6) hervor, dafJ alle Kurven auf der F lache, welche 
in M dieselbe Tangente und dieselbe Schmiegungsebene haben, daselbst auch 
dieselbe Flexion besitzen, die also fur aUe dargestellt ist durch die Krum
mung jenes ebenen Schnittes, welchen die Ebene T M H mit der Fliiche be
stimmt. 
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Hiermit ist die Untersuchung der Flexion aller Kurven zuruckgefiihrt. 
auf die U ntersuchung der Krummung der ebenen Schnitte der Fliiche. 

208. Der Satz von Meusnier. Eine weitere Folgerung, die wir 
aus (6) ziehen konnen, beruht auf der Bemerkung, daB fur aIle Schnitte 
mit der Tangente M T der Quotient 

cos () 
(! 

denselben Wert beibehiilt; denn die rechte Seite von (6) enthaIt nur 
GroBen, die sich auf den Fliichenpunkt M und die Flachentangente MT 
beziehen; da nun Q eine absolute GroBe ist, so muB cos () entweder be
stiindig positiv oder bestiindig negativ sein, d. h. die positiven Richtungen 
aller Hauptnormalen in M, zur Tangente MT gehorig, schlieBen mit 
MN entweder samtlich einen spitzen oder samtlich einen stumpfen Win-

kel ein. 
Unter den Schnitten durch die Flachentangente MT heben wir den

jenigen hervor, welcher durch die N ormale der FIache geht, und bezeichnen 
ihn a1s den diese Tangente beruhrenden Normalschnitt; die ubrigen sollen 
dann schiefe Schnitte heiBen. Je nachdem alle () spitz oder stumpf sind, 

wird fur diesen Schnitt () = 0 oder () = 7(, und heiBt ~ seine Kriimmuug 

in M, so fallt sie positiv aus im ersten, negativ im zweiten FaIle, ist 
also durch den aus (6) folgenden Ansatz 

cos () 1 
~(!~ = R 

als eine relative GroBe bestimmt. 
Benutzt man statt des Winkels der positiven Hauptnormale mit der 

positiven Flachennormale den spitzen Neigungswinkel {} derEbenen 
T MH und T MN, dessen Kosinus mit jenem von () dem Betrage nach 
iibereinstimmt und nur im Vorzeichen di:fferieren kaDn, so kommt man 
zu der Gleichung zwischen den absoluten Wert en von (J und R: 

Q = R cos ,fT. (7) 
Der Inhalt dieser Formel bildet den Satz von Meusnier 1), wonach 

der Kriimmungshalbmesser eines eben en Schnittes gleichkommt dem Kriim
m'Ungshalbmesser des dieselbe Tangente beriihrenden Normalschnittes, multi
pliziert mit dem Kosinus des Ncigungswinkels beider Schnitte. 

1) Memoire sur la courbure des surfaces. Mem. de savants etIang. 1785. 
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Man kann den Satz auch in der Form aussprechen, daB der Kriim
mungsmittelpunkt eines schiefen Schnittes als Projektion des Kriimmungs
mittelpunktes des dieselbe Tangente beriihrenden Normalschnittes auf 
die Ebene des ersteren erhalten wird. Unter alien Schnitten, welche die
selbe Fliichentangente beriihren, hat sonach der N ormalschnitt den groBten 
Kriimmungsradius, die schwachste Kriimmung. 

Hiernach ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte ailer durch eine 
Flachentangente gelegten Schnitte ein Kreis, dessen Ebene zu der Tan
gente normal steht und dessen Durchmesser der Kriimmungsradius des 
dieselbe Tangente beriihrenden Normalschnittes ist. 

Bezeichnet k die Krummung des schiefen, K die Kriimmung des 
Normalschnittes, so besteht nach dem Satze von Meusnier zwischen 
den absoluten Werten beider die Beziehung 

k cos {} = K, 
die den folgenden geometrischen Sachverhalt ausdriickt: Tragt man auf 
den Normalen alier durch dieselbe Flachentangente gelegten Schnitte 
ihre Kriimnmng ab, so liegen die Endpunkte dieser Strecken auf einer 
Geraden G, die die Flachennormale des betreffenden Punktes senkrecht 
schneidet (in der Entfernung K vom :Fliichenpunkt) und die Flachen
tangente senkrecht kreuzt. 

Vermoge des Satzes yon Meusnier ist die Untersuchung der Kriim
mung alier ebenen Schnitte durch einen Punkt zuriickgefiihrt auf die 
Untersuchung der N ormalschnitte durch diesen Punkt. 

209. Die Kriimmung der N ormalschni tte. Der Satz von 
Euler. Nach einer Bemerkung zu Beginn des vorigen Artikels bestimmt 
die Formel 1 ra1 2+2sa1 {i'1 + t{i't! 

R- = ~ yri'+ fIt +-1- (8) 

die Kriimmung des Normalschnitts als eine relative GroBe. Der Sinn 

davon ist der: Failt ~- positiv aus, so bedeutet dies, daB der betrefI"ende 

Normalschnitt seine konkave Seite nach der als positiv angenommenen 
Hichtung der FHichennormale wendet, nach dieser Richtung ist R abzu-

tragen, um zum Kriimmungsmittelpunkt zu gelangen; ram ~ negativ 

aus, so bestehen die entgegengesetzten Verhaltnisse. 
Die einzelnen Individuen aus dem Biischel der Normalschnitte in 

M wei sen daselbst im aligemeinen verschiedene Kriimmung auf und der 
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Verlauf aller dieser Kriimmungen hangt wesentlich ab von dem Ver
halten der quadratischen Form ra12 + 2sal~1 + tPl i , das wieder einzig 
und allein durch deren Koeffizienten r, s, t bestimmt ist. Unter Hinweis 
auf 121, 189, wo die quadratische Form bereits zur Sprache kam, seien 
hier die Falle, die sich darbieten konnen, ohne weitere Begriindung zu
sammengestellt. 

~. behalt fiir alie N ormalschnitte durch M dasselbe Vorzeichen, die 

Konkavitat ist also bei alien nach derselben Seite gewendet, wenn 

rt-s2>0 (9) 

ist. In einem solchen Punkt, in dessen Umgebung die Flache ganz zu 
einer Seite der Tangentialebene liegt, bezeichnet man sie als konvex. 

~ wechselt wahrend der Drehung des Normalschnittes um die Nor

male, und zwar zweimal, durch Null gehend, sein Vorzeichen, wenn 

rt - 82 < 0 (10) 
ist. Ein Teil der Normalschnitte wendet die Konkavitat nach del' posi
tiven, del' andere nach der negativen Richtung der Normale, und ebenso 
liegt die }1'lache in del' Umgebung von M zum Teil auf del' einen, zum 
Teil auf del' anderen Seite der Tangentialebene. In einem solchen Punkte 
bezeichnet man die FHiche ala konkav-konvex. Die Grenze zwischen den 
beiden Axten von Normalschnitten wird durch zwei Normalschnitte ge
bildet, deren Kriimmung Null ist; in der Regel weisen diese Schnitte in 
M Wendepunkte auf. 

In dem Grenzfalle ist rt - 8 2 = 0 (11) 

ist del' Zahler auf der rechten Seite von (8) ein yollstandiges Quadrat, 

behiilt ~ auch bestandig dasselbe Vorzeichen bei, verschwindet aber fiir 

eine bestimmte Lage des Normalschnittes. 
Es liegt nun nahe, nach denjenigen Normalschnitten zu fragen, fiir 

welche die Kriimmung einen extremen Wert annimmt. Um diese Unter
suchung einfach zu gestalten, transformieren wir das Koordinatensystem 
derart, daB sein Ursprung mit H, die positive z-Achse mit del' positiven 
Flachennormale, die Tangentialebene also mit del' xy-Ebene zusammen
falIt; den Winkel, welchen die positive Richtung HT der Tangente mit 
der positiven x-Achse im neuen Systemeinschlie.6t, nennen wir co. Dann 
wird a1 = cos co, PI = sin co, p, q abel' nehmen den Wert N uil an, weil 
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die Richtungskosinus X, Y, Z der positiven Flii.chennormale bei dieser 
Anordnung 0,0,1 sind (191, (29»); fiir die zweiten Differentialquotienten 
behalten wir auch in dem neuen System die Zeichen r, s, t bei und haben 

daher jetzt: ~ = r cosl! co + 28 COS co sin co + t sin2 co. (12) 

Fur die extremen Werte von ~ verschwindet 

D OJ (~) = - (r - t) sin 2 co + 2 s cos 2 co, 

es ergiht sich damus fur die betreffenden Normalschnitte die Bestimmung 
28 

tg2co = - t' r-

die nur danu versagt, wenn gleichzeitig 

r = t und s = 0 

(13) 

(141 

ist; in jedem andern Falle fiihrt sie zu zwei urn 1t voneinander differie

rierenden Werten von 2co, also zu zwei urn ; voneinander abweichellaell 

Weden von ro selbst. Da ferner fiir die Bestimmung (13) 

D~ (~-) = 2 ;08 ~oo [(t _ r)2 + 4S11] 

ist und cos 2 ro fUr zwei um 1t auseinanderliegende Werte von 2 co ent
gegengesetzte Zeichen anuimmt, so eutspricht der einen Losung ein Maxi-

mum, der andern ein Minimum von ~ . 
In Zusammenfassung all dieser Ergebnisse kann man den Satz aus

sprechen: 
Unter den Normalschnitten einer Fliiche in einem ihrer Punkte gibt 

es tfwei ausgezeichnete, die aufeinander senkrecht stehen und deren einer das 
Maximum, deren anderer das Minimum der Krummung aufu:eist. Man 
bezeichnet sie als die Hauptnormalschnitte, ihre Kriimmungsradien als 
die Hauptkriimmungsradien, ihre Kriimmungsmittelpunkte als die Haupt
krummungsmittelpunkte der FHiche in dem genannten Punkte. 

Geht man jetzt zu einem dritten Koordinatensystem iiber, das durch 
Rotation des vorigen um die z-Achse derart entsteht, daB die Ebenen ye 
und zx mit den Ebenen der Hauptnormalschnitte zusammenfallen, so 
wird in dies em neuen Systeme der Differentialquotient s Null werden, 
weil ja die Gleichung (13) dann die Losungen 0 und 7t ergeben mu6j 
hehalt man fur die beiden anderen Differeutialquotieuten zweiter Ord-
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Dung wieder dieselben Zeichen r, t bei, so lautet Formel (12): 

~ = r cos2 OJ + t sin2 ro; 

fur ro = 0 ergibt sich jetzt die eine Hauptlrrummung 

Ilir ro = ~ die andere 

hiernach ist also: 

1 
R=r, 

1 

1 
JF=t; 

t 

1 costro + sin2 ro 
R = Ii;- -tl-;- . (15) 

Mit Hilfe dieser Fot·mel ist es moglich, den Kriimmungshalbrnesser 
eines beliebigen Normalschnittes in M durch die zugehorigen Hauptkriim
mungsradien auszudriiclcen, wenn sein Ne:£gungswinkel ro mit dem einen 
Hauptnormalschnitte, dem zu Rl gehOrigen, gegeben ist. Der Inhalt dieser 
Formel bildet den Sats von Euler.1) 

Durch die Satze von Meusnier und Euler ist die Untersuchung 
der Kriimmung alier durch einen Punkt M gelegten Kurven zuriickgeItihrt 
auf die Bestimmung der Hauptkriimmungsradien in diesem Punkte. 

Wir kommen noch auf den unter (14) ausgeschlossenen Fall 

r=t, s=O 
zuriick, fiir welch en die Gleichung (13) keine Bestimmung ergeben hat. 
Die Formel (12) aber lautet dann 

1 
R =r 

und besagt, daB in einem solchen Punkte aIle Normalschnitte denselben 
N (Z) Kriimmungshalbmesser haben. Man bezeichnet 

einen solchen Punkt der Flache als einen Nabel
punkt; er ist ein besonderer Fall des konvexen 
Punktes. 

In Fig. 117 seien MTlI MT2 die Tangen
t.en an die Hauptnormalschnitte, BIT die Tan
gente on einen beliebigen N ormalschnitt im 

-----=:~"...",.---Tz FUichenpunkte M; die zugehOrigen Krummun

Fig. 117. 

gen Xl' X 2 , K t.rllge man entsprechend ihren 
Vorzeichen auf der Fliichennormale MN ab 

1) Recherches sur la courbure des surfaces. Rist. de l'Acad. de Berlin, 1760 
(Bd. 16). 
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und konstruiere zu jedem N ormalschnitt die bei der Interpretation des 
Meusnierschen Satzes eingefiihrte Gerade Gj die Gesamtheit dieser Ge
raden gibt eine Darstellung der Kriimmungsverhaltnisse aIler durch M 
gelegten Schnitte. Es ist daher von Interesse, nach dem Ort dieser Ge
radenschar zu fragen. 

Als Grundlage wahlen wir ein Koordinatensystem, dessen Ursprung 
Odie Mitte der Strecke (K1)(K2) ist, dessen z-Achse in die FHichennor
male falit und dessen x- und y-Achse den Halbierungslinien der Winkel 
von M Tl und M T2 parallel laufen. Bezeichnet man den Winkel der Ge
raden G mit del' x-Achse durch gJ, die Koordinaten eines Punktes P 
dieser Geraden mit x, y, z, so bestehen die Beziehungen: 

(j) = m _ '1t4 ' to"rp = JL K _ ~ + K! = z. 
~ 0 x' 2 ' 

die Gleichung (15) verwandelt sich zunachst in 
K +K K -K . K=_1_2- __ !+2. 1 2 • SlllgJcosgJj 

nun beachte man, daB K - K, tK! = Z, cos gJ = y' x , sin gJ = ;; __ Y . 
x~+y! r x!+!l 

ist und schreibe fUr !!., 2 ~ den Buchstaben Cj dann wird aus der letz-

ten Gleichung z = _2cxy . 
x!+ y' 

Damit ist die Frage erledigt: Der Ort der Geraden Gist ein Zylilt
droid (187, 2). 

Beispiele. 1. Den Ort der Krummungskreise ailer N ormalschnitte 
cines Flachenpunktes zu bestimmen. 

Die betrefl'ende zyklische Flache bietet eine ei genartige Darstellung 
der Kriimmungsverhaltnisse del' FHiche. Da namlich jeder der Kreise den 
betreffenden Normalschnitt in zweiter Ordnung beriihrt, so findet auch 
zwischen der gegebenen und der gesuchten Flache in dem betrachteten 
Punkte eine Beruhrnng zweiter Ordnung statt und es stimmen beide 
Flachen in der ganzen Umgebung des Puuktes in bezug auf die Kriim
mung miteinander iiberein. 

Legt man dasselbe Koordinatensystem zugrunde, das bei der Ab
leitung der Eulerschen Formel verwendet wurde, so kommt es auf fol
gendes an: Der Kriimmungskreis des Normalschnittes vom Azimut fiJ 

ist dargestellt durch die Kugel 
x2 + y2 + .. 2 - '2 Rz = 0 
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und die Ebene x sin ro - y. cos ro = 0, 

wobei. 1 C082 ro + sin' Ol 

)[=R;' T' 
Zur Gewinnung der gesuchten FIachengleichung hat man ro zu eliminieren. 
Zu diesem Zwecke bilde man aus den vorstehenden die folgenden zwei 
Gleichungen: R 2 R' 2 2R1 R,z 

2 cos ro + 11 sm ro = x' + y' + z' 

y2 cos2 ro - x2 sin2 ro = OJ 

ihre Auflosung nach cos2 ro und sin2 ro liefert: 

(R 2 R 2) 2 _ 2R1 R.x·z 
2X + lY cos ro - x'+ y'+ 2-

(R 2 R 2) • 2 2R1 R"y'z 
2X + lY sm ro =X"-+y.+z~j 

nach der nun leicht vollziehbaren Elimination ergibt sich als Gleichung 
tIer gesuchten FHiche: 

(x2 + y2 + Z2)( R2 x2 + R1 y2) = 2 Rl R<t, (x2 + y2) z. 
Die Gestalt dieser Fliiche vierter 'Ordnung lalit verscmeden aus bei 

den drei Arten von Fliichenpunkten, die im nachsten Artikel unterschie
Jen werden. In allen Fallen ist die z-Achse eine Doppellinie der Flache, 
was geometrisch in dem paarweisen Auftreten gleich gekriimmter Normal
~chnitte seinen Grund hat. Jeder Schnitt der Fliiche mit einer durch die 
.a-Achse gelegten Ebene zerfiillt in diese Doppelgerade und einen Kreis. 

Am besten eignen sich die Schnitte parallel zur xy-Ebene, urn von 
der Flache eine Vorstellung zu geben. Wir denken dabei an einen ellip
tischen Punkt mit positiven Hauptkriimmungsradien. Als sichtbarer Um
riB der Fliiche ergibt sich nach dem in 190, 7. erkliirten Verfahren die 
Kurve vierter Ordnung 

(~X2 + ~y2)2 = R/ R22(X2 + y2). 

Fur die Radien r der Schnittliuie im Abstande z hat man auf Grund der 
ersteu der oben angeschriebeuen Gleichungen den Ansatz: 

r = + v'z(2R - z); 

iet R t der gro1\ere, R2 der kleinere Hauptkriimmungsradius, so ist immer 

Rl>R>~ 
und nimmt man z < 2R2, so bleibt die Wurzel immer reeli, die betref· 
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fenden Schnittkurven sind oval; nimmt man hingegen z so an, daB 2 Rl 
> Z > 2~, so sind die Werte von r teils reell, teils imaginar und zwei
mal tritt der Fall ein, daB r = 0 wird; die betreft'enden Kurven sind 
lemniskatisch. 

Fig. 118 zeigt den UmriB, eine 
Schnittlinie der ersten und eine Schnitt
linie der zweiten Art. Fur alle Schnitte 

und auch fiir den UmriB ist der Ur- --++---+----'*''-----+---+l--X 
sprung ein Doppelpunkt. 

N och sei erwiihnt, daB sich die 
Flache fur einen N abelpunkt (Rt = R2) 

auf eine Kugel reduziert. 
2. Den Ort der Kriimmungsmittel- Fig.l1S. y 

punkte aller Linien durch einen Fliichenpunkt zu bestimmen. 
Gelegentlich der Auslegung des Satzes von Meusnier (208) ist er

kannt worden, daB die Kriimmungsmittelpunkte ailer zu einer Fliichen
tangente gehOrigen Schnitte auf einem Kreise liegen, dessen Ebene zu 
der Tangente senkrecht ist und der den Kriimmungsradius des zu ihr ge
horigen Normalschnittes zum Durchmesser hat. Infolgedessen treten an 
die Stelle der zwei Ausgangsgleichungen des vorigen Beispiels die fol
genden zwei Gleichungen: 

x 2 + y2 + Z2 - Rz = 0 

::c cos OJ + Y sin OJ = 0 ; 
die Elimination von OJ fiihrt auf 

und das ist im Wesentlichen dieselbe Fliiche wie vorhin, nur in anderer 
Anordnung gegen das Koordinatensystem und mit anderen Abmessungen. 

210. Die Dupinsche Indikatrix. Die Kriimmungsverhaltnisse 
der Normalschnitte in einem Punkte M gestatten auf Grund der Euler
schen Formel eine anschauliche geometrische Darstellung, welche der 
fmnzosische Geometer Oh. Dupin 1) angegeben hat. Dabei sind beziig
lich der Hauptkriimmungsradien diejenigen Falle zu unterscheiden, welche 
sich im vorigen Artikel beziiglich der Kriimmungsradien der Normal-

1) Developpements de geometrie, Paris 1813. 
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schnitte ilberhaupt herausgestellt haben: daB beide gleich bezeichnet, daB 
sie ungleich bezeichnet sind und daB einer von ihnen unendlich ist. 

Die Darstellung erfolgt in der Tangentialebene des Punktes M und 
legt ein Koordinatensystem zugl'unde, das M zum Ursprung und die 
Tangenten an die beiden Hauptnormalschnitte zu Achsen hat, und zwar 
die Tangente an den Hauptnormalschnitt mit dem Kriimmungsradius Rl 
zur x- Achse. 

1. Sind Rl1 Rg gleich bezeichnet, z. B. positiv (wie das durch entspre
chende Wahl der positiven Richtung der Fliichennormale immer bewerk
stelligt werden kann), so konstruiere man in der Tangentialebene die 

Ellipse 1 = ..r. + !I~ (16) 
R,. R! ' 

deren Halbachsen also YBI , yB2 sind (Fig. 119); der zu MX unter dem 
Winkel OJ geneigte Halbmesser (l dieser Ellipse er
gibt sich aus der Gleichung: 

mithin ist 

Fig. 119. und durch 
(15) ergibt sich damus 

1." cos! (i} (12 sin! (i} 
1= R + R ; 

1 ! 

1 cos2 (i} + sin! (i} 
(12 = R;- -zr;-

Vergleich mit der Eulerschen Formel 

B = (>2. 

Die Quadrate der Halbmesser der Ellipse (16) sind also den Kriimmungs
radien der durch diese Halbmesser hindurchgehenden N ormalschnitte 
gleich. 

Infolge dieses Zusammenhanges heiSt der konvexe Punkt auch ein 
illiptischer Punkt der FHiche. 

1st insbesondere BI = ~, so geht die Ellipse (16) in einen Kreis 
iiber, aUe N ormalschnitte sind gleich gekriimmt. Aus diesem Grunde 
neunt man den Nabelpunkt auch Kreispunkt. 

2. Sind B I , R2 ungleich bezeichnet, etwa RI positiv und B2 negativ, 
80 konstruiere man in der Tangentialebene die beiden konjugierten Hy-

perbeln 1 = ..r. - _L l 
Rl -R2 
S' 1}2 (17) 

1=--+-Rl -R2 

mit den Halbachsen vn;-, Y - Rs (Fig. 120). Der unter einem Winkel 
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(D zur x-Achse geneigte Halbmesser (! der ersten Hyperbel ergiht sich aus 
1 cos! co + sin! Ol 

Q2 = ~ --rr;- , 
und gehort er der zweiten Hyperbel an, so ist 

------+---~6ci~------->.li 
_ ~ = cos'Ol + sin·Ol. 

Q' Rl R. ' 
mithin hat man im ersten Falle 

R = Q2, im zweiten R = - Q2. Fig. 120. 

Die Radien der beiden Hyperbeln bestimmen also die Kriimmungs
halbmesser der Normalschnitte nach demselben Gesetze wie es vorhin 
die Ellipse getan hat, nur gehoren zu der einen Hyperbel Normalschnitte 
mit positivem, zur andern solche mit negativem Krummungshalbmesser. 

Der konkav-konvexe Puukt fiihrt daher auch den Namen eines hy
perbolischen Punktes der Fl1iche. Anschaulich ist ar als sattelformiger 
Punkt zu bezeichnen. 

Der Ubergang von del' einen Hyperbel zur andern erfoIgt bei steti
ger Drehung des Normalschnittes durch die gemeinsamen Asymptoten 
der Hyperbeln (17), deren Gleichungen lauten: 

..!L=+ 1~. 
~ - JI -:R;'" 

dies en entsprechen also Normalschnitte mit unendlich groBem Kriim
mungsradius; die Asymptoten als Tangenten dieser Normalschnitte heiBen 
die Wende-, lnflexions- oder auch Haupttangenten 1) der 
Flache im Punkte M; die erstet:e Bezeichnung riihrt da-
her, daB die betreffenden Normalschnitte in Min der Re-
gel Wendepunkte aufweisen. VR. 

3) 1st einer der Hauptkriimmungsradien, z. B. R 2 , un-W 
endlich groB, so heiBt die Enlersche Formel: 'I 

1 costOl /)T 
R =~. Fig. 121. 

Man konstruiere dann in der Tangentiale bene das Linienpaar (Fig. 121 ) 

1) Diese Bezeichnung wird iibrigens auch fiir jene zwei FHichentangenten 
benutzt, welche von den Hauptnormalschnitten beriihrt werden, so neuerdings von 
J. Knoblauch, Grundlagen del' Diiferentialgeometrie, Leipzig 1913, S.76. Eigent
Hch pa.6t sie sich so del' iibrigen Nomtmklatur (Hauptnormalschnitte, Hauptkriim
mungsradien usw.) besser an. 

c z u be r, VorleBungen. L 4. Auf!. 34 
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~' 1=-· R' 1 
(18) 

fiiI einen Halbmesser Q dieses Linienpaares, der zur x-Achse unter dem 
Winkel en geneigt ist, erhalt man: 

1 cos' co 
pi = lI:' 

so da6 wie in den beiden friiheren Fallen: 

R=(l 
Dieser Sachverhalt entspricht dem in 209, (11) besprochenen Grenz

falle. Weil ein Paar paralleler Linien als degenerierte Parabel sich auf
fassen la6t, so nennt man einen Flachenpunkt von dieser Beschaffenheit 
einen parabolischen Punkt. Anschaulich ware er als zylindrischer Punkt 
zu bezeichnen. 

Das in der Tangentialebene konstruierte Gebilde (16), (17) oder 
(18), weil es die Kriimmungsverhaltnisse der Normalschnitte anzeigt und 
mit einem Blick iibersehen la6t, wird nach seinem Urheber die Dupin
sche Indikatrix des betrefi'enden Punktes genannt. 

Durch die Indikatrix tritt die Kriimmungstheorie mit der Lehre von 
den Kegelschnitten in Beziehung und manche Satze dieser letzteren lassen 
sich in Satze iiber die Kriimmung der Normalschnitte umdeuten. 

Beisp£el. Die Natur der Punkte tluf den F1achen zweiten Grades. 
I. Die Mittelpunktsfiachen, auf ihre drei Hauptebenen ala Koordi

natenebenen bezQgen, sind in der Gleichung 
x' y' z~ 
-a+~b-+c=k 

enthalten. Man kann es stets so einrichten, daJ.\ k > 0 ist, so bald es von 
Null verschieden. Aus den durch ein- und zweimalige Differentiation 
nach x und '!J hervorgehenden Gleichungell 

~ + zp = 0 
a C 

pq + $8=0 

~ + q' + ~-~ = 0 
li c c 
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berechnet IDan unter steter Riicksichtnahme auf die Flachengleichung 

r = .. ~~. (y! - k) 
azS b ' 

und damus 2 kc' rt-s =--. abcz' 

t=- --k c! (X! ) 
bz S a 

Das Vorzeichen hiingt bei k > ° nur von dem Produkt abc abo 
r t - S2 wird also positiv, entweder 

wenn aUe drei GroBen a, b, c positiv sind (die Ellipsoide), oder 
wenn nur eine von ihnen positiv, die beiden andern negativ sind (die 
zweischaligen Hyperboloide) i hingegen fant 

r t - S2 negativ aus, wenn zwei der Gro.Ben a, b, c positiv sind, 
die dritte negativ (die einschaligen Hyperboloide). Denn der Fall, 
daB a, b, c samtlich negativ sind, ist bei einem reeIlen Gebilde ausge
schlossen. 

Hingegen wird bei k = 0 auch 
rt - S2 = ° (die Kegelflachen, vorausgesetzt, daB a, b, c nicht gleich 

bezeichnet sind). 
II. Die FHi.chen ohne Mittelpunkt sind bei entsprechender Wahl 

des Koordinatensystems durch die Gleichung 

folglich 

x 
p= -a' 

Sonach wird 

x! yl 
2.e=-a+T 

q=~, r=:, s=O, . 
rt - S2=!~. 

ab 

dargesteIlt. Hier ist 

1 
t =·5' 

r t - S2 > 0, wenn a, b gleich bezeichnet sind (die eIliptischen Para
boloide, mit Einschlu.6 der Rotationsparaboloide), und 

r t - S2 < 0, wenn a und b ungleich bezeichnet sind (die hyperboli
schen Paraboloide). 
Es haben sonach die Ellipsoide, die zweischaligen Hyperboloide und 

die elliptischen Paraboloide eIliptische Punkte; die einschaligen Hyper
boloide und die hyperbolischen Paraboloide hyperbolische Punktej die 
Kegel und Zylinder parabolische Punkte. 

Als bemerkenswert ist hervorzuheben, daB auf den Flachen zweiten 
Grades immer nur Punkte von einer Art vorkommen. Auf hoheren Fla
chen treten hiiufig neben eIliptischen auch hyperbolische Punkte regionen
weise auf und an den Grenzen zwischen beiden befinden sich dann para-s,· 
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bolische Punkte. Die Linien, welche die elliptischen Punkte von den 
hyperbolischen trennen, nennt man Demarkationslinien. 

211. Eine andere Auffassung der Indikatrix. Tangential
schnitt einer Flache. Die Indikatrix gestattet noch eine andere Auf
fassung, welche hier kurz entwickelt werden soil, weil sie geeignet ist, 
in die N atur der verschiedenen Arten von FIachenpunkten noch ge
naueren Einblick zu gewahren. 

Wird der Flachenpunkt M zum Ursprung, seine Tangentialebene 
zur xy-Ebene gewahlt und ist- e von hier aus nach der Maclaurin
schen Formel entwickelbar, so beginnt die Entwicklung, da bei dieser 
Annahme p = 0, q = ° ist, wie folgt: 

1 
Z = 2 (rx2+ 2sxy + t y2) + C; (19) 

werden x, y als GroBen erster Kleinheitsordnung aufgefaBt, so ist z von 
der zweiten und c von der dritten Ordnung. 

Mit Weglassung von 8 stellt die Gleichung (19) ein (elliptisches 
oder hyperbolisches) Paraboloid dar, das mit der FHiche im Punkte M 
eine Beriihrung erster Ordnung hat (14:8). 

Flihrt man in der xy-Ebene Polarkoordinaten ein und setzt demgemaB 

x = (I cos ro, y = (I sm ro, 

so verwandelt sich (19) in: 

2z 2 2 . t . 9 2E 
2 = r cos ro + s cos ro sm ill + sm" ro + 2; 
@ ~ 

wird nun das Koordinatensystem noch derart angeordnet, daB die yz- und 
EX-Ebene mit den Hauptnormalschnitten zusammenfallen, so verschwindet 

s und geht r liber in ~ , t in ~ , so daB die letzte GIeichung lautet: 
1 2 

2z cos'co + sin 2 0l + 2e 
Q" = R:" If;" (I' . 

Gibt man E einen konstanten Wert x von der Kleinheitsordnung 

des (12 und vernachIassigt rechts die GroBe erster Kleinheitsordnung ~ 
Q 

neben den endlichen Gliederu, so stellt 
21£ cos! co + sin! co 

~=R:" T (20) 

die Polargleichung derSchnittkurve der Ebene E = u mit der gegebenen 
Flache (praziser: der Projektion dieser Schnittkurve auf der xy-Ebene) 
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dar, jedoch mit Unterdriickung von Gliedern, welche neben den beibe
haltenen als unerheblich zu betrachten sind. Das durch (20) dargestellte 
Gebilde ist aber dem in den Gleichungen (16), (17), (18) enthaltenen 
iihnlich in bezug auf den Mittelpunkt als A.hnlichkeitszentrum, wobei zu 
bemerken ist, daB in dem mittleren dieser drei Faile das " der Gleichung 
(20) einmal einen positiven, einmal den gleichgroBen negativen Wert er
halten muB. 

Es darf jedoch nicht iibersehen werden, daB die Gleichung (20) nur 
flir die nachste Umgebung von M Geltung hat; sie darf auf den ganzen 
Schnitt der Ebene z = " mit der Flache nur dann angewendet werden, 
wenn derselbe eme sehr geringe Ausdehnung hat, wie dies bei ellipti
schen Punkten zutrefIen wird; in den anderen Fallen, die sich bei hyper
bolischen und parabolischen Punkten ergeben, kann sie nur zur Kenn
zeichnung des dem Punkte M sehr nahe liegenden Teils der Schnittlinie 
verwendet werden. 

Mit diesen Einschrankungen darf man den Satz aussprechen, daf3 
der Durchschnitt irgendeiner krummen Fliiche mit einer zur Tangentialr 
ebene in M parallelen und ihr sehr nahen Ebene ein KegeZschnitt, iihnlich 
und iihnlich liegend mit der Du pinschen Indikatrix, ist. 

Man pflegt iibrigens auch diesen Durchschnitt als die Indikatrix des 
Punktes M zu bezeichnen. 

Kehren wir nochmals zu der entwickelten FHichengleichung (19): 
1 

z = -2- (rx2 + 2sxy + t y2) + 8 

zurUck. Setzt man darin z = 0, so ist 

° = rx2 + 2sxy + ty2 + 28 (21) 
die Gleichung des Schnittes der FHiche mit der xy-Ebene, d. i. mit der 
Tangentialebene im Punkte JYI. 

Nach den Darlegungen in 165 ist fur diesen Schnitt der Punkt M 
ein Doppelpunkt, und zwar ein Knotenpunkt, wemi 

rt-s2<O, 
also wenn M ein hyperbolischer Punkt ist; die Tangenten in ihm fallen 
mit den Asymptoten der Indikatrix zusammen, well die Gleichung, welche 
diese Tangenten bestimmt, d. i. 

rx% + 2sxy + ty2 = 0, 

das Unendlichwerden von R zur Folge hat (209, (12)). 
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Der Punkt Mist fUr die Schnittkurve ein isolierter Punkt, wenn 

rt - 82> 0, 

d. h. wenn M ein elliptischer Punkt iat. Da hier aIle Bedingungen fur 
ein Extrem der Funktion z erfiillt sind, so ist der Wert z =0, den sie 
in M hat, ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem die benachbarten 
Werte z negativ oder positiv sind. 

In dem Grenzfalle r t - S2 = 0, 
der einen parabolischen Punkt anzeigt, kann der Schnitt (21) in Meine 
Spitze, Selbstberiihrung oder auch einen isolierten Punkt mit reeller Tan
gente aufweisen. 1st die FHi.che abwickelbar (189, (23»), so hat die Tan
gentialebene mit ihr eine Erzeugende gemein, die zweifach gezahlt aIs 
Durchschnitt der Tangentialebene mit der Flliche anzusehen ist . 

• 
212. Bestimmung der Hauptnormalschnitte und Haupt-

kriimmungsradien. Um fiir einen beliebigen Punkt einer gegebenen 
krummen Flliche die Lage der Hauptnormalschnitte und die GroBe der 
Hauptkriimmungsradien zu bestimmen, gehen wir von dem allgemeinen 
Ausdruck 209, (8) fiir die Kriimmung eines Normalschnittes: 

1 ra1 i + 2&a1 ~l + tfIl! 
Ii = -- Vp-2-+ q2+ 1 

(22) 

aus und stellen die Bedingung fur deren extreme Werte auf; dabei ist 
zu beachten, daB die Kosinus IXl1 PI' die allein bei der Drehung des Nor
malschnittes um die Normale der Fliiche sich andern, nicht unabhangig 
voneinander sind, daB sie vielmehr der aus 207, (4) resultierenden Be-

dingung /Xl 2 + Pl 2 + (pIXI + qPI)2 = 1 

zu geniigen haben, die in entwickelter Form lautet: 

(1 + p2)IX12 + 2pqctl Pl + (1 + qi)P1S = 1. (23) 

Setzt man zur Abkiirzung die positive Quadratwurzel 

y' p2 + q2 + 1 = w, (24) 
so liegt die Aufgabe vor, die relativen Extreme der Funktion :i von 

/X11 PI unter Einhaltung der Bedingung (23) zu bestimmen, und diese 
lauft darauf hinaus, die absoluten Extreme der mit einem unbestimmten 
Multiplikator A. zusammengesetzten Funktion 

r/X/ + 28/XIPl + tPt 2- l[(l + p2)ct12 + 2pQIX1Pl + (1 + q2)P12 - 1] 

zu ermitteln. Die Bedingungen hierfiir, in dem Verschwinden der par-
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tiellen Ableitungen nach a1 und fJl bestehend, schreiben sich: 

ra1 + SP1 = 1[(1 + p2)a1 + pqPl] 
sal + tP1 = 1[(1 + q2)[3J + pqa1]. 

535 

(25) 

Durch Elimination von 1 ergibt sich daraus die in /Xv [31 homogene 
quadratische Gleichung 

[(1 + p2)S - pqr]a12 - [(1 + q2)r - (1 + p2)t]~P1 
- [(1 + q2)S - pqt]fJlll = 0, (26) 

die in folgender Weise zu den beiden Hauptnormalschnitten fiihrt. Naeh 
fl1 dy dx dy 
"1 = ds : ds- = dx 

aufgelOst gibt sie fiir diesen Quotienten zwei Werte, und diese bestimmen 
die Richtungen der Projektionen der Tangenten an die Hauptnormal-
8chnitte in der xy-Ebene; dadurch sind die Tangenten selbst und mit 
Zuziehung der Fliichennormale endlich die Hauptnormalebenen gegehen.. 

Die Bedeutung des Mnltiplikators l findet sich aus den Gleichungen 
(25), wenn man die erste mit all die zweite mit [31 multipliziert und dar
auf die Summe hildet; vermoge (22) und (23) erhalt man: 

w 
).,=1i,' 

Setzt man dies en Wert in (25) ein und ordnet wie folgt: 

{ r R - (1 + p2)W } /Xl + { s R - pqw } P1 = 0, 

{sR - pqw} a1 + {tR - (1 + q2)W} P1 = 0, 
so liefert die Elimination von /Xli [31 die in hezug auf R quadratisehe 
Gleichung: 

(rt - s2)R2_ [(1 + q2)r - 2pqs + (1 + p2)t]wR + wI. = 0, (27) 

welche, da sie aus den Bedingungen fiir die Extreme von ; hervorging, 

die Grofje der Hauptlr;rii,mmungshalbmesser hestimmt. 
Das V orzeichen des Produktes der Hauptkriimmungsradien stimmt 

vermoge dieser Gleiehung mit dem Vorzeichen von rt - S2 iiherein und 
es wird wenigstens einer der Radien unendlich, wenn rt - S2 Null ist. 
Aus dieser Bemerkung lassen sich die drei Arten von Fliichenpunkten 
(209-210) aufs neue ahleiten. 

Man kann den heiden Gleichungen (26) und (27) mittels folgender 
Suhstitutionen eine einfache Form erteilen; setzt man namlich 
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A = (l+q')r-pqs 
1 w8 , 

B = (l+p~s-pq,. B _ (l+pi)t-pqs 
1 w. , 2 - W S ., 

so schreibt sich die Gleichung (26): 

B1 (Xt 2 - (AI - B 2)a1 Pt- Ai{:Jl!= 0 
und die Gleichung (27): 

(AlB! - AsBl)R2- (At + Bs)R + 1 = 0. 

(28) 

(26*) 

(27*) 
An dieser Form laSt sich leicht erweisen, daB beide Gleichungen 

immer reelle Wurzeln ergeben. Es ist namlich die Diskriminante der 
ersten Gleichung D = (A1 - B2)2 + 4AsB1' die der zweiten 

(At + B 2)2 - 4 (Al Bs - A 2B 1) = (A1 '- Bs)S + 4AsBl = D, 

die Diskriminanten stimmen also iiberein, und hat man nachgewiesen, 
daB D positiv ist, so folgt daraus die Realitat der Wurzeln beider Glei· 
chungen. Nun ergibt sich aus (28), daB 

1 (1 + p2)As - (1 + q2)B1 = w. {(1 + q2)pqr - (1 + p2)pqt) 
1 (A1 - Bs)pq = w. {(1 + q2)pqr - (1 + pS)pqt) , 

daher ist 

und infolgedessen 

(1 + p2)D = (1 + pS)(A1- BS)2+ 4(1 + q2)B12+ 4pq(Al- B2)Bt 

= (At - Bs)2 + [P(A1 - Bs) + 2qBt ]2 + 4B/; (29) 
es laBt sich also (1 + p2)D als Summe dreier Quadrate darstellen und 
darum ist auch D eine positive GroBe. 

213. Analytische Bedingungen fur die Nabelpunkte. Ein 
Nabelpunkt ist dadurch gekennzeichnet, daB sich flir ihn keine Bestim
mung der Hauptnormalschnitte ergibt; die Gleichung (26) versagt aber 
nur dann, wenn die Koeffizienten einzeln verschwinden, wenn also: 

(1 + pS)s - pqr = 0, (1 + q2)r - (1 + p2)t = 0, (1 + q2)S - pqt = 0 
r 8 t 

1 + p'j = pq - 1 + q' oder wenn ist. (30) 

Man kommt zu diesem Resultate auch von der Gleichung (27) aus, 
da man einen N abelpunkt auch als einen Punkt mit gleichen Hauptkriim
ruungsradien definieren kann. Die Gleichheit der Wurzeln erfordert aber 
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das Verschwinden del' Diskriminante und dieses erfolgt nach (29) mit 

Al = B2 , Bl = 0, 
was unter Bezugnahme auf (28) tatsiichlich wieder zu den Beziehungen 
(30) fiihrt. 

Die heiden letzten Gleichungen haben aber auch 

A2=0 
zur Folge; wenn sie also erfiillt sind, so verschwinden samtliche Koeffi
zienten von (26*) und man kommt so wieder zum ersten Prinzip zuruck. 

A us (30) lassen sich im allgemeinen zwei voneinander unabhangige 
Gleichungen bilden; jede derselben stent eine Flache dar, und diese zwei 
Fliichen ill Verbindung mit del' gegebenen Fliiche bestimmen die Nabel
punkte del' letztel'en, so daB es deren in del' Regel nur eine beschranilte 
Anzahl gibt. l ) 

Wenn jedoch del' Ansatz (30) sich auf e1'ne Gleichung reduziert, so 
hat die gegebene Flache eine Nabelpnnktlinie; sind endlich die drei in 
(30) vereinigten Ausdrucke identisch gleich, so sind aile Punkte del' 
Flache Nabelpunkte (die Kugel). 

214:. Beispiele. 1. Es sind die Hauptnormalschnitte und Haupt
krummungsradien fur einen Punkt einer Rotationsflache zu bestimmen. 

Wie in 187, 4. gefunden worden, ist 

z = f(y;Tt-y!l) 
die allgemeine Gleichung der RotationsfHichen, wenn man die Rotations
achse zur z-Achse eines rechtwinkligel1 Koordinatensystems wiihlt. Setzt 
man voriibergehend yXli+-y2 = t, , 

so ergiht sich durch sukzessive Differentiation: 

p = (,(u): , q=f'(u)1f; 

r = ('(u):~ + ('(u)~; 
f "( ) xy f'() xy s = u u' - 'n u" 

y! Xl 
t = f"(u) -~ + ('(n) 0; u u 

1) A. Vo B hat (Mathern. Annalen, Ed. 9, 1875) fUr die Anzahl der Nabel
punkte auf einer algebraischen Flliche n-ter Ordnung die Formelll(lOn!- 28n+ 22) 



538 VI. Abschnitt. §.6. Kriimmung von Kurven auf krummen Flachen 

do. aber bei einer Rotationsflache alle Punkte eines Parallelkreises gleiche 
Kriimmungsverhaltnisse aufweisen, so wird man zweckmaBig den P1lllkt 
so wahlen, daB y = 0, folglich u = x 

sei; e1' liegt dann in dem durch die zx-Ebene bestimmten Meridian, und 
nunmehr ist: p = rex), q = 0 

r = f" (x), s = 0, 

Hiermit ergeben sich nach Vorschrift von 212, (26) und (23) zur 
Bestimmung der Hauptnormalschnitte die Gleichungen: 

adJ1 = 0 

[1 + (CX)2] a/ + fJ1 2= 1, 
die eine Losung 1 

a l = Y1..f- f'(x)' 

bestimmt die Tangente an den Meridian im Punkte M, somit ist dieser 
schon der eine Hauptnormalschnitt; der andere mull auf ihm senkrecht 
stehen und den zu M gehorigen Parallelkreis beriihrenJ wie es auch die 
zweite Losung "1 = 0, Pl = 1 bestiitigt (Fig. 122). 

Z Die Frage nach den Haupkriimmungsradien ist 
damit schon erledigt, ohne daB man es notig hat, die 
Gleichung (27) heranzuziehen; der eine, R1 , ist der 
Kriimmungshalbmesser des Meridians, also 

{1 + «x)!} f R --.---~- .. -- . 
1 - f" (x) , 

~----~-~~:-'~-JC 
0·" und da sich nach dem Satze von Meusnier der 

Fig. 122 Kriimmungsmittelpunkt ~! des zweiten Hauptschnit-
tes auf die Ebene des Parallelkreises in dessen Kriimmungsmittelp1lllkt, 
also in den Mittelpunkt 012 projiziert, so fallt .Q,2 notwendig in die Ro
tationsachse, mithin ist 

x xvi-Ff' (re)! 
~ = M.Q,2 = ilih M-a! OJ~ = nrc) . 

Fiir den Punkt x = 0, y = 0 werden die Differentialquotienten p, 
q, ... unbestimmt und die Gleichung (26) unausfiihrbar; der Punkt, in 

abgeleitet; durch die Realitatsbedingungen kann die Zahl der wirklichen Na.bel
punkte erheblich herabgesetzt werden. Fiir die Flachen zweiten Gra.des gibt die 
Formel den Wert 12. 
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welehem die z-Aehse die Rotationsflache schneidet, ist in del' Tat, sofern 
er reell ist, entweder ein Nabelpunkt oder ein singuHirer Punkt. 

LaBt man beispielsweise die Parabel Z2 = 2 ax + 2a2 um die z-Achse 
rotieren (Fig. 123), so entstehen in der z-Aehse singuliire z 
Punkte P, Q; der Scheitel 8 tritt aber auf der Flii.che als 
Nabelpunkt auf, weil Rl = R2 = a (160,1.) ist; die FHiche 
hat somit einen Parallelkreis von Nabelpunkten. 

p 

1!ff 2. Fiir emen Punkt des geraden Sehraubenkonoids s i-"-'p~I-------X 
(190, 2.) z = b Arc to' y 

o x 
die Hauptkriimmungsradien zu bestimmen. 

An der zitierten Stelle ergaben sich fur die Differen
tialquotienten die Ausdriieke: 

by bx 
P = - x!+yP q = x!f-y' 

1'= 2bxy s=_b(x'-Y~ t=-~~. 
(x' + y%)~' (x' + yt)! , (x' + y!)! , 

tragt man sie in die Gleiehung 212, (27) ein, so lautet diese: 
b! 2 (x' + y' + bl)! 

- (x"+y",),R + (x!+y!)! = 0; 

sie ist rein quadratisch und giht 
X'+y2+ b" R1,2 = ± --b-- . 

Fig. 123. 

In jedem Punkte der WendeIfHiche sind also die heiden Hauptkriim
mungsradien gleich und entgegengesetzt geriehtet; die Indikatrix besteht 
daher aus 7,wei konjugierten gleichseitigen Hyperbeln; die Haupttangenten 
sind demzufolge aufeinander senkrecht. Die eine Haupttangente iaUt mit 
der geradlinigen Erzeugenden durch den Punkt M zusammen, die andere 
ist die zu ihr normale Flii.chentangente. Wiewohl dies geometriseh uu
mittelbar einzusehen ist, sei auch die analytische Begriindung hergesetzt. 
Die Haupttangenten sind dureh die Gleichung 

ra12 + 2sa1 Pl + tP12 = 0 

bestimmt, die im vorliegenden Faile, gleich in {J1 = di!-.~ geschrieben, lautet: 
"1 x 

(Pl)2 _ (~_~) ~1 __ 1 = 0; 
"1 x y"1 

daraus aber sind die beiden Losungen ~y = JL und d~~ = - x unmittel-
... x x y '!J 

bar zu entnehmell, die das Gesagte bestiitigen. 
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3. Es lwllen die Nabelpunkte des dreiachsigen Ellipsoids 

bestimmt werden. 

Zur Berechnung der Differentialquotienten ergeben sich durch suk-
zessive Differentiation die Gleichungen: 

!!.... + zp = 0 I a' Cll 

_'!L + zq = 0 
b2 Cll 

(A) 

1 p' zr 
a" + c. +c' = 0 

pq + Z8 = 0 
Cll C. 

1 qll zt 
b' + c. + et = 0, daraus folgt 

1 (ell ) r = _ -- - +p2 
Z a' , 

s= -pq 
Z ' 

Die N abelpunkte haben lant (30) den Heiden Gleichnngen 

(1 + p2)t - (1 + q2)r = ° 
(1 + p2)S - pqr = 0 

zu genugen, welche auf den vorliegenden Fall angewendet lanten: 

a2 (b2 _ C2)p2 _ b2( as _ C2)q2 _ c2(a2 - b2) = 0, 

pq=O. 

Da p = 0 und q = ° wegen (A) zur Folge hahen x = 0 und y = 0, 
so erkennt man, daB Nabelpnnkte, sofern sie wirklich vorhanden sind, 
in den Bauptschnitten liegen mussen, und da jede der Annahmen p = 0, 
q = 0 bei weiterer Verfolgung zn zwei quadratischen Gleichnngen in x, 
y, & fiihrt, so ergeben sich rechnungsmaBig in jedem Hanptschnitt vier, 
im ganzen also 12 Nabelpunkte (s. FnBnote S. 537). Ihre Realitiit aber 
hangt von dem GroBenverhaltnis der Halbachsen abo Weder die Annahme 
a > c > b noch die Annahme b > c> a ergibt aUB p = 0 oder aus q = ° 
einen reellen Wert ffir q, beziehungsweise ffir p, und somit verlauft dann 
die ganze fibrige Rechnung im imaginaren Gebiet; d. h. weder in dem 
Hauptschnitt mit der groBten und mittleren noch in dem Hauptschnitt 
mit der kleinsten und mittleren.Achse befinden sich reelle Nabelpunkte. 
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Darum verliiuft auch bei del' Annahme a > b > c und p = 0 die 
weitere Rechnung ill gleicher Weise, und erst die Annahme q = 0 fiihrt 
zu ree11en Resultaten, namlich 

dann aus (A) 

c 1 [ai"":"1)i 
P = ±-; V 1Ji_ ci-' 

und nimmt man die Gleichung del' Flache hinzu, so :findet sich zur Be
stimmung von x, z we iter die Gleichung: 

x 2 Z2 

a' + C" = 1. 

Daraus ergeben sich schlieBlich die Losungen: 

Ya'-b' x=+a -~--- a 2 - c' , y = 0, 

durch welche vier Punkte in del' zx-Ebene bestimmt sind. 
Das dreiachsige Ellipsoid besitzt also vier ree11e Nabelpunkte; sie 

liegen in dem Hauptschnitte mit del' groBten und kleinsten Achse, und 
weil fur sie x 2 + Z2 = a2 + c2 - b2, 

so werden sie ans diesem Hauptschnitte durch einen mit ihm komen-

trischen Kreis vom Radius Va;2 + c2 - b2 ausgeschnitten. 
Die Indikatrix eines Nabelpunktes (211) ist ein Kreis, bei einer 

Fliiche zweiter Ordnnng in aner Strenge; parallele Schnitte einer solchen 
FHi.che sind ahnlich; daher bestimmen die Tangentialebenen in den Nabel
pnnkten des Ellipsoids die Ste11ung der beiden Schal'en seiner Kreis
schnittebenen. 

4. Die Nabelpunkte der Paraboloide zn bestimmen. 
Fur das elliptische Paraboloid 

2,z Xi y' -c- = a2 + b' 

P cx q cy r = ~ 
= U2' = l)!' a" , 

und die Bedingungen fur einen Nabelpunkt 

pq=O 

8=0, 

a2(1 + p2) = b2(1 + q2); 

hat man 

bei a> b fiihrt nul' die Annahme p = ° auf reelle Losungen, und zwar auf 
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x=O 

y = ± !!.- Va2= b2 
e 

a'-b' 
z=2C; 

also besitzt diese Flliche nur in der Hauptparabel mit dem kleineren Pa
rameter zwei reelle Nabelpunkte; diese vereinigen sieh beirn Rotations
paraboloid (a = b). 

Bei dem hyperbolisehen Paraboloid 

ex 
p= Ci" 

cy' 
q=--t)i-' 

2z x' y' 
-0 = (;2 - b' 

c 
r = a" 

Die Bedingungen fur einen Nabelpunkt lauten 

pq=O 

s = 0, 

a'(l + p2) + b2(l + q2) = 0 

ist 

und es ergibt weder die Annahme p = 0 noch die andere q = 0 reelle 
Losungen. Diese Flache hat somit iiberhaupt keinen reellen Nabelpunkt, 
was auch daraus einleuchtet, daB sie lauter hyperbolische Punkte auf
weist. 

215. Spharische Abbildung und Krummungsma6e einer 
Flache. Den verschiedenen Abbildungsweisen einer Raumkurve auf die 
Einheitskugel, durch Vermittlung der Tangenten, der Haupt- und der 
Binormalen, laBt sieh eine Abbildung hummer Fliiehen an die Seite 
stellen; zu ihrer Vermittlung eignen sieh die N ormalen der Fliiche. Bat 
man eine Festsetzung uber die positive NormaIenrichtung getroffen und 
zwar so, daB bei stetiger Bewegung des Flachenpunktes auch die positive 
Normale ihre Richtung stetig andert, und ordnet man einem Punkt der 
Flache den Endpunkt des seiner positiven N ormale gleichgerichteten 
Radius der urn den Ursprung besehriebenen Einheitskugel zu, so ergibt 
sieh eine punktweise spharische Abbildung der Flacke. Sie bedeckt die 
Kugel einfach, wenn es auf der Flache keine zwei Punkte mit gleichge
richteten positiven Normalen gib.t; im anderen Falle kann die Kugel an 
manchen Stellen oder durchwegs zwei- oder mehrfach bedeckt sein. 1m 
Mlgemeinen bedeckt die spharische Abbildung eines Flachenstiicks oder 
ciner ganzen Fliiche wieder ein Stiick oder die ganze ObBrfiache der 
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Kugel; eine Ausnahme bilden die abwickelbaren Linienflachen; du. hier 
die positiven Normalen langs einer Erzeugenden gleichgerichtet sind, so 
ergeben sie im spharischen Abbild nur einen PUl1kt, die Fliiche nur eine 
Linie. Um Beispiele anzufiihren: Das spharische Abbild eines Ellipsoids 
ist die Kugeloberfl.ache, das eines einschaligen Rotationshyperboloids eine 
Zone, das eines zweischaligen Rotationshyperboloids b~steht aus zwei 
Kalotten, das eines Zylinders ist ein groJ3ter Kugelkreis (oder ein Teil 
eines solchen), das eines Rotatiol1skegels ein N ebenkreis. 

Sind x, y, z die Koordinaten eines Fliichenpunktes M j X, Y, Z die 
Richtungskosinus der zugehorigen positiven Normale, so sind X, Y, Z 
auch schon die Koordinaten seines spharischen Bildes 9.R. 

Von der sphiirischen Abbildung, die GauE als ein wichtiges Unter
suchungsmittel in die Flachentheorie eingefiihrt hat, soIl hier zur Ge
winnung eines fundamentalen Begriffs Gebrauch gemacht werden. 

Bisher ist nur von der Kriimmung von Linien auf FIachen, nicht 
aber von der Krummung der Fliichen selbst gesprochen-worden. Nach 
un befangener Vorstellun.g wird die Kriimmung eines Fliichenstiicks nicht 
von seiner GroSe allein, sondern auch von der Starke der Richtungsande
rung der positiven N ormale innerhalb desselben abhangig sein; je starker 
nun diese Anderung, desto groiler wird - sofern es sich nicht urn eine 
abwickelbare Fliiche handelt - das spharische Abbild des Flachenstiicks 
ausfaIlen; darum bezeichnet Gauil den Inhalt dieses spharischen Abbilds 
ala die ganze Kriimmung des FIachenstiicks. 

Liiilt man das Flachenstiick durch allseitige Kontraktion seines 
Randes einem ihm angehorenden Punkt M als Grenze sich nahern, so 
zieht sich auch sein spharisches Abbild immer enger zusammen und 
nahert sich dem spharischen Bild im von M als Grenzej der Quotient aus 
der zweiten GroSe durch die erste konvergiert aber im allgemeinen gegen 
eine bestimmte Grenze und diese bezeichnet man als das Kriimmungs
maf3 der Fliiche, mit Betonung des Urhebers dieses Gedankengallgs 1) auch 
als das Gau.6sche Kriimmungsmaf3. Es ist dies eine naturgemaEe Uber
tragung des Begriffs der Krummung einer ebenen und del' Flexion einer 
Raumkurve auf Flachen. 

Die folgende Erwagung fiihrt dazu; daB das KriimmungsmaE als eine 
relative GroSe aufzufassen ist. Lii.Bt man, bei entsprechender Wahl des 

1) Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1828, art. 6 (Werke Bd. 8). 
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Flachenstiicks, den Punkt M seinen Rand in einem bestimmten Sinne 
durchlaufen, so wird auch das Bild 9Jl des Punktes den Rand des sphii
rischen Abbilds des Flachenstiicks in einerlei Sinn durchlaufen, und zwar 
entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne. Man kann nun 
festsetzen, daB dem ersten Fall ein positives, dem zweiten ein negatives 
KriimmungsmaB entsprechen soli. Wie diese Zuordnung mit den bis
herigen Ergebnissen zusammenhi.ingt, wird die analytische Durchfuhrung 
des Gedankengangs zeigen, die hier nicht in voller Allgemeinheit, son
dern unter vereinfachenden Annahmen geschehen soli. 

Das Fliichenelement sei an den Punkt M(xjyjz) so angeschlossen, 
daB es sich in der xy-Ebene in ein geradliniges Dteieck mit den Ecken-

koordinaten x I y; x + dx I y; x I y + dy 

projiziert; der Inhalt dieser Projektion ist +dxdy. 

Als Projektion des zugehorigen spharischen Abbildes kann dann
mit Au.6erachtlassung von Gro.6en hoherer Ordnung - das ebenfalls ge
radlinige Dreieck mit den Eckenkoordinaten 

XjY; X + c;- dx Y + rc-dx· oX I oY 
ox ox' 

X + oX d I Y + (} Y d oy Y oy '!I 

angesehen werden; der Inhalt dieser Projektion ist 

X Yl 

1 ~-!?Yo ox ox 
2 
oX~~o 
oy oy 

1 (0 X 0 Y 0 X 0 Y') dxdy=- -------- dxdy. 
2 ox OY, 'Oy ox 

Da das Flachenelement und sein Abbild als in den parallelen Tan
gentialebenen einerseits der Flache in M, anderseits der Kngel in IDt 
liegend erachtet werden konnen, und da diese Ebenen parallel sind, ist 
ihr GroBenverhaltnis gleich dem Verhaltnis gleichnamiger Projektionen; 
mithin ergibt sich fur das KriimmungsmaB K der folgende Ausdruck: 

K=oXoy_oXoy. 
ox oy 0,# ox 

Nun folgen aus 

x="'--w' Y=-~ w' 
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die Ableitungen 
oX 
·ox· = W S 

oX (1 + q2)S - pqt ay - .. 70 3 

und daraus berechnet sich 

o Y (1 + p') s - pqr -ax = w 3 ' 

ay (1+p")t-pqs aY· = ----ws--~ 

mit bezug auf die Gleichnng (27) heiBt dies aber, daB 

1 K= ~~-.-. 
R1R. 

(31) 

(32) 

Das GaufJsche KrummungsmafJ einer Flacke in einem ihrer Punkte 
stellt sich hiernach als das Produkt der in diesem Punkte herrschenden 
Hauptkriimmungen dar. 

1m Zusammenhalte mit der oben getroifenen Festsetzung liber das 
Vorzeichen des KriimmungsmaBes ergiht sich nun, daB positive Kriim
mung in einem elliptischen, negative Krlimmung in einem hyperbolischen 
und die Kriimmung Null in einem parabolischen Punkte stattfindet.l) 

Als mittlere Krummung einer Flache in einem ihrer Punkte bezeich
net man das arithmetische Mittel (oder auch die Summe) der beiden 
Hauptkriimmungen. An der ersten ErkHirung festhaltend hat man dafiir 

den Ansatz: M = ~ (.!. + ~) (33) 
2 Rl R. 

und mit Beziehung auf (27) den analytischen Ausdruck: 

M = (1 + q2)r - 2pqs + (1 + p')t . 
2wS 

(34) 

1) Da es in gewi~sem Sinne der llblichen Vorstellung widerstrebt, in einem 
parabolischen Punkte, also in allen Punkten einer developpablen Flache von der 
Kriimmung Null zu sprechen, wahrend die Flache doch tatsachlich "gekriimmt" 

ist, hat F. Casorati vorgeschlagen, die GroBe ~ (~; + ~J als Kriimmungs

mafi schlechtweg einzufiihren. Entstauden ist diese GroBe aus folgender geome
trischen Betrachtung. Man beschreibe urn M in seiner Tangentialebene einen 
infinitesimalen Kreis, ziehe in den Endpunkten eines Radius die Flachennormalen, 
bestimme deren infinitesimalen Winkel und trage sein BogenmaB auf eben
demselben Radius abo lndem man sich dies an allen Radien ausgefiihrt denkt, 
entsteht urn Meine geschlo8sene Figur, und das Verhaltnis ihres Inhalts zu dem 
Inhalte des Kreises ist das angefiihrte Cas 0 rat i 8che Krli.mmungsmaB. V gl. Acta 
mathem., Bd. 14 (1890). 

C z u be r, Vorlesnngen. I. <1. Anf!. 35 
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216. FHichen mit besonderen Kriimmungseigenschaften. 
Nicht das geometrische Interesse allein, auch Probleme der Mechanik 
und Physik haben zum Studium von Flachen Anla.B gegeben, die in ihrem 
ganzen Verlaufe gewisse Eigenschaften in bezug auf Kriimmung auf
weisen. Zwei Gattungen solcher Flachen sollen hier Erwiihnung finden: 
Die Flitchen von konstantem KriimmungsmaE oder kurz von konstanter 
Kriimmung und die Fliichen von konstanter mittlerer Kriimmung. 

1. Flachen von konstanter Kriimmung. Eine FIache z = ((x, y) hat 
durchwegs die Kriimmung k, wenn sie der Differentialgleichung 

rt-s! = k 
w' 

geniigt; umgekehrt fiihrt jede Losung diesel' Differentialgleichung auf 
eine solche FIache. Je nachdem die Konstante k positiv oder negativ ist, 
spricht man von Fliichen konstanter positiver, bzw. negativer Kriimmung, 
auch von sphiirischen und pseudosphiirischen Flachen; ist k = 0, so ver
einfacht sich die Gleichung zu 

'J't-s'l.=0 
und kennzeichnet nunmehr die abwickelbaren Flitchen (198). 

Von dem allgemeinen Problem absehend, schranken wir die Frage 
auf RotationsfUichen ein. Soll durch Rotation einer Kurve y = {(x) um 
die x-Achse eine FIache konstanter Kriimmung entstehen, so mua dllS 
Produkt aus dem Kriimmungsradius und del' begrenzten Normale fUr 

alle Punkte denselben Wert {- haben, wobei auf die Lagenbeziehung der 

heiden Strecken Riicksicht zu nehmen ist: sind '!J und !I" ungleich be
zeichnet, so haben beide Strecken in bezug auf den Kurvenpunkt gleiche 
Lage - das entspricht einem positiven k; sind y und y" gleich bezeich
net, so liegen die Strecken auf entgegengesetzten Seiten des Kurven
punktes - das entspricht einem negativen k. Unter allen U mstanden 
gilt fUr solche Kurven del' Ansatz: 

y" 
y(l + y' ')2 = k. (35) 

Bei positivem k bilden die einfachste, an sich evidente Losung dieser 

Differentialgleichung Kreise vom Radius l' = ~, deren Mittelpunkte in 
11k 

del' x-Achse liegen. Die Kugel ist die ein(achste Rotationstliiche ron kon
stantn' positiver Kriimrnung. 
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Urn auch eine RotationsfHiche konstanter negativer Kriimmung ken
nen zu lernen, stellen wir an der Kettenlinie (134, 2.) 

a (~ -~) 
Y=2e +e 

folgende Betrachtung an. Aus 

berechnet sich 
( XX) --- _.-

1 a a 
ds =2 e + e dx, 

ein Ausdruck, der 
(

:x; X) 
durch Differentiation von ; e a _ e a entsteht; 

zahlt man also den Bogen von A, Fig. 124, aus, so daB er mit x zugleich 
Null wird, so ist seine Lange 

a (~ :) 8=2- e -e ; 

mithin besteht die Beziehung 
y2_ 82= a2, A 

a 
die sich geometrisch darin ausdriickt, daB das x' x: 
von P auf die Tangente gefailte Lot auf ihr die 0 

Bogenlange s = M Q abschneidet und die Lange Fig. 124. 

PQ = a hat. Infolgedessen beschreibt der Punkt Q die von A ausgehende 
Evolvente del' Kettenlinie, deren parametrische Darstellung lautet: 

. s+Vs'+ a" as 
t = X - a sm a = al - ~--- --
~ a Va"--tsi 

a" 
1) = a cos a = ,f:j_--= , 

va' + s' 

wenn s der Parameter ist; durch seine Elimination erhalt man die expli-
zite Darstellung: a" + ya'~ 1)' -./2-2 

~ = al ------- - r a - 't) • 
1) 

Aus dieser Betrachtung ist unmittelbar zu entnehmen, daB bei der 
von Q beschriebenen Kurve das Produkt aus dem Kriimmungsradius Q M 
und der begrenzten Norrnale QN den konstanten Wert - a' hat mit Riick
sicht auf die entgegengesetzte Lage beider Strecken, daB also die von 

35* 



548 VI. Abschnitt. § 6. Kriimmung von Kurven auf krummen Flaehen 

diesel' Kurve, die den Namen Tralctrix fiihrt, erzeugte Rotationsfljiche die 

konstante negative Kriimmung - 22 besitzt. In Rel'vorhebung des Gegen· a 
satzes zur Kugel, die eine Rotationsflache konstanter positiver Kriimmung 
ist, hat man die in Rede stehende Flache als Pseudosphii1'e bezeichnet. 

Fiir die weiter folgende Untersuchung sei noch angemerkt, daB sich 

fiir die Kettenlinie mit Rilfe von y" =21a (e~ + e-'Ji) =!J der Kriim-

mungsradius y! 
Q=o; 

ergibt und daB die begrenzte Normale denselben Ausdruck hat. 
II. Fliichen mit konstanter mittlerC1' J(riimmung. Eine FHiche fJ = {(x, y) 

hat in allen Punkten die mittlere Kriimmung m, welln sie der. Differen-
tialgleichung ~1 + q~r - 2pq.s + (1 + p'lt = 'in 

2w" 

genugt; umgekehrt fiihrt jede Losung dieser Gleichung auf eine solche 
Flache. Die KOllstante m kann positiv, negativ oder Null sein; der letzte 
Fall, dem die einfachere Diffel'entialgleichung 

(1 + q2)r - 2pqs + (1 + p2)t = 0 
elltspricht, ist von besonderem Interesse; die entsprechenden FLachen be
sitzen dul'chwegs gleiche und entgegengesetzte Hauptkrummungsradien 
und heiBen Minimaljliichen, wegen der Eigenschaft, daB ilmen bei ge
gebenel' Begrenzung del' kleinste Flacheninhalt zukomrnt (doch braucht 
dies nicht fiir ein beliebig ausgedehntes Stuck zu gelten). Urn gleich bei 
diesel' Flachengattung zu bleiben, sei darauf hingewiesen, daB in 214,2. 
die identische Beziehung Rl = - R2 von der gewohnlichen Schrauben
flache nachgewiesen wurde und daB sie nach der SchluBbemerkung von 
I. auch die Rotationsflache auszeichnet, die bei der Umdrehung del' Ket-

tenlinie y = ~ (e ~ + e -;i) um die x-Achse erzeugt wird; diese zwei Flii

chen sind also Beispiele von MinimalfHichen, und zwal' ist die erste die 
einzige Regelflache mit einer Richtebene und die zweite die einzige Ro
tationsflache in diesel' Flachengattung. 

Bezuglich der Rotationsflachen von konstanter mittlerer Krummung 
hat Oh. Delaunay gezeigtl), daB ihre Meridiane Rollkurven sind, da-

1) Journal de mathem., 1 e ser. 6 (1891). 
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durch el'zeugt, da.B eine KegeIschnittslinie auf einel' Gel'aden rollt und 
ein Brennpunkt del' beschreibende Punkt ist. Del' Beweis hierfur laBt 
sich mit den hier vorhandenen Hilfsmitteln in folgender Weise fiihren. 

Die Ellipse Fig. 125 roUe auf del' Ge- 0' 
raden xx', del' Brennpunkt F sei del' beschrei- ~ /.A' 
ben de Punkt, A del' momentane Drehpol mit 0 aj 
den Radienvektoren r, r' und dem Krummungs- " _ 1 
mittelpunkt O. Del' Kriimmungsmittelpunkt Vj 

,Q, der Rollkurve in F HiBt sich dann nach der X' 

in 161 entwickelten Konstruktion und del' -V' 
KrUmmungsradius () nach del' daselbst abge
leiteten Savaryschen Formel (23) ermitteln. 
An die Stelle von p tritt r, und da die Pol- Fig. 125. 

bahn eine Gerade, ist RJ unendlich; folglich ist 

cos 0 
(J = r +1CQSO; 

R-~r-

ersetzt man den Krummungsradius del' Polkurve durch den In 163, 4. 
dufur gefundenen Ausdruck, so wird wei tel' 

1 
() = r + a cos"'-=-O--l:--

Das Produkt der Lote PG, P' G' zu XX' driickt sich durch rr' cos2 () 

aus, und da es gleichkommt b2, so hat man fur cos2 () den Ausdruck 

b 2 
. ') b~. ___ ).; seine Einsetzung in den Ausdruck fur () gibt 

rr' = r\~a-r 
al' 

0=-·-----
, !' -a' 

woraus tatsachlich del' Delaunaysche Satz folgt: 

111 
'Q-+r=a-' 

Fur die Hyperbel ergibt eine analoge Rechnung 

1 1 1 
Q-+-;:=-li' 

hier sind f! und r entgegengesetzt bezeichnet (r negativ). 
Bei der Parabel mit dem Parameter p wird 

x 
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1 
Q = r + cosiO-I' 

------
p r 

mit Bezugnahme auf 163 weiter 

cos2 () = cos2 .1. = ~ cos tp = E. 
'I' 2 21" 

demnach (! + r = 0; 

die vom Brenllpunkt der Parabel beschriebene Kurve erzeugt also eine 
Minimalrotationsfl.ache; vorhin ist das Katenoid als einzige FHi.che dieser 
Art bezeichnet worden, wofiir an spaterer Stelle (gelegentlich der Diffe
rentialgleichungen) die Begriindung erfolgen wird. Mithin ist die beirn 
Abwlilzen der Parahel vom Brennpunkt beschriebene Kurve eine Ketten
linie; mit Hilfe der 1ntegralrechnung kann hierfiir auch ein direkter Be
weis erbracht werden. 

Beispiel. Zu zeigen, daB die Funktion 
cosy z=-cos II; 

der Differentialgleichung 

(1 + q2)r - 2pqs + (1 + p2)t = 0 

geniigt, die zugehOrige Flache also eine Minimalfl.ache ist. 

§ 7. Spezielle Kurvell auf krummell Fliichen. 
217. Schichtenlinien und Gefallslinien. Von der Vorstellung 

ausgehend, die xy-Ebene sei horizontal, nennt man die Sehnitte einer 
Fliiche parallel zu dieser Ebene Niveaulinien oder Schichtenlinien. 

1hre Projektionen auf der xy-Ebene sind durch die Gleichung der 
Flache selbst dargestellt, wenn man in dieser z als veranderlichen Para
meter ansieht. 

Da fiir eine Schichtenlinie z = konst. 
ist, so folgt daraus durch Differentiation, daB fur ihre Punkte 

oder 

pax + qay = 0 
dy p 
ax = -"q (1) 

istj diese Gleichung druckt die Eigenschaft aus, da6 die Tangente an 
eine Schichtenlinie (Bowie an ihre Projektion in der xy-Ebene) parallel 
iBt der xy-Spur der in ihrem Beruhrungspunkte an die Flache gelegten 
Tangentialebene. 
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Diejenigen Kurven auf einer Flache, welche die Schichtenlinieu 
rechtwinklig schneiden, nennt man Gefiillslinien oder Linian groBten 
Falles, weil sie die Bahnen von Punkten anzeigen, welche unter dem Ein
fluB der Schwere allein auf der Fliiche sich bewegen. 

Weil im Schnittpunkte einer Schichtenlinie mit einer Gefallslinie 
die Tangenten der beiden Kurven aufeinander senkrecht stehen und diese 
Eigenschaft auch auf die xy-Projektion sich ubertragt, so sind die Pro
jektionen der Gefallslinien in der xy-Ebene durch die Gleichung 

dy q 
dx = p gekennzeichnet. (2) 

Man nennt (1) die Differentialgleichung der Niveaulinien, (2) die Dif
ferentialgleichung der Gefallslinien. 

Diese zwei Systeme von Kurven finden Anwfludung bei der bild
lichen Darstellung einer 'l'errainflache in der Horizontalebene. 

Beispiele. 1. Die Schichtenlinien des Ellipsoids 

geben in der xy-Projektion ein System homothetischer Ellipsen mit der 
Gleichung x' y' z· 

a' + /J' = 1 - -c' , 
in welcher :z2 auf das Intervall (0, c2) angewiesen ist. 

Fur die Gef"allslinien besteht, weil p = _c:x , q = - cb:Y, die Diffe-a z z 
rentialgleichung: ~~ = '!'y 

dx b'x 

oder 1 dy 1 dx 
a' -y = b' x; 

es ist aber --\ t!~ das Differential von \ lu, daher kann aus der letzten mum 
Gleichung auf die neue 1 1 1 

-ly= -lx + --10 a' b' a! 

geschlossen werden, wenn 0 eine beliebige Konstante bedeutet; daraus 
aber folgt durch Ubergang von den Logarithmen zu den Zahlen: 

a' 

y = Ox/)' 

Diese Gleichung stellt das System der xy- Projektionen der GefaUs
linien dar. Es sind Parabeln, algebraische oder transzendente, je nach~ 
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• 2 

dem :. rational oder irrational ist. 1m Faile ~f = 2 z. B., der in Fig. 126 

dargesteilt ist, sind es gew6hnliche Parabeln. 
Wird die Richtebene eines Konoids (187, 

2, b») zur xy-Ebene gemacht, so sind seine Rr
zeugenden unmittelbar die Niveaulinien. Dies 

--L-.c:~~~~l-~-x trifft also auch bei den geraden Konoiden 

z=f(~) (3) 

!y' zu, deren Leitgerade die z-Achse ist. Um zu den 
Fig. 126. Linien groBten Failes zu gelangen, setze man 

fiir den Augenblick ~ = u und bilde 

P=-f'(u)~, q=f'(u)~~; 

daraus folgt die Differentialgleichung der Gefiiilslinien: 

dy x 
dx = --y; 

und da sie unabhangig ist von der Natur der Funktion f, so gilt die 
weitere Losung fiir aile Konoide der Gleichungsform (3). Schreibt IDan 
die Differentialgleichung in der Gestalt 

xdx + ydy = 0, 

so erkennt man in der link en Seite das halbe Differential von x2 + y2 j 

infolgedessen ist x 2 + y2 = 0 

die Gleichung des Systems der xy-Projektionen del' Gefallslinien, das 
also ein System konzentrischer Kreise ist. 

Daraus folgt beispielsweise, daB die Gefiillslinien auf einem Schrau
benkonoid mit seiner Leitlinie koaxiale Schraubenlinien sind. 

218. Kriimmungslinien. Die Normalenfliiche einer gegebenen 
FIache z = f(x, y) 
langs einer ihr aufgeschriebenen Kune ist im ailgemeinen eine wind
schiefe Fliiche, d. h, eine solche, deren geradlinige Erzeugende weder 
durch einen festen (im Endlichen liegenden oder unendlich fernen) Punkt 
gehen, noch Tangenten an eine Kurve sind. 

1st jedoch die aufgeschriebene Kurve K solcher Art, daB die zu ihr 
gehOrige N ormalenfHiche eine abu'ickelbare Fliiche ist, so heiBt sie eine 
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Kriimmungslinie der .gegebenen Fliiche; der Grund fUr diese Bezeichnung 
wird sich alsbald ergeben. 

Es gibt zwei Fliichen, fur welche jede aufgeschriebene Kurve im 
Sinne dieser Definition eine Kriimmungslinie ist: die Ebene und die Ku
gel, denn dort ist die Normalenflache ein Zylinder, hier ain Kegel. 

Es entsteht nun die Frage, ob auf einer beliebigen FHiche Kriim-
lllungslinien existieren und welches ihre analyti- AT: 

schen Merkmale und geometrischen Eigenscbaf- v-

ten sind. 
Angenommen, K (Fig. 127) sei eine Kriim

mungslinie dol' durch ihren Umri£ angedeuteten 
FHiche und Ko die Riickkehrkante del' zugehori- _K __ ~/ 

gen developpabeln Normalenflache; dann ist die Fig. 127. 

Normale der Flache in jedembeliebigen Punkte M(xJyjz) von K Tan
gente an Ko in einem bestimmten Punkte lIfo(xojyo/zo) und umgekehrt. 
Bezeichnet man also die Kosinus der positiven Normalenrichtung in M 

mit X, Y, Z, und beachtet, daB iid~' ddY. , ~d-~o proportional sind den Rich-
u u ·u 

tUllgskosinus der Tangente an K in M o' wobei u der Parameter ist, durch 
welcben alie auf M als Punkt von K bezuglichen GruBen dargestellt sind? 
so muB dx. dyo dzo 

du du du 
-x-=y= z 

sein; ist " del' gemeinsame Wert diesel' Verhaltnisse, so hat man: 

dx~ = xX ~Y6 =" y. dzo = xz. (4) 
du 'du ' du 

Nun bestehen, wenn die Lange Mo~M mit R bezeichnet wird, zwi
schen den Koordinaten von M und Mo die Beziehungen: 

xo=x - RX, yo=y-Rl~ zo=z-ZR; 
dabei ist R positiv oder negativ, je nachdem Mo~lJ1 die Richtung del' 
positiven oder del' negativen Normale hat; fiihrt man hiernach die Glei
chungen (4) aus, so folgt: 

dx dB dX xX = --- --X - R---du du du. 

dy dB r d Y x y =-- - --- }: - R -- .... 
du du du 

x Z = dz _ ~!l. Z - R 0_Z. . 
du du du ' 
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werden diese Gleichungen der Reihe nach mit X, Y, Z multipliziert und 
hierauf addiert, wobei zu beachten ist, dati 

X'+ P+P=l, 
. 1'1 d Xt!~+ydY+ZdZ=O 
mlO ge essen du du du ' 

und daB ferner X!-~ + 1'" _dJL + Z ~ = 0 du du du 

ist, weil die Normale MN senkrecht ist zur Tangente an K in M, so 
ergiht sich " = _ dR. 

du! 

und wird dieser Wert in das obige Gleichungssystem eingetragen, so 
kommt man zu den die Kriimmungslinie charakterisierenden Gleichungen1): 

::x= :~=~~(=R). (5) 

1st die Flache in der Form z = {(x, y) dargestellt, so ist 
p q -1 ,1: 

X = -:w' X = w' Z = --:w' W = r p2 + q2 + 1, 

wobei das Vorzeichen der Wurzel entsprechend der Wahl der positiven 
Richtung der Normale festzusetzen ist; daraus berechnet sich 

ax = (1 + q')(rdx + sdY)s-pq(sdx + tdy) 
w 

a y = (1 + pO) (sdx + tdy) ~yq (rd~±_s~y) . 
W S 

Mit qiesen Ausdrucken giht (5): 
dx 

(1 + q')(j'dx + sdy) '::""-p-q-:(s-dC;-IX-+tdy) 

dy R 
(1 + p')(sdx +tdy) ~pq(rdx + sdiJ) = wS-; 

(6) 

Qrdnet man die erste Gleichung in diesem Ansatz nach ax, ay, ds, so 
erhaIt man: 

[(1 + p2)S - pqrJdx2 - [(1 + q2)r - (1 + p2)t]dXdY } (7) 
- [(1 + q2)S - pqt]dy2 = O. 

Diese Gleichung bestimmt die Richtungen der Tangenten an die 
durch den Punkt M gehenden Krummungslinien; sie stimmt aber iiber-

1) Diese Gleichungen ha.t zuerst O. Rodrigues gefunden, vgl. Correspond. 
sur 1'eco1e polytechn., 1816. 
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ain mit der Gleichung (26), welche sich in 212 zur Bestimrnung der Tan
gentenrichtungen fur die Hauptuormalschnitte im Punkte M ergab. 

Daraus folgt del' Satz: Durch jeden Punkt einer krummen Flacke, so
fern er nicht Nabelpunkt lst, gehen ewei stets reelle Kriimmungslinien, welehe 
die Hrxuptnormalschnitte dieses Punktes beruhren und sich dahe1" wie diese 
unter rechtem Winkel schneiden. 

Jede Flache, die Ebene und die Kugel ausgenommen, besitzt somit 
zwei Scharen von reellen Kriirnmungslinien derart, daB jede Linie del' 
einen Schar jede der anderen Schar rechtwinklig schneidet. 

Die Gleichung (7) ist bestimmend fiir die Projektion der Krilm
mungslinien auf der xy-Ebene, wird jedoch im iibertragenen Sinne als 
Differentialgleichung der Krummungslinien selbst bezeichnet. 

Urn die Riickkehrkante der abwickelbaren Norrnalenflache langs 
einer Kriimmungslinie naher kennen zu lernen, ordnen wir die beiden 
Gleichungen, welche sich aus (6) durch Verbindung des ersten und zwei
ten Ausdrucks mit dem dritten ergeben, nach dX, dy; aus dem so ent
stehenden Gleichungspaar 

{:8 [(1 + q2)r - pqs] -l}dx +! [(1 + q2)S - pqt]dy = 0 

:3[(1 + p2)S - pqr]dx +{:. [(1 + p2)t - pqs] -1 }dy = 0 

geht durch Elimination von dX, dy die in bezug auf R quadratische 
Gleichung 

(rt - s2)R2 - [(1 + q2)r - 2pqs + (1 + p2)tJW R + w4 = 0 (8) 

hervor; diese Gleichung stimrnt aber mit jener (27) iiberein, die sich in 
212 zur Berechnung der Hauptkriimrnungsradien ergeben hat. 

Demnach gilt der Satz: Die Normale in einem Punkte M der Flachc 
beriihrt die Ruckkehrkanten der Normalenfliichen, die zu den durck ]Jf lau
fenden Kriimmltngslinien gehoren, in den Hauptkriimmungsmittelpnnktett-

Dadurch sind die heiden Scharen von Krummungslinien voneinander 
unterschieden, daB namlich die Linien der einen Schar iiherall die Rich
tung der stiirksten, die der anderen Schar die Richtung der sch wiichsten 
Kriimmung anzeigen; in dieser Eigenschaft ist auch der Name dieser 
Linien begriindet. 

Wenn die Kriimmungslinie K die Schar, zu welcher sie gehort, 
stetig durchlauft, so vollfiihrt die zugeordnete Riickkehrkante Ko auch 
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eine stetige Bewegung und beschreibt eine Flache; eine zweite Flache; 
gleicher Entstehungsweise ergibt sich aus der anderen Schar von Kriim
mungslinien. Diese zwei Fliichen sind abel' ebenso als ein einheitliches 
Gebilde anzusehen, wie die beiden Scbaren von Kriimmungslinien, die ja 
auch durch tine Gleichung analytisch bestimmt sind; man nennt sie zu
sammen die Polar- odeI' Zentralflaclte, auch die Kriimmungsmittelpunkts 
(lache der gegebenen Flache 1); der eine Mantel enthiilt die KI'iimmungs
zentra del' Hauptnormalschnitte groBter Kriimmung, der andere Mantel 
die Zentra der Hauptnormalschnitte kleinster Kriimmung. 

219. Kriimmungslinien del' Rotationsflachen und der ab
w ic k el baren Flachen. Bei zwei Gattungen von Flachen lassen sich 
die Kriimmungslinien ohne wei teres angeben. 

Auf einer Retations/lache bilden die Meridiane das eine System, die 
ParallelkTeise das andere System. Denn die N ormalenflache langs eines 
Meridians ist eine Ebene, jene Hings eines Parallelkreises ein Kegel, beide 
sind also abwickelbar. 

Auf einer abwickelbaren Flache sind die geradlinigen Erzeugenden 
das eine System von Kriimmungslinien; denn da die Flache in allen 
Punkten einer Erzeugenden von einer und del'selben Ebene beriihrt wird, 
ist die N ol'malenflache langs del' Erzeugenden eine Ebene, also abwickel
bal'. Das andere System schneidet die Erzeugenden rechtwinklig und be
steht aus den Filarevolventen der Gratlinie (206). 

Was insbesondere den Kegel anlangt, so wil'd auf diesem das zweite 
System von Krummungslinien durch eine Schar konzentrischer Kugeln 
aus del' Kegelspitze ausgeschnitten, und auf dem Zylinder durch die Schar 
der N ormalschnittebenen. 

In del' Abwicklung erscheinen, wenn es sich urn eine allgemeine De
veloppable handelt, die Kriimmungslinien del' einen Schar als Tangenten 
an die transformierte Riickkehrkante und die der anderen Schar als Evol
venten diesel' Kurve; bei einem Kegel ergibt sich in der Abwicklung ein 
Stl'ahlenbiischel und ein System konzentrischel' Kreise, bei einem Zylinder 
zwei zueinander senkrechte Parallelstrahlenbiischel. 

Fiir eine beliebige Fliiche bildet die analytische Bestimmung del' 
K rilmmungslinien eine Aufgabe del' Integralrechnung. 

1) J. Knoblauch, Die Grundlagen der Difi'erentialgeometr'ie, 1913, gebraucht 
dafiir auch den Namen Evolute der Flache. 
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220. Asymptotenkurven. Eine Kurve 0, die einer krummen Flache 
aufgeschrieben ist, bestimmt als Ort von Beriihrungspunkten eine einfach 
unendliche Schar von Tangentialebenen; die Einhiillende dieser Ebeuen
schar ist eine abwickelbare Flache. Man nennt sie die der Flache langs 
der Kurve 0 umschriebene Developpable. 

ht die gegebene Flache selbst abwickelbar, so fant die ihr langs 
irgend einer Kurve umschriebene Developpable mit ihr zusammen. Dieser 
Fall bietet also kein weiteres Interesse, wir setzen daher die Fliiche als 
nichtabwickelbar voraus. 

Die umschriebene Developpahle ist im allgemeinen von der Tangen
tenfHiche der Kune 0 verschieden; fallt sie aber mit ihl" zusammen, so 
soli die Kurve aus einem spater zu erkliirenden Grunde eine Asymptoten
kurue der FHiche hei.Ben. Es wird zu untersuchen sein, ob und unter 
welchen Bedingungen ein solches Verhalten meglich ist. 

Die Existenz einer Asymptot,enkurve vorausgesetzt, ergibt sich fUr 
sie aus der Bemerkung, daB ja die TangentenfUiche einer Kurve die Ein
hiillende ihrer Schmiegungsebenen ist, auch die folgende Definition: Eine 
aut" einer F'liiche liegende Kurve A ist eine Asymptotenkurve der Fliiche, 
wenn in jedem Punkte von A die Os7culationsebene dm· KU1've mit der Tan
gentialebene der Fliiche zusammenfii17t. 

Es sei nun M ein Punkt irgend einer Kurve C auf der gegebenen 
FJache; die Tangentialebene der Flache daselbst hat die Gleichung: 

p(~-X)+q(1)-Y)-(~-z)=0, (9) 

worin x, y, p, q als Funktionell eines Parameters darstellbar sind; difi'eren
tiiert man zum Zwecke der Bestimmung der Einhiillenden nach diesem 
Parameter, so ergibt sich mit Riicksicht auf die Beziehung -pdx-qdy 
+ dz = 0 die weitere Gleichung 

dp·(~-x) + dq·(YJ-Y) = 0, (10) 
die im Verein mit (D) die Charakteristik der Einhiillenden bestimmt, 
deren Gleichungen auch in del' Gestalt 

~-x 'Tj-y [;-z 
-dq- = ~dp = pdq-'~ qdp 

geschrieben werden kennen; hieraus folgt, wenn man die Koordinaten 
eines dem M unendlich benachbartell PUllktes auf der Charakteristik mit 
X + dl x, y +d1 Y, z + ill z bezeichllet, daB; 

d1 x: dly: dlz = dq: - dp: CZJdq-qdp). (11) 



558 VI. Abschnitt. § 7. Spezielle Kurven auf krummen Flachen 

Durch die Verhiiltnisse a x : a y : d fJ und dl x: dl Y : dl z sind twei Tan
genten der Flache bestimmt, die eine an die Kurve C, die andere als Er~ 
zeugende der umschriebenen Developpablen. 

Fiir die xy- Projektion eiDes solchen TaDgenteDp~ars ergibt sich aus 
(11) die Relation: dpd1x + dqd1y = 0, 

die Dach Entwicklung von dp, dq lautet: 

rdxdlx + s(d1xdy + dxd1y) + tdyd1y = 0. (11 *) 
Da sie unverandert bJeibt, Wfnn man dX, dy und d1x, d1y mitein 

ander vertauscht, so ist die Beziehung der Tangenten eine gegenseitige: 
Jede Kurve, die die eine beriihrt, fiihrt zu einer umschriebenen Develop
pablen, welche die andere zur Erzeugenden hat. Man bezeichnet zwei der
artige FHichentangenten als konjugierte Tangenten. 

Nach der Definition wird nun C zu einer Asymptotenkurve A, wenn 
die Charakteristik mit der Tangente an C zusammenfiillt, wenn also die 
zwei Richtungen in (11 *) sich vel'einigen. Demnach hat jede Linie A der 
Gleichung rdx2 + 2sdxdy + tdy2 = ° (12) 

lIU geniigen; man nennt diese die Differentialgleichung der Asymptoten
kurven. Gleichzeitig geM aus dieser Betrachtung hervor, daB die Tangenten 
an eine Asymptotenkurve sich selbst konjugiert sind. Die Gleichung (12) 
ist iiberdies der Ausdruck einer weitern geometrischen Eigenschaft, wie 
sich aus der folgenden Betrachtung ergibt. 

Der Normalschnitt del' Fliiche, welcher die Kurve A im Punkte M 
beriihrt, hat die Krummung (209, (8)) 

1 r«t2+2satPt+tPt' 
R = -~---Vi)t +q'-+l- ; 
ro:12 + 2Sct1 Pl + tP1 2 = 0, 

1 
R=O. 

laut (12) ist aber 

folglich auch 

Eine Asymptotenkurve beruhrt also in jedem Punkte einen Normal
sdmitt von der Kriimnzung N~tll. 

Solche Normalschnitte existieren jedoch nur in hyperbolischen und 
in pal'abolischen Punkten. 

In einem hyper bolischen Punkte gibt es soicher N ol'malschnitte zwei, 
und ihre Tangenten sind die Asymptoten der D u p inschen Indikatrix (204:). 
Auf einer Flache oder Fliichenregion mit hyperbolischen Punkten lassen sick 
also zwei Scharen von AsymptotenkuT'Cen 'Cerzeichnen; in jedem Pookie 
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schneiden sick zwei Linien, aus jeder Schar eine, und ilwe Tangenten situl 
die Asymptoten der Indikatrix oder die Haupttangenten der Flacke. 

Der letztere Umstand begriindet den N amen der Asymptotenkurven, 
neben welchem auch der Name "Haupttangentenkurven" gebrauchlich ist. 

Die beiden Scharen Asymptotenkurven sehneiden sich im allgemeinen 
unter schiefen Winkeln; nur in Punkten, wo die Indikatrix aus gleich
seitigen Hyperbeln besteht, erfolgt der Schnitt rechtwinklig. Es gibt 
Flacben, wo dies durchweg geschieht; die WendelfHiche ist ein Beispiel 
dieser Art (214, 2.). Unter den Flachen zweiten Grades gibt es zwei 
mit hyperbolischen Punkten: das einschalige Hyperboloid und das hyper
bolische Paraboloid; die beiden Scharen ihrer Erzeugenden bilden zugleich 
die Scharen der Haupttangentenkurven. 

In einem parabolischen Punkte fallen die beiden Normalschnitte von 
der Kriimmung Null in einen zusammen. Hat die Fliiche oder Flaehen
region nur parabolische Punkte, so vereinigen sieh die beiden Scharen 
der Haupttangentenkurven zu einer einzigen. Auf einer abwickelbaren 
FlaCke liegen also die beiden Scharen der Asymptotenkurven vereinigt una 
wet'den durch die geradlinigen Erzeugenden der Flache dargestellt. 

Auf einer Flliche oder Fliichenregion mit elliptischen Punkten gibt 
es keine reellen Asymptotenkurven. 

Wenn eiDe Flache aus Regionen mit hyperbolischen und aus solchen 
mit elliptischen Punkten besteht, wie dies beispielsweise bei dem 195,3. 
el'wahnten Torus der Fall ist, so wird die Grenze zwischen beiderlei Re
gionen durch Kurven mit parabolischen Punkten gebildet; von jedem 
Punkte einer solchen Kurve laufen dann zwei Asymptotenkurven mit 
gemeinschaftlichel' Tangente aus. 

Wiihrend die stets reellen und rechtwinklig sieh schneidenden Krum
mungslinien den Verlauf der algebraisch gl'oBten und der algebraisch 
kleinsten Ktiimmung anzeigen, bezeichnen die nur bedingt reellen und 
im aligemeinen schiefwinklig sich schneidenden Asymptotenkurven den 
Vedauf der Kriimmung Null. 

Beispiel. Zur Bestimmung der Haupttangentenkurven del' geraden 
Konoide (187, 2b.) 

z = f(~) 
bilde man mittels del' Abkiirzung 

die Differentialquotienten 
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P=-{'(U)!i, q=f'(u)~, 

r = f"(u) ;: + 2f'(u):' ' s = - f"(u);. - f'(u) :t, 
t = f"(u) :!; 

JUl'ch Eintragung del' drei letzten in (12) ergibt sich: 

(ydx - xdy) {- f"'(u) Xd Y ;; ydx + 2f'(u) d:} = O. 

Diese Gleichung wird einmal befriedigt durch 

ydx - xdy = ° oder d·1!· = 0 
x ' 

woraus man auf _yo = C 
x 

schlieBt; die eine Schar del' Asymptotenkurven projiziert sich in del' xy
Ebene in ein Strahlenbuschel aus dem Ursprung - es sind dies die ge
mdlinigen Erzeugenden del' FIache. 

Die andere Schar ist bestimmt durch die Gleichung 

_ f" (u) Xd y ;; ydx + 2f'(u) d: = 0, 

del' man die Form 2 dx _ r(0 du 
x - f'(u) 

gebel1 kann; hier ist abel' die linke Seite das Differential von 21x, die 
reehte Seite das Differential von If'(u), daher muB 

21x = If'(u) + lC 

sein, wobei 0 eine beliebige Konstante bezeichnet; daraus folgt 

x2 = Of' (-~) 
als Gleichung del' Projektion del' zweiten Schar del' Asymptotenkurven. 

Die rechts angedeutete Differentiation bezieht sich auf '!L als Variable. x 
Beispielsweise ist fur das gerade Schraubenkonoid: 

z = b Arctg JL , x 

f (~) = b Al'ctg ;, folgli ch f' ( ~ ) = !.~!Y" so daB die zweite Schar 

seiner Asymptotenkurven durch 

x 2 + y2 = X 
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bestimmt ist, wenn b 0 =" gesetzt wird; die Gleichung stent ein System 
konzentrischer Kreiss dar, ihm entspricht auf der FHiche eine Schar ko
axialer Schraubenlinien. 

221. Geodatische Linien. Zu Beginn des vorigen Artikels ist von 
einer einfach unendlichen Schar von Ebenen gesprochen worden, welche 
durch eine einer gegebenen Flache aufgeschriebene Kurve 0 bestimmt 
istj es war die Schar der Tangentialebenen der Flache in den Punkten 
von O. 

Eine andere einfach unendliche Schar bilden die Normalebenen del' 
FIache, welche die Kurve a in den einzelnen Punkten beriihrenj auch sie 
werden durch eine abwickelbare Flache eingehiillt, die im allgemeinen 
verschieden ist von del' Tangentenflache der a. 

1st die KUl've so beschaffen, daB die Einhiillende del' sie beriihrenden 
Normalebenen mit ihrer Tangentenflache zusammenfallt, so heiBt sie eine 
geodatiscke Linie del' Fl1iche. 

AUB dieser Definition lii6t sich eine annere ableiten, die del' analy
tischen Darstellung unmittelbar zugauglich ist. 1st G eine geodiitische 
Linie, so ist jede sie beruhrende N ormalebene del' Fliiche zugleich Schmie
gungsebene in dem betreffenden Punkte, enthiilt somit die Hauptnormale, 
die also notwendig mit del' Flachennormale zusammenflillt. Man kann 
daher auch die folgenden Erklarungen fur die geodatische Linie auf'stellen: 

Unter einer geodatischen Linie ist eine solche Kurve auf der Flacke f!U 
verstehen, deren Oskulationsebene durckweg senkrecht ist zur Tangentialebene 
der Flache in dem betreffenden P.lmktej oder, es ist eine solcke Kurve, deren 
Hauptnormalenfliicke auf der f!ugrundeliegenden Flacke normal steM. 

Jede diesel' ErkHirungen fiihrt zu einer die geodatischen Linien kenn
zeichnenden Beziehung. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes M mit x, y, z, die 
Richtungskosinus der N ormale del' Fl1iche daselbst mit X, Y, Z; die 
Richtungskosinus der Hauptnormale mit 1X2' f32' Y2 - aIle Gro6en als 
Funktionen aines Parameters z. B. des Bogens s von G dal'gestsllt -, so 
ist del' ersten ErkIarung gemaB auszudriicken, daB die Oskulatiollsebene 
(178, (14*)) ~ - x 1')- y ~ - f! 

dx dy dz = 0 
d2x d'y d2z 

auf del' Tangentialebene 
Czuber, Vorlesungen. I . .{ Aufl. 86 
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(~-x)X + (r; -y) Y + (b-Z)Z = 0 
normal steht. Es hat also die Produktsumme der Koeffizientell von 
~-x, r;-y, b-Z aus beiden Gleichungen den Wert Null, d. h. im gan-
zen Verlauf von Gist X Y Z 

dx dy dz = O. 
d2 x d2 y d2z 

Del' zweiten Erklarung zufolge ist 
X y Z 
ex. = ~. = r;' 

(13) 

und zwar ist der gemeinsame Wert der drei Quotienten + 1 oder -1, je 
nachdem die positive Richtung der Hauptnormale mit der positiven oder 
negativen ltichtung del' F1!tchennormale zusammenfiillt. Fiihrt man fUr 
die Richtungskosinus der Hauptnormale die Werte (181, (3») ein, so ent-
steht die Beziehung: X Y Z 

a'x = a'y = a2 i 
ds! ds! -aii 

(14) 

und nun ist der Wert dieser Verhiiltnisse, mit derselben Unterscheidung, 
+ Q oder - Q, wenn Q den FlexionsbalbmeHser von G in M bezeichnet. 

Die Tangentialebene im Punkte M von G an die Flache entMlt die 
Tangente und die Binormale, ist also die rektifizierende Ebene von G in 
M; projiziert man G orthogonal auf diese Ebene, so zeigt die Projektion 
im Ptmkte Meinen Wendepunkt (182), hat hier also die Kriimmung Null; 
auch diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die geodiitische Linie. 1) 

Die letzten Bemerkungen zeigen, daB die der Flache Hings eiller geo
diitischen Lillie G umschriebene Developpable zugleich deren rektifizie
rende Developpable ist. 

1) 1st 0 irgendeine auf einer Fliiche verzeichnete Kune, M ein Punkt der
selben, T die Tangentialebene der Fliiche in diesem Punkte, r die orthogonale 
Projektion von 0 auf T, so nennt man die Kriimmung von r in M die geodii. 
tische Kriimmu,ng von 0 in M auf der betreffenden Flache; so hat beispielsweise 
ein Kreis 'Vom Halbmesser r auf einer Kugel vom Halbmesser R in allen seinen 

Punkten die geodatische Kriimmung V :. - ~2' Auf Grund obiger Feststellung 

kann eine geodatische Linie auch als eine solche der Flache aufgeschriebene Kune 
definiert werden, deren geodatiscl/e K1'ummung im ganzen Verlaufe Null ist. Diese 
Definition la.6t die Linie am deutlichsten ala das Analogon der Geraden auf einer 
krummen Flache erkennen. 
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Sie heiJ:Se fUr d~n Augenblick D Da die Oskulationsebene von G in 
einem Punkte M senkrecht jst auf der Tangentialebene von D in diesem 
Punkte, so spielt G auf dar Flache D eben falls die Rolle eiuer geodati
scheu Linie. 

Daraus folgt der Satz: Eine geodatiscke Linie G auf einer Flacke F 
ist auch geodiitische L'inie auf jener Developpabeln, welche F langs G um-
8(~hrieben ist. 

Zur Erlauterung dieue das folgende einfache Beispiel. Auf einer 
Kugel ist jeder groBte Kreis eine geodatische Linie; denn die (Haupt-) 
Normalen eines solchen sind zugleich Normalen der Kugel. Die der Kugel 
langs eines solchen Kreises umschriebene Developpable ist der die Kugel 
in diesem Kreise heriihrende Zylinder; und auch fiir diesen Zylinder ist 
der Kreis eine geodatische Linie, weil seine Normalen zugleich Normalen 
des Zylinders sind. 

222. Kiirzeste Liniell. Die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte 
a'uf einer krummen Flacke ist eine geodiitische Linie dieser Flacke. 1) 

Urn dies zu erweisen 2), nahmen wir an, zwei Punkte A, B auf der 
1l'11i.che seien durch eine in der Ji'liiche verlaufende Linie verbunden, welche 
unter allen geniigend benachbarten die kiirzeste ist. JJ1 sei ein Punkt 
dieser Linie, MT die zugehOrige rrangente; durch diese legen wir einen 
beliebigen Schnitt; sein Neigungswinkel gegen die Normale der FHiche 
in M sei O. Auf dem Schnitte mogen nun zu beiden Seiten von M und 
sehr nahe damn zwei Punkte, M', M", angenommen werden derart, daB 
die Sehnen M M' unci M 111" gleiche Lange c haben; dann konnen auch 
die Bogen lJ:l M', M:Jl" als gleich und als einem Kreise angehorend be
trachtet werden, der den Kriimmungshalbmesser Q des betreffenden Schnit
tes in M zum H.adius hat; bezeichnet schlieBlich 1: den Zentriwinkel, wel
cher in dies em Kreise der Sehne c angehort, so hat man einerseits 

arc M' MJlf" = 2{J?: und anderseits 

1) Von der durch Johann 1. Bernoulli (1687) zuerst gestellten Aufga.be, 
z.wei gegebene PUDkte einer Flache durch die kiirzestmogliche, ganz in der Flache 
verlaufende Linie zu verbiDden, ausgehend, hat sich die Theorie der geodatischen 
£,inien entwickelt, die spater in del' hoheren Geodasie nach Verfeinerung der Fruge 
uach der Gestalt der .Erde eine 80 groBe Bedeutung erlangt halien. 

2) Ein zweiter Beweis dieses Satzes wird in der Variationsrechnung gegeben 
werden. 

C.uber, Vorlesungeu. L ;l AnI!. 36* 
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Aus der zweiten Gleichung ergibt sich 

r = 2 arcsin ~ 
:!l' 

und durch Entwicklung (99, 2.) bis zu dem Gliede dritter Ordnung in c: 

Hiermit ist dann 

( c c· ) 1: = 2 - + --;-- . 
2 Q 41l(," 

arc M' MM" = 2c + -~"-. 
12 e!' 

bezeichnet abel' R den Krummungshalbmesser des die Tangente MT be
ruhrenden Normalschnit,tes, so ist dem Satze von Meusnier zufolge (208) 

Q = R cosO; 
daher hat man i:lchlietllich 

• 
arc M'MM" = 2c + 12 R: cos'O 

Der Bogen M' ]JIM" wird am kleinsten, wenn () = 0 ist, wenn er 
also dem durch die Tangente ]tIT gelegten Normalschnitte angehOrt. 
Dies bleibt fortbestehen, wie klein auch die Sehne c, wie nahe auch die 
Punkte M', M" all j'rI liegenj da nun die auf der Flache verzeichnete 
Linie als die kurzeste vorausgesetzt worden ist, so folgt daraus, daB die 
Grenzlage der Ebene, welche durch 1JI und zwei benachbarte Punkte 
£lieser Linie gelegt wird, die durch die Tangente in M gehende Normal
ebene ist. Diese Grellzlage ist abel' die Oskulationsebene der Kune in 
M; mithin geht bei der kurzesten Linie die Oskulationsebene in jede!ll 
Punkte durch die N ormale der FHiche, und damit ist sie als eine geoda
tische Linie erwiesen. 

Daraus konnen mehrere wichtige Folgerungen gezogen werden. 
Enthiilt eine Fliiche gerade Linien, so gehOren sie zu den geodiiti

schen Linien del' Flliche, weil sie kiirzeste Linien zwischen je zweien ihrer 
Punkte sind. Bei einer Regelfliiche gehoren also die geradlinigen Erzeu
genden zu den geodatischen Linien. 

Jede geodiitische Linie einer abwickelbaren Flii.che erscheint in der 
Abwicklung als gerade Linie. 

In 221 ist die Tatsache festgesteUt worden, da6 einer Raumkurve 
auf ihrer re7ctifizierenden Developpabeln, d. i. auf jener Fliiche, welche die 
Ebenen durch Tangente und Binormale einhullt, die Rolle einer geodii
t.ischen Linie zukommt; uaher erscheint die Raumkurve in der Abwick-
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lung dieser Developpabeln als Gerade, und hierin liegt der Grund fUr die 
Namen ,,rektifizierende Ebene" und "rektifizierende Developpable". 

Die Umkehrung des an der Spitze dieses Artikels stehenden Satzes 
ist aber nicht immer zutreffendj eine geodatische Linie zwischen zwei 
Punkten A, B braucht nicht auch die klirzeste Linie zwischen diesen 
Punkten zu sein. Einfache Beispiele hierflir hieten die Kugel und der 
Zylinder. Die beiden Bogen, in welche der durch A, B gelegte Haupt
heis der Kugel zerfallt, sind geodatische Verbindungen der beiden Punkte; 
aber nur einer von Ihnen ist auch die klirzeste Linie (sofern A, B nicht 
diametral gegenliberliegen). Jede Schrauhenlinie, die man durch zwei 
Punkte A, B eines Zylinders flihrt, ist eine geodatische Verbindung; 
aber unter den unendlich vielen links und rechts gewundenen Schrauben
linien, die durch die Punkte gefiihrt werden konnen, ist nur eine die 
kiirzeste Linie zwischen .A und B, diejenige namlich, welche von A bis B 
nicht mehr als einen hal ben Gang zuriicklegt. 

Der Name der geodatischen Linie stammt daher, daB eine Linie, die 
auf der mathematischen ErdoberfUiche (dem ahgeplatteten Rotationsellip
soid) nach dem iiblichen Verfahren in relativ kurzen Absatzen abgesteekt 
wiirde, die Eigensehaften auf'wiese, welche das Wesen einer geodatischen 
Linie in mathematischem Sinne ausmaehen. Die geodati'schen, d. i. von 
geodatischen Linien begrenzten Dreiecke auf dem Erdellipsoid entsprechen 
den spharischen Dreiecken auf der Kugel und den geradlinigen in der 
Ebene. 

223. Geoda tische Linien auf Rotationsflachen. Die Gleiehung 
einer Rotationsfiache, deren Achse die z-Aehse ist, kann in der Form (187,4.) 

fJ = f(u), wenn u = Yx2 + y~, 
geschrieben werden. Aus ihr ergibt sieh: 

p = r(u)-~, q=(C-u)J!, u 

x = xf'(u) 
UY1+f'(u)" 

y = y('(u) 
uYi + f' (u)" 

Z= ___ l __ 

Vl + ("(u)' 

und in Ausfiihrung der Gleiehungell (14): 
xf'(u) yf'(u) -u 
-il'x- = a!y = dtz . 

ds' ds! ds'-

Hieraus folgt die von {, also von der speziellen Jj'orm der ~"1ache 
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unabbangige Gleichung: 

die in der Form 

geschrieben die Beziehung dy dx x- - y-- = konst. ds ds 

zur Folge hat. Ffihrt man in dieser Relation, die sich auf die xy-Pro
jektion bezieht, Polarkoordinaten ein und bezeichnet die Konstante mit 
ro, so kommt die Gleichung t"d~ 

,..ods- = ro 

zustande. Darin bedeutet ,. den Radius des Parallelkreises, auf welchem 
der betrachtete Punkt liegt, rdp das Bogenelement des Parallelkreises 
und d s das Bogendilferential der geodatischen Linie an der betrefl'enden 
Stelle, der Quotient also den Kosinus des Winkels, den diese Linie mit 
dem Parallelkreise oder den Sinus jenes Winkels a, den sie mit dem Me
ridian einschlieBt. Hiernach ist 

r sin a: = "0' (15) 
d. h. das Produkt aus dem Radius des Parallelkreises mit dem Sinus des 
Neigungswinkels der geodiitischen Linie gegen den Meridian ist in deren 
ganzem Verlaufe konstant. 

Die Konstante "0 ist bestimmt, wenn man fiir einen Punkt der Linie 
die Elemente r und a kennt. 

Dieser nach seinem Urbeber Clairautbenannte Satz ist geeignet, 
daB man sich liber den Verlauf einer geodatischen Linie auf einer gege
benen Rotationsfliiche eine beiHiufige V orstellung bilde. 

1st a an einer Stelle Null, so wird .auch ro = 0, somit bleibt im gan
zen Verlaufe der Linie IX = 0; das besagt nichts anderes, ais daB die Me
ridiane sel bst geodatische Linien sind. 

Denken wir an ein Rotations~llipsoid; von einem seiner lquator-

punkte gehe eine geodatische Linie unter a = ; zum Meridian aus; daun 

mnS nach (15) im ganzen Verlaufe der Linie a = ; sein, d. h. der Aqua

tor selbst ist ebenfalls eine geodiitische Linie. 

Geht von einem Punkte des Aquators eine geodatische Linie unter 

einem Winkel a < i aus, so verlauft sie in der Zone, deren zweiter Par

allelkreis den Radius 1'0 hat und berlihrt diesen Parallelkreis. 
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224. Loxo<lromen. Mit diesem Namen belegt man Konen anf 
RotationsfHichen, welche die Meridiane unter einem konstanten Winkel 
8chneidell. Zu den Loxodromen gehOren also auch die Parallelkreise, mit 

dem Schnittwinkel ; , und die Meridiane, mit dem Schnittwinkel O. Als 

nene Kurven treten die Loxodromen mit einem von diesen Grenzen ver
schiedenen Schnittwinkel m auf. 

Legt man in einem Punkte der Loxodrome an die :filiiche die Tan
gentialebene, so enthalt diese die Tangente an den Parallelkreis, die 'ran
gente an die Loxodrome und die Tangent.e an den Meridian; die beiden 
letzten bestimmen zugleich den Winkel, unter welchem die Loxodrome 
die Meridianebene schneidet, seine Groae ist eben roo Die Loxodrome 
schneidet 80mit auch die ~leridianebenen unter einem konstanten Winkel. 
Man kann diese Eigenschaft zum Ausgangspunkt einer Definition machen, 
die unabhangig ist von dem Begriff der Hotationsfiache und die J ... oxo
dromen als selbstandige Kurven hinstellt von solcher Art, daB sie die 
Ebenen eines Ebenenbiischels unter konstantem Winkel schneiden.1) Diese 
Definition ist derjenigen der logarithmischen Spiralen in der Ebene an 
die Seite zu stellen, welche diese als diejenigen Kurven erkHirt, die die 
Strahlen eines ebenen Biischels unter konstantem Winkel 8chneiden 
(136,3.). 

Eine Klasse von Loxodromen ist bereits aus dem friiheren bekannt; 
es Bind diejenigen, die aus einem Biischel paralleler Ebenen hervorgehen,nam-
lich die zylindrischen Schraubenlinien (180,2.). z 

In Fig. 128 sei L eine Loxodrome auf der 
zugrunde gelegteu Rotationsfiache, M M' ein 
Element derselben, eingeschlossell zwischen 
den Meridianen P 1J:f und PM', deren Ebenen 
.mit der zx-Ebene die Winkel 1 und l + d). 
hilden mogen. Die rechtwi:q.kligen Koordinaten 
x, y, z eines Punktes M von L driicken sich 
durch seinen Abstand OM = r von der Ro
tationsachse uud dem eben eingefiihrten Winkel 
..t wie folgt aus: 

Hi 128. 

1) Diese Bemerkung ha.t zuerst G. Scheffers gemacht. Vgl. Enzykl. d. 
mathern. Wissensch., III 3, p. 247-248 
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x = 'I' cosl, y = 'I' sin.1., Z = fer); (16) 

die Funktion list durch die Gestalt der RotationsfHiche bedingt. Legt 
man durch M den Parallelkreis, so besteht zwischen seinem Element 

M M" und dem der Loxodrome die Beziehung ~~' = sin OJ, die sich, 

wenn mau MM" durch rdJ. und MM' durch das aus (16) abgeleitete 

Bogendifferential ds = -Vdr2 + r"Jdl2 + ((r)2dr 2 

ersetzt, in der Gestalt 

r2d).} = sin2 OJ (dr2 + r2 d}.2 + f'(r)2(lr 2) 

schreiben HiBt, woraus d}. = tg OJ yl+f' (r'jdr . r (17) 

Durch diese Differentialgleichung ist fUr jede einzelne Rotations
flache eine Beziehung zwischen r und ,t bestimmt, mit deren Hilfe die 
Gleichungen (16) auf bloB einen Parameter zuruckgefiihrt werden konnen. 

Den Ausgangspunkt der Untersuchung haben die Loxodromen auf 
der Kugel wegen ihrer Bedeutung fur die Seeschiffahrt als Linien kon
stanten Kurses gebildet. Wiihlt man den Radius der Kugel als Langen
einheit und die Breite rp vou M als zweiten Parameter, so treten an die 
Stelle von (16) die Gleichungen 

x = cos rp cos )., y = cos rp sin A, z = sin rp (16*) 

und nach dem gleichen Rechnungsgange, wie er oben eingeschlagen wurde, 

ergiht sich statt (17) dJ. = tg OJ ~_. (17*) 
~ cos cp 

d(-~-rp) dtO'('!e_:L) drp . 2 0 4 2 
Formt man den Bruch ---- urn lU- = - -~--

cos rp sin (~ - rp) tg G -n ' 
wonach nnmittelbar zu erkennen ist, daB er das negative Differential von 

l tg (: - -~) ist, so schlieBt man aus (17*) auf 

i. - .to = t.g OJ 1 tg (: + 1) , (18) 

wenn ,to sich auf jenen Punkt der Loxodrome bezieht, dem die Breite 
rp = 0 zukommt (Aquatorpunkt). 

Die beste V orstellung von dem Verlauf einer spharischen Loxodrome 
giht deren Projektion aus dem Pol (Nordpol) P auf die Aquatorebene 
(xy-Ebene), eine sogenannte stereographische Projektion, bei der sich 
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die Meridiane in ein Strahlenbiischel und die Parallelkreise in ein System 
konzentrischer Kreise um den Mittelpunkt des Biischels abbilden. Bezeicb
net IDe das Bild von M, Q seinen Radiusvektor, so besteht die Gleichung: 

1 _ z _ sin q> 

Q - Q - r - I} -=-Co-scP ' 
aus der sicb Q = _eoB ~ = to" (~ + ~) 

l-smqJ '" 4 2 

ergibt. 1m Hinblick auf (18) ist hiernach 

A - AO = tg ro . 1 Q 

1. 

oder mit der Abkiirzung e ig OJ = A: 
~ 

Q = Aetgw 

die Gleichung der Projektion der Loxodrome. Die Projektion ist also 
eine logarithmische Spirale (136, 3.), welche die Leitstrahlen (ala Pro
jektionen der Meridiane) unter demselben Winkel schneidet wie die Loxo
drome die Meridiane selbst. Der innerhalh des Aquatorkreises liegende 
Teil der Spirale entspricht dem auf der siidlichen Halbkugel verlaufenden 
Teil der Loxodrome, der sich also dem 8iidpol asymptotisch nahert; der 
autlerhalh des Aquatorkreises liegende Teil der Spirale stammt von dem 
auf der nordlichen B:albkugel hefindlichen Teil der Loxodrome, der sich 
dem Nordpol asymptotisch nahert. 

Bildet man die Kugel derart auf die Ebene ;1} ab, daB dem Punkte 
llcp der Punkt 

entspricht, so bilden sich die Meridiane als Gerade parallel zur 7J-Achse, 
die Parallelkreise als Gerade parallel zur ;-Achse ab, die Loxodrome hat 
aber in der Abbildung die Gleichung 

~ = tg ro . "1, (19) 

erscheint also als gerade Linie. Hierin liegt das Wesen der von G. Mer
cator ersonnenen Kartenprojektion, nach welcher er seine 8eeksrte von 
1569 konatruierte, daB namlich in dieser Karte die Linien konstanten 
Schiffskurses ala gerade Linien einzutragen sind (vgl. 34:), die den wahren 
Kurs erkennen lassen. 
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