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Vorwort zur ersten Auflage.

Die ,,Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung®, welche
ich hiermit der Offentlichkeit tibergebe, sind in erster Linie fiir Studie-
rende an Technischen Hochschulen bestimmt; ich darf jedoch hoffen, daB
sie auch von Studierenden der Mathematik im engeren Sinne mit Nutzen
werden gebraucht werden.

Bei Abfassung derselben war es mein Bestreben, mich auf den Bo-
den der modernen Forschung zu stellen und in bezug auf die Auswahl
des Stoffes und seine Verfolgung ins Einzelne jene Grenzen einzuhalten,
welche mir durch den Zweck des Buches geboten erscheinen. Fiir den
Studierenden der technischen Disziplinen bildet die Differential- und In-
tegralrechnung in der Regel den Abschlu8 der mathematischen Vorbil-
dung; er soll in den betreffenden Vorlesungen neben einer tfichtigen
Schulung des Geistes jene Kenntnisse erwerben, die zu einer wissenschaft-
lichen Erfassung und Behandlung der Probleme der Technik, zum Ver-
stindnis der reichen Literatur auf diesem Gebiete erforderlich sind. Fiir.
denjenigen, welcher die Mathematik zu seinem Berufsstudium erwihlt
hat, ist eine griindliche Einfithrung in die Mcthoden und den Formel-
apparat der Infinitesimalrechuung die unerldBliche Voraussetzung eines
erfolgreichen Betriebes spezieller Fachstudien. Riicksichtlich beider Kate-
gorien empfiehit es sich, den theoretischen Aufbau auf jenes Maf zu be-
schrinken, das mit den vorhandenen mathematischen Kenntnissen und
dem unmittelbaren Bediirfnisse in richtigem Einklange steht.

Was bei dem Techniker durch das spezielle Ziel des Studiums der
Infinitesimalrechnung bedingt ist, das erfordern bei dem angehenden Ma-
thematiker didaktische Riicksichten: ich meine die organische Verbin-
dung der Theorie mit ihrer Anwendung. Der Techniker studiert die Ma-
thematik, um davon bei der Losung wichtiger Probleme der groSen Praxis
Gebrauch zu machen; dem Mathematiker dienen die Anwendungen nicht
8o sehr, das Studium zu beleben, als vielmehr es zu vertiefen, die klare
Erfassung der theoretischen Sitze zu vermitteln. Dall es vornehmlich die
geometrischen Anwendungen der Analysis sind, welche sich fiir diesen
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v Vorwort

Zweck empfeblen, bedarf kaum der Begriindung; vm in sie einzutreten,
ist eine spezielle Vorbereitung nicht erforderlich, und die Probleme der
Mechanik, Physik und Geodisie schlieBen sich ihnen eng an.

Bei der Auswahl der Beispiele hielt ich mir vor Augen, da es sich
nicht darum handeln darf, zum alleinigen Zwecke der Kiniibung die For-
meln auf eine Reihe mehr oder weniger gleichartiger Fillle anzuwenden.
Vor allem kam es mir darauf an, {iberall dasjenige klar hervortreten zu
lassen, was jeweilen belenchtet werden sollte; auBlerdem aber suchte ich
durch die Beispiele den zugefiihrten Wissensstoff zu vermehren.

DaB die geometrische Interpretation der analytischen Sitze ausgiebig
herangezogen wurde, versteht sich bei den Zielen des Buches von selbst.

Wie weit die getroffene Auswahl des Stoffes und seine Darstellung
im Einzelnen mit den eben gekennzeichneten Intentionen sich decken,
dariiber hat das fachmiinnische Urteil anderer zu entscheiden.

Noch liegt es mir ob, der Verlagsbuchbandlung fiir die gediegene
Ausstattung und meinem Assistenten, Privatdozenten Dr. Karl Zsig-
mondy, fiir seine freundliche Hilfe bei der Druckrevision zu danken.

Wien, Neujahr 1898.
E. Czuber.

Begleitwort zur vierten Auflage.

Zu den Erwéiterungen, tiber die gelegentlich der zweiten und dritten
Auflage berichtet worden, sind in der vorliegenden mancherlei Einzel-
heiten hinzugekommen; insbesondere hat durch Aufnahme neuer gro-
Berer Beispiele -anch eine Vermehrung des dargebotenen Wissensstoffes
stattgefunden. In dem Abschnitt tiber Raumkurven und krumme Flichen
ist zu einer einfacheren Bezeichnungsweise ithergegangen; tiberhaupt hat
dieser Abschnitt eine weitgehende Umarbeitung erfahren. Es eriibrigt
sich wohl, zu sagen, daB der ganze Text aufs neune einer genauen Durch-
sicht unterzogen wurde.

Wien, 28. September 1918. E, Czuber.
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Erster Teil.
Differentialrechnung.

Erster Abschnitt.

Variable und Funktionen.
§ 1. Entwicklung des Zahlbegriffs.

1. Rationale Zahlen. Grundlage der Arithmetik ist die natiirliche
Zahlenreihe. Werden mit ihren Gliedern die Operationen des Addierens,
Multiplizierens (Bilden einer Summe aus mehreren gleichen Summanden)
und Potenzierens (Bilden eines Produkts aus mehreren gleichen Faktoren)
vorgenommen, so fiihrt dies tiber jene Zahlenreihe nicht hinaus, d. h. das
Resultat ist immer wieder eine natiirliche Zahl.

2. Die der Multiplikation inverse Operation, die Division, welche
verlangt, zu gegebenem Produkt und einem gegebenen Faktor den an-
dern Faktor zu finden, hat ihre Losung in der Zahlenreihe nur damn,
wenn das Produkt, der Dividend, ein Vielfuches des bekanuten Faktors,
des Divisors, isb. Um sie auch im andern Falle ausfiihrbar zu machen,
ist die Schaffung neuer Zahlen notwendig. Von der Voraussetzung aus-
gehend, daB die natiirliche Einheit 1 in jede beliebige Anzahl gleicher
Teile teilbar sei, zerlegt man, um die Division @ : b zu vollziehen, jede
der @ Einheiten des Dividends in b gleiche Teile — ein solcher sei mit

1 . . o .
4 bezeichnet — und vermag nun die ab neuen Einheiten des Dividends,

o 1 .
von der GroBe -, als Summe von b gleichen Summanden darzustellen,

b b
deren jeder a solcher neuen Kinheiten umfaBt; ein solcher Summand stellt

nun, der Definition der Multiplikation gemiB, das Resultat der vorgelegten
Divigion, den Quotienten, dar und wird mit —Z« bezeichnet. Eine Zahl

dieses Bildungsgesetzes wird ein Bruch genannt; wihrend die natiirliche
Czuber, Vorlesungen, 1. 4. Aufl. 1



2 1. Abschnitt. § 1. Entwicklung des Zahlbegriffs

Zahl a ein Aggregat natiirlicher Einheiten vertritt, bedeutet der Bruch
Q
b
heit ausmachen.

Die Vergleichung der Briiche untereinander und mit ganzen Zahlen,
also auch ihre Anordnung nach der Grifie, beruht auf der Moglichkeit,
sie auf gleichen Nenner zu bringen, d. i. als Aggregate gleicher Bruch-
einheiten darzustellen; als gemeinsamer Nenner ist jedes gemeinschaft-
liche Vielfache der vorhandenen Nenner verwendbar; die Vergleichung
erfolgt dann an natiirlichen Zahlen, den Zihlern der transformierten
Briiche. Auf denselben Umstand griindet sich die Tatsache, daB man zwi-
schen zwei ungleiche Briiche immer wieder Briiche einschalten kann;
man wihle als gemeinsamen Nenner ein so groBes Vielfache der beiden
Nenner, daB die neuén Zéhler um mehr als eine Einheit sich unterschei-
den, so daB zwischen sie andere Zahlen eingeschaltet werden kdonnen.

Die Vergleichung der Briiche und ihre Anordnung nach der GroSe
wird auch erreicht durch eine Darstellung derselben, welche jener der
nattirlichen Zahlen im dekadischen Zahlensystem nachgebildet ist; man
verwandelt die Briiche in Aggregate von Bruchteilen nach dem Nenner
10 und seinen aufeinander folgenden Potenzen und bezeichnet diese Form

ein Aggregat ebensovieler Brucheinheiten, deren b eine natiirliche Ein-

als Dezimalbruch. Ist % ein auf seine kleinste Benennung reduzierter

Bruch, so lehrt die Arithmetik ein Verfahren, durch welches man ihm
die Gestalt %_ —q + (1% + 1%55 + '{%g +..
verleiht, wobel ¢, eine natiirliche Zahl bedeutet oder entfillt, je nachdem
% unecht oder echt ist, wihrend unter e, oy, o, ... je eine der zehn
Ziffern 0,1, 2,...9 zu verstehen ist. Das betreffende Verfahren schlieBt
von selbst, wenn b Teiler einer Potenz von 10, also nur aus den Faktoren
2 und 5 zusammengesetzt ist; im anderen Falle bietet hier die Arith-
metik das erste Beispiel eines unbegrenzt fortsetzbaren Rechenprozesses dar,
aber eines solchen von besonderer Art. Nach einer beschrinkten Anzahl
von Rechnungsoperationen ist nimlich der ganze weitere Ablauf des Pro-
zesses festgestellt, indem von einer bestimmten, z B. der r + 1ten Stelle
an eine gewisse Gruppe von Ziffern «, ,,, &, ,,,..., &, , bestindig sich
wiederholt. Auf Grund dieses periodischen Verlaufes ist es moglich, den
unbegrenzt fortsetzbaren oder wnendlichen Dezimalbruch mit Hilfe einer
beschrinkten Anzahl von Zeichen erschipfend darzustellen.



1. Rationale Zahlen 3

Bildet man aus dem unendlichen Dezimalbruche, der in dem letzt-
gedachten Falle entsteht, der Reihe nach die abgekiireten Dezimalbriiche

Ay= 29
o«
ay = oy + 10

O o B ¢y

@, =+ 15+ 102 T e
so liegt es in der Natur des Rechenprozesses, durch welchen diese ge-
wonnen werden, daf sie niemals abnehmen, sondern im allgemeinen wach-
send fortschreiten, und daf fiir jedes » aus der Reihe O, 1, 2, . . .

a 1 , )
“n<‘3<“n+f(ﬁ=“n’ (2)
so zwar, daB der Unterschied % —a,< % (3)

und daB er also durch Wahl von » kleiner gemacht werden kann als ein
beliebig kleiner Bruchteil ¢ der Einheit. Und da jeder spiter folgende
abgekiirzte Dezimalbruch @, , , im allgemeinen groBer ist als a, und doch

unter %— bleibt, so ist auch der Unterschied
Ay — By < 10,,, 4)

welche der Zahlen 1,2,3,... man fiir » setzen mag, und somit kann
auch dieser Unterschied durch Wahl von # unter die GroBe & gebracht
werden.

Man hat also in der unbegrenzt fortsetzbaren Folge der abgekiirzten
Dezimalbriiche Ay, Oy oy gy - . . (5)
eine Reihe von Briichen, welcher folgende Eigenschaften zukommen:

1. Keines ihrer Glieder kommt dem Bruche 5 gleich; 2. man kann # so
grob wihlen, dafl der Unterschied a,,,— a, bel jedem v klemer ausfillt
als der beliebig klein festgesetzte Bruchteil ¢ der Einheit; 3. der Unter-
schied % — a, kann gleichfalls durch entsprechende Wahl von # kleiner
gemacht werden als ein beliebig klein festgesetztes e. Dieser Sachverhalt
wird in Kiirze dadurch ausgedriickt, da man die Zahlenreihe (5) als kon-
vergent und den Bruch % als ihren Grenzwert bezeichnet.
1*
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Man kann sich von der Sache noch eine andere Auffassung bilden,
wenn man auch die Zahlen @, hinzunimmt, welche unter (2) definiert
worden sind und aus den Zahlen der Reihe (5) dadurch hervorgehen, daB
man an jeder derselben die niedrigste Stelle um eine Einheit erhoht;
diese Zahlen bilden gleichfalls eine unbegrenzt fortsetzbare Folge von
endlichen Dezimalbriichen a,%a,, 4, a;’, . ., (5)
welche mit der Reihe (5) analoge Higenschaften besitzt mit dem Unter-

schiede jedoch, daB alle ihre Glieder gréBer sind als %-

Die Zahl Z scheidet nun die Zahlen der Reihen (5) und (5") nach

folgenden Gesetzen voneinander: 1. Jede Zahl in (5) ist groBer als jede
Zahl in (5); 2. es lassen sich, wie klein auch ¢ sein mag, zwei Zahlen
finden, die eine aus (5), die andere aus (5), derart, daB ihr Unterschied

kleiner ist als & Diesen Sachverhalt driickt man dadurch aus, daB man

sagt, die Zahl % bringe einen Schniti') zwischen den Zahlen der Reihen
() und (5) hervor. Diese Zahlen sind durchwegs rationale Zahlen, bi
ist es auch und kann ebensowohl als die gr6Bte der Zahlen (5) wie auch als
die kleinste der Zahlen (") aufgefaBt werden. In diesem Sinne kann man

auch sagen, ;bilde die Grrenzscheide zwischen den Zahlenreihen (5) und (5).

3. Die der Addition inverse Operation, die Subtraktion, welche ver-
langt, zu gegebener Summe und einem gegebenen Summanden den an-
dern Summanden zu finden, auf natiirliche Zahlen oder Briiche angewen-
det, gestattet nur dann eine Losung in eben diesen Zahlen, wenn die
Summe, der Minuend, grifer ist als der gegebene Summand, der Subtra-
hend. Um sie auch im andern Falle ausfithrbar zu machen, ist die Schaf-
fung neuer Zahlen notwendig; diese besteht darin, dal man zunichst eine
Differenz, in welcher Minuend und Subtrahend einander gleich sind, als
Zahl einfilhrt — Null, 0 — und in weiterer Folge jede Differenz mit dem
Minuend O als Zahl betrachtet. Die solchergestalt geschaffenen Zahlen,
welche sich unter Weglassung der Null formal als die bisher betrachteten
Zahlen mit dem vorgesetzten Subtraktionszeichen ,,— darstellen, werden
negative Zahlen und die erstgedachten zum Unterschiede von ihnen posi-
tive Zahlen genannt. So gehort denn zu jeder positiven ganzen Zahl und

1) R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872, 1892.



3. Die Subtraktion. — 4. Irrationale Zahlen 15)

zu jedem positiven Bruche eine dem 'Betrage nach gleiche negative ganze
Zahl, beziehungsweise ein negativer Bruch; die Null hat an dieser Gegen-
iiberstellung mnicht teil.

Will man von einer Zahl a, welche positiv wie negativ sein kann,
bloB den absoluten Betray angeben, so schreibt man ja|.

Solange nur der absolute Betrag in Betracht kommt, spricht man
auch von absoluten Zahlen zum Unterschiede von den relativen Zahlen,
bei denen auch das Vorzeichen unterschieden wird. Die Benennung
»algebraische Zahlen“ fiir die letzteren ist nicht zweckmiBig, weil sie in
neuerer Zeit eine andere Bedeutung erlangt hat.

Das System der positiven und negativen ganzen Zahlen und Briiche
mit EinschluB der Null bezeichnet man als das System der rationalen
Zahlen. Die Arithmetik dehnt die fiir die natiirlichen Zahlen geltenden
Gesetze und Regeln der bisher erwihnten Operationen auf alle Zahlen
dieses Systems aus.

Zwei Eigenschaften des Systems der rationalen Zahlen seien hervor-
gehoben.

1. Das System ist geordnet, d. h. von zwei verschiedenen Zahlen des
Systems ist die eine groBer als die andere, und die Ordnung besteht darin,
daB man die griBere Zahl der kleineren folgen 148t. Sind a, b, ¢ drei
Zahlen in dieser Aufeinanderfolge, so ist a <0 < ¢, aber auch a <e.

2. Das System ist wberall dicht, d. h. zwischen zwei verschiedene ra-
tionale Zahlen a, 0 liBt sich eine unbegrenzte Menge rationaler Zahlen
einschalten, die gréBer sind als a und kleiner als b.

4. Irrationale Zahlen. Aus dem Potenzieren entspringt durch
diejenige Umkehrung, welche zu gegebener Potenz und gegebenem Ex-
ponenten die Basis verlangt, eine neue Rechnungsoperation, das Rad:-
zieren oder Wurzelziehen. Die gegebene Potenz, der Radikand, werde als
positive rationale, der Expoment, Wurzelexponent genannt, als posi-
tive ganze Zahl vorausgesetzt. Die Arithmetik weist nach, dal diese
Aufgabe nur dann im System der rationalen Zahlen eine Ldsung findet,
wenn der Radikand eine Potenz zum Wurzelexponenten ist. Um sie auch
im anderen Falle 16sbar zu machen, ist die Schaffung neuer Zahlen not-
wendig. Der hierzu fiihrende Gedankengang 148t sich an das Verfahren
ankniipfen, welches die Arithmetik zur Ausziehung der Quadrat- oder
der Kubikwurzel aus einer Zahl angibt.
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Bs handle sich um }/4, wobei A eine positive rationale Zahl be-
deutet, die keine Quadratzahl ist. Die Arithmetik lehrt einen Rechen-
prozeB, durch welchen eine Folge endlicher Dezimalbriiche

Goy Qyy Ggy - o+ (6)
mit 0, 1, 2, . . . Dezimalstellen gefunden wird, deren Quadrate simtlich
kleiner sind als 4, so daB fiir jedes n

o< 4
erh6ht man dagegen jede der Zahlen (6) um eine Einheit ihrer niedrig-
sten Stelle und setzt 1 ,

an + W = an? (7)
so entsteht eine zweite Folge endlicher Dezimalbriiche

ao’) a’l’) aB,’ L (6,)
mit hochstens 0, 1, 2, . . . Dezimalstellen, deren Quadrate simtlich gro-
Ber sind als die Zahl A, so daB fiir jedes »

a?> A.

Der Rechenproze8, der zu den beiden Folgen (6) und (6) fiihrt, ist
ein unbegrenzt fortsetzbarer; denn er konnte nur dann schlieBen, wenn
das Quadrat einer der Zahlen (6) oder (6") gleich wiirde der Zahl A4, was
jedoch der Voraussetzung widerspricht. Er unterscheidet sich aber von
dem in 2 besprochenen Prozesse wesentlich dadurch, dal, wo man ihn
auch abbricht, tiber seinen weiteren Ablauf ohne Fortsetzung der Rech-
nung nichts ausgesagt werden kann; periodische Wiederholung einer
Stellengruppe kann nicht eintreten, weil eine solche, wie die Arithmetik
nachweist, nur bei der Verwandlung einer rationalen Zahl sich einstellen
kann. Es ist daher unmdglich, den unbegrenzt fortsetzbaren oder unend-
lichen Dezimalbruch, welcher durch den obigen RechenprozeB definiert
ist, mittels einer beschriinkten Anzahl von Zahlzeichen erschipfend dax-
zustellen.

Die Zahlenreihen (6) und (6") haben analoge Eigenschaften wie die
Zahlenreihen () und (5") in 2. Weil a, sich von @, vermdge (7) um

TEW unterscheidet und jede spiiter folgende Zahl a,,, , zwischen a, und @,

fallt, so ist fiir jedes 1
T ] Y a’n+v_a'n<W (8)

und kann dies durch Wahl von » kleiner gemacht werden als die beliebig
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kleine festgesetzte positive Zahl &. Jede Zahl in (6") ist groBer als jede
Zahl in (6); wie klein aber auch & angenommen wird, es lassen sich auf
Grund von (7) immer zwei Zahlen, je eine aus den Reihen (6) und (6"),
derart auswihlen, daB ihr Unterschied kleiner ist als e.

Die durch das Zeichen /A vorgestellte Aufgabe bewirkt also eine
Scheidung der rationalen Zahlen @, und a,, oder sie fiihrt einen Schnitt
zwischen den Zahlenreihen (6) und (6°) herbei, und diesem Schnitt ordnet
man die Losung der obigen Aufgabe zu, nennt diese Liosung eine Zakl,
jedoch zum Unterschiede von den rationalen Zahlen eine irrationale Zahl.
Gegeniiber dem in 2 erorterten Falle besteht der Unterschied, daB die
durch /A vorgestellte Zahl nicht als Grenzscheide der Zahlen @, und
a, gelten kann, weil sie weder den ersteren noch den letzteren, die ja
alle rational sind, angehort.

In allgemeiner Fassung kann gesagt werden: Lassen sich auf Grund
einer arithmetischen oder algebraischen Forderung, der durch eine ratio-
nale Zahl nicht entsprochen werden kann, die rationalen Zahlen iiber-
haupt oder die eines Intervalls nach einem aus der Forderung entsprin-
genden Prinzip in zwei Klassen &, & derart zerlegen, daf jede Zahl einer
Klasse angehort und daB jede Zahl der Klasse ® kleiner ist als jede Zahl
der Klasse &, so sagt man, durch die Forderung sei ein Schnitf bestimmt,
ordnet ihm eine Zahl zu, die man als irrational bezeichnet und von der
man erkldrt, daB sie die Forderung erfiille.

Wir kehren nun zu dem obigen Beispiel zuriick, bei dem nicht die
Gesamtheit der rationalen Zahlen, sondern bestimmte unbegrenzt fort-
setzbare Folgen rationaler Zahlen in Betracht kommen. Jede der Zahlen-
reihen (6) und (6") kann als Defindtion fiir die Zahl angesehen werden,
welche die Losung der Aufgabe bildet, und zwar in dem Sinne, daf zwar
keine der Zahlen a,, beziehungsweise a’, die Forderung erfiillt, zum Quadrat
erhoben die Zahl 4 zu geben, daB sie dieser Forderung jedoch um so ge-
nauer nachkommen, je weiter man in den Reihen fortschreitet, so daB
schlieBlich der Unterschied zwischen 4 und a,? beziehungsweise zwischen
a’? und A, kleiner wird und bei weiter zunehmendem # kleiner hleibt
als eine beliebig kleine festgesetzte positive Zahl &. In diesem Sinne kann
man auch sagen, die Zahl, welche die Losung der Aufgabe /4 gibt, sei
der Grenzwcrt der Zahlenreihe (6) oder der Reihe (67).

Von dem besonderen hier betrachteten Falle abstrahierend sagt man
von einer Aufgabe, welche zwei Folgen von rationalen Zahlen
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oy Gyy oy - -

oy Oy @y - - .
derart voneinander scheidet, daB jede Zahl der einen Folge kleiner ist als
jede Zahl der andern Folge, daB ferner zu einer beliebig kleinen im vor-
aus gewihlten positiven Zahl & zwei Zahlen aus den beiden Folgen sich
bestimmen lassen derart, daB ihr Unterschied kleiner ist als ¢, sie bestimme
einen Schwift und diesem Schnitte entspreche eine Zahl Jeder der beiden
Folgen kommt die Eigenschaft zu, daf bei beliebig kleinem & sich #n der-
art bestimmen 14Bt, daB der Unterschied a,,,— a,, beziehungsweise
a,’,,— a, dem Betrage nach kleiner ist als & fiir jedes v (=1, 2, . . ).
Eine Folge von Zahlen dieser Eigenschaft bezeichnet man als Zahlenreihe
oder Fundamentalreihe') und betrachtet sie als Definition eben derselben
Zahl, welche vorhin dem Schnitt zugeordnet war. Gehort diese Zahl nicht
dem System der rationalen Zahlen an, so wird sie eine irrationale Zahl
genannt. Eine Zahlenreihe, welche die Null definiert, wird Elementar-
rethe genannt.

Zwei durch Fundamentalreihen ay, a,, a,, . . . und by, b;, by, . . . de-
finierte Zahlen werden fiir gleich erklirt, wenn ay— by, a; —b,, @, — b,, . ..
eine Elementarreihe ist.

Wenn die durch ¢, a,, a,, ... definierte Zahl « heiBit, so soll die zu
— Gy, — @y, — @y, . . . gehirige Zahl — « heiBen; durch diese Festsetzung
ist jeder positiven irrationalen Zahl eine dem Betrage nach gleiche nega-
tive Zahl zugeordnet.

Die Summe, Differenz, das Produkt und der Quotient der beiden
durch die Fundamentalreihen a, a,, a,, ... und by, b, by, ... definierten
Zahlen werden der Reihe nach durch die Zahlenfolgen

g + by, @y + Dy; a5 + 0, ..
ag — by, ay — by, ag — by, .
b0, ay by, @yby, - ..
a, a as
b,’ b’ b, "
erklirt, von welchen sich nachweisen 1aBt, daf sie ebenfalls Fundamental-
reihen sind, bei dem Quotienten jedoch den Fall ausgenommen, wo b, b,,
by, . .. eine Elementarreihe ist. Hierdurch ist jede Rechnung mit irratio-

1) E. Heine, Elemente der Funktionentheorie. Journ. f. die reine u. ange-
wandte Math. 74 (1872). — G. Cantor, Mathemat. Annalen 5 (1872) und 21 (1833).



5. Reelle Zahlen a

nalen Zahlen zurtickgefiihrt auf die entsprechende Rechnung mit rationalen
Zahlen, nimlich mit geniigend spiiten Gliedern der die irrationalen Zahlen
definierenden Fundamentalreihen.

5. Reelle Zahlen. Das aus den rationalen und irrationalen Zahlen
zusammengesetzte System wird das System der reellen Zahlen genannt.
Dasselbe liBt eine bemerkenswerte geometrische Versinnlichung zu, an
welcher eine wichtige Eigenschaft dieses Systems aufgezeigt werden soll.

In einer geraden Linie nehme man einen Punkt an, ordne ihm die
Null zu und bezeichne den einen der beiden Halbstrahlen, in welche die
Gerade hierdurch zerlegt ist, als den positiven, den andern als den nega-
tiven; ferner setze man eine Strecke als Vertreter der natiirlichen Einheit
1 fest. Um die (positive oder negative) ganze Zahl a darzustellen, trage
man eine Strecke von |a| Einheiten vom Nullpunkte aus (auf dem posi-
tiven, respektive negativen Halbstrahl) auf; der Endpunkt dieser Strecke

sei das Bild von a. Um den (positiven oder negativen) Bruch ‘;) darzu-

stellen, trage man eine Strecke, welche das a-fache des b-ten Teils der
Einheitsstrecke ist, vom Nullpunkte aus (auf dem positiven, respektive:
negativen Halbstrahl) auf; der Endpunkt dieser Strecke sei das Bild von

Z In solcher Weise ist jeder rationalen Zahl ein bestimmter Punkt der:

Geraden zugeordnet. Aber die Punkte der Geraden sind dadurch nicht
erschopft; so befinden sich darunter die Punkte nicht, welche man erhilt,
wenn man die Diagonale des Quadrates iiber der Einheitsstrecke vom
Nullpunkte aus auf den beiden Strahlen abtrigt, weil sie den beiden
Werten von /2 entsprechen, die dem System der rationalen Zahlen nicht
angehoren.

Dagegen 1iBt sich jedem Punkte der Geraden eine bestimmte Zahl
zuordnen. Zunichst schlieBe man den Punkt durch wiederholtes Abtragen
der Einheitsstrecke vom Nullpunkte aus in ein Intervall von der Grofe 1

ein; durch Zehnteilung dieses Intervalls in ein solches von der GrﬁBefla,
L
102’
Vorausgesetzt, daB niemals, wie weit man dies auch fortsetzt, ein Teil-
punkt mit dem gegebenen Punkte zusammenfillt — in welchem Falle
man schon nach einer beschrinkten Anzahl von Wiederholungen des
Prozesses eine Zahl, und zwar eine rationale, gefunden hitte, die dem

durch Zehnteilung dieses letzteren in ein Intervall von der GroBe —, usw.
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Punkte zugehort —, entspricht den dem Nullpunkte niherliegenden Enden
der aufeinanderfolgenden Intervalle eine unbegrenzt fortsetzbare Folge
von Dezimalbriichen gy Qyy Qgy v oo

.ebenso den vom Nullpunkte weiter entfernten Endpunkten eine solche Folge

o'y @'y gy - .,

von welchen sich leicht erkennen 148t, daB ihnen der Charakter von
Fundamentalreihen und jene Higenschaft zukommt, durch welche ein
Schnitt bestimmt ist. Diesem Schnitt entspricht geometrisch der gegebene
Punkt, und diesem wie jenem ist die durch die beiden Fundamentalreihen
definierte Zahl zugeordnet. Dieselbe kann ebensowohl rational wie irra-
tional sein; so wiirde z. B. der Punkt, welcher die rationale Zahl 4 dar-
stellf, bei dem beschriebenen Prozesse niemals erreicht werden gerade so,
wie es mit dem Punkte der Fall ist, welcher der Zahl /2 entspricht.

Der geraden Linie kommt nun in bezug auf die in ihr liegenden
Punkte eine Eigenschaft zu, deren Wesen Dedekind?') in dem Axiom
ausdriickt, daB eine Teilung der Punkte in zwei Klassen derart, daBl jeder
Punkt der einen Klasse links von jedem Punkt der andern Klasse liegt,
jedesmal nur durch einen einzigen Punkt mdglich ist; diese Eigenschaft
nennt man die Stetigkeit oder Kontinuitit und die Gerade in bezug auf die
in ihr liegenden Punkte ein Kontinuum.

Da jedem Punkte der Geraden nach den gemachten Ausfiihrungen
eine reelle Zahl entspricht, so bezeichnet man das System der reellen
Zahlen als ein stetiges oder als ein Zahlenkontinuum.

6. Imaginire und komplexe Zahlen. Dieselbe Umkehrung des
Potenzierens, welche uns Anlafl geboten hat zur Schaffung der irrationalen
Zahlen, das Wurzelziehen, fijhrt in einer Klasse von Fillen iiber das
System der reellen Zahlen hinaus. Wenn nidmlich der Radikand eine
negative reelle Zahl und der Wurzelexponent eine gerade Zahl ist, so findet
die Aufgabe im System der reellen Zahlen keine Lisung, weil nach den
Regeln, welche die Arithmetik fiir die Multiplikation positiver und nega-
tiver Zahlen angibt, sowohl eine positive wie auch eine negative Zahl zu
einer geraden Potenz erhoben auf eine positive Zahl fithrt. Um auch in
diesem Falle die Schranke aufzuheben und die Losung zu ermdglichen,
fiihrt man das Ausziehen der 2n-ten Wurzel aus der negativen Zahl — B
zuniichst auf das Ausziehen der Quadratwurzel aus der Zahl — 1 zuriick,

1) L e
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indem man die fiir die andern Fille geltenden Rechengesetze fort-
bestehen 1dBt und schlieBt:

V-B=Vy=B=VVB V—1;
die positive dem Zeichen }/'B entsprechende reelle Zahl heiBe 8; J/— 1
dagegen fithrt man als eine neue Recheneinheit mit dem Zeichen?) 4 ein,
der mit dieser Einfiihrung die wesentliche Eigenschaft
=1 9
erteilt wird, nennt sie die émagindre Einheit und 4 eine smagindre Zahl.

Die additive Verbindung einer reellen Zahl « mit der imaginiren
Zahl B4, also « + B¢, heit eine Lomplexe Zahl. Die Arithmetik lehrt, wie
die fiir die reellen Zahlen geltenden Rechengesetze auf die komplexen
Zahlen auszudehnen sind; dabei kommt die in (9) ausgesprochene Grund-
eigenschaft der imaginiren Einheit als neues Rechengesetz hinzu.

Zur Bestimmung einer komplexen Zahl sind zwei reelle Zahlen «,
erforderlich. Wiirde man diese auf die in & erdrterte Weise in einer oder
in zwei geraden Linien darstellen, so hiitte jede komplexe Zahl ein Punkte-
paar zum geometrischen Bilde. Man kann jedoch, wenn man sich statt
der Geraden der Ebene bedient, jeder komplexen Zahl einen Punkt zu-
ordnen, jenen Punkt nimlich, welcher in bezug auf ein in der Ebene an-
genommenes rechtwinkliges Koordinatensystem O(XY) « zur Abszisse,
B zur Ordinate hat. Es kommt dies im Grunde auf die bereits eingefiihrte.
geometrische Darstellung reeller Zahlen wieder zurick. Wenn man nim-
lich eine Strecke als natiirliche Einheit, den Ursprung O als gemeinsamen
Nullpunkt und in jeder der Koordinatenachsen einen Halbstrahl als positiv
festsetzt, so gehort zu der Zahl « ein bestimmter Punkt der Abszissen-
achse, zu B ein bestimmter Punkt der Ordinatenachse und beide Punkte
fiithren durch eine eindeutige Konstruktion zu einem Punkte I der Ebene.

Der Abstand dieses Punktes vom Nullpunkt mit der Einheitsstrecke

gemessen gibt die positive reelle Zahl r = |Ve? + B2|, und die Quotienten
g

‘;i_, * sind der Kosinus und Sinus jenes Winkels, um welchen der Strahl
O X gegen oder iiber OY gedreht werden muf, um mit O M zur Koinzidenz
zu kommen. Ist @ das absolute oder das Bogenmaf3?) dieses Winkels, so

1) Von L. Euler (1794) stammend.
9) Unter dem BogenmaB eines Winkels, das in analytischen Untersuchungen
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erscheint durch diese geometrische Betrachtung die Bestimmung der kom-
plexen Zahl « + f4 auf zwei neue reelle Zahlen », ¢ zuriickgefiibrt, indem
o =17 C0S @, B=rsng

und demzufolge « + B¢ =r(cos @ + ¢ sin g¢) (10)
ist. Die Zahl # nennt man den absolufen Detray oder den Modul der
komplexen Zahl « + B¢ und schreibt dafiir einer bei den reellen Zahlen
eingefiihrten Bezeichnung gemiB auch | o + 8¢ |; die Zahl ¢ heiBt die
Amplitude von o + B¢. Die Umformung von «, 8 auf r, ¢ ist fiir das
Rechnen mit komplexen Zahlen von der grobten Bedeutung.

§ 2. Variable.

7. Die reelle Variable und ihr Bereich. Unter einer reellen
Variablen oder Veréinderlichen versteht man ein Zeichen fiir eine ver-
inderliche GroBe, dem vermdge des Problems, in welchem die verdnder-
liche GréBe auftritt, mehrere oder unbeschriinkt viele reelle Zahlenwerte
beigelegt werden konnen. Die Gesamtheit dieser Werte wird eine Wert-
menge und insbesondere der Bereich oder das Gebiet der Variablen ge-
nannt. Als Zeichen wird gewohnlich einer der letzten Buchstaben des
Alphabets benutzt. Die Variable z gilt als definiert, wenn von jeder
reellen Zahl, die man bezeichnet, festgestellt werden kann, ob sie dem
Bereich angehort oder nicht.

Im Gegensatze hierzu nennt man ein Zeichen, das eine im Laufe der
Untersuchung unverinderliche GréBe vertritt und dem daher in jedem
besonderen Falle nur ein Zahlenwert zukommt, eine Konstante.

Wenn der Bereich der Variablen 2 durch alle reellen Zahlen zwischen
zwei bestimmten e, (¢ <f) mit Einschlub dieser gebildet wird, so heiBt
7 eine stetige Variable in dem (abgeschlossenen) Infervall (e, B); die letztere
Ausdrucksweise kniipft an die Vorstellung an, wonach der Bereich dieser
Variablen in dem geometrischen Bilde durch die Strecke versinnlicht ist,
deren Endpunkte den Zahlen «, § entsprechen; « heiBt die untere, § die
obere Grenze (Schranke) des Intervalls oder auch der Variablen. Die un-

ausschlieflich angewendet wird, versteht man das Verhiiltnis der Linge des Kreis-
bogens, den ein beliehiger Punkt des beweglichen Schenkels bei Entstehung des
Winkels beschreibt, zum Halbmesser dieses Bogens. Hiernach ist = das BogenmaB

des flachen, ; das Bogenmaf des rechten Winkels usw.
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beschrinkt groBe Menge der Werte einer stetigen Variablen bezeichnet
man durch ool

Kann die stetige Variable jeden Wert annehmen, der algebraisch
groBer ist als «, so bezeichnet man ihre obere Grenze mit + oo, ihr Inter-
vall also mit (&, + o0). Vermag sie jeden Wert anzunehmen, der algebra-
isch kleiner ist als 8, so gibt man ihrer untern Grenze das Zeichen — oo,
so daB (— oo, B) ibr Intervall ist. Kann die stetige Variable iiberhaupt
Jeden Wert annehmen, so ist (— oo, + oo) ihr Intervall und sie heilt un-
beschrinki. In allen diesen Fillen wird die Bezeichnung Intervall im un-
eigentlichen Sinne gebraucht, weil es auf einer oder auf beiden Seiten an
einer Begrenzung fehlt.

Nimmt die Variable # nicht alle Werte eines Intervalls an, so heifit
sie unstetig. Durch die Aussage z. B,  sei eine ganze Zahl, ist 2 als un-
stetige Variable definiert; desgleichen durch die Aussage, x sei eine
rationale Zahl.

Einen besonderen Wert der Variablen x, dessen sie nach ihrer Defi-
nition fahig ist, nennt man, an die geometrische Darstellung der reellen
Zahlen denkend, eine Stelle oder einen Punkt ihres Bereichs.

Von einer Stelle innerhalb des Bereichs einer Variablen z kann man
sich nach zwei Richtungen bewegen, d. h. von dem besondern Wert zu den
groferen oder vorwdrts, oder zu den kleineren oder riickwdrts fortschreiten.

8. Bereich zweier Variablen. Es seien 2, y zwei stetige reelle
Variable; ein Wert von z und ein Wert von y bilden zusammen ein Wert-
system oder eine Wertverbindung zfy. Die Gesamtheit der Wertverbin-
dungen bildet den Bereich oder das Gebiet der beiden Variablen z, y; der
Bereich ist definiert, wenn von jeder bezeichneten Wertverbindung fest-
gestellt werden kann, ob sie dem Bereiche angehort oder nicht.

Wenn man den Wert von « als Abszisse, den von y als Ordinate eines
Punktes in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem O{X Y) be-
trachtet, so gehdrt zu jeder Wertverbindung ein Punkt der Ebene, und der
Bereich ist durch die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Teils der
Ebene dargestellt. Ist, um den einfachsten Fall zu erwihnen, z auf das
Intervall («, B), y auf das Intervall (p, §) beschriinkt, beide Intervalle als
abgeschlossen gedacht, so ist der Bereich der Variablen z, y durch die
Punkte im Innern und auf dem Umfange jenes Rechteckes veranschaulicht,
dessen Ecken die Koordinaten «fy, B/y, /0, /0 besitzen. Sind z und y
unbeschrinkt, so ist ihr Bereich durch die unbegrenzte Ebene reprisentiert.
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Die Menge der Wertverbindungen zweier stetigen Variablen ist sinngemi8
mit oo? zu bezeichnen.

Von einer Stelle innerhalb des Bereiches zweier Variablen kann man
in unbeschrinkt vielen Richtungen fortschreiten; die Menge dieser Rich-
tungen ist dquivalent der Wertmenge einer stetigen Variablen!) und daher
mit oo! zu bezeichnen. An der Grenze des Gebiets ist jedoch ein Teil der
Fortschreitungsrichtungen ausgeschlossen.

9. Bereich dreier und mehrerer Variablen. Sind z, y, 2 drei
stetige reelle Variable, so kann jedem Wertsystem oderjeder Wertverbindung
z/y/z derselben ein Punkt im Raume zugeordnet werden, wenn die Werte
von z, y, # als Koordinaten in einem (rechtwinkligen) Raumkoordinaten-
system angesehen werden. Der Bereich der drei Variablen z, y, 2 ist dann
durch die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Raumteils dargestellt;
er ist insbesondere durch das Innere und die Begrenzung eines Parallel-
epipeds versinnlicht, wenn z, y, # einzeln der Reihe nach an bestimmte
abgeschlossene Intervalle gebunden sind. Die Menge der Wertverbindungen
dreier stetigen Variablen ist mit oo die Menge der von einem Punkte des
Bereichs ausgehenden Fortschreitungsrichtungen durch oo? zu bezeichnen.

Bei mehr als drei Variablen hort die Moglichkeit geometrischer Ver-
anschaulichung auf. Um sich aber auch dann der Vorteile nicht entschlagen
zu miissen, welche sie bei Durchfithrung analytischer Betrachtungen und
bei Formulierung von S#tzen gewdhrt, fithrt man sie formal weiter und
ordnet einer Wertverbindung #,/z,/.. /z, der n(>3) Variablen 2, 7, . . , 2,
einen Punkt in dem (idealen) n-fach ausgedehnten Rauwme zu, nachdem in
demselben ein Koordinatensystem O(X,, X,, . .., X,) mit » gegenseitig zu-
einander senkrechfen Achsen angenommen worden ist. Der Bereich der
Variablen ist durch einen bestimmten Teil dieses #-dimensionalen Raumes
dargestellt, die Menge der Wertverbindungen oder Punkte ist durch oo®,
die Menge der Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus durch
oo™=1 zu bezeichnen.

Neben den Benennungen besonderer Wert, besondere Wertverbindung,
Bereich“ einer, beziehungsweise mehrerer Verinderlichen sind auch die
Benennungen ,,Punkt und Punktmenge” gebréuchlich.

Es ist lediglich eine Weiterfiilhrung der Analogie des Ausdrucks,

1) Das BogenmaB des Winkels, den die veréinderliche Richtung mit einer
{esten bildet.
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welche in den Fillen von ein, zwei, drei Variablen uns entgegengetreten
ist; ihr Zweck ist, an die anschaulichen Verhiltnisse dieser Fille zu er-
innern und der Betrachtung dadurch eine Stiitze zu bieten.

§ 3. Funktionen.

10. Funktionen einer reellen Variablen. Wenn jedem Werte
der reellen Variablen 2z, welcher ihrem Bereiche angehort, ein bestimmter
Wert von y zugeordnet ist, so ist damit ¢ im allgemeinen auch als Va-
riable definiert und wird eine Funktion der reellen Variablen x genannt.
Man driickt diesen Sachverhalt durch eine Gleichung von der Form
y = f(2) aus.!) Die Variable z wird auch das Argument der Funktion
genannt; ihr Bereich heiBt auch der Definitionsbereich der Funktion.

Von der Variablen z setzen wir, wenn nicht eine hiervon abwei-
chende Bestimmung getroffen ist, voraus, daB sie sfetig sei. Wihrend
man der Veriinderlichen z beliebige Werte aus ithrem Bereich erteilen kann,
sind die Werte von y durch jene schon bestimmt, also von ihnen abhin-
gig; man bringt diesen wichtigen Unterschied dadurch zum Ausdruck,
daB man x die unabhingige, y die abhdngige Variable nennt. Abhingige
Variable und Funktion sind also gleichbedeutende Benennungen.

Uber das Gesetz der Zuordnung, das in allgemeinster Weise durch
die. Charakteristik f angedeutet ist, enthiilt die obige Definition keine Aus-
sage; es kann .in der mannigfachsten Art festgesetzt sein. Der wichtigste
Fall besteht darin, daB eine Rechenvorschrift gegeben ist, nach welcher
aus einem gegebenen Werte von 2 der zugehorige Wert von y zu be-
rechnen ist; mit andern Worten, daB y durch einen analytischen Ausdruck,
in welchen die Variable x als Rechenelement eingeht, definiert erscheint.

Das Gesetz der Zuordnung kann auch durch verbale Festsetzungen
ganz willkiirlicher Art gegeben sein; wenn man beispielsweise jedem ra-
tionalen Werte von z den Wert 1 und jedem irrationalen den Wert O
von y zuweist, so ist dadurch im Sinne obiger Definition y auch als Funk-
tion von # bestimmt; indessen bieten derartige Funktionen kaum ein
ernstliches Interesse.

In den naturwissenschaftlichen und technischen Anwendungen wer-

1) Diese allgemein gebrduchlich gewordene Art der Funktionsbezeichnung
wird auf A. CL. Clairaut zuriickgefiihrt. R. Baltzer, Elemente der Mathematik,

1. Bd. 7. Aufl. (1885), p. 236.
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den hiufig zusammengehdrige Werte von z und y durch Messuny ge-
wisser GrBen gewonnen; man spricht dann von empirischer Zuordnung.

Zwischen der analytischen und der empirischen Definition, durch
eine gezeichnete Kurve etwa, die auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system bezogen ist, wobei die Abszisse z, die zugehorige Ordinate y vor-
stellt, besteht ein wesentlicher Unterschied: wihrend dort die Berechnung
des y genau oder mit jedem gewiinschten Grade der Genauigkeit ge-
schehen kann, ist sie hier nur approzimativ mit einer von verschiedenen
Umstéinden abhiingigen Genauigkeit moglich.?)

Es gibt Fille, wo jedem Werte der unabhiingigen Variablen z
mehrere oder selbst unbegrenzt viele Werte von y zugeordnet sind; auch
dann bezeichnet man y als Funktion von z, jedoch als eine mehrdeutige,
beziehungsweise unendlich vieldeutige. Lassen sich dann von einem Ge-
sichtspunkte aus die Werte von y derart ordnen, daB an jeder Stelle in
bestimmter Weise von einem ersten Werte y,, von einem zweiben y, usw.
gesprochen werden kann, so ist y, eine Funktion von z in dem urspriing-
lichen Sinne oder eine eindeutige Funktion, ebenso y, usw.; die mehr-
deutige Funktion erscheint hiernach in mehrere eindeutige Funktionen
aufgelost, die man auch ihre Zweige nennt. Diese Bemerkung ist wichtig,
weil hierdurch die Beschrankung auf eindeutige Funktionen statthaft ist.

11. Funktionen zweier und mehrerer Variablen. Wenn je-
der Wertverbindung z/y, welche einem definierten Bereich der beiden
reellen Variablen z, y angehort, eine bestimmte Zahl # zugeordnet ist, so
heiBt 2 eine Funlktion der beiden Variablen x, y. Man bringt dies in einem

1) Der hier beriihrte Unterschied ist von tiefgehender Bedeutung; er hat
AnlaB gegeben, zwei Gebiete einander gegeniiberzustellen: die Prazistonsmathematik
einerseits und die Approvimationsmathematik anderseits; die erstere arbeitet mit
den abstrakten Begriffen der Arithmetik und Geometrie, bei denen der Bagriff
Genauigkeit keinen Platz hat; die letatere setzt daflir minder vollkommene Be-
griffe in dem BewuBtsein, dadurch den Ergebnissen, die die reine Mathematik,
und das ist eben die Prizisionsmathematik, liefern wiirde, nur mit einer mehr
oder weniger groBen Genauigkeit nahe zu kommen. Fir die Anwendung der Ma-
thematik auf die Naturwissenschaften und die Techuik ist die Approximations-
mathematik allein maBgebend, aber ihr ideales Modell und ibre Grundlage ist die
Priizisionsmathematik; die erstere kann nur auf Grund der letateren studiert und
gewiirdigh werden. Am weitestgehenden ist dieser Gedanke durchgefiihrt in der
Vorlesung von F. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf
Geometrie, eine Revision der Prinzipien. Leipzig 1902.
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Ausatze von der Gestalt z — F(z, y) zum Ausdruck. Der Bereich von
a,y kann in einfachster Weise dadurch bestimmt sein, daB z auf ein
Intervall (@, b), y auf ein Intervall (¢, d) angewiesen ist; es bilden dann
die Verbindungen eines jeden Wertes aus (a, b) mit einem jeden Werte
aus (c, d) den Bereich von z, y.

Diese Definition kann auf beliebig viele Variablen ausgedehnt wer-
den; man nennt « eine Funktion der Variablen z,, 2, . . ., x,,, wenn jeder
Wertverbindung «, /x, . . . [z, dieser Variablen aus einem vorgeschriebenen
Bereich ein bestimmter Wert von « zugeordnet ist. Die allgemeine Be-
zeichnung hierfiir ist 4 = ®(x,, 2, .. ., z,).

Im iibrigen gelten iiber die Funktionen zweier und mehrerer Va-
riablen zundchst die ndmlichen Bemerkungen, wie sie fiir Funktionen
einer Variablen gemacht worden sind.

12. Implizite,explizite,inverse Funktionen. Esseiz=F(z,y)
eine analytisch definierte Funktion der beiden reellen Variablen z,y. Gibt
es solche reelle Wertverbindungen «/y der letzteren, welchen der Wert O
von £ zugehort, so ist ihre Gesamtheit durch die Gleichung

F(r,y) = 0 (1)
bestimmt. Vermdge dieser Gleichung ist eine Zuordnung der Werte von
z und y oder eine gegenscitige Abhdngighkeit dieser Variablen gegeben, und
man kann ebensowohl y als Funktion von z wie auch z als Funktion
von y betrachten; in jedem Falle setzt die Bestimmung zusammengehs-
riger Werte die Auflosung ciner Gleichung voraus. Man sagt in einem
solchen Falle, jede der heiden Variablen z, y sei émplizite als Funktion
der andern gegeben.

Dem steht die explizite gegebene Funktion gegeniiber, deren Wert
aus dem jeweiligen Werte der Variablen durch einen vorgeschriebenen
Komplex von Rechenoperationen zu gewinnen ist; man schreibt eine
solche in der Form y = f\2) an und hat sich unter f(z) einen analytischen
Ausdruck vorzustellen, in welchem z als Rechenelement erscheint (10).

Wenn es moglich ist, die Gleichung (1) allgemein, d. 1. fiir unbe-
stimmte Werte von 2 und y nach diesen aufzuldsen, so daf einmal
¥ = (), ein zweitesmal z = ¢ (y) erhalten wird, so heiBen die durch
9, ¥ charakterisierten Funktionen inversc oder umgekehrte Funktionen.

13. Die elementaren Funktionen einer Variablen. Um eine
Ubersicht iiber die Funktionen zu evlangen, welche Gegenstand unserer
Untersuchungen sein werden, schlagen wir den folgenden Weg ein.

Czuber, Vorlesungen. I 4 Aunfl ]
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I. Die einfachste Funktion zweier Variablen z, y ist ein Polynom,
dessen Glieder die allgemeine Form 4, ,y” haben, wobei g, v positive
ganze Zahlen oder Null und 4, , (reelle) Konstanten bedeuten; man nennt
sie eine rationale ganze oder kurzweg eine ganze Funktion der Variablen
z,y. Die groBte unter den Summen g - » bezeichnet den G'rad der Funk-
tion, die groBte der Zahlen u ihren Grad in besug auf z, die groBte der
Zahlen v den Grad in besug auf y. Ist die Summe w + » in allen Glie-
dern dieselbe, etwa %, so heiBt die Funktion homoger vom Grade oder
von der Dimension #.

Setzt man eine ganze Funktion der Null gleich, so ist durch diese
Gleichung y als eine algebraische Funktion von x definiert (und auch um-
gekehrt z als algebraische Funktion von y; wir fassen den ersten Fall
ins Auge). Die oben unterschiedenen drei Grade bezieht man auch auf
die Gleichung, welche man als algebraische Gleichung bezeichnet.

Ist diese in bezug auf y vom ersten Grade, so ist y als rationale
Funktion von z bestimmt; dabei konnen noch zwei Fille unterschieden
werden. Ist néimlich der Koeffizient von y eine Konstante, so hat die
Auflésung nach y die Form

Y =aya"+ a2~ .- +a,
mit ganzem positiven #; y heiBt jetzt eine rationale ganze Funlktion von
x vom Grade ». Hat hingegen y einen von x abhingigen Koeffizienten,
so wird die Auflésung nach y in der G(estalt

y = a,om”—i-alw"‘l—{- s ta,

bya™ + b2 - by,

mit ganzem positiven # und m sich ergeben; dann nennt man y eine ra-
tionale gebrochene Funktion von z, und zwar eine echf gebrochene, wenn
n < m; eine unecht gebrochene, wenn » = m. Die unecht gebrochene
Funktion a8t sich nach den Regeln der Arithmetik in eine ganze und
eine echt gebrochene zerlegen, indem man die durch den Bruch ange-
zeigte Division so weit vollzieht, als im Quotienten nicht negative Po-
tenzen von x auftreten.

Ist die in Rede stehende Gleichung in bezug auf y vom zweilen oder
hiheren Grade, so wird das durch sie definierte y als eine irrationale Funk-
tion von z bezeichnet. Die Art der Irrationalitit richtet sich nach der
Hohe des Grades; ist der Grad zwei, drei oder vier, so 1iBt sich y mit
Hilfe von Wurzelauszichungen durch x darstellen; iibersteigt der Grad
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die Zahl vier, so ist (von besonderen Fillen abgesehen) die Darstellung
durch WurzelgroBen nicht moglich.

Man kann hiernach die algebraischen Funktionen einer Variablen
unterscheiden in rationale, ganze und gebrochene, und in irrationale,
durch WurzelgrsBen darstellbare und solche, welche die Darstellung durch
WurzelgroBen nicht zulassen.

Einige Beispiele mogen das Angefiihrte erliutern. Die Gleichung
zweiten Grades Az*4+2Dx +2Ey + F=0

bestimmt y als rationale ganze Funktion von z des zweiten Grades:

Y = ay2’+ a,x + ay,

wobei @, = — 2—% , U= — %, Oy = — é%, ist. Dagegen ist durch die
Gleichung Az*+ 2Bxy +2Dx +2Ey + F=0
y zundchst als unecht gebrochene Funktion von # gegeben: nimlich
. Ax*+2Dx+ F
Y=~ "2@Bz+m '

diese 146t sich in eine ganze und eine echt gebrochene zerlegen:

y=“ox+“1+-2“(3—;lm;

. 4 AE—2BD, @BD — AE)E— B*F
wobel ay=— g5, 0= sp o G = L .

Die Gleichung A%+ 2Bzy + Cy*+ 2Dz + 2Ey + F =0
bestimmt y als zweideutige irrationale Funktion von x:

_ —(Bz+E)+YILe+teMz+ N
= = ,

Y
wo L=DB?— AC, M= BE — CD, N = E? — CF; der eine Zweig fabt

die mit dem oberen, der andere die mit dem unteren Vorzeichen der ab-
solut genommenen Quadratwurzel gebildeten Werte von y zusammen,

II. Alle Funktionen, welche nicht unter das Bildungsgesetz der alge-
braischen fallen, faBt man unter der Bezeichnung ¢ranszendenter Funk-
tionen zusammen.

Die einfachsten davon, aus Begriffen und Vorstellungen der elemen-
taren Mathematik hervorgegangen, werden als elementare transzendente
Funktionen bezeichnet.

Zunichst ist es der Begriff der Potenz, welcher in der Verallgemei-
2*
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nerung, die ihm die Arithmetik fiir negative und gebrochene Exponenten
gibt, zur Bildung transzendenter Funktionen fiihrt.

Wenn man in der Gleichung ¢ = a® die Basis a als variabel betrachtet,
g0 ist hierdurch ¢ als Funktion dieser Variablen definiert: y = #® und
diese Funktion wird die Pofenz genannt. Fiir ein rationales b fillt sie
unter den Begriff der algebraischen Funktion, fiir ein irrationales b ist
sie transzendent. Der Bereich von 2 muB, wenn b ein Bruch mit ge-
radem Nenner oder irrational ist, auf das Intervall (0, 4+ oo) beschrinkt
‘werden, soll jedem Werte von x ein reeller Wert von y zugeordnet sein.

Die Umkehrung der Potenz fiihrt nicht zu einer neuen Funktion;
1

denmn aus y =z folgt z =y und % ist mit b zugleich rational, be-
ziehungsweise irrational.

FaBt man den Exponenten b als variabel auf, so ist ¢ als transzen-
dente Funktion dieser Veriinderlichen definiert: y = a%, welche den Na-
men Faxponentialfunktion fiihrt. Die Basis @ mull positiv sein, soll jedem
Werte von z ein reeller Wert von y zugeordunet sein; dort, wo mehrere
reelle Werte von y vorhanden sind (wie dies geschieht, so oft z einem
Bruch mit geradem Nenner gleich wird), soll jedesmal der positive ver-
standen sein; bei diesen Festsetzungen ist y = a® eine einwertige Funktion.

Aus der Umkehrung der Exponentialfunktion geht z als neue trans-
zendente Funktion von y hervor, welche den Namen Logarithmus von y
in bezug auf die Basis o fithrt und durch z = log,y dargestellt wird.
Vermoge der bei y = o® gemachten Festsetzungen muB in der Definitions-
gleichung z = log, y die Basis @ als positiv vorausgesetzt und y auf das
Intervall (0, + oo) beschriinkt werden.

In der Trigonometrie werden einem Winkel (in allgemeiner Auf-
fassung, also durch eine beliebige Drehung des beweglichen Schenkels
entstanden) die Verhiiltniszahlen je zweier von drei in bestimmter Weise
konstruierten Strecken zugeordnet; faBt man in dieser Zuordnung das
BogenmaBl z des Winkels als unabhiingige Verfinderliche, die Werte der
genannten Verhdltnisse als Funktfionen auf, so kommt man zu den #ri-
gonometrischen Funktionen oder den direkten Kreisfunktionen

y=sing, y=-cosz, y=tgw, y=-ctgz, y=secz, ...;
wird hingegen jede der Verhiiltniszahlen als unabhiingige Verinderliche
und das Bogenmaf des Winkels als deren Funktion angesehen, so ent-
stehen die zyklometrischen Funktionen oder die inversen Kreisfunktionen
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x = Aresin y, = Arccos y, # = Arctgy, x = Arccolgy, ...
als Umkehrungen der trigonometrischen.

Zwischen den eben vorgefiihrten Definitionen der elementaren trans-
zendenten Funktionen, als: der Potenz mit irrationalem Exponenten, der
Exponential- und der logarithmischen Funktion, der trigonometrischen
und zyklometrischen Funktionen, und den Definitionen der algebraischen
Funktionen, besteht ein wesentlicher Unterschied: diese sind analytisch
definiert worden, jene nicht; erst im weiteren Verlaufe unserer Betrach-
tungen werden sich auch fiir die Transzendenten analytische Definitionen
ergeben.

14. Grenzwert der Variablen. Eine Variable x, deren Bereich
unbegrenzt viele Zahlen umfaBt, hat den Grenzwert a oder konvergiert
gegen «, wenn sie in bestdndiger Anderung begriffen schlieSlich Werte
annimmt, deren Unterschied gegen a dem absoluten Werte nach forfan
kleiner bleibt als eine beliebig kleine festgesetzte positive Zahl &, ohne
jemals zu verschwinden.

Wie kléin also auch & gewihlt sein moge, so wird und bleibt schlieB-
lich 0 < |z — a| < &; man driickt diese Vorstellung in Kiirze durch den
Ausatz lmz=a
aus (limes = Grenze).

Besteht beispielsweise der Bereich der Variablen x aus den Zahlen
einer Fundamentalreihe gy Gy, Aoy .
und schreibt man der Variablen vor, der Reihe nach die Werte a,, «,,
d,, . . . anzunehmen, so ist die durch die Fundamentalreihe definierte Zahl
ihr Genzwert; hiernach ist der Grenzwert einer Variablen, welche die
Fundamentalreihe 2 3 4

127382
durchlduft, = 1; ebenso der Grenzwert einer Variablen, welche die Reihe
der Werte 1 o 3

2 ’ 3 ’ 'I, e
zu durchlaufen hat, = 1.

Ist # eine stetige Variable und stellt man sich vor, daB sie bei der
Konvergenz gegen den Grenzwert a alle Werte innerhalb eines tibrigens
beliebig engen Intervalls (a — 9, a) oder (a, @ + 9) oder (a — 0, @ + 9)
mit alleiniger Ausnahme von a selbst annehmen kann, so sagt man, «
nihere sich dem Grenzwerte @ auf stetige Weise.
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Wenn 2 bei der Konvergenz gegen den Grenzwert a nur kleinere
Werte als o annimmt, also zunehmend dem a sich nihert, so soll dies
durch die Zeichen limz = @ — O ausgedriickt werden; hingegen wird
unter limz = @ + O ein Grenziibergang zu verstehen sein, bei welchem
2« nur Werte iiber a annimmt, sich dem a also abnehmend nihert. Mit
Riicksicht auf die geometrische Versinnlichung der reellen Zahlen kann
auch von einer linksseitigen und einer rechtsseitigen Konvergenz gespro-
chen werden. Darf £ Werte sowohl unter wie Werte iiber ¢ annehmen,
so wird dies durch limz = a 3~ 0 oder kurz lim 2 = a angezeigt werden.

Ist der Bereich der (stetigen) Variablen x unbeschrinkt, und nimmt
sie in bestindiger Anderung begriffen schlieBlich Werte an, welche dem
absoluten Betrage nach fortan groBer bleiben als eine beliebig groB fest-
gesetzte positive Zahl K, so sagt man, die Variable konvergiere gegen
den (uneigentlichen) Grenzwert oo (Unendlich) oder werde unendlich.
Bleibt # schlieBlich bestiindig positiv, so bedient man sich der symbo-
lischen Schreibweise lim z = + oo, wihrend durch limz = — oo zum
Ausdruck gebracht werden soll, daB « dem Betrage nach unbegrenzt wach-
send schlieBlich negativ bleibt. Will man auf das Vorzeichen keinen
Nachdruck legen und nur das unbegrenzte Wachsen des Betrages aus-
sagen, so kann dies durch lim # = oo geschehen.

15. Grenzwerte von Funktionen einer Variablen. Die Funk-
tion y = f(#) ist in dem ganzen Intervall (¢, ) definiert heiBt so viel,
daB zu jeder Stelle @ des Intervalls (¢ < a < ) ein bestimmter Wert
der Funktion, f(a), gehort, den wir als den Definitionswert an dieser Stelle.
bezelchnen wollen. Wesentlich verschieden davon ist die Frage nach
dem Grenzwerte der Funktion bei einem Grenziibergange lim z =a. Wah-
rend im ersten Fall nur von dem Funktionswerte an der Stelle a die
Rede ist, kommt es im zweiten Falle gerade auf diesen nicht, sondern
nur auf die Nachbarwerte an, welche die Funktion bei dem Grenziiber-
gang annimmt. Die zweite Frage hat also auch dann Berechtigung, wenn
f(x) an der Stelle a nicht definiert 1st.

Wenn bei dem Grenziibergange die Werte von y derart verlaufen,
daB der Unterschied y — b dem Betrage nach kleiner wird und bleibt als
eine beliebig klein festgesetzte positive Zahl &, so sagt man, die Funktion
habe bei dem Grenziibergange den Grenzwert b..

Um die Erscheinungen, die hierbei auftreten kénnen, niher ins Auge
zu fassen, wollen wir den Grenziibergang des z genauer prézisieren.
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Nihert sich # der Grenze a wachsend, so konvergiere y gegen den

Grenzwert b; man schreibt dies in der Form
lim y=25 oder kiirzer lim y=1»

limx=a~-0 z=a—0
an; nihert sich 2 der Grenze a abnehmend, so konvergiere y gegen den
Grenzwert b’, in Zeichen: lim y =¥,
z=a+0
Wenn nun b +4=b’, so sagt man, y besitze an der Stelle @ zwei verschiedene
Grenzwerte, einen links und einen andern rechts. Ist dagegen b =¥, so
spricht man von einem Grenzwert an der Stelle @ schlechtweg, schreibt
dies wie folgt an: lim y = b
und hat hiermit folgenden Sinn zu verbinden: Zu einem beliebig klein
vorgeschriebenen positiven & gibt es immer ein ebenfalls positives 0 der-
art, daB |y —b| < & bleibt, sobald « in seiner Anniherung an die Grenze
a so weit vorgeschritten ist, daB es fortan in dem Intervall (@ — 9, a 4 9),
also | x — a | < 0 verbleibt.

Wenn der absolute Betrag von y, wihrend x der Grenze a sich nihert,
schlieBlich groBer bleibt als eine beliebig groB festgesetzte positive Zahl
K, so spricht man (im uneigentlichen Sinne) von einem unendlichen
Grenzwert des y, der wieder 4 oo, — oo oder unendlich von unbestimmtem
Vorzeichen (bestimmt unendlich oder unbestimmt unendlich) sein kann.
Der Ansatz lim y = + oo
x=a—0
bringt also die Tatsache zum Ausdruck, daB bei wachsendem und der
Grenze @ unaufhorlich sich niherndem z dessen Funktion g schlieBlich
fortan positiv bleibt und jeden noch so grofien Betrag iiberschreitet. Der
Ansatz lim y = — oo
wiirde den Sinn haben, daB, von welcher Seite sich «# der Grenze a auch
nahert, y schlieBlich negativ bleibt und dem Betrage nach iiber jede an-
gebbare Zabl hinaus wichst.

Ist der Bereich der Variablen x unbeschrinkt, so kann man sie in
dem im vorigen Artikel erliuterten Sinne gegen eine der Grenzen +- oo,
— oo konvergieren lassen; ¢ kann dabei jede der Erscheinungen aufweisen,
die bei der Konvergenz von x gegen einen endlichen Grenzwert a beob-
achtet worden sind. Inshesondere kann y sich dabel einer bestimmten
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Grenze b nithern und man wird dies in einer der Gleichungen
lim y=1"0 lim y=1%
z=+» £=—
zum Ausdruck bringen, wihrend
limy=">
T=®
andeuten wiirde, dafl d?die Grenze von y ist, ob z positive oder negative
Werte von bestindig wachsendem Betrage annimmt.

Es ist jedoch moglich, daB » bei der Konvergenz des x gegen einen
endlichen oder unendlichen Grenzwert weder einer bestimmten Grenze
sich nihert, noch auch in der einen oder andern Weise ins Unendliche
wiichst; man sagt dann, es existiere kein Grenzwert fiir y oder er sei
unbestimmt.

Zur Erliuterung mdgen die folgenden DBeispiele dienen.

1. Die Funktion y = ;«_1:—’1 ist an der Stelle z = a nicht definiert?);

wenn sich x dieser Stelle wachsend nihert, so nimmt der Betrag der be-
stindig negativ bleibenden Funktion iiber jede angebbare Zahl hinaus zu;
nihert sich z der Stelle & abnehmend, so bleibt die Funktion positiv und
wiichst iiber jeden Betrag hinaus, so daB

. 1 . 1
a,l::];l—o;itd T oo’ .'c]:—zlgl+ O‘E:—a_ - + o
2. Mit der Funktion (a_:__lngé verhilt es sich ebenso, nur mit dem Unter-

schiede, daB sie bei dem Grenziibergange links wie rechts positiv bleibt,

weshalb . 1
lim ‘—:‘T), = 4 00.

3. Die Exponentialfunktion y = a® (¢ > 0) zeigt fiir lim £ = — oo
und lim =+ oo verschiedenes Verhalten, je nachdem a <1 oder & >1
ist, und zwar ist lim

bei g < 1 lim a*=+4 o0, lim a*=0;
T=—? r=4 o

beia>1 lim a*=0, lim ¢* =+ oo.
r=-—wo x=4+®

4. Die logarithmische Funktion y = log,z(a > 0) ist an der Stelle
% = 0 nicht definiert; auf Grund von 3. findet man

1y Weil eine Division, deren Divisor Null ist, keinen Sinn hat.
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beli @ < 1 lim log,z = + oo, lim log,z = — oo;
z=+0 r=+®

bei a > 1 lim log, ¢ = — o0, lim log,x = 4 oo.
=40 r=+»

1

durch Zusammenhalten der Fille 1. und 3. ergibt sich
1 ]

fira<1 lim g~ %= + o0, lim a*—® = 0;
r=0-0 r=a+0
1 o
fira>1 lim a*-*=0, lim ¢*~ %=+ o0;
z=a-0 x=a+0

hingegen ist mit Riicksicht auf 2.
1

fira<1 lim ge—o* = 0,
r=ua
b
flira>1 Iim a— " = 4+ oo.
T=a

6. Die Funktion y = sin z (und das gleiche gilt auch von den andern
trigonometrischen Funktionen) hat bei lim 2 = 0o keinen Grenzwert; denn
bei stetégemn Wachsen von z in der einen wie in der andern Richtung hort
die Funktion niemals auf, zwischen — 1 und + 1 zu schwanken.

7. Die Funktion y = sinlm ist fiir den Wert x = O nicht definiert;

bei der Konvergenz von z gegen diese Stelle von der einen oder andern
Seite existiert vermége der Fille 1. und 6. fiir sie kein Grenzwert.

16. Das Unendlichkleine und UnendlichgroBe. Von einer
Variablen & oder einer Funktion y von z (bei einem gewissen Grenziiber-
gange des x) sagt man, sie werde unendlichllein oder sei ein Unendlich-
kleines, wenn sie gegen die Grenze Null konvergiert.

Man sagt von z, beziehungsweise y, es werde unendlichgrof oder sei
ein Unendlichgrofles, wenn es sich der (uneigentlichen) Grenze oo (mit be-
stimmtem oder unbestimmtem Vorzeichen) nihert.

Unter einem Unendlichkleinen hat man sich also eine Variable im
Zustande ihrer Konvergenz gegen den Grenzwert Null, unter einem Un-
endlichgroBen eine Variable im Zustande ihres unaufhorlichen numerischen
Wachsens vorzustellen. Beide Begriffsbildungen beziehen sich auf einen
WerdeprozeB, der sich, soweit wir ihn anschaulich verfolgen kénnen, im
Endlichen abspielt.
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Es seien #, y, zwel Funktionen von z, welche bei einem néher gua-
lifizierten Grenziibergange lim # = a zugleich unendlichklein werden.
Dasselbe gilt dann von ihrer Summe, ihrer Differenz und ihrem Produkt;
von dem letzteren liBit sich aussagen, daB es rascher gegen Null konver-
giert als die einzelnen Faktoren, weil notwendig der Fall eintreten muB,
daB der zu einem Werte z gehorige Wert von yy, dem absoluten Betrage
nach kleiner wird und fortab kleiner bleibt als die zu dem gleichen Werte
des z gehorigen Betrige von y und y,; es kann hiernach in bezug auf yy,
einerseits und ¢, ¥, andererseits von einem verschiedenen Grade des Un-
endlichkleinwerdens gesprochen werden.

Zu bestimmteren Vorstellungen hieriiber fithrt die Betrachtung des
Quotienten ?;i; dieser kann bei einem Grenziibergange 2 = a, bei welchem

1
lim y = O und lim ¢, = O, sich einer bestimmten von Null verschiedenen

Grenze b oder der Grenze O oder der Grenze oo nihern oder ein un-
bestimmtes Verhalten zeigen.

In dem ersten der aufgeziihlten I'ille, wo also lim ;L=7 und b + 0

ist, sagt man, y und y, seien unendlichkleine GroBen gleicher Ordnung.
In dem zweiten Falle, wo 1im§i =0, ist yy_ selbst ein Unendlichkleines,
1 1

158t sich also y als Produkt von zwei unendlichkleinen GroBen darstellen,
deren eine y, ist; y konvergiert daher zufolge einer oben gemachten Be-
merkung rascher gegen Null als y,, und man driickt dies dadurch aus,
daB man y als ein Unendlichkleines hoherer Ordnung im Vergleich zu y;
bezeichnet.

In dem dritten Falle, wo lim i= 00, ist lim %‘= 0, also y;, von
héherer Ordnung in bezug auf y, dieses daher von niederer Ordnung, in
bezug auf y,.

In dem letzten Falle ist eine Beurteilung der Ordnung ausgeschlossen.

Wenn y, y, zwei von einander, weil von der gemeinsamen Variablen
. abhiingige unendlichkleine GroBen ungleicher Ordnung sind, so 148t sich
in vielen Fillen eine positive Zahl »n derart bestimmen, daf der Quotient
Y. gegen eine bestimmte von Null verschiedene Grenze b konvergiert, so

"
daB y und y,” als unendlichkleine GréBen gleicher Ordnung zu bezeichnen
wiren; dann prézisiert man die Ordnung néher und bezeichnet y als von

der Ordnung n in bezug auf y,, oder schlechtweg von der Ordnung n,
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wenn man iibereingekommen ist, y, als ein Unendlichkleines der ersten
Ordnung aufzufassen. Weil die Differenz y—%;——b bei dem Grenziibergange
1

lim z = a gegen Null konvergiert, so ist sie selbst ein Unendlichkleines

und moége mit y bezeichnet werden; aus dem Ansatze f—n — b = q folgt
1

dann y = by," + ny,"; das Produkt 7y,” ist selbst wieder unendlichklein,
und zwar hoherer als der n-ten Ordnung; wird es durch ¢ bezeichnet, so
hat man in y=>by+ ¢
den allgemeinen Ausdruck fiir ein Unendlichkleines, das in bezug auf y,
von der n-ten Ordnung ist; dabei bedeutet b eine von Null verschiedene
bestimmte Zahl und ¢ ein Unendlichkleines von héherer als der n-ten
Ordnung. Das Glied by,” nennt man den Hauptleil, ¢ den sekundiren
Teil von y.

Betrachtet man neben y eine zweite unendlichkleine Grofe Y der
n-ten Ordnung, so hat sie den Ausdruck

Y=DBy"+ E
und der Quotient % konvergiert fiir lim z =a, da bf;' und _yl_«); hierbel un-
1 1

endlichklein werden, gegen den Grenzwert 5 demn

&
s im0
im L =lim-—%_ _ %
lim = lim & 7
B+ =
Y

Hiernach ist der Grenzwert des Quotienten zweier unendlichlileinen
Grifden derselben Ordnung gleich dem Quotienten ihrer Haupltteile.

Man spricht diesen Satz auch in der Form aus, daB man sagt, fiir
den Grenzwert des Quotienten mehrgliedriger unendlichkleiner GriSen
selen die Glieder der niedrigsten Ordnung allein maBgebend, die Glieder
hoherer Ordnung konnten auBer Betracht bleiben.

Sind y, y, Funktionen von z, welche bei einem niher bestimmten
Grenziibergange des z unendlichgroB werden, so werden die Funktionen
%, ll bei demselben Grenziibergange unendlichklein, und es ist ?j—in be-

1
zug auf 4, von der Ordnung », wenn
1
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1
lim-~*— =0 und b = 0; es ist aber - Y folglich lim ~_.._,}_

(J1> (E) v ’

und 11) < 0; man hezeichnet dann wihrend des Grenziiberganges y als

l [l

unendlichgroB von der Ordnung % in bezug auf y,. Es gilt also fiir die
Beurteilung der Ordnung unendlichgroB werdender Variablen dieselbe
Regel wie bei unendlichklein werdenden Variablen.

Die eben vorgefiihrten Sitze und Betrachtungen gehoren den Grund-
lagen der Infinitesimalmethode an, jener Art des Operierens mit unendlich-
kleinen und unendlichgroBen Variablen, die hei Grenzwertbestimmungen
zur Anwendung kommt,

Folgende Deispiele mogen dies erliutern.

1. Die Funktionen y = Vz + «®*—V« und y, — 2}z werden fiir
lim z = + O unendlichklein, und zwar von gleicher Ordnung; man kann

néimlich den Quotienten ;i, da 2 = O ausgeschlossen ist, wie folgt trans-
1

formieren:
Ve F ot — Ve x? 1
o oalete 4 Ve Vitatn
und erkennt nun, daB lim ¥ = %
z=40J1
2. Die Funktionen y=sinz und y, =z wer-
den fiir lim 2 = 0 unendlichklein von gleicher Ord-
. nung. Denn aus Fig. 1, in welcher der Kreis-
£ -l bogen aus O mit dem Halbmesser 1 beschriehen
0 o D ist, folgt die Ungleichheit
Fig. 1. }B A 0CA < Sektor OBA< A ODA,

die immer besteht, wenn nur der Winkel & spitz ist; arithmetisch aus-
gedriickt heiBt dies, daB

sinzeosz <z <tgz,
also auch

sin

s L < e < —— und — > —"> o8 x,

sinx cos & cos &

nun kann z so klein gewihlt werden, dafl der Unterschxed 55:?.70 — €08 %

kleiner wird als eine beliebig klein festgesetzte Zahl; um so mehr gilt

. " 1 sin 2
dies dann fir — —

Pyt da nun cos z mit abnehmendem z sich der
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Grenze 1 nihert, so ist, wie auch x gegen Null konvergiert,
lim 222 _ 1
Dabei ist vorausgesetzt, daB z im BogenmaB ausgedriickt sei; wiire
es in Graden gemessen, so hitte man

L sinx =
im — = = . .
Schon bei 3° und Anwendung von BogenmaB ist “— = 0,9995427

T

von 1 wenig verschieden, und bei 10" bereits = 0,9999940.

3. Die Funktionen y = 1 — cos # und y, = « werden unendlichklein
fir lim z = 0; die erste aber ist von der zweiten Ordnung in bezug auf
die zweite, denn (bei AunsschluB von z = 0) ist

. . .o\ ¢
28in? = sin —
e 2

1—cosx . .
x? a2\ =z ’
2
. 1 —cosx 1
daher zufolge 2. lim —— "= = o,
2=0 x 2

4. Die Funktionen y =tg  —sin2 und y, = # werden fiir lim 2 =0
unendlichklein, die erste aber von der dritten Ordnung in bezug auf die
zweite, weil bei AusschluB von 2 =0

tgz—sinz  tga 1 —cosx 1 sinz 1—cosz

z° x 22 = cosx = x?
und somit auf Grund von 2. und 3.

tgx—sing 1

lim =5

z=0

17. Definition der Stetigkeit von Funktionen einer Vari-
ablen. Eigenschaften stetiger Funktionen. Der Begriff der Stetig-
keit kniipft an geometrische Vorstellungen und an die Vorstellung der
Bewegung an.

Man schreibt der geraden Linie Stetigkeit zu und meint damit den
folgenden, eines Beweises nicht bediirftigen und auch nicht fihigen Sach-
verhalt: Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen derart, daB
jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkt der zweiten Klasse
liegt, so gibt es nur einen Punkt, welcher diese Einteilung hervorbringt.

Denkt man sich aus der Geraden ein beliebig kurzes Stiick aus-
geschaltet, so geht die Stetigkeit verloren; denn in dem ausgeschalteten

13
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Stiick gibt es unbegrenzt viele Punkte, welche beziiglich der tibrigen Ge-
raden eine solche Klasseneinteilung bewirken. In diesem Sinne bedeutet
Stetigkeit so viel wie Zusammenhang, Liickenlosigkeit.

Von der Geraden wird die Stetigkeit auf das System der reellen
Zahlen iibertragen (5).

Wenn von einer reellen Variablen z gesagt wird, sie sei stetig, so
meint man damit, daB sie jeden reellen Wert annehmen kann. Und wenn
man von ihr sagt, daB sie das Intervall («, B) stetig durchliuft, so steht
hinter dieser arithmetisch nicht verwirklichbaren Aussage die Vorstellung,
daB ein Punkt sich auf der Strecke, welche auf der Zahlenlinie durch die
den Zahlen «, § entsprechenden Punkte begrenzt ist, von dem Punkte «
nach dem Punkte 8 hin bewegt. Sowie der Punkt dabei alle Lagen
zwischen ¢ und $ annimmt, so nimmt (in der Vorstellung) z alle Werte
zwischen « und 8 an. .

Die in der Stetigkeit von x liegende Eigenschaft, dafl es moglich ist,
iiberall in («, ) zwei Werte von z zu denken und auch anzugeben|, die
sich um weniger als eine beliebig kleine vorgegebene Zahl von einander
unterscheiden, bildet die Grundlage des Stetigkeitshegriffs bei einer
Funktion von z.

1. Eine Funktion y=f(x) heif3t bei x = a oder an der Stelle a stetig,
wenn sie dort einen bestimmten Wert f(a) hat und wenn sich zu einem be-
liebig kleinen positiven & ein hinveichend kleines positives 7 bestimmen Uif}t,
derart, daf @) —fla)]| <e
ist fiir alle Werte von x, die der Bedingung | x — a | < n geniigen.

Ohne Beniitzung von Symbolen heiBit dies, daB es zu der Stelle a
eine hinreichend enge Umgebung gibt von der Art, daB jeder Funktions-
wert aus dieser Umgebung sich von dem Werte an der Stelle a beliebig
wenig unterscheidet.

Es ist eine Folge dieser Definition, dal sich irgendzwei Funktions-
werte aus der so bestimmten Umgebung nicht mehr als um 2 voneinander
unterscheiden kénnen. Denn sind z', 2" zwei solche Werte, so ist sowohl

f@)— f(a)| < & als auch |f(&") — f(d)| < &, daher |f(z) —f(2")| < 2e

2. Eine Funktion y = f(x) heift stetig in dem abgeschlossenen Inter-
vall (e, B), fiir welches sie definiert ist, wenn sie stetig ist an jeder Stelle
dieses Intervalls.

Hierzu sei bemerkt, daB an den Enden des Intervalls nur von einer
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emseitigen Stetigkeit gesprochen werden kann ebenso wie nur von einer
einseitigen Umgebung. Wenn « < 3, so ist die Funktion der vorstehen-
den Erklirung gemiB auch noch stetig rechis von « und links von B.

Aus dem Zusammenhalt der Erkldrungen 1. und 2. folgt, daB sich
in dem Intervall (e, ), in welchem die Funktion stetig ist, iiberall
Stellenpaare miissen angeben lassen derart, daB sich die zugehorigen Funk-
tionswerte um weniger als (oder hichstens um) eine beliebig kleine fest-
gesetzte positive GroBe unterscheiden.

Auf Grund dieses Sachverhaltes 148t sich nun folgendes erweisen,

3. Wenn die Funktion f(x) in dem abgeschlossenen Intervall (e, 8)
stetig ist, so lift sich zu einem beliebig klein festgesetzten positiven & ein
hinreiclend kleines positives n bestimmen derart, daf fir jede zwei Stellen
z,, %, aus («, B), fur die |z, — x,| <, die Begiehunyg

| fle) — flay) | < e besteht.
Vermdge 1. kann man von « gegen f hin eine Folge von Werten
2y’ .., 2= g® g+ derart einschalten, daB in zwei aufein-

ander folgenden Punkten und auch zwischen ihnen die Funktionwerte
sich hochstens um den beliebig klein angenommenen Betrag % vonein-

ander unterscheiden. Die gegenseitigen Abstinde dieser Punkte werden im
allgemeinen untereinander verschieden sein, ist  der kleinste unter ihnen,
dann erfiillt dieses % die in dem Satze ausgesprochene Forderung. Denn
nimmt man irgendwo in («, 8) zwei Punkte 2,, 2, an, deren Abstand
hochstens 7 ist, so kinnen sie entweder in eines der friiheren Intervalle,
z.B. (2=, ™), oder in zwei benachbarte Intervalle, z. B. 2, in (2*~ Y, 2),
#, in (™, 2+ D) fallen. Geschieht das erstere, so ist

o) — Fla) | < ’;’5
geschieht das letztere, so ist

If(z) — Fa™) | < 5,  [fl@) — )] <&,

folglich [f(2) — @) | <e,
auf jeden Fall ist also der Unterschied der Funktionswerte in z, und z,
unter s.

Man nennt die durch diesen Satz gekennzeichnete Eigenschaft von
f(x) dessen gleichmiifige Stetigheit; man ersieht aber aus der Beweisfiih-
rung, daB sie eine Folge der Stetigkeit tiberhaupt ist. Nur erweist sich
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die Auffassung der Stetigkeit in dieser besonderen Form bei vielen Un-
tersuchungen als besonders giinstig
Als Beispiel einer Funktion, an der sich unmittelbar die gleichmiBige
Stetigkeit erweisen lift, betrachten wir f(z) = sin z.
Es ist
f(x) — f(x,) = sinz, — sin 2, = 2 cos 4 '2— %,

z, +x, .
o8

da 1 der groBe absolute Wert des Kosinus ist und der Sinus eines jeden
Bogens kleiner ist als der Bogen selbst, so ist im vorliegenden Falle

() —F(m) | <]y — 22 {5
withlt man also z,, z, so, daB | 2, — 2, | < ¢ ist, so ist auch, und zwar im
ganzen Verlauf der Funktion,
|sin@, —singz, | < ¢,

and dadurch ist die gleichmiBige Stetigkeit dargetan.

4. Wenn die in dem Intervall («, B) stetige Funktion f(x) an dex En-
den dieses Intervalls ungleich bezeichnete Werte A, B hat, so gibt es wenig-
stens eine Stelle zwischen o« und B, an welcher die Funktion Null ist.

Man halbiere das Intervall; dann gehort zu seiner Mitte x, (= “w';-_-ﬁ)

ein Funktionswert, der entweder mit 4 oder mit B entgegengesetztes
Vorzeichen hat, wenn nicht etwa f(z,) = 0 ist, in welchem Falle die Aus-
sage schon zutriife. Geschieht dies nicht, so nehme man jenes halbe In-
tervall, an dessen Enden f(z) ungleich bezeichnete Werte hat, zum Aus-
gangspunkt und vollfiihre an ihm denselben Prozef ; die neue Mitte heiBe
2. Indem man diesen Giedanken immer wieder von neuem anwendet,
trifft man entweder einmal auf einen Punkt z,, fiir den die Funktion
Null wird, oder der Prozef zieht sich unbegrenzt fort; dann aber iiber-
zeugt man sich leicht, daB die Zahlen %, z,, 2;, ... eine Fundamental-
reihe bilden, der ein Grenzwert z in (e, f) zugeordnet ist, fiir den nichts
anderes gelten kann als f(z) = 0.

Es ist nicht ausgeschlossen, daB auch bei der Halbierung einer Hilfte,
an deren Ende gleichbezeichnete Funktionswerte liegen, sich kleinere
Hilften ergeben, an deren Enden ungleichbezeichnete Funktionswerte auf-
treten; daraus folgt, dafl das Nullwerden von f(x) auch an mehreren
Stellen stattfinden kann.

5. Hat die in dem Intervall (e, B) stetige Funktion f(x) an seinew
Enden ungleiche Werte A, B (A < B), so gibt es zu jeder Zahl M, die
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zwischen A und B liegt, wenigstens eine Stelle in («, 8), an der f(2)
= M ist.

Nach den Voraussetzungen dieses Satzes ist f(z) — M eine Funk-
tion, die folgende Eigenschaften zeigt: bei # = « ist ihr Wert 4 — M <0,
bei x = ist er B— M > 0; dem vorigen Satze zufolge muf es min-
destens eine Stelle z in (&, 8) geben, an der

fl@) — M =0
ist; an jeder solchen Stelle ist also tatsdchlich f(x) = M.

18, Verschiedene Arten der Unstetigkeit (Diskontinuitit).
Wenn eine Funktion f(z) in der (ein- oder beiderseitigen) beliebig engen
Umgebung einer Stelle £ = a definiert ist, die Stetigkeitsbedingung aber
nicht erfiillt, so heiBt sie an dieser Stelle unstetig oder diskontinuierlich.
An der Stelle selbst versagt in solchen Fillen in der Regel die analy-
tische Definition; es kann aber die Funktion auch hier definiert sein.
Immer kommt es auf die Untersuchung der Funktion in der Umgebung
an, auf ihr Verhalten bei unbegrenzter Annéherung an die Unstetigkeits-
stelle. Auf eine Klassifikation der zahlreichen Moglichkeiten soll nicht
eingegangen werden; einige Beispiele werden gentigen, um die Art sol-
cher Untersuchungen und die dabei auftretenden Erscheinungen zu kenn-
zeichnen.

1. Ist @ innerhalb des Intervalls («, 8) gelegen, f(a) nicht bestimmt,
jedoch lim {(x) =lim f(z) = b,

z=a+0

d. h. konvergiert f(x) zu beiden Seiten von a gegen eine und dieselbe
bestimmte Grenze b, so kann man die Definition der Funktion, die an
der Stelle a eine Liicke aufweist, vervollstindigen, indem man dieser
Stelle jenen Grenzwert zuweist, also f(a) = b setzt; die Funktion verhilt
sich dann in der Umgebung von a wie eine stetige Funktion.

Eine #hnliche Bestimmung kann getroffen werden, wenn a mit «
oder 8 (¢ < f) zusammenfillt und f(z) fiir lim £ = « + 0, beziehungs-
weise fiir lim 2 = § — O gegen eine bestimmte Grenze konvergiert.

Die Funktion f(z) = « cos % ist an der Stelle 2 = O nicht definiert,

weil 0 als Nenner nicht zulissig ist; von welcher Seite sich aber x der
Null niihern mag, konvergiert f(z) gegen Null. Fiillt man also die Liicke
in der Definition durch die Festsetzung f(0) = O aus, so verhilt sich die
Funktion an dieser Stelle wie eine stetige Funktion; bei jeder anderen

Festsetzung fiir £(0) wiirde sie hier unstetig sein.
Czuber, Vorlesungen. I 4.Aufl. 3
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2. Wenn jedoch ¢ < a < § und
limf(x) =0, limf(z)="b
r=a—0 x=a+0

und b < ¥/, so heiBt die Funktion an der Stelle a unstetig oder diskonti-

nuierlich, gleichgiiltig, ob f(a) existiert oder nicht und welchen Wert es

auch hat, und man sagt von ihr, sie springe von b auf b’ tiber. Es laBt

sich jetzt keine Umgebung von @ konstruieren derart, daB fiir zwei ihr

angehdrende belichige Werte ', 2/ | f(x") — f(2”) | beliebig klein wiirde.
Lin solches Verhalten zeigt beispielsweise die Funktion

1
ax—l

as -|- 1
an der Stelle z = 0, wo sie nicht definiert erscheint; denn es ist
lim f(z) =—1, hmgegen hm f(x) =1.

E=—0

3. Wenn fiir den 1nne1halb (o, B) befindlichen Wert @ bei dem einen
oder dem andern der Grenziiberginge lim # = a — 0 und limz =a 4 0
ein bestimmter Grenzwert b, bei dem andern der Grenzwert co (mit be-
stimmtem oder unbestimmtem Vorzeichen) zustande kommt, so verhilt
sich die Funktion auf der erstgedachten Seite von a wie eine stetige
Funktion; wire z. B. hm f(x) b, so kann f(z) in dem Intervall (e, a) als

=a-—

f(z) = (>1)

stetige Funktion angesehen werden, sofern man f(a)=> setzt. Man sagt,

sie sei im Punkte @, und zwar zu einer Seite desselben, unstetig.
1

So besitzt die Funktion f(x) =a® (a> 1) zur linken Seite der Stelle
0, an der sie nicht definiert ist, den Grenzwert O, zur rechten Seite den
Grenzwert + co; erginzt man also durch die Festsetzung f(0) =0, so
verhilt sich f(x) links von O wie eine stetige Funktion; wegen des recht-
seitigen Verhaltens aber ist es bei x = 0 unstetig.

4. Wenn fiir den innerhalb (&, ) liegenden Wert a bei den beiden
Grenziibergéngen ¢ — 0 und @ + O fiir f(x) der Grenzwert oo zustande
kommt, so heiBt f(z) in @, und zwar zu beiden Seiten, unstetig.

Dieses Verhalten zeigen beispielsweise die Funktionen f(z) = l und
o(z) = san der Stelle z = 0; nur ist das oo bei f(x) zu beiden Selten

von O verschieden, bei ¢(x) gleich bezeichnet.
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In den Fillen 3. und 4. wird z = a ein Unendlichkeitspunkt der
Funktion genannt.

5. Unstetig heiBt f(z) ferner an einer Stelle @, wenn bei einem der
Grenziiberginge a'— 0 und @ 4 O oder bei beiden f(z) keiner Grenze zu-
strebt, und es kann auch hier von einseitiger oder beiderseitiger Unstetig-
keit gesprochen werden.

Ein Beispiel dieser Art bietet die Funktion f(z) = sin —:E an der Stelle

0 dar; wie sehr man sich dieser Stelle von der linken oder der rechten
Seite nihern mag, die Funktion hort niemals auf, zwischen — 1 und + 1
zu schwanken, es existiert Weder lim f(z) noch hm f(x).

—0 =+0

Einen Wert z = a, fiir welchen eine Funktion f(x) eine der hier er-
orterten Eigenschaften aufweist, nennt man einen singuldren Punkt, und
von dem Falle 1. abgesehen, auch einen Unstetigkeitspunkt. Bei den ana-
lytischen Untersuchungen miissen solche Punkte von der Betrachtung
zumeist ausgeschlossen werden; man denkt sich dies dadurch erzielt, daB
aus dem Intervall («, 8) eine beliebig enge endliche Umgebung des Un-
stetigkeitspunktes ausgeschieden wird.

Sind f(#), g(«) zwei in dem Intervall («, §) stetige Funktionen, so
sind auch die Funktionen f(x) + g(z), f(¢) —g(2) und f(z)g(x) in dem-
selben Intervall stetig, wie sich mit Hilfe der unter 17 3. angegebenen
analytischen Definition der Stetigkeit ohne Miihe und nicht blof fiir zwei,
sondern fiir jede endliche Anzahl von Funktionen erweisen liBt. Von der

(@)
9(@)
¢(x) = 0 ist; wird dagegen an einer oder an mehreren Stellen g(z) =V,

s0 ist an diesen die Funktion LAC) nicht definiert und muB ihr Verhalten

g@

in der Umgebung solcher Stellen niher untersucht werden.
19. Beispiele. Zur Erliuterung der Betrachtungen iiber die Stetig-
keit und Unstetigkeit der Funktionen mégen noch _——
die folgenden Beispiele dienen. Pl
1. Die Funktion y=sinz ist durchaus stetig; / - ‘
denn wihrend (Fig. 2, wo der Kreis mit dem Halb- .,/ &
messer = Lingeneinheit beschrieben ist) der Punkt
M den Kreis von M, aus durchlduft, die Variable
also das Intervall (0, 2x) stetig beschreibt, durchliuft

der Punkt P oder der Wert von y nacheinander die Fig. 2.

Funktion -2 gilt dies jedoch nur dann, wenn im ganzen Intervall (e, §)
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Intervalle (0, 1), (1, — 1), (— 1, 0). Wegen der Periodizitit zeigt die
Funktion dasselbe Verhalten auf dem ganzen Bereich der unbeschrinkten
Variablen #. (Den analytischen Nachweis der gleichmiBigen Stetigkeit
vgl 17 3)
Dasselbe gilt von der Funktion y = cosz, welche die Intervalle (1, —1),
(— 1, 1) beschreibt, wihrend x das Intervall (0, 2x) stetig durchliuft.
Die tibrigen trigonometrischen Funktionen
s1n

X
= — o ==
tgao = _—, cotgx

1
CoBeC ¥ = ——

sec & = ) ,
cosx sin 2

sin 2’
da sie sich aus den vorgenannten mittels der Division bilden lassen, sind
tiberall dort nicht definiert, wo der jeweilige Nenner Null wird, und be-
sitzen daselbst Unendhchkeltspunkte von der unter 18 4. beschriebenen

Art. So ist tg 2 an den Stellen (2% + 1)% nicht definiert (n kann jede
positive und negative ganze Zahl mit EinschluB der Null bedeuten), und
es ist beispielsweise
lim tgo =4 oo, lim tgz=—o0.
2—7—0 r= g—+0
2. Die Funktion y= —n}f setzt sich aus zwei durchaus stetigen

Funktionen durch Division zusammen, ist daher auch durchgehends stetig

mit vorldufigem AusschluB der Stelle x =0, an welcher sie nicht definiert

ist; da jedoch lim ﬂ:—;ﬁ = lim 81—:-’? =1, so kann auch diese Stelle in den

z==0 z=40
Stetigkeitsbereich einbezogen werden, wenn man dort der Funktion den

Wert 1 beilegt.
3. Die Funktion y = - "{‘T (a>0) ist fiir alle Werte definiert und
14 ar
stetig, ausgenommen den Wert # = O; nun ist nach 15 5.

fir a <1 lim y = 0, limy=1,
z=—0 z=+4+0

fira > 1 Imy=1, lim y = 03
z=—0 x=+0

in beiden Fillen weist also die Funktion an der Stelle x = 0 eine Un-
stetigkeit von der in 18 2. beschriebenen Art auf.

1
4. Zufolge 156 5. ist fiir die Funktion y = ar—e (¢ > 0) der Punkt
x# =« ein Unstetigkeitspunkt von der Art 18 3, fiir die Funktion
1

y = a®—*" derselbe Punkt ein Unstetigkeitspunkt von der Art 18 4.
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5. Die Funktion f(z)= % sin }1— ist fiir =10 nicht definiert, hat aber
an dieser Stelle auch keinen Grenzwert; denn da der sin % bei bestindig
gegen Null konvergierendem 2 niemals aufhort, zwischen — 1 und 4 1
zu schwanken, schwankt f(x) zwischen —% und %’ das dem Betrage

nach beliebig grof wird; weil aber immer wieder der Wert O eintritt,
kann auch von einem Grenzwert oo nicht die Rede sein.
6. LaBt man das Limes-Zeichen auch in der Definition einer Funktion

zu, so ist f(z) = lim

n=oc

T (n=1,2,...) eine eigenartige Funktion; ihr
&x

Wert ist, solange |x|> 1, bestindig O, hingegen besténdig 1, so lange
x| < 1; ferner hat man f(—1)=f(1) =~;~. Wenn also # wachsend die

Stelle —1 durchschreitet, so springt der Funktionswert von 0 auf —;— und

gleich darnach auf 1, um bei dem Durchschreiten der Stelle + 1 die um-
gekehrte Wandlung durchzumachen.



Zweiter Abschnitt.
Differentiation von Funktionen einer Variablen.

§ 1. Der Differentialquotient und das Differential.

20, Begriff des Differentialquotienten. Bei der Untersuchung
des Verlaufes einer gegebenen Funktion ist eine der ersten Fragen auf
die Anderung gerichtet, welche der Wert der Funktion bei einer Anderung
des Wertes der Variablen erfihrt.

Es sei f(z) eine in dem Intervalle («, 8) definierte sfetige Funktion
der (stetigen) Variablen x; unter x sei zunichst ein Wert innerhalb des
Bereichs («, ) verstanden. Bei dem Ubergange von z zu z + %, welch
letzterer Wert ebenfalls dem Bereich angehtren soll, oder bei der Anderung

dx=h
der Variablen geht der Wert der Funktion von f(z) in f(x 4 h) tiber und
erfiirt die Anderung  1£(2) = f(x + h) — f(2).

Die Stirke der Anderung der Funktion bei dem beschriebenen Uber-
gange wird um so grofer sein, je grofer bei einem festgesetzten 4z das
Af(x) ausfillf, und je kleiner bei einem festgesetzten Jf(x) das zuge-
horige dx sich ergibt; ein MaB dafiir wird daher in dem Quotienten

Af(x z4h) — f(x
Af(m)Sf(-!-zl f(x) Q)
zu erblicken sein. Da die GroBen Az, Af(x) Differenzen zweier Werte
der Variablen und der zugehdrigen Werte der Funktion sind, nennt man
sie auch Differenz der Variablen, beziehungsweise Differenz der Funktion,
und den Quotienten (1) den Differenzenquotienten. der Funktion.

Der Differenzenquotient erfordert zu seiner Bildung zwei Stellen aus
dem Bereich der Funktion; 188t man die zweite Stelle z + % unaufhérlich
der ersten, & also dem Grenzwerte Null sich néhern, so nihert sich ver-
moge der Stetigkeit von f(z) auch der Zihler der Grenze Null; man hat
es dann mit dem Quotienten zweier unendlichklein werdenden GréBen zu
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tun, welcher je nach der Ordnung dieser Gré8en entweder einer bestimmten
von Null verschiedenen Grenze, oder der Grenze 0, oder der Grenze oo
(mit bestimmtem oder unbestimmtem Vorzeichen) zustrebt oder auch un-
bestimmt bleibt. In den drei erstgedachten Fillen, wo ein Grenzwert im
(weitesten Sinne des Wortes) existiert, nennt man diesen Grenzwert den
Differentialquotienten, die Ableitung oder die Derivierte der Funktion f(x)
an der Stelle x; er ist ein MaB fiir die Stdrke der Anderung der Funktion
an dieser Stelle.
Es sind jedoch drei verschiedene Arten des Grenziiberganges von k
zu unterscheiden, nimlich I. limh=4+20
II. limh=—0
III. limk=F0.

Der Grenzwert, der bei dem Grenziibergange I. zustande kommt, wird der
rechte Differentialquotient genannt; sein Wert sei X’; der aus dem Grenz-
iibergange II. resultierende heiBt der linke Differentialquotient; sein Wert
gei X”. Ist nun X' X”, so mtissen diese beiden Differentialquotienten
wohl voneinander unterschieden werden und der Grenziibergang IIL wird
illusorisch. Dieser Fall gehort jedoch zu den Ausnahmen; die Regel ist
vielmehr, daB X' = X"; dann aber brauchen die beiden Grenziibergiinge
I und II. nicht voneinander unterschieden zu werden; an ihre Stelle tritt
der Grenziibergang III. und der durch denselben gewonnene Grenzwert X
soll vollstindiger oder eigentlicher Differentialquotient oder Differential-
quotient schlechtweg genannt werden.

In der Folge wird also, wenn von dem Differentialquotienten einer
Funktion an einer Stelle ihres Bereiches gesprochen wird, immer der
durch den Grenziibergang III. gewonnene, also

e+ ) — f@)

| A ®

gemeint sein.

Hiernach st unter dem Differentialquotienten einer Fumktion f(x) an
emer Stelle x der Grenzwert zu verstehen, gegen welchen der an dieser Stelle
gebildete Differenzenquotient konvergiert, wenn die Anderung h der Variablen
durch positive wie durch neyative Werte der Grenge Null sich ndhert.

Ist der Bereich der Variablen ein beschriinkter, also ein endliches
Intervall (e, §), so kann an den Enden des Intervalls selbstverstindlich
nur von einseitigen Differentialquotienten die Rede sein, und zwar kann,
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wenn « < §, fiir £ = « nur der Grenziibergang I, fiir x = 8 der Grenz-
iibergang II. zur Anwendung kommen.

Es ist oben bemerkt worden, der Differentialquotient an einer Stelle
« sei ein MaB fiir die Stirke der Anderung der Funktion daselbst; diese
Ausdrucksweise wird erst dann vollig verstindlich, wenn eine Finheit fiir
das MaB angenommen ist; diese Einheit sei die Stéirke der Anderung der
Variablen selbst. Ist nimlich f(z) = », so ist der Differenzenquotient
z +’7: —% -1 und folglich auch der Differentialquotient von z an jeder
Stelle x gleich 1. An einer Stelle also, wo der Differentialquotient von
f(x) groBer ist als die Einheit, #indert sich die Funktion stirker als die
Variable, an einer Stelle, wo er kleiner als 1 ist, indert sie sich schwicher
als die Variable; dabei kommt zunichst nur der absolute Wert des
Differentialquotienten in Betracht.

21, Abgeleitete Funktion. Wenn die Funktion f(z) an jeder
Stelle des Bereichs (e, ), fiir welchen sie gegeben ist, einen bestimmten
Differentialquotienten im Sinne der Definition (2) besitzt, so heiBt sie in
dem Bereich differenzierbar.

Da der Differentialquotient im allgemeinen an jeder Stelle des Be-
reichs einen andern Wert hat, so stellt er eine Verinderliche oder eine
neue Funktion der Variablen z in demselben Bereich vor; man nennt sie
die abgeleitete oder derivierte Funktion oder kurz die Ableitung von f(x),
aber auch — im iibertragenen Sinne — den Differentialquotienten von
f(z) und gebraucht dafiir, je nachdem es in dem betreffenden Falle vorteil-
hafter erscheint, eines der Zeichen?)

WO f@), D@

oder kiirzer, indem f(x) = y gesetzt wird,

d' ’
ngv Y, -ny'

Die analytische Bedeutung dieser neuen Funktionistalso durch die Gleichung
d - .
1) Die drei Bezeichnungen stammen der Reihe nach vor Leibniz (in einem

Manuskript von 1676), Lagrange (Théorie des fonctions analytiques 1797) und
Arbogast (Calecul des Dérivations 1800).
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gegeben, wenn der Grenziibergang bei unbestimmt gelassenem z aus-
gefiihrt wird.

Im allgemeinen gehoren zu verschiedenen Werten von x auch ver-
schiedene Werte von f”(z); es gibt jedoch einen — und nur diesen einzigen
— Fall, wo zu allen Werten von z derselbe Wert von f’(x) gehort, die
Fuuktion an allen Stellen sich gleich stark #indert; es ist dies die rationale
ganze Funktion ersten Grades f(x) = ax + b; denn fiir sie ist der Diffe-
a(z+ k) + b — (ax 4 b)

h

renzenquotient = a, unabhiingig von z, also auch

D (az + b) = a;
das geometrische Bild dieser Funktion — eine Gerade — spricht dies in

vollster Deutlichkeit aus.
Setzt man in der letzten Formel a = 0, so sagt sie, dafBl
Db = 0; (4)
daB also der Differentialquotient einer konstanten Funktion oder einer Kon-
stanten kurzweg Null ist; mit a =1 und b= 0 ergibt sich das oben schon
gefundene Resultat D=1, (5)
daB der Differentialquotient der Variablen x selbst die FEinheit ist.

Die Existenz eines endlichen Differentialquotienten an einer Stelle 2
setzt die Stetigkeit der Funktion in der Umgebung dieser Stelle notwendig
voraus; denn der Quotient (1) kann bei gegen Null konvergierendem 2
picht anders einem endlichen Grenzwerte sich nihern, als daB auch sein
Ziahler gegen Null abnimmt, und dies findet nur im Falle der Stetigkeit
in der (iibrigens beliebig engen) Umgebung von z statt. Umgekehrt,
wenn dieFunktion f(«) an der Stelle x einen endlichen Differentialquotienten
besitzt, so ist sie daselbst stetig. Denn im Sinne der Definition (3) ist

2

wobei 0 eine mit A zugleich gegen Null konvergierende Gro8e ist; folglich
ist flx + k) — f(x) = h[f'(x) + 0]
und dies kann durch entsprechende Einschrinkung von 7 dem absoluten
Werte nach unter eine beliebig kleine positive GroBe ¢ herabgedriickt
werden (17 1.).

Hingegen ist die Stetigkeit nicht, wie man lange Zeit glaubte und
Ampeére zu beweisen versuchte, eine hinreichende Bedingung fiir das
Vorhandensein eines Differentialquotienten. Als Beleg dafiir diene die
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Funktion f(x) = x sin %, die fiir alle Werte von x erklirt ist mit Aus-

nahme von x = O; sie verhilt sich aber auch an dieser Stelle wie eine
stetige Funktion, wenn man festsetzt, daB f(0) =0 sei, weil dann Iimof (x)=0
z=7F

ist (18 1.). Der Grenzwert des Differenzenquotienten an der Stelle =0
ist aber hsin L —o L

lim ——"  _ —1lim sin 7,

r=40 h h=+0

also vollig unbestimmt (18 5.); daher gibt es an dieser Stelle keinen
Differentialquotienten.

Es ist gelungen, Funktionen analytisch zu definieren, welche trotz
ihrer Stetigkeit an unziihlig vielen, ja selbst an allen Stellen keinen
Differentialquotienten zulassen. Indessen gentige hier die bloBe Anfihrung
dieser Tatsache.)

R2. Phoronomische und geometrische Bedeutung des Diffe-
rentialquotienten. Sobald man das Gebiet der Anwendungen der
Analysis betritt, sind « und f(#) die MaBzahlen fiir irgend welche von-
einander abhiingige Grofen und je nach der Bedeutung dieser letateren
erlangt auch der Differentialquotient verschiedene sachliche Bedeutungen.
An dieser Stelle sollen jene zwei Fille besprochen werden, von welchen
die Differentialrechnung ihren Ausgang genommen und die fiir zwei groBe
Gebiete von grundlegender Bedeutung sind: fiir die Phoronomse®) und die
Geomelrie.

1. Es sei z die von einem bestimmten Augenblicke an verflossene
Zeit, welche ein in gerader Linie sich bewegender Punkt gebraucht hat,
um den Weg f(z) zuriickzulegen; dann ist f(z 4 h) der in der Zeit z +h
vollendete, somit /(2 + #)—f(z) der in dem Zeitintervall (z, 2+ h) zuriick-
gelegte Weg. Wiire die Bewegung eine gleichmiifige, d. h. eine solche,
bei welcher in beliebig groBen, jedoch gleichen Zeitabschnitten gleiche

1) Literaturangaben iber derartige Funktionen findet man in E. Pascals
Repertorium der hiheren Mathematik, 2, Aufl., deutschvonP.Epstein L1, S.458—460,
Leipzig 1910. — An solchen Funktionen findet die Darstellbarkeit durch eine gewdhn-
liche Kurve ihre Grenze. Die iiberall stetige und nirgends differenzierbare Funktion
von K. Weierstra hat F. Klein (Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung auf Geometrie, eine Revision der Prinzipien, Leipzig 1902, S. 83ff) der
anschaulichen Erfassung am nichsten gebracht.

2) Reine Bewegungslehre, die die Bewegungsvorgiinge nur nach Raum und
Zeit betrachtet.
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Wege zuriickgelegt werden, so stellte der Quotient

f& + k) — 1@

)
die Geschwindigkeit, d. i. den in einer von den Zeiteinheiten, in welchen
2 und & ausgedriickt sind, beschriebenen Weg dar.

Auf eine ungleichmipige Bewegung 1dBt sich dieser Begriff der Ge-
schwindigkeit nicht unmittelbar iibertragen; der angeschriebene Quotient
bedeutet nunmehr die wahrend des Zeitintervalls (z, z + ) auf die Zeit-
einheit durchschwittlich entfallende Weglinge; je kiirzer das Zeitintervall,
um so geringer die UngleichmiBigkeit der Bewegung wihrend desselben,
um so niher entspricht die Bedeutung jenes Quotienten der einer Ge-
schwindigkeit; und nahert sich der Quotient bei stetig gegen Null ab-
nehmendem % einem Grenzwert, so wird dieser Grenzwert

Lim f(w+h])——f(¢)
k=F0 ¢
als die im Augenblicke x herrschende Geschwindigkeit erklart.

Wenn also f(x) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit x zuriick-
gelegten Weg ausdriickt, so hat der Differentialquotient f'(x) die Bedeutung.
der sur Zeit herrschenden Geschiwindigkeit. '

Mit Hilfe des Bewegungsbegriffes kann dem Differentialquotienten
eine bemerkenswerte Deutung gegeben werden. Stellt man sich vor, die
Variable 2 durchlaufe ihr Intervall («, ) gleichmiBig, so durchliuft die
Funktion ihren Bereich im allgemeinen ungleichméBig; bis zu dem Zeit-
punkte, in welchem die Variable den Wert #, die Funktion den zugeord-
neten Wert f(x) angenommen, sei die Zeit ¢ verflossen, und in dem wei-
teren Zeitintervall v mégen die Werte « + % und f(z + h) zustande kom-

men; dann ist —g— = ¢ die Geschwindigkeit, mit welcher z sein Intervall
durchliuft und der Grenzwert von gﬁw fir lim v = 0 die Ge-
schwindigkeit, mit welcher sich f(z) im létzten Augenblicke der Zeit ¢
in seinem Bereich bewegt; da nun

fe+h)—fx) [fa4h)—7FEx)
fle-+h) — f@) _ v _ v
h. ﬁ c
T

und % mit = zugleich gegen die Null konvergiert, so ist der Differential-
quotient das Verhiiltnis der Geschwindigkeiten, mit welchen x und f(x)
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sich im gegebenen Augenblicke in ihren Gtebieten bewegen. Man kann

somit den Satz aufstellen: Der Differentialquotient einer Funktion f(x) an

einer Stelle z ist die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Funlktion an dieser

Stelle dndert, wenn die Variable x sich gleichmdfliy mit der Geschwindig-
keit 1 dindert.!)

2. Man betrachte x als Abszisse und f(x) =y als Ordinate eines

Fig. 5. n Punktes M in dem rechtwinkligen Koordinaten-

/s  system X OY; dann beschreibt M, wihrend z

27" 1 das Intervall (e, B) stetig durchliuft, eine Kurve

\ 7%  AB (Fig.3). Die den Abszissen OP = 2 und

by ____.']-5'—9' 1€ OF = z + h entsprechenden Punkte M, M’ be-

'~ | _ sitzen die Ordinaten PM = f(z) und P' M’
= P P X

= f(2 + &) und bestimmen eine Sekante, deren
Richtung durch den Winkel @ MS = ¢ festgelegt werden mdge; dann ist
7)) —
fetD=1@ i,
Konvergiert /1 gegen die Grenze Null, so nihert sich M’ lings der Kurve
dem Punkte M, und die Gerade MS dreht sich um den Punkt M. Die
Aussage,der Differenzenquotient konvergiere dabei gegen einen bestimmten
Grenzwert, ist gleichbedeutend mit der Aussage, die Sekante nihere sich
einer bestimmten Grenzlage; diese Grenzlage M 7T nennt man die berih-
rende Gerade oder die Tangente an die Kurve im Punkte M; wird ihre

Richtung durch den Winkel Q M T = ¢ bestimmt, so ist
lim ﬁiﬂ%ﬂ —t

2.
]
=40

Ist also y=f(x) die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogene
Gleichung einer Kurve, so hat der zu einem Werte x gehirige Differential-
quotient f'(x) die Bedeutung der trigonometrischen Tangente jenes Winkels,

1) Von Betrachtungen solcher Art war Newton bei Begriindung der Infini-
tesimalrechnung (erste Publikation 1687 in der Philosophiae naturalis principia
mathematica) ausgegangen; ap die Vorstellung des Verfliefens der Zeit ankniipfend
nannte er die Variablen Fluenten und die Anderungsgeschwindigkeiten Fluzionen,
die Infinitesimalrechnung Fluzionskalk#l. Newtons Bezeichnung fiir den Diffe-

rentialquotienten der Funktion y = f(z) ist % und erklidrt sich aus der obigen
Darlegung.
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welchen die Tangente an die Kurve in dem sur Abszisse x gehirigen Punlite
mit der positiven Richtung der Abszissenachse einschlief3t.t)

Das Vorhandensein eines vollstindigen Differentialquotienten an der
Stelle z oder, was dasselbe bedeutet, die Ubereinstimmung des vorwirts
genommenen Differentialquotienten mit dem riickwiirts genommenen hat
die geometrische Bedeutung, daf sich die Sekanten, welche die Kurve
rechts von M schneiden, derselben Grenzlage nihern wie die links von
M schneidenden, dafl also die Kurve im Punkte M nur eine Tangente
besitzt.

Auf die eben ausgefiihrte Betrachtung griindet sich die Aussage, eine
Tangente habe mit der Kurve zwei vereinigte Punkte gemein, welche zu-
sammen den Beriihrungspunkt ausmachen.

23. Begriff des Differentials. Der begriffliche Inhalt der Glei-
chung wfEED 1@ _ py

+o
welche den Diﬁ'erentlalquotxenten von f(z) an der Stelle x definiert, ist
der, daB die Differenz f((ﬂ-*—h) f(a)) ( )

x

durch hinreichende Einschrankung von s unter einen beliebig kleinen
Betrag gebracht werden kann; bezeichnet man hiernach diese von x und
h zugleich abhiingige Differenz mit &, so ist ¢ eine mit & zugleich unend-
lich klein werdende GroBe und

e+ k) — flx) = hf'(z) + &h,
oder in andern, frither eingefiihrten Zeichen geschrieben:
Af(x) =f (x)dx + ¢ - dx. (6)
Von den beiden Teilen der rechten Seite wird der zweite unendlich klein

von hoherer Ordnung als der etste, sobald f'(x) einen bestimmten von
Null verschiedenen Wert hat, da

lim tod = lim
dz=zol & v) d & f(x)

1) Das Problem der Tangentenbestimmung an eine ebene Kurve bildete bei
Leibniz den Ausgangspunkt fiir die Erfindung der Differentialrechnung (erste
Publikation 1684 in den Leipziger Acta eruditorwmn; der Titel der kurzen Notiz
enthilt in seinen ersten Worten: Nova methodus pro maximis et minimis, item-
que tangentibus ... den Hinweis auf den Grundgedanken), der er auch den Na-
men gegeben.

= 0;
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das erste Glied ist also der Hauptteil der Anderung 4f(z) und wurde
von Leibniz unter dem Namen Differential der Funktion eingefiihrt und
mit df(x) bezeichnet. Danach ist

df(z) = " (w) d; M
wendet man diese Gleichung auf die Funktion f(x) =2 an, so folgt
dx = Az, (8)

so daB fiir diese Funktion die Begriffe ,Anderung® und ,Differential® ein-
ander decken, wie ja fiir sie auch Differenzenquotient und Differential-
quotient iibereinstimmen; nach dieser Bemerkung kann

if(s) = £ (@)de )
geschrieben werden.

Formell ist also das Differential df(x) einer Funktion das Produkt
aus threm Differentialquotienten und dem Differential der Variablen; be-
grifflich stellt es eine Grife dar, deren Unterschied gegen die Anderuny
Af(x) der Funktion durch gehirige Einsciwdnkung von dz im Verhiltnis
zu letsterer Grofle dem DBetrage nach beliebig klein gemacht werden kann,
indem zufolge (6), (1) und (8)

da=40 ‘l“’
Aus der Definitionsgleichung (9) folgt: f'(x )—W—(w) dies hat zu-
niichst den Sinn, daB f'(z) der Grenzwert von — f( ) bei gegen Null kon-

vergierendem 4z (und Af(x)) ist. Auf dieser Darstellung von f'(x) be-
ruht aber auch der Name ,Differentialquotient” (Quotient aus dem Diffe-
rential der Funktion durch das Differential der Variablen) und die von

Leibniz dafiir eingefiihrte Bezelchnung ar (x)

Aus der Gleichung (9) erklirt sich auch die fiir den Differential-
quotienten von Lacroix?!) eingefithrte Bezeichnung ,,leferentlalkoefﬁ
zient” (= Koeffizient des Differentials d«), die heute noch in englischen
Schriften iiblich ist.

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion und die
ithres Differentials laufen hiernach im Wesen auf dasselbe hinaus; in-
dessen ist ersteres die primiire Aufgabe, ihre Durchfilhrung wird vorzugs-

1) Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral, I. Band (1810), p. 240.
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weise als Differentiation der Fumktion bezeichnet; indessen belegt man
auch das Bilden von Differentialen mit diesem Namen.

In den beiden Fillen von 22 hat das Differential folgende Bedeutung.

Ist f(x) der in der Zeit x zuriickgelegte Weg, also f'(x) die im letz-
ten Augenblicke dieser Zeit herrschende Geschwindigkeit, so stellt das
Differential df(x) = f'(z)dz den in dem Zeitintervall (z, # + dx) be-
schriebenen Weg um so genauer dar, je kleiner dz, und es 148t sich dz-
so klein wihlen, daB der Unterschied zwischen dem wirklich zuriickge-
legten Weg Af(x) und diesem df(z) im Verhiltnis zu dz dem Betrage
nach beliebig klein wird.

Wird f(z) in den Ordinaten einer Kurve zur Darstellung gebracht,
s0 ist df(x) = (¥) - dx = dw - tge = QR (Fig. 3 S. 44) die Anderung,
welche die Ordinate der Tamgente bei dem Ubergange von z zu z + d=
erfahrt; dies unterscheidet sich von der Anderung der Ordinate der Kuive,
von Af(z) = QM’, um so weniger, je kleiner dz, und wieder kann dz
df@) —df(@) _ RM’

dx

g dem

so eingeschrinkt werden, daB das Verhiltnis

Betrage nach beliebig klein wird.

§ 2. Allgemeine Siitze iiber Differentiation.

24. Differentiation eines Aggregats. Sind f(z), g(z) zwei in
dem Intervall (e, 8) stetige und differenzierbare Funktionen, so sind auch
die Aggregate f(®) + g(x)
daselbst differenzierbar; denn der Differenzenquotient

fe+htge+h—{f@tg@} _feth—Ffx) gx+l)—g@)
h h h

+

konvergiert unter den obigen Voraussetzungen mit gegen Null abneh-
mendem h gegen eine bestimmte Grenze, und es ist?)

Dif(z) + 9(#)] = f (2) + ¢' (). 1)
Die Formel kann leicht auf Aggregate aus einer beliebigen endlichen An-
zahl von Bestandteilen ausgedehnt werden und gibt den Satz: Der Diffe-
rentialquotient eines Aggregats ist das aus den Differentialquotienten der-
Bestandteile analog gebildete Aggregat.

1) Aus Griinden einfacherer Darstellung wird links D fiir D, geschrieben
und rechts von einer anderen Bezeichnung fiir die Ableitung Gebrauch gemacht..
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Ist die Funktion g(x) konstant = ¢, so ist ihr Differentialquotient
Null und Formel (1) gibt dann

D[f(x) + ¢] = f'(x). @)

Hiernach verschwindet ein konstanter Summand beim Differentiieren, mit

anderen Worten: Zwe: Funktionen, welche sich nur um eine additive Kon-

stante vonewmander unterscheiden, stimmen im Differentialquotienten iiberein.

25. Differentiation eines Produkts. Wenn jede der beiden

in dem Intervalle (a, ) stetigen Funktionen f,(z), f,(z) daselbst diffe-

renzierbar ist, so gilt das gleiche fiir ihr Produkt £, (%) f,(z); denn der

auf dieses Produkt beziigliche Differenzenquotient 1i8t folgende Umfor-

mung zu: i@+ W@+ h) —f @fh @)
h

_hethhetrh—f@ht+ht+f@hA@+h—f@)f@)
N h
1 W—1 h—1fs
SBEADZRE gy 4 p ) e D= A,
liBt man % zur Grenze gehen, so ergibt sich auf Grund der gemachten
Voraussetzungen folgende Regel:
D) fy(@)] = @)fa(®) + £ (@) (). @)
Kommt zu dem Produkt noch ein dritter Faktor f;(«) hinzu, welcher
dieselben Bedingungen erfiillt wie die beiden ersten, so ist zunichst

DUA@) @)} f(@)] = (@) - D{fi(@)fo(@)} + fi(@)fe(2)F ()
und wenn man im ersten Gliede rechts aus (3) substituiert,
D (@) y(@)fs(®) } =1 @F@)fy(@) + [(2)fy @)f3(@) + @) o) (2). (4)
Die Formel 1iBt sich auf dem angedeuteten Wege auf jede beliebige An-
zahl von Faktoren ausdehnen und enthilt den Satz: Der Differential-
quotient eines Produlktes von n Funkiionen wird gebildet, indem man jedes-
mal nur einen Faktor durch seinen Differentialquotienten ersetzt und alle
so gebildeten n Produkte zu einer Summe vereinigt.

Wenn in der Formel (3) die Funktion f,(z) konstant = ¢ angenom-
men wird, so ist f,’(z) = O und die Formel verwandelt sich in

D{cf,(2)} = cfy (2). ®)

Hiernach geht ein konstanter Faktor unverindert als Faktor in den Diffe-
rentialquotienten iiber.

Wird die Formel (4) auf n Funktionen f, (), f,(), . . ., f,(2) ausge-

dehnt und sodann durch das Produkt der Funktionen selbst dividiert, was
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nur bei solchen Werten von z zulissig ist, die das Produkt nicht auf
Null bringen, so ergibt sich die Formel:
Dif@f@.. .L,@) _ L@, L@ 2@

F@h@. h@ A tThe Tt e O
aus ihr folgt, wenn alle Faktoren f,(x), f,(x), . - ., f,(#) ein und dieselbe
Funktion f(z) bedeuten, die weitere Formel

Di{f@)* _ @
{r@}” f(z)’

und nach Beseitigung der Nenner:

D{f@)}" = n{f@)}""'f (). (M
Ist f(z) = =, so gibt dies wegen Dz =1
Dy = nam—1, )

Hierdurch erscheint der Differentialquotient einer Potenz der Variablen
bestimmt, nach dem Gange der Herleitung vorldufig nur fiir den Fall eines
positiven ganzen Exponenten,

26. Differentiation eines Quotienten. Der Quotient % Zweier

in dem Intervalle (e, ) stetigen Funktionen ist unter der Voraussetzung,
daB im ganzen Intervalle mit KinschluB seiner Grenzen g(z) < 0, eben-
falls eine stetige Funktion und besitzt tiberall einen Differentialquotienten
wenn dies fiir die Funktionen f(x) und g(z) gilt. Wiirde jedoch an einer
oder an mehreren Stellen des Intervalls g(z) = 0, so hort dort die ge-
brochene Funktion auf, definiert und im allgemeinen auch stetig zu sein;
die folgende Entwicklung gilt also mit AusschjuB solcher singuliiren Stellen

Mit dem Differenzenquotienten von f(( ; kann nachstehende Trans-

formation ausgefiihrt werden:

fleth @

I@th) 9@ _ fle+ ) g@) —F@g @ + @y @ — F@) g+ 1)
2 hg@ 9@t hy

fe+ h) &)

z4h)— g
~ %ot o LEEH=LE
- g@)g@+h ’
bei dem Ubergange von k zur Grenze Null ergibt sich hieraus
p i@ _ f@)g@—i®)g'®) (9)
D gt = {g@)}*

Es ist also der Differentialquotient eines Quotienten gleich dem Pro -

dukte des Nenners mit dem Differentialquotienten des Zihlers, vermindert
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 4
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um das Produkt des Zihlers mit dem Differentialguotienten des Nenners,
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert.

Eine erhebliche Vereinfachung erfihrt die Formel, wenn die Zihler-
funktion f(x) konstant = ¢ ist: alsdann ist

¢ g (x)
D @ " @) (10)

Setzt man hier ¢ =1 und g(x) = 2", wobei unter % eine positive

ganze Zahl verstanden sein soll, so ist, weil Da" = ng"~?,

Dg"=——F—=—nx"""}, (11)

wodurch die Giiltigkeit der Formel (8) auch fiir negative ganze Expo-
nenten erwiesen ist.

27. Differentiation inverser Funktionen. Ist (4, B) das Ge-
biet einer in dem Intervall (¢, ) monotonen stetigen Funktion y = f(z)
von z, so gehdrt zu jedem Werte von y aus dem Intervall (4, B) ein und
nur ein Wert von 2, so daB zugleich « als Funktion von y bestimmt ist:
2z = @(y), und zwar ist z ebenfalls monoton und stetig; denn # und y
durchlaufen ihre beziiglichen Intervalle (e, ) und (4, B) gleichzeitig
stetig. Man bezeichnet f(x) und ¢(y) als inverse Funktionen oder ¢(y)
als die Umkehrung von f(z) (12); zwischen ihren Differentialquotienten
besteht eine einfache Beziehung.

Sind n#mlich z, y und ebenso z + Az, y + Ay zusammengehdrige

Werte, so ist j—z der Differenzenquotient der Funktion'f(x),% der Diffe-

renzenquotient von ¢(y); diese beiden Differenzenquotienten sind rezi-
prok und bleiben es, wie klein auch 42 und 4y werden mdgen; folglich
sind auch ihre Grenzwerte, falls solche vorhanden und bestimmte von
Null verschiedene Werte sind, also die Differentialquotienten von f(#) in
bezug auf 2 und von ¢(y) in bezug auf y, reziprok, d. h.

D,f(z)- D,p(y) = 1. (12)

Die Differentialquotienten zweier inversez Funktionern sind also fiir
Jedes Paar zusammengehiriger Werte der Variablen z, y reziprok.

Konvergiert 5—1 an einer Stelle z gegen die Grenze Null, so hat Z'_;f

an der zugehdrigen Stelle y den Grenzwert oo und umgekehrt; ist also

eine der Ableitungen f'(z), ¢'(y) an einer Stelle zly Null, so hat die an-
dere an derselben Stelle einen unendlichen Wert.
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Die Ergebnisse erlangen anschauliche Bedeutung, wenn man y = f(z)
als Gleichung einer Kurve (Fig. 4) auffaBt; dieselbe Kurve ist auch durch
die Gleichung z = ¢ (y) dargestellt und der Unterschied beider Darstel-
lungen liegt lediglich darin, daB das erstemal z, das ¥ _
zweitemal y als die unabhiingige Verinderliche auf- *[— f-i'
gefaBt wird.!) Der Differentialquotient D, f(z) ist die | Wi
trigonometrische Tangente des Winkels a, welchen die |b/
Tangente M T mit der positiven Richtung der Ab- | . 9
szissenachse bildet, D @ (y) die trigonometrische Tan- " s e
gente des Winkels b, welchen dieselbe Tangente mit '
der positiven Richtung der Ordinatenachse einschlieft,

und da ¢ 4+ b = %, so ist tga - tgb = 1; dies also ist der geometrische

Inhalt der Formel (12). Wird in einem Punkte, wie E, D, f(z) = 0, so ist
dort die Tangente parallel zur Abszissenachse, also normal zur Ordinaten-
achse, folglich D g(y) = oo an dieser Stelle; und wird, wie in F,
D, f(x) = oo, so ist die Tangente normal zur Abszissenachse, also par-
allel zur Ordinatenachse, deher D, ¢ (y) = O an dieser Stelle.

1

Wendet man die Formel (12) auf den Fall y = 2™, x = y™ an, wo
1

unter m eine positive ganze Zahl, unter #™ der positive reelle Wert von
Vz verstanden werden soll und x auf positive Werte beschriinkt bleiben
muB, wenn m eine gerade Zahl ist, so findet sich mit Benutzung von (8)
nach Formel (12)

1 1 1
— = 1 1 1 -1
m ., m—1__ Mo = = — g™ :
Daxm-my 1, woraus Dz e =
max ™

1
und trigt man nun in die Formel (7) f(x) = a™ ein, so kommt

n n—-1

=z 270 1 —-1 n —-1
mo__, mo, g, = — ™ 13
Dz nI p ol A (13)

dadurch ist die Giiltigkeit der Formel (8) fiir positive gebrochene Expo-

1) Will man bei der umgekehrten Funktion x = g@(y) die unabhiingige Va-
riable wieder z, die abhingige y nennen und sie hiernach in demselben Koordi-
natensystem darstellen, so hat man die Bildkurve EF an der Halbierungslinie des
Winkels XOY zu spiegeln; die neue Kurve gehort dann zur Gleichung y = ¢ ().

4%
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nenten dargetan. Wird schlieBlich in der Formel (10) ¢ =1 und g(z) = 2™
gesetzt, so ergibt sich mit Benutzung von (13)

n =1
n - n
De ™" LIPS 14
A (14)
m
x

und Formel (8) ist nun auch auf negative gebrochene Exponenten erweitert.
Sie gilt also fiir jeden rationalen Exponenten.

28. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. Es sei
u=@(x) eine eindeutige stetige Funktion von z, y =f(u) eine eindeutige
stetige Funktion von u, so ist mittelbar y auch eine eindeutige stetige
Funktion von 2 :y = f{p(2)]; man nennt in solchem Falle y eine zusammen-
gesetzte Funltion von x oder auch eine Funkiion von einer Funktion von .

Ein bestimmter Wert von # hat einen bestimmten Wert von « und
dieser einen bestimmten Wert von y zur Folge, und besitzt ¢ (z) an der
Stelle # und f(«) an der Stelle u einen Differentialquotienten, so hat auch
fle(#)] an der Stelle z einen Differentialquotienten. Geht man nimlich
von z zu x + dx iiber, so erfahren auch u, y gewisse Anderungen
Au, Ay, und es ist

du

~— der Differenzenquotient von u in bezug auf
dgx ’
4y
du 7 ” » Yo » n U
4y
dg 7 » n Y ou o» n ¥

zwischen diesen drei Differenzenquotienten besteht aber die Beziehung
4y _ 4y du
dx  du dzxz
und bleibt bestehen, wie klein auch 4z werden mdge; somit besteht auch
zwischen den Grenzwerten die Beziehung
Dy=Dy- Du. (15)
Ist v =9 (), u= @), y=7F(u), y also durch zweifache Vermittlung
eine Funktion von #, so ergibt sich durch #hnliche Schliisse
Dy=Dy-Du-Dyp. (16)

Um also eine Variable y, welche durch mehrfache eindeutige Vermtt-
lung von u, v, w, . .. 2 mit der Variablen x zusammenhiingt, nach dieser
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letzteren zu differentiieren, bilde man der Reihe nach die Differentialguotienten
von y nach w, von u nach v, von v nach w, ... schlieflich von & nach z, die
alle als vorhanden vorausgesetzt werden; dann ist der Differentialquotient
von y nach z gleich dem Produkte aller dieser Differentialquotienten.

Die letste Variable, hier in allen Fillen x, gilt als die unabhingige.
Multipliziert man die Gleichung (15) mit dz, so ergibt sich

dy =f (”)d“;
d. h. das Differential von y ist, obwohl y in letzter Linie von x abhingt,
genau so zu bilden, als ob y eine Funktion der Hilfsvariablen u wire.
Will man die Abh#ngigkeit von x im Differential zum Ausdruck bringen,
so beachte man, daB du = ¢'(x) dz ist, in Folge dessen schreibt sich auch
dy = f'(w)¢'(z)da.

Die Formel (7) erweist sich nunmehr als ein besonderer Fall der
Formel (15), wenn man u = f(z) und y = u" setzt.

Nimmt man in (15) u = az 4+ b, y = u*, wo n nun jede rationale
Zahl bedeuten kann, so ist (21)

D(ax + b)y* = na (ax + b)* "4

§ 3. Differentialquotienten der elementaren Funktionen.

¢ 29, Die Potenz. Im Verlaufe des letzten Paragraphen wurde fiir
die Differentiation der Potenz y = 2™ die bei jedem rationalen Exponenten
n geltende Formel: D" = nam~1 1)
abgeleitet. Bei negativem # ist der Wert x = 0 als Unstetigkeitspunkt
auszuschlieBen.

Diese Formel in Verbindung mit den Sétzen des vorigen Paragraphen
setzt uns in den Stand, alle expliziten algebraischen Funktionen zu
differentiieren.

1. Fiir die ganze Funktion

y=a"+ax" '+ +a,_r+a,
hat man unmittelbar (24, (1), (2); 25, (5))
Dy =nag"*+®m—Daz"" +. .- +a,_;

die Ableitung einer ganzen Funktion ist sonach eine ebensolche Funktion
von nichst niedrigerem Grade.
2. Die gebrochene Funktion
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i i w
Cobpa™ bl by,
liBt Differentiation zu an allen Stellen, an welchen der Nenner nicht
verschwindet, und zwar ist dann (26, (9))

A— B
Dy = oo 50
wo A=z + - +b,) (na@* = + -+ a,_y)

B= (a4 o ba) (nbpn b )
Z.B.y =2 Pt + i gxbt fiir jeden Wert von z einen Differentialquotienten,

weil der Nenner fiir keinen reellen Wert von z Null wird, und es ist

88
Dy = gy
dagegen wird y = :Zi 1 unstetig an den Stellen 2 = — 1 und z = + 1,

fir welche die Definition ihre Geltung verliert; mit AusschluB dieser
Stellen oder, genauer gesprochen, ihrer iibrigens beliebig kleinen Um-
gebungen gilt durchwegs _ 83
.Dy == - m .
3. Die Differentiation einer Wurzel aus einer rationalen Funktion
erledigt sich durch Verbindung von 28, (15) mit den vorangehenden Fillen.

Ist z. B. y = gii’ 5o beachte man zunichst, daB z auf das Intervall
(1, 4+ o©) beschrinkt werden muB; davon ist der Anfangswert 1 auszu-
schliefen als Unstetigkeitspunkt- setzt man u = e j_—%, so ist
w xt 4 3224 2z
Dy = ? - 2l/u Do = — B
. __1y/2°—1 =x‘4 3242z
folglich Dy=— Vm T3 @ =17

30. Der Logarithmus. Der mit der Funktion y =log,2, wo a >0
und z > 0 ist, gebildete Differenzenquotient ist

log,(x +h)—logsx 1 (AW
7 ’“Tloga(l‘l":‘c‘))

setzt man % = ¢, 80 vollfiihrt & mit 4 zugleich den Grenziibergang zu +-0,

somit ist 1 [ i k)
D, log,z = —-log,| lim (1 + e)’]. (A)
e=4 0
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Die Existenz und endgiiltige Bestimmung des Differentialquotienten hingt
1

also davon ab, ob sich der Ausdruck (1 4 ¢)* bei gegen Null abnehmen-
dem Betrage von & einem bestimmtem Grenzwerte nédhert und welches
dieser Grenzwert ist.

Wir lassen & zundchst die Reihe der reziproken natiirlichen Zahlen
durchlaufen, betrachten also den Ausdruck

(1+3) (B)

fiir ein bestindig wachsendes positives ganzes n. Dann ist

n(n—l) nn—1)(r—2)1
(1+,)=1+1 5+ T e B
-+”~———<’i;?:; =

e, ) (©

1 2 n—1

(=) (=) (=),

1.2...n !
mit wachsendem #» nimmt jedes Glied der rechten Seite vom dritten an-
gefangen zu und es wichst die Anzahl der durchwegs positiven Glieder,
somit wichst der Wert des Ausdruckes (B) mit zunehmendem # unauf-
hérlich, bleibt aber doch, wie groB auch » werden mége, schon von # =2
angefangen kleiner als

1 1
1+ +1 2'123"‘~ i e G (D)

Die Zah!l a, selbst, dle mit wachsendem % immer groBer und groBer
wird, bleibt doch bestéindig kleiner als 3; denn es ist
1 1

an< 1 + + 22 + + on—1 (E>

1y
2

Sind «, «,, ..., «, positive echte Briiche, so ist?)

1) Es ist nfimlich (1 — )1 — ) =1 — (0, + o) + @ 03,
daber (A=) (1 — ) >1— (0 + &);
multipliziert man beiderseits mit der positiven Zahl 1 — &, und wendet rechts
denselben SchluB an, so wird

(A—ea)d—e) (1 —ea) >[1— (o, )] — ) >1— (o + 0, ;) usw.
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(lI—a)l—a)-(I-e)>1—(+a+ - +a)

wendet man dies auf die Zahler der rechten Seite in (C) an, so ist

M-

(1= =2)> 1 =1-5]
(t=)(=)(=3)>1-g0 249 -1 53
(=212 (1m0
infolgedessen ist der Ausdruck (B) fiir jedes noch so groBe n griBer als
I e N
+1%+"'+r21...n“§15[1+%+1%+"'+1'.‘2?T1<7,:?)]=“n—.§1; By s

und weil a,_, < a,, in verstirktem MaBe grioBer als

1
a,(1—5;) = ba: (F)
Es sind auf diese Weise zwel unbegrenzt fortsetzbare Folgen ratio-
naler Zahlen {“1 s Ogy Ogy - @)
by, by, by, o -
bestimmt derart, daB von »n = 2 angefangen fortab der Wert von
1\n
(1+3)

zwischen den entsprechenden Gliedern a,, b, eingeschlossen ist, so daB
b< (14 5) < ey .
da aber die Differenz a,— b, durch Wahl von » kleiner gemacht werden
kann als eine beliebig kleine positive Zahl, indem zufolge (F) und (E)
a, 3
%= b= 5 <
so bestimmen die beiden Zahlenreihen (G) einen Schniti (2); diesem
Schnitte entspricht eine Zahl, welche gegenwirtig allgemein mit e be-
zeichnet wird?), und diese Zahl ist der Grenzwert, welchem sich der Aus-
1) Die Bezeichnung ist von L. Euler eingefiihrt und seit 1735 konsequent

gebraucht worden. Zu allgemeiner Anerkennung gelangte sie erst spiiter. Laplace
beispielsweise benutzt noch den Buchstaben c.
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druck (B) mit bestéindig waehsendem #» nihert; es ist also
. 1\»
nl:z:w@ +4)=e (H)
Zur Bestimmung dieser Zahl ¢ ist jede der beiden Zahlenreihen (&)
gleich geeignet; wir benutzen dazu die einfachere
yy Qgy A3,y -
: 1 1 1 1 1 1
d. i I+5, I+5+7e lty+tisties -
deren zehntes Glied bereits 7 festbleibende Dezimalstellen gibt, so daf auf’
so viele Stellen genau!) ¢ =2,7182818
Es bleibt nur noch zu zeigen, da der Grenzwert des Ausdruckes (B)
auch dann die Zahl e ist, wenn man von der Beschrinkung des n auf’
positive ganze Zahlen abgeht. Zunichst trete an die Stelle von » die-
positive stetige Variable z; ihr jeweiliger Wert wird, wenn er nicht eine
ganze Zahl ist, zwischen zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen, » und
n + 1, zu liegen kommen, so daB
nlz<ln + 1;

daraus folgt, dafB 1 + - > 1 + ~ > 1+
und in verstirktem Grade

1\n+1 1\2 1 n
(1+3)7> (13> (14 537)s
der erste Teil dieses Ansatzes (1 + %)n+1= (1 + ) (1 + )konverglext
laut (H) mit wachsendem » gegen die Grenze e, weil der zweite Faktor den

. . 1 n+1 1
Grenzwert 1 hat; der dritte Teil (l + T 1) (1 +03 T 1) :(1 —l—m)
konvergiert ebenfalls gegen ¢, weil der Divisor die Grenze 1 hat; folglich
konvergiert auch der eingeschlossene Teil gegen die némliche Grenze und

es ist lim (1 + ) (J)

z=+400

Beachtet man noch, daf (1 —?) z=(ZT1—) =(1 -{-é_l_—) (1 + ,AA_>Z—1

z2—1

n—{—l

(1 + z__l-'i)’ und 148t nun 2 gegen + oo konvergieren, so hat der erste:

Faktor rechts den Grenzwert ¢, der zweite den Grenzwert 1, so daB auch

1) Auf 18 Dezimalstellen abgekiirzt, ist
e = 2,718 281 828 459 045235 ...
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lim (1 + ) (K)

i=—

Daraus ergibt sich endlich, daB -

1

lim (1 +¢&)¢=e
e=40
ist; die Formel (A) lautet demnach endgiiltig
D_log,z = 10g“e @)

Dasjenige Logarithmensystem, Welchem die Zahl e als Basis zugrunde
liegt, wird das natiirliche Logarithmensystem genannt; es ist das in der
reinen Analysis ausschlieBlich angewendete, wihrend sich das praktische
Rechnen des gemeinen Logarithmensystems bedient, dessen Basis die Grund-
zahl unseres Zahlensystems, die Zahl 10, ist. Den natiirlichen Logarithmus
einer Zahl # werden wir mit Iz, den gemeinen mit log 2 bezeichnen.!)
Zwischen beiden besteht eine Beziehung, die sich folgendermaBen ergibt.

Die Ansitze Il =u, logz =f
sind gleichbedeutend mit e*= z, 107 = x;
logarithmiert man aber die Gleichung
er= 104"
im nattirlichen System, so erhélt man
o = B110;
also ist lz =110 -logx und logz = ——1—6190.

Man hat demnach die natiirlichen Logarithmen mit M = llO

=10,434294481903 ... zu multiplizieren, um sie in gemeine iiberzufiihren,
und gemeine Logarithmen mit 7:[— =110 = 2,302 585092994 . . . zu mui-
Vtiplizieren um sie in natiirliche zu verwandeln; M heiBt der Modul des
gemeinen, - der Modul des natiirlichen Logarithmensystems.

LBt man in der letzten Gleichung an die Stelle von 10 eine beliebige
Basis a treten, so lautet sie log,z = % und gibt fiir x = e : log,e =%;
hiernach kann die Gleichung (2) auch in der Form

D,log,z= - (2%)
geschrieben werden.

1) Auch die Bezeichnungen lg und log sind hierfir gebriuchlich.
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Um den Differentialquotienten des natiirlichen Logarithmus z zu
erhalten, hat man @ durch e zu ersetzen und bekommt so?)
1
Diz = . 3
Die Formel (3) in Verbindung mit 28 gestattet, den Differential-
quotienten des natiirlichen Logarithmus einer jeden expliziten algebra-
ischen Funktion zu bestimmen. Ist z. B.

y=lz+V1+a,
0 setze man z -+ Vl_-{- 2% = u, und hat nun

1 %
Duy=;7 ‘Du 1+V1+x2 V1+w,}

Hat man weiter den Differentialquotienten von

J——l]/l +z

= bilden, einer Funktion, welche fiir alle Werte von # mit Ausschlu8
+ ®

von — 1 und 1 definiert ist, so setze man U=7——,0 =7/u und rechne

1— 1 t
daher Dzy=1+f:‘(1__z),=l_w,.

Sind y,, ¥, ... Y, Funktionen von 2z, deren keine an der betrachteten
Stelle 2 Null ist, so ist auch y= g, 4, ...y, nicht Null und
ly=1ly, + 1y, + -+ + 1y
durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich
Dy
v
die rechte Seite wird der logarithmische Differentialquotient des Produktes

y genannt; durch Multiplikation desselben mit y ergibt sich der eigent-
liche Differentialquotient dieses Produktes (25 (6)).

y1+yg+ +yn’

1) Die Einfachheit dieses Resultates gehtrt mit zu den ausgezeichneten Eigen-
schaften, welche die Verwendung der natiirlichen Logarithmen in der Analysis
techtfertigen.
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31. Die Exponentialfunktion. Ist a eine positive Zahl, so ist
durch die positiven reellen Werte von a® eine eindeutige stetige Funktion
definiert, y = a®, welche als Exponentwlfunktwn bezeichnet wird. Aus ihr
folgt durch Umkehlung z = log,¥y. Dem Satze 27 zufolge ist also

D.a*D,log,y =1
und mit Benutzung von 30 (2*)

yla -Da*=1;

mithin ist der Differentialquotient der Exponentialfunktion
Da? = o*la. 4
Diejenige Exponentialgrofle, deren Basis die Zahl e, die Basis des
natiirlichen Logarithmensystems ist, fithrt den Namen natiirliche Potenz;
man findet ihren Differentialquotienten aus der Formel (4) dadurch, daB
man @ = e setzt; mithin ist  De*=¢” (5)
Die natiirliche Potenz hat also an jeder Stelle einen ihrem eigenen
Werte gleichen Differentialquotienten.
Ist der Exponent einer Exponentialfunktion eine explizite algebra-

ische Funktion von #, so kann die Differentiation auf Grund des Satzes 28
1

ausgefithrt werden. Ist z B. y = ¢*~%, so hat man, mit AusschluB der
Stelle « = a, P
Dy =— ——e~%

(& — a)?

Nun sind wir imstande, jede Funktion zu differentiieren, welche die
Form einer Potenz hat und deren Basis und Exponent algebraische
Funktionen von # sind. Sind némlich w, v zwei algebraische Funktionen
von z (die erste von beiden positiv) und y = w?, so kann dies wegen
¢ =y auch in der Form y = ¢"'* dargestellt werden, mithin ist

’ v , :
Dy = e”“‘{v lu—l——;} = u”{v lu-l—z%} .
Der einfachste Fall 4 = v = x fithrt zu der Funktion #* und ihrer
Ableitung Do = a*{lz + 1}.
32. Die trigonometrischen Funktionen. Die geometrische De-
finition 148t eine Eigenschaft dieser Funktionen erkennen, welche ihnen
unter den elementaren allein zukommt: die Periodizitiit. Es indern nim-

lich die Funktionen sin, cos, sec, cosec ihren Wert nicht, wenn man das
Argument um 27 vermehrt oder vermindert, sie haben die Periode oder
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den Periodizitidtsmodul 2x; ein analoges Verhalten zeigen die Funktionen
tg, cotg in bezug auf die Zahl z, sie besitzen die Periode #. Da nun
periodische Funktionen an Stellen, welche um ein Vielfaches der Periode
voneinander verschieden sind, in allen Stiicken iibereinstimmen, so werden
sie dort auch gleiche Differentialquotienten aufweisen; die Ableitungen
der trigonometrischen Funktionen sind somit notwendig selbst wieder
periodische Funktionen mit der ndmlichen Periode.

Vermoge der Beziehungen, welche zwischen den trigonometrischen
Funktionen eines Bogens bestehen, geniigt es, den Differentialquotienten
einer derselben zu bestimmen. Wir wihlen als solche

y = sin 2.
Der Differenzenquotient ist
hy . B . h
sin(a:—{—h)——-sinx_2cos(x+?)sm?_ h sm—2~‘
h - 3 _cos(x_!_?)' B
2

konvergiert nun % gegen die Grenze Null, so hat cos (x + —Z—) wegen der

sin —-

3

2
den Grenzwert 1; somit ist D sinz = cos x. (6)

Stetigkeit dieser Funktion den Grenzwert von cos z, aber laut 16, 2.

Da ferner y = cos # = sin (—72‘— — x) und — 1 der Differentialquotient

von 3”2~ — & ist, so folgt aus (6)

Dcosx=Dsin(%—x)=—cos (%—w),

also D cosx = — sinz. )

Fir y=tga = %I;S-z und y = cotgzx = cs erhdlt man jetzt mit

Hilfe der Formeln (6), (7) auf Grund von 26, (9)

cos®x -} sin®x — sin®x — cos®w

Ditgy=—-—"———, D cotg it = ——————
d i D tg x = sec®z, )
D cotg = — cosec® x. 9)

Diese Formeln gelten jedoch nur mit AusschluB jener Stellen, an welchen
die betrachteten Funktionen nicht definiert sind, also fiir tg # mit Aus-
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schluB der Stellen (2n + 1)—;—, fiir cotg # mit AusschluB der Stellen na,

wo » jede positive und negative ganze Zahl oder Null sein darf (vgl. 19, 1.).
SchlieBlich erhalt man mittels der Formeln (6), (7) auf Grund von

26, (10) fir ~y=secz=_— und y = cosec = EIIT:Z
8in &
Dsecr = - =secrtga (10)
cos &
D cosec 1 =— ——— = — cosec x cotgz, (11)

wobei die Werte z = (2n + 1)% bei (10) und z = n= bei (11) auszu-
schlieBen sind.

33. Die zyklometrischen Funktionen. Die Umkehrung einer
periodischen Funktion ist eine wmendlich vieldeutige Funktion. Ist nim-
lich # = f(y) periodisch mit der Periode p, so gibt es unendlich viele
Werte des Arguments, zu welchen ein und derselbe Wert von z gehort;
ist y einer dieser Werte, so sind die andern durch y 4+ np dargestellt,
wobei # jede positive und negative ganze Zahl bedeuten kann; demnach
hat die Gleichung « = f(y) bei gegebenem # unendlich viele Losungen
in bezug auf y, jedoch so, daB, wenn eine derselben bekannt ist, alle iibri-
gen angegeben werden kénnen.

1. Es sei & = sin y; wird 2 irgendein Wert aus dem Intervall (— 1,
+ 1) erteilt, so besitzt die Gleichung immer einre Wurzel in dem Intervall

(—— 1;—, +-g—); denn wahrend y dieses letztere Intervall stetig durchliuft,

bewegt sich siny stetig in dem Intervall (—1, + 1), ist also eine mono-
tone, und zwar eine wachsende Funktion. Diese Wurzel definiert dem-
nach eine eindeutige Funktion, welche mit

Y = arc sin (A)
bezeichnet werden und der Hauptwert von Arc sin « heiBlen soll, wobei
unter letzterer Bezeichnung die Gesamtheit der Losungen von z = sin y
zu verstehen ist. Weil sin y = sin (w — y) ist, so ist

2nx + arc sinz (B)
(2n 4+ 1)x — arc sin z.
Die tibrigen Zweige der Funktion Are sin # haben also an derselben

Stelle  entweder den gleichen oder den entgegengesetzten Differential-
quotienten des Hauptzweiges.

Aresinz =
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Der Differentialquotient der neuen Funktion ergibt sich nach 27, indem
Darcsinz - Dsiny =1;
nach Formel 32 (6) ist aber D sin y = cos y =1 — 27, die Wurzel mit

e . . . T
dem positiven Zeichen genommen, weil cos y in dem Intervall (—?,

-+ —;i) positiv ist; demnach hat man endgiiltig

D arc sin z = 171*? (.12)

2. Es sei # = cos y; die Gleichung besitzt, wenn z ein Wert aus dem
Intervall (— 1, 4 1) erteilt wird, immer eine und nur eine Losung in dem
Intervall (O, z), weil in diesem Intervalle cos y eine monotone, und zwar
abnehmende Funktion ist; diese Losung definiert die eindeutige Funktion

4 = arc cos %, (Cy
den Hauptwert von Arc cos z, wihrend, vermdge der Beziehung cos y
= cos (— ¥), Arc cos 2 = 2nx + arc cos . (D)

LiaBt man y in der allgemein giiltigen Formel 2 =siny = cos (—g— — y)
das Intervall (— %, + %) durchlaufen, so bewegt sich % — y auf dem

Intervall (=, 0); infolgedessen besteht zwischen den Hauptwerten are sin %
und arc cos ¥ die Beziehung

. T
arc sin 4 arc cos & = -

PR
aus welcher arccosz = % — arc sin # und auf Grund von (12) und 24 (2)
D arc cos & = — —— - (13)
folgt. 1—e

3. Die Gleichung x = tg y besitzt fiir jedes # eine und nur eine Ld-
sung in dem Intervall (—— %, + %) , weil tg y in diesem Intervall eine
monotone wachsende Funktion ist, die das Intervall (— oo, 4+ oo) durch-
liuft; diese Wurzel, der Hauptwert von Arc tg z, definiert die eindeutige
Funktion y = arc tg z, (E)
withrend Arc tg & = nx + arc tg «. (F)

Es haben somit alle Zweige der Funktion Arc tg z an derselben
Stelle « auch denselben Differentialquotienten.

Aus der Beziehung Darctgz-Dtgy=1
folgt dann, weil nach Formel 32 (8) D, tgy = sec’y = 1 + 2* ist,
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D arc tgz = 171*5 (14)

4. Diejenige Wurzel der Gleichung = = cotg y, welche dem Intervall
(0, ) angehort — und eine solche ist immer vorhanden, weil cotg y in
dem genannten Intervall abnehmend von + oo zu — oo sich bewegt —,
bezeichnet man als Hauptwert von Arc cotg z und definiert durch sie die

eindeutige Funktion y = arc cotg z, (&)
wihrend Arc cotg # = nm 4 arc cotg 3]
ist.

Auf Grund der Relation x = tg y = cotg (% — y) erkennt man wie
in 2., daB arc tg  + arc cotg z = % )
woraus weiter folgt D arc cotg # = — r_:—m—, . (15)

Auf die Umkehrungen der Funktionen z = sec y, # = cosec y soll
hier wegen ihres seltenen Gebrauchs nicht eingegangen werden; indessen
kann ihre Erledigung nach dem vorangegangenen keine Schwierigkeit
bieten.")

Die Formeln (1) bis (14) dieses Paragraphen in Verbindung mit den
Siitzen des vorigen geben die Mittel an die Hand, jede aus den elemen-
taren Funktionen irgendwie durch eine endliche Folge von Rechenopera-
tionen zusammengesetste explizite Funktion zu differentiieren. Sie sind
die Grundformeln und Grundregeln der Differentialrechnung.

34, Die Hyperbelfunktionen. Zu den elementaren transzendenten
Funktionen zihlt man auch die Hyperbelfunktionen, so genannt, weil
sie geometrisch mit der gleichseitigen Hyperbel in dhnlicher Weise zu-
sammenhiingen wie die trigonometrischen (Kreis-)Funktionen mit dem
Kreise. Sie sind um die Mitte des 18. Jahrhunderts von V. Riccati mit
den heute iiblichen Bezeichnungen eingefiihrt und ihre Theorie besonders
von Lambert weiter ausgebildet worden.

Ihre analytische Definition kann mit Hilfe der natiirlichen Expo-
nentialfunktion wie folgt geschehen. Istu die unbeschrénkte reelle Variable,
et e

so wird
2

als hyperbolischer Kosinus (cosh %),

e —

——2—6—-: als hyperbolischer Sinus (sinh %)

1) Vgl. die Beispiele 19., 20. in 35.
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von u erkldrt; mit Hilfe dieser beiden Funktionen definiert man die hy-
perbolische Tangente, Kotangente, Sekante und Kosekante ganz nach Art
der trigonometrischen Funktionen, indem man schreibt:?)

sinh % cosh % 1
tgh u cosh % ’ COtgh = sinh » ? sech u = cosh u ’
1
cosech 4 = —~— -
sinh »

Aus diesen Definitionen lassen sich Relationen zwischen den ge-
nannten Funktionen ableiten, ebenso zahlreich wie die trigonometrischen
Formeln und von &hnlicher Bauart. Einige derselben m&gen hier zusam-
mengestellt werden.

% — U U —
[ € e —e
Aus cosh u = ~—+—2— A -

s sinh u = —

folgt mit Riicksicht auf die anderen Definitionen unmittelbar:
coshu + sinh w = ¢  coshu —sinhu =¢*  cosh?« — sinh®u =1
tgh®u + sech®u =1 cotgh®u — cosech®u = 1;
die leicht zu erweisenden Identitéiten:
et — e~ 34 = (& — =) (¢* + e ¥),

2 tr—e ") =(e*— e ) (e + %) + (€ — e ) (e“ + e7),

2(et? e ") = (e*+ e ) (e + e) + (e — e ) (e"—e7),
schreiben sich nunmehr:

sinh 2y = 2 sinh u cosh %,
sinh (% + v) = sinh % cosh v - sinh v cosh u,
cosh (u + v) = cosh u cosh v 4 sinh % sinh .

Die Uberfihrung trigonometrischer Formeln in solche iiber hyper-
bolische Funktionen kann mechanisch dadurch bewerkstelligt werden,
daB man cos durch cosh, sin durch isinh ersetzt; doch gilt dies nur von
Formeln, die in sin und cos rational sind. So gibt beispielsweise cos®u
+ sin®u = 1 die entsprechende Beziehung cosh?u — sinh?u = 1, aus
tg®u + 1 = sec?w erhilt man — tgh®u + 1 = sech®s und somit tgh’wu
+ sech?y = 1, aus dem Summensatz cos (s + ) = cos % cos v — sinu sin v
den Summensatz fiir hyperbolische Funktionen cosh (v + v) = cosh u cosh v
-+ sinh % sinh v usw.?)

1) Neben den hier gebrauchten Bezeichnungen sind auch andere in Verwen-
dung, so Gin, Cof, Tg, Cotg, Sec, Cofec.

2) Vgl. hierzu den Vierten Abschnitt, § 4.
Czuber, Vorlesungen. I 4. Aufl. 5
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Die Differentiation der neuen Funktionen ist auf die der Exponen-
tialfunktion zuriickgefiihrt; es ergibt sich:

U —% u —u%
€ — 8 . . € [
D coshu = = sinh#, D sinh= ——+2 - = cosh u;
cosh % — sinh®w
COBLTU — SINN"U __ coch?
D tghu P sech? u,
sinh®u — cosh®w
D cotgh 4 = ———————~ = — cosech?u;
o sinh®# ?
sinh %
—_ = o
D sechu = — 5 = —tghu sech u,
cosh
D cosech ¢ == — <~ = — cotgh u cosech u.
sinh?u

Die geometrische Bedeutung der Hyperbel-
funktionen erhélt man durch folgeude Betrach-
tung. Der Kreis in Fig. 5 sei um O mit dem
Radius 1 beschrieben. Ist § das BogenmaB des
Winkels AOM, BS die in M an den Kreis ge-

ylegte Tangente, so hat man:
OP = cos 4, OR =secl, MP =sin,
OS =cosec 8, MR =tg0, AR MS = cotg 6.
Wird nun R H senkrecht zu OX und gleich MR
Fig. 5. gemacht, so ist der Ort des so bestimmten Punk-
tes H eine gleichseitige Hyperbel, die A zu einem ihrer Scheitel hat; be-
zeichnet man niimlich die Koordinaten von H mit z, y, so ist

x = sec, y=tgo, folglich 2% — y?= 1.

Vergleicht man diese Gleichung mit

cosh®u — sinh?u = 1,
so folgt, daB auch coshu = OR,  sinhu = HR
gesetzt werden kann.

Man iiberzeugt sich ferner, daB der Halbmesser OH der Hyperbel
auf der Tangente in 4 eine mit M P gleiche Strecke abschneidet und
daB die Tangente der Hyperbel im Punkte H durch P geht; denn es ist

AV gR’ woraus AV = sin6 = M P;
weiter ist der Rlchtuncskoefﬁment der, Tangente (22, 2.):

Dy=DVai—1=2 -1

Y = sin 6’
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. o Y . tg 0 1
es ist aber auch tg RPH = _—— —& = ——= 0 = =0,
so daB tatsichlich HP die Tangente ist; zugleich folgt hieraus
oT 1 _
oP = Sind und OT = cotg 0.

Auf Grund dieser Ergebnisse erkennt man, daB die Hyperbelfunk-
tionen durch die MaBzahlen folgender Strecken, gemessen mit 04, dar-

gestellt sind: OR — sec @ — coshuy OP = cosf = sechu
HE=1tg 0 =sinhuy OI =cotgf = cosechu
AV =sinf =tghu  OS = cosec § = cotgh u.
An dieser geometrischen Darstellung ist es leichter, den Verlauf der
Funktionen zu verfolgen, als an deren analytischen Definitionen.
Die Analogie erstreckt sich auch auf die Bedeutung der Argumente:
die trigonometrischen Funktionen kounen, da 46 die Fliche des Sektors
0AM ist, auch als Funktionen des Doppelten dieses Sektors aufgefaBit

werden; in der Integralrechnung wird gezeigt werden, daB 1w die Fliche
des Hyperbelsektors 0 AH ist.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Argumenten u, 6 ergibt
sich in folgender Weise: Die Gleichung
cosh % + sinh ¢ = ¢+
Yi8t sich im Hinblick auf die vorstehenden Beziehungen zwischen trigo-
metrischen und hyperbolischen Funktionen auch schreiben
sec 0 -+ tg 0 = ¢¥;
die weitere Verfolgung dieses Ansatzes gibt:

. 1+ cos f._@
e m(;(z_,,))=cotg(%———.2-)=tg(%+g)=eu,

Woraus u=1tg (14’_ + %) .

Diese Gleichung bildet die Grundlage der nach Mercator (G. Kre-
mer) benannten Kartenprojektion, bei der sich das Netz der Parallel-
kreise und Meridiane als ein geradlinig-rechtwinkliges Netz abbildet; es
bedeutet namlich w den Abstand des Parallelkreises von der geographi-
schen Breite § vom Aquator im Bilde, vorausgesetat, daB der Aquator-
Tadius als Binheit genommen wird. Mercator selbst hatte diese Leit-

5*
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gleichung seiner Kartenprojektion (1569) nicht angegeben; ihr angeniher-
ter Inhalt wurde erst spiter (1599) von E. Wright und noch erheblich
spiter (1645) die Gleichung selbst von H. Bond als solche erkannt.

Man nennt 6 die ,hyperbolische Amplitude“ von  oder auch Lam-
berts transzendenten Winkel; durch seine Vermittlung werden die Hy-
perbelfunktionen berechnet und tabellarisiert. Der letzte Ansatz gibt fiir
die Hyperbelamplitude die Darstellung

0 = 2 arctg e"——-;i;

es sind Tabellen berechnet worden, die zu gegebenem u das zugehorige
6 angeben und so die Ermittlung der Hyperbelfunktion aus trigonome-.
trischen Tafeln gestatten.!)

Man kann auf die Hyperbelfunktionen den ProzeB der Umkehrung
ebenso anwenden wie auf die Kreisfunktion und gelangt dadurch zu einer
neuen Gruppe elementarer Funktionen, fiir die der Name hyperbolische
Avreafunktionen (mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung des Ar-
guments «) und die Bezeichnungen arsinh, arcosh, usw. vorgeschlagen
worden sind. Aber so wie sich die Hyperbelfunktionen durch die Ex-
ponentialfunktion, so lassen sich ihre Umkehrungen durch logarithmische
Funktionen darstellen. Man braucht nur die jeweilige Definitionsgleichung,
indem man gleichzeitig den Wert der Funktion mit einem Buchstaben,
z. B. x, bezeichnet, nach % aufzulsen. So ergeben sich denn aus den An-

\’4 —U % -
o . e —¢€ e [
sitzen sinh = —-;-— =2, cosh 4 = —:2—— =z
/2 u U — U
e —e e +e
toh u = =Z cotgh 4 = — =z
o eu+e % ? g eu__e—u

unter Beachtung der Realititsforderung durch Umkehrung die folgenden
Darstellungen:

arsinh & — Uz +V/2* +1) arcosh z = I(z +1/2°—1)

artgh = l-l/i j:f} arcotghz = l-l/w i— 1

35. Beispiele. In den nachstehenden Beispielen ist der Differen-
tialquotient zundchst in der Form angegeben, wie er sich bei Anwendung

1) Beziiglich solcher Tafeln sei auf W. Ligowski, Tafeln der Hyperbel-
funktionen, Berlin 1890; A. Forti, Nuove tavole delle funzioni iperboliche, Roma
1892 und E. Jahnke-F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1909 hingewiesen.
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der Regeln unmittelbar ergibt, an zweiter Stelle in seiner einfachsten
Gestalt, mit Fortlassung der Zwischenrechnungen; in den spiteren Bei-
spielen ist nur das Endresultat mitgeteilt.

1. Dz™(az” + b)P = ma™~(az” + b + pa™(az”+ b)F~*- naz"-*
= 2"~ (ax" + b)P~[(m + np)ax” + mb].
2 D r—a ”=(w—b)(a:—c)——(a:—a)(a:—c—{—x—b)
FTe—b@E—o @ —b)*x—c)?*
be—ab—ac+2ax —a?
E—0*@x—0?
1 T

1)]/1+ T

v Vot Vs

&

4 D(az + b)Vaz® + 2bz + ¢ = aVaa®+ 2bz + ¢
(@z+b? _ 2@etbi4aec—d
Vaz*+2bx+ ¢ Vax?+42bx + ¢
. pVETE Ve _

D Verre— yo—w
YEF e —VE—d) (2 — -2 )

Vaita? V“2
— (Va*Fz*+Vai—z?) "z“‘"’s+ T gt 2 *
( a+w2 V“ )4,_,:_3% 1+~J‘3:)
(Va*+a*—Va*—z?) x Val—at
Veta+Va+b
6. Dl =" 5
Vata—Va+tb

Vata— V”er)(n/ wta 2Vx+b)

Ve+a+Vatd I
o ~VatatVarl)(g =)
(Vz+a—Vz+3)F
1
Vetoatb
Deax* +2bz+c 2((1% + b)eazz+2bz+c.

_Dxme—aﬂ — mxm—le-:v'l__ 2x1n+le-—z’= xm-—le—z’i(”l . 2%2)

Veta—yotd

w =

acosax
sin ax

©

. Dlsinar = = q cotg az.



T0 1L Abschnitt. § 3. Differentialquotienten der elementaren Funktionen

10. Dicosax = — gcgla%ﬁ =—atgaz.
L sec? Y
x 2 2 1
11. Ditg 2" Tz T sz
1 k17 x
— sec? (— + —)
k14 x 2 4 2 1
12.Dltg(—4—+?)= J® |, T T sz
(7 +3)
18. Dtg g8ine . J)esinaltgr esinmltgz(cos zl tga: + sin ::gs;c’f)
= tg 2" (1 tg £°°°% 4 sec z).
S 1 —(1+4x—(1—ug) 1
14. S e e —_— .
Darcsml_l_m Vl 0 A Fa° it ave
' o (1 + x)

2 arc sin x ! arc sin 2 z?arcsinx

15. D( lVl——xg) Vl +1__$2+ (11— s):/2
1 = arc sin & 1
+ Vi—z* Vi—at (—ayh )
a Cos X asinz

16. D (arcsin (@ sin z) 4 arc cos (@ cos x)) =
17. D arctg (1/”—— tg )

1+¢7—l—_b 8"-2“

V1 —oafsin®z Y1 —a’cos’a '

18. D avccos 2T oCc%s® _  —'
a+bcosx V1 b+a,cosa:)’
‘—(a—{—bcosx

—a(a+bcosa:)s1nx-|—b(b+acosw)s1n.'z: ‘/,;T"’E

(a 4 b cos z)* T afbeosz
1 —1 —1 1
19. .Darﬁsecx=DarCGOS‘*=————_’~—*—""T="*:::'
z V 1 =z zYx? —1
1—=
x

1) Der Bruch mﬁ:

- ist hier als Produkt der drei Faktoren x, arc sin z,

1— 2t

Viea

behandelt worden.
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20. Darccosecx—Darcsm—l—=——;-_—-l,l=-—
=
pe
A y=a(l +2)t—12°(1 + 29 ¥, y'=71;—?f>3'
2.y =421+ o) - 1P o) hy =T
23. y =14z + }sin2z; oy = cos®z.
24 y=1x— 1sin2z; ¢ =sin’z.
25. y=sinx — 4sin’z; 9y = cos®z.
26. y = Lcos®x —cosz; ¥ =sin’z.
21 y=14tgdz + tga; oy =sectx.
28 y=3tgdx —tgzx +2; ¥ =tgta.
29. y = 2sin Yz — 2Vz cos Vz; ¢ =sin}z.
30. y = Larc cos (— 1 + 227); ) .
31. y = Larc cos (— 3z + 42°%); Yy Y prh
32. y = tarc cos (1 — 8z + 8at);
3B y= 21;3 arc tg gﬁ%; y’=ﬁ51+ e
34 y=tarctg —;
35. y = % arc sini~2—x—§; Y = —1——5
+ =z 142z
36. y = % arc cos _*—-—x:’
M. y=1 1+:2;, Y =sec .
B y=e@"—22+2); y=ea’
39. y = warctgz — 1)1 + a®; o = arctgz.
40. y = 1 sinh 22 4+ $2; o = cosh®z.
41. y = % sinh 22 — Lz; 4 = sinh’x.
42. y = lcosha; o = tgha.
43. y =1Isinh z; 4 = cotgh z.
44 y=1coshx — { tgh®z; o = tgh®z.

x?—1

71
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§ 4. Allgemeine Siitze iiber den Zusammenhang einer Funktion
mit ihrem Differentialquotienten,

36. Vorzeichen des Differentialquotienten. Von einer in dem
Intervall (e, 8) der stetigen Variablen » eindeutig definierten Funktion f(z)
sagt man, sie sei an der Stelle x innerhald des Intervalls wachsend, wenn
sich eine positive Zahl 5 so angeben 1iBt, daB fiir jedes 0 <h <19

flo — 1) < (&) < f(z + ). o
Besitzt die Funktion an der Stelle z einen Differentialquotienten, so kann
derselbe nicht negativ sein; denn aus (1) folgt

f(m——_h?h—f(w) >0, f(m-f-h})l—f(m) > 0;
mit gegen Null konvergierendem % nihern sich die beiden Quotienten
nach Voraussetzung einer gemeinsamen Grenze und diese kann nicht negativ
sein, weil die Quotienten, wie klein auch % werden mag, positiv bleiben.

Die Funktion f(z) heiBt hingegen an der Stelle z abnehmend, wenn
sich ein positives 5 so angeben 1dBt, daB fiir alle 0 < <1y

fle — 1) > f@) > f(z + 7). 2)
In diesem Falle kann der Differentialquotient an der Stelle x, wenn er
existiert, nich? positiv sein; denn aus (2) ergibt sich, daB
f(x —i)];—f(x) <0, fle + 72 — @) <0,

und da beide Quotienten fiir lim 2 = O gegen eine gemeinsame Grenze
konvergieren, so kann diese nicht positiv sein, weil die Quotienten selbst,
wie klein auch % werden mag, negativ bleiben.

An den Stellen «, g kann nur von einseitigem Wachsen oder Ab-
nehmen die Rede sein.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich der Satz: Solange die Funktion
f(@) bestindig wdchst oder bestindig abnimmt, kann ihr Differentialquotient
nicht negativ, in dem anderen Falle nicht positiv werden.

In beiden Fillen ist also nicht ausgeschlossen, daB der Differential-
quotient an einzelnen Stellen Null werden kann.

Unter den elementaren Funktionen haben wir folgende Beispiele be-
stindig wachsender und bestindig abnehmender Funktionen.

Es ist Da®= a®la, folglich a* eine bestindig wachsende Funktion,
wenn @ > 1, und eine bestindig abnehmende, wenn 0 < a < 1 ist; e* ist
also wachsend.
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Aus Dlx=% erkennt man, da 2 > O sein muB, soll die Funktion
reell sein, daB Iz eine wachsende Funktion ist.
Da D tgx =sec?x, so ist tgx eine stets wachsende Funktion; in der

Tat, indem « nacheinander die Intervalle (——;, —I—%—) , (;, ?’—;) durch-
linft, jedoch mit AusschluB der Grenzen, geht tg x beidemal durch das.
Intervall (— oo, + o0).

In gleicher Weise schlieBt man aus D cotg 2 = — cosec?z, daB cotg x
eine bestindig abnehmende Funktion ist.

Weil D arc tg x = s, so wachst arc tg x fortwihrend; tat-
xr

1
14
sichlich durchliuft es das Intervall (——%, +-125) , wihrend z von — oo
bis 4+ oo wichst.

Aus D arc cotg z = _T—{{—x—“' schlieBt man in #hnlicher Weise auf die
sténdige Abnahme von arc cotg z.

37. Der Satz von Rolle. Wenn die Funktion f(z) in dem Intervall
(¢, B) gegeben ist, an jeder Stelle desselben einen endlichen Differential-
quotienten besitzt und an den Endpunkten des Intervalls verschwindet, so gibt
es wenigstens eine Stelle zwischen « und B, an der der Differentialquotient
Null ist.

Durch die Voraussetzung des bestiindigen Vorhandenseins eines end-
lichen Differentialquotienten ist auch die Stetigkeit in («, 8) gegeben (21).

Behielte die Funktion den Wert Null im ganzen Intervalle (oder auch
nur .n einem Teile desselben) bei, so wire sie eine konstante Funktion
und der Satz bediirfte dann insofern keines Beweises, als der Differential-
quotient bestindig (eventuell in dem betreffenden Teile) Null wire (21).

Wir miissen also annehmen, dal die Funktion von « aus entweder
wichst oder abnimmt; aber weder das Wachsen noch das Abnehmen kann
durch das ganze Intervall anhalten, soll f(8) = O eintreten; daher muB
eine Stelle £ zwischen « und § getroffen werden, wo das Wachsen (bzw.
das Abnehmen) aufhort; diese Stelle wird, wenn wir uns f(z) von « an
erst wachsend vorstellen, dadurch charakterisiert sein, daB sich ein positives
7 derart angeben liBt, daB fiir jedes 0 <7/ <17

fE— 1) <f(€) > &+ h);
nach den Beziehungen (1), (2) des vorigen Artikels ist die Funktion an
dieser Stelle weder wachsend noch abnehmend; ferner ist
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1 -ﬁ)h— A6)] f(§+7;)b—f(§)<0_

7

>0

der erste Quotient kann fiir lim % = 0 nur einen positiven oder den Grenz-
wert Null haben, der zweite nur einen negativen oder Null; da aber beide
nach Voraussetzung einen gemeinsamen Grenzwert besitzen, so kann nur

f€=0
sein, womit der Satz erwiesen ist. Im Falle des Abnehmens von « an
ergeben sich analoge Schliisse.

DaB es solcher Stellen £ auch mehrere geben kann, geht daraus her-
vor, daB der Ubergang vom Wachsen zum Abnehmen und umgekehrt auch
wiederholt auftreten kann.

Bei geometrischer Darstellung der Funktion hat der Satz von Rolle

eine anschauliche Bedeutung; eine Kurve 4 B (Fig. 6),

M p  welche in den Punkien 4 und B die Abszissenachse

P schneidet und an jeder Stelle zwischen den genannten
ot B - Punkten eine bestimmte Tangente hat, besitzt zwischen

Fig, 6. A und B mindestens einen Punkt M, in welchem die
Tangente M T der der Abszissenachse parallel lduft.

Die Voraussetzungen des obigen Satzes konnen auch dahin abge-
andert werden, daB f(«) =f(f) = C ist; denn die Funktion f(z) — C erfiillt
dann die Bedingung, fiir # = « und z = 8 zu verschwinden, ihr Differential-
quotient ist aber wieder f(x).

Die Funktion f(x) = (# — a) (# — b) hat, um Beispiele anzufiihren,
in dem Intervall (a, b) die Eigenschaften, welche eben vorausgesetzt wurden;
ihr Differentialquotient f'(#) = 22 — a — b wird denn auch gleich Null
an der zwischen @, b liegenden Stelle z = g-—2——b. Desgleichen entspricht

die Funktion f(2)=sin2 in dem Intervall (0, ) den Voraussetzungen des
Rolleschen Theorems, und in der Tat verschwindet ihr Differentialquotient

f'(z) = cos z an der zwischenliegenden Stelle z = % .

38. Der Mittelwertsatz. Besitet die Funktion f(x) an jeder Stelle
des Intervalls (o, B) einen endlichen Differentialquotienten, so gibt es wenig-
stens eine Stelle zwischen o und §, an welcher der Differentialquotient
f () gleich ist dem Differenzenquotienten

1) — fl»
f—e -
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Dieser Satz, fiir die Analysis von groBer Bedeutung, findet sich zu-
erst bei J. Lagrange und wird auch hiufig nach ihm benannt.
Zum Zwecke des Beweises konstruieren wir mit Hilfe von f(z) die

neue Funktion ¢(z) = f(2) — f(¢) — (x — )f(ﬁ‘) - f(u)

welche ebenfalls an jeder Stelle zwischen « und 8 einen endlichen Diffe-
rentialquotienten besitzt, nimlich
v'(@) = o) - B=1E,
und die iiberdies die Eigenschaft hat, an den Stellen « und g zu ver-
schwinden. Demnach erfiillt die Funktion ¢(z) die Voraussetzungen des
Rolleschen Satzes und es gibt daher wenigstens eine Stelle £ zwischen
e und B, wo ¢(§) =0, d. h. wo
L0 = 1. W

Der Satz kann nun auf irgend zwei Stellen x und z + h, die in (a, §)
enthalten sind, zur Anwendung gebracht werden; £ bedeutet dann einen
zwischen z und z + h liegenden Wert und ein solcher kann durch = + 64
dargestellt werden, wenn das unbestimmt bleibende 6 der Bedingung
0< 0 <1 gentigt; mithin gilt

Tet W18 _ @i 0k)  oder  fla+h)—F@)=hf(z+6k). (2)

2

Diese Darstellung der Differenz zweier Funktionswerte durch einen
Zwischen- oder Mittelwert des Differentialquotienten findet vielseitige An-
wendung. Einige Folgerungen mogen schon hier angefiihrt werden.

Vorher moge noch der geometrische Sinn der For- 7 7
mel (1) erwiihnt werden in dem Falle, wo die Funktion | ol
f(x) durch die Ordinaten einer Kurve dargestellt wird |
Der Inhalt der Formel (1) ist dann der folgende. Besitzt | / P
die Kurve AB (Fig. 7) an jeder Stelle eine bestimmte |/ 7
Tangente, so gibt es zwischen A und B mindestens einen | | :
Punkt M, in welchem die Tangente M T’ der Sehne AB oivv = i~
parallel ist. Fig. 7.

An einer fritheren Stelle (21) ist erwiesen worden, daB der Differential-
quotient einer konstanten Funktion Null ist; nun kann auch die Umkeh-
rung dieses Satzes bewiesen werden: Ist der Differentialquotient ffx) einer
Funktion f(x) an allen Stellen des Intervalls (e, B) Null, so ist die Funktion
in diesem Intervall konstant.
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Sind némlich z;, x, zwei Stellen aus (e, §), so ist zufolge (1)

(@) — @) = (@ — 2)f(E),
wobei £ zwischen z, und x, liegt; da aber fiir jedes & zwischen « und g
1'(8) = 0 ist, so ist (@) — f(z) =0,
also f(x,) = f(x,); wenn aber jede zwei Werte von f(z) aus dem Intervall
(e, B) einander gleich sind, so hat die Funktion einen konstanten Wert,

Aus diesem Satze folgt der weitere: Wenn swei Funktionen f(z), p(z)
wn einem Intervall (o, B) gleiche Differentialquotienten haben, so konnen sie
sich nur wm eine additive Konstante voneinander unterscheiden.

Denn sus @) = 9')
folgt auch Dif(z) — g(x)] =0 und daraus  f(2) — p(2) = C,
wobei C eine Konstante bedeutet.

In Artikel 36 ist gezeigt worden, daf der Differentialquotient einer
in dem Intervall («, 8) bestindig wachsenden (abnehmenden) Funktion
niemals negativ (positiv) ist; auch die Umkehrung dieses Satzes kann jetzt
bewiesen werden: Ist der Differentialquotient von f(z) in dem Intervall (,f)
niemals negativ (positiv) und auch nicht in einem Teile des Intervalls be-
stindig Null, so ist die Funktion wachsend (abnehmend) in dem Sinne, daf
fiir irgend zwer Werte x,, xy aus («, 8), welche wachsend geordnet sind, die
Ungleichung f(x,) < f(z,) (f(z)) > f(xy)) besteht.

Bedeutet 2’ einen Wert zwischen #; und #,, so daB z,, #’, 2, wachsend
geordnet sind, so ist auf Grund der (ersten) Voraussetzung laut (1)

(@) —fl@) = (@ —a)f (§) 20

f(@) — f(2) = (2, — 2)f" (&) 2 0,
wobel £ einen Wert zwischen x,, ', & einen Wert zwischen 2’, z, be-
deutet; daraus folgt, daB fz) < (@) < f(@);
aber nicht fiir alle 2" konnen beide Gleichheitszeichen gelten, weil sonst
fiir alle Werte 2’ zwischen , und #; die Beziehung f(z,) = f(z") = f(2,)
stattfinde, die zur Folge hitte, daB in diesem Teile von («, 8) f'(z) be-
stindig Null wire, was gegen die Voraussetzung verstieBe. Es gibt also
sicher einen Wert &/, fiir den wenigstens eines der beiden Ungleichheits-
zeichen gilt, und darum ist notwendig

(a) < f(zy).

Der zweite Teil des Beweises ist ebenso zu fithren.
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39. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz. Besitzen die beiden
Funktionen f(z), () in dem Intervalle (e, B) endliche Differentialquotienten,
von welchen der letztere, @' (x), an keiner Stelle Null ist, so gibt es mindestens

: ; ) —fle) _ &)
einen Wert & zwischen « und 8 derart, daf PO—o@ — 7@

Dieser Satz kommt zuerst bei Cauchy?) vor, wenn auch mit der
speziellen Voraussetzung, daB f(«) = @ (&) = O sei.

Um ibn zu beweisen, konstruiere man aus 7(z) und @(zx) die neue
Funktion ) — fle) |

¥ (@) = (z) — (@) — (9@) — 9@) (a7~ oy
der Bruch, welcher im Ausdrucke dieser Funktion vorkommt, hat sicher
eine bestimmte Bedeutung, da @ («) nicht gleich sein kann ¢(8), weil sonst
nach dem Satze von Rolle ¢'(x) an einer Stelle zwischen « und f§ ver
schwinden miiBte, entgegen der Voraussetzung. Die Funktion y(z) bat
nun im Intervall (e, B) einen endlichen Differentialquotienten, némlich
/ . rey T8 —1(e)
¥ (x) =f (x) -9 (x)a‘g)_ @ ()’

und verschwindet bei & und g; folglich existiert nach dem Satze von Rolle
mindestens eine Stelle £ zwischen « und 8, wo 9'(§) =0, d. h. wo

B —rfe@ _ e, (1)

o) —9l) 9@

Die Formel kann wieder auf zwei beliebige Stellen « und z -+ / aus
(¢, B) angewandt werden und lautet dann:

fe+m—f) 40k,
sath—9@ ~garon; O<O<L) @)

Setzt man ¢(z) = z, wodurch den Voraussetzungen des Theorems
Geniige geleistet ist, so gehen die Formeln (1) und (2) in die gleich-
bezeichneten des Art. 38 iiber.

§ 5. Die hiheren Differentialquotienten und Differentiale.

40, Begriff des n-ten Differentialquotienten. Wenn die in
dem Intervall (&, §) stetige Funktion f(z) an allen Stellen des Intervalles
einen Differentialquotienten besitzt, so konstituieren die Werte dieses
Differentialquotienten mit den zugehtrigen Werten der Variablen eine
neue Funktion im Intervall (¢, 8), welche die Ableitung oder Derivierte

1) Legons sur le calcul différentiel, Paris 1829, p. 33.
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oder auch der Differentialquotient von f(x) genannt und mit
f (@) oder D, f(x)

bezeichnet wird.

Ist () wieder differenzierbar, so wird seine Ableitung die zweite
Ableitung oder der zweiste Differentialquotient von f(x) genannt und mit
f'@) oder D2()
bezeichnet. Begrifflich stellt dies Zeichen also jene Funktion dar, welche

an der Stelle z bestimmt ist durch

Lm @+ h%—,f;(f? ,

h=40
So fortschreitend gelangt man zu der dritten, vierten, ..., n-ten
Ableitung oder zu dem dritten, vierten, ... n-ten Differentialquotienten;

die daftir gebrauchten Zeichen sind:
/@), 7@, ... (&) oler D3f(@), D) ... D).

Sofern die Voraussetzung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit
erfiillt bleibt, hat die Bildung der hoheren Differentialquotienten keine
Schranke.

Wenn man aus dem Gebiet der reinen Analysis auf dasjenige der
Anwendungen sich begibt, wobei # und f(z) die MaBzahlen fiir gewisse
einander bedingende GroBen bedeuten, kénnen auch die hoheren Diffe-
rentialquotienten eine sachliche Bedeutung erlangen. Bei der phorono-
mischen Auffassung, bei welcher f(z) den in der Zeit # zuriickgelegten
geradlinigen Weg eines in Bewegung begriffenen Punktes darstellt,
kommt vor allem dem zweiten Differentialquotienten eine wichtige Be-
deutung zu.

Es ist 22 1. erklirt worden, daB der erste Differentialquotient /()
die zur Zeit 2 herrschende Geschwindigkeit ausdriickt. Ist die Bewegung
so beschaffen, daB die Geschwindigkeit innerhalb beliebiger, aber gleicher
Zeitintervalle um Gleiches sich #ndert, so nennt man die wihrend der
Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeitsinderung die Beschleunigung und
die Bewegung selbst eine gleichformig beschleunigte (oder gleichformig ver-
zdgerte, wenn die Beschleunigung negativ, die Geschwindigkeit also mit
der Zeit abnehmend ist). Auf eine ungleichférmig beschleunigte Be-
wegung ist der Begriff der Beschleunigung nicht ohne weiteres iibertrag-
bar; der Quotient fla+h)—7F@

h
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aus der wihrend des Zeitintervalls (2, z + %) erfolgten Geschwindigkeits-
dnderung durch die GroBe i des Zeitintervalls bedeutet die wihrend dieses
Zeitintervalls durchschwittlich auf die Zeiteinheit entfallende Geschwindig-
keitsinderung; je kleiner A, desto geringer die Ungleichformigkeit in der
Beschleunigung, desto mehr Berechtigung hat man, den angeschriebenen
Quotienten als MaB der Beschleunigung wihrend des erwihnten Zeit-
intervalls anzusehen, und konvergiert derselbe mit gegen die Grenze Null
abnehmendem /% gegen einen bestimmten Grenzwert, so wird dieser Grenz-
wert lim [+ ’2 — '@
h=40

als die zur Zeit 2 herrschende Beschleunigung erklirt.

Driickt also f(x) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit x auriick-
gelegten Weg aus, so hut der zweite Differentialquotient {"'(x) die Bedeutung
der am Ende dieser Zeit x herrschenden Beschleunigung.

41. Bildung hoherer Differentialquotienten. Zur Bildung
der hoheren Differentialquotienten einer Funktion bedarf es neuer Regeln
nicht, da es auf wiederholte Bildung des ersten Differentialquotienten an-
kommt. Wenn es sich jedoch darum handelt, fiir den allgemeinen, d. h.
n-ten Differentialquotienten eine independente Formel aufzustellen, dann -
fihrt das direkte Verfahren nur in einigen wenigen Fillen zum Ziele.
In einigen anderen Fillen kann man sich dadurch helfen, daB man die
Funktion als Summe oder als Produkt einfacherer Funktionen darstellt,

deren allgemeine Differentialquotienten in independenter Form be-
kannt sind.

L. Dircktes Verfahren. 1. Fiir f(z) = 2™ ergibt sich durch wieder-
holte Differentiation

Da™ = mam-*, D?a™=m(m — L)a"~2, ...
so daB D'gm =m(m —1)...(m ——(n ~1)gm—", @
LaBt man az + b an die Stelle von z treten, so indert sich die Formel
nur insoweit, als rechts der Faktor 4® hinzukommt, weil bei jedesmaliger

Differentiation mit dem Differentialquotienten von az + b, d. h. mit a
multipliziert werden muBl (25 (7)); es ist also

D*(az + by"=m(m — 1) .. (m —n + D)a*(az + )"~ (2)

Ist m eine positive ganze Zahl, so wird der mte Differentialquotient
von z= eine Konstante: Dmazm=m(m —1)...1
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und alle hoheren sind Null. In jedem andern Falle kann die Bildung der
Differentialquotienten unbeschrénkt fortgesetzt werden.

2. Fiir f(x) = Iz hat man Dix = }—=x"1, somit D*lx = D"~ 1g~1;
X

hier tritt nun die Formel (1) in Kraft, und zwar ist m = — 1 und » durch
% — 1 zu ersetzen, so daf
D”lx=(-—1)"—1-1-:...(n-—~1); (3)
X

auch diese Formel wollen wir dahin verallgemeinern, daB wir z durch
ax + b ersetzen, und erhalten so

n (—1e-1.1.2...(n—1)a"
Drl(az + b) = T b)n” . 4)
3. Aus der Formel De* = ¢* folgt unmittelbar
Dre® = % (5)

hingegen ist Dé® =Fkeé* und D"é* = k"
weil ferner a®= ¢*'%, so ergibt sich
D'a* = (la)"a”. (6)
4. Die Formel D sin z = cos 2 = sin (x—{—f;) zeigt, daB die ein-

malige Differentiation des sin # der Vermehrung des Arguments um %

dquivalent ist; infolgedessen wird n-malige Differentiation einer Ver-
T . . . .
mehrung des Arguments um n Aquivalent sein; es ist also

D"sin 2 = sin (x + n%) . )
Durch denselben Schluf) ergibt sich aus D cosz=—sinz=cos (.'17 + %) :
D cos & = cos (x + ni;—) . ®

Vermoge der Periodizitit nehmen die rechten Seiten der Formeln
(7) und (8) nur je vier verschiedene Werte an, namlich die n=0,1,2,3
entsprechenden, und diese in zyklischer Wiederholung.

L. Zerlegung in Teile. Hat man f(z) als Summe zweier oder mehrerer
Funktionen dargestellt, etwa f(z) = @ (2) + (), so ist (24 (1))

Drf(x) = D'o(z) + D"¢()-

. 1 1 1 1 oy
L Es ist o5~ = —M[a b + = ba:]; mithin
1 1 n -
Dty e = 5a D" (@ + b2)~* + D"(a — ba)~';
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auf die Ausdriicke der rechten Seite ist die Formel (2) anwendbar, und
man findet
Dot =(—1)”1-2---n-b”[( 1 L :‘ @

a — big? 2a a+ ba)"*! ' (@ —bx)" 1

Fiir ¢ = 1 und b = ¢ ergibt sich hieraus

Jr% 1 =(——1)"1-2~--n 1 _ 1
1+ 2 2 [(w—zv"“ (x+i>"“]

Diese Formel kann dazu verwendet werden, den allgemeinen Diﬁ'e

rentialquotienten von arc tg # zu bestimmen; da néimlich D arc tg x=-——

1 + x®?
so ist D" arc tg & = D"—1! 1—_{:;2, also auf Grund der letzten Formel:

(=1 t1.2.. . —1) 1 1
i ety —eiw) O

2. Es ist cos az cos bz = i{cos (@ + b)x + cos (@ — b) }z, mithin

D" are tg x =

D" cos ax cos bx = Lj— D" cos [(a + bz +n ——]
—i—(ﬂ—_—ﬁ cos [(a — bz + n—]. (11)
Y. Zerlegung in Faktoren, Die Funktion y =f(2) sei in zwei Fak-
toren u = () und v = () zerleghar, fiir welche der allgemeine Aus-

drack des rten Differentialquotienten bekannt ist. Durch sukzessive
Differentiation ergibt sich, wenn man die aufeinanderfolgenden Differential-
quotienten von y, u, v mit g, ', v'; y", u”, v”; ... bezeichnet:

Y =u v+ uv

Y =u"v+ 24" v + uo”

Yy '=u"v 4+ 3u"v + 3w + uv'
woraus der SchluB gezogen werden kann, daB

Y = )y + (’1‘) w1y (’2‘) U=y 4 e foup;  (12)

in der Tat, gilt diese Formel bei irgendeinem #, so gilt sie auch bei n + 1,
denn eine neuerliche Differentiation gibt

y(”+ ) — ety + ( )u,(”)q; + ( )u,("" + cee wvm
+ uy’ ( )u(" Dy 4. (7;) o v® 4 yolrty

Czuber, Vorlesungen. I 4. Aufl. 6
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und weil allgemein (rﬁ 1) + (") = (n.i,_ 1), so ist

T
1 1 r”
y(n+1)=u("+1)1;+ (n-i— )u(”)fu’+ (n-; )u("—l)v + .- +u1/;(n+1);

da nun das Bildungsgesetz auf direktem Wege filr n = 1, 2, 3 erwiesen
ist, so gilt es allgemein. Die Gleichung (12), unter dem Namen der
Leibnizschen Formel bekannt, 148t eine kurze symbolische Darstellung
zu; schreibt man némlich
D" (uv) = (u + v)*, (12%)
so bleibt nur zu beachten, daB man in den Gliedern der Potenzentwick-
lung die Potenzexponenten in Ordnungsexponenten von Differential-
quotienten zii verwandeln und die Endglieder %"+° und «®v" durch u®v,
bzw. uo™ zu ersetzen hat.
Als Beispiel der Anwendung der Formel (12) moge dieselbe Funktion
gewihlt werden, welche in II. 2. als Summe dargestellt worden ist, ndmlich
cos az cos bz man erhilt unmittelbar

T
D" (cos ax cos bx) = a”* cos (ax +n —2—) cos bz

+ (711) a"—1h cos (ax + W:f—;i) cos (bx + %) +
+ (g) a”—2b? cos (ax—l—ﬁ—q—?%) cos (bx + 23;—) + .
<+« + 1" cos az cos (bx -+ ng-)

42. Die hoheren Differentiale. Wir nehmen den in 23 ent-
wickelten Begriff des Differentials einer Funktion f(x) wieder auf, wonach

df(z) = f'(@)de; (1)
die begriffliche Bedeutung desselben geht dahin, daB es die Anderung,
welche die Funktion bei dem Ubergange von 2 zu « + dx erleidet, um
so genauer darstellt, je kleiner dz ist, ja dal man durch Einschrinkung
von dz den Unterschied zwischen der Anderung der Funktion und ihrem
Differential nicht nur an sich, sondern auch im Verhiltnis zu dx beliebig
klein machen kann.

An dieser Stelle moge auf die Verschiedenheit der-Bedeutung hin-
gewiesen werden, welche den Zeichen dz und df(z) in der Gleichung (1)
einerseits und in dem Leibnizschen Symbol fiir den Differentialquotienten

% anderseits zukommt. Hier bedeuten dz und df(z) zugleich gegen



42, Die hoheren Differentiale 83

die Grenze Null konvergierende, also unendlich klein werdende GroBen

daf (w)

und das Symbol selbst den Grenswert ihres Quotienten; dort bedeutet

dz eine endliche und df(x) eine dem dxz proportionale ebenfalls endliche
GroBe, beide selr klein in Ansehung der endlichen RechnungsgroBen wie
etwa 2 und f(x) selbst; der Grad der Kleinheit ist dabei relativ und ab-
hingig von der Schirfe, in welcher die beziigliche Rechnung ausgefiihrt
werden soll. So ist z. B. (30)

d log sin z = c‘l)—tig()#m dz = M cotg xdx;
fir # = are 30 = =, dz = arc 1'= m = 0,00029088 ... ergibt

sich bei Abkiirzung auf 5 Dezimalen

d log sin 30°= 0,434 294 4 - 1,732 050 6 - 0,000 290 9
= 0,000 22
und dies stimmt mit der in fiinfstelligen Tafeln bei log sin 30° pro
Minute angegebenen Differenz iiberein; selbst bei einer auf 7 Dezimalen
angelegten Rechnung erhilt man
d log sin 30° = 0,000 218 8
nur in der siebenten Stelle abweichend von der in siebenstelligen Tafeln
bei log sin 30° angegebenen Differenz 0,000 218 7.
Die mit einem fesistehenden dx fiir verschiedene Werte von 2 ge-
bildeten Werte von df(x) definieren eine Funktion von z, und von dieser

kann neuerdings das Differential gebildet werden; man bezeichnet es statt
mit d(df(x)) kurz mit dzf(x) und hat

Ff(@) = D{f (@) dz)dw = f'(z)da?. )
Hiernach ist das zweite Differential formell das Produkt aus dem zweiten
Differentialquotienten mit dem Quadrat des Differentials der Variablen,
begrifflich aber stellt es den Unterschied der ersten Differentiale an den
Stellen 2 und x + dz mit AuBerachtlassung von GroBen hoherer Klein-
heitsordnung als da? dar.

Aus der Definitionsgleichung (2) ergibt sich als Folgerung
” a?
f(@) =219, 3)
die rechte Seite ist das von Leibniz fiir den zweiten Differentialquotienten

gebrauchte Symbol, gleichbedeutend also mit £”(x) und D 2f(z).
6*
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Wird dz als gegen Null konvergierende, also als unendlichklein
werdende GroBe von der ersten Ordnung aufgefalBt, so ist das erste Diffe-
rential df(x) = f'(x)dx, vorausgesetzt, daB f’(x) einen bestimmten von
Null verschiedenen Wert hat, ebenfalls eine unendlichklein werdende GroBe
der ersten, das zweite Differential d*f(x) = f”(2)d® unter einer analogen
Voraussetzung iiber f”(x) eine unendlichkleine GriBe zweiter Ordnung.

Bei der Darstellung der Funktion f(x) durch die Ordinaten einer
Kurve kann auch das zweite Differential durch eine Liniengréfe ver-
deutlicht werden; beziiglich des ersten Differentials ist es am Schlusse

/ von 23 geschehen. Ist (Fig.8) OP=z, OP'=z4-dux,
S/ OP' =2 +2dx, MR die Tangente in M, M'R" die

;’If{{? Tangente in M’, M Q' sowie M’ Q" parallel zu O X,

M/Z<40"  so hat Q'R die Bedeutung des Differentials an der

”/”::E _ Stelle 2, @”R” die Bedeutung des mit dem némlichen

e, E— ‘,!, ---;,f-—,l-,-—- v dx gebildeten Differentials an der Stelle # 4 dx; der
Fig. 8. Unterschied dieser zwei Strecken, welcher nach Kon-

struktion des Parallelogramms @ Q”S”R’ in der Strecke S”R" erhalten
wird, ist mit AuBerachtlassung von GriBen hoherer Kleinheitsordnung
als da? das zweite Differential.

Man kann in der Bildung der Differentiale fortschreiten und erhilt
— immer unter der Voraussetzung eines feststehenden dz — aus (2) das
drifte Differential d*f(z) = D {f"(z)da?}dx = " (x)d?,
und so fortfahrend allgemein fiir das nte Differential den Ausdruck:

@'f(2) = f (x)dz". (4)
Daraus ergibt sich die von Leibnjz eingefiihrte Bezeichnung fiir den
n-ten Differentialquotienten: d"f(x)
dx*°

Jeder Formel zwischen den Differentialquotienten mehrerer Funk-
tionen einer Variablen # liBt sich eine Formel zwischen den Differentialen
zuordnen und es bedarf, um zu der letzteren zu gelangen, nur der Multi-
plikation der ersteren mit einer entsprechend hohen Potenz des Differen-
tials dz der Variablen; so folgt aus

Digp@)y(x)} = ¢'(2)¥ (=) + ¢(@)¥'(*)
9@ _ ¢ @p@) — p@y(x)
Y@ P (x)*®
durch Multiplikation mit dx:
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dlo@)y (@)} =v(x) de(@) + ¢ (@) - dy(z)
2@ _ v@ - do@ — 9(x) - dy(@),
¥ (@) v (@) )

aus (41 IIL)
D" (uv) = u®p + (’1‘) un=1 o + (;‘)u<n-s>v"+ e uv
durch Multiplikation mit da”:
ar(uv)y=du-v+ (’:) ar—1y - dv + (g)d"-%c cd?v - udv.

Die in diesem Paragraphen getroffene Voraussetzung der Konstanz
von dz, d. h. seiner Unabhingigkeit von z, ist von so fundamentaler Be-
deutung fiir die Differentialrechnung, daB es notwendig erscheint, mit
einigen Worten auf sie einzugehen.

Von vornherein stiinde nichts im Wege, dz als eine Funktion von z
zu wihlen und ihm die Form dz = «y(x) zu geben, wobei « eine-infini-
tesimale, d. h. bei Grenzprozessen gegen Null konvergierende GroBe be-
deutet. Auf die Bestimmung der Differentialquotienten hiitte dies keinen
EinfluB, weil es bei den hier betrachteten Funktionen auf die Art, wie dz
gegen Null konvergiert, nicht ankommt. Aber fiir die Differentiale ergiibe
sich bei solcher Wahl eine andere Rechnung, indem néimlich, £ (z) =y gesetzt:

dy =vydx
aty =y"da® + y d*x
Ay =y"da® + 3y dxd®x + y dBx

wiirde, worin dz, d*z, d®z, . .. zu ersetzen sind durch die Ausdriicke
dz = ay
A*r.= gy

@z =gy + 22
Aus jeder Annahme iiber y(x) wiirde eine besondere Differential-
rechnung folgen. Die einfachste Annahme ist y(z) = 1; sie fiihrt zu
einem konstanten dz und weiter zu d?x = d32 =0. Es ist bemerkenswert
und ein Beleg fiir den auBerordentlichen Scharfsinn, daB Leibniz schon
bei der Begriindung der Differentialrechnung auf diese einfachste Form
derselben verfallen ist.
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§ 6. Transformation der unabhiingigen Variablen.

43, Die Differentialquotienten in bezug auf eine neue Va-
riable. Es ist eines der wichtigsten Hilfsmittel analytischer Untersuchun-
gen, daB man an die Stelle der Variablen, welche in einem Problem auf-
treten, andere einfiibrt, die mit ihnen in einem gegebenen Zusammenhange
stehen. Man bezeichnet diesen ProzeB als Transformation der Variablen.

Hier soll zunichst der einfachste Fall behandelt werden, darin be-
stehend, daB in einem funktionalen Zusammenhange zwischen zwei Va-
riablen y, z, in welchem z die Rolle der unabhdngigen Verinderlichen
spielt, an die Stelle von z eine neue unabhéingige Variable treten soll.
Er erscheint in zwei verschiedenen Formen, welche nachstehend getrennt
behandelt werden.

I. Irgend eine Funktion y der Variablen x ist mit # und ihren Diffe-

2
rentialquotienten jl—g, ?ﬁ%, .-+ zu einem Ausdruck oder zu einer Relation

verbunden; an die Stelle von z wird « als neue unabhiingige Variable
eingefiihrt durch die Transformationsgleichung

z = ¢(u); 1
wie gestaltet sich der Ausdruck oder die Relation in den Variablen y, u
und den neuen Differentialquotienten %’ g——}/, , o ?

Durch Vermittlung von (1) wird y zu einer zusammengesetzten Funk-
tion von u, daher ist (28) dy _dyda

du dzdu’
bei neuellicher Differentiation in bezug auf w ist darauf zu achten, dafl
auch durch Vermittlung von (1) Funktion von u ist; daher hat man
Welter 'y Aty dy d*x
dut” dz* (ﬂ) dx du?

dy _ d%y dw) d*y dax d’x + dy d*x
(du dz*du du? ' dz dud’

Die in diesen Gleichungen auftretenden Differentialquotienten von
2 sind aus der Transformationsgleichung bestimmbar; wir bringen dies
zum Ausdruck, indem wir schreiben:
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d
L AOF-
du2 (1&)2 dxi + (p”( )
ds ’” 7
’d;i (”’)3 dzt Y+ 3¢’ (w)e (u) e S+ V4 (“) dz)
daraus ergibt sich durch sukzessxve Auflosung:
dy )
dy _ du
dz ¢’ (u)
” d
dty 90 TY gy 3
dz* ATk @)
,,o a8 0o, AY N "
sy [P0 Gs—5 @5y = ih— v w5 e w
da* ¥ )°

Elsetzt man in dem voro'eleo'ten Ausdruck oder in der zZu transfor-
dy dly
de’ dx®?" "
denen Ausdriicke, so ist die Aufgabe gelst.

II. In einer gegebenen Funktion

mierenden Relation x durch ¢(u), darch die eben gefun-

y =) @)

ist mittels der Transformationsgleichung (1) % als unabhingige Variable
2

einzufiihren; wie stellen sich die Differentialquotienten g%, %c%, ... In

der neuen Variablen dar?
Die Einfiihrung von « in (3) gibt
y=fleW)] =v(), 4)
wo nunmehr ¢ das Zeichen fiir eine bekannte Funktion ist; es konnen
also jetzt in (2) auch die Differsntialquotienten von y in bezug auf « be-
stimmt werden, und man erhalt

dy _ v ,
dw sv' ()

'y _ g @y’ @) — ¢ W)W

a v ©)
Py g Wy ) — 9" )y ()] W) — 397 (W) p" () — 9" (u) w(u)] ¢(x)

dz® @’ (1)
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Damit wire die vorgelegte Aufgabe geldst; den Formeln (5) lat
sich aber eine bemerkenswerte Gestalt geben, an der in der Folge fest-
gehalten werden soll. Multipliziert man in der ersten Gleichung Z#hler
und Nenner mit du, in der zweiten mit du®, in der dritten mit du?, ...
und beachtet, daB ¢’ (u)du = do(w) =dz, ¢"(u)du’= d*¢(u) = d*x, ...,
so schreiben sich die Formeln (5) wie folgt:

dy
dxd*y —d*xdy
Dzz?/ = ydxs (6)
Dy — (dzxd®y — d*zdy)ds — 3(dzd’y — d*zdy)d’z
z J = dx®

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind als wirkliche Quotienten
aus Differentialen anzusehen, und diese Differentiale beziehen sich auf
eine beliebige, alle jedoch auf dieselbe unabhéngige Variable. Diese For-
meln (6) werden dann zur Anwendung kommen, wenn in dem funktio-
nalen Zusammenhange zwischen y und # die unabhingige Variable noch
der freien Wahl iiberlassen bleiben soll. FEntscheidet man sich fiir x, so
ist dz als konstante GroBe zu behandeln, infolgedessen d’z = 0, d®z = 0,

. zu setzen; dann fithren (6) auf die Gleichungen
2 8
Dzy= %7 Dx2 = %—x%? Dx3y=%) e
deren Inhalt ein bloB formaler ist. Wahlt man dagegen y als unabhiin-
gige Variable, vertauscht also die Rollen zwischen y und z, so gilt dy
als konstant und ist somit d?y =0, d®y =0, .. .; fiilhrt man dies in den
Formeln (6) ein und dividiert jedesmal Zéahler und Nenner durch die ent-
sprechende (1., 3., 5,,...) Potenz von dy, so kommt

1
Dy =3,

Dg’x
DY = 1D,z @
D5y 31Dy} =Dy Dy

{Dyz}®

Die erste dieser Iormeln ist die notwendige Wiederkehr des Satzes in 27.
Zu der Einfiihrung einer neuen unabhéingigen Variablen sei eine all-

gemeine Bemerkung hinzugefiigt, die mit den Ausfithrungen am Schlusse

von 42 im Zusammenhange steht. So lange x unabhingige Variable ist,



44. Beispiele 89

stehen benachbarte Werte 2 und 2 4 dz an allen Stellen des Bereichs
gleich weit voneinander ab und es besteht die Vorstellung, da8 sich der
Punkt (z) auf der Zahlenachse gleichférmig im positiven Sinne bewege.
Das alles iibertrigt sich nun auf die neue Variable u, gilt aber nicht
mehr von z. Benachbarte Werte von z, die zu benachbarten Werten w
und % + du der neuen Variablen gehoren, haben nun variablen Abstand,
der sich nach der Gleichung dzx = ¢'(u)du regelt, und wihrend sich der
Punkt (%) in seinem Gebiete gleichférmig bewegt, fiihrt (z) seinerseits-
im allgemeinen eine andere Bewegung aus und kann unter Umstéinden
auch die Bewegungsrichtung wechseln. So wird, bei festem du, dz um
so gréBer sein, je grofer der Betrag von ¢’(u) ist; ferner wird sich der
Punkt (z) in gleichem oder in entgegengesetztem Sinne als () bewegen,.
je nachdem ¢’(w) positiv oder negativ ist, und wird (bei stetigem Ver-
laufe von ¢’(u)) seine Bewegungsrichtung dndern, wenn ¢’(«) sein Vor-
zeichen wechselt, also durch Null geht.

44. Beispiele. Die Anwendung der gewonnenen Formeln mogen
die folgenden Beispiele erldutern.

1. Zwischen z, y und seinen beiden ersten Differentialquotienten
bestehe die Gleichung:

d?y x dy

ey Yy _o.
dx? l—xgdx+1—m’_0’

wie gestaltet sich dieselbe, nachdem an die Stelle von z die unabhéngige-
Variable w mittels der Gleichung # = cosu eingefiihrt worden ist?
Aus den Formeln (2) ergibt sich

dy . daty dy
d_y___ i—“__ fzgy_-Squ~m+cosuﬂ
de~ ~ snwu’ dx® —gindu

und durch Eintragung dieser und des Wertes von 2 in die gegebene
Gleichung verwandelt sich diese in
qur T¥=0.
2. Die zweideutige, in dem Intervall (— @, + a) reelle Funktion
y=+ Y=g
kann durch die Substitution 2= asinw
in eine eindeutige, ndmlich y = b cosu
umgewandelt werden, und zwar entspricht dem Intervall (—— —:—, %) von.
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w der positive, dem Intervall (2 s 31) der negative Zweig von y. Es

sind die Differentialquotienten dJ , jiz in der Variablen u davzustellen.
Auf Grund der Formeln (5) erhilt man
dy b 'y b

e "3 8% T T T aoesw
3. Der Ausdruck dy\ 273
[+ @) T
- d*y )

dx?

unter der Voraussetzung gebildet, daB x als unabhingige Variable gilt,
soll so umgestaltet werden, dal die Wahl der unabhéngigen Variablen
noch freisteht.

Zu diesem Zwecke setze man fiir %——* D = Dy die
Werte aus (6) ein, und nach einfacher Umgestaltung exglbt sich:

[da 4 dy*i

T dediy—dizdy
4. Durch die Gleichung

Z = a arc cos a——z—-y —VyQ2a —v),

in welcher die zyklometrische Funktion mit ihrem Hauptwert und die
Quadratwurzel positiv zn nehmen ist, ist x als eindeutige explizite Funk-
tion von y gegeben. Ks sollen die Differentialquotienten von y in bezug
auf z, d. 1. Dy, D%y, ... berechnet werden.

Aus der gegebenen Gleichung konnen die Differentialquotienten von
2 in bezug auf y unmittelbar bestimmt werden, némlich

1
D x= — =
y ]/1~(“—”—)2 Vy(2a—y) V?a-—y
a
2, 17/20a—y 2a—y+4y a /2a—y.
Djz = Y (2a —y)* (2a—y)’1/ y

setzt man diese Werte in die Formeln (7) ein, so findet sich
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Zu bemerken ist, daf hierbei D,y, D,y als Funktionen von y dar-
gestellt sind im Gegensatze zu dem Falle, wo urspriinglich y als expli-
zite Funktion von z gegeben ist.

5. Zu zeigen, daB die Gleichung
(a® + xz) + 2x =0
durch die Substitution » = a tgu umgewandelt wird in

d*y
W—O.

6. Zu zeigen, dal sich die Gleichung
d
dw’ Y+ T 7. y o+ y=0

durch die Substitution z = e* verwandelt in

1. Die Gleichung 34 54 —3 (44— 0

verwandelt sich durch Vertauschung der Variablen in Z:ﬁ =0
8. Die Gleichung
(x — a?) dw’+(l_3x2)d —zy=20

behalt ihre Form bei, wenn man auf sie die Substitution z =1 — o
anwendet.




Dritter Abschnitt.
Differentiation von Funktionen mehrerer Variablen.

§ 1. Partielle Differentialquotienten und Differentiale.
Das totale Differential.

45. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen. Wir
beginnen mit einer Funktion zweier Variablen 2, y, nennen sie z und
driicken die Abhéngigkeit durch den Ansatz # =f(z, y) aus. Der Bereich,
d.i. die Gesamtheit der Wertverbindungen a/y, fiir welche ¢ gegeben ist,
heiBe P. Er laft (8) eine geometrische Darstellung zu, indem man jedem

0| w030 A z/y einen Punkt M in der Ebene zuordnet, nach-
g BUAL X dem in ihr ein rechtwinkliges Koordinatensystem
[P e angenommen worden ist. P wird dann, wenn

. j\;'_(/._ "n \ z und y unbeschrinkt sind, durch die ganze

2 “7/7fSdr | | Ebene vertreten sein, hingegen nur durch einen
s - r];—”\—\f\ -/ irgendwie begrenzten Teil der Ebene, wenn
/ und y an Schranken gebunden sind. An diesem
e letzteren Falle wollen wir festhalten und der Ein-

Fig. 9. fachheit wegen P durch eine einzige geschlossene
Linie begrenzt sein lassen, wie es in der Fig. 9 dargestellt ist.

Durch Zuhilfenahme der dritten Dimension des Raumes wird es
moglich, auch die Funktionswerte ¢ zur Anschauung zu bringen. Man
fiige zu den beiden Koordinatenachsen noch eine dritte auf ihnen senk-
recht stehende ZZ und wihle in ihr die nach oben (Z) zielende Richtung
als die positive; trigt man auf einer von M zu Z'Z oder zu ZZ' ge-
zogenen Parallelen, je nach dem Vorzeichen von 2, die Strecke von |z
Einheiten ab, so kommt man zu einem Punkte ' im Raume; x heiBt
seine Applikate. Die Funktion f(z, y) ist dann durch ein rdumliches Ge-
bilde, wie wir zunichst sagen wollen, durch ein System von Punkten,

dargestellt.
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Um sich von dem Verlauf der Funktion eine Vorstellung zu bilden,
lasse man den FuBpunkt M der Applikate verschiedene Bahnen in P be-
schreiben wie KL, und verfolge dabei die Anderungen von #, das nun
eine Funktion bloB einer Variablen ist, weil y lings KL eine Funktion
von x ist. Besteht nun in diesen Werten von f(z, y) Stetigkeit, so sagt
man, z sei stetig lings der betreffenden Bahn. Besteht diese Eigenschaft
fir jede in P verlaufende Bahn, so enthilt das riumliche Gebilde der
Punkte F' unendlich viele Linien und ist eine Fldche; 2 = f(z, y) heiBt
ihre Gleichung.

Bei der eben erdrterten Stetigkeit kommen nicht alle, sondern immer
nur gewisse Funktionswerte in Betracht. Die folgende Definition aber
trigt der Gesamtheit der Funktionswerte, also dem Charakter von # als
Funktion zweier Variablen, Rechnung.

Die Funktion f(x, y) heipt stetig an der Stelle a4y, thres Bereichs P,
wenn sich gu einem beliebig klein angenommenen positiven & eine so enge
Umgebung von x4y begrenzen laft, daf3 fiir alle Stellen xfy dieser Umgebung

| F(#, 9) — F(@0 90) | <o 1)

Die Umgebung kann ein nach den Achsen orientiertes Quadrat (oder
Rechteck) sein, wie in der Figur das Quadrat o 8y0; dann ist | z — zy | <7,
ly—y, | <m, wo 7 eine auf Grund von & bestimmte positive GriBe ist,
oder auch ein Kreis von einem dem gewihlten ¢ entsprechend kleinen
Radius ¢, so daB die Umgebung analytisch gekennzeichnet ist
durch (z — @) + (y — %)* < @*.

Eine Funktion, die stetig ist in jedem Punkte thres Bereichs, heif3t
stetig sm Bereich selbst.

ist.

Man kann die Stetigkeit an einer Stelle in Verbindung bringen mit
der Stetigkeit lings einer Linie. Legt man z B. durch den Punkt M
gerade Linien, verfolgt die Funktion lings jeder von ihnen und erweist
sie sich als stetig in M, so darf der SchluB, sie sei auch stetig als Funktion
Zweier Variablen, nur dann gemacht werden, wenn sie in M selbst ein-
deutig bestimmt ist. Nennt man die Stetigkeit lings einer durch M
laufenden Richtung azimutale Stetigkeit, so kann also gesagt werden,
uzimutale Stetigkeit habe nicht unbedingt Stetigkeit an der Stelle M zur
Folge, sondern nur dann, wenn dort eindeutige Bestimmtheit besteht.

Als ein Beispiel hierzu betrachten wir die rationale Funktion
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2x
f(x; y) x'aa_z”__‘“_‘yy_z'

Sie ist fiir alle Wertverbindungen z/y eindeutig bestimmt mit alleiniger
Ausnahme von 0/0, woselbst sie aufhort definiert zu sein. Wie verhilt
sie sich in der Umgebung dieser Stelle? Verfolgt man sie lings der Ge-
raden y = kx, also unter dem Azimut aretg %, so hat man es mit der
Funktion von z allein, f(z, kx) = a—ci_%{%i-zk—?) zu tun, die konstant = 1—??_1"—]?
ist, so lange 2> 0, und unbestimmt wird bei z =0, den eben genannten
Wert aber beibehilt, wie nahe man auch der Stelle 0 kommen mag;
schreibt man ihr diesen Wert auch bei =0 zu, so verhilt sie sich hier
wie eine stetige Funktion (18 1.). Man kann also sagen, bei unserer
Funktion besteht azimutale Stetigkeit, jedoch so, dab unter jedem Azimut
ein anderer Grenzwert zustande kommt, aber Stetigkeit an der Stelle 0/0
besteht nicht, weil sich keine Umgebung abgrenzen 148t, in der die Diffe-
renz f(z, y) — f(0, 0) fiir alle x/y beliebig klein ist, weil ja f(0, 0) nicht
cinen bestimmten Wert bedeutet.

Eine in ihrem Gebiet stetige Funktion ist immer auch stetig lings
jeder im Gebiet verlaufenden Linie.

Von einer Funktion u= @ (z;, 2, ..., ,), welche fiir einen gewissen
Bereich der » Variablen «,, «,, ..., %, eindeutig definiert ist, wird man
in Verallgemeinerung der obigen Definition betreffend eine Funktion
zweier Variablen sagen, sie sei an der Sfelle oder in dem Punkie
X1/ %90/ - - - /%, stetig, wenn sich zu einem beliebig kleinen positiven &
ein hinreichend kleines positives 1 so bestimmen 148t, daB fiir jede andere
Wertverbindung 2,/%,/ . . . /z,, fiir welche

|y — o | <7, [Z—Z [ <my, o |E -z, <,
die Beziehung besteht:
| (@, @y - -y @) — [( @100 Baor - - - Bao) | < &5 @)

findet dies an allen Stellen des Definitionsbereiches statt, so heiBt die
Funktion stetig im Bereich.

Die Bezeichnungen Punkt, Umgebung, die noch bei » =3 eine geo-
metrische Unterlage haben, werden auch bei groBeren » wegen der ein-
heitlichen Ausdrucksform beibehalten (9).

46. Partielle Differentialquotienten und Differentiale. Es
sei 2= f(x, y) eine im Gebiete P stetige Funktion; verfolgt man ihren
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Verlauf bei einem feststehenden Werte von y, also lings einer Geraden,
welche das Gebiet P parallel zur z-Achse durchsetzt, so verhilt sie sich
wie eine Funktion von einer Variablen und a8t die Bildung der fiir solche
Funktionen aufgestellten Begriffe und GroBen zu.

Erteilt man, von einem bestimmten Werte & ausgehend, demselben
eine Anderung Adx =h,

so erfihrt die Funktion die partielle Anderung:

da=f(x+h,y)— (2 ) (1)
konvergiert der aus beiden gebildete Differenzenquotient

dzz _ flet+hy)—F@ Y
dx [/ ’

wihrend % den stetigen Grenziibergang lim h =+ 0 ausfiihrt, gegen einen
bestimmten Grenzwert, so heiBt dieser der zur Stelle x/y gehorige partielle
Differentialquotient in bezug auf x, wird mit D, f(z, y), oder, in einer von
Jacobi eingefihrten Abinderung des Leibnizschen Symbols?) fiir den

Differentialquotienten einer Funktion einer Variablen, mit éf(—x—’}/—) kiirzer
g—:c, bezeichnet, so daB

D f(a;, y) hm fle+h, 7’1 f, y) . (2)

Besitzt die Funktion an Jeder Stelle von P einen solchen Differential-

quotienten, so ist hierdurch eine neue Funktion im Bereiche P definiert,
welche man als partielle Ableitung von f(z, y) in bezug auf x oder auch
wieder als partiellen Differentialquotienten nach z bezeichnet.
_ Durch Multiplikation des partiellen Differentialquotienten mit der
Anderung Az der Variablen, welche letztere begrifflich mit dem Diffe-
rential dz derselben zusammenfillt (23), ergibt sich das partielle Diffe-
rential d & in bezug auf z, so daB

ad,e = g—i dz; 3)
fir die Beziehung desselben zur Anderung A,z gelten die bei Funktionen
einer Variablen gemachten Bemerkungen (23, 42).

Zu analogen Betrachtungen wird man gefithrt, wenn man den Verlauf

Yon z=f(z, y) bei feststehendem z, also léngs einer das Gebiet P parallel
wr y-Achse durchquerenden Geraden, verfolgt; aus der Anderung

———

1) Die vor ihm schon Legendre vorgeschlagen hatte.
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Ay =k,
die man einem Ausgangswerte y erteilt, entspringt die partielle Anderung
Ay'g = f(x; ¥+ L) - f(x, ?/)) (1*;’
dann der partielle Differentialquotient in bezug auf y:
0 _ . f@,y+k—fy) oL
7y kglfo % ’ (2 )

einerseits genommen an der bestimmten Stelle z/y, andererseits als Funktion
im Gebiete P, und schlieBlich das partielle Differential in bezug auf y:

? .
d,z = 5%013/. (3%)

Es bedarf keiner niiheren Erliuterung, wie sich diese Betrachtung
fortsetzt, wenn es sich um eine Funktion von mehr als zwei Variablen
handelt.?)

47. Der totale Differentialquotient und das totale Diffe-
rential. Man kann, auf die geometrische Darstellung bezugnehmend, die
partiellen Differentialquotienten in bezug auf z, y auch als Differential-
quotienten in der Richtung X, bzw. ¥ bezeichnen und kann ihnen den
8" Differentialquotienten in einer beliebiger Richtung

\ z oder, weil dabei beide Variablen zugleich abge-
indert werden, den totalen Differentialquotienten
gegeniiberstellen.

Bei einer durch M(z/y) (Fig. 10) gehenden
Geraden wollen wir von einer ,Richtung S“ spre-
chen, so lange es nicht notwendig ist, die beiden
in ihr vereinigten entgegengesetzten Richtungen
8’8 und 85’ voneinander zu unterscheiden, deren

Fig.10. erste die positive sein soll. Die ,Richtung S soll
gekennzeichnet sein durch die hohlen Winkel ¢, ¢ mit den positiven Achsen-
richtungen. Der Nachbarpunkt M, von M gehore zu der Wertverbindung
2 + h/y +k Die Entfernung M M, = As="Vh* +&® gelte als relativ je
nach der Lage der Punkte M, M, (sie ist also negativ bei der Lage
M," des Nachbarpunktes); dann ist

0

h k
T C0sp o =cost. “)

1) Lagrange benutzte fiir die Differentiation nach « obere, fiir die Differen-
tiation nach y untere Indizes, schrieb also #’, z,. Andere Bezeichnungen sind
2z, ¥) fy(x, y), auch bloB fy, fy oder 2z 2, u. a.
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Den Unterschied der zu x/y und z + h/y + % gehorigen Funktions-
werte bezeichnet man als fofale Anderung von z an der Stelle z/y und in
der Richtung S und gebraucht dafiir das Zeichen 42, so daB

dz=fz+ h,y+k—1f(zy); ()

der entsprechende Differenzenquotient sz liBt sich folgendermafen um-

gestalten:
4 _fethyt+h—fay+k+fey+h—Ff=y
4s 4ds

(6

_fe+hy+ B —foy+Bh  fomy+h)—fzy) b
h As k

+ ds
Kommt der Nachbarpunkt nach M,” zu liegen, so &ndern h, k, 45

gleichzeitig ihre Vorzeichen, die Quotienten Zh—s , % behalten also fiir beide

Lagen, und wie nahe auch M, beziehungsweise M," an M riickt, die in
(4) angegebenen Werte bei; besitzt ferner die Funktion partielle Differential-
quotienten in bezug auf x und y, so ist

. — f(=, k ,
hmf(x‘}"h:y'!"k% flz, y + )=f,(x,y+k),
h=+0

: f(w,?!-l-k)—f(-’t,y) ’ 85.
tim [ EB=L00 gy - 2,

wenn endlich der erste dieser Differentialquotienten eine stetige Funktion
von y ist, so hat man weiter

k=4+01h=40

ox

Man hiitte den Zéhler von g—j auch erweitern kénnen auf

fl@+hy+ k) —fz+hy)+f@+hy) -1y
und es hitte sich dann bei analog durchgefithrter Betrachtung die Be-
dingung ergeben, daB f, eine stetige Funktion von # sein miisse, damit
bei lim & = O und lim A = O der Quotient

fe+hy+h—Fflzt+hy
k

gegen die Grenze f,(xz, y) konvergiere.
Bei stetigem beiderseitigen Grenziibergange von z +h/y +k zu #/y
n der Richtung S, wobei die GréBen h, k, 4s gleichzeitig der Null als

Grenze sich nihern, konvergiert also der Quotient (6) gegen den Grenzwert
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 7
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dz 0z 0z
ﬁ-——a—écosq)—}—a—y-coszp, M

wenn an der Stelle z/y entweder £, eine stetige Funktion von y oder fy
eine stetige Funktion von # ist.¥) Man nennt dann diesen Grenzwert den
totalen Differentialquotienten der Funktion f(z, y) oder ihren Differential-
quotienten in der Richtung S.
Fiir die Richtung M(X)
T
9 =0, Y= )

fallen die Begriffe 22 und 2%, fiir die Richtung M(Y)
@ = Z;_ ’ p=0

dz und % zusaminen.

as

Aus dem totalen Differentialquotienten ergibt sich in analoger Weise
wie bei einer Funktion einer Variablen durch Multiplikation mit ds das
totale Differential dz der Funktion; da nun aus (4)

Adscos @ =h = Adg, Ascosp =k = Ay

folgt und bei den unabhingigen Variablen 4z und d« einerseits und
Ay und dy anderseits gleichbedeutend sind, so ergibt sich fiir das totale
Differential der Ausdruck

0 0
dz=a—;da: +—9—;dy, 8)
der mit Riicksicht auf (3) und (3*) auch in der Form
de=d,e+dz (8%)

geschrieben werden kann.

Das totale Differential einer Funktion zweier Variablen stellt sich
demmach, wenn die Bedingungen fiir die Existens des totalen Differential-
quotienten vorhanden sind, als Summe der auf die einzelnen Variablen be-
ziiglichen - partiellen Differentiale dar und bedeutet begriff lich einen Wert,
der sich von der totalen Anderung Az nur wm Groflen hiherer Kleinheits-
ordnung in beeug auf dx und dy uniterscheidet, welch letztere vermige (4)

fiir jeden von O, % und  endlich verschiedenen Wert von ¢ Grifen gleicher

Kleinheitsordnung sind.
Die Richtung, nach welcher das Differential (8) genommen ist, ergibt
sich zufolge (4) aus den Gleichungen

1) Beides ist erfilllt, wenn f;, f; stetige Funktionen von , y sind.
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de ___ _ Yy
Vawtar "0 [Vawral Y
eindeutig in dem Intervall (0, 2x); denn fiir das Differential sind zwei
entgegengesetzte Richtungen nicht #iquivalent wie fiir den Differential-
quotienten.

48. Geometrische Deutung des totalen Differentials. Bevor
auf die Ausdehnung der eben entwickelten Begriffe auf Funktionen von
mehr als zwei Variablen eingegangen wird, soll ihre geometrische Be-
deutung erliutert werden fiir denFall, da die Werte der Funktion #=f(z,y)
durch die Applikaten einer Fliche dargestellt z

S S

Fig. 1. @'
werden. y

Es sei F (Fig. 11) der zu z/y gehorige I 1 o
Punkt der Fliche, F'F” die Kurve, welche be- / ?(\
schrieben wird, wenn M auf der zur z-Achse , \ 17
Parallelen M M’ fortschreitet, F'G" die Tan- j
gente an diese Kurve in F', FH’ die Parallele

zu 0 X; dann ist (23) 0
MM =h=dz, HF =d4,2, H G =d,z;
ferner sei FF" die Kurve, welche bei der Be-
wegung von M auf der zur y-Achse Parallelen
MM"” beschrieben wird, F'G" die Tangente
an diese Kurve in ¥, FH” die Parallele zur y-Achse; alsdann ist

MM’ =F=dy,

H'"F' =4z,

H'G"=dye.
Auf dem Wege M "M, werde die Kurve F" F,, auf dem Wege ' M, die
Kurve F'F, beschrieben; wird H” H, parallel zur z-Achse gefiihrt, so
ist H' H, parallel zur y-Achse und

H\F, = 4z
dagegen schneidet die Ebene, welche durch die Tangenten F'G’ und FG"”
gelegt wird, auf der Geraden M, F; einen Punkt G, ein als vierte Ecke
des durch G’FG” bestimmten Parallelogramms, und fithrt man G"dJ,
parallel zur z-Achse, so zerfillt die Strecke H, G, in die Teile H,J, und
J,G,, deren erster gleich H"”G", deren zweiter wegen der Kongruenz der
Dreiecke G”J,G, und FH' G’ gleich H' G’ ist; mithin ist

7%
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HG=HG+H G'=dzs+dge,
also H G, =dz.

Die Ebene FG'G,G" der beiden Tangenten F'G', I'G"” nennt man
die Tangentialebene der Fliche im Punkte F. Hiernach ist das totale
Differential bei dem Ubergange von der Wertverbindung x/y zu jener
x + dz/y + dy dargestellt durch die Anderung, welche die Applikate der
im Punkte z/y/z an die Fliche gelegten Tangentialebene dabei erleidet.

49, Ausdehnung auf drei und mehr Variable. Handelt es sich
um eine in dem Bereich R eindeutig definierte und stetige Funktion
u = f(z, y, #) der drei Variablen z, y, #, so 148t der Bereich auch noch
eine geometrische Versinnlichung zu (9) und die Betrachtungen von 47
gestatten fast wortliche Ubertragung. Eine durch den Punkt M (z/y/2)
gefiihrte Gerade S’S sei durch die Winkel ¢, ¥, y bestimmt, die ihre
positive Richtung (S) mit den positiven Achsenrichtungen eines zugrunde
gelegten rechtwinkligen Koordinatensystems einschlieBt. Dann ergibt sich

unter der (allerdings zu weit gefaBten) Voraussetzung der Existenz und

Stetigkeit der partiellen Differentialquotienten gu s aa“, 88 der totale Diffe-

rentialguotient in der Richtung S:

du _ O0u ou
75 axcos:p-{—a—coszp—l—a cos % (9)

und daraus das fotale Differential:
0
du = == du +—dy+az dz, (10)
also adu = du+ d,u + d,u, (10%)
wobei die Richtung, in welcher das Differential genommen wird, eindeutig
bestimmt ist durch

4o = €08 4y =cos ¥
Vaw tagtd| 0 |Vae tdy e ’
% cos 1

Bei einer Funktion u = f(xl, %y, .« &,) von % (> 3) Variablen hort
auch die Moglichkeit der geometrischen Darstellung des Bereiches R auf;
man behilt aber die geometrische Ausdrucksweise bei, ordnet der Wert-
verbindung 2,/xz,/ . .. [z, einen Punkt M im n-dimensionalen Raume zu,
bezogen auf ein n-achsiges orthogonales Koordinatensystem ; spricht ferner
von der Richtung, welche den Punkt I mit dem Punkte
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M,...x, +dx/x, + dxy/ . .. [z, + dux,
verbindet und bestimmt sie durch die Richtungskosinusse
dz, ...C08 @, = 4z,
|Vaxi+da; +---Fdai |’ * o |Vawday o F dag |
deren Quadratsumme 1 ist; nennt weiter
ds=|Vda2+ dog® + - - + da,?|
die Entfernung von M zu M,; erklirt, die Stetigkeit der Ableitungen

ou du
ﬁ: ax”

COS (=

. vorausgesetzt,
du ou ou
= 5z, %% ¥1 + a o8 @+ -+ 5-cos @, (11)

als den totalen Differentialquotienten von u in der bezeichneten Richtung
(und der ihr entgegengesetzten) und

? 0 4
du = 7% da, + 50 day + -+ Sds, (12)

als das zu jener Richtung gehorige totale Differential. Der in 47 fiir zwei
Variable formulierte Satz, daB das totale Differential der Summe der
partiellen Differentiale gleichkommt, behalt also fiir beliebig viele Variable
seine Geltung.

Hat die Funktion u einen konstanten Wert im ganzen Bereiche R,

50 ist ihr totaler Differentialquotient %g und daher anch ihr totales Diffe-

rential du im ganzen Bereiche = 0 (21). Demnach folgt aus einer
Gleichung von der Form

f@y, gy .y 2,)=c
eine lineare homogene Beziehung zwischen den Differentialen der Variablen,

némlich of of of
E’}mldxl""a dazy + - +8 dx =0.

50. Anwendungen. Die Bestimmung des totalen Differentials
kommt hiufig zur Anwendung, wenn es sich darum handelt, die Anderung
einer GroBe annihernd zu berechnen, welche sie bei verhiltnismaBig sehr
kleinen Anderungen der sie bestimmenden GriBen erfihrt, wemn von
(roBen hoherer Kleinheitsordnung abgesehen wird.

Zur Erliuterung mogen die folgenden Beispiele dienen.

1. Welche Anderung erfihrt die Fliiche eines Rechtecks mit den Seiten
x, y, wenn diese um die sehr kleinen GriéBen dx, dy sich #ndern?

Die Fliche ist U= TY;
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. . 0 0 . .
daraus ergibt sich a—:’ =y, a—'—; = z, folglich ist

du = ydz 4 zdy.
Die Rechnung sowie eine einfache Figur belehren dariiber, daB gegeniiber
der wirklichen Anderung bei diesem Ansatze das Produkt dzdy vernach-
lassigt ist.
2. Es ist die Anderung zu bestimmen, welche das Volumen eines
geraden Zylinders vom Halbmesser  und der Héhe y erleidet, wenn die
genannten Dimensionen um die kleinen Betrige dz, dy sich éndern.

Das Volumen ist v = wxly;

daraus berechnet sich % = 2mzy, g—; = 2% somit ist das verlangte
dv = 2xzydx 4+ n2?dy.
Die wirkliche Anderung ist
x(x + d2)*(y + dy) — w2’y = 2nwydz + natdy + 2nxdzdy

+ nyd2? + ndady;
unterdriickt werden also 2xzdady, wydx? und wda?dy, Betrige, die in
bezug auf dz, dy von zweiter, beziehungsweise dritter Kleinheitsordnung
sind. Es ist nicht schwer, die beiden Teile von dv geometrisch zu
interpretieren. :

3. In einem ebenen Dreieck indern sich eine Seite # und die beiden
ihr anliegenden Winkel y, # um die Betriige dz, dy, dz beziehungsweise;
es ist die daraus hervorgehende Anderung der Dreiecksfliiche zu bestimmen.

Die Fliche des Dreiecks ist

u = g%i%’-}%; daraus folgt
du zmsinysiuz _ 2u
dx  sin (y- 2 x’
du  zcosysinz  z%sin ysinzcos(y - 2)

= u cotg y — u cotg (y + #),

dy 2sim@yFe 2 sin® (y + 2)

du _ x*sinycoss  x?sin ysinzcos(y - 2) : )
7z 2sinyto 2an (Y  2) =y cotg z — u cotg (y + 2);
also ist

du ==u[g% +{cotg y — cotg (y + 2)}dy + {cotg £ — cotg (v + 2)} dﬂ]-

Es sei beispielsweise
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z=>500m, y=%(309, s = T (45Y),
dz =001 m, dy=arch”=0,00002424, dz=arc 10" =0,00004848;

mit diesen Daten berechnet sich zunichst

u =45 75317 m?
und weiter

du = 45 753,17{0,0000400 4 0,0000354 + 0,0000354] = 5,07 m?;
die direkte Rechnung der Fliche mit den geéinderten Daten liefert
w = 45 758,26 m?

woraus die wirkliche Anderung bei auf zwei Dezimalen angelegter Rech-
nung « — % = 5,09 m? sich ergibt.
4. Man zeige, daB aus

z*ﬁ—ﬁ
==y
worin X = ax® 4 2bx + ¢, ¥ = ay® 4 2by + c ist, folgt:
2ds _ dx | dy
e—2  yX VY

§ 2. Die hoheren Differentialquotienten und Differentiale.

51. Wiederholte Differentiation nach derselben Variablen.
Wenn die Funktion 2 = f(«, y) auf dem Gebiete P, auf welchem sie ge-
geben ist, einen partiellen Differentialquotienten in bezug auf z besitat,
der selbst wieder wie die urspriingliche Funktion auf dem gedachten Ge-
biete stetig ist und einen partiellen Differentialquotienten in bezug auf
zuliBt, so heiBt dieser der zweite partielle Differentialquotient der Funktion
f(z, y) in bezug auf z und kann durch eines der Zeichen

2 2
Dz, y), THEW T2
dargestellt werden; die beiden letzten Zeichen sind eine von Jacobi her-
rihrende Nachbildung des entsprechenden Leibnizschen Symbols fiir
Funktionen einer Variablen.?).

Wie bei Funktionen einer Variablen (40) kann dieser ProzeB, solange

die angefiihrten Voraussetzungen fortbestehen, wiederholt werden, und

—

1) Vgl dazu die erste FuBnote zu 46.
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man gelangt so zum dritten, . .. n-ten partiellen Differentialquotienten in
bezug auf z, d. i.
’f@y) . 0z

axs J axﬂ ?

0%z it

oder kiirzer —, ... +—,.
dx®? v

Derselbe Gedankengang 148t sich auf die Variable ¥ anwenden, wo-
durch die hoheren partiellen Differentialquotienten in bezug auf y zustande
kommen: 'z 0%z "z

TR TR I

Bei einer Funktion von mehr als zwei Variablen treten weitere Reihen

derart gebildeter hoherer partieller Differentialquotienten auf.

52. Wiederholte Differentiation nach verschiedenen Va-
riablen. Da das Resultat der partiellen Differentiation von 2z = f(z, y)
nach z im allgemeinen wieder eine Funktion von z, y ist, die wir in der
nun folgenden Untersuchung mit £,'(«, ) bezeichnen wollen, so daB

’ 0z
f:a: ($, y) = _37(;7

so kann auf dasselbe ein zweitesmal die partielle Differentiation in bezug
auf y angewendet werden; ihr Ergebnis bezeichnen wir als sweiten par-
tiellen Differentialquotienten in bezug auf x und y und schreiben es in einer

2
der Formen f7,(z, y), ?%gy, so daB

rr _ afz’(-x, y) _ 0%z
foy(@, y) = oy dzoy

Andererseits ist auch der partielle Differentialquotient nach y:

’ 0
fy(x;y)z‘a’%

eine Funktion beider Variablen und kann als solche in bezug auf z diffe-
rentiiert werden, wodurch der sweite partielle Differentiolquotient in bezug
auf y und x entsteht:
1 _fymy) _ 22
fy=(2,9) = oz oyox

Es ist jetzt unsere Aufgabe, die Bezichung dieser zwei zweiten Diffe-
rentialquotienten, welche sich formell durch die Reihenfolge der Operationen
unterscheiden, durch die sie aus der urspriinglichen Funktion abgeleitet
sind, fiir eine Stelle z/y des Gebietes P zu untersuchen.
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Es seil)
(p(x)=f(w;y+72—f(w,y)

h, ¥y — f(z,
¢<y)=f(~”+ ?/;z f( y);

2
dann ist

?ﬂi%'_"’@=%{ f@+hy+k)—f(@+hy)—fle,y+k)+f(xy)} (1)

und

) (g + B 1@y + B~ @+ hy)+(@Y)); (@)

andererseits ist mit Beniitzung des Mittelwertsatzes (38)

n — , ;, k-—;:;) "

k) — oy Fo® + 7) — (e, " (E 7
wmd  PEEEZIO i) - LELRD_FED _ (5, 7).

Daraus folgt im Zusammenhalte mit (1) und (2), daB

fov(& m) = fya( 7). 3>
Dabei bedeuten & & Werte aus dem Intervall (z, z 4 k), # und 3 Werte
aus dem Intervall (y, y 4+ k); ferner ist die Voraussetzung gemacht, daB.
fey und fy, in der durch h, k& gekennzeichneten Umgebung von z/y
existieren. BSind sie fiberdies stetig an dieser Stelle, so ergibt sich aus.
(3) durch den Grenziibergang lim A = 0, lim k = 0:

f a’:'y (x: y) = f, s;’“(x’ 3/): (4)
. derer Schreibweise: *z _ 0%z 4%
11 andaerer Dcnreipwelse: —daa:@y = a_‘—y PP ( )

In zusammenfassender Wiederholung des eben Vorgefiihrten kann
also der Satz ausgesprochen werden:
Besitzt die Funktion 2 = f(z, y) an der Stelle #/y und in einer gewissen,.

iibrigens beliebig engen Umgebung dieser Stelle die Differentialquotienten

0z 08 9% 92 1 sind die beiden letzt ten stetig an der-
—a-‘—w-,a—y‘,m—y,—ay—ag,lm S1n¢ 1€ eiaen ezgenannenselgan er

genannten Stelle, so ist daselbst
o'z _ Pz
dxty oyox
Erfiilllt die Funktion f(z, y) in ihrem ganzen Gebiete die angefiihrten
Bedingungen, so findet diese Beziehung an jeder Stelle statt. Ihr Inhalt

1) Vgl. G. Kowalewski, Die klassischen Probleme der Analysis des Un-
endlichen, Leipzig 1910, p. 272.
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148t sich dahin formulieren, daf das Resultat der sukzessiven Differentiation
einer Funktion nach zwei verschiedenen Variablen von der Reihenfolge, in
welcher man die beiden Differentiationen ausfiihrt, nicht abhingt.

Diese wichtige Tatsache 1i8t sich nun auch auf mehr als zwei Diffe-
rentiationen und auch auf mehr als zwei Variable ausdehnen. Soll die
Funktion 2 = f(z, y) zweimal in bezug auf z und einmal in bezug auf
y differentiiert werden, so zeigt das fiir die Multiplikation dreier Faktoren
giiltige Schema

zxy = 2(2y) = 2(y2) = (@y)z = (y2)z = yaz,
in welchem immer nur zwei aufeinanderfolgende Buchstaben vertauscht
worden sind, daB es gleichgiiltig ist, ob man die Differentiation in der
Ordnung zzy oder zyx oder yxx ausfiihrt; man bezeichnet daher den
betreffenden Differentialquotienten mit
0%z
Gy )

Ist die Funktion w={f(z, y, #) m-mal in bezug auf #, #n-mal in bezug
auf y und p-mal in bezug auf ¢ zu differentiieren, so darf man diese
m + n + p Differentiationen in beliebiger Reihenfolge zur Ausfiihrung
bringen; ihr Resultat driickt man durch das Symbol

am +n+p u
32" 0y 0P

Durch den Umstand, daf die Reihenfolge mehrerer Differentiationen
nach verschiedenen Variablen keinen Einflu auf das Endergebnis iibt,
-vermindert sich die Anzahl der von einander verschiedenen Differential-
quotienten einer bestimmten Ordnung gegeniiber derjenigen, welche statt-
hitte, wenn die Reihenfolge von EinfluB wire. Im letztgedachten Falle
hitte man nimlich bei einer Funktion von » Variabeln

aus.

nr
Differentialquotienten #-ter Ordnung zu unterscheiden entsprechend der
Anzahl der Variationen mit Wiederholung von n Elementen in der r-ten
Klasse; wogegen sich die Zahl in Wirklichkeit auf

1) Zur Bezeichnung der hoheren partiellen Differentialquotienten von f(z, y)
sind auch die Zeichen
fany fays fies F24 s iy, ., . oder einfacher £ ., foyy fyvs Fyomy Toayy « - -
gebriiuchlich,
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nwin 4+ 1).-(n4+r—1)
1-2...r
stellt, entsprechend der Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von
n Elementen in der »-ten Klasse.

Man spricht bei Funktionen mehrerer Variablen von reinen und ge-
mischien Differentialquotienten, je nachdem die Differentiation nur nach
einer oder nach mehreren Variablen erfolgt.

53. Beispiele. Die Bildung der hdheren partiellen Differential-
quotienten werden die folgenden Beispiele zur Geniige dartun.

1. Die rationale ganze Funktion dritten Grades

f(z, y) = aa®+ 382y + Syxy® + 0y°

ergibt bei einmaliger Differentiation:

8f = Jax? + 682y + 3pyt

= = 3B2% + 6yxy + 3d¢?;

bei zweimaliger Differentiation:

a’f _
?

amg =682z + 6yy
»;’v’} = 6pz + 6dy;

o’f . of of

wobel man unmittelbar erkennt, daB sich fiir ~—: 52y aus 5 und aus oy ein

und derselbe Wert ergibt; bei dreimaliger Dlﬂ'erentla.tlon entstehen:

3*f *f »f *f

e’ sawioy — 9P Gaayr— 67 gy — 89
und wieder zeigt es sich, daB jeder der beiden gemischten Differential-
quotienten aus der vorangehenden Gruppe auf zwei Arten {ibereinstimmend
erhalten wird. Alle héheren Differentialquotienten haben den Wert Null.

= ba,

2. Die Funktion 2 = arc tg TZ

ist fiir alle Wertverbindungen mit Ausnahme von 0/0 definiert, Mit Aus-
schluB dieser Stelle hat man
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0%z 22y 0z L

weiter FET @ L @+ 9
D tyt—2 oy —at
und dzoy = @y @
2 a4 yt—2x® yt —
ayax“ R

o3z

also tatsiichlich aa: 3y = 5495

3. Es ist zu zeigen, daB die Gleichung

8” _ Yot
0= gy
durch die Funktion 7 = eV = +ay befriedigt wird.

b4. Totale Differentialquotienten und Differentiale hdhe-
rer Ordnung. In 47 ist fiir den totalen Differentialquotienten in der
Richtung S einer Funktion 2 =f(z, y), welche an der Stelle z/y die dort
angefiihrten Bedingungen erfiillt, der Ausdruck

dz 0z

achS(p~|-5~ cos ¥

gefunden worden; seine Blldungswelse spricht sich darin aus, daB man
die partiellen Differentialquotienten mit den zugeordneten Richtungs-
kosinus zu multiplizieren und die Produkte zu addieren hat.

Sofern nun die Funktion 2z an der Stelle z/y auch alle partiellen
Differentialquotienten 2., 3., ... n-ter Ordnung zuldBt, und sofern diese
stetig sind, besitzt sie auch héhere totale Differentialquotienten in der
Richtung S; der zweite totale Differentialquotient ist:

dz
s s °%
it Pz cos @ -+ Ty cosd),
filhrt man aber die rechts angedeuteten Differentiationen aus, wobei zu
beachten ist, daB cos ¢, cos ¥ konstant sind, so findet sich:

dz
a«ds
ox
2%
8 6
Ty axay cos @ —l— cos P;

0%z
Wcos +6 awcoszp
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trigt man dies in den obigen Ausdruck ein, so ergibt sich mit Riicksicht
auf 52, (4%)

d*z as 2 2

T = s oSty + 28m8 Cos @ cos Y + —~cos P, (5)

Durch Multiplikation dieses Dlﬂ'erentmlquotlenten mit ds?® erhilt man
das zweite totale Differential, welches mit Riicksicht darauf, daB laut 47
dscos ¢ = duz, ds cos ¥ = dy
ist, folgendermafien sich O'estaltet'

@ dw’—i— 2 awaydxdy-l— (6)

Seine Bildungsweise hat s0 viel Analogie mit dem Quadrat eines bestimmten
Binoms, daB man sich zur Abkiirzung der symbolischen Schreibweise

d*z = (—a—dx + idy)sz (6%)

bedienen ka.nn nach ausgefiihrter Quadrierung lautet beispielsweise das

erste Glied 5 ,dx’ und geht bei der symbolischen Multiplikation mit # in

g ?da?, d. h. tatsichlich in das erste Glied von (6) tiber usw.

Aus (5) ergibt sich zunichst wieder:

ad‘z ad”z
as aﬁi Ti .
N d_; — B_.; cos ¢ +T; cos 1; ferner ist
‘av o b9, s
ox ox® ¢ oxdyow c0s @ cos ¢ + dyiox cos” ¢
2
2 diz

ds* 9%z
7;_ = 5215y cos? g + 2 axa 5 COS @ COS + E}f‘ 2 cos? y,
mithin auf Grund der Ergebmsse in 52

-] 5
(Z—sf, gm cos® ¢ 4 3 cos’ ® cos Y )

63
-+ 3 W COos @ cos? P+ *a—?*;s; cos® P.
Durch Multiplikation mit ds? entsteht das dritte totale Differential :
Pg= a4 307 5y datdy + 3 My dedy? + 2% dJ . ®
wofiir wieder symbohsch geschrleben werden kann:

9 0 3
dbs = (%dx + —a—gdy) Z. (8%)
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Die Richtung, fiir welche das totale Differential gilt, ist jedes.
mal bestimmt durch
dz ay
e = C08 @, T
Vet +dy’| [Vaz*+ ay’|
Durch vollstindige Induktion kann das Bildungsgesetz des n-ten
totalen Differentialquotienten und des n-ten totalen Differentials erschlossen
werden. Wiire ndmlich erwiesen, daB

= cos ¢.

a*z _ " ” n "z -
3~ o 0" 9 + (1 ) geigy o' 9 con v

ny 0% sn=20 costt Lee 4 O F cogh
+(2>axn_2ayzcos" @ cos®Pp + +8y" cos”™ ¢,

so folgte aus dem eben entwickelten Vorgange

d“+15 an+1z .
ds"t1 P cos” @
ny\ "ty _ n i -
+(1)8w"aycosn 1¢cos¢+(2)8zv”‘—182008 2pcosy -
an+1 n ]
+away COS ‘lp cosw
a”+12 " 8n+1 s
+[m005"lp +( )693" layzcos P cos P 4 -
aﬂ+1
+ 5 os"rp]coszp
gt

und mit Riicksicht auf die Eigenschaft der Binomialkoeffizienten:

(rj 1) + (?) - (n+ 1)

m + 1 n+1 n+1
s _ 9 cos”+1q>+("+ 1)3 - cos™ @ cos ¢

Al T gt 1 )avag
n 41 1, _ \ P, .
+( 2 )WGOS" 1(p0082¢+...m008n+1¢,

iy
d. h. es bestiinde dasselbe Bildungsgesetz auch fur +17 da es nun fiir
n=2, 3 direkt bewiesen worden, so gilt aligemein fﬁr den n-ten totalen
Differentialquotienten der Ausdruck:
d”z 4
(8.70 CoS @ + - é) - CO8 't/l) (9)
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und fiir das n-te totale Differential der Ausdruck:
n, (0 2 a0\
adrz = (am dx + aydy) z. (10)

Die Ausdehnung auf Funktionen von mehr als zwei Variablen unter-
liegt nach dem Vorgefiihrten keiner Schwierigkeit und ergibt ein analoges
Resultat, so fiir u = f(z, 9, 2):

dn
d—-;= (53:—” cosqp—{-a—a-y cos P -+ g—z cos z)"u,
0 0 0 »
vy = (%dx-l-@dy—l—ﬁdz) u.
Auf Grund der in 53 gefundenen Resultate hat beispielsweise die
Funktion z2=uaz®+ 3p2%y + 3yzy? + 04°
das zweite und dritte totale Differential:

@z = 6(az + py)da® + 12(fz + yy)dady + 6(yx + dy)dy?
@z = 6{adz® + 3pdardy + Sydady® + ddy*),

und die Funktion 7 = are tg -Z—:
das zweite totale Differential:

2, _ o%yde’—dy’) — (@ — y)dady
Ta=2 @+

§ 3. Differentiation zusammengesetzter und impliziter Funktionen.

65, Zusammengesetzte Funktionen einer Variablen. Es
selen u, v, . . . eindeutige und stetige Funktionen von x; y = f(u, v, ...)
eine eindeutige stetige Funktion von u, v, ...; dann ist y auch eindeutige
stetige Funktion von z und wird eine zusammengesetzte Funktion von
% genannt.

Um ihren Differentialquotienten in bezug auf # zu bestimmen, gehe
man von einem Werte # aus und erteile demselben eine Anderung 4z;
dadurch #ndern sich auch die zu z gehorigen Werte von u, v, ... um
du, 4y, ... und der zu diesen Werten w, v, ... gehorige Wert von y um
dy; auf Grund der gemachten Voraussetzungen konvergieren mit Jz
zugleich anch Ju, A4v, ... und Ay gegen den Grenzwert Null. Nun be-
steht zwischen Au, Av, ... und Jy die Bezichung

Ay =fu+ du,v+ do, ...)—f(u, v, ...);



112 1L Abschnitt. § 3. Differentiation zusammengesetzter u. impliziter Funktionen

die rechtsstehende totale Differenz unterscheidet sich von dem totalen
Differential — und ein solches ist vorhanden, wenn f(u, v, ...) an der
betmchteten Stelle partielle Differentialquotienten nach u, v, ... besitzt
und diese stetig sind an der betrachteten Stelle (47) — um GroBen hoherer
Kleinheitsordnung als Au, dv, ..., so daB

Ay——a—fdu-i—afdv—l— e du +gdv A+ -
wobei &, &, ... GroBen bedeuten, welche mit 4z zugleich gegen Null
konvergieren. Die Anderungen du, Jv,... von u,v, ... ihrerseits unter-
scheiden gich von den betreffenden Diﬁ'erentla.len — und solche sind vor-
handen, wenn u, v, ... an der Stelle 2 bestimmte Differentialquotienten
besitzen — um GroBen hoherer Kleinheitsordnung als 4z, so daB

du
Ay = %Ax +ndz

dov
Adv =a-54x+ N, 4%,

wenn unter 7, %,, ... mit 42 gleichzeitiz gegen Null konvergierende
GroBen verstanden werden. Wird dies in die vorangehende Gleichung
eingetragen, so kommt
of duw |, of dv f
Ay = Gagatovast )"“+(’713u+"ﬂav+ )4z

+ g du + AV - -

N
]

ofduw . of dv of of
T=3—d—_+avdw+ +("lau+’7=a»+ )

und
4 4
+(£1‘1:+8242+ );

konvergiert nun Jz gegen den Grenzwert Null, so nihern sich die in
Klammern eingeschlossenen Teile der rechten Seite auch dieser Grenze,
infolgedessen ist dy of du |, of dv

audm+8vﬂ+"' @)
Durch Multiplikation m1t dx ergibt sich daraus das Differential von v,

niimlich dy=2Lau+ X gy ... @)
Der Differentialquotient der zusammengesetzten Funktion wird also ge-

funden, indem man ihre partiellen Differentialquotienten in bezug auf u, v,

mit den entsprechenden Differentialquotienten von u, v, . . . in bezug auf =
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multipliziert und die Produkte addiert; das Differential gestaltet sich so, als
ob u, v, ... unabhdngige Variable wdren.

Bevor wir zu weiteren Ausfithrungen schreiten, sei bemerkt, da8 die
Formel (1) bereits anderweitig abgeleitete Resultate als spezielle Fille
enthilt. So fillt ihr Inhalt bei Beschrinkung auf das erste Glied der
der rechten Seite mit dem Satze 28, (15) zusammen. Ist ferner
z=7f(u, v,w, ...)=uvw... also

of . of _ of _
3—1;:'0%“. ) nw . -370—-%’0...,
so gibt (1)
dluvw...) du dv =~ dw
= d——a-ng +“EE“ . +u'ud-w -+ ,
eine in 25 bereits abgeleitete Formel. Wenn weiter
y= f(uy 'U) =’
80 ist ;‘38; = oy’ "}, af = wlu,
dy ~1 8% dv
daher i vu Tz + ulu iz
o[V AU dv
=u { dz T dx}

diese Formel ist am Schlusse von 31 bereits entwickelt.
Um zu den hoheren Differentialquotienten und Differentialen von y

zu gelangen, hat man die Formel (1) neuerdmgs in bezug auf z zu diffe-

rentiieren und dabei zu beachten, da 3 5 s BZ , .+. wieder zusammenge-

setzte Funktionen und daher in derselben Weise zu behandeln sind wie

f selbst; es ist daher

2 2 2

ZTcy’ (guf’gz+aigvg%+" ) +(8vbudw+6‘v?d:c

0} duw |, 0f dv dv
b)Yy

of d*w | of d* .
T Fuda? * oasr T
der in der ersten Zeile angesetzte Teil rithrt von der Differentiation der
ersten Faktoren der rechten Seite in (1) her, der in der zweiten Zeile von
der Differentiation der zweiten Faktoren. Nach vollzogener Reduktion
(62) ergibt sich:
d*y 0% f (du\? *f dudv | G*f (dv
o = 5ur (a5) + 2 Gupodwds + 00" (dm) +
of d*u , of v \
T ou da’ + v d + ()

Czuber, Vorlesungen I 4. Aufl. 8
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und daraus durch Multiplikation mit dz* das zweite Differential
dy="Taw 2,07 quavt Thav o St Loy (9

De1 erste Haupttell wiirde das zweite totale Differential in dem Falle
darstellen, wenn %, v, ... unabhingige Variable wiren (54, (5)); der zweite
Hauptteil verdankt also seine Entstehung dem Umstande, daB «, v Funk-
tionen einer weiteren Variablen sind. In der Tat, wenn man an dem
Grundsatze festhilt, daf die Differentiale unabhéingiger Variabeln konstant
sind, entfillt der zweite Hauptteil, sobald #, v, ... unabhéngige Vertinder-
liche sind.

Das Aufsteigen zu hoheren Differentialquotienten bedarf keiner Er-
liuterung mehr.

56. Eulers Satz tiber homogene Funktionen. Die Formel (1)
soll dazu benutzt werden, um einen wichtigen Satz der Analysis zu er-
weisen, der eine besondere Gattung von Funktionen betrifft und Eulers

Namen fithrt.
Man versteht unter einer homogenen Funktion n-ten Grades mehrerer

Variablen z, ¢, 2, . .. eine solche Funktion f=f(z, y, ¢, . . .), welche die
Eigenschaft besitzt, daB
f(tz, ty, t2, .. ) =t"f(z, y, 2, o) (5)
wobei ¢ jede beliebige von Null verschiedene endliche Zahl hedeuten kann.
Solcher Art sind beispielsweise die Funktionen
0, 8* + 24,2y + a9’
Ve +Vy
are tg % s
und zwar die erste vom Grade 2, die zweite vom Grade -;~, die dritte vom
Grade 0.
Betrachtet man in der Gleichung (5) ¢ allein als variabel, setzt vor-
iibergehend lx=wu, ty=v, to=1,...
und differentiiert beide Teile in bezug auf ¢, so hat man links die Formel
(1) zur Anwendung zu bringen und erhilt so:
of(uyv,w,...)dw | of(u,v,w,...)dv  Of(u,v,w,...)dw
ou a T ov @t dw ar T

: du dv dw
pun ist aber T=% =Y g

= i Lf;

=2, ... und setzt man, nachdem dies
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eingetragen worden, ¢ =1, wodurch u =%, v =y, w=2,... wird, so
entsteht die Gleichung

Yot Uyt 8ot mur. ®)

Multipliziert man also dw partiellen Differentialguotienten einer homo-
genen Funktion nach den einzelnen Variablen mit diesen Variablen selbst,
so ist die Summe der so gebildeten Produlkte die mit dem Homogenitiitsgrade
vervielfachte Funktion.

In den oben zusammengestellten Beispielen hat man der Reihe nach

6f = 2ay,x + 2a,Y, ‘g‘i = 20,7 + 2a5Y,

fx+ ?/"“2“11-77 + dayzy + 2a,y° = 2f;

of _ 1 of 1 af +af Vx+f=1f
7 2yz’ 0¥ zyy’ 2 2
endlich (53, 2.) !
&x
%=‘F-%—“«f’ g; x‘+y” gix—}- Zzy=0=0'f'

87. Implizite Funktionen einer Variablen. Die Hilfsmittel
zur Differentiation von Funktionen einer und mehrerer Variablen, soweit
sie bisher entwickelt worden sind, bediirfen noch einer wichtigen Er-
ginzung. Siereichen zuniichst nur dann aus, wenn die betreffende Funktion
durch einen Ausdruck dargestellt ist, in welchem die Variablen unter-
einander nnd mit konstanten GréBen durch eine endliche Folge der be-
kannten elementaren, algebraischen oder transzendenten, Operationen ver-
bunden sind; man sagt in solchem Falle, die Funktion sei expligite und
in endlicher Form gegeben. Es wird sich nun darum handeln, die Diffe-
rentiation auch dann zu vollziehen, wenn die Funktion mit den Variablen
durch eine (leichung verbunden erscheint, welche nicht die eben ge-
dachte Form hat, mit anderen Worten, wenn die Funktion émplizite ge-
geben ist (17).

Es gibt allerdings Fille, wo man die zweite Form auf die erste durch
Auflésung der Gleichung zuriickfiilhren kann; aber selbst da ist es nicht
immer vorteilhaft, diesen Weg einzuschlagen.

Angenommen, f(z, y) sei eine in dem Gebiete P stetige Funktion
und besitze dort stetige partielle Differentialquotienten in bezug auf  und

% von welchen der letztere an keiner Stelle verschwindet; ferner erlange
8*

dann
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f(z, y) im Gebiete P den Wert ¢, jedoch nicht an einer oder mehreren
einzelnen Stellen, sondern fiir alle Wertverbindungen z/y, welche den
Punkten einer das Gebiet durchziehenden Kurve entsprechen; dann ist
durch die Gleichung flz,9)=c M
y implizite als stetige Funktion von z definiert, und zwar fiir eintgewisses
Intervall (e, ) von #. Wire y=¢() diese Funktion in explizi er Form,
so miiBte die Einsetzung von ¢(z) an die Stelle von y die Gleichung (7)
identisch, d. i. fiir jeden Wert von « aus («, §) erfiillen.

In diesem Sinne ist die linke Seite von (7) als zusammengesetzte
Funktion von x anzusehen, und ihr Differentialquotient ist einerseits

. of dx f dy
nach 55, (1): szds T 30 Sy s’
anderseits hat er den Wert Null, weil die Funktion konstant ist; mithin
: dz af dy
ist, da o= =1, 8x+8ydw 0 (8)
24
. . dy __ _ox
und daraus ergibt sich 6™ " of (9)
%y

was nach den gemachten Voraussetzungen immer einen bestimmten Wert
darstellt; die Voraussetzung, da der partielle Differentialquotient g—'; =+ 0,

ist nur von solchen Wertverbindungen einzuhalten, welche der Gleichung
(7) geniigen.

Auch aus dem Begriffe des totalen Differentialquotienten einer Funktion
zweier Variabeln 1i8t sich_das obige Resultat ableiten. Ist KL (Fig. 12)
die Kurve, lings welcher die Gleichung (7) gilt, M ein Punkt derselben,
zur Wertverbindung z/y gehorig, M, ein anderer Punkt « + h/y + %, so
ist der Differenzenquotient et hy+8— @y

ux x+h e x s

gleich Null und bleibt es, wenn sich M, statt
lings des Strahls M(S) lings KL dem Punkte
M nihert; dabei nihert sich die Richtung
M(S) der Richtung M(T) der Tangente an
KL im Punkte M, folglich ist auch

Y]
\{T) df gicosq:-{— fcoszp 0,
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wo @, ¥ die Winkel der Tangente mit M (X) und M(Y)bezeichnen; danun

so fillt die voranstehende Gleichung mit der Gleichung (8) zusammen.

Die Gleichung (8) bezeichnet man als das Ergebnis der Differentiation
der Gleichung (7) in bezug auf x; sie wird gebildet, indem man die linke
Seite von (7) zuerst partiell nach z differentiiert, dann den partiellen
Differentialquotienten nach y mit dem Differentialquotienten von y nach
x multipliziert und die Summe beider Ausdriicke gleich Null setzt.

Wendet man die gleiche Regel auf die Gleichung (8) an, so ergibt
sich unter Voraussetzung der Existenz der zweiten partiellen Differential-
quotienten von f(=, y):

o*'f dy |, of d'y o*fdyidy _
3w’+ + 8ydm’+[6may+ay’dac]d_“0

oxdydzx
oder, wenn man reduzierf:
o'f 9 0'f dy 3’f dy of 'y
aus welcher Gleichung sich eine Bestlmmu,n fiir ~—y§ ergibt, nachdem
g g dzt &8

man fur den Wert aus (9) eingesetzt hat.

Behufs Ermittelung des dritten Dlﬂ'erentmlquotlenten i ,,muBte die
Gleichung (10) abermals in bezug auf x differentiiert werden, usw.

Ist durch die Gleichung (7) y als mehrdeutige Funktion deﬁ'mert, 80
setzen wir voraus, daB die Werte von y nach dem Prinzip der Stetigkeit
In Zweige gesondert sind, d. h. so, daB y mit z stetig sich #ndert (10).
Die obige Rechnung erledigt die Frage nach den Differentialquotienten
von y fiir alle Zweige zugleich; die Trennung der Zweige erfolgt erst dann,
wenn eine bestimmte Stelle ins Auge gefaBt wird, insofern dieselbe dann
auch einem bestimmten Zweige angehGren mub.

58. Beispiele. Die folgenden Beispiele dienen zur Erliuterung
des Vorgefiihrten.

. . wi yS
1. Durch die Gleichung 5+ 3 —1 =0

ist y als zweideutige stetige Funktion von x in dem Intervalle (— a, + @)
gegeben; die explizite Darstellung lautet:

y=+oVa—a



118 1IL Abschnitt. § 8. Differentiation zusammengesetater u, impliziter Funktionen

und 148t zwischen einem positiven und einém negativen Zweige unter-
scheider. In dieser Form ergibt sich

xl
’ — ac "=-=$ b a.—£2+|/a2_m~’_':!: ab
y= aVa’ 7 v a a® — x* T @ — ¥’

wobei das obere Zeichen jedesmal dem positiven, das untere dem negativen

Zweige -entspricht.
Bewirkt man die Differentiation in impliziter Form, so ist zuerst

x ’
@ty =0
und nach nochmaliger Diﬁ‘erentia.tion
az + + D2 y = O

aus der ersten Gleichung folgt:

)
“Sy ’
aus der zweiten nach Einsetzung dieses Wertes bei Beriicksichtigung der
gegebenen Gleichung: p bt
Vi — s

Die Wertverbindungen + a/0 sollten alisgeschlossen werden, weil
fiir sie der partielle Diﬁ’erentialquotient der linken Seite der vorgelegten

Gleichung nach y, d. i verschwindet; indessen zeigen beide Formen

bﬂ 2
der Rechnung, daB fiir lim # = 4 « und lim y = O sowohl y als »” un-
endlich wird.
2. Die Gleichung
28 —3azy +y*=0 (@ >0)

bestimmt y im allgemeinen als dreideutige Funktion von z:

3 [, 3 [ ——
=V—§+]/%s (x"‘——4as)+1/—-—x-;-—]/%i(x3——4a3);

aber nur, wenn die Diskriminante — (w3 4a®) negativ ist, sind alle drei

Bestimmungen reell, und dies ﬁndet in dem Intervall (0, 4 a,VZ) statt;
auBerhalb desselben, d, i. in den Intervallen (— 0o, 0) und (a4, + o),
ist nur einer von den drei Werten reell, verhilt sich die Funktmn also
wie eine eindeutige.
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Einmalige Differentiation der vorgelegten Gleichung gibt:
@' —ay —(az —yy =0,
zweimalige Differentiation:
20 —ay — (¢ —2yy)y — (az —y")y" = 0;
aus der ersten Gleichung folgt
, x*—ay
Y = az—y»
aus der zweiten, wenn man diesen Wert fiir 3  einsetzt und die ge-
gebene Gleichung berticksichtigt,
. 2a®zy
TR

Hier muB jedoch ein Wertepaar von z, y, nimlich # =0, y = 0, aus-
geschlossen werden, weil fiir dasselbe der partielle Differentialquotient
der linken Seite der vorgelegten Gleichung in bezug auf y: — 3ax + 347,
verschwindet; dieses Wertepaar macht sich auch schon durch den Umstand
bemerkbar, daB bei demselben die Scheidung der eindeutigen Funktion
von der dreideutigen eintritt.

3. Durch die Gleichung

acos®z +beosPy=0
ist y als unendlich vieldeutige Funktion von # definiert. Mit AusschluB

aller Stellen z/y, an welchen — 2b cos y sin y = —b sin 2y, d. i. der partielle
Differentialquotient der linken Seite nach y, verschwindet, gilt

asin2x+bsin2y-%=0,
2a cos 2z + 2b cos 2y-(%)2+bsin2y-%=0,

und daraus berechnet sich, wieder mit Riicksichtnahme auf die vorgelegte

Gleichung: dy _ _ asin?z
dx bsin 2y
d*y _ 8a(a + b) cos® z cos’y
de®™ b?sin® 2y

2
4. Aus o* + y?!’ —a¥ die Differentialquotienten %, % zu bestimmen.

5. Zu zeigen, daB sich aus

Vax*+2bz + ¢ — Vay® + 2by + ¢ = C(z — y)

. dy ey*+2by+c
ergibt: @ =~ Vawryaate
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59. Zusammengesetzte Funktionen zweier Variablen. Wir
nehmen den in 55 behandelten Fall einer zusammengesetzten Funktion
mit folgender Abénderung wieder auf: Es seien u, v, ... gegebene ein-
deutige und stetige Funktionen der unabhingigen Variablen z, y;
2={(u,v,...) eine gegebene eindeutige und stetige Funktion von %, v, .. ;
dann heiBt 2 eine zusammengesetzte Funktion von z, y und ist auf dem-
selben Gebiete dieser Variablen eindeutig und stetig, auf welchem dies
von %, v, ... gilt.

Wenn man, von einer Stelle z, y dieses Gebietes ausgehend, z allein
andert, so konnen die in 58 durchgefiihrten Betrachtungen Wort fiir Wort
auf den gegenwiirtigen Fall tibertragen werden und besteht der einzige
Unterschied darin, daB an die Stelle der gew6hnlichen Differentialquotienten
durchgehends partielle treten; mithin ergibt sich fiir den partiellen Diffe-
rentialquotienten von ¢ nach z der Ausdruck (65, (1)):

0z 0fdw , of ov

v = dusat sogat a1
In gleicher Weise erhilt man

0z ofou | of ov

Go=suy T T (12)

Daraus leitet sich der Differentialquotient fiir eine Richtung S(¢, y)
und das totale Differential ab:

d 1
£ 36; cos (p+a coszp—aa::{g:cosqo-{— cosz,b}—}-
+ gi{ L cos @ + — 8 Y cos ¢}+ (13)

3fdu 8f dv
T Puds + % v ds, +-

dz = g{axd + }+3£{§zd + }+

(14)
=§£du+—g—£dv+-

Diese Formeln zeigen, daB mit «, v, ... genau so zu operieren ist,
als ob es unabhiingige Variable wiren.

Sollen die zweiten Differentialquotienten von # bestimmt werden, so
ist zu beachten, daB die rechten Seiten der Gleichungen (11), (12) in

of @
7w 75 . wieder zusammengesetzte Funktionen sind und in g“ ) aa ¢
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Z—Z’ gf, ... Funktionen von 2 und y aufweisen; demzufolge ist
0%z o0*fou % dv \0u 1
5o~ (gwgw + suvow T )5

o0*f du |, o dv ov
+ {uvssa towaat laat o
of 6%u |, Of 0*v

ouox: ' dvoxt +oo ( (15}
o f (Dw\2 o'f Ou ov 0%f [0v\2
= w5 T 25uassnse t oo lom) T

of*w | of 8*v .
touew T g T

in gleicher Weise ergibt sich aus (12):
2 0 (ow\2 O*f dudv | 9 (on\d

g—y’=577]:(%§) auafv??/% E_T?f’(z_y)_{-
LV o (16)

oudy* ' ovoyt ?
ebensowohl aus (11) wie aus (12) erhilt man:

1z ‘foudu *f (dudv | dvou *fovov
Gady = owosdy T suts\oary T sagy + Gyt

...Jl.éf.as“ +ﬂﬂ+... an

oudxoy ' 0voxoy '
Die Aufstellung des zweiten totalen Differentialquotienten und Diffe-
rentials unterlassen wir; sie wiirde das unter (14) bemerkte bestitigen.

Auch die Ausdehnung auf mehr als zwei unabhiingige Variable unterliegt:
keiner Schwierigkeit.

Es sei beispielsweige # = f (%), setzt man % = u, 80 ist
ou_ ¥y ow_ 1. w2y Pu_ IUACTNSSN
oz ¥ Jy =z’ ox* 8’ Oy ? Qxdy x*)

infolgedessen hat man auf Grund von (11), (12), (16)—(17):
os ___ofy oz __of 1

oz~ Juaz®’ Jy ou =z
o'z _0fy* | of 29 9% _ Of 1

ox'  utzt ' Ju =%’ Fy out oV
0%z o*f vy of 1

P L S A

Aus ¢ = f(az + by, ax — Py) ergibt sich, wenn man az 4 by = u,
er — By = v setzt:
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0z of of
72— %uT %0

0z
9z b.___lg_a.z_J

oy

ot ,o f o*f 2 O

7o = g 200G+ @ g

0%z 8

7y b 2bﬂ3uav + ﬂ v°
A +( b—ap) ot —apll
oxoy Bu’ p auav 31;”

60. Implizite Funktionen zweier Variablen. Es sei f(z,y, )
eine in dem Gebiete R eindeutige und stetige Funktion der Variablen
z, y, # mit stetigen partiellen Differentialquotienten. Die Funktion nehme
ferner innerhalb des Gebietes den Wert ¢ an, aber nicht an vereinzelten
Stellen, sondern an einer unendlichen Menge von Stellen 2/y/z derart, da8
die ¢ dieser Stellen eine eindeutige stetige Funktion der #, y bilden, in
geometrischer Ausdrucksweise: sie nehme den Wert ¢ lings einer das
Gebiet R durchsetzenden Fliche an. Dann ist durch die Gleichung

f@, y2)=¢ (18)
z implizit als eindeutige stetige Funktion von , y definiert; wire 2 = ¢ (z,4)
die explizite Darstellung dieser Funktion, so miifte die Einsetzung von
@(z, y) an Stelle von 2 die Gleichung (18) identisch befriedigen, d. h. fiir
jede Wertverbindung z/y des betreffenden Gebietes P.

Sonach erscheint dielinke Seite von (18) alszusammengesetzte Funktion
der Variablen #,y und hat zufolge (11) den partiellen Differentialquotienten

ofdx | .¢fdy |, of oz
3x2x+2yax+ 9z 0

in bezug auf z, und dieser muB, da es sich um eine konstante Funktion
handelt, Null sein; beachtet man noch, daB g%j =1 und g—':==0(weilyvon
2« unabhiingig ist), so entsteht die Gleichung:

°of of oz
77z + FrYram 0, (19)
aus welcher, wenn —~ =I= 0 ist, folgt:
of
02 ox
5™ 9> (20)
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in gleicher Weise ergibt sich, wenn man nach y differentiiert,

of | of 0#
2y + 2 oy =0, (21)
und daraus unter der gleichen Bedingung:
bl
9x _ 9y
oy of (22)
02

[Die Voraussetzung, daf %—'; nicht verschwindet, braucht nur fiir solche

Wertverbindungen x/y/# erfiillt zu sein, welche der Gleichung (18) geniigen.

Die Gleichungen (19), (21) sind das Resultat der partiellen Diffe-
rentiation von (18) in bezug auf z, respektive y. Differentiiert man sie,
von denselben Grundsitzen Gebrauch machend, die erste wieder nach z,
die zweite nach y, endlich die erste nach y oder die zweite nach z, so
kommt man zu den Gleichungen:

o*f _0f 9z | of of 0%z
x’ + 245502 90 T 34 (aw) Tt PioE
o 0% 22, Of az af %%

020y*
o0f o*f o*f 0z , 9°f0z az of 9%z

oxdy + oxdz By + 0yoz oz + 05%3xdy + 029x0y =0,

die wieder unter der Bedmgung ={= 0 und in Verbindung mit (20) und
iz a! al

wz) 3?/“ amay zu be-

(22) die Differentialquotienten zweiter Ordnung 5
rechnen gestatten.

Die Werte z, y, #, die in den Gleichungen (20), (22), (23) auftreten,
haben der Gleichung (18) zu geniigen.

61. Beispiele. Die Durchfiihrung des eben entwickelten Verfahrens
soll an den folgenden Beispielen erklért werden. '

1. Die Gleichung ax? + by® +cs? =k

bestimmt 2 als zweideutige Funktion von z und y, die ohne weiteres auch
in expliziter Form gegeben werden konnte; die Differentiation gestaltet
sich jedoch in impliziter Form einfacher und tbersichtlicher. Es lauten
die Gleichungen (19), (21), (23) im vorliegenden Falle wie folgt:
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oz
ax+czé—x-==0

0z
by + cza—y =0
3 2
a +c(g?‘z) +czaa—;,=0
02\? 0%z
b +c(§§) +czé?==0
0z 0¢ 0%z
[+ 55'3—y + ¢z 3:0_3@}
und geben durch sukzessive Auflosung unter Berticksichtigung der vor-
gelegten Gleichung:

=0

o5 _as 2s_ by
oz ¢z’ By s’
% ak —by) %z bk — ax?) o' __ _ adzy
ox’ et 2 Pyt T ¢t ! Bxoy ¢’

2. Durch die Gleichung
(02 + by + ¢,2)* + (032 + byy + 62)° + (0% + by + 62)° = AP
ist # als zweideutige Funktion von z, y definiert. Setzt man zur Abkiirzung:
a % + by + 62 =1
% + byy + 2 =ty
asz + byy + cz2 = ug
und bedient sich der Summenbezeichnung
my + my + mg = [m],
5o lauten die Gleichungen (19), (21), (23) hier folgendermaBen:
0z
[au] + [eu] % = 0
0z

[ul +[ew] 7, =0
[aa) + 2[ac]% + [ee] (é?_g)?-{- [eu] —g;—i =0

Vi 0z\* o
[bb] + 2[be] 3—; + [ec] (a—;) +[eu} 55y =0
[abj+[ac]§§+Lbc]§§+[001§§§§+[0“]585%=0

und ihre sukzessive Auflosung liefert die Werte:
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0z _ lau]

oz~ [ew]

8z [by]

oy [ew]

0’z [aa] [eu)* — 2[ac] [au] [cu] + [ec] [au)?

ox* [cu]®

0’z [bb] {cu]? — 2[be] [bu] [cu] + [ec] [bu]®

oy [eu]?
0*z __ _ [ab] [eu]® —{[ac] [bu] + [be] [au]}[cu] + [cc] [au] [bu]

oxdy [eu]®

3. Man bestimme auf Grund der Gleichung
Bty + 2+ ys+ 2z + xy = 2a®
die ersten und zweiten Ableitungen von 2.

62. Implizite Funktionen, gegeben durch simultane
Gleichungen. Im Bereiche R seien ¢ (z, y, 2) und ¢(z, y, 2) als ein-
deutige stetige Funktionen von z, y, 2 gegeben; ¢ besitze lings einer das
Gebiet B durchsetzenden Fliche den Wert «, ¢ lings einer anderen Fliche
durchwegs den Wert g; beide Flichen mbgen sich nach einer ebenfalls R
durchsetzenden Linie schneiden; dann entspricht jedem Punkte dieser
Linie eine Wertverbindung x/y/z, fir welche ¢ = &, ¥ = § ist; lings
dieser Linie sind y und z lediglich Funktionen von . Wir driicken diesen
Sachverhalt dadurch aus, daB wir sagen, durch die simultanen Gleichungen

Pz, y, 8) = “} (24)
¢($,~ Y, ‘e) =f
seien y, 2 implizite als Funktionen von z gegeben. Um die Differential-
quotienten dieser Funktionen zu bestimmen, differentiiere man die linken
Seiten als zusammengesetzte Funktionen von 2 und setze die Resultate
der Null gleich, weil es sich um konstante Funktionen handelt; dadurch
erhéllt man die Gleichungen'
d Ap dz
ks 93d5+ a%?.zz:(): 25)
opdz 0

oy dy
o + dydzx + 523z

ZurBestlmmungvong ¥ £ . die Losbarkeitsetat voraus,daB die Determinante
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von Null verschieden sei; ist dies der Fall und setzt man weiter zur Abkiirzung

99 99 o9 09
ot ox ox oy
=Y =2
v ow ) | 2% oy ’
7z o | ox 0y
so lautet die Losung dy iz z (26)

X

dz= X’ dz_ X
Fiir die Differentiale von y, # ergibt sich daraus bei gegebenem
dz die Darstellung

dy = 3 dz, de= Lz,
so daB dz:dy:de=X:Y:Z. (26%
Sind auch die zweiten Differentialquotienten erforderlich, so hat man
die Gleichungen (25) nochmals unter Riicksichtnahme darauf zu diffe
rentiieren, daB %‘; , g; , %ﬁ , aa'; abermals zusammengesetzte Funktionen
von derselben Art sind wie ¢, ¥ selbst; als Resultat ergibt sich das
Gleichungspaar

9.702 + Qai:gy ZZ +2 aaacgz g; ayo ZZ g:

+ 83/ ( ) + rra (dac) + aaq; 3::2 + %g;:() @)
6:1:’ + 83:;'1/ Zg t2 3633’2;:; + 2;::-9% %c‘lz—;

+3y ( ) + 0% (dx) + ?)I‘; Z;E + %2—%=0’ J

das wieder nur unter der Bedingung

X0
za einer Bestimmuug von %y;, g;i,, fihrt, nachdem die Werte (26) i

(27) eingetragen worden sind.

Die eben behandelte Aufgabe ist ein spezieller Fall des folgender
allgemeinen Problems der Differentialrechnung: Es sind # simultane
Gleichungen zwischen n + r Variablen ,, %, . . ., Z,, %y, %y, . . ., %, 8¢
geben; dadurch sind im allgemeinen  von den Vanablen 7. Boug, uy, .. %,
als Funktionen der » tibrigen ,, #;, . . ., «,, die voneinander unabhanglg
sind, bestimmt; es sollen die Differentialquotienten der w,, us, ..., u, nach
den einzelnen Variablen ermittelt werden.
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Die Losung besteht darin, daB man simtliche Gleichungen in bezug
auf die betreffende Variable, z. B. ;;, differentiiert, die linke Seite — die
rechte wird als konstant vorausgesetzt — als zusammengesetzte Funktion
behandelnd; dadurch entstehen # Gleichungen, welche in bezug auf
ox, ' oz, Ox,
dann zulassen, wenn die Determinante r-ten Grades aus deren Koeffizienten
nicht Null ist.

Es bedarf kaum der Bemerkung, daB im allgemeinen die Auswah!
der 7 unter den # + » Variablen, die man als Funktionen der # anderen
auffassen will, freigestellt ist; erst nach erfolgter Wahl hat die Aufgabe-
einen bestimmten Sinn.

63. Beispiele. 1. Durch die Gleichungen
22 4+ y? + 22 = 4a?
2+ 9y —2ax=0

sind y und # als stetige Funktionen von z in dem Interwalle (0, 2 @) bestimmt
Durch ein- und zweimalige Differentiation erhilt man die Gleichungen:

w+y +Z-=0

x—a+y~ =0
1+ (' + (5) +v 0
+ (Efm—) +( dw” + dm§ =
dy\?2
1+ (ﬂ) -+ ydm, =0
und durch Auflésung derselben:

dy _e—x dz a

dz~ "y ’  dm 7

dy _ af d*z o

dz? — y®? dz? 25

2. Die Qleichungen # +y +2 +u =a
x2+y2+22+u2=b"
x3+y3+z3+u3=03
bestimmen #, y, # als Funktionen von « in dem Intervalle (— b, 4+ b). Zur
Bestimmung der ersten Differentialquotienten ergeben sich die Gleichungen:.
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d“+y Y tr tu =
x’dw+y2dy+zadz+uﬂ 0

die Determinante der Koeffizienten ist

11 1
x y 2l=@W—2)(—2)(2—y)
x2 y2 22

und verschwindet nur dann, wenn sich unter den drei Werten z, y, 2
gleiche befinden; die Determinanten, welche die Zéhler der Unbekannten
bilden, sind der Reihe nach

—(—Nu—ypu—2, @@—2E—2r-—-w),

—(@—u) (y—w) (y — 2);
daraus folgt: ) ( ’

dx (v — y) (u — 2) dy w—2) (u — 2)
v T @—y9@E—2’' du  G—2y—a’
dz (u — ) (w—9)
du-  C—a iz —y

§ 4. Traunsformation der Variablen.

64. Simultane Transformation zweier voneinander ab-
hingigen Variablen. Nachdem in 43 der einfachste Fall der Trans-
formation behandelt worden ist, sind wir jetzt in der Lage, auch die iibrigen
Fille zu erledigen. Wir beginnen mit dem folgenden Problem:

Zwischendenbeiden Variablenx,ybestehiein funktionaler Zusammenhany,
n welchem x als: unabhhiingige Variable angeschen wird; an die Stelle von
x, y werden zwei neue Variable u, v mittels der Transformationsgleichungen

X == ‘P(u: ’U)} (1)
y=1v (’M, 'U) d a

eimgefiihrt; es sind die wrspriimglichen Differentialquotienten 3%, ?l-x—z’ ..

durch die aus dem neuen Zusammenhange zwischen u und v hervorgehenden

dv dv

3w’ dutr -+ - darzustellen.
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Da in dem neuen Zusammenhange u als unabhangwe Variable auf-
treten soll, so differentiiere man die Gleichungen (1) in bezug auf u; ein-
und zweimalige Ausfiihrung dieses Prozesses liefert:

dz _d9 | dg dv

du cu ov du
ay ov | 0y dv

d =W v du

# @
d?x (p %¢ dv dg d*v
du? = fu? +2 oudvdu +”27§ (du) + v dut
d*y _aw, 'y dv | av( ) oy d'v
W T out duovdu © gv? v duf )
setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen 43, (6) ode1 die daraus
resultierenden dy
dy _ du
de ~ d=x
du

3
de &y d'z dy @

d*y _du dw'  du® du

ein, so ist die gestel\te Aufgabe gelist.

Ist dann ein Ausdruck oder eine Gleichung in den GréBen z, Y,
‘;Z, Z;y, , .. gegeben und ersetzt man diese GroBen nach Vorschrift von
(1) und (3), so ist der Ausdruck oder die Glleichung auf die neuen Variablen
u, v transformiert.

Von den Transformationsgleichungen (1) wird vorausgesetzt, daB sie
umkehrbar eindeutig sind; das bedeutet so viel, daB nicht allein ¢, ¢ ein-
deutige Funktionen der Argumente #, v, sondern da8 auch u, v als ein-
deutige Funktionen von #, y bestimm#t sind; ist

U =@ (x’ (1/) }
V= 1/}1 (xy ?/)
diese Bestimmung, so heiBit (1%) die inverse Transformation zu (1).
Bei geometrischer Interpretation lassen die Gtleichungen (1) und (1%)
zwei wesentlich verschiedene Deutungen zu, welche kurz auseinander-
gesetzt werden sollen.
I Sind #, y die Koordinaten eines Punktes M der Ebene in bezug

auf ein bestimmtes, z. B. rechtwinkliges Koordinatensystem und u, v die
Czuber, Vorlesungen. I 4. Aufl. 9

(1%)
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Koordinaten desselben Punktes in bezug auf ein zweites System, so be-
stimmen die Gleichungen (1) und (1%*) eine Koordinatentransformation
und inshesondere vermitteln die Gleichungen (1) den Ubergang vom ersten
System zum zweiten, die (1*) den Ubergang vom zweiten zum ersten.

Geht durch den Punkt M eine Kurve, so bestimmt g—z die Richtung der

Tangente an dieselbe (22, (2)) und % ist fiir die némliche Richtung be-

stimmend, jedesmal in einer dem Koordinatensystem entsprechenden Weise.
. Fig. 13. Einen der wichtigsten Félle dieser Art bildet die
{ Transformation rechtwinkliger Koordinaten in Polarkoordi-

A

a  naten, wobei der Ursprung und die positive Abszissenachse

i ‘y des ersten Systems als Pol, beziehungsweise Polarachse
L |y verwendet werden (Fig.13). Dann ist v = r der Radius-

! " vektor und u = @ die Anomalie des Punktes M; die Glei-
chungen (1) lauten: & =¥ Co8 @ } (4
y=rsing )
r=|Vat+ ¢ \
und jene (1%) y (4"
¢ = Arctg -,

wobei die Eindeutigkeit der letzten Gleichung dadurch herbeigefiihrt wird,
daB man festsetzt, ¢ sei jener Bogen aus dem Intervall (0, 2x), dessen
Sinus das Vorzeichen von y, dessen Kosinus das Vorzeichen von z hat.
An die Stelle der Gleichungen (2) treten die folgenden:

dx . dr
—-ﬁ=——rsmq)+7ﬂicosq)
d .
E%= rcosq)—{—g%smq)
dix . 9 dr . a*y ®)
dgt = 7 cos @ — Esm(p—{—;ﬂ?coscp
dzy . dr a*r .
dg? — "SI Q + 23—; cos @ +W sin ¢ .
. . . » K 2 . .
Es driicken sich dann beispielsweise %, giyg in den neuen Koordi-
2,
naten, wenn man von den Abkiirzungen 3_; =7, —g(;l, =7#" Gebrauch
: dy # €08 @ -} 7 gin
macht, wie . L. TCgrrsmge
’ folgt aus: dz  —7rsing 4+ cos g
d*y r? 4 292 — pp”’

dz® = (—7rsing 7 cos g)®



64. Simultane Transformation zweier voneinander abhiingigen Variablen 131

11. Bedeuten wieder 2, y die Koordinaten eines Punktes M der Ebene
in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem, u = z,, v = y, die
Koordinaten eines andern Punktes M, derselben Ebene in bezug auf das-
selbe Koordinatensystem, so vermitteln die Gleichungen (1%), d. i.

7, = @ (z, ?/)} ©)
v =v:(% )

den Ubergang von M zu M, die inversen Gleichungen (1), d. i.
z =z, yl)} )
y= w(xn .7/1)

den Ubergang von M, zu M, und beide bestimmen eine Transformation
der Ebene in sich. Die Ebene erscheint nun als Trigerin zweier Punkt-
systeme S und S;, die Gleichungen (6) ordnen jedem Punkte aus S einen
und nur einen Punkf aus S;, umgekehrt die Gleichungen (6%) jedem Punkte
aus S, einen und nur einen Punkt aus S zu; aus diesem Grunde wird die
Transformation auch eine ein-eindeutige Punkttransformation genannt. Weil
wir von den Funktionen ¢, , 9,5 @, ¢ voraussetzen, daB sie stetig sind und
bestimmte Differentialquotienten besitzen, so werden hinreichend kleinen
Anderungen von z, y beliebig kleine Anderungen von 7, y, und umge-
kehrt entsprechen; infolgedessen wird bei stetiger Bewegung des Punktes
M im allgemeinen auch der transformierte Punkt M; eine stetige Be
wegung ausfilhren; daher nennt man die Transformation eine kontinuier-

liche. Geht durch den Punkt M eine Kurve, so bestimmt % die Rich-

tung ihrer Tangente daselbst, g;ﬁ hingegen die Richtung der Tangente
1

an die framsformierte Kurve im Punkte M.

Unter den ein-eindeutigen Punkttransformationen spielt die projek-
tive Transformation eine besonders wichtige Rolle; sie ist durch die Glei-
chungen yx+by+e

" Grthyte,

Bzt hytg @

Vet by
bestimmt, in welchen die @, b, ¢ gegebene Konstanten bedeuten. Allen
(reellen) Wertverbindungen dieser Konstanten, deren Zahl durch Abkiir-
zing mit einer, z. B. ¢, auf 8 reduziert werden kann, entspricht die Ge-
samtheit aller projektiven Transformationen der Ebene.

9*
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Bezeichnet man die Transformation (7), durch die der Punkt z/y in
den Punkt a,/y, tibergefiihrt wird, mit 7, und 1i8t man auf sie eine zweite
projektive Transformation 7" folgen, so entsteht aus z,/y, der neue Punkt

2 = o't + by + e
Vooam 0y o .
r_ w0yt
Y = 0w, + by, + e
ersetzt man hierin z,, y, durch ihre Werte aus (7) und vereinfacht die
Ausdriicke, so entstehen Gleichungen von derselben Form wie (7):
ozt Byt raﬂ"i‘ﬁsy"l")’:
' aat byt T ws Ry,
d. h. die Aufeinanderfolge von zwei projektiven Transformationen ist
durch eine projektive Transformation ersetzbar. Man sagt von Transfor-
mationen, die ein solches Verhalten zeigen, daB die Aufeinanderfolge
zweier durch cine Transformation aus derselben Gesamtheit ersetzt wer-
den kann, sie bilden eine Transformationsgruppe oder Gruppe schlecht-
weg. Hiernach bilden also die projektiven Transformationen eine konti-
nuierliche Gruppe.

Zu den projektiven Transformationen gehéren auch die Bewegungen
der Ebene in sich'); an diesen ist der Gruppencharakter am leichtesten
erkennbar; in der Tat, hat man ein ebenes System S durch die Bewegung
B in die Lage S, und aus dieser durch eine zweite Bewegung B in die
Lage S," gebracht, so gibt es immer auch eine Bewegung, durch die S
unmittelbar in die Lage S, versetzt werden kann.

Um die snverse Transformation zu- (7) zu erhalten, bezeichne man
den gemeinsamen Nenner von #, und y, mit N und bilde aus (7) die

Gleichungen @, + by + ¢, = N
A% + bgy + 6 = Nyl
as% + byy + ¢; = N;

werden in der Determinante a b, ¢

B=|a,b ¢

(™)

ag by c

1) Bewegung in der Ebene ist eine Ortsverfinderung in ihr ohne GrsBen- und
Gestaltinderung (und ohne Umklappung, denn eine solche wiirde den Raum be-
anspruchen).
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die den Elementen a,, b,, . . . adjungierten Unterdeterminanten mit o, §,,
... bezeichnet und multipliziert man die obigen drei Gleichungen der
Reihe nach mit «;, o, ¢; und addiert sie, so folgt wegen @ ¢, + a4c,
+ agey= R, by + byetg + byeg = 0, ¢ 0 + cyo5 + €505 =0

Ba = N(ey 2, + o34, + a);
ebenso erhiilt man nach Multiplikation mit 8, f,, f; und Addition:

Ry = N(B,z, + Boy1 + Bs)
und nach Multiplikation mit 9;, 7,, #s und darauffolgender Addition:

B = N(py2 + 739, + 73);

ist nun R <= 0 — und nur dann lassen die Gleichungen (7) die Auflésung
nach 2, y zu und bestimmen eine eigentliche Transformation der Ebene
in sich —, so ergibt paarweise Division der letzten drei Gleichungen:
z = o0& ey oy
71m1+72?/1+751 e

=glﬁx_+ﬁ,y1+ﬁq ()

71% + 7291+ 1
woraus hervorgeht, daB die inverse Transformation auch der Gruppe der
projektiven Transformationen angehtrt. In ihrer Aufeinanderfolge heben
sich die Transformationen (7) und (7¥) auf und sind &quivalent der iden-
tischen Transformation, welche die Ebene in Ruhe l48t.

Eines der wesentlichen Merkmale der projektiven Transformation liegt
darin, daf sie jede Gerade der Ebene wieder in eine Gerade transformiert
Denn beschreibt der Punkt M die Gerade

Az + By + C=0,
so beschreibt der transformierte Punkt M, das Gebilde
@& ey 1o By + By + B — :
A71“’1+723/1+73 B71w1+72y1+75+0_0’ d.i
(Aay+ BB+ Op)a, + (dog + By + Cps)y + (Ao + By + Cpy) =0,
also wieder eine Gerade.

Man erkennt ebenso leicht: Beschreibt der Punkt M einen Kegel-
schnitt, so beschreibt der zugeordnete Punkt M, wieder einen Kegelschnitt.
Allgemein: Beschreibt M eine algebraische Kurve #-ter Ordnung, so be-
schreibt auch M, eine solche.

An die Stelle der Gleichungen (2) treten nun die folgenden:

)
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d, @m0yt (m o)) —@sthyte (o407
dx (@52 4 by 4 ¢5)*
—73y+ﬁ:+(7'sw—‘“z)g‘%
T @athyte?
” _<a3x+bsy+c,>(a,+sz Y) — @t by + e (3 + 0 32)
de (agx 4 b,y +¢;)*

d
7Y — B —‘(?’1"”““1)3%
(@@ + by y + ) ’

dy
NnY—pf — P r—e) =

s0 daf g%‘— = : : d; H (8)
t o —ny Bt Gar— )

dadurch ist die Richtung bestimmt, in welche die durch chara.kterl

sierte Richtung aus dem Punkte M im Wege der Transformatlon (7
iibergefithrt wird.
Eine Unterart der projektiven Transformation ist die lineare Trans-
formation, bei der ay=b; =0, ¢;=1; sie ist also durch die Gleichungen
x1’=“1x+b1.’/+61} )
Yy =% + byy + ¢,

bestimmt und nur dann eine eigentliche Transformation, wenn

a,
Y= g
b, ¢ ¢ O
setzt man ferner b: c; o, ¢ | =j,
80 lautet die inverse Transformation:
2z = by, — by, + ¢«
¥
*
y = —a +ay +B (9)
4
Die durch sie herbeigefiihrte Richtungstransformation ist durch die
Gleichung a4 L, dy
dy, a
Y9 (10)
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bestimmt. Da der rechtseitige Ausdruck z, y nicht enthilt, so wird jede

Richtung, deren Koeffizient g—z ist, in eine Richtung vom Koeffizienten

% transformiert, mit andern Worten: die lineare Transformation fiihrt

pa;allele Gerade wieder in parallele Gerade iiber.

Unterarten der linearen Transformation sind beispielsweise die Trans-
lation @, = & + ¢,, ¥, = y + ¢,, die zur Gruppe der Bewegungen gehort,
und die perspektive Transformation, auch Ahnlichkeitstransformation,

z, = ax, ¥, = ay mit dem Ursprung als Zentrum.
65, Beispiele. 1. Der Ausdruck

3
dy\27*
@]
@’y
da?
fiir rechtwinklige Koordinaten z, y ist in Polarkoordinaten #, @ zu trans-
formieren.
Mit Hilfe der am Schlusse von 64, I gefundenen Darstellung von

ay
2 dx
und % in Polarkoordinaten erhdlt man nach einfacher Rechnung
GRS
0= Fieri "

2. Fir die projektive Punkttransformation

= =, y==
Y Y
(sie geht aus der allgemeinen (7) hervor, wenn a, = b, = b, = ¢, = a4
=0 =0 ¢ =¢ a,=a, by =1 ist) die Richtungstransformation zu be-
stimmen.
Die nicht verschwindende Determinante
00c¢]|
a 00
010

gibt zur ersten und zweiten Zeile die Unterdeterminanten
o =0, B =0, Vi=03
%= B, =0, 7e =05

daher ist nach (8) W —
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d. h. geht durch den Punkt M (z/y) eine Kurve, deren Tangente den Rich-

tungskoeffizienten % hat, so hat die Tangente der transformierten Kurve
im homologen Punkte 3, den Richtungskoeffizienten %L
So wird beispielsweise der Kreis
Z+y?—2ry=0

durch die vorliegende projektive Transformation in

T W
a}m 2 x 2 x 2
1 1 1
also in die Parabel ey’ — 2a’rx, + a’c =0

transformiert; im Punkte x = 0, y = 2 des Kreises hat die Tangente

den Richtungskoeffizienten Z—g =0, in dem homologen Punkte z, = 2—cr ,
d

y; = 0 hat die Parabeltangente den Richtungskoeffizienten Tzl = 00.
1

66. Transformation der Variablen in Funktionen von mehr
als einer Verdinderlichen. Der einfachste Fall ist der folgende: Im
einen Ausdruck oder eine Gleichung swischen z, y, 2 und den Ableitungen
von 2 nach x, y bis zu einer gewissen Ordnung sind statt x, y neue unab-
hiingige Variable u, v nach einem vorgeschricbenen Gesetz einzufiihren.

Wie das analoge Problem 43 tritt auch dieses in zwei verschiedenen
Formen auf, je nachdem # eine belicbige unbestimmt gelassene oder eine
gegebene Funktion von z, y ist. Hier wie dort sind die in beiden Fallen
in Kraft tretenden Formeln im Wesen die gleichen.

L Es sei 2 irgendeine Funktion der unabhéingigen Variablen z,y, an
deren Stelle die neuen Variablen u, v mittels der Transformationsglei-

chungen = (U, v) }

y = (u,v) (1D

eingefithrt werden sollen.
Indem man z als zusammengesetzte Funktion von u, v auffaBt, er-
hiilt man, von den Abkiirzungen

of(w, v) of(u, v)
””” a ;{IQ* — lw “’”-87"” - fv)
o f(u, v) 0% f(u, v) 0%f (u, v)
EDE =fuu’ ave lewr Taudv =fun

Gebrauch machend, zunichst die beiden Gleichungen (59, (11), (12))
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(12)

0z oz

dz oz 35
7 ax¢v*'aywv

und aus diesen ergibt sich bei allen Wertverbindungen u, v, fiir welche

die Determinante v, W, ]

9, v, |

von Null verschieden ist, fir 22 PP g die Bestimmung:

<§i 05 |
1.22.08_| P W %Wi (13)
‘oz " oy p, v, VER
‘ Vo) 190 50 |
Sind aueh die zweiten Diﬁ'erentialquotienten oz 0% 822, in der

9z’ xdy’ Oy
betreffenden Rechnung, so differentiiere man die Gleichungen (12) noch--
mals, und man erhilt (89, (15) bis (17)):

o5 oz Py PLY 0%z
- Puu 5 + ‘puu% T Pu ((p"%’ + “‘Puaxay)“

+ v, (‘Puaway + 6.5 |
Gor = Pun g5t Vs o+ 0. (9 + Viinng)
+ 0. (955 + Vo)
Sgs = Pur gz Vol + 0 (9.3 0 ns)
+ 9 (90 pgg + Veg)

— dabei ist von einer Reduktion der Gleichungen abgesehen worden;

2 9
nach Einsetzung der Werte fiir L a; aus (13) kénnen hieraus g;,, Z k

a . a bestimmt werden fiir alle Wertverbmdungen u, v, fiir welche

(14)

., v,

¢‘U 11}'0
2 2 2y . .
deun die Determinante der Koeffizienten von % , a—i—g—?’, 3—53 in (14), d.1.

+0;
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9. 200, W/
9’ 299, ¥
PuPo Pu¥ot+ PV Vu¥,
stellt sich als die negative dritte Potenz der obigen Determinante zweiten
Grades dar') und ist daher zugleich mit dieser verschieden von Null

1L Ist 2 eine gegebene Funktion von z, y : 2 = f(z, y), so lautet die

2y .
Aufgabe dahin, die Differentialquotienten —g%, %, gvx;, ... oder einen

aus z, §, 2 und diesen Differenfialquotienten gebildeten Ausdruck in den
neuen Variablen u, v darzustellen.

Fiihrt man die Substitution (11) in der gegebenen Funktion aus, s
ergibt sich 2= flo(u, v), p(u, v)] = y(u, v) (15)
ebenfalls als bekannte Funktion von u, v und es lassen sich somit die -
Differentialquotienten

2z oz %z 9%z 9%
au‘"xu; ov = T W"luu? ﬂi_wi Wﬁ_luv
bestimmen; setzt man ihre Werte in (12) und (14) ein, so sind diese Glei

2 2 2
chungen geeignet, g%’ g—';, 37;, %z}i” 581;—3/ als Funktionen von u, v zube

stimmen.
Die Fiihrung der Rechnung im Falle von mehr als zwei unabhir-

gigen Variabeln und ihre Ausdehnung auf héhere Differentialquotienten
bedarf keiner weiteren Erklirung.

67. Beispiele. 1. Fiir eine beliebige Funktion 2z von z, y ist der

Ausdruck 92\2 , (0z\?
E=1+(5) + ()
der Transformation =7 C0S @
Yy =r7rsing zu unterwerfen (64,1

Die Gleichungen (12) lauten im vorliegenden Falle:

1) Man lose, um dies einzusehen, die Determinante dritten Grades in die Summ¢
Pu PuPu Vi Pu Puu Y
q’?} tpv "Pv ,ll)g + (p: qu wa 'l[)?,

PuPr PV V0, | PuPs Po¥Pu Pu¥Py
auf und entwickle beide Bestandteile nach der ersten oder der dritten Kolonne
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0z . 0z 0z
%==-—rsm¢p-ﬁ+rcosq>§;
oz 0z : i
-37= COS¢%+ smtp—a—?;,

quadriert man sie, nachdem man die erste durch » dividiert hat, und bil-
det hierauf ihre Summe, so ergibt sich:

1 /02\2 02\2 02\2 05\%
#) +6) - )+ G
Gy 1 /0z\2 02\2
mithin ist R=14+ = (%) + (.57) .
2. Es sei V eine beliebige Funktion der unabhingigen Variablen
%, ¥, #; man soll die mit ihr gebildeten Ausdriicke:

av= G+ G+ () vt

einer homogenen linearen Transformation (64, II)

&= a2 + by, + ¢
Y=t + byyy + ¢y2; (16)
2 = ag® + byyy + €32,

unterwerfen von solcher Art, daf durch sie x® 44?4 2? ibergefithrt wird
in 224 92+ 22

Eine lineare Transformation von dieser Beschaffenheit wird, ohne
Riicksicht auf die Anzahl der Variablen, eine orthogonale Transformation
genannt. Sie bedeutet bei zwei und drei Variablen den Ubergang von
emem rechtwinkligen Koordinatensystem zu einem andern ebensolchen
bei Festhalten des Ursprungs; wird auch dieser geiindert, so kommt in
den Ausdriicken fiir z, y, # noch eine additive Konsfante hinzu.

Um zunichst die Figenschaften der Koeffizienten einer solchen Trans-
formation zu ermitteln, bilde man die Quadratsumme der Transformations-
gleichungen Bt Pt =

(@’ + a* + a2, + (0,7 4 0" + by, + (6 + 6 + %)%
+ 2(bye, + bycy + bys)y, 2y + 2(0,0y + €405+ C305) 2, 1,
+ 2(a,by + asby + agby)@, v
emetzt man die linke Seite, entsprechend der Definition, durch #,* + y,* 4-2,%,
%0 fiihrt die Vergleichung beider Seiten zu folgenden fiir die orthogonale
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Transformation charakteristischen Beziehungen?):
al+ a4+ =1
b2+ b2+ b =1
e+ ettei=1 an
bie,+ byes + bye; =0
6,0, + gt +ca, =0
a,b, + ayby + azby = 0
Multipliziert man ferner (16) der Reihe nach mit @, ag, ag; damn
mit by, by, bg, endlich mit ¢, ¢,, ¢; und bildet jedesmal die Summe mit
Riicksicht auf (17), so ergibt sich die inverse Transformation
2= 0. -+ aY + a3z
Yo ="bz + byy + by (16%)
7 =C %+ Y+ 2
und zu den Relationen (17) treten somit noch die folgenden:
a+ b4 =1
a? + b+ c,2=1
a? 4+ bP 4 ¢ =1
gty + boby + g0 =0
agay + byb, + ¢ze, =0
a0y + b by + ¢ 65 =0.
Die Ausfiihrung der Gleichungen (12) gibt nun:

oV oV AL A%
dn, 4 r T By Ty
v
oY,
oV oV ov

s 4 Gz TGy TG

(1w

v ov ov
=b1’ﬁ+b2@g+b3§g (18)

oy
0%
1) Mit Hilfe dieser Gleichungen ist leicht nachzuweigen, daB das Quadm!
der Determinante (des ,,Moduls*) der Transformation:
a b ¢

a; by ¢

a; b, ¢

gleich der Einheit, die Determinante selbst also 41 oder — 1 und daher v
Null verschieden ist.
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und die sinngemiBe-Ausfiihrung von (14):
>V v otV o'V ik
az o o 4t Gy 33/’ o o T 20,0 oyds

»V
+2“$“laza t 200, 55y

BV LBV L0V 0V
aylz*bx PYE + bz aya + bs Fro +2b bs ayaz { (19)
0:V
+ 2850, 8z8v+2bb29w6y
oV PV L s 2V ga 14 vV
PN Pl a7 t2at55;

0tV Vil
+ 260 20 +2 Kt ﬂaway

Bildet man die Quadratsumme der Gleichungen (18), dann die einfache
Summe der Gleichungen (19), beides mit Riicksicht auf (17%), so ergibt sich:

BV\E , (BV\2, [3V\ [BV\E, K (3V\3 6 (3V\?
Gar) + @) + ) = (&) + (&) + (%)
PV eV BV Y |V | PV
PR 0%,°* 0x® Er T j
d. h. die beiden Ausdriicke 4V, 4?V erleiden bei einer orthogonalen
Transformation der Variablen z, y, 2 keine Anderung.

Man nennt Ausdriicke, die, aus den Ableitungen einer Funktion f
(von zwei, drei Variablen) gebildet, die Eigenschaft besitzen, einer ortho-
gonalen Transformation gegentiber invariant zu bleiben, Differentialinva-
vianten. oder Differentialparameter der betreffenden Funktion. Insheson-
dere bezeichnet man die vorhin aus V gebildeten Ausdriicke 4V, 4* V
als deren Differentialparameter erster, beziehungsweise zweiter Ordnung.
Die groBe Bedeutung solcher Ausdriicke fiir Geometrie, Physik, Mechanik
u. a. besteht darin, da8 sie notwendig GroBen darstellen, die von der Wahl
des (rechtwinkligen) Koordinatensystems unabhiingig sind, also selbstéindig
existieren.

3. Durch die Gleichung

x? y! 22 N
FtEpta—1=0
ist # als zweideatige Funktion der beiden Variablen z, y definiert auf

dem Gobiete ¥ 1<,

a?

b im Innern und auf dem Umfange einer Ellipse mit den Halbachsen
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a,b. Es sind die Differentialquotienten %, -g—;; mittels der Transformation
% = @ sin % cos v Yy =bsinusin v

in den Variablen u, v darzustellen.
Mit Hilfe dieser Substitution ergibt sich
Z=4ccosu
und dje Gleichungen (12) gestalten sich wie folgt:
— . 0z . 0%
Fesinuye= acosucosva—x—}—bcosusmvgg
, . . 0z . oz
0==—asmusmva—x+bsmucosvzg,
ihre Auflésung liefert:
0z _ — csinucosv 02 - csinusiny
oz acosw ' 0y beosu 7’
wobei gleichgestellte Vorzeichen zusammengehdren.
4. Zu zeigen, daf die Transformation & =wu 4 v, y = uv zu den
Gleichungen fiihrt:

W25 o i
e _“mT'30 2 _50 ow
éx  wu—wo ' 0y @ wu—v

5. Zu zeigen, daBl infolge der Transformation
z==§ -+ n cos o, y=17sno
(Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten z, y zu schiefwinkligen £, 1
bei derselben Abszissenachse, demselben Ursprung und dem Koordinaten-
winkel o) die folgenden Relationen stattfinden:

0%z | 0% 1 (0% 0%z 0%z
T oy~ e 8 2 980n 0 O T s
0z 92 (ﬁiﬁ.)L L {2& o (_?l’_z_)z} :
9x® 3y \Gwoy) ~ sn’w \0E On'  \9kon
68, Simultane Transformation dreier voneinander abhin-
gigen Variablen. In einen Ausdruck oder eine Gleichung zwischen den
drei Variablen z, y, z und den Ableitungen von z nach z, y bis zu einer
gewissen Ordnung sind neue Variable u, v, w durch die Transformations:
gleichungen z = @ (u, v, w)
y =¥ (u, v, w) (20)
E=x (“7 v, w)
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einzufiihren, wobei w*als neue abhingige und u, v als neue unabhingige
Variable zu gelten haben.
Zur Losung dieser Aufgabe sind die Gleichungen 66, (12), (14) her-
anzuziehen, deren erste Gruppe wir zu diesem Zwecke in der Form schreiben
ds _ 05 0w 010y
“ Oxodu ' 0y Ou
9z __ 0z 0z | 9z 0y }
v " 9500 T oy v
nun sind, da «w als Funktion von w, v aufgefaBt wird, vermége (20) z, y, 2
zusammengesetzte Funktionen von u, v; infolgedessen hat man mit Be-
nutzung der in 66 eingefiihrten Bezeichnung:

@1

ox ow ow 0z ow

_=q)u+¢wau7ﬁ l¢’+¢wau?au xu+xwau

6m cw oy ow 0z ow (22)
’Pv+'pw av:'a'; v, +¢w v’ avzxp'*'lw%;

nach Emtragung dieser Werte in (21) sind diese Gleichungen zur Lisung
der gestellten Aufgabe geeignet, soweit sie die ersten Differentialquotienten
von z betrifft.
Die erste der Gleichungen (14) lautet in anderer Schreibweise:
s _ 08 0z | 02 0% +6x(8‘z o ﬂ@)
out  oJx out 6y out " Ju\ox 9w ' Pxoy ou
%z 0x |, 3°% 0
5 % Gty ou 5y 59

darin smd und y durch die Werte aus (22) und g:;, g;‘z, gui durch

die folcrenden zu elsetzen, die smh aus (22) ergeben:

3 ow *w
q)uu+2q)uw 314 + Pow (au) +WWW

2 02w

""" ¢uu+2¢uwﬁ+¢ww (3_%) +'pw§&,?
822' dw 0w

W=Zuu+2xuw au+ Xuww (au) + xwé-u—f;

in Ghnlicher Weise sind die beiden noch tibrigen Gleichungen der Gruppe
(14) zu behandeln, wodurch sich wieder Glleichungen ergeben, welche im
Verein mit (21) die gestellte Aufgabe auch in bezug auf die zweiten
Differentialquotienten 15sen.

Bei der geometrischen Interpretation dieses Problems sind wieder
Zwei Auffassungen zu unterscheiden, welche den in 64 unter I, I er-
Orterten entsprechen.
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1. Bedeuten z, y, # die Koordinaten eines Punktes M im Raume in
bezug auf ein Koordinatensystem und u, v, w die Koordjnaten desselben
Punktes in bezug auf ein anderes Koordinatensystem, so spricht man von
einer raumlichen Koordinatentransformation.

z Eine der wichtigsten unter diesen bildet der Uber-
gang von rechtwinkligen Koordinaten zu riumlichen Polar-
koordinaten. Dann ist w = » der Radiusvektor, u = ¢ der
v Neigungswinkel der Ebene M 0Z gegen die zaz-Ebene und
v = 6 der Winkel Z0 M (Fig. 14) und die Transforms-

b tionsgleichungen lauten:
z=17sin @ cos ¢ \
y =7 sin 0 sin ¢ (23)
2z =1 cos 0; ’

die inverse Transformation ist durch
r= Vot i+ &
¢ = Arc tg > ¥ (234
# = arc cos
le'+y'+z’ |

bestimmt, wobei die Eindeutigkeit der zweiten Gleichung dadurch herbe:
gefilhrt wird, daB man festsetzt, ¢ sei derjenige Bogen aus dem Inter-
valle (0, 2x), dessen Sinus das Vorzeichen von y und dessen Kosinus das
Vorzeichen von z hat.

In diesem Falle lauten die Gleichungen (21), nachdem bereits jent
{22) beriicksichtigt worden sind, wie folgt:

ar i . or . 0z
%cosﬁ ( r51n051n¢+a¢91n0cos¢)aw

—i—(rsin(?cos:p—i—%sinﬁsinq;)g—z-
. or or . 2z
—rsxn0+5écos()=(rcos()cosq)+§ésm0cos 9’)55

+(rcosl9sin(p+%§sinﬁsinq))§§

und daraus ergibt sich:
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. ar . or .
2 2 p —_— —
?_z_~r sin 0cosq:+1aq’sm¢p raosmecosecoaq:
o= (r”cosﬂ—{-r—@—r«sine)sino
06
. . or or .
-2 2 —_— — - 81
i)z___q sin% @ sin ¢ rawcosw 786s1necosﬁs%ri?
2y (r”cos@—]—r%sino)sino

Auf die zweiten Ableitungen soll nicht weiter eingegangen werden.

IL L#Bt man wieder z, y, # die Koordinaten eines Punktes M im
Raume in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinatensystent, u = x,
v =y, w =z, aber die Koordinaten eines anderen Punktes M, in bezug
auf dasselbe Koordinatensystem bedeuten, so bestimmen die Gleichungen
(20) und ihre inversen, d. i.

% = ¢,(, y, 2) z = @@, Yy, 2)
(24) ¥y =v,(x, 9, 2) und Y =@y, Y1, 4) (24%)
=X (x7 Y, 5) &= Z(xu Y1 21)

eine Transformation des Rawmes in sich; insbesondere vermitteln die
Gleichungen (24) den Ubergang von dem Systeme S, welchem der Punkt
M angehort, zu dem Systeme S, in welchem I, liegt; die Gleichungen
(24%) den umgekehrten ProzeB. Sind ¢,, ¢,, 7, stetige Funktionen mit
bestimmten Differentialquotienten und ebenso ¢, %, %, so ist die Trans-
formation eine kontinuierliche.

Zu den wichtigsten ein-eindeutigen Punkttransformationen des Raumes
gehort die projektive, deren allgemeinste Gleichungen lauten:
=ﬁ1x+b11/+615+d1

o,z by + ¢zt 4
a,x + b 2+ d =
R ES e | (25)
PR T o el Tl
Va4 by +ez+d,

Mit dem Hinweise auf die Ausfiihrungen in 64, II sei nur bemerkt,
daB der Gesamtheit der projektiven Raumtransformationen Gruppen-
charakter zukommt, daB durch eine solche Transformation jede Ebene
wieder in eine Ebene und jede Fliche zweiter Ordnung in eine Fliche
zweiter Ordnung verwandelt wird.

51

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 10



Vierter Abschnitt.
Reihen.

§ 1. Reihen mit konstanten Gliedern.

69, Begriff der Konvergenz und Divergenz. Eine unbegrenzt
fortsetzbare Folge reeller Zahlen sei gegeben:

Ty Byy Loy -« -5 1
aus ihr ldBt sich eine zweite, unbegrenzt fortsetzbare Zahlenfolge
Sps S15 Sg5 - - - (2)
bilden, indem man die ersten 1, 2, 3, ..., 2+ 1, ... Zahlen der Folge
(1) durch Addition verbindet, so dafl
Sp = Gy
8 =0y + 0y .
S =09+ a; + a4 ®)

S,=0,+a +a;+---+a,.

Wenn nun die Zahlen der Folge (2) sich einer bestimmten, endlichen
Grenze s ndhern, wenn also
lim s, =s, @Y

n=+o0
so nennt man die aus den Zahlen der Folge (1) gebildete unendliche Reile
ao+a1;*““2+"'=2’“v ®)
0
konvergent und s ihren Grenswert (auch ihre Sumime; vgl. hierzu 75). Die
Zahlen der Folge (2), welche endliche Summen von Gliedern der Reihe
(B) darstellen, bezeichnet man als Partialsummen dieser Reihe.

1) Es ist kaum notig zu bemerken, daB bei diesem Grenziibergange = die
Reihe der positiven ganzen oder der natirlichen Zahlen zu durchlaufen hat.
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Zeigen die Partialsummen ein anderes Verhalten, als es hier be-
schrieben worden, so wird die unendliche Reihe divergent genannt. Welche
Erscheinungen eine divergente Reihe aufweisen kann, werden die nach-
folgenden Betrachtungen sogleich lehren.

Der direkte, allerdings nur selten gangbare Weg zur Untersuchung
einer Reihe auf ihre Konvergens oder Divergenz besteht in der Bildung
der allgemeinen Partialsumme s,, d. h. ihrer Darstellung als Funktion von
n und der darauffolgenden Priifung fiir ein unbegrenzt wachsendes n
Zwei Beispiele werden dieses Verfahren erliutern und zugleich die ver-
schiedenen Formen der Divergenz kennen lehren.

1. Essei z eine reelle Zahl und a,="; die hieraus entspringende Reihe

Zfav=1+x+x2+--- (6)

0
ist die unendliche geometrische Progression; ihre allgemeine Partialsumme
1 — xn+1

s,=ltzt+a’+ -+t =-—7F"o

zeigt nun folgendes Verhalten: «) Fiir |2| < 1 konvergiert 2"+ mit be-
stindig wachsendem # gegen Null, s, gegen 1—:1_— die Reihe (6) ist

ax )
konvergent und hat den Grenzwert

S=1—%

p) Fir > 1 wichst 2”*! und auch s, iiber jeden positiven Betrag hin-
aus, der Grenzwert von s, ist + oo und die Reihe (6) divergent. ») Ist
r<—1, so wichst 2" und damit auch s, dem Betrage nach iber jede
positive Zahl hinaus, wechselt aber bestindig sein Vorzeichen, da der
Exponent abwechselnd gerad, ungerad ist; die Reihe (6) ist divergent und
man sagt, sie schwanke swischen — oo und + oo. 0) Fiir # = 1 verliert
der Ausdruck fiir s, seine Bestimmtheit; man sieht aber unmittelbar, daB
dann s, = % + 1, und dies wichst mit » iiber jeden Betrag, folglich ist
die Reihe divergent und + oo ihr Grenzwert. &) Ahnlich muB fir =— 1
auf die Reihe selbst, d.i. 1 —1 41 —1 + - .. gegriffen werden, deren
Partialsummen die Zahlenfolge 1, 0, 1, O, ... bilden; die Reihe (6) ist
divergent und man sagt, sie schwanke zwischen O und 1.

Wie dieses Beispiel zeigt, tritt die Divergenz entweder dadurch zu-
tage, daB die Partialsummen schlieBlich mit Beibehaltung eines bestimmten

Vorzeichens dem Betrage nach groBer werden und bleiben als jede positive
10*
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Zahl — der Grenzwert der Reihe ist 4 0o oder — oo — oder daB sie bei
numerischem Wachsen bestéindig ihr Vorzeichen wechseln — der Grenz-
wert ist unbestimmt unendlich — oder daB sie zwischen zwei endlichen
Zablen schwanken — der Grenzwert ist unbestimmt.

Man spricht, je nachdem das erste oder das zweite stattfindet, von
esgentlicher, beziehungsweise von uneigentlicher Divergena.

2. Aus der unbegrenzt fortsetzbaren Folge reeller Zahlen

Ggy O, Cgy o .o
bilde man die neue Folge
Gy = g — Oy, By = 0y — &y, Qg = g — &g, - . .5

dann gehdrt zu der unendlichen Reihe

G+ ay +ag + -
die allgemeine Partialsumme
S"=(0(0‘—051) 4—(061_&2)-*- Tt +(an—un+1)=“0_an+l;
die Reihe ist demnach konvergent, wenn «,,, mit wachsendem » gegen
eine bestimmte Grenze konvergiert; ist « diese Grenze, so hat die Reihe
den Grenzwert s == ¢y — &. In jedem anderen Falle ist sie divergent.

Ist beispielsweise
1

RS IV R R R also

42

0 — o —a . — 1 ( 1 _ 1 )
oo et (et ety -\t =1 ptgt
9+1
@P+r—D@+2 -@+at+9)’
so ist lim ¢, =0, die Reihe ay + @, + a3 4 -+ also konvergent und
v=400
1

“(r—Dp-  @t+e—1

=

ihr Grenzwert, so daf

§ =@,

S g+1 g+t
02”(p+v—1)(p+v)---(p+q+w) P—1@---@+9

g+1 = 1 )
+10('p+1)---(zo+q+1)+ p—Vp---w+qg—1)°

ist also insbesondere p = 2, ¢ = 0, so folgt

- 1 1 1 1
DeFness~ratrstaat T

und fiir p = 2, g = 1 ergibt sich
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- 2 2 2 2 1
Z’(v+1)(w+2>(v+3)=1-2.3 tesatsast =%
1]

70. Allgemeine Konvergenzbedingung. Aus dem Begriffe des
Grenzwertes (15) ergibt sich die notwendige Bedingung fiir die Konver-
genz einer unendlichen Reihe. Soll ndmlich die Reihe (5) konvergent
sein und den Grenzwert s besitzen, so muB der Unterschied zwischen s
und den aufeinanderfolgenden Partialsummen schlieBlich dem Betrage
nach kleiner werden und blesben als eine beliebig klein festgesetzte posi-
tive Zahl &; mit anderen Worten, es muB sich zu dem gegebenen ¢ eine
natiirliche Zahl m derart bestimmen lassen, daB

ls,—s|<e
fir. alle # = m. Infolgedessen wird es auch zu 52— eine natiirliche Zahl
m' geben derart, daB sowohl

|3n~s]<% wie auch ]sn+p——sl<%,
wenn nur # S m/, welche der Zahlen 1, 2, 3, . .. auch p sein moge; aus
diesen beiden Beziehungen folgt die weitere
| Snip = 8a | <, ()
oder, da 8, == @+ a4 + - + 8, Sy =G+t +- @, F ot Ay,
lan+1+an+2+”'+an+pl<£‘. (7*>

Soll eine Reihe konvergent sein, so mufB sich ein Glied bestimmen
lassen, von welchem ab jede belicbig wmfangreiche Gliedergruppe eine dem
Betrage nach beliebig kleine Summe gibt.

Diese Bedingung ist zur Konvergenz auch hinreichend; denn ist sie
fir » = m’ erfiillt, so kann der absolute Betrag keiner Partialsumme
s,(n > m") groBer sein als | s, | + ¢: die absoluten Betriige aller dieser
Partialsummen sind also zwischen die Grenzen |s,, | und |s; | + ¢ ein-
geschlossen, die sich durch Wahl des ¢ beliebig eng ziehen lassen.

Aus der fiir eine konvergente Reihe charakteristischen Eigenschaft
lassen sich wichtige Folgerungen ziehen.

1. Fiir p = 1 lautet (7%)

la, 1| <, (8)
dies aber ist gleichbedeutend mit dem Ansatze lim a, = 0. Soll also eine

n=+00

Reihe konvergent sein, so mup ihr allgemeines Glied a,, mit bestindig wachsen-
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dem n der Null als Grenze sich nithern oder unendlichklein werden. Diese
Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend, wie man anfénglich, ja
bis gegen das Ende des 18. Jahrhunderts, geglaubt hat, weil es auch divergente
Reihen gibt, welche sie erfiillen, wie alsbald gezeigt werden wird.

Man kann diesen Ergebnissen eine kurze Fassung geben in dem Falle,
wo die Glieder der Reihe rationale Zahlen sind, ndmlich: Die Glieder
einer unendlichen Reihe miissen, soll sie konvergent sein, eine Elementar-
reihe und ihre Partialsummen eine Fundamentalreihe bilden; die durch
diese Fundamentalreihe definierte Zahl ist der Grenzwert der unendlichen

Reihe (4).

2. Zerlegt man die unendliche Reihe a, + a, + a,--- in die endliche
Summe S,=0y+a,+--a,
und in die unendliche Reihe

Cpp1 T Oy + 00y C)
5o ist diese mit der urspriinglichen zugleich konvergent; denn ihre auf-
einanderfolgenden Partialsummen s, s3, ... unterscheiden sich von den
Partialsummen s, ,, S, .4, .. der urspriinglichen Reihe um den festen
festen Betrag s,, indem

Spp1 =S, + 81, S,pg=s5,+8, ..
nihern sich daher die Zahlen gy, s;, S, ... einer Grenze s, so nihern sich
die Zahlen s, s,, S;, . .. der Grenze s —s,. Zufolge des Satzes (7¥) ist
der absolute Betrag des Grenzwertes 7, von(9) kleiner als &, sobald % S
Man nennt 7, den Rest der bei dem n + lten Gliede a, abgebrochenen
Reihe (5). Es 4Bt sich also, wenn die Reihe konvergent ist, zu einem be-
liebig klein festgesetzten & eine natiirliche Zahl m’ derart bestimmen, daf
Il <e,

wenn % S w0’ ist. Dadurch, daB man statt des Grenzwertes s die Partial-
summe S, oder eine hohere nimmt, wird ein Fehler begangen, dessen
Betrag kleiner als ¢ ist.

Auf dieser Eigenschaft beruht die Anwendung der konvergenten
Reihen in der Analysis zur Darstellung von Zahlen; ferner ist es vermoge
derselben bei der Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz gestattet,
beliebig viele Anfangsglieder auBer acht zu lassen, was mitunter vorteil
haft sein kann,

3. Besteht die Reihe a,+ @, + a, + - - aus lauter positiven Gliedern
und ist sie konvergent, so ist auch jede Reihe, welche aus ihr durch
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Unterdriickung einer endlichen oder unendlichen Anzahl?) von Gliedern
oder durch beliebige Zeicheniinderung an den Gliedern entsteht, kon-
vergent. Denn die Relation (7%), wenn sie fiir die urspriingliche Reihe
bestanden hat, kann durch einen solchen Vorgang nicht aufgehoben
werden, sie besteht vielmehr im allgemeinen fiir die abgefinderte Reihe
nur noch in verstirktem MaBe.

71, Allgemeine Sétze iiber Reihen. Aus dem Begriffe der Kon-
vergenz und Divergenz lassen sich die folgenden Sitze erweisen:

1. Ist die Reihe 20&,, konvergent und s ihr Grenzwert, so ist auch
0
die mit Hilfe eines bestimmten von Null verschiedenen % gebildete Reihe

Eka, konvergent und ks ihr Grenzwert.
0

Ist namlich s, die Partialsumme aus den » + 1 Anfangsgliedern der
ersten Reihe, so ist ks, die entsprechende Partialsumme der zweiten,
und konvergiert s, fiir lim n = 4 oo gegen s, so konvergiert ks, gleich-
zeitig gegen ks.

War dagegen die erste Reihe divergent, so ist es die zweite auch.

Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich beispielsweise aus der letzten
Gleichung in 69, daf

c 1 1
2;”(v+1)(v+2)(w+3)= iestesatsas T T
0
2. Sind die Reihen ) a, und > b, konvergent und s, ¢ ihre Grenz-
Semi

werte, so sind auch die Reihen

Sk, +1), Sle,—b,)

konvergent und s 4 ¢, s — ¢ beziehungsweise ihre Grenzwerte.
Bezeichnet man nimlich die Partialsummen aus den % <4 1 ersten
Gliedern der vier Reihen folgeweise mit s,, ¢, 6,, 7, so ist

6n=s'n+tm 1n=s'n_tn

1) Z. B. durch Weglassung aller Glieder mit geradem oder mit ungeradem
Zeiger o. dgl.
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und daraus ergibt sich, wenn man den Grenziibergang lim # = + oo aus-
fiihrt, die Richtigkeit der obigen Behauptungen.

Ist nur eine der beiden ersten Reihen divergent, so gilt das Namliche
fiir die beiden letzten Reihen.

Der Satz 148t sich auf eine beliebige, aber beschrinkte Anzahl von
Reihen ausdehnen.

72. Reihen mit positiven Gliedern. Wir wenden uns nun der
speziellen Betrachtung von unendlichen Reihen mit durchwegs posttiven
Gliedern zu, einesteils, weil diese Reihen ausgezeichnete Eigenschaften
besitzen, andernteils, weil die Betrachtung der anderen Reihen auf sie zurtick-
leitet. Zunichst sollen Sitze allgemeiner Natur vorgefithrt werden.

1. Eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern ist entweder konvergent,
oder divergent mit-dem Grenzwert -+ oco.

Denn die Partialsummen s, s, s,, ... einer solchen Reihe bilden eine
steigende Folge von Zahlen, bei welcher nur zweierlei eintreten kann:
entweder bleiben alle Glieder unter einer festen positiven Zahl und nihern
sich dann notwendig mit besténdig wachsendem Zeiger einer bestimmten
Grenze, welche jener Zahl hochstens gleichkommt — die Reihe ist dann
konvergent; oder sie werden schlieBlich groBer als jede beliebige positive
Zahl — die Reihe hat dann den Grenzwert -+ oo.

Hieraus folgt, daB die Konvergenz einer Reihe mit positiven Gliedern
erwiesen ist, sobald es gelingt zu zeigen, da s, fiir jedes # unter einer
Zahl A verbleibt; unter dieser Zahl bleibt dann auch die Summe beliebig
vieler aus der Reihe herausgegriffener Glieder.

2. Ist eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern kowvergend, so bleibt
sie es auch, wenn man die Glieder anders anordnel, und behdlt dabei den-
selben Grenzwert.

Bezoge sich die Anderung der Anordnung bloB auf einen endlichen
Abschnitt der Reihe, so geniigte zum Beweise des Satzes der Hinweis
darauf, daB die iiber den Abschnitt hinausgehenden Partialsummen durch
die Umordnung nicht beriihrt werden. Die Umordnung soll sich aber auf
die Reihe in ihrem ganzen Verlaufe erstrecken, d. h. ist

Gt Gy + Gy + - (10)
die urspriingliche und @, +a, +a, +--- (11)
die transformierte Reihe, so soll zwischen den Zeigern » und e, eine ein-
eindeutige Beziehung solcher Art bestehen, daB mit » zugleich auch «,
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iiber jeden Betrag wichst; dann enthilt die Reihe (11) alle Glieder von
(10) und nur diese.

Bezeichnet s den Grenzwert von (10), so ist jede Partialsumme von
(11) Kleiner als s, weil sie aus Gliedern von (10) besteht; demnach ist
(11) tatséchlich konvergent.

Es seien ferner =0y +a,+ - a,

g, = a’a,,+ D, +e @y,
zwei Partialsummen von (10) und (11) von solcher Art, daB in ¢, die
Glieder von s, vorkommen; die dariiber hinausgehenden.(@lieder von 6,
stammen daher aus dem zu s, gehérigen Reste 7,, demzufolge ist
61’ - s” < rﬂ;
mit wachsendem » nimmt auch v bestindig zu und sinkt 7, unter jeden
noch so klein festgesetzten Betrag ¢ hinab; folglich ist
lime,=1lims, =s.

Eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern zeigt also in Bezug
auf die Ordnung der Glieder dieselbe Eigenschaft wie eine endliche Summe:
sie ist kommutativ.

DaB eine divergente Reihe aus positiven Gliedern divergent bleibt,
wenn man ihre Glieder anders anordnet, folgt daraus, daB

6’!’ > Sn’
und daB s, mit wachsendem n giofer wird als jede beliebige positive Zahl.

8. Wenn man in einer konvergenten Reihe aus positiven Gliedern die
Glieder gruppenweise susammenyfofit und aus den Summen dieser Gruppen
eine neue Reihe bildet, so ist diese ebenfalls konvergewt und hat denselben
Grenzwert wie die urspriingliche.

Denn die Partialsummen der neuen Reihe kommen unter den Partial-
summen der urspriinglichen Reihe vor und nihern sich daher der nim-
lichen Grenze wie diese. Diese SchluBweise zeigt iibrigens, daBl der Satz
fiir jede konvergente Reihe gilt.

Eine konvergente Reihe ist demnach auch assoziativ.

DaB aus einer divergenten Reihe mit positiven Gliedern durch den
beschriebenen Vorgang wieder eine divergente Reihe entsteht, erkennt
man auf die nimliche Art.

Umgekehrt bleibt eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern
auch dann konvergent, wenn man einzelne oder alle Glieder in Summen
positiver Zahlen auflost.
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Die Eigenschaften 2. und 3. begriinden eine vollstindige Analogie
zwischen unendlichen Reihen mit positiven Gliedern einerseits und end-
lichen Summen andererseits; sowie der Wert der letzteren unabhéngig ist
von der Anordnung und gruppenweisen Zusammenfassung der Summanden,
ist dort der Grenzwert unabhingig von der Anordnung und gruppenweisen
Zusammenfassung der Glieder; aus diesem Grunde bezeichnet man hier
den Grenzwert auch als Summe der unendlichen Reihe.

73.Konvergenzkriterien der Reihen mitpositiven Gliedern.
Zur Entscheidung der Frage, ob eine vorgelegte Reihe aus positiven
Gliedern — selbstverstiindlich eine solche, deren aligemeines Glied @, mit
wachsendem » der Grenze Null sich nidhert — konvergent oder divergent
sei, gibt es ein fiir alle Fille anwendbares Verfahren nicht. Die Hilfs-
mittel, deren man sich dabei bedient, stiitzen sich zumeist auf die Ver-
gleichung mit einer Reihe von bereits bekanntem Verhalten, und als solche
dient insbesondere die unendliche geometrische Reihe. Einige der hierher
gehbrigen Sitze sind nachstehend entwickelt.

1. Sind S'a, und b, swei Reihen mit positiven Gliedern, die erste
0 0 :
komvergent mit der Summe s, und ist fiir alle vSn, b, < a,, s0 ist auch
die zweite Reihe konvergent.')
Denn die Partialsummen der Reihe
bﬂ+1 + bn+2 + bn+3 + -
sind dann kleiner als die gleichstelligen Partialsummen der Reibe

a’n-l—l + a’n+2 + a’n+3 + Tty

diese aber wieder siamtlich kleiner als s — s,; infolgedessen ist die erst-
angeschriebene Reihe konvergent (72, 1.), ihre Summe kleiner als s —s,,

daher auch “».b, konvergentund ihre Summe kleinerals M b, + s —s,.
> >

1) Man nennt eine Reihe mit positiven Gliedern, deren Glieder wenigstens
von einer Stelle angefangen gréBer sind als die gleichstelligen Glieder einer an-
deren ebenso gearteten Reihe, eine Majorante dieser letzteren. Mit diesem Ter-
minus kann man den obigen Satz so aussprechen, daB eine Reihe mit positiven
Gliedern als konvergent erwiesen ist, sobald sich zu ihr eine konvergente Majo-
rante angeben 14Bt. Ubrigens kann der Begriff der Majorante auch dann noch
aufrecht bleiben, wenn teilweise (leichheit der Glieder stattfindet.
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Daraus ergibt sich als Folgerung: Ist My a, divergent und von einem
4] g g » g
0

Werte » des Zeigers angefangen bestindig b, > a,, so ist auch die Reihe

b, divergent. Denn, wire b, konvergent, so miiBte es nach dem
0 0

obigen Satze auch Sa, sein gegen die Voraussetzung.
0

Von dem vorstehenden Satze kann Gebrauch gemacht werden bei
Beurteilung der Reihe

1,1, 1,1

T ts+ts+o+ (12)
welche unter dem Namen der harmonischen Reihe als Vergleichsreihe
hiufige Anwendung findet. FaBt man die Glieder gruppenweise wie folgt

zusammen (72, 3.):
1 1 1

1,01 1 1,1 11
TGt tErstrre) ettt
so sind die Glieder dieser neuen Reihe vom dritten angefangen groBer
als die gleichgestellien Glieder der Reihe
1,1 ,2 4 8
Tretr gt
oder THsts et
welche divergent ist; folglich ist auch die Reihe (12) divergent.
Auf diesem Wege 14Bt sich ferner die Konvergenz der Reihen
1,1 1
ptatat
1,1 1
rtatst

erschlieBen; denn vom ersten, bzw. den zwei ersten Gliedern abgesehen sind

1 1 1
s1 T e T T

1 1 1
3o i T1satgas T

Majoranten dieser Reihen und als konvergent erkannt (69, 2.); (71, 1.).
2. Verliuft die Reihe aus positiven Qliedern Sa, so, dap der Quotient
0
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2e¥t ynter einem angebbaren echten Bruch bleibt fiir v=mn, so ist sie kon-
a‘l’
vergent; sie ist divergent, wenn “L diber 1 bleibt fir v n.
a’y

Denn ist £ << 1 und By 41

<k
aﬂ
an +2
0 <k
a'n +1
ntp < k,
%atp-1
so ergibt sich durch Multiplikation
@y +p < ankp 3

von dem Werte » + 1 des Zeigers angefangen sind also die Glieder der
vorgelegten Reihe kleiner als die korrespondierenden Glieder einer geo-
metrischen Reihe mitechtgebrochenem Quotienten, diekonvergentist (69,1.);

nach dem vorangehenden Satz ist es also auch die Reihe Sa,.
Aus der vorigen Ungleichung folgt, da8 ’
ra < @kl kR ) =B
daf also der Restkder Rethe, wenn man sie bei dem Gliede a, abbricht,
an

—%
begeht, wenn man statt der unendlichen Reihe die Partialsumme s, nimmt.

DerBeweis des zweiten Teiles ist einfach zu fithren; aus den Beziehungen

kleiner ist als -~ ; darnach kann man den Fehler abschitzen, den man

Gntis g “n+2>1, “n+3>1,“.

Ay an+1 a’n+2
schlieBt man auf o,<a, ;<0,,,<@a,, ;< ',
folglich nehmen die Glieder von a, an nicht mehr ab und es kann daher
lim a, fiir ¥ = + oo nicht Null sein (70, 1.).

Es muB bemerkt werden, daf die-Beziehung gf—l <1 fiir v >n zur
Konvergenz nicht ausreicht, wie das Beispiel der harmonischen Reihe er-
Srt1 ”__ tatsichlich bestéindig < 1 ist, wihrend die Reihe

weist, wo =
doch divergiert; es lifit sich eben keine unter 1 liegende Zahl angeben,

ay v41

a
unter der alle 21
a

gelegen sind.
v
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Aus dem obigen Satze flieBt der nachstehende als Folgerung: Besitst

a:r ! einen bestimmien Grenzwert lim a’;“ =1, 80 ist Sa,
v V4w Ty
konvergent, wenn i < 1, und divergent, wenn 1 > 1; im Falle, daff 1 =1,
kann keine Entscheidung getroffern werden.

Denn ist 4 <1 und schaltet man zwischen 4 und 1 den echten Bruch

k ein, so liBt sich notwendig ein Wert » des Zeigers bestimmen, von
a
—"Eﬂ< k. Und ist 2> 1, so muB notwendig ein #» sich

der Quotient

welchem an fortab

av+
a
¥

angeben lassen derart, daB =2 S 1 ist fiir v S m.

Das vorstehende Kriterium, von Cauchy, dem Begriinder der all-
gemeinen Reihentheorie, stammend, kommt bei der Priifung von Reihen
auf Konvergenz und Divergenz am hiufigsten zur Anwendung.

. 2 3
In der Reihe 1+i'1‘—+fa'—2 T%+...7
wo a > 0, ist

a’ a’tl ay+1 a
a, = —

120 b1 T 1Ty ay w1

daher lim —2*Y— 0, wie groBl auch die Zahl a sein mag; die angeschriebene
v=40 O,

Reihe ist also immer konvergent, auch wenn @ negativ ist (70, 3.).
Hingegen ist in der Reihe

a at a®
Ttogt+tg+-

wo wieder @ >0, wenn man die Bezeichnung der Glieder mit @, begjnnt,

v v+ 1 a
a a 'y 41 v
a, = — @, = =
v T vl Ty 417 ay v+1a
Q.
. 1 . . . . . o
und lim % = a; diese Reihe ist somit konvergent, wenn a ein positiver

echter Bruch ist; sie ist es aber auch, wenn a ein negativer echter Bruch
ist (70, 3.). Fiir a=1, wo das Kriterium versagt, ist die Reihe als diver-
gent bereits bekannt.

Beziiglich der Reihe

1 1
Ftetmto  @>0

von der die Fiélle p =2, 3 bereits erledigt sind (73, 1.), trifit das Kriterium
keine Entscheidung; denn beginnt man mit a,, so ist
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1 1 P
a, =~ @, = —p ,v+1____(~ v )
O N o L S R

a
. . 1
und somit lim -+ = 1.

Y=-+400 v

0

3. Ist in einer Reihe Dra, mit positiven Gliedern lim va, wicht Null,
0 P=400

wird also a, im Vergleiche zu —:— bei bestindig wachsendem v unendlichklein

von der ersten oder einer wiedrigeren Ordnung, so ist dic Reihe divergent.)
Welches auch der genannte Grenzwert ist, immer 148t sich eine po-

sitive unter ihm liegende Zahl « angeben derart, daB von einem Werte »

des Zeigers angefangen das Produkt va, groBer bleibt als «, so daB

na,> ¢,
(n + l)a'n+1> “?

woraus ayt+a g+ >¢x( +n+1+ ),

der Rest 7, der vorgelegten Reihe ist also groBer als der mit e multipli-
zierte Rest der harmonischen Reihe, die als divergent erkannt worden
ist; folglich ist auch Xa, divergent.

Daraus ergibt sich beispielsweise die Divergenz der Reihe

= a
2 av+b
weil ——— + 7 bei wachsendem » in bezug auf — unendlich klein wird von
der ersten Ordnung; ebenso folgt daraus die Dlvelgenz der Reihe

o~
1
Ve
»?
0

fiir p < 1, weil dann 5 10 bezug auf — unendlich klein von niederer als

der ersten Ordnung 1st, hiernach ist z. B. die Reihe

1) Im Gegensatz zu dem vorigen operiert dieses Kriterium und das folgend?
nur mit einem Gliede; man unterscheidet hiernach Konvergenzkriterien erster und
zwester Art, je nachdem nur das allgemeine Glied a, oder der Quotient zweier atf
%1
a

14

einander folgenden Glieder — — in Betracht gezogen wird.
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1 1 1
ittt

davin simtliche Wurzeln mit demselben Zeichen genommen, divergent.

4. Wenn in einer Reihe Ev a, aus positiven Gliedern lim v'+?a, bei

0 v=o00
p>0 nicht unendlich ist, wenn also a, in besug auf % bei bestindig

wachsendem v unendlich klein von hoherer als der ersten Ordnung wird, so
ist die Reihe konvergent.

Welches auch der genannte Grenzwert ist, so 148t sich zu einer tiber-
ihm liegenden Zahl § ein Zeigerwert » bestimmen, von welchem ange-
fangen das Produkt »'*#q, bestindig kleiner bleibt als 8, so daB

nltrg, < B
(n+1)*ra, <8

B
woraus a,< b
g (13)
S g e
Die mit Ausschluf von z = O durchwegs stetige Funktion f(z) = — FIEEP:

besitzt an jeder Stelle einen Differentialquotienten f’(x) = Tl.;;» infolge-
dessen kann auf sie der Mittelwertsatz (38,2.) angewendet werden und gibt:
1 1
27 pedry @yt O<O<;
setzt man hierin £ =u, h =1 und beachtet, daB die rechte Seite fiir
6 = 1 ihren kleinsten Wert erreicht, so folgt
1
< 1
417" pn? pm1f
und nach Multiplikation mit g unter Riicksichtnahme auf (13):

8y <P (p,lnp - p(n_ll_ 1)1))

1 1
s <8 (e~ s o)

1 1
%ss <8 (5-r27 ~ s Fo7)
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Bildet man die Summe dieser Ungleichungen, so enisteht rechts, vom
Faktor B abgesehen, eine Reihe von dem Baue der Reihe in 69, 2.; die-

selbe ist konvergent, weil lim o + P = 0, wund ihr Grenzwert ist
r=+o0
1 Gy
Fa mithin ist , < B 8
7 p,nl?

und Za, = 2(1’, +7.< Zav + W— , womit die Reihe als konver-

gent erwiesen ist (72, 1.).
Diesem Satze zufolge ist jede Reihe von der Form:

S 1 1 1
27=7+?+?+"'»
(mit Beziehung auf den Spezialfall » = 1 auch hyperharmonische Reihe
genannt), konvergent, wenn # > 1; Beispiele solcher Art sind

T

- W‘H

9
1 1
ot Ty e
1

1

1
v yr Ty T

©

5. Die beiden Reihen Z“v und v 2tam sind unter der Vorausset-
1 0

zung, daff die durchwegs positiven a, bestindig abnehmen, gleichseitig kon-
vergent oder divergent.
Denn aus a, > a, > a;> - - - folgt einerseits

Oy =0y
2a2>a2+ aq
4a4>a4+ a5+a6+a.,
2masm> (,1,2m+ Agm , +---+ Agm+1_,

und daraus durch Summierung:
gmti_y

2 2« Bptt > 2 @3 (Ut)
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andererseits a, < 2a,
2a, = 2a,
4a,<2(a5+ a,)

2magn < 2(agn—1, 1+ agn-1 9+ - -+ + agm)
und daraus durch Summierung:

am

Zm' 2 age < 2 Za,,. )

Zu beiden Seiten der Relationen («) und (8) stehen nun Partial-
summen der zu vergleichenden Reihen.

Ist die erste Reihe konvergent, so ist es wegen (f) auch die zweite;
und ist die erste divergent, so ist es wegen () auch die zweite.

Ist die zweite Reihe konvergent, so ist es wegen («) auch die erste;
und ist die zweite divergent, so ist es wegen (8) auch die erste.

74, Reihen mit positiven und negativen Gliedern. Indem
wir uns nun der Betrachtung solcher Reihen zuwenden, welche positéve
und negative Glieder in unbegrenzter Anzahl enthalten, kniipfen wir zu-
nichst an die Y0, 3. aufgestellie Folgerung an, daB eine konvergente
Reihe aus durchwegs positiven Gliedern konvergent bleibt, wenn man
die Vorzeichen der Glieder beliebig verdndert. Daraus folgt durch Um-
kehrung die Tatsache, daB eine Reihe mit beliebig bezeichneten Gliedern
sicher konvergent ist, wenn diese Eigenschaft der aus den Absolutwerten
ihrer Glieder gebildeten Reihe zukommt. Von einer solchen Reihe sagt
man, sie sei absolut (anbedingt) konvergent. Die wesentlichen Eigenschaften
solcher Reihen driickt der folgende Satz aus:

"Der Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe aus positiven und ne-
gativen Gliedern in unbeschrinkter Anzahl ist gleich der Summe der Reihe,
die aus den positiven Gliedern gebildet wird, vermindert um die Summe der
Reihe, welche aus den Absolutwerten der negativen Glieder sich zusammen-
setet. Er ist unabhdngig von der Anordnung der Glieder.

Sei Go+ 0y + ag+ -+ (14)
die gegebene Reihe, s ihr Grenzwert, s, ihre allgemeine Partialsumme;
ferner faol + oy |+ [ag) +--- (15)

die als konvergent vorausgesetzte Reihe aus den absoluten Werten der

Glieder von (14), 6 ihr Grenzwert, ¢, ihre allgemeine Partialsumme; ferner
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 11
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seien «,, ¢, 0y, ... die Indizes der positiven Glieder in der Ordnung, in
welcher sie in (14) auftreten, und ebenso B, B, B, .. . die Zeiger der
negativen Glieder; dann sind die Reihen

(16) g+ @+ @yt lag,| +lag | +1ag|+--- (17)
beide notwendig konvergent; denn jede geht aus der konvergenten Reihe
(15) durch Unterdriickung eines Teiles der Glieder hervor (70, 3.).

Die Partialsumme s, von (14) umfasse positive Glieder bis zum
Zeiger «,, negative Glieder bis zum Zeiger f§,; werden die bis zu diesen
Gliedern reichenden Partialsummen von (16) und (17) mit tay, beziehungs-
weise uy bezeichnet, so ist 5 — taﬂ_ s 5 (18)

wichst nun # unaufhérlich, so nehmen auch die Gliederzahlen der rechts-
stehenden Partialsummen bestindig zu und iiberschreiten nach und nach
jede natiirliche Zahl; demnach nihern sich ¢, , u, fiir » = oo den Sum-
men £, # der Reihen (16), (17), so daB !

s=1—u. (19)

Damit ist der erste Teil der Behauptung erwiesen. Der zweite Teil er-
gibt sich daraus, daB 7, ungeéndert bleiben, wenn man die Glieder in (16)
und (17) anders anordnet (72, 2.); demzufolge hiingt auch s micht ab
von der Anordnung der Glieder in der urspriinglichen Reihe (14).

Eine absolut konvergente Reihe weist also wie eine Reihe aus posi-
tiven Gliedern das Merkmal einer endlichen Summe auf, von der Anord
nung der Glieder unabhiingig zu sein; daher kann auch der Grenzwert
einer solchen Reihe als Summe derselben bezeichnet werden.

75. Bedingt konvergente Reihen. Multiplikationstheorem
Eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern kann aber auch kon
vergent sein, ohne daf es die Reihe aus den absoluten Werten ihrer Glie
der ist; man nennt die Reihe dann relativ (bedingt) konvergent. Sie er
fillt die Bedingung 90, (7) und insbesondere ist auch lim @, = 0, di¢

n=+40c
aus den Absolutwerten der Glieder gebildete Reihe dagegen hat den
Grenzwert 4 oo.

Wiihrend also eine absolut konvergente Reihe schon vermdge der
Grifie ihrer Glieder konvergiert, tritt dies bei einer bedingt konvergentes
erst durch den Wechsel des Vorzeichens ein. Von den bedingt konvergenten
Reihen gilt nun der folgende, von Riemann stammende Satz:
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Der Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe ist abhingig von der
Anordnung der Glieder; man kann ihn durch entsprechende Reihung der
Glieder jeder beliebigen Zahl A gleichmachen.

Es sei wieder (14) die gegebene Reihe, welche als konvergent vor-
ausgesetzt wird, wihrend die aus ihr abgeleitete (15) jetzt divergent ist.
Infolgedessen miissen auch die beiden Reihen (16) und (17) divergent
sein; denn wire es nur eine von beiden, so wiirde sich aus der immer
noch zu recht bestehenden Beziehung (18) fiir lim # = + oo entweder
§ = -+ 0o oder s = — oo ergeben, je nachdem man (16) oder (17) als di-
vergent annidhme; beides steht im Widerspruche mit der Voraussetzung.

Welches nun auch die Zahl 4 ist (die wir uns zun#ichst als positiv
denken wollen); so 148t sich die Reihe (16) vermoge ihrer Divergenz vom
Anfang aus in aufeinanderfolgende Gruppen G, G,, G, ... und die
Reihe (17) in Gruppen Gy, G, Gy, ...!) zerlegen derart, daB

G, > A4,
withrend sich die Ungleichheit umkehrte oder in eine Gleichung verwan-
delte, wenn man das letzte Glied der Gruppe G, auslieBe; daB ferner
G,— G,y < 4,
wihrend sich die Ungleichheit bei Fortlassung des letzten Gliedes der
Gruppe G, umkehrte oder in eine Gleichung verwandelte; daB weiter

G,— G+ G, >4 und G,— G +3,—G/< 4
mit derselben Zusatzbemerkung usw. In dieser Anordnung bilden also
die Glieder der Reihe (14) eine neue Reihe
GO_G0’+ Gi— G+ Gy— Gy + - - - (20)
von solcher Art, daB eine mit G, schlieBende Partialsumme X, griBer
ist als A, jedoch so, daB X —4<a

= L)
wenn a, das letzte Glied der Gruppe G,, ilnd daB eine bei — G,
Bende Partialsumme X kleiner ist als 4, jedoch so, daB
4 -2 <|a]))
wenn |a, | das letzte Glied der Gruppe G, ist.

" schlie-

1) Die Buchstaben sollen zugleich die Summen der betreffenden Gruppen, die
unter Umstinden auch eingliedrig sein kdnnen, bezeichnen.
2) Das Gleichheitszeichen kiime in Kraft, wenn einmal nach Weglassung des
letzten Gliedes die Partialsumme dem A4 gerade gleich wiirde,
11%
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Da nun mit » zugleich sowohl g wie auch g’ bestindig und iiber
jeden Betrag hinaus wichst und da lim a, sowohl wie lim | a, | Null ist,
so zeigen die heiden letzten Ungleichungen, daB die Unterschiede X, — 4,
A — 3 mit bestindig wachsendem # schlieBlich unter jeden positiven
Betrag herabsinken,so da  lim X, = lim 3" = 4,

d. h. in der durch (20) gekennzeichneten Anordnung ihrer Glieder hat
die Reihe (14) den beliebig festgesetzten Grenzwert 4.

Wiire A negativ, so hiitte man mit einer negativ genommenen Gruppe
aus (17) zu beginnen und zwischen beiden Reihen abzuwechseln.

Aus einer Reibe aus positiven und negativen Gliedern in unbeschriink-
ten Anzahlen, die divergent wird, wenn man alle Glieder mit dem abso-
luten Betrag ansetzt, jedoch so, dafl die beiden komponierenden Reihen
(16) und (17) auch fiir sich divergieren, trotzdem ihre spitesten Glieder
gegen Null abnehmen, kann durch entsprechende Anordnung der Glieder
auch eine oszillierende und eine nach + oo oder — oo (eigentlich) diver-
gierende Reihe erzeugt werden. Um z. B. eine zwischen 4 und B (beide
positiv und 4 < B gedacht) oszillierende Reihe zu erzeugen, hat man bei
dem vorhin beschriebenen Verfahren mit der Ansetzung positiver Glieder
gruppen immer gerade so weit zu gehen, da man B eben noch iiberschrer-
tet, und mit der folgenden Ansetzung negativer Glieder gerade so weit, dab
man A eben noch unterschreitet; dann entsteht eine Reihe, deren Partial
summen, die bei positiven Gliedern abbrechen, sich der Grenze B nihem,
wihrend die bei negativen Gliedern abbrechenden Partialsummen gegen
A konvergieren. Auch der zweite Teil der obigen Aussage ist nicht schwer
einzusehen und nachzuweisen.

Da der Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe erst durch eine
bestimmte Anordnung der Glieder gegeben ist, so fehlt einer solche
Reihe der Charakter einer endlichen Summe; es empfiehlt sich daher nicht,
jenen Grenzwert als Summe der Reihe zu bezeichnen.

Aus dem Zusammenhalt der beiden Sitze dieses und des vorigen
Artikels geht hervor, daB eine Reihe aus positiven und negativeri Gliedemn
in unbeschrinktér Anzahl nur dann bei jeder Anordnung der Glieder ko
vergent ist und denselben Grenzwert besitzt — man kann ein solches
Verhalten unbedingte Konvergenz heiBen — wenn sie absolut konvergiert.)

1) A. Pringsheim, Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre, I2
Leipzig 1916 8. 413 bezeichnet eine Reihe als effektiv konvergent, wenn von ibr
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Uber die Addition und Subtraktion konvergenter Reihen wurde in
71, 2. ein Satz aufgestellt, der fiir absolut konvergente Reihen eine Er-
weiterung dahin erféhrt, daB die Glieder der beiden gegebenen Rethen in
beliebiger Reihenfolge durch Addition bzw. Subtraktion zu einer Reihe
verbunden werden diirfen, und daB diese immer gegen die Summe, bzw.
die Differenz der Grenzwerte der gegebenen Reihen konvergiert.

Fiir absolut konvergente Reihen gilt aber auch ein Multiplikations-
theorem, die Cauchysche Multiplikationsregel, die folgendermaBen lautet

Sind die Reihen Sa, und b, absolut konvergent und s, t ihre Grens-
0 0

werte, so ist auch die Reihe D¢, mit dem allgemeinen Gliede
0

€= agb,+ a;b, s+ a3b, s+ - +a,b, (21)
absolut konvergent und st ihr Grenzwert.
Bildet man niémlich das Produkt

Spta=(q+ ay+ -+ a)(bo+ b +---+b,)
aus den Partialsummen der n 4- 1 ersten Glieder der beiden gegebenen
Reihen und vergleicht dasselbe mit der Partialsumme
Ug,=CotC -t 0y,
der 2 + 1 ersten Glieder der neuen Reihe ¢, so zeigt sich folgendes:
0

Alle Bestandteile des erstgedachten Produktes kommen in u,, vor; es ent-
hilt aber u,,, tberdies alle jene Produkte von der Form a,b,, in welchen
einer der beiden Zeiger u, v die Zahl % iiberschreitet, die Summe g + »
beider Zeiger aber nicht iiber 2n hinausgeht; diese tiberschiissigen Glie-

der von wg, gestatten folgende Anordnung:

an+x(bq+ b+ 40, )+ 1@+ ay+ -+ a,_y)
+ 8,80+ + b, o)+ b, (Gt @, y)
+ “n+s(bo +b+--+ b, )+ bn+3(a'0+ a4+ +a, )

+ aﬂnbo + bSna’O

nur festgestellt ist, daB sie iiberhaupt konvergiert; eine solche Reihe kann nach
Aufhebung der Zeichenunterschiede divergent, braucht also nur bedingt konver-
gent zu sein. Die Auffindung eines allgemeinen Kriteriums zur Erkennung der
effektiven Konvergenz hilt Pringsheim fiir ausgeschlossen.
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oder CpprboyF Quiot, st + a0
+ b, a8 1t byeSet o by,Sy
Mithin ist
(e =Sty | SO [ta ] + lpial o]+ 4 @, ] ]
S IOVTR AN S PSR R I e s [V R RS
weiter gilt fir jedes m <n — 1
I$ml <l@o|+lay|+ -+ a,_,|
| <Io |+ 10| 4o+ 10, 5
wobei das Ungleichheitszeichen nur im Falle m =»n — 1 in ein Gleich-
heitszeichen iibergehen kann; daher ist in verstirktem MaBe

;'M’Sn_—sntn‘<('b01‘i+'b]'+"'+ibn—1D(ian+1g+§an+2$+"'+§q2n,>
+(ap]+ o+ 0 DObypr [+ 1bypn oo+ 1By, )5

die ersten Faktoren der beiden rechtsstehenden Produkte konvergieren

oo

-]
wegen der vorausgesetzten Konvergenz von 02' |a, | und %' | b, | mit wach-

sendem # gegen bestimmte endliche Grenzen, die zweiten Faktoren sinken
schlieBlich aus dem n#mlichen Grunde unter jeden noch so kleinen posi-
tiven Betrag herab (70); daraus folgt, daB der ganze rechtsstehende Aus-
druck mit wachsendem # schlieBlich kleiner wird als jede noch so kleine
positive Zahl; deshalb ist

lim | oy, — s,t,| =0, also lim u, , = st.

N= 400

Damit ist aber die Konvergenz der Reihe 3'¢, und st als ihr Grens
0

wert erwiesen.

DaB diese Konvergenz auch eine absolute ist, ist so zu erkennen
Multipliziert man X{a,| mit Z|b,|, so entsteht eine konvergente Reihe
mit dem allgemeinen Gliede

Vo= | by o} [0y sl + {0} 1D g+ a5
nun ist |¢,| <y, folglich Xy, cine konvergente Majorante von Xje,|,
infolgedessen ist auch X|c,| konvergent, also Xe¢, tatsichlich absolut
konvergent.

Um ein Beispiel zu geben, betrachten wir die geometrische Reihe

1424 27+
die nach den Ausfithrungen in 69, 1. absolut konvergent ist mit dem
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Grenzwert

1—1ac’ wenn || < 1; unter dieser Voraussetzung kann also
das Quadrat der Reihe nach der vorstehenden Multiplikationsregel ge-
bildet werden, gibt wieder eine absolnt konvergente Reihe und (T_—i}?
18t ihr Grenzwert. Die fritheren Gliederzeiger sind nun Exponenten; so-
mit entsteht 2" auf so viele Arten, als sich » als Summe zweier Zahlen
der Reihe 0,1, 2,... zusammensetzen 1iBt, also auf % + 1 Arten; mithin ist
1
m= 1 —{—25&'—[—3562-{—42}‘3-{—---.
Durch Multiplikation dieser Reihe mit der vorigen erhiilt man eine

absolut konvergente Reihe mit dem Grenzwert “_i—;)—s; ihr Bildungsgesetz

ergibt sich durch Zusammenfassung der Teilprodukte
1422 + 322+ 425+ -+
x4+ 2% 4 323+ - ..
xg_]_ 223 + ..
24
(—1—_1;?=1+3x+6x2+10x3+---.

6. Alternierende Reihen. Unter den Reihen mit positiven und
negativen Gliedern sind die alternierenden Reihen, bei welchen positive
und negative Glieder miteinander abwechseln, besonders bemerkenswert.
Fiir solche Reihen gibt es ein in vielen Fillen brauchbares Konvergenz-
merkmal, das in dem folgenden Satze enthalten ist.

‘Wenn in einer alternierenden Reihe die absoluten Betrdge der Glieder

 bestiindig abnehmen und schlieflich gegen die Grense Null konvergieren, so
ist die Rethe konvergent.

Es sei ¢, > O fiir jedes » und

Gg— g+ @y — -+ + (= 1)ra,+ - - (22)

die gegebene Reihe; ferner a,> a, > a,> - -« und lim a, = 0.

n=+400

folglich ist

Aus der Darstellung
Sp—1= (@Gy— @) + (ag—ag) + - + (“2p_2 - “2p-1>
folgt, daB s;,_, als Summe positiver Zahlen mit p wiichst, daB also die

Partialsummen S5 S35 Sgy - - - (23)
eine steigende Zahlenreihe bilden.
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Aus den beiden Darstellungen

Sgp= G — (@ —ay) — (@g— a)) — -+ - — (azp-l - a’Sp)
= (ay—a,) +(ag—a;) + -+ + (“21.—2“‘ “2p-1) + as,
folgt, und zwar aus der ersten, daB s,, mit p bestindig abnimmt, aus der
zweiten, daB es immer positiv ist, daB also die Partialsummen
Soy Sgy Sgp + - (24)
simtlich positiv sind und eine fallende Zahlenreihe bilden; diese muB da-
her notwendig einen Grenzwert besitzen, der s” heiflen mdoge.

Da aber S2,=Sap_1+ g,
80 ist S3p1= S, Bz, <S5, <Sp= 0y,
es bleiben also die Zahlen der steigenden Zahlenfolge (23) unter einer
festen Zahl, somit besitzt auch sie einen Grenzwert, er heifle s".

Weil jedoch S3p— Sap_1= Uay, so ist fiir lim p = o0

lim (s, — 8,.4) = lim a,,= 0,

also s" =, d. h. die beiden Zahlenfolgen (23) und (24) konvergieren
gegen denselben Grenzwert s, die erste wachsend, die zweite abnehmend,
so daB bei jedem p Sap—1< 8 < Sgpe _

Aus r,=(—1)"*a, ,— (@, 3— 0, 5) —- .-} folgt, daB |r,| << @ppt
und daB », das Vorzeichen von g, , hat. Bricht man also bei einem Gliede
ab, so hat der zugehorige Rest das Vorzeichen des nichsten Gliedes und
ist numerisch kleiner als dieses.

77. Beigpiele. 1. Die Bedingungen des obigen Satzes erfiillt die Reihe

1
TR S e

sie ist daher konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, weil die aus
den absoluten Werten der Glieder gebildete Reihe, die harmonische, di-
vergent ist (73, 1.). Bei dieser Anordnung der Glieder hat die Reihe einen

. . 1 . 1 5
Grenzwert, welcher liegt zwischen 1 und -, ebenso zwischen —- und % )

. 5 7 . " o
zwischen — und —; usw.,, Grenzen, welche immer niher zusammenriicken.

6 12
Bei anderer Anordnung der Glieder, z. B. bei der Anordnung
1,1t 1,1 t 1
Try-gtstTr oot (26)

bleibt sie zwar konvergent, hat aber einen anderen Grenzwert, wie man
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sogleich erkennt, wenn man die positiven Gliederpaare zusammenzieht
(72, 3.); ihr Grenzwert liegt dann zwischen % und % , also tiber —‘Z—, wih-

rend er bei der fritheren unter - war. Man kann iibrigens die Beziehung:

der beiden Grenzwerte genau feststellen; bezeichnet man den von (25)
mit s, so ist (72, 3.)
1 1,1 1 1 1,1 1
s=(r-sts—D+tE-vre—a)
ferner auch (71, 1.)
s 1 1 1 1
r=(E—3) +(5—%) R
addiert man beide Gleichungen, so ergibt sich (71, 2.):
3 1 1 1 1 1 1
so-(rty—9)+Gre-o+
und rechts steht nun die Reihe (26) bei erlaubter Zusammenfassung
der Glieder in Gruppen; heift s’ ihr Grenzwert, so ist s'= —Z—s. Durch
das Vorauseilen der positiven Glieder hat sich also der Grenzwert um

die Hilfte vergrofert.

2. Die Reihe 1 _ 1, 1

TowtwEow o @
erfiillt die Bedingungen der Konvergenz fiir jedes p > 0; absolut konver-
gent ist sie aber nur, wenn p > 1, hingegen nur bedmgt konvergent,
wenn p < 1 (73, 3, 4) Wir behalten den Fall 0 < p <1 im Auge und
ordnen die Glieder wie folgt um:

S T | 1,1 1
vt —wtagtw—wt - (28)
In der Reihe (27) ist die Partialsumme der ersten 2n Glieder
n—1 n

1 1
o= e~ 2w

in der Reihe (28) die Partialsumme aus den 3% ersten Gliedern
2n—1

2(2v +1? 2 @2)P?

infolgedessen
2n~1
, 1 1 1 1
o= 500~ Do ar = @i T @pop t T @
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ersetzt man in der rechtsstehenden Summe simtliche Glieder, % an der

Zahl, durch @%Iy, so wird sie verkleinert, daher ist

. " n' =P
S0 S2n P (gmp = g7
Mit bestiindig wachsendem % wird die rechte Seite wegen 1 — p >0
schlieBlich groBer als-jeder positive Betrag, s,, konvergiert gegen den
Grenzwert von (27), mithin ist
lim s;, =+ o©
n=+4o0
und das Gleiche gilt fiir s,,,, und sy, , 5, weil s, <85, .1 < 85, 2, da auf
s, zwei positive Glieder folgen. Die Reihe (27) hat also durch die Um-
stellung (28) ihre Konvergenz verloren und den Grenzwert + oo erlangt.
Man iiberzeugt sich durch ganz analoge Schliisse, daf sie bei der Anord-

1 1 1 1 1 1
nung gt T T wtw T

den Grenzwert — oo hat.

78. Unendliche Produkte. Die Untersuchung unendlicher Pro-
dulte fihrt auf die Betrachtung unendlicher Reihen zuriick.

Ist Gy Ggy Aoy« - (29)
.eine unbegrenzt fortsetzbare Folge reeller Zahlen, deren keine Null ist,
und bildet man aus ihr die neue Folge

Doy P1y Pas - - (30)

indem man Po= Gy, D= 0yly, Ps= 0G40 0y, ..
nimmt, so ist auch kein Glied dieser neuen Folge gleich Null; man sagt
dann, das unendliche Produkt

PR - f] a, (31)
0

sel konvergent, wenn p, mit bestindig wachsendem » einer bestimmten
von Null verschiedenen Grenze sich nihert; diese Grenze

lim p, = p

n=+4o
nennt man den Grenzwert des unendlichen Produltes. In jedem anderen®
Falle heiBt das Produkt (31) divergent.!) Die Produkte (30) von [1],
2,3, ... Faktoren belegt man mit dem Namen Partialprodukte.

1) Man zihlt Produkte mit dem Grenzwert Null zu den divergenten, weil
ihnen die singuliire Eigenschaft zukommt, den Wert Null zu haben, ohne dab
einer der Faktoren Null ist.
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Da das Vorzeichen des Produktes aus der (als endlich vorausgesetz-
ten) Anzahl der negativen Faktoren im voraus bestimmt werden kann, so
darf man sich blof mit dem absoluten Werte des Produktes befassen und
daher alle Faktoren (29) als positiv voraussetzen. Dann folgt aus

Ip,=lag+la,+ - +la,
sofort, daB die hinreichende und notwendige Bedingung zur Konvergenz
des Produktes (31) in der Konvergenz der Reihe
lag+ la, + lag + - - -

gelegen ist; denn ist diese Reihe konvergent und s ihr Grenzwert, so ist
es auch das Produkt und ¢ sein Grenzwert; ist die Reihe divergent, so
ist es auch das Produkt.

Zur Konvergenz der letztangeschriebenen Reihe ist es aber notwendig,
daB lim la, = O sei; zur Konvergenz des Produktes (31) ist es also not-

n= 400
wendig, daf lim a, =1 sei.
n=+ow
Aus diesem Grunde werden die Faktoren des Produktes in der Form
a,=1+a,
dargestellt, und es ist dann  lim ¢, =0 (32)
n=-+ow

eine zur Konvergenz notwendige Bedingung. Im iibrigen kionnen die
Zahlen o, entweder durchwegs positiv, oder durchwegs negativ oder teils
positiv, teils negativ (beides in einer unbeschrinkten Anzahl von malen),
die Faktoren des Produktes also simtlich unechte, simtlich echte oder
teilweise unechte, teilweise echte Briiche sein. In dem Falle, wo die «,
durchgehends oder zum Teil negativ sind, darf man annehmen, daB sie
dem Betrage nach unter der Einheit liegen. Denn vermdge (32) muB
dies, wenn es nicht schon vom Anfang an der Fall ist, von einem Werte
n + 1 des Zeigers angefangen notwendig anhalten; dann denke man sich
die Faktoren a,, a,, . . ., @, abgeschieden und erstrecke die Untersuchung

bloB auf das unendliche Produkt /[ a,; ist dieses konvergent und p sein

n+1l
Grenzwert, so ist es auch das urspriingliche mit dem Grenzwerte p,p; ist

(-]
es divergent, so gilt dies auch von //a,.
0

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
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eines unendlichen Produktes J/(1 + «,) 1iBt sich dahin aussprechen,
0

daB p, sich nicht der Null beliebig niihern diirfe und daB zu einem be-
liebig klein festgesetzten 5 sich n derart bestimmen lassen mtisse, daB

lpn 4r— Da l <7
sei fiir jedes r; mit Riicksicht auf die iiber p, gemachte Voraussetzung
kann man dafiir auch schreiben:

Pntr _ .
Dy 1< Pr
und die Bedingung nun dahin formulieren, es miisse sich zu beliebig klein

festgesetztem & ein » derart bestimmen lassen, daB fiir jedes »

n+tr

n]+]1(1+a,,)—1|<.s (33)

|
n+r

sei. J/(1 + «,) heiBt das zu p, gehorige Restprodukt.
nt1

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wenden wir uns dazu, die
folgenden Sitze iiber unendliche Produkte nachzuweisen.

1. Ist &, > O fiir alle Zeigerwerte, so ist das Produlkt J[ (1 + «,) kon-
0

vergent, wenn die Reihe 3o, konvergiert, und divergent mit dem Grens-
0

werte - oo, wenn die Reike divergent ist. 7
Das Restprodukt in seiner Entwicklung

n+tr

g(l tea)=0+e ) +ea,) - 1+a,,)
=1+“n+1+“n+2+”'+an+r+81

worin S die Summe der durchwegs positiven Produkte der « zu zweien,

dreien, . . . bedeutet, 1i8t unmittelbar erkennen, daB
ntr
I_l_-]Z(l+“v>—1=“n+1+“n+2+”'+u'n+r+s (34)

fiir den Fall der Divergenz von D', iiber jede Grenze wiichst, die Be-
0

dingung der Konvergenz von J/(1 + a,) also nicht erfiillt ist. Da p,_ in
0

dem vorliegenden Falle mit » bestindig wichst, so ist lim p, = + oo.
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Im Falle der Konvergenz von >, kann n so gewshlt werden, da8
0

bei jedem r o1+ gt e, <g<l
sei; 1ost man S in die Summen X,, X, ..., X, der Produkte von je 2,
3, ..., r Faktoren auf und beachtet, dab
22 < (an+1 +ot “ﬂ+r)2 < q2
23<(‘xn+1 +oe +uu+rs<q3
Zr < (an+1 +-0 4+ “H—r)r <q
ist, so folgt, daB
Tr 3 . 1—q q
H+e)—1<g+g +"'+§l'=91—_? i—g’
n+1
wihlt man g derart, daB iTq—Tl < & wird, wozu nur g < l—j_—é genommen

zu werden braucht, so ist die Bedingung (33) der Konvergenz erfiillt.
Aus lﬂ(1+u,)=21(1+uv)
0 0

schlieBt man, weil die Reihe rechter Hand aus lauter positiven Gliedern
besteht und der Grenzwert einer solchen von der Anordnung der Glieder
.unabhingig ist (72,2.), daB der Grenzwert eines konvergenten Produktes
von der hier betrachteten Art auch unabhingig ist von der Anordnung
der Faktoren.

2. Ist &, > O fiir alle Werte des Zeigers, so ist das Produkt J[(1 —a,)
0

konvergent, wenn die Reihe > a, konvergent ist, und divergent mit dem
0

Grenzwerte Null, wenn die Reihe divergent ist.

—. 2
Dal—e, = 11:%—”; < T-|1-—uy ist, so folgert man, daB

-I-ol(l-_.u‘l’)< n ! —
TTe+ o)
0

Ist nun S, divergent, so ist nach dem vorigen Satze lim J7(1 +e,)=00,
0 n=c0 0

daher [/l —«)=0.
0
Aus der jetzt geltenden Entwicklung des Restproduktes:
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ntr

Il(l—“vr) = 1_(o‘n+1+an+2+'“+an+r)+22—23+”'+(_l)rzr
7+

ergibtsich, wenn_>'e, konvergiert, mit den vorhin benutzten Bezeichnungen:
0

ntr
=Ml (=) <@t tan) + R+ 5+ + 5 <2,
Y
und wenn ¢ so gewihlt wird wie unter 1., so wird
n+r
1—]](1——-&,,)<e,
n+1

womit die Konvergenzbedingung (33) erfiillt ist.

Die Unabhingigkeit des J/(1 — «,) von der Anordnung der Faktoren
]

ergibt sich durch einen #hnlichen SchluB wie vorhin.
3. Sind die e, verschieden bezeichmet und positive wie negative in un-

begrensier Aneahl vorhanden, so ist das Produkt JJ(1+ &) konvergent
0

und seinem Grenzwerte nach unabhingig vor der Reihenfolge der Faltoren,

-]

wenn die Reihe e, absolut konvergent ist, d. h. wenn | e, | konvergiert.
0 0

Das Partialprodukt p, von JJ(1 + «,) enthalte #" Faktoren mit
0

positiven e, — ihr Produkt heiBt II), — und »” Faktoren mit negativen
«, — ihr Produkt heife IT,,; dann ist »"+ #»” = n und

"

b n = 11 ';,' W
mit » wachsen zugleich », n” iiber jede natiirliche Zahl hinaus. Ist nun,
wie vorausgesetzt wurde, S, absolut konvergent, so konvergiert (74)

0

die Reihe aus den positiven «, und mit ihr dem Falle 1. zufolge auch
das Produkt IT,, nach einem von der Ordnung der Faktoren unabhéngigen
Grenzwerte I1'; es konvergiert aber auch die Reihe aus den negativen «,
und mit ihr dem Falle 2. zufolge das Produkt I7,, nach einem von der
Ordnung der Faktoren unabhingigen Gremzwerte I1”. Demzufolge hat

auch das Produkt J/(1+ «,) bei jeder Anordnung seiner Faktoren einen
0
und denselben Grenzwert p = IT' I1".
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Den absolut konvergenten Produkten stehen bedingt konvergente
gegentiber; es sind dies solche, deren zugehdrige aus positiven und nega-

tiven Gliedern in unbegrenzter Anzahl zusammengesetzte Reihe S, be-
0

dingt konvergent ist (Y4). Hier kann nur von einem Grenzwerte bei be-
stimmter Anordnung der Faktoren die Rede sein; doch soll hierauf nicht
weiter eingegangen werden.

79. Beispiele. 1. Das Produkt

A+20+25AQ 4+ 241 +28) - - -
ist nur dann konvergent, wenn es die Reihe 2 + % + 2% 4+ 2% + .. . ist,
d h. fir 2* < 17). Dies zeigt auch das Partialprodukt

B= (D)) (et
ntl_g  1—x”
=1+x+x2+x3+”'+x2 l—ﬁ
an; denn fiir im #n = 4 oo konvergiert dasselbe nur dann gegen eine be-

. . 1
stimmte Grenze, wenn | 2 | < 1, und zwar gegen die Grenze p= ="

2. Die Produkte (1 +—];-) (1 + %) (1 +%) . —°

(-3 -B-4)-

sind divergent — wegen der Divergenz der Reihe —i« + —;— + % ey —

&> 0)

und zwar divergiert das erste gegen -4 oo, das zweite gegen Null.
k k k k
3. Das Produkt (1 +T) (1 —_2-) (1 +?) (1 ._T) ...

ist konvergent; es hat bei dieser Anordnung der Faktoren einen be-
stimmten Grenzwert, einen anderen aber, wenn man die Reihenfolge der
Faktoren abindert.

4 4 6 6
4. Das Produkt —f——2—————— -----
auf die normale Form gebracht, lautet:
1 1 1 1 1
(+D)-5) (+5) -F) 0 +5)
und nun erkennt man seine Konvergenz, weil die Reihe
1) Diese Bedingung ist notwendig, damit die Glieder schlieBlich gegen Null

konvergieren. Sie ist aber auch hinreichend, weil dann # - 2* f- o} 24 ...
eine konvergente Majorante zu x + 2* 4+ «*+ 2% 4 ... ist.
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1 1 1 1 1
ToE Tty os te o
konvergent ist (76); aber auch hier ist die Konvergenz eine bedingte,
_— w1 1 1 1 1 1, 2, 2
weil die Reihe Ttttz t+ts g +codee -+ +-
divergent ist.?)
' 1 2
5. Um das Produkt - - g;ril_ Yo
in welchem a, b positive Zahlen bedeuten, zu beurteilen, bringe man es
T a—b a—2>b a—Db .
auf die Form (l—f— A )(1+b+1)(1+5'+“§)"'7

nun erkennt man sogleich seine Divergenz aus der Divergenz der Reihe

1 1 1

DT T T T R
(93, 3.); und zwar ist der Grenzwert des Produktes + oo fiir @ > b und
O fiir a < 0.

80. Reihen mit komplexen Gliedern. Die Untersuchung un-
endlicher Rethen mit komplexen Gliedern fibrt auf Reihen mit reellen
Gliedern zuriick. Man definiert eine Reihe

ay+ay +ay+ -y (3b)

deren Glieder komplexe Zahlen sind, als konvergent, wenn es eine kom-
plexe Zahl s gibt derart, daB die Partialsumme s, aus den ersten » + 1
Gliedern von (35) sich ihr bei unbegrenzt wachsendem # als Grenze niihert,

so daB lim s, =s; die Zahl s bezeichnet man als Grenzwert der Reihe (35).
n=-+0

Es 1aBt sich nun der folgende Satz erweisen:
Dic notwendige und linreichende Bedingung fiir die Konvergens der

Reihe Sa, Vesteht in der Konvergenz der Reihe aus den reellen Bestand-
0

teilen und der Reihe der Koeffizienten von i in den aufeinanderfolgenden
Gliedern o, a,, a, . . ..
Ist nimlich a, = «, + 8,4, s = ¢ + vi, sind ferner g, 7, die Partial-

summen aus den n - 1 ersten Gliedern der reellen Reihen

1) Da %-}- %‘——{»% divergent ist (8, 1. und 71, 1.), so ist es auch

1,1 1 o ‘ 1,22,
-1——-}—?—{-—5-—[-“-(79, 1.), umsomehr also 1+3+5+ .
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0(0+“1+‘x2+"'7 (36)
130 + l31.+ ﬂe + - "y (36*)
s0 ist S,=0y+a+ - --+a,=06,+ 7,

soll nun s der Grenzwert von s, fiir lim # = -+ oo sein, so muB sich zu
einem positiven beliebig kleinen ¢ eine natiirliche Zahl m derart bestim-
men lassen, daB |5, —s|=|(6,—6)+(z,—1)i | <e 37
1st fiir jedes » = m, wobei der absolute Wert einer komplexen GrioBe im
Sinne von 6, d. i als Modul derselben zu verstehen ist; denn eine ver-
éinderliche komplexe Zahl kann nicht anders der Grenze Null sich nihern,
als daB dies der reelle Teil und der Koeffizient der imaginiren Einheit,
jeder fiir sich, tut; dann aber ndhert sich auch der Modul der Grenze
Null, da er die positive Quadratwurzel aus der Quadratsumme der beiden
genannten Zahlen ist. Statt also zu verlangen, die komplexe Zahl s, — s
selbst konvergiere gegen die Grenze Null, kann man diese Forderung in
bezug auf ihren absoluten Wert oder Modul stellen; dies ist aber der
wegentliche Inhalt der Relation (37).

Da nun | (9, —0) + (v, —9)i | = | V(6, — 0)* + (v, — 7)*|
und \ 6,— 0 l g ‘ V(Gn_ﬁ)g_‘_(‘cn_t)? l
\ Ty — T ‘ é ‘ V(G”—6>2+(’Bn—‘5)2 l
so finden mit (37) gleichzeitig die Beziehungen
lo,—6| <& |r,—7|<e (38)
statt fiir jedes # = m; hiermit aber ist gesagt, daB die Reihen (36) und
(36%) konvergent sind und die Grenzwerte 6, bzw. v besitzen (70).

Es reichen aber auch umgekehrt die Beziehungen (38) zur Konver-
genz von (35) hin; denn aus ihnen folgt:

Vi, — o) + (rn,— 0 | <2,
di I(Gn_ﬁ)—l—(tn—f)il=lsn—_'s‘<8“/§
fiir jedes n = m.
Aus der fiir eine konvergente Reihe hiermit gewonnenen Beziehung

?av=02ay+i,02ﬁv

folgt unmittelbar, daB die linksstehende Reihe nur dann einen von der

Anordnung ihrer Glieder unabhiingigen Grenzwert besitzt, wenn die Reihen
Czuber, Vorlesungen, I. 4. Aufl. 12
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¢, %’ﬁ,,

0

absolut konvergieren, d. h. wenn auch die Reihen

%' ' UC,” ! H %' ! ﬁv {
konvergent sind. Wenn aber dies stattfindet, so konvergiert (71, 2.) auch
die Reihe e, | +18.D, und weil
0

la, | = Ve + 82 1 <le|+18,,

so konvergiert (73, 1.) auch die Reihe aus den absoluten Werten oder

Moduln der einzelnen Glieder von S'a,, d. i. die Reihe
0

o«

2]“«/!'

0

Da man, von dieser letzten Annahme ausgehend, auf Grund der Un-
gleichungen Lo, | <1 Ve ¥ B2l =14,
16,1 L1 Ve, +82 1 =1a,]

wieder zur Konvergenz der Rethen 3 | o, | und | 8, | gefithrt wird,
0 0
so gilt der Satz:
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Reihe

o0

>'a, bei jeder Anordnung ihrer Glieder konvergiere und einen von der An-
0

ordnung unabhiingigen Grenswert besitze, besteht in der Konvergenz der

Reihe > | @, | aus den absoluten Werten oder Moduln der Glieder, oder,
1}

wie man dies ausdriickt, in der absoluten Konvergenz der Reihe.

Im Wesen kommt also, wie dies schon eingangs angedeutet worden,
die Untersuchung von Reihen mit komplexen Gliedern auf die Unter-
suchung einer oder zweier Reihen mit reellen Gliedern zurtick.
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§ 2. Reihen mit variablen Gliedern.

81. GleichmiBige Konvergenz einer Reihe mit variablen
Gliedern. Die bisher betrachteten unendlichen Rechenprozesse mit %on-
stanten Elementen (Gliedern, Faktoren) definieren, sofern sie konvergent
sind, einzelne Zahlen, rationale oder irrationale; insbesondere in dem
letzteren Falle stellen sie eine bedeutsame Fortbildung der Arithmetik
dar, insofern sie gestatten, Rechnungsergebnisse, die nur durch einen un-
endlichen Algorithmus darstellbar sind, mit jeder erwiinschten Genaunig-
keit durch rationale Zahlen zu ersetzen, in welcher Form allein solche
Ergebnisse praktische Verwendung finden kénnen.

Mit dem Ubergang zu solchen Rechenprozessen, deren Elemente von
einer Variablen abhingen, tritt eine wesentliche Anderung der Auffassung
ein. Eine unendliche Reihe, deren Glieder eine Variable = enthalten, stellt
eine Mannigfaltigkeit von so vielen Reihen der bisher behandelten Art
dar, als dem x Werte erteilt werden konnen, und so weit diese Reihen
konvergent sind, fiilhren sie auf eine Mannigfaltigkeit von Zahlen, die
jenen Werten von z zugeordnet sind; wie um eine Fortbildung der Arith-
metik vorhin, handelt es sich jetzt um eine Fortbildung der Funktionen-
theorie tiber jenes Gebiet hinaus, das durch eine endliche Anzahl arith-
metischer Prozesse mit der Variablen beherrscht wird, also in das Gebiet
der transzendenten Funktionen.

Fiir einen Bereich der stetigen Variablen x sei eine unbegrenzt fort-
setzbare Folge von eindeutigen reellen Funktionen

Up=ro (), w=f(2), wy="r),- - (1)
definiert; die aus diesen Funktionen gebildete unendliche Reihe
Uy + oy + oty + - @

sei nicht blof fiir einen einzelnen Wert von #, sondern fiir alle Werte
eines Kontinuums (e, 8), das jenem Bereiche angehtrt, konvergent; dann
konstituieren die zu diesen Werten des x gehorigen Grenzwerte der
Reihe (2) eine Funktion von 2, von der man sagt, sie sei durch die un-
endliche Reihe (2) definiert. Bezeichnet man diese Funktion mit f(z),
so gilt fiir alle Werte « aus dem Intervall (¢, §) der Ansata:

@) = S, = 31, ®

Hiermit ist dem Begriffe nach folgendes ausgesagt: Ist x ein Wert
12*
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aus (@, §), so laBt sich zu einem beliebig klein festgesetzten positiven &
einenatiirliche Zahl m bestimmen derart, daB
[ Uyt +Iu’n+2+"'uln+p I <e (4)
fir alle # = m und jeden Wert von p aus der natiirlichen Zahlenreihe,
daf also auch insbesondere der zu der Partialsumme
Sn(x)=u0+u'l +”‘+u'rz <5>
gehorige Rest (@) =t g Uy pg + - (6)
fir » > m seinem Betrage nach kleiner ist als &. Die Partialsumme s, (2)
stellt dann fiir den betrachteten Wert z die Funktion f(z) mit einem

Fehler dar, dessen absoluter Wert unter & liegt. Man kann den Inhalt
der Gleichung (3) auch in der Form

f(%) = lim s, (2) (M)
n=-+o
darstellen; gleichzeitig findet die Beziehung
lim s, () =0 statt. (8)
n=-+4o00
Die natiirliche Zahl m, welche zu einem gegebenen z gehort derart,
daB ‘ T“(ﬂ')) l < &

fiir jedes n = m, wird — das liegt in der Natur der Sache — fiir ver-
schiedene Werte von # auch verschiedene Werte aufweisen; das heiBt
mit anderen Worten so viel, daB man, um einen festgesetzten Grad der
Annéherung an den Grenzwert f(z) zu erreichen, in der Folge der Par-
tialsummen bei verschiedenen Werten von # verschieden weit vor-
schreiten muB.

Gibt es aber unter den m, welche zu verschiedenen Werten des z
aus dem Intervalle (o, ) gehoren, ein groBtes, I, so wird dieses fiir alle
Werte von z die Bedingung exrfiillen, daB

I ra(2) | <e
fiir jedes # S M. In diesem Falle bezeichnet man die unendliche Reihe
(2) als gleichmiiPig konvergent in dem Intervalle (e, B).

Wenn hingegen kein grofites m bezeichnet werden kann, wenn also
zu einer beliebig groBen natiirlichen Zahl % ein z aus («, #) angegeben
werden kann, fiir welches das zur Relation | r,(z) | <& gehorige m
groBer ist als %, dann heiBt die Reihe in dem Intervalle (e, ) ungleich-
mafig konvergent.
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Hiernach hat man folgende Definition: Die Rethe (2) heifit in dem
Intervalle (a, B) gleichmifig konvergent, wenn zu einem beliebig kleinen
positiven ¢ eine natliirliche Zahl m sich so bestimmen lifit, daf fiir jeden
Wert von x aus dem genannten Intervalle

[, (@) | <¢ sobald n > m ist.

Die Reihe (2) kann fiir einen Wert 2 aus («, §) entweder absolut
oder bedingt konvergent sein; ersteres findet statt, wenn alle ihre Glieder
gleich bezeichnet sind, oder, falls sie ungleich bezeichnet sind, wenn anch

[wg | 4+ oo |+ g | +---
konvergent ist; nur in diesem Falle hat f(z) die Eigenschaften einer
Summe von (2). Bei bedingter Konvergenz ist der Wert von f(z) mit
der Anordnung der Glieder untrennbar verbunden. .

Ist die Reihe (2) fiir jeden Wert von z aus (&, 8) absolut konver-
gent, so nennt man sie absolut konvergent in dem Intervalle (e, f).

Was die Stetigheit des Grenzwertes f(z) in dem Intervalle (¢, g) an-
langt, so mdge vorerst nur folgendes bemerkt werden. Nach einer am
Schlusse von 18 gemachten ‘Bemerkung ist eine endliche Summe von
stetigen Funktionen selbst wieder eine stetige Funktion. Wie die Bei-
spiele der nichsten Nummer zeigen werden, gilt dies fiir den Grenzwert
einer unendlichen Reihe aus stetigen Funktionen nicht immer; zugleich
wird die Wahrnehmung gemacht werden, daB das Unstetigwerden des
Grenzwertes und ungleichmiflige Konvergenz der Reihe nebeneinander
hergehende Erscheinungen sind.

82. Beispiele. 1. Die Reihe

sinz sm2m , sindz
- T T g

ist fiir alle Werte von # absolut und gleichm#fig konvergent. Denn es
ist die Reihe LA

konvergent (73, 1.), infolgedessen auch die Reihe
]smx] + |sm2m] + lsm?zw] e,

weil ihre Glieder im allgememen klemer, in keinem Falle grofer sind als
die korrespondierenden Glieder der vorangehenden (73, 1.). Dadurch ist
die absolute Konvergenz erwiesen.

Aus der Konvergenz der Vergleichsreihe folgt, daB sich eine natiir-
liche Zahl m bestimmen 148t derart, daB
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1 1
et tare Tare T <F
fiir jedes # = m; da nun fiir jedes 2

lsin(n+1x  sin(n+4 Dz . j oy
{ (”—'—1)2 + (n+2)2 + <(n+1)’+(n+2)2+ 7
so ist auch fiir jedes z
lsin(m 41z | sin(r- 2z
ety T ey T

sobald » = m; damit ist die gleichmiBige Konvergenz dargetan.
2. Aus den Funktionen
v =1, v =2, vy = &%,
bilde man nach Vorchrift von 69, 2. die Reihe:
(vg = vy) + (v, — v3) + (1 —v5) + - -+,
d. i A—o)+Q—-2)z+A—2)2*+---,

welche nach den dortigen Ausfithrungen konvergent ist, wenn lim v, eine
N =4 00

bestimmte Zahl v entspricht, und zwar ist dann v, — v ihr Grenzwert.
Nun aber hat v, = 2" nur dann einen bestimmten Grenzwert, wem
& | <1 oder wenn 2 =1, und zwar ist im ersten Falle dieser Grens
wert v =0, im zweiten Falle v = 1; sonach hat die vorliegende Reihe
fiir alle Werte x aus dem Intervalle (—— 1, + 1), mit AusschluB der un-
teren Grenze — 1, einen bestimmten Grenzwert, nimlich fiir alle Werte
awischen — 1 und 4 1 den Grenzwert 1, fiir £ = + 1 selbst den Grenz-
wert O; die Reihe definiert also eine im allgemeinen stetige (weil kon-
stante) Funktion, welche jedoch an der Stelle z = + 1 unstetig wird.
Um die Art der Konvergenz niher zu priifen, bilden wir den Rest
Po(@) = Wy p1 = Vpya) + Wags — Vuys) + -5
dieser hat fiir | x| < 1 den Grenzwert v, , = 2"+, so daB
ra(2) = 2"
verlangt man nun zu einem gegebenen 1 > & > 0 die zugehdrige Zahlm,
so ist die Relation |2+l <e
nach » zu 16sen und dies gibt, wenn man beachtet, da im natiirlichen
Logarithmensystem (wie in jedem System, dessen Basis grofer ist als 1)
za dem kleineren von zwei echten Briichen der dem Betrage nach graBere

Logarithmus gehort, n > ! Tz ] L
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so daB m die nichste iiber dem Wert der rechten Seite liegende ganze
Zahl ist.

Indem sich nun | # | der Grenze 1 nihert, wichst die Zahl m iiber
jeden Betrag hinaus; in der Nahe der Stellen — 1 und + 1 hort die Reihe
auf gleichmiBig konvergent zu sein, sie ist es aber in jedem Intervalle,
dessen Grenzen dem absoluten Werte nach kleiner sind als 1.

3. Aus der unbegrenzten Félge von Funktionen

1 1
zf17 T ez
entsteht nach der in 2. befolgten Vorschrift die Reihe

1
%=7, W= Uy

x x X
Gt T @roEetD T @F0Es D T
fiir # > O sind alle v endlich und stetig, ebenso alle Glieder der Reihe,
und weil unter dieser Voraussetzung

lim v, = lim =0

n=+40
ist, so hat die Reihe den von z unabhiéngigen Grenzwert v, = 1. Fiir
2 =0 ist lim v, = 1, der Grenzwert der Reihe also 0. Die Reihe defi-

n=-+o00
niert demnach in dem Intervalle (0, 4-00) eine im allgemeinen stetige
(weil konstante) Funktion, die jedoch an der Stelle # = 0 unstetig wird.")
Um die Art der Konvergenz kennen zu lernen, bilde man den Rest

”'"(SU) = (vn+1 - vn+2) + (Un-{-? - vn+3) + - "

dieser hat fir z > O den Grenzwert v,  , =

1
ne+41

m; aus der Relation
1
wFDaFI ¢
folgt # > 1—¢ ;; 1. Diezus gehorige Zahl m wiichst also, indem « sich

der Grenze O nihert, liber jeden Betrag hinaus; in der Niahe dieser Stelle
hort die Reihe auf gleichmiBig zu konvergieren, ist es aber in jedem
Intervalle (6, + o), dessen untere Grenze § > 0 ist.

1) In dem Intervalle (— 00, 0) miiiten die Werte
1 1 1 1

T=—7 — g —3 -
die gegen Null hin immer dichter zusammenriicken, ausgeschlossen werden, weil
fiir jeden solchen Wert eine der Funktionen v und daher zwei Glieder der Reihe
nicht definiert sind.
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83. Stetigkeit des Grenzwertes einer gleichméBig konver-
genten Reihe. Aus der Stetigkeit der Glieder einer konvergenten Reihe
von Funktionen der Variablen x kann also auf die Stetigkeit der durch
die Reihe definierten Funktion im allgemelnen nicht geschlossen werden;
wenn jedoch die Konvergenz als eine gleichmiifiige erwiesen ist, dann
tritt der folgende Satz in Kraft:

Wenn eine unendliche Reihe, deren Glieder stetige Funlkiionen von x
sind, in dem Intervalle («, ) gleichmdpfiy konvergent ist, so ist thr Grenz-
wert eine in diesem Intervalle stetige Funktion von .

Zwischen dem Grenzwerte f(x), der Partialsumme s,(2) und dem
zugeordneten Reste 7, () besteht die Beziehung:

@) = 5, (@) + r,(2);
der Behauptung des Satzes zufolge muB sich zu einem beliebig festge-
setzten positiven ¢ ein positives 0 so bestimmen lassen, daB (17, 2.)

| @) - f(@) [ <e
fiir jedes Wertepaar x, 2" aus (e, f), fiir welches | v — 2’ | < 0.
In der Tat, vermdge der gleichmiiBigen Konvergenz kann # so grob
gewihlt werden, da fiir jedes x aus (&, f)

7, () | <%, also auch | r (2) | <—§,’—,

da ferner s,(%) als endliche Summe stetiger Funktionen selbst stetig ist,
so 1iBt sich das positive & so festsetzen, daB auch

| 8,(8) — s, () | <5
wenn nur | # — 2’ | < d. Hieraus folgt, was zu beweisen war, n#imlich:
1@ =) | = | 8, =5, +7,) =1 @) | <5+ 5+ =

84. Potenzreihen. Unter den Reihen mit variablen Gliedern sind
am wichtigsten die Potensreihen. Man versteht unter einer Potenzreihe
eine Reihe, deren jedes Glied das Produkt aus einer Konstanten — dem

Koeffizienten — und aus einer ganzen positiven Potenz der Variablen x
ist; ihre allgemeine Form lautet demmnach:
B(@) =ty + o + a2’ - ©

unter a, a;, a,, - -- sollen, wenn nichts anderes bemerkt wird, reelle
Zahlen verstanden werden.
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Aus den allgemeinen Sitzen iiber die Konvergenz unendlicher Reihen

kann zundchst der folgende Satz abgeleitet werden.
aﬂ

.
Konvergiert der Quotient |
{ an-}- 1

eine bestimmie Grenze A (welche auch O oder + oo sein kann), so ist die
Reihe (9) absolut konvergent fiir alle Werte von z, fiir welche | z | < i;
iiber thr Verhalten bei x = — A und x = A selbst lGft sich unmittelbar keine
bestimmite Aussage machen.

Man nennt (— 1, 1) das Konvergenzintervall, 2 wohl auch den Kon-
vergenzradius?).

Bezeichnet man nimlich die aus den absoluten Werten der Glieder
von (9) gebildete Reihe

lag | +lax |+ |aa®]+- -

allgemein mit wuy + w, + uy + - - -, so0 ist

i mit bestiindig wachsendem m gegen

(Yat1]| | %y
|
|

IR e L
Hat nun | 2= * fiir lim % = 4 oo den Grenzwert 1, so besitzt:
n+1
a’;“x den Grenzwert L}_ und es ist
lim "2+t 101

n

somit ist die Reihe (9) absolut konvergent, wenn | z | < 4 (78, 2.; 74);
fir | # | = A4 ist aber kein allgemeines Urteil moglich, weil dann

. u .
lim 2% — 1 ist.
u'n

1) Diese Bezeichnung weist auf eine allgemeinere Auffassung der Potenz-
reihen hin, bei der x nicht wie hier als reelle, sondern als komplexe Variable,
©==E -} in (worin £, n reelle Variable bedeuten) und die Koeffizienten auch als
komplexe Zahlen vorausgesetzt werden. Bei geometrischer Darstellung von z in
der Zahlenebene (B) ist dann der Bereich derjenigen Werte von z, fiir welche
P(x) konvergiert, durch einen Kreis vom Radius 4, beschrieben uin den Ursprung
§=0, 7=0, begrenzt, den man den Konvergenzkreis von P(x) nennt. Besiiglich
der Theorie der Potenzreihen in dieser umfassenderen Auffassung ist zu verweisen
auf den Artikel , Algebraische Analysis** von A.Pringgheim—G. Faber in
Bd.I13 der Enzykl. der mathem. Wissensch., Leipzig 1909, p. 1—46, woselbst auch
susfiihrliche Literaturangaben.
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n+1

Hat ‘ ; den Grenzwert + oo, so beSItzt den Grenzwert 0,

| %n 41| | Oy

die Reihe (9) daher absolut konvergent fiir jeden endlichen Wert von z;
man nennt sie dann bestandig konvergent.

ntl [ den Grenz-

Konvergiert | 1 gegen die Girenze Null, so hat i

wert 4 oo und denselben Grenzwert besitzt ';b“ fiir jedes | z| > 0; die

Reihe ist fiir keinen Wert von 2 konvergent auer fir z =0 (im un-
eigentlichen Sinne), weil sie sich dann auf ihr Anfangsglied a, reduziert;
man nennt sie in diesem Falle bestindig divergent.

Man hat daher niemals konvergente, bestindig konvergente und in
einem endlichen Intervalle konvergente Potenzreihen zu unterscheiden.
Ein Beispiel der ersten Art bietet die Reihe

1+1-oﬂ+1-2x’+1-2-3:c3+---,

weil lim

an;—l = hm” i = 0; ein Beispiel der zweiten Art die Reihe
w3

1+ +i_§ 123"‘

. . [12
weil lim = 7

x z? x?
1 e Ty Ty
R n-41 .
weil lim | — o~ — 1, so da8 (— 1, + 1) das Konvergenzinter-
n+1

vall ist; an den Grenzen dieses Intervalls zeigt die Reihe ein verschiedenes
Verhalten: sie ist fir = + 1 bedingt konvergent (77, 1.), fiir z = —1
divergent (73, 1.).

85. Erster Abelscher Satz tiber Potenzreihen. In die Natur
der Konvergenz der Potenzreihen fithren die von Abel hieriiber ange
stellten Untersuchungen ein, deren Ergebnis in zwei Sitzen zusammer
gefaBt werden kann. Der erste dieser Sitze lautet:

Wenn die absoluten Werte der Glieder einer Potenereihe a, " fir
0

emen Wert x = X der Variablen insgesamt unter einer Grensge » bleiben,
S0 st die Reihe absolut konvergent fiir jeden Wert von z, fiir welcher
le] <] X|.
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Nach Voraussetzung ist fiir jede natiirliche Zahd »

l a”X"l < x,
. | . n| f in
folghch ;anx"'i = [I a”X" (%) <% g%‘ R
d. h. die Glieder der Reihe
| + || + a2+ (10)

sind kleiner als die korrespondierenden Glieder der geometrischen Reihe

b g g+

diese ist konvergent, wenn %X 1 <1, also wenn |z | <| X|; dann ist auch
die Reihe (10) konvergent (73, 1.) und somit die Reihe (9) absolut kon-
vergent (75).

Aus dieser Vergleichung kann iiberdies bei bekanntem x eine obere
Grenze fiir den Fehler abgeleitet werden, welcher begangen wird, wenn
man sich bei der Reihe (9) auf die Summe der ersten » + 1 Glieder be-

schrinkt; es ist namlich

10(®) | =Gy @+ @y o2 1 D 0, B |y g2
x. |nt+l
Ea;\’l-]-l ‘ﬁ "._uv__X—
*x! ®x = 1_‘_x_k ’
X

der absolute Betrag dieses Fehlers also kleiner als die zuletzt angeschrie-
bene GroBe.

Aus diesem Satze konnen die nachstehenden Folgerungen gezogen
werden.

1. Ist die Reihe (9) fiir = X konvergent, so ist sie auch fiir jeden
Wert von z, dessen absoluter Betrag kleiner ist als | X |, konvergent.

Denn da sie fiir 2 = X konvergiert, so sind fiir diesen Wert alle
ihre Glieder endlich, liegen also insgesamt unter einer Grenze x.

2. Ist die Reihe (9) fiir # = X divergent, so ist sie es auch fiir je-
den Wert von z, der dem Betrage nach groBer ist als | X|.

Wiire sie nimlich fiir einen solchen Wert — gegen die Behauptung
— konvergent, so miiBte sie fiir den Wert X zufolge 1. auch konvergent
sein — gegen die Voraussetzung.

3. Gilt beztiglich X die in dem obigen Satze getroffene Vorausset-
aung, so ist die Reihe (9) in jedem Intervall (¢, B), dessen Grenzen dem



188 1V. Abschnitt. § 2. Reihen mit variablen Gliedern

Betrage nach kleiner sind als | X|, gleichmdfig konvergent und definiert
daher in einem solchen Intervalle eine stetige Funktion f(x)') von z (83).
Man kann némlich unter diesen Voraussetzungen einen Wert 2" an-
nehmen, der auBerhalb des Intervalls (&, ) liegt und dem Betrage nach
doch kleiner ist als | X |; dem Satze zufolge ist die Reihe fiir diesen Wert
absolut konvergent, daher kann die natiirliche Zahl m so bestimmt wer-
den, daB | 2" 4 @, 2™ £ <
fiir jedes #» = m, wobei & eine beliebig klein festgesetzte positive Zahl
bedeutet. Ist nun z ein Wert aus dem Intervall (@, f) [mit Einschlu
der Grenzen], so ist wegen |z | < |2’| um so mehr
%+ 1 | %+ 2 e .
und da endlich [Gra P A a2 <

(@) | =ty 12" a2t K a2 a0
so ist auch, und zwar fiir jeden Wert aus (¢, ) [mit EinschluB der Grenzen]
| 7(@) | < e

dadurch ist aber die gleichmiBige Konvergenz erwiesen (81).

Aus der Stetigkeit der durch die Reihe definierten Funktion ergibt
sich der folgende SchluB: Ist z, ein Wert von x, dessen Betrag kleiner
ist als | X |, und konvergiert # gegen die Grenze ,, so konvergiert ()
gegen die Grenze f(x,), d. h. es ist

1) =Tl_iI:1 () = ap+ a2+ aymy* + - - -

Insbesondere folgt daraus f(0) = a,,
so daB eine durch eine Potenzreihe definierte Funktion fiir x — O nw
dann verschwindet, wenn die Reihe kein von # freies Glied enthilt. Wem
allgemein f@)=a2"+a, 2" 4. ..
und wenn die Reihe konvergiert fiir alle Werte von z, die absolut genommer
kleiner sind als | X|, so konvergiert fiir dieselben Werte auch die Reihe

Gt &+ a, 2= ()
und es ist F@) = 2"¢(2),
und da @ () fiir x = O nicht verschwindet, so hat die Gleichung

1) Zum Unterschiede von dem rein formalen Zeichen B(x) fir die Potenr
reihe ohne Riicksicht auf deren Konvergenz oder Divergenz. Man kann aber auch
tbereinkommen, unter PB(z) die durch die Reihe, soweit sie konvergent ist, def-
nierte Funktion zu verstehen.
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) fx)=0
2z = 0 zur n-fachen Wurzel.

86, Zweiter Abelscher Satz iiher Potenzreihen. Durch die
letzte Folgerung ist die gleichmiBige Konvergenz einer Potenzreihe und
die Stetigkeit der durch sie definierten Funktion fiir jedes Intervall er-
wiesen, das innerhald des Konvergenzintervalls liegt. An den Grenzen
dieses Intervalls selbst kann die Reihe verschiedenes Verhalten zeigen;
sie kann unbedingt oder bedingt konvergent, sie kann aber auch diver-
gent sein (s. letztes Beispiel in 84). Fiir die Einbeziehung der Grenzen
des Konvergenzintervalles ist nun der folgende Abelsche Satz von Wich-
tigkeit:

Ist die Potensreihe > a,x" fiir x = B konvergent, so ist sie in jedem
0

Intervalle (e, B), dessen untere Grenze dem absoluten Werte nach Kleiner
ist als ||, mit Einschluf} der Grenzen gleichmifig konvergent und stellt
somst eine in dem Intervall (o, B) stetige Funktion von x dar.

Es gentigt, den Beweis bloB fiir das Intervall (0, ) bzw. (8, 0) zu
fihren, je nachdem > 0 oder < 0; denn fiir («, 0), bzw. (0, «), wo
Ja| <181, besteht die gleichmifige Konvergenz schon auf Grund von
85, 3., 1.

Setzt man r.(B) =, " a, B (11)
so 1aBt sich der Voraussetzung und dem Begriff der Konvergenz gemif
(70) zu einem beliebig klein festgesetzten positiven ¢ eine natiirliche Zahl
m so feststellen, daB alle Partialsummen von (11), — sie migen mit

Uy Op; O3 -
bezeichnet werden —, dem Betrage nach kleiner sind als ¢, sobald nur
n>m. Nun ist @, "'+ aq, ,f 4 a,, B"F°
=6;+ (6,—06,) + -~ (Gp““ Gp—1)§

multipliziert man die aufeinanderfolgenden Glieder dieser p Glieder um-
fassenden Summe mit den positiven, dem Betrage nach abnehmenden
Zahlen 0, 0, ..., 0, (12)
80 entsteht die Gleichung:

aﬂ+1ﬁn+101 + an+i‘ﬂn+202 +e aﬂ+pﬂn+ﬁop
= 6,0, + (6, 6,)03 + - - - + (6,— 6,_,)0,
= 06,(0; — 0;) + 6,(0, — O5) + -+ 6,_1(6,_1—0,) + 6,0,
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aus der zweiten Form der:rechten Seite, in welcher der Voraussetzung
gemiB 0, — 6,, 0,— 0;,...,0,_, — 0,, 0, positive Zahlen sind, geht fol-
gendes hervor: Da alle ¢, 6,, . . ., 6, dem absoluten Betrage nach klei-
ner sind als ¢, so wird diese rechte Seite dem Betrage nach vergréBert,

wenn man statt der g, 6, . . ., 6, durchwegs & setut; daher ist
[ Q1 B0+ 0, o H20+ -+ @, BP0, < 80

sind nun {iberdies die Betriige der Zahlen 6 unter der Einheit gelegen,
so daB auch das groBte §, < 1, so gilt umsomehr

5 aﬂ+1ﬁn+101 + an+2ﬂn+202 +oo+ an+pﬁ"+p0p i <& (13)
Eine Zahlenreihe von den Eigenschaften der Reihe (12) ist

G

wenn nur |z |</B| und z, B gleich bezeichnet sind; fithrt man sie in
(13) ein, so entsteht

el . i
| CLn+1 z" 1+ a’n+2 'Zn+2+ e + an+p‘7’n+p| < €.

Diese Ungleichung, giiltig fiir jedes p aus der Reihe 1, 2, 3 . . . und fir
jedes z, das mit f8 gleichbezeichnet dem absoluten Betrage nach kleiner
ist als |31, nach der Voraussetzung aber. auch giiltig fiir z = § selbst,
beweist in der Tat die gleichmifige Konvergenz -der Reihe (9) in dem
Intervall (0, g) bzw. (8, 0) mit Binschluf der Grenzen, und mit Beriick-
sichtigung der an die Spitze des Beweises gestellten Bemerkung findet
nun die gleichmiiBige Konvergenz in dem ganzen Intervall (e, B) statt,
wenn nur |« | < |g].
Aus diesem Satze ergibt sich folgende wichtige Folgerung:

Ist f(z) der Grenzwert der Reihe 'a, " auf ihrem Konvergenzgebitie
0

{ay, ) mit Einschluf3 der Grenzen, und nihert sich z der Grenze f durdh
Werte, welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind als B, so ndihert sich
f(x) vermige seiner Stetigkeit der Grenze f(B), so daf

f(B)=ay+ o+ ayf®+ -
Dieser SchluB diirfte nicht gemacht werden, wenn die Reihe (9) fir
# = f nicht konvergent wire, selbst wenn die die Reihe darstellende

Funktion f(x) an der Stelle x = f stetig sein sollte.
Zwei Beispiele mdgen dies erliutern. Die Reihe
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—_ 1
0

=8
0|8
w| 8

ist konvergent in dem Intervalle (— 1, + 1) und auch an der oberen
Grenze desselben (84); daher ist, wenn f(x) den Grenzwert dieser Reihe
bezeichnet, soweit sie konvergiert, auch

1 1 1
fy-Lotpl_.
Die Reihe 1+ao4+224--

hat, solange sie konvergiert, d. 1. fiir | 2| <1, den Grenzwert f(z) = »1—1—5 ;
derselbe ist auch fiir x = — 1 stetig und doch darf nicht

1

g=1—-1+1—-..
gesetzt werden, weil die definierende Reihe an der Grenze x = — 1 nicht

mehr konvergiert.

Die Reihe des ersten Beispiels ist zugleich ein Beleg dafiir, daB man
bei einer Potenzreihe, welche gerade und ungerade Potenzen von z ent-
hilt, aus der Konvergenz fiir # = § nicht auch auf die Kongyergenz fiir
# = — B schlieBen darf; bei einer Reihe, welche nur gerade oder nur un-
gerade Potenzen enthilt, ist dieser Schluf immer zutreffend.

87. Abgeleitete Reihen. Fiir jeden Wert von z,.fiir welchen dic
Potenzreihe (9): B(x) =a, + a,& + aza® + - - -
konvergent ist, ist auch die aus den Differentialquotienten der einselner
Glieder gebildete Reihe

P@)=1a, + 2a,z + 3a,a* + - - - (14)
Lonvergent. [

Existiert néimlich fiir die Reihe (9) der Grenzwert lim a—“ﬂ—l und
a=+ew| "n+1

heit er 4, so ist diese Reihe konvergent fiir alle Werte innerhalb des
Intervalles (— 4, + 1) (84). Bezeichnet man aber die Koeffizienten der

. . . 4, | n L oa,
Reihe (14) mit 4,, 4,, 4;, . . ., so ist !An-nl‘ = ri E“’n+1l’es hat

demnach Z{iihf denselben Grenzwert wie !E&;" und die Reihe (14) ist
n+1 1941
demselben Satze zufolge absolut konvergent fiir die nimlichen Werte
von z wie (9).
Hiernach ist also beispielsweise mit der Reihe
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l1+z422+2%4---
gleichzeitig die Reihe 1 4 22 4 3224 ...
absolut konvergent, solange |z| < 1.

Unabhiingig von der Existenz des Grenzwertes fiir %a—a—"-—i kann die
n 41

obige Behauptung auch so erwiesen werden. Angenommen, fiir den Wert
2 =X seien die Glieder von (9) dem absoluten Betrage nach unter der
positiven Zahl % gelegen, also |a, X" | <k

fiir jedes n; dann ist dem ersten Abelschen Satze gemiB (9) absolut
konvergent fiir jedes x, wofiir [z| <|X!|. Nun aber gilt beziiglich des
allgemeinen Gliedes von (14) der Ansatz:

! | n e AR n | x|n-1 k x |n-1

! n—1 | [ | = P | * n IR et ]

| 1@, % !f jX“ﬂ‘X (X> =] {JX a, X <ixi"x
infolgedessen, wenn man ‘% =gq setzt,

10| + |2050] +43a,9°| + - < 57 (L+2¢ + 3¢+ );

macht man von der vorhin gemachten Feststellung Gebrauch, wonach die
rechts stehende Reihe konvergent ist bei ¢ <1, so folgt daraus, daB auch
die Reihe la, | 4+ | 2a,2| + | Baga?| + - -

konvergent und infolgedessen die Reihe (14) absolut konvergent ist fir
alle z, welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind als | X |.

Auf Grund von 85, 3. ist die Konvergenz von (14) in jedem Inter-
valle, dessen Grenzen dem Betrage nach kleiner sind als | X |, eine gleich-
miBige und ist der Grenzwert von (14) ebenso wie der von (9) eine st
tige Funktion von .

An den Grenzen des Konvergenzintervalls darf, selbst wenn fiir diese
die Reihe (9) konvergent ist, auf die Konvergenz der Reihe (14) niciit
geschlossen werden. So ist die Reihe

2 3
o AR
auch an den Grenzen — 1, 4 1 ihres Konvergenzintervalls und zwar ab-
solut konvergent, die aus ihr nach Vorschrift von (14) gebildete Reihe

1 x , x*
FULCTL T
st an der unteren Grenze bedingt konvergent, an der oberen aber divergent.

Durch wiederholte Anwendung des an die Spitze dieses Artikels ge-
stellten Satzes ergibt sich die folgende Tatsache:
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Die aus einer Potenzreihe
P@)=ay+ax+ ag® + - -- 9
durch wiederholte gliedweise Differentiation abgeleiteten Potenzreihen:

PB'@)=1la,+ 2a,z + 3az2*+ - .

§B(x) =2 1a, +3- 2a3x +4- 3a4x2+

5}3(“)(1) = n(n — 1) la + (n + l)n +1x (15)
+<n+2><n+1> B, 00t

sind innerhalb desselben Intervalls konvergent, innerhalb dessen diewrspriing-
liche Reihe konvergiert, und definieren eine unbegrenzte Folge in diesem
Intervalle stetiger Funktionen.®)

88. Differentialquotienten einer konvergenten Potenz-
reihe. Taylorsche Reihe. Die Bedeutung der vorstehenden Funktionen
wird sich auf Grund des folgenden, fiir die Analysis wichtigen Sataes
ergeben:

Ist f(x) eine durch eine konvergente Potenzreihe definierte Funktion,
so L3t sich f(x + h), sofern auch x 4 h dem Konvergenzintervall angehirt,
durch eine nach h fortschreitende Potenzreihe darstellen.

Es sei also f(2) =ay+ a0 + a2+ - - - + @, 2"+ - - - (16)
und die Reihe konvergiere fiir alle Werte von xz, welche dem Betrage nach
kleiner sind als | X|; sei # ein solcher Wert und % so bestimmt, daB

[A] <|X| =z, A7)
s0 daB also [#| + |4 | und somit auch |2 + k| dem Konvergenzintervall
angehort; dann gilt auch
fle4+h) =ay+a,(x + k) +ay(x+ 2P +---+a,(x+ )"+ ---. (18)
‘0 dieser Gleichung werde z als ein fester Wert und % als Variable an-
sesehen; dann ist die absolute Konvergenz der Reihe (18) fiir alle Werte
von h, welche der Bedingung (17) geniigen, feststehend; man darf daher
e einzelnen Glieder durch die Gliedergruppen, welche sich nach Aus-
fihrung der Potenzen von x + h ergeben, ersetzen und die Glieder be-
lichig umstellen und zusammenfassen, insbesondere diejenigen mit glei-

1) Die Zeichen %' (x), R”(x), . . . sind nur Symbole fiir die durch gliedweise
Differentiation von %(x) entstandenen Potenzreihen.
Czuber, Vorlesungen, 1. 4. Aufl. 13
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chen Potenzen von kb vereinigen: denn alle diese Operationen sind ver-
moge 72, 3. und 2. an der aus (18) abgeleiteten Reihe

lao] +la|(2] +[2]) +1as| (@] + R+ -
gestattet, folglich auch an (18) selbst. Nach ihrer Ausfithrung verwan-
delt sich die rechte Seite von (18) in eine Potenzreihe nach h:

f@+h)=uy+wh + wh*+ - +u, "+~ - (18%)

und zwar ist
U=y + 0, & + ag2*+ - - -

i () o (2 (3t
=~;~[a1+ 20,2 + 3aza® + - - -]

= (2t (Do (3

= 1%[2.1a2+3-2a3x+4.3a4x2+...]

" n -+ 1 2
Y= (n) G+ ( n )an+1x + (“-71; )aﬂ+2x2+' T
1
= ﬁfv_;&[n(n —D-la,+®+Dn--- 2a,, .2
+m+2)m+1)---3a,, 2+ ]
Es ist also uy=f(x) und u,, %, ..., %, ...sind die durch die
Faktoriellen von 1, 2, ... m, ... bzw. dividierten Grenzwerte der Reihen

(15), welche als gleichzeitig konvergierend mit der Reihe (9) erwiesen
worden sind.

Aus (18*) folgt hiernach zun#chst:
f(w"l‘h,z_‘f("c) =u1+u2h + e +unhn-1+ SRR
wobei die Reihe rechts fiir dieselben Werte von % absolut und gleich-
mifig konvergent ist wie (18), d. i fiir Werte, welche der Bedingung
(17) gentigen. L#Bt man nun  gegen die Grenze Null konvergieren, 50
konvergiert die rechte Seite gegen den Wert w, (85, 3.), die linke aber
hat zum Grenzwert den Differentialquotienten der Funktion f(); mithinist

f(x) =u=1la,+ 2ayx + Ba;a*+ - - -
Dadurch ist aber auch die Bedeutung aller iibrigen Reihen in (15)
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gegeben, da jede folgende aus der vorangehenden ebenso abgeleitet ist,
wie die erste aus der Reihe (9); es ist also:

f"(x) =2. la,—.- 3. 2a3x + 4- 3a4x’+

™ (x) —n(n— 1H).--la,+ (n +Dn---2a,, 2
+r+2)(n+1)---3a,, 2>+ ---

Dieses Ergebnis fassen wir in dem Satze zusammen: Die durch n-ma-
lige gliedweise Differentiation einer komvergenten Potenzreihe emistandene
Potenzreihe hat fiir alle Werte von x innerhalb des gemeinsamen Konver-
genzintervalls beider Reihen zum Grenzwerte den n-ten Differentialquotienten
des Girenzwertes der urspriinglichen Reihe. Man spricht es kurz dahin aus,
eine konvergente Potenzreihe werde differentiiert, indem man sie glied-
weise differentiiert, also wie eine endliche Summe von Funktionen be-
handelt.

Hiernach ist nun ) y

ty= F(@), =" £S 12

U= ", U=, U=

und die endgiiltige Form von (18*) lautet:

giiltig, so lange ]:cf<[X[, fhf<|X|—-]!x|

Die Entwicklung (19) fiihrt den Namen der Taylorschen Reihe fiir
iie Funktion f(z + h); ihre Ableitung erfolgte unter der Voraussetzung,
daB f(2) der Grenzwert einer konvergenten Potenzreihe sei.

Als konvergente Potenzreihe kann auch jede rationale ganze Funk-
don von z angesehen werden; ihr Konvergenzintervall erstreckt sich tiber
a3 ganze Gebiet der reellen Zahlen; ist

(@) = ay+ a2 + a2+ - -+ + a,a",
50 st f(")(x) = n(n — 1) o1
und jeder hohere Differentialquotient gleich Null; fiir eine solche Funk-

tion bricht also die Taylorsche Reihe ebenfalls mit dem (% + 1)-ten Gliede
ab und lautet:

flo+m) =f@ +TOn 4+ Q0 q . 4 IO g (90)
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sie ist in diesem besonderen Falle giiltig fiir jeden endlichen Wert von
z und von A.

89. Identische Gleichheit zweier Potenzreihen. Um die Be-
dingungen festzustellen, unter welchen zwei Potenzreihen eine und dieselbe
Funktion darstellen, weisen wir zunichst den folgenden Satz nach:

Wenn die durch die konvergente Potenzrethe

ay+ a,x + agw? + - - -
definierte Funktion f(x) fir alle Werte von x aus einem beliebig engen
Intervall (— 0, + 0) Nudl ist, so st sie fiir alle Werte von x gleich Null,
weil dann die Koeffizienten der Potenzreihe similich verschwinden miissen.

Weil der Wert 2 = O dem Intervall angehort, so ist
f(0) = a,= 0; daher ist
(@) =ax+ aa®+ - - - =z(a, + ayz + - - ),

und soll dies letzte Produkt an jeder Stelle von (— 9, + 9) gleich Null

sein, so muB a,+ a,x + agzi4- - - -
fiir alle diese Werte von z verschwinden, wofiir wieder
a,=0

-notwendige Bedingung ist; dann aber ist
@) = i@+ a2 4 - = 2o g ),
und damit das Produkt rechter Hand an allen Stellen des Intervalls (-9,
-+ 0) verschwinde, muf dies seitens des Faktors
g+ a5z + a 2%+ - - -
geschehen, und daftir besteht die notwendige Bedingung
a;=0
usw. Ks muf also tatsichlich a,= 0 sein fiir jedes # aus der Reihe
1,2, ...; dann aber ist fiir jeden Wert von z
fl@) = 0.
Der Satz gilt auch fiir eine rationale ganze Funktion, weil eine solc:*
als besonderer Fall einer konvergenten Potenzreihe zu gelten hat.
Die Beweisfithrung hat hier an den Umstand angekniipft, daf dem
Intervall (— 0, + 0) auch die Stelle Null angehort. Man kann aber gam
allgemein beweisen:
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Wenn die Funktion () = ay+ a,x + a,2* + - - - fiir alle Werte von
z aus einem beliebigen die Null wicht enthaltenden Intervalle (., f) ihres
Konvergenzgebietes Null ist, so ist sie identisch Null.

Wihlt man nimlich innerhalb (&, §) einen Wert z, so lassen sich
fiir & Grenzen (— &, + &) feststellen derart'), daB auch z -+ A innerhalb
(@, B) verbleibt; dann ist nach Voraussetzung

@+ k) =uy+ u b+ vh®+ - - -

fiir alle Werte von & aus (— &, + ¢) gleich Null, daher notwendig

=0, u, =0, u;=0,... (21)
fiir alle Werte von z innerhalb (e, 8). Von dem der Null néherliegenden
Werte # = o ausgehend kann man nun ein Intervall konstruieren, das
bis an die ihm niherliegende Grenze des Konvergenzgebietes reicht, dessen
Mitte e ist und in welchem vermdge (21) und (18) f(z) bestindig Null
ist. Von dem der Null zunéchstliegenden Punkte dieses Intervalls aus-
gehend konstruiere man ebenso ein erweitertes Intervall, in welchem wie-
der f(x) bestindig gleich Null ist. Auf diese Weise fortfahrend muB man
notwendig zu einem Intervall kommen, das die Null einschlieBt; dann
aber befindet man sich im Falle des vorigen Satzes und schlieBt, daB

a,=0, a,=0, a,=0,...
Auf Grund dieser beiden Sitze kann nun die Richtigkeit der folgen-
den Behauptung erwiesen werden:
Besiteen zwes konvergente Potenzrethen
ay+ a,x + az?+ - - -
by + byx + byt + - -
fiir jedes x aus einem beliebigen Intervall (e, §) ibereinstimmende Grenz-
werte f(x), g(x), so sind die Koeffizienten gleichhoher Potenzen von x ein-
ander gleich und die Grenzwerte im ganzen Konvergenzintervall iiberein-
stimmend.
Da namlich
f@) —g9(@) = (@p— by) + (@, — b))z + (4, — by)a® + - - -
Null ist fiir alle z aus (e, B), so ist
ay—by=0, a,—b,=0, a,—b,=0,...

1) Man braucht nur & kleiner zn nehmen als den kleineren von den beiden
Abschnitten, in welche (e, §) durch das gewihlte x zerfallt.
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also ay="5y, a,=0b,, ay=2b,, ...

und die Gleichung f(2) —g(x) = 0 oder f(z) = g(x) besteht fiir alle
Werte von z, fiir welche die Reihen konvergieren.

Daraus ergibt sich die Tatsache, daB eine Funktion, wenn sie als
Grenzwert einer Potenzreihe darstellbar ist, es nur auf eine einzige Art
sein kann.

Auf dem eben erwiesenen Satze von der Eindeutigkeit der Potenz-
reihendarstellung, der {ibrigens wie fiir Potenzreihen auch fiir ganze Funk-
tionen gilt, beruht die Methode der unbestimmien Koeffizienten, von der
in der Analysis vielfacher Gebrauch gemacht wird.')

90. Rechnen mit Potenzreihen. Die Anwendung der Regeln in
71, 2. und 75 fiir konvergente Reihen tiberhaupt auf Potenzreihen fiihrt
dazu, daB die Summe und Differenz, das Produkt und unter gewissen
Voraussetzungen auch der Quotient zweier Potenzreihen %, (), B, (z)
wieder in der Gestalt einer Potenzreihe P(x) dargestellt werden konnen
Uber das Konvergenzintervall dieser letzteren mogen die folgenden Be-
merkungen geniigen.?)

Haben P, (x), B,(x) verschiedene Konvergenzradien 4,, 4,, so ist der
kleinere von beiden der Konvergenzradius von

B (@) = Py (@) = B5(@);
ist aber 4, = 4,=1, so kann der Konvergenzradius von 3 (x) beliehig
groBer sein als 4. So ist z. B. bel

Pl@)=1+z+2*+2°4 .- A =1
B@O- ()@@ a

und die Reihen %, () + By(0) = D7 (1 (5)) ="

0
haben den Konvergenzradius 1; hingegen haben die Reihen

o

B@=-Se  Be-S (-1

0

1) Ihr Grundgedanke ist zuerst von R. Descartes in dem 1637 anonym er-
schienenen Werke ausgesprochen worden, von dem der Ursprung der analytischen
Geometrie gewthnlich datiert wird.

2) A. Pringsheim-G. Faber 1. c. (s. FuBnote zu 84).
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den gemsinsamen Konvergenzradius 1, wihrend ihre Summe

B@) = D5
0
den Konvergenzradius oo besitat (84).
Uber den Konvergenzradius der Produkireihe

B(@) = B, (@) B, (z)
liBt sich nur aussagen, daf er mindestens dem kleineren von den Radien

i,, 4, der Faktoren gleichkommt; er kann aber auch dem gréBeren gleich
oder beliebig groBer sein. Es geben beispielsweise

P, () = = z’ By(2) = 02,(“ zy
mit dem gemeinsamen Konvergenzradius 4 = 1 die Produktreile
B@) — o+

mit demselben Radius; hingegen

0 0

B@)= >, B =D (F) mit =142
[} 0
> v41 .
die Produktreihe Pz) = 2 2—2,:»——1— 2* mit dem Radius 4 = 2.

0
Beziiglich der Darstellung des Quotienten ~‘E—2§ durch eine Potenz-
2

reihe ist zu bemerken, daB eine solche nur dann méglich ist, wenn
$,(0) = 0, wenn also in P;(z) ein von z freies Glied vorkommt, und
daB sodann das Konvergenzintervall abhingt von dem numerisch klein-
sten z == 0, fiir welchen P, (x) = 0 wird. Ist

P, (2) = ‘52 a,r’, Py (2) = % b2 (o= 0)
und schreibt man den Quotienten in der Form
§E (.’ﬂ) == 027 67

so ergeben sich zur Bestimmung der ¢, im Sinne von 75 die Gleichungen:
bye, +b¢,_1+ s, o+ +b=a, (v=0,12-..).
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§ 3. Die Formeln und Reihen von Taylor und Maeclaurin.

91. Die Taylorsche Formel. Es ist gezeigt worden (88), daf
eine Funktion f(z), welche als Grenzwert einer konvergenten Potenzreihe
definiert ist, fiir das Argument z + &, sofern « sowohl als z + - dem Koz-
vergenzintervalle angehdren, in eine nach positiven ganzen Potenzen von
h fortschreitende Reihe entwickelt werden kann; die beziigliche Entwick-
lung erhielt dort den Namen Taylorsche Reihe.

Nun sei f(x) eine beliebige Funktion von z, von der wir voraussetzen,
daB sie in einem Intervalle (¢, ) eindeutig und stetig sei und Differen-
tialquotienten bis zur (% — 1)ten Ordnung einschlieBlich zulasse; iibrigens
hat die Existenz eines bestimmten vollstindigen Differentialquotienten
n— L-ter Ordnung die Stetigkeit aller vorausgehenden und auch der Funk-
tion selbst zur Folge. Wir stellen uns die Aufgabe, den Fehler zu be-
stimmen, welcher begangen wird, wenn man fiir f(z + h) die auf die
ersten n Glieder erstreckte Partialsumme der Taylorschen Reihe (88, 19.),

di f@) +EOh 4 E Qg g 00 e
nimmt; dieser Fehler werde mit R, bezeichnet.
Behufs Erledigung dieser Frage filhren wir zuniéichst eine neue Be-
zeichnung ein, indem wir z=a, z+h="0
setzen, woraus h=b—a
folgt; das Intervall (a, b) mubB eingeschlossen sein von jenem (e, §). Es

ist danmn R, = f(b) — f(a) — f:l(_“)(b —a)— f' (a) Y- a)2—

1)
f(n—l)(a) e (
"‘1.2...(7,__1)@_“) %

dies aber 148t sich als Differenz zweier besonderen Werte der folgenden
Funktion darstellen:

96 =@+ 20—+ L5 @ — '+ |
- ”(z) @
TR |

indem nimlich
- f(a) r” <a) A 0
9@ =fa) + -2 b—a) +7-5 G—a)+ - +~T s (b —ap?

p(b) =7 ®);
mithin ist tatsichlich R,= ¢ (b) — ¢(a). (3)
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Auf Grund dieser Bemerkung ist eine Schitzung von B, durchfiihr-
bar, in allgemeinster Form mit Hilfe des verallgemeinerten Miittelwert-
satzes (39). Hat nimlich die Funktion @(#) an jeder Stelle zwischen a
und b einen vollstindigen Differentialquotienten — ihre Stetigkeit in dem
Intervalle (a, b) ist durch die Voraussetzungen gewéhrleistet, wenn man
sie bei f®=1(z) annimmt — und gilt dasselbe von der beliebigen Funk-
tion ¥(2) mit der weiteren MaBgabe, daB ’(2) an keiner Stelle zwischen
a und b Null ist, so gilt der Ansatz:

0 —9@) _ ¢'®)
PO —ve) VE @
mindestens fiir einen Wert £ zwischen @ und b. Nun folgt aus (2):

FEO =+ L) bt Lo O ey
(]
+ ﬁf—é—j_‘__n (b — 2yt
’e (n—1)
@ -t e—n - = B by,
al . ’ f< )(Z) b 7n—1
so ist 9'(e) = =1 (b—2)

und die Existenz dieses Diﬁ'erentlalquotlenten innerhalb (q, b) hingt von
der Existenz auch des n-ten Differentialquotienten von f(z) in dem ge-
nannten Intervalle ab, was wir den bisher gemachten Voraussetzungen
als neue hinzufiigen. Damit ist aber zufolge (4) und (3)

B () — p (@) f‘“’@ e
B="m troe-p@—8Th

Das Willkiirliche in dieser Formel kann durch bestimmte Wahl von ¢ (z)
beseitigt werden; setzt man ¥(2) = (b — 2)7,

worin p eine positive ganze Zahl bedeutet, so ist den Bedingungen ent-

sprochen und P (2) =—p(b—g)rL
Bei dieser Wahl ist also
(m)
R~y O PO — 9

kehrt man zu der urspriinglichen Bezeichnung zuriick, so kann £ als ein
zwischen z und « + h liegender Wert in der Form

E=x+ 6h O<o<1)
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dargestellt werden; weiter ist b —§ =z +h—2z—0h = (1 — 0)h; mithin

) Oh -
R ’: o (L —oy=rin. ()

Dadurch erscheint die Aufgabe in dem Sinne gelost, daB sich fiir 12,
ein Spielraum bestimmen l148t: E, liegt ndmlich notwendig zwischen dem
kleinsten und dem groBten der Werte, welche die rechte Seite von (5)
annimmt, indem 6 das dafiir zuldssige Intervall (0, 1) durchléuft.

Vermoge der Bedeutung, welche dem I, zukommt, ist also

(6)

" ”(x) n-
tisn—pt T+ B

Diese (leichung in Verbindung mit (5) gibt die Zaylorsche Formel in
derjenigen Gestalt, welche ihr in Ansehung des Restgliedes R, Schlo-
mileh und Roche?) erteilt haben. Die #lteren Formen des Restgliedes
nach Lagrange und Cauchy erhdlt man aus (5) durch Spezialisierung

()
von p, erstere fiir p =n: R, = f I (;c + 00 h*, M
(m)
letztere fiir p=1: R, = 1f—2(£ﬂ1—) 1 —0y-thy (8)

die Form (7) ist dadurch bemerkenswert, daB sie sich bis ayf das Argu-

ment bei f® dem Bau der iibrigen Glieder von (6) genau anschlieBt.
Fiir die spéteren, iiberaus zahlreichen Anwendungen der Taylor-

schen Formel sind die folgenden Bemerkungen im Auge zu behalten.

1. Die Formel darf fiir alle Werte von x und » angesetzt werden,
welche so beschaffen sind, da§  sowohl als  + & in dem Intervall (o, B)
liegen, in welchem f(#) endlich ist und vollstindige Differentialquotienten
bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich besitzt. Betrachtet man x als fest,
so sagt man, die Formel gelte fiir die Stelle z; 2 darf dann innerhalb ge-
wisser Grenzen variabel sein.

2. Die Formel darf fiir jedes » angesetzt werden, wenn nur die eben
ausgesprochenen Bedingungen bis zu diesem Ordnungsexponenten erfiillt
sind. Fiir » = 1 reduziert sich die Taylorsche Formel auf

1) Liouville, Journ. de Mathém., Série II, t. IIL.
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flz+h)=f(x)+ L@—-l'_el&)— h, woraus

(@ + h) — (@) = hf'(z + Oh),
und dies ist der Ausdruck fiir den Mittelwertsatz (38, 2.).

3. Bei den meisten Anwendungen ist / eine GroBe von sehr kleinem
Betrage, ein nahe an Null liegender echter Bruch, dessen steigende Po-
tenzen rasch abnehmend der Null sich nihern; zur niherungsweisen Be-
rechnung von f(z + k) aus f(x) und den Differentialduotienten gentigen
dann wenige Glieder von (6). Insbesondere 148t sich erweisen, daB 4 dem
Betrage nach derart eingeschriinkt werden kann, daB das Verhiltnis des
Gliedes, bei welchem die Formel abbricht, zu dem darauffolgenden Rest-
gliede dem absoluten Betrage nach eine beliebig groBe vorgeschriebene
positive Zahl K iiberschreitet. In der Tat, soll

RN
1.2...(n—1)

e 0,
1-2-

> K

sein, so braucht  nur so gewahlt zu werden, daB

Y@ |
@ +0) |

und dies ist sicher erreicht, wenn man

< gg | Fe~9(@) |

Ihl<g

nimmt, wobei G den groBten Wert bezeichnet, welchen | f®(z) | in dem
Intervalle (e, ) erlangt.

92. Die Taylorsche Reihe. Die Funktion f(x) sei nun solcher
Art, daB sie in dem Intervalle («, 8) endlich bleibend vollstindige Diffe-
rentialquotienten aller Ordnungen besitzt Die unendliche Reihe

hat dann vermége der G'rlelchung (6) den Grenzwert
fx+h)—lm R,
n=+4

d. h. sie hat nur dann einen bestimmten Grenzwert und ist somit konven
gent, wenn lim R, eine bestimmte GroBe A bedeutet, und zwar ist ihr

n=+x
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Grenzwert dann f(x + h) — A; er ist insbesondere f(x + k) selbst, wenn
A=0,d h wenn lim B, = 0. 9

n=-40
Dann also ist

f@+ R =f@) + O n e L Opey (10)

die Funktion f(z) sonach ebenso wie der Grenzwert einer nach x fort-
schreitenden Potenzreihe in die Taylorsche Reihe entwickelbar.
Die eindeutige Funktion f(x + h) ist durch die Taylorsche Reihe

Fo+ 1) — 2 f”(x) e

darstellbar, wenn die Funktion [ (m) in dem Intervall (z, x + h) endlich
bleibt, vollstindige bestimmte Differentialquotienten jeder belicbigen Ordnung
daselbst besitet und wenn das Restglied R, in einer der unter (5), (7), (8)
angegebenen Formen geschrieben, fir lim n = oo gegen die Grenze Null
konvergiert.)

Die Untersuchung des Restgliedes gestaltet sich am einfachsten bei
Funktionen, fiir welche f™(2) bei jedem » eine endliche GroBe, wenig-
stens in dem Intervalle (x,  + %), besitzt; denn alsdann hingt es laut
(7) nur von dem Ausdruck K

1-2.-.m
ab, ob E, fir lim » = + oo den Grenzwert Null hat; dieser Ausdruck
konvergiert aber fiir jedes endliche h gegen die Grenze Null, somit auch
R, Schreibt man ndmlich das unendliche Produkt, in welches der Aus-
druck bei dem Grenziibergange sich verwandelt, in der Form

Q—e) I —ea) (A —ea)-- d. i

(1_1—1—h) (1 _2;h)(1 _3—3—h)'__
so ist &, > 0, sobald % > h, und die Reihe

n—h n+1—h nt+2—h
n + n+4+1 + n -4 2 T

divergiert, weil . Lo

n+1 ' nt2

1) Die angefiihrten Bedingungen reichen zur Giiltigkeit des Ansatzes hin.
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die also den ganzen Umfang
der Funktionen kennzeichnen, welche eine solche Entwicklung gestatten, hat
A. Pringsheim festgestellt, Vgl. Math. Annalen, Bd. 44 (1894).
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divergent ist (73,1.) und die Zibler iiberdies bestindig wachsen; in-
folgedessen divergiert auch das unendliche Produkt gegen die Grenze
Null (78, 2.).

Die Gleichung (10) gestattet, die Anderung f(z + k) — f(x) = 4f(),
welche die Funktion bei dem Ubergange von der Stelle z zu der Stelle
z + h erfahrt, in Form einer konvergenten Potenzreihe nach & auszudriicken:

af@) = f@a+ L D g 0 gy

und daher mit jedem gewiinschten Grade der Anniherung zu berechnen;
dieses Ziel wird um so rascher erreicht, je kleiner der Betrag von % ist.

Die Produkte  f'(2)h, ["(x)h% (" (®)h5 -
sind unter dem Namen des ersten, zweiten, dritten, ... Differentials ein-
gefithrt und mit df (), d&*f(z), @f(x), ...
bezeichnet worden (42); fiir A4f(x) ergibt sich dann die Darstellung:

Af(@) = df (@) + E[D 4 Lr@ o (11

welche den Zusammenhang zwischen der wirklichen Anderung der Funk-
tion und ihren mit » gebildeten Differentialen der verschiedenen Ord-
nungen nachweist; sie gibt auch den analytischen Ausdruck fiir den
Fehler, der begangen wird, wenn man A4f(x) durch df(x) ersetzt.
Wenn f(a + #) die Taylorsche Entwicklung zulidBt, so vertritt das

Restglied R, — %; F®(a + 6h) die Reihe

n" ”) hn+1 (n+ 1) hn+2 7+ 2)
i 0 (“)'f'(;;q_l),f‘ (“)‘f'mgf( (@) + -

entwickelt man f®(a + 6h) wieder in die Taylorsche Reihe, wofiir die
hinreichenden Bedingungen vorhanden sind, und setzt beide Entwick-
lungen einander gleich so entsteht die Gleichung-

O¢+9(a) +5; f+ 2@ + G-+ @ +
_1"Pa@ 9 A Bt
S m+1)(n+2) (n+1)(n+2) (r+3) ?
welche zur Bestimmung von 6 zu dienen hitte. Nimmt man 6, das von
h (und @) abhingt, in der Form

0=a+ ph+yh*+---

b+
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an, so gibt die Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von h

. . : 1
zu beiden Seiten der Gleichung: « = rEeg
] o (7 +2) (o
Bre+Y(a) + ‘“;‘ F®+9(a) =T£—Tﬂ?)’ woraus
n "3

F=sur DOFD
f(n+ 3)(a)

(n+ 1) (n+ 2) (n + 8)
PO + aBf )+ 50 = oy
n(n+17) f" Y (a) f‘"“) @—3nm+3) (f*+V(@)}*
6+ 1+ 2 (0 +3) (£ V(a)) ?
Hiernach ergibt sich fiir das 6 des Mittelwertsatzes 38, d. i.
fla + k) =f(a) +f(a + OR)R,

da hier % = 1 ist, der Néherungswert

woraus p =

1, e @@ —{f"@)* h
o~ e T @ Ut {(raji: 487
also beispielsweise fiir f(z) = sinz, a = %:
1 h h*
gL _ 1
2 + 24 V3 36

93. Die Maclaurinsche Formel. Wenn das Intervall (g, g8), in
welchem die Funktion f(#) die fiir die Taylorsche Formel (6) zureichen-
den Bedingungen erfiillt, auch den Wert 2 = O einschlieBt, so kann auch
dieser zum Ausgangspunkte der Entwicklung gemacht werden; 4 als
Variable betrachtet ist dann durch das Intervall (e, 8) beschrinkt und
soll mit & bezeichnet werden. Mit diesen Veréinderungen [z = O gesetst
und z fiir s geschrieben] nimmt die Formel (6) die Gestalt an:

(n+1)
1@ =r0) + L2+ LD vy O i R, (19

wihrend gleichzeitig aus (7) und (8)

(r)
R (19)
) (g
R,= i—.gf: B .((:%_”ﬁ 1 —6r-1tan (14)

folgt. Die Gleichung (12) in Verbindung mit einer oder der andern der
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beiden letzten Gleichungen bezeichnet man als Maclaurinsche Formel. Thr
analytischer Inhalt stimmt im Wesen mit jenem der Taylorschen iberein.
Die Bedingungen des Ansatzes (12) flieBen unmittelbar aus (91, 1.)
und lauten dahin, daB O und z in jenem Intervall (e, f) gelegen sein
miissen, in welchem f(z) endlich bleibt und vollstindige bestimmte Diffe-
rentialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich besitzt.

94. Die Maclaurinsche Reihe. Wenn die Funktion f(z) in dem
Intervall (0, z) endlich ist und daselbst vollstindige bestimmte Differen-
tialquotienten aller Ordnungen besitzt, und wenn iiberdies das Restglied
R, mit wachsendem % der Grenze Null sich nihert, so gilt der Ansatz:

f@)=fO)+ L o L 2y (15)

welchen man als Maclaurinsche Rezhe bezexchnet.

Im Hinblick auf die 89 festgestellte Tatsache kann der Satz ausge-
sprochen werden: Wenn eine Funktion f(x) in eine nach x fortschreitende
Potenzreihe entwickelbar ist, so ist sie es nur auf eine Art und diese Ent-
wicklung ist die Maclawrinsche.

Dem Wesen nach losen die Taylorsche und die Maclaurinsche
Reihe die nimliche Aufgabel): die Entwicklung einer Funktion in eine
Potenzreihe; die erstere leistet dies an einer beliebigen Stelle des Inter-
valls («, ), die letztere nimmt die Null zum Ausgangspunkte.

In den folgenden Artikeln werden wir uns mit der Entwmklung
einiger elementaren Funktionen in Potenzreihen nach der Variablen z
befassen und in diesen Reihen zunéchst ein Hilfsmittel erhalten, die Werte
dieser Funktionen fiir jeden zulissigen Wert der Variablen mit jedem
gewiinschten Grade der (fenaunigkeit zu berechnen. In diesen Reihenent-
wicklungen ist eine bedeutsame Erweiterung der Funktionslehre zu er-
blicken, indem sie gestatten, auch die Berechnung der transzendenten
Funktionen, die bisher nur formal definiert worden waren, auf die arith-
metischen Operationen zuriickzufiihren.

95. Exponentialreihen. Die natiirliche Potenz ¢® ist eine Funk-
tion, deren n-ter Differentialquotient fiir jedes » =1, 2, ... ihr selbst

1) Die nachmals zu einem Fundamentalsatz der Differentialrechmung gewor-
dene Taylorsche Reihe findet sich zum erstenmal in Brook Taylor’s Methodus
incrementorum directa et inversa, London 1715. Der Fall 2 =0 ist zuerst von
Colin Maclaurin in dem Werke ZI'reatise of fluxions, Edinburgh 1742 benutzt
und spiter nach ihm benannt worden.
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gleichkommt (41, 3.), mit ihr zugleich stetig bleibt fiir jeden endlichen

Wert von z, und fiir z = 0 den Wert 1 annimmt. Da ferner das Restglied

661! n .

R“ = 13 n z (16)

bei jedem endlichen Werte von x mit wachsendem » gegen Null kon-
vergiert (92), so gilt fiir jedes  der Ansatz:

2
e=1+T+ 5+ (17)
Aus der in 30 begriindeten Darstellung der Zahl e durch einen Grenz-
1
wert, nimlich: Lim (1 4 &)* =,
&=0

ergibt sich auch eine Darstellung von ¢ als Grenzwert. Erhebt man nim-
lich zur Potenz z und fithrt links die Potenzierung unter dem Limes-
zeichen aus, was wegen der Stetigkeit der Potenz statthaft ist, so ent-

steht zunichst lim (1 468 =¢
&=0
und setzt man —";2 = @, so wird lim ® = oo, daher
lim (1 + 2)"= (17%)

w =00

Auf dieser Formel beruht eine eigenartige Ausgestaltung der Zinses- .
zinsrechnung. Der Ausdruck (1 + —;c—)w bedeutet némlich den Endwert

einer zum ZinsfuB z auf ein Jahr angelegten Geldeinheit, wenn der Zins
in o gleichen Terminen berechnet und zum Kapital geschlagen wird, um
von da ab mit verzinst zu werden. Der Grenzwert bei lim & = oo fithrt
auf die sogenannte kontinuierliche Verzinsung, bei der die zawachsenden
Zinsen unmittelbar wieder verzinst werden. Bei 4%, hat man

Bim (1 +%5%)"= 24 = 1,040811,

(]

d. h. ein mit 4%, kontinuierlich verzinstes Kapital wichst in einem Jahre
80 an, als ob es in der gewdhnlichen Weise (d. h. bei ganzjihriger Kapi-
talisierung der Zinsen) zu 4,0811%, angelegt wire.

Setzt man in (17) ¢ =1, so ergibt sich eine unendliche Reihe zur
Berechnung der Zahl e selbst (30), nimlich

e=1+%—+%§+-"- (18)
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Aus dieser Darstellung von e laft sich die Stellung dieser Zahl im
Bereiche der reellen Zahlen niher kennzeichnen. Zunidchst ist e keine
rationale Zahl; bricht man ndmlich bei dem (% 4 1)-ten Glied ab, so ist
der Rest 1 1

T = 1.2...(n_|_1)+ 1.2 n+2 +--

1 1 1
T 12 (’n—]—1+ m+1)(n+2) +)

1 1 1 1
< 1.2...m (n—{—l +('n+1)3+-“) Ti2nm?
also jedenfalls 0 )
J r"= 1-2.--n.-n"? (O<0<1)
wire nun e = fli ein irreduzibler rationaler Bruch, so folgte aus
P_q4 Lty o4 ! o
ettty sttty Yoty
die weitere Gleichung
P _r r 8
'q*_ 1 1.2 1-2~--q-—1-2---q-q’

deren linke Seite sich nach Multiplikation mit 1.2 ... ¢ in eine ganze
Zahl verwandelt, wihrend die in gleicher Weise abgeiinderte rechte Seite

g— weder Null, noch eine ganze Zahl sein kann. Dieser Widerspruch be-
zeugt die Unzulissigkeit der Annahwe ¢ = -zq)—- Es gehort also e zu den

trrationalen Zahlen, nimmt aber auch unter diesen eine besondere Stellung
ein. Ch. Hermite hat nimlich den Nachweis gefiihrt, daB es keine alge-
braische Gleichung irgend welchen Grades mit rationalen (also, wie man
immer annehmen kann, ganzen) Koeffizienten gibt, welche durch die Zahl ¢
befriedigt wird!); man nennt Zahlen dieser Eigenschaft transzendente

1) Frither schon hatte Liouville den Beweis hierfiir in bezug auf eine qua-
dratische Gleichung geftihrt wie folgt: géibe es ganze Zahlen «, §, g, fiir die

ce?+fety=0, also anch «wetyellpf=0
ist, so hitte man nach Einsetzung der fiir e und ¢! aus (17) und (16) gebildeten

L 1,1 1 e
Werte: “"(1+T+1—.§+'“+1-2.--('n—1)+1-2"'n)

11 (— 1yr-1 (— 1y e-o
+7(1"T+1'7§—"'+1-2---(n—1)+ 1.2 >+ﬁ=°‘

6, 0 bedeuter positive echte Briiche. Multipliziert man diese Gleichung mit
Czuber, Vorlesungen. 1. 4. Aufl. 14
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Zahlen, zum Unterschiede von den algebraischen Zahlen, denen die eben
der Zahl e abgesprochene Eigenschaft zukommt.

Bringt man in der Gleichung (17) zla an die Stelle von , unter a
eine positive Zahl verstanden, so ergibt sich wegen ¢*'¢ = @¢® die Ent-
wicklung fiir die allgemeine Exponentialfunktion:

1 la)?
=1 e @ (19
welche ebenfalls fiir jeden Wert von # Geltung hat. Aus diesem Ansatze
F—1 ! la)®
folgt aw —1la +5c(a)+x(a)+”.;

vermdge der Stetigkeit konvergiert die rechtsstehende Potenzreihe bei
lim = O gegen den Grenzwert la, somit ist

. a” —1 _ . bl
tim = 1, 20)
aus dieser Formel folgt mit der Substitution z = é—:

lim 2(Ya —1) =la. (21)

Mit den Formeln (20) und (21) sind zwei wichtige, ofter gebrauchte
Grenzwerte bestimmt.

96. Trigonometrische Reihen. Die Funktionen sinz und cos z
sind ebenso wie ihre %-ten Differentialquotienten

sin (x—[—n—;—), cos (x—l—ng—)
(41,(0),(®)) auf dem ganzen Gebiete der reellen Zahlen stetige Funktionen,

deren Werte in dem Intervalle (— 1, + 1) liegen; infolgedessen lassen sie
sich (92) in bestidndig konvergente Potenzreihen entwickeln.

sin (x +n ) geht fiir x =0 in sin ? tiber, und dies ist nur

dreier verschiedenen Werte fihig, namlich:

1-2-..(n—1), so nimmt sie im wesentlichen die Gestalt
ae® + (— 1)"76_0’ __
- =
an, wobei y eine ganze Zahl darstellt; ¢ kann immer als positiv vorausgesetst und
n so gewihlt werden, daB auch (— 1)y positiv und die linke Seite ein beliebig
kleiner positiver echter Bruch ist. Hierin liegt ein Widerspruch, der seinen Grund
in der Annahme hat, es kdunte ae?- e+ y =0 sein.
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fiir n = 2p ist sinn%=0,

» =49 +1 , sinn—:———=+l,
y n=4q+3 , sinn;—=-—1;

infolgedessen ist sinz — = — ca + z — (22)
1 1.2.3 17 1.2.3.4.% '

Die Reihe ist fiir positive wie fiir negative Werte von z alternierend,

daher (76) \
isinxl<|x§,ﬂsinx]>lx—%’, | sinz | < x—%—}—

‘Bricht man sie bei dem Gliede

8
120 |°

_ mS p—1
(= 1yt 1.2 2p—1)
ab, so kann dem Restgliede die Form

R sm[ﬁw-l—(ﬂp-l— 1) —“] et o (1) _ﬂ
2p4+1 = S @2p+ 1) 1-2...2p+4 1)

gegeben werden, weil sin (oc +2p+1 1) = (— 1)? cose.

cos (x +n ) geht fiir t =0 in cosn—z— tiber und dies ist wieder

dreier verschiedenen Werte fihig, indem

fir w =2p 41 cosng—=0

» B =4q cosn%:———{-l

y Bn=4q+ 2 cosn—}=—l

ist; demnach gilt fiir jedes « der Ansatz:
x? «*
COS$=1-—I—_#2—|—3—_—2'—3—_~Z——---. (23)
Diese stets alternierende Reihe zeigt, daB

[coswl<1,icosa:i>'1——~» %1

, | cosz | <i1———-+
22P
1-2.--(2p)
Stehen, so kann das Restglied in der Form

bleibt man bei dem Gliede (— 1) P

14*
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R

2p+2 7 4 [Ox +((22;0TI—12))“] a?eri = (= 1)HI1 2. 00?20;-!—") et
geschrieben werden, weil cos (& + %x) = (— 1)* cos .

97. Logarithmische Reihen. Die Funktion x selbst ist in eine
nach z fortschreitende Potenzreihe nicht entwickelbar, weil sie fiir x =0
unstetig wird. Wir legen uns daher die Funktion f(z) =1(1 + z) vor,
welche fiir alle — 1 iiberschreitenden Werte von z stetig bleibt wie
auch ihr n-ter Differentialquotient, der sich aus 41, (4) ergibt:

1.9 .. (n—1
A

Da £(0) = 0 und f®(0) = (— 1)»~*1-2.--(n— 1), so hat man
Ila)=2 -2 4% ... 24

fir alle Werte von «, fir welche das Restglied der bei (— 1)—2%

n—1

abgebrochenen Reihe, d. i.
_ (__ 1)"_148" (_ )n 1(1 9)”_132"
"= wdfoay Ol a4 oz" ’
je nachdem man sich an die Form (13) oder (14) in 93 hilt, mit wach-
sendem % gegen Null konvergiert.

Das Konvergenzintervall der Reihe (24) ist aus 84 bekannt; es ist
durch — 1 und + 1 begrenzt und an seiner oberen Grenze findet noch
bedingte Konvergenz statt; nur auf dieses Intervall braucht also die Unter-
suchung des Restgliedes erstreckt zu werden. Fir 0 <z <1 zeigt die

erste Form w1 1 x  \®
(=5 (rrw)

R

in welcher _1_::0__* sicher ein echter Bruch ist!), daB lim R, = 0. Be
+ 6z nmt

negativem x, sobald dessen absoluter Wert _1_ 5 Uberschreitet, versagt

die Formel. Schreibt man dann die zweite Formel, — | z | fiir 2 setzend,

in der Gestalt 1 flz|—0]z\»
—"1~0( 1—0}x|)’

so zeigt sich, da fiir | # | < 1 der eingeklammerte Bruch wieder echt isty
daB aach jetzt lim R, = 0.

n=+4cx

1) Denn 0 kann weder 0 noch 1 sein.
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Die Gleichung (24) besteht also zurecht, solange
—1<zZL+1

und gibt auch an der oberen Grenze den entsprechenden Wert der Funk-
tion (86), nfimlich 1

1 1
2=g—g5+tg—

Fir positive # ist die Reihe in (24) alternierend und hat fiir negative
Werte durchwegs negative Glieder; vermdge ihres Geltungsbereiches 158t
sie nur die Berechnung der natiirlichen Logarithmen aller Zahlen aus
dem Intervall (0, 2) zu. Aus diesem Grunde und wegen ihrer schwachen
Konvergenz ist sie zur wirklichen Ausrechnung einer Tafel der natiir-
lichen Logarithmen nicht recht geeignet.

Unm zu einer Reihe zu gelangen, weleche die Berechnung der Loga-
rithmen aller Zahlen gestattet, verbinde man die beiden Gleichungen

x x® x?

durch Subtraktion; dadurch entsteht (71, 2.):
14 x , x® | x°
e R R
und hier kann ;j:z bei 0 < 2 << 1 jede noch so groBe die Einheit iiber-

treffende Zahl, bei — 1 < 2 < 0 jeden positiven echten Bruch vorstellen.
Setzt man 14z _a+tz (a>0),

1-z  a

so wird x =5EZ_—FZ und die letzte Gleichung gibt

la +2) = la+2[‘,a+z + 1S EGEES) ) @)

lnsbesondere fir 2=1

. 1 1 1 .
l(a+1)=ca+2[2a+1 +5gariy t 5(2a+1),,+---]- (26)
Formel (25) gestattet, mit Hilfe von la den Logarithmus jeder an-
deren Zahl zu berechnen; (26) ist geeignet, die natiirlichen Logarithmen
der aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen zu bestimmen; insbesondere

gibt sie fiir a—1 12— (;17 +amtg 35 + . )
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eine Reihe, die viel rascher konvergiert als die oben fiir 12 angegebene
alternierende Reihe. Bei wirklicher Ausrechnung einer Logarithmentafel
wiirde man selbstverstindlich nur die Logarithmen der Primzahlen direkt
bestimmen und aus ihnen durch Addition die Logarithmen der zusammen-
gesetzten Zahlen ableiten.

Um aus den natiirlichen Logarithmen die gemeinen zu gewinnen,

bedarf es der Multiplikation der ersteren mit dem Modul M = l% (30).

Fiir 710 ergibt sich auf folgende Weise eine Bestimmung durch unend-
liche Reihen. Setzt man in (25)

a=21=1024, s=—24,
so ergibt sich mit Riicksicht auf die fiir /2 soeben gefundene Reihe die

Gleichung “0:%9(%_*_3'1?_*_5_.13_5_[_...) l=72£A_iB
R AT e | B

in welcher die zweite Reihe so rasch konvergiert, daf verhéiltnismi—iBig
nur sehr wenige Glieder zur Erzielung einer vorgegebenen Anniherung
erforderlich sind. Bei einer auf 6 Dezimalen angelegten Rechnung hat man:

+ =—0333333333
1 . I
s = 0012345679
1 =
555 = 0,000823045
1 c 3
o = 0,000065321 525 = 0,011857707
1 1
W — 0,000 005 645 + (355) = 0,000000555
i 3,, = 0,000000513 B = 0,011858262
g — 0,000000048 + B =0,007905508
1
5 g5 = 0,000000004

A = 0346573588
2 4 ~2310490586
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Da A um weniger als 8 Einheiten der neunten Stelle zu klein'), so ist
? A um weniger als 54 Einheiten der neunten Stelle zu klein; B ist
um weniger als 2 Einheiten der neunten Stelle zu klein, daher auch
2 B; folglich ist % 4 — - B = 2,302585078

dem strengen Betrage gegeniiber um weniger als 52 Einheiten der niedrig-
sten Stelle zu klein, der strenge-Wert kann also nicht gréBer sein als

2,302585130,
aber auch nicht kleiner als die erstgefundene Zahl, so daf mit Sicherheit
110 =2302585 ... und M =0434294... (vgl. 30).

98. Die Binomialreihe. SchlieBt man in der Funktion
F(z) = (a+ "
den Fall, daB m eine positive ganze Zahl sei, aus und setzt @ sowohl als

a + 2z positiv voraus, so hat F'(2) bei jedem m auch einen positiven
reellen Wert und dieser 148t sich als Produkt der reellen Faktoren

2 \m
am™ - (1. + —a—)
darstellen, wovon nur der zweite verinderlich ist. Wird % = gz gesetzt, so
handelt es sich also um die Entwicklung von

@) = (1 + o
Laut 41, (2) ist

fB@y=mm—1)...(m—n+ 1)1 + z)y*~?,
daher f0)=1, f®0)=m@m—1)...(m—n+ 1);
hiermit liefert die Maclaurinsche Reihe die Entwicklung

4oy =142 gy 2D nO_DO=D sy (20)

welche man als Binomialreihe oder binomische Reihe bezeichnet. Fiir ihre
Koeffizienten, die Binomialkoeffizienten, sind verschiedene Abkiirzungen
im Gebrauch, so m,, my, m, ... oder (Wf), (t";), (1:), ... ua Eser

tibrigt noch, den Geltungsberdich dieses Ansatzes festzustellen.
Zunichst ist das Konvergenzintervall der Reihe zu bestimmen; schreibt
man sie in der allgemeinen Form a, + @, + @,2" + - - -, s0 ist

1) Als Summe von 8 bei der neunten Stelle abgebrochenen Dezimalbriichen.



216 IV. Abschnitt. § 8. Die Formeln und Reihen von Taylor und Maclaurin

m{m—1)-.- (m—~n+1) m(@m—1)---(m—mn)

a, =m, = 19, Cng1 =M1 = 1 D
. _ . imd1
infolgedessen lim l = tim ,ﬁ:“_ =1,

n=+eo| % 1 n=to| TN

daher (— 1, 4 1) das Konvergenzintervall (84). Auf dieses kann sich die
Untersuchung des Restgliedes beschréinken, von dem hier die beiden Formen:

R":m(m——ll) - (m—n+ 1) (1 + 0.7:)”"".@"

—1 — 1
R _m(ml 2) (Zn‘_l;t']' )(1_0)n—1(1+ Ox)m—nxn

zur Verwendung kommen werden.
I Ist |z] < 1, so zerlege man das Restglied in seiner zweiten Form

in die Faktoren

m— 1—@\n—1 _mm—1)--.(m—mn-41) 2.
1+ 62, (r:pg;) y D= 1.2 (n—1) 5

der erste hiingt von » nicht ab und hat einen endlichen Wert; der zweite
konvergiert gegen die Grenze Null, weil, gleichgiiltig, ob 2 positiv oder

negativ, ein echter Bruch ist; es bleibt also noch zu untersuchen,

1—6
146z
wie sich der Faktor p, bei bestindig wachsendem # verhilt. Erh6ht man
in diesem Faktor » um eine Einheit, so wird

m

—_n 180 ist Poyy  m—m
Duyr="p %D, alsoist =5 =

»

3
mit wachsendem % nihert sich die rechte Seite der Grenze — x; folglich
muB sich zu einer positiven Zahl ¢, welche der Bedingung ix] <g<l1

pn+1

geniigt, ein Zeigerwert » bestimmen lassen derart, da8 1< q, 80~

lange #n < »; infolgedessen ist also
D1 <ipla
‘.p1'+2 } < §P1'+1 | q < Ipv i.qg
' |pv+8 l < l-pv+2 [ Q< Epv | q3’
die Reihe [Dyii |+ Dy | FDyys |+

daher konvergent, weil eine fallende geometrische Reihe als ihre Majo-
rante nachgewiesen ist; daraus folgt

lim p, = 0.

n=+40co
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Daher ist auch lim B, = O und der Ansatz (27) bei jedem m giiltig,

n=+00

solange | z | < 1.
IL. Fir z = 4 1 zerlege man das Restglied in seiner ersten Form
in die Faktoren

n 1
A+6)" Ggop:

der erste hingt von » nicht ab und hat einen endlichen Wert; der zweite
konvergiert mit wachsendem » gegen die Grenze Null; der dritte ver-
wandelt sich, von dem das Vorzeichen bestimmenden Faktor (— 1)* ab-
gesehen, fiir lim #» = 4 oo in das unendliche Produkt

=== -5 -,
das (79, 2.) gegen die Grenze Null divergiert, wenn
m+1>0, also m>—1 (28)
ist, wihrend es gegen die Grenze + oo divergieren wiirde, sobald m + 1

negativ wire; nur in dem ersten Falle ist
lim R, =0

n=+®

m(m—l)

—(—1p. TR AL omdad,

n I

m{m—1) (m — 2)
+ 1-2.3 +o (29)
nicht allein als konvergent, sondern auch 2™ als ihr Grenzwert erwiesen.
L Fir z = — 1 zerfillt das Restglied in seiner zweiten Form in
die Faktoren
m— 4 n—1 " 1 — 2 — —1
m(l— =t I, = (—1p-1=2FL ok omp st

n—1 ’

und die Reihe 1 + +

der erste hat einen endlichen Wert, der zweite geht, vom Vorzeichen ab-
gesehen, fiir lim # = + oo in das unendliche Produkt

)

liber, das gegen die Grenze Null divergiert, wenn

m >0, (30).
hingegen + oo wird, wenn m negativ ist; nur in dem ersten Falle ist
lim B, =0
n=+0
. . m(m—l) m (m — 1) (m — 2)
und die Reihe 1———+ 123 +--- 31)

nicht allein als konvergent, sondern auch O als ihr Grenzwert erwiesen.
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Das Gesamtergebnis der Untersuchung 1iBt sich in folgendem zu-
sammenfassen: Die Binomialreihe

(m

142 420D g

ist fiir | x| <1 bei jedem m Icom;ergent und (1 + z)™ ihr Grenzwert; fiir
x =1 Fkonvergiert sic nur, wenn m dem Intervall- (— 1, + 0o) angehirt,
und 2™ ist dann ihr Grenewert; fiir x = — 1 konvergiert sie nur, wenn m
dem Intervall (0, + oo) entnommen ist und hat den Grenzwert 0.

Von der Binomialreihe wird im praktischen Rechnen namentlich bei
der Ausziehung von Wurzeln Gebrauch gemacht. Um /4 zu berechnen,
bestimme man die der Zahl 4 zunichstliegende p-te Potenz a®, so daB

A=a?+aoder (a4 1Ff—cund e« < (a+1)p

1/———01 r/ 1+a,,
~ofte 33 B ) )

. . o . . . .
je kleiner —, um so rascher konvergiert die Reihe. Um die Konvergenz

P
—a? —1 .
; dann ist

zu verstirken, kann man Y4 in %{/ijI umgestalten und dann die Ent-
wicklung an }/4? 4 vornehmen.
Fiir /2 ergibt sich aus (29), wenn man m = —1— setzt, unmittelbar

die Reihe 1-3
V§=1+” 2. 4+2 4.6 7

welche jedoch wegen ihrer langsamen Konvergenz zur wirklichen Aus-
rechnung nicht gut geeignet ist; hingegen kommt man durch folgende
Umformung rascher zum Ziele:
5 1.2 1 mer—= 1 1 1 1 3 1
V2= VB0 =g VP I=5 (g s T gaw— )
die Ausfithrung gestaltet sich so:
1 = 1,000000 000
1

—=0,010204 080 2.4 z‘1= 0,000052061

4
1.3.5 1
5 = 0,000000531 s 168 195 — 0000000006

1,010204611 0,000002 067

:w w!H

1.
2.4

Ga
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Die Differenz der beiden Summen mit % multipliziert gibt die Zahl

1,414213556, deren letzte Stelle um weniger als zwei Einheiten zu klein
ist, so daB }/2 notwendig zwischen 1414213556 und 1414213 558 liegt;
auf acht Stellen abgekiirzt ist also

V2 = 1,41421356.
99. Zyklometrische Reihen. 1. Die Funktion
f(x) =arctg x
und ihr %-ter Differentialquotient (41, 10.)

n (—0" 1.2 n—1)/ 1 1
(@) = 24 ((x—'b)"—(w-}—i)")

sind auf dem ganzen Gebiete der reellen Zahlen stetig und insbesondere

ist (33, 3.) £(0) =0, f(n)(o)=(-"1)"-—11-2‘..('n~—1)( 1 __i),

24 (—o* &
daher fe9(0) =
(4q) —2
feD(0) = ——g -~ =1-2...(49)
f14q+3)(0)._4_.—.2%qia--2;———- +2...(49+2).

Setzt man die aus diesen allgemeinen Formeln fiir f7(0), f(0), ..
sich ergebenden Werte in die Maclaurinsche Reihe ein, so ergibt sich:
x x® x®
arctge = -—5+5— -, (32)
vorbehaltlich der erst zu erweisenden Konvergenz des Restgliedes gegen
die Grenze Null. Dieses Restglied hat zufolge 93, 13. den allgemeinen

Ausdruck: (— 1" 1a" 1 1 .
Rﬂ =T 2ns ((ew—z)""(ew-;—z)")
trennt man in CEp das Reelle von dem Imaginiiren, so sei
@;1:7)7‘ = u + v, dann ist notwendig

. ) _ln—l n
w — vi und hiermit R M

1

(R - n
der gemeinsame absolute Wert von 6z — ¢ und 6z + i ist Vet 1],
daher der gemeinsame absolute Wert von « + v7 und 4 — vi einerseits

1 . .
(Ves TiD"’ andererseits gleich le] , woraus folgt, daB

v;

gleich
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1

1 z*
- < =
Ist nun 2?< 1, so ist der Bruch 0—,;%1— echt und es konvergiert die

rechtsstehende Grofle mit bestindig wachsendem # gegen den Grenzwert
Null; daher ist dann auch lim B, = 0.

n=+oo

Fiir 22> 1 ist die Untersuchung tiberfliissig, weil dann die Reihe in (32)

aufhort konvergent zu sein.
Der Bereich, auf welchem der Ansatz (32) Geltung hat, ist also durch

—1Lz<+1 (33)
gekennzeichnet.
Fiir z =1 ergibt sich die Leibniz zugeschriebene Reihe?)
T 1 1 1
=1 st sy (39)

welche jedoch zur wirklichen Berechnung eines genaueren Niherungs-
wertes von m wegen ihrer auBerordentlich langsamen Konvergenz nicht
geeignet ist. Fiir diesen Zweck empfiehlt sich das folgende von John
Machin angegebene Verfahren®) Es sei o ein Bogen, dessen Tangens
ein kleiner rationaler echter Bruch « ist; dann ergeben sich fiir
tg2e, tg3e,...,tgne

nach bekannten trigonometrischen Formeln ebenfalls rationale Briiche;
man schreite in der Bildung derselben so weit vor, bis man der Einheit
von der einen oder anderen Seite méglichst nahe kommt; es sei beispiels-

welse tgne=56>1, dann ist na>%,
T
tg(na—l)— wre Y =t
4 l—f—t,g'rm-tg»;‘i 1490

ebenfalls eine rationale Zahl und

1) 1678 gefunden und in den Acta eruditorum fir 1682 versffentlicht. Vor
ihm schon (1671) hatte sie wie auch die Reihe (32) J. Gregory aufgestellt.

2) 1706 in Jones Synopsis palmariorum matheseos mit einem auf 100 Dezi-
malen berechneten Niherungswert von # mitgeteilt; der Buchstabe x findet hier
zum erstenmal Anwendung in diesem Sinne; allgemeinen Eingang verschaffte ihm
erst Euler. Die Berechnung von = ist spiiter (1858) von William Shanks bis
zu 707 Dezimalen geftihrt worden. Mit 18 Stellen geschrieben lautet x wie folgt:

3,141592653589 793 238.
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= ne — arc tg ¢ = n arc tg a — arc tg ¢,

d. h. auf Grund von (32)

Y S W TR K 4
Z_”(1—3 5 —\T "3 5 )
. 1 N
Mit a = 5 erhdlt man
2 5
5 6 120
tg?lx—-l 1—12, tg4a—1 75>2—ii§_b>1,
52 '12)
120
, x 119 1
tg(4a—z)=1+120 2397
119
x 1 1 1 1
1_4(3_*§T§+ﬁ5—"')_(§§“ﬂ@+ 2895 )’

die erste Reihe kann mittels folgender Bemerkung durch rascher kon-
vergierende Reihen ersetzt werden; aus

;1
tgo' = & folgt
1
, 5 20 .
tg2a = T T 55> %, daher ist
i0®
20 1
99 5 1
2 ,—— = — =% ———
tg(2a’ — %0 1 515
99 5
1
o« =2¢ — arctg 513 =2 arctg — aretg ==,
80 daB also
7 1
i 8(10 05+5 165-"')
1 1 1 )
"4(5_3-5153"'5-5155
1 1 1
(§§§—3—.‘2——398+€7‘23TS"")
=84—4B—C.

Diese Formel gibt schon bei geringer Rechnung eine zureichende Be-
stimmung fiir x, wie die folgende Zusammenstellung zeigt:
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1 1

5= 0100000000 s==  0,001941747
1 1

sgs= 0000002000 — X —— 0,000000002
— 5355 = — 0,000333333 B=0,001941745

1
— A = — 0,000000014 a9 — 0004184100
L = —0,000000024

A= 0,099668653 — 3.239°
C= 0004184076
84 — 4B — C = 0,785398168.

A ist um weniger als 2 Einheiten der niedrigsten Stelle zu groB, B und
ebenso C um weniger als eine Einheit zu groB oder zu klein; daher 84
— 4B — C um weniger als 21 Einheiten und das 4 fache davon um we-
niger als 84 Einheiten zu groB, so daf = zwischen 3,141592672 und
...Db88 liegt; die ersten sechs Stellen sind also gesichert und man hat
mit diesem Grade der Genauigkeit

w = 3,141 592.

Der Beweis, daf die Zahl = ebenso wie die Zahl ¢ eine transzendente
Zahl ist (95), gelang erst in jiingster Zeit (Lindemann).!) Damit war
auch dargetan, daB die Aufgabe der Verwandlung eines Kreises in ein
gleich groBes Quadrat, die Quadratur des Zirkels, mit Lineal und Zirkel
nicht geldst werden kann,

2. Zur Entwicklung der Funktion

f(z) = arc sin x
bedienen wir uns eines Verfahrens, von dem in friiherer Zeit bei der Po-
tenzreihenentwicklung vorgelegter Funktionen hauptsichlich Gebrauch
gemacht wurde, ehe noch die Methode der unbestimmten Koeffizienten,
auf der es beruht, streng begriindet war.

Wenn eine Entwicklung existiert, so hat sie die Form

arc sin & = a, & + a, 2% + az2%+ - - -,
well arc sin 0 = 0 ist (33, 1.), und weiter gilt (88):
Vl%?= la, 4 2a,2 + 3az22+ - - -5

1) Mathematische Annalen, 20. Bd. (1882). Vereinfachte Beweise findet man

in Bd. 43 (1893) derselben Zeitschrift.
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beide Reihen haben denselben Konvergenzbereich; andererseits ist auf
@Grund von 98 fiir 22<< 1:

LI 12,13 4 6 "
i 1+ a: + a: o5t
die beiden letzten Gleichungen haben zur notwendlgen Folge (89):

a5, =0, (n=1,2,...);

185

lo,=1, 3o,=4, Bag=1 0, - (204 1)ay,,, = (27:27,)1)’
woraus

ot a,=l.l g 13 1 a _1-3...@Gn—1 1
171 2 3775 2. 57" Tin+l 2.4...(2n) 2n-1

Durch Einsetzung dieser Werte in die supponierte Reihe ergibt sich die
verlangte Entwicklung:
1.3 2°

arcsinx—- +— —+§—4?+ (35)
welche gleichfalls Geltung hat, solange —1 <2 < + 1; sie gilt auch
noch fiir x =— 1 und = + 1, weil sie auch fiir diese Werte konver-

giert. Auch sie kann zur Berechnung von z verwendet werden (mit z — %

z. B. gibt sie fir = & Wit z =1 fir % eine konvergente Reihe), ist aber
hierzu weniger geeignet als (32).

100. Die Formeln vonTaylor undMaclaurin fir Funktionen
mehrerer Variablen. Zum Schlusse dieses Paragraphen moge die Auf-
gabe, welche die Taylorsche Formel fiir Funktionen einer Variablen
16st, fiir Funktionen mehrerer Variablen gestellt und geldst werden: Ist
nimlich f(z,y, ...) eine Funktion mehrerer unabhingigen Variablen, so
soll f(x + h,y + k,...) in eine nach positiven ganzen Potenzen und Pro-
dukten solcher Potenzen von #, %, ... fortschreitende Reihe entwickelt
werden, sofern eine solche Entwicklung tiberhaupt mdglich ist.

Es geniigt, die Untersuchung fiir eine Funktion zweier Variablen,
f(x, y), zu fithren, weil sich die Ausdehnung auf mehr als zwei Variable
aus dem Gtange derselben unmittelbar ergibt.

Die Wertverbindung zfy, von welcher ausgegangen wird und die
dem Gebiete P angehdren muf, auf welchem die Funktion gegeben ist,
entspreche der Punkt M (Fig. 15), der Wertverbindung z + hjy + k der
Punkt B, ; verfolgt man die Funktion lings der Geraden, welche M und
M, verbindet, so verhilt sie sich wie eine Funktion einer Variablen. Sind
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2 =3 X némlich @, ¥ die Richtungswinkel von M(S)
(% 3 (47); s der von einem festen Punkte M, mit
Y57 S (,f‘ Qk 0 den Koordinaten z,/y, gemessene Abstand

o5 M, M, welcher positiv oder negativ gewdhlt
© 5 wird, je nachdem M, M die Richtung M,(S)
¥ o Fig. 15. odder die entgegengesetzte Richtung hat;
s = MM, so ist
T=2,+scos g h = A4dscos @

Yy=19Y,+ scosy k=dscos¢} (36)

und f(z,y) = f(x, + s cos @, y, + s cos P) = F(s)
f@+hy+k)=f(z,+ 6+ d5) cosq,y,+ s+ Js)cosp) ——~F(s+.ds).} (37)

Ist nun F(s) in einem Intervalle, das die Werte s und s + s ein-
schlieBt, eindeutig und endlich, und besitzt es daselbst vollstindige be-
stimmte Differentialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich, so
gilt nach 91, (6) und (7), der Ansatz

F(s 4+ 4s) = F(s) + ——= ¥ (s) ds+ 5 (s) ds’+

F=1(g) e J(s+eds) (38)
tig oSt e 48
0<o<l.

F'(s), F”(s), . . . sind aber die aufeinanderfolgenden totalen Differential-

quotienten der Funktion f(z,y) in der Richtung (S); fiir sie wurden in
47,54 in einer dort erklirten symbolischen Schreibweise die Ausdriicke

gefunden: F(s) = ( cos + 5 €S ,/,) flz, ¥)
F"(s) = ( cos ¢ + gwcos 1P) f(z, v)

1

F(”"l)(s) — ( cos @ + COS TP)n f(x: ¥);
daraus folgt nach Multiplikation mit ds, dsg, ..., 45"~ unter Riicksicht-
. ’ 0 :
nahme auf (36): v (g) 45 — (—k + %k) f(zy)

F"(s)ds* = ( b+ 8y ) (Z’, y) (39)

Fa-0(s)4sm-1— (giih + 9 > f(.z‘, Y);
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da schlieBlich vermoge (37) und (36)
F(s + 04s) = flag+ (s + 045) cos @, 9 + (s + 0.45) cos ¥]

= f(z + 6h, y + 0F), so ist

n 7 4 a n "
Fo)(s + 0.48) A" = (5= + gyk) f(z + 6k, y + 0F).  (40)
Trigt.man die Werte aus (37),(39) und (40) in (38) ein, so ergibt sich :

0 0
f@+hy+8)=F@9) +1(Gk+5,8) @)
1 (0 2 ;\?
+ 13 (5sh+ogh) F@y) +- -
1

0 g \n—1
+ i Gat tagh)  F@y)

1 p] 3 \n
+ 172w (G5l + 5y k) F@ -+ Oh, y + OF).

ox

(41)

Dies ist die Taylorsche Formel fir die Funktion f(z, y). Zureichende
Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit bestehen darin, daB die Funktion f(z, y)
in einem Intervalle auf M,(S), das die Wertverbindungen z/y und
% 4 hfy + k einschlieBt, eindeutig und endlich ist, und daB alle partieﬂen
Differentialquotienten bis zur n-ten Ordnung einschlieSlich in dem ge-
nannten Intervall vorhanden, die der letztgenannten Ordnung auch stetig
sind.

Gehort die Stelle x = Ofy = 0 dem Gebiete P an, auf welchem die
Funktion f(x, y) gegeben ist, so kann sie zum Ausgangspunkte der Ent-
wicklung genommen werden; ersetzt man 4, k, um sie als variable GroBen
zu kennzeichnen, durch z, y, so geht die Formel (41) tiber in:

0
f(@,y)=rf(0,0)+ %(a%x + %y) £(0, 0

0 2 \2
tig (G e+ 9 0,0+

1 0 il n—1
+ e e tagY) 100
+ T2—17(aix” + %y)"f(ew, 0y),

die Maclaurinsche Formel fir f(z, y).

Um keinen Zweifel tiber die Bedeutung der Glieder in (41) und (42)

tibrig zu lassen, sei bemerkt, daB beispielsweise
Czuber, Vorlesungen. I 4. Aufl. 15

SN
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(7 +Z%k)2f(x, y)  den Ausdruck  TTprq 2. 0T pk oy Dl

ox oxdy oy
vorstellt, die Differentialquotienten séimtlich an der Stelle 2/y genommen,
Of 21 o°f s

0 0 \?
(%x + a—y—y) 7(0, 0) den Ausdruck Py + 2amaya¢y + By i

die Differentialquotienten simtlich an der Stelle 0/0 genommen, usw.

Die Bedingungen fiir die Ausdehnung der Formeln (41) und (42)
zu unendlichen Reihen brauchen nach den Ausfiibrungen in 92 und 94
nicht besonders angefiihrt zu werden.

Hiermit erfihrt der Begriff der Potenzreihe eine Erweiterung von
einer auf zwei und mehrere Variabeln. Die Maclaurinsche Reihe gibt die
Vorschrift an, nach der eine vorgelegte Funktion f(x, y), sofern sie dazu
fihig ist, in eine nach z und y fortschreitende Potenzreihe P(x, y) zu
entwickeln ist; andererseits treten zu den elementaren (in endlicher Form
darstellbaren) Funktionen zweier Variablen solche hinzu, die durch die
Grenzwerte konvergenter Potenzreihen $(x,y) in deren Konvergens-
gebiet definiert sind. So auch fiir mehr als zwei Variable.

§ 4. Die elementaren Funktionen einer komplexen Variablen.

101. Begriff der Funktion einer komplexen Variablen. Un-
ter der komplexen Variablen # versteht man das Aggregat & 4 y4, worin
z und y reelle stetige Variablen bedeuten. Da beide als voneinander un-
abhingig aufgefaBt werden, so ist die Menge der Werte von # durch oo®
zu bezeichnen. Zum Nullwerden von zist 2 =0, y = 0 erforderlich; da-
gegen wird z unendlich, auch wenn nur eine der Variablen x, y unend-
lich wird.

Stellt man die Wertverbindung x/y durch einen Punkt im recht
winkligen Koordinatensystem O(XY) dar, so kann dieser auch als Dar-
stellung der komplexen Variablen 2 angesehen werden; in diesem Sinme
soll die Ebene O(XY) als #-Ebene bezeichnet und Zahlenebene genannt
werden. Der Bereich P, welcher der Verbindung ayy zugewiesen wird,
ist zugleich der Bereich von 2.

Fiihrt man mit 2 und etwaigen, reellen oder komplexen, Konstanten
einen bestimmten (algebraischen) RechnungsprozeB aus, so ist das Re-
sultat « desselben eine Funktion von 2, darstellbar in der Form einer
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komplexen Grofe u + vi, worin u, v reelle Funktionen von z, y bedeuten;
wir schreiben dies in der Form an:
w = f(2) = u + vi.

Aber nicht umgekehrt soll jeder aus zwei Funktionen u, v von , y
gebildete Ausdruck « + v¢ als Funktion von 2 4 y¢ gelten; vielmehr soll
dies nur unter einer sogleich zu entwickelnden Bedingung stattfinden.
Vorher sei noch bemerkt, daB die Stetigkeit von f(z) in derselben Weise
erkldrt wird wie bei einer Funktion einer reellen Variablen, wobei man
den absoluten Wert einer komplexen Zabl in dem in 6 angegebenen
Sinne zu verstehen hat. Insbesondere ist leicht zu zeigen, daB f(z) stetig
ist, sobald es w und v sind, was wir denn auch fiir den ganzen Bereich P
voraussetzen wollen. Uberdies nehmen wir an, daB u, v daselbst auch
stetige partielle Differentialquotienten nach # und y besitzen.

Als Funktion von z, y aufgefaBt, hat f(2) = u + v¢ unter den ge-
machten Voraussetzungen in der durch die Winkel ¢, 4 gekennzeichneten
Richtung den totalen Differentialquotienten (46):

d
w (aw—}—z )cosq>+( +z )coszp-,
in bezug auf 2z also, weil dz = ds (cos ¢ + ¢ cos ¢), den Differentialquo-

tienten: w0V ou , .0v
duw (ax+%>°°w+(w+%)°°“”_
dz = cos @ -7 cos !

soll dieser unabhingig sein von der Richtung, nach welcher man sich in
der ¢-Ebene von dem Punkte x/y aus bewegt, mit andern Worten: soll
f(¢) als Funktion von z an der betrachteten Stelle geradeso wie eine
Funktion einer reellen Variablen nur einen bestimmten Differentialquo-

tienten haben, so muB: Ju |, .2v L)
3x+ Ew +15§

sein; denn alsdann ist

1 i
dw _ v . O
o + P ax der ay - ? “5; (1)
frei von ¢, v; denn die oblge Bedingung fiihrt zu den Gleichungen:
ou 0V
cx 0y’
eu __ 0v (2)
N

15%
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Eine stetige Funktion w = u + v, in welcher , v den Bedingungen
(2) entsprechen, heiBt eine analytische Funktion, und nur eine solche wird
als eine Fumktion der komplexen Variablen xz + yi betrachtet. Die Glei-
chungen (2) heiBen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Besitzen die Funktionen u, v auch stetige Differentialquotienten
zweiter Ordnung?), so folgt aus (2):

G Sl
0w  Cydx
Pu_ 00
oy: Ozoy
. o*u | 0w
und hieraus nach 52 5o T e 0, 3)

und eine analoge Gleichung ergibt sich fiir v. Diese Gleichung, die La-
Placesche Differentialgleichung genannt, ist grundlegend fiir die Theorie der
analytischen Funktionen. Man nennt Funktionen, die ihr geniigen, har-
monische Funktionen, und ein Funktionenpaar, das den Gleichungen (2)
gentigt, bezeichnet man als ein Paar konjugierter Funktionen; ein solches
ist also zur Bildung einer analytischen Funktion geeignet.

Wie aus (1) zu ersehen, ist der absolute Wert von %L}:' durch die po-

sitive Wurzel aus (Z—Z) z+ (%)2 oder aus (%;f) 2+ (g—;-)z ausdriickbar, daher ist

2 2 2 2
(&) + G =6+ @)
eine Beziehung, die auch unmittelbar aus (2) zu erschlieBen ist.

102. Konforme Abbildung. FaBt man u/v als rechtwinklige Koor-
dinaten eines Punktes in einer zweiten Ebene, der ,-Ebene” auf, so ist
durch w=f(x+yi)=u+ovi
eine Zuordnung der Punkte der beiden Ebenen, der z-Ebene und der
w-Ebene, vermittelt oder eine Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene
bestimmt. Beschreibt der Punkt #/y im Gebiete P eine Linie, so beschreibt
infolge der Stetigkeit von / auch der Punkt u/v eine Linie in seiner Ebene.

Es soll nun untersucht werden, von welcher Art diese Abbildung bei
einer analytischen Funktion ist.

1) Eine weitere Ausfiihrung dieser Theorie zeigt, daB dies eine notwendige
Folge der Existenz und Stetigkeit der ersten Differentialquotienten ist.
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Zu diesem Zwecke gehen wir von dem Differential der Funktion
f(2) aus, das den Ausdruck hat:

dw ( +z-)(dx+zdy)

Bewegt man den Punkt M(xfy) bei festbleibendem y um die sehr
kleine Strecke dx parallel der z-Achse nach M, (z + dz/y), soistdy = O
und die zugehdrige Bewegung des Bildes also durch

ou , . ov
dzw= ('a—:; +z%)dz‘
bestimmt; daraus liest man den Richtungskoeffizienten dieser Bewegung ab:
v Ju .
Px  Pw 4)
Bewegt man M (z/y) sodann bei festbleibendem x nach My(z/y + dy), so
ist dz = 0 und die zugehdrige Bewegung des Bildes ist durch

dyr = (— 7w T am) dy
bestimmt, woraus man ihren Richtungskoeffizienten
ou . 0v
BETRR] ()

abliest.

Aus (4) und (5) erkennt man, daB die Bilder von M M, und M M,
ebenso aufeinander senkrecht sind wie MM, und M M, selbst; und da
das Liéngenverhsltnis dieser Bilder:

ldWI'ldWI
Ve

AV (@) ay| =10 ay),
gleich dem Langenvemaltms der Ongma.le 1st, so bildet sich das infini-
tesimale rechtwinklige Dreieck MM, M, der z-Ebene in ein dknliches
infinitesimales Dreieck der ww-Ebene ab. Es ist leicht zu erkennen, wie
sich dieser Sachverhalt auf beliebige infinitesimale Dreiecke und infinite-
simale Figuren iiberhaupt iibertrigt, und da in &hnlichen Dreiecken ein-
ander entsprechende Winkel gleich sind, so kann man sagen:

Die durch eine analytische Fumktion vermittelte Abbildung der z-Ebene
auf die w-Ebene ist in den kleinsten Teilen dhnlich oder winkeltreu, oder
nach einer von Gaup eingefiihrien Benennung, konform.

Das Flichenverhiltnis der kleinsten Figuren in Bild und Original ist
nicht in allen Teilen dasselbe. Als Ahnlichkeitsverhiltnis der konformen

(6)
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Abbildung oder als ihr lineares Verzerrungsverhdlinis bezeichnet man den

lﬁ;:}l’ oder den ihm gleichwertigen %;”—]I; ihr gemeinsamer
Wert ]/(Z% +(32)'= V(Z_Z) gt (%)2 ist gleich dem absoluten Wert

des Differentialquotienten d—l: an der betreffenden Stelle und somit ver-

Quotienten

dnderlich von einer Stelle zur andern.
Die konforme Abbildung hat fiir die Kartographie groBe Bedeutung.
Zur Illustration der vorgefiihrten Begriffe diene die Funktion

w=f(e) = (@ —¢°) + 22y7;

daB sie analytisch ist, folgt daraus, daf #? — y* = u, 22y = v konjugierte
Funktionen sind, weil

ou o~ 0Ov o o5 0V
w20 —gy wd Go=—2y=—o-
Ihr Differentialquotient ist
dw .
’Eg =2 + Qy?/,

sein absoluter Wert 2 )/x? 4 42
Eliminiert man y zwischen den Gleichungen 2* — y®= u, 2y =1,
so ergibt sich ‘o gt L:
L ¥4
als Gleichung jener Kurven in der w-Ebene, in welche sich das System
der Parallelen zur y-Achse abbildet; es sind Parabeln. Durch Elimination

von z entsteht .
"

QE

=4J

als Gleichung jener Kurven der w-Ebene, in welche sich die Parallelen
zur 2-Achse abbilden; auch sie sind Parabeln. Beide Arten von Parabeln,
durch entgegengesetzte Lage voneinander unterschieden, haben den Ur
sprung der w-Ebene zum gemeinsamen Brennpunkt (Fig. 16). Sie zer-
legen diese Ebene in rechtwinklig krummlinige Vierecke, speziell in in-
finitesimale Quadrate, wenn die #z-Ebene in infinitesimale Quadrate zer-
legt worden war.

Da u, v und somit auch w sich nicht #indern, wenn man bei x und
y zugleich das Zeichen wechselt, so bilden sich je zwei in bezug auf 0
symmetrische Quadrate der z-Ebene in ein Viereck der w-Ebene ab.



103. Die Potenz. Moivres Binomialformel fiir ganze Exponenten 231

./..’

)] I - FEhene
& .-I",.w:a'r‘ | L Loené

I
|
i
|
|

Man ertrtere jene Zerlegung der
z-Ebene, die einer Zerlegung der

w- Ebene in Quadrate durch Parallele zu den Achsen U, 1/ entspncht

Im folgenden werden die elementaren Funktionen einer komplexen
Variablen einer kurzen Erdrterung unterzogen.

103. Die Potenz. Moivres Binomialformel fiir ganze Ex-
ponenten. Es gelte als Grundsatz, daB die Potens einer komplexen Zahl
begrifflich ebenso aufzufassen sei wie die Potenz einer reellen Zahl; wenn
also » eine natiirliche Zahl bedeutet, so sei auch bei komplexem 2

#'=1z-2...(n-mal), z"”=%, =1
Hs sei nun 2=+ 1y =r(cosp + ¢ sing); 1)

dann ist
22=r(cosp + o sing) - r(cos g + i sin )
= r2[cos®p — sin® p + 27 sin ¢ cos @]
=r?(cos 2¢ + i sin 2¢),
22 =1r2(cos 2¢ + i sin 2¢)r (cos ¢ + 7 sin )
=r®[cos2¢ cosp — sin2¢ sing + i (sin 2¢ cos p + cos 2 sin @)]
=1r3(cos 3¢ + ¢ sin 3 p);
die Allgemeingiiltigkeit von
2" = 1"(cosne + ¢ sinngp) (2)

ergibt sich daraus, daB die Hinzuftigung eines weiteren Faktors 2=r(cos ¢
+ ¢ sin ) fitr 2"+ dasselbe Bildungsgesetz liefert.
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Aus der Beziehung
1
7(cos @ -} ¢ 8in @)
ergibt sich z~"=y="(cos(— ng) + i sin (— ny)) }
=r-"(cosngp —isinng).

=ri(cOS(p— ising) = };[cos(— @) + isin (— )]

(3)

Da =" cos ng, sin ng einwertige GroBen darstellen, so sind die po-
sitive und die negative gamze Potenz etner komplexen Variablen einwertige
Funktionen derselben.

Vergleicht man die Formeln (2), (3) mit den aus (1) unmittelbar

hervorgehenden
2"=r"(cosp +ising)", 2z "=r""(cosp + ising)",
so ergibt sich
(cos @ + @ sin p)*t" = cos (++ ne) + i sin (& ne), 4)
die Moivresche Binomialformel'), zunichst giltig fiir jedes ganze #.

104, Die Wurzel. Moivresche Binomialformel fiir ratio-
nale Exponenten. Die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl werde
begrifflich ebenso aufgefaBt wie die Wurzel aus einer reellen Zahl; es sei
also auch bei komplexem # und ganzem positiven

" —
V#=w nur dann, wenn %"= 2.

Setzt man w = u + 4v = R(cos @ + ¢ sin @), so fiihrt dies vermdoge
des vorigen Artikels zu der Beziehung:

Rr(cosn® + i sinn @) = r(cos @ + ¢ sin ),
welcher nur auf die eine Weise geniigt werden kann, daf
R =,
n®=¢@+ 2xx
gesetzt wird, wobei x jede positive wie negative ganze Zahl einschlieB-

lich der Null bedeuten darf. Hieraus ergibt sich
R=|Vr|, D= M; daher ist

»
Ve="r(cosp +ising)=|}r| (cosi’:i.'%g'i’i-}f@sm'p_*“ ”T) ()

Der anscheinend unendlich vieldeutige Ausdruck auf der rechten Seite

1) Abraham de Moivre, Miscellanea analytica, London 1730.
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nimmt in Wirklichkeit nur # verschiedene Werte an, die man erhilt, wenn
man der Rethe nach %x=0,1,2,....(n—1) (6)
setzt. Die Verschiedenheit der aus diesen Substitutionen hervorgehenden

Werte folgt daraus, daB die zugehorigen Werte von ﬁ;—”j— simtlich

in dem Intervalle (0, 2x) liegen und voneinander verschieden sind. Be-
zeichnet man ferner irgendeine Zahl der Reihe (6) mit «, so kann jede
ganze Zahl auBerhalb dieser Reihe durch

pr 4o

ausgedriickt werden, wobei p eine positive oder negative ganze Zahl be-
deutet; setzt man nun % = pn 4 «, so wird

p+2xz _ go+2(pntao)r @4 2am
n - n = n

+ 2p=,

und da 2p= auf den Wert der trigonometrischen Funktionen in (5) kei-
nen EinfluB hat, so liefert die Substitution » = pn + « dasselbe wie die
Substitution » = a.

Hieraus folgt, daf3 die n-te Wurac aus einer komplexen Variablen
eine n-wertige Funktion dicser Variablen ist; doch haben die n Werte den-
selben absoluten Betrag und unterscheiden sich nur in der Amplitude,
so daB ihre Bilder auf einem Kreise um den Ursprung liegen und seinen
Umfang in % gleiche Teile teilen. Da iibrigens die komplexe Variable
auch die reelle und die rein imaginéire Variable in sich begreift, so gilt
das (fesagte auch fiir die n-te Wurzel aus einer reellen Zahl.

Setzt man in der Formel (5) » =1 und ldBt auch fiir ein komplexes
z den Ansatz B
Ve=2

zu Recht bestehen, so ergibt sich

1
n

P4 2xm +i .ng_—_{-;x:m . (7)

1
{cos @ + 4 sin @) ® = cos — ¢ si

Gilt ferner auch fiir komplexe 2z
— 4 2
{/2q= 2Y = (Zq)p;
wo unter —% ein irreduzibler Bruch verstanden werden soll, so ergibt sich
durch Verbindung von (4) und (5):
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Ver=Yir(cosp + i sing)Jr
—~¥ri(cosqp + i singp) )
2 (cosq(¢+2m) q(mj|—2mv))
P P

’e + 4 sin -

und hieraus fiir » = 1
Bl
(cos @ + ¢ sin ¢)? =GOS%(¢+2MJZ)+iSin—?;((p—l—?xﬂ:); )

in beiden Formeln ist nach und nach
x=0,1,...(p—1)
zu setzen, um alle Werte zu erhalten, deren die rechte Seite fihig ist.
Hiernach gilt fiir jedes rationale (positive wie negative) » die Formel:
(cos @ + i sin )" = cosn(p + 2xx) + i sinn(p + 2xx).  (10)

Man kann also, alle Fille umfassend, fiir die Potenz mit komplexer

Basis die Formel aufschreiben:

2" =[r"|{cosn(p + 2xm) + isinn(p + 2xx)},
und 188t man sie auch fiir ein irrationales n gelten, so erweist sich ¢* fiir
ein solches # als eine unendlich vielwertige Funktion.

105, Die natilirliche Potenz. Als analytische Definition der na-
tiirlichen Potenz werde die auch fiir einen komplexen Exponenten be-
stindig und absolut konvergente Potenzreihe genommen, welche in 95,
(17) unter Voraussetzung eines reellen Exponenten gefunden worden ist;

. 2
es sei also 6;,=1+_i,+1_'%+..._ (11)
Fiir einen andern Wert 2° der Variablen ist
, 7 o1
6=1+‘1‘+i‘f§+"'

Wendet man auf diese zwei Reihen das in 75 entwickelte Multiplikations-
theorem absolut konvergenter Reihen an, so ergibt sich fiir das allge-
meine Glied ¢, der Produktreihe der Ausdruck:

" z g1
=1 Tt T 12 —1)
22 g i
tis 1e. meyt " tim !l
1 ! u " rn-1 n(n_l) 'n—2 42 n}
T —— —_ —_ F 4 .. z
1-2...’/!-{2 +1.6’ 7+ 1.2 + +
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hiernach ist

R T I T

Die natiirliche Potenz erfiillt also, wenn man ihr die Definition (11) zu-
grunde legt, das Gresetz, welches die Arithmetik fiir Potenzen gleicher
Basis und mit reellem Exponenten nachweist, auch fiir komplexe Expo-
nenten, sie erfiillt es also ganz allgemein.

Daraus folgt ¢ ="t = e,
vermdge der Definition (11) ist aber

iy iy oy iy® y* iy®
Y — -~ v —_—. e e
e 1_{—1 1.2 1-2-3+1-2-3.4+1-2-3-4-5 ?

wegen der bestindigen absoluten Konvergenz dieser Reihe sind notwendig
auch die Reihen

2 4 3 5
1_%+1Ty-3-—i_'“ %—1-?/2-3'*'1.2-%-4.5_"'
bestéindig und absolut konvergent; als solche sind sie bereits in 96, (22)
und (23), erkannt und cos y, bzw. sin y als ihre Grenzwerte erwiesen wor-

den; mithin ist
(12) é'=cosy +isiny und €Y =¢*(cosy -+ ¢siny). (13)

Die erste dieser beiden Formeln ist von Euler?) nach ihrer hohen
Bedeutung fiir die Analysis gewiirdigt worden. Formal gestattet sie, das
Moivresche Binom cosg 4 ¢sing in Form einer natiirlichen Potenz
mit imagindrem Exponenten, &%, darzustellen.

Andert man in (12) y um 2%, unter » eine positive oder negative
ganze Zahl verstanden, so #ndert sich die rechte Seite wegen der Perio-
dizitdt der trigonometrischen Funktionen von der Periode 2« nicht; folg-
lich ist ¢+ 22m) — gty und

e t2rai . o7, (14)

Die natiirliche Potenz e ist demnach eine eindeutige periodische Funk-
tion von & und 2xs der Modul der Periode (32).

Ist 2 rein imaginir = ¢y, so ist vermdge (12) der Modul von ¢'? bei
jedem Werte von y die Einheit; ist # komplex = z + 4y, so ist der Mo-
dul von e auf Grund von (13) e

1) Introductio in Analysin infinitorum, 1748; deutsch von F. Maser, Berlin
1885.



236 IV. Abschnitt. § 4. Die elementaren Funktionen einer komplexen Variablen

Wegen der Periodizitit von ¢ geniigt es, um alle Werte der Funk-
tion, deren sie fihig ist, zu erhalten, z ein Gebiet zuzuordnen, das dem
« das Intervall (— oo, 4+ o0), dem y das Intervall (0, 2x) zuweist, also
einen Streifen der Ebene, welcher von der z-Achse und einer zu ihr par-
g allelen Geraden im Abstande 2z begrenzt wird

(Fig. 17). Zerlegt man die ganze Ebene in Streifen
7 dieser Breite, so wiederholen sich die Werte von
¢, welche aus dem erstgenannten Streifen entsprin-
¥ 5 x gen, in jedem andern derart, daB e* = e’ wenn

v 22 ||YY', 22/ = 2x oder ein positives oder nega-

Fig. 17. tives Vielfaches hiervon ist. Die Ebene X OY ist
daher unendlich vielfach auf die Ebene UOV abgebildet (102).

Verbindet man die Gleichung (12) oder
e%=cosx + ¢t sinz
mit der aus ihr durch Zeichenéinderung des x hervorgehenden
e = cosx —isingx
durch Addition und Subtraktion, so ergeben sich die ebenfalls von Euler

%43

278

aufgestellten Formeln: ¢iT eI
COS L = -~ ——
. eiz+ P iz (10)
gin g =
2t

106, Der natiirliche Logarithmus. Unter dem natiirlichen Lo-
garithmus der komplexen Variablen 2 =z + iy soll jede komplexe Va-
riable w = u + ¢v verstanden werden, die fiir alle Werte von z, y die Be-
ziehung =z
erfiillt; mit andern Worten, wie bei reellen Variablen soll der natiirliche
Logarithmus die Umkehrung der natiirlichen Potenz sein. Zu seiner Be-
zeichnung diene dasselbe Symbol Iz wie bei reellen Variablen.

Aus €= et = ¢“(cos v + ¢ sinv) = x + iy
folgt aber nach dem Grundsatze, daB zwei komplexe GroBen nur dann
gleich sind, wenn die reellen Bestandteile und die Koeffizienten von i
beiderseits {ibereinstimmen, daB

e“cosv =2
¢ siny = y;

daraus ergibt sich fiir den Modul von ¢v, d. i. fiir ¢, der Wert
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e‘=le|, woraus u=lle.§

Yy

e*?

ferner tgy = y

X .
cosy =3, sinv= =i

bezeichnet also Arc tg % jenen einzigen Bogen aus dem Intervalle (0, 2x),

dessen Tangens den Wert % hat und dessen Kosinus, Sinus beziehungs-

weise mit xz, y dem Zeichen nach iibereinstimmen, so ist
V= Arctg—% 4 2xx,
wobei % jede positive und negative ganze Zahl mit EinschluB der Null
bedeuten kann.
Nachdem so die Elemente von w durch jene von z dargestellt sind,

hat man: Wz +iy) =1V + & | + i Arctg % + 2xmi. (16)

Der natiirliche Logarithmus einer komplexen Variabeln ist demnach
eine unendlich vielwertige Funktion, und aus einem seiner Werte ergibt sich
Jjeder andere dwrch additive Hinzufiigung eines entsprechenden Vielfachen
von 2m3.

Den zu » =0 gehorigen Wert bezeichnet man als Hauptwert mit
dem Symbol 7z, so daB lg =Tz + 2xa.

Dieses Verhalten ist die notwendige Folge der Periodizitdt der na-
tiirlichen Potenz, aus welcher der natiirliche Logarithmus durch Umkeh-
rung hervorgeht (33).

Weil die komplexe Variable auch die reelle und die rein imaginire
umfaflt, so gilt der eben ausgesprochene Satz auch fiir diese.

Ist y=0, so ist Arctg % entweder = 0 oder = #, je nachdem
% > 0 oder # < 0; man hat also fiir den allgemeinen Logarithmus einer
reellen Zahl 2 die Ansiitze
firz>0 lo =1z + 2umi
fir <0 lz=T|2|+ (2% + V=i,
wobei [z, bzw. I |z | den Logarithmus im gewdhnlichen arithmetischen
Sinne bedeutet.
Die erste dieser Formeln zeigt, daB sich unter den unendlich vielen

Werten des natiirlichen Logarithmus einer positiven reellen Zahl ein ein-
ziger reeller Wert befindet, eben der Hauptwert; dieser ist es, den man
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gewdhnlich mit Iz bezeichnet. Aus der zweiten Formel geht hervor, daf
die Werte des Logarithmus einer negativen reellen Zahl wie die einer
komplexen Zahl simtlich imaginér sind.

Es mag noch die einfache Gestalt der Formel (16) angefiihrt wer-
den, welche sich bei trigonometrischer Darstellung von z ergibt. Ist
2 =1r(cos ¢ + 7 sin @), so hat man:

lg =1Ur +ip+ 2xmi.

Bei der Abbildung von e = [z entsprechen jedem Punkte der z-Ebene
unendlich viele (dquidistante) Punkte der «w-Ebene.

107. Trigonometrische Funktionen. Zur Definition der trigo-
nometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sollen bei komplexem Ar-
gument dieselben bestindig und absolut konvergenten Potenzreihen ge-
nommen werden, welche sich in 96, (22) und (23), bei reellem Argument
fiir diese Funktionen ergeben haben. Beziiglich der anderen Funktionen
sollen die ndmlichen Beziehungen gelten, wie bei reellem Argument, also
sin 2
Ccos 2
kommt, wie wenn man die Formeln 105, (15) als allgemein geltende De-
finitionen festgelegt hiatte.

In der Tat folgt aus (11):

tge = usw., Wir wollen zeigen, daB dies auf das némliche hinaus-

eizzl+1‘1§"%—1?;ﬁ3+1.22-43-44'1-2-{:.6-4-5—""
e-“=1_iTz”i%'}'Ligs-s""1.2543.4_1-2;1.:674“.5—"'
und hieraus durch Addition und Subtraktion:
¥ -~z
6”_2:_Z="1z‘"1 223.3'*'1-2-25-4-5” ’

nimmt man also die rechtsstehenden Reihen, die mit jenen 96, (23), (22)
tibereinstimmen, als Definitionen fiir cosz und sing, so ist auch

121 -3z
[ €
COB 2 = —~j:;

o an

12

iz

e

24

. [4
sSin 2 =
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Da die natiirliche Potenz periodisch ist mit dem Modul 2x4, so daB
¢r¥ixmie (@+2xm = ¢is g0 sind die Funktionen cosz, sinz ebenso wie
die gleichnamigen Funktionen der reellen Variablen periodisch mit dem
Modul 27,

Ist 2 rein imaginiir, # = ¢z, so geben die Formeln (17)

x -z
(4 +8
5 = cosh 7,

—a (18)

€ o s
— = ¢ sinh z,

CO8 14 =

e*—

Sy =1 B

so daB der Kosinus einer rein imaginiren Variablen reell, der Sinds rein
imagindr ist. Durch diese Formeln ist zugleich der Zusammenhang zwi-
schen den Kreis- und den Hyperbelfunktionen (34) hergestellt.

Ist 2 komplex = 2 + ¢y, so hat man nach (17):

cos (z + iy)
_ e A (e ™) (¥ e7Y) — (6% — e7%%) (eV— €7 Y)
2 - 4
sin (x + iy)
eim‘ e——y__e—iac e . (ei:t_e—im) (ey+e—y) _ (eiw+ e—im) (ey_e—-y> .
= 24 - Y ?

mit Beachtung der Formeln (15) und (18) gibt dies:
cos (x + ty) = cosx cos iy — sinx sin ¢y
sin (z + iy) = sin z cos iy + cos # sin ¢y,
Formeln, welche véllig dem fiir reelle Bogen geltenden Additionstheorem
entsprechen; in der Form geschrieben:
08 (z + y) = cos x coshy — ¢ sinx sinh y
sin (z + ¢y) = sin x coshy 4 ¢ cos # sinhy
lagsen sie die linksstehenden Funktionen unmittelbar als komplexe Gro-
Ben erscheinen.

Der Kosinus und der Sinus einer komplexen Variablen sind demnach
eindeutige periodische Funktionen mit dem Modul 2.

Wegen der Periodizitidt geniigt es, um den ganzen Verlauf dieser
Funktionen kennen zu lernen, dem 2 als Gebiet einen Streifen der Ebene
zuzuweisen, welcher von der y-Achse und einer zu ihr parallelen Geraden
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b im Abstande 2m begrenzt ist (Fig. 18). Teilt man die
ganze Ebene in derlei Streifen, so wiederholen sich in
A jedem derselben die Werte aus dem erstgedachten Strei-
fen derart, daB cos #’=cosz, sin ¢’ =sin z, wenn 22| X X’

27 FR X und 27’ = 2z oder einem Vielfachen davon.
108, Zyklometrische Funktionen. Als Arcus-
o | tangens einer komplexen Variablen z = x + ¢y werde
Fig. 18. jede komplexe Zahl w = u + ¢v bezeichnet, die der Be-
dingung: tgw=12¢
gentigé. Mit Benutzung der Gleichungen (17) fihrt dies zu der Gleichung

-4 w 2w __ 1
=2, aus welcher zunéichst ———
e "+1

2w 1414z
1—1z

—-e
iw —tw
e

und weiter

1e ,
— =iz
T

folgt, so daB sich fiir w die Bestimmung:
1 l 1 + 12

= Aretg #

ergibt; dadurch ist die Liisung der Aufgabe auf die Bestimmung des na-
tiirlichen Logarithmus einer komplexen Variablen zuriickgefiihrt, die in
106 erledigt worden ist. Es ist

1442 1—y+tde 1—x*—qy? 2z

1—is “i¥y—is ~oF0tey T FFaFo7"
der Modul hiervon die positive Quadratwurzel aus

QA—a*—y)t4e® (142’ +y)—4y® a4+ (1—y)?

{e*+ 0 +y7}? {#* + (1 +y*}? ®* 4 (1 + 9t

daraus ergibt sich auf Grund von 106, (16):

1412 2?41 —y)*
ll-—zz———1x+(1—|— g)—}—%Arctgl P ,+2mn

und hiermit Arc tg (z + 1y)
it (1) (19)
— flotas ety A e e

dabei ist unter Aretg f__*xgx_—y; jener Bogen aus dem Intervalle (0, 2x)
zu verstehen, dessen Tangens —ﬂ———, ist und dessen Sinus, Kosinus
’ 1—2—y

im Vorzeichen mit 2, 1 — 2? — y* respektive iibereinstimmen.
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Der Arcustangens einer komplexen Variablen ist demnach eine unend-
lich vieldeutige Funktion; aus einem seiner Werte ergibt sich jeder andere
durch additive Hinzufiigung eines entsprechenden Vielfachen von x.

Als bevorzugter Wert soll jener gelten, der » = O entspricht, und
als Hauptwert mit arctg # bezeichnet werden; es ist dann

Arctg 2 = arctg 2 + xm.
Die andern zyklometrischen Funktionen fiihren ebenfalls auf den
natiirlichen Logarithmus zuriick. Auch wenn w eine komplexe Zahl ist,
gilt nimlich vermége (17) die Gleichung:

; . 1 .
€% = cos w + ¢ sin w, woraus W= I(cosw + @ sinw);
setzt man nun einmal sin w = 2, ein zweitesmal cos w = 2, so ergibt sich

im ersten Falle Arcsinz = —: L(Y1T =2+ i2);

im zweiten Falle Arccoss = ‘l 1(z+iY1—2%),

die Wurzel beidemal als zweideutige GroBe aufgefaBt. Die Ausfiihrung
dieser Formeln in den Variablen z, y soll unterbleiben. Nur einige Be-
merkungen mdgen mnoch angefiigt werden. Ist 2 reell und dem Be-

trage nach kleiner als 1, so ist auch /1 — 22 reell und der Modul von

entfallt vermdge 106, (16) der logarithmische Teil und es bleibt ein
reeller Bogen bestehen. Wenn hingegen z reell und dem Betrage nach

groBer als 1 ist, dann ist }1 —4® imaginir und der Modul von

V1 — 22 + iz gleich | s+ }/2*— 1|, jener von z + i Y1 — 2 =2—Vt—1
gleich |2 —)/2® — 1|; man hat also auf Grund von 106, (16):

Arcsinz=%l\z+]/?_——1} + ;+2mt
Arccosz=%l e —Y2 = 1|+ 2 2=

Aus diesen Darlegungen ergibt sich die fiir reelle £, welche absolut ge-
nommen kleiner sind als 1, aus den Elementen schon bekannte Formel:

. k4
Arcsin 2 + Arccos 2 = -+ 2un.

Hervorgehoben seien zum SchluB die nahen Beziehungen, die sich

durch Heranziehung der komplexen Variablen zwischen den trigonome-
Czuber, Vorlesungen. I. 4.Aunfl. 16
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trischen Funktionen und der Exponentialfunktion einerseits, den zyklo-
metrischen Funktionen und dem Logarithmus andererseits aufgetan haben
und die sich durch die ganze Analysis hindurch verfolgen lassen.

§ 5. Die unbestimmten Formen.

109. Die Form %- Wenn eine Funktion f(x) der stetigen Varia-

blen z fiir ein Intervall («, §) eindeutig definiert und in diesem Intervall
stetig ist, mit Ausnahme einer einzigen Stelle # = a, welche innerhalb
(@, B) liegt oder mit einer der Grenzen zusammenfillt und an welcher die
Definition ihre Geltung verliert, so stellt sich die Aufgabe ein, das Ver-
halten der Funktion in der Umgebung dieser kritischen Stelle zu unter-
suchen. Diese Aufgabe erhilt einen bestimmten Ausdruck in der Forde-
rung: den Grenzwert von f(«) zu suchen fiir einen niher bezeichneten,
aber stetigen Grenziibergang lim z = a (18).

Die Funktion f(z) erscheint an einer solchen Stelle # — @ in einer
sogenannten wnbestimmien Form und nach dieser Form richtet sich das
einzuschlagende Verfahren. Welches diese Form aber auch sei, so be-
zeichnet man den Grenzwert lim f(z), wenn ein solcher existiert, als

einen wuneigentlichen Funktionswert, wohl auch nicht gerade zutreffend als
den wahren Wert der unbestimmten Form, und ergéinzt die an der Stelle

= a unterbrochene Definition der Funktion dadurch, daB man diesen
Grenzwert als ihren Wert an dieser Stelle festsetat, also

f(@) = lim £(z) (0

annimmt; dies geschieht auch dann, wenn der gedachte Grenzwert + o
oder — oo ist. Die Erginzung erfolgt also, sofern der Grenzwert ein end-
licher ist, nach dem Grundsatze, dal die im Intervalle («, ) mit Aus-
schluf von @ herrschende Stetigkeit auch fiir # = o fortbestehen bleibe.

Unter den unbestimmten Formen ist es eine, auf welche man die

tibrigen zuriickzufiihren sucht; sie hat folgende Entstehung.
Es sei f(z) = Z—Eﬁ% eine gebrochene Funktion, deren Zihler und Nen-
ner in dem Intervalle (e, ) stetig sind und an der Stelle z = a zugleich

verschwinden; dann nimmt der Ausdruck der Funktion die Form —gA an.
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Da ¢(x) und y(z) fiir lim £ = o unendlich klein werden, so hingt
der Grenzwert ihres Quotienten von der Ordnung des Unendlichklein-
werdens jeder einzelnen ab (16).

Hieriiber gibt mitunter schon eine einfache algebraische Umformung
Auskunft; sind z. B. m, » patiirliche Zahlen, so ist

f(x) _ 2 — g™ _ (x__a)(xm—l_*_a‘mm—?_}_ o +am—1).
2" — a (x___a)(xn—l_i_axn—z_{_”._l_an—l) !
Zihler und Nenner werden also fiir limz = ¢ von derselben Ordnung
unendlich klein wie 2 — a, daher ist

m—1 m—2 m—1
+az" 4. fa =Zgmon
(a,)—hmf(.t) ( P 1+a$n 2+ +a"_1)x=a_ /na' .

Ist « =0 die kritische Stelle und sind ¢(z), ¥(x) in Potenzreihen
entwickelbar, so kénnen diese Reihen ein von z freies Glied nicht ent-

halten (85, SchluB); es sei daher:

@(2) = aga™ + "t + aga T4 o= g™(ag+ ax + - - 1),

P(&) =bya™ + b a" Tt 4 byart: 4 - =a"(by+ byx + - - );
fir im z = 0 werden jetzt @(x), ¥(x) in bezug auf 2 selbst unendlich
klein von der m-ten, bzw. von der n-ten Ordnung und man hat nun drei
Fille zu unterscheiden:

a) fir m > n ist lim £ = 0, daher

10.56

?®) )
f(0) = hm L @ =0;

b) fiir m < n ist lim % =, =00 (+ oo bei geradem » — m, bei unge-
x=0 &
radem » — m links — oo, rechts + o0), also

: P () ;
f0) = lim gy = o

¢) fir m = n endlich erhdlt man

QI
f(0)= hm L @ b::'

Zur Erliuterung dieses Verfahrens mogen folgende Beispiele dienen:

— ginz

1. Fir z = 0 nimmt  f(x) =

. 0 .
die Form - an; es ist aber

16*
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n = _””_.{___—af_ - )
x—smx—-.L—(x‘"l.g.s 1.2.3-4 5
xs x®
=i{es 125457 7
) 1
daher £(0) = lim f(2) = &
. x=0

2. Dieselbe Erscheinung tritt bei

_ x—arctgx
@) = T coss

ein; die Entwicklungen von Zihler und Nenner geben

x o« af z>
x~—arctgx=x—(—i-—‘3~ 3“‘"')“"{_3“_*“
P 2t x? xt
1—005x=1—-(1—m+1_2‘8.4_—.")—-1 2_—1 23.4+ !

folglich ist £(0) = lim f(z) = 0.
r=0

3. Das gleiche Verhalten zeigt

4+ o+ a4+ 11 —x 4 =%
f@): e+ e T—2cosx

fiir # = O; nun ist, sobald z geniigend klein geworden,

l4+z+2)+1(1 —a+ 2%

42 (@42 | @t z2—2 | (x—xH)?  (x—az°
'1_2+3_"'”(1+2+3+"')
=_—x2+%f+...,

4 e *—2cosx
x x? x xt x? xt
=Lt Sttt T 2 (- T )
wG
=2x2+m-—-...’
daher

F(0) = lim f(z) =5 -

Die Entwicklung gibt zugleich ein bequemes Mittel, die betreffende
Funktion fiir der Null naheliegende Werte von » niherungsweise zu be-
rechunen; so kann die Funktion des 1.Beispiels fiir sehr kleine Werte von

z

1 x* . o s 3 5 . .
z durch & — =, jene des 2. Beispiels durch -——; und dies wieder
7 2
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2x 31 23 1+ _{;;:

durch 550 die des 3. Beispiels durch o und dies wieder durch
2
180

- + naherungswelse ersetzt werden.

Zu einem allgemeinen Verfahren der Grenzwertbestimmung von Quo-
tienten, deren Zihler und Nenner an einzelnen Stellen gleichzeitig Null
werden, fiihrt die Differentialrechnung. Angenommen, z = a sei eine
solche Stelle und es besitzen die Funktionen @(2), ¥ (z) in einem Inter-
vall, dem die beiden einander beliebig nahen Werte a und a + % ange-
héren, stetige Differentialquotienten der m-ten bzw. #-ten Ordnung; dann
kénnen @(a + k) und ¢(a + k) nach der Taylorschen Formel (91) ent-
wickelt werden, und da ¢ (a) = 0, ¥ (a) = O ist, so lauten diese Entwick-
lungen:

9" (a) (a) ™ (a+6'h),, ’
(p(d—{-h) (a)h+ 12+"'+’_1':§T"T‘h (0<0<1)

v @ PO@ R, "
1/’(a+h> ¢'(a>h+ 72+"'+‘T2—_'_“_—,h—"h (0<0 <1)-

Wenn nun ¢’(a) 4 0 und ¢'(a) + 0, so werden @ (a + k), y(a + &)
mit % zugleich unendlich klein von erster Ordnung, und man hat

plat+h __ 9@
fl) =lim Can = ¥ ) @

Ist hingegen
¢’'(a) = 0 und auch weiter noch ¢"(a) =0, ..., p™~Y(a) = 0,
aber o™ (a) = 0,
¥’(a) = O und auch weiter noch %”(a) =0, . ., p®~(a) = 0,
aber v (a) + 0,
und bleiben insbesondere @™ (z) = 0, 3™ () <= 0 auch in dem Intervalle
(a, @ + h) bestehen, so wird
ea+th) 1-2...00" " (a L 0'h)
pe+h  1-2...mk" ¢4 07h)’

1) Die in diesem Ansatze enthaltene Regel hat Johann Bernoulli zuerst
gefunden. Acta erudit. 1704. Die Aufgabe, den Grenzwert eines Bruches zu be-

stimmen, der die Form % oder die im nichsten Artikel besprochene Form -2
[+ 2]

sunimmt, hat zum erstenmale (in geometrischer Einkleidung) G. F. de YHospital,
Analyse des infiniment petits, Paris 1696, in Angriff genommen.
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unter diesen Voraussetzungen wird also ¢(a + k) fiir limh =0 in bezug
auf % unendlich klein von der m-ten, ¢(a + k) von der n-ten Ordnung;

danach ist
f(a) = hm wgz::__:; =0, wenn m > n,
f(a)——hm wEZiZg o, wenn m < m,
plat+h) _ 9" (@)

wenn m = n. (3)

fle) =lm ¥ = g

Das Verfahren, zu welchem diese Betrachtung fiihrt, 148t sich fol-
gendermaBen beschreiben: Man differentiiere Zihler und Nemmer des
Bruches %i:—; Je fiir sich und wiederhole dies so oft, bis man im Zihler oder
tm Nenner zu einem Differentialquotienten kommt, der fiir x = a nicht Null

ist; je machdem dies tm Nenner zuerst oder im Zihler suerst oder nach m
P (%)

Wiederholungen in beiden gleichzeitig eintritt, ist lim @) fir limz=aqa
gleich Null, oder = oo oder = 2;::1 EZ;

In dem letztgedachten Falle nimmt nicht allein :E ;, sondern neh-
men auch :; Eﬁ;, Tl;"(gc)), Ce ;g;—_%% fiir 2 = a die unbestimmte Form
% an und alle diese Quotienten haben denselben Grenzwert ° ((—m))—z;; ; denn

wendet man die Taylorsche Formel auf ¢ (a + h) und %@ (a + h), wo
r <m, an, so wird wegen ¢p)(a) =0, p+9(a) =0, ,.., p™-V(a) =0
und ¥ (a) =0, pr+H(a) = 0,.. ., w("‘“l)(a) =0

(a T8y

-

eV (a +h) =

(m),
¢(r)(a+h) "P (a‘l"e h) hm—r

. (m—1)

9" @+8 _ ™ @
im0 vO@+h)  p @’
so daB man schreiben kann:

o) @) 5m? @ 4
fla) = lim 3 = lim 5o ~ iy ' )

und
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Bisher wurde die kritische Stelle als im Endlichen liegend voraus-
gesetzt. Wenn aber ¢(x), ¥(x) mit bestindig wachsendem z, z. B. bei
lim 2 = + oo, gegen Null konvergieren, so nimmt % fiir imz =+ oo
die Form > o 81, das durch (4) charakterisierte Verfahren der Grenzwert-

bestimmung bleibt aber bestehen. Setzt man némlich z — %, so nimmt

die unbestimmte Form fiir lim # = 4+ O an und hierfiir gilt der

Vorgang der sukzessiven Differentiation; nun ist aber

Do (=5 w2
Dy (3)=—7v(3)

wobel ¢ ( ) den Wert von ¢'(x) fiir x-——, v ( ) den Wert von o'(2)
fir = 7 bedeutet; daher ist

D,y (?:‘P' (%) und Tim ?ﬂ—%——)=lim %%
ba(z) ¥(3)  mrepa(y) e

Wir wenden nun das allgemeine Verfahren auf die vorhin in anderer
Weise behandelten Quotienten an.

Das an erster Stelle unter Voraussetzung ganzzahliger positiver m, n
behandelte Beispiel (@) = 2" —a™

erledigt sich mit Hilfe der Dlﬁ'erentlalrechnung fiir beliebige rationale
m, n (@ > 0); nach der einfachen Regel (2) ist

m—1

f@) = (255) = Zann

rx=a

Die drei spiteren Beispiele fithren auf diesem Wege zu folgender Rechnung:

3 9t 3 B
x 2=0 3x 6z 6

. x—sinx . 1—cosz . ginzx 1
i m =1 :

z? 2 \

. x—arctga .1 14 x%2

lim 220 8L _ oy 14t | ) =0;
Z=0 "1 —cosx r—p SIDX cos & =0
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lim lt+z+2)4+ 10—z + 2%

z=0 &t e *—2cosx
2z 4 423 /2 + 102% — 22* — 42°
— lim _ tt&+a __( 1+ '+ 29* _ 1.
z=0 €*—e "} 2sinx et e f2cosx /g 2

Als weitere Beispiele mogen dienen:

x®— 19 4 30
f(x) T2t 22— 9x 1+ 18

tgaxr —ax . a®
f(x)=fg—b~x—bx bei 2 =0, {17’7}

bel z = 2 und z = 3, {—;—,—;1}

gin 2 — cos
f(x) = Sin2x— Co8 2 —

@) =52 bei o =0, [5]

tgr—w 2

%)

2

. k14
1 beil x=='z,

110. Die Form % Es habe die Funktion wieder die Form eines

Bruches Zg:;, bei der stetigen Anndherung von x an die Grenze a miogen

Ziikler wie Nenner, jeder mit einem bestimmien Vorzeichen, ins Unendliche
wachsen. Dann wimmt f(x), wie man dies lurz ausdriickt, an der Stelle

. . ®R
z = a die unbestimmte Form — am; der Grenzwert dagegen, welchem

sich dabei f(z) im gegebenen Falle nihert, hingt wieder von der Ord-
nung des Unendlichwerdens von Zihler und Nenner ab.
Einen wichtigen Fall, in welchem die Frage leicht erledigt werden
kann, bildet die Funktion &
f (.11) =%

wenn # > 0 vorausgesetzt wird; fiir lim # = 4 oo wachsen Zihler und

Nenner, positiv bleibend, ins Unendliche; wie gro8 aber auch « und m

ist, es gilt ? ”

T e>1+ T4yt ot e
$77L

daher auch z  x
e i tia T tisow

wﬂ

" 2

wobel immer m > n vorausgesetzt werden kann, so daB der rechtsseitige
Bruch mit z iiber jeden positiven Betrag wichst; daher ist

lim & =+ oo. (n > 0).

X=4cc
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Es wird also die natiirliche Potenz ¢ (und jede ExponentialgroBe a?,
deren a > 1) fiir lim # = + oo unendlich grof von hoherer Ordnung als
jede noch so hohe algebraische Potenz z" mit positivem Exponenten.
Daraus schlieBt man umgekehrt, daB

m1=in+1w % =0 (n > 0).
Von dieser Funktion 148t sich leicht schlieBen auf
f(@) ==

fiir 2 > 0 und lim # = + oo; denn setzt man [z = 2, so wird £ = ¢° und
mit lim # = + oo zugleich lim 2= + oo; die Funktion aber geht iiber in

2 _ "z
et meet’
. . lx 1. nz
infolgedessen ist Im — =— lim =0. (n > 0).
n (X4
z=+40w & s=+40 €

Hiernach wird der natiirliche und jeder Logarithmus, dessen Basis groBer
als 1 ist, fiir lim # = + oo unendlich grof von niedrigerer Ordnung als
jede positive Potenz.

Mit Hilfe der Differentialrechnung wird die Grenzwertbestimmung

im vorliegenden Falle ebenso erledigt, wie bei der Form —g—- Zuerst soll

dies unter der Voraussetzung gezeigt werden, daf lim 2 = + oo (oder
— 00), und daB von einer Stelle X angefangen () nicht mehr Null
9@
v (@)
einen Grenzwert A besitzt, q’i ; gegen denselben Grenzwert Lonvergiert.

wird, ¥ (z) also monoton verliuft. Dann gilt der Satz, dafi, sofern

Sind nédmlich ,, « (#,< ) zwei Werte der Variablen, welche dem
Intervalle (X, 4 o0o) angehdren, so ist nach dem verallgemeinerten Mit-
telwertsatze (39): o(@) —p@)  9'@).

v@ — ) v @) o <y <
daraus schlieBt man weiter:
1— P (%) 1— :‘P(io)
9)(‘77) P () - 9 (z) und ?@ — P (@) . 9 () (5)
P () DAY ' (x) P (x) 1 —%&) ()

W () 9 (@)
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Da nun : E:; fiir lim # = + oo den Grenzwert 4 hat, so kann man z,
so groB festsetzen, daB Z E ‘g von 4 um einen beliebig kleinen Betrag &
1

verschieden, also glemh 4 & ¢ ist; nach Festsetzung von z, kann man
ferner « so groB annehmen, daB der Bruch

1— P ()

Y ()
P (%)
? (@)
von der Einheit um einen beliebig kleinen Betrag sich unterscheide, also
gleich 1 & 5 wird; dann aber hat man
R I E

und weil &, # dadurch, daB man z, und z groB genug wahlt, der Null
immer néher gebracht werden kénnen, so ist tatsichlich

@ _ 4 tim 2@,

1 —

li o= -
omtn ¥ @ ¥ @
Der Satz gilt auch dann noch, wenn :; E ; mit z ins Unendliche wackh-
sen gollte; denn da der erste Faktor der rechten Seite in (5) gegen 1
konvergiert, so ist mit xhrfwz; E ; oo auchxhxixw% o0,

Der Fall, daB % (@ die unbestimmte Form 6-0 fiir lim 2 = a an-

nimmt, 148t sich auf den vorigen durch die Substitution

1
x——=a+~;

und den darauf folgenden Grenziibergang lim # = + co (oder — o) zu-
riickfithren; da aber
1

Dyglat T]=—% ¢ (a+7),
Dyfo+ )= kv (or )
wobe1 die Differentiation rechts sich auf das z vertretende Aggregat

a + — bezieht, so ist

9@ _ D"”(“"'%_)_. "”(“'F%) ¢ (@)
o “D,y (a+ 1) ‘}L‘?,w,(a+%)“§“?,w<w>
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Die iiber das Verhalten von ¢'(z) gemachte Voraussetzung lautet
jetzt dahin, daB sich eine Umgebung von ¢ wie in (5) muf bezeichnen
lassen, innerhalb welcher 3’'(z) nicht Null wird.

Solite I'E:)) bei dem vorgeschriebenen Grenziibergange wieder die
unbestimmte Form ;—’g annehmen, so geht man zu dem Verhiltnis der
zweiten Differentialquotienten iiber, sofern auch %" (x) die angefiihrten
Bedingungen erfiillt, usw.

Mitunter bedarf es nur einer anderen Schreibung, um eine Funktion,

die die Form % annimmt, so darzustellen, daB sie die Form 9 erlangt;
oo 0 3

. " .. . . tgx " d

dies findet beispielsweise bei e @n Lz fir = < statt, wenn man
n

tg(2n+1 " : .z " .

99%5%“:—” dafiir schreibt; bei —"— fir # =0, wenn man es in
g cotg <5

tg "

./ umsetzt.

Beispiele. 1. Die vorhin behandelten zwei Fille erledigen sich nach
dem gegenwirtigen Verfahren wie folgt: Sind p, p + 1 zwei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen und p <n <p + 1, so hort die Unbestimmtheit

¢
von

xTL

nach p-maliger, bzw. nach (p + 1)-maliger Wiederholung des Verfahrens
(6) auf, je nachdem p = n oder p <n ist; im ersten Falle ist

lim < Iim e + o0
Pt x? p(p—1)...1 ’
im zweiten Falle
lim £ —1i i
m — = lim Py
¥ =100 nrn—1)...n—p)x
p+l—n z
= lim a: ° = -+ 00.
nmn—1)...n—p) +
Was ferner Sﬁ (n>0)
anlangt, so ist schon nach einmaligem Differentiieren
1
lim % —1lim —% = lim -~ =0.

x=+o0e nx nax
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2. Auf die Funktion ZF o8z

T —8inax
ist fiir lim # = + oo (wie auch — oo) das Verfahren nicht anwendbar,
weil es keine Zahl X gibt, iiber welche hinaus der Differentialquotient
des Nenners, d. i. 1 — cos x, nicht mehr Null wird; auch ndhert sich der

Quotient der Ab]eltungen, — — c;)—;, keiner bestimmten Grenze; indessen

zeigt eine einfache Uberlegung (man dividiere etwa Zihler und Nenner

durch z), daB lim 8@ _
' wl L x—snz

3. Die Funktion L A

g x

pimmt fiir @ > O bei dem Grenziibergange lim = + O die Form g—g an,
und es ist
a-sectax
. ltgacx . tgazx . in 2 2 2
lim lf =1 —f—g——a; = Jim Z32%% (—»L cos 2% ) =1,
2=+0 sec?x z=+p0 SR 20X 2acos2ax /-9
tgx

wobei bemerkt wird, daB der Quotient der ersten Differentialquotienten,
asin2x
sin2ax’

111. Die Form 0 - co. Wenn f(x) = p(z) v(x) und wenn bes einem
bestimmiten Grenziibergange lim x = a

lim gp(z) =0, limy(2) =
wird, so m'mmt f(x) die unbestimmite Form Q- oo an, die sich auf eine der
bringen l1aBt, z. B. dadurch, da man f(z) in der Gestalt

ndmlich —, bei x = 0 die Form % erlangt.

Formen --

0 2
q)(l—w) , beziehungsweise ngi)
¥ () 9 (@)

schreibt. Es treten dann die fritheren Methoden in Kraft.
1. Einen Fall dieser Art bietet die Funktion
(&) = &l (> 0, % > 0)
dar fiir lim z = 4 0, wenn nur # eine solche Zahl ist, daB (Iz)” bei dem
Grenziibergang reelle Bedeutung hat. Schreibt man

flo) =42,



111. Die Form 0. 253

so kann das Verfahren von 110 angewandt werden, wonach

N

x N .. m n—1.
Tll!-.;l-lof(x) = lim 7;;?”"_—1 = —Ehm X (la:) 1,

ist n eine nattirliche Zahl, so gibt die #-malige Wiederholung dieses
Vorganges schlieBlich

lim f(2) = (— 1 2= D L gy gm0,

=40 m

z=+0
und liegt » zwischen den natiirlichen Zahlen p und p 4 1, so ist nach
(p + 1)-maliger Wiederholung
lim f(2) = (— 1+t MO OB fim g1 0,

mf ! 2=+0

i

(l m)p+1—n
Null abnimmt, wihrend der Nenner iiber jeden Betrag wichst.

Man hitte mit Berufung auf ein frither erledigtes Beispiel auch so
vorgehen konnen: Setzt man z = e, woraus Iz = — 2, so verwandelt
sich f(x) in " — 1" "

1 1y - E e

m

weil x"‘(lx)”"?’“1= nun ein Bruch ist, dessen Zihler gegen

und da lim & = 4 0 zur Folge hat lim ms = 4 00, so ist zufolge des
ersten Beispiels in 110

lim f(z) = lim 2" _ o,
x=-+0 mr=+40 €
2. Die Form oo - O tritt bei der Funktion
1
f(x) =x<a?——1) (e >0)

fiir lim o = 4 oo (wie — 00) ein; schreibt man dafiir
1
fla) =
?c,
und setzt _.:Z = 2, 50 hat man es mit dem Quotienten
a®—1

% annimmt; daher ist nach 109, (2):

limx(a%—-l)——' az-—l——<£l~a)a =la.

=0 z= 4 \ 1 =0

fir lim # = 0 zu tun, der die Form
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3. Es soll gezeigt werden, daB 2° sinéi,c fiir = oo den Gren-
wert a und (a — z) tg’é—x filr # = a den Grenzwert -~ hat,

a w

112. Die Form oo — oo. Wenn f(z) = @p(x) — ¢ (x), und wenn bei
einem bestimmien Grenzibergange lim x = a die beiden Teile @ (x), (z)
zugleich gegen die Grenze + oo oder gegen die Grenze — oo konvergieren,
so erscheint f(x) in der unbestimmten Form oo — oo.

Zur Ermittlung des Grenzwertes von f(x) liBt sich auch hier mit-
unter von Reihenentwicklungen zweckmifiger Gebrauch machen. Han-

delt es sich z. B. um
f@)=V(e+2)(b+ 2 —V(e—2)(b—2)

fiir lim = 0o — die beiden Quadratwurzeln positiv gedacht —, so bilde
man mit Benutzung der Binomialreihe (98):

(a+é)(b+x)=x(1+qu+%§)%

o1+ ("F+ ) - (CE D)),

2\ x x xt

Va—a0—a—o(1— "t Y}

PR WCE U S NS

2 x x? 8 z xt

diese Entwicklungen sind zuliissig, sobald nur x so groB geworden ist, dab

g%_b + %g und a—alc_ b 3362 dem Betrage nach unter der Einheit liegen;
es ist dann f(x)-_—.a.f_b_.(_‘{;;é’gﬁ_b__...
und hieraus f(oo) =lim f(z) = a + b.

Desgleichen kann bei

f(x)=x~x2l(1 +%),

das fiir lim z = oo die Form oo — 0o annimmt?), von der Reihenentwick-
lung Gebrauch gemacht werden; denn sobald x > 1 geworden, ist

1) Die folgende Rechinung belehrt selbst dariiber, daB der zweite Teil, der
die Form -0 annimmt, den Gremzwert o hat.
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\ 1 1 1 1 1
f(x)=x_”2(2“é§i+§?_)=?—ﬁ+
und lim f(z) = 3

Wo dieser Weg nicht eingeschlagen werden kann oder beschwerlich
ist, da bringe man f(z) in eine Gestalt, die fiir lim # = a die unbestimmte

0 . .
Form -5 annimmt, indem man

_%® _ @
4 (Jﬂ) h 95 (x)’ v (.’I?) Py (%)
setzt derart, daB ¢,(z), v3(z) fiir lim z = a gegen Null, ¢, (2), ¥, (2) aber
weder gegen Null noch gegen oo konvergieren. Dann erlangt
% (%) ¥, () — @, (X) 9, (@)
1) = @)

die Form —g— , welche nach frither entwickelten Methoden zu hehandeln

ist. Auch eine der beiden Darstellungen:
Y@ 9@

(@) = gla) — v(x) =1 %:,@ =56
kamn zum Ziele fithren.
Beispiele. 1. Es sei fiir
f@) =2ztgx — ®secw

. . e ki3
der Grenzwert zu bestimmen bei lim z = 5
Man findet
. . 2xsinx —a= 2 sin & + 22 cos
lim f(z) = lim =( * z) =2,
7 7 Cos & - 8ln
X == X = - 1
2 3 z=3

2. Die Funktion f(z) = gr‘mlT*— — -;—, wird bei z = O unbestimmt; es

z
ist nun
. . xf—sin®g . 2% — sin 22
limf(z) =lim ——— =lim ;—— =% __
2=0 x*sin’ x 2z8in*x 4 x¥sin 22
m 2—2cos 2z
2sin*z + 4x8in 22 4 222 cos 2
48in 22
6sin 2z 4 122 cos 2x — 4x%sin 2z

= lim

_ ( 8c0_§ 22 ) _ 1 .
~ \24cos2x — 32z 8in 2z —8atcos 2w/ ,_, 3 °
. . . . 0 . .
dreimal wiederholt sich die Form o und erst der Quotient aus den vier-
ten Differentialquotienten filhrt zu dem Grenzwerte.
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3. Man weise nach, daB ;—, — cotg?x fiir x = 0 den Grenzwert—z,—

besitzt.
113. Die Formen 0° oo% 1*. Eine Funktion von der Gestalt
(@) = @ (2)¥® (@) >0)
kann zu drei weiteren unbestimmien Formen Anlaf bicten; sie nimmt nim-
lich, wenn bei einem bestimmten Grenziibergange lim x = @
lim g(z) =0 lim 9 (z) = O,
die Form 0% ferner wenn
lim () =00  lim p(2z)=0,
die Form oo’ endlich wenn
limp(z) =1 lim ¢ (z) = oo,
die Form 1% an. Geht man aber von der Funktion selbst zu ihrem Logs-
rithmus iiber: If(x) = v(x)lp(x),
80 kommt man zu einem Ausdrucke, der in allen drei Fillen die bereits
erledigte unbestimmte Form O - co annimmt; existiert fiir ihn ein Grenz-
~wert und ist dieser 4, so ist lim f(z) = e4.

Beispiele. 1. Der Logarithmus von f(2) = 27, d. i. xlz, hat fir
lim # = + O zufolge von 111 den Grenzwert 0; mithin ist

lim 2= 1.
=40

2. Fir lim # = 5 — O tritt bei
fl@) = (tg x)*>~
die Form oo® ein; der Logarithmus hiervon, in der Gestalt

ltgx
sec &

. . . [ . . . . .
geschrieben, nimmt die Form — an; nach zweimaliger Differentiation von
Zéhler und Nenner findet man

sec’ x
lim Itgw _ lim tgx
n 8eC T secx tgx
:c-:?-—()
i SECZ . secxigr . _
=1 tg?x =1 2tgwsecfi—llmésecx"0
daher ist lim (tg z)**=¢"=1.
7T

m=-§-—-0
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3. Fiir lim 2 = oo und ein beliebiges aber bestimmtes z erlangt

0= (1+3)

die Form 1%; der Logarithmus davon kann, sobald nur #z dem absoluten
Werte nach grofer ist als z, entwickelt werden wie folgt:

zl(l-i—%)::z(x—:;;4--..):;3_5_}_...

z
und hat demnach fiir lim # = co den Grenzwert z; infolgedessen ist

lim (1 + Z) = e~ (Val. 30 (3), (K); 95.)

z=00

4. Dieselbe unbestimmte Form wie in 3. stellt sich bei

f () = (cos ax)””%

fir lim = 0 ein; der Logarithmus hat die Form % und gibt nach zwei-

maliger Differentiation lim 21 e0saz
z=0 x*
— ljm —obsinaz e @%b cos ) = @b,
2 cos ax 2cosax —2ax sinax/,_q 2
b il
daher ist lim (cosaz)®=e 2
=0

5. Zu zeigen, daB (mmc fiir lim £ = + O entweder den Grenz-
1

cosec!
X

wert 1 oder ¢ ¢ oder O hat, je nachdem.r <, = oder > 2 ist. (Man be-
stimme nach einmaliger Differentiation des natiirlichen Logarithmus Grad
des Zihlers und Nenners.)

6. Nachzuweisen, daf lim (sin z)®'~ — ]-}— und
e

lim (tgz)s** = = ist.
24

z= —

4

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl, 17



Fiinfter Abschnitt.
Maxima und Minima der Funktionen.

§ 1. Maxima und Minima der Funktionen einer Variablen.

114, Begriff der extremen Werte einer Funktion. In dem
Verlaufe einer nicht einformigen oder nicht monotonen stetigen Funktion
(17) sind solche Werte der Variablen von besonderer Bedeutung, bei
welchen der Ubergang vom Wachsen ins Abnehmen oder das Umgekehrte
stattfindet, mit anderen Worten, bei welchen die Trennung der Kontinus
erfolgt, welche die Funktion in abwechselndem Sinne durchliuft. Die fir
solche Werte der Variablen geltenden Werte der Funktion sind es, welche
in den Anwendungen der Analysis hiufig vorzugsweise in Betracht kom-
men. Man bezeichnet sie als extreme Werte oder als Extreme kurzweg;
ihre genaue Kennzeichnung und Unterscheidung besteht in Folgendem.

Es sei f(z) eine in dem Intervalle (¢, 8) definierte eindeutige und
stetige Funktion der Variablen z. Dieselbe hat an einer énnerhald (¢, f)
gelegenen Stelle # = g einen griften Wert oder ein Maaimum, wenn sich
eine Umgebung von o feststellen 148t derart, daB der an der Stelle a gel-
tende Wert f(a) der Funktion griBer ist als jeder andere aus dieser Unm-
gebung; die Funktion hat an der mehrerwihnten Stelle einen Kleinsten
Wert oder ein Minimum, wenn sich eine Umgebung von a angeben liBt
derart, daf der Funktionswert f(a) kleiner ist als jeder andere aus dieser
Umgebung.

Es 148t sich also dieser Definition zufolge ein positiver Betrag 9
so bestimmen, daB im Falle eines Mazimums

flah)—f(@) <0 @)
und im Falle eines Minimums
fla+ k) —f(a) >0 @

fiir alle Werte von %, welche der Bedingung
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R <n
geniigen, mit alleiniger Ausnabme von b = 0.)

Die zulidssige GroBe der Umgebung, also der duBerste Wert von 7,
wird davon abhingen, wie hiufig f(z) in (e, ) zwischen Wachstum und
Abnahme wechselt; es darf aber fiir den Zweck der Untersuchung % unter
diesem #ubersten Werte bleiben und beliebig klein angenommen werden.

Die Begriffe des Maximums und Minimums beziehen sich also nicht
au die Gesamtheit der Werte der Funktion, sondern immer nur auf die
Werte einer beliebig engen Umgebung. Eine Funktion kann in dem In-
tavall, fiir das ihre Definition gilt, mehrere oder selbst unbegrenzt viele
Eatreme erlangen und unter ihren verschiedenen Maximis kann es ein
griBtes, ebenso unter ibren Minimis ein kleinstes geben; erst die Ver-
gleichung dieser mit den Werten f(«), (), welche die Funktion an den
Grenzen des Intervalls besitzt, kann die Frage nach dem griffen und
Kleinsten Wert der Funktion im Intervall (e, ) zur Entscheidung bringen.?)

115. Notwendige Bedingung fiir ein Extrem bei stetigem
Verlauf des ersten Differentialquotienten. Der Ubergang vom
Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt kann in verschiedener Weise
vor sich gehen. Wir stellen den wichtigsten, die Regel bildenden Fall an
die Spitze und setzen voraus, die Funktion f(z) besitze an jeder Stelle
innerhalb («, ) einen Differentialquotienten im eigentlichen Sinne oder
einen wollstindigen Differentialquotienten (20). Unter dieser Vorausset-
zung gilt der Satz, daf an einer Stelle, an welcher die Funkiion ein Ex-
trem erreicht, thr Differentialquotient verschwindet.

Im Falle eines Maximums ist nimlich vermdge der Relation (1)

fla+1)— f@)
h

fiir Werte von 4 aus dem Intervalle (— %, 0) positiv, fiir Werte aus (0, %)

1) Nach einer von O. Stolz (Grundziige der Differential- und Integralrech-
nung, Leipzig 1893, p. 199) getroffenen Unterscheidung bezeichnet man die so de-
finierten Extremwerte als eigentliches Maximum und Minimum und spricht von
einem wuneigentlichen Extrem, wenn bei noch so kleinem 75 Stellen a - / existieren,
an denen f(a -+ h)= f(a) ist. Hier soll von dieser ausnahmsweisen Erscheinung
abgesehen werden.

2) Man bezeichnet wohl auch die in obigem Sinne definjerten Extreme al
relative Maxima und Minima zum Unterschiede von den abscoluten, die sich auf
das ganze Intervall («, §) beziehen.

17*
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negativ, und der eine Grenzwert dieses Quotienten fiir lim % = F 0 kam,
da er nicht gleichzeitig positiv und negativ sein kann, nur den Wert Nul
annehmen, es muf also f@=0 @)
sein. Im Falle eines Minimums ist derselbe Quotient vermdge (2) links
von a negativ, rechts davon positiv, sein als existierend vorausgesetuta
Grenzwert fiir lim 2 = & 0 muB aus demselben Grunde den Weru Nul
haben.

Daraus aber ist der folgende SchluB zu ziehen: Wenn die Funkin
f(x) an jeder Stelle zwischen « und B einen eigentlichen Differentialquit:
enten besitzt, so sind die Werte von x, fiir welche sie ein Extrem erlang
kann, unter den Wureeln der Gleichung f'(x) = O zu suchen.

Ist © = a eine dieser Wurzeln, so bestiinde die unmittelbarste Ei-
scheidung der I'rage, ob hier ein Extrem und welches von beiden stat.
findet, in der Untersuchung des Vorzeichens von f'(a + k) fiir entspre-
chend kleine, entgegengesetzt bezeichnete Werte von h; ist nimlich
f’(a+h) in einer entsprechend klein festgestellten Umgebung von @ links
von @ positiv, rechts davon negativ, so ist /(«) in dieser Umgebung links
von @ wachsend, rechts von a abnehmend und erlangt in @ selbst ein
Maximum, bei dem umgekehrten Verhalten ein Minimum.

Die Funktion f(x) = 22® — 32? + b beispielsweise besitzt fiir alle
Werte von z einen eigentlichen Differentialquotienten:

(@) = 6z (z—1),
und die Gleichung f(#) = O hat die beiden Wurzeln 2 = O und z = 1.
Bedeutet 0 eine positive Zahl < 1, so ist
f(—d)= 60(14+0)>0
f(8)=—60(1—3) <0;
demnach hat die Funktion an der Stelle # = 0 ein Maximum, und dieses
ist £(0) = b. Ferner ist unter der gleichen Voraussetzung iiber ¢

f1—0)=—60(1—-08)<0
fA+0)= 60(1+0)>0,
an der Stelle z = 1 tritt also ein Minimum ein, sein Wert ist
f(1)=56—1.

116. Unterscheidung zwischen Maximum und Minimum.
Die Entscheidung kann einfacher getroffen werden, wenn die Funktion
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f(z) an jeder Stelle innerhalb (e, ) auch einen eigentlichen zweiten
Differentialquotienten f”'(z) besitzt und wenn dieser an der Stelle z = a
nicht Null ist. Es gilt dann der Satz: Wenn (a) <0, so ist f(a) ein
Mazimum, und wenn f”(a) > 0, so ist f(a) ein Minimum.
Ist nimlich f”(a) <0, so muB} es eine Umgebung von a geben, in
welcher auch fla+h—f ()
h )

wovon ja f’(a) der Grenzwert fiir lim 2 = & O ist, negativ ist; wegen
f'(a) = O bleibt in dieser Umgebung auch
fat+h

h
negativ; daber ist f'(a -+ %) links von a positiv, rechts davon negativ,
f(@) also in der Tat ein Maximum.

Ist f7(a) > 0, so muf sich eine Umgebung von a begrenzen lassen,

in welcher auch f(a-+h—F(a)

h

H

fat+hn

h
positiv bleibt; infolgedessen ist f'(a -+ &) links von @ negativ, rechts da-
von positiv, f(a) also tatsichlich ein Minimum.

Wenn jedoch f”(a) = 0 ist, dann gilt zuniichst der folgende Satg:
It f"(a) =0 wnd f"(a)=+0, so ist f(a) kein Extrem; ist aber auch
" (a) = 0, dagegen 77 (a) = 0, so ist f(a) ein Extrem und es enischeidet
das Vorzeichen von 17 (a) dber die Art des Extrems nach dersclben Regel,
wie vorhin (&) dariiber entschieden hat.

Wenn niémlich f”(a) = 0 und f’(a) < 0, so sind die Kriterien da-
fiir vorhanden, daB f'(a) ein Maximum ist; da aber f'(a) = O ist, so muf
f'(a+ k) in gehoriger Nihe und zu beiden Seiten von a negativ sein;
dann aber ist f(a) kein Extrem.

In .gleicher Weise schlieBt man aus /“(a) = 0 und f""(a) > 0, daB
f'(@) =0 ein Minimum ist, daB also /(a4 %) in gehoriger Nihe und
beiderseits von a positiv sein miisse, woraus folgt, daB f(a) kein Ex-
trem ist.

Der zweite Teil der Behauptung erweist sich folgendermaBen als
richtig.

Aus f”(a) =0 und f7%(a) <O schlieBt man, daB f"(0) =0 ein
Maximum ist, daB also eine Umgebung von a existiert, in welcher

oder das diesem gleichkommende
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f'(a+h) negativ bleibt mit alleinigem AusschluB von & = 0; in dieser
seloen Umgebung ist f'(a + /) abnehmend, und da f'(a) =0, so ist
f’(a+ h) links von a positiv, rechts davon negativ, infolgedessen f(a) ein
Maximum.

In analoger Weise ergibt sich, daB fiir /7V(a) >0 f(a) ein Mini-

mum ist.

117, Allgemeines Kriterium. Unter gewissen Voraussetzungen,
die aber bei den gewGShnlich auftretenden Funktionen fast ausnahmslos
vorhanden sind, 188t sich die Frage nach den Extremen allgemein er-
ledigen.

Die Funktion f(x) besitze im ganzen Bereiche, in welchem sie be-
trachtet wird (mit AusschluB der Grenzen), eigentliche Differentialquoti-
enten aller in Betracht gezogenen Ordnungen und fiir einen Wert 2 = q,
fiir den f"(@) = 0, sei auch

Fi@) =0, f"@=0, ... [o=a)=0,
hingegen [ (@) <= 0; ferner sei f®(x) wenigstens in einer angebbaren
Umgebung von a stetig.

Unter diesen Voraussetzungen 18t die Funktion in der letztgedachten
Umgebung die Anwendung der Taylorschen Formel zu, und diese (91,

6) und (7)) gibt:
(6) una ( )) glbt f(a—!—h) /‘(a) +,,,fj.__@ h*, (O<0<1)

woraus fla+h) —fla) = —2—::17 f®(a+0h). (4)

Wegen der Stetigkeit von f®(z) laBt sich eine hinreichend kleine Um-
gebung von a feststellen so, daB innerhalb derselben [ () von f)(a)
um beliebig wenig sich unterscheidet, daB also /™ (a + 01) dasselbe Vor-
zeichen hat wie f™(a).

Dann hat fiir ein gerades n die Differenz f(a + %) — f(a) in dieser
ganzen Umgebung, also zu beiden Seiten von a, dasselbe Vorzeichen wie
f®™(a); f(a)ist sonach ein Extrem und zwar ein Maximum, wenn /™)(a) <0,
ein Minimum, wenn f®(a) > 0.

Fiir ein ungerades n dagegen ndert die Differenz f(a + k) — f(a) mit
h zugleich ihr Vorzeichen, infolgedessen ist f(a) kein Extrem.

Das Ergebnis dieser Betrachtung kann in dem Satze zusammengefaBt
werden: An einer Stelle z = a, welche der Gleichung [ (x) = O geniigt, hat
die Funktion f(x) ein Extrem nur damn, wenn der nichste an dieser Stelle
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nicht verschwindende Differentialquotient von f(x) von gerader Ordnung ist;
ist er megativ, so ist f(a) ein Mazimum, ist er positiv, so ist f(a) ein Minimum.

Die beiden in 116 nachgewiesenen Sitze sind spezielle Fille dieses
allgemeinen Satzes.

Das gemeinsame Merkmal des Maximums und Minimums, das in der
Gleichung f(@)=0 .
sich ausspricht, hat im Zusammenhalte mit 22,.2. eine einfache Bedeutung
in dem Falle, wo man die Werte von f(r) durch die Ordinaten einer
Kurve in einem rechtwinkligen Koordinatensystem darstellt; es sagt aus,
daf in einem Punkte, der einem Extrem entspricht, die Tangente an jene
Kurve parallel ist zur Abszissenachse. Man erkennt leicht, daf dies auch
fiir schiefwinklige Koordinaten gilt.

118. Beispiele. 1. Die in 115 behandelte Funktion
fx) =22 — 3a% + b,
deren Differentialquotient fiir # = 0 und # = 1 Null wird, erledigt sich
mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten
f(z) =12z — 6,
indem f(0) = — 6 und f”(1) = 6 ist; daher ist f(0) = b ein Maximum
und f(1) =b — 1 ein Minimum.
2. Eine Funktion von der Form
f(x) —_ aoxm + a1$m+1 + azxm+2 + .
— m eine natiirliche Zahl =2 —, wo die rechte Seite ein Polynom oder
eine konvergente Potenzreihe ist, besitzt an der Stelle z = 0 ein Extrem,
wenn m gerad, und zwar ein Maximum oder Minimum, je nachdem a,
negativ oder positiv ist; das Extrem selbst ist £(0) = 0.
Denn es ist f7(0) = 0, und der erste fiir # = O nicht verschwindende
Differentialquotient ist
fO@)=1-2...ma,+2-3...(m+ Dax+---,
daher [™(0) =1-2... ma,
Von diesem Satze kann hiinfig Gebrauch gemacht werden.
So folgt aus ihm beispielsweise, daB

y=%+q

ein Maximum oder Minimum erreicht bei z = 0, je nachdem p < 0 oder
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p > 0; denn nach obigem gilt dies fiir y — ¢, und zwar ist das Extrem
dieser Differenz 0, daher jenes von y gleich g. Desgleichen kann iiber das

Extrem von y=oax®+ 28z +yp
entschieden werden; bringt man nimlich diese Gleichung auf die Form
* 1
y—v+,=— @+ ),
80 ist unmittelbar zu erkennen, daf y — y + %* fir z = — % den maxi-

malen oder minimalen Wert O annimmt, je nachdem « << 0 oder a > 0;
dieselbe Erscheinung tritt auch bei y selbst ein, und zwar ist dessen maxi-

maler, bzw. minimaler Wert y — %i (Scheitel der Parabel.)

Auch bei der Funktion f(z) = 2™(a— x)",
in welcher m, n natiirliche Zahlen < 2 und a eine positive Zahl bedeuten
sollen, kann der Satz benutzt werden; faBt man sie als nach x geordnetes
Polynom auf, so ist a”2™ das niedrigste Glied, daher f(0) = O ein Mini-
mum, wenn % gerad ist; man kann die Funktion aber auch in der Gestalt

(0 — (@ —2a)™ (@ — z)
schreiben und in ein nach @ — x geordnetes Polynom umformen, dessen
niedrigstes Glied dann @™ (@ — z)" ist; infolgedessen ist f(a) = O ein Mini-
mum, wenn # gerad ist. Ein Extrem, und zwar ein Maximum, besitzt
die Funktion unbedingt; denn

F(@) = 2m=t (a— a2y~ (ma — (m+n)a)

verschwindet auBer an den beiden erledigten Stellen z =0 und z = a auch
an der Stelle z ma

T mda’
und weil bei dem Durchgange durch dieselbe f’(z) von positiven Werten
za negativen Werten iibergeht, so ist

ma N o omaf @ \PF® ein Maximum.
f o) = mme ()
3. Die extremen Werte der Funktion
ax®+2bx4c
Y= Aa' 2Bt C («)

kénnen auBer auf dem Wege der Differentialrechnung auch in der folgen-
den rein algebraischen Weise bestimmt werden. Ordnet man die Gleichung
nach z und 16st die so erhaltene quadratische Gleichung:
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(Ay—a)a®? + 2(By—b)x+ Cy —c=0  nach z auf:

—By—b+VBy—b'—Ady—a)(Cy—9
Ay—a ?

€T =

80 bestimmen die Grenzen fiir die Realitit von z zugleich die extremen
Werte von y; man erhilt sie aus der Gleichung

(By —b)’ — (4y—a)(Cy—¢) = 0,

die geordnet lautet:

(AC—B¥y?— (Ac+aC—2Bb)y + ac — b* = 0; ®)
sie hat aber zur Folge z=— ig:g ()

und daraus ergibt sich weiter mit Beriicksichtigung des urspriinglichen

Ansatzes: ar+b bz +c
Y =4zt B~ Bafo’ (@)

so daB man zur Bestimmung der Stellen, an welchen ein Wechsel von
wachsenden zu abnehmenden y und umgekehrt stattfindet, die quadra-
tische Gleichung hat:
(4b—aB)a® + (4dc— aC)z + Be— bC = 0. (&)

Entweder bestimmt man aus (8) die Werte von y und dazu mittels
() die zugehorigen Werte von z, oder aus (&) die Werte von x und mit-
tels (0) die dazugehorigen Werte von 4.
otott
zft—zx 41
y, = 3 (Maximum); 2, = — 1, 9, = % (Minimum).

Beispielsweise ergibt sich fiir y = -die Losung: z, =1,

4. Es sind die extremen Werte der Funktion
f(z) = a cosz + b sinx festzustellen.

Besitzt eine periodische Funktion — und eine solche ist f(x) — einen
extremen Wert, so besitzt sie deren unendlich viele von gleicher Grofe
und zwar an Stellen, welche um je eine Periode voneinander abstehen;
deshalb geniigt es, die Untersuchung auf das Intervall einer Periode, hier
also auf (0, 2x), zu beschrinken.

Es ist (&) = — asinx + b cosx

f" () = — a cosx — b sinz;

aus ['(z) = 0 ergibt sich sinz:cosz =0b:a,
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woraus sing = il/ma%ﬁ , €OSE% = ﬁ—@;
fiir diese Werte von sinz, cosz nimmt f”'(z) einen der Werte
FVa* + ¥
an; infolgedessen hat die Funktion an der durch
sing =0

(72
vare T vare
bestimmten Stelle ein Maximum von der GréBe Y a? + b® und an der durch

b a
Ve T ey
bestimmten Stelle ein Minimum von der GréBe — Ja? + b2

Man bemerke, da8 sich die vorgelegte Funktion in die Gestalt

sing =

bringen 1&8t, an welcher die extremen Werte unmittelbar zu erkennen sind.
5. Die Zahl a ist in zwei Teile zu zerlegen derart, daB das Produkt
dieser Teile den groBtmoglichen Wert annehme.?)
Ist der eine Teil 7, so ist ¢ — 2 der andere, und es handelt sich um
das Maximum von f(@) = z(a— ).

Aus () =a — 22 =0 folgt « =%, und da f7(x) = — 2 negativ ist,
so ist tabsdchlich f (%) = Q;
der groBtmogliche Wert des Produktes.

Auf diesen einfachen Fall lassen sich mancherlei Probleme zuriick-
fiilhren; als Beleg dafiir mgen die folgenden dienen.

) Unter den Rechtecken von gegebenem Umfange 2a dasjenige von
der groften Fliche zu bestimmen.

HeiBt eine Seite des Rechtecks x, so ist ¢ — z die andere; es soll
also z(a — ) ein Maximum werden. Das verlangte Rechteck ist demnach
das Quadrat.

B) Unter den einem gegebenen Kreis vom Durchmesser a eingeschrie-
benen Rechtecken dasjenige von der groBten Fliche aufzusuchen.

1) In geometrischer Fassung zuerst von P. Fermat (1638) behandelt.
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Ist z die eine Seite des Rechtecks, so ist das Quadrat der anderen
a® — ¥ xl/a’ #* die Fliche; ihr Quadrat 2?(a® —2?) wird ein Maxi-

mum fiir #* = -, die Fliiche selbst ist dann ebenfalls ein Maximum = %

und der Gresta.lt nach ein Quadrat, weil z =)/ a® —2? = 1—/;
) Denjenigen Elevationswinkel bei dem schiefen Wurf zu bestimmen,
bei welchem sich die gréBte Wurfweite einstellt.

HeiBt ¢ die Wurfgeschwindigkeit, g die Beschleunigung der Schwer-
kraft und z der Elevationswinkel, so ist 27 60T 0BT g Wurfweite; sie
wird zu einem Maximum, wenn sinz cosz oder sin®x cos?z =sin*z (1 — sin’x)
seinen groBten Wert erlangt; dies aber geschieht fiir sin®zr = % also fiir
z = —Z—, d. 1. bei einem Winkel von 45°.

o) Die Hohenlage der Offnung in der vertikalen Seitenwand eines
Gefifles zu bestimmen, bei welcher die AusfluBweite am groBten ist.

Bedeutet A die Tiefe der horizontalen Grundebene und z die Tiefe
der Offoung unter dem Fliissigkeitsspiegel, so ist die AusfluBweite
2 V& (h—1z); sie wird am groBten, wenn z (h — ) ein Maximum erreicht,

und dieses tritt fiir x = 1;— ein. fi

6. Es sind zwei Punkfe 4, B und eine Gerade
XX’ gegeben (Fig. 19); man soll jene Punkte P

in XX’ bestimmen, fiir welche der Winkel APB X o/ 1;'1" A
— als relative GroBe aufgefaBt — einen extremen Wert erlangt.
Bezeichnet O den Schnittpunkt der Geraden AB mit XX, so ist
0 = APB= XPB— XPA;
setzt man 04 =a, OB =0, OP =z, X0A4 = «, fillt 44" und BB’
senkrecht zn XX, so findet sich

XPA = Arc tg —250%

acose — X
beine
XPB = Arc tg S Boosa — o und daraus
bsma asmo:
0 = Arc tg oo —7 — Are tg Lo ——
= Arc t @Yo 2

b—(@+bcose -z a?
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Um die Rechnung zu vereinfachen, bezeichne man Zihler und Nenner

des letzten Bruches mit u, v, so daB 6 = Arc tg 1;»; dann ist

dao v? wv— ur
dx 1 ud  wi o ?

und es lautet somit die fiir einen extremen Wert notwendige Bedingung:
wv—uv' =0,
d. h. (a—0) sine {ab — (a +b) cose - z + 2}
—(a—0b)sine-z{— (a+b) cose + 2z}=0,
und nach Ausfithrung der Rechnung
z* — ab = 0, woraus # = + Vab.

In apalytischem Sinne entspricht die eine Losung einem Maximum,
die andere einem Minimum von #; um eine Unterscheidung treffen zu
kdnnen, ist eine Festsetzung iiber 6 notwendig: 6 soll den hohlen Winkel
bedeuten, durch welchen P4 in PB iibergefithrt wird, und soll negativ
oder positiv sein, je nachdem die Drehung im Sinne des Uhrzeigers oder
in dem entgegengesetzten Sinne vor sich geht. Unter solchen Umsténden
ist 6 positiv, wenn in Fig. 19 Prechts von Oliegt, negativ, wenn P links
von O liegt; es entspricht dann z = 4 }/ab ein Maximum, 2 — — }ab
ein Minimum.

Sind @, b entgegengesetat bezeichnet, liegen also 4, B zu entgegen-
gesetzten Seiten von XX” (Fig. 20), so zeigt die Losung an, daB es keinen
groBten oder kleinsten Wert von 0 gibt. Versteht man unter 6 den
Winkel, durch welchen P4 in PB iibergefithrt wird mittels einer Dre-
hung gegen den Sinn des Uhrzeigers?), so durch-
lauft 6, wihrend z das Intervall (— oo, + oo)
beschreibt, bestindig abnehmend das Intervall
(2x, 0), es findet daher tatsichlich weder ein
Maximum noch ein Minimum statt.

Die Aufgabe kann durch geometrische Betrachtung wie folgt geldst
werden. Den Ort der Punkte P, fiir welche der Winkel APB (Fig. 19)

1) Die Festsetzung ist beidemal so getroffen, daB @ bei Uberschreitung von
z==0 stetig bleibt.
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konstant ist, bildet ein Kreisbogen iiber der Sehne AB; die beiden Kreise
des Kreisbiischels mit den Grundpunkten 4, B, welche die Gerade XX’
beriihren, geben in den Beriihrungspunkten die Losungen der Aufgabe.
Denn, geht man von einem dieser Kreise {iber zu einem ein wenig groBe-
ren aus dem Biischel, der die Gerade XX’ schneidet, so ruht in diesem,
wie man sich durch eine einfache Betrachtung iiberzeugt, iiber der Sehne
AB ein kleinerer Winkel als in dem beriihrenden Kreise.

Handelte es sich in Fig. 19 um jenen Punkt in XX, aus welchem
die Strecke AB unter dem griften Winkel erscheint, so entspriche dieser
Frage der Punkt # = + }/ab, rechts von O.

7. Es sind zwei Punkte 4, B und eine sie nicht trennende Gerade
XX’ gegeben (Fig. 21). Man soll den kiir-
zesten {iber einen Punkt von XX’ fiihrenden
Weg von 4 nach B bestimmen. “~B

Einem Grundsatze der Geometrie zu- ( .
folge wird der Weg aus zwei geradlinigen ¥ ' P B 0 x
Strecken sich zusammensetzen, so daB es dar- Fig.2a. B
auf ankommt, den Punkt P in XX’ so zu bestimmen, da s = AP + PB
ein Minimum werde.

Setzt man AA"=a, BB'=b, A/'B'=¢, A'P =z, so ist
s=Va? + 2* + Vb + (c—1x)},

und die notwendige Bedingung fiir ein Extrem lautet:

ds - x _ c—x _
dzx Vaz + xt -Vb2 F(c—m)? 07 (a)

oder in den Linien der Figur ausgedriickt:

AP _PE,

AP BP’?
daraus schlieBt man auf die Ahnlichkeit der Dreiecke A A'P und BB'P
und hieraus wieder auf die Gleichheit der Winkel X'P4 und XPB
(Reflexionsgesetz). Die Konstruktion von P geschieht in der Weise, daB
B'B, = BB gemacht und 4 mit B, verbunden wird.

Die direkte Verfolgung der Bedingungsgleichung («) fiihrt nach Be-
seitigung der Irrationalititen und der Nenner zu der quadratischen Glei-
chung (02— a®)a® + 2a*cx — a’c® =0, (8)
und diese gibt die beiden Wurzeln
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ac ac

T aFe BT a—p

die erste leitet auf die gefundene Losung hin; denn aus der hervorgeho-
benen Ahnlichkeit folgt A’P:a = (c— A'P): b,

4D ac
woraus AP = m = &;.
Die zweite Losung ist der gestellten Aufgabe fremd und riihrt daher, dag
die Gleichung (8) umfassender ist als («) infolge der ausgefiihrten Qua-
drierung; die Gleichung (f) schlieBt auch die Bedingung fiir das Mau-
mum von 4P — BP oder von

Var + a2 — Vb + (c —z)*
in sich und hierfiir gilt 2,, das den Schnittpunkt ¢ der Geraden 4B
mit XX’ bestimmt; in der Tat ist

AP— PB< 4B,

daher 4B der Maximalwert der Differenz 4 P — PB, welcher sich dam
cinstellt, wenn P mit @ zusammenfllt.

Man hitte auch von der folgenden Betrachtung ausgehen kénnen
Der Ort der Punkte P, fiir welche A P + PB einen bestimmten konstanten
Wert s hat, ist eine Ellipse mit den Brennpunkten 4, B und der grofen
Achse s (Fig. 21); die kleinste unter diesen (konfokalen) Ellipsen, welche
mit der Geraden XX’ reelle Punkte gemein hat, ist diejenige, welche sie
bertihrt; der Berithrungspunkt bestimmt die Losung der Aufgabe und hat
nach einer bekannten Eigenschaft der Ellipsentangente eine solche Lage,
daB < X'P4 = L XPB.

8. Es sind zwei Punkte 4, B und eine sie trennende Gerade XX
gegeben (Fig. 22). Man soll denjenigen
Punkt P in XX’ bestimmen, fiir wel-
chen die Differenz d = AP — PB ¢in

P Maximum wird.

E 5 / Die analytische Behandlung der
Fig. 22. B Aufgabe filhrt zu der ndmlichen Gle-

chung (B) wie vorhin. Von den bei-

den Wurzeln entspricht nun , ___ac¢
2 a—b

dem verlangten Maximum und liefert den Punkt P, zu dessen Konstruk-
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tion BB, = BB zu machen und 4 mit B, zu verbinden ist; dieser Punkt
ist also durch die Gleichheit der Winkel X' PA und X'PB charakterisiert.

Die zweite Losung 2 — _O¢
+ b?

welche auf den Schnittpunkt @ der Geraden 4B mit X X' hinleitet, ist
der gestellten Aufgabe fremd und bestimmt das Minimum von AP+ PB;
denn tatstchlich ist AP+ PBS AB,

daher AB der kleinste Wert von AP + PB, welcher eintritt, wenn P
wit ¢ zusammenfillt.

Geometrisch 16st sich die gestelite Aufgabe durch folgende Betrach-
tung. Der Ort der Punkte P, fiir welche die Differenz 4P — B P einen
bestimmten konstanten Wert 4 hat, ist eine Hyperbel mit den Brenn-
punkten 4, B und der reellen Achse d; diejenige unter diesen konfokalen
Hyperbeln, welche die Gerade XX’ beriihrt, hat unter denen, die mit
dieser Geraden reelle Punkte gemein haben, die groBte reelle Achse; ihr
Beriihrungspunkt bestimm$ also die Losung der Aufgabe und liegt nach
einer bekannten Eigenschaft der Hyperbel so, da <C X'P4 = < X'PB.

9. Es sind zwei Punkte 4, B und eine sie
trennende Ebene M DM’ gegeben (Fig. 23). Man

soll den Weg ven A nach B bestimmen, welchen
ein Bewegliches in der kiirzesten Zeit zuriicklegt,
wenn es sich von 4 bis zur Ebene mit der Ge-
schwindigkeit # und von da ab bis B mit der Ge- Fig. 23.
schwindigkeit v bewegt.!)

Der Weg wird sich notwendig aus zwei geradlinigen Strecken zu-
sammensetzen und bestimmt sein, sobald man den Punkt P der Ebene
kennt, tiber welchen er fithrt. Von diesem lifit sich ferner erweisen, daB
er in die Verbindungslinie der orthogonalen Projektionen A’, B' von 4,
B auf MM’ fillt, daB der Weg selbst also in der durch 4, B zu MN
gelegten Normalebene verliuft. Denn zu einem Wege wie AQB, der iiber
einen Punkt @ auBer A'F’ fiihrt, 1iBt sich immer ein Weg finden, der in

ar

1) Mit dieser Aufgabe befaite sich P. Fermat (1662), der ein Verfahren zur
Bestimmung der Maxima und Minima gefunden hatte, das im Wesen auf die
Annullierung des ersten Differentialquotienten hinauskommt. Leibniz nahm sie
in die historisch denkwiirdige Abhandlung auf, die in der zweiten Fufinote zu 22
zitiert ist und die sich neben dem Tangentenproblem auch mit den Extremwerten
beschiftigt.
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kiirzerer Zeit zuriickgelegt wird als 4 B; man braucht nur QP senk-
recht zu A'B’ zu ziehen, und erkennt sogleich, daB

AP < AQ, BP<BQ,
da8 also auch A PB in kiirzerer Zeit zuriickgelegt wird als AQ B.
Ist AA'=a, BB'=b, AB'=¢, A'P =g, so ist die fiir den Weg
A PB erforderliche Zeit
f— Va:;l— z? + Yot (c—2?

v

M

und ihr kleinster Wert ergibt sich, wenn P so gewihlt wird, da8

dt z c—zx

= PO — e 5

dx uYar+ 22  oVYb i (c—2x)®
oder in den Linien der Figur ausgedriickt, daB
1 AP 1 PP
w AP v BP’
bezeichnet man also die Winkel 4PN und BPN’, welche die Wegteile
nmit dem Lote NN’ zur Ebene einschlieBen, mit «, 8, so ist der verlangte

Weg durch die Beziehung sine _ w
sin 8 v

gekennzeichnet, wonach das Sinusverhiltnis der genannten Winkel gleich
sein muB dem analog gebildeten Verhiltnis der Geschwindigkeiten (Re-

fraktionsgesetz).
10. Man erledige die folgenden Fille.

a) y=22>— 92+ 122 — 3
{fr=1y=2Max); r =2,y =1 (Min)}.

by y=2 —2°
3 213 3 2Y3 r.
{:%,y: v (Max.);x=_—‘3f,y=«-%i(mln.)}.
¢) y = «* — 32" 4 6x {weder ein Max. noch ein Min.}.
2P —x—1
Dy=Grayr

(2=0,y=—1(Min); 2= -2,y = (Max)}.

11. Ein einseitig offenes zylindrisches HohlgefdB von gegebenem
Fassungsraum ist so zu formen, da es eine moglichst kleine Oberflziche

habe (Basisradius = Héhe).
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12. Ein beiderseits geschlossener Hohlzylinder von gegebenem Vo-
lumen ist so zu formen, daf er eine mdglichst kleine Oberfliche besitze
(Basisdurchmesser = Hohe).

13. Einer gegebenen Kugel ist ein Kegel von minimalem Volumen
umzuschreiben (HShe = dem doppelten Kugeldurchmesser, Kegelvolumen
= dem doppelten Kugelvolumen).

14. Der Raum unter einem kegelformigen Zeltdach ist gegeben; wie
ist dasselbe zu gestalten, damit es eine moglichst kléine Oberfliche
(Mantelfliche) erhalte? (Hohe — Basisradius >< }/2; Zentriwinkel des
ausgebreiteten Mantels 207°50").

119. Extreme Werte bei singulirem Verhalten des Diffe-
rentialquotienten. Die bisher gepflogenen Untersuchungen iiber die
Extreme einer stetigen Funktion f(x) waren an die Voraussetzung ge-
kniipft, daB die Funktion an jeder Stelle innerhalb des Intervalls («, 8),
fiir welches sie definiert ist, einen vollstindigen Differentialquotienter
besitzt. Mit extremen Werten kann aber auch ein davon verschiedenes
Verhalten der Funktion einhergehen.

1. Angenommen, an einer Stelle @ zwischen « und  hore die Ab-
leitung " () auf definiert zu sein; dagegen gebe es dort einen bestimmtern
linken und ebenso einen bestimmten rechten Differentialquotienten (20),
und die beiden seien ungleich bezeichnet; dann ist f(a) ein Maximum
oder ein Minimum, je nachdem bei der angegebenen Ordnung der beidem
Differentialquotienten ein Ubergang vom Positiven zum Negativen oder
das Umgekehrte stattfindet.

Denn im ersten Falle ist Mﬁ)

H

das fiir lim A = — O gegen eine positive Grenze konvergiert, fiir nega-
tive h, deren Betrag tiber eine angebbare Grenze nicht hinausreicht, po-
sitiv, folglich fiir solche % f(a + k) — f(a) < 0;
derselbe Quotient, da er fiir lim A = + O gegen eine negative Grenze kon-
vergiert, bleibt fiir positive % unter einem angebbaren Betrage negativ,
so daB fiir solche A fla+h) —f(a) < 0O;
dadurch ist aber f(a) als Maximum erwiesen (114, (1)).

Ahnlich gestaltet sich der Beweis im zweiten Falle.

Der Ubergang vom Wachsen ins Abnehmen oder umgekehrt uBert

sich, wenn man f(z) durch die Ordinaten einer Kurve darstellt, im vor-
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl, 18
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liegenden Falle in solcher Weise, daB die Kurve an der Ubergangsstelle
zwei verschiedene Tangenten aufweist.

Als Beispiel diene die Funktion
f@)=b+V(z—ay,

wobei die Wurzel als positiv aufgefaBt wird; diese Funktion besitzt an
jeder Stelle mit Ausnahme von z = a einen bestimmten Differentialquo-
tienten:

’ r—a
der negativ und = — 1 ist im Intervalle (— oc, @), positiv und = 41

im Intervalle (a, 4 00); an der Stelle a selbst ist der

1 linke Differentialquotient — 1, der rechte + 1, daher ist
f(a) = b ein Minimum. — Die Funktion f(z) ist geome-
trisch durch die Ordinaten der Schenkel des rechten
Winkels LM N (Fig. 24) dargestellt, dessen Scheitel die

X Koordinaten (a,d) hat und dessen Schenkel gegen die
Achsen gleichgeneigt sind.

2. Angenommen ferner, die Ableitung f'(2) und f(z) sei an einer
Stelle = a innerhalb («, ), an der die Funktion selbst einen bestimmten
Wert f(a) hat, nicht definiert und werde bei Anniherung an dieselbe un-
endlich groB in der Weise, daB lim f’(z) = + oo und lim ' (2) = — ®

z=a+0

r=ag—0"

Fig. 24.

oder umgekehrt; dann ist f(a) ein Extrem und zwar ein Maximum, wenn
f’(x) sich in der erstgedachten Weise verhilt, ein Minimum, wenn es das
umgekehrte Verhalten zeigt.

Die Begriindung hierfiir ist dieselbe wie vorhin.

Der Ubergang vom Wachsen ins Abnehmen oder
umgekehrt duBert sich bei geometrischer Darstellung jetzt
so, daB die beiden bei z = a zusammenstoBenden Teile
der Kurve eine zur y-Achse parallele Tangente haben
(Fig. 25).

Eine solche Erscheinung weist beispielsweise die durchaus stetige

Funktion (@) = b+ mz

auf, indem ihr Differentialquotient

Fig. 25.

2
—a

f'(“’)=§*%‘_‘
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an der Stelle # = @ nicht existiert, links davon — oo, rechts + oo wird
bei unbegrenzter Annsherung des x an @; daher ist f(a) =b ein Mini-
mum (Fig. 25).

120. Extreme Werte einer implizit gegebenen Funktion.
Es bleibt noch zu zeigen, wie man die extremen Werte einer implizii ge-
gebenen Funltion ermittelt.

Durch die Gleichung  F(z,y) =0 (5)

sei y als stetige Funktion von « definiert. Ihr Dlﬁ’erentlalquotlent er—

gibt sich aus der Gleichun, 3F oF dy .
g 7- S+ 3y do =0; (6)

ermub — von denin 119 behandelten Ausnahmefillen abgesehen, welche
jedesmal eine besondere Untersuchung erfordern — fiir einen extremen
Wert verschwinden, und dies hat zur Folge, daB auch

oF

5 =0 )
wird. Besitzen nun die Gleichungen (5) und (7) gemeinsame Losungen,
deren eine r=a, y==b

sein moge, so bezeichnet & — a eine Stelle, an welcher y einen groBten
oder kleinsten Wert haben kann, und dieser extreme Wert selbst ist dann
y = b. Dariiber kann im Sinne von 116 in den meisten Fillen schon

2
durch den zweiten Differentialquotienten gTy: entschieden werden; dieser

aber ergibt sich allgemein aus der Gleichung:

PF ?F dy  oF dF aty

ozt 0z 0y daf;+ ( )+8y de® =0
die durch nochmalige Dlﬁ'erentlatlon der Gleichung (6) entsteht (57); im
vorliegenden Falle soll er jedoch an der Stelle # — a untersucht werden,

an welcher die Funktion y selbst den Wert b hat und wo j—‘;{ = 0 ist; fiir

diese Stelle gilt also die einfachere Beziehung

(528 Gl

ok
a: 0x°
woraus (;iig)m=a= - (Wi—) : (8)
0y / ap
Ist dieser Wert nicht Null, so zeigt sein Vorzeichen an, ob y = b ein

Maximum ist oder ein Minimum.
18*
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Die Resultate dieser Untersuchung werden hinfillig, wenn fiir x = q,
y = b der Differentialquotient %@E verschwindet; denn dann ist die Glei-
chung (7) eine Folge von (6) auch dann, wenn g«g nicht Null ist. Dieser

Fall wird spiter in anderem Zusammenhange zur Erledigung kommen.
Beispicle. 1. Bs sind die extremen Werte von y zu bestimmen, wenn

F(a,y) =2y’ +y—ax=0.
Verbindet man mit dieser Gleichung die weitere

2 —3xy—1——0

6&:
so fithrt die Aufldsung beider zu dem Wertepaar

0 5 9
X = —g,

3 7 > 5/'87
fiir dieses erlancrt 2 ; = Oxy den Wert 2 1 57
5—27 = 32%y* + 1 den Wert %,
folglich ist an der errechneten Stelle
S V)
dz2 5V 9

negativ und aus diesem Grunde y ——L ein Maximum von y.

57
2. Fir die in 58, 2. bereits behandelte Funktion y, definiert durch
die Gleichung F(x,y) = 2® — Bazxy + y* = 0,
die extremen Werte zu bestimmen.
Aus der gegebenen und der aus ihr abgeleiteten Gleichung
oF

0——3x“—3ay 0

ergeben sich durch Auflésung die Wertepaare:
2, =0, y, = 0; x2=“?i/§; y2=a3;/4;
fiir das erste nimmt 23—1; = 3y*— 3ax
den Wert Q an und es tritt der erwihnte Ausnahmefall ein; fir das zweite
hat dieser Differentialquotient den Wert 3a?¥/2, der zweite Differential-

quotient nach x o*F
ot

=62
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den Wert 6a bi/ﬁ; mithin ist an dieser zweiten Stelle
@y _ 2
da* a’
infolgedessen y, = a4 ein Maximum oder ein Minimum der Funktion y,
je nachdem @ > 0 oder a < O ist.
3. Ist zy(x —y) = 245, so ist fir £ = — @ y = — 2a ein Maximum
oder ein Minimum, je nachdem a > 0 oder a << O ist.
4. Wenn a* + y* — 40”2y = 0 und a > O ist, so entspricht die Lo-
sung: z = a¥V3, y=aVy?27 dem Maximum, die Losung: 2= —a %/g,
y = — a¥/27 dem Minimum von Y.

§ 2. Maxima und Minima der Funktionen mehrerer unabhingigen
Variablen.

121. Definition und Kriterien der Extreme einer Funktion
zweier Variablen. Wir gehen von einer Funktion zweier Variablen
2 = f(x, y) aus, von der wir annehmen, daB sie auf einem bestimmten
Gebiet P gegeben, eindeutig und stetig sei.

Man sagt, die Funktion besitze an einer innerhalb P gelegenen Stelle
z = o, y = bein Mazimum, bzw. ein Minimum, wenn sich eine Umgebung
von a/b feststellen 1aBt derart, daB der Funktionswert f(a, b) an dieser
Stelle grofer, bzw. kieiner ist als jeder andere aus dieser Umgebung ent-
nommene Funktionswert.

Es muB sich also eine positive Zahl % feststellen lassen derart, daB
fiir den Fall eines Maximums

fla+h b+k)—f(a,d)<0, (1
und fiir den Fall eines Minimums
f(a‘}‘h)b"}”k)""f(a‘;b)>0 (2)

fiir alle Wertverbindurgen h/k, fir welche gleichzeitig
Bi<n ki<
ausgenommen die Wertverbindung 0/0.)

1) Es sei hier wie in 114 auf die von O. Stolz gemachte Unterscheidung
zwischen eigentlichen und uneigentlichen Extremen hingewiesen. Sie beruht darauf,
ob sich 5 so klein bestimmen liBt, daB in den Ansiitzen (1) und (2) niemals das
Ungleichheitszeichen durch das Gleichheitszeichen ersetzt wird, oder ob sich bei
keinem mnoch so kleinen # nicht vermeiden 158t, daB fiir einzelne Wertverbindungen
h/k das Gleichheitszeichen eintritt.
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Legt man die geometrische Darstellung des Gebietes P zugrunde
(Fig. 26, (47)), so ist durch jedes Wertverhiltnis %eine durch den Punkt

0 & ath ¥ a/b laufende Gerade S bestimmt, und verfolgt man
' die Funktion lings dieser, so besagen die Relatio-
s nen (1), (2), f(x, y) sei dabei an der Stelle a/b ein
sy Maximum, bzw. ein Minimum; und dies muf der
Definition gemi#8 fiir jede durch a/b gehende Ge-
Fig. 26. rade gelten.

Man kommt hiernach zu dem Schlusse, daB die Funktion f(z, y) an
der Stelle a/b nur dann einen extremen Wert haben kann, wenn f(a, b)
bei Verfolgung ‘der Funktionswerte in jeder durch a/b gehenden Geraden
ein Extrem darstellt.
Hierzu ist vor allem notwendig, daf der totale Differentialquotient

(47, (0): df gi cosgp -+ l cosv,

gebildet fiir die Stelle a/b, in jeder Rlchtung, also fiir jede Wertverbin-
dung cosg, cosy (die tibrigens der Bedingung cos®p + cos?y = 1 zu ge-
nijgen hat), gleich Null sei, und dies wieder ﬁndet nur dann statf, wenn
a S
n der Stelle a/b 'a"l; _o, gg _ st ®)
Daraus ergibt sich der Satz: Diejenigen Stellen, an welclen die Funk-
tion f(x, y) einen extremen Wert besitzt, sind unter den Lisungen des Glei-
f -0, 9_f

chungspaares = = 0 zu suchen.

Es sei nun a/b eine aus diesen Gleichungen hervorgegangene Lj-
sung. Zur weiteren Entscheidung werde der zweite totale Differential-
quotient (54, (4)):

d’f__ of 2 0 f ' o 2 N
dsi = 57 605°Q + 2 955y cosQ cosy + 7y cos?y 4)

fiir die Stelle a/b herangezogen; er muB, soll f(a, b) ein Maximum sein,
fiir alle Richtungen negativ, und soll f(a, b) ein Minimum sein, fiir alle

Richtungen positiv sein. Dazu ist vor allem erforderlich, daB weder g;cf,

o f . . O . af . 3
noch e verschwinde; denn wiire P i 0, so wiirde 5., = 0 fiir y = 5

2 2 2
und wire g fg = (), 8o wiirde Z—s’; =0 firp = 1; Nun ist, wenn g{;,:#o,
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82 d? 93 82
a_m_f; %); _ (axf) cos’p + 2 ax’: a‘;g cosg cosy + axf;ﬁ cos?y,
und nach Erginzung der beiden ersten Teile der rechten Seite zu einem
vollstindigen Quadrat:
azf d?/ I—asf aﬂf "27{‘ 32f a!f 2 2 .
ozt ds® — Loat O0%% + 525y 0y cosw:l + [83:2 oy* (aa: By) ] cos*y; ()

jetzt 14Bt sich dariiber entscheiden, unter welcher Voraussetzung die rechte

Seite, also auch die linke Seite, also auch - ),f in allen Richtungen ein

und dasselbe Vorzeichen hat. Die hmrelchende und notwendige Bedingung
hierfiir ist nimlich, daB an der Stelle a/h
P 9*F °F \? .
%é “a? - (axay) > 0 sel. (6)
DaB diese Bedingung hinreichend ist, erkennt man sogleich; denn
besteht sie, so ist der Ausdruck auf der rechten Seite von (5) fiir alle

Richtungen positiv und es hat somit ° ~f bestindig das nimliche Vorzei-

chen wie (8 ! )a’b.

k'S
Daf die Bedingung auch notwendig ist; ergibt sich auf folgende Art.
Wire o*f o*f o*f
ot oyt (?)Tay)<0

80 lieBen sich sowohl Gerade bezeichnen, fiir welche die rechte Seite von
(D) positiv, als auch solche, fiir welche sie negativ ist; eine Gerade der
ersten Art wire diejenige, welche durch cosy = 0 (wozu cosgp = + 1
gehort) gekennzeichnet ist; und eine Grerade der anderen Art wiirde sich

. . . a
beispielsweise aus axf; cosg + (’; g CosY = 0 )

ergeben. Bestiinde endlich
o0*f o*f o*f
ox® oyt (Bm By) 0,
so hitte allerdings die rechte Seite von () fiir alle Geraden das positive

Zeichen, jedoch mit Ausnahme derjenigen die sich aus (7) ergibt, weil
af

fiir diese der ganze Ausdruck und somit - verschwiinde, so daB fiir diese

Gerade eine Entscheidung nicht getroffen werden konnte.)

1) Die vorstehende Untersuchung kann auch in die folgende allgemeinere
Form gebracht werden, in der sie wiederholt auftritt: ,Unter welchen Bedingun-
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Auf Grund dieser Erérterung ergibt sich also der folgende Satz: An

einer Stelle a/b, an welcher die beiden ersten Differentialquotienten af gf

verschwinden, hat die Funktion f(x, y) wur dann einen extremen Wert, wenn
BB (8 \P (s o . .

dort Pyt (ax ay) > 0 ist, und zwar ist (e, b) ein Maximum, wenn

02 . . . 02 e
= f, an der genannten Stelle negativ, ein Mimimum, wenn = positiv ist.
ox ox

o*f 9* 0
d: ]:E)yf (8x£y)<0 so fin-
det ein extremer Wert wicht statt, und ist er = O, so ldf¢ sich ohne weiter-
gehende Untersuchung eine Entscheidung nicht treffen.
Im Falle eines Extrems kann ﬁbrigens die letzte Unterscheidung

f
oy*

Ist hingegen an der Stelle a/b der Ausdruck

g weil die Bedingung
gen besitzt die Funktion F,=a,,&*+ 2a,,&n 4 a,,n?
mit den reellen Variablen £ n und den reellen Koeffizienten a,,, a,,, a,, die
Eigenschaft, dab sie nur fiir die Wertverbindung £ =0, 5 =0 Null wird, fiir jede
andere entweder einen positiven oder fiir jede einen negativen Wert besitat?
Man braucht nur F, durch die positive Zahl &% 4 n® zu dividieren, wodurch
£

an dem Vorzeichen nichts geiindert wird, und ———— = cos g, %= cosp
VEtr VR

zu setzen, um auf die Form (4) zuriickzukommen, die wegen cos?qg - cos®yp =1

ein gleichzeitiges Nullwerden von cosg, cosy ausschlieBt.

Eine Funktion der hier betrachteten Art, mit zwei Variablen und homogen
vom zweiten Grade, nennt man eine bindre quadratische Form und bezeichnet sie,
wenn sie die beiden angefiihrten Eigenschaften besitzt, als definit; wenn sie sie
nicht besitzt, als indefinit; wenn sie sie nur teilweise zeigt, als semidefinit.

Die hinreichende und notwendige Bedingung, damit F, definit sei, ist also
a,, @,y — @32 >0, und das Vorzeichen richtet sich dann nach a,, (oder a,,).

Die Form F, ist indefinit, wenn a,, ay, — a,,%<C 0 ist.

Sie ist endlich semidefinit, wenn a,, a,, — @,,*=0; sie bat dann zwar die
Eigenschaft der Zeichenbestindigkeit, wird aber Null nicht blo8 fir £=0, n =0,
sondern fiir alle Wertverbindungen, die der Proportion §: 9= —a,, : a,, gentigen.

In Anwendung auf das vorstehende Problem kann man also sagen, daf nur
dann sicher ein extremer Wert vorhanden ist, wenn die Form

o*f o *f . .
a—xggz-}—?axay&]-{-a—ysn definit ist.

Uber den Fall der semidefiniten Form sind mehrfache Untersuchungen an-
gestellt worden (s. dep Artikel , Ditferential-Integralrechnung® von A. Vof im
Teil 1, Bd. IT der Enzykl. d. mathem. Wissensch., p. 83—85).
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(6) nicht erfiillt sein kann, ohne daB %, g—;f; beide von Null verschieden
und desselben Vorzeichens sind.

Die durchgefiihrte Betrachtung verliert ihre Grundlage, wenn ZST;
fir jede Richtung verschwindet, was vermége (4) dann eintritt, wenn fiir
rx=a,y=> *f _ o*f _ o*f

@_x’—o aan_O’ ou? =0.

Es muB dann, soll f(a, b) ein extremer Wert sein, auch 7 f fiir alle Rich-

tungen verschwinden (116), und dies setzt (54, (6)) voraus, daB an der
Stelle a/b auch alle partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung von

f(z, y) Null werden; ist dies der Fall, so kommt es weiter auf ; —f an. Das

Vorzeichen dieses Differentialquotienten, wenn es fiir alle Rlchtungen das-
selbe bleibt, entscheidet iiber Maximum oder Minimum in derselben Weise

wie das Vorzeichen von - {, sobald & —=k=0ist. Inbetreff der Fortsetzung

dieser Schliisse braucht nur auf llt verwiesen zu werden.

122. Definition und Kriterien der Extreme einer Funktion
von mehr als zwel Variablen. Die Definitionen fiir ein Maximum und
Minimum einer Funktion u = f(x,, 2y, - - - ,) von#-(> 2) unabhingigen
Variablen sind jenen fiir eine Funktion zweier Variablen analog; es hat
die Funktion an der Stelle x,/,/- - - /2, ein Maximum bzw. ein Minimum,
wenn sich eine positive Zahl 5 angeben liBt derart, daB

f@ +hy, 23+ by, - 2, + b)) — F(@y, 25, -+ - 7,) <O, (8)
bzw.  flz + Ny, @y + by, @+ hy) ~ [y, @8 2,) >0 )
fiir alle Wertverbindungen A, /hy/- - - /h,, fiir welche gleichzeitig

<, byl <, oo ]hy | <,

ausgenommen die Wertverbindung 0/0/.../0.

Wenn man sich der Terminologie, welche fiir zwei und drei unab-
hingige Variable wirklich anschauliche Bedeutung hat, allgemein bedient
(49), so darf man sagen, die Bedingungen (8) und (9) stellen die Forde-
rung, es miisse f(2,, %,, ... ,) ein Maximum bzw. ein Minimum sein, in
welcher durch den Punkt #,/x,/.../z, gehenden Richtung man auch die
Funktion verfolgen mag. Dieser Forderung wird aber nur dadurch ent-
sprqochen, daB der totale Differentialquotient (49, (11))
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a 0 0
f a:cosqal-i—afcos%—i----—}-a—xf;cosq)n
fiir alle R1chtungen, also fiir alle Wertverbindingen von cosg,, cosg,,
.cosg, (sofern sie nur der notwendigen Bedingung cos®q, + cos’q,
+ -+ -+ cos*p, = 1 entsprechen) den Wert Null annimmt. Daraus folgt
als notwendige Bedingung fiir einen extremen Wert das Gleichungssystem:

9 of 0
9{1—:.0, =0, . .%f;= . (10)

An einer Stelle, welche aus diesem Gleichungssystem sich ergibt,
findet aber nur dann in jeder durch sie gehenden Richtung ein Maximum
oder Minimum statt und ist daher auch die Bedingung (8) oder jene (9)
erfiillt, wenn der zweite totale Differentialquotient (54)

0! o* 0®
Ef = 8901]: cos?p, + achf* cos’py + - + 3 f ; cos®p,

+ 2

fiir alle Richtungen negativ, bzw. fiir alle Richtungen positiv ist.
Man kann diesen Kriterien auch den folgenden Ausdruck geben.
Weil das totale Differential df zugleich verschwindet mit dem totalen

o f af
ox, 0, cosp; cosg, + 2 ow, 0%, COSEp, COSP, + - - -

Differentialquotienten %, und weil das zweite fotale Differential d*f

gleiches Vorzeichen hat mit dem zweiten totalen Differentialquotienten,
so gilt der Satz: Die Funktion [(z,, 2, . . . x,) kann einen extremen Wert
nur an emer solchen Stelle erlangen, an welcher das totale Differential

df=—a%£dx1+afdx‘,+- afdx

tdentisch, d.i. unabhingig von den Werten dx,, dz,, . . . dz,, verschwindet;
und es hat die Funktion an einer solchen Stelle wirklich ein Maximum
oder ein Minimum, wenn das zweite totale Differential
o*f o*f o*f
dgf——%gd —!—a 5 ATy’ +---+aw ;dx,?

+23x33f dz, doy +2 501 o day -

bestindig, d. 1. fir alle Wertverbindungen dxl/dx,/... /dz,"), negativ bzw.
positiv ist.

1) Hierbei diirfen unter dz,, dz,, ... dz, beliebig grofe Werte gedacht
werden, weil das Vorzeichen des Ausdruckes fiir d*f, auf das allein es ankommt,
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Die Anwendung des zweiten Teiles dieses Satzes kann in speziellen
Fillen hiufig entfallen, wenn nimlich aus der Natur der Aufgabe selbst
zu erkennen ist, ob es sich um ein Maximum oder ein Minimum han-
deln kann.

123, Beispiele. 1. Es sind die extremen Werte der Funktion

f(@,y) = az® + 2bzy + cy* + 292 + 2hy + %
zu bestimmen.
Die beiden fiir einen extremen Wert notwendigen Bedingungsglei-

: 1 0f
chungen ?5—~ax+by+g—0
%——a—f-bx—{—cy—{—h—-o
liefern nur dann ein bestimmtes Wertsystem fiir z, ¥, wenn die Deter-
minante ac—b*<40
ist, und zwar ist dieses Wertsystem
bh—cg bg—ah

To="ge—b?7 Y= ge—p’
ihm entspricht aber nur dann ein extremer Wert, wenn der Ausdruck

o*f f ( *f )

ox Jy* o0xoy
der hier den von x, y unabhingigen Wert
4(ac —b®)

hat, positiv ist, wenn also  ac — b* > 0;
und zwar ist f(2,, ¥,) ein Maximum, wenn @, ¢ negativ, und ein Minimum,
wenn a, ¢ positiv sind; beachtet man, daB sich f(z, y) in die Form

nicht geindert wird, wenn man ihn mit dem Quadrat einer beliebig groBen Zahl
¢ multipliziert; dann aber treten an die Stelle von

dz,, dr,, ... dx,
die Produkte edx,, odxy, ... 0dx,,
die beliebig groB sein konnen. Mit der in der FuBnote zu 121 eingefiihrten Ter-
minologie driickt sich die zweite Bedingung dahin aus, daB die mit den % Varia-

blen &, &, .. . &, l,eblldete quadratische Form
8 f o* f i
Fy= 6:&:“" St + 3 5 +28m18 &iés
6’)"
+‘ ai"g&‘glgs"""'

definit sein miisse.
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f(@,y) = (az + by + g)=
+ (bz + cy + h)y
+9z+hy+k
bringen 148t, so ergibt sich
(%05 Yo) = 9 + by + k-
In dem Falle ac — b* < O hat f(z, y) keinen extremen Wert.
Ist endlich ac — b* = 0, also % = cl und tiberdies — % (denn an-

dernfalls konnten az + by 4+ g = 0 und bz + ¢y + h = 0 nicht neben-
einander bestehen), dann fallen die beiden Bedingungsgleichungen in eine
zusammen, und fiir Wertverbindungen x/y, welcher dieser einen Glei-
chung gentigen, wird

f(x,y)=gx—{—hy—{—k=h<%x—{—y)—{—7;
—h(fa+y)+Eh=1(az+by) +h

h bk—h
=_b9+k= A g:

also konstant, so daB an solchen Stellen x/y die Funktion kein eigent-
liches Extrem besitat.

Setzt man z =f(x,y) und stellt z geometrisch dar (45), so ent-
spricht dieser Gleichung fiir ac — b® > 0 ein elliptisches Paraboloid, fiir

ac — U® < 0 ein hyperbolisches Paraboloid, fiir ac — 4* = 0 und % = —%—

eine der xy-Ebene parallele Zylinderfiiiche.
2. Es handle sich um die extremen Werte der Funktion?)

z=ay® + 2bz’y + ca*.
%2 _ bay + 4oa® — 4 (by + ca?)

0z
25 b2
5 2ay + 2bx

erkennt man leicht, da, ofern ¢ == b% beide Differentialquotienten zu-
gleich nur an der Stelle # = 0, y = O verschwinden, woselbst auch z =90
ist; ob aber dieser Wert ein Maximum oder Minimum darstellt, hiingt
von weiteren Umstinden ab.

Aus

1) G Peano, Lezioni di Analisi infinitesimale I, 1893, p. XXIX. O. Stelz,
Grundziige der Differential- und Integralrechnung, 1893, p. 228, 284.
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Die zweiten Ableitungen

g;é = 4by + 12¢2?
a!

8_—2; = 2q

0%z

nehmen an der bezeichneten Stelle die Werte 0, 2a, O an, der Ausdruck
2 a2 z
?;: 57; — (g;a%/)zwizd also Null und bringt keine Entscheidung.
Verfolgt man z lings der durch den Ursprung in der zy-Ebene ge-

zogenen Geraden y = ¢z, so wird
2 =2z*al® + 2btx + ca?),

sein Verhalten hiingt von der quadratischen Form a¢® + 2btx + ca? ab,
die definit ist, wenn ac — b* > 0; sie hat dann bestindig das Vorzeichen
von @ (und ¢). Unter dieser Voraussetzung bleibt also 2, das bei 0/0 ver-
schwindet, in der Umgebung dieses Punktes bestindig positiv, wenn
a>0, der Wert z =0 ist dann ein Minimum; und bestindig negativ,
wenn a < 0, der Wert 2z = 0 ist dann ein Maximum.

Bei ac — b* < O hingegen ist die Form indefinit, » nimmt in der
Umgebung von 0/0 sowohl positive als auch negative Werte an, z = 0
ist weder ein Maximum noch ein Minimum.

In dem Grenzfalle a¢ — b* = 0 wird

¢ = (ay + D),

hat also im allgemeinen, somit auch in der Umgebung von 0/0 das Vor-
zeichen von @, wenn a, was wir voraussetzen, nicht Null ist; aber eine
Ausnahme machen solche Wertverbindungen z/y, fiir die ay + bax? = 0
ist; lings dieser Parabel ist z bestéindig, also auch in der Nihe von 0/0
gleich Null; es kann dann von einem eigentlichen Extrem nicht gespro-
chen werden.

3. Die extremen Werte der Funktion
2= e ¥~ (ax® 4 by?)

unter der Voraussetzang: @ > 0, b > 0 zu bestimmen.
Den Gleichungen
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595 =2z(6 —ar® —byP)e"-¥ =0
g?j =2y(b— a2 —byP)e " =0

kann in dreifacher Weise entsprochen werden:

o) Durch =0, y = 0. Ohne eine vollstindige Entwicklung der
zweiten Differentialquotienten notig zu haben, wird man leicht erkennen,
daB fiir diese Wertverbindung

0%z 0%z oz
fa =20, =20, =0,
0%z 0%z o’z 7*
also 0wt oy Lowoy) = *40 >0

folglich tritt hier ein Minimum ein, dessen Wert 2z = O ist.
B) Durch z =0, y = + 1; fiir diese Wertverbindungen ist

8’._2___2a—b‘ 0%z _ 4 0%z 0
axs"‘ e ? ayz" e ? 3503?/— ’
0%z 0%z 9z *_ 8b(b—a)
also ox*oy* |Loxzayl e

folglich findet ein Maximum statt, wenn a < b, und sein Wert ist z=%;

wenn dagegen g > b, erlangt die Funktion an dieser Stelle weder ein
Maximum, noch ein Minimum.
7) Durch z =+ 1, y = 0, an diesen Stellen ist
0% __4a 92 _gb—a Pz _
Py e’ oyt e ’ 2xdy ’
0%z 0%z 0%z 1® 8a(a—0)
oz 0y*  |ow ay] =T
es tritt also, wenn a > b, ein Maximum ein, dessen Wert 2 = —Zi ist, wib-
rend bei a < b kein Extrem stattfindet.
Bei @ = b stellt sich unter §) und p) der unentschiedene Fall ein,

also

0%z 0%z 0%z P* . 2 2 3 .
© St oyt ?’}?8,7/] = 0 ist. Setzt man 2®+ y* = u?% so hat man es mit
der Funktion z2=aule zu tun, fiir die
dz =2aue (1 —u? f—i=2ae’“2(1——5u”+2u4)-
du 7 dut !

Z—f; verschwindet fir =0 und «®=1; fir diese Losungen wird

Z’—’:—, = 2a bzw. = — 4a. Der Fall u = O fiihrt wieder auf das unter «)
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gefundene Minimum an der Stelle x =0, y = 0. Was aber die Losung
u® = 1 betrifft, so wire es unzutreffend, zu sagen, daB z an allen Stellen

des Kreises 22 4 y*® = 1 ein Maximum gleich {; besitze; denn zu jeder
solchen Stelle gibt es in jeder noch so engen Umgebung andere — auf
eben dem Kreise —, wo 2 den gleichen Wert % hat. Eshandeltsich also

wieder um den Fall eines uneigentlichen Maximums.
4. Gegeben sind zwei Geraden im Raume; man soll ihren kiirzesten

Abstand bestimmen.
Sind T _y—b _z—e
&% [ 71
z—a, y—b 22—
o B T
die Gleichungen der beiden Geraden und bezeichnet man den mit z/y/z
gleichzeitig veriinderlichen gemeinsamen Wert der ersten drei Briiche
mit %, den der letzten drei mit v, so sind die Koordinaten eines Punktes
der ersten Geraden als Funktionen von #, die Koordinaten eines Punktes
der zweiten (teraden als Funktionen von v wie folgt dargestellt:

T=oU%+ o, T = 030 + Gy
y=pBu+b y=Pv+0b
Z=pUt 6 2 =730 + Cy3

heiBt 0 der Abstand der zwei durch u, v gekennzeichneten Punkte, so ist
0% = (eyu — ey® + @y — @) + (Bu — By + b, — by)*
+ (nu — 10 + 6 — 6},
und dies soll zu einem Minimum werden. Bezeichnet man die in den
Klammern eingeschlossenen Polynome der Reihe nach mit 4, B, C, so
schreiben sich die Bedingungen fiir das Minimum wie folgt:
1 9(¢®
5/7(,,7)=“1A+ﬁ13+710=0
1 0(%)

I

20| W) k0| B9
D
e
<

=ad+ B+ y,C=0;

59
=+ ﬂ12 +n

DV
o~ 0

ferner ist

»
3

nE “22 + 1322 + 7221

— (g + B, 6; + 7’172)7

2

|

D
o
—
<,
[

l

D
2
)

I
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I 20 B2@Y (202
daher unabhingig von «, v 665‘3) 5(@_2) - <8u32>

= 4[(« + B + %) (@ + 8% + »5") — (eyery + B, + 717,)*]

= 4[(Biys — B:71)* + (112 — v2) + (1 y — @uBy)*],
also positiv; es findet hiernach wirklich ein Extrem statt und zwar ein
Minimum, weil aa(?:) , 2;—@—2) als Quadratsummen positiv sind.

Um das Minimum selbst zu ermitteln, empfiehlt sich statt der Auf-
Iésung der Bedingungsgleichungen nach u, v der folgende Vorgang. Aus
den beiden Bedingungsgleichungen folgt

4 B  _c
Bive— Bt Mo — 7120y o fy—anfy’
bezeichnet man den gemeinsamen Wert dieser Briiche mit « und die
drei Nenner mit ¢, 3, y, so ist einerseits

mind? = (a? + 2 + ¥ w?,
andererseits hat man zur Bestimmung von « die Gleichungen
A—aew=0, B—Bw=0, C—ypw=0,
oder mit Riicksicht auf die Bedeutung von 4, B, C:

U — GV — W = @y — G

Biu — v — fw = by — b,

ViU — Yol — YU =G — G5
hieraus folgt: o o a—ay| | @ e
w=|p B b —b|:|B By B

Y1 Ve GG i Ve 7
=°‘(“1—“2)+ﬁ(b1“bz)‘*‘y(ct'—cﬂ)_

) w74 o*
Daher ist schlieBlich
mind = & a, — as) + B, —b)+7(cx”‘cz)
Ve P

wobei im Nenner jenes Zeichen zu nehmen ist, das den ganzen Ausdruck
positiv macht.

5. In der Ebene eines gegebenen Dreiecks den Punkt zu finden,
dessen Entfernungen von den Eckpunkten des Dreiecks die kleinste
Summe geben.
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Ist ABC (Fig. 27) das Dreieck, und bezieht
man den Punkt M auf ein Polarkoordinatensy-
stem mit 4 als Pol und A B als Polarachse, so
daB AM =r, X BAM = ¢ seine Koordinaten
sind, so ist die Grdfle, um deren Minimum es
sich handelt,

S=AM+ BM+ CM
=7+ Ve + 12— 2¢r cosp + Vb + 12 — 2br cos (A — g);

dabei sind a, b, ¢ die den Ecken 4, B, C gegeniiberliegenden Seiten und
A der Winkel an der gleichnamigen Ecke; die Wurzeln gelten als positiv.

Die Bedingungen des Minimums lauten:

a8 7 — € COosQ r—bcos(4d —o)

95 _ S -
or Vel 4 r*—2¢crcosp  Vb®-Lr? —2brcos(d — o)

28 crsing brsin(4 — @) 0
5—= 2 2 Y 2 2 —= =
P Ve +1r* —2¢rcosp Yo+ 9rT —2brcos(d — g)

die zweite dieser Gleichungen wird durch r = 0 befriedigt. Schaltet man
diese Losung zunéchst aus und driickt dann die beiden Gleichungen in
den Linien der Figur aus, wobei zu beachten ist, daB, sofern BD | AM
und CE L AM, » — ¢cosp = AM — AD = — MD,

csing = BD,

r—>bcos(d —q@)=AM — AE=— ME

bsin(4 — ¢) = CE,

so lauten sie folgendermafien:
MD ME

I—3m— o =Y

BD CE

g —om =Y

oder bei trigonometrischer Deutung der Verhiltnisse:
cos BMD + cosCME =1, sinBMD — sinCME = 0;

aus der zweiten Gleichung folgt

BMD =CME

und hiermit aus der ersten
BMD = CME = 60% daher BMC = 120°

Da man ebenso hiitte von dem Eckpunkte B oder C ausgehen kon-
nen, so ergibt sich, daB die Lage des Punktes M, bei welcher S ein

Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 19
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Minimum ist, gekennzeichnet wird durch
BMC = CMA4 = AMB = 120"

Einen Punkt von solcher Beschaffenheit gibt es aber nur dann, wemn
jeder Winkel des Dreiecks kleiner ist als 120% er liegt alsdann im Innern
des Dreiecks und wird erhalten als Schnittpunkt dreier Kreisbogen, welche
die Seiten des Dreiecks zu Sehnen haben und iiber diesen Sehnen den
Peripheriewinkel von 120° fassen.

Nun nehmen wir die oben bemerkte Teillosung » = 0 auf und fragen,
wann dieser ein Minimum von S entspricht. Um dies zu entscheiden, ent-
wickeln wir S unter der Voraussetzung, daB » im Vergleich zu b, ¢ sehr
klein, nach Potenzen von 7 und erhalten:

S=r+cV1+ r 8—2.fcosq:+bV1 + (%)2——2%cos(A-—<p)
=7 +c ( )2—-—003(}3———((%)2—2%cosqa)z—}— .

+b{ +3 () ZCOS(A p) — ((%)2—2%(3%(44——(;;))2.{....}

sin®p | sin®(4 — @) r*

=b+c+(1-——cosq)-—cos(A——q>))r+{ =t 5 {5~
mb e (12 () (104 W= 2

b + ¢ ist aber derjenige Wert von S, welcher » = O entspricht, und er
stellt ein Minimum dar, wenn

S—(@b+ec)= {1-——2cosfi~cos(—4——¢)}r
+ {sm q;+s1n 4 ”9;)} iy
2

fiir ein geniigend kleines » besténdig positiv bleibt, withrend ¢ das Inter-
vall (0, 2x) durchléuft; » sei insbesondere so klein festgesetzt, daB das
Glied mit der ersten Potenz die Summe aller itbrigen dem Betrage nach
iibertrifft.

Ist dann A<120° < 60°, also 2cos 5 > 1, so kann durch Wahl

von ¢ der Koeffizient von » nach Belieben pos1t1v wie negativ gemacht
werden, dann stellt somit b 4 ¢ keinen extremen Wert dar.
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Ist A =120% also 2cos % =1, so ist der Koeffizient von r im all-

gemeinen positiv, verschwindet jedoch fiir ¢ = %; trotzdem bleibt die

Differenz S — (b + ¢) auch an dieser Stelle positiv vermdge des nun maB-
gebenden Gliedes mit 7%, das positiv ist.

Ist 4> 120% also 2cos % < 1, so behilt der Koeffizient von r fiir

alle Werte von ¢ das positive Vorzeichen, also auch S — (b 4 ¢).

In den beiden letzten Fillen, und es sind das gerade diejenigen,
welche die erste Losung ausschlieBt, ist also 4 die gesuchte Lage des
Punktes M, fiir welche S ein Minimum ist.

DaB bei diesem Problem iiberhaupt nur ein Minimum entstehen
kann, geht daraus hervor, daB man S zwar beliebig groB, aber nicht be-
liebig klein machen kann.

6. Es sind » Punkte M; (i =1,2,...n) im Raume gegeben und
jedem derselben ist eine positive Zahl m, zugeordnet. Man soll jenen
Punkt S bestimmen, fiir welchen die Summe der mit den Zahlen #; mul-
tiplizierten Quadrate der Entfernungen SM; ein Minimum ist.

Sind ,/y,/2; die auf ein rechtwinkliges System bezogenen Koordi-
naten von M,, z/y/2 die Koordinaten eines beliebigen Punktes S, so ist
S so zu bestimmen, daB

T= Smle— o) + =9+ (6~

ein Minimum werde; die Bedingungen hierfiir lauten:

g-—‘z’— = 227”,-(-’” - x‘.) = 2{x2mz —_— Zmix,'} —_ 0
% =2Zm,(y —y) = 2{yZm;, — Zmy;} =0
%’g =2Zm(z —2)=2{eZm,— Zmz;} = 0;
demnach hat der verlangte Punkt die Koordinaten:
Zmyx; _ Zm;y; _ Zm; z;
x=—§m—i" y——z—mi—’ T Zmy

Bei der Interpretation der Resultate vom Standpunkte der Mechanik
ist hiermit gezeigt, daB der Schwerpunkt eines Systems materieller Punkte
derjenige Punkt ist, in bezug auf welchen das polare Triigheitsmoment

des Punktsystems den kleinsten Wert hat.
19%
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Obwohl hier von vornherein nur die Moglichkeit eines Minimums
einzusehen ist, so mag doch die analytische Begriindung dafiir angegeben
werden; es ist T o'T  9*T

! *azg == ’a?; = *a‘;z' = 22""‘1‘
T _ T _ o _
oydz  odzox ocwoy '
daher @1 = 22m,(da? + dy® + de*),
und da dies eine wesentlich positive GroBe ist, so hat T an der gefun-
denen Stelle tatsichlich ein Minimum (122).
1. Zu zeigen, da die Funktion

s=attay+y o+
firz =y = i% den minimalen Wert 3 ¥/3a? erlangt.

8. Die Funktion £ = 2® +»* — 3axy (¢ >0) hat fir 2 = y = a das
Minimum — a®

9. Die Funktion v = (2az — 2?)(2by — y*) erreicht an der Stelle
z =a, y = b ihr Maximum a?b%

124, Extreme Werte bei singulirem Verhalten der Diffe-
rentialquotienten. Die in 121 und 122 entwickelte Theorie hat zur
wesentlichen Voraussetzung die Existenz eigentlicher partieller Diffe-
rentialquotienten in bezug auf die einzelnen Variablen, wenigstens in der
Umgebung der in Betracht gezogenen Stelle. Eine Funktion mehrerer
Variablen kann aber einen extremen Wert auch aufweisen an einer Stelle,
an welcher solche Differentialquotienten nicht bestehen; die Entscheidung
tiber einen derartigen Fall bedarf immer einer besonderen Untersuchung.

Es sei beispielsweise

s=c+Ve—a'+ -0y
und die Quadratwurzel gelte als positive Grofie. Die partiellen Differen-
tialquotienten von g, nimlich

02 r—a oz _ y—b

08 Ya—artu—0 9 Ve—artu—0
verlieren an der Stelle © = a, y = b ihre Bedeutung. Setzt man aber
2=a+h, y=>0+1k und bezeichnet die durch diesen Punkt und a/#
bestimmte Richtung mit S, mit ¢, ¥ ihre Richtungswinkel, so ist der
totale Differentialquotient von 2z an der Stelle a -+ k/b + &
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de _ hcosg - kcosyp

ds —  yrifE
er andert sein Vorzeichen, wenn %, ; zugleich es éindern, d. h. wenn man
auf S von der einen Seite des Punktes @ /b auf die andere iibergeht. Des-
halb gehort zu a/b ein extremer Wert und derselbe ist

2 =c;

alg der kleinste unter allen Werten von 2 ist er ein Minimum.

§ 3. Maxima und Minima von Funktioncn mehrerer abhiingiger
Variablen.

125, Begriff der relativen Extreme und ihre Bestimmung.
Wenn von den extremen Werten einer Funktion f(z, y, 2) dreier Variablen
in dem bisher besprochenen Sinne die Rede ist, so kommen dabei alle
Werte der Funktion in Betracht, welche sie in ihrem Definitionsbereich
R annimmt.

FaBt man jedoch nur solche Werte der Funktion f(x, y, #) ins Auge,
welche zu Verbindungen x/y/# gehoren, die der Bedingungsgleichung

¢(z,y,2)=0
Geniige leisten, und stellt die Frage nach den extremen unter diesen
‘Werten, so handelt es sich um einvon dem vorhergehenden verschiedenes
Problem.

Im ersten Falle galten die Variablen z, y, # als unabhiingig, und ihr
Gebiet war der ganze Raum E. In dem neuen Falle sind die Variablen
abhéngig voneinander, indem durch die Bedingungsgleichung ¢ (z,y,2) =0
etwa z als Funktion von z, y darstellbar ist; ihr Gebiet ist eine den Raum
R durchsetzende Fliche (45). Man bezeichnet extreme Werte der ersten
Art als absolute Extreme, extreme Werte der zweiten Art als relative oder
bedingte Lxtreme.")

Wiirde neben der oben aufgestellten Bedingung den Wertverbin-
dungen z/y/z, fiir welche f(,y, 2) in Betracht gezogen wird, auch noch
die weitere ¥(z,y,2) =0
auferlegt, so wire die Beschriinkung weitergehend als vorhin; jetzt konn-
ten mittels g (z, y, 2) = 0 und ¢(x, y, £) = O etwa y, z als Funktionen von

1) Vgl. betreffs dieser Bezeichnungen auch 114.
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z dargestellt werden, und das Gebiet der Variablen wire eine den Raum
R durchsetzende Kurve (45).

Weiteren Bedingungen aber diirfen die Variablen z, g, # nicht unter-
worfen werden.

Die Bestimmung relativer Extreme werde nun an einer stetigen Funk-
tion f(z, y, 2, u) von vier Variablen erklirt, die zwei Bedingungsgleichungen :

o510 =0) "

w(xr Y& u) =0

unterworfen sind.

Der eine Weg bestiinde darin, daB man mit Hilfe der Gleichungen
(1) zwei der Variablen, z. B. £, u, durch die beiden andern, z, y, ausdriickt
und diese Ausdriicke in f(z, y, ¢, u) eintrigt; dadurch ginge f in eine
Funktion der unabhingigen Variablen z, y iiber, die nunmehr nach frii-
heren Methoden auf ihre absoluten Extreme zu untersuchen ist.

Handelt es sich allgemein um eine Funktion von n Variablen, die
r (< n) Bedingungsgleichungen unterworfen sind, so wiirde durch den an-
gedeuteten EliminationsprozeB die Aufgabe auf die Bestimmung der ab-
soluten Extreme einer Funktion von n — » unabhiingigen Variablen zu-
riickgefiihrt.

Die Elimination ist indessen nicht immer ausfiihrbar und ergibt in
anderen Fillen eine unbequeme Rechnung.

Es empfiehlt sich daher das folgende, von Lagrange?) zuerst an-
gegebene Verfahren.

Man denke sich die Elimination von ¢, % in f(z, , 2, u) vollzogen;
dann wird auch das totale Differential

af=2L dx+"fdy+ T s+ 2L qu @)

bloB Funktion von dx, dy sein; um ihm diese Darstellung zu geben, be-
nutze man dieaus den Bedingungscrleichuno‘en (1) gezogene Folgerung (49):

0~~*dx+ dy—i—azd —}—a(pdu l

o 3)
01.76—{—a dy+ dz—{— (Zu l

Mit Hilfe der Glelchungen (3) lassen smh in der Tat dz, du aus (2) eli-
minieren; die Elimination kann in der Weise vollzogen werden, da man

1) Théorie des fonctions analytiques, 1797, 1818, Art. 58,
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die Gleichungen (3) mit wunbestimmien Multiplikatoren i, u multipliziert,
zu (2) addiert, wodurch

3 0
af = (3 + ax+u )zt (L4122 4 l)dy
+ G +2%0 +ul)de+ (L +22 +ul) au
erhalten wird, und da8 man nun nachtriglich 1, ¢ aus den Gleichungen
ar 8«1: oY
of —I— l + u %z% =
bestimmt; mit diesen Werten von 4, w ist dann tatséichlich
- af
if =i +ai) e+ (+12+0Hay  ®
nur mehr Funktion von dz, dy.
An einer Stelle aber, an welcher £, als Funktion der unabhingigen
Variablen #, y aufgefaBt, einen extremen Wert hat, verschwindet das to-

tale Differential unabhingig von den Werten von dz, dy (122); an einer
solchen Stelle ist also af f }. + oy _ }

(4)

A

Bf o0
— =0,
+1 y Ty

Damit hiernach die Funktlon f(%, y, 2,u) unter Einhaltung der Bedin-
gungen (1) einen extremen Wert erlange, miissen die Werte von z, , 2, w
und die Werte der Multiplikatoren 4, u so gewihlt werden, daB

o, y,2,u)=0
v, y,2,u)=0

(6)

U 4222 ule
af+ + ﬁ_.=0 : (M

2
P At 81: 0

6u+3+ =0

sei; in der Tat sind diese 6 (allgemem r 4+ n) Gleichungen zur Bestim-
mung der genannten 6 (bzw. n + r) GroBen gerade ausreichend.
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Die vier letzten Gleichungen des Systems (7) wiiren aber die not-
wendigen Bedingungen fiir die absoluten Extreme der Funktion

f(x) y? z} U/) + A(P(x7 y} Z) u) + Md«'(x, y’ 5, u)?
wenn man g, 4 als konstante Zahlen voraussetzt. Man kann mithin den
Satz aussprechen: Die Bedingungen dafiir, daf3 die Funktion f unter Iin-
haltung der Gleichungen @ = 0, ¥ = 0 zwischen thren Arqumenten einen
extremen Wert erlange, sind die nimlichen wie die Bedingungen fiir abso-
lut extreme Werte der mit den Konstanten i, u gebildeten Funktion

[+ 19+ py.

Die hierin enthaltene Regel fiir die Behandlung von Problemen iiber -
bedingte Extreme wird als Methode der Multiplikatoren bezeichnet.

Wenn auch die Kenntnis der Multiplikatoren nicht notwendig ist
und kein unmittelbares Interesse bietet, so empfiehlt sich ihre Mitbestim-
mung doch in vielen Féllen um der Symmefrie der Rechnung willen,

Ob an einer aus den Gleichungen (7) hervorgehenden Stelle x/y/z/u
die Funktion f wirklich einen gréBten oder kleinsten Wert erreicht, ist
in angewandten Fillen zumeist aus der Natur der Aufgabe zu erkennen;
sollte ein Zweifel hieriiber bestehen, so miiBte das zweite Differential
d*f zur Entscheidung herangezogen werden, aber wieder in der Art, daB
auch den Bedingungsgleichungen Rechnung getragen wird. Zu diesem
Zwecke hitte man die betreffende Wertverbindung 2/y/2/u in die Glei-
chungen (3) einzufiihren, sodann dz, du durch dx und dy auszudriicken
und diese Werte nebst x/y/2/u in d*f einzutragen; fillt d’f verschieden
von Null aus und ist sein Vorzeichen unabhiingig von dz, dy, so ist durch
dieses Vorzeichen die Frage in der bekannten Weise geldst.

126. Beispiele. 1. Die kiirzeste Entfernung eines gegebenen
Punktes von einer gegebenen Ebene zu bestimmen.

Der Punkt sei durch die Koordinaten x,/y,/2, und die Ebene durch
die Gleichung Az 4+ By+Ce+ D=0
gegeben. Als diejenige Funktion, deren Minimum zu bestimmen ist, kann

0= (@ —20)" + (y —9o)° + (¢ —2,)°
gewiihlt werden; die durch z, y, # zu erfiillende Bedingung lautet
Az + By+ Ca+ D= 0;

demnach kommt es auf das absolute Minimum der Funktion

(@ —2p) + (y— ) + (¢ —4)* — 24(4ax + By + Cz + D)
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an; die Bedingungen hierfiir lauten:
r—2,— A4 =0
Y= % —iAB=0
22— —1C=0.
Verbindet man sie mit der Bedingungsgleichung, so ergibt sich zur Be-
stimmung von 1 die Gleichung:
AMA*+ B2+ C®) 4 Axy + By, + Oz, + D = 0,
1= — Az, + By, 4+ Cz, + D
AT FBEfor

Setzt man diesen Wert in die obigen drei Gleichungen ein, so er-
gibt sich die Stelle z/y/z, welcher das Minimum entspricht, also der FuB-
punkt des von #,/y,/2, auf die Ebene gefillten Lotes.

Hier war aber die Frage nach der kiirzesten Entfernung selbst ge-
stellt; um diese zu finden, setze man in dem Ausdruck fiir 0* anstelle von
x— Ty, Y — Yy, # — 7, die aus den obigen Gleichungen flieBenden Werte;
dadurch ergibt sich: mind? = 4*(4°4 B+ (?)
und nach Eintragung des Wertes fiir 1:

Azy 4+ By, +-Cz, + D

JEETZ R R

wobei der Wurzel jenes Zeichen beizulegen ist, welches den ganzen Aus-
druck positiv macht.

Die analytische Begriindung dafiir, daf der gefundene Wert ein
Minimum ist, ergibt sich aus der Betrachtung des zweiten Differentials
von 0% welches 2(da® + dy* + d2®)
und nach Beriicksichtigung der Bedingungsgleichung .

2 (da* + dy* + (ﬁ?fﬁzgﬁﬂ)z)

woraus

mind =

lautet, somit wesentlich positiv ist.

2. Aus einer rechteckigen Tafel von gegebenem Inhalt a? aber von
zu wihlender Form, sind an den vier Ecken gleiche quadratférmige Aus-
schnitte zu machen derart, daB nach Aufbiegen des Restes lings der
punktierten Linien (Fig. 28) ein parallelepipedisches Be-
hiltnis von groftmoglichem Volumen entsteht.

Bezeichnet man die Seitenlingen der Tafel mit y, 2,
die Seite eines Ausschnitts mit x, so ist das Volumen
des Parallelepipeds Fig. 28.
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v=2(y—2x)(s—21x);
dasselbe soll unter Einhaltung der Forderung
yz = at
ein Maximum werden; nach Entwicklung des Ausdrucks fiir v unter

Riicksichtnahme auf diese Forderung kommt die Aufgabe zurtick auf die
Bestimmung des Maximums von

v =42 — 22y + 2) + a’z,
wozu die Bedingungsgleichung yz —a®=0 hinzutritt.
Soll nun die Funktion
42° — 24 (y +2) + o’z 4 A(y2z—a?)
ein absolutes Extrem erlangen, so ist dazu notwendig, daB
120 —42(y+2) +a2=0

— 2224+ 42=0

—22°+2y=0
sei; aus den beiden letzten Gleichungen und der Bedingungsgleichung er-
gibt sich y=:¢=aq

die Tafel ist also quadratférmig zu wihlen; die erste Gleichung verwan-
delt sich hiermit in 122® — 8ax + a® = 0,

woraus sich fiir # die beiden Werte
°
6’
Was den zweiten Wert, %, anlangt, so bildet er die obere Grenze

a
Xy = Ty =5 ergeben.

der mit der Natur der Aufgabe tiberhaupt vertriglichen Werte von z,
— denn das zuldssige Intervall von z ist (O, %) — und schon aus diesem
Grunde entfillt die Frage, ob der ihm entsprechende Wert von v ein
extremer ist; z, = % bedeutet ein Zerschneiden der Tafel in vier gleiche

Quadrate.
Der erste Wert, %, gibt den groBten Wert von ¢,

max LR
axv = 5= @’

Es geht dies wohl aus der Aufgabe selbst hervor, weil v nicht beliebig
groB gemacht werden kann, liBt sich aber auch analytisch begriinden;
die zweiten Differentialquotienten von v sind némlich:
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aﬂv c N az az
EF=M$~M%Mh—$=Q 5= 0,
ot a 0% 0%
ayor 18 50 — % iy — 4%
daher das zweite totale Differential an der Stelle
r = —::— , Yy=¢2¢=a
gleich — 4ads? Ldyds — § ads dz — 5 adz dy;

dasselbe nimmt jedoch, wenn man die aus der Bedingungsgleichung
y2z — a® = 0 hervorgehende Beziehung

zdy 4 yde =0
beriicksichtigt, die sich an der Stelle y =z = @ auf dy + dz = O redu-
ziert, den Ausdruck an —dadst—2 dy?
9

und ist somit eine wesentlich negative GroBe.

3. Es sind dér kiirzeste und der lingste Durchmesser der auf ihren
Mittelpunkt als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems be-
zogenen Zentralfliche zweiter Ordnung

Az®+ Ay + A"+ 2Byzs + 2B2x + 2B'zy + F=0

zn bestimmen.
Bezeichnet man den zu dem Punkte z/y/s der Fliche gehorigen
Halbmesser mit », mit a, b, ¢ die Kosinus seiner Richtungswinkel, so ist

x=ar, y=0br, z=cr;
durch diese Transformation ergibt sich aus der Gleichung der Fliche die
folgende: — 7y = Aa?+ AV + A"¢ + 2Bbc + 2Ba + 2B ab;
mit r zugleich wird auch — g ein extremer Wert; infolgedessen kommt
es auf die extremen Werte von
fla,b,¢) = Aa® + A'b* + A”¢ + 2Bbec + 2B’ca 4+ 2B"ab
an unter Einhaltung der Bedingungsgleichung
a?+ b+ =1
Bildet man mittels des Multiplikators — 4 die Funktion
fla, b, c) — 2(a® + b* + ¢ — 1),

so gelten fiir deren absolute Extreme die Bedingungen:



800 V. Abscknitt. § 3. Maxima u. Minima v. Funktionen abhiingiger Variablen

(4A—VMa+ B + Be =0
B’a +(A'—)b+ Be =0 (@)
Ba+ Bb +(A4"—2)e=0;
die Koexistenz dieser Gleichungen erfordert, da die triviale Losung
a = b= ¢ = 0 vermége der Bedingungsgleichung ausgeschlossen ist, daB
A—12 B B
B” A—1 B =0 (8)
B B A4"—12
sei. Durch diese kubische Gleichung ist der Multiplikator 4 bestimmt;
jedem seiner drei Werte entspricht vermdge der Gleichungen («) und der
Bedingungsgleichung a® 4 b* 4 ¢? = 1 ein Wertsystem a, b, ¢, und diese
Wertsysteme fithren zu den extremen Werten von #2
Diese selbst lassen sich in folgender Weise bestimmen. Multipliziert
man die Gleichungen («) der Reihe nach mit a, b, ¢, so gibt ihre Summe

f(a, b, ¢) — 4(a* + 0* 4 ) = 0,
woraus mit Riicksicht auf die Bedingungsgleichung

b= f(a,b,6) = —

folgt; dies in (f) eingetragen fiihrt zu der Gleichung:
A + TEB_ B’, BV
B A+% B |=0

B’ B 4+ % |

: @)

welche die extremen Werte von #2 gibt. (Achsenbestimmung einer Fliche
zweiter Ordnung.)
Fiir die spezielle Fldche

B4y 2292422y —1=0
lautet die Gleichung (8) (1 —24)*—2(1—2) =0 und gibt die Wurzeln

=1, 3’2=1+V§) l3=1-——]/§;
beachtet man, daB die Gleichung (y) aus (8) hervorgeht, indem man 4

durch — ;F,— ersetzt, so folgt daraus, daB durch die gleiche Ersetzung aus

den Werten der 4 die Werte von — ?, hervorgehen; im vorliegenden
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Falle ist 1 durch T—i— zu ersetzen, somit ergeben sich als extreme Werte

vonr: ry=1, 7',-—-V—1+1f2i rg=V—-1-V2,

wovon der dritte imagindr ist. Die den Werten von A entsprechenden
Gleichungssysteme () sind

b=0 —aVY2+0=0 aV2+b=0
a4+¢c=0 a—bY24+¢c=0 a+bY2+¢=0
b—cy2=0 b+c¢y2=0

und geben in Verbindung mit a® + b% 4 ¢®* = 1 die (zueinander senk-
rechten) Achsenrichtungen

a—l Ct—“l a——l
1 Vé 2 2— 3 2 )
2 Ve
b, =0 bg—? bg———7
1 1 1
Cx=—17§ G =3 =35

die vorgelegte Fliche ist hiernach ein einschaliges Hyperboloid mit den

reellen Halbachsen », =1, r, = V-1 + V/2; die imaginire Achse hat
die Richtungskosinus ag, bg, ¢;.

4. Es sind » Punkte M, (i =1,2,... %) im Raume gegeben, und
jedem derselben ist eine positive Zahl m, zugeordnet. Man soll diejenigen
Ebenen bestimmen, beziiglich deren die Summe der mit den Zahlen m,
multiplizierten Quadrate der Abstinde der Punkte M, extreme Werte
annimmt.*)

Legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, bezeich-
net mit x;/y,/#, die Koordinaten von M, und schreibt die Gleichung der
Ebene in der Hesseschen Normalform

at+by+ct—p=0, (@)

in welcher g, b, ¢ die Richtungskosinus des Lotes zur Ebene bedeuten,

1) In die Sprache der Mechanik ibersetzt handelt es sich um die Haupt-
triigheitsebenen und ihre Schnittlinien, die Haupttrdgheitsachsen eines Massensystems
oder allgemeiner eines Schweresystems, das gegeniiber allgemeineren Massensyste-
men dadurch gekennzeichnet ist, daB alle m; dasselbe, hier das positive, Vorzeichen
haben. Vgl dazu den Artikel ,,Geometrie der Massen*, Enzykl. d. math. Wissensch.,
Bd. IV, 1.
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so daB a®+ b4 =1 B8
ist, so verlangt die Aufgabe, die Parameter a, b, ¢, p der Ebene so zu be-

stimmen, daB =2 m(z,a + 4;b + z,¢c — p)?
einen extremen Wert annimmt, unter Beriicksichtigung der Bedingungs-
gleichung (8).
Fir die absoluten Extreme der Funktion
T—ai(@+b+ct—1)
bestehen die folgenden Bedingungen?):
Zmz(xa + yb+ 2¢—p)— da =0
Zmy(xa+ yb+2c—p) —Ab=0
Zme(xa +yb+sc—p)—Aic=0
Zm(za + yb + z2c — p) =0,
welche mit Zuhilfenahme der Abkiirzungen
Zmai=A Zmy? = A’ Zma2 = A"
Zmyz=DB Zmex = B’ Zmazy = B”
auch in folgender Anordnung geschrieben werden kénnen:
(Ad—2)a+ B"d + Be —pZmx=0
B"q + (A'— )b + Be —pZmy=0
Ba+ Bb +A"—Ac—pZmz=0
aZmz+ bEmy + cZms —pXZm =0;

bringt man die letzte dieser Gleichungen mit (&) in Verbindung, so ent-
Zmax Zmy Zmz

steht a(g——i?%—)—}—b(n——z’n)%—c( _*Eﬁ)=o’

woraus hervorgeht, daB die gesuchten Ebenen durch den Punkt mit den

. Zmx  Zmy Zmz
Koordinaten Sm. Zm Sw

d. h. durch den Schwerpunkt des Systems der materiellen Punkte M, mit
euen Massen m, hindurchgehen (123, (5)). Transformiert man das Koordi-
Surensystem nach diesem Punkte als neuen Ursprung, so wird p = 0 und
hinverschwinden die Summen Xmzx, Zmy, Zmas; heiben 4,, 4/, A",
B,, B/, B,” die neuen Werte von 4, 4,..., so gehen die Gleichungen

»)

1) Der Summationsbuchstabe ¢ bei m, x, 9, # soll von hier ab unterdriickt
werden.
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(p) therin (4, —4)a+ B0 + Ble =0

B/"a + (4, — 2)b + Be =0

Bla+ Bb +(4,"—24)c=0.

Von da an stimmt die Aufgabe mit der vorigen tiberein, d.i. mit der
Achsenbestimmung einer Fliche zweiter Ordnung, deren Gleichung
A+ A+ AE + 2Bt + 2Btk + 2B, kn + F =0

lautet; sie hat also wie diese drei Losungen.

(Zentralellipsoid.)
5. Ein gleichschenkliges Trapez von ge-
gebenem Flicheninhalt ¢ (Fig. 29) soll so ge- g 59
staltet werden, daB die Summe aus der Grund- o
linie und den Schenkeln mdglichst klein sei (trapezférmiges DurchfluB-

profil mit kleinstem benetzten Umfang).
Bezeichnet man die Grundlinie mit z, die Schenkel mit y, ihren B6-

schungswinkel mit 6, so handelt es sich um das Minimum von
z + 29, (2)
wenn (z + ycosO)y sinf = gq. B)
Bildet man daraus die Funktion
z + 2y — A[(x + y cosB)y sind — q],
so lauten die Bedingungen fiir deren absolutes Minimum:
1—Jlysing=0
2 — A(wsinb + ysin26) =0
— Ay(xcosl + y cos26) = 0;
die Losungen 4 = O, y = O der letzten sind durch die beiden ersten aus-
geschlossen, folglich verbleibt von der dritten
z cosf + y cos26 =0,
wihrend die zweite geschrieben werden kann
zsinf + ysin26 = %;

()

| cos6 O
2
8inf —
. A 2 cosf
daraus berechnet sich y = o036, cos 30| — isind

sin@, sin 26
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womit aus der ersten erhalten wird

1
9
Hieraus berechnet sich weiter unter Zuziehung von ()

x=y=%VqV§

und das Minimum von («) 2 Vévg
6. Die Funktion u = 2%y%2#* erreicht fiir Werte der Variablen, die

2cos80 =1, cosh= 6 = 60°.

der Bedingung 2 4 3y 4 42 = a (a > 0) geniigen, bei £ =y =z = —‘;—

. 9
das Maximum (%) .

1. Die extremen Werte der Funktion u = a®z® 4 b¥y® + ¢*2* bei
Vorhandensein der Bedingungen:

4y +22—1=0, la+my+nz=0

ergeben sich aus der in bezug auf u quadratischen Gleichung:
2 m* nt 0-
a—at p—uta—u—

der eine davon ist ein Minimum, der andere ein Maximum; das Verhilt-
nis der zugehtrigen Werte der Variablen ist:

! m | n
a®—u b —u e¢?—u

TiYy:z =

8. Das Minimum der Funktion « = 2? + y® + 2* fiir Werte der Va-
riablen zu ermitteln, die den Bedingungen
ax +by +c2 —1=0
dx+by+ce—1=0
gentigen. (Geometrisch heiBt dies die kiirzeste Entfernung des Ursprungs
von der Schnittlinie zweier Ebenen bestimmen.)

@—a) 4+ Ob—b)4(—c)*
(be — 0024 (ca'— ¢ a)® 4 (ab’ — a’D)?

9. Ein Dreieck von gegebenem Umfange ist so zu gestalten, daB es
bei der Rotation um eine Seite einen Kérper von méglichst groBem Vo-
lumen erzeugt.

Bezeichnet man die Seiten des Dreiecks mit z, y, #, seinen (be-
kannten) Umfang mit u, und ist # die in der Rotationsachse liegende
Seite, so kommt es auf das Maximum der Funktion

min ¢ =
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2yst 4-22% 22yt — ot — gyt —2*
2

mit der Nebenbedingung z+y+2=u

. , 3 2 2 1
an. Die Rechnung ergibt 2 =y = s u, ¢= 5o =3y = u und das

. us
maximale Volumen 5

10. Unter denselben Voraussetzungen wird um die extremen Werte
der Oberfliche des entstandenen Korpers gefragt.
Bei denselben Bezeichnungen handelt es sich jetzt um die Funktion
2?]’58 + 25’.’1:’-{- 2;2’?/2“""”‘ — y4 — 2zt (w + y)Z
mit derselben Nebenbedingung wie vorhin. Die weitere Verfolgung fiihrt
auf # = y und hiermit auf die weitere Gleichung

22— 206 —822=0,
aus der neben einer negativen die positive Wurzel 2z = 44 folgt; ein Drei-
eck mit den Seiten 2, 2, 42 ist aber unmédglich. In der Tat, die Oberfliche

kann alle Werte von Null bis i’—;f annehmen, sie besitzt wohl einen klein-

sten und einen groBten Wert, aber weder ein Minfmum noch ein Maxi-
mum im eigentlichen Sinne.

Gauber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 20



Sechster Abschnitt.

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung
von Kurven und Flichen.

A. Ebene Kurven.

§ 1. Die Tangente und die Normale.

127, Analytische Darstellung der ebenen Kurven und ihre
Einteilung. Die Lage eines Punktes M in der Ebene ist durch zwei
Zahlen bestimmt, im rechtwinkligen Koordinatensystem, das wir zuniichst
zugrunde legen!), durch die Abszisse # und die Ordinate y. Sind z,y
variabel und als eindeutige stetige Funktionen?®) einer Hilfsvariablen
oder eines Parameters u gegeben:

x=g), y=~1uv@), 1)
s0 beschreibt, wibrend « das Intervall, fiir welches diese Funktionen de-
finiert sind, durchliuft, der Punkt M eine Kurve in der Ebene des Ko-
ordinatensystems, eine ebene Kurve oder eine Plankurve. Die Gleichungen (1)
heifen die parametrischen Gleichungen der Kurve. Einem besonderen
Werte von  entspricht ein bestimmter Punkt der Kurve, der mit M (u)
oder M (x/y) bezeichnet werden soll.

1) Eine ausfiihrliche, das historische und literarische Moment eingehend be-
riicksichtigende Darstellung der verschiedenen zur Untersuchung ¢bener und rdum-
licher Gebilde verwendeten Koordinatensysteme findet man in E. Miillers Ab-
handlung in der Enzykl. d. math. Wissensch., Bd. Il 1, p. 596—770.

2) Uber die Natur dieser Funktionen werden weiterhin noch andere einschriin-
kende Voraussetzungen hinsichtlich ihrer Differentiierbarkeit gemacht werden, ohne
daB dies immer ausdriicklich hervorgehoben wiirde.

Mit Riickeicht auf die analytische Behandlung erfordern die Begriffe Linie
und Fliche eine genauere Bestimmung. Dariiber und insbesondere iiber den Be-
griff der analytischen Limie, unter den alle hier zu behandelnden Linien fallen,
sehe man in der Abhandlung von H. v. Mangoldt in der Enzykl. d. math. Wissensch.,
Bd. IIT 1, p. 130—152.
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Es kann indessen auch unmittelbar y als eindeutige stetige Funktion
von z gegeben sein: y = f(z), (2)
und dann beschreibt M eine Kurve, indem x stetig das Intervall durch-
lauft, auf welchem f gegeben ist.

Der Zusammenhang zwischen den variablen Koordinaten kann aber
auch durch eine Gleichung von der Gestalt

F(z,y) =0 ®)

bestimmt sein, vermiége deren sowohl y als Funktion von 2 wie auch
umgekehrt 2 als Funktion von y aufgefaBt werden kann; hélt man an
dem ersteren fest, so kann noch y eine eindeutige oder eine mehrdeutige
Funktion vorstellen; in letzterem Falle entspricht jedem Zweige der Funk-
tion (67) auch ein Zweig der Kurve.

Die Untersuchung des Verlaufs einer ebenen Kurve kommt also vom
Standpunkte der Analysis zuriick auf die Betrachtung des Verlaufs einer
Funktion einer stetigen Variablen, die explizite oder implizite gegeben
ist, oder auf die Betrachtung der gleichzeitigen Anderungen zweier sol-
cher Funktionen.

Die parametrische Darstellung (1) ist fiir allgemeine Untersuchungen
die geeignetste. Sie kann aus den beiden anderen Darstellungsformen ge-
wonnen werden, indem man x einer passend gewihlten Funktion einer
Hilfsvariablen u gleichsetzt, diese in (2), bzw. (3) anstelle von z einfiihrt,
wodurch auch y, explizit und implizit, als Funktion von » gegeben ist.

Umgekehrt ergibt sich aus der parametrischen Darstellung (1) eine
der beiden anderen Darstellungsformen, indem man zwischen den beiden
Gleichungen (1)  eliminiert.

Fiir die Einteilung der Kurven ist die Gleichungsform F(z,y) =0
maBgebend.

Ist F(z, y) eine algebraische Funktion, so heiBt die Kurve alge-
braisch; inshesondere LiBt sich dann immer bewirken, daf F(x, y) eine
ganze Funktion von bestimmtem Grade » sei (13); alsdann wird die durch
die Gleichung dargestellte Kurve eine algebraische Kurve n-ter Ordnung
genannt. Die Ordnung bildet den wesentlichsten Einteilungsgrund der
algebraischen Linien. Die Gerade als algebraische Linie erster und~die
Kegelschnitte als algebraische Linien zweiter Ordnung sind aus den Ele-
menten der analytischen Geometrie bekannt. Dariiber hinaus pflegt man

von hoheren algebraischen Linien zu sprechen.
20*
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Eine Kurve, deren Gleichung in 2, y nicht algebraisch ist, wird als
transzendente Kurve bezeichnet.') Bei der uniibersehbaren Mannigfaltig-
keit der moglichen Gleichungsformen ist man bisher iiber bloBe Versuche
zu einer Einteilung der transzendenten Linien nicht hinausgekommen;
spezielle Erzeugungsweisen haben zu Gruppen solcher Linien gefiihrt.

Die parametrische Darstellung gestattet nicht unmittelbar zu ent-
scheiden, ob eine Linie algebraisch oder transzendent sei.

128, Die Tangente in rechtwinkligen Koordinaten. Hat
man aus der Gleichung oder den Gleichungen einer Kurve eine Anzahl
zusammengehoriger Werte z/y bestimmt, so ist damit eine Anzahl von
Punkten der Kurve gegeben, die jedoch, wenn sie nicht nahe genug an-
einander liegen, eine sichere Vorstellung von dem Verlaufe derselben
nicht zu bieten vermdgen.

Genaueren AufschluB dariiber vermittelt der Differentialquotient von
y in bezug auf z, welcher die Richtung der Tangente an die Kurve in
jedem ihrer Punkte anzugeben gestattet. Sein Vorzeichen liBt erkennen,
ob die Kurve bei wachsendem z steigt oder fallt, und seine absolute
GroBe zeigt an, wie rasch dieses Steigen oder Fallen an der betreffenden
Stelle vor sich geht (22, 36).

Zndem ist die Tangente diejenige unter den Greraden, welche durch
den betreffenden Punkt der Kurve gehen, der sich die Kurve in der Um-
gebung des Punktes am engsten anschlieBt. Um dies zu zeigen, nehmen
wir auf der Kurve einen Punkt M (z/y) an und legen durch ihn eine Ge-
rade; ihre Gleichung sei

A(E—2) + B(n —y) = 0; 4)

von dieser Geraden hat ein anderer an M sehr nahe liegender Punkt
M, (x + Ay + Ay) der Kurve den Abstand

1) Die Einteilung in algebraische und transzendente Kurven stammt von
Descartes, einem der Begriinder der analytischen Untersuchungsmethode in der
Geometrie; die Namen gab Leibniz. Bis dahin sprach man, um den Unterschied
hervorzuheben, von geometrischen und mechanischen Linien. Die Einteilung der
algebraischen Linien nach der Ordnung rihrt von Newton her. — Eine sehr
reichhaltige Ubersicht tiber die bisher untersuchten slgebraischen und transzen-
denten Linien gab G. Loria in dem Werke: Spezielle algebraische und transzen-
dente ebene Kurven, Theorie und Geschichte. Deutsch von F. Schiitte, Leipzig
1902; 2. Aufl. 1910—1911.
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Adx+ Bdy
6 = Ty
V A2 + B
die Wurzel im Nenner mit dem entsprechenden Zeichen genommen. Sind
nun z/y solche Funktionen eines Parameters u, daB sie sich von der Stelle

z/y aus nach der Taylorschen Formel entwickeln lassen, so ist (92, 11.)

Am=dw+%}+---

d?y . s
dy=dy+i5+ und hiermit wird
s _ Adw+Bay+j(Ad*z+ Baty) +- -
VA*4 B?

Im allgemeinen ist also 0 von der Ordnung der GroBe du, welche die
Anderungen Az, Ay von x, y herbeigefiihrt hat, und die wir als die erste
Ordnung festsetzen wollen. Nur dann ist ¢ von héherer Ordnung, wenn
Adx 4 Bdy =20 oder A:B=dy:— dx;

die diesem Verhiltnisse entsprechende Gerade (4), d. i.

(E—a)dy — (n—y)dz =0, ®)
ist also unter allen diejenige, welcher die Kurve in der Umgebung von
M am nichsten kommt; es ist dies aber die Tangente, weil ihr Richtungs-

koeffizient % der Differentialquotient von y in bezug auf x ist.

Ist die Kurve parametrisch gegeben, etwa durch das Gleichungspaar
(1), so kann man unmittelbar von der Gleichungsform (5) oder der ihr
dquivalenten E—x n—=2

1 Iz~ dy (5%)
Gebrauch machen; es ist dann dz = z'du, y = y'du zu setzen und das
infinitesimale du fillt aus. Der Akzent bezieht sich auf u.

Bei expliziter Darstellung y = f(#) kommt dy = ' dx, wo sich der
Strich auf « bezieht, das infinitesimale dz kann wieder fortbleiben und
die Gleichung der Tangente lautet

n—y=yE—2. (6)

Bei der impliziten Darstellung F(z, y) = O endlich folgt aus

F,dz+ F,dy=0 das Verhiltnis dz:dy=—F : F,
und wird E—2VF,+ (n—yF,=0 (M

die Gleichung der Tangente, — % ihr Richtungskoeffizient.
Yy
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Nimmi der Richtungskoeffizient Z—‘Z der Tangente fiir einen Punkt

der Kurve den Wert Null an, so ist die Tangente dortselbst der Ab-
szissenachse parallel. Unter diesen Punkten befinden sich auch diejenigen,
fiir welche y einen extremen Wert erreicht (117).

Hort der Richtungskoeffizient in einem Punkte der Kurve auf de-
finiert zu sein, konvergiert er aber bei Annéherung an diesen Punkt (von
einer oder. von beiden Seiten) gegen oo, so ist die Tangenie in diesem
Punkte parallel der Ordinatenachse. Unter diesen Punkten befinden sich
auch solche, in welchen z einen extremen Wert annimmt.

Wiihrend gﬂ in den Fillen, welchen die Gleichungen (6) und (7)
x

entsprechen, nur von einer Variablen abhingt, sind in dem zu (8) ge-
horigen Falle zu seiner Bestimmung beide Koordinaten des Punktes der
Kurve erforderlich; er wird unbestimmt fiir solche Punkte, fiir welche
F, und F, zugleich verschwinden.

129. Beispiele. 1. In einem Biischel von

Kreisen, welche die Gerade X X’ (Fig. 30) in einem

Punkte O beriihren, werden die durch einen festen

Punkt A dieser Geraden gehenden Durchmesser ge-

|y zogen; der Ort der Endpunkte dieser Durchmesser

4 istanalytisch darzustellen. — Die so erzeugte Kurve
heiBt Strophoide.')

Wihlt man XX’ zur Abszissenachse und O

lw Z ly zum Ursprung, so hat jener Kreis des Biischels,
Tig. 0. dessen Mittelpunkt C die Ordinate OC = ¢ besitzt,
die Gleichung 2 + yi= 2cy;

ist @ die Abszisse von 4, so kommt dem durch A4 laufenden Durchmesser
dieses Kreises die Gleichung

y=——;cx+c

zu; 148t man beide Gleichungen gelten, so bedeuten 2, y die Koordinaten
der gemeinsamen Punkte M, N, und es ergibt sich die Ortskurve dieser
Punkte durch Elimination des von Kreis zu Kreis veriinderlichen ¢ zwi-
«chen diesen Gleichungen. Ihre Gleichung ist demnach

1) Die Erfindung der Kurve reicht in das 17. Jahrhundert zuriick, der Name
kommt 1846 zum erstenmal in einer Abhandlung Montuccis in den Nouv. Anp. vor.
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(' + 9*)a — a(e®—y*) = 0. ®)
Es ist dies eine algebraische Gleichung dritten Grades (13, I), die Stro-

phoide somit eine algebraische Kurve dritter Ordnung.
Die Auflésung nach y gibt L
a—&
y== xVa +z
und bestimmt zwei durch das Vorzeichen unterschiedene Zweige A MOE
und ADOB, von denen jeder das Spiegelbild des andern beziiglich der
2-Achse ist. Da y nur so lange reell ist, als « in dem Intervall (— a, a)
verbleibt, so liegt die Kurve vollstindig zwischen den beiden Geraden
2 =—0 und 2 = a; bei £ = — a hort der Ausdruck fiir y auf, bestimmt
zu sein, fir lim # = — @ + 0 aber wird lim y = 4 oo. An der anderen
Grenze des Intervalls, z = a, treffen die beiden Zweige zusammen, da hier
y = 0 ist; sie treffen aber auch in der Mitte des Intervalls, an der Stelle
z = 0 zusammen, da auch hier y = 0 ist.

dy a®—ax—a*

%Y — 4 or=c
dz @+ Vet 2)o—u)
folgt, daB an der Stelle &= — —;— ¥5—1)

Aus

die Tangente an jeden der beiden Zweige parallel ist zur Abszissenachse
— die andere Stelle — %(Vg + 1), an welcher g—z verschwindet, fallt
auBerhalb des Intervalles (— a, a) —; bei dem positiven Zweige wird an
dieser Stelle y zu einem Maximum, bei dem negativen zu einem Mini-
mum, weil bei dem ersteren die Werte von % in dem Intervalle (— a, @)
das Wertgebiet (4 oo, 0, — o0), bei dem zweiten das Wertgebiet
(— o0, 0, 4+ o0) durchlaufen; daraus geht zugleich hervor, daB an der
Stelle a/0, wo die beiden Zweige zusammentreffen, sie eine zur Ordina-
tenachse parallele Tangente haben.

An der Stelle x = 0 hat g% fiir den positiven Ast den Wert + 1,
fiir den negativen Ast den Wert — 1, so daB die beiden Aste der Kurve
sich hier unter einem rechten Winkel durchschneiden; man nennt einen
solchen Punkt der Kurve einen Knotenpunkt.

Will man die Kurve parametrisch darstellen, so empfiehlt sich die
Substitution Y = Uz; durch sie geht (8) tber in
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(1 + u®) —az?(1 — u?) = 0;
neben der zweifach zihlenden Lésung z = O folgt hieraus:

g - gl
14wt
. u(l— uﬁ) (9)
R

Es erscheinen somit 2, y als rationale Funktionen des Parameters u;
eine algebraische Kurve, welche eine solche Darstellung gestattet, nennt
man eine Unikursalkurve; sie wird nimlich in einem Zuge beschrieben,
wenn man den Parameter das Gebiet der reellen Zahlen durchlaufen 14Bt.
Im vorliegenden Falle ist der Verlauf, wenn a > O ist, folgender.

Geht w durch (— oo, — 1), so beginnt z/y mit — a/+ oo und endet
mit 0/0, es wird BO beschrieben; geht « weiter durch (— 1, 0), so be-
ginnt x/y mit 0/0 wid endet mit a/0, und weil dabei y negativ bleibt, so
wird ODA beschrieben; geht « weiter durch (0, + 1), so beginnt zfy
mit a/0 und schlieBt mit 0/0, und weil dabei y positiv bleibt, so wird
A MO beschrieben; geht endlich u durch (4 1, + 00), so beginnt zfy
mit 0/0 und schlieBt mit — a/— oo, es wird OF beschrieben. Jedem
Punkte der Kurve entspricht nur ein und jedem ein anderer Wert des
Parameters, nur dem Punkte O entsprechen deren zwei, nimlich — 1, 4 1;
demgemiB ergibt sich in jedem Punkte der Kurve nur eine Tangente, im
Punkte O aber sind deren zwei, und zwar folgt aus

dz du dy _ 1—4uw—u
du" " %TFw TuT CTaAF uhe
der Richtungskoeffizient der Tangente
dy _ 1—au*—ut
de du ’

der fiir w = — 1 den Wert — 1, fiir v =1 den Wert + 1 annimmt in
Ubereinstimmung wit dem friikeren Resultate.

Man erkennt aus der angewandten Substitution, dab der « entspre-
chende Punkt der Kurve ihr Schnittpunkt mit der Geraden y = ux ist.

2. Aus dem Endpunkte O des Durchmessers O.A eines gegebenen
Kreises (Fig. 31) wird nach der Tangente BC im anderen Endpunkte 4
der Strahl OF gezogen, welcher den Kreis in D schneidet; man mache
OM = DE und bestimme den Ort des Punktes M analytisch. — Die
betreffende Kurve heiBt Zissoide des Diokles.!)

1) Im 2. oder 3. vorchristlichen Jahrhundert.
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Wird O zum Ursprung, OA zur Abszissenachse des 1y B,
Koordinatensystems gewihlt, der Durchmesser des Kreises rof
mit a bezeichnet, so folgt aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke OPM, OAE: AE=%a;

o /]
aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OPM, ADE:
—_ y .
A= e

¥

wendet man also auf das rechtwinklige Dreieck ADE,
in welchem die dritte Seite DE = OM = Y z* + 4 ist,
den Pythagoreischen Satz an, so entsteht nach entsprechender Umfor-
mung die Gleichung der Kurve:

(@*+ ¥z = ay® (10)

Man hat es also wieder mit einer algebraischen Kurve dritter Ord-
nung zu tun. Die Auflosung

- T

y :t w Va — &

zeigt, daB z auf das Intervall (0, a) beschrinkt werden muB, soll y reell
bleiben, und daB fiir lim # = a — O sich lim y = 4 oo ergibt. Die bei-
den Aste treffen im Ursprung zusammen und haben hier die Abszissen-
achse zur gemeinsamen Tangente, weil

dy 2q — & V z
=T oz Vs
fiir # = 0 nur den einen Wert 0 annimmt; einen Kurvenpunkt von dieser
Art bezeichnet man als eine Spitze.
Mittels der Substitution y=uz
ergibt sich wie im vorigen Beispiele die parametrische Darstellung

Fig. 81.

o= au?
“itw
au® (11}
Yy=itw

so daB auch die Zissoide eine Unikursalkurve ist. Sie wird in dem Sinne
QOR beschrieben, wihrend % das Intervall (— oo, 4 00) durchliuft.
3. Die durch die Gleichung
2 — 3azy +y*=0 (@ > 0) (12)

[
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gekennzeichnete Kurve ist auf ihren Verlauf zu untersuchen. — Die
Kurve fiihrt den Namen Cartesisches Blattt).

Zweimal schon war die durch (12) definierte Funktion y Gegenstand
der Untersuchung. In 58, 2. ist gezeigt worden, daf sie in bezug auf ihre
reellen Werte eindeutig ist in den Intervallen (— oo, 0) und (aV4, 00),
dreiwertig hingegen zwischen O und a}/4. In 120, 2. wiederum hat sich
ergeben, daB sie bei # — a}/2 das relative Maximum Y= a{/‘f besitzt.
Beachtet man ferner, daB (12) keine Anderung erfihrt, wenn man z und
y untereinander vertauscht, so folgt daraus die Symmetrie der Kurve in

bezug auf die Halbierungslinie des Winkels X 0 Y (Fig. 32).

Y, . Mit Hilfe der Substitution y = ux gibt
L7 die Gleichung (12):
= 3au
T 14wt ,
T _ Baw? ] (13)
AT X Yy 14 ub

Jedem Werte von w entspricht ein anderes
Wertepaar z/y; eine Ausnahme jedoch machen
’ \ die beiden Werte 4 =0 und % = oo, indem

ihnen ein und dasselbe Wertepaar 0/0 zugeord-
Fig. 32. 2 net ist; infolgedessen geht die Kurve zweimal
durch den Ursprung; um die Richtungen, in welchen der Durchgang
erfolgt, festzustellen, bilde man
dz 1—2u®  dy w(2 — u®)
Tu =20 a2 e
a 2 —ul
und daraus Zi% = 1‘1(—__—2—MT),
fiir w = 0 nimmt dies den Wert O und fiir lim » = oo den Grenzwerb co
an, so daB das eine Mal die Abszissenachse, das zweite Mal die Ordinaten-
achse beriihrt wird.
Die Kurve wird in dem Sinne DOCBOA beschrieben, wenn der

Parameter w nacheinander die Intervalle
(‘ 1? - 00)7 (+ 0, O); (O; - 1)

durchliduft, und zwar entspricht dem ersten Intervalle D O, dem zweiten

OCBO, dem dritten 0A.

1) Zuerst erwihnt von Descartes 1638.
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4. Ein Punkt der Ebene bewegt sich so, daf das Produkt seiner
Abstéinde von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant bleibt.
— Kurven dieser Entstehungsweise nennt man Cassinische Ovale.

Wihlt man die Verbindungslinie der Brenn- Y
punkte ¥, F’ (Fig. 33) als Abszissenachse, den 24
Mittelpunkt ihres Abstandes FF' = 2¢ als Ur-
sprung, so setzt sich die Gleichung /
MF-MF = a2 F! o P F
welche die geometrische Eigenschaft ausdriickt,
nach einfacher Rechnung um in die Gleichung

der fraglichen Kurven e, 8.

(o8 4 9 = 26(e* — y) = at— ot (14)

Es sind also Kurven vierter Ordnung, symmetrisch in bezug auf
beide Koordinatenachsen, somit auch in bezug auf den Ursprung, der als
Mittelpunkt der Kurven auftritt. Im Gegensatze zu den bisherigen Bei-
spielen enthilt die Gleichung zwei Parameter, was eine Gestaltmannig-
faltigkeit zur Folge hat, die sich nach dem GroBenverhiltnis der Para-
meter @, ¢ richtet.

Hier sei nur auf den besonderen Fall aufmerksam gemacht, wo
¢ = a, in welchem sich die Gleichung auf

(#* + y?)* = 20%(2” — ¢*) (14%)
vereinfacht; die zugehdrige Kurve fithrt den Namen Lemniskate (des Ja-
kob Bernoulli?)). Durch die Substitution y == ux erreicht man eine
rationale Darstellung der Quadrate der Koordinaten, nicht der Koordi-
dinaten selbst wie bei den Unikursalkurven, nédmlich

s 2071 —uf)
e
2 20%ut(1—u?)
(+u??

180. Fortsetzung. 5. Rollkurven. Eine sehr umfassende, durch
ein gemeinsames Erzeugungsprinzip zusammengehaltene Kategorie von
Linien sind die Rollkurven oder Rouletten; es sind dies im allgemeinen
transzendente, in manchen besonderen Fillen auch algebraische Linien.
Fir die Technik, insbesondere fiir die Theorie und Konstruktion von

1) Acta erudit. 1694.
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Bewegungsmechanismen, sind die Rollkurven von hervorragender Be-
deutung.

Das Erzeugungsprinzip in seiner allgemeinsten Fassung besteht in
Folgendem: In einer festen Ebene S, die Trigerin einer beliebigen Kurve
s , der Polbahn, ist, bewegt sich eine zweite in sich starre Ebene X der-
art, daB eine in ihr liegende beliebige Kurve 6, die Polkurve, auf der Pol-
bahn abrollt ; jeder Punkt M von X beschreibt dabei in S eine Kurve,
die man eine Rollkurve nennt. Einer momentanen Lage von X entspricht
ein Punkt 4 als Berithrungspunkt von Polbahn und Polkurve, der mo-
mentane Drehpol, und ein Punkt M der Rollkurve.

Ist die Polbahn eine Gerade, die Polkurve ein Kreis, so nennt man
die Rollkurve eine Zykloide, und zwar, je nachdem der beschreibende
Punkt auf dem Kreise selbst, innerhalb oder auBerhalb desselben liegt,
eine gemeine, verliimgerte oder verkiirzte Zykloide.)

Sind Polbahn und Polkurve Kreise, so bezeichnet man die entstan-
denen Kurven wohl auch als Trochoiden, hiufiger jedoch gleichfalls als
Zykloiden, aber mit einem Zusatze, der sich zuniichst nur auf die gegen-
seitige Lage der beiden Kreise bezieht: schlieBen sich die beiden Kreise
gegenseitig aus, so spricht man von Episykloiden, dagegen von Hypozy-
Iloiden, wenn der eine Kreis den andern umschlieBt. Zu dieser Haupt-
einteilung kommt noch eine Untereinteilung, die mit der Lage des be-
schreibenden Punktes zum rollenden Kreise zusammenhiingt und zu den-
selben drei Benennungen fiihrt, die bei den Zykloiden schlechtweg unter-
schieden worden sind.

Uber diese zwei Hauptgattungen von Rollkurven soll zunichst nicht
hinausgegangen werden. Nun zu ibrer analytischen Darstellung und deren
Diskussion.

a) Zykloiden. Polbahn sei die Gerade X’X (Fig. 34), Polkurve der
Kreis K,, der durch Rollen um den Wilzungswinkel « in die Lage K
gelangen moge. Der beschreibende Punkt, der urspriinglich die Lage M,
bzw. M,™, M,® hatte, befindet sich jetzt in M bzw. M®), M®, Bezeich-

1) Neben den beiden letzteren Benennungen sind auch die andern: ge-
schweifte und geschlungene Zykloide in Verwendung (s. G. Scheffers, Beson-
dere transzendente Kurven, Enzykl. d. mathem. Wissensch,, Bd. III 8, p. 194). Der
Name Zykloide wird auf Galilei (1640) zuriickgefiihrt, einen der ersten, der sich
mit der Untersuchung der gemeinen Zykloide beschiftigte,
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net man seine Entfernung vom Fig. 3¢,
jeweiligen Mittelpunkt C, bzw. C
mit b, den Radius des Kreises mit
a, so ist das Erzeugungsgesetz
durch den Ansatz
OB =arc MB = au

gekennzeichnet. Wiahlt man also
X’X als Abszissenachse und legt |

die Ordinatenachse durch G, so™
findet man aus der Figur, die die
notigen Konstruktionslinien fiir
den Punkt M® enthilt: 4 — g4 — b sin }

y=a —bcosu (15)
als parametrische Gleichungen der Zykloiden; bei b < @ ist es die ves-
lingerte, M,V NW, bei b > a die verkiirzte, M® N®, bei b = a die ge-
meine, M, N: z = a(u — sin u) }

y = a(l — cosw). (15%)

Wegen der Periodizitit der trigonometrischen Funktionen bestehen
die Zykloiden aus unendlich vielen gleichen Asten, deren einer erhalten
wird, wenn man % das Intervall (0, 2z) durchlaufen 1iBt.

DaB es transzendente Kurven sind, erkennt man durch Elimination
von u; sie fiihrt bei den Gleichungen (15) auf

& = a Arc cos“;y——bl/l——-(“';y)g.

Bei der gemeinen Zykloide variiert y zwischen O und 24, bei der
verlingerten zwischen ¢ — b und a + b, bei der verkiirzten zwischen
—(b—a)und b + a.

Aus (15) ergibt sich g—z= y; daraus folgt, daB bei der verkiirzten
Zykloide dort, wo sie die Abszissenachse schneidet, 2 einen extremen
Wert annimmt, die Tangente also parallel ist der Ordinatenachse.

Nimmt man g-% = b sin » hinzu, so findet sich
dy bsinu
dz a—bcosu

als Richtungskoeffizient der Tangente und
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bsinw
n—y=a—bcosu(§-x) (16)
als deren Gleichung; insbesondere lautet diese fiir die gemeine Zykloide

7 — y = cotg 5 (£ — 2). (16%)

b) Epi- und Hypozykloiden. Polbahn sei der Kreis K mit dem Mittel-
punkt O und dem Radius R (Fig. 35), Polkurve der Kreis %, mit dem
Mittelpunkt C, und dem Radius r, M,
der beschreibende Punkt im Abstande
a vom Mittelpunkte. Aus der Anfangs-
lage komme der letztere Kreis durch
Abrollen um den Winkel v in die Lage
k, der Beriihrungsradius habe dabei eine
Drehung um den Winkel u erfahren;
_dieser letztere soll als Parameter ver-
X wendet werden. Das Erzeugungsprinzip
ist durch Ru=rv
bestimmt, wodurch die Gleichheit der
Bégen BA, und BA ausgedriickt ist.
Mit Benutzung der in der Figur angebrachten Hilfskonstruktion, aus

der sich fiir den Dreieckswinkel QCM der Ausdruck Rir, -’;— er-

r
gibt, finden sich die Gleichungen der Epizykloide:
R4+

r

R+4r

y=(RB+r)sinu—asin="—u;

Fig. 85.

z=(R+r)cosu — a cos %

17

bei a <r ist es die verlingerte, bei @ > r die verkiirzte, bei a = r die
gewdhnliche Epizykloide.
Es bedarf nur der Zeicheninderung bei r und @, um zu den Glei-
chungen der Hyposykloiden zu kommen:
x=(R—r)cosu+acos£;——Iu }
(18)

y=(R—r)sinu—asin£—;ru;

auch hier sind die obigen drei Fille zu unterscheiden.
Ist das Verhiltnis der Radien R :7 rational, so kehrt der rollende
Kreis nach einer bestimmten Anzahl von Abwilzungen wieder in seine
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urspriingliche Lage zurfick, die Zykloide besteht aus einer endlichen An-
zahl gleicher Aste und ist algebraisch. Ist das Verhiltnis aber irrational,
8o kehrt der rollende Kreis niemals in seine Anfangslage zuriick, die An-
zahl der Aste ist unbegrenzt, die Zykloide transzendent.

Zur INustration die folgenden drei Beispiele.

Die gewdohnliche Epizykloide, bei der » = R ist, hat die parametri-
schen Gleichungen: z =27 cos u — r cos 2u

y=2rsinu — 7 sin 2u
und nach der Translation x = » 4- § y = 7 des Koordinatensystems die
Gleichungen £ =2rcosu(l— cosu)
7 =27 sin u (1 — sin u);

eliminiert man zwischen beiden den Parameter %, so kommt man zu der
Gleichung E+ 9N+ 4rEE+ 9P — 4rif =0, (19)
diese Epizykloide ist also eine algebraische Kurve vierter Ordnung (Kar-
dioide).

Die gewohnliche Hypozykloide, bei der r = g , hat die Gleichungen:

z =R cosu
y=0;

dieselben stellen den in der Abszissenachse liegenden Durchmesser des
rubhenden Kreises dar. Rollt also auf der Innenseite eines Kreises ein
zweiter Kreis vom halben Radius des ersten ab, so beschreibt jeder seiner
Umfangspunkte einen Durchmesser des ersten Kreises.

Die gewdhnliche Hypozykloide, bei der r = 5;— ist, bat die parame-

i i 3R R
trischen Gleichungen . _ 2L cosu + 7 cos Su

_3E in —Iisin?m
==, sinu—

und wenn man die Funktionen des dreifachen Winkels auf solche des
einfachen zuriickfiihrt: z = R cos®u

y = R sin®u;
Elimination von u liefert dann

ot + y§ = R%, (20)
in rationaler Form: (224 ¢®— R®)® + 27 R*2*y* = 0; (20%)



320 VI. Abschnitt. § 1. Die Tangente und die Normale

diese Hypozykloide ist hiernach eine algebraische Kurve 6. Ordnung
(Astroide).

131, Fortsetzung. 6. Gleithurven. Wenn die Endpunkte einer ge-
raden Strecke angewiesen sind, sich auf vorgeschriebenen Bahnkurvem zu
bewegen, so beschreibt jeder Punkt der Strecke eine Kurve, die man eine
Gleithurve nennt. Unter den Gleitkurven befinden sich die Bahnkurven
selbst, wenn man den beschreibenden Punkt, den man iibrigens auch in
die Verlingerung der Strecke verlegen kann, mit einem der Endpunkte
zusammenfallen 14aBt.

Bei der Mannigfaltigkeit, mit der die Bahnkurven gewihlt werden
konnen, bilden die Gleitkurven eine
sehr umfassende Kurvenklasse.

Von besonderem Interesse sind
die Gleitkurven, die bei Kurbelmecha-

¢ nismen auftreten.

a) Gleitkurven des Schubkurbel-
mechanismus. Die bewegliche Strecke
ist hier durch die Schubstange A B

Fig. 86- vertreten; der eine Endpunkt 4 wird
durch die Kurbel 04 zur Kreisbewegung gezwungen, wihrend der an-
dere Endpunkt B, im Gleitstiick gelegen, auf die Gerade 0 X angewiesen
ist (Fig. 36). Die Kurbellinge sei a, die Schubstange sei durch den be-
schreibenden Punkt M in die Abschnitte b, ¢ zerlegt.

Ist b 4+ ¢ > a, so gibt es zu jeder Kurbelstellung nur eine Lage der

Schubstange (zu einer Seite von O).
Ist hingegen b + ¢ < a, 8o ergeben sich fiir jede Kurbelstellung, die
innerhalb gewisser Grrenzen liegt, zwei verschiedene Lagen der Schub-

stange. .
Von dem Grenzfall b + ¢ = @ soll an einer anderen Stelle gespro-

chen werden.
Mit Hilfe des Kurbelwinkels & und des Neigungswinkels « der Schub-

stange stellen sich die Koordinaten von M wie folgt dar:
x=acosd+bcose
Y =asind —bsine

bei b +¢>a

hingegen Z=0cosdFbecos«

y=asind—bsine bei b + ¢ <a.
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é
a sin und

Mit Hilfe des zweifachen Ausdrucks fiir sin o, nimlich — e

%, erhilt man einmal die parametrische Darstellung in 0

& =acosd + bVl —_ ((;ﬁlj)z

-sin &

__ac

Y =b+e

fir den ersten Fall, die zeigt, daB a fiir alle d reell ist, daB also die
Kurbel volle Drehungen ausfiihrt; hingegen

@ sin 6)

x—acos&?byl b+c

Y=5ie + sin d,
aus der jetzt hervorgeht, daB x nur so lange reell ist, als
|sing| < 2E°,
- a
daB also die Kurbel eine oszillierende Bewegung zwischen den Grenz-

° ausfithrt. Dann aber ergibt sich weiter durch Eli-

lagen - arcsin b+

mination von & die fiir beide Fille einheitliche Gleichung
[c(@®— a® + %) 4 (2bc + Ay = 4 cEa?(c® — ¢,

welche die Gleitkurve als eine zu den beiden Koordinatenachsen symme-
trische Kurve vierter Ordnung erkennen liBt; diese Gleichung uifaBt
nidmlich auch die in bezug auf die Ordinatenachse entgegengesetzte An-
ordnung des Mechanismus.

Die extremen Werte von y sind im ersten der unterschiedenen Fille
F. %

b+¢’

Fig. 36a und 36b zu ersehen.

Der besondere Fall b + ¢ = a kann sowohl als Grenzfall der einen
wie der anderen Anordnung gelten, und da nun « =0, so hat man einmal

z=(a+ b)cosd
y = (a,—-b) Sind\,
2 2
mithin )+ ) =L
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 21

im zweiten F ¢. Die entsprechenden Gleitkurven sind aus den
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} Fig 36a. Fig. 36b.

dann aber auch z=(a—0b)cosd
y=(a—b)sind,

woraus 2+ 4= (a — b)%

Die Gleitkurve zerfillt also in diesem Grenzfalle in eine Ellipse und einen
sie in den Scheiteln der kleinen Achse beriihrenden Kreis; dieser letztere
kommt dadurch zustande, daB nun die Kurbel mit der Schubstange zur
Deckung kommen und sich dann vereint mit ihr drehen kann.

b) Gleitkurven des Zweikurbelmechanismus. Die konstante Strecke
ist nun durch die Koppel 4B vertreten, die auf die beiden nicht-koach-
sialen Kurbeln 04, QB aufgehiingt ist. Wir wollen hier nur den Fall
gleicher Kurbellingen (= ) betrachten und den beschreibenden Punkt
in die Mitte der Koppel verlegen, die wir so lang voraussetzen als die
Entfernung der beiden Kurbelachsen (= ¢).

Hier kénnen die Zentral-
linie 0@, die Kurbeln 04,
QB und die Koppel A B ein
--X Parallelogramm bilden (das
Wattsche Parallelogramm).
Der Mittelpunkt M von 4B
(wie jeder andere Punkt der
Koppel) beschreibt dann einen
Kreis, dessen Mittelpunkt in der Zentrallinie liegt, wie dies Fig. 37a
darstellt.

Die vier genannten Linien kénnen aber auch in die Gestalt eines
tiberschlagenen Vierecks gebracht werden, wie es ie Fig. 37b und 87¢
ersichtlich machen.

Tig. 37a.
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Bei der ersten Anordnung ist
OB+ QA4 =2r
20R+ @A =0B
2(00R+QA)= 0B+ QA =2r
OR+@A4A=0B— OR=RB,
folglich » = R B, und aus dem recht-

winkligen Dreieck O QR folgt unmittel-
bar die Polargleichung der Gleitkurve

r?= a®— c¥sin? .

Bei der andern Anordnung ist

QA — OB =2r M},

2BR+ OB = QA4 ;
2BR= QA4 — OB=2y,

folglich BR = r, und wieder ergibt sich

aus dem rechtwinkligen Dreieck BR @
die Polargleichung

R

r?=a®— ¢ sin? @;
die durch sie dargestellte Kurve ist algebraisch von der vierten Ordnung,
wie aus der Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten
@+ 9P = a?(z®+ y?) — c*y? hervorgeht.

FaBt man alles zusammen, so besteht die Gleitkurve aus zwei Linien,
die eine zweiter, die andere vierter Ordnung, die zusammen ein Linien-
gebilde sechster Ordnung ausmachen. Von dieser Ordnung ist auch die
einheitliche Gleitlinie des allgemeinen Zweikurbelmechanismus.

Ist der Mechanismus inshesondere so dimensioniert, daB bei gleichen
Kurbelléingen a der Abstand der Kurbelachsen ¢ = a}/2 und die Koppel
diesem Abstand gleich ist, so lautet die Polargleichung der Gleitlinie,
soweit sie von der vierten Ordnung ist,

r’=a*(1 — 2 sin® p) oder r? = a® cos 2¢
und die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten
@+ ¢°) = a*(2® — ).
Diese Kurve, die also mit Hilfe eines solchen Kurbelmechanismus me-

chanisch erzeugt werden kann, ist die Lemniskate (129, 4.).
21%
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131a. Fortsetzung. 7. Aus einem Punkte x,/y, an eine gegebene
Kurve f(z, y) = 0 die Tangenten zu fithren.
Der Bertihrungspunkt z/y einer jeden solchen Tangente hat den Glei-

chungen f(z, y) = 0,
(@ — ), + (Yo — y)fy, =0

zu geniigen, deren erste ausdriickt, daB er der Kurve angehort, deren

zweite aussagt, daB die Tangente in ihm durch z/y, geht. Die gemein-

samen Losungen beider Gleichungen bestimmen die Beriihrungspunkte

der gesuchten Tangenten.
Ist die Kurve algebraisch von n-ter Ordnung, so ordne man sie nach

den Gliedern gleicher Dimension derart, da8
f(xr y) = ‘Pn(‘”’ y) + ‘pn—l(xi +--+ ‘po(x: y) = 0,
wobei g, (,y) eine homogene Funktion r-ten Grades bedeutet. Alsdann ist
i =9+ 9, @)+ + ¢/(2)
/=9 )+ 9. .0+ + o/
und die abgeleiteten Funktionen sind je um einen Grad niedriger als die
urspriinglichen.
Die Gliedergruppe hdchster Dimensionen in zf,” + yf, ist
29, (@) + y9, (1),
und dies kommt zufolge des Eulerschen Satzes iiber homogene Funk-
tionen (56) gleich ne, (%, y),
wofiir wegen der Kurvengleichung
=291 (% Y) + @0 s(®m Y) + - + go(2 )]
gesetzt werden kann. Hiernach ist, wenn
r (x) Z/) =0
eine algebraische Kurve n-ter Ordnung bedeutet, die Gleichung
(@ — D), + Wo—9)f, =0
in bezug auf %, y von der » — 1-ten Ordnung, stellt also fiir sich be-
trachtet eine algebraische Kurve n — 1-ter Ordnung dar, deren Schnitt-
punkte mit der gegebenen die Beriihrungspunkte der aus 2,/y, an diese

gezogenen Tangenten bedeuten. Nach dem Satze von Bézout aber gibt
eine Kurve n-ter mit einer Kurve n — 1-ter Ordnung #(n — 1) Schnitt-
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punkte; demnach gehen aus einem Punkie an eine Kurve n-ter Ordnung
im allgemeinen n(n — 1) Tangenten. Diese Zahl wird die Klasse der Kurve
genannt, so daB eine Kurve n-ter Ordnung im allgemeinen von der
n(n—1)-ten Klasse ist.

Ein anderes Verfahren, die Tangenten aus einem Punkte z,/y, an
eine Kurve zu ziehen, besteht darin, da man den Strahl durch zy/y,:

r=1Z,+ ps

Y=Y+ qs
mit der Kurve zusammen betrachtet und das Verhiltnis der Konstanten
P, ¢ aus der Bedingung sucht, unter welcher die Gleichung

(@ +ps %o+ ¢8) =0
mehrfache Losungen nach s besitzt. Dieser Weg wird besonders bei al-
gebraischen Linien mit Erfolg zu betreten sein.
8. Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen

9@9)=0 v(xy) =0 (21)
gegeben; man soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher beide in einem
ibrer gemeinsamen Punkte auch eine gemeinsame Tangente besitzen oder
einander beriihren.

Ist z/y ein gemeinsamer Punkt, so hat die Tangente an die erste

Kurve dortselbst den Richtungskoeffizienten — % , die Tangente an die
14

zweite Kurve den Richtungskoeffizienten — ;‘P_”i; der gestellten Aufgabe
Y

I Py qp”c .
gemiB muf o v, oder @, 9, — ¢y, =0 (22)
sein; durch Elimination von z, y zwischen den Gleichungen (21) und (22)

ergibt sich die verlangte Bedingung.
So findet man beispielsweise als Bedingung daftir, daB die Parabel

y:—2px =0
und die Ellipse A
einander beriihren, die Gleichung
2pa  a?p?
T T 5
so daB, wenn a, p, b gegeben sind, sich als Mittelpunktsabszisse der Ellipse
ergibt L

RETRELS
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9. Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen (21) gegeben; man
soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher sie sich in einem ihrer ge-
meinsamen Punkte rechtwinklig schneiden.

Die Tangenten in dem gemeinsamen Punkte xz/y, deren Richtungs-
koeffizienten — %, — %ﬂ sind, sollen zueinander senkrecht stehen, daher

Y Y

?—z_ . & e ==
muB ol +1=0oder o9, +9¢,v,=0 (23)
sein. Durch Elimination von z,y zwischen den Gleichungen (21) und (23)
ergibt sich die verlangte Bedingung.

Soll hiernach der Kegelschnitt

0y 2" + 2452y + Ay Y® + a3 = 0, (a5 + 0)
dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt, von der Geraden
Az 4+ By=0

unter rechtem Winkel geschnitten werden, so muf
(a2 + a139) 4 + (2137 + agyy) B =0
sein; bringt man die drei Gleichungen behufs Elimination von z, y auf
die Form (0,2 + a139) 7 + (a45% + A y)y + 55 =0
Az + By =0
(0 4 + a3 B)w + (a3 4 + ay, B)y =0,
so ergibt sich als notwendige Bedingung fiir ihre Koexistenz:
Uy % + QY i@ + (Y Ay |
A B 0
a,Ad+a,B agAd-+a,B 0

und hieraus die von #z, ¥ unabhiingige Bedingungsgleichung

=0,

! A B 0
} ayd +ayB ayd+ ayB -
oder a3 A* — (ay, — ag) AB — a, B* = 0,

durch welche also die Achsenrichtungen des Kegelschnittes bestimmt sind.

132, FuBpunktkurven. Der Ort der FuBpunkte der von einem
festen Punkte auf die Tangenten einer Kurve gefillten Lote wird die
Fuppunktkurve dieser Kurve in bezug auf den festen Punkt als Pol ge-
nannt.
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Man kann den Pol, wenn er nicht im Ursprung liegt, immer durch
Verschiebung des Koordinatensystems zum Ursprung machen; von dieser
Voraussetzung moge im folgenden auch Gebrauch gemacht werden.

Es sei fl,y) =0 (24)
die Gleichung der gegebenen Kurve, M ein ¥, Fig. 38.

Punkt derselben, 7' die zugehérige Tangente, p

OP das zu ihr geféllte Lot, somit P ein Punkt ! 4
der FuBpunktkurve (Fig. 38); diese kann auch S
als Ort des Punktes aufgefaBt werden, den der
ttber OM als Durchmesser beschriebene Kreis ('
it dem Lot zur Tangente in M gemein hat. L / B

Nun ist, wenn z, y die Koordinaten des O\W

Punktes M sind,
e

d. h E4npf—at—yn=0 (25)
die Gleichung des Kreises, und 7 = — g—z £, oder
tEdz + ndy =20 (26)

die Gleichung des Lotes. Eliminiert man also zwischen den Gleichungen
(24), (25), (26) [nachdem man in (26) dy : do durch den aus (24) dafiir
abgeleiteten Wert ersetzt hat] x, 4, so ergibt sich die Gleichung der Fu8-
punktkurve.

Differentiiert man die Gleichung (25) unter dem Gesichtspunkte, daB
mit M auch P sich éndert, so erhilt man:

28dE + 2ydy — édz — ndy — xdE —ydy =0,

was sich mit Riicksicht auf (26) vereinfacht zu

(5—;)d§+(ﬂ—%>dr,=0,

: : d -5
und daraus ergibt sich: en _ :
£ n—2

2

dies besagt aber, daB die Tangente der FuBpunktkurve in P senkrecht
steht auf 0Q; folglich ist diese Tangente 7 zugleich Tangente an den
gezeichneten Hilfskreis.
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Beispiele. 1. Es ist die FuBpunktkurve der Parabel y* + 4a2x = 0 in
bezug auf ihren Scheitel als Pol zu bestimmen.
Die Gleichungen (25) und (26) lauten hier:

zE 4+ yn =8+ %

yE = 2an;
16st man sie nach z, y auf und setzt die Werte in die Parabelgleichung
ein, so ergibt sich (8 + ) = ar?
als Gleichung der FuBpunktkurve; diese also ist eine Zissoide (129, 2.).
Y 2. Die FuBpunktkurve der gleichsei-
tigen Hyperbel in bezug auf ihren Mittel-
e S / punkt zu bestimmen.
7~ 280 / Die gleichseitige Hyperbel (Fig. 39),
p o i "“, ~Y v auf ihre Achsen bezogen, schreibt sich:
¥ %V% 2 — gt =af,
und die Gleichungen (25) und (26) heiBen
. jetzt: zk 4 yn = £ + 77
Fig. 39. zn + y& = 0;

durch Einsetzung der hieraus fiir z, y érrechneten Werte in die Hyperbel-
gleichung entsteht  (§% 4 #?)? — a®(E* — %%) = 0;

die FuBpunktkurve ist somit die in 129, 4. aus einer anderen geometri-
schen Entstehungsweise erkannte Lemmniskate.

Um ihre Form zu erkennen, fithren wir den Parameter w mittels der

Substitution n = uf
ein und erhalten die parametrischen Gleichungen
V1i—u? o w1l —ut
S T L e

wonach, da die Zeichen einander entsprechen, zu jedem Werte von % aus
dem Intervalle (— 1, 4 1) zwei in bezug auf den Ursprung symmetrisch
liegende Punkte gehoren; da ferner zu entgegengesetzt gleichen Werten
von u gleiche Werte von &, aber entgegengesetzt gleiche von 5 gehoren,
so ist die Kurve symmetrisch in bezug auf die Achsen. Eine Ausnahme
machen die Grenzwerte — 1, + 1 des Intervalls, indem denselben der
einzige Punkt 0/O entspricht; die Kurve geht also zweimal durch den
Ursprung.
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Bildet man
B_o M0=D g, e
% A+ u)?Y1—u? du A+ u Y1 —ul
so ergibt sich daraus, daB & extreme Werte erlangt fiir

u=0"
und zwar sind es die Werte § = 4 a, welchen 4 = O entspricht; und daB
n extreme Werte annimmt fiir

&
w=x)5,
und zwar sind es die Werte 5 = + _g, V2, welchen
£)
t=t5 Ve

entsprechen; diese vier Punkte liegen auf dem Kreise £ + 5% = %2.

dn 1— 3u?

Ferner zeigt G~ w—3

daB die Kurve im Ursprunge zwei Tangenten hat; denn zu u = —1 ge-

hort der Wert —1 und zu « = + 1 der Wert +1 von 41 7 g’ der Ursprung
ist also ein Knotenpunkt.

133. Die Normale. Die Gerade, welche durch einen Punkt M der
Kurve senkrecht zu der Tangente daselbst gezogen wird, nennt man die
Normale der Kurve im Punkte M.

Die allgemeine Form ihrer Gleichung ergibt sich unmittelbar aus
der Gleichung 127, (5) der Tangente und lautet:

(€ —2)dz + (n — y)dy = 0. @7)
Wihrend diese Form bei parametrischer Darstellung unmittelbar ver- .

wendet werden kann, gelten fiir die andern Darstellungen die den Glei-
chungen 127, (6), (7) der Tangente entsprechenden.der Normale:

n—y=—y E—2)
E—=z_n—y

F, T,

X

(28)

1) Die anderen Stellen, an welchen g% verschwindet, nidmlich “=iV§7
fallen auBerhalb (— 1, 4 1).
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Beispiele. 1. Fiir die Zykloiden
z = au—bsinu

y= a—>bcosu
erhalt man laut 130G, (16) die Normalengleichung
bcosu—a
T =YY= " Tsinu € —2).

Setzt man darin 5 = Q so ergibt sich unter Beachtung der Kurven-
gleichungen E=au.

Die Normale geht hiernach durch den momentanen Drehpol B, Fig. 34,
womit auch eine einfache Tangentenkonstruktion gegeben ist. Geometrisch
ist dies daraus zu erkennen, daB das weitere Abrollen im ersten Augen-
blicke als ein Drehen um den momentanen Pol aufzufassen ist. Diese
Bemerkung gilt fiir die Rollkurven allgemein, also auch fiir die Epi- und
Hypozykloiden; hiernach ist in Fig. 35 die durch M und B bestimmte
Gerade die Normale und die zu ihr in M errichtete Senkrechte die
Tangente.

2. Durch den Punkt z,/y, zu einer gegebenen Kurve f(z, y) = O die
Normalen zu fiihren.

Der FuBpunkt x/y jeder solchen Normale hat den Gleichungen

I (mi ?,/) =0
(#o — D) f) — W — I =0
zu geniigen. Ihre gemeinsamen Lésungen bestimmen also die verlangten
Normalen.

Ist die gegebene Kurve algebraisch von der Ordnung #, so ist f(z,y)
eine ganze Funktion n-ten Grades; £, f, sind ebensolche Funktionen
n — l-ten Grades und die hochstdimensionierte Gliedergruppe in der
zweiten Gleichung, — zf, + yf,’, wieder vom #-ten Grade; die FuBpunkte
der durch z,/y, gehenden Normalen ergeben sich also als Schnittpunkte
zweler Kurven n-ter Ordnung, ihre Anzahl ist daher im allgemeinen »®.
Demmach gehen aus cinem Punkte zu einer Kurve n-ter Ordnung im all-
gemeinen n? Normalen.

Die gegebene Kurve sei die Ellipse

2
f-g g‘z =1;

dann lautet die zweite Gleichung, wenn a? — b? = ¢* gesetzt wird,
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czy + bly,x — alzyy =0,
und stellt eine Hyperbel dar, die durch den Ursprung des Koordinaten-

systems wie auch durch den gegebenen Punkt z,/y, geht; bringt man
die Gleichung in die Form

atz b* b
(o) o+ 22 = -
dann erkennt man weiter, daB die Hyperbel gleichseitig ist mit den
Asymptoten e =%% Yy,
et - et )

aus diesen Elementen ist es leicht, die Hyperbel zu konstruieren; ihre
Schnittpunkte mit der Ellipse sind die FuBpunkte der Normalen zu dieser.
3. Man fiihre in analoger Weise wie in 132 an der Fig. 38 aus, daB
der Ort der FuBpunkt der Lote, die man vom Ursprung auf die Normalen
der Kurve f(z, y) = 0 fillt, durch Elimination von z, y zwischen dieser
Gleichung und den Gleichungen
B+ —2f—yn=0
ndz — Edy =0
erhalten wird, und bestimme diese Kurve fiir die Parabel in bezug auf
den Scheitel, fiir die Ellipse in bezug auf den Mittelpunkt.

134, Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale.
Wenn man in einem Punkte M einer Kurve die Tangente und die Nor-
male konstruiert und beide mit der Abszissenachse zum Schnitte bringt,
so werden die Strecken zwischen M und dem betreffenden Schnittpunkte
als Lange der Tangente und Ldnge der Normale oder, wenn kein MiBver-
stindnis obwalten kann, kurz als Tangente und Normale bezeichnet. Die
Projektionen dieser Strecken auf der Abszissenachse nennt man Subfan-
gente und Subnormale.

Hiernach ist in Fig. 40

TM =T die Linge der Tangente,
NM = N die Linge der Normale,
TP =t die Subtangente, 0T PN
PN = n die Subnormale; Tig. 40.

wihrend Tangente und Normale als absolute GroBen aufgefaBt werden,
gelten Subtangente und Subnormale als relative Gré8en und fallen posi-
tiv oder negativ aus, jenachdem die Ordnung der Buchstaben 7, N der

¥
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positiven oder der negativen Richtung der Abszissenachse entspricht. —
Man bezeichnet die vier angefiihrten Strecken auch als BerithrungsgriBen
und beniitzt sie vielfach zur Tangenten- und Normalenkonstruktion.

Mit Beniitzung des Umstandes, daB tge = % =y ist, wenn o den

in bestimmter Weise gezihlten Neigungswinkel der Tangente gegen die
x-Achse bedeutet (22, 2.), findet man aus den rechtwinkligen Dreiecken
TPM und PNM: f_yde _y

ds_ s, (29)
n = g_/dd?y =yy, (30)
T W vy @1
N= YV RdY Ty, (32)

von den ersten Ansitzen wird Gebrauch zu machen sein bei parametri-
scher Darstellung. Die Wurzel in den beiden letzten Formeln ist mit
ihrem absoluten Betrag zu nehmen.

Beispiele. 1. Als Parabel im allgemeinen Sinne bezeichnet man jede
Kurve, deren Gleichung die Form

Y =az™

besitzt; m heiBt die Ordnung der Parabel, gleichgiiltig ob es eine posi-
tive oder negative, ganze, gebrochene oder irrationale Zahl ist. Es ist die
Subtangente fiir den Punkt z/y dieser Kurve zu bestimmen.

. m .
Weil ' = maz™ 1 = —%, 80 ist

t=

m

die Subtangente also der m-te Teil der Abszisse. Diese Eigenschaft er-
moglicht bei rationalem m eine einfache Tangenten- und Normalen-
konstruktion.

So ist fiir die gewohnliche Parabel entweder m = 2 oder m =—12~, je

nachdem die Ordinaten- oder die Abszissenachse Achse der Kurve ist,
und dementsprechend hat man

t=i:‘, bzw. t = 22.
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x

2. Die durch die Gleichung y — ae (33)
dargestellte transzendente Kurve fithrt den Namen logarithmische Linie,
weil die durch a gemessenen Abszissen die natiirlichen Logarithmen der
durch a gemessenen Ordinaten sind. Es soll fiir diese Kurve die Subtan-
gente bestimmt werden.

Weil y = e = %, soist ¢{=a, die Subtangente also konstant.

Konstruiert man aus den beiden logarithmischen Linien

y=ae®, y—ae
eine neue Kurve, indem man je aus den zu einer Abszisse gehorigen Or-
dinaten das arithmetische Mittel bildet und als Ordinate der neuen Kurve
betrachtet, so hat diese die Gleichung

Y= % (e7 + 8—7) ; (34)
sie filhrt den Namen Kettenlinie.')
Ist a positiv, so ist auch y in allen drei Gleichungen bestéindig po-

sitiv, und weil fiir die erste der logarithmischen Linien y’=% > 0, fiir

die zweite % = — % < 0, so ist die erste mit wachsendem z fort stei-

gend, die zweite fort fallend, und beide haben den einzigen Punkt O/a
gemeinsam, durch welchen auch die Kettenlinie geht (Fig. 41).
Fir die Linge der Normale der Kettenlinie ergibt sich, weil

oy (E -z N -

Y =?(e“—e “) und Y1 +y¢y2= g(e“—i—e “>=—Z—
2

ist, der Ausdruck N= %— )

wonach N als dritte stetige Proportionale

zu dem konstanten @ und zu y konstruiert

werden kann.

1) Als Gleichgewichtsfigur eines gleichmaBig
schweren, in zwei Punkten festgehaltenen Seils
wurde sie fast gleichzeitig (1690—1691) von Ja-
kob und Johann Bernoulli, Huygens und
Leibniz erkannt, nachdem vorher Galilei (1638)
die Parabel dafiir gehalten hatte.




334 VI. Abschnitt. § 1. Die Tangente und die Normale

135. Die Tangente im Polarkoordinatensystem. Wenn es
sich um die Festlegung eines einzelnen Punktes im Polarkoordinaten-
systeme handelt, so gentigt es, den Radiusvektor # als eine absolute GroBe
zu betrachten und die Amplitude ¢ auf das Intervall (0, 2x) zu be-
schrinken, weil es bei solcher Festlegung moglich ist, jeden Punkt der
Ebene durch ein einziges Wertepaar »/p zu charakterisieren.

Will man jedoch den ganzen Inhalt einer Gleichung zwischen » und
@ erschopfen, dann ist es in vielen Fillen erforderlich, beiden Variablen
das Intervall (— oo, 4 00) anzuweisen. Beziiglich der Amplitude hat dies
die Bedeutung, da der aus dem Pole gezogene veréinderliche Strahl einer
unbeschrinkten Drehung sowohl in einem als positiv angenommenen wie
auch in dem entgegengesetzten Sinne fihig sei; als positiver Drehungs-
sinn soll der dem Drehungssinne des Uhrzeigers entgegengesetzte gelten.
Ein negativer Wert von » hingegen ist so zu deuten, daB er nicht auf
dem durch ¢ bestimmten, sondern auf dem ihm entgegengesetzten Strahle
abzutragen ist.

Die Beschriankung von ¢ auf das Intervall (0, 2x) ist nur dann zu-
lassig, wenn die Gleichung ¢ in keiner anderen Weise denn als Argument
5 7 trigonometrischer Funktionen enthilt.

Die Richtung der Tangente an eine Kurve in
einem ihr gehorigen Punkte M (Fig. 42) wird im
Polarsystem OX durch den Winkel 6 bestimmt,
durch welchen die Verlingerung M L des Leitstrahls
bei positiver Drehung wm M in die positive Rich-
0 c/ X tung der Tangente iibergefiihrt wird, als welche

/ jene Richtung angesehen werden soll, die dem
‘Wachsen von ¢ entspricht.

Es seien /@ die Koordinaten des Punktes M, » + Ar/p + Ao die
Koordinaten eines zweiten Pnnktes M, der gegebenen Kurve. Der Winkel
0 ist der Grenzwert, welchem der Winkel LMS = & sich nihert, wenn
MM, auf der Kurve gegen den Punkt M konvergiert. Nun folgt aus dem
Dreieck OM M,, in welchem die Winkel bei M, M, bzw. = — & und
& — Ao sind, daB r_ sin(@—dg)

- Ay sin & ?
daraus ergibt sich, wenn man beiderseits den Zihler vom Nenner sub-
trahiert,
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r sin (& — d¢) sin (& — 49)
= — T =
dr  sin® — sin(f — o) gsindq) cos (&_ﬁg)
2 2
A
. iy 2 in (& —4
und weiter - s 2 ;

ar sin 49 cos( — i12)
de 2 2

indem nun M, unaufhorlich dem Punkte M sich nihert, konvergiert 4
gegen den Grenzwert Null, & wie schon bemerkt gegen den Grenzwert 6,

ar

57: gegen den Differentialquotienten ~— =" des Radiusvektors in bezug

dg
auf die Amplitude, und die Gleichung selbst lautet dann (16, 2.):
tg0 = »I— . (35)
Hieraus ergeben sich fiir sin@ und cos@ die Ausdriicke
. r 7
sinf = T cos § = VAT (36)

in welchen die Wurzel wegen der beziiglich der Zahlung von 6 getroffe-
nen Bestimmung mit ihrem positiven Werte zu nehmen ist.

Ist fiir einen auBerhalb des Pols liegenden Punkt der Kurve »'=0,

30 zeigen die Gleichungen (36), daB dann 6 = =, die Tangente also senk-
= g > 2 g

recht ist zum Leitstrahl; unter diesen Punkten befinden sich auch die-
jenigen, in welchen r einen extremen Wert hat.

Ist " fiir einen Punkt nicht definiert, der Grenzwert von 7’ aber bei
Annsherung an diesen Punkt oo, so zeigt die Gleichung (35), daB 6 =0
wird, die Tangente also mit dem Leitstrahl zusammenfillt; unter diesen
Punkten befinden sich auch diejenigen, in welchen ¢ ein Maximum oder
Minimum ist.

136. Beispiele. 1. Ein Punkt M bewegt sich gleichférmig auf der
unbegrenzten Geraden L'OL (Fig. 43) in dem durch die Ordnung dieser
Buchstaben angezeigten Sinne, wihrend die Gerade selbst sich um den
festen Punkt O gleichférmig im positiven Sinne dreltt; es ist die Glei-
chung der von M beschriebenen Kurve aufzustellen. — Die Kurve fiihrt
den Namen Archimedische Spirale:)

1) Von Archimedes (287—212 v, Chr.) erfunden und zuerst untersucht. Die
vollstindige Kurve, mit dem links- und dem rechtsgewundenen Zweige, findet sick
zuerst bei Euler (1748).
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v Wihlt man den Punkt O als Pol und
] 'L diejenige Lage des Strahls OL, welche er
M, in dem Augenblicke annimmt, da der be-

wegliche Punkt durch O geht, als Polar-

achse — es sei dies OX —, so sind die

kiinftigen Richtungen von OL durch posi-
tive Werte von ¢, die vorangegangenen
o durch negative Werte von ¢ gekennzeich-

X . " .
) net; ebenso ist » von da an positiv, wih-
/ rend es vordem als negativ zu gelten hatte.
Wegen der Gleichférmigkeit beider Be-

wegungen ist das Verhiltnis ihrer von dem

/M bezeichneten Augenblicke an gezihlten
Fig. 43. MaBe konstant, d. h.
L—a und somit
9
r = ap; (37)

dabei bedeutet & den zum Winkel vom Bogenmaf 1 (57°29577...) ge-
horigen Radiusvektor.

Die Kurve geht durch den Pol und beschreibt von da aus nach bei-
den Seiten unendlich viele, bestiindig sich erweiternde Windungen, welche
gegen die’ zur Polarachse senkrechte Gerade OY symmetrisch angeordnet
sind. Die auf einem beliebigen Strahl von dem einen Laufe der Kurve
ausgeschnittenen Punkte, wie M, M,,... und M, M, ..., sind #qui-
distant und haben den gegenseitigen Abstand 2xa.

Aus (37) ergibt sich #' = @ und infolgedessen ist

tgd = o;
auf dem positiven Laufe OMM, ... ist also der Winkel 6 bestindig
spitz, beginnt mit dem Werte O und n#hert sich mit wachsendem ¢ dem

T
Grenzwerte 5

Die Archimedische Spirale kann auch als Rollkurve erzeugt werden,
indem ein Kreis vom Radius a (Fig. 44) als Polbahn und eine Gerade als
Polkurve genommen, der beschreibende Punkt aber so gewihlt wird, daB
er auf derselben Seite der Polkurve liegt wie die Polbabn und den Ab-
stand @ von ihr besitzt. Ist G, die Anfangslage der rollenden Geraden,
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A, der momentane Drehpol, so befinde sich der beschreibende Punkt in

0; wahrend G, in die Lage G abrollt, kommt der beschreibende Punkt

nach M; dabei ist O.M = BA = arc BA, = ag; folglich beschreibt M

tatsichlich eine Archimedische Spirale.
2. Fir die durch G

die Gleichung

rg=a (a>0) (38)
dargestellte Kurve die

Richtung der Tangente
zu untersuchen. — We-

gen der Analogie ihrer
Gleichung mit jener der
Hyperbel, bezogen auf Fig. 44. Fig. 45.
ihre Asymptoten als Koordinatenachsen, wird diese Kurve die Ayper-
bolische Spirale') genannt

Zu positiven Werten von ¢ gehoren positive, zu negativen negative
Werte von 7, infolgedessen ist die Kurve symmetrisch zu der im Pole
zur Polarachse errichteten Senkrechten. Mit gegen Null konvergierendem
@ wichst » ins Unendliche, mit bestéindig wachsendem ¢ nimmt » gegen
die Grenze Null ab; die Kurve umgibt demnach den Pol in zwei Scharen
von unbegrenzt vielen immer enger werdenden Windungen (Fig. 45).

Weil ¥ = — ;’;, g0 hat man

tgd = — o;
daraus folgt, daB fiir die Windungen, welche dem Intervalle (0, + o0)
von ¢ entsprechen, 6 ein stumpfer Winkel ist, der sich mit wachsendem

p der Grenze Z nshert.

2
3. Die Richtung der Tangente bei der durch die Gleichung
r = qgem? (39)
dargestellten Kurve zu verfolgen. — Diese Kurve, weil die Amplituden

ihrer Punkte proportional sind den Logarithmen der durch a gemessenen
Radienvektoren, fiihrt den Namen logarithmische Spirale.?)

1) Von Johann Bernoulli (1710) so benannt.
2) Zuerst von Descartes (1638) untersucht, von Varignon (1704) benannt.
Am eingehendsten jedoch hat Jakob Bernoulli sich mit der Kurve beschiiftigt
Czuber, Vorlesungen. I. 4. Aufl. 22
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Wir setzen a als positiv voraus, dann ist auch » bestindig positiv.
Von den Parametern @, m ist nur der letztere bestimmend fiir die Gestalt
der Kurve; denn zwei Kurven, wie (39) und

r= Aeme,

die sich nur in dem ersten Parameter voneinander unterscheiden, lassen
sich durch Drehung der einen um den Pol ineinander iiberfithren; dreht
man nimlich die zweite Kurve um den Winkel «, so hat sie in der neuen
Lage die Gleichung 7 = 4em@+9 = 4eme . ¢™m9,

und nun liBt sich ¢ immer so bestimmen, da8

4 = q
wird, daB also die zweite Kurve nach. der Drehung mit der ersten zu-

ot 1,a
sammenfillt; man braucht nur « = _-1+ zu nehmen.

Diese Betrachtung lehrt zugleich, daB eine perspektive Transforma-
tion der logarithmischen Spirale aus dem Pol nicht ihre Gestalt, sondern
nur thre Lage dndert, indem sie eine Drehung um den Pol durch einen
bestimmten Winkel bewirkt.

Indem ¢ positiv bleibend wichst, nimmt bei positivem m auch »
bestindig zu; und indem ¢ negativ bleibend dem absoluten Werte nach
bestiindig wichst, konvergiert » gegen die Grenze Null; die Kurve um-
gibt den Pol in unzihlig vielen Windungen, welche,
im positiven Drehungssinne des Leitstrahls verfolgt,
bestindig sich erweitern (Fig. 46). Umgekehrt liegen
die Verhiltnisse bei negativem m.

Aus (39) folgt »" = mae™? =mr, infolgedessen ist

tgl = nl—{,
somit 6 = arctg % konstant. Die logarithmische Spirale schneidet demnach
alle Radienvektoren uwnter einem und demselben Winkel.

4. Unter dem Namen Sinusspiraler faBt man die Kurven der allge-

meinen Gleichungsform 7" = a" sinng (40)
zusammen. Es befinden sich darunter sowohl algebraische als auch tran-

und war von ihren zahlreichen merkwiirdigen Eigenschaften derart eingenommen,
daB er sie auf seinen Grabstein (Miinster zu Basel) setzen lief (Eadem mutatis
resurgo).
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szendente Linien; die ersteren ergeben sich bei rationalem %, weil dann
sineg durch die Funktionen des einfachen Winkels rational und in end-
licher Form darstellbar ist (103); bei irrationalen % sind die Linjen
transzendent.!)

Perspektive Transformation aus dem Pol erzeugt immer wieder eine
Kurve derselben Art.

Aus der Gleichung 7" = a" cosn@ entsteht durch die Rotation

Q= % — ¢ wieder eine Gleichung der Form (40).
Aus (40) ergibt sich durch Differentiation
=1y = " cosnp
und daraus tgf = ~:— = tgnep, woraus 0 =ng + xx, die ganze Zahl x
so gewihlt, daB 6 in das Intervall (0, =) fallt.

137. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale im
Polarsystem. Verlingert man die Tangente und die Normale in einem
Punkte M einer Kurve bis zum Schnitt mit jener Geraden, die in O senk-

1) Um zu zeigen, wie umfassend diese Klasse von Kurven ist, seien einige
der einfachsten besonderen Fille angefiihrt.

Fir n—=1 lautet r = asing in rechtwinkligen Koordinaten x? 4 y®*=ay
und stellt einen Kreis dar.

Fiir n=2 hat man r*=a?sin2¢ und in rechtwinkligen Koordinaten
(x® 4 y)*=2a’ xy; dies ist die Gleichung der Lemnigkate, die sich aus der in
182, 2. erkannten Gleichungsform durch Rotation des Koordinatensystems um

™ also durch die Substitution £ — Y, = T2 Y erging,
4 £ V2
Bei n= % entsteht aus J/r = Jasin % durch den Ubergang zu rechtwink-

ligen Koordinaten 4 (x*®-+y%?-dax (@®+ y*) —a®y?=0, die Gleichung der
Kardioide (1_30, (19), a=4r.).
Der. Fall w = — 1 filhrt zu der Geraden y = — a.

Mit # = — 2 kommt man von ;_32 =— FE};Q- zu der gleichseitigen Hyperbel
aﬂ
Zy =— -
1 : sin %
Fir n = — 5 ergibt sich aus —= = — —— in rechtwinkligen Koordinaten
r a

y*=4a(x + a) die Gleichung einer Parabel, bezogen auf Brennpunkt und Achse.
22*
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recht zum Leitstrahl O M steht, so wird die zwischen M und dem be-
treffenden Schunittpunkte enthaltene Strecke als Linge der Tangente, be-
ziehungsweise Linge der Normale oder kurzweg als Polartangente und
Polarnormale bezeichnet; die orthogonalen Pro-
jektionen dieser Strecken auf der Senkrechten
zum Leitstrahl heiflen Polarsubtangente oder
Polarsubnormale. Hiernach ist (Fig. 47):

ITM=T die Polartangente

NM = N die Polarnormale

T0 =t die Polarsubfangente

ON = n die Polarsubnormale;

N Pig. 47.

die beiden ersten Strecken gelten als absolute, die beiden andern als rela-
tive GroBen; setzt man in der Senkrechten zum Radiusvektor diejenige
Richtung als positiv fest, die durch Drehung von O M um einen Rechten
- im positiven Sinn entsteht, so fallen ¢, % positiv oder negativ aus, je nach-
dem die Reihenfolge 7, NV der festgesetzten positiven Richtung entspricht
oder nicht.
Aus den rechtwinkligen Dreiecken 7’0Mund ONM ergibt sich unter
Beniitzung der in 135, (35) und (36) berechneten Funktionen des Winkels:

t=12, (41)
n=r, (42)
T=2Vr+r (43)
N=Vri % (44)

die Quadratwurzel in den beiden letzten Formeln ist positiv zu nehmen.
Beispiele. 1. Bei der Archimedischen Spirale
r=aq@ ist n=a,
die Subnormale also konstant; der Ort des Punktes N (Fig. 47) ist dem-
nach bei dieser Kurve der um den Pol mit dem Halbmesser a beschrie-
bene Kreis. Daraus entspringt dieselbe Tangentenkonstruktion an die
Archimedische Spirale, die sich auch aus ihrer Auffassung als Rollkurve
(Fig. 44) ergibt.
2. Bei der hyperbolischen Spirale
ro=uaq ist t=—a,
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die Subtangente also konstant; hier ist demnach der Ort des Punktes T’
der um den Pol mit dem Radius a beschriebene Kreis.
3. Bei der logarithmischen Spirale
r = aem? ist

1 R 7 T8
t= 7, n=mr, T=;}7]/1—|—m2, N=rV1+ m?

alle vier Strecken sind also dem Radiusvektor proportional.
Der Punkt 7 hat bei dieser Kurve die Koordinaten

R—t=_—3 ®=9—7;
eliminiert man mit Hilfe dieser Gleichungen 7, ¢ aus der Gleichung der
Kurve, so entsteht e ™ (q; +§)
BR=—e )
m
als Gleichung des Ortes von 7.
Der Punkt N hat die Koordinaten
R=n=mr, @®=¢+-
hiermit ergibt sich auf gleichem Wege

m ((b—;i)

R = mae

| ]

i

als Gleichung des Ortes von N.
Die Ortskurven von 7' und N sind hiernach der zugrunde liegenden

kongruente logarithmische Spiralen (136, 3.).

§ 2. Asymptoten.

138. Erste Definition. Wenn die Gleichung einer Kurve in z,y
beliebig grole Werte einer oder beider Variablen zuléift, so sagt man,
die Kurve besitze (einen oder mehrere) unendlich ferne Pumkte oder er-
strecke sich ins Unendliche.

Als Asymptote eines unendlichen Kurvenzweiges definieren wir eine
Gerade von solcher Beschaffenheit, daf ein den Zweig durchloufender Punkt
von ihr einen gegen Null abnehmenden Abstand hat.)

Die Gerade A B ist also eine Asymptote der Kurve MC (Fig. 48),
wenn das Lot M@ bei fortschreitender Bewegung von M gegen C hin

1) In dieser Auffassung findet sich der Begriff bereits bei Apollonius, der
dafiir auch schon den Namen gebraucht.
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zur Grenze Null konvergiert. Mit dem Lot konvergiert auch jede in einer
bestimmten anderen Richtung zu 4 B gezogene Strecke’ M R gegen Null,

% fiir alle Lagen von M dasselbe bleibt. Daher

kann insbesondere statt M ¢ auch die zu einer Abszisse gehorige Ordi-
natendifferenz MR von Kurve und
Asymptote zum Nachweise der letzteren
verwendet werden.
In dem Falle jedoch, wo die Asym-
x ptote der Ordinatenachse parallel ist,
wie in Fig. 49, ist dieser Vorgang aus-
geschlossen und man wird dann zweck-
mibig den Abstand M @ selbst wihlen, der sich nun als die zu einer
Ordinate gehorige Abszissendifferenz der Kurve und der Asymptote
darstellt.
Von diesem Falle zunéchst abgesehen, wird man auf Grund der auf-
gestellten Definition folgende Aussage machen konnen:

Lapt sich die Gleichung einer Kurve in die Gestalt
y=oax+f3+v (1)
bringen, wobei v eine Funktion von x bedeutet, die fiir limxz = oo gegen
Null konvergiert, so hat die Kurve dic Gerade

weil das Verhiltnis

Fig. 48. Fig. 49.

y=oax+f zur Asympiote. (2)
Denn ein Punkt 2/y hat von der Geraden (2) den Abstand
Ny—ex—§
Vite® '
und gehort der Punkt der Kurve an, so ist y — ez — f§ = v, also
v
Vi

und dies konvergiert voraussetzungsgemiB gegen Null, wenn z unbe-
schriinkt wachst. Ubrigens 1iBt auch die andere Auffassung die Richtig-
keit der Behauptung erkennen: denn v ist die Ordinatendifferenz von
Kurve und Gerade.

Die Bedingungen des obigen Satzes sind erfiillt, wenn sich y nach
fallenden Potenzen von x entwickeln liBt und wenn die Entwickelung
mit der ersten oder nullten Potenz anhebt; in dem letztgedachten Falle
ergibt sich eine zur z-Achse parallele Asymptote.
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139. Zweite Definition. Man kann bei einer ins Unendliche fort-
setzbaren Kurve auch folgende Betrachtung anstellen. Denkt man sich
zu dem Punkte M auch die zugehdrige Tangente, so wird diese bei un-
begrenzt fortschreitender Bewegung von M auf der Kurve Richtung und
Lage éndern und kann dabei einer festen Geraden als Grenze sich néhern.
Ist dies der Fall, so wird diese feste Gerade als Asymptote bezeichnet.
Demnach hat man die folgende Definition:

Als Asymptote erklirt man ouch die Grenzlage einer Tangente bei un-
aufhirlich fortschreitender Bewegung des Beriihrungspunktes auf der Kurve.

Die Existenz einer Grenzlage der Tangente
n—y=y(E—2)
erfordert zweierlei: es muB ihre Richtung einer bestimmten Richtung als
Grenze sich néhern, also ¥’ einen bestimmten Grenzwert besitzen, und es
muB auch der Abschnitt auf der Ordinatenachse, d. i. y — ¥/, gegen einen
bestimmten Grenzwert konvergieren; nur wenn beides zutrifft, ist eine
Grenzlage y=Ax + B (3
vorhanden, und zwar ist
A=1lmy, B=lim(y —zy) fir z=oo. 4)
Wiichst ¢’ bei der Fortbewegung des Punktes auf der Kurve ins Un-
endliche und konvergiert dabei der Abschnitt auf der Abszissenachse,
diz— yy,—, gegen eine bestimmte Grenze ¢, so hat die Tangente eine zur

Ordinatenachse parallele Grenzlage, die Kurve eine ebensolche Asymptote.

140. Zusammenhang beider Definitionen. Es soll nun nach-
gewiesen werden, daB die beiden Definitionen wohl im allgemeinen, nicht
aber notwendig zu demselben Resultate fiihren.

Aus der Gleichung (1) der Kurve folgt

y B+v
et

)

woraus man erkennt, daB o der Grenzwert von ‘g; ist, also

£ (5)

fiir # == oo und ein gleichzeitig unendlich werdendes y ist aber nach der
in 110 gefundenen Regel

¢ = lim

. Yy . y’ . 7
lim - = lim % = limy,
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daher mit Riicksicht auf (4): @ = A4; die Richtungskoeffizienten der
Asymptote und der Grenzlage der Tangente stimmen also itberein.

Aus (1) folgt auch B=y—azx—w,
daher ist B der Grenzwert von y — «ax,

B = lim (y — ax), (6)
und da nach eben bewiesenem « auch der Gremzwert von y' ist, so ist
im allgemeinen der Grenzwert von y — ax auch der Grenzwert von y — zy/,
d. h. $=BY

Nebenbei mag angemerkt werden, daf die Gleichungen (5), (6) ein
Verfahren angeben, nach welchem eine zur Ordinatenachse geneigte Asym-
ptote bei expliziter Gleichungsform der Kurve gefunden werden kann.

Zur Ilustration des eben betrachteten normalen Falles diene das
folgende Beispiel. Die Gleichung zy — a2® — 8z = a kommt durch Auf-

16sung nach y: y—oax+ B+ %

in die vorausgesetzte Form (1), die y = ez 4+ f unmittelbar als eine
Asymptote der betreffenden Kurve (Hyperbel) erkennen liBt. Anderer-
i i 7 / 2

seits ist y=a—£§, y—xy=ﬁ+—x£,
folglich limy’ = «, lim(y — zy") = B; die Asymptote ist demnach auch
Grenzlage der Tangente.

Dagegen soll das folgende Beispiel zeigen, dafl es auch Ausnahmen
von der Norm gibt.

Der Gleichung y=uaz+f+

csing
z

entnimmt man sogleich, daB y = «x + $ eine Asymptote der durch sie
dargestellten transzendenten Kurve ist. Sie liefert ferner:

ccosx csinz
mz b

Y=o+

2¢sing

y—axy = — ¢ cosz + .

wohl ist limy = «, aber lim (y — zy’) existiert nicht, weil ¢ cosz bei be-
stindig wachsendem x unaufhorlich zwischen — ¢ und ¢ schwankt. Die

1) Ersetzt man n#mlich o durch y’ -+ d, wobei lim § = 0, so wird

=0
f=lim[y —(y + d)z] = lim(y —xy) —liméx = B—lim dz,

und nur wenn lim dz = 0, ist § = B.
T=oc
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Kurve hat also eine Asymptote im Sinne der ersten Definition, nicht aber
im Sinne der zweiten. Ihr Bild (Fig. 50) erkldrt diese Tatsache ; sie
schlingt sich wellenformig um die Ge-

rade y = ax + B. Die Wellenziige von
gleicher Linge (in Projektion auf der
z-Achse gleich x) werden mit absolut x=2~
wachsendem z immer flacher; die Rich- l
tung der Tangente néhert sich jener der

Geraden, aber ihr Abschnitt auf der Or- Y
dinatenachse schwankt unaufhorlich zwischen § — ¢ und g 4 ¢

141. Zurtickfiihrung der Untersuchung der unendlich
fernen Punkte auf Punkte im Endlichen. Es sei f(x,y) = O eine
Kurve mit unendlich fernen Punkten. Durch Anwendung der projektiven
Transformation (64, II): 1 Yy (7

T="r Hh=7
gehe sie in die Kurve F(z,,y,) = O iiber. Aus der Transformation geht
aber hervor, daB fiir # = oo z, = 0 wird, daB also den unendlich fernen
Punkten von f die Schnittpunkte von F mit der Ordinatenachse ent-
sprechen (ausgenommen Punkte, die bei endlichem z ein unendliches y
haben).

Aus dem unendlichen Zweig von f sei der Kurven-
aweig F (Fig. b1) geworden; dann entspricht also sein
Punkt M, (0/ec) dem unendlich fernen Punkte von f. Exi-
stiert in M, eine Tangente an ¥, so ergibt sich ihr
Richtungskoeffizient 3 als Grenzwert des Quotienten Fig. 51.

-2X -2

Fig. 50.

%1% fir limx, =0, wenn 2, /y, die Koordinaten eines beliebigen Punktes
X

1
M, von F bedeuten; mithin 1st

y‘TTE =g+,
wobei v eine Funktion vorstellt, die mit limx, = 0, also limz = oo, zur
Null konvergiert; hieraus ergibt sich
Yr = Br, + e + 2,0,
daraus durch Riicktransformation

und schlieBlich
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Demnach ist die Gerade y = ax + f, die Transformierte der Tan-
gente M, T, an F,, Asymptote von f, und da bei der projektiven Trans-
formation eine Tangente als Verbindungslinie zweier unendlich nahen
Pynkte wieder in eine Tangente iibergeht, so ist die Asymptote unter
den gemachten Voraussetzungen auch Tangente im unendlich fernen
Punkte von f.

Ist f eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, so ist nach 64,1l auch
F eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, und da bei einer algebraischen
Kurve in einem Punkte eines bestimmten Zweiges immer eine Tangente
existiert, so folgt daraus, daf bei einer algebraischen Kurve jede Asymptote
augleich Tangente in einem unendlich fernen Punkte ist, und daf eine alge-
braische Kurve n-ter Ordnung im allgemeinen®) n Asymptoten besitat.

Wendet man die Transformation (7) auf die im vorigen Artikel be-
trachtete transzendente Kurve

y=er+p+

an, so ergibt sich als transformierte Kurve

csinx
x

.1
Y, =ea+ pa, + cx,®sin —
1

die mit der Ordinatenachse den Punkt M, mit den Koordinaten

Y.
i @ =0, Y=«
P WW‘JNW gemein hat; aber eine Tangente besitzt sie dort nicht,
! weil dy, .1 1
x - X &Zb:—ﬁ'{_?cxl sin 2= — ¢ cos o
Fig. 52. fir x#, = 0 seine Bestimmtheit verliert. Die transfor-

mierte Kurve nihert sich dem Punkte M, in unendlich vielen immer
dichter werdenden und immer flacheren Windungen, wie dies Fig. 52
nur andeutungsweise zur Anschauung bringen kann.

142. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen paralleler
Asymptoten. Bei einer in der expliziten Form y = f(#) gegebenen
Kurve ist es im allgemeinen leicht, etwa vorhandene Asymptoten parallel
zur Ordinatenachse zu erkennen. Hort f(z) fiir # = @ auf definiert zu sein
und wichst es fiir lim # = « ins Unendliche, so ist z = a eine Asymptote.
Aus dem schlieBlichen Vorzeichen von f(x) und der Art des Grenziiber-

1) Wenn man nimlich imaginire und unendlich ferne Losungen mitzihlt;
geometrisches Interesse haben nur reelle Asymptoten im Endlichen.
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gangs erkennt man die Anordnung der unendlichen Zweige gegen die
Asymptote. Einige Beispiele mégen dies erléutern.
Aus der aufgelosten Gleichung der Strophoide (129, 1.)

v= sl i

ersieht man, daB fiir limz=—a+ 0 y=F oo wird; die Gerade x =—a
ist demnach eine Asymptote, der sich zwei unendliche Zweige oben und
unten von rechts her nihern (Fig. 30, 8. 310).

Die aufgeldste Gleichung der Zissoide (129, 2.)
/T x
a—x

y=+a

zeigh, daB y = + oo wird fiir limx = @ — 0; die beiden unendlichen
Zweige nihern sich der Asymptote x = a von links her (Fig. 31, S. 313).

Ist die Gleichung einer Kurve in algebraischer Form dargestellt, so
ordne man sie nach fallenden Potenzen von y:

¥ o (@) + 9" (@) +y" T ee(@) + - =05 (®)
die zur y-Achse parallelen Asymptoten sind dann durch die Wurzeln der
Gleichung p(x)=0 9
bestimmt. Denn, schreibt man (8) in der Gestalt:
q)(x)_l_?iLy(ﬁ)_;_‘l’zy(Tx)_;_...___o’

80 ist zu erkennen, daB sie erfiillt wird durch y = oo und ¢(z) = 0, und
daB kein anderer Wert von z mit y = oo vereinbar ist als nur eine Wur-
zel von @(z) = 0.

Die Abszissen der zur Ordinatenachse parallelen Asymptoten der
Kurve (8) sind also unter denjenigen Werten von x au suchen, fiir welche
der Koeffizient der hochsten Potenz von vy, sofern er nicht konstant ist, ver-
schwindet.

In analoger Weise ergeben sich die zur Abszissenachse parallelen
Asymptoten durch Nullsetzen des Koeffizienten der hichsten Potenz von
«, sofern er von y abhingt.

Beispiele. 1. Um bei der Kurve 4. Ordnung:
(@ -1y + 22%y +2*—1=0
die zur y- und zur x-Achse parallelen Asymptoten zu erhalten, hat man
a® — 1, bzw. (y + 1)* Null zu setzen. Die Kurve hat also die Asymptoten
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x=—1 =1 y=—1,
die letzte zweifach zihlend. Gibt man der positiven Wurzel z die Form

Ve

xXr =

1 2
14 =
1 N Y
so erkennt man, daB fiir lim v = + 0 sich z der Grenze 1 von links, fiir
lim % = — 0 von rechts nihert; daraus ergibt sich die Anordnung der
Aste gegen die zur y-Achse parallelen Asymptoten. Die Auflgsung nach
| ¥, in die Form
\ / y=_1+]/2x2——;1+1
/ \ » gebracht, zeigt, daB die Kurveniiste in bezug auf
/"7 o 1 die zur 2-Achse parallele Asymptote auf ent-
- — gegengesetzten Seiten liegen (Fig. 53).
\‘ / 2. Bei der Kurve
Fig. 58. (z—1D =20y +2+1=0

zeigt der Koeffizient von %* die Asymptote 2 = 1 als doppeltziihlend an;
bringt man die Losung nach # auf die Gestalt:

1 2 1 1 . 1
x=1+“,r‘“ ‘}“-l/_—“F—“?;— 4:‘/4)
80 ist zu erkennen, dafl nur bei dem Grenztibergange hm — =+ 0 2z be-

sténdig reell bleibt, und daB sich dabei der obere Wert de1 Grenze 1
von rechts, der untere von links niihert!); daler liegen zu beiden Seiten
der Asymptote # = 1 oberhalb der z-Achse Kurveniiste. Auflerdem ist
die z-Achse eine doppelt zéhlende Asymptote.

3. Die Kurve 2%y* — a®z + b* =0 (¢ > 0) hat die Ordinatenachse
nicht zur Asymptote, wiewohl der Koeffizient von y* darauf hinweisen
wiirde; denn aus der Losung 4 ate—10b*

e x2
ist zu ersehen, dall y erst von « =Z—: angefangen reell ist, daB sich also

1) Man beachte, um sich davon zu iiberzeugen, die Ordnung der verschiede-

nen Glieder in bezug auf ;—
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in unmittelbarer Niihe der Ordinatenachse iiberbaupt keine Kurvenpunkte
befinden.

143. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen geneigter
Asymptoten. I. In 138 und 140 sind bereits Methoden angegeben
worden, um geneigte Asymptoten zu finden. Bevor noch zu einem andern
Verfahren {ibergegangen wird, sollen sie an einigen Beispielen erliutert
werden.

1. Die allgemeine (leichung der Kegelschnitte:

¥ =2px + (2 — 1)t
(p= Halbparameter, & =relative Exzentrizitit), fithrt, wenn man y=ax

+8 + 7 + s -+ - - - supponiert, zu dem Ansatze:
ot 2aﬁx+ﬁﬂ+2ay+?£1+ o= 2pg + (82— 1)a?,
der, da er fiir alle Werte von z bestehen muB, zur Folge hat:
=& —1, af=p, 2+ 2ay=0,. ;

daraus ergibt sich o« = +V}e—1, f= ——ﬁ;
&

folglich sind y=+Ve—1 (x +52 1)

die beiden Asymptoten, reell nur dann, wenn ¢ > 1 (Hyperbel). Das Vor-
zeichen von p gibt AufschluB iiber die Lage der Kurveniste.
2. Aus der Gleichung #*® + y® = a® erhiilt man

3

3\ 1
y=(a5—x3)%=-x(1—%)3=—x+;m—,—-~,

as
ebenso x="y+§?_""
folglich ist y =—x die einzige reelle Asymptote dieser kubischen Kurve.
3. Die Gleichung ¢ = 2? kann fiir geniigend grofie x(z > 2)

auf folgende Form gebracht Werden. Zunéchst ist

::;=::f;i=(1——>(1+ +—~+ )—1+—-+ +..
x

somit unter Zuhilfenahme der Binomialentwicklung
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y=ix]/7f§=ix(1+§£+§77,+--~)=i(x+§_+§%+...);

x

daraus geht hervor, daB die durch obige Gleichung dargestellte Kurve
die beiden Asymptoten 1 1
ymp y=z+5, y=—2—4
besitzt und daB, wie aus dem Zusatzgliede + —8—75 hervorgeht, die Kurve

sich der ersten Asymptote links von unten, rechts von oben, der zweiten

links von oben, rechts von unten néhert. AuBer-

V dem wird bei dem Grenziibergange lim x = 2

4+ O limy = + oo, so daB die Kurve auch noch

die Asymptote x = 2 hat, der sie sich von rechts
her nihert (Fig. 54).

II. Wenn eine algebraische Kurve gegeben

\ " ist in der Form F(x,y)=0, wo F(x,y) eine

rationale ganze Funktion von z, y bedeutet, so
empfiehlt sich das folgende Verfahren zur Be-
by stimmung der Asymptoten. Man ordne die linke

/\ Seite nach homogenen Gliedergruppen, mit der

hochsten (n-ten) Ordnung beginnend; dividiert
man dann durch 2”, so nimmt die Gleichung

Fig. 54.

die Gestalt an:
u,,‘(%)+x—1un_1(%)+x‘2un_g(i>+~--=O. (10)

Um den Richtungskoeffizienten « einer Asymptote zu finden, hat
man den Grenzwert von % fiir £ = oo und fiir den betreffendén Kurven-

zweig zu bestimmen; die Gleichung (10) verwandelt sich durch diesen
Grensziibergang in u, () = 0, (11)
im allgemeinen eine Gleichung n-ten Grades in bezug auf «, die in ihren
reellen Wurzeln die Richtungen aller Asymptoten gibt.

Ist « eine solche Wurzel, so hat man den Abschnitt der zugehdrigen
Asymptote auf der Ordinatenachse zu suchen, der sich als Grenzwert von

£
x
fithrt man dies in (10) ein, indem man gleichzeitig jedes Glied mittels
p

x

y — ax ergibt; setzt man y — az = B, so folgt daraus % =+ -, und

der Taylorschen Reihe nach Potenzen des Inkrements - entwickelt, so
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ergibt sich: w,(«) + 2~ {u, _, () + u, ()}
4t {u”_z(a) + u,_,(e)p +u,,"(tx)%} +...=0,

welcher Ansatz sich mit Riicksicht darauf, daB « eine Wurzel von (10)
bedeutet, vereinfacht zu:

(@) + 1, (@)f + 2 {1h,_o(@) +16, 1 ()8 + 4,(@) & | ++-=0,(12)

fiir limz = oo reduziert sich diese Gleichung auf

(13) #, () + u, (@) =0, woraus f=— “—"%"(17()@ (14)

Sollten u, ,(«) und u,’(«) zugleich Null sein?), so beginnt die linke
Seite in (12) erst mit dem Gliede in 2~'; nach Forthebung dieses Fak-
tors und Ausfiihrung des Grenziibergangs limx = oo liefert (12) zur Be-
stimmung von 8 die quadratische Gleichung :

Uy_g(8) + ¥,y () + u, (@) & = 0. (15)

Hat diese zwei reelle verschiedene Wurzeln, so besitzt die Kurve zwei
parallele Asymptoten vom Richtungskoeffizienten «; hat sie zwei gleiche
reelle Wurzeln, so fallen zwei Asymptoten in einer Geraden zusammen, usw.
Diese Untersuchung ist mit jeder reellen Wurzel von (11) auszu-
fithren.
Beispiele. 1. Bei dem Cartesischen Blatte (129, 3.)

2 —3azy +y*=0
ist w4, (*) =1 —i—( ), ¢2<J> ——3(1%; aus 1+ «® = O ergibt sich die

einzige reelle Wurzel @ = — 1, und zu dieser gehort

— 3aea

p=— (Tt )=~
somit ist 4+ y + a = 0 die Gleichung der einzigen Asymptote dieser
Kurve (vgl. Fig. 32, Seite 314).
2. Fir die Kurve 4. Ordnung:
P@—y)—y'@—yp+1=0
ergibt sich folgende Rechnung. Es ist

W)= (-2 w202, w0

1) u () = 0 besagt, daB « eine mehrfache Wurzel von u,(e) = 0 ist.
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(1 — &)? = 0 hat die zweifache Wurzel « = 1, und da fiir diese sowohl
u, () wie ug(e) verschwindet, so hat man zur Bestimmung von g die

Yo quadratische Gleichung:
28 +2p°=0,
, die die Losungen 8 =0 und f=—1 gibt.
X T X Die Kurve hat also die Asymptoten y = z und
y=2z—1
3. In Anwendung der verschiedenen hier
vl entwickelten Methoden bestimme man die
e 55 Asymptoten der folgenden Kurven:
Y
x -1 } “« = X -1} G\ X
vl V /q g
Fig. 56. Fig. 57.

a) y = z— (Fig. 55)
b) y = > (Fig. 56)

z?—1

¢) y = > (Fig. 57)

zf—1

d) 2’y + xy* = a®

e) 2! —zxy +ay*=0
f) zSyZ — a\z(x?. + y2)
g) 2y — e — )
b) zy(a® — y*) = a*.

144. Krumme Asymptoten. Der in 1838 aufgestellte Asymptoten-
begriff 1i8t eine Erweiterung zu, indem man ihn von der Geraden auf
eine Kurve tibertriigt, deren Ordinaten mit wachsendem x sich von den
Ordinaten der gegebenen Kurve um eine gegen Null konvergierende
GroBe unterscheiden.?)

.1) Diese Erweiterung des Asymptotenbegriffs stammt aus spiterer Zeit.
Speziell von asymptotischen Parabeln wird in einer aus dem Ende des 17. Jahr-
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LiBt sich das y einer Kurve als Funktion von # in der Form

Y=ayz" +a, 2" '+ Fa,+v (16)
darstellen, wobei v eine Funktion bedeutet, die bei limz = co gegen
Null konvergiert, so ist | Fig.ss. u

y=ayx"+ o' +---+a, a7 \ /
eine Asymptote n-ter Ordnung dieser Kurve.
Ein Beispiel hierzu gibt die Kurve 3. Ordnung T
_ 2tz . s
Yy=2_1 b
durch Ausfiihrung der Division ergibt sich: x N
1 +14
9 - 30
y=F+o+2+ ", ’
woraus zu entnehmen ist, daB die Kurve auBer der ge-
raden Asymptote z =1 die parabolische Asymptote y = z* b
+ -+ 2 mib dem Scheitel — ¢ | (118, 2.) besitzt. Zugleich zeigt das
Zusatzglied xi 7, daB bel x <1 die Kurve umfer, bei x> 1 diber der

Parabel liegt (Fig. 58).

145. Asymptoten im Polarsystem. Um fiir eine auf ein Polar-
koordinatensystem bezogene Kurve

r=1(g) (18)
die Asymptoten zu bestimmen, beachte man zuntichst, daB fiir einen un-
endlich fernen Punkt r unendlich wird; man hat also U B

jene Werte von ¢ zu bestimmen, fiir welche sich
Hm » = oo ergibt; die diesen Werten entsprechenden
Strahlen weisen nach den unendlich fernen Punkten hin.

Sei @ = « ein solcher Wert und O U (Fig. 59) der 54
zugehdrige Strahl; entspricht diesem eine Asymptote 4
AB, so handelt es sich noch um ihre Entfernung von
0U. Um sie zu bestimmen, fille man M P senkrecht zu O U; aus dem
rechtwinkligen Dreieck O M P folgt dann

MP = rsin(« — @),

i ‘ 5's

Fig. 59.

hunderts stammenden Schrift von C. F. M. Dechales gesprochen; die allgemeine
Fassung scheint zuerst J. Stirling (1717) aufgestellt zu haben (M. Cantor, Vor-
les. iber Gesch. d. Math., III, 1898, p. 17 u. 413).

Czuber, Vorlesungen I 4. Aufl. 23
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und konvergiert dieser Ausdruck fiir lim ¢ = ¢ gegen eine bestimmte
Grenze ¢, so stellt diese die Entfernung der Asymptote von OU dar, so

daB ¢ = limr sin(a — ). (19)
p=a
In dem Falle, wo OX selbst die Richtung nach dem unendlich fernen
Punkte bezeichnet, ist ¢=limr sing. (20)
¢=0

Aus dem Vorzeichen von ¢ schlieBt man, auf welcher Seite von OU
die Asymptote gelegen ist; ist beispielsweise lim7 = + oo und fillt ¢

positiv aus, so war und blieb schlieBlich « > ¢, die Asymptote liegt
rechts von O U wie in der Figur; bei negativem ¢ und unter sonst glei-
chen Umstinden wire sie links aufzutragen.

Beispiele. 1. Bei der hyperbolischen Spirale (136, 2.)

a
r = TPA (a, > 0)
i Figeo. wird lim#» = 4 oo fiir limg = 4 0; und da
T /’—————— lim# sing = a lim e _ g
g=0 9
] >

ist, so besitzt die Kurve eine zur Polarachse par-
allele Asymptote im Abstande a (Fig. 60).
2. Die Kurve, deren Gleichung lautet:
p— (_;“;‘Ei , (a>0)
hat einen unendlich fernen Punkt in der durch ¢ =1 (57°-29577..)

bestimmten Richtung; und da
sin(p — 1) _
—1

limrsin(l — @) =—alimg —a
@=1

ist, so hat sie eine links von dem Strahle OU im Abstande a gelegene
Asymptote. Um die Anordnung der unendlichen Zweige gegen die
Asymptote zu erkennen, setzen wir, unter d eine sehr kleine positive
GroBe uns vorstellend, einmal ¢ =1 — 0, ein zweites Mal ¢ =1 4 ¢
und finden im ersten Fa]le

r8in(l — @) = - D sing = — a(l ——5) —

sin d‘

also | rsin(l — ¢) | < a, weil 1 —0< 1 und < 1 ist; der betref-

fende Zweig OC (Fig. 61) liegt rechts von der Asymptote A4 B; im
zweiten Falle ist
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. 149) . in &
rsin(l — ) = ‘l(v%':—) sin(— 8) = —a(1l 4+ 9) 9%

=—a(1—}—6)(1——5a6—2+---)=—a(1+6——6—6i---),

also |7 sin(1 — @) | > a; der betreffende Zweig &6 /B
DE liegt demnach links von A B. / U

Fiir positive, 1 iibersteigende @ ist r > a
und konvergiert mit wachsendem ¢ gegen a
als Grenzwert; fiir negative ¢ ist r < a und
konvergiert mit wachsendem Betrage von ¢
ebenfalls gegen die Grenze a; infolgedessen
beschreibt der Zweig DE unzihlig viele dem Al
Kreise vom Halbmesser ¢ von auBen bestindig sich nihernde Windun-
gen, und der Zweig OF ebensolche Windungen von innen; der genannte
Kreis bildet also eine krummlinige Asymptote.

§ 3. Gestaltung einer Kurve in der Umgebung eines Punktes.

146. Konkavitit, Konvexitit und Wendepunkt (in recht-
winkligen Koordinaten). Eine Kurve M C (Fig. 62) sei, auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem bezogen, durch die Gleichung y = f(x) ge-

geben. Auf ihr werde ein Punkt M mit den Koordina- ¥ @

ten 2,/y, ins Auge gefaBt und in demselben die Tangente T

M, T, konstruiert, deren Richtungskoeffizient mit y," be- a0

zeichnet werden mége. Die zu einer Abszisse 7= OP ge-

horige Ordinate der Kurve heifie y, die zu derselben Ab- | ¢

szisse gehrige Ordinate der Tangente Y; die Differenz o Fig]‘zzp
d=y—Y 0}

ist eine Funktion von z, beziiglich deren vorliufig bemerkt werden kann,
daB sie fir x = #, verschwindet. Der Variablen z weisen wir zunichst
ein Intervall (z, — &, , + h) zu, innerhalb dessen 0 an keiner anderen
Stelle auBer », Null wird, so daB die Tangente auBer M, keinen anderen
Punkt mit der Kurve gemein hat.

Fiir Y ergibt sich aus der Tangentengleichung

Y—y,= y0’<5€ — &)

die Bestimmung Y=y, + 9@ —z)
23*
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und hiermit nimmt & den Ausdruck

0=y — 1 — %@ —2) an.
Der Differentialquotient von ¢ in bezug auf z, d. i.
F=9—%) @)

verschwindet gleichfalls an der Stelle x = z,; die hoheren Differential-
quotienten von d stimmen mit den entsprechenden Differentialquotienten
von y iiberein, indem 0" =y", 0" =y"”,....

Angenommen, 0” = y” besitze an der Stelle x = %, einen von Null
verschiedenen Wert y,”; ist dieser positiv, so sind die Kriterien fiir ein
Minimum von 0 an der Stelle # = z, erfiillt; da aber ¢ an dieser Stelle
den Wert Null hat, so 1aBt sich eine Umgebung von z, feststellen, inner-
halb welcher d, die Stelle z, selbst ausgenommen, bestéindig positiv ist.
Mit Riicksicht auf die Definition von o heiBt dies, es sei in dieser Um-
gebung y > Y, so daB die Punkte der Kurve diber der Tangente liegen,
d. h. auf derselben Seite der Tangente, auf welcher ein aus M, zur posi-
tiven Ordinatenachse parallel gezogener Halbstrahl M,(Y) verliuft. Man
sagt dann, die Kurve sei in der Umgebung des Punktes M, oder kurz
im Punkte M,, konkav nach oben (konvex nach unten).

Ist y,” negativ, so sind beziiglich 0 an der Stelle 2 = %, die Kriterien
des Maximums erfiillt; und weil 0 an dieser Stelle selbst Null ist, so ist
es in einer angebbaren Umgebung negativ, infolgedessen y < Y; die
Punkte der Kurve liegen dann in dieser Umgebung unfer der Tangente
oder auf entgegengesetzter Seite in bezug auf M/ (Y ); man sagt, die Kurve
sei in der Umgebung von 2, oder in M, selbst konkav nach unten (kon-
vex nach oben).

Nun aber sei y,” = 0, hingegen y,” von Null verschieden. Dann hat
0 an der Stelle z, keinen extremen Wert (116), und da es an dieser und
sonst an keiner andern Stelle der betreffenden Umgebung verschwindet,
so hat es zu beiden Seiten von ], entgegengesetzt bezeichnete Werte.
Demnach ist auf der einen Seite y > ¥, auf der anderen y < Y, die Kurve
also einerseits iiber, andererseits unter der Tangente. Einen solchen
Punkt, bei dessen Uberschreitung die Konkavitit von einer Seite zur
andern wechselt, nennt man einen Wende- oder Inflexionspunkt, die zu-
gehorige Tangente eine Wende- oder Inflexionstangente der Kurve. Eine
solche Tangente beriihrt und schneidet die Kurve zugleich. Geometrisch
ist sie dadurch gekennzeichnet, daB sie mit der Kurve in M, drei ver-
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einigt liegende Punkte gemein hat; der Sinn dieser Ausdrucksweise
griindet sich auf die Auffassung der Tangente als Grenze einer um M,

gedrehten Sekante M"M M’ (Fig. 63), weil bei der Y oom
. . . . . " Y‘ - o

Drehung, wenn sie in dem richtigen Sinne ausgefithrt |

wird, zwei zu beiden Seiten von M, liegende Punkte | M,

M, M" sich dem Punkte M, bestindig nihern und r

schlieBlich, wenn aus der Sekante die Tangente gewor- 5m——X

den ist, mit thm zusammenfallen (22, 2.). Fig. 63.

Die Beziehungen y,” =0, y,”" = 0 bedingen aber einen extremen
Wert von 0" =y — y,’, also auch von ¥/, weil y,” konstant ist; ist daher
¥ <0, so ist y,” ein Maximum, und ist y,” >0, so bedeutet y," ein
Minimum. Im Wendepunkte hat also der Richtungskoeffizient, somit
auch der Neigungswinkel der Tangente gegen die positive X-Achse, einen
extremen Wert.

Um alle Fille, die moglich sind, zu erschopfen, nehmen wir nun an,
daB an der Stelle z, alle Differentialquotienten von ¢ bis zum (p — 1)-
ten einschlieBlich verschwinden; von dem Vorzeichen des nichsten Diffe-
rentialquotienten, von y,®), héingt dann das Verhalten der Kurve in der
Umgebung von M, ab wie folgt (117):

Ist p gerad und ¥ >0, so ist 0 an der Stelle z = z, ein Minimum,
in einer angebbaren Umgebung von M, also y > Y, die Kurve konkav
nach oben.

Ist p gerad und y® < 0, so ist 0 an der Stelle z = z, ein Maxi-
mum, in einer angebbaren Umgebung von M, also y < Y, die Kurve
konkav nach unten.

Ist p ungerad, so hat 0 an der Stelle 2, keinen extremen Wert und
der Punkt M, ist ein Wendepunkt.

In diesen Sétzen sind die oben entwickelten Spezialfille p = 2 und
p = 3 mit inbegriffen.

Soll also eine Kurve y = f(«) auf etwa vorhandene Wendepunkte
gepriift werden, so bilde man den zweiten Differentialquotienten f”(x)
und lése die Gleichung f(z)y=0
auf; sind Wendepunkte vorhanden, so befinden sich ihre Abszissen unter
den Wurzeln dieser Gleichung; die weitere Kntscheidung hat auf Grund
der obigen Sitze zu erfolgen.

Weil ein Wendepunkt dadurch gekennzeichnet ist, daB fiir ihn ¢’
einen extremen Wert annimmt, so sind auch solche Stellen z in die Be-
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trachtung einzubeziehen, an welchen y” unendlich wird; &ndert 4" bei

Uberschreitung einer solchen Stelle sein Vorzeichen, so ist hier 4 ein

Extrem und die Kurve hat daselbst einen Wendepunkt (119, 2.).
Wenn die Kurve durch eine Gleichung der Form

f(z,9) =0 ()

gegeben ist, so hat man mittels der Gleichungen (57):
f.+1y =0 ®)
fz+ 269+ +1,y"=0 )

y” zu bestimmen und erhilt dafiir den Ausdruck

o f':s"fy2 —2f7:yfa;fy+fy2fx2 .
Yy = fy3 b]

die Koordinaten etwa vorhandener Wendepunkte sind dann unter den
Wourzeln des Gleichungenpaares

@ y) =0, fof}—2f f.f,+ ;=0 zu suchen.

Man kann indessen auch so schliefen: Driickt man in (y) die Wende-
punktsbedingung aus, so reduziert sich diese Gleichung auf

fo+20,y +1py*=0 %)

und die drei Gleichungen («), (8) und (*) bestimmen nun sowohl die

Koordinaten der Wendepunkte als auch die Richtungskoeffizienten der

Wendetangenten.
Bei parametrischer Darstellung beachte man, daB nach 43, (6)

dx®
ist; die zu den Wendepunkten gehdrigen Parameterwerte ergeben sich
also aus der Gleichung: dxzd?y — dyd*xz = 0.
Beispiele. 1. Die durch die Gleichung
y = sing
dargestellte transzendente Kurve heiBt die Sénuslinie. Vermoge der Perio-
dizitét des Sinus gentigt es, ihren Verlauf in dem Intervalle (0, 2x) fest-
zustellen. Aus dem Vorzeichen von
Yy = —sinz,
das negativ ist in (0, =), positiv in (=, 27), folgt, daB im ersten Abschnitte
die Kutve konkav nach unten, im zweiten Abschnitte konkav nach oben
ist; an den Stellen 0, w, 2z findet ein Wechsel im Vorzeichen von y’
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statt, die betreffenden Punkte 0/0, =/0, 2x/0 sind Wendepunkte und die
Richtungskoeffizienten der Tangente dortselbst sind 1, — 1, 1 (Fig. 64).
Alle Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse Y
sind also Wendepunkte. e
2. Um die Wendepunkte der kubischen 0
Kurve y(a® + a®) = a®(a — z) (€ J SO— N
zu finden, wird man zweckmiBig das oben er-
lauterte Verfahren anwenden. Zweimalige Differentiation ergibt:
Y@+ a) + 22y = — o, ®)
y'(@* + a®) + 42y’ + 2y = 0. )
Da fiir einen Wendepunkt 3” = O ist, so hat man zur Bestimmung seiner
Koordinaten und des Richtungskoeffizienten seiner Tangente die Glei-
chungen (&), (8) und die folgende:
4zy + 2y = 0. *)
Elimination von y’ zwischen (8) und (p*) liefert:
y(32® — a?) + 2a%z = 0;
addiert man hierzu die mit — 3 multiplizierte Gleichung («), so entsteht
x + 4y = 3a. (9)
Die Wendepunkte der Kurve () liegen also auf einer Geraden (allge-
meine Eigenschaft kubischer Kurven).
Eliminiert man y mittels (0) aus («), so ergibt sich zur Bestimmung
von z die Gleichung: 2°— 3ax? — 3a*z + a®= 0,
an der man alsbald erkennt, daB sie durch 2 = — a befriedigt wird; die
beiden andern Wurzeln berechnen sich aus einer quadratischen Gleichung
und sind z=a (2 +3), z=a(2 — V/3); die zugehdrigen y ergeben sich
aus (0):y = aq, % (1 —V3); % (1 4+7/3); (#*) endlich fiihrt zu den Rich-
tungskoeffizienten der Wendetangenten: y = }2— , 3 V38_ 5 y — 3 V§8+ 2.
Damit ist fiir das richtige Zeichnen der Kurve das Gerippe der Wende-
punkte und Wendetangenten bestimmt.
3. Fiir die transzendente Kurve

z\?
a)

y=be ’
deren Ordinaten, bei positivem b durchweg positiv, mit wachsendem Be-
trage von z gegen Null konvergieren, ist
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2bx ~ (72)_

,=—*~e
y o
x

P el C T

y” indert sein Vorzeichen bei Uberschreitung der Stellen # — F %, in-

dem es duyrch Null geht; daselbst ist y = l—/% , Y=+ %V%; die so0 be-

stimmten Punkte sind Wendepunkte der Kurve
(Fig. 65). Die Richtung der Wendetangenten ist
g N also durch die aus O nach den Wendepunkten
X o X gezogenen Strahlen bestimmt.
¥ig. 65- 4. Die Lemniskate
(x! + y2)2 — a? (xﬂ — y2) — 0
hat nach 129, 4. die parametrische Darstellung:

. Vi—u?
T=Lta s
w1 —u
y==+a J(Tq;r ,
. . , 1—3u?
daraus ist weiter e
gefunden worden; differentiiert man nochmals in bezug auf u, so ergibt
sich wdx  Bul41)?

du — ub(u®—3)*

und daraus Y =+ f’(l;i%;);z}?';"f’

zu je zwel Punkten, welche der Gleichung y = uz entsprechen, also in
einer durch O gehenden Geraden liegen, gehdren demnach entgegen-
gesetzt bezeichnete Werte von 4”, und da fiir = 4- 1 ¢ verschwindet,
so sind die beiden Punkte der Kurve, welche in O (Fig. 39, S. 328) ver-
einigt liegen, Wendepunkte; einen Kurvenpunkt von dieser Beschaffen-
heit nennt man einen Inflexionsknoten.

5. Bei den Zykloiden # =au —bsinu

y=a —bcosu

ergibt sich durch Ausfihrung des Ansatzes dz @’y —dy d’z =0 die
Gleichung a cosy — b =20,
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aus der cosu = % folgt und nur dann eine reelle Bestimmung fiir  gibt,

wenn b < a ist, also nur bei der verlingerten Zykloide. Ihre Wendepunkte

2__ pe
liegen in der leicht zu konstruierenden Geraden y = Lty

a
6. Fiir die durch die Gleichung

)

dargestellte Kurve verschwindet
12D x\2
e (1 ‘“>

a

fiir 2 = a; indessen ist der Punkt a/0 trotzdem kein Wendepunkt, weil

dort auch y” verschwindet, wihrend /" einen von Null verschiedenen
Wert hat.

7. Bei der Kurve (y — c2)® = b (1 — £’ oder

y=cz—i—b(1 a) ist
—4
v 10b ( ’c) 3__‘ 10b
_9? —‘; —“—'——3'-?:.
9a? |/1—-Z%
a

Dieser Ausdruck wird an der Stelle £ = a, zu der die endliche Ordinate
ca gehort, unendlich und wechselt bei ihrer Uberschreitung sein Vor-
zeichen; mithin liegt hier ein Wendepunkt vor mit einer zur y-Achse
parallelen Tangente.

8. Man weise nach, daB die kubischen Kurven a), ¢) des Beispiels
143, 3. und ebenso die Kurve in 144 nur je einen reellen Wendepunkt,
und zwar im Ursprung besitzen.

9. Man bestimme die Wendepunkte folgender Kurven:

a:s
a) y= @ ot
x
b) zTY = a®l o
o) z=(y"
147, Konkavitit, Konvexitit und Wendepunkte bei An-

wendung von Polarkoordinaten. Auf einer Kurve MC (Fig. 66),
die auf ein Polarkoordinatensystem bezogen ist, werde ein Punkt M, mit
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den Koordinaten 7,/g, angenommen und in demselben an die Kurve die
Tangente M, T, konstruiert; sie moge mit der Verlingerung M, L, des
Leitstrahls den Winkel 6, einschlieBen; o, sei der Winkel, welchen das
7 Lot OP = p vom Pol zur Tangente mit der Polarachse
0 bestimmt. Zu einer beliebigen Amplitude ¢ gehore auf
; o der Kurve der Radiusvektor 7, auf der Tangente M, T,
der Radiusvektor R; dadurch sind zwei Punkte, I/ und
@, mit den Koordinaten r/p, R/¢ festgelegt. Wir be-
fassen uns nun mit der Differenz » — B oder was hier
x zweckmifiger erscheint, mit der Differenz

Fig. 66. 0= —:— — 1% , 3)
welche als Funktion von ¢ die Eigenschaft hat, an der Stelle ¢ = ¢, zu
verschwinden. Die Variable ¢ beschriinken wir vorldufig auf ein so enges
Intervall (p — h, ¢ + k), daB 0 innerhalb desselben an keiner anderen
Stelle verschwindet.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck O P, folgt:

P =7y cos(p, — o) 4
und mit Hilfe dieses Wertes weiter aus dem Dreieck OPQ:

Y 4
BE= cos (¢ — o)’ (5)
so daf weiter o=1_ ,‘fgﬂ‘?l:_“‘tﬁ;
r »

daraus ergibt sich durch Differentiation in bezug auf ¢
(— T sinle—a)
und auch dieser Differentialquotient verschwindet fiir ¢ = ¢,; denn sein
erster Teil nimmt den Wert — :i, = — ;710—0« (135, (35)) an, und der
0 0 "2
zweite Teil erlangt wegen (4) auch den Wert

sin{p, — e,) _ g (P — &) _ cotg 6, _ 1
p Ty 7o 7, tg6,"

Wenn daher der zweite Differentialquotient

2y —ore'? + cos{p — )

0= .
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einen von Null verschiedenen Wert besitzt, so hat ¢ an der Stelle ¢ = ¢,
einen extremen Wert; es ist aber

cos(p —e) 1
P r’
, i 20—y
daher é\, == +—r3——'——.

Ist also 7, > 0 und 7y + 2¢)* — 7,1, >0,
so ist 8 an der Stelle ¢ = ¢, ein Minimum, und weil es dort den Wert
Null hat, so 1&Bt sich eine Umgebung von ¢, feststellen, innerhalb deren
6\>O,alsof:~>%oder r< R,
so daB die Punkte M der Kurve dem Pole niherliegen als die korrespon-
dierenden Punkte @ der Tangente; man bezeichnet dann die Kurve im
Punkte M, als konkav gegen den Pol.

Ist hingegen r, > 0 und

1yl 4 27y — ryry" < 0,

so ist 0 ein Maximum fiir ¢ = ¢,, und weil es hier den Wert Null hat,
80 ist es in einer entsprechend festgestellten Umgebung negativ, daher

1 1
T < ‘R Oder r > R?
so daB die Kurve in dieser Umgebung vom Pole weiter entfernt ist als

ihre Tangente; man bezeichnet sie dann in M, als konvex gegen den Pol.
Es bleibt noch der Fall

1 4 27y —rgry =0
iibrig; tritt dieser ein und wechselt 7% + 292 — 7o bei dem Durchgange

durch ¢, sein Vorzeichen, so ist der Punkt M, ein Wendepunkt. Zur Be-
stimmung der Wendepunkte einer Kurve hat man also vor allem die

Gleichung P4+ 2/ — " =0 (6)
in bezug auf ¢ aufaulésen und dann das Vorzeichen der linken Seite in
der Umgebung der Wurzeln zu priifen,

Beispiele. 1. Die hyperbolische Spirale

[/

roe=—

@
gibt fiir 72 4+ 2¢2 — 9" den Wert :—:, der bestindig positiv ist; die Kurve

ist in threm ganzen Verlaufe konkav gegen den Pol.
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2. Bei der in 145, 2. betrachteten Kurve
ag
¢ —1

. $ | 9.2 n_  9(g—1)(9°—9*—2)
ist 2+ 27 —rr"=aq o — 1 .
Das Vorzeichen dieses Ausdruckes hingt lediglich vom Ziihler ab, und
dieser ist positiv fiir alle negativen Werte von ¢, daher der Kurventeil
OF (Fig. 61) gegen den Pol bestindig konkav: Im Gebiet der positiven
Werte wechselt der Zahler sein Vorzeichen an der Stelle ¢ — 1 (Durch-
gang durch den unendlich fernen Punkt) und ferner an der einzigen
reellen Stelle @, = 1,695 ... (97%11),
an welcher ¢® — @? — 2 verschwindet; und zwar ist er in dem Intervalle
(0, 1 —0) positiv, der zugehorige Kurventeil OC gegen den Pol konkav;
in dem Intervalle (140, ¢,) negativ, der zugehorige Kurventeil DJ
gegen den Pol konvex; von ¢, an bleibt der Zihler positiv, der Kurven-
teil JE gegen den Pol konkav. J selbst ist also ein Wendepunkt der
Kurve.

3. Es ist festzustellen, unter welcher Voraussetzung die parabolische
Spirale (vgl. 134, 1.) r=ag" Wendepunkte besitzt.

In diesem Falle ist

r? 4 2072 — rr” = a?@*" ¥ @? + n® + n);

dies erfahrt zunichst einen Zeichenwechsel bei dem Durchgange durch
Null, wenn 2n — 2 eine ungerade ganze Zahl oder einen Bruch mit un-
geradem Zihler und Nenner bedeutet; in beiden Fillen ist aber 2 ein
Bruch mit geradem Nenner und ungeradem Zihler, » daher nur fiir posi-
tive Werte von g reell. Der Pol ist also in keinem Falle ein Wendepunkt.

Bleibt nur die Moglichkeit eines Zeichenwechsels in ¢* + #n* + n
iibrig, und ein solcher tritt nur ein, wenn »n uvegativ und dem Betrag