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Vorrede.

Bei dem Ubergange von den Vorstellungen in der Ebene
auf solche im Raume ist es rationeller, erst zwei Ebenen —
und zwar auch diese erst nach einander und dann gleich-
zeitig — ferner mehrere Ebenen nach einander und dann erst
gleichzeitig der Betrachtung zu unterziehen, statt, wie es meist
zu geschehen pflegt (z. B. bet dem Satze vom Lot auf einer
Ebene), gleich anfangs mehrere Ebenen in einer Vorstellung
zu vereinigen. Diesem plotzlich gesteigerten Anspruch pflegt
in der Regel auch das Vorstellungsvermégen der Schiiler nicht
sofort gewachsen zu sein, so dass riiumliche Anschauungen
hiaufig Schwierigkeiten finden, welche in der Natur der Sache
gar nicht begriindet sind.

In vorliegendem Leitfaden habe ich einen solchen all-
miihlichen Ubergang dadurch zu erzielen versucht, dass ich
von vornherein den Projektionsbegriff nicht nur eingefiihrt,
sondern auch mit ithm gearbeitet habe. Ausserdem aber glaube
ich damit noch zwel andere Vorteile erreicht zu haben, von
denen ich hoffe, dass sie auch von anderer Seite als solche
anerkannt werden moégen. Erstens gestattet das Vertrautsein
des Schiilers mit den Vorstellungen: Grundebene, proji-
zierende Ebene u. dgl. hiiufig eine so abgekiirzte Darstellung,
wie sie anderweitig nicht zu ermdglichen wiire. Es erklart
sich hieraus auch der Umstand, dass verhiltnissmissig wenig
Figuren zur Erliuterung erforderlich waren. Von der An-
sicht ndamlich ausgehend, dass man einfache Figuren in einer
Ebene, deren Stellung zur Grundebene genau prizisiert ist,
dem Vorstellungsvermdgen des Schiilers iiberlassen muss, wenn
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man ihm nicht Eselsbriicken bauen will, habe ich Figuren erst
gegeben, wenn mehrere Ebenen in Beziehung zu einander ge-
bracht wurden oder ebene Figuren nicht mehr einfach genug
erschienen, um ohne dussere Mittel schnell und leicht in der
Vorstellung erzeugt werden zu kénnen. Einen zweiten Vorzug
finde ich darin, dass bei Benutzung dieses Leitfadens der
Unterricht in der Stereometrie mit dem in der Projektions-
lehre und dem Projektionszeichnen in stete Beziehung gebracht
werden kann. Wie belebend nun beide Unterrichtsgegenstinde
auf einander einzuwirken im stande sind, wird nur derjenige
voll ermessen, welcher dieselben gleichzeitig in derselben
Klasse unterrichtet hat. Gewdhnlich aber liegen beide Unter-
richtsgegenstinde in verschiedenen Hénden und werden von
so verschiedenen Gesichtspunkten aus gehandhabt, dass, wenn
sie nicht sogar einander stdren, mindestens doch ihre gegen-
seitige Befruchtung vollstindig verloren geht. Um einem
solchen Verluste vorzubeugen, ist es nun nicht notwendig ge-
wesen, das Projektionszeichnen als wesentlichen Bestandteil
dieses Lehrganges aufzufassen; im Gegenteil ist auf dasselbe
nirgends niher eingegangen, sondern nur mehrfach Gelegenheit
gegeben, es zur Erginzung heranzuziehen. Ibensowenig man
also in diesem Leitfaden ein Lehrbuch der Projektionslehre
erwarten moge, ebensowenig befiirchte man, dass es nur in
Verbindung mit dem Reissbrett zu gebrauchen wire.

Hiervon abgesehen bin ich der iblichen Anordnung und
Behandlung des Stoffes bis auf unwesentliche Aenderungen,
die ich fiir kleine Verbesserungen halte, gefolgt. Im § 16
sind die wichtigsten von den bei Betrachtung der Korper er-
forderlichen Definitionen zusammengestellt. Doch folgt hieraus
nicht, dass derselbe nun auch fir sich vor den anderen durch-
gearbeitet werden soll; er kann vielmehr, ebenso wie die
§§ 17—19 iiber die Vergleichung der Kérper, mit den §§ 20
und 21 tber deren Inhaltsermittelung gemeinsam durchge-
nommen werden. Die Betrachtung der regelmissigen Kéorper
habe ich in den Anhang verlegt, damit dieselben nach Be-
lieben des Lehrers an passender Stelle eingeschoben werden
kénnen.
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Die Inhaltsermittlung der Korper habe ich der Kiirze
wegen auf den Cavalerischen Satz gestiitzt und hoffe, dass
der beigebrachte Beweis als ausreichend erachtet werden mége.
Fir diejenigen, denen er nicht geniigen sollte, habe ich das
Pyramidenproblem in Anhang I in anderer, wie ich glaube
neuer Fassung und Losung, dargestellt und diese Darstellung
so eingerichtet, dass sie ohne Schwierigkeit an die Stelle des
§ 17 treten kann. Zu dem Beweis des Cavalerischen
Satzes habe ich mich eines planimetrischen bedient, dessen
Ableitung sich nicht in den Lehrbiichern findet und deshalb
ebenfalls im Anhang*) gegeben werden musste. Ich mochte
ihn nicht, wie wohl méglich, unterdriicken, weil ich die Me-
thode, eine Schlussfolge in ihrer Allgemeingiiltigkeit, durch
Zeichnung zum Ausdruck zu bringen, fiir ganz besonders
bildend halte. Das Kiirzeste bleibt freilich immer, den Ca-
valerischen Satz als Grundsatz zu behandeln und sich mit
der Uberzeugung von seiner Richtigkeit zu begniigen.

Abweichend von dem Ublichen bin ich sofort vom voll-
staindigen Prisma auf das schiefabgeschnittene dreiseitige und
das Prismatoid tibergegangen und habe nur in Riicksicht auf
das Hergebrachte die drei Folgerungen in betreff der Pyra-
mide dem § 17 angefiigt. Im wesentlichen ist der Lehrgang
folgender: das dreiseitige Prisma mit dem Inhalt G4 wird

geteilt in die Pyramide - G und den Keil - Gh; wird nun

ein Prismatoid auf seine Grundfliche projiziert, so teilen die
projizierenden Ebenen dasselbe 1) in ein Prisma, 2) in so
viel Pyramiden, wie Grundkanten, und 3) in so viel Keile,
wie Deckkanten vorhanden sind.

Ferner ist die Halbkugel, Fig. 18, gleich einem solchen
Keil, und ebenso das Klostergewdlbe.

Die Kugel und ihre Teile habe ich im § 26 fiir sich be-
handelt und nicht zusammen mit den anderen Korpern,
§§ 27—29, deren Parallelschnitte inhaltlich durch eine Funk-

*) In anderer Weise: Crelle J. 1833. Vergl. Baltzer, Elemente der
Mathematik. Viertes Buch, § 9.
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tion zweiten Grades ihrer Schnitth6he bestimmt werden, teils
um sie gewissermassen als Voriibung fir diese §§ zu benutzen,
teils um sie von diesen unabhingig durchnehmen zu konnen.
Will man letztere aber ganz ausscheiden, so kann man noch
das Klostergewdlbe iiber einem Rechteck und somit auch das
Kreuzgewotlbe nach § 26, Fig. 18 vorweg nehmen. Ueber-
haupt beachte man, dass alle bis hierher mit einem T ver-
sehenen Paragraphen oder durch kleineren Druck ausgezeich-
neten Stellen unbeschadet des Verstidndnisses bei einer ersten
Durcharbeitung des Stoffes iibergangen werden konnen.

Die von mir § 18 gegebene Formel fiir den Inhalt des
Prismatoids halte ich fiir einfacher, sowohl in der Ableitung
wie im Gebrauch, als die bisher iibliche, vergl. § 19. Es ist
namlich fir die Formel in § 18 die Figur D —+ O zu be-
rechnen, d. h. eine Figur, die aus jeder Projektion des Prisma-
toids auf seine Grundfliche durch Weglassung der Grund-
kanten entsteht, und deren Eck-Koordinaten durch die Projek-
tion gegeben sind, wihrend dieselben fir H, in § 19, erst aus
jenen berechnet werden miissen, und H selbst erst konstruiert
werden muss. — ITiir die bekannten aber seltener gebrauchten
Formeln 4d und ¢ in § 20 habe ich in § 24 Verwendungen
angegeben, von denen ich auf die Vereinfachung der Simp-
sonschen Regel aufmerksam mache. Besonders einfach ge-
staltet sich die Formel § 23 teils fiir Aufmessungen, teils fiir
die Bestimmung des Schwerpunktes eines Prismatoids.

Der Behandlung des Schwerpunktes habe ich in § 30 u. ff.
ausgiebigen Raum gewihrt, weniger in der Ansicht, dass sie
dem Schiller notwendigerweise in dieser Ausfiihrlichkeit ge-
geben werden miisste, als, weil iiberhaupt eine elementare
Darstellung dieses Abschnittes der Stereometrie zu fehlen
scheint, ein Behelf mit den ungenauen Definitionen der Ex-
perimental-Physik aber unstatthaft ist. Die I'ormel fir die
Schwerpunktsbestimmung eines beliebigen Polyeders (§ 31, 12)
ist unschwer zu verstehen, auch die anderen Schwerpunkis-
bestimmungen, die Guldinsche Regel, die Complanation
von Cylinderhufen und von Oberflichen zweiten Grades wer-
den vorgeschrittenen Schillern stets willkommene Beispiele
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fiir die Repetition sein, wenn sie teilweis auch iiber das Pen-
sum eines Realgymnasiums oder einer technischen Fachschule
hinaus gehen, Die Leibung des Kloster- und des Kreuzge-
wolbes ohne Schwerpunktsbetrachtung zu ermitteln, wird die
Andeutung in der Anmerkung S. 80 ausreichen.

Indem ich nun vorliegenden Leitfaden, fir dessen zweck-
entsprechende Ausstattung der Herr Verleger gesorgt hat,
einer wohlwollenden Beachtung der geehrten Fachkollegen
unterbreite, kann ich die Bitte nicht unterdricken, Abwei-
chungen von dem Gewohnten, welche mit der befolgten Me-
thode zusammenhingen, von denen zu unterscheiden, welche
ich aus anderen Griinden vorgeschlagen habe; vielleicht er-
werben sich die cinen oder die anderen Freunde, wenn sie
in ihrer Gesamtheit die gehoffte Zustimmung nicht finden
sollten.

Eine besondere Aufgabensammlung habe ich nicht ange-
fiigt, teils weil deren genug vorhanden sind, teils weil in den
einzelnen Paragraphen vielfach Veranlassung genommen ist,
auf Aufgaben und Bildung von solchen hinzuweisen, soweit
sich dieselben unmittelbar aus dem Vorgetragenen ergeben.

Meinen verehrten Herren Kollegen, dem Herrn Professor
Thurein, Dr. Levy und Dr. Liipke spreche ich an dieser
Stelle meinen aufrichtigen Dank aus fir die schiitzenswerte
Hilfe, welche ste mir mit Rat und That haben angedeihen
lassen.

Berlin, im Dezember 1884.

Dr. Carl Gusserow.
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l. Einleitung.
§ 1.

Grundsatz 1. Hat eine Gerade zwei Punkte mit einer
Tbene gemeinsam, so liegt sie ganz in derselben, d. h. jeder
Punkt der Geraden ist auch ein Punkt der Ebene.

Folgerung. Haben zwei Ebenen zwel Punkte gemeinsam,
so haben sie auch die durch diese zwei Punkte bestimmte
Gerade gemeinsam.

Erklirung. Eine Gerade, welche in zwei Ebenen, die
nicht zusammenfallen, liegt, heisst Durchschnitt der beiden
Ebenen.

Grundsatz 2. Iaben zwei Eb.sen einen Punkt gemein-
sam, so schneiden sie sich in einer Geraden, welche durch
diesen Punkt geht, oder fallen zusammen.

Forderung. Eine Ebene so zu legen, dass sie drei ge-
gebene Punkte enthiilt, auch wenn diese nicht in einer Geraden
liegen.

§ 2.

Lehrsatz. Haben zwei Ebenen drei Punkte, welche nicht
in einer Geraden liegen, gemeinsam, so fallen sie zu-
sammen; d. h. jeder Punkt der einen ist auch ein Punkt
der anderen.

Beweis. Durch die drei Punkte, welche den beiden
Ebenen gemeinsam sind, werden drei Geraden bestimmt,
welche ganz in jeder der beiden Ebenen liegen (§ 1, Grds. 1)
Durch einen beliebigen Punkt der einen Ebene leO*e man in
dieser eine Gerade so, dass sie zwei von den gemeinsamen
Geraden In je einem Punkte schneidet, was stets moglich ist.
Diese beiden Punkte liegen aber als Punkte der gemeinsamen
Geraden in beiden Ebenen, also auch (§ 1, Grds. 1) die ge-
zogenen Geraden, mithin auch der beliebig angenommene
Punkt.

Folgerung 1. Durch drei Punkte, welche nicht in einer

Gusserow, Stereometric. 1



2 II. Die Stellung der Geraden zur Ebene.

Geraden liegen, also auch durch eine Gerade und einen Punkt
ausserhalb derselben, ist eine Ebene vollstindig bestimmt.

Folgerung 2. Durch eine Gerade sind beliebig viele
Ebenen moglich. § 1 Forderung. Vergl. § 3, Erkl. 1. Anm.

Folgerung 8. Zwei Geraden, welche sich schneiden, liegen
stets in einer Ebene und bestimmen diese vollstindig.

Folgerung 4. Durch zwei parallele Geraden ist eine Ebene
vollstindig bestimmt.

Denn: Zwei Parallelen liegen stets in einer Ebene.

Zusatz 1. Zwei Geraden, welche nicht parallel sind und
sich nicht schneiden, kénnen nicht in derselben Ebene liegen.

Beweis indirekt.

Erklirung 1. Zwei Geraden, welche nicht parallel sind
und sich nicht schneiden, heissen sich kreuzende Geraden
oder Paralleloiden.

Zusatz 2. Zwei Ebenen fallen entweder zusammen, oder
sie schneiden sich in einer Geraden, oder sie haben keinen Punkt
gemeinsam.

Hitten die beiden Ebenen nur einen gemeinsamen Punkt,
so konnte man durch diesen in jeder eine Gerade ziehen.
Diese beiden Geraden hétten dann einen Punkt gemeinsam
ohne sich zu schneiden.

Erklirung 2. Zwei Ebenen, welche keinen Punktgemeinsam
haben, heissen parallele Ebenen.

Il. Die Stellung der Geraden zur Ebene.

§ 3.

Erklirnng 1. Von einer Geraden, welche mit einer Ebene
nur einen Punkt gemeinsam hat, sagt man: sie schneidet
die Ebene.

Anmerkung. Eine Ebene, welche eine Gerade enthiilt,
heisst durch dic Gerade geleut eine Ebene, welche eine
Gerade schneidet, heisst durch einen Punkt dieser Geraden
gelegt.

Erklirung 2. Einen Punkt auf eine Ebene in gegebener
Richtung projizieren, heisst: von diesem Punkt auf die Ebene
eine sie schneidende Gerade parallel der gegebenen Richtung
ziehen. Die Ebene heisst: Projektionsebene oder Grund-
ebene die Gerade von dem Punkte bis zum Durchschnitts-
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punkt in der Grundebene Projizierende; der Durchschnitts-
punkt selbst Projektion*) des gegebenen Punktes.

Erklirung 3. Werden zwei Punkte einer gegebenen Geraden
in gleicher Richtung auf dieselbe Grundebene projiziert, so
heisst die durch beide Projektionen bestimmte Gerade: die
(Parallel-) Projektion der gegebenen Geraden. — Projektion
einer Strecke.

Anmerkung. 1. Jede Gerade kann in jeder Richtung auf
eine Ebene projiziert werden.

2. Ein Punkt der Grundebene fillt fir jede Projektions-
richtung mit seiner Projektion zusammen.

3. Alle Projektionen einer Geraden, welche die Grund-
ebene schneidet, schneiden sich und die Gerade in dem
Durchschnittspunkt derselben mit der Grundebene.

4. Wird eine Gerade in ihrer eigenen Richtung auf eine
sie schneidende Grundebene projiziert, so ist ihre Projektion
ein Punkt.

Lehrsatz 1. Werden mehrere Punkte einer Geraden auf
eine Ebene parallel projiziert, so liegen die Projizierenden, die
Gerade und ihre Projektion in einer Ebene, projizierende
Ebene genannt.

Beweis. Zwei beliebige von den Projizierenden be-
stimmen eine Ebene (§ 2, Folg. 4), in welcher auch die
Projizierte liegt (§ 1, Grunds. 1). Eine Ebene also durch eine
beliebige Dritte von den Projizierenden und eine der beiden
anderen hat diese und die projizierte Gerade mit der ersten
Ebene gemeinsam, fillt daher mit ihr zusammen. § 2,
Lehrs. Mithin hat eine Gerade bei gegebener Grundebene
und Projektionsrichtung nur eine Projektion, welche der
Durchschnitt der projizierenden Ebene mit der Grundebene ist.

Anmerkung. Zwei Geraden, welche in einer Ebene liegen,
(also auch zwei Parallelen), konnen stets als Projektionen von
einander aufgefasst werden.

Erklirung 4. Werden die Seiten einer Figur in gleicher
Richtung auf dieselbe Grundebene projiziert, so bilden ihre
Projektionen die Projektion der Figur.

Erklirung 5. Werden die Schenkel eines Winkels in
gleicher Richtung auf dieselbe Grundebene projiziert, so bilden
thre Projektionen die Projektion des Winkels.

Lehrsatz 2, Ist eine Strecke ihrer Projektion parallel, so
ist sie ihr auch gleich; ebenso sind die Projizierenden einander

*) Werden Punkte mit 4, B, u.s. w. bezecichnet, so sollen mit 4,
B, u.s. w. oder Ay, By u.s. w. stets ihre Projektionen bezeichnet werden.

1*
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gleich. Sind die Projizierenden einander gleich, so ist die
Strecke ihrer Projektion parallel und gleich.

Folgerung. Sind zwel sich schneidende Geraden ihren
Projektionen auf dieselbe Grundebene parallel, so sind sémmt-
liche (parallele) Projizierende beider Geraden einander gleich.

Nimlich gleich der Projizierenden des Durchschnittspunktes.

Lehrsatz 3. Ein Dreieck ist seiner Projektion kongruent,
wenn zwel Seiten ihren Projektionen parallel sind.

Beweis. Die beiden Seiten, welche ihren Projektionen
parallel sind, sind ihnen auch gleich; die dritte Seite ist gleich
ihrer Projektion, weil die Projizierenden ihrer Endpunkte ein-
ander gleich sind.

Folgerung. Iin Winkel ist gleich seiner Projektion, wenn
die Schenkel ihren Projektionen parallel sind.

Erklirung 6. Um die Neigung zweier Paralleloiden zu be-
stimmen, ziehe man von einem beliebigen Punkte zu jeder
von ihnen eine Parallele. Der Winkel dieser Parallelen misst
die Neigung der beiden Paralleloiden.

§ 4.

Erklirang 1. Eine Gerade, welche mit allen ihren Pro-
jektionen auf eine Ebene rechte Winkel bildet, heisst: Per-
pendikel, Normale, Senkrechte, Lot auf dieser Ebene.
Bildet sie mit ihren Projektionen verschiedene Winkel, so ist
sie zur Grundebene geneigt.

Erklirung 2. Ist von einem Punkte auf eine (Grund-)
Ebene ein Lot gefillt, so heisst dessen Fusspunkt Normal-
projektion des ersten Punktes.

Normalprojektion einer Geraden auf eine Ebene heisst
die Gerade, welche durch die Normalprojektionen zweier ihrer
Punkte bestimmt ist. Es gilt auch § 3, Erkl. 3 Anm. 2.

Normalprojektion eines Winkels heisst der Winkel, welcher
von den Normalprojektionen seiner Schenkel gebildet wird.

§ 5.

Lehrsatz 1. Von einem Punkte ist nur ein Lot auf eine
Ebene zu fallen moglich. Oder: Ein Punkt hat in jeder
Ebene nur eine Normalprojektion.

Beweis. Iitte er zwei, so wiirde die durch diese be-
stimmte Gerade eine und die Normalen die beiden anderen
Seiten cines Dreiecks mit zwel rechten Winkeln sein.

Lohrsatz 2. Ist die Normalprojektion eines Winkels, von
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welchem ein Schenkel in der Grundebene liegt, ein rechter,
so ist er selbst ein rechter.

Voraussetzung. Fig. 1. £ 4. FB = R; AA, senkrecht
auf Ebene A4,FB.

Behauptung. £ 4AFB = R.

Beweis 1. A,B*= FB*+ A, F?|

A, A= FA — 4 F" |
AR = FA*+ FB’, d.h. £ AFB=R
Beweis 2. Ist FB =
A4, so ist A FAA 22 AFB,
also AF = A,B, mithin A AFB
2 B4, A u.s. w.
Beweis 3. Man verlingere
BF Fig. 1 iber F' hinaus um
sich selbst bis C und verbinde
C mit 4 und 4;, dann ist 4,C
= A,B, und A AC4, 22 ABA,,
also AC = AB und A AFC22
AFB.
Zusatz 1. Ist die Normal-
projektion eines Winkels, von
welchem ein Schenkel in der Grundebene liegt, 1) ein spitzer
2) ein stumpfer, so ist der Winkel selbst 1) ein spitzer und
grosser 2) ein stumpfer und kleiner als seine Normalprojektion.

Beweis. Man drehe A AFB Fig. 1 so um FB, dass
FA4 in FA, fallt, so ergiebt sich £ ABF > A,BF, da FA > FA4,
ist. Es muss also der Nebenwinkel von A,BF kleiner sein
als der von A,BF.

Folgerung. Liegt der eine Schenkel eines rechten Winkels
in der Grundebene, wihrend der andere zu ihr geneigt ist, so
ist seine Normalprojektion ebenfalls ein rechter Winkel.

Aufgabe. Von einem Punkte 4 auf eine Ebene ein Lot
zu fillen. Oder: Einen Punkt 4 auf eine Ebene normal zu
projizieren.

Auflosung. Man ziehe in der Grundebene eine beliebige
Gerade und fille von 4 ein Lot auf diese. Ist Fig. 1 Fsein
Fusspunkt und FB die Gerade, so errichte man in der Grund-
ebene auf F'B in F ein Perpendikel und fille auf dieses das Lot
Ad,. Dann ist A4, Lot auf der Ebene A4,FB.

Beweis. Ist 4, B eine beliebige Projektion von A4,
so ist

addiert

FA* = A4} + 4,1
@2:H32_EF2
A2 = AA2 + A,B* d. h. £ BA,A= R.

2 addiert
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Um zu zeigen, dass 44, auch auf einer FB parallelen Pro-
jektion senkrecht steht, drehe man die Fig.1 um 44, als
Achse. Es muss hierbei nach dem eben bewiesenen 4./ in
der Grundebene bleiben, wihrend FB die fragliche Projektion
schneidet.

Zusatz 2. Von einem Punkte auf eine Ebene ist stets
ein Lot zu fillen méglich.

Der Beweis liegt in vorstehender Konstruktion, welche in
jedem Falle ausfiihrbar ist.

§ 6.

Lehrsatz 1. Die Normalprojektion aller Punkte einer zur
Grundebene geneigten (Geraden liegen in einer Geraden d. h.
die geneigte Gerade hat nur eine Normalprojektion.

Bewels. Errichtet man in der Grundebene auf der ge-
neigten Geraden ein Lot, so muss dieses auf allen ihren Nor-
malprojektionen senkrecht stehen (§ 5, Zus. 1, Folg.), d. h. diese
Normalprojektionen fallen zusammen.

Folgerung. Die Normalprojektion ist eine Parallelprojektion.

Zusatz 1. Jede zur Grundebene geneigte Gerade bildet
mit einer ihrer Projektionen auf die Grundebene — aber nur
mit einer — nimlich mit der, welche auf ihrer Normalpro-
jektion senkrecht steht, rechte Winkel.

Beweis indirekt. § 5, Zus. 1, Folg.

Folgerung. Eine Gerade, welche mit zweien ihrer Pro-
jektionen auf eine Grundebene rechte Winkel bildet, steht auf
dieser senkrecht.

Lehrsatz 2. Alle Lote, welche auf einer Geraden in einem
Punkte errichtet sind, liegen in einer Ebene.

Beweis indirekt.

ErkLirung 1. Die Ebene, welche alle in einem Punkte
auf einer Geraden errichteten Lote enthilt, heisst senkrecht
zu dieser.

Zusatz 2. Auf einer Geraden in einem ihrer Punkte ist
stets eine, aber nur eine, senkrechte Ebene moglich.

Aufgabe 1. Auf einer Geraden in einem ihrer Punkte
eine senkrechte Ebene errichten.

Aufgabe 2. Von einem Punkte zu einer Geraden eine
senkrechte Ebene legen.

§1.

Lehrsatz 1. Auf ciner Ebene in einem Punkte ist nur
ein Lot zu errichten moglich.
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Beweis. Gibe es zwel, so wiirde die von diesen Loten
bestimmte Ebene die Grundebene in einer Geraden schneiden,
welche mit jedem der beiden Lote einen rechten Winkel bildet,
wahrend alle drei Geraden in einer Ebene liegen.

Aufgabe. Auf einer Ebene im Punkte 4, ein Lot errichten.

Auflésung. Man ziehe in
der Grundebene von A, aus eine
beliebige Gerade 4,F und FB
1 FA4,. Auf FB errichte man
ein Lot FA, welches mit F4,
einen spitzen Winkel bildet.
Schneidet ein in der Ebene
AFA, auf FA, in A, errichtetes
Lot FA in A, so steht 4,4
senkrecht auf der Ebene A FB.

Beweis. A4, muss die Nor-
malprojektion von 4 sein. § 5,
Zus. 1, Folg. und §. 6, Lehrs. 1.

Zusatz. Auf einer Ebene in einem Punkte ist stets ein
Lot zu errichten moglich.

Der Beweis liegt in vorstehender Konstruktion, welche
in jedem Falle ausfithrbar ist.

§ 8.

Lehrsatz 1. Wenn eine von zwel Parallelen auf einer
(Grund-) Ebene senkrecht ist, so ist es auch die andere.

Beweis. Schneidet man die beiden Parallelen durch eine
zur Grundebene geneigte Gerade — was stets moglich ist —
so muss diese und ihre Normalprojektion auf die Grundebene
in der Ebene der beiden Parallelen liegen, die zweite Parallele
also ebenfalls eine Normalprojizierende dieser Geraden sein.

Lehrsatz 2. Alle Lote auf einer Ebene sind parallel.

Beweis. Wire eines dem andern nicht parallel, so
kénnte man durch einen beliebigen Punkt des einen eine
Parallele zum andern legen, welche dann nach § 1 auf der
Grundebene senkrecht stinde. Dies wire aber gegen § 5,
Lehrs. 1 oder gegen § 7, Lehrs. 1.

Beweis auch direkt, wie Lehrs. 1, nach § 6, Lehrs. 1.

Lehrsatz 8. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so
sind sie auch untereinander parallel.

Beweis. Errichtet man auf der dritten in einem be-
liebigen Punkte eine senkrechte Ebene, so sind die beiden
anderen Geraden, nach Lehrs. 1 auch Lote auf diese, mithin
parallel. Lehrs. 2.
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§9.

Lehrsatz 1. Das Lot ist die kiirzeste Linie von einem
Punkt auf eine Ebene.

Beweis. Jede krumme Linie von einem Punkte 4 nach
einem Punkte B in der Ebene ist linger, als die Gerade 48,
und diese ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck,
in welchem das Lot Kathete ist.

Lehrsatz 2. Unter den Strecken, welche von einem Punkt
auf eine Ebene gezogen werden, sind diejenigen einander gleich,
deren Normalprojektionen einander gleich sind; diejenigen
aber ungleich, welche ungleiche Normalprojektionen haben, so
zwar, dass der lingeren Normalprojektion die lingere Strecke
entspricht. — Umkehrungssatz! — Beweis aus dem Pythago-
reischen Lehrsatz.

Erklirung 1. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene
misst den Abstand des Punktes von der Ebene oder auch
seine Hohe iiber derselben.

Lehrsatz 3. Die Winkel, welche eine zur Grundebene
geneigte Gerade mit zweien ihrer Projektionen bildet, sind
gleich, wenn diese mit der Normalpmjektion gleiche Winkel
bilden; je grosser diese Winkel desto griosser jene.

Beweis. Man mache die Projektionen, vom Durchschnitts-
punkt der Geraden mit der Grundebene gerechnet, gleich lang
und verbinde ihre Endpunkte mit einem beliebigen Punkt der
Geraden und mit dessen Normalprojektion. Man vergleiche die
letzteren Verbindungslinien mit einander und dann die ersteren.
Vergl. § 6, Zusatz.

Folgerung. Der Winkel, welchen eine zur Grundebene
geneigte Gerade mit ihrer Normalprojektion bildet, ist der
kleinste von allen Winkeln, welche sie mit ihren Projektionen
bildet, sein Nebenwinkel der grésste. Iehrs. 1.

Erklirung 2. Der Winkel, welchen eine zur Grundebene
gencigte Gerade mit ihrer Normalprojektion bildet, heisst ihr
Neigungswinkel zur Ebene. Man versteht hierunter ge-
wohnlich den spitzen von den heiden Nebenwinkeln.

Die projizierende Ebene heisst Neigungsebene.

Zusatz. DParallelen bilden mit einer sie schneidenden Ebene
gleiche Neigungswinkel.

Beweis. Ihre Komplementwinkel sind nach § 8, Lehrs. 1
Anm. uvud Lehrs. 3, Folg. einander gleich.

§ 10.

Erklirung 1. Eine Gerade, welche mit einer Ebene keinen
Punkt gemeinsam hat, heisst ihr parallel.
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Lehrsatz 1. Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn
sie einer ihrer Projektionen auf diese parallel ist.

Beweis indirekt. § 3, Erkl. 3, Anm. 3.

Zusatz. Wenn eine von zwei Parallelen einer Ebene
parallel ist, so ist es auch die andere.

Beweis. Man ziehe in der Ebene eine dritte Parallele.
Diese kann fiir beide andere Projektion sein. § 3, Lehrs. 1, Anm.

Lehrsatz 2. Eine Gerade, welche einer Ebene parallel ist,
ist allen ihren Projektionen auf diese parallel.

Beweis. Wire sie einer nicht parallel, so miisste sie
dieselbe schneiden, da sie mit ihr in einer Ebene (der proji-
zierenden) liegt, also auch die Grundebene.

Folgerung 1. Wenn eine Gerade in der einen von zwel
einander schneidenden Ebenen liegt (oder ihr parallel ist, § §,
Lehrs. 3) und der zweiten parallel ist, so ist sie auch dem
Durchschnitt parallel. § 3, Lehrs. 1, Anm.

Zusatz. Die Projizierenden einer der Grundebene par-
allelen Geraden sind einander gleich und umgekehrt.

Beweis. Die Projektion ist der Geraden parallel. § 3,
Lehrs. 2.

Folgerung. Alle Punkte einer der Grundebene parallelen
Geraden sind von dieser gleich weit entfernt; die Normalpro-
jizierenden bilden mit der Geraden rechte Winkel.

Aufgabe 1. Durch einen Punkt eine Parallele zu einer ge-
gebenen Ebene ziehen.

Aufgabe 2. Durch eine von zwei Paralleloiden eine Ebene
parallel zur anderen legen.

lll. Die Lage zweier Ebenen zu einander.
§11.

FErklirung 1. Wenn auf dem Durchschnitt zweier Ebenen
in jeder von ihnen aus einem Punkte ein Lot errichtet ist,
so bilden diese Liote den Neigungswinkel der beiden Ebenen;
die durch sie bestimmte Ebene heisst die Neigungsebene.

Anmerkung. Die Grosse des Neigungswinkels ist un-
abhiingig von der Wahl des Punktes, aus welchem er kon-
struiert wird. § 3, Lehrs. 3, Folg.

Folgerung 1. Von den beiden Loten ist das eine die Nor-
malprojektion des anderen.

Folgerung 2. Der Duarchschnitt zweier Ebenen steht auf
ihrer Neigungsebene senkrecht — und umgekehrt. § 6, Zus. 1,
Folg., Lehrs. 2, Erklir. 1.
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Folgerung 3. Eine Ebene, welche auf dem Durchschnitt
zweler anderen senkrecht steht, ist deren Neigungsebene.

Erklirung 2. Zwei Ebenen stehen senkrecht aufeinander
(schneiden sich rechtwinklig), wenn ihr Neigungswinkel ein
rechter ist.

Folgerung. Die Lote, welche den Neigungswinkel zweier
sich rechtwinklig schneidenden Ebenen bilden, stehen senk-
recht auf einander und bez. auf den Ebenen. Jedes Lot auf
der einen liegt in der anderen oder ist dieser parallel. § 8,
Lehrs. 2.

Lehrsatz. Eine Ebene, welche durch eine zur Grundebene
senkrechte Gerade gelegt ist, steht senkrecht auf dieser.

Der Neigungswinkel ist nach § 4, Erkl. 1 ein rechter.

Folgerung 1. Zwei einander schneidende Ebenen stehen
senkrecht auf ihrer Neigungsebene.

Folgerung 2. Wird eine Gerade normal projiziert, so steht
die projizierende Ebene senkrecht auf der Grundebene.

Zusatz. Der Durchschnitt zweier Ebenen, welche eine
dritte rechtwinklig schneiden, steht auf dieser senkrecht.
Oder: Eine Ebene, welche auf zwei sich schneidenden Ebenen
senkrecht steht, ist deren Neigungsebene.

Beweis. Die beiden Ebenen kénnen als normal pro-
jizierende Ebenen zweier sich schneidenden Geraden und die
dritte Ebene als Grundebene betrachtet werden. Die Normale,
welche den Durchschnittspunkt projiziert, muss in jeder der
beiden projizierenden Ebenen liegen, also ihr Durchschnitt sein.

Folgerung. Zwei Lote von einem Punkt auf zwei sich
schneidende Ebenen liegen in deren Neigungsebene. § 2,
Folg. 3. Ihr Winkel ist also je nach der Lage der Lote dem
Neigungswinkel der beiden Ebenen oder seinem Supplemente
gleich.

Anmerkung. Der Punkt, von welchem die beiden Lote
gezogen sind, kann auch in einer der beiden KEbenen oder in
threm Durchschnitt liegen.

Aufgabe 1. Auf einer Ebene eine andere senkrecht er-
richten.

Bei gegebenem Durchschnitt ist nur eine moglich.

Aufgabe 2. Das gemeinsame Lot zweier Paralleloiden zu
konstruieren.

Auflosung. Man lege durch eine der beiden Paral-
leloiden zwei sich rechtwinklig schneidende Ebenen, von denen
die eine der zweiten Paralleloide parallel ist, und projiziere
letztere normal auf die parallele Ebene. Die projizierende
Ebene schneidet die auf der Grundebene senkrechte in dem
gemeinsamen Lot.
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Erklirung 8. Das gemeinsame Lot zweier Paralleloiden
misst ihren Abstand von einander.

§ 12.

Lehrsatz 1. Eine Gerade, welche in einer von zwei par-
allelen Ebenen (§ 2, Erkl. 2) liegt, ist der andern parallel.

Beweis. Wenn sie ihrer Projektion auf die zweite Ebene
nicht parallel wire, miisste sie dieselbe, also auch die Ebene,
schneiden, und der Durchschnittspunkt wire beiden Ebenen
gemeinsam.

Folgerung 1. Die Durchschnitte zweier parallelen Ebenen
mit einer dritten sind einander parallel.

Folgerung 2. Ein Dreieck ist seiner Projektion kongruent,
wenn die Grundebene ihm parallel ist. — Vergl. §. 3, Lehrs. 3.
Ein ebenes Vieleck ist seiner Projektion kongruent, wenn die
Grundebene ihm parallel ist.

Zusatz. Durch einen Punkt ist zu einer Ebene nur eine
parallele Ebene moglich.

Beweis. Gibe es zwei, so konnte man in jeder durch
den gegebenen Punkt eine Gerade legen. Beide Geraden
miissten dann ihrer gemeinsamen Projektion auf die erste Ebene
parallel sein.

Lehrsatz 2. Die Ebene zweier sich schneidenden Geraden,
welche einer Ebene parallel sind, ist dieser ebenfalls parallel.

Beweis. Schnitten sich die beiden Ebenen, so miisste
ihr Durchschnitt den beiden Geraden parallel sein. § 10,
Lehrs. 2, Folg. 1.

Aufgabe 1. Durch einen Punkt eine Ebene parallel zu einer
gegebenen legen.

Aufgabe 2. Durch zwei Paralleloiden zwei einander par-
allele Ebenen legen.

Auflésung. Man lege durch jede Paralleloide eine
Ebene parallel zur andern.

Lelirsatz 3. Ein Lot auf einer von zwei parallelen Ebenen
steht auch auf der andern senkrecht.

Beweis. Wird der Scheitelpunkt eines Winkels in der
cinen Ilbene normal auf die andere projiziert, so bildet die
Normale mit beiden Schenkeln rechte Winkel. § 10, Lehrs. 2,
Zus., Folg.

Zusatz 1. Eine Gerade schneidet zwel parallele Ebenen
unter gleichen Neigungswinkeln.

Beweis. Die Gerade wird durch dieselben Lote auf
beide Ebenen normal projiziert, also liegen die beiden Neigungs-
winkel in derselben projizierenden Ebene.
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Zusatz 2. Eine Ebene schneidet zweil parallele Ebenen
unter gleichen Neigungswinkeln.

Beweis. Man ziehe fiir beide Durchschnitte ein gemein-
sames Lot und projiziere dieses normal auf beide Ebenen u.s. w.

Lehrsatz 4. Zwei Ebenen sind parallel, wenn sie ein ge-
meinsames Lot haben.

Beweis. Schnitten sie sich, so wiirde das gemeinsame
Lot eine Seite und die Verbindungslinien seiner Fusspunkte
mit einem beliebigen Punkte des Durchschnitts die beiden
andern Seiten eines Dreiecks mit zwei rechten Winkeln sein.

Folgerung. Zwei einander schneidende Ebenen konnen
ein gemeinsames Lot nicht haben.

Zusatz. Sind drei Punkte, welche nicht in einer Geraden,
aber auf derselben Seite einer Ebene liegen, von dieser gleich-
weit entfernt, so bestimmen sie eine ihr parallele Ebene.

Beweis. Die Seiten des durch die drei Punkte bestimmten
Dreiecks sind ihren Normalprojektionen parallel, da die Pro-
jizierenden einander gleich sind. Folglich stehen letztere
senkrecht auf je zwei Seiten jenes Dreiecks. Die beiden Ebenen
haben also gemeinsame Lote.

Lehrsatz 5. Parallele Strecken zwischen parallelen Ebenen
sind einander gleich, also auch die Lote von einer Ebene
auf die andere.

Beweis. Die parallelen Strecken konnen paarweis als
Projizierende von Geraden, welche der Grundebene parallel
sind, aufgefasst werden.

Erklirung. Ein gemeinsames Lot zweier parallelen Ebenen
misst deren Abstand von einander.

Lehrsatz 6. Zwei von parallelen Ebenen begrenzte Strecken
werden, auch wenn sie sich kreuzen, durch eine dritte parallele
Ebene in proportionale Teile geteilt.

Beweis. Man ziehe von einem Endpunkt der einen
Strecke eine Parallele zur anderen. Diese Parallele liegt mit
je einer der beiden Strecken in einer Ebene, welche mit den
drei parallelen Ebenen parallele Durchschnitte hat. Beide
Strecken werden also in demselben Verhiltnisse geteilt wie
die Hiilfslinie.

§ 134%).

Aufgabe 1. In ciner Ebene, von welcher drei Punkte, die

ihre Lage bestimmen, mit ihren Hohen tiber der Grundebene

gegeben sind, eine Parallele zu ihrem Durchschnitt mit der
Grundebene zu ziehen, ohne diesen zu konstruieren; den Ab-

*) Die mit einem 4 versehenen §§ konnen vorldufig iihergangen werden.
Vergl. Vorrede.
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stand der Parallelen vom Durchschnitt und den Neigungswinkel
beider Ebenen zu berechnen.

hy

Bs seten ihrer Lage
nach gegeben Fig. 2, die
drei Punkte 4, B und C
und thre Hohen iiber der
Grundebene AAd, = 4,
BBy = hy, CC, = hy; AC
=04, AB=c¢; hy — h; =
dyy by — hg=dy, b — by
=d;. Die Gerade AB
muss sich mit ihrer Nor-
malprojektion 4,8, in dem
Durchschnitt der beiden
Ebenen schneiden (§ 3,
Erkl. 3, Anm. 3); ebenso
AC und A,C,. Sind diese
Punkte bezw. D und E,
so ist die Gerade DE
der Durchschnitt beider
Ebenen.

. AD BD . ¢
Es ist nun A4 " BB d.i. wenn BD = o, =
, und ebenso, wenn CE = u, é:{—u = %undhieraus:
1 3
e _ectv__ v
ds hy kg
b _bru_ v
d by by
btw_ bdy bk ok
cH+v  edy U T4 YT T4
AG AE . . .
Ist BG || DE, so muss 1B = AD W di AG=

b+uw _ bd,

e+ dy ’

: wird also auf der Geraden AC die so be-

rechnete Lange von A aus bis G abgesteckt, so ist BG die
verlangte Parallele.

Man fille von 4 aus das Lot

AF =h auf BG; auch

diese (Gerade muss sich mit threr Normalprojektion in D I

schneiden.

Heisst der Schnittpunkt H, so ist I der Ab-

stand der beiden Parallelen und £ A H 4, = & der gesuchte
Neigungswinkel (§ 5, Zus.”1, Folg.)

HF _ AF

ES 1st nun ﬁ? = 717,

hh

oder HF = —2% ferner ist

ds ’
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AH _ HF & he(c+wv)  hhy

A0 DB — o d.i. AH= p 4, also
sin a=%3~- Um die Normalprojektion von F' H zu finden,

muss man diese Strecke mit cos « multiplizieren.
Aufgabe 2. Von einem Dreieck
sind die drei Seiten und die drei
Eckenhohen iiber einer Grundebene
gegeben. Es soll der Flacheninhalt
seiner Normalprojektion berechnet
werden.
Auflosung. Von dem Drei-
eck ABC, Fig. 3, sei BC = q,
AC = b, AB = ¢ und A4,B,C
die Normalprojektion mit den ent-
sprechenden Seiten a,, by, ¢;; AA4,=
hy, BBy =hy, CC,= h;. Schneidet
eine durch C parallel 4,B,C, gelegte
Ebene A4, in 4,, BB, in B,, so sei BBy = d, = hy — ks,
AAdy=d,=h — lhy und AA)y=d; =1 — h,. Es ist nun
ByC = a,=Va® — d?, A,C=10=Vb— d?, A B=c, =
Ve* — d?, oder auch mit Benutzung trigonometrischer Tafeln:

d

. 1
a == a cos @, WO Sin @ = -
. dy
1==0b cos B, wo sin ﬂ=~6~,
. d;
¢L==¢ C0S 7, WO SIn y ="7

mithin N = A 4, B (| =

V31 (6'1 - al) (81 — by (31 - (»'1)7
4+ [)2‘—+ U st

WO 8 =

Aunfgabe 8. Die drei Ecken-
héhen eines Dreiecks iiber einer
Grundebene sind gegeben, die
Hohe seines Schwerpunktes iiber
dieser zu finden.

Auflosung. Es sei Fig. 4,
A ABC und seine Normalpro-
jektion 4, B,C, gegeben, ferner
AA, = by, BB, =hy, CC, =h,.
Ist S der Schwerpunkt des
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Dreiecks ABC, d. h. der Durchschnittspunkt der drei Trans-
versalen, so ist SS;==s zu finden.

Schneidet eine durch € parallel 4, B,(, gelegte Ebene
AA; in Ay, BB, in By, 88, in 8,, so sel BBy =d; = hy —
hyy AAy =dy=hy — hy, S8y =8, =35 — h;. Es sei ferner
M die Mitte von AB, M, die Mitte von 4,8, und MM, = m;
dann ist in den beiden #hnlichen Dreiecken CSS, und CAMAM,,
88, S 2 . 2m - N
M, O T d.i. sy= 5 Nun ist in dem Trapez
ABB, A, 2MM, = AA;,+ BB, oder 2m =d, -+ d,, also ¢, =

d s . . . .

: t . oder, wenn auf beiden Seiten %; addiert wird: s =
hy = Ty + 1y
3

Auflésung 2. Man projiziere die eine
Eckenhishe auf die Ebene der beiden an-
deren in der Richtung derjenigen Transver-
sale, welche von ibhrem Fusspunkte aus in
der Normalprojektion des Dreiecks gezogen
ist. Dann sei Fig. b ABC die Projektion
des gegebenen Dreiecks, S die seines
Schwerpunktes, 4,B,C; die seiner Normal-
projektion und AM = MB, dann ist 4,4 =

hi, BB =h, C,C=h, SC=->MC und

s = SC,, ferner:

o= Bt o Bkl
]
8¢ =5 (45 flﬂ — Jy) und:
86 =2 (’“J;’f? ) oty = T T
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IV. Die Lage mehrerer Ebenen zu einander. —
Die Ecke.

§ 14.

Lehrsatz 1. Die Durchschnitte dreier Ebenen sind ent-
weder parallel oder schneiden sich in einem Punkte.

Beweis. Zwei Durchschnitte konnen stets als Projek-
tionen des dritten aufgefasst werden. §. 3, Erkl. 3, Anm. 3.

Erklirung 1. Drei oder mehrere Strahlen, welche von
einem Punkte ausgehen, bestimmen eine Ecke, wenn je zwei
auf einander folgende durch Ebenen so verbunden sind, dass
deren Durchschnitte mit jeder sie alle schneidenden Ebene den
Umfang eines Drei- oder Vielecks bilden.

Der Ausgangspunkt der Strahlen heisst der Scheitel;
diese selbst heissen Kanten; die Winkel, welche zwei auf
einander folgende Kanten mit einander bilden, Seiten; die
Neigungswinkel der Ebenen Winkel der Ecke.

Anmerkung 1. In folgendem sollen nur konvexe Ecken,
d. h. solche, bei denen keine Seite und kein Winkel grosser
als zwei Rechte ist, betrachtet werden.

Anmerkung 2. Man unterscheidet dreiseitige, vier-
seitige u. s. w. und vielseitige Ecken. Ebenso gleich-
schenklige, gleichseitige und ungleichseitige Ecken.

Erklirung 2. Die Scheitelwinkel der Seiten einer Ecke
sind die Seiten ihrer Scheitelecke.

Folgerung. Jede Ecke ist die Scheitelecke ihrer Scheitel-
ecke.

Anmerkung. Scheitelecken sind im allgemeinen nicht
kongruent; sie heissen symmetrisch.

Erklirung 3. Gehen von einem Punkte innerhalb einer
Ecke (oder von dem Scheitelpunkte) Strahlen aus, welche auf
den Seiten der Ecke senkrecht stehen, so bestimmen diese
eine Ecke, welche die Polarecke der ersten Ecke heisst.

Folgerung 1. Die Kanten einer Ecke stehen senkrecht
auf den Seiten der Polarecke d. h. jede Ecke ist die Polarecke
ihrer Polarecke.

Folgerung 2. Von zwei Polarecken sind die Winkel der
cinen die Supplemente der Seiten der andern und umgekehrt.

§ 11, Zus., Folg.
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§ 15.

Lehrsatz 1. In jeder dreiseitigen Ecke ist die Summe je
zweier Seiten grosser als die dritte.

Voraussetzung. In der dreiseitigen KEcke S4BC,
Fig. 6, ist Seite ASB grosser als jede der beiden andern,
und Seite ASC + BSC <2 R*).

Behauptung. Seite ASB > ASC + BSC.

Beweis. Man schneide die

drei Kanten durch eine Ebene in

A, B und C so, dass £ SCA +

SCB = 2R, was stets mdoglich

ist**) da £ ASC + BSC << 2 R,

und drehe die Seite BSC so um

S, dass sie in die Ebene 48C

fallt. Ist nun A B,SC 22 BSC

— also £ ASB, die Summe der

beiden kleineren Seiten — so er-

hellt aus der Vergleichung der

beiden Dreiecke ASB und ASB,

die Richtigkeit der Behauptung, da AB = AC+ (B>
AB ist.

Lehrsatz 2. In jeder Ecke ist die Summe aller Seiten
kleiner als vier Rechte.

Beweis. Schneidet eine Grundebene von den Seiten der
Ecke je ein Dreieck ab, und werden diese Dreiecke so pro-
jiziert, dass der Scheitel in die Durchschnittsfigur fallt, so
1st die Summe aller Dreieckswinkel gleich der ihrer Projektionen.
Es muss demnach die Summe der Seiten fiir sich kleiner sein
als die ihrer Projektionen, denn die Summe der itbrigen Drei-
eckswinkel ist nach Lehrsatz 1 grosser als die ihrer Pro-
jektionen.

Lehrsatz 8. In jeder n-seitigen Ecke ist die Summe der
Winkel grosser als (22 —4) R

Beweis. Die Winkel sind Supplemente der Seiten der
Polarecke. § 14, Folg. 2. Da die Summe der Seiten nun
kleiner als 4 R ist, muss die Summe der Winkel grosser als
(27 —4) R sein.

*) Diese Voraussetzung beemtrdchtxgt die Allgemeinheit nicht. Wiire
niimlich diese Summe gleich oder grésser als 2 R so wire sie ja grosser
als die dritte Seite. §13 Erkl, 1, Aum 1.

**) Man fithre erst die Drehung aus, ziehe 4 B;, wo 4 und B, beliebige
Punkte der betreffenden Kanten sind, und drehe wieder zuriick.

Gusserow, Stereometrie. 2
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Lehrsatz 4. Eine dreiseitige Ecke ist einer anderen oder
deren Scheitelecke kongruent, wenn sie:

1. in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,

2. in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln,

3. in den drei Seiten,

4. in den drei Winkeln
ibereinstimmen.

1. und 2. wird durch Ineinanderlegen #hnlich wie die
entsprechenden Kongruenzsitze in der Ebene bewiesen.

Fir 3. konstruiere man zwei homologe Neigungswinkel
und zeige, dass die Durchschnittsfiguren ihrer Ebenen mit den
Seiten der beiden Ecken #hnliche oder kongruente Dreiecke, die
Neigungswinkel selbst also einander gleich sind, dann wende
man 1. an.

4. folgt aus 3. Sind die Winkel gleich, so sind auch die
homologen Seiten der bez. Polarecken gleich, also auch deren
Winkel und somit auch wiederum die Seiten der gegebenen
Ecken.

Dass die Ecken trotz Gleichheit obiger Stiicke nicht immer
kongruent sind, sondern auch symmetrisch sein kdnnen, zeige
man durch Betrachtung kongruenter Netze zweier dreiseitigen

Ecken.

V. Ebenflichige Kdrper (Polyeder).

§ 16.

Erklirung 1. Korper, welche von ebenen Fliachen begrenzt
werden, heissen ebenflichige oder Polyeder. Die Linien,
in welchen sich diese Ebenen schneiden, heissen Kanten, und
die von diesen Kanten begrenzten Vielecke Seiten des Korpers.

Wird jede Seite eines ebenflichigen Kérpers — soweit
es erforderlich ist — durch Diagonalen von einer Ecke aus
in Dreiecke geteilt, so kénnen diese Diagonalen als Kanten
betrachtet werden, und der Kérper selbst als nur von Dreiecken
begrenzt, ohne dass die Zahl seiner Ycken vermehrt wiire.

Erklirung 2. Von den ebenflichigen Korpern haben die-
jenigen besondere Wichtigkeit, deren Icken so auf zwei Seiten
des Kérpers verteilt sind, dass derselbe nicht mehr Ecken hat,
als diese beiden Seiten zusammengenommen.

Diese beiden ausgezeichneten Seiten heissen Grund-
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flichen, oder auch die eine Deckfliche (D)*) und die
andere Grundfliche (G).

Die anderen Seiten heissen Seitenflichen. Deck-
kanten, Grundkanten, Seitenkanten.

Erklirung 3. Korper, deren Grundflichen parallel sind,
heissen Prismatoide. Der Abstand beider Ebenen heisst
Hohe (h) des Prismatoids.

Sind die beiden Grundflichen nicht parallel, so heisst der
Korper ein schiefabgeschnittenes Prismatoid.

Erklirung 4. Ein Prismatoid, dessen Grundfliche ein
n-Eck ist, heisst:

1. eine n-seitige Pyramide, wenn in der Deckfliche
nur ein Eckpunkt liegt;

2. ein Keil, wenn in der Deckfliche zwei Eckpunkte
liegen;

3. ein n-seitiges Prisma, wenn die Seitenkanten par-
allel sind;

4. ein n-seitiger Obelisk, wenn die Deckfliche eben-
falls ein »-Eck ist, und jede Deckkante einer Grundkante par-
allel ist (ohne ihr gleich zu sein);

5. eine abgestumpfte Pyramide oder ein Pyramiden-
stampf, wenn die Seitenkanten bei geniigender Verlingerung
in einem Punkte zusammentreffen.

Die eine Ecke in der Deckfliche einer Pyramide heisst
Spitze derselben.

Wird die eine Seitenfliche einer dreiseitigen Pyramide als Deck-
fliche betrachget, so ist dieselbe ein dreiseitiges schiefabgeschnittenes
Prisma.

‘Wird eine Kante einer dreiseitigen Pyramide als Grundkante, die
vier sie schneidenden Kanten als Seitenkanten und die eine sie nicht
schneidende Kante als Deckkante betrachtet, so heisst sie schwe-
bende Pyramide.

Die eine Deckkante eines Keils heisst Schneide des-

selben.
Wird eine Seitenfliche eines .dreiseitigen Prismas als Grund-
fliche betrachtet, so ist dasselbe ein Keil.

Ein Prisma heisst gerade oder schief, jenachdem die
Seitenkanten gerade oder geneigt zur Grundfliche stehen. Die
Seitenflichen eines (vollstiindigen) Prismas sind Parallelo-
gramme. Sind auch die Grundflichen Parallelogramme, so
heisst es Parallelepipedon oder Parallelflichner. Sind
alle Seiten Rechtecke, so heisst der Parallelflichner recht-
winklig; sind sie Quadrate, heisst er Wiirfel oder Kubus.

*) Die in Klammern gesetzten Buchstaben sind die Abkiirzungen,
welche durchgingig angewendet werden sollen.
2*
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Ein rechtwinkliger Parallelflichner ist stets gerade.

Ein Pyramidenstumpf ist ein Obelisk, dessen Grundflichen
dhnlich sind. (Beweis ?)

Erklirung 5. Von den Seitenflichen eines Prismatoids
heissen diejenigen Dreiecke, welche eine Deckkante als Seite
haben, Oberdreiecke; diejenigen, welche eine Grundkante als
Seite haben, Unterdreiecke.

Ist eine Deckkante einer Grundkante parallel, so bilden
ein Oberdreieck und ein Unterdreieck ein Trapez oder Par-
allelogramm.

Eine Pyramide hat nur Unterdreiecke.

Ein Keil hat zwei Oberdreiecke und # Unterdreiecke;
unter seinen Seitenflichen koénnen also zwei Trapeze oder
Parallelogramme sein.

In einem #n-seitigen Prisma sind » Oberdreiecke und » Un-
terdreiecke, von denen je zwei ein Parallelogramm bilden.

Die Grundfliche ist die Projektion der Deckfliche, also
dieser kongruent. § 12, Lehrs. 1, Folg. 2.

Ein n-seitiger Obelisk hat # Oberdreiecke und » Unter-
dreiecke, von denen je zwei ein Trapez bilden.

Ist die Grundfliche eines Prismatoids ein z-Eck, und die
Deckfliche desselben ein m-Eck, so hat das Prismatoid m Ober-
dreiecke und » Unterdreiecke, im Ganzen also n —+ m —+ 2
Seiten, wenn die Grundflichen nicht in Dreiecke geteilt sind.

Erklirung 6. Eine Ebene, parallel zur Grundfliche eines
Prismatoids, heisst ein Parallelschnitt (Z).

Liegt der Parallelschnitt in halber Hohe, so heisst er
Mittelschnitt (H).

Ist der Abstand (die Schnitthohe) des Parallelschnittes
von der Grundfliche gleich dem dritten Teile der Prisma-
toidenhéhe, so heisst er Eindrittelschnitt (Z,); hat er von
der Deckflaiche diesen Abstand, so heisst er Zweidrittel-
schnitt (7).

Eine Ebene senkrecht zu allen Seitenkanten eines Prismas
heisst Normalschnitt oder Querschnitt (Q).

Eine Ebene, welche die Grundflaichen in homologen Dia-
gonalen schneidet, heisst Diagonalebene.

Anmerkung. Mit D, G, H, Z, Z,, Z;, Q werden so-
wohl die betreffenden Ebenen bezeichnet, als auch die Fliachen-
inhalte der Vielecke, welche in diesen Ebenen von der Be-
grenzung des Korpers gebildet werden.

Erklirung 7. Wird ein ebenflachiger Korper in beliebiger
Richtung auf eine Grundebene, welche im allgemeinen den
Korper nicht schneidet, parallel projiziert, so mogen die Pro-
jektionen derjenigen seiner Seiten, deren Punkte nur von
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solchen Geraden projiziert werden, welche nicht mehr als den
einen Punkt mit dem Kérper gemeinsam haben, als unter den
anderen liegend bezeichnet werden.

Anmerkung 1. Es bildet die Summe der oben liegenden
Projektionen dasselbe Vieleck, wie die Summe der unten
liegenden Projektionen; wird also die erste Summe mit P,
die zweite mit P" bezeichnet, so hat man P'= P" oder P' —
P"=0; oder, wenn man festsetzt, dass die Flicheninhalte
der unten liegenden Projektionen mit negativen Zeichen zu
versehen sind, und die Projektionen allgemein mit P bezeichnet
werden:

IP=o.

Anmerkung 2. Die Gleichung 3 P=0 wird fir das Pris-
matoid G = D + O -+ U, wenn unter Beobachtung der
Zeichenregel die Projektionssumme der Oberdreiecke mit O,
die der Unterdreiecke mit U bezeichnet wird.

Erklirung 8. Werden die Kanten eines Korpers auf eine
Grundebene normal projiziert, so heisst die von den Pro-
jektionen gebildete Figur Grundriss des Korpers.

Die Normalprojektion auf eine Ebene, welche die Grund-
ebene senkrecht schneidet und hinter (vom Beschauer aus) dem
Korper liegt, heisst Aufriss.

Die Normalprojektion auf eine Ebene, welche die Grund-
ebene senkrecht schneidet und rechts (vom Beschauer aus)
vom Korper liegt, heisst Seitenriss.

Diese Projektionen heissen auch erste, zweite und dritte
Projektion; ihre Ebenen Projektionsebenen und die auf
einander senkrecht stehenden (§ 11, Zus.) Durchschnitte dieser
Ebenen heissen Projektionsachsen.

Um die drei Projektionen in einer Ebene zu zeichnen,
denke man sich die dritte und die erste Projektion in die
zweite Ebene gedreht.

§ 17.

Lehusatz. Zwei ebene flichengleiche Figuren konnen stets
so zerlegt werden, dass die Teile des einen denen des anderen
beziiglich kongruent sind. Beweis in Anhang III, 1.

Lehrsatz 1. Gerade Prismen gleicher Grundfliche und
Héhe sind raumgleich.

Beweis. Man teile die gleichen Grundflichen zweier
Prismen in beziiglich kongruente Teile und projiziere dieselben
normal auf die zugehorigen Deckflichen. Die projizierenden
Ebenen teilen die Prismen in paarweis kongruente Teile.

Lehrsatz 2. Korper sind raumgleich, wenn ihre Parallel-
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schnitte zu derselben Grundebene in jeder Schnitthéhe be-
ziglich flachengleich sind.

Beweis. Teil I. Voraussetzung:

1. Die beziiglich gleichen Parallelschnitte nehmen inhalt-
lich mit wachsender Schnitthéhe stetig ab.

2. Die Normalprojektion jedes Parallelschnittes auf einen
tiefer gelegenen liegt ganz in diesem.

Wird ein solcher Korper 4 durch Parallelschnitte in be-
liebig viele Schichten geteilt, und jeder Schnitt auf den zunichst
liegenden nach unten projiziert, so wird durch diese Schnitte und
die projizierenden Ebenen eine erste Reihe gerader Prismen be-
grenzt, deren Summe S’ kleiner als 4 ist; wird dagegen nach
oben projiziert, so hat man ebenso eine zweite Reihe gerader
Prismen, deren Summe S" grosser als A ist. Mithin ist 4 ein-
geschlossen zwischen zwei Grenzen S' und S”, deren Unter-
schied kleiner gemacht werden kann, als jeder andere Korper,
da bei stetiger Vermehrung der Parallelschnitte S' wiichst
und 8" abnimmt. Wird nun ein anderer Kérper B, von
welchem ebenfalls obige Voraussetzungen gelten, durch Par-
allelschnitte, in denselben Schnitthdhen wie bei 4, in ebenso-
viel Schichten geteilt und ebenso zwischen zwei Grenzen ein-
geschlossen, so sind diese denen bei 4 nach Lehrsatz 1 gleich.
Ko6nnte man also von A4 einen Korper abschneiden, so dass
der Rest gleich B wiirde (oder umgekehrt), so miisste dieser
Korper kleiner als S”"— 8’ sein. Dies ist aber unmdoglich,
da der Unterschied beider Grenzen kleiner gemacht werden
kann, als jeder andere Korper®*).

Folgerung. Sind unter obiger Voraussetzung die Par-
allelschnitte des einen Kéorpers grdsser als die entsprechenden
des anderen, so ist der erste grosser als dieser.

Durch seitliche Abschneidungen kann namlich aus dem
ersten ein Korper hergestellt werden, welcher nach dem eben
gefihrten Beweis dem zweiten gleich ist.

Teil II. Nur Voraussetzung 1.

Man behandle die Kérper wie in Teil I. Ist dann in
einem derselben von zwei aufeinander folgenden Parallel-

*) Will man den Beweis nur auf die Anschauung stitzen, so kann man
doch annehmen, dass die Korper A und B ohne Verlust ihres Inhalts in
anderc Formen gebracht werden kénnen. Um also 4 mit B zu vergleichen,
schneide man von beiden S’ ab; verwandele den Unterschied der beiden
Grenzen S’ und S” bei A4 in ein Prisma und den bei B in ein diesem
kongruentes (Lehrsatz 1). Werden beide zur Deckung gebracht, und die
Teile von (4 —S8') und (B—8’), welche sich nicht decken, gegenseitig
ausgeglichen, so miisste der etwaige Ueberschuss des einen innerhalb
dieses Prismas liegen, also kleiner als 8" — S’ sein.
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schnitten F, der untere und F; der obere, liegt die Normal-
projektion des letzteren zu einem Teile V (wo auch V=o
sein kann) innerhalb und mit einem Teile W ausserhalb F,
und wird fiir eine Schicht des Korpers das betreffende Prisma
erster Reihe gesetzt, so wird von ihr ein Korper mit der
Grundfliche F; — V" abgeschnitten und einer mit der Grund-
flaiche W angesetzt. Dieser ist aber kleiner als jener, denn
ebenso wie W<< F, — V (da V+ W= F,<CF)), so ist auch
jeder Parallelschnitt in dem zweiten kleiner als im ersten.
Umgekehrt ist ein Prisma zweiter Reihe grosser als die be-
treffende Schicht des Kérpers. Da also auch in diesem Falle
8’ kleiner und S" grosser als der gegebene Kérper ist, so gilt
derselbe Schluss wie Teil I

Teil III. Treffen bei zwei zum Vergleich gestellten
Kérpern die einschrinkenden Voraussetzungen der beiden
ersten Fille nicht zu, so konnen sie doch durch Parallel-
schnitte gleicher Schnitthhe in solche geteilt werden, fiir
welche der vorstehende Beweis statthaft ist.

Lehrsatz 8. Prismen gleicher Grundfliche und Hohe sind
raumgleich.

Beweis. Liegen die gleichen Grundflichen zweier Pris-
men in derselben Grundebene, so sind je zwei Parallelschnitte
gleicher Schnitthéhe in ihnen flichengleich, da sie den Grund-
flichen beziehentlich kongruent sind. § 12, Lehrs. 1, Folg. 2.

Erklirung 1. Als Hohe eines schlefab-
geschnittenen dreiseitigen Prismas gilt
das Lot (s) von dem Durchschnittspunkt
der Deckflichen-Transversalen auf die
Grundfliche.

Lehrsaiz 4. Zwei schiefabgeschnittene
dreiseitige Prismen auf derselben Grund-
fliche sind raumgleich, wenn ihre Deck-
flichen eine gemeinsame Transversale
haben.

Beweis. Ist ABC die gemeinsame

Grundfliche, sind 4, B,C, und A, B,C, die beiden Deckflichen,
mit der gemeinsamen Transversale B, FE, so projiziere man
beide auf die Seite, in welcher der Punkt k' liegt, in der
Richtung B, E und erkennt aus der Projektion Fig. 7, dass,
ebenso wie die beiden Seiten AC CyA, und ACC, A, flichen-
gleich sind, dies auch die Schnitte beider Prismen, parallel
zu dieser Grundebene, in gleichen Schnitthhen sind.

Lehrsatz 5. Ein schiefabgeschnittenes dreiseitiges Prisma
ist einem vollstindigen gleicher Grundfliche und Héhe raum-
gleich.
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Beweis. Man drehe die Deckfliche des schiefabgeschnit-
tenen Prismas um eine ihrer Transversalen so, dass unter
steter Formverinderung die drei Ecken auf den Seitenkanten
beziiglich deren Verlingerung gleiten und zwar so lange, bis eine
der beiden anderen Transversalen der Grundfliche parallel ist.
Zwischen dieser und der neuen Deckfliche steht dann ein
Prisma, welches nach Lehrs. 4 dem ersten raumgleich ist.
Jetzt drehe man ebenso die Deckfliche des zweiten Prismas
um die der Grundfliche parallele Transversale bis sie selbst
dieser Grunfliche parallel ist. Dann steht zwischen diesen
beiden Flachen ein drittes Prisma, welches vollstindig und
dem zweiten, mithin auch dem ersten, raumgleich ist. Weiter
nach Lehrs. 3.

Zusatz. Liegen von den Ecken der Deckfliche eines drei-
seitigen schiefabgeschnittenen Prismas zwei in gleicher Hohe
iiber der Grundfliche und eine in dieser*), so ist seine Hohe
zwei Drittel der Hohe jener beiden Ecken iiber der Grund-
fliche; liegen aber zwei Ecken in der Grundfliche, so ist die
Hohe dieses Prismas gleich einem Drittel des Abstandes der
dritten Ecke von der Grundfliche.

Folgerung 1. Der Rauminhalt einer dreiseitigen Pyramide
ist gleich dem eines Prismas gleicher Grundfliche, dessen
Hohe gleich einem Drittel der Pyramidenhshe ist.

Folgerung 2. Der Rauminhalt jeder Pyramide ist gleich
dem eines Prismas gleicher Grundfliche, dessen Hohe gleich
einem Drittel der Pyramidenhdhe ist.

Folgerung 3. Pyramiden gleicher Grundfliche und Hiohe
sind raumgleich.

§ 18.

Aufgabe 1. Ein gegebenes Prisma in einen rechtwinkligen
Parallelflichner zu verwandeln, von welchem zwei in einer
Ecke zusammenstossende Kanten gegeben sind.

Auflosung. Man verwandle das gegebene Prisma, § 17,
Lehrs. 3, in einen rechtwinkligen Parallelflichner mit einer
der gegebenen Kanten als Grundkante — betrachte diese als
Hohe und wiederhole die Konstruktion mit der anderen ge-
gebenen Kante.

Aufgabe 2. Eine Pyramide in ein Prisma zu verwandeln.

§ 17, Zus., Folg. 2.

*) Es ist dann ein Keil.
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Aufgabe 3. Ein Prismatoid mit der Hohe 4 in ein Prisma
zu verwandeln.

Auflésung. Man projiziere das Prismatoid in beliebiger
Richtung auf seine Grundfliche, dann teilen die Projektions-
ebenen dasselbe in folgende Teile:

1. Unter jedem Unterdreieck steht eine dreiseitige Pyramide.
Wird jede derselben nach Aufg. 2 in ein Prisma verwandelt,
so ist ihre Summe unter Beachtung der Zeichenregel — § 16,
Erkl. 7, Anm. 1 und 2 — gleich einem Prisma mit der Grund-

fliche U und der Hohe %— h

2. Unter jedem Oberdreieck steht ein dreiseitiges schief-
abgeschnittenes Prisma. Werden diese alle in Prismen ver-
wandelt, so ist ihre Summe gleich einem Prisma mit der

Grundfliche O und der Hohe %k § 17, Zus. Dieses Prisma

teile man durch einen Parallelschnitt in zwei kongruente Teile.

3. Unter der Deckfliche steht ein Prisma mit der Héhe 4.
Dieses teile man durch Parallelschnitte in drei kongruente
Teile.

Alle diese Prismen haben jetzt die Hohe % h. Thre Summe

ist also gleich einem Prisma derselben Hghe und einer Grund-
fliche, welche die Summe der Grundflichen sidmtlicher
Prismen ist.

Folgerung 1. Das Prismatoid ist gleich einem Prisma,
dessen Hohe gleich dem dritten Teil der Prismatoidenhdohe,
und dessen Grundfliche 3 D 4+ 20 + U ist.

Folgerung 2. Das Prismatoid ist gleich einem Prisma,
dessen Hohe gleich dem dritten Teil der Prismatoidenhéhe,
und dessen Grundfliche 2 D 4+ O 4 G ist. § 16, Erkl. 7,
Anm. 1 und 2.

Zusatz. Prismatoide gleicher Hohe sind raumgleich, wenn
sie auf ihre Grundflichen kongruent projiziert werden kénnen.

Anmerkung. Der Rauminhalt eines Prismatoids wird
also nicht geéindert, wenn seine Deckfliche ohne Drehung
parallel zur Grundfliche verschoben wird.

§ 191.

Lehrsatz 1. Der Rauminhalt eines Prismatoids ist gleich
dem sechsten Teile eines Prismas gleicher Hohe, dessen Grund-
fliche gleich der Summe der Grundflichen des Prismatoids
vermehrt um den vierfachen Mittelschnitt desselben ist.
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Voraussetzung. Fig. 8 sei
ein Teil der Projektion des Pris-
matoids auf seine Grundfliche, BD
eine Deckkante, AC eine Grund-
kante, GE und EF Schnittkanten
in halber Héhe.

Beweis. Der Flacheninhalt
des Mittelschnitts ist gleich der

Grundfliche vermindert, um eine Summe von Dreiecken,
welche wie ECF obere Abschnitte der Oberdreiecke, und um
eine Summe von Trapezen, welche wie AGEC untere Ab-
schnitte der Unterdreiecke sind. Da EF| BD und BE —

EC, so ist A EFC = -1~ A BDC, die Summe dieser Dreiecke
also 71‘— 0; da ferner GE || AC, so ist AGEC = gAABC,

die Summe dieser Trapeze also % U, mithin H= @ —

+0—2 U Aus dieser und der Gleichung G — D + 0

+ U (§16, ErkL 7, Anm. 2) findet man 2D + 0 + G =
D+ 4H+ @
— s
Grundfliche D + 4H -+ @ und der Hohe —]3— h, so ist es

nach 318, Aufg. 3, Folg. 2 gleich dem doppelten Prismatoid
u s w.

Folgerung. Prismatoide gleicher Hohe sind raumgleich,
wenn ihre Grundflichen und Mittelschnitte beziiglich flichen-
gleich sind.

Konstruiert man also ein Prisma mit der

Lehrsatz 2. Der Rauminhalt eines
Prismatoids ist gleich dem vierten
Teile eines Prismas gleicher Hohe,
dessen Grundfliche gleich der Summe
aus der Deckfliche und dem drei-
fachen Eindrittelschnitt des Prisma-
toids ist.
Voraussetzung. Fig. 9 wie
Lehrs. 1; doch seien GE und EF
Schnittkanten des Eindrittelschnitts.
Beweis. Es ist Z; gleich der Deckfliche vermehrt um
die Summe von Trapezen, welche wie BDFE die unteren
Abschnitte der Oberdreiecke, und einer Summe von Dreiecken,
welche wie BEG die oberen Abschnitte der Unterdreiecke
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sind. Da 20— L o ist A BRC = A BDC, das Trar

pez BDFC =% A BDC, die Summe dieser Trapeze also

—2— 0. Da ferner %]g=%,

die Summe dieser Dreiecke also % U. Demnach ist Z,=D

so ist A BGE =3 A ABC,

+ 5 0+ 5 U oder 20 + U=+ (Z,— D) und 3D +
20 + U:%D +%Z1. Ein Prisma mit dieser Grund-

fliche und der Hohe % % ist nach §18, Aufg.3, Folg.1 gleich
dem Prismatoid. Man kann fiir dieses Prisma setzen ein an-

deres mit der Hohe 2 und der Grundfliche D -‘; 82, oder

eines mit der Hohe 72* und der Grundfliche D + 3Z,. Dies

ist aber gleich dem vierten Teile des im Lehrsatze angege-
benen.

Zusatz, Der Rauminhalt eines Prismatoids ist gleich dem
vierten Teile eines Prismas gleicher Hohe, dessen Grundfliche
gleich der Summe aus der Grundfliche und dem dreifachen
Zweidrittelschnitt des Prismatoids ist.

Beweis. Wird das Prismatoid umgekehrt d. h. die bis-
herige Deckfliiche zur Grundfliche genommen, so ist D mit
G und Z, mit Z, zu vertauschen.

Folgerung. Prismatoide gleicher Hohe sind raumgleich,
wenn sie in der Deckfliche und dem Eindrittelschnitt oder in
der Grundfliche und dem Zweidrittelschnitt inhaltlich iiberein-
stimmen.

Lehrsatz 8. Prismatoide gleicher Hghe sind raumgleich,
wenn sie in den Grundflichen und einem Parallelschnitt
gleicher Schnitthohe inhaltlich tbereinstimmen.

Voraussetzung. Wie Lehrs. 1, Fig. 8 oder 9; doch
seien EG und EF die Schnittkanten eines Schnittes Z in der
Hohe 24, wenn z ein echter Bruch ist.

Beweis. Wird der Flicheninhalt Z (§ 16, Erkl. 6) #hn-
lich bestimmt wie H oder Z, in Lehrs. 1 und 2, so konnen
die Werte O und U bestimmt werden durch G, D, Z und z.
Prismatoide gleicher Hohe, welche hierin iibereinstimmen,

sind also raumgleich. § 18, Aufg. 3, Folg. 1 oder 2.
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Anmerkung 1. Es ist A EFC =2?. A BDC; die
Summe dieser Dreiecke also O .22 Auch ist das Trapez
AGEC= N ABC— N\ GBE= N ABC— (1 —2)*. A ABC;
die Summe dieser Trapeze also U— U (1 —z).. Werden
diese beiden Summen wie in Lehrs. 1 von G abgezogen, so
erhilt man Z = @ —2U .z + (U— 0).z% Hieraus erhellt,
dass die Werte U und O eines Prismatoids fir jede Pro-
jektionsrichtung konstant sind.

Anmerkung 2. Ist die Hohe des Parallelschnitts iiber

der Grundfliche y, also y = 2k oder z = #;/—, so wird z =
(]

G——27U-g/+(U; 0)-92. Hierin sind die Zahlen G,

und gzg und E;L;—O nur abhéngig von der Gestalt des Pris-

matoids, fiir alle Parallelschnitte also dieselben, wihrend y
fiir jeden Parallelschnitt seinen besonderen Wert hat. Dies
wird folgendermassen ausgedriickt: Im Prismatoid ist der
Flacheninhalt eines jeden Parallelschnitts ein Ausdruck
(Funktion) zweiten Grades seiner Schnitthdhe iiber der Grund-
fliche.

Anmerkung 3. Ist fir einen beliebigen Korper der
Flacheninhalt eines jeden Parallelschnitts ein Ausdruck zweiten
Grades der Schnitthéhe iiber der Grundfliche, so gilt dies auch
fiir eine Zone des Korpers, d. h. einen Teil, welcher von zwei
Parallelschnitten begrenzt wird. Ist nidmlich fiir diesen Kérper
Z = A+ Bz + (2%, wo z die Schnitthéhe ist, und hat die
Grundfliche der Zone den Abstand a von der Grundebene,
einer ihrer Parallelschnitte aber den Abstand y von der Grund-
flache der Zone, so ist z = a + y, und der Flacheninhalt des
Parallelschnittes

Z=A~+ B(a—+y)+ Cla—+ y)* oder

Z=A4A+ Ba—+ Ca’+ (B—+ 2Ca) y + Cy’.

Hierin sind die drei Koéffizienten A + Ba + Ca? (B + 2 Ca)
und C Werte, welche durch die Gestalt der Zone bedingt
sind.

Aufgabe 4, Einen beliebigen Korper in ein Prisma zu
verwandeln.

Man teile die Seiten des Korpers soweit erforderlich durch
Diagonalen in Dreiecke und betrachte den Kérper als nur von
Dreiecken begrenzt. Projiziert man nun den Korper auf eine
Ebene, welche ihn nicht schneidet, so steht unter jeder Seite
ein dreiseitiges, im allgemeinen schiefabgeschnittenes Prisma.
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Bildet man die Summe der Prismen, mit positiven Projektionen
als Grundflichen, und zieht von ihr die Summe der Prismen,
mit negativen Projektionen als Grundflichen, ab, so erhilt
man als Rest den vorgelegten Kérper. Jetzt verwandele man
jedes dieser Prismen nach § 17, Lehrs. 2 in ein vollstindiges,
und hat den Inhalt des Korpers dargestellt als Summe beziig-
lich Differenz von Prismen, welche in ein Prisma zu verwan-
deln ist. .

Lehrsatz 4. Ahnliche Korper verhalten sich inhaltlich,
wie die Kuben homologer Linien.

Beweis. Verwandelt man die beiden Koérper in eine
Summe beziiglich Differenz von geraden Prismen und wahlt die
Grundebenen so, dass die homologen Eckenhshen der beiden
Korper sich wie 1:# verhalten, wenn dies das Verhiltnis der
homologen Linien zu einander ist, so kann man jedes Prisma
des einen Korpers #* mal in das homologe des anderen hin-
einsetzen.

§ 20.

Erklirung 1. Als Mass der Korper dient ein Wiirfel,
dessen Kante der Léingeneinheit gleich ist. Als diese gilt fir
gewohnlich das Meter (m), deshalb werde hier ein Wiirfel,
dessen Kante ein Meter lang ist, als Masseinheit gebraucht.
(Kubikmeter: c¢bm.)

Erklirung 2. Den Inbalt eines Korpers ermitteln, heisst
angeben: wie oft in ihm der Inhalt eines Kubikmeters ent-
halten ist.

Diese Zahl soll stets mit I bezeichnet werden, wihrend
eine Anzahl Meter, welche die Linge einer Linie angiebt, mit
einem kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet werden soll.

Anmerkung. FEine Gleichung beispielsweise 4B =¢
bedeute stets, eine Strecke AB sei ¢ Meter lang.

§. 21.
Lehrsatz. Fir ein Prisma ist:
I = Gh;

d. h. die Zahl I, welche angiebt, wie oft der Inhalt eines
Kubikmeters in dem Prisma enthalten ist, wird gefunden, wenn
man die Anzahl (G) Quadratmeter der Grundfliche mit der
Anzahl (4) Meter der Héhe multipliziert®).

Beweis. Man verwandle das Prisma, § 18, Aufgabe 1, in
einen rechtwinkligen Parallelfliichner, dessen beide Grundkanten

#) In dieser Weise sind auch die folgenden Formeln zu verstehen.
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je ein Meter lang sind. Die Grundfliche desselben ist dann
ein Quadratmeter und die Hohenkante (nach zweimaliger An-
wendung des planimetrischen Satzes iber den Flicheninhalt
des Rechtecks) G4 Meter lang; man kann also auf die Grund-
fliche soviel Kubikmeter in den Parallelfliichner stellen, wie
die Zahl G/ angiebt, mithin ist [ == Gh.

Anmerkung 1. Ist G/ eine gebrochene Zahl, so entspricht jedem
Bruchteil eines Meters, welchen die Hohenkante lang ist, derselbe
Bruchteil eines Kubikmeters.

Anmerkung 2. Ist G/ eine irrationale Zahl, so kann man dieselbe
als einen unendlichen Dezimalbruch auffassen und findet nach An-
merkung 1 als Inhalt des Kérpers eine Summe von unendlich vielen
Bruchteilen eines Kubikmeters, deren Summe dieselbe ist wie GA.

Folgerung 1. Sind die in einer Ecke zusammenstossenden
Kanten eines rechtwinkligen Parallelflichners a, & und ¢ Meter
lang, so ist fir diesen J = abc, da dann G = ab und A =c¢
gesetzt werden kann.

Rauminhalt eines Wiirfels, dessen Kanten ein echter
Bruchteil eines Meters ist.

Kubikdezimeter, Kubikzentimeter und Kubikmillimeter.

Wie viel von jedem dieser Wiirfel konnen in ein Kubik-
meter gestellt werden?

Zusatz I. Fir jedes Prisma ist /= Qk, wenn k die Linge der
Seitenkanten und @ der Querschnitt desselben ist.

Beweis. Wird ein gerades Prisma mit derselben Grundfliche
Q und der Hohe & undg das gegebene je mit einer homologen
Seite in dieselbe Grundebene gelegt, so sind die Parallelschnitte zu

dieser durch beide Kérper in jeder, beziehentlich gleicher, Hohen-
lage flichengleich.

Zusatz 2. Der Flicheninhalt der Normalprojektion eines ebenen
Vielecks ist gleich dem Produkt aus dem I'licheninhalt desselben
und dem Cosinus des Neigungswinkels («) beider Ebenen.

Beweis. Ist das Vieleck (/) die Grundfliche eines schiefen
Prismas mit der Seitenkante & und der Héhe 4, so ist seine Nor-
malprojektion (N) der Querschnitt des Prismas, also /= Fh = Nk

oder N = F—% == Fcos «. § 11, Zus. Folg.

Folgerung 2. Fiir jedes dreiseitige schiefabgeschnittene
Prisma ist /= Gs; § 17, Lehrs. 5 und Erkl. 1.

Zusatz 3. Fir jedes dreiseitige schiefabgeschnittene Prisma ist
I = Qk, wenn Q der Querschnitt und & die Schwerkante d. h. die
Verbindungslinic der Schwerpunkte®) beider Grundflichen ist.

Beweis. Nach Zusatz 2 ist G = 003 , wenn « der Neigungs-
«

winkel der Ebene G und Q ist; da aber s = % cos « (§ 8, Lehrs. 1,
§ 11, Zus. Folg.), so ist I = Gs = Qk.

*) Der Durchschnittspunkt der drei Transversalen.
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Folgerung 3. Fir jede Pyramide ist 7= + Gh § 11,
Zus., Folg. 1.
Folgerung 4. Fir jedes Prismatoid ist:
W) I=2(3D+20+ 1) §18, Folg 1.
oder:
) I=2@D+0+6) §18, Folg. 2.
oder:
teo I= %(G +4H + D) §19, Lehis. 1.
oder:
Td) I= % D+ 3Z) §19, Lehrs. 2.
oder:
te I= % (G4 38Z,) §19, Lehrs. 2, Zus.
oder:
0 1= (P e T v g 2

Diese Formel ergiebt sich, wenn man U aus den beiden
Gleichungen G =D + O + U, § 16, Erkl. 7, Anm. 2 und
Z=G—2Uz~+ (U—0)z* § 19, Lehrs. 3, Anm. 1 eliminiert
und den fir O gefundenen Wert in &) einsetzt.

Folgerung 5. Iir jeden Korper ist /= S Ps, wenn, nach
§ 19, Aufg. 4, P der Reihe nach die Projektionen der Seiten,
s die Schwerpunktshéhen der betreffenden Deckflichen be-
zeichnet, und die Zeichenregel § 16, Erkl. 7, Anm. 1 beob-
achtet wird.

Aufgabe I. Den Rauminhalt cines schiefabgeschnittenen Parallel-
flichners zu bestimmen**).

Man teile den Parallelflichner durch eine Diagonalebene in zwei
dreiseitige schiefabgeschnittene Prismen. Die beiden Hohen be-
stimmen ein Trapez, dessen Mittelparallele die Hohe des Durch-
schnittspunktes der Deckflichendiagonalen iiber der Grundfliche ist.

Man erhilt I = Gs, nach Folg. 2. Oder auch in dhnlicher Weise
I = Qk, nach Zus. 3.

Aufgabe 2. Den Rauminhalt eines schiefabgeschnittenen Prismas
zu bestimmen, wenn die Grundfliche ein regelmissiges Vieleck ist.

Man teile die Grundfliche in die halben Bestimmungsdreiecke

*) Weitere Formen s. in d. Wissensch. Beilage z Programm d. Doro-
theenstidt. Realschule. 0. 1882. | Die Inhaltsermittelung der Kérper aus
ihren Projektionen.“ $. 9.

**) Rein geometrisch, ebenda S. 6.
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und projiziere diese parallel den Seitenkanten anf die Deckfliche,
Die projizierenden Ebenen teilen das Prisma in dreiseitige Prismen,
deren Hohen paarweis ein Trapez bestimmen, dessen Mittelparallele
die Hohe des Deckflachen-Mittelpunkts éiber der Grundfliche ist. Man
erhilt 7= Gs nach Folg. 2; oder auch in shnlicher Weise I = Qk,
nach Zus. 3, wenn £ die Verbindungslinie der Mittelpunkte beider
Grundflichen ist.

Ebenso erhilt man fiir den Mantel (M), d.h. fir die Summe
der Seitenflichen, M = uk, wenn u der Umfang eines Normal-
schnittes ist.

Folgerung 6. Fiir jeden Korper ist:

= sp(BEBTR) 515 Aug s,

Erklarung. Wird von einem schiefabgeschnittenen Prisma
durch eine Ebene, welche innerhalb desselben die Deckfliche, aber
nicht die Grundfliche schneidet, cin Teil abgeschnitten, so heisst der
Restkorper, d. h. der, welchem die Grundfliche verbleibt, Meissel;
die Gerade, in welcher sich dic beiden Deckflichen schneiden,
Schneide desselben.

Ist die Schneide parallel der Grundfliche, so heisst ihr Abstand
von der Grundfliche Héhe des Meissels.

Ist das Prisma ein gerades, die Grundfliche ein regelmissiges
Vieleck mit gerader Seitenzahl, die Schneide einem Durchmesser
desselben parallel, und beide Deckflichen zur Grundfliche gleich
geneigt, so lisst sich der Meissel durch die
Normalprojektion der Schneide in zwei
kongruente und dann durch eine Ebene
senkrecht zu dieser und der Grundfliche
in vier kongruente Teile*) zerlegen.

Aufgabe. Unter vorstehender Voraus-
setzung den Inhalt eines Meissels mit der
Héhe h zu ermitteln, wenn die Grundfliche
ein 2n-Eck oder ein 4n-Eck ist.

Ist die Grandfliche ein Quadrat oder ein
Sechseck, so ist der Meissel ein Keil. Vergl.

§ 22, Aufg. 2.

Beispiel 1. Die Grundfliche ist ein
regelmissiges Zehneck. KEs sei ABCDE
Fig. 10 der Grund- und AFB der Aufriss
eines Quadranten des Meissels (d. h. des an-
gescharften Teiles). Werden die Bestim-
mungsdreiecke der Grundfliche parallel den
Seitenkanten auf die Deckfliche projiziert,
so teilen die Projektionsebenen den Qua-
dranten in drei schiefabgeschnittene Prismen: 1. mit der Grund-

fliche ABC =L s2 V1042 V5, 2. und 3. mit den Grundflichen

CAD =DAE = -;— r2 V10 +2 V5, wihrend die Eckenhéhen teils

. . - . D,D, _BD, _ (G,
Null, teils D, D,, teils AF sind. Es ist nun AF = BA = T4’

*) Diese konnen auch als schicfabgeschnittene Prismatoide berechnet

werden. Vergl. § 23.
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und, da aus Gloichheit der Winkel A CDG oo CAD, OF =ZD,
N Y
mithin m__—(C—A (3_]/5) also DID,——-— (83—V5b).

Hiernach ist aber der Inhalt
R —
des ersten Prismas Tls_ 72 V10 +2V5 - _:;_

h 4+ % [3 — 1/5])

» Zweiten %¢2Vw+ays.( =

h+h+%p—ﬁU

3

, dritten » % r? V10+2V_5— . (

und die vierfache Summe [=7r21 » 13—2 V5) V1o + + 2 V5

Beispiel 2. Die Grundfliche ist ein regelmaSSIges 12-Eck.
Es se1 ABCDE Fig. 11 der Grundriss und AFB der Aufriss ebenso
wie Beispiel 1, Fig. 10; auch sei ebenso der Kérper geteilt in drei

Prismen mit den Grundflichen BAC = CAD = DAE= % 72, wih-
rend die Eckenhohen teils Null, teils C, Cy, teils D, D,, teils AF sind.
Es ist nun 4D, = —;— 7, mithin D, Dy = ; h, undAOlz—;—
mithin C, C = (1 ——; V?) hy also der Inhalt
des ersten Prismas
(
h+h [1—-—21— ]/?;_]
T 3
des zweiten Prismas
b+hb-%¢@]+%h

\ 3

des dritten Prismas

1
— 2
1 r

h+h+%h
3

1
2
1 r

und die vierfache Summe I =172} (7 —9V3 )
Anmerkung. Nach Folg. 6 kann der Inhalt eines jeden
ebenflichigen Korpers, von dem Grund- Auf- und Seitenriss
oder, was dasselbe ist, die rechtwinkligen Koordinaten der
Ecken bekannt sind, ermittelt werden.
Fiir Aufmessunven ist die Aufgabe zuriickgefiihrt auf die
Gusserow, Stereometric. 3
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Hohenbestimmung der Ecken des Korpers und die Ermittelung
der Projektionen von Dreiecken, deren Seiten direkt gemessen
werden konnen. Wird normal projiziert, so ist fir diese Er-
mittelung nur die Kenntnis des Pythagoreischen Lehrsatzes
und der Formel fiir den Inhalt eines Dreiecks aus seinen
drei Seiten erforderlich (vergl. § 13, Aufg. 2).

Liegen mehrere dieser Dreiecke in einer Ebene, so hat
man, wenn F der Flicheninhalt des einen und N der seiner
Normalprojektion ist, fir den Neigungswinkel & jener Ebene
zur Grundebene

N _y/sai—a) (s —by) (s, —¢y)
c0s Q_F_Vs (s—a)(s—b) (s—¢)

(vergl. Folg. 1, Zus. 2 dieses § und § 13, Aufg. 2) und kann
hiermit die Flicheninhalte der anderen Dreiecke multiplizieren,
um die ihrer Normalprojektionen zu finden.

§ 22.
Fiir die Anwendung der Formel I = % 2D+ 0+ G)

(§ 21, Folg. 4b) gelten im allgemeinen folgende Regeln:

Man wihle zur Deckfliche diejenige der beiden Grund-
flichen, welche weniger Ecken hat, als die andere.

Man wihle die Projektionsrichtung so, dass negative Pro-
jektionen thunlichst vermieden werden.

Wenn eine Deckkante einer Grundkante parallel ist, pro-
jiziere man in der Richtung einer Seitenkante so, dass jene
Deckkante in die parallele Grundkante fallt.

Fiir Aufmessungen bestimme man G durch Peripheriesieren,
D durch Triangulation und D —+ O (als eine Figur) nach der
Trapezmethode.

Man erhilt:

1. Die Pyramide: I= j Gk
Es ist D=0, O =0. § 16, Erkl. 5.
2. Der Keil: IT= %L (G + 0).
Es ist D =o.
Ist die Schneide einer Grundkante parallel und auf diese

projiziert, so ist in der Projektion nur ein Oberdreieck vor-

handen.
Hiufige Anwendung findet diese Formel bei Ermittelung
cines Dachraums, wobei meist die Grundfliche ein Rechteck
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oder ein Trapez ist. Ist Fig. 12a der Grundriss, g, und g,
die Linge der beiden parallelen Grundkanten 4B und CD,
b die Breite der Grundfliche, EF =d die First des Daches,

so ist, wenn F' auf C projiziert wird, so dass Fig. 12b die
Projektion ist,

b
. db
und (Fig. 12b) A FEB = 0 =3, also:

bh

oder auch I =0 w—gj_—i),
der parallelen Kanten und @ der Flicheninhalt des Quer-
schnitts durch dieselben ist.
3. Das Prisma: I = Gh.
Es ist D = G und, wenn die Deckfliche parallel den
Scitenkanten projiziert wird, O = 0.
4. Der Obelisk.
Allgemeines lasst sich nicht angeben; fiir den Fall aber,
dass die Grundflichen Rechtecke mit den Seiten (Fig. 13a)

0 a, b und ¢ die Lingen

AB = a, BC =10 als Grundkanten, 4,B, = a,, B,(; =8,
als Deckkanten sind, projiziere man parallel einer Seitenkante
(D;D) und erhilt in der Projektion (Fig. 13b) zwei positive
Oberdreiecke AA, B, und B,C,C. Es ist:

3
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D = ab,
D -+ 0 - ADICIBl -+ C‘ClBl - (b —+ bl) %""_%1‘ (a —_— al)
G = ab, mithin:

=% [ a (b +l—’,§)+a1 (bﬁ-g)].

5. Der Pyramidenstumpf.
Man projiziere parallel einer Seitenkante, dann ver
schwinden alle negativen Werte und es wird:
0O+ U=@G—D.
Sind gy, gsy g5 u. 8. W. die Grund-
., da, ds u.s. w. die Deckkanten,
0,, 04, O; u. 5. w. die einzelnen Ober-
U, U, U;u.s. w. die einzelnen Unterdreiecke (in
der Projektion), so haben die O, und U, O; und U, u. s w.
gleiche Hohen, verhalten sich also wie ihre Grundlinien d. 1.

gl___gl U __ 92 Eg_g_s

01 ———(Z, —(Z-—’d?, 03 = d- u. 8. w.
Da aber:
g_p_g  _VCY
d = d d 7D
mithin: o
U+ U+ Uy ... U _Va
0,4+ 03+ Os..... ~ 0 VD’
s0 ist:
U= 0 —V:E:
VD
Wird hiermit I/ aus der obigen Gleichung eliminiert, so wird:
_6—=DVD _ g yD) VD= — D+ VGD,
V@ + VD

d. i I==%— (G + V@D + D) oder, wenn G sich nur um-
standlich ermitteln lasst, aber zwei sich entsprechende Grund-

2
und Deckkanten (g und d) gemessen sind, da % =d% *):

Dh Dh [ g® g

*#) § 16, Erkl. 4, Schluss.
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6. Ein unregelmassig geboschter Damm zeige als
Grundriss Fig. 14a. Man projiziere eine Deckkante auf ihre
parallele Grundkante, so dass Fig. 14b die Projektion ist.

Es ist:

G = FKIE,

D = ABCDE = ABCH + EDCH.

D —+ 0 = AKCIE = AKME — MLCK + CLI.
Es sei FK=a, EI=0b, AB=¢, ED =d, HC =¢, EF =1,
AH =7+, EH = k. Dann ist:

G=(a+1b %
D= (c+e) %+(e+d)§

— k
D4 0=(G+k+0g—0+hH T5+0t—053,

mithin:
p=§p@+b+@+w@+a+@+k@+a+@{

7. Wegrampen. Wird ein Weg iiber einen horizon-
talen Damm gefiihrt unter einem rechten Winkel, so ist die
Rampe ein Keil.

Es sei die Hohe des Dammes 4, die Breite des Weges
(Kronenbreite) &, die Steigung der Rampe 1:m, der
Béschung 1: =.

Ist im Grundriss Fig. 15 4B die Schneide, EFCD die
Grundfliiche, so projiziere man AB auf CD, dann wird G =

(EF + CD) - QQ—I! und das eine Oberdreieck C_Q-z_H_Q’ also:

1=t @F+20D) - 7D

Bei Aufmessungen ist EF = CD —+ 2 HF und CD, HF,
HD leicht zu bestimmen.
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Ist die Rampe zu veran-
schlagen, so findet man fiir den
Fall, dass sie sich an eine senk-
rechte Wand lehnt, also im
Grundriss AB in EF liegt:
HF=nh, EF=b+ 2nh, HD=mh,
also:

__ mh®

I="0" (36 + 2nk).

Ist aber der Damm eben-
falls und zwar im Verhaltnis
von 1:#n geboscht, so wird:

BH = BI = nh*), BD = mh, HD = (m — n) h,
HF  HD  m—n
BI — BD m
HF =22y,

EF=6+%k(m—-—n)

_ (m—mn) A2 2nh
= Ani

I 86 + [m — a]).

Schneidet der Weg den Damm unter einem spitzen
Winkel 8, so ist er, um seine Breite stets horizontal zu halten,
iiber den Damm in dessen Hohe mindestens so weit fortzu-
fithren, dass die Deckfliche der Rampe ein rechtwinkliges Drei-
eck wird, von dem die eine Kathete die Breite & des Weges
und der ihr gegeniiberliegende Winkel gleich g8 ist, so dass
der Grundriss Fig. 16a entsteht, worin X,X; der obere, Y,Y;
der untere Rand des Dammes ist.

Die Aufgabe zerfillt in folgende Teile:

I. Entwurf des Grundrisses,
II. Festlegung der Eckpunkte der Rampe im Terrain,
III. den Rauminhalt der Rampe veranschlagen,
IV. den Rauminhalt der fertigen Rampe ausmessen.
I. AC=b6=Y,Y,, £ ABC =8, A ACB= R, AB=
b y ! Rl
czm, Bl=a=b ctgp, AY;,=CY;=mh, YA=

#) Soll die Rampe wirklich im Verhiltnis von 1:n gebdscht sein, so
miisste nicht B/, sondern ein Lot von B aul DI gleich nk sein, es ist aber
gebriiuchlich, wie oben zu rechnen.
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CY, = AA, = nh, & BY,Y,=y, tg7=%*). — Es ist

Y,Y, || CB. Die Punkte 4, B und C liegen AMeter iber der
Horizontalebene.

Ist (6 + nk)-ctg 8 <
nk, so liegt Y, wie in der
Figur ausserhalb der Damm-
boschung, anderenfalls inner-
halb. Dann ist die Grund-
fliche ein Viereck.

II. Die Lage der Ecken
in der horizontalen Ebene
wird am einfachsten gefun-
den, wenn AB als Abscissen-
Achse und A als Anfangs-
punkt genommen wird. Die
so  berechneten Ordinaten
miissen um %A vermindert

werden, da die Absteckung nach dem unteren Rande des
Dammes zu richten ist.

Bezeichnet man mit @, ¥, @, ys u. s. w. die Koordi-
naten der Punkte Y;, ¥, u.s. w.; bezogen auf den unteren
Rand des Dammes als Achse und 4; (die Normalprojektion
von A, s. Figur) als Anfangspunkt, so hat man:

Yy == mh sin 8 — nh
Y3 == b cos B ~+ y, = b cos B + mh sin 8 — nh
yy = (b 4+ nh) cos g — nh.
Fir die Abscissen hat man:
2y = mh cos 8
. ¢ . m cos § — n sin B
“ wl_yzcg(ﬂ+y)—y2msinﬂ+ncosﬂ

&g — &3 = b sin B
x, = [b 4 nh] sin 8
Xy — &y =y, ctg B und hieraus:
z;+a,= A (m cos 8§+ n sin f)
Zg + a5 =y, ctg B =+ (b + nh) sin B.
Die Lage von C ist bestimmt durch AX =& =10 sin g
und CX = h; = b cos §.
Ist & cos B << nh, so liegt C ausserhalb des Dammes,
anderenfalls schneidet seine Projizierende die Dammboschung
in einem Punkte, dessen Hohe iiber der Horizontalebene

*) Eigentlich sollte sin y = % sein,
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M—ﬂ—, dessen schiefe

n
Héhe auf der Dammbdéschung
gemessen

nh —b cos By .

n
III. Wird in der Rich-
tung AY, projiziert, so dass
Fig. 16 b der neue Riss ist,
dann hat man:
G= X2X3 Ys Yn - Xsza -+ Xs)ﬁ Y4Y3 -+ X, Y5 Y4
2G=(2—a3) (s +ys) — (s — @) ya+
(25 =+ 2,) (ys +y0) + (25 — @)
D+ 0= AACY; + A ACY,
2N ACY; = (2~ 5) by
2N ACY, = (2, — ) + @) (by + y5) — y3 ([23 — y1] — M)
= [0y — &) by + 2y,
2D = ch,.
Also:
22D+ 0+ @)=l (23+ a5+ ¢c) + (21— @5) (Y3 + ys) —
(w3 — @1 — @) Yo+ (2 + ) (ys + y0) + (@ — @) Yu
IV. Unter Benutzung vorstehender Formeln und der
Fig. 16b messe man XC, z und A, auf der Deckfliche und
bestimme G durch Peripherisieren. Hierbei ergiebt sich y,
und X, Y, = a, + 25 = L.
Man hat: 2(2D + 0) =% (I + ¢) + zy,, mithin

I=2 i+ d+ap+20.

8. Aufgaben.

1. Den Rauminhalt einer schwebenden Pyramide zu be-
rechnen. Eine schwebende Pyramide ist ein Prismatoid, von
welchem in der Grundfliche zwei und in der Deckfliche zwei
Eckpunkte liegen, d. h. ein Keil mit zwei sich kreuzenden
(§ 2, Erkl. 1) Schneiden. Jede dreiseitige Pyramide kann als
schwebende betrachtet werden.

Es ist D =0, G =0 und wenn in der Richtung einer

Seitenkante projiziert wird, O = % sin y, wenn a und & die

Schneiden, und y den Winkel, welchen sie bilden, bezeichnet.
§ 3, Erkl. 6.

2. Den Rauminhalt eines Keiles berechnen und die drei
Projektionen desselben zu zeichnen, wenn die Hohe und die
Schneide gegeben, und die Grundfliche ein regelmissiges
n-Eck ist, wahrend die Schneide entweder einer Grundkante
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oder einem Durchmesser des der Grundfliche umschriebenen
Kreises parallel ist.

3. Den Rauminhalt eines Prismatoids mit gegebener
Hohe zu berechnen und die drei Projektionen desselben zu
zeichnen, dessen Grundfliche ein regelmissiges n-Eck ist, und
dessen Deck-Ecken senkrecht iber den Mitten der Grund-
kanten liegen.

Erklirung. Liegen alle (mehr als zwei) Deck-Ecken eines
Prismatoids in einer Geraden, so heisst dasselbe ein mehrschnei-
diger Keil,

Nach § 16, Erkl. 4, 2 ist die Schneide eines Keils als ein Zwei-
eck aufzufassen. Ist der Keil mehrschneidig, so wire sie als Viel-
eck zu betrachten.

Aufgabe 4. Den Rauminhalt eines mehrschneidigen Keils zu
berechnen, wenn die Hohe gegeben und der Grundriss ein 2r-Eck
ist, dessen Ecken auf einen kleinen oder auf einen grossen Durch-
messer normal projiziert sind.

Im Grundriss bildet je ein Unterdreieck und ein Oberdreieck
zusammen ein Trapez. Es muss zur vollstindigen Bestimmung des
Korpers noch gegeben sein, welche von den beiden Diagonalen
jedes dieser Trapeze die Projektion einer Seitenkante ist.

Ist » so gross gegeben, dass die Grundfliche ein Kreis wird,
so bildet je ein O und U zusammen ein Rechteck, mithin O = U,

D=galso 0= & d.i.

rinh
2

I= % Gh=
vergl. § 26, Lehrs. 1.

§ 237.

Eine andere Art, den Rauminhalt eines Prismatoids zu
ermitteln, ist folgende. Vergl. § 21, Folg. 6.

Man projiziere das Prismatoid normal auf eine Ebene,
welche senkrecht*) auf den Grundflichen steht. Es ver-
schwinden dann die Projektionen der Grundflichen, und es ist
der Inhalt des Prismatoids gleich einer Summe schief abge-
schnittener Prismen, die entweder ein Oberdreieck oder ein
Unterdreieck zur Deckfliche haben. Haben die Ecken der
Deckfliche die Hohen 2, 2, u. s. w., und die der Grundfliche

Y1, Y u.s. w. iiber der Grundebene — steht p fiir die Pro-
jektion einer Deckkante, ¢ fiir die einer Grundkante, so hat
ph

man die Projektion eines Oberdreiecks —5— und die eines

Unterdreiecks —%—’L Sind die Eckenhohen des Oberdreiecks,

*) Geeignetenfalls nehme man eine Grundebene zur Grundfliche ge-
neigt. Ebenso kann man schief projizieren.
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ist, #;, # und y, die des Unterdrei-

" h. .
ecks, dessen Projektion %L 1st, ¥, ¥, und z, so ist der Raum-

Bﬁ . (x1+w2+y) .,
2 3 !
. (yrtysta)
3 H

dessen Projektion 772

inhalt eines Prismas unter dem Oberdreieck

der eines Prismas unter dem Unterdreieck %]—L
mithin
h
I=+{3p@+nty +3I¢@+y +a) .

Wird die Grundebene so gewithlt, dass sie die Deckfliche
schneidet, so lassen sich die p und die # durch Messungen
auf der Deckfliche, die ¢ und die y durch Peripheriesieren er-
mitteln. Teilt die Grundebene den Korper in zwei Teile, so
berechne man jeden Teil fiir sich.

Beispiele: 1. Der in § 22, No. 4 behandelte Obelisk
Fig. 13a.

Der Obelisk ist nach § 19, Zus. gleich einem, dessen
Grundriss Fig. 13b zeigt. Wihlt man die Grundebene durch
AD,, so ist der Obelisk gleich der Summe der beiden Prismen
unter dem Oberdreieck B,C,C und dem Unterdreieck BB,C;
also

i
IT=1b (20, + a) + b (a,+ 2a){ .

2. Der in § 22, No. 6 behandelte Damm, Fig. 14a.

Der Damm ist nach § 19, Zus. gleich einem, dessen
Grundriss Fig. 14b zeigt.

Wihlt man die Grundebene durch FE, so ist der Kérper
gleich der Summe dreier Prismen, welche beziiglich unter den

Dreiecken KCI, KBC und DCI stehen, mithin
/
I=—Gf &l(a—f—b%—e)—i—z’(a-lr—c—+-e)+/c(b+c+d)2.

Das schiefabgeschnittene Prismatoid. Die Nei-
gungsebene der beiden Grundflichen wihle man als Grund-
ebene. Is sei p die Projektion einer Deckkante, ¢ die einer
Grundkante, #, @, @3 u. s. w. die Entfernung der Deck-Ecken,
Yy Y1, Yy u. 8. w. die der Grund-Ecken von der Grundebene,
2, 21, Z3 W.S.W., ¢ ¢, ¢ u.s. w. die Entfernungen dieser
Ecken vom Durchschnitt der Grundflichen, « der Neigungs-
winkel dieser beiden.

Unter einem Oberdreieck, dessen Eckenhohen ), «; und



V. Ebenflichige Kérper (Polyeder). 43

1

y sind, steht ein Prisma, dessen Grundfliche -

p ¢ sin «,

dessen Inhalt also %— (¢ + @, + y) pesin e ist. Unter
einem Unterdreieck, dessen Eckenhshen y;, y, und @ sind,

steht ein Prisma, dessen Grundflache é— qzsine, dessen
Inhalt also —i— (y, + ys + @) gzsin e ist; mithin 7 =

%.—(Epe[xl—l—xg—{—y]+qu[y1+yg+w])sina.

Denkt man sich das Prismatoid von der Grundebene und
von einer zweiten Ebene, senkrecht zu dieser und parallel dem
Durchschnitt der beiden Grundflichen, geschnitten, so kann
man die # und z auf der Deckfliche, die y und ¢ auf der
Grundfliche messen, wenn der Abstand der zweiten Ebene
von dem Durchschnmitt der beiden Grundflichen bekannt ist.

Bei Hohlriiumen ge-
staltet es sich meist ein-
facher, wenn man die Pro-
jektionen direkt misst. Es
werden z. B. bei Erdar-
beiten hiufig Karren ver-
wendet, deren Kasten Fi-
gur 17 im Grund- und
Aufriss zeigt.

Es ser Fig. 17 im
Grundriss das Rechteck
ABCD der Boden, das ge-
rade Trapez EFGH die
Deckfliche des Kastens.
Der Aufriss A, B, F, E, hal-
biere die parallelen Kanten
desselben, seine Ebene

— ein Schnitt nach N — werde als Grundebene genommen.

Man messe ausser BC = a, EH = a,, FG = a, die
Strecken A,B,, B, F|, F,E,, E, A, und A, F, und berechne hier-
aus N A F\E = G, und A 4B F, = G,, dann ist:

I= ¢ (G [a+ a + a) + G e+ a—+ a)).
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§ 24.

Die Formeln, § 21, Folg. 4d und e:
/
I=-(D~+32)

=% @G+32)

werden selten angewendet (vergl. 6 dieses §). Man kann von
ihnen bei Schitzungen Gebrauch machen, z. B. in folgendem
Falle:

1. Kennt man die Machtigkeit einer Gesteinschicht an
zwei Stellen, welche a Meter von einander entfernt sind, in
so weit, dass G und Z; als bekannt anzusehen sind, so wiirde
man iber die Masse des Lagers in einer Ausdehnung von
1,5 a ein Urteil gewinnen.

2. Addiert man zu ihnen die Formel § 21, Folg. 4 ¢:

=2 (D+40+ @),
so erhdalt man:
I=§}%—(5D+9Z1+8H+9Z2+5G).

Diese Formeln lassen sich stets da mit Vorteil anwenden, wo
unregelmissig geformte Korper als Prismatoide betrachtet
und die erforderlichen Schnitte direkt gemessen werden konnen,
z. B. bei Inhaltsbestimmungen unregelméssiger Gruben, oder
wenn Koérper (z. B. glockenformige) eine derart regelmassige
Form zeigen, dass an jeder Stelle aus dem Umfang der In-
halt des Schnittes bestimmt werden kann.

Die Formel 7= % (D + 4H + @) findet ferner zur

angeniherten Inhaltsermittelung in folgenden Féllen Anwen-
dung.

3. Ein Prismatoid, dessen Grundflichen kongruent, dessen
Seitenkanten aber nicht parallel sind, heisst ein Antiprisma.

Bei einem solchen ist der Mittelschnitt stets grisser als
jede Grundfliche, so dass es in der Mitte eine Verdickung
zeigt, wie man aus dem Grundriss ersehen kann. Sind nun
die Grundflichen regelmissige Vielecke mit einer grossen An-
zahl Ecken, so hat der Korper ungefihr die Gestalt einer
Tonne. Deshalb setzt man {fir diese, wenn d der Durch-
messer der Grundflichen und » der Umfang der Tonne in

2 2
halber Hobe, also D = @ — &7 ;= Z” ist,

4 7
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h (d®n %?
Ist 6 der Durchmesser des Mittelschnitts (Spandtiefe),
so hat man auch

3
I=1o (@ +26) 7

4. Wird durch einen beliebigen ebenflichigen Korper
durch jede Ecke ein Schnitt (Gy Gy, G G5 u.s. w.) gelegt
parallel eciner irgendwie gewihlten Ebene, so wird er in Pris-
matoide mit den Hohen A, Ay Ay u.s. w. zerlegt und es wird:

I= —16- (Goltl + G [hl —+ hy] + Gy [Ay + B5] +- 4[H1h1 -+
Hyhy + Hyky + . . . .])
wo H, H, Hj u.s.w. die Schnitte in den Hohen

o by T g By By s 5 By
w. s. w. sind.

5. Wird die Hohe % eines Kérpers in 2 gleiche Teile ge-
teilt, deren jeder gleich a ist, also £ = 2na, und durch jeden
Teilpunkt ein Schnitt (Fy, Fy, F;, Fs. .. Fy,) parallel einer
Grundebene gelegt, so kann man die geraden Schnitte F, F,
F, u. s. w. als Grundflichen von Prismatoiden (Hohe 2a) be-
trachten, deren Mittelschnitte die ungeraden Schnitte des
Korpers Fy, Iy, Fy u.s. w. sind. Durch Addition dieser Pris-
matoide folgt:

I=—5 ((F,+4F,+ B+ [H+4F+Fl +...)
oder:

[ =4 (Fy+ Fop+2[F+ Fi+ Fy . ... Bl + 4F, +
F,+ F+....F.)).
Diese unter dem Namen Simpsonsche Regel bekannte
Formel . dient z. B. zur Berechnung von Schiffsriumen und
giebt desto genauere Resultate, je grosser die ganze Zahl n
angenommen wird.
Sind die Schnittflichen Kreise mit den Halbmessern #,
Py 7y U. S. W., S0 wird:

T= 7 (4 mat = 200 22 - rd ol 4
rd - rd L Phy])-

6. Man teile die Hohe des Korpers in 6z gleiche Teile,

so dass h = 6na ist. Werden durch jeden Teilpunkt Parallel-
schnitte F,, F,, F, u.s. w. gelegt, und je drei der entstan-
denen Schichten als ein Prismatoid aufgefasst, so hat man fiir
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das unterste (§ 21, Folg. 4d) I = % (Fy + 3F)) und fiir das

nichste (§ 21, Folg. 4e) I = —iﬁ (F; + 3F,). Werden in
dieser Weise die Prismatoide paarweise genommen, so erhiilt
man:

=2 4Q@BA+Fy+. ...+ Fay] + 3[F + F+F,

+ Fy ...+ F._]).

Will man einen Korper aus 2a Prismatoiden zusammengesetzt

betrachten, so hat man bei der Benutzung dieser Formel nur

3n Parallelschnitte,” bei der Benutzung der Simpsonschen Regel da-
gegen 4n 4 1 Parallelschnitte zu messen.

VI. Krummflachige Korper.

§ 2b.

Erklirung 1. Wird ein Kreis auf eine ihm parallele
Grundebene projiziert, so heisst der Korper, welcher begrenzt
wird von diesen beiden Kreisen (Grundflichen) und der
Fliche (Mantel), in welcher die Projizierenden des Kreis-
umfanges liegen: Cylinder.

Der Abstand der beiden Grundflichen ist die Hohe (%),
die Projizierende des Kreismittelpunktes die Achse, die Pro-
jizierenden der Peripherie heissen Seiten des Cylinders.

Der Cylinder heisst gerade oder schief, je nachdem die
Achse senkrecht oder geneigt zur Grundfliche ist.

Eine Ebene durch die Achse eines Cylinders heisst ein
Achsenschnitt. Der Achsenschnitt eines geraden Cylinders
ist ein Rechteck.

Einen geraden Cylinder kann man sich entstanden denken
durch Drehung eines Rechtecks um eine Seite desselben.

Man kann einen Cylinder als Prisma ansehen, dessen
Grundflachen regelmissige Vielecke mit unendlick vielen und
unendlich kleinen Seiten sind.

Sind die Grundflichen nicht Kreise, so heisst der Kérper auch
noch Cylinder (im weiteren Sinne).

Eine Ebene, welche der Grundfliche nicht parallel ist,
schneidet den Cylinder im allgemeinen in einer Ellipse.
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Die Achse eines schiefabgeschnittenen Cylinders ist die
Verbindungslinie der Mitten beider Grundflichen.

Ein schiefabgeschnittener Cylinder heisst Cylinderhuf,
wenn die Grundflichen sich in einem Punkte beriihren.

Erklirung 2. Gleitet eine Gerade an einem Kreise, wiih-
rend einer ihrer Punkte fest liegt, so beschreibt sie den Mantel
eines Kegels.

Der Kreis heisst Grundfliche (G), der feste Punkt
Spitze des Kegels.

Die Verbindungslinie der Spitze mit dem Mittelpunkt des
Kreises heisst Achse, eine Gerade von der Spitze zur Peri-
pherie der Grundfliche Seite, ein Lot von der Spitze auf
die Grundfliche Hohe (%) des Kegels.

Der Kegel heisst gerade oder schief, je nachdem die
Achse senkrecht oder geneigt zur Grundfliche ist.

Eine Ebene durch die Achse heisst Achsenschnitt.
Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichschenk-
liges Dreieck.

Einen geraden Kegel kann man sich entstanden denken
durch Drehung eines rechtwinkligen Dreiecks um eine Kathete
desselben.

Man kann einen Kegel betrachten als eine Pyramide,
deren Grundfliche ein regelmissiges Vieleck mit unendlich
vielen und unendlich kleinen Seiten ist.

Ein Kegelstumpf heisst der Rest eines Kegels, von welchem
durch einen Parallelschnitt, § 16, Erkl. 6, ein kleinerer Kegel
abgeschnitten ist. Er lisst sich ebenfalls als Pyramidenstumpf
betrachten.

Lehrsatz. Ein Parallelschnitt im Kegel ist ein Kreis.

Beweis. Man lege durch die Achse des Kegels zwei
beliebige Ebenen. Die Durchschnitte dieser Ebenen mit dem
Parallelschnitt sind denen mit der Grundfliche parallel, § 12,
Lehrs. 1, Folg. u.s. w.

Erklirung 8. Sind simtliche Punkte der Oberfliche
eines Korpers von einem festen Punkte gleich weit entfernt,
so heisst der Kérper eine Kugel. Der feste Punkt heisst
Mittelpunkt derselben.

Eine Gerade vom Mittelpunkt nach der Oberfliche heisst
Radius oder Halbmesser (r). Eine Verbindungslinie zweier
Punkte der Oberfliche, welche durch den Mittelpunkt geht,
heisst Durchmesser.

Die Halbmesser, sowie die Durchmesser einer Kugel,
sind gleich lang.

Man kann sich eine Kugel entstanden denken durch Um-
drehung eines Halbkreises um seinen Durchmesser.
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Lehrsatz 1. Der Durchschnitt einer Ebene mit einer Kugel
ist ein Kreis. Der Mittelpunkt der Kugel liegt senkrecht iiber
dem Mittelpunkt dieses Kreises.

Beweis. Man verbinde den Mittelpunkt der Kugel mit
beliebigen Punkten des Durchschnitts und wende § 9, Lehrs. 2,
Umkehrung an.

Erklirung 4. Der Durchschnitt einer Ebene mit einer
Kugel heisst Kugelkreis.

FEin Kugelkreis, dessen Mittelpunkt mit dem der Kugel
zusammenfillt, heisst grosster Kugelkreis.

Der Kugeldurchmesser, welcher senkreckt auf einem
Kugelkreise steht, heisst Achse, seine Endpunkte Pole des
Kugelkreises.

Lehrsatz 1. Parallele Kugelkreise haben eine gemeinsame
Achse und gemeinsame Pole.

Lehrsatz 2. Kugelkreise einer Kugel, welche gleichen Ab-
stand vom Mittelpunkt derselben haben, sind einander gleich;
je grosser ihr Abstand vom Mittelpunkt ist, desto kleiner sind
sie selbst.

Erklirung 5. Eine Ebene, welche senkrecht auf einem
Radius in seinem Endpunkt errichtet ist, heisst eine Tan-
gentialebene, auch beriihrende oder tangierende Ebene.

Erklirung 6. Ein Kugelkreis teilt eine Kugel in zwei
Kugelabschnitte und seine Achse in die beiden Héhen
derselben.

Die krumme Oberfliche eines Kugelabschnittes heisst
Haube oder Kalotte.

Ein gerader Kegel, dessen Spitze mit dem Mittelpunkt
der Kugel, und dessen Achse mit einem Radius zusammen-
fallt, schneidet aus der Kugel einen Kugelausschnitt heraus.

Der Teil einer Kugel, welcher durch zwei parallele Ebenen
herausgeschnitten wird, heisst Zone. Der Abstand beider
Ebenen heisst Héhe der Zone.

§ 26.

Lehrsatz 1. Fiir einen Cylinder ist
I=rinh

Beweis. Wird der Cylinder als Prisma angesehen, so
hat man 7= Gh; es ist aber G =1?n, wenn » den Radius
der Grundfliche bezeichnet.

Folgerung. Fiir einen Hohlcylinder ist

I=nh(r+ ¢ (r—o0)

wenn 7 der #ussere Radius, und ¢ der im lichten ist; oder
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I=dh (20 + d)m, wenn d =17 — ¢ die Wanddicke be-
zeichnet.

Zusatz. Fir einen schiefabgeschnittenen Cylinder ist
l=0Gs=1r%ns, wenn s die Hohe des Deckfliichen-Mittelpunktes
iiber der Grundfliche ist, oder /= Qa, wenn a die Achse ist. Vgl.
§ 20, Aufg. 2.

Lehrsatz 2. Fir den Flicheninhalt eines Cylindermantels
ist M = us,
wenn #» der Umfang eines Normalschnittes und s die Linge
der Cylinderseite ist.

Beweis. Wird der Cylinder als Prisma betrachtet, so
ist sein Mantel die Summe der Seitenflichen des Prismas.

Folgerung. Fiir einen geraden Cylinder ist

M= 2rmh.
Zusatz. TFir einen schiefabgeschnittenen Cylinder ist
M=ua.

Vergl. § 20, Aufg. 2.
Lehrsatz 8. Fiir einen Kegel ist
r2mh
I=—
Beweis. Wird der Kegel als Pyramide angesehen, so

hat man (§22,1) I= %; es ist aber G = r’m, wenn » der
Radius der Grundfliche ist.

Lehrsatz 4. Fir den Mantel eines geraden Kegels ist

M=rmus,

wenn 7 den Radius der Grundfliche, und s die Seite des Kegels
bezeichnet.

Beweis. Wird der Kegel als n-seitige Pyramide ange-
sehen, so ist sein Mantel gleich der Summe der Seitenflichen
der Pyramide. Diese Seitenflichen sind gleichschenklige Drei-

" und dem Schenkel s.

ecke mit der Grundline 2

n
Ist nun die Zahl » so gross gewihlt, dass der Inhalt der
Pyramide dem Inhalt des Kegels gleichgesetzt werden kann,
so ist auch die Hohe jedes dieser gleichschenkligen Dreiecke
rs

gleich ¢, sein Inbalt also gleich and ihre Summe gleich

rms zu Setzen.

Lehrsatz 5. Fiir eine Kugel ist
4

I=-rm
3
Beweis. Steht auf der Grundebene UV Fig. 18, eine Halb-
kugel (Radius MO = MQ = ») mit dem sie begrenzenden
grossten Kugelkreis als Grundfliche und ein schiefabgeschnitte-
nes dreiseitiges Prisma mit gleicher Grundfliche (A ABC=7r*n),

Gusserow, Stereometrie, 4
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dessen Deckfliche mit einer Fcke 4 in dieser, mit den beiden
anderen, £ und D, » Meter iiber ihr liegt, so sind beide Korper
raumgleich. § 17, Lelrs. 2. Schneidet namlich die Ebene XY
parallel U'V'in der beliebigen Héhe MN=¢» (z ein echter Bruch)
die Kugel in dem Kreise mit dem Radius NP, so ist NP? =
MP? — MN?*d. 1. NP*=(1—=:%r? und der Flicheninhalt des
Parallelschnittes (1 — 2?)»? z; schneidet ferner die Ebene XY
das Prisma in dem Trapez FGHI, dessen kongruente Pro-
jektion BG H (' ist, so hat man (E;I_A;l = é)—gl = % = —i-,
mithin A H,G, 4 = 2> A ABC und fir den Parallelschnitt
durch das Prisma denselben Flicheninhalt wie fir den durch
die Kugel: (1 —2?) A ABC = (1 — %) »*nw. Fiir das Prisma
ist aber /= Gs = G - ,g o= % 37, § 21 Folg. 2 oder § 17
Zus., also fir die ganze Kugel [ = % r3 .

Zusatz. Kegel, Halblkugel und Cylinder iiher demselben
Kreise als Grundfliche und mit gleicher Hohe verhalten sich
inhaltlich wie 1:2:3.

Aufgabe 1. Den Inhalt von Kugelteilen zu ermitteln:

1. Der Inhalt einer Hohlkugel wird berechnet als
Differenz zweier Vollkugeln; also, wenn » der Radius im
lichten und d die Dicke der Wandung ist:

I= % m(d"+ 326 [r + d]).
2. Die Kugelzone ist der Zone gleicher Hohenlage des
dreiseitigen schiefabgeschnittenen Prismas, vergl. Fig. 18, Lehr-

satz B, raumgleich nach § 17, Lehrs. 2. Die Zone eines
Prismatoids ist aber sclbst ein Prismatoid, also ist auch hier

h
die Formel § 21, Folg. 4c [ = _65 (G+4 H-+ D) anzuwenden.
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Ist die Kugel durch Umdrehung des
Halbkreises AFB, Fig. 19, um den Durch-
messer AB als Achse entstanden, liegt ferner
die Zone zwischen den Kreisen mit den Radien
EF = a und KL = b, ist ihr Mittelschnitt
der Kreis mit dem Radius Y'Y, =¢, und ist
KE =}, so ist:

I= " (a0 4 407+ 1)
Ist ferner AK = p, EB = ¢, so ist
a’=q-(p+h

4e? = 4pg + 2ph + 2¢gh 4+ A? und, da
4pq + 2ph 4 2qh = 2a® + 202, so ist:
1= fﬁ—k (Ba® 4 357 4+ A%).
3. Fir den Kugelabschnitt verschwindet der Radius
des einen Begrenzungskreises, also:

= ”_Gk (3a® + A?) oder, da a® = (2r — &) &,

2
I = Zt—g'— (37 — k).

4. Addiert man hierzu den Kegel, dessen Grundfliche
der Begrenzungskreis des Kugelabschnittes und dessen Spitze
der Kugelmittelpunkt ist, so erhdlt man den Inhalt eines

2 o
Kugelausschnittes. Da der Kegelinhalt M%ﬂ ist,

wird fir den Kugelausschnitt
I=2uvnh
Ist der Kugelausschnitt eine Halbkugel, so wird fiir diese

I = 5 r®m wie oben.

5. Werden von einer Kugel durch zwei parallele Ebenen,
jede im Abstand @ vom Mittelpunkt, zwei Abschnitte und
ebenso im Abstande b ebenfalls zwei abgeschnitten, ohne dass
sich die Schnittebenen innerhalb der Kugel schneiden, so ist
fir den Rest:

I= —g— r3g — —gn(r——a)“‘ 27+ a) — %n('r —0)2(2r+1b)
d. 1.
I = ;— 7w (872 [a + 8] — [27° 4+ o® + b7)).
4*
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Eine Ebene, in welcher die Achsen der begrenzenden
Kugelkreise liegen, teilt diesen Restkorper in zwei kongruente
Teile, welche Kugelkappe oder bohmische Kappe heissen,
wenn die Durchmesser 2¢ und 26 ein Rechteck bilden, welches
als Grundfliche der Kappe gilt.

Es ist dann & = V»? — g2,

Ist die Grundfliche ein Quadrat, so heisst die Kappe
auch Hangekuppel, fir sie ist: o

I= % 7 (8ar? —[r* + a®]) oder, da a =1 |/ %,
I=5rn(—4+5V2)

Aufgabe 2. Die krummen Teile der Oberfliichen (M, Mantel)
von Kugelteilen zu ermitteln.

1. Zerlegt man einen Kugelausschnitt in unendlich viele
Pyramiden, deren Grundflichen (G,, G,, G5 u.s. w.) in dem
Mantel des Kugelausschnittes (Haube, Kalotte) liegen, so
muss man ihre Héhen gleich dem Radius rechnen und er-
halt ihre Summe als Inhalt des Kugelausschnittes, nimlich

% G+ G+ G+ . ... )= —?; r’mh (Aufg. 1, No. 4), oder

%— M= g—ﬂnk d. 1. fir die Kugelhaube:
M= 2rmh.

2. Die Differenz zweier Kugelhauben mit den Hohen 7y
und A, giebt fir den Mantel einer Kugelzone, deren Hohe
h=1h—hy ist, M = 2rm-(h; — hy),

d. i
M= 2rah.

3. Wird 2 =, so wird die Haube eine Halbkugel, also

M = 27%m und fiir die ganze Kugel:

Oberflaiche = 4r?n,
d. i. das Vierfache eines grossten Kugelkreises, oder ein Kreis,
dessen Radius gleich dem Durchmesser der Kugel ist.

Zusatz 1. Der krumme Teil der Oberflichen dieser Kérper
ist also stets gleich einem der Kugel umschriebenen geraden
Cylindermantel mit derselben Hohe.

Zusatz 2. Die krummen Teile der Oberfliche eines Kegels,
einer Halbkugel und eines geraden Cylinders mit derselben
Grundflache und Hohe verhalten sich wie V2:2: 2.

Zusatz 3. Die Rauminhalte und die Gesamtoberflichen
einer Kugel, eines umschriebenen geraden Cylinders und eines
umschriebenen geraden Kegels, dessen Achsenschnitt ein gleich-
seitiges Dreieck ist, verhalten sich wie 4:6:9.
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4. Fir den krummen Teil der Oberfliche einer Kugel-
kappe (Leibung) erhilt man in #hnlicher Weise, wie Auf-
gabe 1, No. 5 den Rauminhalt,

M=2rm (a + b—r),
und fir die Hangekuppel
M=2rn(—1+V2).

§ 27.

Lehrsatz. Sind von einem Korper, dessen Schnitte parallel
zu einer Grundebene inhaltlich durch einen Ausdruck zweiten
Grades ihrer Schnitthohe (§ 19, Anm. 2) bestimmt werden,
die Flicheninhalte von drei solchen Schnittflichen aus ihren
Schnitthdhen bekannt, so lisst sich jeder Parallelschnitt in ge-
gebener Schnitthshe berechnen.

Beweis. Ist von einem Korper fiir den Flicheninhalt
(Z) eines Parallelschnittes in der Schnitthéhe z:

Z = A+ Bz + (2%,
wo A, B und C Werte*) bezeichnen, welche durch die Ge-
stalt des Korpers bestimmt sind, und kennt man die Flichen-
inhalte Z,, Z,, Z, in den Schnitthéhen z,, z,, z;, so hat man
fir die drei Unbekannten 4, B, C die drei Gleichungen:

Zy= A + Bz, + Cz,

Zy = A + Bz, + Cz),

Zy= A + Bz + Cz.
Sind aus diesen 4, B und C berechnet, so ist auch Z aus der
allgemeinen Gleichung Z = A4 + Bz + (z? fiir jedes z zu
berechnen.

Zusatz. Zwei Korper, deren Schnitte parallel zu derselben
Grundebene inhaltlich durch einen Ausdruck zweiten Grades
ihrer Schnitthéhe bestimmt werden, sind raumgleich, wenn
drei Schnitte in dem einen drei Schnitten gleicher Schnitthshe
in dem anderen flichengleich sind.

Bewels. Berechnet man nach vorhergehendem Lehrsatz
die drei Werte 4, B, C fiir jeden der beiden Korper, so
miissen sie sich als gleich ergeben, also sind in beiden Kér-
pern alle Parallelschnitte gleicher Schnitthohe beziiglich flichen-
gleich und die Korper raumgleich.

Folgerung 1. Ein Korper, dessen Schnitte parallel zu einer
Grundebene inhaltlich durch einen Ausdruck zweiten Grades
ihrer Schnitththe bestimmt sind, ist gleich einem Prismatoid,

*) Von dicsen Werten kdnnen zwei Null sein; Beispiele: Prisma, Keil,
Pyramide.
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mit welchem er in Hohe, Grund- und Deckfliche und Mittel-
schnitt inhaltlich tibereinstimmt.

Folgerung 2. Fiir jeden Korper, dessen Schnitte parallel
zu einer (Grundebene inhaltlich durch einen Ausdruck zweiten
Grades ihrer Schnitthdhe bestimmt sind, ist

I=%(G+4H+D),
wo G, H, D der Grundebene parallel sind.

§ 28.

Es ldsst sich diese Formel, ausser auf die Kugel und
thre Teile, noch auf folgende Kérper anwenden:

1. Das Ellipsoid ist bestimmt durch seine drei Halb-
achsen a, b, ¢, welche sich in seinem Mittelpunkte recht-
winklig schneiden. Seine drei Achsenschnitte sind Ellipsen,
mit den Halbachsen beziglich ¢ und 4, @ und ¢, 6 und e
Schnitte, parallel einem dieser Achsenschnitte, sind ebenfalls
Ellipsen.

Um den Flicheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen
a und & zu finden, projiziere man sie normal auf eine Grund-
ebene, welche mit ihr einen Winkel bildet, dessen Cosinus

-Z— ist, und welche parallel der Achse 6 liegt. Es ist dann
die Normalprojektion der Ellipse ein Kreis mit dem Radius 6.
Nach § 21, Zus. 2 ist F= ‘Z_\i" also in diesem Falle
cos &
b*n

b
a

= abm.

F =

Um eine Ellipse zu zeichnen, schlage man um ihren
Mittelpunkt M, Fig. 20, mit MA = « und MC = b Kreise.
Schneidet ein beliebiger Radius den kleinen
Kreis in F, den grossen in FE, und ist
FE| MA, E\E| MC, so ist I ein Punkt
der Ellipse.
Denkt man sich das Ellipsoid aaf
einer Grundebene stehend, welche dem
Achsenschnitt durch e und & parallel ist
und das Ellipsoid tangiert, so ist seine Hohe
2¢. Wird es in der Hohe MD = z, vom
Mittelpunkt aus gerechnet, geschnitten, so
ist DE die eine Achsc des Schnittes, wenn in der Figur
MA = a und MC = ¢ ist; die anderc Achse wire ebenfalls
DE, wenn in der Figur MA =14 und MC = ¢ ist.
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. DE  EM . a
Es ist nun DF = FM oder DE = DF - oY wenn MA
= g ist; ebenso DE = DF . %, wenn MA =1b ist.

In beiden Fillen aber ist DF = VMF*— MD*=V¢ — 22
Das Produkt beider Achsen ist also %ﬁl (¢?—2?). Der
Flacleninhalt der Ellipse mit diesen beiden Achsen ist also
“i” (¢? — 2?), mithin fir das Ellipsoid, da G =0, D=0,

2
H=abnm, h = 2¢, nach § 27, Folg. 2:
4

I = 5 abem.

Fir ein Rotationsellipsoid sind zwei der Achsen, fir
die Kugel alle drei einander gleich.

2. Das elliptische Paraboloid ist ein Kérper, welcher
auf einer Ellipse als Grundfliche stehend, parallel zu dieser
geschnitten, in jeder Hohe eine Ellipse als Schnittfigur hat
und von zwéi Ebenen durch seinen Scheitel und je einer
Achse der Grundfliche in Parabeln geschnitten wird.

Eine Parabel wird bestimmt durch die Lage ihres
Brennpunktes zu einer Geraden, welche die Leitlinie der
Parabel heisst. Das Lot vom Brennpunkt auf die Leitlinie
heisst Parameter (p), seine Richtung Achse der Parabel.
Jeder Punkt der Parabel hat dieselbe Entfernung vom Brenn-
punkt, wie von der Leitlinie; es wird also die Achse von der
Parabel geschnitten in einem Puankte, welcher den Parameter
halbiert und Scheitel der Parabel heisst.

Ist, Fig. 21, ACB eine Pa-
rabel, welche durch den Scheitel
(' des Paraboloids und durch 4B,
die Achse der elliptischen Grund-
fliche, geht, P der Bremnpunkt,
G1l die Leitlinie und DE die
Halbachse einer Ellipse, in wel-
cher das Paraboloid durch eine
Ebene parallel zar Grundfliche
und im Scheitel-Abstande CD = =z
geschnitten wird, so munss EP =

EI sein, wenn EI | GH.
Esist DE=VEP?— PD% wo PD = (D — P('=¢ — L-

=

und EP = EI = DF = DC + (F = z + - ist; mithin

5
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ED = ‘/(z -+ —}2)—)2—— (z — %)2= V_2pz.

Ist MA=a und MC = h, die Hohe des Paraboloids, ge-
aﬂ
—2——h.
Stellt nun aber die Figur den Schnitt durch den Scheitel
des Paraboloids und durch 4B =5, die andere Achse der
elliptischen Grundfliche, dar, so ist der Parameter FP = q =
2

geben, so muss hiernach a = V2ph sein, d.i. p =

o also wenn DE die andere Achse des elliptischen Parallel-
schnitts in demselben Scheitel-Abstande €D = z, DE =
V2qz. Mithin ist das Produkt der beiden Achsen des ellip-
tischen Parallelschnittes in dem Abstande z vom Scheitel
2:Vpgq, also sein Inhalt Z = 2z Vp g oder, wenn fiir
p und g die ermittelten Werte gesetzt werden:

Z=abm— ——Gw
/L

Hiernach ist G =abn, D=0 und, da fir den Mittel-
schnitt -‘Z— — & ist, I =5 G, folglich fiir das elliptische
Paraboloid nach § 27, Folg. 2:

h

I_.—_G—;l—:dbﬂ:—Q'.

Der Inhalt eines Paraboloids ist also gleich der Halfte
eines Prismas gleicher Grundfliche und Héhe.
Ist @ =& =17, d.h. jeder Parallelschnitt ein Kreis, so

hat man fiir das Rotationsparaboloid I = ~;— r?h .

Kegel, Paraboloid und Cylinder gleicher Grundfliche und
Hohe verhalten sich wie 2:3:6.

§ 29.

1. Das Tonnengewdlbe ist ein durch einen Achsen-
schnitt halbierter Cylinder. Der Achsenschnitt wird als Grund-
fliche betrachtet. Die Grundfliche des halben Cylinders heisst
Stirnfliche des Gewdlbes. Sein Rauminhalt wird meist wie
der eines Cylinders berechnet (§ 26, Lehrs. 1). Fir den Fall,
dass es elliptisch oder parabolisch gewdlbt ist, lassen sich all-
gemeine Formeln aufstellen.

Ist die Grundfliche (G) das Rechteck ABCD, Fig. 22,
mit der Breite AB = 206 (Spannung oder Sprengung)
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und der Linge AD = [, ist EFF = & die Hohe des Scheitels
tiber der Grundfliche (Pfeilhéhe), so sind die Stirnflichen
AEB und DE,C halbe Ellipsen®) mit den Halbachsen & und 4,

also mit dem Inhalte é— bhm, mithin = bk; 7= G% 7.

Ist AEB eine Parabel **) mit der auf den Scheitel E be-
2

zogenen Gleichung y? = bT 2, so nehme man die Ebene

2-
MFEE, als Grandebene und findet ¢ (h— ) = Al (1 — L)
fir den Flacheninhalt eines Parallelschnittes in der Schnitt-
hohe y. Folglich nach § 27, Folg. 2, da jetzt AB = 24 als

Hohe zu nehmen und G =D =0, H= 74l ist: [ == 2657 4 hl,

mithin fir das Parabolische Tonnengewdlbe:
1= 2 giow),

Anmerkung, Dieselben Formeln erhilt man fiir den Fall,
dass ABCD ein schiefwinkliges Parallelogramm mit der Breite
26 und der Lange ! ist. Statt Stirnfliche ist dann Normal-
schnitt zu setzen.

Zusatz 1. Elliptische Tonnengewdlbe gleicher Grundfliche
und Hohe sind raumgleich, ebenso parabolische.

2. Wird das Ton-

nengewdlbe, Fig. 22,

durch zwei Ebenen

(£y,MA und E,MB),

welche durch die

Pfeilhshe (E, M) der

einen Stirnfliche und

je einen Endpunkt

(A und B) der an-

deren bestimmt sind,

in drei Teile zerlegt,

so liegen zwei von

diesen so, dass sie begrenzt werden von zwei Ellipsenqua-
dranten (den Gratbogenschnitten E,MD und E, MA oder

*) Vergl. § 28, 1.

**) Vergl. § 28, 2.

*#**) Wird das Gewoélbe als Cylinder berechnet, und bezeichnet F
den Flicheninhalt der parabolischen Grundfliche, so hat man J = Fl=

% bk d. 1. fir eine Parabel F= %— bh.
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E,MC und E,MB), einem Teile (E;DA oder E,CB) des Cy-
lindermantels und einem Dreieck (MDA oder MCB) als Grund-
fliche; der dritte Teil ist ebenfalls von zwei Ellipsenquadranten
(E,MA und E MB), einem Teile (E; AB) des Cylindermantels
und einem Dreieck (AMB) als Grundfliche begrenzt, ausser-
dem aber noch von der Stirnfliche (AEB), deren Bogen auch
Schildbogen heisst.

Bei den ersten Teilen liegt eine Grundkante (AD oder
BC), die Kimpferlinie, in der Wélbung, und alle Geraden
in dieser sind der Kampferlinie parallel; eine solche Wélbung
heisst Klosterwélbung.

Bei dem dritten Teile liegt keine Grundkante in der
Wolbung, und alle Geraden in dieser kreuzen die Spannung;
eine solche Wolbung heisst Facherwélbung.

Auch auf dem Dreieck AMB steht eine Klosterwélbung mit der
Pfeilhéhe E; M, den Gratbogenschnitten £, MA und E; MB und der
Kimpferlinie AB. Die Woélbung ist aber kein Teil des Cylinder-
mantels, sondern schneidet diesen in der Ellipse I/; 4 und E,B.
Man kann sie sich vorstellen als Teil eines Tonnengewoélbes, dessen
Stirnfliche in der Ebene E, MI'E liegt.

Klosterwdlbungen mit gemeinsamer Pfeilhihe bilden, wenn
die Kimpferlinien sich zu einem Vieleck schliessen, und die
zusammentreffenden Gratbogenschnitte kongruent sind, das
Klostergewdlbe.

Facherwolbungen mit paarweise kongruenten Gratbogen-
schnitten und gleicher Pfeilhohe bilden das Fiachergewdlbe,
wenn die Spannungen sich zu einem Vieleck schliessen. Ein
Fichergewdlbe mit einem Viereck als Grundfliche heisst
Kreuzgewdélbe.

3. Ein Klostergewdlbe iiber einem Quadrat kann be-
trachtet werden als die Halfte des Duarchschnittes zweier ge-
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raden Cylinder mit dem Radius », deren Achsen einen rechten
Winkel einschliessen, wenn die Seite des Quadrats 2+ und
die Pfeilhghe » ist.

Ist, Fig. 23, das Quadrat ABCD die Grundfliche und
EM die Pfeilhshe, so ist der Flicheninhalt (Z) eines Parallel-
schnittes A4, B, (\ D, ein Ausdruck zweiten Grades seiner
Schnitthobe (z). Ist némlich 4,D, = 2y, so ist Z = 43?2,
und ist MM, = z, so ist M, Iy =y, d.i. aus dem Dreieck
MM F, y? = ¢? — 2% Fir den Rauminhalt des gan7en Durch-
schnitts beider Cylinder mit der Hohe EE, = 2r ist, da
G=0, D=0, H=4r% h= 2y, nach § 27, Folg. 2 [—
%9? r® und fir das Klostergewﬁlbe:

I= % ré.
4. Das Kreuzgewdlbe iber einem Quadrat ist gleich
dem Inhalt der beiden Halbeylinder, vermindert um den des
Klostergewilbes iiber derselben Grundfliche, d. i.

I= 2" @n—4).

5. Jede Klosterwolbung ist nach § 27, Folg. 2 auszu-
nitteln. Thre Grundfliche sei1 BMA, Fig. 22, die Pfeilhohe
E\M = h, die Kampferlinie 4B = 2b. Diese nehme man
als Grundlinie der Grundfliche und MF = ¢ als zugehorige
Hohe derselben. Jeder Parallelschnitt ist ein Dreieck, welches,
da die Seiten paarweise parallel sind, der Grundfliche #hnlich
ist, sich also zu dieser verhilt wie das Quadrat seiner Hohe
zu ¢% Ist der Schnitt Z = A 4, M, B, in der Héhe MM, = =

2
gefithrt, und ist A\ F; = ¢,, so ist Z = G%. o, Ist aber

2

die y-Ordinate der (xlelchung e + f/—? =1, welche dem

elliptischen Bogen E,F\F, dessen Hfllbachsen ME, und MF sind,
2 __ L2

entspricht. Es ist also o2 = —5 (A*—2) d.i. Z =G ZL—]LQ—— ,

und, wenn z = 724 h ist, 4 = 3@, ferner, da D = o,

2
Mithin ist fir das Klostergewdlbe:
=12 ah,
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da die Grundfliche des ganzen Gewdlbes aus den Grund-
flichen der einzelnen Wolbungen zusammengesetzt ist.

Anmerkung. Auch diese Entwickelung gilt noch fiir den
Fall, dass ABCD ein schiefwinkliges Parallelogramm ist. Es
liegt dann F beziiglich F; nicht in der Mitte von 4B beziig-
lich 4,B,.

Zusatz 2, Elliptische Klostergewdlbe gleicher Grundfliche
und Hohe sind raumgleich.

6. Fir die Kappe E, M, A, B, mit der Hoéhe E, M; = A, der
Grundfliche M, 4, B, = G, Fig. 22, ist, wenn EM=¢ und A AMB

2 (p__ P\ 9.
= K gesetzt wird, G=K°—.—(;c,‘,—k)=Kh z—cc;j oder
c? 02—(0——2‘)2
K—-—Gm, ferner 4H—4K__-—62 =
de—h 4c—»h

Kh R also 4H=G‘2c—h und nach § 27, Folg. 2
1 3c—nh
I—“?’—Gh.__(?—"—h.

Um ¢ zu bestimmen, messe man die Linie M, 4, = a
und in einem beliebigen Abstande %, von E, eine Parallele
zu M, 4, gleich a,, so dass a die Ordinate des Ellipsenqua-
dranten £, 4 fir die Abscisse MM, = c¢— % und «, die Or-
dinate fir die Abscisse ¢ — 4, ist in der Gleichung der Ellipse

yz 22 .
(s + 5 = 1), deren Mittelpunkt M und deren Halb-

achsen MA und ME = ¢ sind. Man hat also mit Benutzung
der Messungen:

a’ (c—h)?* 1
MA? c? o

a? (e —h)*
MA? + T L.

Wird die zweite Gleichung durch «? dividiert, die erste
durch «? und von der zweiten subtrahiert, so hat man:
(¢c—h)* (c—H* 1 1

a12 02 a? 02 alz a?

und hieraus:
_ ol —ati
T 2(alh — a’hy)
Fir die Kappe eines Klostergewdlbes folgt durch
Addition der einzelnen Wolbungen:
I — Uh 3¢ —h
T3 2¢—M

4




VI. Krummflichige Kdorper. 61

Ist G ein regelmiissiges Vieleck, so ist K ein ihm #hn-
liches, und, wenn r dessen grossen Radius und p eine Zahl
bezeichnet, welche fiir jedes regelméssige Vieleck aus der
Zahl seiner Ecken bestimmt 1st, so kann man K—r p setzen

7‘2

und G—wia(Qc—-h)p, mithin I-—————— (Be—h) p

oder, wenn ¢ = r ist, [ = —3— (8r — &) p. Sind die Seiten

des Vielecks verschwindend klein, so dass die Grundfliche ein
Kreis wird, so ist & fir p zu setzen, und das Klostergewdlbe
wird eine Kuppel und zwar die Haube eines Rotationsellipsoids
beziiglich einer Kugel. Vergl. § 26, Aufg. 1, No. 3.

7. Fiur die Facherwiélbung mit der Grundflache
AMB = @, Fig. 22, erhélt man den Rauminhalt, wenn man
von dem Tonnengewdlbe mit der Grundfliche ABCD = 2G
die beiden Klosterwolbungen mit den Grundflichen AMD und

2
BMC abzieht. Fiir jede dieser ist aber /= —4 G - &, fir das

Tonnengewslbe [ = 2G —ii 7r, mithin fiir die Fiacherwdlbung

und fir das ganze Féchergewdlbe:

=== Gh (8m— 4).

Zusatz 3. Elliptische Fécherwblbungen gleicher Grund-
fliiche und Hohe sind raumgleich.
8. Ist Fig. 22 der Normalschnitt E, F\ F der Wolbung
eine Parabel*) mit der auf den Scheitel bezogenen Gleichung
2
3% =—;—, so 1ist fir den Parallelschnitt A, M,B, =7 in
¢
der Schnitthbhe MM, = z
Z _ME_y = =@l
G T MNP T e T also Z = G —,
und somit nach § 27, Folg. 2 fiir die einzelne Wolbung und
fir das parabohsche Klostergewolbe

d. 1. die Halfte eines Prismas gleicher Grundfiiche und Hohe.
Zusatz 4. Parabolische Klosterwilbungen gleicher Grund-
flache und Hohe sind raumgleich.

*) Vergl. § 28, 2.
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9. Das parabolische Fichergewslbe wird ebenso be-
rechnet wie das elliptische. s ist:

5

Zusatz 5. Parabolische Ficherwolbungen gleicher Grund-
flache und Hohe sind raumgleich.

Anmerkung. Der Rauminhalt des Mauerwerks der Ge-
wolbe wird berechnet als Differenz der #usseren und inneren

Wélbung.

Vil. Vom Schwerpunkt.

§ 30.

Erklirung 1. Der Mittelpunkt einer Strecke heisst ihr
Schwerpunkt.

Der Durchschnittspunkt der Transversalen eines Dreiecks
heisst dessen Schwerpunkt.

Der Punkt, in welchem sich die drei Verbindungslinien
der Mitten zweiler Gegenkanten®) einer dreiseitigen Pyramide
schneiden, heisst ithr Schwerpunkt.

Erkliirung 2. Ist ein beliebig gestaltetes ¥V in die Teile
Vi, Vo, Vs u.s. w. geteilt, welche, jenachdem F eine begrenzte
Linie oder Fliache oder einen Korper bezeichnet, Strecken,
Dreiecke oder dreiseitige Pyramiden sind — bezeichnen s, s,,
83 u. s. w. deren Schwerpunktshohen iiber einer Grundebene,
so heisst die Summe Vs, + Vysy =+ 158, 4+ . ... das Mo-
ment von ¥ in Bezug auf diese Ebene, wenn mit V;, V,, 7}
u. s. w. auch die betreffenden Inhalte bezeichnet werden.

*) Betrachtet man einc dreiseitige Pyramide als schwebende, vergl. § 16,
Erkl. 4, nimmt also eine Kante als Grundkante, diejenige, welche sie nicht
schneidet, als Deckkante (mit gemeinsamer Bezeichnung: Gegenkanten)
und die vier anderen als Seitenkanten, so ist ein Parallelschnitt der Py-
ramide in halber Héhe — d. h. durch die Mitten der vier Secitenkanten —
ein Parallelogramm. Eine Ebene durch die Grundkante und die Mitte der
Deckkante schneidet dicses in einer Mittelparallelen, ebenso eine Ebene
durch die Deckkante und die Mitte der Grundkante in der anderen Mittel-
parallelen. Die Verbindungslinic der Mitten zweier Gegenkanten gelit also
durch den Mittelpunkt des Parallelogrammes, dessen Ecken in den Mitten
der vier anderen Kanten licgen. Solcher Parallelogramme gicbt es drei,
welche paarweis eine Diagonale, alle drei also den Mittelpunkt gemeinsam
haben. Dass jede Ecke viermal so weit wie dieser Punkt von der gegen-
iiberliegenden Seite entfernt ist, lisst sich leicht beweisen.
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Anmerkung. Die Lote s, s, s u.s. w. sind mit ent-
gegengesetzten Zeichen zu versehen, wenn sie auf verschiedenen
Seiten der Grundebene liegen.

Sind die Strecken s, s,, s u. s. w. Projizierende in an-
derer als in senkrechter Richtung, so heisst Vs, -+ Vasp —+
Vis3 &+ . ... das Moment von F in dieser Richtung.

Fiir eine krumme Linie ist eine gebrochene, fiir krumme
und krummlinig begrenzte Flichen ebene und geradlinig be-
grenzte, fiur krummflichige Korper ebenflichige zu setzen,
welche mit den eigentlichen moglichst tibereinstimmen. Die
folgenden Sitze gelten nur, in soweit diese Uebereinstimmung
erzielt werden kann.

Erklirang 8. Hat ein Punkt S einen solchen Abstand s
von der Grundebene, dass Vis, + Vys, + Vasz+. ... = Vs
ist, so bestimmt dieser Punkt das Moment von V.

In folgendem ist stets vorausgesetzt, dass V,—+ V; +
Vi+....= Vist, und §;, S;, S; u. s. w. die Schwerpunkte
von Vy, V3 Vi u. s. w. sind.

Lehrsatz 1. Ein Punkt S, welcher das Moment von V in
Bezug auf eine Ebene bestimmt, bestimmt es auch in schiefer
Richtung auf dieselbe Grundebene und umgekehrt.

Sind s,, s, 8 u. s. w. die Entfernungen der Punkte S,
S, Sa S; u.s. w. in senkrechter, o, oy, 03 03 u. s. W. in an-
derer Richtung von der Grundebene, und ist Vis, + Vosy +
Viss =+ ....= Vs, so wird behauptet, dass auch Vo, +
V,0, + Vo3 =+ . ... = Vo ist und umgekehrt.

Beweis. Bildet die schiefe Richtung mit der normalen
den Winkel &, so ist s = ¢ cos &, § =0, COS &, 8§ == 03 CO5 &
w.s. w. Durch Division oder Multiplikation mit cos & ergeben
sich also beide Behauptungen.

Lehrsatz 2. Ein Punkt S, welcher das Moment von V' in
Bezug auf eine Ebene bestimmt, bestimmt es auch auf jede
ihr parallele Ebene.

Voraussetzung. Vs, + Visy+ Vasz +....= Vsin
Bezug auf eine Grundebene, welcher eine andere im Abstande
a parallel ist.

Behauptung. V, (s, + a) + Va(ss + a) + Vi(ss + a)
+....=V(s+ a).

Beweis. Es ist Via + Vaa—+ Via+...=Vaus w.

Folgerung. Das Moment von ¥ ist Null, wenn der Be-
stimmungspunkt in der Grundebene liegt und umgekehrt.

Lehrsatz 3. Wird das Moment von ¥V durch einen Punkt
S in Bezug auf zwei sich schneidende Ebenen bestimmt, so
bestimmt dieser dasselbe auch auf jede Ebene, in welcher der
Durchschnitt der beiden ersten liegt.
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Voraussetzung. Die Entfernungen der Punkte S, S,
S;, S; u.s. w. von den beiden ersten Ebenen seien beziiglich
&y, &y, gy &3 W S. W, und ¥, Yy, Yo, Y3 u. S. W., von der dritten
2, 23 % 23 W. 8. W. Die drei Ebenen schneiden sich in einer
Geraden. Es ist:
Vie, + Vowg + Viwy + Va,
Vl% -+ V23/2 + Viys + Vy.

Beweis. Man setze, wenn
notig, fir jede der drei Ebenen
eine ihr parallele, so dass keine
V schneidet und die dritte in
einem anderen Winkelraum liegt
als V (Lehrs. 2). Senkrecht zum
Durchschnitt der drei Ebenen
lege man eine vierte und pro-
jiziere simtliche Punkte S, S,
Ss S; u. s. w. normal auf diese,
so dass Fig. 24 die Projektion
ist und 4 der Durchschnittspunkt
der vier Ebenen. Die Momente

seien in der Richtung SA4 genommen (Lehrs. 1) und die Ent-
fernungen in dieser Richtung mit denselben #, y und z be-
zeichnet wie in der Voraussetzung.
Es sei dann:
S, X, =z, 8, Xy =, 8§;X;=12; u
SlY1=y1, Szyzzym SsY3=y3
8,2 =2, 8,7y =2, 8373 =12 u
7X,—p,, Zn Xy = pq, Z3X3=p; u
Bestimmt ein Punkt Z das Moment von V in Be7ug auf
die dritte Ebene mit der Entfernung z von dieser, ist also
Ve = Viz, + Vyz2y + Viz; + ... ., so hat man 2z, = o, — p,,
2y =Ty — Py Z3=a3— P3 W. 8. W. (wo die p auch negativ
sein konnen), mithin:

Ve= Vx('z'l—“l’l)"*‘ Vﬂ(-ﬂfz—]’z)—*‘ V3(“‘3“—PS)+- RS

I

(I)EIJ(IJ(D

w
W
w.
w.

Ve — (V1p1+ Ifglﬂz“*_ V3p3+ e .).
Nun ist aber, wenn »:'Lfgl«{—— = ¢ gesetzt wird, p, =
17 1
¢ (& — Y1), pa=rc¢ (T3 —1y,), ps = c¢ (23— ¥;) u.s. w., also:
V1p1+ V2Pz+ V3P3+- e ZC(VI[’ZK""‘I]"*‘ 14 ['Z'z"“?jf.»]

+ Vilos—ysl +....)
und, wenn man beachtet, dass x,-— y. negativ ist, wo p, ne-
gativ zu nehmen ist, so hat man Vip, + V,p, + Vgpg
=c¢ (Ve — Vy) =0, da 2 =y = S4 ist. Folglich ist Ve —
Vo oder z =, d. h. der Punkt Z fallt mit S zusammen
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oder hat wenigstens denselben Abstand von den beiden ersten
Ebenen wie dieser.

Lehrsatz 4. Ein Punkt S, welcher das Moment von ¥V
in Bezug auf drei sich in einem Punkte schneidende Ebenen
bestimmt, bestimmt es auch fiir jede durch den Durchschnitts-
punkt gelegte Ebene.

Voraussetzung. Die erste Ebene schneide die zweite
in der Geraden 4, die beliebig durch den gemeinsamen Durch-
schnittspunkt gelegte vierte Ebene schneide die dritte in der
Geraden B.

Beweis. Legt man durch die beiden Geraden 4 und B
eine fiinfte Ebene, so bestimmt S das Moment von ¥ in Be-
zug auf diese, nach Lehrs. 3. In der Geraden B schneiden
sich also die dritte und fiinfte Ebene — in Bezug auf welche
S das Moment bestimmt — und die vierte, auf welche das-
selbe nun auch der Fall ist.

Zusatz. Ein Punkt S, welcher das Moment von V in
Bezug auf drei sich in einem Punkte schneidende Ebenen
bestimmt, bestimmt es fiir jede andere Ebene.

Beweis. Diese andere Ebene ist entweder einer der drei
Grundebenen parallel oder schneidet sie alle drei und ist einer
durch den Durchschnittspunkt jener gelegten Ebene parallel
u. s. w. Lehrs. 2 und 4.

Lehrsatz 5. Der Schwerpunkt einer Strecke, eines Drei-
ecks oder einer dreiseitigen Pyramide bestimmt deren Moment,
unabhéngig von der Art der Teilung, in Bezug auf jede
Ebene.

Ist AF in dem Dreieck ABC eine Transversale, so ist
fir jeden Punkt X in der Hilfte ABF ein Punkt Y der
korrespondierende in der Hilfte ACF, wenn XY parallel BC ist
und von AF halbiert wird.

I. Ist ABF in irgend welche Dreiecke*®) geteilt, so kann
ACF in die korrespondierenden flichengleichen geteilt werden,
das Moment des Dreiecks ABC in Bezug auf eine Ebene,
die durch AF gelegt ist, besteht also aus Summanden,
welche sich paarweis zu Null ergiinzen, da die Schwerpunkts-
héhen zweier korrespondierenden Dreiecke entgegengesetzt
gleich sind.

Wire ABF in Dreiecke geteilt und ACF in andere, so
tbertrage man die Teilung der einen Hilfte auf die andere
und umgekehrt, dann sind beide in korrespondierende Teile
zerlegt. Diejenigen von diesen, welche nicht Dreiecke sind,
zerlege man durch homologe Diagonalen in solche. Dieser

*) ABF kann selbst cin solcher Teil sein.
Gusserow, Stereometrie. 5
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Fall liegt vor, wenn man noch das Moment in Bezug auf eine
Ebene durch die zweite Transversale BG bestimmen will.
Ubertrigt man jeden Schnitt von BG in einem zur Hailfte
ABF gehorigen Dreiecke auf die andere und umgekehrt (d. h.
zieht man die dritte Transversale) und teilt die etwa entstan-
denen Vielecke in Dreiecke, so findet man auch das Moment
in Bezug auf die zweite Ebene gleich Null. Die dritte Ebene ist
die des Dreiecks selbst oder eine durch die dritte Transversale;
alle schneiden sich aber im Schwerpunkt des Dreiecks, mithin
bestimmt dieser das Moment desselben.

II. Ist dagegen das Dreieck ABC in beliebige Dreiecke
Vi, Vo, Vi u.s. w. geteilt, so ist ebenfalls in Bezug auf jede
Transversalebene Vis; + Vo8, + Visy +.... =0. Man
ziehe in den Dreiecken Vj, V, ¥V, u.s.w. die Transversalen
und dann im Dreieck ABC eine Transversalebene, in Bezug
auf welche das Moment ermittelt werden soll. Diese wird
von den Dreiecken, in welche die V geteilt sind, Teile ab-
schneiden, welche, insoweit sie nicht Dreiecke sind, in solche
geteilt werden miissen. Hierdurch ist das Dreieck ABC in
solche Dretecke v, v,, v; u. s. w. geteilt, welche von der
Transversalebene nicht geschnitten werden und fiir das Mo-
ment die Summe v,0; + V30, + vz0; + . ... =0 ergeben,
wenn ¢y, 03, 03 u.s. w. die betreffenden Schwerpunktshohen
sind. Die mit v bezeichneten Dreiecke sind aber so auf die
mit V bezeichneten verteilt, dass stets beispielsweise Vs, =
Vn+41 0n 41 -+ Vo420n42 1+ Vpgs Cp 43 -+ ... sein Wil‘d,
wenn V, = v,41 -+ Vnp2—+ 03—+ ....ist. Werden also
die Summanden des eben gefundenen Moments in dieser Weise
gruppiert, so erhilt man Vis, + Vs, + Visz +...=0.

Der Beweis fiir die Strecke und die dreiseitige Pyramide
lasst sich ebenso fihren. Als Transversalebene in dieser
nehme man eine Ebene, welche durch eine Kante so gelegt
ist, dass sie deren Gegenkante halbiert. Letztere giebt die
Richtung an, in welcher die Parallelen zu ziehen sind, um
die Teilung der einen Hilfte auf die andere zu iibertragen.

Lehrsatz 6. Fiir jedes V giebt es nur einen Punkt S,
welcher das Moment in Bezug auf jede Ebene bestimmt.

Voraussetzung. Vs, + Vysy + Viss + . ... = Vs*)
in Bezug auf drei Ebenen. V ist ferner in die Teile W,
W, W; u. s. w. geteilt, deren Schwerpunktshohen ¢, 0y, o3 fiir
dieselben drei Ebenen sind.

*) Die einzelnen s werden im allgemeinen fir jede der drei Ebenen
einen besonderen Wert haben.
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Behauptung. W, + Wiey, + Wieas + .. .. = Vs,
ebenfalls in Bezug auf dieselben drei Ebenen.

Beweis. Durch die Teilung in Vi, V5, V, u.s. w, und
in W, W, W; u.s. w. werden Teile entstanden sein, welche
nicht beziehentlich Dreiecke oder dreiseitige Pyramiden sind.
Werden diese in solche w;, ws, w; u.s. w. geteilt und auch
die nicht geteilten mit einem w bezeichnet, sind z;, 2, 2,
u. s. w. die betreffenden Schwerpunktshéhen, so hat man als
allgemeines Glied:

1) Vn= wn+1+’wn+2+’wn+3+ e e
Vn8n = Wn4+1Tu+1 -+ Wn4 2 Tn+ 2 +wn+3 Dp+ 3 -+ ...
und andererseits:
2) VVm = Wm+1 —+ W42 ~4- Wi 43 ~+ ...
WmO"m= W +41&m+1 + Win 42 xm+2+ wm—}-‘;’rwm-{-S + ooy
mithin:
Vs = V131+ Ifgsg-*"’ I/r333+-- =W B Wy - Wy ...

Werden nun aber die w nicht nach (1), sondern nach (2)
gruppiert, so hat man ebenfalls:

Wio, + Woo, +~ Wios + . ... = Vs,

Erklarung 4. Ein Punkt, welcher das Moment von ¥V
fir alle Ebenen bestimmt, heisst sein Schwerpunkt.

Lehrsatz 7. Jedes V hat einen, aber nur einen Schwer-
punkt. Jedes ¥V hat einen Schwerpunkt, insoweit es sich
beziehentlich in Strecken, Dreiecke oder dreiseitige Pyramiden
zerlegen lisst.

*V kann nicht zwei Schwerpunkte in dem Abstande a von
einander haben, denn, wére das Moment in Bezug auf eine
Ebene durch den ersten Vs==0, so wire in Bezug auf eine an-
dere, durch den zweiten der ersten parallele Ebene Vs = Va
(Lehrs. 2) und nicht Null. Eine veriinderte Teilung wiirde
nach Lehrs. 6 keinen Einfluss haben.

Folgerung. Die Teile, in welche ¥, um sein Moment
zu bestimmen, zerlegt wird, kdénnen auch andere als be-
ziehentlich Strecken, Dreiecke oder dreiseitige Pyramiden sein,
wenn fir jeden Teil sein nach Erklirung 2 bestimmtes Mo-
ment in Rechnung gestellt wird.

Zusatz. Das Moment von V ist gleich der Summe der
Momente seiner Teile.

Lehrsatz 8. Sind die Parallelschnitte zweier Korper in
Bezug auf dieselbe Grundebene in jeder Schnitthohe beziig-
lich flichengleich, so sind auch ihre Momente und Schwer-
punktshohen in Bezug auf dieselbe Grundebene einander gleich.

Beweis nach § 17, Lehrs. 1 u. 2.

Man teile beide Korper in Schichten gleicher Hohenlage

5*
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von verschwindend kleiner Dicke. Dann kann man sich den
einen Korper aus dem anderen entstanden denken durch Ver-
schiebung ihrer einzelnen Teile gleicher Hohenlage.

§ 31.

Haufig ist aus der Gestalt eines ¥V, dessen Schwerpunkt
bestimmt werden soll, leicht zu erkennen, in Bezug auf welche
Ebene sein Moment Null ist.

Das Moment einer ebenen Linie oder Figur z. B. wird
in Bezug auf die Ebene, in welcher sie liegt, Null, da die
8y, 83, 83 u. s. w. verschwinden. Der Schwerpunkt liegt also
in dieser Ebene. Eine andere (zu ihr senkrechte) Ebene, in
Bezug auf welche das Moment ferner bestimmt werden soll,
sehneidet sie in einer Geraden, und es geniigt die Schwer-
punktsabstinde der V;, V,, ¥V; u.s. w. von dieser in Betracht
zu ziehen d. h. das Moment in Bezug auf die Gerade zu be-
stimmen.

1. Das Moment eines Parallelogramms verschwindet
in Bezug auf jede Diagonale; der Schwerpunkt ist also der
Durchschnittspunkt derselben.

2. Der Schwerpunkt des Kreisumfanges, der Kreis-
flache, der Kugeloberfliche und der Kugel ist der
Mittelpunkt; ebenso beim Ellipsoid.

3. Der Schwerpunkt eines regelmissigen Vielecks
und eines regelméssigen Korpers, vergl. Anhang TT, ist
der Mittelpunkt.

4. Der Schwerpunkt eines Prismas liegt im Mittel-
schnitt, da dieser dasselbe in zwei kongruente Teile zerlegt.

5. Das Moment eines Trapezes
verschwindet in Bezug auf eine Gerade,
welche die Mitten der beiden parallelen
Seiten verbindet, da beide Teile in
korrespondierende (§ 30, Lehrsatz b,
Bew.) Dreiecke zerlegt werden konnen.

Wird das Trapez ABCD, Fig. 25,
mit der Hohe &, wo AB || CD, AB =
a, CD =056, MA= MB, NC= ND
ist, durch die Diagonale BC in zwei
Dreiecke geteilt, so ist die Schwer-

punktshohe des Dreiecks BCD s, = o &, dic von ACB

81=T§*]L iiber AB; man hat also die Momentengleichung:
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h bh 2 a+0b0)h . a—+ 26

9—2— —ﬁ—|—~‘ §IL=L~§~)——-s,d.1.s— 5 (o b) « h, und
a -+ 2b 2a + b SM

SM = 3( e b) « MN, SN = (e - b) MN, mithin = SN =

at9b g+

2a + b a—f—%

Es ist nicht einmal erforderlich VM zu konstruieren; man
verlingere, Fig. 26, CD nach beiden Seiten hin um a und 4B
nach beiden Seiten hin um 4. Die Diagonalen des Trapezes
mit den parallelen Seiten 2a <+ 6 und a - 26 schneiden sich
in S, denn jede teilt MN in dem verlangten Verhiltnis.

Um die Héhe von
S iber AC=p zu be-
rechnen, wenn %, die
Hoéhe von B und 4,
die von D iber AC
1st, verlingere man
(Fig. 27) AB iiber B
hinaus vm CD bis F,
dann liegt S, auf EC,

so dass EC = 38,0, also s, = i (hy 4 hy) ist. Da ferner

f=h, V= AABC—p:‘, Vo= & BCD = P22 und
V=oyp (}i——;—b—?) ist, so hat man fir das Trapez die Mo-
mentengleichung:

Zlgl_lj'lla) Ph
g "9

1 hy 1
R bk S AUR N

Flg. 27.
A
r;': : § ==

1 b A= Ryhy + RSP
3 hy = Ry !

und das Moment: Vs = l())— (h ~+ by —+ ASP).

6. Um die Schwerpunktshohe eines
ebenen Vielecks ABCDEF . . ... iber
einer Geraden XY in seiner Ebene zu
berechnen, projiziere man dasselbe in belie-
biger Richtung auf diese und betrachte es als

A Summe beziehentlich Differenz von Trapezen.
Wird die Projektion einer Vielecksseite mit
p, die betreffenden beiden Eckenhthen mit A, und % be-
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zeichnet, so hat man unter Beriicksichtigung der Zeichenregel,
§ 16, Erklirung 7, Anm. 1, fir den Flicheninhalt:

F = l =p (hy + hy), und fir das Moment:
Fs—iap(ﬁg—i—k]z ~+ &2 d. i
_ 1 3p (b’ + hihy + ko)
3 Sp(hy + hy) '

7. Um den Schwerpunkt eines beliebigen ¥V zu kon-
struieren, teile man dasselbe in V), V,, V, u.s. w. von be-
kannter Schwerpunktslage. Der Schwerpunkt S von V,+ 7,
muss in der Verbindungslinie von S; und S, liegen; denn in
Bezug auf jede Ebene durch 8,8, ist s, =0 und s,==0, also
Vis, + Vyss = 0 oder Vs = 0 d.i. s = 0. Ferner muss
%5 = % sein, denn es sollen Vs, und V,s, entgegengesetzt

2 1
gleich sein in Bezug auf eine Ebene, welche die Gerade S,S,
in 8 senkrecht schneidet.

Hiernach ldsst sich der Schwerpunkt von V;—+ ¥V, be-
stimmen und weiter der von [V, + ¥} -+ V; und so fort-
fahrend schliesslich der von V, 4+ V,+ V4 ... = V.

Noch einfacher gestaltet sich hiufig folgende Abanderung
dieses Verfahrens. Man teile Vin V] und V,, dann in V;und V,,
so dass Vi+ Vo=V;+ V,=VF ist. Dann muss S sowohl auf
8,8, als auch auf S;.5, liegen, also ihr Durchschnittspunkt sein.

Um z. B. den Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks
zu konstruieren, teile man es durch eine Diagonale in die
Dreiecke V, und V, und dann durch die andere in V; und V.

8. Die Schwerpunktshohe eines
dreiseitigenschiefabgeschnitte-
nen Prismas, welches ein Keil
ist, iber der Grundfliche findet man
folgendermassen.

Ist ABC die Deckfliche, 4,B,C
= @ die Grundfliche, AB die Deck-
kante, welche parallel zu dieser in
der Hohe % liegt, so teile man das

Prisma durch die Ebene 4,BC in die Pyramiden ABA,C=V;
und BA B, C =V,

Nach der Anmerkung unter dem Text Seite 62 ist dann

% hy 8y == —41~ h, und die Momentengleichung Ji Gh - % h

8 =

—f-*l'G/-'l -——%Gh- d.i s——é—h nd das Moment
o Gh | h=73 sdis==h u

Vs = L qae
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9. Um die Schwerpunktshohe eines Prismatoids dber
der Grundflaiche zu finden, projiziere man dasselbe in belie-
biger Richtung auf die Grundfliche und teile es wie § 18,
Aufgabe 3.

Die Schwerpunktshéhe des Prismas unter D ist % k, die
eines Keiles unter einem Oberdreieck ist % k, die einer Py-

ramide unter einem Unterdreieck ist % h, und die Momenten-

gleichung ist:

ph-trrlon B+ ton-a=t0D+0+6)s
2 3 8 3 4 3 i

ai 8=LL.6D+3O+U

o 4 3D+20+ U~

Dieser Ausdruck kann mit § 16, Erkl. 7, Anm. 2 noch drei

andere Formen annehmen; und mit § 19, Bew. z. Lehrs. 1

ausserdem noch folgende:

s=nh

L 2H+D
G+4H+ D’

B,
Is =4 (211 + D).

Die Schwerpunktshohe eines Walmdaches mit den paral-
lelen Grundkanten ¢ und &, der ihnen parallelen First ¢ und
h a-+ b+ 2¢c

der Hohe 2 ist hiernach s = — —— ,
4 g+ b+ ¢

und, wenn

2¢=a -+ b ist, sz%—k.

Folgerung. Der Schwerpunkt eines vollstindigen drei-
seitigen Prismas ist die Mitte seiner Schwerkante, d. h. der
Linie, welche die Schwerpunkte der beiden Grundflichen ver-
bindet.

Aufgabe. Die Schwerpunktshohen der in § 22 gegebenen
Prismatoide iiber der Grundfliche und die Flicheninhalte der
Parallelschnitte, in welcher der Schwerpunkt liegt, zu berechnen.
§ 19, Anm. 1.

Zusatz. Die Schwerpunktshohe, also auch das Moment,
Anm. am Schluss § 18, eines Prismatoids wird nicht geiindert,
wenn seine Deckfliche ohne Drehung parallel zur Grundfliche
verschoben wird.

10. Lehrsatz. Ein Korper, dessen Parallelschnitte inhalt-
lich ein Ausdruck zweiten Grades ihrer Schnitthohe iiber der
Grundebene sind, hat in Bezug auf diese dasselbe Moment
und dieselbe Schwerpunktshohe wie ein Prismatoid, mit
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welchem er in drei Parallelschnitten gleicher Hohenlage in-
haltlich ibereinstimmt. § 30, Lehrs. 8 und § 27.

Gilt fir einen Korper die Gleichung Z = 4 + Bz -+ (2%,
el + D

so ist s =4 G 10D’ oder

s — h 64+ 4B+ 3C
2 ¢4-+3B-+2C’

Aufgabe. Fiir die Kugelteile, § 26, und die Korper, § 28
und 29, die Lage des Schwerpunktes zu bestimmen.

11. Die Schwerpunktshohe eines dreiseitigen schief-
abgeschnittenen Prismas iber der Grundfliche zu be-
rechnen.

Ist ABC, Fig. 29, die Deckfliche, 4,B,C; die Grund-
fliche (+, und %, die Hohe von A, %, die von B, A; die von C,
und A = Ay = ks, so ziehe man durch B eine Parallele BE

zur Grundfliche und projiziere sie in
der Richtung der Seitenkanten auf
diese. Dieprojizierende Ebene BEE, B,
teilt das Prisma in zwei andere, deren
Schwerpunktshéhen sich jetzt leicht
bestimmen lassen. Man lege durch
C eine Ebene (CA4,B, parallel zur
Grundfliche; sie teilt das Prisma mit
der Deckfliche ECB und der Grund-
fliche K,C;B; in einen Keil und ein
Prisma. Die Schwerpunktshohe des

ersteren ist % (kg — hg) + kg, die des

1 ey . .
letzteren 5 ks, mithin wird das

Moment dieses Teiles V;, wenn
A B,GE = @G, ist:

2 3 1
G, (kz - 3) * ["3’ (”2 - hs) -+ ]53] + Gihy - 9 hs

V181 == '3‘
oder:
Vis, = 15 Gi 2 12 + [hg ~+ Iol?).

Ebenso findet man fiir ¥; d. i. das Prisma mit der Deck-
fliche EAB und der Grundfiiche E,4,B,, wenn man durch
die Ebene EB,A;, parallel zu E 4,B,, eine Pyramide ab-

schneidet, die Schwerpunktshohe dieser i (hy — hg) =+ hy, und

. . 1 o1
die des Prismas darunter 4 /y, mithin das Moment, wenn man
A E B, A, = G, setat:
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- 1 1 1
Vosy = 3 Gy (hy — hy) [Z (hy — o) + k?] —+ Gyhy - )
oder:

i
V289 = 1—2 Gg (2[&92 —+ [}lg -+ }1/1]2)-
Nun ist aber:
G, CE, CE _ hy— by

by

bé-‘ = CAQ CA o hl - hS, und:
Gg .E2 A2 EA3 EA kl - ]lg . .
22— = = = , mithin:

G CA4, CA4, c4 hy — by

Vo= gy ro (s l) 2 - [ha - ]?) + (b — )

2 i,
2k’ ~+ [Ay =+ 1y]?) ; )

d. i.

Vs = 1 G (bt + hihy = by~ by = By - 1)
1 h? - hyhg —+ Ry + R Ry by + RSP
4 by = hy == by ’

12. Die Schwerpunktshthe eines beliebigen Korpers
iber einer gegebenen Ebene findet man, wenn man ihn nach
§ 19, Aufg. 4 zerlegt. Es ist dann:

1 Z Pk hyhg - kyley + b2 + hohg + k)
4 SP(hy~+ by + k) '

Um hiernach die Schwerpunktshohe eines Prismatoids
iiber einer die Grundfliche senkrecht schneidenden Ebene zu
bestimmen, vergleiche man § 23.

§ 32.

Erklirung 1. Schwerlinie (0)*) eines (vollstindigen oder
schiefabgeschnittenen) Prismas nennt man die Strecke, welche
parallel zu den Seitenkanten durch den Schwerpunkt des Um-
fanges () eines Normalschnittes gelegt ist und von den Grund-
flichen begrenzt wird.

Lehrsatz 1. Der Mantel eines (schiefabgeschnittenen) Pris-
mas ist gleich dem Produkt aus dem Umfange (u) des Nor-
malschnittes und der Schwerlinie (7).

Voraussetzung I. Das Prisma sei ein gerades mit den
Grundkanten ¢, ¢, ¢s w.s. w., so dass w = g; -+ ¢, —+ g3
-+ ... st

*) Diese Strecke heisst auch Schwerkante fir den Umfang des Normal-
schnittes.
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Beweis. Der Mantel (M) des Prismas besteht aus einer
Summe von Trapezen, welche je eine Grundkante zur Hohe
haben. Bezeichnet man ihre Mittelparallelen mit m,, m;, ms
u. 8. w., so hat man M = g;m; - gomg — gsms 4+ .. .., d. 1
das Moment des Umfanges der Grundfliche fiir die Rlchtung
der Seitenkante des Prismas in Bezug auf die Deckflache, also
M= ul.

Voraussetzung II. Das Prisma ist ein schiefes.

Beweis. Man stelle dasselbe dar als Differenz zweier
geraden Prismen, deren gemeinsame Grundfliche der Normal-
schnitt ist. Wird Mantel und Schwerlinie der beiden beziiglich
mit M, M,, 1, I, bezeichnet, so ist M = M, — M, und | =
{, — b, also:

M= M, —M,=u(l,— L) = ul

Die Ableitung dieser Formel zeigt, dass sie auch giiltig bleibt
fir einen den Seitenkanten parallelen Streifen des Mantels,
wenn unter M der Fliacheninhalt dieses Streifens, unter » das
zu ihm gehorige Stiick vom Umfange des Normalschnittes und
unter ! die diesem Stiicke entsprechende Schwerlinie verstanden
wird.

Folgerung. Der Flicheninhalt des Mantels eines Prismas
wird nicht geéindert, wenn eine Grundfliche um den Punkt,
in welchem sie die Schwerlinie begrenzt, so gedreht wird,
dass unter stetiger Verinderung ihrer Gestalt ihre Ecken auf
den Seitenkanten des Prismas gleiten.

Ist die Grundfliche ein regelmassiges Vieleck oder ein
Kreis, so verbindet die Schwerlinie die Mittelpunkte der beiden
Grundflichen. -

Erklirung 2. Schwerkante (k) eines (vollstindigen oder
schiefabgeschnittenen) Prismas nennt man die Strecke, welche
parallel zu den Seitenkanten durch den Schwerpunkt der
Flache (NN) eines Normalschnittes gelegt ist und von den
Grundflachen begrenzt wird.

Lebrsatz 2. Der Rauminhalt (/) eines (schiefabgeschnit-
tenen) Prismas ist gleich dem Produkt aus dem Flacheninhalt
eines Normalschnittes und der Schwerkante (k).

Voraussetzung I. Das Prisma sei ein gerades mit der
Grundfliche G, welche in die Dreiecke Gy, G5, G5 u.s. w. ge-
teilt ist.

Beweis. Werden die Dreiecke G, G5, G5 u.s. w. auf
die Deckfliche parallel den Seitenkanten projiziert, so teilen
die projizierenden Ebenen das Prisma in eine Summe von
dreiseitigen schiefabgeschnittenen Prismen. Sind &, 4, /ﬁg
u. s. w. die Projizicrenden der Schwerpunkte von Gy, Gy, G,
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so ist § 21, Zus. 3 fir das ganze Prisma [= Gk + Gk, +
Gsk; + . ... d. h. das Moment der Grundfliche fir die Rich-
tung der Seitenkanten in Bezug auf die Deckfliche, oder
I = Gk.

Voraussetzung II. Das Prisma ist ein schiefes.

Beweis. Wie Lehrs. 1, Bew. II.

Es ist also fiir jedes Prisma [ = Nk.

Lebrsatz 8. Die Projektion des Schwerpunktes der Fliche
einer ebenen Figur ist der Schwerpunkt der Projektion.

Beweis. Ist die Figur F in die Dreiecke Fy, F,, F;
u. 8. w. geteilt, und sind P, P, Py, P; u.s. w. die betreffenden
Projektionen, so sind die Schwerpunkte von P, Py, P; u. s. w.
die Projektionen der Schwerpunkte von F, F, F; u.s. w.;
werden also die Schwerpunkte von P, und P,, ferner die von
Fy und F,; mit einander verbunden, so sind die Verbindungs-
linien Projektionen von einander, ebenso aber auch die Schwer-
punkte selbst, denn beide Verbindungslinien werden vom
Schwerpunkte in demselben Verhiiltnis geteilt, § 31, 7. Sind
némlich s, und s, die Schwerpunktshéhen von F, und F; tiber
der Grundebene, ¢, und o; die von P, und P, iiber der Ebene
der Figur, so ist fir das Prisma mit den Grundflichen F}

wnd P I=Pis,=F0, §21, Folg. 2, d. i f1—=20
Py 0
und ebenso % = -22—. Sind nun 4, und %, die Projizierenden
2 2
der Schwerpunkte, so hat man Z—fl = % und -Zi— = Z—:,
ithin L — 2 g5 b g BB gy
mithin o = a d. 1. P = Pﬂ,und D Fihrt man

nun fort ;ach § 381, 7 den Schwerpunkt von F und den von
P zu konstruieren und beachtet, dass ebenfalls
Fi F, _F F+F __FK
ﬁl—z‘f)?:?;: ..... ,alsoauchm=7)3—
u. s. w. ist, so findet man, dass der Schwerpunkt von P die
Projektion des Schwerpunktes von F ist.

Folgerung 1. Werden die Seitenkanten eines Prismas von
einer beliebigen Ebene geschnitten, so liegt der Schwerpunkt
der Schnittfliche auf der Schwerkante desselben.

Folgerung 2. Die Schwerkante eines Prismas verbindet
die Schwerpunkte der beiden Grundflichen.
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§ 33.
Erklirung. Wird eine ebene Figur um eine — ausser
ibr, aber in ihrer Ebene gelegene — Gerade, als Achse, ge-

dreht, so beschreibt sie einen Rotationskdrper.

Lehrsatz. Die Oberfliche eines Rotationskorpers ist
gleich dem Produkt aus der Liange des Umfangs der erzeu-
genden Figur und dem Wege seines Schwerpunktes; der
Rauminhalt eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt
aus dem Inhalt der erzeugenden Fléche und dem Wege ihres
Schwerpunktes.

Beweis. Wird der Koérper durch Ebenen, in welchen
die Umdrehungsachse liegt, in solche Teile zerlegt, dass jeder
als schiefabgeschnittenes Prisma betrachtet werden kann, so
ist die erzeugende Figur jedesmal der Normalschnitt eines
solchen Teiles, und dessen Mantel (§ 32, Lehrs. 1) #»{, und
der Rauminhalt (§ 32, Lehrs. 2) Fk, wo » und F fiir jeden
Schnitt einen konstanten Wert haben, nimlich die Linge
des Umfangs beziiglich den Flacheninhalt der erzeugenden Figur
bezeichnen. Da die Schnittfiguren sémtlich kongruent sind,
so missen die Schwerlinien, eben so wohl wie die Schwer-
kanten der einzelnen Prismen, je eine zusammenhingende
Linie geben, und zwar einen Kreis. Dieser Kreis ist als
Weg des Schwerpunktes bezeichnet worden®).

Wenn also ¢ den Abstand des betreffenden Schwerpunktes
von der Umdrehungsachse bezeichnet, so ist fiir jeden Ro-
tationskorper bei einer ganzen Umdrehung:

I=F-2sn
M=u-2sn
Wird die Figur nur um®einen Winkel von « Grad ge-

dreht, so sind diese Werte mit —3%

Die Verwendung dieses Lehrsatzes, welcher gewdhnlich
als Guldinsche Regel bezeichnet wird, mdgen einige Bei-
spiele zeigen.

1. Ein Ring entsteht, wenn ein Kreis um eine Achse,
welche in seiner Ebene liegt, rotiert.

Ist ¢ die Entfernung des Mittelpunktes des erzeugenden
Kreises von der Achse, und » dessen Radius, so ist s = ¢,
da der Schwerpunkt sowohl des Kreisumfanges als der der
Kreisfliche der Mittelpunkt ist:

zu multiplizieren.

* Anmerk.: Aus diesem Beweise geht hervor, dass der Lehrsatz
noch richtig bleibt, wenn die Ecken der erzeugenden IMigur auf irgend
welchen parallelen Curven gleiten, die jene senkrecht schneiden.
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I =2er’n?
M= 4ern®
2. Ein anderer ringformiger Korper entsteht durch
Rotation eines Dreiecks ABC, wenn die Achse parallel der
Seite BC' in der Entfernung e ist.
Der Schwerpunkt des Dreiecks hat von der Grundlinie

BC = a den Abstand —.91)— h, wenn . die Hohe von A auf BC
ist, folglich ist s = ¢ + %— A und:

I=ah(e+ 3 W)m

Ist das Dreieck rechtwinklig, und ¢ =0, so entsteht
durch die Rotation ein Kegel, dessen Grundfliche ein Kreis
mit dem Radius %, und dessen Hohe a ist.

2

Die Regel gieht = 2"
dem § 26, Lehrs. 3 iibereinstimmt.

3. Ein Hohlcylinder sei entstanden durch Rotation
eines Rechtecks mit den Seiten d (Wanddicke) und ! (Lénge
des Rohres), wenn die Achse der Seite [ in dem Abstande ¢
(Radius im lichten) parallel ist.

Der Schwerpunkt des Rechtecks ist der Durchschnitts-

einen Ausdruck, der mit

punkt der Diagonalen, also ¢ = —;i- + o und I=dl (29+d)n,
wie § 26, Lehrs. 1, Folg.

§ 34.

Eine wichtige Anwendung findet die Guldinsche Regel
zur Bestimmung der Schwerpunkte von Linien und Fléchen,
wenn die entsprechenden Rotationskérper berechnet werden
konnen.

Aufgaben. 1. Den Abstand des Schwerpunktes eines
Dreiecksumfanges ABC von einer Seite zu finden.

Rotiert das Dreieck ABC um eine Achse, welche
durch A geht und der Seite BC = a parallel ist, so besteht
die Oberfliche des entstandenen Kérpers aus einem Cylinder-
mantel mit dem Radius 2 und der Hohe @, ferner aus einem
Kegelmantel mit dem Radius 2 und der Seite b und aus einem
zweiten Kegelmantel mit demselben Radius und der Seite c.
Es ist also (e +b+¢)2sm=2abm+bhan+ chn, d. i

h @ -
- mi—c) «h, und der Abstand des Schwer-

)

§ =
2
punkts von der Grundlinie ist:
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h, _bAc
2 g4+ b+4¢

2. Der Schwerpunkt eines Kreishogens von der Linge
b, des dazu gehdrigen Kreisabschnittes und Kreisaus-
schnittes ist folgendermassen zu finden, wenn der Radius
des Kreises gegeben ist.

Die Schwerpunkte liegen auf dem Radius, welcher den
Centriwinkel des Bogens halbiert. Wihlt man als Rotations-
achse eine Gerade durch den Mittelpunkt parallel zur Sehne
des Bogens, so entsteht durch die Rotation des Bogens der
Mantel einer Kugelzone mit der Hohe 4, wenn dies die Linge

der Sehne ist. Man hat also 2b0sm = 2rnh oder s = LZ*L,
. b r
d. i S

Es verhalt sich der Bogen zur Sehne wie der Radius zur
Entfernung des Schwerpunktes vom Mittelpunkte.
Ist « der Centriwinkel in Graden, so ist:

. o
r sSin ) ) 360
T a '
Der XKorper, welcher durch Rotation des Kreisab-
schnittes entsteht, ist eine Kugelzone, vermindert um einen
Cylinder.

§ =

2
Ist e dessen Radius, also e? = »? — hT, so hat man (§ 26,
Aufg. 2, No. 2):

F-2sm = ég (2e? +4r?) — e?nh = §~ nh (r? — ¢?) oder:
F-2sm= ~(13— h® und, da

F = % (br — eh):

s —ks oe ;‘;— h ist
= w = —_— .
6(br —eh)’ 4

Ebenso hat man auch:
.
2, .
=73 an 1 . .
g@ - ’é‘ Sin «

Der Korper, welcher durch Rotation des Kreisaus-
schnittes entsteht, ist eine Kugelzone, vermindert um zwei
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Scheitelkegel mit dem Radius ¢ und der Hohe —2@ Es ist

also:

F-?sn:—hgz (262+47‘2)——%62hn=%9'3hn d. 1.

2rh
s = oder:
36
in &
g SIY gg
§ == — gy
3 T o

3. Den Schwerpunkt eines Ringstiickes zu finden,
dessen beide Radien ¢ und », und dessen Centriwinkel o ist.
Wird wie in voriger Aufgabe verfahren, so findet man den
Inhalt des Korpers, welcher durch Rotation des Ringstiickes
entsteht, dadurch, dass man von der Kugelzone mit dem
Radius » und der Hohe % abzieht: 1. eine Kugelzone mit
dem Radius ¢ und der Hohe A, 2. zwei Kegelstumpfe mit

h—h . .

der Hohe —5 * und den beiden Radien ¢ und ¢, wo
hi o . o . o
7;—7,81—90085,0-—’/'005—2‘

ist, und fir die erzeugende Fliche
T
= g5 (" —e?)
Nach einigen Reduktionen findet man:

. [t4
s 2. T2 860 Ao+ g
8 7 « r—+¢
4. Den Abstand des Schwerpunktes eines Kreisqua-
dranten von einem Begrenzungsradius zu finden.
‘Wihlt man diesen zur Rotationsachse, so entsteht eine

Halbkugel, und man hat fir die Linie %5'287'[:27‘271' d.i.

fiur die Fliche:

5. Den Abstand des Schwerpunktes eines Ellipsen-
quadranten von einer Achse zu finden.
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‘Wihlt man diese zur Rotationsachse, so entsteht ein halbes
Rotationsellipsoid, und man hat fir die Fliche

in Bezug auf a:

b 2 . 46

a47t ‘28w =4 ab’n (§28, 1) d. i =
in Bezug auf &: s =22
37

6. Den Abstand des Schwerpunktes einer Parabel-
halfte von der Achse zu finden.

Wihlt man diese Achse zur Rotationsachse, so entsteht
ein Rotationsparaboloid. Ist dessen Hdhe 4, und der Radius

des Grundkreises 7, so ist, § 28, 2, = % r?h und fir die
Parabelfliche Seite b7, Anm. F = —3—7”71/, mithin:

2 1 .
5 rh2sm=5 r'nh, d. 1.
3

§— g 7

8

§ 35.

Die Leibung (M) eines Gewdlbes ist meist zusammenge-
setzt aus Mantelstreifen von Cylindern, deren Normalschnitt
ein Kreis, eine Ellipse oder Parabel ist. Wird ein solcher
Cylinder als Prisma betrachtet, so gilt auch fiir ihn die Formel
M = ul, § 32, Lehrs. 1.

1. Das Klostergewdlbe, § 29, 3,
besteht aus acht kongruenten Teilen,
von welchen Fig. 30, vergl. auch
Fig. 23, den einen mit dem Kreis-
quadranten MEF als Normalschnitt
und dem Mantel EFB darstellt. Der
Schwerpunkt S des Normalschnittes
hat von beiden Radien ME und MF

den Abstand ss4=ssg=27:, § 34, 4.
Ist also I== 88, so ist 1 =2" und ul-—-%—r- 27 — 22 und
b3 . 7

fir die ganze Leibung:
M = 8r?*).

#) Berechnet man nach § 29, Schluss-Anm. den Rauminhalt I einer
Oberflachenschicht des Gewdlbes mit einer so geringen Dicke d, dass d? und
d® vernachlissigt werden kénnen, und setzt dann / = Md, so erhilt man
ehenfalls M = 872
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2. Die Leibung des Kreuzgewdlbes, § 29, 4, ist gleich
der Summe aus den beiden sich kreuzenden Tonnengewdlben,
vermindert um das Klostergewdlbe, d. i. 47w — 822 oder:

M = 42 (m — 2).

3. Bei einem Klostergewdlbe iiber emem beliebigen
Vieleck, § 29, b, ist fiir einen Ausschnitt der Normalschnitt

ein Ellipsenquadrant,
Fig. 31, vgl. auch Fig.
22, mit der Achse M¥,
= h und MF=y9. Ist
S; Sy die Normalpro-
jektion der Schwerlinie
und S die des Schwer-
punktes, so ist

8,8, M8

AB ~— MF

oder | = gé + s und fiir

e
die Leibung des Aus-
schnittes

Al=zé-u3,
Y

wo u die Lange des Ellipsenquadranten E, MF und s der Ab-
stand seines Schwerpunktes von der Hohe des Gewdlbes ist.

Ist die Grundfliche ein regelmissiges n-Eck mit der
Seite 26, und wird » == oo, also ¢ =1, so hat man ein
Kuppelgewolbe und fiir dieses M ==wus. 27, einen Wert, den
die Guldinsche Regel ebenfalls liefert.

4. Ist fir den Ausschnitt des entsprechenden Ficher-
gewolbes AFE der Normalschnitt, S, die Normalprojektion
des Schwerpunktes des Ellipsenquadranten AFE, Fig. 32 und

Fig. 22, so ist §,8; die Nor-
malprojektion der zu berech-
nenden Schwerlinie und

8.8, _ AS,
MF ~— AF
dil= —g— (6 — s), mithin:

M= ?% (b — ).

Hier ist das Vieeck als ein
regelmiissiges vorausgesetzt wie

im § 29, doch vergl. die Anm. zu 1 und 5 daselbst.

Gusserow, Stereometrie,

6
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Der Bogen # einer Linie und ihr Moment us == us;
—+ w8y + uzs3 + . . .., § 30, in Bezug auf eine Achse kann
nun folgendermassen gefunden werden.

Ist, Fig. 33, der Bogen XY ==« und 4B die Achse, auf
welche s bezogen sein soll, so teile man AB = h, wenn 4X
und BY senkrecht zu AB sind, in » gleiche Teile und ziehe
durch jeden Teilpunkt Parallelen zu 4X. — Sind X, und X,

zwel aufeinander folgende Teilpunkte, also X, X, = —}i—, und

v

ist BX,= 2, = >, BX2=.2:2=—:—1h, XY, =y, X, Y,

=Y Y1 — Y= Y\ F, & —a, = %—, und der Bogen Y, Y,

=1, so ist & gleich einer Parallelen in
halber Hohe zwischen X, und X,. — Ist nun
n gross genug gewihlt, dass die Sirecke
Y, Y, fir den Bogen gesetzt werden kann,

so ist § = % (y, + ¥5), und die Differenz

Yy — Y, so gering, dass sie im Vergleich mit
der Summe y, <+ y, vernachlissigt werden
kann. Nichtsdestoweniger darf aber die Dif-
ferenz y, — y, nie gleich Null gesetzt werden,
wenn sie als Faktor auftritt. Man hat also y,+
ys=2y,, 8=y, und ebenso @, + z, = 2a,.
In dem rechtwinkligen Dreieck Y; Y, F

ist nun w, = ‘/(‘y1 — y9)? + (%)g ,  mithin

w8y = Y, ‘/(‘q/1 —yy)? + (—::—)2 und

2
w=3u Vo—pr+(5)
Aus den Gleichungen der Linie XY muss nun fir jeden
besonderen Fall (y, — y,)? bestimmt werden.
5. Die Oberfliche des halben Rotationsellipsoids zu be-
rechnen. Vergl. § 28, 1.

¥ _

2
Die Gleichung der Ellipse sei ~; + %3 = 1, also
2
N )
und die Halbachse a werde als Hohe gewihlt, d. h.:
a

Ly —— L9 =— ——
n
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X
Y= pry (a“ — a,°)
b2
g =0 (@ — o)
b? b? b? h
:%2 — [922 = 2 (2 — 4712) == P (zy+a,) (3’2_«@1)=’—ﬁ (wz +w;);
_ _Phadam  Vaa
HTh= ny, 4y, alny
bt 22
(yl*yﬁ)ﬁ'—- 2 2 —12

b? .
und, wenn y,* = pr (a® — a,%) gesetzt wird,
b
s, = — Va? — &2,
V(2

pdie numerische Excentrici-

a__ 72
wo der Ausdruck %

tat“ der Ellipse gleich & gesetzt ist.

av .
Ist nun 2, = —, so wird:
n
ab "1/ v?
us=—*z Ll——szﬁ.
n 1 n

Es ist dann nach der Guldinschen Regel fir das halbe
Rotationsellipsoid: M = 2mus und fiir das Kloster- und Ficher-
gewdlbe die Leibung nach (3) und (4) zu berechnen, sobald
der Wert:

1 " g V2
; 21 ‘/1 — & ;‘2
bestimmt ist.

Wird diese Wurzel gezogen, so hat man fiir die ersten
5 Glieder:
i 1,9 1 R - I
‘/1——62%=1-—-~62—2————e“%—~66—6———88~8..
” 9 a8 AT 16 5128
und, wenn die einzelnen Glieder mit Hiilfe von Anhang IV
summiert werden,
— ’ 1, L 1 6 9 &
us—ab(l-——gé—;ﬁa—ms 11526....)
Da & ein echter Bruch ist, die Koéffizienten der einzelnen
6*
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Glieder auch sehr schnell abnehmen, so konnen die folgenden
vernachliissigt werden®).
2 2
Ist aber die Ellipse a% -+ 1% =1 um die kleinere Achse
gedreht, d. h. die Hohe des Gewdélbes kleiner als o, so muss
die vorstehende Rechnung folgendermassen umgeéndert werden:

2
@ =3 " —y)

a?

Y

& — g = u. s, w.
T x,
w—p 3 Ve + L
bn It a* ¢
. a® — b .
und, wenn wiederum 7 = &,
a

ab a? s? v
us = E ‘/1+7’z— e

1 a?é 1 a*é 1 ae® 5 afe®
u8=ab(1 -+ e T +ﬁ§_[)7—m78_+>'
Soll der Abstand des Schwerpunktes eines Ellipsenqua-
dranten von der Achse bestimmt werden, so hat man:

us

u b

muss also die beiden gefundenen Reihen mit der Lénge des
Ellipsenquadranten dividieren. Es ist nun:

— @ 1, 3 . 5 &
u—?ﬂ(lﬁzé “61'5*'2%&—"')7

und hiernach fir den Abstand des Schwerpunktes von der
aAchse:

25 223 ;
P+ tpe g o)
6. Die Oberfliche eines Rotationsparaboloids zu ermitteln,
wenn die Gleichung der rotierenden Parabel auf den Scheitel

* Wird Vl — 62 S = ( 1— ¢ _) nach dem binomischen Lehr-

satz entwickelt, so lasst sich das Gesetz, nach welchem die folgenden
Glieder der Reihe bestimmt sind, aberschen. Nimlich:
RPN SOt R T A SL 1 S
e T mt i T g3t 8 T a4 nt 8
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bezogen y? = 2px, die Hohe %, und der Radius des Grund-
2

. . r
kreises » ist. (Also p = 2—5)
Werden die Teile der Hohe % vom Scheitel an gezihlt,

so hat man:

3/1 =2pax
Y = 2p &,
y/
Yl —y?=2p (-2‘1———{02) =2p ZL
_ ph
K} Y = ny,
2,2 ;
(s —ya)* = :23/12 und nach S. 82

— 1 n
us =nh Vp-;l—zll/p—i-zwl.
Es ist aber, wenn zur Abkiirzung p = a® und 2, = 2 ge-
setzt wird:
? 28 5zt

z x
Va* + 24 +2e=a+——-—F+_-———=+.
a 248 2a

v L .
und, wenn & = — & gesetzt und die einzelnen Glieder sum-
n

miert werden:
h h? )5 5ht

1 n V 3

= @ 28 = @ A e A e

n El 2 2a¢ 6a®  8a° 404"
Wie man sich leicht itberzeugen kann, ist:

skt (a®+2h)Va® 4 2h —d®

+ h h? _}_i‘ﬁ
@ 2¢ 6a®  8d® 404’ 3h !
und somit:

= 3(1) ~+2k) Vp (p + 2h) — p*} oder:

r? —|—4h“I
12123(7'2—{-47) ‘/ r3§

und fiir das Rotationsparaboloid:
M= % 7 %(p +2h) Vp (p + 24) ——pﬁg.

us




Anhang.

I. Das Pyramidenproblem.

Lehrsatz 1. Rechtwinklige Parallelflichner gleicher Grund-
fliche und Hohe sind raumgleich.

Beweis. Man stelle zur Vergleichung zwei solche Par-
allelfiaichner mit einer gleichen Hoéhenkante so aneinander,
dass die Grundflichen Erginzungsparallelogramme sind, z. B.,
Fig. 34, ABCD und AEFG. Es kénnen dann an jeden der

beiden Parallelflichner zwei dreisei-
tige gerade Prismen derselben Héhe
angesetzt werden, welche den an-
deren beziiglich kongruent sind und
jeden der beiden Parallelfiichner zu
einem dreiseitigen geraden Prisma
erginzen, das dem anderen kongruent
ist. Die Grundflichen dieser Prismen
sind aus der Figur zu ersehben.
Lehrsatz 2. Ein schiefes Prisma
ist einem geraden raumgleich, dessen
Grundfliche der Normalschnitt und dessen Héhe eine Seiten-
kante des schiefen ist.

Beweis. Ein Normalschnitt, welcher keine der Grund-
flaichen des schiefen Prismas schneidet, teilt dieses in zwei
Teile, die zu einem geraden zusammengesetzt werden konnen,
wenn die schiefen Grundflichen an einander gefiigt werden.
Ist ein Normalschnitt, welcher keine der Grundflichen schnei-
det, zu fiihren nicht moglich, so vervielfiltige man das schiefe
Prisma und setze es so oft (nmal) mit den Grundflichen an
einander, bis der erste Fall vorliegt. Man hat dann fir das
n-fache schiefe Prisma ein gerades, dessen Héhe die n-fache
Seitenkante des gegebenen ist. Wird nun das gerade Prisma
durch Parallelschnitte in » kongruente Teile zerlegt, so ist
jeder Teil gleich dem vorgelegten schiefen Prisma.
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Folgerung. Jeder Parallelflichner wird durch eine Dia-
gonalebene in zweil raumgleiche dreiseitige Prismen zerlegt.

Lehrsatz 3. Jeder Parallelflichner ist einem rechtwinkligen
gleicher Grundfliche und Hohe raumgleich.

Beweis. Man betrachte zwei parallele Grundkanten als
Seitenkanten, lege durch sie einen Normalschnitt und ver-
wandle den schiefen Parallelflichner nach Lehrs. 2 in einen
solchen gleicher Grundfliche und Hohe, dessen Grundflichen
jetzt Rechtecke sind. Ist er noch nicht gerade, so nehme
man die beiden neuen Grundkanten als Seitenkanten und
wiederhole die Konstruktion.

Folgerung. Parallelflichner gleicher Grundfliche und Hohe
sind raumgleich.

Sie konnen in gerade verwandelt werden, welche nach
Lehrs. 1 raumgleich sind.

Zusatz 1. Dreiseitige Prismen gleicher Grundfliiche und
Héhe sind raumgleich.

Sie koénnen nach Lehrs. 2, Folg. als Halften von Parallel-
flichnern dargestellt werden, welche nach Lehrs. 3, Folg.
raumgleich sind.

Zusatz 2. Prismen gleicher Grundfliche und Hghe sind
raumgleich.

Beweis. Wie man die Grundflichen durch Abschneiden
und Ansetzen flichengleicher Dreiecke in Dreiecke verwandeln
kann, so kann man auch die Prismen, durch Abschneiden
und Ansetzen dreiseitiger Prismen, welche nach Zus. 1 raum-
gleich sind, in dreiseitige verwandeln, die dann ebenfalls nach
Zus. 1 raumgleich sind.

Lehrsatz 4. Schiefabgeschnittene Parallelflichner auf der-
selben Grundfliche sind raumgleich, wenn ihre Deckflichen
eine gemeinsame Mittelparallele haben. Vergl. § 17, Lehrs. 4.

Beweis. Die beiden nicht gemeinsamen Teile sind
dreiseitige Prismen, welche nach Lehrs. 2 raumgleich sind,
weil sie eine gemeinsame Seitenkante (die Mittelparallele) und
kongruente Normalschnitte haben.

Erklirung 1. Die Hohe des Mittelpunktes der Deckflache
eines schiefabgeschnittenen Parallelflichners iiber der Grund-
fliche heisst seine Hohe. Vergl. § 17, Erkl 1.

Lebrsatz 5. Ein schiefabgeschnittener Parallelflichner ist
einem vollstindigen gleicher Grundfliche und Héhe raumgleich.

Beweis. Man drehe*) die Deckfliche des schiefabge-
schnittenen Parallelflichners um die eine ihrer Mittelparallelen,
bis die andere der Grundfliche parallel ist, und dann um

*) Ebenso zu verstehen wie § 17, Lehrs. 5, Beweis.
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diese Mittelparallele, bis die Deckfliche selbst der Grund-
fliche parallel ist. Der Rauminhalt des schiefabgeschnittenen
Parallelflichners hat sich hierbei nicht geiindert.

Folgerung. (Schiefabgeschnittene) Parallelflichner gleicher
Grundfliche und Hohe sind raumgleich.

Lehrsatz 6. Kin schiefabgeschnittener Parallelflichner,
dessen eine Deckflichendiagonale der Grundfliche parallel ist,
wird von einer durch die andere Deckflichendiagonale ge-
legten Diagonalebene in zwei raumgleiche, schiefabgeschnittene,
dreiseitige Prismen geteilt.

Voraussetzung. Unter dem Parallelogramm ABCD
als Deckfliche, Fig. 35, stehe ein schiefabgeschnittener Par-
allelflichner, so dass die Diagonale BD der Grundfliche par-
allel ist, und A hoher tber dieser liegt als C. Eine Diago-
nalebene durch AC teilt den Korper in 2 dreiseitige schief-
abgeschnittene Prismen, die beziiglich unter dem Dreieck 4B(
und Dreieck ADC' stehen.

Beweis. Zur Vergleichung der beiden Prismen lege man
durch C einen Parallelschnitt und schneide von ihnen die
beiden vollstindigen Prismen ab, welche nach Zus. 1 raum-
gleich sind. Von den Resten mége der unter A ABC mit 4,

der unter A ADC stehende mit B be-
zeichnet werden. Man teile ferner die
eine Deckkante 45 in ngleiche Teile, wo
n eine beliebige ganze Zahl ist (in Fig. 35
ist » =3) und ebenso AD, und ziehe
durch die Teilpunkte Parallelen zu den
Deckkanten. Hierdurch wird die Deck-
flache ABCD in =»? Parallelogramme ge-
teilt, und, wenn diese Teilungslinien in
der Richtung der Seitenkanten auf die
Grundfliche projiziert werden, so teilen
die projizierenden Ebenen den Korper
(4 4+ B) in n?Teile, welche schiefabge-
schnittene Parallelflichner sind. Dieje-
nigen von diesen, welche ganz entweder unter A ABC oder
oder A ADC stehen, sind paarweise kongruent, z. B. die mit
den Deckflichen 4, B;B;B; und A4,D,D;D;. Beseitigt man
sie, so bleiben zur Vergleichung der beiden Kérper 4 und B
auf jeder Seite = dreiseitige schiefabgeschnittene Prismen,
deren Deckflichen z. B. A AB, A, und A AD, A, sind.
Werden diese paarweis mit einander verglichen, so kann man
mittels Parallelschnitte durch A4,, 4, A, u.s.w. von ihnen
vollstiindige Prismen abschneiden, die nach Zus. 1 raumgleich
sind. Mithin bleiben auf jeder Seite zuriick » Korper, welche
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unter sich kongruent und beziiglich 4 oder B #hnlich sind.
Wenn man nun die einzelnen mit 4, beziiglich B, bezeichnet,
so kann man:
1) A=8-4+ 4
B=8S+2B,
setzen, wenn S die halbe Summe jener abgeschnittenen, paar-
weise raumgleichen Kérper ist.

Die beiden Korper A, und B, bilden nun zusammen
einen schiefabgeschnittenen Parallelflichner, welcher nach
Lehrs. 5 ebenso wie der Korper (4 + B) in einen vollstén-
digen verwandelt werden kann.

Man hat also, da der erste von diesen #®mal in den zweiten
hineingesetzt werden kann:

@ A+B=2FB

ns

Bezeichnet nun X einen beliebig klein gewahlten Korper,
und kénnte X -~ B = A sein, so hitte man nach (1):

X+ S+aB =8+ nd, di

X +nB, = nd, oder:

X + 2nB, = nd; + nB,, mithin:

X < n (4, + B,), oder nach (2):

A+ B
X< S0
n
Dies ist aber unmoglich, da, bei einmal gewihltem X,
A+ B
A2 ox
n

ist. Es muss also stets X 4+ B > 4 sein, d. h,, sobald der
Korper B den geringsten Zuwachs erfihrt, wird er grosser
als 4. Da sich dies ebenso umgekehrt beweisen lisst, so ist
ersichtlich, dass A4 gleich B sein muss.

Folgerung. Zwei dreiseitige schiefabgeschnittene Prismen
auf derselben Grundfliche sind raumgleich, wenn ihre Deck-
flichen eine gemeinsame Transversale haben, die der Grund-
flaiche parallel ist.

Lelrsatz 7. Zwel dreiseitige, schiefabgeschnittene Prismen
auf derselben Grundfliche sind raumgleich, wenn ihre Deck-
flaichen eine gemeinsame Transversale haben.

Beweis. Werden die (gemeinschaftlichen) Seitenkanten
beider Prismen iiber die Grundfliche hinaus verlingert, und
diese Verlingerungen durch eine Ebene, parallel der gemein-
samen Deckflichentransversale, geschnitten, so dass an die
beiden Prismen ein drittes dreiseitiges, schiefabgeschnittenes

n stets so gross genommen werden kann, dass -
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Prisma — zwischen dieser Schnittfliche und der gemeinsamen
Grundfliche — angesetzt wird, dann sind nach vorstehender
Folgerung die beiden gegebenen Prismen, jedes vermehrt
durch dieses angesetzte Stiick, einander gleich, mithin auch
ohne diesen Zuwachs.

Anmerkung. Hier wiirde § 17, Lehrs. 5 folgen. Um
§ 17, Lehrs. 2 zu beweisen, betrachte man die Schichten des
Korpers als Prismatoide.

IL.*) Der Eulersche Satz und die regelmissigen
Polyeder.

Lehrsatz 1. Die Seitensumme der Ecken eines eben-
flichigen Korpers ist (£ —2) 4R, wenn E die Anzahl der
Ecken desselben bezeichnet.

Beweis. Ist die Projektion des Korpers auf eine belie-
bige Ebene ein P-Eck, bildet also sowohl die positive wie
die negative Projektion ein solches, so wird die Seiten-
summe**) dargestellt durch die doppelte Summe der Winkel
des P-Ecks, vermehrt um die Summe der Winkel um die
iibrigen ***) (E — P) Eckpunkte, d. i.

2(P —2) 2R + (E— P) 4R = (E —2) 4R.

Lehrsatz 2. Die Seitensumme der Ecken eines eben-
flichigen Korpers ist (K — F) 4R, wenn K die Anzahl
der Kanten und F die Anzahl der Flichen desselben be-
zeichnet.

Beweis. Die Seitensumme ist zusammengesetzt aus der
Winkelsumme der F Vielecke, welche die Seitenflichen des
Korpers sind. Werden diese F Winkelsummen nach der
Formel (» —2) 2R gebildet und summiert, so erhilt man:
2(n—2)2R =(Sn)2R—34R=2K2R—F41R = (K—F)4R.

Zusatz. (Eulerscher Satz.) Fir jedes Polyeder ist:

L+ F=K-+ 2.

Nach obigen beiden Sitzen ist:

(£ —2)4R = (K— F) 4R.

Erklirung. Ein regelmissiges Polyeder wird von kon-

*) Hier sind im allgemeinen konvexe Kérper gemeint.

**) Man beachte, dass die Winkelsumme der Projektion eines n-Ecks
ebenfalls (n — 2) 2R betrigt, denn fir den Fall, dass die Projektion eine
Gerade ist, sind zwei Winkel Null, jeder der ibrigen ein gestreckter.

**) Fallen zwei von diesen Punkten in einen zusammen, so ist dieser
doppelt zu zahlen, da er sowoll in der positiven, wie in der negativen
Projektion liegt.
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gruenten regelmissigen Vielecken, welche in kongruenten Ecken
zusammenstossen, begrenzt.
Lehrsatz 8. Es giebt nur fiinf regelmassige Polyeder.
Beweis 1. Ist ein Korper derart regelmiissig, dass an
jeder Ecke £ Kanten zusammenstossen und jede der F' Seiten-
flichen » Ecken hat, so ist:

K="F Brt—or—auF,

mithin nach dem Zusatz:
nF nk 4k

Da dieser Ausdruck fiir F' eine positive, endliche und ganze
Zahl geben muss, so kann 7 nicht grosser als b sein, weil
k = 3 ist; da ferner n == 3, so sind nur folgende fiinf Fille

moglich:

a)n=23; F= 6—4_16—]6, mithin £ = 8 oder 4 oder 5, d. i
1) n=238, k=23, F=4. Vierflachner oder Te-
traeder.
2y n=23, k=4, FF=18. Achtflichner oder
Oktaeder.
3) n=23, k=15, F=20. Zwanzigflichner oder
Ikosaeder.
4 e .
b) n = 4; F=—8t2—k, mithin nur £ =3, d. 1.

4) n=14, k=3, F=46. Sechsflichner oder
Hexaeder (Wiirfel).

4k
10— 34’
5) n =15, k=3, F=12. Zwojlfflachner oder
Dodekaeder.

Beweis 2. Aus 3 regelmiissigen Vielecken, welche mehr
als b Seiten, aus mehr als 3 regelmissigen Vier- oder Fiinf-
ecken, aus mehr als' b regelmissigen Dreiecken ldsst sich eine
konvexe Ecke nicht bilden. § 15, Lehrs. 2.

Lehrsatz 4. Um jeden regelméssigen Korper und in jeden
kann eine Kugel beschrieben werden, der gemeinschaftliche
Mittelpunkt derselben heisst auch der Mittelpunkt des Korpers.

Aufgabe. Den Rauminhalt / und die Oberfliche O der
regelmissigen Korper zu berechnen, wenn die Kante a ge-
geben ist.

1.- Das Tetraeder.

Ist Fig. 36 der Grund- und Aufriss des Tetraeders, so

c) n=>5; F= mithin nur £ =3, d. 1.
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ist S;, der Fusspunkt seiner Hohe, der .Mittelpunkt des dem
gleichseitigen Dreieck ABC eingeschriebenen Kreises, also:

ASy;=A4S8, = % AD = % V'3, wenn

2. Das Oktaeder.

AlS=AB=ai

S»S'g:k:‘/a“———a;:a‘/—%_.

2
A ABC = 3.

3
@
I=EV§.

0=ay3.

Ist Fig. 37 Grund- und Aufriss des

Oktaeders, so sind beide Quadrate mit
der Seite a, wihrend S8, = 2% die
Diagonale in demselben ist. — Das
Oktaeder lasst sich in zwei Pyramiden,

im

Aufriss ASB und AS, B, zerlegen,

deren Grundfliche «? und deren Hohe

b= % Y% ist. Mithin:

3. Das Tkosaeder.

3
Iz%ﬁ.
0 =2ay3.

Ist Fig. 38 Grund- und Auf-
riss, so beachte man zur Kon-
struktion des letateren, dass 4,4,8,
ein rechtwinkliges Dreieck ist, in
welchem 8,4, = AB = a, A4,8,
gleich dem Radius (r) des Kreises,
welcher dem regelmissigen Fiinf-
eck mit der Seite o umschrieben
ist, ferner, dass S, 4,8, ebenfalls
ein rechtwinkliges Dreieck und ei-
nem grossten Kugelkreise mit dem
Durchmesser S, eingeschrieben
ist. Hiernach ist, wenn S, 8, = 2h,
Ag Al e }L“ ag
h?=a?— ¢ ¢ = 10 (5 + V5),

by = a vb——mﬁ, ferner 2ih, = o?

d i 2h= % Vio+2V5.
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Man zerlege das Ikosaeder in zwei Pyramiden, ein Auf-
riss £S,C und FS,4,, deren Grundfliche ein regelmasmges
Finfeck mit der Seite ¢ (dem Flicheninhalte Fy), wie der
Grundriss zeigt, und deren Hohe %, ist — und ein Prismatoid
mit F§ als Grund- und Deckﬂéche und der Hohe 2 (A — £y).
Fir dieses ist § 21, Folg. 4b, D 4+ O = F|,, wenn dies der
Flacheninhalt des regelmissigen Zehnecks in demselben Kreise

wie Fy ist, also I = -:3)— (h—hy) (2Fy + Fy), mithin fir das
Tkosaeder:
2 2

. r ,
Es ist aber Fjy = — F,, wenn » der grosse, ¢ der kleine
e

Radius von Fj, also L= V5 ist.
4

Dann wird:
2
I= 2 B[+ V5l — 1 VD)

und nach Einsetzung der Werte von % und 7;:

2 g e _ —
=% R(ravs — Vo=2V%) g aa

Fs=5‘4~V25+10V5

=2 (VoFivs — Vﬂ) oder:
l——cz3(3+f)

0 =5a?® 3.

4. Das Hexaeder.

Fir den Wiirfel mit der Kante a ist:
I=da
0 = 64d.

. Das Dodekaeder.

Ist Fig. 39 Grund- und Aufriss eines Dodekaeders, dessen
Seite ein Fiinfeck mit dem Flicheninhalt Fj, dem’ grossen
Radius » und dem kleinen ¢ ist, so sei G,I, = 2A.

Man beachte, dass DE gleich der Diagonale LN in K,
ist, also stetig geteilt, @ als grosseren Abschnitt hat, und, da
DE __ MD
AB ~ MB’
A CMD= 2R, CD=r, und BD oder KC= KB = s;

auch MD in B stetig geteilt ist, mithin, da
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ferner MC= 29, da CB= MB,
MC MK der 28
ME ~ KC %" T
T ung TR0 20
20 — 7 20 r
Im Aufriss ist K, C, = s
(oder a), K,C,= sy, folglich
CiCy =7 (in jedem Kreise ist
s = r? + s,°). Ferner I'G
= F,G; = ¢ und (die Hohe in
Fy) FiGy, = r + o, also, da
G1G22 = F1G12 —F1G22 =
r(r + 2¢) = 4¢’,
GGy, =20 und G, I, = r - 2.
In Worten: Wird die Hohe
des Dodekaeders stetig ge-
teilt, so ist der grdssere Abschnitt (20) die Hohe
der oberen Ecken, der kleinere (r) die der unteren.
Wird das Dodekaeder vom Mittelpunkte aus in zwolf
kongruente Pyramiden zerlegt, deren Grundfliche Fj und deren
Hohe gleich dem Radius der eingeschriebenen Kugel ist, so ist

und

12
2
Man hat Fy="-Va5-+10 /5,
" 9 - "
h = L—_;_Q_ = —;— 1+ Vb)“’, r=a l/é:—tlf}/—b— u. S. w.
Es folgt:

a3
I:Z<15+7V_5)'

0O=23a?Vos+10V)5.

III. Lehnsatz aus der Planimetrie. Vergl. § 17.

Zwei ebene flichengleiche Figuren konnen stets so zerlegt
werden, dass die Teile der einen denen der anderen beziiglich
kongruent sind.

Lehrsatz 1. Parallelogramme gleicher Grundlinie und Hohe
sind flachengleich.

Beweis. Sind, Fig. 40, die beiden Parallelogramme’ 4 BCD
und A, B,C;D, mit den gleichen Grundlinien A5 und 4,5,
und zwischen denselben Parallelen gegeben, so verlingere man
AB mehrfach um sich selbst und ziehe durch jeden Endpunkt
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eine Parallele zu 4, D,.
Von diesen Parallelen
ziehe man alle, welche
ABCD schneiden, und
verfahre ebenso mit
A,B,C,D;, indem man
parallel AD zieht. Die
gezogenen  Parallelen
teilen die beiden Parallelogramme derartig, dass aus den Teilen
des einen das andere zusammengesetzt werden kann.

Lehrsatz 2. Dreiecke gleicher Grundlinie und Héhe sind
flachengleich.

Beweis. Sind, Fig. 41, die beiden Dreiecke ABC und
A,B,C, mit den gleichen Grundlinien AB und A;B; und
zwischen denselben Parallelen gegeben, so ziehe man in jedem

durch die Mitte der Grundlinien
M und M, eine Parallele zu
einer der beiden anderen Seiten.
Die hierdurch abgeschnittenen
Dreiecke MEB und M E B,
setze man wieder so an, dass
die Parallelogramme AMFC und
A M, F,C, entstehen, und teile
diese (Lehrs. 1) in paarweis
kongruente Teile. Von den Teilen, in welche AMFC zerlegt
ist, werden einige durch CE zerschnitten sein; jeden dieser
Schnitte trage man (durch gestrichelte Linien, Fig. 41) in die
homologen Teile von 4, M, F,C, ein, so dass die entstandenen
Teile wiederum beziehentlich kongruent sind. KEbenso trage
man diejenigen Schnitte der Teile von A, M, F,C;, welche
durch C,E, entstanden sind, in die homologen Teile von
AMFC ein (durch punktierte Linien, Fig. 41). Es ist ersicht-
lich, dass die homologen Teile der beiden Figuren beziehent-
lich kongruent sind, und dass, wenn die Dreiecke CEF und
C,E,F, wiederum an ihre urspriingliche Stelle gelegt werden,
aus den Teilen des einen Dreiecks das andere zusammenge-
setzt werden kann.

Lehrsatz 3. Ein n-Eck kann in solche Teile zerlegt werden,
dass aus ihnen ein (n — 1)- Eck zusammengesetzt werden kann.

Lehrsatz 4. Ein - Eck kann in solche Teile zerlegt werden,
dass aus ihnen ein Dreieck zusammengesetzt werden kann.

Lehrsatz 5. Ein Dreieck kann in solche Teile zerlegt
werden, dass aus ihnen ein anderes mit gegebener Grundlinie
zusammengesetzt werden kann.

Lehrsatz 6. Zwei flichengleiche Figuren konnen stets so
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zerlegt werden, dass aus den Teilen der einen die andere zu-
sammengesetzt werden kann.

Beweis. Man verwandle jede der beiden Figuren nach
Lehrs. 3 und 4 in ein Dreieck und das eine von beiden in
ein solches mit der Grundlinie des andern. Da beide Drei-
ecke flichengleich sind, haben sie jetzt gleiche Hohe und
konnen nach Lehrs. 2 behandelt werden. Ist dies geschehen
und jede Linie, welche durch die ausgefihrten Verwandlungen
in einem Teile des einen Dreiecks gezogen ist, in den homo-
logen des anderen eingetragen, so sind beide Dreiecke in
solche Teile geteilt, dass nicht nur aus den Teilen des einen
das andere, sondern auch jede der beiden urspriinglich gege-
benen Figuren zusammengesetzt werden kann.

IV. Lehnsatz aus der Algebra.

i n
Die Summe ol 210”, wo die untere Grenze auch Null

sein kann, ist fir jedes gegebene #, wenn # iiber alle Grenzen
wichst, folgendermassen zu ermitteln.
Es ist:

1N (1—+—n)2 2 (1 + o) = — 1+ n)*

n? n?
‘*’;9201‘*"7%22”‘*“;%2:”2

1 1 .
woraus, wenn n = oo, also p. und o gleich Null gesetzt

1 n 1
n? 20 v 2"
Es ist ferner:

1 2:”3 _ (1+ n)3 1 2 (1 + v)* = — (1 +3n)3

n? n

1 n
el 2 3y ° 1 3
+n3201+n3200 +n3200—1—n3200,
und wiederum, wenn n == 0O,
1, 1

iy v = 5.
n3 0 3

wird, folgt:

Man erkennt leicht, dass man in dieser Weise fort-
fahrend
1 n

S = e Ivt=, s Bet=

ﬁnden wird.

u. S. wW.

S|






