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Vorwort. 

Die Ermittelung der statisch nicht bestimmbaren Auflage
reaktionen mehrfach gelagerter, gekropfter Kurbelwellen ist 
wohl zunachst gefordert worden durch das Bediirfnis der ge
nauen Verfolgung der Materialanstrengung in diesen Maschinen
teilen. 

Die Losung jener Aufgabe, welcher eine Untersuchung der 
Formveranderung unter der Einwirkung gegebener Kriiftesysteme 
vorausgehen muB, wurde durch verschiedene his heute vor
liegende Arbeiten angestrebt und insbesondere durch M. EnBlin 
in griindlicher Weise zahlenmaBig an gege benen Wellen dar
gelegt, sowie von genanntem Verfasser zur eingehenden Dis
kussion dieser Wellen benutzt. Die \Vichtigkeit der Erkennt
nis der Formveranderung bei Beurteilung einer Maschinen
welle, die in erwahnter Arbeit in treffender Weise hervor
gehoben ist, wird heute in Fachkreisen kaum mehr unterschatzt 
werden. 

Wenn hier zwecks allgemeiner Untersuchung der Defor
mation an Stelle der Auflagereaktionen in den Stiitzpunkten 
(Lagerstellen) die Biegungsmomente daselbst als statisch un
bestimmte GroBen eingefiihrt wurden, so geschah es, weil auf 
diesem Wege die Rechnungsergebnisse sich in einfacher Form 
darstellen lassen. DaB die hierauf gegriindete schematische 
Zahlenrechnung auch V orteile bei Dimensior;llerung von neu zu 
entwerfenden Wellen bietet, ist an einem Beispiel gezeigt. 
Auf die Notwendigkeit der Beschaffung der experimentellen 
Grundlagen iiber das Verhalten der DbergangSBtellen von den 
Kurbelarmen in Schaft und Zapfen glaubte ich an Hand ein
facher Belastungsfalle besonders hinweisen zu miissen. 



IV Vorwort. 

Die allgemeine Untersuchung ist mit Aufstellung der Be
ziehung (16) erledigt und wurde die Rechenarbeit zur Be
stimmung der Auflagemomente so weit durchgefiihrt, daB die 
zahlenmaBige Ermittelung genau wie beim kontinuierlichen ge
raden Balken erfolgen kann. Konstruktionsregeln resp. Grund
lagen fiir die Dimensionierung der Wellen zu geben, ist nicht 
beabsichtigt, da dies nur moglich ist mit Riicksicht auf den 
besonderen Zweck, welchem die Welle zu dienen hat. Wenn 
als Rechnungsbeispiel die Welle eines Hochofengasmotors heran
gezogen wurde, so geschah es, um an einem moglichst ein
fachen Fall aus einer Gattung von Maschinenelementen, welche 
bei den durch die GroBe der Kriifte bedingten bedeutenden 
Abmessungen eine eingehende Untersuchung verlangen, die all
gemeine Methode zu erlautern. AnschlieBend an dies Beispiel 
ist auf zwei Tafeln die Aufzeichnung der deformierten Mittel
lime der durch je eine Kraft 1 in Mitte Kurbelzapfen (in der 
Ebene der Kropfung und senkrecht dazu) belasteten Welle 
durchgefiihrt. Eine nahere Erlauterung iiber die Ermittelung 
der statischen Momente der eingezeichneten Momentenflache, 
welche zur Berechnung der Abweichung der elastischen Linie 
von der Tangente an der Mittelstiitze dienen, schien mir nicht 
erforderlich, dagegen erachtete ich eine Zusammenstellung der 
wichtigsten Ergebnisse der Untersuchung fiir den Gebrauch 
beim praktischen Rechnen kaum als entbehrlich. 

Darauf hinweisen mochte ich noch, daB die ganzen Be
trachtungen auch beim Verschwinden aller Kurbelarme nicht 
alteriert werden, so daB die erhaltenen Resultate auch ohne 
weiteres (samtliche k gleich Null) zur Bestimmung der Defor
mation einer geraden Welle von veranderlichem Durchmesser 
benutzt werden konnen. 

Herrn F. Lammermann sei fiir Beihilfe bei der Korrektur 
hier gedankt. 

Miilheim, den 6. Mai 1906. 

Georg Duffing. 



Die Berechnung dt>r Formveranderung einer gekri:ipften 
Kurbelwelle griindet sich auf die Resultate der Untersuchungen 
iiber die Deformation gerader Stabe, welche als Elemente der 
Welle den Wirkungen der belastenden Krafte nebst den von 
benachbarten Teilen herriihrenden Spannungen unterworfen 
werden. Da es sich bei der vorliegenden Untersuchung nur 
urn die Deformation der materiellen Mittellinie der Welle han
delt, so sind nur wenige dieser Ergebnisse in den Bereich unserer 
Betrachtung zu ziehen. 

Als bekannt vorausgesetzt werden die heiden Hilfssatze 
aus der Elastizitatstheorie des geraden Stabes, welche aus der 
Fundamentalgleichung 

namlich 

E J y" = M folgen, 

II d2 y 
mit y = dx2 

, dy 
y =dx 

"' 
E J rp = E J (y' - y0') = J M d ~ 

., 

(1) 

und EJu=EJ[y-y0 -(x-x0 )y0'j= J(x-~)Md~ (2) 

"'• 
worin das Biegungsmoment M Funktion der laufenden Ent
femung ~ von irgend einem Anfangspunkt der Stabmittellinie 
bedeutet. rp ist der endliche Kontingenzwinkel der Tangenten 
der elastischen Linie in den Punkten x und X0 , u die Ab-
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weichung des Punktes x von der Tangente der elastischen 
Linie in x0 , und zwar in der Richtung der positiven y-Achse 
bei positivem Wert von u, wenn der Wert des Biegungs
momentes M als auBere Kraft an dem Stabteil ~ x (x0 < ~ < x) 
aufgefaBt, positiv angenommen wird fiir einen Drehungssinn, 
der die positive y-Achse auf dem kiirzesten Wege mit der 
positiven x Achse zur Deckung bringt. 

Fiir einen Stab von variablem Querschnitt, wo also 
auch J eine Funktion von~ ist, modifizieren sich obige Formeln, 
wenn J 0 ein beliebiges Tragheitsmoment, auf das Bezug ge-

nommen wird, bedeutet, und ~0 = n, wo n Funktion von ~ ist, in 

"' 
EJ0 q;= f nM d~=EJ0 (y'- y0'). (3) 

"' 
EJ0 u JnM(x-~)d~=EJ0 [y-y0-(x-x0)y0'] (4) 

"'• 
Diese heiden Gleichungen folgen aus der Fundamental

gleichung E J 0 y" = ~0 M = n M leicht auf folgendem Wege: 

Wenn n M in Form einer analytischen Funktion von x ge
geben ist, so ist das erste Integral dieser Differentialgleichung: 

EJ0 y' JnMdx+C. 

Ist n M jedoch nicht in einer solchen Form gegeben, so ge
niigt der Fundamentalgleichung als erstes Integral 

"' 
und ist zu bemerken, daB f n M d ~ eine stetige Funktion von 

x ist, selbst in dem Falle, daB n M eine Anzahl Unstetigkeits
stellen besitzt, wo n seinen (endlichen) Wert sprungweise andert 
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(plotzliche Dbergange im Wellenquerschnitt). Das zweite 
Integral der Fundamentalgleichung wird 

z 1: 

EJ0 y= JdcfnMd~+Ox+01 • 
Durch partielle Integration erhalt man mit 

1: 

d~fnMd~=nM, 
z z 

EJ0 y=x f n M d ~- JcnMdC+Ox+Ol' 
z" z" 
z 

oder EJ0 y= f nM(x-~)d~+Ox+01 durch Zusammen-

fassung der heiden bestimmten Integrale. 
Durch Bezug der heiden willkiirlichen Konstanten auf den 

Punkt x0 ergeben sich die IntegralgleichungeninForm (3) und (4). 
z 

Hierin bedeutet In M d ~ den zwischen den zu x0 und x 
Zo 

gehorigen Ordinaten enthaltenen Inhalt der mit n reduzierten 
z 

Momentenflache und ferner J n M ( x - ~) d ~ das statische 

Zo 

Moment dieser Flache in bezug auf die Ordinate des Punktes x. 
Gebrauch gemacht wird ferner von der Formel fiir den 

Verdrehungswinkel eines geraden Stabes, insbesondere bei kon
stantem rechteckigem Querschnitt von den Seiten b und h. 

b2 +h2 M 
{} = 3,6 b>J h'l -{j 

wo G der Schubelastizitatsmodul, und ferner bei kreisformigem 
Querschnitt 

1* 



4 

Fiir die weitere Betrachtung sei ein rechtwinkeliges Koor
dinatensystem x, y, z vorausgesetzt, dessen x- Achse einen 

y 

z kleinen Winkel mit 

Fig. 1. 

der urspriinglich ge
raden Stabachse bil
det, derart, daB stets 
q; = sin q; = tg q;, 
cos q; = l geaetzt 
werden kann und 
dessen xz-Ebene mit 
der Ebene des un
deformierten Kurbel
blattes (reap. Kur
belkropfung) eben
falls einen kleinen 

Winkel, bei welchem die oben angefiihrten Bedingungen erfiillt 
sind, einachlieBt gemii.B Fig. I. 

Die Kraftereduktion fiir den Punkt ; der Stabachae, auf
gefaBt ala System der auBeren Krafte, angreifend am Stabteil Xo; 

z und aquivaleqt mit 
dem System der in
neren Flachenkrafte 
im Querachnitt ;, an
greifend am Stabteil 

N 

Fig. 2. 

~ x, aei nach Rich-
tung und Sinn feat
gelegt gemaB Fig. 2. 
Die Achsenmomente 
der Kraftepaare M, 
N und 0 seien in 
dem Sinne ala positiv 
angenommen, daB, 

von der Spitze T nach dem FuBe gesehen, das Kraftepaar recht
laufig (im Uhrzeigersinne) dreht. V und W seien die Kom
ponenten der reaultierenden Transveraalkraft nach den Rich
tungen bzw. der z- und y-Achae wahrend die Komponente nach 
der x-Achse = o vorausgesetzt ist. 

Fiir die Unterauchung der Projektion der elastischen 
Linie auf die x z- Ebene kommt in Betracht das Moment M 



5 

und die Schubkraft V; fiir die Projektion auf die x y-Ebene 
das Moment N, die Schubkraft W und das Moment 0, letzteres 
in Bezug auf das 
V erhalten der Kur
belwelle gewohnlich 
als Torsionsmoment 
bezeichnet. Diese 
Projektionen konnen 
als elastische Linien, 
hervorgerufen durch 
die oben genannten 
Kriiftesysteme, auf
gefaBt werden, und y 

sind die Abwei-
chungen der Pro-

z 

Fig. 3. 

I 
I 

I I 
I .x ,.r 

jektionen des Punktes x von den Projektionen der Tangente 
in x0 , welche mit v fiir die x z- Ebene , w fiir die x y- Ebene 
bezeichnet seien, gemiiB Fig. 3 als positiv anzunehmen. Es 
gelten dann die Gleichungen 

+v=z-z0 -(x-x0 )z0' (5) 
-w=y- Yo-(x-xo) Yo' 

oder w=-Y+Yo+(x-x0 )y0'. (6) 

wenn mit x y z die Koordinaten eines Punktes der elastischen 
Linie bezeichnet werden. 

Zunachst sei vor
ausgesetzt, daB die 
Strecke x0 x der Welle 
nur eine Kropfung ant
halt. Es seien 

B0 B1 B/ B2' B2 B 
und 0 0 0 1 0 1 ' 0 2' 0 2 0 
die Projektion der de
formierten Welle 

A 0 A 1 A 1' A2' A2 A 
auf die x y- bzw. x z
Ebene. 

z 

L-------------------------X 
Fig. 4. 

Betrachtet sei zunachst die Projektion auf die x z- Ebene, 
in Fig. 4 verzerrt gezeichnet. 
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Der Betrag von v setzt sich zusammen aus Einzelbetragen, 
zunachst herriihrend von der Deformation von 0 0 0 1 allein, 
wahrend die Erganzung 0 1 0 starr bleibt. Hierzu kommt der 
Betrag, herriihrend von der Deformation 0 1 0/, dann C1 ' 0 2' usw. 

Der erste dieser W erte berechnet sich zu 
~ z 

EJ0v01 = f nM(x-~)d~+ fnM(x-~)d~ 
Zo :t1 

und ist im zweiten Teil wegen Starrheit von 0 1 0 n = 0 zu 
setzen. Dann schreibt sich 

z, 

EJ0v01 fnM(x-~)d~. 
Zo 

Wenn an dem Teil 0 0 0 1 gewisse Stellen als starr anzu
sehen sind (Ubergang in den Arm), so nimmt fiir die betr. ~ 

die Funktion n den Wert o an. 
Der EinfluB von 01 0 1', an welchem das Moment M (speziell 

fiir diese Stelle mit M1 bezeichnet) eine Neigung der Tangenten 
in 0 1 und 0 1' gegeneinander urn den Winkel a1 verursacht, 
betragt E J 0 (x- x1 ) · a1 und ist zu E J0 v01 zu addieren. 

Fiir die Strecke 0 1 ' 0 2' hat man 
z. 

EJ0v12 fnM(x-~)d~, und 

z, 
z 

ferner EJ0(x-x2)a2 nebstEJ0 v2 fn M (x- ~) d ~ zu addieren. 

z. 
Der Kontingenzwinkel des Armes 0 1 0/ berechnet sich zu 

Jo 
EJoa1 =JM1 at, 

1 

wo a1 die wirksame Armlange (also abziiglich der etwa ala steif 
zu betrachtenden Endstiicke) bedeutet. Ebenso ist fiir 0 2 0 2' 

Jo 
EJoa2=JM2a2. 

2 

J 1 und J 2 sind die Tragheitsmomente der Kurbelarm-
querschnitte 
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wo h die Dimension parallel zur Achse, b die dazu senkrechte 
Dimension bedeutet. 

Nun wird 
z, 

E J 0 v fnM (x-;)d; + (x-x1 ) ~: M1 a1 

"'• 
+ fnM (x- ;) d;+ (x-x2 ) ~: M2 a2 

z, 
z 

+fnM(x-;)d;, 

"'• 
oder wenn man die 3 f zusammenzieht : 

z 

EJ0 v--(nM (x- ;) d;+ (x-x1) ~0 M1 a1 +(x-x2 ) ~0 M 2 a2 • J' 1 2 
Zo 

Mi Jo k t y·a1= 1' ~0 a2 = k2 schreibt sich kiirzer 
2 1 

z 

E J 0 v .fnM (x- ;) d;+~kPMP (x- xP) 

"'• Der erste Tell des Ausdrucks von v stellt die Abweichung 
dar, welche das System MV an dem geraden Stabe erzeugen 
wiirde, der entsteht, wenn der Kurbelzapfen in das Wellen
mittel verschoben wiirde, der zweite Teil riihrt von der Kropfung 
der Welle her. 

1) Dieser Ausdruck gilt auch fiir beliebig viele zwischen x0 und x 
enthaltene Kriipfungen; z. B. teilt bei 2 Kriipfungen die Tangente in einem 
Punkt x1 zwischen denselben die Stracke v in zweiTeile v1 und V;a derart, daB 

a:1 Z1 

EJ0 v1 / n M (x- ;) d; + :E kp MP (x- xp) 
Zo Zo 

X X 

EJ0 v2 /n M(x- ;) d; + :E kp Mp (x- xp) 
x, x, 

und folgt durch Addition wieder die Relation (7). Auch gilt die Beziehung, 
wie aus obigem hervorgeht, fiir die durch Parallelverschiebung zum An
schluB an die Wellenmittellinie gebrachte elastische Linie des Kurbelzapfens. 
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Betre:ffs der Horizontalprojektion resp. Projektion auf die 
xy-Ebene B0 B1 B1' B2' B2 B (Fig. 5, Darstellung eines defor
mierten Kurbelblattes durch rechtwinklige Projektion auf die 
drei Koordinatenebenen) ist zu bemerken, daB die Momente N 
eine biegende Wirkung auf Welle und Kurbelzapfen, sowie 
eine Verdrehung der Kurbeln.rme bewirken, wahrend die 
Momente 0, welche bei Verlegung der Kraftereduktion langs 
der Kurbelarme durch die Sehubkrafte W verandert werden, 

-tZ ----------------------------- ~ 
~------ ------ - - q; 

I 
I 
I 

--------1 
I 
I 
I -------r 

+Y 

I 
I 

I 
---- -- --j-

1 
I 

- --- ---t-
1 

Fig. 5. 

auBer einer Verdrehung des Schaftes und Kurbelzapfens eine 
Biegung der Kurbelarme zur Folge haben. 

Der von den Momenten N herriihrende Anteil von E J 0 w 
wird genau wie im vorhergehenden bei Moment M gebildet, 
an die Stelle der Biegungswinkel a1 und a2 treten die Torsions
winkel y1 und y2 der Kurbelarme A 1 A1 ' und A 2 A 2'. Das 
Torsionsmoment N 1 bleibt bei Verlegung der Kraftereduktion 
langs des Armes A 1 A1 ' konstant, da nur W einen Anteil zur 
Veranderung von 0 beitragt. (Voraussetzung ist, daB auf 
Kurbelarmmitte keine auBeren Krafte angreifen, so daB selbst 
etwaige von Gegengewichten herriihrende Schwer- oder Massen
krafte um einen verschwindend kleinen Betrag von ihren An
gri:ffspunkten hinweg in die Richtungen A 1 A0 und A 2 A langs 
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der materiellen Wellenmittellinie verschoben zu denken sind, 
mithin in der Kraftereduktion auf Punkt A1 die Wirkungen 
etwaiger Gegengewichte enthalten sein sollen. 

Die gedachte verschwindend kleine Verschiebung erleichtert 
die Gruppierung der Krafte (siehe Beispiele) bei Bildung der 
Kraftereduktion fiir die Mitten der Kurbelarme. 

Schreibt man die Relation fiir den Torsionswinkel 

in der Form 

3 b11l+h12 N1 
1'1= ,6 bshs G·a1 

1 1 

E b 2 +h 2 

EJor1=3,6G 1bahs1 Jo·a1N1 
1 1 

=k1' N1, 
so ist zu setzen 

, E b1 2 +h/J 
k1 = 3,6 G b s h II o. a1 

1 1 

E b 2 +h 2 1 
=3,60 1baha1 kt.J1 und J1=12b1h1s' 

1 1 

also k1 ' =0,3! (1 +:1:)·k1 . (8) 
1 

Bei einem Material von E = 2200000, G = 850000 wird 

k1' = 1,~9 (1 + :: :] k1 

und speziell k1' = k1 fiir b1 = 1,85 hr 
Nach dem Vorhergehenden schreibt sich nun der Anteil 

von E J 0 w, welcher von dem N heriihrt in der Form 
:1) 

J<x- ~)nNd~+ ~k'PNP (x- xP). 
:lJo 

Dieser Ausdruck wird noch vermindert um einen Anteil, 
welcher von der Biegung der Kurbelarme durch die Elemente 
0 und W und der Verdrehung des Kurbelzapfens herriihrt, 
wahrend die Verdrehung des Schaftes ohne EinfiuB bleibt. 
Dieser ..1\nteil wird in der Figur durch die Differenz der Pro
jektionen (reap. Projektion v · A1 At' +A2' A2 ) der Arme A1 A1 ' 

und A2 A2' auf die y-Achse dargestellt. 
Zur Ermittelung dieser Betrage sei die Projektion auf die 

y z-Ebene genauer betrachtet (Fig. 6). 5){0 2l1 usw. seien die 
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Projektionen von A 0 A1 usw. Es sei dann fJ der Winkel der 
Tangente in 211 mit der z-Achse {J~ der endl. Kontingenzwinkel 
der Projektion des Armes A 1 A 1', {32 der endl. Kontingenz
winkel der Projektion des Armes A 2 A 2'. Dann ist die Projektion 
von A 1 A 1' (resp. 24 211 ') auf die y-Achse fJ (e1 + a1 + e1 ') + u1' 

und die Projektion von A 2 A 2' ({J +f31 +.O+ {32 ) (e2 +a'l +e2 ')-u,/ 

Fig. 6. 

und der entsprechende Anteil in E J 0 w ist gleich der Differenz 
zwischen dem ersten und zweiten Ausdruck, also gleich 

E J 0 [u/ + u2'- ({31 + {32 + .0) (e2 + a2 + e2')] 

weil e1 + a1 + e1'= e2 +a2 + e2'. .0 ist der Verdrehungswinkel 
des Knrbelzapfens. 

Znr Berechnung der u sind die zugehOrigen Flachen der 
Biegungsmomente in die Figur eingezeichnet und schraffiert. 
Die nicht schraffierten Fliichen iiber den als starr zu betrachtenden 
Stiicken e1 e1 ' e2 e2 ' sind mit n = o multipliziert gedacht. 

Der Verdrehungswinkel des Kurbelzapfens ist aus 

.0. E JOO' , EJ0 v= 2 G.J ·2c1 =k0 0 
c 

(9) 

zu erhalten, wo J c das Tragheitsmoment des Kurbelzapfen
querschnittes bedeutet und 2 c1 die der Verdrehung (iiberhaupt 
Deformation) unterworfene Lange des Zapfens ist. 
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Nun besteht die Beziehung: 

0' = 01 + W1 (e1 + a1 + e/) = 02 + W2 (e2 + a2 + e2') 
oder auch 

0'= ~ 01 + ~ 02 + ~ w1 (e1 + a1 + e/) + ~ w2 (e2 + a2 + e2') 

und sei nochmals a.usdriicklich betont, da.B W lii.ngs eines 
Kurbelarmes konstant bleiben muB. Dies ist aber stets der 
Fall, wenn auf Kurbelarmmitte keine auBeren Krii.fte angreifen. 

" 1 b 8 l. Setzt man J 1 = 12 1 tt1 

d Jo k " un J ,a1 = 1 
1 

(10) 

so ergibt sich aus den schraffierten Momentenflachen: 

EJoP1 =k/' [ 01 + ~ w1 (a1 +2e1) J 
EJ0 u1'=k1"[ ~ 01(a1+2e1')+! W1 ·{a/ +a1(e1+e1')+2e1e1'}] 

und folgt femer (mit Riicksicht auf e1 + a1 + e1' = e2 + a2 + e,/ 

EJo [ ut' -P1 (~ +a1 + e1')- ~ {}(e1 +a1 +et'>] = 

k/'[ ~ 01 (al +'2 el') + ~ w1 { i 2 
+ a1 (e1 + el') + 2 el el·}] 

-k/'(e1+a1+et'>[ 01+ ~ W1(a1+2e1)J 
-kc(el +at +e1') [! 01 + ~ wl (el +a1 +et'>] 

= -ko120l-kll13 w1 

mit k012 = ~ [k0 (a1 + e1 + e1') + k1" (a1 + 2 e1)] . (ll) 

kills= ~ kc (a1 + e1 + et')2 + kt" (a~ 2 +at et + et2) (12) 

so daB schlieBlichEJ0[u/+u2'-(P1 +P2+{})(e1 +a1 +e1')] 
=-ko1201 -kills w1 -ko2202 -kv'As w2 und 
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11) 

EJ0 w= J(x-~) nNd~+~kP' NP (x- xP) 1) 

Zo 

(13) 

worin fiir 0 und W die speziellen W erte welche 0 und W an 
den Stellen der Wellenmittellinie, wo die Kurbelarme sich be
finden, annehmen, bedeuten. (Die Momente 0' in den Kurbel
zapfen treten nicht in die Rechnung ein.) 

Wollte man im Falle kurzer Kurbelarme noch den EinfluB 
der Schubkraft auf die Werte von u1 ' und u2' beriicksichtigen, 
so ware zu setzen 

k 3 _ 1 + + I 2 + II ( al 2 + + 2) vl - 2 k c ( al e1 el ) k1 3 a1 el el 

+ _!___ '!__ k "b 2 (12a) lO G 1 1 

Wird e1 = e/ angenommen, so schreibt sich etwas einfacher 

k01 2 = ! (a1 + 2 e1 ) (kc + k1") 

k s_1 + 2 "(a12+ + 2)+ 1 E "b2 v1 -2kc(a1 2el) +k1 3 al e1 e1 lO Gkl 1' 

fiir e1 = o wiirde 

ko1 2 = ~ a1 (kc + kl") 

k a 1 2 k + k ") + 1 E k "b 2 vl = 6 al (3 c 2 1 10 0 1 1 · 

Wie diese Werte k0 und kv experimentell (an einer ge
gebenen Welle) zu bestimmen sind, und wie damit im Zu
sammenhang die Frage gepriift werden soli, wie weit die Ecken 
am AnschluB von Kurbelarm und Schaft, resp. Zapfen als aus
gesteift zu betrachten sind, soli spater erlautert werden. 

Die Beziehungen fiir E J 0 v und E Jo w sind noch einer 
Erweiterung fahig, wenn man jetzt annimmt die Ebene der 

1) Die Projektion der elastischen Linie des Kurbelzapfens wird 
durch ( 13) bis auf eine willkiirliche Parallelverschiebung p ( e1 + a1 + e/) 
bestimmt und kann nur an einer Seite zum stetigen Anschlul3 an die 
Wellenmittellinie gebracht werden. 
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Kropfung bilde mit der positiven z-Achse den beliebigen Winkel cp 
(mit der positiven y-Achse den Winkel 90-- cp). In diesem 
Faile kann man die Abweichungen v' und w' in der Kurbel
ebene und .L dazu nach den gefundenen Formeln ermitteln, wenn 
man die Kraftereduktion in bezug auf ein neues Koordinaten
system ausfiihrt, welches mit dem alten System die x-Achse 
gemeinschaftlich hat und dessen x' z'- Ebene die Kropfung ent
halt. Die erhaltenen Beziehungen konnen dazu dienen, um in 
bezug auf das alte Koordinatensystem v und w zu ermitteln 
vermoge der Relationen v = v' cos cp + w' sin cp } 

w=-v' sin cp+w' cos cp · · (14) 
Nun gilt noch: 

N 1 = N cos cp + M sin cp , V 1 = V cos cp + W sin cp } 
M'=-Nsincp+Mcoscp, W 1=- Vsincp+ Wcoscp (15) 

Mit diesen Werten findet man V 1 und w 1 und endlich er
gibt sich 

"' 
E J0 v= J(x- ~) n M d ~ + 2.'[(k1P- kP) NPsin cpcos cp 

"' 
EJ0 w= J(x- ~) nN d ~ +2[(kpsin2 cp + k1P cos2 q;) NP 

+ (k1P- kP) MP sin cp cos cp] (x- xP) 

+cosq;2.' k0 20- sin cp cos cp 2: kv8 V + cos<t cp ~:kv8 W 

l 

Diese Beziehungen vereinfachen sich noch fiir den Fall, 
daB kP = k1P (k1 = k1

1, k2 = k2
1}, d. h. fiir Kurbelarme von dem 

Seitenverhaltnis ~ = 1,85. 

Aber selbst unter diesen Voraussetzungen sind die GroBen 
v und w nur dann lediglich von den parallel zur x z- bzw. 
x y-Ebene wirkenden Kraften (wozu auch jeweils das Krafte
paar 0 gerechnet werden kann) abhangig, wenn der Winkel cp 

einen der Werte 0, ; , n, ! n annimmt. Es ist dann fiir 
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"' 
EJ0 v J(x-~) nMd~+Ik,MP(x-xP) 

"'• 
"' 

reap. n EJ0 w=Jx-~)nNd~+IkP'NP(x-xP) 
"'• 

+Ik0
20+Ik,3 W 

wo das untere Vorzeichen sich auf cp=n bezieht (17) 
"' 

n EJ0 V= J(x-~)nMd~+IkP' M,(x-xP) 

cp=2 "'• 

Tabelle zur Gleichung 17. 

v w 

k k II 
0 

k3 

" 
k k 2 

0 
k 3 

" 
cp=o 0 0 

I I 
neg. 

I 
neg. 

n 

I I 
0 

I 
0 

2 
neg. pos. 

n 0 0 
I I 

pos. 
I 

neg. 

3~ pos. pos. I 
I 

0 
I 

0 2 I 

Versieht man je nach der Stellung der Kurbel (Wert des 

Winkels cp = 0, ; , n, : n) k11 mit dem Akzent oder nicht, 

und gibt k0 2 und k, 3 den aus obiger Zusammenstellung und 
beifolgender Tabelle ersichtlichen Faktor 0 + 1 oder - 1, so 
ergibt die Beziehung 
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:1: 

E J 0 v J(x-.;)nMd.;+IkPMP(x-xP)-Ik0 20-Ik,8V (18) 

die Ausweichung der Projektion der elastischen Linie auf die 
Kurbelebene und die dazu l. stehende Ebene und gilt diese 
Gleichung auch fiir eine Welle mit beliebig vielen Kurbeln, 
welche samtlich in zwei zueinander l. Ebenen liegen, fiir die 
Projektion der elastischen Linie auf diese Ebenen. (Zur Bildung 

I 
..l i lo-

1 n;o 
1.---x ,;;-------' 
I 
~---X~r---~ 

Fig. 7. 

der Elemente M und V kommen nur Krafte in Betracht, welche 
parallel zur Projektionsebene wirken.) 

Die heiden ersten Glieder der rechten Seite von Gleichung 18 
lassen noch eine geometrische Deutung zu, die in manchen 
Fallen dienlich sein kann. Es bedeutet das erste Glied das 
statische Moment der mit n reduzierten Momentenflache in 
bezug auf den Querschnitt x, und das zweite Glied da3 statische 
Moment der Rechtecke von der Breite kP und der Mittellinie 
MP in bezug auf denselben Querschnitt x. 1) 

Die einfache Addition der zuvor erwiihnten Flli.chen ent
spricht der Beziehung 

"' 
E J 0 r:p =fn M d.;+ I kPMP 

:l:o 

1) Die Inhalte der genannten Rechtecke sind stets auf ihre Mittel
linie, d. h. auf Mitte Kurbelarm konzentriert zu denken. 
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und spielen in diesem letzten Ausdruck die GroBen 0 und V 
keine Rolle. 

Die Ermittelung der statisch unbestimmten GroBen (Stiitzen
momente) kann fiir jede Ebene getrennt vorgenommen werden, 
was nicht mehr moglich ist, wenn Kurbeln vorhanden sind, 
welche nicht in die heiden genannten Ebenen fallen. 

Fiir das Folgende kann vom bisher angewandten raum
lichen Koordinatensystem abgesehen werden. Behufs Ermittelung 
der Stiitzenmomente seien mit 0, 1, 2 die Mittel dreier auf
einanderfolgender Lager bezeichnet und sei x0 = 0, x1 = l0 , 

10 
1--- ~0 --~---

Fig. 8. 

x2 = l0 + l1 , so daB l0 und l1 die Langen zweier benachbarte~ 
Felder der Welle bedeuten. M 0 , M 1 , M 2 seien die Stiitzen
oder Lagermomente, z0 , z1 und z2 die Hohen der Lager iiber 
der x-Achse. Es sollen nun fiir x = X 1 und x = x2 die auf 
den Punkt x0 = 0 bezogenen Werte v1 und v2 gebildet werden 
und sei daran erinnert, daB fiir Feld 0 - 1 

V=Mt-Mo+~. 
lo 

V=M2-M1 +~. fiir 1-2, 
l1 

W=- N1-N°+~. fiir 0-1, 
lo 

W = _ N2-N 1 + ~. fiir 1 -2, 
ll 

wo ~ und ~ die Schubkraft fiir den frei aufliegenden Trager 

0 1, resp. 1 2 bedeutet (also speziell fiir M 0 = M 1 = M 2 = 0). 

Zunachst ist 

EJ0 v1 = EJ0 [z1 - z0 - (x1 - x0 ) z0'] =EJ0 [z1-z0-l0 z0'] (19) 
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lo 

= J<z0 -;)nMd; + IkM(l0-p)-I k0 2 O}unterAnwendung 
0 ° 0 der Gleichungen 

-Ikva{Ml-Mo+@} 5 und 18. 
o l0 

Di~ Momente MP an den Kurbelarmen seien hier kiirzer 
durch M bezeichnet und fiir kP einfach k und an Stelle von 
xP p gesetzt. Analog schreibt sich der Ausdruck fiir E J 0 v 2 

(d. h. mit Bezug auf Strecke 0- 2) und folgt ferner, wenn 
man EJ0 (v2 -v1) bildet: 

E J o [ z2 - zl - ll zo'] 

=11 fnMd;+J
1

;CnMdC+l1 IkM +IkM q-Ik02 0 J' 0 1 1 
0 u 

-Ikvs{M2-M1 + @} 
1 ll 

wo l0 +l1 -;=C gesetzt ist und l0 +l1 -p=q. 
Durch Elimination von z0' folgt: 

10 11 

EJo [zo-zl_ zl -z2l =fnMd;+ !_}CnMdC 
lo ll J ll 

(} 0 
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Nun ist fiir Feld 

0- 1 M=M +M1-M0 ~+IDl [ ~.freiaufliegenderl} 
o l0 L Trager, Funkt. von ~ J 

1 _ 2 M = M + M 1-M2 C + IDl [ ~.freiaufliegender J (20) 
2 l Trager, Funkt. von C 

1 

welche Gleichungen auch wortlich fiir die N und 91 gelten, 
und 
~ ~ ~ ~ 

s~nMd~=M0fn~d~+ M1"ZM0Jn~2 d~+J~niDld~ 
0 0 0 0 

l, l, l, l, (21) 

fcnMdC= M2fn CdC+ M1"Z"M2fn C2 d C + fcniDld C 
0 0 0 0 

und wenn 
~ ~ 

Jn~d~= 1JI~o2, fnCdC= 1JI1~lt2 
0 0 

JnO'd<~x 1', JnC'dC~x; 1;; . (221 

0 0 

gesetzt wird, so daB im Spezialfalle n = Konst. von 0 bis l0 , resp. l1 

1JI=1JI'=x= x' =n 
werden, im iibrigen aber die Zahlwerte (Dimension 0) fiir 1J1, 
X usw. gemaB obigen Definitionsgleichungen ermittelt werden 
miissen, und wenn ferner, mit Anwendung von Relation (20) 

1 -p 1 p 1 p2 1 -p 
IkM-l =M0 Ik-l +<M1 -M0 )Ikp+IkiDl-l 
o o oo oo o o 
2 - q 2 q 2 q2 2 -q 
Ik M-l-=M2 Ikl-+ (M1-M2)Ikf2+ ~kiDll-
1 1 ,11 11 1 1 

welche Gleichungen ebenso wie (20) und (21) auch insgesamt 
wortlich fiir die Momente N und 91 gel ten, so folgt: 

E J [zo-zt- zl -z2l 
o lo l1 J 

lo 

=~l0 M0 + ~l0 (M1-M0 ) +hf~niDld~+ 1JI2 l1 M 2 

0 
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1) Gemal3 der Festsetzung des Vorzeichens von w und in Dber
einstimmung mit Gleichung (6) mull in der Gleichung fiir N das erste Glied 
der rechten Seite mit negativem Vorzeichen genommen warden, also heillen:" 

EJ.[ _Yol y,+y1 l y2]. Siebe auch (41). 
0 1 

2* 
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Seite sind stets positiv zu nehmen.) Zu bemerken ist noch, 
daB dieses Gleichungssystem bei Spiegelung der Welle mit dem 
System der Kriifte an einer der Koordinatenebenen das Spiegel
bild der Stiitzenmomente ergeben muB, wofiir leicht die Probe 
zu machen ist; dies ware nicht der Fall, wenn die kv3 auf 
der linken Seite die Vorzeichen wechselten. So werden z. B. 
durch Spiegelung an der X Y-Ebene die Vorzeichen von M, 
V, 0, z geandert, wahrend die Vorzeichen von N und W un
geandert bleiben; fiir Kurbeln in der X Z- Ebene andert sich 
durch diese Operation das Vorzeichen von k0 2, wahrend das 
von kv 3 unverandert bleibt. Die Dimensionen der einzelnen 
Kurbeln konnen verschieden sein, der Durchmesser von Welle 
und Zapfen kann beliebig variieren, Voraussetzung ist nur, daB 
samtliche Kurbeln in zwei zueinander l. Ebenen liegen und 
l. zur Welle stehen. Dann konnen vermittelst dieser Gleichung 
samtliche Stiitzenmomente bestimmt werden genau wie ver
mittelst der Clapeyronschen Gleichung beim kontinuierlichen 
geraden Trager. 

Im iibrigen geht die Clapeyronsche Gleichung: 

l + + l + J r Zo ·- z1 z1 - z2J Moo 2Ml (lo 1) M2l1 =6E o L_l_o ___ l_l_ 

z. l, 

-~fnWUd~-~snl!RCdC 
lo ll 

0 0 

aus der obigen Relation hervor, wenn 'If'= x = 'lf'1 = x' . 1 
und k=kv=k0 =0 

gesetzt wird. 

Sind Kurbeln vorhanden, welche nicht in zwei zueinander 
l. Ebenen unterzubringen sind, so konnen die Projektionen der 
elastischen Linie nicht mehr getrennt untersucht werden und 
muB fiir diese Aufgabe von den heiden Gleichungen (16) au8-
gegangen werden. 

Sind die Stiitzenmomente gefunden, so ist die Krafte
reduktion fiir · jeden Punkt der Welle bekannt und konnen 
samtliche Deformationen und Materialanstrengungen berechnet 
werden. 

Die Lagerdriicke werden aus den Schubkraften fiir zwei 
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benachbarte Felder gefunden und ist z. B. R1 fiir Lager 1 be
stimmt durch Rl = v21- VOl' worin VOl die Schubkraft fiir 
Feld 0 1 bei Lager 1, V21 diejenige fiir Feld 21 bei Lager 1 
im Sinne unserer Kraftereduktion, wie zu Anfang ausgefiihrt, 
bedeutet. 

Die N eigungswinkel der elastischen Linie an den Lager
stellen, deren Kenntnis wichtig ist, konnen ebenfalls aus obigen 
Gleichungen gefunden werden und ergibt sich fiir Lager 1 aus 
Gleichung (19). 

lo 

E J , zl - Zo 1 f d 1 \ k- l ) ozo =EJo_z ___ l (lo-~)nM ~-l.:£ M(o-P 
0 0 0 0 

0 

lk2 1ks M Mt 
+I_()_O+I-v ~+ 1 - 0 :2k 3 

o lo o lo lo 2 o v 

und mit M=Mo+M1-M0 ~+Wl folgt 
lo 

lo 

E J ' z, - Zo Mo} l d t oZo =EJo_z ___ l_ n(o-~) q 

0 0 
0 

lo lo 

- M1~MoJ~(l0- ~) nd~-tJnWl (l0 -~) d~ 
0 0 

11 lk2 lkS M Ml 
--2kM(l0 -p)+I_fLO+I-v ~+ 1~ 0 2kv3• 

lo o o lo o lo lo o 

Setzt man hier 10 - ~ = ?; , resp. l0 - p = q und 
lo lo 

fn?; d?; = 1p1 1~2 ' fn /;2 d?; = x' 1; 3 
(24) 

0 0 
so folgt: 

E J '- E J z1 :- Zo M 1F' lo M M ) oZo- o_z ___ o2-( 1- o 
0 



resp. 

Falls es wiinschenswert ist, z1 ' durch dieselben Elemente 
darzustellen, folgt aus obiger Formel durch sinngemiiBe Ver
tauschung der Buchstaben 

+EJ '=EJ zl -zo+M l'lfllo_Xlo+}kl!___}kP2- j.kvs~J 
ozl 0 l 0 2 3 l l 2 -z 2 o o o o o oo-

+ Ml [·xzo+Ikp:+ _±kv:l 
3 o l0 o l0 J 

JO 

+ _!_ rn m ~ d ~ + l k m!!. + .± ko 20 + l k" 3 ~ 
l0 J' o l0 ol0 ol0 

(26) 

0 

Der Verdrehungswinkel zwischen den Punkten A 1 und A2, also 
iiber eine Kurbelkropfung ist gleich {J1 + {J2 + {} (siehe Fig. 6 
und Erliiuterung) und berechnet sich: 

E J 0 ({J1 + {J2 + ff) = k1 " [ 01 + ~ W1 (a1 + 2 e1)] 

+ k2" [ 0 2 + ~ W 2 (a2 + 2 e2 ) J 
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+ k [01 + 02 + wl + + , + w2 + + , J c 2 2 (a1 e1 el ) 2 (a2 e2 e2 ) 

= 01 (k/'+~kc) + 02 (k2" +~kc) 
+ ~1 [(a1 +2e1)k1"+ (a1 +e1 +e1')kc] 

+ ~2 [(a2 + 2 e2) k2" + (a2 + e2 +e2') kc)] 

oder EJ0 (f31 +f32 +{})=~0(k"+i)+~W-k02• (27) 

Weil W aber in bekannter Weise von den Stiitzmomenten 
abhangt, so ist auch der Verdrehungswinkel von denselben ab
hangig, es ist aber bei nicht ganz abnormalen Verhaltnissen 
(ausgefiihrte Wellen) das letzte Glied nur von untergeordnetem 
Wert. 

Sieht man von dem EinfluB des W ab, was meistens mit 
nur geringem Fehler zulassig ist, so wird der Verdrehungs
winkel zwischen den Punkten 0 und 1 , des Feldes von der 
I .. ange l0 berechnet aus 

EJ0 ~=~0(k"+~c)+:aJnod~. (28) 

worin sich die Integration iiber den Wellenteil auBerhalb der 
Kropfungen erstreckt und n nur maBig veriinderlich ange
nommen ist, so daB die Formel fiir den Verdrehungswinkel 
eines stabformigen Korpers auf jedes Langenelement der Welle 
angewandt werden kann. 

0 ist fiir gewisse endliche Langen stets konstant, so daB 

fn 0 d ~ aus einzelnen Teilen von der Form 

0 fn d ~ besteht. 

Auch bei der Biegung einer Welle von variablem Quer

schnitt spielen f von der letzten Form eine Rolle und be-

lo 

zeichnen w1r allgemein fn d ~ = q; l0 • (29) 

0 
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Zwischen den Werten cp, tp, X und q;', tp', x' welohe 
definiert sind durch 

lo 

JndC=cp'l0 wo C=l0 -~ 
0 

bestehen die Beziehungen: 

cp' = cp 

tp' =2cp-tp 

x' = 3 cp -- 3 "P + x 

, 
cp=cp 

tp=2cp' -tp' 

x=3cp' -3tp' + x' 

welche bei der Zahlenrechnung von Wert sind. 

. "P x tp' x' Insbesondere ISt - --=-- --
2 a 2 a· 

(30) 

Wenn der Wert von n sich sprungweise von einem kon
stanten Wert zu einem anderen andert und wenn n konstant 
bleibt von x = a1 his x = a2 (o < a1 < a2 < l0), so lassen sioh 
die Werte cp, tp, X unter folgenden einfaohen Formen darstellen: 

a 2_a 2 a 8 a 8 
•"= "'n~2 __ L -I 2- t 
T ._ l2 x- n lg 

0 0 
{31) 

Bei den praktischen Rechnungen kommt es sehr haufig 
vor, fiir ein Feld mit einer Kurbel, welohe symmetrisoh zu den 

Stiitzen liegt, den Wert :
0 
J n ID? ~ d ~ zu ermitteln. Zunachst 

ist fiir eine auf Mitte Zapfen angreifende Belastung 2 P, naoh 
MaBgabe nebenstehender Figur wegen der Symmetrie 
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(32) 

Fiir zwei je an den Kurbelarmen (resp. urn + e ver

schoben gedacht, wo lim 
e = 0) angreifende Krii.fte ic1l 
Q ist 

Bevor wir an die Unter
suchung von mehrfach ge
lagerten Wellen herantreten, 
sei zunachst noch die ein
fache symmetrische ge
kropfte Welle, welche in nur 
zwei Lagern liegt, einer 
niiheren Betrachtung unter
zogen und sei auBerdem 
vorausgesetzt konstante 
Dicke (also auch gleicher 
Durchmesser fiir Zapfen und 

Fig. 9. 

Schenkel). Es seien fiir folgende einfache Belastungfiille die 

Neigungswinkel iiber den Stiitzen bestimmt. 

I. Belastung 2 P auf Mitte Zapfen, wirkend in der Kurbel

ebene: n=n1 = 1. J 0 Triigheitsmoment der Wellenquerschnitte 
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z. 
1 f 1 - q 

-EJ0 z0 ' =-EJ0 a= lo nWHdC+fkim~ 
0 

aile anderen Glieder verschwinden. 

-EJ = Pl2 {E_+c1 (2l- c1 )} + Pk·f 
o a 2 Z2 Z2 1" 

Bemerkenswert ist der Spezialfall /1 = ~ dann muB auch 

c1 = f sein und wird 

- E J = p l2 {E + t (2l- f)}+ p k !_ 
o a 2 Z2 l2 2 

= Pf ·l+Pk~=Pl(t+~). 

II. Belastet man die Kurbel mit je einer Kraft Q auf 

Mitte Arm so wird 

0 l 
und mtt /1 =2" 

-EJofJ=~{r+zt+ z+ 
Macht man P = Q und miBt die Winkel a und {J, so folgt 

- E J 0 (a - {J) = ~ ( l f- f2) woraus f bestimmt werden kann 

und hiernach k leicht zu ermitteln ist. Die Lange des wirk

samen (elastisch) Kurbelarmes findet sich dann 

a=k·J1 

Jo 
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und ergibt sich hieraus, wie groB die als steif zu betrachtenden 
Langen der Welle und des Armes sind. 

III. Ob dieselben Betrage fiir die ausgesteiften Ecken auch 
bei Bestimmung der Werte k', k0 , kv angenommen werden 
konnen, soll in folgendem gepriift werden, wobei lediglich 
Lasten senkrecht zur Kurbelebene in Betracht kommen sollen. 
Zunachst sei eine Einzellast 2 P in der Mitte und zwei gleiche 
Drehmomente in den Lagern angenommen. 

1 -

.4 k' we 1. = k' P · r1 
o lo 

Fig. 10. 

-EJ0 a' = ~ {f2+c1 (2l- c1 )} + P k'f1 

speziell {1 = ~ , c = f 

-EJ0 a'=~ ·2fl+Pk'~=Pz(r+ ~). 
IV. Fiir zwei Kriifte Q auf Mitte Kurbelarm nach MaB

gabe nebenstehender Figur mit zwei gleichen Drehmomenten 
in den Lagern ist wieder 

.40=0 .4~=0 
lo 

~fnwc ~d~ = ~{r + 2{1 c1} 

0 
1 

.4 k'WC _g_ = k' Q · {1 
o lo 

Fig. 11. 

-E Jofl' = ~ (f2+2 f1 c1) +Q k' f1 

und mit {1 = ~ , C1 = f 

-EJ0 {J' ='{ (f2+ lf+lk') 
2 
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und sind aus diesen Beziehungen durch Messung von a' und (3' 
Ieicht f und k' zu bestimmen und ebenso a. 

Insbesondere ware zu priifen, ob diese Werte von f und a 

mit den aus I und II ermittelten Werten f und a annahernd 
ii bereinstimmen. 

V. Derselbe Belastungsfall wie III, jedoch nur ein Dreh

moment am linken Auflager, rechtes Auflager ohne Drehmoment. 

Fig. 12. 

~0=2P-r ~~=0 

k0 2 erhalt den Faktor - 1 

-EJ0 a"=Pl(t+ ~) + ~; ·2Pr 

-EJ0 a"=Pl(t+ ~)+k02I·P. 
Da f und k' aus Fall III und IV bekannt, kann hieraus 

durch Messung des Winkels a", k0 2 bestimmt werden. 

VI. Belastungsfall nach nebenstehender Figur (zwei gleiche 
Drehmomente in den Lagern.) 

,,.o 
k::. // =( 

~ 
~0=0, ~~=Q, 

k0 3 Faktor + 1 

-EJ0 (3"=~ ([2+lf+lk')- ~; ·Q 
Fig. 13. 

liefert eine Beziehung zur Bestimmung von kv8 durch Messung 

des Winkels (3". 
Da a us den sechs Belastungsfallen die W erte von a und e 

bekannt sind, so ware zu priifen, wie weit die oben gefundenen 

Werte von k0 2 und kv8 mit den aus den Gleichungen 

k02=~ (a+ 2 e) (kc + k") 

kv8 =~kc(a+2e)2 +k"(~2 
+ ae+e2) 

berechneten iibereinstimmen. 
Die experimentelle Untersuchung miiBte noch durchgefiihrt 

werden fiir den Fall, daB Zapfen und Welle durchbohrt sind, 

und gesondert fiir den Fall stark abgeschragter Ecken der 

Kurbelarme. (Siehe Fig .. 14.) 
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Als Anwendungsbeispiel sei ferner die Durchbiegung <5 einer 
symmetrischen Zwillingskurbel in 
der Mitte, bei Belastung des 
einen Feldes durch eine Anzahl 
beliebig groBer Kra.fte P be
stimmt, nach MaBgabe neben
stehender Figur. Die Krafte P 
seien in der Ebene der heiden, 
Kurbeln wirkend angenommen. 

Fig. 14. 

Samtliche Kurbelarme haben gleiche Dimensionen, und wegen 
symmetrischer Gestalt jedes einzelnen Kurbelfeldes ist 

Ferner sei z0 = zi = z2 

= z8 = 0 angenommen. Fig. 15. 

Die Gleichungen zur Bestimmung von Mi und M 2 (mit 
M 0 =M8 = 0) werden alsdann durch zweimalige Anwendung 
von Gleichung 23 

II M rl"Pizl _ xizl] 
• i 2 3 

worin wegen Symmetrie der ganzen Welle 

"Pi'= "Pi , xi' = Xi , x' = x 
zu setzen ist. 

Nun ist <5 = + z.' · ~ + u, wo u die Abweichung der 

elastischen Linie von der Tangente in l fiir den Mittelpunkt 
von l - 2. Es ist a her 
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- E J z ' = M X1 11 + M ("!!_1~- Xt 11) nach Gleichung 25 
01 13 2 2 3 ' 

und wenn man bezeichnet: 

so ist nach Gleichung 4 

und wegen der Relationen 

11 11 1 11 + 3 ( 11 1 11) 
"P1 = fP1 , fP1 = fP1 • x1 = 4 X1 2 fP1 - 2"P1 

(weil n fiir ~ und 11 - ~ denselben Wert hat), 

folgt schlieBlich : 

-EJot'5=tp111~1; (M1+M2), 

welches Resultat auch unmittelbar ersichtlich, wenn man be
riicksichtigt, daB die Momente M 1 + M 2 und M 2 + M 1 an den 
Lagerstellen 1, resp. 2 die Durchbiegung 215 hervorbringen 
miissen. (Symmetrische Welle Bedingung.) 

A us Gleichung II ergibt sich: 

und ferner 
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Driickt man jetzt M 1 und M 2 durch c5 aus und fiihrt diese 
W erte in Gleichung I ein, so folgt nach gehoriger Reduktion 

und kann man fiir eine beliebige Belastung des einen Kurbel
feldes die Durchbiegung des Mittelpunktes der Welle leicht 
zahlenmaBig ermitteln, welche Aufgabe bei Schwungraddynamos 
bei Untersuchung der Deformation in horizontaler Richtung zu 
losen ist (liegende Maschine angenommen). 

Zur ferneren Erlauterung des V orangehenden seien die ge
wonnenen Resultate zur Ermittelung des Verhaltens der Welle 
eines Hochofengasmotors von 1050 mm Zyl. Dchm., 1300 mm 
Hub, 85 minutl. Umdrehungen benutzt (doppeltwirkender Vier
takt in Tandem-Anordnung). 

Der groBte Kolbendruck betragt 2 P = 225000 kg, ent
sprechend einem Gasdruck von ca. 28 kg pro 1 Ocm Kolben
flache. Beim Anlaufen der Maschine wird dieser volle Druck 
auf den Kurbelzapfen iibertragen und ist demgemaB fiir die 
Welle in Rechnung zu stellen: 

I. fiir die Anlaufperiode eine Belastung des Kurbelzapfens 
im Todpunkt von 2 P = 225000 kg auf Mitte Zapfen kon
zentriert gedacht und in der Kurbelrichtung (radial) wirkend; 

II. sei in dieser Periode noch eine Kolbenstellung bei 
5 °/o des Kolbenhubes na.ch dem auBeren Todpunkt betrachtet, 
und sei angenommen, daB infolge verspateter Ziindung auch 
hier der Maximalkolbendruck von 225000 kg auftrete. 

Fiir ein Schubstangenverhaltnis (;) = l = ~ findet sich 

der entsprechende Kurbelwinkel cp aus der Relation 

1 

1( 1 ) F- 1 
cos cp= 2 1+;:-2e-2 (1 +_!__2e), 

l 

also cos cp=3-e--3 
6 mit e=0,05 (5°/0 des Kolben-
-e 
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hubes), der Neigungswinkels der Schubstange tp aus 

sin tp = A. sin q; 

und ergibt sich q; = 24°, tp = 4,5°, q; + tp = 28,5o. 

Ersetzt man die W erte von 

sin (q;+tp)=0,477 annahernd durch 0,5 

cos (q; + tp) = 0,879 " 0,9, 

so ergibt sich eine Belastung des Kurbelzapfens 

radial von 0,9 · 225000 ca. 200000 kg, 
tangential von 0,5 · 225000 ca. 110000 kg. 

Die Welle erhiilt 3 Lager (2 Kurbellager, 1 AuBenlager) 
und muB eine Schwungraddynamo mit einem Rotorgewicht 

Fig. 16. 

von 2 Q1 = 82000 kg aufnehmen. Das Gewicht sei in der 
Mitte zwischen dem zweiten und dritten Lager konzentriert 
a.ngreifend gedacht. (Mit Riicksicht auf vereinfachte Rechnung). 

I 

I 
-----ro-Q j ~~~1------~~--------~~-
~z-1--z ~ 1 1 
: I I 1 

I l,;Zl-----.1~-- ~---.1 
Fig. 17. 

Auf Grund iiberschliigiger Rechnungen ergeben sich unter 
Annahme der erfahrungsmii.Bigen Mitteldrucke und Reibungs
arbeiten im Betriebszustand die Langen des Kurbelzapfens zu 
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600 mm, diejenige der Hauptlager zu je 900 mm , und ent
sprieht diesen Langen ein Kurbelblatt naeh nebenstehender 
Skizze. Es stellt dann Fig. 17 die Mittellinie der Welle dar. 
Von den Dimensionen der Welle in Feld 1 his 2 sei vorlaufig 
nur die Lange l1 = 3200 mm festgelegt, und wird sieh das 
Notige zur Bestimmung des Durehmessers im Laufe der Unter
suehung ergeben. 

Fiir J 0 sei das Tragheitsmoment des Wellenquerschnittes 
im Kurbellager angenommen. 

Also J 0 = 306800 fiir d =50 em (Kurbellager). 

Ferner Jc = 387 320 fiir d = 53 em (Kurbelzapfen) 

Jo 
n=y-=0,793. 

c 

A us den Dimensionen des Kurbelarmesa1 = 40cm e1 = e1' = 12,5 

1 
b1 = 68 em, h1 = 37 em folgt J 1 = 12 · 68 · 373 = 286500 

J II= _!_ • 37 • 683 = 970000 
1 12 

, J 0 306800 (b . ) k1 = k1 = J ·a1 = 286500 ·40 = 43 em h annahernd = 1,85 
1 

k 11 J 0 306800 40 12 7 
1 = p a1 = 970000. = ' em 

1 

k =l!_Jo = 2,2. 306800·36=738 
c G J 01 0 85 387 320 ' 

c ' 

em 

k 2= a1 + 2 e1 (k + k 11) = 32 5 (12 7 + 73 8) = 532 
0 2 c 1 ' ' ' 

= 12,7 ·1189 + 73,8·2110 

+ 156000 

Dufflng, l<'ormverllnderung gekropfter Kurbelwellen. 

+3,3·4630 

+ 15300=57,13 

3 
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x = 1 . (::4r + o, 793 [ (!~:r- (2~~rJ + 1.[ 1 - (!~:rJ 
=0,763 

1 p 1 q 1 p2 1 q2 
~ y= 1 =~-f' ~~2=0,586=~[2 wegen Symmetrie des 
oo oooo oo 

Kurbelhlattes. 

Mit M 0 =o=M2 und unter Voraussetzung genauer Mon
tage Yo= y1 = y2 = o = z0 = z1 = z2 hat man fiir die Todlage 
der Kurbel: 

nach Gleichung (23), 

und wenn z1 ' = {31 gesetzt wird 

nach Gleichung (26). 

Fiir das stark belastete Mittellager muB {31 moglichst klein 
hleihen, und sei fiir die Todlage der Kurhel in der Anlauf-

1 
periode die Annahme gemacht {31 = 2000. Im Betriehszustan~ 

der Maschine wird sich dieser Wert noch erhehlich vermindern. 
Dann ist in den vorangehenden heiden Gleichungen alles he
kannt his auf M 1 und den Koeffizienten von x1 ', und kann 
letzterer durch Elimination von M 1 gefunden werden. Es er
giht sich: 

lo 

X1'~ [-EJ0 {J1 +~fnim~d~+kl~imf] 
0 
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Nach Gleichung (32) wird 

=0,0803 Pl0 2 mit l=117 em, /=56 em. 

Ferner ist 

1 an p Plo 68,5 7 Pl 2 
k1 fw~ ~=k1T -117 =0,053 0 

Xlo+k _2.P2 = 0•763 · 234 +43-0586=845 
3 1 0 l0~ 3 ' ' 

x/ll r -6170+0,0803-113000·]-6170 84 5 a L + o,o537. 113ooo - · , , 

, l 
woraus Xa 1 = 57,5 em entsprechend z1' = 0,539. 

l , l 1 2 

Es wird femer ; 0 + X13 1 + k1 ~ :;2 = 142,2 em. 

Es sei hier noch besonders bemerkt, daB fiir die Kurbel
todlage die Dimensionierung des Feldes 1 - 2 im iibrigen gleich
giiltig ist, wenn nur der Wert von xt' l1 eingehalten wird, da 
auf den Teil 1 - 2 keine Horizontalkrafte wirken und deshalb 
z1'l1 der einzige Wert in der Gleichung fiir M 1 ist, der von 
den Dimensionen des Teils 1 - 2 abhangt. 

Um ein Urteil dariiber zu erhalten, ob bei den gemachten 
Annahmen die Federung in der Mitte des Feldes 1 his 2 nicht 
zu groB wird, sei vorlaufig der Schaft l - 2 auBerhalb der 
Lageratellen von konstanter Dicke angenommen, so daB die 
Lange l1 sich zusammensetzt aus einem Mittelstiick von 230 em 
nebst 2 Endstiicken von je 45 em Lange. 

Bei 50 em Durchmesser der Enden ergibt sich aus der 
Bedingung z1 ' = 0,539 des Durchmessers des Mittelstiickes zu 
69,6 em (n = 0,268). 

3* 
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Die Durehbiegung in der Mitte findet sieh, wie sehon 
friiher bei dem Beispiel iiber die Zwillingswelle gezeigt 

l 2 

-EJoCJ=VJl" {6Ml. 

• II ( 45 ) 2+ I ( 45 ) 2J Mit VJ1 = 1· 160 o,268 L 1- 160 =0,325 

M 1 ·142,2 =- (0,0803 + 0,0537) P l0 2 ===-- 15200 l0 2 

()- 5 3202·15200·2342 -
-0,32 16·142,2·2200000·306800 - 0•018 em. 

Diese Durehbiegung, welehe sieh fUr den gefundenen Wert 
von x1 ' ergibt, unter Annahme eines konstanten Durehmessers 
von 69,6 em im Feld 1-2 auBerhalb der Lager, wird sieh bei 
anderer Formgebung des Sehaftes 1 - 2 nur miiBig iindern und 
zeigt sieh sehon jetzt, daB die obige Annahme von {31 aueh be
ziiglieh der Durehbiegung am Sehwungradsitz zu Bedenken 
keinen AnlaB gibt. 

Da M 1 bekannt, konnen die Materialanstrengungen des 
Kurbelfeldes fiir die Todlage leieht bereehnet werden. 

Im Faile II (5 °/0 naeh Todpunkt) hat man zu be
traehten: 

A) das System der Radialkriifte: 

herriihrend vom Kolben 200000 kg, 
, , Rotor 2Q1 sin <p = 33400 kg mit <p = 24°; 

B) das System der Tangentialkriifte: 

herriihrend vom Kolben 110000 kg, 
, , Rotor 2Q1 eos<p=75000 kg 

mit dem entgegengesetzten Sinn wie die Komponente der 
Kolbenkraft, wiihrend die Kriifte unter A denselben Sinn 
haben. 

Zur Bestimmung der Komponenten der Stiitzenmomente 
auf Mitte Lager 1 werden noeh benotigt die Werte 

ko 2 = 532 = 12 k s 57 13 
lo 234 em, z: 2 = 2;42 = 3,4 em 
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l 'l 1 •> 1 k 3 
und ist dann U + Xt 1 + ~ k p· + ~-v-

3 3 0 ~2 0 ~2 

= 59,5 +57 ,5 + 25,2 + 6,8 = 142,2 + 6,8 = 149 

und sieht man aus den GroBenverhaltnissen der einzelnen Sum

manden, daB in den Koeffizienten der M von Gleichung 23 die ~v: 
0 

in vielen Fallen , wenigstens fiir erste Annaherungen vernach-
lassigt werden konnen. 

Zur Orientierung beziiglich der Vorzeichen sei das raum
liche Koordinatensystem festgelegt wie folgt: 

Koordinatenanfang: Lager 0, 
positive x-Achse: Rich tung 0 2, 

, xz-Ebene: Kurbelebene, 

ferner die Komponente der Kolbenkraft nach der y- Achse 
positiv. Es ware also in Fig. 17 die Halbebene des Papiers 
mit der Kurbelmittellinie die positive xz-Ebene und darauf l 
nach dem Beschauer zugerichtet die positive y-Achse. 

Man hat dann: 
1 1_ 1_ 

~0=0-110000. 65, ~~ =0 ~~=0. 
0 0 0 

l, 

Die Ermittelung von ; Jn 9)11; d I; gestaltet sich sehr ein-
1• 

0 

fach im vorliegenden Falle wegen der Symmetrie des Wellen-
stiickes 1 - 2. Fiir eine Einzelkraft 2 Q auf W ellenmitte ist fiir 

1: 11 ffi} Q l1 ~ 1: o < ~ < 2, ,;~_,, = 1 2 · T = Q1 ~ 
1 
2 

~ ~ ~ 
l, 2 2 2 

und fnim l;dl;=2 · ~fnimd~=lJnQ1 ~d~=Q1 lJn~d~ 
0 0 0 0 

l, 1J ffi} d'" ,112 z;_ n:,_,~!; .,=Q1'1fJ1 8 
0 
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Fiir die Radialkrafte hat man daher: 
3202 

M1 ·142,2= -0,0803 · 100000·2342 -0,325·16700· 8 
- 0,0537 . 100000. 2342 

=- 440. 106 - 69,4 ·106 - 295 ·106 = - 804,4. 106 

woraus M 1 =- 5,65 ·106 • 

Fiir die Tangentialkrafte ergibt sich: 

3202 
N1 ·149=-0,0803·55000·2342 +0,325. 37500. 8 

-0,0537 ·55000·2342 -12·110000·65 

= -242·106 + 156·106 -162·106 - 86·106 

= -334·106 

N1 =-2,24·106 • 

Das resultierende Biegungsmoment auf Mitte Lager wird 

VM1 2 + N1 2 =6,07 ·106 • 

Man hat also daselbst eine Biegungspannung 

6,07. 106 

ab= 12300 = 493 kg Ocm, 

. 110000·65 
Die Schubspannung 1st -r= 2 . 12300 =291 kg Ocm 

und die groBte Materialanstrengung 

0,35ab + 0,65 Vab 2 + 4-r2 =669 kg Ocm. 

Um die Anstrengungen im mittleren Querschnitt des Kurbel
zapfens zu finden, hat man zunachst: 

Radial im= 100000·117 = 11,7 ·106 

Tangential 9l= 55000·117=6,44·106 , 

1 
oder M= 2 M 1 +im=8,88·106 

1 
N="2N1 +9l=5,32·106 

10,35·106 
ab = 14600 = 709 kg 0 em. 
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Der Kurbelzapfen wird auBerdem auf Torsion beansprucht 
durch das Moment 0', welches Ieicht aus dem Lagerdruck 
bei 0 erhalten werden kann, und ist derselbe 

w =-Nl-NO+m! = 2,24·106 -55000=-45400 
10 lo 10 234 

0' =- 45400.65 =- 2,95-106 

-r= 102 kg Ocm, result. Anstrengung = 727 kg Ocm. 

Diese Werte werden erhalten unter Voraussetzung genauer 
Montage (y0 = y1 = y2, z0 = z1 = z2), und liegt es nahe, noch 

Zo-zl zl -z2 
zu untersuchen, fiir welche Werte von ------- usw. 

lo l1 
die vollen Werte von IDl auf Mitte Kurbelzapfen zur Wirkung 
kommen. Zu diesem Zwecke sei die Lage des Mittellagers relativ 
zu den AuBenlagern betrachtet und gesetzt z 0 = z 2 = 0, z1 = b, 
Yo = y2 = 0, y1 = L1, so ist die Frage: fiir welche Werte von 
b und L1 werden M1 =0, N1 =01 Es muB sein: 

-EJ0 b (~+}) =804,4·106 
0 1 

l0 l1 234 · 320 . h "b .~: 
woraus mit l +l = 554 = 136 s1c erg~ t- u = 0,16 em. 

0 1 

Senkrecht zur Kurbelebene muB sein: 

+ E J 0 L1 (f + f) = 334 ·106 L1 = 0,07 em. 
0 1 

Die Ermittelung der Materialanstrengung fiir diesen Fall 
bietet keine neuen Gesichtspunkte, und sei nur noch die Er
mittelung der Lagerdriicke von Lager 1 und 2 fiir den Fall 
genauer Montage durchgefiihrt. 

M-M 
Es ist V01 = - 1-l-_Q + ~01 fiir das System der Radialkrii.fte, 

0 

v =-5'65 . 106 - 100000 =- 124100 
01 234 

V21 = + 5•65 "106 + 16700-= 34300 
320 
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mithin R1 = V21 - V01 = 158400 fiir das Mittellager. Tangential 
hat man: 

W =-Nl-No+~ =2,24·106 +55000=64600 
Ol lo Ol 234 

W N 2 -N1 + ffi1. 2,24·106 
21 =- l =21 =- 320 -+37500=30500 

1 

Resultierender Lagerdruck = 162000 kg. 

Fiir AuBenlager (2) hat man: 

V = M2 --Ml + ~ = 5,65 ·l06
- 16 700 = 930 k 

12 l 12 320 g. 
1 

Resultierender Lagerdruck = 44500 kg. 

Urn das Verhalten einer Kurbelwelle fiir eine Folge von 
Kraftesystemen (Kraftediagramm des Betriebszustandes) zu 
untersuchen, wird es zweckmaBig sein, die Stiitzenmomente fiir 
je eine Einzelkraft 1, parallel zur Kurbelebene und l. dazu, 
angreifend an den Zapfen, Sitzstellen der Schwungrader usw. 
aufzustellen, die wirkliche GroBe durch Multiplikation mit P 
zu ermitteln und die Resultate schlieBlich zu addieren. Ein 
Diagramm der Momente M und N langs der ganzen Wellen
mittellinie mit den Dberlagerungen an den Kurbelarmen wird 
die Ermittelung aller Deformationen bedeutend erleichtern. 

SchlieBlich sei noch untersucht, in welchem MaBe eine 
nachtragliche Veranderung des W ellenschaftes 1 - 2 die vor
liegenden Resultate beeinfluBt, insbesondere , welch en EinfluB 
diese Veranderung bei konstantem x/ auf den Wert von 

l, f n IJJU; d C ausiibt. 

0 

Zu diesem Zweck sei das Wellenprofil nach Fig. 18 fiir 
das Feld 1 - 2 zugrunde gelegt. Man hat alsdann 
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( 45 ) 8 70a- 453 2508 - 708 2753 - 2503 

X1' = 1 320 + n1 320'~- + n2 320a + n1 320'! 

3203 -2758 

+ 1 320a 

x/ = 0,370 + 0,165 n1 + 0,466 n2 
l, 

~f niDl~dC=1p1"Q1 ~t mit 

0 

11 ( 45 ) 2 702- 452 1601!- 7011 

V't =1· 160 +n1 - 1602 +n2 ---1602 

1p1
11 = 0,079 + 0,112 n1 + 0,809 n2 • 

Soll nun z. B. beibehalten werden x1 ' = 0,539, wie es der 
ganzen Untersuchung zugrunde gelegt wurde, und wahlt man 
n1 = 0,483 entsprechend 
einem Durchmesser von 
60 em, so muB werden 
n2 = 0,191 entsprechend 
einem Durchmesser von 
75,7 em und wiirde damit 
11'111 = 0,285. 

Durch Substitution 
dieses Wertes von 1p1 " an 

2~ ~0 
If-sOT 1aoo wso'] 

4~i++-h~h-
l I I 
: I I 
l----1600---i---'1600---l 

Fig. 18. 

Stelle des urspriinglich angenommenen 1p1" = 0,325 in den Bestim
mungsgleichungen fiir M 1 und N1 wiirde sich der Wert von M 1 

um nur 1 °/0 , derjenige von N 1 urn ca. 5 °/0 andern. Will man 
diesen letzteren Fehler zulassen, so braucht eine Korrektur der 
erhaltenen Resultate nicht einzutreten, eventuell konnte der 
letztgenannte Betrag noch etwas herabgezogen werden, wenn 
man die Veranderung von 11'/' etwas geringer macht und da
gegen x1' urn einen kleinen Betrag verandert. 

Es kann also mit guter Annaherung die Festigkeit einer 
Kurbelkrop(ung diskutiert werden, ohne daB der iibrige Teil 
der Welle in allen Einzelheiten festgelegt ist , wenn nur fiir 
diesen Teil gewisse Bedingungen angenommen werden, welche 
spater bei genauerer Dimensionierung annahernd eingehalten 
werden. 
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Endlich sei noch gezeigt, in welcher Weise sich die 
Gleichungen (23), (25) und (26) modifizieren fiir den einfachsten 
Fall der Welle mit Kropfungen, deren Ebenen beliebige Winkel 
miteinander einschlieBen, namlich in dem Faile, auf den schon 
bei den Beziehungen (16) hingewiesen wurde, und der charakteri
siert ist durch die Beziehungen kP = k'P, d. h. fiir jeden Kurbel
arm ist das Verhaltnis der Querschnittdimensionen 

b (E=2200000) 
-,;:= 1'85· G=850000 . 

Die Gleichungen (16) vereinfachen sich dann in (34) 

"' 
EJ0 v= J(x-~)nMd~+ ~kPMP (x-xP) 

"' 
EJ0 w J(x-~) nN d~+ ~kPNP (x- xP) 

- 1 - -+ ~ k0 2 cos cpO- 2 ~ kv3 sin2cpV + ~ kv3 cos2 cp W 

Urn die Gleichungen (23) etwas bequemer zu schreiben, sei 
bezeichnet : 

"P' l0 1 
q _ I 2+~kz--Bto 

0 0 • • (35) 

x' lo 1 q2-

3 +.; k lo 2 - tto 

und bestehen dann zwischen diesen GroBen noch die Relationen 

Bot-tot =Bto-tto 

Bot - 8to=tot-tto 
1 

Bot +Bto=CfJlo +~k. 
0 
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Ferner sei 

lo lo 

fn im ~d~ +f ki!Rp = 801 , fnim l; dl; +fkimq= 810 (36) 

0 0 

und sind slO bzw. SOl die statischen Momente der von den 

Rechtecken kim iiber den Kurbelarmen iiberlagerten Momenten

flache n9R in bezug auf Stiitzpunkt 0 bzw. 1, wie schon bei 

Gleichung (18) erlautert wurde. 

Die Gleichungen (23), {25) und {26) lauten alsdann: 

(37) 

} (39) 

Auf genau demselben W ege wie bei Herleitung von 

Gleichung {23) etc. erhiilt man aus den Gleichungen {34) die 

allgemeineren Beziehungen: 
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(40) 

(41) 
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worin SOl' s21 in bezug auf die Momentenflache m' T 01 ' T 'll 
in bezug auf die Momentenflache 91 zu verstehen sind. 

Ferner hat man 

+ l ~k 3 • 2 ffi). 

2lo ~ v sm g;;w 

EJ 1 EJ Yo- Yt + N [ + ~ kv 3 2 J o Yo =- o lo o tto ~ lo 2 cos g; 

[ 1 k 8 J + N1 81o- t1o- f l:2 cos2 g; 

Mt-Mo 1 kva . l l 1 o -

- 2 .E l2 sm 2g; + -l T10 +1-.2 k0 • cos g; 0 
0 0 0 0 0 

l 1 - l t -

-2T.Ekv8 sin2g;~ +-1 .Ekv8 cos2 g;·~ 
0 0 0 0 

(42) 

(43) 

Zu bemerken ist noch, daB in Gleichung (40) die Koeffizienten 
von N 0 , N 1 und N 2 , in Gleichung (41) die Koeffizienten von 
M 0 , M 1 und M 2 relativ klein sind (insbesondere wenn das 
Koordinatensystem so gewahlt werden kann, daB die g; nur 

wenig von 0 oder ~' n, 3; verschieden) und daher die betr. 

Glieder ohne bedeutenden Fehler vernachlassigt werden konnen. 
Damit aber zerfallt das System der Gleichungen (40) his (41) in 
zwei Systeme von der einfacheren Form (37}, und wird man von 
dieser einfacheren Form in den meisten Fallen der auszufiihren
den Zahlenrechnungen Gebrauch machen. 

Nach den gegebenen Entwickelungen ist es moglich, das 
Verhalten einer Kurbelwelle mit beliebig vielen Kropfungen 
und Lagern rein rechnerisch auf Grund der Kraftereduktion 
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fiir die gegebenen Belastungen, ohne wiederholte Zuhilfenahme 
der V orstellung von der deformierenden Wirkung der Krafte 
auf die Einzelteile der materiellen Wellenmittellinie, zu unter
suchen. 

Zwecks genauer Bestimmung der wirklich eintretenden 
Deformation bleibt jedoch noch experimentell festzustellen: 

I. das Verhalten der Ecken beim Ansatz der Kurbel
arme an Schaft und Zapfen; 

II. die Giiltigkeit der Gleichungen 

EJ0 cp fnMd.; EJ0 u fnM(x-.;)d.; 

mit Riicksicht auf plotzliche Veranderungen des Wellen
querschnittes; insbesondere die Bewertung des variablen 
Faktors n in der Nachbarschaft der Ubergangsstellen, 
welche bei guten, praktischen Ausfiihrungen stets durch 
Hohlkehlen von geniigendem Radius gebildet werden. 
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