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Vorwort.

Die Fortschritte der Technik, insbesondere des Leichtbaues, bringen
heute mehr und mehr das Bediirfnis nach einer genauen Festigkeits-
und Spannungsberechnung mit sich, welche die in einem Konstruk-
tionsteil wirklich auftretenden Spannungen zu ermitteln gestattet, die
bekanntlich in der bisherigen Festigkeitslehre unberiicksichtigt bleiben.

Die bisher iiber diesen Gegenstand vorliegende Literatur befafBlt
gich im wesentlichen nur mit der experimentellen Forschung; diese
allein kann aber dem Bediirfnis nach genauer Spannungsermittlung
auf die Dauer nicht gerecht werden, da sie sich immer nur auf Einzel-
falle erstreckt, wihrend allgemeingiiltige GesetzméiBigkeiten auf rein
experimentellem Wege nur sehr schwer aufgedeckt werden konnen.

Zu einer wirklich erfolgreichen Spannungslehre sind aber in erster
Linie groBe und umfassende Gedankenginge erforderlich, und diese
konnen nur durch griindliche theoretische Bearbeitung des Stoff-
gebietes gewonnen werden. Dieser Aufgabe ist das vorliegende Buch
gewidmet.

Nachdem ich mehrere Jahre auf dem Gebiete der mathematischen
und experimentellen Spannungsforschung im Institut fiir Mechanik der
Technischen Hochschule Miinchen tétig war, hatte die Durchfithrung
dieser Aufgabe fiir mich auBerordentlichen Reiz.

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, meinem hochverehrten Lehrer,
Herrn Professor Dr. Ludwig Féppl, fiir die vielfachen Anregungen
und Forderungen meiner Arbeiten herzlichst zu danken.

Miinchen, den 21. Februar 1937.
H. Neuber.
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I. Einfiihrung.
1. Die alte Festigkeitslehre.

In der ersten Zeit des Maschinenbaues geniigte es, fiir die Berech-
nung der Maschinenteile einfache Verhiltniswerte zugrunde zu legen.
Beispielsweise wurde der Wellendurchmesser einer Dampfmaschine zu
einem gewissen Bruchteil des Zylinderdurchmessers gewihlt. Bei grofer
Ahnlichkeit der Betriebs- und Bauverhiltnisse reichte diese einfache
Berechnungsart noch vollkommen aus. Im Laufe der fortschreitenden
Entwicklung der Technik erwies sich jedoch diese Anwendung von Ver-
héltniswerten infolge der zunehmenden Unterschiede in Art und GroBe
der auftretenden Krifte als unzureichend; man mullte sich zu einem
anderen VergleichsmafBstab entschliefen und ging nun dazu iiber, die
jeweils auftretenden Hauptkréifte in roher Anndherung zu ermitteln
und sie in Beziehung zum Querschnitt der beanspruchten Teile zu setzen.
Spater fithrte man den Begriff der zuldssigen Beanspruchung ein,
der auch heute noch die Grundlage der technischen Festigkeitslehre
darstellt. C.v.Bach hat das Verdienst, als erster fiir die zulissige Be-
anspruchung brauchbare Zahlenwerte aufgestellt zu haben; diese Werte
sind heute noch fiir die iiblichen Werkstoffe und das Aufgabengebiet
des Durchschnittsmaschinenbauers mafigebend. Sie beruhen auf der
Voraussetzung, dafl sich die Spannungen iiber den Querschnitt der Bau-
teile gleichmiBig verteilen. So wird z. B. bei Zug- und Biegebeanspru-
chung der einfache geradlinige Spannungsverlauf, der sich in Wirklichkeit
nur beim prismatischen Stab einstellt, auch fiir nichtprismatische
Korper zugrunde gelegt. Um die wirklich eintretende Spannungsvertei-
lung und damit um die eigentliche Spannungsspitze, welche den Bruch
verursacht, kiimmerte man sich nicht. Man hatte auch noch keine
Moglichkeit, sie experimentell oder gar rechnerisch zu erfassen.

Diese alte Festigkeitslehre, welche sich also im wesentlichen auf die
Anwendung elementarer Formeln beschrinkte, konnte insbesondere fiir
den ortsfesten Maschinenbau noch ausreichen.

2. Forderungen an die genaue Festigkeitsrechnung.

In der heutigen Zeit jedoch, wo infolge der weiteren Entwicklung
der Technik, vor allem des Verkehrsmaschinenbaues, die Forderung
nach geringstem Gewicht dazu zwingt, mit den Beanspruchungen hoéher
hinaufzugehen, zeigte sich die Unzuléssigkeit der obigen Voraussetzun-
gen. Eine Steigerung der Beanspruchbarkeit der Werkstoffe war nim-
lich nur innerhalb einer verhiltnismifig engen Grenze méglich, und
man konnte auf diesem Wege bei weitem nicht das erreichen, was auf
Grund der Steigerung der Festigkeitseigenschaften der Werkstoffe zu

Neuber, Kerbspannungslehre. 1



2 Grundbegriffe der Kerbwirkung.

erwarten war. Da erkannte die wissenschaftliche Forschung auf einmal
in vollem Umfange die Bedeutung der Form und die Notwendigkeit,
durch richtige Formgebung den Spannungsverlauf zu verbessern. Man
untersuchte nun mit Hilfe der Dehnungsmessung und der Spannungs-
optik die wirklich eintretende Spannungsverteilung in Konstruktions-
teilen und erkannte, dal Abweichungen vom gleichméfiigen Spannungs-
verlauf in hohem MafBe durch UngleichmiBigkeiten der Oberflichenform
bedingt sind, Einflisse, die wir unter dem Begriff Kerbwirkung
zusammenfassen wollen. Da gerade die Ungleichméafigkeiten der Ober-
flaichenform bei Maschinenteilen in der Regel konstruktiv bedingt sind,
so konnte man durch noch so geschickte Formgebung die Spannungs-
spitzen in den meisten Fillen nur teilweise abmindern. Da man es
auch dann noch mit einem ungleichmaBigen Spannungszustand zu tun
hat, fiir dessen Berechnung die bisherige Festigkeitslehre nicht ausreicht,
ergibt sich als erste Forderung an die genaue Festigkeitsrechnung:
Aufstellung von Rechnungsgrundlagen fiir die Ermittlung
der wirklich eintretenden Spannungsverteilung.

Mit dieser ersten Forderung geht eine zweite Hand in Hand. Wie
sich die alte Festigkeitslehre nur mit dem einfachen gleichmafigen
Spannungszustand befalite, so war es auch bei der Werkstoffpriifung
der Fall. Hier bestimmte man die Festigkeitskennwerte nur fiir einfach
geformte Proben. Um den wirklichen Verhiltnissen gerecht werden zu
konnen, bendtigen wir auch Festigkeitskennwerte fiir ungleichmiBig
geformte Proben, d. h. bei gleichzeitiger Kerbwirkung. Erst dann sind wir
in der Lage, die Beanspruchbarkeit des Werkstoffes bei ungleichméBiger
Spannungsverteilung richtig beurteilen zu kénnen.

SchlieBlich muB3 bei Anwendung einer so verfeinerten Festigkeits-
rechnung noch verlangt werden, daB die zugrunde gelegten Hauptkrifte
mit duBerster Genauigkeit bestimmt werden, wobei Grofit- und Kleinst-
wert der Betriebsbelastung einschlieBlich aller durch Temperatur- und
Montagespannungen hervorgerufenen Zusatzkrifte genau zu ermitteln
sind. Erst wenn auch dieser dritten Forderung Geniige geleistet wird,
ist der Erfolg sichergestellt.

Das vorliegende Buch dient der Erfiillung der ersten und zugleich
dringlichsten Forderung, nidmlich der Berechnung der wirklich ein-
tretenden Spannungsverteilung. Dabei miissen wir uns mit ungleich-
méBigen Spannungszustinden, wie sie durch Kerbwirkung hervorgerufen
sind, befassen. Als Vorbetrachtung hierzu sollen zunichst die all-
gemeinen Grundbegriffe der Kerbwirkung erliutert werden.

II. Grundbegriffe der Kerbwirkung.
1. Die Formzahl.

Um die Berechnung der wirklich eintretenden Spannungsverteilung
dem Konstrukteur bei der praktischen- Anwendung méglichst einfach
zu gestalten, ist es zweckmiBig, die Spannung, die sich nach elemen-
tarer Berechnungsart ergeben wiirde, zu der jeweils wirklich eintreten-
den Hochstspannung in Beziehung zu setzen. Nach einem Vorschlag



Das Abklingungsgesetz. 3

von A. Thum bezeichnet man die sich aus den elementaren Formeln
der alten Festigkeitslehre ergebende Spannung als Nennspannung.
Wie wir in den néchsten Abschnitten zeigen werden, ist das Verhiltnis
der wirklich eintretenden Hochstspannung zur Nennspannung sowohl
vom absoluten Wert der Nennspannung wie auch vom Werkstoff un-
abhéingig, wofern dieser sich elastisch verhilt und die Kerboberfliche
nicht zu stark gekriimmt ist!. Das Verhalten eines Werkstoffes kann
bekanntlich als elastisch bezeichnet werden, wenn er das Hookesche
Elastizitatsgesetz befolgt. Diese Bedingung ist in ausreichender An-
néherung erfiillt, solange die Belastung nicht so gro8 ist, daB die Hochst-
spannung die Elastizitdtsgrenze iiberschreitet. Jenseits der Elastizitéts-
grenze bleibt das Verhiltnis der Hochstspannung zur Nennspannung
infolge der wesentlichen Abweichungen vom Hookeschen Gesetz nicht
mehr konstant, sondern hingt wesentlich vom Werkstoff ab.

Das Verhéltnis der innerhalb der Elastizititsgrenze sich einstellen-
den Hochstspannung (Tmax) zur Nennspannung (z,), welches demnach
einen ganz bestimmten, von der Form des Bauteiles und der Bean-
spruchungsart abhingigen Wert hat, wollen wir Formzahl nennen
und mit o«; bezeichnen. Entsprechend unserer Definition wird

o =" (1)
Bei Normalspannungen verwendet man bekanntlich statt 7 den Buch-
staben o.

Da in vielen Féllen bei der Wahl des fiir die Berechnung der Nenn-
spannung malgebenden Bezugsquerschnittes verschiedene Moglich-
keiten bestehen, muBl gefordert werden, dafl bei Formzahlangaben stets
auch die zugehoérige Nennspannung formelmifBig angegeben wird.

2. Das Abklingungsgesetz.

Um den Leser auf anschauliche Art mit dem Wesen der Kerbwirkung
vertraut zu machen, wollen wir nun auf das Grundgesetz der Kerb-
wirkung eingehen, welches wir bei der Behandlung von Aufgaben der
Kerbspannungslehre immer wieder bestdtigt finden werden.

Die bei allen Kerbproblemen auftretende starke Spannungserhchung
hat in der Umgebung der hoch beanspruchten Zone stets eine betricht-
liche Abminderung der Spannungen zur Folge. Je héher die Spannungs-
spitze ausgebildet ist, um so stirker erfolgt das Abklingen der Span-
nungen mit zunehmender Entfernung von der hoch beanspruchten Zone.
Es handelt sich gewissermaflen um ein Reaktionsgesetz der Kerbwir-
kung. Wir wollen es das Abklingungsgesetz nennen. In besonders
hohem Mafe ist das Abklingungsgesetz bei rdumlicher Spannungs-
verteilung erfiillt, wie wir in Abschnitt V sehen werden.

Die durch Anbringen einer Kerbe herbeigefiihrte Entlastung der
Umgebung ist auch zugleich ein Mittel, um in der Umgebung etwa
vorhandene Spannungserh6hungen abzumindern. Handelt es sich z. B.

1 Bei Kerben starker Kriimmung, insbesondere Spitzkerben, wird die Form-
zahl auch vom Gefiige des Werkstoffes beeinfluft, s. VIII.

1*



4 Grundbegriffe der Kerbwirkung.

bei einem Maschinenteil um eine konstruktiv bedingte Kerbe, welche eine
groBe Spannungserhéhung hervorruft, so kann man in der Tat durch
eine in der N&he angebrachte zweite Kerbe eine wesentliche Abminde-
rung der Spannungsspitze erzielen. Wir werden in Abschnitt VII auf
diesen Entlastungseffekt der mehrfachen Kerben zuriickkommen.

. Auch bei Beurteilung der Kerbform macht man mit Vorteil vom
'Abklingungsgesetz Gebrauch. Nur jener Teil der Kerboberfliche wird
die Hochstspannung wesentlich beeinflussen, welcher der hoch bean-
spruchten Zone angehort, wihrend die Form des Bauteiles in grofier
Entfernung von der Kerbe fiir die in der Kerbe selbst auftretende
Spannungsspitze nicht mehr mafigebend ist. Daraus folgt z. B. fir
Rundkerben, daB in erster Linie die Kriimmung des Kerbgrundes maf-
. gebend sein wird, wihrend dem Einfluf des Flankenwinkels nur unter-
geordnete Bedeutung zukommt.

3. Grundformen der Kerben.
Fiir die Behandlung des Aufgabengebietes der Kerbspannungslehre ist
es von Vorteil, eine Einteilung der Kerben in Grundformen vorzunehmen.
Zunichst unterscheiden wir nach
\/ der Form der Kerben

flache und tiefe,

e/'/%‘bcg; /‘/Zd;e iefe Kerbe duBere und innere,
unakeroe .
> . einfache und mehrfache Kerben,
‘ @ R\\\\\\\\\\.\\\\\\\\ schlielich
A y i :
§ S AIRON.g Rundkerben wund Spitzkerben,
dubere innere s. Abb. 1.
Umnareturgskerbe Umoretungskerbe Nach der Art der Spannungs-
mebrfache Kerbe Spitcherse verteilung wollen wir ferner

ebene Kerbwirkung (Flachstibe

Abb. 1. Verschiedene Kerbformen.
und Platten),

achssymmetrische und réumliche Kerbwirkung (z. B. Umdrehungs-
kerben) und

prismatische Kerbwirkung (z. B. Welle mit Keilnut)
unterscheiden.

AuBerdem gibt es eine ganze Reihe weiterer Fille, bei denen es sich
um verwickeltere Formen handelt, die sich nicht direkt auf obige
Grundformen zuriickfithren lassen. In der Regel 148t sich jedoch die
Formzahl auch in diesen Fillen aus bekannten Formzahlen der Grund-
formen berechnen. Ein typisches Beispiel hierfiir bietet die beliebig
tiefe Kerbe, deren Formzahl aus den Formzahlen der flachen und der
tiefen Kerbe ermittelt werden kann. Dieses Umrechnungsverfahren hat
infolge seiner weitgehenden Anwendbarkeit grundlegende Bedeutung
und soll deshalb schon an dieser Stelle erliutert werden.

4. Die Formzahl der beliebig tiefen Kerbe.

Als Beispiel betrachten wir einen beiderseits symmetrisch gekerbten
Zugstab, Abb.2. Ohne Kerbe herrscht zunichst ein gleichmaBiger
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Spannungszustand. Durch Anbringen einer ,,flachen Kerbe* wird der
Spannungsverlauf entsprechend dem Abklingungsgesetz nur in der
néheren Umgebung der Kerbe gestort. In groBerer Entfernung handelt
es sich nach wie vor um einen gleichméfigen Spannungszustand. Wie
sich auch aus der rechnerischen Behandlung ergibt —in Abschnitt IV wer-
den wir auf diesen Fall ausfiihrlich eingehen —, kommen daher fiir die
Formzahl nur jene Gréflen in Betracht, welche den Rand des gestérten
Gebietes charakterisieren, also hier nur die Tiefe  und der Kriimmungs-
radius g der Kerbe. Die Breite des Stabes ist dagegen fiir die Form-
zahl der flachen Kerbe unwesentlich. Diese
Betrachtungsweise ist immer dann zu- l | | 1
lassig, wenn ¢ geniigend klein ist gegen-

uber der Breite b des Stabes. Der Grenz- G
wert, welchen die Formzahl in diesem
Falle annimmt, stellt die ,,Formzahl der
flachen Kerbe“ dar, die wir mit o« be-
zeichnen wollen.

Handelt es sich andererseits um eine
gehr tiefe Kerbe, so wird sich die Storung
des Spannungsverlaufes auf den gesamten
engsten Querschnitt erstrecken. AufBer
dem Krimmungsradius wird daber jetzt
noch die Breite des engsten Querschnittes
fir die Formzahl maBgebend sein; wir
konnen infolge der vorausgesetzten Sym-
metrie auch die halbe Breite des engsten
Querschnittes einfithren, die wir mit «
bezeichnen wollen. Der Einflul der Kerb- Loz
tiefe kann dagegen nunmehr vernachlissigt "T_\'-T—"
werden, da die Spannungen entsprechend
dem Abklingungsgesetz nach auBlen hin  Abb. 2'g iﬁi%iﬁi"i%iésyt’;“ﬁ‘em“h
sehr rasch abklingen. Die Formzahl kann )
mithin als Funktion des dimensionslosen Verhiltniswertes a/o aufgefa3t
werden. Die Tatsache, dafi die Formzahl bei groBer Tiefe von dieser
unabhéngig wird, ist auch durch die Theorie bestitigt, welche selbst
bei der unendlich tiefen Kerbe eine durchaus endliche, nur von 2/
abhingige Formzahl liefert. Wir wollen diesen Grenzwert, welcher die
,, Formzahl der tiefen Kerbe* darstellt, mit &,, bezeichnen.

Beide Grenzwerte lassen sich, wie wir in den néchsten Abschnitten
sehen werden, teils vollkommen streng ableiten, teils durch einfache
Schnittbetrachtungen in guter Anniherung errechnen. Um aus ihnen
zu dem richtigen Wert fiir die beliebig tiefe Kerbe zu gelangen, be-
trachten wir wieder Abb. 2. Ausgehend von der flachen Kerbe wird
der Zugstab nacheinander mit immer tieferen Kerben versehen, die
simtlich den gleichen Kriimmungsradius besitzen sollen. Von einer
quer zum Stab liegenden Bezugslinie aus wird nun jeweils iiber dem
Kerbgrund die zu der betreffenden Kerbe gehérige Formzahl auf-
getragen. Die Abszisse des so erhaltenen Diagrammes ist dann — von
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links nach rechts gehend — a, andererseits — von rechts nach links
gehend — ¢. Wir kénnen aber auch die Verhaltniswerte a/o und t/o
als Abszissen wihlen, da der Kriimmungsradius als konstant voraus-
gesetzt ist. Die Formzahl muB in der Nihe der Stelle ajo = 0, tfo = bjo
mit dem Grenzwert «,;, zusammenfallen, andererseits in der Nihe der
Stelle a/o = bjo, t/o = 0 mit dem Grenzwert as;. An beiden Stellen
wird die Formzahl gleich Eins; denn fiir ¢ = 0 verschwindet die Kerbe,
andererseits wird fiir a/o - 0 der engste Querschnitt so schmal, daf}
infolge des konstant gehaltenen Kriimmungshalbmessers die nahere
Umgebung des engsten Querschnittes als gerader Stab anzusehen ist.
In der Umgebung der beiden Grenzpunkte mufl sich die Formzahllinie
der jeweiligen Grenzkurve anschmiegen. In den Zwischenpunkten wird,
da durch den in endlicher Nihe befindlichen Rand eine Abschwichung
der Kerbwirkung erfolgt, die Formzahllinie unterhalb dieser Grenz-
kurven verlaufen. Diesen Bedingungen geniigt nun folgender Ansatz:

1 1 1
TP~ (o 1P T (ms = 1 2)

oder aufgelost

(o‘fk - 1) (o — 1)
op =1 . 3
* * V(ore — DF + (o — 1) 3}

Wie aus (2) hervorgeht, wird

lim (o) = opg,  lim (o) = o (4)

Orp>1 app >l
Es tritt also in der Tat ein Anschmiegen an die Grenzkurven ein. Ist
ferner o, > oy, so ist der Nenner stets groBer als oy — 1 und da-
mit o < o < opp. Ist andererseits oy > g, so wird der Nenner
groBer als o, — 1 und damit o << o < 4. Die durch den obigen
Ansatz festgelegte Formzahllinie verliuft also stets innerhalb des von
den Grenzkurven eingeschlossenen Gebietes. An Stelle des in (2) auf-
tretenden Exponenten 2 kénnte natiirlich
zunichst auch ein anderer, etwa 3, ge-
wihlt werden ; die experimentelle Forschung
hat aber ergeben, daf der wirkliche Zu-
sammenhang mit dem Exponenten 2 er-
faBt wird.

Vi1 +@n~7) Die so gewonnene Beziehung fir die
Abb.3. Zusammenhang zwischen Formzahl der beliebig tiefen Kerbe hat
den Formzalilen der achen, Jefen noch den Vorteil, daf} eine n_omograghisghe

Darstellung in einfacher Weise moglich ist.
Sind pdmlich & —1 und & — 1 Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks, so erhilt man «; — 1 als Hohe des Dreiecks (s. Abb. 3).
Der Beweis folgt aus der Gleichung

(ope — 1) (g — 1) = (o0 — I)V(O‘ﬂc — 1) 4 (o — 1)?, (5)

welche unmittelbar aus (3) hervorgeht. Auf beiden Seiten steht die
doppelte Fliche des Dreiecks, einerseits als Kathetenprodukt, anderer-
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seits als Produkt aus Hypotenuse und Hohe. Bei nomographischer
Darstellung kann das Fillen des Lotes vermieden werden, indem man
Kreise um die Spitze des Dreiecks schligt; mafBigebend fiir die Form-
zahl ist dann der von der Hypotenuse gerade beriihrte Kreis. Als Bei-
spiel hierfiir sei auf Abb. 104 verwiesen, welche verschiedene Form-
zahlnomogramme, u. a. auch das fiir den auf Zug beanspruchten Flach-
stab mit beiderseitig-symmetrischer AuBlenkerbe zeigt. Die richtige
Handhabung ist durch Pfeile angedeutet.

Nach diesen Vorbetrachtungen iiber das Wesen der Kerbwirkung
kommen wir nun zu den Grundlagen der Spannungslehre, welche uns
das notige mathematische Riistzeug fiir die Berechnung der wirklich
eintretenden Spannungsverteilung geben werden.

III. Grundlagen der Spannungslehre.

Als erstes werden wir die Bedingungen fiir das Gleichgewicht der
Spannungen sowie fiir die geometrische Moglichkeit der Forménderung
aufstellen. Die Kombination beider Gleichungssysteme fiihrt dann zu
den elastischen Grundgleichungen, welche wir mit Hilfe eines Drei-
Funktionen-Ansatzes allgemein 16sen werden. Als letzte Vorbereitung
fir die Berechnung der Spannungsverteilung in Kerben werden wir
schlieBlich den Rechnungsgang in krummlinigen Koordinaten behandeln.

1. Das Gleichgewicht der Spannungen.

Greift an einem Flichenteilchen dF die Kraft d P an, so versteht
man unter d P/dF die an der Fliche angreifende Spannung. Man
spricht von einer Normalspannung, wenn sie normal zur Fliche
gerichtet ist, bei tangentialer

. . 97
ls%lcﬁm{)ng dagegen von einer /rzy* éjd.ﬂdzdz‘

chubspannung. A P

Zur Aufstellung der Gleich- - v

gewichtsbedingungen legen wir o ande| — NG 9
kartesische Koordinaten z, y, z = P fou 5,705/ %y 4z
zugrunde und b.etracht‘en ein 20y dzdz /r,,"%”dz/drdy
laings der Koordinatenrichtun-
gen herausgeschnittenes Volum-
element mit den Kanten dux,

dy, dz (s. Abb. 4). Wir be- z
zeichnen die Spar.mungen zZu- Abb. 4. Anordnung ﬁiggﬁ;}:&gﬂ{lgen in kartesischen
nichst allgemein mit dem Buch-

staben T. Um eine eindeutige Kennzeichnung zu erzielen, finden be-
kanntlich zwei Indizes Verwendung, von denen der erste die Richtung
der Spannung, der zweite die Richtung der Flichennormale angibt.
So bedeutet z. B. 7,, eine Spannung, die an einer Fliche y = konst.
in der z-Richtung, also tangential angreift; es handelt sich demnach
um eine Schubspannung. Andererseits ist 7,, eine Spannung, welche
an einer Fliche y = konst. in der y-Richtung, also normal zur Fliche
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angreift; demnach haben wir es in diesem Falle mit einer Normalspan-
nung zu tun. Allgemein handelt es sich also immer um eine Normal-
spannung, wenn beide Indizes libereinstimmen. Man schreibt fiir die
Normalspannungen statt t,, usw. kiirzer o, usw.

Den positiven Richtungssinn der Spannungen wollen wir in der
Weise festsetzen, dafl die an den Flichen » -+ dx = konst., y 4 dy
= konst. und z 4 dz = konst. angreifenden Spannungen in Richtung
der Koordinatenachsen wirken, an den Flichen z = konst., y = konst.
und z = konst. dagegen umgekehrt. Die Normalspannungen sind auf
diese Weise als Zugspannungen positiv, als Druckspannungen negativ.
Fiir die Formulierung des Spannungsgleichgewichtes ist es ferner wesent-
lich, daB sich die an den Flichen x + dx = konst., y + dy = konst.
und z4- dz = konst. angreifenden Spannungen gegeniiber den Flichen
x = konst., y = konst. und z = konst. um gewisse kleine Betrige ver-
mehrt haben. So greift z. B. an der Fliche x 4 dx = konst. die Nor-

malspannung o, 4 %’;’ dx an, statt o, an der Fliche x = konst. Um

die Ubersichtlichkeit nicht zu beeintriichtigen, wurden in Abb. 4 nur
die in der z-Richtung wirkenden Spannungen eingezeichnet.

Aus den Spannungen erhalten wir die auf das Volumelement aus-
geiibten Krifte, indem wir die Spannungen jeweils mit der Fliche, an
der sie angreifen, multiplizieren, wie es bereits in Abb. 4 geschehen ist.
Das Gleichgewicht gegen Verschieben in der z-Richtung verlangt dann

oz

% z a zy \ xz
(Gz_l‘%%dx) dydz+ (sz+ (:)Zy dy) dzdx—}’(.’:zz—*— oz dz)dxdy:

= 0, dydz 4 1y, dzde 4 1., dxdy.

1)

Die Spannungen o,, t,,, T,, selbst halten sich das Gleichgewicht und
fallen heraus; es bleiben nur mehr ihre Ableitungen ibrig. Wenn wir
noch durch d« - dy - dz dividieren, ergibt sich die erste der folgenden drei
Gleichgewichtsbedingungen:

do, | 0ty | 01,

Oz dy + 0z =0,

do, | 07,. | 07,

oy T s Tae =0 (2)
do, or,, 0,

0z + oz oy 0,

Die zweite und dritte dieser Gleichungen ergeben sich in ganz derselben
Weise aus dem Gleichgewicht gegen Verschieben in der y- und der
z-Richtung. Sie gehen aus der ersten Gleichung auch durch zyklische
Vertauschung in #, ¥, z hervor.

Unser Volumelement ist somit bei Erfiillung der Bedingungen (2)
gegen Verschieben im Gleichgewicht. Ein Kérper mit riumlichem
Kriftesystem ist aber erst dann véllig im Gleichgewicht, wenn auBer-
dem noch drei weitere Bedingungen, die sich aus dem Gleichgewicht
gegen Verdrehen ergeben, erfiillt sind. Wir betrachten hierzu Abb. 5,
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welche die Projektion unseres Volumelementes auf die @, y-Ebene dar-
stellt, und wollen das Gleichgewicht gegen Verdrehen um eine in der

z-Richtung liegende Achse

untersuchen, welche durch y / ry*—dddm

den Mittelpunkt M des Vo- s

lumelementes hindurchgeht. -

Hierzu kommen nur jene @;dza’y’ ;M e ' /zv,,,,«i’L’d.ydydz
o2z} o . dr

Krifte in Betracht, die in
bezug auf diese Achse ein
Drehmoment besitzen (nur ——

dzdx
diese sind in Abb. 5 einge- i
zeichnet). Die Momenten-

g’

N

gleichung in bezug auf M =
ergibt dann Abb. 5. Zum Gleichgewicht der Schubspannungen.
(2 Tya + ”"dw)dydz—~ (27 + 6;;”dy) dzdz®  (3)
oder
10 “ 1 0,
R oty 4)

Die Glieder mit dx und dy als Faktor sind von héherer Ordnung klein
und fallen fort. So gelangen wir zu der ersten der folgenden drei Glei-
chungen:

Tzy = Tyazs Tyz = Tzy» Toz = Tzz- (5)
Die zweite und dritte dieser Gleichungen, welche aus der ersten wieder
durch zyklische Vertauschung hervorgehen, entsprechen dem Gleich-
gewicht gegen Verdrehen um zwei weitere, durch M in der y- und
z-Richtung gelegte Achsen. Wir haben auf diese Weise eine bemerkens-
werte Symmetrieeigenschaft der Schubspannungen abgeleitet, welche
in der Vertauschbarkeit der Indizes zum Ausdruck kommt. Es handelt
sich um den sog. Satz von der Gleichheit der einander zugeord-
neten Schubspannungen.

Damit sind alle Bedingungen fiir das Gleich-
gewicht der Spannungen in den Koordinaten
x, y, z aufgestellt. Es bleibt aber noch die
Frage nach jenen Spannungen offen, welche
in beliebig geneigten Schnittflichen wirken.
Auch diese Frage 1aBt sich auf Grund einer
Gleichgewichtsbetrachtung beantworten. Durch
eine beliebig geneigte Ebene, deren Normale die Abb. 6. Zur Berechnung ef
Richtung 1 haben moge, schneiden wir eine belichig orientierten Spannung,
Ecke unseres Volumelementes ab, s. Abb. 6. Die
an dieser neuen Schnittfliche angreifende Spannung mége in der Rich-
tung » wirken und hat daher die Bezeichnung 7,.;. Andeniibrigen Flichen
wirken wieder die von unserem Volumelement her bekannten Spannungen.
Wir wollen der Einfachheit halber jeweils die an jeder Fliche angreifenden
Spannungen zu einer resultierenden Spannung zusammenfassen. Wir
greifen eine der drei Flichen heraus, an der die Spannung z,, angreifen
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soll, wobei allgemein die Richtung der Spannung bis auf das Vor-
zeichen mit 4 und die Richtung der Normale mit » bezeichnet ist. Die
Richtungen g und v sind dabei zum Kérper hin positiv, die Richtun-
gen x und 4 dagegen vom Kérper weg positiv gewdhlt. Die Spannungen
selbst miissen entsprechend unserer anfangs getroffenen Vorzeichen-
festsetzung immer vom Korper weg positiv eingezeichnet werden. Bei
Aufstellung der Bedingung fiir das Gleichgewicht gegen Verschieben in
der x-Richtung haben wir die Spannung 7,, zundchst mit der zu-
gehorigen Fliche F' zu multiplizieren, um die Kraft zu erhalten. F’ stellt
aber die Projektionsfliche der Schnittfliche F dar, ergibt sich daher
aus F durch Multiplikation mit cos(4,»), wobei (1,v) der von den
Richtungen 1 und v gebildete Winkel ist. Von der so gewonnenen
Kraft 7,, F - cos(4,v) kommt nur ihre Komponente in der x-Rich-
tung in Betracht, d. h. wir haben noch mit cos(x, ) zu multiplizieren.
Der Betrag, den 7,.; annehmen mufl, um der an der Fliche F” angreifen-
den Spannung <t,, das Gleichgewicht zu halten, ist demnach
Tuy » CO8(%, u) - cos(i,»). Wirken an allen drei Flichen Spannungen,
so haben wir fiir » nacheinander x, y und z zu setzen und die Betrige
zu addieren, wobei fiir u jeweils die Richtung der resultierenden Span-
nung der betreffenden Fliche einzusetzen ist. Wir kénnen uns jetzt
auch von der resultierenden Spannung freimachen, indem wir die Ad-
dition fiir die z-, y- und z-Komponenten der resultierenden Spannungen
getrennt durchfithren, d. h. fir g nacheinander z, y, z einsetzen. Es
ergibt sich dann folgende Doppelsumme:

Tar= 2 > Tuycos(x,pu)cos(i, ). (6)

U=z, Yz v=a, yz

Die Auflésung ergibt neun Glieder. Infolge der Gleichheit der einander
zugeordneten Schubspannungen reduziert sich ihre Zahl auf sechs. Die
noch willkiirliche Richtung » kann man nun entweder mit Richtung 1
zusammenfallen oder einen rechten Winkel bilden lassen. Im ersteren

R Falle erhilt man die an der Schnitt-
a

g

At %4 w9 fliche angreifende Normalspannung,

im letzteren Falleeine Schubspannung.

Zur Erlauterung diene ein Beispiel.

2N g5otese /7 -— Samtliche Spannungen in den Koor-
850 “ dinaten z, y, z seien gleich Null, bis

1 = auf die Schubspannung 7,,. Welche

Spannungen herrschen dann in den
Schnittflichen, die zur z- und y-Achse
unter 45 ° geneigt sind ? Entsprechend
Abb. 7 legen wir in der «, y-Ebene die Richtungen 1 und 2 fest. Dann wird

Ty = 03 = Tgyc08(l, x) cos(l, y) 4 7, cos(l, y) cos(l, x),
Tig = Tzy08(l, 2) cos(2, y) + Ty cos(l, y)cos(2,2),t (7)
Tyy = Oy = Tgy €08 (2, ) cos(2, y) + 1,,c08(2, y) cos(2, x).
Nun ist
cos(l, x) = cos(l, y) = cos(2, y) = —cos(2, x) = 17% .

Abb. 7. Spannungen bei reiner Schubbean-
spruchung.

(8)
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Damit wird
01 = Tay> Oy = —Tgy, T3 =0, 9)

d. h. in den Schnitten unter 45° zur 2- und y-Achse herrscht in diesem
Falle ein reiner Zug-Druck-Spannungszustand.

Alle-diese Beziehungen konnten wir ohne Riicksicht auf den Werk-
stoff ableiten. Jetzt aber, bei Aufstellung der Bedingungsgleichungen
fiir die geometrische Moglichkeit der Form#nderung, miissen wir auf
das elastische Verhalten des Werkstoffes eingehen.

2. Die Forminderung.

Wir wollen mit &, # und ¢ die in Richtung der Koordinatenachsen
liegenden Komponenten der Verschiebung bezeichnen, welche eine
beliebige Stelle unseres elastischen Korpers erfihrt, wenn sich unter
der Wirkung duBerer Krifte ein Spannungs- und Forminderungszustand
ausbildet. Mit der Kenntnis der Verschiebung an jeder Stelle ist der
gesamte Forméanderungszustand eindeutig bestimmt. Aus der Ver-
schiebung lassen sich auch die eigentlichen ForménderungsgroBen, die
Dehnungen und die Winkeldnderungen, ermitteln.

Unter der Dehnung versteht man das Verhéltnis der Verlingerung
einer unendlich kleinen Strecke zu ihrer urspriinglichen Linge. Man
bezeichnet sie mit dem Buchstaben & und verwendet dabei einen Index,
der die urspriingliche Richtung der gedehnten Strecke angibt.

Die Winkeldnderung stellt die Verkleinerung eines urspriinglich
rechten Winkels dar. Sie wird mit ¢ bezeichnet, wobei die urspriing-
lichen Richtungen der Schenkel des rechten Winkels durch zwei Indizes
angegeben werden; die Reihenfolge der Indizes spielt dabei keine
Rolle.

Bei der nun folgenden Forméanderungsbetrachtung muf8 beriicksich-
tigt werden, daB infolge des sehr hohen ElastizititsmaBes der tech-
nischen Werkstoffe die Forménderungen in den meisten Fillen so auBer-
ordentlich klein sind, dag die im Quadrate auftretenden Form#inderungs-
groen gegeniiber den linearen stets als klein héherer Ordnung ver-
nachlissigt werden diirfen. Eine wichtige Folgerung hieraus ist der
Uberlagerungssatz, nach welchem die Reihenfolge bei der Uber-
lagerung von Forméinderungszustinden fiir den Endzustand unwesent-
lich ist, da sich die auf dasselbe Koordinatensystem bezogenen Form-
anderungsgroflen einfach addieren.

Von diesem Satz wollen wir jetzt Gebrauch machen, indem wir
zundchst nur die Verschiebung & allein beriicksichtigen. Von den zu-
gehorigen ForméinderungsgroBen & usw., welche also nur die von &
herriihrenden Bestandteile darstellen, kénnen wir dann leicht auch auf
jene Anteile schlieBen, die nur von % bzw. { allein herrithren. Auf
Grund des Uberlagerungssatzes erhalten wir die vollstindigen Aus-
driicke fiir die ForménderungsgroBen durch einfache Addition dieser
Anteile. Als Bezugspunkt wihlen wir die Ecke O unseres Volum-
elementes, an der die Kanten 04 = dx, OB = dy und OC = dz zu-
sammenstoBen, s. Abb. 8. Durch die Verschiebung & geht O nach O'.
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In A haben wir entsprechend dem Koordinatenunterschied dx die Ver-
schiebung & um den kleinen Betrag g~i dz zu vermehren. Entsprechen-

des gilt fiir B und €. Die Kante dx wird demnach in sich selbst nach
O’A’ verschoben und erfihrt die Dehnung

dx-l—&—i—%dx—&——dx 0

b = da = 9z

(10)

Die Kante dy wird nach 0' B’ verschoben und dabei gedreht. Die da-
durch bewirkte Verkleinerung des rechten Winkels AOB ist die Winkel-

o dnderung y;,. Da ein so kleiner Winkel
& i ay

8 5 seinem Tangens gleichgesetzt werden
kann, ergibt sich:
Y
a ﬁ& &+ 9 dy — & :
. gr o ;o 0y 7 " 6 (11)
e b £ 2odr Vay dy dy
iz A A 1In entsprechender Weise wird Winkel
P f AO0C verkleinert um
Crgpdz 0§
) . . . E+>dz—&
Abb. 8. Die Verschiebungen in kartesischen r_ 0z _ L, & 12
Koordinaten. ®z =T T as T 9z ° ( )

Die infolge der Schiefstellung der Kante OB bewirkte Dehnung

ey (95 4.V
Yot (Gyaof —tv e
e R R
ist als klein héherer Ordnung gleich Null zu setzen, da die kleine GréBe
0&/0y im Quadrat auftritt. Das gleiche gilt fiir Kante OC, so da$l
auch & verschwindet. Ebenso sieht man leicht ein, da8 die Winkeléinde-
rung vy, als klein héherer Ordnung anzusehen ist.

Durch Vertauschung von £ mit # und z mit y erhalten wir hieraus
die von der Verschiebungskomponente # herriihrenden Anteile. Ent-
sprechendes gilt fiir die Anteile, die von { herrithren. Die Addition
dieser Anteile liefert schlieBlich die vollstindigen Formanderungsgrofen:

_65 __677 “65
P =9 BTy BT

0% oy __ Og ac 8¢ ot
Yoy =gy T oz V=g T gy Ver = 3o T 5,

€,
(14)

Eine wichtige Grofe ist ferner die Volumdehnung, welche das
Verhiltnis der riumlichen VergréBerung des Volumelementes zu seiner
urspriinglichen GréBe angibt. Wir bezeichnen sie mit e und erhalten

_dz(l +&)dy(l +5,)d2(l +5) —dadydz
€= dedydz ) (15)



Die Formanderung in krummlinigen Koordinaten. 13

Da die Produkte der Dehnungen als klein hoherer Ordnung vernach-
lassigt werden konnen, ergibt sich
e=2¢,+ ¢ —I—EZE—i—a—n—l—g—C— (16)
® y P dy 0z’
d. h. die Volumdehnung ist gleich der Summe der Dehnungen in drei
zueinander senkrechten Richtungen.

Wir haben damit die Formidnderungsgrofien in kartesischen Koordi-
naten auf die drei Verschiebungskomponenten zuriickgefiihrt. Da bei
der Berechnung der Spannungsverteilung in Kerben die Verwendung
krummliniger Koordinaten groBe Vorteile bietet, sollen die entsprechen-
den Uberlegungen jetzt auch fiir krummlinige Koordinaten durchgefiihrt
werden.

3. Die Forméinderung in krummlinigen Koordinaten.

Wir gehen auf das krummlinige orthogonale Koordinatensystem
u, v, w iber; dabei setzen wir %, v und w als differenzierbare Orts-
funktionen voraus. Umgekehrt sind dann auch z, y und z differenzier-
bare Funktionen von #, v und w, d.h. es bestehen die Gleichungen

x=z(u,v,w) =yu,v,w), z==z(u,v,w). (17)

Unter der u-Richtung verstehen wir die Richtung normal zu den Fli-
chen u = konst., und zwar im Sinne des zunehmenden u-Wertes positiv.
Gehen wir in der u-Richtung um ein Linienelement ds, weiter, so
andert sich dabei der 4-Wert um das Differential du. Da wir Differen-
zierbarkeit vorausgesetzt haben, wird der Differentialquotient ds,/du
an jeder Stelle einen ganz bestimmten Wert haben, den wir A, nennen
wollen; das Linienelement ist demnach h,du. Betrachten wir eine
Fliche u = konst., so gibt h,du den Abstand bis zur unmittelbar be-
nachbarten u-Fliche an, fiir welche sich der u-Wert um das Differen-
tial du gedndert hat. Infolge der verschiedenen Kriimmung beider
Flichen wird dieser Abstand an jeder Stelle anders

sein, obwohl du immer denselben unendlich kleinen i

Wert hat. Diese krummlinige Verzerrung wird durch Jz

den Faktor h, beriicksichtigt, den wir deshalb als
Verzerrungsfaktor bezeichnen wollen. Die Ver-
zerrungsfaktoren in der v- und w-Richtung, also nor- .

mal zu den Flichen » = konst. und w = konst., be- ﬁ}’bg'é’];r%ﬁ;ﬁ‘g;‘fmﬁ‘;?
zeichnen wir entsprechend mit A, und #k,. Die Ofdinaf)gfrllg‘itfe?'KOm'
zugehorigen Linienelemente sind h,dv und h,dw.

Den Winkel zwischen zwei Richtungen bezeichnen wir wieder durch
Angabe beider Richtungen; so ist z. B. (z, ) der Winkel zwischen der
x- und der u-Richtung. Sein Kosinus ergibt sich aus dem Linien-
element %,du und seiner z-Komponente, s. Abb.9. Entsprechendes
gilt fiir die Winkel (y, ) und (z, u), sowie fiir die Winkel, welche von
der »- bzw. w-Richtung mit den Koordinatenachsen gebildet werden.
Wir erhalten

1 oz 1 dy

cos(x,u)————h— 0’ cos(y,u):h—u—u , cos(z,u)=

gfdu

(o5}
N

usw. (18)

g|

1
by,
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Durch den Zusatz ,,usw.” deuten wir an, dal noch zwei weitere Glei-
chungssysteme bestehen, welche sich durch Vertauschung von # mit »
und w ergeben. Nach einem bekannten Satz der Raumgeometrie ist nun

cos?(x,u) + cos?(y,u) + cos?(z,u) =1 usw. (19)

Setzen wir aus (18) die Ausdriicke fiir die Richtungskosinus ein, so er-
gibt sich
2 2 2
R — (—j—i) + (%Z) + (?(99‘2) usw. (20)
Diese Beziehungen geben uns die Méglichkeit, die Verzerrungsfaktoren
aus (17) zu ermitteln,

Wir bezeichnen ferner die Verschiebungen in der -, v- bzw. w-Rich-
tung mit U, V und W. Auf Grund des Uberlagerungssatzes kénnen
wir U additiv aus den u-Komponenten der Verschiebungen &, # und ¢
zusammensetzen. Das Entsprechende gilt fir ¥ und W. Die Kompo-
nenten bilden wir dabei am einfachsten durch Multiplikation mit dem
jeweiligen Richtungskosinus und erhalten so

U = &cos(x,u) + neos(y,u) + {cos{z,u) usw. (21)
oder wegen (18)
1 oz dy oz
U:h—“( W+77577+CW> usw. (22)

Bei Vertauschung von % mit v bzw. w muf} also von jetzt ab auch zu-
gleich U mit V bzw. W vertauscht werden.

Die Forméinderungsgréflen enthalten zunichst jene Bestandteile,
welche sich aus (14) ergeben, wenn wir lediglich die neuen Bezeich-
nungen fiir Koordinaten, Linienelemente und Verschiebungen einfiihren.
Wir kennzeichnen diese Anteile mit &, usw. und erhalten

_ 19U , 1 ou 10V
bu = 3w’ Yuo =3 80 T hy Ou

Wir haben dabei die krummlinigen Koordinaten in erster Anndherung
als geradlinig behandelt. Obwohl zu erwarten ist, daB die von der
Kriimmung des Koordinatensystems bewirkten Anderungen der an sich
schon kleinen Forméanderungsgrofen als klein hoherer Ordnung zu ver-
nachlidssigen sind, wiirden wir dabei einen grundsitzlichen Fehler be-
gehen. Bei Aufstellung der ForménderungsgréBen in kartesischen Ko-
ordinaten waren nimlich von den Verschiebungen nur die sehr kleinen
3
Oz
selbst herausgefallen waren. Fiir die Forméinderung, die von diesen
kleinen Zuwiichsen herriihrt, ist zwar die Kriitmmung ein Effekt héherer
Ordnung; jedoch gilt dies fiir die Verschiebungen selbst nicht mehr.
Wihrend in kartesischen Koordinaten durch konstante Verschiebungen
&, n, { kein Forminderungszustand erzeugt werden kann (der elastische
Koérper wiirde sich dabei als starrer Koérper verschieben), ist dies in
krummlinigen Koordinaten mit konstanten Verschiebungen U, V, W
infolge der Kriimmung durchaus méglich. Wie wir sehen werden, ist

usw. (23)

Zuwiichse dx usw. tubriggeblieben, wihrend die Verschiebungen
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diese Forménderung nicht mehr vernachldssigbar, da sie von den Ver-
schiebungen selbst, nicht aber von ihren kleinen Zuwiichsen hervorgerufen
ist. Die zugehérigen Forménderungs-
gréBen wollen wir mit &) usw. be- ”
zeichnen; sie sind also zu den in (23)
angegebenen Bestandteilen noch zu
addieren, um die vollstindigen Form-
dnderungsgrofen zu erhalten.

Wir betrachten ein kleines Stiick-
chen einer Fliche w == konst. in
Abb. 10, an dessen Ecken wir zu-
néchst nur die konstante Verschie-
bung U anbringen. Die in der v- Abb.10. Zur Formanderung in gekrimmten
Richtung liegende Kante OB hat die
Lange h,dv. Durch Verschieben um die Strecke k,du in die Lage AC’
wiirde sich ihre Lénge um %dv du vergréBern, d. h. sie wirde die

ou
Dehnung % %%idu erfahren. Die bei der Verschiebung U eintretende

Dehnung ergibt sich hieraus durch Multiplikation mit dem Verhiltnis
hode 2Y U on,

14
&y = .
? h,h, Ou

(24)

Bei Verschieben der Kante OB in die Lage AC vergroBert sich
andererseits der urspriinglich rechte Winkel zwischen dieser Kante und
der u-Richtung um den kleinen Winkel df3, der sich zu }%%% du er-
gibt. Als VergroBerung eines rechten Winkels handelt es sich hierbei
um eine negative Winkelinderung. Die der Verschiebung U entspre-
chende Winkelanderung yy;, erhalten wir wieder durch Multiplikation
mit ;——-; es wird ,, U 6k,

hudu yuﬁ: '—m —67' (25)
Weitere Anteile ergeben sich an Hand eines Stiickchens einer Fliche
v = konst. Wir erhalten sie hier aus (24) und (25) durch Vertauschung
von v mit w:

w_. U Oh, . U éh,

Die iibrigen, von der konstanten Verschiebung U herrithrenden GroBen
sind klein hoherer Ordnung.

Nach dem Uberlagerungssatz addieren wir hierzu die von den kon-
stanten Verschiebungen V und W herrithrenden Anteile; sie ergeben
sich aus (24), (25) und (26) durch Vertauschung von % mit » und w.
Ferner haben wir dazu noch die Anteile aus (23) zu addieren; dabei
lassen sich die Ausdriicke fiir die Winkelanderungen noch etwas um-
formen. Wir erhalten schliefllich als vollstindige Forménderungsgréfien :

oU | V oh, W&hu> by 6(U> ﬂ_é‘(V

W= g T G P h dn) Te ke dalin) T A duln) T (2D
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Auch bei Ableitung der Volumdehnung miissen wir zunichst be-
achten, daB bei unserem gekrimmten Volumelement die Langen der in
gleicher Richtung verlaufenden Kanten voneinander abweichen. Da es
sich bei diesen Langenunterschieden ebenso wie bei den Forménderungs-
groflen um sehr kleine Effekte handelt, kénnen wir zur Berechnung
der Volumdehnung auch mittlere Kantenlingen k,, k,, k, zugrunde
legen, welche die mittleren Léngen der in der -, v- bzw. w-Richtung
verlaufenden Kanten darstellen sollen. Die Volumdehnung berechnet

sich dann zu —
o o Bl +a)k(1 +1:1)c kku + ) = bukobe (28)
woraus bei Vernachlissigung der Dehnungsprodukte
€ =&y 1+ & + & (29)

folgt; d. h. auch bei krummlinigen Koordinaten ist die Volumdehnung
gleich der Summe der Dehnungen.

Damit haben wir die gesamte Forménderung auch in gekriimmten
Koordinaten beschrieben. Wir werden nun die Beziehungen kennen-
lernen, durch welche Spannungs- und Forménderungszustand, die wir
bisher getrennt voneinander behandelt haben, miteinander verkniipft
sind.

4. Das Hookesche Gesetz.

Das Hookesche Elastizititsgesetz verlangt einerseits Proportio-
nalitit zwischen Normalspannungen und Dehnungen, andererseits auch
zwischen Schubspannungen und Winkeldnderungen.

Denken wir uns zunichst nur die Normalspannung o, allein vor-
handen, so wird in ihrer eigenen Richtung die Dehnung

- (30)
hervorgerufen; dabei stellt E das ElastizititsmaB dar. Zugleich
tritt aber in jeder der beiden Querrichtungen eine Zusammenziehung
bzw. negative Dehnung ein vom Betrage

Oz
G =&=—%. (31)
Hierin ist m die Poissonsche Zahl, welche fiir Metalle gleich 10/; ge-
setzt werden kann. Wirken zugleich alle drei Normalspannungen, so
ergibt sich durch Uberlagerung

SRS ]

o=l Lt a), )
& = %7‘ [0’2 — 71; (0p + ay)] .

Setzen wir diese Ausdriicke in (16) ein, so ergibt sich fiir die Volum-

dehnung
e:%(l——%)(ax—{—ay—\—az). (33)
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Die hierbei auftretende Summe der drei Normalspannungen wollen wir
im folgenden kurz als Spannungssumme bezeichnen.

Ferner sind die Schubspannungen den zugehorigen Winkeldnderun-
gen proportional, wobei als Proportionalititsfaktor das Schubelasti-
zitdtsmaB oder GleitmaB dient, welches man mit G bezeichnet.
Man setzt Tey = G- Yay > Tyz = G'}’yz s T20 = G'}’zz- (34)

Ausdiesem Zusammenhang der Spannungen mit den Form-
dnderungsgréBen geht hervor, da der Uberlagerungssatz,
den wir bisher nur auf die Forménderung ,
anwandten, auch fiir den Spannungszu- <

stand Giiltigkeit besitzt. - fﬁ‘f\
Die drei Konstanten Z, m und G, die wir so in

die Rechnung eingefiihrt haben, sind noch durch 2

eine wichtige Beziehung miteinander verkniipft. BV s

Wir gewinnen diese Beziehung am einfachsten Jeyig=er0¥Z

durch folgendeUberlegung. Herrscht nurdie Schub- ~ Abb. 11. Zusammenhang
. . . zwischen Dehnung und

spannung 7,,, so wird ein Quadrat von der Seite b, Winkelinderung.

dessen Kanten vor der Forminderung paralle]l

zur z- und y-Richtung lagen, zu einem Rhombus ausarten, s. Abb. 11.

Die Verinderung der Diagonale ergibt sich dabei aus der Winkel-

.. . b
inderung zu wa—E , wofiir wir wegen (34) auch 2. setzen konnen.

Andererseits haben wir in III, 1 gesehen, daB diesem reinen Schub-
spannungszustand in Schnitten unter 45° ein reiner Zug-Druck-Span-
nungszustand entspricht, d. h. in Richtung der Diagonale herrscht die
Zugspannung ¢y = T,, und in der Querrichtung die Druckspannung

0y = —T,,. Folglich erfihrt die Diagonale entsprechend (32) die Deh-

nung & = ‘FT("I — —117 0'2) = % <1 + —71;;) Tyy und damit die Verldngerung

b_VEE (1 + %) T,y. Durch Gleichsetzen der beiden fiir die Verlingerung
der Diagonale gewonnenen Ausdriicke erhalten wir als Beziehung
zwischen den drei Elastizitdtskonstanten

G=_2 (35)

1
2 (1 + %)
Wir wollen diese Beziehung noch dazu verwenden, um die Glei-
chungen (32) etwas umzuformen. Fiir die erste dieser Gleichungen
kénnen wir auch setzen

o= g (14 5o — 5 (0 b oy + 0] (36)

Auf diese Weise tritt die Spannungssumme auf, die mit Hilfe von (33)
durch die Volumdehnung ausgedriickt werden kann; dann wird

l e
ml_g
m

b= (14 5)o— (37)

Neuber, Kerbspannungslehre. 2
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Nach o, aufgelost geht dies iiber in

ofzf%@+ﬁ5) (38)

Machen wir noch von (35) Gebrauch, so ergibt sich die erste der fol-
genden Gleichungen

G, = 20(8, + 1—,&—_6?5) usw. (39)
In krummlinigen Koordinaten gilt entsprechend
Oy = 2G(au + }h—gﬁ)’ Ty = OYup USW. (40)

5. Aufstellung der Grundgleichungen.

Wir gehen nun zuriick zu den Gleichgewichtsbedingungen (2), von
denen die erste lautete
ﬁ'r,,

61:”

00 4 Oey y e g, (41)
Fiir die Normalspannung o, erglbt sich aus (39) und (14):
o0& e\
—QG( +1r7:§)’ (42)
ferner folgt aus (34) und (14) fiir die Schubspannungen 7,, und 7,
(i d 0 é¢
z,y=G(a—§+-(9-2), ‘L‘M:G(ag—l—%). (43)
Setzen wir diese Ausdriicke in (41) ein, so wird
62 2
6x2+i 2691: +6y2 +6w6y+¢922 +r7x¢9z 0. (44)
Zur Abkiirzung wollen wir den Operator
2 62
4= axz top T o (45)

einfithren. Ferner geht aus (16) durch Differenzieren hervor, daB
B By Pr e
922 T dxdy " Gxo0z Oz

wird, so daB sich schlieflich die erste der folgenden Gleichungen ergibt:

(46)

m de

A5+m——z%—:0’
m de

A77+m—z5;¢7=0’ (47)
m Ode

Aé’—i—m_z?)?:O.

Diese Gleichungen stellen zusammen mit
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die sog. elastischen Grundgleichungen dar. Sind sie erfiillt, so
haben wir damit nicht nur fir die Verschiebungen, sondern auch fiir
die ForménderungsgroBen und Spannungen alle Gleichungen, die wir
kennengelernt haben, befriedigt.

Es kommt nun darauf an, die Grundgleichungen in mdéglichst ein-
facher Weise zu erfiillen. Wie wir im folgenden zeigen werden, lassen
sich die Verschiebungen mit Hilfe meines neuen Drei-Funktionen-An-
satzes durch Differenzieren stets so ableiten, dall diese Gleichungen
von vornherein befriedigt sind.

6. Der Drei-Funktionen-Ansatz.

Um die Grundgleichungen allgemein zu losen, brachte bereits Max-
well! Spannungen und Verschiebungen zu drei Funktionen in Be-
ziehung und stellte durch Einsetzen in die Grundgleichungen die zwi-
schen den Funktionen bestehende Differentialgleichung auf, ohne jedoch
diese mit Hilfe eines weiteren Ansatzes in allgemeiner Form zu losen.
Bei spateren Ansdtzen wurde einerseits derselbe Weg eingeschlagen,
wobei es dann gelang, die jeweils auftretende Differentialgleichung in
Integralform zu befriedigen. So enthélt z. B. einer dieser Ansétze eine
Integration nach z in kartesischen Koordinaten2 Andererseits fiithrte
man das Problem auf Randwertaufgaben der Potentialtheorie zuriick?.
Obwohl jeder dieser Ansitze eine mathematische einwandfreie Losung
des Problems darstellt, ist doch ihre Anwendung mit einem so groflen
Rechenaufwand verbunden, dal} sie fiir Probleme der rgumlichen Span-
nungsverteilung in Kerben keine Verwendung gefunden haben. Im
Gegensatz hierzu hat der von mir aufgestellte neue Ansatz? den Vor-
teil, daBl die Ableitung von Verschiebungen und Spannungen ohne
Integration gelingt. Der Ansatz enthilt eine allgemeine ridumliche
Spannungsfunktion, welche sich aus drei Funktionen zusammensetzt.
Infolge der Symmetrie des zugehorigen Gleichungssystems gestaltet
sich der Rechnungsgang auch in krummlinigen Koordinaten verhaltnis-
miBig einfach, so daB es in einer Reihe von Fillen sogar gelingt, Losun-
gen in geschlossener Form anzugeben.

Mein Drei-Funktionen-Ansatz hat die Form¢:

OF

2G§:—'5;+206¢1,

26 — —g—‘; t240,, (49)
267 = —°F 4 20,

Hierin bedeutet F eine zundchst noch unbekannte rdumliche Spannungs-

1 Maxwell, J. C.: Sci. Pap., Paris Bd. 2 (1927) S. 198{f.

2 Trefftz, E.: Mathematische Elastizitédtstheorie. Handb. d. Physik Bd. VI
S. 92.

3 Korn, A.: Math. Ann. Bd. 75 (1914) S. 497.

4 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) S. 203£f.

2%
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funktion; « ist eine Konstante. @,, @,, P, sind harmonische Funk-
tionen; d. h. sie geniigen der Bedingung

AP, = AP, = AP, =0, (50)

also der Potentialgleichung.

Um tiber den Zusammenhang dieser Funktionen mit der Spannungs-
funktion F AufschluB zu erhalten, setzen wir die Verschiebungen ent-
sprechend unserem Ansatz in die Grundgleichungen (47) ein. Dann
ergibt sich mit Beriicksichtigung von (50):

—A( )+2G _m %o,
—A( )+2G—m§g§:0, (51)

—A( o)+ 26" g —o.

Da beim Differenzieren in kartesischen Koordinaten die Reihenfolge
vertauschbar ist, konnen wir diese Gleichungen auch in der Form

(2(; e—-AF>_o
(2G " e — AF) —0, (52)
79;(2Gm__26—AF)-——=0

schreiben. Daraus folgt, daBl der Klammerausdruck unabhingig von z,
y und 2z sein mufB, d. h.

2G

2 e — AF = konst, (53)

Da die auf der rechten Seite befindliche Konstante unwesentlich ist,
diirfen wir sie gleich Null setzen und erhalten

2Ge_—_(l——%>AF. (54)

Wir gehen andererseits mit unserem Ansatz (49) auch in Glei-
chung (48) ein, die ja ebenfalls erfiillt sein muB. Wir erhalten

B aqsl 00, a¢3
2Ge-—az+2 6/2+2 oy 9 22—1—2 (55)
oder mit Anwendung des A-Operators
_ 00, | 9B, 0D,
20~ —AF + 2052 + Tt + ). (56)

Setzen wir den so gewonnenen Ausdruck fiir 2 Ge in (54) ein, so ergibt
sich

+ 5 (57)

(2— %)AF —2u (‘M’l

6@2 4 6453)

Damit haben wir die gesuchte Bez1ehung zw1schen der Spannungs-
funktion und den drei harmonischen Funktionen gefunden. Wihrend
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bei den fritheren Ansédtzen die entsprechende Gleichung nur
in Integralform lésbar war, 148¢ sie sich hier in einfacher
Weise befriedigen. Setzen wir nidmlich

F=@,4+ 2D, + y®, + 2D,, (58)
wobei auch @, eine harmonische Funktion sei, also der Gleichung
APy =0 (59)

geniigt, so liefert die Anwendung der A-Operation
AF = ADy + 24D, +2‘9¢1 +yAD, + 2‘9@2 + 24D, + 2‘9@3 (60)
Wegen (50) und (59) geht dies iiber in

ap =250 4 50 ). (61)

Setzen wir dies in (57) ein, so ergibt sich fiir die Konstante o« der Wert
1

o = 2(1 - E) (62)

Wir haben auf diese Weise sdmtliche Bedingungen erfiillt. Zur Kon-
trolle wollen wir jetzt auch die Spannungen angeben.

Die Normalspannungen erhalten wir aus (42), wenn wir & aus (49)
und e aus (54) einsetzen. Es wird

2
o = 2695 4 20 _ T8 4o ‘9@1+ “AF usw. (63)
Mit Hilfe von (62) 148t sich 1/m durch & ausdriicken:
1 «
Damit geht (63) iiber in
*F
0r = — G+ 2052 H (1= S AP usw, (65)
DefinitionsgemiB ist einerseits
ar =57+ 08 o8 (66)
:(2 (9y2 022
Andererseits ist wegen (61)
1 _ a®1 00, aq>3

so dal wir (65) schlieBlich auch in der Form

EF  BF (@@1 0, aqu,,)

6y2 + azz + R T T Tz— usw. (68)

schreiben koénnen.
Fir die Schubspannungen folgt aus (43) und (49) unmittelbar

. &F 0B, 0B,
Txy = — 6—37(9?/ “!— (2.1 (Wy—— + W) usw. (69)
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Hierbei ist zu beachten, daBl an der Vertauschung in z, ¥, z auch @,
@, und @, teilnehmen. Man iiberzeugt sich jetzt leicht, dal tatsich-
lich die Gleichgewichtsbedingungen (2) erfiillt sind. Ebenso sind auch
alle iibrigen Gleichungen erfiillt, die sich durch Kombinieren der Glei-
chungen (2), (14), (33), (34) und (39) noch aufstellen lassen!.

Fiir den allgemeinen Spannungszustand ist es bemerkenswert, dafl
immer eine der vier harmonischen Funktionen gleich Null gesetzt
werden darf, ohne die Vollstandigkeit zu beeintrichtigen. Der Nach-
weis hierfiir geht am einfachsten aus der folgenden Substitution hervor:

00, aqs, 0P,

@3———‘—6‘;‘, @2‘_ +¢f), ¢1~ 6x+¢
(70)
(9/ Y4 3
B, = 20P; — ( aiJF a¢3+ﬁa¢)+¢0

Hierbei sind @;, @5, @; und @) vier neue harmonische Funktionen.
Haben wir einen Spannungszustand durch geeignete Wahl der Funk-
tionen @, P,, D,, D, beschrieben, so sind mit den Gleichungen (70)
auch die neu eingefithrten Funktionen festgelegt; denn @} ergibt sich
unmittelbar aus A

<. = D5 (71)
wiahrend @5, @7 und @; dann entsprechend (70) aus D,, D,, D, und D;
folgen. Durch Differenzieren iiberzeugt man sich leicht, da die Ein-
fihrung der neuen harmonischen Funktionen nicht im Widerspruch zu
(50) und (59) steht.

Fiir die Spannungsfunktion erhalten wir mit Hilfe von (58)

F=0,+2® 4y, + 2Py = 20D + @) + a D) + yDs. (72)

Wir wenden unsere Substitution nun auf den Ansatz (49) an und er-
halten:

(P + 2Dy + yDh) + 20D, ]

é
)
— L (@ + 20+ y @) + 2605, (73)

2GL = — 2o (B + 2B, + yB}).

Das Ergebnis zeigt, daB die Verschiebungen von @3 vollkommen un-
abhingig sind. Wir haben zwar @; benétigt, um die Funktionen @&,
@] und P bestimmen zu kénnen. Im Endergebnis kommt es jedoch
auf diese Funktion nicht mehr an; sie ist gewissermaBen schon mit @3,

1 und @y beriicksichtigt, welche die Rolle von @,, @, und @, iiber-
nommen haben. Damit haben wir bewiesen, da der allgemeine Span-
nungszustand stets auch nur durch drei Funktionen beschrieben wer-
den kann. Es kann mithin in unserem Ansatz (49) von vornherein eine
der Funktionen @,, @, oder @D, gleich Null gesetzt werden.

! Siehe A. u. L. Féppl: Drang u. Zwang, L. Bd. 2. Aufl. 8. 29 u. 30; ferner
E. Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie. Handb. d. Physik Bd. VI S. 64
u. 65.
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Durch eine andere Substitution 148t sich schlieflich auch zeigen,
daBl man @, gleich Null setzen darf. Indem man nédmlich

. 0@, 0d, o,
Py =20 — w5 — Y5~ g
(74)
0@, o, oDy |
leax"l‘@i’ 452: ':)y"{—@é: ¢3= g;+¢3
setzt, wird
& ’
2G¢ = —%(x¢{ +y D+ 2P) + 20Dy,
0
260 = — 5 @B + y & - 205 + 200, (75)

0
26 = — 5 @® + y B + 28 + 20 ;.

Die Funktion @ tritt in der Tat auf diese Weise nicht mehr auf. Da
die drei Funktionen @}, @), @; jetzt in derselben Form auftreten wie
vorher die Funktionen ®@,, @,, ®;, so haben wir damit bewiesen,
daBl @, von vornherein gleich Null gesetzt werden darf, ohne die Voll-
standigkeit zu beeintrichtigen.

Es werden also in Wirklichkeit nur drei harmonische Funktionen
benotigt; welche von den vier Funktionen gleich Null gesetzt wird, ist
dabei gleichgiiltig. Einer bestimmten harmonischen Funktion ent-
sprechen folglich auch gerade drei voneinander verschiedene Spannungs-
zustinde, welche bis auf wenige Ausnabhmefille nicht durch eine andere
harmonische Funktion erzeugt werden konnen. Die Mannigfaltig-
keit des allgemeinen elastischen Zustandes ist mithin gleich
der dreifachen Mannigfaltigkeit der harmonischen Funk-
tionen.

7. Der Rechnungsgang in krummlinigen Koordinaten.

Die wesentlichste Forderung an die Spannungsberechnung ist die
Erfillung der Randbedingungen, welche den Spannungen, die an der
Oberfliche des Korpers angreifen, einen ganz bestimmten Verlauf vor-
schreiben. Bei lastfreier Oberfliche z. B. verschwinden diese Span-
nungen. Da die Oberfliche des Kérpers im allgemeinen gekriimmt ist,
laBt sich diese Bedingung in kartesischen Koordinaten nicht leicht er-
filllen. Benutzt man dagegen ein krummliniges Koordinatensystem,
in welchem die Oberfliche z. B. als Fliche u = u, enthalten ist — im
Sinne der in III, 3 gegebenen Definition —, so verschwinden dort alle
Spannungen mit dem Index %, also

0, =0, Tuw=0, Tu=0 fir u=u,. (76)

Infolge dieser einfachen Form der Randbedingung geben wir dem Rech-
nungsgang in krummlinigen Koordinaten den Vorzug.

Die Grundlagen fir die Rechnung in krummlinigen Koordinaten
haben wir bereits in ITI, 3 kennengelernt. Wir wollen nun den Ansatz
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(49) auf krummlinige Koordinaten iibertragen und greifen zuriick auf
die Beziehungen (22) fiir die Verschiebungen U, V, W:

1/ .0x dy 0z
Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir £, %, { aus (49) erhalten wir hieraus

(78)
+ (—g—f + 2oc¢3)3—i] usw.
Nun ist bekanntlich
oF Ox F dy OF 6z oF
9z du T y6_+79——u FLE (79)

Es ergibt sich daher
1 oF Ox Ay 0z

Diese Gleichungen, welche uns die Verschiebungen in krummlinigen
Koordinaten liefern, sind in der Tat fast so einfach wie in kartesischen
Koordinaten.

Die weitere Rechnung besteht in der Aufstellung der Dehnungen
[siehe (27)!}:

V 0oh, W 0h,
&y = (6u + 5 T + L ) usw. (81)
Daraus erhilt man die Volumdehnung [siehe (29)!]
e=1¢, + &+ & (82)
und schlieBlich auf Grund von (40) und (62) die Normalspannungen
O, = 2G<su 4 22—“__% e) usw. (83)

Die Schubspannungen ergeben sich aus (27) und (40):

h, 0 (V h, 0 (U
Ty = @ [E o (E) + S (E)] usw. (84)

Damit sind alle Beziehungen zusammengestellt, welche wir benétigen,
um in krummlinigen Koordinaten die Spannungen aus der Spannungs-
funktion gewinnen zu kénnen.

Der Rechnungsgang, den wir auf diese Weise gewonnen haben, setzt
allerdings die Ermittlung der Verschiebungen als Voraufgabe der Span-
nungsberechnung voraus. In den meisten Fillen ist es einfacher, die
Spannungen aus der Spannungsfunktion direkt abzuleiten. Zwar spielen
gewisse Eigenschaften der Verschiebungen, wie Eindeutigkeit und Stetig-
keit, fiir die Wahl der Funktionen @, , @,, @, und D, eine entscheidende
Rolle. Es ist jedoch hierzu in der Regel nicht notwendig, die Verschie-
bungen selbst zu kennen ; wie aus (49), (58) und (80) hervorgeht, brauchen
diese Eigenschaften nur von den Funktionen @, , @, und @, selbst, bei @,
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nur von den Ableitungen 0 @,/0 z usw. oder in krummlinigen Koordinaten
von - ;— usw. erfillt zu sein, um auch fiir die Verschiebungen zu

gelten Wir wollen deshalb das in der Regel etwas kiirzere Verfahren
der direkten Spannungsermittlung ebenfalls behandeln. Wir setzen zu
diesem Zweck die Verschiebungen aus (80) in (81) und (84) ein. Dabei
fithren wir zur Abkiirzung folgende Operatoren ein:

02 1 /(1 ¢ 1 0k, O 1 0k, 0

o= T au(h (‘)u)_l_h 7 v 60 T W dw 9w WSV (8D)

# ¢ 1 é6(1 & 1 0k, 0
on,0n,  On,0n, hudu(E 1977) hih, O0v Ou
_La_{‘9> 1 0h, O h,,&l&} u616>
= % a0 \h, 9% (h 8o, +ﬁ‘a“u(;7m
mit zyklischer Vertauschung in u, v, w. KEs ergeben sich dann Aus-
driicke, welche noch wesentlich vereinfacht werden konnen. Wir be-
trachten hierzu den Sonderfall

@D, =konst. =C, @Py=—2aC, DPy=0, P;=0, F=0. (87)

Es ergibt sich in diesem Falle nur in der z-Richtung die konstante
Verschiebung

(86)

" h,h® Ou dv 2k, 0

E=20. (88)

Alle Punkte des Korpers verschieben sich also in der gleichen Richtung
um die gleiche Strecke, d.h. der Kérper bleibt starr, und es ist keine
Forménderung moglich. In der Tat verschwinden auch sdmtliche Form-
dnderungsgréBBen. Aber auch in krummlinigen Koordinaten diirfen in
diesem Fall des starr bleibenden Korpers keine ForménderungsgroBen
auftreten, d. h. es miissen die Glieder, bei denen @;, @, oder D; selbst
auftritt, verschwinden. Daraus folgen:

P 0*x . .

o =0 Guom = 0 usw. mit zykl. Vert. in ,v,w und z,y,z. (89)

Zur endgiiltigen Aufstellung der Normalspannungen wollen wir schlie(3-
lich noch die Volumdehnung durch die Spannungsfunktion ausdriicken.
Mit (54) und (62) wird

2Ge = (x —1)AF und damit o 526G = (1 ~5)4r. (90
Fiir die Normalspannungen erhalten wir dann
L N
Fiir die Schubspannungen finden wir

02F ((‘)@1 ox
on, On,

6 6 ¢9 /) /)

O‘u“ anz +

0®, Oz 0D, dy
ou 6v+ e 6u+ du dv+

Tup = —

(92)

0v Ou
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Vergleichen wir die gefundenen Ausdriicke mit den entsprechenden

in kartesischen Koordinaten, also den Beziehungen (65) und (69), s
2

erkennen wir, dafl die Operatoren 66 5 G om, WSV nichts anderes sind

als die zweiten Differentialquotlenten in einem kartesischen Koordi-
natensystem, nennen wir es %' v’, w’, dessen Koordinatenrichtungen in
dem betrachteten Punkte des Korpers mit den u-, v-, w-Richtungen des
gekriimmten Koordinatensystems gerade zusammenfallen. Dieser Ge-
dankengang erklirt andererseits auch die Beziehungen (89).

Auch die allgemeine Gleichgewichtsbedingung (6) ist befriedigt, wenn
man beriicksichtigt, daf zwischen den Differentialoperatoren in karte-
sischen Koordinaten x, y, z und jenen in den beiden beliebigen Rich-
tungen » und l die leicht ableitbaren Beziehungen

on_on, énl 22“03” 1) cos (A ")a EPE |

¥ =2,Y,2 (93)
é 0 6 ¢ \
Gn, G, 22 cos(», u) cos(4,») e
* 1Y =12,9,2

bestehen. SchlieBSlich 1i8t sich noch allgemein zeigen, daB eine in der
Richtung » wirkende und an einer Fliche mit der Normalenrichtung 4
angreifende Spannung folgendermaflen aus der Spannungsfunktion ge-
wonnen werden kann:

02 F (r’)(Dl oz oD, dx 0P, Jy

Tt = " gu om, ~ *\&n, 6n, T om, on, T on, om,

(9@2 ay 6@3 0z , 19{153 Oz o
—i—an/1 an, +(Ean n, aﬂ)—#(l—?)cos(x,l)AF,

Hierbei bedeuten 6/0n, bzw. 0/dn,; Differentiationen lings Geraden,
welche im Bezugspunkte in der »- bzw. 1-Richtung verlaufen.

Um die Spannungsfunktion selbst aufstellen zu kénnen, miissen wir
geeignete harmonische Funktionen heranziehen, fiir welche also der
Operator A verschwindet. Dabei ist es notwendig, die Form dieses
Operators auch fir gekriitmmte Koordinaten zu kennen. Wir kénnen
sie hier leicht aus den vorstehenden Gleichungen ableiten. Am ein-
fachsten verwenden wir dazu die Volumdehnung. In kartesischen Ko-
ordinaten hatten wir erhalten [vgl. (56)!]:

2Ge — —AF + 2« (‘9@1+M2+wa) (95)

(94)

Fir gekriimmte Koordinaten folgt aus (80) bis (82) unter Verwendung
von (85), (86) und (89)

. *F | *F | 0*F 20 (0@, 0x | 0D, Oy
2Ge = (W + 522;>+_2(a_ua tow u T
61_153 6z) 2x (0D, Ox 0D, 0y (9(153 oz
+ G4 du +_<W’a?+ o av T 90 19'0) +p o (96)
20 (0B, 0 |, 0D, O 0®; 0z
—‘_h(éwaw_i—éw +c')w¢9w>
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Der Vergleich der Bestandteile ohne « in beiden Ausdriicken liefert den
Operator

02 e 0
A = a—n‘z‘" W -+ a—n?” . (97)
Setzen wir fir die drei einzelnen Operatoren die ausfithrlichen Aus-

driicke aus (85) ein, so finden wir nach kurzer Zwischenrechnung

1 0 (hyh, O hyh, © hyh, 0
4= hohyhy {6u< k., 6u> + ( h, Ov ) + 6w( hy 6w>} (98)
Andererseits folgt aus der Ubereinstimmung der Glieder mit dem Fak-

tor 2«, sowie aus (61) noch folgende Beziehung fiir AF, die man mit
Vorteil bei Ermittlung der Normalspannungen anwendet:

AF=2(6¢1+‘9‘I’2+%‘%>:
0P, 0z , 0P, 0y , 0D, 0z 0P, 0z
(6u 6u+ Ou 6u+6u 6u)+h2((‘)v ¢9v+ (99)

6@52 0y |, 0D, 0z 0P, dx 0P, 0y |, 0D, Oz
+ dv dv + v 0v>+h2(6w dw + dw dw + dw 6w>

Bei Besprechung der einzelnen Probleme werden wir jeweils auf die
harmonischen Funktionen, fiir welche also der mit (98) festgelegte Ope-
rator verschwindet, zuriickkommen. Insbesondere wird dabei gezeigt
werden, welche Gedankenginge von vornherein zur richtigen Wahl der
Funktionen fiihren.

Wir kommen nun zur Behandlung der Kerbspannungsaufgaben und
beginnen mit der ebenen Kerbwirkung.

IV. Theorie der ebenen Kerbwirkung.

1. Die Ausgangsgleichungen.

Um zu den Ausgangsgleichungen fir die ebene Kerbwirkung zu
kommen, wollen wir voraussetzen, daf Spannungen und Forménde-
rungsgréBen nur von zwei Koordinaten abhingen, sagen wir von x
und y. Unser allgemeiner Ansatz, den wir in III, 6 kennengelernt
haben, nimmt dann eine ganz spezielle Form an. Die vier harmoni-
schen Funktionen, von denen wir von vornherein @, gleich Null setzen
wollen, sind nur von 2 und y abhingig. Damit auch die Spannungs-
funktion von z unabhingig wird, muB auBerdem @, gleich Null gesetzt
werden, wie aus (68) hervorgeht. Wir erhalten:

Dy =Dy(z,y), D=0Px,y), DP,=0, &;=0,
F=00,+ z9,.
Die Verschiebungen ergeben sich entsprechend (49) zu

a
206 =— % 1200, 20n=-%, ¢=o. (2)
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Um fiir die Spannungen mdglichst einfache Ausdriicke zu erhalten,

wollen wir noch o, ,
1= Tgg D) = a D] + D (3)
setzen ; dabei sind @] und @} zwei neue ebene harmonische Funktionen.
Damit wird ¢9¢>’
F=@,+ x + o ®D]. 4)
Um abzukiirzen, sei ferner
o+ a2l (5)

gesetzt, so dal
F—F4a®, 26§=—F—a), o
6
20y =— 4 (F+a®), =0

wird. Die Spannungen ergeben sich am einfachsten an Hand von (68)
und (69). Beriicksichtigen wir dabei 4®; = 0, so erhalten wir

B a2F/ . 621;'/ o 6211/
02 = Fyi» T g T T T ggay’ o
EF BP0
Tz =0, Tyz:‘O’ O'ZZW a—yz-‘xazz'
Wegen
g AF = A7 =255 (8)
folgt fiir die dritte Normalspannung
x y 1 ’
:(1——5)411?_;411? )

oder, wie aus (7) hervorgeht,
1
0, = m (07 + Gy) . (10)

Wir haben auf diese Weise den ebenen Formidnderungszustand
erhalten, bei welchem in der z-Richtung die Verschiebung verschwindet,
nicht aber die Normalspannung. Handelt es sich um einen scheiben-
férmigen Korper, dessen beide Begrenzungsflichen durch Ebenen
z = konst. gebildet werden, so wirken an diesen Flichen Normalspan-

nungen vom Betrage % (0, + 0y).

Von praktischer Bedeutung ist aber vor allem der sog. ebene
Spannungszustand, bei welchem in der z-Richtung nicht die Ver-
schiebung, sondern die Normalspannung verschwindet. Hierzu be-
nétigen wir einen besonderen riumlichen Ansatz.

Wir wollen wieder die ebenen harmonischen Funktionen @] und &;
verwenden, miissen aber jetzt die Koordinate z in geeigneter Weise
hereinnehmen. Der Ansatz lautet

_4—datot( , 0] 0P —o d? 0D, , ,
Py = o (4 — o) ( I 6z)+ 4—x12 dx® + ¢1+¢°’ 1)
T _ 442 OO ‘
qjl_oc(‘i—oc)ﬁ’ ?,=0, ¢3—<x(4—<x)zax2 )
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Hierin bedeutet d die Dicke der Scheibe. Die Ebene z = 0 ist als
Scheibenmittelfliche gedacht (s. Abb. 12). Wie man sich leicht tiber-
zeugt, sind @,, @, und D, auf diese Weise in der Tat rdumliche har-
monische Funktionen.

Die Spannungsfunktion wird

L 0,
r= o) T+ B a2

—2+oc(2__ d2)62®

4 — o \

Setzen wir wieder z

4

@, = F’, (13)
ox
so wird ; %\ / y
2 &/ @N
AF = 2 66::1 (14)
Abb.12. Koordinaten der Scheibe.

und damit

Fep'4 270 2 — o (dz

’ 4 ,
=13 )AF o (15)

Die Verschiebungen sind:

205:-%[ '+2(24_"‘ (f; )AF'—iqD;],]
sr-— s s e | oo

2G¢ =

Die Spannungen ergeben sich aus (68) und (69) mit Beriicksichtigung
von A®]=0:

[ + 24—_0; (f2 z2)AF’]
= Gar [ + 2?4—(x (fz z2>AF’} 1)
Toy = j [ + 2(24_ o;) (fz zz)AF/}
og,=0, =0, Ty, =0.

Bei diinnen Scheiben ist d im Vergleich zu den iibrigen Abmessungen
klein. Da wir die Ebene z = 0 als Scheibenmittelfliche gewahlt haben,
ist 2= d/2, nimmt also ebenfalls nur sehr kleine Werte an. Wir konnen
daher die mit d? und 22 behafteten Bestandteile in erster Anndherung
vernachlissigen. Wie aus (17) hervorgeht, hingen dann die Span-
nungen in derselben Weise mit der Spannungsfunktion F' zusammen
wie beim ebenen Forménderungszustand [vgl. (7)!].

Bei dicken Scheiben gilt dieser Zusammenhang fiir die Spannungen
zwar nicht mehr an jeder Stelle, wohl aber fiir ihre iiber die Dicke d
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genommenen Mittelwerte g
Oy = %fax dz usw. (18)
e
T
Denn es wird L2
2
£ _ 2 19
d
-2
und wir erhalten
G*F’ - 6*F’ - 6*F’
O'Izw, 0y=W5 sz:—m- (20)

Dieselben Beziehungen, die wir beim ebenen Forminderungszustand
fiir die Spannungen o,, ¢, und 7,, gewonnen haben, gelten mithin
beim ebenen Spannungszustand fiir die Mittelwerte dieser Spannungen.
Bemerkenswert ist ferner, daB letztere nicht mehr von der Poisson-
schen Konstante abhingen.

Wir werden uns in diesem Abschnitt ausschlieBlich mit dem ebenen
Spannungszustand beschiftigen und wollen dabei der Einfachheit
halber unter o,, ¢, und 7,, die iiber die Dicke der Scheibe genommenen
Mittelwerte dieser Spannungen verstehen. Ferner wollen wir F statt F”,
D, statt @; und D, statt dD];0x schreiben. Wir erhalten auf diese Weise
als Ausgangsgleichungen des ebenen Spannungszustandes

F =&, + 290, Dy = Dy(x,y), D, =Dy (x,y),

APy =0, Ad, =0,
o F _aF QF

BT T Ewe T T T gzaye

(21)

(22)

Die Spannungsfunktion F entspricht jetzt der von G. B. Airy fiir
die ebene Elastizititstheorie aufgestellten und nach ihm benannten
Funktion. Die Spannungen werden
32 also in einfacher Weise aus den
K\ zweiten Ableitungen dieser Funktion
gewonnen. Wie wir sehen werden,
hat man dabei ferner den Vorteil,
daB die Randbedingungen des Span-
nungszustandes sich als Randbe-
dingungen der Spannungsfunktion
deuten lassen, so daB bei der Er-
mittlung der Spannungsfunktion
zunichst die Spannungen selbst
Abb. 13. Zu denallgemeinen Randbedingungen ~noch nicht aufgestellt zu werden
des ebenen Spannungszustandes. brauchen.
Zur Ableitung dieser vereinfachten Randbedingungen betrachten
wir in Abb. 13 das Kriftespiel an einem dreieckigen Scheibenelement
mit den Kanten dx, dy (parallel zu den Koordinatenachsen) und ds.

d x;z M,

!
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An der Kante ds wirkt in der z-Richtung die Kraft dX, in der y-Rich-
tung die Kraft dY. An den Kanten d« und dy wirken Krifte, die von
den Spannungen o¢,, ¢, und 7,, herriilhren. Aus dem Gleichgewicht
gegen Verschieben in der z-Richtung folgt

dX = —0,dy + 7,,dx. (23)
Entsprechend ergibt sich fir die y-Richtung
dY = o,dx — 1y dy. (24)
Machen wir von (22) Gebrauch, so erhalten wir
O2F 0*F oF
AX = — g dy — yrg da = —d(w) (25)
und oF OF oF
4y = de—l—m—ydy:d(-a—i). (26)

Wir integrieren nun lings eines Linienzuges y, der ununterbrochen im
Material verlduft und die Punkte P, und P, verbindet (s. Abb. 13).
M, 5 sei das Drehmoment, X, ; und Y, , seien die Krifte, die insgesamt
vom Material links des Linienzuges auf das Material rechts des Linien-
zuges ausgeiibt werden. Es ergibt sich

S
Y,z_/dy /d( N=(5)- (-g—f)l (28)

In bezug auf die Stelle z =0, y =0 wird ferner das Drehmoment

My, =]2[de — ydX) =[2[xd(§§) + yd(g)} -
1 1

2 (29)
6’F oF oF oF oF
=/d You +y¢9y F):(x%—l—ygy——ﬁ’)z ( oz +ya?/ F1)1'
1
Fiir den lastfreien Rand ergibt sich unmittelbar
% = konst., 3—5 = konst. (30)

Als letzte Vorbereitung fiir die Ableitung der einzelnen Losungen
wollen wir noch in krummlinigen Koordinaten den Zusammenhang der
Spannungen mit der Spannungsfunktion angeben. Dabei machen wir
mit Vorteil von der Tatsache Gebrauch, dafl die gesuchten Beziehungen
von der Poissonschen Konstante unabhéingig sind [vgl. (7), (20) und
(22)!). Deshalb diirfen wir fiir die Poissonsche Konstante und damit
fiir die Konstante o einen beliebigen Wert wéihlen. Wir wollen hier
o = 0 setzen, da die Rechnung dann wesentlich verkiirzt wird. Da «
im Endergebnls wieder herausfallt, ist diese fir dle Rechnung vor-
genommene Spezialisierung kein Fehler
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Wir hatten nun in kartesischen Koordinaten bereits festgestellt,
daB der Zusammenhang zwischen der Spannungsfunktion und den in
der Scheibe wirkenden Spannungen beim ebenen Spannungs- und Form-
anderungszustand der gleiche ist. Mit &« = 0 besteht jedoch auch zwi-
schen dem ebenen Forminderungszustand und dem allgemein-rium-
lichen Spannungszustand kein Unterschied mehr, es ist dabei lediglich
auf die Unabhingigkeit von der Koordinate z zu achten. Wir kénnen
deshalb auch ohne weiteres vom riaumlichen Spannungszustand aus-
gehen und die fiir krummlinige Koordinaten bereits abgeleiteten Be-
ziehungen benutzen, miissen dabei aber die Spannungsfunktion mit

F = F(u,v) (31)

auf zwei Koordinaten spezialisieren. Fiir die dritte Koordinate setzen
wir w = 2. Dann folgt aus III, (20):

[\ | (Oy\e o _ (Ox\2 | [Oy\2 _
m=( G m=E G =t e
Aus (91) ergibt sich mit &« =0
EF o*F
Ou=—723 + A4F, Op=— g7+ APF. (33)
Aus III, (97) folgt mit Rﬁcksieht auf (31):
6:F
AF = 0n2 R (34)
n (33) eingesetzt ergibt
_&F _&F 25
Oy = In? Oy = ant (35)

Setzen wir die Operatoren aus (85) ein, so erhalten wir mit Riicksicht
auf (31) fiir die Normalspannungen schlieflich folgende Beziehungen:

1 4 16F)+ 1 0k, 0F
%= T v (h dv) T hih, u u’ 56
1 §(19F 1 h, OF (56)
% = 5 33 i 3) T R 50 d
Die Schubspannung ergibt sich unmittelbar aus (92) und (86):
1 0 /1 0F 1 0Ok, OF
T“":—h_i‘)_az(ﬁ— 6v>+h2h Ov du” (37)
Der A-Operator, der in (98) angegeben wurde, nimmt hier mit A, = 1
die Form 1 [0 (h 9\, O (h, &
A= il s + s i )] (33)

an.
Zur Anwendung der Randbedingungen (26) bis (29) bendtigen wir
noch die Ausdriicke fir 6F/0x und 0F/0y. Nach einem bekannten
Satze der Differentialgeometrie kann man 0F/0x additiv aus den
xz-Komponenten der Differentialquotienten in zwei zueinander senk-
rechten Richtungen, also hier aus
oF 1 oF oF F

ds, = h, Ou und os, = T (39)

(S5

a‘J
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zusammensetzen. Die 2-Komponenten bilden wir dabei am einfachsten
durch Multiplikation mit dem jeweiligen Richtungskosinus und setzen

oF 1 oF 1 0F

W:cos(w,u)zm—{—cos(aﬂ,v)i—%. (40)
Entsprechend wird auch

oF 1 oF 10F

5?=005(y,u)%:5;+005(y,0);z§;- (41)

Setzen wir noch fiir die Richtungskosinus die Ausdriicke aus (18) von
III, 3 ein, so ergibt sich schlieBlich

oF 1 0z 6F 1 6z oF
Or =W oudu T 9v v (42)

"O0F 1 0y OF 1 dy oF
oy =W 0u ou T W Gv dv - (43)
Wir hitten diese Beziehungen auch aus III, (99) mit @, = &; =0

bzw. @, = @, = 0 ablesen kénnen.

Fiir die Rechnung verwendet man mit Vorteil solche Koordinaten-
systeme, bei welchen die Verzerrungsfaktoren einander gleich werden.
Dies ist der Fall, wenn fiir x = x(»,v) und y = y(u,v) die Bedin-

gungen dx Oy Ox Oy
o = T a F i (44)
erfiillt sind. Aus (31) geht hervor, dafl dann in der Tat

hy=hy=h (45)

wird. Man spricht in diesem Falle von einem isometrischen Netz.
Die Gleichung AP = 0 nimmt die einfache Form

(o] &P

Fur T g =0 (46)
an, welche fiir das Aufsuchen der harmonischen Funktionen eine grofie
Erleichterung bedeutet. Infolge der formalen Ubereinstimmung dieser
Gleichung in kartesischen und isometrischen Koordinaten lassen sich
nimlich die harmonischen Funktionen auch in beiden Koordinaten-
systemen in gleicher Weise definieren.

In kartesischen Koordinaten z, y ist bekanntlich der Realteil (oder
Imaginiirteil) jeder komplexen Funktion f(x -+ iy) eine harmonische
Funktion. In gleicher Weise ist auch in den isometrischen Koordi-
naten u, v der Realteil jeder komplexen Funktion f(u -+ ¢v) eine har-
monische Funktion.

2. Die bheiderseitige AuBenkerbe.

Wie aus Abb. 14 hervorgeht, soll es sich um eine sehr tiefe beider-
seitige Kerbe von symmetrischer Form handeln. Wie schon in I, 4 er-
wahnt wurde, nihert sich die Formzahl mit zunehmender Tiefe einem
Grenzwert, der von der Tiefe unabhingig ist. Der Ermittlung. dieses
Grenzwertes sollen die folgenden Betrachtungen dienen. Dabei werden

Neuber, Kerbgpannungslehre. 3
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wir auch die Spannungsverteilungen bei den einzelnen Beanspruchungs-
arten genau untersuchen, Infolge des Abklingungsgesetzes hat die
Kriimmung des Kerbgrundes den
wesentlichsten Einflufl auf die
Formzahl. Die weitere Gestalt
der Kerbe, die fiir die Formzahl
nur von geringer Bedeutung ist,
soll hier so gewahlt werden, daBl
sich ein moglichst einfacher
Rechnungsgang ergibt, und zwar
wollen wir der Kerbe die Form
einer Hyperbel geben. Auf diese
Weise konnen wir Ellipsenkoordinaten mit

Abb. 14. Tiefe beiderseitige AuBenkerbe.

x = Ginucosv, y = Cojusinv (47)

zugrunde legen. Dann wird

N Y A y ¥_ (=Y
(@inu) + (C&Diu) =1 <sinv> - (cos v) = 1. (48)
Demnach sind die Linien % = konst. Ellipsen und die Linien v = konst.

Hypexbeln.
Fir die Verzerrungsfaktoren folgt ferner aus (32)

B2 = b2 = h? = Goj2u cos?v + GinZusinv
= Eof2u(l — sin?v) + (Cof2u — 1) sin?v
= @oj?u — sin%v = €o{>u — 1 4 cos?v

(49)

= Gin2u + cos?v.

Beide Verzerrungsfaktoren werden also einander gleich. Es handelt
sich demnach um ein isometrisches Netz, so daB fiir die Gleichung
AD = 0 die vereinfachte Form (46) in Anwendung kommt.

Die Beziebhungen (42) und (43) gehen iiber in

1 .

-:3% = {(Sofu cosv%—l;—1 — Ginusiny %F;] ) (50)
1 R .

%—5 =1z {@mu sinv %— + @ofu cosv %I:} . (51)

Als Randlinie definieren wir allgemein eine Hyperbel mit dem
Parameter v,. Entsprechend (30) miissen dann 0 F/dx und 0F/0y fiir
v = - v, konstant werden.

Die allgemeine Losung der Spannungsaufgabe wollen wir nun so
zerlegen, daB bei Integration der im engsten Querschnitt iibertragenen
Spannungen mit Hilfe von (27) bis (29) jeweils nur eine der drei Span-
nungsresultanten X, ,, Y, ,, M, , von Null verschieden wird. Auf diese
Weise zerfillt die Aufgabe in drei Einzelaufgaben, welche reinem Zug,
reiner Biegung und reinem Schub entsprechen.
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A. Reiner Zug.
Die Spannungsfunktion fiir reinen Zug ist so zu bestimmen, daf
nur X; , von Null verschieden wird.
Wir setzen?!

D, = A(yv — zu) + BCojucosv, @D;=Au (52)

und haben damit (46) erfullt, wie man sich leicht iiberzeugt. Es wird
F = Ayv + BEojucosv (53)

oder wegen (47) F = Coju(Avsinv + Beosv) . (54)

Wir bilden zunichst entsprechend (50) die Ableitung 0F/dz und erhalten
OF  Ginuloju
ox — B
Am lastfreien Rand v = 4-v, muB JF/0x konstant sein. Daraus er-
gibt sich eine Beziehung zwischen den Konstanten 4 und B:
B = Asin?y, . (56)
Die Ableitung 0 F/0y wird entsprechend (51)

(B — Asin%v). (55)

% - —hl~2 [Gin2u sinv (4 vsinv + B coswv) } (57)

+ €of2u cosv(Av cosv + A sinv -- Bsinw)]
oder wegen (49)

2 2
% = Av + Becotv + Cof "hﬁos——” (A tgv — Btgv — Bootw). (58)
Setzen wir B aus (56) ein, so geht dies iiber in
r 2
%—1; = A |v 4+ sin?y, cotv + (S'[;t#cotv(coszvo — coszv)jl . (59)

Wir sehen hieraus, daB JF/0y bereits fiir » = + v, konstant ist.
Der Rand ist also lastfrei.

Wir kommen nun zur Untersuchung des durch den Stab hindurch-
gehenden Kraftflusses und machen Gebrauch von den Beziehungen
(27), (28) und (29). Dabei haben wir an der Stelle 2 fiir v den Wert
—+vy, an der Stelle 1 dagegen den Wert —uv, einzusetzen. Es zeigt sich
dann, daf§ Y, , und M, , verschwinden. Die allein vorhandene Span-
nungsresultante X, , miissen wir noch mit der Dichte d der Scheibe
multiplizieren, um bis auf das Vorzeichen die Gesamtzugkraft zu er-
halten, die wir mit P bezeichnen wollen. Es wird

_X1’2 = g == 2A(/U0 + vao COSUO) . (60)

Damit ist die Spannungsfunktion fiir diesen Fall endgiiltig fest-
gelegt, und wir kénnen dazu iibergehen, die Spannungen mit Hilfe
der Beziehungen (36) und (37) abzuleiten. Die sich dabei ergebenden

1 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 439.
g%
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Ausdriicke lassen sich durch Anwendung von (49) noch wesentlich ver-
einfachen. Mit Umgehung der Zwischenrechnung ergibt sich:

Oy = —%@ofu cosv(2 -+

cos?v, — cos?v
h? ’

Oy == %@Df’u cosv(cos2v — cos2y,), (61)

A4 _, .
Tuo = 75 Ginu sinv(cos?v, — cos?v) .

Als Vergleichswert fiihren wir die Nennspannung ein, welche bei Zug-
beanspruchung die mittlere Spannung des engsten Querschnittes ist:

P

507 =P (62)
Dabei ist a die halbe Breite des engsten Querschnittes (Abb. 14). In
unserem Koordinatensystem mit der Einheitsstrecke

g, =

(Pu=0 =1 (63)

wird @ = yy =0 = 8iny,, (64)
V=1

so dafl P = 2dsinv,p (65)

gesetzt werden kann. Setzen wir dies in (60) ein, so ergibt sich fiir die
Konstante 4 folgender Ausdruck mit der Dimension einer Spannung:
_ sin v, \

4= pvo + sinw, cosvy (66)

Abb. 15 zeigt die Spannungsverteilung fir tgv, = 2. Lings des
Randes erfolgt vom Kerbgrund nach beiden Seiten hin sehr rasches

Abb. 15. Tiefe beiderseitige AuBenkerbe bei Zugbeanspruchung.

Abklingen der Spannungen, eine Bestitigung des in II, 2 behandelten
Abklingungsgesetzes. Im engsten Querschnitt verliuft die Spannung o,
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zuniichst unterhalb der gestrichelten Linie, welche der Nennspannung
entspricht, steigt dann aber nach auBlen hin rasch an und erreicht
im Kerbgrund mit dem 2,65fachen Wert der Nennspannung
eine betriachtliche Spitze.

Fiir die im Kerbgrund auftretende Hochstspannung erhalten wir
aus (61) und (66)

2
Omax = (O'u)zf:go =P 1?—{-?1131%::070:570 . (67)

Zu jedem vy-Wert gehort eine ganz bestimmte Kerbform. Wir fiihren
das Verhiltnis zwischen der halben Breite ¢ des engsten Querschnittes
und dem Kriimmungsradius p des Kerbgrundes als ,,Kerbkrimmung"
ein. Auf Grund der Hyperbelgleichung (48) wird

/

a
1 . o
2 = tgPy,, oSV = ————, siny, = |/ a e . (68)
) V 241 —+1
] e

Mit Hilfe dieser Beziehungen 148t sich v, durch a/¢ ausdriicken, und
(67) geht iiber in

_ o
2 (2 1)1/3 |
Omas _ (9 Ve 69) | |

= e . (69)
V4 a a a P
(+1) ‘“"thﬁVz @

Ornay
Abb. 16 zeigt die genaue Abhingigkeit der jp
Héchstspannung von der Kerbkriimmung. ;:
P

Bei schwacher Kerbkrimmung, also
kleinen afo-Werten, laBt sich nachweisen, 7#
dafl die Hauptspannungslinien in diesem 7 5 v » 2 2 % » »
Falle die Eigenschaft von Stromlinien &

haben. Es sei diesbeziiglich auf die Literatur Abb. 16, Die Hochstspannung in
. 1 iefen beiderseitigen AuBenker-
verwiesen-. ben unter Zug.

B. Reine Biegung.

Bei reiner Biegung ist nur M, , von Null verschieden. Dieser Be-
dingung geniigt der Ansatz?

Dy = ACoj2usin2v + By, D, =—4A4Cinusinv, (70)
welcher (46) befriedigt. Die Spannungsfunktion wird hiermit

F = Asin2v 4 Bv. (71)
Entsprechend (50) und (51) wird
oF Ginusi 0F €
G %(244 cos2v-+ B), W——-%(Z‘A cos2v+B). (72)
Der Rand ist demnach lastfrei, wenn
B= —2Acos2v, (73)

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 6 (1935) S. 325.
2 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 239.
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gesetzt wird. Damit verschwinden beide Ableitungen fir v = v, und
v = —vy. Aus (27) und (28) folgt dann unmittelbar, dafl X, , und Y, ,
verschwinden. Fiir M, ,, welches mit d multipliziert das Gesamt-
biegungsmoment M liefert, ergibt sich aus (29)

M

My ="7 = —(F)ip+ (F)op, = —2(Asin2v, + Br,).  (74)

Setzen wir B aus (73) ein, so wird

u

7= —2A4(sin2vy — 2v,co82v,) . (75)

Die Spannungen ergeben sich mit Hilfe von (36) und (37) in der Form

Oy = %sin2v<—4 + &82%20082%) )

Oy, = ;;;4 sin2v(cos2v, — cos2v), (76)
Typ = %@inZu(cosZw — c082v,) .

Als Nennspannung dient hier die elementare Biegungsspannung

3M
On = 2459~ P-

(77)
Wir kénnen hiermit aus (75) fiir die Konstante 4 einen Ausdruck ge-
7 winnen, der die Dimension einer
/\ Spannung besitzt. Es wird mit

Riicksicht auf (64)

Opax 2P sinZv
Yo® =— - 9 .
4 p3(sin2v0—2vocos2vo) (78)
6p -
[
AN~
(GU).'L‘-U | . Opax.
: e
es——a %’ . 2p A

M
¥ Poda?

b
v a_, v w g W

Abb. 17. Beiderseitige tiefe AuBenkerbe bei Bie- Abb. 18. Die Hochstspannung in tiefen
gungsbeanspruchung. beiderseitigen AuBenkerben bei Biegung.

Abb. 17 zeigt den Spannungsverlauf fiir tgy, = 2. Die gestrichelte
Linie entspricht dem geradlinigen Spannungsverlauf nach der alten
Festigkeitslehre. Die Spannung ¢, verlauft von der Mitte aus zunéchst
unterhalb dieser Linie, um dann nach auBlen hin rasch anzusteigen.
Im Kerbgrund erreicht sie den doppelten Wert der Nenn-
spannung.



Die beiderseitige Auflenkerbe. 39

Fiir die Héchstspannung ergibt sich mit Hilfe von (68)

n V’E
Omax 4 0

R

Abb. 18 zeigt die genaue Abhingigkeit der Hochstspannung von a/fg.

(79)

C. Reiner Schub.
Fiir reinen Schub lautet der Ansatz?!

®, = AGinusinv, @, = Bv, (80)
F = Ginu(d4 sinv + Bvcosv).
Wir bilden 0F/0y entsprechend (51) und erhalten
6F Einulo
a i 500t (4 + Boosto). (81)
Die Randbedingung verlangt demnach
A = — B cos?v,. (82)
Die Ableitung 0 F/0x wird gemiB (50)
g_f = %[@DFu cosv(A sinv + Bvcosv) — (83)
— @intusinv(4 cosv + Bcosv — Bvsinv)]
oder wegen (49) und mit Benutzung des fiir 4 gefundenen Wertes
1112
—g% = B|v — cos?v, tgv + @I;;utgv(cos%o — cos%)] . (84)

Wie wir sehen, ist 0F/0x fir v = +v, konstant, so daB der Rand
lastfrei ist.

Die Anwendung der Beziehungen (27) bis (29) zeigt in diesem Falle,
dal X, und M,, verschwinden. Die allein von Null verschiedene
Spannungsresultante Y, , entspricht, mit d multipliziert, der Quer-
kraft, die wir mit —V bezeichnen wollen. Es wird

Yy o= — % = 2B (v, — sinv, cosv,) . (85)

Die Spannungen ergeben sich unter Umgehung der Zwischenrechnung
in der Form:

B . . cos?v — cos?v,
Oy =75 Ginu smv(— 24 ———hz—-ﬁo),
B .. . R .
0, = 75 Ginu sinw (cos?v, — cos?v) , (86)
B 2 2
Tuo = 77 Cofu cosv{cos?v, — cos?v) .

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 240.
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Als Vergleichswert dient hier zweckmiBig die mittlere Schubspan-
nung des engsten Querschnittes

o= g = B (87)
Aus (85) erhalten wir dann mit Riicksicht auf (64)
B=—p sinv, (88)

v — 8inY, cos Yy

Abb. 19 zeigt die Spannungsverteilung fiir tgv, = 7. Die maximale
Spannung tritt diesmal nicht im Kerbgrund, sondern in dessen un-
mittelbarer Nahe auf. Im engsten Querschnitt herrscht reiner Schub.

M-V-1
<7
";"Z Tmax~508p
2
P -
~.
(Curdu-g N y
| 5%
[ 7o
|
~ :
a >  7zad
a
X — =49
- 4
M-V-1

Abb. 19. Beiderseitige tiefe Auflenkerbe bei Schub,

Die Schubspannung in der Mitte ist noch kleiner als unser Vergleichs-
wert. Nach auBlen hin steigt sie stark an, um unmittelbar vor dem
Rand ihren Hochstwert zu erreichen. Jenseits dieses Héchstwertes er-
folgt schroffes Abfallen zum Rand. Einen ahnlichen Verlauf zeigt die
Spannung ¢, lings des Randes. In groBer Entfernung vom Kerbgrund
ist sie noch verschwindend Kklein, steigt aber zum Kerbgrund hin all-
méhlich an, um dicht neben dem Kerbgrund ihren Héchstwert zu er-
reichen. Im Kerbgrund selbst geht sie durch Null hindurch, erreicht
auf der anderen Seite als Druckspannung denselben Hochstwert wie
vorher als Zugspannung, um dann nach auBlen hin wieder schnell ab-
zuklingen.

Die gestrichelte Linie entspricht der parabelférmigen. Schubspan-
nungsverteilung, wie sie nach der elementaren TFestigkeitslehre beim
ungekerbten Stab eintreten wiirde. Der wirkliche Schubspannungs-
verlauf steht hierzu in schroffem Gegensatz.
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Wir berechnen zunéichst den Hochstwert der Spannung o,. Lings

des Randes wird
N @mu sinv, .
(Oulp=v, = — 2B —— = —2Bsiny, Gintu + costy,”

(89)

Der Ausdruck hingt nur noch von « ab und hat daher dort ein Extre-

mum, wo der Differentialquotient 66 (Oy)v—v, verschwindet. Wir bilden

0 2 B sinv,
4

7w Oudo=o, = — [(Gin?u + cos?vy) Coju — 2Gin2u Coju] =0 (90)

und erhalten hieraus
Gin?u = cos?y,, Ginu =+ cosv,. (91)

Der Zughochstwert entspricht dem positiven Vorzeichen. Er liegt
im Abstande [vgl. (47), (64) und (68)!]

2
x = Ginu cosy, = cos?y, = a(:l);:" 2 (92)
(1] afa
2(% 41
. Vele+)
und wird a Va
Tmax ele . (93)

ST

Zur Berechnung des Schubhéchstwertes bilden wir den Ausdruck
fiir die Schubspannung 7,, im engsten Querschnitt. Es wird

cos?y, — cos?v

(Tushumo = B (94)
Der Ausdruck hingt nur noch von v ab, Wir bilden daher
aav (Tuodomo = g5 [COS?0 + 28in0 cOSV -+ } (95)
+ (cos?v, — cos?v) 3cos?vsiny] = 0
und erhalten hieraus
cos?v = 3cos?y,, oSV = + 3 cosv,. (96)

Der Schubhéchstwert liegt demnach an der Stelle [vgl. wieder (47),
(64) und (68)!]

I e—ra— 1 —300821) _—2
y =sino = J1 — 3costyy=a ' — no L =
0 —
d wird ¢
und wir —
2 =(a /a
Tmax 3}/3(?-]— 1) —e—

— /re | (98)

P a Va /a
| e /2 _ 1/ &
<Q+)arcg e [
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Fiir afo < 2 liegt er noch an der Stelle y =0 und berechnet sich aus

1VZ
Tmax — [ ] __ /__ . (99)
a a a a
2 pa|(e a2 /2
V@+ [<Q+ )arcg e l 4
or 1 =1 Abb. 20 erldutert die Abhingigkeit
O, | dieser Spannungshéchstwerte von der
“ P Kerbkriimmung. (
e z Der allgemeine Fall der zusammen -
» ] ’_J:‘_‘_:”-X gesetzten Biegung stellt eine Uber-
lagerung der beiden soeben behan-
T W @ delten Belastungsff'ille dar. Wie wir
—-—»g gesehen haben, liegt der Hochst-
wert der Randspannung bei reiner

Abb. 20. Die Hochstspannungen in beider- . . - .
seitigen tiefen AuBenkerben bei Schub. Biegung im Kerbgrund, bei reinem

Schub jedoch daneben. Wir kénnen
daber strenggenommen beide Hichstspannungen nicht einfach addieren,
um den Héchstwert fiir zusammengesetzte Biegung zu erhalten, sondern

7 miissen ihn aus dem Ver-
T | zusammengesetete lauf der Rapdspannung,
3 Biegung der durch Uberlagerung

erhalten wird, nach Ort
und GréBe neu bestim-
men. Ein Beispiel einer
solchen Uberlagerung ist
Abwicklung des Randes in Abb. 21 angegeben. Die
reier Sthb Spannungen sind der gro-
Abb. 21. Die Hochstspannung bei zussmmengesetzter eren Deutlichkeit halber

Biegung. iber dem abgewickelten
Rand aufgetragen. Man erkennt,da8 der genaue Héchstwert nur sehr wenig
kleiner als die mit oyax, + Omax, bezeichnete Summe der beiden Einzel-
héchstwerte ist. In den meisten Féllen der zusammengesetzten
Biegung geniigt es daher, mit der Summe der beiden von
Biegung und Schub herriihren-
den Werte zu rechnen.

3. Die einseitige tiefe AuBlenkerbe.

Denken wir uns den bisher behandel-
ten beiderseits gekerbten Flachstab
Abb. 22. Die einseitige tiefe AuBienkerbe. langs der x-Achse aufgeschnitten, so

erhalten wir den Flachstab mit ein-
seitiger tiefer Aulenkerbe (Abb.22). Wie wir im folgenden sehen
werden, lassen sich durch Anwendung dieser Schnittbetrachtung auf
jede der drei fiir die beiderseitige Kerbe angegebenen Spannungs-
funktionen ausreichende Rechnungsgrundlagen fiir die Ermittlung der
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Spannungsverteilung im einseitig gekerbten Flachstab gewinnen. Aller-
dings handelt es sich hierbei nur um ein Naherungsverfahren, da lings
der xz-Achse, wo jetzt eigentlich ein lastfreier Rand sein sollte, noch
gewisse kleine Spannungen vorhanden sind. Es kommt hier jedoch nur
auf die Spannungsverteilung in der ndheren Umgebung des Kerbgrundes
an, fiir welche in erster Linie der durch den engsten Querschnitt gehende
KraftfluB malgebend ist, wihrend die Art der Einleitung der duleren
Krifte entsprechend dem Abklingungsgesetz nur eine untergeordnete
Rolle spielt. Es liegt deshalb nahe, von der genauen Erfillung der
Randbedingung in diesem Falle zugunsten der einfacheren Rechnung
abzusehen.

Wir gehen also aus von den drei eben behandelten Spannungsfunk-
tionen, miissen aber bei der Ermittlung des Kraftflusses mit Hilfe von
(27) bis (29) jetzt beachten, daBl an der Stelle 2 entsprechend dem
neuen Rand nunmehr » = 0 einzusetzen ist. Ferner miissen wir, da es
sich um den engsten Querschnitt handelt, 4 = 0 setzen.

A. Reiner Zug.

Wir legen zunichst die Spannungsfunktion fiir den beiderseits ge-
kerbten Flachstab bei reinem Zug zugrunde. Fir den Kraftfluf er-
halten wir aus (54) bis (56)

—X,,2 = A(vg + sinv,cosy,), IP
Y1)2:0, M1’2=Asin2v0.

} (100)

T
-

Wir fiithren wieder die Gesamtzugkraft mit

P=—X,,d (101)

|

ein., Mit der mittleren Spannung des engsten
Querschnittes als Nennspannung

P
L
ergibt sich dann fir die Konstante 4 wieder IP P~ad

derselbe Wert wie beim beiderseits gekerbten Stab

[vgl. (66)!]. Damit behalt die Beziehung (69) fiir 4B 25 Rinseitige ticfe
die maximale Spannung auch beim einseitig ge- behinderter Stabkrimmung.
kerbten Stab ihre Giiltigkeit. Allerdings gilt dies

nur dann, wenn die Wirkungslinie der Kraft P einen ganz bestimmten
Abstand von der x-Achse hat, den wir mit e bezeichnen wollen (vgl.
Abb.23). Das Moment M, ,, mit der Dicke d der Scheibe multipliziert,
ist offenbar das Moment der Kraft P in bezug auf die Stelle y = 0, muf}
also mit P - e identisch sein. Daraus ergibt sich fiir den Abstand e mit
Riicksicht auf (64) und (68)

afa
| CYE
_M,.d M, , sin?y, . VQ (9 )
¢=7p ~—-XLi,_‘_v(,—f—sinvocosvo_a > —- (103)

(5ol 5V
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Abb. 24 zeigt die Abhingigkeit des Verhiltniswertes e/a von afp. Nur
dann, wenn die Wirkungslinie der Zugkraft von der ungekerbten Stab-
kante einen Abstand hat, der dieser Beziehung entspricht, gilt fiir die
Hochstspannung Gleichung (69).

Kennt man die Lage der Wirkungslinie der Kraft P nicht, so ist
es von Vorteil, eine andere Bedingung fiir die Anwendbarkeit der For-
064 mel (69) zu kennen, die sich auf die
462 | T Forménderung des Stabes bezieht. Unsere
060 Ableitung, welche durch Schnittbetrach-

tung am beiderseits gekerbten Stab ent-
958 . .

/ standen ist, setzt fiir Spannungen und
hy Forméinderungsgréfen vollige Symme -
” trie zur x-Achse voraus. Die Verschie-
44 bung # mull infolgedessen lings der
85 0 75 2 2 w0 % # # % x-Achse verschwinden, und die z-Achse

F— darf keine Kriimmung erleiden. Die
Abb. 24. Abstand e der Zugkmaftwir.  Formel (69) ist mithin immer dann
ungslinie vom ungekriimmten Rand
im Verhiiltnis zur Breite ¢ des engsten anwendbar, wenn durch &uBere

Querschnittes (vgl. Abb. 23). Zwangsbedingungen eine Krim-
mung der ungekerbten geraden Stabkante verhindert ist.

Die eben behandelte Losung entspricht demnach nur einem Sonder-
fall. Wir wollen deshalb noch einen allgemeineren Fall der reinen Zug-

beanspruchung behandeln, und zwar wollen wir

'F jetzt voraussetzen, daBl die Wirkungslinie der

Spannungsresultante P im Abstand /2 von

der ungekerbten Kante liegt (Abb.25). Bei

der Behandlung dieses Falles miissen wir zur

Spannungsfunktion fiir reinen Zug des beiderseits

A ‘°\ gekerbten Stabes noch diejenige fiir reine Biegung

L 7 hinzunehmen. Die bei der letzteren auftretende

RE-- Konstante 4 wollen wir zur Unterscheidung mit 4’
bezeichnen.

Fiir den KraftfluB ergibt sich dann aus (54),
(65), (59), (71) und (72)

— X2 = A(vy + sinv, cosvy) — 44" sin?v,,

Y, ,=0, (104)

Avbenberbe wnte vvg  My,s = Asinv, + A’ (2v,c082v, —sin2v,).

wenn die Zugkraftwir- . . .
kungslinie durch die Mitte Fiir die (Gesamtzugkraft und die Nennspannung

des engsten Querschnittes  hehalten (101) und (102) ihre Giiltigkeit. Das
Moment M, ,, mit d multipliziert, mufl entspre-

S

=3

3

8

S

<

ol

ol P
x i/’ P=ad

chend unserer Voraussetzung gleich P - % sein. Mit Riicksicht auf (64)

wird daher
P . P a in? v,
—Xy =g =psing, My,=7-5=p 5. (105
Setzen wir diese Ausdriicke in (104) ein, so ergeben sich fiir die Kon-

stanten 4 und 4’ zwei Gleichungen, aus welchen folgen
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A’ sinwg (v, + sinw, cosvy) — 2 siny,

42 = 8in®v, — sinv, cosvy + v, cos2v, ’
A=0p sinv, - (106)
¥, + sinw, cos v, — Y sin®y, .
Die im Kerbgrund auftretende Héchstspannung ergibt sich aus (61)
und (76) 24 ,
Omax = gogp 8 A tgv,. (107)

Setzen wir die Konstanten aus (106) ein, so erhalten wir die Hochst-
spannung als Funktion von »,. Driicken wir dann v, mit Hilfe von (68)
durch afp aus, so ergibt sich op,x schlieBlich als Funktion der Kerb-
kriimmung. Der dabei auftretende sehr verwickelte Ausdruck 148t sich
bei Verwendung der Formzahlen des beiderseits gekerbten Stabes noch
wesentlich vereinfachen. Wir wollen dabei unter «, die Formzahl der
beiderseitigen tiefen AuBenkerbe bei Zugbeanspruchung [siehe (69)!] und
unter &, diejenige fiir Biegebeanspruchung

[siehe (79)!] verstehen. Dann konnen wir

setzen “ =T |
. Omax % — 20 kY L 1
D N mp=a

aQ
]/—+1 P
e O &5 10 75 20 25 30 35 40 45 50
a

1/a e

&1 + 1 Abb. 26. Die Hochstspannung in
_——f (109) einseitigen tiefen AuBenkerben unter

4 Zug, wenn die Zugkraftwirkungslinie
— |/ — + 1--1 durch die Mitte des engsten Quer-
3oy schnittes geht.

wobel

Die Abhingigkeit der Hochstspannung von a/p ist in Abb. 26 dargestellt.

B. Reine Biegung. /\

Durch Uberlagerung der Spannungsfunk-
tionen fiir Zug und Biegung des beiderseits ge-
kerbten Stabes 148t sich auch der Fall der reinen
Biegung der einseitigen AuBenkerbe leicht er-
ledigen (Abb.27). Mit (104) hatten wir den Omax
KraftfluB bereits allgemein festgelegt, so daB
es sich nur noch um die Hinzunahme der fiir

reine Biegung charakteristischen Bedingungen N\~
handelt. Bei reiner Biegung verschwindet die
\—/

Resultante X; ,. Das Moment M, , liefert, mit

d multipliziert, das Moment M der &ufleren z p= a%’
Krifte: i 17
Xi2=0, M ,==5. (110)  Abb. 27. Einseitige tiefe Au-
’ g d Benkerbe bei Biegung.

Als Nennspannung benutzen wir die elementare Biegungsspannung

6M
On= 57 =0 (111)
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Aus (104) ergibt sich dann

A" vy + siny, cosv, ]
A 4 sin2vp, ’
4P 1 (112)
6 1 +£’2vocos2vo—sm2vo :
A sin%o,

Setzen wir die so gewonnenen Ausdriicke in (107) ein, so erhalten wir
die Hochstspannung. Mit Hilfe von (68) und bei Verwendung der
Formzahlen «, und &, der beiderseitigen

5D,
o

P 7 Kerbe ergibt sich schlieBlich
/ —
7 LA O o a
e o (1)) 2
A max . @ (113)
P 4 (1 -+ 1) — 3
£ X2 \ @ '
rone 2}{5_;90 oHBH Die Abhingigkeit der Hochstspannung

Abb. 28. Die Hochstspannung in ein. VoD der Kerbkrimmung veranschaulicht
seitigen tiefen AuBenkerben bei Biegung.  Abb. 28.

C. Reiner Schub.

Im Falle der reinen Schubbeanspruchung (Abb. 29) fithrt die Span-
nungsfunktion fiir reinen Schub der beiderseitigen Kerbe unmittelbar
zum Ziele. Wir greifen zuriick auf (80) bis (84) und (86). Fiir den
KraftfluB ergibt sich jetzt

Xi2=0, Y;5=B(vy—sinvycosvy), M;,=0. (114)

2 Y,,, liefert, mit d multipliziert, bis auf das Vor-
™ zeichen die Querkraft V:
Vv
Y]’QZ—E. (115)
\o Als Bezugsspannung benutzen wir wieder die
Tna mittlereSchubspannung desengstenQuer-
o 7 schnittes
—a 14
~ Tp — ad =p. (116)

Dann folgt aus (114) fiir die Konstante B wieder

_v derselbe Wert wie beim beiderseits gekerbten

‘T/-Kz/ P ed  gtab [vgl. (88)!]. Damit behalten die Formeln (93)

o und (99) fiir die Hochstwerte der Normalspan-

A Soerianscitige Uefe  nung und der Schubspannung auch beim einseitig
gekerbten Stab ihre Giiltigkeit.

Alle bisher behandelten Probleme dienten der Bestimmung der

Formzahlen der tiefen AuBenkerben. Zur Ermittlung der allgemeinen
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Formzahlen bendtigen wir aullerdem noch die zugehérigen Form-
zahlen der flachen AuBenkerben. Bevor wir uns jedoch diesem
Aufgabengebiet zuwenden, soll noch ein anderer Zweig der ebenen
Kerbwirkung behandelt werden, und zwar der Einfluf von Bohrungen
und Langléchern auf die ebene Spannungsverteilung. Die dabei ge-
fundenen Ergebnisse werden uns dann spéter fiir die Behandlung der
flachen AuBenkerben gewisse Dienste leisten.

4. Bohrung und Langloch im sehr breiten Stab.

Wie Abb. 30 zeigt, soll es sich um einen Flachstab handeln, welcher
in seiner Achse entweder eine Bohrung oder ein symmetrisches Lang-
loch besitzt; das Langloch soll entweder in Richtung der Stabachse
oder senkrecht zu derselben liegen.

Die drei Fille, Bohrung, Langloch in Richtung der Stabachse und
Langloch senkrecht zur Stabachse, lassen sich gemeinsam behandeln,
wenn wir fiir das Loch elliptische Gestalt zugrunde
legen. Die zur Stabachse (hier z-Achse) senkrecht L 4} o
liegende Halbachse der Lochellipse wollen wir mit ¢
bezeichnen. Der Krimmungsradius am Ende dieser
Halbachse sei ¢. Fiir {> ¢ handelt es sich dann
um ein quer zur Stabachse liegendes Langloch, fiir - $ _

= ¢ um eine Bohrung, schlieBlich firr { < g um
ein Langloch in Richtung der Stabachse.

Zur Ableitung der Losungen legen wir den
Ursprung des 2, y-Koordinatensystems in den 4}_ — __$_ __g,
Lochmittelpunkt, so daB die Halbachse ¢ der
Lochellipse auf der y-Achse liegt, und gehen mit
Hilfe der Beziehungen (47) bis (49) auf Ellipsen- %ggéligh i acht ceiten
koordinaten iiber. Die Lochellipse wollen wir mit Stap.

u, kennzeichnen. Beim Aufsuchen der Spannungsfunktionen gehen
wir jeweils vom elementaren Spannungszustand des ungelochten Stabes
aus. Der zugehérigen Spannungsfunktion iiberlagern wir dann eine
Zusatzfunktion, welche eine Storung der Spannungsverteilung herbei-
fithrt, wie sie dem Vorhandensein des Loches entspricht. Da es sich
um die Spannungsverteilung am freien Loch handeln soll, an welchem
keine duBeren Krifte angreifen, miissen sich lings des Lochrandes die
Spannungen des ungelochten Stabes und die Zusatzspannungen gegen-
seitig aufheben. In der weiteren Umgebung des Loches zeigt sich dann
infolge des Abklingungsgesetzes ein rasches Abfallen der Zusatzspan-
nungen. Diese Abnahme ist so stark, daB die Zusatzspannungen an
den #uBeren Stabrindern, also fiir y = +b (b ist die halbe Stabbreite,
Abb. 31) gegeniiber den elementaren Spannungen des ungelochten Stabes
kaum noch bemerkbar sind. Wir wollen ein Verhaltnis b/t voraussetzen,
welches geniigend groB} ist, damit die Zusatzspannungen an den Stab-
randern praktisch als abgeklungen angesehen werden kénnen. Auf diese
Weise brauchen wir die Randbedingung am &ulBleren Rand nicht mehr
in Anwendung zu bringen. Da die Zusatzspannungen abgeklungen sind,
herrscht dort nur noch die elementare Spannungsverteilung des un-
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gelochten Stabes, fiir welche die Randbedingung von vornherein er-
fullt ist.

Es handelt sich dann nur um die Erfiillung der Randbedingung an
der Lochellipse #,. Die Bedingungen des lastfreien Randes

oF _ konst. = C,, %5—' = konst. = C, (117)

ox
miissen fiir 4 = w, erfiillt sein. Da es sich nur noch um diesen einen
Rand handelt, kénnen wir diese Bedingungen auch noch etwas verein-
fachen. Fiigen wir namlich zu F noch den Ausdruck —C, -z — C, -y
hinzu, so werden dadurch die Spannungen, welche wir ja durch zwei-
maliges Differenzieren gewinnen [vgl. (22)!], nicht geindert. Die Rand-
bedingungen nehmen aber jetzt die einfachere Form

oF oF
o = 0, Frri 0 (118)

an. Auf Grund von (50) und (51) gilt entsprechend in krummlinigen
Koordinaten

oF oF

ou v
Diese Vereinfachung ist nur immer fiir einen Rand méglich, bietet
daher bei mehreren Réndern keinen Vorteil. Bei der tiefen beider-
seitigen AuBenkerbe, wo es sich um die Erfilllung der Randbedingung
an zwei Réndern handelte, haben wir deshalb von der Anwendung
abgesehen.

Durch Anpassung der bei der Zusatzfunktion auftretenden Xon-
stanten an die Randbedingung werden dieselben von u, abhingig. Da-
mit ergibt sich schlieBlich auch die am Lochrand auftretende Span-
nungserhéhung als Funktion von u,. Zu jedem u,-Wert gehort aber
eine ganz bestimmte Ellipsenform und damit ein ganz bestimmtes Ver-
héltnis ¢/o. Aus der Ellipsengleichung (48) ergibt sich

0, 0. (119)

o @inuo = —_1:_: . (120)
i 1 l / LAY
@
Auf Grund dieser Beziehungen li8t sich u, durch ¢/o ausdriicken. In-
dem nun entweder t/o grofer als Eins, gleich Eins oder kleiner als Eins
gewahlt wird, lassen sich die Losungen unmittelbar fiir unsere drei
Lochformen auswerten.

Wir geben wieder die Losungen fiir Zug, Biegung und Schub ein-
zeln an.

% = @ot?u, , Coju, =

A. Reiner Zug.

Wir gehen aus von der Spannungsfunktion des ungelochten Stabes
fiir reine Zugbeanspruchung. Ist P die Zugkraft, so wird die Zugspan-
nung, da wir mit b die halbe Breite des Stabes eingefiihrt haben,

P
P=553 (121)
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Diese Spannung entspricht der Normalspannung ¢,, wihrend die Span-
nungen ¢, und 7,, verschwinden. Die zugehdrige Spannungsfunktion
ist daher

F = %yz , wobel @,= % (¥*— 2% und O = %x (122)
Aus (22) folgt dann in der Tat

o, =p, 0;,=0, 1,,=0. (123)

Wir gehen nun mit @, und @, auf Ellipsenkoordinaten iiber [vgl.
(47)!] und erhalten mit Anwendung bekannter Formeln

D, = %(l — Coj2u cos2v), D, = —12)— «Ginucosv.  (124)

Wir nehmen nun geeignete Zusatzfunktionen herein, welche fiir
groBe u-Werte, also in grofer Entfernung vom Loch nach allen Seiten
hin rasch abklingen und so die Spannungsfunktion des ungelochten
Stabes nicht mehr stéren. Dann ergibt sich als endgiiltiger Ansatz

By =211 + Au+ (—Coj2u -+ Be~2%) cos20],
(125)
D, = %(@inu + Ce~*) cosv.

Von der Erfiilllung der Bedingung (46) iiberzeugt man sich leicht. Die
Spannungsfunktion lautet nunmehr

F=%{+ G20+ 24u + 20¢" Ginu +
+ [—Coj2u — 1 + 2Be 2"+ 2Ce " Ginu] cos2v}.

Die Erfiillung der Randbedingungen (119) fiir u = u, filhrt zu den
Gleichungen

} (126)

28in2uy + 24 + 20 e 2% = 0,]
—Cof2uy — 1 + 2B e 2% + 2Ce% Ginu, = o,i (127)
—2@in2uy — 4Be~2% L 2(Ce~2% = (),

Multiplizieren wir die zweite dieser Gleichungen mit 2 und addieren sie
zur dritten, so ergibt sich daraus die Konstante C'; aus der dritten
folgt dann die Konstante B und schlieBlich aus der ersten die Kon-
stante 4. Wir erhalten

4 =—1—Cof2uy, B=4e%4 3 —Llett, (=14 e2%, (128)
Die so gefundene Lésung wurde auf einem anderen Wege erstmals
von C. E. Inglis! angegeben.

Wichtig ist vor allem die Kenntnis des Spannungsverlaufes am
Lochrand. Dort verschwinden entsprechend der Randbedingung die
Spannungen ¢, und 7,,. Die im Lochrand wirkende N ormalspannung g,
wird
. (O umu = 55 (G20 — 1 — ¢2r c0s20). (129)

! Inglis, G. E.: Trans. Instn. Naval Archit., London Bd. 60 (1913) S. 219.

Neuber, Kerbspannungslehre. 4
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Abb. 31 zeigt die Spannungsverteilung fiir Cotu, = 5 bzw. ¢/p = 25.
Am Ende der Halbachse ¢, also im Kerbgrund, erreicht die Randspan-
nung ihren Hochstwert mit 11p. Lings des Lochrandes nimmt sie
rasch ab, um in der Stabmitte in Druck vom Betrage p iiberzugehen.

e

oOmax =177p

wp
Y

6,
e i
4
% (‘fgl:z-o—ﬁ 2p
u=uy, > ¥

_P
P=zd

>

Abb. 31. Zugstab mit Langloch quer zur Stabachse.

Der Spannungsverlauf lings der y-Achse ist ebenfalls fiir das Wesen
der Kerbspannung charakteristisch. Die Spannung o,, fiir die sich der
Ausdruck

(0),_ == b+ Lo [ (¢ — 3) (1 + § Gotu)e~>"-+ Gojuy Cotu] (130)
=3

ergibt, fallt in Abb. 31 von ihrem, am Lochrand scharf ausgeprigten
Hochstwert nach auBen hin schnell ab, bis auf den Wert p. Die gleich-
zeitig auftretende Spannung o, ist am Lochrand entsprechend der
Randbedingung noch Null, steigt nach aullen zunichst etwas an, um
in einiger Entfernung vom Lochrand wieder ganz zu verschwinden.
Die Schubspannung ist infolge Symmetrie lings der y-Achse gleich Null.

Fiir die im Kerbgrund auftretende Hochstspannung ergibt sich

der Ausdruck (0o)u = u == Omax = P(1 + 2Cotu,) . (130a)

v=3

Mit Hilfe von (120) erhalten wir hieraus als Formzahl fiir das quer
zur Stabachse liegende Langloch

"';’;‘:1+2 /4 (131)

Fiir die Bohrung ergibt sich mit ¢ = g:
Omax

= 3. 132
w3 (132)

Fiir das in der Stabachse liegende Langloch gilt ebenfalls (131).
o ist in diesem Falle sehr grofi, bei den meisten praktisch vorkommen-
den Langl6chern sogar unendlich, so daBl oy, = p wird.
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Es liegt die Vermutung nahe, da3 beim Langloch in Richtung der
Stabachse (Abb. 30), also fiir % < 1, sich die Kerbwirkung am Ende der

jetzigen groBlen Achse — wir wollen 7p va
sie mit ¢ bezeichnen — ausbildet. np A~
Fiir die dort wirkende Spannung ergibt 73 /|
sich jedoch aus (129) 2p
(@Ju-ry=—p. (133 7
=0 70p 7
Bei allen Lochformen tritt demnach Z /

unabhéngig von der Wahl des Kriim-
mungshalbmessers am Lochscheitel nur 7 /
eine Druckspannung vom Betrage p auf. 7

Die Héchstspannung tritt mit- %
hin bei allen, hier in Betracht ”P/
kommenden Lochformen an den 97
Stellen des Randes auf, an wel- 27
chen die Lochrandtangente par- p
allel zur Zugrichtung liegt. Die
Abhingigkeit der Hochstspannung von

\
0 5 10 75 20 25 30 35 40 45 50

P
der Kerbkriimmung, wie sie (131) ent- AbD. 32, Die Hﬁihstspannung in Zug
spricht, ist in Abb. 32 ersichtlich. "™ staben mit Langloch.

B. Reine Biegung.

Im Falle der reinen Biegung gilt fiir den ungelochten Stab die
elementare Spannungsfunktion

F= %ys, wobei @, = _é% (1 — 3a2y), @, =L ay. (134)
Daraus ergeben sich die Spannungen
O‘xzp%, o, =0, Ty =0. (135)

Die Spannung o, entspricht in der Tat dem Geradliniengesetz der
elementaren Biegungslehre. Die Bezugsgrofle p ist die Biegungsspan-
nung im Abstand ¢ von der Stabachse; sie wird, wenn wir das Bie-
gungsmoment mit M bezeichnen,

o 3Mt

P=5a-
Wir gehen mit dem Ansatz (104) auf Ellipsenkoordinaten iiber und
nehmen zur Befriedigung der Randbedingungen geeignete Zusatzfunk-
tionen herein, welche fiir groles u gegeniiber den Anteilen der elemen-
taren Biegung verschwinden. Mit Verwendung bekannter Formeln der
Hyperbelfunktionen ergibt sich dann

(136)

D=L [(—4Coj3u+Ae3%) sin3v+(12 Coju-+Be*+Ce~*) sinv],
0796t (137)

@=L (Gin2u+ De-?*)sin2v.
4*
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Bei Aufstellung der Spannungsfunktion machen wir zweckméfig noch
von (47) Gebrauch und driicken die Strecke ¢ durch u, aus. Es wird
t = (Pu=u, = Coju,. (138)

o

2
Fiir die Spannungsfunktion erbalten wir dann?!

Fzgeéim [(—€of3u —3Cofu+ Ae~**+ 6 De~** Ginu)sin3v

(139)
+ (3Cof3u + 9Cofu + Be* + Ce~*+ 6 De~2% Ginu) sinv]. }

Abb. 33. Langloch bei Biegung.

Die Konstanten ergeben sich aus den Randbedingungen (119) zu
A = 3% (Cof3uy + 3Cofu, — 12C0f? u, Sinw,),

(140)

B = —12Co2u,, C=0, D= 2e2%Coftu,.
er 4 Abb. 33 gibt die Spannungsverteilung fiir
= Cotuy = 5 bzw. tjo = 25 wieder. Im Kerb-
6p Olnay grund tritt mit op,y = 6p eine erhebliche
// Spannungsspitze auf. Nach aullen hin und

w7 auch lings des Lochrandes nimmt die Span-
/‘ nung o, schnell ab. Die gestrichelte Linie
entspricht der elementaren Biegungsspan-
nung bei Beriicksichtigung des Loches.
Fir die im Kerbgrund auftretende
Hochstspannung ergibt sich

2p

0 20 30 w

—_—

@
Abb, 34. Die Hochstspannung im Omax = (Op)u=u, = P(1 4 Cotuyy) 141)
Langloch bei Biegung. v =90°

1 Wolf, K.: Z. techn. Physik (1922) 8. 160; ferner H. Neuber: Ing.-Arch.
Bd. 5 (1934) S. 242.
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oder wegen (120) Omix _ g | Vz (142)
p 14
Die Abhiingigkeit der Héchstspannung von #/p gibt Abb. 34 wieder.
Fiir die Bohrung wird
% = 2. (143)

Fiir das Langloch in Richtung der Stabachse ergibt sich keine
Kerbwirkung. [Mit ¢ = oo wird gy, = p. Im Lochscheitel (z-Achse)
verschwindet die Spannung.]

C. Reiner Schub.

Der Stab sei jetzt so beansprucht, dafl im Querschnitt x = 0 reiner
Schub herrscht. Die insgesamt iibertragene Schubkraft sei V. Als
Bezugswert fithren wir mit v

P = 3%4q
die mittlere Schubspannung des Stabes ohne Loch ein. Der
Ansatz enthilt wieder die elementare Losung fiir den ungelochten Stab
und Zusatzfunktionen, die fiir groBes u verschwinden. Die Losung
fiir den ungelochten Stab lautet:

D P (3wy® — 3ady — 6bixy), D, — L (—y® + 3a2y).

(144)

v 4"2 (145)
F = 5 (ey® — 3b%ay).
Die zugehorigen Spannungen sind
3 3
Gz=7;22190y, O'y:(), sz=§,%(y2—b2)- (146)

In der Tat haben wir fiir £ = O reinen Schub und fir y = 4-b last-
freie Rénder.

Durch Ubergang auf Ellipsenkoordinaten gelangen wir bei Hinzu-
nahme der geeigneten Abklingungsfunktionen zu folgendem Ansatz fiir
den gelochten Stab:

D, = E183?[(4 Gindu + Ade~*¥)sindv +
+ (12(1 — 48?)@Sin2u + Be~2%.5in2v],
D, = prz [(4Cof3u + Ce 3%)sin3v
+ (—12Cofu + De~%)sinv].

Die Spannungsfunktion nimmt mit Riicksicht auf (138) folgende Form an?:

(147)

F= —bf—{[—@mu — 2Gin2u 4+ Ae-tv 4
128(3) Cof*ug + Ce~3*Ginu] sindv +

+ [ @inu + 41— 12(2) Gofrag) Gin2u + Be-2* +

+ Ce~3*Ginu + De‘“@inu] sin2v}.
1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 243.

(148)
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Fiir die Konstanten erhalten wir aus den Randbedingungen:

A = —246% Gintuy Goftu,, B= ——96@2“0(%)2 Sin2u, Coftu,

C = 8e2%(2e2 — 1) Goffuy, D = 2462“0(4 (5)2— 1) Cof2u, . 1
Die Spannungsverteilung fiir ¢/o = 25 und b/t = 3 ist in Abb. 35

dargestellt, Die Randspannung erreicht in unmittelbarer Néhe des

Kerbgrundes ihren Hochstwert. Ebenso hat die Schubspannung, die im
Schnitt x = 0 iibertragen wird, dicht neben dem Rand ihren Héchstwert.

m

Tmax™41P

Abb. 35. Langloch bei Schub.

Bei der Ermittlung beider Hochstwerte werden zweckmifBig die
Glieder ohne b2 unberiicksichtigt gelassen. Der dadurch begangene
Fehler ist bei geniigend groBer Stabbreite vernachlissigbar klein. Diese
Vernachlissigung ist insbesondere im Rahmen der Theorie des gelochten
Stabes zuldssig, bei der wir von vornherein eine relativ grofe Stab-
breite vorausgesetzt hatten; denn es soll sich hier ja zunichst nur um die
Ermittlung der Grenzwerte der Formzahlen handeln, welche sich bei
relativ groBer Stabbreite einstellen.

Die Spannungsfunktion lautet dann nach einigen Umformungen

F = =2 [60f2(u — up) — 1] 2esin2v. (150)
Die Randspannung ergibt sich hieraus in der Form
(1 ¢*F _ 3perw sin2v
(Oo)u—u, = (ﬁ? W)u=uo T T2 Gintug + costo (151)

Sie erreicht dort ihren Hdchstwert, wo der Ausdruck

i) 3petuo . .
[(Gim2u, + cos?v) 2 cos2v -+ sin?2v] (152)

% (O'v)u=uo - - A
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zu Null wird, also fiir

. 1 Giny,
cos2v = — o2, bzw. cosv = Corzn (153)
Der Héchstwert der Randspannung liegt mithin im Abstand
12
=1t .@m Uy _ ¢ (154)
Cofuy V€] 2, ‘/i(i N 1)
ele

von der y-Achse und Wird

max t

A e (155)
V_

Die im Schnitt x = 0 wirkende Schubspannung wird

1 ¢*F

(Tu,v)v:%:"—@nz (61“91; Cotu 6'0)1;—’2’ =

3pan (156)

~ 8Gin*u
Die Stelle des Hochstwertes erhalten wir durch Nullsetzen des nach «
differenzierten Ausdruckes. Unter Umgehung der Zwischenrechnung
ergibt sich fiir den Abstand des Schubhéchstwertes von der y-Achse

+ 2
)
Y= @Dfu V1 + 3 Ginu, = ¢ . (157)

[—4 Gin2(u—uy) +2Cotu (Cof 2(u—uy) —1)].

t
Der Schubhéchstwert wird e
t 3/2 o~
2y
(Q + > _ VZ 2p /‘X
/1
T gl 3/ be (158 G A
iy
e /’
Die genaue Abhingigkeit der beiden & g
Spannungshdchstwerte von ¢/p zeigt Abb. 36.
Fiir die Bohrung wird 60
Omax Tmax Tnax, ]
Imax _ 6, mE_ 9, 159 =]
Bei zusammengesetzter Biegung . i
gilt das gleiche wie bei der tiefen AuBlen- [
kerbe: Der Hochstwert der Randspannung
ist nur unwesentlich kleiner als die Summe N
der beiden, von Biegung und Schub allein [
herriihrenden Werte (vgl. Abb. 21). Abb. 36. Die Héchstspannungen

im Langloch bei Schub.

Fiir das Langloch in Richtung der
Stabachse ist nur die Spannungserhéhung durch Schub wesentlich.
Wieder wollen wir mit ¢'/¢’ die neue Kerbkriimmung am Ende der jetzigen
groBen Achse ¢’ einfithren. Fiir die Ellipse gilt dann bekanntlich

t 12 e/
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Wir erhalten daber die Spannungshéchstwerte aus (34) und (38) mit
o'/t statt tfp. Gleichung (155) geht dann iiber in

Omax 3 1/ 1

=3[/ +2 —\. 161

- 2<9,+ +l/£> (161)
Ql

Wir hitten also ebensogut auch #'/p’ statt #jp setzen kénnen. Glei-

chung (158) wiirde auf diese Weise nach wie vor den Schubb&chst-

wert im Schnitt # = 0 liefern. Der wirkliche Schubhé&chstwert liegt
aber jetzt im Schnitt y = 0. Die Rechnung ergibt fiir den Schnitt

y=0
v \3/2
e
T gl 8/ Fe (162)

also denselben Ausdruck wie in (158), jedoch mit #'/o’ statt tjo. Fiir
die Spannungshéchstwerte beim Langloch in Richtung der Stabachse
unter Schubbeanspruchung gelten mithin dieselben Formeln wie fiir das
Langloch senkrecht zur Stabachse, wenn man #'/p’ statt to setzt.
Wir kommen nun zur Bebandlung der zur flachen AuSenkerbe ge-
hérenden Aufgabengruppe; die dabei ermittelten Formzahlen werden
uns zusammen mit den Formzahlen der tiefen Kerben ausreichende
Rechnungsgrundlagen fiir die beliebig tiefe Kerbe geben.

5. Die flache AuBienkerbe.
Wie aus Abb. 37 hervorgeht, soll es sich jetzt entweder um einen
Stab von der Breite b mit einseitiger flacher AuBenkerbe oder um
einen Stab von der Breite 25 mit beider-
seitiger flacher AufBlenkerbe handeln.
L_—:b——!‘—b_- Infolge des Abklingungsgesetzes
i wird die Spannungsverteilung im Stab
g —4 , ¢~ in gewisser Entfernung von der Kerbe
o -
|
|

™

nicht mehr von der Spannungsvertei-
lung des ungekerbten Stabes abweichen,
wenn wir entsprechend der voraus-

gesetzten flachen Kerbe ein geniigend

] grofles Verhiltnis b/t zugrunde legen.

I o Die einseitige flache Kerbe wird folg-

D T athe ABenkerbe, Jccitiee ‘lich auf den Spannungsverlauf an der
anderen Stabseite keinen Einflull

ausiiben, so dal die Randbedingung fiir den anderen Rand auch dann
erfiillt sein wird, wenn wir bei Ableitung der einzelnen Lésungen auf
den zweiten Rand keine Riicksicht nehmen, soweit es sich um die zur
elementaren Spannungsfunktion des ungekerbten Stabes hinzukommen-
den Storfunktionen handelt, welche die eigentlichen Kerbspannungen
liefern und schnell nach allen Seiten hin abklingen. Beim beiderseits
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gekerbten Stab miissen diese Storfunktionen an beiden Réndern der
elementaren Spannungsfunktion iiberlagert werden. Liegt daher die
Losung fiir den einseitig gekerbten Stab vor, so gilt die sich ergebende
Formzahl auch fiir den beiderseits gekerbten Stab, da es sich um die
gleichen Storfunktionen handelt. Lediglich fiir die Ermittlung der
Nennspannung ist dann eine andere Formel mafigebend.

A. Reiner Zug.
Wir gehen aus von dem krummlinigen Koordinatensystem
u

v
x:u—l—uz_'_vz, y=1}—m. (163)

In grofier Entfernung von der Stelle x = 1, y = 0 fallen die Linien
% = konst. noch mit den Linien x = konst. zusammen. In der Nahe

u=konst v=konst xr

Abb. 88. Flache AuBenkerbe bei Zug.

der Stelle z = 2, y = 0 erleiden sie jedoch eine Auslenkung nach Art
einer Kerbe. Entsprechendes gilt fiir die orthogonalen Linien v = konst.
In Abb. 38 sind links einige Linien eingezeichnet.
Die Spannungsfunktion fiir reinen Zug vom Betrage p in der y-Rich-
tung ist
F=2g mt &=0, & =20 (164)
Wir gehen hiermit auf unser Koordinatensystem iiber und nehmen zur
Erfilllung der Randbedingung der flachen Kerbe geeignete Zusatz-
funktionen herein. Beim Aufsuchen der harmonischen Funktionen ist
zu beachten, daf es sich hier wieder um ein isometrisches Netz handelt;
denn es wird
202 —2u% 4+ 1
S
Die harmonischen Funktionen erfiilllen daher die einfache Differential-
gleichung (46).
Die Losung lautet

B=rR=rR=1+ (165)

P u v: — u?
¢0—§'<A+Bu+0u2+vz +D(u2+v2)2)’ (166)

¢1=§(u+u2_7:02 + B )

u? 4 v?
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Die Spannungsfunktion wird

Fedlet i + e + A+ But Oty +

(u? +
1

2u u?

+ D<u2 + v? - (u? + 02)2> =+ E<u2 + v? + (u? + 02)2)]'
Den fiir den Rand maBgebenden u-Wert wollen wir mit u, bezeichnen.
Wenn wir nun die im Ansatz enthaltenen Konstanten so bestimmen,
daB bei der Spannungsfunktion der Faktor (v — uy)? auftritt, so sind
auf diese Weise die Randbedingungen (119) fiir v = u, offenbar erfiillt.
Unter Umgehung der Zwischenrechnung-erhalten wir auf Grund dieses
Gedankenganges

A=w, B=—2u, 0=z

ul—1’

(167)

W PR (168)
2ug —1° 2ug —1°
Nach Einsetzen dieser Werte nimmt die Spannungsfunktion folgende
einfache Form an:
=P -t
F=g—u [1 (2u3—1)(u2+v2)]' (169)

Fiir die Randspannung ergibt sich hieraus, da die ersten Ableitungen
von F am Rand verschwinden,

_D:

1

1 —
(1 *F) . (2u3 — 1) (ud + v?)
(Uv)u=uo*—(}ﬁ 0wy —uy 14 202 — 242 4 1 (170)
(@ + o

Der Verlauf der Randspannung im Falle %, = }2 ist in Abb. 38 er-
sichtlich. Die Spannung ist in einiger Entfernung von der Kerbe noch
gleich p. Zur Kerbe hin nimmt sie zunichst etwas ab, steigt dann
unmittelbar vor der Kerbe scharf an und erreicht im Kerbgrund
das 3/;fache der Nennspannung p.

Fiir die Héchstspannung erhdlt man aus (170) den Ausdruck

o wed—n—1  w
(%)1:;130 = Omax = P wh— 2w+ 1  2uf —1 o
(2ug + 1) (u§ — Dug u§(2ug + 1) (a7
Qui—D@—1*  TQ@u -1’

Wir ersetzen zweckmiBig den hier auftretenden Parameter u,, welcher
mit der Form der Kerbe in engem Zusammenhang steht, durch das
Verhiltnis der Tiefe ¢ der Kerbe zum Kriimmungshalbmesser ¢ des
Kerbgrundes. Beide Grofien ergeben sich aus der Gleichung der Rand-
linie, welche aus (163) fiir 4 = %, in Parameterdarstellung hervorgeht.
Die Tiefe ¢ ergibt sich aus der Differenz der x-Werte fiir den Kerb-
grund (v = 0) und fiir groBe Entfernung vom Kerbgrund (v = o0):

1
W=t = U= (172)
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Bei der Ermittlung des Kriimmungshalbmessers verwenden wir am
besten eine Beziehung, welche gestattet, ihn aus dem Verzerrungsfaktor
abzuleiten. Ist ¢ der Winkel der Kurventangente gegen eine feste
Richtung, z. B. die z-Achse, so gilt bekanntlich firr die ,, Kriimmung*
der Kurve

1 _dp
= g (173)

Hierin ist ¢ der Krﬁmmungshalbmesser und ds das Linienelement der
Kurve. Es liBt sich nun zeigen, dall die Krimmung aus den Ver-
zerrungsfaktoren gewonnen werden kann. Machen wir von diesem Zu-
sammenhang, auf den hier nicht ndher eingegangen werden kann?,
Gebrauch, so ergibt sich schlieBlich fiir die Kriimrfiung einer Linie
u = konst.

1 1 0h, '
Aus (165) folgt fiir den Verzerrungsfaktor an der Stelle v = 0
1
hy=h,=h=1— 5. (175)
Demnach wird die Kriimmung des Kerbgrundes
2
3
1 (1 ah) B 2y (176)
=0

o \R2 0u o= :(1—l)2 = m—1ye
U=Uo ug

Durch Multiplikation mit der Kerbtiefe erhalten wir hieraus die Kerb-
krimmung

7
o2 ary Pz
T men o 1

Damit wird e 6,,,4,,(=/0ﬁ+214,: //

W1+ —— (178) 1

]/ % wp //
5F r//

Setzen wir dies in (171) ein, so erhalten Vs

op /4
7p A Cmax ber Abrundung der —
// dulleren Ecken

wir fiir die Héchstspannung bzw. die
Formzahl folgende einfache Formel:

Pt
jn
Imax 3V——-1+—. (179) ol f

20 U

Die genaue Abhingigkeit der Formzahl
von der Kerbkrimmung ist in Abb. 39
zu ersehen (gestrichelte Kurve!).

Die praktische Verwendung des so ¢

. bb. 39. Die Ho in flach
gefundenen Ergebnisses auf den Fall der * g o flachen

0 5 075 2025 30 35 40 ¥ 50

—_—

1 Siche L. F6ppl u. H. Neuber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik.
S.91. Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1935.
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flachen Kerbe (Abb. 37) ist allerdings nicht ganz unmittelbar moglich,
da es sich bei dem hier verwendeten Koordinatensystem um aus-
gesprochen abgerundete Kerbformen handelt (vgl. Abb. 38). Die
duBeren Ecken fehlen vollstindig, so dal zu erwarten ist, da8 die er-
rechnete Formzahl etwas niedriger sein wird als bei der Kerbe mit
scharfen duBleren Ecken, wie sie in vielen praktischen Fallen vorkommt.
Es steht uns nun fiir die Kerbe mit dulleren Ecken noch eine einfache
Néherungslésung zur Verfiigung.

Das in IV, 4 behandelte Langloch im verhiltnismaBig breiten Stab
gestattet ndmlich die Anwendung einer Schnittbetrachtung, welche uns
eine Ndherungslosung fiir die flache AuBlenkerbe mit scharfen duBeren
Ecken liefert. Wir gehen aus von der Losung fiir reine Zugbeanspruchung
und denken uns den Stab (Abb. 31) lings der x-Achse aufgeschnitten.
An der Schnittfliche greifen keine Schubspannungen, sondern nur
Normalspannungen o, an, welche schnell abklingen. Da sie senkrecht
zur Zugrichtung wirken, kénnen wir in erster Anndherung von ihrem
Einflu auf die im Kerbgrund auftretende Hochstspannung absehen;
denn diese wird ja in erster Linie von den Spannungen o, hervor-
gerufen, die in einiger Entfernung von der Kerbe den Stab auf Zug
beanspruchen. Es liegt daher nahe, die Formzahl des Langloches bei
Zugbeanspruchung unmittelbar fiir die flache AuBenkerbe mit scharfen
Ecken zu iibernehmen!. Die entsprechende Kurve ist in Abb. 39 ein-
gezeichnet. Wie zu erwarten war, liegt die Formzahl der flachen AuSen-
kerbe mit scharfen Ecken etwas hoher als bei abgerundeten Ecken.

Der Bezugswert p stellt, wie anfangs erwiahnt, die im ungekerbten
Stabteil herrschende gleichmiBige Zugspannung dar, berechnet sich

also aus P P
P = W oder P = m 3 (180)

je nachdem es sich um einen einseitig oder beiderseits gekerbten Stab
handelt.
B. Reine Biegung.

Die bei Biegungsbeanspruchung geltende elementare Spannungs-
funktion haben wir schon in (134) kennengelernt. Um den Anschluf}
an unser Koordinatensystem (163) zu finden, miissen wir eine Koordi-
natendrehung und -verschiebung vornehmen. Die Stabachse verliuft
jetzt in der y-Richtung im Abstand x = u, + b/2 (einseitig gekerbter
Stab, Abb. 40), statt wie in IV, 4 mit der 2-Achse zusammenzufallen.
Wir miissen daher y mit %, + /2 — x und x mit y vertauschen. Da-
bei kénnen wir die konstanten und linearen Glieder, welche keine
Spannungen liefern, weglassen. Als Bezugsspannung dient die elemen-
tare Biegungsspannung in der Stabkante, also beim einseitig gekerbten
Stab (Breite b) eM

P=3ag - (181)

! Diese Néherungsbetrachtung findet durch eine Arbeit von F. G. Maunsell
Bestéatigung [Stresses in a Notched Plate under Tension. Philos. Mag., VIIL. s.
Bd. 21 (1936) 8. 765—773]. Die dort mit Hilfe Fourierscher Reihen entwickelte

strenge Losung der Halbkreiskerbe liefert fiir die Formzahl mit groBer Genauig-
keit den Wert 3.
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Es ergibt sich auf diese Weise folgende elementare Spannungsfunktion
P b 1 P x®

F=2 [3(% g ot — | = Fat 4 %(uoxz - g). (182)

Da es sich hier um die Ermittlung der Formzahl der flachen Kerbe
handelt, ist die Ausdehnung des Gebietes der Spannungsstérung klein
gegeniiber der Stabbreite b, bzw. die Stab- } ‘

breite b groB gegeniiber den iibrigen, in der N ¥
Rechnung vorkommenden Strecken. Fiir die T N\
flache Kerbe haben wir daher die mit dem )

Faktor 1/b behafteten Glieder als klein zu ver-
nachlissigen. Der EinfluB der Stabbreite, der
fiir die flache Kerbe verschwindet, wird bei der iy
endgiiltigen Aufstellung der Formzahlnomo-
gramme der beliebig tiefen Kerbe wieder be-
riicksichtigt.) Vernachlissigen wir nun in (182)
die Glieder mit dem Falktor 1/b, so ergibt sich  Arb- Ao PSettigen Ta-

dieselbe elementare Spannungsfunktion wie fiir
Zugbeanspruchung [vgl. (164)!]. Der weitere Rechnungsgang wiirde der
gleiche sein, wie wir ihn fiir Zugbeanspruchung bereits durchgefiihrt haben.
Es ergibt sich also bei der flachen Kerbe fiir Biegungsbean-
spruchung die gleiche Formzahl wie fiir Zugbeanspruchung.
Zu demselben Ergebnis gelangt man auch fiir die beiderseitige
flache Kerbe. Nur mufl dann entsprechend der Stabbreite 2b als Be-
zZugsspannung sy
P=o%q

x

(183)
eingefiihrt werden.
C. Reiner Schub.

Die elementare Spannungsfunktion fiir den Fall der reinen Schub-
beanspruchung wurde schon mit Gleichung (145) angegeben. Setzen
wir darin b/2 statt b entsprechend dem einseitig gekerbten Stab und
nehmen wir mit Riicksicht auf unser jetzt benutztes Koordinaten-
system wieder die Vertauschungen y mit %, + 5/2 — = und x mit y
vor, so geht die Spannungsfunktion iiber in
F= i—zp”——x:" + 3(u0 + %) x? — 3(u0 + %)2:& + (uo -+ %)3} y—
(184)

3 b
— ¥ lw+y sy
oder nach Vernachlissigung der linearen Glieder
F =22 2ug2)y + 22 (o + Bupa® — Buda)y.  (185)

Der Bezugswert p stellt wieder die mittlere Schubspannung des un-
gekerbten Stabes dar (Querkraft V):

s

P=34" (186)
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Durch Ubergang auf das Koordinatensystem (163) 148t sich das Problem
wieder mit Hilfe geeigneter Zusatzfunktionen, welche fiir groBie u-Werte
schnell abklingen, exakt 16sen. Es ergibt sich dann eine Verteilung der
Schubspannungen iiber den Stab-
querschnitt, wie sie in Abb. 41
skizziertist. Die von den Zusatz-
Znax funktionen herriithrenden Stor-
. spannungen nehmen vom Kerb-
y grund nach allen Seiten hin stark
ab, so dal sich im Innern des
imax =17 Stabes bereits wieder die parabel-
v formige Schubspannungsvertei-

od lung, wie sie dem ungekerbten
Stab entspricht, einstellt. In der
Néhe des Randes bewirken die
Storspannungen das Auftreten
Abb. 41. Einseitige flache AuBenkerbe bei Schub. eines relativen Schubhochstwer-
tes Tmax, der jedoch — bei nicht

A

allzu starker Kriimmung des Randes — wesentlich kleiner ist als
die in Stabmitte herrschende Schubspannung
Tmax = 1:519» (187)

Dies geht aus dem Aufbau der Spannungsfunktion hervor. Wie die
elementare Spannungsfunktion in (185) aus zwei Ausdriicken besteht,
von denen der eine den Faktor 1/b, der andere den Faktor 1/62 besitzt,
so enthélt auch die vollstindige Losung zwei derartige Anteile. Fiir
die flache Kerbe ist b groB gegeniiber den Abmessungen der Kerbe,
so daB der mit 1/6®> behaftete Anteil als klein zu vernachldssigen ist.
Die Spannungsfunktion der flachen Kerbe hat mithin den Faktor 1/b
und liefert mithin auch fir den in der Nahe des Kerbgrundes auftreten-
den Schubhdchstwert einen mit 1/b als Faktor behafteten Ausdruck,
der im iibrigen nur noch von der Kerbtiefe ¢ und dem Kriimmungs-
halbmesser ¢ abhingen kann. Folglich wird

T;nax 14 4
= — 5 1(2)- | (188)
Fiir die flache Kerbe von nicht zu starker Kriimmung ist dieser Aus-
druck infolge des Faktors 1/b aber stets kleiner als 1,5p. Auch die
laings des Randes auftretende Héchstspannung ergibt sich in einer der-
artigen Form mit ¢/b als Faktor.

Dieselbe Uberlegung liBt sich fiir den beiderseits gekerbten Stab
durchfithren. Als Schubhéchstwert bei nicht zu starker Randkriim-
mung ergibt sich wieder 1,5p, wobei fiir p jetzt entsprechend der Stab-

breite 2b
14

p=5p= (189)

zu setzen ist.
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6. Aufstellung der Formzahlnomogramme fiir AuBilenkerbe,
Bohrung und Langloch von beliebigen Abmessungen.

Bei Aufstellung der allgemeinen Formzahlen fiir AuBlenkerbe und
Langloch gehen wir von den Betrachtungen aus, die wir in II, 4 an-
gestellt hatten. Danach 148t sich die Formzahl aus den Grenzwerten
der flachen und der tiefen Kerbe, die wir abgeleitet haben, zusammen-
setzen.

A. Die beiderseitize AuBlenkerbe.

Bei Zug und Biegung dienen als Grenzwerte der tiefen Kerbe die
Beziehungen (69) und (79) mit den Nennspannungen (62) bzw. (77).
Grenzwert der flachen Kerbe ist fiir Zug und Biegung (131). Bei Auf-
stellung der Formzahlen firr beliebige Kerbtiefe ist es nun wesentlich,
daB bei der flachen Kerbe dieselben Nennspannungen zugrunde
gelegt werden miissen wie bei der tiefen Kerbe. So haben wir z. B.

bei der flachen Kerbe unter Zug an Stelle der Bezugsspannung %{—z
= Ei(l — t/b) jetzt L zu setzen; denn wir miissen fiir die ideal
ad 2ad

flache Kerbe in der gesamten Rechnung, also auch bei der Bezugs-
spannung, das Verhiltnis #/b als klein gegeniiber den iibrigen Gréfien
vernachlissigen. Nur so ergibt sich ein Verlauf der ,flachen Form-
zahl® oberhalb der wirklichen Formzahllinie (s. Abb. 2) entsprechend
der Bedingung oy << os;. Die mit der endlichen Querschnittsbreite
zusammenhingende Abminderung, wie sie durch den Faktor (1 — ¢/b)
bewirkt werden wiirde, muf} bei folgerichtiger Anwendung der in II, 4
entwickelten Gedankenginge vollstindig dem EinfluBl der ,,tiefen Form-
zahl® iberlassen werden, die ja ausgesprochen zur Erfiillung dieser
Aufgabe in die Rechnung eingefiihrt wurde. Die Nennspannung muf3
also auch bei der flachen Kerbe auf den engsten Querschnitt bezogen
werden.

Der Fall der Schubbeanspruchung stellt nun gegeniiber unserer fiir
die beliebig tiefe Kerbe aufgestellten Theorie insofern einen Ausnahme-
fall dar, als die Héchstspannung nicht mehr im Kerbgrund auftritt.
Andererseits ergibt die genaue Rechnung auch fiir die flache Kerbe,
wie in IV, 5, C erliutert wurde, ginzlich andere Verhiltnisse als bei
Biegung und Zug. Die genaue Durchrechnung dieses Ausnahmefalles
gestaltet sich infolgedessen auBerordentlich verwickelt und sei hier
iibergangen. In vielen Fillen mag es geniigen, mit der oben entwickelten
Theorie der tiefen Kerbe zu rechnen.

B. Die einseitige AuBenkerbe.

Fir Zug und Biegung sind die Grenzwerte der tiefen Kerbe mit
(108) und (113) gegeben, mit den Nennspannungen (102) und (111).
Bei der flachen Kerbe gilt fiir Zug und Biegung (131), wobei die Nenn-
spannungen aus den oben erwihnten Griinden dieselben bleiben miissen.
Die Schubbeanspruchung stellt auch hier einen Ausnahmefall dar, fir
welchen in erster Anniherung die Theorie der tiefen einseitigen Auflen-
kerbe maBgebend ist.
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C. Bohrung und Langloch.

Den Grenzwert der Formzahl von Bohrung und Langloch fiir sehr
kleine Werte a/b (,tiefe Kerbe®“) kénnen wir aus der Theorie der ein-
seitigen AuBenkerbe herleiten, indem wir uns den Stab aus zwei ein-
seitig gekerbten Staben zusammengefiigt denken (Abb. 42), welche —
von der ndheren Umgebung des Loches abgesehen — im wesentlichen
ungekriimmt sind. Wir haben nun in 1V, 3, A die Losung fiir die ein-
seitige tiefe AuBlenkerbe kennengelernt fiir den Fall, dal die ungekerbte

Stabkante (sie entspricht hier der &dufleren
] Stabkante) keine Kriimmung erfihrt. Wenn
! von der niheren Umgebung des Loches ab-
gesehen wird, entspricht diese Bedingung in

O erster Anndherung dem hier vorliegenden
Falle. Fir die ,,tiefe Formzahl®“ des Lang-
—la e t—al-— loches bei Zug wird daher zunichst die
b r 6 Beziehung (69) in Betracht kommen. Wir

miissen aber andererseits auch die néhere
Umgebung des Loches beriicksichtigen ; denn
Abb. 42. Langloch als tiefe dort tritt ja gerade die eigentliche Kerbwir-
kung in Erscheinung. Rein geometrisch ist
bei der Verformung der Lochumgebung eine nach innen gerichtete
Kriimmung der dufleren Kanten zu erwarten, welche mit einer zusétz-
lichen Biegungsbeanspruchung verbunden ist. Zur Erfassung dieses
Anteiles setzen wir fiir die Formzahl

O = o + Cixy, (190)

wobei sich «; auf (69) und der Biegungsanteil x; auf (113) bezieht.
Die Konstante C ergibt sich durch Vergleich mit spannungsoptischen
Messungen von A. Hennig zu 0,8. Wir werden hierauf in VII zuriick-
kommen. Fir die ,flache Formzahl® ist (131) mafgebend. Die Nenn-
spannung liefert (102).

Bei Biegungsbeanspruchung gilt als ,,tiefe Formzahl* wieder (190),
da es sich im Grenzfalle der sehr kleinen Werte a/b auf der einen Stab-
seite nur mehr um Zug, auf der anderen Stabseite nur mehr um Druck
handelt. Die Nennspannung ist jetzt die elementare Biegungsspannung
des Kerbgrundes

%

3M¢

Sie geht némlich in dieser Form in der Tat einerseits fiir kleine Werte a/b in

M

2b

iiber, wobei M /2b die GroBe der auf der einen Stabseite {ibertragenen

Zugkraft angibt, entspricht also der Nennspannung (102). Andererseits
geht (191) fir kleines #/b in

3mt

On = 5757 (193)
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also in den Bezugswert (136) tiber, so daB fiir die flache Formzahl un-
mittelbar (142) anwendbar ist.

Bei Schubbeanspruchung des beliebig breiten Stabes mit Langloch
haben wir wieder einen Ausnahmefall vor uns, der sich nicht mit den
einfachen, fiir Zug und Biegung geltenden GesetzmiBigkeiten erledigen
148t. In den meisten Fillen wird man entweder mit IV, 3, C oder mit
IV, 4, C auskommen.

Die Formzahlnomogramme, die man so fiir AuBlenkerbe und Langloch
erhilt, sind in Abb. 104 enthalten. Die richtige Handhabung geht aus
den angegebenen Pfeilen hervor. Im ibrigen sei auf Abschnitt X ver-
wiesen, in welchem die Formzahlermittlung néher erldutert ist.

7. Der Vorsprung (Kerbwirkung durch Werkstoffanhidufung).

Bisher haben wir ausschlieflich solche Kerbspannungsaufgaben be-
handelt, bei welchen schon rein gefithlsméBig infolge der mit dem An-
bringen der Kerbe verbundenen Querschnittsschwichung eine
Spannungssteigerung zu erwarten war. Im Gegensatz hierzu wollen
wir uns jetzt einem Fall zuwenden, bei welchem nicht durch Werk-
stoffwegnahme, sondern durch Werkstoffanhdufung eine Erhéhung
der Beanspruchung eintritt. Wir betrachten einen auf Zug beanspruch-
ten Flachstab, an welchem sich seitlich ein kleiner Vorsprung befindet.

Als Randlinie benutzen wir zweckméBig eine Linie v = konst. un-
seres Koordinatensystems (163), die wir mit v, kennzeichnen wollen.
Die Linien v = konst. sind fiir groBes « (oder x) noch geradlinig und
fallen mit den Linien y = konst. zusammen (vgl. Abb. 38 und 43). In
der Nédhe z = 2, y = 0 tritt jedoch eine Auslenkung nach Art eines
Vorsprunges ein. Der Stab erstreckt sich in der z-Richtung und ist,
von der néheren Umgebung des kleinen Vorsprunges abgesehen, gleich-
méBig auf Zug beansprucht (Spannung p). Fir den Stab ohne Vor-
sprung wird dann die Spannungsfunktion
Y=, o =LFe (199
Wir gehen hiermit auf die mit (163) festgelegten krummlinigen Koordi-
naten iiber und nehmen, um fiir v = v, einen lastfreien Rand zu er-
halten, geeignete Zusatzfunktionen herein, welche fiir groBes u oder »
abklingen und der Differentialgleichung (46) der harmonischen Funk-
tionen geniigen. Dann ergibt sich der folgende Ansatz:

2 —u? ]

P, —ﬁ[vZ—u2—2+M+A+Bv+O ' . 4+D
(1 2 (u2+v2)2 uz_l_,vz (u2+ 1)2)2

v .
F=5y mit Q=

(195)
Qsl:—[u_i‘uz_i_vz"l“Euz N ,Uzl :
Die Spannungsfunktion wird
F= @0—}—1‘@1— [’ u2+v2+(u2+vz)2+A+B”+Oz_{_zz (196)

+D< u2+v2+<u2+v2))+E<l tare (uszﬂ) )]

Neuber, Kerbspannungslehre. 5
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Die Randbedingungen sind am einfachsten erfiillt, wenn wir die Kon-
stanten so bestimmen, daB bei der Spannungsfunktion der Faktor
(v — vy)? auftritt. Dies ist der Fall, wenn wir

— o2 - — 2%
A+ E =1, B = —2v,, O"2vg+l’
(197)
_ =391 _ —4vp—1
203 +1° 20241
setzen. - Die Spannungsfunktion nimmt hiermit die endgiiltige Form!
=P 1
e N S =T (198)
an. Fir die Randspannung ergibt sich
1
11— -
1 62F _ (292 4 1) (u? + 02)
(mm%=ﬁgﬁmw—pl T (199)
MR

Abb. 43 zeigt den Verlauf der Randspannung fir v, = 1/3. Sie ist in
einiger Entfernung-vom Vorsprung noch gleich p, nimmt dann zum

-— —
-— —r
¥4 P
-— —

Abb. 43. Symmetrischer Vorsprung bei Zug.

Vorsprung hin allmahlich zu, um ziemlich genau an der Stelle der
stirksten Randkriimmung mit 1,64p ihren Hochstwert zu erreichen.
Jenseits dieses Hochstwertes fillt sie rasch ab und geht lings des Vor-
sprunges in eine verschwindend kleine Druckspannung iiber.

Zur Berechnung des Spannungshichstwertes haben wir Gleichung
(199) nach u zu differenzieren und den sich ergebenden Ausdruck gleich
Null zu setzen. Man gelangt dann zu folgender Beziehung

(1 4+ 4od)ut —2(1 + 598 + 408w + 1 + 202 — 110§ — 1205 = 0. (200)
Diese Gleichung ist in #? quadratisch und hat die Losung
u? =1+ v} + V4§ + 40} (201)
1 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 440.
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Dem Héchstwert der Randspannung entspricht das positive Vorzeichen.
Durch Einsetzen in (199) erhalten wir fiir die Héchstspannung

A+4) 01+ 02— )

o520 (202)
Zu jedem v,-Wert gehort eine ganz bestimmte Randform. Die charakte-
ristische Grofe der Randform ist hier das Verhéltnis der halben Breite a
des Vorsprunges zum kleinsten Kriimmungshalbmesser p des Randes.

Fiir die halbe Breite des Vorsprunges miissen wir uns auf einen
Randpunkt beziehen, der in der Néhe des Spannungshiéchstwertes liegt.
Um zugleich eine eindeutige Definition zu treffen, beziehen wir uns
auf die Stelle des Randes, an der die Randtangente parallel zur y-Achse
liegt, wo also dx 1 242

Omax
Omax _
» +

= 0= ey T e ap (209
wird. Daraus ergibt sich als zugehoriger u-Wert
w=301— 202+ J1 —84}). (204)

Damit wird .
0= @)y, = Z%Vz [1+ 200 — 8ot — (I — 80%%].  (205)

V=T

Fiir den Kriitmmungshalbmesser der Randlinie erhalten wir entsprechend
(174) zunichst allgemein
1 (1 0k _ 20, (3u% — v — 1)
o (iT %>v=vo‘ (W + o) + 208 — 20 + 12 (200)
Die Stelle, an welcher der Kriimmungshalbmesser am kleinsten ist,
ergibt sich wieder durch Nullsetzen des nach 4,

w differenzierten Ausdruckes. Der zugehérige 5
u-Wert wird ) . 2 T
U; = 1 + v . (207) 74 P ax
P
Durch Einsetzen in (206) folgt fiir die stirkste R R
Randkriimmung P
e
i — __F_l_ (208) Abb. 44. Die Hiichs%%pannung
e : s
1] 2 vg Vl T ,vg im sSymme ggczeuré ' orsprung

Durch Multiplikation mit (205) wird schlieBlich die Kerbkriimmung

a "1 1/14200F — 8vf — (1 — 8u})2
=l 2(1+2)) '

Wir kénnen somit jedem v,-Wert einen ganz bestimmten Wert von ajo
zuordnen. Abb. 44 erldutert die sich se ergebende Abhingigkeit der
Héchstspannung von der Kerbkriimmung.

Es ist damit der Nachweis erbracht, daB auch durch Werkstoff-
anhéufung eine wesentliche Spannungserh6hung hervorgerufen wird;
diese tritt nicht im Gebiete der Werkstoffanhiufung selbst, sondern
unmittelbar daneben auf. Die Héchstspannung ist wie bei den eigent-
lichen Kerbproblemen von der Kriimmung des Randes abhéingig und
kann unter Umstinden sehr hohe Werte annehmen.

(209)

5*
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Es gibt nun noch eine grofe Anzahl ebener Probleme, deren Losung
sich in dhnlicher Weise durchfiihren 148it, sei es nun in geschlossener
Form — wie in den hier behandelten Fillen —, sei es mit Hilfe un-
endlicher Reihen. Im Rahmen des vorliegenden Buches wollen wir
jedoch — der Mannigfaltigkeit des Stoffes zufolge — auf weitere ebene
Probleme nicht mehr eingehen, sondern uns nun dem Hauptgebiet der
Kerbwirkung, der rdumlichen Kerbwirkung zuwenden.

V. Theorie der raumlichen Kerbwirkung.
1. Die Ausgangsgleichungen.

In der régumlichen Kerbspannungslehre kommt das in III, 7 ent-
wickelte Verfahren in seiner vollen Allgemeinheit zur Anwendung. Aus
dem unendlich vielseitigen Aufgabengebiet der raumlichen Kerbwirkung

kénnen wir natiirlich hier nur einen
TS ———dossssy  kleinen Ausschnitt behandeln, und
' zwar sollen die Umdrehungs-
i kerben, die in mannigfacher Ge-

4r~>, stalt an Maschinenteilen vorkom-
7 "¥"17 men, den Gegenstand unserer
¢ b

|

!

|
__} tF_ Untersuchung bilden. Die Um-
‘ | dreh kerben gestatten, wie wir

rehungs g ,

miiv @E}\—/ sehen werden, zwischen dem ebenen
und dem raumlichen Spannungs-
zustand Vergleiche zu ziehen und
so fir den Zusammenhang beider
Aufgabengruppen zu allgemeinen
GesetzmaBigkeiten zu gelangen.

Wieder behandeln wir zunéchst
tiefe und flache Kerben getrennt
und bestimmen erst dann nach dem
Abb. 45, Tiefe Umdrehungsauenkerbe und  in II,4 angegebenen Verfahren die
flache Umdrehun%s(irﬁ;lﬁgl;srbe ohne axiale Formzahlen fiir beliebige Tiefe.

Es ist nun bemerkenswert, dafB}
sowohl flache UmdrehungsauBienkerben als auch simtliche Umdrehungs-
auflen- und -innenkerben mit grofler axialer Bohrung noch als zwei-
dimensionale Spannungsprobleme behandelt werden kénnen (wir wer-
den hierfirr in V, 5 den Nachweis erbringen). Dagegen haben wir fiir
die beiden Grenzfille, tiefe UmdrehungsauBenkerbe und flache
Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung (Abb. 45), aus-
gesprochen riumliche Spannungsverteilungen zu erwarten. Die genaue
Berechnung der Spannungen fiir diese beiden Grenzfille bei den ver-
schiedenen Beanspruchungsarten ist daher die Hauptaufgabe dieses
Abschnittes.

Da infolge des Abklingungsgesetzes die Kriimmung des Kerbgrundes
den wesentlichsten EinfluB auf die Formzahl hat, kann die weitere
Form der Kerboberfliche so gewihlt werden, daB sich ein moglichst
einfacher Rechnungsgang ergibt. Wir wollen hier die tiefe Umdrehungs-

b4
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aulenkerbe als Hyperboloid und die flache Umdrehungsinnenkerbe als
Ellipsoid idealisieren. Wir kénnen auf diese Weise Ellipsoidkoordinaten
verwenden und wollen setzen

z = Ginucosv, y=Epjusinvcosw, 2= Cojusinvsinw. (1)

Die Flichen u == konst. sind dann Ellipsoide, die Flichen v = konst.
Hyperboloide und die Flichen w = konst. Ebenen, welche durch die
x-Achse hindurchgehen. Wir bilden zuniichst an Hand der Gleichun-
gen (20) von 1II, 3 die drei Verzerrungsfaktoren h,, h,, h, und er-
halten aus (1)

by = hy = h = Y&intu + cotv, h, = Cojusinw . (2)

Fir die neuen Verschiebungskomponenten sind die Gleichungen (80)
von III, 7 mafigebend. Wenn wir von (1) und (2) Gebrauch machen,
gehen sie iiber in

2QU = %{—— F2x[D, @Zoiucosv+@tnusmv(¢2cosw+@3sinw)]} ,

2GV =—{—@—|—"(x[ D, Ginu sinv+Cof u cos (P, cosw+ D, smw)]} (3)
1
Eojusinv dw 6w

2GW = — —I—2ﬂ<( D, sinw + D, cosw) . J

Fir die Normalspannungen gelten die Beziehungen (91) von IIL, 7.
Hier wird:

Oy = — ,;gz-l—,i{@mu(&ofu +sinv cosv j +(1- )AF+
+2% [@:Dfucosva —I—@musmv(cosw 2 4 sinaw 02 )]
av=—hi2$§—h7[@mu@ofu +smvcosv§p]+<l—3)AF+ "
+3 |- Ginusiny +c§oyucosv(cosw : 1 sinw 28 2],
00 = 37| (orea — st 5 — T8 5 — cobv e +
+ 20 (Ggre — G ) (sinw Gt — cosw ) + (1~ 5) 47
Fir AF folgt aus (99):
AF=%[@0{ucosv( ! 4 cosw 22t 4 sinw '3@3)+
+@musmv(—66— +co sw + sin ,9@3)_}_ (5)

sine  Coju\/. 0@, 0D,
+ ((Sofu B sinv) (S‘nw% — cosw 0w)J ’
Die Schubspannungen sind entsprechend 111, (92) zu bilden. Hier er-
gibt sich:
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1 &
T Roude T

-+ ﬁ[@ofu cosv (& -+ cosw + sinw

Tuv -

[@mu Cof ul —sinv cosw g»ﬂ +
0D,
ou ) +
+ Ginu sinv (— Tul & cosw aa‘lzz + sinw %%ﬂ ,
Foe = ‘h‘@a‘ua“v(s—iﬂm)Jrﬂ— 9w -5, +
1 9 (1 oF o,
Tuw:_hsian(@oqu)-l_ h [ tv—aTv——{—

+ igu(\cosw % + sinw %‘Z"’)

ou | |

Um bei der Innenkerbe auch den Sonderfall der Kugelform erledigen
zu koénnen, bendétigen wir schlieBlich noch die analogen Gleichungen
in sphérischen Polarkoordinaten. Indem wir das Koordinatensystem mit

x=wucosv, Yy =usinvcosw, 2= usinvsinw

(7)

(v = konst. Kugelflichen, v = konst. Kegelflichen, w = konst. Ebenen

durch die x-Achse) festlegen, erhalten wir in derselben Weise:

hy=1, hy,=wu, h,=usino,

26U = _ﬁi’ + 2x[D, cosv + sinv(P, cosw + D, sinw)],

2GV = — i ﬂ + 206[ @, sinv + cosv (D, cosw + P, sinw)],

1
u sinv 6w

20W= — + 20 (—Dysinw + Dy cosw),

ou=—gat+(1—5)4F +

+ 2 [cosv 36?11 (eosw 66?; ‘96?;3)} ,
o= du s g (1 5)AF +
+ g“g [—sinv 9:% + COS”( aa% + sinw 66423)] )
2
G = = 5y — iy 0 — s+ (1= 3)AF +
+ i i G+ com G12),
op e 25 1)
+281nv(——%g Sw%%—sinw%%)_

ow dw

( . 0, 6453)
— [sinw ——2 — cosw =],
usmv

(8)

(10)
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)—i—occosv(ia—q-}—c %—}-

Tup = —

] oF
6u<u dv

-+ smwaa@) + asmv(—a—u—l—

1 8(1 8F\ , &« 60,
Too =~ g (5w 0w) T u |~ @

sinv dw

cosw % sinw %
% v U E)v)’

d
—+ cotv(oosw 2 1 sin wa¢) — sinw%gE + cosw&},
v ov
. 1 0 (1 E)F>+ [cotv&lpl .

Tyw = — —— o | — 7
uw sinv du u

+ cozw 00, +

Bei der AuBlenkerbe sei die Oberfliche durch das Hyperboloid v,
gebildet. Dann miissen simtliche Komponenten der Spannung, die an
der Fliche v = v, angreift, verschwinden, und wir haben folgende
Randbedingungen zu erfiillen:

0,=0, T,y =0, T, =0 fir v=uy,. (12)

Bei der Innenkerbe soll das Ellipsoid u, die Oberfliche bilden, so
daf in diesem Falle die Randbedingungen

0,=0, Tuy=0, 1T,,b=0 fir u=u, (13)

zu befriedigen sind.

Auflerdem kommen noch die fiir das jeweilige Problem charakte-
ristischen Integrale hinzu, welche sich aus dem Gleichgewicht zwischen
den am Kérper angreifenden duBeren
Kriften und den an einer beliebig zu
wihlenden Schnittfliche wirkenden
inneren Spannungen ergeben. Die Re-
sultierende der duBeren Krifte habe
in der z-, y- bzw. z-Richtung die
Komponenten P,, P, bzw. P, und
um die 2-, y- bzw. z-Achse die Dreh-
momente M,, M, bzw. M,.

Bei den AuBenkerben wird der  Abb.46. Zur Ermittlung des Kraftflusses

. . . in der Umdrehungsau8enkerbe.

Schnitt zweckmiBig lings einer

Fliche u = konst. (Flicheninhalt F) gelegt. Die an einem Flichen-
teilchen mit den Kanten A,dv und h,dw angreifende resultierende
Spannung 7,, entspricht einer Kraft vom Betrage 7, ,h,h,dvdw (siehe
Abb. 46!). Um die Resultierende P, zu erhalten, miissen wir die 2-Kom-
ponenten dieser Krifte integrieren. Statt die resultierende Spannung
zu verwenden, konnen wir auch ihre u-, v»- und w-Komponenten be-
nutzen, d. h. fiir 4 nacheinander %, v, w einsetzen. Dann ergibt sich

—M S vucos(@, ) hohpdvdw usw.  (14)
K=U,v,w

sinw 0.
—ws— sin w*—i— cosw

aqss]

¥

oo

e W
k7 hvhwdvdw

Z

f 'dkdgns'

Durch zyklische Vertauschung in z, y, z ergeben sich hieraus auch die
Ausdriicke fir P, und P,.
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Das um die z-Achse drehende Moment M, ergibt sich durch Inte-
gration der Momente der y- und z-Komponenten der resultierenden
Spannung in bezug auf die xz-Achse (Abstinde z und y). Verwenden
wir wieder statt der resultierenden Spannung ihre %-, »- und w-Kom-
ponenten, so erhalten wir

Mx=// > Tuplycos(z, p) — zcos(y, w) hyhy,dvdw usw. (15)
g E=u, YW

Die zyklische Vertauschung in x, y, z liefert die Ausdriicke fir M,
und M,.

Bei den Innenkerben legen wir den Schnitt am besten lings einer
Fliche z = konst. Zu integrieren sind dann die am Flichenelement
dy dz angreifenden Spannungen 7,, (= 0,), T4y, Tz;. Aus den Gleich-
gewichtsbedingungen ergeben sich die Integrale

P, =/ To2dydz, M, =ff(y-r,,E — 2Tzy)dydz usw. (16)
F 7

Durch zyklische Vertauschung der unterstrichenen Zeichen kénnen
hieraus sidmtliche in Betracht kommenden Beziehungen abgeleitet
werden.

Wir wollen nun festlegen, daB3 jeweils nur eines dieser sechs Inte-
grale von Null verschieden sein soll. Auf diese Weise wird das Span-
nungsproblem in sechs Partikularlosungen aufgespalten, welche uns die
von den sechs Raumkomponenten des duBeren Kriftesystems hervor-
gerufenen Spannungszustinde liefern. Da es sich hier um drehsym-
metrische Korper handeln soll (die z-Achse ist Umdrehungsachse,
Abb. 45), werden die Krifte P, und P, den gleichen Spannungszustand
hervorrufen, dasselbe gilt fiir die Momente M, und M,. Die Zahl der
aufzustellenden Losungen reduziert sich daher auf vier (Zug, Biegung,
Schub und Drillung). Bevor wir uns jedoch der eigentlichen Spannungs-
aufgabe zuwenden, wollen wir noch kurz auf die harmonischen Funk-
tionen eingehen, welche wir ja bei der Spannungsberechnung zur Ver-
fiigung haben miissen.

2. Losung der Potentialgleichung in Ellipsoidkoordinaten.
Wir gehen zuriick auf Gleichung (98) von IIT, 7. Setzen wir die
Verzerrungsfaktoren aus (2) ein, so lautet die Potentialgleichung in
Ellipsoidkoordinaten

A@:l[l 0

1 0 1 4
h* |Gofu du sinv dv

o0 . 0D
(@Diué)_u—) + sinv dv (va W) + (17
( 1 1 \o*d )
+ (& @ofzu)m
Zu ihrer Integration fassen wir @ zunichst als Produkt der drei Funk-
tionen f, (%), f3(v) und f; (w) auf, von denen jede nur von einer der

drei Verdnderlichen abhingt:
D = f,(w) fy(v) f3(w) . (18)

|=o.
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Aus WAD _ 0 folgt dann

0]
1 ot 0 (. 0f,
f,Coju (")u(g oju ) + f2 sinv v (va%)
1/ 1 1 \é&y
+ K(sinzv - @Zofzu)m =0.
Das erste Glied hingt nur von u, das zweite nur von » ab. Damit die

Gleichung erfiillt ist, muB sich das dritte Glied additiv aus zwei Be-
standteilen zusammensetzen, von denen der eine nur von u allem der

(19)

andere nur von v allein abhingt. Das ist nur méglich, wenn A a—u{g

konstant ist; wir bezeichnen diese Konstante mit —n?. Die ganze
Gleichung zerfillt so in zwei Bestandteile, von denen der eine nur
von %, der andere nur von » abhingt. Da ihre Summe gleich Null
werden soll, muf} jeder von ihnen gleich bzw. entgegengesetzt gleich
einer weiteren Konstanten sein, welche wir mit »(» 4- 1) bezeichnen
wollen. Wir gelangen so zu folgenden drei Differentialgleichungen:

@olw 19'41,(@:0i 6f1> [@::22 —v(v+ 1)} =0,

smv&i (vagfz)_'_[ sm2 +r(»+ )}]}:0, (20)
6f3+ nify = 0.

Die Differentialgleichung fiir f; hat die bekannte trigonometrische L&-
sung ¢, sin(rw) + d, cos(nw). Die Differentialgleichungen fiir f; und f,
lagsen sich durch die Substitution €ojw = 1 bzw. sinw = 1 auf die
gemeinsame Form

(2= )T 4 (22— DI L [ w6+ 1)]10) =0 (@)

bringen; denn es wird
0 — 0 0 0 5 0
T2 = @mu = Vi — Loz bzw. o= cosvgzr = Y1 — 72 EVE (22)

Die Integratlon wird am zweckméiBigsten mit Hilfe einer Potenzreihe
vorgenommen. Wir setzen hier allgemein fiir die gesuchte partikulire
Losung v-ten Grades

No (D) = 1 4 a2 + ag 74 + agl=5 4 .. (23)

Durch Eingehen in die Differentialgleichung (21) ergeben sich die
Koeffizienten a,, a,, a; usw. Zunéchst erhalten wir

(22—-1) [ (v=1) "~ 24a, (v—2) (v—3) I*~4+a, (v—4) (v—5) A6+ ...]
+(2z— i)wv—l+a2(v—2)Av—3+a4(v—4)zv—5+. 1 24)

+[ =20+ 1| aph2a it 140,
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Indem nun der Faktor jeder Potenz von 1 fiir sich verschwinden muf,
ergeben sich fiir die Konstanten die folgenden Bedingungsgleichungen:
fpv—1)+2v —v(r 4+ 1}" =0,
{—v(r—1)—v+n2tay[(r—2) (v —3)+2(»—2)—» (v+ 1)}’ "2=0,

{aal— (v —2)( — 3) — (v — 2) + 2] + ¢,[(» —4) (v — 5) +

+ 2y —4)— v+ 1)}1t=0, usw.
Die erste Gleichung ist von selbst erfiillt; die zweite liefert die Kon-
stante a,, die dritte @, usw. Setzen wir die sich fiir die Konstanten

ergebenden Ausdriicke in (23) ein, so erhalten wir unser partikuldres
Integral n-ten und v-ten Grades zunichst in der Grundform «):

(25)

oy vE—n? (V2 —n?)[(v—2)2—n?] ., _ _
Nu,o(2) =1 ‘2(21;—1)2 s 2-4(21:—1)(21}—3)1 Pt (26)

Ist v+ |n|=0,24,6... (positiv gerade), so liefert die Grund-
form «) stets eine endliche Reihe.

Fiir positives ungerades » + |n| wiirde die Grundform o) unend-
liche Reihen liefern. Mit Hilfe des Binoms

NO,I(Z)_—_Z—li—ii-@-—m:]/Tz_——l (27)

liBt sich jedoch wieder die endliche Form herstellen, indem wir die
Grundform «) durch diese Reihe dividieren. Wir gelangen so zur
Grundform f)
A 12 2
Mot =B =1 1= = G S es
. [(» — 1)2 — 2] [(» — 3)2 — n?] -5 _ i+ ] (28)
242y — 1)(2v — 3) ' )

welche in der Tat fiir v + |»| =1,3,5,7 ... endlich ist.
Bei negativem » 4 |n| muB die Funktion

1 11 31 TRl
NO’_1(1)=7+FF+EF+ .o :—arI‘CCth}.z—‘1=

(29)

A4z
14+y1—2 2
zu Hilfe genommen werden. Die Identitit mit arcctg ]/}.2 —1 148t sich
leicht durch Differenzieren nachweisen. Es wird ndmlich

= —¢ln

d 1 1 3
ﬁ(NO’_l(l))=_ﬂ—-2F.—w—”" (30)
Andererseits wird
d T 1 A 1
— 2 = — . = —
7 (arcctg 1z 1) = TIFESL o TEoT (31)

Die Ubereinstimmung der rechten Seiten folgt unmittelbar aus dem
binomischen Lehrsatz. Diese Funktion erméglicht nun bei negativem



Losung der Potentialgleichung in Ellipsoidkoordinaten. b

» + |n| die endliche Schreibweise unserer allgemeinen Funktion N, , (1),
und zwar mull

Npw(d) = C{N, _, _1(3) arcctg Y22 —1 + M(3)} (32)
gesetzt werden. Hierin ist C eine Konstante und M (1) eine Potenz-
reihe, die fiir gerades negatives » 4 |n| ohne weiteres, fiir negatives
ungerades » -+ |n| mit Hilfe von (27) stets endlich wird. Wir gelangen
80 zu zwei weiteren Grundformen:

Fir » + |n| = —2, —4, —6... (negativ gerade) gilt Grund-
form y)
. 1 v [1y_e | @ H2F—m?,
N,,,,(z)__am{uz_l[z 1 T+ |
L2 —n?l[(v+4)*—n*],_, (33)
+ 2-4(2v+3)(2v+fﬂ' 6+"‘]arcctg|/22—1+
+ a21“7‘2 -+ a41*”"4 + o 4 a_z,,_zl"—*'z}.
Hierin ist
a, = —1,
1 pt2p—w
% =37 22r+3) °’ 34)
L2 12— [+ 2)— nf][(r + 4 — n2] (
% =113 3@ 53 — 2.42r+3) @ +5)
usw.
Fir v + |n| = —1, —3, —5 ... (negativ ungerade) gilt schlieBlich
Grundform §)
___1 I G ot ) il TR
Nn,v(]‘)_ a_27+1{1 + 2(2V+3) l +
+1P—n?][(»+3)*—n?] ,_, TR (35)
+ .42, 13) @ +5) Av 54 ---]au‘cctg]/l2 1+

 [ag A" 34 ag A "B e g, T Y= 1}

Hierin ist

ag =—1,
2 (pt1E—m

%= "3 2@r+3 ° (36)
. 8 2 (v +1)2 —n? [(» 4+ 1)2 — ] [(» 4 3)2 — n?]

=" 73 2@r+3)  2-42r+3)@2r +5)

usw. ‘
Beispiele sind o -

NO,_2(1)=—3{]/22——1arcctg]/l2—l —1}, 37)

No,_s(4) = 4¢ {[22 — §larcctg y22 — 1 — 22 — 1}.
Bei der Zusammenstellung der allgemeinen Loésung der Potential-
gleichung ist noch zu beachten, daf3 die Vertauschung von » mit —» —1,
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die an der Konstanten »(» + 1) nichts dndert, zu einer neuen Kombina-
tion fiihrt. Ferner ist zu beachten, daBl die so gefundene Lésung noch
unvollstindig ist, und zwar insbesondere fir n =0, » = 0. Wir kom-
men hier jedoch aus, wenn wir noch das partikulire Integral In(y2 - 22%)
hinzunehmen. Es ergibt sich so

oo 4oo

@ = D1 D7 N, (Cofu) [ay, » Ny, » (si00) + by, » Ny, —, 1 (sin0)] X 38)
0 -o0

X [ensin(n w) 4 dy, cos(nw)] 4 ag o(InCoju + Insinv).

Die sehr hiufig vorkommende Funktion Ny _;(€oju) = arcetg(Sinu)
wollen wir zur Abkiirzung stets mit 7' bezeichnen.

Tiefe UmdrehungsauBenkerbe Flache Umdrehungsinnenkerbe
&y b, D, &, D, @, &, &,
I’II 1111 1’11 I]II IkII IJII 1] o L[II
n 0 0 0 0
Zug 0] |1 2 1
|0 —1 —2
-9 -3
n 1 1 0 1 1 0
Biegun, -1 —2 —2 3 2 2
gune P -1 —2 —3 —3
—3 —4
n 1 1 0 1 1 - 0
Schub of 1 @ e _ e,
1|2 =3 (=4 |(—9
(—3)
n 1 1 1 1 1
Drillung ‘
—2 —2 2 2
v —3| |-3

I bedeutet b, , =0, II bedeutet a,,, = 0.

Zur Behandlung des Spezialfalles der kugelférmigen Innenkerbe
miissen schliefflich auch noch die harmonischen Funktionen in sphéri-
schen Polarkoordinaten angegeben werden. Mit Bezug auf (7) und (8)
erhalten wir auf Grund derselben Gedankengéinge wie oben fiir die
Potentialgleichung

A@:l[a—i(uzg%)—i— 1 i(sinv@)—i— 1 62¢]=O (39)

u? sinv 0w ginZv O w?

und fiir ihre allgemeine Lésung

o :Zz;uv [a’n,an,v(Sin'v)"]"bn,an, - —I(Sinv)] [cn Sin(n w) +
0 -oo
+ d, cos(nw)] 4+ ap o(Inu + Insine).

(40)



Die tiefe UmdrehungsauBenkerbe. 77

Die nebenstehende Tafel gibt fiir die hier in Betracht kommenden
n- und v-Werte einen Uberblick, Wir werden jetzt — bei Behandlung
der einzelnen Spannungsaufgaben — auf das Zustandekommen dieser
Werte niher eingehen.

3. Die tiefe UmdrehungsauBenkerbe.

A. Reiner Zug.

Beim Aufsuchen geeigneter Funktionen ist zunichst notwendig, sich
iiber charakteristische Eigenschaften des gesuchten Spannungszustandes
Klarheit zu verschaffen. Wir gehen dabei zweckmiBig von den Inte-
gralen (14) und (15) aus. Bei reinem Zug verschwinden alle-Integrale
mit Ausnahme desjenigen fiir P,. Wir wollen jetzt der Einfachheit
halber P statt P, schreiben; nach Auflosung der Summe und mit Ver-
wendung der Beziehung (18) von III, 3 fiir den Richtungskosinus er-
halten wir

P=[[|f so+ i+ 5 g bohedvdw, (41
F

oder mit Riicksicht auf die Beziehungen (1) und (2) unseres Koordi-
natensystems
Vo 27T
P =] /[o‘u Coju cosv — 1, Sinusinv] Coju sinv dv dw. (42)
00

Die Koordinate u, welche die Schnittfliche # = konst. kennzeichnet,
lings der die Spannungen zu integrieren sind, kann beliebig gewihlt
werden; der Wert des Integrals muB stets derselbe und von u unab-
hingig sein. Beispielsweise kénnen wir auch u sehr grof (=oo) an-
nehmen. Dann wird Sinu = Cofu = e = h und das Integral geht
iiber in

vy 27T

P =//%62“(0u COSV — Ty, 8inw) sinvdvdw. (43)
00

Die Koordinate u tritt also nur noch in Form des Faktors ¢?* auf.
Das Integral kann mithin nur dann von % unabhingig sein, wenn die
Spannungen fiir grofles u mit 1/e2* proportional sind. Dies ist aber nur
dann der Fall, wenn die zur Aufstellung der Spannungen verwendeten
Funktionen die folgenden héchsten »-Werte haben: » =0 bei @, und
v = —1 bei @,. AuBerdem sind noch kleinere y-Werte mdoglich; wir
kommen hier jedoch bereits mit » = —2 bei @, aus.

Aus der Umdrehungssymmetrie, welche bei reiner Zugbeanspruchung
fiir den ganzen Spannungs- und Forminderungszustand gilt, folgt die
Unabhingigkeit von der Koordinate w. Daraus ergibt sich, daBl die
Funktionen @, und @, nicht in Betracht kommen. Bei @, und P,
mul} ferner n = 0 gesetzt werden.

Bei den von v abhingigen Bestandteilen mu83 entweder a,, , oder b, ,
gleich Null gesetzt werden. Ausschlaggebend ist hierbei, daf im Innern,
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insbesondere fiir » = 0, keine Unendlichkeitsstellen auftreten diirfen.
LaBt sich die Unendlichkeitsstelle weder im einen noch im anderen
Falle vermeiden, so fiihrt stets eine geeignete Uberlagerung beider Fille
zum Ziele.

Hier ergibt sich fiir n = 0, ¥ = 0 bei Beachtung von (26) [Grund-
form «)] und (29)

siny

[ao o + b, 0( Ll a— + %)} dy + ag,o(In €ofu 4 Insinv) . (44)

Bei geeigneter Wahl der Konstanten (bo 0= — 2 - 90,05 dy =1 ) kénnen
wir hieraus die Funktion

ag,o[In Coju 4 In(l 4 cosv)] (45)

ableiten, welche fiir v = 0 keine Unendlichkeitsstelle mehr besitzt.

Fir y= —2 und fiir » = —1 wird die Unendlichkeitsstelle ver-
mieden, indem jeweils a, , gleich Null gesetzt wird. So ergibt sich
folgender Ansatz, welcher die strenge Losung unserer Aufgabe ermog-
licht:

P, = A{InCGoju + In(1 + cosv)] + B(SinuT — 1) cosw,

46
D, =CT, D=0, D,=0, T=arcctg(Ginu). (46)

Die Spannungsfunktion wird entsprechend (58) von III, 6
F=A[InCoju+In(1+cosv)]4B(Sinul —1)cosv 4 C&inuT cosv. (47)

Zur Ableitung der Spannungen bilden wir hieraus zundchst den
Ausdruck fir AF, der bei den Normalspannungen eine Rolle spielt.
Mit Bezug auf (5) wird:

AF = —

2C cosv

R (48)

Ferner miissen die mit 1/A* behafteten Ausdriicke, die in (4) und (6)
auftreten, besonders behandelt werden. Dabei 1aBt sich wiederholt
durch &in?u + cos?v = Eoj2u — sin?v = h? kiirzen. Man erhilt:

(@mu @',ofu —]— sinv cosv%F) =
= ,—:g[A + (B4 0) (GinuT —1) cosv] + 2 h4 “I—A4 +B+ Ccosv],

1/, oF . oF
h—,;(@mu@oiuﬂ — sinv cosv ?97) = (49)

- 5;;‘2-”[—‘4 g fgczw + B(—GofuT + Tgu) — CgofuT] n

+ s““’zg u[—A + B + Ccos?v].

Die Beziehungen (4) und (6) bieten im iibrigen keinerlei Schwierig-
keiten. Es ergeben sich folgende Normalspannungen:
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0, = {Aif:g u -+ B cofsv | C’[ oc—i--(b:—olf—%}cosv}—l—
+ c?;v{ A+ B+ Ccos?v},

COS v

—i—(oc—l)C’cosv}—l— = {4 — B—Ccos?v},; (50)

1 CcosS v
_{_Al_icosv

Op = h—z{A(—igzu +

cos v ) COsS v

14 cosv Coftu +

1
—l—C[zx—l CoPu }cosv}
Die Schubspannungen sind:

__ Zgusinv A
Ty = B A F a0+

) (51)
—I—ﬁ[——A—i—B—I—C’cos%]}, Tow =0, Tuw=0.

Bis auf die Wahl der Konstanten ist damit der Spannungszustand
bereits festgelegt. Die Konstanten berechnen sich aus den Randbedin-
gungen (12). Da bei ¢, und 7,, der Faktor eines jeden Gliedes, das u
enthilt, fiir » = v, verschwinden muB}, ergeben sich zunichst 4 Glei-
chungen. Infolge paarweiser Ubereinstimmung reduziert sich jedoch
ihre Zahl auf zwei, aus welchen folgen:

A= (6—1)(14cosvy) C, B=A--Ccos?v,y. (52)

Wir kommen nun zur Ermittlung des Kraftflusses, der durch unsere
Umdrebungskerbe hindurchgeht. Hierfiir ist das Integral (42) maB-
gebend. Machen wir Gebrauch von den Beziehungen (52), durch welche
die Bedingung der lastfreien Oberfliche befriedigt wird, so 1Bt sich
jetzt in der Tat nachweisen, daBl der Wert des Integrals bei beliebig
gewihltem u konstant und von % unabhingig ist. Wir wollen hier je-
doch diese allgemeine Rechnung umgehen und zur Vereinfachung % = 0
setzen, d.h. iiber den engsten Querschnitt integrieren. Dort wird
h = cosv, und (42) geht iiber in ’

72 27

P =/ /(ou)uzosinv cosvdvdw =
) 6

72 27

_ 5
-—] f[ sz A}sinvcosvdvdw: (53)

cosv cos3

= 27 [(B — aC) (1 — cosvy) + (B — A)(c—oi? — 1)}
oder wegen (52)
P =27C(1 — cosvy) [—1 + (& — 2) cosv, — cos?v,] . (54)

Infolge der Dimensionslosigkeit unseres Koordinatensystems miissen
wir statt P einen Bezugswert einfithren, der die Dimension einer Span-



80

Theorie der raumlichen Kerbwirkung.

nung besitzt; wir wollen dazu die Nennspannung, also hier die mittlere
Spannung des engsten Querschnittes (Halbmesser a)

so daB

(55)
verwenden.
Aus (1) folgt fiir den Halbmesser a des engsten Querschnittes
@ = (Y9 + 2)umo = sinv,, (56)
P = prsin®v, = pa(l — cosyy) (1 4 cosvy) (57)
wird und mithin aus (54)
O — 1 4 cosy, (58)

T2 T4 (2 — &) cosv, + costu,

folgt. Damit ist der gesamte Spannungszustand eindeutig festgelegt.
Abb. 47 zeigt den Spannungsverlauf lings der Kerboberfliche und
im engsten Querschnitt; es handelt sich um den Fall cosv, = 0,2. Im

Abb. 47. Tiefe
Umdrehungsaufen-
kerbe bei Zug.

|
‘P

Kerbgrund erreicht die in
der Zugrichtung wirkende
Spannung o, den 5,1-fachen
Wert der Nennspannung.
Zugleich erreicht dort die
Ringspannung mit 1,7p
ibren Hochstwert. Vom
Kerbgrund erfolgt sowohl
lingsder Kerboberfliche als
auch nach dem Inneren
rasches Abklingen; nach
auflen nehmen die Span-
nungen angendhert um-
gekehrt proportional der
zweiten Potenz der Entfer-
nung vom Kerbgrund ab,
also noch schneller als beim
ebenen Spannungszustand

(das entsprechende ebene Problem zeigte nur ein Abklingen, welches
angendhert umgekehrt proportional der ersten Potenz der Entfernung

vom Kerbgrund erfolgt, siehe IV, 2, A).

Bei Aufstellung der allgemeinen Formeln fiir die im Kerbgrund auf-
tretenden Hochstspannungen tritt v, als Parameter auf. Fiithren wir
als fiir die Kerbform charakteristische GroBe das Verhiltnis zwischen
Kriimmungshalbmesser ¢ und Halbmesser ¢ des Kerbgrundes ein, so
ergeben sich fiir den Zusammenhang mit v, dieselben Beziehungen, die
wir schon in Gleichung (68) von IV, 2 kennenlernten. Wir erhalten

als Formel fiir die Héchstspannung

eV ereos Do

Y3 )

1

=0 —
Vo

(59)
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und fiir den Héchstwert der Ringspannung

1 __332,{1[}. /e 4 05] 60
Hieri ist p (UW)::?(J)O— p N gLm .l/ e + + ’ . ( )
lerin 18
Nt 2V e ey ”
= m] - . e

Die genaue Abhingigkeit beider Hochst-  sp
werte von der Kerbkriimmung ist in

.
Abb. 48 ersichtlich. 3’:
B. Reine Biegung. 2’; y, 9 }az
Zur Behandlung des Falles reiner A

. . / 7]
Biegungsbeanspruchung greifen wir zu- 7| _Z== 42

riick auf die fiir den Kraftflul charak-

9 5 107 20 25 W H W

teristischen Integrale (14) und (15.) Wir &

lagsen das Biegungsmoment um die AbbL45. Die Hichet ottt
.43. Die HOochstspannungen in tiefen

2-Achse drehen und fordern dement- Umdrehungsanfenkerben bei Zug.

sprechend, dal von den sechs Integralen

alle mit Ausnahme desjenigen fiir M, verschwinden. Wenn wir jetzt
M statt —M, schreiben, hat es mit Verwendung der bereits mehrmals
benutzten Beziehungen fiir die Richtungskosinus die Form

W 27
[ fTeu( Oz dy Ty [ OF dy
M—f/ [Tu(ym*x?ﬁ)*“ T (?/W*‘”a—v)Jr
00 .

(62)
we [ O 0 |
+ 1hw (y% — x%)} by hydvdw |
oder ‘wegen (1) und (2)
Do 27T
M= [0, sinv cosv cosw — T, ©inu Coju cosw +
/= @)

+ Ty wh Giny cosv sinw] Coju sinvdvdw.

In groBer Entfernung vom engsten Querschnitt wird Ginw = Coju = }e*

= h = Ja? 4+ y® + 22. Das Integral enthilt dann ¢3* als Faktor. Da
es von % unabhingig sein soll, miissen die Spannungen fiir groBes u
umgekehrt proportional mit €3* sein. Daraus ergeben sich die hochst-
moglichen »-Werte fiir die von % abhingigen Bestandteile, und zwar
v = —1 bei @y und » = —2 bei @, und D,. AuBerdem sind auch
Funktionen mit noch kleinerem » brauchbar. Ferner 1iBt das Ver-
schwinden der iibrigen Integrale vermuten, daB bei o, und %,, der
Faktor cosw auftreten wird, d. h. daB ¢, = 0 wird und bei @, und @,
nur =1, bei @, nur » == 0 in Betracht kommt.

Damit im Innern, insbesondere fiir v = 0, keine Unendlichkeits-
stellen auftreten, muf ferner a, , gleich Null gesetzt werden. Eine Aus-
nahme hiervon bildet die Funktion » = —1, n = 1; sie wird zunichstin
der Form 1 1 .
ora [al, -1t G + by, 1 zcotv] d, cosw

Neuber, Kerbspannungslehre. 6
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erhalten, deren beide Bestandteile fiir v = 0 unendlich werden. Setzen

wir jedoch a, _; = —¢b; _;, so ergibt sich, vom konstanten Faktor
abgesehen,

cosw 1 — cosv cosw  sinw

Cofu sinv ~ Cofu 14 cosv’ (64)

also eine brauchbare Funktion. Die Losung der Aufgabe liBt sich
bereits streng durchfithren, wenn wir auBler den erwihnten Funktionen

noch jene mit » = —3, n =1 bei @, hinzunehmen. Wir erhalten so-
mit folgenden Ansatz?:
@, =4 sinv cosw +

Coju(l + coswv)
+ B [@Dfu(@inu’f 1) + 3@ o sinv cosv cosw, (65)

?D, = C(CojuT — Tgu) sinv cosw,
D, = D(@inuT — 1)cosv, @D;=0.

Die Spannungsfunktion wird

A
Cofu cosv (1 + cosv)

+

F = ginv cosv cosw [
(66)

. B 1
+ (B + C + D) Goju(Ginul — 1) + (3 + o)m]
Unter Umgehung der Zwischenrechnung, bei welcher wiederholt durch k2

gekiirzt werden kann, erhalten wir schlieBlich fiir die Spannungen fol-
gende Ausdriicke:

0, = TG oGfu(@inul —1)[B+ (1— %) (C+ D)] +

24 2 i
+ Cofu [._—cos'v(l + cosv) ?B —6C+(2+ “)D} =+
1 24 2
+ Cou |cosv(1 -+ cosv) + -B + 20} +

+k2(&of (A—{- 5 B + 2C cos?v + D sin? )}

G, = ML";’“’““’{z Gofu(GinuT — 1)[B + (1 — a)(C + D)] +

1 A
+ G Coju [(1 -+ cosv)
+ 2C cos?v + Dsmzv)}

sinv cosv cosw{ 1 [ A(2 4 cosv)
h? Coju [cosv(1l -4 cosv)? +

+(~2+20)C + (1 - 9D +
] P S 20}},

cosv (1 4 cosv) 3

(67)
Gt 5 B A=) D|— g (4+ 3B+

w

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 6 (1935) S.138.
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Typ = SLLSY {[(@iuuT — 1)(1 — 2 cos?p) —
t cos®v sin®v A B
—@@}[B"i‘(l—“)(o‘f‘D)]-l‘ vl =3 +

+(—1+ &) } —I—}Tz(A -+ -3-B+2C’cos2v —i—Dsm%)},

sinv sinw

Ty T (@inul — DB + (1 — &)(C + D)) + (68)

+ a7 o — 5+ (L0

cos v sinw

o= {(@ZoiuT Tgw)[B + (1 — &)(C + D)) +

I TR P

cosv(1 4 cosv)

Fir die Konstanten A, B, C, D ergeben sich aus den Randbedin-
gungen (12) zunéchst acht Gleichungen, da ja bei den drei Spannungen
Gys Tyy, Tow der Faktor eines jeden Gliedes, das in irgendeiner Form
von u abhingt, fiir v = v, verschwinden muBl. Diese Gleichungen sind
jedoch teilweise identisch und lassen s1ch auf drei zuriickfiihren, aus
welchen folgen:

A=—-§2zx(l—zx)(l+cosvo)2, C=N£[—30¢+2(1~0¢) cosvy+

1 1
B=—(1—&)(C+D); +(4—0x) cos?y,], t(69)
hierin ist Ny = 2co89[2(1 — &) + (4 — &) cosv,].

Die Konstante C ergibt sich aus dem Integral (63), wobei wir
zweckmdBig v = 0 setzen. Es wird

D 3M
N, m(l—cosv)?2x[614(4—x) cosv,+2(B—2x) cos?vy+(4—o) cosBuy]

(70)

Die Nennspannung ist bei diesem Spannungszustand die elementare
Biegungsspannung des Kerbgrundes

_4M

= nd®

= 0,. (71)

Unter Verwendung von (56) und mit Einfithrung der Kriimmung des
Kerbgrundes afp = tg?v, ergibt sich schlieflich fiir die gr6B8te Bie-
gungsspannung, die im Kerbgrund auftritt, folgender Ausdruck

1 A IO
w=0

wobei o 14—

N=3(%+1)+(1+$)V%+1+—Tﬁ;—‘1 (13)
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Abb. 49. Tiefe UmdrehungsauBenkerbe bei Biegung.

Abb. 50. Die Hochstspannungen in tiefen UmdrehungsauBenkerben bei Biegung.
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bedeutet. Der ebenfalls im Kerbgrund auftretende Héchstwert der
Ringspannung wird

p3a[3 a 1

0, = (Ophumo =+ — |=V/—+1+14+—]. (14

2 ("”1;1600 N 49 ng m )
w==

Abb. 49 zeigt fiir ajo = 8 und 1/m = 0,3 die Spannungsverteilung.
Links unten sehen wir den Verlauf der Spannungen lings der Kerb-
oberfliche, wo sich das charakteristische Abklingen zeigt. Der obere
Teil des Bildes zeigt den Spannungsverlauf im engsten Querschnitt.
Die gestrichelte Linie wiirde dem Geradliniengesetz entsprechen. Die
Biegungsspannung lduft in scharfer Spitze aus und erreicht im Kerb-
grund den 2,4fachen Wert der elementaren Theorie. Die rechts
gezeichneten Linien gleicher Biegungsspannung lassen erkennen, wie
sich die Zone der hohen Beanspruchung giirtelférmig lings des Kerb-
grundes erstreckt.

In Abb. 50 sind die beiden Spannungshdéchstwerte abbingig vom
KrimmungsmaB und fiir drei verschiedene Werte der Poissonschen
Konstanten aufgetragen.

C. Reiner Schub.

Wird die Umdrehungsaulenkerbe im engsten Querschnitt auf Schub
beansprucht, so miissen von den Integralen (14) alle, bis auf jenes,
welches die Schubkraft angibt, zu Null werden. Wir wollen die Schub-
kraft parallel zur y-Achse legen und mit V bezeichnen (statt —P,).
Unter Umgehung der Zwischenrechnung ergibt sich dann

v 27
| 4 =/ f(au Ginusinv cosw + 7,, Eoju cosv cosw —
00
— Ty b sinw) Cofu sinv dvdw.

(75)

Fiir sehr groBe Werte von « tritt bei diesem Integral der Faktor e?*
auf. Die Spannungen miissen mithin fiir groBes » umgekehrt propor-
tional mit ¢** werden. Daraus ergeben sich als héchste »-Werte: » =0
bei @, und v = —1 bei @, und D,. Im iibrigen gilt wie beim vorigen
Problem ¢, = 0, sowie n =1 bei @, und D,, ferner n = 0 bei D,.
Wieder muB zur Vermeidung von Unendlichkeitsstellen a,, , gleich Null
gesetzt werden. Eine Ausnahme bildet hier der Fall v =0, n = 1, bei
welchem wir zunéchst die Funktion

. 1
Tgu [“1,0 tcotv + by m] d, cosw

erhalten, deren beide Bestandteile mit ¥ = 0 unendlich werden. Setzen
wir aber a;% = —by o, so ergibt sich bis auf den konstanten Faktor
die brauchbare Funktion

1 —cosv
sinv

Tau cosw = Igu cosw. (76)

sinv
1 + cosv
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Nehmen wir auBer den bereits erwihnten Funktionen noch jene mit
» = —2, n = 1 bei @, hinzu, so gelingt bereits die strenge Losung der
Aufgabe. Wir wihlen mithin folgenden Ansatz:

By = ATgu T2 4 B(EofuT — Tgu)sinvcosw, -
@, = ¢ Smveosw ®,=DT, D,=0.

Coju (1l + cosv)’

Hieraus leiten wir die Spannungsfunktion

. A Cg
F=sm’ucosw[l_}_ci:v—l—B((_&ofuT—igu)_{_ 1_?_"22::}” _{_D@ZoiuT] (78)

ab. Unter Umgehung der Zwischenrechnung ergeben sich folgende
Spannungen:

gu=&f;:;ﬂggu[o( <x+1+cosv)—l—D( 2 &)+
1 24 2C cosv
+ Cofzu (1 + cosv 2B + 1+ cosv) +
—{—}:2( — 2B + Ccos?v — Dsmzv)]
sinv cos w A
0, = —i U [ +
2(1—{—00&;0)2 . (79)
o
+ O<_1 Toa— 1 4 cosv + (1 —{—cosv)a) + D(=1+ &) —
— (4 —2B 4 Coosv — Dsinzv)] ,
sinv cos w A 1
Tw = h? Tgu [(1 -+ cosv)? + C(_l o 1+ co—s_;)F) +
1 24 2C cosv
+D(=1+ o) — (Eof (1 -+ cosw — 2B+ 1 +cosv)]
cos 1+
Tup = h2w{1+cosv+0[( —<x)cosv——2(xﬁ1+c;v]+D(1—a)cosv+
1 — cosv 2
+ Cof2u [_-A 1+ cosv + O(lx cosy — 1 — o + 1+ cosv)} B
C(;;v (A — 2B + Ccos?v — Dsin%)} ,
(80)

Ginwu sinv sinw

Tow = hmw[fl + C(—1 + & + o« cosv)],
__ sinw A C(1 + «) cosv
T'“”—h@ofu [_l—i—cosv_ 14 cosv +D(=1+0a)+

1 24 cosv
+ @072u<1 +cosv 2B +20 1+ cosv)] :
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Bei Anwendung der Randbedingungen (12) entstehen zunéchst sechs
Gleichungen fiir die vier in der Losung enthaltenen Konstanten. Sie
lassen sich jedoch auf drei zuriickfithren, aus welchen folgen:

o2 — 2«

C 1
A=C[l—oux—oxcosvy], B_—:?[l—_—(x—{—lwoc—i— T %°S%]|>

(81)

D:O[——l— ) (ix_[_cosvo)]'

Die Konstante C liefert das Integral (75), wobei wieder zweckméBig
# = ( gesetzt wird. Fiithren wir hier mit

|4
P=_5=Ta (82)

die mittlere Schubspannung des engsten Querschnittes als
Bezugswert ein, so ergibt sich mit Riicksicht auf (56)

C =

p(1 — &) (1 4+ coswv,)?
*(l — cosvy) [2 4+ (2 — ;) cosv,) (83)

Bemerkenswert ist, daBl die gr68te Schubspannung nicht
im Schnitt w =0, sondern im Schnitt w = z/2 auftritt. Wir
bezeichnen sie mit 7, und erhalten mit Hilfe von 1V, (68)

1l a 1 1 a
PRRACRED (V?“*l)
Ty = (Tuw)uio =P I . (84)

1
g Lp14
0 m

w=?

Im Schnitt w = 0 tritt nur ein relativer Hochstwert 7, der Schub-
spannung t,, auf, welche dort der Gleichung

(Tus) . aC 14+ (1 —a)cosy,  cos’y,
ue "zg T (1 —a) (1 + cosyy) cosw cos?v

w
(1 — o) cosvg(l 4 cosvy)
cosv(l -+ cosv) }

L (s5)
J

geniigt. Zur Ermittlung der genauen Stelle dieses Hochstwertes wollen
wir diesen Ausdruck zunichst dadurch etwas vereinfachen, daB wir fir
die Werkstoffkonstante & den Wert 1 einsetzen (entsprechend m = 2).
Dann wird

1 + cose, cos?v — cos?v,

(Tuv);zg =P (1 — cosvy) (2 + coswy) ) cos3v

(86)

Wir erkennen bei diesem Ausdruck dieselbe Abhingigkeit von der Ko-
ordinate v, die wir bereits bei dem entsprechenden ebenen Problem
festgestellt hatten [vgl. IV, (94)!]; der Schubhéchstwert 7, liegt
daheranderselben Stellewie beimebenen Spannungszustand:

a

B o _9
cosv = +}3 cosv,, y=al/ 2 - (87)

e
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Untersucht man den Ausdruck (85) auch fiir andere Werte der Kon-
stanten x, so zeigt sich, daf der Ort von 7, mit geniigender Genauig-
keit an derselben Stelle liegt. Zur Berechnung der Gré8e von 7, gehen
wir daher mit cosv:]/gcosvo in (85) ein und erhalten schlieflich

Ta = (Tuodu=0 =
c08v = V3 cos v,

w=0
(3+1)(3+2Vﬁ+1+2) 3(1——72;)(%—1)
=p-2 e 1¢ - 1— A (88)
3B ()% +1+2) 2(“ )32 +1)+1)
VQVQ+ +m Q+l 9+)+
Fiir xfp = 2 liegt 7, in der Achse (v = 0) und wird
1
%JF(%W)(V%““)
Ty = (Tuv)uig =P Y 1 /a—-—- . (89)
= afen)e e

Im Schnitt w = 0 erreicht ferner die Spannung o, einen betricht-
lichen Héchstwert, und zwar an der Oberfliche in unmittelbarer Nihe
des Kerbgrundes. Fiir diese Spannung erhalten wir zunéchst den Aus-
druck : -

o O sin v, Tgu [4 —x—(2— (x)sm vo] (90)

(G“)w”Z'(;“ = (o —1)(1 + cosv,) A% Coffu "
Die nahere Untersuchung zeigt auch hier, daB sich mit hinreichender
Genauigkeit fiir den Abstand der o,-Stelle vom engsten Querschnitt

dieselbe Formel ergibt, wie beim ebenen Spannungszustand [vgl. 1V,

(92)"], némlich .
@inu = 4 cosv,, T=-—— -, (91)

Vete+)

Setzen wir dies in (90) ein, so ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung

(@ a a a 2
—4+ 1\ —+2/—+14+2){—4+2+ =
L i SRR

01 = (0u)einy = cosv, = P — o . (92
LG i can I
An derselben Stelle erreicht auch die Ringspannung ihren Héchst-
wert 11/a {a /a——— a
T el e ),
0y = (Op)Ginu = cosv, = P £ e 1\/a Py . (93)
o =¥ o)1) (54

Abb. 51 zeigt die Spannungsverteilung fiir afp = 8, 1/m = 0,3, und
zwar zundchst im Axialschnitt parallel zur Schubrichtung. Links unten
sehen wir die Oberflichenspannungen, die unmittelbar neben dem Kerb-
grund ihre Hochstwerte erreichen. Im engsten Querschnitt herrscht
nur Schubspannung; sie erreicht unmittelbar unter der Oberfliche ihren
Hochstwert. Die gestrichelte Linie entspricht dem Fall afp = 0. Im
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To-105 Sehubrichtuny
Twid, ),
P 2p
A A
0;-26p 9,
7 01:} V=i,
G-G6p
-06p
Q Schubspannungs/inien
~46p
R S
)
Schnift w=0 Sehniff u=0

Abb. 51. Tiefe UmdrehungsauBSenkerbe bei Schub; links Axialschnitt in Schubrichtung mit
Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Schubspannungslinien.

————

278D Schubrichlung

Cuwlumg |

Linien gleicher Schubspannung

(57 ¥ tZ, + T2, - konst)

5c/mi/fw=2i5 Schnitt -0

Abb. 52. Tiefe UmdrehungsauBenkerbe bei Schub (Fortsetzung von Abb. 51); links Axialschnitt
senkrecht zur Schubrichtung mit Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Linien gleicher
Schubspannung.
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Normalschnitt rechts sind die Schubspannungslinien eingezeichnet, die
im wesentlichen parallel zur Schubrichtung verlaufen.

Abb. 52 zeigt fiir dieselbe Kerbe den Axialschnitt senkrecht zur
Schubrichtung. Die Schubspannung steigt auBerordentlich stark an.
Im Kerbgrund, wo ihre Richtung parallel zum Rand ist,
liuft sie in einer sehr starken Spitze aus. An dieser Stelle
herrscht offenbar die héchste Beanspruchung. Nach dem Innern und
auch lings der Oberfliche klingt die Schubspannung schnell ab.

5p

4p

3p

2p

Abb. 53. Die Hochstspannungen in tiefen UmdrehungsauBenkerben bei Schub.

Im Normalschnitt rechts sind die Linien gleicher Schubspannung
aufgetragen. Die Zone der héchsten Beanspruchung erstreckt sich
giirtelformig in der Umgebung der Punkte, an denen die Randtangente
parallel zur Schubrichtung liegt.

Die Linien gleicher Schubspannung sowie die obenerwéihnten Schub-
spannungslinien ergeben sich nach Ermittlung der resultierenden Schub-
spannung. Wir werden hierauf bei Besprechung der flachen Um-
drehungsinnenkerbe noch zuriickkommen und dafiir unter V, 4, C ein
einfaches Verfahren angeben.

Abb. 53 zeigt die Abhingigkeit der Spannungshichstwerte vom
Krimmungsmal.

D. Reine Drillung.

Bei Drillungsbeanspruchung werden von den Integralen (14) und (15)
alle zu Null bis auf jenes, welches das Drillungsmoment angibt. Wir
bezeichnen das Drillungsmoment mit M statt M, und erhalten

v 27
. o, [ Oz dy Tuof 0% Jy
= [[felvz — =50+ lves — =55
00

+ ’h—:(y%‘ _ "%)] hohydvduw.

(94)
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In unseren Koordinaten geht dies iiber in
Vo
M= 27zf‘ruwh@oi2u sin2vdv. (95)
0

Da fiir groBe u-Werte der Faktor ¢** auftritt, haben wir Spannungen
zu erwarten, die dann umgekehrt proportional e3* sind; dementspre-
chend sind folgende »-Hochstwerte einzuhalten: » = —1 bei @, und
y= —2 bei @, D, und D,.

Die Losung des Drillungsproblems bei Umdrehungskérpern ist eine
bekannte Aufgabe der klassischen Elastizititstheorie, bei welcher sich
die Spannungen unabhingig von der Poissonschen ergeben!. Aus
unserem allgemein-raumlichen Gleichungssystem lift sich dieser Sonder-
fall leicht herstellen, indem wir

b,=0, D=0 (96)
und
D, = —f(u,v)sinw, D;=f(u,v)cosw (97)
setzen. Dann folgt zunichst
F=0. (98)
Die Beziehungen (3) liefern
U=0, V=0, W=gf@0); (99)

d. h. der Umdrehungskérper wird um seine Achse verdreht. Aus 4)
und (5) folgen ferner

0,=0, o0,=0, o0,=0. (100)
Aus (6) ergibt sich schlieBlich

Tuv =0,
_ _sinv 0 (f(u,v)

Tow = &7 W(?iﬁ) (101)
_ Gofu 9 (f(u,v)

Tuw = &= %(@om)'

Zur Losung geniigt bereits die Funktion v = —2. Da cosw im Ansatz (97)
auftritt, ist n =1 zu setzen. Zur Vermeidung der Unendlichkeitsstelle
wird wieder a, , = 0. Wir gelangen so zu folgendem Ansatz:

flu,v) = A@fuT — Tgu) sinv. (102)

Diese Funktion hat uns bereits bei der Biegungsaufgabe beschaftigt.
Fir die Spannungen erhalten wir?

sinv
Tow =0, Tuw:—2“0m. (103)
1 Siehe z.B. A. u. L. Foppl: Drang und Zwang, II. Bd., 2. Aufl. S. 108.
Miinchen u. Berlin 1928.
2 Th. Péschl gelangte auf anderem Wege erstmalig zu diesem Ergebnis.
Siehe Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) 8. 137.
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Das Integral (95) liefert
o
M= —47toc0’0fsin31zdv = —4mwaC(cosdvy, — 3 cosvy - 2) (104)
= —4maC(2 4 cosvy) (1 — cosvy)?.

Y~

Tnax =

@ 171p
\\ ., ideny )
N

Spannungshinien

~7 D

Abb. 54. Tiefe UmdrehungsauBenkerbe bei Drillung.

Wir fithren die Nennspannung
2M

nad®

Ty = oy = p (105)

ein und erhalten mit a = siny, fiir die Konstante C:

- 3psinvy (1 + cosv,)
C=- 8x(2 4 cosvy) (1 — cosvy) (106)

Nach Einfiihrung der Kerbkriimmung ergibt sich schlieBlich fiir den
im Kerbgrund auftretenden Schubhéchstwert

Un
7

o]

/// T, 2
MEP= 3(1+]/—Z—+1)
s Tmax = P . (107)
7 4 (1 +2 Vi'f- 4 1)
0 W 20 30 W %0 60 W& e
[ Fir afo = 8 zeigt Abb. 54 rechts den

Abb. 55. Die Hochstepannung Spannungsverlauf im engsten Querschnitt
in tiefen Umdrehungsaugen-  (ohen) und lings der Kerboberfliche (unten ;)
erben bei Drillung. . . . . . . .

links sind die Spannungslinien eingezeichnet,
welche in der u-Richtung verlaufen, da nur die Spannung 7,, allein
vorhanden ist und mithin die Rolle einer Hauptspannung spielt.
Die Abhingigkeit der Hochstspannung von der Kerbkrimmung er-
lsutert Abb. 55.
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4. Die flache Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung.

Wir kommen jetzt zur zweiten Gruppe der Spannungsaufgaben, bei
welchen die Anwendung des réumlichen Losungsverfahrens in seiner
vollen Allgemeinheit notwendig wird. Auller den tiefen Umdrehungs-
auflenkerben stellen — wie schon zu Anfang dieses Abschnittes er-
wiahnt — auch die flachen Umdrehungsinnenkerben ohne axiale Boh-
rung derartige Sonderfille mit ausgesprochen riumlichem Verhalten dar.

Fiir die Oberfliche der flachen Umdrehungsinnenkerbe wihlen wir
zur vereinfachten Durchfithrung der Rechnung ellipsoidische Gestalt
(vgl. Abb. 45). Die Kerbtiefe, welche wieder mit ¢ bezeichnet wird, ist
also definitionsgemal klein gegeniiber dem Halbmesser b des Stabes:

T <1, (108)

Bei sinngemiBer Anwendung dieser Ungleichung lassen sich die einzelnen
Loésungen wesentlich vereinfachen, wenn wir uns an folgenden Rech-
nungsgang halten: Fiir die jeweilige Beanspruchungsart wird zunichst
der Spannungszustand des Vollstabes bestimmt; an der Staboberfliche
miissen dabei folgende Randbedingungen erfiillt sein, die wir als Gleich-
gewichtsbedingungen des schraffierten Randelementes in Abb. 56 ab-

lesen: Tyyd2 — Ty, dy =0
oy dz — T, dy =0 fir g%+ 2% =0 (109)

Ty, dz— 0, dy =10

dy z
oder wegen =y
YTuy T 2T, =0 mit u==2u,y,z2. (110)

Der zweite Teil der Losung besteht in der Ermittlung der sog. ,,Stor-
spannungen‘‘, welche der durch die Innenkerbe hervorgerufenen Stérung

Abb. 56. Zur Randbedingung des Zylinders.

der Spannungsverteilung Rechnung tragen und so zu bestimmen sind,
daB bei Uberlagerung mit den Vollstabspannungen die Randbedingun-
gen (13) an der Kerboberfliche (u = u,) befriedigt sind. Diese Stor-
spannungen stellen die eigentlichen Kerbspannungen dar und unter-
liegen dem Abklingungsgesetz. An der Staboberfliche, welche wegen
(108) von der Stérungszone sehr weit entfernt ist, sind sie daher bereits
abgeklungen und nehmen an den Randbedingungen (110) nicht teil.
Damit sind aber alle Randbedingungen der flachen Innenkerbe erfiillt.
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A. Reiner Zug.

Im Fall der reinen Zugbeanspruchung laBt sich der im ungekerbten
Vollstab herrschende Spannungszustand mit Hilfe unseres rdumlichen
Verfahrens folgendermaflen beschreiben:

D= 2D pay 2 902,

2(¢—a) (111)
@1—:4—%&2}', ¢2=O, @3=0
Daraus ergibt sich mit III, (58) die Spannungsfunktion
F=g4" 52— 0 +2) + Qx —2)a?]. (112)
Fiir die Spannungen erhalten wir mit III, (68) und (69):
0y =D, GyzozzfzyZTyz:Tzz=0- (113)

Der Bezugswert p stellt mithin die gleichmifBig verteilte Zugspannung
des Stabes dar. Bezeichnen wir die Zugkraft mit P, so wird
P
P=_32-
Wir wollen das Problem zunichst noch nicht allgemein, sondern fiir
einen verhiltnismiBig einfachen Sonderfall losen, und zwar fiir den
Sonderfall der kugelfé6rmigen Kerboberfliche. Dieser Fall ist sehr
geeignet, den oben angedeuteten Rechnungsgang dem Leser anschau-
lich vor Augen zu fiihren,

(114)

Der Sonderfall t =p.
Wir geben mit unserem Ansatz auf Kugelkoordinaten iiber, indem
wir von (7) Gebrauch machen, und erhalten

2 — .
D, = 577—4—%% %(3 sin?v — 2), 15)

¢1=Zf—aucosv, D, =0, D,=0.

An Hand der allgemeinen Potentialfunktion (40) stellen wir fest, das
es sich um die Funktionen y =2, =0und ¥y =1, n = 0 mit b, , = 0
handelt. Wir miissen nun Zusatzfunktionen hinzunehmen, welche zur
Erfiilllung der Randbedingungen (13) geeignete Spannungen liefern.
Diese Eigenschaft haben jene Funktionen, welche von v und w in der-
selben Weise, von % jedoch in anderer Weise abhingen. Sie ergeben
sich, wenn wir » mit —» — 1 vertauschen, also » = —3 statt 2 bei @,
und » = —2 statt 1 bei @,, ferner q, , statt b, , gleich Null setzen.
Auflerdem ist zu beachten, daB auch die Funktion y = —1, n =10
bei D, zu geeigneten Spannungen fiihrt. Mit diesen Funktionen gelingt
bereits die Losung. Der Ansatz lautet:

9 B .. .
@, = [‘2(4_"‘)71;u2+77} (3sin?y — 2) +

4
;:
(116)

Q)l=[4—f—au—|—u£2}cosv, ®,=0, D,=0.
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Die Spannungsfunktion wird
“—3w)p , 3B 0} " (cx Vp,
F = 2 —a) + 5 sin?p + —r—— + +~ (117)

Hieraus bilden wir gema8 (10) den Ausdruck fiir AF; im Anschluff
daran stellen wir die Normalspannungen auf und erhalten

36B (8+oc

o, = sin%p +
24B 2A+( 6—2<x)0
i (118)
21B C 12B —-142 O
o =|p+ ’ nty — 1o 4 L (Sl 200
158 (3—3 C 12B (—1 4 2x)C
0= [SF B3 } nty 4 — 1o 4 L4 (SLE2AC .
Die Schubspannungen folgen aus (11):
24B —4 .
Ty = [-p +0‘) ]smv cosv, (119)
Tow =0, Tyw=20.

Die Randbedingungen (13) liefern fiir die drei noch unbekannten Kon-
stanten gerade drei Gleichungen, aus welchen sich folgende Werte er-
geben (der Einfachheit halber ist hierbei u, = 1 gesetzt!):

(—2 —5ua)p
2(4 + 5x) °

__ 5
T 4+ 5"

p

4= =115

(120)

Fiir die im Kerbgrund auftretende Hochstspannung erhalten

wir den Wert
(o)
_ 38456 ( “m

—2(4—}—50:)})_2(7_%)

1

2
An derselben Stelle erreicht auch die Ringspannung ihren Héchst-
wert mit

0, = (Gv)u =

=

p(=2,04p fir 0,3). (121)

3(8 — 5a)

—3(_1+%)

Go=(Op)u=
v

I

1=
z
2

2@ 5P~

2(7—%)

L1
p(=0,14p fiir o~

0,3). (122)

Das Ergebnis stimmt iiberein mit einer bereits im Jahre 1908 von
A. Leon! auf einem anderen Wege durchgefiihrten Rechnung. Es war
damals Leon gelungen, fiir diesen noch achssymmetrischen Belastungs-
fall die Losung durch stufenweises Befriedigen der einzelnen Elastizi-
tétsgleichungen zu finden.

1 Leon, A.: Stérungen der Spannungsverteilung. Wien 1908.
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Der allgemeine Fall.

Im allgemeinen Fall der beliebig gekriimmten Kerboberfliche a3t
sich nun die Lésung unmittelbar mit Hilfe der analogen Funktionen
in Ellipsoidkoordinaten aufstellen, d.h. es kommen dieselben n- und
v-Werte zur Anwendung, nur ist jetzt Gleichung (38) fiir die einzelnen
Potentialfunktionen maBgebend. Wir erhalten mithin den Ansatz

P = {(22( (Q Fu ) + Bl(3Cof*u — 2)T — 3@inu]} %
X (3sino —2) + AT, (123)

D, = {4—?_—“ Ginu + O[Ginul — 1]} cosv, D,=0, D,=0.
Hieraus geht folgende Spannungsfunktion hervor:

P = g% 14— 30) Gotu — 2 + 2] sintv +
1 —
R e L e Rk S T

+ B[(3Cof2u — 2)T — 3 &inwu](3 sin?v — 2) +
+ O[Gin?uT — Ginu] cos?v.

Wieder bilden wir zuerst das fiir die Aufstellung der Normalspannungen
benéstigte Glied A F, sowie die bei ¢y, 0, und 7, auftretenden Glieder
mit 1/4%. Dabei finden wir im Anschlufl an (4), (5) und (6)

AF = hz{ 2p @szu+20[@Df wT— @mu]}-}-mzzv{_%_goqv},

[@mu @oi + sinv cosv gF] =

_;2{2: p Gintu + B[—12Gin?u T + 12 Ginu] +
+ O2Gin2uT — @mu]}—i—su,:gv {t 3“7)@0527;—{- =2 P+

+ B[(18Cofu— 12)T ——lS@mu]+20[—6m2uT+@mu]} (125)
@mu{ A — 4B — C Gintu},

17 ., oF . oF sinv cosv [4—3
F[@mu@:ofun——mnvcosva—u}: T {——p@mu(&oi +

+ B[lS Cofu(Ginu T — 1)+ %] +

+O[—2(&oi (Ginul—1)— ”+S‘;"@?S”{A+4B+0@m2u}

Mit Verwendung dieser Beziehungen erhalten wir fiir die Normalspan-
nungen:
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+B [12@01%'_1’—12 @inu~4%%%] +

Ginu
CEoftu

+0C [cx CoPuT + (1 — o) Ginw - %%]} +

0, = %{p(&ofzu—fl

. 2 i
+ 55 {"r@o12u+B [(—186012u+6)T+ 18 @in“+6§;—?j»] +
Ginu

+ 02 — 20) @uT — Ginw) -+ (— 2+ ) T — ]} +

+ St 4 — 4B Ceinu),

0y = g3 {B[—6GofPuT + 6 Ginu] +
+ O[2 — &) GoftuT + (—3 + ) Ginul} +
sinZyp

+ 257 {p Gintu + B[(18 Goftu — 12) T — 18 Ginu] -+
+ Ol(—2 + 24) Cofful — «T + (2 — 2&) Ginul} +

(126)

+ S (4 4+ 4B + CGintul,
1{, G ; L

+ ¢ [(2 — &) (Cof2uT — Ginu) — (?D}—?Z] +

sinZv Ginw

Cinu
Die Schubspannungen werden mit Hilfe der Beziehungen (6) berechnet:

Tuo = Si”h‘";ﬂ’{—p Ginu Goju - B{—ls Ginu GojuT +
1 18Gofu — @oiiu] + 0[(2 — 20) GinuCoju T +
+ (—2 + 20 Gofu + oo || + (127)
+ %%(S;{A + 4B + O Gintu},

Tow =0, Tyup=0.

Wir haben nun die in der Losung enthaltenen Konstanten so zu be-
stimmen, daBl die Randbedingungen (13) befriedigt sind. Zur Ab-
kiirzung sei

Coj*up Ginug(T)y = u, — Cof2uy Ginuy = g (128)
gesetzt. Ferner wollen wir die Kerbtiefe einfithren:
(¥)u=u, = Cofg = ¢. (129)
vmi

Bei Verwendung dieser Bezeichnungen ergeben sich zunéchst bei (0y )y — 4,
durch Nullsetzen der Faktoren der drei fiir sich von v abhingigen

Neuber, Kerbspannungslehre, 7
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Bestandteile die folgenden Bedingungsgleichungen:
1 g 4
ﬂ+®m{[—Lw{+BPF—4+ﬂ+
refrf e -0
2 g e
pt +-@m {B[ 185 +6% 112 - }4—

+0[<2—2oc);2—+(—2+oe>t4
—A—4B1+C[—+1]=0.

0,

=)

(130)

Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt fiir die Konstanten folgende

Werte:
" 4=PERNC g + (o — 2)g + 40 — daup],

B =P633f‘_0_[( — a)g + 24 + (—8 + &)#],

¢ =2ENRE 16, 194,
1
hierin ist N; = 6[(—4 + &)g? — 6gt* -+ 8g#2 + 418 — 414].

(131)

Setzt man diese Werte in (127) ein, so erkennt man, daB}
auch die Schubspannung der Randbedingung geniigt. Es sind
damit alle Bedingungen erfiillt, und wir kénnen dazu iibergehen, die

Spannungshéchstwerte zu berechnen.

Die absolut héchste Spannung tritt, wie zu erwarten war, im

Kerbgrund in Zugrichtung auf. Fiihren wir mit

= Cot?uy,  Cojuy = t ,  Ginuy = .

(132)

die Kerbkriimmung an Stelle des Parameters u, ein, so berechnet sich

die Hochstspannung zu
0y = (Colu=u, =

wobei M_cth 1
¢ = ——, Wwenn * >1,
V e
= -1
bzw.
m0+VLhJ—%mi t
¢ = e e , wenn —<1,
= @

e defione e (e Do

(133)

(134)

(135)
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bedeutet. Die senkrecht zur Zugrichtung wirkende Ringspannung
erreicht gleichfalls im Kerbgrund ihr Maximum mit

Oy = (Gw)u=uo =

P w4,
ép
z P
/ i
/ 3p
LY A \ 2p
VRS P e
r YA A O K2
NB ST ”
1‘5 y rd p Z,t-=26
”a 2}7
I
4o b
P
P p—ilbz
Y
Abb. 57. Umdrehungsinnenkerbe bei Zug.
Der Sonderfall tjo = 1 1aBt sich auch #p
hieraus durch Grenziibergang mittels g, o
Reihenentwicklung ableiten, wobei sich s
Ubereinstimmung mit (121) und (122) % A ]
ergibt. ) 7p “
Abb. 57 erliutert den Spannungsver- 4, Z;
lauf fiir ¢/p = 26, und zwar im engsten 5
Querschnitt (rechts) und lings des Ran- 7
des (links). Die Spannungen klingen % ; —
vom Kerbgrund nach allen Seiten hin ;) Pol/) sl l
sehr stark ab, im wesentlichen um- / 7 %
gekehrt proportional der dritten Potenz 7 [ ] PR
der Entfernung vom Kerbgrund. In 2 A =T 1%
einem Achsabstande gleich der doppelten ]
0 5 W B BB N BN

Kerbtiefe herrscht bereits angenihert
derselbe Spannungszustand wie im un-
gekerbten Stab, so dal der duBlere Rand
beispielsweise schon hier angenommen

P

Abb. 58. Die Hochstspannungen in fla-
chen Umdrehungsinnenkerben bei Zug.

werden kann, wie in der Abbildung gezeichnet. Die beiden Spannungs-
spitzen sind in Abb. 58 iiber der Kerbkriimmung aufgetragen.

7*
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B. Reine Biegung.
Die Lésung fiir reine Biegung enthilt zunichst die elementare Bie-
gung des Vollzylinders, die sich mit Hilfe des réumlichen Verfahrens

in folgender Form ableiten 1a8t:

—1 9
¢0 = ( 2-:(2)_(_ o‘)ta)py(yz + 22 — 4:.'172), @ ==

(2—o)p _
= aiie )(2+z2 222), D, =0.
Entsprechend III, (58) ergibt sich hieraus

—_ P LA Vo 2 _ 2
=2 1- 5w+ + (-3 +2man].  (139)
Die Spannungen folgen aus III, (68) und (69):

(—4+40)p
20(4 — &)t

(137)

Uzzp%’ Oy = 0, = Tpy = Ty, — Tz — 0. (139)

Der Bezugswert p stellt mithin die elementare Biegungsspannung
des Vollzylinders im Abstand y = ¢ dar. Es wird
_4Mt
T bt
Um iiber den Aufbau der Funktionen, welche die Stérspannungen
liefern, Anhaltspunkte zu gewinnen, sei auch hier als Voraufgabe der
Sonderfall der kugelfésrmigen Kerboberfliche behandelt.

(140)

Der Sonderfall t =p.
Zur Vereinfachung setzen wir die Kerbtiefe [vgl. (7)!]

t= (y)u Us =y = 1. (141)

Wir iibertragen nun unseren Ansatz (137) auf das System (7) der Kugel-
koordinaten. Durch Vergleich mit der allgemeinen Potentialfunktion (40)
in Kugelkoordinaten erkennen wir, daf3 es sich bei den im Ansatz ent-
haltenen Funktionen um die Fille y =3, n =1 bei @y, v =2, n =1
bei @, und v =2, n =0 bei @,, simtlich mit b, , = 0, handelt. Die
Zusatzfunktionen miissen zu Spannungen fiihren, mit deren Hilfe die
Randbedingungen (13) befriedigt werden kénnen. Dies leisten jene
Funktionen, die in derselben Weise von » und w abhingen, wihrend
bei den von % abhingenden Bestandteilen » mit —» — 1 vertauscht ist.
Die Loésung gelingt, wenn auBlerdem noch die verwandte Funktion

vy = —2, n =1 bei @, hinzugenommen wird. Der Ansatz ist daher:
D, = (Zlt0@—a)p ud-+ ](5sin3v—4sinv)cosw+£sinv00sw
0 2x(4—a) u? ’
414 .
[( 20‘(1__02)1) 2 ;5] sinv cosv cosw , (142)

[2“(4 f](?,sin%-—fz) ®,—=0.
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Mit Hilfe der Beziehungen (7) bis (11) leiten wir hieraus ab:
Die Spannungsfunktion
5B .
F = [4_0‘(4—— )u3+ —4——%— —2D]s1n3vcosw+
4 (143)
—+ r( 3—}—2o¢)u3—i—u———w1 + —?—Jsinfucosw,
die Normalspannungen
0, — [-pu — 1_0ng + 16;‘ *o_ 8 : 3 DJ sin®v cosw +
-+ [pu — SOB 14 + 2o ]smv cosw,
:[pu—{—GB 1—1_0‘0-{—3—’_30‘D} sindv cosw 4
(144)
+ {i—f — 526B + 1 —:420‘ C} sinv cosw ,
Gy = [325 + - = 50‘ C + _15:; 15« D] sindv cosw -
34 30B  —3+ 4« 12 — 12oc .
+ {M w5 + " C+ D] sinv cosw,
die Schubspannungen
Tup = —pu+ 7263-[- 9+“O-} 30‘D] sin%v cosv cosw -+
_}_[%_ﬁ 3+°‘0+ 6:;60‘D]cosvcosw,
Tow = “25 + 2 + *c + D] sine cosv sinw, (145)
Tyw = -—ZZSB + 3 +0‘C’+ 9:;90‘1)] sin?v sinw +
+ l—ié + uB 3+a0 + 6_6 D]sinw.

Die Randbedingungen (13) fithren zunichst zu sechs Bedingungs-
gleichungen fiir die noch unbekannten Konstanten. Zwei dieser Glei-
chungen sind miteinander identisch und eine weitere kann als Folge
der iibrigen angesehen werden, so daB gerade vier Gleichungen fiir vier
Unbekannte zur Verfigung stehen. Die Aufl§sung ergibt mit u, = 1:

—4 — 90 — Tal . P
A=t iz570 P B=mita
: (146)
12 + 634 4—Ta

= 1Bx(12+7a) P’ =xazsTa?

Die gr6fte Biegungsspannung tritt, wie zu erwarten war, im Kerb-
grund auf. Als Formel finden wir
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5(1%%) , 1
6y = (6o)ucu, = p(=171p fir S=03). (147)
-7 a(i3—1)
2 m

An derselben Stelle erreicht die Ringspannung mit
s(-1+7)

Gy = (Gu)ur, = p(=013p fir L —03) (148)
by 4(13_—)
By m
0

w=
ihren Hochstwert.
Der allgemeine Fall,

Im allgemeinen Fall der beliebig gekriitmmten Kerboberfliche zeigt
die Rechnung, da — wie bei Zugbeanspruchung — lediglich die ana-
logen Funktionen in Ellipsoidkoordinaten herangezogen zu werden
brauchen. Wir verwenden also dieselben n- und »-Werte, miissen aber
jetzt von der allgemeinen Potentialfunktion (38) ausgehen. Da wir die
mit (1) festgelegten Ellipsoidkoordinaten verwenden, wird die Kerb-

tiefe t = (Yu=u, = Cofu,. (149)

Zur Abkiirzung sei P ,
? oy (150)

gesetzt. Dann wird

—1 2— / 4
@, = {5 (o u — 5 Gofu) + B[ (560 — 4Goju) T -

— 5Ginu Coju + %igu]}wsin% — 4sinv) cosw +
+ A(@nfuT ~— Tgu)sinv cosw,

—4 14 .
b, = [%—_—‘%ﬁ Ginu Cofu + (151)
+C (@inu CojuT — Coju + Wlniﬂ)] sinv cosv cosw ,

_[@=a)p 2

Pa= |y oy (ol = )+
+ D[(3 Cof?u — 2) T — 3 Ginw)] - (3sin?v — 2), D, =0.

Die Spannungsfunktion nimmt dementsprechend die Form

F= 4—?_1_'—&{[(4— %) Gofu + (—3 + 2a)@oyu]smsv 4

+ [(—3 + 2a) Cofdu + 2—+—321;g;2412 (Sofu] sinv}cosw 4
+ A[CojuT — ZTgu]sinv cosw + B[(5 Cojdu — 4 Coju) T — (152)

— 5GinuCofu 4 § Tgul (5sindy — 4sinv) cosw +
- 4 Cl(CoPu — Coju) T' — SinuCoju + 1 Tgu] sinv cos?vcosw +
+D[(3CofPu — 2Coju) T — 3GinuCoju) (3sinvy — 2sinv) cosw
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an. Wir bilden hieraus mittels der Beziehungen (4) und (5 ) die Normal-
spann{ungen dabei 148t sich verschiedentlich durch A2 kiirzen. Wir fmden

oy =

Oy

sinv cosw Ginu  Jgu
)

~ Goftu —hz‘) +
+ %"(;‘/TB sin3v cosw{(—15 CofPu + 11 Coju) T +

+ 15 @inuGofu — Tgu + § cue| +

4+ lgf sinv cosw [(12 CojPu — 8 Coju)T —

8 Ginu 8%Fgu
- 1@l — g S|

—|— > sin Ucosw{[(G — 40)CofBu 4 (—6 - 3o) Cojul T +
26
4 (—6 + 4x) Sinuloju + <2 — E)igu — ?@x%%} +
+ 3 sinv cosw{[(—4 4 3(x)(5,0[3u F (4 — 20)6ofu] T +
, 2Ei 2 Gind
= 30y Ginu ol — 3T0% + 3y — Shgar +
+ h2 sin3v cosw {[(—9 + 6)CofPu + (5 — 5)Coju] T +
+ (9 — 6x)Ginu Cofu + (1 + «)Tgu} +
+ Gh—’i sinv cosw{[(S — 5u)CofPu + (—4 + 4x)CofulT +

+ (=8 + 50 GinuGofu + (— 5 — ) Tgu — 25532014,

I;g @:0f3u sinv cos?v cosw + 24

sinv cosw

= %@inzu Cofu sindv cosw + 24 - Tgu +

+ 1% sindvcosw((15Cof*u-12 Gofu) T~ 15 GinuCof u-+ 2Tgul+

+ “;f sinv cosw [(~—11 6o + 8 Gofw)T + 11 Ginu Gofu —

ig w4+ 81?%2} + }%sin?'v cosw{[(—6 + 4 ) CofPu -

+ (4 — 30)Cofu]T + (6 — 4)Ginu Coju + gzgu} +

+ %sinv cosw{[((i — 3a)CojPu + (—4 + 2«) Cofu]T 4
‘ ’ 9 2 Gin® u
+ (=6 + 30)Ginubofu = 3 Tgu + 3 pegar +

+ ‘iﬁDsm% cosw {[(9 — 6) Cofu + (—8 + 5) Cofu] T -+

(=9 + 6x)Ginu Coju + (2 — x)Tgu} +

+ %‘DSinvcosw{[(—5 + 5x) @SoPu + (4 — 40)Cofw] T +

+ (5 — 54) Ginu Gofu + (— 5 + 5 ) Tgu + 25357,

(153)
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o, =24 sinv cos w Sinw + 10Bsinv cosw( Cojul + Tau +

72 CopPu
2 i 8 &t .
+ 3@;;1@4 + e g;; )+0’51nvcosw [(2—a)((§oiuT—igu)—

2 Ginu 2 | 2x\Tgu 2 Ginu
- 3@013_u+(“§+ 3) iz ﬁzaofsu] +

+ 6D sinv cosw [(1 — ) (@Uf“T — Tgu — 25%&)]

Die Schubspannungen erhalten wir auf Grund der Beziehungen (6),

wobei ebenfalls durch A% zu kiirzen ist:

Typ= — :’% Ginu Coj2u sin%v cosv cosw+-2.4 %s—ui -+
+ l(])lzB 8in%v cos v cosw [(——15 Co2u+4)CinuT +

2
+15Goftu—9— g | +

+ % cos v cosw(4 Coj2u GinuT —4 Coj?u +- % 4 "1%5) +

+ % sin2v cosv coswi[(6 —4 &) Cof>u—2+ ] Sinu T +

7 2—
+(—6+4) Gout-4— P F o+
-+ %cosvcosw[( —2+x)Cof2uGinul 4+ (2—«x)Cof?u— ; +

+ - +2§lhr;u]—{—ﬁhlz)sm%cosvcosw{[ —9+6a)Cof2u +

+2—2x]GinuT+(9—6«) Cof2u—5+4a}+

+ 6h12) COSV COSW [(2 2x) Cof?u GinuT 4

+(—2+2) Coftu ——+2(f,;‘22“],

103[5@01% 4)T—5Ginu +3(&f }smvcosvsmw—{—

, O . . 2 Ginu
—_ _— 2
—i—‘ 7 Sinv cosv sinw (2 (X)( GintuT 4 Sinu — 3Gofu )

Tow=

+ ﬁ}f_) sinv cosv sinw{[(3—3 x) Coj2u—2+2x]T+
+ (—3+43x) Binu},

24si 10B
zu,,,=—hGZ?';w—l—Tsmw(@mu@ofuT Coju+

2 »
+ 3@oiu + 56y Cofu ) (5 sin%v —4) -+

-}-%smw[@ zx)(@mu@ofuT @ofqu?,@Df )+

-+ m} costv + W sinw(l— oc)(@inu CojuT — Coju 4+

+3—@17W>(3sin2v—2).

(154)
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Bei Anwendung der Randbedingungen ergeben sich acht Gleichungen

e .
(bei o, sind die Koeffizienten der Glieder mit Sy cosw SMUOS® und

R ©
smvh$ Null zu setzen; bei 1,, sind es die Koeffizienten der Glieder

., sin®vcosvcosw C€OSY COSW CO8Y COS W
mit » — gz — und —3

hZ
P

die Koeffizienten der Glieder mit E—”;—m;w
Gleichungen sind jedoch miteinander identisch; ferner lassen sich drei
als Folgen der iibrigen erkliren, derart, daB nur insgesamt vier Glei-
chungen erfiilllt zu sein brauchen, um die Randbedingungen sicherzu-
stellen. Die noch unbekannten Konstanten sind also gerade eindeutig
bestimmt. Mit den Abkiirzungen

3 Cojtuy [Ginug(T)y —w, — 11 + Cof?uy =g, Cofuy=1 (155)

; bei 7y, handelt es sich um

und ﬂ"hl’) . Zwei dieser

und
aloly (4 — ) + 20 Goftup — 16— 4o —B2Cofruy 16 — 42} | |
— 16 Goftu, = N
ergibt sich
A——Spyl=f0 _opp
=—g bty ’
108 = 22E S0 15(1 — ) (2— )+ (10— 8 o) 2 — 4+ 4.o] 473,
1
(157)

0 =3P S 10 20) 1102 — 4+ 40+ 473,
1

3pt Ciny,

6D = aNl—{g[g(—er(x)—10t2+4+2(x]—4t2}.

Die groBte Biegungsspannung (im Kerbgrund) wird
01 = (Guhumu, = 37 {9lg (108 — 20) — 362 + 16 — 4] — 162}, (158)

T3
w=0
Die Ringspannung erreicht (ebenfalls im Kerbgrund) ihren
Héchstwert mit

0, = (Oulumu, = 27 g[g (1022 + 8 — 8) -+ 4£2]. (159)
w=i

Beachten wir die Beziehungen (132), so liefern 6bige Gleichungen die
Hochstspannungen auch als Funktionen von #/p. Dabei wird

LA
_ 0

)

4 t
g= [370—2?—1 , (160)

¢
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Abb. 59. Umdrehungsinnenkerbe bei Biegung.

Abb. 60, Die Hochstspannungen in flachen Umdrehungsinnenkerben bei Biegung.
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wobei sich der Wert ¢ aus der Beziehung (134) errechnet. Entwickeln
wir die sich ergebenden Ausdriicke nach steigenden Potenzen von

1 , so laBt sich durch Grenziibertragung 1 die Ubereinstim-

mung mit (147) und (148) nachweisen (in V, 4, D ist eine derartige
Rechnung durchgefiihrt).
Die Spannungsverteilung fiir eine Innenkerbe mit — =10, — = 0,3

ist in Abb. 59 dargestellt. Dieses Beispiel ist nicht nur durch d1e starke
Ausbildung der Spannungsspitze, sondern vor allem dadurch bemerkens-
wert, dal deutlich vor Augen gefiihrt ist, wie die Spannung in einem
gebogenen Stab infolge der inneren Kerbwirkung innen
groBer als auBen werden kann. Aus den rechts gezeichneten Linien
gleicher Biegungsspannung ist ferner sehr deutlich zu erkennen, wie
sich nach auflen hin das Geradliniengesetz einstellt. In einem Ab-
stande von der z-Achse gleich der zweifachen Kerbtiefe ist der Ein-
flu der Innenkerbe auf die Verteilung der Spannungen bereits kaum
noch bemerklich, der Stab verhilt sich dort praktisch wie ein Voll-
zylinder. Das fiir die Giiltigkeit der Theorie der flachen Innenkerbe
maBgebende Verhiltnis #/b, das — mathematisch gesehen — eigent-
lich verschwindend klein sein miilte, braucht also praktisch gar nicht
80 sehr klein zu sein, um die vorliegende Losung als ausreichend genau
gelten zu lassen.

Abb. 60 gibt die Hochstspannungen in ihrer Abhéingigkeit von der
Kerbkriimmung und der Poissonschen Konstanten wieder.

C. Reiner Schub.

Bei der Behandlung des Schubproblems der flachen Umdrehungs-
innenkerbe sind dieselben allgemeinen Gesichtspunkte mafgebend wie
beim Biegungsproblem. Wir gehen aus von der Lésung fiir den im
Schnitt z == 0 auf reinen Schub beanspruchten Vollzylinder, welche
auf Grund des riumlichen Verfahrens folgende Form annimmt:

1) (5—2 4
= —pzy + * a(ﬁ)(: a)b;‘)pxy(yz Tt _?”2)’

1
&, — 07((’5—'“0‘%?/(?/2 + 2t — 4a9), (161)

(4— 2oc)

F = —pay+ ’”"”) [(4—2cx)<y2+z2)+ (g —1)=], e
4(4—o)p

mz—x N ()'y:O'z:O, (163)

Gy =

¥ (x—1)2 (—=6+20)p
rwyzp(l—-ﬁ = )bz)’ 7,, =0, T,= (5_a)b§—yz. (164)

Man iiberzeugt sich leicht, daB am #uBeren Rand die Bedingung (110)
erfiillt ist. Aus (164) geht hervor, dafl der Bezugswert p die Schub-
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spannung in der Achse des Vollzylinders ist. Bezeichnen wir
die im Stab iibertragene Schub- oder Querkraft mit V, so finden wir
auf Grund des Integrals (16)

V=P, /fz,ydydz_p]/[ - (“_l)z]dydz (165)

Die Integrale [f/y2dydz und [[/%?dydz sind bekanntlich gleich dem
7 ¥

4
dquatorialen Triagheitsmoment n—:—, das Integral [/dydz gleich dem
7
Flicheninhalt des Querschnittes zu setzen, so daB sich ergibt

_b—a ¥ 3m+2 V
P= _aabr™ Zmy2 ab® (166)

Der weitere Rechnungsgang besteht wieder darin, diesen Losungsansatz
auf das Koordinatensystem der Kerbe zu iibertragen, und zwar beim
Sonderfall £ = ¢ der kugelférmigen Kerboberfliche auf Kugelkoordi-
naten, beim allgemeinen Fall auf Ellipsoidkoordinaten.

Der Sonderfall ¢t = .

Beim Ubergang auf das Koordinatensystem (7) ergeben sich, wie zu
erwarten war, Funktionen, welche ohne weiteres mit bestimmten n-
und »-Werten als Teile der allgemeinen Potentialfunktion (40) gedeutet
werden konnen. Bei der Ermittlung der Stérspannungen wollen wir
die Glieder mit dem Faktor 1/b2, welche im Rahmen der Theorie der
flachen Kerbe fiir die Formzahl am Ende der Rechnung doch vernach-
lissigt werden miilten, von vornherein unberiicksichtigt lassen. Es
handelt sich demnach nur nech darum, dem Spannungszustand 7,,=p
Zusatzspannungen zu iiberlagern, mit deren Hilfe die Randbedingun-
gen (13) erfiillt werden kénnen. Die mit 1/b% behafteten Bestandteile,
welche also bei der nun folgenden Rechnung unerwihnt bleiben, miissen
natiirlich bei der Beschreibung des gesamten Zustandes wieder beriick-
sichtigt werden.

Die allein verbleibende Funktion

@, = —pry = — pu? sinv cosv cosw (167)

identifizieren wir als den Fall n = 1, v = 2. Als Zusatzfunktion kommt
zunidchst » =1, » = —3 bei @, in Frage. Diese Funktion geniigt
jedoch noch nicht, und wir miissen noch n =1, » = —2 bei @, und
n =0, v=—2 bei @, hinzunehmen, welche bei den Spannungen zu
dhnlichen Bestandteilen in » und w fithren. Dann erhalten wir den
Ansatz

D, = [ pu? + }smv cosveosw, D= gz— sinv cosw,
c (168)
®,=—; cosv, D,=0.
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Die Spannungsfunktion Wird

= [ pu? + —{- 0] sinv cosv cosw . (169)
Die Normalspannungen Werden auf Grund der Beziehungen (10) erhalten:
Oy = [21) — li:l 8 + % (B + O)} sine cosv cosw,
=[-2p+ 74 "‘u“ (B + 0)] sinvcosvcosw, b (170)
Op= [E’u—‘: + 3o‘u (B+ O)] 8inv cosv cosw.

Entsprechend (11) leiten wir schlieBSlich folgende Schubspannungen ab:
[ —|— + 2u3 (B—{—O)] cos2vcosw+ (B C) cosw,

[p - u5 4+ 2= 1(B + O)] sino sinw, (171)
= [_ — - 2:;0‘B + 2“1;2 C’] cosvsinw.

Die Konstanten sind durch die Randbedingungen gerade eindeutig
bestimmt und nehmen die folgenden Werte an, wobei der Einfachheit

halber u, =t =1 gesetzt ist:
_ 6 - __ bp
A=—-%C, B=C, 0—4—50‘. (172)

Die groB8te Schubspannung tritt an der Stelle des Kerbgrundes
auf, wo die Randtangente parallel zur Schubrichtung liegt, und wird

(1 B rl_n) 1
T = (Wwu=u, = 5 P (= 1,91p fiir = 0,3) . (173)

T
v=w=—_ 7"'1;

Lings der y-Achse erreicht die Schubspannung einen relativen
Hoéchstwert; dort wird

—"(Tuv)v= =p+4_§50‘[ +

w=0

5 “"] . (174)

Durch Nullsetzen des nach u differentiierten Ausdruckes ergibt sich fiir
die Stelle des Hdochstwertes
2

w=Y = =2 = (175)
&
R

Durch Einsetzen dieses Wertes in (175) erhalten wir fiir den relativen
Hochstwert den Ausdruck

5
(1 + E) 1
Ty = (Tup)max = p|ll + —F (= 1,09p fiir m= 0,3) (176)

4(7—%)
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Die in der Oberflache wirkende Normalspannung g, erreicht

bei v = —

4, w=0 (u=mwu,=1) mit

15

1 _
=P (:2,73p fiir —1;;_0,3) (177)

-2
m

ihren Hochstwert. An derselben Stelle wirkt zugleich die Ring-
spannung o, mit ihrem Hochstwert

15

m

o= 5 (= 082p fir - — 0,3). (178)
~m

0'1=

Der allgemeine Fall.

Zur Behandlung der beliebig gekriimmten Kerbe suchen wir die ver-
wandten Funktionen in Ellipsoidkoordinaten auf und gelangen auf Grund
von (38) unter Beibehaltung derselben n- und »-Werte zu dem Ansatz

D, = [—p@inu@oiu +
+4 (@inu Cojul — Coju + Wiiﬁ)] sinw cosv cosw, | (17g)

@, = B[CojuT — Tgu]sinv cosw,
@, = C[Ginul — 1]cosv, D;=0.

Die mit dem Faktor 1/b% behafteten Glieder sind dabei von vornherein
weggelassen. Die Spannungsfunktion wird

F= [—p@inu@ofu + (4 + B + 0) Coju(GinuT — 1) +
—[—( +B) Gofu }sinvcosvcosw.

Aus den Verschiebungen erhalten wir mit (4) und (5) die Normal-
spannungen. Dabei ist wiederholt eine Kiirzung durch A2 méglich:

Ou =hi2{r Gin2u — [4 + (1 — «)(B + 0)1(Gin2uT — 2 Cofu) 4
+[—ﬁ—43+( 0] g
+( +2B) Goru }smvcoswcosw-i—}r1 [(—-2B+C’)@ofu+

(180)

+

-I—( -+ 2B) (Enfu] sinv cosv cosw,

(181)
0y = il —pGin2u +[4 + (1— &) (B+0))(Gin2uT — 2 Gofu) -
24
[T—2B+( a)o]w 1
17 1 .
—{—h—2 (2B—0) @ofu—-( +2B)@0iu”smvcosvcosw,
aw=h12 (—2B-+0) @"fa ( +2B) oru ]smvcosvcosw
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Auch bei den Schubspannungen, die sich aus (6) ergeben, kénnen wir
durch A? kiirzen, und finden:

COS w

Tuo = 35— (P Eoffu+ [4 + (1— ) (B + O)](—CofPuT + Sinu)+

+(2B 0) @mu}+w{ pGoj2u +
+[44+ Q1 —)(B+ O)]-(Coj2uT — 2Ginu) + [—ﬁ +
Ginu

F(x—1) } ot }+6n
rvwz%{p@%mu—i-[fl—l-(l—“)(B—E-C)](—@muT—i- 1) +

COS w

(—2B40)Goftu+ o A+2B]
(182)

+ [ + (& = 1B gy sinvsin,

Tuw =l{—p@oiu +[4 + (1 — a)(B + O)](GofuT — Tgu) —

( + 2B) Copu }cosv cosw.

Die Randbedingungen fiithren zunachst auf sechs Bedingungsgleichungen
fir die in der Losung vorkommenden Konstanten; denn es miissen

bei ¢, der Faktor des Gliedes mit sinv 00sv cosw und des Gliedes mit
h2
8inv cosv cosw

T a— fur U= “o glelch Null gesetzt werden, bei 7,, der Faktor
des Gliedes mit ° sin® v cow 222 Null

h2 , mit 7 und des Gliedes mit
gesetzt werden; bei 7,,, handelt es sich schlieBlich noch um den Faktor
cosvhc O . Zwei dieser Faktoren sind einander gleich, auBerdem

lassen sich zwei Bedingungsgleichungen als Folgen der iibrigen erkliren,
8o daf nur insgesamt drei Gleichungen zu erfiillen sind. Aus der Auf-
I6sung ergeben sich fiir die Konstanten folgende Werte:

4=3(3 —@Pw)o, B=-1%,

» Goftu, (183)
(3 Cof2uy — 2 + %—) [—Cofu, arcetg (Sinu,) + Sinug) + 2 Sinu,

von

C =

Bei der Berechnung der Spannungshéchstwerte fiithren wir zweckmé 8ig
wieder mit (132) das KriimmungsmaB als Parameter ein. Zur Ab-
kiirzung sei auflerdem

et fo ) e 2 4]

eingefiihrt. Fiir ¢ gilt wieder (134).
Fir die gr68te Schubspannung ergibt sich

71 = (Towlu=u, n= N£2(1 — ;};) V%_: . (185)

v=w=?
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Der im Schnitt w =0, v ==/2 auftretende Schubhéchst-

wert liegt geniigend genau an der Stelle Ginu = Y3 Ginw, oder

y= g +3@inz—m;=tl/1+% und wird

oju,
0
. | T
e ST TR o 1
(e ) V}“l

(186)

Abb. 61. Umdrehungsinnenkerbe bei Schub; links Axialschnitt in Schubrichtung mit Spannungs-
verlauf, rechts Normalschnitt mit Schubspannungslinien.

Die Spannung o, erreicht an der Oberfliche fiir w =0,

Ginw, t Gin® u, ) . .

cosy = bzw. x = = ihren Héchst-
YEoi2u, Cofu, V€012, 14 1
wert mit Tt
e

P2l 187

0= l/" — 1. (187)

Der an derselben Stelle liegende Héchstwertder Ringspannung wird

o=L 21/t _1. (188)

e =N ml %
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Fiir ¢/jo = 1 1aBt sich durch Reihenentwicklung die Ubereinstim-
mung mit (177) und (178) nachweisen (z, stimmt nur fiir m = 3 iiber-

Abb. 62. Umdrehungsinnenkerbe bei Schub (Fortsetzung von Abb. 61); links Axialschnitt senk-
recht zur Schubrichtung mit Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Linien gleicher Schub-

spannung.

ein; die Abweichung fiir andere Werte von m erklirt sich durch die

nur angendherte Bestimmung des Ortes).

Abb. 61 und 62 zeigen die Spannungsverteilung fiir tjp = 10,

1/m = 0,3. Die typischen Erscheinungen sind
im wesentlichen dieselben wie beider AuBlenkerbe.
In Abb. 61 links (Axialschnitt in Schubrichtung)
ist sehr deutlich zu erkennen, wie die Span-
nungen ¢,, 6, und 7,, dicht neben dem Kerb-
grund ihre Hochstwerte annehmen, im Kerb-
grund selbst jedoch zu Null werden. Abb.62 gibt
links die Schubverteilung im Schnitt senkrecht
zur Schubrichtung wieder, welche den vom Zug-

und Biegungsproblem her bekannten Verlauf

einer Spannung zeigt, die ohne Vorhandensein
der Kerbe gleichmiBig verlaufen wiirde, aber
durch die Kerbe sehr stark gestort wird und
zum Rand hin in starker Spitze auslauft. An
diesen Stellen, wo also die Randtangente in
Schubrichtung liegt, herrscht die hochste Be-
anspruchung.

Auf den rechten Seiten beider Abbildungen
ist der SchubfluB iiber den ganzen Querschnitt
nach GréBle und Richtung ausgewertet. Die

Neuber, Kerbspannungslehre,

Abb. 63. Ermittlung der re-
sultierenden Schubspannung.

8
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fiir den SchubfluB maBgebende resultierende Schubspannung (7,)rs 1486
gich in folgender einfacher Weise aus den Komponenten z,, und z,,,, die.
unsere Rechnung liefert, ableiten. Wie aus (182) hervorgeht, kénnen wir
Tuv = (Tuodw=0 COSW, Tow = (va)w=1 sinw (189).

2
setzen. Die Werte von (zyy)p—0 und (tyy) = sind bereits in den linken

w=2

Seiten beider Abbildungen in Kurvenform angegeben. Um nun in
irgendeinem Punkte P des Querschnittes, dessen Mittelpunkt zugleich.

8p

4

6p

sp

4

C
N

P

2p

_/’/-/'/ /__..-————"
-] — -r//—/ (72
- 1 _—-—J
p\; — ] — ==
/’_/’

Abb. 64. Die Hochstspannungen in flachen Umdrehungsinnenkerben bei Schub.

der Ursprung O des Koordinatensystems ist, die resultierende Schub-

spannung nach GréfBe und Richtung abzuleiten, tragen wir von P aus

in der y-Richtung einerseits den zu y =0 P gehérigen Wert von (t,,)w—o »

andererseits den zu z = OP gehérigen Wert von (7,,) . ab, End-
w="

2
punkte 4 und B in Abb. 63. Dann schlagen wir um ‘4B als Durch-
messer einen Kreis; eine durch B gehende Parallele zu OP schneidet
diesen Kreis in ¢'. Dann ist PC die resultierende Schubspannung nach
GréBe und Richtung.
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Zum Beweise ziehen wir die in Abb. 63 gestrichelten Parallelen,
Schnittpunkte D und E. Die Schubspannungen 7,, und t,,, welche
einerseits definitionsgemifl in der w-Richtung und senkrecht zu der-
selben verlaufen miissen, andererseits wegen (191) die Komponenten
von P4 und PB sind, erkennen wir als die Strecken PD und PE (bei
Ty 18t in der Zeichnung das negative Vorzeichen angegeben, da in
Richtung dieser Spannung die Koordinate w abnimmt). PD und PE
sind aber nach Konstruktion die Komponenten der resultierenden
Schubspannung PC.

Abb. 64 stellt die Abhingigkeit simtlicher Hochstwerte vom Kriim-
mungsmal dar.

D. Reine Drillung.

Im Fall der reinen Drillungsbeanspruchung tritt wieder der mit (96)
und (97) gekennzeichnete Sonderfall in Kraft. Fir den Spannungs-
zustand im Vollzylinder ohne Kerbe wird zunéchst:

Msz, Q%-—-%xy, F=0, (190)

x bt

G, =0. &, =0, =

2M 2M
O’x=0‘y=0'z=‘ry2=0, sz—:—“;biz, 1zz:'my. (191)

Hierin ist M das Drillungsmoment, fiir welches auch das Integral (16)
mit M, statt M erfiillt sein muB. Dieser Nachweis eriibrigt sich jedoch,
da es sich um elementare Formeln der Festigkeitslehre handelt.

Bei diesem verhidltnismaBig einfachen Problem beginnen wir, ohne
den Sonderfall ¢ = g getrennt zu behandeln, unmittelbar mit dem all-
gemeinen Fall der beliebig gekriimmten Kerbe. Wir gehen deshalb
jetzt auf Ellipsoidkoordinaten iiber und erhalten

&, @, oM

cos = smmw = xnpi Oin% Cojusinw cosv. (192)

Das von u abhingige Glied &inuCofu entspricht bei der allgemeinen
Potentialfunktion (38) den Werten n = 1, » = 2. Die Zusatzfunktion
erhalten wir durch Vertauschung von v = 2 mit v = —3, so daB sich
ergibt

D, D,  2M

cosw  sinw  o«abt

(inuGofu +
44 (@inu(s:ofuT — Gofu + ﬁ)} sinvcosv, | (193)
@b, =0, PD,=0, F=0.
An Hand von (4), (5) und (6) leiten wir hieraus ab:

Oy =0y, = 0yp =0,

Ty =0,
Tow — %’[@mu@oiu 44 <@inu(&07uT — Gofu + r@tﬁ)] sinp,{ (194)
Tyw = %[@:oizu + 4 (@:ofzuT — Ginu — ;—é%:)] sinv cosv .

8*
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Hierin ist zur Abkiirzung i Jbl{ — (195)

gesetzt. Als Bezugsspannung wollen wir die Drillungsspannung
des Vollzylinders im Abstande ¢ von seiner Achse einfiihren:

2M¢
Dann wird wegen (129) = P
p=5= oy - (197)
-~
\ z
Zrax=49p o p
2p
¥
R g R
¢
5 ‘ oy
P=zs*
H Spannungslinien ~_ D

Abb. 65. Umdrehungsinnenkerbe bei Drillung.

Die Randbedingung (13) liefert fiir die Konstante 4 den Wert

1 Sinu, 2 Binwu,
4= Duu + Gofu, T 3Cofu, - (198)
Die héchste Spannung tritt im Kerbgrund auf und wird
Tmax = ~ (Towu=u, =
3
— 4D (G Gofu(Thers — Goite -+ ). |
=P +@Tuo@01“o( inug €ofeue(T)u=u, 0f g m)

Nach Einfiihrung der Kerbkriimmung mit (132) und der Abkiirzung ¢
aus (134) 148t sich der Ausdruck in der folgenden Form schreiben:

t 2
e _ 2
mex e (200)

3 .
P 3(i)c—-5i—|—2
e e

Die Spannungsverteilung ist fiir #/o = 26 in Abb. 65 ersichtlich.
Fiir den duBeren Rand konnte der Halbmesser b = 2¢ gewihlt werden,
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da sich in dieser Entfernung bereits der Spannungsverlauf des Voll-
zylinders zeigte. Die am inneren Rand eintretende Spannungsspitze
iiberragt mit 2,9p wesentlich den Spannungswert 2p des &uBeren
Randes. Lings der Oberfliche, insbesondere zur Achse hin, nimmt
die Schubspannung sehr schnell ab. Eine axiale Bohrung von kleinem
Durchmesser wiirde die Spannungsverteilung kaum merklich veridndern,
da der Werkstoff in der niaheren Umgebung der Achse an der Form-
dnderung so gut wie unbeteiligt ist. Links sind die Spannungslinien
angegeben, welche an jeder Stelle die Richtung der resultierenden
Schubspannung angeben. Sie lassen sich am einfachsten finden, indem
wir ihre Differentialgleichung aufstellen und integrieren. Die %- und
v-Komponenten des Linienelementes einer Spannungslinie verhalten
sich zueinander wie die - und »-Komponenten der Schubspannung;
daher wird

hdu  du 7T,

hdv T dv T T

(201)

Setzen wir fiir beide Spannungskomponenten die Ausdriicke aus (198)
ein, so liefert die Integration folgende Gleichung der Spannungslinien-
scharl:

[Coj*u + A (Coj*uT — Cof?u Ginu — % Sinu)] sintv = konst. (202)

Die Abhingigkeit der Spannungshéchstwerte vom Kriimmungsma B
gibt Abb. 66 wieder. Fiir den Sonderfall # = p, dessen getrennte Behand-
lung wir uns hier erspart haben, wollen wir die

Hochstspannung durch Grenziibergang aus Z’"
{200) ermitteln. Wir setzen dabei zur Abkiirzung ;: L~
(ad L~ | max
t
L 1=gq: 2p
o ~1=¢; (203) 77
dann wird 7
- . R
o="08L 1 - L4+L 4 ... (209 .
Ve Abb. 66. Die Hochstspannung
und schlieBlich ™ erben bel Drillung.
Tmax 2¢°
—_— — 3 E—
Poosa42+(1-F 4 Lo t)—5g—3
2 . (205)
~ 8, 8 1 4, '

Setzen wir jetzt ¢ = p, also ¢ = 0, so ergibt sich fiir die kugelformige
Kerbe

Tmax 5
5 — & (206)
was sich in Kugelkoordinaten leicht nachweisen 14Bt.

1 Vgl. H. Neuber: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 441.
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Bei allen Belastungsfillen der Umdrehungsinnenkerben haben wir
gesehen, dafl an Stelle der auf den engsten Querschnitt bezogenen
Nennspannung die Spannung des Vollzylinders als Bezugswert p in
die Rechnung eingeht. Die jeweilige Hochstspannung ergibt sich durch
Multiplikation der Vollzylinderspannung p mit einem Koeffizienten,
der nur von der Kriimmung ¢/p abhingt und die Formzahl der flachen
Kerbe darstellt. Infolge des Abklingungsgesetzes ist die Stérung der
Spannungsverteilung bereits in verhiltnism#Big geringer Entfernung
von der Achse nicht mehr bemerklich, so daB die Theorie der flachen
Kerbe innerhalb gewisser Grenzen auch als Néherungstheorie fiir die
beliebig tiefe Kerbe benutzt werden kann. Bei den Abb. 57, 59, 61,
62 und 65 ist hiervon Gebrauch gemacht und der duBere Rand schon
im Abstande b = 2¢ bzw. 3¢ angenommen worden. Dieser Gedanken-
gang fiihrt jedoch nur zu einem Néherungsverfahren, bei welchem stets
ein mehr oder weniger grofier Fehler in Kauf genommen werden muB.
Dem abmindernden Einfluf des #uBeren Randes ist dabei insofern
Rechnung getragen, als die Nennspannung durch den Bezugswert p

4
ersetzt ist, so z. B. bei Drillungsbeanspruchung z, durch p = (1 — %) Ty -

Dieses Verfahren liefert zwar in manchen Fillen geniigend genaue
Werte, nicht aber allgemein in jedem beliebigen Falle. Die Beriick-
sichtigung des Einflusses des duBleren Halbmessers b mufl vielmehr da-
durch erfolgen, daB neben der Formzahl der flachen auch die der tiefen
Kerbe ermittelt wird und beide nach dem in II, 4 angegebenen Ver-
fahren einander iiberlagert werden. Ferner werden wir sehen, daB auch
der EinfluB der axialen Bohrung bei Umdrehungskerben eine wesent-
liche Rolle spielt und jeweils durch einen dritten Formzahlgrenzwert
beriicksichtigt werden mu$.

Im folgenden Abschnitt widmen wir uns nun der Ermittlung aller
jener Formzahlgrenzwerte, die zur vollstindigen Behandlung der Um-
drehungskerben noch benotigt werden. Die zugehorigen Spannungs-
verteilungen liegen simtlich nur mehr in groBer Entfernung von der
Achse und lassen sich infolgedessen zweidimensional behandeln.

5. Die Umdrehungskerben mit zweidimensionalem
Spannungsverlauf.

Wir unterscheiden dabei folgende vier Fille:
Die flache UmdrehungsauBlenkerbe (Abb. 67, ¢ < a),

‘ die flache Umdrehungsinnenkerbe bei groBer
| | axialer Bohrung (Abb. 68, t < a, t < ¢),
| die tiefe UmdrehungsauBenkerbe bei groBer

' axialer Bohrung (Abb. 69, e <, a< ),
t'_““’! die tiefe Umdrehungsinnenkerbe (Abb.70, a < #).
Die beiden erstgenannten Fille lassen sich ge-
Abb. 67. TFlache Um-  meinsam behandeln, ebenso die beiden letztgenann-
drehungsauenkerbe.  ten Fille, so daBl wir in diesem Zusammenhang nur
die ,,flache‘ und die ,,tiefe‘“ Kerbe zu unterscheiden brauchen. Der fiir
das Auftreten der Kerb- oder Stérspannungen jeweils in Betracht
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‘kommende Bereich liegt bei allen Fillen in groBem Abstande von der
-Achse.
Zur rechnerischen Behandlung benutzen wir Zylinderkoordinaten

und setzen t=2%, y=rcosw, z=resinw. (207)

SETT ) Y

]
|
. 5]
SN W, - N\
Abb. 68. Flache Umdrehungs- Abb. 69. Tiefe UmdrehungsauBen- Abb. 70. Tiefe Umdre-
innenkerbe bei groBer axialer kerbe bei groBer axialer Bohrung. hungsinnenkerbe.

Bohrung.

‘'Wir nehmen Bezug auf die allgemeinen, fiir krummlinige Koordinaten
geltenden Beziehungen und erhalten aus (20) von III, 3 mit x statt u
und r statt v folgende Verzerrungsfaktoren

hy=1, h =1,  hy=r. (208)
Der A-Operator folgt hiermit aus (98) von III, 7
2 1 62
A_0x2+6r2+r¢9r+?f‘)—w£' (209)

Fiir AF sowie fiir die Spannungen leiten wir mit Bezug auf (91) und
(92) von III, 7 folgende Ausdriicke ab:

0®, sinwd d52

_AF=2(‘9 2, _oin +"°:’” %‘Z‘*‘) (210)
02F 6@
0 =g +< )AF+2 90
02F 0P . oD
T —i—( )AF+20¢(coszr2 —|—smw—673),
1 0F 1 6*F 2x . 0P,
"w=‘7W“ﬁawz+( )AFJFT(—SM?#JF
+cosw%—3),
_&F 0, (211)
Tar 6’xc9r+ dx)
_ d (1 0F cosw (9(153 0D, , sinw 0D,
T””__(Tr(TW)"*_ (T%““ R0t Gw T
—{—cosw%%),
1 &F 1 00, 0, 0D,
'xw__Taxaw"'“(??E‘“smw —I—cowa )

Hieraus lassen sich die fiir die einzelnen Beanspruchungsarten in Be-
tracht kommenden Ansitze leicht ableiten.
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A. Reiner Zug.

Bei Zugbeanspruchung kénnen infolge der Drehsymmetrie @5 und @,
gleich Null gesetzt werden. Auf den Rest wollen wir dieselben Sub-
stitutionen anwenden, die wir beim ebenen Forménderungszustand be-
nutzt hatten:

, o, , o] ,
Dy =Di+ o Py, ®1=*‘97s D,=0;=0, 0T &5 =F, (212)
=Pz, 1), DP=Dz,r), ADP=4P,=0.
Dann wird F=0+ 20, =F + ad,. (213)

Der fiir die Berechnung der gesuchten Formzahlgrenzwerte mafBgebende
Stérspannungszustand liegt nun, wie bereits erwihnt, jeweils in groBer
Entfernung von der Achse, also in einem Gebiet, dessen Abmessungen
in der z- und r-Richtung als klein gegeniiber r selbst anzusehen sind.
Wir haben daher, um den Grenziibergang folgerichtig durchzufithren,
in der Rechnung r = oo zu setzen, wodurch der A-Operator in

62 62
=gt g (214)
also in den A-Operator der z, r-Ebene iibergeht. Aus (210) folgt dann
mit Riicksicht auf A®, = 0:
EF | FF _FO, P,
02 + 6rr =2 0x> —2 or - (215)

A

AF = AF =

Machen wir hiervon Gebrauch und setzen in (211) ebenfalls r = oo, so
finden wir schlieBlich

02 F’ 2F’ 1
6x=67, Gr=W, Gw=ﬁ(o'z+ar)’ (216)
2F
Ter= T dzor’ ‘L',w=0, Tew=0

Wir erkennen, dafl die Spannungen in derselben Weise von der Span-
nungsfunktion abhéngen wie beim ebenen Formédnderungszustand.
Damit ist nachgewiesen, dafl es sich im vorliegenden Falle um ein
ebenes Problem handelt. Die rechnerische Behandlung eriibrigt sich,
da wir die in Frage stehenden Losungen bereits im Abschnitt IV ab-
geleitet haben. Fiir die Formzahl der flachen Kerbe gilt daher Glei-
chung (131) von IV, 4, wihrend fiir die tiefe Kerbe die Beziehung (190)
von IV, 6 zur Anwendung kommt. Fiir den Ho6chstwert der Ring-
spannung, den wir mit ¢, bezeichnen wollen, wiirde sich aus (216) mit

o, = 0 (lastfreier Rand!) der Wert % o, ergeben. Dabei ist jedoch zu

beriicksichtigen, daf die Beziehungen (216), welche wir mit Riicksicht
auf den groBen Achsabstand r des Storungsgebietes ableiten konnten,
nur fiir die eigentlichen Kerbspannungen gelten, welche dem Abklin-
gungsgesetz gehorchen, und nicht fiir den elementaren Gleichgewichts-
zustand ¢, = ¢,, der sich schon beim ungekerbten Stab einstellt und



Die Umdrehungskerben mit zweidimensionalem Spannungsverlanf. 121

bei welchem die Ringspannung verschwindet. Zur Berechnung des
Hochstwertes der Ringspannung haben wir daher fiir o, nicht ¢;, son-
dern nur den durch die Kerbwirkung hervorgerufenen Zuwachs ¢, — o,
einzusetzen und erhalten

0y = o (0 — G). (217)

B. Reine Biegung.

Im Falle der reinen Biegungsbeanspruchung haben wir zu beachten,
daB die Spannungen auBer von z und r auch von der Koordinate w
abhingen. Wie aus den bereits behandelten Problemen V, 3, B und
V, 4, B hervorgeht, tritt bei den Funktionen @, und @, der Faktor
cosw auf, und wir kénnen setzen

Dy = @y, r)cosw, D, = @(x,r)cosw. (218)

Die Anwendung des 4-Operators (209) fithrt dann zu folgender Diffe-
rentialgleichung firr ¢, bzw. ¢, :

2 2
6(po+(9¢0 16%_‘?0 A‘PO_T—_O (219)

ox? dr? r

Setzen wir hierin r = oo, so erhalten wir wieder die Potentialgleichung
der z, r-Ebene, d. h. der bei Biegung auftretende Faktor cosw bewirkt
im Vergleich zur Zugbeanspruchung keine Anderung im Aufbau der
mafBgebenden Differentialgleichung. Da auch fiir die Ableitung der
Spannungen sich nichts ndert, wenn wir wieder @, und @, gleich Null
setzen, so gilt fiir die Rechnung vollkommen derselbe Gedankengang
wie beim Zugproblem, und es ergeben sich die gleichen Formzahlen.

C. Reiner Schub.

Aus den behandelten Schubproblemen V, C, 3 und V, 4, C geht her-
vor, dal @, und @D, den Faktor cosw enthalten, wihrend die Funk-
tion @,, die jetzt nicht mehr gleich Null gesetzt werden darf, nur von
z und r abhingt. Zur Aufstellung der Nennspannung bendtigen wir
zundchst die Spannungsverteilung im auf Schub beanspruchten Hohl-
zylinder, Innenhalbmesser ¢, AuBlenhalbmesser b, welche sich mit Hilfe
des rdumlichen Verfahrens in folgender Form darstellen laBt:

¢0=O’[-(b2+02)xr+(“———;—%~;%@(xr3—§x3r)—l%cz ;Jcosw,
(r®—42%r) + bt % cosw, (220)

11—«

*(5—a)

4—2 2
¢2--0a(5 “(xrz—-?x"), ®, =0,

o =0

F=C{—(b2+c2)xr+5%a[(4——2(x)xr3+( 4+ ) ]}cosw, (221)

8C
AF = 5 & COSW, (222)
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4(4 — o)

o‘zszxrcosw, g, =0, o0,=0,
b?¢?
Tpr = C’[b2 + 2 — - 72] coOsSW, Tp =20, (223)
b%c? —1 .
Tow = C[—b2 —c% — —: + g_arz] sinw .

Bezeichnen wir die Querkraft mit V, so folgt durch Vergleich mit der
elementaren Biegungslehre
C = 5—a 14

T
Der hierdurch gegebene Spannungsverlauf im Hohlzylinder bildet zu-
gleich insofern den ersten Anhaltspunkt fiir die Berechnung des ge-
kerbten Zylinders, als wir die Kerbkriimmung zungchst noch unberiick-
sichtigt lassen und so die Umgebung des engsten Querschnittes nihe-
rungsweise als Stiick eines Hohlzylinders ansehen kénnen. Bei der
AuBenkerbe wird dann b mit ¢ 4 a identisch, bei der Innenkerbe ¢
mit b — a. Der Achsabstand r hat in der Storzone iiberall noch nahe-
zu denselben Wert wie im Kerbgrund; die Abweichung ist im Rahmen
des hier beabsichtigten Grenziiberganges jedenfalls vernachldssigbar
klein gegeniiber r selbst. Wenn wir ferner fiir den Kerbgrund x = 0
annehmen, ist auch z gegeniiber b bzw. ¢ zu vernachlissigen. Damit
erhalten wir den folgenden Elementarspannungszustand der
Stérzone

(224)

Op =0, = 0y = Tzp =0, (225)
Tw =0, Tz =1T,snw. (226)
Die hierbei eingefiihrte Nennspannung 7, hat bei der AuBenkerbe (mit
¢ + a statt b) den Wert

2 2 2 2
V[(3+E>c +(1 +E)(c—[—a)
Ty = —(Tpw)r=p = 1 - . (227)
= n(l+ﬁ)[(c+a)4—c4]

Bei der Innenkerbe wird (mit b—a statt c)
o2+ oo
= —(Tgur=c = i . (228)
we? n(1+ﬁ)[b4—(b—a>4l

An Hand eines besonderen Ansatzes 1ifit sich nun zeigen, daB an
diesem einfachen Spannungsverlauf bei Beriicksichtigung der Kerb-
kriimmung nur insofern eine Anderung vorzunehmen ist, als die Span-
nung 7, sich dndert und die Spannung z,, als reine Stérspannung
hinzukommt. Letztere reicht zur Befriedigung der Randbedingung
bereits aus, und es treten keine Normalspannungen auf. Wir setzen

D, = |z 99, +r 99, + 1 — 204)%] cosw,

; 3
ax r , . (229)
(Dlz—aq;"cosw, ¢2=—%—%, D, =0,
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wobei @, nur von z und r abhéngen soll und @, cosw als harmonische
Funktion vorausgesetzt ist. Es gilt also fiir ¢, wieder die Differential-
gleichung

Ag,— B =0, (230)
aus welcher einerseits
2 9 2
4(%)+ 3 -2 o, e
andererseits durch Differentiation
] 2 8 2
a(G) = 2o 4 2 o5

folgt. Man erkennt hieraus leicht, daBl @,, @, und @, in der Tat har-
monische Funktionen sind.
Die Spannungsfunktion wird

F = —2a@,cosw (4F = 0), (233)
und wir erhalten folgende Spannungen:

o, =0, o‘,=—2oca%(?)cosw, cw=2oc(%(%>cosw,
__ x Og _ (P01 gy | @) .
Yoy = — 5, COSW, Trw = oc(ar2 — 3 + 72—) sinw, (234)

Setzen wir jetzt r = oo und fithren zur Vereinfachung mit

g (235)
eine neue Funktion ein, so ergibt sich:
Oy == Op = Oy = Tgr = 0,
Trw = %Yri sinw, Tyw = g—zsinw. ] (236)

Fir ¢ folgt aus (232) mit r = oo wieder die Potentialgleichung der
x, r-Ebene. Mit Hilfe dieser Darstellung kénnen wir nun die gesuchten
Storspannungen in iiberraschend einfacher Weise ermitteln.

Bei der flachen Xerbe handelt es sich darum, dem elementaren
Zustand 1,,, = 7, sinw, welchem die Funktion ¢ = 7, x entspricht, einen
geeigneten Storspannungszustand zu iiberlagern, so daf3 die Kerbober-
flache lastfrei wird. Wir gehen hierzu auf Ellipsenkoordinaten iiber
und setzen

eg=0b—r (bzw. r — ¢) = Gpjusiny, =z = Ginucosv. (237)

Wie aus (236) hervorgeht, wird die z-Komponente der im Axial-
schnitt w = konst. herrschenden Schubspannung durch Differentiation
der Spannungsfunktion ¢ sinw nach z, die r-Komponente durch
Differentiation nach r erhalten. Mithin ist fiir die - bzw. v-Kompo-
nente die Ableitung in der u- bzw. v-Richtung mafBgebend. Bei Ver-
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wendung unserer Schreibweise fiir gekriimmte Koordinaten (III, 3)
wird mithin 1 dg . 1 dp .

Tuw = 3~ g, SI0W, Ty = %, gy SNV (238)
Die hier gewihlten Ellipsenkoordinaten haben uns schon mehrmals bei
der Behandlung der Kerbaufgaben Dienste geleistet. Beziiglich der
Verzerrungsfaktoren, welche infolge Isometrie einander gleich werden,
sei auf (49) von IV, 2 verwiesen. Fiir ¢ kommt die einfache Potential-
gleichung (46) von IV, 1 zur Anwendung.

Bei der flachen Kerbe besteht der gekerbte Rand sowohl aus der
Geraden ¢ = 0 bzw. v = 0, als auch aus der eigentlichen Kerbe, fiir
die wir eine mit %, bezeichnete Ellipse benutzen. Es sind daher die
beiden Randbedingungen

(Towlo=0 =0, (Tuwdu=u, = 0 (239)
zu befriedigen. Die elementare Funktion ¢ = 1,2 = 1, Sinu cosv ge-
niigt bereits der ersten Bedingung. Damit dies auch fiir die Storfunk-
tion der Fall ist, muf} sie in derselben Weise von v abhingen; anderer-
seits wird sie dem Abklingungsgesetz folgen und fiir groBes u ver-
schwinden. Hieraus sowie mit Riicksicht auf die Potentialgleichung
ergibt sich e~* cosv, und wir setzen

¢ = 1, (Ginu + Ae~%) cosv. (240)
Daraus folgen die Spannungen

Tyw = % (Coju — Ae~*) cosvsinw,
(241)

Tyw = % (—Ginu — Ae %) sinvsinw.
Die zweite Randbedingung verlangt schlieSlich
A = e"Eoju,. (242)

Der auf diese Weise auftretende
Parameter %, berechnet sich aus
Kerbtiefe und Kriimmungsradius
(vgl. IV, 4!); es wird Cotu, = V%

Die Spannungsverteilung ist
fiir den Fall Gotuy=>5 in Abb. 71
dargestellt. Die hochste Beanspru-
chung herrscht im Kerbgrund, wo
die Schubspannung den 6fachen

& . e .
Wert erreicht. Fiir die Hochst-
Abb. 71. Flache Umdrehungskerbe mit groBem . F di 0. b
Achsabstand bei Schub oder Drillung (vel. Spannung ergibt sich allgemein
Abb. 67 und 68).

Tmax = _(va)u=uo = T,(1 4 Cotu,) = 7, (1 + l/%) . (243)

v=w="
2

Dieselbe Formzahl hatten wir beim Langloch unter Biegung gefunden
(s. Abb. 34).
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Bei der tiefen Kerbe handelt es sich im Gegensatz zur flachen
Kerbe nicht darum, einer vorgegebenen elementaren Spannungsfunk-
tion eine Storfunktion zu tiberlagern, sondern um die Aufstellung einer
selbstéindigen Spannungsfunktion, welche zugleich den inneren und den
duBeren Rand lastfrei macht und durch diese doppelte Randbedingung
bereits eindeutig bestimmt ist. Einer der beiden Rénder ist kerbartig
gekriimmt und soll, da es nur auf die nihere Umgebung des Kerb-
grundes ankommt, als Hyperbel v, in der Rechnung beriicksichtigt
werden, wihrend der andere Rand durch die Gerade ¢ = 0 bzw. » = 0
gebildet wird. Wir haben mithin die beiden Randbedingungen

(va)v=0 =0, (‘%w)v:vn =0 (244)

zu erfiillen. Als einzige Losung kommt jene in Betracht, bei welcher
die Schubspannung 7,, nicht nur an beiden Réndern, sondern iiber-
haupt verschwindet:

p=Adu, T,=snw, T,=0. (245)

Zur Bestimmung der Konstanten A miissen wir den Kraftflu unter-
suchen. Die Querkraft ¥ muf bis auf das Vorzeichen gleich der Summe
der y-Komponenten der Spannungen sein, die an einer beliebig ge-
wihlten, vom Rand » = 0 bis zum Rand » = v, reichenden Schnitt-
flache angreifen. Wir wihlen eine Fliche u = konst. und erhalten

V=~I[/zuwcos(y,w)d1ﬂ =1[/ruwsinwd1?. (246)

Das Flichenelement dF ist dabei ein kleines Rechteck mit den Kanten

h,dv und h,dw. Der Verzerrungsfaktor %, ist aber gleich dem Achs-

abstand r, welcher nach Voraussetzung groll gegeniiber der Breite a

des engsten Querschnittes ist und mithin bei obiger Integration als

konstant aufgefallt und bei der AuBlenkerbe gleich ¢, bei der Innen-

kerbe gleich b gesetzt werden kann. So ergibt sich bei der Auflenkerbe
27 v,

14 =//1ruw sinwhdvcdw = Acnv,. (247)
0 6

Die Nennspannung der tiefen AuBenkerbe kénnen wir aus (227) durch
Grenziibergang ¢ — 0 ableiten und finden

u 248
= e (248)
In unserem Koordinatensystem ist nun
a = (&)y—0 = sinv,. (249)
V=10
Damit wird V = zc, sinvy,, (250)

und (247) liefert schlieflich
— s1m v, . (251)

Zu demselben Ergebnis wiren wir auch bei der Innenkerbe gelangt.
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Abb. 72 gibt den Spannungsverlauf fiir tgv, = J8 wieder. Im Kerb-
grund bildet sich mit 1,8 7, eine betrichtliche Spannungsspitze aus.
Allgemein ergibt sich fiir die Héchstspannung

.. gy
Tmax = (Tuwlu=0 = Tn ot (252)
V=1 Y
=
Y=
T 2% . .
S Der Parameter v, hingt in be-
kannter Weise mit dem Kriimmungs-
It Tuw)y-,,,
w=E Z_p 6 -
P 5 ™)
2% 1 % ]
3 P
Tnax=33 T Zna, P
72y
7
2
* A AR A

; ?‘——
Abb. 72. Tiefe Umdrehungskerbe mit groBem Abb. 78. Die Hochstspannung in tiefen Um-
Achsabstand bei Schub oder Drillung (vgl. drehungskerben mit groBem Achsabstand bei
Abb. 69 und 70). Schub oder Drillung.

radius und der Breite des engsten Querschnittes zusammen [vgl. (68)
von IV, 2], und wir finden schlieBlich

"o
Tmax __ __l_/_@_: (253)

T, P
arct, l/—
& e

Abb. 73 erldutert diesen Zusammenhang.

D. Reine Drillung.

Fiir die Behandlung der Drillungsaufgabe wird zweckméaBig folgen-
der Ansatz zugrunde gelegt, durch welchen sich die Rechnung sehr
vereinfacht:

®,=0, & =0,

@2=——%(p(x,r)sinw, ¢3=;1‘—(p(x,r)cosw. (254)
Damit wird F—=0 (255)
und die Beziehungen (211) gehen iiber in
O = 0p = Oy = Tpp = 0,
Trw:%_%’ wa_g_;’: ’ (256)

bzw. mit r = oo
0 o
Trw = ‘(‘9—;}? ’ Tzw = £ . (257)
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Vergleichen wir hiermit den Ansatz (236), so stellen wir bis auf das
Fehlen des Faktors sinw Ubereinstimmung fest; der Rechnungsgang
ist mithin der gleiche wie beim Schubproblem, und wir kénnen von
vornherein aussagen, daB sich auch die gleiche Formzahl der flachen

Kerbe, also 1 4+ V%, ergibt!, Fir die tiefe Kerbe bedarf es wegen der

Integration, die zur Ermittlung der Konstante 4 notwendig ist, eines
besonderen Nachweises. Es wird

p=Au, Tw=4, T=0. (258)
Das Moment der Spannungen um die x-Achse berechnet sich aus

M =/ftuwrdF. (259)
F

Das Flichenelement dF ist wie unter C ein Rechteck mit den Kanten
hydv und h,dw, wobei h, = r konstant und bei der AuBenkerbe
gleich ¢, bei der Innenkerbe gleich & gesetzt werden kann. Kiir die
AuBenkerbe erhalten wir dann

27 v,
M =f [Tuwcthdvdw = 24c*mv,. (260)
6 0
Die Nennspannung fiir Drillungsbeanspruchung entspricht der elemen-
taren Drillungslehre und wird mithin bei der AuBenkerbe
_ 2M(c+ a)
™= alle+ )t — &4
und bei der Innenkerbe
2M(b—a)

A= —ay

(261)

(262)

Fiir die tiefe AuBenkerbe ergibt sich durch Grenziibergang e — 0 aus
(261)

M
T 2aca’

Tn (263)

Bei Verwendung von (249) leiten wir hieraus
M = 2nc?sinv,t, (264)
ab. Durch Einsetzen in (260) erhalten wir schlieBlich

4="0%0 (265)
Yo
Dieselbe Beziehung hitte sich auch fiir die Innenkerbe ergeben; sie ist
vollig identisch mit der bei Schubbeanspruchung gewonnenen Glei-
chung (251). Mithin stimmt auch die Formzahl iiberein.

L Fiir ¢ = ¢ (Halbkreiskerbe) ist die Formzahl der flachen Kerbe mithin
gleich 2. Dies entspricht auch den Berechnungen von Willers [Z. Math. Physik
Bd. 55 (1907) S.227] und Sonntag [Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 1].
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6. Aufstellung der Formzahlnomogramme fiir Umdrehungskerben
mit beliebigen Abmessungen.

Zur Ermittlung der Formzahlen fiir beliebige Abmessungen bedienen
wir uns des in II, 4 angegebenen Verfahrens. Wir machen dabei einer-
seits Gebrauch von den Formzahlen der flachen Umdrebungskerben,
andererseits von jenen der tiefen Umdrebungskerben, die wir simtlich
abgeleitet haben.

A. Die UmdrehungsauBenkerbe.

Bei der tiefen Kerbe ist fiir Zug (59) mit der Nennspannung (55)
mafgebend, fiir Biegung (72) mit der Nennspannung (71). Fir Schub
gilt (84), wobei als Nennspannung die Randschubspannung des un-
gekerbten Vollzylinders dient (nur so kénnen wir der Bedingung o — 1
fiir a/o — 0 geniigen); sie ergibt sich aus (84) und (82) mit ajp = 0 zu
142/m V
1+ 1jmza®"
spannung miissen wir (84) noch mit

Infolge dieser vom Bezugswert p abweichenden Nenn-
1+ 1/m
1+ 2/m
unser Nomogramm richtigen Wert zu erhalten. Fiir Drillung ist schlieB-
lich (107) mit der Nennspannung (105) zu verwenden.

Bei der flachen Kerbe gilt fiir Biegung und Zug wieder die einfache
Beziehung (131) von IV, 4; fiir Schub und Drillung haben wir den
Ausdruck (243) gefunden. Da die Héchstspannung bei Schubbean-
spruchung im Kerbgrund auftritt, handelt es sich hier im Gegensatz
zur ebenen Kerbwirkung um keinen Ausnahmefall.

multiplizieren, um den fiir

B. Die UmdrehungsauBenkerbe mit axialer Bohrung.

Bei Vorhandensein einer axialen Bohrung kommt zu den obigen

Grenzwerten ein weiterer hinzu, nidmlich der Formzahlgrenzwert der

tiefen UmdrehungsauBenkerbe bei groBer axialer Bohrung, den wir in

V, 5 behandelt haben. Wir wollen diesen neu hinzukommenden Grenz-

wert mit «,; bezeichnen. Das in II, 4 fiir die Formzahl aufgestellte

allgemeine Gesetz muB dementsprechend erweitert werden.
Fir groBle Bohrung folgt zunéichst

11 1
(o — 1% (o — 1) (oip — 1)2°

Hierin hangt o von tfo und o4 von a/o ab. Bei kleiner werdender

Bohrung muBB «;, von dem Grenzwert der tiefen Umdrehungsaufen-

kerbe ohne Bohrung, also oy abgelost werden. Dies wird erreicht,

wenn fiir die Formzahl folgender erweiterter Ausdruck gesetzt wird:

11 1 1 1
(=12 7 (e — 1) 7 (op — 1) (s — 1) 7 (o — 1)*°

mit @ -} ¢ statt a

Bei verschwindend kleiner Bohrung wird a 4 ¢~ a, und es fillt o
heraus, wird also in der Tat durch «;; ersetzt. Andererseits wird bei

(266)

(267)

groBer Bohrung ¢ sehr groB}, damit auch ‘}_? und die Werte von oy,



Aufstellung der Formzahlnomogramme fiir Umdrehungskerben. 129

und o;; mit @ + ¢ statt a; die beiden Briiche, in denen sie im Nenner
auftreten, werden verschwindend klein. Die Formzahl nimmt folglich
in der Tat fiir groBe Bohrung wieder den Ausdruck (266) an, von wel-
chem wir ausgegangen waren. Da die beiden Bestandteile, die wir in
Gleichung (267) gegeniiber (266) hinzugenommen haben, von derselben

[

Veriinderlichen = + abhingen, liegt es nahe, an ihrer Stelle einen

neuen Formzahlwert als HilfsgréBe zu verwenden, der von 4t ap.
hingt. Wir setzen dabei zweckmiBig ¢

1 1 1

(Or — 12 (op — 12 (op— 1) (268)
mit @ + ¢ statt o
Damit nimmt der Ausdruck (267) die einfachere Form
=) 1 T a1 T o1 (269)

an. Diese Gleichung besagt nichts anderes, als daB wir die fiir grole
Bohrungen geltende Formzahl, die sich entsprechend (266) in bekannter
Weise aus oy und oy zusammensetzt, noch einmal mit der Hilfs-
formzahl «; zusammensetzen miissen, um zur endgiiltigen Formzahl
zu gelangen.

Bei Zug dient als Nennspannung die mittlere Spannung des engsten

Querschnittes n[(a——i—%ztc—zj . Fiir den Formzahlgrenzwert «;; ist der

Ausdruck (59) maBgebend, fiir oz gilt (131) vom Abschnitt IV und

schlieBlich fir o;; (190) vom Abschnitt IV.

Im Falle der Biegung ist ”[Ei—ai”-i:%)—j:—f_)?] Nennspannung. «;; berechnet
sich nach (72), & nach (131) vom Abschnitt IV, &, nach (190) vom
Abschnitt IV.

Bei Schub dient (227) als Nennspannung. Fir «,; ist (84) maB-
gebend, wobei noch mit ii;ﬁZ
gilt (243), schlieBlich fiir oy (253).

Fiir Drillung ist (261) Nennspannung. Fiir o gilt (107), fir op
(243) und fir o, (253).

multipliziert werden mufl. Fir o

C. Die Umdrehungsinnenkerbe.

Bei groBer axialer Bohrung setzt sich die Formzahl nur aus den
beiden Grenzwerten o und o, zusammen, von denen erstere mit a/o,
letztere mit /o in Zusammenhang steht; z. B. bei Zug gilt fiir erstere
(190) vom Abschnitt IV, fiir letztere (131) vom Abschnitt IV (vgl. V, 5).
Bei verschwindend kleiner Bohrung muB nun &g, durch den Grenz-
wert, oz, der flachen Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung ab-
geldst werden. Diese Bedingung erfiillen wir wieder durch Hinzunahme
einer Hilfsformzahl «; und setzen

1 1 1 1
Co |l oy | ey | ey
Neuber, Kerbspannungslehre. 9

(270)
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t+4c¢
e

o, hingt nur von ab und berechnet sich aus

! ! ! 271)

on— 12 (0 — 1P (o —DP°
mit ¢ + ¢ statt ¢

Fir ¢ =0 wird auf diese Weise tatséichlich &z durch o, abgelost;
andererseits wird fiir groBes ¢ der Ausdruck 1/(«; — 1)% verschwindend
klein, so dafl den geforderten Bedingungen Geniige geleistet ist. Bei
Zug gilt fir oy der Ausdruck (133). Als gemeinsame Nennspannung
dient ——— . Hierin ist b = a + ¢ + ¢ (Abb. 68 und 70).
alb? —(b—a)f] ° M@+ o)

Bei Biegung ist die Nennspannung aus 2B — b — o] 20 berechnen.

Fir oy, und o4, gelten dieselben Beziehungen wie bei Zugbeanspru-
chung, wihrend «y; sich jetzt aus (158) errechnet.

Bei Schub ist (228) Nennspannung. Fir oy gilt (253), fir o
hatten wir (243) gefunden; fiir oy gilt (185), wobei durch 2 zu divi-
dieren ist, da der Bezugswert (166) nur gleich der halben Nennspan-
nung [Ausdruck (228) mit b — a = 0] ist.

Im Falle der Drillungsbeanspruchung gilt (262) als Nennspannung.
o und o berechnen sich wie bei Schub. oy ist durch (200) fest-
gelegt.

Die sich so ergebenden Formzahlnomogramme fiir Umdrehungs-
aulen- und -innenkerben sind in den Abb. 104 und 105 enthalten.
Die Handhabung geht aus den eingezeichneten Pfeilen sowie aus den
im Abschnitt X angegebenen Beispielen hervor. Fiir den Abstand des
Kerbgrundes von der Achse (@ + ¢ bzw. t + ¢) ist zweckmiBig die
gemeinsame Bezeichnung r verwendet.

Wir verlassen nunmehr das Gebiet der ridumlichen Kerbwirkung,
um uns einem weiteren Zweig der Kerbwirkung zuzuwenden, der im
Hinblick auf die besondere Art der Spannungsverteilung ebenfalls eine
eingehende Behandlung erfordert, der prismatischen Kerbwirkung.

VI. Theorie der prismatischen Kerbwirkung.

1. Die Ausgangsgleichungen.

Zur Aufstellung der Beziehungen fiir prismatische Stibe greifen wir
wieder zuriick auf die allgemeinen Grundgleichungen von II1, 6. Es war

_®F | &F 0®, dd, 0o,
0=yt (o — G ) v
o*F 0D, 00, (1)
Tay = — dx 0y + o (6—y + W) usw
wobei
F=0,4 2@, + yD, +2P; und oc=2—% (2)

war, ferner

ADy = AP, = AP, = AD, =0 (3)
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vorausgesetzt ist. Bei den nun folgenden Betrachtungen sei die z-Achse
zugleich Achse unseres prismatischen Stabes, wihrend die y-Achse mit
der Schubrichtung zusammenfallen soll (Abb. 75) die z-Achse sei zu-
gleich Nullinie des Stabquerschnittes. Bei reiner Zug- oder Biege-
beanspruchung des prismatischen Stabes treten nur Spannungen o, auf,
wie wir dies bereits im Abschnitt V mit den Gleichungen (111) bis (113),
ferner (137) bis (139) nachgewiesen haben. Die elementare Festigkeits-
rechnung gilt daher noch vollkommen streng, welche Form der in der
¥, z-Ebene liegende Stabquerschnitt auch haben mége; denn es treten
ja keine Spannungskomponenten mit y oder z als Index auf, fiir welche
eine Randbedingung zu erfiillen wire. Anders ist es jedoch bei Schub
und Dr111ung

Bei reiner Schubbeanspruchung laBt sich auf folgende Weise
die allgemeine Losung in eine einfachere Form iiberfiihren [wir haben
einen dhnlichen Ansatz schon in (161) bis (164) von Abschnitt V kennen-
gelernt]: Wir setzen
= —Z oy, 2) + e — (—4+39zx—2(x2)(x 3 — ady) +

[ x Py, 4(4 (x) J 3 Y Y
+ (—8 + 8x — 2u?) (xyz2 — %_y)] ,

(4)

__V 2 ¥ — 2 _ ] 1
O = gy [26(y2 %) + 40— 0 2 — o) + Lo, 2),
V4 2 2 _ 2 3) —
4(4_0‘)!](4: 2zx)<xy + xz 3 %) D, =0.
Hierin ist ¢ eine nur von y und z abhingende harmonische Funktion.
Man iiberzeugt sich leicht, dal dieser Ansatz der Bedingung (3) geniigt.
Die Spannungsfunktion wird gema8 (2)

I A 3 2 (fi — ) 3
P = sy |4 — 206 +oud) + (Fo—4)ay], @)

und wir erhalten aus (1)

D, =

azzzacy, o, =0, o,=0,

=30+ gy (8 20+ (G202 (6)

Tye = 0, Tz = g_f .
Die Normalspannung o, entspricht zwar noch dem Geradliniengesetz
der elementaren Festigkeitslehre, aber es treten Schubspannungen 7,
und 7., auf, welche noch Randbedingungen zu erfiillen haben.
Fiir reine Drillungsbeanspruchung nehmen wir am einfachsten
die folgenden Umformungen vor:

Bo=—29@,0, O=19.2), B="ra

9*
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p /" Hiermit liefert (2)

/y 70, 8)

iber i
3 i., = —a(dy und (1) geht iiber in
“
"gps .ﬁ?}l GZ:Uy:UZ:TyZZO!
Z t g
Toy = dy + @z, 9)

2

. . _9¢
Abb. 74. Forminderung eines Elemen- Tz — 7 — G ﬁy .
tarprismas bei Drillingsbeanspruchung. 9z

Hierin ist 9 der Verdrehungswinkel in bezug auf die Lingen-

einheit des Stabes, fiir welchen wir aus Abb. 74 die Beziehung
1 (oq 0¢

ablesen. Dieselbe ist in der Tat erfiillt; denn hier wird [vgl. (49) von

111, 6]

_ 1
"=3q

1

(—%4—2&@2) =bdxz, (=55

(—%—F+2(x(1§3)= —Jay.  (11)
¥4
Zunichst sollen die Vollstibe auf Kerbwirkung hin untersucht werden.

2. Vollquerschnitte (Stibe mit Lingsnut).

Wir behandeln vorerst die ,,flache Kerbe“. Dabei setzen wir vor-
aus, daB der Rand in der niheren Umgebung der Stelle, an welcher
die Kerbe angebracht werden soll, in erster
Anniherung als geradlinig angesehen werden
kann (Abb. 75). Fir die Schubspannungen
an dieser Stelle, an welcher ja y und z ganz
bestimmte Werte annehmen, ergeben sich
aus (6) oder (9) die Ausdriicke

P 8
Tpy = 3-2—” + 0y, To= 8—;’3 +Cy. (12)

Darin sind C; und C, Konstanten. Sie treten
nicht mehr in Erscheinung, wenn wir zu ¢
noch das Glied O,y + C, -2 hinzunehmen;
dann wird

Abb. 75. Welle mit flacher Lings- d d
nut bei Schub oder Drillung. 7, 14 __ 9 (13)

y = @ ) Tpz = oz °
Der Grenziibergang, der fiir die folgerichtige Behandlung der ,.flachen
Kerbe“ notwendig ist, verlangt nun, dafl dieser einfache Zusammen-
hang infolge der geringen Ausdehnung der Stérzone nicht nur an der
Stelle gilt, an der die Kerbe angebracht wird, sondern auch noch inner-
halb der Stérzone. Wir haben daher fiir die Berechnung der Kerbspan-
nungen unmittelbar die Beziehungen (13) zu verwenden; sie sind uns
aber in dhnlicher Form bereits wiederholt begegnet [vgl. (236) und (257)
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von V, 5]. Der weitere Rechnungsgang ist daher schon bekannt. Die
zugehérige Spannungsverteilung erlautert Abb. 71. Als Formzahl gilt

Tmax t
=1 ]/% (14)

Als Nennspannung dient entsprechend unserer Ableitung die Schub-
spannung des ungekerbten Stabes an der betreffenden Stelle.

Als Beispiel diene der Zylinder mit Lings-
nut (Abb.75). Bei Schub ist fir die Nenn-
spannung, wenn die Kerbe auf der Nullinie des
Querschnittes liegt,

14 2
m V
L ey (15)

1+ —
Abb. 76. Von C. Weber
mafBgebend. Bei Drillung haben wir behandelter Senderfall: Dex
oM Kreigen, wobei der Mittel-
— T (16) punkt des Kkleineren auf
LY ) der Peripherie des groBeren

liegt.
zu setzen.

Beziiglich des Einflusses der Kerbtiefe im Verhiltnis zu den Ab-
messungen des Querschnittes liegt eine allgemeine Theorie zur Zeit
noch nicht vor. Fiir Drillungsbeanspruchung gilt jedoch eine von
C. Weber! gegebene Losung AufschluB, welche sich auf den Fall der
kreisformigen Kerbe bezieht. Der Rand besteht aus zwei Kreisen, und
zwar liegt der Mittelpunkt des kleineren auf der Peripherie des gréBeren
(Abb. 76). Fiir kleine Werte c¢/b ist die Ubereinstimmung der Weber-
schen Losung mit (14) (fiir £ = p) bemerkenswert; denn in beiden Féllen
ergibt sich fiir die Formzahl der Wert 2.

Im allgemeinen wird man auch bei Kerben, die nicht mehr als aus-
gesprochen flach anzusprechen sind, in erster Anniherung noch mit der
Formzahl (14) rechnen kénnen, wenn man als Nennspannung die Rand-
schubspannung des ungekerbten Stabes verwendet; denn auf diese
Weise wird die etwas zu hohe Formzahl durch eine zu niedrige Nenn-
spannung wieder ausgeglichen.

3. Diinnwandige Hohlquerschnitte.

Bei diinnwandigen Hohlquerschnitten vereinfacht sich die Rechnung
insofern, als die Schubspannung in den Wandungsteilen ohne Beriick-
sichtigung der Kerbe noch als gleichmifBig iiber die Dicke der Wan-
dung verteilt angesehen werden kann. Zur Berechnung der Nennspan-
nung geniigen infolgedessen jeweils reine Gleichgewichtsbetrachtungen.

In Abb. 77 ist ein zur y-Achse symmetrischer Querschnitt von iiber-
all gleicher Wandstirke dargestellt. Zur Ermittlung der Schubspannung
an einer Stelle A infolge Schubbeanspruchung schneiden beiderseits an
der betreffenden Stelle parallel zur z-Achse senkrecht zur Wandung

1 Weber, C.: Lehre der Verdrehungsfestigkeit. VDI-Forsch.-Heft Nr. 249.
Berlin: VDI-Verlag 1921.
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auf und betrachten ein Stiick von der Linge dx. Aus dem Gleich-
gewicht der Krafte folgt dann

2rddx=/‘9
f

6‘;’ dzydf. (17)

Hierbei ist f die in Abb. 77 schraffierte Fliche des abgeschnittenen
Teiles. Setzen wir o, aus (6) ein, so ergibt
sich schlieBlich die bekannte Formel

VS
T = 537’ (18)
wobei S das statische Moment des Fla-
chenstiickes f in bezug auf die Nullinie,
J das Tragheitsmoment des ganzen Quer-

e
XD;%
deutet.

schnittes in bezug auf die Nullinie be-

Abb. 77. Gleichgewicht der Spannungen Bei Drillungsbeanspruchung ergibt
am symmetrischen Hohlquerschnitt. . .

sich aus dem Moment der Spannungen in

bezug auf einen beliebig gewihlten Punkt die bekannte Beziehung

M,

= ok (19)

T
dabei ist F' die von der Wandungsmittellinie eingeschlossene Fliche.
Bringen wir nun an der betrachteten Stelle auBen oder innen eine
Kerbe in Form einer Léngsnut an (Abb. 78), so erhéht sich die Schub-
spannung infolge Verringerung der Wandstérke von d auf a aus Gleich-
— gewichtsgriinden bei Schubbeanspruchung auf den

Wert

V8
T = 547" (20)
bei Drillung auf
_ My
Tn = 3a7 (21)

Diese Werte, welche gleichmiBige Verteilung der
Abb.78. Lingsnut am Spannung im engsten Querschnitt voraussetzen,

Hohlquerschnitt.  gtellen die Nennspannungen dar.

Zur Berechnung der in Wirklichkeit eintretenden ungleichméBigen
Verteilung greifen wir zuriick auf die grundlegenden Beziehungen (8)
und (9). Bei den Vollquerschnitten wurde durch den Grenziibergang
zur flachen Kerbe die Ausdehnung der Storzone gegeniiber den Quer-
schnittsabmessungen als so klein angesehen, dafl die einfachen Be-
ziehungen (13) in Kraft traten. In dhnlicher Weise ist dies auch bei
diinnwandigen Hohlquerschnitten der Fall. Infolge der kleinen Wand-
starke erstreckt sich auch hier die Stérzone nur auf einen Bereich, der
im Vergleich zu den iibrigen Abmessungen des Querschnittes als sehr
klein anzusehen ist, so dafl wir wieder mit den Beziehungen (13) an
die Losung der Aufgabe heranzugehen haben. Da bis auf den unwesent-
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lichen Faktor sinw Ubereinstimmung mit den Beziehungen (236) vom
Abschnitt V besteht, so sind die dort fiir flache und tiefe Kerbe an-
gegebenen Losungen unmittelbar auf den hier vorliegenden Fall an-
wendbar. Es gilt mithin als Formzahl der flachen Kerbe wieder

G

———, Die Ermitt-
arotg

1 +V~;— und als Formzahl der tiefen Kerbe

lung der Formzahl fiir beliebige Tiefe geht aus dem Nomogramm,
Abb. 103 und 104, hervor.

4. Wellen mit Querbohrung.

Bei Wellen und Stdben mit Querbobrungen oder senkrecht zur Achse
angeordneten Langléchern haben wir es mit Ausnahmefillen zu tun;
denn es handelt sich dabei nicht mehr um prismatische Kérper, und die
Grundgleichungen dieses Ab- |
schnittes sind infolgedessen
nicht mehr anwendbar. Man
kann aber derartige Fille mit
Hilfe der Beziehungen des
ebenen Spannungszustandes be-
handeln, wie L. Fopplt ge-
zeigt hat.

Handelt es sich z. B. um eine diinnwandige Hohlwelle mit einer
Querbohrung, deren Durchmesser als klein gegeniiber dem Wellen-
durchmesser angesehen werden
kann, so haben wir im Falle der
Drillungsbeanspruchung einen
ebenen Spannungszustand vor
uns; denn die Storzone kann
unter diesen Voraussetzungen
als Stiick einer Scheibe ange-
sehen werden. Es handelt sich
demnach um das Problem der auf Schub beanspruchten Scheibe, dessen
Lésung wir in IV, 4, C bereits angegeben haben. Es ist dabei aber zu be-
achten, daf als Nennspannung die Drillspannung des ungelochten Stabes
an der Stelle, an der das Loch angebracht wird, verwendet werden
muB, also b

7, = ;(%41{_—’74) . (22)
Bei der auf Schub beanspruchten Scheibe [vgl. IV, (144) bis (146)] ist
die entsprechende Spannung aber nicht der dort verwendete Bezugs-
wert p, sondern §p. Beim Langloch (Abb.79) ergibt sich daher fiir
den Spannungshochstwert, welcher am Rand in der Nihe des Kerb-
grundes in Form einer Zugspannung a,uftritt [vgl. IV, (154) und Abb. 35],

der Ausdruck Gumax
e PR (23)

Ty I

e

Abb. 79. Hohlwelle mit Querbohrung (Langloch).

Abb. 80. Welle mit Querbohrung.

1 Foppl, L.: Z. VDI Bd. 65 (1921) S. 497.
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Bei kreisformigen Lochern (¢t = @) ist also die Hochstspannung gleich
der 4fachen Nennspannung.

Dieselbe Betrachtungsweise kann aber auch in guter Anndherung
auf volle Wellen angewandt werden (Abb.80, vgl. auch die oben
zitierte Arbeit von L. F6ppl).

VII. Theorie der Entlastungskerben.
1. Begriffserklirung.

Bisher haben wir uns mit Spannungszustinden befalit, wie sie durch
eine vorgegebene Kerbform bedingt sind. In dem nun folgenden Ab-
schnitt soll der umgekehrte Gedankengang vorherrschend sein: Nicht
mehr nach den Spannungen bei gegebener Gestalt des Randes, sondern
nach der Gestalt des Randes bei gegebener und moglichst wenig ge-
storter Spannungsverteilung soll jetzt gefragt werden. Natiirlich ist
die Behandlung dieser zweiten Grundaufgabe mit der Beherrschung
der ersten unmittelbar verkniipft.

Die Gestaltung eines Bauteiles ist zwar vorwiegend von vornherein
konstruktiv bedingt, 148t sich aber doch zu einem gewissen Teile noch
durch den Konstrukteur willkiirlich festlegen, wobei sich in den meisten
Fillen durch konstruktiv scheinbar unwesentliche Anderungen eine
Verbesserung der Spannungsverteilung und damit der Festigkeit des
Bauteiles erreichen 148t. Es handle sich beispielsweise um eine Welle,
die aus rein konstruktiven Griinden eine ringsum laufende Nut besitzt,
im iibrigen aber vollkommen glatt ist (Abb. 67). Der Spannungsverlauf
der Welle, die auf Drillung beansprucht sei, ist durch die Nut erheblich
gestort, und es tritt im Kerbgrund der Nut eine betrichtliche Span-
nungserhéhung auf. Wir wollen nun annehmen, daB es in konstruktiver
Hinsicht nichts ausmachen wiirde, wenn in der Nihe der Nut eine
weitere Nut angebracht wird. Man wird zwar zundchst vermuten, daf
hierdurch eine weitere und vor allem unnétige Spannungserhéhung
hervorgerufen wird. Dies ist gewil der Fall, aber — und darauf kommt
es an — diese zweite willkiirliche Spannungserhéhung ist verbunden
mit einer Abminderung der ersten. Es tritt, anschaulich gesprochen,
eine Verteilung des Kerbeffektes auf beide Stellen ein, mit dem End-
ergebnis, dafl die Spannungserhéhung nunmehr an beiden Stellen ge-
ringer ist als im Falle des alleinigen Vorhandenseins der ersten (kon-
struktiv notwendigen) Kerbe.

‘Wohl noch anschaulicher 148t sich diese Erscheinung deuten, wenn
wir von der Vorstellung des Kraftflusses ausgehen; dabei sei unter
KraftfluB schlechthin die Ubertragung der von auBen eingeleiteten
Krifte durch das Bauteil hindurch verstanden. Ohne auf die Eigen-
schaften des elastischen Zustandes im einzelnen niher eingehen zu
miissen, fithrt diese Vorstellung schon ganz oberflichlich unmittelbar
zu einer sehr einleuchtenden Erklirung der Erscheinung. Der Kraft-
flu wird namlich im Rahmen dieses Gedankenganges durch die zweite
Kerbe nach den Seiten und dem Innern hin abgelenkt. Die Kerbwirkung
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kann sich nicht mehr voll ausbilden, nachdem der ankommende Kraft-
fluB bereits geschwicht ist.

Aber auch ohne Zuhilfenahme dieser beiden Gedankenbilder kénnen
wir die Erscheinung streng theoretisch erkliren, indem wir namlich auf
das schon wiederholt erwihnte Abklingungsgesetz (vgl. II, 2) Bezug
nehmen. Danach ist es eine theoretisch nachgewiesene (vgl. IV und V)
Eigenschaft aller Kerben, einerseits im Kerbgrund eine Spannungs-
erh6hung, andererseits aber in der weiteren Umgebung eine Spannungs-
abminderung hervorzurufen. Die neue Kerbe ruft zwar an der Stelle,
an der sie angebracht wird, eine Spannungserhthung hervor, jedoch in
der Umgebung und damit auch im Kerbgrund der ersten Kerbe eine
Entlastung.

Durch geschickte Anordnung solcher zusitzlicher Kerben hat es der
Konstrukteur weitgehend in der Hand, die Kerbwirkung giinstig zu
beeinflussen und gefihrdete Zonen des Bauteiles zu entlasten. Nach
A. Thum?* nennt man derartige zusétzliche und nur mit Riicksicht auf
die Verteilung der Spannungen angebrachte Kerben Entlastungs-
kerben.

2. Entlastungskerben bei Drillungsbeanspruchung.

Wir wollen nun diesen Entlastungseffekt der mehrfachen Kerben
mit Hilfe der mathematischen Elastizitdtstheorie rechnerisch nach-
weisen, um damit zugleich die Eigenschaften ¥
der Formzahl bei mehrfachen Kerben fest-
stellen zu koénnen. <

Als Beispiel diene eine auf Drillung be-
anspruchte Welle, welche eine bzw. mehrere
flache Kerben besitzen moge, und zwar entweder
in Form von Léngsnuten wie in Abb.75 oder in Form von ringsum
laufenden Nuten wie in Abb. 67. In beiden Fillen fiihrt die Grenz-
betrachtung der flachen Kerben zu den Beziehungen [vgl. V, (257) bzw.
VI, (13)1]

z
Abb. 81. Einfache flache Kerbe.

de Op
Ty, = _a; 3 Ty = 5:1/_ . (].)
Dabei haben wir entsprechend Abb. 81 die z-Achse lings des Randes
und die y-Achse senkrecht zum Rand vorausgesetzt. Der gemeinsame
Index der beiden Schubspannungen, welcher der dritten Koordinaten-
richtung entsprechen wiirde, ist der Einfachheit halber fortgelassen
worden. Die harmonische Funktion ¢ hingt nur von x und % ab und
geniigt der Bedingung Py Fe
7 oy =
Wir wollen ferner ein isometrisches Netz zugrunde legen, indem
wir zwischen den kartesischen Koordinaten z, ¥ und den krummlinigen
Koordinaten u, v die Beziehungen
dx Oy ox oy
[ A T ) @)

1 Thum, A, u. H. Oschatz: Steigerung der Dauerfestigkeit bei Rundstiben
mit Querbohrungen. Forschg. Ing.-Wes. Bd. 3 (1932) S. 87.

0. (2)
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voraussetzen (vgl. IV, 1). Dann nimmt die Differentialgleichung (2)
in krummlinigen Koordinaten die Form
o o

9w T o =0 (4)

an. Nach bekannten Satzen der Funktionentheorie lassen sich auf diese
Weise % und v als Real- und Imaginirteil einer komplexen Funktion

f(z + iy) auffassen, wobei i = J—1 bedeutet. Setzen wir also

x+iy=z2, ut+iv=w, (5)
80 besteht zwischen den komplexen Funktionen z und w der Zusammen-
hang 2=x iy = f(w) = f(u + iv). (6)

Die Verzerrungsfaktoren in der u- und v-Richtung werden einander
gleich, und es gilt

By = by — h = ]/(%)2 + (gﬁ’;)z = (7)

Fir die Kriimmungshalbmesser g, und g, der Linien % = konst. und
v = konst. gilt entsprechend (174) vom Abschnitt IV mit k, = kh, = h
(vom Vorzeichen des Kriimmungshalbmessers kann hier abgesehen
werden):

dz

dw |

1 1 ¢k 1 1 ok

o Wauw o o ®)
Die Schubspannungen lings der Linien % bzw. v = konst. ergeben sich
aus @ mittels der Beziehungen [vgl. (238) von V]

1 dg 1 dg
WS R TR o ®)

Die Lésung fiir ¢ mufl in einiger Entfernung von den Kerben in 7,y
iibergehen. Dieser Ausdruck entspricht dem ungekerbten Stab und
liefert hier zugleich die Nennspannung.

Zunichst sei nur eine Kerbe vorhanden. Hat dieselbe elliptische
Gestalt, so fiilhrt das Koordinatensystem

2= Cinw mit z = Ginucosv, y = Cojusinv (10)
zum Ziele. Die Losung wurde bereits in V, 5, C gegeben. Es ergibt
sich die Formzahl ;

T 1t ]/g (11)

Das verwendete Koordinatensystem hatte insofern einen gewissen
Nachteil, als der Rand aus zwei Koordinatenlinien bestand, nimlich
aus der eigentlichen Kerbe » = %, und dem geradlinigen Teil v = 0.
‘Einfacher gestaltet sich die Rechnung, insbesondere bei Behandlung
der mehrfachen Kerben, wenn eine geschlossene Randlinie vor-
handen ist. Bei der einfachen Kerbe liBt sich dies mit Hilfe des fol-
genden Koordinatensystems erreichen:

z2=Juw® —1 (12)
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Abb. 82 zeigt einige Linien » = konst. Fiir groBe - oder »-Werte wird
x=wu und y = v, und die Linien v = konst. fallen mit den Geraden
y = konst. zusammen. An der Stelle z =0, y =1 tritt eine Ab-
lenkung ein. Benutzen wir nun eine solche Linie als Rand, so handelt
es sich um eine Kerbe mit wesentlich abgerundeten duBeren
Ecken; die Formzahl wird v
daher voraussichtlich etwas

niedriger ausfallen, als Glei-

chung (11) entspricht. 2

Die gesuchte Losung mufl 45
der Bedingung (4) geniigen, 4z
ferner fiir grofes » oder v in i 0 G125 &

T,% bzw. T,u ﬁbergehen (wie  App. s2. Koordinatensystem mit geschlossenen Rand-
Wil‘ oben gesehen haben erd linien »=konst, zur vereinfachten Behandlung der
H

flachen Kerbe.
dann « = %). Ferner muB 7,
lings der Randlinie v = v, verschwinden. Da 7,z allen drei Bedin-
gungen geniigt, stellt es die richtige Losung dar. Mithin wird
Tn

P=Tau, TH=0, T=. (13)

Der Kerbgrund liegt auf der y-Achse; dort wird 4 = 0 und mithin

= dy v 1 10k 1
— 2 . N —
y=PrHl h=gi= e oW T ey
Im Kerbgrund ist ferner v = v, zu setzen. Die Kerbtiefe wird
t=Yueo — Pu—e=VR+1 —v,, (15)
V=1 V=17
so daB sich als Kerbkriimmung
¢ 1 V)
— =l - = 16
e v%< Y1+ v?s) 19
ergibt. Die Formzahl erhalten wir aus (13) zu
max 1 1 T 9
O‘kzzx—,,—:ﬁ:v_nﬁ_l_”g' (17)
Die Elimination des Parameters v, aus (16) und (17) ergibt schlieBlich
t 1)
L 1)(1 -3)- (18)

Bei stark gekriimmten Kerben, also groBen Werten /o, nimmt die
Formzahl — wie zu erwarten war — groBe Werte an, und zwar wird

=)/t (19)

was mit (11) fiir groBles ¢/o iibereinstimmt. Im tibrigen liefert die ge-
wonnene Beziehung (18) stets etwas kleinere Werte als (11), was von
der oben erwiéhnten Abrundung der #uBeren Ecken herriihrt.

Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir zur eigentlichen Theorie
des Entlastungseffektes. Wir legen jetzt ein neues Koordinatensystem
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zugrunde, welches einem
mehrfach gekerbten Rand
entspricht (Abb.83). Es soll
sich dabei um unendlich viele
gleich tiefe Kerben handeln,
die in gleichem Abstande b
voneinander angeordnet sind.
Wir wollen wieder eine Ab-
rundung der #ufleren Ecken
in Kauf nehmen, um eine ge-
schlossene Randlinie verwen-
den zu kénnen, und setzen

cosz = Acosw.  (20)

Abb. 84 gibt die Linien
v = konst. fiir den Fall 1 =2
wieder. Fiir groBles y ent-
sprechen dieselben noch den
Geraden y = konst., wihrend
in der Nihe der z-Achse mehr
und mehr die periodische Aus-
lenkung in Erscheinung tritt.
Nachdem es sich wieder um
eine geschlossene Randlinie
v = v, handelt, gelten die Be-

Abb. 84. Linien v = konst. (zugleich Spannungstinien  ziehungen (13) auch hier. Fiir
und auch Randlinien) fiir den mehrfach gekerbten

Rand. z=u =0 wird
y = ArCof (4 Cojv),
_ 0y _ G
v YiEGopv—1’ (21)
1 10k (22—1)Gofw

e B emtoyEGere —1

Fiir den jeweiligen Kerbgrund mufl ferner v = v, gesetzt werden.

Bei der weiteren Rechnung kommt es uns in erster Linie darauf an,
welche Beziehung sich fiir die Formzahl bei starker Kerbkriimmung
ergibt. Aus dem Vergleich mit der fiir die einfache Kerbe bei starker
Kriimmung abgeleiteten Beziehung (19) kénnen wir dann ja bereits
den Entlastungseffekt im wesentlichen erkennen. Fiir kleines v, er-
halten wir:

t=(Hu=0 — (%) _~=UCofl,

v=10, u
o=

1 yE1 1 Y1 _V;le—l 1
1 - —

& 0]y

(22)

o 1Gmiy’ ¥ =% = TGy,
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Daraus folgt oy = V gt (23)
oder bei Beriicksichtigung der Einbeitsstrecke des Koordinatensystems
1 =0b/n:
b .nt t b
V / : 2 6t 2. (24)

Der Vergleich mit (19) zeigt, daB der Entlastungseffekt in dem Faktor

b
— Gtg L zum  Ausdruck g
7wt 14

kommt. Diese Zahl, welche % 5l
nur vom Verhiltnis b/¢,d. h. % D4

von der Kerbniahe ab- ¥

hingt, wollen wir die Ent- fi /
lastungszahl nennen und ;,”"’ /

mit y bezeichnen. Sie ist q;: /

in Abb. 85 dargestellt; sie %

steigt vom Wert 0 der un- & /

endlich nahen Kerben all. %

mihlich an zu dem Wert 1 072345555970777273#75
fiir sehr weit voneinander ent- T

fernte Kerben, wo sich wieder  Abb. 85. Die Entlastlﬁlgslfaplll g‘ ‘ilglékbhéngigkeit von der
. . sRerona. .

die Formzahl der einfachen ’

Kerbe einstellt; in der Tat stimmt Gleichung (24) fiir 6 = oo mit (19)

tiberein.

3. Allgemeine Eigenschaften der Formzahl bei Entlastungskerben.

Um zu allgemeinen Gesichtspunkten fiir die Formzahl bei Ent-
lastungskerben zu gelangen, nehmen wir noch einmal Bezug auf die
Beziehungen (24) und (19). Der Ubergang von der einfachen zur mehr-
fachen Kerbe duBlert sich offenbar in einer Abminderung der Tiefen-
wirkung. An die Stelle der wirklichen Tiefe ¢ tritt bei der mehrfachen
Kerbe die mit der Entlastungszahl ¢ multiplizierte wirksame Tiefe

ty=1-7. (25)

Genauere rechnerische Untersuchungen zeigen, da dieser Gedanken-
gang ganz allgemein zu sehr befriedigenden Ergebnissen fiihrt; es ist
demnach einfach die wirkliche Tiefe ¢ durch die wirksame Tiefe £, in
den bisherigen Formeln zu ersetzen.

Man setzt also beispielsweise fiir die Formzahl der mehrfachen
flachen Kerbe ohne Abrundung der #uBleren Ecken bei Drillung
und Schub

ft
ap=1+ VE (26)

und entsprechend bei Zug und Biegung
sl 2 ]/%w 27)
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VIIIL. Theorie der Spitzkerben.

1. Das Versagen der klassischen Elastizititslehre bei Spitzkerben
und seine Ursache.

Unsere bisherigen Untersuchungen hatten ausschlieilich ihre Grund-
lage in der klassischen Elastizitéitslehre. Nun kommen wir zu einer
Gruppe von Aufgaben, deren Losung Gedankenginge erforderlich macht,
welche uns an die Grenzen des Fundamentes der alten Elastizititslehre,
ja sogar dariiber hinaus zu einer neuen Theorie hinfiihren.

Wihrend bei Kerben von nicht allzu kleinem Kriimmungshalbmesser
die klassische Elastizitdtslehre noch ausreichte, fiihrt sie bei stark ge-
kriimmten Kerben oder gar bei Spitzkerben zu vollig falschen Ergeb-
nissen. So haben wir beispielsweise fiir die Formzahl der flachen Kerbe

bei Schub oder Drillung die Beziehung 1 ]/rtTg gefunden. Betrigt
also z. B. der Kriimmungshalbmesser nur 1/,544 der Tiefe, so wiirde
hiernach die Formzahl den unméglichen Wert 101 annehmen. Ahnlich
liegen die Verhiltnisse bei samtlichen iibrigen abgeleiteten Formzahlen.
Bei verschwindend kleinem Kriimmungshalbmesser wird die Formzahl

jeweils mit Vt/@ proportional. Fir die Spitzkerben wiirde sich dem-
nach der unmégliche Wert oo ergeben. Wir sind hier offenbar an der
Grenze des Geltungsbereiches der alten Lehre angelangt. Um zu ver-
niinftigen Rechnungsgrundlagen zu kommen, sehen wir uns jetzt vor
die Aufgabe gestellt, eine neue Gedankenbriicke zu dem wirklichen
Verhalten der Werkstoffe zu schlagen.

Bevor wir aber an diese nicht leichte Aufgabe herangehen, miissen
wir uns dariiber klar sein, worin das Versagen der bisherigen Rechnungs-
grundlagen seine Ursache hat. Wir greifen deshalb zuriick auf Ab-
schnitt I1I; dort hatten wir die Beziehungen fiir Spannungs- und Form-
anderungszustand abgeleitet. Als Gedankenmodell diente uns dabei —
und das ist bereits von grundlegender Bedeutung — ein unendlich
kleines Teilchen mit den Kanten d«, dy, dz. Die dabei stillschweigend
gemachten Voraussetzungen der beliebigen Aufteilbarkeit des Stoffes,
seiner Strukturlosigkeit usw. stellen offenbar das Kriterium fiir die
Brauchbarkeit der klassischen Elastizitdtslehre dar. Solange es sich
nédmlich um schwach gekriimmte Rénder handelt oder — genauer ge-
sagt — solange der Kriimmungshalbmesser der Oberfliche iiberall ge-
niigend groB ist gegeniiber den Kristallen des Werkstoffes, solange
macht sich kein Fehler bemerkbar; denn bei schwach gekriimmter Ober-
fliche werden sich die Spannungen, die ja mit den Randbedingungen
zusammenhédngen, erst innerhalb gréBerer Strecken wesentlich dndern,
nicht aber innerhalb von Entfernungen, die von derselben GriofSlenord-
nung sind wie die Abmessungen der Kristalle. Daher kommt es, daB}
bei schwacher Randkrimmung das Werkstoffgefiige noch ohne Einflul
ist auf die Spannungsverteilung und damit auch auf die Formzahl.

Anders ist es dagegen bei starker Oberflichenkriimmung. Dann
treten Spannungsédnderungen bereits innerhalb sehr kleiner Entfernun-
gen auf. Die Anwendbarkeit der klassischen Elastizitétslehre wiirde
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jetzt bedingen, daBl der Werkstoff noch in Bezirken von der GréBen-
ordnung der Kristalle als strukturlos angesehen werden kann, was aber
dem Vorhandensein der Kristalle selbst widerspricht.

Diese Uberlegung, die uns die Ursache des Versagens der alten
Lehre vor Augen gefiihrt hat, wird uns nun auch den Weg zu einer
neuen Theorie zeigen.

2. Das neue Gedankenmodell.

Wir haben gesehen, dall es nicht mehr zuldssig ist, ein unendlich
kleines Teilchen zugrunde zu legen. Wir miissen daher offenbar dazu
iibergehen, ein Teilchen von endlichen Abmessungen als Gedanken-
modell zu verwenden.

Wir denken uns mithin nunmehr den Werkstoff aus lauter kleinen,
aber doch endlichen Teilchen aufgebaut. Die folgerichtige Durchfithrung
dieses Gedankens ergibt einerseits neue Gleichgewichts-, andererseits
auch neue Forméinderungsbedingungen. Dabei miissen wir uns — streng-
genommen — iiber eine bestimmte Gestalt des Teilchens klarwerden,
ferner iiber das Wesen seiner elastischen Forméinderung, die Art der
Kraftiibertragung auf die benachbarten Teilchen usw.; kurzum, es sind
eine Reihe von Annahmen zu machen, welche dem Verhalten des Werk-
stoffes gerecht werden. Die Ergebnisse dieser Grundbetrachtungen
wiren dann neue elastische Grundgleichungen, welche — entsprechend
der Endlichkeit der Teilchen — nicht mehr Differentialgleichungen,
sondern Differenzengleichungen wiren. Die Losung der einzelnen
Aufgaben wiirde in der Anwendung der Differenzenrechnung bestehen.
Nach diesen Eroffnungen wird der Leser, der vielleicht einmal selbst
Aufgaben der Potentialtheorie mit Hilfe der Differenzenrechnung gelost
hat, die praktische Durchfiihrbarkeit der Rechnung sicher fiir fraglich
halten; denn bekanntlich sind derartige Aufgaben ungeheuer zeit-
raubend. In der Tat wire es so gut wie aussichtslos, auf diesem Wege
weiter zu kommen; es ist aber — wie wir jetzt sehen werden — auch
gar nicht notwendig.

Das Versagen der alten Lehre beschriankt sich ja nur auf die Zonen
der starken Spannungsinderung; diese sind aber nach dem Abklingungs-
gesetz verhiltnismiBig eng begrenzt. Es wire also iibertrieben, die
alte Theorie véllig zu verwerfen, da sie ja in den iibrigen Gebieten
obhne weiteres anwendbar ist. Im Gegenteil, wir benutzen sie als ele-
ganten Fiihrer durch die verhiltnismiBig weit ausgedehnten Zonen des
Bauteiles, wo nur geringe Spannungsinderungen vorhanden sind und
die Differenzenrechnung zu langwierig wire. Auf diese Weise kénnen
wir auch bei starker Kriimmung des Randes noch von der klassischen
Elastizititstheorie Gebrauch machen, und erst in der Stérzone selbst
miissen wir das neue Gedankenmodell zugrunde legen.

Rechnerische Uberlegungen zeigen nun, daB in guter Anniherung
auch noch ein Teil der Stérzone mit der alten Theorie behandelt werden
darf, ja man gelangt sogar selbst dann noch zu brauchbaren
Ergebnissen, wenn man erst unmittelbar an der Stérungs-
stelleselbst vondem neuen Gedankenmodell Gebrauchmacht.



144 Theorie der Spitzkerben.

Es zeigt sich nimlich, dafl die Formzahl der Spitzkerben in mafigeb-
lichem Zusammenhang mit der Grofe unseres Teilchens steht, derart,
daB diese GréBe die Rolle einer neuen Werkstoffkonstanten iibernimmt.
Nachdem aber diese Konstante ohnehin durch Vergleich mit Versuchs-
ergebnissen bestimmt werden muf, wird der durch Vernachlassigung
des Gedankenmodells in der iibrigen Stérzone evtl. noch vorhandene
Fehler in bezug auf die Formzahl praktisch wieder aufgehoben.

3. Theorie der Spitzkerbenformzahl.

Fiir die Bestimmung der Spitzkerbenformzahl ergibt sich aus den
obigen Entwicklungen nunmehr das folgende Verfahren. Wir gehen
von der Losung der Aufgabe nach der klassischen Elastizititslehre aus,
wobel die Spannungsverteilung — wie in den bereits behandelten Bei-
spielen — fiir verdnderlichen Kerbkriimmungshalbmesser vorliegen muf.
Im Kerbgrund kommt das neue Gedankenmodell zur Anwendung, und
wir denken uns dort ein Teilchen von der Breite ¢. Das Teilchen ist
immerhin so klein, da die an seinen Seitenflichen angreifenden Span-
nungen als konstant verteilt angesehen werden kénnen. Wir erhalten
die neuen Spannungen mithin durch Bildung der Mittelwerte der alten
Spannungen an den Seitenflichen des Teilchens.

Als Beispiel diene zunichst die flache Kerbe bei Schub oder Dril-
lung.

A. Die flache Spitzkerbe bei Schub oder Drillung.

Entsprechend den Beziehungen (241) und (242) vom Abschnitt V
herrschen im engsten Querschnitt folgende Spannungen:

(Tuw) v=a/2 = 0 s - (Tuw) v=n2 = % (@mu + @OWO euo—u) . (1)
w= (2 w=n/2
Im engsten Querschnitt wird ferner # = @inu. Machen wir noch von
e % = @oju — Ginu QGebrauch, so erhalten wir
—Tpw = Tp(l — €% Cofuy + e Coju, Ctgu) . (2)
Wir fithren nun mit
Cofju=1+4+p (3)
eine neue Koordinate ein, die vom Kerbgrund der
Spitzkerbe aus in der u-Richtung anwichst (Abb. 86).
Abb. 86, Gedanken- Bfai der Berechr}ung de‘r Spitzkerbenformzahl wollen
modell fir die flache ~ Wir uns auf die Ermittlung des Grenzwertes fiir
plofleirpeﬁfﬂmgm kleines ¢ beschrénken, so da die Koordinate p, die
ja in der Rechnung nur Werte zwischen 0 und ¢ an-
nimmt, von vornherein als kleine Grofie angesehen werden kann; wir
brauchen daher jeweils nur die niedrigste Potenz von g zu beriick-
sichtigen und koénnen setzen:

Coju =1, @inuzﬁﬁ, Ctgu =

1
E . 4)
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Den Randwert %, setzen wir — der Spitzkerbe entsprechend — von
vornherein gleich Null. Dann wird

Tn

—~Tow — ]72;!;. (5)

Die Spannung der Spitzkerbe stellt nach den vorausgegangenen Er-
lsuterungen den Mittelwert der Spannung lings der Strecke ¢ dar,
berechnet sich mithin zu

n= g frwdn = (=) [ = n)/7. ®)
0 0
Beriicksichtigen wir noch die Einheitsstrecke des Koordinatensystems
Cofuy =1=1¢, (7
so ergibt sich schlielich folgender Grenzwert der Spitzkerbenformzahl:

5

Kg = P

(8)
Vergleichen wir hiermit den Grenzwert J¢/o der Rundkerbenformzahl
fir starke Kriimmung [vgl. (243) von V], so sehen wir, daB an die
Stelle des Krimmungshalbmessers jetzt die halbe Breite
des Elementarteilchens getreten ist.

Als nichstes Beispiel wollen wir die zugehérige tiefe Kerbe be-
handeln.

B. Die tiefe Umdrehungsspitzkerbe mit zweidimensionalem
Spannungsverlauf bei Schub oder Drillung.

Wir nehmen Bezug auf die in V, 5, C behandelte tiefe Kerbe. Fiir
den Axialschnitt senkrecht zur Schubrichtung ergab die Rechnung fol-

gende Spannungen
A
(Tuw) iy Tow = 0. (9)
Y=z
Im engsten Querschnitt wird 2 = cosv. Wir filhren wieder eine neue,
vom Kerbgrund der Spitzkerbe ausgehende Koordinate ein und setzen
(Abb. 87) \
sinv=1—p. (10)

Zur beabsichtigten Grenzbetrachtung kom-
men nur kleine Werte von g in Betracht,
so daB

5 A
cosv = )2y, also T,,=-——
V2u
gesetzt werden kann, Die Spannung der Abb.87. Gedankenmodell fiir die

Spitzkerbe wird dann tiefe prtzke]r)br(ielh?glg ‘ Schub oder

(11)

1[4 2
0

Neuber, Kerbspannungslehre. 10
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Die Konstante 4 ergibt sich aus (251) von V mit vy = 7/2 zu
A= . (13)

Beriicksichtigen wir schliefllich noch die Einheitsstrecke ¢ = sinyy =1,
so erhalten wir als Formzahl
P L (14)

T &€

Vergleichen wir hiermit den Grenzwert der stark gekriimmten Rund-

kerbe, der sich aus (253) von V fiir groBes a/p zu % V% ergibt, so stellen

wir auch bei diesem Problem fest, daf ¢ durch &/2 abgelost wor-
den ist.

Wir wollen nun dieselbe Untersuchung auch fiir einen verwickelteren
Spannungszustand durchfiihren.

C. Der Zugstab mit beiderseitiger tiefer Spitzkerbe.

Beim beiderseits gekerbten Zugstab gestaltet sich die Rechnung in-
folge des Auftretens der zweiten Hauptspannung wesentlich schwieriger.
Wie aus IV, 2, A hervorgeht, sind im engsten Querschnitt folgende
Spannungen vorhanden:

o 1 cos?vg o 1 cos?yg
0u =0y = A5y + c—osﬁ)’ oy = "v—A(m “c'osﬁ)- (15)

\

Das Koordinatensystem ist das gleiche wie beim vorigen Problem, so
daBl wieder die Beziehungen

sine=1—pu, cosv=12u (16)
zur Anwendung kommen. Da ein Glied mit cos?v, auftritt, sind wir
genotigt, noch mit p, den Abstand des Randes von der Stelle u = 0
zundchst allgemein einzufiihren; erst nach Durchfithrung der Integra-
tion diirfen wir dann g, = 0 setzen. (Wiirden wir von vornherein
vo=7/2 bzw. p,= 0 setzen, so wiirde
im Kerbgrund ¢, = 0, werden und o,
wiirde am Rand nicht verschwinden.
Aus diesem Grunde darf der Grenz-
ibergang =zur Spitzkerbe hier erst
nach der Integration vorgenommen
werden.) '

AuBerdem ist zu beachten, daB

- hier der Rand g = u, nicht etwa

ADb. 88. ‘;’gj{‘;i‘;ﬁgg‘%‘;f“zlfgr die tiefe  Jirekt als untere Grenze eingesetzt
werden darf,  sondern ein etwas

kleinerer Wert, den wir mit u, bezeichnen wollen (Abb. 88). Die
untere Integrationsgrenze mufl namlich gerade so liegen,
daB die Spannung o, nach der Integration der Randbedin-
gung entsprechend verschwindet. Wir haben daher die Integra-
tion fiir beide Spannungen durchzufiihren; denn wie bei den Span-
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nungen der klassischen Elastizitdtslehre miissen wir auch hier bei den
Spannungen unseres Gedankenmodells die Gewahr haben, dafl die
Randbedingungen erfiillt sind. Das ist hier aber nur dadurch mdéglich,
daB als untere Integrationsgrenze nicht u, selbst, sondern ein etwas
kleinerer Wert benutzt wird. Obwohl p, begrifflich die Rolle der Rand-
koordinate spielt, sind wir gezwungen, uns das Teilchen um die kleine
Strecke p, — u; aus der Randschicht herausgeriickt zu denken, um
die Randbedingung fiir ¢, erfiillen zu konnen. Diese kleine Verriickung,
die beim Grenziibergang zur Spitzkerbe ja ohnehin wieder verschwindet,
erklirt sich daraus, daf wir bei unserer Betrachtung plétzlich
von der Differential- zur Differenzenrechnung iibergegangen
sind. Gewisse kleine Strecken, die bei der Differentialrechnung noch
unendlich klein sind, nehmen bei der Differenzenrechnung nun plétz-
lich endliche Werte an.

Da u4 von derselben GroBenordnung klein ist wie u, diirfen wir
ahnlich wie oben

cosvy = Y2, (17)
setzen. Damit gehen die Spannungen iiber in
- 1 | ml? _ 1 ml?
Ux-A<i/ﬁ+2:’3‘2), Oy = A(VQ—TL—‘ 221? . (18)
Wir bilden zunéchst die Spannung o, der Spitzkerbe und erhalten
P iy — V2 V2
Oys = — | 0,d =~( 2(e + ) — V2u, + L—L>. (19)
ys eu'l/ YU = 14 1) — V2 Vot Vi

Beim beabsichtigten Grenziibergang zur Spitzkerbe behilt ¢ seinen
festen Wert, wihrend u, und auch u,, das ja jeweils noch kleiner als u,
ist, gegen Null konvergieren. Wir konnen daher bereits schon vor
Durchfithrung des Grenziiberganges u, und u, gegeniiber & vernach-
lassigen. Damit geht (19) iiber in

o= 2 (Vo = Y+ L — o). - (20)

Diese Spannung muf aber der Randbedingung geniigen und verschwin-
den. Daraus ergibt sich eine Beziehung fiir den noch unbekannten
Wert u,. Es folgt fiir Yu, die quadratische Gleichung

m—(VEwL%)V;leo:O (21)
mit den Wurzeln
Ve = % bzw. Ve, (22)

Da ja u, kleiner als ¢ sein muBl, kommt hier nur der erste Wert in Be-
tracht.
10*
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Wir bilden nun die Spannung ¢, und erbalten bei Verwendung des
soeben gefundenen Wertes von u,:

2
5_{_&

aﬂ=§/;du=%@(y'a+%g——Vﬁ——”":HE)- (23)

I3 2 2
“s ]/s+i‘§
&

Nunmehr setzen wir endgiiltig g, = 0 und erhalten mithin fiir die
Hochstspannung der Spitzkerbe den Wert

Ope = 24 l/f— : (24)
Die Konstante 4 ergibt sich aus (66) von IV mit v, = %/2 zu
2
A=—p. (25)
Mithin wird die Formzahl der Spitzkerbe
41/2  41/2a

Zum Vergleich wollen wir wieder die Formzahl der stark gekriimmten
Rundkerbe heranziehen, die sich aus (69) von IV fiir grofles a/o zu

41/a
o = ;V% (27

ergibt. Wieder stellen wir fest, daB bei der Spitzkerbe die Strecke &/2
an die Stelle des Kriimmungshalbmessers getreten ist.

Ebenso laBt sich dieses Gesetz bei allen tibrigen Kerbspannungs-
zustinden nachweisen. Die behandelten Beispiele mogen jedoch geniigen,
um das Zustandekommen der Spitzkerbenformzahl zu erkennen.

Der Einfachheit halber wollen wir nun an Stelle von ¢/2 die Bezeich-
nung o’ einfithren. o’ spielt also fiir die Spitzkerbenformzahl eine aus-
schlaggebende Rolle. Entsprechend unserer Theorie, die sich auf den
Gefiigeeinflull bezog, steht ¢’ als halbe Breite des fiir die Rechnung
eingefithrten Elementarteilchens mit dem Gefiige des Werkstoffes
in Zusammenhang; d. h. ¢’ wird fiir verschiedene Werkstoffe auch im
allgemeinen verschiedene Werte annehmen. Es handelt sich somit
um eine neue Werkstoffkonstante, und zwar mit der Dimension
einer Linge. Wie im niichsten Abschnitt gezeigt werden wird, hat o’
bei Stahl etwa die GréBe eines halben Millimeters. Die Formzahl
wird also beim Ubergang zur Spitzkerbe vom Werkstoff ab-
hingig.

4, Der Ubergang von der Rundkerbe zur Spitzkerbe.

Dem Wert ¢’ = 0 entspricht noch der Idealstoff der klassischen
Elastizitétstheorie mit der héchsten elastischen Empfindlichkeit; bei
wachsendem o’ sinkt dieselbe. Wir wollen deshalb o’ als elastische
Kerbempfindlichkeit bezeichnen.
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Bei schwach gekriimmten Kerben (g gro8) gilt noch die Formzahl
des Idealstoffes; bei abnehmendem g zeigt sich fiir technische Werk-
stoffe allmihlich eine Abminderung der Formzahl; denn die Form-
zahl eines technischen Werkstoffes

niihert sich bei immer kleiner wer- 7 P -~
dendem g ja nicht dem Wert un- g “*=(“*}e’/=”
endlich, sondern der Spitzkerben- ? T
formzahl als hochstem Grenzwert. 7 //' ale)
Ohne nun in jedem einzelnen Falle ¢ it =
die Formzahl der Rundkerbe unter ¢ Vg

Verwendung unseres Gedanken- # e —— ]
modells errechnen zu miissen, geniigt 4 / /7‘/

es, ein Ubergangsgesetz zu verwen- 2(’ T o

den, welches dhnlich wie bei der fla- 7 a

chen und tiefen Kerbe hier den Uber-

, 0 W W30 W5 W & %0 10020
gang vom lIdealwert oj = (&4)p'—0 a

L -
zum Wert o, == (&;)o—0 der Spitz- T eh dor toahnisch
. . . . mme: 1t €. echnischen
kerbe sicherstellt. Die Ubergangs- Formaahl ei,‘:;'j‘se‘i"tﬁ Ea;?ﬁ e a’g;lmgt Hir
i i ideal-elastisch ten (o’ = 0), -
kurve muB Slch’ ,Wle aus Abb. 89 lse;?s g:rinls(gree;zwgt azleinspéi)tzl(erbe&?g:—r%)r).
hervorgeht, an beide Grenzkurven
anschmiegen. Da nun nach der Theorie die ideale Formzah] fiir kleines o
mit 1/ verhiltnisgleich wird, ist es naheliegend, fiir den Ubergang
zur Spitzkerbe folgenden Ansatz zu wihlen:
af— 1
=14+ ——=
1+ /&
4 .
Wir werden im nichsten Abschnitt noch sehen, wie dieser Ansatz
auch mit den Versuchsergebnissen sehr gut im Einklang steht.
g g g

(28)

5. Einfluf der Formiinderung im Kerbgrund.

Auch noch eines weiteren Nachteiles der Kklassischen Elastizitats-
theorie muf} hier gedacht werden. Wir waren bei Ableitung der elasti-
schen Grundgleichungen von Forminderungsbetrachtungen in III, 2
ausgegangen, welche ein nur geringes MafBl der Gestaltinderung zur
Voraussetzung hatten. Bei Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen
in III, 1 konnten wir infolgedessen den nicht deformierten Koérper
zugrunde legen. Kiirzlich hat nun L. Féppl! darauf hingewiesen, daBl
diese Voraussetzungen bei Kerben nicht mehr haltbar sind, wenn die
Forménderung im Kerbgrund sehr groB wird, d. h. bei groler Form-
zahl bzw. starker Kerbkriimmung. Durch Gleichgewichtsbetrachtungen
am deformierten Korper und mit Einfithrung einer entsprechenden
Werkstoffkonstanten hat L. F6ppl gezeigt, wie sich durch diesen Ge-
dankengang eine Abminderung der Spannungsspitzen erkliren laBt.
Wir sehen also auch hier wieder, daf} bei Kerben starker Kriimmung
die alte Theorie irgendwie ergéinzt werden muf}, um zu praktisch brauch-
baren Ergebnissen zu kommen.

1 Foppl, L.: Ing.-Arch. Bd. 7 (1936) S. 229,
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Da der EinfluBl der groBen Forméinderung sich, wie wir gesehen
haben, in demselben Sinne auf die Formzahl auswirkt wie der oben mit
unserem Gedankenmodell erfa3te Gefiigeeinflul — bei beiden Gedanken-
gingen handelt es sich ja um eine Abminderung der Formzahl bei
starker Kerbkriimmung —, so konnen wir mit einem der beiden Ge-
dankenginge auskommen, wenn wir die zugehorige Werkstoffkonstante
den Versuchsergebnissen anpassen. Bei Beibehaltung der oben in VIII,
1 bis 4 aufgestellten Beziehungen wird also der Einflul der groBen
Forminderung von selbst mitberiicksichtigt, wenn wir o’ dem wirk-
lichen Verhalten des Werkstoffes anpassen.

6. Theorie des Flankenwinkels.

Noch ein weiterer EinfluB macht sich beim Ubergang zur Spitz-
kerbe bemerkbar, nimlich der des Flankenwinkels. Bei Kerben mit
groBem Kriimmungshalbmesser konnte der Einflull des Flankenwinkels
noch vernachldssigt werden, weil der geradlinige Teil des Randes weit
auBerhalb der hoch beanspruchten Zone lag, also in einem Gebiet,
welches infolge des starken Abklingens der Kerbspannungen fiir die
Formzahl keine Bedeutung hat. Anders ist es jedoch bei den stark
gekriimmten Kerben und den Spitzkerben. Hier spielt der Flanken-
winkel  eine wesentliche Rolle.

Die bisher entwickelten Spitzkerbenformzahlen bezogen sich séimt-
lich auf einen Flankenwinkel von 0°. Zur Ermittlung des Zusammen-
hanges zwischen den bei gleichen Abmessungen, aber verinderlichem
Flankenwinkel auftretenden Formzahlen legen wir am einfachsten den
Spannungszustand in der auf Drillung beanspruchten Welle mit flacher
Kerbe zugrunde, dessen Behandlung wir anldBlich der Frage der Ent-
lastungskerben bereits wesentlich vereinfacht haben, und iibernehmen
hier die Beziehungen (1) bis (7) vom Abschnitt VII.

Das Koordinatensystem mu8 hier eine fiir Spitzkerben mit beliebi-
gem Flankenwinkel geeignete Randlinie enthalten. Wir geniigen dieser
Bedingung, indem wir

=14 w" (29)

setzen. Dann stellt die Linie 4 = 0 eine solche Randlinie dar (Abb. 90).
Fir n = 2 betragt der Flankenwinkel noch 0°, fiir » = 1,5 ist er 90°,
schlieBlich fir » = 1 gleich 180° (keine Kerbe mehr). Im Kerbgrund
der Spitzkerbe wird w = 0, z = 1. Fiir die ndhere Umgebung setzen
wir z = 1 + 2, und erhalten aus (29) durch Vernachldssigung héherer
Potenzen von z; die Beziehung % 2; = w". Die nidhere Untersuchung
ergibt daraus fiir den Flankenwinkel die Beziehung

w=2—n)n. (30)

Fir groBe Werte z wird 2 =w, d.h. ® =%, y =v. Die gesuchte
Losung fir ¢ mull eine harmonische Funktion sein, also der Differen-
tialgleichung (4) von VII geniigen, ferner mull dieselbe fiir grofles
oder » in 7,y (entsprechend 7, = 7,, 7, = 0) iibergehen. SchlieBllich
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muB} 7, lings einer beliebigen Randlinie u — u, verschwinden (wir be-
trachten zunéchst die Rundkerbe!). Die Lésung ist

P=Tv, T=0, T,=2 31)
Im Kerbgrund wird y = v = 0. Daraus folgt
0xr dx du
=14 u", h:W:?fd’ Ty = Tn g, - (32)

Bilden wir hieraus in bekannter Weise die Spannung der Spitzkerbe,
so ergibt sich als Formzahl

1+s¢ 1+e 1
1 ,, 1 (d 1 1\n 1]n
mo= g [Fae = [Frde= T, =1+ - 5" 63)
1 1

e
\ z

n=7, @=x
(keine Kerbe mebr)

Abb. 90. Koordinatensysteme zur Theorie des Flankenwinkels.

Fiir n == 2 folgt hieraus die Formzahl des 0°-Flankenwinkels

/ 2
xor= |1+ (34)

Nach 1/e aufgelost erhalten wir

1 2o —1
S=2 (35)

Setzen wir fiir 1/¢ diesen Ausdruck in (33) ein, so ergibt sich schlief3-
lich die gesuchte Beziehung zwischen der Formzahl bei w = 0° und

jener bei beliebigem Flankenwinkel:
1

X, = [(a?,o 2+ 1)n _ (oc3°2— 1)1»]?. (36)
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Hierbei hingt » entsprechend (30) mit «w zusammen:

w
n=2—_. (37)
Abb. 91 stellt die nomographische Auswertung des Ergebnisses dar.
Betrigt beispielsweise die 0°-Formzahl 7,0 und ist die Formzahl der
sonst gleichen Kerbe fiir einen Flankenwinkel von 90° gesucht, so geht
man von &, = 7,0 aus nach rechts auf der Kennlinie entsprechend der
Pfeilrichtung schrég abwirts bis zum

7
g Schnitt mit der zu w = 90° gehoren-
den Vertikalen. Von diesem Schnitt-
¢ i punkt geht man waagerecht nach
7 <1 links und liest &, = 3,8 ab.
4 \\. ~\
] T e s
-
d,¢ - T R k\
; - \\\ék\
8 I O s e B

§\\

2 a0 @ 17 75 9 05 0 135 50 %5  180°

Q) ——

Abb. 91. Abhdngigkeit der Spitzkerbenformzahl vom Flankenwinkel in nomo-
graphischer Darstellung.

¢

Auf den ersten Blick fallt der fast geradlinige Verlauf der Kenn-
linien auf. Die Formzahl sinkt fast verhiltnisgleich mit dem Flanken-
winkel ab. Beachten wir, daB mit zunehmendem Flankenwinkel auch
die Abrundung der duBleren Ecken zunimmt, die wir bei dem gewihlten
Koordinatensystem in Kauf genommen haben (Abb. 90), so ist zu er-
warten, daf andererseits bei technischen Kerben mit ausgeprigten
duBeren Ecken die Formzahl bei zunehmendem Flankenwinkel nicht
so stark abfallt. Dies spricht fiir einen mehr geradlinigen Verlauf der
Kennlinien bei technischen Kerben. Wir wollen deshalb fiir die prak-
tische Anwendung den geradlinigen Verlauf zugrunde legen. Dem ent-
spricht die Beziehung

oy =14 "= [(o)0=0—1], (38)

welche ohnehin in einem gewissen Bereich mit (36) recht gut iiberein-
stimmt. Im iibrigen entspricht diese Gleichung auch den Versuchs-
ergebnissen, die im nichsten Abschnitt diskutiert werden.

7. Die allgemeine technische Formzahl.

Es kommt nun noch darauf an, Gleichung (38) so mit Gleichung (28)
zu vereinigen, daB sich eine unseren zu Anfang aufgestellten Forde-
rungen entsprechende allgemeine technische Formzahl ergibt. Ins-
besondere mufl die gesuchte Formzahlgleichung der Be-
dingung geniigen, da der EinfluB des Flankenwinkels mit
zunehmendem Krimmungshalbmesser abnimmt.
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Wir greifen zunéchst noch einmal zuriick auf die in den Abschnit-
ten IV bis VI abgeleiteten Formzahlen, welche fiir den Idealstoff mit
¢ = 0 unmittelbar gelten, also mit &} zu bezeichnen sind. Mit ver-
schwindendem g werden sie simtlich mit ]/% proportional, und wir
kénnen

/1

(%%)ektein = € o (39)
setzen. In (28) eingesetzt ergibt _
¢ /1

(‘xk)@klem =1 + (40)

1+V9
(im Zéahler wurde bereits 1 gegeniiber ¢ |/ I vernachlissigt), woraus

durch Grenziibergang ¢ — 0 die Spitzkerbenformzahl — unseren Ent-
wicklungen entsprechend fiir einen Flankenwinkel von 0° — hervor-
geht. Wir erhalten

T
(hmo = 1+ ¢}/ (41)
Setzen wir dies in (38) ein, so wird
_1+”_“’ ]/é (42)

Der Vergleich von (42) mit (41) konnte zundchst dazu fithren, ledig-
lich “—
Dies wiirde jedoch zur Folge haben, daf der Flankenwinkel auch bei
groBem ¢ noch einen maBgebenden Einflul auf die Formzahl hat,

wiirde also der Theorie widersprechen.
Die zweite Moglichkeit, die allgemelne Formzahl /in einfacher Weise

Q, , statt l/ ~, zu setzen. Da-

mit konnen wir der an den Flankenwinkel geknupften Bedingung
gerecht werden; (28) geht nidmlich in

MV—

iiber. In der Tat wird jetzt der EinfluB des Flankenwinkels bei grofem
Kriimmungshalbmesser verschwindend klein, wie wir es bei der obigen

2 ¢ statt ¢ zu setzen, um die allgemeine Formzahl zu erhalten.

aufzustellen, besteht nun darin, ~—

(43)

1+

Uberlegung verlangt hatten; denn im Nenner wird dann ﬂ——j WVZ:

klein gegeniiber 1, und die GréBe w hat keinen Einflul mebr auf die
Formzahl. Bzi abnehmendem Kriimmungshalbmesser dagegen macht
sich der EinfluB des Flankenwinkels allméhlich geltend, schlieB8lich ist
bei der Spitzkerbe mit p = 0 Gleichung (42) verwirklicht.
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Gleichung (43) steht auBerdem zugleich mit Versuchsergebnissen im
Einklang und stellt daher die maBgebende Beziehung fiir die
technische Formzahl dar.

Bei der Formzahl «f, des Idealstoffes dienten Formzahlnomogramme
(Abb. 104 und 105) zur schnellen Ermittlung. Ebenso 148t sich auch
Gleichung (43) auf nomographischem Wege losen. Hierzu dient das
Diagramm in Abb. 106. Die Handhabung geht aus den angegebenen
Pfeilen hervor, wobei auf die in Abschnitt X durchgefiihrten Beispiele
verwiesen sei.

Wir wollen nun auf Ergebnisse der experimentellen Spannungs-
forschung eingehen und sie mit den hier gewonnenen Beziehungen ver-
gleichen.

IX. Vergleich der Theorie mit Ergebnissen der
experimentellen Spannungsforsechung.

1. Dehnungsmessungen.

Mit gewohnlichen Dehnungsmessern ist es nicht mdéglich, die im
Kerbgrund wirklich eintretende grofie Dehnung und damit die Span-
nungsspitze zu ermitteln. Das im Jahre 1912 von E. Preuss! ent-

wickelte Gerdt kam dieser Anforderung bereits

;( w\) ndher, ohne jedoch den Fehler ganz ausmerzen
- zu konnen. FErst im Jahre 1932 wurde von
(% A { ) G. Fischer? ein MeBverfahren entwickelt und
; durch zahlreiche Versuche erprobt, mit welchem

die wahre Spannungsspitze im Kerbgrund aus-
reichend genau bestimmt werden kann. Es beruht
‘_L,La ) auf Ermittlung der Verschiebungen einzelner
( 8 Punkte lings einer Geraden. Durch Auftragen
der GroBe der jeweiligen Verschiebung der
Abb. 92. Von G. Fischer (rdinate iiber der MeBgeraden erhdlt man
nntersuehte Kerben. die sog. Verschiebungskurve, aus deren Verlauf
die Dehnung auch an solchen Stellen der MeSgeraden bestimmt werden
kann, die ein unmittelbares Aufsetzen des Dehnungsmessers nicht ge-
statten. Die von Fischer ausgefithrten Messungen an Kerben bei
biegebeanspruchten Flachstdben sind in der Fachwelt als sehr zuver-
lassig anerkannt und sollen daher zum Vergleich mit der Theorie heran-
gezogen werden.
Es handelte sich dabei einerseits um Spitzkerben mit verschiedenem
Flankenwinkel, andererseits um Rundkerben, Abb.92. Die Theorie
liefert fiir den einseitig gekerbten Biegestab (IV, 6, B)

o =1 +2V%, (1)

1 Preuss, E.: VDI-Forsch.-Heft Nr. 126 — Z. VDI Bd. 56 (1912), S. 1349
u. 1780.
? Fischer, G.: Kerbwirkung an Biegestdben. Berlin: VDI-Verlag 1932.
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2(5“—*-1)—“1]/—“—4'1 2(1'%—1)1/1
Ky = 4( ) (xl: a ¢ ’;Q ;7
N N
o 1 _ . + 1)are gVQ+ 0 @
4 2/
Oy = 4 Q’ .
32— 1)arctg]/ © 1]
{( arc gl 0 + 0

(opp — 1) (o — 1)

o = , 3

¢ Vi — P + (o5 — I ®

oy =1+ "‘kn*l = )
L)

Um den noch unbekannten Wert ¢’ zu ermitteln, stellen wir zunéchst
die Formzahl der Spitzkerbe auf. Fiir sehr klei kleines ¢ geht o und da-

mit auch oy — 1 in g_(_ft—_%l/_ ]/0 663— iiber. Setzen wir dies

in (3) ein und zugleich fiir s — 1 den Wert Vﬁi? , so ergibt sich
/ t a
/ 4—.0,663 —
, 0,663 a
(8o ttein = 1 +V —2 214 V e 0
4 — 40,663 — /14 0,166
4 e
In (4) eingesetzt ergibt schlieBlich

(‘xk)gklein =1 + L — |/ 0,663 % ’ (6)

o

woraus durch Grenziibergang o — 0 die
Formzahl der Spitzkerbe

7—w~/ 0,663 a
g =1+ p a o (7)
L+ 0,166 T

t=konst
a=konst

AN
AN

hervorgeht.

Die Versuche an Spitzkerben erstreckten
sich auf Stidbe mit den ziemlich genau ein-
gehaltenen Werten ¢ = 95 mm, { = 15 mm.
Die den Versuchen entsprechenden Form-
zahlwerte liegen, in Abhingigkeit vom @ )
Flank inkel aufeet . d Abb. 93. Formzahlen der Spitz-

ankenwinkel autgetragen, genugend 2eNaul  lerben bei konstanter Tiefe und
auf einer Geraden die fiir @ — 1 durch  Stabbreite, aber verénderlichem

Flankenwinkel entsprechend G1.(38)
o =1, fir w ==n/2 durch &, =5 hin- von Abschnitt VIIT und Gl. (7) von

Abschnitt X, sowie nach Messun-
durchgeht Abb. 93. Die Ubereinstimmung senn gen Vo Fischer. ooon

N N W R o Y N X

<

. 2
2
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mit unserer Gleichung (7) liefert fiir p° den Wert 0,48 mm. Es handelt
sich dabei um einen Sonderstahl mit einer Zugfestigkeit von 65 kg/mm?,

Mittels des so gefundenen Wertes kénnen wir nun auch die Ergeb-
nisse der Fischerschen Messungen an Rundkerben mit der Theorie

¢ J 4
- /—
3 eajj’”‘;’z> k4 [
@+t=110mm / ¢=15mm
T w=0 1 A art=10mm
2 0'=04877 | 2 w=0
273 ay é’" g948mm
7 7
0 v N W 0 v 2 N w %
?’-—» EQ_"
Abb. 94. Verédnderliche Tiefe bei konstantem Abb. 95, Verinderlicher Krimmungshalbmesser
Kriimmungshalbmesser und konstanter Stab- bei konstanter Tiefe und Stabbreite.
breite.
3 vergleichen. Der Flankenwinkel
war dabei stets 0°. Abb. 94 zeigt
2 °§= den Verlauf der Formzahl fiir ver-
1 ’Z’;;Zm’” dnderliche Tiefe bei konstantem
%k q o'=946mm Krimmungshalbmesser, Abb. 95
fir verdnderlichen Krimmungs-
halbmesser bei konstanter Tiefe,

v B B W schlieBlich Abb. 96 fiir Halbkreis-

¢ kerben mit verdnderlichem Halb-
Abb. 96. Halbkreiskerben von veriinderlichem ] i i

Halbmesser bei konstanter Stabbreite. messer, . samthch. bei konspa}nter
Stabbreite. Die theoretischen
Abb. 94--96. Vergleich der Formzahltheorie Formzahlkurven wurden dabei an

mit den Messungen von Fischer. .
Hand der Nomogramme ermittelt.
Die versuchsmifigen Formzahlwerte sind jeweils eingetragen. Die Ab-
weichungen von den theoretischen Kurven liegen noch innerhalb der
Versuchsgenauigkeit, so daB die Theorie als bestitigt anzusehen ist.

2. Spannungsoptische Messungen.

Das spannungsoptische Verfahren, welches in den letzten Jahren
mehr und mehr an Bedeutung gewonnen hat, stellt unbestritten das
beste und leistungsfihigste Hilfsmittel zur Untersuchung ebener Span-
nungszustdnde dar. Beziiglich der allgemeinen Grundlagen sei auf die
Literatur! verwiesen. Man erhilt mit Hilfe dieses Verfahrens neben
dem Verlauf der Hauptspannungslinien auch die Spannungen selbst,
und zwar am Rand durch unmittelbare Messung, im Innern auf zeich-
nerischem oder rechnerischem Wege.

Die erste Kerbspannungsaufgabe, die auf optischem Wege gelost
wurde, war die Spannungsverteilung in Winkelecken. Mittels der in
Miinchen befindlichen spannungsoptischen Anlage haben H. C. v. Wid-

1 F6ppl, L., u. H. Neuber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik. Miin-
chen u. Berlin 1935.
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dern, H. Kurzhals und L. Kettenacker unter Leitung von L. Féppl
das Problem weitgehend geklirt!. Ein Vergleich mit der Theorie kann
jedoch bei diesem Problem nicht vorgenommen werden, da die strenge

Wi -,
oy L

4
o)
w=5F
Abb. 97. Von E. Armbruster untersuchte Abb.98. Von E. Armbruster untersuchte
einseitig gekerbte Biegestibe. beiderseits gekerbte Zugstiibe.
theoretische Loésung noch
nicht vorliegt.
Dafiir ist aber bei den °
Untersuchungen, die in 2 y,/m—"‘
Miinchen durch E. Arm- T o o a=1mn
bruster? an gekerbten g @~y
< 4 o=o#8mm
Staben angestellt worden
sind, ein Vergleich mit der
Theorie mdéglich; denn es
0 5 7 7 20 25 0

handelte sich um den ein- a
seitig gekerbten Biegestab ¢

Abb. 99. Vergleich der von Armbruster durchgefiihrten
(Abb~ 97) und um den Messungen an Biegestiiben mit der Formzahltheorie.

beiderseits gekerbten Zug-
stab (Abb.98). Bei konstant gehaltener Kerbtiefe und gleichbleiben-
dem Flankenwinkel, aber verinderlichem Kriimmungshalbmesser sind
die Versuchsergebnisse in

Abb. 99 und 100 den theo- 7 5 i

retlgchen Formzahlep ge- . I
geniibergestellt. Bei den L . a8
letzteren wurden die Nomo- T o w==
gramme (Abb. 103 bis 106) «; o'=9%8mm

benutzt und wieder derWert 7
o' = 0,48 mm verwendet.

Fiir den Biegestab, Ab-
bildung 99, ist die Uber- ¢ 5 v m @ & @
einstimmung befriedigend, o
wenn man beriicksichtigt,
daB infolge der immerhin
geringen Stabbreite von 20 mm keine sehr grofie Versuchsgenauigkeit er-
reicht werden konnte. Der Wert ¢’ = 0,48 mm gilt also auch niberungs-
weise fiir das bei spannungsoptischen Versuchen benutzte Flintglas.

1 Sijehe FuBnote 1 Seite 156.

* Armbruster, E.: EinfluB der Oberflichenbeschaffenheit auf den Span-
nungsverlauf und die Schwingungsfestigkeit. Berlin 1931.

Abb. 100, Vergleich der Armbrusterschen Messungen
an Zugstiben mit der Formzahltheorie.
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Beim Zugstab, Abb.100, liegen die versuchsmiBigen Formzahlen durch-
weg oberhalb der theoretischen Kurve. Wenn wir in Betracht ziehen, daB
sich der Fall der reinen Zugbeanspruchung praktisch nur angenéhert ver-
wirklichen 143t und daB immer eine gewisse Biegungs-
beanspruchung in Kauf genommen werden muB}, was
allen spannungsoptischen Forschern bekannt ist, so
setzt uns diese Abweichung nicht in Erstaunen. Treten
z. B. in den Bolzen, durch welche bei der von Arm-
bruster benutzten Vorrichtung die Zugkraft in den
Stab eingeleitet wird, unsymmetrische Reibungskrifte
auf, welche eine kleine Verlagerung der Zugrichtung
aus der Stabachse heraus zur Folge haben, die im eng-
sten Querschnitt etwa 3% der Breite 2a (also etwa
0,48 mm) ausmacht, so vermehrt sich dadurch die
elementare Hochstspannung infolge des bei Biegung

Abb.101. Von A.H_e{]- . . .
nig untersuchte mittie  guftretenden Faktors 6 um 18%, d. h. die wirkliche

gelochte Stabe. Nennspannung ist in diesem Falle gleich dem 1,18-

fachen theoretischen Wert. Diese Zahlen liegen bei der geringen Stab-
breite von 20 mm durchaus im Bereich der Wahrscheinlichkeit. Be-
nutzen wir sie zu einer Korrektur der Armbrustschen Ergebnisse, so
erhalten wir — wie aus Abb. 100 zu ersehen ist — Werte, die sehr gut
mit der theoretischen Kurve im Einklang stehen.

Eine weitere Versuchsreihe, die — eben-
falls im Miinchener Laboratorium — von
o ———t—1 A.Hennig durchgefiihrt wurde, erstreckte
v sich auf den mittig gelochten Stab unter
1 Zugbeanspruchung?, wie er in Abb. 101
o dargestellt ist. Zum Vergleich der ver-
suchsmiBigen Formzahlen mit der Theorie
nehmen wir Bezug auf die in IV,6,C

angestellte Uberlegung. Danach setzt sich
4 ! gf__ g # die Formzahl der tiefen Kerbe in diesem
e ~ Falle aus dem Wert «, der beiderseitigen
e e o outu€  tiefen AuBenkerbe bei Zug und einem
gelochten Stiben unter Zugbeanspru-  Bjegungsanteil zusammen, welcher sich
chung mit der Formzahitheorie. . oy .
aus der Formzahli o, der einseitigen tiefen
AuBlenkerbe bei Biegung durch Multiplikation mit einem Faktor C' er-
gibt. Dieser Faktor ist in Anlehnung an die von Hennig durch-
gefiihrten Versuche gleich 0,8 zu setzen. Der Nachweis hierfiir ist in
Abb. 102 erbracht, wo die sich theoretisch ergebende Formzahlkurve
(mit ¢’ = 0,48 mm) dargestellt ist. Wie man erkennt, kommt sie den
versuchsméfligen Formzahlen sehr nahe.

Noch eine ganze Reihe weiterer Untersuchungen finden wir in der

Literatur der experimentellen Spannungsforschung? vor. Jedoch mégen

2 ]

1 Hennig, R.: Forschg. Ing.-Wes. (1933) 8. 53.

2 Foppl, L., u. H. Neuber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik. Miin-
chen u. Berlin 1935; ferner E. Lehr: Spannungsverteilung in Konstruktions-
elementen. Berlin 1934.
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hier die erwihnten Arbeiten bereits geniigen, da es sich nur um einen
Vergleich mit der Kerbspannungstheorie handeln sollte.

In dem nun folgenden letzten Abschnitt kommen wir unserer Pflicht
nach, auf die bereits wiederholt erwihnten Formzahlnomogramme néher
einzugehen, welche auch dem mathematisch weniger geschulten Leser
ein leichtes und schnelles Ermitteln der Formzahl ermdoglichen.

X. Die Formzahlnomogramme.

1. Erlduterungen zu den Formzahlnomogrammen.

Eine allgemeine Ubersicht iiber alle Fille, die mit der Theorie bereits
erfal3t werden konnen, gibt Abb. 103. Links erldutert jeweils eine Skizze
die wesentlichen Merkmale der betreffenden Kerbe; der Flankenwinkel,
der hierbei immer in derselben Weise auftritt (vgl. z. B. Abb. 98), ist der
Einfachheit halber nicht eingezeichnet worden. In der nichsten Spalte
ist die Beanspruchungsart und in der weiteren Spalte die Formel fiir
die jeweilige Nennspannung angegeben. Die folgenden Spalten beziehen
sich auf die Anwendung der Formzahlnomogramme Abb. 104 und 105,
wobei die Kennwerte ]/t/g ]/a/g und ]/r/g auftreten; die Wurzeln wurden
im Hinblick auf gréBere Ubersichtlichkeit und bessere Ablesbarkeit der
Nomogramme eingefiihrt. Die eingetragenen Buchstaben beziehen sich
auf die fiir }#/o maBgebende Zahlenreihe in Abb. 104 links; die Zahlen
bezeichnen die jeweils mafBgebende Kurve, und zwar fiir ]/a/g in
Abb. 104 rechts und fiir Jr/o in Abb. 105 rechts. Aus Abb. 104 bzw.
bei Umdrehungskerben aus Abb. 104 und 105 erhilt man bereits die
Formzahl o} des Idealstoffes. Der EinfluB von Gefiige und Flanken-
winkel wird dann noch durch das Nomogramm Abb. 106 beriicksichtigt.
Die Handhabung wird am besten durch Beispiele erldutert.

2. Anwendungsbeispiele.

A. Beiderseitige AuBenkerbe bei Biegung.
Gegeben: ¢ = 2,5 mm, ¢ =15 mm, ¢ = 95 mm. Daraus ergibt sich

]/% =245, V% — 6,16.

Wie aus der Ubersicht, Abb. 103, hervorgeht, gilt fiir ]/% die Zahlen-

reihe b und fiir Vc% Kurve 2. Wir gehen also in Abb. 104 von V&E =6,16
senkrecht aufwirts bis zum Schnitt mit Kurve 2, dann waagerecht nach
links bis zum Schnitt mit der Achse des Diagrammes. Von hier ziehen

wir eine Verbindungsgerade zur Stelle Vt/_g = 2,45 auf der anderen Achse,
wobei Zahlenreihe b maBgebend ist. Diese Gerade berihrt den fiir die
Formzahl maBgebenden Kreis, wir finden o} = 4,28.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens geht daraus hervor, dafl der Halb-
messer des Beriithrungskreises zugleich Hohe des rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten oy — 1 und & — 1 ist. Mithin handelt es sich
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in der Tat um denselben Zusammenhang zwischen den Formzahlgrenz-
werten, den wir in II, 4 gefordert und in Abb. 3 erliutert hatten.
Handelt es sich um einen Werkstoff mit ¢’ =0,48 mm, so wird

]/QT/é =0,44. Der Flankenwinkel w sei 90°. Dann gehen wir in Abb. 106

von }o'/o = 0,44 waagerecht nach links und von w =0,57 senkrecht
nach unten. Durch den Schnittpunkt geht ein bestimmter, von der
rechten unteren Ecke kommender Leitstrahl. Dann gehen wir unten
von o} = 4,28 unter 45° nach rechts oben bis zum Schnitt mit dem
Leitstrahl; von hier gehen wir senkrecht abwirts und lesen die end-
giiltige technische Formzahl &, = 2,73 ab.

Der Beweis der Ubereinstimmung dieses nomographischen Verfahrens
mit Gleichung (43) vom Abschnitt VIIT liegt in der Ahnlichkeit der
auftretenden Dreiecke.

B. UmdrehungsauBenkerbe mit axialer Bohrung bei Biegung.

Gegeben: ¢ =4 mm, ¢=13mm, ¢{=36mm, ¢=25mm,
o' =048 mm, w = 90°. Es wird

]/i —3; ]/i = 1,80; ]/—’— = 2,50; J& =035,

4 e 4 e

In Abb. 104 finden wir in der bereits beschriebenen Weise aus }/o
(Zablenreihe b) und Va—/é (Kurve 5) zuniichst ein o} vom Betrage 3,60.
Es handelt sich hierbei aber erst um den Wert fiir grofe Bohrung,
d.h. um (&)r=oco- .

Nun gehen wir in Abb. 105 von }r/p = 2,50 aufwérts bis zum Schnitt
mit Kurve 2, dann nach links bis zur Achse; von hier legen wir die
Verbindungsgerade zur Stelle («}),—o = 3,60 auf der anderen Achse.
Der Beriihrkreis liefert «f = 2,08.

Abb. 106 liefert hierzu in der bereits oben geschilderten Art mit

Veo'/e = 0,35 und » = 7/2 den endgiiltigen Wert &) = 1,63.
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