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Vorwort. 

Die Fortschritte der Technik, insbesondere des Leichtbaues, bringen 
heute mehr und mehr das Bedürfnis nach einer genauen Festigkeits
und Spannungsberechnung mit sich, welche die in einem Konstruk
tionsteil wirklich auftretenden Spannungen zu ermitteln gestattet, die 
bekanntlich in der bisherigen Festigkeitslehre unberücksichtigt bleiben. 

Die bisher über diesen Gegenstand vorliegende Literatur befaßt 
sich im wesentlichen nur mit der experimentellen Forschung; diese 
allein kann aber dem Bedürfnis nach genauer Spannungse:t;mittlung 
auf die Dauer nicht gerecht werden, da sie sich immer nur auf Einzel
fälle erstreckt, während allgemeingültige Gesetzmäßigkeiten auf rein 
experimentellem Wege nur sehr schwer aufgedeckt werden können. 

Zu einer wirklich erfolgreichen Spannungslehre sind aber in erster 
Linie große und umfassende Gedankengänge erforderlich, und diese 
können nur durch gründliche theoretische Bearbeitung des Stoff. 
gebietes gewonnen werden. Dieser Aufgabe ist das vorliegende Buch 
gewidmet. 

Nachdem ich mehrere Jahre auf dem Gebiete der mathematischen 
und experimentellen Spannungsforschung im Institut für Mechanik der 
Technischen Hochschule München tätig war, hatte die Durchführung 
dieser Aufgabe für mich außerordentlichen Reiz. 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, meinem hochverehrten Lehrer, 
Herrn Professor Dr. Ludwig Föppl, für die vielfachen Anregungen 
und Förderungen meiner Arbeiten herzliehst zu danken. 

München, den 21. Februar 1937. 
H. Neuber. 
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I. Einführung. 
1. Die alte Festigkeitslehre. 

In der ersten Zeit des Maschinenbaues genügte es, für die Berech
nung der Maschinenteile einfache Verhältniswerte zugrunde zu legen. 
Beispielsweise wurde der Wellendurchmesser einer Dampfmaschine zu 
einem gewissen Bruchteil des Zylinderdurchmessers gewählt. Bei großer 
Ähnlichkeit der Betriebs- und Bauverhältnisse reichte diese einfache 
Berechnungsart noch vollkommen aus. Im Laufe der fortschreitenden 
Entwicklung der Technik erwies sich jedoch diese Anwendung von Ver
hältniswerten infolge der zunehmenden Unterschiede in Art und Größe 
der auftretenden Kräfte als unzureichend; man mußte sich zu einem 
anderen Vergleichsmaßstab entschließen und ging nun dazu über, die 
jeweils auftretenden Hauptkräfte in roher Annäherung zu ermitteln 
und sie in Beziehung zum Querschnitt der beanspruchten Teile zu setzen. 
Später führte man den Begriff der zulässigen Beanspruchung ein, 
der auch heute noch die Grundlage der technischen Festigkeitslehre 
darstellt. C. v. Bach hat das Verdienst, als erster für die zulässige Be
anspruchung brauchbare Zahlenwerte aufgestellt zu haben; diese Werte 
sind heute noch für die üblichen Werkstoffe und das Aufgabengebiet 
des Durchschnittsmaschinenbauers maßgebend. Sie beruhen auf der 
Voraussetzung, daß sich die Spannungen über den Querschnitt der Bau
teile gleichmäßig verteilen. So wird z. B. bei Zug- und Biegebeanspru
chung der einfache geradlinige Spannungsverlauf, der sich in Wirklichkeit 
nur beim prismatischen Stab einstellt, auch für nichtprismatische 
Körper zugrunde gelegt. Um die wirklich eintretende Spannungsvertei
lung und damit um die eigentliche Spannungsspitze, welche den Bruch 
verursacht, kümmerte man sich nicht. Man hatte auch noch keine 
Möglichkeit, sie experimentell oder gar rechnerisch zu erfassen. 

Diese alte Festigkeitslehre, welche sich also im wesentlichen auf die 
Anwendung elementarer Formeln beschränkte, konnte insbesondere für 
den ortsfesten Maschinenbau noch ausreichen. 

2. Forderungen an die genaue Festigkeitsrechnung. 
In der heutigen Zeit jedoch, wo infolge der weiteren Entwicklung 

der Technik, vor allem des Verkehrsmaschinenbaues, die Forderung 
nach geringstem Gewicht dazu zwingt, mit den Beanspruchungen höher 
hinaufzugehen, zeigte sich die Unzulässigkeit der obigen Voraussetzun
gen. Eine Steigerung der Beanspruchbarkeit der Werkstoffe war näm
lich nur innerhalb einer verhältnismäßig engen Grenze möglich, und 
man konnte auf diesem Wege bei weitem nicht das erreichen, was auf 
Grund der Steigerung der Festigkeitseigenschaften der Werkstoffe zu 

Neuber, Kerbspannungslehre. I 



2 Grundbegriffe der Kerbwirkung. 

erwarten war. Da erkannte die wissenschaftliche Forschung auf einmal 
in vollem Umfange die Bedeutung der Form und die Notwendigkeit, 
durch richtige Formgebung den Spannungsverlauf zu verbessern. Man 
untersuchte nun mit Hilfe der Dehnungsmessung und der Spannungs
optik die wirklich eintretende Spannungsverteilung in Konstruktions
teilen und erkannte, daß Abweichungen vom gleichmäßigen Spannungs
verlauf in hohem Maße durch Ungleichmäßigkeiten der Oberflächenform 
bedingt sind, Einflüsse, die wir unter dem Begriff Kerbwirkung 
zusammenfassen wollen. Da gerade die Ungleichmäßigkeiten der Ober
flächenform bei Maschinenteilen in der Regel konstruktiv bedingt sind, 
so konnte man durch noch so geschickte Formgebung die Spannungs
spitzen in den meisten Fällen nur teilweise abmindem. Da man es 
auch dann noch mit einem ungleichmäßigen Spannungszustand zu tun 
hat, für dessen Berechnung die bisherige Festigkeitslehre nicht ausreicht, 
ergibt sich als erste Forderung an die genaue Festigkeitsrechnung: 
Aufstellung von Rechnungsgrundlagen für die Ermittlung 
der wirklich eintretenden Spannungsverteilung. 

Mit dieser ersten Forderung geht eine zweite Hand in Hand. Wie 
sich die alte Festigkeitslehre nur mit dem einfachen gleichmäßigen 
Spannungszustand befaßte, so war es auch bei der Werkstoffprüfung 
der Fall. Hier bestimmte man die Festigkeitskennwerte nur für einfach 
geformte Proben. Um den wirklichen Verhältnissen gerecht werden zu 
können, benötigen wir auch Festigkeitskennwerte für ungleichmäßig 
geformte Proben, d. h. bei gleichzeitiger Kerbwirkung. Erst dann sind wir 
in der Lage, die Beanspruchbarkeit des Werkstoffes bei ungleichmäßiger 
Spannungsverteilung richtig beurteilen zu können. 

Schließlich muß bei Anwendung einer so verfeinerten Festigkeits
rechnung noch verlangt werden, daß die zugrunde gelegten Hauptkräfte 
mit äußerster Genauigkeit bestimmt werden, wobei Größt- und Kleinst
wert der Betriebsbelastung einschließlich aller durch Temperatur- und 
Montagespannungen hervorgerufenen Zusatzkräfte genau zu ermitteln 
sind. Erst wenn auch dieser dritten Forderung Genüge geleistet wird, 
ist der Erfolg sichergestellt. 

Das vorliegende Buch dient der Erfüllung der ersten und zugleich 
dringlichsten Forderung, nämlich der Berechnung der wirklich ein
tretenden Spannungsverteilung. Dabei müssen wir uns mit ungleich
mäßigen Spannungszuständen, wie sie durch Kerbwirkung hervorgerufen 
sind, befassen. Als Vorbetrachtung hierzu sollen zunächst die all
gemeinen Grundbegriffe der Kerbwirkung erläutert werden. 

ll. Grundbegriffe der Kerbwirkung. 
1. Die Formzahl. 

Um die Berechnung der wirklich eintretenden Spannungsverteilung 
dem Konstrukteur bei der praktischen· Anwendung möglichst einfach 
zu gestalten, ist es zweckmäßig, die Spannung, die sich nach elemen
tarer Berechnungsart ergeben würde, zu der jeweils wirklich eintreten
den Höchstspannung in Beziehung zu setzen. Nach einem Vorschlag 
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von A. Th um bezeichnet man die sich aus den elementaren Formeln 
der alten Festigkeitslehre ergebende Spannung als Nennspannung. 
Wie wir in den nächsten Abschnitten zeigen werden, ist das Verhältnis 
der wirklich eintretenden Höchstspannung zur Nennspannung sowohl 
vom absoluten Wert der Nennspannung wie auch vom Werkstoff un
abhängig, wofern dieser sich elastisch verhält und die Kerboberfläche 
nicht zu stark gekrümmt istl. Das Verhalten eines Werkstoffes kann 
bekanntlich als elastisch bezeichnet werden, wenn er das Hookesche 
Elastizitätsgesetz befolgt. Diese Bedingung ist in ausreichender An
näherung erfüllt, solange die Belastung nicht so groß ist, daß die Höchst
spannung die Elastizitätsgrenze überschreitet. Jenseits der Elastizitäts
grenze bleibt das Verhältnis der Höchstspannung zur Nennspannung 
irrfolge der wesentlichen Abweichungen vom Hookeschen Gesetz nicht 
mehr konstant, sondern hängt wesentlich vom Werkstoff ab. 

Das Verhältnis der innerhalb der Elastizitätsgrenze sich einstellen
den Höchstspannung ('imax) zur Nennspannung ('in), welches demnach 
einen ganz bestimmten, von der Form des Bauteiles und der Bean
spruchungsart abhängigen Wert hat, wollen wir Formzahl nennen 
und mit !Xk bezeichnen. Entsprechend unserer Definition wird 

7:max 
!Xk = -. 

'tn 
(l) 

Bei Normalspannungen verwendet man bekanntlich statt 'i den Buch
staben a. 

Da in vielen Fällen bei der Wahl des für die Berechnung der Nenn
spannung maßgebenden Bezugsquerschnittes verschiedene Möglich
keiten bestehen, muß gefordert werden, daß bei Formzahlangaben stets 
auch die zugehörige Nennspannung formelmäßig angegeben wird. 

2. Das Abklingungsgesetz. 
Um den Leser auf anschauliche Art mit dem Wesen der Kerbwirkung 

vertraut zu machen, wollen wir nun auf das Grundgesetz der Kerb
wirkung eingehen, welches wir bei der Behandlung von Aufgaben der 
Kerbspannungslehre immer wieder bestätigt finden werden. 

Die bei allen Kerbproblemen auftretende starke Spannungserhöhung 
hat in der Umgebung der hoch beanspruchten Zone stets eine beträcht
liche Abminderung der Spannungen zur Folge. Je höher die Spannungs
spitze ausgebildet ist, um so stärker erfolgt das Abklingen der Span
nungen mit zunehmender Entfernung von der hoch beanspruchten Zone. 
Es handelt sich gewissermaßen um ein Reaktionsgesetz der Kerbwir
kung. Wir wollen es das ..;\.bklingungsgesetz nennen. In besonders 
hohem Maße ist das Abklingungsgesetz bei räumlicher Spannungs
verteilung erfüllt,, wie wir in Abschnitt V sehen werden. 

Die durch Anbringen einer Kerbe herbeigeführte Entlastung der 
Umgebung ist auch zugleich ein Mittel, um in der Umgebung etwa 
vorhandene Spannungserhöhungen abzumindern. Handelt es sich z. B. 

1 Bei Kerben starker Krümmung, insbesondere Spitzkerben, wird die Form
zahl auch vom Gefüge des Werkstoffes beeinflußt, s. VIII. 

I* 
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bei einem Maschinenteil um eine konstruktiv bedingte Kerbe, welche eine 
große Spannungserhöhung hervorruft, so kann man in der '.:t:at durch 
eine in der Nähe angebrachte zweite Kerbe eine wesentliche Abminde
rung der Spannungsspitze erzielen. Wir werden in Abschnitt VII auf 
diesen Entlastungseffekt der mehrfachen Kerben zurückkommen. 

. Auch: bei Beurteilung der Kerbform macht man mit Vorteil vom 
· Abklingungsgesetz Gebrauch. ~~r j~ner Teil der Kerboberfläche wird 
die Höchstspannung wesentlich beeinflussen, welcher der hoch bean
spruchten Zone angehört, während die Form des Bauteiles in großer 
Entfernung von der Kerbe für die in der Kerbe selbst auftretende 
Spannungsspitze nicht mehr maßgebend ist. Daraus folgt z. B. für 
Rundkerben, daß in erster Linie die Krümmung des Kerbgrundes maß
gebend sein wird, während dem Einfluß des Flankenwinkels nur unter
geordnete Bedeutung zukommt. 

3. Grundformen der Kerben. 
Für die Behandlung des Aufgabengebietes der Kerbspannungslehre ist 

es von Vorteil, eine Einteilung der Kerben in Grundformen vorzunehmen. 

DQCJ 
einfitehe flache 

Huntike1'6e 
tiefe l(e,.be 

-aom-
äuBel'fl innel'e 

Umtil'flhungske,.6e Umt/l'fll!ungslrei'IJe 

-v-v-v- --..r-
mehl'f(lche Kel'be Spilzlrel'be 

Abb. 1. Verschiedene Kerbformen. 

Zunächst unterscheiden wir nach 
der Form der Kerben 

flache und tiefe, 
äußere und innere, 
einfache und mehrfache Kerben, 

schließlich 
Rundkerben 

s. Abb. I. 
und Spitzkerben, 

Nach der Art der Spannungs
verteilung wollen wir ferner 

ebene Kerbwirkung (Flachstäbe 
und Platten), 

achssymmetrische und räumliche Kerbwirkung (z. B. Umdrehungs
kerben) und 

prismatische Kerbwirkung (z. B. Welle mit Keilnut) 
unterscheiden. 

Außerdem gibt es eine ganze Reihe weiterer Fälle, bei denen es sich 
um verwickeltere Formen handelt, die sich nicht direkt auf obige 
Grundformen zurückführen lassen. In der Regel läßt sich jedoch die 
Formzahl auch in diesen Fällen aus bekannten Formzahlen der Grund
formen berechnen. Ein typisches Beispiel hierfür bietet die beliebig 
tiefe Kerbe, deren Formzahl aus den Formzahlen der flachen und der 
tiefen Kerbe ermittelt werden kann. Dieses Umrechnungsverfahren hat 
infolge seiner weitgehenden Anwendbarkeit grundlegende Bedeutung 
und soll deshalb schon an dieser Stelle erläutert werden. 

4. Die Formzahl der beliebig tiefen Kerbe. 
Als Beispiel betrachten wir einen beiderseits symmetrisch gekerbten 

Zugstab, Abb. 2. Ohne Kerbe herrscht zunächst ein gleichmäßiger 
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Spannungszustand. Durch Anbringen einer "flachen Kerbe" wird der 
Spannungsverlauf entsprechend dem Abklingungsgesetz nur in der 
näheren Umgebung der Kerbe gestört. In größerer Entfernung handelt 
es sich nach wie vor um einen gleichmäßigen Spannungszustand. Wie 
sich auch aus der rechnerischen Behandlung ergibt- in Abschnitt IV wer
den wir auf diesen Fall ausführlich eingehen -, kommen daher für die 
Formzahl nur jene Größen in Betracht, welche den Rand des gestörten 
Gebietes charakterisieren, also hier nur die Tiefe t und der Krümmungs
radius Q der Kerbe. Die Breite des Stabes ist dagegen für die Form
zahl der flachen Kerbe unwesentlich. Diese 
Betrachtungsweise ist immer dann zu
lässig, wenn t genügend klein ist gegen
über der Breite b des Stabes. Der Grenz
wert, welchen die Formzahl in diesem 
Falle annimmt, stellt die "Formzahl der 
flachen Kerbe" dar, die wir mit rx11c be
zeichnen wollen. 

Handelt es sich andererseits um eine 
sehr tiefe Kerbe, so wird sich die Störung 
des Spannungsverlaufes auf den gesamten 
engsten Querschnitt erstrecken. Außer 
dem Krümmungsradius wird daher jetzt 
noch die Breite des engsten Querschnittes 
für die Formzahl maßgebend sein; wir 
können infolge der vorausgesetzten Sym
metrie auch die halbe Breite des engsten 
Querschnittes einführen, die wir mit a 
bezeichnen wollen. Der Einfluß der Kerb
tiefe kann dagegen nunmehr vernachlässigt 
werden, da die Spannungen entsprechend 
dem Abklingungsgesetz nach außen hin 
sehr rasch abklingen. Die Formzahl kann 

Abb. 2. Beiderseits symmetrisch 
gekerbter Zugstab. 

mithin als Funktion des dimensionslosen Verhältniswertesafe aufgefaßt 
werden. Die Tatsache, daß die Formzahl bei großer Tiefe von dieser 
unabhängig wird, ist auch durch die Theorie bestätigt, welche selbst 
bei der unendlich tiefen Kerbe eine durchaus endliche, nur von afe 
abhängige Formzahl liefert. Wir wollen diesen Grenzwert, welcher die 
"Formzahl der tiefen Kerbe" darstellt, mit IXtlc bezeichnen. 

Beide Grenzwerte lassen sich, wie wir in den nächsten Abschnitten 
sehen werden, teils vollkommen streng ableiten, teils durch einfache 
Schnittbetrachtungen in guter Annäherung errechnen. Um aus ihnen 
zu dem richtigen Wert für die beliebig tiefe Kerbe zu gelangen, be
trachten wir wieder Abb. 2. Ausgehend von der flachen Kerbe wird 
der Zugstab nacheinander mit immer tieferen Kerben versehen, die 
sämtlich den gleichen Krümmungsradius besitzen sollen. Von einer 
quer zum Stab liegenden Bezugslinie aus wird nun jeweils über dem 
Kerbgrund die zu der betreffenden Kerbe gehörige Formzahl auf
getragen. Die Abszisse des so erhaltenen Diagrammes ist dann- von 
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links nach rechts gehend - a, andererseits - von rechts nach links 
gehend - t. Wir können aber auch die Verhältniswerte afe und tfe 
als Abszissen wählen, da der Krümmungsradius als konstant voraus
gesetzt ist. Die Formzahl muß in der Nähe der Stelle afe = 0, tfe = bjg 
mit dem Grenzwert CXtk zusammenfallen, andererseits in der Nähe der 
Stelle afe = bfe, tfe = 0 mit dem Grenzwert CXtk· An beiden Stellen 
wird die Formzahl gleich Eins; denn für t = 0 verschwindet die Kerbe, 
andererseits wird für afe--+ 0 der engste Querschnitt so schmal, daß 
irrfolge des konstant gehaltenen Krümmungshalbmessers die nähere 
Umgebung des engsten Querschnittes als gerader Stab anzusehen ist. 
In der Umgebung der beiden Grenzpunkte muß sich die Formzahllinie 
der jeweiligen Grenzkurve anschmiegen. In den Zwischenpunkten wird, 
da durch den in endlicher Nähe befindlichen Rand eine Abschwächung 
der Kerbwirkung erfolgt, die Formzahllinie unterhalb dieser Grenz
kurven verlaufen. Diesen Bedingungen genügt nun folgender Ansatz: 

oder aufgelöst 

l 

_ I + (cxrk- l) (cx,k - l) 
cxk-

Y(cxrk- 1)2 + (cx,k- 1)2 

(2) 

(3} 

Wie aus (2) hervorgeht, wird 

lim (cx~c) = cxflc, lim (cx~c) = CXtk. (4) 
"'r• ->-1 ()(,tk +1 

Es tritt also in der Tat ein Anschmiegen an die Grenzkurven ein. Ist 
ferner cx1k > cxtk> so ist der Nenner stets größer als cx11c- I und da
mit cxk < CXtk < cx1k. Ist andererseits CXtlc > cx1k> so wird der Nenner 
größer als CXtk - I und damit cxk < cx1k < cx11c. Die durch den obigen 
Ansatz festgelegte Formzahllinie verläuft also stets innerhalb des von 
den Grenzkurven eingeschlossenen Gebietes. An Stelle des in (2) auf

tretenden Exponenten 2 könnte natürlich 
zunächst auch ein anderer, etwa 3, ge
wählt werden; die experimentelle Forschung 
hat aber ergeben, daß der wirkliche Zu
sammenhang mit dem Exponenten 2 er
faßt wird. 

Die so gewonnene Beziehung für die 
Abb. 3. Zusammenhang zwischen Formzahl der beliebig tiefen Kerbe hat 
den Formzahlen der flachen, tiefen noch den Vorteil, daß eine nomographische 

und beliebig tiefen Kerbe. 
Darstellung in einfacher Weise möglich ist. 

Sind nämlich cx11c - I und cx 11c - I Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks, so erhält man cxk - 1 als Höhe des Dreiecks (s. Abb. 3). 
Der Beweis folgt aus der Gleichung 

(cxflc- 1) (cxtk- I)= (cxk- I) y(cxfk- I)2 + (cxtTc- I)2 , (5) 

welche unmittelbar aus (3) hervorgeht. Auf beiden Seiten steht die 
doppelte Fläche des Dreiecks, einerseits als Kathetenprodukt, anderer-
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seits als Produkt aus Hypotenuse und Höhe. Bei nomographischer 
Darstellung kann das Fällen des Lotes vermieden werden, indem man 
Kreise um die Spitze des Dreiecks schlägt; maßgebend für die Form
zahl ist dann der von der Hypotenuse gerade berührte Kreis. Als Bei
spiel hierfür sei auf Abb. 104 verwiesen, welche verschiedene Form
zahlnomogramme, u. a. auch das für den auf Zug beanspruchten Flach
stab mit beiderseitig-symmetrischer Außenkerbe zeigt. Die richtige 
Handhabung ist durch Pfeile angedeutet. 

Nach diesen Vorbetrachtungen über das Wesen der Kerbwirkung 
kommen wir nun zu den Grundlagen der Spannungslehre, welche uns 
das nötige mathematische Rüstzeug für die Berechnung der wirklich 
eintretenden Spannungsverteilung geben werden. 

111. Grundlagen der Spannungslehre. 
Als erstes werden wir die Bedingungen für das Gleichgewicht der 

Spannungen sowie für die geometrische Möglichkeit der Formänderung 
aufstellen. Die Kombination beider Gleichungssysteme führt dann zu 
den elastischen Grundgleichungen, welche wir mit Hilfe eines Drei
Funktionen-Ansatzes allgemein lösen werden. Als letzte Vorbereitung 
für die Berechnung der Spannungsverteilung in Kerben werden wir 
schließlich den Rechnungsgang in krummlinigen Koordinaten behandeln. 

1. Das Gleichgewicht der Spannungen. 
Greift an einem Flächenteilchen dF die Kraft dP an, so versteht 

man unter dPfdF die an der Fläche angreifende Spannung. Man 
spricht von einer Normalspannung, wenn sie normal zur Fläche 
gerichtet ist, bei tangentialer !t 
Richtung dagegen von einer 
Schubspannung. 

Zur Aufstellung der Gleich
gewichtsbedingungen legen wir 
kartesische Koordinaten x, y, z 
zugrunde und betrachten ein 
längs der Koordinatenrichtun
gen herausgeschnittenes Volum-
element mit den Kanten d x, 
dy, dz (s. Abb. 4). Wir be- s 

X 

zeichnen die Spannungen zu- Abb. 4. Anordnung der Spannungen in kartesischen 
Koordinaten. 

nächst allgemein mit dem Buch-
stabt(n -r:. Um eine eindeutige Kennzeichnung zu erzielen, finden be
kanntlich zwei Indizes Verwendung, von denen der erste die Richtung 
der Spannung, der zweite die Richtung der Flächennormale angibt. 
So bedeutet z. B. 'r:zy eine Spannung, die an einer Fläche y = konst. 
in der x-Richtung, also tangential angreift; es handelt sich demnach 
um eine Schubspannung. Andererseits ist -r:1111 eine Spannung, welche 
an einer Fläche y = konst. in der y-Richtung, also normal zur Fläche 
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angreift; demnach haben wir es in diesem Falle mit einer Normalspan
nung zu tun. Allgemein handelt es sich also immer um eine Normal
spannung, wenn beide Indizes übereinstimmen. Man schreibt für die 
Normalspannungen statt Txx usw. kürzer ax usw. 

Den positiven Richtungssinn der Spannungen wollen wir in der 
Weise festsetzen, daß die an den Flächen x + dx = konst., y + dy 
= konst. und z + dz = konst. angreifenden Spannungen in Richtung 
der Koordinatenachsen wirken, an den Flächen x = konst., y = konst. 
und z = konst. dagegen umgekehrt. Die Normalspannungen sind auf 
diese Weise als Zugspannungen positiv, als Druckspannungen negativ. 
Für die Formulierung des Spannungsgleichgewichtes ist es ferner wesent
lich, daß sich die an den Flächen x + dx = konst., y + dy = konst. 
und z + dz = konst. angreifenden Spannungen gegenüber den Flächen 
x = konst., y = konst. und z = konst. um gewisse kleine Beträge ver
mehrt haben. So greift z. B. an der Fläche x + dx = konst. die Nor-

malspannung ax + ~~ dx an, statt ax an der Fläche x = konst. Um 

die Übersichtlichkeit nicht zu beeinträchtigen, wurden in Abb. 4 nur 
die in der x-Richtung wirkenden Spannungen eingezeichnet. 

Aus den Spannungen erhalten wir die auf das Volumelement aus
geübten Kräfte, indem wir die Spannungen jeweils mit der Fläche, an 
der sie angreifen, multiplizieren, wie es bereits in Abb. 4 geschehen ist. 
Das Gleichgewicht gegen Verschieben in der X-Richtung verlangt dann 

(ax + ~; dx) dydz + (-rxy + OaT;· dy)dzdx + (rxz + o;;·az) dxdy =j (l) 

= axdydz + Txydzdx + Txzdxdy. 

Die Spannungen ax, Txy, Txz selbst halten sich das Gleichgewicht und 
fallen heraus; es bleiben nur mehr ihre Ableitungen übrig. Wenn wir 
noch durch d x · d y · dz dividieren, ergibt sich die erste der folgenden drei 
Gleichgewichtsbedingungen: 

O(Jx + OTxu + 0Txz = O 
ox oy oz ' 
oa. + dTyz + OTyx ~ 0 
dy dz ox ~ ' (2) 

oa, + OT,x + OT,Y_ = 0 
oz ax oy ' 

Die zweite und dritte dieser Gleichungen ergeben sich in ganz derselben 
Weise aus dem Gleichgewicht gegen Verschieben in der y- und der 
z-Richtung. Sie gehen aus der ersten Gleichung auch durch zyklische 
Vertauschung in x, y, z hervor. 

Unser Volumelement ist somit bei Erfüllung der Bedingungen (2) 
gegen Verschieben im Gleichgewicht. Ein Körper mit räumlichem 
Kräftesystem ist aber erst dann völlig im Gleichgewicht, wenn außer
dem noch drei weitere Bedingungen, die sich aus dem Gleichgewicht 
gegen Verdrehen ergeben, erfüllt sind. Wir betrachten hierzu Abb. 5, 



Das Gleichgewicht der Spannungen. 9 

welche die Projektion unseres Volumelementes auf die x, y-Ebene dar
stellt, und wollen das Gleichgewicht gegen Verdrehen um eine in der 
z-Richtung liegende Achse (_ {Jr, 

untersuchen, welche durch y (T:.r!l+::;fdy}dzdx 
den Mittelpunkt M des Vo- -
lumelementes hindurchgeht. ~~ 

Hierzu kommen nur jene Z5<rdzdgl ;-f:::l_d.r f(i9".+~d.;}dydz 
Kräfte in Betracht, die in 1---7.". -T-
bezug auf diese Achse ein 

"ll"' 

Drehmoment besitzen (nur -r".9 dzdx 
diese sind in Abb. 5 einge-
zeichnet). Die Momenten-
gleichung in bezug auf M :c 
ergibt dann Abb. 5. Zum Gleichgewicht der Schubspannungen. 

(2-ryz + 88-,;;"dx)dydzd; = (2-r:a:y + 88-,;;udy)dzdxdi (3) 

oder 

(4) 

Die Glieder mit dx und dy als Faktor sind von höherer Ordnung klein 
und fallen fort. So gelangen wir zu der ersten der folgenden drei Glei-
chungen: 

(5) 

Die zweite und dritte dieser Gleichungen, welche aus der ersten wieder 
durch zyklische Vertauschung hervorgehen, entsprechen dem Gleich
gewicht gegen Verdrehen um zwei weitere, durch M in der y- und 
z-Richtung gelegte Achsen. Wir haben auf diese Weise eine bemerkens
werte Symmetrieeigenschaft der Behubspannungen abgeleitet, welche 
in der Vertauschbarkeit der Indizes zum Ausdruck kommt. Es handelt 
sich um den sog. Satz von der Gleichheit der einander zugeord
neten Schubspannungen. 

Damit sind alle Bedingungen für das Gleich
gewicht der Spannungen in den Koordinaten 
x, y, z aufgestellt. Es bleibt aber noch die 
Frage nach jenen Spannungen offen, welche 
in beliebig geneigten Schnittflächen wirken. 
Auch diese Frage läßt sich auf Grund einer 
Gleichgewichtsbetrachtung beantworten. Durch 
eine beliebig geneigte Ebene, deren Normale die 

Abb. 6. Zur Berechnung einer 
Richtung l haben möge, schneiden wir eine beliebig orientierten Spannung. 

Ecke unseres Volumelementes ab, s. Abb. 6. Die 
an dieser neuen Schnittfläche angreifende Spannung möge in der Rich
tung x wirken und hat daher die Bezeichnung -r".t. An den übrigen Flächen 
wirken wieder die von unserem Volumelement her bekannten Spannungen. 
Wir wollen der Einfachheit halber jeweils die an jeder Fläche angreifenden 
Spannungen zu einer resultierenden Spannung zusammenfassen. Wir 
greifen eine der drei Flächen heraus, an der die Spannung-,;,_,." angreifen 
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soll, wobei allgemein die Richtung der Spannung bis auf das Vor
zeichen mit p, und die Richtung der Normale mit v bezeichnet ist. Die 
Richtungen ft und v sind dabei zum Körper hin positiv, die Richtun
gen x; und it dagegen vom Körper weg positiv gewählt. Die Spannungen 
selbst müssen entsprechend unserer anfangs getroffenen Vorzeichen
festsetzung immer vom Körper weg positiv eingezeichnet werden. Bei 
Aufstellung der Bedingung für das Gleichgewicht gegen Verschieben in 
der x-Richtung haben wir die Spannung -,;"" zunächst mit der zu
gehörigen Fläche F' zu multiplizieren, um die Kraft zu erhalten. F' stellt 
aber die Projektionsfläche der Schnittfläche F dar, ergibt sich daher 
aus F durch Multiplikation mit cos{l, v), wobei (l, v) der von den 
Richtungen l und v gebildete Winkel ist. Von der so gewonnenen 
Kraft -r,.." · F · cos{A., v) kommt nur ihre Komponente in der x-Rich
tung in Betracht, d. h. wir haben noch mit cos(x,ft) zu multiplizieren. 
Der Betrag, den 'l,.;, annehmen muß, um der an der Fläche F' angreifen
den Spannung -r,.." das Gleichgewicht zu halten, ist demnach 
-r,.." · cos(x, p,) · cos(l, v). Wirken an allen drei Flächen Spannungen, 
so haben wir für v nacheinander x, y und z zu setzen und die Beträge 
zu addieren, wobei für ft jeweils die Richtung der resultierenden Span
nung der betreffenden Fläche einzusetzen ist. Wir können uns jetzt 
auch von der resultierenden Spannung freimachen, indem wir die Ad
dition für die x-, y- und z-Komponenten der resultierenden Spannungen 
getrennt durchführen, d. h. für ft nacheinander x, y, z einsetzen. Es 
ergibt sich. dann folgende Doppelsumme: 

7:,.;,= ~ ~ -r,.."cos(x,ft)cos{A.,v). (6) 
p,=x, yz t'=Z, 1/Z 

Die Auflösung ergibt neun Glieder. Infolge der Gleichheit der einander 
zugeordneten Behubspannungen reduziert sich ihre Zahl auf sechs. Die 
noch willkürliche Richtung x kann man nun entweder mit Richtung A. 
zusammenfallen oder einen rechten Winkel bilden lassen. Im ersteren 

!I 

2 

Falle erhält man die an der Schnitt
fläche angreifende Normalspannung, 
im letzterenFalleeine Schubspannung. 

Zur Erläuterung diene ein Beispiel. 
Sämtliche Spannungen in den Koor
dinaten x, y, z seien gleich Null, bis 
auf die Schubspannung Tz"· Welche 
Spannungen herrschen dann in den 

Abb. 7. Spannungen bei reiner Schubbean- h fl h d" d A h 
spruchung. Sc nitt äc en, 1e zur x- un y- c se 

unter 45 o geneigt sind ~ Entsprechend 
Abb. 7legen wir in der x, y-Ebene die Richtungen 1 und 2 fest. Dann wird 

-,;11 = cr1 = 7::r:y cos (1, x) cos(1, y) + 7:11 :r: cos (1, y) cos (1, x), I 
7:12 = 7::r: 11 cos{1, x) cos(2, y) + 7:11:r:cos(1, y) cos(2, x), (7) 

7:22 = cr2 = 7::r: 11 cos (2, x) cos (2, y) + 7:y:r: cos (2, y) cos (2, x). 

Nun ist 
1 

cos(1, x) = cos(l, y) = cos(2, y) = -cos(2, x) = f2. (8) 
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Damit wird 
'T12 = 0, (9) 

d. h. in den Schnitten unter 45 o zur x- und y-Achse herrscht in diesem 
Falle ein reiner Zug-Druck-Spannungszustand. 

Alle-diese Beziehungen konnten wir ohne Rücksicht auf den Werk
stoff ableiten. Jetzt aber, bei Aufstellung der Bedingungsgleichungen 
für die geometrische Möglichkeit der Formänderung, müssen wir auf 
das elastische Verhalten des Werkstoffes eingehen. 

2. Die Formänderung. 
Wir wollen mit ~, YJ und f; die in Richtung der Koordinatenachsen 

liegenden Komponenten der Verschiebung bezeichnen, welche eine 
beliebige Stelle unseres elastischen Körpers erfährt, wenn sich unter 
der Wirkung äußerer Kräfte ein Spannungs- und Formänderungszustand 
ausbildet. Mit der Kenntnis der Verschiebung an jeder Stelle ist der 
gesamte Formänderungszustand eindeutig bestimmt. Aus der Ver
schiebung lassen sich auch die eigentlichen Formänderungsgrößen, die 
Dehnungen und die Winkeländerungen, ermitteln. 

Unter der Dehnung versteht man das Verhältnis der Verlängerung 
einer unendlich kleinen Strecke zu ihrer ursprünglichen Länge. Man 
bezeichnet sie mit demBuchstabensund verwendet dabei einen Index, 
der die ursprüngliche Richtung der gedehnten Strecke angibt. 

Die Winkeländerung stellt die Verkleinerung eines ursprünglich 
rechten Winkels dar. Sie wird mit y bezeichnet, wobei die ursprüng
lichen Richtungen der Schenkel des rechten Winkels durch zwei Indizes 
angegeben werden; die Reihenfolge der Indizes spielt dabei keine 
Rolle. 

Bei der nun folgenden Formänderungsbetrachtung muß berücksich
tigt werden, daß infolge des sehr hohen Elastizitätsmaßes der tech
nischen Werkstoffe die Formänderungen in den meisten Fällen so außer
ordentlich klein sind, daß die im Quadrate auftretenden Formänderungs
größen gegenüber den linearen stets als klein höherer Ordnung ver
nachlässigt werden dürfen. Eine wichtige Folgerung hieraus ist der 
Überlagerungssatz, nach welchem die Reihenfolge bei der Über
lagerung von Formänderungszuständen für den Endzustand unwesent
lich ist, da sich die auf dasselbe Koordinatensystem bezogenen Farm
änderungsgrößen einfach addieren. 

Von diesem Satz wollen wir jetzt Gebrauch machen, indem wir 
zunächst nur die Verschiebung ; allein berücksichtigen. Von den zu
gehörigen Formänderungsgrößen s~ usw., welche also nur die von ; 
herrührenden Bestandteile darstellen, können wir dann leicht auch auf 
jene Anteile schließen, die nur von YJ bzw. f; allein herrühren. Auf 
Grund des Überlagerungssatzes erhalten wir die vollständigen Aus
drücke für die Formänderungsgrößen durch einfache Addition dieser 
Anteile. Als Bezugspunkt wählen wir die Ecke 0 unseres Volum
elementes, an der die Kanten OA = dx, OB= dy und OC = dz zu
sammenstoßen, s. Abb. 8. Durch die Verschiebung ; geht 0 nach 0'. 
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In Ahaben wir entsprechend dem Koordinatenunterschied dx die Ver

schiebung; um den kleinen Betrag :! dx zu vermehren. Entsprechen

des gilt für Bund C. Die Kante dx wird demnach in sich selbst nach 
0' A' verschoben und erfährt die Dehnung 

0~ 
dx + ~ +-dx- ~ -dx ' ox 

fx = dx 
(10) 

Die Kante dy wird nach 0 1 B' verschoben und dabei gedreht. Die da
durch bewirkte Verkleinerung des rechten Winkels AOB ist die Winkel-

a änderung y~ 11 • Da ein so kleiner Winkel 
8 f-r!fdy seinem Tangens gleichgesetzt werden 

kann, ergibt sich: 

dy 1: 0~ d . , "+ oy Y -~; o~ 
Yxv = dy = 8y · (11) 

A' In entsprechender Weise wird Winkel 
AOC verkleinert um 

Abb. 8. Die Verschiebungen in kartesischen 
Koordinaten. 

~ + ~dz- ~ , Bz o~ 
Yxz = -----,d-z -- = Tz. 

Die infolge der Schiefstellung der Kante OB bewirkte Dehnung 

1 I 2 (a~ )2 

, - vay + 7fiiay -dy _.ll--(a:;)2 
e11 - ay - V 1 + 7fii - 1 

(12) 

(13) 

ist als klein höherer Ordnung gleich Null zu setzen, da die kleine Größe 
o;joy im Quadrat auftritt. Das gleiche gilt für Kante OC, so daß 
auch s~ verschwindet. Ebenso sieht man leicht ein, daß die Winkelände
rung Y~z als klein höherer Ordnung anzusehen ist. 

Durch Vertauschung von ; mit 1J und x mit y erhalten wir hieraus 
die von der Verschiebungskomponente 1J herrührenden Anteile. Ent
sprechendes gilt für die Anteile, die von I; herrühren. Die Addition 
dieser Anteile liefert schließlich die vollständigen Formänderungsgrößen: 

(14) 

Eine wichtige Größe ist ferner die Volumdehnung, welche das 
Verhältnis der räumlichen Vergrößerung des V olumelementes zu seiner 
ursprünglichen Größe angibt. Wir bezeichnen sie mit e und erhalten 

dx(l + ex) dy(l + ey)dz(l + e,)- dxdydz e= --~~~~~~~~~-~--~ 
dxdydz 

(15) 
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Da die Produkte der Dehnungen als klein höherer Ordnung vernach
lässigt werden können, ergibt sich 

0~ 01] 0~ 
e = s., + Ey + Sz = fiX + 8ij + Tz , (16) 

d. h. die V olumdehnung ist gleich der Summe der Dehnungen in drei 
zueinander senkrechten Richtungen. 

Wir haben damit die Formänderungsgrößen in kartesischen Koordi
naten auf die drei Verschiebungskomponenten zurückgeführt. Da bei 
der Berechnung der Spannungsverteilung in Kerben die Verwendung 
krummliniger Koordinaten große Vorteile bietet, sollen die entsprechen
den Überlegungen jetzt auch für krummlinige Koordinaten durchgeführt 
werden. 

3. Die Formänderung in krummlinigen Koordinaten. 
Wir gehen auf das krummlinige orthogonale Koordinatensystem 

u, v, w über; dabei setzen wir u, v und w als differenzierbare Orts
funktionen voraus. Umgekehrt sind dann auch x, y und z differenzier
bare Funktionen von u, v und w, d. h. es bestehen die Gleichungen 

x=x(u,v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,v,w). (17) 

Unter der u-Richtung verstehen wir die Richtung normal zu den Flä
chen u = konst., und zwar im Sinne des zunehmenden u-Wertes positiv. 
Gehen wir in der u-Richtung um ein Linienelement dsu weiter, so 
ändert sich dabei der u-Wert um das Differential du. Da wir Differen
zierbarkeit vorausgesetzt haben, wird der Differentialquotient dsufdu 
an jeder Stelle einen ganz bestimmten Wert haben, den wir hu nennen 
wollen; das Linienelement ist demnach hudu. Betrachten wir eine 
Fläche u = konst., so gibt hu du den Abstand bis zur unmittelbar be
nachbarten u-Fläche an, für welche sich der u-Wert um das Differen
tial du geändert hat. Infolge der verschiedenen Krümmung beider 
Flächen wird dieser Abstand an jeder Stelle anders ~ 
sein, obwohl du immer denselben unendlich kleinen ~w 
Wert hat. Diese krummlinige Verzerrung wird durch ~'>\) 
den Faktor hu berücksichtigt, den wir deshalb als (J;u) 

Verzerrungsfaktor bezeichnen wollen. Die Ver- lffdu 
zerrungsfaktoren in der v- und w-Richtung, also nor- u 

mal zu den Flächen v = konst. und w = konst., be- t,bbg;kr~:;:.~:~em:f~~ 
zeichnen wir entsprechend mit hv und hw. Die ordinatenmit x·Kom-

zugehörigen Linienelemente sind hvdv und hwdw. 
ponente. 

Den Winkel zwischen zwei Richtungen bezeichnen wir wieder durch 
Angabe beider Richtungen; so ist z. B. (x, u) der Winkel zwischen der 
x- und der u-Richtung. Sein Kosinus ergibt sich aus dem Linien
element h~~,du und seiner x-Komponente, s. Abb. 9. Entsprechendes 
gilt für die Winkel (y, u) und (z, u), sowie für die Winkel, welche von 
der v- bzw. w-Richtung mit den Koordinatenachsen gebildet werden. 
Wir erhalten 

1 OX 
cos(x,u)=hu ou, 

1 fJy 
cos(y,u) =hu fJu, 

1 oz 
cos(z,u) =h ßu usw. (18) 

u 
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Durch den Zusatz "usw." deuten wir an, daß noch zwei weitere Glei
chungssysteme bestehen, welche sich durch Vertauschung von u mit v 
und w ergeben. Nach einem bekannten Satz der Raumgeometrie ist nun 

cos2(x,u) + cos2(y,u) + cos2(z,u) =I usw. (19) 

Setzen wir aus (18) die Ausdrücke für die Richtungskosinus ein, so er
gibt sich 

z.2 = (ax)2+ (ay)2+ (!3__)2 
fbu iJu iJu au usw. (20) 

Diese Beziehungen geben uns die Möglichkeit, die Verzerrungsfaktoren 
aus (17) zu ermitteln, 

Wir bezeichnen ferner die Verschiebungen in der u-, v- bzw. w-Rich
tung mit U, V und W. Auf Grund des Überlagerungssatzes können 
wir U additiv- aus den u-Komponenten der Verschiebungen~' 'YJ und I; 
zusammensetzen. Das Entsprechende gilt für V und W. Die Kompo
nenten bilden wir dabei am einfachsten durch Multiplikation mit dem 
jeweiligen Richtungskosinus und erhalten so 

U = ~cos(x,u) + 'Y}Cos(y,u) + l;cos(z,u) usw. 

oder wegen (18) 

U = _!__(/:~ + fJy + J-~) h,. s- i!u 'YJ i!u <, au usw. 

(21) 

(22) 

Bei Vertauschung von u m~t v bzw. w muß also von jetzt ab auch zu
gleich U mit V bzw. W vertauscht werden. 

Die Formänderungsgrößen enthalten zunächst jene Bestandteile, 
welche sich aus (14) ergeben, wenn wir lediglich die neuen Bezeich
nungen für Koordinaten, Linienelemente und Verschiebungen einführen. 
Wir kennzeichnen diese Anteile mit e~ usw. und erhalten 

, 1 au , 1 au + 1 av 
eu = h,. i!u ' Yuv = h; BV h,. iJu usw. (23) 

Wir haben dabei die krummlinigen Koordinaten in erster Annäherung 
ais geradlinig behandelt. Obwohl zu erwarten ist, daß die von der 
Krümmung des Koordinatensystems bewirkten Änderungen der an sich 
schon kleinen Formänderungsgrößen als klein höherer Ordnung zu ver
nachlässigen sind, würden wir dabei einen grundsätzlichen Fehler be
gehen. Bei Aufstellung der Formänderungsgrößen in kartesischen Ko
ordinaten waren nämlich von den Verschiebungen nur die sehr kleinen 

Zuwüchse ~~ dx usw. übriggeblieben, während die Verschiebungen 

selbst herausgefallen waren. Für die Formänderung, die von diesen 
kleinen Zuwüchsen herrührt, ist zwar die Krümmung ein Effekt höherer 
Ordnung; jedoch gilt dies für die Verschiebungen selbst nicht mehr. 
Während in kartesischen Koordinaten durch konstante Verschiebungen 
~, fJ , I; kein Formänderungszustand erzeugt werden kann (der elastische 
Körper würde sich dabei als starrer Körper verschieben), ist dies in 
krummlinigen Koordinaten mit konstanten Verschiebungen U, V, W 
infolge der Krümmung durchaus möglich. Wie wir sehen werden, ist 
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diese Formänderung nicht mehr vernachlässigbar, da sie von den Ver
schiebungen selbst, nicht aber von ihren kleinen Zuwüchsen hervorgerufen 
ist. Die zugehörigen Formänderungs
größen wollen wir mit c:~ usw. be- v 
zeichnen; sie sind also zu den in (23) 
angegebenen Bestandteilen noch zu 
addieren, um die vollständigen Form
änderungsgrößen zu erhalten. 

Wir betrachten ein kleines Stück
ehen einer Fläche w = konst. in 
Abb. 10, an dessen Ecken wir zu
nächst nur die konstante V erschie-
bung U anbringen. Die in der v- Abb. 10. Zur Formänderung in gekrümmten 

Koordinaten. 
Richtung liegende Kante OB hat die 
Länge hvdv. Durch Verschieben um die Strecke hudu in die Lage AG' 

würde sich ihre Länge um ~h'!. dv du vergrößern, d. h. sie würde die 

Dehnung k ~~du erfahren. Die bei der Verschiebung U eintretende 

Dehnung ergibt sich hieraus durch Multiplikation mit dem Verhältnis 
u 

hudu ZU (24) 

Bei Verschieben der Kante OB in die Lage AG vergrößert sich 
andererseits der ursprünglich rechte Winkel zwischen dieser Kante und 

der u-Richtung um den kleinen Winkel dß, der sich zu k O:Vu du er

gibt. Als Vergrößerung eines rechten Winkels handelt es sich hierbei 
um eine negative Winkeländerung. Die der Verschiebung U entspre
chende Winkeländerung Y~v erhalten wir wieder durch Multiplikation 

. u .d mit --~ · es w1r 
hudu' " u ohu 

Yuv = - huhv iJv . (25) 

Weitere Anteile ergeben sich an Hand eines Stückeheus einer Fläche 
v = konst. Wir erhalten sie hier aus (24) und (25) durch Vertauschung 
von v mit w: 

11 U Ohu 
Yuw =- huhw OW. (26) 

Die übrigen, von der konstanten Verschiebung U herrührenden Größen 
sind klein höherer Ordnung. 

Nach dem Überlagerungssatz addieren wir hierzu die von den kon
stanten Verschiebungen V und W herrührenden Anteile; sie ergeben 
sich aus (24), (25) und (26) durch Vertauschung von u mit v und w. 
Ferner haben wir dazu noch die Anteile aus (23) zu addieren; dabei 
lassen sich die Ausdrücke für die Winkeländerungen noch etwas um
formen. Wir erhalten schließlich als vollständige Formänderungsgrößen: 

hu 8 (U) h. {) (V) (27) Yztv = h. OV hu + hu OU hv USW. 
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Auch bei Ableitung der Volumdehnung müssen wir zunächst be
achten, daß bei unserem gekrümmten V olumelement die Längen der in 
gleicher Richtung verlaufenden Kanten voneinander abweichen. Da es 
sich bei diesen Längenunterschieden ebenso wie bei den Formänderungs
größen um sehr kleine Effekte handelt, können wir zur Berechnung 
der Volumdehnung auch mittlere Kantenlängen ku, kv, kw zugrunde 
legen, welche die mittleren Längen der in der u-, v- bzw. w-Richtung 
verlaufenden Kanten darstellen sollen. Die Volumdehnung berechnet 

sich dann zu e __ lc,.(l + e .. )lc.(l + e.) lc,.(l + e .. ) - lcuk.lcw 
- (28) 

lc,.lc.lcw 

woraus bei Vernachlässigung der Dehnungsprodukte 

e = Bu + Bv + Bw (29) 

folgt; d. h. auch bei krummlinigen Koordinaten ist die Volumdehnung 
gleich der Summe der Dehnungen. 

Damit haben wir die gesamte Formänderung auch in gekrümmten 
Koordinaten beschrieben. Wir werden nun die Beziehungen kennen
lernen, durch welche Spannungs- und Formänderungszustand, die wir 
bisher getrennt voneinander behandelt haben, miteinander verknüpft 
sind. 

4. Das Hookesche Gesetz. 
Das Hookesche Elastizitätsgesetz verlangt einerseits Proportio

nalität zwischen Normalspannungen und Dehnungen, andererseits auch 
zwischen Schubspannungen und Winkeländerungen. 

Denken wir uns zunächst nur die Normalspannung Gz allein vor
handen, so wird in ihrer eigenen Richtung die Dehnung 

(30) 

hervorgerufen; dabei stellt E das Elastizitätsmaß dar. Zugleich 
tritt aber in jeder der beiden Querrichtungen eine Zusammenziehung 
bzw. negat~ve Dehnung ein vom Betrage 

(31) 

Hierin ist m die Poissonsche Zahl, welche für Metalle gleich 10/ 3 ge
setzt werden kann. Wirken zugleich alle drei Normalspannungen, so 
ergibt sich durch Überlagerung 

ez = ~ [az- ! (a11 + a.)] , 
e11 = ~ [a".- ! (a. + Gz)], (32) 

Bz = ~ [a. - ! (Gz + a".)]. 

Setzen wir diese Ausdrücke in (16) ein, so ergibt sich für die Volum-

dehnung 1 ( 2 ) 
e = E 1- m (a., + a11 + a.). (33) 
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Die hierbei auftretende Summe der drei Normalspannungen wollen wir 
im folgenden kurz als Spannungssumme bezeichnen. 

Ferner sind die Schubspannungen den zugehörigen Winkeländerun
gen proportional, wobei als Proportionalitätsfaktor das Schubelasti
zitätsmaß oder Gleitmaß dient, welches man mit G bezeichnet. 
Man setzt 

Txy = G • Yxy, Tyz = Gyyz, Tzx = Gyzx. (34) 

Aus diesem Zusammenhang der Spannungen mit den Form
änderungsgrößen geht hervor, daß der Überlagerungssatz, 
den wir bisher nur auf die Formänderung 
anwandten, auch für den Spannungszu
stand Gültigkeit besitzt. 

Die drei Konstanten E, m und G, die wir so in 
die Rechnung eingeführt haben, sind noch durch 
eine wichtige Beziehung miteinander verknüpft. 
Wir gewinnen diese Beziehung am einfachsten 
durchfolgende Überlegung. Herrschtnurdie Schub- Abb. 11. Zusammenhang 

zwischen Dehnung und spannung Txy, so wird ein Quadrat von der Seite b, Winkeländerung. 

dessen Kanten vor der Formänderung parallel 
zur x- und y-Richtung lagen, zu einem Rhombus ausarten, s. Abb. 11. 
Die Veränderung der Diagonale ergibt sich dabei aus der Winkel-

änderung zu Yxy ,;b_, wofür wir wegen (34) auch 'x.~'}__ setzen können. 
y2 Gy2 

Andererseits haben wir in III, l gesehen, daß diesem reinen Schub
spannungszustand in Schnitten unter 45 ° ein reiner Zug-Druck-Span
nungszustand entspricht, d. h. in Richtung der Diagonale herrscht die 
Zugspannung a1 = Txy und in der Querrichtung die Druckspannung 
a 2 = -Txy· Folglich erfährt die Diagonale entsprechend (32) die Deh-

nung s1 = ~ ( a 1 - ! a2) = ~ ( l + ! ) Txy und damit die Verlängerung 

b V} ( l + ! ) r.,y. Durch Gleichsetzen der beiden für die Verlängerung 

der Diagonale gewonnenen Ausdrücke erhalten wir als Beziehung 
zwischen den drei Elastizitätskonstanten 

(35) 

Wir wollen diese Beziehung noch dazu verwenden, um die Glei
chungen (32) etwas umzuformen. Für die erste dieser Gleichungen 
können wir auch setzen 

s = _!_ [(1 -+- _!_) a - _!_ (a -1-· a + a )] . x E 'm z m xl y z (36) 

Auf diese Weise tritt die Spannungssumme auf, die mit Hilfe von (33) 
durch die Volumdehnung ausgedrückt werden kann; dann wird 

s = _!_ (1 + _!_) a - _!_ _e_ . 
x E m x m 2 

1-
m 

Neuber, Kerbspannungslehre. 

(37) 

2 
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Nach Oz aufgelöst geht dies über in 

Oz = 1 : 1 ( Bz + m ~ 2) • (38) 

m 

Machen wir noch von (35) Gebrauch, so ergibt sich die erste der fol
genden Gleichungen 

Oz = 2G(ez + m ~ 2) usw. (39) 

In krummlinigen Koordinaten gilt entsprechend 

Ou = 2G(eu + m ~ 2), 'l'uv = Gyuv USW. (40) 

5. Aufstellung der Grundgleichungen. 
Wir gehen nun zurück zu den Gleichgewichtsbedingungen (2), von 

denen die erste lautete 
aa., + a-r.,. + a-r.,. _ 0 (4I) 
ax ay az - · 

Für die Normalspannung Oz ergibt sich aus (39) und (14): 

Oz = 2G(~! + m ~ 2); (42) 

ferner folgt aus (34) und (14) für die Behubspannungen Tz 11 und Tzz 

'l'zy = G (~! + ~;), 'l'zz = G (~! + :;) . (43) 

Setzen wir diese Ausdrücke in (41) ein, so wird 
fj2~ 2 oe fj2~ ()21] fj2~ aac 

2 ox2 + m- 2 ox + oy2 + oxoy + fjz2 + oxoz = 0 . <44> 

Zur Abkürzung wollen wir den Operator 
fj2 ()2 fj2 

LI = ßx2 + aya + aza (45) 

einführen. Ferner geht aus (16) durch Differenzieren hervor, daß 

fj2~ ~ ~- oe 
ox2 + axay + axaz- ax (46) 

wird, so daß sich schließlich die erste der folgenden Gleichungen ergibt: 

LI;+~~=O m-z ax ' 
m ae 

LI1J + m-z ay = 0, (47) 

LIC+~~=O. m-z oz 
Diese Gleichungen stellen zusammen mit 

~+~+~=e ax oy az (48) 
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die sog. elastischen Grundgleichungen dar. Sind sie erfüllt, so 
haben wir damit nicht nur für die Verschiebungen, sondern auch für 
die Formänderungsgrößen und Spannungen alle Gleichungen, die wir 
kennengelernt haben, befriedigt. 

Es kommt nun darauf an, die Grundgleichungen in möglichst ein
facher Weise zu erfüllen. Wie wir im folgenden zeigen werden, lassen 
sich die Verschiebungen mit Hilfe meines neuen Drei-Funktionen-An
satzes durch Düferenzieren stets so ableiten, daß diese Gleichungen 
von vornherein befriedigt sind. 

6. Der Drei-Funktionen-Ansatz. 
Um die Grundgleichungen allgemein zu lösen, brachte bereits Max

welP Spannungen und Verschiebungen zu drei Funktionen in Be
ziehung und stellte durch Einsetzen in die Grundgleichungen die zwi
schen den Funktionen bestehende Düferentialgleichung auf, ohne jedoch 
diese mit Hilfe eines weiteren Ansatzes in allgemeiner Form zu lösen. 
Bei späteren Ansätzen wurde einerseits derselbe Weg eingeschlagen, 
wobei es dann gelang, die jeweils auftretende Düferentialgleichung in 
Integralform zu befriedigen. So enthält z. B. einer dieser Ansätze eine 
Integration nach x in kartesischen Koordinaten 2 • Andererseits führte 
man das Problem auf Randwertaufgaben der Potentialtheorie zurück3 • 

Obwohl jeder dieser Ansätze eine mathematische einwandfreie Lösung 
des Problems darstellt, ist doch ihre Anwendung mit einem so großen 
Rechenaufwand verbunden, daß sie für Probleme der räumlichen Span
nungsverteilung 'in Kerben keine Verwendung gefunden haben. Im 
Gegensatz hierzu hat der von mir aufgestellte neue Ansatz4 den Vor
teil, daß die Ableitung von Verschiebungen und Spannungen ohne 
Integration gelingt. Der Ansatz enthält eine allgemeine räumliche 
Spannungsfunktion, welche sich aus drei Funktionen zusammensetzt. 
Infolge der Symmetrie des zugehörigen Gleichungssystems gestaltet 
sich der Rechnungsgang auch in krummlinigen Koordinaten verhältnis
mäßig einfach, so daß es in einer Reihe von Fällen sogar gelingt, Lösun
gen in geschlossener Form anzugeben. 

Mein Drei-Funktionen-Ansatz hat die Form 4 : 

aF 
2G~ = -ax- + 2~!'1>1 , 

aF 
2GrJ = -a:y + 2~!'1>2 , (49) 

aF 
2Gl; =-Tz+ 2~!'1>3 • 

HierinbedeutetFeine zunächst noch unbekannte räumliche Spannungs-

1 Maxwell, J. C.: Sei. Pap., Paris Bd. 2 (1927) S. 198ff. 
2 Trefftz, E.: Mathematische Elastizitätstheorie. Handb. d. Physik Bd. VI 

s. 92. 
3 Korn, A.: Math. Ann. Bd. 75 (1914) S. 497. 
4 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) S. 203ff. 

2* 
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funktion; 1X ist eine Konstante. W1 , W2 , W3 sind harmonische Funk
tionen; d. h. sie genügen der Bedingung 

LI W1 = LI W2 = LI W3 = 0, (50) 

also der Potentialgleichung. 
Um über den Zusammenhang dieser Funktionen mit der Spannungs

funktion F Aufschluß zu erhalten, setzen wir die Verschiebungen ent
sprechend unserem Ansatz in die Grundgleichungen (47) ein. Dann 
ergibt sich mit Berücksichtigung von (50): 

-L1(8F) + 2G~~=0 ax m- 2 ax ' 

-L1(8F) + 2G~ ~ = 0 (51) ay m- 2 ay ' 

-L1(8F) + 2G~ !!!:__ = 0. az m- 2 az 

Da beim Differenzieren in kartesischen Koordinateh die Reihenfolge 
vertauschbar ist, können wir diese Gleichungen auch in der Form 

aax (2G m :_ 2 e- LIF) = 0' 1 
:y (2G m:_ 2 e- LIF) = 0, l 
~(2G~e- LIF) =0 az m -2 

(52) 

schreiben. Daraus folgt, daß der Klammerausdruck unabhängig von x, 
y und z sein muß, d. h. 

2G m: 2 e- LIF = konst. (53) 

Da die auf der rechten Seite befindliche Konstante unwesentlich ist, 
dürfen wir sie gleich Null setzen und erhalten 

2Ge = (1- ~) LIF. (54) 

Wir gehen andererseits mit unserem Ansatz (49) auch in Glei
chung (48) ein, die ja ebenfalls erfüllt sein muß. Wir erhalten 

2Ge = _ 82F + 2 1X 8rJJ1 _ 82F + 2 1X 8rJJ2 _ 82F + 2 1X orJJ8 ( 55) 
8x2 ax 8y2 ay oz2 oz 

oder mit Anwendung des LI-Operators 

2Ge = -LIF + 21X(aa~1 + aa~a + aa~s). (56) 

Setzen wir den so gewonnenen Ausdruck für 2 Ge in (54) ein, so ergibt 
sich 

(57) 

Damit haben wir die gesuchte Beziehung zwischen der Spannungs
funktion und den drei harmonischen Funktionen gefunden. Während 
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bei den früheren Ansätzen die entsprechende Gleichung nur 
in Integralform lösbar war, läßt sie sich hier in einfacher 
Weise befriedigen. Setzen wir nämlich 

F = f/J0 + xf/J1 + yf/J2 + zf/J3 , (58) 

wobei auch $ 0 eine harmonische Funktion sei, also der Gleichung 

L1 f/J0 = 0 (59) 

genügt, so liefert die Anwendung der L1-0peration 

L1 F = L1 fPo + x L1 f/Jl + 2 aa~~ + Y L1 $2 + 2 aa~s + zL1 fPs + 2 aa~a. (60) 

Wegen (50) und (59) geht dies über in 

(61) 

Setzen wir dies in (57) ein, so ergibt sich für die Konstante tx der Wert 

(62) 

Wir haben auf diese Weise sämtliche Bedingungen erfüllt. Zur Kon
trolle wollen wir jetzt auch die Spannungen angeben. 

Die Normalspannungen erhalten wir aus (42), wenn wir ~ aus (49) 
und e aus (54) einsetzen. Es wird 

er = 2G~ + 2Ge. =- fJ2F + 2tx fJtPt + .!_L1F 
"' fJx m- z ox2 ox m usw. (63) 

Mit Hilfe von (62) läßt sich 1/m durch tx ausdrücken: 
1 1X 
m: =I- 2· (64) 

Damit geht (63) über in 

er = - as F + 2 tx fJ tPt + (I - ~) L1 F 
~ fJx2 fJx 2 usw. (65) 

Definitionsgemäß ist einerseits 
fJ2F fJ2F fJ2F 

L1F= fJx2 + i)y2 + (}z2. (66) 

Andererseits ist wegen (61) 

.!_ L1 F = fJtP1 + fJtPs + fJtP3 
2 fJx fJy fJz ' (67) 

so daß wir (65) schließlich auch in der Form 

er = iJ2F + fJ2F + tx (otP1 _ fJtP2 _ fJtPa) 
2: fJy2 fJz2 f} X fJy f}z USW. (68) 

schreiben können. 
Für die Behubspannungen folgt aus (43) und (49) unmittelbar 

(69) 
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Hierbei ist zu beachten, daß an der Vertauschung in x, y, z auch (]11 , 

(]12 und (]13 teilnehmen. Man überzeugt sich jetzt leicht, daß tatsäch
lich die Gleichgewichtsbedingungen (2) erfüllt sind. Ebenso sind auch 
alle übrigen Gleichungen erfüllt, die sich durch Kombinieren der Glei
chungen (2), (14), (33), (34) und (39) noch aufstellen lassen1 • 

Für den allgemeinen Spannungszustand ist es bemerkenswert, daß 
immer eine der vier harmonischen Funktionen gleich Null gesetzt 
werden darf, ohne die Vollständigkeit zu beeinträchtigen. Der Nach
weis hierfür geht am einfachsten aus der folgenden Substitution hervor: 

"" atP~ m atP~ + ri'J "" a~ ""' I Y'a = -az- ' Y-'2 = 7Jii '~'2' "'1 = ax + '~"1' 
(70) 

"" 2 ri'J ( a~ atP~ atP;) ""' "'o = lX'1'3- x-a + y-~- + z -a + "'o· · x oy z 

Hierbei sind tP3, tP2, (]I~ und tP~ vier neue harmonische Funktionen. 
Haben wir einen Spannungszustand durch geeignete Wahl der Funk
tionen (]10 , tP1 , (]12 , (]13 beschrieben, so sind mit den Gleichungen (70) 
auch die neu eingeführten Funktionen festgelegt; denn tP3 ergibt sich 
unmittelbar aus 

(71) 

während tP~, tP1 und q,~ dann entsprechend (70) aus tP2 , tP1 , tP0 und <1>3 
folgen. Durch Differenzieren überzeugt man sich leicht, daß die Ein
führung der neuen harmonischen Funktionen nicht im Widerspruch zu 
(50) und (59) steht. 

Für die Spannungsfunktion erhalten wir mit Hilfe von (58) 

F =<Po+ x<P1 + Yq,2 + z(JJ3 = 21X<Pa + <P~ + xtP~ + y<P2. (72) 

Wir wenden unsere Substitution nun auf den Ansatz (49) an und er
halten: 

2G~ =- :x (<I>~+ x<Pi + y<P;) + 2lX<P~, 1 
2G'YJ = - :Y (~ + x<P~ + y<P;) + 2 lX<P;, I 
2G~ = - :z ((]I~+ x(ßi + y<P~). 

(73) 

Das Ergebnis zeigt, daß die Verschiebungen von <1>3 vollkommen un
abhängig sind. Wir haben zwar <P~ benötigt, um die Funktionen <P~, 
q,i und <1>0 bestimmen zu können. Im Endergebnis kommt es jedoch 
auf diese Funktion nicht mehr an; sie ist gewissermaßen schon mit <P~, 
tPl_ und q,~ berücksichtigt, welche die Rolle von (]12 , (]11 und (]10 über
nommen haben. Damit haben wir bewiesen, daß der allgemeine Span
nungszustand stets auch nur durch drei Funktionen beschrieben wer
den kann. Es kann mithin in unserem Ansatz (49) von vornherein eine 
der Funktionen (]11 , (]12 oder (]13 gleich Null gesetzt werden. 

1 Siehe A. u. L. Föppl: Drang u. Zwang, I. Bd. 2. Aufl. S. 29 u. 30; ferner 
E. Trefftz: Mathematische Elastizitätstheorie. Handb. d. Physik Bd. VI S. 64 
u. 65. 
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Durch eine andere Substitution läßt sich schließlich auch zeigen, 
daß man ([>0 gleich Null setzen darf. Indem man nämlich 

o!l>~ o!l>~ o!l>~ 
q> =2~~-X-"--y--z-

O OX oy OZ ' 

"' - a !I>~ + "'' I ()!,[>~ ()!,[>~ 
q>l = ax + ~. ([>2 = ay + l/>2, 'Va- oz "Va 

setzt, wird 

2G~ = - 0°x (x~ + yl/>2 + z~) + 2~([>~, 
iJ 

2G'Yj =- iJy (x~ + yl/>2 + z~) + 2~l/>2. 
a 

2GC =- oz (x~ + yl/>2 + z@3) + 2~~. 

(74) 

(75) 

Die Funktion ([>~tritt in der Tat auf diese Weise nicht mehr auf. Da 
die drei Funktionen ([>1, @2, 4>8 jetzt in derselben Form auftreten wie 
vorher die Funktionen @1 , @2, @3 , so haben wir damit bewiesen, 
daß ([>0 von vornherein gleich Null gesetzt werden darf, ohne die Voll
ständigkeit zu beeinträchtigen. 

Es werden also in Wirklichkeit nur drei harmonische Funktionen 
benötigt; welche von den vier Funktionen gleich Null gesetzt wird, ist 
dabei gleichgültig. Einer bestimmten harmonischen Funktion ent
sprechen folglich auch gerade drei voneinander verschiedene Spannungs
zustände, welche bis auf wenige Ausnahmefälle nicht durch eine andere 
harmonische Funktion erzeugt werden können. Die Mannigfaltig
keit des allgemeinen elastischen Zustandes ist mithin gleich 
der dreifachen Mannigfaltigkeit der harmonischen Funk
tionen. 

7. Der Rechnungsgang in krummlinigen Koordinaten. 
Die wesentlichste Forderung an die Spannungsberechnung ist die 

Erfüllung der Randbedingungen, welche den Spannungen, die an der 
Oberfläche des Körpers angreüen, einen ganz bestimmten Verlauf vor
schreiben. Bei lastfreier Oberfläche z. B. verschwinden diese Span
nungen. Da die Oberfläche des Körpers im allgemeinen gekrümmt ist, 
läßt sich diese Bedingung in kartesischen Koordinaten nicht leicht er
füllen. Benutzt man dagegen ein krummliniges Koordinatensystem, 
in welchem die Oberfläche z. B. als Fläche u = u0 enthalten ist - im 
Sinne der in III, 3 gegebenen Definition -, so verschwinden dort alle 
Spannungen mit dem Index u, also 

Gu = 0, 'Z'uv=O, 'Z'uw=O für u=u0 • (76) 

Infolge dieser einfachen Form der Randbedingung geben wir dem Rech
nungsgang in krummlinigen Koordinaten den Vorzug. 

Die Grundlagen für die Rechnung in krummlinigen Koordinaten 
haben wir bereits in III, 3 kennengelernt. Wir wollen nun den Ansatz 
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(49) auf krummlinige Koordinaten übertragen und greifen zurück auf 
die Beziehungen (22) für die Verschiebungen U, V, W: 

U = _!_(l"ox -1- oy + r oz) 
hu <; (J U , 'Y) (J U <" (J U USW. (77) 

Durch Einsetzen der Ausdrücke für ; , 'Y), C aus (49) erhalten wir hieraus 

2Gu=_!_[(-aF +2tX«t>)ax +(-aF +2tX«t>)ay +I 
hu ox 1 ou oy 2 au 

+ (- ~~ + 2tX«P3) ::] usw. 
Nun ist bekanntlich 

aF ax + oF ay + oF az _ oF 
ox ou oy ou oz 8u- au 

Es ergibt sich daher 

usw. 

2Gu =_!_[_8F+ 2"'(n. ox+n;. oy+n. oz)l hu ou ""''P1 8u 'P2 ou 'P3 8u usw. 

(78) 

(79) 

(80) 

Diese Gleichungen, welche uns die Verschiebungen in krummlinigen 
Koordinaten liefern, sind in der Tat fast so einfach wie in kartesischen 
Koordinaten. 

Die weitere Rechnung besteht in der Aufstellung der Dehnungen 
[siehe (27) !] : 

e _ _!_(8U + .!:'_ oh,. + W oh .. ) 
U - hu OU h. OV hw OW USW. 

Daraus erhält man die Volumdehnung [siehe (29) !] 

e = eu + ev + ew 

(81) 

(82) 

und schließlich auf Grund von (40) und (62) die Normalspannungen 

( 2-iX ) Cfu=2G eu+_2.X_ 2 e usw. (83) 

Die Behubspannungen ergeben sich aus (27) und (40): 

-r - G [h· J_ (.!:'_) + h .. J_ (u)] usw. (84) 
UV- hu OU hv hv OV hu 

Damit sind alle Beziehungen zusammengestellt, welche wir benötigen, 
um in krummlinigen Koordinaten die Spannungen aus der Spannungs
funktion gewinnen zu können. 

Der Rechnungsgang, den wir auf diese Weise gewonnen haben, setzt 
allerdings die Ermittlung der Verschiebungen als Voraufgabe der Span
nungsberechnung voraus. In den meisten Fällen ist es einfacher, die 
Spannungen aus der Spannungsfunktion direkt abzuleiten. Zwar spielen 
gewisse Eigenschaften der Verschiebungen, wie Eindeutigkeit und Stetig
keit, für die Wahl der Funktionen «1>1 , «1>2 , «1>3 und «P0 eine entscheidende 
Rolle. Es ist jedoch hierzu in der Regel nicht notwendig, die Verschie
bungen selbst zu kennen; wie aus (49), (58) und (80) hervorgeht, brauchen 
diese Eigenschaften nur von den Funktionen «P1 , «1>2 und «P3 selbst, bei «P0 
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nur von den Ableitungen iJ tP0jiJ x usw. oder in krummlinigen Koordinaten 

von ;,. ~~0 usw. erfüllt zu sein, um auch für die Verschiebungen zu 

gelten. Wir wollen deshalb das in der Regel etwas kürzere Verfahren 
der direkten Spannungsermittlung ebenfalls behandeln. Wir setzen zu 
diesem Zweck die Verschiebungen aus (80) in (81) und (84) ein. Dabei 
führen wir zur Abkürzung folgende Operatoren ein: 

~ = ~ ~(..!:_ -~) + _1_ oh,. ~ + _1_ oh,. _j__ usw (85) 
on! h,. ou h,. ou h,.h: ov ov h,.h~ ow ow .• 

~- _ ö2 
_ ~ ~ (~ ~) __ 1_ oh,. ~ _ l 

on,.on.- on.on,. - h,. i)u h. ov h!h. ov ou-

1 o ( 1 iJ ) 1 oh. iJ h. o (I o) h,. o (I o ) (86) 
= h. ov h,. ou - h,.h! ou iJv = 2h,. ou h! ov + 2h. ov h! ou 

mit zyklischer Vertauschung in u, v, w. Es ergeben sich dann Aus
drücke, welche noch wesentlich vereinfacht werden können. Wir be
trachten hierzu den Sonderfall 

tP1 = konst. = C, tP0 = -xC, tP2 = 0, tP3 = 0, F = 0. (87) 

Es ergibt sich in diesem Falle nur in der x-Richtung die konstante 
Verschiebung 

"' ~ = 71 c. (88) 

Alle Punkte des Körpers verschieben sich also in der gleichen Richtung 
um die gleiche Strecke, d. h. der Körper bleibt starr, und es ist keine 
Formänderung möglich. In der Tat verschwinden auch sämtliche Form
änderungsgrößen. Aber auch in krummlinigen Koordinaten dürfen in 
diesem Fall des starr bleibenden Körpers keine Formänderungsgrößen 
auftreten, d. h. es müssen die Glieder, bei denen tP1 , tP2 oder tP3 selbst 
auftritt, verschwinden. Daraus folgen: 

~2 ~=0, _" 02
: =0 usw.mitzykl.Vert.inu,v,wundx,y,z. (89) 

vnu unuvn., 

Zur endgültigen Aufstellung der Normalspannungen wollen wir schließ
lich noch die Volumdehnung durch die Spannungsfunktion ausdrücken. 
Mit (54) und (62) wird 

2Ge = (tX -1)L1F und damit 2
2"'-_"'2 2Ge = (1- ;)L1F. (90) 

Für die Normalspannungen erhalten wir dann 

a = _ o2F + 2"' (ß(]}1 ox + o(]}2 oy + o(])a oz) + (1 _ ~)L1F usw. (91) 
u 0 n~ h! f) u 0 u 0 u 0 u a u a u 2 

Für die Behubspannungen finden wir 

o2F "' (o(]}l ax fJ(]J1 ox o(])2 oy l 
l'uv = - on,. on. + h,. h. 7fU av + 7fV fJu + CiU OV + 

(92) + o(])a oy + o(])a j!__ + fJ(]Ja ~) usw. 
ov fJu a~t a V OV fJu 
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Vergleichen wir die gefundenen Ausdrücke mit den entsprechenden 
in kartesischen Koordinaten, also den Beziehungen (65) und (69), so 

erkennen wir, daß die Operatoren ~if1' 9 , ~~ usw. nichts anderes sind 
unu unu vn" 

als die zweiten Düferentialquotienten in einem kartesischen Koordi-
natensystem, nennen wir es u' v', w', dessen Koordinatenrichtungen in 
dem betrachteten Punkte des Körpers mit den u-, v-, w-Richtungen des 
gekrümmten Koordinatensystems gerade zusammenfallen. Dieser Ge
dankengang erklärt andererseits auch die Beziehungen (89). 

Auch die allgemeine Gleichgewichtsbedingung (6) ist befriedigt, wenn 
man berücksichtigt, daß zwischen den Düferentialoperatoren in karte
sischen Koordinaten x, y, z und jenen in den beiden beliebigen Rich
tungen x und A. die leicht ableitbaren Beziehungen 

()2 ~~ az l iJn,.an;. = .t::::.. .t::::.. cos(x,,u) cos(A.,v) ap,av• 
f',"=x,y,z I 

a a a a 
an,. än;. = .2) ~ cos(x,,u) cos(A.,v) ap, a; 

p.,v=:e,y,z 

(93) 

bestehen. Schließlich läßt sich noch allgemein zeigen, daß eine in der 
Richtung x wirkende und an einer Fläche mit der Normalenrichtung A. 
angreüende Spannung folgendermaßen aus der Spannungsfunktion ge
wonnen werden kann: · 

az F (aq,l ax aq,l ax aq,2 ay I 
T;.,. =-an an +(X an on + "ß'n an+ "ß'n an+ 

+ aq,2 ~y ~ aq,a az" + ~f/J3 az;.) +"(I _ :). c:s (x, A.) L1 F. (94) 
an;. an,. an,. an;. on;. an,. 2 

Hierbei bedeuten ojon,. bzw. 8fon;. Düferentiationen längs Geraden, 
welche im Bezugspunkte in der x- bzw. A.-Richtung verlaufen. 

Um die Spannungsfunktion selbst aufstellen zu können, müssen wir 
geeignete harmonische Funktionen heranziehen, für welche also der 
Operator L1 verschwindet. Dabei ist es notwendig, die Form dieses 
Operators auch für gekrümmte Koordinaten zu kennen. Wir können 
sie hier leicht aus den vorstehenden Gleichungen ableiten. Am ein
fachsten verwenden wir dazu die Volumdehnung. In kartesischen Ko
ordinaten hatten wir erhalten [vgl. (56)!]: 

2Ge = -LI F + 2 cx (aq,1 + ~rp2 + aq,s). (95) ax ay oz 
Für gekrümmte Koordinaten folgt aus (80) bis (82) unter Verwendung 
von (85), (86) und (89) 

2Ge = _ (a2F + a2F + ~2F) + 2at (of/J1 ax + of/J2 ?y_ + 
an! an: on!, h~ au iJu au au 

+ af/J3 az) + 2at(ßf/J1 ßx + af/J2 oy + of/J3 oz) + (96) 
au au h: av av o·v av av iJv 

+ 2at (iJfP1 ~ + ßf/J2 ~ + ofPa ~) 
h!, aw iJw iJw aw iJw aw . 
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Der Vergleich der Bestandteile ohne (X in beiden Ausdrücken liefert den 
Operator 

(97) 

Setzen wir für die drei einzelnen Operatoren die ausführlichen Aus
drücke aus (85) ein, so finden wir nach kurzer Zwischenrechnung 

(98) 

Andererseits folgt aus der Übereinstimmung der Glieder mit dem Fak
tor 2(X, sowie aus (61) noch folgende Beziehung für L1F, die man mit 
Vorteil bei Ermittlung der Normalspannungen anwendet: 

L1 F = 2 (rN\ + fJcp2 + 8tPa) = 
fJx oy {)z 

= ~ (fJtP1 fJx + 8tP2 fJy + 8tP3 oz) + ~ (i)cpl fJx + (99) 
h! 0 U fJ U fJ U fJ. U fJ U 0 U h~ fJ V fJ V 

+ i)(j)2 fJy + 8tPa fJz) + ~ ({)cpl ~ + 8tP2 !}Jj_ + 8tPa ~) 
fJv ov ov fJv h! ow fJw fJw ow fJw ow · 

Bei Besprechung der einzelnen Probleme werden wir jeweils auf die 
harmonischen Funktionen, für welche also der mit (98) festgelegte Ope
rator verschwindet, zurückkommen. Insbesondere wird dabei gezeigt 
werden, welche Gedankengänge von vornherein zur richtigen Wahl der 
Funktionen führen. 

Wir kommen nun zur Behandlung der Kerbspannungsaufgaben und 
beginnen mit der ebenen Kerbwirkung. 

IV. Theorie der ebenen Kerbwirkung. 

1. Die Ausgangsgleichungen. 

Um zu den Ausgangsgleichungen für die ebene Kerbwirkung zu 
kommen, wollen wir voraussetzen, daß Spannungen und Formände
rungsgrößen nur von zwei Koordinaten abhängen, sagen wir von x 
und y. Unser allgemeiner Ansatz, den wir in III, 6 kennengelernt 
haben, nimmt dann eine ganz spezielle Form an. Die vier harmoni
schen Funktionen, von denen wir von vornherein </>2 gleich Null setzen 
wollen, sind nur von x und y abhängig. Damit auch die Spannungs
funktion von z unabhängig wird, muß außerdem </>3 gleich Null gesetzt 
werden, wie aus (68) hervorgeht. Wir erhalten: 

<~>o = <~>o (x, y), <1>1 = <1>1 (x, y), 

F = <1>0 + x</>1 . 

(I) 

Die Verschiebungen ergeben sich entsprechend (49) zu 

oF oF 
2G~ =- ßx + 2(X</>1 , 2G1J = -Ty, !; = 0. (2) 
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Um für die Spannungen möglichst einfache Ausdrücke zu erhalten, 
wollen wir noch 

(3) 

setzen; dabei sind (Pl. und if>'o zwei neue ebene harmonische Funktionen. 
Damit wird a c'P' 

F =(Po+ X axl + lX(P~. (4) 

Um abzukürzen, sei ferner 

""" + ac'P~ - F' ""o x ox - (5) 

so daß 

F = F' + lX~, 2G; =- aax (F'- lX(Pl_) 'I 
2GrJ=- 0:(F'+lX~), C=O 

gesetzt, 

(6) 

wird. Die Spannungen ergeben sich am einfachsten an Hand von (68) 
und (69). Berücksichtigen wir dabei LI (Pi= 0, so erhalten wir 

T~y = -::~~' I 
o2F' o2F' ß2 1Pi 

T~z=O, Tyz=O, a.=ax2+ayz-lXax2' 

Wegen <>z "'" 
LIF = LIF' = 2 °0; 1 

folgt für die dritte Normalspannung 

a. = ( l - ; ) L1F' = ~ L1 F' 

oder, wie aus (7) hervorgeht, 
1 

a. = - (ax + ay) . m 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Wir haben auf diese Weise den ebenen Formänderungszustand 
erhalten, bei welchem in der z-Richtung die Verschiebung verschwindet, 
nicht aber die Normalspannung. Handelt es sich um einen scheiben
förmigen Körper, dessen beide Begrenzungsflächen durch Ebenen 
z = konst. gebildet werden, so wirken an diesen Flächen Normaispan-

I 
nungen vom Betrage m (a~ + ay). 

Von praktischer Bedeutung ist aber vor allem der sog. ebene 
Spannungszustand, bei welchem in der z-Richtung nicht die Ver
schiebung, sondern die Normalspannung verschwindet. Hierzu be
nötigen wir einen besonderen räumlichen Ansatz. 

Wir wollen wieder die ebenen harmonischen Funktionen (Pi und (P~ 
verwenden, müssen aber jetzt die Koordinate z in geeigneter Weise 
hereinnehmen. Der Ansatz lautet 

(P =4-4<X+<X2 (z2 ß21J>~_xß1!>~)+2-<X d2 az~+-4-(P'+(P' I 
O 1X(4-1X) ox2 OX 4-IX 12 OX2 4-IX 1 0 ' 

4 Bl!>i -4+21X a2 ~P~ _(ll) 
(Pl = (4 > -.-, (P2 = o' (Pa= -(4 --> z -a 2 • IX -IX OX IX -IX X 
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Hierin bedeutet d die Dicke der Scheibe. Die Ebene z = 0 ist als 
Scheibenmittelfläche gedacht (s. Abb. 12). Wie man sich leicht über
zeugt, sind f/10 , f/11 und f/13 auf diese Weise in der Tat räumliche har
monische Funktionen. 

Die Spannungsfunktion wird 

F = -2 + cx (z2 - !!_) iJ2 !Z>i + _4- (/)', + f/1,' + x iJ!l>~ . (12) 
4- (X 12 ox2 4- (X 1 0 ax 

Setzen wir wieder 

f/J' + o!l>~ - F' 
0 X ox - ' (13) 

so wird 

(14) 

und damit Abb. 12. Koordinaten der Scheibe. 

F - F' + 2- cx (d2 z) LlF' 4 qy, - 2(4- cx) 12- z + 4- cx 1· 

Die Verschiebungen sind: 

2G~ =- aax [F' + 2~-=-:) (~;- z2) LlF'- 4~cx f/J~J' l 
2Grj =- :y [F' + 2~4-=-:)(~;- z2)LJF' + 4~cx rp~J 'I 
2GC = - 2 -cx LlF'z. 4-cx 

(15) 

(16) 

Die Spannungen ergeben sich aus (68) und (69) mit Berücksichtigung 
von Ll f/Jl_ = 0 : 

Gx = :;2 [F' + 2~4-=-cxcx) (~; - z2) Ll F'], 

au= aa;2 [F'+2~4-=_cxcx)(~; -zz)LJF'], (17) 

Tx 11 = - a!~Y [F' + 2 ~-:=_ :) (~; - z2) Ll F'], 
a. = 0, Tzz = 0' T11 z =-0. 

Bei dünnen Scheiben ist d im Vergleich zu den übrigen Abmessungen 
klein. Da wir die Ebene z = 0 als Scheibenmittelfläche gewählt haben, 
ist z < d/2, nimmt also ebenfalls nur sehr kleine Werte an. Wir können 
daher die mit d2 und z2 liehafteten Bestandteile in erster Annäherung 
vernachlässigen. Wie aus (17) hervorgeht, hängen dann die Span
nungen in derselben Weise mit der Spannungsfunktion F' zusammen 
wie beim ebenen Formänderungszustand [vgl. (7) !]. 

Bei dicken Scheiben gilt dieser Zusammenhang für die Spannungen 
zwar nicht mehr an jeder Stelle, wohl aber für ihre über die Dicke d 
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genommenen Mittelwerte d 

2 

Öx = ~! axdz usw. (18) 

d 

Denn es wird d 
+2 

J(:; -z2)dz = 0, 
d 

- 2 

(19) 

und wir erhalten 

- iJ2F' - ()2 F' 
Ox = iJy2 ' ay = iJx2 ' 

iJ2F' 
Txy =- dxdy · (20) 

Dieselben Beziehungen, die wir beim ebenen Formänderungszustand 
für die Spannungen a.,, ay und ixy gewonnen haben, gelten mithin 
beim ebenen Spannungszustand für die Mittelwerte dieser Spannungen. 
Bemerkenswert ist ferner, daß letztere nicht mehr von der Poisson
sehen Konstante abhängen. 

Wir werden uns in diesem Abschnitt ausschließlich mit dem ebenen 
Spannungszustand beschäftigen und wollen dabei der Einfachheit 
halber unter a.,, ay und Txy die über die Dicke der Scheibe genommenen 
Mittelwerte dieser Spannungen verstehen. Ferner wollen wir F statt F', 
tP0 statt tP0 und tP1 statt [) tP~; [) x schreiben. Wir erhalten auf diese Weise 
als Ausgangsgleichungen des ebenen Spannungszustandes 

F = tP0 + xtP1 , tP0 = tP0 (x,y), tP1 = tP1 (x,y),} 

L1 tP0 = 0 , L1 tP1 = 0 , 
iJ2F 

ixy = - ox oy. 

(21) 

(22) 

Die Spannungsfunktion F entspricht jetzt der von G. B. Airy für 
die ebene Elastizitätstheorie aufgestellten und nach ihm benannten 

!I 
Funktion. Die Spannungen werden 
also in einfacher Weise aus den 
zweiten Ableitungen dieser Funktion 
gewonnen. Wie wir sehen werden, 
hat man dabei ferner den Vorteil, 
daß die Randbedingungen des Span
nungszustandes sich als Randbe-

-~~.-0'1'+-aa;d!J dingungen der Spannungsfunktion 
'"?::xud!J deuten lassen, so daß bei der Er-

't:rg .x mittlung der Spannungsfunktion 
,___ _____ a__,3''--ri_x _____ """"x zunächst die Spannungen selbst 
Abb.l3. Zu denallgemeinen Randbedingungen noch nicht aufgestellt ZU werden 

des ebenen Spannungszustandes. brauchen. 

Zur Ableitung dieser vereinfachten Randbedingungen betrachten 
wir in Abb. 13 das Kräftespiel an einem dreieckigen Scheibenelement 
mit den Kanten dx, dy (parallel zu den Koordinatenachsen) und ds. 



Die Ausgangsgleichungen. 31 

An der Kante ds wirkt in der x-Richtung die Kraft dX, in der y-Rich
tung die Kraft dY. An den Kanten dx und dy wirken Kräfte, die von 
den Spannungen a", Gy und ixy herrühren. Aus dem Gleichgewicht 
gegen Verschieben in der x-Richtung folgt 

dX = -a"dy + ixydx. (23) 

Entsprechend ergibt sich für die y-Richtung 

dY = Gydx- ixydy. (24) 

Machen wir von (22) Gebrauch, so erhalten wir 

dX =- iJ2F_ dy- ezF dx = -d(BF) 
oy2 e x By ey (25) 

und 
dY= o2F o2F (BF) 

ox2 dx + oxoy dy = d 7iX . (26) 

Wir integrieren nun längs eines Linienzuges y, der ununterbrochen im 
Material verläuft und die Punkte P 1 und P 2 verbindet (s. Abb. 13). 
M 1, 2 sei das Drehmoment, X 1, 2 und Y1, 2 seien die Kräfte, die insgesamt 
vom Materiallinks des Linienzuges auf das Material rechts des Linien
zuges ausgeübt werden. Es ergibt sich 

2 2 

X1,2 = J ax =-Ja(~:)=- (~:)2 + (~:)1 , (27) 
1 1 

2 2 

Y1,2 = J dY =Ja(~:)= (~:)2 - (~:)1 • (28) 
1 1 

In bezug auf die Stelle x = 0, y = 0 wird ferner das Drehmoment 
2 2 

1 1 (29) 

Mt, 2 = J[xdY- ydX] = J[xa(::) + yd(~:)J = I 
2 

f ( BF BF ) ( iJF BF ) ( BF BF ) 
= d xox+Yey-F = xax+Yey-F,2- xax+Yey-F1l· 

1 

Für den lastfreien Rand ergibt sich unmittelbar 

iJF BF 
7iX = konst., ay = konst, (30) 

Als letzte Vorbereitung für die Ableitung der einzelnen Lösungen 
wollen wir noch in krummlinigen Koordinaten den Zusammenhang der 
Spannungen mit der Spannungsfunktion angeben. Dabei machen wir 
mit Vorteil von der Tatsache Gebrauch, daß die gesuchten Beziehungen 
von der Poissonschen Konstante unabhängig sind [vgL (7), (20) und 
(22) !]. Deshalb dürfen wir für die Poissonsche Konstante und damit 
für die Konstante <X einen beliebigen Wert wählen. Wir wollen hier 
<X= 0 setzen, da die Rechnung dann wesentlich verkürzt wird. Da <X 

im Endergebnis wieder herausfällt, ist diese für die Rechnung vor
genommene Spezialisierung kein Fehler. 
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Wir hatten nun in kartesischen Koordinaten bereits festgestellt, 
daß der Zusammenhang zwischen der Spannungsfunktion und den in 
der Scheibe wirkenden Spannungen beim ebenen Spannungs- und Form
änderungszustand der gleiche ist. Mit cx = 0 besteht jedoch auch zwi
schen dem ebenen Formänderungszustand und dem allgemein-räum
lichen Spannungszustand kein Unterschied mehr, es ist dabei lediglich 
auf die Unabhängigkeit von der Koordinate z zu achten. Wir können 
deshalb auch ohne weiteres vom räumlichen Spannungszustand aus
gehen und die für krummlinige Koordinaten bereits abgeleiteten Be
ziehungen benutzen, müssen dabei aber die Spannungsfunktion mit 

F = F(u, v) (31) 

auf zwei Koordinaten spezialisieren. Für die dritte Koordinate setzen 
wir w = z. Dann folgt aus III, (20): 

h! = (~:r + (~~r, h~ = (~~r + (~~r, hw = 1. (32) 

Aus (91) ergibt sich mit cx = 0 
iJ2F 

a" = -~ + LIF. un. 
(33) 

Aus III, (97) folgt mit Rücksicht auf (31): 
()2 F ()2 F 

LIF=~+TO· un.. unv 
(34) 

In (33) eingesetzt ergibt 
iJ2 F {)2 F 

f1u = "212 , a" = ~ . (35) 
un11 unu 

Setzen wir die Operatoren aus (85) ein, so erhalten wir mit Rücksicht 
auf (31) für die Normalspannungen schließlich folgende Beziehungen: 

I {)(I iJF) I iJh. iJF I 
f1u= h iJv hTv + h9 h iJu iJu' 

a = ;_ j__(;_ fJF) + ~ oh,. fJF (36) 
" h,. ou h., iJu h,.h: iJv iJv · 

Die Schubspannung ergibt sich unmittelbar aus (92) und (86): 

I fJ (I fJF) I oh,. fJF 
Tuv =- h ou h a1i + h"h Bv ou. 

U V U V 

(37) 

Der LI-Operator, der in (98) angegeben wurde, nimmt hier mit hw = l 

dieForm LI- I [iJ(h•B) a(h,.B)] 
- h,.h. ou h,. ou + iJv hv ov (38) 

an. 
Zur Anwendung der Randbedingungen (26) bis (29) benötigen wir 

noch die Ausdrücke für oFjfJx und fJFjfJy. Nach einem bekannten 
Satze der Differentialgeometrie kann man fJFjfJx additiv aus den 
X-Komponenten der Differentialquotienten in zwei zueinander senk
rechten Richtungen, also hier aus 

fJF I fJF BF I fJF 
- und -08,. - h;; ou as: - h. Tv (39) 
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zusammensetzen. Die X-Komponenten bilden wir dabei am einfachsten 
durch Multiplikation mit dem jeweiligen Richtungskosinus und setzen 

fJF l iJF l fJF 
iJx = cos(x, u)h,; iJu + cos(x, v)h.Tv· (40) 

Entsprechend wird auch 

iJF l fJF I oF 
--:;;-- = cos(y, u) -h ~ + cos(y, v) h---:;;--. 
vy " vu v uV 

(41) 

Setzen wir noch für die Richtungskosinus die Ausdrücke aus (18) von 
III, 3 ein, so ergibt sich schließlich 

fJF I iJx fJF l fJx iJF 
8X = hf ou fiU + hf 7iii 7iii, 

U V 

(42) 

(43) 

Wir hätten diese Beziehungen auch aus III, (99) mit C/>2 = C/>3 = 0 
bzw. C/>1 = C/>3 = 0 ablesen können. 

Für die Rechnung verwendet man mit Vorteil solche Koordinaten
systeme, bei welchen die Verzerrungsfaktoren einander gleich werden. 
Dies ist der Fall, wenn für x = x(u, v) und y = y(u, v) die. Bedin-
gungen 

~ = =F fJy 
fJv fJu (44) 

erfüllt sind. Aus (31) geht hervor, daß dann in der Tat 

hu=hv=h (45) 

wird. Man spricht in diesem Falle von einem isometrischen Netz. 
Die Gleichung L1 (/> = 0 nimmt die einfache Form 

(46) 

an, welche für das Aufsuchen der harmonischen Funktionen eine große 
Erleichterung bedeutet. Infolge der formalen Übereinstimmung dieser 
Gleichung in kartesischen und isometrischen Koordinaten lassen sich 
nämlich die harmonischen Funktionen auch in beiden Koordinaten
systemen in gleicher Weise definieren. 

In kartesischen Koordinaten x, y ist bekanntlich der Realteil (oder 
Imaginärteil) jeder komplexen Funktion f(x + iy) eine harmonische 
Funktion. In gleicher Weise ist auch in den isometrischen Koordi
naten u, v der Realteil jeder komplexen Funktion f(u + iv) eine har
monische Funktion. 

2. Die beiderseitige Außenkerbe. 
Wie aus Abb. 14 hervorgeht, soll es sich um eine sehr tiefe beider

seitige Kerbe von symmetrischer Form handeln. Wie schon in I, 4 er
wähnt wurde, nähert sich die Formzahl mit zunehmender Tiefe einem 
Grenzwert, der von der Tiefe unabhängig ist. Der Ermittlung. dieses 
Grenzwertes sollen die folgend,en Betrachtungen dienen. Dabei werden 

Neuber, Kerbspannungslehre. 3 
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wir auch die Spannungsverteilungen bei den einzelnen Beanspruchungs""' 
arten genau untersuchen. Infolge des Abklingungsgesetzes hat die 

Krümmung des Kerbgrundes den 
~----.." wesentlichsten Einfluß auf die 

Abb. 1.4. Tiefe beiderseitige Außenkerbe. 

FormzahL Die weitere Gestalt 
der Kerbe, die für die Formzahl 
nur von geringer Bedeutung ist, 
soll hier so gewählt werden, daß 
sich ein möglichst einfacher 
Rechnungsgang ergibt, und zwar 
wollen wir der Kerbe die Form 
einer Hyperbel geben. Auf diese 

Weise können wir Ellipsenkoordinaten mit 

x = @linucosv, y = ~ofusinv (47) 

zugrunde legen. Dann wird 

(@):ur+ (~:,ur= 1• 
----1 ( y)2 (x)2 
sinv cosv - • (48) 

Demnach sind die Linien u = konst. Ellipsen und die Linien v = konst. 
Hypetbeln. 

Für die Verzerrungsfaktoren folgt ferner aus (32) 

h~ = h7, = h2 = ~of2 ucos2v + @lin2 usin2 v I 
= ~of2u(l - sin2 v) + (~of2u- 1) sin2 v 

(49) 
= ~of2u- sin2v = ~of2 u - l + cos2v 

= @lin2 u + cos2 v. 

Beide Verzerrungsfaktoren werden also einander gleich. Es handelt 
sich demnach um ein isometrisches Netz, so daß für die Gleichung 
L1 tP = 0 die vereinfachte Form (46) in Anwendung kommt. 

Die Beziehungen (42) und (43) gehen über in 

iJF 1 [rr f iJF ~· . iJF1 7fX = h2 ~o u cosv iJu - ~;;.>tnUsmva; , (50) 

iJF 1 [~· . iJF + rr f iJF] ay = h2 ~;;.>tnusmv au ~o ucosva; . (51) 

Als Randlinie definieren wir allgemein eine Hyperbel mit dem 
Parameter v0 • Entsprechend (30) müssen dann 8FJ8x und 8FJ8y für 
v = ± v0 konstant werden. 

Die allgemeine Lösung der Spannungsaufgabe wollen wir nun so 
zerlegen, daß bei Integration der im engsten Querschnitt übertragenen 
Spannungen mit Hilfe von (27) bis (29) jeweils nur eine der drei Span
nungsresultanten X1, 2 , Y1, 2 , M1, 2 von Null verschieden wird. Auf diese 
Weise zerfällt die Aufgabe in drei Einzelaufgaben, welche reinem Zug. 
reiner Biegung und reinem Schub entsprechen. 
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A. Reiner Zug. 
Die Spannungsfunktion für reinen Zug ist so zu bestimmen, daß 

nur X1, 2 von Null verschieden wird. 
Wir setzenl 

r!J0 = A(yv- xu) + B~ofucosv, r!J1 =Au (52) 

und haben damit (46) erfüllt, wie man sich leicht überzeugt. Es wird 

F = Ayv + B~ojucosv (53) 
oder wegen (47) F = ~ofu(Avsinv + Bcosv). (54) 

Wir bilden zunächst entsprechend (50) die Ableitung oFfox und erhalten 

iJF _ 6inu @:ofu (B _ A . 2 ) (55) 
OX - k2 Sill V • 

Am lastfreien Rand v = ±v0 muß iJFjox konstant sein. Daraus er
gibt sich eine Beziehung zwischen den Konstanten A und B: 

B = A sin2 v0 • (56) 

Die Ableitung iJFjoy wird entsprechend (51) 

~~ = !2 [6in2 usinv(Avsinv + Bcosv) I (57) 

+ ~of2u cosv(Av cosv + A sinv -- B sinv)] 
oder wegen (49) 

iJF @:of2ucos2v ay = Av + Bcotv + --k-2 - (A tgv- Btgv- Bcotv). (58) 

Setzen wir B aus (56) ein, so geht dies über in 

iJF r @:of2u ] 
fiij = A tv + sin2v0 cotv + ~cotv(cos2 v0 - cos2 v) . (59) 

Wir sehen hieraus, daß oFfoy bereits für V=± Vo k~nstant ist. 
Der Rand ist also lastfrei. 

Wir kommen nun zur Untersuchung des durch den Stab hindurch
gehenden Kraftflusses und machen Gebrauch von den Beziehungen 
(27), (28) und (29). Dabei haben wir an der Stelle 2 für v den Wert 
+v0 , an der Stelle l dagegen den Wert -v0 einzusetzen. Es zeigt sich 
dann, daß Y1,2 und M1, 2 verschwinden. Die allein vorhandene Span
nungsresultante X1,2 müssen wir noch mit der Dichte d der Scheibe 
multiplizieren, um bis auf das Vorzeichen die Gesamtzugkraft zu er
halten, die wir mit P bezeichnen wollen. Es wird 

-X1, 2 = ~ = 2A(v0 + sinv0 cosv0). (60) 

Damit ist die Spannungsfunktion für diesen Fall endgültig fest
gelegt, und wir können dazu übergehen, die Spannungen mit Hilfe 
der Beziehunge11- (36) und (37) abzuleiten. Die sich dabei ergebenden 

1 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 439. 

3* 
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Ausdrücke lassen sich durch Anwendung von (49) noch wesentlich ver
einfachen. Mit Umgehung der Zwischenrechnung ergibt sich: 

.A ( cos2 v0 - cos2 v) au = """"fi2 Q:o)ucosv 2 + ---h-2-- , 

.A 
r:1v = h4 Q:o) u cosv(cos2 v - cos2 v0), (61) 

- .A ~· . ( 2 2 ) 'l'uv- h4 otnusmv cos v0 - cos v . 

Als Vergleichswert führen wir die Nennspannung ein, welche bei Zug
beanspruchung die mittlere Spannung des engsten Querschnittes ist: 

p 
r:1n = 2ad = p. (62) 

Dabei ist a die halbe Breite des engsten Querschnittes (Abb. 14). In 
unserem Koordinatensystem mit der Einheitsstrecke 

(y)u=O =1 (63) 
:n: 

v=2 
wird 

a = Yu = o = sin v0 , (64) 
V=Vo 

so daß P = 2dsinv0 p (65) 

gesetzt werden kann. Setzen wir dies in (60) ein, so ergibt sich für die 
Konstante A folgender Ausdruck mit der Dimension einer Spannung: 

A sinv0 
=p . 

V0 + SillVo COSV0 
(66) 

Abb. 15 zeigt die Spannungsverteilung für tgv0 = 2. Längs des 
Randes erfolgt vom Kerbgrund nach beiden Seiten hin sehr rasches 

......... 

!!._ =4 
(} 

p 
p = 2ad 

Abb. 15. Tiefe beiderseitige Außenkerbe bei Zugbeanspruchung. 

Abklingen der Spannungen, eine Bestätigung des in II, 2 behandelten 
Abklingungsgesetzes. Im engsten Querschnitt verläuft die Spannung au 
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zunächst unterhalb der gestrichelten Linie, welche der Nennspannung 
entspricht, steigt dann aber nach außen hin rasch an und erreicht 
im Kerbgrund mit dem 2,65fachen Wert der Nennspannung 
eine beträchtliche Spitze. 

Für die im Kerbgrund auftretende Höchstspannung erhalten wir 
aus (61) und (66) 

2tgv0 

<1max=(au)u=O =pv +sinv cosv · 
V= Vo 0 0 0 

(67) 

Zu jedem v0-Wert gehört eine ganz bestimmte Kerbform. Wir führen 
das Verhältnis zwischen der halben Breiteades engsten Querschnittes 
und dem Krümmungsradius (! des Kerbgrundes als "Kerbkrümmung" 
ein. Auf Grund der Hyperbelgleichung (48) wird 

; ~ tg'v,, co,v, ~ jl ;1 + 
1

, orinv, ~V; : 1 . (68) 

Mit Hilfe dieser Beziehungen läßt sich 
(67) geht über in 

v0 durch afe ausdrücken, und 

O'max 
2(; +1)V; 

p 

8p 

7p 
(69) op 

5p 

Abb. 16 zeigt die genaue Abhängigkeit der 'lp 
Höchstspannung von der Kerbkrümmung. .3p 

v~-' 

...... v 
/ 

l/&1170'x 
V 

I 

0 5 10 15 20 25 .JD .35 '10 

Bei schwacher Kerbkrümmung, also 2P 
kleinen afe-Werten, läßt sich nachweisen, P 
daß die Hauptspannungslinien in diesem 
Falle die Eigenschaft von Stromlinien 
haben. Es sei diesbezüglich auf die Literatur 
verwiesen 1• 

B. Reine Biegung. 

;-
Abb. 16. Die Höchstspannung in 
tiefen beiderseitigen Außenker

ben unter Zug. 

Bei reiner Biegung ist nur M1, 2 von Null verschieden. Dieser Be
dingung genügt der Ansatz2 

t/>0 = A ~o)2u sin2v + B v, t/>1 = -4A 6inu sinv, (70) 

welcher (46) befriedigt. Die Spannungsfunktion wird hiermit 

F = A sin2v + Bv. (71) 

Entsprechend (50) und (51) wird 

oF = _ Elinu sinv (2A 2 +B) ox h2 COS V , [of~~osv (2A cos2v+B). (72) 

Der Rand ist demnach lastfrei, wenn 

B = -2A cos2v0 

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 6 (1935) S. 325. 
2 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 239. 

(73) 
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gesetzt wird. Damit verschwinden beide Ableitungen für v = +v0 und 
v = -v0 • Aus (27) und (28) folgt dann unmittelbar, daß X 1, 2 und Y1, 2 

verschwinden. Für M1, 2 , welches mit d multipliziert das Gesamt
biegungsmoment M liefert, ergibt sich aus (29) 

M1,2 = ~ = -(F)+v, + (F)-v, = -2(A sin2v0 + Bv0 ). (74) 

Setzen wir B aus (73) ein, so wird 

~ = -2A(sin2v0 - 2v0 cos2v0). (75) 

Die Spannungen ergeben sich mit Hilfe von (36) und (37) in der Form 

_ A . 2 ( 4 + cos2v- cos2v0) 
(1u - h2 Sln V - ---h-2-- , 

av = ~ sin2v(cos2v0 - cos2v), 

Tuv = ~ @:iin2u(cos2v- cos2v0) • 

(76) 

Als Nennspannung dient hier die elementare Biegungsspannung 

3M 
an = 2 a2 d = P • (77) 

Wir können hiermit aus (75) für die Konstante A einen Ausdruck ge-
~ winnen, der die Dimension einer 

'f \ Spannung besitzt. Es wird mit 
Rücksicht auf (64) 

a 
-=4 
(! 

6p 

2p 
/ 

~.---" ......... 

an!,.. ..,.. V 
/ 

V 

/ 

1Q 20 30 

-~ 
Abb. 17. Beiderseitige tiefe Außenkerbe bei Bie- Abb. 18. Die Höchstspannung in tiefen 

gungsbeanspruchung. beiderseitigen Außenkerben bei Biegung. 

Abb. 17 zeigt den Spannungsverlauf für tgv0 = 2. Die gestrichelte 
Linie entspricht dem geradlinigen Spannungsverlauf nach der alten 
Festigkeitslehre. Die Spannungau verläuft von der Mitte aus zunächst 
unterhalb dieser Linie, um dann nach außen hm rasch anzusteigen. 
Im Kerbgrund erreicht sie den doppelten Wert der Nenn
spannung. 
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Für die Höchstspannung ergibt sich mit HiHe von (68) 

a·v'a 4- -
I! I! O'max 

(79) r 

Abb. 18 zeigt die genaue Abhängigkeit der Höchstspannung von afe. 

C. Reiner Schub. 
Für reinen Schub lautet der Ansatz1 

([J0 = A ~inusinv, ([J1 = Bv,} 

F = ~inu(A sinv + Bv cosv). 
(80) 

Wir bilden oFJoy entsprechend (51) und erhalten 

iJF _ @linu Q:ofu (A + B 2 ) 
iJy - h2 COS V • (81) 

Die Randbedingung verlangt demnach 

A = -B cos2 v0 • (82) 

Die Ableitung oFjox wird gemäß (50) 

~! = ~ [~of2ucosv(A sinv + Bvcosv)- I (83) 

- ~in2u sinv(A cosv + B cosv- Bv sinv)] 

oder wegen (49) und mit Benutzung des für A gefundenen Wertes 

~: = B [v- cos2v0 tgv + !Ei::u tgv(cos2 v0 - cos2 v)]. (84) 

Wie wir sehen, ist oFjox für V= ±vo konstant, so daß der Rand 
lastfrei ist. 

Die Anwendung der Beziehungen (27) bis (29) zeigt in diesem Falle, 
daß X 1 2 und M 1 2 verschwinden. Die allein von Null verschiedene 
Spannu~gsresultan:te Y1, 2 entspricht, mit d multipliziert, der Quer
kraft, die wir mit -V bezeichnen wollen. Es wird 

Y1, 2=- ~ = 2B(v0 - sinv0 cosv0). (85) 

Die Spannungen ergeben sich unter Umgehung der Zwischenrechnung 
in der Form: 

B . . ( cos2v- cos2 v0 ) 

f1u=h,2~musrnv -2+ h2 , I 
a., = ! ~inusinv(cos2v0 - cos2 v), 

Tu.,= ! ~ofucosv(cos2v0 - cos2v). 

(86) 

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 240. 
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Als Vergleichswert dient hier zweckmäßig die mittlere Schubspan
nung des engsten Querschnittes 

V -,;,. = 2ad = p. (87) 

Aus (85) erhalten wir dann mit Rücksicht auf (64) 

B = -p s~vo 
Vo - Slll Vo COS V0 

(88) 

Abb. 19 zeigt die Spannungsverteilung für tgv0 = 7. Die maximale 
Spannung tritt diesmal nicht im Kerbgrund, sondern in dessen un
mittelbarer Nähe auf. Im engsten Querschnitt herrscht reiner Schub. 

V 
P-zad 

a 
-=49 
(} 

Abb. 19. Beiderseitige tiefe Außenkerbe bei Schub, 

Die Schubspannung in der Mitte ist noch kleiner als unser Vergleichs
wert. Nach außen hin steigt sie stark an, um unmittelbar vor dem 
Rand ihren Höchstwert zu erreichen. Jenseits dieses Höchstwertes er
folgt schroffes Abfallen zum Rand. Einen ähnlichen Verlauf zeigt die 
Spannung Cfu längs des Randes. In großer Entfernung vom Kerbgrund 
ist sie noch verschwindend klein, steigt aber zum Kerbgrund hin all
mählich an, um dicht neben dem Kerbgrund ihren Höchstwert zu er
reichen. Im Kerbgrund selbst geht sie durch Null hindurch, erreicht 
auf der anderen Seite als Druckspannung denselben Höchstwert wie 
vorher als Zugspannung, um dann nach außen hin wieder schnell ab
zuklingen. 

Die gestrichelte Linie entspricht der parabelförmigen- Schubspan
nungsverteilung, wie sie nach der elementaren Festigkeitslehre beim 
ungekerbten Stab eintreten würde. Der wirkliche Schubspannungs
verlauf steht hierzu in schroffem Gegensatz. 
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Wir berechnen zunächst den Höchstwert der Spannung Gu. Längs 
des Randes wird 

®in u sin v0 • ®in u 
(au)v-vo =- 2B h2 = -2B smv0 @)' 2 + 2 • (89) - tnU COSV0 

Der Ausdruck hängt nur noch von u ab und hat daher dort ein Extre

mum, wo der Differentialquotient 0°u (au)v=v• verschwindet. Wir bilden 

0°u (O'u)v=v• =- 2 B~!nvo [(@5in2u+ cos2 v0) ~ofu- 2@5in2u~ofu] = 0 (90) 

und erhalten hieraus 

@5in2 u = cos2 v0 , @5inu = +cosv0 • (91) 

Der Zughöchstwert entspricht dem positiven Vorzeichen. Er liegt 
im Abstande [vgl. (47), (64) und (68) !] 

_ • _ 2 _ cos2 v0 _ a 
x- @5mucosv0 - cos v0 - a-.-- --;===:::-

sm v0 V~ ( ~ + 1) 

(92) 

und wird 
Gmax 

(93) 

(~ + l)arctg V~ -J/% p 

Zur Berechnung des Schubhöchstwertes bilden wir den Ausdruck 
für die Schubspannung 't'uv im engsten Querschnitt. Es wird 

Der Ausdruck hängt nur noch von v ab, Wir bilden daher 

"'0 (Tuv)z-o = + [cos3v • 2sinvcosv + } uV - COS V 

+ (cos2 v0 - cos2v) 3cos2 v sinv] = 0 
und erhalten hieraus 

(94) 

(95) 

cos2v = 3cos2v0 , cosv = + y3 cosv0 • (96) 

Der Schubhöchstwert liegt demnach an der Stelle [vgl. wieder (47), 
(64) und (68) !] 

. VI- 3cos8 v0 ~~~- 2 
y = smv = fl - 3cos2 v0 = a . = a -- (97) 

smv0 ~ 

und wird 

Tmax 

p 

-}rs(f+I)Vf 
(: +I)arctgV:- v: 

e 

(98) 
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Für afe :::;;: 2 liegt er noch an der Stelle y = 0 und berechnet sich aus 

6p 

11-p 
l----

~ 

10 

Om~ -!--""' 
"l'm 

20 JO 
-_g, 

Q 

-~-- f-'" 

50 

(99) 

Abb. 20 erläutert die Abhängigkeit 
dieser Spannungshöchstwerte von der 
Kerbkrümmung. 

Der allgemeine Fall der zusammen
gesetzten Biegung stellt eine Über
lagerung der beiden soeben behan
delten Belastungsfälle dar. Wie wir 
gesehen haben, liegt der Höchst
wert der Randspannung bei reiner 

Abb. 20. Die Höchstspannungen in beider· 
seitigen tiefen Außenkerben bei Schub. Biegung im Kerbgrund, bei reinem 

Schub jedoch daneben. Wir können 
daher strenggenommen beide Höchstspannungen nicht einfach addieren, 
um den Höchstwert für zusammengesetzte Biegung zu erhalten, sondern 

~r müssen ihn aus dem Ver-
.--=;======rrl lauf der Randspannung, 

der durch Überlagerung 
erhalten wird, nach Ort 
und Größe neu bestim
men. Ein Beispiel einer 
solchen Überlagerung ist 
in Abb. 21 angegeben. Die 
Spannungen sind der grö

Abb. 21. Die Höchstspannung bei zusammengesetzter ßeren Deutlichkeit halber 
Biegung. über dem abgewickelten 

Rand aufgetragen. Man erkennt, daß der genaueHöchstwert nur sehrwenig 
kleiner als die mit O'max1 + O'max, bezeichnete Summe der beiden Einzel
höchstwerte ist. In den meisten Fällen der zusammengesetzten 
Biegung genügt es daher, mit der Summe der beiden von 

Biegung und Schub herrühren
den Werte zu rechnen. 

3. Die einseitige tiefe Außenkerbe. 
Denken wir uns den bisher behandel

ten beiderseits gekerbten Flachstab 
Abb. 22. Die einseitige tiefe Außenkerbe. längs der x-Achse aufgeschnitten, so 

erhalten wir den Flachstab mit ein
seitiger tiefer Außenkerbe (Abb. 22). Wie wir im folgenden sehen 
werden, lassen sich durch Anwendung dieser Schnittbetrachtung auf 
jede der drei für die beiderseitige Kerbe angegebenen Spannungs
funktionen ausreichende Rechnungsgrundlagen für die Ermittlung der 
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Spannungsverteilung im einseitig gekerbten Flachstab gewinnen. Aller
dings handelt es sich hierbei nur um ein Näherungsverfahren, da längs 
der x-Achse, wo jetzt eigentlich ein lastfreier Rand sein sollte, noch 
gewisse kleine Spannungen vorhanden sind. Es kommt hier jedoch nur 
auf die Spannungsverteilung in der näheren Umgebung des Kerbgrundes 
an, für welche in erster Linie der durch den engsten Querschnitt gehende 
Kraftfluß maßgebend ist, während die Art der Einleitung der äußeren 
Kräfte entsprechend dem Abklingungsgesetz nur eine untergeordnete 
Rolle spielt. Es liegt deshalb nahe, von der genauen Erfüllung der 
Randbedingung in diesem Falle zugunsten der einfacheren Rechnung 
abzusehen. 

Wir gehen also aus von den drei eben behandelten Spannungsfunk
tionen, müssen aber bei der Ermittlung des Kraftflusses mit Hilfe von 
(27) bis (29) jetzt beachten, daß an der Stelle 2 entsprechend dem 
neuen Rand nunmehr v = 0 einzusetzen ist. Ferner müssen wir, da es 
sich um den engsten Querschnitt handelt, u = 0 setzen. 

A. Reiner Zug. 

Wir legen zunächst die Spannungsfunktion für den beiderseits ge
kerbten Flachstab bei reinem Zug zugrunde. Für den Kraftfluß er
halten wir aus (54) bis (56) 

-X1, 2 = A(v0 + sinv0 cosv0), } 

Y1,2 = 0, M1,2 = A sin2 v0 • 
(100) 

Wir führen wieder die Gesamtzugkraft mit 

P = -X1, 2 d (101) 

ein. Mit der mittleren Spannung des engsten 
Querschnittes als Nennspannung 

p 
Gn = ad = p (102) 

ergibt sich dann für die Konstante A wieder x 
derselbe Wert wie beim beiderseits gekerbten Stab 

p=a~ 

[vgl. (66) !]. Damit behält die Beziehung (69) für Abb. 23. Einseitige tiefe 
Außenkerbe unter Zug bei 

die maximale Spannung auch beim einseitig ge- behinderter Stabkrümmung. 

kerbten Stab ihre Gültigkeit. Allerdings gilt dies 
nur dann, wenn die Wirkungslinie der Kraft P einen ganz bestimmten 
Abstand von der x-Achse hat, den wir mit e bezeichnen wollen (vgl. 
Abb.23). Das Moment M 1, 2 , mit der Dicke d der Scheibe multipliziert, 
ist offenbar das Moment der Kraft P in bezug auf die Stelle y = 0, muß 
also mit P · e identisch sein. Daraus ergibt sich für den Abstand e mit 
Rücksicht auf (64) und (68) 

e=M1 , 2 d= M1 • 2 = sin2 v0 =a V-%-(-%-+ 1) 
P -X,, 2 v0 +sinv0 cosv0 (a ) ya y'a (103) - + 1 arctg - + -

(! (! (! 
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Abb. 24 zeigt die Abhängigkeit des Verhältniswertes efa von afe. Nur 
dann, wenn die Wirkungslinie der Zugkraft von der ungekerbten Stab
kante einen Abstand hat, der dieser Beziehung entspricht, gilt für die 
Höchstspannung Gleichung (69). 

Kennt man die Lage der Wirkungslinie der Kraft P nicht, so ist 
es von Vorteil, eine andere Bedingung für die Anwendbarkeit der For-
4 mel (69) zu kennen, die sich auf die 
4 Formänderung des Stabes bezieht. Unsere 
460 Ableitung, welche durch Schnittbetrach-

t 4 tung am beiderseits gekerbten Stab ent-
standen ist, setzt für Spannungen und 

io. Formänderungsgrößen völlige Symme-
(},5 trie zur x-Achse voraus. Die Verschie-
4 bung 'YJ muß infolgedessen längs der 
4 o 5 10 15 bJ .15 .JO J5 '1/J ff5 5IJ x-Achse verschwinden, und die x-Achse 

1- darf keine Krümmung erleiden. Die 
Abb. 24. Abstande der Zngkraftwir- Formel (69) ist mithin immer dann 
kungslinie vom ungekrümmten Rand 
Im Verhältnis zur Breiteades engsten anwend bar, wenn durch äußere 

Querschnittes (vgl.Abb. 2Sl. Zwangsbedingungen eine Krüm-
mung der ungekerbten geraden Stabkante verhindert ist. 

Die eben behandelte Lösung entspricht demnach nur einem Sonder
fall. Wir wollen deshalb noch einen allgemeineren Fall der reinen Zug

beanspruchung behandeln, und zwar wollen wir 
jetzt voraussetzen, daß die Wirkungslinie der 
Spannungsresultante P im Abstand af2 von 
der ungekerbten Kante liegt (Abb. 25). Bei 
der Behandlung dieses Falles müssen wir zur 
Spannungsfunktion für reinen Zug des beiderseits · 
gekerbten Stabes noch diejenige für reine Biegung 

+-+1 ~'-""'"--+--!/~ hinzunehmen. Die bei der letzteren auftretende 
1+ Konstante A wollen wir zur Unterscheidung mit A' 

I bezeichnen. 
I Für den Kraftfluß ergibt sich dann aus (54), 
I (55), (59), (71) und (72) 

p=a~ 

Abb. 25. Einseitige tiefe 
Außenkerbe unter Zug, 
wenn die Zngkraftwir· 
kungslinie durch die Mitte 
des engsten Querschnittes 

geht. 

-X1 , 2 = A(v0 + sinv0 cosv0)- 4A'sin2 v0 , l 
Y1, 2 = 0, (104) 

M 1, 2 = Asin2 v0 + A' (2v0 cos2v0 -sin2v0). 

Für die Gesamtzugkraft und die Nennspannung 
behalten (101) und (102) ihre Gültigkeit. Das 
Moment M1,2, mit d multipliziert, muß entspre-

chend unserer Voraussetzung gleich P · ; sein. Mit Rücksicht auf (64) 
wird daher 

P . M P a sin2 v0 
-X1,2 = d = psmvo, 1,2 = d:'2 = p-2-. (105) 

Setzen wir diese Ausdrücke in (104) ein, so ergeben sich für die Kon
stanten A und A' zwei Gleichungen, aus welchen folgen 
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4 A' = sinv0 (v0 +sinv0 cosv0)-2sin2v0 I 
A sin3v0 - sinv0 cosv0 + v0 cos2v0 ' 

A sinv0 - p --------"------;-.....---
- . 4A' . 2 v0 + smv0 cosv0 - A sm v0 • 

(106) 

Die im Kerbgrund auftretende Höchstspannung ergibt sich aus (61) 
und (76) 

2A SA' O"max = -- - tgv0 • 
COSV0 

(107) 

Setzen wir die Konstanten aus (106) ein, so erhalten wir die Höchst
spannung als Funktion von v0 • Drücken wir dann v0 mit Hilfe von (68) 
durch afe aus, so ergibt sich O"max schließlich als Funktion der Kerb
krümmung. Der dabei auftretende sehr verwickelte Ausdruck läßt sich 
bei Verwendung der Formzahlen des beiderseits gekerbten Stabes noch 
wesentlich vereinfachen. Wir wollen dabei unter 01:1 die Formzahl der 
beiderseitigen tiefen Außenkerbe bei Zugbeanspruchung [siehe (69) !] und 
unter 01: 2 diejenige für Biegebeanspruchung 
[siehe (79) !] verstehen. Dann können wir 5. 

setzen 11 'P 
Omax IX1- 20 

0 
1------::== 

p 
(108) Jp 

p 
rp/ 

I -J-~ ,_ 
v -O'nmx 

I 
I v: + 1 

0 5 10 15 10 25 JO .15 '18 '15 50 
wobei ;-- ;-

IXl - V : + 1 Abb. 26. Die Höchstspannung in 
0 = (109) einseitigen tiefen Außenkerben unter 

4 V a Zug, wenn die Zugkraftwirkungslinie - - + 1 - 1 durch die Mitte des engsten Quer-
3 1X2 (! schnittes geht. 

Die Abhängigkeit der Höchstspannung von afe ist in Abb. 26 dargestellt. 

B. Reine Biegung. 

Durch Überlagerung der Spannungsfunk
tionen für Zug und Biegung des beiderseits ge
kerbten Stabes läßt sich auch der Fall der reinen 
Biegung der einseitigen Außenkerbe leicht er
ledigen (Abb. 27). Mit (104) hatten wir den 
Kraftfluß bereits allgemein festgelegt, so daß 
es sich nur noch um die Hinzunahme der für 
reine Biegung charakteristischen Bedingungen 
handelt. Bei reiner Biegung verschwindet die 
Resultante X 1, 2 • Das Moment M 1, 2 liefert, mit 
d multipliziert, das Moment M der äußeren 
Kräfte: 

X1,2 = 0, 
M 

M1,2 = ([· (UO) 

M ,--.... 

BH 
X '--"" p= ;Ji" 

M 
Abb. 27. Einseitige tiefe Au

ßenkerbe bei Biegung. 

Als Nennspannung benutzen wir die elementare Biegungsspannung 
6M 

O"n = a2d = P · (lll) 
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Aus (104) ergibt sich dann 

A' V0 + sin V0 COSV0 l 
A 4sin2 v0 ' I 

p l 
A = 6 A' 2 v0 cos 2 v0 - sin 2 v0 • 

l + A . 2 Sill v0 

(ll2) 

Setzen wir die so gewonnenen Ausdrücke in (107) ein, so erhalten wir 
die Höchstspannung. Mit Hilfe von (68) und bei Verwendung der 
5P Formzahlen tX1 und tX2 der beiderseitigen 
5P Kerbe ergibt sich schließlich f..--"" -
lfp J..---V 

V tTmo;r 

V 
/ 

Omax 
(113) 

p 

(J 51(} 15 20 25 .J(J .35 'ltJ '155(} 
Die Abhängigkeit der Höchstspannung 
von der Kerbkrümmung veranschaulicht 
Abb. 28. 

t-
Abb. 28. Die Höchstspannung in ein
seitigen tiefenAußenkerben bei Biegung. 

C. Reiner Schub. 

Im Falle der reinen Schubbeanspruchung (Abb. 29) führt die Span
nungsfunktion für reinen Schub der beiderseitigen Kerbe unmittelbar 
zum Ziele. Wir greifen zurück auf (80) bis (84) und (86). Für den 
Kraftfluß ergibt sich jetzt 

X1,2 = 0, M1,2=0. (114) 

Y1, 2 liefert, mit d multipliziert, bis auf das Vor
zeichen die Querkraft V: 

(ll5) 

Als Bezugsspannung benutzen wir wieder die 
mittlereSchubspannung des engstenQuer

+-*----'!!Oil--->--:!1~ schnitte s 

V 
l"n = Iid = p. (ll6) 

X 

Dann folgt aus (ll4) für die Konstante B wieder 
derselbe Wert wie beim beiderseits gekerbten 
Stab [vgl. (88) !]. Damit behalten die Formeln (93) 
und (99) für die Höchstwerte der Normalspan

Abb. 29. Einseitige tiefe nung und der Schubspannung auch beim einseitig Außenkerbe bei Schub. 
gekerbten Stab ihre Gültigkeit. 

Alle bisher behandelten Probleme dienten der Bestimmung der 
Formzahlen der tiefen A ußenker ben. Zur Ermittlung der allgemeinen 
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Formzahlen benötigen wir außerdem noch die zugehörigen Form
zahlen der flachen Außenkerben. Bevor wir uns jedoch diesem 
Aufgabengebiet zuwenden, soll noch ein anderer Zweig der ebenen 
Kerbwirkung behandelt werden, und zwar der Einfluß von Bohrungen 
und Langlöchern auf die ebene Spannungsverteilung. Die dabei ge
fundenen Ergebnisse werden uns dann später für die Behandlung der 
flachen Außenkerben gewisse Dienste leisten. 

4. Bohrung und Langloch im sehr breiten Stab. 
Wie Abb. 30 zeigt, soll es sich um einen Flachstab handeln, welcher 

in seiner Achse entweder eine Bohrung oder ein symmetrisches Lang
loch besitzt; das Langloch soll entweder in Richtung der Stabachse 
oder senkrecht zu derselben liegen. 

Die drei Fälle, Bohrung, Langloch in Richtung der Stabachse und 
Langloch senkrecht zur Stabachse, lassen sich gemeinsam behandeln, 
wenn wir für das Loch elliptische Gestalt zugrunde 
legen. Die zur Stabachse (hier x-Achse) senkrecht 
liegende Halbachse der Lochellipse wollen wir mit t 
bezeichnen. Der Krümmungsradius am Ende dieser 
Halbachse sei e. Für t > e handelt es sich dann 
um ein quer zur Stabachse liegendes Langloch, für 
t = e um eine Bohrung, schließlich für t < e um 
ein Langloch in Richtung der Stabachse. 

t--+--1 
EB 
F-+-i Zur Ableitung der Lösungen legen wir den 

Ursprung des x, y-Koordinatensystems in den 
Lochmittelpunkt, so daß die Halbachse t der 
Lochellipse auf der y-Achse liegt, und gehen mit 

Abb. 30. Bohrung nnd 
Hilfe der Beziehungen (47) bis (49) auf Ellipsen- Langloch im sehr breiten 

koordinaten über. Die Lochellipse wollen wir mit Stab. 

u0 kennzeichnen. Beim Aufsuchen der Spannungsfunktionen gehen 
wir jeweils vom elementaren Spannungszustand des ungelochten Stabes 
aus. Der zugehörigen Spannungsfunktion überlagern wir dann eine 
Zusatzfunktion, welche eine Störung der Spannungsverteilung herbei
führt, wie sie dem Vorhandensein des Loches entspricht. Da es sich 
um die Spannungsverteilung am freien Loch handeln soll, an welchem 
keine äußeren Kräfte angreifen, müssen sich längs des Lochrandes die 
Spannungen des ungelochten Stabes und die Zusatzspannungen gegen
seitig aufheben. In der weiteren Umgebung des Loches zeigt sich dann 
infolge des Abklingungsgesetzes ein rasches Abfallen der Zusatzspan
nungen. Diese Abnahme ist so stark, daß die Zusatzspannungen an 
den äußeren Stabrändern, also für y = ±b (b ist die halbe Stabbreite, 
Abb. 31) gegenüber den elementaren Spannungen des ungelochten Stabes 
kaum noch bemerkbar sind. Wir wollen ein Verhältnis bft voraussetzen, 
welches genügend groß ist, damit die Zusatzspannungen an den Stab
rändern praktisch als abgeklungen angesehen werden können. Auf diese 
Weise brauchen wir die Randbedingung am äußeren Rand nicht mehr 
in Anwendung zu bringen. Da die Zusatzspannungen abgeklungen sind, 
herrscht dort nur noch die elementare Spannungsverteilung des un-
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gelochten Stabes, für welche die Randbedingung von vornherein er
füllt ist. 

Es handelt sich dann nur um die Erfüllung der Randbedingung an 
der Lochellipse u0 • Die Bedingungen des lastfreien Randes 

oF oF 7JX = konst. = 0 1 , ay = konst. = 0 2 (117) 

müssen für u = u0 erfüllt sein. Da es sich nur noch um diesen einen 
Rand handelt, können wir diese Bedingungen auch noch etwas verein
fachen. Fügen wir nämlich zu F noch den Ausdruck -01 • x - 0 2 • y 
hinzu, so werden dadurch die Spannungen, welche wir ja durch zwei
maliges Differenzieren gewinnen [ vgl. (22) !], nicht geändert. Die Rand
bedingungen nehmen aber jetzt die einfachere Form 

oF = o oF = o (118) ax ' oy 
an. Auf Grund von (50) und (51) gilt entsprechend in krummlinigen 
Koordinaten 

oF =O 
ou ' 

oF 
av=O. (119) 

Diese Vereinfachung ist nur immer für einen Rand möglich, bietet 
daher bei mehreren Rändern keinen Vorteil. Bei der tiefen beider
seitigen Außenkerbe, wo es sich um die Erfüllung der Randbedingung 
an zwei Rändern handelte, haben wir deshalb von der Anwendung 
abgesehen. 

Durch Anpassung der bei der Zusatzfunktion auftretenden Kon
stanten an die Randbedingung werden dieselben von u0 abhängig. Da
mit ergibt sich schließlich auch die am Lochrand auftretende Span
nungserhöhung als Funktion von u 0 . Zu jedem u 0-Wert gehört aber 
eine ganz bestimmte Ellipsenform und damit ein ganz bestimmtes Ver
hältnis tfe. Aus der Ellipsengleichung (48) ergibt sich 

!_ = Q:ot2 u0 , Q:of u0 =V t f , 6inu, ~ / 1 . (120) 
e e-1 l~-1 

Auf Grund dieser Beziehungen. läßt sich u0 durch tfe ausdrücken. In
dem nun entweder tfe größer als Eins, gleich Eins oder kleiner als Eins 
gewählt wird, lassen sich die Lösungen unmittelbar für unsere drei 
Lochformen auswerten. 

Wir geben wieder die Lösungen für Zug, Biegung und Schub ein
zeln an. 

A. Reiner Zug. 
Wir gehen aus von der Spannungsfunktion des ungelochten Stabes 

für reine Zugbeanspruchung. Ist P die Zugkraft, so wird die Zugspan
nung, da wir mit b die halbe Breite des Stabes eingeführt haben, 

p 
p = 2bd. (121) 
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Diese Spannung entspricht der Normalspannung G.,, während die Span
nungen Gy und Tzy verschwinden. Die zugehörige Spannungsfunktion 
ist daher 

F = ~ y2 , wobei t/J0 = ~ (y2 - x2) 

Aus (22) folgt dann in der Tat 

und t/J1 = ~ X. (122) 

Gz = p, Gy = 0, Tzy = 0. (123) 
Wir gehen nun mit t/J0 und t/J1 auf Ellipsenkoordinaten über [vgl. 

( 4 7) !] und erhalten mit Anwendung bekannter Formeln 

t/J0 = ~ (1- [of2ucos2v), t/J1 = ~ · @;inucosv. (124) 

Wir nehmen nun geeignete Zusatzfunktionen herein, welche für 
große u-Werte, also in großer Entfernung vom Loch nach allen Seiten 
hin rasch abklingen und so die Spannungsfunktion des ungelochten 
Stabes nicht mehr stören. Dann ergibt sich als endgültiger Ansatz 

tP0 = {- [1 +Au+ ( -[of2u + B e- 2 u) cos2v], I 
(125) 

t/Jl = ~ (@)inu + ce-U)COSV. 

Von der Erfüllung der Bedingung (46) überzeugt man sich leicht. Die 
Spannungsfunktion lautet nunmehr 

F =~{1 + [of2u + 2Au + 2Ce-u@)inu + I (126) 

+ [ -[of2u- 1 + 2Be- 2u+ 2Ce-u @;inu] cos2v}. 

Die Erfüllung der Randbedingungen (119) für u = u0 führt zu den 
Gleichungen 

2@;in2u0 + 2A + 2Ce-2u• = 0,1 
-[of2u0 - 1 + 2B e-2u• + 2Ce-u• @;inu0 = 0, ~ 

-2 @;in2u0 - 4Be-2uo + 2Ce-2u, = 0. J 
(127) 

Multiplizieren wir die zweite dieser Gleichungen mit 2 und addieren sie 
zur dritten, so ergibt sich daraus die Konstante C; aus der dritten 
folgt dann die Konstante B und schließlich aus der ersten die Kon
stante A. Wir erhalten 

A = -1- [of2u0 , C = 1 + e2 u•. (128) 
Die so gefundene Lösung wurde auf einem anderen Wege erstmals 
von C. E. Inglis1 angegeben. 

Wichtig ist vor allem die Kenntnis des Spannungsverlaufes am 
Lochrand. Dort verschwinden entsprechend der Randbedingung die 
Spannungen Gu und Tuv. Die im Lochrand wirkende Normalspannung Gv 
wird 

(av)u=u, = 2~2 (@;in2u0 - 1 - e2u• cos2v). (129) 

1 Inglis, C. E.: Trans. Instn. Naval Archit., London Bd. 60 (1913) S. 219. 
Neuber, Kerbspannungslehre. 4 
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Abb. 31 zeigt die Spannungsverteilung für ~otu0 = 5 bzw. tfe = 25. 
Am Ende der Halbachse t, also im Kerbgrund, erreicht die Randspan
nung ihren Höchstwert mit 11 p. Längs des Lochrandes nimmt sie 
rasch ab, um in der Stabmitte in Druck vom Betrage p überzugehen. 

tp 

X 

lp 1=25 

Gmqx=11p 
l----~10p 

1----~Bp 

11---r-.-----~Bp 

lt-_::__.::___~'lp 

Abbo 31. Zugstab mit Langloch quer zur Stabachseo 

Der Spannungsverlauf längs der y-Achse ist ebenfalls für das Wesen 
der Kerbspannung charakteristisch. Die Spannung av, für die sich der 
Ausdruck 

(av)v=~ =p+::;~:; [eu•(e2"•-3)(l+l~otu)e- 2"+~ofu0 ~otu] (130) 
2 

ergibt, fällt in Abbo 31 von ihrem, am Lochrand scharf ausgeprägten 
Höchstwert nach außen hin schnell ab, bis auf den Wert po Die gleich
zeitig auftretende Spannung a" ist am Lochrand entsprechend der 
Randbedingung noch Null, steigt nach außen zunächst etwas an, um 
in einiger Entfernung vom Lochrand wieder ganz zu verschwinden. 
Die Schubspannung ist infolge Symmetrie längs der y-Achse gleich Null. 

Für die im Kerbgrund auftretende Höchstspannung ergibt sich 

der Ausdruck (a")u=uo = amax = p(l + 2~otu0). (l30a) ,. 
v=z-

Mit Hilfe von (120) erhalten wir hieraus als Formzahl für das quer 
zur Stabachse liegende Langloch 

a;a% = l + 2 vo; 0 (131) 

Für die Bohrung ergibt sich mit t = (!: 

Gmax _ 3 
p - 0 

(132) 

Für das in der Stabachse liegende Langloch gilt ebenfalls (131). 
(!ist in diesem Falle sehr groß, bei den meisten praktisch vorkommen
den Langlöchern sogar unendlich, so daß amax = p wird. 
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Es liegt die Vermutung nahe, daß beim Langloch in Richtung der 

Stabachse (Abb. 30), also für ~ < 1, sich die Kerbwirkung am, Ende der 

jetzigen großen Achse - wir wollen 15p 

sie mit t' bezeichnen ausbildet. 111p 

Für die dort wirkende Spannung ergibt t3p 

sich jedoch aus (129) 12p 

(av)u=uo = -p. 
v=O 

(133) 11P 

Bei allen Lochformen tritt demnach 
unabhängig von der Wahl des Krüm
mungshalbmessers am Lochscheitel nur 
eine Druckspannung vom Betrage p auf. 

Die Höchstspannung tritt mit

tOp 

9p 
8p 

7p 
Bp 
5p 

2p 

p 

I 
J_ 

/ 

/ 
/ 

V 
1/ 

/fTmtlx 

I 

I 

hin bei allen, hier in Betracht '~P 
kommenden Lochformen an den Jp 
Stellen des Randes auf, an wel
chen die Lochrandtangente par
allel zur Zugrichtung liegt. Die 
Abhängigkeit der Höchstspannung von 

0 510 1520253035'10'1650 
i._ q 

der Kerbkrümmung, wie sie (131) ent
spricht, ist in Abb. 32 ersichtlich. 

Abb. 32. Die Höchstspannung in Zug
stäben mit Langloch. 

B. Reine Biegung. 
Im Falle der reinen Biegung gilt für den ungelochten Stab die 

elementare Spannungsfunktion 

F = :t y3, wobei r/J0 = :t (y3 - 3x2 y), r/J1 = :t xy. (134) 

Daraus ergeben sich die Spannungen 
y 

O'z = PT• O'y = 0, Tzy = 0. (135) 

Die Spannung O'z entspricht in der Tat dem Geradliniengesetz der 
elementaren Biegungslehre. Die Bezugsgröße p ist die Biegungsspan
nung im Abstand t von der Stabachse; sie wird, wenn wir das Bie
gungsmoment mit M bezeichnen, 

3Mt 
p = 2b3d. (136) 

Wir gehen mit dem Ansatz (104) auf Ellipsenkoordinaten über und 
nehmen zur Befriedigung der Randbedingungen geeignete Zusatzfunk
tionen herein, welche für großes u gegenüber den Anteilen der elemen
taren Biegung verschwinden. Mit Verwendung bekannter Formeln der 
Hyperbelfunktionen ergibt sich dann 

(/)0 = 9:t[( -4 ~o]3u+Ae- 3 u) sin3v+(12 ~o] u+Beu+Oe-u) sinv], I 
(137) 

r/J1=:t (<Ein2u+De- 2u)sin2v. 

4* 
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Bei Aufstellung der Spannungsfunktion machen wir zweckmäßig noch 
von (47) Gebrauch und drücken die Strecke t durch u0 aus. Es wird 

t = (Y)u = u. = l.tof Uo. (138} 
:n: 

'11=2 

Für die Spannungsfunktion erhalten wir dann 1 

F = 96 d:,fuo [( -l.tof3u- 3ltofu + .Ae- 3 " + 6De- 2" 6inu) sin3v I (139) 

+ (31.tof3u + 9ltofu +Be"+ Oe-u + 6De- 2 " 6inu) sinv]. 

-5p 

1---------'i[~ llp 

!r---------,;t' 3p 

!I 

JNt 
p- Zd!J8 

t 
--=25 
I! 

~-----b--------~~--------!J------~~ 

Abb. 33. Langloch bei Biegung. 

Die Konstanten ergeben sich aus den Randbedingungen (ll9) zu 

A = e3"•(1.tof3u0 + 3ltofu0 -12ltof2 u0 6inu0), } 

B = -12ltof2 u0 , 0 = 0, D = 2e2 u. l.tof2 u0 • 
(140) 

8P 
......... 

J / V 
·; V 6p 

V 
V 

2p I 

10 20 30 'II) 

-~ 
Abb. 34. Die Höchstspannung im 

Langloch bei Biegung. 

Abb. 33 gibt die Spannungsverteilung für 
l.totu0 = 5 bzw. tfe = 25 wieder. Im Kerb
grund tritt mit O"max = 6p eine erhebliche 
Spannungsspitze auf. Nach außen hin und 
auch längs des Lochrandes nimmt die Span
nung O"., schnell ab. Die gestrichelte Linie 
entspricht der elementaren Biegungsspan-
nung bei Berücksichtigung des Loches. 

Für die im Kerbgrund auftretende 
Höchstspannung ergibt sich 

O"max = (O"v)u=uo = p(1 + l.totuo) 141) 
'11=90° 

1 Wolf, K.: Z. techn. Physik (1922) 8.160; ferner H. Neuber: Ing.-Arch. 
Bd. 5 (1934) S. 242. 
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oder wegen (120) 
(142) 

Die Abhängigkeit der Höchstspannung von tfe gibt Abb. 34 wieder. 
Für die Bohrung wird 

Gmax = 2. (143) 
p 

Für das Langloch in Richtung der Stabachse ergibt sich keine 
Kerbwirkung. [Mit e = oo wird amax = p. Im Lochscheitel (x-Achse) 
verschwindet die Spannung.] 

C. Reiner Schub. 
Der Stab sei jetzt so beansprucht, daß im Querschnitt x = 0 reiner 

Schub herrscht. Die insgesamt übertragene Schubkraft sei V. Als 
Bezugswert führen wir mit v 

p = 2bd (144) 

die mittlere Schubspannung des Stabes ohne Loch ein. Der 
Ansatz enthält wieder die elementare Lösung für den ungelochten Stab 
und Zusatzfunktionen, die für großes u verschwinden. Die Lösung 
für den ungelochten Stab lautet: 

(/>0 = 4~2 (3xy3 - 3x3 y - 6b2 xy), 

F = ~2 (xy3 - 3b2 xy). 

(145) 

Die zugehörigen Spannungen sind 

3p - 3p ( 2 b2) 
Gx = 1)2 xy, Gy = 0, 'rxy - ""21)2 Y - · (146) 

In der Tat haben wir für x = 0 reinen Schub und für y = ±b last
freie Ränder. 

Durch Übergang auf Ellipsenkoordinaten gelangen wir bei Hinzn
uahme der geeigneten Abklingungsfunktionen zu folgendem Ansatz für 
den gelochten Stab: 

if>0 = 12~b2 [( -3 @)in4u + Ae- 4 u) sin4v + 
+ (12(1- 4b2)@)in2u + Be- 2 u • sin2v], (147) 

if>l = 6:b2 [(4~o]3u + C e- 3 u) sin3v 

+ ( -12 ~o]u + De-u) sinv]. 

Die Spannungsfunktion nimmt mitRücksieht auf (138) folgende Form an1 : 

F = (bf {[ -@)in4u- 2@)in2u + Ae- 4 u + 
128 a G:of2 uo + Ce- 3 u @)inu] sin4v + 

+ [2 @)in4u + 4(1-12(~r~o]2u0)@)in2u + Be- 2u + 
+ Ce- 3 u @)inu + D e -u @)inu] sin2v}. 

1 Neuber, H.: Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 243. 

{148) 
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Für die Konstanten erhalten wir aus den Randbedingungen: 

b )2 A = -24e4uo@:lin2u0 Q:of2u0 , B = -96e2u·(a ®in2u0 Q:of2uo,l 
(149) 

c = 8e2 Uo (2e2Uo - 1) Q:of2uo' D = 24e2 Uo( 4 (! r- 1) Q:of2uo. 

Die Spannungsverteilung für tfe = 25 und bft = 3 ist in Abb. 35 
dargestellt. Die Randspannung erreicht in unmittelbarer Nähe des 
Kerbgrundes ihren Höchstwert. Ebenso hat die Schubspannung, die im 
Schnitt x = 0 übertragen wird, dicht neben dem Rand ihren Höchstwert. 

~ 
11 

"" 

. • ~ 

~~~~~~~--~2p 

~~~~~~~~Gr--t-~-=~~P 

Abb. 35. Langloch bei Schnb. 
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Bei der Ermittlung beider Höchstwerte werden zweckmäßig die 
Glieder ohne b2 unberücksichtigt gelassen. Der dadurch begangene 
Fehler ist bei genügend großer Stabbreite vernachlässigbar klein. Diese 
Vernachlässigung ist insbesondere im Rahmen der Theorie des gelochten 
Stabes zulässig, bei der wir von vornherein eine relativ große Stab
breite vorausgesetzt hatten; denn es soll sich hier ja zunächst nur um die 
Ermittlung der Grenzwerte der Formzahlen handeln, welche sich bei 
relativ großer Stabbreite einstellen. 

Die Spannungsfunktion lautet dann nach einigen Umformungen 

F =- 3: [Q:of2(u- u0 ) - 1] e2 uo sin2v. (150) 

Die Randspannung ergibt sich hieraus in der Form 

( l ()2 F) 3p e2 "o sin2v 
(at,)u=u, = h2 ou2 u=u, = --2- 6in2 u0 + cos2 v · (151) 

Sie erreicht dort ihren Höchstwert, wo der Ausdruck 

() ( ) - 3pe2uo [(C:." 2 2 ) 2 2 + . 22 J ov O"v u=uo--~ otn u0 + COS V COS V srn V (152) 
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zu Null wird, also für 
1 ~inu0 cos2v - - -- bzw. cosv = ~. (153) 

- Q:of2uo V@:of2u0 

Der Höchstwert der Randspannung liegt mithin im Abstand 

von der 

X = t ~in2u0 = t 

Q:of Uo yQ:of2uo V~ ( ~ + 1) 

y-Achse und wird €! €! 

(154) 

·;~:(V; +2+ VJ (155) 

Die im Schnitt x = 0 wirkende Schubspannung wird 

(Tu,v)v=~ =- ~i~2u (a~:v- ~otu~~)v=~ = I 
2 2 

3pe214o = 8 ~in2u [ -4 ~in2(u-u0)+2~otu(~of2(u-u0) -1)]. 
(156) 

Die Stelle des Höchstwertes erhalten wir durch Nullsetzen des nach u 
differenzierten Ausdruckes. Unter Umgehung der Zwischenrechnung 

e.-gibt orlch für den A:..tand des Sc~ubhöchv~;:•. von der y-~.:h5s7e) 
y- Q:ofuo J1 + 3 ~tn u0 - t ~ . 

Der Schubhöchstwert wird €! 

·~ ~ J~:~ r- Jlf (158) •• 

p (v;-~r 10p 

Die genaue .A,bhängigkeit der beiden 8P 

Spannungshöchstwerte von tfe zeigtAbb. 36. 
Für die Bohrung wird Bp 

Gmax _ 6 
p - , 

Tmax = 2 . 
p (159) "" 

Bei zusammengesetzter Biegung Zp 
gilt das gleiche wie bei der tiefen Außen-
kerbe: Der Höchstwert der Randspannung 
ist nur liDwesentlich kleiner als die Summe 

V 
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der beiden, von Biegung und Schub allein 
herrührenden Werte (vgl. Abb. 21). 

Für das Langloch in Richtung der 
Abb. 36. Die Höchstspannungen 

im Langloch bei Schub. 

Stabachse ist nur die Spannungserhöhung durch Schub wesentlich. 
Wieder wollen wir mit t' /e' die neue Kerbkrümmung am Ende der jetzigen 
großen Achse t' einführen. Für die Ellipse gilt dann bekanntlich 

(160) 
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Wir erhalten daher die Spannungshöchstwerte aus (34) und (38) mit 
e' ft' statt tfe. Gleichung (155) geht dann über in 

·;~~(V~ +2+ ;~). (161) 

Wir hätten also ebensogut auch t' fe' statt tfe setzen können. Glei
chung (158) würde auf diese Weise nach wie vor den Schubhöchst
wert im Schnitt x = 0 liefern. Der wirkliche Schubhöchstwert liegt 
aber jetzt 1m Schnitt y = 0. Die Rechnung ergibt für den Schnitt 
y=O 

( 
t' ')3/2 -+2 -e' t' 

Tmax = 3 -3- - V (!1 

p (y:,-ly (162) 

also denselben Ausdruck wie in (158), jedoch mit t' /e' statt tfe. Für 
die Spannungshöchstwerte beim Langloch in Richtung der Stabachse 
unter Schubbeanspruchung gelten mithin dieselben Formeln wie für das 
Langloch senkrecht zur Stabachse, wenn man t'fe' statt tfe setzt. 

Wir kommen nun zur Behandlung der zur flachen Außenkerbe ge
hörenden Aufgabengruppe; die dabei ermittelten Formzahlen werden 
uns zusammen mit den Formzahlen der tiefen Kerben ausreichende 
Rechnungsgrundlagen für die beliebig tiefe Kerbe geben. 

5. Die flache Außenkerbe. 
Wie aus Abb. 37 hervorgeht, soll es sich jetzt entweder um einen 

Stab von der Breite b mit einseitiger flacher Außenkerbe oder um 
einen Stab von der Breite 2b mit beider-
seitiger flacher Außenkerbe handeln. 

b_.J.____b Infolge des Abklingungsgesetzes 
wird die Spannungsverteilung im Stab 
in gewisser Entfernung von der Kerbe 
nicht mehr von der Spannungsvertei
lung des ungekerbten Stabes abweichen, 
wenn wir entsprechend der voraus
gesetzten flachen Kerbe ein genügend 
großes Verhältnis bft zugrunde legen. 

Abb. 37. Einseitige und beiderseitige Die einseitige flache Kerbe wird folg-
flache Außenkerbe. lieh auf den Spannungsverlauf an der 

anderen Stabseite keinen Einfluß 
ausüben, so daß die Randbedingung für den anderen Rand auch dann 
erfüllt sein wird, wenn wir bei Ableitung der einzelnen Lösungen auf 
den zweiten Rand keine Rücksicht nehmen, soweit es sich um die zur 
elementaren Spannungsfunktion des ungekerbten Stabes hinzukommen
den Störfunktionen handelt, welche die eigentlichen Kerbspannungen 
liefern und schnell nach allen Seiten hin abklingen. Beim beiderseits 
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gekerbten Stab müssen diese Störfunktionen an beiden Rändern der 
elementaren Spannungsfunktion überlagert werden. Liegt daher die 
Lösung für den einseitig gekerbten Stab vor, so gilt die sich ergebende 
Formzahl auch für den beiderseits gekerbten Stab, da es sich um die 
gleichen Störfunktionen handelt. Lediglich für die Ermittlung der 
Nennspannung ist dann eine andere Formel maßgebend. 

A. Reiner Zug. 
Wir gehen aus von dem krummlinigen Koordinatensystem 

U V 
X = u + u2 + v2 , y = V - u2 + v2 . (163) 

In großer Entfernung von der Stelle x = 1 , y = 0 fallen die Linien 
u = konst. noch mit den Linien x = konst. zusammen. In der Nähe 

y 

Abb. 38. Flache Außenkerbe bei Zug. 

der Stelle x = 2, y = 0 erleiden sie jedoch eine Auslenkung nach Art 
einer Kerbe. Entsprechendes gilt für die orthogonalen Linien v = konst. 
In Abb. 38 sind links einige Linien eingezeichnet. 

Die Spannungsfunktion für reinen Zug vom Betrage p in der y-Rich
tung ist 

F = ~ x2 mit C/J0 = 0, C/Jl = ~X. (164) 

Wir gehen hiermit auf unser Koordinatensystem über und nehmen zur 
Erfüllung der Randbedingung der flachen Kerbe geeignete Zusatz
funktionen herein. Beim Aufsuchen der harmonischen Funktionen ist 
zu beachten, daß es sich hier wieder um ein isometrisches Netz handelt; 
denn es wird 

h2 = h2 = h2 = 1 + 2v2- 2u2 + 1 (165) 
u • (u2 + v2)2 

Die harmonischen Funktionen erfüllen daher die einfache Differential
gleichung (46). 

Die Lösung lautet 

C/Jo = ~ ( A + B u + 0 u 2 ~ v2 + D (:: ~ ~2)2), l 
cpl = ~ ( u + u2 ~ v2 + E u2 ~ v2) · 

(166) 
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Die Spannungsfunktion wird 

U V U V U V ( 167) F = ~ [u2 + 22~2 
2 + ( 2 ~2 

2)2 + A + B u + C 2 ~ 2 +I 
( I 2u2 ) ( u2 u2 )] + D u2 + v2 - (u2 + v2)2 + E u2 + v2 + (u2 + v2)2 · 

Den für den Rand maßgebenden u-Wert wollen wir mit u0 bezeichnen. 
Wenn wir nun die im Ansatz enthaltenen Konstanten so bestimmen, 
daß bei der Spannungsfunktion der Faktor ( u - u0}2 auftritt, so sind 
auf diese Weise die Randbedingungen (119) für u = u0 offenbar erfüllt. 
Unter Umgehung der Zwischenrechnung·erhalten wir auf Grund dieses 
Gedankenganges 

C 2u0 I = 2u~- I' 

E =I- 4u~ 
2u~- I" 

B = -2u0 , 

u~ 
D = -2u~-I' 

(168) 

Nach Einsetzen dieser Werte nimmt die Spannungsfunktion folgende 
einfache Form an: 

F = ~ (u- Uo)2 [1- (2u~- I~(u2 + v2)]. (169) 

Für die Randspannung ergibt sich hieraus, da die ersten Ableitungen 
von F am Rand verschwinden, 

I- I 

( I o2F\ (2u~- I) (u~ + v2) 

(a.,)u=u,= h2iJu2)u=u,=p 2v2-2u~+I . 
I+ (u~ + v2)2 

(170) 

Der Verlauf der Randspannung im Falle u 0 = -y2 ist in Abb. 38 er
sichtlich. Die Spannung ist in einiger Entfernung von der Kerbe noch 
gleich p. Zur Kerbe hin nimmt sie zunächst etwas ab, steigt dann 
unmittelbar vor der Kerbe scharf an und erreicht im Kerbgrund 
das 31/ 3fache der Nennspannung p. 

Für die Höchstspannung erhält man aus (170) den Ausdruck 

u~(2u~- I)- I u~ I 
(av)u=uo = O'max = P u• _ 2u9 +I • 2u2 _I = 

v=O o o o (171} 
(2ug +I) (u~ -I)u~ u~(2u~ +I) 

= P (2u~- I) (u~- I)2 = P (2u~- I) (u~- I)· 

Wir ersetzen zweckmäßig den hier auftretenden Parameter u0 , welcher 
mit der Form der Kerbe in engem Zusammenhang steht, durch das 
Verhältnis der Tiefe t der Kerbe zum Krümmungshalbmesser e des 
Kerbgrundes. Beide Größen ergeben sich aus der Gleichung der Rand
linie, welche aus (163) für u = u0 in Parameterdarstellung hervorgeht. 

Die Tiefe t ergibt sich aus der Differenz der x-Werte für den Kerb
grund (v = 0) und für große Entfernung vom Kerbgrund (v = oo): 

I I 
t = (x)u=u, - (x)u=u, = Uo + - - Uo = -. (172) 

v=O v= oo Uo Uo 
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Bei der Ermittlung des Krümmungshalbmessers verwenden wir am 
besten eine Beziehung, welche gestattet, ihn aus dem Verzerrungsfaktor 
abzuleiten. Ist q; der Winkel der Kurventangente gegen eine feste 
Richtung, z. B. die x-Achse, so gilt bekanntlich für die "Krümmung" 
der Kurve 

1 ihp e- = 7fi· (I73) 

Hierin ist e der Krümmungshalbmesser und ds das Linienelement der 
Kurve. Es läßt sich nun zeigen, daß die Krümmung aus den Ver
zerrungsfaktoren gewonnen werden kann. Machen wir von diesem Zu
sammenhang, auf den hier nicht näher eingegangen werden kann1, 

Gebrauch, so ergibt sich schließlich für die Krümmung einer Linie 
u = konst. 

1 1 ah. (I74l e- = h,.h. au · 
Aus (I65) folgt für den Verzerrungsfaktor an der Stelle v = 0 

1 
hu = hv = h =I- -2. (I75) u 

Demnach wird die Krümmung des Kerbgrundes 

2 

1 (1 i}h) ur 2uo e = Ji2 OU v=O = (1 _ _!__)2 = (u~- 1)2 • 
U=Uo UB 

' 0 

(I76) 

Durch Multiplikation mit der Kerbtiefe erhalten wir hieraus die Kerb
krümmung 

t 2 

Damit wird 
2 I 1 

Uo= + rt• 

V 2e . 

15p 

(I77) fllp 

13p 

12p 
(I78) 11p 

1tJp 

Setzen wir dies in (I7l) ein, so erhalten 
wir für die Höchstspannung bzw. die 
Formzahl folgende einfache Formel: 

9p 
Bp 
7p 
6p 
5p 

(I79) 'lp 

Jp 

2p 

p 

J' 
f 

~-
I J / " 

Umax=P, 1+2W).~ _," 
"'--- 7." 
~/ 

,,/_ / 

I / 

/ -
/t r vmox bei Abrunrlung rier -

~, 
iiuiJeren Ecken_f--- -

Die genaue Abhängigkeit der Formzahl 
von der Kerbkrümmung ist in Abb. 39 
zu ersehen (gestrichelte Kurve ! ) . 

~ ' (J 5 t(J 15 2(}2~ JfJ 35 'I(J '1550 

Die praktische Verwendung des so 
gefundenen Ergebnisses auf den Fall der 

1-
Abb. 39. Die Höchstspannung in flachen 

Außenkerben bei Zug. 

1 Siehe L. Föppl u. H. Neuber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik. 
S. 91. München u. Berlin: R. Oldenbourg 1935. 
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flachen Kerbe (Abb. 37) ist allerdings nicht ganz unmittelbar möglich, 
da es sich bei dem hier verwendeten Koordinatensystem um aus
gesprochen abgerundete Kerbformen handelt (vgl. Abb. 38). Die 
äußeren Ecken fehlen vollständig, so daß zu erwarten ist, daß die er
rechnete Formzahl etwas niedriger sein wird als bei der Kerbe mit 
scharfen äußeren Ecken, wie sie in vielen praktischen Fällen vorkommt. 
Es steht uns nun für die Kerbe mit äußeren Ecken noch eine einfache 
Näherungslösung zur Verfügung. 

Das in IV, 4 behandelte Langloch im verhältnismäßig breiten Stab 
gestattet nämlich die Anwendung einer Schnittbetrachtung, welche uns 
eine Näherungslösung für die flache Außenkerbe mit scharfen äußeren 
Ecken liefert. Wtr gehen aus von der Lösung für reine Zugbeanspruchung 
und denken uns den Stab (Abb. 31) längs der x-Achse aufgeschnitten. 
An der Schnittfläche greifen keine Schubspannungen, sondern nur 
Normalspannungen 1111 an, welche schnell abklingen. Da sie senkrecht 
zur Zugrichtung wirken, können wir in erster Annäherung von ihrem 
Einfluß auf die im Kerbgrund auftretende Höchstspannung absehen; 
denn diese wird ja in erster Linie von den Spannungen 11., hervor
gerufen, die in einiger Entfernung von der Kerbe den Stab auf Zug 
beanspruchen. Es liegt daher nahe, die Formzahl des Langloches bei 
Zugbeanspruchung unmittelbar für die flache Außenkerbe mit scharfen 
Ecken zu übernehmen1 • Die entsprechende Kurve ist in Abb. 39 ein
gezeichnet. Wie zu erwarten war, liegt die Formzahl der fl(tchen Außen
kerbe mit scharfen Ecken etwas höher als bei abgerundeten Ecken. 

Der Bezugswert p stellt, wie anfangs erwähnt, die im ungekerbten 
Stabteil herrschende gleichmäßige Zugspannung dar, berechnet sich 
also aus p p 

p = bd oder p = 2bd, (180) 

je nachdem es sich um einen einseitig oder beiderseits gekerbten Stab 
handelt. 

B. Reine Biegung. 
Die bei Biegungsbeanspruchung geltende elementare Spannungs

funktion haben wir schon in (134) kennengeletnt. Um den Anschluß 
an un!!er Koordinatensystem (163) zu finden, müssen wir eine Koordi
natendrehung und -Verschiebung vornehmen. Die Stabachse verläuft 
jetzt in der y-Richtung im Abstand x = u0 + bf2 (einseitig gekerbter 
Stab, Abb. 40), statt wie in IV, 4 mit der x-Achse zusammenzufallen. 
Wir müssen daher y mit u0 + b/2- x und x mit y vertauschen. Da
bei können wir die konstanten und linearen Glieder, welche keine 
Spannungen liefern, weglassen. Als Bezugsspannung dient die elemen
tare Biegungsspannung in der Stabkante, also beim einseitig gekerbten 
Stab (Breite b) 6M 

p = b2d . (181) 

1 Diese Näherungsbetrachtung findet durch eine Arbeit von F. G. Maunsell 
Bestätigung [Stresses in a Notched Plate under Tension. Philos. Mag., VII. s. 
Bd. 21 (1936) S. 765-773]. Die dort mit Hilfe Fourierscher Reihen entwickelte 
strenge Lösung der Halbkreiskerbe liefert für die Formzahl mit großer Genauig
keit den Wert 3. 
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Es ergibt sich auf diese Weise folgende elementare Spannungsfunktion 

F = 3~ [3(u0 + ~)x2 - x3] = ~ x2 + ~ (u0 x2- x;). (182) 

Da es sich hier um die Ermittlung der Formzahl der flachen Kerbe 
handelt, ist die Ausdehnung des Gebietes der Spannungsstörung klein 
gegenüber der Stabbreite b, bzw. die Stab- j 
breite b groß gegenüber den übrigen, in der -~~:::-----t----1!~ 
Rechnung vorkommenden Strecken. Für die r 
flache Kerbe haben wir daher die mit dem ..,J., 
Faktor 1/b behafteten Glieder als klein zu ver- j 
nachlässigen. Der Einfluß der Stab breite, der - __ T____ ------
für die flache Kerbe verschwindet, wird bei der ..,1., 
endgültigen Aufstellung der Formzahlnomo- j 
gramme der beliebig tiefen Kerbe wieder be- '---.....1....---f--------l 

rücksichtigt.) Vernachlässigen wir nun in (182) X 

die Glieder mit dem Faktor 1/b' so ergibt sich Abb. 40. Zur einseitigen fla-
chen Außenkerbe bei Biegung. 

dieselbe elementare Spannungsfunktion wie für 
Zugbeanspruchung [vgl. (164) !]. Der weitere Rechnungsgang würde der 
gleiche sein, wie wir ihn für Zugbeanspruchung bereits durchgeführt haben. 
Es ergibt sich also bei der flachen Kerbe für Biegungsbean
spruchung die gleiche Formzahl wie für Zugbeanspruchung. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man auch für die beiderseitige 
flache Kerbe. Nur muß dann entsprechend der Stabbreite 2b als Be-
zugsspannung 3 M 

p = 2b2 d (183) 

eingeführt werden. 

C. Reiner Schub. 
Die elementare Spannungsfunktion für den Fall der reinen Schub

beanspruchung wurde schon mit Gleichung (145) angegeben. Setzen 
wir darin b/2 statt b entsprechend dem einseitig gekerbten Stab und 
nehmen wir mit Rücksicht auf unser jetzt benutztes Koordinaten
system wieder die Vertauschungen y mit u0 + bf2- x und x mit y 
vor, so geht die Spannungsfunktion über in 

F = ~; {[- x 3 + 3 ( Uo + ~) X2 - 3 ( Uo + ~ r X + ( Uo + ~ Yl y - ) 

- i b2 [uo + ~- x] y} 
(184) 

oder nach Vernachlässigung der linearen Glieder 

F = 3! (x2 - 2u0 x) y + 2b; ( -x3 + 3u0 x2 - 3uöx) y. (185) 

Der Bezugswert p stellt wieder die mittlere Schubspannung des un
gekerbten Stabes dar ( Querkraft V): 

V 
p=b(j· (186) 
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Durch Übergang auf das Koordinatensystem (163) läßt sich das Problem 
wieder mit Hilfe geeigneter Zusatzfunktionen, welche für große u-Werte 
schnell abklingen, exakt lösen. Es ergibt sich dann eine Verteilung der 

!I 

V 

Behubspannungen über den Stab
querschnitt, wie sie in Abb. 41 
skizziertist. Die von den Zusatz
funktionen herrührenden Stör
spannungen nehmen vom Kerb-

Abb. 41. Einseitige flacheAußenkerbe bei Schub. 

V grundnach allen Seiten hin stark 
ab, so daß sich im Innern des 
Stabes bereits wieder die parabel
förmige Schubspannungsvertei
lung, wie sie dem ungekerbten 
Stab entspricht, einstellt. In der 
Nähe des Randes bewirken die 
Störspannungen das Auftreten 
eines relativen Schubhöchstwer-
tes l"~ax, der jedoch - bei nicht 

allzu starker Krümmung des Randes - wesentlich kleiner ist als 
die in Stabmitte herrschende Schubspannung 

l"max = 1,5p. (187) 

Dies geht aus dem Aufbau der Spannungsfunktion hervor. Wie die 
elementare Spannungsfunktion in (185) aus zwei Ausdrücken besteht, 
von denen der eine den Faktor 1/b, der andere den Faktor 1jb2 besitzt, 
so enthält auch die vollständige Lösung zwei derartige Anteile. Für 
die flache Kerbe ist b groß gegenüber den Abmessungen der Kerbe, 
so daß der mit 1jb2 behaftete Anteil als klein zu vernachlässigen ist. 
Die Spannungsfunktion der flachen Kerbe hat mithin den Faktor 1/b 
und liefert mithin auch für den in der Nähe des Kerbgrundes auftreten
den Schubhöchstwert einen mit 1jb als Faktor behafteten Ausdruck, 
der im übrigen nur noch von der Kerbtiefe t und dem Krümmungs
halbmesser e abhängen kann. Folglich wird 

T;ax=~t(;). (188) 

Für die flache Kerbe von nicht zu starker Krümmung ist dieser Aus
druck infolge des Faktors 1/b aber stets kleiner als 1,5p. Auch die 
längs des Randes auftretende Höchstspannung ergibt sich in einer der
artigen Form mit tjb als Faktor. 

Dieselbe Überlegung läßt sich für den beiderseits gekerbten Stab 
durchführen. Als Schubhöchstwert bei nicht zu starker Randkrüm
mung ergibt sich wieder 1,5p, wobei für p jetzt entsprechend der Stab
breite 2b 

zu setzen ist. 

V 
p = 2bd (189) 
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6 • .Aufstellung der Formzahlnomogramme für .Außenkerbe, 
Bohrung und Langloch von beliebigen .Abmessungen. 
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Bei Aufstellung der allgemeinen Formzahlen für Außenkerbe und 
Langloch gehen wir von den Betrachtungen aus, die wir in II, 4 an
gestellt hatten. Danach läßt sich die Formzahl aus den Grenzwerten 
der flachen und der tiefen Kerbe, die wir abgeleitet haben, zusammen
setzen. 

A. Die beiderseitige Außenkerbe. 
Bei Zug und Biegung dienen als Grenzwerte der tiefen Kerbe die 

Beziehungen (69) und (79) mit den Nennspannungen (62) bzw. (77). 
Grenzwert der flachen Kerbe ist für Zug und Biegung (131). Bei Auf
stellung der Formzahlen für beliebige Kerbtiefe ist es nun wesentlich, 
daß bei der flachen Kerbe dieselben Nennspannungen zugrunde 
gelegt werden müssen wie bei der tiefen Kerbe. So haben wir z. B. 

bei der flachen Kerbe unter Zug an Stelle der Bezugsspannung 2~d 
= 2:d (1 - tjb) jetzt 2:d zu setzen; denn wir müssen für die ideal 

flache Kerbe in der gesamten Rechnung, also auch bei der Bezugs
spannung, das Verhältnis tfb als klein gegenüber den übrigen Größen 
vernachlässigen. Nur so ergibt sich ein Verlauf der "flachen Form
zahl" oberhalb der wirklichen Formzahllinie (s. Abb. 2) entsprechend 
der Bedingung !Xk < tXfk. Die mit der endlichen Querschnittsbreite 
zusammenhängende Abminderung, wie sie durch den Faktor (1 - tjb) 
bewirkt werden würde, muß bei folgerichtiger Anwendung der in II, 4 
entwickelten Gedankengänge vollständig dem Einfluß der "tiefen Form
zahl" überlassen werden, die ja ausgesprochen zur Erfüllung dieser 
Aufgabe in die Rechnung eingeführt wurde. Die Nennspannung muß 
also auch bei der flachen Kerbe auf den engsten Querschnitt bezogen 
werden. 

Der Fall der Schubbeanspruchung stellt nun gegenüber unserer für 
die beliebig tiefe Kerbe aufgestellten Theorie insofern einen Ausnahme
fall dar, als die Höchstspannung nicht mehr im Kerbgrund auftritt. 
Andererseits ergibt die genaue Rechnung auch für die flache Kerbe, 
wie in IV, 5, C erläutert wurde, gänzlich andere Verhältnisse als bei 
Biegung und Zug. Die genaue Durchrechnung dieses Ausnahmefalles 
gestaltet sich infolgedessen außerordentlich verwickelt und sei hier 
übergangen. In vielen Fällen mag es genügen, mit der oben entwickelten 
Theorie der tiefen Kerbe zu rechnen. 

B. Die einseitige Außenkerbe. 
Für Zug und Biegung sind die Grenzwerte der tiefen Kerbe mit 

(108) und (113) gegeben, mit den Nennspannungen (102) und (111). 
Bei der flachen Kerbe gilt für Zug und Biegung (131), wobei die Nenn
spannungen aus den oben erwähnten Gründen dieselben bleiben müssen. 
Die Schubbeanspruchung stellt auch hier einen Ausnahmefall dar, für 
welchen in erster Annäherung die Theorie der tiefen einseitigen Außen
kerbe maßgebend ist. 
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C. Bohrung und Langloch. 
Den Grenzwert der Formzahl von Bohrung und Langloch für sehr 

kleine Werte afb ("tiefe Kerbe") können wir aus der Theorie der ein
seitigen Außenkerbe herleiten, indem wir uns den Stab aus zwei ein
seitig gekerbten Stäben zusammengefügt denken (Abb. 42), welche -
von der näheren Umgebung des Loches abgesehen - im wesentlichen 
ungekrümmt sind. Wir haben nun in IV, 3, A die Lösung für die ein
seitige tiefe Außenkerbe kennengelernt für den Fall, daß die ungekerbte 

Abb. 42. Langloch als tiefe 
Kerbe. 

Stabkante (sie entspricht hier der äußeren 
Stabkante) keine Krümmung erfährt. Wenn 
von der näheren Umgebung des Loches ab
gesehen wird, entspricht diese Bedingung in 
erster Annäherung dem hier vorliegenden 
Falle. Für die "tiefe Formzahl" des Lang
loches bei Zug wird daher zunächst die 
Beziehung (69) in Betracht kommen. Wir 
müssen aber andererseits auch die nähere 
Umgebung des Loches berücksichtigen; denn 
dort tritt ja gerade die eigentliche Kerbwir
kung in Erscheinung. Rein geometrisch ist 

bei der Verformung der Lochumgebung eine nach innen gerichtete 
Krümmung der äußeren Kanten zu erwarten, welche mit einer zusätz
lichen Biegungsbeanspruchung verbunden ist. Zur Erfassung dieses 
Anteiles setzen wir für die Formzahl 

IXt~ = IX1 + 0 IX3 , (190) 

wobei sich IX1 auf (69) und der Biegungsanteil IX3 auf (ll3) bezieht. 
Die Konstante 0 ergibt sich durch Vergleich mit spannungsoptischen 
Messungen von A. Hennig zu 0,8. Wir werden hierauf in VII zurück
kommen. Für die "flache Formzahl" ist (131) maßgebend. Die Nenn
spannung liefert (102). 

Bei Biegungsbeanspruchung gilt als "tiefe Formzahl" wieder (190), 
da es sich im Grenzfalle der sehr kleinen Werte afb auf der einen Stab
seite nur mehr um Zug, auf der anderen Stabseite nur mehr um Druck 
handelt. Die Nennspannung ist jetzt die elementare Biegungsspannung 
des Kerbgrundes 

(191) 

Sie geht nämlich in dieser Form in der Tat einerseits für kleine Werte ajb in 

M 

(192) 

über, wobei Mf2b die Größe der auf der einen Stabseite übertragenen 
Zugkraft angibt, entspricht also der Nennspannung (102). Andererseits 
geht (191) für kleines tfb in 

3Mt 
Gn = 2b3d ' (193) 
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also in den Bezugswert (136) über, so daß für die flache Formzahl un
mittelbar (142) anwendbar ist. 

Bei Schubbeanspruchung des beliebig breiten Stabes mit Langloch 
haben wir wieder einen Ausnahmefall vor uns, der sich nicht mit den 
einfachen, für Zug und Biegung geltenden Gesetzmäßigkeiten erledigen 
läßt. In den meisten Fällen wird man entweder mit IV, 3, 0 oder mit 
IV, 4, 0 auskommen. 

Die Formzahlnomogramme, die man so für Außenkerbe und Langloch 
erhält, sind in Abb. 104 enthalten. Die richtige Handhabung geht aus 
den angegebenen Pfeilen hervor. Im übrigen sei auf Abschnitt X ver
wiesen, in welchem die Formzahlermittlung näher erläutert ist. 

'i. Der Vorspmng (Kerbwirkung durch Werkstoffanhäufung). 
Bisher haben wir ausschließlich solche Kerbspannungsaufgaben be

handelt, bei welchen schon rein gefühlsmäßig infolge der mit dem An
bringen der Kerbe verbundenen Querschnittsschwächung eine 
Spannungssteigerung zu erwarten war. Im Gegensatz hierzu wollen 
wir uns jetzt einem Fall zuwenden, bei welchem nicht durch Werk
stoffwegnahme, sondern durch Werkstoffanhäufung eine Erhöhung 
der Beanspruchung eintritt. Wir betrachten einen auf Zug beanspruch
ten Flachstab, an welchem sich seitlich ein kleiner Vorsprung befindet. 

Als Randlinie benutzen wir zweckmäßig eine Linie v = konst. un
seres Koordinatensystems (163), die wir mit v0 kennzeichnen wollen. 
Die Linien v = konst. sind für großes u (oder x) noch geradlinig und 
fallen mit den Linien y = konst. zusammen (vgl. Abb. 38 und 43). In 
der Nähe x = 2, y = 0 tritt jedoch eine Auslenkung nach Art eines 
Vorsprunges ein. Der Stab erstreckt sich in der x-Richtung und ist, 
von der näheren Umgebung des kleinen Vorsprunges abgesehen, gleich
mäßig auf Zug beansprucht (Spannung p). Für den Stab ohne Vor
sprung wird dann die Spannungsfunktion 

F = ~ y2 mit tP0 = ~ (y2- x2), tP1 = ~ x. (194) 

Wir gehen hiermit auf die mit (163) festgelegten krummlinigen Koordi
naten über und nehmen, um für v = v0 einen lastfreien Rand zu er
halten, geeignete Zusatzfunktionen herein, welche für großes u oder v 
abklingen und der Differentialgleichung (46) der harmonischen Funk
tionen genügen. Dann ergibt sich der folgende Ansatz: 

tP0 = ~ [v2
- u2

- 2+ (::~~:)2 + A+ Bv + 0 u2~v2 +D (=:~~:?] '] 
(195) 

tPl= 2P [u+ 2+u2+E2""+u 21. 
U V U V J 

Die Spannungsfunktion wird 

Neuber, Kerbspannungslehre. 5 
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Die Randbedingungen sind am einfachsten erfüllt, wenn wir die Kon
stanten so bestimmen, daß bei der Spannungsfunktion der Faktor 
(v - v0) 2 auftritt. Dies ist der Fall, wenn wir 

A+E=vö, B=-2v0 , 0=2v:~f') (197) 

-3v~- 1 -4v~- 1 
D= 2v~+l' E= 2v~+1 

setzen. ·Die Spannungsfunktion nimmt hiermit die endgültige Form1 

F = ~ (v - Vo)2 [1 - (2v~ + 1)\u2 + v2)] (198) 

an. Für die Randspannung ergibt sich 
1 

1 82 F) 1 - (2v~ + 1) (u2 + v~) 
(au)v=vo = h2 "v2 _ = P 2v• _ 2u2 + 1 

V V - Vo 1 + ---'0'-----"----.cc~ 
(u2 + v~)2 

(199) 

Abb. 43 zeigt den Verlauf der Randspannung für v0 = 1/3. Sie ist in 
einiger Entfernung ·vom Vorsprung noch gleich p, nimmt dann zum 

--p -
Abb. 43. Symmetrischer Vorsprung bei Zng. 

Vorsprung hin allmählich zu, um ziemlich genau an der Stelle der 
stärksten Randkrümmung mit l ,64 p ihren Höchstwert zu erreichen. 
Jenseits dieses Höchstwertes fällt sie rasch ab und geht längs des Vor
sprunges in eine verschwindend kleine Druckspannung über. 

Zur Berechnung des Spannungshöchstwertes haben wir Gleichung 
(199) nach u zu differenzieren und den sich ergebenden Ausdruck gleich 
Null zu setzen. Man gelangt dann zu folgender Beziehung 

(1 + 4v5)u4 - 2(1 + 5vö + 4v~)u2 + l + 2vö- llvÖ -l2v3 = 0. (200) 

Diese Gleichung ist in u2 quadratisch und hat die Lösung 

u2 = 1 + vö ± f4vö + 4v6. (201) 

1 Neuber, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 440. 
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Dem Höchstwert der Randspannung entspricht das positive Vorzeichen. 
Durch Einsetzen in (199) erhalten wir für die Höchstspannung 

(202) 

Zu jedem v0-Wert gehört eine ganz bestimmte Randform. Die charakte
ristische Größe der Randform ist hier das Verhältnis der halben Breite a 
des Vorsprunges zum kleinsten Krümmungshalbmesser e des Randes. 

Für die halbe Breite des Vorsprunges müssen wir uns auf einen 
Randpunkt beziehen, der in der Nähe des Spannungshöchstwertes liegt. 
Um zugleich eine eindeutige Definition zu treffen, beziehen wir uns 
auf die Stelle des Randes, an der die Randtangente parallel zur y-Achse 
liegt, wo also 

(203) 

wird. Daraus ergibt sich als zugehöriger u-Wert 

ui = !(1 - 2v5 + f1- st?o). (204) 
Damit wird 

a = (x)u=u, = -4
1, f2[1 + 20vö- Sv~- (1- 8vÖ)3i2]. (205) 

v = Vo to 

Für den Krümmungshalbmesser der Randlinie erhalten wir entsprechend 
( 17 4) zunächst allgemein 

1 ( 1 oh) 2vo(3u2 - V~- 1) e = h2 ov v=v. = [(u2 + v~)2 + 2v~- 2u2 + 1]3/2. (206) 

Die Stelle, an welcher der Krümmungshalbmesser am kleinsten ist, 
ergibt sich wieder durch Nullsetzen des nach 11-p 
u differenzierten Ausdruckes. Der zugehörige Jp 

u-Wert wird u~ = 1 + v~. (207) ap 
p IL' r 

l 

kt f-
.,..-

J Durch Einsetzen in (206) folgt für die stärkste 
0 10 20 JO '10 SO 60 7tJ 80 Randkrümmung .11i--. 

~ 
1 1 (208) Abb. 44. Die Höchstspannung 
!! 2v0• ,/1 + v•0 • im symmetrischen Vorsprung 

f bei Zug. 

Durch Multiplikation mit (205) wird schließlich die Kerbkrümmung 

~ = _· 1_1/l+ 20v~ -Sv~- (1- Svg)3' 2 ( 209) 
e 4vg r 2(1 + v~) • 

Wir können somit jedem v0-Wert einen ganz bestimmten Wert von afe 
zuordnen. Abb. 44 erläutert die sich S6> ergebende Abhängigkeit der 
Höchstspannung von der Kerbkrümmung. 

Es ist damit der Nachweis erbracht, daß auch durch Werkstoff
anhäufung eine wesentliche Spannungserhöhung hervorgerufen wird; 
diese tritt nicht im Gebiete der Werkstoffanhäufung selbst, sondern 
unmittelbar daneben auf. Die Höchstspannung ist wie bei den eigent
lichen Kerbproblemen von der Krümmung des Randes abhängig und 
kann unter Umständen sehr hohe Werte annehmen. 

5* 
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Es gibt nun noch eine große Anzahl ebener Probleme, deren Lösung 
sich in ähnlicher Weise durchführen läßt, sei es nun in geschlossener 
Form - wie in den hier behandelten Fällen -, sei es mit Hilfe un
endlicher Reihen. Im Rahmen des vorliegenden Buches wollen wir 
jedoch - der Mannigfaltigkeit des Stoffes zufolge - auf weitere ebene 
Probleme nicht mehr eingehen, sondern uns nun dem Hauptgebiet der 
Kerbwirkung, der räumlichen Kerbwirkung zuwenden. 

V. Theorie der räumlichen Kerbwirkung. 
1. Die Ausgangsgleichungen. 

In der räumlichen Kerbspannungslehre kommt das in III, 7 ent
wickelte Verfahren in seiner vollen Allgemeinheit zur Anwendung. Aus 
dem unendlich vielseitigen Aufgabengebiet der räumlichen Kerbwirkung 

können wir natürlich hier nur einen 
kleinen Ausschnitt behandeln, und 
zwar sollen die Umdrehungs
kerben, die in mannigfacher Ge
stalt an Maschinenteilen vorkoro-

ll men, den Gegenstand unserer 
Untersuchung bilden. Die Um
drehungskerben gestatten, wie wir 
sehen werden, zwischen dem ebenen 
und dem räumlichen Spannungs
zustand Vergleiche zu ziehen und 
so für den Zusammenhang beider 
Aufgabengruppen zu allgemeinen 
Gesetzmäßigkeiten zu gelangen. 

Wieder behandeln wir zunächst 
tiefe und flache Kerben getrennt 
und bestimmen erst dann nach dem 

Abb. 45. Tiefe Umdrehungsaußenkerbe und in II,4 angegebenen Verfahren die 
flache Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Formzahlen für beliebige Tiefe. 

Bohrung. 
Es ist nun bemerkenswert, daß 

sowohl flache Umdrehungsaußenkerben als auch sämtliche Umdrehungs
außen- und -iunenkerben mit großer axialer Bohrung noch als zwei
dimensionale Spannungsprobleme behandelt werden können (wir wer
den hierfür in V, 5 den Nachweis erbringen). Dagegen haben wir für 
die beiden Grenzfälle, tiefe Umdrehungsaußenkerbe und flache 
Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung (Abb. 45), aus
gesprochen räumliche Spannungsverteilungen zu erwarten. Die genaue 
Berechnung der Spannungen für diese beiden Grenzfälle bei den ver
schiedenen Beanspruchungsarten ist daher die Hauptaufgabe dieses 
Abschnittes. 

Da infolge des Abklingungsgesetzes die Krümmung des Kerbgrundes 
den wesentlichsten Einfluß auf die Formzahl hat, kann die weitere 
Form der Kerboberfläche so gewählt werden, daß sich ein möglichst 
einfacher Rechnungsgang ergibt. Wir wollen hier die tiefe Umdrehungs-
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außenkerbe als Hyperboloid und die flache Umdrehungsinnenkerbe als 
Ellipsoid idealisieren. Wir können auf diese Weise Ellipsoidkoordinaten 
verwenden und wollen setzen 

x = @)in u cos v , y = Q:of u sin v cos w , z = Q:of u sin v sin w . ( 1) 

Die Flächen u = konst. sind dann Ellipsoide, die Flächen v = konst. 
Hyperboloide und die Flächen w = konst. Ebenen, welche durch die 
x-Achse hindurchgehen. Wir bilden zunächst an Hand der Gleichun
gen (20) von III, 3 die drei Verzerrungsfaktoren hu, hv, hw und er
halten aus (1) 

hu = hv = h = ye>in2 u + cos2 v, hw = Q:ofusinv. (2) 

Für die neuen Verschiebungskomponenten sind die Gleichungen (80) 
von III, 7 maßgebend. Wenn wir von (1) und (2) Gebrauch machen, 
gehen sie über in 

2GU = ~ {-~~ + 2 ex- [(/)1 Q:of u cosv+e>inusin v((/)2cosw+(/)3 sin w)J} '] 

2GV = ~ {-~: +2 cx, [ -(/)1@linu sinv+Q:of ucosv($2 cosw+$3 sinw)]}, (3) 

2GW=-,~ . 1-.-~F +2:x(-(/)2 sinw+(/)3 cosw). J 
"-O)USillV uW 

Für die Normalspannungen gelten die Beziehungen (91) von III, 7. 
Hier wird: 

l 82F l [ . oF . oF] ( cx) Gu=-h2 ou2+h4 6muQ:ofuau+sillvcosv 0v + 1- 2 L1F+ 

+ ~~ [Q:ofucosv ~'; + @linusinv (cosw ~~2 + sinw ~~3)], 

av =- ; 2 :~- ; 4 [e>inuQ:ofu~~ + sinvcosv~~] + (1- i) L1F + 

+ ~~ [ -@linusinv 00~1 + Q:ofu cosv (cosw 00~2 + sinw 00~3)], 
(4) 

a = _!_[(-l ___ l_) fJ2F -% u8F -cotvoF + 
w h2 ~of2u sin2 v ow2 g ou ov 

+ 2ex-(sinv- ~.ofu) (sinw 8tJ>2- cosw BtJ>a)] + (1- ~) L1F. 
~ofu smv 8w 8w 2 

Für L1F folgt aus (99): 

2 [ (af/J Bf/1 . af/1) L1F=h2 Q:ofucosv ou1 +cosw av2+sillW OVa+ 

+ c::.. • ( o f/11 + rJ f/12 + . o fPa) + otn U Sill V '- (fV COS W iJU Sill W iJU (5) 

+ (sin v ~of u) ( . 8 f/12 8 f/13)] ----.- sillw- -cosw- . 
~ofu smv ow 8w 

Die Schubspannungen sind entsprechend III, (92) zu bilden. 
gibt sich: 

Hier er-



70 Theorie der räumlichen Kerbwirkung. 

1 iJ2 (J) 1 [ . iJF . iJF] 
'l"uv =- ilft iJuiJv + k4 @lmul.tofua; -smvcosv aii + 

+ ~ [~.tofucosv(8a~1 + cosw~~2 + sinw~~3) + 

+ !:':!.· • ( a (/)1 + e(/). + . e(/)a)] 
~musmv -a;; cosw av" smwa;-, ' 

1 e ( 1 iJF) IX [ iJ(/)1 
'l"vw =- h0:ofu ev sinv ew + h - ;tgu iJw + (6) 

( ß(/) . ß(/) ) • ß(/) ß(/) ] 
+ cotv cosw a: + smw ow8 - smw ßv2 + cosw ßv3 ' 

1 iJ ( 1 iJF) IX [ ()(/)1 
'l"uw = - hsinv ßu 0:ofu aw + h cotv ßw + 

( ß(/) . ß(/) ) . ß(/) ()(/) ] 
+ ;tgu\cosw ßw2 + smw ßw3 - smw ßu2 + cosw Bus • 

Um bei der Innenkerbe auch den Sonderfall der Kugelform erledigen 
zu können, benötigen wir schließlich noch die analogen Gleichungen 
in sphärischen Polarkoordinaten. Indem wir das Koordinatensystem mit 

X= UCOSV, y = u sinv cosw, z = u sinv sinw (7) 

( u = konst. Kugelflächen, v = konst. Kegelflächen, w = konst. Ebenen 
durch die x-Achse) festlegen, erhalten wir in derselben Weise: 

hu=l, hv=U, hw=usinv, (8) 

2GU =- ;: + 21X[IP1 cosv + sinv(IP2 cosw + 11>3 sinw)], 

2GV=-_!__ ~F +21X[-IP1 sinv+cosv(IP2 cosw+IP3 sinw)], (9) 
u uV 

2GW= --~- ~F + 21X(-IP2 sinw + 11>3 cosw), 
USlllV uW 

iJ2F ( , 
a =--+ I-~)L1F+ u ßu2 2 

+ 2lX [cosv ~~~ + sinv(cosw eß~2 + sinw ~~a)]. 

a =------+ 1-- L1F+ 1 eF 1 o2F ( IX.) 
" u eu u2 ev2 2 

21X [ • e(/)1 ( e(/)2 • ß(J)a)] + u -smvav + cosv coswav + smwav- , 

a = _ _!__ iJF __ 1_ e2F _ cotv eF (I_~) L1F 
w u iJu u2 sin2v iJw2 u2 iJv + 2 + (10) 

+ 21X ( • i)(/)2 e(/)a) -.- -smw-- + cosw--
usmv ßw ßw ' 

L1F = 2 cosv (iJ(/)1 + cosw· iJ(/)2 + sinw ß(/)3 ) + 
iJu u iJv u, ev 

2 . ( 1 a (/)1 + a (/)2 • a (/)3) + smv -- ....,.--- cosw- + smw- -u av iJu eu 

2 ( . ß(/)2 i)(/)3) --.- s1nw--- cosw--
usmv ew ßw ' 
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8 ( 1 8F) ( 1 8f/J1 8f/J2 l iuv =- 8 u U ßV +IX COSV U ßv + COSW(JU + 
+ . 8@3) + . ( 8f/J1 + cosw 8@2 + sinw 8@3') 

Sill W 7fU IX Sill V - 7fU -U- 7fV --u ßV ' 

(11) 

1 8 ( 1 8 F) IX [ 8 f/J1 
ivw= -u2 8v sinv8w +-;;: -au;+ 

( 8f/J . 8f/J) . 8f/J 8f/J j + cotv cosw 8 w2 + SillW 8 w3 - SillW 8v2 + cosw--a;!, 

1 8(18F) [cotv8f/J1 
iuw =- sinv 8u ,u 8w +IX ----;u CfW + 

+ cosw 8@2 + sinw 8@3 • 8f/J2 + 8f/Ja1 
-U- CfW --u CfW- SlllWßu COSWßu . 

Bei der Außenkerbe sei die Oberfläche durch das Hyperboloid v0 

gebildet. Dann müssen sämtliche Komponenten der Spannung, die an 
der Fläche v = v0 angreift, verschwinden, und wir haben folgende 
Randbedingungen zu erfüllen: 

av=O, iuv=O, ivw=O für V=Vo· (12) 
Bei der Innenkerbe soll das Ellipsoid u0 die Oberfläche bilden, so 

daß in diesem Falle die Randbedingungen 
C1u = 0, iuv = 0, iuw = 0 für U = Uo (13) 

zu befriedigen sind. 
Außerdem kommen noch die für das jeweilige Problem charakte

ristischen Integrale hinzu, welche sich aus dem Gleichgewicht zwischen 
den am Körper angreifenden äußeren 
Kräften und den an einer beliebig zu 
wählenden Schnittfläche wirkenden 
inneren Spannungen ergeben. Die Re
sultierende der äußeren Kräfte habe 
in der x-, y- bzw. z-Richtung die .x 
Komponenten P.,, Py bzw. P. und 
um die x-, y- bzw. z-Achse die Dreh
momente M.,, My bzw. M •. 

Bei den Außenkerben wird der Abb. 46. Zur Ermittlung des Kraftflusses 
in der Umdrehungsaußenkerbe. 

Schnitt zweckmäßig längs einer 
Fläche u = konst. (Flächeninhalt F) gelegt. Die an einem Flächen
teilchen mit den Kanten hvdv und hwdw angreifende resultierende 
Spannung Tu~< entspricht einer Kraft vom Betrage iu~<hvhwdvdw (siehe 
Abb. 46 !). Um die Resultierende P., zu erhalten, müssen wir die x-Kom
ponenten dieser Kräfte integrieren. Statt die resultierende Spannung 
zu verwenden, können wir auch ihre u-, v- und w-Komponenten be
nutzen, d. h. für f1, nacheinander u, v, w einsetzen. Dann ergibt sich 

P.,=jJ _1: iu~<cos(x,fl,)hvhwdvdw usw. (14) 
F p.-u,v,w 

Durch zyklische Vertauschung in x, y, zergebensich hieraus auch die 
Ausdrücke für Py und P •. 
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Das um die x-Achse drehende Moment M<l) ergibt sich durch Inte
gration der Momente der y- und z-Komponenten der resultierenden 
Spannung in bezug auf die x-Achse (Abstände z und y). Verwenden 
wir wieder statt der resultierenden Spannung ihre u-, v- und w-Kom
ponenten, so erhalten wir 

M<l) = JJ 1; "tu,u[ycos(z,,u)- zcos(y,,u)]kvkwdvdw usw. (15) 
F ,u=u,v,w 

Die zyklische Vertauschung in x, y, z liefert die Ausdrücke für M 11 

und M •. 
Bei den Innenkerben legen wir den Schnitt am besten längs einer 

Fläche x = konst. Zu integrieren sind dann die am Flächenelement 
dy dz angreüenden Spannungen "tzz ( = a<l)), .,;<1)11 , .,;<!)•. Aus den Gleich
gewichtsbedingungen ergeben sich die Integrale 

P~ = Jj-rz~dydz, 
F 

M?'. = Jf ('!f."tz~- ~Tz!!) dydz usw. (16) 
F 

Durch zyklische Vertauschung 
hieraus sämtliche in Betracht 

der unterstrichenen Zeichen können 
kommenden Beziehungen abgeleitet 

werden. 
Wir wollen nun festlegen, daß jeweils nur eines dieser sechs Inte

grale von Null verschieden sein soll. Auf diese Weise wird das Span
nungsproblem in sechs Partikularlösungen aufgespalten, welche uns die 
von den sechs Raumkomponenten des äußeren Kräftesystems hervor
gerufenen Spannungszustände liefern. Da es sich hier um drehsym
metrische Körper handeln soll (die x-Achse ist Umdrehungsachse, 
Abb. 45), werden die Kräfte P11 und P. den gleichen Spannungszustand 
hervorrufen, dasselbe gilt für die Momente M 11 und M •. Die Zahl der 
aufzustellenden Lösungen reduziert sich daher auf vier (Zug, Biegung, 
Schub und Drillung). Bevor wir uns jedoch der eigentlichen Spannungs
aufgabe zuwenden, wollen wir noch kurz auf die harmonischen Funk
tionen eingehen, welche wir ja bei der Spannungsberechnung zur Ver
fügung haben müssen. 

2. Lösung der Potentialgleichung in Ellipsoidkoordinaten. 
Wir gehen zurück auf Gleichung (98) von III, 7. Setzen wir die 

Verzerrungsfaktoren aus (2) ein, so lautet die Potentialgleichung in 
Ellipsoidkoordinaten 

LI (I) - _!_ [-1 j_ (~of u a «P) + _1 j_ (sin v a «P)· + I - k2 @:ofu iJu au sinv av iJv 

( 1 1 )iJ2«;l)] (17) 
+ sin2 v - @:of2 u iJw2 = 0 · 

Zu ihrer Integration fassen wir (I) zunächst als Produkt der drei Funk
tionen /1 (u), / 2 (v) und /3 (w) auf, von denen jede nur von einer der 
drei Veränderlichen abhängt: 

(18) 
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(19) 

Das erste Glied hängt nur von u, das zweite nur von v ab. Damit die 
Gleichung erfüllt ist, muß sich das dritte Glied additiv aus zwei Be
standteilen zusammensetzen, von denen der eine nur von u allein, der 

andere nur von v allein abhängt. Das ist nur möglich, wenn ;
3 

:2~: 
konstant ist; wir bezeichnen diese Konstante mit -n2• Die ganze 
Gleichung zerfällt so in zwei Bestandteile, von denen der eine nur 
von u, der andere nur von v abhängt. Da ihre Summe gleich Null 
werden soll, muß jeder von ihnen gleich bzw. entgegengesetzt gleich 
einer weiteren Konstanten sein, welche wir mit v(v + 1) bezeichnen 
wollen. Wir gelangen so zu folgenden drei Differentialgleichungen: 

1 a ( a f1 ) [ n2 J Q:ofu au ~ofu au + Q:oj2u- v(v + 1> /1 = 0, 

1 a ( . a f2) [ n2 
( >] f -.--0 smv-0 + --.-2-+vv+1 2 =0, 

BillV V V Bill V 
(20) 

iJ2fa + 2f 0 iJw2 n a = . 
Die Differentialgleichung für /3 hat die bekannte trigonometrische Lö
sung c11 sin(nw) + dn cos(nw). Die Differentialgleichungen für /1 und /2 

lassen sich durch die Substitution ~ofu = 1 bzw. sinv = 1 auf die 
gemeinsame Form 

(12- 1) a~i!> + (21- ! ) a~~) + [~: - v(v + 1)] /(1) = o (21) 

bringen; denn es wird 
a a -- a a a ,1-- a 

au = 6inu0;" = fÄ2 - 1 a;" bzw. ov = cosv a;" = r1- Ä2 a;". (22) 

Die Integration wird am zweckmäßigsten mit Hilfe einer Potenzreihe 
vorgenommen. Wir setzen hier allgemein für die gesuchte partikuläre 
Lösung v-ten Grades 

Nn, ,.(Ä) = Ä" + a21"-2 + a4 Ä."-4 + a6 l"-6 + · · · (23) 

Durch Eingehen in die Differentialgleichung (21) ergeben sich die 
Koeffizienten a2 , a4 , a6 usw. Zunächst erhalten wir 

(12-1) [v(v-1)l"-2+a2 (v-2) (v-3) Ä"-4+a4 (v-4)(v-5)l"-6+ ·. ·] 

+(21- ~ )[vl"-1+a2 (v-2)Ä."-3 +a~(v-4)Ä"-5+· · ·] 

+ [~: -v(v+1)] [l"+a2 Ä"-2 +a4 l"-4 + · · ·]+O. 

(24) 
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Indem nun der Faktor jeder Potenz von A für sich verschwinden muß, 
ergeben sich für die Konstanten die folgenden Bedingungsgleichungen: 

{v(v-1)+2v-'!'(v+1)}Av=0, ) 

{ -v(v-1) -v+n2 +a2 [(v-2)(v-3)+2(v-2)-v(v+1)J}A.v-Z=O, 
. (25) 

{a2[- (v- 2)(v- 3)- (v- 2) + n2 ] + a4 [(v- 4)(v- 5) + 

+ 2(v- 4)- v(v + 1)J}Av-4 = 0, usw. 

Die erste Gleichung ist von selbst erfüllt; die zweite liefert die Kon
stante a2 , die dritte a4 usw. Setzen wir die sich für die Konstanten 
ergebenden Ausdrücke in (23) ein, so erhalten wir unser partikuläres 
Integral n-ten und v-ten Grades zunächst in der Grundform 1X): 

v2 - n2 (v2 -n2 )[(v-2)2-n2] 

Nn,v(A)=Av-2(2v-1));•--Z+ 2·4(2v-1)(2v-3) A_v- 4 -+··· (26) 

Ist v + lnl = 0, 2, 4, 6 ... (positiv gerade), so liefert die Grund
form 1X) stets eine endliche Reihe. 

Für positives ungerades v + lnl würde die Grundform 1X) unend
liche Reihen liefern. Mit Hilfe des Binoms 

11 11 v---No t(l) = J. --- - ---+- - · · · = .42 - l (27) 
• 2 ). 8 .43 · 

läßt sich jedoch wieder die endliche Form herstellen, indem wir die 
Grundform 1X) durch diese Reihe dividieren. Wir gelangen so zur 
Grundform ß) 

N (A} = 1/).2 - 1 [;.v-1 - (v- 1)2- n2 J.v-a + I 
n,v 2(2v-1) 

(28) 
[(v -1)2 - n2][(v- 3)2 - n2] _ ] 

+ 2 · 4(2v- 1)(2v- 3) ).v 5 - + · · · ' 
welche in der Tat für v + lnl = 1, 3, 5, 7 ... endlich ist. 

Bei negativem v + ln muß die Funktion 

No, _1 (.4) = ~ + ! ;.~ + :o ).~ + .. · = arcctgfA2 - 1 =I 

= -iln1 +V~ -J.2 +; 
(29) 

zu Hilfe genommen werden. Die Identität mit arcctgfl2 -1 läßt sich 
leicht durch. Differenzieren nachweisen. Es wird nämlich 

d 1 1 3 
dl. (No, -t(.A.)) =- ;.2 - 2 ;.4_- W- ·· · · (30) 

Andererseits wird 

d( --) 1 ). 1 
d ' arcctgf-42 -1 = - 1 +J.2 1 · ,;--= =- , . 

" - rJ.2- 1 ;. yJ.2- 1 
(31) 

Die Übereinstimmung der rechten Seiten folgt unmittelbar aus dem 
binomischen Lehrsatz. Diese Funktion ermöglicht nun bei negativem 
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Y + In I die endliche Schreibweise unserer allgemeinen Funktion N n, "(Ä ). 
und zwar muß 

Nn,v(Ä) = C{ Nn, _" _ t{Ä) arcctgfÄ2- 1 + M(Ä)} (32) 

gesetzt werden. Hierin ist C eine Konstante und M (Ä.) eine Potenz
reihe, die für gerades negatives v +in\ ohne weiteres, für negatives 
ungerades Y + lnl mit Hilfe von (27) stets endlich wird. Wir gelangen 
so zu zwei weiteren Grundformen: 

Für Y + Jnl = -2, -4, -6 ... (negativ gerade) gilt Grund
form y) 

N (A) = __ 1_{y").2- 1 [;.-v-2 + (v + 2)2- n2 ,1_-v-4 + 
n," a_ 2" 2(2v + 3) 

+ [(v+2)2-n2][(v+4)2-n2] ;.-v- 6 + .. ·] arcctgf}.2- 1 + (33) 
2 · 4(2v + 3)(2v + 5) 

+ a2,1_-v-2 + a4,1_-v-4 + ... + a-2v-2,1_v+2}. 

Hierin ist 

a2 = -1, 

1 (v + 2)2 - n2 

a4 = 3- 2(2v + 3) ' 

-~+~~+zy-~_~+zy-~~+~-~ 
a6 - 15 3 2(2v + 3) 2 • 4(2v + 3) (2v + 5) 

(34) 

usw. 

Für Y + lnl = -1, -3, -5 ... (negativ ungerade) gilt schließlich 
Grundform 15) 

Nn "(Ä) =- _1_{[,1_-v-1 + (v + 1)2- n2 }.-v-3 + 
' a-2v+l 2(2v+3) 

+ [(v+1)2-n2][(v+3)2-n2] ,1_-v+5+. ··] arcctgfl2-1 + (35) 
2 ·4(2v+3) (2v +5) 

+ [aa}.-v-3+asl-v-5+ ... +a-2v-1Ä"+l]y'}.2-1}. 

Hierin ist 

a3 = -1, 

2 (v + 1)2 - n2 

a5 = -3- 2(21• + 3) ' 

8 2 (v+ 1)2 -n2 

a7 = -15- 3 2{2v + 3) 

usw. 

Beispiele sind 

[(v + 1)2 - n2) [(v + 3)2 - n2] 

2 • 4(2v + 3) (2v + 5) 

N0,_ 2 (Ä) = -3{y'F-1arcctgfÄ2 l-1}, I 
No, -s(Ä) = -4f-{[Ä2 - tJ arcctgfÄ2 -=--1- fÄ2 - 1}. 

(36) 

(37) 

Bei der Zusammenstellung der allgemeinen Lösung der Potential
gleichung ist noch zu beachten, daß die Vertauschung von v mit -Y -1, 
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die an der Konstanten v(v + 1) nichts ändert, zu einerneuen Kombina
tion führt. Ferner ist zu beachten, daß die so gefundene Lösung noch 
unvollständig ist, und zwar insbesondere für n = 0, v = 0. Wir kom
men hier jedoch aus, wenn wir noch das partikuläre Integral In (y2 + z2) 

hinzunehmen. Es ergibt sich so 

cp =..§.:SN n, v(~of u)[an, v N n, v (sinv) + bn, v Nn, -v _I(sin v)] X l 
0 -oo } (38) 

X [cn sin (n w) + dn cos (n w)] + a0, 0 (ln Q:of u + ln sin v). I 
Die sehr häufig vorkommende Funktion No, _ 1 (~ofu) = arcctg(ibinu) 
wollen wir zur Abkürzung stets mit T bezeichnen. 

Tiefe Umdrehungsaußenkerbe Flache Umdrehungsinnenkerbe 

<Po <Po <P, 

JTll 
<P, I <P, I <P. 

1Tn ITn I ln I II 
I <P, I li 

I <P, -I-Irr Ifll 
I~ __ o j_o_j_ 0 0 

ug 

o 1~21 1-11 I I 
2 1 

1-2 I I 
V -1 -3 

z 

B 

n 1 1 0 I 1 1 0 
- -r iegung -I:_' 1-21 I 31 2 

1-3 
2 I 

I V -1 -2 1-3 -3 -4 

ln 1 1 0 I I I ., 0 

Schub 
0 I-I -I 

I 
(4) (3) (3) ~--

-21 0· -I 2 -2 V -21 I -31 (-4) (-4)1 
I I ,(-5) 
: 

' I I 1 I n 

-1-i rillung -

I 1-2 r-2 I I 21-3 21-3 V 

D 

I bedeutet bn, ,, = 0, II bedeutet an, " = 0. 

Zur Behandlung des Spezialfalles der kugelförmigen Innenkerbe 
müssen schließlich auch noch die harmonischen Funktionen in sphäri
schen Polarkoordinaten angegeben werden. Mit Bezug auf (7) und (8) 
erhalten wir auf Grund derselben Gedankengänge wie oben für die 
Potentialgleichung 

LJcp = _!_ [.i. (u2 {)(])) + _I_ .i_ (sinv {)(])) + _I_ {)2 (])] = 0 
u2 fJu fJu sinvfJv fJv sin2 vfJw2 

(39) 

und für ihre allgemeine Lösung 

cp = i3 .1: uv [an,v Nn, v(sinv) +bn,v Nn, -v -1 (sinv)] [cn sin(n w) +j 
0 -oo 

+ dncos(nw)] + a0, 0 (lnu + lnsinv). 

(40) 
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Die nebenstehende Tafel gibt für die hier in Betracht kommenden 
n- und v-Werte einen Überblick. Wir werden jetzt - bei Behandlung 
der einzelnen Spannungsaufgaben - auf das Zustandekommen dieser 
Werte näher eingehen. 

3. Die tiefe Umdrehungsaußenkerbe. 

A. Reiner Zug. 
Beim Aufsuchen geeigneter Funktionen ist zunächst notwendig, sich 

über charakteristische Eigenschaften des gesuchten Spannungszustandes 
Klarheit zu verschaffen. Wir gehen dabei zweckmäßig von den Inte
gralen (14) und (15) aus. Bei reinem Zug verschwinden alle· Integrale 
mit Ausnahme desjenigen für P.,. Wir wollen jetzt der Einfachheit 
halber P statt P., schreiben; nach Auflösung der Summe und mit Ver
wendung der Beziehung (18) von III, 3 für den Richtungskosinus er
halten wir 

P =ff[CJ,. ~ + T,.. ~!!_ + 'Z'uw ~] h h dvdw (41) 
h,. iJu h. iJv hw iJw v w ' 

F 

oder mit Rücksicht auf die Beziehungen (1) und (2) unseres Koordi
natensystems 

'Vo 2n 

P = J J [au @:oj u cosv- l'uv @5inu sin v] @:oj u sinv dv dw. (42) 
0 0 

Die Koordinate u, welche die Schnittfläche u = konst. kennzeichnet, 
längs der die Spannungen zu integrieren sind, kann beliebig gewählt 
werden; der Wert des Integrals muß stets derselbe und von u unab
hängig sein. Beispielsweise können wir auch u sehr groß (= oo) an
nehmen. Dann wird @5in u = @:oj u = i eu = h und das Integral geht 
über in 

Vo 2n 

P = J j!e2u(aucosv- l'uvsinv)sinvdvdw. 
0 0 

(43) 

Die Koordinate u tritt also nur noch in Form des Faktors e2 u auf. 
Das Integral kann mithin nur dann von u unabhängig sein, wenn die 
Spannungen für großes u mit 1Je2 u proportional sind. Dies ist aber nur 
dann der Fall, wenn die zur Aufstellung der Spannungen .verwendeten 
Funktionen die folgenden höchsten v-Werte haben: v = 0 bei <P0 und 
v = -1 bei <P1 • Außerdem sind noch kleinere v-Werte möglich; wir 
kommen hier jedoch bereits mit v = -2 bei <P0 aus. 

Aus der Umdrehungssymmetrie, welche bei reiner Zugbeanspruchung 
für den ganzen Spannungs- und Formänderungszustand gilt, folgt die 
Unabhängigkeit von der Koordinate w. Daraus ergibt sich, daß die 
Funktionen <P2 und <P3 nicht in Betracht kommen. Bei <P0 und <P1 

muß ferner n = 0 gesetzt werden. 
Bei den von v abhängigen Bestandteilen muß entweder an,,. oder bn," 

gleich Null gesetzt werden. Ausschlaggebend ist hierbei, daß im Innern, 
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insbesondere für v = 0, keine Unendlichkeitastellen auftreten dürfen. 
Läßt sich die Unendlichkeitastelle weder im einen noch im anderen 
Falle vermeiden, so führt stets eine geeignete Überlagerung beider Fälle 
zum Ziele. 

Hier ergibt sich für n = 0, v = 0 bei Beachtung von (26) [Grund
form <X)] und (29) 

[ao,o + bo,o( -i In 1 ~::sv + i)] d0 + a0, 0 (ln ~of u +In sinv). (44) 

Bei geeigneter Wah] der Konstanten ( b0, 0 = - ! a0, 0 ; d0 = i ~) können 
wir hierap.s die Funktion n 

ao,o[ln~ofu + ln(1 + cosv)] (45) 

ableiten, welche für v = 0 keine Unendlichkeitastelle mehr besitzt. 
Für v = -2 und für v = -1 wird die Unendlichkeitastelle ver

mieden, indem jeweils an,v gleich Null gesetzt wird. So ergibt sich 
folgender Ansatz, welcher die strenge Lösung unserer Aufgabe ermög
licht: 

cfJ0 = A [ln~ofu + ln(l + cosv)] + B('~inu T- l) c.osv,} 

cfJ1 = OT, cfJ2 = 0, cfJ3 = 0, T = arc ctg(@lmu). 
(46) 

Die Spannungsfunktion wird entsprechend (58) von III, 6 

F = A [ln~of u+ In (l + cosv)] + B (@linuT -1) cosv + 0 @linu T cosv. ( 47) 

Zur Ableitung der Spannungen bilden wir hieraus zunächst den 
Ausdruck für LJ F, der bei den Normalspannungen eine Rolle spielt. 
Mit Bezug auf (5) wird: 

AF __ 20cosv 
LJ - h2 (48) 

Ferner müssen die mit l/h4 behafteten Ausdrücke, die in (4) und (6) 
auftreten, besonders behandelt werden. Dabei läßt sich wiederholt 
durch @lin2u + cos2 v = ~of2u - sin2 v = h2 kürzen. Man erhält: 

1 (r-::.· rr f fJF . fJF) 1J. ~tnU\\1<0 U fJu + SlllV COSVßv = 
1 . cosv 

= hZ[A + (B + O)(@lmuT -1) cosv] + JT [ -A +B+ 0 cos2v], 

1 (r-::.· rr f iJF . fJF) h4 ~tnU\\1<0 ua;- smvcosv fJu = (49) 

sinv [ :tgu J =V -A 1 +cosv + B(-~ofuT + l:gu)- O~ofuT + 

sinv 
+V l:gu[ -A + B + Ocos2v]. 

Die Beziehungen (4) und (6) bieten im übrigen keiner1ei Schwierig
keiten. Es ergeben sich folgende Normalspannungen: 
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f1u = ; 2 {A :tg2 u + B ~:;2: + 0 [ -2- 1X + ~0~2 u] cosv} + 

cosv { 
+ ~ -A + B + Ocos2v}, 

1 { cosv } cosv{ } a.= h2 -A 1 +cosv+(1X-l)Ocosv +----,;,4 A-B-Ocos2v, (50) 

- _!_{ ( 2 cosv ) cosv 
f1w- h2 A -;tg u + l+cosv -B ~of2u + 

+ o[1X -1- ~o~2u]cosv}. 
Die Behubspannungen sind: 

%gusinv { A 
Tuv = h2 -1 + cosv + (1X- 1) 0 + 

+ ; 2 [-A+B+Ocos2 v]}, Tvw=O, 

(51) 

Bis auf die Wahl der Konstanten ist damit der Spannungszustand 
bereits festgelegt. Die Konstanten berechnen sich aus den Randbedin
gungen (12). Da bei a. und Tuv der Faktor eines jeden Gliedes, das u 
enthält, für v = v0 verschwinden muß, ergeben sich zunächst 4 Glei
chungen. Infolge paarweiser Übereinstimmung reduziert sich jedoch 
ihre Zahl auf zwei, aus welchen folgen: 

A = (IX - I) (I + cosv0) 0, B = A -- 0 cos2 v0 • (52) 

Wir kommen nun zur Ermittlung des Kraftflusses, der durch unsere 
Umdrehungskerbe hindurchgeht. Hierfür ist das Integral (42) maß
gebend. Machen wir Gebrauch von den Beziehungen (52), durch welche 
die Bedingung der lastfreien Oberfläche befriedigt wird, so läßt sich 
jetzt in der Tat nachweisen, daß der Wert des Integrals bei beliebig 
gewähltem u konstant und von u unabhängig ist. Wir wollen hier je
doch diese allgemeine Rechnung umgehen und zur Vereinfachung u = 0 
setzen, d. h. über den engsten Querschnitt integrieren. Dort wird 
h = cosv, und (42) geht über in · 

n/2 2n 

P = J fiau)u=osinvcosvdvdw = 
0 0 

n/2 2n 

f f[ B-txO B-Al = + --3 -Jsinvcosvdvdw = 
COSV COS V 

0 0 

= 2n [(B - 1X 0) (I - cosv0) + (B - A) (-1- - 1)] 
COSV0 , 

oder wegen (52) 

(53) 

p = 2n 0(1 - COSV0) [ -1 +(IX - 2) COSV0 - cos2 v0]. (54) 

Infolge der Dimensionslosigkeit unseres Koordinatensystems müssen 
wir statt P einen Bezugswert einführen, der die Dimension einer Span-
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nung besitzt; wir wollen dazu die Nennspannung, also hier die mittlere 
Spannung des engsten Querschnittes (Halbmesser a) 

p 
n a2 = P (55) 

verwenden. 
Aus (l) folgt für den Halbmesser a des engsten Querschnittes 

a = (yy2 + z2)u=O = sinv0 , (56) 
v=Vo 

so daß p = pnsin2v0 = pn(l- COSV0) (1 + COSV0) 

wird und mithin aus (54) 
(57) 

Q = _1!_ 1 + COSV0 

2 1 + (2- a) cosv0 + cos2 v0 
(58) 

folgt. Damit ist der gesamte Spannungszustand eindeutig festgelegt. 
Abb. 47 zeigt den Spannungsverlauf längs der Kerboberfläche und 

im engsten Querschnitt; es handelt sich um den Fall cosv0 = 0,2. Im 
Kerbgrund erreicht die in 
der Zugrichtung wirkende 

Abb. 47. Tiefe 
Umdrehungsaußen

kerbe bei Zug. 

x a1 ~ 

5p l--------j'5,1p 

I 

V 

p 
p=.JCa<l 

Spannungau den 5,1-fachen 
Wert der Nennspannung. 
Zugleich erreicht dort die 
Ringspannung mit 1,7 p 
ihren Höchstwert. Vom 
Kerbgrund erfolgt sowohl 
längs der Ker bo herfläche als 
auch nach dem Inneren 
rasches Abklingen; nach 
außen nehmen die Span
nungen angenähert um
gekehrt proportional der 
zweiten Potenz der Entfer
nung vom Kerbgrund ab, 
also noch schneller als beim 
ebenen Spannungszustand 

(das entsprechende ebene Problem zeigte nur ein Abklingen, welches 
angenähert umgekehrt proportional der ersten Potenz der Entfernung 
vom Kerbgrund erfolgt, siehe IV, 2, A). 

Bei Aufstellung der allgemeinen Formeln für die im Kerbgrund auf
tretenden Höchstspannungen tritt v0 als Parameter auf. Führen wir 
als für die Kerbform charakteristische Größe das Verhältnis zwischen 
Krümmungshalbmesser e und Halbmesser a des Kerbgrundes ein, so 
ergeben sich für den Zusammenhang mit v0 dieselben Beziehungen, die 
wir schon in Gleichung (68) von IV, 2 kennenlernten. Wir erhalten 
als Formel für die Höchstspannung 

_!_ (a ) = = ~ = _!_ [~ 1/~ + 1 + (o 5 + _!_) 1 I~ + 1 +I p u ~=~o p N (} (} ' m V (} 

+ ( 1 + ~)(V~+ 1 + 1)] 
(59) 
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und für den Höchstwert der Ringspannung 

_!_ (a ) = = ~ = _!__ ~ I__!__ 1/ _(l,_ + 1 + 0,5] . 
P wu_o p Nelmre 

V-Vo 

(60) 

Hierin ist 

N = ~ + _!_1/_ll-_ + 1 + 2. (61) 
7p 

8p 

5p 

'lp 

~P.· 
e m e 

Die genaue Abhängigkeit beider Höchst
werte von der Kerbkrümmung ist in 
Abb. 48 ersichtlich. 

B. Reine Biegung. 
Zur Behandlung des Falles reiner 

Jp 

2p 

..&; 

~ ~ 

ll / 
~ [/ 

/n=42 ~ ~ 

~ ~ 
~ 

0,5 

1 ---m:J2 r 
.....-:: ~ -I-:: qg 

0 5 

Biegungsbeanspruchung greifen wir zu- P 
rück auf die für den Kraftfluß charak
teristischen Integrale (14) und (15.) Wir 
lassen das Biegungsmoment um die 

10 15 .?0 .?5 .JQ J5 'I() 

~-
Z-Achse drehen und fordern dement- Abb.48. DieHöchstspannungenintiefen Umdrehungsaußenkerben bei Zug. 
sprechend, daß von den sechs Integralen 
alle mit Ausnahme desjenigen für Mz verschwinden. Wenn wir jetzt 
M statt -M. schreiben, hat es mit Verwendung der bereits mehrmals 
benutztim Beziehungen für die Richtungskosinus die Form 

M =] ]1~: (y ::-X~-~)+ Th: (y ~:-X~~)+ l. 
0 0 (62) 

+ rh: (y ;~ - X:~)] hv hwdv dw i 

oder wegen (1) und (2) 

Vo 2n 1 M = J jEausinvcosvcosw- 'iuv®inu~ofucosw + 
0 0 

+ 'iu wh ®inu cosv sinw] ~of u sin v dv dw. 

(63) 

In großer Entfernung vom engsten Querschnitt wird ®in u = ~of u = i eu 
= h = yx2 + y2 + z2 • Das Integral enthält dann e3 u als Faktor. Da 
es von u unabhängig sein soll, müssen die Spannungen für großes u 
umgekehrt proportional mit e3 u sein. Daraus ergeben sich die höchst
möglichen v-Werte für die von u abhängigen Bestandteile, und zwar 
v = -1 bei @0 und v = -2 bei @1 und @2 • Außerdem sind auch 
Funktionen mit noch kleinerem v brauchbar. Ferner läßt das Ver
schwinden der übrigen Integrale vermuten, daß bei au und tuv der 
Faktor cosw auftreten wird, d. h. daß Cn = 0 wird und bei (j)o und (j)l 
nur n = 1, bei @2 nur n = 0 in Betracht kommt. 

Damit im Innern, insbesondere für v = 0, keine Unendlichkeits
stellen auftreten, muß ferner an, v gleich Null gesetzt werden. Eine Aus
nahme hiervon bildet die Funktion v = -1 , n = 1 ; sie wird zunächst in 
der Form 

rr 1f [a1 _ 1 • _;__ + b1 _ 1 .-icotv] d1 cosw ""o u ' srnv ' 
Neuber, Kerbspannungslehre. 6 
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erhalten, deren beide Bestandteile für v = 0 unendlich werden. Setzen 
wir jedoch a1, _ 1 = -i b1, _ 1 , so ergibt sich, vom konstanten Faktor 
abgesehen, 

cosw l- cost-• cosu• sinv 
[ofu sinv = [ofu l + cosv' (64) 

also eine brauchbare Funktion. Die Lösung der Aufgabe läßt sich 
bereits streng durchführen, wenn wir außer den erwähnten Funktionen 
noch jene mit Y = -3, n = 1 bei W0 hinzunehmen. Wir erhalten so
mit folgenden Ansatz I: 

if> _ A sinv cosw + 
o- [o[u(l + cosv) 

+ B [~ofu(lbinuT- 1) + 3 [~fu] sinv cosv cosw, (65) 

W1 = C([of uT- %gu) sinv cosw, 

W2 = D(ibinuT- 1) cosv, W3 = 0. 

Die Spannungsfunktion wird 

."o u cosv cosv (66) F = sinv cosv cosw ["' f A(l + ) + I 
+ (B + C + D) [ofu(ibinuT- 1) + (~ + c)Gl::fu] · 

Unter Umgehung der Zwischenrechnung, bei welcher wiederholt durch h2 

gekürzt werden kann, erhalten wir schließlich für die Spannungen fol
gende Ausdrücke: 

au = sinv co;2v cosw { -2~ofu(6inuT -1)[B + (1-lX} (C + D)] + 

+-1-[- 2A -~B-6C+(~+1X)D]--t-Gl:of u cosv(l + cosv) 3 

+ l [ 2A + 2 B + 20] 
[oj3 u cosv(l + cosv) 3 + 

+ h2 ~ofu (A +: B + 20cos2 v + Dsin2 v)}, 

sin v cosv cosw { . 
av = h2 2 [ofu(lbmuT- 1)[B + (1 - tX}(C + D)] + 

(67) 
l[ A 2 ] l ( 2 + Gl:of u ( l + cos v)2 + 3 B + (1 - lX) D - h2 G!:of u A + 3 B + 

+ 2Ccos2 v + Dsin2 v)}, 

a = sinvcos_:>5osw {-1- [ A(2 + cosv) 
w h2 [oj u cosv(l + cos1')2 + 

+ (-2 + 21X)C + (1- tX)D] + 
+ - 1-(- 2A - ~B- 20)} [oj3 u cosv(l + cosv) 3 ' 

-----
1 Neuber, H.: lng.-Arch. Bd. 6 (1935) S. 138. 
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6inu cosw {[ . 
iuv= -~ (!SmuT- 1)(1- 2cos2v)-

_ t co~ [B (I _ <X) (O D)] + sm v _ ~ + 2] ·2[ A B 
6inu + + ~of2 u (I + cosvj2 3 

+ (-1 + <X)O] + h~ (A + ~ B + 20cos2 v + Dsin2v)}, 

ivw= sinv~inw { -(!SinuT- l)[B + (1- <X)(O + D)] + (68) 

+ Q:o~2 u[(l +~osv)2 -: +(-I+ <X)O]}, 

cosv sinw{ _ 
iuw= ~h~- (Q;ofuT- %gu)[B + (1- <X) (0 + D)] + 

+ 6inu (- 2A _ ~B _ 20)} 
Q:of3 u cosv(l + cosv) 3 · 

Für die Konstanten A, B, 0, D ergeben sich aus den Randbedin
gungen (12) zunächst acht Gleichungen, da ja bei den drei Spannungen 
av, iuv, ivw der Faktor eines jeden Gliedes, das in irgendeiner Form 
von u abhängt, für v = v0 verschwinden muß. Diese Gleichungen sind 
jedoch teilweise identisch und lassen sich auf drei zurückführen, aus 
welchen folgen : 

A=- N 2<X(l-<X)(I+cosv0) 2, 0= N [ -3<X+2(1-<X) cosv0 + 
1 1 D D l 

B= -(1-<X) (O+D); +(4-<X) cos2v0], (69) 

hierinist N 1 = 2cosv0 [2(1 --<X)+ (4- <X)cosv0]. 

Die Konstante 0 ergibt sich aus dem Integral (63), wobei wir 
zweckmäßig u = 0 setzen. Es wird 

3M 
(70) 

Die Nennspannung ist bei diesem Spannungszustand die elementare 
Biegungsspannung des Kerbgrundes 

4M 
P = naa =an. (71) 

Unter Verwendung von (56) und mit Einführung der Krümmung des 
Kerbgrundes afe = tg2v0 ergibt sich schließlich für die größte Bie
gungsspannung, die im Kerbgrund auftritt, folgender Ausdruck 

a1 = (au)~:?,,=; ~(V~+ 1 + 1) [ 3~- (1- ~)V~ +I+ 4+ ~], (72) 
w=O 

wobei 

(73) 
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( 
M 

Linien gleicher 8iegvngssponnung 
( fr · Ou. lfonsl.) 

1 
m; O.J 

SchniHu- 0 Schnillw~o 

Abb. 49. Tiefe Umdrehungsaußenkerbe bei Biegung. 

5p 

3p 

-·T·----· 02 

2p 

zo JO 

Abb. 50. Die Höchstspannungen in tiefen Umdrehungsaußenkerben bei Biegung. 
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bedeutet. Der ebenfalls im Kerbgrund auftretende Höchstwert der 
Ringspannung wird 

p 3 a [3 yru:- I] 
C12 = ( CTw)u=O = N -4 - - - + 1 + 1 + - . 

v=vo €! m €! m 
(74) 

w=O 

Abb. 49 zeigt für afe = 8 und 1/m = 0,3 die Spannungsverteilung. 
Links unten sehen wir den Verlauf der Spannungen längs der Kerb
oberfläche, wo sich das charakteristische Abklingen zeigt. Der obere 
Teil des Bildes zeigt den Spannungsverlauf im engsten Querschnitt. 
Die gestrichelte Linie würde dem Geradliniengesetz entsprechen. Die 
Biegungsspannung läuft in scharfer Spitze aus und erreicht im Kerb
grund den 2,4fachen Wert der elementaren Theorie. Die rechts 
gezeichneten Linien gleicher Biegungsspannung lassen erkennen, wie 
sich die Zone der hohen Beanspruchung gürtelförmig längs des Kerb
grundes erstreckt. 

In Abb. 50 sind die beiden Spannungshöchstwerte abhängig vom 
Krümmungsmaß und für drei verschiedene Werte der Poissonschen 
Konstanten aufgetragen. 

C. Reiner Schub. 
Wird die Umdrehungsaußenkerbe im engsten Querschnitt auf Schub 

beansprqcht, so müssen von den Integralen (14) alle, bis auf jenes, 
welches \lie Schubkraft angibt, zu Null werden. Wir wollen die Schub
kraft parallel zur y-Achse legen und mit V bezeichnen (statt -P11). 

Unter Umgehung der Zwischenrechnung ergibt sich dann 

V = l j(au 6in u sin V cosw + 'tuv <tof u cosv cosw -~ 
0 0 (75) 

- 'tuw h sinw) <tof u sinv dv dw. 

Für sehr große Werte von u tritt bei diesem Integral der Faktor e2 " 

auf. Die Spannungen müssen mithin für großes u umgekehrt propor
tional mit e2 " werden. Daraus ergeben sich als höchste v-Werte: 'V= 0 
bei t/J0 und 'V= -1 bei t/J1 und t/J2 • Im übrigen gilt wie beim vorigen 
Problem Cn = 0, sowie n = 1 bei t/J0 und t/J1 , ferner n = 0 bei tP2 • 

Wieder muß zur Vermeidung von Unendlichkeitsstellen an,,. gleich Null 
gesetzt werden. Eine Ausnahme bildet hier der Fall 'V = 0, n = 1 , bei 
welchem wir zunächst die Funktion 

%gu [a1, 0 i cotv + b1, 0 s~v] d1 cosw 

erhalten, deren beide Bestandteile mit v = 0 unendlich werden. Setzen 
wir aber a1, 0 i = -b1, 0 , so ergibt sich bis auf den konstanten Faktor 
die brauchbare Funktion 

I- cosv sinv 
%gu . cosw = %gu 1 + cosw. 

BlllV COSV 
(76) 
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Nehmen wir außer den bereits erwähnten Funktionen noch jene mit 
v = -2, n = 1 bei f/>0 hinzu, so gelingt bereits die strenge Lösung der 
Aufgabe. Wir wählen mithin folgenden Ansatz: 

f/>0 = A %gu 8
1in+vcosw + B(~ofuT- %gu) sinvcosw, l 

cosv 

Sill V COSW 

rpl = 0 Cf f (1 + ) ' rp2 = DT' rf>a = 0. '0 u cosv 

Hieraus leiten wir die Spannungsfunktion 

(77) 

. [ A %gu O%gucosv ] 
F=srnvcosw 1 + +B(~ofuT-%gu)+-1 + -+D~ofuT (78) cosv cosv 

ab. Unter Umgehung der Zwischenrechnung ergeben sich folgende 
Spannungen: 

CJ = sinvcosw% u [o(-2 _ cx + 2<X ) + D(-2 _ cx) + 
u h2 g 1 + cosv 

+ 1 ( 2A 2B+20cosv)+ 
Cfo[2 u 1 + cosv- 1 + cosv, 

+ 1 (A- 2B + Ocos2v- Dsin2v)], 

sinv cosw [ A 
Gv= h2 %gu -(l+cosv}2 + 

+ o(-1 + cx- 2<X + --1--) + D(-1 + cx)-1 + cosv (1 + cosv)2 

(79) 

-1 (A- 2B + 0 cos2v- Dsin2v)], 

sin v cos w % [ A + O ( 1 + 1 ) + 
Gw = h2 gu (1 + cosv)2 - <X - (1 + cosv}2 

+D( 1 +) 1 ( 2A 2B 20cosv)] 
- cx - lfof2u 1 + cosv - + 1 + cosv ' 

cosw{ A [ 1+<X ] 
l'uv = -----y:- 1+cosv +0 (1-cx)cosv-2cx- 1+cosv +D(1-cx)cosv+ 

+ lfo~2 u [ -A ~ ~ ~::~ + o( cx cosv- 1 - cx + 1 + ~osv)] --

cosv . } - ---,;;:- (A - 2B + 0 cos2v - D sm2v) , 

@)in u sin v sin w 
l'vw = h lfof2u(1 + cosv)2 [A + 0( -1 + cx + <X cosv)] ' 

(80) 

sinw [ A 0(1+<X)cosv+D( 1 + )+ 
l'uw=hefofu -1+cosv- 1+cosv - <X 

+ _1_ ( 2A _ 2 B + 20 cosv )] 
lfof2u 1 + cosv 1 + cosv · 



Die tiefe Umdrehungsaußenkerbe. 87 

Bei Anwendung der Randbedingungen (12) entstehen zunächst sechs 
Gleichungen für die vier in der Lösung enthaltenen Konstanten. Sie 
lassen sich jedoch auf drei zurückführen, aus welchen folgen: 

IX IX (81) 
A=0[1-1X-1X cosv0], B = 02 [1 ~ + 1--1X +IX~= 21X cosv0] ,, 

D = O [ - 1 - (1 -IX)(;+ cosvJ' 

Die Konstante 0 liefert das Integral (75), wobei wieder zweckmäßig 
v. = 0 gesetzt wird. Führen wir hier mit 

V 
P = :na2 = 'tn (82) 

die mittlere Schubspannung des engsten Querschnittes als 
Bezugswert ein, so ergibt sich mit Rücksicht auf (56) 

O _ p(1- IX) (1 + COSV0)2 

- 1X(1 - COSV0) [2 + (2- IX) COSV0]' 
(83) 

Bemerkenswert ist, daß die größte Schubspannung nicht 
im Schnitt w = 0, sondern im Schnitt w = n/2 auftritt. Wir 
bezeichnen sie mit 't1 und erhalten mit Hilfe von IV, (68) 

~ ;+(~+~)(V:+1+1) 
't1 = ('tuw)u=O = P / · (84) 

V=~ t~+1+__!_ 
w=2 e m 

Im Schnitt w = 0 tritt nur ein relativer Höchstwert 't2 der Schub
spannung 'tuv auf, welche dort der Gleichung 

IXG [1 + (1- IX) cosv0 cos2v0 / ('tuv)~:g = (1- IX) (1 + cosv0 ) cosv - cos3 v -
(85) 

_ (1 -IX) COSV0 (1 + COSV0)] 

cosv(1 + cosv) 

genügt. Zur Ermittlung der genauen Stelle dieses Höchstwertes wollen 
wir diesen Ausdruck zunächst dadurch etwas vereinfachen, daß wir für 
die Werkstoffkonstante 1X den Wert 1 einsetzen (entsprechend m = 2). 
Dann wird 

1 + cosv0 cos2v- cos2 v0 

( 'tuv)u = 0 = p (1 - cosv ) (2 + cosv ) cos3 v (86) w=O o o 

Wir erkennen bei diesem Ausdruck dieselbe Abhängigkeit von der Ko
ordinate v, die wir bereits bei dem entsprechenden ebenen Problem 
festgestellt hatten [vgl. IV, (94)!]; der Schubhöchstwert 't2 liegt 
daher an dersei benStelle wie beimebenen Spannungszustand: 

cosv = ±"V3 COSVg' V~-2 
y=a _(! __ • 

a 
(! 

(87) 
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Untersucht man den Ausdruck (85) auch für andere Werte der Kon
stanten tX, so zeigt sich, daß der Ort von -r2 mit genügender Genauig
keit an derselben Stelle liegt. Zur Berechnung der Größe von -r2 gehen 
wir daher mit cosv = -y3 cosv0 in (85) ein und erhalten schließlich 

't'z = ('t'uv)u=O 
cosv = v3 cos Vo 

W=O 

=p(~+1)(~~2V~+2)[1 - a(1-~)<rä-1) ]· 
ay3~(V~+1+~) 2(~+ ya(~+1)+1) 

Für xfe < 2 liegt -r2 in der Achse (v = 0) und wird 

f+(i+k)(V~ + 1) 
't's = ('t'ut>)u=O = P ( / ) · 

v:o 2 .!!_ + _!_ l .!!_ + 1 + 1 
w o f! m. f! 

(88) 

(89) 

Im Schnitt w = 0 erreicht ferner die Spannung Gu einen beträcht
lichen Höchstwert, und zwar an der Oberfläche in unmittelbarer Nähe 
des Kerbgrundes. Für diese Spannung erhalten wir zunächst den Aus-

druck cx0sinv0 :tgu [ sin2 v0] 

(Gu~;:g• = (cx- 1)(1 + cosvo) ~ 4 - tX - (2 - x) ~oru . (90) 

Die nähere Untersuchung zeigt auch hier, daß sich mit hinreichender 
Genauigkeit für den Abstand der e11-Stelle vom engsten Querschnitt 
dieselbe Formel ergibt, wie beim ebenen Spannungszustand [vgl. IV, 
(92) !], nämlich a 

@linu = ± COSV0 , X = . (91) 

v:(:+1) 
Setzen wir dies in (90) ein, so ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung 

C1 = (1 ~ - = (f + 1) ( f + 2 y~ + 2) ( f + 2 + ! ) 
1 ( u)elnu- cosvo P V ( 1. 1 ) ( ) 312 • (92) v=vo a 1 a a . 

w=O 2 e te+1+m --e+2 
An derselben Stelle erreicht auch die Ringspannung ihren Höchst-

wert _!_ v~ ( .!!_ + 2 ~ + 2) (.!!_ + 1) 
C12 = (C1w)einu = cosv0 = p m (!( ~ (! 1 ) ( )3~2 • (93) 

v;:v0• 21/.!!_+1+- .!!_+2 
w r (! m (! 

Abb. 51 zeigt die Spannungsverteilung für afe = 8, lfm = 0,3, und 
zwar zunächst im Axialschnitt parallel zur Schubrichtung. Links unten 
sehen wir die Oberflächenspannungen, die unmittelbar neben dem Kerb
grund ihre Höchstwerte e:r;reichen. Im engsten Querschnitt herrscht 
nur Schubspannung; sie erreicht unmittelbar unter der Oberfläche ihren 
Höchstwert. Die gestrichelte Linie entspricht dem Fall afe = 0. Im 
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Abb. 51. Tiefe Umdrehungsaußenkerbe bei Schub; links Axialschnitt in Schubrichtung mit 
Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Schubspannungslinien. 

Linien gleichef' J'c/Jubspannung 

(/ i 7:~v + ?;~w- konsl} 

SchnHfw-f J'chniH u-0 

Abb. 52. Tiefe Umdrehungsaußenkerbe bei Schub (Fortsetzung von Abb. 51); links Axialschnitt 
senkrecht zur Schubrichtung mit Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Linien gleicher 

Schubspannung. 

89 
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Normalschnitt rechts sind die Schubspannungslinien eingezeichnet, die 
im wesentlichen parallel zur Schubrichtung verlaufen. 

Abb. 52 zeigt für dieselbe Kerbe den Axialschnitt senkrecht zur 
Schubrichtung. Die Schubspannung steigt außerordentlich stark an. 
Im Kerbgrund, wo ihre Richtung parallel zum Rand ist, 
läuft sie in einer sehr starken Spitze aus. An dieser Stelle 
herrscht offenbar die höchste Beanspruchung. Nach dem Innern und 
auch längs der Oberfläche klingt die Schubspannung schnell ab. 

v~~1, !~! 
V 1 llS-·---

p~ .na2 m;= o,J --

10 20 JO lL 
Q 

Abb. 53. Die Höchstspannungen in tiefen Umdrehungsaußenkerben bei Schub. 

Im Normalschnitt rechts sind die Linien gleicher Schubspannung 
aufgetragen. Die Zone der höchsten Beanspruchung erstreckt sich 
gürtelförmig in der Umgebung der Punkte, an denen die Randtangente 
parallel zur Schubrichtung liegt. 

Die Linien gleicher Schubspannung sowie die obenerwähnten Schub
spannungslinien ergeben sich nach Ermittlung der resultierenden Schub
spannung. Wir werden hierauf bei Besprechung der flachen Um
drehungsinnenkerbe noch zurückkommen und dafür unter V, 4, C ein 
einfaches Verfahren angeben. 

Abb. 53 zeigt die Abhängigkeit der Spannungshöchstwerte vom 
Krümmungsmaß. 

D. Reine Drillung. 
Bei Drillungsbeanspruchung werden von den Integralen (14) und (15) 

alle zu Null bis auf jenes, welches das Drillungsmoment angibt. Wir 
bezeichnen das Drillungsmoment mit M statt M"' und erhalten 

M - fvfo 2n[Ou ( iJz iJy) + Tuv ( iJz iJy) I 
- h: YiJu- ziJu, h; YiJv- ziJv 

0 0 

Tuu• ( iJz iJy)] h h d d + T;; y iJw - 'Z iJw v w V w. 

(94) 
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In unseren Koordinaten geht dies über in 
Vo 

M = 2:n;f-r:uwhCf-oj2 usin2 vdv. (95) 
0 

Da für große u-Werte der Faktor e3 " auftritt, haben wir Spannungen 
zu erwarten, die dann umgekehrt proportional esu sind; dementspre
chend sind folgende V-Höchstwerte einzuhalten: v = -1 bei @0 und 
v = -2 bei @1 , @2 und fP3 • 

Die Lösung des Drillungsproblems bei Umdrehungskörpern ist eine 
bekannte Aufgabe der klassischen Elastizitätstheorie, bei welcher sich 
die Spannungen unabhängig von der Poissonschen ergeben1• Aus 
unserem allgemein-räumlichen Gleichungssystem läßt sich dieser Sonder
fall leicht herstellen, indem wir 

@0 = 0, 
und 

fP2 = -f(u, v) sinw, 

setzen. Dann folgt zunächst 

@1 = 0 

fP3 = f(u, v) cosw 

F=O. 
Die Beziehungen (3) liefern 

U=O, V=O, W = ~ f(u, v); 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

d. h. der Umdrehungskörper wird um seine Achse verdreht. Aus (4) 
und (5) folgen ferner 

av = 0, aw = 0. (100) 

Aus (6) ergibt sich schließlich 

?:uv = 0, 

T = IX sinv _!____ (f(u.!..3!)_) 
vw h ov sinv ' (101) 

- Q:of u a (f(u, v)) 
7:uw-lX-h-iJu Q:oj"U. 

Zur Lösung genügt bereits die Funktion v = -2. Da cos w im Ansatz (97) 
auftritt, ist n = 1 zu setzen. Zur Vermeidung der Unendlichkeitsstelle 
wird wieder an," = 0. Wir gelangen so zu folgendem Ansatz: 

f(u, v) = A(l!ofuT- ~gu) sinv. (102) 

Diese Funktion hat uns bereits bei der Biegungsaufgabe beschäftigt. 
Für die Spannungen erhalten wir2 

Tvw = 0, 
sinv 

7:uw = -2x0 hQ:of2u. (103) 

1 Siehe z. B. A. u. L. Föppl: Drang und Zwang, II. Bd., 2. Aufl. S. 108. 
München u. Berlin 1928. 

2 Th. Pöschl gelangte auf anderem Wege erstmalig zu diesem Ergebnis. 
Siehe Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S.137. 
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Das Integral (95) liefert 

M = -4ntxO~v~in3vdv = -tntxO(cos3 v0 - 3cosv0 + 2)] 

= -tntx0(2 + COSV0)(1- COSV0)2 • 

2pt------, 

'SparmtlngsliiJ!en 
2H 

p=J&a.J 

Abb. 54. Tiefe Umdrehungsaußenkerbe bei Drillung. 

Wir führen die Nennspannung 
2M 

in= naa = p 

ein und erhalten mit a = sin v0 für die Konstante 0: 
O _ _ 3psinv0 (1 + cosv0 ) 

- 8~(2 + COSV0) (1- COSV0) • 

(104) 

(105) 

(106) 

Nach Einführung der Kerbkrümmung ergibt sich schließlich für den 

'lp 
Jp 
lp 
p / 

v 
I 

'T;Jx 
I 
I 

-~ ,...-
0 10 10 JO '1/J 50 50 70 8fJ 

im Kerbgrund auftretenden Schubhöchstwert 

3(1+ v; ~r 
• - p (107) 
max- 4 (1 + 2 V; +I) 

Für afe = 8 zeigt Abb. 54 rechts den 
Abb. 55. Die Höchstspannung Spannungsverlauf im engsten Querschnitt 
in tiefen Umdrehungsaußen- (oben) und längs der Kerboberfläche (unten·,) kerben bei Drillung. 

links sind die Spannungslinien eingezeichnet, 

,_ 

welche in der u-Richtung verlaufen, da nur die Spannung iuw allein 
vorhanden ist und mithin die Rolle einer Hauptspannung spielt. 

Die Abhängigkeit der Höchstspannung von der Kerbkrümmung er
läutert Abb. 55. 
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4. Die flache Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung. 
Wir kommen jetzt zur zweiten Gruppe der Spannungsaufgaben, bei 

welchen die Anwendung des räumlichen Lösungsverfahrens in seiner 
vollen Allgemeinheit notwendig wird. Außer den tiefen Umdrehungs
außenkerben stellen - wie schon zu Anfang dieses Abschnittes er
wähnt - auch die flachen Umdrehungsinnenkerben ohne axiale Boh
rung derartige Sonderfälle mit ausgesprochen räumlichem Verhalten dar. 

Für die Oberfläche der flachen Umdrehungsinnenkerbe wählen wir 
zur vereinfachten Durchführung der Rechnung ellipsoidische Gestalt 
(vgl. Abb. 45). Die Kerbtiefe, welche wieder mit t bezeichnet wird, ist 
also definitionsgemäß klein gegenüber dem Halbmesser b des Stabes: 

t 
b ~ 1. (108) 

Bei sinngemäßer Anwendung dieser Ungleichung lassen sich die einzelnen 
Lösungen wesentlich vereinfachen, wenn wir uns an folgenden Rech
nungsgang halten: Für die jeweilige Beanspruchungsart wird zunächst 
der Spannungszustand des Vollstabes bestimmt; an der Staboberfläche 
müssen dabei folgende Randbedingungen erfüllt sein, die wir als Gleich
gewichtsbedingungen des schraffierten Randelementes in Abb. 56 ab
lesen: 

Txydz- Txzdy _ 0 l 
a11 dz- -c11.dy- 0 

Tyz dz- a. dy = 0 

für (109) 

dy z 
oder wegen -d = - -: z y 

y-c"' 11 +z-c,..=O mit f-L=X,y,z. (llO) 

Der zweite Teil der Lösung besteht in der Ermittlung der sog. "Stör
spannungen", welche der durch die Innenkerbe hervorgerufenen Störung 

z 

Abb. 56. Zur Randbedingung des Zylinders. 

der Spannungsverteilung Rechnung tragen und so zu bestimmen sind, 
daß bei Überlagerung mit den Vollstabspannungen die Randbedingun
gen (13) an der Kerboberfläche (u = u0) befriedigt sind. Diese Stör
spannungen stellen die eigentlichen Kerbspannungen dar und unter
liegen dem Abklingungsgesetz. An der Staboberfläche, welche wegen 
(108) von der Störungszone sehr weit entfernt ist, sind sie daher bereits 
abgeklungen und nehmen an den Randbedingungen (110) nicht teil. 
Damit sind aber alle Randbedingungen der flachen Innenkerbe erfüllt. 
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A. Reiner Zug. 
Im Fall der reinen Zugbeanspruchung läßt sich der im ungekerbten 

Vollstab herrschende Spannungszustand mit Hilfe unseres räumlichen 
Verfahrens folge;ndermaßen beschreiben: 

O 2(4- IX) ' (111) 
(/> = (2- a:) P [y2 + z2 - 2x2] I 
(/Jl = 4_p_ X ' (/>2 = 0' (/>3 = 0 · -IX 

Daraus ergibt sich mit 111, (58) die Spannungsfunktion 

F = 2(4 ~ a:) [(2- !X) (y2 + z2 ) + (21X- 2) x2]. (112) 

Für die Spannungen erhalten wir mit 111, (68) und (69): 

(Jz = p, (JIJ = (Jz = Tz 71 = T71z = Tzz = 0. (113} 

Der Bezugswert p stellt mithin die gleichmäßig verteilte Zugspannung 
des Stabes dar. Bezeichnen wir die Zugkraft mit P, so wird 

p 
p = 3fb2 • (114) 

Wir wollen das Problem zunächst noch nicht allgemein, sondern für 
einen verhältnismäßig einfachen Sonderfall lösen, und zwar für den 
Sonderfall der kugelförmigen Kerboberfläche. Dieser Fall ist sehr 
geeignet, den oben angedeuteten Rechnungsgang dem Leser anschau
lich vor Augen zu führen. 

Der Sonderfall t = (]. 
Wir gehen mit unserem Ansatz auf Kugelkoordinaten über, indem 

wir von (7) Gebrauch machen, und erhalten 

.m - (2- IX) p 2(3 • 2 2) 
'Vo - 2(4- IX) U Sill V- ' 

(/Jl = 4_p_ u cosv' 
-(X 

(115) 

An Hand der allgemeinen Potentialfunktion (40) stellen wir fest, das 
es sich um die Funktionen v = 2, n = 0 und v = 1 , n = 0 mit bn,,. = 0 
handelt. Wir müssen nun Zusatzfunktionen hinzunehmen, welche zur 
Erfüllung der Randbedingungen (13) geeignete Spannungen liefern. 
Diese Eigenschaft haben jene Funktionen, welche von v und w in der
selben Weise, von u jedoch in anderer Weise abhängen. Sie ergeben 
sich, wenn wir v mit -v- 1 vertauschen, also v = -3 statt 2 bei (/>0 

und v = -2 statt 1 bei (/>1 , ferner an,,. statt bn,,. gleich Null setzen. 
Außerdem ist zu beachten, daß auch die Funktion v = -1 , n = 0 
bei (/>0 zu geeigneten Spannungen führt. Mit diesen Funktionen gelingt 
bereits die Lösung. Der Ansatz lautet: 

"' - [(2- IX) p 2 + B] (3 . 2 2) + A I 'Vo- 2(4-~u u3 smv- u' 

(/Jl = [4 !:._IX U + ~] COSV, (/>2 = 0, (/>3 = 0. 

(116) 
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Die Spannungsfunktion wird 

F = [(4-=.. 3cx) p u2 + 3B- q_] sin2v + (cx- _llr u2- 2B + :'! + q_. (117) 
2 (4 - cx) u3 u 4- cx u3 u u 

Hieraus bilden wir gemäß (10) den Ausdruck für L1F; im Anschluß 
daran stellen wir die Normalspannungen auf und erhalten 

a = [-p _ 36B + (8 + cx)C] sin2v + 
u u5 ua 

+ +24B_2A+(-6-2cx)C 
p us ua ua ' 

(118) 

_ [15B + (3- 3cx)O] . 2 + _12B + ~- + (-1 + 2cx)O 
aw- u5 ua Sln V u5 ua ua . 

Die Behubspannungen folgen aus (11): 

[ 24B (-4+cx)Ol . I Tuv = -p + ~ + --U3-- SlnVCOSV, 
(119) 

Tvw=O, Tuw=Ü. 

Die Randbedingungen (13) liefern für die drei noch unbekannten Kon
stanten gerade drei Gleichungen, aus welchen sich folgende Werte er. 
geben (der Einfachheit halber ist hierbei u0 = 1 gesetzt!): 

(-2-5cx)p 
A = 2(4 + 5cx) ' (120) 

Für die im Kerbgrund auftretende Höchstspannung erhalten 
wir den Wert 

3(8+5cx) 3 (9 -~) ( .. 1 ) 
al=(av)u=~ 2(4 + 5cx)p= 2(7 -!!..)P =2,04p fur m =0,3. (121) 

v 2 m 

An derselben Stelle erreicht auch die Ringspannung ihren Höchst
wert mit 

( 
5' 

3(8-5cx) 3 - 1+m:) ( .. 1 ) 
a2=(aw)::r2(4+5cx)p= 2(7-~) p =0,14p fur m =0,3. (122) 

Das Ergebnis stimmt überein mit einer bereits im Jahre 1908 von 
A. Leon1 auf einem anderen Wege durchgeführten Rechnung. Es war 
damals Leon gelungen, für diesen noch achssymmetrischen Belastungs
fall die Lösung durch stufenweises Befriedigen der einzelnen Elastizi
tätsgleichungen zu finden. 

1 Leon, A.: Störungen der Spannungsverteilung. Wien 1908. 
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Der allgemeine Fall. 

Im allgemeinen Fall der beliebig gekrümmten Kerboberfläche läßt 
sich nun die Lösung unmittelbar mit Hilfe der analogen Funktionen 
in Ellipsoidkoordinaten aufstellen, d. h. es kommen dieselben n- und 
v-Werte zur Anwendung, nur ist jetzt Gleichung (38) für die einzelnen 
Potentialfunktionen maßgebend. Wir erhalten mithin den Ansatz 

cJ>0 = {~~;~~r(a:oj2u- ~) + B[(3a:oj2u- 2)T- 3~inuJ} x I 
X (3sin2v- 2) +AT, (123) 

cJ>1 = {4 '!_ ~ ~inu + C[®inuT- 1]} cosv, cJ>2 = 0, cJ>3 = 0. 

Hieraus geht folgende Spannungsfunktion hervor: 

F = 2(4 ~ ~) [(4- 3c:x) a:o]2u- 2 + 2c:x] sin2v + 

+ 4 '!_ ~ [(c:x- 1) a:o]2u + 1--; 2~] +AT+ (124) 

+ B[(3 a:o]2u- 2) T- 3 ®inu](3 sin2v- 2) + 

+ O[®in2uT- ®inu] cos2v. 

Wieder bilden wir zuerst das für die Aufstellung der Normalspannungen 
benötigte Glied LI F, sowie die bei aw av und l'uv auftretenden Glieder 
mit 1/h4• Dabei finden wir im Anschluß an (4), (5) und (6) 

LIF = 1{4~~ a:oj2u+20[Q:oj2uT-®inu]}+ s~:v{- t!~ -2CT}, 

1 [~· rr I' fJF + . fJF] h4 ~;:.~tnu~o,u 8u smvcosv fJv = 

= 1{2:_=-: p®in2u + B[ -12®in2uT + 12®inu] + 

. . } sin2 v {4-3~ 2~-2 
+ 0[2~m2uT-®mu] +~ 4 _ ~ pQ:oj2u+ 4 _~P+ 

+ B[(18Q:oj2u -12)T -18®inu]+20[ -®in2uT+®inuJ}+ (125) 

@>inu{ . 
+ ---v- - A- 4B- O®m2u}, 

1 [ . fJF . fJF] sinvcosv{4-3~ . 
h4 ®muQ:ofuav -smvcosv fJu =~- T-~ p®mua:o]u+ 

+ B [18 a:ofu(®tnu T- 1) + Q::fu] + 

+ 0 [ -2a:oj u(®inuT -1)- Q:!fu]} + s~vQ::~:v {A+4B+C ®in2u}. 

Mit Verwendung dieser Beziehungen erhalten wir für die Normalspan
nungen: 
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au = ~2 {pQ:of2 u -A ::~: + B [ 12Q:of2uT-126inu-4 :!~:] + l 
[ . @5inu]} + 0 <X Q:of2uT + (1 - <X) 6mu + Q:oj2 u + 

sin2 v { [ . @5inu] + 11,2 -pQ:of2u+B (-18Q:of2u+6)T+186mu+6Q:oj2 u + 

[ . @5inu]} + 0 (2 - 2<X) (Q:of2uT- 6mu) + (- 2 + cx) T- Q:oj2u + 

@5inu { . } + ----v- -A- 4B- 06m2u , 

av = h~ {B[ -6Q:of2uT + 66inu] + 

+ 0[(2 - cx) Q:of2uT + ( -3 + cx) 6inu]} + 

+ s~:v {p 6in2u + B[(18 Q:of2u- 12) T- 18 6inu] + 

+ 0[( -2 + 2cx) Q:of2uT- cxT + (2- 2cx) 6inu]} + 

+ @)!~u {A + 4B + 06in2 u}, 

_ 1 { @5inu [ 2 . @5inu] aw- 11,2 A @:oj2u + B -6 Q:of uT + 6 6mu + 4 Q:oj2 u + 

+ 0 [<2- <X) (Q:of2uT- 6inu)- :0~:] + 

+ sin2 v {B [6T _ 6 @5intt] + 0 [< _ 2 +<X) T + @5inu]}. 
h2 Q:oj2 u Q:oj2 u 
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(126) 

Die Behubspannungen werden mit Hilfe der Beziehungen (6) berechnet: 

iuv = sinvh~osv { -p 6inuQ:ofu + B[ -18 6inuQ:ofuT + 

+ 18 Q:ofu- Q;~u] + 0 [<2- 2cx) 6inuQ:ofu T + 

+ ( -2 + 2cx) Q:ofu + 1iof:]} + 

+ 8~~vQ::~:v {A + 4B + 06in2u}, 

ivw = 0' iuw = 0. 

(127) 

Wir haben nun die in der Lösung enthaltenen Konstanten so zu be
stimmen, daß die Randbedingungen (13) befriedigt sind. Zur Ab
kürzung sei 

Q:of4 u0 6inu0 (T)u=u.- Q:of2u0 6in2u0 = g (128) 

gesetzt. Ferner wollen wir die Kerbtiefe einführen: 

(Y)u=uo = Q:ofuo = t. (129) 
"" V=2 

w=O 

Bei Verwendung dieser Bezeichnungen ergeben sich zunächst bei ( au)u = "• 

durch Nullsetzen der Faktoren der drei für sich von v abhängigen 
Neuber, Kerbspannungslehre. 7 
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Bestandteile die folgenden Bedingungsgleichungen: 

Pt2 + ___;!-{A [-1 + _!_] + B[12JL- 4 + _!] + 6tn u0 t2 t2 t2 

+ 0 [cx iz + t2 - : 2 ]} = 0, 

1 { [ (J (J 12] -pt2+-.-- B -18-+6-+12-- + 6tn u0 t2 t4 t2 

(130) 

[ (J (J 3 - (X]} + 0 (2- 2cx) t2 + ( -2 + cx) t4- 3 + cx + -t2- = 0, 

-A- 4B + 0[ -t2 + 1] = 0. 

Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt für die Konstanten folgende 
Werte· 6' t4 
1 · • A = P ~:0 [ -6gt2 + (4cx- 2)g + 4t4 - 4cxt2], 

B = P 6~;ot4 [(2- cx)g + 2t4 + ( -3 + cx)t2), 

0 = p @)~uot4 [6g- 12t2]; 
1 

hierin ist N1 = 6[( -4 + cx)g2 - 6gt4 + 8gt2 + 4t6 - 4t4]. 

(131} 

Setzt man diese Werte in (127) ein, so erkennt man, daß 
auch die Schubspannung der Randbedingung genügt. Es sind 
damit alle Bedingungen erfüllt, und wir können dazu übergehen, die 
Spannungshöchstwerte zu berechnen. 

Die absolut höchste Spannung tritt, wie zu erwarten war, im 
Kerbgrund in Zugrichtung auf. Führen wir mit 

!_=@:ot2 u0 , @:oju0 =Vt; , 6inu0 = ,t 1 I (132) 
~ -e-1 V-e-1 

die Ketbkrümmung an Stelle des Parameters u0 ein, so berechnet sich 
die Höchstspannung zu 

"=2 (133) 
C11 = (a")u=u; = I 

= ;{2(;r -(1,5- ~)f+ 1- ~ + [ -(1,5+~H-+ ~J; c}. 
wobei 

bzw. 

und 

t 
-<1 e ' 

(134) 

(135) 
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bedeutet. Die senkrecht zur Zugrichtung wirkende Ringspannung 
erreicht gleichfalls )I;U Kerbgrund ihr Maximum mit 

·· ~ :·::{=: . . [ ( 2) t 2 ]' } 1 (136) 
= Ne m e + 1,5 - m + - 0,5 + m e- 1 + m c . 

!I 

~~-----b•--------~ 

n- p 
r-J&b2 

Abb. 57. Umdrehungsinnenkerbe bei Zng. 

Der Sonderfall tfe = 1 läßt sich auch 10 

hieraus durch Grenzübergang mittels 9 
Reihenentwicklung ableiten, wobei sich 
fibereinstimmung mit (121) und (122) 8 

'P 

'P 

'P 

ergibt. 7. 'P 
Abb. 57 erläutert den Spannungsver- o. 

lauf für tfe = 26, und zwar im engsten 
5 Querschnitt (rechts) und längs des Ran-

'P 

'P 
~ 

'P des (links). Die Spannungen klingen '1. 

vom Kerbgrund nach allen Seiten hin 3 

sehr stark ab, im wesentlichen um-

JV' 

,)I 2. 
gekehrt proportional der dritten Potenz 

PIJ:. 
V 
~ 

~ 

_,.. 

I-

..&!! 
1 
;n=~ 'tP ~ 
~ ~ 
~ '(),2 

;k=45. v v 
V 
~-~ I-

..... 
~ 

~ 

-
der Entfernung vom Kerbgrund. In 
einem Achsabstande gleich der doppelten 
Kerbtiefe herrscht bereits angenähert 
derselbe Spannungszustand wie im un-

k b d d ß R d Abb. 58. Die Höchstspannungen in fla· 
ge er ten Stab, so aß er äu ere an chen Umdrehungsinnenkerben bei Zng. 

beispielsweise schon hier angenommen 
werden kann, wie in der Abbildung gezeichnet. Die beiden Spannungs
spitzen sind in Abb. 58 über der Kerbkrümmung aufgetragen. 

7* 
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B. Reine Biegung. 
Die Lösung für reine Biegung enthält zunächst die elementare Bie

gung des Vollzylinders, die sich mit Hilfe des räumlichen Verfahrens 
in folgender Form ableiten läßt: 

(/> - ( -1 + ~X)(2- ~X)p ( 2 + 2 - 4 2) 
0 - 2tX(4- <X)t y y z X ' 

n. _ (2- <X)P ( 2 + 2 2 2) 
'P2 - 2<X(4- a)t Y z - x ' 

Entsprechend III, (58) ergibt sich hieraus 

(-4 + 4<X)p I 
(/>1 = 2<X(4- <X)t xy, 

(/>3 = 0. 
(137) 

F = (4 !. tX)t [(1- ;) (y3 + yz2 ) + ( -3 + 21X)x2 y]. (138) 

Die Spannungen folgen aus III, (68) und (69): 

y 
a"= PT• a11 = Uz = 7:., 11 = Tyz - Tzx - 0. (139) 

Der Bezugswert p stellt mithin die elementare Biegungsspannung 
des Vollzylinders im Abstand y = t dar. Es wird 

4Mt 
p = nb4 . (140) 

Um über den Aufbau der Funktionen, welche die Störspannungen 
liefern, Anhaltspunkte zu gewinnen, sei auch hier als Voraufgabe der 
Sonderfall der kugelförmigen Kerboberfläche behandelt. 

Der Sonderfall t = e. 
Zur Vereinfachung setzen wir die Kerbtiefe [vgl. (7) !] 

t = (y)u=uo =u0 = 1. (141) 
" "=2 

w=O 

Wir übertragen nun unseren Ansatz (137) auf das System (7) der Kugel
koordinaten. Durch Vergleich mit der allgemeinen Potentialfunktion (40) 
in Kugelkoordinaten erkennen wir, daß es sich bei den im Ansatz ent
haltenen Funktionen um die Fälle v = 3, n = 1 bei C/>0, v = 2, n = 1 
bei C/>1 und v = 2, n = 0 bei C/>2, sämtlich mit bn,v = 0, handelt. Die 
Zusatzfunktionen müssen zu Spannungen führen, mit deren Hilfe die 
Randbedingungen (13) befriedigt werden können. Dies leisten jene 
Funktionen, die in derselben Weise von v und w abhängen, während 
bei den von u abhängenden Bestandteilen v mit -v- 1 vertauscht ist. 
Die Lösung gelingt, wenn außerdem noch die verwandte Funktion 
v = -2, n = 1 bei C/>0 hinzugenommen wird. Der Ansatz ist daher: 

C/>0 = [< -~!~1~:J<X)p u8+ !] (5sin3v- 4sinv)cosw + ~ sinvcosw, 

- [(-4+4<X)p 2 0] . C/>1- 2 <X(4 -<X) u +ua smvcosvcosw, 

n. - [ (2 - <X)p 2 D] (3 . 2 2) 
'P2- 2<X(4 _<X) U + ua Slll V - . 

(142) 
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Mit Hilfe der Beziehungen (7) bis ( 11) leiten wir hieraus ab: 

Die Spannungsfunktion 

F = [-P~ (4- ~IX) u3 + 5B - !!_ + 3D] sin3v cosw + I 4 - IX 2 , u4 u2 u 2 

(143) 
+ [-P~ ( -3 + 2lX) u3 + _!!__- 4B + !!_- 2 D] sinvcosw 4 - IX u2 u4 u2 u 2 ' 

die Normalspannungen 

[ IOOB 16+1X 48+31X "j. 
11u = -pu- u 6- + ~ 0- u 4 D sm3 vcosw + 

[ 6A SOB 14 + 21X 36D] . -j- pu-- -j- --- 0 -j- -- SlnVCOSW u4 us u4 u4 ' 

[ 65B 1 +IX 3 + 31X ] . 
11v = pu + - 6 - -4~ 0 + --4- D sm3v cosw + u u u 

[3A 50B 1 + 21X ] . + - - -- + ---0 smv cosw u4 us u4 ' 

(144) 

[35B + 5- 51X O + -15 + 151X n] . 3 + (] = -- --- ---- Sln V COSW w u6 u4 u4 

+ [3A 30B + -3 + 41X 0 + 12- 121Xn] . ---- ---- SlnV COSW u4 u6 u4 u4 ' 

die Schubspannungen 

[ 75B -9 +IX 27- 31X J . 
'iuv = - pu + - 6 + --4- 0 + 4 D sm2 v cosv cosw + u u u 

[3A 20B 3 +IX -6 + 61X ] + -4 --6 + -4~0 + 4 D cosvcosw, u u u u 

[ lOB -2 +IX 6- 61X ] • • 
'ivw = - 6- -J- --4-0 -j- --4-D SinVCOSVSlllW, u u u (145) 

[ 25B 3 +IX -9 + 91X ] . . 
'iuw= --6- + -4~0 + --4 -D sm2 vsmw + u u u 

+ [- 3A + 20B- 3 +IX 0 + 6- 61X n] sinw 0 

u4 u6 u4 u4 

Die Randbedingungen (13) führen zunächst zu sechs Bedingungs
gleichungen für die noch unbekannten Konstanten. Zwei dieser Glei
chungen sind miteinander identisch und eine weitere kann als Folge 
der übrigen angesehen werden, so daß gerade vier Gleichungen für vier 
Unbekannte zur Verfügung stehen. Die Auflösung ergibt mit u0 = 1 : 

-4-91X-7~ p ) 
A = 121X(1~ + 71X) p, B = 12 + 71X' 

(146) 
12+631X 4-71X 

O = 121X(12 + 71X)p, D = 121X(12 + 7rx) p. 

Die größte Biegungsspannung tritt, wie zu erwarten war, im Kerb
grund auf. Als Formel finden wir 
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s(11-2) . 
a1 =(a.,)u='::=-(- ;)p(=1,7lp für !=o,3). 

V=- 4 13--
2 m 

(147) 

w=O 
An derselben Stelle erreicht die Ringspannung mit 

s(-1+:) 
a2 = (aw)u=u, = ( 7 ) p(= 0,13p für ! = 0,3) 

V=~ 4 13--
2 m 

(148) 

w=O 
ihren Höchstwert. 

Der allgemeine Fall. 
Im allgemeinen Fall der beliebig gekrümmten Kerboberfläche zeigt 

die Rechnung, daß - wie bei Zugbeanspruchung - lediglich die ana
logen Funktionen in Ellipsoidkoordinaten herangezogen zu werden 
brauchen. Wir verwenden also dieselben n- und v-Werte, müssen aber 
jetzt von der allgemeinen Potentialfunktion (38) ausgehen. Da wir die 
mit (1) festgelegten Ellipsoidkoordinaten verwenden, wird die Kerb-
tiefe t = (Y)u=u, = Q:ofu0 • (149) 

Zur Abkürzung sei 

gesetzt. Dann wird 

" fJ=2 
w=O 

'!!__ = p' 
t 

4'o = {(- 12~7~~-:f)p' ( Q:o)3u-: Q:ofu) + B [(5Q:of3u- 4Q:ofu) T-

- o@)inuQ:ofu + : %gu]}(5sin3v .:._ 4sinv)cosw + 

+ A(Q:ofuT- %gu) sinvcosw, 

[(-4 + 4tx) p' . 
4'1 = 2 ~(4 _ ~> @)mu Q:of u + 

+ 0 (einuQ:ofuT- Q:ofu + 3 ;ofu)] sinv cosv cosw, 

4>2 = [~~~ ~ ~ ( Q:of2u- ~-) + 

+ D[(3 Q:of2 u - 2) T - 3 @)inu)] · (3 sin2v - 2), 4'3 = 0. 

Die Spannungsfunktion nimmt dementsprechend die Form 

F = 4 ~ ~ {[ ( 4 - 5;) Q:of3 u + (- 3 + 2 IX) Q:of u] sin3 v + 

+ [( -3 + 21X) Q:of3 u + 2 + 321~,:-- 24~2 ~ofu] sinv}cosw + 
+ A[~ofuT- %gu] sinvcosw + B[(5Q:of3u- 4Q:ofu) T-

- 56inuQ:ofu + i %gu](5sin3v- 4sinv) cosw + 
+ O[(Q:of3u- Q:ofu) T- @)inuQ:ofu + }%gu] sinvcos2 vcosw + 
+D[(3~of3u- 2Q:ofu)T- 3einuQ:ofu] (3sin3v- 2sinv) cosw 

(150) 

(151) 

(152) 
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an. 'Yir bilden hieraus mittels der Beziehungen (4) und (5) die Normal1 
spannfngen; dabei läßt sich verschiedentlich durch h2 kürzen. Wir finden: 

_ p' 3 • 2 sinvcosw ( 6inu :!gu) 
<1u- h2 ~of usmvcos vcosw + 2A --h2-- - 0:oj3u-~ + 

+ f~~ sin3v cosw [ ( -15 ~of3 u + 11 ~of u) T + 

1 • 2 6in u] 
+ 15 6mu ~of u- :tgu + 3 O:ojau + 

+ 1~~ sinvcosw [(12~of3u- 8~ofu)T-
. 8 6inu 8 :!gu] 

- 12 6mu ~of u- 15 O:ojau - 151,;2 + 
+ ~ sin3 v cosw{[(6- 4cX)~of3 u + ( -6 + 3cX) ~ofu]T + 

+ ( -6 + 4cX) ®inu~ofu + (2- ~) %gu- ~::~:} + 
+ ~2 sinv cosw {[( -4 + 3 cX)~of3 u + (4- 2cX)~of u] T + 

. 2 2 6itttt 2 6in3 u} + (4- 3cX)6mu~ofu- 3%gu + 3 0:ojau- 37120:oju + 
+ 6:/. sin3 vcosw{[(-9 + 6cX)~of3 u +(5- 5cX)~ofu]T + 

I 

+ (9- 6cX)6inu~ofu + (1 + cX);tgu} + 

+ 6:;. sinvcosw{[(8- 5cX)~of3 u +(-4 + 4cX)~ofu]T + 

. ( 2 2 (X) 2 6in u O:oj u} + ( -8 + 5cX)®mu~ofu + -3--3 %gu- ah2 , 

~ , . ~v~w 
n. = hf. 6m2u ~of u sm3 v coEJW + 2A -------,;,4- %gu + 

+ ~~~ sin3 vcosw[(15~of3 u-12~ofu)T-156inu~ofu+2%gu]+ · (153) 

+ 1~~ sinvcosw [< -11 ~of3 u + 8 ~ofu)T + ll@Sinu~ofu-

- ! %gu + 8
1!i:] + ß sin3 v cosw {[( -6 + 4cX) ~of3u + 

+ (4- 3cX)~ofu]T + (6- 4cX)®inu~ofu + i::tgu} + 

+ ~ sinv cosw{[(6- 3cX) ~of3 u + ( -4 + 2cX) ~ofu]T + 

+ (16 + 3cX)6inu~ofu _:_ ~%gu + :~~:1:} + 

+ 6h~ sin3 vcosw{[(9- 6cX) ~of3 u + ( -8 + 5cX) ~ofu]T + 

+ ( .:_g + 6cX)6inu~ofu+ (2- cX);tgu} + 

+ 6h~ sinv cosw{[( -5 + 5cX)~of3u + (4- 4cX)~ofu]T + 

. ( 4 2(X) 26inu0:oju} +(5-5cX)®mu~ofu+ - 3 +3 %gu+ ah2 , 
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sin v cos w 15in u . ( 
Gw = 2A hz<;rofau + lOBsmvcosw - ~ofuT + :tgu + 

215inu 815inu ) . [ 
+ 3(\;ofau + 15 hz<;rofau +Osmvcosw (2-cX)(~ofuT-:tgu)-

2 15in u ( 2 2 tX) ~g u 2 15in u ] 
- 3(fof3 u + -3 + 3 V- 3h2 <:rof3u + 

+ 6Dsinvcosw [(1- cX) (~ofuT- :tgu- 2:izu)]. 

Die Schubspannungen erhalten wir auf Grund der Beziehungen (6), 
wobei ebenfalls durch h2 zu kürzen ist: 

p' . . cosv cos w 
Tuv=- h2 ®mu~of2usm2vcosvcosw+2A--h-4--+ 

+ ~~~ sin2 v cosv cosw [( -15 ~of2u+4) ®inuT + 

+ 15 ~of2u-9- 3 <;r:fz u] + 

lOB ( . 4 8 ') +----,;2cosvcosw 4~of2 u®muT-4~o)2u+a+ 15hz + 

+ ~2 sin2 v cosvcosw{[(6-4cX) ~of2u-2+cX] ®inuT + 

7tX 2-tX} 
+ ( -6+4cX) ~of2u+4- 3 + 3 <:ro[zu + 

+ ~2 cosvcosw[( -2+cX)~of2 u®inuT+(2-cX)~of2u- ~ + 

e< 215in2 u] 6D . 
+3+ 3h2- +h2sm2vcosvcosw{[(-9+6cX)~of2u+ 

+ 2-2cX] ®inuT+(9-6cX) ~of2 u-5+4cX}+ 

-+ 6h~ cosvcosw[(2-2cX) ~of2u®inuT+ 
+ ( -2+2cX) ~of2u- 23a + 2 ~~:u], (154) 

Tvw= l~B [(5 ~of2u-4)T-5 ®inu+: ::~:] sinv cosv sinw + 

+ ~ sinv cosv sinw(2- tX)( -®in2uT + ~inu-: ::~:) + 

+ 6~ sinv cosv sinw{[(3-3cX) ~of2u-2+2cX]T+ 
+ ( -3+3cX) ®inu}, 

2A sin w lOB . ( . 
'luw=- hll:ojau +-h-smw ®mu~ofuT-_~ofu+ 

+ 3 (!~f u + 15 <:r~fau) (5 sin2v-4) + 

+ ~ sinw[(2-cX)(®inu~ofuT-~ofu+ 3 <:r~fu)+ 

+ 3 <;r!fau] cos2v + 6~ sinw(1- tX)( ®inu ~ofuT- ~ofu + 

+ 3 <;r~fu )(3 sin2 v-2). 
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Bei Anwendung der Randbedingungen ergeben sich acht Gleichungen 

b · · d di K ff" · t d Gli d "t sm vcosw smvcosw d ( 
• 3 • 

e1 Gu sm e oe lZlen en er e er nn h2 , h2 un 

sinvh~osw Null zu setzen; bei Tu~ sind es die Koeffizienten der Glieder 

"t sin2vcosvcosw cosvcosw d cosvcosw. b . h d lt . h 
nn k• , ~- un h' , ei Tuw an e es SlC um 

die Koeffizienten der Glieder mit sinzvhsinw und ~w). Zwei dieser 

Gleichungen sind jedoch miteinander identisch; ferner lassen sich drei 
als Folgen der übrigen erklären, derart, daß nur insgesamt vier Glei
chungen erfüllt zu sein brauchen, um die Randbedingungen sicherzu
stellen. Die noch unbekannten Konstanten sind also gerade eindeutig 
bestimmt. Mit den Abkürzungen 

3~of4u0 [6inu0 (T)u=u.- 1] + ~oj2u0 = g, ~ofu0 = t (155) 
und 

g{g[g(4- .x) + 20 ~of2u0 - 16- 4.x]- 32 ~oj2u0 + 16- 4.x}-} 
(156) 

- 16~of2 u0 = N 

ergibt sich 

A = -~B+ l-t2 0- 2t2 D 
3 3 ' 

lOB= apt3 ~inu0{g[g(1-.x) (2- .x)+(10-8 .x)t2 -4+4.x]+4t2}, 
(X 1 

0 = apts~nu0{g[g(2-2.x)+10t2 -4+4.x)+4t2}, 
(X 1 

(157) 

6D = apts ~inuo {g[g(- 2 + .x) -10t2 +4+ 2 .x]-4 t2}. 
(X 1 

Die größte Biegungsspannung (im Kerbgrund) wird 

0'1 = (O'u)u=uo =; {g[g(10t2 - 2.x)- 36t2 + 16- 4.x)- 16t2}. (158) 
:n; 

t>=-
2 

w=O 

Die Ringspannung erreicht (ebenfalls im Kerbgrund) ihren 
Höchstwert mit 

0'2 = (O'w)u=uo =; g[g(l0t2 + 8- 8.x) + 4t2]. (159) 
:n; 

t>=-
2 

w=O 

Beachten wir die Beziehungen (132), so liefern obige Gleichungen die 
Höchstspannungen auch als Funktionen von tfe. Dabei wird 

t 

g = (; ~ 1 r [3; c _ 2 ; _ 1]. (160) 
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Abb. 59. Umdrehungsinnenkerbe bei Biegung. 

Abb. 60. Die Höchstspannungen in flachen Umdrehungsinnenkerben bei Biegung. 

0 
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wobei sich der Wert c aus der Beziehung (134) errechnet. Entwickeln 
wir die sich ergebenden Ausdrücke nach steigenden Potenzen von 

.!_ - 1, so läßt sich durch Grenzübertragung .!_-+ 1 die Übereinstim-
e e 
mung mit (147) und (148) nachweisen (in V, 4, D ist eine derartige 
Rechnung durchgeführt). t 1 

Die Spannungsverteilung für eine Innenkerbe mit - = 10, - = 0,3 e m 
ist in Abb. 59 dargestellt. Dieses Beispiel ist nicht nur durch die starke 
Ausbildung der Spannungsspitze, sondern vor allem dadurch bemerkens
wert, daß deutlich vor Augen geführt ist, wie die Spannung in einem 
gebogenen Stab infolge der inneren Kerbwirkung innen 
größer als außen werden kann. Aus den rechts gezeichneten Linien 
gleicher Biegungsspannung ist ferner sehr deutlich zu erkennen, wie 
sich nach außen hin das Geradliniengesetz einstellt. In einem Ab
stande von der x-Achse gleich der zweifachen Kerbtiefe ist der Ein
fluß der Innenkerbe auf die Verteilung der Spannungen bereits kaum 
noch bemerklich, der Stab verhält sich dort praktisch wie ein Voll
zylinder. Das für die Gültigkeit der Theorie der flachen Innenkerbe 
maßgebende Verhältnis tfb, das - mathematisch gesehen - eigent
lich verschwindend klein sein müßte, braucht also praktisch gar nicht 
so sehr klein zu sein, um die vorliegende Lösung als ausreichend genau 
gelten zu lassen. 

Abb. 60 gibt die Höchstspannungen in ihrer Abhängigkeit von der 
Kerbkrümmung und der Poissonschen Konstanten wieder. 

C. Reiner Schub. 
Bei der Behandlung des Schubproblems der flachen UmdrehungB

innenkerbe sind dieselben allgemeinen Gesichtspunkte maßgebend wie 
beim Biegungsproblem. Wir gehen aus von der Lösung für den im 
Schnitt x = 0 auf reinen Schub beanspruchten Vollzylinder, welche 
auf Grund des räumlichen Verfahrens folgende Form annimmt: 

.m {rx -1) {5- 2rx) p ( 2 2 4 2) 
'Po= -pxy + rx(5- rx) b2 xy y + z - 3 x ' 

.m {1 - rx) p ( 2 + 2 4 2) 
~~ = rx(5- rx) b2 Y Y z - X ' (161) 

.m _ {4- 2rx) p ( 2 + 2 2 2) .m 
'!1'2 - IX (5- rx) b2 X y z - 3 X ' 'Pa = 0' 

F = -pxy + (5 ::_x:) b2 [(4- 2~X) (y2 + z2 ) + 4 (23
01 - 1) x2], (162) 

4(4- rx) p 
Gz = (5 - rx) b2- xy' a11 = a. = 0, (163) 

( y2 {rx-1)z2) {-6+2rx)p 
Tzy=p1-b2-(5-rx)b2' Tyz=O, Tzx= (5-rx)bg-yz. (164) 

Man überzeugt sich leicht, daß am äußeren Rand die Bedingung (110) 
erfüllt ist. Aus (164) geht hervor, daß der Bezugswert p die Schub-
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spannung in der Achse des Vollzylinders ist. Bezeichnen wir 
die im Stab übertragene Schub- oder Querkraft mit V, so finden wir 
auf Grund des Integrals (16) 

rr ff[ y2 (01- 1) z2] 
V=Py=jjr.,ydydz=pjj 1-v- (5 _ 01)b2 dydz. (165) 

F F 

Die Integrale Jfy2 dydz und jfz2 dydz sind bekanntlich gleich dem 
F F 

äquatorialen Trägheitsmoment nt, das Integral Jfdy dz gleich dem 
F 

Flächeninhalt des Querschnittes zu setzen, so daß sich ergibt 

5-01 V 3m+ 2 V 
p = 4- IX nb2 = 2m+ 2 nb2 • 

(166) 

Der weitere Rechnungsgang besteht wieder darin, diesen Lösungsansatz 
auf das Koordinatensystem der Kerbe zu übertragen, und zwar beim 
Sonderfall t = e der kugelförmigen Kerboberfläche auf Kugelkoordi
naten, beim allgemeinen Fall auf Ellipsoidkoordinaten. 

Der Sonderfall t = e· 
Beim Übergang auf das Koordinatensystem (7) ergeben sich, wie zu 

erwarten war, Funktionen, welche ohne weiteres mit bestimmten n
und v-Werten als Teile der allgemeinen Potentialfunktion (40) gedeutet 
werden können. Bei der Ermittlung der Störspannungen wollen wir 
die Glieder mit dem Faktor 1/b2, welche im Rahmen der Theorie der 
flachen Kerbe für die Formzahl am Ende der Rechnung doch vernach
lässigt werden müßten, von vornherein unberücksichtigt lassen. Es 
handelt sich demnach nur nech darum, dem Spannungszustand Tzy = p 
Zusatzspannungen zu überlagern, mit deren Hilfe die Randbedingun
gen (13) erfüllt werden können. Die mit 1fb2 behafteten Bestandteile, 
welche also bei der nun folgenden Rechnung unerwähnt bleiben, müssen 
natürlich bei der Beschreibung des gesamten Zustandes wieder berück
sichtigt werden. 

Die allein verbleibende Funktion 

f/>0 = -pxy = -pu2 sinvcosvcosw (167) 

identifizieren wir als den Fall n = 1, v = 2. Als Zusatzfunktion kommt 
zunächst n = 1, v = -3 bei f/>0 in Frage. Diese Funktion genügt 
jedoch noch nicht, und wir müssen noch n = 1, v = -2 bei f/>1 und 
n = 0, v = -2 bei f/>2 hinzunehmen, welche bei den Spannungen zu 
ähnlichen Bestandteilen in v und w führen. Dann erhalten wir den 
Ansatz 

f/>0 = [-pu2 + ~] sinv cosv cosw, 

c 
f/J 2 = 2 cosv, 

u 

f/>1 = ~ sinvcosw, l (168) 

f/>3 = 0. 



Die flache Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung. 109 

Die Spannungsfunktion wird 

F = [ -pu2 + ~ + B! 0 ] sinvcosvcosw. (169) 

Die Normalspannungen werden auf Grund der Beziehungen (10) erhalten: 

f1u = [2p- 1!1 - 8 ~ cx (B + 0)] sinvcosvcosw, 

f111 =[-2p+ :1 +cx:S 1 (B+O)]sinvcosvcosw, 

[5A 3cx- 3 ] . 
f1w= --;u_5 + -u-3- (B + 0) SlDVCOSVCOSW. 

(170) 

Entsprechend (11) leiten wir schließlich folgende Behubspannungen ab: 

l'uv = [P+ ~ + 4
2::(B+O)]cos2vcosw+ ::3 (B-O)cosw, 

l'vw = [P- ~ + cx :S 1 (B + 0)] sinvsinw, (171) 

[ 4A 2+cx 2tx-2 ] . 
l'uw= -p- - 6 - - 3-B + --3-0 cosvsmw. u u u 

Die Konstanten sind durch die Randbedingungen gerade eindeutig 
bestimmt und nehmen die folgenden Werte an, wobei der Einfachheit 
halber u0 = t = 1 gesetzt ist: 

6 5p 
A=- 5 0, B=O, 0= 4 + 5tx. (172) 

Die größte Schubspannung tritt an der Stelle des Kerbgrundes 
auf, wo die Randtangente parallel zur Schubrichtung liegt, und wird 

15(1- ~) 
1'1 = ('l"vw)u=uo = --5 P ( = 1,91p für ! = 0,3). (173) 

v=w=~ 7--
2 m 

Längs der y-Achse erreicht die Schubspannung einen relativen 
Höchstwert; dort wird 

p [ 24 5(4 -<X)] 
-(l'uv)v=~ = p + 4+5<X - u5 + ua . 

2 

(174) 

w=O 

Durch Nullsetzen des nach u differentiierten Ausdruckes ergibt sich für 
die Stelle des Höchstwertes 

2 
(175) 

Durch Einsetzen dieses Wertes in (175) erhalten wir für den relativen 
Höchstwert den Ausdruck 

(= 1,09p für ! = 0,3). (176) 
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Die in der Oberfläche wirkende Normalspannung qv erreicht 

bei v = - ~ , w = 0 ( u = u0 = I) mit 

<11 = ~p ( = 2,73p für ! = 0,3) (I77) 
7--

m 

ihren Höchstwert. An derselben Stelle wirkt zugleich die Ring
spannung qw mit ihrem Höchstwert 

15 
m 

<12= --5 p 
7-

m 

( = 0,82p für ! - 0,3). 

Der allgemeine Fall. 

(I78) 

Zur Behandlung der beliebig gekrümmten Kerbe suchen wir die ver
wandten Funktionen in Ellipsoidkoordinaten auf und gelangen auf Grund 
von (38) unter Beibehaltung derselben n- und v-Werte zu dem Ansatz 

C/Jo = [ -p6inuQ::ofu + 

+ A ( 6inu Q::of uT - Q::of u + 3 !E~f u)] sinv cosv cosw, (179) 

C/J1 = B[l!ofuT- :tgu]sinvcosw, 
C/J2 = C[6inuT- I] cosv, @3 = 0. 

Die mit dem Faktor Ijb2 behafteten Glieder sind dabei von vornherein 
weggelassen. Die Spannungsfunktion wird 

F = [-p6inuQ::ofu + (A + B + C)Q:ofu(6inuT- 1) +) 

( A ) 1 ] (I80) 
+ 3 + B !Eofu sinv cosv cosw. 

Aus den Verschiebungen erhalten wir mit (4) und (5) die Normal
spannungen. Dabei ist wiederholt eine Kürzung durch h2 möglich: 

<Tu= ; 2 {v 6in2u- [A + (I- IX) (B + C)](6in2uT- 2 Q::of u) + 

+ [- 2:- 4B+ (1 + 1X)O] !Eo~u + 

+ (2: + 2B) !Eo~au} sinv cosv cosw + ; 4 [( --2B + C) Q::ofu + 

+ (2: + 2B) !Eo~u] sinvcosv cosw, 
(I81) 

<1v = h~ { -p 6in2u +[A +(I- 1X)(B+C)](6in2uT- 2 Q::ofu) + 

+ [2 A -2B+(2-1X)C]-1-+ 
3 lil:ofu 

+ h12 [(2B- C) l!ofu- (2: + 2B) !E~u]} sinv cosv cosw, 

1 [ 1-cx (2A ) 1 l . <1w = h2 ( -2B + C) lil:ofu - T + 2B [ojau smv cosv cosw. 
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Auch bei den Schubspannungen, die sich aus (6) ergeben, können wir 
durch h2 kürzen, und finden: 

'l'uv = 0~2~{p~of2u + [A + (1-~X)(B + 0)]( -~of2uT+Eiinu)+ 

+ (2B- 0) Eiinu} + coswh:in2v { -p ~of2u + 

+ [A + (1 - ~X)(B + 0)] • (~of2uT- 2 Eiinu) + [- : + 

+ (1X-l)B] ::~:}+Eiinu00~~~[(-2B+O)~of2u+ ~A+2B], 
'l'vw = ! {P Eiinu + [A + (1 - IX}(B + C)]( -EiinuT + 1) + 

+ [- ~ +(IX- 1)B] ~0~2 u} sinv sinw, 

l'u"' =! {-p~ofu + [A + (1- ~X}(B + C)](~ofuT- :Igu)-

-(2: + 2B)~~:}cosvcosw. 

(182) 

Die Randbedingungen führen zunächst auf sechs Bedingungsgleichungen 
für die in der Lösung vorkommenden Konstanten; denn es müssen 

~ei Gu der Faktor des Gliedes mit sinvco~:cosw und des Gliedes mit 
smvcosvcosw f"" l" hN ll d b. d F k h' ur u = u0 g e1c u gesetzt wer en, e1 Tu" er a tor 

• 2 

d Gli d "t cosw . sm vcosw d d Gli d . cosw N ll es e es mt Ji2, m1t h2 un es e es nnt -"":- u 

gesetzt werden; bei Tuw handelt es sich schließlich noch um den Faktor 
COBV cosw z . di F k . d . d l . h ß d von --h--. we1 eser a toren sm eman er g etc , au er em 

lassen sich zwei Bedingungsgleichungen als Folgen der übrigen erklären, 
so daß nur insgesamt drei Gleichungen zu erfüllen sind. Aus der Auf
lösung ergeben sich für die Konstanten folgende Werte: 

A = 3(! - ~of2u0)o, B =- ~, I 
0 = P ~of2u0 • (183) 

(a ~of2 u0 - 2 + ; ) [ -~f2u0 arcctg(<5inUo) + <5inu0] +2 <5inu0 

Bei der Berechnung der Spannungshöchstwerte führen wir zweckmäßig 
wieder mit (132) das Krümmungsmaß als Parameter ein. Zur Ab
kürzung sei außerdem 

N= _P~~2u0 =(~ -1t1{[(2- ~H-+1+~) [~c-1j -2i +2} (184) 

eingeführt. Für c gilt wieder (134). 
Für die größte Schubspannung ergibt sich 

(185) 
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Der im Schnitt w = 0, v = nf2 auftretende Schubhöchst
wert liegt genügend genau an der Stelle ®inu = }"3 ®inu0 oder 

Y = Q:o~uo f1 + 3 ®in2 u0 = t V 1 + ~ und wird 

(} 

t l l '~(t -)1 p_:_ arctgV- --1 
-r =p+--e- [(2- !).!..+1+ !] ~- 3 e + 

2 N(~-1y m e m Y3 Jl ~-1 
(__:_ - 1) [(-~ + _!_) __:_ - _!_- _!_] 1 

+ e 3 m e 3 ml 

'!J 
P2P 

Schnitt w-o 

Vä(;+2) 0 

y 

3cllnlH v= ff 

(186) 

Abbo 61. Umdrehungsinnenkerbe bei Schub; links Axialschnitt in Schubrichtung mit Spannungs
verlauf, rechts Normalschnitt mit Schubspannungslinieno 

Die Spannung 
6inu0 cosv = - -- bzwo 

}"Q:of2u0 

wert mit 

au erreicht an der Oberfläche für w = 0, 
t 6in2 'Uo e Ohr H 00 h x= - -= 1 en oc st-

~ofuofQ:of2uo v1 + ! 
(} 

p l f _t __ 
al = N 2 r - - 1 ° ( 187) 

Der an derselben Stelle liegendeHöchstwertder Ringspannung wird 

(188) 

z 
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Für tfe = I läßt sich durch Reihenentwicklung die Übereinstim
mung mit (177) und (178) nachweisen (-r2 stimmt nur für m = 3 über-

z 

X !:J 

Schn/Hw= f Schnitt v = f 
Abb. 62. Umdrehungsinnenkerbe bei Schub (Fortsetzung von Abb. 61); links Axialschnitt senk· 
recht zur Schubrichtung mit Spannungsverlauf, rechts Normalschnitt mit Linien gleicher Schub

spannung. 

ein; die Abweichung für andere Werte von m erklärt sich durch die 
nur angenäherte Bestimmung des Ortes). 

Abb. 61 und 62 zeigen die Spannungsverteilung für tfe = 10, 
1/m = 0,3. Die typischen Erscheinungen sind 
im wesentlichen dieselben wie beider Außenkerbe. !I 
In Abb. 61 links ( Axialschnitt in Schubrichtung) 
ist sehr deutlich zu erkennen, wie die Span
nungen a., aw und Tuv dicht neben dem Kerb
grund ihre Höchstwerte annehmen, im Kerb
grund selbst jedoch zu Null werden. Abb. 62 gibt 
links die Schubverteilung im Schnitt senkrecht 
zur Schubrichtung wieder, welche den vom Zug
und Biegungsproblem her bekannten Verlauf 
einer Spannung zeigt, die ohne Vorhandensein 
der Kerbe gleichmäßig verlaufen würde, aber 
durch die Kerbe sehr stark gestört wird und 
zum Rand hin in starker Spitze ausläuft. An 
diesen Stellen, wo also die Randtangente in 
Schubrichtung liegt, herrscht die höchste Be
anspruchung. 

8 

Auf den rechten Seiten beider Abbildungen 
ist der Schubfluß über den ganzen Querschnitt 

Abb. 63. Ermittlung der re
nach Größe und Richtung ausgewertet. Die sultierenden Schubspannung. 

Neuber, Kerbspannungslehre. 8 
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für den Schubfluß maßgebende resultierende Schubspannung (-r")res läßt 
sich in folgender einfacher Weise aus den Komponenten -r,." und -r., 10 , die. 
unsere Rechnung liefert, ableiten. Wie aus (182) hervorgeht, können wir 

'~'uv = (-r,..,)ro=oo cosw' 'l"ow = (-rtiiD) n sinw (189~ 
10=2 

setzen. Die Werte von (t:,.")ro=-O und (t:"10) n sind bereits in den linken w=z-
Seiten beider Abbildungen in Kurvenform angegeben. Um nun in 
irgendeinem Punkte P des Querschnittes, dessen Mittelpunkt zugleich 

10 20 JO 

Abb. 64. Die Höchstspannungen in flachen Umdrehungsinnenkerben bei Schub. 

der Ursprung 0 des Koordinatensystems ist, die resultierende Schub
spannung nach Größe und Richtung abzuleiten, tragen wir von Paus 
in der y-Richtung einerseits den zu y=OP gehörigen Wert von (t:,.")w=O•· 
andererseits den zu z = OP gehörigen Wert von (-r" 10) "' ab, End-

w=-
2 

punkte A und Bin Abb. 63. Dann schlagen wir um 'AB als Durch-
messer einen Kreis; eine durch B gehende Parallele zu OP schneidet 
diesen Kreis in 0. Dann ist PO die resultierende Schubspannung nach 
Größe und Richtung. 
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Zum Beweise ziehen wir die in Abb. 63 gestrichelten Parallelen, 
Schnittpunkte D und E. Die Schubspannungen Tuv und Tvw• welche 
einerseits definitionsgemäß in der w-Richtung und senkrecht zu der
selben verlaufen müssen, andererseits wegen (191) die Komponenten 
von PA und PB sind, erkennen wir als die Strecken PD und PE (bei 
Tvw ist in der Zeichnung das negative Vorzeichen angegeben, da in 
Richtung dieser Spannung die Koordinate w abnimmt). PD und PE 
sind aber nach Konstruktion die Komponenten der resultierenden 
Schubspannung PO. 

Abb. 64 stellt die Abhängigkeit sämtlicher Höchstwerte vom Krüm
mungsmaß dar. 

D. Reine Drillung. 
Im Fall der reinen Drillungsbeanspruchung tritt wieder der mit (96) 

und (97) gekennzeichnete Sonderfall in Kraft. Für den Spannungs
zustand im Vollzylinder ohne Kerbe wird zunächst: 

2M 
t:P2 = - ~b4 xz' cxn 

2M 
tP3 = -b4 xy, F = 0, cxn 

(190) 

Gz = a11 = Gz = 'l:yz = 0, 
2M 

Tzz = nb' y. (191) 

Hierin ist M das Drillungsmoment, für welches auch das Integral (16) 
mit Mz statt M erfüllt sein muß. Dieser Nachweis erübrigt sich jedoch, 
da es sich um elementare Formeln der Festigkeitslehre handelt. 

Bei diesem verhältnismäßig einfachen Problem beginnen wir, ohne 
den Sonderfall t = e getrennt zu behandeln, unmittelbar mit dem all
gemeinen Fall der beliebig gekrümmten Kerbe. Wir gehen deshalb 
jetzt auf Ellipsoidkoordinaten über und erhalten 

rl>a rp2 2M r.::::.. rc- j . -- = --.- = -b4 otnU~O USIDVCOSV. cosw smw tXn 
(192) 

Das von u abhängige Glied @)in u \Ioj u entspricht bei der allgemeinen 
Potentialfunktion (38) den Werten n = 1, v = 2. Die Zusatzfunktion 
erhalten wir durch Vertauschung von v = 2 mit v = -3, so daß sich 
ergibt 

~-= --.- =~ @)mu~o u+ rl>s rp2 2M [ . rc- f 
cosw smw tXnb4 

+A(Sinu~ofuT- ~oju + 3 \r~fu)] sinvcosv, (193) 

tP1 =0, tP0 =0, F=O. 

An Hand von (4), (5) und (6) leiten wir hieraus ab: 

Gu = Gv = Gw = 0 , 

'l:uv = 0, 

T11 w = ~[6inu~ofu + A (sinu~ofuT- ~oju + 3 \r~fu)] sin2v, (194) 

Tuw = ~ [ ~of2 u + A ( ~of2uT - @)inu - ! ~~~:)] sinv cosv. 

8* 
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Hierin ist zur Abkürzung 2M , 
nb4 =p (195) 

gesetzt. Als Bezugsspannung wollen wir die Drillungsspannung 
des Vollzylinders im Abstande t von seiner Achse einführen: 

2Mt 
p = nb' . (196) 

Dann wird wegen (129) 

R 

....-z;-;----~Jp 

IV-___:::__'--::=~2p 

~~~~~~~~.~~--~p 

R 

1=26 

Spannungslinien ~ 
Abb. 65. Umdrehungsinnenkerbe bei Drillung. 

Die Randbedingung (13) liefert für die Konstante A den Wert 

(197) 

1 6inu0 26inu0 
A = -(T)u=u, + @:oj2uo + 3@:oj'uo . (198) 

Die höchste Spannung tritt im Kerbgrund auf und wird 

<"max = -(-r.,w)u=u, = l 
~ p + <!>in~~ .. ( <ilinu,IWj u,(~~!~ - IWI., + ••:1..;). (199) 

Nach Einführung der Kerbkrümmung mit (132) und der Abkürzung c 
aus (134) läßt sich der Ausdruck in der folgenden Form schreiben: 

2(f-~r 
(t)2 t . 

3 Q c-5Q+2 
p 

(200) 

Die Spannungsverteilung ist für tfe = 26 in Abb. 65 ersichtlich. 
Für den äußeren Rand konnte der Halbmesser b = 2 t gewählt werden, 
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da sich in dieser Entfernung bereits der Spannungsverlauf des Voll
zylinders zeigte. Die am inneren Rand eintretende Spannungsspitze 
überragt mit 2,9p wesentlich den Spannungswert 2p des äußeren 
Randes. Längs der Oberfläche, insbesondere zur Achse hin, nimmt 
die Schubspannung sehr schnell ab. Eine axiale Bohrung von kleinem 
Durchmesser würde die Spannungsverteilung kaum merklich verändern, 
da der Werkstoff in der näheren Umgebung der Achse an der Form
änderung so gut wie unbeteiligt ist. Links sind die Spannungslinien 
angegeben, welche an jeder Stelle die Richtung der resultierenden 
Schubspannung angeben. Sie lassen sich am einfachsten finden, indem 
wir ihre Differentialgleichung aufstellen und integrieren. Die u- und 
V-Komponenten des Linienelementes einer Spannungslinie verhalten 
sich zueinander wie die u- und V-Komponenten der Schubspannung; 
daher wird 

(201) 

Setzen wir für beide Spannungskomponenten die Ausdrücke aus (198) 
ein, so liefert die Integration folgende Gleichung der Spannungslinien
schar1: 

[~oj4u + A(~oj4uT- ~oj2 u6inu -i6inu)]sin4 v = konst. (202) 

Die Abhängigkeit der Spannungshöchstwerte vom Krümmungsmaß 
gibt Abb. 66 wieder. Für denSonderfallt = (!,dessen getrennte Behand
lung wir uns hier erspart haben, wollen wir die 5. 

Höchstspannung durch Grenzübergang aus 
(200) ermitteln. Wirsetzendabei zur Abkürzung 

'I 

J 
'P 
'P 

dann wird 

t 
--1=q; 
(] 

(203) ~ ;ov 
p 

I -1--
~ 

/ 
.... <max 

T 
I 
I 

c = arctgfq = 1 - !L + q2 - + . . . (204) 
0 10 20 JO 'I() 50 611 70 80 

1._ 
f yq 3 5 

und schließlich 
Abb. 66. Die Höchstspannung 
in flachen Umdrehungsinnen

kerben bei Drillung. 

Tmax _ 2q2 _ 

1 
(205) 

p - 3(1+2q+q2)(1- i +~2 -+···)-5q-3-

Setzen wir jetzt t = e, also q = 0, so ergibt sich für die kugelförmige 
Kerbe 

Tmax 5 
p=4· (206) 

was sich in Kugelkoordinaten leicht nachweisen läßt. 

1 Vg1. H. Neuber: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 441. 
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Bei allen Belastungsfällen der Umdrehungsinnenkerben haben wir 
gesehen, daß an Stelle der auf den engsten Querschnitt bezogenen 
Nennspannung die Spannung des Vollzylinders als Bezugswert p in 
die Rechnung eingeht. Die jeweilige Höchstspannung ergibt sich durch 
Multiplikation der Vollzylinderspannung p mit einem Koeffizienten, 
der nur von der Krümmung tfe abhängt und die Formzahl der flachen 
Kerbe darstellt. Infolge des Abklingungsgesetzes ist die Störung der 
Spannungsverteilung bereits in verhältnismäßig geringer Entfernung 
von der Achse nicht mehr bemerklich, so daß die Theorie der flachen 
Kerbe innerhalb gewisser Grenzen auch als Näherungstheorie für die 
beliebig tiefe Kerbe benutzt werden kann. Bei den Abb. 57, 59, 61, 
62 und 65 ist hiervon Gebrauch gemacht und der äußere Rand schon 
im Abstande b = 2t bzw. 3t angenommen worden. Dieser Gedanken
gang führt jedoch nur zu einem Näherungsverfahren, bei welchem stets 
ein mehr oder weniger großer Fehler in Kauf genommen werden muß. 
Dem ahmindernden Einfluß des äußeren Randes ist dabei insofern 
Rechnung getragen, als die Nennspannung durch den Bezugswert p 

ersetzt ist, so z. B. bei Drillungsbeanspruchung -r,. durch p = ( 1 - ~:) 'Z'n. 

Dieses Verfahren liefert zwar in manchen Fällen genügend genaue 
Werte, nicht aber allgemein in jedem beliebigen Falle. Die Berück
sichtigung des Einflusses des äußeren Halbmessers b muß vielmehr da
durch erfolgen, daß neben der Formzahl der flachen auch die der tiefen 
Kerbe ermittelt wird und beide nach dem in II, 4 angegebenen Ver
fahren einander überlagert werden. Ferner werden wir sehen, daß auch 
der Einfluß der axialen Bohrung bei Umdrehungskerben eine wesent
liche Rolle spielt und jeweils durch einen dritten Formzahlgrenzwert 
berücksichtigt werden muß. 

Im folgenden Abschnitt widmen wir uns nun der Ermittlung aller 
jener Formzahlgrenzwerte, die zur vollständigen Behandlung der Um
drehungskerben noch benötigt werden. Die zugehörigen Spannungs
verteilungen liegen sämtlich nur mehr in großer Entfernung von der 
Achse und lassen sich infolgedessen zweidimensional behandeln. 

5. Die Umdrehungskerben mit zweidimensionalem 
Spannungsverlaut 

Wir unterscheiden dabei folgende vier Fälle: 
Die flache Umdrehungsaußenkerbe (Abb. 67, t <::: a), 

die flache Umdrehungsinnenkerbe bei großer 
axialer Bohrung (Abb. 68, t <::: a, t <::: c), 

die tiefe Umdrehungsaußenkerbe bei großer 
axialer Bohrung (Abb. 69, a <::: t, a <::: c), 

die tiefe Umdrehungsinnenkerbe (Abb. 70, a<:: t). 
Die beiden erstgenannten Fälle lassen sich ge-

.A.bb. 67. Flache um- meinsam behandeln, ebenso die beiden letztgenann-
drehungsaußenkerbe. ten Fälle, so daß wir in diesem Zusammenhang nur 

die "flache" und die "tiefe" Kerbe zu unterscheiden brauchen. Der für 
das Auftreten der Kerb- oder Störspannungen jeweils in Betracht 
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lrommende Bereich liegt bei allen Fällen in großem Abstande von der 
..Achse. 

Zur rechnerischen Behandlung benutzen wir Zylinderkoordinaten 

.und setzen x = x, y = rcosw, z = rsinw. (207) 

Abb. 68. Flache Umdrehungs- Abb. 69. Tiefe Umdrehungsaußen- Abb. 70. Tiefe Umdre-
·innenkerbe bei großer axialer kerbe bei großer axialer Bohrung. hungsinnenkerbe. 

Bohrung. 

Wir nehmen Bezug auf die allgemeinen, für krummlinige Koordinaten 
geltenden Beziehungen und erhalten aus (20) von 111, 3 mit x statt u 
und r statt v folgende Verzerrungsfaktoren 

h., = 1, hr = 1, hw = r. (208) 

:Der LI-Operator folgt hiermit aus (98) von 111, 7 

(209) 

Für LIF sowie für die Spannungen leiten wir mit Bezug auf (91) und 
(92) von 111, 7 folgende Ausdrücke ab: 

LIF _ 2 (aq,l + iJq,2 sinw o([J2 + . aq,3 + cosw iJ([J3) . - 7fi cosw--a;;-- -,.-7JW smw--a;:- -,.-7JW, (210) 

a., = - ~~ + ( 1 - ; ) LI F + 21X 00~1 , 
az F ( IX) LI F ( iJ([J2 . iJ([J3) 

Gr = - 7Jr2 + l - 2 + 21X cos W ßr + Sill W 7Jr , 

q =-...!:._iJF _...!:._iJ2F +(1-~)LIF+ 2 1X(-sinw 0q,2 + 
w r ar r2 ow2 2 r aw 

aq,a) +coswdW, 

o2 F (a (111 i3 (112 . iJ ([Ja) 
Tu=- iJxiJr +IX ßr + COSWßX + SIDWiJX , 

(211) 

T = _ j_ (...!:._ iJF) + IX(~ o([Ja _ sinw o([lz + sinw iJ([J3 + 
rw Br r Bw r aw or r aw 

aq,a) + cosw--a;:-, 

1 o2 F ( 1 o([J1 • o([l2 o([Ja) 
Tzw= -r OXOW +IX r 7fW- SIDWffi + COSWßx. 

Hieraus lassen sich die für die einzelnen Beanspruchungsarten in Be· 
tracht kommenden Ansätze leicht ableiten. 



120 Theorie der räumlichen Kerbwirkung. 

A. Reiner Zug. 
Bei Zugbeanspruchung können infolge der Drehsymmetrie f.P2 und (/)3 

gleich Null gesetzt werden. Auf den Rest wollen wir dieselben Sub
stitutionen anwenden, die wir beim ebenen Formänderungszustand be
nutzt hatten: 

(_/) 0 = (_/)~ + IX f.PJ. ' 

f.PO = f.PO (x, r), 

Dann wird 

f.P1 = aa~ , f.PA = f.P3 = o, ~~ + x o4>~ F' I ~ Q '0 ax = ' (212) 

f.PJ. = f.P~ (x, r), LI f.PO = LI f.P1 = 0. 

(213) 

Der für die Berechnung der gesuchten Formzahlgrenzwerte maßgebende 
Störspannungszustand liegt nun, wie bereits erwähnt, jeweils in großer 
Entfernung von der Achse, also in einem Gebiet, dessen Abmessungen 
in der x- und r-Richtung als klein gegenüber r selbst anzusehen sind. 
Wir haben daher, um den Grenzübergang folgerichtig durchzuführen, 
in der Rechnung r = oo zu setzen, wodurch der LI-Operator in 

()2 ()2 

LI = axz + arz ' (214) 

also in den LI-Operator der x, r-Ebene übergeht. Aus (210) folgt dann 
mit Rücksicht auf LI f.P~ = 0: 

AF- AF'- i)ZF' + ()2F'- 2 ()24)~ - -2()24)~ (215) 
LJ - LJ - ox2 or2 - ax~ - ar~ . 

Machen wir hiervon Gebrauch und setzen in (211) ebenfalls r = oo, so 
finden wir schließlich 

azF' 
a", = ßr2 ' 

azF 
T",,=- oxor' Trw= 0, 

aw = ! (a", + a,), l 
Tzw= 0. 

(216) 

Wir erkennen, daß die Spannungen in derselben Weise von der Span
nungsfunktion abhängen wie beim ebenen Formänderungszustand. 
Damit ist nachgewiesen, daß es sich im vorliegenden Falle um ein 
ebenes Problem handelt. Die rechnerische Behandlung erübrigt sich, 
da wir die in Frage stehenden Lösungen bereits im Abschnitt IV ab
geleitet haben. Für die Formzahl der flachen Kerbe gilt daher Glei
chung (131) von IV, 4, während für die tiefe Kerbe die Beziehung (190) 
von IV, 6 zur Anwendung kommt. Für den Höchstwert der Ring
spannung, den wir mit a 2 bezeichnen wollen, würde sich aus (216) mit 

a, = 0 (lastfreier Rand!) der Wert _!_a", ergeben. Dabei ist jedoch zu 
m 

berücksichtigen, daß die Beziehungen (216), welche wir mit Riicksicht 
auf den großen Achsabstand r des Störungsgebietes ableiten konnten, 
nur für die eigentlichen Kerbspannungen gelten, welche dem Abklin
gungsgesetz gehorchen, und nicht für den elementaren Gleichgewichts
zustand a", = a", der sich schon beim ungekerbten Stab einstellt und 
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bei welchem die Ringspannung verschwindet. Zur Berechnung des 
Höchstwertes der Ringspannung haben wir daher für az nicht a1 , son
dern nur den durch die Kerbwirkung hervorgerufenen Zuwachs a1 - an 
einzusetzen und erhalten 

1 
a2 = -(a1 - an)· (217) 

m 

B. Reine Biegung. 

Im Falle der reinen Biegungsbeanspruchung haben wir zu beachten, 
daß die Spannungen außer von x und r auch von der Koordinate w 
abhängen. Wie aus den bereits behandelten Problemen V, 3, B und 
V, 4, B hervorgeht, tritt bei den Funktionen tP0 und tP1 der Faktor 
cosw auf, und wir können setzen 

tP0 = To(x, r) cosw, tP1 = Tl (x, r) cosw. 

Die Anwend~ng des LI-Operators (209) führt dann zu folgender 
rentialgleichung für To bzw. T1 : 

02 (/!o + 02 (/!o + _!_ 0(/!o _ (/!o _ LI _ (/!o _ O 
iJx2 iJr2 r iJr r2 - To r2 - • 

(218) 

Diffe-

(219) 

Setzen wir hierin r = oo, so erhalten wir wieder die Potentialgleichung 
der x, r-Ebene, d. h. der bei Biegung auftretende Faktor cosw bewirkt 
im Vergleich zur Zugbeanspruchung keine Änderung im Aufbau der 
maßgebenden Differentialgleichung. Da auch für die Ableitung der 
Spannungen sich nichts ändert, wenn wir wieder tP2 und tP3 gleich Null 
setzen, so gilt für die Rechnung vollkommen derselbe Gedankengang 
wie beim Zugproblem, und es ergeben sich die gleichen Formzahlen. 

C. Reiner Schub. 

Aus den behandelten Schubproblemen V, C, 3 und V, 4, C geht her
vor, daß tP0 und tP1 den Faktor cosw enthalten, während die Funk
tion tP2 , die jetzt nicht mehr gleich Null gesetzt werden darf, nur von 
x und r abhängt. Zur Aufstellung der Nennspannung benötigen wir 
zunächst die Spannungsverteilung im auf Schub beanspruchten Hohl
zylinder, Innenhalbmesser c, Außenhalbmesser b, welche sich mit Hilfe 
des räumlichen Verfahrens in folgender Form darstellen läßt: 

tP =0[-(b2 +c2)xr+(<X- 1 )(5-2 <X)(xr3-~x3r)-b2 c2 ~Jcosw 
o <X(5-<X) 3 <X r ' 

[ 1- lX b2c2 1 ] 
W1 =0 <X(5 -<X)(r3-4x2r)+~r cosw, 

cp2 = 0 :(-;;~:) (xr2 - : xa)' tPa = 0, 

F = o{ -(b~+c2)xr+ 5~(X[(4-2cX)xr3+ ( -4+ 83(X)xsr)} cosw, 

80 
LIF = -5 -xr cosw, -(X 

(220) 

(221) 

(222) 
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4(4-~X) 
Uz = C 5 xrcosw, 

-(X 
Ur = 0, U10 = 0, 

Tzr=O[b2 +c2 - b::2 -r2]cosw, 't'rw=O, (223) 

l'zw = C [ -b2 - c2 - b::2 +: =! r 2] sinw. 

Bezeichnen wir die Querkraft mit V, so folgt durch Vergleich mit der 
elementaren Biegungslehre 

0 5 - IX V (224) 
= 4- IX ;c(b4 - c') • 

Der hierdurch gegebene Spannungsverlauf im Hohlzylinder bildet zu
gleich insofern den ersten Anhaltspunkt für die Berechnung des ge
kerbten Zylinders, als wir die Kerbkrümmung zunächst noch unberück
sichtigt lassen und so die Umgebung des engsten Querschnittes nähe
rungsweise als Stück eines Hohlzylinders ansehen können. Bei der 
Außenkerbe wird dann b mit c + a identisch, bei der Innenkerbe c 
mit b- a. Der Achsabstand r bat in der Störzone überall noch nahe
zu denselben Wert wie im Kerbgrund; die Abweichung ist im Rahmen 
des hier beabsichtigten Grenzüberganges jedenfalls vernachlässigbar 
klein gegenüber r selbst. Wenn wir ferner für den Kerbgrund x = 0 
annehmen, ist auch x gegenüber b bzw. c zu vernachlässigen. Damit 
erhalten wir den folgenden Elementarspannungszustand der 
Störzone Uz = a, = Uw = t'zr = 0' 

l'rw = 0, l'zw = -r,. sinw. 
(225) 
(226) 

Die hierbei eingeführte Nennspannung T,. hat bei der Außenkerbe (mit 
c + a statt b) den Wert 

"' w=-
2 

Bei der Innenkerbe whod (mit b-a statt c) 

"' w=-
2 

(227) 

(228) 

An Hand eines besonderen Ansatzes läßt sich nun zeigen, daß an 
diesem einfachen Spannungsverlauf bei Berücksichtigung der Kerb
krümmung nur insofern eine Änderung vorzunehmen ist, als die Span
nung l'z 10 sich ändert und die Spannung -r,10 als reine Störspannung 
hinzukommt. Letztere reicht zur Befriedigung der Randbedingung 
bereits aus, und es treten keine Normalspannungen auf. Wir setzen 

fPo = [x aa~ + r ~~0 + (1- 2tx)!J?o] cosw, 

.m otpo 

.",1 =- axcosw, 
q, __ Otpo _ fPo 

2 - or r ' 

(229) 
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wobei rp0 nur von x und r abhängen soll und rp0 cosw als harmonische 
Funktion vorausgesetzt ist. Es gilt also für rp0 wieder die Differential
gleichung 

(230) 

aus welcher einerseits 

LI ('Po)+~ Olfo _ 2rpo = O 
r r 2 or r 3 ' 

(231) 

andererseits durch Differentiation 

LI (O'Po) _ ~- Otpo + 2rp0 =O or r 2 or r 3 
(232) 

folgt. Man erkennt hieraus leicht, daß c]J0 , ifJ1 und c]J2 in der Tat har
monische Funktionen sind. 

Die Spannungsfunktion wird 

F = -21Xcp0 cosw (LIF = 0), (233) 

und wir erhalten folgende Spannungen: 

a ('Po) a ('Po) a, = -21X ßr r COSW, Gw = 21X ßr r COSW, 

iX Brp0 (B2rp0 1 iJrp0 rp0 ) • 
'txr =- r 7fX cosw' 'l'rw = iX ßr2 - --;.- Tr + T2 smw, (234) 

iJ2rpo . 
'l'xw = iX O X iJ r Sln W . 

Setzen wir. jetzt r = oo und führen zur Vereinfachung mit 

iX ai)~o = rp (235) 

eme neue Funktion ein, so ergibt sich: 

a., = a. = aw = -r.,. = o. I 
orp . iJrp . 

'l'rw = ßr SlnW, ixw = 7fX SlnW. 
(236) 

Für cp folgt aus (232) mit r = oo wieder die Potentialgleichung der 
x, r-Ebene. Mit Hilfe dieser Darstellung können wir nun die gesuchten 
Störspannungen in überraschend einfacher Weise ermitteln. 

Bei der flachen Kerbe handelt es sich darum, dem elementaren 
Zustand 'l'xw = 'l'n sinw, welchem die Funktion rp = 'l'nX entspricht, einen 
geeigneten Störspannungszustand zu überlagern, so daß die Kerbober
fläche lastfrei wird. Wir gehen hierzu auf Ellipsenkoordinaten über 
und setzen 

c, = b- r (bzw. r- c) = ~ofusinv, x = @5inu cosv. (237) 

Wie aus (236) hervorgeht, wird die x-Komponente der im Axial
schnitt w = konst. herrschenden Schubspannung durch Differentiation 
der Spannungsfunktion rp sin w nach x, die r-Komponente durch 
Differentiation nach r erhalten. Mithin ist für die u- bzw. V-Kompo
nente die Ableitung in der u- bzw. v-Richtung maßgebend. Bei Ver-
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wendung unserer Schreibweise für gekrümmte Koordinaten (III, 3) 
wird mithin 1 iJrp • 1 iJrp • (238) 

Tuw = h,. ou SlllW, T11 w = h. (3V SlnW. 

Die hier gewählten Ellipsenkoordinaten haben uns schon mehrmals bei 
der Behandlung der Kerbaufgaben Dienste geleistet. Bezüglich der 
Verzerrungsfaktoren, welche infolge Isometrie einander gleich werden, 
sei auf (49) von IV, 2 verwiesen. Für rp kommt die einfache Potential
gleichung (46) von IV, I zur Anwendung. 

Bei der flachen Kerbe besteht der gekerbte Rand sowohl aus der 
Geraden e = 0 bzw. v = 0, als auch aus der eigentlichen Kerbe, für 
die wir eine mit u0 bezeichnete Ellipse benutzen. Es sind daher die 
beiden Randbedingungen 

(239) 

zu befriedigen. Die elementare Funktion rp = TnX = Tn @)inu cosv ge
nügt bereits der ersten Bedingung. Damit dies auch für die Störfunk
tion der Fall ist, muß sie in derselben Weise von v abhängen; anderer
seits wird sie dem Abklingungsgesetz folgen und für großes u ver
schwinden. Hieraus sowie mit Rücksicht auf die Potentialgleichung 
ergibt sich e-" cosv, und wir setzen 

rp = Tn(6inu + Ae-") cosv. (240) 

Daraus folgen die Spannungen 

Tuw =:. (~of~- Ae-")_cuos~sin~, l 
T 11 w = k ( -@)mu- Ae ) SlllV SlllW. 

(24I) 

Die zweite Randbedingung verlangt schließlich 

.X ' 

E 

Abb. 71. Flache Umdrehungskerbe mit großem 
Acbsabstand bei Schub oder Drlllung (vgl. 

Abb. 67 und 68). 

A = eu·~ofu0 • (242) 

Der auf diese Weise auftretende 
Parameter u0 berechnet sich aus 
Kerbtiefe und Krümmungsradius 
(vgl. IV, 4 !) ; es wird ~otu0 = -(tfi. 

Die Spannungsverteilung ist 
für den Fall ~otu0 = 5 in Abb. 71 
dargestellt. Die höchste Beanspru
chung herrscht im Kerbgrund, wo 
die Schubspannung den 6fachen 
Wert erreicht. Für die Höchst
spannung ergibt sich allgemein 

Tmax = -(Tt>w)u=uo "'= Tn(I + ~otu0) = Tn (I+ V;). (243) 
t>=w=2 

Dieselbe Formzahl hatten wir beim Langloch unter Biegung gefunden 
(s. Abb. 34). 
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Bei der tiefen Kerbe handelt es sich im Gegensatz zur flachen 
Kerbe nicht darum, einer vorgegebenen elementaren Spannungsfunk
tion eine Störfunktion zu überlagern, sondern um die Aufstellung einer 
selbständigen Spannungsfunktion, welche zugleich den inneren und den 
äußeren Rand lastfrei macht und durch diese doppelte Randbedingung 
bereits eindeutig bestimmt ist. Einer der beiden Ränder ist kerbartig 
gekrümmt und soll, da es nur auf die nähere Umgebung des Kerb
grundes ankommt, als Hyperbel v0 in der Rechnung berücksichtigt 
werden, während der andere Rand durch die Gerade e = 0 bzw. v = 0 
gebildet wird. Wir haben mithin die beiden Randbedingungen 

(7:vw}v~o = 0, (7:vw}v~•'• = 0 (244} 

zu erfüllen. Als einzige Lösung kommt jene in Betracht, bei welcher 
die Schubspannung 'l'vw nicht nur an beiden Rändern, sondern über
haupt verschwindet: 

q; =Au, 
A . 

'l'uw = hs1nw, 'l'vw = 0 · (245) 

Zur Bestimmung der Konstanten A müssen wir den Kraftfluß unter
suchen. Die Querkraft V muß bis auf das Vorzeichen gleich der Summe 
der y-Komponenten der Spannungen sein, die an einer beliebig ge
wählten, vom Rand v = 0 bis zum Rand v = v0 reichenden Schnitt
fläche angreifen. Wir wählen eine Fläche u = konst. und erhalten 

V=- ff'l'uwcos(y, w)dF --If'l'uwsinwdF. (246) 
F F 

Das Flächenelement dF ist dabei ein kleines Rechteck mit den Kanten 
hvdv und hwdw. Der Verzerrungsfaktor hw ist aber gleich dem Achs
abstand r, welcher nach Voraussetzung groß gegenüber der Breite a 
des engsten Querschnittes ist und mithin bei obiger Integration als 
konstant aufgefaßt und bei der Außenkerbe gleich c, bei der Innen
kerbe gleich b gesetzt werden kann. So ergibt sich bei der Außenkerbe 

2n Vo 

V= J J 'l'uwsinwhdvcdw = Ac:nv0 • (247) 
0 0 

Die Nennspannung der tiefen Außenkerbe können wir aus (227) durch 
Grenzübergang a--+ 0 ableiten und finden 

V 
't'n = :rcca • 

In unserem Koordinatensystem ist nun 

a = (s)u=O = sinv0. 
v=vo 

Damit wird V = :n;C't'n sin v0 , 

und (24 7) liefert schließlich 
A _ sinv0 

- 't'n---. 
Vo 

Zu demselben Ergebnis wären wir auch bei 

(248) 

(249) 

(250) 

(251) 

der Innenkerbe gelangt. 
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Abb. 72 gibt den Spannungsverlauf für tgv0 = y8 wieder. Im Kerb
grund bildet sich mit 1,8 l'n eine beträchtliche Spannungsspitze aus. 
Allgemein ergibt sich für die Höchstspannung 

( ) . tgv0 
1'max = l'uw u=O = l'n-- · 

V=Vo Vo 
(252) 

"' W=2 

x- Der Parameter v0 hängt in be
kannter Weise mit dem Krümmungs-

~=8 B e 
5 

t ; 
<max=.?,.JT,. tax2 

1 

-:------...... .........-
./ 

...... 

/ 

0 10 .?0 .JO '10 50 6'0 

p-
Abb. 72. Tiefe Umdrehungskerbe mit großem 
Achsabstand bei Schub oder Drillung (vgl. 

Abb. 69 und 70). 

Abb. 73. Die Höchstspannung in tiefen Um
drehungskerben mit großem Achsabstand bei 

Schub oder Drillung. 

radius und der Breite des engsten Querschnittes zusammen [vgl. (68) 
von IV, 2], und wir finden schließlich 

(253) Va 
arctg e 

Abb. 73 erläutert diesen Zusammenhang. 

D. Reine Drillung. 
Für die Behandlung der Drillungsaufgabe wird zweckmäßig folgen

der Ansatz zugrunde gelegt, durch welchen sich die Rechnung sehr 
vereinfacht: 

([Jo = 0, ([Jl = 0, I 
([J2 =-! cp(x, r)sinw, ([J3 = ~ cp(x, r)cosw. 

(254) 

Damit wird F = 0 (255) 

und die Beziehungen (211) gehen über in 

ax _ ;~= a; = l'xr = ~'oq; I 
l'rw- or - r' l'xw- ox ' 

(256) 

bzw. mit r = oo 
orp 

l'xw = 0 X· (257) 



Die Umdrehungskerben mit zweidimensionalem Spannungsverlauf. 127 

Vergleichen wir hiermit den Ansatz (236), so stellen wir bis auf das 
Fehlen des Faktors sin w Übereinstimmung fest; der Rechnungsgang 
ist mithin der gleiche wie beim Schubproblem, und wir können von 
vornherein aussagen, daß sich auch die gleiche Formzahl der flachen 

Kerbe, also 1 +V;, ergibt!. Für die tiefe Kerbe bedarf es wegen der 

Integration, die zur Ermittlung der Konstante A notwendig ist, eines 
besonderen Nachweises. Es wird 

q; =Au, 
A 

'l'uw = h' 'l'vw = 0 · (258) 

Das Moment der Spannungen um die x-Achse berechnet sich aus 

M = fJ ruw rdF. (259) 
F 

Das Flächenelement dF ist wie unter C ein Rechteck mit den Kanten 
hvdv und hwdw, wobei hw = r konstant und bei der Außenkerbe 
gleich c, bei der Innenkerbe gleich b gesetzt werden kann. Für die 
Außenkerbe erhalten wir dann 

2:n Vo 

M = J J 'l'uwc2 hdvdw = 2Ac2 :nv0 • 

0 0 

(260) 

Die Nennspannung für Drillungsbeanspruchung entspricht der elemen
taren Drillungslehre und wird mithin bei der Außenkerbe 

2M(c +a) 
'l'n = :n;[(c + a)4 _ c4] (261) 

und bei der Innenkerbe 
2M(b- a) 

'l'n = n[b4 - (b - a)4] • 
(262) 

Für die tiefe Außenkerbe ergibt sich durch Grenzübergang a--->- 0 aus 
(261) 

Bei Verwendung von (249) leiten wir hieraus 

M = 2:nc2 sinv0 Tn 

ab. Durch Einsetzen in (260) erhalten wir schließlich 

(263) 

(264) 

(265) 

Dieselbe Beziehung hätte sich auch für die Innenkerbe ergeben; sie ist 
völlig identisch mit der bei Schubbeanspruchung gewonnenen Glei
chung (251). Mithin stimmt auch die Formzahl überein. 

1 Für t = e (Halbkreiskerbe) ist die Formzahl der flachen Kerbe mithin 
gleich 2. Dies entspricht auch den Berechnungen von Willcrs [Z. Math. Physik 
Bd. 55 (1907) S. 227] und Sonntag [Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. I]. 
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6. Aufstellung der Formzahlnomogramme für Umdrehungskerben 
mit beliebigen Abmessungen. 

Zur Ermittlung der Formzahlen für beliebige Abmessungen bedienen 
wir uns des in II, 4 angegebenen Verfahrens. Wir machen dabei einer
seits Gebrauch von den Formzahlen der flachen Umdrehungskerben, 
andererseits von jenen der tiefen Umdrehungskerben, die wir sämtlich 
abgeleitet haben. 

A. Die Umdrehungsaußenkerbe. 

Bei der tiefen Kerbe ist für Zug (59) mit der Nennspannung (55) 
maßgebend, für Biegung (72) mit der Nennspannung (71). Für Schub 
gilt (84), wobei als Nennspannung die Randschubspannung des un
gekerbten Vollzylinders dient (nur so können wir der Bedingung fXtk-->- 1 
für afe -->- 0 genügen); sie ergibt sich aus (84) und (82) mit afe = 0 zu 

~! ~j: n:2 • Infolge dieser vom Bezugswert p abweichenden Nenn

spannung müssen wir (84) noch mit ~ ! ~j: multiplizieren, um den für 

unser Nomogramm richtigen Wert zu erhalten. Für Drillung ist schließ
lich (107) mit der Nennspannung (105) zu verwenden. 

Bei der flachen Kerbe gilt für Biegung und Zug wieder die einfache 
Beziehung (131) von IV, 4; für Schub und Drillung haben wir den 
Ausdruck (243) gefunden. Da die Höchstspannung bei Schuhbean
spruchung im Kerbgrund auftritt, handelt es sich hier im Gegensatz 
zur ebenen Kerbwirkung um keinen Ausnahmefall. 

B. Die Umdrehungsaußenkerbe mit axialer Bohrung. 
Bei Vorhandensein einer axialen Bohrung kommt zu den obigen 

Grenzwerten ein weiterer hinzu, nämlich der Formzahlgrenzwert der 
tiefen Umdrehungsaußenkerbe bei großer axialer Bohrung, den wir in 
V, 5 behandelt haben. Wir wollen diesen neu hinzukommenden Grenz
wert mit fXtb bezeichnen. Das in II, 4 für die Formzahl aufgestellte 
allgemeine Gesetz muß dementsprechend erweitert werden. 

Für große Bohrung folgt zunächst 

1 - __ 1_ + __ 1_ (266) 
(cxk- 1)2 - (cxrk- 1)2 (cx,b- 1)2 • 

Hierin hängt fXtk von tfe und fXtb von afe ab. Bei kleiner werdender 
Bohrung muß fXtb von dem Grenzwert der tiefen Umdrehungsaußen
kerbe ohne Bohrung, also fXtk abgelöst werden. Dies wird erreicht, 
wenn für die Formzahl folgender erweiterter Ausdruck gesetzt wird: 

1 1 1 1 1 
(cxk- 1)2 - (cxrk- 1)2 + (cx,b -1}2 - (cx,b - 1)2 + {;x,;:=-Tj2 · (267) 

mit a + c statt a 

Bei verschwindend kleiner Bohrung wird a + c ~ a, und es fällt fXtb 

heraus, wird also in der Tat durch fXtk ersetzt. Andererseits wird bei 

großer Bohrung c sehr groß, damit auch a + c und die Werte von fXtb 
(! 
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und IXtk mit a + c statt a; die beiden Brüche, in denen sie im Nenner 
auftreten, werden verschwindend klein. Die Formzahl nimmt folglich 
in der Tat für große Bohrung wieder den Ausdruck (266) an, von wel
chem wir ausgegangen waren. Da die beiden Bestandteile, die wir in 
Gleichung (267) gegenüber (266) hinzugenommen haben, von derselben 

Veränderlichen a + c abhängen, liegt es nahe, an ihrer Stelle einen 

neuen Formzahlw~rt als Hilfsgröße zu verwenden, der von a + c ab-
hängt. Wir setzen dabei zweckmäßig f2 

I I I 
(cx,k- I)2 - ~1)2 = (cxk- I)2 · 

mit a + c statt a 

Damit nimmt der Ausdruck (267) die einfachere Form 

(268) 

I I I I 
(cxk- I)2 = (cx1~- I)2 + (cx,b- I)2 + (cxh- I)2 (269) 

an. Diese Gleichung besagt nichts anderes, als daß wir die für große 
Bohrungen geltende Formzahl, die sich entsprechend (266) in bekannter 
Weise aus cx1k und IXtb zusammensetzt, noch einmal mit der Hilfs
formzahl cxh zusammensetzen müssen, um zur endgültigen Formzahl 
zu gelangen. 

Bei Zug dient als Nennspannung die mittlere Spannung des engsten 

Querschnittes .n[(a + ~) 2 _ c2]. Für den Formzahlgrenzwert IXtk ist der 

Ausdruck (59) maßgebend, für IXfk gilt (131) vom Abschnitt IV und 
schließlich für IXtb (190) vom Abschnitt IV. 

Im Falle der Biegung ist .n[~~(:)t_~)c4] Nennspannung. IXtk berechnet 

sich nach (72), cx1k nach (131) vom Abschnitt IV, IXtb nach (190) vom 
Abschnitt IV. 

Bei Schub dient (227) als Nennspannung. Für IXtk ist (84) maß-

gebend, wobei noch mit ~! ~j: multipliziert werden muß. Für cx1k 

gilt (243), schließlich für IXtb (253). 
Für Drillung ist (261) Nennspannung. Für IXtk gilt (107), für cx1k 

(243) und für IXtb (253). 

C. Die Umdrehungsinnenkerbe. 
Bei großer axialer Bohrung setzt sich die Formzahl nur aus den 

beiden Grenzwerten cx17c und cx1 b zusammen, von denen erstere mit afe, 
letztere mit tfe in Zusammenhang steht; z. B. bei Zug gilt für erstere 
(190) vom Abschnitt IV, für letztere (131) vom Abschnitt IV (vgl. V, 5). 
Bei verschwindend kleiner Bohrung muß nun cx1b durch den Grenz
wert cx11c der flachen Umdrehungsinnenkerbe ohne axiale Bohrung ab
gelöst werden. Diese Bedingung erfüllen wir wieder durch Hinzunahme 
einer Hilfsformzahl cxh und setzen 

I I I I 
(cxk- I)2 = (cx,k- I)2 + (cxrb -1)2 + (cxh- I)2 · (270) 

Neuber, Kerbspannungslehre. 9 
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txh hängt nur von t + c ab und berechnet sich aus 
~ 

1 1 1 
(cxn- 1)2 = (cx,k- 1)2 (o.:fb- 1)2 • 

mit t + c statt t 

(271) 

Für c = 0 wird auf diese Weise tatsächlich tx1b durch fXtb abgelöst; 
andererseits wird für großes c der Ausdruck 1/(txh - 1)2 verschwindend 
klein, so daß den geforderten Bedingungen Genüge geleistet ist. Bei 
Zug gilt für tx11c der Ausdruck (133). Als gemeinsame Nennspannung 

dient n[b2 _ ~ _ a)2] • Hierin ist b = a + t + c (Abb. 68 und 70). 

Bei Biegung ist die Nennspannung aus n[b~~t(: .:_Ja)'] zu berechnen. 

Für tx11c und tx1b gelten dieselben Beziehungen wie bei Zugbeanspru
chung, während tx1k sich jetzt aus (158) errechnet. 

Bei Schub ist (228) Nennspannung. Für tx1r. gilt (253), für tx1b 

hatten wir (243) gefunden; für tx1k gilt (185), wobei durch 2 zu divi
dieren ist, da der Bezugswert (166) nur gleich der halben Nennspan
nung [Ausdruck (228) mit b- a = 0] ist. 

Im Falle der Drillungsbeanspruchung gilt (262) als Nennspannung. 
tx1k und tx1b berechnen sich wie bei Schub. tx1k ist durch (200) fest
gelegt. 

Die sich so ergebenden Formzahlnomogramme für Umdrehungs
außen- und -innenkerben sind in den Abb. 104 und 105 enthalten. 
Die Handhabung geht aus den eingezeichneten Pfeilen sowie aus den 
im Abschnitt X angegebenen Beispielen hervor. Für den Abstand des 
Kerbgrundes von der Achse (a + c bzw. t + c) ist zweckmäßig die 
gemeinsame Bezeichnung r verwendet. 

Wir verlassen nunmehr das Gebiet der räumlichen Kerbwirkung, 
um uns einem weiteren Zweig der Kerbwirkung zuzuwenden, der im 
Hinblick auf die besondere Art der Spannungsverteilung ebenfalls eine 
eingehende Behandlung erfordert, der prismatischen Kerbwirkung. 

VI. Theorie der prismatischen Kerbwirkung. 

1. Die Ausgangsgleichungen. 
Zur Aufstellung der Beziehungen für prismatische Stäbe greifen wir 

wieder zurück auf die allgemeinen Grundgleichungen von III, 6. Es war 

wobei 

F = (/>0 + x(/>1 + y(/>2 + z(/>3 und 

war, ferner 

2 
tx=2-

m 

(1) 

(2) 

(3) 
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vorausgesetzt ist. Bei den nun folgenden Betrachtungen sei die x-Achse 
zugleich Achse unseres prismatischen Stabes, während die y-Achse mit 
der Schubrichtung zusammenfallen soll (Abb. 75); die z-Achse sei zu
gleich Nullinie des Stabquerschnittes. Bei reiner Zug- oder Biege
beanspruchung des prismatischen Stabes treten nur Spannungen a., auf, 
wie wir dies bereits im Abschnitt V mit den Gleichungen (lll) bis (ll3}, 
ferner (137) bis (139) nachgewiesen haben. Die elementare Festigkeits
rechnung gilt daher noch vollkommen streng, welche Form der in der 
y, z-Ebene liegende Stabquerschnitt auch haben möge; denn es treten 
ja keine Spannungskomponenten mit y oder z als Index auf, für welche 
eine Randbedingung zu erfüllen wäre. Anders ist es jedoch bei Schub 
und Drillung. 

Bei reiner Schubbeanspruchung läßt sich auf folgende Weise 
die allgemeine Lösung in eine einfachere Form überführen [wir haben 
einen ähnlichen Ansatz schon in (161) bis (164) von Abschnitt V kennen
gelernt] : Wir setzen 

lP0 =- : cp(y, z) + 4 (4 ~ cx)J [( -4 + 2
3° IX- 21X2)(xy3- xBy) + 

+ ( -8 + 81X- 21X2) (xyz2- ~Y)], 

lP1 = 4 (4~cx)J [21X(yz2 -~) +4(1-IX}(yz2 -xy2)] +! cp(y, z}, 
(4) 

$2 = 4(4 ~ cx)J (4- 21X) (xy2 + xz2 - : xa)' $3 = 0. 

Hierin ist cp eine nur von y und z abhängende harmonische Funktion. 
Man überzeugt sich leicht, daß dieser Ansatz der Bedingung (3) genügt. 
Die Spannungsfunktion wird gemäß (2) 

F = 4(4 ~ cx)J [<4- 21X}(xy3 + xyz2) + (: IX- 4)xsy], (5) 

und wir erhalten aus (I) 
V 

a., = J xy, a11 = 0, Gz = 0, 

T.,11 = ~; + 4 (4 ~ cx)J [( -8 + 21X)y2 + (4- 21X)z2], (6) 

Tyz = 0, 

Die Normalspannung a., entspricht zwar noch dem Geradliniengesetz 
der elementaren Festigkeitslehre, aber es treten Behubspannungen r., 11 
und Tzz auf, welche noch Randbedingungen zu erfüllen haben. 

Für reine Drillungsbeanspruchung nehmen wir am einfachsten 
die folgenden Umformungen vor: 

X 1 
l/J0 = --cp(y, z}, l/J1 = -cp(y, z}, 

cx cx 
Gl} 

!/Ja= --xy. 
cx 

$ 2 = ~xz, G1J l 
(7) 

9* 
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Hiermit liefert (2) 

F=O, 

und (l) geht über in 

a., = Gy = Gz = Tyz = 0, 
iJrp 

Txy = iJy + G{}z, 

(8) 

(9) 

Abb. 74. Formänderung eines Elemen
tarprismas bei Drillingsbeanspruchung. 

orp 
Txz = az - G{}y. 

Hierin ist {} der Verdrehungswinkel in bezug auf die Längen
einheit des Stabes, für welchen wir aus Abb. 74 die Beziehung 

{}x = _!_ (a'fJ _ a~) 
2 iJz iJy 

(10) 

ablesen. Dieselbe ist in der Tat erfüllt; denn hier wird [vgl. (49) von 
III, 6] 

(11) 

Zunächst sollen die Vollstäbe auf Kerbwirkung hin untersucht werden. 

2. Vollquerschnitte (Stäbe mit Längsnut). 
Wir behandeln vorerst die "flache Kerbe". Dabei setzen wir vor

aus, daß der Rand in der näheren Umgebung der Stelle, an welcher 
die Kerbe angebracht werden soll, in erster 
Annäherung als geradlinig angesehen werden 
kann (Abb. 75). Für die Behubspannungen 
an dieser Stelle, an welcher ja y und z ganz 
bestimmte Werte annehmen, ergeben sich 
aus (6) oder (9) die Ausdrücke 

Darin sind 0 1 und 0 2 Konstanten. Sie treten 
nicht mehr in Erscheinung, wenn wir zu cp 
noch das Glied C 1 • y + C 2 • z hinzunehmen; 
dann wird 

Abb. 75. Wellemitflacher Längs- iJrp orp 
nut bei Schub oder Drilltmg. ..,. ..,. ( 13) 

•xy = iJy ' •xz = oz · 

Der Grenzübergang, der für die folgerichtige Behandlung der "flachen 
Kerbe" notwendig ist, verlangt nun, daß dieser einfache Zusammen
hang infolge der geringen Ausdehnung der Störzone nicht nur an der 
Stelle gilt, an der die Kerbe angebracht wird, sondern auch noch inner
halb der Störzone. Wir haben daher für die Berechnung der Kerbspan
nungen unmittelbar die Beziehungen (13) zu verwenden; sie sind uns 
aber in ähnlicher Form bereits wiederholt begegnet [vgl. (236) und (257) 
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von V, 5]. Der weitere Rechnungsgang ist daher schon bekannt. Die 
zugehörige Spannungsverteilung erläutert Abb. 71. Als Formzahl gilt 

Tmax = 1 + 1/t. (14) 
Tn V e 

Als Nennspannung dient entsprechend unserer Ableitung die Schub
spannung des ungekerbten Stabes an der betreffenden Stelle. 

Als Beispiel diene der Zylinder mit Längs
nut (Abb. 75). Bei Schub ist für die Nenn
spannung, wenn die Kerbe auf der Nullinie des 
Querschnittes liegt, 

2 1+-m V 
Tn = -~-1 nb2 

1 __]___ 
'm 

maßgebend. Bei Drillung haben wir 

2Mp 
Tn = nb3 

zu setzen. 

(15) 

(16) 

Abb. 76. Von C. Weber 
behandelter Sonderfall: Der 
Rand besteht aus zwei 
Kreisen, wobei der Mittel
punkt des kleineren auf 
der Peripherie des größeren 

liegt. 

Bezüglich des Einflusses der Kerbtiefe im Verhältnis zu den Ab
messungen des Querschnittes liegt eine allgemeine Theorie zur Zeit 
noch nicht vor. Für Drillungsbeanspruchung gilt jedoch eine von 
C. W e ber1 gegebene Lösung Aufschluß, welche sich auf den Fall der 
kreisförmigen Kerbe bezieht. Der Rand besteht aus zwei Kreisen, und 
zwar liegt der Mittelpunkt des kleineren auf der Peripherie des größeren 
(Abb. 76). Für kleine Werte cjb ist die Übereinstimmung der Weber
sehen Lösung mit (14) (für t = e) bemerkenswert; denn in beiden Fällen 
ergibt sich für die Formzahl der Wert 2. 

Im allgemeinen wird man auch bei Kerben, die nicht mehr als aus
gesprochen flach anzusprechen sind, in erster Annäherung noch mit der 
Formzahl (14) rechnen können, wenn man als Nennspannung die Rand
schubspannung des ungekerbten Stabes verwendet; denn auf diese 
Weise wird die etwas zu hohe Formzahl durch eine zu niedrige Nenn
spannung wieder ausgeglichen. 

3. Dünnwandige Hohlquerschnitte. 
Bei dünnwandigen Hohlquerschnitten vereinfacht sich die Rechnung 

insofern, als die Schubspannung in den Wandungsteilen ohne Berück
sichtigung der Kerbe noch als gleichmäßig über die Dicke der Wan
dung verteilt angesehen werden kann.· Zur Berechnung der Nennspan
nung genügen infolgedessen jeweils reine Gleichgewichtsbetrachtungen. 

In Abb. 77 ist ein zur y-Achse symmetrischer Querschnitt von über
all gleicher Wandstärke dargestellt. Zur Ermittlung der Schubspannung 
an einer Stelle A infolge Schubbeanspruchung schneiden beiderseits an 
der betreffenden Stelle parallel zur x-Achse senkrecht zur Wandung 

1 Weber, C.: Lehre der Verdrehungsfestigkeit. VDI-Forsch.-Heft Nr. 249. 
Berlin: VDI-Verlag 1921. 
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auf und betrachten ein Stück von der Länge d x. Aus dem Gleich
gewicht der Kräfte folgt dann 

2-cddx = ~~~ dxydf. (17) 

I 

Hierbei ist I die in Abb. 77 schraffierte Fläche des abgeschnittenen 
Teiles. Setzen wir Gz aus (6) ein, so ergibt 
sich schließlich die bekannte Formel 

vs 
7: = 2dJ' (18) 

wobei S das statische Moment des Flä
chenstückes I in bezug auf die Nullinie, 
J das Trägheitsmoment des ganzen Quer
schnittes in bezug auf die Nullinie be
deutet. 

Abb. 77. Gleichgewicht der Spannungen Bei Drillungsbeanspruchung ergibt 
am symmetrischen Hohlquerschnitt. sich aus dem Moment der Spannungen in 

bezug auf einen beliebig gewählten Punkt die bekannte Beziehung 

(19) 

dabei ist F die von der Waudungsmittellinie eingeschlossene Fläche. 
Bringen wir nun an der betrachteten Stelle außen oder innen eine 

Kerbe in Form einer Längsnut an (Abb. 78), so erhöht sich die Schub
spannung infolge Verringerung der Wandstärke von d auf a aus Gleich

gewichtsgründen bei Schubbeanspruchung auf den 
Wert 

bei Drillung auf 

vs 
"Cn = 2aJ' (20) 

(21) 

Diese Werte, welche gleichmäßige Verteilung der 
Abb. 78. Längsnut am Spannung im engsten Querschnitt voraussetzen, 

Hohlquerschnitt. stellen die Nennspannungen dar. 
Zur Berechnung der in Wirklichkeit eintretenden ungleichmäßigen 

Verteilung greifen wir zurück auf die grundlegenden Beziehungen (6) 
und (9). Bei den Vollquerschnitten wurde durch den Grenzübergang 
zur flachen Kerbe die Ausdehnung der Störzone gegenüber den Quer
schnittsabmessungen als so klein angesehen, daß die einfachen Be
ziehungen (13) in Kraft traten. In ähnlicher Weise ist dies auch bei 
dünnwandigen Hohlquerschnitten der Fall. Infolge der kleinen Wand
stärke erstreckt sich auch hier die Störzone nur auf einen Bereich, der 
im Vergleich zu den übrigen Abmessungen des Querschnittes als sehr 
klein anzusehen ist, so daß wir wieder mit den Beziehungen (13) an 
die Lösung der Aufgabe heranzugehen haben. Da bis auf den unwesent-
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liehen Faktor sinw Übereinstimmung mit den Beziehungen (236) vom 
Abschnitt V besteht, so sind die dort für flache und tiefe Kerbe an
gegebenen Lösungen unmittelbar auf den hier vorliegenden Fall an
wendbar. Es gilt mithin als Formzahl der flachen Kerbe wieder 

I + J!; und als Fonmahl der tteien Kerbe ß _ . Die Ermitt-
arctg V: 

lung der Formzahl für beliebige Tiefe geht 
Abb. 103 und 104, hervor. 

aus dem Nomogramm, 

4. Wellen mit Querbohrung. 
Bei Wellen und Stäben mit Querbohrungen oder senkrecht zur Achse 

angeordneten Langlöchern haben wir es mit Ausnahmefällen zu tun; 
denn es handelt sich dabei nicht mehr um prismatische Körper, und die 
Grundgleichungen dieses Ab
schnittes sind infolgedessen 
nicht mehr anwendbar. Man 
kann aber derartige Fälle mit 
Hilfe der Beziehungen des 
ebenen Spannungszustandes be
handeln, wie L. FöppP ge-
zeigt hat. Abb. 79. Hohlwelle mit Querbohrung (Langloch). 

Handelt es sich z. B. um eine dünnwandige Hohlwelle mit einer 
Querbohrung, deren Durchmesser 
durchmesser angesehen werden 
kann, so haben wir im Falle der 
Drillungsbeanspruchung einen 
ebenen Spannungszustand vor 
uns; denn die Störzone kann 
unter diesen Voraussetzungen 

als klein gegenüber dem Wellen-

als Stück einer Scheibe ange
sehen werden. Es handelt sich 

G- ---6-
f-"-t 

11r 

Abb. 80. Welle mit Querbohrung. 

demnach um das Problem der auf Schub beanspruchten Scheibe, dessen 
Lösung wir in IV, 4, C bereits angegeben haben. Es ist dabei aber zu be
achten, daß als Nennspannung die Drillspannung des ungelochten Stabes 
an der Stelle, an der das Loch angebracht wird, verwendet werden 
muß, also 2Mpb 

Tn = n(b4 _ a4) • (22) 
Bei der auf Schub beanspruchten Scheibe [vgl. IV, (144) bis (146)] ist 
die entsprechende Spannung aber nicht der dort verwendete Bezugs
wert p, sondern -~p. Beim Langloch (Abb. 79) ergibt sich daher für 
den Spannungshöchstwert, welcher am Rand in der Nähe des Kerb
grundes in Form einer Zugspannung auftritt [vgl. IV, (154) und Abb. 35], 
der Ausdruck 

(Jmu = 2 + 1/I + ~- • 
Tn r e V; (23) 

1 Föppl, L.: Z. VDI Bd. 65 (1921) S. 497. 
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Bei kreisförmigen Löchern (t = e) ist also die Höchstspannung gleich 
der 4fachen Nennspannung. 

Dieselbe Betrachtungsweise kann aber auch in guter Annäherung 
auf volle Wellen angewandt werden (Abb. 80, vgl. auch die oben 
zitierte Arbeit von L. Föppl). 

VII. Theorie der Entlastungskerben. 

1. Begriffserklärung. 
Bisher haben wir uns mit Spannungszuständen befaßt, wie sie durch 

eine vorgegebene Kerbform bedingt sind. In dem nun folgenden Ab
schnitt soll der umgekehrte Gedankengang vorherrschend sein: Nicht 
mehr nach den Spannungen bei gegebener Gestalt des Randes, sondern 
nach der Gestalt des Randes bei gegebener und möglichst wenig ge
störter Spannungsverteilung soll jetzt gefragt werden. Natürlich ist 
die Behandlung dieser zweiten Grundaufgabe mit der Beherrschung 
der ersten unmittelbar verknüpft. 

Die Gestaltung eines Bauteiles ist zwar vorwiegend von vornherein 
konstruktiv bedingt, läßt sich aber doch zu einem gewissen Teile noch 
durch den Konstrukteur willkürlich festlegen, wobei sich in den meisten 
Fällen durch konstruktiv scheinbar unwesentliche Änderungen eine 
Verbesserung der Spannungsverteilung und damit der Festigkeit des 
Bauteiles erreichen läßt. Es handle sich beispielsweise um eine Welle, 
die aus rein konstruktiven Gründen eine ringsum laufende Nut besitzt, 
im übrigen aber vollkommen glatt ist (Abb. 67). Der Spannungsverlauf 
der Welle, die auf Drillung beansprucht sei, ist durch die Nut erheblich 
gestört, und es tritt im Kerbgrund der Nut eine beträchtliche Span
nungserhöhung auf. Wir wollen nun annehmen, daß es in konstruktiver 
Hinsicht nichts ausmachen würde, wenn in der Nähe der Nut eine 
weitere Nut angebracht wird. Man wird zwar zunächst vermuten, daß 
hierdurch eine weitere und vor allem unnötige Spannungserhöhung 
hervorgerufen wird. Dies ist gewiß der Fall, aber -und darauf kommt 
es an - diese zweite willkürliche Spannungserhöhung ist verbunden 
mit einer Abminderung der ersten. Es tritt, anschaulich gesprochen, 
eine Verteilung des Kerbeffektes auf beide Stellen ein, mit dem End
ergebnis, daß die Spannungserhöhung nunmehr an beiden Stellen ge
ringer ist als im Falle des alleinigen Vorhandenseins der ersten (kon
struktiv notwendigen) Kerbe. 

Wohl noch anschaulicher läßt sich diese Erscheinung deuten, wenn 
wir von der Vorstellung des Kraftflusses ausgehen; dabei sei unter 
Kraftfluß schlechthin die Übertragung der von außen eingeleiteten 
Kräfte durch das Bauteil hindurch verstanden. Ohne auf die Eigen
schaften des elastischen Zustandes im einzelnen näher eingehen zu 
müssen, führt diese Vorstellung schon ganz oberflächlich unmittelbar 
zu einer sehr einleuchtenden Erklärung der Erscheinung. Der Kraft
fluß wird nämlich im Rahmen dieses Gedankenganges durch die zweite 
Kerbe nach den Seiten und dem Innern hin abgelenkt. Die Kerbwirkung 
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kann sich nicht mehr voll ausbilden, nachdem der ankommende Kraft
fluß bereits geschwächt ist. 

Aber auch ohne Zuhilfenahme dieser beiden Gedankenbilder können 
wir die Erscheinung streng theoretisch erklären, indem wir nämlich auf 
das schon wiederholt erwähnte Abklingungsgesetz (vgl. II, 2) Bezug 
nehmen. Danach ist es eine theoretisch nachgewiesene (vgl. IV und V) 
Eigenschaft aller Kerben, einerseits im Kerbgrund eine Spannungs
erhöhung, andererseits aber in der weiteren Umgebung eine Spannungs
abminderung hervorzurufen. Die neue Kerbe ruft zwar an der Stelle, 
an der sie angebracht wird, eine Spannungserhöhung hervor, jedoch in 
der Umgebung und damit auch im Kerbgrund der ersten Kerbe eine 
Entlastung. 

Durch geschickte Anordnung solcher zusätzlicher Kerben hat es der 
Konstrukteur weitgehend in der Hand, die Kerbwirkung günstig zu 
beeinflussen und gefährdete Zonen des Bauteiles zu entlasten. Nach 
A. Thum1 nennt man derartige zusätzliche und nur mit Rücksicht auf 
die Verteilung der Spannungen angebrachte Kerben Entlastungs
kerben. 

2. Entlastungskerben bei Drillungsbeanspruchung. 
Wir wollen nun diesen Entlastungseffekt der mehrfachen Kerben 

mit Hilfe der mathematischen Elastizitätstheorie rechnerisch nach
weisen, um damit zugleich die Eigenschaften 
der Formzahl bei mehrfachen Kerben fest
stellen zu können. 

Als Beispiel diene eine auf Drillung be
anspruchte Welle, welche eine bzw. mehrere 

Abb. 81. Einfache flache Kerbe. 
flache Kerben besitzen möge, und zwar entweder 
in Form von Längsnuten wie in Abb. 75 oder in Form von ringsum 
laufenden Nuten wie in Abb. 67. In beiden Fällen führt die Grenz
betrachtung der flachen Kerben zu den Beziehungen [vgl. V, (257) bzw. 
VI,(l3)!] orp ocp 

Tx = OX ' iy = 7fij • (l) 

Dabei haben wir entsprechend Abb. 81 die x-Achse längs des Randes 
und die y-Achse senkrecht zum Rand vorausgesetzt. Der gemeinsame 
Index der beiden Schubspannungen, welcher der dritten Koordinaten
richtung entsprechen würde, ist der Einfachheit halber fortgelassen 
worden. Die harmonische Funktion cp hängt nur von x und y ab und 
genügt der Bedingung 02rp 02cp 

a x2 + iJy2 = 0 . (2) 

Wir wollen ferner ein isometrisches Netz zugrunde legen, indem 
wir zwischen den kartesischen Koordinaten x, y und den krummlinigen 
Koordinaten u, v die Beziehungen 

ax oy 
8U = BV' 

ax oy 
av=-a:u (3) 

1 Thum, A., u. H. Oschatz: Steigerung der Dauerfestigkeit bei Rundstäben 
mit Querbohrungen. Forschg. Ing.-Wes. Bd. 3 (1932) S. 87. 
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voraussetzen (vgl. IV, 1). Dann nimmt die Differentialgleichung (2) 
in krummlinigen Koordinaten die Form 

ß2 tp ß2 tp 
fht2 + iJv2 = 0 (4) 

an. Nach bekannten Sätzen der Funktionentheorie lassen sich auf diese 
Weise u und v als Real- und Imaginärteil einer komplexen Funktion 
f(x + iy) auffassen, wobei i = y-1 bedeutet. Setzen wir also 

X+ iy = z, u + iv = w, (5) 

so besteht zwischen den komplexen Funktionen z und w der Zusammen

hang z = x + ·iy = f(w) = f(u + iv). (6) 

Die Verzerrungsfaktoren in der u- und v-Richtung werden einander 
gleich, und es gilt 

l/( iJx)2 'oy)2 I dz I 
hu = h" = h = 8u, + (au = dw · (7) 

Für die Krümmungshalbmesser eu und ev der Linien u = konst. und 
v = konst. gilt entsprechend (174) vom Abschnitt IV mit hu = hv = h 
(vom Vorzeichen des Krümmungshalbmessers kann hier abgesehen 
werden): 

1 1 iJh 1 1 oh 
(8) 

!!u h2 iJu ' f!v h2 OV • 

Die Behubspannungen längs der Linien u bzw. v = konst. ergeben sich 
aus q; mittels der Beziehungen [vgl. (238) von V] 

1 otp 
i'u = h iJu' 

1 otp 
i'v = hBV" (9) 

Die Lösung für q; muß in einiger Entfernung von den Kerben in in y 
übergehen. Dieser Ausdruck entspricht dem ungekerbten Stab und 
liefert hier zugleich die Nennspannung. 

Zunächst sei nur eine Kerbe vorhanden. Hat dieselbe elliptische 
Gestalt, so führt das Koordinatensystem 

z = ~inw mit x = ~inu cosv, y · Q:of u sin v (10) 

zum Ziele. Die Lösung wurde bereits in V, 5, C gegeben. Es ergibt 
sich die Formzahl 

(11) 

Das verwendete Koordinatensystem hatte insofern einen gewissen 
Nachteil, als der Rand aus zwei Koordinatenlinien bestand, nämlich 
aus der eigentlichen Kerbe u = u0 und dem geradlinigen Teil v = 0. 
Einfacher gestaltet sich die Rechnung, insbesondere bei Behandlung 
der mehrfachen Kerben, wenn eine geschlossene Randlinie vor
handen ist. Bei der einfachen Kerbe läßt sich dies mit Hilfe des fol
genden Koordinatensystems erreichen: 

z = yw2 - 1 (12) 
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Abb. 82 zeigt einige Linien v = konst. Für große u- oder v-Werte wird 
x = u und y = v, und die Linien v = konst. fallen mit den Geraden 
y = konst. zusammen. An der Stelle x = 0, y = 1 tritt eine Ab
lenkung ein. Benutzen wir nun eine solche Linie als Rand, so handelt 
es sich um eine Kerbe mit wesentlich abgerundeten äußeren 
Ecken; die Formzahl wird !I 
daher voraussichtlich etwas 
niedriger ausfallen, als Glei
chung (11) entspricht. 

Die gesuchte Lösung muß 
der Bedingung (4) genügen, 
ferner für großes u oder v in ,125 .r 
i'n X bzw. Tn U übergehen (wie Abb. 82. Koordinatensystem mit geschlossenen Rand
wir oben gesehen haben, wird Iinien v = konst. zur vereinfachten Behandlung der 

flachen Kerbe. 
dann x = u). Ferner muß Tv 

längs der Randlinie v = v0 verschwinden. Da Tn u allen drei Bedin
gungen genügt, stellt es die richtige Lösung dar. Mithin wird 

Tv = 0, 
~n 

Tu= h' (13) 

Der Kerbgrund liegt auf der y-Achse; dort wird u = 0 und mithin 

y = fv2 + 1 ' h = oy = v I I oh I (14) ov y'v2 + I ' ev = h2 o v = v2 yi + v2 • 

Im Kerbgrund ist ferner v = v0 zu setzen. Die Kerbtiefe wird 

t = (Y)u=O - (Y)u=oo = Yifo + 1 - Vo, (15) 
V=Vo V=Vo 

so daß sich als Kerbkrümmung 

~ _ .!_(1 _ _ v_o ) 
(!-V~ yi +~ 

ergibt. Die Formzahl erhalten wir aus (13) zu 

_ 1'm•x _ I _ I ,f11 + 2 
IXk - -- - - - - V .t Vo • 

~n h Vo 

(16) 

(17) 

Die Elimination des Parameters v0 aus (16) und (17) ergibt schließlich 

~ = (1Xl- 1) (1 - _!_). (18) 
(! IXk 

Bei stark gekrümmten Kerben, also großen Werten tfe, nimmt die 
Formzahl - wie zu erwarten war - große Werte an, und zwar wird 

(19) 

was mit (11) für großes tje übereinstimmt. Im übrigen liefert die ge
wonnene Beziehung (18) stets etwas kleinere Werte als (11), was von 
der oben erwähnten Abrundung der äußeren Ecken herrührt. 

Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir zur eigentlichen Theorie 
des Entlastungseffektes. Wir legen jetzt ein neues Koordinatensystem 
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Abb. 83. Mehrfach gekerbter Rand. 

zugrunde, welches einem 
mehrfach gekerbten Rand 
entspricht (Abb.83). Es soll 
sich dabei um unendlich viele 
gleich tiefe Kerben handeln, 
die in gleichem Abstande b 
voneinander angeordnet sind. 
Wir wollen wieder eine Ab
rundung der äußeren Ecken 
in Kauf nehmen, um eine ge
schlossene Randlinie verwen
den zu können, und setzen 

cosz = A COSW. (20) 

Abb. 84 gibt die Linien 
v = konst. für den Fall A = 2 
wieder. Für großes y ent
sprechen dieselben noch den 
Geraden y = konst., während 
in der Nähe der x-Achse mehr 
und mehr die periodische Aus
lenkung in Erscheinung tritt. 
Nachdem es sich wieder um 

L--~~----=========b eine geschlossene Randlinie 
x v = v0 handelt, gelten die Be-

Abb. 84. Linien v = konst. (zugleich Spannungslinien 
und auch Randlinien) für den mehrfach gekerbten 

Rand. 

ziehungen (13) auch hier. Für 
x=u=O wird 

y = \l{t~of (). ~of v) , 

h _ 8y _ i.6inv 
- Tv - yi.2 ~of2v- 1 ' (21) 

1 1 8h (.l. 2 -1)~ofv 

e = h2 7fV = .l. 6in2v fl2 ~of2v- 1 

Für den jeweiligen Kerbgrund muß ferner v = v0 gesetzt werden. 
Bei der weiteren Rechnung kommt es uns in erster Linie darauf an, 

welche Beziehung sich für die Formzahl bei starker Kerbkrümmung 
ergibt. Aus dem Vergleich mit der für die einfache Kerbe bei starker 
Krümmung abgeleiteten Beziehung (19) können wir dann ja bereits 
den Entlastungseffekt im wesentlichen erkennen. Für kleines v0 er
halten wir: 
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Daraus folgt 
(23) 

oder bei Berücksichtigung der Einheitsstrecke des Koordinatensystems 
1 = bfn: 

V-b -----;t l/ t b b 
(Xk = -~g- = - -~tg-. 

;n;e b e ;n;t ;n;t 
(24) 

Der Vergleich mit (19) zeigt, daß der Entlastungseffekt in dem Faktor 
b b -;;e ~tg ;;t zum Ausdruck 0 

kommt. Diese Zahl, welche 
nur vom Verhältnis bjt, d. h. 
von der Kerbnähe ab- 4 

hängt, wollen wir die Ent- f ~ 
1astungszahl nennen und }' 4 
mit y bezeichnen. Sie ist 

6 

'I 

I 42 
4 t I 

........ 
", 

L 
I 

I 

in Abb. 85 dargestellt; sie 
steigt vom Wert 0 der un
endlich nahen Kerben all
mählich an zu dem Wert 1 0 123'156789101112131'115 

für sehr weit voneinanderen t !-
fernte Kerben, wo sich wieder Abb. 85. Die Entlastungszahly in Abhängigkeitvon der 
die Formzahl der einfachen "Kerbnähe" b/t. 

Kerbe einstellt; in der Tat stimmt Gleichung (24) für b = oo mit (19) 
überein. 

3. Allgemeine Eigenschaften der Formzahl bei Entlastungskerben. 
Um zu allgemeinen Gesichtspunkten für die Formzahl bei Ent

lastungskerben zu gelangen, nehmen wir noch einmal Bezug auf die 
Beziehungen (24) und (19). Der Übergang von der einfachen zur mehr
fachen Kerbe äußert sich offenbar in einer Abminderung der Tiefen
wirkung. An die Stelle der wirklichen Tiefe t tritt bei der mehrfachen 
Kerbe die mit der Entlastungszahl y multiplizierte wirksame Tiefe 

tw = t • ')I • (25) 

Genauere rechnerische Untersuchungen zeigen, daß dieser Gedanken
gang ganz allgemein zu sehr befriedigenden Ergebnissen führt; es ist 
demnach einfach die wirkliche Tiefe t durch die wirksame Tiefe tw in 
den bisherigen Formeln zu ersetzen. 

Man setzt also beispielsweise für die Formzahl der mehrfachen 
flachen Kerbe ohne Abrundung der äußeren Ecken bei Drillung 
und Schub 

cx,,. = 1 + ~ 
und entsprechend bei Zug und Biegung 

(X'"' 1 + 2 v~. 

(26) 

(27) 
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Vill. Theorie der Spitzkerben. 
1. Das Versagen der klassischen Elastizitätslehre bei Spitzkerben 

und seine Ursache. 
Unsere bisherigen Untersuchungen hatten ausschließlich ihre Grund

lage in der klassischen Elastizitätslehre. Nun kommen wir zu einer 
Gruppe von Aufgaben, deren Lösung Gedankengänge erforderlich macht, 
welche uns an die Grenzen des Fundamentes der alten Elastizitätslehre, 
ja sogar darüber hinaus zu einer neuen Theorie hinführen. 

Während bei Kerben von nicht allzu kleinem Krümmungshalbmesser 
die klassische Elastizitätslehre noch ausreichte, führt sie bei stark ge
krümmten Kerben oder gar bei Spitzkerben zu völlig falschen Ergeb
nissen. So haben wir beispielsweise für die Formzahl der flachen Kerbe 
bei Schub oder Drillung die Beziehung l + "'(t{i! gefunden. Beträgt 
also z. B. der Krümmungshalbmesser nur 1/ 10000 der Tiefe, so würde 
hiernach die Formzahl den unmöglichen Wert 101 annehmen. Ähnlich 
liegen die Verhältnisse bei sämtlichen übrigen abgeleiteten Formzahlen. 
Bei verschwindend kleinem Krümmungshalbmesser wird die Formzahl 
jeweils mit Ytfe proportional. Für die Spitzkerben würde sich dem
nach der unmögliche Wert oo ergeben. Wir sind hier offenbar an der 
Grenze des Geltungsbereiches der alten Lehre angelangt. Um zu ver
nünftigen Rechnungsgrundlagen zu kommen, sehen wir uns jetzt vor 
die Aufgabe gestellt, eine neue Gedankenbrücke zu dem wirklichen 
Verhalten der Werkstoffe zu schlagen. 

Bevor wir aber an diese nicht leichte Aufgabe herangehen, müssen 
wir uns darüber klar sein, worin das Versagen der bisherigen Rechnungs
grundlagen seine Ursache hat. Wir greifen deshalb zurück auf Ab
schnitt III; dort hatten wir die Beziehungen für Spannungs- und Form
änderungszustand abgeleitet. Als Gedankenmodell diente uns dabei -
und das ist bereits von grundlegender Bedeutung - ein unendlich 
kleines Teilchen mit den Kanten dx, dy, dz. Die dabei stillschweigend 
gemachten Voraussetzungen der beliebigen Aufteilbarkeit des Stoffes, 
seiner Strukturlosigkeit usw. stellen offenbar das Kriterium für die 
Brauchbarkeit der klassischen Elastizitätslehre dar. Solange es sich 
nämlich um schwach gekrümmte Ränder handelt oder - genauer ge
sagt - solange der Krümmungshalbmesser der Oberfläche überall ge
nügend groß ist gegenüber den Kristallen des Werkstoffes, solange 
macht sich kein Fehler bemerkbar; denn bei schwach gekrümmter Ober
fläche werden sich die Spannungen, die ja mit den Randbedingungen 
zusammenhängen, erst innerhalb größerer Strecken wesentlich ändern, 
nicht aber innerhalb von Entfernungen, die von derselben Größenord
nung sind wie die Abmessungen der Kristalle. Daher kommt es, daß 
bei schwacher Randkrümmung das Werkstoffgefüge noch ohne Einfluß 
ist auf die Spannungsverteilung und damit auch auf die FormzahL 

Anders ist es dagegen bei starker Oberflächenkrümmung. Dann 
treten Spannungsänderungen bereits innerhalb sehr kleiner Entfernun
gen auf. Die Anwendbarkeit der klassischen Elastizitätslehre würde 
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jetzt bedingen, daß der Werkstoff noch in Bezirken von der Größen
ordnung der Kristalle als strukturlos angesehen werden kann, was aber 
dem Vorhandensein der Kristalle selbst widerspricht. 

Diese Überlegung, die uns die Ursache des Versagens der alten 
Lehre vor Augen geführt hat, wird uns nun auch den Weg zu einer 
neuen Theorie zeigen. 

2. Das neue Gedankenmodell. 
Wir haben gesehen, daß es nicht mehr zulässig ist, ein unendlich 

kleines Teilchen zugrunde zu legen. Wir müssen daher offenbar dazu 
übergehen, ein Teilchen von endlichen Abmessungen als Gedanken
modell zu verwenden. 

Wir denken uns mithin nunmehr den Werkstoff aus lauter kleinen, 
aber doch endlichen Teilchen aufgebaut. Die folgerichtige Durchführung 
dieses Gedankens ergibt einerseits neue Gleichgewichts-, andererseits 
auch neue Formänderungsbedingungen. Dabei müssen wir uns- streng
genommen - über eine bestimmte Gestalt des Teilchens klarwerden, 
ferner über das Wesen seiner elastischen Formänderung, die Art der 
Kraftübertragung auf die benachbarten Teilchen usw.; kurzum, es sind 
eine Reihe von Annahmen zu machen, welche dem Verhalten des Werk
stoffes gerecht werden. Die Ergebnisse dieser Grundbetrachtungen 
wären dann neue elastische Grundgleichungen, welche - entsprechend 
der Endlichkeit der Teilchen - nicht mehr Differentialgleichungen, 
sondern Differenzengleichungen wären. Die Lösung der einzelnen 
Aufgaben würde in der Anwendung der Differenzenrechnung bestehen. 
Nach diesen Eröffnungen wird der Leser, der vielleicht einmal selbst 
Aufgaben der Potentialtheorie mit Hilfe der Differenzenrechnung gelöst 
hat, die praktische Durchführbarkeit der Rechnung sicher für fraglich 
halten; denn bekanntlich sind derartige Aufgaben ungeheuer zeit
raubend. In der Tat wäre es so gut wie aussichtslos, auf diesem Wege 
weiter zu kommen; es ist aber - wie wir jetzt sehen werden - auch 
gar nicht notwendig. 

Das Versagen der alten Lehre beschränkt sich ja nur auf die Zonen 
der starken Spannungsänderung; diese sind aber nach dem Abklingungs
gesetz verhältnismäßig eng begrenzt. Es wäre also übertrieben, die 
alte Theorie völlig zu verwerfen, da sie ja in den übrigen Gebieten 
ohne weiteres anwendbar ist. Im Gegenteil, wir benutzen sie als ele
ganten Führer durch die verhältnismäßig weit ausgedehnten Zonen des 
Bauteiles, wo nur geringe Spannungsänderungen vorhanden sind und 
die Differenzenrechnung zu langwierig wäre. Auf diese Weise können 
wir auch bei starker Krümmung des Randes nocli von der klassischen 
Elastizitätstheorie Gebrauch machen, und erst in der Störzone selbst 
müssen wir das neue Gedankenmodell zugrunde legen. 

Rechnerische Überlegungen zeigen nun, daß in guter Annäherung 
auch noch ein Teil der Störzone mit der alten Theorie behandelt werden 
darf, ja man gelangt sogar selbst dann noch zu brauchbaren 
Ergebnissen, wenn man erst unmittelbar an der Störungs
stellesel bst von dem neuen Gedankenmodell Gebrauch macht. 



144 Theorie der Spitzkerben. 

Es zeigt sich nämlich, daß die Formzahl der Spitzkerben in maßgeb
lichem Zusammenhang mit der Größe unseres Teilchens steht, derart, 
daß diese Größe die Rolle einerneuen Werkstoffkonstanten übernimmt. 
Nachdem aber diese Konstante ohnebin durch Vergleich mit Versuchs
ergebnissen bestimmt werden muß, wird der durch Vernachlässigung 
des Gedankenmodells in der übrigen Störzone evtl. noch vorhandene 
Fehler in bezug auf die Formzahl praktisch wieder aufgehoben. 

3. Theorie der Spitzkerbenformzahl. 

Für die Bestimmung der Spitzkerbenformzahl ergibt sich aus den 
obigen Entwicklungen nunmehr das folgende Verfahren. Wir gehen 
von der Lösung der Aufgabe nach der klassischen Elastizitätslehre aus, 
wobei die Spannungsverteilung - wie in den bereits behandelten Bei
spielen- für veränderlichen Kerbkrümmungshalbmesser vorliegen muß. 
Im Kerbgrund kommt das neue Gedankenmodell zur Anwendung, und 
wir denken uns dort ein Teilchen von der Breite e. Das Teilchen ist 
immerhin so klein, daß die an seinen Seitenflächen angreifenden Span
nungen als konstant verteilt angesehen werden können. Wir erhalten 
die neuen Spannungen mithin durch Bildung der Mittelwerte der alten 
Spannungen an den Seitenflächen des Teilchens. 

Als Beispiel diene zunächst die flache Kerbe bei Schub oder Dril
lung. 

A. Die flache Spitzkerbe bei Schub oder Drillung. 
Entsprechend den Beziehungen (241) und (242) vom Abschnitt V 

herrschen im engsten Querschnitt folgende Spannungen: 

('t'uw) fJ=:n/2 = 0, 
w=:rc/2 

- (Tuw) f}=.n/2 =I (6inu + <tofu0 e"•-"). (1) 
w=:rc/2 

Im engsten Querschnitt wird ferner h = 6in u. Machen wir noch von 
e-u = <tofu- 6inu Gebrauch, so erhalten wir 

Abb. 86. GPdanken
modell für die flache 
Spitzkerbe bei Schub 

oder Drillung. 

-'t'vw = 't'n(1- e"•<tofu0 + e"•<tofu0 <ttgu). (2) 

Wir führen nun mit 

<tofu = 1 + f' (3) 

eine neue Koordinate ein, die vom Kerbgrund der 
Spitzkerbe aus in der u-Richtung anwächst (Abb. 86). 
Bei der Berechnung der Spitzkerbenformzahl wollen 
wir uns auf die Ermittlung des Grenzwertes für 
kleines e beschränken, so daß die Koordinate f'• die 
ja in der Rechnung nur Werte zwischen 0 und e an

nimmt, von vornherein als kleine Größe angesehen werden kann; wir 
brauchen daher jeweils nur die niedrigste Potenz von f' zu berück
sichtigen und können setzen: 

<tofu = 1, 6inu = i2j},, 1 
<ttg u = Y2li . (4) 
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Den Randwert u0 setzen wir - der Spitzkerbe entsprechend 
vornherein gleich Null. Dann wird 
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von 

(5) 

Die Spannung der Spitzkerbe stellt nach den vorausgegangenen Er
läuterungen den Mittelwert der Spannung längs der Strecke e dar, 
berechnet sich mithin zu 

1 }~ T,.!' dt-t ~ 7:, =- l'vw dp, = (-)- ,1- = (-) l'n - • 
8 8 , 2 ft 8 

0 0 

(6) 

Berücksichtigen wir noch die Einheitsstrecke des Koordinatensystems 

~ofu0 = I= t, (7) 

so ergibt sich schließlich folgender Grenzwert der Spitzkerbenformzahl: 

IX, = v2: . (8) 

Vergleichen wir hiermit den Grenzwert -vtfe der Rundkerbenformzahl 
für starke Krümmung [vgl. (243) von V], so sehen wir, daß an die 
Stelle des Krümmungshalbmessers jetzt die halbe Breite 
des Elementarteilchens getreten ist. 

Als nächstes Beispiel wollen wir. die zugehörige tiefe Kerbe be
handeln. 

B. Die tiefe Umdrehungsspitzkerbe mit zweidimensionalem 
Spannungsverlauf bei Schub oder Drillung. 

Wir nehmen Bezug auf die in V, 5, C behandelte tiefe Kerbe. Für 
den Axialschnitt senkrecht zur Schubrichtung ergab die Rechnung fol
gende Spannungen 

A 
(7:uw)w=~ = h' 

2 

l'vw = 0 • (9) 

Im engsten Querschnitt wird k = cosv. Wir führen wieder eine neue, 
vom Kerbgrund der Spitzkerbe ausgehende Koordinate ein und setzen 
(Abb. 87) 

sinv =I- p,. (10) 

Zur beabsichtigten Grenzbetrachtung kom
men nur kleine Werte von p, in Betracht, 
so daß 

cosv = f2p,, also 
A 

l'vw = ,ro:: (ll) 
r2t-t 

gesetzt werden kann, Die Spannung der 
Spitzkerbe wird dann 

Neuber, Kerbspannungslehre. 

Abb. 87. Gedankenmodell für die 
tiefe Spitzkerbe bei Schub oder 

Drillung. 

(I2) 

10 
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Die Konstante A ergibt sich aus (251) von V mit v0 = n/2 zu 

A T,. 

= n/2 · (13) 

Berücksichtigen wir schließlich noch die Einheitsstrecke a = sin v0 = 1 , 
so erhalten wir als Formzahl 

iXs = _! l/2a. 
n V ll (14) 

Vergleichen wir hiermit den Grenzwert der stark gekrümmten Rund

kerbe, der sich aus (253) von V für großes afe zu _! 1/ a ergibt, so stellen 
n r (! 

wir auch bei diesem Problem fest, daß e durch s/2 abgelöst wor
den ist. 

Wir wollen nun dieselbe Untersuchung auch für einen verwickelteren 
Spannungszustand durchführen. 

C. Der Zugstab mit beiderseitiger tiefer Spitzkerbe. 
Beim beiderseits gekerbten Zugstab gestaltet sich die Rechnung in

folge des Auftretens der zweiten Hauptspannung wesentlich schwieriger. 
Wie aus IV, 2, A hervorgeht, sind im engsten Querschnitt folgende 
Spannungen vorhanden: 

0' _ 0' _ A (-1- _ cos2 v0 ) ( 15) 
v - Y - cosv cos3 v · 

Das Koordinatensystem ist das gleiche wie beim vorigen Problem, so 
daß wieder die Beziehungen 

sin v = 1 - f-l, cosv = f2ji (16) 

zur Anwendung kommen. Da ein Glied mit cos2v0 auftritt, sind wir 
genötigt, noch mit f-lo den Abstand des Randes von der Stelle f-l = 0 
zunächst allgemein einzuführen; erst nach Durchführung der Integra
tion dürfen wir dann #o = 0 setzen. (Würden wir von vornherein 

v0 = n/2 bzw. #o = 0 setzen, so würde 
im Kerbgrund a~ =Gy werden und <Ty 

würde am Rand nicht verschwinden. 
Aus diesem Grunde darf der Grenz
übergang zur Spitzkerbe hier erst 
nach der Integration vorgenommen 
werden.) · 

Außerdem ist zu beachten, daß 
hier der Rand f-l = #o nicht etwa 

Abb. 88. Gildankenmodell für die tiefe direkt als untere Grenze eingesetzt 
Spitzkerbe bei Zug. 

werden darf, · sondern ein etwas 
kleinerer Wert, den wir mit f-l1 bezeichnen wollen (Abb. 88). Die 
untere Integrationsgrenze muß nämlich gerade so liegen, 
daß die Spannung Gy nach der Integration der Randbedin
gung entsprechend verschwindet. Wir haben daher die Integra
tion für beide Spannungen durchzuführen; denn wie bei den Span-
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nungen der klassischen Elastizitätslehre müssen wir auch hier bei den 
Spannungen unseres Gedankenmodells die Gewähr haben, daß die 
Randbedingungen erfüllt sind. Das ist hier aber nur dadurch möglich, 
daß als untere Integrationsgrenze nicht f-lo selbst, sondern ein etwas 
kleinerer Wert benutzt wird. Obwohl f-lo begrifflich die Rolle der Rand
koordinate spielt, sind wir gezwungen, uns das Teilchen um die kleine 
Strecke f-lo - p,1 aus der Randschicht herausgerückt zu denken, um 
die Randbedingung für a11 erfüllen zu können. Diese kleine Verrückung, 
die beim Grenzübergang zur Spitzkerbe ja ohnehin wieder verschwindet, 
erklärt sich daraus, daß wir bei unserer Betrachtung plötzlich 
von der Differential- zur Differenzenrechnung übergegangen 
sind. Gewisse kleine Strecken, die bei der Differentialrechnung noch 
unendlich klein sind, nehmen bei der Differenzenrechnung nun plötz
lich endliche Werte an. 

Da f-lo von derselben Größenordnung klein ist wie f-l, dürfen wir 
ähnlich wie oben 

cosv0 = Y2t-t0 

setzen. Damit gehen die Spannungen über in 

( 1 ,Uo t'2) 
(fz=A ,-+ ~' }2,u ,u. 

( 1 .uot'2) 
(]II = A ~ - 2,u3i2 . 

(17) 

(18) 

Wir bilden zunächst die Spannung a11 der Spitzkerbe und erhalten 

(19) 

Beim beabsichtigten Grenzübergang zur Spitzkerbe behält e seinen 
festen Wert, während f-lo und auch f-l1 , das ja jeweils noch kleiner als f-lo 
ist, gegen Null konvergieren. Wir können daher bereits schon vor 
Durchführung des Grenzüberganges f-lo und t-t1 gegenüber e vernach
lässigen. Damit geht (19) über in 

A Jl2 (·'- ,r:: Po .Uo ) (f11s = -e- f e - Vf-l1 + Ye - (i;;_ · . (20) 

Diese Spannung muß aber der Randbedingung genügen und verschwin
den. Daraus ergibt sich eine Beziehung für den noch unbekannten 
Wert f-l1 • Es folgt für ~ die quadratische Gleichung 

(21) 

mit den Wurzeln 

bzw. -ve. (22) 

Da ja t-t1 kleiner alsesein muß, kommt hier nur der erste Wert in Be
tracht. 

10* 
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Wir bilden nun die Spannung Uz und erhalten bei Verwendung des 
soeben gefundenen Wertes von t-t1 : 

e+ß~ 

11· A·'2( ,-2 v· _) a = _ a dtJ. = _r_"' ye + l'o _ l'o _ l'o + 1/ e . 
zs 8 z r- 8 8 8 , 2 r 

I'~ v8 +Po 
~ 8 

(23) 

Nunmehr setzen wir endgültig #o = 0 und erhalten mithin für die 
Höchstspannung der Spitzkerbe den Wert 

U:r 8 = 2A ~. (24) 

Die Konstante A ergibt sich aus (66) von IV mit v0 = :rt/2 zu 

2 
A = -p. (25) 

11; 

Mithin wird die Formzahl der Spitzkerbe 

(X=_! 112 = i_V2a. 
• 11; r e- "' 8 

(26) 

Zum Vergleich wollen wir wieder die Formzahl der stark gekrümmten 
Rundkerbe heranziehen, die sich aus (69) von IV für großes afe zu 

(27) 

ergibt. Wieder stellen wir fest, daß bei der Spitzkerbe die Strecke ef2 
an die Stelle des Krümmungshalbmessers getreten ist. 

Ebenso läßt sich dieses Gesetz bei allen übrigen Kerbspannungs
zuständen nachweisen. Die behandelten Beispiele mögen jedoch genügen, 
um das Zustandekommen der Spitzkerbenformzahl zu erkennen. 

Der Einfachheit halber wollen wir nun an Stelle von e/2 die Bezeich
nung e' einführen. e' spielt also für die Spitzkerbenformzahl eine aus
schlaggebende Rolle. Entsprechend unserer Theorie, die sich auf den 
Gefügeeinfluß bezog, steht e' als halbe Breite des für die Rechnung 
eingeführten Elementarteilchens mit dem Gefüge des Werkstoffes 
in Zusammenhang; d. h. e' wird für verschiedene Werkstoffe auch im 
allgemeinen verschiedene Werte annehmen. Es handelt sich somit 
um eine neue Werkstoffkonstante, und zwar mit der Dimension 
einer Länge. Wie im nächsten Abschnitt gezeigt werden wird, hat e' 
bei Stahl etwa die Größe eines halben Millimeters. Die Formzahl 
wird also beim Übergang zur Spitzkerbe vom Werkstoff ab
hängig. 

4. Der Vbergang von der Rundkerbe zur Spitzkerbe. 
Dem Wert e' = 0 entspricht noch der Idealstoff der klassischen 

Elastizitätstheorie mit der höchsten elastischen Empfindlichkeit; bei 
wachsendem e' sinkt dieselbe. Wir wollen deshalb e' als elastische 
Kerbempfindlichkeit bezeichnen. 
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Bei schwach gekrümmten Kerben (e groß) gilt noch die Formzahl 
des Idealstoffes; bei abnehmendem e zeigt sich für technische Werk
stoffe allmählich eine Abminderung der Formzahl; denn die Form
zahl eines technischen Werkstoffes 
nähert sich bei immer kleiner wer- 10 

9 
dendem e ja nicht dem Wert un-

1 

l 

" 

/ 

/ 
J 

1--" 
~ 

!{lL / 
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ak=a~ 

/ 
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-a 
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l[=konst 

endlich, sondern der Spitzkerben- 8 

formzahl als höchstem Grenzwert. 7 

Ohne nun in jedem einzelnen Falle 6 

die Formzahl der Rundkerbe unter 5 

Verwendung unseres Gedanken- 'I 

modellserrechnen zu müssen, genügt J 

es, ein Übergangsgesetz zu verwen- 2 

den, welches ähnlich wie bei der fla
chen und tiefen Kerbe hier den Über- o 10 ZU J() '10 50 60 70 80 90 f(J(J ffO 121/ 
gang vom Idealwert IXA, = (1Xk)~.>'=O ~-
zum Wert IX8 = (1Xk)~.>=O der Spitz
kerbe sicherstellt. Die Übergangs
kurve muß sich, wie aus Abb. 89 
hervorgeht, an beide Grenzkurven 

Abb. 89. Zusammenhang der technischen 
Formzahl einerseits mit dem Grenzwert für 
ideal-elastisches Verhalten (!.'' = 0), anderer
seits dem Grenzwert der Spitzkerbe (!.' = 0). 

anschmiegen. Da nun nach der Theorie die ideale Formzahl für kleines e 
mit ffJe verhältnisgleich wird, ist es naheliegend, für den Übergang 
zur Spitzkerbe folgenden Ansatz zu wählen: 

IX~- l 
•(Xk = 1 + I I • 

I+ V~ 
(28) 

Wir werden im nächsten Abschnitt noch sehen, wie dieser Ansatz 
auch mit den Versuchsergebnissen sehr gut im Einklang steht. 

5. Einfluß der Formänderung im Kerbgmnd. 
Auch noch eines weiteren Nachteiles der klassischen Elastizitäts

theorie muß hier gedacht werden. Wir waren bei Ableitung der elasti
schen Grundgleichungen von Formänderungsbetrachtungen in III, 2 
ausgegangen, welche ein nur geringes Maß der Gestaltänderung zur 
Voraussetzung hatten. Bei Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen 
in III, 1 konnten wir infolgedessen den nicht deformierten Körper 
zugrunde legen. Kürzlich hat nun L. FöppP darauf hingewiesen, daß 
diese Voraussetzungen bei Kerben nicht mehr haltbar sind, wenn die 
Formänderung im Kerbgrund sehr groß wird, d. h. bei großer Form
zahl bzw. starker Kerbkrümmung. Durch Gleichgewichtsbetrachtungen 
am deformierten Körper und mit Einführung einer entsprechenden 
Werkstoffkonstanten hat L. Föppl gezeigt, wie sich durch diesen Ge
dankengang eine Abminderung der Spannungsspitzen erklären läßt. 
Wir sehen also auch hier wieder, daß bei Kerben starker Krümmung 
die alte Theorie irgendwie ergänzt werden muß, um zu praktisch brauch
baren Ergebnissen zu kommen. 

1 Föppl, L.: Ing.-Arch. Bd. 7 (1936) S. 229. 
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Da der Einfluß der großen Formänderung sich, wie wir gesehen 
haben, in demselben Sinne auf die Formzahl auswirkt wie der oben mit 
unserem Gedankenmodell erfaßte Gefügeeinfluß - bei beiden Gedanken
gängen handelt es sich ja um eine Abminderung der Formzahl bei 
starker Kerbkrümmung -, so können wir mit einem der beiden Ge
dankengä.nge auskommen, wenn wir die zugehörige Werkstoffkonstante 
den Versuchsergebnissen anpassen. Bei Beibehaltung der oben in VIII, 
1 bis 4 aufgestellten Beziehungen wird also der Einfluß der großen 
Formänderung von selbst mitberücksichtigt, wenn wir e' dem wirk
lichen Verhalten des Werkstoffes anpassen. 

6. Theorie des Flankenwinkels. 
Noch ein weiterer Einfluß macht sich beim Übergang zur Spitz

kerbe bemerkbar, nämlich der des Flankenwinkels. Bei Kerben mit 
großem Krümmungshalbmesser konnte der Einfluß des Flankenwinkels 
noch vernachlässigt werden, weil der geradlinige Teil des Randes weit 
außerhalb der hoch beanspruchten Zone lag, also in einem Gebiet, 
welches infolge des starken Abklingens der Kerbspannungen für die 
Formzahl keine Bedeutung hat. Anders ist es jedoch bei den stark 
gekrümmten Kerben und den Spitzkerben. Hier spielt der Flanken
winkel w eine wesentliche Rolle. 

Die bisher entwickelten Spitzkerbenformzahlen bezogen sich sämt
lich auf einen Flankenwinkel von 0°. Zur Ermittlung des Zusammen
hanges zwischen den bei gleichen Abmessungen, aber veränderlichem 
Flankenwinkel auftretenden Formzahlen legen wir am einfachsten den 
Spannungszustand in der auf Drillung beanspruchten Welle mit flacher 
Kerbe zugrunde, dessen Behandlung wir anläßlich der Frage der Ent
lastungskerben bereits wesentlich vereinfacht haben, und übernehmen 
hier die Beziehungen (1) bis (7) vom Abschnitt VII. 

Das Koordinatensystem muß hier eine für Spitzkerben mit beliebi
gem Flankenwinkel geeignete Randlinie enthalten. Wir genügen dieser 
Bedingung, indem wir 

zn=1+wn (29) 

setzen. Dann stellt die Linie u = 0 eine solche Randlinie dar (Abb. 90). 
Für n = 2 beträgt der Flankenwinkel noch 0°, für n = 1,5 ist er 90°, 
schließlich für n = 1 gleich 180° (keine Kerbe mehr). Im Kerbgrund 
der Spitzkerbe wird w = 0, z = 1. Für die nähere Umgebung setzen 
wir z = 1 + z1 und erhalten aus (29) durch Vernachlässigung höherer 
Potenzen von z1 die Beziehung n z1 = wn. Die nähere Untersuchung 
ergibt daraus für den Flankenwinkel die Beziehung 

w =(2- n)n. (30) 

Für große Werte z wird z = w, d. h. x = u, y = v. Die gesuchte 
Lösung für (/) muß eine harmonische Funktion sein, also der Differen
tialgleichung (4) von VII genügen, ferner muß dieselbe für großes u 
oder v in r: .. y (entsprechend r:y = r: .. , r:x = 0) übergehen. Schließlich 
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muß •u längs einer beliebigen Randlinie u = u0 verschwinden (wir be
trachten zunächst die Rundkerbe!). Die Lösung ist 

Tu =0, 
-r,. 

·~ = h" 
Im Kerbgrund wird y = v = 0. Daraus folgt 

h = iJx = dx 
iJu du' 

(31) 

(32) 

Bilden wir hieraus in bekannter Weise die Spannung der Spitzkerbe, 
so ergibt sich als Formzahl 

1+• 1+• 1 

cx. = !j2dx = .!.jddu dx= .!.(u)x=l+• = [(1 + .!.)n- ~]n. 
e -r,. e x e e e 

1 1 

!I !I 

n=1, w-a: 
(ketne Ker6e mehr) 

Abb. 90. Koordinatensysteme zur Theorie des Flankenwinkels. 

Für n = 2 folgt hieraus die Formzahl des 0 °-Flankenwinkels 

CXoo = y1 + ~. 
Nach 1/s aufgelöst erhalten wir 

1 ~~0- 1 
-;=-2-

(33) 

(34) 

(35) 

Setzen wir für 1/s diesen Ausdruck in (33) ein, so ergibt sich schließ
lich die gesuchte Beziehung zwischen der Formzahl bei w = 0 o und 
jener bei beliebigem Flankenwinkel: 

(36) 
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Hierbei hängt n entsprechend (30) mit w zusammen: 

n=2 -~. (37) 
:n: 

Abb. 91 stellt die nomographische Auswertung des Ergebnisses dar. 
Beträgt beispielsweise die 0°-Formzahl 7,0 und ist die Formzahl der 
sonst gleichen Kerbe für einen Flankenwinkel von 90° gesucht, so geht 
man von ~X8 = 7,0 aus nach rechts auf der Kennlinie entsprechend der 

Pfeilrichtung schräg abwärts bis zum 
Schnitt mit der zu w = 90° gehören
den Vertikalen. Von diesem Schnitt
punkt geht man waagerecht nach 
links und liest IX8 = 3,8 ab. 

w-
Abb. 91. Abhängigkeit der Spitzkerbenformzahl vom Flankenwinkel in nomO· 

graphischer Darstellung. 

Auf den ersten Blick fällt der fast geradlinige Verlauf der, Kenn
linien auf. Die Formzahl sinkt fast verhältnisgleich mit dem Flanken
winkel ab. Beachten wir, daß mit zunehmendem Flankenwinkel auch 
die Abrundung der äußeren Ecken zunimmt, die wir bei dem gewählten 
Koordinatensystem in Kauf genommen haben (Abb. 90), so ist zu er
warten, daß andererseits bei technischen Kerben mit ausgeprägten 
äußeren Ecken die Formzahl bei zunehmendem Flankenwinkel nicht 
so stark abfällt. Dies spricht für einen mehr geradlinigen Verlauf der 
Kennlinien bei technischen Kerben. Wir wollen deshalb für die prak
tische Anwendung den geradlinigen Verlauf zugrunde legen. Dem ent
spricht die Beziehung 

IX8 = l + :_:- ro [(1X8)." = o- l], (38) 
:n: 

welche ohnehin in einem gewissen Bereich mit (36) recht gut überein
stimmt. Im übrigen entspricht diese Gleichung auch den Versuchs
ergebnissen, die im nächsten Abschnitt diskutiert werden. 

7. Die allgemeine technische Formzahl. 
Es kommt nun noch darauf an, Gleichung (38) so mit Gleichung (28) 

zu vereinigen, daß sich eine unseren zu Anfang aufgestellten Forde
rungen entsprechende allgemeine technische Formzahl ergibt. Ins· 
besondere muß die gesuchte Formzahlgleichung der Be
dingung genügen, daß der Einfluß des Flankenwinkels mit 
zunehmendem Krümmungshalbmesser abnimmt. 
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Wir greifen zunächst noch einmal zurück auf die in den Abschnit
ten IV bis VI abgeleiteten Formzahlen, welche für den Idealstoff mit 
r/ = 0 unmittelbar gelten, also mit tXi, zu bezeichnen sind. Mit ver-

schwindendem e werden sie sämtlich mit fl!e proportional, und wir 
können 

;

(tXi:)eklein = C V~ 
setzen. In (28) eingesetzt ergibt 

l/1 
c r-

(i.Xk)eklein = 1 + __ I!_ 

Vle' 
1 + -e 

(39) 

(40) 

(im Zähler wurde bereits 1 gegenüber c V~~ vernachlässigt), woraus 

durch Grenzübergang e--+ 0 die Spitzkerbenformzahl - unseren Ent
wicklungen entsprechend für einen Flankenwinkel von 0° - hervor
geht. Wir erhalten 

(tXs)w=O = 1 + C -v ;, . 
Setzen wir dies in (38) ein, so wird 

;n;- (J) -v 1 
lX8 = 1 + -- C 1 • ;n; (] 

(41) 

(42) 

Der Vergleich von (42) mit (41) könnte zunächst dazu führen, ledig

lich ;n;- w c statt c zu setzen, um die allgemeine Formzahl zu erhalten. ;n; 
Dies würde jedoch zur Folge haben, daß der Flankenwinkel auch bei 
großem e noch einen maßgebenden Einfluß auf die Formzahl hat, 
würde also der Theorie widersprechen. 

Die zweite Möglichkeit, die allgemeine Formzahl in einfacher Weise 

;n;-wliT VIT aufzustellen, besteht nun darin, -- / 1 , statt 1 , zu setzen. Da-;n; (] (] 
mit können wir der an den Flankenwinkel geknüpften Bedingung 
gerecht werden; (28) geht nämlich in 

(43) 

über. In der Tat wird jetzt der Einfluß des Flankenwinkels bei großem 
Krümmungshalbmesser verschwindend klein, wie wir es bei der obigen 

Überlegung verlangt hatten; denn im Nenner wird dann _;n;_ljg'_ ;n;- (J) (] 

klein gegenüber 1, und die Größe w hat keinen Einfluß mehr auf die 
FormzahL Bei abnehmendem Krümmungshalbmesser dagegen macht 
sich der Einfluß des Flankenwinkels allmählich geltend, schließlich ist 
bei der Spitzkerbe mit e = 0 Gleichung (42) verwirklicht. 
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Gleichung (43) steht außerdem zugleich mit Versuchsergebnissen im 
Einklang und stellt daher die maßgebende Beziehung für die 
technische Formzahl dar. 

Bei der Formzahl o.:A, des Idealstoffes dienten Formzahlnomogramme 
(Abb. 104 und 105) zur schnellen Ermittlung. Ebenso läßt sich auch 
Gleichung (43) auf nomographischem Wege lösen. Hierzu dient das 
Diagramm in Abb. 106. Die Handhabung geht aus den angegebenen 
Pfeilen hervor, wobei auf die in Abschnitt X durchgeführten Beispiele 
verwiesen sei. 

Wir wollen nun auf Ergebnisse der experimentellen Spannungs
forschung eingehen und sie mit den hier gewonnenen Beziehungen ver
gleichen. 

IX. Vergleich der Theorie mit Ergebnissen der 
experimentellen Spannungsforschung. 

1. Dehnungsmessungen. 
Mit gewöhnlichen Dehnungsmessern ist es nicht möglich, die im 

Kerbgrund wirklich eintretende große Dehnung und damit die Span
nungsspitze zu ermitteln. Das im Jahre 1912 von E. Preuss1 ent

wickelte Gerät kam dieser Anforderung bereits 
näher, ohne jedoch den Fehler ganz ausmerzen 
zu können. Erst im Jahre 1932 wurde von 

) G. Fischer 2 ein Meßverfahren entwickelt und 
durch zahlreiche Versuche erprobt, mit welchem 
die wahre Spannungsspitze im Kerbgrund aus-! reichend genau bestimmt werden kann. Es beruht 

) auf Ermittlung der Verschiebungen einzelner 
_ Punkte längs einer Geraden. Durch Auftragen 

der Größe der jeweiligen Verschiebung der 
Abb. 92. Von G. Fischer Ordinate über der Meßgeraden erhält man 

untersuchte Kerben. 
die sog. Verschiebungskurve, aus deren Verlauf 

die Dehnung auch an solchen Stellen der Meßgeraden bestimmt werden 
kann, die ein unmittelbares Aufsetzen des Dehnungsmessers nicht ge
statten. Die von Fischer ausgeführten Messungen an Kerben bei 
biegebeanspruchten Flachstäben sind in der Fachwelt als sehr zuver
lässig anerkannt und sollen daher zum Vergleich mit der Theorie heran
gezogen werden. 

Es handelte sich dabei einerseits um Spitzkerben mit verschiedenem 
Flankenwinkel, andererseits um Rundkerben, Abb. 92. Die Theorie 
liefert für den einseitig gekerbten Biegestab (IV, 6, B) 

l(t-
cXJk = 1 + 2 I (i- > (1) 

1 Preuss, E.: VDI-Forsch.-Heft Nr. 126 - Z. VDI Bd. 56 (1912), S. 1349 
u. 1780. 

2 Fischer, G.: Kerbwirkung an Biegestäben. Berlin: VDI-Verlag 1932. 



Dehnungsmessungen. 

IX' = 1 + (cxrk- 1) (cx,k- 1) 
k ,; 2 2' 

r (cxrk - 1) + (cx,k- 1) 

-1+ iX~-1 
IXk- n yr./. 

1+-- -
n-w e 
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(2) 

(3) 

(4) 

Um den noch unbekannten Wert e' zu ermitteln, stellen wir zunächst 
die Formzahl der Spitzkerbe auf. Für sehr kleines (! geht IXtk und da-

't h 1· 4 ("- 2)·va 11o663a ··b st ·d· ml auc IXtk - m 3(n2 - 8) e = V ' e u er. e zenWir IeS 

m (3) ein und zugleich für IXtk - 1 den Wert V 4 ~ , so ergibt sich 

VI 4 _i. . o 663 !:_ -. ------
,) e ' e ll 0,663 a 

(1Xkeklein = 1 + t = 1 + ----- -. 
4- + 0,663 .!!__ 1 + 0,166 .!!__ e 

e e t 

(5) 

In (4) eingesetzt ergibt schließlich 

( ) _ 1 1 1 -v 0,663 a 
IXk eklein - I V ' ----a- e ' 

1 + -"- g_ 1 + 0,166-
n- (J) e t 

(6) 

woraus durch Grenzübergang (! ~ 0 die 
Formzahl der Spitzkerbe 

9 

8 

7 

8 
"' "- t=konsf-

1Xs = 1 + n-(J)v~~ a' (7) 
:n: 1 + o 166 .!!__ e 

' t 
hervorgeht. 

Die Versuche an Spitzkerben erstreckten 
sich auf Stäbe mit den ziemlich genau ein
gehaltenen Werten a = 95 mm, t = 15 mm. 
Die den Versuchen entsprechenden Form· 
zahlwerte liegen, in Abhängigkeit vom 
Flankenwinkel aufgetragen, genügend genau 
auf einer Geraden, die für w = n durch 
IX8 = 1, für w = nf2 durch IX8 = 5 hin
durchgeht, Abb. 93. Die Übereinstimmung 

a=konsf 

"'\.. 

"" ~ 
""' ""' """ "-() 

$ 
w-

Abb. 93. Formzahlen der Spitz
kerben bei konstanter Tiefe und 
Stabbreite, aber veränderlichem 
Flankenwinkel entsprechend Gl.(38) 
von Abschnitt VIII und GI. (7) von 
Abschnitt IX, sowie nach Messun-

gen von Fischer. 
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mit unserer Gleichung (7) liefert für e' den Wert 0,48 rum. Es handelt 
sich dabei um einen Sonderstahl mit einer Zugfestigkeit von 65 kgfmm2• 

Mittels des so gefundenen Wertes können wir nun auch die Ergeb
nisse der Fischersehen Messungen an Rundkerben mit der Theorie 

3 ;J~ 
K "(ut-110nzm 

to=O 
~'=4'18mm r 

3 ---~ v--::.~~ 
/ a+t=f10mm 

V 
w=O 
e'=4'18mm 

1 1 

0 10 20 .JO 0 10 .2/J 30 'I{) so 
;- ,_ 

Abb. 94. Veränderliche Tiefe bei konstantem Abb. 95. VeränderlicherKrümmungshalbmesser 
Krümmungshalbmesser und konstanter Stab- bei konstanter Tiefe und Stabbreite. 

3 

..... 

1/ 

0 10 

breite. 

I 
• t=el 

a+t=tfOnzm 
w=O 
e'-4inzm 

20 30 'I{) 50 ,_ 

vergleichen. Der Flankenwinkel 
war dabei stets 0°. Abb. 94 zeigt 
den Verlauf der Formzahl für ver
änderliche Tiefe bei konstantem 
Krümmungshalbmesser, Abb. 95 
für veränderlichen Krümmungs
halbmesser bei konstanter Tiefe, 
schließlich Abb. 96 für Halbkreis
kerben mit veränderlichem Halb-

Abb. 96. Halbkreiskerben von veränderlichem messer, sämtlich bei konstanter 
Halbmesser bei konstanter Stabbreite. 

Stabbreite. Die theoretischen 
Abb. 94-96. Vergleich der Formzahltheorie Formzahlkurven wurden dabei an 

mit den Messungen von Fischer. 
Hand der Nomogramme ermittelt. 

Die versuchsmäßigen Formzahlwerte sind jeweils eingetragen. Die Ab
weichungen von den theoretischen Kurven liegen noch innerhalb der 
Versuchsgenauigkeit, so daß die Theorie als bestätigt anzusehen ist. 

2. Spannungsoptische Messungen. 
Das spannungsoptische Verfahren, welches in den letzten Jahren 

mehr und mehr an Bedeutung gewonnen hat, stellt unbestritten das 
beste und leistungsfähigste Hilfsmittel zur Untersuchung ebener Span
nungszustände dar. Bezüglich der allgemeinen Grundlagen sei auf die 
Literatur1 verwiesen. Man erhält mit Hilfe dieses Verfahrens neben 
dem Verlauf der Hauptspannungslinien auch die Spannungen selbst, 
und zwar am Rand durch unmittelbare Messung, im Innern auf zeich
nerischem oder rechnerischem Wege. 

Die erste Kerbspannungsaufgabe, die auf optischem Wege gelöst 
wurde, war die Spannungsverteilung in Winkelecken. Mittels der in 
München befindlichen spannungsoptischen Anlage haben H. C. v. Wid-

1 Föppl, L., u. H. Neu ber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik. Mün
chen u. Berlin 1935. 
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dern, H. Kurzhals und L. Kettenacker unter Leitung von L. Föppl 
das Problem weitgehend geklärt1 . Ein Vergleich mit der Theorie kann 
jedoch bei diesem Problem nicht vorgenommen werden, da die strenge 

w=f 

( ) -
aJ=f 

Abb. 97. Von E. Armbruster untersuchte Abb. 98. Von E. Armbruster untersuchte 
einseitig gekerbte Blegeetäbe. beiderseits gekerbte Zugstäbe. 

theoretische Lösung noch 
nicht vorliegt. 

J 

0 

;? ~ 

5 10 

0 

t-'lmm 
a=16mm 
w=.fl. , 
1(-4'81 

15 30 

~-

Dafür ist aber bei den 
Untersuchungen, die in 2 

München durch E. Arm- t 
bruster 2 an gekerbten «.t 
Stäben angestellt worden 1 

sind, ein Vergleich mit der 
Theorie möglich; denn es 
handelte sich um den ein
seitig gekerbten Biegestab 
(Abb. 97) und um den 
beiderseits gekerbten Zug

Abb. 99. Vergleich der von Armbruster durchgeführten 
Messungen an Biegestäben mit der Formzahltheorie. 

stab (Abb. 98). Bei konstant gehaltener Kerbtiefe und gleichbleiben
dem Flankenwinkel, aber veränderlichem Krümmungshalbmesser sind 
die Versuchsergebnisse in 
Abb. 99 und 100 den theo
retischen Formzahlen ge
genübergestellt. Bei den 
letzteren wurden die Nomo
gramme (Abb.l03 bis 106) «.t 

benutzt und wiederder Wert 
e' = 0,48 mm verwendet. 

J 

2 

1 

0 

0 
0 vr 

0 

0 . -------r.::rmm "T 

a=8mm 
w-f 
(=0,'/8mm 

5 10 15 20 :-
Für den Biegestab, Ab

bildung 99, ist die Ober
einstimmung befriedigend, 
wenn man berücksichtigt, 
daß infolge der immerhin 

Abb. 100. Vergleich der Armbrustersehen Messungen 
an Zugstäben mit der Form2ahltheorie. 

geringen Stabbreite von 20mm keine sehr große Versuchsgenauigkeit er
reicht werden konnte. Der Werte'= 0,48 mm gilt also auch näherungs
weise für das bei spannungsoptischen Versuchen benutzte Flintglas. 

1 Siehe Fußnote 1 Seite 156. 
2 Armbruster, E.: Einfluß der Oberflächenbeschaffenheit auf den Span

nungsverlauf und die Schwingungsfestigkeit. Berlin 1931. 
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Beim Zugstab, Abb.100, liegen die versuchsmäßigen Formzahlen durch
weg oberhalb der theoretischen Kurve. Wenn wir in Betracht ziehen, daß 
sich der Fall der reinen Zugbeanspruchung praktisch nur angenähert ver

I 

fl4 
ahlda 

wirklichen läßt und daß immer eine gewisse Biegungs
beanspruchung in Kauf genommen werden muß, was 
allen spannungsoptischen Forschern bekannt ist, so 
setzt uns diese Abweichung nicht in Erstaunen. Treten 
z. B. in den Bolzen, durch welche bei der von Arm
bruster benutzten Vorrichtung die Zugkraft in den 
Stab eingeleitet wird, unsymmetrische Reibungskräfte 
auf, welche eine kleine Verlagerung der Zugrichtung 
aus der Stabachse heraus zur Folge haben, die im eng
sten Querschnitt etwa 3% der Breite 2a (also etwa 
0,48 mm) ausmacht, so vermehrt sich dadurch die 

Abb.lOl. vonA.Hen- elementare Höchstspannung infolge des bei Biegung 
nig untersuchte mittig auftretenden Faktors 6 um 18%, d. h. die wirkliche gelochte Stäbe. 

Nennspannung ist in diesem Falle gleich dem 1,18-
fachen theoretischen Wert. Diese Zahlen liegen bei der geringen Stab
breite von 20 mm durchaus im Bereich der Wahrscheinlichkeit. Be
nutzen wir sie zu einer Korrektur der Armbrustsehen Ergebnisse, so 
erhalten wir - wie aus Abb. 100 zu ersehen ist -Werte, die sehr gut 
lnit der theoretischen Kurve im Einklang stehen. 

J 

V 
1 

0 

-~ 

1 

0 

J 

Eine weitere Versuchsreihe, die -eben
falls im Münchener Laboratorium - von 
A.Hennig durchgeführt wurde, erstreckte 
sich auf den mittig gelochten Stab unter 
Zugbeanspruchung1, wie er in Abb. 101 
dargestellt ist. Zum Vergleich der ver
suchsmäßigen Formzahlen mit der Theorie 
nehmen wir Bezug auf die in IV, 6, C 
angestellte Überlegung. Danach setzt sich 

" die Formzahl der tiefen Kerbe in diesem 
Falle aus dem Wert 1X1 der beiderseitigen 
tiefen Außenkerbe bei Zug und einem 
Biegungsanteil zusammen, welcher sich 
aus der Formzahl IX3 der einseitigen tiefen 

Abb. 102. Vergleich der von Hennig 
durchgeführten Messungen an mittig 
gelochten Stäben unter Zugbeanspru-

chung mit der Formzahltheorie. 

Außenkerbe bei Biegung durch Multiplikation mit einem Faktor C er
gibt. Dieser Faktor ist in Anlehnung an die von Hennig durch
geführten Versuche gleich 0,8 zu setzen. Der Nachweis hierfür ist in 
Abb. 102 erbracht, wo die sich theoretisch ergebende Formzahlkurve 
(mit e' = 0,48 mm) dargestellt ist. Wie man erkennt, kommt sie den 
versuchsmäßigen Formzahlen sehr nahe. 

Noch eine ganze Reihe weiterer Untersuchungen finden wir in der 
Literatur der experimentellen Spannungsforschung2 vor. Jedoch mögen 

1 Hennig, R.: Forschg. Ing.-Wes. (1933) S. 53. 
2 Föppl, L., u. H. Neuber: Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik. Mün

chen u. Berlin 1935; ferner E. Lehr: Spannungsverteilung in Konstruktions
elementen. Berlin 1934. 
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hier die erwähnten Arbeiten bereits genügen, da es sich nur um einen 
Vergleich mit der Kerbspannungstheorie handeln sollte. 

In dem nun folgenden letzten Abschnitt kommen wir unserer Pflicht 
nach, auf die bereits wiederholt erwähnten Formzahlnomogramme näher 
einzugehen, welche auch dem mathematisch weniger geschulten Leser 
ein leichtes und schnelles Ermitteln der Formzahl ermöglichen. 

X. Die Formzahlnomogramme. 

1. Erläuterungen zu den Formzahlnomogrammen. 
Eine allgemeine Übersicht über alle Fälle, die mit der Theorie bereits 

erfaßt werden können, gibt Abb. 103. Links erläutert jeweils eine Skizze 
die wesentlichen Merkmale der betreffenden Kerbe; der Flankenwinkel, 
der hierbei immer in derselben Weise auftritt (vgl. z. B. Abb. 98), ist der 
Einfachheit halber nicht eingezeichnet worden. In der nächsten Spalte 
ist die Beanspruchungsart und in der weiteren Spalte die Formel für 
die jeweilige Nennspannung angegeben. Die folgenden Spalten beziehen 
sich auf die Anwendung der Formzahlnomogramme Abb. 104 und 105, 

wobei die Kennwerte ytfe, Yafe und Yrfe auftreten; die Wurzeln wurden 
im Hinblick auf größere Übersichtlichkeit und bessere Ablesbarkeit der 
Nomogramme eingeführt. Die eingetragenen Buchstaben beziehen sich 

auf die für yt/e maßgebende Zahlenreihe in Abb. 104 links; die Zahlen 

bezeichnen die jeweils maßgebende Kurve, und zwar für fa/e in 

Abb.104 rechts und für yr; e in Abb. 105 rechts. Aus Abb. 104 bzw. 
bei Umdrehungskerben aus Abb. 104 und 105 erhält man bereits die 
Formzahl cxlc des Idealstoffes. Der Einfluß von Gefüge und Flanken
winkel wird dann noch durch das Nomogramm Abb.106 berücksichtigt. 
Die Handhabung wird am besten durch Beispiele erläutert. 

2. Anwendungsbeispiele. 

A. Beiderseitige Außenkerbe bei Biegung. 

Gegeben: e = 2,5 mm, t = 15 mm, a = 95 mm. Daraus ergibt sich 

11 ~ = 2,45, v; = 6,16. 

Wie aus der Übersicht, Abb. 103, hervorgeht, gilt für it/e die Zahlen

reihebundfür yafe Kurve 2. Wir gehen also in Abb. 104 von fafe = 6,16 
senkrecht aufwärts bis zum Schnitt mit Kurve 2, dann waagerecht nach 
links bis zum Schnitt mit der Achse des Diagrammes. Von hier ziehen 

wir eine Verbindungsgerade zur Stelle fiTi! = 2,45 auf der anderen Achse, 
wobei Zahlenreihe b maßgebend ist. Diese Gerade berührt den für die 
Formzahl maßgebenden Kreis, wir finden cxlc = 4,28. 

Die Richtigkeit dieses Verfahrens geht daraus hervor, daß der Halb
messer des Berührungskreises zugleich Höhe des rechtwinkligen Drei
ecks mit den Katheten cx1k - 1 und CXtk - 1 ist. Mithin handelt es sich 
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in der Tat um denselben Zusammenhang zwischen den Formzahlgrenz
werten, den wir in II, 4 gefordert und in Abb. 3 erläutert hatten. 

Handelt es sich um einen Werkstoff mit e' = 0,48 mm, so wird 

Ye'!e = 0,44. Der Flankenwinkel w sei 90°. Dann gehen wir in Abb.l06 

von Ve'/e = 0,44 waagerecht nach links und von w = 0,5:n: senkrecht 
nach unten. Durch den Schnittpunkt geht ein bestimmter, von der 
rechten unteren Ecke kommender Leitstrahl. Dann gehen wir unten 
von .xf.: = 4,28 unter 45 o nach rechts oben bis zum Schnitt mit dem 
Leitstrahl; von hier gehen wir senkrecht abwärts und lesen die end
gültige technische Formzahl <Xk = 2,73 ab. 

Der Beweis der Übereinstimmung dieses nomographischen Verfahrens 
mit Gleichung (43) vom Abschnitt VIII liegt in der Ähnlichkeit der 
auftretenden Dreiecke. 

B. Umdrehungsaußenkerbe mit axialer Bohrung bei Biegung. 
Gegeben: e = 4 mm, a = 13 mm, t = 36 mm, r = 25 mm, 

e' = 0,48 mm, w = 90°. Es wird 

v; = 3; v: = 1,80; v ~ = 2,50; V~ = 0,35. 

In Abb. 104 finden wir in der bereits beschriebenen Weise aus ytfe 
(Zahlenreihe b) und -vo:fe (Kurve 5) zunächst ein .xf.: vom Betrage 3,60. 
Es handelt sich hierbei aber erst um den Wert für große Bohrung, 
d. h. um {.xi:)r~oo. 

Nun gehen wir in Abb. 105 von Yr/e = 2,50 aufwärts bis zum Schnitt 
mit Kurve 2, dann nach links bis zur Achse; von hier legen wir die 
Verbindungsgerade zur Stelle (.xl.:)r~oo = 3,60 auf der anderen Achse. 
Der Berührkreis liefert .xf.: = 2,08. 

Abb. 106 liefert hierzu in der bereits oben geschilderten Art mit 

Ye'/e = 0,35 und w = :n:f2 den endgültigen Wert .xk = 1,63. 
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