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Vorwort

Das vorliegende Buch, das beim Leser keine besonderen
mathematischen Kenntnisse voraussetzt, stellt die Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung als der exakt-naturwissen-
schaftlichen Theorie der Massenerscheinungen und Wiederholungs-
vorginge dar. In den leitenden Gedanken findet sich wieder,
was ich seit etwa fiinfzehn Jahren in akademischen Vorlesungen
zu entwickeln pflege und in verschiedenen Abhandlungen, die
im Anhang des Buches genau angefiihrt sind, zum groBen Teil
bereits veroffentlicht habe. Die duflere Gestaltung des Textes
folgt dabei der Ausarbeitung eines Vortrags, der von mir unter
dem Titel, den auch das Buch trigt, erstmals im Januar 1914
in Strafburg, dann im Dezember 1922 in Berlin vor einem weiteren
Zuhorerkreis gehalten wurde. Angesichts des stark vergroBerten
Umfangs mag der Leser in der vorliegenden Fassung eine Folge
von sechs Vortridgen sehen, entsprechend den durch gréBere
Uberschriften gekennzeichneten Abschnitten “des Buches. Die
kleineren Zwischeniiberschriften heben, an Stelle von Marginalien,
einzelne Schlagworte zur Erhshung der Ubersichtlichkeit hervor,
beabsichtigen aber nicht, eine weitere logische Untergliederung
des Stoffes anzudeuten.

Gerne bin ich der Aufforderung meines Freundes Philipp
Frank gefolgt, mein Buch in der von ihm mit M. Schlick
herausgegebenen Sammlung von ,,Schriften zur wissen-
schaftlichen Weltauffassung’® erscheinen zu lassen. Denn
jede Theorie, die der Naturforscher fiir irgend eine Gruppe
beobachtbarer Erscheinungen gibt, bildet das grofere oder
kleinere Stiick eines wissenschaftlichen Weltbildes. Allein
ein verbreiteter Sprachgebrauch leiht Worten wie ,,Weltauf-



IV Vorwort

fassung® oder ,,Weltanschauung® eine iiber das rein Wissen-
schaftliche, iiber den Rahmen niichterner Erkenntnis hinaus-
reichende, metaphysische Bedeutung. Es liegt mir daran, fir
meine Person jeden Anspruch in dieser Richtung abzulehnen.
Auch wo ich Fragen berithre, die vielfach von Philosophen
behandelt zu werden pflegen, kann ich keinen anderen Standpunkt
einnehmen als den des Naturwissenschaftlers und mir -niemals
eine andere Aufgabe stellen als die, eine méglichst einfache
systematische Beschreibung sinnlich wahrnehmbarer Tatbestinde
zu suchen. Nicht irgendwelche Spekulationen, nicht Meinungen
und nicht ,,Verstandesformen‘, sondern in letzter Linie nur
beobachtbare Tatsachen sind der Gegenstand der Wahrscheinlich-
keitsrechnung wie jedes anderen Zweiges der Naturwissenschaft.

Und wenn das vorliegende Buch auch kaum eine mathe-
matische Formel enthélt und &uBerlich sehr wenig Ahnlichkeit
mit einem mathematischen oder physikalischen Lehrbuch auf-
weist, so fiihlt sich der Verfasser doch — unter Mathematik im
dlteren Sinne die Gesamtheit der exakten Wissenschaften
verstehend — durchaus und ausschlieflich als Mathematiker.
Denen, die dies fiir einen zu engen Standpunkt halten, kann er
nur mit den Worten Leonardos erwidern: ,,Wer die hochste
Weisheit der Mathematik tadelt, ndhrt sich von Verwirrung
und wird niemals Schweigen auferlegen den Widerspriichen der
sophistischen Wissenschaften, durch die man nur ein ewiges
Geschrei erlernt.

Berlin, im Juni 1928
R. v. Mises
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Wenn ich in aller Kiirze in den Sinn der Gegeniiberstellung
einfithren soll, die ich in dem Titel dieses Buches zum Aus-
druck gebracht habe, so darf ich vielleicht die scherzhafte
AuBerung eines Englédnders zitieren, der einmal gesagt hat, es giibe
drei Arten von Liigen: erstens die Notliige, die entschuldbar
sei, zweitens die gemeine Liige, fiir die keine Entschuldigung
gelten konne, und drittens die Statistik. Es besagt ungefdhr
dasselbe, wenn wir gesprichsweise bemerken, mit Zahlen lasse
sich ,,alles beweisen‘‘ oder, in Abéinderung eines bekannten Goethe-
wortes, mit Zahlen lasse sich ,,trefflich streiten, mit Zahlen ein
System bereiten‘‘. Dem allen liegt die Auffassung zugrunde, daBl
Schliisse, die auf statistischen Uberlegungen oder auf Wahr-
scheinlichkeitsrechnung aufgebaut werden, zumindest sehr un-
sicher, wenn nicht geradezu unbrauchbar sind. Ich will gewill
nicht bestreiten, daf vieles Unsinnige und Unhaltbare unter dem
Deckmantel der Statistik auftritt. Aber es ist das Ziel, das
ich meinen Ausfithrungen stecke, hier zu zeigen, daf man sehr
wohl, von statistischen Feststellungen ausgehend, iiber einen
gelduterten und entsprechend prizisierten Wahrscheinlichkeits-
begriff, zu Erkenntnissen und Behauptungen gelangen kann, die
es an ,,Wabhrheitsgehalt und Zuverldssigkeit sowie an prakti-
scher Brauchbarkeit mit den Ergebnissen jedes Zweiges der
exakten Naturwissenschaft aufnehmen konnen. Ich mufl dazu
freilich bitten, mir auf einem langen und gewil nicht miihelosen
Wege zu folgen, der uns iiber manche, zunéchst vielleicht iiber-
flissig scheinende, vorbereitende Gedankenginge zu unserm
Ziele fihren wird.

,Unsere ganze Philosophie ist Berichtigung des Sprach-
gebrauchs®, sagt einmal Lichtenberg; wieviel Streit und wieviel

Mises, Wahrscheinlichkeit 1



2 Das Wort und der Begriff

Trrtiimer wiren in der Geschichte der Wissenschaften vermieden
worden, wenn man diesen Ausspruch immer richtig beherzigt
hitte! Wir wollen es jedenfalls an Sorgfalt nicht fehlen lassen,
wenn wir zundchst dem Worte Wahrscheinlichkeit nachgehen,
um allméhlich durch eine ganze Reihe von Uberlegungen hindurch
zu einem geeigneten wissenschaftlichen Begriff der Wahrschein-
lichkeit aufzusteigen. DaB hierin, in der Aufsuchung einer
verniinftigen Fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, der
Schliisselpunkt fiir die Aufklirung des Verhéltnisses zwi-
schen Statistik und Wahrheit liegt, habe ich schon angedeutet
und es wird sich in der Folge, wie ich denke, ganz klar heraus-
stellen.

Das Wort und der Begrift

Wir verwenden im gewchnlichen Sprachgebrauch ohne
Schwierigkeit und in mannigfaltiger Weise den Ausdruck ,,wahr-
scheinlich®. Wir sagen, es sei wahrscheinlich, da es morgen
regnen wird, daB heute an einem fernen Orte Schnee fiallt oder
daB es an einem bestimmten Tage des Vorjahres kilter gewesen
ist als heute. Wir sprechen von der gréfieren oder geringeren
Wahrscheinlichkeit, wohl auch von der Unwahrscheinlichkeit
der Schuld eines Angeklagten oder der Richtigkeit einer Zeugen-
aussage. Wir driicken uns genauer aus, es sei wahrscheinlicher,
bei dieser Verlosung den Haupttreffer zu gewinnen als bei jener
auch nur den kleinsten Gewinn zu erzielen. In allen diesen Fillen
geraten wir auch nicht in Verlegenheit, wenn man uns nach dem
Sinne dieser Wahrscheinlichkeitsaussagen fragt, nimlich solange
nicht, als sich der Fragende mit einer Umschreibung des Ge-
sagten zufrieden gibt. Es steht uns dann eine ganze Reihe von
Ausdriicken zur Verfiigung, mit denen wir uns helfen, wir sprechen
von Vermutung, von ungenauem, unvollstindigem oder unsiche-
rem Wissen, von Zufall, von stirkeren oder schwicheren Griinden
des Fiirwahrhaltens u. s. f.

Worterklirungen

Aber die Schwierigkeiten werden sofort recht groB8, wenn
man eine genauere Erklirung oder gar eine Definition von dem,
was ,,Wahrscheinlichkeit* heift, geben soll. Jemand kénnte auf
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den Gedanken verfallen, in einem deutschen Worterbuch nach-
zusehen, was eigentlich das Wort ,,wahrscheinlich® bedeutet.
Im dreizehnten Bande von Jakob und Wilhelm Grimm finden
wir spaltenlange Auskunft. Es heit da zur Worterklirung:
Probabilis, in alter Zeit ,,der Wahrheit gleich*“ oder ,,der Wahr-
heit dhnlich®, dann ,,mit einem Schein der Wahrheit*, erst seit
der Mitte des 17. Jahrhunderts ,,wahrscheinlich*’; im Englischen
heute noch verylike neben probable. Es folgen eine ganze
Reihe von Belegstellen, in denen der Gebrauch des Wortes, meist
der bei Philosophen, erklirt wird. Ich gebe nur einiges wieder:
,,Weil die Wahrscheinlichkeit etwas ist, so zwischen dem Wahren
und Falschen gleichsam mitten inne ist*, sagt Thomasius 1688.
,»Wahrscheinlich heilt die Einsicht, wovon das Gegenteil nicht
ginzlich widersprechend oder unmdéglich ist*, so lehrt Reimarus
in seiner Vernunftlehre. Und der groBe Kant: ,,Wahrscheinlich
heilt dasjenige, was fiir wahr gehalten, mehr als die Hélfte der
GewiBheit auf seiner Seite hat.”* Vielleicht hat darnach jemand
noch den Wunsch, zu héren, was die heutige Philosophie als
Frucht ihrer jahrhundertelangen Entwicklung zu der Sache zu
sagen weill. Ich fiihre daher hier wortlich an, was ich in Robert
Eislers Worterbuch der philosophischen Begriffe von 1910 ge-
funden habe: ,,Wahrscheinlichkeit ist (subjektiv) ein Grad der
‘GewiBheit, beruhend auf starken oder iiberwiegenden Motiven
zum Urteilen, so aber, daB diesen Motiven immerhin noch andere
gegeniiberstehen, die beriicksichtigt werden wollen oder sollen;
objektiv wahrscheinlich ist das, was, auf eine Reihe von (objekti-
ven) Griinden gestiitzt, das Denken als wahr anzunehmen, zu
erwarten sich mit gewisser Zuversicht berechtigt weil. Je
nach der Art und Menge der Griinde oder Instanzen, auf die
sich das Wahrscheinlichkeitsurteil und der Wahrscheinlich-
keitsschluB stiitzt, gibt es verschiedene Grade der Wahrschein-
lichkeit.*

Nun, iiber Wert oder Unwert dieser und dhnlicher ,,philoso-
phischer Erklarungen 4Bt sich nicht streiten. Sie bestehen
stets darin, daB ein Wort durch andere, meist durch sehr viele
andere, ersetzt wird. Wem die letzteren gelidufiger sind als
das erste, mag in der Gleichsetzung eine Erklirung sehen, ein
anderer wird es jedenfalls nicht kénnen. Wenn jemand besser
versteht, was es heif8t, ,,mehr als die Halfte der GewiBheit auf

1*
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seiner Seite haben‘‘, als was ,,wahrscheinlich® bedeutet, so ist
das seine ganz personliche Angelegenheit. Eine Berichtigung
des Sprachgebrauchs finden wir in allen diesen Worterklirungen
nicht.

Synthetische Definition

Was aber muBB man anstellen, um iiber das offenbar unzu-
lingliche Worterbuchniveau hinauszukommen? Die Art der
Begriffsbildung, die sich innerhalb der exakten Wissenschaften
in den letzten Jahrhunderten entwickelt hat, weist uns klar und
sicher den Weg, der zum Erfolg fithrt, wenn anders das, was in
der Mathematik und der Physik unserer Zeit erreicht worden
ist, als ein Erfolg angesehen wird. Nur um die geldufigen, un-
exakten Denkgewohnheiten nicht allzu unvermittelt in andere
Bahnen zu zwingen, will ich als Vorbereitung auf die genauen
Formulierungen, die spater durchgefiihrt werden sollen, ein Beispiel
fortgeschrittener Auffassung des Prozesses der Begriffsbildung
aus einem geisteswissenschaftlichen Gebiete, das dem
Bereich der allgemeinen Bildung nahesteht, anfithren. In seinem
geistvollen Buch iiber den proletarischen Sozialismus sucht
Werner Sombart nach einer brauchbaren Definition fiir den
Gegenstand seiner Untersuchung. Nachdem er unter den ver-
schiedenen, dem Sprachgebrauch entsprechenden Deutungen
Umschau gehalten, fahrt er fort: ,,Bleibt also nur die Méglich-
keit, den Sozialismus als Idee zu fassen, einen verniinftigen
Begriff zu bilden, d. h. einen Sachverhalt zu bezeichnen, in dem
wesentliche Charakterziige (Merkmale) zu einer lebendigen Einheit
sinnvoll zusammengefiigt sind, einen Begriff, dessen ,Richtigkeit’
wir allein aus seiner Fruchtbarkeit als schépferische Idee im Leben
ebenso sehr wie als wissenschaftliche Hilfskonstruktion zu ermessen
vermogen.” In der Tat enthalten diese Worte fast alles, was das
Wesen wissenschaftlicher Begriffsbildung kennzeichnet. Ich lege
besonderen Nachdruck auf folgende zwei Merkmale, die ich noch-
mals hervorhebe: Erstens der Inhalt des Begriffes wird nicht
von irgend einer Wortbedeutung abgezogen, ist also auch nicht
von einem mehr oder weniger verbreiteten Sprachgebrauch ab-
héngig, sondern er wird kiinstlich aufgebaut und abgegrenzt
und erhélt dann eine geeignete Wortbezeichnung wie ein Schild.-
chen aufgesetzt. Und zweitens der Wert der Begriffsbildung
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wird nicht daran gemessen, ob Deckung mit irgend welchen ge-
laufigen Vorstellungskreisen erreicht ist, sondern ausschlieBlich
darnach, was sie als Werkzeug weiterer wissenschaftlicher Unter-
suchungen fiir die Wissenschaft und dadurch mittelbar fiir das
Leben leistet.

Unter Verwendung einer von Kant eingefithrten Bezeichnung
konnte ich auch sagen: HEs ist nicht unsere Absicht, ¢ine analy-
tische Definition der Wahrscheinlichkeit zu geben, sondern
eine synthetische, wobei wir die grundsatzliche Moglich-
keit analytischer Definitionen dahingestellt sein lassen
kénnen.

Terminologie

Zu der erstangefiihrten Eigenschaft der synthetischen Defi-
nition noch eine Bemerkung: Wer in dem eben erdrterten Sinn
einen neuen wissenschaftlichen Begriff schafft, wird sicher die
Neigung empfinden, ihm einen neuen Namen zu geben, d. h. ein
Wort zu suchen, das nicht durch eine andere, womdglich nahe
benachbarte Verwendung schon belegt ist. Auf diese Weise sind,
da man aus verstindlichen Griinden neue Worte in der eigenen
Sprache nur schwer bilden kann, in groer Zahl Lehn- und Fremd-
worter als Fachausdriicke in die Wissenschaft gelangt, und die
an sich nicht unberechtigten Bestrebungen der Sprachreiniger
konnen nur schidlich wirken, wenn sie diesem Tatbestand nicht
Rechnung tragen sondern durch unbedachte Verdeutschungen den
ProzeB der Begriffsbildung gewissermaflen riickgingig machen.
Es wire auBerordentlich niitzlich, wenn man fiir den wissenschaft-
lichen Wahrscheinlichkeitsbegriff, den wir im folgenden entwickeln
werden, ein sonst ungebriuchliches Wort, wie etwa ,,Probabilitét’,
setzen wiirde. Allein dies entspricht einmal nicht dem bisherigen
Gebrauch und unentbehrlich sind schlieflich die Fremdworte
in der Fachsprache nicht, wie man an vielen Ausdriicken der
Mechanik: Kraft, Masse, Arbeit usw. erkennt; wobei ich freilich
die Andeutung nicht unterdriicken kann, daf manchem, auch
unter den Fachleuten, die sich berufsméfiig mit Mechanik be-
schiftigen, das Verstindnis fiir diese Begriffe weit besser aufgehen
wiirde, wenn sie durch lateinische Termini statt durch Worte
der Umgangssprache bezeichnet wiren. Schlieflich sind auch
die Forscher nur Menschen, die den grofiten Teil ihres Lebens
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hindurch die Sprache in der gewdhnlichen Weise handhaben
und allen Schwierigkeiten der Sprachverwirrung ausgesetzt sind,
der sie sich manchmal nur allzu willig hingeben.

Der Arbeitsbegriff der Mechanik

Bevor ich mich jetzt der Erklirung unseres ,,Probabilitéts-
begriffes” zuwende, will ich noch kurz die in mancher Hinsicht
dhnlichen Verhéltnisse ins Gedéchtnis zuriickrufen, die beispiels-
weise bei dem bekannten Arbeitsbegriff der Mechanik vorliegen.
Jeder von uns gebraucht das Wort ,,Arbeit” in vielfdltigstem
Sinne. Wenn ich schon einzelne ferner stehende Bedeutungen, wie
die in der Verbindung ,Kapital und Arbeit* oder ,,Arbeit an
sich selbst* und &hnliche, ganz auBler Betracht lasse, bleibt
noch genug iibrig, was mit der Arbeit, wie sie die exakte Wissen-
schaft definiert, nichts oder nur sehr wenig zu tun hat. Die Defi-
nition lautet bekanntlich in ihrer einfachsten Form: Arbeit ist
das Produkt aus Kraft und Weg; genauer: das skalare Produkt
von Kraft- und Verschiebungsvektor; noch richtiger: das Linien-
integral der Kraft. Auf menschliche Verrichtungen angewandt,
stimmt das sehr gut — es geniigt fiir den Nicht-Mathemaitiker,
die erste Form der Definition zu betrachten —, sobald man an
das Heben eines Gewichtes, das Drehen einer Kurbel, das Treten
eines FuBhebels denkt. Aber wie wenig wird die Definition schon
den Fillen halbmechanischer Téatigkeit, beispielsweise dem Schrei-
ben auf der Schreibmaschine, dem Spielen eines Musikinstru-
ments, gerecht; man wird kaum behaupten kénnen, daB hier
noch die Produkte aus Kraft und Weg der Finger ein wesentliches
MaB der Leistung ergeben. Gar nicht zu reden von der Arbeit,
die der Verfasser eines Buches, ein Kiinstler, ein Arzt leistet.
Auch ein erhebliches Gewicht mit gestrecktem Arm in Ruhe halten,
ist eine schwere Arbeit, obgleich hier das Produkt aus Kraft
und Weg den Wert Null hat; und es ist zumindest sehr zu bezwei-
feln, ob bei Bewegungen, wie sie in Spiel und Sport auftreten,
die nach der Theorie berechnete ArbeitsgréBe ein auch nur an-
niahernd brauchbares Maf fiir die Grofe der korperlichen An-
strengung bilden wiirde. Kein Verniinftiger nimmt heute Ansto
an diesen Verhiltnissen, da man sich lingst daran gewéhnt hat,
bei solchen Dingen Sprachgebrauch und wissenschaftliche
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Terminologie auseinanderzuhalten. Wer von ,,Arbeit im Sinne
der Mechanik spricht, schaltet schon automatisch die nicht dazu
passenden Assoziationen aus, die das Wort sonst mit sich
bringt.

Dafl dem nicht immer so war, sondern sich diese Klirung erst
langsam als Frucht einer langen Entwicklung ergeben hat, lehrt
uns zum Beispiel der Streit der Cartesianer und Leibnizianer um
den Begriff der lebendigen Kraft. Ob die ,,Wirkung einer Kraft
durch das Produkt Masse mal Geschwindigkeit oder das Produkt
Masge mal halbes Geschwindigkeitsquadrat gemessen wird, ist
keine entscheidbare Frage, sondern Sache willkiirlicher Namen-
gebung. Beide Produkte haben ihre Bedeutung in der Mechanik
— wenn man in dem zweiten den Faktor 15 fortlieBe, wire es
auch nicht anders — und welches von ihnen man ,lebendige
Kraft“ nennen will, ist gleichgiiltig. ,,Es kommt nicht darauf
an, was sonst mit dem Wort ,Kraft‘ bezeichnet wird,” sagt
Robert Meyer einmal, ,sondern darauf, was wir mit diesem
Worte bezeichnen wollen.* Sicherlich wird man bei der Wahl des
Namens fiir einen wissenschaftlichen Begriff gewisse Riick-
sichten der sprachlichen ZweckméaBigkeit und des guten Ge-
schmacks walten lassen. Aber wesentlich ist nur, daB mit den
Definitionen ein niitzliches Ziel erreicht wird. Als ein solches
sehen wir an das Ziel der Wissenschaft iiberhaupt: Ordnung und
Ubersicht in die Vielfiltigkeit der beobachteten Erscheinungen
zu bringen, den Ablauf von Erscheinungsreihen vorauszusagen
und den Weg zu zeigen, auf dem man bestimmte erwiinschte
Vorginge herbeifithren kann. In jeder dieser Richtungen bewshrt
sich der wissenschaftlich-physikalische Arbeitsbegriff. Eine auBler-
ordentlich groBziigige Ubersicht iiber eine umfassende Gruppe
physischer Vorginge hat er uns in dem Gesetz von der Erhaltung
der Arbeit vermittelt. Dasselbe Gesetz gewihrt die Moglichkeit
der Vorausberechnung mannigfacher Naturvorginge und lehrt
den Maschinenbauer und Elektrotechniker die Abmessungen
seiner Maschinenanlagen zu bestimmen. Niemand wird heute an
dem groBen theoretischen und praktischen Erfolg zweifeln, den
die auf exakten Begriffsbildungen sich aufbauende Mechanik
erzielt hat. Nur ein Einwand, der gelegentlich gegen die Brauch-
barkeit und den praktischen Nutzen der ,,Rationalisierung® der
Begriffsbildung erhoben wurde, sei hier noch kurz besprochen.
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Wert rationeller Begriffsbildung

Man kann sagen: Ja, es ist leicht, aus exakt abgegrenzten,
kiinstlichen Begriffen eine Theorie widerspruchslos aufzubauen;
aber wenn man dann die Theorie auf die Wirklichkeit anwenden
will, so hat man es doch nur mit unscharfen Vorgéingen zu tun,
in denen allein die unbestimmteren, ,natiirlich gewachsenen‘
Begriffsbildungen Bedeutung haben. Daran ist gewill etwas
Richtiges, ja, es spricht sich hier ein tiefliegender Mangel aller
theoretischen Betrachtung der Wirklichkeit aus. Die Vorginge,
die wir beobachten, die wir erleben, sind stets ungleich ver-
wickelter, als selbst die eingehendsten und schwierigsten Theorien
sie wiedergeben. In dem ganzen umfassenden Tatsachenbestand,
den eine Naturerscheinung aufweist, den Zug, den die Theorie
vielleicht als einzigen darstellt, auch nur zu sehen, ist schon
eine groBe Kunst und nur dem wissenschaftlich Geschulten iiber-
haupt méglich. Aber es wire verkehrt, oder liegt wenigstens ganz
auBerhalb der Linie der bisherigen Wissenschaftsentwicklung, wollte
man, wie es eine moderne Philosophenschule, die von Bergson,
verlangt, um der Komplexitit der Wirklichkeit gerecht zu werden,
auf scharfe Begriffe verzichten und zu den verschwommenen
Vorstellungen zuriickgreifen, die man anschauliche nennt,
die in Wahrheit aber nur durch einen unklaren und unsicheren
Sprachgebrauch bestimmt werden.

Wenn ich zum Beispiel hier mit der Kreide eine ,,Gerade‘
an die Tafel zeichne, was ist das fiir ein auBerordentlich zu-
sammengesetztes Ding gegeniiber dem, was man in der Geometrie
als ,,Gerade zu definieren pflegt! Vor allem ist es keine Linie,
sondern hat eine endliche Breite, ja eigentlich ist es ein drei-
dimensionaler Kreidekérper, mehr noch: eine Anh&ufung vieler
kleiner korperlicher Kreidestiickchen u.s.f. Wer nicht von
Kindheit an in der Schule den Lehrer zeichnen sah, wird nicht
ohneweiters verstehen, was dieser Kreidekérper mit der Geraden
zu tun hat, die die kiirzeste Verbindung zweier Punkte heiBt.
Und doch wissen wir, daf die exakten, idealisierten Begriffe
der reinen Geometrie unentbehrlich sind, wenn wir uns in
unserer Umgebung zurecht finden wollen. Wir brauchen die
exakten Begriffsbildungen, weil sie einfach, d. h. von unseren
Verstandeskriften leichter zu bewiltigen sind. Man hat schon
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versucht, eine Geometrie aufzubauen, in der es statt ,,unendlich
diinner* Linien nur Streifen von endlicher Breite gibt, aber man
ist damit nicht weit gekommen, weil eine solche Betrachtungsweise
doch nur schwieriger ist als die gewohnliche. Wir miissen ohne-
weiters zugeben, daB alle theoretischen Konstruktionen, deren
man sich in den verschiedenen Teilen der Physik, einschlieBlich
der Geometrie, bedient, nur unzulingliche Hilfsmittel fir die
gedankliche Nachbildung der empirisch erkannten Tatsachen
sind. Allein, daf3 es einen anderen Weg des wissenschaftlichen
Fortschrittes gibt als den, mit dem einfachsten und daher exak-
ten theoretischen Geriist zu beginnen und es durch allméhliche
Hinzufiigung erginzender Bestandteile auszubauen, glaube ich
nicht. Jedenfalls will ich fiir die Klasse von Erscheinungen, die
die Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt, fiir diesen Ausschnitt
aus der Gesamtheit der physischen Vorginge kein anderes Ziel
anstreben als das, das in der Geometrie, in der Mechanik und
in vielen sonstigen Teilen der Physik bereits erreicht, in anderen
ebenfalls angestrebt ist: eine auf moglichst einfachen, exakten
Begriffsbildungen aufgebaute ,rationelle” Theorie zu liefern,
die bei aller Unvollkommenheit gegeniiber der Totali-
tdt des wirklichen Geschehens doch einzelne seiner
wesentlichen Ziige befriedigend wiedergibt.

Definition der Wahrscheinlichkeit

Nach all den Vorbereitungen wollen wir uns jetzt der Auf-
gabe zuwenden, den Wahrscheinlichkeitsbegriff selbst naher zu
umschreiben. Aus dem bisher Gesagten geht schon hervor, daB
es vor allem nétig sein wird, aus dem Gebiet, das durch die vulgire
Wortbedeutung ,,wahrscheinlich” gedeckt wird, alles auszu-
scheiden, was nicht durch die hier zu entwickelnde Theorie beriihrt
werden soll.

Beschriankung des Stoffes

Mit der Frage, ob und wie wahrscheinlich es ist, daB Deutsch-
land noch einmal Krieg mit der Republik Liberia fithren wird,
hat unsere Wahrscheinlichkeitstheorie nicht das mindeste zu
tun. Auch wenn man von der Wahrscheinlichkeit spricht, die
fiir eine bestimmte Lesart einer Stelle in Tacitus’ Annalen besteht
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befindet man sich ganz auBerhalb des Bereiches unserer Unter-
suchung. Nicht ausdriicklich erwihnen muB ich wohl, da8 uns
die sogenanunte ,innere Wahrscheinlichkeit” eines Kunstwerkes
hier nichts angeht und der schéne Goethesche Dialog ,,Uber
Wahrheit und Wahrscheinlichkeit der Kunstwerke” nur durch
einen sehr nebensichlichen sprachlichen Gleichklang mit unserem
Thema verkniipft ist. Die Fragen nach der objektiven Richtig-
keit der biblischen Erzahlungen, fiir die ein hervorragender
russischer Mathematiker, A. Markoff, ganz erfilllt von den
Gedankengéingen der liberalen Aufklirungszeit, ausdriicklich die
Autoritidt der Wahrscheinlichkeitsrechnung in Anspruch nimmt,
scheiden wir ebenfalls aus und mit ihnen fast alle Fragen der
,,Sciences morales®, iiber die der grofle Laplace in seinem ,,essai
philosophique‘ so anziehend zu sprechen weil. Es ist im iibrigen
fiir den iibertriebenen Rationalismus des 18. Jahrhunderts kenn-
zeichnend, daB er den Geltungsbereich der exakten Wissenschaften
ins Ungemessene auszudehnen suchte; in diesen Fehler wollen
wir nicht verfallen.

Ungefahr an der Grenze dessen, was wir noch in unsere
Betrachtungen einbeziehen, liegen die oft und viel behandelten
Fragen iiber die Wahrscheinlichkeit von Zeugenaussagen und
gerichtlichen Urteilen, die Poisson zum Titelproblem seines
berithmten Werkes gemacht hat. Mitten in den Kern trifft man
aber mit der Frage nach der Wahrscheinlichkeit eines Gewinnes
innerhalb eines bestimmten, wohldefinierten, reinen Gliick-
spiels. Ob es lohnend ist, darauf zu wetten, da beim Spiel
mit zwei Wiirfeln in 24 Wiederholungen mindestens einmal
Doppelsechs erscheint, ob ein solches Ereignis mit ,,Wahrschein-
lichkeit* zu erwarten ist, ja sogar mit ,,wie groBer’ Wahrschein-
lichkeit, das zu beantworten, fithlen wir uns berufen. Daneben
gibt es Aufgaben von gréBerer sozialer Bedeutung, die wir in
gleicher Weise zu den unseren rechnen, so alle Fragestellungen,
die mit dem Versicherungswesen zusammenhingen, die
Wahrscheinlichkeit von Todes- oder Krankheitsfillen unter ganz
genauen, wohlumgrenzten Voraussetzungen, die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB ein Versicherungsunternehmen mit einer Primie
von bestimmter Héhe auskommt u. s. f. Ein drittes Gebiet,
neben dem der Gliickspiele und der sozialen Massenerscheinungen,
in dem wir mit unserem Wahrscheinlichkeitsbegriff erfolgreich
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arbeiten werden, bilden gewisse mechanische und physika-
lische Erscheinungen, als deren Typus ich etwa das Herum-
schwirren der Molekille in einem geschlossenen Gasbehilter
oder die unter dem Mikroskope beobachtbaren Bewegungen der
Teilchen eines kolloidalen Korpers nenne. Man bezeichnet be-
kanntlich als Kolloide jene Ansammlungen fein verteilter, in
einem Medium suspendierfer Teilchen, die sich dem freien Auge
oder dem fliichtigen Beobachter als eine gleichformige, deformable
Masse darstellen.

Unbegrenzte Wiederholbarkeit

Was ist das Gemeinsame an den zuletzt aufgefiihrten Fillen,
was kennzeichnet sie im Gegensatz zu den anderen Anwendungen
des Wortes ,, Wahrscheinlichkeit’, die wir aus unserer Betrachtung
ausgeschieden wissen wollen? Man kann iiber ein gemeinsames
Merkmal, dem wir entscheidende Bedeutung beilegen, nicht im
Zweifel sein: Es handelt sich beim Gliickspiel, bei den Versiche-
rungsproblemen, bei den Gasmolekeln um Vorgiénge, die sich in
groBer Zahl wiederholen, um Massenerscheinungen oder
Wiederholungsvorgéinge. Der Wurf mit einem Paar guter
Wiirfel ist praktisch fast unbegrenzt wiederholbar; man denkt
kaum daran, daB die Wiirfel oder der Becher sich allméahlich
abnutzen und zugrundegehen kénnten. Haben wir eine Ver-
sicherungsfrage zu untersuchen, so steht uns vor Augen das
groBe Heer der Versicherungsnehmer, die hidufige Wiederholung
des einzelnen Falles, der von der versichernden Gesellschaft
registriert wird. Auch beim dritten Beispiel liegt das Massenhafte,
die unermeBlich groBe Zahl der Molekiile schon unmittelbar in
der Vorstellung. Anderseits erkennt man ebenso deutlich,
daB das Merkmal der weitgehenden Wiederholbarkeit, der Massen-
haftigkeit in all den Fillen fehlt, die ich vorher ausgeschlossen
hatte: Die Lage, in einen Krieg mit Liberia zu geraten, wieder-
holt sich nicht unbegrenzt oft, Unsicherheiten in der Lesart
eines Schriftstellers sind von Fall zu Fall zu verschieden, als
daB man hier von Massenerscheinungen sprechen konnte, und
die Frage iiber die Zuverlissigkeit der biblischen Berichte ist eine
geradezu einzigartige, die man unmdglich als ein Glied in einer
Kette sich wiederholender gleicher Fragestellungen auffassen kann.
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So stellen wir also einmal fest: Mit dem rationellen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff, der die ausschliefliche Grundlage der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bildet, wollen wir nur solche Félle
erfassen, in denen es sich um einen vielfiltig wiederholbaren
Vorgang, um eine in groBen Mengen auftretende Erscheinung,
physikalisch gesprochen um eine praktisch unbegrenzte Folge
von gleichartigen Beobachtungen handelt.

Das Kollektiv

Ein schones Beispiel fiir einen Massenvorgang, auf den die
Wahrscheinlichkeitslehre Anwendung findet, bildet die Ver-
erbung bestimmter Eigenschaften, etwa der Bliitenfarbe, bei
der Aufzucht einer groflen Menge gleichartiger Pflanzen aus
einem gegebenen Samenbestand. Wir koénnen hier deutlich
sehen, worauf es ankommt, wenn man von einem Wiederholungs-
vorgang spricht. Man hat zunéchst einen Einzelvorgang vor sich,
d. i. hier die Aufzucht eines Pflanzenindividuums und die Be-
obachtung seiner Bliitenfarbe, sodann die Zusammenfassung
sehr vieler solcher Vorginge zu einer Gesamtheit. Die Einzel-
vorginge unterscheiden sich untereinander durch das ,,Merkmal®,
das den eigentlichen Gegenstand der Beobachtung bildet, in
unserem Beispiel: die Farbe der Blite. Dadurch, daf wir die
Gesamtheit aller Pflanzen auf dieses eine Merkmal hin unter-
suchen, entsteht die Zusammenfassung zu einem Sammelbegriff.
Beim Wiirfelspiel bildet den Einzelvorgang das einmalige Aus-
spielen der Wiirfel aus dem Becher und die darauf folgende Beob-
achtung der geworfenen Augenzahlen. Spielt man mit einer
Miinze ,,Kopf oder Adler®, so ist jeder Wurf ein Einzelvorgang
und das Merkmal ist eben das auf der Oberseite erscheinende
Miinzenbild, der Kopf oder der Adler. Im Problem der Ab-
lebensversicherung ist als Einzelvorgang der Lebensablauf des
Versicherten anzusehen, als das zu beobachtende Merkmal etwa
das Alter, in dem er aus dem Leben scheidet, allgemeiner der
Zeitpunkt, in dem der Versicherungsfall eintritt. Wenn wir von
einer Sterbenswahrscheinlichkeit sprechen, so kann sich das
— nach der hier zu begriindenden exakten Auffassung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes — immer nur auf eine bestimmte Gesamt-
heit von Personen beziehen, z. B. auf die Gesamtheit der ,,41jéh-
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rigen versicherten ménnlichen Personen in Deutschland, die in
nicht gefihrlichen Berufen stehen®. Von der Sterbenswahrschein-
lichkeit eines bestimmten Individuums, und mag von ihm
noch so viel bekannt sein, kénnen wir nicht nur nichts aussagen,
sondern dieser Ausdruck hat fiir uns iberhaupt keinerlei Sinn.
Darin liegt eine der tiefgreifendsten Folgerungen aus unserer
Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, auf die ich noch
ausfithrlicher zuriickkommen werde.

Es ist jetzt an der Zeit, einen Ausdruck einzufiihren, der
uns fiir die weiteren Auseinandersetzungen sehr niitzlich sein
wird. Wir wollen eine Gesamtheit von Vorgingen oder Erschei-
nungen, die sich im einzelnen durch irgend ein beobachtbares
Merkmal, eine Zahl, eine Farbe od. dgl. unterscheiden, kurz ein
Kollektiv nennen, wobei ich mir noch vorbehalte, gewisse
nihere Priazisierungen dazu nachzutragen. Ein Kollektiv bilden
also die von einem Vererbungsforscher geziichteten Erbsen-
pflanzen mit ihrer Unterscheidung in rot- und weiblithende. Ein
Kollektiv ist die Folge von Wiirfen aus einem Becher mit der
jedesmal sichtbar werdenden Augenzahl, die Gesamtheit der
Gasmolekel, an deren jedem eine bestimmte Geschwindigkeit
beobachtet wird, endlich die Masse der Versicherten, deren
Sterbealter der Registrierung unterworfen wurde. Grundlegend
fiir unsere Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ist der
Satz: Zuerst muBl ein Kollektiv da sein, dann erst
kann von Wahrscheinlichkeit gesprochen werden. Die
Definition, die wir geben werden, kennt iiberhaupt nur die ,,Wahr-
scheinlichkeit eines Merkmals innerhalb eines gegebenen Kol-
lektivs.”

Erster Schritt zur Definition

Zu dieser Definition in ihrer rohesten Form zu gelangen,
ist nach dem bisher Gesagten nicht mehr schwer. Gehen wir
etwa von dem Fall des Spieles mit zwei Wiirfeln aus. Als Merk-
mal eines Wurfes betrachten wir die Augenzahl, die auf den beiden
Wiirfeloberseiten sichtbar wird. Was werden wir die Wahrschein-
lichkeit der Augenzahl 12, also der Doppelsechs, nennen ? Wenn eine
groBe Zahl von Spielen ausgefiihrt ist — sagen wir etwa, es seien
zweihundert Wiirfe geschehen —, wird eine verhaltnisméaBig kleine
Zahl, vielleicht fiinf, die Zahl der erschienenen Doppelsechser sein.
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Den Quotienten 5 : 200 =1/,, bezeichnet man dann iiblicher-
weise als die Haufigkeit, deutlicher als die ,relative Héaufig-
keit* des Erscheinens der Doppelsechs innerhalb der ersten
200 Spiele. Setzt man das Wiirfeln fort, etwa bis zu 400, dann
600 Spielen und stellt nach jedem dieser Abschnitte die relative
Hiufigkeit der Doppelsechs fest, indem man die Anzahl der
im ganzen Spielverlauf erschienenen Doppelsechs durch 400 bzw.
600 dividiert, so wird man Quotienten erhalten, die von dem
zuerst gefundenen Wert 1/,, mehr oder weniger abweichen. Wenn
bei beliebig langer Fortsetzung des Spielens, bei 2000, 4000 und
mehr Wiirfen immer noch erhebliche Abweichungen auftriten,
kémen wir gar nicht dazu, von einer bestimmten Wahrscheinlich-
keit der Doppelsechs zusprechen. Esist eine fiir die Wahrscheinlich-
keit grundlegende Erfahrungstatsache, die beim Wiirfelspiel
sich ebenso bestétigt, wie bei den anderen frither angefithrten Bei-
spielen von Massenerscheinungen, daB die relative Haufigkeiten
der verschiedenen Merkmale sich weniger und weniger &n-
dern, wenn man die Zahl der Beobachtungen mehr und
mehr vergr6Bert. Setzen wir fest, daB wir die Quotienten
von vornherein nur mit einer begrenzten Genauigkeit, z. B. auf
drei Dezimalstellen, berechnen, dann wird je nach den Verhilt-
nissen, von irgend einer Zahl von Spielen an, die relative Haufigkeit
der Doppelsechs iiberhaupt dieselbe bleiben. Diesen ,,Grenzwert‘
(was dies genauer heiBit, werden wir noch besprechen) der relativen
Héufigkeit, der notwendig ein echter Bruch, d. h. eine Zahl
kleiner als 1, sein muBl, nennen wir die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten der Doppelsechs innerhalb des
Gesamtspiels mit den beiden Wiirfeln. Wie gro8 dieser
Bruch ist, ist dabei ganz gleichgiiltig.

Zwei verschiedene Wiirfelpaare

Ich habe hier zwei Paare von Wiirfeln, die duBerlich ganz
ahnlich, fiir Vorfilhrungszwecke besonders hergerichtet sind. Bei
dem einen Paar findet man durch fortgesetztes Wiirfeln, daB die
relative Haufigkeit der Doppelsechs sich bei groBer Spielzahl
ungefihr dem Wert 0,028 oder /4, nidhert, bei dem andern Paar
ist sie nahezu viermal so groB8. DaB man das eine Wiirfelpaar
ein ,richtiges, das andere ,falsch’ nennt, kommt jetzt nicht
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in Frage, unsere Wahrscheinlichkeitsdefinition ist in beiden
Fillen anwendbar. So kiimmert sich auch der Arzt, der eine
Krankheit diagnostiziert, nicht darum, ob der Kranke ein Ehren-
mann ist oder nicht. Ich kann den Versuch des fortgesetzten
Wiirfelns hier nicht ganz durchfithren, da er geraume Zeit in
Anspruch nimmt. Aber wenn ich nur einigemal mit diesem
Wiirfelpaar werfe, so sehen Sie schon, daf fast jedesmal wenigstens
eine Sechs fallt. Bei dem anderen Paar ist das nicht der Fall.
In der Tat laBt sich feststellen, daBl die Héufigkeit einer Sechs
bei diesen Wirfeln fast genau /g, bei jenen nahezu 1/, ist. Wenn
Sie den Wahrscheinlichkeitsbegriff, wie wir ihn brauchen, klar
erfassen wollen, miissen Sie sich nur immer wieder dieser beiden
Wiirfelpaare erinnern. Fiir jedes von ihnen gibt es eine bestimmte
Wahrscheinlichkeit der Doppelsechs, aber die beiden Wahrschein-
lichkeiten sind weit voneinander verschieden.

Der Grenzwert der relativen Héaufigkeit

Das Wort ,,Grenzwert‘‘, das wir vorhin verwendet haben, ist
ein Terminus der hoheren Mathematik. Wir brauchen jedoch
nicht viel davon zu wissen, in welcher Weise er von den Mathe-
matikern definiert wird, da fiir uns nur etwas in Betracht kommt,
was jeder Laie verstehen kann. Wir wollen die relative Héufig-
keit eines Merkmales, also den Quotienten aus der Anzahl seines
Auftretens durch die Gesamtzahl aller Beobachtungen, wie ich
schon sagte, mit einer bestimmten Zahl von Dezimalen rechnen,
ohne uns darum zu kiimmern, wie die spéteren Stellen ausfallen,
ob sie Nullen sind oder andere Ziffern enthalten. Verfolgen wir in
dieser Weise einen Wiederholungsvorgang, z. B. das Spiel ,,Kopf
oder Adler‘‘ mit einer Miinze, geniigend lange und rechnen wir von
Zeit zu Zeit die relative Haufigkeit der Kopfergebnisse mit der
festgesetzten Genauigkeit, so kann es eintreten, daf von irgend
einem Zeitpunkt ab die Héufigkeitszahl sich nicht mehr dndert.
Nimmt man nur eine Dezimale, so wird man in der Regel ver-
hiltnismaBig bald, vielleicht schon nach 500 Wiirfen, finden,
daB keine Veriinderung eintritt daf die relative Haufigkeit,
auf eine Stelle genau, etwa 0,5 bet. igt. Rechnet man zwei Stellen,
so muB man wohl schon weiter gehen. Man wird vielleicht nach
je 500 Wiirfen wieder den Quotienten bilden, somit die relative
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Hiufigkeit des ,,Kopfes“ fiir die ersten 1000, 1500, 2000 .. ..
Wiirfe ermitteln und mdéglicherweise finden, da§ dann von 8000
ab an der zweiten Dezimalstelle immer ,,0°‘ steht, also die relative
Hiufigkeit 0,50 betrdgt. Natiirlich kann man so einen Versuch
nicht ins Endlose ausdehnen. Wenn zwei Personen geschickt
zusammenarbeiten, konnen sie es auf etwa 1000 Beobachtungen
in der Stunde bringen. Nehmen wir nun an, man habe zehn
Stunden auf die Sache gewandt und bemerkt, dal in den beiden
letzten Stunden die relative Haufigkeit bei 0,50 — ungeachtet
der weiteren Stellen — stehen geblieben ist. Kin feinerer Beob-
achter wird nebenbei die dritte Stelle des Quotienten ausrechnen
und vielleicht finden, daB diese in der allerletzten Stunde zwar
noch Anderungen gezeigt hat, aber keine groBen. Ein solches
Versuchsergebnis fithrt den naturwissenschaftlich Denkenden
auf die Vermutung, daBl, wenn man das Spiel unter gleich
bleibenden Umstinden weiter und weiter fortsetzt, auch die
dritte, dann die vierte und schlieSlich jede folgende Dezimale
der relativen Haufigkeit einen festen Wert annimmt. Den Tat-
bestand, der dieser Vermutung entspricht, bezeichnen wir kurz
mit den Worten: Die relative Héaufigkeit des Merkmales ,, Kopf‘
strebt einem Grenzwert zu. Die frither gegebene Er-
klarung des Kollektivs erginzen wir jetzt durch folgende Fassung:
Ein Kollektiv ist eine Massenerscheinung oder ein Wiederholungs-
vorgang, kurz eine lange Folge von Einzelbeobachtungen, bei
der die Vermutung berechtigt erscheint, daB die
relative Haufigkeit des Auftretens jedes einzelnen
Beobachtungsmerkmales einem bestimmten Grenz-
wert zustrebt. Diesen Grenzwert nennen wir die ,,Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten des Merkmales innerhalb des
Kollektivs.” Dabei ist es natiirlich nicht notwendig, immer
den ganzen schwerfilligen Ausdruck zu wiederholen; gelegentlich
erlauben wir uns schon, einfach ,,Wahrscheinlichkeit eines Kopf-
wurfes zu sagen. Das Wesentliche ist, daB dies wirklich nur eine
Abkiirzung bedeutet und dafl das Kollektiv, auf das sich die
‘Wahrscheinlichkeitsaussage bezieht, genau definiert sein muB.
Man sieht jetzt wohl ein, dafl von einer Wahrscheinlichkeit des
Ausganges einer Schlacht in unserem Sinne nicht die Rede
sein kann. Hier liegt kein Kollektiv vor und unsere Art
zu definieren versagt, genau so, wie wenn man dem Physiker
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die Aufgabe stellen wollte, die ,,Arbeit”, die ein Schauspieler
beim Vortrag seiner Rolle leistet, nach mechanischem MaB zu
messen.

Die Erfahrungsgrundlage bei Gliickspielen

Wir miissen dann noch iiberlegen, wie der entscheidende
Versuch der Wahrscheinlichkeitsermittlung sich in den anderen
vorhin angefiihrten Fillen, bei der Lebensversicherung, bei den
Gasmolekeln gestaltet. Vorerst aber noch eine kurze Bemerkung
zu den Glickspielen. Man kénnte fragen: Woher nehmen wir
eigentlich die Sicherheit dafiir, dal ein in der Praxis ausgefiihrtes
Gliickspiel sich hinsichtlich der relativen Héufigkeiten der ver-
schiedenen Ausgangsmoglichkeiten so verhilt, wie eben an-
gegeben wurde? Besitzen wir wirklich eine ausreichende Stiitze
fiir eine so weitgehende Vermutung iiber den tatsichlichen Ablauf
einer Versuchsreibe, von der wir doch nur einen bescheidenen
Anfang in jedem Fall erproben kénnen? Nun, so gering ist das
Material nicht, das unsere Unterlage bildet. Da sind vor allem
die groflen Spielbanken in Monte Carlo und anderwirts, die in
millionenfacher Wiederholung dasselbe Spiel immer wieder
ausfithren. Sie befinden sich sehr wohl dabei, nachdem sie ihre
Gewinstaussichten auf Grund der Annahme fester Grenzwerte
der relativen Haufigkeiten vorausberechnet haben. Daf} gelegent-
lich die Bank ,,gesprengt‘‘ wird, spricht durchaus nicht gegen die
Voraussetzung. Einen Gegenbeweis gibe es erst, wenn der
seit Grindung der Bank erzielte Gesamtgewinn erheblich
sinken oder gar in Verlust umschlagen wiirde, wenn also die Bank
in Zukunft anndhernd so viel oder noch mehr verlére, als sie seit
Bestand gewonnen hat. DaB dies einmal eintreten kénnte, wird
kein Einsichtiger vermuten. Ganz #hnlich wie bei den Spiel-
banken steht es bei den Lotterieunternehmungen, die lange Jahre
hindurch von einzelnen Staaten betrieben wurden und stets die
beste Ubereinstimmung mit der Annahme stabiler Werte der
relativen Haufigkeiten ergeben haben. Dies alles berechtigt uns
zu der Auffassung, wonach es wirklich realisierbare Spielvorgéinge
gibt, fiir die unsere Vermutung zutrifft, daB die relativen Haufig-
keiten der verschiedenen Merkmale Grenzwerten zustreben.
Und nur Vorginge dieser Art wollen wir in unseren weiteren Aus-
fithrungen in Betracht ziehen.

Mises, Wahrscheinlichkeit 2
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Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit

Die ,,Sterbenswahrscheinlichkeit‘‘, mit der die Versicherungs-
gesellschaften rechnen, wird nach einem Verfahren ermittelt,
das sich in keinem wesentlichen Punkte von demjenigen unter-
scheidet, das wir zur Definition der Wahrscheinlichkeit im Falle
des Wiirfelspieles benutzt haben. Vor allem gilt es, hier fiir jeden
Anwendungsfall ein bestimmtes Kollektiv genau abzugrenzen.
Ein Beispiel liefert uns die Herstellung der ,,deutschen Sterb-
lichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Versicherungsgesell-
schaften, die lange Zeit hindurch in allgemeiner Verwendung
standen. Ungefahr 900000 Einzelbeobachtungen an Personen,
die bei einer der 23 Gesellschaften auf Todesfall versichert waren,
wurden durchgefiihrt, ehe die Tafeln mit der Angabe der Sterb-
lichkeit aufgestellt werden konnten. Dabei umfaBte eine Beob-
achtung jedesmal den ganzen Zeitraum vom Eintritt einer Person
in die Versicherung bis zu ihrem Austritt. Eines der betrachteten
Kollektivs war folgendermafBen festgelegt: Gesamtheit der Manner,
die auf Grund vollstindiger drztlicher Untersuchung mit normaler
Primie vor Erreichung des Alters von 40 Jahren versichert
wurden. Das dabei zu beobachtende Merkmal war: Eintritt
oder Nichteintritt des Todes innerhalb des 41. Lebensjahres.
Fille, in denen aus irgend einem Grunde, z. B. wegen Aufgebens
der Versicherung, das Merkmal nicht eindeutig festgestellt werden
konnte, wurden ausgeschieden. Die Zahl der Fille in dieser Kate-
gorie, die bis zu Ende beobachtet werden konnten, betrug 85020;
in 940 Fillen wurde der Todeseintritt festgestellt. Die relative
Héavufigkeit betrug also 940 : 85020 = 0,01106. Diese Zahl gilt
— vorbehaltlich gewisser Berichtigungen, die hier beiseite gelassen
werden diirfen — als die Sterbenswahrscheinlichkeit im 41. Lebens-
jahre fiir die betrachtete Kategorie von Personen, d. h. in unserer
Ausdrucksweise als Sterbenswahrscheinlichkeit innerhalb des
vorher genau abgegrenzten Kollektivs. DaB man die Zahl von
85000 Beobachtungen fiir ausreichend hielt, um die berechnete
relative Haufigkeit schon als Wahrscheinlichkeit, d. h. als den
bleibenden, fiir einen beliebig groBen Kreis von Fillen sich nicht
mehr éndernden Grenzwert, gelten zu lassen, ist bis zu einem
gewissen Grade Willkiir. Niemand wird meinen, da mehr als
die ersten drei Dezimalstellen, also 0,011, stabil bleiben werden.
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Jedermann wiirde auch sehr zufrieden sein, wenn es moglich wire,
die Berechnung auf eine noch umfassendere Grundlage zu stellen;
naheliegende praktische Bedenken stehen dem entgegen. Auch
daB die einmal festgestellte Zahl nicht fiir ewige Zeiten gilt, ist
selbstverstindlich. So geht es auch mit anderen physikalischen
MaBzahlen. Man bestimmt die GréBe der Erdschwere an irgend
einem Orte und rechnet mit dem gemessenen Wert solange, bis
man durch neue Messung eine etwaige Anderung festgestellt hat;
in gleicher Weise verhilt man sich gegeniiber rtlichen Verdnde-
rungen. In diesem Sinne begniigt man sich auch im Versicherungs-
wesen mit dem, was eben erreichbar ist, und benutzt, solange man
keinen besser begriindeten Wert besitzt, die Zahl 0,011 so, als ob
sie der gesuchte Grenzwert wiire. Das heit, man rechnet damit,
daB innerhalb der Gesamtheit aller kiinftigen Versicherungs-
nehmer der betrachteten Kategorie gerade 11 von Tausend
im 41. Lebensjabre sterben.

Uber den angegebenen Rahmen hinaus hat aber die Zahl
0,011 keinerlei Bedeutung. Vollig sinnlos wire es, zu sagen,
der jetzt 40jihrige Herr N. N. habe 11 v. T. Wahrscheinlich-
keit, innerhalb eines Jahres zu sterben. Denn bildet man bei-
spielsweise ein Kollektiv aus Frauen und Minnern zusammen,
so erhdlt man nach Ausweis der Sterblichkeitstafeln einen etwas
kleineren Quotienten fiir das Alter von 40 Jahren. Herr N. N.
gehort aber mit demselben Recht zu der Gesamtheit der Frauen
und Ménner wie zu der der Minner allein und zu vielen anderen,
leicht angebbaren Gesamtheiten. Meint man vielleicht, einen umso
,richtigeren Wert zu bekommen, je mehr man von den Eigen-
schaften des Individuums beriicksichtigt, d. h. je enger man das
Kollektiv abgrenzt, als dessen Glied man jenes betrachtet, so
gelangt man zu keinem Ende; schlieflich bleibt, durch alle seine
Eigenschaften eindeutig bestimmt, das eine Individuum als
einziges Glied seiner Klasse iibrig. Heute pflegen z. B. die Ver-
sicherungsgesellschaften die sogenannte Selektion durch den Ver-
sicherungsabschlu zu beriicksichtigen, nédmlich den Umstand,
daB Personen, die sich frith versichern, einen anderen Ablauf
ihrer Lebensdauer aufweisen, als in spiterem Alter Versicherte.
Die Selektions-Sterbetafeln beruben auf einer solchen Abgrenzung
des Kollektivs, bei der jedesmal eine bestimmte Dauer des Ver-
sicherungsvertrages im Zeitpunkte des Todeseintrittes voraus-

2‘
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gesetzt wird. Es ist klar, daB man in dieser oder ahnlicher
Richtung auch noch weitergehen kann, aber wenn man
alle Eigenschaften des Individuums in die Definition des
Kollektivs aufnehmen wollte, so bestiinde es eben aus dem
einen Element allein, d. h. ein Kollektiv wire dann iiberhaupt
nicht mehr vorhanden.

Wahrscheinlichkeit in der Gastheorie

Bei der Beschaftigung mit den Gasmolekeln oder einem
ghnlichen Problem der physikslischen Statistik liegen die Ver-
héltnisse nur scheinbar anders. Das Kollektiv besteht hier etwa
aus der Gesamtheit der zwischen Zylinderwand und Kolben
eingeschlossenen, sich hin und her bewegenden Molekiile. Als
Merkmal eines einzelnen sehen wir beispielsweise die drei recht-
winkligen Komponenten seiner Geschwindigkeit oder den Ge-
schwindigkeitsvektor an. Nun ist es allerdings richtig, daB nie-
mand noch den Versuch gemacht hat, alle Geschwindigkeits-
vektoren der Molekel tatsichlich zu messen, zu registrieren und
darnach auszurechnen, mit welcher relativen Haufigkeit jeder
einzelne Wert auftritt. Der Physiker macht vielmehr eine An-
nahme iiber die GroBe der relativen Hiufigkeit oder, besser
gesagt, uber ihren (supponierten) Grenzwert und er priift erst
an gewissen Folgerungen, die sich aus dieser Annahme ergeben,
ob sie zutrifft. Man sieht, daB8 der Fall nicht so wesentlich anders
liegt als die friiheren, wenn auch hier das Experiment zur Fest-
stellung der WahrscheinlichkeitsgroBe nicht unmittelbar aus-
filhrbar ist. Die Hauptsache bleibt, dal auch jetzt die Existenz
eines Grenzwertes der relativen Haufigkeit, eines bei weiterer
VergroBerung der Gasmenge nicht mehr verinderlichen End-
wertes, die Grundlage aller Uberlegungen bildet. Will man das
Verhiiltnis zu dem friiher besprochenen Fall der durch tatsich-
liche Zahlung erhobenen Sterbenswahrscheinlichkeit mittels einer
Analogie sich verstindlicher machen, so denke man an fol-
gendes: Der Geometer kann sich mit einem rechtwinkligen Dreieck
beschiftigen, z. B. nach dem Pythagoridischen Lehrsatz seine
Hypothenuse ausrechnen, nachdem er vorher durch Messung am
Objekt festgestellt hat, daB der betreffende Winkel wirklich
hinreichend genau 90° betridgt; aber er kann in einer anderen
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Lage, ohne die Messung des Winkels vorzunehmen, zunichst
voraussetzen, da8 das Dreieck rechtwinklig sei, dann seine Fol-
gerungen ziehen und deren Ubereinstimmung mit der Beobachtung
priffen. In dieser Lage befindet sich der Physiker, wenn er sta-
tistische Begriffsbildungen auf Molekiile oder &hnliche Gebilde
anwendet. Man pflegt in der Physik zu sagen (wobei ich von der
neuesten Entwicklung in dieser Frage absehe), die Geschwindigkeit
eines Molekels usw. sei eine ,,prinzipiell meBbare Gré8e, wenn sie
auch nicht gerade mit den iiblichen MeBwerkzeugen gemessen
werden kann. So kénnen wir hier erklaren, die relative Haufigkeit
und ihr Grenzwert, die Wahrscheinlichkeit, werde auch innerhalb
der physikalisch definierten Kollektivs ,,prinzipiell‘‘ in der
gleichen Weise beobachtet und gemessen wie in den
friither besprochenen Fillen der Gliickspiele und der sozialen oder
biologischen Statistik.

Historische Bemerkung

Das, was ich bis hierher zur Begriindung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes ausgefiihrt habe, widerspricht wohl im grofien
ganzen dem, was in den édlteren Lehrbiichern der Wahrschein-
lichkeitsrechnung als formelle ,,Definition*“ der Wahrscheinlich-
keit an die Spitze gestellt wird. Es steht aber durchaus in Uber-
einstimmung mit gllen Vorstellungen, die man seit den iltesten
Zeiten in der Wahrscheinlichkeitsrechnung tatsachlich benutzt.
Ganz besonders deutlich kommt dies in der Darstellung zum
Ausdruck, mit der Poisson sein beriihmtes, von mir schon einmal
erwihntes Lehrbuch iiber die ,,Wahrscheinlichkeit der gericht-
lichen Urteile* einleitet. Er beschreibt, wie auf den verschie-
densten Gebieten der menschlichen Erfahrung sich die Erschei-
nung zeigt, die wir als die Unverédnderlichkeit der relativen Haufig-
keiten bei groBer Wiederholungszahl der Einzelbeobachtungen
kennen gelernt huben. Poisson bedient sich dabei einer Termino-
logie, die ich bisher vermieden habe, weil ich Verwechslung mit
einem anderen Gedankengang verhiiten wollte, der iibrigens
auch von Poisson in die Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt
oder doch von ihm wesentlich gefordert wurde. Er bezeichnet
namlich den Tatbestand der Stabilitit der relativen Haufigkeiten
innerhalb geniigend umfangreicher Versuchsreihen als ,,Gesetz
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der groBen Zahlen und sieht in dem Bestehen dieses Gesetzes
die eigentliche Grundlage fir die Moglichkeit der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. In der Durchfithrung seiner Untersuchungen
geht er dann allerdings von der durch Laplace eingefiihrten
formalen Definition der Wahrscheinlichkeit aus, {iber die wir
noch zu sprechen haben werden, und leitet schlieflich aus dieser
mit den Methoden der Analysis einen mathematischen Satz ab,
den er nun auch wieder das ,,Gesetz der groBen Zahlen‘‘ nennt.
Wir werden spéter sehen, da8 der von Poisson abgeleitete mathe-
matische Satz tatsichlich etwas ganz anderes aussagt als das,
was als allgemeine Erfahrungsgrundlage in die Anfinge der
Theorie eingeht. Diese doppelte Verwendung der gleichen Be-
zeichnung, die schon sehr schwere Verwirrung gestiftet hat, wird
uns in der Folge noch beschiftigen. Ich werde dann auch genau
die Worte anfiihren, mit denen Poisson die Konstanz der rela-
tiven Hiufigkeiten bei groBen Versuchszahlen als die unum-
stoBliche Grundlage aller Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen fest-
gelegt hat.

Jetzt sei nur noch bemerkt, daB8 die von mir hier vertretene
Auffassung, die bei Begriindung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
die Erscheinungsreihe, die Beobachtungsfolge, in den Vorder-
grund stellt und die Wahrscheinlichkeit auf eine relative Hiufig-
keit innerhalb dieser Folge zuriickfiihrt, nicht véllig neu ist.
Sie wurde in mehr dialektischer Form ohne unmittelbare Absicht
auf einen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung von dem
Englinder John Venn in einem Buche ,,Logic of chance 1866
ausfithrlich dargelegt. Die moderne Entwicklung der sogenannten
KollektivmaBlehre durch Theodor Fechner und Heinrich Bruns
steht der ,,Héufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit nahe.
Am deutlichsten hat sich in dieser Richtung Georg Helm, einer
der Mitbegrinder des Energieprinzips, ausgesprochen, in einer
1902 erschienenen Abhandlung ,,Die Wahrscheinlichkeitslehre als
Theorie der Kollektivbegriffe“. Alle diese und viele weitere,
der Kiirze halber unerwihnt gelassene Ansitze haben jedoch
bisher zu einer vollstindigen Wahrscheinlichkeitstheorie nicht
gefithrt wund nicht fithren ko&nnen, weil sie ein
entscheidendes Merkmal des Kollektivbegriffes nicht
erfaBt haben, zu dessen Besprechung wir wuns jetzt
wenden.
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Die Regellosigkeit innerhalb des Kollektivs

Nicht alles, was wir iiber ein Kollektiv zu sagen haben,
tiber eine Folge von Einzelbeobachtungen, eine Massenerscheinung
oder einen Wiederholungsvorgang, der den Gegenstand einer
Wahrscheinlichkeitsuntersuchung bilden kann, nicht alles ist
in der einen Forderung eingeschlossen, dafl die relativen Haufig-
keiten der verschiedenen Merkmale feste Grenzwerte haben
miissen. Man kann leicht Fille angeben, in denen Grenzwerte
der relativen Hiufigkeiten ohneweiters feststellbar sind, in denen
es aber wenig Sinn hétte, von Wahrscheinlichkeiten zu sprechen.
Gehen wir etwa eine ausgedehnte Landstrafle entlang, an der alle
hundert Meter ein kleiner, alle tausend Meter ein gréBerer Mark-
stein aufgestellt ist, so wird sicher, wenn wir nur ein geniigend
langes Stiick des Weges ins Auge fassen, fast genau ein Zehntel
der durchlaufenen Marken das Merkmal ,,grofi** aufweisen. Genau
1/, ist die relative Haufigkeit nur, wenn Anfangs- und Endpunkt
der betrachteten Strecke zu den nichsten Kilometersteinen gleich
gelegen sind. Aber je weiter wir wandern, desto kleiner wird, wie
man ohneweiters einsieht, die &uBerste Abweichung zwischen der
relativen Haufigkeit und der Zahl 0,1; mit anderen Worten: ihr
Grenzwert ist sicher 0,1. Man konnte gewill auch hier den Ausdruck
anwenden, die ,, Wahrscheinlichkeit‘‘ dafiir, einen groBen Markstein
in der fortlaufenden Reihe anzutreffen, sei 0,1. Es erscheint aber
doch zweckmaBiger, aus Griinden, die wir gleich erkennen werden,
das Besondere, das den jetzt betrachteten Fall gegeniiber den
fritheren kennzeichnet, nicht unbeachtet zu lassen und die Defi-
nition des Begriffes ,,Kollektiv*‘ so einzuschrianken, daB der neue
Fall ausgeschlossen bleibt. Wenn wir als die Folge der Einzel-
beobachtungen die fortlaufenden Feststellungen, ob ein Markstein,
der beim Zuriicklegen des Weges angetroffen wird, ein ,,groBer*
oder ein ,kleiner* ist, ansehen, so unterscheidet sich diese Be-
obachtungsfolge von der Aufeinanderfolge der Augenzahlen
bei einem Wiirfelspiel dadurch, daBl sich leicht ihre Gesetz-
miaBigkeit angeben ldBt. Genau jede zehnte Beobachtung
fithrt auf das Merkmal ,,groB«, jede andere auf ,klein*“. Ist man
gerade an einem grofen Stein voriibergegangen, so fragt man gar
nicht, ob der nichste etwa auch wieder ein groBer sein kann.
Hat man aber mit zwei Wiirfeln Doppelsechs geworfen, so folgt
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daraus nichts iiber das etwaige Ergebnis des niéchsten Wurfes
und ebensowenig weill eine Versicherungsgesellschaft, wenn ein
Versicherungsnehmer im 41. Lebensjahre gestorben ist, wie es
sich mit dem in der Liste zunichst stehenden verhalten wird,
mag die Liste nach welchem Gesichtspunkte immer angelegt sein.
Es ist ein rein erfahrungsméaBiger Unterschied, der zwischen
der einen und der andern Art von Beobachtungsfolgen zutage
tritt. Wir wollen nun grundsitzlich daran festhalten, daB nur
solche Folgen, die die Eigenschaft der Gesetzlosigkeit oder ,,Regel-
losigkeit aufweisen, zu den Kollektivs gerechnet werden sollen.
Es fragt sich nur, wie man diese Eigenschaft hinreichend prizise
erfassen kann, um die Definition nicht allzu unbestimmt zu
lassen.

Eine geeignete Formulierung fiur die ,,Regellosigkeit* einer
Folge zu finden, ist nach dem Gesagten nicht schwer. Der wesent-
liche Unterschied zwischen der Folge der Augenzahlen beim Wiirfel-
spiel und der regelmiBigen Beobachtungsfolge der Marksteine
am Wege ist offenbar der, daB wir im letzten Fall leicht ein
Auswahlverfahren angeben koénnen, durch das die Haufigkeits-
zahlen verindert werden. Fangen wir z. B. bei einem grofBen
Stein an und beachten nur jeden zweiten Stein, dem wir begegnen,
so zeigt sich sofort, da die relative Haufigkeit der groBen Steine
nicht mehr ein Zehntel, sondern ein Fiinftel betragt (weil keiner
von den grolen, aber jeder zweite von den kleinen Steinen aus-
gelassen wird). Wenn wir aber beim Wiirfelspiel versuchen,
nur jeden zweiten Wurf gelten zu lassen oder irgend ein anderes,
noch so verwickeltes Auswahlverfahren zu benutzen, so zeigt
sich doch immer, daB die Haufigkeit der Doppelsechs, sobald
nur lange genug gespielt wird, keine andere wird. Diese Un-
moglichkeit, die Gewinstaussichten beim Spiel durch cin Aus-
wahlsystem zu beeinflussen, die Unmaéoglichkeit des Spiel-
systems, ist die charakteristische und ausschlaggebende Eigen-
schaft derjenigen Beobachtungsfolgen.oder Massenerscheinungen,
die den eigentlichen Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bilden. Wir verlangen von einem Kollektiv, auf das die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung anwendbar sein soll, die Erfiilllung zweier
Forderungen: Erstens muB die relative Hiufigkeit, mit der ein
bestimmtes Merkmal in der Folge auftritt, einen Grenzwert
besitzen; und zweitens: dieser Grenzwert muB unver-
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andert bleiben, wenn man aus der Gesamtfolge irgend
eine Teilfolge willkiirlich heraushebt und nur diese
betrachtet. Selbstverstindlich muBl die Teilfolge unbeschrinkt
fortsetzbar sein wie die urspriingliche Folge selbst, also etwa so,
dafl man jedes zweite oder jedes zehnte Glied der Gesamtheit
beibehilt oder jedes, dessen Nummer eine Quadratzahl oder eine
Primzahl ist usf. Im ibrigen ist der Phantasie bei der Herstellung
der Auswahl jede Freiheit gelassen. Man muB nur iiber die Zu-
gehorigkeit oder Nicht-Zugehorigkeit eines Spieles zur Teilfolge
unabhingig von dem Ergebnis dieses Spieles entscheiden,
also durch eine Verfiigung iiber die Nummer oder die Stellen-
zahl des Spieles, die man trifft, ehe man den Spielausgang kennt.
Wir nennen daher eine Auswahl, wie sie hier gemeint ist, kurz
eine Stellenauswahl ,und verlangen also, dal die Grenzwerte
der relativen Héufigkeiten innerhalb eines Kollektivs gegen
Stellenauswahl unempfindlich sein sollen.

Das Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystem

Es erhebt sich nun die Frage, dhnlich wie frither: Woher
wissen wir eigentlich, daB es Kollektivs gibt, die dieser neuen, weit
gesteckten Forderung geniigen? Auch hier konnen wir uns nur
auf ein — allerdings sehr reiches — Beobachtungsmaterial stiitzen.
Jedem, der einmal in Monte Carlo war oder eine Beschreibung
der Verhiltnisse in einer Spielbank gelesen hat, ist wohl
bekannt, welch verwickelte ,,todsichere’ Systeme von gewissen
Spielnarren ausgeheckt und erprobt worden sind, auch immer
wieder von neuem erprobt werden. Daf sie nicht zum gewiinschten
Ziele fiihren, namlich zu einer Verbesserung der Spielchancen,
also zu einer Verinderung der relativen Héufigkeiten, mit der die
einzelnen Spielausginge innerhalb der systematisch ausgewéhlten
Spielfolge auftreten, das ist die traurige Erfahrung, die iiber
kurz oder lang alle die von ihren Ideen besessenen Systemspieler
machen miissen. Auf diese Erfahrungen stiitzen wir uns bei
unserer Definition der Wahrscheinlichkeit.

Es dringt sich hier ein Vergleich auf, dessen kurzer Be-
sprechung ich nicht aus dem Weg gehen will. Die fanatischen
Erfinder und Erprober der Spielsysteme in Monte Carlo und
anderwiirts weisen eine unverkennbare Ahnlichkeit mit einer
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andern Klasse von ,,Erfindern auf, deren Titigkeit wir heute
nur mit einem gewissen Mitleid zu betrachten gewohnt sind,
mit den seit Jahrhunderten bekannten, niemals aussterbenden
Konstrukteuren eines ,,Perpetuum mobile”“. Es lohnt, diese
Analogie, die nicht nur eine menschlich-psychologische ist, ein
wenig weiter zu verfolgen. Warum léchelt heute der Gebildete
iiber jeden, der ein Perpetuum mobile zu konstruieren versucht ?
Nun, wird er sagen, weil wir von dem Prinzip der Erhaltung der
Energie her wissen, dal eine solche Konstruktion unmdéglich
ist. Was aber ist das Energieprinzip anderes als ein sehr stark
verallgemeinerter, vielfaltig verankerter Erfahrungssatz, der in
letzter Linie durch das Fehlschlagen der unzéhligen Versuche, ein
Perpetuum mobile zu bauen, begrindet wurde? Man pilegt
heute oft in der theoretischen Physik das Energieprinzip mit
seinen verschiedenen Auswirkungen geradezu als das ,,Prinzip
vom ausgeschlossenen Perpetuum mobile* zu bezeichnen. Davon,
daB das Energieprinzip sich irgendwie , beweisen“ lasse, kann
keine Rede sein; die auBerordentliche Evidenz, die es fiir uns
besitzt, verdankt es nur der ungeheuren Fiille von Erfahrungs-
material, das, abgesehen von den heute nur historisch wichtigen
Perpetuum-mobile-Versuchen, eigentlich in der Gesamtheit
aller in der Technik gebréauchlichen Energieumformungen besteht.
Wenn wir nun aus den Erfahrungen der Spielbanken ein ,,Prinzip
vom ausgeschlossenen Spielsystem® abstrahieren und in die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufnehmen, ver-
fahren wir ganz dhnlich, wie es die Physik im Falle des Energie-
prinzipes tut. Auch hier gilt, dal auBler jenen zumeist laienhaften
Versuchen der Gliicksritter vor allem die Erfahrungen der Ver-
sicherungsgesellschaften und &hnlicher Unternehmungen das
Prinzip stiitzen: Wenn es eine Moglichkeit gibe, die relative
Héaufigkeit, mit der der Versicherungsfall eintritt, im grofen
abzuéndern dadurch, dal man etwa jeden zehnten Versicherungs-
nehmer oder dergleichen ausscheidet, so wire die ganze finanzielle
Bagsis des Unternehmens in Frage gestellt. Was das Energie-
prinzip fiir das elektrische Kraftwerk, das bedeutet unser Satz
vom ausgeschlossenen Spielsystem fiir das Versicherungswesen:
die unumst6Bliche Grundlage aller Berechnungen und aller MaB-
nahmen. Wie von jedem weittragenden Naturgesetz kénnen wir
von diesen beiden S#tzen sagen: Es sind Einschrinkungen, die
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wir auf Grund der Erfahrung unserer Erwartung iiber den kiinf-
tigen Ablauf von Naturvorgingen auferlegen. Aus der Tatsache,
daB die Voraussagen sich als richtig erweisen, diirfen wir den
SchluB ziehen, daB es jedenfalls solche Massenerscheinungen oder
Wiederholungsvorginge gibt, auf die das Prinzip vom
ausgeschlossenen Spielsystem anwendbar ist, und nur
auf diese allein werden sich alle unsere weiteren Ausfiihrungen
zur Wahrscheinlichkeitsrechnung beziehen.

Beispiel fiir Regellosigkeit

Um Thnen noch anschaulicher zu machen, wie ein Kollektiv
in seiner ,,Regellosigkeit* aussieht, will ich Thnen hier einen
kleinen Versuch vorfithren. Dall es wieder ein Experiment aus
dem Gebiete der Gliickspiele ist, liegt nur daran, daB alle anderen
Moglichkeiten der Anwendung unserer Theorie zu umfangreiche
und zeitraubende Einrichtungen erfordern. Ich ziehe also aus
einem Sickchen, das 90 runde Tafelchen mit den Nummern
1 bis 90 enthilt, blindlings ein Stiick und notiere, ob eine gerade
oder eine ungerade Zahl erschienen ist. Fiir eine gerade Zahl
will ich eine Null anschreiben, fiir eine ungerade eine Eins; ich
ziehe 100mal und setze die Ergebnisse der Reihe nach in zehn
Zeilen nebeneinander:

1100011101
0011001111
0101001000
0100100111
0011000011
0111101010
1011110011
0011011101
0011001101
0110001000

Unter den 100 Versuchen sind hier 51 Einser aufgetreten,
d. h. die relative Haufigkeit der Eins betrigt /,,. Beachtet
man nur jeden zweiten Versuch, also nur die in der ersten, dritten,
fiinften . . .. Spalte stehenden Zeichen, so findet man unter den
50 Versuchen 24 Einser, also die relative Haufigkeit 48/, Zdhlt
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man nur die Zeichen in der ersten, dritten, fimften . ... Zeile,
so erhilt man die Haufigkeit 50/,,, fiir die Eins. Beriicksichtigt
man nur diejenigen 26 Versuche, deren Nummer eine Primzahl
ist, also den 1., 2., 3., 5., 7., 11, 13., 17., 19., 23., 29., 31., 37.,
41., 43., 47., 53., 59., 61., 67., 71,, 73., 79., 83., 89. und 97., so
findet man genau 13 Einser, also wieder die Haufigkeit 50/,,,.
SchlieBlich betrachten wir noch diejenigen 51 Versuche, denen
eine Eins vorausgegangen ist — denn ein Systemspieler konnte
auch auf den Gedanken konimen, auf Null zu setzen, unmittelbar
nachdem sich eine Eins gezeigt hat — und finden jetzt, daB
hier 27 Einser stehen, also eine relative Haufigkeit gleich 27/,
oder 8/,,,. Der Versuch zeigt uns, daB bei den verschiedenartigen
Auswahlen, die wir angewendet haben, die Einser stets mit der
ungefahr gleichen Haufigkeit von etwa 15 auftreten. Sie werden
selbst das Gefithl haben, daf man bei einer ausgedehnteren
Versuchsreihe, die ich aus Zeitmangel hier nicht ausfithren kann,
die Erscheinung der. ,,Regellosigkeit‘‘ noch in weit vollkommenerer
Weise wiirde nachweisen konnen. Natiirlich 148t sich, wenn
die 100 Versuchsergebnisse einmal aufgezeichnet vorliegen,
hinterher ohneweiters eine Stellenauswahl angeben, bei der
nur Einser oder nur Nullen auftreten, oder die Einser in irgend
einer beliebigen, zwischen 0 und 1 gelegenen Hiufigkeit. Auch
kann es leicht sein, daB bei einer anderen Gruppe von 100 Ver-
suchen eine der hier von uns vorgenommenen Stellenauswahlen
ein ganz abweichendes Ergebnis liefert. Das Prinzip der Regel-
losigkeit besagt ja nur, da, wenn man die Versuche geniigend
weit fortfiihrt und das einmal festgelegte Auswahlverfahren
beibehalt, schlieBllich doch wieder die'relative Hiufigkeit 0,50
mehr oder weniger genau herauskommt.

Zusammenfassung der Definition

Auf Einzelheiten mathematischer Natur, auf Uberlegungen,
die nétig sind, um die Definitionen und Formulierungen in mathe-
matischer Hinsicht zu sichern, brauche ich hier nicht einzugehen.
Wer sich dafiir interessiert, sei auf meine erste Versffentlichung
im vierten Bande der Mathematischen Zeitschrift von 1918 ver-
wiesen oder auf das demnichst als erster Band. meiner ,,Vorlesun-
gen iiber angewandte Mathematik® erscheinende Lehrbuch der
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Wahrscheinlichkeitsrechnung, das die Theorie in vereinfachter
und mehrfach verbesserter Gestalt darstellt. Jetzt sei mir nur
gestattet, in aller Kiirze noch einmal die wenigen Sitze zusammen-
zufassen, die wir als Grundlage fiir alles folgende gewonnen haben
und in denen wirdie fiir uns allein maBgebende Definition
der Wahrscheinlichkeit erblicken. Es sind diese:

1. Von Wahrscheinlichkeit kann erst gesprochen werden,
wenn ein wohlbestimmtes, genau umgrenztes Kollektiv vorliegt.

2. Kollektiv ist eine Massenerscheinung oder ein Wieder-
holungsvorgang, bei Erfiillung von zwei Forderungen, ndmlich: es
miissen die relativen Hiaufigkeiten der einzelnen Merkmale be-
stimmte Grenzwerte besitzen und diese miissen ungedndert bleiben,
wenn man durch willkiirliche Stellenauswahl einen 'Ceil der
Elemente aus der Gesamtheit heraushebt.

3. Das Erfiilltsein der letzteren Forderung bezeichnen wir
auch als das Prinzip der Regellosigkeit oder Prinzip vom aus-
geschlossenen Spielsystem.

4. Den gegen Stellenauswahl unempfindlichen Grenzwert
der relativen Héufigkeit, mit der ein bestimmtes Merkmal auftritt,
nennen wir die ,,Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses
Merkmals innerhalb des betrachteten Kollektivs“. Wenn dieser
Zusatz zu dem Worte ,,Wahrscheinlichkeit gelegentlich fort-
bleibt, so geschieht es nur der Kiirze halber, er muB in Gedanken
immer erginzt werden.

Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ich habe schon friither gelegentlich erwihnt, da die von
mir hier entwickelte Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
als Grenzwert einer beobachtbaren relativen Hiufigkeit auch
ihre Gegner hat. Spiter werde ich noch einmal auf die wichtigsten
Einwinde zu sprechen kommen, insbesondere auf die der Anhénger
der ,,subjektiven* Auffassung der Wahrscheinlichkeit, die wohl
der meinen am entschiedensten gegeniibersteht. Zunédchst aber
will ich jetzt kurz andeuten, in welcher Weise die von mir gegebe-
nen Grundlagen in der Welt der Tatsachen Anwendung finden,
wie sie sich in praktischen Fragen auswirken, kurz, was iiberhaupt
mit ihnen anzufangen ist. Denn die Anwendbarkeit einer Theorie
auf die Wirklichkeit ist der einzige Priifstein ihres Wertes. Da
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muB ich nun freilich mit einer Erklirung beginnen, die den un-
mittelbarsten Widerspruch bei den Vertretern jener Auffassung
hervorrufen wird, die da meinen, es handle sich in der Wahr-
scheinlichkeitslehre um eine besondere Art von Logik, und die
behaupten — dies ist keine Ubertreibung — daB, wihrend man
in den iibrigen Wissenschaften Schliisse aus dem ziehe, was man
weiB, hier aus dem Nichtwissen die wertvollsten SchluB-
folgerungen zu gewinnen wiren. ,,Absolutes Nichtwissen iiber die
Bedingungen®’, heiBt es nach Czuber, unter denen ein Wiirfel fillt,
fithrt zu der SchluBfolgerung, daB jeder der sechs Wiirfelseiten
die Wahrscheinlichkeit 1/, zukomme. Nun, es scheint mir etwas
riatselhaft, wie man bei absolutem Nichtwissen zwischen den
beiden Wiirfelpaaren unterscheidet, die ich Thnen vorhin vor-
gefiithrt habe, und von denen das eine jedenfalls einen sehr stark
von 1/, abweichenden Wahrscheinlichkeitswert fiir die Sechs
oder Eins aufweist, wenigstens nach unserer Definition der Wahr-
scheinlichkeit. Doch nicht dies ist jetzt das Wesentliche, daB die
Kenntnis der Wahrscheinlichkeit, Sechs zu werfen, nach meiner
Auffassung ein Ergebnis der Beobachtung, der Messung
ist (die nicht unter allen Umstédnden an dem individuell gegebenen
Objekt vorgenommen werden muB), nach der andern Auffassung
eine Erkenntnis ,,a priori“. Es handelt sich uns jetzt vor
allem darum, die allgemeine Aufgabe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung méglichst prézise zu umschreiben und diese
kann man weder in empirischen Feststellungen noch in der
Gewinnung aprioristischer Erkenntnisse suchen,

Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stellt man sich auf einen niichternen, naturwissenschaft-
lichen Standpunkt, der auch in der Wahrscheinlichkeitslehre
dieselben Denkgesetze, dieselben SchluBweisen, dieselben metho-
dischen Grundsitze gelten 1Bt wie iiberall sonst, so scheint sich
ganz zwangliufig und eindeutig das Folgende zu ergeben: Es gibt
ersichtlich Kollektivs, die miteinander zusammenhingen, die
einander nicht ,,fremd‘* sind, z. B. das Spiel mit dem ersten dieser
beiden Wiirfel, das Spiel mit dem zweiten und drittens das Spiel
mit beiden Wiirfeln. Durch die beiden ersten dieser Kollektivs
ist das dritte bestimmt. Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
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rechnung, und zwar die einzige, die ihr in dem vorliegenden Falle
zukommt, ist es nun, aus den Wahrscheinlichkeiten, die innerhalb
der beiden erstgenannten Kollektivs bestehen, die Wahrschein-
lichkeiten innerhalb des abgeleiteten, dritten Kollektivs zu be-
rechnen. Als gegebene Groflen gehen in die Rechnung ein: die
sechs Wahrscheinlichkeiten, mit dem ersten Wiirfel eine Eins,
eine Zwei, eine Drei ....... , eine Sechs zu werfen, sowie die
sechs analogen Werte fiir den zweiten Wiirfel; berechnet werden
kann daraus z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit den beiden
Wiirfeln zusammen die Summe 12 zu werfen. Es ist ganz genau
so wie in der Geometrie, die uns lehrt, aus zwei Seiten eines
Dreiecks und dem eingeschlossenen Winkel die Linge der dritten
Seite zu rechnen. Woher wir die Daten der Aufgabe, die Lingen
der beiden Seiten und den Winkel kennen, darnach fragt der
Geometer nicht oder er sieht wenigstens die Feststellung dieser
Ausgangswerte seiner Rechnung nicht als eine Aufgabe der
Geometrie an. Mit einer solchen Feststellung beschiftigt sich
etwa der Landmesser, der Geodit, der bei seiner Arbeit manche
geometrisché Uberlegung verwerten mu8 — auch dazu werden
wir spiter in der Statistik die genaue Analogie kennen lernen.
Die Geometrie im engeren Sinne lehrt nur, wie man aus gewissen
als gegeben vorausgesetzten Grofen andere, unbekannte bestim-
men kann, und zwar gleichgiiltig, welche Werte die ersteren haben
und unabhiingig davon, wie diese Werte gefunden wurden. So
liefert die richtig aufgefafSte Wahrscheinlichkeitsrechnung eine
Formel fiir die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens der Summe 12
oder der Doppelsechs, die in allen Fillen giiltig sein muBl, ob
ich nun das eine oder andere Paar meiner Wiirfel benutze oder
aus den vieren ein neues Paar kombiniere usf. Wie gro3 die je
sechs Einzelwahrscheinlichkeiten fiir den ersten und den zweiten
der benutzten Wiirfel sind und woher ich sie kenne, das ist fiir
die Rechnung genau so gleichgiiltig, wie Werte und Herkunft
der Daten in einer geometrischen Aufgabe.

Mit einem Schlage werden unzihlige, mehr oder minder
ernst gemeinte Einwendungen gegen die Wahrscheinlichkeits-
rechnung hinfallig, sobald man als ihre ausschlieBliche Aufgabe
erkennt, aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten innerhalb gewisser
Ausgangskollektivs die Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines
aus jenen abgeleiteten Kollektivs zu berechnen. Die Frage,
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mit der man einen Mathematiker zu hanseln pflegt: Konnen Sie
berechnen, wie gro8 die Wahrscheinlichkeit ist, da3 ich den nidchsten
Zug nicht versdume ? ist in dem gleichen Sinne abzuweisen wie die
Frage: Konnen Sie die Entfernung dieser beiden Bergspitzen von
einander berechnen? Eine Entfernung kann man nur rechnen,
wenn andere geeignete Entfernungen und Winkel gegeben sind,
und eine Wahrscheinlichkeit nur, sobald man andere Wahr-
scheinlichkeiten, die jene bestimmen, kennt. Der allgemeinen
Schulbildung, die seit langem schon gewisse Elemente der Geo-
metrie umfaBt, verdanken wir es, dafl der halbwegs Gebildete
die praktische Aufgabe des Landvermessers und die theoretische
Fragestellung des Geometers (Mathematikers) auseinanderhélt;
hinsichtlich der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ist
diese notwendige Aufklirung noch nicht durchgedrungen.

Wir miissen noch genauer iiberlegen, worin die hier mehr-
fach genannte ,,Ableitung® eines Kollektivs aus anderen besteht.
Nur wenn dieser Begriff ganz konkret gefafit wird, ist wirkliche
Klarheit iiber die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
erreichen. Vorher aber will ich einen einfachen und naheliegenden
Ausdruck einfithren, der uns gestatten wird, unsere Sitze etwas
iibersichtlicher zu fassen. Es handelt sich dabei zunichst nur um
eine sprachliche Abkirzung, dann um eine kleine Ausdehnung
des bisher verwendeten Begriffs des Kollektivs.

Die Verteilung innerhalb eines Kollektivs

Die Glieder oder Elemente eines Kollektivs unterscheiden
sich durch ihre Merkmale, die Zahlen sein konnen wie beim Wiirfel-
spiel, Farben wie beim Roulettespiel (Rouge et noir) oder irgend
welche durch Beobachtung feststellbare Eigenschaften. Minde-
stens gibt es in einem Kollektiv zwei Merkmale, in diesem Falle
nennen wir es eine ,,einfache Alternative‘. Innerhalb einer
solchen haben wir zwei Wahrscheinlichkeiten, die natiirlich die
Summe 1 geben. Z. B.: Das Kopf- oder Adlerspiel mit einer
Miinze stellt eine Alternative dar mit den beiden Merkmalen
,» Kopf und ,,Adler*, von denen jedes — normale Verhiltnisse
vorausgesetzt — mit der Wahrscheinlichkeit !/, auftritt. Auch
bei der Lebens- oder Sterbenswahrscheinlichkeit liegt eine ein-
fache Alternative vor. Die beiden Merkmale sind: Eintritt des
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Todes zwischen dem 40. und 41. Geburtstag oder Uberleben des
letzteren Datums; die Wahrscheinlichkeit des ersten Merkmales
ist in dem frither betrachteten Spezialfall 0,011, daher die des
zweiten, die Uberlebenswahrscheinlichkeit 0,989. Bei anderen
Kollektivs ist die Zahl der Merkmale grofler als zwei, beispiels-
weise beim Spiel mit einem Wiirfel. Hier bestehen sechs ver-
schiedene Ergebnisméglichkeiten fir einen Versuch, je nachdem,
welche der sechs Wiirfelseiten obenauf fiallt. Demgemal gibt es
sechs Wahrscheinlichkeiten und ihre Summe muBl wieder 1 sein.
Sind alle sechs Wahrscheinlichkeiten untereinander gleich, so
hat jede den Wert /¢ und wir nennen in diesem Falle den Wiirfel
einen ,,richtigen‘‘. Aber gleichgiiltig, ob wir einen richtigen oder
falschen Wiirfel vor uns haben, die sechs Zahlenwerte der Wahr-
scheinlichkeiten fiir seine sechs Seiten, diese sechs echten Briiche
mit der Gesamtsumme 1, miissen bekannt sein, wenn wir das
Kollektiv als ein gegebenes ansehen sollen. Es empfiehlt sich
nun, fiir den Inbegriff der sechs GréBen eine kurze Bezeichnung
einzufithren. Wir wollen die Gesamtheit der Wahrscheinlich-
keiten, die fiir das Auftreten der einzelnen Merkmale innerhalb
eines bestimmten Kollektivs bestehen, die Verteilung dieses
Kollektivs nennen. Die Wahl dieses Ausdrucks wird verstandlich,
wenn man an die Verteilung der Chancen oder der Gewinn-
aussichten bei einem Gliickspiel denkt. Wenn etwa von sechs
Spielern jeder auf eine Wiirfelseite setzt, so ,verteilen' sich
die Chancen auf die einzelnen Spieler so, dal der verhéltnismé&Bige
Anteil eines jeden gerade gleich der Wahrscheinlichkeit der be-
treffenden Wiirfelseite ist; bei einem richtigen Wiirfel sind die
Chancen gleich ,,verteilt, bei einem falschen ungleich. Bei
einer einfachen Alternative besteht die ganze Verteilung nur aus
zwei Zahlen, die sich zur Summe 1 ergéinzen. Man kann aber
auch, um sich das Wort ,,Verteilung™ anschaulich zu machen,
daran denken, wie die verschiedenen Merkmale des Kollektivs
sich in der unendlich ausgedehnten Masse der Elemente des
Kollektivs ,,verteilen‘. Bilden die Zahlen?/;, 3/;, }/; die Verteilung
eines Kollektivs mit drei Merkmalen, ist also?!/; die Wahrscheinlich-
keit des ersten und dritten, 3/; die des zweiten Merkmals, so heiit
das ja nichts anderes, als daB in der geniigend weit fortgefiihrten
Beobachtungsfolge die Merkmale so ,,verteilt* sind, da3 das erste
und dritte je 1/; aller Fille umfaflt, das dritte die restlichen 3/; usf.

Mises, Wahrscheinlichkeit 3
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Stetige Verteilung

Der so erklarte Verteilungsbegriff legt es nahe, unsere Be-
trachtungen auch auf Félle auszudehnen, die bisher nicht in den
Kreis der Uberlegungen gezogen waren. Denken wir an einen
Schiitzen, der gegen eine passend aufgestellte Scheibe fortgesetzt
Schiisse abgibt. Wir haben hier einen Wiederholungsvorgang,
den wir uns unbeschrinkt fortsetzbar denken kénnen. Wenn
wir die Scheibe in der iiblichen Weise in eine Anzahl von Kreis-
ringen geteilt annehmen und jeden Kreisring, einschlieBlich des
inneren Vollkreises und der AuBlenfliche um den groSten Kreis
herum, mit einer Nummer versehen, so kann als Merkmal eines
Schusses die Nummer des getroffenen Bereiches gelten. So weit
wire das noch nichts Neues gegen frither; die Zahl der Merkmale
oder der Wahrscheiilichkeiten, die zusammen die ,,Verteilung*
bilden, wire gleich der Anzahl der bezifferten Bereiche. Die
beiden Voraussetzungen der Existenz der Grenzwerte und der
Regellosigkeit sehen wir natiirlich als erfiillt an, wenn wir iber-
haupt von Wahrscheinlichkeit sprechen.

Nun léaBt sich aber das Experiment mit dem Schiitzen und
der Scheibe noch etwas anders behandeln. Sobald ein EinschuB
erfolgt ist, kann man seine Entfernung vom Mittelpunkt messen
und diese Entfernung (statt der Nummer des Ringes) als das
Merkmal des Schusses, als das einzelne Beobachtungsergebnis
ansehen. Eine Entfernung ist in letzter Linie eine Anzahl von
MaBeinheiten, z. B. von Zentimetern, und wenn wir uns wirklich
darauf beschrinken, nur in ganzen Zentimetern zu messen, so
haben wir einen wenig gegen frither verdnderten Fall vor uns:
An die Stelle der Nummern des jeweils getroffenen Bereiches ist
jetzt eine andere Nummer, ndmlich die Zentimeterzahl des
Abstandes vom Mittelpunkt getreten. Wenn etwa die duBerste
noch in Frage kommende Entfernung 1m betrigt, so haben
wir 101 verschiedene Merkmale, namlich die Zahlen 0 bis 100,
ebensoviele Wahrscheinlichkeiten, und die ,,Verteilung*“ besteht
aus 101 echten Briichen mit der Summe 1. Aber man fiihlt wohl,
daB man dem Begriff der ,,Entfernung nicht voll gerecht wird,
wenn man ihn einfach durch eine Anzahl von Zentimetern ersetzt:
Es gibt zwischen 0 und 1 m mehr verschiedene Entfernungen als
100 oder 101. Der Geometer sagt, die Entfernung ist eine stetige
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Verinderliche, sie kann jeden Wert zwischen 0 und 100 annehmen,
nicht nur die endliche Anzahl ganzzahliger Werte, sondern un-
endlich viele. So gelangt man zu der Vorstellung, daBl man hier
ein Kollektiv mit unendlich viel verschiedenen Merkmalen vor sich
hat. In den klassischen Lehrbiichern spricht man in diesem Fall
von einer ,,geometrischen’ Wahrscheinlichkeit, im Gegensatz
zur ,,arithmetischen‘ bei nur endlich vielen Merkmalen. Nun
kann man gewil nicht unendlich viel Zahlen angeben, wie es
jetzt notig wire, wenn in dem fritheren Sinn die Verteilung inner-
halb der Kollektivs durch tatsichliche Auffihrung der Wahr-
scheinlichkeiten aller Merkmale bestimmt werden sollte, Gliick-
licherweise ist aber die Schwierigkeit, die hier auftritt, eine von
den Mathematikern lingst geloste. Wer nur das Allerelementarste
von hoéherer Mathematik gelernt hat, weill, wie man sich
hier hilft.

Eine Analogie aus einem anderen Gebiet wird, wie ich denke,
es jedermann verstdndlich machen, in welcher Weise man eine
,» verteilung®, die sich auf unendlich viel Merkmale, auf eine
stetige Folge von Merkmalen erstreckt, beschreiben kann. Denken
wir uns, da wir ein bestimmtes Gewicht oder eine Masse, sagen
wir 1kg, iiber die Punkte einer Strecke von 1 m Léinge zu ver-
teilen haben. Solange nur endlich viel Massenpunkte in Frage
kommen, ist die Verteilung durch Angabe endlich vieler Zahlen,
namlich der Briiche, die, in Kilogramm ausgedriickt, die einzelnen
Gewichtsgrofen bezeichnen, bestimmt. Ist aber das Gewicht von
1 kg stetig iiber die Lange eines Meters verteilt oder, wie man
auch sagt, die Strecke stetig mit Masse belegt, so etwa wie ein
diinner gerader Stab von 1m Lénge, der im ganzen 1 kg wiegt,
so kann man nicht mehr von einzelnen, Masse tragenden Punkten
sprechen, versteht aber doch sofort, was unter ,,Verteilung® der
Masse iiber die Stablinge gemeint ist. An einer Stelle, an der der
Stab dicker ist, dringt sich mehr Masse auf das gleiche Lingen-
stiick zusammen, man sagt, hier sei die auf die Lingeneinheit
bezogene Massendichte grofer. Ist der Stab iiberall gleich dick,
so sprechen wir von ,,Gleichverteilung* der Masse, in jedem Fall
ist durch Angabe der Dichte an jeder Stelle die Verteilung
bestimmt. Es ist nicht schwer, diese Vorstellung auf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung in dem Beispiele des ScheibenschieBens
zu iibertragen. Auf jedes Stiick der Entfernung zwischen 0 und

3*
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100 cm entfdllt eine bestimmte Wahrscheinlichkeit des Ein-
schusses und die gesamte Verteilung ist durch Angabe der auf
die Lingeneinheit entfallenden Dichte an jeder Stelle bestimmt.
Wir stehen gar nicht an, hier, wo es sich um ein stetig verdnder-
liches Merkmal handelt, geradezu von der ,,Wahrscheinlich-
keitsdichte zu sprechen und zu erkliren: Gibt es in einem
Kollektiv nur endlich viele, diskret von einander zu unterschei-
dende Merkmale, so besteht die Verteilung aus der Gesamtheit
der auf die einzelnen Merkmale entfallenden Wahrscheinlich-
keitsgroBen; ist aber das Merkmal eine von Versuch,zu Versuch
stetig verdnderliche GroBe, z. B. eine Entfernung zweier Punkte,
so wird die Verteilung durch die an jeder Stelle des Variablen-
bereiches auf die Langeneinheit entfallende ,,Wahrscheinlichkeits-
dichte“ festgelegt. Bei der SchuBscheibe kann z. B., wenn man
voraussetzt, daB blindlings geschossen wird, die Annahme be-
rechtigt sein, daBl ein weiter nach auBen gelegenes Stiick des
Radius groBere Wahrscheinlichkeit fiir sich hat, als ein gleich
groBes, mehr innen gelegenes, weil der zugehorige Kreisring bei
gleicher Breite auBlen grofler ist. Man kédme so zu dem Ansatz,
daB die Wahrscheinlichkeitsdichte proportional dem Radius oder
einer Potenz des Radius zunimmt.

Wir werden uns spiter mit bestimmten Fragen, die sich an
Kollektivs mit stetig verdnderlichem Merkmal ankniipfen, noch zu
beschéftigen haben und dabei auch zeigen, wie sich dieser Begriff
auch auf mehrdimensionale Merkmalbereiche, Fliachenstiicke oder
Raumteile statt Linien, ausdehnen 1aBt. Fir jetzt sollte diese Ein-
schaltung nur dazu dienen, Thnen den Begriff der Verteilung inner-
halb eines Kollektivs, moglichst in nicht zu enger Form, an-
schaulich zu machen. Wir kénnen, wenn wir uns dieses Begriffes
bedienen, etwas priziser aussprechen, worin die Aufgabe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung besteht:

Es lassen sich in ganz bestimmter, noch néher anzugebender
Weise aus einem oder aus mehreren wohldefinierten Kollektivs
neue Kollektivs ableiten; Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist es, aus den als gegeben vorausgesetzten
Verteilungen innerhalb der Ausgangskollektivs die
Verteilung innerhalb der abgeleiteten Kollektivs zu
berechnen.
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Zuriickfihrung auf vier Grundaufgaben

In dieser Formulierung bedarf nur ein Ausdruck noch niherer
Erklarung, nédmlich, in welcher Weise aus gegebenen Kollek-
tivs neue ,,abgeleitet” werden koénnen. Ich sagte schon, daB es
darauf ankommt, dies ganz konkret und prézise anzugeben, sonst
hat alles Bisherige keinen Wert. Ich fiige jetzt hinzu: es gibt
in letzter Linie vier und nur vier Verfahren der Ableitung
eines Kollektivs aus anderen und alle Probleme, die in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung behandelt werden, sind auf eine Kom-
bination dieser vier Grundverfahren zuriickfiilhrbar. Natiirlich

' gind in einer konkreten Aufgabe meist mehrere der Grundverfahren
und jedes von ihnen wiederholt durchzufithren. Wir werden jetzt
zunichst die vier Verfahren genau besprechen: Fiir jeden der vier
Fille miissen wir die Grundaufgabe losen, das ist die Auf-
gabe, die neue Verteilung aus den Ausgangsverteilungen zu
berechnen. Wenn ich nun noch sage, daB ich ohne Furcht,
auf zu groBle Schwierigkeiten des Verstindnisses zu stoBen,
die vier verschiedenen Losungen hier vorfilhren werde, daf
namentlich die beiden ersten von ganz auBerordentlicher Ein-
fachheit sind, so vermute ich, daB bei Ihnen leicht ein peinlicher
Verdacht entstehen wird. Der Verdacht namlich, daB Sie iiber
die eigentlichen mathematischen Schwierigkeiten, die doch
irgendwo in der Wahrscheinlichkeitsrechnung stecken miissen —
davon zeugt schon das formelreiche AuBere jedes Lehrbuches —
hinweggetduscht werden sollen. Allein das ist gewiB nicht meine
Absicht. Indem ich alle Gedankenoperationen, durch die in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung Kollektivs miteinander verkniipft
werden, auf vier verhédltnismaBig einfache und leicht erkliarbare
Typen zuriickfithre, sage ich noch nichts dariiber, wie enorm
verwickelt die Haufung und Kombination der Grundaufgaben
innerhalb eines einzelnen praktischen Problems liegen kann.
Bedenken Sie nur, da8 alle Algebra bis in ihre héchsten Spitzen
hinauf nur aus Gedankengingen besteht, die in letzter Linie
auf die vier sogenannten Grundrechnungsarten zuriickfithrbar
sind. Wer das Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Divi-
dieren versteht, besitzt grundsétzlich den Schlissel zum Ver-
stindnis jeder algebraischen Untersuchung. Aber der Schliissel
mufl — um im Bilde zu bleiben — dabei so vielfaltig gehandhabt
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werden, dafl ohne langwierige Vorbereitung und erhebliche An-
strengung doch nicht viel zu erreichen ist. Ganz ebenso liegen die
Verhéltnisse in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ich denke
nicht daran, daB ich hier durch einen Vortrag von wenigen Stunden
Sie instandsetzen kénnte, Probleme zu losen, die von Bernoulli
und Laplace an bis in die neueste Zeit Mathematiker ersten
Ranges immer wieder beschaftigt haben. Andrerseits wiirde doch
niemand von uns, auch wenn er jedem mathematischen Ehrgeiz
und jeder mathematischen Titigkeit noch so fern steht, gerne
auf die Vertrautheit mit den vier Grundrechnungsarten verzichten
wollen, und dies sowohl aus praktischen Griinden im Hinblick
auf manche niitzliche Anwendung des Rechnens im téglichen
Leben, wie auch im Interesse der eigenen Geistesbildung. So
hoffe ich denn, mit der kurzen Darstellung der vier Grundoperatio-
nen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zweierlei zu erreichen:
Thnen die Losung der einen oder anderen gelegentlich auftretenden
einfachen Aufgabe zu ermdglichen, vor allem aber eine be-
friedigende Aufklirung iiber die jeden Gebildeten angehende
Frage nach dem eigentlichen Sinn der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zu geben.

1. Die Auswahl

Die erste der vier Grundoperationen, durch die ein neues
Kollektiv aus einem andern gebildet wird, bezeichnen wir als die
Auswahl. Gegeben sei z. B. das Kollektiv, das aus simtlichen
Wiirfen mit einem bestimmten Wiirfel besteht, oder aus der Folge
aller Spiele, die an einem bestimmten Roulettetisch stattfinden.
Das neue Kollektiv habe zu Elementen etwa den ersten, vierten,
siebenten ...... Wurf mit demselben Wiirfel oder das zweite,
vierte, achte, sechzehnte ...... Spiel am Roulettetisch. All-
gemein gesprochen: es wird eine Auswahl aus den Elementen
der Folge gebildet. Das Merkmal der ausgewihlten Elemente
im neuen Kollektiv soll das gleiche bleiben, wie im urspriinglichen,
also im Falle des Wiirfels die obenauf erscheinende Augenzahl,
bei der Roulette die Farbe rot oder schwarz. Gefragt ist nach
den Wahrscheinlichkeiten innerhalb des neuen Kollektivs, also
z. B. nach der Wahrscheinlichkeit der Farbe rot innerhalb der-
jenigen Gesamtheit von Spielen, die, wenn man alle Spiele zihlt,
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zu Ordnungsnummern eine Potenz von 2 haben. Nach dem, was
frither ansfiihrlich iiber die Eigenschaften eines Kollektivs gesagt
wurde, insbesondere iiber die Regellosigkeit, kann kein Zweifel
dariiber bestehen, wie die Frage zu beantworten ist: Die Wahr-
scheinlichkeit bleibt beim Ubergang vom alten Kollektiv zu dem
durch das Verfahren der ,,Auswahl“ gebildeten neuen unver-
dndert. Alle sechs Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen eins
bis sechs sind in der neuen Spielfolge die gleichen wie im Aus-
gangskollektiv. Genau dies war es ja, was bei der Definition
der Regellosigkeit gefordert wurde. Die Sache ist hier so ein-
fach, daB alle Erkldrungen fast iiberfliissig erscheinen. Wir wollen
gleichwohl das Ergebnis in einem Satze genau formulieren:

Man kann aus einem gegebenen Kollektiv in vielfacher Weise
durch ,,Auswahl“ ein neues ableiten; die Elemente des neuen
Kollektivs sind eine durch Stellenauswahl gewonnene
Teilfolge der Elemente des gegebenen, die Merkmale sind
unverindert; die Verteilung im neuen Kollektiv ist gleich
der im alten.

2. Die Mischung

Kaum weniger einfach, vielleicht noch gelaufiger ist das
zweite Verfahren, ein neues Kollektiv aus einem gegebenen zu
bilden, die zweite Grundoperation, fiir die ich die Bezeichnung
»Mischung wahle. Zunéchst ein Beispiel: Wenn wir als
Ausgangskollektiv wieder das Spiel mit einem Wiirfel nehmen,
bei dem also die Elemente aus den aufeinanderfolgenden Wiirfen,
die Merkmale aus den sechs verschiedenen Augenzahlen bestehen,
die bei einem Wurf sichtbar werden konnen, so mag jetzt die
Frage gestellt werden: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
eine gerade Zahl zu werfen ¢ Man kennt die Antwort auf diese
Frage. Da es unter den Zahlen 1 bis 6 die drei geraden Zahlen
2, 4 und 6 gibt, miissen die drei Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten der Zwei, der Vier und der Sechs addiert werden;
die Summe der drei Wahrscheinlichkeiten liefert dann die gesuchte
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer geraden Zahl. DaB
diese Rechenregel richtig ist, sieht jedermann leicht ein, auch ist
es nicht schwer, sie aus der Definition der Wahrscheinlichkeiten
als der Grenzwerte von relativen Hiufigkeiten herzuleiten. Der
allgemeine Gedanke, der dem Verfahren zugrunde liegt, 1i3t sich
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ganz leicht herausschalen. Wir haben aus dem urspriinglichen
Kollektiv ein neues gebildet, das dieselben Elemente umfaBt,
némlich alle einzelnen Wiirfe, in dem aber den Elementen andere
Merkmale zugeschrieben werden. Wahrend vorher das Merkmal
eines Wurfes eine der Zahlen 1 bis 6 war, lautet das neue Merk-
mal ,,gerad” oder ,,ungerad“. Dabei ist es wesentlich, daf}
mehrere alte Merkmale durch ein neues ersetzt wurden, und nicht
etwa mehrere neue an Stelle eines alten treten. In dem letzteren
Falle wire eine Berechnung der neuen Wahrscheinlichkeiten aus
den gegebenen nicht mdéglich. Mit der Bezeichnung ,Mischung*
soll zum Ausdruck gebracht werden, daB mehrere Merkmale
des Ausgangskollektivs miteinander vermengt, vermischt werden
oder daB eine Vermengung, Vermischung der Elemente, die
gewisse Merkmale aufweisen, stattfindet.

Ungenaue Fassung der Additionsregel

In der dlteren, Ihnen vielleicht aus dem Schulunterricht ge-
laufigen Ausdrucksweise spricht man von einer Wahrscheinlichkeit
des ,,Entweder-Oder und formuliert einen Satz iiber die Be-
rechnung unbekannter Wahrscheinlichkeiten aus gegebenen etwa
s0: Die Wahrscheinlichkeit, entweder Zwei oder Vier oder Sechs zu
wiirfeln, ist gleich der Summe aus den drei Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Moglichkeiten. Diese Fassung ist aber ungenau und
sie bleibt auch noch ganz unzulédnglich, wenn man selbst ausdriick-
lich hinzufiigt, daB in dieser Weise nur Wahrscheinlichkeiten von
einander ausschlieBenden ZEreignissen zu addieren sind. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, zwischen dem 40. und 41. Geburtstag
zu sterben, mag 0,011 betragen, die Wahrscheinlichkeit, zwischen
dem 41. und 42. Geburtstag eine Ehe einzugehen, sei 0,009.
Die beiden Moéglichkeiten schlieBen einander aus, trotzdem wire
es sinnlos, zu behaupten, die Wahrscheinlichkeit dafiir, entweder
zu sterben oder im néchsten Jahre zu heiraten, sei fiir einen Vier-
zigjihrigen gleich der Summe 0,011 4 0,009 = 0,020. Die Auf-
klirung und zugleich die richtige Formulierung des Satzes iiber
die bei der ,,Mischung‘ entstehende neue Verteilung findet man
nur durch Zuriickgehen auf den Begriff des Kollektivs. Der
Unterschied zwischen einer richtigen und einer falschen An-
wendung der Additionsregel liegt darin, daB immer nur Wahr-
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scheinlichkeiten, die innerhalb eines und desselben Kol-
lektivs fiir verschiedene Merkmale bestehen, addiert werden
diirfen. Die Mischung besteht eben darin, dal Merkmale der
Elemente eines Kollektivs vermischt werden. In dem eben er-
wihnten Beispiel handelt es sich aber um zwei ganz verschiedene
Kollektivs. Das eine wird gebildet von der Gesamtheit der
Vierzigjahrigen, die nach dem Merkmale: Eintritt oder Nicht-
eintritt des Todes vor Vollendung des 41. Lebensjahres eingeteilt
werden. Das zweite Kollektiv hat zu Elementen die Einundvierzig-
jahrigen und teilt sie ein nach dem Merkmal: Vollzug oder Nicht-
vollzug einer EheschlieBung im Laufe des Jahres. Beide Kollektivs
sind einfache Alternativen und die einzigen Moglichkeiten einer
Mischung oder einer Addition von Wahrscheinlichkeiten wiren
die, ganz innerhalb des einen oder des anderen Kollektivs bleibend,
die beiden Wahrscheinlichkeiten fiir Sterben und Uberleben
oder die fiir EheschlieBung und Ledigbleiben zu addieren, wobei
dann jedesmal 1 als Summe erschiene. Aber kreuzweise zu addieren
ist man in keiner Weise berechtigt.

Ein anderes Beispiel, in dem die Unzuldnglichkeit des iiblichen
Entweder-Oder-Satzes unmittelbar zutage tritt, ist folgendes.
Ein guter Tennisspieler mag 80 v. H. Wahrscheinlichkeit fiir
sich haben, in einem bestimmten Turnier, sagen wir in Berlin,
zu siegen. Seine Aussichten, in einem Turnier, das am “gleichen
Tag in New-York beginnt, seien 70 v. H. Die Moglichkeiten,
hier und dort zu siegen, schlieBen einander aus, aber fiir die
Wahrscheinlichkeit, entweder hier oder dort zu siegen, die Summe
1,50 anzugeben, wire volliger Unsinn. Die Aufklirung liegt, wie
in dem friiheren Beispiel, darin, dal es sich um zwei verschiedene
Kollektivs handelt, die Addition aber nur fiir Wahrscheinlich-
keiten innerhalb eines Kollektivs zuldssig ist.

Fall der Gleichverteilung

Eine sehr spezielle Form der Mischung, die allgemein geldufig
ist, wird oft an die Spitze der ganzen Wahrscheinlichkeits-
rechnung gestellt, ja man meint vielfach, daf in ihr die Grundlage
jeder rechnerischen Wahrscheinlichkeitsbestimmung zu suchen
sei. In unserem ersten Beispiel, in dem nach der Wahrscheinlich-
keit, eine gerade Zahl zu werfen, gefragt wurde, ist es matirlich
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gleichgiiltig, wie groB die drei Wahrscheinlichkeiten der Zwei,
der Vier und der Sechs sind. Es kann ein ,richtiger Wiirfel
in Betracht kommen, bei dem jede der sechs Seiten die Wahr-
scheinlichkeit /g besitzt, dann ist die Summe /¢ -+ /g 1+ /¢ zu
bilden, die !/, gibt. Aber ebenso gut konnte es sich um den von
uns schon frither benutzten ,falschen Wiirfel handeln, bei
dem durch Versuche andere Werte fiir die drei Wahrscheinlich-
keiten festgestellt wurden. Die Regel, dal die Wahrscheinlichkeit
einer geraden Augenzahl gleich der Summe jener drei Grofien
ist, bleibt unverdndert. Der besondere Fall nun, iiber den wir
uns jetzt einen Augenblick unterhalten miissen, ist gerade
der der ,,Gleichverteilung oder des ,richtigen Wiirfels. Hier
kann man, um zu dem richtigen Ergebnis zu gelangen,
auch ein klein wenig anders schlieBen als wir es vorhin getan
haben.

Man kann von der Uberlegung ausgehen, es seien im ganzen
sechs verschiedene Ergebnisse eines Wurfes moglich, ndmlich
die Augenzahlen 1 bis 6, jedes dieser sechs Ergebnisse sei gleich
wahrscheinlich und — nun kommt die kleine Wendung, die wir
dem Gedankengang geben — von den sechs Moglichkeiten seien
drei dem ins Auge gefaBten Ereignis, nimlich dem Erscheinen
einer geraden Zahl, ,,giinstig®‘. Demnach sei der Quotient 3 : 6=1/,
die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir das Erscheinen einer geraden
Zahl, d. i, wie man sich auszudriicken pflegt, der Quotient
aus der Zahl der ,,dem Ereignis giinstigen“ Moglichkeiten durch
die Gesamtzahl aller Moglichkeiten. Man sieht, daB hier in der
Tat eine allgemeine Regel aufgestellt werden kann, die alle jene
Fille der Mischung umfaft, in denen simtliche Merkmale innerhalb
des Ausgangskollektivs gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.
Bezeichnen wir etwa die Zahl dieser Merkmale mit dem Buch-
staben 7, so daf3 die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Merkmales
1/, ist, und ebenso die Zahl derjenigen unter diesen Merkmalen,
die im abgeleiteten Kollektiv zu einem einzigen neuen Merkmal
zusammengefafit werden, mit dem Buchstaben m, so hat man nach
der Additionsregel, um die Wahrscheinlichkeit des neuen Merk-
mals (innerhalb des neuen Kollektivs) zu erhalten, eine Summe
aus m Summanden, deren jeder die GroBe 1/, hat, zu bilden.
Dafiir kann man nun einfacher sagen, die gesuchte Wahrschein-
lichkeit sei m : n, gleich dem Quotienten aus der Zahl der ,,giin-
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stigen Merkmale durch die Gesamtzahl aller Merkmale. Wir
werden spéater darauf zuriickkommen, welche miBbréauchliche
Anwendung man von dieser Rechenregel gemacht hat, um darauf
eine Scheindefinition der Wahrscheinlichkeit zu stiitzen. Fir
jetzt kommt es nur darauf an, einzusehen, daB das Aufsuchen
von Wahrscheinlichkeiten durch Abzéhlen gleichwahrschein-
licher, giinstiger und ungiinstiger Moglichkeiten nur -einen
sehr spezialisierten Fall der Ableitung eines neuen
Kollektivs aus einem gegebenen durch Mischung
darstellt.

Zusammenfassung und Ergdnzung der Mischungsregel

Ich will wieder die Mischungsregel so, wie sie sich uns auf
der Grundlage des Kollektivbegriffes soeben ergeben hat, kurz
in einem Satz formulieren: Aus einem gegebenen Kollektiv, das
Elemente mit mehr als zwei Merkmalen umfaBt, 1aBt sich in
vielfacher Weise durch ,,Mischung’ ein neues Kollektiv ab-
leiten; seine Elemente sind die gleichen wie die des
Ausgangskollektivs, die neuen Merkmale aber sind Ver-
mengungen von Merkmalen des alten Kollektivs (z. B.
die geraden oder ungeraden Zahlen zusammen, statt der Einzel-
zahlen); die Verteilung innerhalb des neuen Kollektivs ergibt sich
aus der gegebenen, indem man die Wahrscheinlichkeiten
aller alten Merkmale, die zu einem neuen zusammen-
gefaBt sind, addiert.

Wie diese Additionsvorschrift in einfachen Fillen anzu-
wenden ist, haben wir an Beispielen schon gesehen. Ich will
nur noch nebenbei erwihnen, daB sich die Regel sinngemil
ausdehnen liBt auf jene, frither schon erwidhnten Kollektivs,
in denen es nicht nur endlich viele Merkmale gibt, sondern, wie
im Beispiel des Scheibenschiebens, unendlich viele. Die héhere
Mathematik lehrt, daB an Stelle des Addierens einzelner Sum-
manden in solchen Fillen eine dhnliche, freilich etwas schwerer zu
erklirende Operation tritt, die man das Integrieren nennt. . Ist
in dem Ausgangskollektiv die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
jeden Wert des Abstandes vom Mittelpunkt gegeben, so findet
man als Resultat einer bestimmten Mischung die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB der Abstand zwischen 0,5 m und 1,0 m liegt, der
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SchuB also in die d&uBlere Hilfte der Scheibe fillt, das Integral
iber die gegebene Dichtefunktion, erstreckt vom Werte 0,5 bis
zum Wert 1,0. Diese Andeutungen werden dem in die Begriffs-
bildungen und die Ausdrucksweise der Analysis Eingeweihten
geniigen, alle anderen Zuhorer mogen iiberzeugt sein, dafl diese
Dinge wohl fiir das tatsichliche Losen einzelner Aufgaben der
Wahrscheinlichkeitsrechnung niitzlich, ja unentbehrlich sind, fir
das Verstindnis der allgemeinen, von uns zu erdrternden Fragen
aber ohne besondere Bedeutung.

3. Die Teilung

Wir haben zwei von den vier Grundoperationen der Bildung
neuer Kollektivs, die Auswahl und die Mischung, kennen gelernt
und kommen jetzt zur dritten, die ich die ,,Teilung‘ nenne.
Der Ausdruck wird bald verstindlich werden, nebenbei soll er
auch daran erinnern, dafl wir es hier mit einer Division von Wahr-
scheinlichkeiten zu tun haben. Um die Einfithrung in den Begriff
der ,,Teilung* moglichst zu erleichtern, verwende ich wieder das
gleiche Ausgangskollektiv, das uns schon in den beiden fritheren
Fillen, der Auswahl und der Mischung, gedient hat. Es besteht
aus den fortgesetzten Wiirfen mit einem Wiirfel als Elementen
und den jeweils auf der Oberseite des Wiirfels erscheinenden
Augenzahlen als Merkmalen. Gegeben sind wieder die sechs
Wahrscheinlichkeiten (mit der Summe 1) fiir das Auftreten der
Zahlen 1 bis 6, ohne daB etwa vorausgesetzt wiirde, jede dieser
Wabhrscheinlichkeiten habe den Wert !/;. Die neue Frage, die
jetzt gestellt wird und deren Beantwortung eben zur Operation
der ,,Teilung* fiihrt, lautet folgendermaBen: Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Wurf, von dem schon be-
kannt ist, daB sein Ergebnis eine gerade Zahl ist, die Augenzahl 2
aufweist ? Vielleicht macht diese Frage einen etwas gekiinstelten
Eindruck, dann kann ich sie sofort auf eine Form bringen, wie
sie im téglichen Leben leicht auftritt. Wir warten auf eine StraBen-
bahn an einer Haltestelle, an der die Ziige von sechs verschiedenen
Linien vorbeigehen; darunter seien drei Linien, die immer mit
Doppelwagen befahren werden und drei; auf denen nur Einzel-
wagen verkehren. Sobald wir nun in der Ferne sehen, daB ein
aus zwei Wagen bestehender Zug herannaht, wie groB ist da die
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Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl es ein Zug einer bestimmten der
drei mit Doppelwagen befahrenen Linien ist ? Natiirlich mu8 die
Ausgangsverteilung gegeben sein, die hier aus den sechs Einzel-
wahrscheinlichkeiten (also praktisch aus den relativen Haufig-
keiten), mit denen die sechs Linien befahren werden, besteht. Sind
alle diese sechs Wahrscheinlichkeiten gleich, somit vom Betrage
1/, entsprechend dem Fall des ,,richtigen* Wiirfels, so wird man
nicht mit der Antwort in Verlegenheit sein, daB die gesuchte
Wahrscheinlichkeit den Wert 1/; besitzt. Man kann dabei etwa
s0 argumentieren: es kommen im ganzen drei verschiedene,
gleich wahrscheinliche Moglichkeiten in Betracht, von denen
eine allein die ,,giinstige’ ist, also haben wir nach einer fritheren
Regel die Wahrscheinlichkeit !/;. Allein diese SchluBweise ist
nicht in allen Fillen anwendbar, sie versagt sofort, wenn die
Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen StraBenbahnlinien (oder
Wiirfelseiten) nicht von vornherein gleich sind. Zu einer voll-
stdndigen Losung und einer geniigend allgemeinen Fassung der
Aufgabe gelangen wir nur, indem wir genau untersuchen, worin
eigentlich das neue, das abgeleitete Kollektiv besteht. Denn
dariiber sind wir uns schon klar, da8 die Frage nach einer Wahr-
scheinlichkeit allein dann eine sinnvolle ist, wenn vorerst ein
Kollektiv genau umgrenzt ist, innerhalb dessen die Wahrscheinlich-
keit zu nehmen ist.

Kehren wir, der einfacheren Ausdrucksweise halber, wieder
zu der Wirfefaufgabe zuriick, so konnen wir das abgeleitete
Kollektiv so beschreiben: Elemente der betrachteten Folge
gind nicht mehr alle Wiirfe mit dem Wiirfel, sondern nur die-
jenigen, deren Merkmal eine gerade Augenzahl ist; das Merkmal
innerhalb des neuen Kollektivs ist das alte geblieben, die Augen-
zahl, nur daB jetzt nicht mehr alle Augenzahlen als Merkmale
vorkommen, sondern allein die 2, 4 und 6. Wir sagen, es habe
eine ,,Teilung” des urspriinglich gegebenen Kollektivs statt-
gefunden, indem die Elemente in zwei Klassen geschieden wurden.
Die eine Klasse, gekennzeichnet dadurch, daBl die Merkmale
der Elemente gerade Zahlen sind, bildet die Elemente des ab-
geleiteten Kollektivs. Es ist wichtig, sich klar zu machen, dafl
diese Teilung etwas ganz anderes ist als die frither behandelte
Stellenauswahl; bei einer solchen wird aus der Gesamtfolge aller
Wiirfe eine Teilfolge durch Festlegung gewisser Ordnungsnummern
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der Wiirfe herausgehoben, ohne dal man die Merkmale, die
Augenzahlen der einzelnen Wiirfe, dazu benutzt, um tber die
Zugehorigkeit zur Teilfolge zu entscheiden. Wir haben auch
gesehen, daB innerhalb einer so entstandenen Teilfolge die Wahr-
scheinlichkeiten die gleichen sind wie innerhalb des Ausgangskollek-
tivs. Jetzt, wo wir es mit der Teilung zu tun haben, geschieht die
Wahl der zuriickbehaltenen Elemente ausdriicklich vom Gesichts-
punkte der Merkmale aus und die Wahrscheinlichkeiten werden
dadurch wesentlich geéindert; in welcher Weise, wollen wir gleich
untersuchen.

Die Wahrscheinlichkeit nach der Teilung

Nehmen wir an, die Wahrscheinlichkeiten innerhalb des ge-
gebenen Kollektivs seien der Reihe nach fiir das Auftreten der
Ergebnisse 1 bis 6 gleich 0,10, 0,20, 0,15, 0,25, 0,10 und 0,20.
Die Summe dieser sechs Zahlen ist 1, im iibrigen ist es gleich-
giiltig, ob wir jetzt an das Wiirfelbeispiel oder die StraBenbahn
denken, und ebenso gleichgiiltig, in welcher Weise die sechs Werte
ermittelt worden sind. Addieren wir die Wahrscheinlichkeiten
derZwei, der Vier und der Sechs, also die Zahlen 0,20, 0,25 und 0,20,
so erhalten wir die Summe 0,65 als Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten einer geraden Zahl. Nach der Bedeutung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes haben also die geradzahligen Ergebnisse
bei geniigend lang fortgesetzter Beobachtung 65 v. H. Anteil
an der Gesamtheit der Elemente. Unter den ersten 10000 Ele-
menten befinden sich somit rund 6500, deren Merkmale gerade
Zahlen sind. Zu diesen Elementen gehdéren rund 2000 solche,
die das Merkmal 2 aufweisen, da ja 0,20 die Haufigkeit der 2
in einer geniigend langen Beobachtungsreihe ist. Bilden wir
nun ein neues Kollektiv, das aus dem fritheren durch Ausscheiden
aller Elemente mit ungeraden Merkmalen entsteht, also lediglich
die Elemente mit geradzahligem Merkmal enthilt, so befinden
sich unter den ersten 6500 von ihnen 2000 Elemente mit dem
Merkmal 2, die relative Haufigkeit dieser ist also 2000 : 6500 =
0,377. Da die Rechnung, die wir hier durchgefiihrt haben, eigent-
lich erst fiir unendlich groBie Beobachtungsreihen genau gilt,
haben wir in der Zahl 0,377 schon den richtigen Grenzwert der
relativen Héufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
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treten des Merkmals 2 innerhalb des neuen Kollektivs. Die all-
gemeine Regel, nach der diese Losung der Aufgabe zu finden ist,
148t sich aus dem vorgefiihrten Beispiel leicht abziehen. Man muf}
zunichst aus den gegebenen Wahrscheinlichkeiten die Summe der-
jenigen bilden, die den ausgewéhlten, bei der Teilung zuriick-
behaltenen Merkmalen (im Beispiel die Zwei, Vier und Sechs)
entsprechen und sodann die urspriingliche Wahrscheinlichkeit
des in Frage kommenden Merkmals (im Beispiel ist es die Zwei)
durch jene Summe dividieren, 0,20:0,65 = 0,377. Es liegt also
in der Tat ein Divisionsgesetz der Wahrscheinlichkeiten vor.
Man hat das Bediirfnis, die beiden Wahrscheinlichkeiten
eines und desselben Merkmals, mit denen man es hier zu tun hat,
die gegebene, innerhalb des Ausgangskollektivs bestehende und
die berechnete, die innerhalb des durch ,,Teilung* abgeleiteten
Kollektivs gilt, durch besondere Bezeichnungen zu unterscheiden.
Die hiefiir iiblichen Namen erscheinen mir aber trotz ihrer un-
leugbaren Anschaulichkeit ein wenig ungliicklich gewahlt. Man
pflegt nimlich von der ,,a priori“~-Wahrscheinlichkeit und der ,,a
posteriori‘‘-Wahrscheinlichkeit zu sprechen, wenn man einmal den
gegebenen und dann den abgeleiteten Wert meint. Schon der An-
klang der Bezeichnung an eine gewisse allgemein-philosophische
Terminologie, deren Berechtigung nicht unbestritten ist, hat
seine Nachteile. Es kommt noch hinzu, daB3 man in der klassischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung die Ausdriicke a priori und a poste-
riori auch in anderem Sinne verwendet, namlich fiir die — in unserer
Auffassung belanglose — Unterscheidung zwischen solchen Aus-
gangswahrscheinlichkeiten, die empirisch ermittelt wurden, und
solchen, die auf Grund irgendwelcher Hypothesen angenom-
men sind. Es wird daher besser sein, wenn wir etwas beschei-
denere, nicht durch zu weitgehende Allgemeinbedeutung belegte
Namen wihlen und einfach von der Ausgangswahrscheinlich-
keit und der abgeleiteten oder Endwahrscheinlichkeit
sprechen, wenn wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
in Betracht gezogenen Merkmals, einmal innerhalb des Aus-
gangskollektivs, dann innerhalb des abgeleiteten meinen. In
unserem Zahlenbeispiel besitzt das Merkmal ,,Zwei (also die mit
zwei Augen versehene Wiirfelseite oder die zweite der fraglichen
StraBenbahnlinien) die Ausgangswahrscheinlichkeit 0,20 und die
Endwahrscheinlichkeit 0,20 : 0,65 = 0,377.
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Sogenannte Wahrscheinlichkeit von Ursachen

Eine andere, ebenfalls unberechtigte und verwirrende Ter-
minologie, die sich an die Aufgabe der Teilung anschlieBt, kann
ich nicht ganz unerwéihnt lassen. In dem Wiirfelbeispiel, in dem
nach der Wahrscheinlichkeit der 2 unter den geraden Zahlen
2, 4 und 6 gefragt wird, pflegt man sich oft so auszudriicken:
das Erscheinen einer geraden Zahl kann drei verschiedene ,,Ur-
sachen‘ haben oder kann drei verschiedenen ,,Hypothesen* zu-
geschrieben werden; als je eine Ursache oder Hypothese sieht
man das Auftreten je einer der drei geraden Zahlen 2, 4, 6 an.
Demnach heiBlt die von uns berechnete Endwahrscheinlichkeit
0,377 auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Ergebnis ,,gerade
Zahl“ dem Erscheinen der Ursache ,,Zwei‘ zuzuschreiben ist.
Auf diese Weise entsteht scheinbar ein ganz besonderes Kapitel
der Wahrscheinlichkeitstheorie, das im Gegensatz zu der sonst
in Frage kommenden Wahrscheinlichkeit von ,,Ereignissen die
Wabhrscheinlichkeit der ,,Ursachen von Ereignissen® oder gar von
,,Hypothesen iiber die Ereignisse’‘ zu berechnen lehrt. Die Tei-
lungsaufgabe wird dabei gewohnlich in folgender Form gestellt.

Es seien drei Urnen, die mit schwarzen und weiflen Kugeln
gefiilllt sind, auf dem Tisch aufgestellt. Das Element des Aus-
gangskollektivs ist ein zweifacher Beobachtungsvorgang: Man
greift willkiirlich oder blindlings nach einer Urne, zieht eine
in ihr liegende Kugel hervor und stellt als Merkmal fest: erstens
die Farbe der Kugel, zweitens die Nummer der Urne. Im ganzen
gibt es also sechs verschiedene Merkmale, nimlich Farbe weif3
und Nummer 1, Farbe weil und Nummer 2, Farbe weil und
Nummer 3, dann Farbe schwarz mit Nummer 1 usw. Die ent-
sprechenden sechs Ausgangswahrscheinlichkeiten seien gegeben.
Ist nun bekannt, daB eine Beobachtung eine weile Kugel er-
geben hat, aber nicht bekannt, aus welcher Urne sie gezogen
wurde, so kann man die Frage nach der Wahrscheinlichkeit
dafiir stellen, daBl der Zug der weilen Kugel gerade aus der
ersten Urne erfolgt ist, oder daBl das Erscheinen der weiBen Kugel
den Umstand zur ,,Ursache‘ hat, daB die erste Urne von der
ziehenden Hand getroffen wurde. Die Losung ist ganz analog der
fritheren, man mufB} die Ausgangswahrscheinlichkeit fiir ,,Farbe
weill, Nummer 1 durch die Summe der drei Wahrscheinlichkeiten
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fir ,,Farbe weiB, Nummer 1, 2 oder 3 dividieren. Die etwas
metaphysische Ausdrucksweise ist nur historisch dadurch zu
erklaren, daB die Teilungsregel, um die Mitte des 18. Jahrhunderts
von dem Englinder Bayes in diesem Sinne abgeleitet, seither
in fast unverédnderter Form in allen Lehrbiichern wiederholt wird.
Bevor wir zur vierten und letzten Grundoperation iibergehen,
wollen wir noch, wie in den fritheren Fillen, die Definition der
Teilung und die Losung der Teilungsaufgabe kurz zusammen-
fassen: Aus einem gegebenen Kollektiv mit mehr als zwei Merk-
malen a8t sich in vielfacher Weise ein neues Kollektiv durch
,Teilung® ableiten; Elemente des neuen Kollektivs sind die-
jenigen Elemente des alten, deren Merkmale einer
gewissen Teilmenge der wurspriinglichen Merkmal-
menge angehéren; das Merkmal eines jeden beibehaltenen
Elements bleibt ungeidndert; die neue Verteilung erhilt man,
indem man die einzelnen gegebenen Wahrscheinlichkeiten
der beibehaltenen Merkmale durch die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten aller dieser Merkmale dividiert.

4. Die Verbindung

Alle drei bisher erorterten Grundoperationen, die Auswahl,
die Mischung und die Teilung, hatten das Gemeinsame, daf
jedesmal aus einem gegebenen Kollektiv durch eine bestimmte
Vorschrift, die sich auf die Verfiigung iiber Elemente und Merk-
male erstreckte, ein neues Kollektiv abgeleitet wurde. Nun werden
wir in dem letzten der zu besprechenden vier Verfahren ein
solches kennenlernen, das aus zwei gegebenen Ausgangskollektivs
in bestimmter Weise ein neues bildet. Zugleich werden wir auch
zum erstenmal Einblick in die verschiedenen Formen der Bezie-
hungen zwischen zwei oder mehreren Kollektivs gewinnen. Als
Bezeichnung der vierten Grundoperation wihle ich das Wort
,Verbindung“. Das Beispiel, an das wir die Untersuchung der
Verbindung ankniipfen, soll mdéglichst in Anlehnung an die
fritheren Wiirfelaufgaben gebildet werden. Die beiden Ausgangs-
kollektivs mogen je aus der Folge von Wiirfen bestehen, die mit
einem Wiirfel in der iiblichen Weise ausgefithrt werden, so daB
als Merkmale innerhalb eines jeden dieser Kollektivs die Augen-
zahlen 1 bis 6 mit gewissen Wahrscheinlichkeiten, die nicht in

Mises, Wahrscheinlichkeit 4
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beiden Fillen gleich sein miissen, auftreten. Das Endkollektiv,
das Resultat der Verbindung, hat zum Element einen Wurf mit
beiden Wiirfeln, zum Merkmal die beiden Augenzahlen,
die auf den Oberseiten erscheinen. Gefragt ist nach der Wahr-
scheinlichkeit, ein bestimmtes Zahlenpaar, z. B. ,,3 mit dem
ersten, ,,5° mit dem zweiten Wiirfel, zu werfen. Die beiden Wiirfel
stellen wir uns dabei wohl unterscheidbar vor, sie tragen die
Nummern 1 und 2, sind verschieden gefirbt oder besitzen sonstige
Kennzeichen.

Wer in der Schule nur die ersten Anfangsgriinde der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gelernt oder wer sich die Frage einmal
selbst ein wenig iiberlegt hat, der weil, wie man in primitiver
Weise das hier aufgeworfene Problem lost. Man sagt, es handle
sich um eine Wahrscheinlichkeit des ,,Sowohl als auch* und man
schreibt als Regel vor, die beiden gegebenen Wahrscheinlichkeiten
miteinander zu multiplizieren. Ist etwa !/, die Wahrschein-
lichkeit, mit dem ersten Wiirfel ,,3 zu werfen, 1/, die, mit dem
zweiten ,,6 zu erzielen, so ist 1/, mall/; gleich /,, die Wahr-
scheinlichkeit des Doppelwurfes ,,3, 5¢. Die Regel ist recht an-
schaulich, wenn man sich vorstellt, da8 erst !/, aller Wiirfe heraus-
gehoben werden muB, damit der erste Wiirfel die ,,3° ergibt,
dann von diesem Siebentel nochmal 1/; zu nehmen ist, damit der
zweite Wirfeln ,,5¢ zeigt. Aber es ist auch klar, daB diese Produkt-
regel, dhnlich wie die Additionsregel des ,,Entweder oder‘‘, einer
genaueren Formulierung und Begriindung bedarf, wenn sie ein-
wandfrei sein soll. So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit
zwei Wiirfeln sowohl die Summe ,,8 als auch die Differenz ,,2«
zu wiirfeln, sicher nicht als das Produkt der betreffenden Einzel-
wahrscheinlichkeiten zu finden. Ich wende mich jetzt diesen etwas
feineren Untersuchungen zu und will, um nicht allzu weitschweifig
zu werden mich hierbei voriibergehend der einfachsten Elemente
der Buchstabenrechnung bedienen, ohne daB ich fiirchte, hier-
durch allzu schwer verstindlich zu werden.

Voneinander unabhéngige Kollektivs

Wenden wir unser Augenmerk zunéchst nur auf die Augen-
zahl, die der erste der beiden Wiirfel zeigt, so werden wir unter
den n ersten Wiirfen etwa n; solche feststellen, bei denen hier
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tatséchlich die Zahl ,,3° erscheint. Das Verhiltnis n, : 2 ist
dann die relative Haufigkeit fiir das Auftreten der ,,3° beim
ersten Wiirfel, und der Grenzwert von 7y : » bei unbeschrinkt
fortgesetztem Wirfeln ist die gegebene Wahrscheinlichkeit der
Augenzahl ,,3° beim Wiirfel 1. Nun wollen wir weiterhin, jedes-
mal wenn der erste Wiirfel ,,3° zeigt, die Augenzahl, die gleich-
zeitig, d. h. bei demselben Wurf, der zweite Wiirfel aufweist,
betrachten. In irgend welcher Abwechslung werden die Zahlen
1 bis 6 hierbei auftreten. Ein Teil der n, Wiirfe, die wir jetzt
ins Auge fassen, sagen wir etwa n; von ihnen, werden gerade die
Zahl ,,5“ zeigen, so daB die relative Haufigkeit der Augenzahl
,,0° beim zweiten Wiirfel n; : ng betrigt. Dies ist aber nicht die
Haufigkeit der ,,5° innerhalb des urspriinglich gegebenen zweiten
Wiirfelkollektivs, das aus allen Spielen mit dem zweiten Wiirfel
besteht, da wir ja jetzt nur eine bestimmte Teilfolge dieser Spiele
in Betracht gezogen haben, nimlich diejenigen, bei denen der erste
Wiirfel auf ,,3 fiel. Eine auf diese Art hergestellte Teilfolge der
Elemente eines Kollektivs stellt gegeniiber dem, was wir bisher
kennengelernt hatten, wiederum etwas Neues dar. Es ist weder eine
,,Stellenauswahl®“, wie sie zuerst betrachtet wurde, bei der nach
einem bestimmten arithmetischen Gesetz die Spiele, die zur Teil-
folge gehéren sollen, ausgewihlt werden; noch eine ,,Teilung®,
bei der die Elemente, die gewisse ausgewihlte Merkmale besafien,
zuriickbehalten bzw. ausgeschieden wurden. Wir miissen schon
eine neue Bezeichnung einfithren, die wir in ganz anschaulicher
Weise wihlen, indem wir sagen, die Teilfolge des zweiten Kollek-
tivs sei ,,mittelst des ersten ausgewiirfelt, genauer ,,durch
das Merkmal 3 des ersten Kollektivs ausgewiirfelt. Es ist klar,
was damit gemeint ist. Aus einer beliebigen Elementenfolge
kann man eine Teilfolge ,,auswiirfeln®, indem man die Elemente
der Reihe nach den Elementen eines bestimmten andern Kol-
lektivs zuordnet und nur jene Elemente der urspriinglichen Folge
heraushebt, deren zugeordnetes ein bestimmtes Merkmal aufweist.
Mittelst des ersten Wiirfels kann man aus der Folge von Wiirfen
mit dem zweiten Wiirfel sechs verschiedene Teilfolgen auswiirfeln:
eine durch das Merkmal ,,1%, eine durch die Augenzahl ,,2° usf.

Der von uns vorhin betrachtete Quotient =g : ng war die
relative Haufigkeit der Augenzahl ,,5° innerhalb der durch die
Zahl ,,3“ des ersten Wiirfels aus den Ergebnissen des zweiten ,,aus-

4%
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gewiirfelten‘‘ Teilfolge. Wir wollen annehmen, dal dieser Quotient
bei unbeschrinkt ausgedehnter Versuchsfolge einem Grenzwert zu-
strebt, und zwar dem gleichen, dem sich auch die relative Haufig-
keit der ,,5° innerhalb aller Spiele mit dem zweiten Wiirfel
nihert. Eine solche Annahme ist leicht verstindlich. Sie besagt
eigentlich nur, daB die ,,Auswiirfelung* einer Teilfolge auf die
ganze Spielfolge mit dem zweiten Wiirfel nicht anders wirkt als
etwa eine Stellenauswahl. Vermutet etwa jemand, dafl die Aus-
sicht mit dem zweiten Wiirfel ,,5° zu werfen sich dadurch ver-
indert, dal man nur die Spiele in Betracht zieht, bei denen der
erste ,,3° zeigt ? Wenn man die Frage einem Skeptiker vorlegt,
wird er antworten: Ja, es kommt darauf an, ob die Wiirfe mit
dem zweiten Wiirfel ,,unabhingig® von denen mit dem ersten
erfolgen. Was heillt aber ,,unabhingig“? Man hat gewisse Vor-
stellungen davon, wann zwei Kollektivs ,,abhéngig* sein werden.
Man wird z. B. das Spielen mit zwei Wiirfeln, die durch einen
kurzen Faden miteinander verkniipft sind, nicht als Verbindung
zweier unabhingiger Kollektivs bezeichnen wollen. Aber zu einer
Definition der Unabhéngigkeit im exakt-naturwissenschaftlichen
Sinn gelangt man nur durch einen analogen Gedankengang
wie den, der uns frither zum Begriff des Kollektivs und der Wahr-
scheinlichkeit gefithrt hat. Man muB diejenige Eigenschaft,
diejenige Seite der Erscheinung, die fiir die Durchfithrung der.
Theorie die niitzlichste und erfolgreichste ist, als konstituierendes
Merkmal des Begriffes postulieren. Also sagen wir — vor-
behaltlich einer kleinen Erginzung, die noch folgen wird — ein
Kollektiv soll von einem anderen unabhéingig heilen, wenn eine
Auswiirfelung aus dem ersten mittels eines Merkmales des zweiten
die Grenzwerte der relativen Haufigkeiten im ersten, also seine
Verteilung, ungeéindert 1aBt. Setzen wir jetzt die beiden Wiirfel-
gpiele in diesem Sinn als unabhingig voraus, so kénnen wir die
Aufgabe, die von vornherein gestellt war, die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten des Zahlenpaares ,,3, 5° zu finden, ohneweiters
16sen.

Ableitung der Produktregel

Wir haben im ganzen n Wiirfe mit den beiden Wiirfeln be-
trachtet, unter denen #, die Augenzahl 3 auf dem ersten und
ng iiberdies die Augenzahl 5 auf dem zweiten ergeben haben. Es
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ist somit der Quotient ng : n die relative Haufigkeit des Auf-
tretens des Merkmals 3, 5 bei unserem Wiirfelpaar. Der Grenz-
wert von ng : n ist das, was wir suchen. Nun gilt aber, wie jeder,
der die Anfangsgrinmde des Rechnens beherrscht, nachpriifen
kann, die Beziehung

. ns Mg
n5. n = s . 7
d. h. die relative Héufigkeit n; : » ist das Produkt der beiden
frither betrachteten Haufigkeiten n; : n; und ng : n. Die letztere
hat zum Grenzwert die Wahrscheinlichkeit, mit dem ersten
Wiirfel 3 zu werfen, die wir v; nennen wollen; die erstere
soll nach der Annahme der Unabhéngigkeit der beiden Kollektivs
zum Grenzwert die Wahrscheinlichkeit, mit dem zweiten Wiirfel 5
zu werfen, ergeben, fiir die wir das Zeichen w; wihlen.
Danach ist der Grenzwert von n;: n das Produkt von v und wj,
in Worten: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit dem ersten Wiirfel
die Augenzahl ,,3, mit dem zweiten zugleich ,,5 zu erzielen,
ist das Produkt der beiden Wabhrscheinlichkeiten der Einzel-
ereignisse: w, 5 = vy .w;. Natiirlich gilt dieser Satz auch sinn-
gemdB fiir jedes andere Zahlenpaar, das aus den Zahlen 1 bis 6
gebildet werden kann. Z. B. ist die Wahrscheinlichkeit, mit dem
ersten Wiirfel 5 und dazu mit dem zweiten 3 zu treffen, w;, ; =
= v; . w3, wo vy den Wahrscheinlichkeitswert des Merkmals 5
innerhalb des ersten gegebenen Kollektivs usf. bezeichnet.

Wenn man im Rahmen unserer allgemeinen Theorie das
Multiplikationsgesetz fiir die Verbindung unabhiingiger Kollektivs
formulieren will, bedarf es noch einer Ergénzung. Wir miissen
uns davon iiberzeugen, ob die neue Elementenfolge, bestehend
aus dem Spiel mit jedesmal zwei Wiirfeln und den beiden Augen-
zahlen als Merkmal, auch den Forderungen, die an ein Kollektiv
gestellt werden, geniigt. Andernfalls diirfen wir ja gar nicht
von einer Wahrscheinlichkeit des Zahlenpaares 3, 5 sprechen.
Nun, die eine Forderung, die nach der Existenz der Grenzwerte
ist sicher erfiillt, denn wir haben ja gezeigt, wie man w; ; und
jede andere dieser 36 GréB8en berechnen kann. Es bleibt aber noch
die Frage nach der Unempfindlichkeit der Grenzwerte gegen eine
beliebige Stellenauswahl. Und da ist zu sagen, da wir in der
Tat die Bedingungen der ,,Unabhingigkeit” noch etwas enger
fassen miissen, als dies oben geschehen ist. Man muB3 die Forde-
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rung ausdriicklich stellen, daB der Haufigkeitsgrenzwert fiir das
zweite Kollektiv unverindert bleiben soll, wenn man am ersten
zunichst eine beliebige Stellenauswahl vornimmt und dann die
so verkiirzte erste Folge zur ,,Auswiirfelung benutzt. Ein
Beispiel wird uns nachher gleich zeigen, da das wirklich nétig
ist. Vorldufig geben wir die endgiiltigen Formulierungen fiir die
Verbindung unabhingiger Kollektivs wie folgt:

Ein Kollektiv 4 heiBt von dem Kollektiv B, auf das es ele-
mentweise bezogen ist, unabhangig, wenn die Verteilung inner-
halb B unverandert bleibt, sooft aus den Elementen von B
eine Teilfolge derart abgegrenzt wird, da man zuerst an 4
eine Stellenauswahl trifft, dann die ausgewahlte Folge der
Elemente von 4 zur Auswiirfelung aus B benutzt und
schlieflich wieder eine Stellenauswahl vornimmt. Aus
zwei unabhingigen Kollektivs kann als ihre ,,Verbindung* ein
neues hergestellt werden, dessen Elemente und Merkmale die
Zusammenfassungen der Elemente und Merkmale
der urspriinglichen sind; die neue Verteilung ergibt sich, indem
man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Merkmale
innerhalb der gegebenen Kollektivs miteinander multi-
pliziert.

Feststellung der Unabhingigkeit

Mit diesen Satzen ist ein viertes, fiir uns im wesentlichen
das letzte, Verfahren zur Bildung eines neuen Kollektivs aus
gegebenen definiert. Man kann freilich, &hnlich wie frither bei
der Definition der Wahrscheinlichkeit iiberhaupt, fragen: Woher
weil man, ob jemals zwei gegebene Kollektivs in diesem Sinne
voneinander unabhingig sind und demnach der Multiplikations-
satz angewendet werden darf? Die Antwort darauf lautet: Es
liegt hier genau so wie in den fritheren Fillen und wie bei jedem
Problem einer exakten Naturwissenschaft, in der man aus abge-
zogenen, idealisierten Voraussetzungen Schliisse zieht, die nur an
der Erfahrung gepriift werden kénnen. So definiert die Mechanik
als einen elastischen Korper einen solchen, bei dem Spannung
und Forménderung an jeder Stelle einander gegenseitig eindeutig
bestimmen ; sie lehrt dann weiter, wie man fiir einen Balken aus
elastischem Material die Durchhingung aus der GroBe und An-
ordnung der Lasten berechnen kann. Woher weil man, da8 ein
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bestimmter Balken im Sinne der Definition elastisch ist ? Kann
man etwa die Definitionseigenschaft an jeder Stelle des Materials
prifen ? Nein, man wendet das Ergebnis der Rechnung an, priift
es durch einen Versuch nach und sieht, falls er giinstig ausfallt,
die Voraussetzung fiir den gepriiften und alle analog liegenden
Fille als bewiesen an. Ein noch einfacheres Beispiel: Die Geo-
metrie lehrt uns zahlreiche Sitze iiber die Kugel; woher weifl
man, daB diese Sitze sich auf den Erdkorper anwenden lassen ?
Hat jemals irgend wer nachgepriift, ob es einen Punkt gibt, von
dem alle Punkte der Erdoberfliche gleichen Abstand haben*
Dies verlangt doch die Definition der Kugel. Nein, zuerst war
es eine intuitive Vermutung, da die Erde eine Kugel sei, dann
wurde die Vermutung durch Uberpriifung aller moglicher Folge-
rungen aus ihr bestétigt und schlieBlich zeigten kleine Wider-
spriiche, daf3 die Annahme der Kugelgestalt doch nur mit begrenz-
ter Genauigkeit zutrifft. Ganz so liegt es bei der Beurteilung
der Unabhingigkeit zweier Kollektivs. Sind zwei Wiirfel in einem
Becher durch einen kurzen Faden miteinander gekoppelt, wird
niemand die Unabhingigkeit der Wiirfe vermuten. Ist der Faden
etwas linger, so kommt es auf den Versuch an. Legt man die
Wiirfel lose, ungekoppelt in einen Becher, so entspricht es einer
sehr alten und sehr allgemeinen Erfahrung, dal die Wahrschein-
lichkeiten der Paare von Augenzahlen dem Multiplikationsgesetz
folgen. Werden schlieSlich die beiden Wiirfel in je einem Becher
von verschiedenen Personen, womdgglich noch an entfernten Orten,
gleichzeitig gespielt, so spricht schon ein instinktives Gefiihl, d.1i.
eine noch allgemeinere, iiberpersonliche Erfahrung, fiir die An-
nahme der Unabhéingigkeit.

Verbindung abhidngiger Kollektivs

Man kann, wie ich jetzt zum Schlusse kurz zeigen will,
das Verfahren der ,,Verbindung auch noch auf gewisse Fille
ausdehnen, in denen die Voraussetzungen der , Unabhéngigkeit‘
nicht voll erfiillt sind. Nur darf man nicht meinen, daBl die
beiden zu verbindenden Kollektivs 4 und B gar keinen Bedin-
gungen zu geniigen brauchen; die Einschrinkungen sind blo8
etwas vermindert. Wir wollen zwei Kollektivs 4, B ,,verbindbar*,
aber ,,abhingig® nennen, wenn folgendes zutrifft. Wird an den
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Elementen von A eine beliebige Stellenauswahl vorgenommen
und die ausgewihlte Folge zur ,,Auswiirfelung aus B beniitzt,
so soll die dabei entstehende Teilfolge der Elemente von B ein
Kollektiv bilden, dessen Verteilung noch von dem Merkmal
von A, nach dem ausgewiirfelt wurde, abhéngt. Also: Es soll
eine gewisse Wahrscheinlichkeit geben, mit dem zweiten Wiirfel ,,5¢
zu werfen, wenn der erste ,,3“ zeigt, aber diese soll nicht zugleich
die Wahrscheinlichkeit dafiir sein, mit dem zweiten Wiirfel ,,5
zu erzielen, wenn der erste z. B. ,4 ergibt. Ein praktisches
Beispiel ist etwa dies: In einer Urne befinden sich drei schwarze
und drei weile Kugeln; es wird zweimal hintereinander eine
Kugel gezogen, ohne daB die zuerst gezogene inzwischen zuriick-
gelegt worden wire. Dann erst legt man beide zuriick und fangt
von neuem an. Hier besteht das erste Kollektiv aus den ,,ersten‘
Zigen, die aus voller Urne geschehen. Nach der iiblichen Annahme
der Gleichverteilung ist die Wahrscheinlichkeit eines weilen
oder eines schwarzen Zuges gleich !/,. Das zweite Kollektiv hat
zu Elementen die Gesamtheit der ,,zweiten‘‘ Ziige, die aus einer
nur fiinf Kugeln enthaltenden Urne erfolgen. Aus dieser Gesamt-
folge lassen sich zwei Teilfolgen mittels des ersten Kollektivs
»auswiirfeln; einmal, indem man alle jene ,zweiten“ Ziige
betrachtet, die auf einen weillen ,,ersten‘’* Zug folgen, dann jene,
denen ein schwarzer ,,erster‘ Zug vorangeht. Mansieht ohneweiters,
daB die Wahrscheinlichkeit, schwarz zu ziehen, innerhalb des
ersten ausgewiirfelten Kollektivs 3/;, innerhalb des zweiten aber
nur %/; betrigt; denn von den fiint Kugeln in der Urne sind im
ersten Falle drei, im zweiten Falle nur zwei schwarz. Es hingt hier,
wie wir vorher sagten, die Verteilung innerhalb der ausgewiirfelten
Kollektivs von dem Merkmal ab, nach dem ausgewiirfelt wurde.

Wie im Falle der bloB ,,verbindbaren*, aber nicht unab-
héingigen Kollektivs die Endverteilung innerhalb der Verbindung
zu rechnen ist, bedarf nach dem Vorangegangenen kaum noch
der Erklirung. Man muB, um die Wahrscheinlichkeit etwa des
Ergebnisses ,,schwarzer Zug — weiler Zug* zu erhalten, folgende
zwei Faktoren miteinander multiplizieren: die Wahrscheinlich-
keit !/, eines schwarzen ,ersten“ Zuges und die Wahrschein-
lichkeit eines weillen ,zweiten* Zuges unter der Voraussetzung,
daB der erste schwarz war, also 3/;; Resultat: 1/, .3/, = 3/,,.
Analog fiir jede andere Kombination:
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Beispiel fiir nicht verbindbare Kollektivs

Es mag schlieBllich nicht ganz iiberfliissig sein, ein Beispiel
fir zwei Kollektivs zu geben, die weder als ,,abhiingige* noch
als ,,unabhéngige’ einer Verbindung fahig, die in unserem Sinne
nicht verbindbar sind. Es werde etwa tédglich um 8 Uhr
morgens eine bestimmte meteorologische Gréfe, sagen wir der
Feuchtigkeitsgehalt der Luft, gemessen; die MaBzahl, die eine
zwischen 1 und 6 liegende ganze Zahl sei, bildet das Merkmal
des Einzelversuches. Dieselbe oder eine andere Variable werde nun
auch téglich um 8 Uhr abends gemessen, sodaB wir zwei element-
weise einander zugeordnete Folgen vor uns haben, die beide die
Eigenschaften eines Kollektivs besitzen mégen. Es mag auch
weiterhin zutreffen, da das zweite Kollektiv gegen Auswiirfelung
durch das erste unempfindlich ist, d. h. da die Abendmessungen,
die z. B. auf den Friihwert 3 folgen, die gleiche Verteilung auf-
weisen wie sdmtliche am Abend gemessenen Werte. Gleichwohl
konnte es sein, daB an jedem 28. Tag, und nur an einem solchen
(Vollmond) ein Vormittagswert 3, falls er vorliegt, zwangliufig
die Abendbeobachtung 3 nach sich zieht. In diesem Falle wiirde
durch die Verbindung kein Kollektiv entsteher. Denn die Stellen-
auswahl, die jeden 28. Tag heraushebt, wiirde eine Verteilung
ergeben, bei der die Wahrscheinlichkeit der Kombinationen 3,1;
3,2; 3,4; 3,5und 3, 6 null ist, wihrend dies innerhalb der Gesamt-
beit der Vor- und Nachmittagsbeobachtungen nicht zuzutreffen
braucht. Man sieht, daB hier die einzelnen Beobachtungsreihen
als zufallsartig angenommen sind, wéihrend in ihrer gegenseitigen
Beziehung, in ihrem Zusammenhang eine GesetzméBigkeit besteht,
die sich nicht dem Begriff des Kollektivs einfiigt. Aus diesem
Grunde bezeichnen wir die beiden gegebenen Beobachtungs-
reihen als ,,zu einem Kollektiv nicht verbindbar‘‘.

Das Beispiel zeigt uns, wie unzureichend und unzuverlissig
die primitive, bekannte Form der Produktregel ist, die eine Unter-
scheidung der einzelnen wesensverschiedenen Fille der Beziehung
zwischen zwei Kollektivs gar nicht zulaBt. Nur der rationelle
Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich auf einer genauen
Analyse der als Kollektiv bezeichneten Beobachtungs-
folgen aufbaut, kann hier zu einwandfreien Formulie-
rungen fithren.



58 Kritik der Grundlagen

Kritik der Grundlagen

Mit der Aufzihlung und Beschreibung der vier Grundopera-
tionen, der Auswahl, Mischung, Teilung und Verbindung ist der
grundsétzliche Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung vollendet.
Wire es etwa meine Aufgabe, einen vollstindigen Lehrgang zu ent-
wickeln, so miiite ich jetzt zeigen, wie sich durch  schrittweise
Zusammensetzung der vier einfachen Operationen immer ver-
wickeltere herstellen lassen und wie anderseits alle Fragen, die
man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu behandeln pflegt,
auf derartig zusammengesetzte Operationen zuriickfithren. Allein
so niitzlich es fiir ein besseres Versténdnis des bisher Vorgetragenen
auch wire, wenigstens einige Beispiele in dieser Richtung vorzu-
bringen, will ich zunéchst der Versuchung widerstehen und, wie
ich es schon angekiindigt habe, erst etwas Naheres iiber die Ein-
wande sagen, die gegen meine Theorie erhoben werden konnen,
und iiber ihre Stellung zu dem, was die ausgedehnte und durch
drei Jahrhunderte reichende Literatur der Wahrscheinlichkeits-
rechnung an wesentlichen Gedankengingen aufzuweisen hat.

Der Umfang der praktischen Anwendbarkeit

In Ankniipfung an das in der Einleitung iiher das Verhiltnis
von Wort- und Begriffsbildung Ausgefithrte kann ich einen gegen
die ,Hiufigkeitstheorie erhobenen Einwand leicht vorweg-
nehmen, der, an sich schon alt, in neuerer Zeit von einem auf
anderem Gebiete viel genannten Schriftsteller, dem Englinder
John Maynard Keynes, sehr eindringlich wiederholt worden ist.
In einer Kritik des von mir schon erwihnten John Venn, der
in seiner ,,Logic of chance ungefihr das entwickelt, was von
mir in der ,,ersten Forderung® an ein Kollektiv zusammengefaBt
erscheint, bemingelt Keynes, daB nicht alles, was im gewdShn-
lichen Sprachgebrauch ,,wahrscheinlich* heiBt, durch die Haufig-
keitsdefinition gedeckt wird. Gerade diejenigen Fille, auf die
die Definition nicht anwendbar ist, seien die wichtigsten und
wenn wir auf ihre Beriicksichtigung verzichteten, so wire ,,die
Wahrscheinlichkeit kein Fiihrer durchs Leben* und wir wiirden
,»nicht verniinftig handeln, wenn wir uns von ihr leiten lassen®.
Den Vorwurf, der in den letzten Sitzen steckt, miiBte man, wenn
er berechtigt wire, ernst nehmen. Denn eine Wissenschaft, die
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sich im Leben nicht bewihrt, wollen wir gewil nicht betreiben;
anderseits aber auch nicht eine solche, die iiber ihre Grenzen
hinaus Geltung beansprucht, wo sie ihr nicht zukommt. In der
Tat nimmt die Wahrscheinlichkeitstheorie, wie ich sie in ihren
Grundlagen eben skizziert habe, fiir sich in Anspruch, auf drei
grolen Gebieten eine zuverlissige ,,Fithrerin durchs Leben“ zu
sein. Erstens lehrt sie, wie man sich Gliickspielen gegeniiber zu
verhalten hat; wie Einsidtze und Gewinne zu bemessen sind,
wenn man bei andauerndem Spiel ein bestimmtes Ergebnis erzie-
len will. Sie lehrt aber zugleich auch auf das eindringlichste, daB
iiber den Ablauf eines Einzelspiels nichts und nochmals nichts
ausgesagt werden kann, sowie daB das Ersinnen eines noch so
knifflichen ,,Systems ebenso nutzlos ist wie das Konstruieren
eines Perpetuum mobile. Zweitens bewéhrt sich die Theorie
im Versicherungswesen, wo sie Primien und Primienreserven
in einer Weise zu berechnen gestattet, die billigen Gerechtigkeits-
anspriichen geniigt und eine hinreichende Sicherheit des Unter-
nehmens gewihrleistet. Hierher gehort methodologisch auch die
vielfiltige Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Uber-
legungen auf statistische Beobachtungsreihen irgendwelcher
Art — ich nenne neben der biologischen und sozialen Statistik
auch die neuerdings gepflegte technische Statistik, die z. B. bei
Einrichtung von Fernsprechdmtern mit SelbstanschluB sich als
unentbehrlich und als zuverlidssig erwiesen hat — einschlieBlich
der sogenannten Theorie der Beobachtungsfehler. Drittens hat
die rationelle Wahrscheinlichkeitsrechnung in enger Verbindung
mit gewissen Ideenbildungen der theoretischen Physik weit-
gehende Erfolge erzielt, die in ihren Auswirkungen zweifellos
in das materielle Leben der Menschen eingreifen, ganz abgesehen
von dem ideellen Werte der Erweiterung unserer Erkenntnis. Auf
all dies kommen wir noch spiter zuriick. Was aber kann
m an, frage ich, iiber das hier Angefiihrte hinaus leisten,
wenn man den Wahrscheinlichkeitsbegriff weniger eng fafBt,
nicht nur als Hiufigkeit innerhalb fest umgrenzter Massener-
scheinungen, sondern so, wie es der Sprachgebrauch will, als
einen ,,Grad des Fiirwahrhaltens® eines Satzes, einer Vermutung ?
Das Keynes’sche Buch enthilt wohl ein Kapitel mit der Uber-
schrift ,,Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitslehre auf die
Lebensfiihrung, aber ich habe darin auch nicht die kleinste
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Spur einer praktischen Anweisung finden koénnen, vergleichbar
einer der vielen konkreten Vorschriften, wie sie in jedem der
frither genannten Gebiete von der auf den Haufigkeitsbegriff
aufgebauten Theorie geliefert werden. Die Sache steht doch wohl
80: Wenn jemand beispielsweise eine Ehe schlieBen und méglichst
wissenschaftlich entscheiden will, ob sie ,,wahrscheinlich’* gut
ausgehen werde, dann kann ihm méglicherweise die Psycho-
logie oder Physiologie, die Eugenik, die Rassenkunde helfen, ganz
sicher aber nicht eine ,,Wissenschaft‘‘, die sich um die Wortbedeu-
tung von ,,wahrscheinlich** herumrankt. Jch bestreite unbedingt,
daB etwas praktisch Brauchbares bei einer solchen Betrach-
tungsweise herauskommt; wenn sie jemand aus philosophischem
Erkenntnistrieb zu verfolgen wiinscht, wird ihn niemand daran
hindern, nur soll er nicht vorgeben, Resultate liefern zu kénnen,
die er nicht besitzt.

Jedenfalls sind alle bisherigen Erfolge wahrscheinlichkeits-
theoretischer Betrachtungen mit Hilfe eines rationalisierten
Wahrscheinlichkeitsbegriffes erzielt worden. Wo dieser nicht
anwendbar ist, dort hat die Theorie nichts zu sagen.

Die Rolle der Philosophen

Viel ernster, viel schwieriger, aber auch viel aussichtsreicher
erscheint mir die Auseinandersetzung mit denjenigen Vertretern
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu sein, die meinen, der auf den
Begriff des Kollektivs aufgebauten Hiaufigkeitstheorie die so-
genannte klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
vorziehen zu miissen. Es ist das in gewissem Sinn ein Streit
der Mathematiker unter sich, dem aber, wie ich denke, weniger
ein sachliches Auseinandergehen der Meinungen als Verschieden-
heit in der bevorzugten Darstellungsform zugrundeliegt. Nur
dadurch, daB sich eine sehr umfangreiche philosophisch ge-
richtete Literatur an die Fragen der Grundlegung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gekniipft hat, sind die Aussichten einer
raschen Verstindigung erschwert. Denn die Philosophen be-
sitzen die Eigentiimlichkeit, daB sie Ergebnisse der exakten
Wissenschaften, sobald sie sichergestellt scheinen, zu iibertreiben
beginnen, ihnen einen weit groBeren Geltungsbereich als gerecht-
fertigt ist, einrdumen und, auf alle moglichen Griinde gestiitzt,
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ewigen Bestand fiir sie in Anspruch nehmen wollen. So wirken
die gutgemeinten Versuche vieler Philosophen, die Grundlagen
der Naturwissenschaften zu sichern, tatsichlich oft hemmend
statt fordernd auf den wissenschaftlichen Fortschritt; man
denke nur an die Dogmatisierung der Euklidischen Geometrie
durch Kant und die Schwierigkeiten, die gerade dadurch der
Aufnahme der Relativitdtstheorie entstanden sind. Hinterher
findet sich dann zumeist die Philosophie mit dem Neuen ab,
wie wir dies heute schon an mancher philosophischen ,,Be-
griindung® der Einsteinschen Theorie sehen. Es scheint, da
die Philosophen es immer mit den starken Bataillonen halten —
vielleicht ist das ihre einzige Gottahnlichkeit. Ein junger Zweig
der positiven Wissenschaft muB sich immer erst aus eigener Kraft
durchsetzen; sobald er stark geworden ist, helfen ihm die Philo-
sophen gegen seine Nachfolger.

Nachdem einmal der groBe Mathematiker Laplace das
Lehrgebaude der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf der sogenannten
,,Gleichméglichkeitsdefinition aufgebaut hatte, fehlte es fast
keinem Philosophen an Argumenten fiir diese Auffassung. Noch
erstaunlicher ist die Unbefangenheit, mit der manche Philosophen
sich auf den Boden der herkémmlichen Anschauungen stellen.
So berechnet z. B. Eduard v. Hartmann, obwohl gerade er an
anderer Stelle heftige Kritik an dem Ausdruck ,,gleichméglich*
ibt,*in der Einleitung zu seiner ,,Philosophie des UnbewuBten‘
mittels mathematischer Formeln die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB Naturvorgidnge geistigen Ursachen zuzuschreiben seien! So
'machtig wirkte die Autoritit von Laplace, daB der Philosoph
‘Theodor Fechner, der den fruchtbaren Begriff des Kollektiv-
Gegenstandes geschaffen hat, es nicht wagte, von hier aus die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden, sondern seine ,,Kol-
‘lektivmaBlebre neben die Wahrscheinlichkeitsrechnung stellte.

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition

Die , klassische’* Wahrscheinlichkeitsdefinition in der stereo-
typen Form, in der sie fast ausnahmslos alle Lehrbiicher der
Wahrscheinlichkeitsrechnung rezitieren, wurde von Laplace in
folgender Weise ausgesprochen: Wahrscheinlichkeit ist der
Quotient aus der Anzahl der dem Ereignis gilinstigen
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Fille durch die Gesamtzahl aller gleichméglichen
Fille. Man muBl, um niemandem Unrecht zu tun, gleich hinzu-
fiigen, da8 sehr vielen Mathematikern die Unzulinglichkeit dieser
Definition durchaus bewufBit ist. Poincaré z. B. leitet sie mit
den Worten ein: ,,Man kann kaum eine befriedigende Definition
der Wahrscheinlichkeit geben; man pflegt gewohnlich zu sagen,
u. 8. £.“. Wir werden spiiter sehen, daf3 eine folgerichtige, restlose
Durchfiihrung der Theorie unter Zugrundelegung der klassischen
Definition niemals versucht worden ist. Man fingt mit der
Gleichméglichkeitsdefinition an, verlift aber in einem passenden
Zeitpunkt die gewihlte Begriffsabgrenzung und gleitet in eine —
manchmal auch explizite ausgesprochene — Hiufigkeitsdefinition
hiniiber. Darum meine ich ja auch, dafl die Gegensitzlichkeit
der Auffassung keine so scharfe ist. Fiir die meisten Mathematiker
wird es sich eigentlich nur darum handeln, eine mehr oder weniger
liebgewordene Darstellungsform aufzugeben, die es gestattet hat,
ein paar einfache Aufgaben zu Beginn des Lehrganges bequem
zu erledigen, ohne daf man gleich schwierigere, tiefergehende Fra-
gen zu erértern brauchte.

Der Haupteinwand gegen die Laplacesche Definition muf
natiirlich an den darin verwendeten Ausdruck ,,gleichmogliche
Fille” ankniipfen. Der gewohnliche Sprachgebrauch kennt ver-
schiedene Gradunterschiede der Moglichkeit oder Realisierbarkeit.
Ein Vorgang heit entweder maoglich oder unméglich, er kann Sber
auch schwer oder leicht méglich heien, wenn iiber den Aufwand,
den seine Realisierung erfordert, etwas entsprechendes bekannt
ist. Es ist nur schwer méglich, mit einem Armeekorps an einem
Tage 15km, unmdéglich 30 km, zu marschieren, obwohl es sehr
leicht moglich ist, daB ein einzelner Mann im Tage 15 km, und
nicht gerade sehr schwer, da er 30 km zuriicklegt. In diesem
Sinne nennt man zwei Vorginge gleichmdéglich, wenn sie sich
mit gleicher Miihe, mit gleichem Aufwand ausfiihren lassen,
aber dies ist es jedenfalls nicht, was die Laplacesche Definition
meint. In anderer Bedeutung sagt man von einem Ereignis, es
sei ,,eher moglich* als ein anderes, wenn man damit einer Ver-
mutung {iber das voraussichtliche Eintreffen Ausdruck geben
will. Es kann nicht zweifelhaft sein, daB die Gleichméglichkeit,
von der die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition spricht, in
diesem Sinne zu verstehen ist und daB sie darum nichts anderes
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bedeutet, als gleichberechtigte Vermutung, also im Sinne des
gewohnlichen Sprachgebrauches: gleiche Wahrscheinlichkeit. Der
Ausdruck ,,gleichmégliche Fille*“ ist vollkommen synonym
mit ,,gleich wahrscheinliche Fille* und mehr als diesen einfachen
Tatbestand kann auch ein dickleibiger Wilzer ,,Uber Moglichkeit
und Wahrscheinlichkeit, wie ihn A. Meinong verfaBt hat,
nicht ergeben. Die klassische Definition stellt sich, wenn man
sie nicht geradezu als Zirkel ansehen will, als eine Zuriickfiih-
rung allgemeinerer Verteilungen auf den einfacheren Fall
der Gleichverteilung dar.

Die gleichméglichen Fille.....

Sehen wir nun zu, in welcher Weise diese Zuriickfiithrung
tatséichlich bewirkt wird. Beim richtigen Wiirfel gibt es sechs
gleichmdogliche Fille, einer davon liefert die Augenzahl drei,
also ist die Wahrscheinlichkeit, drei zu werfen, gleich 1/,. Enthilt
ein Gliicksrad die Lotterienummern 1 bis 90, so hat man 90 gleich-
moégliche Fille; 9 von diesen 90 entsprechen einziffrigen Nummern,
9 andere solchen zweistelligen, die durch 10 teilbar sind, die
ibrigen 72 den zweiziffrigen, nicht durch 10 teilbaren. Also ist
die Wahrscheinlichkeit einer einstelligen oder einer durch 10 teil-
baren Zahl je %/go = 1/14, die der iibrigen Lottonummern zusammen
8/10- FEin drittes Beispiel: Beim Spiel mit zwei richtigen Wiirfeln
gilt jede der 36 Zahlenkombinationen als gleichméglicher Fall;
daher ist die Wahrscheinlichkeit, Doppel-Sechs zu werfen, gleich
1/, die, die Summe 11 zu werfen, gleich 1/,4, weil es hier zwei
giinstige Fille gibt, ndmlich die Augenzabl 5 auf dem ersten
und 6 auf dem zweiten Wiirfel und umgekehrt. Zu diesen drei
Anwendungen der Gleichméglichkeitsdefinition ist folgendes zu
sagen.

Die erste ist eine reine Tautologie, wenn man beriick-
sichtigt, daB gleichméoglich und gleichwahrscheinlich dasselbe
heit; nur, daB die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller
iiberhaupt moglichen Versuchsausginge gleich 1 ist, wird hier
mit benutzt. Im zweiten Beispiel, in dem mehrere ,,giinstige
Fille zusammengefa8t werden, hat man nichts als einen sehr
speziellen Fall der Mischung von Kollektivs, wie ich ihn schon
vorher erwihnt habe; es werden die Merkmale 1 bis 9, dann die
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Merkmale 10, 20, 30..... 90, endlich die ubrigen zu je einem
neuen zusammengefaBt und die Addition der einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten, die hier eben alle gleich 1/, sind, fithrt zu dem
angefiihrten Ergebnis. Im dritten Beispiel, das ein Spiel mit
zweil Wiirfeln betrifft, beniitzt die klassische Theorie einen Satz,
der die Verbindung unabhingiger Kollektivs in einer ebenfalls
stark spezialisierten Form regelt und der besagt: Jede Kombi-
nation aus einem der gleichmdoglichen Fille des ersten und des
zweiten Kollektivs liefert einen gleichméglichen Fall des neuen
Kollektivs. Da man mit Mischung und Verbindung, wie wir wissen,
jedenfalls die meisten und wichtigsten Aufgaben der Wahrschein-
lichkeitsrechnung beherrscht, so kann man somit im Rahmen der
Gleichmdoglichkeitstheorie im wesentlichen alle jene Aufgaben er-
ledigen, in denen die Verteilungen in den Ausgangskollektivs
als gleichférmige, als Gleichverteilungen gegeben sind.
Dies trifft im allgemeinen stets dann zu, wenn es sich um normale
Gliickspielaufgaben, um richtige Wiirfel, eine fehlerfreie Roulette
oder dergleichen handelt.

..... sind nicht immer vorhanden.

Wie aber kann man dem Fall eines ,falschen’ Wiirfels
mit einer Theorie gerecht werden, die von vornherein eine Wahr-
scheinlichkeit nur innerhalb eines Bereiches gleichwahrschein-
licher Moglichkeiten kennt? Sicher ist, daB, wenn wir einen
richtigen Wiirfel noch so wenig anfeilen, die Gleichwahrschein-
lichkeit der sechs Wiirfelseiten verloren geht. Gibt es nun keine
Wahrscheinlichkeit mehr, die Augenzahl drei zu werfen? Kann
man jetzt nicht mehr hehaupten, daB die Wahrscheinlichkeit
eines geradzahligen Wurfes die Summe der Wahrscheinlichkeiten
der 2, 4 und 6 ist? Der Wortlaut der klassischen Definition 148t
jedenfalls keine Anwendung der frither abgeleiteten Sitze zu,
denn nach ihr gibt es einfach keine Wahrscheinlichkeit, wo es
keine gleichmoglichen Fille gibt. Die Lehrbiicher der klassischen
Theorie liefern keinerlei Auskunft dariiber, wie es hier steht,
sie betrachten den ,,falschen* Wiirfel iiberhaupt als keine nennens-
werte Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung; nun dariiber
1aBt sich schlieBlich nicht streiten. Aber es gibt ja andere hierher
gehorige Fragen, iiber die man unméglich hinweggehen kann
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und in denen es durchaus nicht besser liegt als beim falschen
Wirfel, z. B. die Frage nach der Sterbenswahrscheinlichkeit.
Wenn eine Tabelle angibt, daB 0,011 die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist, daB ein 40jahriger Mann im Laufe eines Jahres stirbt,
wo sind da die gleichméglichen und die giinstigen Fille? Sind
es 1000 Moglichkeiten, von denen 11 dem Todeseintritt giinstig
sind, oder 3000 mit 33 giinstigen ? Eine Antwort darauf oder
gar eine Erkldrung dariiber, was man sich hier unter
den abgezdhlten Mdéglichkeiten vorstellen soll, wird man
vergeblich in den Lehrbiichern suchen. Wenn sie nimlich an die
Stelle gelangt sind, an der von Sterbenswahrscheinlichkeit und
ihnlichem die Rede ist, haben sie lingst vergessen, da8 alle
Regeln und Sitze der Theorie unter Zugrundelegung einer Defi-
nition, die nur Gleichverteilung als Ausgangspunkt kennt, ab-
geleitet wurden. Ganz unbefangen wird jetzt behauptet, man
koénne Wahrscheinlichkeiten, die nicht ,,a priori“ bekannt sind,
empirisch oder ,,a posteriori“ bestimmen, indem man in einer
geniigend langen Beobachtungsreihe die relativen Héaufigkeiten
der verschiedenen FEreignisse feststellt. Und mit der grofiten
Kiihnheit werden alle Sitze, die unter einem ganz anderen Ge-
sichtspunkt abgeleitet worden sind, auf die neuen Wahrschein-
lichkeiten ausgedehnt. Wer etwas iibriges tun will, beruft sich
dabei auf das sogenannte Bernoullische Theorem oder das Gesetz
der groBen Zahlen, das angeblich die Briicke zwischen der a prio-
rischen und der empirischen Wahrscheinlichkeitsbestimmung
bilden soll. DaB dies durchaus nicht der Fall ist, daB3 hier ein
ganz glatter ZirkelschluBl vorliegt, werde ich spiter ausfiihrlich
zeigen. Aber wie dem auch sei, kénnen wir schon jetzt feststellen,
daB man ohne die Deutung der Wahrscheinlichkeit als Grenzwert
der relativen Hiufigkeit niemals auskommt und niemals aus-
kommen kann, will man nicht gerade die praktisch wichtigsten
Fille der Anwendung ausschlieBen. Was mag es da fiir einen
Sinn haben, vorerst an einer Definition festzuhalten, die doch
zu eng ist, um alle Fille zu umfassen oder sich nur in ganz ge-
zwungener Weise vielen unausweichlichen Aufgaben gefiigig
machen 148t ? Eine einfache Analogie aus dem Gebiete der ele-
mentaren ebenen Geometrie wird uns die Verhéltnisse gut ver-
anschaulichen.

Mises, Wahrscheinlichkeit 5



66 Kritik der Grundlagen

Eine geometrische Analogie

Man kénnte es sich in den Kopf setzen, eine Geometrie der
von geraden Linien begrenzten Figuren in der Ebene derart auf-
zubauen, daf man ausschlieBlich gleichseitige Vielecke be-
trachtet, und zwar solche, bei denen alle Seitenlédngen ein und die-
selbe GroBe besitzen. In dieser Geometrie gibt es keine Langen-
messung ; jedes Gebilde wird durch seine Winkel und die Anzahl der
Seiten vollstindig gegeben. Hat man es dann einmal mit einem
Dreieck zu tun, dessen Seiten nach der gewéhnlichen Auffassung
die 3-, 4- bzw. 5fache Lange der Einheit haben, so wird man dieses
Dreieck als ein gleichseitiges Zwoélfeck erkldren, von dem erst
drei Seiten unter gestreckten Winkeln aneinandergefiigt sind,
dann weitere vier und schliellich die letzten fiinf ebenso. Sobald
die Léngen der Seiten ganze Vielfache der Einheitslinge sind —
und bei geniigend kleiner Einheit kann man mit beliebiger An-
néherung jede Strecke in dieser Weise auffassen — macht diese
Zuriickfiihrung auf gleichseitige Polygone keine grundsétzlichen
Schwierigkeiten. Man wird auch hier zu der Unterscheidung
gefithrt zwischen Vielecken, deren Seitenzahl ,,a priori*“ gegeben
ist (weil alle benachbarten Seiten von 180° verschiedene Winkel
bilden) und solchen, die man erst ,,a posteriori“ durch Liéngen-
vergleichung mehr oder weniger genau in die Klasse der gleich-
seitigen Vielecke einordnen kann. Die Durchfithrung einer der-
artigen Theorie ist sicher moglich, aber kein Verniinftiger wird
behaupten, da auf diese Weise der Begriff der Streckenlinge
oder der Lingenmessung wirklich aus der Geometrie ausge-
schaltet werden konnte; er wird nur auf einen Umweg verwiesen.
Ganz genau so verhélt es sich mit der Gleichméglichkeitstheorie
der Wahrscheinlichkeit. Es ist historisch verstandlich, dal man
mit dem Analogon der gleichseitigen Vielecke, den gleichmog-
lichen Fillen, angefangen hat, da ja Glickspielfragen die ersten
Aufgaben bildeten, die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung be-
handelt wurden. Wenn man aber heute die tatséchlich als
relative Haufigkeit ermittelte Lebens- und Sterbenswahrschein-
lichkeit hinterher durch Zuriickfithrung auf rein hypothetische
s»gleichmogliche Fille zu deuten sucht, so spielt man nur Ver-
stecken mit der Notwendigkeit einer umfassenderen Wahrschein-
lichkeitsdefinition, die sich am Ende ebensowenig enthehren la8t,
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wie der Begriff der Langenmessung oder Langenvergleichung in
der Geometrie.

Die Erkenntnis der Gleichmoglichkeit

Damit glaube ich deutlich gemacht zu haben, wie sich meine
Wahrscheinlichkeitsdefinition zu der bisher vorgezogenen Dar-
stellungsweise im groBen Ganzen verhdlt. Wenn mit der Zeit die
historisch iiberkommenen Gliickspielaufgaben gegeniiber den
wichtigeren Fragen, die mit Versicherungswesen, Statistik und
Fehlertheorie zusammenhéngen, noch mehr zuriicktreten werden,
als dies schon heute der Fall ist, wird man sich, denke ich, ganz von
selbst einem Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuwenden,
der allein den Forderungen der Einfachheit und Verniinftigkeit
geniigt. Aber mit dem, was die sogenannte Erkenntnistheorie
zur Stiitzung, zur Begriindung, zur Vertiefung der klassischen
Wabhrscheinlichkeitsrechnung beigetragen hat, damit ist die
neue Auffassung, die ich vertrete, in keiner Weise vereinbar.
Als die grundlegende Frage erschien némlich den Erkenntnis-
theoretikern etwas, was iiberhaupt keine Frage ist, wenn man
die Bedeutung der Gleichméglichkeitsdefinition auf ihr richtiges
MaB zuriickfiihrt. Sie stellten immer wieder und wieder Unter-
suchungen dariiber an: Woher wissen wir, daBl die sechs Seiten
des Wiirfels, dall die Ziebungen der 90 Nummern beim kleinen
Lotto u. s. f. lauter gleichmdégliche Fille bilden ? Meine Ant-
wort darauf ist: Wir wissen es im allgemeinen, d. h. fiir einen
beliebigen Wiirfel, fiir eine beliebige Lotterie-Urne iiberhaupt
nicht, sondern ausschlieBlich fiir eine bestimmte, durch hin-
reichend lange Beobachtung erprobte Anordnung und natiirtich
fiir jede, die nach dem Muster einer erprobten genau nachgebildet
ist. Von den beiden Wiirfelpaaren, die ich Ihnen friiher vor-
fithrte und die duBerlich ganz gleich aussehen, zeigt das eine ein
Verhalten, das der Annahme, die sechs Seiten seien gleichwahr-
scheinlich, griindlich widerspricht. Der Unterschied zwischen
den richtigen und den falschen Wiirfeln lat sich hier wohl schon
durch rohes Abwigen in der Hand oder durch einen einfachen
mechanischen Versuch feststellen. Ob etwas éhnliches auch bei
feineren Filschungen immer moglich ist, ob nicht manchmal
der statistische Versuch der einzige Weg zur Klarstellung ist,
mag vorldufig unentschieden bleiben. Wir wollen uns, bevor wir

5‘
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darauf eingehen, noch ein wenig mit den Quellen, aus denen
die Philosophen ihre Fragestellung herleiten, beschiftigen; es
dreht sich dabei, wie Sie schon bemerkt haben werden, um
die Auffassung einer Wahrscheinlichkeit als ,,Erkenntnis a
priori.

Die Wahrscheinlichkeit ,,a priori®

Wenn man aus vollkommen homogenem Material einen
Korper herstellt, der geometrisch vollkommen genau die Wiirfel-
gestalt besitzt, dann, meint man, sei doch a priori evident, daf3
keine Seite vor der anderen bevorzugt ist, dal also das Auffallen
auf jede der sechs Seiten gleichmdglich, d. h. gleich wahrscheinlich
ist. Ich will das vorerst einmal zugeben, trotz der groBlen Schwie-
rigkeiten, die daraus entstehen, dafl es ja gar nicht allein auf den
Wiirfelkorper ankommt, sondern auch noch auf die Beschaffen-
heit des Bechers, auf den ganzen Vorgang, mit dem der Wiirfel
jedesmal erfaflt, in den Becher getan, dieser geschiittelt wird u. s. f.
Ich will auch ganz davon absehen, daf der Satz erst dann einen
Inhalt gewinnt, also iiberhaupt sine Erkenntnis, sei es a priori
oder nicht, darstellt, wenn man schon weill, was ,,gleich wahr-
scheinlich* heift, also z. B. im Sinne der Haufigkeitsdefinition
dem Ausdrucke die Bedeutung beilegt, daB8 die sechs Seiten bei
fortgesetztem Wirfeln gleich oft auffallen. Es fragt sich jetzt
lediglich, ob hier wirklich ein von der Erfahrung unabhingiger,
denknotwendiger Schluf auf die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses oder Vorganges gezogen wird oder werden kann.
Uberlegt man nun einmal die Voraussetzungen der Homogenitét
und der Symmetrie genau, so sieht man bald, wie wenig von der
ganzen Aussage ibrig bleibt; viel weniger jedenfalls, als auch
nur die bescheidenste Anwendung auf einen konkreten Fall er-
fordert.

Als homogen im Sinne der logischen Bedeutung der Aus-
sage konnen wir ein Material nur dann bezeichnen, wenn von
keinem seiner Teile etwas Besonderes ausgesagt werden kann,
wenn also alle seine Teile auch genau die gleiche Entstehungs-
geschichte durchgemacht haben. Die eine Hilfte eines Elfenbein-
wiirfels war aber sicher im Elefantenzahn, aus dem das Material
stammt, der Spitze niher gelegen als die andere ; dann ist es schon
nicht mehr denknotwendig, daf beide Hilften des Wiirfels
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sich ganz gleich verhalten, sondern dies beruht auf dem Erfah-
rungssatz, daB jene urspriingliche Lage im Tierkérper keinen
Einfluf auf den Ablauf der Wiirfelversuche besitzt. In der Tat
benutzen wir in jedem einzelnen Falle noch viel weitergehende
Erfahrungen. Wir beschreiben z. B. die sechs Seiten des Wiirfels
mit verschiedenen Zahlzeichen und nehmen an, daB dies ohne
jeden EinfluB ist; wihrend bekanntlich primitive, d. h. im weite-
sten Umfang unerfahrene Volksstimme davon iiberzeugt sind,
dal man durch Bemalen eines menschlichen Korperteils mit
derartigen Zeichen das Lebensschicksal des betreffenden Menschen
wenden kann. Wir beschrinken uns auch nicht auf aufgemalte
Zeichen, sondern machen ein bis sechs Kerben auf die Wiirfel-
oberfliche und verindern damit die geometrische Symmetrie
ganz gewaltig, immer auf Grund der Erfahrung, daf dies
nichts ausmacht.

Wenn man einmal einen Vertreter der a priori-Auffassung
zu einer deutlichen Erklirung zwingt, was er eigentlich unter
der vollkommenen Homogenitdt versteht, so beschrinkt er
sich schliefllich auf die Forderung, daf der Schwerpunkt des
Korpers mit dem geometrischen Mittelpunkt zusammenfallen
mufl und — falls der Befragte iiber geniigende Kenntnis der
Mechanik verfiigt — daBl die Tragheitsmomente fiir die zwolf
Kanten als Drehachsen gleich sein sollen. DaB nun gerade diese
Bedingungen fiir die ,,Gleichméglichkeit® der sechs Wiirfelseiten
notwendig und hinreichend sind (und nicht z. B. noch Momente
héheren Grades in Betracht kommen), wird niemand mehr fir
a priori evident erkliren: ein erheblicher Teil der in letzter Linie
auf Erfahrungssitzen aufgebauten Kinetik starrer Korper steckt
in dieser Formulierung. Das Ergebnis unserer Uberlegung 1Bt
sich also dahin zusammenfassen: Aus dem, was man a priori,
was man denknotwendig als gleichmdoglich erkennt, gewinnt man
nichts Ausreichendes zur Beurteilung eines bestimmten
realen Falles; man muB} immer noch mehr oder weniger allgemeine,
aus Beobachtung und Erfahrung abgeleitete Kennt-
nisse hinzunehmen, die dariiber belehren, welche Eigenschaften
einer Anordnung auf den Ablauf der Versuche von EinfluBl sind
und welche nicht.

Es liegt hier ganz &hnlich wie bei der bekannten An-
wendung des Symmetrieprinzips zur Ableitung der Gleich-
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gewichtsbedingung am gleicharmigen Hebel. Wenn die beiden
Hebelhilften vollig gleich sind, meint man, miisse die Bedingung,
rein aus ,,Symmetriegriinden®, dahin lauten, daB auch die Krifte
gleich groB seien. Aber in dieser Form ist der Satz ja viel zu eng.
Abgesehen davon, dafl die Gleichheit der Hélften in dem friiher
erdrterten strengen logischen Sinn gar nicht erreichbar ist, ver-
steht man doch unter gleicharmigem Hebel einen solchen, bei
dem die Krifte gleich weit von der Drehachse angreifen, ohne da8
volle Symmetrie in der geometrischen Gestaltung bestehen mus.
Es ist da sehr lehrreich zu sehen, wie &ltere Lehrbiicher der
technischen Mechanik durch viele Abbildungen von verschieden
gestalteten Hebeln dem Leser den Satz vom Gleichgewicht bei
Gleicharmigkeit trotz Unsymmetrie vertraut zu machen suchen.
DaB es eben auf die Abstdnde der Lasten vom Drehpunkt und
nur auf diese ankommt, darin liegt die entscheidende, aus Beob-
achtungen geschopfte Erkenntnis.

Sonderstellung der Gleichmdoglichkeit?

Ist es nun nichts mit der ,,a priori-Erkenntnis® der Gleich-
moglichkeit, so bleibt noch der folgende Ausweg denkbar, um
den gleichmdglichen Fillen eine Sonderstellung gegeniiber allen
anderen Wahrscheinlichkeitsbestimmungen zu sichern. Man
koénnte sagen: Wenn ein Wiirfel auBer der geometrischen
Symmetrie auch die (vorhin schon erwihnten) Eigenschaften
besitzt, die man als ,kinetische Symmetrie* bezeichnen kann,
daB namlich die statischen Momente und die Trigheitsmomente
tir die zwolf Wiirfelkanten gleich sind, dann folge schon aus
der Mechanik starrer Korper, daB die Wahrscheinlichkeit
des Auffallens irgend einer Seite gleich 1/, ist. Sind aber fiir
einen falschen Wiirfel alle mechanischen GréBen, Schwerpunkts-
lage, Trigheitsmomente u. s.f. genau bekannt, so lasse sich in
keiner Weise aus den Sétzen der Mechanik berechnen, mit welcher
relativen Haufigkeit eine Seite auffillt; das einzige Mittel der
Wahrscheinlichkeitsbestimmung bleibe dann der statistische
Versuch, wihrend in dem andern Fall eine Voraussage, wenn
schon nicht ,,a priori“, so doch auf Grund einer Erfahrungs-
wissenschaft von deterministischem Charakter méglich sei.

Dieser Gedankengang enthilt, wie ich meine, einen FehlschluB.
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Ich habe schon frither bemerkt, daB nicht der Wiirfelkérper allein
fiir den Ablauf einer Versuchsreihe, die aus wiederholtem Wiirfeln
besteht, entscheidend ist. Man kann offenbar auch mit einem
allen Symmetriebedingungen geniigenden Wiirfel falsch spielen,
und zwar bewuBt oder auch unbewuflt, indem man irgendwie
beim Einlegen des Wiirfels in den Becher oder beim jedesmaligen
Riitteln des Bechers ,,falsch* vorgeht. Dabei koénnen ganz feine
psychologische oder sinnesphysiologische Erscheinungen in Frage
kommen, wie man teils aus den Erfahrungen mit Taschenspielern,
teils aus neueren Beobachtungen weiBl, die — zum Teil unauf-
geklart — in die sogenannte Parapsychologie eingereiht werden.
Selbstverstandlich will ich hier nicht als Firsprecher irgend einer
,,okkulten Wissenschaft“ auftreten, aber ich glaube bestimmt,
daB wir, ganz auf dem Boden der bisherigen empirischen Methoden,
in vorurteilsfreier Fortfilhrung und Verarbeitung von Beobach-
tungsergebnissen, noch zur Entdeckung von Zusammenhingen
gelangen werden, die uns heute unbekannt sind. Wie dem auch
sei, nach dem heutigen Stande unseres Wissens scheint es jedenfalls
unmoglich, restlos alle Bedingungen ,theoretisch® anzugeben,
durch welche das gleich hiaufige Auffallen der sechs Wiirfelseiten
bei einer geniigend ausgedehnten Versuchsreihe sichergestellt
wird. Unter ,,theoretisch‘‘ ist dabei verstanden eine Angabe, die
sich zwar auf irgendwelche empirisch begriindete Wissenschafts-
zweige stiitzt, aber nicht auf einen statistischen Versuch, der mit
der vorliegenden oder einer ihr gleichen Anordnung ausgefiihrt
wurde.

Es ist ein wesentlicher, wenn auch von der Grundlegung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung im engeren Sinn unabhéngiger
Bestandteil meiner Auffassung der statistischen Vorgénge, den
ich dahin formulieren mochte: Das Bestehen der Gleich-
verteilung innerhalb eines Kollektivs 1aBt sich
(ebenso wie das jeder anderen Verteilung) ausschliel3-
lich und allein durch einen geniigend lang fortgefiihr-
ten Wiederholungsversuch feststellen; der Versuch kann
mit dem gegebenen Objekt oder mit einem anderen, das man
auf Grund entsprechender Beobachtungen fiir gleich-
wertig hilt, ausgefilhrt werden. Der Satz hat seine Bedeutung
zunédchst fiir die Verteilung innerhalb des Ausgangskollektivs,
die man bei jeder Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung als
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gegeben voraussetzen muB, in zweiter Linie auch fir die Vertei-
lungen innerhalb des abgeleiteten Kollektivs, sobald man den
Wunsch hat, die Ergebnisse der Rechnung durch Beobachtung
zu iberpriifen.

Der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff

In schirfstem Gegensatz steht die eben dargelegte Auf-
fassung der Gleichverteilung als eines speziellen, aber nicht durch
prinzipielle Sonderstellung ausgezeichneten Beispieles einer allge-
meinen Verteilung zu dem Standpunkt der erkenntnistheoretischen
Verfechter des sogenannten subjektiven Wahrscheinlich-
keitsbegriffes. Nach ihrer Meinung hidngt die Wahrschein-
lichkeit, die wir einem bestimmten Ereignis — oder eigentlich
der Behauptung, daB dieses Ereignis eintritt — zuschreiben,
ausschlieflich von dem Grade unseres Wissens ab und die
Annahme der Gleichwahrscheinlichkeit verschiedener Ereignisse
ist eine Folge reinen Nichtwissens. Ich habe schon einmal die
iberaus charakteristische, knappe Formulierung von Czuber
angefiihrt, wonach ,,absolutes Nichtwissen iiber die Bedingungen‘
zu der Annahme fiihre, alle moéglichen Félle seien gleich wahr-
scheinlich. In etwas wissenschaftlicherer Aufmachung nennt
man dies das ,Indifferenzprinzip®. Sehr richtig bemerkt
J. M. Keynes, dall aus dem Indifferenzprinzip eigentlich folgt,
jeder Satz, iiber dessen Richtigkeit nichts bekannt ist, habe die
Wahrscheinlichkeit !/,; denn er bildet ja mit seinem kontradikto-
rischen Gegenteil zwei gleichmdégliche Fialle. Weil man z. B. nichts
von einem Buch, so hat die Behauptung, es sei rot, die Wahr-
scheinlichkeit 1/,, aber ebenso die, es sei blau, gelb oder griin,
so daB eine beliebig grofe Wahrscheinlichkeitssumme heraus-
gerechnet werden kann. Keynes gibt sich groBe Miihe, diese
Klippe der Subjektivitétstheorie zu umschiffen, aber er hat nicht
viel Gliick damit. Auf den einfachen Gedanken, man kénne,
wenn man von einer Sache nichts weil, eben auch iiber
ihre Wahrscheinlichkeit nichts aussagen, kommt er
nicht.

Der sonderbare Denkfehler der ,,subjektiven“ Wahrschein-
lichkeitsauffassung wird, wie ich denke, durch folgende Uber-
legung aufgeklirt. Wenn man von der Kérperlinge von sechs
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Personen nichts weill, mag man die Vermutung aussprechen,
sie seien alle sechs gleich groB. Die Vermutung kann richtig oder
falsch sein, man kann sie auch — im Wortsinn des iiblichen Sprach-
gebrauchs — als mehr oder weniger wahrscheinlich bezeichnen.
Ebenso 148t sich von sechs Wiirfelseiten, iiber die man nichts
weill, die Vermutung hegen, daBl sie ,gleichméglich seien;
aber mehr als eine Vermutung ist das eben auch nicht, und sie
kann ebensowohl richtig wie falsch sein, wie die Ihnen friiher
vorgefithrten Wiirfelpaare es zeigen. Hier greift nun der seltsame
Gedankengang der Subjektivisten ein: ,Ich halte die Fille
fiir gleich wahrscheinlich* wird gleichgesetzt mit ,,Die Fille
sind gleich wahrscheinlich*® — weil doch Wahrscheinlichkeit
nur etwas Subjektives ist. Auf diese Weise ,,folgt'‘ allerdings
aus dem Nichtswissen die Aussage der Gleichwahrscheinlichkeit,
aber mit demselben Recht auch jede andere, z. B. die, daBl die
Wahrscheinlichkeiten sich wie die Quadrate der Zahlen 1 bis 6
zueinander verhalten — denn als Vermutung ist auch dies
moglich.

Ich glaube wohl, daB die meisten Menschen, wenn man
sie fragt, wo der Schwerpunkt eines unbekannten Wiirfels liegen
mag, antworten werden: ,,Wahrscheinlich in der Mitte'‘. Aber
diese Antwort griindet sich keineswegs auf Nichtwissen, sondern
auf die nicht bezweifelbare Tatsache, daB sicher die meisten
Wiirfel, die bisher hergestellt wurden, anndhernd richtige waren.
Eine eingehende psychologische Untersuchung dariiber, worauf
die subjektive Wahrscheinlichkeitsschdtzung beruht, ist gewil
nicht undenkbar. Sie wiirde sich zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
so verhalten, wie eine Untersuchung des subjektiven Wirme-
gefiihls zur physikalischen Thermodynamik. Auch die Thermo-
dynamik hat zu ihrem Ausgangspunkt das Vorhandensein von
Wirmeempfindungen, aber sie beginnt damit, dafl an die: Stelle
der subjektiven Wirmeschitzung ein objektives, vergleichbares
MaB, die Linge der Quecksilbersiule, gesetzt wird. DaB Tempera-
turskala und menschliche Wairmeempfindung nicht immer
parallel laufen, daB ihre Beziehung durch psychologische und
physiologische Einfliisse aller Art gestort wird, ist eine sehr be-
kannte Erscheinung. Durch sie werden Brauchbarkeit, Wert und
Leistungen der physikalischen Wirmelehre nicht beeintrichtigt
und niemand denkt daran, ihr zuliebe den Aufbau der Thermo-
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dynamik abzuindern. Nun, wenn ich mich so ausdriicken darf:
Wiederholungsversuch und Héaufigkeitsbestimmung
sind das Thermometer der Wahrscheinlichkeit.

Die Spielraumtheorie

In eine etwas feinere, aber nicht viel widerstandsfihigere
Form hat J. v. Kries in einem oft zitierten Buche die Lehre
von der Gleichmdoglichkeit gebracht. Er meint, daB in den hier
in Betracht kommenden Fragen unserem Urteil gewisse Spiel-
riume offen stehen und wir ein natiirliches Empfinden dafiir
besitzen, wie diese Spielriume einzuteilen sind, damit jeder Teil
einem gleichmoglichen Fall entspricht. Er spricht von ,,indifferen-
ten Spielrdiumen‘’, von ,freier Erwartungsbildung und von
,,zwingend bestimmter, der Willkiir entzogener Aufstellung gleich-
berechtigter Annahmen. Als Grundlage der Theorie erscheint
der Satz, dessen nicht-empirischen Charakter v. Kries ausdriicklich
betont, daB ,,Annahmen, welche gleiche und indifferente urspriing-
liche Spielrdume umfassen, gleich wahrscheinlich sind“. Nach
meiner Auffassung ist hier nur das Wort ,,gleichwahrscheinlich*¢
durch den Ausdruck ,gleiche Spielrdiume‘ ersetzt. Einen Sinn
bekommt das erst, wenn man fiir jeden Fall, in dem die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zur Anwendung kommt, ein Verfahren
angibt, nach dem, wenigstens anndhernd, festgestellt werden
kann, welche Spielriume gleich gro8 sind. Da gibt es nun wohl
keine andere Maoglichkeit als die Hiufigkeitsbestimmung im
Wiederholungsversuch und damit kime man zu meinem Stand-
punkt zuriick.

Die Anwendung der Kriesschen Theorie hat man sich
etwa so zu denken: Wenn wir z. B. ein Lotterielos kaufen, so
ist unserer Erwartung der Gesamtspielraum gesetzt, daB eines
der 10000 ausgegebenen Lose den Haupttreffer gewinnt; wir
teilen diesen Spielraum in 10000 ,gleiche” Teile und gelangen
s0 zu dem Urteil, daB wir als Besitzer eines Loses die Wahrschein-
lichkeit 1/,49, besitzen, das groBe Los zu ziehen. Es mag dahin-
gestellt bleiben, wie weit dies ein zwingender Gedankengang ist.
Ganz zweifellos scheitert die Spielraumtheorie bei denjenigen
Aufgaben, die Bertrand zuerst behandelt und fiir die dann
Poincaré die Bezeichnung ,Bertrandsche Paradoxie“ ein-
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gefithrt hat. Ich will an einem mdglichst einfachen Fall die un-
iberwindlichen Schwierigkeiten darlegen, die jeder Form der
klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie, namentlich auch der
Kriesschen Lehre der indifferenten Spielriume (der sogenannten
logischen Theorie) hier erwachsen.

Bertrandsche Paradoxie

Denken wir uns, um einen moglichst einfachen Fall vor
Augen zu haben, ein Glas mit einer Mischung von Wasser und Wein
gefiillt. Von dem Mischungsverhéltnis sei nur bekannt, dal der
Mengenquotient Wasser zu Wein mindestens gleich 1 und
héchstens gleich 2 ist, d. h. daBl mindestens ebenso viel Wasser wie
Wein und héchstens doppelt so viel Wasser wie Wein sich in dem
Glase befindet. Der Spielraum unseres Urteils iiber das Mischungs-
verhiltnis liegt also zwischen 1 und 2. Wenn nichts weiter dariiber
bekannt ist, so muBl man nach dem Indifferenzprinzip (oder Sym-
metrieprinzip), nach der Spielraumtheorie, wie iiberhaupt nach
jeder dhnlichen Art von Wahrscheinlichkeitsauffassung annehmen,
daB gleich groBe Teilgebiete des Spielraumes gleiche Wahrschein-
lichkeit haben. Es mufl also 509, Wahrscheinlichkeit dafiir be-
stehen, dafl das Mischungsverhédltnis zwischen 1 und 1,5 liegt
und ebensoviel dafiir, daB es in den Bereich 1,5 bis 2 fallt. Was
aber hindert uns, an Stelle dieser Uberlegung die folgende zu
setzen ¢

Von dem Mengenverhiltnis Wein zu Wasser ist uns
bekannt, dafl es zwischen 1 und 1/, liegt und sonst nichts. Also
muB man annehmen, daB jede Hilfte dieses Spielraumes gleiche
Wahrscheinlichkeit besitzt. Somit besteht 509, Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB mindestens !/, Wein zu Wasser und hdchstens
3/, Wein zu Wasser in dem Glase vorhanden ist, oder was dasselbe
ist, Wasser zu Wein mindestens im Verhéltnis 4 : 3 und hochstens
im Verhiltnis 2:1 steht. Nach der ersten Rechnung entfiel die
halbe Wahrscheinlichkeit auf den Spielraum 1,5 bis 2, nach der
zweiten auf den Spielraum 4/; bis 2, was ein offenkundiger Wider-
spruch ist.

Ganz den gleichen Widerspruch kann man in sémtlichen
Fillen aufzeigen, in denen die unterschiedlichen Merkmale (hier
die Werte des Mischungsverbaltnisses) nicht auf einzelne diskrete
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Zahlen (wie beim Wiirfel die ganzen Zahlen 1 bis 6) beschriankt
sind, sondern einen kontinuierlichen Wertebereich (in unserem
Beispiel alle Zahlen zwischen 1 und 2) erfilllen. Ich habe
schon an frithcrer Stelle von derartigen Aufgaben kurz ge-
sprochen und auch schon den hier iiblichen, nicht sehr passenden
Namen erwdhnt: man spricht von ,,geometrischer Wahrschein-
lichkeit*‘, weil die meisten Problemstellungen dieser Art einen
mehr oder weniger geometrischen Charakter tragen. Eine der
dltesten und bekanntesten Aufgaben ist wohl das Nadelproblem
von Buffon (1733), das darin besteht, daB eine Nadel blindlings
auf den Boden geworfen wird, auf dem parallele Gerade in gleich-
formigen Abstdnden gezogen sind und man nach der Wahrschein-
lichkeit fragt, mit der Nadel einen dieser Striche zu treffen (zu
kreuzen). Der Einzelversuch ergibt als Merkmal die Lage der
Nadel gegeniiber dem Strichgitter, die in verschiedentlicher Art
durch Zahlen, sogenannte Koordinaten, bestimmt werden kann.
Gewissen Koordinatenwerten entspricht dann ein Uberkreuzen
eines Gitterstriches, also ein positives Versuchsergebnis, anderen
ein negatives. Der Widerspruch entsteht genau so wie in unserem
ersten Beispiel eben dadurch, dafl es in mehrfacher Weise
moglich ist, die Lage der Nadel, also den Erfolg des Einzelversuches
in Zahlen auszudriicken. Das Mischungsverhiltnis im Weinglas
lieB sich sowohl durch den Mengenquotienten Wasser zu Wein,
wie durch den reziproken, Wein zu Wasser, bestimmen; analog
kann man jetzt Cartesische Koordinaten, Polarkoordinaten
oder noch andere verwenden. Gleichverteilung fiir den einen
Quotienten, bzw den einen Koordinatenansatz, ist keine Gleich-
verteilung fir den andern.

An dieser Klippe mull unfehlbar jede Theorie scheitern, fiir
die es als Ausgangswahrscheinlichkeiten nur Gleichverteilungen
gibt, die irgendwie gefiihlsméaBig, instinktiv, a priori oder in #hn-
licher Weise erschlossen werden. Der Standpunkt der Hiufigkeits-
theorie ist einfach der, daB die Verteilung innerhalb der Ausgangs-
kollektivs gegeben sein mufl; woher man sie kennt, wie sie be-
schaffen ist, hat nichts mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
tun. In dem Beispiel der Wasser-Wein-Mischung ist es iiberhaupt
kaum moglich, in verniinftiger Weise ein Kollektiv zu definieren;
man miite erst einen konkreten Vorgang kennen, nach dem
ein Glas mit einem bestimmten Mischungsverhiltnis ,erfaBt®
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wird. Beim Nadelproblem ist der Versuchsvorgang einigermafen
gegeben; eine Nadel wird in einer noch niaher zu bestimmenden
Weise gegen den Boden geworfen; die Verteilung innerhalb dieses
Ausgangskollektivs wird durch eine ,,Wahrscheinlichkeitsdichte*
bestimmt, die auf irgend welche Koordinaten bezogen sein mag.
Wenn man durch eine wirklich durchgefiihrte Versuchsreihe die
Dichtefunktion, bezogen auf irgend ein beliebiges Koordinaten-
system ermittelt, so ist es ganz gleichgiiltig, welche Koordinaten
man wiahlt, ein Widerspruch kann bei der weiteren Rechnung
in keiner Weise herauskommen. Die Aufgabe selbst gehort
zu dem Typus der Mischung: es werden diejenigen Koordinaten-
werte zusammengefaBt, die eine Uberdeckung ergeben, und die-
jenigen, firr die sich eine zwischen den Gitterstrichen liegende
Nadellage ergibt. Es kann sein, daB sich solche Koordinaten
wihlen lassen, fir die die Ausgangswahrscheinlichkeiten eine
Gleichverteilung bilden, fiir das endgiltige Ergebnis der ganzen
Rechnung ist das aber ohne Belang.

Die angebliche Briicke zwischen Héufigkeits- und
Gleichméglichkeitsdefinition

Die wesentlichsten Einwande, die gegen die klassische Wahr-
scheinlichkeitsdefinition zu erheben sind, gehen, wie wir gesehen
haben, nach zwei Richtungen. Einmal ist die Definition zu eng,
sie umfaBt nur einen Teil der tatsichlich vorliegenden Aufgaben
und schlieBt gerade die praktisch wichtigsten, die die Lebens-
versicherung und #hnliches betreffen, aus. Zweitens rdumt sie
der Gleichverteilung in den Ausgangskollektivs eine Sonderstellung
ein, die ihr nicht zukommt und die sich ganz besonders in den
eben besprochenen Fillen geometrischer Wahrscheinlichkeiten
als ganz unhaltbar erweist. Gegen den zweiten Einwand lift
sich, soweit ich sehe, nichts Erhebliches vorbringen — es scheint
mir, daB man ihn mehr aus Gleichgiiltigkeit als aus positiven
Griinden unbeachtet 1iBt. Aber zum ersten Punkt wird jeder,
der den iiblichen Lehrgang der Wahrscheinlichkeitsrechnung
kennt, sofort bemerken, daB es doch innerhalb des Rahmens
der klassischen Theorie eine ,,Briicke“ zwischen den beiden Defi-
nitionen, der Gleichméglichkeits- und der Haufigkeitsdefinition
gibt, durch die zumindest fir den praktischen Bedarf eine be-
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friedigende Behandlung der anfinglich ausgeschlossenen Fille
von Lebenswahrscheinlichkeit usw. ermdéglicht wird. Diese
,,Briicke‘* wird nach Angabe wohl aller heutigen Lehrbiicher durch
das auf Bernoulli und Poisson zuriickgehende ,,Gesetz der
groBen Zahlen‘ hergestellt. Durch einen mathematisch beweis-
baren Satz soll sich angeblich zeigen lassen, daBl man, mit gréBerer
oder geringerer Anndherung, die als Quotienten der giinstigen
durch die gleichméglichen Félle gewonnenen Wahrscheinlichkeits-
groBen auch durch Bestimmung der relativen H&ufigkeit in ge-
niigend groBen Versuchsserien wiederfinden kann. Zwar haben
schon manche Kritiker, z. B. der vorhin genannte J. v. Kries,
auf die gefihrlichen Schwichen dieser ,,Briickenkonstruktion‘
hingewiesen, aber mangels etwas Besseren wird sie immer wieder
benutzt. Es laBt sich daher nicht vermeiden, daB wir jetzt ein wenig
néher auf diesen Gegenstand eingehen, womit wir uns wieder
einer mehr mathematischen Betrachtungsweise zuwenden. Dabei
wird es aber, wie ich gleich vorausschicken darf, nicht erforder-
lich werden, iiber die allerelementarsten Rechnungsoperstionen
hinaus irgendwelche mathematische Kenntnisse vorauszusetzen.
Das Ziel, dem ich zustrebe, ist, zu zeigen: Auch das geistvolle,
fiir alle Anwendungen unentbehrliche Gesetz der groSen Zahlen
enthebt uns nicht der Notwendigkeit, die Wahrscheinlichkeit
in allen Fillen als Grenzwert der relativen Haufigkeit zu de-
finieren, ja das ganze, von Bernoulli und Poisson abgeleitete
Theorem verliert den wesentlichsten Teil seines Inhaltes, eigent-
lich seinen Sinn iiberhaupt, wenn wir diese Definition nicht von
vornherein annehmen. Nur versteckte Fehlschliisse, Zirkel-
schliisse u. dgl. vermogen es, dem Theorem die Rolle zuzuschreiben,
daB es eine Verbindung zwischen der Haufigkeits- und der Gleich-
moglichkeitsdefinition bildet.

Neben dem Bernoulli-Poissonschen Satz werden wir auch
gleich einen zweiten, der oft als Umkehrung des erstgenannten
Theorems bezeichnet wird und den gleichen Zwecken dienen soll,
besprechen.

Die Gesetze der grofien Zahlen

Unter den vielen schwierigen Fragen, die mit einer ratio-
nellen Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie verkniipft
sind, gibt es in der Tat keine, in der solche Verwirrung herrschte,
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wie in der Frage nach dem Inbalt und der Bedeutung des ,,Ge-
setzes der groBlen Zahlen und seiner Beziehung zur Héufigkeits-
theorie der Wahrscheinlichkeit. Die meisten Autoren pendeln
zwischen den beiden Behauptungen, die Erklirung der Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses als Grenzwert der relativen Hiufig-
keit seines Auftretens postuliere das Poissonsche Gesetz oder
sie widerspreche ihm. Keines von beiden trifft zu.

Die beiden verschiedenen Aussagen von Poisson

Die letzte Ursache der Verwirrung liegt bei Poisson selbst,
der an verschiedenen Stellen seiner ,,Recherches sur la probabilité
des jugements (1837), wie schon erwéhnt, zwei ganz verschiedene
Aussagen mit dem gleichen Namen belegt und wohl auch tatséch-
lich fiir gleichbedeutend halt. In der Einleitung des Buches spricht
er sich ganz deutlich nach der einen Richtung aus: ,,Erscheinungen
verschiedenster Art sind einem allgemeinen Gesetze unterworfen,
das man das ,Gesetz der groflen Zahlen nennen kann. Es besteht
darin, daB, wenn man sehr groBe Anzahlen von gleichartigen Er-
eignissen beobachtet, die von konstanten Ursachen und von solchen
abhingen, die unregelmiBig, nach der einen und anderen Richtung
veranderlich sind, ohne daf} ihre Veréinderung in einem bestimmten
Sinn fortschreitet, man zwischen diesen Zahlen Verhiltnisse
finden wird, die nahezu unverénderlich sind. Fiir jede Art von
Erscheinungen haben diese Verhéltnisse besondere Werte, denen
sie sich um so mehr nihern, je gréfler die Reihe der beob-
achteten Erscheinungen ist, und die sie in aller Strenge erreichen
wiirden, wenn es méglich wire, die Reihe der Beobachtungen ins
Unendliche auszudehnen.“ Aus diesen Worten und den an-
schlieBenden Ausfiihrungen, die eine Fille von Erfahrungsmaterial
vor dem Leser ausbreiten, geht ganz unzweideutig hervor, dal
hier mit ,,Gesetz der groBien Zahlen“ eine Beobachtungs- oder
Erfahrungstatsache gemeint ist. Die Zahlen, von deren Ver-
haltnissen die Rede ist, sind offenbar die Wiederholungszahlen
der einzelnen Ereignisse oder der verschiedenen Ausgangsmog-
lichkeiten eines Versuches. Tritt ein Ereignis in n Versuchen
m-mal ein, so nennen wir den Quotienten m : n die ,relative
Hiufigkeit*“ seines Auftretens. Hienach ist der Inhalt des von
Poisson in seiner Einleitung dargelegten Gesetzes vollig gleich-
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bedeutend mit dem, was ich frither als die ,,erste Forderung*‘
an ein Kollektiv formuliert habe: Die relative Héufigkeit,
mit der ein Ereignis auftritt, nahert sich bei an-
dauernder Fortsetzung der Versuche immer mehr
einem festen Wert. Wiirde man mit ,,Gesetz der groBen Zah-
len‘ immer nur das meinen, was Poisson in seiner Einleitung
80 bezeichnet hat, so wire es ganz richtig, zu sagen, dafl dieses
Gesetz die Erfahrungsgrundlage zum Ausdruck bringt, auf die
sich die Definition der Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der
relativen Haufigkeit stiitzen muf.

Allein ein gro8er Teil des Poissonschen Werkes ist der
Ableitung und der Besprechung eines bestimmten mathe-
matischen Theorems gewidmet, fiir das Poisson selbst
wieder die Bezeichnung ,,Gesetz der grolen Zahlen verwendet
und das heute zumeist unter diesem Namen, manchmal auch
als ,,Poissonsches Gesetz'‘ schlechthin angefiihrt wird. Dieses
Theorem ist eine gewisse Verallgemeinerung eines schon von
Jacob Bernoulli (1713) herrithrenden Satzes, den wir in fol-
gender Form aussprechen konnen: Wenn man einen einfachen
Alternativ-Versuch, dessen positives Ergebnis die Wahrscheinlich-
keit p besitzt, n-mal wiederholt und mit ¢ eine beliebig kleine
Zahl bezeichnet, so geht die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der
Versuch mindestens (pn — gn)-mal und hochstens (pn + en)-mal
positiv ausfillt, mit wachsendem = gegen Eins. Konkreter: Wenn
man 100mal mit einer Miinze ,,Kopf oder Adler* wirft, so gibt
es eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir, 49 bis 5lmal
die , Kopf‘‘seite zu treffen; wirft man 1000mal, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, 490- bis 510mal , Kopf*“ zu werfen, schon gréBer;
noch nadher an Eins liegt die Wahrscheinlichkeit dafiir, unter
10000 Versuchen mindestens 4900 und héchstens 5100 ,,Kopf*-
Ergebnisse zu erzielen, usf. Hier ist ersichtlich p = 15 und
& =1/,9p gesetzt. Die Poissonsche Erweiterung des Satzes geht
nur dahin, daB die Versuchsreihe nicht mit einer Miinze und
auch nicht mit lauter gleichen ausgefilhrt werden muf3; man
darf jedesmal eine andere Miinze nehmen, nur miissen die
Miinzen in ihrer Gesamtheit die Eigenschaft besitzen, daB das
arithmetische Mittel aus den = Wahrscheinlichkeiten eines
Kopfwurfes den Wert p, in unserem Fall 1/,, besitzt. Eine
noch allgemeinere Fassung des Satzes, die durch Tscheby-
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scheff in besonders einfacher Form abgeleitet wurde, bezieht
sich auf den Fall, daB die einfache Alternative (,,Kopf oder
Adler) durch einen Versuch von mehrfacher Ausgangsmoglich-
keit ersetzt wird. Fir unsere grundsitzliche Erorterung geniigt
es durchaus, die engste Form, wie sie beim gewéhnlichen Spiel
mit einer Miinze auftritt, ins Auge zu fassen. Wir fragen: Wie
hingt der Inhalt des bewiesenen mathematischen Satzes, den
wir der Kiirze halber als ,,Poissonsches Theorem* bezeich-
nen wollen, mit der Erfahrungstatsache zusammen, die Poisson
an die Spitze seiner Betrachtungen gestellt hat ? Kann man wirk-
lich behaupten, daB jene Tatsache durch diesen Satz wieder-
gegeben wird oder daB iiberhaupt hier durch theoretische Uber-
legungen etwas abgeleitet wurde, was sich an der Beobachtung
prifen 1iBt und durch sie bestdtigt wird ?

Der Standpunkt der Gleichméglichkeitsdefinition

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir davon ausgehen,
was Bernoulli und seine Nachfolger unter Wahrscheinlichkeit
verstehen. Wenn wir in die Aussage des Poissonschen Theorems
fir das Wort ,,Wahrscheinlichkeit“ das einsetzen, wodurch die
Wahrscheinlichkeit bei Poisson definiert wird, so miissen wir
den vollstindigen Inhalt des Satzes restlos erfassen. Nun ist,
wie wir wissen, die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition
dadurch gekennzeichnet, dal sie keinerlei Bezug nimmt auf die
Hiufigkeit des Auftretens eines Ereignisses, sondern rein formal
erklart: Wahrscheinlichkeit ist der Quotient aus der Anzahl der
,»giinstigen* Fille durch die Gesamtzahl aller ,,gleichméoglichen
Fille. Bei einer normalen Miinze ist das Auffallen auf die eine
oder andere Seite ,,gleichméglich®, der eine dieser Falle ist dem
Erscheinen der Kopfseite ,,giinstig®, demnach ist die Wahr-
scheinlichkeit des ,,Kopf*-Ergebnisses !/,. Nach dieser Erklarung,
die der Ableitung des Poissonschen Theorems ausschlieBlich
zugrunde liegt, ist der Ausdruck, ein Ereignis habe eine Wahr-
scheinlichkeit nahe 1, gleichbedeutend mit der Aussage, daf
fast alle unter den ,gleichméglichen Fiéllen zu den ihm ,,giin-
stigen* gehoren. Fiihrt man mit einer Miinze » Wiirfe aus, so
gibt es bei groBem = auBerordentlich viele Ergebnisméglich-
keiten; es kénnen die ersten zehn Wiirfe ,,Kopf®, die iibrigen

Mi ses, Wahrscheinlichkeit 6
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,»Adler, die ersten zwanzig und die letzten dreiflig Wiirfe ,,Kopf*
zeigen, die ibrigen ,,Adler* usf., in wahrhaft sehr reichhaltiger
Abwechslung. Jede dieser Ergebnisreihen muB als ,,gleich-
moglich” gelten, wenn man fiir die Wahrscheinlichkeit eines
,, Kopf‘‘-Wurfes, also fiir die oben mit p bezeichnete GréBe,
1/, setzt. Wihlen wir wieder £ = 1/,4, 80 besagt das Poissonsche
Theorem: Unter den sehr vielen Ergebnissen, die bei groem n
moglich sind, haben weitaus die meisten die Eigenschaft, daB
die Anzahl der in ihnen vorkommenden ,Kopf‘“-Ergebnisse
um hdochstens ”/,o, nach oben oder unten von */, abweicht.

Arithmetische Darstellung

Um uns die Aussage noch anschaulicher zu machen, wollen
wir uns eine Ergebnisreihe des Spieles mit einer Miinze so dar-
gestellt denken, da8 wir fiir die Kopfseite jedesmal eine 1, fiir die
andere eine 0 anschreiben. Auf diese Weise entspricht jeder mog-
lichen Serie von n» = 100 Wiirfen eine bestimmte hundertstellige
Zahl, mit Nullen und Einsern als einzigen Ziffern. Wenn etwaige
Nullen links vom ersten Einser gestrichen werden, stellt auch
jede solche Zahl von weniger als hundert Stellen eine Versuchs-
serie dar. Man kann im Prinzip alle diese Zahlen, von denen jede
ein gleichmégliches Ergebnis reprisentiert, nach einem einfachen
Schema hintereinander aufschreiben. Die ersten, der GroSe
nach geordnet, sind

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001 usw.

(Die Anzahl der so zu bildenden Zahlen ist bei » = 100 allerdings
enorm groB, gleich 2 zur hundertsten Potenz, etwa eine Million
Trillionen). Dabei bedeutet z. B. 101, daB in der Versuchsreihe zuerst
97 Nullen stehen, dann eine Eins, hierauf eine Null, endlich wieder
eine Eins folgt. Hatten wir n = 1000, so wiirde die Zahlenreihe,
die simtliche Ergebnismdéglichkeiten liefert, in der gleichen Weise
beginnen, nur sehr viel linger werden (namlich 2 hoch 1000 Zahlen
umfassen), da man jetzt bis zu 1000 Stellen gehen muB und es
wiirde 101 bedeuten, daB zuerst 997 Nullen kommen, dann der
erste Einser usf. Der Poissonsche Satz ist nun nichts als eine Aus-
sage liber diese Zahlen, von denen die ersten angeschrieben wurden.
Wenn wir alle aus Nullen und Einsern gebildete Zahlen bis zu
den 100stelligen nehmen, so weisen etwa 16 v. H. unter ihnen
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49 bis 51 Einser auf; wenn wir bis zu den 1000stelligen gehen,
go finden wir, daB ein weit gréBerer Prozentsatz, nimlich rund
47 v. H., unter ihnen 490 bis 510 Einser besitzt. Unter den
10000stelligen Kombinationen von Nullen und Einsern besitzen
schon mehr als 95 v. H. zwischen 4900 und 5100 Einser, kaum
5 v. H. entfallen auf solche Kombinationen, bei denen die Zahl
der Einser um mehr als 1/,o, von der Hilfte, d. i. von 5000, abweicht.
Dieses Verhalten wird bei weiterer Vergroerung der Stellenzahl
immer ausgepriagter. Es wird bei Verwendung der klassischen
Wahrscheinlichkeitsdefinition in der Form beschrieben, daB man
sagt: die ,,Wahrscheinlichkeit der Ergebniszahlen 49 bis 51 sei
im ersten Fall 0,16, die analoge im zweiten Fall 0,47, im dritten
0,95. Der Inhalt des Theorems (fiir p = 1/,), wie es bei Bernoulli
und Poisson bewiesen ist, lif3t sich, wenn wir ¢ = 0,01 wihlen,
wie folgt aussprechen: Schreibt man alle aus Nullen und Einsern
bestehenden Zahlen der GroSe nach geordnet bis einschlieBlich
der n-stelligen auf, so bilden diejenigen unter ihnen, bei denen
die Anzahl der Einser mindestens 0,49 » und hochstens 0,51 n
betrigt, eine mit wachsendemn immer stirker werdende
Majoritdat. Diese Aussage ist rein arithmetischer Natur,
sie bezieht sich auf gewisse Zahlen, iiber deren Eigenschaften
etwas ausgesagt wird. Mit dem, was bei der ein- oder mehr-
maligen Vornahme von 1000 Wiirfen wirklich geschieht, das
heiBt, welcher Anordnung von Nullen und Einsern die wirklich
eintretenden Versuchsserien entsprechen werden, damit hat
das Ganze nichts zu tun. Ein SchluB auf den Ablauf einer
Versuchsreihe ist im Rahmen dieses Gedankenganges nicht
moglich, weil nach der angenommenen Definition der Wahr-
scheinlichkeit diese nur etwas iiber das Verhéltnis zwischen der
Anzahl der giinstigen und ungiinstigen Fille besagt, aber nichts
iber die Haufigkeit, mit der ein Ereignis eintritt oder ausbleibt.

Man sieht leicht ein, daB sich unsere Betrachtung grundsétzlich
auf jeden anderen Fall an Stelle des ,,Kopf-oder-Adler*-Spieles
iibertragen liBt: Wenn es sich etwa um das Spiel mit einem
,,richtigen‘‘ Wiirfel handelt, so treten nur an Stelle der aus Nullen
und Einsern bestehenden Zahlen alle n-stelligen Zahlen mit den
Ziffern 1 bis 6, und das Theorem besagt, daf bei groem = die-
jenigen, die ungefihr "/, Einser enthalten, eine iliberwiegende
Majoritit bilden. Wir fassen das bisher Gesagte zusammen:

6‘
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Solange man mit einem Wahrscheinlichkeitsbegriff
arbeitet, der nicht Bezug nimmt auf die Haufigkeit
des Eintretens des FEreignisses, fiihrt die mathe-
matische Ableitung von Bernoulli-Poisson-Tscheby-
scheff zu keiner wie immer gearteten Aussage iiber den
Verlauf einer Versuchsreihe und laB8t sich daher in
keinen Zusammenhang bringen mit der allgemeinen
Erfahrungsgrundlage, von der Poisson ausgegangen
war.

Nachtrigliche Haufigkeitsdefinition

Wie kam nun aber Poisson dazu, in seiner mathematischen
Ableitung eine Bestatigung jenes erfahrungsgemiBen Verhaltens
zu sehen, das er in seiner Einleitung als ,,Gesetz der gro8en Zahlen*
bezeichnet hatte ? Die Antwort auf diese Frage kann niemandem
schwer fallen, der sie sich einmal stellt. Sie lautet: Poisson hat
dem Wort ,,Wahrscheinlichkeit am Ende seiner Rechnung eine
andere Bedeutung beigelegt als die, die er ihm zu Anfang gegeben
hatte. Die Wahrscheinlichkeit 1/, eines ,,Kopf‘‘-Wurfes, die in
die Rechnung eingeht, soll nur der Quotient der ,,giinstigen‘
durch die ,,gleichméglichen® Fille sein, aber die Wahrschein-
lichkeit nahe 1, die aus der Rechnung hervorgeht und in seinem
Satze die entscheidende Rolle spielt, die soll bedeuten, daB das
betreffende Ereignis, namlich das Auftreten von 0,49 n bis 0,51 =
,»,Kopf“-Wiirfen in einer Serie von n Versuchen, fast immer,
bei fast jedem Serienversuch, zu beobachten ist. Niemand kann
behaupten, daB eine solche Bedeutungsverschiebung zwischen
Beginn und Ende einer Rechnung statthaft wire. Auch ist es
ganz unklar, bei welcher WahrscheinlichkeitsgroBe die Bedeutungs-
inderung eintreten soll. Darf schon die Wahrscheinlichkeit 0,16
bei 100 Wiirfen dahin gedeutet werden, daB Serien mit 49 bis
51 ,,Kopf“-Ergebnissen mit der relativen Hiufigkeit 16 v. H.
auftreten oder gilt das erst fiir die Wahrscheinlichkeit 0,95, die
bei der Serienlinge 10000 ausgerechnet wurde ?

Wenn man die klassische Definition der Wahrscheinlich-
keit unbedingt aufrecht erhalten will, so 1Bt sich die gewiinschte
Bedeutung des Poissonschen Theorems nur retten, wenn man
— als deus ex machina — eine Hilfshypothese etwa folgender
Art hinzunimmt: Sobald eine Rechnung fiir ein Ereignis einen
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Wahrscheinlichkeitswert, der nur wenig kleiner als 1 ist, er-
geben hat, tritt dieses Ereignis bei fortgesetzten Versuchen
fast jedesmal ein. Was ist das aber anderes als eine, wenn
auch etwas eingeschrinkte, Hiufigkeitsdefinition der Wahr-
scheinlichkeit ? Wenn ein Wahrscheinlichkeitswert von 0,999
bedeuten soll, daBl das Ereignis fast immer beobachtet wird,
warum nicht gleich zugeben, daB 0,50 Wahrscheinlichkeit heiBt:
das Ereignis trifft in der Hilfte aller Félle ein? Freilich mufl
diese Festsetzung noch prazisiert werden und damit allein ist es
auch noch nicht getan. Man mull erst zeigen, daB aus einer
entsprechend prizisierten Haufigkeitsdefinition der Wahrschein-
lichkeit sich der Poissonsche Satz ableiten 148t; der Gedanken-
gang des klassischen Beweises wird sich dabei in entscheidenden
Punkten d4ndern. Das Verfahren aber, nach der Ableitung eines
Satzes einem darin vorkommenden Ausdruck eine neue Deutung
zu geben, ist sicher nicht zuldssig. Wir stellen nochmals fest:
Nur, wenn die Wahrscheinlichkeit in irgend einer Form als Haufig-
keit des Ereigniseintrittes erklirt wird, 14t sich das Ergebnis der
Poissonschen Rechnung iiberhaupt in Beziehung setzen zu dem,
was Poisson in der Einleitung seines Buches als ,,Gesetz der groien
Zahlen‘‘ bezeichnet.

Der Inhalt des Poissonschen Theorems

Nun wird man aber mit Recht folgenden Einwand machen:
Wenn man die Wahrscheinlichkeit eines ,,Kopf“-Wurfes als den
Grenzwert der relativen Hiufigkeit, mit der ,,Kopf* fallt, defi-
nieren will, muB man voraussetzen, dal es einen solchen Grenz-
wert gibt, mit anderen Worten, man muB} das ,,Gesetz der groBen
Zahlen“ der Poissonschen Einleitung von vornherein als giiltig
annehmen. Welchen Zweck kann es dann noch haben, durch
miihsame Rechnung den Weg zu einem Theorem zu bahnen,
das doch nur dasselbe aussagt, was schon als giiltig vorausgesetzt
wurde ? Darauf antworten wir: Der Satz, der als Resultat der
mathematischen Deduktion von Bernoulli-Poisson-Tschebyscheff
erscheint, sagt, wenn man erst einmal die Haufigkeitsdefinition
der Wahrscheinlichkeit angenommen hat, ungleich mehr
aus, als die bloBe Existenz eines Grenzwertes, er ist sehr viel
inhaltsreicher als das in der Poissonschen Einleitung ausge-



86 Die Gesetze der grofien Zahlen

sprochene ,,Gesetz der groBen Zahlen‘. Sein wesentlicher Inhalt
ist dann eine bestimmte Aussage liber die Anordnung etwa der
,,Kopf“-und-,,Adler*-Wiirfe bei unbegrenzt fortgesetztem Spiel.
Man kann ohne Schwierigkeit Erscheinungsreihen angeben, fiir
die das zutrifft, was Poisson in seiner Einleitung als kennzeichnend
ausspricht, ohne daB fiir sie das Poissonsche Theorem Geltung
hitte. Um dies einzusehen, wollen wir eine ganz bestimmte Ver-
suchsfolge betrachten, die tatsdchlich die Eigenschaft besitzt,
dafl die relative Haufigkeit des positiven Ergebnisses sich dem
Wert 1/, nidhert, wie dies beim ,,Kopf-oder-Adler*-Spiel der
Fall ist, fiir die aber der Poissonsche Satz nicht zu Recht be-
steht. Selbstverstindlich ist das eine Versuchsreihe, auf die
niemand, der ihre Eigenschaften kennt, die Wahrscheinlichkeits-
rechnung anwenden wird. Aber unser Ziel ist ja nur, zu zeigen,
daB durch das Poissonsche Theorem den Beobachtungsfolgen,
die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet werden, eine
besondere, fiir sie typische Eigenschaft zugeschrieben wird.

Ein Gegenbeispiel

Wir nehmen als Versuchsobjekt eine Quadratwurzeltafel,
d. i. eine Tabelle, die zu den aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
1,2, 3,....in inf. die Werte ihrer Quadratwurzeln etwa auf sechs
oder mehr Dezimalstellen genau angibt. Unsere Aufmerksamkeit
lenken wir ausschlieBlich auf die Ziffer, die jedesmal an der
sechsten Stelle hinter dem Komma steht, und wollen als ,,positives
Versuchsergebnis, das wir auch mit einer ,,1°“ bezeichnen, den Fall
ansehen, daB die fiinfte Ziffer eine 5, 6, 7, 8 oder 9 ist. Mit Null
oder als ,negatives’ Versuchsergebnis sei der Fall bezeichnet,
daB die Quadratwurzel einer Zahl an sechster Stelle eine 0, 1, 2, 3
oder 4 aufweist. Auf diese Art erhalten wir als Ergebnis der ganzen
Beobachtungsreihe eine Folge von Nullen und Einsern, die in
bestimmter Weise abwechseln. Wenn auch jede reale Tafel
naturgemiB bei irgend einer Zahl abbrechen mu8}, macht es keine
Schwierigkeit, die Folge der Nullen und Einser sich unbeschrinkt
fortgesetzt zu denken. Es ist plausibel und liBt sich mathematisch
exakt beweisen, daB in dieser Folge die relative Hiufigkeit sowohl
der Nullen wie der Einser den Grenzwert 14 besitzt. Ja es gilt
der noch etwas allgemeinere Satz, da8 an der sechsten Stelle der
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Quadratwurzeln jede der zehn Ziffern 0 bis 9 mit der Héufigkeit
1/,0 in der unendlichen Reihe auftritt. Nun aber wollen wir sehen,
ob das Verhalten unserer Folge von Nullen und Einsern etwa
auch dem entspricht, was das Poissonsche Theorem fordert. Dar-
nach miiBte, wenn man nur eine geniigend groBe Serienlinge =
wihlt, in der unendlichen Folge fast jede Serie von = Ziffern
ungefahr zur Hilfte aus Nullen und ungefihr zur Halfte aus
Einsern bestehen.

Der Anfang der Tafel weist in der Tat ein derartiges Bild
auf, wovon man sich leicht iiberzeugt, wenn man etwa die Anzahl
der auf einer Seite stehenden Zahlen zur Serienlinge wahlt und
dann feststellt, wie oft eine Ziffer kleiner oder gleich 4 an sechster
Stelle sich findet. Aber wie es weiter geht, wenn man sich die
Tafel iiber das tatsichlich Gedruckte hinaus fortgesetzt denkt,
das muB uns eine kleine Rechnung lehren. Wir beniitzen dabei
die leicht zu erweisende Formel, nach der die Quadratwurzel aus
dem Ausdruck a? 4 1, wenn a sehr groB gegen 1 ist, ungefahr
a + 1/,, ist. Setzen wir etwa a gleich einer Million, also a? gleich
einer Billion, so sehen wir, daB die Quadratwurzel, wenn man in
der Tafel von a? = 102 um eine Zeile fortschreitet, sich nur um
15107%, d. i. um eine halbe Einheit der sechsten Stelle, andert.
Erst wenn man ungefihr zehn Schritte gemacht hat, erhéht
sich der Wurzelwert um fiinf Einheiten der sechsten Stelle. Dies
bedeutet, daB in der Gegend der Tafel, in der @ ungefihr eine
Million betragt, unsere Folge von Nullen und Einsern regelmaBige
Iterationen etwa der Linge 10, und zwar abwechselnd solche von
10 Nullen und von 10 Einsern, aufweisen mu3. Gehen wir noch
weiter, z. B. bis @ gleich hundert Millionen, so lehrt die gleiche
Uberlegung, daB jetzt abwechselnde Iterationen der ungefahren
Linge 1000, von Nullen und Einsern, auftreten werden usf.

Die Struktur der aus der Quadratwurzeltafel hervorgegangenen
Folge von Nullen und Einsern ist also eine ganz andere als die,
die in Ubereinstimmung mit allen Erfahrungen das Poissonsche
Theorem fiir eine solche Folge fordert, die das Ergebnis eines fort-
gesetzten ,,Kopf-oder-Adler*-Spieles darstellt. Nur in ihren
ersten Anfingen zeigt sie eine scheinbare Regellosigkeit, im
weiteren Verlauf besteht sie aus regelméaBigen Iterationen von
langsam, aber unbeschrinkt wachsender Lange. Der Widerspruch
gegen das Poissonsche Theorem liegt auf der Hand. Wahlen wir
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ein noch so groBes festes » (z. B. n=1000) als Serienlinge,
so wird, wenn man nur geniigend weit fortschreitet (etwa bis
a = 100 Millionen), die Léinge der Iterationen griéfer als n. Es
werden von da an fast alle Serien aus lauter Nullen oder lauter
Einsern bestehen, wihrend nach dem Poissonschen Theorem fast
alle annahernd zur Hilfte aus Nullen und zur Halfte aus Einsern
zusammengesetzt sein sollten. Man sieht, daB hier, im Falle der
Quadratwurzeln, der Hiufigkeits-Grenzwert 145 nur dadurch
zustandekommt, daB immer annéhernd gleich viel Serien
lauter Nullen bzw. lauter Einser enthalten, wihrend im
Falle eines Gliicksspieles der Ausgleich zwischen Nullen und
Einsern schon anndihernd innerhalb jeder oder fast
jeder Serie erfolgt.

Unzuldnglichkeiten

Man konnte dies Beispiel nebenbei dazu benutzen, um zu
zeigen, wie kritiklos auch manche Mathematiker Fragen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung behandeln. In fast jedem Lehrbuch
finden sich als Beispiele fiir die Anwendung der Lehrsitze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung Zahlenfolgen der eben besprochenen
Art angefiihrt, die diesen Lehrséitzen direkt widersprechen und
den Voraussetzungen einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Be-
trachtung schon ihrer Herkunft nach nicht geniigen konnen.
Gar nicht zu reden von dem durch Poincaré aufgebrachten Bei-
spiel der Logarithmentafel, in dem — wenn man richtig rechnet —
sich zeigt, daB nicht einmal der Grenzwert der relativen Haufig-
keit vorhanden ist. Von den Klassikern der Wahrscheinlichkeits-
rechnung Bernoulli, Poisson, Laplace riihren auch zahlreiche
rein analytische Sitze aus dem Gebiete der Reihenlehre, der Integral-
rechnung usf. her, deren hohen Wert im Rahmen der historischen
Entwicklung der Analysis niemand anzweifeln wird. Trotz-
dem denkt kein Mathematiker daran, heute diese Sitze in ihrer
alten Form unverdndert aufrecht zu erhalten. Dies verbietet
sich schon dadurch, daB in der Analysis alle grundlegenden Defi-
nitionen, die erst einen sicheren systematischen Aufbau er-
mdglichen, in der Zwischenzeit ganz andere geworden sind. So
selbstverstidndlich dieses Verhalten der Analytiker erscheint, so
erstaunlich ist es, mit welch vollendeter Kritiklosigkeit Mathe-
matiker ersten Ranges von heute an der iiberlieferten Fassung des
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Bernoullischen oder Poissonschen Theorems einschlieSlich ihrer
historischen Ableitungen immer wieder festzuhalten suchen, ob-
gleich hier dieselben Zirkelschliisse, Vertauschungen von Grenz-
iibergingen und dhnliche Fehler vorliegen, wie sie aus der Analysis
langst ausgemerzt worden sind.

Das Beispiel der aus der Quadratwurzeltafel hervorgegangenen
Null- und Eins-Folge lehrt uns, daB es Erscheinungsreihen gibt,
in denen die relativen Héufigkeiten der einzelnen Ergebnismég-
lichkeiten bestimmte Grenzwerte besitzen, ohne daB zugleich auch
das Poissonsche Theorem giiltig wire. Damit wird vor allem
der haufig wiederholte Einwand entkraftet, wonach mit der An-
nahme der Hiufigkeitsdefinition der Wahrscheinlichkeit schon
das Bestehen dieses Theorems postuliert wiirde (G. Pé6lya).
Noch unbegriindeter ist es, zu behaupten, mit der Annahme,
dafB die relative Haufigkeit einen Grenzwert besitzt, sehe man
das als ,,sicher* an, was nach dem Poissonschen oder Bernoulli-
schen Satz nur als ,,hochst wahrscheinlich*‘ gelten kann (H.Weyl).
Als eine Sonderbarkeit neueren Datums sei auch noch der Ver-
such angefithrt, aus der Existenz des Grenzwertes und dem
Bestehen des Bernoulli-Poissonschen Satzes einen neuen
Begriff des ,stochastischen Grenziiberganges'* zusammenzu-
brauen (E. Slutsky). Alle diese Verirrungen entstehen daraus,
daB man von der klassischen Wahrscheinlichkeits-
definition ausgeht, die nichts mit dem Erscheinungs-
ablauf zu tun hat, und sich nachtréglich einer Aus-
drucksweise bedient, die auf diesen Ablauf Bezug
nimmt (,,es ist mit Sicherheit zu erwarten, da8 . .. .*).

Richtige Ableitung

Es ist jetzt klargestellt, daB das von Poisson im vierten
Kapitel seines Buches abgeleitete Theorem, wenn man den Wahr-
scheinlichkeitsbegriff als Haufigkeitsgrenzwert auffallt, eine
wertvolle Aussage enthilt, die iiber die Anordnung der Ver-
suchsergebnisse, wie sie in einer lange fortgesetzten Versuchsreihe
zu erwarten ist, einigen Aufschlul gibt. Die Frage ist aber noch
offen, und zwar ist dies die letzte von uns zu erdrternde, ob man
iiberhaupt das Poissonsche Theorem noch mathematisch be-
weisen kann, wenn man die Hiaufigkeitsdefinition der Wahrschein-
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lichkeit zugrunde legt. Dazu ist zu bemerken, daB ein Satz,
der etwas iiber die Wirklichkeit aussagen soll, nur dann mathe-
matisch ableitbar ist, wenn man an die Spitze der Ableitung
bestimmte, der Erfahrung entnommene Ausgangssitze, sogenannte
Axiome stellt. In unserem Fall besteht das eine dieser Axiome,
wie aus allem bisherigen hervorgeht, in der Annahme, daf8 inner-
halb der von der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu behandelnden
Erscheinungsreihen die relativen Hiufigkeiten der einzelnen
Ereignisse Grenzwerte besitzen. -Dies ist nichts anderes als der
allgemeine Erfabrungssatz, den Poisson in seiner Einleitung als
,,Gesetz der groBen Zahlen‘“ bezeichnet und den er — mit Unrecht
— im vierten Kapitel seines Buches bewiesen zu haben glaubt.
Aber mit diesem einen Axiom allein ist es nicht getan. Man muf
die Erscheinungsreihen, auf die sich die wahrscheinlichkeitstheo-
retische Betrachtungsweise erstrecken soll, abgrenzen gegen die-
jenigen, die, wie die frither behandelte Quadratwurzeltafel, in-
folge einer ihnen innewohnenden GesetzmiBigkeit sich dieser
Art der Betrachtung entziehen. Dazu dient die von uns ausfiihr-
lich besprochene Forderung der ,,Regellosigkeit’ oder wie wir
es auch anschaulicher bezeichnet haben, das ,,Prinzip vom aus-
geschlossenen Spielsystem ‘. Unter Zugrundelegung dieser beiden
Eigenschaften des Kollektivs erhdlt man durch eine Reihe von
rein mathematischen Schliissen, auf die hier nicht niher ein-
gegangen werden kann, das Poissonsche Theorem, und zwar
gleich mit dem Sinn, den Poisson haben wollte (ohne daB seine
Ableitung dazu fithrte), ndmlich als eine Aussage iiber den tat-
sichlichen Ablauf der Erscheinungen. Es erweist sich eben als
eine spezielle Konsequenz aus der vollstindigen Regellosigkeit
einer Folge, dall bei Betrachtung geniigend langer Serien ein:
statistischer Ausgleich schon innerhalb fast jeder Serie mit groBer
Annéherung stattfindet. Man versteht, daB das Vorhandensein
eines solchen Gesetzes die empirische Feststellung der Grenz-
werte der relativen Hiufigkeit auBerordentlich erleichtert.
Ja vielleicht wiren wir praktisch nie zur Erkenntnis der ersten
Eigenschaft des Kollektivs gelangt, wenn nicht infolge der Regel-
losigkeit eben das Poissonsche Theorem bestiinde, wonach sich
der Grenzwert anndhernd in fast jeder lingeren Beobachtungs-
serie finden muB. Aber dieser praktische Zusammenhang kann das
logische Verhaltnis der einzelnen Sitze nicht verwischen, das
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wir hier aufzukliren versucht haben und noch in folgenden kurzen
Formulierungen zum Ausdruck bringen wollen:

Zusammenfassung

1. Was Poisson in der Einleitung seines Buches als ,,Gesetz
der groBen Zahlen“ bezeichnet, ist die Feststellung der Er-
fahrungstatsache, daf} bei gewissen Erscheihungsreihen die relative
Haufigkeit des Auftretens eines Ereignisses sich bei unbeschrinkt
fortgesetzter Beobachtung einem bestimmten Grenzwert nahert.
Diese Feststellung wird unmittelbar in unserer ,,ersten Forderung*
an ein Kollektiv zum Ausdruck gebracht.

2. Halt man an der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition
fest, so liefert der mathematische Satz, den Poisson im vierten
Kapitel seines Buches ableitet und wieder als ,,Gesetz der groBen
Zahlen‘“ bezeichnet, keinerlei Aussage iiber den Ablauf einer
Erscheinungsreihe, 148t sich daher auch in keinerlei Beziehung
zu der in 1. genannten Erfahrungstatsache setzen, sondern ent-
hilt lediglich eine Bemerkung rein arithmetischer Natur.

3. Nimmt man, gestiitzt auf den Erfahrungssatz von 1. die
Definition an, Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses sei der Grenz-
wert der relativen Héufigkeit seines Eintretens, so bedeutet der
Satz von Kapitel 4 des Poissonschen Buches eine ganz be-
stimmte Aussage iber den Erscheinungsablauf, die aber nicht
zusammenfillt mit dem Erfahrungssatz der Poissonschen Ein-
leitung, sondern mehr besagt, im wesentlichen etwas iiber die
Art der Abwechslung zwischen positiven und negativen Versuchs-
ergebnissen: daB bei Betrachtung geniigend langer Erscheinungs-
serien innerhalb fast jeder von ihnen schon ein anndhernder
Ausgleich der verschiedenen Ergebnisméglichkeiten stattfindet.

4. Will man das Poissonsche Theorem im Sinne der Haufig-
keitsdefinition der Wahrscheinlichkeit richtig ableiten, so muB
man auBer auf den Erfahrungssatz von der Existenz der Grenz-
werte sich auf einen weiteren stiitzen, der die vollsténdige ,,Regel-
losigkeit in dem Ablauf der betrachteten Erscheinungen fest-
stellt und in unserer ,zweiten Forderung® an ein Kollektiv zum
Ausdruck gebracht ist.

Nach dieser Klarstellung bleibt noch die terminologische
Frage offen, was man zweckméfigerweise als ,,Gesetz der groBen
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Zahlen‘‘ bezeichnen soll. Ich mdéchte vorschlagen, diesen Namen
dem Theorem vorzubehalten, dessen erste Ableitung man Ber-
noulli und Poisson verdankt, dagegen den in der Poissonschen
Einleitung dargelegten Tatbestand als den Erfahrungssatz oder
das Axiom von der Existenz der Grenzwerte zu bezeichnen.

Eine zweite ,,Briicke’

Auf keinen Fall aber kann man — und dies ist das Ergebnis,
um dessentwillen alle diese Ausfithrungen vorgebracht wurden — in
dem ,,Gesetz der groBen Zahlen* etwas finden, was uns erspart,
die Definition der Wahrscheinlichkeit auf die Hiufigkeit des
Ereigniseintrittes zu stiitzen und was einen Ubergang von der
Gleichmogigkeitsdefinition zur Betrachtung wirklicher Erschei-
nungsabliufe gestattet. Ich konnte jetzt das Gebiet allgemeiner
mathematischer Untersuchung endgiiltig verlassen und mich
einigen SchluBfolgerungen iiber die Anwendung der Theorie
zuwenden, gdbe es nicht noch eine zweite, der Bernoulli-
Poissonschen dhnliche Gedankenbildung, deren sich die klassische
Wahrscheinlichkeitsrechnung oft als Kriicke zu dhnlichem Zwecke
bedient. Es handelt sich da um das manchmal auch als ,,Um-
kehrung'* des Bernoullischen Satzes bezeichnete Bayessche
Theorem. Viele Autoren behaupten, daB dieses Theorem und
nicht das Bernoullische es sei, das eine Gleichsetzung der auf
Grund der Gleichmégigkeitsdefinition errechneten Wahrschein-
lichkeiten und der beobachteten Haufigkeiten legitimiert. Ich
werde diese Frage nicht mit der gleichen Ausfiihrlichkeit behandeln
wie die frithere, da die grundsitzlichen Uberlegungen vielfach
parallel Jaufen und man nach dem bisher Gesagten kaum erwarten
kann, daB eine ,,Umkehrung’ des von uns eingehend erérterten
Theorems plotzlich das Wunder leisten sollte, das von jenem
vergeblich erhofft wird. Es wird fiir unsere Zwecke vollstindig
geniigen, wenn ich den wesentlichen Inhalt des Bayesschen
Theorems, so wie er sich nach Annahme der Hiufigkeitsdefinition
darstellt, erklire. Das, was ich dabei fortlasse, ist nur der
explizite Nachweis dafiir, da8 man von der klassischen Definition
aus eben auch hier nur einen Satz von formal-arithmetischer
Bedeutung, niemals aber eine Aussage iiber den wirklichen Er-
scheinungsablauf gewinnen kann.
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Das Bayessche Problem

Man gelangt am leichtesten zum Verstiandnis des Bayesschen
Problems, wenn man von einer Kombination der Wiirfel- und der
Lotterieaufgabe ausgeht. Wir denken uns eine Urne mit sehr
vielen, kleinen Wiirfeln oder wiirfelahnlichen Korpern gefiillt,
die wir kurz ,,Steine‘‘ nennen wollen. Jeder solche Korper habe
sechs ebene, mit den Ziffern 1 bis 6 beschriebene Seitenflichen,
auf die er — aus einem Becher ausgespielt — auffallen kann.
Dabei sollen die einzelnen Steine materiell recht verschieden
beschaffen sein, so daB einige ,,richtige Wiirfel sich unter ihnen
befinden, fiir die die Wahrscheinlichkeit, die Zahl 6 zu zeigen,
gerade 1/, ist, wihrend die iibrigen je eine bestimmte, mehr oder
weniger von 1/, abweichende Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses
,,6 aufweisen. Diese Wahrscheinlichkeit, die natiirlich fir jeden
der Korper durch eine Versuchsreihe bestimmt werden kann,
wollen wir kurz mit dem Buchstaben z bezeichnen, so da8 jeder
in der Urne liegende Stein durch seinen z-Wert charakterisiert
wird. Das Kollektiv, das wir nun zu betrachten haben, hat zum
Element den folgenden Versuchsvorgang: Es wird aus der Urne
nach gehoriger Durchmischung des Inhaltes ein Stein gezogen,
in einen Becher getan und dann wird dieser Stein eine bestimmte
Anzahl, sagen wir n-mal, ausgespielt; als Ergebnis dieses ganzen
Versuches, als Beobachtungsresultat oder als Merkmal des
jetzt definierten Kollektivs wird einerseits der x-Wert des ge-
zogenen Steines, anderseits der Quotient angesehen, den man
erhalt, wenn man die Anzahl der beobachteten Sechser-Wiirfe
(n,) durch die Gesamtzahl n der Wiederholungen dividiert. Wir
haben demnach ein zweidimensionales Kollektiv vor uns,
dessen Merkmal ein Wertepaar ist, nimlich die Zusammen-
fassung der Werte z und 7, :n. Die Verteilung innerhalb dieses
Kollektivs, also die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen vorgegebenen
Wert von x und zugleich einen solchen von 7,:n zu bekommen,
rechnet sich nach der Verbindungsregel als ein Produkt zweier
Faktoren. Der erste Faktor ist die Wahrscheinlichkeit v (z),
die dafiir besteht, beim Ziehen aus der Urne einen Stein zu
ziehen, dem die Wertziffer  zukommt, der zweite ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB ein Ereignis, das die Einzelwahrschein-
lichkeit z besitzt, in n Wiederholungen 7,-mal eintritt. Wie
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der zweite Faktor aus seinen Bestimmungsstiicken , n und n, zu
rechnen ist, das lehrt die elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Wir brauchen uns hier um den formelméBigen Ausdruck, der
iibrigens schon Newton bekannt war, nicht weiter zu kiitmmern,
es geniigt fiir uns zu wissen, daB es eine solche Funktion — wir
bezeichnen sie mit w (x, n, n,) — gibt. Nach der Regel, die wir
fiir den Fall der Verbindung zweier Kollektivs kennengelernt
haben, hat die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Stein mit dem
Kennzeichen # aus der Urne zu ziehen und dann bei n-maligem
Ausspielen genau n, Sechser zu erzielen, die Gréfe des Produktes
v (2) . w (2, %, ny). Wenn wir die Wiederholungszahl n als fest
gegeben ansehen, konnen wir diese GréBe als eine Funktion von
2 und von 7, : n betrachten und fiir sie etwa f (, n,/n) schreiben.

Zu der Fragestellung, die dem Bayesschen Problem ent-
spricht, gelangen wir jetzt, indem wir auf das eben betrachtete,
durch eine Verbindung entstandene Kollektiv noch die Operation
der Teilung anwenden. Erinnern wir uns daran, was ,,Teilung*
bedeutete; in dem einfachsten Wiirfelbeispiel war es die Frage:
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit des Wurfes ,,2°, wenn man
schon weil}, daB es sich um den Wurf einer geraden Zahl handelt ?
Es werden da aus der Gesamtheit aller Wiirfe diejenigen ,,ab-
geteilt”’, deren Merkmal geradzahlig ist. Bei der jetzt in Rede
stehenden Aufgabe soll folgende Teilung durchgefiihrt werden:
Wenn man schon weil, daB in den » Wiederholungen des Aus-
spielens n,-mal die Sechs erschienen ist, wie gro ist dann die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB der aus der Urne gezogene Stein (mit
dem die Wiirfe ausgefiihrt wurden) das Kennzeichen z besitzt,
also ein solcher ist, fiir den die Wahrscheinlichkeit der Sechs
gerade x betriigt? Abgeteilt und zuriickbehalten werden somit
diejenigen Elemente, deren zweites Merkmal 7, : n einén be-
stimmten Wert, sagen wir n, : n = a, besitzt. Nach der Teilungs-
regel, die wir kennengelernt haben, mu8 man, um die gesuchte
Endwahrscheinlichkeit zu erhalten, die (frither als Produkt
zweier Faktoren gefundene) Anfangswahrscheinlichkeit f (z, a)
durch die Summe aller Wahrscheinlichkeiten, die den zuriick-
behaltenen Merkmalen entsprechen, dividieren. Zu summieren
sind hierbei alle f (, a) fiir simtliche z-Werte bei gegebenem a.
Das Ergebnis der Summierung ist eine Funktion F (a) von a
allein und das schliefliche Ergebnis der Division f (z, a) : F (a)
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ist eine Funktion der beiden Veranderlichen 2 und a, die, in der
iiblichen Ausdrucksweise die ,,a-posteriori-Wahrscheinlichkeit
der GroBe x bei gegebenem @ zum Ausdruck bringt.

Die Wahrscheinlichkeit der ,,Ursachen*

Ich habe hier vielleicht zu ausfiihrlich den ganzen Vorgang
der Kollektiv-Ableitung fiir die Bayessche Fragestellung be-
schrieben und es ist fiir unsere Zwecke gewill nicht notwendig,
ihn in allen Einzelbeiten genau zu verfolgen. Es kam mir nur
darauf an, méglichst deutlich zu zeigen, daBl es sich da um eine
durchaus normale Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
handelt, die sich ohneweiters in den Rahmen fiigt, den ich an
fritherer Stelle ganz allgemein fiir das Gesamtgebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung abgesteckt habe: Aus gegebenen oder
als gegeben angenommenen Kollektivs werden neue durch Zu-
sammensetzung und Kombination der vier Grundoperationen
abgeleitet. Wie ich schon bei Besprechung der Teilung im zweiten
Kapitel meines Vortrages erwihnt habe, mu8 ich aus bestimmten
Griinden besonderen Wert darauf legen, diese ,,Normalitiat* des
Bayesschen Problems zu betonen. Denn fast alle Lehrbiicher
scheinen sich dariiber einig zu sein, daB in der Fragestellung von
Bayes eine ganz besondere Art von Wahrscheinlichkeit gemeint sei,
eine ,,Wahrscheinlichkeit der Ursachen oder Hypothesen®, die
grundsitzlich verschieden wire von der ,,Wahrscheinlichkeit der
Ereignisse‘, mit der man es sonst zu tun habe. Es ist allerdings
nicht schwer, das Wort ,,Ursache’ in die Formulierung der Auf-
gabe hineinzubringen. Man sagt eben, das Erscheinen von 7,
Sechsern in » Versuchen habe zur ,,Ursache‘ das Bestehen der
Wahrscheinlichkeit 2 fir ein Sechser-Ergebnis bei dem ver-
wendeten Wiirfel. Da nach der Wahrscheinlichkeit verschiedener
z-Werte gefragt wird, kann man dann sagen, es werde die Wahr-
scheinlichkeit verschiedener Ursachen untersucht. Aber das
ist nur ein Leerlauf von Worten. Gerechnet werden kann nur
die Wahrscheinlichkeit innerhalb des wohl abgegrenzten Kollek-
tivs, dessen Elemente die frither genau beschriebenen Einzel-
vorginge sind : Ziehen eines Steines aus der Urne und darauffolgen-
des n-maliges Ausspielen des gezogenen Steines aus einem Becher
unter Abzihlung der dabei auftretenden Sechser-Ergebnisse.
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Das Bayessche Theorem

Nun komme ich erst dazu, auseinanderzusetzen, was man
unter dem Bayesschen Theorem versteht. Es ist das die Fest-
stellung einer ganz bestimmten Eigenschaft jener Verteilungsfunk-
tion f (z, a) : F (a), auf die unsere frithere Uberlegung gefiihrt hat.
Natiirlich iibergehe ich die mathematische Ableitung, die uns
diese Eigenschaft kennen lehrt und teile nur das Ergebnis mit,
genau so, wie ich es beim Bernoulli-Poissonschen Theorem
gemacht habe, mit dem das jetzt zu besprechende gewisse Ahn-
lichkeit besitzt. Es zeigt sich, um es zundchst nur ungenau aus-
zusprechen, daB, wenn die Zahl n sehr groB gewihlt wird, die
‘Wahrscheinlichkeiten aller z-Werte, die erheblich von a abweichen,
sehr klein ausfallen und daB die z-Werte, die nahe a gelegen
sind, zusammen fast die Wahrscheinlichkeit 1 fiir sich besitzen.
Mit anderen Worten: Es ergibt sich als sehr wahrscheinlich,
daB der Stein, mit dem man unter n Wiirfen n, = a n Sechser
geworfen hat, ein solcher ist, fiir den die Wahrscheinlichkeit z,
eine Sechs zu werfen, wenig von a verschieden ist. Be-
denkt man, daB @ = n, : n die relative Haufigkeit der ,,6‘ unter
den n Wiirfen ist, so erkennt man, daB das Theorem wieder
einen Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit inner-
halb einer Serie von n Versuchen und der Wahrscheinlichkeit
herstellt. Da die Wahrscheinlichkeit der Sechs fiir einen be-
stimmten Wiirfel sich als relative Hiaufigkeit bei unbeschriankt
ausgedehnter Versuchsreihe ergibt, kann man den Satz auch
so aussprechen: Hat sich bei n Versuchen mit einem
Wiirfel die Sechs mit der relativen Haufigkeit a
gezeigt, so ist, wenn n groB ist, fast mit Sicherheit
zu erwarten, daB bei unbegrenzter Fortsetzung der
Versuche mit dem gleichen Wiirfel sich eine nur
wenig von a verschiedene relative Hiaufigkeit er-
geben wird. Dabei heiBt natiirlich ,,fast mit Sicherheit zu er-
warten’ nur dies: Wenn man den ganzen Vorgang, Ziehen eines
Steines aus der Urne, n-maliges Ausspielen und (praktisch) un-
beschrankte Fortfilhrung der Versuche, sehr oft wiederholt, dann
wird in der iiberwiegenden Mehrheit der Fille das Vorausgesagte
eintreten, namlich annihernde Gleichheit zwischen der nach n
Versuchen und der am Ende festgestellten relativen Haufigkeit.
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Bevor ich die Bedeutung dieses Satzes ndher erdrtere, mufl
ich etwas zu seiner mathematischen Prizisierung sagen und die
Voraussetzungen, unter denen er gilt, etwas einschranken. Wir
haben zunichst angenommen, daf sich in der Urne sehr viele
Steine mit verschiedenen z-Werten befinden. Hierbei ist z, die
Wahrscheinlichkeit, mit einem Stein die Zahl ,,6° zu werfen,
sinngemill eine zwischen 0 und 1 gelegene Grofle. Wie das
Mischungsverhiltnis der verschiedenen x in der Urne beschaffen
ist oder die Verteilung » (x) aussieht, die die Wahrscheinlichkeit,
einen Stein mit bestimmtem « zu ziehen, angibt, das ist in weitem
MaBe fiir das Bestehen des Bayesschen Theorems gleichgiiltig.
Nur eines miissen wir voraussetzen: Die iiberhaupt vorkommenden
xz-Werte miissen hinreichend dicht beieinander liegen, damit,
wenn wir eine feste Umgebung oder eine ,Ndhe der Zahl o
ins Auge fassen, immer mindestens einer dieser z-Werte hinein-
fallt. Bequemer fiir eine kurze mathematische Formulierung
und auch mit den wirklichen Anwendungsfillen in bester Uber-
einstimmung ist es, sich vorzustellen, da die Verteilung der x
eine stetige, oder wie wir dies schon nannten, eine geometrische
ist. Es bedeutet dann v(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte an
der Stelle # und es ist ein wesentliches Ergebnis der mathe-
matischen Ableitung, da8 der im Bayesschen Theorem zum
Ausdruck kommende Sachverhalt unabhdngig davon ist, ob
v (z) eine Gleichverteilung darstellt oder eine beliebige andere
Verteilung. Der mathematisch prézisierte Satz lautet: Wenn
in n Versuchen mit einem Wiirfel die Sechs mit der
relativen Haufigkeit ¢ erschienen ist und & eine be-
liebig kleine positive Zahl bezeichnet, so geht die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Grenzwert der
relativen Haufigkeit der Sechs bei unbeschrankt
fortgesetzten Versuchen zwischen a—¢ und e¢+-¢
liegt, mit wachsendem = gegen 1, gleichgiiltig wie die
(sogenannte ,,a priori-*) Wahrscheinlichkeit, einen Wiirfel
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit der Sechs
zu erfassen, verteilt ist.

Wie man etwa den Fall, der einer stetigen Verteilung
der z-Werte in der Urne entspricht, sich realisiert vorstellen
kann, ist leicht einzusehen. Man denke sich aus der Gesamt-
heit, sagen wir, aller bisher hergestellten Elfenbeinwiirfel einer

Mises, Wahrscheinlichkeit 7
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bestimmten GroBe einen beliebigen herausgegriffen. Es ist dann
anzunehmen, dafB8 fiir ihn eine Wahrscheinlichkeit «, die Zahl
,»0% zu zeigen, besteht. Dieses x wird um so nédher an /g
liegen, je ,,richtiger der Wiirfel ist, aber von vornherein ist z
nicht auf irgendwelche ausgewéhlte Zahlenwerte (etwa auf ganze
Vielfache von 1/,4, oder 1/,40) beschréinkt, sondern kann jeden
in den Bereich O bis 1 fallenden Wert annehmen. Es ist dann die
Vorstellung zulidssig — Niheres dariiber wird bei Besprechung
der Fehlertheorie zu sagen sein —, da es eine Wahrscheinlich-
keitsdichte v (x) gibt, durch die die Wahrscheinlichkeit jedes
Teilbereiches von z-Werten bestimmt wird, nimlich die relative
Hiufigkeit, mit der bei geniigend oft wiederholter Wiirfelauswahl
solche Wiirfel auftreten, deren z in den betreffenden Teilbereich
fillt. Damit sind die Voraussetzungen erfiillt, unter denen das
Bayessche Theorem streng giltig ist. Wir wollen nun einen
Augenblick noch dabei verweilen, seinen Inhalt niher zu betrachten
und gegeniiber dem frither besprochenen Gesetz der groBen Zahlen
abzugrenzen.

Das Verhdltnis des Bayesschen zum Poissonschen
Theorem

Ich habe schon erwihnt, daB ich nicht ausfiibrlich darauf
eingehen will, zu zeigen, wie auch das Bayessche Theorem gleich
dem Bernoulli-Poissonschen auf eine Aussage rein arithme-
tischer Natur, ohne Bezug auf den wirklichen Ablauf irgend
welcher Erscheinungen, zusammenschrumpft, wenn man die
darin auftretenden WahrscheinlichkeitsgroBen nicht als relative
Hiufigkeiten, sondern als Quotienten giinstiger durch gleich-
mogliche Fille deutet. Will man von der Gleichméglichkeits-
definition ausgehend irgend etwas aussagen, was sich auf die zu
erwartenden Tatsachen oder Vorginge bezieht, so mufB man,
genau wie frither, einmal die Hypothese einschmuggeln: Was
rechnungsmiBig mit einer nahe 1 gelegenen Wahrscheinlichkeit
eintreffen soll, das geschieht ,fast immer*, d. h. in der iiber-
wiegenden Mehrheit der Versuche. Damit hat man aber, zu-
mindest in beschrinktem Umfang, die Haufigkeitsdefinition
eingefithrt und steht noch vor der Schwierigkeit, am Ende der
Untersuchung einen anderen Wahrscheinlichkeitsbegriff beniitzen
zu -miissen als zu Anfang.
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Wichtiger erscheint es, den Inhalt des Bayesschen Theorems,
unter Voraussetzung der von vornherein zugrunde gelegten
Héaufigkeitsdefinition, gegeniiber dem frither betrachteten Gesetz
der groBlen Zahlen und auch gegeniiber dem Erfahrungssatz
oder Axiom von der Existenz des Grenzwertes der relativen
Héufigkeit genauer abzugrenzen. Auf den ersten Blick scheint
nichts selbstverstindlicher, als daB der Satz: Wenn man bei
groBem n eine relative Héufigkeit a gefunden hat, so bleibt
sie fast sicher anndhernd unverindert bei unbegrenzter Ver-
groBerung von n — mit der einfachen Aussage identisch ist,
daB die relative Haufigkeit mit wachsendem n sich einem be-
stimmten Grenzwert nahere. Allein in den Worten ,,fast sicher®,
die man auch anschaulicher durch ,,fast immer‘‘ ersetzen kénnte,
liegt hier das Entscheidende. Hat man an einem aus der Urne
gezogenen Stein in einer langen Serie von n Versuchen die relative
Haufigkeit n,: n = a beobachtet, so weil man zundchst nichts
dariiber, wie sich dieser Stein bei weiterer Fortsetzung der Versuche
verhilt. Solange man nur das Vorhandensein der Grenzwerte,
aber nichts iiber die ,,Regellosigkeit*‘ voraussetzt, konnte es noch
sehr gut sein, daBl nach Wahl eines beliebig gro8en n, bei allen
Steinen, die dasselbe n,:n = a ergeben haben, der Grenzwert
der relativen Haufigkeit ein ganz anderer wird als der zuerst be-
obachtete Wert n,:n. Unser Satz besagt, daB dies nicht der
Fall ist, sondern in fast allen Fallen ein Grenzwert, der nahe dem
zuerst beobachteten #,:7n = a liegt, herauskommt. Es steckt
sonach im Bayesschen Theorem eine ganz bestimmte, eben nur
durch die mathematische Ableitung zu gewinnende Aussage, die
ich auch gerne, mit Riicksicht auf die Analogie mit dem Bernoulli-
Poissonschen Theorem alszweites Gesetz der groen Zahlen
bezeichne. Ich will — zum AbschluB dieser Betrachtungen, die
uns wohl etwas weiter, als ich es im allgemeinen gewiinscht hatte,
in das Gebiet abstrakter Schliisse gefiihrt haben — den Inhalt
der beiden Gesetze und zugleich das Axiom von der Existenz der
Grenzwerte noch einmal in konkreter Anwendung auf die Wiirfel-
aufgabe einander gegeniiberstellen.

Es sei in n Versuchen mit einem Wiirfel 7,-mal die
Sechs gefallen. Dann besagt

1. das erste Axiom bzw. unsere Definition der Wahr-
scheinlichkeit, daB bei unbegrenzter VergroBerung der Ver-

i
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suchszahl der Quotient 7, : » sich einem festen Grenz-
wert niahert, der eben die Wahrscheinlichkeit eines ,,Sechser*‘-
Wurfes mit dem betreffenden Wiirfel heiBt;

2. das erste Gesetz der groBen Zahlen oder Ber-
noulli-Poissonsche Theorem, daB, wenn wir die Versuchs-
reihe vom festen Umfang n mit demselben Wiirfel un-
beschrinkt oft wiederholen, falls nur n nicht zu klein ist, bei
fast allen Versuchsreihen anndhernd der gleiche
Quotient n, : n erscheinen wird;

3. das zweite Gesetz der groBen Zahlen oder Bayes-
sche Theorem, daB untersehr vielen verschiedenen Wiirfeln,
von denen jeder einmal in n Versuchen n, Sechser ergeben hat,
falls nur » nicht zu klein ist, fast alle Wiirfel die Eigenschaft
besitzen, da fiir sie der Grenzwert der relativen Haufigkeit der
Sechs bei unbeschrinkt fortgesetztem Wiirfeln nahe dem zuerst
beobachteten Wert von n,:n liegt.

Diese Formulierungen grenzen die drei Aussagen exakt
gegeneinander ab. Man muB nur noch hinzufiigen, daB die erste
eine nicht beweisbare, d. h. nicht auf einfachere zuriickfiihrbare
Erfahrungstatsache darstellt, wihrend die beiden anderen aus
der Voraussetzung der ersten unter Hinzunahme der ,,Regel-
losigkeit“ ableitbar sind. Andererseits haben die beiden Ge-
getze der groflen Zahl keinen verniinftigen Sinn, wenn man
nicht die Existenz der Grenzwerte der relativen Haufigkeiten
voraussetzt.

Anwendungen in der
Statistik und Fehlertheorie

Ich schlieBe hiemit die Besprechung nicht nur der so-
genannten Gesetze der groBen Zahl, sondern iiberhaupt die
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie, um mich den An-
wendungen, den SchluBfolgerungen, die sich fiir die Praxis
der Statistik und sonstige Gebiete der Wissenschaft und des
Lebens ergeben, zuzuwenden. Wenn ich vorher einen ganz
kurzen Riickblick auf das bisher Gesagte werfen darf, so haben
wir uns zuerst klar gemacht, worin der ProzeB der fiir uns er-
forderlichen Begriffsbildung besteht und daB wir einen
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kiinstlichen, dem natiirlichen Sprachgebrauch gegeniiber ein-
geschrinkten Wahrscheinlichkeitsbegriff unseren Betrachtungen
zugrunde legen miissen. Es hat sich dann gezeigt, daB ein solcher
Begriff im wesentlichen durch folgende Merkmale bestimmt
werden kann: Es muB zunichst ein Kollektiv da sein, eine
Massenerscheinung oder ein Wiederholungsvorgang, und nur
indem wir die relativen Haufigkeiten der verschiedenen Merkmale
der Elemente beobachten, gelangen wir zu einer ,,Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten eines Merkmales innerhalb des Kollek-
tivs. Dabei waren die beiden Voraussetzungen zu machen,
daB die relativen Héaufigkeiten Grenzwerte besitzen und dafl
diese sich bei einer willkiirlichen Stellenauswahl nicht andern —
Axiom der Regellosigkeit oder Prinzip vom ausgeschlossenen
Spielsystem. Nach dieser Grundlegung habe ich gezeigt, wie
man durch bestimmte vier Grundoperationen aus gegebenen
Kollektivs neue ableiten kann, deren Verteilungen sich aus denen
der gegebenen rechnen lassen. Es lieB sich nur andeuten, was
wirklich auszufithren Sache eines regelrechten Lehrganges der
Wahrscheinlichkeitsrechnung wire, daB alle Aufgaben aus-
nahmslos als eine entsprechende Kombination der vier Grund-
operationen auffaBbar sind. Der néchste Abschnitt meiner
Ausfiihrungen befate sich mit dem Verhéltnis der neuen Theorie zur
klassischen, die durch die sogenannte ,,a-priori‘‘-Wahrscheinlich-
keitsbestimmung gekennzeichnet wird. Dies fiihrte dann zwang-
liufig zur Besprechung der Gesetze der groBen Zahlen,
die man in der klassischen Theorie gerne als die ,,Briicke‘‘ zwischen
a-priorischer Wahrscheinlichkeit und Haufigkeit bezeichnet,
die sich aber in Wahrheit iiberhaupt nur im Rahmen der Héufig-
keitstheorie als inhaltsvolle Aussagen erweisen. Auf diese Art
ist der Kreis der theoretischen Erérterungen fiir uns geschlossen
und ich will nun versuchen, noch einiges von dem zu skizzieren,
was man als Anwendung der Theorie bezeichnen kann.

Abgrenzung zwischen
Gliicks- und Geschicklichkeitsspielen

Von den Gliicksspielen, die wir bisher immer als einfache
Beispiele von Kollektivs herangezogen haben, soll in Hinkunft
nicht mehr viel die Rede sein. Nur eine, allerdings rein praktische
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Frage sei noch kurz besprochen. In den meisten Landern wird
die offentliche Abhaltung von Gliicksspielen mehr oder weniger
eingeschrinkt oder verboten. Dabei tritt das Bediirfnis auf,
Gliicksspiele gegen andere, dhnliche Spiele abzugrenzen. Die dltere
Strafrechtstheorie half sich da einfach mit der Definition,
Gliicksspiele seien ,,Spiele von aleatorischem Charakter®, eine
Worterklirung schlimmster Art, da sie einen gebriduchlichen
Ausdruck durch einen ungebréuchlichen, aber gelehrt klingenden
ersetzt. Das modernere deutsche Strafrecht sieht von jeder
Definition ab. XKiirzlich wurde in Deutschland durch alle In-
stanzen ein Verwaltungsstreit getrieben um die Frage, ob das
sogenannte Bajazzospiel, bei dem eine zwischen Stiften herab-
fallende Kugel in einen von Hand aus gelenkten Behilter auf-
gefangen werden soll, ein Gliicksspiel sei oder nicht. Wenn auch
nicht in diesem Falle, so liegen doch manchesmal die Verhiltnisse
recht schwierig. Niemand wird bezweifeln, daB die Roulette ein
Gliicksspiel ist, das Schachspiel keines, aber bei jedem Karten-
spiel, in dem doch zumindest die Verteilung der Karten zufalls-
artig erfolgt, ist, wie man sagt, ,,Gliick und Unglick mit im
Spiele®, ohne daB man es deswegen schon als Gliicksspiel bezeich-
net. Offenbar sind da alle Zwischenstufen mdéglich, je nachdem,
wie die zufallsartigen Elemente mit den durch die Spielregeln
an Geschicklichkeit und Kombinationsgabe gestellten Anforde-
rungen sich verbinden. Eine verniinftige Definition wird wohl die
sein: Ein reines Gliicksspiel ist ein solches, bei dem die Gewinst-
aussichten der Spieler, d. s. die relativen Hiufigkeiten der Gewinne
bei fortgesetztem Spiel, von den persénlichen Eigenschaften der
Spieler nicht beeinflut werden. Ob dieses Kriterium im Einzel-
fall zutrifft oder nicht, kann (wenn es sich nicht um einen ganz
automatischen Vorgang handelt, an dem die Spielparteien gar
nicht tétig mitwirken) in letzter Linie nur durch den statistischen
Versuch, d. i. durch eine geniigend lang ausgedehnte Spielreihe
festgestellt werden. KEine ,,a-priorische Entscheidung, d. h.
eine logische Deduktion aus den Spielregeln ist in keinem Falle
mdglich, eine solche Moglichkeit wird nur manchmal vorgetiuscht
dadurch, daB — wie etwa bei der Roulette — allgemeinere Er-
fahrungen unbewuBt zugrunde gelegt werden. Der Standpunkt,
den wir durch unsere Untersuchungen gewonnen haben, wonach
auch beim Wiirfel- oder Roulettespiel die Regellosigkeit der Aus-
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giange ein Erfahrungsergebnis ist, gestattet die vollig einheitliche
Auffassung des ganzen Fragenkomplexes.

Fiir die praktische Aufgabe der Gesetzgebung kommt
iibrigens weniger die Frage des reinen Gliicksspieles in Betracht,
da dann wohl zu wenig ausgeschlossen wiirde. Eine mdgliche
Formulierung wire etwa die folgende: Spielveranstaltungen,
bei denen die relativen Hiufigkeiten der Gewinne, die auf die
einzelnen Mitspielenden nach langer Spieldauer entfallen, durch
die Geschicklichkeit der Spieler gar nicht oder nur unerheblich be-
einfluBt werden, sind verboten (bzw. bediirfen der Genehmigung
usf.). Beim Bajazzospiel erfolgt das Herabfallen der Kugel wohl
zufallsartig, aber die Geschicklichkeit (Geschwindigkeit), mit der
der Spieler den Auffangbecher bewegt, beeinflult in hohem Mage,
wie die Erfahrung lehrt, seine Chancen. Hingegen lége ein reines
Glicksspiel vor, wenn man den Becher, bevor noch die Kugel
zu rollen beginnt, in eine feste Stellung zu bringen hitte, wobei
natiirlich den verschiedenen Auffangstellen verschiedene Gewinst-
quoten zugeordnet werden miiflten.

Marbes ,,Gleichformigkeit in der Welt*

Ich verlasse jetzt das Gebiet der Glicksspiele und wende
mich zu einer Frage, die, an der Grenze zwischen sozialer und
biologischer Statistik stehend, immerhin noch eine nahe Ver-
wandtschaft mit Glicksspielaufgaben aufweist und die vor einigen
Jahren sehr vielfaltig besprochen wurde. Der Wiirzburger Philo-
soph Karl Marbe hat in einem umfassenden Werk ,,Die Gleich-
formigkeit in der Welt‘* eine Theorie entwickelt, zu deren Kenn-
zeichnung am besten folgendes Beispiel dient. Ein Ehemann,
dem viel daran liegt, einen Sohn zu bekommen, sieht unmittel-
bar vor der Niederkunft seiner Frau im Standesregister nach,
ob auf den letzten Seiten mehr Knaben- oder mehr Madchen-
geburten eingetragen sind. Er hilt seine Aussichten fiir giinstig,
da das letztere der Fall ist. Wiahrend man nun im allgemeinen
geneigt sein diirfte, diesen Gedankengang fiir téricht zu erkliren,
sagt Marbe: ,,Unsere statistischen Untersuchungen zeigen,
daB (was man bisher immer iibersehen hat) ein ganz, ganz kleines
Kornchen Wahrheit auch in den Ansichten jenes Vaters steckt.
Gestiitzt wird diese Behauptung auf eine umfangreiche Statistik
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von etwa 200000 Geburtseintragungen in vier bayrischen Stidten,
bei der sich gezeigt hat, daBl nur ein einziges Mal eine Iteration
(d. i. eine ununterbrochene Folge von Geburten gleichen Ge-
schlechtes) der Linge 17 und niemals eine gréBere vorgekommen ist.
Auf einer Beriicksichtigung der langen Iterationen beruhen auch
die meisten Versuche, zu einem ,,Spielsystem‘‘ zu gelangen und
Marbe gibt in seinem Buche tatséichlich an, wie man in Monte
Carlo zuverlissig gewinnen kann.

Das Marbesche Problem, iiber das, wie gesagt, schon viel
geschrieben wurde, ist fiir uns nur soweit von Interesse, als
es die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrifft.
Der Marbesche Gedanke ist offenbar der, daB, wenn einmal
17 Eintragungen ménnlichen Geschlechts vorliegen, mit Sicher-
heit oder zumindest mit groBer Wahrscheinlichkeit eine weibliche
Eintragung zu erwarten steht. FaBt man die aufeinanderfolgenden
Registrierungen, die etwa mit M und F' (masculini und feminini)
bezeichnet seien, als die Ergebnisse eines einfachen Alternativver-
suches wie ,,Kopf oder Adler‘‘ auf, so wiirde aus der zweiten Eigen-
schaftder Kollektivs, ausder,,Regellosigkeit‘‘, folgen,daB auchdann,
wenn man nur die auf 17 M unmittelbar folgenden Eintragungen
allein betrachtet, unter ihnen im Verhiltnis ebenso viele M und F
sich finden miissen wie in der Gesamtheit sémtlicher Eintragungen.
Denn die Heraushebung der auf 17malige M-Eintragung folgenden
Buchstaben bedeutet eine ,,Stellenauswahl‘‘ der frither betrach-
teten Art, durch die ja die relativen Haufigkeiten der Merkmale,
d. i. hier der Zeichen M und F, nicht beeinfluBt werden diirfen.
Somit sehen wir, daB die Frage, die durch die Behauptung
Marbes iiber den ,statistischen Ausgleich® aufgeworfen wird,
dahin miindet: Hat die Folge der Geburtseintragungen mit den
Geschlechtsunterschieden als Merkmalen die Eigenschaften eines
Kollektivs oder nicht? Es ist klar, daB diese Frage nur em-
pirisch, d. h. nur durch die Beobachtung selbst entschieden werden
kann, und daB jeder Versuch, die Lehre vom statistischen Aus-
gleich durch ,,a-priorische oder logische Behauptungen zu ent-
kriften, sinnlos ist. Wir befinden uns hier im iibrigen fast im
Zentrum der Schwierigkeit aller praktischen Statistik, wenn wir
zu untersuchen haben, ob eine bestimmte statistische Aufnahme
als Kollektiv aufgefaBt werden kann oder nicht.
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Erledigung des Marbeschen Problems

Zur Entscheidung der empirischen Frage ist nun zunéchst
zu sagen, daf3 Marbe jedenfalls trotz des ungeheuren Umfanges
seiner Statistik unmittelbar keinen stichhaltigen Grund fiir
seine Behauptung beibringen kann. Denn wenn eine Iteration
der Linge 17 nur einmal vorgekommen ist, so hat er auch nur
ein einziges Mal den ,,Versuch‘‘ gemacht, der lehren kann, was auf
17 gleiche Eintragungen folgt; mit anderen Worten, durch seine
Stellenauswahl ist iiberhaupt nur ein einziges Element ausgewihlt
worden, wahrend eine verniinftige Behauptung iiber die Ver-
héltnisse in der ausgewahlten Teilfolge erst moglich ist, sobald
diese selbst einen angemessenen Umfang besitzt. Andererseits
folgt aus diesem Tatbestand auch nichts gegen Marbe, und wenn
wir nicht die Méglichkeit anderer SchluBweise hitten, kénnten
wir nicht viel iiber die Berechtigung seiner Behauptung sagen.
Aber die Grundoperationen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die
wir kennen gelernt haben, gestatten es, aus dem als gegeben
vorausgesetzten einfachen Kollektiv mit den Merkmalen M und F
und der ungefihren Verteilung 0,5 : 0,5 ein neues abzuleiten,
dessen Element eine Serie von » Versuchen ist und dessen Ver-
teilung die Frage beantwortet: Wie gro8 ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB in einer Serie von n Versuchen genau x Iterationen
der Liange m vorkommen? Setzen wir in die Formel, die als
Resultat der Rechnung erscheint, z. B. m = 17 und x =1 ein,
so erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl eine Iteration
von der Léinge 17 auftritt, wie sie im Marbeschen Fall wirklich
beobachtet wurde. Anderseits kénnen wir mit m = 18 und z = 0
berechnen, wie groB die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB keine
18-Iteration vorkommt. Das entscheidende Beobachtungsergebnis,
das Marbe zu seinen Behauptungen fithrte, war ja eben, daB
einmal 17 gleiche Eintragungen hintereinander vorlagen, aber
keinmal 18. Wenn wir zeigen konnen, daBl diese Verhiltnisse
nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorauszusehen waren, so
ist damit ein starkes Argument dafiir gewonnen, dafl die Geburts-
eintragungen die Voraussetzungen, denen ein Kollektiv geniigen
muf}, erfiillen.

Rechnet man die genannten GroBen tatséchlich aus fiir
ein n = 49152, entsprechend den vier von Marbe untersuchten
Serien, so findet man z. B. fiir die 17-Iterationen: Wahrschein-
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lichkeit einmaligen Auftretens gleich 0,16, mehrmaligen Auf-
tretens 0,02, Wahrscheinlichkeit keiner 17-Iteration 0,82. Da
nun von den vier Serien eine eine Iteriaton der Lange 17 auf-
wies, die anderen keine, so liegt zumindest kein Widerspruch
zwischen Rechnungs- und Beobachtungsresultat vor. Fir die
Tterationslinge m = 18 ergibt die Rechnung die Wahrschein-
lichkeit 0,91 dafiir, daB keine vorkommt, und tatsichlich hat sich
in den vier Stidten keine gezeigt. Es ist hier nicht der Ort, im
einzelnen durch Anfihrung aller rechnungsméBigen Ergebnisse
und ihre Gegeniiberstellung mit der Beobachtung nachzuweisen,
daB in der Tat vollstindige Ubereinstimmung zwischen den
Folgerungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und den Eigen-
schaften der von Marbe erhobenen Statistik besteht. Dies habe
ich bei fritherer Gelegenheit an anderer Stelle ausgefiihrt.

Jeder, der Interesse fiir die Grundfragen der Wahrscheinlich-
keitslehre besitzt, wird Marbe Dank wissen fiir die ErschlieBung und
sorgfiltige Durcharbeitung des groBen statistischen Materials,
durch das zum erstenmal in zuverldssiger Weise ein derart um-
fangreiches, nicht dem Gebiet der Gliicksspiele angehérendes
Beispiel eines Kollektivs der wissenschaftlichen Untersuchung
zuginglich gemacht wurde. Was freilich die praktischen SchluB-
folgerungen betrifft, so gelangen wir zu den dem Marbeschen
Standpunkt gerade entgegengesetzten. Denn die festgestellte
Ubereinstimmung zwischen den auf dem XKollektivbegriff auf-
gebauten Berechnungen und der Beobachtung kann nur dahin
fithren, anzunehmen, daB die Folge der Geburtseintragungen
alle Eigenschaften eines Kollektivs besitzt, also auch
der Forderung der Regellosigkeit geniigt. Darnach wiirden unter
allen auf ménnlichen Nachwuchs bedachten Vitern, die im Laufe
der Zeit in die allerdings seltene Lage kommen, gerade nach
17 weiblichen Eintragungen einem Familienzuwachs entgegen-
zusehen, ebenso viele gliickliche wie enttduschte sich finden:
ungefahr die Hélfte von ihnen wird zu einem achtzehnten
»F* die Veranlassung geben und nur die andere Halfte wird
durch ein ,,M‘ die Iteration abbrechen.

Knduelungstheorie und Gesetz der Serie

Ein merkwiirdiges Gegenstiick zu der Marbeschen Lehre
vom statistischen Ausgleich bildet die ebenfalls von einem
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Philosophen herriihrende ,, Knduelungstheorie’ von Ster-
zinger, die der Biologe Paul Kammerer zu einer wissenschaft-
lichen Begriindung des viel verbreiteten Glaubens an ein ,,Gesetz
der Serie“ benutzt hat. Ein Ungliick komme selten allein, meint
der Volksmund, und nach Kammerer miilite das gleiche auch
fir die Gliicksfalle gelten. Sucht man dem ,,Gesetz der Serie®
einen priziseren Ausdruck zu geben, so kann man nur sagen:
Kurze Iterationen gleicher Versuchsausginge kommen unerwartet
oft vor, angeblich 6fter, als es der wahrscheinlichkeitstheoretischen
Berechnung entspricht. Sterzinger beobachtet z. B. die Auf-
einanderfolge der Zeitintervalle, in denen die Kunden einen
Laden betreten. Wenn im Durchschnitt 30 Kunden auf eine
Stunde entfallen, gibt es doch nur selten einen Zeitraum von zwei
Minuten, in dem genau ein Kunde eintritt; viel 6fter bleibt ein
Zweiminutenintervall leer oder es erscheinen zwei oder mehr
Kunden. Aus derartigen Beobachtungen zieht Sterzinger
weitgehende Folgerungen fiir die gesamte Naturauffassung,
vor allem sieht er in ihnen eine Widerlegung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Unser Standpunkt demgegeniiber ergibt sich
ungezwungen aus allem bisher Gesagten. Selbstverstindlich
gibt es auch Erscheinungen, fiir welche die Zufallsgesetze nicht
gelten, d. h. es gibt Wiederholungsvorginge, die Kollektivs
sind, und solche, die es nicht sind. Welcher von beiden Fillen
vorliegt, kann nur die genaue Analyse der Beobachtung zeigen;
einer oberflichlichen, rein gefiihlsmaBigen Schitzung kommt
da keine groBe Bedeutung zu. Um eine gerechtfertigte Unter-
scheidung treffen zu kénnen, mufl man vor allem Rechnungsergeb-
nisse kennen, die einen Vergleich mit der Erfahrung gestatten.

Ein solches Ergebnis der rationellen Wahrscheinlichkeitstheorie,
d. h. der Anwendung der von uns wiederholt betrachteten Rechen-
regeln, ist beispielsweise folgendes: Wenn eine Ereignisreihe zu-
fallsartig iiber eine groBe Zeitstrecke so verteilt ist, daBl auf ein
Intervall bestimmter Linge im Durchschnitt ein Ereignis entféllt,
so besteht nur 0,37 Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein beliebig
herausgegriffenes Intervall von dieser Lénge genau ein Ereignis
umfaBt, dagegen 0,63 Wahrscheinlichkeit dafiir, daB entweder
kein oder mehr als ein Ereignis in dem Intervall liegt. Man
konnte also in dem Sterzingerschen Fall nur dann von einer
Kniuelung sprechen, die der Zufallstheorie widerspricht, wenn
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erwiesen wire, daB wirklich mehr als zwei Drittel der Zwei-
minutenstrecken eine von Eins abweichende Kundenzahl auf-
weist. An sich ist das durchaus moglich und wiirde eben nur
besagen, daB diese Erscheinungsfolge nicht unmittelbar als
Kollektiv aufgefaflt werden kann.

Noch ein anderes Beispiel zum Gesetz der Serie! Nach der
Selbstmordstatistik Deutschlands entfdllt in einem Landesteil
von etwa einer Viertelmillion Einwohner durchschnittlich ein
Selbstmord auf jede Woche. Wie oft wird das betreffende Kreis-
blatt eine ,,Serie‘ von drei oder mehr Selbstmorden in einer
Woche zu verzeichnen haben? Die Rechnung ergibt, da8 die
Wahrscheinlichkeit eines mehr als zweimaligen Auftretens des
Ereignisses 0,08 betrigt. Sofern also die Folge der Selbstmorde
die Eigenschaften eines Kollektivs besitzt, muB man durchschnitt-
lich in einem Jahr (52 Wochen mal 0,08 gibt 4,16) vier bis fiinf
Wochen mit ,,Selbstmordserien‘‘ erwarten. Nur wenn der tatsich-
liche Verlauf diese Zahl erheblich iiberschreiten sollte, wire man
berechtigt, aus dieser Beobachtung auf einen inneren Zusammen-
hang der zeitlich benachbarten Falle zu schlieBen. In dem um-
fangreichen Werk von Kammerer iiber das ,,Gesetz der Serie‘
ist in keinem einzigen Beispiel die Unterlage gegeben, die er-
moglichen wiirde, aus der statistischen Aufnahme (die meist
ganz unzureichenden Umfang hat) zu entscheiden, ob der be-
treffende Wiederholungsvorgang ein Kollektiv bildet oder nicht.

Verkettete Vorginge

Anderseits kennt man in der Statistik mannigfache Er-
scheinungsreihen, die sich nicht unmittelbar als Kollektivs auf-
fassen lassen und bei denen man sehr wohl von einem ,,Gesetz der
Serie‘* sprechen konnte. Man tut es wohl nur deshalb nicht, weil
diese Bezeichnung einen Widerspruch gegen die Wahrscheinlich-
keitsrechnung zum Ausdruck bringen soll, wihrend die Vorginge,
die ich im Auge habe, in bester Ubereinstimmung mit ihr stehen.
Ein einfaches Beispiel fiir solche ,,verkettete* Erscheinungen
bilden die Todesfille, die infolge einer bestimmten ansteckenden
Krankheit, etwa der Blattern, eintreten. Es ist von vornherein
klar, daB hier die statistischen Zahlen ganz anders verteilt sein
miissen als etwa in der Selbstmord-Statistik. Der Mathematiker
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G. Pé6lya hat uns kiirzlich gezeigt, wie man dieses Problem mit
den Hilfsmitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung in eleganter
Weise behandeln kann.

Die Todesfille infolge einer bestimmten Todesursache ohne
Ansteckung kann man sich-etwa unter diesem Bild vorstellen: Aus
einer Urne, die teils weille, teils schwarze Kugeln in irgend
einem Mischungsverhiltnis enthélt, wird von Monat zu Monat
fiir jeden Bewohner einmal gezogen; erweist sich seine Kugel als
schwarz, so bedeutet dies Tod. Den verschiedenen Todesursachen
entsprechen verschiedene Mischungsverhiltnisse der schwarzen
und weilen Kugeln in der Urne. Das Bild soll natirlich nur das
besagen, daBl man die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer
bestimmten Zahl X von Todesfillen in einem Monat, also fiir das
Erscheinen dieser Zahl in der Statistik, so berechnen kann wie
die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus einer Urne unter den gegebenen
Verhidltnissen gerade X schwarze Kugeln zu ziehen. Dabei ist
vorausgesetzt, dafl nach jedem Zug die gezogene Kugel zuriick-
gelegt wird, so daf3 die Chancen unverdndert bleiben.

Fiir eine Statistik ,,mit Ansteckung‘ trifft dieses Bild nicht
mehr zu. Hier werden offenbar durch Eintritt eines Todesfalls
die Aussichten, daf} weitere eintreten, verstarkt. Man kann nach
Pélya diesem Umstand in dem Bild — man sagt hiefiir auch oft:
in dem ,,Urnenschema‘ — dadurch Rechnung tragen, daBl man
annimmt: So oft eine schwarze Kugel gezogen ist, wird nicht nur
diese zuriickgelegt, sondern es werden die Kugeln in der Urne um
eine bestimmte Zahl schwarzer Kugeln vermehrt. Auf diese Weise
hat man es nicht mehr mit einem einzigen Ausgangskollektiv zu
tun, sondern mit einer Reihe verschiedener, deren Verteilungen
man aber genau kennt, ndmlich mit Urnen von verschiedenen
Fillungen. Man kann durch gewisse Grundoperationen daraus
ein Endkollektiv ableiten, dessen Element der ganze, etwas ver-
wickelte Vorgang von n aufeinanderfolgenden Ziehungen ist,
wobei n fiir die Zahl der Einwohner gesetzt ist. Pélya zeigt, wie
man durch eine verhdltnisméiBig einfache Formel die Wahrschein-
lichkeiten fiir das Auftreten von 0, von 1, von 2, 3 . . . usf. Todes-
fillen in einem Monat (ndmlich von ebenso viel schwarzen Ziigen
unter insgesamt 7) darstellen kann. Wie gut die Rechnung mit
der Beobachtung stimmt, will ich an folgenden Zahlen der
Schweizer Blattern-Statistik von 1877 bis 1900 klar machen.
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Es wurden, bei einem Durchschnittswert von 5,5 Fillen im Monat,
beobachtet: 100 Monate ohne Todesfall, 39 mit einem, 28 mit zwei,
26 mit drei, 13 mit vier, 3 mit fiinfzehn Todesfillen. Die Theorie
der ,,verketteten'‘ Vorginge lieB folgende Zahlen erwarten: fiir
keinen Todesfall 100,4, fiir 1 bis 4 Todesfalle der Reibe nach
36,3, 23,5, 17,5 und 13,8, und fiir fiinfzehn 3,0. Dagegen wiirde
ohne Beriicksichtigung der Verkettung, wenn man also das ein-
fache Urnenschema mit sofortigem Zuriicklegen der Kugel
zugrunde legt, sich ergeben: Fir keinen Todesfall die Erwartungs-
zahl 1,2, fiir 1 bis 4 Falle die Zahlen 6,5, 17,8, 32,6, 44,9, fiir 15 Fille
die Zahl 0,1. Man erkennt die Uberlegenheit der richtigen Theorie
iiber die primitive. Ohne Rechnung ist aber die Wirkung der
Verkettung, die keineswegs bloB8 im Uberwiegen lingerer
Serien sich auswirkt, nicht leicht zu iibersehen.

Die allgemeine Aufgabe der Statistik

Ich erwihnte schon vorhin, daf uns die von Marbe angeregte
Fragestellung nahe an den Kernpunkt des ganzen statistischen
Problems heranfiihrt, indem sie zu der Untersuchung Veran-
lassung gibt, ob eine bestimmte, durch statistische Aufnahme
gewonnene Zahlenreihe ein Kollektiv bildet oder nicht. Wenn
ich ganz allgemein das Problem formulieren soll, das der wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Betrachtungsweise in der biologischen
und sozialen Statistik erwichst, so mifite ich mich etwa so
ausdriicken. Es liegt ein durch statistische Aufnahmen beschafftes
Zahlenmateriales vor, z. B. die Anzahl der EheschlieBungen in
verschiedenen Teilen Deutschlands in einer Reihe von Jahren;
man stellt sich die Aufgabe, diese Zahlen entweder unmittel-
bar als ein Kollektiv zu erkennen — genauer als den end-
lichen Abschnitt einer unendlichen Zahlenfolge, die die Eigen-
schaften eines Kollektivs besitzt — oder sie irgendwie auf
Kollektivs zuriickzufiihren, sie als aus Kollektivs ent-
standen zu deuten. Ein lehrreiches Beispiel hiefiir haben wir
soeben in der Statistik der verketteten Todesfille kennen gelernt,
wo es moglich war, eine beobachtete Zahlenreihe, die an sich
keine volle ,,Regellosigkeit’* besitzt. also kein Kollektiv bildet,
durch Zuriickfilhrung auf gewisse Kollektivs aufzukliren. An
einzelnen Aufgaben werde ich gleich weiter zeigen, worin die
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Leistung der Wahrscheinlichkeitstheorie in diesem Sinne besteht.
Gestatten Sie mir nur vorher noch, der eben gegebenen Abgrenzung
des Problems der theoretischen Statistik besonderen Nachdruck
zu geben, da ich hierin einen der wichtigsten Punkte meiner Aus-
fithrungen erblicke.

Bei fliichtigem Zusehen mag man einen Widerspruch darin
finden, daB zuerst der Begriff des Kollektivs aus der Betrachtung
statistischer Reihen geschopft wurde — habe ich doch friither
z. B. fir die Definition der Sterbenswahrscheinlichkeit die
Todesfallstatistik herangezogen — und daf hinterher ein Problem
daraus gemacht wird, zu erforschen, ob eine statistische Reihe
ein Kollektiv bildet, bzw. in welcher Weise sie mit Kollektivs
zusammenhingt. Aber auch hier wird, wer in der Methodik
der Naturwissenschaften nur einigermaBen bewandert ist, den
scheinbaren Widerspruch rasch gelost sehen. Wir wissen, da8
die Newtonsche Gravitationstheorie zu der Behauptung fiihrt,
die Bahnen der Planeten um die Sonne seien Ellipsen, und daB
gerade die Keplerschen Beobachtungen der Ellipsengestalt der
Bahnen einen der Ausgangspunkte der Theorie gebildet haben.
Wir wissen aber auch, daB keiner der acht groBen oder der tausend
kleinen Planeten bei seinem Umlauf um die Sonne eine genaue
Ellipse beschreibt und daBl es eben die wesentlichste Aufgabe der
rechnenden Astronomie ist, die beobachteten Bahnen auf die
GesetzmiBigkeiten zuriickzufiihren, die die Newtonsche Theorie
postuliert. Ebenso besitzen wir in der Maxwellschen Theorie
der Elektrizitit einen allgemeinen Rahmen, von dem wir iiber-
zeugt sind, daB er alle elektrischen und magmnetischen Erschei-
nungen (wenn man von denen in sehr rasch bewegten Medien
absieht) umschlieBt. Allein es ist eine groBe, niemals sich er-
schépfende Aufgabe, die einzelnen konkreten Vorginge, wie
sie sich z. B. in einer elektrischen Maschine zeigen, als Auswir-
kungen der einfachen Beziehungen zu deuten, die in den Max-
wellschen Gleichungen zum Ausdruck kommen. Es bedeutet
keinen Einwand gegen Maxwell, daB die sogenannten Gedanken-
experimente, die seinen Begriffshildungen und seinen Gleichungs-
ansitzen zugrunde liegen, keinem in der Natur wirklich nach-
weisbaren Vorgang unmittelbar entsprechen und sich nur
in seltenen Fillen, und dann nur mit einiger Annaherung reali-
siert finden. So glaube ich auch den Einwénden begegnen zu
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kénnen, die dahin gehen, daB die konkrete Statistik niemals auf
Zahlenreihen fiihrt, die unmittelbar und exakt als Kollektivs
erscheinen. Nicht darauf kommt es an, sondern einzig und allein
darauf, was sich mit der auf den abstrakten Kollektivbegriff
aufgebauten Wahrscheinlichkeitstheorie im Bereiche der An-
wendungen anfangen lat. Dazu jetzt einige Beispiele.

Der Gedanke der Lexisschen Dispersionstheorie

Der bekannte Gottinger Nationalokonom W. Lexis hat die
praktische Statistik durch ein Verfahren bereichert, das in sehr
bequemer Weise dazu dienen kann, den Vergleich zwischen einer
statistisch erhobenen Zahlenreihe und einem bestimmten Kollektiv
durchzufithren. Ich will den Lexisschen Gedanken an Hand
einer kleinen statistischen Aufnahme erldutern, wie Sie sie
selbst jederzeit mit geringer Miithe ausfiihren kénnen. Es werde
untersucht, wie oft der Buchstabe ,,a*“ in einem lateinischen
Text, z. B. im Anfang von Caesars ,,Bellum Gallicum‘ vor-
kommt. Nimmt man die ersten 20 Gruppen von je 100 Buch-
staben zum Gegenstand der Untersuchung, so finden sich zwei
Gruppen mit fiinf ,,a“, je drei Gruppen mit sechs, sieben und
acht, wieder zwei Gruppen mit neun, dann eine Gruppe mit zehn,
je zwei mit elf und zwdlf, schlieflich je eine mit dreizehn und
vierzehn ,;a““. Im ganzen sind es 174 ,,a%, also durchschnittlich 8,7
in einer Gruppe. Die Frage, die sich hier aufdringt, ist die:
Wie verhilt sich das Ergebnis, das die statistische Aufnahme
gezeitigt hat, zu dem, was zu erwarten wire, wenn man aus einer
Urne, die Lose mit den 25 Buchstaben des Alphabets in einem
geeigneten Mischungsverhéltnis enthéilt, 20mal je 100 Ziehungen
vollzogen und die in jeder Gruppe von Ziehungen zutage ge-
forderten ,,a'‘ gezéhlt hdtte? Dabei wird man, da sich unter
100 Buchstaben durchschnittlich 8,7 ,,a* gefunden haben, ver-
niinftigerweise annehmen, da8 8,7 v. H. der Lose den Buchstaben
»a'' tragen.

Man konnte, um die Frage zu beantworten, etwa so vorgehen,
daBl man zunichst fiir das Kollektiv, dessen Element hundert-
maliges Ziehen aus der Urne ist, die Verteilung berechnet, d. h. die
Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB unter 100 Buchstaben kein ,,a*,
eines, zwei, drei . .. usf. vorkommen; sodann diese Wahrschein-



Lexissche Dispersionstheorie — Mittelwert und Streuung 113

lichkeiten einzeln mit den tatsédchlichen Haufigkeiten der ver-
schiedenen, beobachteten Wiederholungszahlen des ,,a‘ vergleicht.
Es ergibt sich z. B. die Wahrscheinlichkeit 0,10 fiir sechsmaliges,
0,14 fir achtmaliges Auftreten des ,,a‘‘, so daB bei 20 Versuchen
20.0,10 = 2mal die Wiederholungszahl 6 und 20.0,14 = 2,8,
also 2- bis 3mal die Wiederholungszahl 8 ,,zu erwarten‘ wire.
Tatséchlich ist die Sechs sowohl wie die Acht dreimal beobachtet
worden. Es ist nicht leicht, hier von Ubereinstimmung oder von
Widerspruch zu reden, besonders da die Gesamtheit aller mégli-
chen Wiederholungszahlen (die von O bis 100 laufen) zugleich
beriicksichtigt werden miite. Man empfindet das Bediirfnis
nach einem konkreten MaBstab zur Beurteilung der Uber-
einstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung, nach einem
MafBstab, der in gewissem Sinne einen Durchschnitt aus dem
bildet, was sich einzeln fiir die verschiedenen Wiederholungszahlen
ergibt. Die Lexissche Theorie besteht gerade darin, einen solchen
MaBstab zu liefern; sie gibt in Gestalt einer einzigen Zahl ein
Kriterium fiir den Grad der Ubereinstimmung bzw.
Nicht-Ubereinstimmung der Beobachtung mit dem, was der Ver-
gleich mit dem Kollektiv erwarten liSt.

Mittelwert und Streuung

Um zu dem Lexisschen Kriterium zu gelangen, mu8 ich
zuniichst erkliren, was man unter der ,,Streuung* einer Zahlen-
reihe versteht. DaBl man durch Addition der simtlichen Einzel-
werte und Division der Summe durch die Anzahl der Summanden
den ,,Durchschnittswert’‘ erhdlt, kann ich als bekannt voraus-
setzen. In unserem Beispiel lagen die 20 Einzelwerte zwischen 5
und 14, der Durchschnitt berechnete sich zu 8,7. Wenn wir nun
die Differenz ausrechnen, die zwischen je einem Einzelwert und
dem Durchschnitt besteht, so bekommen wir eine neue Zahlen-
reihe, und zwar eine solche von teils positiven, teils negativen
Zahlen. Dem dreimaligen Auftreten der Anzahl 7 z. B. ent-
sprechen jetzt drei negative Differenzbetrige — 1,7, dem zwei-
maligen Auftreten von 11 die zweimaligen positiven Differenzen
2,3 usf. Es folgt aus der Art, wie der Durchschnitt berechnet
wurde, daB die Summe aller dieser positiven und negativen Diffe-
renzen Null ergibt, d. h. daB die positiven und negativen sich

Mises, Wahrscheinlichkeit 8
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aufheben. Nach der Zusammenstellung, die ich oben gegeben
habe, liegen vor:

2mal die Differenzen — 3,7

e3 , ’ —2,7, — 1,7, — 0,7
w 2 4 ’ 0,3

1., ., ” 1,3
e2 , . ’s 2,3 und 3,3

1., . ) 43 ,, 5,3

Die Summe der negativen Differenzbetridge ergibt sich, wie
man sieht zu 2.3,74+3.(2,74+ 1,74+ 0,7) = 74 4+ 15,3 = 22,7
und ebenso groB ist die der positiven. Man erkennt daraus,
daB es nicht moglich wire, durch Summieren der Abwejchungen
der Einzelwerte vom Durchschnittswert ein Ma8 der ,,Streuung‘,
der Ungleichférmigkeit der Ergebnisse, zu erhalten. Ein solches
kann man aber in einfacher Weise finden, wenn man die einzelnen,
positiven oder negativen Differenzen ins Quadrat erhebt und den
Durchschnitt dieser, notwendig positiven, Quadratzahlen bildet.
So wird in der Tat als das arithmetische Mittel aus den ins
Quadrat erhobenen Abweichungen die Streuung einer
Zahlenreihe iiblicherweise definiert. Es ist klar, daB diese GroBe
um so kleiner ist, je enger die Einzelwerte beim Durchschnitts-
wert liegen und daB sie dann, und nur dann, gleich Null wird
wenn alle Einzelwerte untereinander und daher auch mit dem
Durchschnittswert zusammenfallen. In unserem Beispiel haben
wir zweimal das Quadrat von — 3,7, also 2. 13,69 = 27,38, je
dreimal die Quadrate von — 2,7, — 1,7 und — 0,7, also 3 . (7,29 +
+ 2,89 +- 0,49) = 3. 10,67 = 32,01 zu nehmen usf. Im ganzen
ergibt sich die Quadratsumme zu 140,20 und nach Division
durch 20 ihr Durchschnittswert, also die Streuung, zu 7,01.

Vergleich der tatsichlichen und der zu erwartenden
Streuung

Lexis vergleicht nun die derart berechnete Streuung der
empirisch gefundenen Zahlenreihe mit einer bestimmten GréBe, zu
der die wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchung, ausgehend
von dem schon vorhin erwithnten Kollektiv, fiihrt. Denkt man sich
aus einer Urne, die unter 1000 Losen 87 mit ,,a‘‘ bezeichnete ent-
hilt, je 100 Ziehungen ausgefiihrt, so kann man die Zahl der ge-
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zogenen ,,a‘ als Merkmal eines (aus den 100 Ziehungen be-
stehenden) Elementes ansehen. Man kann aber dann weiter durch
die Operation der ,,Verbindung* 20 solcher Elemente zu einem
neuen Element oder richtiger zum Element eines neuen Kollektivs
zusammenfassen. Das Merkmal des Elementes innerhalb - des
durch 20fache Verbindung entstandenen Xollektivs kann
jede GréBe bilden, die durch die 20 Gruppen von Ziehungen be-
stimmt wird, also z. B. auch die Streuung der 20 Anzahlen von
,»a'-Ergebnissen. Durch wiederholte Anwendung der Rechen-
regeln, die wir frither betrachtet haben, gelingt es, die Verteilung
innerhalb des neuen Xollektivs, also die Wahrscheinlichkeit
jedes moglichen Streuungswertes, zu ermitteln. So kdnnte man
z. B. ausrechnen, wie groB3 die Wahrscheinlichkeit ist, gerade die
Streuung 7,01 zu erhalten. Angemessener aber erscheint folgender
Gedankengang.

Wenn man innerhalb eines Kollektivs mit mehrfachen
Ausgangsmoglichkeiten oder Merkmalwerten jeden dieser Werte
mit der Wahrscheinlichkeit seines Eintreffens multipliziert und
die Produkte addiert, so erhilt man eine Zahl, die man mit
Recht als den ,,Erwartungswert des Merkmals, manchmal auch
mit einem etwas romantischen Namen als ,,mathematische
Hoffnung“ bezeichnet. Wer etwa in einem Gliicksspiel 20 v. H.
Wahrscheinlichkeit hat, 10 M zu gewinnen, 30 v. H. Wahrschein-
lichkeit, 20 M zu erhalten, wihrend er in 50 v. H. der Fille auf
keinen Gewinn rechnen kann, der wird als ,,Erwartungswert
ansehen: 0,20.10+4 0,30.20 =8 M. Die Bedeutung des Er-
wartungswertes ist natirlich die, daB er den Gewinn (bzw. den
Merkmalwert) darstellt, der bei unbeschrinkt fortgesetzter Spiel-
folge im Durchschnitt auf das einzelne Spiel entfillt. Die
Algebra lehrt, wie man gerade in dem von uns ins Auge gefalten
Fall eines durch wiederholte Verbindung gebildeten Kollektivs den
Erwartungswert des Merkmals in einfacher Weise bestimmen kann.
Bezeichnet n die Anzahl der Gruppen (in unserem Fall 20),
z die Zahl der Spiele in einer Gruppe (in unserem Fall 100), endlich
p die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ergebnisses innerhalb
eines Spieles (in unserem Fall 87 : 1000 = 0,087), so ist der
Erwartungswert der Streuung durch die Formel gegeben

n—1
n

zp (1—p).

8%
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Wie man im einzelnen diese Formel ableitet, kann hier unerértert
bleiben; es ist das eine rein formal-mathematische Angelegenheit,
die mit den begrifflichen Grundlagen der Theorie nichts zu tun
hat. Setzt man n = 20, z= 100, p = 0,087 in die Formel ein,
so erhilt man als den Erwartungswert der Streuung

19 19
3o - 100.0,087. (1 —0,087) = 55- . 8,7.0,913 = 7,55.
Diese Zahl gibt nach dem eben Gesagten an, wie gro im Durch-
schnitt die Streuung ist, wenn man unendlich oft je 20 Gruppen
von 100 Ziehungen ausfiithrt. Lexis stellt diesen theoretischen
Wert der wirklich beobachteten Streuung gegeniiber (in unserem
Fall 7,01) und sieht in dem Quotienten der zweiten Zahl durch die
erste den gesuchten MaBstab fiir die Beurteilung der Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung. In unserem Fall ist
7,01:7,66 = 0,928 nicht viel von 1 verschieden. Darin er-
blicken wir mit Lexis eine Bestdtigung fiir die Annahme,
daB das Auftreten des Buchstaben ,,a‘‘ im laufenden Prosatext des
lateinischen Schriftstellers sich im groBen ganzen ,,zufallsartig*‘ ver-
hilt, den GesetzmiBigkeiten eines Kollektivs annihernd folgt.
Nicht jede Zahlenreihe, die von einer statistischen Aufnahme
geliefert wird, weist eine solche Ubereinstimmung zwischen der
tatsdchlichen Streuung und dem Erwartungswert der Streuung
auf, und der Unterschied, der sich zwischen den beiden Zahlen
in vielen Féllen ergibt, ist ein bemerkenswertes Kriterium fiir
die Natur des untersuchten Zahlenmaterials. Die Theorie liefert
mannigfache Anhaltspunkte dafiir, worauf eine etwaige Ab-
weichung, eine ,,Divergenz in der Dispersion, wie Lexis sagt,
zuriickzufiihren ist. Hierzu zwei kurze Andeutungen.

Geschlechtsverhaltnis der Neugeborenen

Einen viel durchforschten Gegenstand statistischer Unter-
suchung bildet das Geschlechtsverhdltnis der neugeborenen
Kinder. In den 24 Monaten der Jahre 1908 und 1909 sind in Wien
insgesamt 93661 Kinder lebend zur Welt gekommen, also durch-
schnittlich 93661 : 24 = 3903 in einem Monat. Hievon waren
48172 oder durchschnittlich 2007 minnlichen Geschlechtes,
so daB der Knabenanteil oder die ,,Knabenquote‘ fiir den ganzen
Zeitraum 48172 : 93661 = 0,51433 betrigt. Bildet man fiir die
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einzelnen Monate die Quotienten: Knabenzahl durch gesamte
Geburtenzahl, so schwanken die Zahlen zwischen 0,4904 im Mirz
1909 und 0,5275 im August des gleichen Jahres. Der Reihe nach
betragen die Knabenquoten:

0,5223, 0,5125, 0,5141, 0,5246, 0,5126, 0,5136, 0,5187, 0,5213,
0,5105, 0,5203, 0,5124, 0,5141; 0,5143, 0,5093, 0,4904, 0,5097,
0,5140, 0,5089, 0,5129, 0,5275, 0,5178, 0,5130, 0,5177, 0,5027.

Der Durchschnitt dieser Zahlen ist, wie man leicht ausrechnet,
0,51397, ihre Streuung, die in der vorhin angegebenen Weise zu
berechnen ist, betrigt 0,0000533. Im Sinne der Lexisschen
Theorie fragen wir nun nach dem Erwartungswert der Streuung,
die als Merkmal innerhalb eines Kollektivs mit folgendem Element
erscheint: 24malige Wiederholung einer Gruppe von 3903 Zie-
hungen aus einer Urne, die unter 1000 Losen rund 514 mit ,, M
(masculinum) bezeichnete enthélt. Die Formel, die hier gilt,
ist von der eben angefiihrten nur deshalb etwas verschieden,
weil wir jetzt nicht die Ereigniszahlen (d. i. die Anzahlen der
Knabengeburten) selbst, bzw. ihre Streuung, sondern die Relativ-
zahlen (Knabenquoten) als Merkmale verwandt haben. Dies
hat zur Folge, daBl der Faktor z in der Formel aus dem Zihler
in den Nenner riickt, so da

n—1 1
w c7P(1—p)

zu nehmen ist, mit n = 24, z = 3903, p = 0,514. Die Ausrechnung
ergibt

23 0,5614. 0,486

24 3903  — 0,0000613.
Diese Zahl ist, wie man sieht, im Verhéltnis 613 :533 = 1,15
zu groB gegeniiber dem tatséichlichen Ergebnis der Statistik.
Im allgemeinen findet man bei Untersuchungen iiber die Knaben-
quote bessere Ubereinstimmung und man wird daher hier nach
einer Erklirung der ziemlich stark ,,unternormalen® Streuung
suchen. Eine solche findet sich in der Tat leicht unter Zuhilfe-
nahme weiterer wahrscheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen.
Legt man nimlich der Rechnung statt des bisher betrachteten
Kollektivs, dessen Elemente je 24 Gruppen von je 3903 Ziehungen
aus einer und derselben Urne waren, ein etwas komplizierteres
zugrunde, bei dem fiir jede Gruppe von 3903 Ziehungen (bzw.
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ebensoviel Geburten) mehrere Urnen mit verschiedenen Mischungs-
verhiltnissen (Bevolkerungsteile mit verschiedenen Knaben-
quoten) zur Verfiigung stehen, so zeigt sich — auf Grund eines
bekannten algebraischen Satzes —, daB der Erwartungswert
der Streuung dadurch kleiner wird. Es liegt nun nahe an-
zunehimen, daB die Knabenquote der Lebendgeborenen eine
Eigenschaft der Rasse oder des Volksstammes ist und da8 dem-
gemaB in einem Bevolkerungskreis, der eine gewisse Rassen-
mischung aufweist, eine geringere Streuung erwartet werden
muB als in einer vollig ungemischten Bevolkerung. Man wird es
nicht unplausibel finden, daBl diese Erklérung fiir das Beispiel
der Geburtenverhéltnisse in Wien angenommen wird.

Todesfallsstatistik mit iibernormaler Streuung

Viel héufiger als mit solchen Fillen einer gegeniiber der
theoretisch berechneten zu geringen Streuung hat man es in
dey praktischen Statistik mit Zablenreihen zu tun, die das Ma8
der ,,erwartungsméaBigen‘‘ Streuung beiweitem iibertreffen. Sehen
wir uns z. B. die Todesfallsstatistik des Deutschen Reiches in
dem zehnjéhrigen Zeitraum von 1877 bis 1886 an, in dem kaum
bemerkenswerte #duBere Ereignisse die Gleichformigkeit der
Lebenshaltung stérten, an. Die folgende kleine Tafel gibt in der
zweiten Spalte die Zahl der in jedem Jahr eingetretenen Todes-
falle, daneben in der dritten die auf 1000 Einwohner entfallende
Anzahl. Es starben

im Jahre 1877 insgesamt 1223156, auf je 1000 Einwohner 28,0

., 1878 , 1228607, ,, ,, 1000 . 218
., 1879 , 1214643, ,, , 1000 . 21,2
., 1880 , 1241126, ,, ,, 1000 . 215
., 1881 , 1222928, . 1000 . 269
., 1882 . 1244006, ,, ,, 1000 . 272
., 1883 . 1256177, ,, ,, 1000 I
. 1884 . 1271859, . , 1000 . 214
w1885 , 1268452, ,, ,, 1000 . 212
» ., 1886 . 1302103, , ,, 1000 . 216

Wer ohne alle Kenntnisse in der mathematischen Statistik diese
Zahlen, namentlich die letzte Spalte der relativen Anzahlen



Todesfallsstatistik — Solidaritdt der Fille 119

ansieht, wird sich gewi iiber ihre Gleichférmigkeit wundern.
Altere Schriftsteller wissen sich gar nicht genug vor Staunen
dariiber, wie auBerordentlich ,,stabil“ die menschlichen Ver-
hiltnisse in der Statistik erscheinen. Rechnet man aber nach,
wie groB hier die Streuung tatséchlich ist und vergleicht sie im
Sinne der Lexisschen Theorie mit ihrem Erwartungswert,
so kommt man zu einem ganz anderen Ergebnis. Das arithmetische
Mittel der zehn Sterblichkeitszahlen findet sich gleich 27,41
auf 1000, oder als Dezimalbruch geschrieben gleich 0,02741.
Bestimmt man jetzt die Abweichungen der einzelnen Beob-
achtungswerte vom Mittelwert und quadriert sie, also beispiels-
weise fiirs erste Jahr: 0,028 — 0,02741 = 0,00059, 0,000592 =
= 0,0000003481 und bildet dann den Mittelwert der so gefundenen
zehn Quadratzahlen, so hat man die Streuung gleich 0,0000000949.
Diese Zahl scheint ja nun freilich recht klein zu sein. Aber die
Formel von 8. 117 fir den Erwartungswert der Streuung gibt
noch viel weniger, da die im Nenner stehende Zahl z jetzt so
groB ist. Offenbar hat man fir » den Wert 10, fir p die GroSe
0,02741 einzusetzen und fiir z die Zahl der ,,Versuche‘‘ innerhalb
jeder der zehn Gruppen von Beobachtungen, also die Bevolkerungse.
zahl des Deutschen Reiches, die in den Jahren 1877 bis 1886
rund 45 Millionen betrug. Die Ausrechnung ergibt

9 0,02741.0,97259
10 45000000  — 0-000000000533,

d. i. eine im Verhiltnis 949 : 5,33 = 177mal kleinere Zahl als
die beobachtete. Die tatsichliche Streuung der Sterblichkeits-
zahlen iibertrifft demnach ihren Erwartungswert beinahe um das
Zweihundertfache! Wie ist dies zu erkldren ?

Solidaritat der Falle

Uberlegen wir einmal, was fiir ein Kollektiv es ist, mit dem
die Lexissche Theorie den Ablauf der Jahressterblichkeit ver-
gleicht. Sein Element besteht aus der zehnmaligen Wieder-
holung einer Gruppe von 45 Millionen Ziehungen aus einer Urne,
die, wie wir sagen konnen, unter 10000 Losen 274 ,,schwarze*
und 9726 ,,weiBe‘‘ Lose enthdlt. Wenn zu Beginn jedes Jahres
jeder Einwohner Deutschlands vor eine Urne dieser Art kime
und sein Lebens- oder Todeslos daraus zu ziehen hatte (selbst-
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verstindlich wird nach jedem Zug das Los zuriickgelegt, damit
das Mischungsverhiltnis unverdndert bleibt), so miilte man er-
warten, da8 die Sterblichkeit in zehn Jahren eine 177 mal kleinere
Streuung aufweist, als sie tatsachlich beobachtet wurde. Nun ist
es klar, daB dieses Bild das Spiel von Leben und Tod der Menschen
nur sehr unvollkommen wiedergibt. Schon die einfachste Erfah-
rung lehrt, daB es viele Erscheinungen gibt, die solidarisch als
Todesursachen fiir eine Vielheit von Menschen wirken, z. B.
schlechter Witterungsverlauf in einem Winter- oder Sommer-
monat, ungiinstige Gestaltung der Wirtschaftslage in einem Teil-
gebiet des Landes, eine endemische Erkrankung usf. Man wird
also den wirklichen Verhéltnissen viel niher kommen, wenn man
annimmt, daB nicht jeder einzelne von den 45 Millionen Ein-
wohnern, unabhéngig von allen anderen, sein Los zieht, sondern
eine geringere Anzahl von ,,Repridsentanten’’ je fiir eine ganze
Gruppe an die Urne herantritt und das Schicksal befragt. Nach
der Formel von 8. 117 wird der Erwartungswert der Streuung in
demselben MaB3 vergréBert, in dem die Zahl z der unabhingigen
Einzelfdlle innerhalb einer Gruppe vermindert wird. Wir be-
kimen somit volle Ubereinstimmung zwischen Beobachtung
und Erwartung, wenn wir annehmen wollten, daB8 fir je 177
Bewohner des Deutschen Reiches ein gemeinsames Los ge-
zogen wird, das iiber Leben oder Tod der simtlichen 177 ent-
scheidet.

Wesentliche Schwankungskomponente

Ob man diese Erklirung stark iibernormaler Streuung
durch ,,Solidaritét“ der Ereignisse in einem konkreten Fall als
zutreffend gelten lassen kann, héngt noch von weiteren Unter-
suchungen ab. Vor allem wird man verlangen miissen, daB
der einmal aus einer Beobachtungsreihe errechnete Umfang der
Solidaritétsgruppe einigermafen erhalten bleibt, wenn man
andere analoge Reihen, etwa die Sterblichkeitszahlen eines zweiten
Jahrzehnts ins Auge faflt. Das stimmt nun gerade bei dem hier
von mir herangezogenen Beispiel der Gesamtsterblichkeit aller
Einwohner nur sehr schlecht. Ich will mich nicht mit der Be-
sprechung anderer Zahlenreihen, fiir die die Erklirung besser
zutrifft, aufhalten, sondern lieber die Frage erértern, in welcher
Richtung man sonst noch eine theoretische Begriindung fiir das
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Auftreten wesentlich das ErwartungsmaB iibersteigender Streuung
suchen kann. Man verdankt den Arbeiten von L. v. Bortkiewicz
wertvolle Aufklarung iiber diese Verhéltnisse.

Wenn man die Todesfallsstatistik fiir eine Reihe von Jahren
betrachtet, so liegt es nahe anzunehmen, daB die Sterbens-
wahrscheinlichkeit von Jahr zu Jahr wechselt, daB also, um
im fritheren Bilde zu bleiben, das Mischungsverhiltnis der
schwarzen und weien Lose in der Urne jedes Jahr ein anderes
ist. Nimmt man etwa an, daB im Jahre 1877 die Sterbens-
wahrscheinlichkeit 0,0280, im darauffolgenden 0,0278 usw. bestand,
8o kommt man zu dem Schlufl, daB in jedem Jahr genau das
geschah, was erwartet werden mufBte. Allein damit gewinnt man
keinerlei verniinftige Einsicht in die Dinge: allzugroBe Freiheit
in den Prémissen nimmt den SchluBfolgerungen jeden Wert,
beraubt die Theorie jeglichen Inhalts. Erst wenn wir von einer
anderen Seite her auf dieselben Schwankungen der Sterblichkeits-
wahrscheinlichkeit gefiihrt wiirden, kénnten wir in ihrer An-
nahme eine Erklarung des Tatbestandes sehen. Es laBt sich nun
wirklich in dieser Richtung etwas erreichen, wenn man nur die
wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchung einen Schritt weiter
treibt. Betrachtet man namlich das Kollektiv, dessen Element,
wie frither, die Zusammenfassung von = Gruppen von je
z Ziehungen ist, wobei aber jetzt fiir jede Gruppe eine neue Urne
mit einem neuen Mischungsverhéltnis benutzt wird, so ergibt
sich rechnungsgeméf3 der Erwartungswert der Streuung derart,
daB zu der Formel von S. 117 noch ein bestimmtes positives Zu-
satzglied, noch ein Summand, hinzutritt. Dieser Summand,
der oft als die ,,wesentliche Schwankungskomponente‘* bezeichnet
wird, ist — wie die Rechnung zeigt — nichts anderes als die
Streuungsgrofe, die man aus den n Mischungsverhéltnissen der
einzelnen Urnen unmittelbar bilden kann, indem man ndmlich
zu diesen, untereinander verschiedenen Zahlen den Mittelwert
rechnet, dann die Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert,
deren Quadrate usf. Die Einzelheiten sind dabei gar nicht wichtig,
entscheidend ist nur, daB, was zu dem frither nach der Formel
von S.117 errechneten Ausdruck hinzukommt, ein Betrag ist,
der nicht von der Zahl z der Einzelbeobachtungen, also der Zie-
hungen innerhalb einer Gruppe (bzw. der Bevélkerungszahl),
abhingt, sondern nur allein von den Ungleichheiten, von den
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Schwankungen der Wahrscheinlichkeit von Gruppe zu Gruppe
(von Jahr zu Jahr). Damit gewinnt man eine Handhabe, um
die Richtigkeit der erweiterten Lexisschen Theorie, d. h. die
Zulassigkeit des Vergleiches der untersuchten statistischen Reihe
mit dem Kollektiv, das von den Ziehungen aus # verschiedenen
Urnen gebildet wird, zu tberpriifen.

Man wird verniinftigerweise annehmen miissen, dafl, wenn
die Sterbenswahrscheinlichkeit im ganzen Reich von Jahr zu
Jahr schwankt, etwa infolge wechselnder wirtschaftlicher oder
klimatischer Verhiltnisse, diese Schwankungen ungefihr in
gleichem Mafle in den einzelnen gréBeren Landesteilen zur Geltung
kommen. Da nun, wie wir sagten, das Zusatzglied zu dem
Erwartungswert der Streuung von der Bevolkerungszahl des
Landes unabhiingig ist, muf es in gleicher GréBe bei der Statistik
des ganzen Reiches wie der eines Teiles in Erscheinung treten.
Dies liefert eine Kontrolle der Theorie. Man braucht nur den
fiir das Gesamtreich giiltigen Zahlen die fiir einen Teilbereich,
z. B. einen Bundesstaat, ermittelten gegeniiberzustellen. Es muf}
dann, wenn die Annahme richtig war, daB8 die ,,ibernormale
Dispersion“ von den Verdnderungen der Sterbenswahrscheinlich-
keit herrithrt, der UberschuB der beobachteten Streuung iiber
die nach der Formel von S. 117 errechnete in beiden Fillen, fiir
das ganze Reich wie fiir den Einzelstaat, ungefihr gleich gro8 sein.

Selbstmordstatistik

Ich will dies an einem Beispiel erldutern, das L. v. Bort-
kiewicz sorgfiltig durchgearbeitet hat, an der Selbstmord-
statistik Deutschlands fiir das Jahrzehnt 1902 bis 1911. (Bei der
Untersuchung der allgemeinen Sterblichkeit kommen noch be-
stimmte andere Gesichtspunkte in Betracht, die durch das Schlag-
wort: fortschreitende Verminderung der Sterblichkeit infolge
Fortschritts der Hygiene, gekennzeichnet werden.) In den ge-
nannten Jahren entfielen im Deutschen Reich auf je eine Million
Einwohner durchschnittlich 213,9 Selbstmorde jihrlich. Im
einzelnen lagen die Zahlen zwischen 204 und 223 pro Million,
also als Dezimalbriiche geschrieben, zwischen 0,000204 und
0,000223. Die Streuung, die sich aus den zehn Zahlen in der
schon wiederholt beschriebenen Weise, durch Aufsuchung des
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Mittels, der Einzelabweichungen und ihrer Quadrate errechnet,
betragt 30,9 Billionstel oder, wie wir zur Abkiirzung, um die
zehn Nullen hinter dem Komma zu sparen, schreiben wollen,
30,9. 1072, Der Erwartungswert der Streuung findet sich dagegen
nach der Formel, wenn fiir z die Einwohnerzahl des Reiches mit
61,6 Millionen, fir » der Wert 10, fiir p der eben angegebene
Durchschnittswert 0,0002139 eingesetzt wird, nur zu 3,12 . 10712,
also fast zehnmal kleiner als der beobachtete Wert. Wir stellen
nun diesem Tatbestand die Zahlen gegeniiber, die fiir das GroB-
herzogtum Baden ermittelt wurden, einem Teilgebiet des ganzen
Reiches, in dem die Verhiltnisse hinsichtlich der Selbstmorde
denen im Reich sehr dhnlich waren. Es lagen hier die jihrlichen
Anzahlen zwischen 193 und 225 pro Million, ihr Mittelwert betrug
214,9 und die tatsichliche Streuung rechnet sich zu 126,3 . 1012,
mehr als viermal so groB als fiir das Gesamtreich. Andererseits
ergibt die Formel fiir den Erwartungswert der Streuung, da die
Einwohnerzahl Badens mit 2,04 Millionen nur etwa ein DreiBigstel
der des Reiches ausmachte, einen ungefihr dreiBigmal so groBen
Wert, genau (wenn n =10, 2= 2,04.10%° und p = 0,0002149
eingesetzt wird) 94,8 . 1072, Hier betrigt somit die beobachtete
Streuung nur etwa ¢/;mal soviel als die erwartungsmiBige.

Bilden wir aber die beiden Differenzen zwischen tatsichlicher
und berechneter Streuung, so haben wir im ersten Fall, fir das
ganze Reich 30,9 — 3,12, also rund 28.1071? im zweiten fiir
Baden 126,3 — 94,8, also rund 31.10~'2, Man sieht, daBB diese
Zahlen schon sehr nahe beieinander liegen. Damit ist ein Anhalts-
punkt dafir gewonnen, da der groBe StreuungsiiberschuB,
den die Selbstmordstatistik des Reiches aufweist, ebenso wie der
viel kleinere, der fiir Baden festgestellt wurde, auf eine ,,wesent-
liche Schwankungskomponente“ zuriickzufiihren ist, d. h. auf
eine von Jahr zu Jahr sich verdndernde Disposition zum Selbst-
mord oder, wie wir auch sagen konnen, eine von Jahr zu Jahr
wechselnde Selbstmord-Wahrscheinlichkeit. Ich will nicht ver-
schweigen, daB die Ergebnisse nicht so giinstig liegen, wenn man
beliebige andere Teile des Reiches untersucht und daB iiberhaupt
erst ein viel tieferes Eindringen in den besonderen Gegenstand der
statistischen Aufnahme und in die mathematische Theorie zu
voller Ubersicht fiihrt.

Was ich zeigen wollte und was ich hoffe, mit diesem und den
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fritheren Beispielen einigermaBen verstdndlich gemacht zu haben,
ist nur dies: daB die auf den Kollektivbegriff aufgebaute
Wahrscheinlichkeitstheorie dazu tauglich ist, Sinn
und Bedeutung einer statistischen Zahlenreihe auf-
zukliren, daf sie gestattet, verschiedene Zahlen-
reihen miteinander zu vergleichen und in Beziehung
zu setzen, mannigfache Hypothesen iiber das Zustande-
kommen der gezdhlten Ereignisse zu iiberpriifen und
uns damit befdhigt, sachliche Schliisse iber den
Gegenstand, dem die statistische Aufnahme gewidmet
war, zu ziehen.

Soziale und biologische Statistik, Vererbungslehre

Die Bereiche, in denen statistische Erwigungen angestellt
zu werden pflegen, dehnen sich mit der Zeit mehr und mehr
aus. Das dlteste Anwendungsgebiet, das der Statistik in gréBerem
Umfang erschlossen wurde, war wohl das der sozialen Erschei-
nungen und noch heute gibt es Vertreter der Ansicht, da nur die
Staats- und Wirtschaftswissenschaften ,legitimer Ort fiir die
Anwendung der statistischen Methode seien. Die urspriingliche
Bedeutung des Wortes ,,Statistik*‘ ist wohl auch ,,Staatslehre‘.
Sicher hat dieser Teil der Statistik schon lange eine feste Stellung
im Kreise der Wissenschaften gewonnen. Wenn nun gerade hier
immer wieder Stimmen laut werden, die meinen, Statistik hatte
nichts mit Wahrscheinlichkeitsrechnung zu tun, so darf man das
nicht allzu schwer nehmen. Es ist ungefihr dasselbe, wie wenn
jemand behauptet, man kénne Politiker sein, ohne etwas von der
Geschichte seines Landes zu verstehen, oder man kénne Briicken
bauen, ohne die Gesetze der Statik zu beherrschen. Die klassischen
Leistungen auf dem Gebiete der Sozialstatistik sind jedenfalls in
anderem Geiste entstanden. So hat Adolphe Quetelet 1869
seinem grundlegenden Werk, der ,,Sozialen Physik“, in dem die
beriihmte Konzeption des ,,mittleren Menschen enthalten ist und
das befruchtend auf zwei Generationen von Forschern gewirkt hat,
eine ausfiihrliche Abhandlung des Astronomen Herrschel
iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung vorangestellt. Stofflich greift
Quetelet mehrfach in das Gebiet der Biologie des Menschen,
auch mittelbar in das medizinische iiber. Heute nimmt, wie
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schon erwihnt, die sogenannte Biometrie, die Lehre von der
statistischen Erfassung biologischer Zusammenhéinge, namentlich
in England einen breiten Raum ein. Es verbinden sich mit
diesen Forschungen Hoffnungen ungewdhnlicher Art auf eine
Hoherziichtung, eine Veredlung der menschlichen Rasse, wie sie
in der Bezeichnung ,,Eugenik* zur Andeutung kommen; die
weitgespannten Ziele haben die Wissenschaftlichkeit der ein-
schlagigen Untersuchungen nicht immer geférdert. Viel giinstiger
steht es in dieser Richtung mit einem nahe verwandten For-
schungsgebiet, der Vererbungslehre, deren statistische Grundlagen
von dem Augustinermonch Gregor Mendel um 1870 geschaffen
wurden.

Mendel erkannte, daB das Auftreten gewisser biologischer
Merkmale innerhalb der Individuen einer Generation und auch
der Vererbungsvorgang von Generation zu Generation als Kollektiv
aufgefaBt werden kann. Hinsichtlich eines jeden, wie man heute
sagt, ,,mendelnden‘ Merkmales besitzt das einzelne Individuum
zwei Anlagen. Z. B. ist die Bliitenfarbe der Erbse ,,mendelnd‘,
und zwar eine mendelnde Alternative: rot-weiBl; ebenso die
Kornerfarbe eine Alternative: griin-gelb. Jede Erbsenpflanze
gehort demgemdB hinsichtlich der Bliitenfarbe einem der drei
Typen rot-rot, rot-weil oder weiB-weil an. Bei jedem Fort-
pflanzungsakt wird von jedem der beiden Elternteile die eine oder
andere seiner Anlagen auf den Nachkommen iibertragen, wobei
jeder der beiden Ubertragungsméglichkeiten die Wahrscheinlich-
keit !/, zukommt.

Gehoren z. B. beide Elternteile dem Mischtypus rot-weiB an,
so besteht je die Wahrscheinlichkeit !/, fiir das Auftreten der Kom-
binationen rot-rot, rot-weiBl, weiB-rot, weiB-wei in der Nach-
kommenschaft. Dabei geben die beiden mittleren Kombinationen
den gleichen Typus, so daB auf diesen 0,50 Wahrscheinlichkeit
entfallt. Mitunter ist der Mischtypus duBerlich nicht von dem
einen der reinrassigen zu unterscheiden (dominierendes Merkmal),
so daB eine theoretische Verteilung !/,:3/, = 1:3 entsteht. Tat-
sichlich beobachtete Mendel an 8023 Erbsensamen 2001 griine
und 6022 gelbe Korner, Bateson fand unter 15806 Samen 3903
griine und 11903 gelbe, beides in bester Ubereinstimmung mit
der Theorie.

Aus den einfachen Annahmen der Mendelschen Vererbungs-
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lehre, die natiirlich nicht immer unmittelbar nachpriifbar sind,
erwachsen in Verbindung mit den Grundgesetzen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung die weittragendsten Folgerungen, deren
ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den Beobachtungsergeb-
nissen der Pflanzen- und Tierziichter eine der schonsten Be-
statigungen fiir die Brauchbarkeit der auf dem XKollektiv-
begriff aufgebauten Wahrscheinlichkeitstheorie bildet. Die Ver-
erbungsstatistik ist heute eine weit ausgebaute, in ihren Anwen-
dungen iiberaus erfolgreiche Wissenschaft. Sie bietet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung viele hiibsche, gelegentlich auch recht
schwierige Aufgaben, aber keine, die von prinzipieller Bedeutung
fir deren Grundlegung wiren.

Statistik in der Technik

Ein noch ziemlich neues und wenig bekanntes Anwendungs-
gebiet wahrscheinlichkeitstheoretischer Untersuchung, das eben-
falls keine grundsétzlichen Schwierigkeiten bietet, findet man in
gewissen Aufgaben der industriellen Technik unserer Zeit. Zum
Teil handelt es sich da um Fragen, die in den Bereich der Fehler-
theorie fallen (von der gleich im folgenden ausfiihrlich die Rede
sein soll), beispielsweise wenn die Erzeugnisse einer Fabrik
von Stahlkugeln (die fir die Verwendung in Kugellagern mit
einer Genauigkeit von 1/,,, mm herzustellen sind) auf ihre Gleich-
méBigkeit geprift werden sollen. Aber auch neuartige Frage-
stellungen treten auf, die theoretisch und praktisch von gro8em
Interesse sind und die ich etwa als ,,Probleme der Verkehrs-
dichte” kennzeichnen darf. Ein Elektrizititswerk muB seine
Anlagen nach statistischen Beobachtungen iiber die Haufigkeit
und Intensitét der Benutzung durch die angeschlossenen Teil-
nehmer bemessen. Dabei erscheint die Gesamtheit der Teilnehmer
als Kollektiv, etwa mit dem Zeitpunkt und der Dauer des tig-
lichen Stromverbrauches als Merkmal. Vielfiltiger und interes-
santer sind in dieser Richtung die Aufgaben, die bei der Errichtung
von SelbstanschluBimtern in Fernsprechnetzen zur Sprache
kommen. Es wire natiirlich unméglich oder im héchsten MaBe
unwirtschaftlich, die Anlage so zu erstellen, daB simtliche Ver-
bindungen zwischen je zwei Teilnehmern gleichzeitig bewirkt
werden koénnen. Man muf} vielmehr auf Grund gewisser Wahr-
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scheinlichkeitsannahmen, die an der Erfahrung gepriift werden,
berechnen, welche Gruppen von Verbindungen gerade noch mit
einer nicht zu geringen Wahrscheinlichkeit zu erwarten sind.
Eine Kombination, fiir die ein sehr kleiner Wahrscheinlichkeits-
wert errechnet wird, kann natiirlich auch einmal eintreten, aber
sie tritt eben sehr selten ein. In ganz unmittelbarer Form erscheint
hier die Wahrscheinlichkeit als ein Naherungswert fiir die relative
Héaufigkeit — man verlat sich vollsténdig darauf und riskiert
es, dal in diesen seltenen Augenblicken die ganze Einrichtung
versagt.

Ein Beispiel medizinischer Statistik

Das Bild, das ich Ihnen hier von den Anwendungsmdoglich-
keiten und den Ergebnissen statistischer Forschung zu entwerfen
versuche, wire unvollstindig, wollte ich nicht auch der mannig-
fachen fehlerhaften, ja zum Teil unsinnigen Theorien Erwithnung
tun, wie sie, leider gar nicht selten, in der Literatur auftréten. Fiir
uns sind solche Verirrungen, die man merkwiirdigerweise am
hiufigsten in medizinischen Werken findet, besonders deshalb
lehrreich, weil sie zeigen, wie jedes Verlassen der sicheren Grund-
lagen, auf denen wir den Wahrscheinlichkeitsbegriff aufgebaut
haben, sich racht. In der Tat kann man fast jeden Fehlschlag
und seine Herkunft klar durchschauen, sobald man nur den
Kollektivs ein wenig nachgeht, um deren Verteilungen es sich
bei den fraglichen Wahrscheinlichkeiten handelt. Ich will hier
ein Beispiel etwas genauer besprechen, hinter dem der Name eines
hervorragenden Psychiaters, aber auch der eines bekannten
Mathematikers steht.

Einem Patienten war beim Rezitieren eines lateinischen
Verses das Wort ,,aliquis entfallen. Aufgefordert, die néchst-
liegende Assoziation zu ,,aliquis“ anzugeben, nennt er die Teilung
a-liquis. Als nichste Assoziationen zu ,,liquis* bringt er: Reliquie,
Fliissigkeit, dann hieran anschlieBend sieben weitere Hinweise,
die man einem Vorstellungskomplex, der durch die Worte:
Blut—Fliissigkeit angedeutet wird, einigermafien einordnen kann,
schlieBlich eine zehnte von unbestimmtem Charakter. Aus diesem
,,statistischen Tatbestand, nidmlich aus dem Auftreten der
Hiufigkeit °/;, bei den dem Komplex angehérigen Assoziationen,
wird der folgende Schlu8 gezogen: Die Annahme der Freudschen
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psychoanalytischen Theorie, daB das Vergessen des Wortes
,»aliquis‘‘ auf eine Verdrangung durch den genannten Vorstellungs-
komplex zuriickzufithren ist, besitzt eine Wahrscheinlichkeit, die
sich von 1 nur um einen Bruch unterscheidet, der hinter dem
Komma 25 Nullen besitzt (also verschwindend klein ist)! Eigent-
lich wird noch viel mehr gefolgert, namlich, daf} der Freudschen
Theorie an sich diese immense Wahrscheinlichkeit zuzuschreiben
wire. Aber wir wollen dies als ein Versehen gelten lassen, da doch
evident ist, daB selbst die volle Sicherheit des Zutreffens einer
theoretischen Behauptung in einem Falle statistisch noch nicht
das geringste fiir die Theorie besagt.

Zu dem angefiihrten Zahlenwert gelangt der Verfasser in
folgender Weise. Er schitzt, daB unter allen ,,Ideen eines gebil-
deten Mannes‘ durchschnittlich jede tausendste sich mit dem
vorhin angedeuteten Vorstellungskomplex in Verbindung bringen
1aBt. Nun lost er die Aufgabe ,die in den Bereich des Bernoullischen
Problents fillt: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus
einer Urne, die auf tausend Kugeln eine schwarze enthilt, bei
zehnmaligem Ziehen neun schwarze zu erhalten? Dafiir ergibt
sich in der Tat etwa !/,, zur 26. Potenz, d. h. ein Dezimalbruch
mit 25 Nullen hinter dem Komma. Aber was in aller Welt hat
diese, ganz richtig geloste, Aufgabe mit der urspriinglichen Frage
zu tun?

Richtigstellung

Offenbar will der Autor das Ergebnis seines statistischen
Experimentes darin sehen, daB die Versuchsperson in gréB8erer
Zahl Assoziationen, die dem Komplex angehéren, gebildet hat,
als der durchschnittliche ,,gebildete Mann‘. Dann aber hitte er
zunichst feststellen miissen, wie haufig im Durchschnitt unter den
Assoziationen, die zu dem Wort ,,liquis* angegeben werden, solche
vorkommen, die in den kritischen Komplex fallen. Es ist kaum
anzunehmen, da8 ein gebildeter Mensch zu dem Klang , liquis*
nicht sehr bald Reliquie und liquid = fliissig assoziiert und dann
eine Weile in diesem Vorstellungskreis weiterspinnt. Der Psychiater
verrit sogar, dal er selbst so denkt, denn er bemerkt, daB schon
die Trennung in ,,a‘ und ,liquis‘‘ auf den kritischen Komplex
hinweist. Jedenfalls, so kénnen wir uns ausdriicken, ist schon die
Wahl des Ausgangskollektivs eine verkehrte: Nicht darauf
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kommt es an, wie héufig die kritischen Vorstellungen unter allen
moéglichen vorkommen, sondern darauf, wie oft sie sich unter
denen finden, die landléufig zu ,,liquis* assoziiert werden.

Aber auch die Ableitung des Endkollektivs aus dem als
gegeben vorausgesetzten Ausgangskollektiv ist verfehlt. Wenn
wir die Ausdrucksweise des Urnenschemas beibehalten, steht es
doch so: Beobachtet wurde unter n = 10 Ziehungen die Hiufigkeit
n,:n= a= 0,9 eines schwarzen Zuges; gesetzt, die Wahrschein-
lichkeit eines schwarzen Zuges unter normalen Verhiltnissen
ware 0,5, so wird z. B. gefragt: wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf die Urne, aus der gezogen wurde, ein Fiillungsver-
hiltnis = besitzt, das groBer als 0,5 ist ? Die Frage gehoért nicht
dem Bernoullischen, sondern dem Bayesschen Problemkreis an
und wird beantwortet durch die Bayessche Regel, die etwa 0,95
ergibt. Dabei ist angenommen, daB die sogenannte a-priori-
Wabhrscheinlichkeit, eine Urne mit irgend einem Fiilllungsverhéltnis
« zu ergreifen, fiir alle z-Werte die gleiche ist. Nur wenn die Ver-
suchszahl » wesentlich gréBer als 10 wire, wiirde der vorhin von
mir erwihnte Satz, daBl das Ergebnis der Rechnung von der so-
genannten a-priori-Verteilung unabhéngig wird, in Geltung
treten. Abgesehen von dieser Unsicherheit liegt natiirlich eine
weitere in der Annahme 0,5 fiir die Haufigkeit einer in das kritische
Gebiet fallenden Assoziation zu ,,liquis‘‘ beim normalen, unbeein-
fluBten Menschen. Jedenfalls hilt sich das auf diese Weise
gefundene Ergebnis, das der Zulissigkeit der Freudschen Annahme
fiir den vorliegenden Fall die Wahrscheinlichkeit 0,95 zuerkennt,
in verniinftigen Grenzen gegeniiber der geradezu abstrusen Be-
hauptung eines Wertes 1 — 10—26,

Zusammenfassend ist zu sagen: Wenn iiberhaupt aus der
angefilhrten Statistik ein Wahrscheinlichkeitsschlul gezogen
werden sollte, so war 1. ein anderes Ausgangskollektiv zu wéhlen ;
2. eine einigermaBen begriindete Schitzung fiir die Wahrscheinlich-
keit, die wir 0,5 gesetzt haben, zu geben; 3. die Bayessche statt
der Bernoullischen Formel zu verwenden ; 4. die Zahl der Versuche
mit Riicksicht auf die unbekannte ,,a-priori-Verteilung*‘ bedeutend
groBer zu machen. Im ibrigen wére es vermutlich richtiger, die
Rechnung gar nicht auf die zehn Beobachtungen aufzubauen, son-
dern als erwiesen anzunehmen, daf das Wort ,,aliquis‘ fiir alle
Menschen eine klangliche Verkniipfung mit dem fraglichen

Mises, Wahrscheinlichkeit 9
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Komplex besitzt. Es kime dann darauf an, zu untersuchen oder
abzuschiatzen, mit welcher Héufigkeit durchschnittlich ein Ver-
gessen des Wortes ,,aliquis‘‘ bei der einen oder anderen Gruppe
von Menschen statthat. H&lt man eine derartige Feststellung
nicht fiir ausfithrbar, so mufl man eben auf einen statistischen
SchluB verzichten, darf ihn aber nicht auf fehlerhaften Wegen zu
erzwingen suchen.

Beschreibende Statistik

Vorhin habe ich die allgemeine Aufgabe der statistischen
Theorie dahin gekennzeichnet, zu untersuchen, ob eine empirisch
aufgefundene Zahlenreihe ein Kollektiv bildet oder in welcher
Weise sie auf Kollektivs moglichst einfacher Art zuriickgefithrt
werden kann. An einer Reibhe von Beispielen konnten wir in-
zwischen erkennen, wie sich die Aufgabe in einzelnen Fillen durch-
fithren 1aBt. Beim Marbeschen Problem, wo es sich um eine
einfache Alternative, also eine Aufeinanderfolge von Nullen und
Einsern handelte, war es moglich, gewisse beobachtete Haufig-
keiten unmittelbar mit berechneten Wahrscheinlichkeitsgrofen
zu vergleichen. In anderen Fillen fiihrte die mehr summarische
Behandlungsweise der Lexisschen Dispersionstheorie und ver-
wandter Uberlegungen zum Ziele, zur Gegeniiberstellung der
Beobachtungsreihe und eines theoretischen Kollektivs. Ich darf
aber nicht ganz verschweigen, daB es heute noch zahlreiche
statistische Feststellungen gibt, bei denen eine Losung der
Aufgabe in dem eben bezeichneten Sinne nicht restlos gelungen
ist und die Aussicht auf baldige vollsténdige Lésung auch nicht
grof} ist.

In solchen Fillen, und auch als erster Schritt der Untersuchung
in anderen, erweist es sich als niitzlich, zunichst ohne jede Bezug-
nahme auf den Wahrscheinlichkeitsbegriff die vorgelegte stati-
stische Aufnahme mathematisch zu erfassen. Diesem Zwecke
dient derjenige Zweig der mathematischen Statistik, den ich gerne
als ,,beschreibende® Statistik bezeichnen méchte. Dabei ist
,»»Beschreibung® im engeren Wortsinn als bloBe Wiedergabe
des unmittelbar Vorgelegten mit gegebenen Mitteln zu verstehen,
unter Verzicht auf logische Einordnung in ein systematisches
Ganzes. Die Aufgabe der beschreibenden Statistik geht somit
dahin, eine vorgegebene statistische Reibe durch typische
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Merkmale moglichst genau zu kennzeichnen. Die einfachsten
solchen Merkmale haben wir bereits kennen gelernt: es sind der
Mittelwert (Durchschnittswert) der Beobachtungen und die
Streuung.

Natiirlich reichen Mittelwert und Streuung nicht aus, wenn
man beliebige statistische Aufnahmen miteinander vergleichen
will. Eine groBe Menge anderer ,,MaBzahlen‘ sind im Laufe der
Zeit in die Statistik eingefiihrt worden, ich nenne nur den Median-
oder Zentralwert, verschiedene ,,mittlere‘* Abweichungen, Quartile,
Dezile u. a., ohne daB damit wesentlich mehr erreicht worden wire,
als schon der gewdohnliche Mittelwert und die Streuung liefert.
In anderer Richtung hat Karl Pearson, der Begriinder einer
groBen Schule der Statistik in England, die Hilfsmittel der
Beschreibung zu vermehren versucht, indem er gewisse typische
Verteilungen in Formeln faBte, auf die nun moglichst alle vor-
kommenden Fille zuriickgefiihrt werden sollten. Das vom mathe-
matischen Standpunkt vollkommenste und weitreichendste Ver-
fahren ist jedoch dasjenige, das im Rahmen der sogenannten
KollektivmaBlehre durch H. Bruns eingefithrt wurde. Auf einer
Idee des Astronomen Bessel fulend zeigte Bruns wie man eine
beliebige statistische Reihe mit jeder gewiinschten Genauigkeit
durch eine unbegrenzte Folge von ,,MaBzahlen‘ charakterisieren
kann. Die ersten in dieser systematisch entwickelten Folge sind
die schon friiber genannten, Mittelwert und Streuung, dann folgen
ein MaB der ,,Schiefe‘’, ein MaB des ,,Exzesses‘‘ usf. Eine wert-
volle Erginzung dieses Gedankenganges verdankt man auch dem
schwedischen Astronomen Charlier.

Auf diese Dinge néher einzugehen ist hier um so weniger
Veranlassung, als es sich ja gerade um den Zweig statistischer
Uberlegungen handelt, der mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
unmittelbar nichts zu tun hat. Es ist nur zur Gesamtorientierung
wichtig zu wissen, da die verschiedenen Hilfsmittel und Ver-
fahren der beschreibenden Statistik, die Aufsuchung statistischer
MaBzahlen, die Pearsonschen Verteilungstypen, die Brunsschen
und Charlierschen Entwicklungen, als Vorstufe oder als Vor-
arbeit zur eigentlichen theoretischen Durchdringung des Stoffes
aufzufassen sind.
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Grundlagen der Fehlertheorie

Ich will jetzt noch ein paar Worte hinzufiigen iiber den-
jenigen Zweig wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistischer Unter-
suchungen, der wohl die verbreitetste und unumstrittenste An-
wendung gefunden hat und der auch zu den im letzten Abschnitt
zu behandelnden Problemen der theoretischen Physik iiberleitet,
die sogenannte Fehlertheorie. Bei fast allen Arten von Be-
obachtungen, die sich auf die Messung oder GréSenbestimmung
sinnlich wahrnehmbarer Dinge beziehen, treten unvermeidlich
Schwankungen auf, als deren Ursache wir sogenannte ,,Beob-
achtungsfehler ansehen. Wenn wir mit aller uns iiberhaupt
erreichbaren Genauigkeit die Entfernung zweier auf der Erd-
oberfliche fixierter Punkte mehrmals ermitteln, so geschieht es,
daB wir von einem zum andernmal sich &ndernde Werte erhalten.
Wir stellen uns nun vor, da8 jene Entfernung einen fiir alle Zeiten,
wenigstens innerhalb der Zeitgrenzen, die fir unsere Messungen
in Frage kommen, unverénderlichen, ganz bestimmten ,,wahren‘
Wert besitzt und daBl demgemiB unsere MeBergebnisse, héchstens
bis auf eines, unrichtig sind, daB sie , Fehler aufweisen. An
Quellen, aus denen Fehler entspringen konnen, ist kein Mangel.
Haben wir einen MefBstab benutzt und, wie sich gehért, den Ein-
fluB der Temperatur auf die Dehnung seiner Linge beriicksichtigt,
8o kann noch immer eine unmittelbare Wirkung der Sonnen-
bestrahlung, eine noch nicht geniigend erkannte Materialver-
dnderung, eine aus irgendwelchen Griinden entstandene un-
merklich kleine Krimmung des Stabes im Spiele sein. Dazu
kommen die Ungenauigkeiten der Ablesung im Mikroskop —
man weil, daB zwei Beobachter kaum je die gleichen Teilstriche
ablesen —, die Stérungen durch die Luftbewegung, durch Er-
schiitterungen, elastische Nachgiebigkeiten usf. Ob wir nun
daran festhalten wollen, daB es einen genauen ,,wahren* Wert
gibt, das ist eine erkenntnistheoretische Frage, die wir hier nicht
zu entscheiden brauchen. Der Tatbestand ist der, daB die Beob-
achtungszahlen selbst, wenn wir sie fiir eine geniigend lang fort-
gefiihrte Versuchsreihe aufzeichnen, die Eigenschaften eines
Kollektivs besitzen. Das ist nun freilich nicht immer unmittelbar
nachzuweisen, in dem Sinn, daB man wirklich priift, wie sich die
Héufigkeit eines bestimmten Resultates verhilt, einerseits bei
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Vermehrung der Beobachtungen schlechthin, andererseits gegen-
iiber dieser oder jener Stellenauswahl. Aber es geht hier so,
wie fast immer in den Anwendungsgebieten mathematischer
Theorien: Kann man nicht von vornherein das Zutreffen von
Voraussetzungen der Theorie einsehen, so lassen sich dafiir Fol-
gerungen, die aus der Theorie gewonnen werden, an der Wirk-
lichkeit iiberpriifen und bestdtigen.

Der groie Mathematiker Karl Friedrich Gauf3 war einer der
ersten, der die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitslehre auf
die Untersuchung der Beobachtungsfehler erkannt hat und
darauf einen Lehrgang griindete, der heute unter dem Namen
,»Ausgleichsrechnung®* vor allem in der Geodéasie und Astronomie,
dann aber auch fast in jeder Naturwissenschaft, die mit Beob-
achtungen zu tun hat, reichliche Anwendung findet. Die tiefere
Grundlage der Ausgleichsrechnung liegt in einem Satze, der
schon von Laplace berriihrt, wenn er auch in seiner eigentlichen
Bedeutung erst viel spiter erkannt wurde. Der Satz ist wesentlich
mathematischer Natur und ich kann ihn hier nicht in seinem
vollen Umfang oder mit allen Einzelheiten, die nur den Fachmann
angehen, wiedergeben. Aber was er im grofen Ganzen besagt,
ist doch zu wichtig, um hier iibergangen zu werden, und es laft
sich, wie ich denke, auch ohne Eingehen auf den mathematischen
Formalismus einigermaBen verstindlich machen. Die Fehler,
oder besser gesagt, die gegenseitigen Abweichungen einer Reihe
von Beobachtungen derselben GroBe haben, wie schon angedeutet,
vielfiltige Ursachen; man wird es plausibel finden, wenn ich sage,
daB gerade in dieser Vielfiltigkeit der in jedem einzelnen Fall
wirksamen Fehlerquellen die Erklirung dafiir gesucht werden
muf, daB iiberhaupt eine allgemeine Theorie der Beobachtungs-
fehler moglich ist, daB eine gewisse Einheitlichkeit in dem
Verhalten der resultierenden Beobachtungs-Abweichungen besteht.

Das Galtonsche Brett

Eine ausgezeichnete Veranschaulichung dessen, was durch das
Zusammenwirken zahlreicher einzelner, unabhingiger Fehler-
ursachen herbeigefiihrt wird, gewinnen wir durch ein Experiment,
das ich Ihnen hier vorfilhren kann und das unter dem Namen
des Galtonschen Brettes allgemein bekannt ist. Auf einer
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ebenen, schwach geneigten Unterlage sind hier in 40 wag-
rechten Reihen Drahtstifte befestigt, alle parallel zueinander
und in gleichméBigen Abstinden von 8 mm. Zwischen je zwei
wagrechten Reihen solcher Stifte ist ebenfalls eine Entfernung
von ungefihr der gleichen Grofle eingehalten. Wichtig ist dabei,
daB die Stifte in je zwei aufeinanderfolgenden Reihen um 4 mm
versetzt sind, so daB alle Stifte z. B. der zehnten Reibe genau
iiber bzw. unter der Mitte je zweier Stifte der elften bzw. der
neunten Reihe liegen. Unwesentlich ist, dafl die ersten Reihen
nicht voll besetzt sind, sondern an den &duBleren Rindern des
Brettes Stifte fehlen. Nun lasse ich ganz oben, in der Mitte des
Brettes eine Stahlkugel von 8 mm Durchmesser so herabrollen,
daB sie gerade auf den mittelsten Stift der obersten Reihe trifft
und sich nun entscheiden muB, ob sie rechts oder links von ihm
weiterrollen will. In jedem Fall trifft sie sofort einen Stift der
zweiten Reihe und mufB sich wieder einen Weg rechts oder links
wihlen. Diese Entscheidung und manche folgende ist rascher
getroffen, als ich von ihr sprechen kann. Schon hat die Kugel
den Weg durch alle 40 Reiben zuriickgelegt, wobei sie jedesmal
an einen Stift anschlug und dann nach einem unmerklich kurzen
Zogern rechts oder links einen Ausweg fand. Wie oft sich die
Kugel in ihrem Lauf fiir rechts, wie oft fiir links entschieden hat,
dariiber kann man hinterher eine bestimmte Aussage machen.
Denn die Ruhelage, die sie jetzt unten, um vier Stiftabstinde
nach rechts aus der Mitte verschoben, einnimmt, zeigt, daB die
Zahl der Entscheidungen fiir rechts um acht gréBer gewesen sein
muf, als die fiir links. Der wagrechte Abstand des Kugelmittel-
punktes von der Mittellinie des Brettes nimmt némlich bei jedem
Schritt, d. h. beim jedesmaligen Durchlaufen einer Reihe um die
halbe GréBe der Stiftteilung zu oder ab, je nachdem die eine oder
andere Wahl getroffen wurde. Da im ganzen 40 Reiben vorhanden
sind, miissen also 16 Entscheidungen fiir links und 24 fiir rechts
gefallen sein. Der ganze Vorgang ist ein Modell fiir die vierzig-
malige Wiederholung einer Alternative mit den Merkmalen +- 1/,
(s;rechts*‘) und —1/, (,,links*‘), wobei als Resultat der Wiederholung
oder als Merkmal des durch vierzigfache Verbindung entstandenen
Kollektivs nur die Summe der Einzelmerkmale erscheint. Die
Summe der 24 Summanden + !/, und der 16 Summanden —1/,
ist eben die Zahl 4, die die Lage der Kugel am Ende angibt.
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Die Glockenkurve

Denken wir uns nun, wir hétten irgend eine physikalische
Beobachtung oder Messung vorgenommen, bei der 40 voneinander
unabhingige Fehlerquellen wirksam sind, und jede einzelne von
ihnen gebe Veranlassung zu einem positiven oder negativen
Fehler, dessen Betrag eine halbe Einheit irgend eines MaBsystems
ausmacht. Der resultierende Fehler einer Beobachtung ent-
spricht dann genau dem, was in der Endlage unserer Stahlkugel
am unteren Rande des Galtonschen Brettes zum Ausdruck
kommt. So viel Stiftabstinde die Kugel nach rechts oder links
aus der Mitte liegt, um so viele Einheiten ist das Beobachtungs.
ergebnis zu groB bzw. zu klein. Wollen wir nun sehen, was ein-
treten wird, wenn wir nicht nur eine Beobachtung machen,
sondern ihrer eine ganze Anzahl, so miissen wir nur ebensoviele
Kugeln hintereinander das Brett hinunter rollen lassen. Ich habe
hier 400 ganz gleiche, exakt gearbeitete Stahlkugeln und Sie
sehen, wie sie sich, eine nach der andern, den Weg zwischen den
Stiften suchen. Es dauert nur wenige Minuten, und alle Kugeln
haben ihre Zickzackbahn durchlaufen und ruhen in schénen
Siulen am unteren Rand des Brettes, jede in der Abteilung, in die
sie nach der letzten Entscheidung in der vierzigsten Reihe gefallen
ist. Mit einem einzigen Blick ist das Gesamtergebnis der vier-
hundertmaligen Wiederholung des Einzelversuches (der selbst
aus 40 unabhingigen Versuchen besteht), zu iiberschauen: Man
sieht, daB der groBte Teil der Kugeln in den mittelsten Fachern
liegt, dort wo die Gesamtabweichung aus der Mitte nicht mehr
als ein bis zwei Teilungseinheiten betragt, und dafl die Kugel-
zahl nach beiden Seiten hin ungefihr symmetrisch abféllt. Schon
aus weiter Entfernung ist die charakteristische Gestalt der
,»,Glockenkurve erkennbar, die die Verteilung der Kugeln
auf die verschiedenen Absténde, zugleich die Verteilung innerhalb
des durch vierzigfache Verbindung entstandenen Kollektivs
darstellt.

Laplace war der erste, der fiir den vorliegenden Fall
der Verbindung einer groBen Zahl von untereinander gleichen
Alternativen die Verteilung richtig berechnete und so theoretisch
die Gestalt der Glockenkurve fand, die man heute auch oft die
GauBsche Kurve nennt. Es ist im Grunde genommen die gleiche
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Aufgabe wie die von Bernoulli behandelte, die wir vorhin in der
Form kennen gelernt haben, daB nach der Anzahl der Kopf-
wiirfe innerhalb einer groBen Zahl von Wirfen mit einer Miinze
gefragt wird. Wihrend aber Bernoulli in dem Gesetz der groBen
Zahlen (wie es dann von Poisson formuliert wurde) nur eine
besondere Eigenschaft der resultierenden Verteilung hervorhob,
gelang es Laplace, die Verteilung vollstdndig zu berechnen.
Sie wird mathematisch dargestellt durch die sogenannte ,.e
hoch minus 22-Funktion‘, d. h. die Ordinaten der Glocken-
kurven nehmen von der Mitte nach auBen derart ab, daB ihre
(negativ genommenen) Logarithmen sich wie die Quadrate der Ent-
fernung von der Mitte verhalten. Dabei ist zu beachten, dal es
nicht nur eine Glockenkurve gibt, sondern unendlich viele, die
sich durch ihre grofere oder geringere Schlankheit unterscheiden.
Fiir den Fall des Galtonschen Brettes 1a8t sich auch das Ma8 der
Schlankheit, oder wie man zu sagen pflegt, das Préizisionsmall —
das wesentlich von der Zahl der Nagelreihen abhéingt — genau be-
rechnen. Die Rechnung beniitzt lediglich die Regeln der Addition
und der Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten, die wir fiir die
Mischung und Verbindung von Kollektivs als giiltig erkannt haben.

Das Laplacesche Gesetz

Der allgemeine Satz, auf dem die GauBsche Fehlertheorie
beruht, ist nun der, daB die Glockenkurve, die bei den Kugeln
des Galtonschen Brettes so sichtbar in Erscheinung tritt, immer
dann die resultierende Verteilung wiedergibt, wenn das Kollek-
tiv, um das es sich handelt, durch Verbindung und Summen-
bildung aus sehr vielen Ausgangskollektivs entstanden
ist. Es ist nicht notwendig, daB die einzelnen urspriinglichen
Kollektivs einfache Alternativen sind, auch nicht, daB sie alle die
gleichen Merkmalwerte und die gleiche Verteilung besitzen. Wenn
wir nur das Endkollektiv dadurch bilden, daB wir eine sehr groBe
Zahl von Ausgangskollektivs ,,verbinden‘’, und dann so ,,mischen‘,
daB als endgiiltiges Merkmal die Summe der urspriinglichen
Merkmale iibrig bleibt, so ist die Endverteilung stets genau von
der Beschaffenheit der Glockenkurve. Man sieht, wie dieser Satz
in die Theorie der Beobachtungsfehler eingreift. Macht man nur
die Annahme, daB bei jeder Beobachtung sehr zahlreiche Fehler-
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quellen zusammenwirken, so folgt daraus schon, daB die Wahr-
scheinlichkeit einer bestimmten GréBe des Gesamtfehlers durch
die Ordinate einer entsprechenden Glockenkurve wiedergegeben
wird. In diesem Sinne gibt es ein bestimmtes , Fehlergesetz*,
dem die zufallsartigen Beobachtungsfehler folgen und das den
Ausgangspunkt der GauBschen Fehlertheorie und Ausgleichungs-
rechnung bildet. Natiirlich sind da noch viele, auch grundsitz-
liche Fragen offen, die ich hier nicht naher behandeln kann,
z. B. die Frage, wie das ,,PrizisionsmaB‘, das fiir jede Beob-
achtungsreihe einen bestimmten Wert haben mu8, zu bestimmen
ist, usf.

Die Anwendungsgebiete der Fehlertheorie

GauB hat seine Theorie vor allem auf geoditische und astro-
nomische Messungen angewandt und in diesen Gebieten bilden
die auf sie gestiitzten Rechnungsverfahren, die iibrigens vor
GauB schon groBenteils Legendre bekannt waren, ein dem
Praktiker unentbehrliches Hilfsmittel. Die Theorie bewihrt
sich aber weit dariiber hinaus auch in vielen Fillen, wo von
eigentlichen ,,Fehlern‘ einer Beobachtung nicht gesprochen werden
kann, sondern nur von Schwankungen oder von gegenseitigen
Abweichungen der Ergebnisse. MiBit man z. B. an einer sehr
groBen Zahl gleichaltriger Personen die Korperlinge, so erhilt
man Werte, die, wenn sie etwa auf halbe Zentimeter abgerundet
werden, kaum noch MefBfehler enthalten. Die Abweichungen
zwischen den Messungsergebnissen kénnen als zufallsartige
Schwankungen angesehen werden, deren Zustandekommen man
einer Reihe verschiedenartiger Ursachen zuschreiben wird. Es
zeigt sich nun, wenn man die relative Héufigkeit, mit der die
einzelnen Lingenwerte auftreten, ndher untersucht, dal sie
ebenfalls dem Gesetz der Glockenkurve folgen. Das ist ja weiter
nicht iiberraschend, da wir ja gesehen haben, daB diese Form
der Verteilung immer resultieren muB, wenn das betrachtete
Merkmal als Summe vieler unabhingig voneinander zufallsartig
variierender Einzelwerte entsteht. Das GauBsche Gesetz und
manche daraus gezogene Folgerung findet so in weiten Bereichen
biologischer und anderer statistischer Untersuchungen An-
wendung, ohne daB es sich da um Beobachtungsfehler im ur
spriinglichen Sinne handeln wiirde.
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Andererseits darf man den Geltungsbereich der Fehler-
theorie nicht, wie das oft geschehen ist, iibertreiben. Nicht
alle Schwankungen, die es irgendwo gibt, folgen dem Gesetz
der Glockenkurve und nichts wire verkehrter als anzunehmen,
daB nur dort zufallsartige Abweichungen von einem
Mittelwert vorliegen, wo die Verteilung diesem Gesetz entspricht.
Die schon erwihnte englische Schule der ,,Biometriker*, die von
Karl Pearson begriindet wurde, legt mit Recht groBen Nach-
druck darauf, daB das GauBsche Gesetz nicht aller Weisheit
letzter Schluf in der Statistik ist. Und wenn man auch manchmal
in den Untersuchungen, die aus dem Pearsonschen Kreise
stammen, eine tiefere wahrscheinlichkeitstheoretische Begriindung
vermiBt, so darf man keinesfalls verkennen, wie sehr sie durch
ihre freiere Auffassung vom Wesen einer statistischen Verteilung
dem Fortschritt der biologischen Statistik gedient haben. Man
miiBte wiinschen, dafl umfassendere Arbeiten in dieser Richtung
endlich einmal auch in Deutschland aufgenommen werden.

Mit diesen Hinweisen mochte ich meine Ausfithrungen iiber
die Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie in der Statistik
beschlieBen. Auf gewisse Fragen, di¢ mit den Grundlagen der
Fehlertheorie zusammenhéngen, komme ich noch in dem jetzt
folgenden letzten Abschnitt zuriick.

Probleme der physikalischen Statistik

Nun habe ich nur noch von einem Anwendungsbereich der
Wahrscheinlichkeitsrechnung ausfiihrlicher zu sprechen, der etwa
seit einem halben Jahrhundert erschlossen ist, in unserer Zeit
stetig steigende Bedeutung erlangt und gerade in grundsétzlicher
Hinsicht das groBte Interesse in Anspruch nehmen muf. Ich
meine damit die Rolle, die der Wahrscheinlichkeitsbegriff heute
in der theoretischen Physik spielt, eine Rolle, die geschaffen
wurde durch den genialen Gedanken Boltzmanns, einem der
wichtigsten Satze innerhalb des physikalischen Lehrgebdudes,
dem sogenannten zweiten Hauptsatz der Wéarmetheorie, die
Form einer Wahrscheinlichkeitsaussage zu geben. Ich brauche,
wenn ich Thnen die Verhaltnisse, um die es sich hier handelt,
ndherbringen soll, nichts an besonderen physikalischen
Kenntnissen vorauszusetzen. Es ist sogar fiir den ersten
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Augenblick besser, gar nicht den stofflichen Inhalt des Satzes,
auch wenn man ihn voll versteht, ins Auge zu fassen, sondern
mehr die logischen Formen, in denen er ausgesprochen wird,
zu beachten.

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die klassische Thermodynamik, die von Robert Meyer,
von Joule und vor allem von Carnot begrindet wurde, hatte
zu der Erkenntnis gefiibhrt, daB bei thermischen Vorgingen
neben dem, was man Energie nennt, noch eine zweite Zustands-
groBe, die sogenannte Entropie, in Frage kommt, und da8 fiir
sie der Satz gilt, der eben als zweiter Hauptsatz neben den ersten,
den Satz von der Konstanz der Energie, tritt: Bei jedem beob-
achtbaren Vorgang wird die Entropie vermehrt. Seit der beriihm-
ten Abhandlung Boltzmanns vom Jahre 1866 aber heiBt es:
Es ist mit auBerordentlich groB8er Wahrscheinlichkeit
zu erwarten, dal der Entropiewert zunimmt; eine irgendwie
erhebliche Abnahme der Entropie besitzt auBerordentlich geringe
Wahrscheinlichkeit. Ubersetzen wir das in eine Sprache, die das
Wort ,,Wahrscheinlichkeit‘* durch seine Definition ersetzt, so er-
halten wir die Aussage: Wird der gleiche physikalische Vorgang
unbeschriankt oft wiederholt, so wird sich mit sehr groBer relativer
Hiufigkeit der Fall ereignen, daB die Entropie wachst, und nur
duBerst selten der entgegengesetzte. Freilich bedarf hier noch
mancher Punkt nidherer Erklirung, vor allem, was man unter
,gleichen“ Vorgéngen zu verstehen hat, wie die GroBe der Wahr-
scheinlichkeit mit der Gr68e der erwarteten Zu- oder Abnahme der
Entropie verkniipft ist usf. Kein Zweifel kann aber dariiber
bestehen, daB der Sinn der Aussage der ist, etwas iber die Ha ufig-
keit des einen oder anderen Versuchsausganges zu behaupten.
Die Gleichsetzung von Wahrscheinlichkeit und relativer Haufig-
keit bei unbeschrinkter Wiederholung des Versuches wird hier
wohl kaum einem FEinwand begegnen. Der Physiker Smo-
luchowski, dem man viele wertvolle Beitrige zur physikalischen
Statistik verdankt, sagt einmal in diesem Zusammenhange:
,,Mathematische Wahrscheinlichkeit, das ist die relative Héufig-
keit des Eintrittes bestimmter auffallender Ereignisse.” Dies ist,
wenn auch etwas ungenau und mit einer belanglosen Einschrénkung
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versehen, unsere Héufigkeitsdefinition der Wahrscheinlichkeit,
die wir der klassischen Gleichmoglichkeitsdefinition gegeniiber-
gestellt haben.

Determinismus und Wahrscheinlichkeit

Was ist nun das Neue, was erscheint oder erschien als das
Revolutionierende an dem Boltzmannschen Satz? Die Frage
ist leicht zu beantworten, wenn man sich iiberlegt, welche Vor-
stellung wir uns seit Jahrhunderten von sogenannten Natur-
gesetzen gebildet haben. ,,Alle Korper fallen mit gleicher Be-
schleunigung zu Boden®, sagt Galilei. ,,Jeder Lichtstrahl
wird beim Eintritt in ein dichteres Medium zum Lot hin ge-
brochen®, lautet ein Teil des Snelliusschen Brechungsgesetzes.
»Zwei in gleicher Weise elektrisch geladene Kiigelchen stoBen
einander ab*, ist eine Teilaussage des Coulombschen Anziehungs-
gesetzes. In allen diesen Fillen wird das Eintreten einer bestimm-
ten Erscheinung unter genau bekannten Voraussetzungen mit
vollster Sicherheit vorausgesagt. Es heiBt nicht ,,die meisten
Korper fallen oder ,,die Korper fallen fast immer* zur Erde,
die Aussage ist eine determinierte, die in keiner Weise (so
scheint es wenigstens) mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff in
Verbindung gebracht werden kann. ,Nach ewigen, ehernen,
groBen Gesetzen miissen wir alle unseres Daseins Kreise voll-
enden*, in diesen Worten driickt Goethe die Uberzeugung
von der eindeutigen Bestimmtheit des Naturgeschehens aus.

Das erste Beispiel einer deterministischen Erklérung eines um-
fassenden Tatsachengebietes gab die Newtonsche Mechanik,
wie sie 1687 in den ,,Principia mathematica‘’ niedergelegt wurde.
Fast zweihundert Jahre lang konnte man sich eine Natur-
erklirung nicht in anderer Form vorstellen als in der der New-
tonschen Prinzipien — in diesem Punkte stimmt auch die Auf-
fassung Goethes mit der seines bitter bekdmpften Gegners
Newton iiberein. Die extremste Formulierung fand der New-
tonsche Determinismus in dem ,,mathematischen Démon‘ von
Laplace, der imstande sein soll, allein vermége seiner
unbeschriankten Fahigkeit zur mathematischen Deduktion, den
Ablauf aller Vorginge in der Welt vorauszusagen, sobald ihm
alle den augenblicklichen Zustand charakterisierenden GroBSen
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bekannt wiren. Die Auffassung, daB etwas Derartiges zumindest
fir die ganze unbelebte Natur, vielleicht auch noch fiir die
Pflanzen- und Tierwelt moglich sein miisse — eventuell mit dem
Zusatz, daB auch die weiter zuriickliegende Vergangenheit mit von
EinfluB sein kann — ist allmahlich zur festen Uberzeugung aller
Naturforscher geworden. Nur dem menschlichen Handeln blieb, im
Einklang mit der religivsen Lehre vom freien Willen, nach der
Meinung der Mehrzahl, eine gewisse Wahlfreiheit vorbehalten. So
fihrt auch Goethe in dem eben angefiihrten Gedichte fort: ,,Nur
allein der Mensch vermag das Unmogliche: er unterscheidet,
wihlet und richtet.” Von der Ausnahmestellung des Menschen
sind wir, zumindest gefiihlsmiBig, durchaus iiberzeugt und dies
beeinfluBt auch unsere Ansicht iiber die Méglichkeit ,,zufalls-
artigen‘ Geschehens in entscheidender Weise.

Es erscheint uns ja keineswegs verwunderlich, da die Zahl
der Todesfille oder der Selbstmorde im Deutschen Reich sich
nicht exakt fiir die nichsten Jahre vorausberechnen 1iBt, etwa
in der Art, wie man den Zeitpunkt jeder Mondesfinsternis genau
vorhersagen kann. Denn in jenen beiden Fragen tritt mittel-
bar oder unmittelbar der menschliche freie Wille ins Spiel, z. B.
hinsichtlich der Lebensfiithrung, der Wahl des Aufenthaltsortes,
des Eingehens von Gefahren usf. Auch wenn wir in allen unseren
Entscheidungen durch duBere Umstéinde mit bestimmt werden,
halten wir doch diese Bestimmung nicht fiir eine zwingend-ein-
deutige. Im Gegenteil haben die dlteren Autoren, wie der englische
Historiker Bucle, iiber nichts so sehr gestaunt wie iiber die
starke Gleichformigkeit der statistischen Zahlen und die daraus
entspringende Moglichkeit einer Voraussage in nicht allzu weiten
Schranken. Auch bei den Gliickspielen, deren Ablauf doch den
Vorgiingen in der unbelebten Natur viel niher steht, ist das
Dazwischentreten einer freien Willenshandlung erkennbar. Wir
heben den Wiirfelbecher mit der Hand, fithren eine Schiittel-
bewegung aus usf.; das Lotterielos wird von dem Waisenknaben
oder dem preuBischen Verwaltungsbeamten aus dem Gliicksrad
gezogen und es bleibt bis zum letzten Augenblick in jeglichem
Sinne ungewiB, welches Rollchen seine Hand erfassen wird.
DaB derartige Vorginge oder Erscheinungen ,zufallsartig® ver-
laufen, d. h. von den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie
beherrscht werden, ist eine Erkenntnis, an die wir uns schon
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seit langem mehr oder weniger gewohnt haben. Aber die eigent-
lichen mechanischen oder physikalischen Prozesse, in die keine
Menschenhand eingreift, die Vorginge in der unbelebten Natur,
die weisen wohl einen grundsitzlich anderen Charakter auf?
Ein mechanischer Webstuhl vollfithrt seine verwickelten Be-
wegungen mit unfehlbarer RegelméBigkeit und was er leistet,
das Erzeugnis seiner Webkunst, ist Stiick fiir Stiick unverénderlich
das gleiche? Wenn wir im Sinne der sogenannten kinetischen
Gastheorie annehmen, daB das, was man ein Gas nennt, nichts
anderes ist, als ein ungeheurer Haufen von im einzelnen unsicht-
bar kleinen, gegeneinander bewegten Atomen, so scheint es uns
denknotwendig zu sein, daB diese Bewegungen gesetzmiBig,
in vollkommen eindeutiger Weise vorausbestimmt, vor sich
gehen. Unser intellektuelles Gewissen straubt sich dagegen,
anzunehmen, daBl Zufall oder ,Zufallsgesetze* derartige Vor-
ginge beherrschen sollen.

Zufallsmechanismen

Aber dieser Widerstand, dieses Striuben des Intellekts,
erweist sich, wie das so oft der Fall ist, bei naherer Betrachtung als
ein Vorurteil, das sich in keiner Weise aufrechterhalten 1a8t, wenn
man der Sache auf den Grund geht. Worin besteht denn der
Unterschied zwischen dem ,rein mechanischen System der
in einem abgeschlossenen Gefil gegeneinander bewegten Atome
oder Molekel und dem Mechanismus eines Gliickspiels? Nehmen
wir als Beispiel ein bekanntes, seit Jahrhunderten erprobtes Ver-
fahren, ,,reine Zufallsergebnisse zu erzielen, die Lotteriezichung.
Der wesentliche Teil des Spieles besteht in folgendem. Es werden
die Nummern von 1 bis, sagen wir, 100000 auf einzelne, unter-
einander gleiche Zettel gedruckt, die Zettel moglichst gleichformig
zu Roéllchen geschlossen, diese in einen groBen Behilter geschiittet,
der stindig in drehender oder andersartiger Bewegung erhalten
wird; schlieflich greift eine Hand in den Behilter und zieht
willkiirlich ein Réllchen heraus. Das, worauf in der Hauptsache
geachtet werden muB, ist, daBB bei der Bewegung des Behilters
die Rollchen in uniibersichtlicher Weise durcheinandergeriittelt
werden; wie das einzelne Roéllchen am Schlusse ergriffen und
aus dem Behilter entfernt wird, erscheint ohne Bedeutung, wenn
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nur dem Ziehenden jede Einsichtnahme in etwaige Unterschiede
der Rollchen entzogen ist. Aber gerade diese Bedingung wird
besonders vollstindig erfillt, wenn iiberhaupt kein intelligentes
Wesen das Herausnehmen besorgt, sondern irgend eine mechanische
Einrichtung getroffen ist, die bewirkt, da8 nach geniigender
Durchriittelung des Behilters ein einzelnes Rollchen, etwa durch
eine trichterférmige Offnung, herausfillt. In der Tat ist schon
oft, zur Vermeidung von Unterschleif, also zur vollstindigen
Sicherstellung des ,,Zufalls”, vorgeschlagen worden, den gesamten
Ziehungsvorgang zu ,,mechanisieren‘.

DaB dies moglich ist, unterliegt keinem Zweifel. Eine der-
artige, durch einen Elektromotor getriebene Ziehungsmaschine
wiirde dies leisten: an einer Stelle des Apparates wird ein langes
Papierband eingefiihrt, das automatisch bedruckt, zerschnitten
und gerollt, in Form von hunderttausend gleichen Réllchen in
einen Behilter fillt; dieser wird hinreichend stark geriittelt
und gibt schlieBlich ein Rollchen durch eine vorgesehene Offnung
als den Triger des Gewinnes (bzw. des ersten Gewinnes) nach
auBen ab. Damit haben wir eine, bis auf den motorischen Antrieb
ganz in sich geschlossene, mechanische Einrichtung vor uns,
die, sofern man sie mehrmals in Tatigkeit setzt, keineswegs stets
das gleiche Ergebnis zeitigt, sondern, wie wir vollig iiberzeugt
sind, durchaus nach Zufallsgesetzen, d. h. nach Art eines
Kollektivs, bald die eine, bald die andere Losnummer als die
gewinnende ausweisen wird. Man kann sich auch einen noch
einfacheren automatisierten Zufallsmechanismus hergestellt
denken, indem man das schon erwihnte Bajazzo-Spiel (bei dem
eine zwischen Nigeln, wie beim Galtonschen Brett, herabfallende
Kugel aufgefangen werden soll) durch einen Motor erginzt,
der das Hinaufheben der herabgefallenen Kugel (das jetzt der
Spieler durch Drehen eines Knopfes leistet) mechanisch bewirkt;
der Auffangbecher miiBite natiirlich feststehen, damit — nach
dem frither Ausgefiithrten — iiberhaupt ein Gliickspiel und kein
Geschicklichkeitspiel vorliegt.

Die zufallsartigen Schwankungen

Hat man nun einmal erkannt, daB ein automatischer Mecha-
nismus zufallsartig schwankende Resultate ergeben kann, so
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liegt kein Grund mehr vor, die analoge Annahme fiir die Gas-
molekel abzulehnen. Aber man kann in der Uberlegung noch
einen Schritt weiter gehen. Wir haben vorhin davon gesprochen,
daB eine Maschine von der Art eines mechanischen Webstuhls
nach der gingigen Auffassung vollkommen zwangldufig ein Web-
stiick genau gleich dem andern herstellt. Ist denn diese Ansicht
iiberhaupt richtig? Wenn wir mit etwas schirferen Mitteln
als dem freien Auge zwei Erzeugnisse desselben Webstuhls
betrachten, so finden wir zweifellos — auch wenn wir vorerst
der Einfachheit halber von Fehlern in der Beschaffenheit der
Kette und der EinschuBfiden absehen — kleinere und gréBere
Abweichungen in der Maschenweite, in den Winkeln, die die
Fiden miteinander bilden usf. Ja, wir haben an einer Reihe von
gewebten Stiicken gleich eine mehrfache Mannigfaltigkeit von
Schwankungen vor uns, indem wir einmal die Maschenunter-
schiede, die nebeneinander an einem Stiick bestehen, ein ander-
mal die Unterschiede betrachten kénnen, die an den entsprechen-
den Stellen der verschiedenen Stiicke auftreten. Und solche
Abweichungen, solche Fehler gibt es bei jedem, auch bei dem
exaktesten maschinellen Arbeitsvorgang. Als wir von den An-
wendungen der Statistik in der Industrie sprachen, erwihnte
ich, daB man sich bei der Uberpriifung der fiir Kugellager be-
stimmten Stahlkugeln mit Vorteil der GauBschen Fehlertheorie
bedient. Hier wird also auf das Resultat eines der vollkommensten
mechanischen Arbeitsprozesse, den die moderne Technik kennt,
eine Theorie angewandt, die sich auf dem rationellen Kollektiv-
begriff aufbaut, obgleich jenes Resultat, nimlich die ganz auto-
matisch hergestellte Stahlkugel, nach den Grundgesetzen der
Mechanik voéllig determiniert sein miilte. Gerade das, was die
deterministische Auffassung der Naturvorginge als das Aller-
eindeutigste ansehen miiite, das Werk einer exakten Maschine,
erweist sich bei niherem Zusehen als etwas zufallsartig schwan-
kendes. Gibt es dann iiberhaupt noch einen Wiederholungs-
vorgang, der wirklich genau durch die Vorhersage der Mechanik
oder der analogen physikalischen Theorie gedeckt wird? Es
wiire miiBig, dariiber zu streiten, ob z. B. bei einem mathema.-
tischen Pendel ein Ausschlag genau gleich dem andern verlduft.
Haben wir eine Anordnung gefunden, bei der sich Abweichungen
nicht feststellen lassen, so ist es nur verniinftig, anzunehmen, daB
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genauere MeBmethoden uns doch noch welche zeigen werden
und — nach allen bisherigen Erfahrungen — daB diese Abwei-
chungen die Eigenschaften eines Kollektivs besitzen, sowie der
Fehlertheorie gehorchen diirften.

Kleine Ursachen, groe Wirkungen

Ein Unterschied freilich zwischen dem Verhalten der Ziehungs-
maschine und den eben erwidhnten ,,Ungenauigkeiten in der
Arbeit beliebiger Werkmaschinen tritt auffallend zutage. Man
kann im letzten Falle das wesentliche Ergebnis des mechanischen
Prozesses voraussagen (bzw. es ist die Maschine im Hinblick
auf dieses Ergebnis gebaut) und nur kleine Abweichungen der
Einzelresultate untereinander unterliegen den Zufallsgesetzen.
Bei der automatischen Ziehungsvorrichtung aber steht es so,
daB alles, worauf es ankommt, durch den Zufall entschieden
wird. In dieser Formulierung liegt noch etwas subjektives,
nur durch den Verwendungszweck, durch die Absicht, der die
Maschine dienen soll, bedingtes. Von einer Maschine, die dazu
bestimmt ist, Kisten zu nageln und bei der die einzelnen Nagel
aus einem Behilter in der gleichen Weise, wie bei der Ziehungs-
maschine in zufallsartiger Folge zur Wirkung kommen, sagen
wir wohl nicht, daB sie wesentlich Zufallsergebnisse zeitigt,
obwohl hier die mechanischen Verhéltnisse nicht andere sind
als bei der Ziehungsvorrichtung. Man kann, vom rein mechani-
schen Standpunkt aus, ohne Riicksicht zu nehmen auf den Zweck,
der mit einer Einrichtung verfolgt wird,mag es sich also um
die gleichgiiltige Auswahl der Kistennigel oder die bedeutungs-
volle der Lotteriersllchen handeln, eine charakteristische Eigen-
schaft ,eigentlicher” Zufallsmaschinen feststellen. Bei ihnen
weist der Bewegungs- oder Arbeitsverlauf von einemmal zum
andern Unterschiede auf, die nicht den Typus kleiner Abwei-
chungen oder Ungenauigkeiten besitzen, sondern ein bestimmtes
MaB nicht unterschreiten. So ist es bei zwei Lotterieziehungen
das Mindeste, daB die als ,,erste Treffer’ erscheinenden Los-
nummern sich um eine Einheit unterscheiden, wenn sie nicht
gerade zusammenfallen. Dagegen kann der Durchmesser einer
maschinell erzeugten Stahlkugel jeden noch so kleinen Fehler
gegeniiber dem beabsichtigten NormalmaBl aufweisen, und

Mises, Wahrscheinlichkeit 10
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Fehler oberhalb einer gewissen geringen Grofe kommen praktisch
iberhaupt nicht vor. Bedenkt man nun, daBl der Bewegungs-
vorgang in jedem Mechanismus zu Beginn wenigstens annahernd
determiniert verlauft — bei der Ziehungsmaschine z. B. bis zum
Einrollen der bedruckten Zettel — und wéhrend dieser Teil-
periode hochstens kleine Schwankungen aufweisen kann; so
gelangt man dazu, ein ausschlaggebendes Merkmal der ,,Zufalls-
maschinen‘ vonfolgender Art herauszuheben : Bei ihnen entwickeln
sich aus anfinglich nur kleinen, vielleicht verschwindend kleinen
Ungenauigkeiten im Verlauf des Prozesses groBe, endliche
Unterschiede im mechanischen Ergebnis.

Das Schlagwort, mit dem wir, dem Physiker M. v. Smolu-
chowski folgend, die Verhiltnisse am besten kennzeichnen
konnen, lautet: Kleine Ursachen, groBe Wirkungen.
Ich will nicht so weit gehen, wie Smoluchowski und teilweise
vor ihm schon Poincaré es getan hat, und ein solches MiB-
verhiltnis zwischen Wirkung und Ursache geradezu als die ent-
scheidende Eigenschaft jeder Massenerscheinung, auf die die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung anwendbar sein soll, ansehen. Aber
fir die ,,Zufallsmechanismen®, d. h. fir solche Einrichtungen, die
menschlichen Eingriffen entzogen, automatisch verlaufende
Wiederholungsvorginge vom Typus eines Kollektivs mit endlich
verschiedenen (arithmetischen) Merkmalen aufweisen, fiir diese
trifft das Kennzeichen zweifellos zu. Die gerollten Lose fallen
in der Reihenfolge, in der sie gedruckt wurden, in den Behilter
und zeigen in diesem, solange er nicht bewegt wird, noch eine
bestimmte Anordnung, die sich bei Wiederholung des ganzen
Prozesses ungeféahr reproduziert. Wird jetzt der Behilter zwang-
laufig in Bewegung versetzt, so bewirken die kleinen, schon vor-
handenen Unterschiede der Lage, da8 die ,,Anfangsbedingungen*‘
des einsetzenden Bewegungsvorganges von einem Mal zum andern
nicht ganz die gleichen sind. Aus den kleinen Abweichungen der
Anfangslage entwickeln sich nun im langen Verlauf der Riittel-
bewegung so erhebliche Unterschiede in der spiteren Konfiguration,
daB das erste schlieBlich herausfallende Los jedesmal ein ganz
anderes wird. Noch viel durchsichtiger ist der Vorgang beim Galton-
schen Brett oder, was fiir uns dasselbe ist, beim Bajazzospiel. Trifft
die Kugel auf den ersten Stift aut, so entscheidet eine ganz un-
merklich geringe Abweichung nach rechts oder links dariiber,
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ob sie um eine halbe Teilung nach der einen oder der andern Seite
verschoben wird. Beim zweiten Stift, der getroffen wird, wieder-
holt sich diese Sachlage, wobei man durchaus nicht annehmen mu8,
daB nur Schwankungen der urspriinglichen Anfangsbedingungen
weiter wirken. Es ist vielmehr plausibel, daB8 fortdauernd neue
Einflisse von auBlen, Luftbewegungen, Erschiitterungen usf.
sich geltend machen, die alle das Gemeinsame haben, daB sie ein-
zeln sehr ,,kleine Ursachen* darstellen, aber in ihrer Gesamtheit
iiber ein ,,Entweder-Oder‘ entscheiden, iiber das Weiterrollen
der Kugel rechts oder links von der AufstoBstelle.

Kinetische Gastheorie

Es ist nicht schwer, die Uberlegungen, die wir an die ,,Zu-
fallsmechanismen* gekniipft haben, in der Richtung zu er-
ginzen, daB sie uns Einblick in das Wesen physikalisch-stati-
stischer Vorginge gewahren. Als das dlteste Beispiel eines solchen,
das in gewissem Sinn fiir fast alle anderen Fille charakteristisch
ist, betrachten wir das Bild, das die sogenannte kinetische Gas-
theorie von einem ,,idealen Gase entwirft. Ich lasse es hiebei
noch firr den Augenblick unbeachtet, da die Anschauungen der
Physiker iiber den Gegenstand selbst sich schon mannigfach
geindert haben, und daB man der Boltzmannschen Gastheorie
fast nur noch historische Bedeutung zuerkennt. Es wird hier be-
kanntlich angenommen, da8 die Gasmasse nicht etwa stetig den
Raum erfiillt, wie es die rohe Beobachtung vermuten 1a8t, sondern
daB der ,,gaserfiillte’ Raum mit enormer Geschwindigkeit von sehr
vielen, sehr kleinen Atomen oder Molekiilen durchschwirrt wird,
die in kurzen Zeitabstinden aneinander stoBen und dabei aus
ihrer sonst geradlinigen Bahn abgelenkt werden. Betrachtet man
als Merkmal eines solchen Molekels seine augenblickliche Ge-
schwindigkeit, oder genauer die drei Geschwindigkeitskomponenten
in den Richtungen eines Koordinatenkreuzes, so erweist es sich
als zweckmiBig, d. h. als mit den Beobachtungen gut iiberein-
stimmend, die Gesamtheit der Molekel als Kollektiv anzusehen
und die Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf sie anzu-
wenden. Dabei ist man, wenn man Ubereinstimmung mit der
Erfahrung erzwingen will, nicht mehr frei in der Festsetzung der
Abmessungen, der Anzahl der in einer Volumeinheit befindlichen
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Molekiile sowie der Ausgangsverteilungen. Es ist fiir uns wichtig,
zuniichst einige Zahlen kennen zu lernen.

Nach den iiblichen Annahmen, zu denen, wie gesagt, die
Anpassung an die Erscheinungen zwingt, enthilt unter durch-
schnittlichen Verhiltnissen ein Kubikmillimeter nicht weniger
als 30000 Billionen Gasmolekel; ihre GroBe ist derart, daB
drei Millionen nebeneinander gelegt die Lénge von 1 mm er-
geben; die durchschnittliche Geschwindigkeit betrigt einige
hundert Meter in der Sekunde; nach einem Weg von etwa einem
Zehntausendstel Millimeter wird das Molekel durch Zusammen-
stoB abgelenkt; ungefihr fiinf Milliarden solcher Zusammen-
st6Be sind auf eine Sekunde zu rechnen. Man sieht, da8 hier die
Anwendung der Ausdriicke ,,sehr viel”, ,,sehr klein““ usw. schon
gerechtfertigt ist. Auch wird es verstdndlich, daB die Regeln
der Wahrscheinlichkeitsrechnung sich gut bewéhren, da man es
mit so enormen Elementenzahlen zu tun hat, wie sonst nie.

Wie steht es aber hier mit dem Schlagwort ,kleine Ursachen,
groBe Wirkungen“? In welcher Weise tritt hier dieses entschei-
dende Kennzeichen des Zufallsmechanismus auf? Nun, um das
einzusehen, miissen wir nur noch eine Zahlengr6Be aus den
fritheren Angaben berechnen. Der Durchmesser des Molekels
betragt, wie ich sagte, ein Dreimillionstel Millimeter, die ,,freie
Wegliange®, d. i. die durchschnittlich ohne Zusammensto8 durch-
laufene Strecke etwa ein Zehntausendstel, demnach 300mal
so viel. Die geometrischen Verhdltnisse sind also die gleichen,
wie wenn Kugeln von 1 cm Durchmesser nach durchschnittlichen
Weglingen von 3 m aneinanderprallen. Es ist dann einleuchtend,
daB eine verschwindend kleine Abweichung in der Flugrichtung
einer Kugel die Wirkung des Zusammenpralles entscheidend
beeinfluBt. Bewegt sich z. B. eine 1-cm-Kugel zentrisch auf eine
ebenso grofle zu, die wir uns im Abstand von 3 m augenblicklich
festgehalten denken wollen, so wird sie durch den elastischen
Aufprall geradewegs zuriickgeworfen, kehrt also an ihren Aus-
gangspunkt zuriick. Wenn aber die Bewegungsrichtung nur
um etwas weniger als neun Bogenminuten (d. i. 0,0004 des Kreis-
umfanges) von der geraden Verbindungslinie der Kugelmittel-
punkte abweicht, so folgt aus den StoBgesetzen, daB der Riick-
prall unter 45° geschieht, so daB die bewegte Kugel auf dem Riick-
weg in 3 m Entfernung an ihrem Ausgangspunkt vorbeilduft. Bei
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16 Bogenminuten Abweichung wiirde die Kugel schon im rechten
Winkel gegen ihre Ankunftsrichtung abgelenkt und bei 23 Bogen-
minuten wiirde gar kein Sto8 mehr erfolgen, sondern die Kugel
ungestort weiter fliegen.

Die eben ausgesprochenen Sitze folgen allerdings nur aus
der #ltesten, noch von Boltzmann vertretenen, seither aber
fallen gelassenen Annahme, da3 die Molekel vollkommene Kugel-
gestalt haben und sich beim Stofe wie rein elastische Kérper
verhalten. Aber sie sind doch sehr geeignet, uns einen Einblick
zu gewdhren in die groffe Empfindlichkeit des Bewegungs-
ablaufes gegeniiber kleinen Ungenauigkeiten. Bedenkt man, daB
nach neueren, allerdings auch schon groBenteils iiberholten,
Vorstellungen jedes einzelne Gasmolekel eine gréSere oder
geringere Zahl iiberaus rasch gegeneinander bewegter Elektronen
umfaBt, so wird sich der Eindruck nur verstirken, da8 das
Resultat eines ZusammenstoBles in auBerordentlichem MaBe
von kleinen und kleinsten Ursachen abhingt. Denn wenn die
Elektronen den Atomkern mit Geschwindigkeiten umkreisen,
die gegeniiber den Fluggeschwindigkeiten des ganzen Molekels
ungeheuer groB sind, so mul} die geringste Variation in der Gréfie
oder Richtung der Fluggeschwindigkeit die relative Lage der
Atomteile im Augenblick des Zusammenstofies von Grund auf
verindern. Man kann hier mit noch weit mehr Recht als bei den
meisten Gliicksspielmechanismen von ,kleinen Ursachen und
grofen Wirkungen sprechen.

Der sich selbst iiberlassene Haufen von bewegten Gasmolekeln
erscheint in dieser Weise nicht grundsitzlich verschieden von der
automatischen Ziehungsmaschine oder dem Galtonschen Brett
(Bajazzospiel) mit selbsttatiger Hebevorrichtung fiir die herab-
gefallenen Kugeln. DaBl es eine auf dem Wahrscheinlichkeits-
begriffe aufgebaute kinetische Gastheorie gibt, die mit der Er-
fahrung gut iibereinstimmende Resultate liefert, ist nicht um ein
Haar wunderbarer als die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf irgend welche Gliicksspielprobleme. Im Gegenteil,
die besonders gute Ubereinstimmung wird plausibler zufolge
der beiden schon erwihnten Umstéinde: der auBerordentlich
groBen Zahl von Elementen, mit denen man es in der Gastheorie
zu tun hat, und des liberaus stark ausgepriagten MiBverhiltnisses
zwischen den die Verschiedenheiten des Stofeffektes herbei-
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fihrenden Ursachen und ihren Wirkungen. Wir sind jedenfalls
nicht berechtigt, einseitig in dem einen Fall, dem der Gastheorie,
einen Widerspruch gegen das Kausalitatsgesetz oder auch nur
eine besondere Belastung unseres Bediirfnisses nach kausaler
Erklarung der physischen Erscheinungen zu erblicken.

Gr6B8enordnung der ,,Unwahrscheinlichkeit*

Vielleicht werden Sie aber den Einwand machen, daB der
Annahme einer statistischen Fassung fiir ein bestimmtes physi-
kalisches Grundgesetz nicht nur intellektuelle Bedenken, sondern
auch rein praktische gegeniiberstehen. Wie gewinnt man denn
jemals die Uberzeugung von der Richtigkeit einer derartigen
Aussage? Ist es nicht so, daB die physikalische Beobachtung
entscheidend dazu dringt zu erklaren, die Entropie nehme immer
zu, oder sie nehme unter den und den Umstinden sicher zu?
Der nicht naher Orientierte wird vermuten, daB es sozusagen
eine Tatsachenfrage ist, ob man mit einem sicheren Zunehmen
der Entropie zu rechnen habe oder nicht, und dafl im letzteren Fall
sich auf Grund der Erfahrung zumindest Bedingungen werden
angeben lassen, unter denen die Zunahme zu erwarten ist. Um
die hier vorliegenden Verhdltnisse aufzukliren, muB ich doch
ein wenig ndher auf den Entropiebegriff eingehen und dabei
noch einmal auf die frither schon mitgeteilten ,,groBen Zahlen'
der Gasmolekel usw. zuriickkommen.

Nach den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie befinden
sich, wie schon vorhin angegeben, in einem von Luft erfiillten
Wiirfel, der 1cm Seitenlinge besitzt, 30 Trillionen lebhaft
durcheinander schwirrende Molekel, die in jedem Augenblick
den Raum von 1 ccm mehr oder weniger gleichférmig erfiillen.
Die Entropie ist nun — ebenfalls im Rahmen der kinetischen
Theorie betrachtet — im wesentlichen ein MaB fiir die Gleich-
formigkeit dieser Verteilung. Auf jeden einzelnen der 1000
kleinsten Wiirfelchen von der GroBe eines Kubikmillimeters,
in die der ganze betrachtete Wiirfel zerfillt, kommen im Durch-
schnitt 30000 Millionen Molekel. Man schreibt nun nach Boltz-
mann der ZustandsgroBe, die Entropie heiBt, einen héheren
Wert zu, wenn die tatsichliche Verteilung der Molekel in héherem
MaBe der gleichférmigen, die gerade ein Tausendstel der Gesamt-
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zahl in jeden Kubikmillimeter verweist, entspricht, und einen ge-
ringeren, wenn eine auffillige Ungleichheit vorhanden ist, z. B. ein
kleines Wiirfelchen mit nur der Hilfte der auf ihn durchschnitt-
lich entfallenden Molekelzahl. Dabei ist natiirlich noch auf einige
Nebenumstéinde zu achten. So ist vorausgesetzt, daB8 innerhalb
des ganzen Raumes, den wir ins Auge fassen, also in unserem
Beispiel des Kubikzentimeters, keinerlei merkliche physikalische
UngleichméBigkeiten bestehen, also etwa keine Druck- oder
Temperaturdifferenzen zwischen einzelnen Punkten, wie sie in
einem groBleren Raum, wie sie in diesem Saale, natiirlich mannig-
faltig festgestellt werden konnten. Ferner ist zu bemerken,
dal zur genauen Abgrenzunge des Entropiebegriffes bzw. zur
Bestimmung der GroBSe der Entropie in einem konkreten Falle
nicht nur die 6rtliche Verteilung der Molekel, sondern auch ihr
Geschwindigkeitszustand heranzuziehen wire, was aber an den
grundsétzlichen Zusammenbingen nichts andert.

Sieht man von den Geschwindigkeiten ab, so kann man sagen,
alle Erfahrung weise darauf hin, daB eine solche Abnormitit,
wie die Verminderung der Molekelzahl in einem Kubikmillimeter
auf oder unter die Hilfte (bei entsprechender, geringer Vermehrung
in den iibrigen 999 Wiirfelchen) niemals eintritt. Die statistische
Theorie schlieBt nun allerdings die Méglichkeit dieser Erscheinung
nicht vollstindig aus, sondern erklirt sie nur fiir #uerst unwahr-
scheinlich. Man muBl aber das MaB der Unwahrscheinlichkeit
kennen, das die Theorie angibt. Es ist mir leider ganz unméglich,
die Zahl hier anzuschreiben, die den von der Theorie gelieferten
Wabhrscheinlichkeitsbruch zum Ausdruck bringt. Die Zahl
ist néamlich so beschaffen, daB hinter dem Komma erst einmal
hundert Millionen Nullen stehen, bevor die erste von Null ver-
schiedene Ziffer kommt! Eine derart kleine GréBe entzieht sich
jeder Vorstellung, wir wollen daher unser Beispiel etwas milder
gestalten. Fragen wir nur nach der Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB die Zahl der Molekel in dem &uBersten Winkel des betrach-
teten Kubikzentimeters, sagen wir etwa um wenigstens ein Zehn-
tausendstel nach oben oder unten von der auf den einzelnen
Kubikmillimeter entfallenden Durchschnittszahl 30000 Millionen
abweicht, da8 sie also um hochstens drei Millionen zu groB oder
zu klein ist. Dieser Wahrscheinlichkeitsbruch 148t sich auch
noch nicht in gewohnlicher Form anschreiben, er hat noch mehr
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als 60 Nullen hinter dem Komma, aber man kann sich schon
ganz gut einen Begriff von dem AusmaB dieser Wahrscheinlich-
keit machen. Spielt man nédmlich zehnmal hintereinander bei
einer Lotterie mit, bei der jedesmal eine Million Lose ausgegeben
werden, so besitzt man ungefahr die angegebene Wahrschein-
lichkeit dafiir, alle zehnmal den Haupttreffer zu gewinnen. Jeder
normal Denkende wird finden, daB zwischen diesem Grad von
,,Unwahrscheinlichkeit’* und der vollkommenen Unméglichkeit
kaum noch ein praktisch feststellbarer Unterschied besteht.

Kritik der Gastheorie

Ich habe hier einige einfache Rechnungen, die an die so-
genannte kinetische Gastheorie ankniipfen, nur deshalb ein wenig
ausgefithrt, weil diese Theorie das dlteste und, man kann wohl
sagen, bekannteste Beispiel einer Anwendung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes in der Physik ist. Aber das Beispiel ist aus
mehrfachen Griinden nicht ganz geeignet. Einer dieser Griinde
ist schon erwdhnt worden: Man glaubt heute nicht mehr an
die einfachen, kugelformigen Molekiile von Clausius, Maxwell
und Boltzmann, auch die im letzten Jahrzehnt entstandene
Vorstellung von den Atomen als kleinen Planetensystemen, die
auf Rutherford und Niels Bohr zuriickgeht, ist schon ver-
lassen und hat einer viel allgemeineren, von Ernst Mach voraus-
geahnten Auffassung, wonach man den Atomen weder Ort noch
Zeit im gewohnlichen Sinn zuschreiben darf, weichen miissen.
Aber fir uns ist noch wesentlicher der Umstand, daB8 man im
Bereiche der alten Gastheorie eigentlich niemals zu einer rest-
losen Kliarung der begrifflichen Grundlagen, gerade in
Hinsicht auf die statistischen Fragen gelangt ist. Boltzmann selbst
stand noch mit einem FuB in der deterministischen Mechanik
und er versuchte die statistische Auffassung des zweiten Haupt-
satzes zu vereinigen mit einer Beschreibung der Sto8vorginge zwi-
schen den Gasmolekeln, die ganz in den Gedankengingen der
Newtonschen Mechanik verlief. Mit Recht wandte Ernst Mach
dagegen ein, daB aus den mechanischen Gesetzen niemals ein Ver-
halten, wie es der zweite Hauptsatz fordert, gefolgert werden kénne.

Die Machsche Kritik an der Boltzmannschen Ableitung des
zweiten Hauptsatzes ist so wichtig und sie ist leider so oft in ganz
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falschem Sinn dargestellt worden, daB ich nicht unterlassen kann,
darauf etwas niher einzugehen. Mach findet, daB ein ,,Analagon
der Entropievermehrung in einem rein elastischen System aus
absolut elastischen Atomen nicht existiert’‘; daB ein Verhalten
der Atome gemdB dem zweiten Hauptsatz aus den mechanischen
Gesetzen nicht nachgewiesen sei. ,,Wie konnte auch ein absolut
konservatives System elastischer Atome durch die geschicktesten
mathematischen Betrachtungen, die ihm doch nichts anhaben
konnen, dazu gebracht werden, sich wie ein nach einem End-
zustand strebendes System zu verhalten ?* Diese Einwinde,
iiber die man sich vor ein bis zwei Jahrzehnten, als die kinetische
Gastheorie in hohem Ansehen bei den Physikern stand, meinte
hinwegsetzen zu kénnen, treffen genau den Kern der Sache. In
der Tat ist es niemals gelungen und auch in keiner Weise méglich,
aus den Gesetzen der Mechanik einen Bewegungsverlauf abzu-
leiten, der dem entspricht, was der zweite Hauptsatz fordert:
eine Bevorzugung derjenigen Zusténde, die als ,,ungeordnetere
gelten kénnen, wie die gleichférmige Verteilung der Molekel iiber
die tausend einzelnen Millimeterwiirfel des fritheren Beispieles.

Nur recht kurz wihrte unter den in unserer Zeit so rasch ver-
gianglichen Perioden der Physik die ,,mechanistische’, in (_ier der
Glaube an die absolute Realitit der Atome vorherrschend war
und man meinte, in letzter Linie mit den Gesetzen der Newton-
schen Mechanik fiir die Erklirung der Warmevorginge das Aus-
langen finden zu kénnen. Allmihlich erkannte man dann, da8
hier unlésbare Widerspriiche bestanden, man begann, mehr oder
weniger deutlich, die deterministische Theorie der Molekiilst68e
aufzugeben und versuchte die entstandene Liicke durch einen deus
ex machina, durch Einfiihrung der sogenannten Ergodenhypothese,
auszufiillen. Ich gehe hier auf diese weitliufigen Fragen nicht
ein, da sie nur erértert werden miilten, wenn ich mehr Nach-
druck auf die vorgebrachten Andeutungen zur klassischen Gas-
theorie legen wollte; die sind allerdings erst im Zusammenhang
mit der Ergodenhypothese richtig zu verstehen. Ich will aber
diesen Gedankengang nicht weiter verfolgen, sondern lieber zwei
Beispiele zur physikalischen Statistik besprechen, die von den
Schwierigkeiten der Gastheorie frei sind und in denen es sich auch
nicht um so hypothetische und umstrittene Dinge wie die Gas-
molekiile handelt.
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Brownsche Bewegung

Vor etwa hundert Jahren entdeckte der englische Botaniker
Brown in gewissen organischen Fliissigkeiten unter dem Mikro-
skop sichtbare kleine Kérperchen, die eine merkwiirdige, ruhelose
Zickzackbewegung vollfithrten. Inzwischen hat man gefunden,
daB sich diese ,,Brownsche Bewegung‘‘ unter den mannigfachsten
Umstéanden beobachten liBt und eine den Gesetzen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung folgende Massenerscheinung bildet. Wir
kénnen, da es uns nur auf das Grundsitzliche ankommt, die
Vorstellung dahin vereinfachen, dal wir annehmen, die Bewegung
der Partikelchen erfolge ausschlieBlich innerhalb einer wagrechten
Ebene. Wir sehen also von Auf- und Niedersteigen ab oder be-
trachten lediglich die Projektion der Zickzackbewegung auf die
Horizontalebene.

Denken wir uns etwa den Boden des Gefales mit einem regel-
méifigen Netz von rechtwinklig zueinander stehenden Geraden
iiberzogen, so daB er in eine groBle Anzahl, sagen wir N kleine
Quadrate zerfillt, so kénnen wir ein Kollektiv folgendermaBen
festlegen: Element ist die Beobachtung eines Brownschen
Teilchens, Merkmal die Nummer des Quadrates, in dem es sich
befindet. Man erzielt gute Ergebnisse, wenn man annimmt,
daB jede der hier in Frage kommenden Wahrscheinlichkeiten den
gleichen Wert, also 1 : N besitzt. Die Annahme laBt sich in der
Weise priifen, daB man aus dem angegebenen Ausgangskollektiv
ein anderes ableitet, dessen Element die Beobachtung einer
Anzahl von, sagen wir n, Partikelchen ist, mit dem Merkmal
ihrer n Aufenthaltsquadrate, und dann daraus durch Mischung
eine einfache Alternative herstellt z. B. mit dem Merkmal: In
dem Quadrat Nr. 25 befinden sich drei Partikel oder nicht drei
Partikel. Macht man eine Reihe von mikrophotographischen Auf-
nahmen der ganzen Emulsion, wobei das Liniennetz auf der
Platte angebracht ist, so kann man zahlen, mit welcher relativen
Hiufigkeit das eben bezeichnete Merkmal auftritt. Die Uber-
einstimmung mit der Rechnung erweist sich dabei als sehr be-
friedigend. - Um die Voraussetzungen der Rechnung genau zu
erfiilllen, miite man allerdings vor jeder Aufnahme die Teilchen
gewaltsam durcheinander mengen, damit die einzelnen Beob-
achtungen ,,unabhéngig” werden — so wie man es beim Karten-
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mischen oder bei der Lotterieziehung macht. Daf} die Ergebnisse
der Zahlung auch ohne ein solches Mischen, ohne Unterbrechung
des natiirlichen Bewegungsablaufes, mit der rechnungsmiBigen
Erwartung gut iibereinstimmen, das ist eine sehr bemerkenswerte
Tatsache, iiber die ich jetzt noch Naheres sagen muf.

Der zeitliche Ablauf

Denn das eigentliche und stérkste Interesse in einer Frage
der physikalischen Statistik richtet sich nicht auf das rdumliche
Nebeneinander der Erscheinungen, sondern auf das Nacheinander,
auf den zeitlichen Ablauf der Ereignisse. Man betrachtet bei der
Brownschen Bewegung unter dem Mikroskop vorzugsweise
ein quadratisches Feld des Netzes und zdhlt die Partikelchen,
die von Sekunde zu Sekunde oder in sonst geeigneten Inter-
vallen in ihm zu finden sind. Wie lassen sich die Regeln der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung auf diese Beobachtungsreihe anwenden ?
Bilden etwa die aufeinanderfolgenden Partikelzahlen die Ergebnis-
reihe der Elemente eines Kollektivs, das sich aus dem friither
genannten Ausgangskollektiv ableiten 1aBt? Lassen sie sich
iiberhaupt als ein Kollektiv auffassen? Eine einfache Uber-
legung zeigt schon, daf} das kaum der Fall sein kann. Denken
wir etwa an das Auftreten einer bestimmten Teilchenzahl, z. B.
7, in einem der Quadrate. Wenn wir eine geniigend lange Zeit-
folge untersuchen, wird sich gewi eine relative Héaufigkeit der
Beobachtungszahl 7 herausstellen, von der man annehmen kann,
daB sie einem Grenzwert zustrebt. = Beriicksichtigen wir aber
nicht nur jedesmal den augenblicklichen Zustand, sondern auch
das, was im unmittelbar vorausgegangenen Zeitelement im gleichen
Feld geschehen ist, so wird sich zweifellos finden, daB die Zahl 7
auf die Zahl 6 oder 8 viel 6fter folgt als etwa auf die Zahl 1.
Das zweite Axiom, die’ Regellosigkeit der Merkmalreihe, trifft
also auf die zeitliche Folge der Partikelzahlen in einem bestimmten,
ins Auge gefaBiten Felde gar nicht zu. Dies riihrt natiirlich,
physikalisch gesehen, daher, daB die einzelnen Teilchen innerhalb
des Zeitintervalles von einer Beobachtung zur nichsten doch
nur eine beschrinkte Bewegung machen, so daBl kleine Veridnde-
rungen der Teilchenzahlen eher zu erwarten sind als gréBere.
Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie aus miissen
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wir sagen, daB die Teilchenzahlen zwar kein Kollektiv bilden,
aber in irgend einer Weise mit dem Begriff des Kollektivs in
Zusammenhang gebracht werden konnen. Es ist nicht schwer,
einzusehen, wie das geschehen muf; ich will es zunédchst an dem
einfachsten Beispiel eines Gliicksspiels, an dem Kopf-und-Adler-
spiel, erlautern.

Wahrscheinlichkeits-Nachwirkung

Denken wir uns die Ergebnisse einer Alternative durch die
Zahlen 0 und 1 bezeichnet, so ergibt eine Beobachtungsfolge
eine aus Nullen und Einsern bestehende Zahlenreihe, die alle
Eigenschaften eines Kollektivs aufweist. Insbesondere kommt die
Zahl 1 hinter einer 0 ebenso haufig vor wie hinter einer 1. Bilden
wir aber jetzt die Summe aus je zwei aufeinanderfolgenden Er-
gebniszahlen, und zwar derart, daB wir das erste und zweite,
dann das zweite und dritte, dann das dritte und vierte Ergebnis
usf. addieren! So entsteht aus der Beobachtungsfolge 10111010
011000101.. die Summenfolge1122111012100111..,
die natiirlich aus Nullen, Einsern und Zweiern besteht. Es wird
niemanden tiberraschen, da8 diese Folge ebenso Grenzwerte der
relativen Haufigkeiten aufweist, wie die urspriingliche. Aber
man erkennt doch hier andererseits, daB die Regellosigkeit nicht
mehr besteht: denn unméglich kann die Zahl 2 auf eine 0 oder
die Zahl 0 auf eine 2 folgen. Eine 2 an fiinfter Stelle besagt nim-
lich, daB das fiinfte und sechste Ergebnis 1 war, eine 0 an sechster
Stelle sagt, daB der sechste und siebente Versuch 0 ergab, was
offenbar unvereinbar ist. Wir haben hier das Schulbeispiel einer
Zahlenreihe vor uns, die aus einem Kollektiv, aus der Beob-
achtung einer zufallsartigen Erscheinungsreihe gewonnen wurde,
die auch noch zum Teil die Eigenschaften eines Kollektivs
besitzt, aber nicht mehr die charakteristische Eigenschaft der
(vollen) Regellosigkeit aufweist. Die mathematische Analyse
wird nun folgendermaBlen dieses Vorkommnisses Herr.

Man betrachtet vorerst ein aus dem urspriinglichen Kollektiv
abgeleitetes, dessen Element die Zusammenfassung von je drei
urspriinglichen Elementen ist, und zwar ohne Ubergreifungen,
also des ersten bis dritten, des vierten bis sechsten usf. Als zwei-
dimensjonales Merkmal des Elementes wihlen wir die beiden
Summen der Beobachtungsergebnisse, nimlich des jeweils ersten
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und zweiten, sowie des zweiten und dritten innerhalb der Dreier-
Gruppe. Durch Anwendung der geldufigen Regeln erhilt man
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in der betrachteten Elementen-
folge die Kombination 0-1 oder 1-0 usw. auftritt; die Kombi-
nationen 0-2 und 2-0 sind nach dem frither Gesagten unmdéglich.
Ein zweites Kollektiv, das zu den analogen Rechnungen fiihrt,
erhilt man bei Zusammenfassung der urspriinglichen Elemente
mit den Nummern 2 bis 4, 5 bis 7, 8 bis 10 usf. (an Stelle von 1
bis 3, 4 bis 6 usf.), ein drittes, wenn man die Elemente 3 bis 5,
6 bis 8 usf. jeweils vereinigt. Diese drei Kollektivs haben die
gleiche Verteilung, d. h. in jedem von ihnen ist die Wahrschein-
lichkeit einer bestimmten Kombination fiir die beiden Teil-
summen, etwa 2-1, die gleiche. Dieselbe Grofe liefert auch den
Grenzwert, dem die relative Haufigkeit dieser Kombination in
der Gesamtfolge aller Summen von je zwei Nachbarelementen
des urspriinglichen Kollektivs zustrebt. Dieser wird im all-
gemeinen ein anderer sein als der fiir die Kombination 1-1 oder
0-1, und das hindert uns, im Sinne unserer fritheren Definition
von einer ,,Wahrscheinlichkeit des Auftretens der 1‘‘ schlechthin
zu sprechen. M. v. Smoluchowski, der diese Erscheinung an
der Brownschen Bewegung zum erstenmal eingehend untersucht
hat, hat einen sehr anschaulichen Namen dafiir eingefiihrt, der
freilich — wie das oft mit solchen suggestiven Bezeichnungen der
Fall ist — auch zu sehr falschen Vorstellungen Anlafl geben kann.
Man spricht hier von einer ,,Wahrscheinlichkeits-Nach-
wirkung® und meint damit, daB trotz des zufallsartigen Cha-
rakters im ganzen doch eine Beeinflussung der einzelnen Be-
obachtung durch die vorangegangene vorliegt.

Die Verweilzeit und ihre Voraussage

Kehren wir nun zu unserem Problem, der Brownschen
Bewegung zuriick. Nach Analogie mit dem eben vorgebrachten
Beispiel kénnen wir die Koordinaten eines Teilchens zu irgend
einem Zeitpunkt als die Summe aus den Anfangskoordinaten
und den sprungartig zu denkenden Anderungen der Koordinaten-
werte wihrend der einzelnen Beobachtungsintervalle auffassen.
Als neues Ausgangskollektiv, das fiir die Betrachtung des zeitlichen
Ablaufs der Brownschen Bewegung wesentlich ist, miissen wir
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einfithren: die Beobachtung einer Koordinatendnderung, eines
Sprunges, mit dem Merkmal der Sprunggréfle, genauer der Koor-
dinatendifferenz in der einen und der anderen Richtung. Wir
haben demnach als gegeben anzusehen die Wahrscheinlichkeiten
dafiir, daB die Koordinaten des Aufenthaltsortes eines Teilchens in
je einem Zeitintervall Anderungen von beliebiger GroBe erfahren.
Nun bilden wir aus diesem und dem schon frither eingefiihrten
Ausgangskollektiv ein abgeleitetes mit folgendem Element:
Beobachtet wird die Gesamtheit von n Partikeln durch %k Zeit-
punkte hindurch. Merkmal ist zunéchst die Gesamtheit der
zweimal » X k Koordinaten aller Partikel, dann nach entsprechen-
der Mischung die relative Anzahl x : k der Zeitpunkte, in denen
beispielsweise drei Partikel sich in einem bestimmten Felde
befinden (bestimmte Koordinatenwerte aufweisen). Mit anderen
Worten heifit dies: Wir konnen die Wahrscheinlichkeit dafiir
berechnen, daBl sich z. B. in dem hundertsten Teil der beob-
achteten Zeitmomente drei Partikelchen in dem herausgehobenen,
im Mikroskop, wie man sagt, ,,optisch isolierten® Raumteil
befinden. Das Ergebnis dieser Rechnung ist ein duBerst charak-
teristisches und soll gleich kurz angegeben werden.

Es zeigt sich, wenn man — den Tatsachen entsprechend —
die Teilchenzahl » und die Felderzahl N sehr gro8 annimmt,
auch einen geniigend ausgedehnten Zeitraum, also groBes #k,
voraussetzt, dafl unter allen moglichen (d. h. zwischen 0 und 1
liegenden) Werten fiir die relative , Verweilzeit“ z : k£ immer
ein bestimmter erdriickend grofle, kaum von 1 zu unterscheidende
Wabhrscheinlichkeit besitzt. Ich hatte vorhin angedeutet, wie
man, von dem ersten Ausgangskollektiv herkommend, eine
Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen kann, daf ein beliebiges der
N kleinen Quadrate, wir sprachen dort von Nr. 25, in irgend einem
Augenblick gerade drei Partikel beherbergt. Diese Wahrschein-
lichkeit ist natiirlich ein echter Bruch, beispielsweise in dem Fall
der Svedbergschen Versuchsreihe, die ich noch ausfiihrlicher
besprechen werde, w= 0,116. Nun, das Ergebnis der weiteren
Rechnung, die auch das zweite Ausgangskollektiv (die Sprung-
wahrscheinlichkeiten) beriicksichtigt, geht dahin, daB bei Be-
trachtung einer geniigend langen Folge von Zeitpunkten an-
nahernd der Wert x : k= 0,116 mit auBerordentlich groBer
Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Um das Resultat kurz
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und prizise aussprechen zu konnen, ist es gut, einige Bezeich-
nungen einzufiihren.

Die im voraus gefundene WahrscheinlichkeitsgréBe w =
= 0,116 war aus der einfachen Annahme, daB die Wahrschein-
lichkeit fiir ein Teilchen, sich in einem bestimmten der N Felder
aufzuhalten, gerade gleich 1: N ist, im wesentlichen durch
Uberlegungen, die der Kombinatorik angehoren, gefunden
worden. Wir wollen sie daher als die , kombinatorische Wahr-
scheinlichkeit’ der Teilchenzahl 3 bezeichnen. Fiir den echten
Bruch z : k, Quotient aus der Zahl x der Zeitmomente, in denen
drei Teilchen beobachtet werden, durch die Gesamtzahl k& der
Beobachtungszeiten, haben wir schon den Ausdruck relative
,,Verweilzeit' benutzt. Gemeint ist natiirlich die Zeit des ,,Ver-
weilens‘‘ der Zahl 3 in dem betrachteten Feld, nicht etwa die des
Verweilens bestimmt individualisierter Partikel. Wir konnen
nun kurz das Ergebnis der Rechnung so zusammenfassen: Es
ist nahezu mit Sicherheit zu erwarten, daBl die rela-
tive Verweilzeit der Zahl 3 in einem Felde ungefiahr
gleich ist der kombinatorischen Wahrscheinlichkeit
der Teilchenzahl 3; fiir stark davon abweichende Werte der
Verweilzeit besteht nur ganz verschwindend geringe Wahrschein-
lichkeit. Dieser Satz weist die charakteristische Form aller Aus-
sagen, die in der physikalischen Statistik gemacht werden konnen,
auf. Es wird niemals eine determinierte Behauptung iiber den
zeitlichen Ablauf kiinftigen Geschehens aufgestellt, wie dies in
den kausal aufgebauten Teilen der Naturwissenschaft, z. B. der
klassischen Mechanik der Fall ist, sondern es wird ein bestimmter,
zahlenmiBig beschriebener Verlauf als mit erdriickender Wahr-
scheinlichkeit zu erwartend hingestellt. Dabei ist die GroBen-
ordnung der entgegenstehenden Unwahrscheinlichkeit gleich
der vorhin im AnschluB an die gastheoretischen Fragen dar-
gelegten.

Zwei kurze Bemerkungen noch hiezu. In die Rechnung,
deren Ergebnis wir eben besprechen, gehen die Annahmen iiber
die Verteilung innerhalb des zweiten unserer Ausgangskollektive
ein. D. h. man muB fiir die Rechnung wissen, welches die Wahr-
scheinlichkeiten groBerer und kleinerer Spriinge in den Koordi-
naten sind. Aber das qualitative Endergebnis wird, wenn nur die
Zahlen n, N, % geniigend grol sind, von der zahlenmiBigen
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Verteilung dieser Wahrscheinlichkeiten so gut wie ganz un-
abhéingig. — Das zweite ist, da die Nachwirkungserscheinungen
in der gleichen Form als Resultat der Rechnung erscheinen. Man
findet namlich: Es ist mit auBerordentlich groB8er Wahrschein-
lichkeit zu erwarten, daB eine bestimmte Aufeinanderfolge von
Teilchenzahlen, z. B. 3 auf 2 folgend, mit einer relativen (zeit-
lichen) Haufigkeit erscheint, die der GréBe nach gleich ist einer
in entsprechender Weise kombinatorisch berechneten Wahrschein-
lichkeit. -Man sieht, daB in dieser Weise vollkommen das Di-
lemma gelost ist, daB die zeitliche Aufeinanderfolge
der Teilchenzahlen zwar kein Kollektiv bildet (keine
volle Regellosigkeit aufweist), sich aber doch mit den Ge-
dankenmitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung be-
herrschen, d. h. rationell behandeln 1a8t.

Versuchsreihe von Svedberg

Eine Nachpriifung der Theorie durch Versuche ist hier
nur in einem durch die Natur der Sache beschrinkten Mafe
moglich. Man kann natiirlich nicht so lange experimentieren, d. h.
80 viele Versuchsreihen vornehmen, dal erwartet werden kann,
auch einmal ein Ergebnis von jener horrenden Unwahrschein-
lichkeit zu erhalten, wie sie vorhin an dem gastheoretischen Bei-
spiel angedeutet wurde. Vielmehr ist anzunehmen, daB etwa eine
einmalige, nicht zu kurze Reihe von Zeitbeobachtungen mit dem
iibereinstimmen wird, was nach der Rechnung mit erdriickend
groBer Wahrscheinlichkeit eintreten muB. Praktisch bedeutet
dies, daB die zeitliche Haufigkeit, mit der eine beliebige Teilchen-
zahl beobachtet wird, gleichgesetzt werden muB der kombina-
torischen Wahrscheinlichkeit, die fiir diese Zahl berechnet wurde.
Darin liegt, nebenbei bemerkt, auch die Aufklirung der friiher
erwihnten Tatsache, daB die Versuche ohne Durcheinander-
riitteln der ganzen Emulsion schon zu befriedigenden Ergebnissen
filhren. Das folgende Beispiel einer von dem schwedischen
Physiker Svedberg durchgefiihrten Untersuchung der Brown-
schen Bewegung gibt iiber die Ubereinstimmung der Rechnung
mit der Beobachtung Auskunft.

Svedberg beobachtete in einer bestimmten Goldlésung die
Partikelchen, die sich in Intervallen von je /5, Minute in einem
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optisch isolierten Raumteil aufhielten. Er fand bei insgesamt
518 Zahlungen

die Teilchenzahl 0 112 mal, relat. Haufigkeit 0,216

’ ” 1 168 ,, » ” 0,325
’ ' 2 130 ,, » » 0,251
» ' 3 69 ” ” 0,133
» » 4 32 »” » 0,062
” ” 5 5 ,, ’ » 0,010
» » 6 1, ' ”» 0,002
» » 7 1, ” ” 0,002

Die mittlere Teilchenzahl, der Durchschnittswert, betrigt
1,54. Rechnet man daraus nach den Regeln der Wahrscheinlich-
keitsrechnung die Wahrscheinlichkeiten w fiir das Auftreten von
0, von 1, 2 .... bis 7 Teilchen, so erhdlt man die acht Gréflen:
0,212, 0,328, 0,253, 0,130, 0,050, 0,016, 0,004, 0,001, die, wie man
sieht, recht gut mit der letzten Spalte der eben angefiihrten
Zahlentafel iibereinstimmen. Nach der Theorie war mit sehr nahe
an 1 liegender Wahrscheinlichkeit zu erwarten, da3 bespielsweise
die Teilchenzahl 3 mit einer nahe an 0,130 liegenden relativen
Hiufigkeit erscheint. Die Beobachtung ergab fiir die eine durch-
gefiihrte Versuchsreihe die Haufigkeit 0,133.

Von Interesse ist es nun, in dem vorliegenden Falle die
,,Nachwirkungserscheinung“ zu untersuchen. Wie eben mit-
geteilt, ist 168mal die Teilchenzahl 1 beobachtet worden. In
vier Fillen blieb die anschlieBende Beobachtung aus, so dafl wir
mit nur 164 Fillen einer Eins als erster Zahl eines Paares zu
rechnen haben. Unter diesen 164 Fillen erschien 40mal eine
Null, 55mal eine Eins, 40mal eine Zwei, 17mal eine Drei usw. als
zweite Zahl. Die relativen Hiaufigkeiten der Null, Eins, Zwei
und Drei betrugen daher 40 : 164 = 0,246, bzw. 0,336, 0,246, 0,104,
sobald man nur diejenigen Beobachtungen zdhlt, die auf eine
vorangegangene Eins folgen. Berechnet man in analoger Weise
die Haufigkeiten der Zahlen 0 bis 3, indem man nur die auf eine
Drei folgenden beriicksichtigt, so ergeben sich die Werte 0,087,
0,334, 0,319, 0,189. Man sieht, daBB die Null hier viel seltener,
die Drei viel 6fter auftritt als in den Paaren, die mit einer Eins
beginnen. Die ,,Regellosigkeit”, d. h. die Unempfindlichkeit der
relativen Hiufigkeit gegeniiber einer Stellenauswahl ist nicht

Mises, Wahrscheinlichkeit 11
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vorhanden: die Reihe der fortgesetzt beobachteten Teilchen-
zahlen bildet kein Kollektiv. Aber es ist gleichwohl mdoglich,
wie ich es vorhin eben ausgefiilhrt habe, die auf den Kollektiv-
begriff aufgebauten Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung an-
zuwenden. Man kann fiir die angegebenen Kollektivs, deren
Elemente Paare von Beobachtungen sind, die Wahrscheinlich-
keiten berechnen und man erhdlt — ich gehe auf die Art der
Berechnung nicht naher ein — fiir das Paar 1-0 die Wahrschein-
lichkeit 0,246, fir das Paar 3-0 die Wahrscheinlichkeit 0,116
gegeniiber den Beobachtungen, die 0,246 und 0,087 ergaben. Die
Wahrscheinlichkeit der Null schlechthin war vorher zu 0,212
gefunden worden. Man muB die Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und Beobachtung, namentlich im Hinblick auf die
nicht sehr groBe Versuchsreihe, als eine gute bezeichnen.

Radioaktive Strahlung

Eine andere physikalische Erscheinung, die #ahnlich der
Brownschen Bewegung ein fruchtbares Feld der Anwendung
wahrscheinlichkeitstheoretischer Uberlegung darstellt, finden wir
in der radioaktiven Strahlung. Auch hier handelt es sich nicht
wie bei den Atomen und Molekiilen der Gastheorie um hypo-
thetische, im Wechsel der Zeiten und Schulen schwer umstrittene
Vorstellungen, sondern um Dinge, die in verhdltnismaBig ein-
fachen experimentellen Anordnungen unmittelbar beobachtet
werden konnen. Der ,,Zerfall”“ eines Metalls der Radiumgruppe
geht in der Weise vor sich, daBB der Korper sogenannte a-Teilchen,
Elementarbestandteile des Atoms mit positiver elektrischer
Ladung, aussendet, die — auf einen aus geeigneter Substanz be-
stehenden Schirm auffallend — jedesmal ein Aufleuchten, eine
Szintillation hervorrufen. Die Zeitabstinde zwischen je zwei
aufeinander folgenden Szintillationen weisen nun einen zufalls-
artigen Charakter auf. Man gelangt zu einer sehr einfachen Dar-
stellung der Verhiltnisse, indem man annimmt, daB fiir eine sehr
groBe Zahl von Einzelteilen des Kérpers, die man ruhig als
,»»Atome‘* bezeichnen kann, in jedem Augenblick oder, genauer
gesagt, in auBerordentlich kurzen Zeitabstinden, die Alternative:
Zerfall oder Nicht-Zerfall besteht.

Die analoge Gliickspielaufgabe wire die: Man spielt in kurzen
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regelmaBigen Zeitabstinden einen Wiirfel aus und beobachtet
die Zahl der Zeitintervalle zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Sechser-Wiirfen. Aus der einfachen Alternative 6 oder Nicht-6
als Ausgangskollektiv leitet man zunéchst eine k-fache ,,Ver-
bindung*‘ ab, deren Element die Zusammenfassung von k& Wiirfen
und deren Merkmal die Zusammenfassung der % Ergebnisse
(6 oder Nicht-6) ist. Daraus entsteht durch Mischung ein Kollektiv
mit denselben Elementen und dem zweidimensionalen Merkmal:
z = Anzahl der Wiirfe, die dem ersten Sechs-Wurf vorangchen,
und x = Anzahl der Wiirfe vom ersten bis zum zweiten Sechs-
Ergebnis (so da z — 1 Nicht-6-Wiirfe und z Zeitintervalle da-
zwischenliegen). Den Fall, dal weniger als 2 Sechser fallen,
kénnen wir auBer acht lassen, wenn wir &k sehr gro8 voraus-
setzen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines be-
stimmten z und bestimmten z rechnet sich nach bekannten
Regeln, wenn p die Wahrscheinlichkeit des Sechs-Wurfes, ¢ =
1— p die des Nicht-6-Wurfes bezeichnet, zu ¢% p.¢*~! p. Mischt
man noch einmal, indem man alle Fille mit irgend einem Wert
von z zusammenwirft, so erhalt man die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB zwischen dem ersten und zweiten Sechs-Ergebnis
gerade z Zeitelemente liegen, gleich der Summe p%2¢*—*! (1 4+ ¢+
@+ ¢+ ....). Die Summe ist eigentlich nur fortzusetzen
bis zu der héchstmdoglichen Zahl von 2, d. i. k— 2. Wenn wir
aber k sehr gro wihlen, diirfen wir fir den Ausdruck in der
Klammer die unendliche Reihe 1 4- ¢ 4 ¢* 4 ¢® + . . . . setzen,
deren Wert, wie man weil}, 1 : (1—g¢)=1: p ist. Demnach
wird die Wahrscheinlichkeit des Zeitabstandes z zwischen dem
ersten und zweiten Sechs-Wurf p ¢, also fiir die Zeitabstinde
1,2, 3.... gleich p, pg, p¢*.... usf. Nach den fritheren Er-
klirungen konnen wir daraus den Erwartungswert des Zeit-
abschnittes rechnen, indem wir jede dieser Wahrscheinlichkeiten
mit dem zugehérigen z-Wert multiplizieren und die Produkte
addieren. Man erhdlt so: 1.p4+2.p¢+3.p¢*+....=
p(l+2g+3¢*....), wobei die Summe in der Klammer,
wie die Algebra lehrt, den Wert 1: (1 —¢q)*=1: p* besitzt.
Somit ist der Erwartungswert des Zeitabstandes zwischen dem
ersten und zweiten Sechs-Wurf gleich 1 : p, also etwa bei einem
,richtigen* Wiirfel mit p = /¢ gleich 6. Wollten wir den Ab-
stand zwischen dem zweiten und dritten oder zwischen dem
11*
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dritten und vierten Sechs-Wurf rechnen, so bekimen wir immer
die gleiche Zahl 1 : p. Wir kénnen daher sagen: Der im Mittel
zu erwartende Zeitabstand zwischen irgend einem Sechs-Wurf
und dem nichstfolgenden betrigt 1 : p (im Spezialfall des rich-
tigen Wiirfels 6) solcher Zeitintervalle, die zwischen einem Aus-
spielen des Wiirfels und dem néchsten liegen.

Die Voraussage der Zeitabstinde

Bei der Ubertragung dieser Uberlegungen auf die radio-
aktive Strahlung tritt vor allem die Schwierigkeit auf, da man
von vornberein weder die GréBen p und ¢ noch die Linge des
Zeitelementes zwischen zwei aufeinanderfolgenden ,,Spielen*
kennt. Auch muB man annehmen, daB dieses Zeitintervall so
auBerordentlich klein ist, daB die Genauigkeit der Zeitmessung
nicht ausreicht, um so geringe Zeitunterschiede zu beobachten.
Gleichwohl 148t sich die Theorie in folgender Weise durch das
Experiment iiberpriifen. Wir rechnen uns zundchst die Wahr-
scheinlichkeit dafiir aus, daB zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Szintillationen hochstens drei Zeitelemente (also entweder eins
oder zwei oder drei) liegen. Nach der Addltlonsregel ist dies die

Summe p+pg+pF=p(l +q+q2)—p-—q= 1—¢
Die Wahrscheinlichkeit des Gegenteils, also dafiir, daB mehr als
drei Zeitelemente von einer Szintillation zur nichsten verstreichen,
ist daber ¢® oder (1 — p)3. Nehmen wir statt der Zahl 3 eine
beliebige Zahl n, so erhalten wir in (1 — p)* die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB das Intervall zwischen zwei benachbarten Szin-
tillationen mehr als n Zeitelemente umfaft. Nun lehrt die Analysis,
daB wenn p eine sehr kleine, » eine sehr groBe Zahl ist, fiir (1 — p)*
genau genug gesetzt werden darf (1 : e)"?, wobei e eine be-
stimmte Zahl, die sogenannte Basis des natiirlichen Logarithmen
2,718 (reziproker Wert 1:e = 0,3679) bedeutet. Es ist also die
(np)-te Potenz von 0,3679 die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
Zeitabstande von mehr als n Zeitelementen zwischen zwei Er-
eignissen verstreichen. Dieser Wert liBt sich mit der Beob-
achtung wie folgt vergleichen.

Man dividiert, nach hinreichend langer Beobachtungszeit
die (in Sekunden gemessene) Zeitdauer zwischen der ersten und
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letzten Szintillation durch die Anzahl der Zeitintervalle und
erhilt damit die mittlere Linge eines Intervalles, sagen wir gleich
5 Sekunden. Wenn die Theorie richtig ist und die Beobachtungs-
zeit groB genug war, so muBl dieser Zeitraum von 5 Sekunden
annihernd mit dem Erwartungswert des Zeitabstandes iiberein-
stimmen, der, wie vorhin festgestellt, 1: p Zeitelemente umfafBt.
Ein Zeitelement betrigt somit 5p Sekunden, n Zeitelemente
betragen 5 n p Sekunden, und die Intervalle, die mehr als n Zeit-
elemente umfassen, sind jene, die mehr als 5 » p Sekunden dauern.
Wahit man z. B. np= 2, so gehoren dazu die Intervalle von
mehr als 10 Sekunden Linge, zu n p = 3 die von mehr als 15.Se-
kunden usf. Man braucht also nur die Anzahl der wirklich
beobachteten Intervalle von mehr als 5, mehr als 10, mehr als
15.... Sekunden Dauer zu zahlen, die Zahlen durch die Gesamt-
zahl der iiberhaupt beobachteten Intervalle zu dividieren und die
so erhaltenen relativen Hiufigkeiten mit den friiher errechneten
Wahrscheinlichkeiten zu vergleichen, ndmlich der ersten, zweiten,
dritten . ... Potenz von 0,3679. Allgemein kann man sagen:
Wenn @ die aus den Beobachtungen ermittelte mittlere Lange
des Zeitintervalls (frither 5 Sekunden) ist, so verlangt die Theorie,
daB Intervalle, die das c-fache der Lange a iiberschreiten, mit
einer relativen Haufigkeit gleich der c-ten Potenz von 0,3679
auftreten.

Versuchsreihe von Marsden und Barratt

Eine Versuchsreihe, iiber die E. Marsden und T. Barratt
berichten, umfaBte 7563 Intervalle zwischen aufeinanderfolgenden
Szintillationen und dauerte insgesamt 14595 Sekunden, Die mitt-
lere Linge des Intervalles betrug daher @ = 1,930. In der unten-
stehenden Tabelle sind zunichst die beobachteten Hiaufigkeiten
der Intervalle von mehr als 1, von mehr als 2 . . . ., von mehr als 9
Sekunden Dauer angegeben und daneben die durch 7563 divi-
dierten, also relativen, Haufigkeiten. Zum Vergleich sind hinzu-
gefiigt die berechneten Wahrscheinlichkeiten. Da 1: a = 0,518, so
hat man zuerst die 0,518te Potenz von 0,3679 zu bilden, das gibt
0,596, sodann die zweite Potenz, also das Quadrat, der ersten
Zahl usf. bis zur neunten Potenz. Die so berechneten Potenzen
sind in der letzten Spalte der umstehenden Tabelle einge-
tragen.
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Intervalle von Relative Berechnete

mehr als Anzahl Haufigkeit ‘Wabhrscheinlichkeit
0 Sekunden 7563 1,000 1,000
1 " 4457 0,590 0,596
2 " 2694 0,356 0,355
3 ” 1579 0,209 0,211
4 ’ 921 0,122 0,126
5 ” 532 0,070 0,075
6 326 0,043 0,045
7 » 196 0,026 0,027
8 ” 110 0,015 0,016
9 68 0,009 0,009

Man sieht, daB eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
den beiden letzten Spalten der Tabelle, also zwischen den beob-
achteten und den nach der Theorie berechneten relativen Haufig-
keiten besteht. Es soll nicht verschwiegen werden, da8 die Unter-
suchung noch nach manchen Richtungen weiter gefiihrt werden
mufB, wenn man die Verhiltnisse in allen Einzelheiten iibersehen
will, und daB manche Frage auf diesem Gebiet heute noch un-
gekldrt ist. Aber fiir uns kommt nur das Grundsétzliche in Frage,
nur die allgemeine Form der wahrscheinlichkeitstheoretisch
abgeleiteten Aussagen iiber den Ablauf physikalischer Vorginge.
Hier ist zur Prézisierung des bisher Gesagten noch folgendes zu
bemerken.

Unsere Theorie fithrt natiirlich nicht zu der Folgerung,
daB, wenn 7563 Szintillationsintervalle in einem Zeitraum von
14595 Sekunden beobachtet werden, genau 0,211 von ihnen (also
0,211 . 7563 = 1596) eine Liange von mehr als 3 Sekunden haben
miissen. Wir wissen nur, da die Wahrscheinlichkeit der an-
gegebenen IntervallgroBe 0,211 betrigt und wenn wir dies mit dem
vorhin ausfiihrlich dargelegten ersten Gesetz der groBen Zahl
in Verbindung bringen, so folgt daraus: Es ist mit sehr nahe
an 1 liegender Wahrscheinlichkeit zu erwarten, daf
anndhernd 21,1 v. H. der 7563 Intervalle eine Linge
von mehr als drei Sekunden besitzen. Oder noch genauer:
Wiederholt man sehr oft die Serie von 7563 Beobachtungen,
8o miissen in der iiberwiegenden Mehrzahl der Fille annihernd
1596 Intervalle von mehr als 3 Sekunden Lénge auftreten. Diese
Aussage hat genau die gleiche Form wie die, die wir in der Theorie
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der Brownschen Bewegung kennen gelernt haben. Dort hie3 es:
Wenn wir die (lange) Beobachtungsreihe fiir ein Feld hinreichend
oft wiederholen, wird in der iiberwiegenden Mehrheit der Fille
die relative Haufigkeit des Auftretens einer bestimmten Teilchen-
zahl anndhernd gleich der vorausberechneten sein. Das Wesent-
liche ist: Nicht, was bei einer Versuchsreihe geschieht, wird durch
die Theorie vorausgesagt, sondern es wird eine Behauptung
dariiber aufgestellt, was bei sehr vielfaltiger Wiederholung
des Versuches in der iberwiegenden Mehrheit der
Fialle geschehen wird.

Neuere Entwicklung der Atomphysik

In zweierlei Richtung hat man in neuerer Zeit die statistische
Betrachtungsweise in der Physik ausgedehnt. Die eine geht
dahin, eine Erklirung der sogenannten Gasentartung, d. h.
der Abweichungen im Verhalten der Gase bei sehr niederen
Temperaturen gegeniiber dem normalen zu suchen. Vom sta-
tistischen Standpunkte lassen sich die verschiedenen, hier zur
Geltung gekommenen Theorien kurz kennzeichnen: sie bestehen
darin, daB die Ausgangswahrscheinlichkeiten, die, wie wir wissen,
als gegebene Grofen in jeden Ansatz der Wahrscheinlichkeits-
rechnung eingehen, variiert werden. Man versucht, solche An-
nahmen fiir die Ausgangswahrscheinlichkeiten zu finden, da8 bei
mittleren und hoheren Temperaturen sich wesentlich Uber-
einstimmung mit der &lteren Clausius-Boltzmannschen Theorie
ergibt, bei Anndherung an den Nullpunkt aber die der Beobachtung
entsprechende Verminderung der spezifischen Wirme heraus-
kommt.

Ublicherweise werden die Ansitze fiir die Ausgangsvertei-
lungen in die Form gekleidet, daBl gewisse Bereiche der Merkmal-
werte oder des Merkmalraumes als ,,gleichwahrscheinlich an-
genommen werden. Dadurch, daB man in den verschiedenen
Theorien jeweils andere Bereiche, also andere Merkmalgruppen
als untereinander gleichwahrscheinlich voraussetzt, variiert man
eben die Ausgangsverteilung. In der &dlteren Theorie nahm man
als ,,selbstverstindlich® an, daB fiir das einzelne Molekel jeder
iberhaupt mogliche Geschwindigkeitswert in folgendem Sinne
gleich wahrscheinlich sei. Denkt man sich in einem rechtwinkligen
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Koordinatensysteme die drei Geschwindigkeitskomponenten in den
Achsrichtungen aufgetragen, so sollen in dem so gebildeten
,»Geschwindigkeitsraum® (der fiir unser Ausgangskollektiv der
,,Merkmalraum‘* ist) gleich groBen Volumenteilen gleich groBe
Wabhrscheinlichkeiten entsprechen. Jeden dieser Volumteile
wollen wir als einen ,,Platz fiir ein Molekel bezeichnen. Geht
man zu einem  Kollektiv iiber, dessen Element die Betrachtung
von mehreren, sagen wir von n Molekeln ist, so wird jetzt jede
mogliche Komplexion, d. h. jede individuelle ,,Aufstellung‘‘ der
n Molekel auf den m Plitzen des Geschwindigkeitsraumes gleich-
wahrscheinlich. Haben wir z. B. nur zwei Molekel 4 und B und
drei verschiedene Geschwindigkeitsgebiete a, b, ¢, so gibt es 9
(im allgemeinen m") verschiedene individuelle Aufstellungen: Man
kann zuerst fiir A auf dreifache Weise einen Platz suchen, nim-
lich entweder a oder b oder ¢, dann jedesmal fiir B noch einen der
drei Plitze a, b oder ¢ withlen. Jeder dieser 9 Aufstellungen kommt
dann die Wahrscheinlichkeit 1/, zu.

Eine neuere, von dem Inder Bose begriindete, von Einstein
weiter ausgefiihrte Theorie betrachtet nun nicht die eben ge-
nannten 9 Aufstellungen als gleichwahrscheinlich, sondern geht
von dem Begriff der , Aufteilung’ aus. Eine Aufteilung ist dann
gegeben, wenn man weill, wie viele Molekel sich auf jedem
Platz (des Geschwindigkeitsraumes) befinden, ohne daB es darauf
ankommt, welche individuelle Molekel es sind. In dem
Beispiel von 2 Molekeln auf 3 Plitzen gibt es nur 6 verschiedene
Aufteilungen, namlich: Es koénnen entweder beide Molekel zu-
sammen in a, b oder ¢ sich befinden, oder je eines in @ und in b,
bzw. in b und in ¢, bzw. in ¢ und in ¢. Nach der Bose-Einstein-
schen Theorie besitzt jeder dieser Fille die gleiche Wahrschein-
lichkeit, also !/s. Nach der klassischen Theorie kime den drei
erstgenannten Moglichkeiten je die Wahrscheinlichkeit 1/, den
anderen drei aber je /4 zu; denn diese Aufteilungen umfassen je
zwei verschiedene individuelle Aufstellungen: Es kann bei der
ersten von ihnen 4 in ¢ und B in b oder umgekehrt 4 in b und
B in a sein usw.

Schlieflich hat in den letzten Jahren der Italiener Fermi
eine statistische Gastheorie entwickelt, in der angenommen wird,
daB nur solche Aufteilungen, bei denen auf jedem Platz hochstens
ein Molekel sich befindet, moglich und gleichwahrscheinlich sind.
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In unserem Beispiel kidme also den drei Aufteilungen: je ein
Molekel in @ und in b, bzw. in b und in ¢, bzw. in @ und in ¢ je
die Wahrscheinlichkeit */; zu. Die Priifung dieser und der anderen
Annahmen geschieht in der Weise, dal man nach dem Boltz-
mannschen Satz in der Wahrscheinlichkeit eines Zustandes des
Gases ein MaB} fiir seine Entropie sieht und nun verlangt, da
die Abhdngigkeit der Entropie von der Temperatur und der
Gesamtmasse (die in den Gré8en m und 7 stecken) sich den Be-
obachtungen gemif ergibt. Es kann nicht unsere Aufgabe sein,
diese Fragen hier weiter zu verfolgen oder gar zu den einzelnen
Theorien kritisch Stellung zu nehmen. Vermutlich wird erst
eine weitere experimentelle Erforschung des tatsichlichen Ver-
haltens eines Gases bei tiefen Temperaturen die Entscheidung
ermoglichen, ob eine der bisherigen Theorien oder iiberhaupt
eine mit derart einfacher Ausgangsverteilung die Beobachtungen
richtig wiederzugeben vermag.

Fiir die Fragen, die uns im Hinblick auf die prinzipiellen
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung interessieren, ist
hier nur festzustellen, daB die Gastheorie mit allen ihren modernen
Wendungen sich zwanglos dem allgemeinen Rahmen einfiigt,
den wir fiir alle Aufgaben der Wahrscheinlichkeitstheorie als
mabBgebend erkannt haben: Aus Ausgangsverteilungen, die als
gegeben vorausgesetzt werden, rechnet man die Verteilungen in
abgeleiteten Kollektivs; lassen sich, wie das in der Gastheorie
der Fall ist, nicht unmittelbar die Ausgangswerte durch
Beobachtungen priifen, so mufl man die errechnetzn
Gr6Ben mit den Ergebnissen des Experiments ver-
gleichen.

Auf die zweite Richtung moderner Bestrebungen in der
physikalischen Statistik will ich nur ganz kurz hinweisen. Sie
hingt mit der neuesten Entwicklung der theoretischen Physik zu-
sammen. Bekanntlich ist durch de Broglie und Schrédinger
eine Theorie begriindet worden, wonach mit jeder Bewegung eines
Massenteilchens ein bestimmter Wellenvorgang verbunden ist;
die gerade Bahn eines sich selbst iiberlassenen Massenpunktes
erscheint nur als die sichtbare Représentante eines komplizierteren
Prozesses, so etwa wie der geradlinige Lichtstrahl vom Standpunkt
der Wellenoptik aus betrachtet. Man hat nun wieder, um gewisse
Unstimmigkeiten der neuen Theorie zu iiberwinden, die Hypo-
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these aufgestellt, daB die Wellengleichung von de Broglie und
Schrédinger erst nur ,,Wahrscheinlichkeiten fiir die Aus-
l6sung gewisser atomarer Vorginge bestimme. Allein bei dieser,
von Born, Heisenberg und Jordan vertretenen Auffassung
der Wellenmechanik ist alles noch viel zu unklar, als da man
hier eine Einordnung in eine rationell aufgebaute Wahrschein-
lichkeitstheorie versuchen kénnte.

Statistik und Kausalgesetz

Bei Besprechung der Brownschen Bewegung und der radio-
aktiven Strahlung habe ich bereits ausdriicklich das gekennzeichnet,
was im Rahmen der physikalischen Naturerklirung den Unter-
schied zwischen einer statistischen und einer rein kausalen Theorie
ausmacht. Wihrend die kausale Theorie den Anspruch erhebt,
auf Grund der Ausgangswerte der Rechnung den Ablauf einer
Erscheinung préazise voraussagen zu konnen, stellt die sta-
tistische Theorie lediglich eine Behauptung dariiber auf, was bei
oft genug wiederholtem Versuch in der iiberwiegenden
Mehrheit der Falle geschehen wird. Es kommt gar nicht
darauf an, noch andere, schwerer iibersehbare Falle physikalischer
Statistik heranzuziehen oder gar auf die neueste Entwicklung der
Atomphysik, die Wellenmechanik mit ihren noch ganz unge-
klarten Beziehungen zur Statistik einzugehen. Wir kénnen uns
vielmehr auf Grund der frither vorgebrachten Proben fiir die An-
wendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes in der Physik der Er-
orterung des letzten noch zu besprechenden Punktes zuwenden,
einigen kurzen Bemerkungen iiber das Verhiltnis der Sta-
tistik zum sogenannten Kausalgesetz.

Es ist nun freilich hier nicht moéglich und wire auch durch-
aus nicht angebracht, alle Fragen und alle Vorstellungen zu er-
ortern, die sich gebrduchlicherweise an das Wort ,,Ursache®,
an das Wort ,kausal”, ankniipfen. Man kime so in ein weit-
laufiges, fast uferloses Meer von Betrachtungen, in dem sich zwar
die Philosophen mit Vorliebe bewegen, das aber den Naturforscher
nicht lockt. Was wir ins Auge fassen wollen und miissen, ist
allein der in der Naturwissenschaft der Gegenwart lebendige
Begriff einer ,kausalen Erklirung” von Naturvorgingen. Wir
konnen von der dlteren Geschichte seiner Entstehung aus vor-
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wissenschaftlichen Gedankengingen absehen und seinen Ur-
sprung dorthin verlegen, wo der Beginn der heute als , klassisch‘
zu bezeichnenden Naturwissenschaft liegt: in das schon einmal
von uns genannte grundlegende Werk von Newton, die ,,philo-
sophiae naturalis principia mathematica. Hier war, in der
Mechanik der festen, punktformigen Korper, das erste Modell
einer derartigen Beschreibung beobachtbarer Vorginge gegeben,
wie man sie als eine ,kausale’ oder schlechthin als eine , Er-
klirung® bezeichnet. Auf einige wenige ganz knappe Grund-
gesetze oder Axiome war eine auBerordentliche Fiille und Mannig-
faltigkeit von Erscheinungen zuriickgefiihrt, in dem Sinne, daB
alle diese Erscheinungen als logische Folgerungen aus jenen
Axiomen hervorgingen. Welches war das entscheidende Hilfs-
mittel, das diesen Aufbau der Theorie erméglichte ?

Das Schema der ,,kausalen‘‘ Erklarung

Es ist kein Zufall, daB Newton zugleich einer der Entdecker
der Differential- und Integralrechnung war. Untrennbar ver-
bunden mit der Grundidee der Newtonschen Mechanik, der
klassischen Physik iiberhaupt, ist die Anwendung der Infinitesi-
malrechnung zur Durchfithrung der Deduktionen, die von den
Axiomen bis zur Beantwortung konkreter Einzelfragen fiihren.
Das Schema der Uberlegungen ist regelmiBig dieses: Die Axiome
oder Grundgesetze liefern eine Differentialgleichung, d. h. eine
Beziehung zwischen den verschiedenen Werten der physikalischen
Variablen innerhalb eines értlich und zeitlich eng begrenzten
Gebietes. Man kann sich vorstellen, da8 — etwa in der Mechanik
— eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten und Lagen
des Korpers in zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden Zeitpunkten
gegeben ist. Unter ,,Integration* versteht man dann den mathe-
matischen Vorgang, der aus dieser Beziehung eine solche zwischen
den Lagen und Geschwindigkeiten in weiter auseinanderliegenden
Zeiten ableitet. Das Ergebnis der Integration kann aber immer
nur dahin gehen, daB man instand gesetzt wird, aus der Kenntnis
des Anfangszustandes, d. i. der Lage und Geschwindigkeit zu
einer Zeit, auf den Endzustand, d. i. die Lage und Geschwindig-
keit zu einer spiteren Zeit, zu schlieBen. Schon hierin liegt eine
starke Einschrinkung in der Befriedigung unseres Kausalitits-
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bediirfnisses. Wir erfahren nicht, warum die Erde sich heute
mit einer Geschwindigkeit von 29,6 km/sek in einer Entfernung
von etwa 23400 Erdradien von der Sonne in einer bestimmten
Richtung bewegt; es sei denn, wir lassen es als Beantwortung,
als kausale Erklirung gelten: weil sie vor einem Monat die und
die Geschwindigkeit, sowie die und die Entfernung von der Sonne
hatte. In der Tat ist es im wesentlichen nur eine Frage der Ge-
wohnheit, wenn wir in den Ergebnissen, zu denen die Newtonsche
Mechanik fiihrt, jeweils eine kausale Begriindung der Natur-
vorgiinge sehen. Der Laie, der zum erstenmal hort, daBl die ge-
samte exakte Mechanik nicht mehr leistet, als aus den anfing-
lichen Geschwindigkeiten die Geschwindigkeiten spiterer Zeit
vorauszusagen, wird dies viel eher eine Beschreibung denn eine
Erklirung nennen wollen. Nur die Fachleute waren entriistet,
als ithnen durch Kirchhoff im Jahre 1874 die von Ernst Mach
schon frither vertretene Formulierung bekannt wurde, unsere
Mechanik kénne lediglich eine (moglichst einfache) Beschreibung
der Bewegungsvorginge liefern.

Noch deutlicher werden die Verhiltnisse, wenn wir sie ein
wenig historisch betrachten. Wir sehen bei Kepler, welche
Fragen im Zusammenhang mit der Bewegung der Himmelskorper
aufgeworfen wurden. Man kennt aus dem Schulunterricht die
durch mithsame Einzelbeobachtungen aufgefundenen ,,drei Kep-
lerschen Gesetze‘, die durch die Newtonsche Mechanik, wie
man zu sagen pflegt, eine einheitliche Erklarung erhalten haben.
Aber man vergiBt oder iibersieht dabei, daB Kepler noch viele
andere Gesetze aufgestellt hat, die sich in keinerlei Beziehung zur
Newtonschen Mechanik bringen lassen. So meinte er, daB die
Halbachsen der Bahnen der fiinf groBen Planeten sich zueinander
verhalten miiiten, wie die Seiten der fiinf platonischen Korper
(Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder usf.), die einer und derselben Kugel
einbeschrieben sind. Es kommt hier nicht darauf an, ob diese
Behauptung numerisch richtig ist oder nicht. Entscheidend ist,
daB die Newtonsche Mechanik in keiner Weise zu der Frage
nach der GréBe der Planetenbahnen Stellung nimmt oder nehmen
kann. Es geht eben die Anfangslage des Planeten, also seine Lage
zu irgend einem Zeitpunkt, als eine gegebene, bzw. als gegeben
vorausgesetzte Groéfe in die mechanischen Gleichungen ein.
Nur ein starker intellektueller Verzicht gegeniiber dem, was
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zur Zeit Keplers Problem war, kann uns in die Lage versetzen,
in der Newtonschen Mechanik eine Losung des Planetenproblems
zu sehen, und daran hat auch alle Weiterbildung der Newtonschen
Ansitze, einschlieBlich der in unserer Zeit so berithmt gewordenen
Relativitatstheorie nichts gedndert.

Die Schranken der Newtonschen Mechanik

Man wird nun dagegen den Einwand machen, daf die Trag-
weite der Mechanik nicht nur bis zur Darstellung der heutigen
Gestirnbewegungen reicht, sondern dariiber hinaus auch Schluf-
folgerungen iiber die Entstehung des Sonnen- und Planeten-
systems gestattet, sich also doch mit der eben erwéhnten Kep-
lerschen Fragestellung beriihrt. In der Tat kénnten wir an-
nehmen, daf3 die Welt, etwa im Sinne der Laplaceschen Theorie,
urspriinglich aus einer zusammengeballten, fliissigen Masse be-
stand, aus der sich dann einzelne Teile als selbstandige Himmels-
kérper loslésten. Diesen ganzen Vorgang konnten wir uns selbst-
verstindlich den Gesetzen der Newtonschen Mechanik unter-
worfen denken. Aus den Anfangszustinden miiten dann auch die
Endzustinde folgen, also diejenigen Daten, die den Ausgangs-
punkt fiir die in unseren Zeitlauften stabil gebliebenen Himmels-
bewegungen liefern. Aber hier greift eine andere Schwierigkeit
ein und ich mufB jetzt noch auf eine zweite, viel wesentlichere
Schranke der klassischen Mechanik eingehen, die ich vorhin
nur der Einfachheit halber vorléufig auBeracht gelassen habe.

In den Differentialgleichungen der Mechanik und den aus
ihnen abgeleiteten Integralen treten nicht nur die Koordinaten
und Geschwindigkeiten des Korpers auf, sondern noch weitere
GroBen, die man Krifte nennt, und die bekannt, zumindest in
der Art ihrer Abhingigkeit von den erstgenannten Verander-
lichen bekannt sein miissen, wenn man aus den Gleichungen
Schliisse der frither beschriebenen Art ziehen will. Wenn wir
sagen, daB durch die Newtonsche Mechanik die Bewegungen
der Himmelskorper erklirt oder in einfacher Weise beschrieben
werden, so liegt dies daran, daB in alle Gleichungen, die zur Dar-
stellung dieser Bewegungen aufgestellt werden, nur eine einzige
Art von Kriften, man kann sagen, nur ein einziges Kraftgesetz
eingeht. Simtlithe astronomische Vorginge (mit einer einzigen



174 Probleme der physikalischen Statistik

kleinen Ausnahme) werden vollkommen befriedigend wieder-
gegeben, wenn man mit Newton annimmt, daB zwischen je
zwei Korpern in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine dem
Quadrat des Abstandes umgekehrt proportionale Anziehungs-
kraft wirkt. Es war ein ungeheurer Schritt zur Vereinfachung
unserer Naturerkenntnis, als Newton nachwies, daBl das Fallen
eines Apfels vom Baum und die Drehung des Mondes um die
Erde durch Gleichungen beschrieben werden, in die nur eine
und dieselbe Annahme iiber das Vorhandensein einer #uBeren
,,Kraftwirkung‘ eingeht. Unter diesen Umstéinden waren wir
gerne geneigt, diese Darstellung als eine ,kausale Erklirung“
anzusehen, als Zuriickfilhrung der Erscheinungen auf eine einzige
,,Ursache“, eben die genannte Gravitationskraft. Allmahlich
zeigte sich, daB man fast alle Feinheiten der astronomischen Be-
wegungen herausbekam, wenn man die Annahme der allgemeinen
Gravitation in alle Konsequenzen durchfiihrte.

Aber wenn wir von Newtonscher Mechanik sprechen,
meinen wir ein umfassenderes Lehrgebdude als das der astro-
nomischen Theorie allein. Die Bewegungen aller Korper auf der
Erde werden durch die Differentialgleichungen, die Newton
angegeben hat, richtig dargestellt, wenn wir nur die richtigen
Kraftgrofen oder Kraftgesetze in die Gleichungen einfiihren.
Beispielsweise bewihrt sich die klassische Mechanik ohne Ein-
schrinkung, wenn wir die Bewegungsvorgdnge etwa der Teile
einer Dampfmaschine oder einer Lokomotive untersuchen wollen.
Hier miissen wir eben nur wissen, welche Kréfte im Dampfzylinder
infolge der darin stattfindenden thermischen Vorginge entwickelt
werden.

Betrachten wir nun aber den mechanischen Vorgang am
Galtonschen Brett, an dem eine grole Zahl von gleichmiBigen
Stahlkugeln zwischen den Négelreihen herabfillt! Es erscheint
zundchst selbstverstandlich, dafl die Newtonschen Ansitze
auch hier in Geltung bleiben. Allein was sollen wir als wirksame
Krifte ansehen und in die Gleichungen einfithren ? Nehmen wir
an, daB nur die Schwerkraft einwirkt, so bekommen wir die Fein-
heiten der Bewegung, das, worauf es uns allein ankommt, nicht
heraus. So oft eine Kugel auf einen der Nigel auftrifft, tritt ein
Zustand ein, in dem ein auBerordentlich geringer Krafteinflu8
dariiber entscheidet, ob die Kugel rechts oder links vom Nagel
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weiterrollt. Dieser EinfluB kann vielleicht von der Luftbewegung
herkommen, die infolge der unvermeidlichen Druck- und Tempe-
raturschwankungen im Zimmer besteht. Man miiite also den
Verlauf der Luftbewegungen kennen, um aus der Newtonschen
Mechanik auf den Ablauf der Bewegung am Galtonschen
Brett schlieBen zu koénnen. Das ,,Kausalititsbediirfnis® wird
aber noch keineswegs befriedigt, wenn wir eine Annahme iiber
die Luftbewegung machen, aus der die beobachteten Tatsachen
iber die Bewegung der Kugeln sich ableiten lassen. Wir werden
unbedingt weiter fragen, woher diese Luftbewegung kommt,
also auch auf sie die klassische Mechanik anwenden und fragen,
auf welche Kraftgesetze sich die Bewegung der Luft zuriickfiihren
laBt. Nur wenn wir in letzter Linie aus einer einfachen An-
nahme alles herleiten kénnen, werden wir das Gefiihl haben, fiir
die ins Auge gefaBten Vorginge eine kausale Erklirung gefunden
zu haben.

Die Einfachheit ein Kriterium der Kausalitat

Es zeigt sich demnach bei naherer Betrachtung, daB nicht
das Bestehen des Schemas der klassischen Mechan’k (oder der
klassischen Physik tberhaupt), also eines Differentialgleichungs-
ansatzes, der bei gegebenen Anfangsbedingungen zu integrieren
ist, eine kausale Erklirung der Naturvorgénge verbiirgt, sondern
daB noch ein gewisses Kriterium der Einfachheit der in die
Gleichungen eingehenden Annahmen hinzukommt. Ein sehr
lehrreiches Beispiel hierzu finden wir schon in der Theorie der
Planetenbewegung. Hier hatte sich ergeben, daB eine bestimmte
Einzelheit, namlich die allmahliche Drehung der Ellipse, in der
die Merkurbahn verlauft, nicht unter der einfachen Voraussetzung
der Gravitation zwischen den beobachtbaren Massen erklart
werden konnte. Nun war es ja gewiB moglich, Krifte anzu-
nehmen, die diese Abweichung bewirkten, ohne da8 die mecha-
nischen Gleichungen verletzt wiitden; ja man konnte die Krifte
sogar als Gravitationskrifte ansetzen, wenn man sich vorstellte,
daB etwa staubartig verteilte und daher unsichtbare Massen
in der Nihe der Sonne vorhanden seien. Allein das ,,Kausalitits-
bedirfnis‘“ beruhigte sich bei diesen Hypothesen nicht. Als
dann Einstein zeigte, dal man durch eine verénderte Art,
Zeiten und Geschwindigkeiten zu messen, die Perihelbewegung
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des Merkur herausrechnen kénne, ohne jede zusdtzliche Annahme
iiber die wirksamen Krifte, da neigte sich die iibereinstimmende
Ansicht aller verniinftigen Physiker dieser Auffassung zu, obwohl
sie in anderer Richtung starke intellektuelle Opfer forderte. Fiir
unser Problem der kausalen Naturerklirung kénnen wir hieraus
nur lernen: Die Ansitze der klassischen Physik, die alle Vor-
ginge formal als eindeutig determiniert erscheinen lassen, be-
friedigen nur dann unser Kausalitdtsbediirfnis, konnen nur dann
als eine kausale Naturerklirung aufgefat werden, wenn es
gelingt, mit geniigend einfachen Annahmen in den
Ansitzen auszukommen.

Diese Voraussetzung der Einfachheit ist nun eben bei den-
jenigen physikalischen Vorgingen, auf die wir die Wahrschein-
lichkeitsrechnung anwenden, nicht erfilllt und nicht erfiillbar.
Es ist eine vollkommene Illusion, zu meinen, daB etwa die Be-
wegung der Kugeln am Galtonschen Brett durch die Differential-
gleichungen der Mechanik ,,kausal erklart werden konnen, weil
diese der duBeren Form nach den Bewegungsablauf eindeutig
bestimmen. Glaubt man etwa durch Verfeinerung der MeB-
methoden Aufschliisse gewinnen zu kdnnen, so geriat man in noch
unsichereres Fahrwasser. Suchen wir nimlich die Einzelvorginge
in der Luft oder an der Oberfliche der festen Kérper unter dem
Mikroskop niher zu verfolgen, so finden wir nur eines: daB iiberall
Vorginge vom Typus der Brownschen Bewegung auftreten.
Statt also auf etwas Einfacheres (im Sinne der klassischen Physik)
gelangt man auf immer kompliziertere und uniibersichtlichere
Vorginge — vom Standpunkt der deterministischen Auffassung
aus gesprochen. Man weil heute, daB alle unsere Priizisions-
messungen, auch etwa die simple Lingenmessung, eine uniiber-
steigliche Genauigkeitsgrenze in dem Vorhandensein der Brown-
schen Bewegung finden. Bedenkt man dann noch, da8 von be-
liebig kleinen Kérperchen zu sprechen iiberhaupt wenig physi-
kalischen Sinn hat, da Koérper, die kleiner als eine Wellenlinge
des Lichtes sind, kein optisches Bild geben und sicher nicht
haptisch (durch den Tastsinn) zu erfassen sind, so muB man
doch zur Erkenntnis kommen, da8l die gewohnten, anschaulichen,
ja suggestiven Vorstellungen der klassischen Physik nicht un-
begrenzt anwendungsfahig sind.

Nun erscheint hier — in der Wahrscheinlichkeitsrechnung —
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eine Theorie auf dem Plan, die fiir ganz bestimmte Vorginge — die
von uns als Massenerscheinungen gekennzeichneten — mit Hilfe
bestimmter, logisch einwandfreier Uberlegungen aus einfachen
Voraussetzungen (iiber die Ausgangswahrscheinlichkeiten) zu
bestimmten Schliissen iiber den Ablauf der Vorginge gelangt.
Die Aussagen dieser statistischen Theorie unterscheiden sich
schon der Form nach von denen der deterministischen — nur
iiber das, was in der Mehrzahl der Félle bei hinreichender Wieder-
holung der Versuche geschieht, wird etwas behauptet — so daB
sie nicht in Widerspruch, ja nicht einmal in Konkurrenz mit
jenen treten konnen. Die empirische Brauchbarkeit der Theorie,
die Ubereinstimmung ihrer SchluBfolgerungen mit den Beob-
achtungsergebnissen, ist durch zahllose Versuche auf allen Ge-
bieten erwiesen. Das, worum fiir die statistische Theorie heute
noch gekdmpft werden muB, ist lediglich ihre Aufnahme in
den Bereich nicht nur intellektuell, sondern auch
gefiihlsmaBig anerkannter Naturerkldrung.

Der Verzicht auf die Kausalitdtsvorstellung

Wir sind seit einigen Jahrzehnten — wie ich an anderer
Stelle einmal auszufithren Gelegenheit hatte — in einen Zeit-
raum eingetreten, der durch eine besondere Bliite der spekulativen
Naturwissenschaften, durch eine ungeahnte Erweiterung und
Umwandlung unseres naturwissenschaftlichen Weltbildes ge-
kennzeichnet wird. Das erste groBe Ereignis dieser entwick-
lungsgeschichtlichen Epoche war das Entstehen der Einstein-
schen Relativititstheorie, von der in weiten Kreisen iiber die
der Physiker hinaus, in lebhaftester Weise die Rede war. Aber
alles, was uns hier an Verzicht auf althergebrachte, durch Jahr-
hunderte sozusagen geheiligte Vorstellungen und Denkgewohn-
heiten zugemutet wird, die Aufgabe oder Modifikation des iib-
lichen Zeit- und Raumbegriffes, erscheint fast geringfiigig gegen-
iiber den grundstiirzenden Neuerungen, zu denen man von den
Anfingen der kinetischen Gastheorie her iiber Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik, in der Quantentheorie, in der Wellen-
mechanik gelangt. Es stellt sich als unabweisbar heraus, noch
eine liebgewordene Position aufzugeben, die aus dem praktischen
Leben, dem vorwissenschaftlichen Denken stammt und von

Mises, Wahrscheinlichkeit 12
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eilfertigen Philosophen in die unantastbare Hohe ewiger Denk-
kategorien erhoben wurde: den naiven Kausalitétsbegriff.

Ich kann, wie ich schon sagte, nicht daran denken, das
weitliufige und schwierige Kausalitdtsproblem hier weiter zu
verfolgen. Daf es sich mit den Fragen, die den Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung umstehen, enge beriihrt, leuchtet ohne-
weiters ein. Frithere Zeiten, die den Blick mehr auf die Totalitit
der Naturvorginge gerichtet hatten, sahen in der ,Zuféilligkeit
der Welt“ — wir wiirden jetzt sagen: in dem Vorhandensein
von Kollektivs — einen Beweis fiir die Existenz Gottes (die
man iibrigens in noch dlteren Zeiten gerade mit der Determiniert-
heit der Naturvorginge zu begrinden pflegte). Die Entwick-
lung ging dann in der Richtung, daB die Wissenschaft zunachst
diejenigen Erscheinungen erfalte, die eine Darstellung in der
deterministischen Form der Newtonschen Physik zulieBen.
Erst allmihlich traten in den Gesichtskreis der Physiker die
von uns vorhin besprochenen Vorginge wie die Brownsche Be-
wegung, das Galtonsche Brett, die Szintillationen der radio-
aktiven Strahlung. Man versuchte nun naturgemi8, sie den
gewohnten Vorstellungsarten unter moglichst geringer Modi-
fikation unterzuordnen, wie es eben das Wesen der Wissenschaft
ist, ihre Methoden und Gedankengénge neu in Erfahrung ge-
brachten Tatsachen anzupassen. Mit einer gewissen, psychologisch
verstindlichen Hartnéckigkeit wehrt man sich heute noch dagegen,
eine so tief eingewurzelte Denkgewohnheit aufzugeben, wie sie
sich mit dem sogenannten Kausalgesetz verkniipft. Es wird noch
einige Zeit dauern, bis der jetzt in Gang gekommene Anpassungs-
prozeB vollendet sein wird und die exakten Naturwissenschaften
das Vorurteil ablegen, das sie heute noch hindert, in der stati-
stischen Betrachtungsweise eine vollwertige, den anderen Zweigen
der Physik ebenbiirtige Theorie einer Erscheinungsreihe zu sehen.
Wenn erst einmal dieser AbschluBl erreicht ist, dann wird, so
hoffe ich, die Auffassung der Wahrscheinlichkeitslehre, die ich
Ihnen hier entwickeln durfte, voll zur Auswirkung kommen.
Es wird sich dann klar herausstellen, daB sie die sichere Grundlage
fir eine befriedigende Beschreibung einer umfassenden Klasse
von Naturvorgingen bietet oder — um auf die Worte meiner
Einleitung zuriickzukommen — daf man, in zahlreichen
Gebieten menschlicher Betdtigung und Gedanken-
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arbeit, von statistischen Aufnahmen ausgehend, iiber
einen wissenschaftlich gelduterten Wahrscheinlich-
keitsbegriff zur Erkenntnis der Wahrheit gelangen
kann.

Ich will jetzt nur noch, als kurzes SchluBwort, in Form von
zehn Thesen die wichtigsten Gedanken zusammenfassen, die
den Kern meiner Ausfithrungen bildeten und die mir, gegeniiber
fast allen dlteren Behandlungen des Gegenstandes, als wesentlich
neu erscheinen.

Zusammenfassung

- 1. Die Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich
nicht richtig erfassen, wenn man die Bedeutung des Wortes
,,Wahrscheinlichkeit dem allgemeinen Sprachgebrauch ent-
nimmt; sie gelten vielmehr nur fiir einen bestimmten, kiinstlich
abgegrenzten, rationellen Wahrscheinlichkeitsbegriff.

2. Von Wabhrscheinlichkeit kann in rationellem Sinn erst
dann die Rede sein, wenn in jedem einzelnen Fall das Kollektiv
genau beschrieben ist, innerhalb dessen die Wahrscheinlichkeit
zu nehmen ist; Kollektiv heilt eine gewissen Forderungen ge-
niigende Massenerscheinung, ein Wiederholungsvorgang, all-
gemein eine Folge von Beobachtungen, die man sich unbegrenzt
fortsetzbar denkt.

3. Wahrscheinlichkeit eines Merkmals (Beobachtungsergeb-
nisses) innerhalb eines Kollektivs heiflt der Grenzwert, dem die
relative Hiaufigkeit des Auftretens dieses Merkmals in der
Beobachtungsfolge bei unbegrenzter Fortsetzung der Versuche
sich nahert; dieser Grenzwert bleibt ungeéndert, wenn man die
Beobachtungsfolge einer beliebigen Stellenauswahl unterwirft:
Prinzip der Regellosigkeit oder des ausgeschlossenen Spiel-
systems.

4. Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung im engeren
Sinne besteht ausschlieSlich darin, aus den als gegeben voraus-
gesetzten Wahrscheinlichkeiten innerhalb gewisser ,,Ausgangs-
kollektivs“ die Wahrscheinlichkeiten innerhalb solcher Kol-
lektivs zu rechnen, die aus den ersteren abgeleitet werden;
die hier gemeinte Ableitung neuer Kollektivs 148t sich stets auf
die, eventuell wiederholte, Durchfiihrung von vier einfachen
Grundoperationen zuriickfithren.

12*
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5. Von dem Zutreffen eines Wahrscheinlichkeitswertes in
irgend einem konkreten Fall — es mag sich um die Ausgangs-
werte einer Rechnung oder ihre Ergebnisse handeln — kann man
sich allein nur durchden statistischen Versuch, d. h. die Durch-
filhrung einer geniigend langen Beobachtungsreibe, iiberzeugen;
es gibt weder eine a-priori-Erkenntnis der Wahrschein-
lichkeit noch auch die Moglichkeit, mit Hilfe einer anderen
Wissenschaft, etwa der Mechanik, auf Wahrscheinlichkeits-
werte zu schlieBen.

6. Was man in der klassischen Theorie als Definition der
Wahrscheinlichkeit ansieht, ist nur der Versuch, den allgemeinen
Fall auf den speziellen der Gleichverteilung (bei dem alle
Merkmale innerhalb des Kollektivs gleiche Wahrscheinlichkeit
besitzen) zuriickzufiithren; eine solche Zuriickfiihrung ist oft
unmoglich, wie bei der Sterbenswahrscheinlichkeit, oft fithrt sie
zu Widerspriichen, wie beim Bertrandschen Problem.

7. Die sogenannten Gesetze der groBen Zahlen enthalten
nur dann sinnvolle Aussagen iiber den Ablauf einer Beobachtungs-
folge, wenn man von vornherein von der Hiufigkeitsdefinition
der Wahrscheinlichkeit ausgeht; sie legen dann bestimmte, aus
der Regellosigkeit folgende Eigenschaften der Anordnung der
Beobachtungsergebnisse fest; bei Verwendung der klassischen
,,Definition* liefern die Gesetze der groSen Zahlen lediglich rein
arithmetische Figenschaften gewisser Gruppen von ganzen
Zahlen.

8. Die Aufgabe, die der Wahrscheinlichkeitsrechnung inner-
halb der sogenannten mathematischen Statistik zufillt, be-
steht darin, zu untersuchen, ob eine vorgegebene statistische Auf-
nahme ein Kollektiv bildet, bzw. ob und in welcher Weise sie
sich auf Kollektivs von moglichst einfacher Verteilung zurick-
fithren laft.

9. Die Aussagen einer statistischen Theorie in der Physik
unterscheiden sich grundsétzlich von denen jeder determi-
nistischen Theorie: sie stellen immer nur eine Behauptung dariiber
auf, welchen Verlauf ein Versuch oder eine grofiere Versuchsreihe
bei hinreichend héufiger Wiederholung in der iiberwiegenden
Mehrheit der Fialle nehmen wird; diese Mehrheit kann eine
80 starke sein, daf praktisch der Unterschied aufgehoben wird.

10. DaB eine statistische Theorie eine ,,geringere* oder eine
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,nur vorlaufige Art der Naturerklirung gegeniiber einer de-
terministischen, das ,,Kausalitatsbediirfnis* befriedigenden dar-
stellt, ist ein Vorurteil, das aus der geschichtlichen Entwicklung
der Naturwissenschaft verstanden werden kann, das aber mit
zunehmender Einsicht verschwinden muB; in keinem Fall hat
gich bisher ein solcher ,,Fortschritt‘‘ von der statistischen zu einer
kausalen Erfassung eines Tatbestandes auch nur andeutungsweise
ergeben.

Anmerkungen und Zusiitze

Eine ganz knappe, populidre Darstellung der Hauptgedanken
des vorliegenden Buches findet man in dem ersten Teil meines Auf-
gatzes: Marbes ,,Gleichférmigkeit in der Welt* und die Wahrschein-
lichkeitsrechnung, Die Naturwissenschaften (Julius Springer, Berlin),
7. Jahrg. 1919, H. 11, 12, 13, S. 168 bis 175, 186 bis 192, 205 bis
209. — Die mathematische Begrindung habe ich erstmals gegeben
in einer Abhandlung ,,Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung*,
Mathematische Zeitschrift (Julius Springer, Berlin), Bd. 5, 1919,
S. 52 bis 99. Sie ist kurz wiedergegeben in L. G. Du Pasquier,
Le calcul des probabilités, Paris, J. Hermann 1926, Kap. VIIIL.
— Eine ausfiihrliche, lehrbuchmiflige Darstellung, die gegeniiber
den ersten Verdffentlichungen auch einzelne sachliche Anderungen
enthalt, erscheint Ende 1928 als erster Band meiner ,,Vorlesungen
iber angewandte Mathematik’* unter dem Titel: Wahrschein-
lichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik, Fehlertheorie
und in der theoretischen Physik. — Aus dem vorliegenden Buch
ist ein Teil des Abschnittes tber das erste Gesetz der groBen
Zahlen (S. 78 bis 92) unter dem Titel ,,Das Gesetz der grofen
Zahlen und die Héiufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit** in Die
Naturwissenschaften, 15. Jahrg. 1927, H. 24, S. 497 bis 502 in wesent-
lich gleichem Wortlaut abgedruckt.

Zu 8.1, Zeile 28: Georg Christoph Lichtenberg, Vermischte
Schriften, erster Teil, II, 1. (Neue, von dessen Sohnen veranstaltete
Originalausgabe, Gottingen 1853, 8. 79.)

Das Wort und der Begriff

Zu S. 3, Zeile 3: Deutsches Worterbuch von Jakob und
Wilhelm Grimm, Bd. 13, Leipzig 1922, 5. 994.

Zu 8. 3, Zeile 21: R. Eisler, Worterbuch der philosophischen
Begriffe, 3. Aufl., Berlin 1910, S. 1743 (dritter Band).

Zu 8.4, Zeile 19: W.Sombart, Der proletarische Sozialismus,
10. Aufl.,, Jena 1924, Bd. 1, S. 4.

Zu S. 5, Zeile 6: J. Kant, Kritik der reinen Vernunft, Me-
thodenlehre, 1. Hauptstiick, 1. Abschn., 2. Aufl. 1787, 8. 758. Mit
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der hier dargelegten Lehre von den Definitionen stimmen meine
Ausfithrungen nicht tberein.

Zu 8. 6, Zeile 14: Uber den Begriff der mechanischen Arbeit und
iber die Begriffsbildung in den exakten Wissenschaften tberhaupt
erhilt der Leser (auch der nicht-mathematische) die griindlichste
Auskunft in: E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, historisch-
kritisch dargestellt (1883), 7. Aufl., Leipzig 1921; noch priziser in
desselben Verfassers: Prinzipien der Wirmelehre, historisch-kritisch
entwickelt (1896), 4. Aufl., Leipzig 1923, S. 406 bis 432 (Abschnitte:
Die Sprache, Der Begriff, Der Substanzbegriff). Dem von Mach
vertretenen Standpunkt folgt im wesentlichen die Auffagsung des
Textes.

Zu S. 7, Zeile 7: Uber den Streit um das ,,wahre KraftmaB‘
vgl. etwa Mach, Mechanik a. a. O. S. 247 und 288. Der durch
Leibniz angeregte Streit dauerte 57 Jahre und wurde erst 1743
durch d’Alemberts ,,Traité de dynamique* beigelegt.

Definition der Wahrscheinlichkeit

Zu 8. 10, Zeile 4: Goethes Aufsatz aus den Propylien, ersten
Bandes erstes Stick (Werke, Ausg. letzter Hand, 12° Bd. 38, 1830,
S. 143 bis 154), der das Wort Wahrscheinlichkeit im Sinne von
Illusion gebraucht, zeigt ein viel feineres Sprachgefiihl als die frither
angefithrten Sitze der Philosophen. Eine auf dem Theater dar-
gestellte Szene mufl nicht wahr scheinen, aber einen Schein von
Wahrheit vermitteln.

Zu 8. 10, Zeile 9: A. A. Markoff sagt in seinem Lehrbuch der
‘W ahrscheinlichkeitsrechnung, deutsche Ausgabe von H. Liebmann,
Leipzig und Berlin 1912, 8. 199: ,,Wir konnen daher keineswegs
mit dem Akademiker Bunjakowski tbereinstimmen (Grundlagen
der mathematischen Theorie der Wahrscheinlichkeit S. 326), daf
man eine bekannte Klasse von Erzidhlungen abtrennen mu8, an denen
zu zweifeln er fir ungehorig halt.

Zu 8. 10, Zeile 13: Pierre Simon (spédter Marquis de) Laplace,
1749 bis 1827, verdffentlichte 1814 den ,,Essai philosophique des pro-
babilités*, der dann als ,,Introduction* der spiteren Auflagen seines
Hauptwerkes der ,,Théorie analytique des probabilités‘‘ (1. Aufl. 1812,
2. Aufl. 1814, 3. Aufl. 1820) diente. Der ,,essai‘‘, der einen unbe-
schrinkten Determinismus vertritt, ist ein charakteristischer Aus-
druck der philosophischen Anschauungen in Frankreich des
18. Jahrhunderts. Eine handliche Neuausgabe erschien in der
Sammlung Les maitres de la pensée scientifique, Paris 1921.
Deutsche Ubersetzungen von F. W. Tonnies, Heidelberg 1819 und
N. Schwaiger, Leipzig 1886.

Zu 8. 10, Zeile 22: Siméon Denis Poisson, 1781 bis 1840, ver-
offentlichte 1837 unter dem Titel ,,Recherches sur la probabilité des
jugements en matiére criminelle et en matiére civile* ein durch-
aus mathematisch gehaltenes Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits-
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rechnung, das nur im finften Kapitel auf das im Titel genannte
Problem eingeht, im ubrigen eines der fir die Entwicklung der mathe-
matischen Theorie wichtigsten Werke darstellt. Deutsche Ausgabe:
Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung und deren wichtigsten
Anwendungen, bearbeitet von C. H. Schnuse, Braunschweig 1841.

Zu 8. 13, Zeile 14: Die (neue) Bezeichnung ,,Kollektiv¢ kniipft
an den von Th. Fechner fir einen dhnlichen Begriff eingefithrten
Ausdruck ,,Kollektiv-Gegenstand‘ an.

Zu 8. 14, Zeile 23: Die mathematische Definition des Grenz-
wertes kann etwa so gefait werden. Wir sagen von einer unbegrenzten
Reihe fortlaufend numerierter Zahlen, die alle zwischen 0 und 1
liegen mogen, sie strebe einem Grenzwerte zu, wenn folgendes zutrifft:
Wie gro8 auch ¥ ist, sollen die ersten k¥ Dezimalstellen der Zahlen
unserer Reihe von einer bestimmten Nummer ab unveridndert bleiben.

Zu 8. 18, Zeile 8: Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Er-
fahrungen von 23 Lebensversicherungsgesellschaften, Berlin 1883.
— Kurze Angaben iiber diese und andere Tafeln findet man bei
E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. Bd., 3. Aufl., Leipzig
und Berlin 1921, 8. 140ff.

Zu 8. 22, Zeile 26ff.: Das Lehrbuch von Poisson ist oben (zu
S. 10) genannt worden, ebenso das von Laplace. Die iibrigen
Schriften sind: John Venn, The logic of chance, London and Cam-
bridge 1866. Th. Fechner, Kollektivinaflehre, herausgegeben von
G.F.Lipps, Leipzig 1897. H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Kollektivmaglehre, Leipzig und Berlin 1906. G. Heln, Die Wahr-
scheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektivbegriffe in Annalen
der Naturphilosophie, Bd. 1, 1902, S. 364 bis 381.

Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zu 8. 30, Zeile 9: In dem Referat von E. Czuber in der
Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. I (2. Teilband), S. 736, heilit
es iiber die Auffassung der Subjektivisten: ,,Nach dem ersten (sc.
dem Prinzip des mangelnden Grundes) stitzt sich die Konstatierung
der Gleichméglichkeit auf absolutes Nichtwissen tber die Be-
dingungen des Daseins oder der Verwirklichung der einzelnen Fille. ..

Zu S. 36, Zeile 5: Der mathematisch unterrichtete Leser wird
erkennen, daB die Wahrscheinlichkeitsdichte der Differential-
quotient derWahrscheinlichkeit nach den das Merkmal bestimmenden
Variablen ist. Bezeichnen wir mit x den Zahlenwert, den etwa eine zu
messende physikalische GroBe annehmen kann, und mit w (x) die
‘Wahrscheinlichkeitsdichte, so bedeutet w (x) d # die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB das MeBergebnis in das Intervall x bis & + d fallt.

1

Die Dichte mu8 dabei der Bedingung geniigen, daB |w (v)dz = L.

0
Zu S. 44, Zeile 1: Die Mischungsregel fiir den Fall stetiger Ver-
teilungen lautet folgendermafen. Es ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
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daB eine zu beobachtende GroBe, die die Wahrscheinlichkeitsdichte
b

w (x) besitzt, in den Bereich z = a bis z = b fillt, gleich Sw (z) d =.

a

Zu 8. 49, Zeile 4: Die berihmte Abhandlung von Th. Bayes
ist erst nach dem Tode des Verfassers von R. Price herausgegeben
worden, unter dem Titel: An essay toward solving a problem in the
doctrine of chances. London, Philos. Transactions 53 (1763), S. 376
bis 398 und 54 (1764), S. 298 bis 310. Eine deutsche Ubersetzung
erschien in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften, Nr. 169,
Leipzig 1908.

Zu 8. 55, Zeile 36: Der Begrift der ,,Verbindbarkeit* zweier
Kollektivs ist in meinen bisherigen Veroffentlichungen in dieser
Form nicht enthalten. Seine genaue Darlegung erfolgt in den ,,Vor-
lesungen*, deren Erscheinen oben angekiindigt ist.

Kritik der Grundlagen

Zu 8. 58, Zeile 25: John Maynard Keynes, Treatise on
probability, London 1921, Deutsche Ubersetzung von F. M. Urban,
u. d. T. Uber Wahrscheinlichkeit, Leipzig 1926. Hauptsichlich das
Kap. VIII (8. 73 bis 90 der deutschen Ausgabe) wendet sich gegen
die Haufigkeitstheorie.

Zu 8. 61, Zeile 22: Ed. v. Hartmann, Philosophie des Un-
bewuBten, 11. Aufl., Leipzig 1904, 1. Bd., S. 36 bis 47. Derselbe, Die
Grundlagen des Wahrscheinlichkeitsurteils, in Vierteljahrschr. f. wiss.
Philos. u. Soziologie, Bd. 28, 1904, S. 281. — Zur Kritik des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes bei Hartmann vgl. auch die erst-
genannte Stelle S. 445 bis 452.

Zu 8. 62, Zeile 4: H.Poincaré, Calcul des probabilités, 1. éd.
Paris 1912, S. 24. Eine Ubersicht iiber die Literatur zur Grundlegung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung (bis etwa 1916) gibt das Buch von
E.Czuber, Die philosophischen Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Leipzig und Berlin 1923. — Von den sehr zahlreichen
Einzelschriften sei als in mancher Hinsicht meiner Auffassung
nahestehend genannt: H. E. Timerding, Die Analyse des Zufalls,
Braunschweig 1915.

Zu 8. 63, Zeile 6: A. Meinong, Uber Moglichkeit und
Wahrscheinlichkeit, Beitrige zur Gegenstands- und Erkenntnis-
theorie, Leipzig 1915, 760 Seiten 8°!

. Zu 8. 72, Zeile 22: J. M. Keynes a. a. O. (deutsche Ausgabe)
S. 29ff. Als Hauptvertreter der Subjektivisten nenne ich C. Stumpf,
Uber den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit, Sitz.-Ber.
d. Bayr. Akad. d. Wiss., philos.-hist. Kl., 1892, S. 41. Hier findet
sich die folgende ausfiihrlichere Darlegung iiber die Rolle des Nicht-
wissens: ,,Gleich méglich sind Fille, in bezug auf welche wir uns in
gleicher Unwissenheit befinden. Und da die Unwissenheit nur dann
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ihrem MaB nach gleichgesetzt werden kann, wenn wir absolut
nichts dariber wissen, welcher von den unterscheidenden Fillen
eintreten wird, so konnen wir noch bestimmter diese Erklirung
dafiir einsetzen.‘

Zu S. 74, Zeile 6: Joh. v. Kries, Die Prinzipien der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, eine logische Untersuchung (1886), 2. Ab-
druck, Tiibingen 1927. Die zitierte Formulierung, S. 157.

Zu S. 74, Zeile 37: Uber das Bertrandsche Paradoxon be-
richten die meisten bekannten Lehrbiicher der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, z. B. E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. 1,
3. Aufl. Leipzig und Berlin 1914, S. 116ff.

Die Gesetze der grofen Zahlen

Zu S.179, Zeile 9: Das Werk von Poisson ist oben angefiihrt
worden (zu S. 10, Zeile 22). — Jac. Bernoulli, Ars conjectandi,
Basel 1713; deutsche Ausgabe von R. Haussner in Ostwalds
Klassiker d. exakten Wissensch. Nr. 107 und 108, Leipzig 1899.
Das hier in Frage kommende Gesetz findet sich im 4. Teil, Kap. 5,
S. 236 (deutsche Ausgabe, 2. Bd., 5. 104). — Das Zitat aus der
Poissonschen Einleitung ist aus dem Original S. 7 ibersetzt.

Zu S. 81, Zeile 1: Der allgemeine Satz von P. L. Tscheby-
scheff ist 1867 in russischer Sprache veroffentlicht, sodann im
Journ. de Liouville, sér. II, t. 12, 1867. Die Ableitung des Satzes
ist durchaus elementar.

Zu S. 84, Zeile 37: Den deus ex machina fihrt z. B. H. Weyl
ganz unverhiillt ein: Philosophie der Mathem. u. Naturwissensch.
(S. A. aus Handb. d. Philos.) Minchen und Berlin 1927, S. 151.

Zu S. 86, Zeile 35: Uber die mathematischen Fragen, die an das
,»Gegenbeispiel“ ankniipfen, vgl. G. P6lya und G. Szegd, Auf-
gaben und Lehrsitze a. d. Analysis, Bd. I, Berlin 1925, S. 72 und
238. Hier wird auch das einschligige Verhalten der Logarithmen-
tafel erklart.

Zu S. 89, Zeile 13, 17, 22: G. P6lya, Nachr. v. d. Ges. d.Wissensch.
Gottingen, math.-phys. KI. 1921: ,,Alle Schriftsteller, die die Wahr-
scheinlichkeit als Grenzwert der Hiufigkeit definieren, prisuppo-
nieren gewissermafen ... nicht nur das Bestehen des Bernoullischen
Gesetzes..." — H. Weyl a. a. 0. 8. 152. — E. Slutsky, Uber
gtochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metron 5, 1925.

Zu S. 92, Zeile 20: Die Originalarbeit von Bayes ist oben
angefithrt worden (zu S. 49, Zeile 4). Das ,,Bayessche Theorem*
findet sich tatsichlich hierin nicht. Die Bezeichnung rechtfertigt
sich nur dadurch, daB es sich um die Losung eines von Bayes an-
geregten Problems handelt. Beides, Bezeichnung und Ldsung,
stammen von Laplace.
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Anwendungen in der Statistik und Fehlertheorie

Zu 8. 103, Zeile 25: Karl Marbe, Die Gleichférmigkeit in der
Welt, Untersuchungen zur Philosophie und positiven Wissenschaft,
Miinchen 1916; Mathematische Bemerkungen zu meinem Buch ,,Die
Gleichformigkeit in der Welt*, ebda. 1916. — Vgl. dazu meinen zu
Beginn dieser Anmerkungen genannten Aufsatz in den Naturwissen-
schaften 1919, sowie fiir die mathematische Erledigung des Problems
meine Arbeit ,,Zur Theorie der Iterationen‘, Zeitschr. f. angew.
Math. u. Mech. 1, 1921, S. 298—307. Hier wird gezeigt, daB die
Wahrscheinlichkeit fiir das z-malige Auftreten einer langen Iteration
unter n Einzelbeobachtungen sich aus der Formel

e—aaq<T
="
1\m+1
rechnet, wobeia = n (E und m die Lange der Iteration bedeutet.

Zu 8. 107, Zeile 1: O. Sterzinger, Zur Logik und Natur-
philosophie der Wahrscheinlichkeitslehre, Leipzig 1911. Paul
Kammerer, Das Gesetz der Serie, eine Lehre von den Wieder-
holungen im Lebens- und im Weltgeschehen, Stuttgart u. Berlin 1919.

Zu S. 109, Zeile 1: F. Eggenberger u. G. P6lya, Zeitschr.
f. angew. Mathem. u. Mechanik, Bd. 3 (1923), S. 279 bis 289.

Zu 8. 112, Zeile 8: W. Lexis, Zur Theorie der Massenerschei-
nungen in der menschlichen Gesellschaft, Freiburg i. B. 1877.

Zu S.116, Zeile 31: Die Zahlen sind entnommen der Oster-
reichischen Statistik, Bd. 88, 1911, Heft 3, S. 20 und 120.

Zu 8. 118, Zeile 4: Der algebraische Satz ist die sog. Schwarz-
sche Ungleichheit. Sind p,, p, .... p; die einzelnen Wahrscheinlich-
keiten und p ihr Mittelwert, so gilt

pr(l—p) + Pa(l—p)) + oo P2 (1—p;)) S 2.p(1—p)

Zu S. 118, Zeile 24: Die Zahlen aus: Statistisches Jahrbuch fir
das Deutsche Reich, z. B. Bd. 43, 1923, S. 35.

Zu 8. 121, Zeile 2: Zur Theorie der ,,wesentlichen Schwankungs-
komponente* und zu den Zahlen der Selbstmordstatistik vgl. L. v.
Bortkiewicz, Homogeneitit und Stabilitit in der Statistik, in
Skandinavisk Aktuarietidskrift 1918, Heft 1/2. Das Zusatzglied zur
Formel S. 117 lautet, wenn p,, p; .... pn die Einzelwahrscheinlich-

Keiten und p ihr Mittelwert ist; 22—V + (Pa :)’ t e (Pa )
Zu 8. 124, Zeile 30: Ad. Quetelet, Physique sociale ou essai

sur le développement des facultés de ’homme, Brissel-Paris-St. Peters-

burg 1869. Deutsche Ausgabe v. Valentine Dorn, Jena 1914.

Zu 8. 125, Zeile 11: Die grundlegenden Arbeiten von Mendel
(1866 u. 1870) sind von E. v. Tschermak u. d. T. Versuche iiber
Pflanzenhybriden, in Ostwalds Klass. d. exakten Wissensch., H. 130,
4. Aufl., Leipzig 1923, neu herausgegeben worden. Zu den Zahlen-
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beispielen vgl. E. Czuber, Statistische Forgchungsmethoden, Wien
1921, 8. 184.

Zu 8. 126, Zeile 13ff.: Uber die wichtigsten Fragen der Statistik in
der Technik vgl. etwa: G. Rickle u. F. Lubberger, Der Fern-
sprechverkehr als Massenerscheinung mit starken Schwankungen,
Berlin 1924; R. Becker, H. Plaut u. I. Runge, Anwendungen der
mathematischen Statistik auf Probleme der Massenfabrikation,
Berlin 1927.

Zu 8. 127, Zeile 25: Die angegebene Uberlegung findet sich in
dem sonst geistvollen Buche von E. Bleuler, Das autistisch-un-
disziplinierte Denken in der Medizin und seine Uyberwindung, Berlin
1921, S. 132 bis 145. Hiezu die Stellungnahme des Mathematikers
Pélya, S. 145 bis 148.

Zu S. 181, Zeile 7: Uber die gebriauchlichen statistischen MaB-
zahlen erhdlt man am besten Auskunft in E. Czuber, Die statistischen
Forschungsmethoden, Wien 1921, insbesondere 8. 57—108. Der
Nicht-Mathematiker mag auch F. Zizek, Die statistischen Mittel-
werte, Leipzig 1908, zur Hand nehmen.

Zu 8. 131, Zeile 12: Die Pearsonschen Verteilungstypen
werden dargestellt bei W. Palin Elderton, Frequency curves
and correlation, London (1906).

Zu 8.131, Zeile 19u. 27: H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung
und KollektivmaBlehre, Leipzig u. Berlin 1906. C. V. L. Charlier,
Vorlesungen iiber die Grundziige der mathematischen Statistik, Lund
(1920). Die rationelle Methode der Beschreibung, von der im Text
die Rede ist, ist die Entwicklung der Verteilungsfunktion in eine
unendliche Reihe, deren Koeffizienten die charakteristischen Zahlen

liefern. Die Brunssche Entwicklung geht von der Gausschen Funktion
—x

e—2' aus, die Charliersche von der Poissonschen Funktion o

Die weiteren Entwicklungsglieder sind die Differential- bzw. Diffe-
renzenquotienten der ersten. Die mathematische Theorie der Bruns-
schen Reihe ist in meiner Arbeit im Jahresber. d. deutschen
Mathem. Vereinig. 21 (1912), S. 9 bis 20, die der Charlierschen
Reihe von H. Pollaczek-Geiringer in Skandinavisk Aktua-
rietidskrift 1928, S. 98 bis 111. Vgl. auch den Aufsatz der letzt-
genannten Verfasserin: Die Statistik seltener Ereignisse in Die
Naturwissenschaften 16, 1928.

Zu S. 133, Zeile 8: Die grundlegenden Arbeiten von C. F.
Gauss (1821 u. 1826) sind u.d.T.: Abhandlungen zur Methode der
kleinsten Quadrate von C.F Gauss, in deutscher Ausgabe von
A. Bérsch u. P. Simon, Berlin 1887, erschienen.

Zu S. 133, Zeile 16: Der hier erwahnte Laplacesche Satz ist
Gegenstand sehr zahlreicher mathematischer Untersuchungen ge-
worden. Vgl. u. a. meine Abhandlung: Fundamentalsitze der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathem. Zeitschr., Bd. 4, 1919, S. 1
bis 96.
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Zu S. 138, Zeile 8: Die Arbeiten der Pearsonschen Schule
findet man in der seit 1902 erscheinenden Zeitschrift: Biometrika,
a journal for the study of biological problems. Das Hauptwerk von
Karl Pearson ist: Grammar of science, London 1900.

Probleme der physikalischen Statistik

Zu 8. 139, Zeile 14: Fiir die Boltzmannsche Theorie vgl. L. Boltz-
mann, Vorlesungen iiber Gastheorie, 2 Teile, 2. Abdr., Leipzig 1910.

Zu 8. 139, Zeile 33: M. v. Smoluchowski, Uber den Begriff
des Zufalls und den Ursprung der Wahrscheinlichkeitsgesetze in der
Physik. Die Naturwissenschaften, 6, 1921, 8. 253 bis 263 (Planck-
Heft).

Zu 8. 140, Zeile 34: Der Laplacesche ,,Dimon‘ findet sich in dem
schon zu 8. 10, Zeile 13, angefithrten Essai philosophique.

Zu S. 146, Zeile 12: Die Arbeit von v. Smoluchowski ist
oben zu 8. 139, Zeile 33, angefiihrt.

Zu S. 148, Zeile 5: Eine leicht verstindliche Einfiihrung in
die dltere Atomtheorie, mit vielen Zahlenangaben, gibt das Buch
von J. Perrin, Die Atome, dtsch. von A. Lottermoser,
2. Aufl.,, Dresden u. Leipzig 1920.

Zu 8.152, Zeile 36: Ernst Mach, Die Leitgedanken meiner
naturwissenschaftlichen Erkenntnislehre und ihre Aufnahme durch
die Zeitgenossen, Leipzig 1919, S. 9. Vgl. auch Wirmelehre, 4. Aufl.,
S. 364.

Zu 8.157, Zeile 20: Die grundlegenden Arbeiten von M.v. Smolu-
chowski finden sich in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie,
math.-naturw. Kl., Abt. ITa, Bd. 123 (1914), S. 2381—2405, und
Bd. 124 (1915), S. 339—368.

Zu 8. 160, Zeile 15: Die Versuche von Svedberg sind be-
schrieben in: Svedberg, Existenz der Molekiile, Leipzig 1912,
S. 148ff. Vgl. auch E. Fiirth, Schwankunggerscheinungen in der
Physik, Braunschweig 1920. Die Aufklirung der grundsitzlichen
Fragen hinsichtlich des zeitlichen Ablaufes usw. habe ich gegeben
in der Abhandlung: Ausschaltung der Ergodenhypothese in der
physikalischen Statistik, Physikal. Zeitschr. 21, 1920, S. 225 bis
232 u. 256 bis 262.

Zu 8.162, Zeile 15: L. v. Bortkiewicz, Die radioaktive
Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer Unter-
suchungen, Berlin 1913. — E. Marsden u. T. Barratt, Proceed.
of the Physical Society of London, XXIII, 1911, S. 367 bis 373.

Zu 8. 167if.: Eine knappe Darstellung der neuesten Ent-
wicklung der Atomphysik, und zwar sowohl der neueren Gas-
theorien von Bose-Einstein und Fermi, wie auch der Wellen-
mechanik von de Broglie und Schrédinger, sowie der Auf-
fassungen von Born, Heisenberg und Jordan findet sich bei
A. Haas, Materiewellen und Quantenmechanik, Leipzig 1928
(160 8.). .
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Zu 8. 170ff.: Zur Frage der Kausalerklirung vgl. auch
meinen Vortrag: Uber die gegenwirtige Krise der Mechanik, Zeitschr.
f. angew. Mathem. u. Mech. 1, 1921, 8. 425 bis 431, oder Die Natur
wissenschaften 10, 1922, S. 25 bis 29.

Zu 8.177, Zeile 19: Mein Vortrag: Naturwissenschaft und
Technik der Gegenwart, Leipzig u. Berlin 1922; auch in Zeitschr. d.
Vereins dtsch. Ing. 64, 1920, S. 687 bis 690 u. 717 bis 719.

Fir freundliche Unterstiitzung beim Lesen der Korrekturen
bin ich Frau Dr. H. Pollaczek-Geiringer zu Dank ver-
pflichtet.
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