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1. Einleitende Ubersicht iiber die geometrischen Grossen der 
Mechanik und Physik. Von den in del' Mechanik und Physik auf
tretenden Grossen sind einige, wie Masse, Energie von del' Beschaft'en
heit, dass die Angabe ihl"er Masszahl und ihrer Dimension 1) zu ihrer 
eindeutigen Bestimmung hiureicht. Solche Grossen nennt man neuer
dings Skalm'e 2); die Masszahl des Skalars giebt an, wie oft eill als 

1) J. B. FOlWicl', Theorie analytique de la chaleur, Paris 1822, deutsch V. 

B. lYeinstein. Berlin 1884, art. 160-162. 
2) TV. R. Hamilton, Lectures on quaternions, Cambro 1853, art. 64. 
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Einheit gewahlter SkalaI' derselbel1 Art in ihm enthalten ist, die 
Dimension, wie sich diese Einheit bei einer Al1derung der Grund
einheiten fiir Masse, Lange und Zeit transformiert. CUber Dimen
sionen und absolutes Masssystem vgl. V 1.) 

Neben diesen algebraischen Grossen spielen indessen auch geome
trische Grossen eine Rolle, d. h. solche Grossen, die eine bestimmte 
Orientierung im Raume besitzen. In del' Mechanik starrer Korper 
kamen bereits (s. IV 2) die Ve7ctoren zur Verwendung. Neben diesen 
sind fiir die Mechanik del' Kontinua die Tensm"en (s. Nr. 17 dieses 
Art.) von besonderer Wichtigkeit. 

Die Orientierung diesel' gerichteten Grossen gegen das Koor
dinatensystem pflegt man durch Angabe ihrer "Komponenten" festzu
legen; die Komponenten andern bei einer Transformation des Koor
dinatensystems ihre Werte. Das Verhalten der Kmnponenten gegeniiber 
der (lj·,uppe aller Transformationen des rechtwinkligen Koordinaten
systems chara7ctel"isiert vollstandig die geometrische Natur der betreffenden 
Grosse 3). 1st der geometrische Charakter del' Grosse bekannt, so er
iibrigt zu ihrer vollstandigen Bestimmung noch die Angabe ihrer 
Dimension, und ihrer, auf ein festes Kool'dinatensystem bezogenen 
Komponenten. 

Dabei besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen den geo
metl'ischen Gl'ossen, die in del' Mechanik starrm" Korpel', und den
jenigen, die in del' Mechanik cleformierbarer Korper und in del' mathe
matischen Physik zur Verwendung gelangen. Die Bewegung aller 
Punkte eines stan·en Karpel's ist durch Angabe von 6 Grossen, den 
Komponenten einer "Schraubung" (Art. IV 2) vollstandig bestimmt. 
In der Mechanik del' Kontinua und in del' Physik hingegen kannen die 
Werte der Grassen, welche den mechanischen und physikalischen 
Zustand des Karpel's bestimmen, in den einzelnen Punkten bis zu 
einem gewissen Grade unabhangig von einander vorgeschrieben wer
den. Es sind die "Felder" del' gerichteten Grossen, deren TheOl·ie 
hier von Wichtigkeit wi rd. Man nennt4) ein Gebiet "Feld" einer Zu
standsgrasse, wenn jedem Punkte des Gebietes ein beliebiger, im all-

3) Die Klassifikation der geometrischen Grossen der :l\Iechanik uml Physik 
auf Grund dieses Prinzips scheint in der Litteratur nicht vollstandig durch
gefiihrt worden zu sein, ist aber z. B. von Herrn F. IGein in seinen Vorlesungen 
wiederholt vorgetragen worden. In einer wiihrend der Korrektur erscheinenden 
Arbeit von W. Voigt, Gott. Nachr. 1900, Heft 4, p.355-379 (vgl. das Verzeichnis 
der l\Ionographien) kommt das Prinzip gleichfalls zur Verwendung. 

4) W. Thomson, Phil. Mag. (4) 1 (1851), p. 179 = Reprint of papers on 
electrostatics and magnetism n. 605, p" 467. 
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gemeinen stetig mit dem Orte veranderlicher Wert del' Zustands
grosse zugeordnet ist. Die Werte del' Zustandsgrosse an verschiedenen 
Punkten ihres Feldes stehen im allgemeinen in keinem gesetzmassigen, 
durch Gleichungen zwischen den Kompollenten auszudriickendell Zu
sammellhange. 

Diesel' .Artikel, welcher den geometrischen Grundbegriffen del' 
Mechanik del' Kontinua und del' mathematischen Physik gewidmet ist, 
beschrankt sich auf die Behandlung derjenigen gerichteten Grossen, 
welche zur Charakterisierung del' in del' Mechanik und Physik auf
tretenden Felder verwandt worden sind. Demgemass wird hier bei 
del' Klassifikation del' gerichteten Grossen von Translationen des 
Koordinatensystems abgesehen und ausschliesslich die Gruppe der
jenigen Transformation en des rechtwinkligen Koordinatensystems be
riicksichtigt, welche den .Anfangspunkt fest lassen; dieselbe entsteht, 
wenn man die Gruppe der Drehungen durch Heranziehung del' In
versionen (d. h. Umkehrung alIer Axenrichtungen) erweitert. Durch 
das Vel'halten del' Komponenten einer Zustandsgrossediesen Opel'a
tionen gegenitbel' ist bestimmt, in welche Klasse gerichtetel' Grossen 
sie einzuordnen ist. Die Einordnung del' Zustandsgrossen del' Mechanik 
und Physik in die verschiedenen Klassengerichteter Grossen ist von 
prinzipieller Bedeutung; denn nul' zwischen Grossen, die derselben 
Klasse angehOren, kann Gleichheit bestehen. .Auch kommt die geo
metrische N atur del' physikalischen Grossen in del' Krystallphysik 
zur Geltung, wo sie in Beziehung zur Symmetrie del' KrystalIstruktur 
tritt (s. Nr. 21 dieses .Art.). 

I. Vektol·allalysis. 

2. Polare Vektoren. Ein Vektor 5) ish (s. IV 2) nach Grosse, 
Richtung und Sinn bestimmt durch eine Strecke, welche von einem 
Punkte P zUt einem Punkte Q' fiihrt; seine Komponenten entsprechen 
den Projektionen del' Strecke auf die Koordinatenaxen. Demgemass 
transformieren sich die Komponenten eines Vektors A auf wechselnde 
rechtwinklige Koordinatensysteme durch folgende orthogonale Sub
stitution 

(1) 
Ax' = alA., + {31Ay + /'lA;, 

Au' = a2A x + {32 Ay + /'2 A; , 
A;, = asAx + (33Ay + /'sA;, 

deren 9 Koeffiziellten die Cosinus del' Winkel angeben, welche die .Axen 

5) W: R. Hamilton, Lectures on quatel'nions art. 17. 
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des neuen Koordinatensystems (x' y' z') mit denen des aIten (x y z) 
einschliessen. Del' Ausdruck 

(1') 
ist gleich dem Quadrate del' Lange"') des Vektors A; er ist ein Skalar, 
d. h. er bleibt invariant bei Transformationen des Koordinatensystems. 
Ebenso ist folgende Verbindung von Komponenten zweier VektOl'Pll 
A, Beine skalare Grosse 

(2) A"B" + AlIBy + A.B •. 
Geometrisch stellt (2) das Produkt del' Langen del' beiden Vektoren 
und des Cosinus des von ihren Richtungen eingeschlossenen Winkels 
dar. H. Grassmann 7) nennt die Grosse (2) das "innere Prodttkf' del' 
beiden "Strecken", und schreibt symbolisch [A I B], W. R. Hamilton 9) 
bezeichnet es als den negativenskalaren Teil - S AB des Quater
nionenproduktes del' beiden Vektoren, J. W. Gibbs 11) schreibt A· B, 
O. Heaviside 12) AB. 

Sind A", Ay , A. Komponenten eines Vektors, und ist cler AttSdrttck 
(2) ein Skalar, so sind auch B", By, B:; Vektorkomponentmz 6). Aus 
del' Invarianz von (2) folgt zunachst, dass fur die Grossen Bx , By, B. 
folgende Transformationen geIten 

Bx = Cf.1Bx' + Cf.2 By' -I- Cf.aB., , 
By = ~lBx' + ~2BfJ' + ~aBz' , 
Bz = 'YiB"" + 'Y2 By' + 'Ys B". 

Die Koeffizienten del' Substitution, welche die alten Werte del' Grossen 
(Bx, By, Bz) durch die neuen (Bx" By', B.,) ausdriickt, gehen also aus 
den Koeffizienten del' fur die Transformation von Vektorkomponenten 
von den aIten auf die neuen Axen geItenden GIeichlmgen (1) durch Ver
tauschung del' Horizontal- und Vertikalreihen hervor; in del' Sprache 
del' Invariantentheorie druckt man diese Beziehung aus, indem man 
sagt: die Grossen Bx , By, Bz sind zu den Grossen Ax, Ay , A. kontragrc
client. Zwei Grossensysteme, die zu demselben dritten kontragredient 
sind, sind offenbar zu einander kogreclient, d. h. sie transformieren 
sich in derselben Weise auf wechselnde Koordinatensysteme. Infolge 
del' Invarianz del' Ausdrucke (1') und (2) sind die Grossen Ax, Ay , 

Az; B x, By, Bo beide kontragredient zu Ax, Ay, A., folglich sind sie 
zu einander kogredient; die Grossen Bx , By, B; sind also ihrerseits 
Vektorkomponenten. 

5 ') Die Lange del' Strecke, die den Vektor A. repriisentiert, wird in del' 
Quaternionentheorie "Tensor" des Vektors A. genannt.. 

6) V g1. H. Burkhardt, :Math. Ann. 43 (1893), p. 197. 
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Die Existenz eines Vektors A bedingt in der Regel das V orhan
densein eines Energiequantums E, dessen Zunahme dE del' bei einer 
Steigerung dAx, dAy, clAz der Vektorkomponenten aufzuwendenden 
Arbeitsleistung gleich ist. Da die Arbeit stets ein Skalar ist, so 
foIgt aus 

oE 'OE oE 
dE= n-' dAx+ oA . dAv+ M' dAn 

x V z 

. b b' d oE oE oE b £ II K t' Wle soe en eWlesen, ass oA ' oA ' oA e en a s omponen en emes 
Vektors sind. x Y z 

Vektorkomponenten von der bisher untel'snchten Art wechseln 
nach (1) bei einer Inversion das V orzeichen. Wollen wir diese 
Eigenschaft besonders hervorheben, so bezeichnen wir sie weiterhin 
als Komponenten eines polaren Ve7ctors. 

3. Axiale Vektoren 17) traten schon in IV 2 auf, namlich als 
Kraftepaare, die an einem starren Korper angreifen. Ihre Kompo
nenten transformie1'en sich bei Drehungen und Inversionen des Koo1'
dinatensystems wie folgende Verbindungen von Komponenten zweier 
polarer Vektoren A, B: 
(3) Px=AyBz-AzBy, Py=AzBx-AxBz, Pz=AxBy-AyB"". 

Die Komponenten Px, Py , Pz stellen die Projektionen des von den 
Stl'ecken A, B gebildeten Parallelogramms auf die Koordinatenebenen 
dar; sie bestimmen jenes Parallelogramm nach FIacheninhalt, Stellung 
seiner Ebene, und Umlaufssinn. H. Grassmann nennt dasselbe "attsseres 
Prodttkt" 7) del' beiden Strecken A, B und schreibt symbolisch 
[AB] , W. R. Hamilton 9) bezeichnet es als vektoriellen Teil V AB 

7) II. Gmssmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipz. 1844, und Die 
Ausdehnungslehre von 1862, Berlin = Ges. Werke, herausg. von P. Engel, Bd. I 
bezw. II, 1, Leipz. 1894. V gl. Art. IV 2. . 

8) II. Grassmann, Ausdchnungslehre von 1844, p. 114. Ges. vVerke 1, p. 189 
nennt ein an seine Ebene gebundenes Parallelogramm "Plangrosse". Flir das 
frei im Raume verschiebbare hat or keinen besonderen Namen. 

9) W. R. Hamilton, Phil. Mag. (3) 25 (1843), p.490. Grossere Werke sind: 
Lectures on quaternions, Cambr. 1853; Elements of quaternions, 1. cd. London 
1866; (deutsch v. P. Glan, Leipz. 1881/84), 2. ed. 1, 189(). S. auch P. G. Tait, 
An elementary treatise on quaternions, Cambro 1. cd. 1867, 2. ed. 1874, 3. ed. 1890. 
Die Quatel'nionentheorie stellt den Vektor A dar clurch Ax' i + A y ' j + A, . k; 
i j k sind Einheitsvektoren, welche in Richtung del' Koordinatenaxen weisen, 
und den l\fultiplikationsregeln unterwol'fen sind i· i = j oj = k· k = -1; ij = - j i = k, 
jk=-kj=i, ki=-ik=j (s.m B3). Daher ist das Produkt zweier Vek
toren eine Quatel'nion, d. h. ein Aggregat aus einem Skalar und einem Vektor. 
Del' skalare Teil ist mit clem negativen inneren Proclukte, del' veldorielle mit 
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des Quaternionenpl'oduktes der beiden Vektoren, B. de Saint- VenanPO) 
nennt es "geometl'isches Pl'odukt", J W. Gibbs 11) schl'eibt A X B, 
o. Heaviside 12) V A B, letztel'el' Autol' nennt es "vektorielles Produkt" 
odeI' "Vektorprodukt". 

Die (~xialen Ve7ctoren, del'en Repriisentant das aussel'e Pl'odukt 
zweiel' Stl'ecken ist, verhalten sich bei Drehungen des Koordinatensystems 
wie polare Ve7ctoren, sie tmterscheiden sich von jenen cladurch, dass ihre 
Komponenten bei einer Inversion der Koordinatenrichtungen das Vorzeichen 
beibehalten, wiihrend polare Vektorkomponenten es wechseln. So lange 
man von Invel'sionen des Kool'dinatensystems absieht, kann man ein 
Parallelogramm 8) durch eine auf seiner Ebene sell'Techte Strecke er
setzen, deren Lange dem FHicheninhalt des Parallelogramms gleich 
ist; dieses ist Gmssmann's "Erganzungil7) des Parallelogl'amms. Wah
rend aber das Pal'allelogrannn selbst bei einer Spiegelung in Bezug 
auf seine Ebene ungeandert bleibt, kehl't die Erganzung ihre Rich
tung urn. 

In del' Quaternionentheorie und del' auf diesel' fussenden Entwick
lung del' Vektoranalysis wurde diesem Unterschiede keine Rechnung 
getl'agen. Erst A. N. Whitehead 13) trennt bei del' Darstellung del' 
Vektol'enrechnung wieder die gerichteten Strecken systematisch von 
den mit einem Umlaufssinn versehenen Parallelogl'ammen. Inzwischen 
war von Seiten del' Physiker die Wichtigkeit dieses Gegensatzes er
kannt worden. Riel' war es J. Cl. lYIaxwelP4), del' zuerst die beiden 
Al'ten von Richtungsgrossen als "translatorische" und "l'otatol'ischeil 

V ektoren unterschied, mit Rucksicht clarauf, class unencllich kleine 

der "Erganzung" des iiusseren Produktes in Grassmann's Terminologie identisch; 
s. H. GmsslIlCtnn, Math. Ann. 12 (1877), p. 378. 

10) B. de Saint -Venant, Par. C. R 21 (1845), p. 620 scheint unabhiingig 
von Grassmann und Hamilton zu diesem Begriffe gelangt zu sein. 

11) J. TV. Gibbs, Vector Analysis, New-Haven 1881/84. 
12) O. Heaviside, Electrical papers London 1892, passim. Electromagnetic 

theory, 1, chap. 3, London 1894. An Hcaviside schliessen sich .A. Foppl und 
G. Ferraris an (s. d. Verz. der Lehrbiicher und Monographicen). Die Systeme 
von Gibbs und IIeaviside, welche, den Umweg libel' das Quaternionenprodukt 
vermeidend, die Grundbegriffe del' Vektoremechnung geometrisch definieren, 
sind von ihren Autoren wiederholt in den Spalten del' "Nature" gcgen die An
griffe der orthodoxen Quaternionisten (P. G. Tait und A .. Me AuZay) verteidigt 
worden; vgl. Nature 43, p. 511, 608; 44 (1801), p. 7!l; ,17, p.151, 225, '163,533; 
48 (1893), p. 364. 

13) A. N. lVh£tehead, A Treatise on universal algebra, Cambro 1898, 
book VII, chap. 4, p. 548 ff. 

14) Treatise 1, art. 15; Papers 2, p. 257. 
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Rotationen del' zweitell Art angehOren (s. Nr.16 dieses Art.). P. CU1'ie 15) 

und E. Wiechert 16) wiesen neuerdings ebenfalls auf die N otwendigkeit hin, 
diese Grossenldassen auseinanderzuhalten, letzterer Forscher nennt sie 
"Vektoren" und "Rotoren", wiihrend W. Voigt 17) sie als "polan/' und 
"axiale" Ve7ctoren bezeichnet; die letztgenannte Bezeichnung ist die 
hier gebrauchte. Man hat gefunden, dass die elektrische Kraft del' 
Klasse del' polaren, die magnetische del' Klasse del' axialen Vektoren 
angehort (s. Nr. 22 dieses Art.). 

Sind P, (J zwei axiale Vektoren, so sind die Ausdriicke 

(4) P",2 + Py2 + P.2, (4') Q",2 + Qy2 + Q.2, 

~ ~~+~~+~~ 
Skalare, d. h. sie sind invariant bei Drehungen und Inversionen des 
Koordinatensystems. Sind andrerseits P"" P y , p. Komponenten cines 
axialen Ve7ctors, und ist der Attsdruck (5) cin Skalar, so sind Q"" 
Qy, Q. ebenfalls Komponenten eines axialen Vektors. Del' Beweis 
dieses Satzes entspricht ganz dem des analogen fiir polare Vektoren 
geltenden (s. Nr. 2 dieses Art.). Ebenso folgt, dass aus einem von P 
abhangigen Skalar E ein neuer axialer Vektor abgeleitet werden kann 
mit den Komponenten: 

BE 'OE oE 
oP",' 'iFp~, op.· 

4. Feld eines Skalars. 1st ein Skalar cp als stetige Funktion 
des Ortes (fonction de point)18) gegeoen, so ist seine Abnahme auf 
dem Wegelement dl: 

o qJ ocp ocp 
- dcp = - 'Ox . (lx - 0'; . dy - oz' dz, 

wenll dx dy elz die Projektionen von ell auf die Koordinatenaxen be
zeichnen. Da ell als Vektor, d x ely dz als seine Komponenten anzu-

h . d' 1'1 h N· "d' A· d -ocp -ocp -ocp se en sm , so 10 gt nac 1. '" les. It., ass -,,-, -,,-'-, -,,-
oX oy uZ 

Komponenten eines Vektors sind. Die Hichtul1g dieses Vektors ist 
die del' grossten raumlichen Almahme des Skalars cp, seine Lange 

-V(~:r -I- (~;r + (~:r giebt den auf die Langeneinheit bezogenell 

15) P. Citric, J. de phys. (3) 3 (1804), p. 303. 
16) E. Wiechert, Konigsb. Phys. okon. Ges. 37 (1806), p. 6; Ann. Phys. 

Chem. 59 (1896), p. 287. 
17) W. Voigt, Compendium 2, p. 418 u. p. 801, 1896. Die fundamentalen 

physikalischen Eigenschaften del' Krystalle. Leipz. 1808, p. 18. 
18) G. Lame, J. ec. polyt. cah. 23 (1834), p. 215; Leyons sur les cool'don

nees cUl'vilignes, Paris 18o\), chap. 1. 
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Betrag diesel' grossten Abnahme an. Letzteren Ausdruek nannte 
G. Lame 18) "Differential parameter erster Ordnnngil. Laine erfasste in
dessen nicht den Vektor als gerichtete Grosse. Dieses blieb VV. B. Ha
milton vol'behalten, del' ibn mit Hiilfe des symbolischen Operators 

\1=i.L+ ·.L+k.L ox .J oy OZ 

darstellte 1~). :Man bezeicbnet den Vektol' - \1 cp als Gefiille (slope 20» 
oder Gradienten 20') des Skalal's cpo Dureh Bel'echnung des Genilles 
wird jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zugeardnet. Das Feld eines Vek
tors, del' als Genille eines Skalars angeseben werden kann, wird 
"potentielles Vektorfeldil genallnt; weitere Ausflihrullgen libel' Skalar
felder werden unten an die BehancUung des potentiellen Vektorfeldes 
(Nl'. 6) angekniipft. 

5. Feld eines Vektors. Andert sich ein Veld or in einem ge
wissen Bereiche im allgemeinen - d. h. abgesehen von einer end
lichen Zahl von Fluchen, Kurven und Punkten - stetig mit dem 
Orte, so nennt man den Bereich das Felel des Vektol's 4). Wil' ver
stehen im Folgenden unter einem Vektol'felde schlechtweg das Feld 
eines polaren Veldors. Fill' axiale Vektaren gelten entsprechende 
Entwickelungen. 

]laxwell unterscheidetKraftvektoren und Strrhnttngsvektoren 21). Diese 
Unterscheic1ung ist keine wesentliche, man kann vielmehr denselben 
Vektol' A bald als Kraftvektol', bald als Stromungsvektor deuten. Deutet 
man ihn als Stromungsgeschwindigkeit einer den Raum erflillenden 
Fliissigkeit, so erh1ilt man eine skalare Grosse, inclem man die ge
samte Fliissigkeitsmenge berechnet, welche in del' Zeiteinheit ein 
festes FIachenstiick f in dem durch die N ormale n angezeigten Sinne 
durchfliesst. Dieselbe ist gleich clem Fliiehenintegral 

(6) F - ffdf(Ax cos nx + Ay cos ny + Az cos nz). 

Deutet man ihn hil1gegel1 als Kraftvektor, so erhalt man eine skalare 
Grosse, wenn man die A1'beit berechnet, welche clie Kraft bei einer 
Versehiebul1g langs des festen Kul'vcnstitekes A leistet. Dieselbe ist 
gleich clem Linienintegral 

(7) L =.felA(Ax cos AX + Ay cos AY + A; cos AZ). 

19) lV.R. Hamilton, Lectures, art. 620. Den Operator "il nennt man gelegcnt-
lich "Nabla" nach einem hebrliischen lIIusikinsLrumcnte Vall Hhnlicher Form. 

20) O. Heaviside, Electromagnetic theory 1, p. 186. 
20') Riemann-lVeber, Partielle DifferentialgleicllUngen 1 (1900), p. 213. 
21) llIaxwell, Treatise 1, art. 12; Papcrs 2, p. 257 ff. 
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Man kann andrerseits auch aus einem Kraftvektor einen Skalar F, 
aus einem Stromungsvektor einen Skalar L ableiten. Ersteren nennt 
man "Km{tfluss durch die Flache {", letzteren in del' Hydrodynamik 
"Circulation Iangs del' Kurve l". 

1st die Flache ( geschlossen und n ihre aussere Normale, so 
ergiebt eine unter dem Namen "Gauss'scher Satz" bekannte Integral
transfOl'mation 22) 

(8) F = rrrel'C (O.A", + oAy + OAz). 
JJJ oX oy OZ 

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist libel' den von 
von del' FIache ( begrenzten Haum 'C zu erstrecken. Der Auselruc7(; 

0.A", oAy oA. 
(9) div A=]"X + oy + oz· 
ist ein S7calar. Er stellt in der hydrodynamischen .A.nalogie die auf 
die V olumeinheit berechnete Ergiebigkeit dm' Fliissig7ceitsqttellen elar. 
J. Ol. Maxwell nennt 23) 23a) den mit dem negativen Vorzeichen ver
sehenen Ausdruck (9) "Konvergmtz", wahrend del' jetzt fUr (9) ge
brauchliche Name "Divergmtz" von W. K. Clifford 2•1) herriihrt. In der 
Symbolik del' Quaternionentheorie 25) wird er - S" A geschrieben. 
J. W. Gibbs und O. Heaviside 26) schreiben ". A bezw. "A. 

Verlauft im Felde eine Unstetigkeitsflache (j, deren Normalen mit 
Vi' V2 bezeichnet werden mogen, so ist die Ergiebig7ceit der Quellen pro 
Flacheneinheit gleich dem Sprttnge cler Normal7componente eles Feldvektors 
(9') AV1 + Av •. 
Diesel' Sprung wird daher als "FUichendivergenzil27) des V ektors A 
bezeichnet. 

22) s. II A 2, Nr. 46. Del' Satz wurde von Gauss in seinen "AlIgemeinen 
Lehrsatzen", Leipz. 1840, fUr potentielle Felder bewiesen. Ges. Werke 5, p.224. 

23) Treatise 1, art. 25. 
23") lrI~xtL'ell, Classification of physical quantities. Papers 2, p. 257 if. 

Lond. math. soc. Proc. 3 (1871), p. 224. 
24) lV. 11.. Clifford, Elements of dynamic, p. 209. 
25) P. G. Tait wandte zuerst den Operator" auf Vektoren an, s. Edinb. 

Proc. 4 (1862) = Papers 1, Cambr.1898, p.37. Del' Skalarteil del' so entstehen
den Quaternion ergiebt die Konvergenz, derVektorteil den curl des betr. Vektors. 

26) Gibbs und Heav£side (s. Anm. 11, 12) bilden das innere, bez. aussere 
Prodnkt aus dem Operator" und dem Vektor A und erhalten so div. und curl. 
Das ent.gcgengcsetzte Vorzeichen des Symbols fiir die Divergenz bei den Qua
ternionisten entspricht den verschiedenen Vorzeichen des inneren Produktes 
und des Skalarteils des Quaternionenproduktes, s. Anm. 9. 

27) V. BjerTmes, Vorlesungen ii.ber hydrodynamische Fernkrafte 1, Leipzig 
1900, p. 9-18. 
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Bildet man das Linienintegral (7) fiir eine geschlossene Rul've A, 
so erhalt man nach dem "Stokes'schen Satze" 28) 

(10) L = ffdfiJ [C~z - O~Y) cos (w, yz) + (o~z - °o~z) cos(fiJ, zx) 

( OAy 8Az) ] + ax - oy cos(fiJ, XV) . 

Das Integral auf del' rechten Seite diesel' Gleichung ist iiber eine 
von del' Kurve A umrandete Flache w zu el'strecken; (w, yz), (w, zx), 
(w, XV) geben die Winkel an, welche das betrefi'ende Element del' 
Flache fiJ mit den Koordinatenebenen einschliesst. Die bei del' Um
wandlung des Linienintegl'als L in ein Fliichenintegl'al auftl'etenden 
Ausdriicke 
( ) o~ o~ o~ o~ o~ o~ 
11 ]y - az' 1iZ -ax' ax - ay 

sind Komponenten eines axialen Vektm's 29) 1S). Diesen nellnt Max
well 23) "rotation", spliter2Sa) "mwl" des V ektors A; er, wie auchHeaviside 26), 
del' gleichfalls den Namen "curl" gebraucht, schreibt in del' Symbolik 
del' Quaterniollentheorie 25) V '\/ A, J. W. Gibbs 26) schreibt '\/xA, 
E. Wiechert 29) Quirl A, H. A. Lorentz SO) Rot. A, W. Voigt 68) vol't. A. 
In del' Kinematik del' Kontinua (Nr. 16 d. Art.) spielt del' halbe curl 
des Vel'schiebungsvektors eille Rolle, indem er die Rotation derVolum
elemente allgiebt. Bei einer den Raum erfiillenden Fliissigkeits
stl'Omullg giebt del' halbe curl des Geschwindigkeitsvektors die auf 
die V olumeinheit bel'echllete Intensitiit del' Wirbel an. 

Verlauft im Felde del' Fliissigkeitsstromullg eine U nstetigkeits
fl.iiche 6, liings del' die Fliissigkeitsschichten an einandel' vorbei 
gleiten, so bildet die Fliiche (j den Sitz eines "Flachemoirbels" 27), 
dessen auf die Fliicheneinheit bezogene Intensitiit durch den halben 
"Fliichenclwl" gemessen wird. De)" Fliichencurl ist ein axia.ler Vektol', 
dessen Ebene senkrecht zur Unstetigkeitsflache orientie1·t ist. Seine Rom
ponente nach irgend einer, auf del' Unstetigkeitsfl.ache senkl'echten 
Ebene ist gleich dem Sprullge del' in die betrefi'ende Ebene fallen
den tallgentiellen Komponente des Feldvektors. 1st N12 ein von del' 
@rsten nach del' zweitell Seite del' Ullstetigkeitsfl.ii.che (j weisender 

28) G. G. Stokes, A Smith's prize paper, Cambro 1854; H. Hankel, Preis
schrift, Gottingen 1861; S. auch II A 2, Nr.46. 

29) E. Wiechert, Konigsb. Phys. okon. Ges. 37 (1896), p. 8; Ann. Phys. 
Chern. 59 (1896), p. 288; Gl'undlagen del' Elektl'odynamik, Festschrift 1899. 

30) H. A. L01'entz, Yersuch einer Theorie del' elektrischen und optischen 
Erscheinungen in l)ewegten KUl'pern, Leiden 1895. 
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Einheitsvektor, so ist der Fliichencu,.l des Vekto1"s A mit clem iittSSe1'en 
Produ7cte (Nr. 3 dieses Artikels) 

(11') [N12 (A2 - AI)] 
identisch. 

6. Potentielles Feld. 1st das Linienintegral (7), erstreckt iiber 
eine die Punkte (x, (3 verbindende Kurve, bei beliebiger Wahl des 
Punktes (3 yom Wege unabhangig, so lasst sich das Vektorfeld auf 
ein Skalarfeld zuriickfiihren. Wird del' Wert des Skalars rp 1m 
Punkte a beliebig gewahlt, so sei del' Wert im Punkte (3 

{J 

(12) rp{J = rpa --fdA (Ax cos AX + .A.y cos AY + Az cos AZ); 
a 

del' so bestimmte Skalal' rp heisst das (skalal'e) Potential (vgl. den 
Artikel iiber Potentialtheorie II A 7 b); ein Vektorfeld, das ein skalares 
Potential besitzt, wird "poientielles Ve7ctorfeld" genannt, Del' Feldvek
tor A = - \/ rp giebt das Gefalle (s, Nr. 4: dies, Art.) des Potentials an. 
W. Thomson gebraucht die Bezeichnung "lamellares Feld" 31), mit 
Riicksicht darauf, dass man ein potentielles Feld durch ein Netz von 
Aquipotentialflachen (Niveauflachen) in diinne Lamellen teilen kann, 
derart, dass ,beim Durchqueren einer jeden Lamelle das Potential um 
den gleichen Betrag abnimmt. Diese Lamellen sind iiberall senkrecht 
ZUl' Richtung des Feldvektors orientiert; bringt man ein KUl'veIl:
element von bestimmter Lange an verschiedene Stellen des Feldes, 
so bildet die Zahl del' Lamellen, welche es schneidet, ein relatives 
Mass fur die KOlllponente des Feldvektors in Richtung des Elementes, 
an del' betreft'enden Stelle des Feldes, 

Die Divergenz des potentiellen Vektm's A ist 
. _ oAx oAy oA.:, =_ (02cp a!cp ()2cp) 2 

(13) dIvA-ax + oy +az ax! + ay' + oz! =-\] rp. 

Del' SkalaI' (~~:. + ~:~ + ~:~) wird von G, Lame 18) als "Differential
parameter 2. Ordn1t1zg (~2)" bezeichnet; JJiaxwell nennt ihn 23) 23a) 
"concentration" des Skalars rp. In del' SYlllbolik del' Quaternionen
theOl'ie 19) 25) wird er - \j2rp, von Thomson-T((,it, Gibbs und He(('vi
side 20) \/2rp geschrieben, auch andere Zeichen sind fiir ihn illl Ge
brauch (s. II A 7 b, Nr. 2). 

31) lV. Thomson, On solenoidal and lamellar distributions of magnetism. 
London Roy. Soc. Proc. 1850 - Reprint of papers on electrostatics and magne
tism, art.. 50,! fr. 



G. Potentielles FeW. 7. SoIenoldales Feld. 15 

Der curl des Felclvektm's versch~vinaet in JJotentiellen Feldern; denn 
hier verschwindet vermoge Gl. (12) das Linienintegral L fiir jede ge
schlossene Kurve A, und mithin die linke Seite von Gl. (10) fiir jede 
FHiche ro. Umgekehrl folgt aus dem Verschwinden des curl nach (10) 
die Unabhangigkeit des Linienintegrales L yom Wege, mithin die Exi
stenz eines skalaren Potentials cp. Daher bezeichnet man das potentielle 
Feld auch als "wi1'belfreies Felcl". Verlaufen Unstetigkeitsflachen im 
Felde, so ist es dann und nur dann ein potentielles, wenn nicht nul' 
im ganzen Felde del' raumliche curl (11), sondern auch, auf del' Un
stetigkeitsHache, del' Flachencurl (11') verschwindet, d. h. wenn die 
tangentiellen Komponenten des Feldvektors stetig die Flache durch
setzen. Sind Unstetigkeitslinien vorhanden, so ist das Potential im 
allgemeinen nicht mehr einwertig, es hangt vielmehr davon ab, wie 
oft del' 1ntegrationsweg (a (3) in Gl. (12) die Unstetigkeitslinien um
schlingt. Das Analoge :lindet in mehrfach zusammenhangenden Fel
dern statt (s. II A 7 b, Nr. 9). 

Fiir die Optik, Elektrodynamik, Akustik und Elastizitatslehre 
besitzen diejenigen Vektorfelder besonderes Interesse, welche ebenen, 
homogenen Wellenziigen entsprechen.: Dieselben besitzen die Eigen
schaft, dass man eine Schar paralleler Ebenen konstruieren kann 
derart, dass in allen Punkten einer jeden diesel' Ebenen del' Feld
vektor dieselbe Grosse und Richtung hat .. Sind die ebenen homogenen 
Wellen longitudinal, wie in del' Akustik, d. h. ist del' Feldvektol' 
senkrecht zu den Wellenebenen orientiert, so .:verschwindet del' curl 
des Feldvektors. Wendet man namlich den Sto7ws'schen Satz (10) 
auf ein Rechteck an, das man parallel odeI' senkrecht zu den Wellen
ebenen stellt, so verschwindet stets das ii.ber die Begrenzung er
streckte Linienintegral L; daher verschwinden die drei Komponenten 
des curl an allen Punkten des Feldes, d. h. clas Felcl longitudinaler 
cbener 7wmogener Wellen ist ein IJotentielles 32). 

7. Soleno'idales Feld. 1st das FHichenintegral F (6), welches die 
Stromung durch eine Flache f hindurch angiebt, fiir alle im Felde 
verlaufenden geschlossenen FHichen gleich Null, so vcrschwindet nach 
(8) im ganzen Felde die Divergenz des Feldveldors. Dcrnrtige Felder 
werden "quellenfreie" oder "soleno'idale" 31) genannt. Letztere Bezeich
nung ist darauf zuriickzufiihren, dass man ein quellenfreies Feld in 
em System von diinnen Rob'en oder Solenoi:den teilen kann, deral't, 

32) 'Vohl zuerst von M. O'Brien, Cambro Trans. 8 (1847), p. 508, der eille 
eigene Symbolik vel'welldet; S. aueh ill. Abraham, Math. Ann. 52 (1899), p. 88; 
P. Dul/em, J. de math. (5) (j (1900), p. 249. 
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dass die Stromung durch die einzelne Rohre fur aUe Querschnitle der
selben die gleiche ist. Die Rohrenwande werden von Stl'omlinien ge
bildet. Man konstl'uiert sie zweckmassig so, dass fur aile R6hren del' 
Betrag del' Stl'omung del' gleiche ist. Bl'ingt man alsdann ein Fliichen
element von bestimmtem Fliicheninhalt an verschiedene Punkte des 
Feldes, so giebt die Zahl del' Rohren, welche das Element dul'chsetzen, 
ein relatives Maass fur die Komponente des Feldvektol's senkl'echt 
zum Elemente an del' betl'effenclen Stelle des Feldes. 

Vel'laufen Unstetigkeitsflachen im Felde, so ist es dann und nul' 
dann ein solenoIdales, wenn nicht nul' im ganzen Felde die raumliche 
Divergenz (9), sondern auch an del' Unstetigkeitsflache die Flachen
divergenz (9') verschwiridet, d. h. wenn die Normalkomponente des 
Feldvektors die Unstetigkeitsflache stetig dul'chsetzt. 

In solenoIdalen Feldern kann man die Komponenten des diver
genzlosen Feldvektors A auf folgende Form bringen: 

(14) 
OW", ow .. 

A=---y 0$ ox ' 

iPx, iPy , q,z sind als Komponenten eines axialen Vektors iP anzusehen; 
unterwil'ft man sie del' Bedingung 

oW oW oW 
(14') -----= + --2. + _z - 0 ox oy 0$ - , 

so wil'cl q, "Vektorpotential" 33) genannt. 
Mit dem curl des Feldvektors hangt das Vektorpotential dUl'ch 

die Gleichungen zusammen: 

(14") oAz oAy "2 oAx oAz "2 
oy - az = - v q,x, az - ax = - v q,y, 

oAy _ oAx __ 'V2 iP 
ox oy - z· 

Ein solenoIdales Feld, dessen Wirbel im Endlichen liegen, besitzt stets 
ein Vektol'potentia1 34.). Uber seine Berechnung bei gegebenen Wirbeln 
vgl. Nr. 10 dieses Al'tikels. 

1st das Feld ein ebenes, d. h. entspricht es einer ebenen Flussig
keitsstromung, die etwa in del' (xy)-Ebene stattfinden moge, so lautet 
die fUr quellenfreie Stl'omung chal'akteristische Bedingung: 

oAx /:lAy 
ox+oy=O. 

1st dieselbe erfUllt, und das ebene Feld somit solenoIdal, so ist die 

33) llIaxwell, Treatise 2, art. 404, 405 u. 617. 
34) Siehe etwa P. Dultem, J. de math. (5) G (1900), p. 215. 
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gesamte Stromung durch eine Kurve, die zwei Punkte Ca, (3) des 
Feldes verbindet, yom Wege C a, (3) unabhangig, und somit dem Zu
wachs W(J - We< einer Funktion w(x, y) des Ortes gleich zu setzen S5), 

die "Stromfunldion" genannt wird. Mit ihl' sind die Komponenten des 
Feldvektors durch die Gleichungen verlmupft 

(15) A = 0'1/1 
x oy' 

Die Stromfunktion kann gedeutet werden als z-Komponente des 
Vektorpotentiales; die anderen beiden Komponenten des letzteren ver
schwinden in ebenen Feldel'll. Auch die Theorie del' Stromung in
kompressibler Fliissigkeiten auf gekrummten Flachen wird durch Ein
fiihrung einer Stromfunktion vereinfacht. 

In analoger Weise werden soleno~dale axial-symmetrische Felder 
behal1delt 36). Legt man dUl'ch die Symmetrieaxe des Feldes eine 
Ebene, und verbindet zwei Punkte Ca, (3) derselben durch eine Kurve 
A, so ist die gesamte Stromung durch die FBi-che, welche durch 
Rotation del' Kurve A um die Symmetrieaxe entsteht, vom vVege A 
unabhangig, und somit dem Zuwachs 2%(W(f - Wet) einer Funktion 
21CW gleichzusetzen, die nul' yom Orte in jener Ebene, also etwa dem 
Abstand Q von del' Axe, und dem Abstand z des auf die Axe gefall
ten Lotes yom Anfangspunkte abhangt. Die Komponenten des Feld
vektors parallel bezw. senkrecht ZUl' Symmetriaxe sind 

(15') A. = _ ~ 01/1 A = ~ 0'1/1 . 
- ~ 0 ~ , e ~ OZ 

In dem Felde homogener ebener transversaler Wellen verschwindet 
die Divergenz des Feldvektors. Dieses ergiebt sich durch Anwendung 
des Gauss'schen Satzes (8) auf ein rechtwinkliges Parallelepiped, von 
dem ein Paal' gegenuberliegel1der Seiten in Wellenebenen ram. Das 
Felit ebener . llOmogener tmnsversaler Wellen -- z. B. del' elektro
magnetischen - ist daher ein soleno·idales 32). 

8. Laplace'sches Feld. Ein Vektorfeld, welches zugleich poten
tiell und soleno'idal iRt', besitzt ein skalares Potential, welches 
del' Laplace'schen Gleichung 'J 2cp = 0 gel1iigt; es wird daher "La
place'sches Feld" genannt 36 '). Seine TheOl'ie ist in dem Art. libel' 
Potel1tialtheol'ie II A 7 b behandelt \Vorden. 

35) Lagrange, Oeuvres 4, p. 720; lV. J. lof. Rankine, Lond. Phil. Trans. 
1871, p. 275. 

36) G. G. Stokes, Cambro Trans. 7 (1842) = Papers 1, p. 14; lV. J. 111. Ran
kine, Phil. Trans. 1871, p. 278. 

36') Maxwell, Treatise I, art. 95 b. 
Encyklop. <l. math. ·\Yisscllsch. IV 2. 2 
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Ein ebenes Laplace'sches Feld besitzt ferner eine Stromfunktion 
1/J, die mit dem Potential cp nach (15) durch die Gleiehungen ver
knupft ist 

(16) ocp 0'1/1 --=-, ox oy 
Diese Gleiehungen sind die notwendigen und hinreiehenden Bedin
gungen dafiir, dass (- cp + 1/Ji) eine Funktion des komplexen Argu
mentes (x + yi) ist (s. II B 1). Dureh Einfuhrung diesel' Funktion 
und Verwendung del' in del' Theorie del' Funktionen einer komplexen 
Variabeln gebrauehlichen Methoden erfahrt die Theorie ebener Laplace
scher Felder eine erhebliche Vereinfaehung. 

9. Flitchennormales Vektorfeld. Ein Vektor A ist an allen 
Punkten des Feldes senkrecht zu einer Flachenschar f = eonstans 
orientiert, wenn er, del' Richtung naeh, mit dem Gefalle - "f uber
einstimmt, und nul' del' Intensitat naeh durch einen Faktor g, del' 
eine Funktion des Ortes ist, von dem Gefalle moglicherweise abweicht. 
Ein flaehennormaler Vektor steht mithin zu zwei Skalaren f, 9 in 
del' Beziehung A -.:. - g'\1 f. Damit ein Vektor A einer derartigen 
Gleichung geniige, muss es moglich sein, das Differential 

Ax dx + Aydy + Azdz 

mit Hiilfe eines integrierenden Divisors 9 zu einem voUstandigen 
Differential zu machen. Die Bedingung hierfiir 

(17) A (OLly _ OAz) + A (OAz _ OAx) + A (OAa: _ OAy) = 0 
x OZ .oy . y ox OZ Z oy ox 

besagt geometrisch, dass der Vektot· A an allen P2£nkten seines Feldes 
der Ebene seines curl pamllel ist 37). 

W Thomson nennt flaehennormale Vektorfelder "komplex-lamellar" 31). 
Wie A. Clebsch gezeigt hat, lasst sieh jedes Vektorfeld in del' Form 
A = - \1 cp - 9 \1 f darstellen 38) , also als Superposition eines poten
tiellen ttncl eines fliichennm'malen Vektorfeldes auffassen. 

10. Zerlegung des Vektorfeldes in ein potentielles und ein 
solenoYdales Feld. Ein unbegrenztes VektOlfeld, dessen Komponen
ten im Unendliehen mindestens von del' 2ten Ordnung unendlieh klein 
werden, kann stets als Superposition eines potentiellen und eines 
soleno"idalen l!'eldes angesehen werden. 1st A del' Feldvektor, so 

37) A. SOlllmerfeld, Deutsche Math.-V. 6 (1897), p.124; s. auch P. Appell, 
Traite de mecanique rationelle 3, 1900, p. 15. 

3B) A. Glebsch, J. f. Math. 56 (1859), p. 1. 
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setzt man A = A' + A", div A' = 0, curl A" = ° und ordnet durch 
die Gleichungen 

A'= curl (p', div (p' = 0; A" = - \/cp" 

dem solenoldalen Teile ein Vektorpotential, dem potentiellen sin 
skalares Potential zu. Letztere haben nach (13), (14") den Glei-
chungen zu genugen 

\l2cp" = - div A; 

aus denen die VVerte von cp", wx', wy', ([Jz' in einem beliebigen Punkte 
(xyz) der Feldes nach den Regeln del' Potentialtheol'ie zu berechnen 
sind. Stellt l' die Entfernnl1g vom Raumelement cl7:1 dar, so hat man 

"= ~ rrr dr~ (div A) 
cp bJJJ 1" 1) 

(p'= 411tfffdJ~1 (curl A\. 
(IS) 

Die 2te Gleichung ist eine Vektol'gleichul1g, sie ersetzt die drei Glei
chungen fur die Komponenten von (p', die man erhalt, wenn man 
den curl in seine Komponenten zerlegt. Hierclureh ist (lie Zerlegung 
in den lJotentiellen ~tncl den soleno:idalen Teil vollenclet, uncl gleichzeiNg 
das Vekt011eld durch die Werle seiner Divergenz ~tncl seines cnyl ein
deutig bestimmt 39). Auf den Fall, dass Unstetigkeitsjliichen im Felde 
verlaufen, ist das Resultat leicht zu uhel'tragen, indem man entsprechende 
Flachenintegrale hinzufugt, welche von del' FHichendivergenz (9') und 
dem Flachencurl (11') abhangen 39'). 

Begrenzte Felder kann man auf unendlich viele vel'schiedene 
Artel1 in ein quellenfreies und ein wirbelfreies Feld zerlegen 40). M:im 
kann etwa das skalare Potential so bestimmen, dass del' potentielle 
Teil des Feldes nicht nur im Innern die vel'langten Werte del' Diver
genz, sondern auch an der Begrenzung die dem Gesamtfeld vorge
schriebenen Werte del' N ormalkomponente annimmt; dann ist das 
Vektorpotential zugleich bestimmt. Oder man erganzt das begrenzte 
Vektorfeld in steEger Weise, indem man ausserhalb del' Gl'enzfUiche 

SIl) G. G. Stokes, Cambro Trans. Il (1850), p. 1 = Papers 2, p. 255 if. 
31l') L. Donati, Bo1. Mem. (5) 7 (1897), p. 1-·2(j. 
40) A. Clebsch, J. f. Math. 61 (1863), p. 195; E. Betti, :1\uo\"o Cim. (2) 7 

(1872), p. 75; II. Helmholtz, J. f. l\Iat.h. 55 (1858), p. 25 ft". 
2* 
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Quellen und Wirbel derart anbringt, dass das innere Feld ungeandert 
bleibt, und bildet die entsprechenden Werte des skalaren und des 
Vektorpotentials mit Hiilfe del' Gl. (18). 

11. Ableitung neuer Vektoren und Skalaren aus gegebenen 
Vektoren. Aus gegebenen Vektoren A, B, 0, ... kann man in mannig
facher Weise neue Vektoren ableiten, deren Komponenten ganze ratio
nale Funktionen der Komponenten del' gegebenen Vektoren und ihrer 
Differentialquotienten nach den Koordinaten sind. H Burkhat'dt hat 
untersucht 6), welches die allgemeinste Form del' so zu erhaltenden 
Vektoren und Skalaren ist, indem er die formalen Hiilfsmittel verwandte, 
die in del' Invariantentheorie del' Algebraiker ihre Ausbildung ge
funden haben. Er fiihrt aIle abgeleiteten Vektoren auf fiinf Typen 
zuriick, die durch folgende Operationen entstehen: 

a) Geometrische Addition von Vektoren. 
b) Bildung des iiusseren (vektoriellen) Produktes aus je zwel 

del' gegebenen Vektoren A, B, 0"", [AB] u. s. w. 
c) Anwendung del' Operationen curl, V diy, '\12 auf die gegebe

nen Vektoren. 
d) !Combination del' gegebenen Vektorkomponenten zu einem 

neuen Vektor, dessen Komponenten von del' Form sind 

oBa; oBx oB", 
Ax -n- + A y -.,- + .11,-.,-, ox uy uZ 

oBy oBy oBy 
Ax ---ax + Ayay + Az az' 

oB. oBz oB. 
A --~+A -+.11 --. x ox . y oy z OZ 

Heaviside schreibt 12) dies en Vektor (A '\1) B. 1st A ein Einheitsvektor, 
so giebt (A '\1)B den auf die Langeneinheit berechneten Zuwachs an, 
den del' Vektor B erfahrt, wenn man in der durch A angezeigten 
Richtung fortschreitet. 

e) Multiplikation del' gegebenen und der neuen VektOl'en mit 
drei Skalaren, namlich dem inneren Produide zweier Vektoren, dem 
Quadrate del' Lange und del' Divergenz eines Vektors. 

Rei del' Reduktion auf eine dieser Jj'onnen sind insbesondere 
folgende Rechnungsregeln von N utzen 11) 12): 

(19) div '\1f =?1. . of + ~g . cr + og . cr + r. '\12f 9 ox ox oy By OZ OZ 9 , 

(19') 

(20) 

div [AB] = B curIA - A curl B, 

curl curIA = '\1 div A - '\12 A. 
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Integriert man die Gl. (19), (19') uber einen Raum 't', und formt 
die linken Seiten mit Hiilfe des Gauss'schen Satzes (8) in Flachen
integrale um, so fiihrt die erste zu dem Green'schen Satze 41), die 
zweite zu einer ganz analogen Umwandlung eines Raumintegrals m 
ein Oberflachenintegral. 

H. Burkhardt zieht nul' Drehungen des Koordinatensystems in 
Betracht, und unterscheidet demgemass nicht zwischen polaren und 
axialen VektOl'en. Man kann indessen seine Resultate durch folgende 
Regel erganzen: Sind die bei Drehungen des Koordinatensystems sich 
wie Vektorkomponenten transformierenden Ausdrucke Produkte yon 
n Vektorkomponenten, so sind sie Komponenten eines polaren Vektors, 
wenn n ungerade, eines axialen, wenn n gerade ist; Differentiation nach 
einer Koordinate ist aquiyalent del' Multiplikation mit del' Kompo
nente eines Vektors in Richtnng del' betrefl'enden Koordinate. Dem
gemass ist z. B. del' lYltrl eines axialel~ Ve7ctors ein polarer Ve7ctor 29). 

Wie es zweiel'lei Arlen yon Vektoren giebt, die sich durch ihr 
Verhalten bei Umkehrung del' drei Koordinatenaxen unterscheiden, so 
giebt es auch zwei Arten skalarer Grossen. Die einen behaltel~ ihr 
Vorzeichen bei, wenn man von einem rech~ Koordinatensystem ZZt 
einem linken iibergeht, die anderen wechseln es. Zu ersteren gehOrt 
das innere Produkt zweier polarer Vektoren, die Diyergenz eines 
polaren Vektors, zu letzteren die aus den Komponenten yon 3 polaren 
Vektoren A, B, 0 gebildete Determinante 

Ax Ay A. 
Bx By B. , 
Ox Oy O. 

deren absoluter Betrag den Rauminhalt des durch jene drei Vektol'en 
bestimmten Parallelepipeds angiebt. Ztt den Skalaren der zwm:ten Art 
gehOrt j'ernm' die Dive1'genz eines axialen Vektors. Die Unterscheidung 
zweier Arten skalarer Gl'assen ist in del' Mechanik und Physik bisher 
nicht ublich gewesen und wird daher hier nul' beilaufig erwiihnt. 

II. IHllematik Ulul Statik del' I{ontinua. 

12. Homogene Deformation. Die Deformation eines Karpel's, 
del' stetig den Raum el'fiilIt, sieht man in del' Elastizitiitstheorie als 
bestimmt an, wenn man die Lage alIel' Punkte des Karpel's YOI' und 

41) G. Green, Essay on the application of mathematical analysis to the 
theories of electricity and magnetism, Nottingham 1828 = Papers, p. 23 (s. II A 2, 
Nr.47). 
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nach del' Deformation kennt; sie ist analytisch darzustellen durch Glei
chungen, welche jedem Wertsystem (xyz) der Koordinaten vor der 
Deformation eineindeutig ein W ertsystem (~ 'I'} 6) der Koordinaten· 
nach del' Deformation zuordnen. Der einfachste Fall ist der, dass 
diese GIeichungen linear sind 42) 

~ = al + (1 + (tll)X + a12 y + alSz, 

(21) 'I'} = a2 + a21 x + (1 + a22)y + a2S z, 

6 = as + aSlx + as2 y + (1 + a3S)z. 

Eine derartige Tmnsformation des Raumes nennen die Geometer nach 
A. F. Mobitts eine affine42'); W. Thomson und P. G. Tait 4S) bezeichnen 
die entsprechende Deformation als homogene Deformation. Strecken, 
die anfanglich parallel und gleich waren, bleiben auch nach del' 
homogenen Deformation parallel und gleich. Ebenen bleiben Ebenen, 
wie uberhaupt der Grad einer FIache durch eine homogene Deforma
tion nicht geandert wircl; Punkte, die anfanglich auf einer Kugel 
lagen, liegen nachher auf einem Ellipsoide, dem sogenannten Defor
mationsellipsoide 44). Ein Tripel senkrechter Halbmesser der Kugel wircl 
zu einem Tripel konjugierter Halbmesser des Ellipsoids. Es giebt 
im allgemeinen nttr ein Tripel von Halbmessern, die sowohl vor tvie 
attch nach der Deformation attf einander senkrecht steTten, niimlicTt 
die Hattptaxen des Deformationsellipsoids. 

13. Lineare Vektorfunktion. Man kann die affine Transfor
mation (21) zusammensetzen aus einer Translation des IG:irpers mit 
den Komponenten al , a2 , as, welche den Punkt x = y = z = 0 
in seine endgiiltige Lage bringt, und einer homogenen linearen Trans
formation, welche diesen Punkt unverschoben las st. Wir fassen wei
terhin nur letztere ins .Auge, schreiben also 

~ = (1 + an)x + a12 y + a1S z, 
(22) 'I'} = a21 x + (1 + a22)y·+ a2S z, 

6 = aS1x + as2 y + (1 + ass)z. 

Ordnet man jedem Punkte des Korpers einen Vektor l' zu, der seinen 
.Abstand vom .Anfangspunkte vor del' Deformation nach Grosse und 
Richtung darstellt, so statuierell die Gl. (22) lineare Beziehlmgen 

42) A. CmIChy, Sur la condensation et Ia dilatation des corps solides. 
Exercices de matbematiques 2, 1827, p. 60-69. 

42') A. F. lIf6bius, Der baryzentrische Calcul, Leipz. 1827, p. 144 if. 
43) 1fT. Thomson und P. G. Tait, Natural philosophy 1, art. 155. 
44) A. Cauchy, Exercices de matbematiques 1828, 3, p. 237-244. 
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zwischen den Komponenten (xyz) dieses Vektors und den Komponen
ten (~'l}~) des Vektors Q, in den (r) durch die Deformation iiber
gefiihrt wird. Man bezeichnet zuweilen sehleehtweg Q als "line are 
Funktion" des V ektors r. 45) Die Theorie der "linearen V eldorfttnktio
nen" ist mit Hiilfe symbolischer Methoden von P. G. Tnit·!5) und 
namentlich von J. W. Gibbs 46) en twickelt worden. Man stellt die 
line are Vektorfunktion symbolisch dar durch Q = cpr, wobei rp einen 
von neun Koeffizienten abhangigen, "linearen Ope)'atm'" bezeichnet. 
Man kann etwa rp schreiben: 

rp=ia+jJ3+kr, 

a = (1 + al1)i + a12 j + a13 k, 

J3 = a21 i + (1 + a~2)j + a23 7c, 
r = ani + ns2 j + (1 + 0133 )7;;. 

Ein Aggregat symbolischer Produkte, von del' Art, wie rp, nenut 
J. W, Gibbs eine "c7yadic"46); gebl'aucht man sie, wie in del' Gleichung 
Q = cp r, als "pl'efactor", so hat man die V ektoren a, J3, r, welche 
an zweiter Stelle stehen, mit r naeh den Gesetzen del' inneren Pro
duktbildung zu vereinigen, um zu den Gl. (22) zu gelangen. Ge
braucht man sie dagegen als "postfactor", d. h. bildet man den Vektor 
Q' = )' cp, so hat man r mit den an erster Stelle stehenden VektOl'en 
del' "dyadic" zu vereinigen. Es ist daher Q'=rp'r, wo rp'=ai+~j+r7.; 
del' "Ztt cp konjugierte Operator" ist. Wir gehen auf die symbolisehe 
Behandlungsweise der linearen Vektol'funldionen nieht naher ein, 
weil die meisten del' hier in Betracht kommenden kinematischen Be
ziehungen zuerst mit Hiilfe del' Koordinatenmethoden abgeleitet wor
den sind. 

14. Zerlegung in reine Deformation und Rotati-;n. Man kann 
die Frage aufwerfen, welche Richtungen dUl'ch die homogene Defor
mation (22) nieht geandert werden. Diese Richtungen bestimmen 
sich aus einer Gleichung dritten Gracles H ), letztere hat entweder eine 
reeIle vVurzel, odeI' cleren drei; del' erste Fall tritt beispielsweise ein, 
wenn die Deformation in eine Rotation ausartet; im zweiten Fall giebt 
es drei im aIlgemeinen sehiefwinldige Riehtungen im Karpel', die dureh 
die Deformation nicht geandert werden. Stehen die drei Richtungen, die 
(htrch elie Deformation nicht geiindert wel'(len, allf cinwulCl' senkJ'echt, 

45) P. G. Tait, An elementary treatise on (luaternions, Cambro 1. ed. 
1867, 2. ed. 187!, 3. ed. 18~O; lV. K. Oliflord, Elements of' dynamic, 1, p. 162. 

46) J. TV. Gibbs, Vector Analysis, New-Haven 1881/81, chap. Ill. 
47) Tholl/,Son-Tait, Nat. phil. 1, art. 181. 
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so heisst die Deformcttion cine "eine (8). Bei einer reinen Deformation 
andern demnach die Hauptaxen des Deformationsellipsoids ihre Lage 
im Raume nicht. Dafur, dass die Deformation (21) eine reine ist, 
reichen hin und sind notwendig die Bedingungen: a2'l =am aS2 =a2S ' 

ala = a Sl . (8) Lineare Vektorfunktionen, die dieser Bedingung ge
nugen, nennt man (5) (6) selbstkonjugimot oder symmetrisch. 

Man kann eine beliebige homogene Deformation stets hervorgebracht 
den-ken, indent man zuerst durch eine Rotatimi des Korpers als eines 
starren die Hauptaxen des Deformationsellipsoids in die endgultige Lage 
iiberfiihrt und dann d~trch eine reine Deformation, d. h. durch Dehnung 
der zu jenen Axen parallelen Geraden, die verlangte Formiinderung 
herstellt. Fuhrt man zuerst die reine Deformation, und dann die 
Rotation aus, so ist die Lage del' Rotationsaxe im Raume eine an
dere (9). Die beiden Operationen, deren Produkt die allgemeine homo
gene Deformation ist, verhalten sich insofern verschieden, als die 
Rotationen eine Gruppe bilden, die reinen Deformationen dagegen nicht; 
vielmehr geben zwei reine Deformationen, mit verschiedenen Haupt
axen, nach einander ausgefiihrt, im allgemeinen keine reine Defor
mation 48). 

15. Andere Zerlegungen. Ausser den angefiihrten Arlen, die 
allgemeine homogene Deformation als Produkt einfacherer Transfor
mationen darzustellen, giebt es noch eine Reihe anderer. Dnter den 
spezielIen Deformationen, die hierbei in Betracht kommen, spielt die 
einfache Scherung oder Schiebung (engl. shear, franz. glissement) eine 
Rolle. Bei einer Scherung bleiben die Punkte einer bestimmten 
Ebene in ihrer ursprunglichen Lagej alle anderen Punkte werden 
parallel einer ie jener Ebene festen Geraden, in einem dem Abstande 
von der Ebene proportionalen Masse verschoben 50). 

Eine von P. G. Tait 49) angegebene Darstellung del' allgemeinen 
homogenen Deformation als Resultante zweier einfacherer Deforma
tionen, namlich einer reinen Deformation lind einer Drehung des 
IGirpers um einen rechten Winkel, die mit einer gleichfi:irmigen Deh
uung alIer zur Drehaxe senkrechten Geraden verbunden ist, ist mit 
der Zerlegung del' allgemeinen linearen Vektorfunktion in den sym
metrischen und den antisymmetrischen Teil (vgl. Nr. 16 dieses Art.) 
identisch. Die Resultante der beiden Deformationen ist dabei in der 

48) TllOlnSOn-Tait, Nat. phil. 1, art. 182-185. 
49) P. G. Tait, Edinb. Proc. 1872 = Papers 1, p.194-198, stellt die Zer

legung durch Quaternionen dar. 
50) Thomson 0 Tait , Nat. phil. art. 170 ff. 
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Weise zu bilden, dass man die entsprechenden Verschiebungen zu 
ihrer geometrischen Summe vereinigt; diese giebt die resultierende 
Verschiebung an. 

16. Unendlich kleine, insbesondere heterogene Deformation. 
Die Zusammensetzung verschiedener Deformationen gestaltet sich 
wesentlich einfacher, wenn die entsprechenden V erschie bungen (~- x, 
'I)-y, ~-z) derPunkte des Karpel's so klein sind, dass die Quadrate 
und Produkte del' Koeffizienten' all? .. " a33 del' Gl. (22) neben dies en 
Koeffizienten selbst zu vernachHissigen sind. Fiihrt man solche un
endlich kleine Deformationen nach einandel' aus, so addiel'en sich die 
entspl'echenden Koeffizienten, d. h. die Verschiebungen setzen sich zu 
ihrel' geometrischen Summe zusammen. Mithin ergeben zwei unend
lich kleine reine Deformationen, nach einander ausgefiihl't, wiederum 
eine unendlich kleine reine Deformation. . Die Zerlegnng del' nnencl
lick klein en homogenen Deformation in reine Deformation tmcl Rota
tion (N r. 14:) entsprickt der Zerlegnng der linearen Vektm'fitnktion 
in einen symmetrischen nnd einen antisy!nmetrischen Bestandteil; die 

reine Deformation kiingt von clen Koeffizienten all' a22 , a33 , an -; au , 

aS2 t a,", (tt. t a st cles symmetrischen, clie Rotation von den Koeffizienten 

~ (a32 - a23), ~ (alB - et31) , ~ (et21 - a12 ) des antisyrmnetrischen Teiles 

etv; letztere stellen die Komponenten del' Rotation dal', d. h. die un
endlich kleillen Rotationen um die Koordinatenaxen, welche sich zu 
del' resultierenden Drelmng nach dem Gesetze des Parallelepipeds 
vereinigen. 

Die Theorie del' heterogenen Deformationen Hisst sich auf elie del' 
homogenen zuruckfii.hren. Es lassen sich namlich die stetigen Funk
tionen des Ortes, welche die Verschiebungskomponenten ('It, v, w) 
elarstellen, in del' Umgebung jedes Punktes (xo, Yo, zo) in eine Tay
lor'sche Reihe entwickeln 12). Nimmt man elen Bereich so klein all, 

dass die Reihe mit dem linearen Gliede abgebrochen werden kann, 
also die Gleichungen gelten: 

7l = ~ - x = tr,o + (~~t ex - xo) + (~~)o (y - Yo) + (~;)o (z - zo), 

(23) v = 'I) - y = Vo + (~i)o ex - Xo) + (~~)o (Y-Yo) + (~~t (z - fJo), 

(OW) (OW) ( ) (OW) ( ) zo = ~ - z = ZOo + .,,- (x - Xo) + A- y - Yo +.cc- z - Zo , 
ox 0 oy 0 GZ 0 . 

so kann die Deformation als innerhalb dieses Bereiches homogen an-
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gesehen werden 51). Die Verschiebung alier Ptinkte des Bereiches 
stellt sich daher nach Nr. 13 dar als Produkt einer Translation, die 
den Punkt Po in seine endgultige Lage iiberfuhrt, einer Rotation und 
einer reinen Deformation. Die Deformation eines Bereiches, welcher 
einen beliebigen Punkt P umgiebt, hiingt somit von den neun Diffe
rentialquotienten del' Verschiebungskomponenten nach den Koordi
naten abo Sind insbesondere diese neun Differentialquotienten unend
lich klein, so hangt die Rotation des Bereiches von den Grassen 

(23') rx = ~ (~; - ~:), ry = ~ (~: - ~:), r. = ~ (~: - ~;) 
ab, welche A. Oauchy 52) "mittlere Rotationen del' V olumelemente" 
nennt; dieselben sind mit den halben Komponenten des curl (s. Nr. 5) 
des Verschiebungsvektors identisch. Die Formanderung ist durch die 
Grossen 

(23") OM ov ow 
ox' 'Oy' oz' 

OV 'OM 
'Ox + 'Oy 

bestimmt, auf deren kinematische Bedeutung wir in Nr. 18 elll
gehen werden. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass man jede 
unendlich kleine Verschiebung eines· lcontinuierlichen Mediums, beispiels
weise die in einem unendlich kleinen Zeitintervalle stattfindende Fliis
sigkeitsbewegung, darstellen 7cann als Superposition einm' Translation, 
einer Rotation und einer Dilatation nach drei senkrechten Richtungen 51),53). 
Von J. Bertrand sind andere Zerlegungen angegeben worden; die 
Einwande, welche diesel' Autor gegen die Zulassigkeit del' obigen 
Zerlegung erhob, haben sich bei del' Diskussion 54) als unberechtigt 
hera usgestellt. 

17. Formanderung (imgl. strain) 59) bei homogener Deformation; 
Tensoren. Fur die Elastizitatstheorie ist die Formanderung von 
weit grasserer Wichtigkeit, als die Translation und Rotation, da 
nul' die Formanderung elastische Krafte hervorruft, nicht abel' eine 
Bewegung des Karpel's als eines stan·en. Daher ist es notwendig, 
zu untersuchen, von welchen Grassen die Formiinderung abhangt; wir 
fiihren dieses zuniichst· fUr die homogene Deformation (22) aus, auf 

51) G. G. Stokes, Cambro Trans. 8 (1845), p. 287 = Papers 1, p. 75. 
52) A. Cauchy, Exercices d'analyse et de IJhysique mathematique 2 (1841), 

p. 302-330. 
53) H. Helmholtz, J. f. :Math. 55 (1858), p. 25 fr. 
54) J. Bel·trand, Par. C. R. 66 (1868), p. 1227 j 67 (1868), p. 267, 469, 773 j 

H. He7m7101tz, Par. C. R. 67 (1868), p. 221, 754, 1034; S. auch E. Beltrami, Tor. 
nIem. (3) 1 (1871), p. 432. 
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die sich die heterogene mit Hiilfe del' Gleichungen (23) zuriickfiihren 
Iasst. Die Formanderung eines Korpel's ist ofl'enbar bestimmt, wenn 
man die Abstande alier Punkte des Korpel's VOl' und nach der Defor
mation kennt; wie wil' oben el'wahnten (s. Nr. 12), sind die Langen 
zweier paralleler Strecken nach del' homogenen Deformation gleich, 
wenn sie VOl' derselben gleich waren. Daher ist die Formandenmg 
bei einer homogenen Deformation (22) eindeutig bestimmt dttrch die 
Langenanderung aZZer vom Anfangspunkte ausgeltenden Radienvektoren 55). 
1st aber r die Lange eines vom Anfangspunkte nach dem Punkte 
(x V z) gezogenen Vektors VOl' del' Deformation, Q die Lange des ent
sprechenden Vektors nach derselben, so ist gemass Gl. (22): 

(24) Q2 = r2 + 2 [e",·x2 + ey· V2 + ez ·Z2 + gyz·Vz + gzx·zx+g",:,,·xy], 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 

(25) 

e", = all + ~ (all2 + a21 2 + aS12) , 

ey = a22 + ~ (a122 + a22 2 + aS2 2) , 

ez = a33 + ~ (als2 + a2s2 + aS32); 

gyz = a23 + aS2 + (a12 • a lS + a22 • ass + aS2 • ass), 

(25') g,x = aS1 + alS + (alS • au + a2S . a21 + aSS· aS1), 

g",y = al2 + a21 + (all· a12 + a21 • a22 + aS1 · a'S2)· 

Durch diese sechs Grossen ist die Formanderttng bestimmt42). Filr den 
Winkel, welchen zwei beliebige, anfangs mit den Vektol'en r ll r2 zu
sammenfallende Strecken nach del' Deformation einschliessen, el'hlilt 
man die Gleichung 

(26) Ql·Q2 .COS(I?! (>2) = r l 1"2 cos ('1"1 r2) +[2eX ·x1·x2+2eY ·Yl ·Y2 +2 e,·z1· z2 

+ gy'(Y1 Z2+Z1Y2) +gZX(Zl X2+X1Z~) +g",y(Xl Y2 + Vl x2)]· 
Die kinematische Bedeutung der sechs Grossen ex,···, g",y ergiebt 

sich aus den Gl. (24) und (26). Es seien x, V, z drei Strecken, die 
anfanglich in die Koordinatenaxen flelen, a, b, c die Stl'ecken, in. 
welche sie durch die Deformation iibergefiihrt werden. Dann ist n6): 

(27) 

b·c ( c·a n·b (27') gy, = if. z cos be), g,x = z .,-c cos (ca), gxy = x. y. cos(ab). 

55) A. E. H. Love, Treatise on the mathematical theory of elasticity, 1, 
chap. 1, Cambro 1892. 

56) G. Gl"een, Cambro Trans. 1839 = Papers p. 293-311. 
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Die ersti'1~ drei GrOSSC1~ gebC1~ also die halben relativen .iinderungen der 
Quadrate der Streclcen an, welche anfiinglich in die Koordinatenaxen 
fielen, die letzten d,·ei bestimmen die Winkel, ~velche diese StreclcC1~ nach 
der Deformation einschliessen. 

Fiihrt man ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem (x', y', z') 
ein, so folgt aus Gl. (24), da die Langen r, (J der Radienvektoren 
VOl' und nach der Formanderung vom Koordinatensystem unabhangig 
sind, dass der Ausdruck 

(28) ex .x2+ eu .y2 + e. ·Z2 + gy.·yz + g.",. zx+ g",y·xy 
invariant gegen Koordinatentransformationen ist. 

Ebenso ist der aus den Komponenten A"" Ay , A. eines Vek
tors gebildete Ausdruck: 

(28') (A",· x + Ay . y + A.· Z)2 = Ai· x 2 + A~ . y2 + A;. Z2 
+ 2AyA •. yz + 2A. A",· zx + 2A.,Ay . xy 

vom Koordinatensystem unabhlingig. Mithin sind die 6 Koeffizienten 
von X2, y2, Z2, 2yz, 2zx, 2xy, in den Ausdriicken (28), (28') ~u 
einander kogredient (s. Nr. 2 dieses Art.). Die Transformations-

formelm, nach denen die sechs Grossen e"" ev, e., ! gil", ! g."" ! g",y 

auf wechselnde Koordinatensysteme umzurechnen sind, sind idi'1ztisch mit 
(len fiir die Qztadrate ttnd Produlcte A",2, A/, A,2, AyA., A.A"" A",Ay 
von Vektorlcomponenten geltenden. Jenen Komplex von sechs Grossen 
nennt J. W. Gibbs 57) "right tensor", W. Voigt 58) bezeichnet ihn als 
"Tensortripel" ("triple tensmtr" franz.), die 6 Grossen selbst als "Tensor
lcomponenten" und ubertrfigt diese Namen attf andere Grossensysteme, 
welclze sich in derselben Weise attf wechselnde Koordinatenaxen trans
formieren. Diese Bezeichnungsweisen sind dadurch gerechtfertigt, dass 
man (s. Nr.14) die Formanderung stets als reine Deformation, d. h. 
als Produkt dreier Dehnungen der Hauptaxen des Deformationsellip
soids betrachten kann. 

Die Hauptaxen des Deformationsellipsoids (Nr. 12) andern bei 
del' Deformation ihre Winkel nicht, man kann daher ihre anfangliche 
Lage ermitteln, indem man das Tripel senkrechter Radienvektoren 
sucht, fiir das gy'.' = g.'",' = g.,'y' = 0 ist. Diese Richtungen fallen zu
sammen mit den Hauptaxen der Fliichen zweiten Grades 

57) J. W. Gibbs, Vector Analysis, New-Haven 1881/84, p. 57. Der Name 
"Tensor" wird zuweilen auch in abweichender Bedeutung gebraucht. Vgl. 
Anm. S'. 

58) W. Voigt, Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften der Kry
staUe, Leipz. 1898, p. 20 if.; Rapport, Paris 1900 u. Gott. Nachr. 1900, Heft 2, 
1). 4 if. 
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(29) x2 e", + y2ey + Z2 ez + yzgyz + zxg.., + xyg",y = + 1, 

deren Radienvektoren nach Gl. (24) alIe die namliche Zunahme oder 
Abnahme des Quadrates ihrer Lange erfahren. Ergiebt in (29) das 
obere Vorzeichen ein reeHes Ellipsoid, so werden aUe Radienvektoren 
gedehntj ergiebt das untere ein reeHes Ellipsoid, so werden alIe kon
trahiert. Bestimmt Gl. (29) zwei konjugierte Hyperboloide, so werden 
die Radienvektoren des einen Hyperboloids bei del' Formanderung 
verlangert, die des anderen verkiirzt. Die Bestimmung del' Hauptaxen 
dieser Flachen hangt von del' Gleichung dritten Grades ab; 

1 
e", - () "2g"'11 

1 
2 g"y e y - () = 0, 

1 1 
2 g.., "2 g1l ' 

deren Invarianten 59) 

(30) + + 1 ( 2 + 2 I 2 ) e",+ey+ez, eye. eze", e",ey -"4 gy. grxTg"y, 

+ 1( 2 2 2) ex' ey· e. "4 gy.' gz",' g"y-e,,· gy. -ey·g.", - e.· g",y 

die primitiven Invm"ianten des Tensortripels sind. 

18. Unendlich kleine heterogene Formanderung; Tensorfelder. 
In del' Mechanik del' Kontinua bescbrankt man sich in del' Regel auf 
die Betrachtung unencUich kleiner Formanderungen, d. h. solcher, bei 
denen die relativenLangenanderungen und die Winkelanderungen so kleine 
W ~rte besitzen, dass ihre Quadrate und Produkte zu vernachliissigen 
sind. In diesem Falle gewinnen die sechs Komponenten (27), (27') 
des Tensortripels eine vereinfachte Bedeutung. Die ersten drei Kom
ponenten stellen die 1'clativen Liingeniinderungen clar, ~velehe anfiinglich 
in die Kom'dinatenaxen fallende Geraclen erfalwen, die letzten ilrei die 
Ver7cleinerungen dm" tt1"sp1"iinglich 1"echten Winkel, welche jene Geraden 
einscltliessen. Diese Dehnungen llnd Gleitungen (franz. dilatations et 
glissements, eng!. extensions and shears oder slides, ita!. dilatazioni e 
scorrimenti) werden also bei einer unendlich kleinen Formanderung 
durch die Gl. (25), (25') bestimmt. 

Wie wir in Nr. 16 gesehen haben, kann man die heterogene De
formation auf die homogene mit Hiilfe del' Gl. (23) zuriickfiihren. 

59) W. J. 1II. Rankine, On axes of elasticity and crystalline forms, Lond. 
Phil. Trans. 146 (1856), p. 261 ff. 
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Demnach sind die Dehnungen und Gleitungen bei einer unendlichkleinen 
heterogenen Formiinderung 56) 60): 

ex = ~~ + ~ ((~~)2 + (~;)2 + (~~)2) I 
ey = ~~ + -~- ((~;f + (~;f + (~;f) I 
e. = ~; + ~ ((~;f + (~:f + (~~f); 

ov OW (ott ou 0 v ov ow OW) 
gy. = Of! + oy + oy' oz + oy . Of! + oy . Of! I 

(31) 

ow Ott (ott ou OV ov ow OW) 
gzx = ox + oz + Of! . ox + oz . ox + oz . ox I 

ott OV (Ott OU OV ov ow OW) 
gxy = oy + ox + ox' oy + ox . oy + ox . ay . 

Diese Dehnungen und Gleitungen transformieren sich auf wechselnde 
Koordinatensysteme wie Tensorkomponenten. Bei einer unendlich 
kleinen Formiinderung besitzen die Fliichen (29) die Eigenschaft, dass 
das reciproke Quadrat eines Radiusvektors die relative Dehnung oder 
Kontraktion der betreffenden Richtung angiebt42). 

Die Voraussetzung, dass die Formiinderung unendlich klein sei, 
schliesst nicht aus, dass die Verschiebungen und einige ihrer Diffe
rentialquotienten nach den Koordinaten endliche Werte besitzen, da 
ja die Rotation endlich seinkann. 1st auch die Rotation unendlich 
klein, so erfahren die Gl. (31) eine Vereinfachung, indem daselbst 
die Quadrate und Produkte del' Differentialquotienten del' Verschie
bUllgskomponenten nach den Koordinaten zu vernachliissigen sind; 
die Dehnungen und Gleitungell nehmen dann die vVerte an: 

OU OV ow 
(32) ex = ox' ey = oy' e .. = of! ; 

OV ow ow ou . OJ, OV 61) 
gy:=OZ +OY' g··'C=ox+oz' gxy=OY+ox' 

Die relative Dilatation del' V olumelemente wird in diesem Falle 42) 
gleich OU + OV + ow d. h. Cfoleich del' DiverCfoel1z des Verschiebungs-ox oy OZ I 

vektors. 

130) B. de Saint-Venant, Par. C. R. 24 (1847), p. 260-263; auch in Navier, 
"Le90ns sur la resistance des corps solides", 3. ed. 1864, appendix III, p. 589. 

61) G. ](ircllllOff', J. f. Math. 56 (1858) = Ges. Werke p. 287; l\Iechanik, 
Vorl. 11. Er schreibt fiir die Grossell (32) xX' YY ' f!,; Yz = Zy' z.v = x" xy = Y:" . 
Eille Tabelle del' flir die Spannungell von den verschiedenen Autorell gebrauchten 
Bezeichnullgen filldet sich bei Todhunter and Pe(l1'son, A History of the theory 
of elasticity, Vol. I, Cambro 1886, 1). 322, Art. 610. 
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Bei einer heterogenen Formandel1lng konnen die sechs Kompo
nenten des fiir' das "Tensorfeld" charakteristisehen Tensortripels nicht 
unabhangig von einander gewahlt werden. Es miissen vielmehr sechs 
Differentialgleichungen erfallt sein, wenn die Elemente des Korpers 
sich auch nach del' Deformation stetig an einander schliessen sollen; 
dieselben ergeben sieh durch Elimination del' Komponenten u, v, w 
aus den Gleichungen (31) bezw. (32), und sind fur den letzteren Fall 
von G. Kirchhoff62), fiir den allgemeineren Fall, wo die Gl. (31) die 
Formanderung bestimmen, von B. de Saint- Venant 63) angegeben wor
den. Sie lauten: 

(33) 

02Uy• 02ey 02e. 2 02e", = ~ (_ 09". + aU.", + OUxv) , 
oyoz = 8z2 + oy2' oyoz ox ox oy oz 

02e 0 ( 2--y -ozox - oy 
02e 0 ( 

2 oxo'y = oz 
Dass diese Bedingungen nicht nul' notwendig, sondern auch hinrei
chend dafur sind, dass sechs Funktionen des Ories ex, ey, e., gyo, gzx, gxy 
mogliche Werte del' Dehnungen und Gleitungen bei einer heterogenen 
Formanderung sind, hat E. Beltrami 64) bewiesen. Das Tensorfeld, 
das von den Dehnungen ex, ey, e. und den halben Gleitungen gy.,g.x, gxy 
gebildet wird, ist also nicht das allgemeinste stetige Tel1sorfeld. 

19. Spannungen in einem Korper (engl. stress 59»). Erteilt 
man den Punkten eines kontinuierlich den Raum erfullenden Korpers 
eine unendlich kleine Verschiebung mit den Komponenten 'It, v, ~V, 

so sind die Komponellten del' unendlich klein ell Rotation del' Volum
elemente, nach Gl. (23') 

1 (OW OV) r"'="2oy-oz' l' _ ~ (o~£ _ OW) 
y- 2 OZ ox' 

Gemass Nr. I) dieses Art. sind es Komponenten eines axialen Vektors, 
sie besitzen die Invariante 

(34) 

(2) G. Kirchhoff', J. f. Math. 56 (1858) = Ges. Werke p. 301; lIfechanik, 
Vorl. 27, p. 398. 

(3) B. de Saint- Venant in N avier, Le90ns sur la resistance des corps solides, 
3 ed. 1864, appendix III, p. 598. 

64) E. Beltrami, Eo!. lI1em. 1886, p. 3; Pal. Rend. 3 (1889); Par. C. R. 
108 (1889), p. 502. 
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Andererseits sind die FOl'miinderungskomponenten dureh (23") bez. 
(32) gegeben. Sie besitzen naeh (30) die quadratisehe Invariante 

34') 2+ .2+ 2+ 1 (2+ 2+ 2) ex eye.. -2 gy.. g .. x gX1l' 

Die Rotation bezw. FOl'manderung ist nun von Spannungen im 
Korper begleitet. Wir sehneiden aus dem Korper einen unendlich 
kleinen Wiirfel heraus 65), dessen Seitenfiachen den Koordinatenebenen 
parallel sind, und bezeiehnen die Komponenten del' Spannung, welche 
auf die Flaeheneinheit del' Seiten wirkt, naeh G. Kirchhoff61) mit 

Xx, Y"" Zx, Xv, Yy, Zy, X., y., Z .. , 
derart, dass del' Index immer die aussere Normale del' Seite angiebt, 
auf welehe die betreffende Spannung wirkt. X"" Y y , Z .. werden N01"mal
spannungen, Xv, Y"" Y., Zy,Z"" X .. Sa~2,bspannungen genannt. Urn die 
geometrisehe Natur diesel' neun Grossen festzustellen, muss man e1'
mitteIn, wie sie sieh transformieren, wenn man das Koordinatensystem 
und mithin die Orielltierung des elementaren Wiirfels verandert. 
Dieses gelingt am einfachstell, indem man den Ausdl'uek fiir die 
Arbeit bildet, welehe die Spannungen bei virtuellen Formiindel'Ullgen 
und Rotationen leisten, und aus del' Invarianz ihres Wertes gegeniibe1' 
Koordinatentl'ansformationell Schliisse zieht. 

Die auf die Volumeinheit bezogelle Arbeit bei virtuellen Deh
nungen 8e"" 8ey, 8e .. und Gleitungen 8gy .. , 8g .. x , 8g",y ist 59) 66) 
(35) 8A' = X",8ex + Yy8ey + Z .. 8e .. 

+ ~ (Y. + Zy)8gy• + ~ (Zx+ X .. )8g .. ", + ~ (Xy+ Y",)8gxy , 

und die Arbeit, die bei vil'tuellen Rotatiollen 8'rx o'ry 8rz geleistet 
wird: 

(35') 8A"= (Z!J-- Y.)81· .. + (X.-Zx)o'?·!J + (Yx - Xy)8ro • 

Da die virtuellen Allderungen del' Tensorkomponentell ex, ey, eo 
1 1 1 'h 't T k . d .e I 2'gy;, . 2'g."" 2'g",y 1 rerse1 sensor omponellten S111 , so .10 gt 

aus del' Invarianz del' Ausdriieke (34,) und (35), dass sowohl 
1 1 1 

ex, ey, ez, 2'g!Jz, 2'g.I1:' 2'g",y, 

65) A. Cauchy, Exercices de mathematiques 2 (1827), p. 42-5G, benutzt eiD. 
unendlich kleines Tetraeder statt des Wiirfels. 

GG) TV: Thomson, Lond. Roy. Soc. Trans. 146,2 (1856), p. 481 fi'.= Papers 3, 
p. 84 ff. 
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kontragredient (s. Nr.2 dieses Art.) zu ex, ey, en gyz, gzx, gxy sind. 
Folglich sind jene beiden Gri:issensysteme zu einander kogredient 59). 

Die Vm'bindungen Xx, Yy, Zz, ~ (I::+Zy), ~ (Zx+Xz), -}(Xy+ Yx) 

von Spannungs7componenten sind daher selbst Komponenten e£nes Tensor
tripels 68), d. h. sie transformieren sich wie die Quadrate und Pro
dukte von Vektorkomponenten 67). 

Aus (34), (35') folgt in entsprechender Weise, dass die Verbin
dungen (Zy - Y.), (Xz - Zx), (Yx - Xv) der Spannungskomponenten Kom
ponenten eines axialen Ve7ctors sind 68); sie geben die von den Span
nungen herruhrenden Drehmomente an. 1m allgemeinen setzt man sie 

. in del' Elastizitatstheorie gleich null 65). Wenn abel' die von den 
ausseren Kl'aften auf den elemental'en Wul'fel ausgeubten Dl'eh
momente bei beliebiger Vel'kleinerung del' WUl'felkanten nicht vel'
schwinden, so kommen auch die Dl'ehmomente del' inneren Span
nungen in Betracht. Dieses ist z. B. im Innern pel'manenter Magnete 
del' Fall 69). 

Vel'schwinden die Dl'ehmomente del' Spannungen, so kann man 
den Spannungszustand an einem Punkte vollstandig durch die Fliiche 
zweiten Grades darstellen: 

(36) XxX2 + Yvy2 + ZzZ2 + 2 Yzyz + 2Zxzx + 2Xyxy = + 1, 

aus del' man die Grosse und Richtung del' Spannung ermitteln kann, 
die auf ein beliebig orientiel'tes Flachenelement wirkt 65) 70). Auch 
andere :B'lachen zweiten Grades sind zur geometrischen Dal'stellung del' 
Spannungen verwandt worden 65) 71). 

Tensol'en treten nicht nul' in del' Kinematik und Statik del' 
Kontinua, sondel'll auch in anderen Disziplinen del' mathematischen 
Physik auf, insbesondere dort,' wo line are Beziehungen zwischen Vek
toren eine Rolle spielen (s. Nr. 22 dieses Art.). Auch die Triigheits
momente (IV 3) eines starren Ki:il'pers in Bezug auf Axen, die dUl'ch 
einen festen Punkt gehen, sind durch einen Tem;or bestimmt. 

Wir haben uns bisher ausschliesslich mit del' Kinematik und 
Statik eines Kontinuums beschaftigt, dessen Zustand durch Angabe 
del' Vel'schiebung ailer seiner Punkte bestimmt ist. Stellt man sich 

(7) A. Cauchy, Exercices de matMmatiques 4 (1829), p. 8.'3. 
(8) TV. Voigt, Gatt. Nachr. 1900, Heft 2, p. 14; Rapport, Paris 1900. 
(9) JJfaxwell, Treatise 2, art. 641, 642. 
70) TV. Thomson, Papers 3, p. 88; Tl101IIson-Tait, Nat. Phil. 2, art. 6G8 It'. 
71) G. La1lle, Le!(ons sur la tbeorie mfLthematique de l'eJasticite, Paris 

1852, 2'e Auff. 1866, p. 53; F. E. Neumann, Vorlesungell libel' die TbeOl'ie del' 
EJasticitat, Leipz. 1885, p. 32 if. 

}~ncyklop. d. math. Wi~!:'en2cb. IY 2. 3 
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auf den Standpunkt del' molekularen Hypothese, so erscheint diese 
Auffassung als eine einseitige, da sie nur die Verschiebungen del' 
Molekiile, nicht die davon unabhangigen Rotationen beriicksichtigt. 
In del' That hat man die Grundgleichungen del' Elastizitatstheorie durch 
Heranziehung selbstandiger Hotationen der Molekiile erweitert 71'), 
indem man gleichzeitig die Moglichkeit offen liess, dass die Volum
elemente durch ihre Begrenzungsflache hindurch nicht nul' Krafte, 
sondern auch Dl'ehmomente auf einander ausliben. Auch sind mecha
nische Theol'ieen des elektro-magnetischen Feides auf Grund ahn
licher Vorstellungen entwickelt worden, indem man die Verschiebungen 
und Rotationen del' Partikel des Mediums ineinander greifen liess, 
und sich so die Wechselwirkung del' Felder eines polaren und eines 
axialen Vektors veranschaulichte. Nahere Angaben hieriiber sollen 
III Band V Platz finden. 

20. Einflihrung krummliniger Koordinaten in Vektor- und 
Tensorfelder, Krummlinige Koordinaten sind zuerst in der Mechanik 
del' Systeme mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden (Lagrange) 
und in del' FHichentheorie (Gauss) zur Verwendung gelangt (vgl. Bd. III). 
Um ihre Einfiihrung in die Mechanik del' Kontinua und die mathe
matische Physik hat sich insbesondere G. Lamc 72) verdient gemacht. 
Konstruiert man in einem Felde dl'ei Schal'en von Flachen 

fl(X,y,Z)=cx, f2(X,y,Z)=(3, fa(x,y,z)=r, 
del'art, dass durch jeden Punkt des Feldes eine Flache von jeder del' 
drei Schal'en hindurchgeht, so stellen die Parameter cx, (3, 'Y ein System 
kru1nmliniger Kom'dinaien vor. Die Einfiihrung der Parameter cx, (3, r 
erweist sich als zweckmassig, falls der betreffende Vektor oder Tensor 
auf bestimmten FHichen h = const.,. t; = const., fa = const. vor
geschriebene Grenzbedingungen zu erfiillen hat. Es sind die Para
meter cx, (3, 'Y so zu wahlen, dass durch ihre Angabe ein Punkt des 
Feldes eindeutig bestimmt ist; dann kann man die Komponenten stets 
dUTch einwertige Funktionen del' krummlinigen Koordinaten aus
driicken. Hier solI ausfiihrlich nUl' auf die Einfii.hrung orthogonaler 
Koordinaten eingegangen werden, cIa fast ausschliesslich solche bei 
physikalischen Problem en eine Rolle spielen. 

Als m-tllOgonale Koordinatcn bezeichnet man die Parameter cx, (3, r 
dreier Flachenscharen, die sich senkrecht, und dell1nach, einem Satze 

71') Vgl. z. B. lY. Voigt, Gott. Abh. 34 (1887), p. 1-9. Compendium I, 
p.119-128. 

72) G. Lmnc, .T. ee. pol. 3, cn,h. 23 (1834), p. 21;;, 247; Leyolls sur les 
coordollnees curvilign8s, Pn,ris 1859. 
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von Ck. Dupin gemass, in den Krummungslinien schneiden. Das 
Quadrat del' Lange des Linienelementes el?', welches die Punkte 
(a, (J, r) und (a + ela, (J + el(J, r + elr) vel'bindet, ist bei Zugrunde
legung orthogonaler Koordiiiaten 

el 2 = d()(.~ + dP~ + d,"/~. 
r h~ h~ h~ 

1 ~ 3 
(37) 

Die auf die Richtungen del' wachsenden (a, (J, r) bezogenen Kom
ponenten eines Vektol's A hangen mit ,den auf die (x, '!I, z)-Axen 
bezogenen durch die Gleichungen zusammen 

ox ox OX 
A., = A,. . hI O()(. + A~ . h2 ofJ + Ay . hs 0,"/ ' 

(38) 
oy oy oy 

Ay = A,. . hI O()(. + A~ . h2 ofJ + Ay . hs 0,"/ ' 

oZ oz oz 
Az = A,. . hI O()(. + A~ . ~ o{t + Ay . hs 0,"/ ' 

deren Koeffizienten den Cosinus del' Winkel gleich sind, welche die 
oeiden Axensysteme mit einander bilden. Die Umrechnung del' Diver
genz (s. Nr. 5) auf die neuen Koordinaten lasst sich ausfuhren, in
dem man die neun Differentialquotienten del' Komponenten Ax, Ay, 

Az nach x, y, z mit Hulfe del' Gl. (38) durch die Parameter a, (J, r, 
die Komponenten A,., .A.(1,.A.y und deren nach ex, (J, r genommene 
Differentialquotienten ausdruckt. Die Berechnung del' Divergenz ist 
hierdurch erledigt, die Ermittelung del' auf die neuen Axen be
zogenen Komponenten des curl (s. Nr.5) und des aus dem Vektor
felde abiuleitenden Tensorsystems (32) erfordert noch eine Anwen
dung del' fur diese Komponenten geltenden TransfOl'mationsformeln. 
Die Rechnungen sind von G. Lame72) und C. Neumann 73) ausgefuhrt 
und von' E. Beltrami 74) auf beliebige krummlinige Koordinaten aus
gedehnt worden. RascheI' fuhren folgende Methoden zum Ziele. 

a) Die Methode elel" bewegten Axen 75) ordnet dem Systeme ortho
gonaler Koordinaten ex, (J, rein rechtwinkliges Cartesisches Axensystem 
(Xv VI' Zl) zu, das durch die Normalen del' Fliichen a, (J, r = constans 
gebildet wird. Geht man nun zu einem benachbarten Punkte 
(a + elex, (J, r) iiber, so muss man dem Koordinatensysteme (Xli Yv Zl) 
bestimmte Rotationen d4tll (1-B-2 , d-B-s um die Axen erteilen, damit es 
mit dem veriinderten Normalensystem zusammenfallt. Demgemiiss 

73) O. Nemnann, J. f. Math. 57 (1860), p. 310 ff. 
74) E. Beltrami, Tor. Mem. (3) 1 (1871), p. 461 ff. 
75) O. Bonnet, J. !le. pol. 18 (1845), p. 171; R. R. Webb, nIess. of math. 

11 (1882), p. 146; A. E. H. Love, Treatise on the mathematical theory of ela
sticity 1, chapter 8. 
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. h d oAx oAx da h . setzt SIC er Zuwachs ~. dX l = ~ . -7 ' welc en dIe Kompo-
OXI uX1 11 

nente Ax, erfahrt, zusammen aus einem Teile, del' durch die Ab
hangigkeit del' Komponente Au von IX beclingt ist, und einem zweiten, 
zu dem die Komponenten A p, Ay dem Betrage del' Rotationen (cZ%g) 
bezw. (- d%2) proportionale Beitl'age liefern. So kann man den 

Differentialquotienten o:-X}, und in analoger Weise aHe neun Diffe-
UXl 

l'entialquotienten del' Komponenten Ax" A y" AZJ nach (xu Yu Zl)' 
durch die Parameter a (3 r ausdriicken. Von jenen Differentialquotien
ten hangen abel' die Divergenz, sowie die auf die orthogonalen Koor
dinaten a(3r bezogenen Kompollenten des curl und des Tellsor
tripels (32) abo 

b) JJlan vermeidet iiberhaupt jede Bezugnahme attt' Cartesische Koor
dinaten, wenn man von den geometrischen bezw. kinematiscken Defini
tionen ausgeht, dureh die wir in Nr. 5 die Divergenz ~tnd den curl 
eines Vektors, in Nr. 17 und 18 die Komponenten eines Tensortripels 
defmierten. 

Del' Gauss'sche Satz (8) ergiebt, auf das Volumelement 

d7:= da.d~.d"l 
h1 h2h. ' 

. d S· fl h d~ dy dy da da d~ d . llllt en elten ac en -7 h '-7 h ' -7 -7- angewan t. 
'2'S 'S1 '1'2 

(39) div A = hl h2 h3 [ooa (h~;s) + oo~ (h::1) + 0°"1 (:7:2 )] • 

Diesell Weg zur Umrechnung der ])ivergenz scheint zuerst W. Thomson 
eingeschlagen zu haben 76). G. Lame 77), L. Dirichlet und B. Rie
mann 78) haben diese Ableitung in ihl'en Vorlesungen vorgetragell. 
1st das Feld des Vektors A ein potentielles, also A = - \I cp, so folgt 
aus (39): 

(40) \12 = h h h [~ (l~L O'P) + ~ (l!J,_ O'P) + ~ (~oep)] . cp 1 2 3 oa h2hS oa o~ hsh1 o~ 0)' h1h2 0y 
als Ausdl'uck des Laplace'schcn Operatoj's in orthogonalen Koordillatell. 

In analoger Weise hat man, um die auf die neuen Axen bezoge
nen Komponent&Jl des Qurl zu el'l1littem, den Stokes'schen Satz (10) 
ammwenden, etwa auf ein Element einer FHiche IX = constans vom 

76) W. Thomson, Cambro math . .T. 4 (1843) == ColI. pap. 1, p. 25. 
77) G. Lanui, Leyons sur les coordonm;cs cur"\'ilignes § 16, 1859. 
78) S. hieriiber Heine, "Halldbuch del' Kugelfullktionell" 1, p. 307. 
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man 79): 

Fliicheninhalt d~. ely 
h2h. 

und den Seitenliingen ~~, ~zL. 
Il~ l:J 

So erhiilt 

(curl A)" = l~h3 U7~ (~~) - aOy (~:) J, 
und dem entsprechend 

(41) (curIA)I~ = halt! U3y (~;) - a°rt (~:) J, 
(curIA)y =hlh2 [0: (~:) - oo~ (~;)J' 

Die kinematische Bedeutung del' Tensol'komponenten (32) beruht 
darauf, dass sie die Dehnungen und Gleitungen bei einer unendlich 
kleinen, heterogenen Deformationen bestimmen. Geben 

ea, eji, eY, gjir, 9y", 9aji 

die Dehnungen und Gleitungen an, welche zu den lfliichen a = const., 
(3 = const., r = const. normale Linienelemente bezw. Elemente jener 
Fliichen eri'ahren, so muss, den Transformationseigenschaften del' Ten
soren zu Folge,· die Dehnung er einer beliebigen RichtUllg l' den 
Wert besi tzen : 

(42) er = eft . C;'a -\- ep . c;p + ey . c;'y -\- 9{Jy • cr{J . Cry 

. + 9ya • crr • era + 9"{J . Cra . Crp ; 

die Cra , Cr ,'1, Cry geben hier die Cosinus del' Winkel an, welche die 
Richtung r mit den Normalen del' Flii.chen tt, {3, r = cons tans ein
schliesst. Deutet man A als Verschiebungsvektor, so sind die Ande
rungen, welche die Parameter ee, (3, r bei del' Vel'schiebung eri'ahl'ell, 
nach Gl. (37) 

Oct = A" . ltv 0 {3 = A,~ . h2' or = Ay . Ita. 

Ferner ist die Liingellanderung eines Elemelltes ell' zu bestimmen ans 

9..1' d . d . _ .1' (~lrt~ -\- (l~2 -\- (ly2) • 
".u r 1 - u 7 ~ Z ~ Z 2 

11 1.2 Is 

Berechnet man hiel'aus die Delmunoo. dieses Elementes Cr = °ldl' lmd 
( ·1' 

berucksichtigt, dass dieselbe bei beliebigel' Ol'ielltiel'ung des Elementes 
del' durch (42) gegebenen gleich sein muss, so el'hiilt man 80): 

79) E. Oesecl'o, Introduzione alla teol'ia matematica della elasticib't., Tor. 
1894, p. 197 j 11I. Abraha.m, ~rath. Ann. 52 (1899), 1). 86. 

80) O. W. BOl'ellm'dt, J. f. Math. 67 (1873), p. 45 j E. Beltrami, Ann. di 
mat. (2) 10 (1881), p. 188. 
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eo: = Ill' oAo: _ 11, . All' ?~! _ hs • A . . ?~hl, 
0" hI "O~ hI y 0", 

e" = h • . oA(J _ h • . A . 011, _ hI . A . Oh2 , 

" "0(1 h, y 0", hi a Oft 

(43) 

ey = ha . oAy _ hI . Aa . ohs _ h2 . A(J . olt. ; 
0", lta oex 1Is 0(1 

oAfi oAy Its oh, h, ohs 
9f1Y = hs . ar + h2 W + 712 • A(J . BY + lts . Ay . ~, 

oAy oAo: h oh h oh 
9ya = h1 . ~ + hs ay + Ii! . Ay . 0: + h: . Ao:' 0;' 

oAo: oAfi h, ok,. hI oh, 
9afl = h2 • W + hl ~ + h;' Aa' 0(1 + h, . Afi' a;' 

Kann man in dieser Weise die Transformation auf beliebige 
orthogonale Koordinaten ausfiihren, indem man auf die YOm gewahl
ten Koordinatensystem unabhangigen, d. h. invarianten Eigenschaften 
der Vektor- und Tellsorfelder zUl'iickgeht, so kann man auch die 
Aufgabe folgendermassen formulieren: es sind direkt die Invarianten 
aufzusuchen, welche aus den Koeffizienten im Ausdruck (37) fUr das 
Quadrat des Linienelementes und den auf die krummlinigen Kool'dillatell 
bezogenen Komponenten des Vektol'- bezw. Tensorfeldes zu bilden 
sind; in diesel' Weise verfahrt die von G. Ricci ausgearbeitete 81) 

"absomte Differentialrechnung". 
c) O. G. J. Jacobi 82) vel'einfachte die Umrechnung der Laplace

schen Gleichung auf krummlinige Kool'dinaten, indem er dieselbe auf 
ein Variationsproblem zuriickfiihl'te; die Verwendbarkeit diesel' Methode 
beruht auf dem Umstande, dass in dem zu variiel'enden Integrale nul' 
ein Skalar auftritt; sie lasst sich erheblich verallgemeinel'll. Die Diffe
rentialgleichungen de,. mathematisclum Physik lassen sich niimlich in der 
Regel auf die Form von Variations- oder ]tlinimalproblemen bringen, 
'l.tnd enthalten in (Zieser Form nwr slcalare F'l.mktionen der Kompo
nenten des Veletor- wul Tens01"(eldcs, die meist mit del' Feldenergie 
zusammenhangen. Hat man dic Vcktor- bezw. Tensorkomponenfen nach 
einer del' soeben dargelegten Methoden aul die neHen, lmtmmlinigen 
I(oordiluden 'l.tmg&rechnet, so kann man von dem Variations- bezw. 
lI:linimalproblem di1'ckt Z'l.t den Diff'el'cntialgleichttngcn in krwmnUnigen 
Koordinaten gelangcn. Niiheres dal'iibel' filldet man in den Art. IV 16 
und 22. 

81) G. Ricci, Lezioni sulla teol'ia delle superfizie, Padova 1898; G. Ricci 
u. 1'. Levi-Oidta, Math. Ann. 54 (1900), p. 125. 

82) C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 36 (1848), p. 117 = Ges. Werke 2, p. 198. 
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III. Wechsclwirkungen (leI' Felder von Skalarell, Yektorcll 
llud Tensorell. 

21. Symmetrie physikalischer Erscheinungen und Krystall
symmetrie. "Vir teilten die Grossen, welche zur Charakterisierung 
del' in del' Mechallik del' Kontinua und in del' Physik auftretenden 
Felder vel'wandt worden sind, in Klassen ein, die durch das Ve1'
halten del' Komponenten bei Drehungen des rechtwirikligen Kool'di
natensystems gekennzeichl1et wurden. Skalare bleibell hiel'bei in
variant; die Komponenten eines Vektol's (Nl'. 2) transformieren sich 
den Gl. (1) gemass, wahl' end Tensorkomponenten (Nr. 17) sich wie 
die Quadrate und Produkte von Vektorkomponenten verhaltell. Be
l'iicksichtigt man femer Inversionen des Koordinatensystems, so sind 
polare und axiale Vektoren (N r. 3) zu unterscheiden, sowie zwei 
Arlen skalarer Grossen (Nr. 11). Dementsprechend kanl1 man den 
bisher ausschliesslich in Betracht gezogenel1 (axialen) Tensoren solche 
polarer Art entgegenstellen, die bei Inversionen das Vorzeichen 
wechseln. Bei den Wechselwirkungen verschiedener Felder kommen 
cliese letzteren Grossen in Betracht (Nl'. 22), sowie auch solche geo
metrische Grossen, die sich wie die Verbindungen 3ten und 4tcn Grades 
von Vektorkomponenten transfol'mierell (Nr. 23). 

Bin homogenes Feld einer gericbteten Grosse besitzt stets eine 
gewisse Symmetrie; als Gntppe del' Symmetric des Feldes bezeichnet 
man die Gruppe derjenigen Koordinatentransformatiollen, welche die 
einem jedell PUllkte des Feldes zugehOrigen Werte del' Komponenten 
ungeandert lassen, derart, dass die Komponenten, auf die transfor
mierten Axen bezogen, die aIten vVerte annehmen. Die Symmetrie
gruppe eines homogenen Vektorfeldes entbiilt die Gruppe del' Drehlmgen 
UUl die Richtung des Vektors; fiir den polaren Vektor ist dieselbe 
durch Spiegelungen an Ebenen, die durch die Richtung des VeHors 
gelegt sind, fiir den axialen durch Spiegelungen an del' zur Axe senk
rechten Ebene zu erweitern. Ein homo genes Tensorfeld endlich hf;

sitzt die Symmetrie eines Ellipsoids, d. h. im allgemeinen drei anf 
einander senkrechte SYll1Uletrieebenen. 

Bine physikalische Erscheinung ist aufzufassen als VVechselwir
kung del' Felder mehrerer Zustandsgl'iissen. Die GruJ.'ipe del' Sym
metrie ciner Ersc7winll1lgist die den Symmetrieg),llppen aller in lVcch
selwirknng tretenden Felder gemm:nsame Untcrgruppe. Denn diese 
Untergl'uppe entbalt die Gesamtheit derjenigen Koordinatentransfor
mationen, welche die Komponenten aner in IVechselw'irbmg treten
den Zustal1dsgrossen lmcl demnach auch den mathcmatischen Aus-
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druck des Gesetzes ihl'er Wechselwirkung ungeiindert lassen. Die Er
scheinung del' Pyroclektrizitiit beispielsweise liisst Wechselwirkungen 
zwischen den homogenen Feldern eines Skalars (del' Temperatur) und 
eines polaren Vektors (del' elektrischen Polarisation) erkennen. Die 
Symmetriegruppe diesel' Erscheinung ist die des Vektors, da dessen 
Gl'uppe zugleich Untergruppe del' Symmetrie des Skalars ist. 

Betrachtet, man die Gesamtheit del' in einer Substanz auf
tretenden Wechselwil'kungen , uncl setzt del'en Symmetriegruppen 
zusammen, so kann es vorkommen, dass die el'haltene Gruppe nicht 
die aller moglichen Koordinatentransformationen ist; alsdann wird 
man del' Substanz, in del' die Erscheinung sich abspielt, eme amso
trope odeI' asymmetrische Struktul' zuschreiben mussen. Andrel'seits 
werden aIle Symmetl'ieen del' Strnktur einer Substanz in Symme
trieen del' in derselben auftretenden physikalischen Erscheinungen 
sich kundgeben. Die Symmetriegntppe der Strukt~tr einer Substanz ist 
die gemeinsame Untergl'uppe aUer in del' Sttbstanz attflretenden Wechsel
wil'7cltngen 83). 

Fur homogene. teste KrystaZZe gilt nun el'fahrungsgemass ein Ge
setz, welches besagt, dass die Symmetriegruppe del' Stl'uktur mit del' 
Gruppe del' krystallographischen Symmetrie (s. V 8), die sich in den 
Wachstumserscheinuugen kundgiebt, zusammellfiillt. Man kann es 
auch folgendermassen formulieren: KrystaZlographisch gZeichwertige Rich
twzgen sind stets auck physikalisch gleichwertig 84),. oder: Die Gruppe 
del' kyystaZlographischen Symmetrie ist eine Unteygrltppe del' Symmetyieen 
aller in dem KrystaZZe moglichen physikalischen Erscheinungen 85). 

Dieses Gesetz gestattet es, einerseits, wenn die geometrische 
Natur gewisser Zustandsgrossen bekannt ist, vorherzusagen, in welchen 
Krystallen Wechselwirkungen ihl'el' 1!~elder auftreten konnen; es er
laubt andrerseits, aus solchen Wechselwirkungen Anhaltspunkte fur 
die Bestimmlmg del' Symmetrie einer Zustandsgrosse zu gewinnen, 
welche fUr ihre Einordnung in eine bestimmte Klasse geometrischel' 
Grossen massgebend ist. So kann elektrische Polarisation infolge von 
Temperaturerhohung nUl' Krystallell ohne Symmetriecentrum zuge
schrieben werden, wenn man die elektrische Polarisation als polaren 
Vektor betrachtet; aus dem Umstande, dass in del' That Pyroelektri-

83) P. Curie, J. de phys. (3) 3 (1894), p. 393 f[ 
84) vVohl zuerst ausgespl'ochen von F, E. Neumann, s. Vol'lesungen ti.ber 

die Theol'ie del' Elastizitlit, hel'ausgeg, von O. E. lIieyer, Leipz. 1885; s. auch 
W. Voigt, Compendium 1, p. 128 fr. 

85) B. lIfinnigerode, Gott. Nachl'. 1884, p. 195. 
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zitat gewissen acentrischen Krystallen, und nur solchen znkommt, 
schliesst man, dass jene Voraussetzung gerechtfertigt war, dass die 
elektrische Polarisation ein polarer Vektor ist (s. Nr. 22 dieses A.rt.). 

22. Wechselwirkungen von Vektorfeldern. 
a) Homogene Felder. Wir faasen znnachst eine Wechselwirkul1g 

zweier homogener Vektorfelder ins A.nge, deren Gesetz durch linel1!Ye 
Gleichungen zwischen den Komponenten der Vektoren k uoo i ausdriick
bar ist: 

(44) 
kre = kn ire + k12 iy + k1S i. , 

ky = k21 ire + 1£22 iy + k2s i:, 
kz _. kSl ire + kS2 iy + kss i •. 

Derartige Beziehungen bestehen beispielsweise 'zwischen Temperatur
gefinIe und Warmestrom (s. V 5), sowie zwischen elektrischer Kraft 
und elektrischer Stromung (s. V 17). Wir nennen k die Kraft und'i 
die Stromung. Das Ellipsoid 

(45) 1 = kllX2 + k22y2 + kSSZ2 + (k23 + k32)yZ + (kSl + le13) zY 
+ (k12 + k21)xy 

wird "Leit{iihigleeitseUipsoid" genannt 86). Das Quadrat des del' Stro
mung parallelen Radiusvektors des Leitiahigkeitsellipsoids ist gleich 
dem Quotienten aus del' Stromung und del' in Richtung del' Stro
mung fallenden Komponente del' Kraft. 

Man zerlegt 87) die "lineare Vektorfnnktion" (s. Nr. 13 dieses 
Art.) k in den symmetrischel1 und antisymmetrischen Teil, indem 
man setzt 

(46) k=k'+k"; 

kre' = kll ire + ~ (k12 + k21 ) iy + ~ (ksl + leIS) iz , 

(46') 71:1/' = ~ (k12 + k21 ) 1:re + k22 iy + ~ (1.-23 + "32) i., 

le.' = ~ (ksl + leIS) ire + ~ (k2S + kS2) iy + kss i. ; 

kx" = ~ (k12 - leu) 'ty - ~ (ksl - '"IS) 1:" . 

(46") k;' = ~ ("23 - k32) i: - ~ (k12 - "21) lx, 

k/' = ~ (ksl - k1S) ix - ~ (k23 - kS2) iy • 

86) J. Bultssinesq, Par. C. R. 63 (1869), p. 104; J. de math. 14 (1869), p.265. 
87) G. G. Stokes, Cambro Dub!. math. Journ. 6 (1851), p. 215. 
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Sind die Vektoren k tmcl i beide polarer, oder beide axic£ler A,·t, so 
sind die Koeffizienten der symmetrischen liiw(wen Vektm1imklion k,' 

111 
le11l 7c22 , less, 2 (k23 + k32), 2' (le31 + le13) , -2- (7"12 + 7c21) 

Komponenten eines (axialen) Tensors 68). Konstruiert man den del' 
Stromullg i parallelen Radiusvektor des Leitflihigkeitsellipsoids (45), 
so ist 71. del' im Endpunkt errichteten N ormalen parallel. Die Koeffi
zienten (ler antisymmetrischenlinearen Ve7ctorfw~ktion le" 

1 1 1 
'2 (le23 - 7cS2) , '2 (leS1 - lelS) , '2 (lel2 - le2l) 

sind Komponenten eines axialen Veletors P.88) Del' Vektor le" steht 
senkrecht auf del' Stromullg i und ist del' Ebene des axialen Vektors 
P parallel. Ein derariiger aus den Koeffizienten einer linearen Vektor
funktion gebildeter axialer Vektor P tritt auf bei del' elektrischen 
Stromung im magnetischen Felde, wie del' sogenannte "Halleffekt" 
zeigt 89). Man schliesst hieraus 90), dass der magnetische Vektor axialer 
Art ist. 

Ist einer der beiden Veletoren 't, k polarer, der andere axialer Art, 
so sind die Koeffizienten von (46') Komponenten eines polaren Tensors 91), 
diejen{gen von (46") Komponenten eines polaren Vektors. 

Die Spezialisierung del' Gleichungen (44) zwischen Vektoren der
selben Art fUr die verschiedenen krystallogmphischen Gruppen ist von 
B. Minnigerode 9l') durchgefUhrt worden. 

b) Heterogene Felder. Die moderne Eleletrodynamile (s. V 13) 
statuiert Wechselwirkungen del' Felder von vier Zustandsgrossen, del' 
elektrischen Kraft (E) und Induktion (D) und del' magnetisclzen Kraft 
(H) und Induktion (B), die insbesondere in nichtleitenden ruhenden 
Korpel'll folgendermaassen zu formulieren sind: 

1 oD 
(47) cat = curl H, (47') div D = 4~e; 

1 oB 
(48) - cat = curl E, (48') div B = 4~m. 

Die Induktionen hangen mit den betre:lfenden Kraften durch Gleichullgen 
von del' Form der symmetrischenlinearen Vektorfunktion (46') zusammen. 

88) If-: 171011180n, Edinb. Trans. 11 (1857), p. 165 = Papers 1, p. 282. 
89) W. Th01ll,son, Papers 1 (1882), p. 281. 
90) F. Kolal}eck, Ann. Phys. Chem. 55 (1895), p. 503. 
91) lV. Voigt, Gott. Nachr. 1900, Heft 4, p. 355-379. Mit "polarer Tensor" 

gleichbedeutend wird dort der von P. Cll1'ie vorgeschlagene Name "Tors or" 
gebraucht; 

91') B. Minnigerode, Jahrb. f. Mineralogie 1 (1886), p. 1. 
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C . ist eine Konstante, namlich die Lichtgeschwindigkeit im Ather. 
Die Divergenz del' elektrischen bezw. del' magnetischell Induktion 
giebt die mit 4% multiplizierte Dichte del' "wahl' en Elektrizitat (e)'1 
bezw. des "wahren Magnetismus (m)il an. Aus den Grundgleichungen 
(47), (48) folgt mit Hltlfe des Gauss'schen Satzes (GI. 8), dass die 
Mengen del' Elektrizitat und des Magnetismus, die sich innerhalb 
einer geschlossenen, nul' im Isolator vel'laufenden FHiche befinden, 
sich zeitlich nicht andern. Wahl'end abel' wahre Elektl'izitat existiert, 
und ihl'e Konstanz allgemeines Gesetz ist, existiert wahrer Magnetismus 
nicht. Da . auch in isotropen Korpern eine elektrische Kraft elek
trische Induktion, eine magnetische Kraft magnetische Induktion 
hervorruft, so gehOren die Induktionen zn derselben Klasse geometri
scher Grossen, wie die bett'efrenden Kriif'te. Mit Rilcksicht hierauf 
und auf Nr. 5 und 11 dieses ATtikels lassen die Gl. (47), (48) folgende 
beiden Deutungen zu 29): 

Entweder (lie magnetische Kraft ist ein polare1' und die eleldrische 
ein axialer Vektm', oder die elektrische Kraft ist· ein polarer und die 
magnetische ein axialer Vektor. Die Entscheidtmg Ztt gunsten der letzteren 
Deutung haben die Erscheimmgen der Pyroele7ctrizitiit (s. NT. 21 dieses 
Art.) und des Halleffekts (s. Nr. 22, a» geliefert. Die Dichte del' Elek
trizitat ist daher die Divergenz eines polal'en V ektors, die des Mag
netismus die Divergenz eines axialen Vektol's. Erstel'e Grosse gehort 
den Skalarell erster Art an, letztere wltrde, wenn sie existierte, den 
in Nr. 11 dieses Artikels erwahllten Skalaren zweitel' Art zuzuzahlen 
sein, die sich von denen erster Art durch V orzeichenwechsel hei In
vel'sionen des Koordinatensystems unterscheiden. 

Eliminiert man aus den GIeichungen, welche die vier Zustands
grossen des elektromagnetischen Feldes vel'knitpfen, drei derselben, so 
erhalt man die Differentialgleichung, welche die zeitliche Anderung 
des heterogenen Feldes del' vierten Grosse reguliert. Diese enthiilt 
nebe11 Diffel'entialquotienten nach del' Zeit, nUl' Diffel'entialquotienten 
2ter Ol'dnung del' Komponenten nach den Koordinaten. Somit wird 
durch Ul1lkeh:rung einer del' Kool'dinatenaxen nichts geandel't, es sind 
also zwei Vorgange, die sich spiegelbilcllich verhalten, in gleicher' 
Weise moglich. Will man dissymmett'ische Vol'gii:nge, wie die natiiJ'
liche DJ'eltung del' Polal'isationsebene des Lichtes, die keine Spiegelung 
gestatten, l1lathematisch forl1lulieren, so muss man Ditfel'entialquo
tienten nach den Koordinaten von ungerac1ei' Ordnung heranziehen, sei 
es, dass man mit A. Cauchy 92) solehc erster Ordnung, oder mit 

92) A. Cauchy, Par. C. R. 15 (1842), p. 916. 
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J. Me. Cullagh 93) solche dritter Ordnung bevorzugt. Hierbei treten 
lineare Beziehungen der Komponenten eines polaren und eines 
axialen Vektors, somit polare Tensoren auf 91). Wie es das Grund
gesetz der Krystallphysik (Nr. 21 dieses Art.) vel'langt, tl'itt bei cir
cular-polarisierenden Krystallen diese Dissymmetrie auch an del' Kry
stallform hel'vor. Es giebt Fliissigkeiten, die isotrop sind, d. h. 
bei den en aIle Richtul1gen physikalisch gleichwertig sind, und die 
del1l1och die Polarisationsebel1e des Lichtes drehen; die Symmetl'ie
gruppe dieser Substanzen (s. Nr. 21 d. Art.) enthalt zwar die Gruppe 
del' Drehungen des Koordinatensystems, aber nicht 1nversionen; solche 
Korper nennt J. Bottssinesq94) isotrop-dissymmcf1-isch. 1hre Dissym
metrie kommt auch bei ihl'em chemischen Verhalten zur Geltung. 

23. Wechselwirkungen, bei den en Tensorfelder ins Spiel 
kommen. 

a) Wechselwirkttng zwcier Tensorfcldcr. Wie wir gesehen haben, 
ist sowohl die Formanderung (N r. 17 d. Art.), wie die Spal1nul1g, 
welche sich einer Formanderung widersetzt (Nr. 19 d. Art.), durch 
ein System von sechs Tensorkomponenten charakterisiert. In defor
mierbaren Karpel'll stehen diese in einer gesetzmassigen Beziehung, 
die im einfachsten FaIle durch lineare Gleichungen auszudriicken ist 95): 

(49) 

Xx = C11 ex + C12 Cy + C13 ez + cagy; + C15!!;x + C16 gxy) 

Yy = C21 ex + 022 ey + 023 Cz + 02.1 gy z + C25 go," + C26 gxy ) 

Zz = CS1 ex + C32 ey + C33 ez + C3.1 9yz + C35g;x + C36 {jxy) 

~ (Yz+Zy)= C41 Cx + C42 cy + C43Cz + cM Cyz + C459zx + C46gxy, 

1 
2 (Zx+Xy)=C51 e." + C52 Cy + C53 C; + e54 f}yz + C55g;x+ C569xy) 

1 
2(XY+YZ)=C61 eX + CG2 Cy + C63 e; + CG.19y; + C65 9;", + C669xy' 

Die "line are Tensorfunktion" (49) wi I'd symmetrisch) d. h. es gelten 
15 Gleichungen Cik = Cki) welche die Zahl del' Koeffizienten auf 21 
reduzieren, wenn die bei del' Fol'manderung aufgewandte Arbeit A' 
(Gl. 35) yom Wege ullabhangig ist und nur von den endgiiltigen 

!l3) J. life. Cnllagh, Irish Trans. 17 (1836) = Coll. works p. 63. 
!l4) J. BOllssinesq, J. de math. 13 (1868), p. 31!l. 
(5) .d. Cauchy, Exercices de matbematiques 4 (1829), p.2!l6; Poisson, J. ce. 

polyt. cah. 20 (1831), p. 1-174. 
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Werten del' Komponenten del' Formanderung abhangt 96). Diese An
nahme, die sich thermodynamisch begriinden lasst (IV,21), ergiebt 

oA' oA' oA' 
XX=ife' Yy=a;-, Z'=iJe' 

(50) x 11 z 
1 oA' 1 oA' 1 oA' 
2 (Y,,+Zy)=-., -, 2(Zx+Xz)=-." 2(Xy+Yx)=-." 

ugy• ugz", u9xy 

und es wird die Formanderungsarbeit (das elastische Potential): 

(51) A , _ 1 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 1 • -2c11e"'2c22ey 2cS3ez 2c44gy. 2C55gzx + 2C6Sgxy 

+C12 e",e1l + C13 exez + C14exg1lz + C15e",gzx + C16 exgxy 

+ c23 eyez + c24eygyz + .. . 
+ C34 e.911 z + ... . 

Diejenige molekulare Hypothese, welche die zwischen den Mole
kiilen wirksamen Krafte nul' von der Entfernung abhangig annimmt, 
fiihrt ausserdem zu den Relationen (vgl. IV, 21) 

welche die Zahl del' Koeffizienten der Gl. (49) auf 15 reduzieren. 
Die 21 Koeffizienten in (51) sind geometrisch darzustellen durch 

eine Flache 4ten und eine 2ten Grades 97), 98), deren 15 bezw. 6 Para
meter sich auf wechselnde Koordinatensysteme transformieren, wie 
die Verbindungen 41". Ordnung von Ve7ctm·7componenten, bezw. wie die 
Komponenten eines (axialen) Tensors. Die 6 Tensorkomponentell ver
schwinden, wellll die Relationen (51') geltell, welche vom Stand
punkte del' molekularen Hypothese aus als fUr das Fehlen von der 
Richtung abhangiger Krafte zwischen den Molekiilen charakteristisch 
anzusehen sind 97) 98). 

Die Symmetrieelel11ente del' einzelnen Krystallsystel11e fuhrt man 
in die Gleichungen (50), (51) ein, indel11 man die Bedingungell dafUr 
aufstellt, dass del' Skalar A', auf krystallographisch gleichwertige 
Richtungen bezogen, dieselben Koeffizienten Cik besitzt 97) 99). Man 
kann auch direkt die Frage aufwerfen, welche diskontinuierlichell 
Gruppen del' Symmetrie mit Gleichungen von der Form (50), (51) 

96) G. Green, Cambro Trans. 7 (1838) = Papers p. 249. 
97) W. J. ilL Rankine, Lond. Phil. Trans. 1856, p. 261 ff. 
98) B. de Saint- Vellant, J. de math. (2) 8 (1863), p. 257. 
99) F. E. Neumann, Vorlesungen iiber die TheOl'ie der Elastizitiit p. 164; 

G. Kirc7lhott~ Mechanik p. 389; lV. Voigt, Ann. Phys. Chern. 16 (1882), p. 275; 
B.IVIinnigerode, Witt. Nacbr. 1884, p. 195, 374, 488. 



46 IV 14. )Jf. Abraham. Geometrische Grundbegriffe. 

zwischen zwei Tensortri peln vertdiglich sind, und gelangt zu dem 
Resultate 100), dass in die hier moglichen Gruppen sich die Gruppen 
der krystallographischen Symmetrie als Untergruppen einordnen, wie 
es das Grundgesetz der Krystallphysik (s. Nr. 21 d. Art.) verlangt. 
In isotropen Korpern kann das elastische Potential (51) nm von den 
beiden primitiven Invarianten erst en und zweiten Grades (30) des 
Tensorensystems abhangen, daher reduzieren sich hier die Konstanten 
auf zwei. Werden indessen auch Glieder dritten Grades im elastischen 
Potential isotroper Korper berucksichtigt 101), so ist die dritte del' 
Invarianten (30) mit heranzuziehen. 

b) Wechselwir7cungen eines Skalarfeldes tmd eines Tensorfeldes treten 
auf, wenn durch Temperaturerhohung Spannungen hervorgerufen werden. 
Die Symmetrie dieses Vorgangs ist die des Tensors; damus ergeben 
s~ch unmittelbar die in einem Krystalle moglichen Formen des fur 
das Tensorfeld charakteristischen Ellipsoids. Fur isotrope Korper 
degeneriert dasselbe in eine Kugel. 

c) Wechselwir7cttngen eines Veldorfeldes und eines Tensorfeldes sind 
im einfachsten Falle durch lineare Gleichungen zu formulieren. Die 
18 Koeffizienten derselben kann man durch Kombination von 3 geo
met1'ischen Grossen cla1'stellen, namlich clurch eine gerichtete Grosse 
dritter Ordnttng, deren 10 Komponenten sich bei Drehung des Koordi
natensystems wie die Verbindungen dritter Ordnung von Ve1.i;or
komponenten transformieren, einen Tensor, dessen Komponenten einer 
gewissen einschrankenden Bedingung unterworfen sind - man kann 
etwa die Summe del' ersten drei Komponenten des Tensors gleich 
null setzen - und einen Ve7ctor 91). Die polare oder axiale Art diesel" 
drei gerichteten Grossen ergiebt sich unmittelbar aus derjenigen des 
Vektors und Tensors, die in Wechselwirkung treten. Wenn durch 
Spannung elektrische Krafte, odeI' durch elektrische Krafte Span
llungen hervorgerufen werden, so hat man es mit Wechselwirkungen 
eines (axialen) Tensors und eines polaren Vektors zu thun, was bei 
del' Spezialisierullg . fur die verschiedenen Krystallsysteme 102) zu 
beachten ist. Hingegen tritt an Stelle des 'polm'en Vektors ein 
axialer, wenn im magnetischell Felde Spalluuugen hervorgerufell werden. 
Die ulllgekehrte Erscheillung, die Erregung magnetischer Krafte durch 

100) H. Amn, Ann. Phys. Chern. 20 (1883), p. 272; C. Somigliana, Rom. 
Acc. Linc. (5) 3 (1894), p. 238 und (5) 4 (1895), p. 25. 

101) W. Voigt, Ann. Phys. Chem. 52 (1894), p. 536; Wien. Ber. 103 (1894), 
p. 1069; J. Finger, Wien. Ber. 103 (1894), p. 163, 231, 1073. 

102) W. Voigt, Gott. Abh. 1890. 
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Spannungen, ist bisher nicht beobachtet worden, obwohl sie, nach del' 
Symmetrie, in gewissen Krystallen moglich ware 103). 

Genauere Ausffihrungen fiber die hier angedeuteten Beziehungen 
zwischen den verschiedenen Zustandsgrossen del' Mechanik und Physik 
finden sich in den betreffenden Artikeln von Band IV und V. Riel' 
handelte es sich nul' urn eine allgemeine Ubersicht, welche die 
geometrischen Grundbegriffe hervortreten liess. 

103) W. Voigt, Gott. Nachr. 1901, Heft 1. 

(Abgeschlossen im Febl'ual' 1901.) 
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IV 15. HYDRODYNAMIK: 
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6. Die erst en Untersuchungen iiber Flilssigkeitsbewegung. 
'i. Kinematik der Fliissigkeiten. 
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10. Die Druckgleichung. Ausfluss von Fliissigkeiten. (Die vena contracta.) 
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Liste der gewiihlten Bezeichnungen (auch flir IV, 16 giiltig). 

Druck in einem Punktc. 
Dichte. 

X, Y, Z aussere Kraft. 
V Potential der iiusscren Kraft. 
g Beschleunigung durch die Sehwere. 

u, v, w Geschwindigkeitskomponenten ciner Fliissigkeit. 
q Resultierende Geschwindigkeit einer Fliissigkcit. 
li . 0 0 0 0 
lit OperatlOnssymbol = ot + u ox + v oy +w oz' 

a, b, c, f, g, h Komponenten der Deformationsgeschwindigkeit ~rates of strain). 

@ ot~ + ov + ow. ox oy oz 
~, 7j, ~ Komponenten der Drchgeschwindigkeit (spin). 

rp 
Resultierende Drchgeschwindigkeit (spin). 
Geschwindigkeitspotential. 
Kinematischer Reibungskoeffizient. 

02 02 02 
Laplace'scher Operator = 01£2 + oy' + oz' . 
Stromfunktion. 

Bem . .AIs Einheiten werden in diesem und dem folgenden .Artikel C.-G.-S. 
Einheiten und Celsiusgrade benutzt. 

1. Der Begriff des Flussigkeitsdruckes. Der grundlegende Begriff 
in der Hydrodynamik ist der Begriff des Fliissigkeitsdruckes. .A1·chi
medes scheint zu seiner Einfiihrung in die Mechanik durch die all
gemeine Erfahrung veranlasst zu sein 1). Er stellte den Grundsatz 
auf 2), dass jeder Teil einer Fliissigkeit von anderen Teilen gedriickt 
wird, und henutzte die so erhaltene Vorstellung vom Fliissigkeits
druck zum Aufhau einer Theorie schwimmender Karper 3). Am Ende 
des 16. Jaru:hunderts belebte Stev£n 4) das Studium der Hydrostatik 
von neuem. Er wandte die Grundsatze des A1'chimedes an, um den 
Druck auf den Boden und auf die Wande eines mit Flilssigkeit 
gefiillten Gefiisses zu bestimmell. Bis dahin hestand zwischen der 

1) Nach Lagrange, Mec. an. 1, p. 167. 
2) R. S. Heath, The Works of Archimedes, Cambridge 1897; E. Heiberg, 

.Arehimeclis Opera omnia., Leipzig 1880, 1881. A1'chimedes schrieb ein Bueh 
1tEQ~ 0XOV/LEVroV, welches nur in einer lateinisehen Ubersetzung unter dem Titel 
"de iis quae in humido vehuntur" erhalten ist. 

3) Von Lagrange, Mec. an. 1, p. 168 als "une thCorie de Ill. stabilite des 
corps fiottants, it laquelle les modernes ont peu ajoute" bezeiehnet. 

4) Simon Slevin, Dc Beghinselcn des "\Vaterwichts, Leyden 1586; franzo
sisehe Ubersetzung in S. Ste~·in, Oeuvres mathematiques, Leyden 1634. 
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Hydrostatik und del' allgemeinen Statik keine Verbindung. Galilei 5) 
suchte die Methoden del' allgemeinen Statik auf das Gleichgewicht 
del' Fliissigkeiten mit Hiilfe des Prinzips del' virtuellen Verriickungen 
anzuwenden. Dasselbe Prinzip wurde mit Erfolg von Pascal 6) und 
spateI' , in grosserer Allgemeinheit, von Lagrange 7) angewandt. Das 
Problem, die Hydrostatik mit del' allgemeinen Statik zu verbinden, 
wurde von Newton 8) dadurch grundsatzlich erledigt, dass er be
merkte, dass jeder in Ruhe befindliche Fllissigkeitsteil, del' durch irgend 
einen andel'll Korper von derselben Gestalt und Dichte ersetzt wird, 
in Ruhe bleibt. Insbesondere kann del' Korper, durch welchen del' 
Fllissigkeitsteil ersetzt wird, ei~ starrer sein. Bis zu dem Erscheinen 
von Euler's Abhandlung 9) aus dem Jahre 1755 stellte man sich den 
Druck, del' auf einen Fllissigkeitsteil wirkt, allgemein als das Gewicht 
einer auf ihm lastenden Fllissigkeitssaule VOl', und nahm stillschweigend 
an, dass del' Druck in allen Richtungen um einen Punkt herum der
selbe sei. Euler flihrte eine allgemeinere Aufi'assung, wie folgt, ein: 
Man bezeichne die Fliissigkeit auf del' einen Seite einer Oberfiache mit Fl 
und die Fllissigkeit (oder einen andel'll Korper) auf del' andel'll Seite 
del' Oberfiache mit F 2 ; die Teilchen von F 1 , die in unmittelbarer 
Berlihrung mit del' Oberfl.ache stehen, liben Krafte auf die benach
barten Teilchen von F2 aus; man kann diese Krafte so ansehen, 
als ob sie aus infinitesimalen Normaldrucken vom Typus pdS, ge
nommen libel' jedes Oberfl.achenelement cZ S, zusammengesetzt seien. 
Euler nahm p unabhangig von del' Orientierung von dS an und 
erhielt daraufhin die allgemeinen Gleichungen fur das Gleichgewicht 
einer unter Einwirkung irgendwelcher Krafte stehenden Flussigkeit 
durch Anwendung des oben erwahnten Newton'schen Prinzips. Die 
Grosse p ist del' "Dru~k in einem Punkte". In dem Werke von La
grange 7) wurde del' Fllissigkeitsdruck in einem Punkte einer inkom
pressiblen Fliissigkeit als del' Multiplikator eingeflihrt, welchel' in del' 
Gleichung der virtuellen Verrlickungen auf tritt, wenn die Variationen 
del' Koordinaten del' Inkompressibilitatsbedingung unterworfen sind. 
Flir eine kompressible Flitssigkeit wurde del' Druck weniger prlizis 

5) Galileo Galilei, Discorso intorno aIle cose che stanno su l'acqua, 0 che 
in quella si muovono, Firenze 1612; G. Galilei, Opere 12, Firenze 1854. 

6) Blaise Pascal, Traite de l' equilibre des lirlueurs, Paris 1663; Oeun-es 
de Pascal 4, Paris 1819. 

7) :Mec. an. 1, p. li3-206. 
8) Principia, Lib. 2, Prop. 20, Cor. 4. Das Resultat wire! oft als "das 

Archimee!ische Prinzip" angefuhrt; vgl. Fussn. 21. 
9) Berlin, Hist. de l'Acae!. 11 (1755). 

4* 
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durch die Einfuhrung eines beirn Zusammendrucken auftretenden 
elastischen Widerstandes definiert. In beiden Fallen leitete sich die 
in allen Richtungen herrschende Gleichheit des Druckes aus den von 
Lagrange angenommenen Prinzipien abo Cauchy 10) erkannte, dass der 
Fliissigkeitsdruck ein spezieller Fall des allgemeinern Begriffs eines 
innern Spannungszustandes (stress) 11) in einem mechanischen System 
ist, und zeigte, dass eine immer normal gegen das OberfHichen
element wirkende Spannung notwendigerweise in allen Richtungen 
urn einen Punkt herum dieselbe ist. 

In del' "rationellen" Mechanik der Fliissigkeiten nimrnt man von 
einer Fliissigkeit an, dass sie einen Raumteil kontinuierlich ausfiille, 
und definiert sie als ein mechanisches System, fur welches in der 
Ruhelage die Spannung iiberall ein rein normaler Druck ist. Man 
nennt eine Fliissigkeit "ideal", wenn man einen rein normalen Druck 
erhiilt, einerlei ob die Fli.tssigkeit sich in Ruhe oder Bewegung befindet. 
Eine nicht ideale Fliissigkeit heisst zah. 

2. Die Gleichgewichtsbedingungen 12). Die Gleichgewichts
bedingungen einer unter Einwirkung irgend welcher Krafte stehen
den Flussigkeit besagen, dass der in irgend einer geschlossenen Ober
flache 13) befindliche Fliissigkeitsteil genau so im Gleichgewicht ist, 
wie ein starrer Karpel', auf den die ausseren Krafte 14) und die iiber die 
Oberflache hin verteilten Drucke wirken. Sind X, Y, Z die ausseren 
Krafte, bezogen auf die Masseneinheit und parallel zu festgewahlten, 
rechtwinkeligen Koordinatenaxen, und bezeichnet (! die Dichte in einem 
Punkte (x, y, z), so lauten die Gleichungen 

(!X=~P, (!y=~P, (!Z=~p. 
uX uy uZ 

Es folgt, dass (! (X dx + Y dy + Z dz) das vollstandige DifferentiaP5) 
einer einwertigen Funktion von x, y, z ist, und dass also die Fliis-

10) Exercices de mathematiques 2, Paris 1827, p. 23 und 54. Oeuvres 
(2) 7, p. 37-39. 

11) Siehe IV 14, Nr. 19. 
12) El~ler (Fussnote 9). Siehe auch Poisson, Traite de mecanique 2, Paris 

1833, p. 17; Kirchhoff, Mechanik, p. 126. 
13) G1·eenhill, Ency. Brit., leitet die Gleichungen aus diesem Prinzip mit 

Hiilfe des (heen'schen Satzes ab (II A 2, Nr. 46). 
14) Die iiusseren K1·ufte sind diejenigen, welche von den Teilchen ausser

halb der OberfHiche, die mit letzterer nicht in unmittelbarer Beriibrung sind, 
auf die Teilchen innerhalb der Oberflache ansgeiibt werden. 

15) Dies war d'Alembert bekallnt, Essai ... de la resistance des fluides, 
Paris 1752. 
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sigkeit sich nur in Gleichgewicht befinden kann, wenn X, Y, Z die 
Bedingung 

X (OY _ OZ) + Y (OZ _ OX) + Z (OX _ OY) = 0 
OZ oy ox OZ oy ox 

erfiillen. Dieses zeigt, dass es moglich sein muss, die Kraftlinien durch 
ein System von OberHiichen 16) orthogonal zu schneiden. Es sind dies 
die Flachen konstanten Druckes. 1st das Kraftfeld konservativ lmd 
die Dichte veriinderlich, so ist Gleichgewicht nul' moglich, wenn del' 
Druck peine einwertige Funktion del' Dichte "ist. Umgekehrt kann 
eine elastische Fliissigkeit, in welchel' p proportional mit (I, odeI' eine 
Funktion von (I ist, nul' im Gleichgewicht sein, wenn das Kraftfelcl 
konservativ ist. Fur eine homogene, inkompressible FlUssigkeit, clie 
unter Einwirkung von konservativen, aus einem Potential V ab
geleiteten Kriiften steht, konnen die Gleichgewichtsgleichungen in 

del' Form E. = V + const. 17) integriert werden. Fur eine elastische 
(! 

Flussigkeit ist die entsprechencle Form J d: = V + const. Das auf-

tretende Integral ist in del' Flussigkeit auf irgencl einem Wege von 
einem festen Punkte zu clem Punkte, in welchem p benutzt werden 
soIl, zu erstrecken. 

3. Eine ruhende, inkompressible Fliissigkeit unter Einwirkung 
der Schwere 18). In einer ruhenden homogenen Flussigkeit, die unter 
Einwirkung del' Schweresteht, sind die Fliichen konstanten Druckes 
Horizontalebenen. Del' Druck in einer Tiefe z unter del' freien Ober
Hache ist g(lz, wo g die Beschleunigung del' Schwere bedeutet. Del' 
Druck del' Flussigkeit auf irgend ein Stuck einer Oberfiache kann in Ver
tikal- und Horizontaldruck zedegt werden. Del' nach unten gerichtete 

Vertikaldruck ist dUl'ch das Integral g"ffnzdS, genommen uber 

das Oberfiachenstuck, geg~ben; n ist del' Cosinus des Winkels, den 
die von del' Flussigkeit weggezogene Obel'Hiichennormale mit del' 
nach unten gerichteten Vertikalen bildet. Diesel' Ausdruck ist dem 
Gewichte einer FHtssigkeitssaule gleich, die auf dem Obel'fiiichenstiick 

16) Die ersten Spuren dieses Resultates finden sich in HttYfJens, Dissertatio 
de causa gravitatis, Opera reliqua 2, Amsterdam 1728 j wegen des Resultates 
selbeI' vgl. IV 14, Nr. 9. 

17) Dass die freie OberfHiche eine Niveauflache ist, wurde von Clairaut 
bewiesen, Theorie de 1a figure de la terre, Paris 1743. 

18) Poisson, Traite de Mecanique 2, p. 565 if. j Ki1'clllwff, Mechanik, 
p. 133, 134. Einzelheiten, die spezielle Faile betreifen, sind in Greenhill, 
Hydrostatics, Ch. 1, 2 gegeben. 
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steht und bis zur freien OberfHiche 19) emporreicht, vorausgesetzt, dass 
n flir das OberfUichenstiick positiv ist. Der Druck parallel einer 
gegebenen Horizontalen ist gleich einer Einzelkraft, die durch das 

libel' das Oberflachenstiick genommene Integral gQ.[flzdS gegeben 

ist; list del' Cosinus desjenigen Winkels, den die von del' Flussig
keit weggezogene Oberfiachennormale mit del' gegebenen Geraden 
bildet. Diese Horizontalkomponente ist, was Grosse und 'Virkungs
richtung anbelangt, mit dem resultierenden Druck auf die Projektion 
des Oberfiachenstiicks auf eine Ebene, die rechtwinkelig zu del' ge
gebenen Geraden steM, identisch. Del' resultierende Druck auf eine 
in irgend einer Stellung gegebene ebene Flache geht durch einen be
stimmten Punkt del' Flache, das sogenannte Druc7ccentrum derselben. 
Wenn wir die Gerade, in welcher die ebene Flache die freie Ober
flache schneidet, zur x-Axe wahlen und die v-Axe dazu senkrecht auf 
del' Ebene ziehen, haben wir die Koordinaten X, y des Druckcentrums 
durch die Gleichungen 

x.r[ydxdy - f[x'ydxdy, 

yffydxdy = ffy 2 dxdy 
gegeben, wo die Integrale, die rechter Hand gewisse Tragheitsinte
grale 20) sind, ii.ber die ebene Fliiche genommen werden. Del' mitt
lere Druck auf eine Flache ist gleich dem Druck in ihrem Schwerpunkte. 

4. Schwimmende Korper. vVeun man einen festen Karpel' 
ganz oder teilweise in eine homogene Flii.ssigkeit, die unter del' Ein
wirkung del' Schwere steht, eintaucht, so ist del' Druck in jedem 
Punkte del' Karperobel'fiache gleich einem Drucke, del' sich ergiebt, 
wenn das von dem Karpel' eingenommene V olumen mit Flussigkeit 
von del' Dichte del' umgebenden Flussigkeit ausgefullt Wild. Del' 
Gesamtdruck del' Flussigkeit gegen den Karpel' ist mit einer Einzel
kraft, del' sogenannten "Auftriebskraft", gleichbedeutend. Diese ist 
gleich dem Gewichte del' verchangten Flussigkeit und wirkt durch 
den Schwerpunkt C des eingetauchten Volumens aufwarts 21). Del' Punkt 
C heisst das Auftriebscentrul11. Wenn del' Karpel' frei schwimmt, so 
ist die Auftriebskraft gleich dem Gewichte VV des Karpel's. Die 
Vertikale durch das Auftriebscentrum geM dann durch den Schwer
punkt G des Karpel's. Die freie OberfHiche del' Flussigkeit schneidet 

19) S. Stevin, Fussn. 4; Poisson, Fussn. 18. 
20) Siehe IV 3. 
21) Dieses Resultat ist als das "Archimedische Prinzip" bekannt. 
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von dem Korper ein Volumen V' = W abo Jede Ebene, die von dem 
g(! 

Korper das Volumen V' abschneidet, ist eine "Schwimmebeneu , die 
Enveloppe dm'_ verschiedenen Schwimmebenen heisst die "Schwimm
oberflache". Diese Oberflache beruhrt jede Schwimmebene in einel1l 
Punkte F, welcher del' Schwerpunkt des im Korper von del' Schwiml1l
ebene gebildeten Schnittes ist. Die Schwil1lmoberflache ist also del' 
Ort des Punktes F. Del' Ort von 0 fiir verschiedene Lagen von F. 
ist eine OberfHiche, welche "Auftriebsflache" odeI' Flache 0 genannt 
werden kann. Die Tangentialebenen an diese FIachen fur C und F 
in korrespondiel'enden Punkten sind parallel. Die durch F gehenden 
Haupttragheitsaxen des im Korper von del' Sehwimmebene gebildeten 
Schliittes sind den durch Q gehenden Tangenten an die Hauptkriim
riiungslinien del' FHiche C parallel. Die Hauptkriil1lmungsradien diesel' 

Oberflache sind ¢, und ~" wo J 1 und J2 die Haupttragheitsmol1lente 

des im Korper durch dieSchwimmebene gebildeten Schnittes sind. 
Die entsprechenden Kriiml1lungsl1littelpunkte Ml und M2 heissen "Meta
centren" 22). Die Gleichgewichtslagen eines schwimmenden Korpel's 
werden bestimmt, indem man von G Normalen zu del' Flache 0 zieht. 
Die Theorie des Gleichgewichts und del' Stabilitat schwimmendel' 
Korper ist dann identisch mit del' TheOl'ie des Gleichgewichts und 
Stabilitat eines auf einer Hol'izontalebene ruhenden Hi.tlfskol'pers, dessen 
Oberflache die FUiche C und dessen Massenmittelpunkt del' Punkt Gist. 
Fur die Gleichgewichtslage des Korpers bezeichne M eins del' beiden . 
Metacentren und J das entspl'echende Tl'agheitsmoment. Wird dann del' 
Korper Ul1l die entsprechencle Tragheitsaxe durch F um den kleinen 
Winkel iT gedreht, so ist die potentielle Energie des Systems nach diesel' 
Lagenanderung urn % W· G M· iT2 vermehrt odel' vermindel't, je nach-

dem M oberha1b odeI' unterhalb von G liegt, d. h. je nachdem ;, ~ GO 

ist. Das Kraftepaar W· G M· iT, welches durch die Auftriebskraft und 
das Gewicht des Korpers gebildet wird, strebt im ersteren Falle den 
Rorper aufzurichten, im letzteren ihn umzustiirzen 23). Fur stabiles 

22) Die Geometrie schwimmender Rorper, insofem sie auf' den FUehen C 
und F beruht, verdankt man C. D1~pin, Applications de Geometrie et de MtSeha-

nique ii, la Marine, Paris 1822. Die Formel ~l:, fiir den Krtimmungsradius des 

Ortes fiir F wurde von E. Lee/ert gegeben, Mess. of math. (2) 1 (1872). Diese 
Formel ist von E. Guyon, TheOl'ie du Navire, Paris 1887, 2. Auf!. 1894, verall
gemeinert worden. Die Geshtlten del' OberfHichen C uml F werden in einer An
zahl spezieller FaIle von A. G. Greenhill, Hydrostatics, Ch. 5 diskutiert. 

23) C. Dupin (Fussn. 22) hat die Bedingungen del' Stabilitat untersucht, 
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Gleichgewicht milssen beide :Metacentren liber G liegen; die Hohen 
von Ml und JJt12 tiber G sind die "metacentrischen Hohen". Fallen 
zwei Haupttragheitsaxen des schwimmenden Korpers in F mit den 
Tragheitsaxen des im Karper von del' Schwimmebene gebildeten 
Schnittes zusammen, so sind die Perioden del' Schwingungen gleich 

denen einfacher Pen del von den Langen ~" und ~/. KiJ K2 sind ,I, fl2 

dabei die Haupttragheitsradien des Korpers fill' die horizontalen Trag
heitsaxen durch F; hiJ h2 sind die entsprechenden metacentrischen 
Hohen. Die 'l'ragheit del' Fliissigkeit ist bei diesem Ansatz ver
nachlassigt. 

5. Luftdruck. Die Thatsache, dass Luft eme Fliissigkeit ist, 
die auf andere Korper durch Druck wirkt, scheint zuerst von Torricelli 
und Otto von Gt~ericke 24) bemerkt worden zu sein. Die Beziehung 
zwischen dem Druck in einer Luftmasse und dem Volumen, das sie 
einnimmt, wurde zuerst von Boyle 25) untersucht. Wenn die Tempe
ratur konstant bleibt, sind Druck und Dichte eines Gases durch das 

Boyle'sche Gesetz J2. = const. mit einander verbunden. 1st die Tem-
Q 

peratur veranderlich und sind die Zustandsanderungen adiabatisch, 
so existiert eine andere Beziehung zwischen dem Druck und del' 

Dichte 26), namlich :r = const., wo r das Verhaltnis del' spezifischen 

Warme bei konstantem Druck zu del' spezifischen Warme bei kOll
stantem Volumen ist (fill' Luft ist r angenahert 1,408). Die Idee, 
dass die Abnahme del' BarometerhOhe beim Emporsteigen libel' die 
Erdoberflache zur Messung del' Berghohen benutzt werden konnte, 

indem er den Sinn dieses Kraftepaares betraehtete. Die Energiemethode wird 
auf das Problem von Thomson und Tait, Nat. Phil. 2, p. 320-324 angewandt. 
Systemat.isch entwickelte die TheOl'ie mit diesel' Methode E. Gltyou (Fussn. 22). 
Eline ausgedehnte Bibliographie findet sich in J. Pollard et A. Dudebont, Archi
tecture Nftvale, Paris 1890-1894. Die Bedingungen del' Stabilitlit schwimmen
del' Korper und von Fliissigkeiten, die mit einrtnder in Beriihrung stehen, sind 
vom Standpunkte des thermoclynamischen Potentials von P. Duhem., J. de math. 
(5) 1, 2, 3 (1895-1897) behanclelt worden. 

24) Siehe E. 1Ylach, Die Mechanik in ihrer Entwickelung, Leipzig 1883, ins 
Englische libersetzt unter clem Titel "The Science of Mechanics", London 1893. 

25) R. Boyle, Nova experimenta physico-mechanica de vi aiiris elastica, 
Oxford 1661. Englische Ubersetzung, Oxford 1662 und Works of Han. R. Boyle 
1, 3, London 1772. Dasselbe Gesetz wurde von E. JJ:fariotte, De la nature de 
l'air, Paris 16iU, Oeuvres de :Mariotte, La Haye 1740, gefunden. 

26) Poisson, 'l'raite de lIIecanique 2, p. 637 if. ; wegen del' Geschichte des 
llesultats siehe 1'. Duhcm, Hyclrodynamique, Elasticite, Acoustique, Paris 1891. 



5. Luftdruck. 6. Die ersten Untersuchungen uber Fliissigkeitsbewegung. 57 

verdankt man Pascal 27). Bei der Anwendung der aIIgemeinen hydro
statischen Gleichungen auf das Gleichgewicht der unter Einwirlmng 
der Schwere stehenden Atmosphare 28) konnen wir zunachst die Tem
peratur als konstant annehmen. Wir finden dann die Formel 

P = Po e-g~oza/po(z+a) , 

wo Po und ~o der Druck und die Dichte an der Erdoberflache, P der 
Druck in eirier Hohe z iiber der OberfHiche und a der Erdradius ist. 
Um Anderungen der Temperatur in Betracht zu ziehen, verlangen 
wir, dal'ls eine Beziehung zwischen Hohe und Temperatur gegeben 
ist. Infolge der langsamen Wiirmeleitung in der Luft kann die Be-

ziehung zwischen Druck und Dichte auch hier dem Gesetz : = const. 

folgen. Man bezeichnet diesen Zustand der Atmosphare als "konvec
tives Gleichgewicht" 29). Der Druck in der Hohe z ist dann durch 
die Gleichung 

y-l 

1- (p"')7 = )1-1 (10 gaz 
Po 'Y Po a+z 

gegeben. 

6. Die ersten Untersuchungen iiber Fliissigkeitsbewegung. Den 
Anstoss zum Studium der Fliissigkeitsbewegung gab die Beobachtung 
Torricelli's 30), dass ein Fliissigkeitsstrahl, der aus einem Geiass aus
fliesst, mit grosser Annahenmg bis zum Niveau der freien Oberflache 
emporsteigen kann. Um diesen Gegenstand weiter zu verfolgen, 
betrachtete Newton 31) den Ausfluss einer Fliissigkeit durch eine 
Offnung im Boden des Gefasses. Er beobachtete, dass sich der Strahl 
nach seinem Austritt zusammenzieht S2), bis die FHiche des engsten 
Querschnittes nahezu 1/ y2 der Fliiche der Offnung ist. Er fand 
ferner, indem er die Menge, die in einer bestimmten Zeit aus
fiiesst, mass, dass" die Geschwindigkeit in dem engsten ,Querschl1itt 
sehr nahe gleich derjenigen ist, die sich beim Herabfallen von der 
freien Oberfliiche ergeben wiirde. Bei der theoretischell Untersuchung 
llahm nun Newton an, dass die Fliissigkeitsteilchen, die einmal in einem 

27) Pesanteur de l'air, Paris 1663; Oeuvres de Pascal 4, Paris 1819. 
28) Poisson, Traite de Mecanique 2, p. 609 if.; Kirchhoff, Mechanik, p.127. 
29) Sir W. Thomson, Manch. Phil. Soc. Proc. (3) 2 (1862) = :ilfath. and Phys. 

Papers 3, Cambro 1890, p. 255; Greenhill, Hydrostatics, p. 314, 491. 
30) De motu gravium naturaliter accelerato, Firenze 1643. Citiert von 

Lagmnge, Mec. an. 2, p. 244; vgl. Rahllllann, Hydromechanik, p. 187. 
31) Principia, Lib. 2, Prop. 36. 
32) Principia, 2. Aufl. (1714). 
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horizontalell Querschllitte sich befinden, bei del' Bewegung stets einen 
horizontalen Querschnitt bilden. Es ist dies 'die "Annahme von den 
parallelen Querschnitten". Er fiihrte auch die "Kontinuitatsgleichung" 
ein, und zwar in del' Porm, dass die Geschwindigkeit in einem Quer
schnitt umgekehrt proportional mit seinem Flacheninhalt ist. Die 
Annahme del' parallelen Querschnitte zusammen mit del' Kontinuitats
gleichung fiihrte ihn zu dem Schlusse, dass, wenn das Gefass eine 
bestimmte Gestalt hat, sich die Pliissigkeitsteilchen ohne Widerstand 
bewegen konnen, und dass somit die Geschwindigkeit des StrahIs 
diejenige sein muss, welche durch das Torricelli'sche Theorem be
stimmt wird. Das Problem des Strahlausflusses (mit Zugrunde
Iegung del' Annahme del' parallelen Quel'schnitte) ist das eigentliche 
Hauptproblem del' iilteren Hydl'odynamik 3S), weit mehr als das Problem 
des Widerstandes, den eine Pliissigkeit auf einen sich in ihr he
wegenden Korper ausiibt. Ubrigens ist Ietzteres Problem auch schon 
von Newton 34) behandelt worden. In D. Bernoulli's Hydrodynamica 
wurde das Torricelli'sche Theorem durch Anwendung derselben ldeen 
erhalten, die HU'/jgens zu del' Theorie des Pendels 35) fiihrten und sich 
auf die Anderungen der Geschwindigkeit in einem zusammengesetzten 
Systeme beziehen. D' Alembert 15) scheint del' erste gewesen zu sein, 
del' die Bildung del' allgemeinen Bewegungsgleichungen in Angriff 
nahm. Die beiden Formen aber, in denen diese Gleichungen jetzt 
gegeben werden, verdankt man Euler 36). 

7. Kinematik der Flussigkeiten 37). Die Geschwindigkeit einer sich 
bewegenden Pliissigkeit. in einem Punkte ist ein Vektor (t~, v, tV), 
del' durch die Eigenschaft definiel't ist, dass die Integrale 

fff(HHlxdYdZ, fff(!vdxdydz, fJJQwdxdydz, 

genoml1len iiber das V olumen irgend einer in del' Fliissigkeit gezoge
nen Oberflache, die Kompone]lten del' Bewegungsgrosse 38) fiir die in 

33) Lagrange, Mee. an. 2, p. 243-249; vgl. Riihl1llann, Hydromeehanik, p.187. 
34) Principia, Lib. 2, Prop. 32-35. 
35) Siehe E. llIach, Mechanik, p. 383. 
36) Berlin, Bist. de l'Aead. 1755; Petersburg, Novi Comm.14 (1770). 
37) Die Kinematik del' Fliissigkeitsbewegung wurde von E. Beltrami in 

einer Reihe von AbhancUungen in Bo!. Mem. (3) 1, 2, 3, 5 (1871-1874) mono
graphisch behandelt. Siehe auch N. Joukowsky, Mosk. math. Samm!. 8 (1876). 

38) Maxwell, Electricity and :Magnetism 1, p. 11, 2. ed., Oxford 1881, defi
niert die Geschwindigkeit einer FHissigkeit in einem Punkte mit Hiilfe des 
"Flusses" durch eine Ebene, d. h. dureh die :i\Iasse, die in del' Zeiteinheit durch 
die FHicheneinheit einer dureh den Punkt gehenden Ebene hindurchfliesst. Die 
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der Oberflache eingesehlossene Fliissigkeit sind. Es kann dahel' 
(u, v, w) als die Gesehwindigkeit des "Teilehens" angesehen werden, 
welches zur Zeit t sieh in dem Punkte (x, y, z) befindet. Die Funk
tionen tt, v, w sind der gewohnlichen Annahme nach im allgemcinen 
stetige und differenzierbare Funktionen von x, y, z und t. Wenn sie 
von t unabhangig sind, heisst die Bewegung stat£onib·. 

Die Linien, die dureh das System del' Differentialgleichungen 

dx = ely = dz = dt 
U v w 

bestimmt sind, sind die Bahnen elm' Tei1chen. Die Linien, welehe 
durch die Gleiehungen 

fUr irgend einen festgehaltenen Wert von t bestimmt werden, sind 
die Strom1inien zur Zeit t, sie fallen fUr eine station are Bewegung 
mit den Bahnen del' Teilchen zusammen. 

Das Fliissigkeitsvolumen, das in dem Zeitteilchen el t dureh ein 
Oberfiaehenelement elB hindurehfliesst, ist (lu + mv + nw)clB elt, wo 
1, m, n die Riehtungseosinus der Normalen fiir das Element sind. 
Die sogenannte Kontinuitiitsg1eic7nmg driickt aus, dass del' Zuwaehs 
der Flitssigkeitsmasse in einer gesehlossenen Oberflaehe 13) gleich dem 
Betrage ist, in welehem Masse von del' Aussen- naeh der Innenseite 
vermoge der dureh die Oberflaehe stromenden Fliissigkeit hiniiber
geschafft wird. Man erhalt so die Gleiehung 39) 

(1) oQ + o(Qu) + o(Qv) + o(Qw) - 0 at ox oy oz - . 
Die Bedingung, dass eine Grosse {, die mit del' Fliissigkeit ver

bunden ist, zu allen Zeiten fiir dasselbe Teilehen denselben Wert 
hat, ist 

(2) 

Eine Funktion {(x, y, $, t), welche diesel' Bedingung geniigt, definiert 
eine Schar von Flaehen (= const., welche sieh so bewegen, dass 
sie stets von denselben Teilchen gebildet werden. Man wi I'd nUll 
bei del' mathcmatisehen Behandlung drei unabhiingige Scharen solcher 
Fliichell, die dureh Gleichungen del' Form 

Definition, welche von del' Bewegungsgrossc ausgeht, wurde cbenfalls ,,"on 
J1Iaxwell, Lond. Phil. Trans. 157 (1867), vorgeschlagenj ygl. O. Reynolds, Lond. 
Phil. Trans. (A) 186 (1895). 

39) Ezder, Petersburg, Novi Comm. 14 (1770). 
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f1 (x, y, iJ, t) = P, 
f2 (x, y, z, t) = Q, 
fs (x, y, z, t) = R 

dargestellt werden konnen, zu Grunde legen 40). Da die vVerte von 
P, Q, R fUr ein Teilchen konstant bleiben, konnen sie als Koordi
naten desselben benutzt werden4.0); zu diesen Koordinaten sind bei
spielsweise die Anfangskoordinaten XO, Yo, Zo del' Teilchen zu zahlen. 
Wenn man die Grossen P, Q, R, t als unabhangige Veramlerliche an 
Stelle del' x, y, z, t einfiihrt, und die Differentiation in Bezug auf die 
neuen Veranderlichen mit dem Symbole h bezeichnet, so bekommt 
man die Forme1 41) 

(j 0 0 0 0 
it = ot + tt ox + 'v oy + w oz· 

Die Kontinuitatsgleichung, in den neuen Veranderlichen ausgedriickt, 
nimmt die Form 42) an 

iJ 
iJt ((> J) = 0, 

unter J die Jacobi'sche Determinante 
iJx iJy iJz 
iJP iJP iJP 
iJx iJy iJz 
iJQ iJQ iJQ 
iJx iJy iJz 
iJR iJR 8R 

verstanden. 
Wenll fiir die Umgebung eines Teilchells die Dichte von del' Zeit 

unabhiingig ist, heisst die Fliissigkeit inkompressibel; wenn sie fiir aile 
Teilchen dieselbe ist, heisst die Fliissigkeit homogen. Die Kontinuitats
gleichung fiir eine il1kompressible Fliissigkeit nimmt clal1n die Form an 

(h~ + 0 v + ow = ° ox oy oz ' 
oder 

J = const. 

Die Relativbewegung del' Fliissigkeit4S) nahe eillem Punkte (x, y, $) 

40) M. J. 11[. Hill, Quart. J. of math. 17 (1881). 

41) Basset, Hydrodynamics, gebraucht fUr die hier mit :t bezeichnete 

Operation :t ' dagegen Lamb, Hydrodynamics, J;t' (In den deutschen Arbeiten 

wird fast durchg~ingig :t geschrieben.) 

42) Diese Gleichung wurde dem Wesen nach zuerst von JJJule/" (Fussn. 39) 
gegeben. 

43) B. de Saint- Vcnant, Paris C. R. 17 (1843), p. 1240; Stokes, Friction. 
Die entsprechende TheOl·ie fur die Deformation eines Kontinuums wurde von 
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wll'd dul'ch die Geschwindigkeitskomponenten in einem benachbarten 
Punkte (x + x', y + y', $ + $') l'elativ zu dem Teilchen in x, y, z be
stimmt. Diese Geschwindigkeitskomponenten sind in el'stel' Allniiherung 

lax' + hy'.+ gz' - ~y' + fJ,e' 

(3) hX' + by' + ftf - V + ~x' 
gx' + fy' + CZ' - fiX' + ;y', 

wo die Glieder von hoherer Ol'dnung als del' ersten vernachlassigt 
sind. Die Koeffizienten sind dabei durch folgende Gleichungen gegeben: 

ou b = OV ow 
a=ox' oy' c=oz' 

(4) 2f = ow + OV 2· o~t + ow 2h = OV + ou 
oy oz' g oz ox' ox oy' 

2; = ow _ OV 2 _ O~t _ ow 21' = OV _ ou. 
oy oz. ' 'I'} - OZ ox' b ox oy 

Diejenigen Glieder in (3), welche ;, 'I'}, ~ enthalten, stellEin eine 
Dl'ehbewegung 44) des klein en V olumenelements dar; dasselbe rotiert 
wie ein stal'rer Korper mit del' Winkelgeschwindigkeit (;, 'I'}, ~). Del' 
Vektor (; 'I'}~) soIl die "Drehgeschwindigkeit" (spin 45)) heissen. Die 
Grosse ;2 + 'l'}2 + ~2 ist gegeniiber orthogonaler Koordinatentransfor
mation invariant. Sie ist das Quadrat del' Drehgeschwindigkeit. Wenn 
ein kleines kugelformiges Element del' Fliissigkeit del' Wirkung del' 
ubrigen Flussigkeit entzogen und starr gemacht werden konnte, so 
wurde· es mit del' Winkelgeschwindigkeit (;, fI, ~) 46) rotieren. 

Eine Flussigkeitsbewegung, bei del' ;, fI, ~ nicht verschwinden, 
heisst eine "Wirbelbewegung"; jeder Teil del' Flussigkeit, in welchem 
irgend eine del' Gl'ossen ;, 'I'}, , von Null verschieden ist, heisst ein 
"Wirbel". Eine Bewegung, bei del' ;, 'I'}, ~ verschwinden, l1ennt 
man wirbelfl'ei; bei einel' solchel1 Bewegung existierb eine Funk
tion rp, welche die Eigenschaft hat, dass 

Cmwhy, Exel'cices de mathematiques 2, Paris 1827, p. 60 gegeben. Siehe IV 14, 
Nl'.12-18. 

44) E~tle1', Berlin, Hist. de l'Acad., 1755, p. 292, gab an, dass bei einer 
Rotationsbewegung um eine Axe u dx + v dy + wclz kein vollstandiges Diffe
rential ist. 

45) Del' Name "Molekularrotation", del' oft gebraucht wird, ist sehr schlecht 
gewl1hlt. Die Theorie hat gar keine Beziehung zu den Molekiilen. Del' Name 
"spin" wurde von TV. ](, Clifford, Elements of Dynamic, London 1878, ein
gefii.hrt. Beriicksichtigt man die Verschiedenheit zwischen polaren und axial ell 
Vektoren, so muss man den "spin" als axialen Vektor ansehen (IV 14). Del' "spin" 
ist del' halbe "curl" des Geschwindigkeitsvektors. 

46) Stokes, Friction, s. Papel'R 1, 11. 112. 
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o~ o~ o~ 
u = ox' v = oy' w = oz· 

Hier bezeichnet man gJ als das "Geschwindigkeitspotential" 47). 
Die ubrigen Glieder in (3), welche a, b, 0, f, g, h enthalten, drucken 

die Thatsache aus, dass das Volumenelement in einem kleinen Zeit
intervall 1: eine reine Deformation erleidet. Werden die Ausdehnungen 
und Gleitungen, die bei diesel' Deformation vorkommen, mit ex, ey, Ez , 

gyz, g"", gxy bezeichnet, so sind diese Grossen mit den Grossen a, b, c, 
f, g, h durch die Gleichungen 

a = lim .,;-1 Ex, 
",=0 

2f = lim r191/. 
"'=0 

verbunden. Das Tensortripel, welches a, b, 0, f, g, h als Komponenten 
hat, moge IIDeformationsgeschwindigkeit" (rate of strain) genannt 
werden. Die Grosse a + b + ° ist gegenuber orthogonalen Trans
formationen invariant; sie ist die IIGeschwindigkeit del' Dilatation", 
die das V olumenelement erleidet, und moge durch e bezeichnet sein. 

8. Bewegungsgleichungen 48). Die Bewegungsgleichungen einer 
unter Einwirkung ausserer Krafte sich bewegenden idealen Flussigkeit 
drucken folgende Bedingung aus: Del' in einer gegebenen Richtung 
erfolgende Zuwachs an Bewegungsgrosse, den eine in eine feste Ober
flache eingeschlossene Flussigkeit erf"ahl't, muss sich aus zwei anderen 
Bewegungsgrossen zusammensetzen. Die eine diesel' Bewegungsgrossen 
wird in jener Richtung von del' durch die Oberflache hindurch
stromenden Flussigkeit mitgefi.i.hrt, also von del' Aussenseite nach del' 
Inllenseite oder umgekehl't transportiert (je nach dem Sinn des Ge
schwindigkeitsvektol's). Die andere Bewegungsgrosse wird in jener 
Richtung durch die ausseren Kl'iifte und den auf die Oberflache 49) 

wirkenden Druck erzeugt. Ubrigens kann die ill Rede stehende Obe1'-

47) Helmholtz, Wirbelbewegung. In Lamb's Hydrodynamics 
- d~ =1£dx+vcly + wdz. 

Letztere Bezeichnung ist gewiihlt wegen der physilmlischen Bedeutung von cp; 
vgl. IV 16, Nr. 1 b. 

48} Die im Text zu Grunde gelegte Methode, die Bewegungsgleichungen aus 
der TheOl·ie der Bewegungsgrosse abzuleiten, winl jetzt allgemein angewandt, 
sie ist gleichbedeutend mit der von Euler gebrauchten (Fussn. 36). Die be
treffenden Gleichungen wurden von Lagrange, 1\:I:(;c. an. 2, p.250 aus dem Prinzip 
der kleinsten Wirkung abgeleitetj siebe auch Basset, Hydrodynamics 1, p. 32 
und Wien, Hydrodynamik, p. 47. 

49) Das hier gegebene Prinzip kunn auf jedes kontinuierliche mechanische 
System ungewuudt werden, vorausgesetzt, dass der "Druck auf die Oberfliiche" 
durch die "iiber die Oberlliiche verteilten Zugkriift.e" ersetzt wird. 
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£lache, was Lage und Gestalt anbelangt, beliebig III dem mit Flussig
keit el'fiillten Raume gewahlt sein 13). Die Gleichungen sind 

(1) 81t = X _ ~ op, 8v = y _ ~ ~P, 8w = Z _ ~ op , 
8t f! ox 8t f! oy tit Q OZ 

in denen die Glieder linker Hand ersichtlich die Beschleunigungs
komponenten des Teilchens repdisentiel'en, das sich zur Zeit t in dem 
Punkte (x, y, 13) befindet. Die Gleichungen konnen auch in folgell
del' Form geschrieben werden 

( ) 82X tix ti 2y 8y 8 2z tiz 
2 8t2 . 8P + Ttl . 8 P + ~ . tiP 

= X (~X + y !JL + z ~ _ ~ 8p 
OP tiP tiP f! tiP' 

wobei das Symbol 0 die Differentiation in bezug' auf die unabhangigen 
Veranderlichen P, Q, R, t bedeutet. 

Die Gleichungen (1) werden gewohnlich als die Euler'schen (j-Iei
chungen, die Gleichungen (2) als die Lagrange'schen Gleichungen 
bezeichnet 50). 

Die spezielle Bedingung, die an den begrenzenden Oberflachen gilt, 
hat eine rein kinematische Bedeutung; sie sagt aus, dass dort in del' 
Richtung del' Normalen keine Relativgeschwindigkeit del' Ober£lache 
und del' mit ihl' in Beruhrung sich befindenden Fliissigkeit statt
findet 51); folglich ist die Gleichung jeder solchen Ober£lache von del' 
Form ((x, y, 13, t) = 0, wo ( eine Lasung del' Gleichung (2) in Nl'. 7 
ist. An einer freien Ober£lache gilt die weitel'e Bedingung, dass 11 
verschwindet. An einer Oberfiiiche, elltlang deren die Flussigkeit mit 
einem zweiten Karpel' in Beruhrung ist, muss die N ormalkomponente 
del' Zugkraft fur eine Ebene, die del' Tangentialebene parallel ist uncI 
im klein en Abstande von derselben im Innern des zweiten Karpel'S 
liegt, bei vel'schwindendem Abstande in die Grenze - p iibel'gehen 52). 
1st indess del' zweite KOl'pel' eine FHtssigkeit, und die OberfHichen-

50) Beide Formen werden von Lagrange, Mec. an. 2 gebraucht. Die Glei
chungen (1) wurden von EttieI' im Jahre 1755 und die Gleichungen (2) auch 
von E1tlel' im Jahre 1770 (Fussn. 36) gegeben. Die Gleichungen (2) werden ge
wohnlich in del' Form geschrieben, die sich durch Ersetzung VOIl P, Q, R durch 
die .Anfangskoordinaten xo' Yo, Zo ergiebt. 

51) Wegen einer Diskussion clieses Theorems, besonders im Hinblick auf 
freie OberfHichen, siehe Sir lV. Thomson, Cambro and Dub!. :Jfath. J. il (1848), 
p.89 = JlIath. and Phys. Papers 1, Cambro 1882, p.8il. Poisson, 1'raite de Meca
nique 2, p. 681, hatte bereits auf die Schwierigkeitcn des Theorems auf'merk
sam gemacht. 

52) Dies ist die Bedingllllg fiir die "Stetigkeit del' Spaullullg". 
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spannung zwischen den beiden Fliissigkeiten T,53) SO ist del' Druck 
an del' Oberflache unstetig, indem er sich urn einen Betrag 
T(R-I + R'-I) andert, unter R und R' die Hauptkrummungsradien 
del' Ober£lache verstanden. 

9. Flussigkeit, die wie ein starrer Korper rotiert. Wenn die 
ausseren Krafte konservativ sind und die Flussigkeit mit del' gleich
formigen Winkelgeschwindigkeit ro urn die Axe z rotiert, so haben 
die Bewegungsgleichungen ein Integra1 54) 

V - f d: + ~ C0 2(X2 + y2) = const. 

Fur eine inkompressible Flussigkeit, die unter Einwirkung del' Schwere 
urn eine vertikale Axe rotiert, sind die Ober£lachen gleichen Druckes 
Rotationsparaboloide um die Axe; ihre Halbparameter haben die 
Lange gco- 2 und del' Druck in einem Punkte ist das P,rodukt von 
g (! in die Tiefe unter del' freiell Ober£lache 55). Fur eine del' eigenen 
Schwere unterworfene illkompressible Fliissigkeit, deren freie Ober-

. . x 2 y' Z2 • 
£lache die Form eines EllIpSOIds, a" + b" + c' = 1, besltzt, hat das 

Potential V in einem innern Punkte die Form 56) 
1 

V = const. - 2 (AX2 + By2 + C(2); 

die Gestalt des Ellipsoids und die entsprechende Winkelgeschwindig
keit sind dabei mit den A, B, C durch die Gleichungen 57) 

(1) 2 Aa' - Oc2 Bb 2 - Cc' 
co = --ae- = --b-2--

verknupft. Somit ist jedes Ellipsoid, welches del' Gleichung 

(A - B)a2b2 + Oc2 (a 2 - b2) = 0 (2) 

genugt, eine mogliche Gleichgewichtsfigur einer rotierenden, del' 
eigenen Schwere ullterworfenen Flussigkeit; man nellllt diese Ellip
soide die "Jacobi'schen Ellipsoide". Die Axe c muss dabei die kleinste 

53) Siehe den Artikel libel' Kapillaritiit in Bd. V. 
54) Euler (Fussn. 44). 
55) D. Bernoulli, Hydrodynamica, p. 246. Die Konkavitli,t del' freien Obe1'

ftLche wird erwahnt von Newton, Principia, Scholimn zu Definitio 8. 
56) II A 7 b, Nr. 15. 
57) Dies Resultat verdankt man Jacobi, Ann. Phys. Chem. 33 (1834) = 

Ges. Werke 2, Berlin 1882, p. ill; siehe auch J. Liouville, .I.ec. pol. 14 (1834) 
und Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 330. Die Beweguug wurde im Detail 
diskutiert von O. O. 11ieyer, .T. f. Math. 24 (1842), J. LioHville, J. de math. 16 
(1851) und G. H. Darwin, Lond. Roy. Soc. Proc. 41 (1886). 
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Axe sein. Wenn a = b ist, so wird das Ellipsoid ein Spharoid 
und die Winkelgeschwindigkeit ist mit del' Gestalt durch die GIei
chung 58) 
(3) 

verbunden, wo f2 = a2c- 2 - 1 und G die Gravitationskonstante ist. 
Jedes abgeplattete Spharoid ist eine mogliche GIeichgewichtsfigur del' 
rotierenden Fliissigkeit; wenn es nahezu kugelformig ist, wird 

15aro2 = 16:n:GQ(a - c). 

Jedem Werte von ro 2(2:n:GQ)-t, del' den Wert 0,2247 nicht iiber
schreitet, entsprechen zwei Werte von f; fiir grossere Werte diesel' 
Grosse hat die Gleichung (3) keine reellen Wurzeln. Die durch 
die Gleichung (3) bestimmte Gleichgewichtsfigur wird als das "Mac
laurin'sche Spharoid" bezeichnet. 

10. Die Druckgleichung. Ausfluss von Fliissigkeiten 59). Die 
Bewegungsgleichungen haben des weiteren ein angebbares Integral, 
wenn die ausseren Krafte konservativ sind und die Bewegung wirbel
frei ist. Del' Druck ist dann namlich durch die Gleichung 

(1) V -fdP - arp _ ~q2 = F(t) 
!! at 2 

gegeben, wo F(t) eine willkiirliche Funktion del' Zeit und q die 
resultierende Geschwindigkeit bezeichnet. Fiir eine il1kompressible 
Fliissigkeit, die sich unter dem Einfluss del' Schwere stational' bewegt, 
wird die Gleichung 

1 
P - gQri + 2" Qq2 = const., 

wobei die z-Axe vertikal nach unten angenommen ist; dieses ResuItat 
enthlilt das Torricelli'sche Theorem. Bei stationarer Bewegung unter 
Einwirkung konservativer Ki-afte gilt allgemein die GIeichung 

V-fd: - ~ q2= const. 

entlang jeder Stromlinie, wobei die Konstante rechts fiir verschiedene 
Stromlinien verschieden ist, wenn Wirbelbewegung vorliegt. 

58) Dieses Resultat verdankt man lIfacla1l1·inj siehe Thomson and Tait, 
N at. Phil. 2, p. 326. Die Bewegung wunle iill Detail von Laplace, Mecanique 
celeste 2, Paris 1799, dislmtiert. Wegen der Anwendung der Theorie auf die 
Gestalt der Erde siehe Bd. VI. Weitere Resultate betreffend Fliissigkeitsellip
so ide werden in IV 16, Nr. 4 gegeben. 

59) Lamb, Hydrodynamics, p.21-29. "Vegen des Ausflusses aus Offnungen 
siehe auch IV 17. 

Encyklop, d. math. 'Vissensch. IY 2. 5 
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Bei den Experimenten libel' den .Ausfluss von inkompressiblen 
Fliissigkeiten wird die mittlere Geschwindigkeit, genommen iiber einen 
durch den ausstromenden Strahl hindurchgefiihrten Schnitt, gemessen. 
Das Tort'icelli'sche Theorem wird dann nahezu bestatigt, sofel'll del' ge
wiihlte . Schnitt del' Schnitt des kleinsten Fliicheninhaltes ist, den man 
als die vena contracta bezeichnet. Es wurde von J. O. Borda 60) ge
zeigt, dass wenn hierbei del' Druck fiir alle Punkte del' Offnung gleich 
dem Gleichgewichtsdruck angenommen wird, del' Fliicheninhalt del' 
vena contracta gleich dem halben FIacheninhalt del' Offnung sein muss; 
abel' da del' Druck libel' die Offnung hin jedenfalls ein wenig kleiner 
als del' Gleichgewichtsdruck ist, so ist das Verhiiltnis ein wenig 
grosser als iJ':!,. Das in Rede stehende Verhiiltniss 7c heisst "Kon
tl'aktionskoeffizient"; die Erfahrung zeigt, dass k von del' Form del' 
.Ansatzrohre abhangt. Bei einer DruckhOhe h libel' dem Schwerpunkte 
del' Miindung ist die .Ausflussgeschwindigkeit IX 11(2 9 h); del' Koeffi
zient IX heisst ".Ausflusskoeffizient". Fiir eine einfache Offnung in 
einer ebenen Wand sind 7c und a nahezu 0,64 und 0,62; 61) wenn eine 
kleine Rohre in die Fllissigkeit hineinragt, ist k fast genau %. 

Man kann die Formel (1) auch auf ein Gas anwenden, das aus 
einem Gefass 62), in welchem del' Druck Po und die Dichte 1;>0 herrscht, 
in einen Raum, in welchem del' Druck PI ist, ausstromt. Es 'ist 
dann die Masse, welche in del' Zeiteinheit libel' die Flacheneinheit 
del' vena contracta hinliberfliesst, 

~. ...:. r+1 t 

C' ~ 1) Co 1;>0{ (::r - (::V } , 
wo Co die Schallgeschwindigkeit ill dem Gase von del' Dichte (10 ist. 
Dieses Resultat gilt nul', wenn 

y 

PI > {_2_}Y-l. 
Po 1'+1 

1st dies nicht del' Fall, so wil'd die Geschwindigkeit an einel' geeig
neten Stelle nahe del' Offnullg gleich del' Schallgeschwindigkeit, die 

60) Parif1, Hist. de l' Acad. 1766. Das Resultat wurde wieder entdeckt von 
G. O. Hanlon und weiter beleuchtet von Maxwell, Lond. Math. Soc. Proc. 3 
(1869). Wegen del' theoretischen Bestimmung del' Konkaktionskoeffizienten 
siehe IV 16, Nr. 1 f. 

61) Vgl. z. B. J. H. Cottel'ill, Applied Mechanics, 4. ed., London 1895, 
sowie Rmllmann, Hydromechanik. 

62) Lamb, Hydrodynamics, p. 28, wo die von B. de Sai,it- Venant und 
L. Wantzel, Hugoniot und O. Reynolds erhaltenen Result.ate abgekiirzt zusam
mengestellt sind. 
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del' Dichte des Gases an diesel' Stelle entspricht. Del' Schnitt durch 
den Strahl an dieser Stelle wird del' engste Schnitt und die Aus
flussgeschwindigkeit ist 

{ 2 }1-r+ 1 Co' 

11. Erhaltung der Energie. Sei S irgend eme fest gehaltene 
geschlossene Oberflache in einem mit l!'lussigkeit erfiillten Raume; 
die Energieanderung del' in S befindlichen Fliissigkeitsmenge wird 
durch die Gleichung 63) 

:tJJ!~ QQ2 dxdydz = fj' ! Qq2(lu + mv + nw)dS 

+ ffp(lu + mv + nw)dS + fffQ(Xu + Yv + Zw) dxdydz 

+ fffp@dxdydZ 

bestimmt, wo 1, 'in, n die Richtungscosinus del' innern Normale von 
S sind. Del' letzte Ausdruck, multipliziert mit dt, reprasentiert die 
infolge del' Ausdehnung del' l!'liissigkeit eintretende Arbeitsleistung des 
innern Druckes wahrend des Zeitteilchens dt. Wenn peine ein
wertige l!'unktion von Q ist, giebt diesel' Ausdruck den Betrag, urn 
welchen sich die potentielle Energie del' Kompression wahrend des
selben Zeitteilchens vermindert. Sind die iiusseren Krafte konservativ, 
so findet keillerlei Dissipation del' Energie statt. 

Der Satz, dass eine wirbelfreie Bewegung wirbelfrei bleibt, das 
Theorem, dass die Wirbel stets von denselben Teilchen gebildet werden, 
die Fortpflanzung del' Wellen von ungeanderter Gestalt ohne Hahen
abnahme, und das Ergebniss, dass del' Widerstand einer idealen Fliis
sigkeit gegen einen durch sie hin bewegten Karpel' einer blossen 
Abanc1erung del' Tragheit des Karpel's gleichkommt, aIle diese funda
mentalen Thatsachen sind eng mit dem Nichteintreten einer Dissi
pation del' Energie bei del' Bewegung del' idealen Flussigkeit ver
bunden 6,1). 

12. Der Begriff der Fliissigkeitsreibung. Die Idee, dass die 
l!'lussigkeitsbewegtmgen an andern Korpern vorbei, mit denen die 
l!'liissigkeiten in Beriihrung sind, durch Wirlnmgen von del' Natur del' 
Reibung gehemmt werden, entstalld aus folgenden Beobachtungen: 
1) dass die Geschwindigkeit eines Strahles, del' ein Gefass verlasst, 

63) Lamb, Hydrodynamics, p. 11. 
64) V gl. hieriiber das Niihere in IV 16. 
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etwas kleiner ausfiillt, als sie durch das T01"1"icelli'sche Theorem ge
geben wird; 2) dass die Geschwindigkeit von Wasser, welches in einer 
geneigten Rahre oder in einem Kanal herabfliesst, in verschiedenen 
Querschnitten nahezu dieselbe ist. 1m ersten FaIle wurde der Ver
lust an Geschwindigkeit dem Widerstande der Luft 6r,) zugeschrieben; 
in dem zweiten FaIle nahm man an, dass der beschleunigenden Wirkung 
der Schwere durch die Reibung an der Oberflache der RaIne oder dem 
Bette des Kanals das Gleichgewicht gehalten wiirde 66). Newton be
nutzte in seiner Theorie der Zirkulation del' inkompressiblen Fliissig
keiten den Begriff eines innern Widerstandes zwischen Fliissigkeits
schichten, die an einander vorbei gleiten, und nahm an, dass dieser 
Widerstand mit der relativen Geschwindigkeit proportional ist 67). Die 
ersten Versuche, beide Arten del' Reibung Bowohl in die Differen
tialgleichungen der Bewegung, welche in den Punkten des Fliissig
keitsinnern statthaben, als auch in die speziellen Bedingungen, welche 
an den Grenzen gelten, einzufiihren, wurden von Navier 68) und Poisson 69) 
gemacht. Ihre Gleichungen waren auf Betrachtungen iiber intermole
lmlare Wirkungen von demselben Charakter gegriindet, wie sie sie ZUlli 

Aufbau del' TheOl·ien fill' das Gleichgewicht elastischer Karpel' benutzt 
hatten 70). Es wurde von B. de Saint-Venant 4,3) angegeben, dass dieselben 
Gleichungen, jedenfalls fill' inkompressible Fliissigkeiten, ohne Betrach
tung der intermolekularen Wirkungen dadurch erhalten werden konnen, 
dass man in einer praziseren Form die von Newton eingefiihrte Hypo
these wieder aufnimmt. Nach dieser Ansicht wird die relative Ge
schwindigkeit des Gleitens fUr die beiden Richtungen y und z durch 

65) E. Mach, Mechanik, p. 378. Der im Text erwahnte Verlust an Ge
schwindigkeit bringt die Verschiedenheit zwischen dem Ausfiusskoeffizienten 
und dem Kontraktionskoeffizienten mit sich (s. Nr. 10). 

66) Bossut, TraitB tMorique et experimentale d'Hydrodynamique, Paris 
1786, driickte diese Idee klar aus. Sie wurde aber bereits von d'Alembeli, TraitB 
de l'equilibre et du mouvement des fiuides, Paris 1770 angedeutet und weniger 
scharf in seinem Essai . . . de la resistance des fluides, Paris 1752. Das Ge
schichtliche ist in Bahlmann, Hydromechanik, ausfiihrlich zusammengestellt. 
Stokes, Friction = Papers 1, p. 76, macht auf die Schwierigkeiten aufmerksam, 
welche sich bei dem Versuche einer rationellen Theorie des Strom ens von vVasser 
in einem geneigten Kanal einstellen. 

67) Principia, Lib. 2, Sect. 9. "Hypothesis. Resistentiam, quae oritUl" ex 
defectu lubricitatis partium fiuidi, caeteris paribus, proportionalem esse velo
citati, qua partes fluidi separantul" ab invicem.'( 

68) Paris, l\lem. de l'Acad. 6 (1827). 
69) J. ec. pol. 13 (1831). 
70) IV 21. 
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die Grosse 2f ausgedruckt71), und die Hypothese ist dann die, dass 
die Spannung in einem Punkte einer Flussigkeit aus zwei zusammen
gesetzen Spannungen besteht: 1) aus dem gleichformigen Drucke P und 
2) aus einer hinzutretenden Spannung folgender Art. Die Summe 
del' N ormalspannungen auf je drei zu einander rechtwinkelig stehende 
Ebenen verschwindet; die Tangentialkomponente del' Spannung, auf 
irgend eine Ebene, die als fj = const. genommen werden mag, in 
irgend einer Richtung - es sei die y-Richtung - ist gleich dem 
Produkte der entsprechenden relativen Geschwindigkeit des Gleitens, 
also 2f, in einen Koeffizientenp,. Aus dieser Hypothese folgt, dass 
die sechs Spannungskomponenten durch folgende Formeln 

2 
Pxx = - P - 1fP,@ + 2p,a., Pyz = Poy . 2f-£!, 

2 
(1) ?!I!I = -:- P - Iff-£@ + 2f-£b, Pox = Pxz = 2f-£g, 

2 
Pu=-P-Iff-£@+2f-£C, Pxy=pyx=2f-£h 

gegeben sind. Del' Koeffizient f-£ wird der Reibungskoeffizient genannt. 
Die Grosse Pxx + Pyy + PH ist invariant gegenuber orlhogonaler Ko
ordinatentransformation 72), ihr Wert ist - 3p. Stokes 73) zeigte, dass 
man auf dieselben Resultate auch bei del' Annahme kommt, dass in 
dem zusatzlichen Spannungssystem die sechs Spannungskomponenten 
lineare Funktionen del' Grossen a, b, c, f, g, h seien. Er bemel'kte in 
diesel' Hinsicht zunachst, dass, da Flussigkeitsbewegungen, bei denen 
sich die Fliissigkeit wie ein stal'rer Korpel' bewegt, keine innel'e 
Reibung hervon-ufen konnen, die fragliche Spannung von den ubrigen 

71) Der Beweis ruht darauf, dass 1) nach der Newton'sehen Hypothese die 
Abhangigkeit der Gesehwindigkeitskomponente v von der Koordinate z eine 
auf die Ebene z = const. ·wirkende tangentiale Spannung parallel der Axe y von 

dem Betrage /L ~; hervorruft, d. h. dass Pyz ein Glied II- ~: enthiilt, dass 

2) naeh einem allgemeinen Theorem iiber die Spannung dieses eine gleiche auf 
die Ebene y = eonst. wirkende tangentiale Spannung parallel der z-Axe in sich 
schliesst. Naeh Symmetrie muss dann die Spannungskomponente PliO das Glied 

010 
/L " enthalten. uy 

72) Basset, Hydrodynamics 2, p. 238. Vgl. IV 14, Nr. 14:. 
73) Stokes, Friction. Siehe auch Stokes, Report. Die Saehen sind etwa! 

andel's von W. Voigt, Kompendium d. theoret. Physik 1, Leipzig 1895, geOl'dnet, 
indem er zwei Reibungskoeffizienten benutztj es kommt dies auf eine andere 
Definition des Druckes P hinaus. 'Vegen der Diskussionen, zu denen die von 
B. Saint- Venant und Stokes vorgesehlagenen Bewegllngsgleiehungen Anlass gaben, 
siehe Ricks, Report (1881). 
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Komponenten der Relativbewegung allein und nicht von der Dreh
geschwindigkeit abhiingen kann. Er brachte sodann Molekularbetrach
tungen heran, urn die Linearitat dieser Beziehungen zwischen den 
zusatzlichen Spannungskomponenten und den Komponenten der De
formationsgeschwindigkeit zu stiitzen. Der Uberzeugendste Beweis zu 
Gunsten der angenommenen linem'en Beziehung liegt ohne Zweifel in 
der engen Ubereinstimmnng zwischen Resultaten, die ans ihr und 
exakten Beobachtungen abgeleitet sind 74). 

13. :Bewegungsgleichungen fUr zahe Fliissigkeiten. Man be
zeichne die Fliissigkeit auf einer Seite (der ersten Seite) einer Ober
flache mit P l und die Fliissigkeit oder einen andern Korper auf der 
andern Seite (der zweiten Seite) der OberfHiche mit F2 ; dann kann 
die Wirknng von F1 auf F2 als aus unendlich kleinen Zugkraften auf 
die Elemente d S der Oberflache zusammengesetzt angesehen werden; 
die Komponenten del' letzteren parallel zu den Axen sind 

(1) (lp",,,, + mp",y + np",.)dS, (lp",y + mpyy + np.y)dS, 
(lP.", + mp.y + nPzz)dS, 

wo 1, m, n die Richtungscosinus der auf dS errichtetell Normalen 
sind, die von del' zweiten Seite nach der ersten Seite gezogen wird. 
Der dnrch die Bewegungsgleichungen anszudrUckende Gedanke ist 
bereits in Nr. 8 angegeben. Die Gleichungen nehmen jetzt folgende 
Form an: 

(2) au = X + op",,,, + oP"'!! + oP", •. 
" at" ox oy 0&' 

setzen wir hier die Werte der p",,,, ... von N r. 12 ein, so erhalten wir 75) 

au = X_~op +~v oe +vAu 
at Q ox 3 ox ' 
av 1 op 1 oe 

(3) Tt = Y - ~ oy + a V oy + vAv, 

'hV=z_~op+~vo~e +vAw at Q oz 3 0& ' 

74) Besonders bei den Expel'imenten von J. L. M. Poiseuille, Paris, Mem. 
div. sav. 19 (1846), iiber das Stromen von FliiBsigkeiten durch Kapillarrohren, 
und bei den Experimenten, die von Stokes, Pendulums, diskutiert werden. Die 
letzteren konnen als entscbeidender Beweis fUr die Richtigkeit der Bewegungs
gleichungen bei kleinen Geschwindigkeiten angeseben werden. Die ersteren 
ermoglichen es, einen viel grosseren Bereich von Xnderungen del' Geschwindig
keit in Betracht zu ziehen, siehe O. Re!lnolds, Lond. Phil. Trans. 177 (1886), 
p. 165. 

75) B. de Saint- Venant (Fussn. 43); Stokes, Friction. 
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wo v fUr £... geschrieben ist. Die Grosse v heisst del' kinematischc 
f! 

Reibnngskoeffizicnt 76). Wenn die Geschwindigkeit geniigend klein ist, 
konnen angenaherte Bewegungsgleichungen dadurch erhalten werden, 

dass man :t durch :t ersetzt; die so erhaltenen Gleichungen heissen 

die Gleichungen del' "langsamen" Bewegung. 
An del' Grenze del' Fliissigkeit muss die durch Gleichung (2) 

Nr. 7 ausgedruckte kinematische Bedingung erfiHlt sein. An del' 
freien Oberfiache existiert ausserdem die spezieile Bedingung, dass die 
durch (1) gegebenen Zugkrafte fiir aile Elemente der Oberfiache ver
schwinden mussen. An einer Oberfiache, die zwei Fliissigkeiten trennt, 
sind die speziellen Bedingungen die, dass die drei Geschwindigkeits
komponenten und die drei Komponenten del' Zugkraft sich beim 
Uberschreiten der Oberfiache stetig aneinander schliessen. Entlang 
der Beruhrungsfiache del' Fliissigkeit mit einem festen Korper ist die 
Geschwindigkeit del' Flussigkeitsteilchen jeweils dieselbe, wie die Ge
schwindigkeit des angrenzenden TeiIchens des fest en Karpers 77). Die 
Richtigkeit dieser Bedingung scheint durch das unzweifelhafte Er
gebnis der Experimente bestatigt zu werden. Eine andere Bedingung 78), 

welche sich zunachst darbot, war die, dass ein.er endlichen Tangential
geschwindigkeit moglicherweise ein proportionaler Widerstand ent
gegenwirke. Diese fiihrte zu del' Formel 

(4) l'(lp""" + mpx~ + npxz) + ?n(lpyx + mpyy + npyz) 
+ n' (lpzx + mpzy + npz') 

= - {J {l' (u - u') + m: (v - v') + 'Ii (w - w') } , 
wo l', m', n' die Richtungscosinus einer beliebigen geraden Linie sind, 
die in del' Tangentialebene del' Oberfiache dnrch den in Betracht 
kommenden Punkte gezogen ist. Die Geschwindigkeit des festen 
Karpel'S an diesel' Stelle ist t/, v', w' ({J ist ein Reibungskoeffizient). 

76) Del' Wert von fl' fUr Wasser bei 0° ist 0,0178; er nimmt bei steigen
der Temperatur ab; siehe Helmholtz (Fussn. 92). Del' Wert von /L fUr Luft bei 
Atmospharendruck und 0° ist 0,00017; er ist nahezu unabhangig vom Druck und 
wachst Iangsam bei steigenderTemperatur; siehe ~JJ1axwell (Fussn.l02). Wegen del' 
Beobachtungsmethoden und experimentellen ResuItate siehe L. Graetz, Reibung, 
in A. Winkelmann's Handbuch del' Physik, Breslau 1891. Del' Umstand, dass 
bei gewohnlichen Flussigkeiten /L klein ist, ist fUr viele Untersuchungen wichtig. 

77) Diese Bedingung wurde versuchsweise von Stokes, Friction, eingefiihrt. 
Sie wurde als Resultat des direkten Experiments von J. BOllssinesq, Eaux cou
rantes, zu Grunde gelegt; in del' That wire! sie beispieIsweise durch die Experi
mente von Poiseuille (Fussn. 74) bestatigt, siehe Lamb, Hydrodynamics, p. 521. 

78) In den Abhandlungen von Naviel' und Poisson (Fussn. 68, 69). 
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14. Dissipation der Energie. AIle Bewegungen einer ziihen 
Fliissigkeit, mit alleiniger Ausnahme del' gleichformigen Ansdehnnng und 
del' bei einem starren Karpel' moglichen Bewegungen, geben zn Dissi
pation del' Energie Anlass 79). Sei S irgend eine festgehaltene Obe1'
fHiche in einem mit Fliissigkeit erfiillten Raume; die Gleichnng, welche 
die Energieandernngen del' FHtssigkeitsmenge J die in S sich befind!3t, 
beherrscht, ist 

(1) :tJ.l.f! Qq2 dx dy dz = Jf +Qq2(lt~ + mv + nw)(lS 

- fJ'{U(lPxx + mpxy + npxz) + v (lpyx + mpyy + npyz) 

+ w (lpzx + mpzy + np.,) } dS 

+ JffQ(Xt£+ Yv+Zw)dxdydz 

+ ffj~@(lXdYdZ - fff2FdXdydZ, 
wo l, m, n dieselbe Bedeutung wie in Nr. 11 haben, und 

1 F= - 3P,(H)2 + p,(a2 + b 2 + c2 + 2f2 + 2g2 + 2h2). 

Del' letzte Ausdruck rechter Hand in del' GIeichung (1) multipliziert 
mit dt repriisentiert den Betrag. des Energieverbrauchs wiihrend des 
Zeitteilchens dt; die Funktion F heisst die DissipationsfunktionBO). 
Die Gleichungen (1) in Nr.12 konnen daher auch in folgender Form 
geschrieben werden 

of of 
p + Pxx = Ba' 2pyz = ai' 

Formt man die Variation des Integrals Ilf -Fdxdydz durch die 

Methode del' Variationsrechnung in ein Oberfliichen- und ein Raum
integral urn, so wird del' Koeffizient von 8t£ in dem Raumintegral 

~ P, ~: + p,6.u, und dies ist derselbe Koeffizient, den 8t£ in dem 

Raumintegral erhalt, das dnrch Umformung del' Variation des In
tegrals 

79) Stokes, Pendulums, p. 58. 
80) Eingefiihrt von Lord Rayleigh (Hon. J. W. Strutt) , Land. l\Iath. Soc. 

Proc. ,1 (1873), p. 357 = Scientific Papers 1, Cambro 1899, p. 176. Uber die Frage, 
ob die dissipiert.e Energie in Warme verwandelt wird, siehe O. Reynolds, 
(Fussn. 38). 

81) D. Bobylew, Math. Ann. 6 (1873); A. R. Forsyth, :Mess. of math. (2) 9 
(1880). 
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fjf - { ~ !L@2 + 2!L(~2 + 'l}2 + ~2)} rlxdydz 81) 

entsteht. Dies Resultat kann zur Transformation del' Bewegungsglei
chungen in krummlinige Koordinaten benutzt werden 82). Wenn eine 
inkompressible Flussigkeit sich stational' unter Einwirkung von kon
servativen Kraften bewegt, sind die Gleichungen del' "langsamen Be
wegung" einfach die Bedingung dafiir, dass die erste Variation des 

Integrals fffFclxdyclz, genommen iiber das von del' Flussigkeit 

erfiillte Volumen, verschwindet, und es folgt zugleich, dass die Be
wegung durch die Randbedingungen eindeutig bestimmt ist 83). Ferner 
nimmt bei einer "langsamen Bewegung" der inkompressiblen Fliissig
keit, die sich unter Einwirkung konservativer Krafte bewegt und bei 
del' die Geschwindigkeiten an den Grenzen gegeben sind, die Schnellig
keit del' Dissipation del' Energie immerzu abo Es strebt so die Be
wegung auf einen bestimmten Zustand, den Zustand einer gewissen 
station[tren Bewegung, als Grenze hin; diesel' Zustand ist dann stabi1 84). 

In einer inkompressiblen Fliissigkeit, die in einem festen, geschlossenen 
Gefass sich befindet und unter Einwirkung von konservativen Kraften 
steht, ist eine stationare Bewegung, ob langsam oder nicht, un
moglich 8;;). 

15. Folgerungen aus den Bewegungsgleichungen. Die vVirkung 
selbst eines geringen Grades von Zahigkeit macht sich stark be
merkbar. Den Bewegungsgleichungen einer zahen, inkompressiblen 
FliIssigkeit geniigen allerdings die Geschwindigkeiten, welche einer 
wirbelfreien Bewegung einer idealen Fliissigkeit entsprechen, abel' 

. solche Bewegungen schliessen gewohnlich ein Gleiten an den Be
grenzungen ein, und dann sind sie im vorliegenden FaIle nicht mog-
lich. Bei jeder Bewegung einer zahen, inkompressiblen Fliissigkeit, 
die unter Einwirkung konservativer Krafte erfolgt, geniigen die KOlll
ponenten del' Drehgeschwindigkeit drei Gleichungen 86) del' folgenden Art 

~5 _ OU (]1t ?-z:: vb. 
~t - ~ ox + 'I) oy + ~ oz + ~, 

so dass sich die Wirbelbewegung etwa nach Art del' vVarmeleitung 

82) Siehe IV 14, Nr. 20 c. 
83) Hclmholtz, Heidelberg, nat.-mod. Verh. (5) 1868 = Wiss. Abh. 1, p.224. 
84) D. J. ]{ortewcg, Phil. Mag. (5) 16 (1883); (las Theorem wurde auf dis

sipative Systeme im allgemeinen von Lord Raylcigh, Phil. Mag. (5) 36 (1803), 
p. 354 ausgedehnt. 

85) ]1. i1[arglllcs, ,\Vien Bel'. 8,1 (1881). 
86) H. Lamb, lIIotion of fluids, p. 243. 
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durch die Flussigkeit hin ausbreitet 87). Wenn zu Anfang eine im 
lnnern der Flussigkeit wirbelfreie Bewegung erregt worden ware, 
wurde sich Wirbelbewegung von den Grenzen aus nach innen fort
pflanzen. Es sind Methoden fur die Erzeugung von Wirbelbewegung 
in wirklichen Flussigkeiten angegeben worden, welche zu einem experi
mentellen Studium solcher Bewegungen fuhren 88). 

Der Widerstand, den eine zahe Fliissigkeit der Bewegung eines 
festen Korpers entgegensetzt, ist nur in wenigen speziellen Fallen 
berechnet worden. Wenn sich eine Kugel l.angsam und stationar in 
einer unendlich ausgedehnten, inkompressiblen Flussigkeit bewegt 89), 

wird die Bewegung der Flussigkeit durch eine axiale Stromfunktion 90) 

t/J = ..!:.. U a2 (31. - ~) sin2 () 
4 a r 

gegeben, wo a der Radius der Kugel ist, U ihre Geschwindigkeit 
und r und 0 die Polarkoordinaten eines Punktes in der Flussigkeit, 
bezogen auf den Kugelmittelpunkt als Anfangspunkt und die Be
wegungsrichtung der Kugel als Polaraxe. Der Widerstand ist dabei 
eine Kraft von der Grosse 61t p, aU. Wenn die Kugel kleine Pendel
schwingungen 91 ) von der Periode 2,.; auf einer geraden Linie aus-

a 
fuhrt, so ist der Widerstand 

! m f (1 + .~(,;_) i!..l!. + ?Jiva (1 + V2-~) U} , 
~ \ aV2a dt aV2 aVa 

unter m die Masse der verdrangten Flussigkeit verstanden. Dies 
Resultat giebt fur den Fall einer in einer zahen Flussigkeit schwingen
den Pendelkugel sowohl die Korrektion fur die eft'ektive Tragheit, 
als auch die Dampfung der Schwingungen. Wenn eine Hohlkugel 
von dem innern Radius a, welche eine zahe inkompressible Flussig
keit einschliesst, kleine Drehschwingungen 92) von der Periode 2,.; zu 

a 
machen gezwungen ist, so rotiert die Flussigkeit auf der konzen-

87) Fur die Ausbreitung der Geschwindigkeit von einer Begrenzung aus 
siehe IV 16, Nr. 6b. 

88) Siehe IV 16, Fussn. 117. 
89) Stokes, Pendulums, p. 48-51, wo die Resultate auf die Bewegung 

einer Kugel in Lnft angewandt werden; 'gl. H. S. Allen, Phil. Mag. (5) 50 
(1900). Siebe anch Lamb, Hydrodynamics, p. 531. 

90) IV 14, Nr. 7 nnd IV 16, Nr. 1 g. 
91) Stokes, Pendulums, p. 23-25; O. E. Meyer, J. f. Math. 73 (1871); 

Lamb, Hydrodynamics, p. 568; O. E. Mcye)', J. f. Math. 75 (1873), tragt der 
KompressibiliHit der Luft Rechnung. 

92) Helmholtz und G. v. Pioirolfski, Wi en Ber. 40 (1860) = Helmholtz, Wiss. 
Abh. 1, p. 172; LamiJ, Hydrodynamics, p. 563. 
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trischen Kugelflii.che vom Radius r mit der Wil1kelgeschwindigkeit 
WtPl (hr) /1/11 (Ita), wo w die Winkelgeschwindigkeit der Hohlkugel zu 
. d' Z't 12 • / d () (- 1 d)k sin x 1rgen emer e1, It = HI v un tPk x = X dx X- ist. Der 

Widerstand wird durch ein Kraftepaar von der Grosse 

2 mvroh2 a2 1/12 (ha) / 1/11 (Ita) 

gegeben, unter m die Masse der eingeschlossenen Fliissigkeit ver
standen. Das Problem wird nur wenig komplizierter, wenn man ein 
Gleiten an den Grenzen annimmt, das der Bedingung (4) in Nr. 13 
unterworfen ist. Diese Resultate sind angewandt worden, um v und 
p aus den Beobachtungen der Bewegung einer Hohlkugel, welche 
eine inkompressible Fliissigkeit enthalt und sich infolge der Torsion 
eines Drahtes, an dem sie aufgehangt ist 92), hin und her dreht, zu 
berechnen. Jedoch scheint die Methode keiner grossen Genauigkeit 
fahig zu sein 93). 

Entsprechend den einfachen periodischen Wellen von kleiner 
Amplitude, welche sich entlang der horizontalen freien Oberflache 
einer ideal en, schweren Flussigkeit fortpflanzen konnen, existiert eine 
angeniiherte Losung 94) der Gleichungen fiir langsame Bewegung im 
FaIle einer nur wenig zahen Fliissigkeit von unendlicher Tiefe. Die 
betrefl'ende Bewegung ist durch ein Geschwindigkeitspotential der 
Form 

cp = Ae-2,'k2t+ky+i(kx± at) 

gegeben, wo die Axe y vertikal nach unten von der freien Oberflache 

aus gezogen ist. 2t ist die Wellenlange und : die Geschwindig

keit der entsprechenden Wellen fur die ideale Fliissigkeit. 

16. Laminarbewegung. Die Bewegungsgleichungen fur eine zahe 
Flussigkeit sind auf das Problem des Fliessens einer inkompressiblen 
Fliissigkeit in geneigten Rohren oder Kanalen von gleichfOrmigem 
Querschnitt angewandt worden 95). Wir wahlen a als die Neigung 

93) W. C. D. Whetham, Lond. Phil. Trans. (A) 181 (1890). 
!)4) Stokes, Pendulums, p. 60-61; Lamb, Hydrodynamics, p.547. Wegen 

,leI" 'Vellenbewegung idealer Fliissigkeiten siehe IV 16, Nr. 5; wegen weiterer 
Hesultate, die Losungen der Bewegungsgleichungen von zahen Fliissigkeiten ue
treffend, siehe IV 16, Nr. 6. 

95) Stokes, Friction = Papers 1, p. 105; J. BOllssillesq, J. de math. (2) 13 
(1868), und Eaux courantes. Mit der LORung der Gleichung (2) fiir u be
schiiftigt sich auch L. Gratz, Z. f. Math. u. Phys.25 (1880), sowie A. G. Greenhill, 
Lond. Math. Soc. Proc. 13 (1881). Das Problem ist mathematisch identisch mit 
dem der Bewegung einer reibungslosen, inkompressiblen Fliissigkeit in einem 
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del' Rohre, die x-Axe in derVerbindungslinie del' Schwerpunkte del' 
NormaIschnitte und die Ebene (x, y) vertikaI; dann giebt es eine La
sung del' Gleichungen, bei del', vorausgesetzt, dass 

(1) v=O, w=O, p=g(Jycosa-Ax + con st. 
sind, u eine von x unabhangige Funktion von y uncI z wird, die del' 
Gleichung 

(02 1£ 021£).A . 
(2) V oy2 + OZ2 + Q + 9 sm a = ° 
genugt und an del' Grenze des Querschnittes verschwindet. Die Kon
stante A ist del' Druckgradient beirn Fortschreiten entlang del' ge
neigten Rohre. Wenn die Fliissigkeit zwischen zwei parallelen Ebenen 
fiiesst, wird 

(3) U= : U(l - y2jc2), U = ~ c2V- 1(: + 9 sin a) , 
wo 2 c del' Abstand zwischen den Ebenen und U die mittlere Ge
schwindigkeit ist. Wenn del' Querschnitt del' Rohre ein Kreis mit 
dem Radius a ist, wird 

(4) 1t=2U(1- ::), U=~a2v-l (: +gsina), 

wo l' den Abstand von del' Axe bezeichnet. Dieselben Losungen mit 
A = ° gelten auch fiir einen offenen Kanal von del' Form del' unteren 
Halfte del' Rohre; die f:reie OberfHiche ist dabei die Ebene (x, z). 
Die Formel fiir eine kreisfo:rmige Rohre wurde durch die Experi
mente von Poisenille 74) bestatigt, welche gleichzeitig die genauesten 
Bestimrnungen von v gestatteten. Bei del' hier betrachteten Art del' 
Bewegung flndet keine Anderung in del' Ausbreitung del' Wirbel
bewegung statt. Die Flussigkeit ist in Schichten konstanter Ge
schwindigkeit geOl-dnet. Solche Bewegungen nennt man "Laminar"
Bewegungen, zuweilen auch wohl "regulare" Bewegungen. 

17. Turbulente Bewegungen. Wenn eine inkompressible Flus
sigkeit in einer Roh:re vom Querschnitt .Q und Umfang X herabfiiesst, 
so moge die Resultierende del' Tangentialspannungen, die del' Be
wegung entgegenwirken und auf die Flitssigkeit durch denjenigen 
Teil del' OberfUiche del' Hohre ausgeitbt werden, del' zwischen zwei 
im Abstande ~x beflndlichen Normalschnitten liegt, durch RX~x be
zeichnet werden. Man hat dann 

) ,Q (. 1 fop } 1 f( O'!t 81t) (1 R=-,gQsma--- -d~ +- 21l-.-Q- dQ,. 
X l ,Q AX x ox· 8t 

rotierenden Prisma von demselben QuerschniU, den die Rohre besitzt (IV 16, 
Nr. Ie). 
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Bei del' Laminarstl'omung ist R = aX-1 (gQ sin a + A). Es ist 
somit del' Rohrenwiderstand proportional mit del' mittleren Geschwin
digkeit U del' Fliissigkeit in einem Querschnitt. Bei experimentellen 
Untersuchungen k6nnen U und aX-1 (gQ sin a + A) gemessen wer
Jen. A ist der Druckgradient fiir die Verbindungslinie del' Schwer
punkte del' N ol'malschnitte. Man hat nun gefunden, dass fur enge 
u'ohren und kleine Geschwindigkeiten die zweite diesel' Grossen in 
del' That mit U proportional ist, dass sie abel' bei weiteren R6hren 
und grosseren Geschwindigkeiten genauer mit U2 proportional ist96). 

Dies dl'iickt man gewohnlich so aus, dass man sagt: in dem el'steren 
Falle ist del' Widerstand mit del' Geschwindigkeit selbst, im zweiten 
Falle mit dem Quadrate del' Geschwindigkeit proportional. Die hier
mit bezeichnete ".Andel'ung des Widerstandsgesetzes" erklart man durch 
die Annahme, dass, wenn die Geschwindigkeit in einer R6hre von ge
gebenem Querschnitt einen gewissen Wert iiberschreitet, unregelmassig 
wirbelnde Bewegungen 97) entstehen, und dass die damus folgende 
Dissipation del' Energie den Effekt hat, die mittlere Geschwindigkeit fur 
einen Querschnitt unter den Wert herabzudl'ucken, den sie bei del' 
Laminarbewegung mit demselben A und a haben wiirde. J. Boussi
nesq 97) hat dies analytisch durch die Annahme auszudrucken versucht, 
dass die Geschwindigkeit in einem Punkte aus zwei Geschwindig
keiten zusammengesetzt ist: 1) aus einer Geschwindigkeit uo, die un
abhangig von del' Zeit ist, 2) aus einer Geschwindigkeit, del'en Kom
ponenten u', v', w' in einem beliebigen Punkte derart von del' Zeit 
abhangen, dass ihre mittleren Werte, uber eine gewisse kurze Zeit 7: 

genommen, verschwinden. Er hat dann gezeigt, dass unter gewissen 
Bedingungen die Bewegullgsgleichungen (3) del' Nr. 13 durch die ~to 

e1'fullt werden konnen, sofe1'n man l'" du1'ch eine Funktion von ~t', v', w' 
ersetzt, (so dass es von del' "Intensitiit del' Agitation" in jedem PUllkte 

96) Dies scheint das wahre Ergebnis del' Experimente zu sein; del' ,\Vider
stand wird nieht direkt gemessen. Wegen del' erhaltenen experimentellen Re
sultate konnen wir auf M. II. Darcy, Recherches experimentales relatives au 
mouvement de 1'eau dans les tuyaux, Paris 1855, und auf die Abhandlullg von 
H. Bazin, Paris, Mem. div. sav. 19 (1865) verweisen. 

97) Die unregelmassig wirbelnden Bewegungen ("Eddies"), von denen im 
Text die Rede ist, sind von den ebenda mathematisch behandelten Wil'bel
bewegungen ("Vortices") vel'schieden. Die Laminal'bewegungen zahel' Fliissig
keiten sind stets Wirhelbewegungen im letzteren Sinne. Die Vermutullg, daSH 
die "Wil'bel" den Gnmd fiir "die Anderung des Widel'standsgesetzes" gebcn, 
wurde bereits von B. de Saint- Venant, Paris, Ann. des mines (4) 20 (1851), 
p.229, ausgespl'ochen; sie wurde aufgenoillmen von J. BOllssinesq, Eaux cou
rantes, und Stokes, Papers 1, p. 99 Fussn. 
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abhangt). Er hat diese Funktion nicht explicite in 11, v', w' aus
gedriickt, n.immt abel' an, da die 11, v', w' mit dem Abstande von den 
Wanden und andern ahnlichen Umstiinden wachsen werden, dass del' 
abgeanderte Reibungskoeffizient mit dem "mittleren hydraulischen 

Radius" .Q, ferner mit dem mittleren Werte von Uo nahe del' Be-
X 

grenzung und einer gewissen Funktion del' Koordinaten des in Betracht 
kommenden Querschnittspunktes proportional ist, die einen mit del' 
Rauhigkeit del' Wande wachsenden konstanten Koeffizienten hat. 

Diesel' Gegenstand ist spaterhin von O. Reynolds 9S) experimentell 
untersucht worden, und zwar mit Hiilfe von diinnen Faden gefarbter 
Fliissigkeit, die er innerhalb ungeiarbter Fliissigkeit in Glasrohren 
hinfliessen liess. Bei geniigend kleinen Geschwindigkeiten war die 
Bewegung del' Fliissigkeit, soweit man sehen konnte, geradlinig; wenn 
abel' die Geschwindigkeit wuchs, wurden unregelmassige, wirbelnde 
Bewegungen beobachtet. Da nun eine Laminarbewegung mit irgend
welcher gegebenen mittleren Geschwindigkeit in einer beliebigen Rohre 
an sich immer mathematisch moglich ist, so schloss er, dass die 
Laminarbewegungen in weiten Rohren und bei hohen Geschwindig
keiten labil sein miissen. Durch eine Anwendung des Prinzips del' 
dynamischen Ahnlichkeit 99) erschloss er sodann aus den Bewegungs
gleichungen (3) von Nr. 13, dass, wenn eine Laminarbewegung bei 
del' mittleren Geschwindigkeit U in einer Rohre vom Radius a bei 
wachsendem U labil wird, sie allgemein stabil odeI' labil ist, je 

nachdem U a kleiller oder grosser als eine gewisse kritische Zahl 
'/l 

ist 100). Fiir Wasser fand Reynolds, dass del' kritische Wert von U a 
7J 

zwischen 950 und 1000 liegt, und er stellte fest 3S) , dass aIle Ex
pel'imente von Pm:seuille und Darcy diese Resultate bestatigell. Bei 
seiner theoretischen Untersuchung hat dann Reynolds 38) die oben ge
nannte Annahme von Bo~tssinesq modifiziert. El' setzt namlich voraus, 
dass die zusatzlichen Geschwindigkeiten u, v', w' in roher Annaherung 
fiir kleine Langen und kleine Zeiten periodisch sind, und er zeigt dann, 
dass diese Voraussetzung in del' That zu einem Werte del' mittleren 
Geschwindigkeit in einer gegebenen Rohre fiihrt, welche merklich 
kleiner ist als diejenige, welche del' Laminarbewegullg elltspricht. 

98) Lond. Phil. Trans. 17<1 (1883). 
99) Lord Rayleigh, Theory of Sound 2, London 1878, p. 287; vgl. Helm

holtz, Berl. Bel'. 1873 = Wiss. Abh. 1, p. 158. 
100) Die Existenz einer In:itischen Geschwindigkeit wurde bereits von 

G. H. L. Hagen, Berl. Abh. 1854, bemerkt. 
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Die him'mit besprochene Bewegungsart von Wassel', das in einer 
Rohre scheinbar gleichformig, thatsachlich abel' in hOchst unregel
miissiger Weise herabfiiesst, tritt, wie die Beobachtung zeigt, eben
sowohl bei vielen anderen scheinbar stationaren Fliissigkeitsbewegungen 
auf 101). Man nennt die betrefl'enden Bewegungen "turbulente Be
wegungen". Die Resultate vieleI' experimenteller Untersuchungen iiber 
den Widerstand del' Fliissigkeiten, wie z. B. Ooulomb's schwingende 
Scheibe 102) und Froude's Brett 103), haben gezeigt, dass auch in andel'll 
Fallen del' Widerstand genauer mit dem Quadrate del' Geschwindig
keitlD4) proportional ist, als mit ihrer ersten Potenz; diese Resultate 
weisen ebenfalls auf die Existenz turbulenter Bewegung hin. 

18. Labilitat del' Laminarbewegung. Die Frage del' Stabi
litat oder Labilitat von Laminarbewegungen wurde von Lord Rayleigh 
in Verbindung mit Untersuchungen iiber Fliissigkeitsstrahlen erortert. 
In einer idealen Fliissigkeit sind Bewegungen, bei denen Unstetig
keitsflachen auftreten, zwar theoretisch moglich 105), abel' stets labil, 
und es scheint, dass die Tendenz zur Labilitat desto grosser ist, je 
kiirzer die Wellenlange del' Storung istl06). Wenn man del' Zahig
keit Rechnung tragt, zeigt sich, dass Unstetigkeitsflachen iiberhaupt 
nicht fortbestehen kOnnen, sondel'll dass sich Wirbelbewegung in' die 
Fliissigkeit hinein von beiden Seiten del' Oberfiache ausbreitet, die 
solcherweise eine Art Ubergangsschicht herstellt 101). In einer idealen 
Fliissigkeit kann eine solche Ubergangsschicht die Bewegung stabil 
machen. Hat man eine Laminarbewegung einer idealen Fliissigkeit 
mit del' Geschwindigkeit Uo = fey) zwischen zwei Ebenen y = const., 
und wird dieselbe gestort, so kann man die Geschwindigkeit nach del' 
Storung als (~to + u', v) annehmen. Hat nun die Bewegung nach del' 
Storung weiterhin den Charakter einer Wellenbewegung von del' 

101) J. Boussinesq, Eaux cOllrantes, p. 6; O. Reynolds, Lond. PhiL Trans, 
174 (1883), p. 941; N. JOUkOlVSky, Mosk. Verh. d.Naturfr. 4 (1891). Siehe auch IV 20. 

102) J. Coulomb, Paris, Mem. de l'Inst. 3 (1800), Die Methode wurde von 
O. E. :lJfeyer, J. f. Math. 59 (1861), und von Maxwell, Lond. PhiL Trans. ltj(j 

(1856), benutzt. 
103) W. Froude, Brit. Assn. Rep. 1872. Vgl. W. C. Unwin, Al'tikel Hydro

mechanics, Part. III Hydraulics, Ency. Brit. 12, Edinburgh 1881. 
104) Die Regel, dass del' Widerstand dem Quadrate del' Geschwindigkeit 

proportional ist, wurde von Newton, Principia Lib. 2, Sect. 7 gegeben. Sie 
scheint in del' Zeit d'AZelllbe/'t's allgemein acceptiert worden zu sein, siehe 
dessen Essai .... de la resistance des fluides (1752). 

105) Siehe IV 16, Nr. 1 f. 
106) Lord Rayleigh, Lond. Math. Soc. Proc. 10 (1878) = Papers 1, p. 366. 
107) Lord Raylcig71, Lond. Math. Soc. Proc. 11 (1880) = Papers 1,p. 475. 
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(reellen) Forischreitungsgeschwindigkeit W, so ist die Laminarbewegung 
gewiss stabil108). Unter diesen Umstiinden genflgt v fflr jede Flfissig-

keitsschicht, in welcher ~;o stetig ist, einer Gleichung von der Form 

(d'" ) dIu (t) (U - W) --k1v __ 0 ·v= o· 
\ 0 dy' dy' , 

andererseits geniigt v bestimmten speziellen Bedingungen an den Be-

grenzungen und 3ll denjenigen Ober:flichen, an denen ~~ sich unstetig 

andert. Diese Gleichungen und Bedingungen geniigen in gewissen 
Fii.llen bei Annahme einer Storung von der Wellenlii.nge 2: zur Be-

stimmung des Wertes W. 109) Sollte dieser Wert von W ein Wert 
sein, der von Uo an irgend einer Stelle angenommen wird, so entsteht 
eine besondere Schwierigkeit110), do. Bolch eine Stelle fiir die Dura
rentialgleichung (1) eine singulii.re Stelle ist, und singu1ii.re Stellen in 
einem von Flf1ssigkeit erfflllten Ro.ume nicht auftreten konnen. 

Wenn ma.n der Reibung Rechnung tragt und die durch 
Uo = : u (1- ~:) gegebene Bewegung 111) durch Hinzufiigung kleiner 

Geschwindigkeiten 'Ii, v, w abindert, die simtlich den einen Faktor 
ei(a'+cu:+~.) enthalten, wiihrend die andern Faktoren Funktionen von 
y sind, so ist die Gleichung llt) filr v 

(2) 11 {:~~ - 2(al + P2) :~~ + (IXI + P")IV} - iff {:~~ - (IX" + P")v} 
8 U 8 ( yt) {dl'll } -7 iav -"2 U 1- c' iIX dy'- (al + PI)~ = o. 

Gleichzeitig muss v auch bestimmte Bedingungen an den Begren
zungen erfiillen. Da. diese Gleichung im Endlichen keine singuliren 
Stellen hat, wird ein scheinbarer Anlass zur Labilitit bei der La.
minarbewegung unmittelbar dadurch entfemt 111), dass man die Be-

108) Lord Rayleigh hat diese Dinge in einer Reihe von Aufsl!.tzen behan
delt, Lond. Ma.th. Soc. Proc. 11 (1880), 19 (1888) und 27 (UI96); Phil. Mag. (6) 
84 (1892). 

109) Der bemerkenswerteste FaJI ist der, wo duo/dy sich unstetig an einer 
Reihe von Ebenen y = const. il.ndert und steta in demselben Sinne wll.chst; 
siehe Lord Rayleigh (Fussn.107). Wenn duo/dy stetig verinderlich ist, scheint 
die Methode nur auf einige epezielle Typen der SUlrung anwendbar zu sein; 
siehe A. E. H. Love, Lond. -Ma.th. Soc. Proc. 27 (1896). 

110) Sir W. Thomson, "On a disturbing infinity in Lord Rayleigh's solu
tion .... ", Brit. ASBn. Rep. 1880. 

111) Siehe Gleichung (8), Nr. 18. 
112) Sir W. Thomson iet hierauf in einer Reihe von Aufsl!.tzen im Phil. 

Mag. (6) 24: (1887) eingegangen. 
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wegungsgleichungen reibender Fliissigkeiten benutzt1 a.nstatt die Wir
kungen der Reibung durch "Obergangsschichten in einer idealen Fliis
sigkeit darzustellen. Zum. Beweis der Stabilitat ist es erforderlich1 
dass die Gleichung (2) unter Berficksichtigung der Grenzbedingungen. 
zu Werten von i6 fiihrt1 die entweder rein imaginar sind oder nega
tive reelle Teile haben 118). Man hat gefunden, dass i6 reell und 
negativ ist, wenn U = 0 114) wird1 sowie wenn die Storung derarl 
ist, dass w = 0 und u1 v unabhangig von x und z sind 116). Jedoch 
werfen diese Resultate wenig Licht auf die allgemeine Frage. 

Statt des Versuches, die Stabilitat der Lal]linarbewegung ver
moge der Methode der kleinen Schwingungen zu diskutieren1 hat man 
vorgeschlagen1 ein Energiekriterium 116) zur Bestimmung daffir zu 
suchen1 ob eine geringfiigige turbulente Bewegung einer starkeren 
oder schwacheren Turbulenz zustrebt. Die Bewegung werde durch 
Uberlagerung einer Geschwindigkeit (u, v', w'), die die Periode 't 

besitzt, und einer mittleren Geschwindigkeit ii, V, w dargestellt. Die 
letztere genfigt dann Gleichungen von der Form der Gleichungen (2) 
in Nr. 131 vorausgesetzt, dass p""" ... durch die Grossen 

(3) 2 OU '9 - (OW + (15) -,-, 
p"",,= prox-('u -p, .. ·,PfI.=pr oy Of! -('vw, ... 

ersetzt werden. Der Druck besteht aus einem mittleren Druck p und 
einem periodisch veranderlichen Druck p'. Die Grossen u', v1 w', P' 
geniigen Gleichungen von der Form 117) 

(4) oU'+-ou+-ou'+-ou+ ,OU+ ,OU+ ,OU 
at U ox v Fi w iii U ox v oy W 01 

= _ ~ op' + vAu' + o (u'!) + 0('11 v') + o(l/w') 
~ ox ox oy Of! 

o (u'l) ° (u'v') o(u' w') - ax - ---ay - -o-z-

118) Dies wurde von Lord Rayleigh, Phil. Mag. (0) 84 (1892) gefunden. Sir 
W. Thomson hatte vorher geschlossen, dass die Laminarbewegung stets stabil sei 
(Fu88n. 112). 

114) Lord Rayleigh (Fussn. 113). 
116) Dieses Resultat wurde bei der Pn1fung fUr "the Math. Tripos" Part II, 

1896, Camb. Univ. Exam. Papers 1896, vorgelegt. 
116) O. Rtyfwlds (Fussn.38) fand die weiter unten angefiihrte Gleichung (0); 

die Theorie wurde weiter verfolgt von H. A. LOf'entz, Amat. Vers!. 6 (1897). 
Letzterer gab die Gleichungen (3) und (4) und zeigte, wie aus den Gleichungen 
(6) und (7) Folgerungen gezogen werden klSnnen, indem er auch eine ins Einzelne 
gehende ErlSrterung fiir eine kreisfOrmige Rllhre gab. 

117) Die korrigierte Form dieser Gleichungen verdankt der Referent einer 
giitigen Mitteilung von Hm. H. A. Lorentz. 

EDc71doP' d. math. Will8eDlch. IV t. 6 
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wobei die Geschwindigkeit (u', v', w') jedenfalls solenoidal sem muss. 
Wenn Wir 

!!:.- = .~ + it a. + v ~ + w a 
dt ot ox oy OZ 

setzen, wird der Zuwachs der kinetischen Energie der turbulenten 
Bewegung durch die Gleichung 

(5) ttJJf+ 'l(U'2 + V'2 + w'2)dxdydz = 'lJJfM dxdydz 

- QVfff Ndxdydz 

bestimmt, wo 

(6) M _ ['2 OU + '2 OV + !2 ow + '! (OW + OV) - - u .~.. v;;- W "'~ V 'W;;- ·c,,-ox oy OZ oy OZ 

+u/u' (~: + ~~) + ~/V' (~: + ~:)J, 
(7) N = 2 (~U')2 + 2 (OV')2 + 2 (aw~)2 + (~W' + ~V')2 + (~U' + ~,lI!')2 ox oy OZ oy OZ oz ox 

+ (OV' + OU')2. ox oy 
Damit eine nur wenig turbulente Bewegung in stiirkere Turbulenz geriit, 
muss die Grosse M positiv und der erste Ausdruck auf der rechten 
Seite der Gleichung (5) grosser als der zweite sein. Dureh diese 
Formeln fur M und N scheint das experimentelle Resultat bestiitigt, 
dass in engen Raumen die Bewegung regular zu werden bestrebt ist, 
dagegen in weiteren Riiumen die turbulente Bewegung die Regel ist. 

19. Beziehungen zur Molekulartheorie. Die Theorie einer 
Flussigkeit als eines meehanischen Systems von kontinuierlieh den 
Raum erfullenden Teilehen, die vermittelst eines geeigneten Drucks durch 
die sie trennenden OberfHichen hindureh auf einander wirken, scheint 
fur die Erklarung der Phanomene, wie sie bei dem Gleichgewicht und 
den Bewegungen von Flussigkeiten unter gewohnliehen Bedingungen auf
treten, im ganzen ausreiehelld zu sein. Doeh gestattet dieselbe keine An
wendung auf solehe Phiinomene, wie Diffusion und osmotisehen Druck. 
Eine vollstandige Theorie der Fliissigkeitsbewegungen wurde not
wendigerweise auf einer molekularen Grundlage aufgebaut werden 
mussen, und die beiden fundamentalen Begriffe der gewohnlichen Theorie 
- Druck und Geschwindigkeit in einem Punkte - wurden dann eine 
pra7.isere Definition erfordern. Selbst bei denjenigen Erscheinungen, 
auf die sich die gewohnliche Theorie sehr wohl allwel1den lasst, muss 
lUan notwendigerweise einen Kompromiss 7.wischen dem molekularell 
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und dem lllechanischen Standpunkte schliessen, insbesondere was die Er
scheinungen del' Kapillaritat und Zahigkeit angeht. Die erstl're winl 
in der Kontinuitatstheorie durch die Annahme einer hinzutretenden 
Oberflachenspannung als einer Thatsache, die sich aus del' F.rfah
rung ergiebt, unter den lllechanischen Gesichtspunkt gehracht, die 
letztere durch die Annahllle, dass die Energie nach einem hestillllllten 
Gesetze dissipiert wird. Abel' nul' von Seiten del' molekularen Theorie 
kann man eine Erklarung fUr den U rsprung der Oberfiachenspannullg 
und del' mit der beobachteten Dissipation der Energie verbundenen 
Transformation derselben geben. Derartige Erklarungen geh6rell ill 
Band V. 

(Abgeschlossen iill April 1901.) 



84 IV 16. A. E. II LO?le. Hydl'odynamik II. 

IV 16. HYDRODYNAMIK: 
THEORETISCHE AUSFUHRUNGEN. 

VON 

A.E.n.LOVE 
IN OXFORD. 
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Soweit nicht anders angegebenwird, so11en in diesem Artikel 
die ausseren Kraf'te als lwnservativ und die in Hede stehende Fliissig
keit ais nicht-zah angenommen werden. 1st letztere kompressibel, sq 
solI del' Druck eine eindeutige Funktion del' Dichte f! sein, ist sie 
inkompl'essibel, so nehmen wir sie homogen an. 

1. 1Virbelfreie Bewegullg. 

1 a. Pel'manenz del' wirbelfl'eien Bewegungen. Cyklische Be

wegungen. Das Linienintegral del' Geschwindigkei~j(u dx+ vdy + '/() d z), 
entlang einer Kurve, die zwei Punkte in der Fliissigkeit verhindet) heisst 
(lie "Cirkulationil entlang jener Kurve 1). Bei einer wil'belfreien Bewegung 
ist die Difl'erenz der VV crte, welche das Geschwindigkeitspotential cp 
in zwei Punkten annimmt, gleich der Cirkulation entlang einer belie
bigen, die beiden Punkte verbindenden Kurve_ Nach dem Stokes'schen 

1) Sir 1/". T/IU 112 SOil, Vortex-Motion; Lamb, Ilydrodymunics, eh. 3. 
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Satze 2) ist die Cirkulation in einer geschlossenen, innerhalb der 
Fliissigkeit gezogenen Kurve gleich dem doppelten OberfHichenintegral 
der N ormalkomponente del' Drehgeschwindigkeit, genommen iiber eine 
beliebige Flache, die diese Kurve zur Berandung hat. Sir W Thomson 1) 
hat bewiesen, dass die Cirkulation entlang einer geschlossenen Kurve, 
welche stets dieselben Teilchen enthiilt, eine von del' Zeit unab
hangige Grosse ist. Es folgt, dass, wenn die anfangliche Bewegung 
wirbelfrei ist, die Bewegung auch in ihrem weiteren Verlauf wirbelfrei 
bleibt 3). Es folgt ferner, dass, wenn der von der Fliissigkeit erfiillte 
Raum einfach zusammenhangt, die Cirkulation entlang jeder ge
schlossenen Kurve verschwindet und das Geschwindigkeitspotential fJJ 
einwertig ist. Wenn der Raum mehrfach zusammenhangt und die Zll
sammenhangszahl n + 14) hat, so existieren n fundamentale, nicht 
auf einenPunkt zllsammenziehbare, geschlossene Kurven, und jede 
andere nicht auf einen Punkt zusammenziehbare, geschlossene Kurve 
kann in eine oder mehrere dieser n Kurven, jede in einer bestimmten 
Multiplizitat genommen, iibergefiihrt werden. In diesem FaIle sind 
die Cirkulationen in diesen n Kurven Konstante "11 "2"'" "n' welche 
"cy klische Konstante" heissen 1); die Cirkulation in einer belie bigell 
Kurve der eben beschriebenen Art wird dann durch a1 "1 + a2"2+'" 

+ an"n ausgedriickt, wo a1 , a2 , ••• , an ganze positive oder negative 
Zahlen sind. Das Geschwindigkeitspotential fJJ ist hier mehrwertig5), 

abel' die vVerte, welche es in einem Punkte annehmen kann, unter
scheiden sich unter einander nul' um konstante Betriige von del' Form 
a1 "1 + a/K2 + ... + an"". 1) 

1 b. Wirbelfreie Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit. 
vVenn eine ruhel1de, il1kompressible Fliissigkeit durch einen impul
siven Druck Po in Bewegung gesetzt wird, so sind die GIeichungen 
del' entstehendel1 Bewegung 

(1) ( a 0 0) (l(tt, v, w) = - ii-, ",.,- Po; ox uy uZ 

2) II A 2, Nr. 16 und IV 14, Nr. ii. 
3) Lagrange's Beweis, Berl. Mem (2) 12 (1781), 1I16e. an. 2, p. 269-;!;'! 

war unvollstandig. Del' erste genaue Beweis wurdc von Cauchy, rari~, l'II6m. sa\'. 
otr. 1 (1827) gegeben. Einen andel'll Beweis mit kritischcn lind historisch('n 
Bemcrkungen gab Stokes, Friction. 'Vegen des Beweises yon Sir lV. I1lOl/Isrm, 

del' dic beiden Theoreme del' Cil'kulution benutzt, siehe Lamb, Hydrodynamiccl, 
p. 38, 39. Betreffs Erzellgung von 'Virbelbewegllng, wenn die hier gegebcnen 
Bedingungen nicht erfiillt sind, siehe J. R. Schiitz, Ann. Phys. Chem. 56 (1895:,; 
L. Silberstein, Krak. Anz. (1896); V. Bjcrlmcs, Phys. Zeit~chr. 1 (1000). 

4) III A 4. 
5) Helmholtz, Wirbelbewegung. 
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diese anfangliehe Bewegung ist also wirbelfrei und hat das Gc
schwindigkeitspotential - Po/Q. Allgemein hnn man bei einer Flilssig
keit, deren Dichte = 1 ist, das negativ genommene Geschwindigkeits
potential einer wirhelfreien Bewegung als den impulsiven Druck auf
fassen, dureh welehen die Bewegung instantan erzeugt werden konnte 6). 

Eine eyklisehe, wirbelf'reie Bewegullg in einem mehrfaeh zusammell
hangenden Raume kann man sieh dadureh entstallden denken, dass 
man impulsive Drucke auf die Quel'flachen ausiibt, dureh welehe man 
gegebenenfalls den Raum einfaeh zusammenhangend gemaeht hatl). 
1st (jJ r die Oberflache del' Querflaehe, die denjenigen gesehlossenen 
Kurven entspricht, entlang deren die Cirkulation U r ist, so ist del' auf die 

Querflaehe anzuwendende impulsive Druck !!Qurclwr , die Integration 

iiber die eine Seite del' Oberflache erstreckt. 
Da die Geschwindigkeit einer inkompressiblen Fliissigkeit sole

noidal 7) ist, so ist das Geschwindigkeitspotential qJ in dem von del' 
Fliissigkeit eingenommenen Raume eine harmonisehe Funktion 8). 

1st diesel' Raum einfaeh zusammenhri,ngend und die Normalkompo
nente del' Gesehwindigkeit an del' Grenze gegeben, so ist qJ bis auf eine 
additive Konstante bestimmt 9). Die kinetische Enel'gie del' Fliissig-

keit ist - % Q J]~ ~;, dS,lO) wo clv das Element del' nach dem 

Innern del' FIUssigkeit gezogenen Normalen in einem Punkte del' 
begrenzenden Oberfiaehe S bezeiehnet. Die kinetische Energie del' 
wirbelf'reien Bewegung, mit gegebener N ol'malkomponente del' Ge
schwindigkeit an del' Grenze, ist kleiner als die jeder andern Be-

6) Basset, Hydrodynamics 1, p. 38; Lamb, Hydrodynamics p. 13, 50. Das 
Resultat wurde erer Sache nach bel'eits von Lagrange, .Mec. an. 2, p. 272 ge
geben. Fiir die impulsive Bewegnng zlther Fliissigkeiten gel ten dieselben Glei
chungen wie fiir ideale Fliissigkeiten. 

7) IV 14, Nr. 7 und IV 15, Nl'.7. 
8) II A 7 b, Nr. 2. 1st die Fliissigkeit kompressibel, so ist die Gesehwin

digkeit nicht notwendig solenoidal nnd cp also nieht notwendig harmonisch. 
Die dann von rp befriedigte Differentialgleichnng warde von P. lJloienbroek, Arch. 
f. Math. (2) 0 (1880) gegeben. 

9) Das Integral del' gegebenen Normalkomponente del' Gesehwindigkeit, 
genommen iiber die Grenze, muss natiirlich versehwinden. ,Vegen del' ein
delltigen Bestimmtheit von 'P siehe Thomson and Tait, Nat. Phil. 1, p.301, oder 
Lamb, Hydrodynamics p. 45. vVegen des him'in enthaltenen Existenztheorems 
vgl. man etwa Poincare, Theorie du potentiel N ewtonien, Paris 1809, p. 320 t[ 
Siehe llA 7b, Nr.17. 

10) Sir lV. Tholllson, Cambro and Dubl. Math. J. 4 (1849) = Math. and Phys. 
Papci's 1, p. 107. 
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wegung mit solenoidaler Verteilung del' Geschwincligkeit und der
selben N ormalkomponente del' Geschwindigkeit an del' Grenze. Es 
folgt daher, dass, wenn die Grenze in irgend einer Weise in Bewegung 
gesetzt wil'd (wobei nul' das von del' Fliissigkeit eingenommene 
Volumen ungeandert bleiben muss), ein bestimmter Zustand einer 
wirbelfreien Bewegung in del' Fliissigkeit hervorgerufen wird 10). 
Bleibt insbesondere die Gl'enze in Ruhe, so findet keine Flitssigkeits
bewegung statt; bewegt sich die Grenze wie ein starrer Korper, abel' 
ohne Rotation, so hat die Fliissigkeit keine Bewegung relativ zur 
Grenze. Die Maxima und Minima von rp liegen an del' Gl'enze ll), 

ebenso das Maximum del' resultierenden Geschwindigkeit q.12) 
Hangt del' von del' Fliissigkeit eingenommene Raum mehrfach 

zusammen, so ist die Bewegung bestimmt, sobald die cyklischen Kon
stanten samt del' N ol'malkomponente del' Geschwindigkeit an del' 
Grenze gegeben sind 1). Die kinetische Energie del' Fliissigkeit ist 
alsdalln 

Hiel' bedeutet dV r das Element del' Normalen fill' die Querfiache W r , 

gezogen in derjenigen Richtung, in welcher del' impulsive Druck 

JJQ "r dW r angewenclet werden muss, um die Bewegung zu erzeugen. 

Dehnt sich del' von del' Flilssigkeit eingenommene Raum bis ins 
Unendliche aus, so muss man libel' das Unendliche besondere An
gaben machen. Wenn die Fliissigkeit nUl' innere Grenzen hat, so 
verlangt man gewohnlich, dass entweder a) die Geschwindigkeit im 
Unendlichen verschwindet, d. h. rp = const. (fiir aIle unendlich femen 
Punkte), oder dass b) die Geschwindigkeit fiir aIle unendlich femen 
Punkte dieselbe ist, z. B. orp/ox = const. und orp/'Oy = orp/oz = O. 

vVenn die Komponente 10 del' Geschwindigkeit Null ist und die 
andel'en Komponenten ~t, v von z nicht abhiingen, so nennt man die 
Bewegung zweidimensional. Es geniigt anzlmehmen, dass sie in del' 
Ebene (x, y) erfolgt, indem man sich vorstelIt, dass die Fliissigkeit 
nul' diese Ehene bezw. einen Teil derselhen iibel'deckt. Man kann 
ahel' auch annehmen, dass sie in eillem Haume erfolgt, del' von zwei 
zur Ebene (x, y) parallelen Ebenen begl'enzt wire!. "\Vil'helfreie Be-

11) II A 7 b, Fussn. 8!l. 
12) Sir lV. Tholl/son, Phil. Mag. (3) 37 (1850), p. 241 = Reprint of papers 

on Electrostatics and Magnetism, London 1872, p. 509. Siehe anch J(i/'chhon~ 
lIIechanik, p. 186; Lamb, Hydrodynamics p. 42. 
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wegungen einer inkompressiblen Fliissigkeit in zwei Dimensionen 
hangen in derselben Weise von lagarithmischen Potelltialen 13) ab, 
wie salche Bewegungen in"drei Dimensionen von Newton'schen Poten
tialen. 

1 c. Quellen und Senken. Bezeichnet man mit r die Ent
fernung eines Punktes (x, y, z) von einem festen Punkte A, so kann man 
die Funktion - M r- 1 , - M = const. -, welche ltberall, ausser im 
Punkte A, harmonisch ist, als Geschwindigkeitspotential einer Flitssig
keitsbewegung ansehen, die in dem A umgebenden Raume statt hat. 
43tM ist das Flltssigkeitsvolumen, welches dabei in del' Zeiteinheit 
ltber eine Oberfiache, die A umgiebt, hinltberfiiesst. Die Singularitat 
in A ist eine QueUe von del' Ergiebigkeit M. 1st M negativ, so 
ist die Singularitat eine Senke. Ein QuelljJaar entsteht, wenn man 
eine QueUe und eine Senke von del' gleichen, absoluten Ergiebigkeit 
M in geeigneter Weise zusammenrucken Uisst. Es muss dabei, wenn 
h den ursprii.nglichen Abstand del' QueUe und Senke bezeichnet, 
M' = lim . Mh endlich sein; die Grosse M' heisst die Starke des 
QueUpaars. Das Geschwindigkeitspotential, das sich bei diesem Grenz
ltbergang ergiebt, ist :JtI'r- 2 cos -IT. Hier ist .ff del' Winkel zwischen 
del' Axe des Quellpaars und del' von dem Quellpaar aus nach einem 
Punkte gezogenen Geraden von del' Lange r. Bei einer zweidimen
sionalen Bewegung sind die Geschwindigkeitspotentiale fiir eine QueUe 
und ein Quellpaar bezw. ]Jllog r und M'r- 1 cos -It, wo r und -It ebene 
Polarkoordinaten sind. :Mit den hier gewonnenen Vorstellungen Hisst 
sich das Theorem (19) in II A 7 b in del' Weise auffassen, dass es 
besagt: jede wirbelfreie Bewegung einer inkompressiblen Fllissigkeit 
kann als VOll Quellen und Quellpaaren herriihrend angesehen werden. 
1st del' von der Flii.ssigkeit eingenommene Raum einfach zusammeu
hangend, so hat man nUl' Quellen libel' die Grenze zu verteilen 14). 

13) II A 7 b, Nr.8. Die Theorie ist systematisch u. a. von Kil'chhoff~ lVIechanik, 
V orlesung 21 entwickelt. 

14) Lamb, Hydrodynamics p. 63 fr. Das Resultat ist im wesentlichen be
reits in G. Gl'cen's Essay on the application of mathematical analysis to the 
theories of Electricity and Magnetism, Nottingham 1828 enthalten (wieder
abgedruckt in J. f. Math. 39,44, 47 (1850-1854) = Papers, London 1871, p.30). 
Der in Rede stehende Ausdruck del' Gesehwindigkeitskomponenten fill' eine 
Fliissigkeit vermittelst del' Attraktionskomponentell gewisser fingierter, ii.ber die 
Grenze hin verteilter Massen wurde von J. Boussincsl], "Eaux courantes", sowie 
in vielen seiner spliteren Schriften bellutzt, um eine angenliherte Theorie del' 
'vena contractu zu erhalten. Seine Methode ist in den Fortschr. d. ::vrat.h. 19 
(1887) eingehend kritisiert worden. 
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Hangt aber der Raul11 mehrfach zusammen, so hat man ausserdem 
auf den QuerfHichen, die man zur Herstellung des einfachen Zusammen
hanges konstruiert hat, Quellpaare anzubringen 15). 

1 d. Bilder. Befindet sich die inkompressible Fliissigkeit ausser
halb einer festen, geschlossenen Oberflache oder auf der einen Seite 
einer bis ins Unendliche sich crstreckenelen Oberflache, und riihrt ihre 
Bewegung von isolierten Singularitaten her, so fiihrt das Problem: 
die Bedingungen zu erfiillen, dass keine norl11ale Geschwineligkeit an 
der Grenze existiert, zur Einfiihrung von Bilelern der Singularitaten 16). 
Das Bild einer Quelle oder eines andern singularen Punktes in Bezug 
auf die Oberfiiiche ist einfach ein Aggregat solcher singularer Punkte 
auf del' andern Seite der Oberfiache, die mit dem gegebenen singu
laren Punkte zusammen ein Potential cp ergeben, welches entlang der 

Oberfiache die Bedingung ~~ = 0 befriedigt. Ausserdem muss dieses 

Potential selbstverstancUich in dem gallzen, von del' Fliissigkeit ein
genommenen Raum mit Ausnahme der singularen Stelle harmonisch 
sein. 1st insbesondere cp das Geschwindigkeitspotential filr eine Quelle A, 
von der Ergiebigkeit 1, auf der einen Seite der Oberfiache, so setze 
man gJ = gJ' - rt, unter r den Abstand eines Punktes von A ver
standen. Hier ist cp' in dem von der Fliissigkeit erfii.llten Raul11e 

(}' (} -1 
hal·monisch, wiihrend an del' Oberfiachei7~ = ~v gilt. Diese Funk-

tion gJ' ist das von dem Bilde herriihrende Geschwindigkeitspotential. 
Befindet sich die Flussigkeit auf der einen Seite eiller unenellich aus
gedehllten Ebene, so ist das Bilel einer QueUe eine ihr gleiche QueUe 
im Spiegelbilde. Fur eine QueUe (u, b, c) in einem zwischen Jlwei 
Ebellell x = II, und x = - k gelegellen Raume besteht das Bild 
aus unendlich vielen Quellen, die man in allen Punkten (:r;, y, z) 
= ( + 2nk + (- l)n a, b, c) sich angebracht denken muss. Befindet 
sich die Fliissigkeit ausserhalb einer Kugel vom Radius (t, so be
steht das Bild einer QueUe von der Ergiebigkeit lJi, im Abstande c 
vom Centrum, aus einer QueUe von der Ergiebigkeit JJI n / c in dem 
hillSichtlich der Kugel inversen Punkte und einer Linie VOll Senkell, 
die sich von diesem Punkte aus nach dem Centrum hinzieht und mit 

15) Lamu, Hydrodynamics, p. 68. 
16) Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 8 (1843) = Math. and Phys. Papers 1, 

p. 28 zeigte die Moglichkeit, die Methode del' Bilder in der Hydrodynamik an
wenden zu konnell. Eine elltsprechende TheOl·ie flir die Elektrostatik cnt
wiekelte Sir tV. Thomson in J. de math. 10 (1845), p. 364 = Reprint of Papers 
on Electrostatics and Magnetism, p. 14-1. 
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del' linearen Dichte 111/ a ausgestattet ist 17). Ersetzt man die QueUe 
durch ein Quellpaar von del' Starke JJ1', dessen Axe dmeh das Cen
trum del' Kugel hindurchgeht, so ist das Bild ein im inversen Punkte 
gelegenes Quellpaar von del' Starke M' as / cS mit derselben Axe und 
entgegengesetztem Sinn 18). Bei zweidimensionaler Bewegung besteht 
das Bild einer QueUe, die sich ausserhalb eines Kreises befindet, aus 
einer gleichen QueUe in dem inversen Pnnkte zusammen mit einer 
numerisch gleichen Senke im Mittelpunkte 19). 

Es existieren analoge Theoreme fur Singularitaten innerhalb einer 
beliebigen geschlossenen Oberflache. Dabei muss fur letztere selbst
verstandlich die Bedingung erfullt sein, dass die Summe del' Er
giebigkeiten alIer QueUen innerhalb del' Oberflache versehwindet. 

1 e. Stromen in zwei Dimensionen. 
wegung einer inkompressiblen Fliissigkeit 
funktion t/J, 20) fur welche 

Bei zwei dimensionaler Be
existiert stets eine Strom-

(1) O'I/J 
~6=oy' 

O'I/J v=-ox 

ist. Die Differenz del' Werte von t/J in zwei Punkten ist das Maass 
fUr das Flussigkeitsquantum, das uber eine beliebige Kurve, welche die 
beiden Punkte verbindet, hinuberstromt 21). Sind QuelIen vorhanden, 
so ist t/J mehrwertig; sein Wert waehst bei jedem voUen im positiven 
Sinn erfolgenden Umlauf um die QueUe von del' Ergiebigkeit M urn 
den Betrag 2 7t M. 

1st die Bewegung wirbelfrei, so ist ffJ + it/J eine Funktion von 
x + iy.20). Wir bezeichnen die komplexen Variabeln ffJ + it/J und 
x + iy weiterhin mit 'to und z. Jede fnnktionelle Abhangigkeit 
zwischen w und z entspricht einer zweidimensionalen Flussigkeits
bewegung. Die Beziehungen w = 1n log z und 'to = - i1n7t- 1 log z 
liefern eine QueUe bezw. einen isolierten Wirbe1 22) im Al1fal1gspunkte 
(die Ergiebigkeit bezw. Starke ist m). Die Bewegung, welche von 

17) W. 1Ii. Hicks, Lond. Phil. Trans. 171 (1880). Die Bewegung, welche 
von ciner QueUe und Senke im Innern eines Kugelsektors zwischen zwei Axial
cbenen herriihrt, behandelte G. C. Calliphronas, Mess. of math. (2) 18 (1889). 

18) Stokes, Brit . .Assn. Rep. 1847 = Math. and Phys. Papers 1, 1). 230. 
19) Dies Resultat verdankt man G. ](irchllOff, .Ann. Phys. Chem. 64 (1845) 

Ges . .Abh., Leipzig 1882, p. 1. 
20) Lagrange, Berl.Mem. (2) 12 (1781); Stokes, Cambr. Phil. Trans. 7 (1842) 

= Papers 1, p. 1. Vgl. IV 14, Nr. 7. 
21) W. J. 1Ii. Rankine, Lond. Phil. Trans. 154 (1864). 
22) Wegen der Definition eines isolierten lVil'bels und seiner Stal'ke siehe 

Nr. 3b unten. 
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n 

emel' Anzahl QueUen herriihl't, wil'd durch w =,2,' mr log (z - zr) 
gegeben; wenn r=l 

ist, sind die Stromlinien Kurven nten Gl'ades 23). 

Die Fliissigkeitsbewegung, welche von gegebenen Singulal'itaten 
in einem gegebenen Gebiet herriihrt, kann aus del' gleichen Be
wegung in einem andel'll Gebiet durch konforme Abbildung abgeleitet 
werden 24). Man nehme an, Z = fez) bilde ein Gebiet del' z-Ebene 
konform auf ein Gebiet der Z-Ebene ab, und w sei als Funktion von 
Z fiir eine Bewegung, die von irgend welchen Singularitiiten in dem 
zweiten Gebiet herriihrt, bekannt. Driickt man alsdann dul'ch Elimi
nation von Z w ala Funktion von z aua, so ist del' reeUe Teil von 
w das Geschwindigkeitspotential del'jenigen Bewegung in dem ent
sprechenden Gebiet del' z-Ebene, die von den entspl'echenden Singu
lal'itaten herriihrt. Die Ergiebigkeit bezw. Stiirke del' entsprechenden 
Quellen und Wil'bel ist in den beiden Ebenen die gleiche 24). 

1st im besondern das Gebiet del' Z = (X + i Y)-Ebene . die 
Halbebene, in del' Y positiv ist, und enthiilt das als einfach zu
sammenhiingend angenommene Gebiet del' z-Ebene den Punkt z = 00, 

so mogen wir mit Zo und Z,,> die Punkte in del' Ralbebene Z be
zeichnen, welche den Punkten Zo und 00 des vorgegebenen Gebietes 
entspl'echen; zugleich schreiben wir Z; und Z.:, fUr die konjugiert 
imaginiil'en Wel'te von Zo und Z">' Die Bewegung, die von einel' in 
Zo gelegenen QueUe hel'riihl't, ist dann durch die Gleichung 

(Z-Z) (Z-Z') 
(2) w = m log (Z _ z;) (Z-z~) 

bestimmt. Raben wil' einen Wirbel in zo, so wil'd die Gleichung 

im I Z - Z. 
(3) 'W = - n ogz_z" 

o 

Del' Wil'bel im Punkte (xo, Yo) bewegt sich mit den Geschwindigkeits
komponenten 

(4) 

Seine Bahn ist hiel'dul'ch bestimmt 24). Als Beispiele fiihl'en wir all, 
dass, wenn die Grenze aus zwei pal'allelen Gel'aden y = 0 und y = c 

. besteh t, die Transformation dUl'ch Z = exp (cz 1:It) bewerkstelligt wird; 

213) W. R. Smith, Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1870). 
24) E. J. ROllth, Lond. :i\fath. Soc. Proc. 12 (1881). 
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fiir zwei Gerade y = 0 und y = X tang (%/n) setzen wir Z = zn, fur 

eine kreisformige Begl'enzung z / a = ~! + ;~. 25) 

El'folgt die Bewegung in dem Gebiete del' z-Ebene ausserhalb 
einer einzelnen geschlossenen Kurve 0, die sich selbeI' nicht durch
setzt, und sind Imine Singulal'itaten in diesem Gebiet vorhanden, so 
kann man die Bewegung so ansehen, als ob sie von Singularitaten 
innerhalb C und del' in del' Richtung ihrer N ormalen gemessenen ye1'
schiebung von 0 hervorgerufen wiirde. Es sei l' del' Abstand eines 
Punktes z von einem festen Punkt 0 inne1'halb O. Dann existiel't 
eine Funktion X, welehe ausserhalb 0 harmoniseh, auf 0 seIber kon
stant ist und ausserdem die Gleichung 

lim (X -log r) -: 0 
r=oo 

befriedigt 26). Diese Funktion ist aus obigen Bedingungen eindeutig 
bestimmt und fur aIle Lagen von 0; innel'halb von 0 dieselbe. 
Sie reprasentiert das Potential del' dem Gesamtbetrage - 2% ent
spr~chenden "natiirlichen Belegung" von O. Die Kurven X = const. 
schneiden sieh in dem Gebiete ausserhalb 0 wedel' selbst noch ein
ander. Xo sei del' Wert von X auf 0, Y die konjugierte Funktion 
von X. Die Funktion Y ist in dem Gebiet ausserhalb C cyklisch 
hal'monisch, ihre ey klische Konstante ist 2 %. Wir setzen Z = X + i Y 
und Zl = eZ • Die Beziehung zwischen z und Zl bildet das ausser
halb von 0 gelegene Gebiet del' z-Ebene auf das ausserhalb eines 
Kreises gelegene Gebiet del' Zl-Ebene konform abo Del' Kreis ist 
dureh die Gleiehung I Zl I = eX. gegeben. Die Beziehung zwischen 
z und Zbildet dasselbe Gebiet del' z-Ebene konform auf einen Teil 
eil1es Kreiscylinders vom Radius 1 abo Diesel' Teil des Cylinders wird 
von einem N ormalschnitt begrenzt, X - Xo ist del' Abstand eines 
Plmktes del' Cylinderflache von diesem Sehnitt. 

25) Spezielle Transfol'mationen behallllelt J{iI'chhon~ Mechanik, Vorlsg. 21. 
.A. G. G1'eenhill, Quart. J. of math. 15 (1878), p. 10 wandte die Methode del' 
Bilder auf zahlreiche Probleme an, die sich auf gerade Linien und Kl'eise b.e
ziehen; siehe auch E. Joclimann, Zeitschl'. f. 1Il[ath. 10 (1865); A. G. Green
hill, Quart. J. of math. 17 (1881), p. 284 und Lond. Math. Soc. Proc. 17 (1886), 
p. 375; lV. lIf. Hicks, Quart. J. of math. 15 (1878), p. 313; 1'. C. Lewis, 1Ifess. 
of math. (2) 9 (1879); A. J. O. Allen, Quart .. J. of math. 17 (1881); A. E. H. Love, 
Amer. J. of math. 11 (1888); Andrade, Paris C. R. 112 (1891). Wcgen elliptischer 
Bcgrenzungen siehe C. Y. Coates, Qliart. J. of math. 15 (1878) unrl lV. lIf. Hicks, 
Quart . .T. of math. 17 (1881), p. 327. Wegen Cal'tesischcr Omle A. G. Green
hill, Quart. J. of math. 18 (1882). 

26) V gl. Z. B. A. ][arnack, Gl'undhLgen del' Theol'ie des logal'ithmischen 
Potentials, Ll'ipzig 1887, p. 80 .. 
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Erfolgt die Fliissigkeitsbewegung in dem Gebiete del' Z-Ebene, 
das ausserhalb von C liegt, so kOllllell wir 

w = (2,,;)-1 (m - i'K) Z + w' 
setzen, wo w' in diesem Gebiete einwertig ist. Es ist dann m die 
Gesamtstromung quer iiber diese· Kurve C und " die Cirkulation in 
einem diese Kurve umgebenden Umlaufe. Die durch w' reprasentierte 
Bewegung riihrt von del' Bewegung del' Kurve C in Richtung del' 
N ormalen her; ihr FIacheninhalt bleibt dabei ungeandert. Wir setzen 
w' = g/ + i1fJ' und bezeichnen mit ds das Bogenelement del' Kurve C. 
Die Normalkomponente del' Geschwindigkeit in einem Punkte auf C 
ist eine gegebene Funktion von Y, welche die Periode 2,,; hat. Diese 

d ' 
N ormalkomponente ist d~' Del' Wert von 1jJ' in einem Punkte auf 

C ist bis auf eine additive Konstante bestimmt. Man kann ihn als 
periodische Funktion von Y mit del' Periode 2n ansehen. Diese 
Funktion laute m eine Fourier'sche Reihe entwickelt: 

'" (5) ~ (an cosnY + bn sin nY), 
n=O 

wu' haben dann 27) 
'" (6) w' = ~ e-n(X-Xo) (an cos nY + bn sin nY). 

n=O 

1st insbesondere del' Wert von 1jJ' auf C uy - vx, so riihrt die 
Fliissigkeitsbewegung von einer Translationsbewegung von C mit del' 
Geschwindigkeit (u, v) her. Es moge Wi del' entsprechende Wert 
von w sem. Dann reprasentiert die Gleichung 

w = (u - iv)z - W1 

die Stromung del' Fliissigkeit lallgs del' festgehaltenen Kurve O. 
Die Geschwindigkeit des Stromes strebt in grosser Entfernung von C 
del' Grenze Cu, v) zu. 1st del' Wert von 1fJ' auf 0 - %r(x2+y2), 
so riihrt die Bewegung von einer mit del' Winkelgeschwindigkeit r 
erfolgenden Rotation del' Kurve C her. 

Fiir einen Kreis, del' mit del' Geschwindigkeit u parallel del' 
x-Axe sich fortbewegt, ist 10 = - ua2z-t,2S) wo a del' Radius des 
Kreises ist (del' Anfangspullkt liegt im Mittel punkte). FUr eine 

27) Diese Theorie ist eine Verallgemeinernng del' VOll Stokes, Cambro Phil. 
Soc. Trans. 8 (1843), p. 105 (Papers 1, p. 17) fUr konzentrische, kreisfUrmige 
Grenzell gegebene. 'Vas Gebiete angeht, welche yon nichtkonzentrischen Kreisell 
begrenzt sind, siehe Fussnoten 80 und 90. 

28) Stokes (Fussn. 27). 'Vegen del' Balmen del' Teilchen siehe jJfaxwcll, 
Lonll. Math. Soc. Proc. 3 (1870), p. 82 = Scientific Papers 2, Cambro 1890, p.208. 
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Ellipse x2 j a2 + y2 jb2 = 1, die sich mit den Geschwindigkeiten u, v 
parallel zu den Axen fortbewegt und mit del' Winkelgeschwindig
keit r urn das Centrum rotiel't, setzen wir z = (a2 - b2)'/2 cosh Z und 
haben dann 

(7) tV = - (ub + iva) (:~ ~t e- z - -} ir (a + b)2e-2Z• 29) 

Eine ahnliche Methode kann angewandt werden, urn die Flussigkeits
bewegung innerhalb einel' geschlossenen Kurve, die durch Bewegung 
diesel' Kune hel'vorgel'ufen wil'd, zu bestimmen 30). Rotiel't die Gl'enze 
mit del' Winkelgeschwindigkeit r urn den Anfangspunkt, so hat die 
Stl'omfunktion an del' Grenze del' Bedingung 

1 
(8) 'If! = - 2 r (x2 + y2) + const. 

zu genuge1l 31). Fur eine Ellipse, welche eine inkompressible Flussig
keit enthalt, haben Wlr 

1 . a' - b' 2 
(9) UJ = - 2 ~r a2 + b" z . 

29) Die Resultate fiir die Ellipse wurden aus dem fUr das Ellipsoid geltenden 
ReAultat von E. Beltrami, Bol. Mem. (3) 3 (1873), abgeleit~t: Die Stromfunktion fiil' 
Rotation wurde von N. M. Fej'j'ers, Quart. J. of math. 13 (1875), die vollstandige 
Lasung von H. Lamb, Quart. J. of math. 14 (1877) gegeben. Flussigkeits
bewegungen in einem von konfolmlen Ellipsen begl'enzten Gebiet und ver
schiedene Probleme, die sich auf die Bewegung eines elliptischen Cylinders in 
einer inkompressiblen FHissigkeit beziehen, wurden von A. G. Greenhill, Quart. 
J. of math. 16 (1879) diskutiert. Lasungen fill' Kurven, die den Kegelschnitten 
invers sind, wurden von A. B. Basset, Quart. of J. math. 19, 20, 21 (1883-1886) 
gegeben; die Bedingungen, welche die Funktion Z beschranken, sind dabei 
allerdings nicht ubel'all beachtet. 

30) Die Bestimmung del' geeigneten harmonischen Funktion kann Schwierig
lceit verursachen. So sind im Falle del' oben eingefl1hrten elliptischen Koordi
naten, cosh nX cos n Y und sinh nX sin n Y in allen Pnnkten innerhalb del' 
Ellipse X = con st. harmonisch, es ist dies abel' nicht mit e± nX cos nY del' Fall. 

31) Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 8 (184~), p. 409 und Papers 1, p. 188, 
auch p. 7 Fussn. Das Problem ist mathematisch identisch mit dem del' Torsion 
eines elastischen Prismas, des sen Querschnitt dieselbe Begrenzung hat wie das 
von del' Flussigkeit eingenonnnene Gebiet; siehe Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, 
p. 242. Das Resultat (9) scheint zuerst fiir das Torsionsproblem von B. de Saint
Venant, Paris C. R. 24 (1847), p. 847 gegeben zu sein. L6sungen fill' verschieden
artige Grenzen kann man in Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 244 if. 
finden; siehe auch Basset, Hydrodynamics 1, Ch. 5 und Lamb, Hydrodynamics p. 95 if. 
Fiir ein Rechteck wurde die Geschwindigkeit von A. G. Greenhill, Quart. J. of 
math. 15 (1878), p. 144 durch elliptische Funktionen ausgedriickt. Fiir einen 
Kreissektor siehe A. G. Greenhill, Mess. of math. (2) 8 (1877), p. SU und (2) 10 
(1880), p. 83. Fiir konfokale Ellipsen uncl Hyperbeln siehe N. 11[. Ferrel'S, 
Quart. J. of math. 17 (1881) 1I1111 L. G. N. Pilon, "Lond. Phil. Trans. (A) 193 (1899). 
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Eine experimentelle Methode, um die Stromlinien einer entlang 
einer gegebenen Grenze stattfindenden zweidimensionalen Bewegung 
sichtbar zu machen, wmde von If. S. Hele-Shaw ersonnen 32). Man 
Hisst Strome von gefiirbter Fliissigkeit mit ungefarbter Fliissigkeit 
zusammen dmch einen Raum zwischen zwei parallelen Glasplatten, in 
welchem sich ein Hindernis befindet, fiiessen. 1st die Geschwindigkeit 
del' eintretenden Fliissigkeit nicht zu gross, so werden die Strom
linien bald stationar und konnen photog!aphiert werden. Stokes 33) 
hat gezeigt, dass die mittlere Geschwindigkeit einer zahen Fliissigkeit, 
genommen iiber den kleinen Abstand del' Platten, mit grosser Annahe
rung denselben Gesetzen folgt, wie die zweidimensionale Geschwindig
keit einer idealen Fliissigkeit. 

Die Theorie del' zweidimensionalen Stromungen .kann auf andere 
Flachen als die Ebene durch die Methode del' konformen Abbildung 
ausgedehnt werden 34). 

1 f. Diskontinuierliohe Bewegung. Die durch die bereits aus
einandergesetzten Methoden gefundenen Losungen erfiillen bisweilen 
nicht die physikalische Bedingung, dass del' Druck in einer J;-'liissig
keit niemals negativ sein darf. Bei einer gleichformigen Bewegung 
eines Kreiscylinders muss, um die dmch die Gleichung w = ua2z- 1 

dargestellte Bewegung moglich erscheinen zu lassen, del' Druck im 
Unendlichen den Wert % Qu2 iiberschreiten. 1m andern Falle wird 
del' Druck in del' Nahe derjenigen Cylinderpullkte, die am weitesten 
von del' Ebene y = 0 entfernt sind, negativ. Bei einer gleichformigen 
Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit an einer Ellipse vorbei 
kann die Geschwindigkeit an den Enden del' grossen Axe durch ge
niigende Vergrosserung del' Excentricitiit jeden angebbaren Wert iiber
steigen. Es kann somit kein Druckbetrag im Unendlichen verhindern, 
dass del' Druck an den Enden del' grossen Axe gegebenenfalls negativ 
wird. Dasselbe ist allemal del' Fall, wenn die Grenze eine scharfe 
Ecke hat, die in die Fliissigkeit hincimagt 35). Die Beobachtung 

32) Lond. Inst. Naval Architects Proc. 1898 und Brit. Assn. Rep. 1898, p.13G. 
33) Brit. Assn. Rep. 1898, p. 143. 
34) Lamb, Hydrodynamics p. 114. Stromungen auf einer Kugel, die von 

del' Bewegung einer Kugelkalotte herriihren, wurden von E. Beltrami, 1st. Lomb. 
Rend. (2) 11 (1878) behanc1elt. Ebensolche Bewegungen auf' Riemann'schen 
FlU.chen und in mehrfach 7,usammenhangenden, ebenen Gebieten behandelte 
lY. Burnside, Mess. of math. (2) 20 (1891), p. 1-14 und Lond. Math. Soc. Proc. 
22 (1891), p. 346, 23 (1892), p. 87 j auch II. P. Baker, Cambro Phil. Soc. Proc. 
9 (1898), p. 381. Wegen weiterer Litteraturnachweise siehe II A 7 b, Fussn. 53. 

35) Lamb, Hydrodynamics p. 100. 
Encyklop. d. mnth. Wis!!ensch. IY 2. 7 
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zeigt, dass bei einer wirklichen Fliissigkeitsbewegung, die an einem 
Hindernis vorbei erfolgt, allemal das Bestreben zur Bildung eines 
"toten Raumes" hinter dem Hindernis vorhanden ist 36). 

Das Wesentliche an den genannten Phanomenen ist, dass sieh 
eine ganz deutliche Oberflache herstellt, die den rasch sich bewegen
den Fliissigkeitsstrom von einer im wesentliehen ruhenden Fliissig
keitsmasse trennt 37). Eine solche Trennungsflache tritt insbesondere 
auch bei Fliissigkeitsstrahlen auf 37). Helmholtz erkannte, dass Pro
bleme, deren durch die gewohnliche Methode erlangte Losungen die 
physikalische Druckbedingung. nicht erfiillen, andere Losungen zu
lassen miissen, bei denen die Geschwindigkeit an bestimmten Ober
flachen unstetig ist, und fand von dort aus die wahl'e Losung eines 
ersten solchen Problems 37). 1m Anschlusse hieran entwickelte G. Kirch
hoff38) eine allgemei'ne Methode, urn derartige zweidimensionale Pl'O
bleme in Fallen, wo die festen Grenzen von geraden Linien gebildet 
werden, zu untersuchen. Durch eine Modifikation diesel' Methode 39) 
ist es jetzt moglich, jedes Problem del' von Kirchhoff angegebenen 
Art auf Integrale algebraischer Funktionen zuriickzufiihren. 

Die Fliissigkeit fliesse in einem zweidimensionalen Gebiete, das 
teilweise von gegebenen, festen, geraden Linien, teilweise von freien 
Stromlinien begrenzt ist. Die Gestalt del' freien Stromlinien ist un
bekannt, abel' die Geschwindigkeit hat der Druckbedingung entsprechencl 
entlang denselben eine 7constante Grosse. Wir schreiben 

f-=dZ=-.!..ei~1 
~ dw q , 

sodass q die Grosse del' Geschwindigkeit und fL del' Winkel zwischen 
del' Bewegungsrichtung und del' positivell Richtung del' x-Axe ist. 
Die Beziehung zwischen z und w, welche die Losung des Problems 
giebt, kann als eine Beziehung zwischen ~ und w angesehen werden. 
Hier wird das Gebiet auf einer Seite einer bestimmten Grenze del' 
~-Ebene kouform auf ein bestimmtes Gebiet del' w-Ebene abgebildet. 
Die Grenze in del' w-Ebene besteht aus Teilen von geraden Linien 
'ljJ = const., die Grenze in del' ~-Ebene aus Kreisbogen um den An
fangspunkt, die den fl'eien Stromlinien entsprechen, und aus geraden 
Linien durch den Anfangspunkt, die den festen geradlinigen Grenzen 
entsprechen. Kirchhoff's Methode besteht nun darin, diese Grenzen 
zu zeichnen und die Beziehung zwischen ~ und w als Aufgabe del' k011-

116) Bemcrkt von Stokes, Camb. Phil. Soc. Trans. 8 (1847), p. 533 = Math. 
and Phys. Papers 1, p. 310. 

37) Helmholtz, Ber!. Ber. 1868, p. 215 = Wiss. Abh. 1, p. 146. 
38) J. f ~Iath. 70 (1869) = Ges. Abh. p. 416; ~Iechanik, Vorlcsung 22. 
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formen Abbildung zu behandeln, was eine Diffel'entialgleichung zwischen 
z und w ergiebt. Die bel'eits genannte Modifikation 39) besteht in del' 
Einfiihrung von log S an Stelle von s. Wir setzen 

a = log s = log q-l + ip, =). + ip, 

und beachten, dass die Grenze in del' .Q-Ebene aus geraden Linien 
p, = const. und ). = const. besteht, sodass die Grenzen in del' .Q- und 
w-Ebene bei~e geradlinig sind. Die Gebiete in diesen Ebenen, welche 
dem von del' Fliissigkeit eingenommenen Gebiet in del' z- Ebene ent
sprechen, konnen beide auf die Halbebene einer Hiilfsvariabeln t 40) 
konform abgebildet werden. So wird eine Beziehung zwischen a 
und w hergestellt, welche sich durch eine Diffel'entialgleichung zwischen 
z und w ausdl'iickt. 

Wenn ein Fliissigkeitsstrahl aus einel' Offnung in dem Boden 
eines tiefen, rechtwinkeligen GeHisses mit vertikalen Wanden aus
fiiesst 41), so sind die Breiten d des Gefasses, k del' Offnung und C 

des Strahles durch die Gleichung 

k = c{l + ~ (~- ~-) arc tanO"~} 
n c (I " (]2 - c· 

an einander gebunden. Fill' den Fall, dass die vel'tikalen Wande als 
unendlich weit von del' Offnung abstehend angesehen werden konnen 42), 

ist del' Kontl'aktionskoeffizient 2 ~ 11: • Wenn ein MundstiIck in Ge

stalt einer nach innen hineinragenden Rohre vorhanden ist und del' 
Boden und die Wande als unendlich weit von del' Miindung abstehend 
angesehen werden konnen, ist del' Kontraktionskoeffizient lk Dies 
ist das oben erwiihnte von Helmholtz geloste Problem 37). Die Gestalt 
del' freien Stromlinie kann dabei aus del' Gleichung 

39) M. Planck, Ann. Phys. Chern. (2) 21 (1884); N. JonkolVsky, Mosk. math. 
Samml. 15 (1890); J. II. Jl1ichell, Lond. Phil. Trans. 181 (1890); A. E. H. Love, 
Cambro Phil. Soc. Proc. 7 (1891), p. 175. Die letzteren dl'ei geben Losungen 
zahlreicher Beispiele. P. l11olenbroek (Fussn. 8) hat einige Flille del' Bildung 
von Strahlen in einer kompressiblen FhIssigkeit behandelt. 

40) E. B. elm'stoffel, Ann. di mat. 1 (1867); H. A. Schwal'z, J. f . .Math. 70 
(1869), p. 105 = Ges. math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 63. 

41) J. II. Michell (Fussn. 39). 
42) Kirc717lOff' (Fussn. 38). Das Resultat ist :Lueh riebUg, wenn die Schwere 

nicht vernachlassigt wird, siehe F. Kotter, Arch. f. Math. (2) 5 (1887) und Ber!' 
Phys. Verb. 6 (1887). Derselbe Autol' hat (1. c.) gezeigt, wie man obere unel 
untere Grenzen fiir den Kontraktionskoeffizienten im FaIle einer Kreisoffnung 
erhiUt. Andere Beispiele freier Stromlinien (wohei die Fliissigkeiten nicht nllr 
der Schwere, sOlldern auch Kapillarkl'aJten nnterworfen gec1acht werden) fiJulut 
man bei N. JOllkOlcsky, Petersburg, phys.-chem. Ges. 23 (1891). 

7* 
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ds 1-i~ 
dt = t2(t + 1) 

bestimmt werden, t ist reell und 1> r 1 > - 1. 
Wenn ein Strom von unendlicher Breite durch eine gerade Linie 

von endlicher Lange aufgehalten wird 43), so ist fur den Einfalls
winkel a die Losung durch die Gleichungen 

dw 1 dD. i sin a 
Jt=2'(t-cosa), dt 

(t - cos a) Y(t2 1) 

gegeben. Die Einheiten sind so gewahlt, dass die Lange del' Linie 
1 + % n sin a, und die Geschwindigkeit des Stromes im Unendlichen 1 
ist. Del' Druckuberschuss auf del' einen Seite gegen den Strom ist 

! nQ sin a. Das Druckcentrum befindet sich in einem .Abstande 

4(4 ~c: ;in ix) l vom Mittelpunkt del' eingeschalteten Linie nach dem 

dem Strome zugewendeten Ende hin, l bedeutet dabei die Lange del' 
Linie. Die freie Stromlinie ist dmch die Gleichung 

:: = % {1 - t . cos a - i 11 (t2 - 1) sin a} 
gegeben, wo t reeIl und > 1 ist. 

Die Methode von Kirchhoff ist in ihrer ursprunglichen Form auf 
verschiedene Probleme von M. R£fthy44) und D. Bobylew 45) angewandt 
worden. Die .Anwendung auf Probleme von sich treifenden Strahlen 
ist von Lord Rayleigh 46) und W. Voigt 47) gemacht worden. Die modi
fizierte Methode wenden J. H. Michell 39) und H O. Pocklington 48) auf 
die Bestimmung del' Formen von Hohlwirbeln (Nr. 3 c unten) an. Sie 
ist von B. Hopkinson 49) auf FaIle ausgedehnt worden, in denen Quellen 
und Senken in del' Fliissigkeit existieren. Diskontinuierliche Be
wegungen in drei Dimensionen odeI' mit festen Grenzen von ge
krummter Form sind nul' erst in welligen Fallen erhalten worden 50). 

43) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 2 (1876), p. 430 = Scientific Papers 1, p. 267. 
Die Losllng wurde zuerst von G. Kb'chllOff (Fussn. 38) erhalten. 

44) Math. Ann. 46 (1895). 
45) Petersburg, phys.-chem. Ges. 13 (1881) und Beibliitter zu Ann. Phys. 

Chem. 6 (1881); Lamb, Hydrodynamics p. 112. 
46) Phil. Mag. (5) 1 (1876), p. 441 = Scientific Papers 1, p. 297. 
47) Gott. Nachr. 1885, p. 285 und Math. Ann. 28 (1886). 
48) Cambr. Phil. Soc. Proc. 8 (1894). 
49) Lond. Math. Soc. Proc. 29 (1898). 
50) Siehe P. lIfolenbl'oek, Ann. Phys. Chem. 52 (1894); J. Weingm·ten hat ill 

den Gott. Nachr. 1890 ein Beispiel gegeben, bei welchem die freie GrenzfUche 
die Form eines zwischen zwei Erzeugenden gelegenell Stiicks eines einschaligell 
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1 g. Dreidimensionale Bewegung einer inkompressiblen Fliissig
keit. Findet die Bewegung einer Flussigkeit in Ebenen dureh die 
z-Axe statt, so wahlen wir (Jj als den Abstand eines Punktes von 
del' Axe und sehl'eiben v und tV fur die Geschwindigkeitskomponenten 
in den Riehtungen ro und fJ. Dann existiert, einel'lei ob die Be
wegung wirbelfl'ei ist odeI' nieht, eine Stromfunktion ljJ, 51) fill' welche 

1 2'1/' 1 0"" 
(1) v = w az' tV = - m iJiii 
ist. Wir wahlen zwei Punkte in del' Flussigkeit und konstruieren 
eine RotationsfHiche dadureh, dass wir eine die beiden Punkte vel'
bindende Kurve um die z-Axe rotieren lassen. Es wird dann das in 
del' Zeiteinheit ltber diese OberfHiehe austretende Flussigkeitsquantum 
gleich del' Differenz del' Wede von 27tljJ in den beiden Punkten. 1st 
die Bewegung wirbelfl'ei, so genugt ljJ del' GIeichung 

(2) 221p + 22't _ ~ 0'1/' _ 0 
ow 2 OZ2 1ii Ow - . 

Wenn wir in diesem Falle das zugehorige Geschwindigkeitspotential rp 
111 eme Reihe naeh Kugelfunktionen in del' Form 

00 

rp = ~ + ~ {anrn + bnr-(n+l))Pn(cos-&) 
n=l 

Die Bewegung einer Fliissigkeit im 1nnel'll eines Ellipsoids mit 
den Halbaxen a, b, c, welches urn seinen Mittelpunkt mit einer Winkel
geschwindigkeit (p, q, r) l'otiert (bezogen auf die Hauptaxen), wil'd 
dUl'ch Verallgemeinel'ung des Resultates (9) in Nl'. 1 e erhalten. Die 
Bahnen del' Teilchen l'elativ zu del' Gl'enze sind Ellipsel1, die samtlich 
in del' periodischen Zeit 53) 

Hyperboloids hat. 11. J. Sharpe, Edinb. I{oy. Soc. Proc. 14 (1885), Qt1<Lrt. J. of 
math. 22 (1887) und Cambro Phil. Soc. Proc. 7 (18Dl), giebt einige angcniiherte 
LOsungen. Lord Kelvin hat betrelfs del' Gliltigkcit del' zweidimcnsionalen Theoric 
Zweifel geiiussert, Nature 50 (1894), p. 524, 549, 573, 597. 

51) IV 14, Nr. 7. Die axiale Stromfunktion wurde von Stokes, Cambro 
Phil. Soc. Trans. 7 (1842), p. 439 = Papers 1, p. 1 cingefiihrt, wo er die Gleichung 
(2) giebt. 

52) Lamb, Hydrodynamics p. 136. 
53) Das Hesultat schreibt man 21IcwJwell zu, siebe Hicks, I{eport, 1882. 
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beschrieben werden. Mithin ist die in diesel' Zeit erfolgte Lagen
anderung gleichbedeutend mit einer Rotation eines starren Karpel's 
(obwohl die Fliissigkeitsbewegung selbst wil'belfrei ist). Die Fliissig
keitsbewegung, welche von etwaigen Gestaltsanderungen del' ellip
soidischen Begrenzung herruhrt, ist von C. A. Bjerknes 54) untersncht 
worden. Bleibt clas Ellipsoid sich selbst ahnlich und befindet sieh 
die Fliissigkeit ausserhalb desselben, so ist 

(4) 1 daj. clir 
fJJ = - 2a d t { (1 +~) (1 + ~2) (1 +t~) } '/, , 

unter c die positive Wurzel del' Gleichung 
X2 y2 Z2 

a' + E + b2 + E + C. + E = 1 

verstanden. Wenn sich die Flilssigkeit innerhalb einer ellipsoidischen 
Begrenzung befindet, welehe ihre Gestalt, abel' nicht ihl' Volnmen 
andert, so ist 

(5) = ~ {X' da + !L~ db + Z2 dc}. 
rp 2 a dt b dt c dt 

Die Bewegung einer in einem Parallelepiped eingesehlossenen 
Fliissigkeit, welehe von Quellen und Senken herl'uhrt, ist von A. 
G. G1'eenhill 55) bestimmt worden. Die TheOl'ie del' Stromung an einer 
Kugelkalotte vorbei ist von A. B. Basset 56) behandelt worden. 

2. Bewegung fester I{orper in einer illkompressiblcn Fltissigkeit. 

2 a. Kinematik. Bewegung einer Kugel. Zahlreiche U nter
suchungen uber wirbelfreie Bewegung einer inkompressiblen Flussig
keit in drei Dimensionen hangen eng mit dem Problem des 'Wider
standes zusammen, den die Fliissigkeit auf einen sieh in ihr bewegen
den Karpel' ausiibt. Wir wollen zunaehst die Fliissigkeit nach innen 
durch die Oberflaehe des gegebenen Karpel's begrenzt, sonst abel' 
1mbegrenzt annehmen. Del' von del' Fliissigkeit eingenol11mene Raum 
llli5ge einfach zusammenhangen. Die in del' Fliissigkeit dmeh die 
Bewegung des Karpel's hervorgerufene Bewegung ist acykliseh und 
wirbelfrei. ""Vir wahlen den Anfangspunkt und die Axen relativ fest 

54) Gott. N achr. 1873, p. 448, 829; siehe auch Lamb} Hydrodynamics, 
p. 145-166. 

55) Cambro Phil. Soc. Proc. 3 (1878), p. 289. 
56) Lond. :;IIath. Soc. Proc. IG (1885) und Hydrod:ynamics 1, p. 147. 
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zum Korper und bezeichnen mit u, v, W, p, q, r die Komponenten der 
linearen und Winkelgeschwilldigkeit des Korpers. Das Geschwindig-
keitspotential hat dann die I!'orm 57) . 

(1) ffJ = UCJ11 + VffJ2 + WffJs + PXl + qX2 + rX3, 
wo ffJl"'" X3 harmonische Funktionen in dem von der Flussigkeit 
erfilllten Raume sind und an der OberfUiche des Korpers den Be
dingullgen 

(2) °o~ = cos (vx), ... , oz 0: = y cos (11$) - $ cos (vy) , ... 

geniigen. Die Normale dv ist nach dem 1nnern der Fliissigkeit gezogen. 
Fur eine Kugel vom Radius a ist ffJ1 = - % a3xr-3 , ••• , wo 

r2 = x 2 + y2 + Z2 ist und der Anfangspunkt im Kugelmittelpunkt 
liegt 58). Es ist somit die Flussigkeitsbewegung dieselbe wie die, 
welche durch ein im Kugelmittelpunkte gelegenes Quellpaar bedingt 
ist 18). Del' resultierende Druck auf die Kugel besteht aus zwei super
ponierten Drucke1l 58): 1) aus dem Drucke, den die ausseren auf die 
Fliissigkeit wirkenden Krafte hervoITufen (sein Wert ist derselbe wie 
fiir ein in Ruhe befindIiches System 59), 2) aus einer Kraft von del' 
Grosse 1/2 'ln' f, wo tn' die Masse der vel'drangten Fliissigkeit und 1" 
die Beschleunigung des Kugelmittelpunktes ist. Diese Kraft wirkt 
dureh das Centnun der Kugel in der zu f entgegengesetzten Richtung. 
1m Faile dass aussere Krafte nieht vorhanden sind, schreitet die 
Kugel gIeiehformig vorwarts. Dabei ist del" Druck nur dann uberall 
positiv, wenn del' Druck im Unendlichen den Wert %(>(U2+V2+W2) 
iibersehreitet 60). 1st das aussere Kraftfeld homogen und von del' 
1ntensitat g, so bewegt sich del' Kugelmittelpunkt wie ein Massen-

k b 'E"k . I·I.e··· B }_1' In-III' Pun t el ll1WU' ung eIller g me lJ.Ormlgen esc lleumgung -+ i;-' 9 m 2 III 

(unter m die Masse del' Kugel verstanden), beschreibt also eine Parabel. 
Dieses Resultat liisst sieh (mit geeigneter Allderullg des Nenner:.; 

m + ! m') auf einen beliebigen isotropen Korper (Nr. 2c unten) 

ausdehnen 61). 

57) G. Kil"cTtllOff, J. f. Math. 71 (1870), p. 237 = Ges. Abh. p. 376. 
58) Poisson, Paris, Mem. de l'Acad. 11 (1832). Spliter nnabhlingig VOll P. G. 

L. DiTichlet gefunden, Berl. Ber. 1852. E. Riecke giebt in den G(itt. Nach!". 1888 
fUr die Bahnen cler Teilchen eine Zeiehnullg. 

59) Dieses Resultat gilt auch fUr einen nicht-spharischen Karpel'. 
60) Sir lV. Thomson, Lond. Roy. Soc. Proc. 42 (1887) und Phil. :\Iag. (5) 

23 (188i), p. 255, diskut.iert die Fliissigkeit8bewegnng, wenn die Druckbedingun:; 
nicht erfiillt ist. 

(1) F. laUer, Berl. Phys. Verh. (3 (1887), p. us. Wegen eines andel'll inte-
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(4) 

wo 
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Fiir ein Ellipsoid x 2 j a2 + y2 jb2 + Z2 j c2 = 1 haben wir 
A q>1=- B +0. x, ... , 

o 0 

(b 2 - ai ) (0 - B) 

werden durch Vertauschung von b und c mit a erhalten; 8 ist die 
positive Wurzel del' Gleichung 

X2 y2 1$2 

(i2 + E + b2 + E + a2 + E = 1; 

Ao, Bo, Co sind die Konstanten, die man durch Substitution von Null 
fUr 8 in A, B, C erhalt 62). Die Gleichungen fiir die Stromlinien 
wurden von A. Olebsch 62) und R. A. Herman 6S) diskutiert. Del' 
spezielle Fall eines Spharoids wurde von G. Kirchhoff64) betrachtet. 

2 b. Kinetische Energie. Die kinetische Energie Tl del' in 
einer unbegrenzten Fliissigkeit stattfindenden Bewegung, welche von 
del' Bewegung eines einzelnen starren Korpel's in del' Fliissigkeit her
riihrt, kann, falls keine Cil'kulation stattfindet, als homogene quadra
tische Form del' sechs Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, p, q, r 
ausgedriickt werden. Die Koeffizienten in 2 Tl hangen von den Formeln 
fiir q>1"'" Xs abo Z. B. 57) ist del' 

Koeffizient von u 2 = - ~fjq>l 00:1 dS, 

Koeffizient von 2 u v = - (J f jff1 ~O:2 d S = - (J ffq>2 °O~l d S. 

Urn den allgemeineren Fall, wo die Fliissigkeit nach aussen durch 
eine feste oder bewegliche, stan'e Oberfiache begl'enzt ist und sich 
ein odeI' mehl'ere feste Korper im Innern del' Fliissigkeit bewegen, 
wo ferner del' von· del' Fliissigkeit eingenommene Raum die Zusammen
hangszahl n + 1 besitzt, zu behal1deln, nehmen wir die Lagen del' 
KOl'pel' und del' aussel'en Gl'enze als durch m gellel'alisiel'te Kool'dinatel1 

grablen Falls del' unter Einwirkung ilusserer Krafte elfolgenden Bewegung siehe 
B. Paladini, Rom, Acc. dei Line. Rend. 4 (1888). 

62) Das Resultat (3) gab G. (freen, Ediilb. Roy. Soc. Trans. 13 (1833) = 
Math. Papers, London 1871, p. 313, und das Resultat (4) A. Clebsch, J. f.Math. 52 
(1856). Wegen del' Bewegung zwischen konfokalen Ellipsoiden siehe A. G. Green
hill, Quart. J. of math. 16 (1879). 

63) Quart. J. of. math. 22 (1889), p. 378. 
M) Mechanik p. 219. 
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ql' Q2' ... , qm bestimmt an; "1) "2' .... , "n seien die cyklischen 
Konstanten. Dann haben wir 65) 

Tl = III + K, 
wo III eine homo gene quadratische Funktion der generalisierten Ge
schwindigkeiten q/, q2', ... , q';' ist mit Koeffizienten, die nur von qv 
q2' ... , qm abhiingen, und K eine homo gene quadratische Funktion 
der Cirkulationen "11 "2' ... , "n' ebenfalls mit Koeffizienten, die nur 
von qlJ q2' ... , qm abhangen. Das Geschwi;ndigkeitspotential hat die 
Form 

m n 

cp = ~ qr' f/Jr + ~ "rXr' 
r=l r=l 

wo f/Jr einer Bewegung entspricht, bei der q/ = 1 und die iibrigen q' 
und aHe" gleich Null sind; Xr entspricht einer Bewegung, bei der 
"r = 1 und die iibrigen " und alle q' verschwinden. Die Koeffizienten 
in 2 lIt driicken sich in derselben Weise aus, wie in dem 0 ben be
trachteten, einfacheren Falle. Die Koeffizientel1 in 2 K erhalten in der 
Bezeichl1ung von Nr. 1 b die Gestalt 66): 

Koeffizient von "r2 =" If::: door' 

Koeffizient von 2"r'" = "If~~: doo, =" ff~~: door. 

Der vollstandige Ausdruck fiir die kinetische Energie T des Systems 
der starren Korper und der Fliissigkeit ist die Summe von Tl und 
der kinetischen Energie To der stanen Korper allein. Die letztere 
ist ihrerseits wieder eine homo gene quadratische Funktion der q'. 
Wir werden filr To + III einfach II schreiben. 

2 c. Hydrokinetische Symmetrie 67). Die Funktion That filr 
einen einzelnen stan·en Korper, der sich in einer unbegrenzten Fliissig
keit bewegt, in welcher keine Cirkulation stattfindet, im allgemeinen 
21 Koeffizienten. Doch reduziert sich diese Zahl, wenn der Korper 
irgendwelche Symmetrie zeigt. Fiir einen Korper, wie beispieL-meise 
em Ellipsoid, mit drei orthogonalen Syrnmetrieebenen, ist 

2T = Au2 + Bv2 + Cw2 + Pp2 + Qq2 + Rr2. 

65) Sir lV. Thomson, Edinb. Roy. Soc. Proc. i (1871), p. 384 und 668; Phil. 
:lIag. (4) 42 (1871) und (4) 45 (1873). 

66) Lamb, Motion of fluids, 1879; Hydrodynamics p. 207. 
67) Sir lV. Thomson (Fussn. 65); Lamb, Hydrodynamics p. 181; J. Lar/llor, 

Quart. J. of math. 20 (1884). Die Formel fill' einen Rotationskorper gaben 
Thomson and Tait, Nat. Phil. 1. ed. 1867, und hernach Kirchhoff· (Fussn. 57). 
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Fur einen Rotationskarper ist A = B, P = Q. 1st A = B = C 
und P = Q = R, so heisst del' 1Girper "isotrop". Fur einen IGirper mit 
sehraubenformiger Symmetrie um die fJ-Axe, derart, dass er naeh 
Drehung dureh einen reehten 'Winkel um diese Axe mit sieh selbst 
identiseh wird, kommt 

2T =A(U2+V2) + Cw2 + P (p2+q2) + Br2+ 2L(pu+q v) +2 Nvw. 

Wenn A = 0, P = B und L = N wird, ist del' Karpel' ein "iso
troper Sehraubenkorper". 

2 d. Bewegungsgleichungen. Die Bewegungsgleiehungel1 fur 
einen Korper, del' sieh in einer unbegrenzten Flussigkeit bewegt, 
wurden fur den Fall, dass keine Cirkulation und keine iiusseren 
Krafte wirksam sind, zuerst von l'homson und Tait 68) aus dem Aus
druek fUr T dureh direkte Anwendung del' Lagrange'sehen Gleiehungen 
abgeleitet. Gegen dieses Verfahren wurde bald hernach Einspruch 
e1'hoben 69), wah1'end Kirchhoff' die Gleiehungel1 aufs neue dureh Ritck
gang auf das Hamilton'sche Prinzip ableitete 57). Sie haben die Form 

(1) 1 (~h - r1h + q~l = 0, (3 Gleichungen) 

~l~ - rILl + qV1 - W1l1 + V~l = 0, (3 Gleiehungen) 

III denen 
aT OT 

~l = ifil' ' .. , Al = op' .... 

Die Grossen ~u 'YJI' ~1J Au ILl' VI sind die Kraft- und Kraftepaarkom
ponenten derjenigen impulsiven Schraube, durch deren Angreifen am 
Karpel' die Bewegung des Systems von del' Ruhelage aus erzeugt 
werden kannte. Diese Sehraube heisst nach Sir W. Thomson del' 
"Impulsii 70). 

Man hat versucht, die Anwendung del' Lagrange'schen Gleiehul1gen 
auf das Problem dureh eine TheOl'ie del' "Ignorierung del' Koordi
natenli 71) zu rechtfertigen, welehe im wesentlichen mit del' Bouth
sehen TheOl'ie del' "modifizierten Lagrange'schen Funktionii itberein-

GS) Nat. Phil. 1. ed. 18G7. 
69) L. Boltzmann, J. f. ~fatb. 73 (1871); J. Purser, Phil. l\Iag. (5) 6 (1878); 

C. Ncwnann, Hydr. Unt., 1883, 
70) Die 'l'beorie des "Impulses" gab Sir lV. Thomson, Vortex-Motion. 

Lamb, HydrodYlULmics p. 169 wendet sie direkt auf das Bewegungsproblem 
eines stan'en Korpers in einer Fliissigkeit an. 

71) 17lOlIlson and Tait, Nat. Phil. 1, 2. ed. 1879; vgl. Helmholtz, J. f. 
~fatb. 97 (1884) = Wiss. Abb. 3, p. 119-202. 
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stimmt72). Nach dieser Theorie sind, wenn die Lage ei~es dynamischen 
Systems mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden von. zweierlei 
Koordinaten abhlingt, von denen diejenigen zweiter Art nUl" mit ihren 
Geschwindigkeiten in den Ausdruck fitr die Energie eintreten, die zu 
diesen zweiten Koordinaten gehorigen Bewegungsgrossen (1m puls
koordinaten) konstant. Mit Hi.tlfe del' linearen GIeichungen zwischen 
den Geschwindigkeitskoordinaten, welche die Konstanz diesel' Be
wegungsgrossen: ausdritcken, konnen die Geschwindigkeiten del' Ko
ordinaten del' zweiten Art aus den Bewegungsgleichungen fill' die 
Koordinaten del' ersten Art eliminiert werden. Man sagt dann, die 
Koordinaten del' zweiten Art seien "ignoriert" worden. V erschwinden 
insbesondeI'e die Beweglmgsgrossen, welche den ignorierten Koordi
naten entsprechen, so kann das System dmch Anwendung von 1m
pulsen, die allein den Koordinaten erster Art entsprechen, zur Ruhe 
gebracht werden. Die Bewegungsgleichungen in diesen Koordinaten 
sind danll einfach diejenigen, welche durch direkte Anwendung del' 
Lagrange'schen Gleichungen erlangt werden. Man nimmt nun an, 
dass diesel' Ansatz auch bei dem hydrodynamischen Problem in 
Anwendung gebracht werden konne. Jedoch sind del' Ubergang von 
einer endlichen zu einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden und 
die Schwierigkeit del' Identifizierung del' zu ignorierenden Koordinaten 
Umstande, welche die direkte Ableitung aus dem Ham-ilton'schell 
Prinzip annehmbarer erscheinen lassen 73). 

Bei dem allgemeinern Problem del' Bewegung durchbohl'tel' Karpel' 
machte Sir lV. Thomson 65), tiber das Gesagte hinausgehend, den 
weiteren Ansatz, dass er die Cirkulationen 7.11 7.2, •• , als generalisierte 
Bewegungsgrossen, wie sie bestimmten ignorierten Koordinaten ent
sprechen witrden, ansah, und dann wieder die Bewegungsgleichungell 
eines Systems mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden auf 
das Problem anwandte. In diesem FaIle ist die Notwel1digkeit fiir 
eine direkte Ableitung aus dem Hamilton'schen Prinzip noch zwil1gen
del'. Eine solche Ableitung gab H. Lamb 74). Eine andere Methode 75), 

diesen Gegenstand zu behandell1, ist folgemle: Man bilde die Ausdriicke 
del' resultieremlen Kriifte und Kraftepaare, die auf einen stan'en Korper 
des Systems durch die Fliissigkeit ausgeiibt werden, indem man die 
Druckgleichung (IV 15, Nr. 10, Gig. (1») benutzt. 

72) E. J. Routh, Stability of' motion, London 1877. 
73) C. Ne!~manll, Hydr. Unt., 1883. 
7<1) Hydrodynamics p. 207. Siehe anch J. La1'lllOr, Lond. Math. Soc. Proc. 

15 (1884). 
75) G. II Bryan, Phil. :Mag. (5) 35 (1893). 
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Bewegell sich die Korper und die Fliissigkeit unter Einwirkullg 
irgendwelcher kOllservativer iiusserer Krafte, so nehmell wir U als 
die potelltielle Energie des Systems in del' durch die Kool'dinaten
werte '111 '12' ... , '1m festgelegten Konfigul'ation und drltcken T in der 
Form II + K aus (Nr.2b oben). Dann haben wir fUr jede del' 
Koonlinaten '1 eine Gleichung 76) von del' Form 

wo (r, s, s') eine bestimmte Funktion der Koordinaten '1 bezeichnet, 
welche verschwindet, wenn s' = s ist, und die ihl' Zeichen andert, 
wenn s und s' unter einander vertauscht werden. Diese Funktion 
driickt sich sehr eiufach mit Hitlfe del' generalisierten Geschwindig
keiten (h', (12',"" (In' aus, welche den Bewegungsgrossen "u "2' ... , "n 

entsprechen. Diese Geschwindigkeiten sind lineare Funktionen der '1' 
und "mit Koeffizienten, die nm von den '1 abhangen. Hiernach wird 

oe; . F· 1 t' d W' . l- d 1 b -'0----, eme un \: Ion er q. 11' nennen Sle £r, un Ia en 
q, 

0; 0;, 
(r s s') = ~ _ _ T_'_ . , , oq,. oq. 

Die Geschwilldigkeiten (1/, (12', ... , Qn' sind die Stromungen durch die 
O:ffnungen in den sich bewegenden Korpern 77). Bezeichnet Uu Vi" .. , r 1 

das Geschwindigkeitssystem des Kiirpers, in welchem sich die O:ffnung 
befindet, deren Cirkulation wi}' "1 nannten, bedeutet ferner dV1 das 
Normalenelement fill' die zu diesel' Cirkulation gehOrende Querflache, 
so haben wir 

(1/ = (1 .(1 {~~ - cos (Vi x) (Ui-rlv+qlz)-cOS(V1V)(Vl-PlZ+ r i x) 

- cos (ViZ) (WI - ql X + PlY) } dwl , 

'Vas den Ansdruck von T in Impulskomponentel1, was ferner die 
vVirkung einer Verallderung des Koordinatenanfangspunktes und del' 
Axen angeht, so sei del' Leser auf' IV 13 verwiesen. Ebenda findet er 
Aufschluss libel' die in speziellell Fallen mogliche Integration del' 
Gleichullgen (1), sowie nber die TheOl·ie del' statiollarell Bewegung und 

76) Sir lV. TholJlson, Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1871), p. 668 und Phil. 
lIfag. (4) 45 (1873). Vgl. Thomson and Tait, Nat. Phil. 1, p.320; Lamb, Hydro
dynamics, p. 211; O. Newnan/I., Hydr. Unto p. 63. 

77) Sir lV. Thomson (Fussn. 76); A. B. Basset, Cambro Phil. Soc. Proc. 6 
(1887), p. 117. 
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del' Stabilitat del' stationiiren Bewegung fur den Fall, dass ein ein
zeIner fester IGirper sieh in einer unbegrenzten Flussigkeit ohne 
hinzutretende Cirkulation bewegt. Vom Standpunkt del' Hydrodynamik 
liegt die Wiehtigkeit del' Resultate in del' Thatsaehe, dass del' Wider
stand einer idealen Fliissigkeit gegen einen sieh in ihr bewegenden 
Karpel' den Charakter einer Massenvermehrung 78) hat, wo bei del' Be
trag und die Lage del' hinzugefiigten Masse von del' Bewegung und 
del' Gestalt des Karpel's abhangt. 

2 e. Cyklische Bewegung. Sir W. Thomson 76) hat die Bewegung 
einer Kugel in einem mehrfaeh zusammenhangenden Raume mit fester 
Gl'enze untersueht, wenn del' Radius del' Kugel im Vergleieh zum 
Abstande des Mittelpunktes VOll jedem Punkte del' Grenze klein ist. 
In diesem FaIle versehwinden aIle Grossen (1', s, s') identiseh und I( 

hat die Form - % Q jip' ~: dS, wo die Integration iiber die Kugel

oberflaehe zu nehmen ist. P und P' bezeiehnen hier resp. die Ge
sehwindigkeitspotentiale derjenigen eyklisehen Bewegungen, die ein
treten, wenn die Kugel weggenommen wird, bezw. wenn sie festgehalten 
wird. 1st die Diehte del' Kugel dieselbe, wie die del' Fliissigkeit, und 
erfolgt die Cirkulation um einen in die Unendliehkeit laufenden, fest
gehaltenen, feinen Draht, so bewegt sieh del' Mittelpunkt so, als ob er 
von dem Drahte mit einer Kraft angezogen wurde, die mit dem Kubus 
del' Entfel'llung umgekehrt proportional ist. Lord Rayleigh 7~) und 
A. G. Greenhill 80) haben die zweidimensionale eyklisehe Bewegung einer 
inkompl'essiblen Fliissigkeit um einen sieh bewegenden Kreiseylinder 
untersueht. Sind keine ausseren Kriifte vorhanden, so ist die Bahn des 
Mittelpunktes ein Kreis. 1st das aussere Kraftfeld homogen, so wird 
die Bahn des Mittelpunktes eine Troehoide. A. B. Basset 81) del111te 
die fiir einen Rotationskol'per geltenden 1ntegrationsresultate del' Glei
ehungen (1) von Nr. 2 d auf einen Ring mit einer dureh seine Offnung 
statthabenden Cirkulation aus. Das Geschwindigkeitspotential fur die 
Bewegung eines Kreisringes parallel zu seiner Axe wurde mit Hiilfe 
del' zugeharigen harmonisehen Funktionen (del' sog. Toroidfunktionen) 
von W. 1Y1. Hicks 82) dargestellt. Die eyklisehe Bewegung, welehe um 

78) Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 8 (1843), p. 105 = Papers 1, p. 51. 
79) Mess. of math. (2) 7 (1877) = Papers 1, p. 344. 
80) Mess. of math. (2) 9 (1880). Wegen des entsprechenden Problems bei 

mehreren Cylilldern siehe A. B. Basset, Cambro Phil. Soc. Proc. 6 (1887), p. 13G. 
81) Cambro Phil. Soc. Proc. 6 (1887), p. 47; Hydrodynamics 1, p. 196. Die 

im Text erwiihnteu Integrationsresultatc sind in IV 13 ausfiilll'lich besprochcn. 
82) Lond. Phil. Trans. 172 (1881). Siehe auch P. lV. Dyson, Lond. Phil. 
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einen dunnen Ring herum stattfinden kann, wird durch dieselbe Formel 
gegeben, wie die Bewegung, welche von einem Wirbelring mit kleinem 
QuerschniU herriihrt (Nr. 3b unten). Zwei solche Ringe scheinen auf 
einander mit Kraften derselben Grosse und Richtung zu wirken, wie 
die Krafte zwischen zwei elektrischen Stromen 83), nul' haben die 
Krafte bei den beiden Problemen entgegengesetzten Sinn84). 

2f. Bewegung zweier Kugeln. Das Resultat (Nr., 2 a oben), dass 
die Flussigkeitsbewegung, welche von del' Bewegung einer Kugel 
herruhrt, dieselbe ist wie die, welche durch ein Quellpaar bedingt ist, 
ermoglicht es, die Methode del' Bilder auf das Problem der Bewegung 
zweier Kugeln anzuwenden. Stokes hat zunachst die Bewegung be
stimmt, welche von einer Kugel in einer von einer zweiten Kugel 
begrenzten Flussigkeit in dem Augenblick hervorgerufen wird, wo die 
beiden Kugeln instantan konzentrisch sind 16). Auch hat er die Be
wegung eines Korpers, del' von den ausserenTeilen zweier zu einander 
orthogonaler Kugeln begrenzt wird, unter del' V oraussetzung be
stimmt, dass sich der Korper parallel del' Verbindungslinie del' 
Centren bewegV8). In diesen Fallen ist die Anzahl del' Bilder eine 
endliche. Auf das allgemeine Problem wandte dagegen W. M. Hicks 17) 
die Methode del' Bilder an. Bewegen sich die Kugeln in der Ver
hindungslinie del' Centren mit den Geschwindigkeiten u, v, so kann 
die kinetische Energie in der Form % (A u 2 + Bv2 + 2 Cu v) aus
gedruckt werden, wo A, B, C bestimmte Funktionen del' Radien a, b 
del' Kugeln und des Abstandes c zwischen ihren Centren sind. Die 
Funktionen A, B, 0 werden von ihm durch Reihen dargestellt, die 
nach Potenzen von a / c und b / c forlschreiten. Ahnliche ResuItate 
sind von O. Neumann 73) durch Anwendung eines bestimmten Systems 
orthogonaler krummliniger Koordinaten erhalten worden. R. A. Her
man 85) gab eine kUl'ze Formel fur den nten Term del' Hicks'schen 
Heihe, wahrencl A. B. Basset 86) zeigte, wie man die Glieder del' Reihe 

Trans. (A) 184 (1893). Die in Rede stehenden Funktionen wurden zuerst von 
C. Neitlllann, Allgemeine Lasung des Problems iiber den stationaren Tempera
turzustand eines homogenen Karpel's, welcher von zwei nichtkonzentrischen 
Kugelflachen begrenzt ist, Halle 1862, eingefiihrt. 

83) G. Kil'chhoff, J. f. Math. 71 (1870), p. 263 = Ges. Abh. p. 404; 
L. Boltzmann, J. f. Math. 73 (1871). 

84) Sir TV. Thomson, Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism, 
p. 569 und 587. Siehe auch E. Riecke, Gott. Nachr. 1887, p. 505; C. A. 
Bjerknes, Acta math. 4 (1884). 

85) Quart . .T. of math. 22 (1887), p. 204, 370. 
86) Lond. Math. Soc. Proc. 18 (1887); Hydrodynamics 1, p. 240. 
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annahel'ungsweise dmch eine Vel'schiebung des Anfangspunktes eines 
Systems von Kugelfunktionen erhalten kann. Unterliegen die Kugeln 
keiner Einwirkung ausserer Krafte, so wachst die relative Trennungs
geschwindigkeit bestandig 87). Fiihrt die Kugel a von del' Masse m 
kleine Pendelschwingungen aus, so wachst die Periode dmch die An
wesenheit del' Kugel b angenahert in dem Verhliltnis 

3 111: aBba 
1+-----·1 4 rn+ %111: c6 • , 

m' ist dabei die Masse del' von del' ersten Kugel verdrangten Flussig
keit 88). Erfolgt die Bewegung rechtwinkelig zur Verbindungslinie del' 
Centren, so sind nul' erst angenaherte Resultate erhalten worden 89). 
Abel' auch in diesem Falle hat R. A. Herman 85) einen kurzen Aus
druck fur, die Koeffizienten del' kinetischen Energie in einer symbo
lischen Form gegeben. Bewegt sich eine Kugel in Gegenwart einer 
festen Ebene, so wird sie von del' Ebene abgestossen oder angezogen, 
je nachdem del' Winkel, welchen ihre Bewegungsrichtung mit del' Nol'
malen del' Ebene macht, zwischen IX und ~ - oc liegt odeI' nicht. 
oc bezeichnet dabei die kleinste positive Wurzel del' Gleichung 

(aa + 4dS)'!. % tang IX = a3 + 8 dS , 

cl ist del' Abstand des Centrums von del' Ebene 89). Die fur Kugeln 
erhaltenen Resultate ~ind auf Cylinder von W. M. Hicks 90) ausgedehnt 
worden, sowohl wenn eine Cirkulation del' Flussigkeit um sie herum 
stattfindet, wie auch nicht. 

2 g. Pulsierende Kugeln. Volumschwingungen einer Kugel l'ufen 
in einer Flussigkeit ein Geschwindigkeitspotential derselben Art he1'
VOl', wie eine QueUe von veranderlichm' El'giebigkeit. Zwei Kugeln, 
die solche Schwingungen ausfuhl'en, bedingen infolge des sen Ande
rungen in dem hydrodynamischen Druck. Diese haben daher eine 
sch'einbare Anziehung odeI' Abstossung zwischen den Kugeln ZUl' 

87) Dies Theorem wurde von lV. lIf. Hicks (Fussn. 17) ausgesprochen und 
von C. :Neumann, Hydr. Unt. bewiesen. 

88) Solche Schwingungen wurden zuerst von C. A. Bjcl'knes (Fussn. 92) 
c1iskutiert und unabhii.ngig von ihm von F. Guthrie, nach Sir lV. Thomson, Phil. 
lHag. (4) 41 (1871), p. 405; siebe auch Reprint of Papers on Electrostatics and 
Magnetism, p. 571. Das hier ausgesprochene Resultat gab W: Jlr. Ricks 
(Fussn. 17). 

89) W. lIf. Hicks (Fussn. 17) und A. B. Basset (Fussn. 86). 
(0) Quart. J. of math. 16 (1879), p. 113, 193; 17 (1881), p. 194 und Cambro 

Pbil. Soc. Proc. 3 (lR7S), p. 227. Siebe aucb A. B. Basset (Fussn. 80). 
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Folge. Die Grasse diesel' Anzichung bezw. Abstossung ist dem 
Quadrate des Abstal1des umgekehrt proportional, vorausgesetzt, dass 
del' Abstand dabei gross im Vergleich zu den Radien angenommel1 
wird. Es ergiebt sich eine Anziehung, wenn die Kugcln dieselbe 
Periode haben, und sich ihre Phasen um nicht mehr als ein Viertel 
del' Periode unterscheidcn 91). Die Theorie del' scheinbaren Krafte 
zwischen pulsierenden und oscillierenden Kugeln in einer inkom
pressiblen Fliissigkeit wurde von C. A. Bjerknes 92) in einer Reihe von 
Abhandlungen ausgebildet. W. M. Hicks 91) hat darauf aufmerksam ge
macht, dass das allgemeine Theorem von den scheinbaren Anziehungen 
und Abstossungen zwischen den Gliedern eines Systems von pulsie
renden Kugeln auf ein System von pulsierenden, nichtspharischen 
Karpel'll ausgedehnt werden kann. Derselbe wandte die Ergebnisse 
zum Aufbau einer TheOl'ie del' Gravitation im Anschluss an die 
Wirbelatomtheorie an; die Atome del' Materie sind dabei als Hohl
wirbel aufzufassen 93). Die Fortpfianzung von Wellen durch eine 
kompressible, ein Aggregat von pulsierenden Kugeln enthaltene Fliissig
keit, betrachtete A. v: Backlund 94). 

3. Wirbelbewegullgell. 

3 a. Transformationen der ailgemeinen hydrodynamischen Glei
chungen. Die Gleichungen wurden in IV 15, Nr. 8 in zwei Formen, 

91) Dies Resultat wurde zuerst von C. A. Bjerknes, Christ. Forhancll. 1875 
gefunden; siehe auch W. M. IIicks, Cambro Phil. Soc. Proc. 3 (1878), p.,276 und 
4 (1880), p. 29; einen einfachen Beweis gab W. Voigt, Gott. Nachl'. 1891. Ahn
liche Probleme fUr Ellipsoide sind von K. Pearson, Quart. J. of math. 20 (1884), 
p. 60, 184, behandelt. 

92) Christ. Forhandl. 1863, 1868,1871,1875; Gott. Nachr. 1876. Wegen del' 
experimentellen Untersuchungen von Bjerknes siehe Gott. Nachr. 1877; Paris C. R. 
84, 88, 89 (1877-1879) und den von Bertin, Ann, chim. phys. (5) 25 (1882) ge
gebenen Bericht. Betreffs Bjerknes' Theorie siehe Y. Bjerknes, Hydrodynamische 
Fernkrafte, Leipzig 1900. Die Bjerknes'schen Ideen sind der Gegenstand eines 
Referats in den Rapports presentes au Congres de physique 1, Paris 1900; vgl. 
auch A. Kom, TheOl'ie der Gravitation und del" elektrischen Erscheinungen auf 
Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1898. 

93) ,Vegen der Wirbelatome siehe Nr. 3b unten; wegen des Begriffs von 
Hohlwirbeln siehe Nr, 3 C. Die Abhiingigkeit der Pulsationsperiode von del' 
'I'ranslationsgeschwindigkeit (Nr. 3 e) ist fiir die in Rede stehende TheOl'ie der 
Gravitation eine grosse Schwierigkeit; siehe lV. lJ1. Hicks (Fussn. 114). 

94) l\Lath. Ann. 3·1, (1889). Wegen der Fortpflanzung von Wellen durch 
ein aus Wirbelatomen gebildetes Mittel siehe W: lJ1. Hicks, Brit, Assn. Rep. 
1895, und Sir lV. Thomsoll, Brit. Assn, Rep. 1887. 
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der Ettler'schen bezw. der Lagrange'schen Form gegeben. Die Euler
schen Gleichungen kann man folgendermassen schreiben 95) 

(1) :t(u, v, 1v)+2(w"l-v~, u~-:-w~, v~-u"l)= (.}Jx' o~, a:) W', 

wo 

(2) W'= v-fa; - %q2 

ist. In dieser Form gestatten sie eine unmittelbare Transformation 
auf beliebige orthogonale (krummlinige) Koordinaten 96). Die Kom
ponenten der Drehgeschwindigkeit geniigen drei Gleichungen folgen
der Art 97) 

(3) 8~ (!) = : ~: + ; ~; + ; ~:, .... 
Man kann stets drei Funktionen rp, A., ,Q, derart bestimmen, dass 

(4) udx + vdy + wdz = drp + J..dSJ-
ist und J.. = const., ,Q, = const. die Gleichungen fUr zwei Flachen
scharen werden, die bei der Bewegung stets von denselben Teilchen 
gebildet werden 98). Die Schnittlinien solcher Flachen ergeben die 
Wirbellinien (Nr. 3b unten). Driickt man die Geschwindigkeiten in 
dieser Weise aus, so wird die Druckgleichung 99) 

(5) V - f a: - % q2 - ~~ - J.. ()()~ = F(t). 

Wil'd die Bewegung auf Axen bezogen, die um den Anfangs
punkt mit del' Winkelgeschwindigkeit (wI> 002, ooa) rotieren, so mogen 
die Anderungsgeschwindigkeiten del' Koordinaten eines auf die be
wegten Axen bezogenen TeiIchens mit u', v', w' bezeichnet werden, wo 

(6) U =~~+yoo3-ZW2' v' =v+zoo1-xooa, w' =w+ xoo2 -yoo1 ; 

95) Lagrange (Fussn. 20). 
96) IV 14, Nr. 20b. 
97) E. J. Nanson, Mess. of math. (2) 3 (1874), p. 120. Die entsprechenden 

Gleichungen flir inkompressible Fliissigkeiten leitete Lagrange (Fussn. 20) ab, 
unabhangig von ihm Stokes, Cambro and Dubl. Math. J. 3 (1848) = Papers 2, p. 36. 
Auch Iielmholtz, Wirbelbewegung. 

98) A. Clebsch, J. f. Math. 54 (1857) und J. f. Math. 56 (1859), p. 1. Siehe 
auch M. J. M. Hill, Quart. J. of math. 17 (1881) und Cambro Phil. Soc. Trans. 14 
(1883). Bei Clebsch und auch bei Hill (1883) werden Gleichungen fiir die Be
wegung einer Fliissigkeit in einem n-dimensionalen Haume aufgestellt. Betreffs 
der von 1.. in speziellen Fallen erfiillten Gleichungen siehe M. J. M. Hill, Lond. 
Phil. Trans. 175 (1884) und Lond. Math. Soc. Proc. 16 (1885). Wegen der Trans-
formation (4) vgl. IV 14, Nr. 9. . 

99) Die Gleichung (5) gab en Clebsch und Hill (Fussn.98). Siehe auch J. Brill, 
Quart. J. of math. 28 (1896). 

Encyklop. d. m.th. Wissenach. IV 2. 8 
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. t d li (; + ' (} + ' 0 + ,0 t D' v ler es IS ann "it = 0 t U (; x v 0 y w 0 z zu se zen. Ie.nU-

schen Gleichungen erhalten die Form 100) 

(7) lJu _ Vel), + wro = ~ (V _f~E). 
lit 3 2 0 X • Q 

Die Lagrange'schen Gleichungen konnen in der Form geschrieben 
werden 

(8) ~~~- f~ + ::r :10- + ~~~ ::0 = ~~o (V - j' d:), 
wo ,xo, Yo, Zo die anfanglichen Koordinaten eines Teilchens und x, y, z 

seine Koordinaten zur Zeit t sind. In dieser Form haben sie folgende 
drei Integrale 101) 

(9) .t _ So !_x_ + :10_~_~ + ,;. _li~ ... 
!! -!!o lJxo (10 lJyo (lo lizo' 

Sie gestatten auch eine Integration durch Gleichungen folgender Art 102) 

lix lJx liy lJy liz lJz (liX) liz 
(10) Fi Jxo- + "it 83:0' + lit ~x--; = Fi 0 + lixo ' 
wo 

(11) 

ist. 

!l b. Allgemeine Sittze iiber Wirbelsysteme. Die durch die 
Gleichungen 

dx/; = dy/"7 = dz/~ 

bestimmten Linien heissen die "Wirbellinien". Die Wirbellinien, 
welche die Punkte einer geschlossenen Kurve trefi'en, bilden eine 
"Wirbelrohre". Die Flussigkeit in einer sehr engen Wirbelrohre 
bildet einen "Wirbelfaden". Das Produkt des Flacheninhalts eines 
Querschnitts in die fur den letzteren geltende, resultierende Dreh
geschwindigkeit ist die "Starke" des Wirbelfadens. Die Geset£e fiir 
die Wirbelbewegung wurden von Helmholtz 6) gegeben. Sie lauten: 
1) die Wirbeliliden werden stets von denselben Teilchen gebildet, 
2) die Starke eines Wirbelfadens ist zu allen Zeitel1 und in allen 
Querschnitten dieselbe, 3) die Wirbelfliden mussen el1tweder in sich 
zurucklaufen oder ihr Ende an der Begrenzung haben. 

Diese Gesetze sind die Fundamentaltheoreme der rationellen Hydro
dynamik und schliessen den Satz ein, dass eine wirbelfreie Bewegung 

100) A. G. Greenhill, Eney. Brit. 
101) A. L, Cauchy, Paris, Mem. de I'Acad. 1 (1827). Siehe aueh Stokes 

(Fussn. 97). 
102) H, Webe,., .T. f. Math, 68 (1868). 
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stets wirbelfrei bleibt (N r. 1 a). Die Drehgesehwindigkeit hat in einem 
Punkte, in dem die Fliissigkeit wirbelt, allgemein zu reden, einen 
endliehen Wert. Es empfiehlt sieh aber, aueh Grenzf!ille zu betraehten, 
in welehen isolierte Wirbelf!iden von unendlich klein em Quersehnitt 
und endlieher Starke auftreten. Man kann aueh Wirbelfaden oe
trachten, die auf einer Oberflache in del' Weise verteilt sind, dass fUr 
jeden Punkt del' Oberflache das Produkt aus del' Drehgeschwindigkeit 
und der in del' Richtung del' Flachennormale genommenen Dicke des 
Fadens einen endlichen Grenzwert hat. Solche Wirbelfaden bilden eine 
"Wirbelschicht". Oberflachen, an denen die Geschwindigkeit unstetig 
ist (Nr. 1 f), sind Trager solcher Wirbelsehichten 103). 

Wie auch die Verteilung der Wirbelf!iden sein mag, die Fliissig
keitsbewegung lasst sieh stets mittelst eines Geschwindigkeitspotentials 
und eines Vektorpotentials durch folgende Formel darstellen 104) 

( 0 () ()) Cu, v, Ui) = c;-, ,,- ''0- lfJ + curl (F, G, R). ox uy uZ 

1st die Fliissigkeit unbegrenzt und im Unendlichen in Huhe und er
strecken sich die Wirbelfaden nieht ins Unendliche, so sind die Werte 
von cp und F, G, R in einem Punkte (x, y, z) durch die in allen 
a.nderen Punkten herrschende Dilatationsgeschwindigkeit @ und die 
Drehgeschwindigkeit vermage del' Formeln 104) 

cp = - fff4~'r dx' dy' dz', F = JJf2f;. dx' dy' dz', ... 

gegeben, wo r den Abstand del' beiden Punkte (x,y,z) und (x',y',z') be
zeichnet. Raben wir eine feste oder sich bewegende Grenze, welche 
die Fliissigkeit umsehliesst, so ist zu dem so bestimmten lfJ noch 
eine solehe Lasung von l:l. cp = 0 hinzuzufUgen, dass die Grenz
bedingung el'fullt wird. Ein Wirbelfaden yon del' Starke tit liefert zu 
den Geschwindigkeitskomponenten in einem Punkte (.x, y, z) Beitrage 
von der Form 5) 

u - ~J'(Z - z' ely' _ Y - y: ciZ') ds 
-2n ,.8 ds ,.3 ds , ... , 

wo ds das Bogenelement des Wirbelfadens im Punkte Cr', y', z') ist. 
In einem Punkte, in dem die Bewegung wirbelfrei ist, liefert ein Wirbel
ring (odeI' ein Wirbelfaden ohne Ende) von unendlieh kleinem Quer
schnitt fUr Jas Geschwindigkeitspotential einen Beitrag ?Jl ~ / 4x, wo 

103) Helmholtz (Fussn. 37); vgl. IV 14, Kr. O. 
104) IV 14, Nr. 10. Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 9 (1849), p. 1 = Papers t, 

p 243; Helmholtz, Wirbelbewegung. 
8* 
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.Q del' korperliche Winkel ist, den die von jenem Punkte nach dem 
Wirbelring hinlaufenden Strahlen umschliessen 105). 

1st fUr eine inkompressible Flussigkeit zu irgend einer Zeit die 
(notwendig solenoIdal e) Verteilung del' Drehgeschwindigkeit gegeben, 
so ist die instantane Geschwindigkeit del' Flussigkeitsteilchen, einerlei 
ob die Flussigkeit begrenzt ist odeI' nicht, in jedem Punkte bestimmt, 
und es andert sich die Drehgeschwindigkeit weiterhin mit del' Zeit 
nach dem durch die Gleichungen (3) in Nr. 3a ausgedriickten Gesetz. 
Somit ist die Bewegung in jedem folgenden Zeitpunkt ebenfalls be
stimmt. Da die Wirbelfaden sich mit del' Flussigkeit forlbewegen, so 
ist insbesondere aueh die Bewegung del' Wirbelf'aden bestimmt und 
witd von Gleichungen beherrscht, aus denen aIle Krafte eliminiert 
sind 106). 

In einer unbegrenzten, inkompressiblen Fliissigkeit, in del' irgend
welche Wirbelbewegung vorhanden ist, die sieh nieht ins Unendliche 
erstreckt, wird die kinetisehe Energie durch die Formel107) 

2~fff fffH' + 'Tji~' + ~~' dxdydzdx' dy' de' 

ausgedriickt. 
Man kann sich die Bewegung aus del' Ruhe durch Einwirkang 

ausserer impulsiver Krafte und impulsiver Drucke erzeugt denken. 
Bezeiehnen wir die ersteren mit X', Y', Z' und den impulsiven 
Druck mit Po, so haben wir Gleichungen von del' Form 

x, dpo 
Q~£ = - dm' 

wo wir Po noeh auf unendlich viele Weisen wahlen konnen. Wir 
nehmen eine Oberflache S, die ~lle Wirbel umsehliesst; es ist dann die 
Bewegung auf del' Aussenseite ~irbelfrei mit einem Geschwindigkeits
potential rp. Wir wahlen ferner Po ausserhalb von S gleieh - Q rp 
und lassen den in del' Richtung del' N ormalen g\'lnommenen Diffe
rentialquotienten von Po beim Durchsehreiten del' Flache sich stetig 
andern. Man bilde sich dann fUr das System del' fur die Punkte inner
halb von S geltenden Impulse X', Y', Z' die resultierende, impul
sive Schraube, und suche den Grenzwert, dem· diese Schraube zustrebt, 
wenn S sich bis ins Unendliche ausdehnt. Die so erhaltene resul
tierende Schraube wird kurzweg del' "Impuls" 70) genannt. Ilue 

105) Lamb, Hydrodynamics p. 233. 
106) Die allgemeine Bedeutung dieses Resultates erHiutert J. Lal'lIIor, 

Nature 62 (1900), p. 454 = Brit. Assn. l~ep. 1900, p. 624. 
107) Lamb, Hydrodynamics 1). 240. 
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Komponenten ~1' 'l'J1I ~1I Au !Lv Vi sind durch Gleichungen folgender 
Form lOB) gegeben 

~1 = fJfffcY~ - z'YJ)dxdydz, ... Al = fJJJfcY2+z2Hdxdydz, .... 
Das Interesse an dem Studium der Wirbelringe in einer idealen, 

inkompressiblen Fliissigkeit ist besonders durch Sir W. Thomson's 
Theorie der Wirbelatome 109) bedingt, nach welcher die Atome der 
Materie durch Wirbelringe (Wirbelfaden ohne Ende) reprasentiert 
werden. Solche Ringe sind unzerstorbar und undurchdringlich, und 
die Zusammenhangszahl des einen solchen Ring umgebenden Raumes, 
sowie die Wirbelstarke sind konstant. Man hat auch Systeme zu
sammengeketteter Wirbelfiiden als Reprasentanten fiir die Atome ge
wisser Stoffe eingefiihrtlOB). Um zu entscheiden, ob eine auf diesen 
Grundlagen ruhende Theorie eine Erklarung der thermischen Eigen
schaften der Gase, sowie der del' chemischen Zusammensetzung ent
sprechenden Spektrallinien und der V organge der Dissociation und 
chemischen Verbindung geben kann, hat man Untersuchungen an
gestellt, welche u. a. die gegenseitige Einwirkung zweier Ringe, die 
nahe genug an einander liegen, um sich zu beeinflussen, ferner die 
Perioden und die verschiedenen Schwingungsarten von Wirbelringen, 
sowie die Stabilitat von Wirbelsystemen 110) betreffen. Ane diese 
Dinge sind insbesondere von J. J. Thomson 108) behandelt worden. Er 
benutzte bei seinen Untersuchungen die FOl'meln fur die Energie, 
den Impuls und das Geschwindigkeitspotential, letzteres in del' FOl'm, 
wie es von einem Wirbelring mit unendlich kleinem Querschnitt 
herriihrt. 

3 c. Kreiswirbel. Systeme von dunnen kreisformigen Wirbel
ring en mit gemeinsamer Axe wurden von Helmholtz 5) betrachtet. 
Die Geschwindigkeit der als inkompressibel angenommenen Flussig
keit wird durch eine axiale Stromfunktion 1/1 bestimmt. Das Vektol'
potential steht rechtwinkelig zu den Meridianebenen und hat die 
Grosse - 'ljJ / ill. Die Drehgeschwindigkeit 00 ist ebenfalls recht
winkelig zu den Meridianebenen, ihre Grosse wil'd durch die Gleichung 

200 _ ~ (0!1p 0!1/' _ ~ o1/!) 
- mom! + oz~ w ow 

108) J. J. Thomson, Vortex-rings. 
109) Phil. Mag. (4) 34 (1867). 
110) Sir W. Thomson, "Vortex-Statics", Phil. ~Iag. (5) 10 (1880); "Maximum 

and minimum energy in vortex motion", Nature 22 (1880), p. 618; Phil. Mag. (5). 
23 (1887), p. 529. 
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gegeben. Bei stationarer Bewegung erfordert die Konstanz der Wirbel
f!idenstarke, dass (i) 1m eine Funktion von 1jJ ist 111). Fiir einen ein
zelnen diinnen Ring von del' Starke m kann man die Bewegung an
nahernd 112) bestimmen, wenn man annimmt, dass del' Querschnitt 
des Wirbelringes ein Kreis vom Radius c, die O:ffnung ein Kreis 
vom Radius a ist; cia muss dabei klein sein. Ferner nimmt man 
an, dass ro 1(Jf fiir den Querschnitt konstant ist. Dann ist die Trans
lationsgeschwindigkeit Wo angenahert m(2n-a)-1Iog (Salc) 113) und 
die Stromfunktion ebenso angenahert durch die Gleichung 

2n 

malll! 1 {2alll rot }-1f. .1. = - ---- 1--- cos.ft + -- cos.ft d.ft 
'I' 2n Va! + z! a! + z! a2 + Z2 

o 

gegeben. Die Fliissigkeitsteilchen, deren Bahnen geschlossene, durch 
die Offnung des Ringes hindurchgehende Kurven sind, bilden eine 
kompakte Masse, die mit dem Ringe fortschreitet; die Oberflache 
diesel' Masse wird durch die Gleichung 21jJw- 2 = Wo bestimmt. 
Diese Oberflache hat uur dann eine Offnung, wenn c I a so klein ist, 
dass log (Sal c) > 2n- ist. 

Die hier mitgeteilte, angenaherte rrheorie (des einzelnen Kreis
rings) hat W. JJ1. Hicks durch Einfiihrung del' zu dem Kreisring ge
hOl'igen harmonischen Funktionen 82) vervollkommnet. Er hat zunachst 
den Fall behandelt, dass eine wirbelfreie Bewegung mit Cirkulation 
um einen ringformigen Hohlraum herum stattfindet114), er hat ferner 
den Fall eines in der Flussigkeit fortschreitenden diinnen Ringes mit 
einem Kern von Wirbelfaden 115) betrachtet. Er fand, dass, wenn der 
Hohlwirbel sich stationar bewegen solI, der Druck im Unendlichen 
m2Q (2n-2C2)-1 sein muss, wo 2m ·die Cirkulation ist. Er fand ferner, 
dass der Querscbnitt eines solchen Wirbels etwas von del' Form eines 

111) Stokes (Fussn. 51) gab die Gleichung, der 'l/J bei stationarer Be
wegung geniigt. 

112) Lamb, Hydl'odynamics p. 255. 
113) Sir W. Thomson, Phil. Mag. (4) 33 (1867), p. 511 crhielt das Resultat 

111 (2na)-1 {log (8 a/c) - 1/4} , vgl. Lamb, Hydrodynamics p. 260; J. J. Thomsoll, 
Vortex-rings, T. C. Lewis, Quart. J. of math. 16 (1879), C. Chree, Edinb. lIIath. 
Soc. Proc. 6 (1887) fanden aUe fill' den zweitcn Faktor {log (8 a/c) - 1}. Die 
benutzten Methoden konnen indess das zweite Glied nicht genau geben. Sir 
W. Thomson's Resultat wurde von lV. jJI. Hicks (Fussn. 115) durch Hel'anziehen 
von Gliedern hOherel' Ol'dnung verifiziert. 

114) Ein Hohlraum del' im Text beschl'iebenen Art heisst ein "Hohlwil'bel". 
W. jJ:l. Hicks, Lond. Phil. Trans. 175 (1884). 

115) W . .it.!. Hicks, Lond. Phil. Trans. 176 (1885). Die von Hicks gegebene 
TheOl'ie wurde von A. B. Basset, Hydrodynamics 2, im einzelnen umgearbeitet. 
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Kreises abweicht und mehr einer Ellipse ahnelt, deren grosse Axe del' 
Ringaxe parallel verliiuft (die Ellipse ist abel' an del' lnnenseite etwas 
fl.acher als an del' Aussenseite). Damit die mit dem Ringe fort
gefiihrte Flussigkeit selbst ringformig gestaltet ist, muss c/a<10- 2 

sein, wie ebenfalls von Hicks gezeigt wurde. Das Resultat, dass ein 
Wirbelring sich mit einer Art "Atmosphare" cyklischer, wirbelfreier 
Bewegung umgiebt, welche gegebenenfalls von einer geschIossenen 
Oberflache ohne Offnung begrenzt ist, ist in andern Gebieten physi
kalischer Forschung besonders wichtig 116). 

Fur ein System von Wirbelringen mit gemeinsamer Axe, von 
denen jeder als unendlich diinn angesehen werden soIl, fiihren wir 
folgende Bezeichnungen ein: m1 , 1n2 , • •• seien die Wirbelstarken, 
ail a2 , ••• die Radien del' Offnungen, V kl wk die radialen und axialen 
Geschwindigkeiten des kten Ringes, die durch die iibrigen bedingt 
sind, 10k sei del' Abstand des Mittelpunktes des kten Ringes von einem 
festen Punkte auf del' Axe und Xk die Grosse des fur den kten Ring 
geltenden Vektorpotentials, das wieder von del' Wirkung del' iibrigen 
herriihrt. Dann sind diese Grossen durch die Gleichungen 5) 

~mkVkak= 0, 
k 

~ 1nk ak (2ak W k - VkZk - X,J = ° 
k 

an einander gebunden. Zwei Ringe, fiir welche die Drehgeschwindig
keit denselben Sinn hat, bewegen sich in derselben Richtung parallel 
zur Axe vorwarts und konnen dabei abwechselncl durch einander hin
durchgehen. lst del' Sinn del' Drehgeschwilldigkeit zweier Ringe ver
schieden, so nahel'll sie sich dabei mit stetig abnehmender Geschwindig
keit und breiten sich mit stetig wachsender Geschwindigkeit aus 117). 

3 d. Ebene Wirbelfelder. Die allgemeine TheOl'ie del' Wirbel
bewegung kann durch eine Diskussion del' zweidimensionalen Be
wegung iIlustriert werden. Dies kommt darauf hinaus, dass wir die 
Bewegungsformen eines Systems paralleler Wirbelfiic1en betrachten, 
deren jeder die Ebene, in del' die Fliissigkeitsbewegung erfolgt, in 

116) J. Larmor, Lond. Phil. Trans. (A) 185 (1894), p. 774. 
117) Die experimentelle Untersuchung del' im Textc gegehenen Satze libel' 

Wirbelbewegung regte bereits Helmholtz, Wirbclbewegung, an. 'Vas die in diesel' 
Hinsicht benutzten r.lethoden and Resnltate angeht, siehe W. B. Rogers, Amer. J. 
of science and arts (2) 26 (1858), p.246; E. Reusell, Ann. Phys. Chern. 110 (1860); 
P. G. Tait, Lectures on some recent Advances in Physical Science, London 1876; 
R. S. Bull, Dubl. Trans. 25 (1878); M. Brillouin, TonI. Ann. 1 (1887). 
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einem singuHiren Punkt schneidet (Nr. Ie oben). Sind mu ?n2 , ••• die 
Starken del' zu den Punkten (xu Y1)' (X2' Y2)' ... gehorigen Wirbel
faden, so ist del' reelle Teil sowie del' imaginare Teil von ~mk(xk + iYk) 

k 

konstant 5) und das System verhalt sich so, als ob es einen festen 
Schwerpunkt besasse. Ferner sind die Grossen ~ mk 1 Xk + iYk 12 und 

k 

~ mk mk, log I xk + i Yk - xk' - iYk' 1 konstant 118). Besondere Falle 
k, k' 

hat im einzelnen W. Grobli 119) ausgearbeitet. Helmholtz's Theorie 
del' Bewegung mehrerer kreisformiger Wirbelringe mit gemeinsamer 
Axe kann hier durch das Verhalten von Wirbelpaaren, die symme
trisch zu einer geraden Linie liegen, illustriert werden. Die Starken 
del' beiden Wirbel eines Paares haben dabei gleichen absoluten 
Wert, die Drehgeschwindigkeiten abel' entgegengesetzten Sinn 120). 

Die "Atmosphiire" eines solchen Paares hat E. Riecke 121) betrachtet. 
Die Stabilitiit spezieller Konfigurationen paralleler Wirbelfaden be
leuchtet das allgemeine Problem del' Stabilitat zusammengeketteter 
Wirbelfaden. Wenn n Wirbel in den Ecken eines regularen Polygons 
angebracht werden, so konllen sie sich gleichformig auf dem Umfange 
des umbeschriebenen Kreises bewegen; diese Bewegung ist stabil, 80-

lange n den Wert 6 nicht iiberschreitetl08). 

Ebene Wirbelbewegung in kompressiblen Fliissigkeiten wurde 
von L. Griitz 122) und C. Chree 123) betrachtet. Del' letztere benutzt 
seine Resultate, um eine Theorie del' Cyklonen zu geben. Durch An
wen dung del' axialen Stromfunktion hat W. Wien 124) eine allgemeinere 
TheOl·ie del' Cyklonen entwickeIt; die Luft ist dabei als eine inkom
pressible Fliissigkeit betrachtet. 

3 e. Schwingungen von Wirbeln. Sir W. Thomson 125) hat das 
allgemeine Problem del' Schwingungen eines Wirbelringes durch die 
Untersuchul1g del' Schwingungel1 eines cylindrischen Wirbels in An
griff genommen, wobei er den letzteren einmal als hohl, das andere 

118) Kil'chhoff, Mechanik p. 259, 260. 
119) Diss. Gottingen 1877; Zurich, Vierteljahrsschrift 22 (1877). 
120) W. G1'6bli (Fussn. 119); A. E. H. Love, Land. Math. Soc. Proc. 25 

(1894), p. 185. 
121) G(itt. Nachr. 1888. Riecke und G'r6bli (Fussn. 119) geben Zeichnungen 

fill' die Bahnen del' Teilchen. 
122) Zeitschr. f. 1\fath. 25 (1880). 
123) Edinb. Math. Soc. Proc. 5, 6, 7, 8 (1887-1890). 
124) Lehrbllch del' Bydrocl:ynamik, Leipzig 1900, p. 71-83. 
125) Phil. :Wlag. (5) 10 (1880), p. 155. 
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Mal als von Wirbelfaden durchzogen voraussetzte. Die Schwingungen 
eines kreisformigen Wirbelringes wurden von J. 1. Thomson 108), W. M. 
Hicks 114) 115) und H. C, Pocklington 126) diskutiert. 

1st der Ring hohl und der Radius c des Querschnitts klein im 
Vergleich zum Radius a der Offnung, so sind die Schwingungsarten 
folgende: 

1) Querschwingu12gen (sinUO'/,f,8 vibrations) - die Mittelpunkte der 
Querschnitte werden ohne Gestaltsanderung der Querschnitte ein wenig 
verschoben. Fallen 12 Wellenlangen auf die Kreisperipherie und ist n 

nicht sehr gross, so ist die Periode ~ 'W01, WO 1,00 die 
n (n! - 1) 

Translationsgeschwindigkeit des Wirbelringes bezeichnet. Wlichst n, 
so vermindert sich die Periode rascher, als diese Formel angiebt. Das 
Resultat ist dasselbe fur V. ollringe und Hohlringe 108). . 

2) P~tlsatio12en - aIle Querschnitte dehnen sich gleichzeitig und 
in demselben Maasse aus und ziehen sich ebenso gleichmassig wieder 

zusammen. Die Periode ist "II~Q V2nawo, wo m die 'Virbelstarke 
1n 

und n der Druck im Unendlichen ist114). 
3) Riffelschwi12gungen (fluted vibrations) - der Querschnitt andert 

seine Form in der Art, dass n WeIlenlangen auf seinen Umfang fallen. 
Mag diese Deformation in verschiedenen Querschnitten dieselbe sein 
oder nicht, vorausgesetzt nur, dass sie nicht zu rasch entlang der 
Kreisperipherie des Ringes variiert, stets giebt es zwei Arten von 
Schwingungen mit den Perioden 2n/61 und 2n/62 , woo 6 1 und 6 2 die 
W urzeln del' folgenden Gleichung sind: 

0 2 + 4nn6 E- + 4:n:2n (n _ 1) n 2 = 0. 127) 
nlQ m!Q! 

4) Pe'i'lschw'ingltngen (beaded vibrations) - die Quel'schnitte dehnen 
sich in der Weise abwechselnd aus und ziehen sich ebenso wieder 
zusammen, dass ihr Flacheninhalt langs del' kreisfdrmigen Peripherie 
des Wirbels harmonisch variiert. Fallen n Wellenlangell auf die 

Kreisperipherie, so ist die Periode 21t, wo 
(j 

(}2 = (2 II)! 1t2 • 126) 

/nQ 2%,:100 + % _ 2 (1 + I/S + 1/6 + ... + 2n ~ 1) 

126) "The complete system of the periods of a hollow vortex-ring", Lond. 
Phil. Trans. (A) 186 (1895). 

127) Siehe H. O. Pocklington (Fussn. 126). Analoge Resultate erhielt A. B. 
Basset, Hydrodynamics 2, p. 92, wodurch er Entwickelungen von W. M. Hicks 
Fussn. 115) verbesserte. 
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5) Torsionsschwingungen (twisted vibrations) - sie haben zuniichst 
denselben Charakter wie die ,,{luted vibrations", doch variiert die De
formation liings del' Kreisperipherie rasch, sodass eine grosse Anzahl n' 

Wellenliingen derselben auf diese Peripherie entrallt. Die Periode 2: 
ist durch die Gleichung 

II { 2bn' ](~(2bn')} II2 
(j'2 + 4n-n15 - + 4n-2 n2+ ]( (2b ') 22 = 0 m(1 n n 1n Q 

gegeben, wo 2ba del' Radius des Querschnitts und 

ist 126). 

Die ,,(lutecl vibrations" sind hiernach die einzigen, bei denen die 
Perioden von del' Translationsgeschwindigkeit unabhangig sind. Die 
Perioden eines Vollringes, del' einen Kern von Wirbelt'iden enthlnt, 
wurden fUr den Fall, dass es sich um Schwingungen handelt, die den 
Pulsationen und "fiute(l vibrations" eines Hohlrings entsprechen, von 
W. JJ1. Hicks 115) untersucht. 

3 f. Gegenseitige Wirkung beliebiger unendlich dunner Wirbelringe. 
Fiir zwei diinne Ringe behandelte J. J. Thomson 108) diese Wirknng 
unter der Annahme, dass del' Abstand zwischen den Ringen stets ein 
grosses Vielfaches des Durchmessers eines jeden del' Ringe ist. Er 
hat die in den Radien del' beiden Ringe hervorgerufenen Wirkungen, 
die Anderungen del' Bahnen ihrer Centren und die Gestaltsanderungell 
ihrer Centrallinien bestimmt. Bei dem Zusammenstoss gewinnt der 
Ring, dessen Radius wachst, an il1nerer Energie, und beide Ringe 
geratel1 in einen Zustand von Quel'schwingungen. Derselbe Autor hat 
auch das Problem behandelt, die an einem kugeliOrmigen Hinderniss 
vorbei erfolgende Bewegung eines vVirbelringes zu bestimmen lOS). 

T. O. Lewis wandte auf den besonderen Fall, dass die Axe des Ringes 
durch das Centrum del' Kugel hindurchgeht, die Methode der Bilder 
an 113). 

3g. Wirbel von endlichem Querschnitt. Die Methode von 
J. J. Thomson lasst sich auf vVirbel anwenden, deren Querschnitt so 
klein im Vergleich zu del' Off.nung ist, dass die wirkliche Gestalt des 
Querschnitts nnd die Verteilullg del' Drehgeschwindigkeit im Illnern 
des Wirbelgebietes nicht ins Gewicht fallen. Die nnter Nr. 3 c ge
nannte Methode von ~V. JJi. Ricks giebt bei gewissen Problemen Kor
rektionen von del' Natur einer zweiten Anl1iihernng. Nimmt del' in 
Wil'belbewegung befilldliche Fliissigkeitsteil eill Volumen ein, von 
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dem keine lineare Dimension als klein angesehen werden darf, so 
gestalten sich die Probleme weitaus komplizierter. Besondere Auf
merksamkeit ist del' Bestimmung von stationaren Bewegungen ge
schenkt worden, sowie auch del' Auffindung derjenigen FUichen, 
welche den in Wirbelbewegung befindlichen Teil der Flitssigkeit von 
dem wirbelfreien Teil trennen. An einer solchen Oberfiiiche sind die 
tangentiellen und normalen Komponenten del' Geschwindigkeiten, 
sowie der Druck stetig. Die Bedingung fur die Stetigkeit des Druckes 
ist identisch erfullt, wenn die Geschwindigkeitskomponenten den an
gegebenen Bedingungen genugen 128). 

Bei zweidimensionaler Bewegung ist die Drehgeschwindigkeit ~ 

mit der Stromfunktion 'l/J durch die GIeichung - 2~ = ~~~ + ~~~ 
uX uy 

verbunden. Die Bedingung fUr die Konstanz del' vVirbelstarke wird 

durch die GIeichung H = 0 ausgedrUckt. 1st die Bewegung statio

nar 111), so gilt hiernach 
0~1/I 02 1/1 

(1) 6xf + ay~ = f(1jJ)· 

G. Ki1"chhoff129) hat gezeigt, dass ein Wirbel mit gleichformiger Dreh
geschwindigkeit durch eine Ellipse mit den Halbaxen a, b, welche 
mit del' Winkelgeschwindigkeit 2~ab/(a + b)2 im Sinne del' Dreh
geschwincligkeit urn ihren Mittelpunkt rotiert, begrenzt werden kann. 
M. J. M. Hill 1SO) fand einen stationaren Bewegungszustand, del' dem 
Kirchhoff'schen elliptischen Wirbel entspricht, indem er annahm, class 
die Flussigkeit nach aussen durch eine mit del' Begl'enzung des 
Wirbels konfokale Ellipse begrenzt sei. Kit'clthoff's und Hill's ellip
tische Wirbel sind stabil, wenn die Excentl'izitat nicht zu gross isVa1). 

Die Losung des Problems del' wirbelfreien Bewegung in einem rotie
renden Cylinder odel' Prisma bestimmt zugleich die Wil'belbewegung 
mit gleichfol'mig verteilter Drehgeschwindigkeit in dem als ruhend 
vorausgesetzten Cylinder 132). Man hat Losungen von Problemen, die 

128) R. Hargreaves, Lond. Math. Soc. Proc. 27 (1896), p. 281. 
129) l\Iechanik, p. 261. A. E. H. Love, Quart. J. of math. 27 (1895) dehnte 

die Resultate auf' die FaIle aus, in dencn die Dichtc ausserhalb und innerhalb 
des vVirbels verschiedcn ist und eine Unstctigkeit del' tangentialen Ge
sch windigkeit an del' Trennungsfliiche statthat; 8. A. l'schapligin, Moskan, N atnrf. 
Ges. 10 (1899) behandelte den Fall, wo ausserbalb des Cylinders eine Wirbel
bewegung mit einer verschiedenen gleicbfOrmigen Drebgeschwindigkeit gegebcn ist. 

130) Lond. Phil. Trans. 175 (1884). 
131) A. E. H. Love, Lond. l\'fath. Soc. Proc. 25 (1894), p. 18. 
132) A. G. Greenhill, Ency. Brit.; Tgl. Stokes (Fussn. 51) und F. D. Thomson, 

Oxf. Cambro and Dubl. 1\Iess. of math. 3 (1866). 
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sich auf die Bewegung eines Wirbels mit kreisfOnniger Grenze be
ziehen, mit Hiilfe von Bessel'schen Funktionen gefunden, indem 
man ~h" fiir ((1/J) in Gleichung (1) einsetzte 133). 

Damit eine stationare Bewegung in drei Dimensionen moglich 
ist, muss sich in der Fliissigkeit eine Schar von FIachen, jede uber
deckt mit einem Netzwerk von Strom- und Wirbellinien, so ziehen 
lassen, dass £las Produkt qro sin (J dv fur jede Flache konstant isV34). 

Hier bezeichnet w die resultierende Drehgeschwindigkeit, (3 den 
Winkel zwischen den Richtungen von q und ro und dv die Lange 
der Normale, die zwischen zwei unendlich benachbarten Flachen del' 
Schar 'gezogen ist. Die Grosse 

V-Jcl:-% q2 

ist fur jede dieser Flachen konstant. 
W J. M. Rankine 135) gab die Formel fur die Oberflache eines 

vertikal verIaufenden Hohlwirbels in einer sich unter Einwirkung del' 
Schwere bewegenden, inkomp1'essiblen Fliissigkeit; sie lautet pw2 

= const. Die Bewegung erfolgt in Horizontalebenen p = const. 
M. J. M. Hill 1S6) zeigte, £lass als Grenze eines Wirbelgebietes eine 
Kugel vom Radius a auftreten kann; die Bewegung ist dann durch 
eine axiale Stl'omfunktion gegeben, welche innerhalb bezw. ausser
halb des Wirbelgebietes die Werte 

(2) 

hat. Andere Bewegungsarten eines kugelformigen Wirbelgebietes hat 
W. M. Hicks 187) diskutiert. Bei diesen ist die in Me1'idi.anebenen e1'
folgende Wirbelbewegung mit einer Bewegung rechtwinkelig zu diesen 
Ebenen zu~aml11engesetzt. Einige Typen von Wirbelbewegung, bei 
denen die Strollliinien mit den Wirbellinien zusallllllenfallen und die 
Bahnen del' Teilchen SchraubenIinien sind, wurden von E. Beltrami 138) 

und G. lJrIorera 189)studiert: W. Voigt 98) diskutierte ein Beispiel einer 

133) Lamb, Hydrodynamics p. 264 . 
. 134) Lamb, Lond. Math. Soc. Proc. 9 (1880). 
135) Lamb, Hydrodynamics p. 30 schreibt dies Resultat Rankine zu. 
136) Lond. Phil. Trans. (A) 185 (1894), wo auch gezeigt wird, dass eine 

entsprechende L6sung flu: ein Spharoid nicht existiert; vgl. R. Hargreaves, Lond. 
Math. Soc. Proc. 27 (1896), p. 299. 

137) Sheffield, Univ. ColI. Commem. 1897; Lond. Phil. Trans. (1\.) 192 (1898). 
138) Nuovo Cim. (3) 25 (1889), p. 212. 
139) Rom, Acc. dei Line. Rend. 5 (1889). 
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Wirbelbewegung innerhalb einer' festen ellipsoidischen Begrenzung. 
Die Geschwindigkeiten werden lineare Funktionen del' Kool'dinaten 
und die Drehgeschwindigkeit ist dUl'ch elliptische Funktionen del' 
Zeit gegeben. Fliissigkeitsbewegungen, bei denen zwal' del' cm·l (u, v, 'tv) 
nicht verschwindet (sodass Wirbelfaden vorhanden sind), bei denen 
abel' fur einen endlichen Wert von n curln (u, v, w) verschwindet, 
betrachteten H. A. Rowland 140) und C. Fabri 141). Letztere hat diese 
Untersuchungen auf kompressible Flussigkeiten und zahe Fliissig
keiten ausgedehnt. 

4. Del' eigenen Schwere unterworfene, flussige Ellipsoids. 

4:a. Allgemeine Theorie. Von den hydrodynamischen Problemen, 
bei denen es sich um Wirbelbewegung in einem endlich ausgedehnten 
Raumteile handelt, ist in del' Litteratur am meisten die Bewegung 
einer del' eigenen Schwere unterworfenen Fliissigkeitsmasse behandelt 
worden, die sich so bewegt, dass ihre anfanglich ellipsoidische Ober
Hache fortgesetzt ellipsoidischen Charakter behalt. Auf die Unter
suchungen von Maclau1'in und Jacobi ist schon in IV 15, Nr.9 hin
gewiesen. P. G. L. Dirichlet 142) untersuchte das Problem, indem er 
von del' Annahme ausging, dass die Koordinaten del' Teilchen lineare 
Funktionen del' Anfangswerte sind. Er erhielt so ausreichende GIei
chungen, um die Koeffizienten als Funktionen del' Zeit zu bestimmen. 

Bei Annahme del' GIeichung ~; + ~~ + ~ = 1 fill' die freie Oberflache 

wird del' Druck p bei ihm durch die Formel p = 6 (1 - i; -~: -~) 
ausgedruckt, unter (j eine Funktion del' Zeit verstanden. F. Bl'ioschi BU) 
zeigte, wie man die Differentialgleichungen in die kanonische Forlll fiil' 
die Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems mit acht Frei
heitsgraden bringt. Riemann 144) bezog die Lagrange'schen Bewegungs
gleichungen del' Hydrodynamik auf bewegte Axen und fand ein 
System von zehn GIeichungen, durch welche die Langen del' Haupt-

140) Amer. J. of math. 3 (1880). 
141) Nuovo Cim. (3) 31 (1892); (3) 36 (1894); (4) 1 (1895); Bol. Mem. (5) 4 

(1894); Pis a, Ann. 7. (1895). 
142) Gott. Abh. 1860 und .J. f. Math. 58 (1861). Die Abhandlung ver

oifentlichte R. Dedekind, welcher einige Zusiitze machte. 
143) J. f. Math. 59 (1861). Siehe auch A. E. H. Love, Phil. Mag. (5) 25 

(1888). 
144) Giitt. Abh. 9 (1861) = Ges. math. Werke, Leipzig 1876, p.168, 2. Auf!. 

1892, p. 157. 
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axen des Ellipsoids zu irgend einer Zeit, die Winkelgeschwindigkeit 
um dieselben, die Drehgeschwindigkeit und del' oben eingefiihrte 
Koeffizient (j aneinander gekniipft sind. A. G. Greenhill 145) und A. B. 
Basset 146) benutzten die auf bewegte Axen bezogenen Euler'sehen 
Gleichungen und bildeten Ausdl'iicke fill' die Gesehwindigkeitskom
ponenten, indem sie 1) eine Bewegung mit gleichfol'mig verteilter 
Drehgesehwindigkeit, 2) eine wirbelfreie Bewegung, die von del' Ro
tation del' BegrenzungsfHiche herrithrt, 3) eine wirbelfreie Bewegung, 
welehe von del' Gestaltsanderung del' Grenze herstammt, kombinierlen. 
Sie erhielten dieselben Gleiehungen wie Riemann. Diese Gleiehungen 
haben drei Integrale, welehe die Konstanz del' Energie, del' Be
wegungsgrosse und del' Wirbelfadenstarke aussagen 144). 1st die Ober
fUiehe ein Spharoid 147) odeI' ein elliptiseher Cylinder 148) , so sind hier
mit alle ersten Integrale des Problems gewonnen, und die Bewegung 
des Systems ist dureh Quadraturen zu bestimmen. Die Gleiehungen 
del' Oberfiaehen, die bei del' Bewegung stets von denselben Teilehen 
gebildet werden, wurden fur das allgemeine Problem von JJf. J. M. 
Hill 149) bestimmt. Er druckte auch die Gesehwindigkeitskomponenten 
dureh die Formeln (4) in Nr. Sa aus. Bei den stationaren Bewegungen 
eines flussigen Ellipsoids bleiben die Langen del' Hauptaxen, ihre 
Winkelgesehwindigkeit und die Verteilung del' Drehgeschwindigkeit 
im Innern del' Fliissigkeit konstant. Riemann 144) zeigte, dass bei 
stationarer Bewegung die A.xe del' resultierenden WinkelgeschwiJ:.1dig
keit, mit welcher die Hauptaxen rotieren, und diejenige del' resultieren
den Drehgeschwindigkeit zusammenfallen muss en. Es giebt FaIle del' 
stationaren Bewegung, bei denen diese Axen mit einer Hauptaxe 
zusammenfallen, und andere, bei denen dies nicht eintritt, wo sie 
abel' in einer Hauptebene liegen 150). Die Bewegungen erster Art um-

145) Cambro Phil. Soc. Pl'oc. 3 (1879), p. 233; 4 (1880), p. 4. G"eellhill 
bet.rachtete nul' stationilre Bewegungen. 

146) Land. Math. Soc. Proc. 17 (1886) und Hydrodynamics .2, ch. 15. 
147) Die Losung fiir diesen l!'all gab Di1'ichlet (Fussn. 142). Siehe auch 

Basset, Hydrodynamics 2, p. 102. Bctreifs des speziellen Falls, in welchem die 
Bewegung wirbelfrei ist, siehe W. 11f. Hicks, Cambro Phil. Soc. Proc. 5 (1883). 

148) R. Lipschitz, J. f. Math. 78 (1874), p. 245. Siehe auch A. E. H. Lot.e, 
Quart. J. of mltth. 23 (1888), p. 153. 

149) Land. Math. Soc. Proc. 23 (1892). 
150) Alle diese Formen gab Riemann (Fussn. 144). Ferner diskutierte sie 

G1'ee1l1dll (Fussn. 145) und Cambro Phil. Soc. Proe. 4 (1882), p. 208. Die Formen 
del' stationiirell Bewegung und einige Formen periodischer Bewegung behandelte 
E. Padol'a, Pisa, Ann. 1 (1871). 



4. Del' eigenen Schwere unterworfene, fiiissige Ellipsoide. 127 

fassen die verschiedenen Falle eines nach Art eines starren Korpers 
rotierenden Fliissigkeitsellipsoids, wie sie von Maclaurin und Jacobi 
entdeckt wurden. Sie umfassen auch einen Fall, bei dem die sich 
bewegende Fliissigkeit eine Oberflache von der Form des Jacobi'schen 
Ellipsoids besitzt, jedoch die Oberflache in Ruhe bleibt151); diese 
Bewegungsform nennt man das "Dedekind'sche Ellipsoid". Riemann 144) 
diskutierte auch die Stabilitat der verschiedenen Arlen der stationiiren 
Bewegung mit dem Ergebnis, dass Jacobi's und Dedekind's Formen 
stabil sind, Maclaurin's Form aber nur stabil ist, wenn das Ver
haltnis der kleinsten zur grossten Axe des Spharoids den Wert 
0,303327 ... iiberschreitet. Diese Resultate (betr. Stabilitiit) wurden 
indess nur unter der Annahme erhalten, dass die freie Oberfliiche 
jedenfalls ein Ellipsoid bleibt. 

4 b. Niihere Angaben iiber Maclaurin's Spharoid und Jacobi's 
Ellipsoid. In der Bezeichnung von IV 15, Nr.9 konnen die von den 
Axen des Jaeobi'schen Ellipsoids erfiillten Gleichungen so angesehen 

• 00 2 
werden, dass alb uild ale durch emen Parameter 4nG(! gegeben 

sind. Die solcherweise entstehenden Ellipsoide bilden eine lineare 
Reihe 162). Die Maclaurin'schen Spharoide bilden eine ebensolche 
Reihe, in der a I b konstant = 1 ist, welchen Wert der Parameter 
auch haben mag. Diese beiden Reihen haben ein Spharoid gemein, 
fiir welches die Grosse r(= ya2Ie2-1) der folgenden Gleichung 158) 

geniigt: 

(1) (3 + 14(2 + 3(4) arctang(=((3 + 13(2). 
Die Wurzel ist (= 1,39457 . . .. Bei der Reihe del' Jacobi'schen 
Ellipsoide nehmen wir allgemein an, dass a > b > c ist; dann ist del' 
Wert von ale, welcher del' Gleichung (1) entspricht, del' kleinste, del' 
fiir solch ein Ellipsoid moglich ist; wachst nun alb liber 1 hinaus, 
so nehmen auch die beiden Grossen r und ale immer zu. Thomson 
und Tait 154) gaben an, dass das Maclltlt1"in'sche Spharoid stabil oder 

151) Von R. Dedekind (Fussn. 142) entdeckt. Siehe auch A. E. H. Love 
(Fussn. 143). 

152) H. Poinccl1"e, Acta math. 7 (1885), betrachtet die Jacobi'schen Ellip
soide als Beispiele von Gleichgewichtskonfigurationen eines mechallischell SystemH 
mit einer endlichen Anzahl n von Freiheitsgraden, wobei die Koordinatell VOIl 

einem Parameter abhilllgen. Jede Gleichgewichtskollfiguration ist dalln uurch 
einen Punkt einer Kurve in einem n-dimensiollalen Raume uargestellt; solch 
eine Kurve nellllt Poincare eine line are l{,eihe (slirie lineaire). 

153) Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 332. 
154) Nat. Phil. 2, p. 333. 
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labil ist, je nachdem (" kleiner odeI' grosser als die Wurzel del' 
Gleichung (1) ist. Riemann's Resultat war, dass Labilitat bei 
(" > 3,14156 . .. eintritt. 

Die Frage del' Stabilitat des Jacobi'schen Ellipsoids diskutierte 
Poincare 152) auf zwei. W eisen, einmal als Problem del' statischen 
Stabilitat, das zweite Mal als Problem del' Wellenbewegung. Bei der 
ersten Methode fiihrte er den Begriff des "Verzweigungsgleichgewichts" 
ein. Wenn die Konfigurationen des Gleichgewichts eines mechanischen 
Systems von einem variablen Parameter abhangen, so konnen mehl'ere 
lineare Reihen s01cher Konfigurationen vorhanden sein - da wo zwei 
solche Reihen einander treffen, ist eine Verzweigungsstelle. An einer 
s01chen Stelle findet im allgemeinen ein Austausch del' Stabilitaten 
statt. In dem besonderen FaIle des Jacobi'schen Ellipsoids und des 
Maclaurin'schen Sphal'oids vel'ifiziert dies Thomson und Tait's Angabe 
und zeigt, dass das Jacobi'sche Ellipsoid in del' That stabil ist, wenn 
a / c nul' wenig den Wert, welcher del' Gleichung (1) entspricht, iibel'
schreitet. Bei del' Aufsuchung del'jenigen FaIle in del' Reihe del' 
Jacobi'schen EIlipsoide, welche Verzweigungsformen vorstellen, be
nutzte Poinca1'e Lame'sche Funktionen und bewies, dass StCil'ungen 
del' EllipsoidoberfHiche, die den Lame'schen Funktionen del' verschie
denen Ordnungen entsprechen, eine diskrete Menge von Verzweigungs
fonnen festlegen, wobei die Werte von a / c mit del' Ordnung del' 
Lame'schen Funktionen wachsen. Die den beiden Reihen del' Jacobi
schen EIlipsoide und .lJtlacla~win'schen Spharoide gemeinsame Form 
entspricht einel' Lame'schen Funktion von del' zweiten Ordnung; 
Jacobi's Ellipsoid hart auf stabil zu sein, wenn a / c den Wert iiber
schl'eitet, welcher einer StCil'ung drittel' Ordnung entspricht. Man 
schliesst, dass daruber hinaus eine lineare Reihe von stabi1en G1eich
gewichtsfiguren besteht, deren el'ste Glieder sich sehr wenig von 
Ellipsoiden unterscheiden, die abel' weiterhin die Form einer Birne 
oder einer Hantel annehmen. 

Poincare l52) betonte auch den Unterschied zwischen "siikularer" 
und "gewohn1icher" Stabilitat 155). Fur eine Flussigkeitsbewegung ist 
die Stabilitiit sakular, sofern die Bewegung bei Mitberucksichtigung 
der Ziihigkeit stabil ist. Man hat gewohnliche Stabilitiit, wenn die 
Bewegung unter Annahme einer idealen Flussigkeit stabil ist. Somit 
erscheint Riemann's Bedingung del' Stabilitat fur das 1Jlacl,o,lo'in'sche 
Sphiiroid ({" < 3,14156 ... ) als eine Bedingung gewohnlicher Stabilitat. 

Po in cClre 152) untersuchte andrerseits die Wellen auf dem Jacobi'schell 

165) Vgl. Thomson and Tait, N,l,t. Phil. 1, p. 391, 
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Ellipsoid, die entstehen, wenn die stationiire Bewegung leicht ge
stort wird. Er bewies, dass fiir eine wie ein staITer Korper rotie
I"ende Fliissigkeit die gestorte Bewegung vollstiindig mit Riilfe einer 
Funktion bestimmt werden kann, welche innerhalb einer aus del' freien 
Oberfliiche durch eine homogene Deformation abgeleiteten Fliiche 
harmonisch ist und an jener Oberfliiche eine bestimmte Bedingung 
erfiillt. Diese Methode ist seitdem auf zahlreiche Probleme an
gewandt worden 156). Insbesondere benutzte sie G. H. Bryan 157) zur 
direkten Untersuchung del' Stabilitiit des Maclaurin'schen Sphii
roids. Er bewies, dass, wenn Riemann's Bedingung erfiillt ist, das 
Spharoid in del' That gewohnliche Stabilitiit besitzt, auch wenn 
andere als ellipsoidische Nachbarformen in Betracht gezogen werden, 
und bestimmte alle Arten und Perioden del' Oscillationen des Systems. 
Derselbe Autor hat die Unterscheidung zwischen siikularer und ge
wohnlicher Stabilitiit durch eine Diskussion del' Wellen auf einem 
rotierenden Cylinder von zaher Fliissigkeit illustriert158). Die Be
stimmung del' liingsten Oscillationsperiode des Maclaurin'schen Sphii
roids fiihrt unter andel'll dazu, G. H. Darwin's TheOl"ie von del' Ent
stehung des Mondes zu bestatigen 159). 

Die oben erwahnte Poincare'sche, hantelformige Gleichgewichts
figur ist von G. H. Darwin 160) ausfiihrlich behandelt worden. Anderer
seits ist die Aufsuchung I'ingformiger Gleichgewichtsfiguren gravitie
render Massen von rotierender Fliissigkeit del' Gegenstand zahlreicher 
anderer Untersuchungen gewesen 161). 

156) A. E. H. Love, Quart. J. of math. 23 (1888), p. 158 fiir den Fall, dass 
die freie OberHache ein elliptischer Cylinder ist; Lond. Math. Soc. Proc. 19 
(1888) fiir den Fall, dasB die Fliissigkeit in eine elastische Hohlkugel ein
geschlossen ist; S. S. HO't~gh, Lond. Phil. Trans. (A) 186 (1895) fiir den Fall 
einer ellipsoidischen, mit Fliissigkeit erfimten Schale; Lond. Phil. Trans. (A) 189 
(1897) fiir einen Ocean von geringer Tiefe, der einen festen Kugelkern um
schliesst. 

157) Lond. Phil. Trans. (A) 180 (1889) und Lond. Roy. Soc. Proc. 47 (1890). 
158) G. H. Bl"yan, Cambro Phil. Soc. Proc. 6 (1888), p. 248. 
159) A. E. H. Love, Phil. Mag. (5) 27 (1889). 
160) Lond. Phil. Trans. (A) 178 (1887). 
161) Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 333; L. 1Jfatthiessen, Zeitschr. f. 

Math. 10 (1865) und Ann. di mat. (2) 3 (1870); PoincanJ (Fussn. 152) und Pads 
C. R. 102 (1886), p. 970; A. B. Basset, Amer. J. of math. 11 (1888). llfattltiessen 
hat auch die Wirkung einer gleichformigen Kompdmierbarkeit del' Fliissigkeit 
bei ellipsoidischen und cylindrischen Gleichgewichtsfiguren betrachtet, Zeitschr. 
f. Math. 16 (1871) und 28 (1883). 

Encyklop. d. math. Wi"onsch. IV 2. 9 
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5. Wellenbewegung inkompressibler Fliissigkeiten. 

5 a. Natur der Bewegung ~62). Eine Masse inkompressibler Fliissig
keit, die unter Einwirkung del' Schwere sich in Ruhe befindet, repra
sentiert uns ein im stabilen Gleichgewicht befindliches mechanisches 
System. Start man das Gleichgewicht ein wenig, so wird die Fliissig
keit kleine Schwingungen ausfiihren. Tritt hierbei keine Dissipation 
del' Energie ein, so wird sich die Bewegung als eine Uberlage
rung von klein en Schwingungen von harmonischem Typus auffassen 
lassen. Die Perioden . diesel' Hauptschwingungen werden dul'ch die 
Grenzbedingungen bestimmt. Wenn man die freie Oberflache als 
unendlich ausgedehnt ansieht, so sind kleine Schwingungen irgend
welcher Periode moglich. Auch in diesem :Falle kann man die 
kleine Bewegung stets als aus Teilbeweguhgen von harmonisehem 
Typus zusammengesetzt auffassen; jedoeh ist es bequemer, die Aus
breitung von lokalen Erhebungen und Vertiefungen iiber die Ober
flache von del' gestorten Stelle hin direkt ins Auge zu fassen. Diese 
Anderung des Gesiehtspunktes entsteht daraus, dass eine einzelne Be
wegung von harmonisehem Typus nUl' dann hervorkommt, wenn 
die Starung in geeigneter Weise iiber die ganze Oberflache hin ver
teilt ist. Bei einer begrenzten Oberflaehe ist natiirlich die anfang
liehe Bewegung, die unmittelbar auf die Storung folgt, beinahe von 
den Grenzbedingungen unabhangig; sie ist also del' Bewegung, die 
bei unbegrenzter Oberflache erzeugt wiirde, ahnlieh. Alles in allem 
ist, wenn die Fliissigkeit eine grosse FIaehe bedeekt, z. B. im FaIle 
eines Ozeans odeI' langen Kanals, das Hauptinteresse auf die Fort
pflanzung del' Wellen von Ort zu Ort geriehtet. 1st dagegen die 
Fliissigkeit in einem Bassin von massigen Dimensionen eingesehlossen, 
so haben die harmonischen Sehwingungen und deren Perioden mehr 
Interesse. Die beiden Bewegungsarten kann man als progressive 
Wellen und stehende Oscillationen bezeiehnen. Weiterhin wollen wir 

162) Die Theorie del' Wellenbewegung in Fliissigkeiten ruht weit mehr auf' 
Beobachtung und Experiment, ala die meisten andern Zweige del' theoretischen 
Hydrodynamik. Betreffs del' friiheren Untersuchungen (sowohl del' theoretischen 
als del' experimentellen) konnen wir auf E. H. und W. Weber, Wellenlehre auf 
Experimente gegriindet, Leipzig 1825, verweisen. Die experimentellen Unter
suchungen von J. Scott Russell, Brit. Assn. Rep. 1844 gab en zu zahlreichen theo
retischen Abhandlungen Anlass. Eine ausgedehnte Bibliographie gab O. Riess, 
Rep. Phys. 26 (1890). Die Theorie del' Wellen von permanentem Typus wurde 
von Helmholtz, Berl". Bel'. 1890 und Ann. Phys. Chem. 41 (1890) = Wiss. Abh. 3, 
p. 333 mit allgemeinen dynamischen Theorieen in Zusammenhang gebracht; 
siehe auch Lamb, Hydrodynamics p. 421. 
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bei einer Wellenbewegnng die Erhe bnngen und Vertiefungen der 
freien Oberfl11che in erster Annaherung als klein allsehen. 1m Gegen
satze dazu wiirde das Problem, die wirkliche Form endlicher Wellen 
zu finden und die Bewegung vollkommen zu bestimmen, entweder 
einen Prozess fortgesetzter Approximation verlangell mit einer Unter
suchung iiber die Konvergenz dieses Prozesses, oder eine genaue 
Losung, die aIle Gleichungen und Bedingungen ohne Approximation 
erfiiIlt. Achtet man speziell auf die Form der freien Oberflache, so 
kann man natiirlich Wellenbewegungen von end1icher Amplitude mit 
den Bewegnngsformen, welche fteie OberfHichen haben und die in 
Nr. 1 f betrachtet wurden, in Beziehung bringen. 

5 b. Lange Wellen. In friiherell Zeiten schenkte man einel' 
speziellen Approximationsmethode, die sich auf die "langen Wellen" 
anwenden lasst, ein besonderes Interesse. Eine Welle heisst "lang", 
welln die Entfernung von einer Erhohung bis zur nachsten im Ver
haltnis zur Tiefe del' Fliissigkeit gross ist. In diesem FaIle ist die 
Tragheit der vertikalen Bewegung klein im VerhiUtnis zu dmjenigen 
del' horizontalen Bewegung, und man kann ulll1ehmen, dass del' Druck in 
einem Punkte gleich dem hydrostatischen Druck ist, der von del' 
Tiefe dieses Punktes unter del' gestorten freien Oberflache herriihrt. 
Mit andel'll Worten, die kinetische Energie kann aus den horizon
talen Geschwindigkeiten, die potentielle Energie aus den vertikalen 
Verschiebungen berechnet werden. Erfolgt eine derartige Bewegung 
in einem Kanal mit vertikalen Wanden, so bewegen sich die Teilchen, 
die einem vertikalen Querschnitt angehoren, so, dass sie stets einen 
solchen QuerschniU bilden. Die horizol1tale V el'schiebung ~ erfiillt 
die Gleichung 163) 

02~ (O~)-3 02~ 
(1) ot" = gh 1 + ox ox" 

wo X in del' Langsrichtung des Kanals gemessen ist und h die un
gestOrte Tiefe bedeutet. Dies giebt in erstel' Annahernng fiir die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ygh. 16-1) Fiir einen Kanal von gleich
fOl'migem Quel'schnitt, dessen Flacheninhalt A und dessen Breite an 
del' Oberflache v ist, wird cliese Formel durch -V g A/v 165) ersetzt. 

Eine Diskussion del' Gleichung (1) zeigt, dass die Wellen sich nicht 

163) G. B. Airy, Artikel "Tides and Waves" im Ency. Metrop., Lond.1845. 
164) Lagrange, Berlin, Mem. (2) 12 (1781) und Mec. an. 2, p. 295. 
165) P. Kelland, Edinb. Roy. Soc. Trans. 14 (1839). Siehe auch G. Green, 

Cambro Phil. Soc. Trans. 6 (1837), p. 457 und 7 (1839), p. 87 = Papers, London 1871, 
p. 223, 271. 

9* 
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ins Unendliche ausdehnen konllen, ohne ihre Form zu andern 163). 

Man wendet diese Annaherungsmethode hauptsachlich bei der Theorie 
von Ebbe und Flut an 166). 

5 c. Oscillatorische Wellen 167). Sehen wir die Wellenbeweguug 
als eine Oscillation um eine Gleichgewichtslage an, so nehmen wir an, 
dass die Lagenanderung, soweit sie von del' Zeit abhangt, sich durch 
Sinus und Cosinus von lit ausdriicken lasst. Wir suchen ferner das 
Geschwindigkeitspotential cp aus folgenden Bedingungen zu bestimmen: 
1) es solI in dem von del' Fliissigkeit erfiillten Raum harmonisch 
sein; 2) die Normalkomponente del' Geschwindigkeit solI an den 
festen Grenzen verschwinden; 3) die £reie OberHache solI eine Glei
chung der Form z = bf(x, y) COS (lit + E) erhalten; 4) der Druck p, 

der sich aus del' Gleichung p = Q(- gz - %q2 - °o~) bestimmt, 

solI in allen Punkten dieser begrenzenden OberHiiche denselben Wert 
haben. 

Nehmen wir die Konstante b klein und tp von der FornI 
A tp (x, '!I, z) sine lit + E), wo A von derselben Ordnung wie b klein ist, 
so kann die Bedingung (4) mit Annaherung durch folgende: 

Oq; 
g oz = li2 cp 

in allen Punkten del' Oberflache ersetzt werden 168). Nehmen wir 
ferner an, dass f(x, y) die Form sin (kx + IX) hat, also unabhiingig 
von y ist, und dass die Fliissigkeit auf einer festen horizontalen 
Ebene z = - h ruht, so finden wir, dass einer £reien Oberflache 
z = b sin (k.'1J + IX) cos (lit + E) ein Geschwindigkeitspotential 

b(r coshk(z + h) . . 
cp = - Ii sinh kh sm (kx + IX) sm (lit + E) 

entspricht, vorausgesetzt dass 

0 2 = gk tangh kh. 

Die hiermit bestimmten Bewegungen konnen superponiert werden, 
sodass unsere Losung sowohl stehende Oscillationen, als auch pro
gressive Wellen einschliesst. 1m letzteren FaIle sind die Bahnen del' 

166) Siehe Bd. VI. 'Vegen anderer Typen langeI' Wellen siehe Nr. 5 h unten. 
167) Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 8 (1847), p. 441 = Papers 1, p. 197, 

auch Cambro and Dubl. math. J. 4 (1849), p. 219 = Papers 2, p. 221, wo sich ausser 
del' Theorie ain Vergleich zwischen TheOl'ie und Experiment findet. 

168) A. G. GI'eenhill, Amer. J. of math. 9 (1886); H. Poincare, .T. de math. 
(5) 2 (1896). 
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Teilchen Ellipsen 167) und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wird durch 
die Gleichung 163) 

U2 = gk- 1 tangh kh 

gegeben. Gehen wir dadurch zur Grenze iiber, dass wir kh unend
lich gross werden lassen, so erhalten wir in -V (g / k) die Fortpflan
zungsgeschwindigkeit del' Tiefseewellen. Gehen wir andererseits so 
zur Grenze iiber, dass wir tch unendlich klein annehmen, so erhalten 
wir die erste Annaherung fiir die Bewegung langer Wellen, mit del' 
Forlpflanzungsgeschwindigkeit "fih. In diesem FaIle gehen die ellip
tischen Bahnen del' Teilchen annahernd in horizontale gerade Linien 
tiber. 

Insbesondere konnen wir durch solche Superposition die Bewegung 
erhalten, welche einer beliebig kleinen Anfangsstorung del' freien 
Oberflache entspricht. Solche Beweglmgen betrachteten Poisson 169) 

und Oatwhy 101), in neuerer Zeit besonders Sir W. Thomson 170) und 
W. Bttrnside 171). 

5 d. Energie der Wellenbewegung. Gruppengeschwindigkeit 172). 

1m Falle progressiver Wellen del' soeben betrachteten Art, die durch 
die Gleichung 

ba coshk(z + h) . (7. t) 
rp =- k sinhkh sm n;X - 11 

gegeben sind, ist die gesamte Energie der Fliissigkeitsmasse, welche 
zwischen zwei vertikalen Ebenen y = Yo und y = Yo + 1 und zwei 
anderen vertikalen Ebenen x = xo, x = Xo + 2 ~ 7;,-1 eingeschlossen ist, 
7t 7;,-1 9 Q b2• Dies ist die "Energie in einer Wellenlange". Die eine 
Halfte diesel' Energie ist potentielle, die andere kinetische Energie. 

Del' Enel'giebetl'ag, welcher wahl'end del' Zeitperiode 2a'" libel' die 

Breiteneinheit einer Ebene x = const. hinii.bergeschafft wird, ist 

1f2 rck-1gQb 2 (1 + kh . cosech kh . sech kh). 

Wenn eine Anzahl Wellenbewegungen von verschiedenen We11en
!angen superponiert wird llnd die Fortpflanzungsgeschwindigkeit U 

169) Paris, Mem. de l'Acad. 1 (1816). 
170) Lond. Roy. Soc. Pl'oc. 42 (1887). Die Bewegung nahe dem Anfange 

und Ende cines Wellenzuges wurde von demselben Autol' in Phil. Mag. (5) 23 
(1887), p. 113 betrachtet. 

171) Lond. 1\Iath. Soc. Proc. 20 (1889), p. 22. 
172) Lord Rayleigh, Lond. 1\Iath. Soc. Proc. 9 (1877), p. 21, wiederabge. 

druckt in Theory of Sound, 1. ed., London 1877, 2, p. 297, 2. ed., London 
1894, 1 p. 473 = Papers 1, p. 322. 
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von der Wellenliinge 2t abhiingt, so pflanzen sich die Wellen von 

nahezu der gleichen Liinge mit nahezu der gleichen Geschwindig
keit fort, sodass sie eine zusammengehorige "Gruppe von Wellen" 
bilden. Aber die Stellen, an denen die 'superponierten Verschiebungell 
das Maximum der Erhebung ergeben, bewegen sich dann durch die 
Gruppe hin. Die Geschwindigkeit, mit der das Maximum der Er
hebung entlang der Oberfliiche fortschreitet, heisst "Gruppengeschwin
digkeittt. Sie ist von der Forlpflanzungsgeschwindigkeit U der Wellen 

verschieden und hat die Grosse U + k ~~.173) Das Verhiiltnis der 

Energie, die in einer Periode iiber die Breiteneinheit hiniibergeschafft 
wird, zu der Energie in einer Wellenlange ist gleich dem Verhiiltnis 
der Gruppengeschwindigkeit zu der Wellengeschwindigkeit 174). 

5e. Stehende Wellen. Innerhalb der in Nr.5c und 5d an
genommenen Approximation hat die progressive Welle permanenten 
Typus; ·es ist also die Bewegung, welche man erhalt, wenn man dem 
ganzen System eine Geschwindigkeit - U entlang der x-Axe hinzufiigt, 
eine stationiire, zweidimensionale Stromung zwischen einer festen Hori
zontalebene und einer cylindrischen Oberfliiche, deren Querschnitt eine 
Sinuskurve mit kleiner Amplitude ist. Man hat diesen Kunstgriff, 
die Wellenbewegung auf eine stationiire Bewegung 175) zuriickzufiihren, 
auch auf Kapillarwellen und auf Wellen angewandt, die sich entlang 
der gemeinsamen Oberfliiche zweier Fliissigkeiten fortpflanzen 176). Es 
moge eine Fli.i.ssigkeit von der Dichte (/ und der Tiefe h' mit gleich
formiger Geschwindigkeit ito iiber eine Fliissigkeit mit der Dichte Q 

und der Tiefe h hinfliessen, wiihrend das ganze System zwischen zwei 
horizontalen Ebenen, die den gegenseitigen Abstand h + h' haben, ein-

173) Stokes gab das Resultat und die im Text entwickelte Erklarung in 
einem Smith's Prize Paper, Cambro Univ. Exam. Papers 1876. Die Sache wurde 
unabhangig auch von O. Reynolds, Nature 16 (1877), p. 343 beha.ndelt. 

174) O. Reynolds (Fussn. 173). 
175) Stokes, Papers 1, p. 314. 
176) .A. G. Greenhill (Fussn. 168). Die FortpfJ.anzungsgeschwindigkeit von 

Kapillarwellen wurde zuerst von Sir w: Thomson, Phil. Mag. (4) 42 (1871), 
spater unabhangig von F. Kolacek, Ann. Phys. Chem. 5 (1878) erhalten, die 
Dichte der obern FHissigkeit wurde bei Kolacek vemachliissigt. Die Wellen an 
cler gemeinsamen OberfHiche zweier Flussigkeiten behandelte Stokes 1847 (Fussn. 
167) unter Vernachlassigung del' Oberfllichenspannung. Sir 11': Thomson, L c. 
machte die Anwendung auf Wind, der iiber tiefes Wasser hinbllist. El.:perimen
telle Verifikationen gaben Sir W. Thomson, 1. c. und auch L. Matthiessen, Ann. 
~hys. Chem. 38 (1889) und O. Riess (Fussn. 162). 



5. Wellenbewegung inkompressibler Fliissigkeiten. 135 

geschlossen ist. Es ist alsdann die Fortpflanzungsgeschwindigkeit U 
der Wellen von der Lange 2 ~k-1 an der gemeillsamen Oberflache 
durch die Gleichung 

gk-1(Q - Q') + Tk = (!U2 cotghkh + 'I' (U - tto)2 cotgh klb' 

gegeben, wo T die Oberflachenspannung ist und die Fortpflanzungs
richtung mit derjenigen von ~to zusammemliJlt. Das Resultat kann 
auf Wellen einer Wasseroberflache angewandt werden, iiber die ein 
Wind hinblast 176). A. G. GreenhilP68) hat es auf eine beliebige Anzahl 
iibereinandergelagerter Fliissigkeiten ausgedehnt; es kann auch fiir 
heterogene Fliissigkeiten verallgemeinert werden 177). 

Das Problem der stehenden Wellen, die man an der freien Ober
flache von fliessendem Wasser beobachtet, gehort der hier betrach
teten Klasse an. Die Unebenheiten an der freien Oberflache riihren 
von U nregelmassigkeiten des festen Bodens her, iiber welche die 
Fliissigkeit hinstromt. Sir W. Thomson 178) hat die Prinzipien der 
Energie und Bewegungsgrosse auf das Problem angewandt und war 
so in der Lage, eine hinreichend allgemeine Losung zu erhalten, 
welche die Wirkung irgendwelcher Unregelmassigkeiten des Bodens 
giebt (vorausgesetzt immer, dass das Niveau des Bodens nahezu 
konstant ist). 

Stehende Wellen konnen aueh von unregelmassigem Druek an 
der freien Oberflaehe herriihren, wie er durch die Anwesenheit irgend
welcher in die Oberflliehe eintauehender Hindernisse bedingt ist. Das 
sich so darbietende Problem ist bis zu einem gewissen Grade un
bestimmt, da auf die Wellen, welche von dem Hindernis herriihreri, 
ein beliebiges System freier Wellen aufgelagert werden kann. Lord 
Rayleigh 179) eliminierte diese freien Wellen, indem er kleine dissi
pative Ill-afte einfiihrte, die der Geschwindigkeit propOliional sind. 
Hierbei bleibt die Bewegung naeh wie VOl' wirbelfrei_ Die in Rede 
stehende Methode wurde insbesondere angewandt, um den Wellen
zug zu bestimmen, del' ein Schiff begleitet, das in raseher Be
wegung dureh das Wasser hinfahrt180). Das Problem del' Schiffs-

177) Lord Rayleigh, Lond. Math. Soc. Proc. 14 (1883) = Papers 2, p. 200 j 
W. Bwrnside, ibid. 20 (1879), p. 392. A. E. H. Love, ibid. 22 (1891), wendet auf 
das Problem del' Wellenbewegung heterogener Fliissigkeiten eine direkte lIIethode an. 

178) Phil. Mag. (5) 22 (1886) und (5) 23 (1887), p. 52. Den Fall einer durch 
eine Sinuskurve gegebenen Unebenheit des Bodens bebandelte Lamb, Hydro
dynamics p. 407. 

179) Lond. Math. Soc. Proc. 15 (1884) = Papers 2, p. 258 j vgl. Lamb, Hydro
dynamics p. 393, 450. 

180) Lamb, Hydrodynamics p. 403, wo sich auch Verweise auf die A.rbeiten 
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wellen hat J. H. l1ficlzelP81) auf anderem Wege, namlich im An
schlusse an die Untersuchungen von Poisson 169) und Oauchy l01), be
handeIt. Insbesondere leitete er eine Formel fiir den Wellenwider
stand ab, die bei wirklichen Schiffsformen anwendbar ist. 

5 f. Stehende Oscillationen in Bassins. Eine in einem geraden 
Kanal von gleichformigem Querschnitt stattfindende Wellenbewegung, 
die durch die Gleichung 

rp = A fey, z) sin (kx + at) 

gegeben ist, fiihrt dazu die harmonische Bewegung einer Fliissigkeit 
in einem Troge zu be3timmen, der von zwei N ormalschnitten x = 0 

und x = l begrenzt ist, indem man namlich annimmt, dass ~ eine 

ganze Zahl ist, und zwei gegeneinander laufende Wellensysteme super
poniert. Die in Betracht kommel1de Bewegung hat das Geschwindig
keitspotential: 

rp = Af (y, z) cos kx cos (at + E). 

Fiir einen Kanal haben zunachst P. Kelland 165) und A. G. Greenhill 168) 

den Fall untersucht, dass die Seitflll desselben gegen die Vertikale 
unter einem Winkel von 450 geneigt sind. H. M. Macdonald 182) gab 
Losungen fiir den Fall, dass del' N eigungswinkel 600 betragt. Er 
behauptet, dass es keine andern Beispiele von Dreiecksquerschllitten 
giebt, auf welche die in Rede stehende Methode anwendbar ist 182). 

Stokes 183) erhielt Losungen ahnlicher Art fUr Systeme von Wellen, 
deren Fortschreitlmgsrichtung parallel zti dem unter einem Winkel IX 

gegen die Horizolltalebene gelleigten Ufer sind. Die Fortpflanzungs
geschwindigkeit ist v(gk-1 sin a), wo 2'Jt/k die Wellenlange bedeutet. 

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit in einem Troge existierell 
stehende zweidimellsionale Oscillationen, bei denen sich die Flitssig
keit in Parallelebenell zu den vertikalen Enden des Troges be-

von Sir W. Tholllson und B. E. und W. Pronde finden, welche die Dinge nach 
del' deskriptiven und beobachtenden Seite hin behandeln. 

181) Phil. Mag. (5) 45 (1898). 
182) Lond. Math. Soc. Proc. 25 (1894). Macdonald's Ansicht wird von Lamb, 

Hydrodynamics p. 429-436 bestritten. Siehe auch die sich anschliessenden 
ErkUirungen von lI:lacdonald, Lond. lIlath. Soc. Proc. 27 (1896), p. 622. Stokes, 
Report, Papers i, p. 167 bemerkt, dass Wellen mit geradlinigen Kammen nicht 
in allen Kanalen moglich sein konnen. Er stiitzt sich hierbei auf Experimente 
von J. Scott Rt~ssell, die anzudeuten schein en, dass solche Wellen unmoglich 
sind, sobald die Neigung del' Seiten einen gewissen Grenzwert iiberschreitet. 

183) Report. 
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wegt. Diese Oscillationen diskutierte G. Kirchhoffl84) und neuerdings 
H M. Macdonald 185). Hat del' Trog zwei ebene Seiten mit dem
selben Neigungswinkel, so scheint die Anwendbarkeit del' in Betracht 
kommenden Methode auf N eigungen (gegen die Horizontale) von 450 

und 300 beschrankt zu sein 186). Entsprechende Losungen hat man 
auch fur Wellen gegen ein geneigtes Ufer erhalten, wobei die Neigung 
gegen die Horizontale ']tIn ist (n gleich einer ganzen Zahl) 186). 

. Fur Bassins von anderer Form sind nul' erst wenige Probleme 'del' 
Wellenbewegung gelost worden 187). Das wichtigste ist das Problem 
del' Wellenbewegung in kreisfOrmigen Bassins 188). Ist a del' Radius 
des Bassins und h die Tiefe, so hat das Geschwindigkeitspotential 
einer harmonisch schwingenden Flussigkeit die Form 

«p = .A cosh k(z + h) In(kr) cos (n& + a) cos (at + Ii), 
wo n eine ganze Zahl und J,,(kr) die Bessel'sche Funktion del' 
ersten Art von del' Ordnung n ist. kist durch die Gleichung 
I n ' (ka) = 0 gegeben, ('12 ist gleich g k tangh kh. Wird die Fliissig
keit in einem irgendwie gestalteten Bassin einer beliebig kleinen an
fanglichen Storung unterworfen, so wird man die eintretende Be
wegung durch Superposition harmonischer Bewegungen berechnen 
wollen. Poincare 168) hat die Reihe del' solcherweise fiir die Ent
wickelung des Geschwindigkeitspotentials in Betracht kommenden 
N ormalfunktionen naher betrachtet. 

5 g. Genauere Bestimmung von Wellenbewegungen. Die in 
Nr. I} c-f gegebenen Resultate wurden durch Vernachliissigung der 
Quadrate und Produkte del' Grossen von del' Ordnung del' Erhebung 
del' freien Oberfliiche erhalten. Eine genaue periodische Losung del' 
Lagrange'schen Bewegungsgleichungen fiir die Wellenbewegung einer 
Flussigkeit von unendlicher Tiefe, die unter Einwirkung del' Schwere 

184) Berl. Ber.1879 = Ges. Abh. p.428; Kirchhoff vergleicht seine Theorie 
auch mit dem Experimente. 

185) Lond. 1<fath. Soc. Proc. 27 (1896), p. 622. 
186) H. lIf. Macdonald (Fussn. 185). 1m FaIle cines Kanals mit kreis

formigen Quel'schnitt gaben Lamb, Hydrodynamics p. 429 und Lord Rayleigh, 
Phil. Mag. (5) 47 (1899), p. 566 eine obere Grenze fiir die Schwingung8zahl del' 
niedrigsten Typen an. 

187) A. G. Greenhill (Fussn. 168) gab einige Beispiele fiir Hyperboloide 
und Kegel. 

188) Dieses ProlJlem wurde von S. D. Poisson, Gergonne's Ann. 19 (1828) 
und M. A. Ostl'ogradsky, Paris, ~fem. say. etr. 3 (1832) behandclt. Die vollstandige 
Losung gab Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 1 (1876) = Papers 1, p. 251. 
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steht, entdeckte F. J. v. Gerstner 189). Spater wurde sie von W. J. 
M. Rankine 190) neu aufgefunden. Bei diesel' Bewegung sind die Ko
ordinaten eines Teilchens, das sich anfanglich in xo, Yo befand, zur 
Zeit t durch die Gleichungen 

{
X = Xo + k-lekyo sin k(xo + Ut) 

(1) y = Yo - k-ld'vo cos k(xo + Ut) 

gegeben. Die y-Axe ist dabei vertikal nach oben gezogen. Die Be 
dingung fUr die Konstanz des Druckes an einer Flache Yo = const. wird 
U2 = 9 k- 1 , .sodass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Wellen 
dieselbe ist, wie die del' oscillatorischen Wellen in Nr. 5c. Die durch 
Gleichung (1) gegebene Bewegung ist ubrigens nicht wirbelfrei 191) und 
kann daher nicht allein durch Drucke auf die Oberflache erzeugt werden. 

Fur wirbelfreie Wellen wollen wir, wenn die auf eine stationare 
Bewegung reduzieI·te Bewegung parallel del' Ebene (xy) erfolgt und 
die y-Axe von der ungestorten Oberflache aus vertikal nach oben ge
zogen ist, wie in Nr.le, ffJ + i1/1 und x + iy mit ~v bezw. fJ be
zeichnen. Dann sind die beiden Bedingungen zu erfiillen, dass eine 
Stromlinie 1/1 = const. mit einer gegebenen Kurve in del' Ebene zu
sammenfallt und liings einer andern Stromlinie 

(2) gy + % I ~!: \2 = const. 

ist. Stokes 192) hat versucht, diese Bedingungen durch eine Methode 
fortgesetzter Approximation zu erfiillen, wobei die Resultate in Nr.5c 
eine erste Annaherung geben, uud er hat gezeigt, wie man bis zur 
fiinften Ordnung kleiner Grossen vorgehen kann. Er fand, dass es 
eine Grenzform del' Welle mit schalfen Kammen giebt, deren Tan
gentialebenen unter 1200 zusammenstossen. Dies Resultat hat J. H. 
Michell 19S) direkt untersucht. M. P. RudfJki 19-1) zeigte, dass, wenn 
eine Funktion Z mit z und w durch die Gleichung 

(3) (A+ iB + 3igje-izdwr (~:y = e-siz(A-iB-3igjeizdw) 

verbunden ist, wo A und B beliebige reelle Konstante sind, die 

189) Prag, Bohm. Abh. 1802; Ann. Phys. (2) 2 (1809). 
190)· Lond. Phil. Trans. 153 (1863). 
191) Stokes, Papers 1, p. 219; Lord Rayleigh (Fussn. 188). 
192) Fussn. 167 und Papers 1, p. 314. 
193) Phil. Mag. (5) 36 (1893). 
194) Math. Ann. 50 (1898). W. Voigt, Gott. Nachr. 1891, p. 46 und 1892, 

p. 490, wandte K i1"cTthoff's Methode (Nr. 1 f 0 ben) auf In'aftefreie Stromungen 
zwischen zwei gewellten Linien an, von den en die eine eine freie Grenze ist. 
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Bedingllng (2) durch die Bedingung, dass Z fur reelles W ree11 ist, 
ersetzt werden kann. Insbesondere nahm er Z = 'tV und wurde so 
zu der Bestimmllng der stehenden Wellen auf einem Strom gefii.hrt, der 
uber einen unebenen Boden von einer bestimmtenGestalt hinfliesst. 
Genaue Losungen, die del' Annahme eines festen, ebenen Bodens 
oder einer unendlichen Tiefe entsprechen wurden, hat man bis jetzt 
nicht gefllnden. Die der Gleichung (2) entsprechende Bedingung fur 
zweiubereinandergelagerle Flussigkeiten formulierte Helmholtz 195), 
und einige Beispiele diskutierte mit Bulfe einer partikularen kon
formen Abbildung W Wien 196). 

5 h. Die Einzelwelle. Bei seinem experimentellen Studium der 
Wellenbewegung beobachtete J. Scott Russell 162) die Bewegung, welche 
durch eine plotzliche ErhOhung des Niveaus der Flussigkeit an einer 
beliebigen Stelle eines Kanals erzeugt wird. Er fand, dass eine Er
hebungswe11e von permanentem Typus liber die Oberflache hinfuhr. 
Diese Welle wird die "Einzelwelle" (solitary wave) genannt. J. Bottssi
nesq 197) versuchte eine angenaherte Theorie dieses Phanomens auf die 
Annahme zu basieren, dass die Welle einer "langen Welle" insofern 
ahnelt, alB man die gleiche horizontale Geschwindigkeit in allen 
Punkten eines vertikalen Querschnitts vorausBetzen darf. Lord Ray
leigh 188) hat die Bewegung auf einen Fall stational"er Bewegung zUrUck
gefuhrt und eine spezielle Annaherungsmethode bel1utzt. Beide AutOl"en 
fanden fur das Wellenprofil eine Gleichung del' Form y = b sech2 %7cx 
und fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit U = V {g(h + b)}, wo die 
Konstanten b und k durch die Gleichung k2h3 = 3b aneinander ge
bunden sind; h ist in diesen Gleichungen die Tiefe und b die maxi
male Erhebung. Die Bahnen del' Teilchen sind parabolische Bogen 198). 

J. Me. Cowan 199) zeigte, dass die fortschreitende Bewegung, welche 
auf eine stationare Form zurii.ckgefiihrt del' Gleichung 

rp + i1/J = - U {x + iy - a tangh % k (x + iy)} 

el1tspricht (in del' die Konstantel1 durch die Beziehungen 

U2 = gk-1 tangkh, lea = %si112 le(h + %b), b = atang%k(h + b) 

aneinander geknupft sind), ebenfalls angenahert eine Einzelwelle mit 

195) Berl. Bel'. 1889, p. 761 = Wiss. Abh. 3, p. 309. 
196) Berl. Bel'. 1894, p. 509 und 1895, p. 343; Ann. Phys. Chern. 56 (1895), 

p. 100. 
197) J. de math. (2) 17 (1872), p. 55. 
198) J. Boussinesq, J. d. math. (2) 18 (1873), p. 47. 
199) Phil. Mag. (5) 32 (1891). 
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del' maximalen Erhebung b auf einer Fliissigkeit von del' Tiefe 11, 
repriisentiert. Die Bedingung konstanten Drucks entlang del' Strom
linie 

. 7 sin key + h) 
Y = ~ + a cosk(y+ h) + coshkx 

ist bis zur zweiten Ordnung in b an allen Stellen und bis zur dritten 
Ordnung an dem Wellenkamme erfiillt. Dieses Resultat umfasst die 
Ergebnisse von J. Bozessinesq und Lord RaJljleigh. Die hier betraeh
teten Wellen sind unendlieh lang. 

Andere Formen langer Wellen wurden von J. Boussinesq 191), 
J. Me. Cowan 200) und R. F. Gwytlwr 201) diskutiert. Einen sehr um
fassenden Typus entdeckten J. Korteweg und G. de Vries 202): sie 
fanden, dass bei del' Einfiihrung elliptiseher Funktionen vom Modul 

V { b / (b + e)} fiir eine Fliissigkeit von del' Tiefe heine stationare 
Bewegung aufgestellt werden kann. Die ausgezeiehnete Stromlinie, 
welche angeniihert eine Linie konstanten Druekes ist, hat die Gleiehung 

y = b (1 + en2 x ~(~t C)), 

wo (j = % hS ist. Die Fortpflanzungsgesehwindigkeit del' zugehorigen 
Wellen ist 

U = Viii {I + b + c _ 2 b + c E (K)} 'I.. 
11 h K 

Die oben beschriebene Einzelwelle und die langen Wellen von oscilla
torischem Typus in Nr.5e sind Grenzfalle fiir sehr kleines resp. 
sehr grosses e. 

o i. Oscillationen einer lliissigen Kugel. Eine Kugel von homo
gener, gravitierender Fliissigkeit ist ein in stabilem Gleiehgewieht 
befindliehes mechanisehes System. Wird das Gleichgewicht ein wenig 
gestort, so kann die radiale Lagenanderung eines Punktes an del' 
Oberfliiehe durch eine Reihe von Kugelfunktionen ausgedriickt werd~n, 
und jeder in Betracht kommenden Kugelfunktion entspricht dann eine 
Hauptschwingung. Die Schwingungszahl (j / 2 11:, welehe einer harmo-

200) Phil. Mag. (5) 33 (1892); (5) 38 (1894). 
201) Phil. Mag. (5) 50 (1900). 
202) Phil. Mag. (5) 39 (1895). Die genannten Forscher behandeln au,ch den 

allgcmeinern Fall, dass eine OberfHichenspannung T in der obern begrenzenden 
FHiche vorhanden ist. Es ergeben sich (lieselben Resultate, nur wird 

rJ = 1/5113- hTjYQ. 
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nisehen Storung von del' Ordnul1g n el1tsprieht, wil'd dureh die 
Gleiehung 203) 

62 = ~~(n-1) 1'-
2n+ 1 a 

gegeben, wo a del' ul1gestorte Radius und g die Besehleul1igung del' 
Schwel'e an del' OberfHiche ist. Umsehliesst die Fliissigkeit elllen 
festen Kugelkern vom Radius b, so haben wir 

2 n(n+ 1) (a2n+1 _ b2n+1) ( :\ Q) g 
(j = (n + 1) a2n+ 1 + nb2n+1 ' 1- 211 -t1 Ii;' -Ii' 

wo Qo die mittlere Dichte del' Fliissigkeit und des Kernes ist 2M). 
Fiir einen kugelformigen Tl'opfen, bei dem man die Schwere ver
nachHissigt, abel' die Ober:fl.iichenspannung T beriicksichtigt, ist die 
Schwingungszahl del' entsprechenden Bewegung dul'ch die Gleichung 205) 

gegeben. 

T 
6 2 = n (n - 1) (n + 2) -3 

Qa 

6. Z1ihe Fliissigkeiten. 

6 a. Bewegungsgleichungen. Stationare Bewegung. Die Be
wegungsgleiehungen wurden in IV 15, Nl'. 13 gegeben. Sie konl1en 
auch in folgender Form angeschrieben werden 206) 

(1) OU + 2 (W17 -v~) + ~ (l~ q2) = X-~ op + ~v ~e ot I ox 2 f! ox 3 ox 

- 2v (qJ- - i3!l) 
oy OZ' 

wo v den kinematisehen Reibungskoeffizienten bezeichnet. 1st die 
Fliissigkeit inkompl'essibel und erfolgt die Bewegung nu~' III ZW61 

Dimensionen, so erfiillt die Stromfunktiol1 'l/J die Gleichung 

(2) (ft + tt oOx + V oc~ - Vt:.l) t:.l'l/J = 0, 

o~ 02 
wo t:.l fiir -- + --- steht 207). El'folat duO'eO'en die Beweo'ung einer ax" oy2 b b b b 

ziihen, inkompressiblen Fliissigkeit in Ebenen dmeh die z-Axe, so 
geni.tgt die axiale Stromfunktion 'l/J del' Gleichung 

203) Sir TV. Thomson, Lond. Phil. Trans. 153 (1863) = Math. and Phy~. 
Papers 3, p. 384. 

204) Lamb, Hydrodynamics p. 440. 
205) Lord Rayleigh, Lond. Roy. Soc. Proe. 29 (1879) = Papers 1, p. 377; 

R. R. lVe/JI), Mess. of math. (2) 9 (1880). 
206) Vgl. Gleichung (1) in Nr. 3a oben und Fussn. 96. 
207) Stokes, Pendllllllns. 
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(3) ( 0 a 0 2v ) D ° -+v-+w----vD 'I/J= ot om oz 1i.l ' 

wo D fur -~-;; + }~; _ ~_o_ steht 207). 
Om" OZ" 1iJ om 

Auch wenn die Krafte X, Y, Z konservativ sind und die Be
wegung stational' ist, entsteht eine besondere Schwierigkeit bei del' 
Behandlung del' Gleichungen (1) aus dem Auftretender Ausdriicke 
(w'YJ - v~), . '" Erfolgt die Bewegung hinreichend langsam, so 
kannen dieselben in erster Annaherung vernachHissigt werden; dann 
ergeben sich als Bedingungen fiir die stationare Bewegung A~ = 0, 
D.'YJ = 0, D.~ = 0. 208) Sind diese Gleichungen erfiillt, werden abel' 
die Ausdrucke (w'YJ - v~), ... nicht vel'llachlassigt, so ist eine weitere 
Bedingung fur die stationare Bewegung erforderlich, welche genau 
so formuliert werden kann, wie die allgemeine Bedingung fur die 
stationare Bewegung in einer idealen Fliissigkeit (Nr. 3 g oben) 209). 

Die Gleichungen del' stationaren Bewegung kannen genau erfiillt 
werden, wenn eine inkompressible zahe Fliissigkeit zwischen zwei 
coaxialen Cylindel'll, welche ihrerseits gleichfarmig rotieren, ein
geschlossen ist. Sind ao und ai die Radien, mo, mi die Winkel
geschwindigkeiten del' Cylinder, so ist die stationare Bewegung durch 
die Gleichungen 210) 

I ~t = - my, v = mx, W = 0, 
2 2 2 2 m = COo ao - COl aL _ ao a, _ _ ~_- COl 

ao' - al " x, + y' aO"-ul ' 

(4) 

gegeben. Es existiert keine Lasung del' Form 

- 3"- =_v_ = m w = ° 
y x ' 

fUr eine Fliissigkeit, welche zwischen konzentrischen Kugeln elll
geschlossen ist, sofel'll nicht die Bewegung so langsam erfolgt, dass 
Quadrate und Produkte del' Geschwindigkeiten vel'llachlassigt werden 
kannen. (j) hat clann die Form A + B (x2 + y2 + Z2)-%.207) Fur 
eine Kugel, welche in einer unbegrenzten Fliissigkeit in gleich
farmiger Rotation gehalten wird, hat A. N. Whitehead 211) eine zweite 
Annahel'ul1g zu finden gelehl't. Er bewies, dass die Flussigkeit langs 
del' Rotationsaxe nach del' Kugel hingezogen wird, dass sie abel' in 

208) A. Oberbeck, J. f. Math. 81 (1876). 
209) T. Craig, Amer. J. of math. 3 (1880). 
210) Stokes, Friction. Das Problem wurde bereits von Newton, Principia, 

Lib. 2, Prop. 51 behandelt. 
211) Quart. J. of math. 23 (1888), p. 78. 
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del' Richtung del' Aquatorialebene von ihr fOl'tstromt. G. KirchllOff212) 
betrachtete die lallgsame Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit 
zwischen zwei konfokalen Spharoiden. 

Langsallle, stationare Bewegungen einer zlihell, inkompressiblen 
Fliissigkeit, die sich unter Einwirlmng konservativer liusserer Krafte 
bewegt, werden im Raume durch die Gleichungen 

I (~ ~ n~) (V _f) + vI::.. (~t v ~v) = 0 ox' oy' Of! (! , , , 

~~t + OV + ow = 0 
ox oy OZ 

(5) 

bestimmt. Allgemeine Losungen diesel' Gleichungen in Kugelfunk
tionen gaben A. Oberbeck 208), T. Craig 213) und H. Lamb 214). Die 
Lasung fUr eine Kugel, welche gieichfarlllig in einer unbegrenzten 
Fliissigkeit fortschreitet, wurde bereits IV 15, Nr. 15 mitgeteilt. Es 
existiert keine entsprechende zweidimenslonale Lasung fur einen 
Kreiscylinder 207). Die Bewegung, welche von einem gieichfiirlllig 
sich bewegenden Ellipsoid herriihrt, gab A. Oberbeck 208), wahrend 
D. Edwardes 215) die Bewegung, welche durch die gleichformige Rota
tion eines Ellipsoides bedingt ist, bestimmte. Del' letztere hat auch 
die Bewegung, welche von del' Rotation elliptischer und gewisser 
anderer Cylinder herriihrt, untersucht216). Langsame Stramungen von 
axialem Typus an einem Spharoid vorbei und durch den Raulll, del' 
von einem einschaligen Rotationshyperboloid begrenzt wird, hat R. A. 
Sampson 217) diskutiert. Die speziellen FaIle, in denen ein Stromen an 
einer Kreisscheibe vorbei und durch eine kreisfarmige Offnung in 
einer Ebene hindurch stattfindet, hat er im einzelnen weiter be
handelt. Die Geschwindigkeit hat hier nicht die Eigenschaft an den 
scharfen Kanten merkbar zu wachsen. Lord Rayleigh 218) untersuchte 
einige zweidimensionale Bewegungen, die von Quellen und Senken 
hel'riihren, indem er kreisfiirmige Grenzen voraussetzte. Er kombi
nierte zu dem Zwecke mogliche Stromfunktionen zweier Aden, niimlich 

(1 - 1. 2) l' sin olr l' sin olr --------. + 2 arc tauO' -:----~ 
1-2rcosolr+1'- '" 1-1'cosolr 

212) Mechanik p. 376. 
213) Phil. Mag. (5) 10 (1880). 
214) Lond. lIfath. Soc. Proc. 13 (1882), p. 51. 
215) Quart. J. of math. 26 (1893), p. 70. 
216) Quart. J. of math. 26 (1893), p. 157. 
217) Lond. Phil. Trans. (A) 182 (1891). 
218) Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 354. 
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und 

1 - 2 r cos .& + r! 
Derselbe Autor diskutierte das Problem del' zweidimensionalen Be
wegung an einer Ebene vorbei, auf welcher sich kleine Unebenheiten 
befinden, indem er eine zweite Annaherung gab, die von del' Bei
behaltung der Quadrate und Produkte del' Geschwindigkeiten her
ruhrt 218). 

Die Gleichungen (5) ruhen auf del' Voraussetzung, dass die Be
wegung in del' Hauptsache von der Zahigkeit beherrscht wird. Die 
praktische Anwendbarkeit unterliegt daher starken Einschrankungen. 
Z. B. ist bei del' stationaren Bewegung einer Kugel (IV 15, Nr. 15) 
fur die Anwendbarkeit der Formeln notig, dass U a klein im Ver
gleich zu v ist. Immerhin existiert fUr Flussigkeiten in dunnen 
Schichten eine gute Ubereinstimmung del' Resultate mit den Ergeb
nissen der Beobachtung. Dies zeigten H. S. Hele-Shaw's Experimente3~) 
und O. Reynolds' Anwendung der Gleichungen zur Erklarung des 
grossen Drucks in der dunnen Olschicht, die als Schmiermittel in 
einer Maschine dient 219). 

6b. Veranderliche und periodische Bewegungen. 1st die Be
wegung langsam, abel' nicht stational', so nimmt man gewohnlich an, 
dass u, v, w als Funktionen von t mit e-1J 1.:2 t proportional sind, wo k 
im allgemeinen komplex ist. 1st die Flussigkeit inkompressibel, so 
werden die Gleichungen: 

1 
v(t.. + k2) (u, v, w) + Ulx, OOy' o~) (v - f) = 0, 

(1) 
Oj~ + ov + ow _ ° ox oy OZ - . 

In jedem speziellen Problem miissen die Werte von k durch die 
Grenzbedingungen bestimmt werden, und allgemeinere Losungen konnen 
dann durch Zusammensetzung aus besonderen Losungen erhalten wer
den. 1st vk2 = $-1 + i(J, so ist die Bewegung periodisch mit einer 
Amplitude, die um den Bruchteil e- 1 ihrer eigenen Grosse in der 
Zeit $ abnimmt. 1st also $ gross, so nimmt die oscillatorische Be
wegung langsam abo 

Die Mitteilung von Bewegung an eine zahe Flussigkeit durch 
eine in ihrer Ebene oscillierende Scheibe wurde von Stokes 207) und 

219) Lond. Phil. Trans. 177 (1886); vgl. auch N. Jouko!Vsky .. Petersburg, 
phys.-chem. Ges. 18 (1886). 
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O. E. JJieyer 220) betl'achtet. Oscilliert die Scheibe so, dass ihre 
Geschwindigkeit ~to cos at ist, so wird del' \Videl'stand fur die 

FHicheneinheit QUo V(V6) ;cos (at + :). Die Wichtigkeit dieses Re

sultates liegt in seiner Verwendung bei del' expel'imentellen Unter
suchung del' Flussigkeitsreibung 221). Die oscillatol'ische Bewegung 
einer Kugel wurde bereits in IV 15, Nr.15 erwiihnt. Die ent
spl'echende zweidimensionale Losung fur einen Cylinder gab Stokes 207). 
Fur ein in del' Richtung seiner Axe oscilliel'endes Spharoid fand 
J. Buchanan 222) die Lasung. Allgemeine Lasungen del' Gleichungen 
(1) in Kugelfunktionen gab in Verbindung mit den Oscillationen einer 
gravitierenden Kugel H. Lamb 214). Die Zeit T, in welcher die Am
plitude del' Oscillation, ausgedruekt dureh Kugelfunktionen von del' 
nten o rdnung , um den Bruehteil e- 1 ihrer eigenen Grosse abnimmt, 

ist (n _ 1) ;2n + 1) v .214) Die Gleiehungen (1) wurden ferner von Stokes 207) 

verwendet, um die Wirkungen del' Ziihigkeit auf Flussigkeitswellen 
im Falle unendlicher Tiefe zu bestimmen. Das Resultat fur kleines 
7J wurde in IV 15, Nr. 15 gegeben; wenn 7) gross ist, nahert sich die 
Flussigkeit, ohne zu oscilliel'en, asymptotisch del' Gleiehgewiehtslage 223). 

Die hierbei gebl'auehten Methoden fiihren des fernel'en dahin, eine 
Erkliirung fur die bel'uhigende Wirkung, die 01 auf Wellen hat 224), 
und fur die dureh Wind erzeugte Wellenbewegung zu geben. 1m 
letzteren FaIle ist die TheOl'ie in Ubereinstimmung mit del' Beobaeh
tung von J. Scott Russell 162) , dass Wind, del' uher die Oberfliiehe 
von stillem vVasser mit einer Gesehwindigkeit < 23 em / sec hin
bliist, keine Wellen von permanentem Typus erzeugt 22,,). Die TheOl'ie 
von del' Abnahme del' \Vellenbewegung durch innere Reibung haben 
A. B. Basset 226) und S. S. Hough 22i) auf eine Fliissigkeit von end
licher Tiefe ausgedelmt. Del' letztere benutzte das Resultat, dass im 
allgemeinen Wellenbewegungen und andere langsame Bewegungen im 
tiefen 'Vasser sehr allmiihlieh abnehmen, zur El'kHirung gewisser Pha
nomene, die sieh bei Ozeanstromungen darbieten. 

220) J. f. Math. 59 (1861) und 62 (1863). 
221) Vgl. IV 15, Nr. 17, Fussn. 102. 
222) Lond. :l\Iath. Soc. Proe. 22 (1891). 
223) Lamb, Hydrodynamics p. 548. 
224) O. Reynolds, Brit. Assn. Rep. 1880; Lamb, Hydrodynamics p. 552. 
225) Sir TV. Thomson, Fussn. 176; Lamb, Hydrodynamics p. 549. 
226) Hydrodynamics 2, p. 313, auch Amer. J. of math. 16 (1894), wo sich ein 

allgemeiner Bericht iiber die TheOl"ie der Wellen in ziihen Fliissigkeiten befindet. 
227) Lond. Math. Soc. Proc. 28 (1897). 

Encyklop. d. math. Wi"ensch. IV 2. 10 
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Gewisse langsame, veranderliche Bewegungen einer Fliissigkeit, bei 
denen ~t, v, w nicht mit e-"~"t proportional sind, konnen dadurch be
stimmt werden, dass man V - Q-lp konstant wahlt und Methoden 
benutzt, die zunachst in Verbindung mit del' Theorie del' Warme
leitung entwickelt worden sind 207). Bei Lamil1arbewegung in einem 
Raume mit ebenen Grenzen y = const. ist die Geschwindigkeit in der 
That durch die Gleichung 

01£ i3!u 
ot = v 6y2 

gegeben. Diese Gleichung fiihrt zur Bestimmung del' Bewegung auf 
del' einen Seite einer unendlich ausgedehnten Ebene, die in einer ge
wissen Weise in Bewegung gehalten wird 207). Eine andere Anwen
dung wurde von Lord Rayle£gh 228) bei seinem Beweis der Labilitiit 
del' diskontinuierlichen Bewegungen gemacht. Nehmen wir an, dass 
anianglich ~t = + Uo ist, je nachdem y positiv oder negativ ist, so 
wird, wenn die Fliissigkeit unbegrenzt ist, nach der Zeit t 

J
2Y(~t)-'!. 

2u 
~t = _0 e-,'T'cZ& Vn 

o 

sein. Entsprechende Probleme fur die Bewegung zwischen Cylindern 
mit derselben Axe (del' z-Axe) wurden, wenn die Geschwindigkeit w 
eine Funktion des Abstandes von der Axe ist, von H. Stearn 229) be
handelt. A. B. Basset 230) untersuchte die Bewegung, welche von einer 
Kugel herriihrt, die sich unter Einwirkung konstanter ausserer Kriifte 
in gerader Linie fortbewegt, sowie auch die Bewegung, welche von 
einer Kugel herriihrt, die um einen festen Durchmesser unter Aus
schluss ausserer Kriifte rotiert. 

1st die Flitssigkeitsbewegung wedel' langsam noch stational', fallen 
abel' die Stromlinien mit den Wirbellinien zusammen, odeI' sind die 
Grossen 2(w'Yj - v~), ... aus einem Potential a ableitbar, so konnen 
die allgemeinen Gleichungen (1) in Nr. 6a auf die Form 

1 
v(A + k2) (u, v, 10) ~ (oi3x~, i30y' i3i3z) W = 0, 

01' + £!:'. + ow = ° i3x oy i3z 
zuriickgefiihrt werden. Hier nimmt man die 'It, v, tv mit e- "~"t 

228) Lond. :Math. Soc. Proc. 11 (1880), p. 57 = Papers 1, p. 474. 
229) Quart. J. of math. 17 (1881). Die verii.nderliche Rotation bei coaxialen 

cylindrischen BegrenzungsfHichen wurde ferner von J. H. Rollrs, Lond. lIIath. 
Soc. Proc. 5 (1874) und llL Mal'gllles, Wien. Ber. 83 (1881), 85 (1882) behandelt. 

230) Lond. Phil. Trans. (A) 179 (1888). 
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proportional an und betrachtet die Fliissigkeit als inkompressibel; 
ferner setzt man im zweiten FaIle 

im ersten FaIle liisst man ,Q, in der Gleichung weg. In beiden 
Fallen existiert eine Druckgleichung, die durch D. W = 0 bestimmt 
wird 231). Die Form del' Druckgleichung fUr den allgemeinen Fall be
trachtete J. Brill 282), indem er dabei .die Transformation (4) von 
Nr. 3 a oben benutzte. 

231) W. Steklow, Charkow Ges. Ii (1895); N. Schiff, Mosk. Phys. Sect. 9 
(1897). Vgl. J. Brill, Mess. of math. (2) 27 (1898), wo die Bedingungen dafiir 
entwickelt sind, dass die Wirbelf"aden stets von denselben Teilchen gebildet 
werden. 

232) Lond. Math. Soc. Proc. 26 (1897). 

(Abgeschlossen im Mai 1901.) 
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IV 17. AERODYNAMIK. 
VON 

S. FINSTER~ALDER 
IN MUNCHEN. 

Inhaltsu bersich t. 
V orbemerkung. 

1. Einleitung. Das Verhalten bewegter Luft an Hindernissen. 
2. Aerostatik. Theorie des Freiballons und des gesteuerten Ballons. 
3. Beobachtung der auf die Aerodynamik beziiglichen Grossen. 
4. Abhangigkeit des Luftwiderstandes von den Dimensionen des Hindernisses, 

sowie von der Dichte, Geschwindigkeit und Beschleunigung del' Luft. 
5. Grosse und Richtung des Luftwiderstandes ebener FHichen, die schief zu 

ihrer Ebene bewegt werden. 
G. Del' Luftwiderstand von flachgewOlbten und krummen FHichen, sowie von 

Fli1chenkombinationen. 
7. Drachen. 
S. Fallschirme und ahnliche passive Flugapparate. 
9. Aktive Flugmaschinen. Drachenflieger, Radflieger uml Schwingenfiieger. 

10. Propeller und Windmotoren. 
11. Der Vogelflug. 

Litteratur. 
Zeitschriften. 

Zeitschrift des deutschen Vereins zur Forderuug del' Luftschiffahrt, Bd. 1-7, 
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Vorbemerkung, Del' folgende Artikel befasst sich in erster 
Linie mit dem erfahrnngsgemass gegebenen und auf die Anwendung 
beziiglichen Teil del' Aerodynamik, nachdem del' theoretische Teil in 
den Referaten iiber "Hydrodynamik" IV 15 und 16 (Love) enthalten 
ist. Dabei scheiden jedoch jene Gebiete aus, bei denen die mit del' 
Bewegung del' Luft verbundenen Warmeschwankungen eine "\vesent
liche Rolle spielen, Hierher gehoren die Ausflusserscheinungen, die 
Bewegung del' Luft in Rohren und die Luft als motorische Substanz 
in geschlossenen Raumen (vgl. im vorliegenden Bande die Referate 
iiber "Hydraulik" (Fol'chheimm' und Gl'iiblel') , sowie in Band V das 
Referat iiber "Technische "\Varmetheorie"), Ausserdem sind hier auch 
jene Bewegungen del' Luft, welche periodischen Charakter besitzen, 
als zur "Akustik" (vgl. das beziigliche Referat von H, Lamb in diesem 
Bande) gehorend, ausgeschlossen, 

1. Einleitung. DasVerhalten bewegter Luft an Hindernissen. 
Die bewegte Luft, wie sie in del' Natur als 'Wind vorkol1lmt, ist 
eine Uheraus verwickelte Erscheinung, Del' Wind ist keineswegs die 
gleichformige Verschiebung einer Luftmasse, sondel'll eine Folge sehr 
kurzer Stosse von verschiedener Starke, welche mit del' mittleren 
Richtung del' Luftbewegung fortwahrend wechselnde Winkel ein
schliessen. Die Dauer del' Stosse 1) betragt nul' einige Sekunden und 

*) In del' durch kursivcn Druck hervorgehobenen _J\.bkiirzung ist die Zeit
schrift resp. das W cr:, im folgenden zitiert. 

1) .A. F. Zahlll, Rev. de l'Aeronautique 7 (1894), p. 130. 
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ihre Starke entspricht beispielsweise einem mittleren Geschwindig
keitsnnterschied von 3-4 msec- 1 bei etwa 10 msec- 1 Durchschnitts
geschwindigkeit. Dber den ortlichen Wechsel del' Geschwindigkeit 
giebt es noch keine systematischen Beobachtungen, doch lehrt del' 
Blick auf ein Schneegestober, dass derselbe in del' Nahe des Erd
bodens wenigstens ein iiberaus rascher sein muss. Die soeben ge
schilderte Eigentiimlichkeit des natiirlichen Windes hat S. P. Langley 2) 
als internal ~vork of wind (innere Unruhe des Windes) bezeichnetj sie 
entspricht del' turbulenten Bewegung del' HydrodynamikS). 1hre Ur
sachen sind wohl in den U nregelmassigkeiten des Erdbodens zu suchen. 
Wie weit sie in die Hohe reicht ist nicht bekanntj bei Ballonfahrten 
ist sie noch nicht bemerkt worden 4). 

In del' Aerodynamik hat man bisher von del' Betrachtung des 
Einflusses diesel' inneren Unruhe des natiirlichen Windes Abstand 
genommen und stationare Verhaltnisse vorausgesetzt, wie solche bei 
Anstellung von Experimenten in geschlossenen Raumen angestrebt 
werden. Dber die Art, wie die stromende Luft auf in ihr befindliche 
Korper wirkt una. sich gegen sie verhalt, sind verschiedene Meinungen 
aufgestellt worden: 1. Newton 5) scheint sich die Wirkung so VOl"

zustellen, dass die Luftteilchen nach Art von Geschossen gegen die 
Korperoberfiache stossen, wobei die Stosswirkung nul' von del' zur 
Korperoberfiache senkrechten Komponente del' Relativgeschwindigkeit 
ausgeht, wiihrend die zur Korpel'oberfiache parallele Komponente in
folge mangelnder Reibung wirkungslos bleibt. Auf die gegenseitige 
Beeinflusslmg del' an del' Oberfiache abgleitenden Teilchen winl Imine 
Riicksicht genommen, eine Wirkung auf del' Leeseite des Karpel's, 
sowie die Art und Weise, wie die Luft auf diesel' Seite den Raulll 
ausfiillt, bleibt ausser Betracht. 

In del' theoretischen Hydrodynamik, in del' die 1uft als 
reibungslose, elastische Fliissigkeit aufgefasst wird, denkt man sich 
dieselbe in Bewegungsfaden aufgeteilt, welche sich an dem eill
getauchten Karpel' teilen, ihll umfiiessell und hinter demselben 
sich wieder zusammenschliessen. Die vVirkung auf den Karpel' 
geschieht durch Druckkl'iifte, welche die umfliessenden Bewegungs
fiiden senkrecht zur Oberfiiiche ausiiben und ist also libel' den gunzen 

2) Rev. de l'Atlronautique 6 (1898), p. 87; ygl. auch Phil. Mag. (5) 37 (1897), 
p.425. 

3) V gl. IV 15, 17 (Love). 
4) Rev. de l'Aeronautique 7 (1894), p. 144. 
5) Philosophiae naturalis Principia, Libel' 2, Sectio VII, § 40 (8. Auf!. 

London 1726). 
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Bereich derselben ausgedehnt. Wiihrend die Newton'sche Ansicht die 
Abhiingigkeit des Luftwiderstandes von der Geschwindigkeit und der 
Luftdichte richtig wiedergiebt und nur die leeseitige Wirkung ver
nachliissigt, findet die theoretische Hydrodynamik mit Beriicksichtigung 
der Leewirkung den Gesamtwiderstand eines im Luftstrom befind
lichen Korpers, niimlich die Resultante aller auf die Oberfliiche wirken
den Druckkriifte, gleich N uIl, was in vollem Widerspruch mit der 
Erfahrung steht. Durch Einfuhrung der inneren Reibung 6) wird zwar 
ein Gesamtwiderstand erzielt, aber dessen Abhiingigkeit von Ge
schwindigkeit und Dimensionen des Korpers ist mit der Erfahrung 
nicht in Einklang zu bringen. Zudem zeigen direkte Versuche, dass 
die Wirkungen der inneren Reibung der Luft, sowie auch jene zwischen 
der Luft und anderen Oberfliichen so gering sind, dass sie gegeniiber 
dem eigentlichen Luftwiderstand nicht in Betracht kommen. Wenn 
auch die theoretische Hydrodynamik bei Berechnung der Gesamt
wirkung auf einen dem Luftstrom ausgesetzten Korper versagt, so 
giebt sie doch die Abhiingigkeit der Teilwirkung (Druck auf das 
einzelne Oberfliichenelement) von Geschwindigkeit und Luftdichte 
richtig wieder; sie steht also in diesem Punkte mit der Newton'schen 
Annahme gleich. 

Durch H. v. Helmlwltz 7), G. Kirchlwff8) und Lord Rayleigh9) 
wurde ein neues Element in die Hydrodynamik eingefuhrt, welches 
den Widerspruch zu beseitigen schien. Man nahm Diskontinuitiits
flitchen 10) zu Hiilfe, welche von der Grenze zwischen Luv( = Stoss)
seite und Leeseite ausgehen und zweierlei Bewegungsformen der Luft 
scheiden, von denen die eine die Stosswirkung, die andere die Lee
wirkung ausiibt. Liings der Diskontinuitiitsflitchen ist die Geschwin
digkeit beider Bewegungen urn ein endliches verschieden, der Druck 
dagegen gleich. Doch bleibt zur geniigenden Ubereinstimmung mit 
der Erfahrung noch manches zu wiinschen ubrig. Abgesehen davon, 
dass bisher nur eine geringe Zahl zweidimensionaler Probleme mit 
geradlinigen Begrenzungen der umstromten Korper mathematisch gelost 
werden konnte 11), sind die Diskontinuitiitsfliichen weder geschlossen 
noch stabil. Der erstere Umstand bewirkt, dass die sonst wohlbegriindete 
Vorstel1ung, es sei gleichgiiltig, ob der Korper stillsteht und die Luft 

6) Vgl. IV lIi, 12 u. 10 (LfYI.!e). 
7) Berl. Ber. 1868, p. 215. 
8) J. f. Math. 70 (1869), p. 289. 
9) Phil. Mag. (2) 5 (1876), p. 430. 

10) Vgl. IV 16, 1 f (Love). 
11) Vgl. IV 16, 18 (Love). 
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stromt, oder del' Korper durch die in weiter Entfemung ruhende Luft 
hindurch bewegt wird, nicht ohne weiteres aufrecht el'halten werden 
kann. So Hi-sst sich wohl annehmen, dass hinter einelli yom Luft
strom getroffenen Korper ern durch eine Diskontinuitatsflache ab
getl'enntel' beliebig lang ausgedehnter Haum von ruhendel' Luft liegt; 
nicht so einfach ist es abel', sich vorzustellen, dass ein gleiehformig 
bewegter Korper einen beliebig langen Luftschwanz von konstantel' 
Gesehwindigkeit hinter sich herzieht; die Erfahtung lehrt, dass beides 
nicht zutrifft. 

Wahl'end nun einige Experimentatoren wie J. Weisbach 12) und 
O. Lilienthal 13) auf del' Leeseite odel' auch auf del' Stoss- und Lee
seite jm Anschluss an die Anschauungen del' Hydraulik ganz un
l'egelmassige "vVirbelbewegungenii annehmen, die mit dem Charakter 
einel' stational'en Stromung unvereinbar sind, hat F. v. LOl)sl14) die 
Hypothese eines VOl' del' Stossseite sich aufbauellden, keilformige]] Slau
hiigels, del' mit l'elati v zum Korpel' ruhender Luft yon konstantel' 
Spannung erfiillt ist, aufgestellt und durch zahll'eiche Experimente 
gestiitzt. Die Flachen dieses Stauhugels miissten den Charakter von 
Diskontinuitatsflachen del' theol'etischen Hydrodynamik haben, wobei 
es noch keineswegs sichel' ist, dass solehe Diskontinuitatsflachen mit 
den iibrigen Voraussetzullgen del' theoretischen Hydrodynamik ver
einbar sind. Uber die Vorgange auf del' Lceseite giebt die v. Lossl'sche 
Hypothese keinerlei Aufschluss. 

Dureh direkte Beobachtung mittels del' Schliel'enmethode hat 
L. Mach 15) die Bewegungsvorgange in stl'omender Luft vel'folgt 
und sehr verwiekelte, an Langley's innere Unruhe des Windes 
el'innernde El'scheinungen gefunden, die mit den stationaren Ver
hiiltnissen, wie sie die theoretische Hydl'odynamik vol'aussetzt, un
vereinbar sind. An del' Stossseite halten die beobachteten El'schei
nungen etwa die Mitte zwischen den V organgen , wie sie die 
Hydrodynamik einel'seits und die v. Lossl'sche Ansicht andererseits 
voraussehen lasst, wiihrend an del' Leeseite hinter scharfen Krlim
ll1ungen ein andauemdes Hin- und Herpendeln del' Bewegungsfaden 
zwischen den Formen des sich anschmiegellden Umfliessel1s del' Krlim
mungen einerseits und del' yom Hilldernis facheral'tig ausstrahlenden 

12) Lehrbuch tier Ingenieur- und Maschinenmechanik 1, 4. Aufi., Braun-
schweig 1875, p. 1181. 

13) Der Vogelflug, Berlin 1889, p. 64 u. 81. 
14) Die Luftwiderstandsgesetze, Wien 1896, p. 31. 
15:i Zeitschr. f. Luftschiff. 15 (1896), p. 12!l. 
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DiskontinuitatsfHichen andererseits stattfindet loa). Bei geeignet gerun
deten, nach vorn und hinten verjiingten FOl"men nahert sich iibrigens die 
Bewegungsform nahe einer stationaren. Ahnliche Verhaltnisse hat 
Lord Kelvin 16) hei Gelegenheit einer Reihe von Einwanden gegell das 
Zustandekommen der DiskolltinuitatsfUichen friiher vorausgesagt. 

Dass iibrigens auch in del' Aerodynamik bei genugend Heinen 
Geschwindigkeiten stationare Verhaltnisse erzielt werden konnen, be
weisen die Versuche G. Wellner's 17), del' mittels feiner l~auehfaden die 
Experimente 1-L S. Hele-Shaw's wiederholte 18). Die Wellner'sehe An
ordnung hat kurzlieh dureh E. J. Marey 19) in del' Weise eine Ver
bessenmg erfahren, dars den Rauchfaden eine synehrone sehwingende 
Bewegung mitgeteilt wurde, die eine direkte Sehatzung der Ge
schwindigkeit gestattet. Del' auf del' Leeseite einer angeblasenen 
Scheibe befindliche, mit geringen unregelmassigell Bewegungen er
fUIlte Raum hat hiernaeh die Form einer vom Winde gepeitsehtell 
Flamme, deren Zaeken raschem Weehsel unterworfen sind. 

Bei del' U nsieherheit del' Grnndlagen der Aerodynamik und del' 
Verwicklung del' Pro bleme gewinnen Gesichtspunkte allgemeinerer 
N atur und Giiltigkeit Bedeutung, wie sie v. Helmholtz in dem Theorem 
geometrisch ahnliehe Bewegullgen ftiissiger Karpel' betrefi'end gegeben 
hat 20). 1st n das Verhaltllis del' Gesehwindigkeiteu, l' das del' Diehten, 
q das del' inneren Reibungskoeffizienten zweier Flitssigkeiten, in wel
chen ahnliche Bewegungen VOl' sieh gehen, so mussen die Verhalt
nisse del' Drueke n 21', del' Kool'dinaten (Dimensionen) q: n und del' 
Zeiten q : 122 seill, damit die eine Bewegung die Differentialgleiclllmgen 
und die Kontinuitatsbedingung erfUllt, falls die andere es thut. Bei 
kompressiblen Flussigkeiten ist n durch das Verh1iltnis del' Sehall-

15") 1m nn,hen Zusmllmenhn,llge mit diesen Vorgangen stehen jene, die 
Lei der Schallerregung in Pfeifen n,uftreten und fiir Zungenpfeifen von H. v. Helm
holtz, Lehre von den Tonempfindungen, 5. Aufl., Berlin 1S!)!) , Beilage 7, fiir 
Lippenpfeifen von lV: a. L. van 8chaik, Arch. neerl. 21> (18n), p. 308 unter
sucht wurden. - Auch die Erscheinung del' empfindlichen ]<'lammen oder bessel' 
S[,mhlen mag bei dieser Gelegenheit Erwithnung finden, vgl. Lord Rayleigli, 
Theory of sound, 2. eel, London 1896, vol. 2, p. ,100. 

16) Nn,ture (engl.) 50 (1894), p. 574. 
17) Del' dynn,mische Flug, Briinn 1S9!), p. 43. 
18) V gl. IV 16, G a (Love). 
1!J) Pm'is C. R. 122 (1901), p. 1291. 
20) Verh. d. Ver. z. BefOrd. d. Gewerbefl. 51 (1872), p. 289 sowie Berl. Bel'. 

lfi7:" p .. 501. Das lIellllholt;;'sche Beispiel, in welchem dcr lenkbare Ba.Ilon mit 
cinem Ozeundampfer verglichen wircl, ist durch eine falsche Za.hl f'lir q (0,8 shttt. 
S,O oder bessel' 13,3) entstellt. Das Einset.zen c1er richtigen Zahl liefert kein 
brauchbares Ergelmis (miindl. l\Iitt. des Herrn R. Emden). 
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gesehwindigkeiten gegeben, und es giebt nul' einen Fall vollkommener 
Ahnliehkeit. Bei Vel'llaehHissigung del' inneren Reibung odeI' del' 
Kompressibilitat, welehe um so mehr erlaubt ist, in je grosseren Raumen 
die Bewegungen VOl' sieh gehen, giebt es eine einfaeh unendliehe Reihe, 
bei Vernachlassigung beider eine doppelt unendliehe Reihe ahnlicher 
Bewegungen. 

2. Aerostatik. Theorie des Freiballons und des gesteuerten 
Ballons. Del' theoretische Teil del' .Aerostatik wurde bereits in dem 
ersten Referate iiber. Hydrodynamik von A. E. H. Love (IV 15, 1-0) 
besproehen. Hier handeH es sieh um die Anwendung auf den 
IAtftballon. Del' Fl'eiballon ist am unteren Ende (Appendix) ent
wedel' ofl'en oder dureh ein Sieherheitsventil mit geringem Uber
druek geschlossen. Er unterseheidet sich von den gewohnlieh be
traehteten Sehwimmkorpel'll dul'ch seine Deformationsfahigkeit und 
gehoreht versehiedenen Gesetzen, jenachdem del' Ballon ganz ge
fallt (= prall) odeI' teilweise gefiillt (= sehlafl') ist. Del' pralle 
BaIlon bleibt prall, so lange el' steigt und verliel't dabei am Appendix 
dauel'lld Gas, er hat konstantes Volumen, abel' variables Gewieht; 
sein Auftrieb ist (gleiehe Temperatur von Luft und Fiillgas voraus
gesetzt) gleieh dem Produkt aus dem konstanten Volumen in den 
mit del' 'rempel'atul' und Hohe abnehmenden Auftrieb del' Volumen
einheit des FinIgases. Kommt del' pralle BaIlon ins Sinken, so wil'd 
el' sehlafl'. Del' schlafl'e Ballon ve1'liert kein Gas, er behiilt sein Ge
wicht bei, andert abel' sein Volumen. Sein Auftrieb ist (unter Vor
aussetzung von gleicher TemperateI' von Gas und Luft) gleich dem 
Produkt aus dem konstanten Gewieht in den von Temperatur und 
Druck (Hohe) unabhangigen Auftrieb' del' Gewiehtseinheit des Fiill
gases. Hat daher ein sehlafl'er BaIlon negativen Auftrieb (Abtrieb), 
so behiiIt er denselben bei und fallt, owe ins Gleiehgewieht zu 
kommen, immer schlafl'er werdend zu Boden. Hat umgekehrt ein 
sehlafl'er BaIlon positiven Auftrieb, so steigt er, bis er prall geworden 
ist, mit konstantem Auftrieb und verhalt sieh, weiter mit abnehmen
dem Auftrieb, wie ein pralleI' BaIlon 21). Das Gleichgewieht eines 
Ballons ist also hei gleieher Temperatur von Gas und Luft instahi!. 

Um die Instabilitat des Ballous in vertikaler Richtung zu ver
mindel'll, hat J. B. lIfeusnier 22) im Jahre 1783 das BaUrmet eingefiihrt. 

21) CI!. Renard, Rev. de l'A.eronautique 1 (1888), p.15; 'gl. A. Em'llles, 
Rev. de l'Aeronautique 5 (1892), p. 1; H. Hergesell ebenda 3 (1890), p. 101; 
R. Emden, Illusk aero Mitt. 5 (1901), p. 77; Voyer, Rov. de l'Aeronautique 8 
(1901 erschienen), p. 13. 

22) G. Tissandicl', Rev. de l'A.eronautique 1 (1888), p. 130. 
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Es ist das ein im Innern des Ballons befindlicher, gegen das FUllgas 
abgeschlossener Luftsack, in welchem del' Druck del' Luft durch eil1 
GebIase reguliert werden kann. Die urspriingliche Absicht, auf diese 
Weise durch Einpumpen und Entleeren von Luft das Gewicht des 
Bullons ohne VeJ'lust von Gas odeI' Ballast zu beeinflussen, kann 
wegen del' engen Grenzen, die das Gewicht lmd die Festigkeit del' 
verwendbaren Materialien zulassen, nicht verwirklicht werden, doch hat 
sich das gespannte Ballonet als wirksames Mittel, die Form des Ballons 
gegen Deformationen zu sichern, bewahrt, so bei den steuerbaren Ballons 23) 
und beirn Parseval-Siegsf'eld'schen gefesselten Drachenballon 24), bei 
welchem del' Gegenwind das Aufblasen des Ballonets besorgt. 

Mit del' Deformationsfahigkeit des Ballonmaterials hangen noch 
statische Untersuchungen zusanllnen, welche auf die Berechnung 
del' Beanspruchung desselben Bezug haben. Die auf ein Element del' 
Ballonhiille wirkendel1 ausseren Krafte sind del' Auftrieb, welchel' dem 
vertikalen Abstand des Elementes vom offenen Appendix proportional 
ist, und del' Netzdruck. Unter ihrem Einflusse kann das Element 
cntweder allseitig oder auch nul' einseitig gespannt und quer dazu 
gefaltet sein. Die Berechnung del' Spannungen schliesst sich an 
die TheOl'ie del' Kuppelgewolbe an 25), wahl' end die Untersuchung des 
Netzdruckes und del' Spannungen im Netz auf ungeschlossene raum
liche Fachwerke ftihrt26). In naher Beziehung hierzu stehen die auf 
del' Elastizitatstheorie fussenden Untersuchungen von L. Lecorm£ 27) tiber 
die Verteilung del' Spannul1gen in einer ellipsoidischen Haut unter 
konstantem Innendruck. Ganz neue Probleme del' Statik des raum
lichen Fachwerkes stellen die stan'en Riesenballons (D. Schwarz, 
F, v. Zeppelin) 28), bei welchen feste und veranderliche konzentrim'te Lasten 
(Maschinelll'aume, Ballast), sowie veral1derliche Flachenbelastul1g (Auf
trieb bei wechselnder Fiillul1g, Luftwiderstal1d) eine maassgebende Rolle 
spielen, Einfacherer N atur sind die auf das Tau eines Fesselballons 
(Kurve des Durchhangs und del' Beanspruchung ohne 29) und mit 30) 

23) St. DttPlty de Lome, H. Giffard, p, Hiihnlcin, CII. Renard, A. Santos-Dumont. 
Fiir erstere siehe H. lIIiidebeck, Hundbuch del' Luftschifl'ahrt, Leipzig 1886, fiir 
lctztercn Illustr. aero l\'[itt. 6 (1902), p. 1. 

24) Zeitschr. fiir Luftsch. 15 (1896), BeihLge. 
25) P. Law'iol, Rev. de l'Ael'onautique 2 (1889), p. 111; fort.geset.zt in 3 

(1890), p. 11. 
26) S. Fillsterwaldel', Illusk aero :NIitt .. 4 (1900), p. 1. 
27) Paris C. R. 122 (1896), p. 218. 
28) Illustr. aero :Mitt. 2 (1898), p. 18 unll 6 (1902), p. i. 
29) lII. DegollY, Re\·. de l'AeromLutique 2 (1889), p. ~3. 
30) M. Wagner, Illusk aero Mitt. 3 (1899), p. 76. 



2. Aerostatik. Theorie des Freiballons und des gesteuerten Ballons. 157 

Winddruck) beziiglichen, mechanischen Untersuchungen. Rein geo
metrische Aufgaben, die mit del' Lelm von del' Kartenpl'ojektion in 
Beziehung stehen, bietet die Art del' Herstellung des BaUons aus 
Stoffstreifen 31) oder wie bei den Goldschlagerballons aus kleinen 
Stoffstiickchen, welche auf einer langen spindelal'tigen Form (einer 
Rotationsflache konstanten Kriimmungsmaasses) an einander geklebt 
werden. S. Finsterwalder 32) hat gezeigt, dass ein Kugelballon mit weit 
gel'ingerem Verschnitt an Stoff und 30 % kiirzel'el' N ahtliinge hel'gestellt 
werden kann, wenn man statt del' iiblichen Mel'idianteilung del' Kugel 
die regulal'e Wiirfelteilullg (ev. auch die Rhombelldodekaeder- odeI' 
Rhombentl'iakontaederteihmg), del'en Felder durch konvergente grosste 
Kl'eise in viereckige Bahnel1 von del' grossten Stoffbreite zel'legt 
werden, zugrunde legt. 

Ausser del' oben betrachteten Stabilitiit eines Ballons in Bezug 
auf das Auf- und Niedersteigen kommt, fiir steuerbare BaUons 
welligstens, auch noch jene in Bezug auf Langs- und Querpendelung 
zur Geltung. So lange del' Ballon vollgefiillt ist, bnn man ihn bei 
Untersuchung del' Schwingullgen als ein im Zentrum des Auftriebes 
(Schwerpunkt des Gasvolumens) aufgehangtes Pendel (ev. mit Luft
dampfung) anseheu. 1st er abel' nul' zum Teil gefitllt, so tritt bei 
den Schwingungen eine Relativbewegtmg del' llnten durch eine Hori
zontalebene abgegrenzten Gasmasse ein, deren Einfluss auf die Stabilitat 
nach den Methoden von P. Du7wm 33) uud P. AppeU34) zu verfolgen 
ist. F. v. Zeppelin hat ihn durch Schotteneinstellung praktisch unwirk
sam gemacht. Wenn die Vortriebsol'gal1e (Luftschrauben) eines steuer
baren Ballons nicht so angebracht sind, dass die Resnltal1te ihl'cr Wir
kungen mit del' Resultante des Luftwidel'stalldes des BuUonkul'pel's 
zusammenfiiUt, so entsteht bei Beginn des Antriebes ein Dl'ehmoment, 
welches die Stabilitat beeinflusst und durch eine mit del' Stiirke des 
Antl'iebes wechselnde Verschiebung eines Balanciergewichtes ausge
glichen werden muss. Die Steuerung geschieht genau wie beim 
Schiffe dadurch, dass die durch das gedrehte Steuer hcrvorgel'ui'ene 
Asymmetrie des Schiffskol'pel's beim Andauern des V ol'tl'iebes ein 
Dl'ehmoment des Luftwidel'standes wecH, clessen Grosse iIll Vel'ein 
mit cler durch den V ol'trieb bewil'ktel1 Fahl't clen Steuerkreis, in dem 
sich das Schiff bei konstanter Steuerstellung dreht, hedingt. Bei del' 
Vertikalsteuerung erfolgt die Drehung nur so lange, bis das geweckte 

31) Voye/', Rev. de l'Aeronautique 7 (18940), p. 1. 
32) ill. aero :Mitt. 6 (1902). 
33) J. de math. (2) 5 (1896), p. 23. 
340) Paris C. It. 129 (1898), p. 568. 
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Drehmoment des Luftwiderstandes jenem gleich ist, das durch die 
Entfernul1g des Schwerpunktes von del' durch das Auftriebszel1trum 
gehendel1 Vertikalen el1tsteht. Del' geringe Erfolg del' steuerbaren 
Ballons ist durch ihre im Verhaltnis zur gewohl1lichen Windgeschwin
digkeit geringe Eigel1geschwindigkeit bedingt. Ch. Rena1'd hat 
6,5 msec-t, F. v. Zeppelin 7,5 msec- 1 wirklich erreicht. Den Wider
stand eines, dem seinigen ahnlichen Ballons von d m Durchmesser 
und v m Geschwindigkeit giebt Ch. Renard 35) in kg folgendermassen an: 

W = 0,01685 d2v2• 

3. Beobachtung del' auf die Aerodynamik beziiglichen Grossen. 
Zur Beobachtung del' Richtung del' Windgeschwindigkeit dienen Wind
fahnen (Wimpel) und die vorhin (in Nr.l) erwahnten Methoden del' 
Schlierenbeobachtung nnd del' Rauchfaden. Die Komponente del' Ge
schwindigkeit des Windes senkrecht zu einer (meist vertikalen) Geraden 
wird durch das Robinson'sche Anemometer gem essen, dessen Haupt
hestandteil ein Schalenkreuz ist, das sich um eine zu jener Geraden 
parallele Axe dreht. Die Windgeschwindigkeit selbeI' wird gem essen durch 
Fliigelradchen nach Art des liVoltmann'schen hydrometrischen Fliigels 36), 

dessen Drehaxe in die Richtung del' Windgeschwindigkeit fallt. Beide 
Messullgen geben nUl" Mittelwerie, deren Art von dem Tragheits
moment del' rotierenden Massen abhiingt. S. P. Langley 37) hat dasselbe 
beim Robinson'schen Schalenkreuz auf ein Minimum herabgesetzt. 
G. Recknagel 88) hat das Fliigelradchen so geformt, dass seine Angaben 
eille lineare Funktion del' Geschwil1digkeit werden. Die Instrumente rea
gieren auf Geschwindigkeiten von iiber 0,1 bis 0,2 msec- 1• Eine zweite 
Methode, die Windgeschwindigkeit zu messen, besteht darin, dass man 
den Druck ermittelt, den eine senkl'echt zum Wind gestellte Platte 
m-flihrt. 

Statt den Gesamtdruck direkt zu bestimmen, hat G. Recknagel 39) 

den Unterschied del' Drucke in den Mittelpunktcn del' Vorder- und 
Riickseitc einer quer zum Wind gcstellten kreisformigel1 Platte mano
metrisch gem essen und damit minimale Dimensiol1en des Anemo
meters bis zu 5 mm hemb erzielt. Ein scheibel1artiges Doschen ist 
11n Inl1ern durch eine Querwand in zwei Kammern geteilt, von wel-

35) Paris C. R. 101 (1885), p. 111!. 
36) VgI. IV 19 (Forc717leimer). 
37) Rev. de l'Aeronautique 6 (1893), p. 43. 
38) Ann. Phys. Chern. (2) 4 (1878), p. 17!l. 
39) Verh. deutsch. Naturf. u. Arzte, lIIii.nchen 1899, p. 76. Vgl. O. KI·ell, 

Hydrostatische Messinstrumente, Berlin 1897. 
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chen die eine dureh ein Loch in del' Mitte del' VorderfHiche, die 
andere durch ein solches in del' Mitte del' Riickflache mit del' Aussen
luft korrespondiert. Die vordere Kammer wird durch den 1uftstrom 
angeblasen, die riickwartige ausgesaugt und del' Druckunterschied beider 
durch ein empfindliches Wassermanometer mit schwach geneigtem Ab
leseschenkel gemessen. Del' Druckunterschied ist dem Quadrat del' 
Geschwindigkeit proportional. 

Zur Bestimmung des statischen Druckes del' unbewegten 1uft 
dienen Barometer und Manometer. In bewegter 1uft sind ihre An
gaben fehlerhaft. Ein Instrument, welches den Druck bewegter 1uft 
messen solI, ist von F. Nipher40) angegeben. Del' Raum zwischen 
zwei nahegestellten parallelen, kreifarmigen Platten wiirde von einem 
gegen die Platten streichenden Luftstrom ausgesaugt werden. Er
fiillt man ihn mit einem Packet feiner Drahtnetze, welche iiber den 
Rand del' Platte etwas vorragen, so entsteht an dem vorragenden 
Streifen eine Druekwirkung, die so abgeglichen werden kann, dass 
sie del' Saugwirkung das Gleichgewicht halt. Del' statische Druck in 
del' Mitte des netzerfiillten Zwischenraumes giebt dann den Druck 
del' bewegten 1uft an. 

Weit leichter ist del' Druck del' bewegten 1uft an (ler Oberflache 
eines Hindernisses zu messen. Bringt man an dem Punkte, wo die 
Messung erfolgen soll, eine feine Offmmg an, die mit einem Mano
meter in Verbindung steht, so wird in jene Offnung so lange 1uft ein
geblasell, bezw. aus ihr abgesaugt, bis in dem Verbinclungsteil zum 
Manometer derselbe statische Druck herrscht, wie im 1uftstrom, del' 
an del' Offnung vorbeistreicht41). 

Um den aus del' inneren Unruhe des natiirlichen oder aueh kiinst
lich erzeugten Windes entstehenden Fehlcrquellen zu elltgehen, werdell 
in del' Regel die auf Luftwiderstand zu untersuehenden Karpel' clureh 
die ruhende 1uft bewegt. Dies geschieht zumeist in kreisformiger 
Bahn mittels des Rundlaufapparates·!2). Den schadlichen Einfluss des 

40) The Engineer 85 1 (1898), p. 517. 
,U) G. Reckllagcl, Ann. Phys. Chero. (2) 10 (1880), p. 677; J. Irmingcr, Engi

neerD.1g 60 2 (1895), p.787. 
42) Durchroesser del' Rundlaufapparate von: 

K. Sc71cllbach, Ann. Phys. Chem. 143 (1871), p. 1 
G. Hagcn, Ann. Phys. Chem. 152 (1874), p' 95 
G. Reckl1agel, Zeitschr. d. Vel'. deutsch. lng. 30 (1886), p. ,18!! 
F. v. Lossl, Die Luftwiderstandsgesetze 
P. S. Lct'llgley, Experiments in aerodynamics 
II. S . . Maxim, Rev. de l'Aeronautique 5 (1892), p. ,15 
O. llIcwnesmanl1, Diss. 'l'iibingen 1807 

Durchro. 0,3 111; 

" 
3,0 Ill; 

" 
2-10 m; 

" 
2,5-3 Ill; 

18,2 111; 

" 
19,.1 JU; 

., 1,0 Ill; 
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Mitwindes und die Abhiingigkeit del' erzielten Luftwiderstandswel'te 
vom Verhaltnis del' Korpergrosse zum Bahnradius hat G. Recknagel fUr 
kreisformige Seheiben untersueht 43). Es zeigt sieh, dass mit jenem 
Verhaltnis die Luftwiderstande wachs en. Bei den grossen Rundlauf
apparaten, die im Freien arbeiten, stort del' niemals ganz ruhende 
vVind und, wenn man zur Vel'meiclung diesel' Storung sehr grosse 
Gesehwindigkeiten verwendet, die Zel1trifugalkraft. 

Ausser Versuchen init l~uncllaufapparaten dienen noch Fallver
suche zur Messung des Lnftwiderstancles, teils mit senkrechter Bahn 
an vertikalen Dr1thten gleitend, teils auf schiefer Balm 44). Ein ganz 
eigenartiger Apparat zur Vergleichung vel'schiedener Luftwiclerstancle 
wurde von v. Lossl benutzt. Ein leiehter gleicharmiger vVagebalken 
tragt an den Enden an Stelle del' Schalen die zu vel'gleichel1clen 
IGjrper, welche gleich schwer sein mussen. Er wird mit grosser 
Geschwindigkoit vertikal in die Hohe gezogen nnd man ersieht dann 
am Ausschlag, welcher von den Kol'pern grosseren Luftwiclerstalld 
erfahrt45). 

4. Abhangigkeit des Luftwiderstandes von den Dimensionen 
des Hindernisses, sowie von del' Dichte, Geschwindigkeit und Be
schleunigung del' Luft. Die schon von Newton gelehl'te und auch 
am; del' Hydrodynamik folgende Pl'oportionalitat zwischen Luftwider
stand nnd Dichte ist niel1lals bestrittell worden, dagegen ist die Zu
nahme mit clem Quaclra,t der Lineardil1lensionen des vom Luftstrom 
getroffonen !Corpers unter sonst gleichen Ul1lstlindell (Form, Ge
schwincligkeit, Diehte) wiederholt Gegenstand der Kontrovel'se ge
wesen. Neben del' niichstliegenden Ansicht, class ahnliche Korper bei 
gleichel' Geschwindigkeit gleichen spezifischell (auf die Quersehnitts
einheit recluzierten) vViderstand erfahren, findet man sowohl die An
sicht vertreten, dass del' spezifische Widerstancl mit del' Grosse zu-

lV. If. Dines, Lond. Roy. Soc. Proc. 48 (1890), p. 223 Durchm. 17 m; 
Studiengesellsclmft. f. elcktr. Schncllba.hnen, Elektrotechn. 

Zeitschr. 22 (1901), p. 672 6,3 m. 
43) Zeitschr. d. Yer. deutsch.lug. 30 (1886), p. 490. Er findet den Widerstand 

1fT = (Ji'sv' : 2 g) [1,12 + (3,21 D - 0,632 D') : L], 
wo F = FHLche in m', v = Geschwindigkeit, 9 = Erdbeschleunigung. D = Durch
mCBser dcr Scheibe, L = Radius des Apparates - alles in 111 -, 8 = Gewicht 
von 1 mS Luft . 

• 1-1) Nelcloll, Principia Libel' 2, Scctio VII, § 61, 13. Vcrs.; L. Cai/lctct nnd 
lE. Co/ari/cew, am Eiffeltnrm Paris C. R. 115 (1892), p. 13; F. Le Dalliec und CallO
rctti, Hcferat Zcitschr. fl. Yer. deutsch. lng. 48 (1899), p. 1376. 

·15) v. Luss/, Die Luftwiderstaudsgesetze, "Vicu 1896, p. 19. 
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nimmt46), als auch dass er mit derselhen abnimmt47). Letztere Ansicht 
wurde durch Versuche an del' Towerbriicke gestutzt, nach welchen 
eine 100 m2 grosse Flliche kaum den sechsten Teil des spezifischen 
Widerstandes einer 0,1 m2 grossen FHiche erf[i,hrt 47). Zur Erkliirung 
del' Thatsache, dass kleinere Flachen unter gleichen Umstanden grossere 
spezifische Drucke erleiden, kann die innere Unruhe des Windes 
dienen, sobald man voraussetzt, dass die grossen Fliichen gross gegen 
die Dimension del' lokalen Windst5rungen sind. 

Fur die Abhangigkeit des Luftwiderstandes von del' Geschwindig-
7wit ist bei sehr kleinen Geschwindigkeiten unter 0,2 msec- 1 die innel·e 
Reibung del' Luft massgebend. Del' Korper scheint sich dabei mit einer 
dunnen Schicht stagnierender Luft zu umhullen und del' Widerstand 
ist annahernd del' Geschwindigkeit proportional. Von diesel' Art ist 
del' T~uftwiderstand, del' bei langsamen Schwingul1gsbeobachtungen in 
Betracht gezogen wird48). Fur grossere Geschwindigkeiten gilt im 
weiten Umfange 49) das quadl'atische Gesetz. Auf Grund von Newton's 
Vol'stellung folgert man dasselbe in del' Art)' dass einerseits die in 
einem kleinen Zeitteilchen zum Zusammenstoss mit dem Korper ge
langende Luftmasse proportional del' Relativgesehwindigkeit del' Luft 
gegen den Korper ist, andererseits abel' aueh die Geseh windigkeitsande
rung, welche sie erfahl't; dem Produkt beider, also dem Quadrat del' 
Relativgeschwindigkeit, ist del' Luftwiderstand proportional. Aus den 
GrundgleiehUllgen del' HydrodYllamik folgt dureh Anwendung des Prin
zipes del' Ahnlichkeit del' Bewegungen, dass bei einer stationaren Be
wegung mit "Aachen Gesehwindigkeiten, welche weit unter del' Schall
geschwindigkeit liegen, 7.;2·fache Drncke, Beschleunigungen und aussere 
Krafte vorhanden sein mussen. vVenn sich die Geschwindigkeit del' 
Schallgeschwilldigkeit 333 msec- 1 llahel't, so iindel't sich die Abhiingig
keit des Luftwidel'standes von del' Geschwindigkeitf>O); derselbe steigt 
sehr viel rascher als es das quadratische Gesetz verlangt, um dann 
bei Gesehwindigkeiten nbel' 400 msec- 1 ein nenes qnadratisches Gesetz 

46) Aussel' alteren Autoren yon O . .I1Ianllesllla'/l1~, Diss. Tiibingen 1897, p. 27. 
V gl. dagegen G. Recknagel, Ann. Phys. Chem. (2) 10 (1880), p.677, sowie Fussn. 43. 

47) F. v. ZelJl1elin, Zeitschr. f. Luftsch. 15 (1896), p. 172j J. Wolf B(m·y, 
Engineering (2) 66 (1898), p. 408. 

48) ill. Thiesen, Ann. Phys. Chem. (2) 26 (1885), p. 314j vgl. auch IV 15, 
ll) (Love). 

49) Nachgewiesen von K. Scllellbach von v = 0,2 his 6 msec- I, yon F. v.Lossl 
bis 12 mMec- l , von P. S. Langley bis 30 msec-Ij aus ballistischell Versuchen nuch 
C. Cranz, Aussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 51, 53 und 61 bis 240 msee l • 

50) Riel' sei auf die Theorie des Luftwiderstandes yon J. A.Umann hin
gewieseu, Zeitschr. f. Luftsch. 29 (1900), p. 147. 
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mit beinahe dreimal so grossem konstanten Faktor zu befolgen 51). 
Die Ursache diesel' Anderung muss in del' Bildung einer sogenannten 
konischen Kopfwelle gesucht werden, welche bei so grossen Geschwin
digkeiten ahnlich del' Bugwelle eines Dampfers auf tritt, relativ gegen 
den Karpel' ruht, und auf del' Leeseite einen luftverdiinnten Raum ab
grenzt. Del' Sinus des halben Offnungswinkels del' konischen Kopf
welle ist gleich dem Quotienten aus Schallgeschwindigkeit und Re
lativgeschwindigkeit zwischen Karpel' und Luft 52). 

Dber den Einfluss der Relativbeschleunigung auf den Luftwider
stand, welchel' sich nach del' Hydrodynamik in einer scheinbaren Ver
mehrung del' Masse des bewegten Karpel's um einen von del' Art del' 
Bewegung abhangigen Teil del' verdrangten Luftmasse aussel'll miisste, 
giebt es wenig Beobachtungen. J. Didion 53) schliesst aus Fallversuchen 
einer ebenen Kreisscheibe auf einen solchen Einfluss von geringem 
Betrage. Dagegen hat O. Lilienthal 54) bei Versuchen mit Schlagfliigeln 
eine 9-10 fuche Vermehrung des Luftwiderstandes gegeniiber jenem, 
welchel' bei einseitiger Bewegung mit gleichformiger Durchschnitts
geschwindigkeit auf tritt, gefunden. 

Was die Abhangigkeit des Luftwiderstandes von del' Form des Um-
1'isses del' getroffenen Fliiche angeht, so bildet sich nach F. v. Lossl55) 
auf del' Stossseite ebener Flachen, die senkl'echt zu ihrer Ebene bewegt 
werden, ein Luftstauhiigel aus, del' von einer Flache konstanter Boschung 
(45°) begrenzt ist. Hervorragungen del' FHiche, die in:nerhalb des Luft
stauhiigels verlaufen, sind auf den Wider!3tand ohne Einfluss. In del' 
Hauptsache besteht Proportionalitat zwischen Luftwiderstand und 
FHicheRinhalt. Doch finden. v. Li5ssl, F. Le Dantec 56) und G. Hagen 57) 
Ubereillstimmend, dass bei gleichem Inhalt del' Kreis den kleinsten 
vYiderstand bietet. v. Lossl Hisst diese Thatsache nul' bei ganz ebenen 
FHichen geIten. vVenn del' Rand del' FHiche gegen den Luftstrom zu 

51) V gl. C. Cranz, Aussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 39, sowie IV 18, 1 b 
(Cranz). 

52) E. lIIach und J. Wentzel, \Vien. Bel'. 92 2• (1885), p. 625; E. 11Iach und 
P. Salchel', ebellda 95~' (1887), p. 7134; '97~' (1888), p. 1045; 98~' (1889), p. 41, 
1257, 1360; 101~' (1892), p. 977; 105 2• (1896), p. 605. 

53) C. Cranz, Aussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 45; 
W = F (0,036 + 0,084 v2 + 0,164 a·v: rlt) 

ill Luft von 100 und 760 mm. 
54) O. Lilienthal, Del' Yogelflug, p. 48. 
55) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 34. 
56) Die Luftwiderstalldsgesetze, p. 81; Zeitschr. d. Vel'. deutsch. Ing. ·13 

(1899), p. 1376. 
57) Ann. Phys. Chcm. 152 (1874), p. 95. 
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nul' ein wenig erhoht ist, was die Ausbildung des Luftstauhugels be
giinstigt, so ist das Format ganz gleichgiltig. Bezeichnet man den 
Luftwiderstand einer so berandeten Flache mit 1, so ist del' einer 
gleich grossen Kl'eisscheibe ohne Rand 0,83, eines Quadrates 0,86, 
eines gleichseitigen Dreiecks 0,90, eines Rechtecks mit dem Seiten
verhaltnis 1: 2 0,9, eines solchen mit 1: 4 0,94. 

Nach v. LossP8) ware del' Druck gleichmassig iiber die Stossseite 
verteilt und die Resultallte ginge dmch den Schwerpunkt. G. Rec7c
nagel 59) fand auf manometrischem Wege folgende empirische Formel 
fiir die Verteilung des Uberdrucks auf die V orderseite einer Kreis
scheibe: 

P=Pm [1-0,39 (;.f+ 0,734 (;·r- 1,19 (;.r], 
wobei r del' Radius del' Scheibe, Q die Entfernung vom :M:ittelpunkt 

bedeutet und Pm = 2"1g Fv 2• Auf del' Riickseite war del' :M:inderdruck 

ziemlich gleichmassig (= 0,37 Pm) mit ganz schwacher Zunahme gegen 
den Rand zu. Hiermit stimmen del' Art nach die Versuche von 
F. Nipher 60) an einer rechteckigen Platte. 

Was den Proportionalitatsfaktor betrifft, del' angiebt, wie gross 
(ler Widel'stand von 1 qm bei 1 msec-1 senkrechtel' Geschwincligkeit 
ist, so schwanken die Angaben fiir mittlel'e Verhiiltnisse (150 C. und 
760 mm Barometerstand) etwa zwischen 70 gr und 125 gr. Erstel'en 
Wert findet G. Rccknagel auf manometrischem Wege. Mittlere Werte 
finden: F.LeDantec 80 gr, J.Didion S4gr, P.B.Langley 85 gr, Ch.Renard 
85 gr, Canovetti 90 gr, J. Weissbach 93 gr; grossere Werte J. Srncaton 
122 gr, F. v. Lossl 125 gr, O. Lilienthal 125 gr und E. J. Marcy 125 gr. 
v. Lossl's Wert gilt nul' fur Flachen mit vOl'stehendem Rande; fur 
glatte Flitchen ermassigt er sich auf ca. 106 gr 61). Del' erstgenannte 
Wert (125 gr) ist auf Grund del' Lufthiigeltheorie abgeleitet und ent-

spricht del' Formel W = .1.. Fv2 ( W und r in kg, g und v in m, F in m 2). 
9 

G. Kirchhoff62) £ndet iill Anschluss an die Annuhme von Diskontinui-

tatsfiachen fUr nnendlich lange Rechtecke TV = A +'It L. Fv2• Diesel' 
,~ 'It 9 

Formel entspricht ein Winddruck von 55 gr pro m2 Fliiche und 
1 msec- 1 Geschwindigkeit. 

58) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 51. 
59) Zeitschr. d. Vel'. deutsch. lng. 30 (1886), p. 489. 
60) 'rhe Engineer 85 (1898), 1)' 517, Referat. 
61) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 80. 
62) Vorlesungen tiber mathemati8che Physik, Bd. 1: ~Iechanik, Leipzig 1883, 

3. Auf!., p. 307. 
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5. Grosse und Richtung des Luftwiderstandes ebener FHichen, 
die schief zu ihrer Ebene bewegt werden. Aus Newton's Anschau
ungen folgt unmittelbar, dass del' Luftwiderstand auch beim schiefen 
Luftstoss sonkrecht zur Flache wirkt und sich zu jellem bei senk
rechtem Stoss verhiilt, wie das Quadrat des Sinus des Winkels del' 
Bewegungsrichtung gegen die Flache zu Eins (W = Wm sin2 IX). Diese 
Pormel hat dem Experiment nicht entsprochen, namentlich nicht bei 
Heinen Winkeln. Es sind sehr viele andere Formelll aufgestellt worden, 

so von Duchemin 63) W = W m • 1 ~si~ ~ ,welche Langley 64) fur qua-sm ex 

dratische Platten bestatigt hat, und von v. Lossl65) W = }Vm • sin IX, 

welche diesel' Autor aus del' Lufthugeltheorie ableitet und experi
mentell bestatigt. Dber einer schiefen FBi-che bildet sich hiel'llach nicht 
ein unter 45° gegen die N ol'malebene zur Bewegungsrichtung abge
boschter Lufthugel aus, sondern del' Boschungswinkel ~ ist mit dem 
Schiefstellungswinkel IX durch die empil'ische Formel tg ~ = sin IX 

(IX = 90° ~ = 45°, IX = 57° f3 = 40°, IX = 35° ~ = 30°, IX = 21° 
f3 = 20°, IX = 10° ~ = 100) verbunden. Die v. Lossl'sche Formel 
hat in den Kreisen del' Flugtechniker grosse Vel'breitung gewonnen. 
G. Kirchhof{66) und Lord Rayleigh 67) haben unter Annahme von Diskon
tinuitatsfUichen fill' ein in del' Bewegungsrichtung schmales Rechteck 

die Formel W = W;Il' (44 ++n~in cx theoretisch abgeleitet. Fur denselben 
n Sin ex . 

Fall sucht Lord Kelvin 68) die Formel VV = ; Fv2 sin IX cos IX unter 

Beschrankullg auf kleine a wahrscheinlich zu machen. A. Faecioli 69) 
fand den Normaldruck fUr kleine Eillfallswinkel (0,5° -7,5°) nahezu 
konstant gleich H~n: 4. Auch im ubrigen liegell seine Zahlen erheb
lich nber del' v. Liissl'schen Formel. 

Bei del' Ahleitung del' empirischen Formeln, welche die Ab
hangigkeit des VYiderstandes vom Luftstosswinkel darstellen sollen, 
ging man stets von del' meist ullansgesprochenen Y oranssetzung aus, 
dass eine solche unabhangig von del' Form del' Flache odeI' gar von 
ihl'em Zusammenhang mit andel'll Flachen existiel'e, was nach den 

63) Duchemin, Experimentaluntersuchungen iiber den IViderstancl der Flii.ssig-
keiten, deutsch VOll C. Schnllsc, Braunschweig 1844, p. 101. 

(4) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 24. 
(5) Die Luftwiderstanclsgesetze, p. 96. 
(6) .J. f. :Math. 70 (1869). 
6i) Phil. Mag. (2) 5 (1876), p. 430. 
68) Phil. Mag. (5) 38 (1894), p. 409. 
69) Teoria del volo, Milano 1895, p. 99. Ahllliches behauptet. A. Sa m lIelsoll , 

Zeitschr. f. Luftsch. 15 (1896), p. 102. 
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hydrodynamischen Ansichten ganz unwahrscheinlich ist. Langley 69 0.) 
hat die Abhangigkeit des Widerstandes yom Luftstosswinkel fiir 
drei annahernd flachengleiche Rechtecke a) 152 X 609 mm, b) 305 
X 305 mm, c) 760 X 122 mm untersucht, wobei sich das erste mit 
del' Schmalseite, das letzte mit del' Breitseite yoran bewegt, und folgende 
Werte fill' das Verhaltnis W: w'n gefunden: 

ex I 50 I 100 I 150 1 200 I 250 I 300 I 350 I 400 I 450 

a) 0,07 0,16 0,29 0,43 0,57! 0,71 0,83 
b) 0,16 0,30 0,45 0,58 0,70 I 0,78 0,84 
c) 0,29 0,44 0,56 0,63 0,67 I 0,69 0,72 

-I-
I 

0,881 0,92 
0,74 I 0,76 

Bei ex = 270 sind die Unterschiede sehr gering, bei kleinen Winkeln 
erleidet die" Flache, die an del' Schmalseite angeblasen wird, weit ge
geringei-n Widerstand als jene, die auf del' Langseite angeblasen wird. 

Alle Autoren stimmen darin iiberein, dass der Luftwiderstand 
senkrecht auf der ebenen FHiche steht. v. Lossl 70) hat gezeigt, dass bei 
dem Phanomen des Luftwiderstandes auf Flachen, die sich schief zu 
ihrer Ebene bewegen, del' Luftstosswinkel als solcher ganz ohne Ein
f1.uss ist. Wirel eine Kreisscheibe senkrecht zu ihrer Fliiche ange
blasen, und beginnt sie in ihrer Ebene Ulll ihren Mittelpunkt mit 
immer steigender Geschwimligkeit zu rotierell, so alldert sich der 
Luftwiderstand gar nicht, obwohl del' Luftstosswinkel dauernd kleiner 
wird. Das Maassgebende ist del' durch den Fliichenumriss bestimmte 
Querschnitt des Luftstroms, del' das Hindernis trifI't. 

Dem von Langley messend yerfolgten Einflusse des Formates der 
Flache sucht v. Lossl durch eine Ahiindernng der Luftwiderstandsformel 
gerecht zu werden, hei deren Ahleitung er die Helatiygeschwindigkeit 
der bewegten Luft in eine Komponente '1,'1 senkrecht zur horizontal ga-

" dachten Ehene (Sinkgeschwindigkeit) und in eine parallel zur Ebene '1,'2 

zerlegt. Die letztere hewirkt eine Vergrosserung der widerstehenden 
Flache U111 den Betrag bt'2' wo b die Ausdehnung der Fliiche F senkrecht zu 
V2 ist; yom Quadrat der zweiten hiingt im iihrigell der Luftwiderstand 

ab. Die Formel winl dann lV = i· (1<' + b v2) L'12, oder ",enn man 

wieder den Winkel a und die Helativgeschwindigkeit v einfiihrt: 

TV =1' (F + b v cos a) v2 Si1l2 " (?- Luftdichte). Anch diese Formel 
U· !1 

hat v. Lussl iunerhalb der vVerte a = 7°-130 und v = 0,8-1,9 m, 
"0 bei sie etwa doppelt so grosse ,Vede giebt, als die f'riihere Formel 

69 a) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 62. 
70) Vgl. FUBsn.71. 

Encyklop. d. mnlh. Wisaenacb. IV~. 12 
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W = -''( Fv2 sin2 lX, durch Versuche bestatigt 71). Die Formel hat viel 
9 

Widerspruch erfahren 72). 
Beziiglich des Angriffspunktes und ikr Verteilung des Luftwider

standes gegen eine geneigte Ebene folgert v. Lossl aus seiner Lufthiigel
theorie, dass der Luftwiderstand iiber die ganze StossfHiche gleichformig 
verteilt sei und seine Resultante demgemass durch den Schwerpunkt 
gehe. Dem widerspricht die allgemeine Erfahrung und das Resultat 
vieler Experimente, welche das Vorhandensein der Avanzini'schen 
Erscheinung der Hydraulik auch fiir die Aerodynamik feststellen. Die
selbe besteht in einer Verriickung des Angriffspunktes der Resultante 
des Luftwiderstandes vom Zentrum der Fliiche gegen den ange
blasenen Rand zu. Ausfuhrliche Versuche hieriiber haben Jossel 73) und 
E. Kummer 74) angestellt. Deren Ergebnisse wurden von P. S. Langley 
und W H Dines bestatigt. Ktunmer fand, dass auch in diesem Falle 
die Form der Flache von Einftuss ist, und dass z. B. fiir ein Quadrat 
der Angriffspunkt des Luftwiderstandes bei verschiedenen Luftstoss
winkeln innerhalb der mittleren Halfte der Platte schwankt, wahrend 
bei einem Rechteck, das an der schmalen Seite angeblasell wird, sich 
jene Schwankung auf einen kleineren Bereich (auf ein Fiinftel beim 
Seitenverhaltnis 1: 18) beschrankt. Lord Rayleigh 75) hat diese Ver
anderung des Angriffspunktes auch aus der G. Ki1'chhoff'schen Theorie 
der Diskontinuitatsftachen gefolgert und fiir die Entfernung x des An
griffspunktes des Widerstandes eines an der unendlich langen Seite an
geblasenen Rechtecks von der Mitte der Breite 1 den Audruck 

x-~~l 
- 4(4+11: sina) 

gefunden. Jossel hat fiir dieselbe Grosse den empirischen Ausdruck 
x = 0,3 (1 - cos IX) 1 gegeben. N. Joukowsky 76) hat darauf aufmerk
sam gemacht, dass, wenn die angeblasene Flache nicht symmetrisch zu 
einer die Windrichtung enthaltenden Ebene ist, die Richtung des ge
weckten Luftwiderstandes nicht mehr zu einer die Windrichtung und 
die Flachennormale enthaltenden Ebene parallel liegt. 

71) Zeitschr. d. osterr. lng. u. Arch.-V. 50 (1898), p. 454 und 481. 
72) J. Popper, Zeitschr. f. Luftsch. 15 (18\)6), p. 253, sowie Zeitschr. d. osterr. 

lng.- u. Arch.-V. 51 (1899), p. 51 und 73; G. Wellner, Der dynamische Flug, 
Briinn 1899, p. 28 Anm. 

73) Memorial du genie maritime 1870, Briissel. 
74) Berl. Abh. 1875 u. 1876. 
75) Phil. Mag. (5) 2 (1876), p.430; vgl. E. Gerlach, Zeitschr. f. Luftsch. 5 

(1886), p. 65, mit graphischen Darstellungen. 
76) eher das Schweben der Vogel, Mosk. math. Samml. 16 (1891), p. 29. 
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6. Der Luftwiderstand von flachgewBlbten und krummen 
FliLchen, sowie von FliLchenkombinationen. Wegen ihrer Eignung 
flir flugtechnische Zwecke haben gelcolbie Fliichen, welche die Form 
des Vogelfliigels nachahmen, vielfache Untersuchung ihres Luftwider
standes erfahren 77). Es handelt sich dabei urn Flachen von ungefahr 
elliptischem Umriss mit dem Axenverhaltnis 1: 4 bis 1: 6 und einer 
Wolbungstiefe von 1: 12 bis 1: 40, welche an der Langseite ange
blasen werden. Die Krummung in einem dem Luftstrom folgenden 
Querschnitt ist meist an der angeblasenen Seite starker als an der 
Leeseite. Es bezeichne IX den Winkel des Luftstosses mit der Sehne 
eines solchen Querschnittes. Die Abhangigkeit des Luftwiderstandes 
von IX ist nach O. Lilienthal 78) eine ganz andere als bei eben en 
Flachen von gleichem U mriss. Fur IX = 900 stirn men die Werte in 
beiden Fallen uberein. Wahrend aber der Luftwiderstand ebener 
Flachen mit IX = ° verschwindet, ist bei den gewolbten noch ein 
solcher im Betrage von 0,1 - 0,4 vom maximalen vorhanden 78a) und fur 
geringe Neigungen wie IX = 150 betragt er 0,5 - 0,9 des Maximal
wertes. Dabei liegt die Richtung des Luftwiderstandes in dem Inter
vall von IX = 10° bis IX = 400 urn einige Grade vor der N ormalen zur 
Sehne, wodurch unter V oraussetzung eines horizontalen Luftstromes 
die Vertikalkomponente (der hebende Teil des Luftwiderstandes) im 
Vergleich zur ebenen Flache noch vergrossert, die Horizontalkompo
nente (der die Bewegung hindernde Teil desselben) verringert wird. 
Diese Resultate hat G. Wellner 7U) bestiitigt; derselbe findet gleich 
O. Lilienthal fiir sehr giinst,ig gestaltete Flachen unter Umstiinden 
eine Aufhebung der Horizontalkomponente, ja sogar ein Bestreben der 
Flachen, gegen den Wind zu fliegen, was indessen anderweitig be
stritten und auf Fehler der Beobachtungsmethode zuruckgefiihrt 
wurde 80). Die Versuche von O. Nannesmann 81) mit schwach ge
wolbten Kugelhauben von kreisfOrmigem Umriss zeigen nichts von 
diesen Eigentiimlichkeiten, namentlich auch nicht <lie relativ starkell 
Hebewirkungen des Luftwiderstandes bei kleinen Neigungswinkelll. 

Wenn zwei parallele FHichen in der llichtnng des Windes 

77) 11. Philipps, Engineering 40 (18ti5), p. 160. 
78) O. Lilienthal, Del' Vogel Hug, Berlin 18ti9, p. 93. 
78".iW. Kutta hat den hierhergehol'igen Fall einer zweidimensionalen Be

wegung theoretisch untel'sucht und gute tbereinstimmung mit dem Experiment 
gefunden, Illusk aero Mitt. 6 (Hl02), p. 133. 

79) Zeitschr. d. osterr. lng. u. Arch.-V. 45 (1893), p. 353. 
80) A. r. Oberlllayer, Zeitschr. f. Luftsch. l[) (11,96), p. 120. 

81) Diss. Tiibingen 18!!7, p. 42. 
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hintereinander stehen, so erleidet die im Lee stehende eine Ver
minderung des Widerstandes, welche bei Kreisscheiben im Abstand 
des Durchmessers nach L. Cailletet und E. Oolnrdeatt 82) 0,9, nach 
O. lIfannesmann 83) 0,7 des Widerstandes del' vorderen Scheibe be
triigt. 1m Abstande gleich 1,67 Durchmesser tritt nach letzterem 
abel' schon eine schwache Vermehrung auf. Wichtiger ist das 
Verhalten ubereinanderstehender PHichen. N ach Messungen Lang
ley's 84) uben Rechtecke, welche an der Langseite unter schwachen 
Winkeln angeblasen werden und urn die eill- bis anderthalbfache 
Lange del' Schmalseite inparalleler Stellung ubereinanderstehen, 
keinen merklichen Einfluss mehr aufeinander aus, und das gleiche 
wurde von H. Philipps und O. Lilienthal 85) fur schwach gekrUmlllte 
Flachen gefunden. 

Nach v. Lossl erleidet ein Keil mit dem Winkel 2a, welcher in 
del' Symllletrieebene senkrecht zur Schneide angeblasen wird, einen 
Widerstand, wie eine senkrecht zum Win de gestellte .Aquivalentflache 
von del' Grosse f sin a, wenn f die Basisfliiche des Keiles ist. D. Boby
leff86) hat die Ki1'chhoff'sche Methode del' Diskontinuitiits:fl.achen auf 
den Pall eines symmetrisch angeblasenen Keiles von unendlich langeI' 
Schneide angewendet und die erhaltenen theoretischen Resultate stehen 
mit v. Lossl's Versuchen in guter Ubereinstimmung. Pur den Wider
stand einer reguliiren dreiseitigen Pyramide, die parallel del' .A.xe be
wegt wird, findet v. Lossl die Aquivalent:fl.ache 0,9 f sin a, fiir jenen 
einer quadratischen Pyramide 0,86 sin (x, eines Kreiskegels 0,83 sin (x, 

wobei a den Winkel zwischen Bewegungsrichtung und Pliiche bedeutet; 
fiir eine Kugel r: 3, fiir einen Kreiszylinder, del' senkrecht zu den Er
zeugenden angeblasen wird, 2 f: 3. Unter fist dabei stets die Projek
tiOll des Karpel's auf eine Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung 
verstanden. .Altere Autorell haben die .Aquivalent:fl.ache eiller Kugel 
grosser 87), neuere 88) kleiller gefundell. Auf Grund des Newton'schen 
,Viderstandsgesetzes ergiebt sie sich zu 0,4 t: W ollte man £las v. Lossl
sche Gesetz als Elementargesetz fur unendlich kleille Pliichenelelllente 
gelten lassen, so bekame man fur die Kugel 2 f: 3. 

82) Paris C. R 117 (18), p. 245. 
83) Diss. Tubingen 1897, p. 48. 
8,1,) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 47. 
85) Zeitschr. f. Luftsch. 1.l (1895), 1). 237. 
86) J. d. russ. phys.-chem. Gesch. 13 (1881), p. 63. 
87) J. C. Borda 0,405{, Cll. Hutton 0,413{, T. Vince O,403{j nach C. Cran::, 

Xussere Ballistik, Leipzig 1896, p. !JO. 
8S) Cunovetti 0,28 {, vgl. Heferat in Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 43 

(1899), p. 1376. 
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N ach G. Recknagel ist del' Luftdruck gegen den Bcheitel eines 
beliebigen, parallel zur Axe angeblasenon RotatiollSkol'pers, dosson 
TangentiaIeQene senkrecht zur Rotationsaxe steht, durch die Formel 

~ -1 Y v2 . ~ -W=P(l-- -~ -)(1 1 
~ 2g P , 

oder fill' kleine Geschwilldigkeiten 

W=P + ]-v2 
2g 

(P Lnftdl'llCk, r: g Luftdichte, v Geschwindigkeit, f3 Vel'hiiItnis der 
spezifischen Warmen). Diese Formel folgt darans, dass an einer 
801chen Stelle die lebendige Kraft del' Luft adiabatisch vollstanc1ig 
in Druck und Temperaturerhahung umgesetzt wil'd 8U). 

Viele Experimentalul1tel'suchul1gen beweisen die Unzulassigkeit 
des mit den elemental'el1 Annahmen del' Hydl'odynamik im 'Wider
spruch stehenden V erfahrens, den vViderstand eines beliebig gestal
teten Karpel'S auf Grund eiues Elementargesetzes fur den vViderstand 
eines FHichenelements durch Summation libel' die Oberfiiiche zu be
stimmen. Damit verliert auch die Lasung des bekannten Problems 
del'Variationsrechnung, auf Grund (les Newton'schen Luftstossgesetzes 
(lie Form eines Rotationskarpel"s von minimalem Luftwiderstancl zu 
finden, all' praktischer Bedeutung~O). E. J(wnmer 91) hat fUr eille An
zahl VOll HotationsfHichen die verwickelten Quadraturen ausgemittelt, 
auf welche das Problem, auf dem angedeuteten VVege den Luft
wic1el'stand zu ermitteln, fuhrt. El' setzt dabei voraus, dass die 
Rotationskorpel' (Kegel, Cylinder, Hotationsellipsoid und Kombi
nationen von Cylindern mit Kegeln und Rotationsellipsoiden) von 
eillem beliebig gerichteten Luftstrol1l geb'offen werden und untersucht 
namentlich die Lage des AngrifT'spunktes auf del' Drehaxe. Fur die 
Forlll einer Granate (Cylinder mit aufgesetztem Halbellipsoid) stimmt 
sie einigermassen mit dil'ekten Versuchen bei geringen Geschwindig
keiten (v = 6 msec- 1). 

89) Ann. Phys. Chem. (2) 10 (1880), p. 677. 
90) V gl. IV 18 1 e (errOlZ) sowie II A 8 (KlleSCI'). An dRS YOl'liegende Problem 

hat d. 111. Legendre, Pu,l'is, lIIem. de l'Amd.17ti8, p. 7-37 = F. Osl1calrl, Klassiker 
del' exakten "\Vissensehaften Nr. H, hemusgegeben Yon P. S'tiickel, Leipzig 18aJ, 
p. 70 ff. und spater nnabha,ngig \'on ihm K. 1Veiers[}'(lss in Vorlesullgen die flir 
die Variationsrechnung wichtige Bemel'kung geknijpft, dass bci Ausdchnung des 
.Newton'schen "\Vic1crshlndsgcsctzcs auf gezackte illeridiankUl'vcn del' Wic1erstand 
einer naeh einer solchen Kul',c geforllltcn Rotationsflaehe unter jedes ilIaass herab
gedrlickt werden kalln. 

91) Berl. Ab11. 1875 u. 1876. 
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Experimentell hat sich die Torpedoform als solche von gering
stem Luftwiderstand bei vorgegebener QuerschnitUUiche ergeben. Fiir 
das Verhiiltnis 1: 6 vom Durchmesser zur Lange eines Rotations
korpers kann man durch geeignete Formengebung die Aqui-valent
flache auf mindestens ein Sechstel des grossten Querschnittes herab
driicken 35). 

7. Drachen. Hierunter versteht man Flachen oder Flachenkom
binationen, welche durch den Winddruck gehoben werden, wobei sie 
durch eine Leine mit der Erde in Verbindung stehen. Die Resultante 
aus Eigengewicht und Winddl'uck muss in die 'l'angente am obern 
Ende der Leine fallen und ihre Vertikalkomponente mindestens gleich 
dem Gewicht del' Leine, vom tiefsten Punkt (in der Regel dem Be
festigullgspunkte) aUB gerechnet sein. Fiir grosse Drachenhohen ist del' 
Winddruck auf die Leine sehr betrachtlich 92). Die Stabilitat des 
Drachens hallgt von del' Konstanz des Angriffspunktes del' Resultante 
des Winddruckes bei wechselnden Neigungen Rb. Teilung und etagen
formige AllOl'dnung del' tragenden FHichen vermehrt die Stabilitat und 
el'leichtert die Herstellung grosser Drachen von genugender Festig
keit. Ursprunglich wurden die Drachen zur Vergrosserung del' Sta
bilitiit mit einem Schwanze versehen, dessen Zug in Richtung del' 
Drachenfliiche dem Pendeln derselben entgegenwirkte. Neuerdings ver
wendct man nach dem Vorgange von W.A. Eddy schwanzlose (malayische) 
Dracheu, welche die Form eines Deltoides habell, dessen Ebene mn 
die SYll1metrieaxe nnter stumpfem 'Winkel geknickt ist, oder Hargravc
drachen, bei welchen vier paarweise hintereinallder und libereinander 
angeordnete ebene odeI' schwach gekriimmte Tragfiachen von recht
eckiger Form mit del' langen Seite gegen den Wind angeordnet sind 93). 
Die grassten Drachenhohen (uber 5000 m) wmden dadmch erreicht, 
dass von einer Hauptleine aus Klaviersaitendraht in passenden Ab
stiinden N ebenleinen abzweigen, die schwanzlose Drachen tragen 9-1). 

S. Fallschirme und iihnliche passive Flugapparate. Del' Fall 
cines Korpers im widerstehenden Mittel gehort. grossenteils zur Balli
stik IV 18 (Cranz). Del' gewohnliche Fallschirm besteht aus einer kreis
fOl'migen Stoffflache, mit einem Loch in del' Mitte, von derem Rande aus 
viele gleichlange Leinen nach einem Puukt zusalllmenlaufen, del' die Last 

92) lJl. Wagner, Illustr. aero Mitt. 3 (1899), p. 76. 
93) lllustr. aero Mitt. 1 (1897), p. 16. 
94) L. Botch, Smithsonian Report, Washington 1900, p. 223. Eine gute 

Ubersicht iiber die Drachentechnik fiir meteorologische Zwecke findet sich in 
If. AS811l(!1I1l und A. Berson, Ergebnisse des aeronautischen Observatoriums 1900 
u. 1901, Berlin 1902. 
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triigt. Wird er in zusammengefaltetem Zustande mit dem Loch oben 
und der Last unten in ruhiger Luft sich selbst liberlassen, 80 blaht 
er sich im Fall zu einer Rotationsflache auf und sinkt vertikal zu 
Boden. 1st v die Fallgeschwindigkeit, G das Gewicht, F die Aqui
valentfliiche des geoffneten Schirmes, r das spezifische Gewicht der 
Luft, [} die Erdbeschleunigung, h die FallhOhe, k ein Koeffizient (nach 
P. v. Lossl = 1, nach G. Recknagel = 0,6), so lautet die Differential
gleichullg der Bewegung: 

dv rJ?v' 
-cit = 9 - k -gG-' 

Durch Integration ergiebt sich unter Voraussetzung der Anfangs-

geschwindigkeit 0 und der Abkiirzung v", = -V :r~" wo v", die 
asymptotische Endgeschwindigkeit ist: 

v = Voo' (e~:: - 1): (e2v;Q + 1) 
und 

1 1 2 1 1 ( ;: ~:) 
It = 9 v", g 2 e - e . 

p. S. Langley 95) hat experimentell gezeigt, dass, wenn einer ebenen 
Platte, die in horizontaler SteHung herabfallt, dauernd eine grosse 
Horizontalgeschwindigkeit t'2 erteilt wird, ihre Vertikalgeschwindig
keit Vi sich erheblich verlangsamt. Es folgt das aus den Gesetzen 
des schiefen Luftstosses. Die Relativgeschwindigkeit ist VV~2 + V2 2, 

der Luftstosswinkel sin a = ----~!-=_. Wenn station are Verhaltnisse 
Vv!' + v," 

eingetreten sind, so muss del' senkrecht zur Platte wirkende hebende 

Luftwiderstand (nach v. Lossl = k ? F (Vi 2 + v/) sin a) gleich dem 
g--... --

Gewicht G del' Platte sein. Hieraus winl Vi = -VVV~-It~~ =-,,-,~ ~6). 
Fur kleine Werte von Voo : L'2 wird: sin a = {! = (~.: r Langley findet 

grosse Unterschiede, je nachdem die l'echteckige Platte mit del' langen 
oder schmalen Seite vorausUiuft. 1m ersten Falle ist die Sinkgeschwin
digkeit viel geringer. 

Wiihrend bei Langley's Experimenten die Stellung und konstante 
Horizontalgeschwindigkeit del' Platte durch den Treibmechanislllus des 
Rotationsapparates aufrecht erhalten wurde, hat O. Lilienthal 97) bei 

95) Experiments in aerodynamics, \Vashington 1891, p. 26. 
96) E. Gerlacll, Zeitschr. f. Luftsch. 5 (1886\ p. 7(). 
()7) Zeitschr. f. Luftsch. 12 (1893), p. :!i)\l. 
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seinell personlichen Flugversuchen das gleiche Ziel durch fortdauernde 
Ausbalancierung des Apparates mittels Schwel'punktsverlegung und 
Steuerung erreicht. Der Apparat, gewissermassen ein lenkbarer Fall
schirm, bestand in seiner ersten Form aus einem flachgewOlbten 
Fliigelpaar von 7 m Spannweite, 3 m Breite und 14 m2 Flache, das 
mit festem Horizontal- und beweglichem V ertikal(Schwanz-)steuer ver· 
sehen war, und wog mit dem Passagier, welcher sich in der Gegend 
de!; Angriffspunktes der Resultante des Luftwiderstandes (etwas vor 
der Mitte der Queraxe des TragfHichenpaares) befand, 100 kg. Von 
der Spitze eines Hiigels aus wird durch Anlauf gegen den Wind cine 
gewisse Relativgeschwindigkeit erzielt, die infolge der Fliigelform einen 
starken hebenden und einen kleinen ziehenden Luftwiderstand weckt, 
welch letzterer den hemmellden Luftwiderstand des Passagieres aus
gleicht. Auf' diese Weise wil'd eine Verminderung der Horizontal~ 

geschwindigkeit hintallgehalten uull der Flugapparat gleitet mit etwa 
!) m sec- 1 Geschwindigkeit in ruhender Luft und schwacller N eigung (90) 

herab. Bei Wind sind grossere Relativgeschwindigkeiten und schwachere 
N eigungen, ja bei auffrischenden Willdstossen sogar starke Hebullgell 
des Apparates bis zu 30 m und weite Fliige bis zu 300 m erzielt 
worden. Spater hat O. LilientltaP8) den Apparat dadurch verbessert, 
dass er die Tragflachen paarweise iibereillallder allbrachte und in der 
Folge haben in Amerika A. Herring und O. Cltamde 99) die etagen
fOrmige Allordnung del' Tragflachen noch weiter getrieben, wodurch sie 
im Verein mit automatischer Vertikalsteuerung grossere Sicherheit del' 
Fliige erzielten. In England hat sich S. Pilcher 100) auf einem den 
Lilientltal'schen iihnlichen Apparat am Seile eines durch Pferde be
wegten Flaschenzuges rasch durch die Luft ziehen lassen und so 
weite und hohe Fliige gemacht. 

Das Problem des schiefen Falles einer gesteuerten Fallschirm
fliiche ist unter verschiedenen, meist unzutreffenden Annahmen mathe
matisch behandelt worden 101). Die eigentiimlichen Bewegungen eines 
fallenden Papierblattes haben E. Gedaclt 102), F. ANborn 103) und 

98) Zeitschr. f. Luftsch. 14 (1895), p. 237; Rev. de l'Aeronautique 8 (1895), 
p. 1. Referat mit guten Abbildungen. 

99) Illusk aero Mitt. 2 (1898), p. 9 und 3 (1899), p. 41. 
100) Illustr. aero Mitt. 4 (1900), p. 22. 
101) Rene de Saussufe, Re\'. de rAeronautique 6 (1893), p. 58; F. Prohaska, 

Zeit-schr. f. J,uftsch. 9 (1890), p. 105 und 11 (1892), p. 5. 
102) Zeitschr. f. Luftsch. 5 (1886), p. 65. 
103) Schwebeflug u. Fallbewegung, Abh. a. d. Gebiete d. Naturwissenschaften, 

Hamburg 15 (1897). Zur Mechanik d. Flugbewegung, Unterrichtsbl. f. Math. u. 
Naturwissensch. 6 (1900). 
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W. Kdppen 104) besprochen und durch Veranderung des Angriffspunktes 
des Luftwiderstandes mit dem Neigungswinkel erkHirt. Je nach den 
Anfangsbedingungen zeigt das Blatt. wahrend des Falles eine gleich
sinnige Rotation oder ein pendelartiges Hin- und Herschwanken, da
zwischen existiert eine unperiodisch verlaufende Bewegung. 

9. Aktive Flugmaschinen. Man versteht darunter Kombina
tionen aktiver und passiveI' Fliichen, welche, obwohl selbst schwerer 
als die Luft, durch ihre Bewegung einen hebenden und vortreibenden 
Luftwiderstand entwickeln, deren ersterer mindestens gleich dem Ge
wichte des Apparates ist. Zu ihrer allgemeinen Beurteilung haben 
G. Wellner 105) und N. Joukowsky folgende Grossen eingefiihrt. Bedeutet 
A den sekundlichen Arbeitsaufwand in mkgsec-l, G das Gewicht des 
Apparates in kg, v die Horizontalgeschwindigkeit relativ zur Luft in 
msec- 1 und F die Grosse dertragenden und arbeitenden Flachell in m2, 

so heisst A: G spezifische Leistungsfahigkeit (nach Wellner) odeI' fiktive 
Geschwindigkeit (nach Jmfkowsky) , A: (Gv) del' Trap.sportkoeffiziellt, 
G : F das spezifische Tragvermogen. 

Die Flugmaschinen werden eingeteilt in 1. Drachellflieger (Aero
plane), 2. Radflieger (Helicopterell), 3. Schwingenflieger (Orthopterell). 

Drachenflieger. 1hrer Theorie werde das v. Liissl'sche Luftstoss
gesetz fiir ebene Flachen zugrunde gelegt. Der Wolbung der Flachen 
karin man nach G. Wellner genahert Rechnung tI'agen, indem man F mit 
einem je nach Wolbung und Umriss verschiedenen Faktor m (zwischen 
2 und 5 gelegen) multipliziert. Eine ebene oder schwachgewolbte 
Flache wird unter einem kleinen Winkel a gegen den Horizont ge
neigt und mit del' Geschwindigkeit v (in del' Regel durch Luft
schrauben) horizontal in der Ebene des N eigungswinkels vorwarts 
bewegt. Der geweckte Luftwiderstand hat die Grosse W = m/LFv2 sin a 
(wobei /L = r:g). Seine Vertikalkomponente W!f = m/LFv2 sin a cosa 
muss gleich dem Gewicht (G = 1np,Fv2 sina cos a) sein, die Arbeit 
del' Horizontalkomponente v W", = mp,Fvs sin2 a muss yom Motor ge
leistet werden, del' auch die sonstigen, die V orwartsbewegung hin
dernden Luftwiderstande iiberwinden muss. 1st deren Aquivalentfliiche 
gleich f, so ist die Gesamtleistung A des Motors: 

A = mp,Fvs sini « + p,fvs. 

104) mustr. aero Mitt. 5 (1901), p. 158. 
105) Der dynamische Flug, Brunn 1899, p.10; vgl. auch Ch. Renard, Rev. 

de l'Aeronautiqne 2 (1889), p. 1. Zur allgemeinen Orientierung dient auch 
L. Boltzmann, liber Luftschiffahrl (Verh. d. Ver. deutsch. Naturf. u. Ante, Wien 
1894, 1. Teil, p. 89). 
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Fill' kleine a wird: 

und 
A= nlllFv3a2 + llf'v3 = G2: (mIlFv) + !1fV3. 

vViire f = 0, so nahme die zum Schweben uncl Vol'wal'tsbewegen el'
forderliche Arbeit mit zunelunender Geschwilldigkeit v ab, wahl'end 
sie SOlJst schliesslich stark wachst. Das Minimum del' Al'beitsleistung 
tl'itt bei del' Geschwindigkeit vein, fill' welche G2: mllFv = 31lf'v 3 

ist. Da G = nlllFv2 a, so ist die linke Seite yorstehender Gleichung 
auch gleich lnllv3a2, namlich jener Arbeit, die zum Vorwal'tstl'eiben del' 
DrachenfUiche aIle in notig ist. Letztere muss also im FaIle des Mini
mums del' Gesamtarbeit A gleich dem Dreifachen del' zur Ubel'win
clung del' sekundaren vViderstandQ l10tigell Arbeit sein (Renarcl) 106). 
FitI' diesen Fall wird 

a=-~ 9A2 m1l F: (16G3); v = 4G2: (3mIlFA); 
/= 27m3!~2F3A'1: (256G6). 

Unter del' zweifelhaften Voraussetzung, dass man die sekundaren 
Widerstande vernachlassigen konne, hat A. Jarolimec7c 107) eine weitere 
Beziehung aufgestellt. Teilt man das Gewicht G in 2 Teile, namlich 
G1 das Gewicht del' FlitgelfHichen: G1 = qF, und G2 das Gewicht 
des Motors: G2 = pA, so wird fill' den Schwebezustand: 

G2 G Fq 1 q 
1l = :-./t" = A - A = va - v"p.ma 2 • 

DltS Maximum yon 1) (also das hOchste zuHissige spezifische Motol'
gewicht) entspricht bei yol'gegebenem a einer Geschwindigkeit v, die 
folgellder Gleichung genilgt: 

1: (v. a) = 3q: (villllJla 2). 

Die linke Seite ist gleich G: A, dem spezifischell Tragvermogen des 
glLllzon A ppamtes, die rechte gleich clem Dreifachen des Tragvel'
lllogens del' FHichen aHein. Die Gleichung kann dann so iuterpretiert 
werden: Bei einem Flugapparat muss auf die Tragfiilchen mindestens 
em Drittel des Gewichtes verwendet werden. 

Allgemein gilt fiir Drachenfl~egel': 

spezifische Tragfiihigkeit 
spezifische Leistungsflihigkeit 
Tl'ansportkoeffizient 

G : J? = v2 In sin a cos (( , 
A: G = vtga, 
A : (I: G) = tg a . 

Gut funktionierende Drachenfliegermodelle sind wiederholt kon-

106) ReI'. de l'Aeronaut.iqne 2 (1889), p. 16. 
107) Zeitschr. d. osterr. Ing. u. Arch.-V. 18()3, Nr. 30 n. 31. 
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struiert worden von V. Tatin und Cit. Bic7wt 1896 108), vV. Kress 1878 10!}), 

P. S. Langley 1896 11°) und J. Hofmann 1902 111). Jenes von Langley 
hat iiber 1 km mit 13 msec-1 Geschwindigkeit zuriickgelegt. Haupt
maasse: G = 14 kg, G1 = 11,7, G2 = 2,3 kg, F = 4,8 m2, in vier 
pam'weise' hintereinander angeordnete schwach gewolbte Rechtecke 
2 X 0,6 m nebst SteuerschwanzfHiche geteilt; f = 0,01 qm. Zur 
Erhohung del' Stabilitat lagen die Tragflachen nicht in einer Ebene, 
sondel'll in zwei unter einem stumpfen Winkel nach aufwlirts ge
bogenell Ebenell. J. Carelli 112) hat die Stabilitat des Drachenfliegers 
dUTCh Einfiihrung einer rasch rotierenden Scheibe von grossem 
Tragheitsmomellt zu verbessel'll gesucht. Obwohl die genannten 
Modelle, speziell jenes von Langley, die Moglichkeit des stabilen 
automatischen Fluges in freier Luft beweiseu, und die in gross em 
Maassstabe (G = 4000 kg) ausgefiihrten Versuche. von H S. Maxim 113) 
1894 zeigen, dass auch die zum Schweben notige motorische Kraft 
zu beschafl'en ist, giebt es bis jetzt keine wirkliche Flugmaschille und 
zahllose Versuche sind an den Schwierigkeit des Lancierens gescheitert. 

Bad/liegeI'. Die l1ltesten und einfachsteu Radflieger siild die 
Schmubenflieger 114). Del' tragende Teil ist eine vertikale Axe oder 
zwei s01che mit entgegengesetzter Drehung, UUl die Rotation des ganzeu 
Apparates aufzuheben. Unter del' vereinfachenclen Annahme, dass sich 
eine rotierencle SchraubenfUiche wie eille geneigte Ebene ullter dem 
entsprechenden Luftwinkel vel'hiilt, gelten fill' den Schwebezustand des 
Schraubenfliegers ana10ge Beziehungen wie fiIl' den HOl'izontalflug des 
Drachenfliegers. Ohne l'tiIcksichtnahme auf sekuncUire vViderstande 
ist die Leistnngsfahigkeit .A: G = ,utgu, wo p, die "mittlere" Ge
schwindigkeit eines Schraubenflachenelementes uncl u den "mittleren" 
Steigungswinkel (= Luftstosswinkel) bec1eutet. Gewolbte Fliichen sind 
bei Schraubenfiiegel'll weniger von Bedeutung; die besten Werte von 
.A: G sind vielmehr mit fiachgangigen Schl'aubenfliichen erzielt worden. 
Del' V orzug del' Schraubenfiieger VOl' den Drachenfliegel'll besteht in 
del' Moglichkeit des Schwebens an Ort uncI Stelle, del' Nachteil in 

108) Paris C. R. 125 (18!l7), p. 64 und Illush. aer. lIEtt. 1 (1897), p. 6:!. 
109) Zeitschr. f. Luftseh. 11 (1892), p. 190. 

110) Paris C. R. 122 (1896), p. 1177; Nature (engl.) 5-1 (1896). Abbildllng 
in The Langley Aerodrome, Smithsonian Heport 1900, p. 197. 

111) Illusk aero lIIitt. 5 (1901), p. 111; Verh. des Vel'. zur DefOrd. des 
Gewerbefl. 75 (1896), p. 21li. 

112) Illllsh'. aero lIIitt. 2 1898), p. 55. 

113) Zeitschr. f. Luftsch. 13 (189,1), p. 272; 11. lIerv£!, Rev. de l'Aeronau
tiflue 5 (1892), p. 29-·125. 

114) G. lVelincr, Del' dynamische l!'lug, Briillll 1899, p. 3,1. 
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der Notwendigkeit, spezielle Vorkehrungen fUr die Vorwartsbewegung 
trefl'en zu mussen. Eine Theorie der Hubsc.hrauben, wie man die an 
Ort und Stelle sich drehendel1 Schrauben l1ennt, hat Ok. Rena'rd 115) ge
geben. Do. die Arbeit A zur Drehung der Schraube der dritten, der ge
weckte hebende Luftwiderstand G der zweiten Potenz der Geschwindigkeit 
proportional ist, so ist der Quotient GS: A 2 = p,F coss a : sin IX unab
hii.ngig von der Geschwindigkeit und. wird die Starke der Schraube 
genannt. Die Grosse F' = F COSS IX : sin IX = GS : (A 2 p,) nennt er die 
fiktive Fliiche und das Verhaltnis von F' zu dem von der Schraube 
beschriebenen Kreis die Giite der Schraube. (Beispiel die Vortriebs
sc.hraube des Luftschifl'es "La :France" als Hebeschraube benutzt: 
Starke 0,73 kg sec2 m- 2, fiktive :Fliiche 5,8 m2, Giite 0,15.) Die zahl
reichen Versuche von G. Wellner 116) u. a. bestatigten nur unvollkommen 
die Proportionalitat des Arbeitsaufwandes mit der dritten und der 
Hebekraft mit der zweiten Potenz der Tourenzahl. W. G. Walke?' und 
F. P. Alexanders haben dagegen in grossartigen Versuchsreihen sehr 
genaue Ubereinstimmung mit Renard's Theorie gefunden 117). Schrauben
flieger sind bisher nur in kleinen Modellen zum :Fluge gekommen. 

Ausser den Schraubenfliegern sind noch eine Reihe von Rad
fiiegern konstruiert worden, von denen Wellner's Segelrad 118) erwahnt 
werden moge. Um eine horizontale Axe dreht sich ein trommelartiges 
Gestell, an dessen UlJlfang eine grossere Zahl flachgewolbter lii.nglicher 
Segelfliichen, deren Langseite der Drehaxe parallel ist, beweglich an
gebracht sind, welche bei der Drehung so gesteuert werden, dass der 
geweckte Luftwiderstand moglichst viel Hebewirkung entfaltet. Nur 
die Hiilfte der sich bewegenden :Fliichen nimmt an der Hebewirkung 
teil. Die Versuche haben den Erwartungen nicht entsprochen. 

Die Sc1twingenflieger als direkte Nachahmungen des Vogelfluges 
werden besser im Zusammenhang mit diesem behandelt (vgl. uuten 
Nr. 11). 1m Kleinen sind sie vielfach ausgefUhrt worden. Lilienthal's 
Versuche, seinen Fallschirm durch Einfiihrung schwingender Bewegung 
der Tragflachen zum Flugapparat umzugestalteu, ha.ben keinen greif
baren Erfolg gehabt. Erwahnenswert sind die mit Schwingen als 
Vortriebsorganen ausgestatteten Drachenflieger L. Hargrave's 119), die 
Ifreifiiige von 100 m und dariiber ausfiihrten. Versuche mit grosseren 

111;) Rev. de l'Aeronautique 2 (1889), p. 93. 
116) Zeitschr. d. osterr. Ing. u. Arch.-V. 46 (1894) u. 48 (1896). 
117) Engineering 69 (1900), p. 233 und mustr. aero Mitt. 4 (1900), p. 78. 
118) Zeitschr. d. osten. Ing. u. Arch,-V. 45 (1893) u. 46 (1894), Bowie 

Zeitschr. f. Luftsch. 13 (1894), p. 86. 
119) Zeitschr. t'. Luftsch. 12 (1893), p. 114. 
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Apparaten zur Ermittelung des Kraftbedarfes haben A. Stenzel nnd 
R. F. Moore 120) angestellt. 

10. Propeller und Windmotoren. Die einfachsten und am 
haufigsten angewandten sind die Schraubenpropeller. Sie unter· 
scheiden sich von den Hubschrauben dadurch, dass sie sich wahrend 
del' Drehung in der Richtung ihrer Axe vorwarts bewegen. Als 
giinstige Form del' Propellerflache hat sich die flachgangige Schrauben
flache bewahrt. Del' U mriss der Propellerflache ist in del' Projektion 
senkrecht zur Schraubenaxe eine achterformige Linie, deren Gestalt 
zwischen einer Lemniskate und einem Doppelkreissektor liegt. Die 
Breite eines solchen Doppelfliigels soIl nicht mehr als ein Drittel del' 
Lange betragen, da eine weitere Ausdehnung del' Propellerflache nach 
del' Quere elfahrungsgemass wirkungslos iSV21). Del' Efl'ekt des Pro
pellers ist in hohem Maasse von del' Glatte del' Fliichen und del' 
Scharfe del' Vorderkante des Fliigels abhangig. Statt starrer Pro
pellerflachen hat man mit Erfolg biegsame, aus Stoff gefertigte ver
wendet, welche sich an die aus steifem Material hergestellte V order
kante fahnenartig anschliessen 122). Die Zahl del' Propellerfliigel 
schwankt zwischen 2 und 6. Man ordnet die Propcllerfliigel auch 
hintereinander auf del' Axe an; sie miissen abel' dann urn die ein- bis 
anderthalbfache Fliigelbreite von einander entfernt sein, damit sie sich 
gegenseitig nicht zu sehr beeintrachtigen 123). Ebenso ist der Ab
stand nebeneinander befindlicher Fliigel mindestens so gross zu be
messen, dass die ihnen zugehorigen Schraubenftachen iiberall urn mehr 
als die Fliigelbreite von einander abstehen. 

Theorie del' Sclwaubenpropellcr. Es sei dS cin Element del' Pro
pellerflache, welches von del' Axe die Entfernung l' hat, mit ihr den 
Winkel {:J einschliesst und eine zur Axe senkrechte Richtung enthalt. 
Es sei ro die Winkelgeschwindigkeit del' Drehung und v die 1<'ort
schl'eitungsgeschwindigkei t langs del' Axe. Fiir den Winkel 0, den 
die aus beiden kombinierte Geschwindigkeit v' des Elementes d S mit 
del' Axe einschliesst, gilt: tgO = ror : r; r'2 = v" + ro 2r2. Bezeichnet 
a = 0 - (:J den Luftstosswinkel, so kann man den Normaldruck 
dN = 1Lf'(a)(v2 + ro 2 r2)dS setzen, wo IL = r: gist. und f{a) die noch 
offen gelassene Abhangigkeit vom Luftstosswinkel bedeutet. Die Kom
ponente d Q = dN cos J3 senkrecht zur Schraubenaxe muss vom An
triebsmotol' iiberwunden werden, wozu ein Arbeitsaufwand 

120) lllustr. aero Mitt. 1 (1897), p. :!2. Ebenda 2 (1898), p. 47. 
121) Langley, Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 86. 
122) lV. Kress, lllustr. aer. Mitt. [) (1901), p. 31. 
123) J. Hofmann, osten-. Wochenschrift f. olfentl. Baudien.t 1901, Nr.17. 
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dAl = WI' • d Q = wnlN cos [3 = p,f( a) (v 2 + w2r2) wr cos [3 dS 
notig ist. Dabei entsteht ein Vortrieb rZV= dNsin[3, der eine Nutz
nrbeit dA2 = vdV = p,f(a)(v2 + W 2j.2)V sin [3 dS lei stet. Driickt man 
dS in Polarkoordinaten aus (dS=l'dl'cZg;:sin[3), ersetzt man den 
Winkel [3 durch die Steighohe p del' nunmehr als windschiefe Schrauben
flache angenommenen Propellerflache (p = 21'1( ctg (3) und fiihrt man 
die Tourenzahl n = ill : 2 % ein, so driicken sich die aufgewendete 
Arbeit clAl und die geleistete Arbeit d~ folgendermassen aus: 

dAl = f-£npf(a) (v2 + 4n27t21'2)rdrdcp, 
dA2 = f-£vf(a) Cv2 + 4n2 n 2r 2)j' dr dcp. 

Je nachdem man nun a) das v. Liissl'sche Gesetz 

fCa) = sin a = sin (0 - (3) 

oder b) das Newton'sche Gesetz 
f(a) = sin2 a = sin2 (0 - (3) 

zugrunde legt, wil'd: 
1 Iv 2 + 41·2n 2 :n: 2 

a) dAl = 2n7tf-£p (np - v) II p2 + 4r2 :n: 2 r2dr dcp, 

1 Iv' + 4r 2 n2 :n:' • 
dA2 = 2% f-£V (np - v) II p2 + 41.2 :n: 2 j'·dr dcp; 

b) r 3 d1'd cp 
dA1 = 4n7t2 p,p (np - V)2 p' + 41. 2 :n: 2 , 

_ 2 2 1·3 drdcp 
clA2 - 4% f-£V (np - v) p2 + 4r2 :n:" • 

Gestattet man sich die Berechnung del' Gesamtarbeiten durch Inte
gration del' entwickelten Teilarbeiten itber die Pl'opellerflache, was 
bei langen schmalen Fliigeln weniger Bedenken als in anderen Fallen 
erl'egt, so folgt fUr beide Fane a) und b): A1 : A2 = np: v. Das 
Vel'haltnis del' aufgewendeten zur geleisteten Al'beit ist demnach 
gleich jenem des vVeges (np), den die Schraube pro Sekunde in einer 
festen Mutter zuriicklegen wiirde, zu dem wil'klichen sekulldlichen 
Schraubenweg (v). Ersterer muss immer grosser als letzterer sein, 
da sonst die Fliigel nicht melli, auf del' VOl'c1el'seite vom Winde ge
tl'offen werden (0 > (3). Untel' Schliipjimg (j versteht man das Ver
hiiltnis del' Diffel'enz jener vVege zum erstgellallnten: (j = (np- v) : np. 
Sie ist gleich clem Vel'hiiltnis del' vel'lol'ellen ZUl' aufgewandten Arbeit. 
Sie kann nicht gleich Null sein, cla sonst, wie del' Faktor (np - v) 
in dAl und d A2 anzeigt, wedel' Arbeit aufzuwenden noch zu leistell 
ware 124). 

124) Vgl. Hansen, Zeitschr. f. Luftsch. 9 (1890), p.177 und A. F((ccioli, 
Teoria, del volo, Milano 1895, p. 146. 
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Setzt man in den obigen Formeln clA2 : v = dV und dann 
v = 0, so erhalt man Arbeitsaufwand uncl Hebekraft del' Hubschraube. 
Erstere ist del' cll'itten, letztere del' zweiten Potenz del' Tourenzahl n 
proportional. Die pro Arbeitseinheit erzielte Hebekraft ist also del' 
Tourenzahl umgekehrt proportional. Nur mit langsam bewegten und 
dann naturgemass grossen Schrauben lassen sich okonomische Hebe
eft'ekte erzielen. Wahrend es zahlreiche Untersuchungen ilbel' Hub
schrauben giebt, fehlen s01che ilbel' Triebschl'auben fast ganz. 
H S. JJiaxim 125) und P. S. Langley 126) haben einige Messungen an 
grossen Rotationsapparaten angesteilt, wobei el'sterer 20%, letzterer 
40% Schlupfung fand. Bei seinen Fahrten mit clem lenkbaren 
BalIan stellte Oh. Renard 127) eine Schlupfung von 50 % seiner Trie b
schraube fest. 

Ausser den Schraubenpl'opellern kommel1 als Treibappal'ate nul' 
noch Ruden'Cider 128) nach Art des Olclhamrades und Schlagfliigel in 
Betracht. Erstere sind rotierende Trommell1, deren Axe horizontal 
und quer zur Fortbewegungsrichtullg liegt, wahrelld am Umfang 
parallel zur Axe RuderHiichen so gestellt werden, dass sie gegen die 
Fortbewegungsl'ichtung moglichst viel, in die Fortbewegungsrichtul1g 
dagegen moglichst wenig Fliiche kehren. Die SchlagHilgel werden 
beim naturlichen FIllg besprochell. 

Allhangsweise seien hier noch die Ven&ilatoren erwahnt, welche 
den Zweck haben, Luft zu fiirdern. Bei diesen ist die Nutzarbeit 
gleich dem Proclukt aus clem geforderten Lnftvolumen in den Druck
unterschiecl clerselben VOl' und hinter dem Ventilator (Genaueres in 
IV 20 (M. Griibler)). 

Die TheOl·ie cler TYinnmotoren schliesst sich enge an jene del' 
Propeller an. Es tauschen sich zunachst die Rollen del' Ausdl'ucke 
dA1 uncl dA2 aus, insofern als dAl nul' die an del' \Velle des \Villd
rades abnehmbare geleistete Arbeit, d.A2 clagegen die yom \Vincle zum 
Bewegen des Motors aufgewendete Arbeit bedeutet. Sodann ist hier 
del' Luftstosswinkel IX = (3 - O. Fur die Windrilder ist das Problem 
von Interesse, clie Flilgel so zu fon11en, dass die abgegebene Arbeit 
ein Maximum wircl. Es ist die vom Element d S abgegehene Arheit: 

dAl = [.LCDr ((a) (v 2 + uh2) cos (3 dS 
S 3 • () 

= C~s~'6 sin 0 cos (3 sin ((3 - 8) dS = ~VCO:l::l() (sin (2 (3 - 0) + sin 0) dS 

125) Rev. de l'Aeronautique 5 (1892), p. 5~. 

126) Experiments in aerodynamics, 'Washington, p. 86. 
127) Paris C. R. 101 (1885), p. ill!. 

128) G. Koch, Zeitschr. f. Luftsch. 16 (18!l7), p. 252. 
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(wobei r(a.) == sin «. Bach '11. LOsst). Dieser Ausdruck wird oft'enbar 

dann ein Maximum, wenn 2 fJ - () = 9()O oder fJ = 45° +: ist. Die 

gflnstigste Form des Fliigels ist demnach jene windschiefe Flii.che, 
bei welcher dar N eigungswinkel fJ der Sprossen gegen die Drehaxe 
den halben N eigungswinkel 0 des Relativwindes gegen die Drehaxe 
um 45° iibertrift't. Legt man, wie es in der Theorie der Windriider 
bisher allgemein iiblich war, das Newton'sche Gesetz rCa) = sinlla. 
zugrunde, so wird 

dA1 = "::8~~ 6 cos fJ sinll (fJ - 0) dS 

dann zu einem Maximum, wenn tg fJ = : tg 0 + -V (: tg (J) 2 + 2 ist 

(G. Ooriolis) 1S9). Die hierdurch ausgedriickte Verte!lung von Sprossen
neigungen hat den recht diirftigen praktischen Erfahrungenent
sprochen. Da man bei Wu;.driidern die motorische Kraft gratis be
zieht, so kann man die Za.hl der Fliigel so lange steigern, als damit 
noch eine weitere, wenn schon unvollkommene Ausniitzung des Windes 
statthat. Bei passender Reduktion der Fliigelbreiten lii.sst sich der 
ganze Kreis mit Fliigeln dicht besetzen (amerikanische Windriider). 
N euerdings hat man die sonst geradlinigen und zur Drehaxe senk
rechten Fliigelaxen vom Wind ab geneigt und gegen den Wind zu 
hohl gekriimmt 180). 

11. Der Vogel1lug. Die mechanische Erkliirung des Vogelfluges 
beschii.ftigt seit langem Laien, Gelehrte und Kiinstler 181), doch ist erst 
in den letzten zwei Jahrzehnten eine Verstiindigungsbasis fUr die weit 
auseinander gehenden Ansichten gewonnen worden. Der Streit drehte 
sieh in erster Linie um den zum Fluge notigen Kraf'taufwand. Unter 
der Herrschaft des Newton'schen Luftstossgesetzes wurde derselbe'arg 
iiberschatzt. Man trennte den Arbeitsaufwand fUr das Schweben von 
jenem fUr das Vorwartsbewegen. Fiir ersteren fand man unter Vor
aussetzung spitzer Luftstosswinkel a. und giinstigster Lage der Luft-

129) Traite du calcul d'etret des BlaChines, Paris 1829 und F. Gt-atihof, 
Theoretische MascbiDenlehre S, Berlin 1890, p. B72. Nach letzterem stammt die 
Formel fiir tg It von Mac Latlnn (1742). 

180) La OOIW, Nature (engl.) 68 (1898), p.300 und Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
mg. '6 (1901), p. 1689. 

181) J. B. Leonardo tla VHIci und Arnold BOcklin; wegeD deB enteren 
siebe I manuscritti di L. tla V.. (Codice: Sui yolo degli uccelli. publ. da 
T. &bac1mikolf, Paris 1898); letzterer: Zeitscbr. f. LufWch. 6 (1896), p. 249, 
BBt, 866. 
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widerstandsrichtungen folgenden Minimalwert (Bezeichnungen von 
Nr.6): 

a = "Fa1vl ; .A = "FaBvS = G~ = a·v"" 

wo v.., die Sinkgeschwindigkeit mit horizontal ausgebreiteten Fliigeln 
bedeutet. FUr den Storch ist z. B. G = 4 kg, F = 0,5 m', v.., 
= 9 msec-I, .A = 36 mkgsec- 1, wozu noch die Vortriebsarbeit fiir 
den V ogelkorper kame. Auf diesem Standpunkt steht ein lange Zeit 
maassgebendes Gutachten der Pamer Akademie, das von O. L. Na'Dier 
redigiert wurde 1SI). Die gesunde Naturbeobachtung spricht gegen einen 
solchen Kraftaufwand und namentlich gegen eine von der Geschwin
digkeit unabhiingige Minimalzahl fiir die Schwebearbeit. Bei An
wendung des v. LOssl'schen Gesetzes oder irgend eines anderen, bei 
dem der Luftwiderstand einer Potenz von a mit einem Exponenten 
< 2 proportional ist, rant der Widerspruch. Es nimmt dann die 
Schwebearbeit mit zunehmender Geschwindigkeit unbegrenzt ab und 
nur der Stirnwiderstand setzt eine untera Grenze fUr die Flugarbeit. 

Nach dem H.v. Helmholts'schen Gesetz 188) der ahnlichenBewegungen 
miisste bei n-maliger Vergrosserung der Lineardimensionen das Ge
wicht a mit nU, die Segelflache F mit ni, die Geschwindigkeit v mit 

n1- und der Arbeitsaufwand mit nt steigen. Die Beobachtung 1M) er
giebt nur fUr die beiden emen Folgerungen eine gewisse fiberein

stimmung, insofem als der Quotient tl = .Fi- : Gt vom Insekt bis zum 
Adler nur zwischen den Grenzen 2 und 7 schwankt und fiir Vogel 
gleicher Flugart nahezu konstant ist. Wlihrend also Flugtiere gleicher 
Flugart im ganzen Bhnlich gebaut sind, nndet sich die theoretisch zu 
erwarlende Steigerung der Geschwindigkeit und des physiologisch er
mittelten moglichen Arbeitsaufwandes mit zunehmender Grosse durch 
die Beobachtung nicht bestatigt, vielmehr fliegen aIle guten Flieger 
gleich schnell (v = 15-20 m sec- 1) und haben eine Arbeitsfahigkeit, die 
ihrem Gewichte proportional ist. N ur im Abwartsflug bei eingezogenen 
Fliigeln (Stossen) iiberlreft'en die grossen Vogel wegen der mit n 
wachsenden Querschnittsbelastnng die kleinen an Geschwindigkeit. 

Die Flugarten teilen sich in zwei Gruppen: .AktWer Flug mit 
Flflgelschlag (Ruderflug, Flattem) und passiver Flug ohne FIngel
schlag (Gleitfiug, Kreisen, Segelflug, Welleuflug). 

Der aktive Flug kommt dadurch zu stande, class die Flngel bei ihrer 

IS2) Paris, M~m. de l'Acad. 11 (18S2), Hiat., p.61. 
ISS) Berl Ber. 18'1S; aueh Zeitachr. f. Luftach. 4, (1886), p. 233. 
184.) K. MiZllenlwff. Zeitachr. f. Luftsch. (. (1886), p. IS, 4,2, 161, 2(,3 . 

• a.,klop. do .. ath. WIIAD,oh. IV I. 13 
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Schlagbewegung wiihrelld des Vorwartsfliegens einen stets auf die Untel'
seite wirkenden Luftwiderstand erfahren, dessen hebende Vertikalkompo
nente £las Sinken yerhindel't, wiihrend iniolge des Wechsels der Fliigel
stellung zul' Zeit des Niederschlages eine nach yom gerichtete Horizontal
komponente den Flug beschleunigt, zur Zeit des Aufschlages hingegen 
eille nach hillten gerichtete die Beschleunigung wieder aufhebt13&). 
Wahl'end des Niederschlages ist der Fli.tgel windschief verdreht; seine 
Form suchte A. v. Parseval 136) aus del' Bedingung zu bestimmell, dass 
das Produkt aus Relativgeschwindigkeit del' Luft in den Sinus des 
Luftstosswinkels iiberall konstant sei. Die Fliigelspitzen durchmessen 
grossere Schlagwinkel als die Fliigelbasis undsind als die eigellt
lichen Propeller im Gegensatz zu der mehl' passiv wil'kenden Dl'achen
Hache del' Fliigelbasis allzusehen. Nach O. Lilienthal 135) wil'kt die 
schwache Kriimmung del' Fliigel in Richtung des Windes und der 
Beschleunigungseinfluss beim Schlag al'beitsel'sparend und es betl'agt 
die Flugarbeit beim Storch 3-4 mkgsec-1. Der Ruderflug ist im 
Modell hiiufig mit gutem Erfolg nachgeahmt worden. 

Der passive Flug, bei welchem del' Vogel augenscheinlich keil1e 
Al'beit verrichtet, geschieht entweder auf Kosten del' potentiellen oder 
kinetischen El1ergie beim Gleitflug und abwarts gel'ichteten Wellen
Hug odel' mit Hiilfe eines aufsteigellden L'uftstromes odel' durch Aus
nutzung der Um-egelmassigkeiten des Windes, sei es nun der Zunahme 
del' Windgeschwindigkeit in vertikaler Richtung oder der inneren Un
mhe des Windes. N. Joukowsky 137) hat diese Verhaltnisse genauel' ana
lysiel't. Damit sich der Vogel l'egungslos in del' Luft bewegen kann, 
muss die Resultante des Luftwiderstandes durch den Schwel'punkt 
gehen, mn das Auftreten von umkippel1den Drehmomenten zu Yer
hindern. Da demnach mit einer bestimmtel1 Fliigel- und Sch wanz
konfiguration nul' jene Bewegung vertriiglich ist, bei der del' geweckte 
Luftwidel'stand £lurch den Sclnverpunkt geht, kann das Problem des 
S chweb ens auf die Bewegung eines Massenpunktes zuriickgefiihl't 
werden, an dem Schwere uml Luftwiderstand angreifell. Der zu einer 
Vertikalebelle symmetrische Vogel beschreibt immel' eine Bahn mit 
geradliniger Hol'izontalprojektion. 1st N die Kompollente des Luft
widerstandes in Richtung del' Bahnnol'malen, F jene in Richtung der 
Tangente, 0 del' Winkel der letzteren mit der nach unten gerichteten 

135) O. Lilielltlutl, Der Vogelflllg, Berlin 1889, p. 169. Dagegen ClI . .ill. 
c1e Labolll'ct in E. J . .illarcy: 1e vol des oiseaux, Paris 1890, p. 339. 

136) .A. v. Pm'seval, :nfechanik des Vogelflugs, Wiesbaden 1889, p. 43. 
137) l\fosk. math. SamlllI. 16 (1891), p. 29. 
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Z-Axe und Q del' Krummungsradius, so gelten fur die Flugbahn die 
Q-Ieiehnngen: 

N + mv2 /Q = mg cosO, d(mv2/2) = mgdz +Fds. 

Da del' Schwel'punkt im Vogel sich nicht andern solI, muss auch del' 
Winkel des Luftwiderstandes mit del' Flugelflache konstant sein, weil 
ja mit jenem Winkel die Lage del' Resultante des Luftwiderstandes 
im Vogel sich andert. Dann ist abel' auch N = amv2, F = pmv2, 

wo a und p Konstante sind. Bei kleinen Luftstosswinkeln ist p klein 
gegen a. Es ist ds = dz / sin 0, Q = dz / sin 0 dO, wodmch die Glei
chungen in folgende iibergehen: 

a + sin 0 dz 0 = g c~s 0, v2 = 2 9 (z + h) _ 2 f3fv~ doZ. 
G Z V" sm 

Genahert lassen sich diese Gleichungen dadurch integrieren, dass man 
erst f3 = 0 setzt und dUTCh Elimination von v die lineare Differential
gleiehung: 

d cos e -1- cos 0 = a 
dz 2(z+u) 

gewinnt, deren Integral 
,~ 2 3 
" Z + h cos 0 = "3 a (z + h? + c 

ist. Je nach Wahl von a, lund h erhalt man als genaherte Flug
bahnen Gerade, Kreise oder Sehleifen- und Wellenlinien, die aus un
endlieh vielen kongruenten Stucken bestehen. Dureh Auswertung des 
mit f3 multiplizierten IntegI'ales auf del' genaherten Flugbahn kann 
man den Energieverlust infolge del' Komponente F berechnen und 
dadurch, dass man die Flugbahn aus lauter Halbwellen zusammen
setzt, bei deren Beginn del' Energieverlust auf del' vorhergehenden 
durch Modifikation del' Anfangsbedinglmgen beriicksichtigt wird, kommt 
man zu einer genaueren Darstellung des Flugverlaufes. 

Wenn der Vogel infolge eillseitiger Schwanz- oder Fliigelstellung 
seine Symmetrie verliert, so tritt die Flugbahn aus del' Vertilmlebene 
heraus und der Vogel ist imstande, durch geeignete Korperhaltung 
jede beliebige Horizontalprojektion del' Flughahn zu erzielen. Weht 
del' Wind in del' Hohe mit zunehmender Geschwindigkeit oder stoss
weise, so hezieht man die Bewegung auf ein Koordinatensystem, das 
sich mit del' mittleren Windgeschwindigkeit bewegt. Es tI'eten dann 
in den Gleichungen Zusatzglieder auf, welche man unter del' Voraus
setzung, dass sie klein sind, erst bei del' Korrektionsrechnung berlick
sichtigt. Auf diese Weise hat N. Jouko!vsky gezeigt, class in allen 
Fallen bei geeigneter Wahl del' Horizontalprojektion die Energiever
luste am Ende einer vVelle durch die Zusatzglieder zum Verschwinden 

13* 
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gebracht werden konnen, worauf die neue Welle unter gleichen Be
dingungen wie die erste beginnt. Dass, wie O. Lilienthal betont, eine 
zumeist vorhandene schwache aufsteigende Komponente del' Luft
bewegung den aktiven und passiven Flug wesentlich fordel-t, ist 
leicht zu iiberblicken 138). 

138) Der Vogelflug, Berlin 1889, p. 33. 

(Abgeachlosseu im August 1902.) 
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I. AU8Sel'e Ballistik. 

V 0 l' be mer k u n g. Die theoretische Schiesslehre beschiiftigt sich 
mit del' Bewegung des Geschosses und den daran sich anschliessenden 
Fragen, soweit sie del' mathematischen und physikalischen Unter 
suchungsweise zuganglich sind; lmd zwar verfolgt die inn ere Ballistik 
das Geschoss von dem Moment del' Explosion des Pulvers ab bis 
zum Passieren del' Geschiitz- oder Gewehrmiindung, die iiussere Ballistik 
weiterhin von dem letzteren Moment ab bis zu demjenigen, wo dasselbe 
in das Ziel eingedrungen ist und daselbst zur Ruhe kommt. In diesem 
Referate solI ein Uberblick iiber den heutigen Stand del' Ballistik 
wenigstens in einem solchen Umfang gegeben werden, dass sich ein 
Urteil iiber die ZuverHissigkeit und Genauigkeit del' bis jetzt ge
wonnenen Resultate, sowie libel' die im V ol'dergrund stehenden 
unerledigten Probleme diesel' Disziplin gewinnen las st. 

Als durchweg benutzte Abkiirzungen seien gleich hier die folgen
den angegeben: 

rp = wahl'er Abgangswinkel des Geschosses, d. h. del' Winkel 
zwischen Anfangstangente del' Flugbahn und Miindungshorizont, 

V = Miindungsgeschwindigkeit des Geschosses, 
X Schussweite, 
T = TotalHugzeit, 
rp' = spitzer Auffallwinkel, 

.1J, y = Koordinaten eines Flugbahnpunktes, 
() = Horizontalneigung del' Bahntangente, 
v = Geschwindigkeit des Geschossschwerpunktes, 
t = Zeit in Sekunden, die nach Abgang des Geschosses ver

Hossen ist. 
Die x-Axe ist horizontal in del' Schussebene, die v-Axe vertikal 

nach oben, und die Miindungsmitte als Koordinatenanfang zu denken. 
Fill' die Masseinheiten ist nocll immer das technische Masssystem 

iiblich. 
Die Ausdrlicke: rechts, links etc. beziehen sich 'auf den Stand

punkt des Schiitzen. 

t Der Luftwiderstand gegen das Geschoss. 

1 a. Theoretischer Ansatz. Dber den Luftwiderstand, insbesondere 
soweit es sich um kleine Geschwindigkeiten del' bewegten Karpel' 
hamlelt, ist in dem vol'aufgehenden I~eferate libel' AerodYllamik (IV 17,4:, 
Finsw/'waZde/') berichtet. Hier handelt es sich nul' insoweit um ihn, 
als grassere Geschwindigkeiten (insbesondere eben die Geschwindig-
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keiten der Geschosse) in Betracht kommen. 1m ganzen kann gesagt 
werden, dass zur Zeit die Theorie des Luftwiderstands von Geschossen 
in einem Zustand der Umwandlung sich befindet; neue experimentelle 
Grundlagen fUr mathematische Behandlung werden gelegt; und es 
wird sich daher im Folgenden weniger um die Wiedergabe der bis
herigen mathematischen Resultate, als urn eine Erorterung der bis
herigen Annahmen handeln. 

Unter der vereinfachenden Annahme, dass die durch den Schwer
punkt des Langgeschosses gehend gedachte Langsaxe des Geschosses 
in der Bewegungsrichtung des Schwerpunktes liegt, wird gegenwartig 
in der Ballistik der Luftwiderstand gegen das Geschoss 1) mit folgen
den Grossen proportional gesetzt: 

a) dem zur Axe senkrechten Geschossquerschnitt R2n, 
b) dem ,,Luftgewicht" 0, d. h. dem Gewicht eines cbm Luft am 

Versuchstag, berechnet aus Temperatur, Druck und F'euchtigkeits
gehalt der Luft, 

c) einem von del' Form der Geschossspitze abhangigen Koeffi
zienten i, 

d) einer gewissen Funktion f(v) (ler Translationsgeschwindigkeit 
v ill/sec des Schwerpunkts. 

Die Annahmen a), b) , c) sind mehr konventionell, als in der 
N atur der Sache begrundet. 

Schon J. Didion 2) hat aus seinen Versuchen das Resultat ab
geleitet, dass der Luftwiderstand gegen Geschosse mit kleinem Quer
schnitt relativ grosser sei, ala gegen solche mit grossem QuerschniH 

1) Vgl. hieriiber iiberhaupt J. V. Poncelet, Introduction it la mecanique in
dustrielle, Bruxelles 1839, p. 522 ff.; J. Didion, Lois de la resistance de I'air, 
Paris 1857; E. Vallie1', Rev. d'art. 26 (1885), p. 226 ff. und 324 ff.; A. Indra, Mitt. 
iib. Geg. d. Art. u. Gen.-Wes.1886, p.lff.; v. lVjtich, p.49 u. 101 ff.; C. E. Page, 
De la resistance de l'air, Paris 1878 und Rev. d'art. 11 (1878), p. 254, 345, 457, 
561; 13 (1879), p.531; 14 (1879), p.38; 15 (1879), p.128. Ferner L. A. Thibault, 
Recherches experimentales sur la resistance de l'air, Paris 1826, p. 11, 62, 128; 
F. Silvestre, Rev. d'art. 18 (1881), p. 236; lll. Prehn, Uber die bequemste Form 
des Luftwiderstandsgesetzes, Berlin 1874; N. loiaycvski, St. Petersb. Bull. de I'Acad. 
(class. de phys. et math.) 17 (1858), p. 337 (fiir sphlirische Geschosse) und ebenda 
27 (1881), p. 1; Pfistcl", Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 88 (1881), p. 489; JOUl"nee, Hev. 
d'art. 49 (1897), p.293; Helie 2, 1).150; Sabuclskl: 1, p. 55 und Arch. f. Art.
u. Ing.-Off. 102 (1895), p. 18; N. Sabllclski, Petersb. Art. Journ. 1894, Nr.4, p. 299; 
F. Chapel, Paris C. R. 119 (1894), p. 977; F. Chapel, Rev. d'art. 45 (1895), p. 119 u. 
453; Dellecke, Kriegstechn. Zeitschr. 2 (1899), p. 482. 

2) J. Didion, p. 53; del' betreffende Faktor Ton R~'1t ist bei ihm 

(,),74 + 0,0~,~72R); 2R das Kaliber in m. 
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und hat versucht, diese Thatsache rMhnerisch zu beriicksichtigen. 
Seitdem glaubten zwar einige Ballistiker aus ihren Luftwiderstands
versuchen ableiten zu kannen, dass Proporlionalitat zwischen Luft
widerstand und Querschnitt R2% stattfinde, und man tragt zur Zeit 
in der Ballistik kein Bedenken, die Resultate der mit Artillerie
geschossen angestellten Versuche ohne weiteres auf Infanteriegeschosse 
anzuwenden; indes besteht jene einfache Beziehung jedenfalls nicht 
genau; dies ergiebt sich schon aus der Betrachtung der Stramungs
linien, langs deren die Luft dem Geschoss ausweicht, sowie der Kopf
welle und Schwanzwelle (s. dariiber weiter unten), welche bei grossen 
Geschwindigkeiten das Geschoss begleiten. 

Dass der Luftwiderstand yon Geschossen gerade der ersten Potenz 
der Luftdichte proportional zu- und abnehme 2a), ist zwar niemals 
bestritten, abel' auch niemals einwandfrei empirisch bewiesen worden; 
es ware wiinschenswert, dass dieses Gesetz durch rationelle Versuche 
mit grossen Geschwindigkeiten verifiziert wiirde. 

Von dem "Formkoeffizienten" i wird weiter unten ausfiihrlicher 
gesprochen werden. Hiel' sei nur darauf hingewiesen, dass zweifels
ohne manche Umstande und Abhangigkeiten, deren mathematische 
Gesetzmiissigkeiten uns noch unbekannt sind, thatsiichlich in den 
Koeffizienten i verlegt werden, so dass derselbe nur zum Teil einen 
Formkoeffizienten, zu einem andern, aber unbekannten Teil einen 
Korrektionsfaktor vorstellt, durch welchen das Ungeniigende in den 
Anllahmen a) und d), vielleicht auch in b) einigermassen ausge
glichen wh·(l. Jedenfalls ist i im Prinzip keine Konstante, sondern 
eine Funktion der iibrigen Grassen, von der man freilich annimmt, 
dass sie sich bei Abanc1erullg dieser Grossen nul' langsam andert. 

Die Versuche, die Funktion rev) c1urch theoretische El'wagungen 
zu ermitteIn 3), haben bis jetzt insofern zu keinem geniigend allgemein 

2 &) V gl. auch IV 17, 4 (Finsterwalder). 
3) J. C. E. Schmidt, Theorie des Widerstandes der Luft bei del' Bewegung 

del' Korper, Gottingen 1831. Dazu J. C. F. Otto, Zeitsehr. Math. Phys. 11 (1866), 
p. 515 u. Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1879, p.481; A. Schmidt, Pro
gramm des Stuttgarter Realgymnasiums 1878; E. Vallier, Rev. d'art. 26 (1885), 
p. 226, 324; Rl!sal 2, p. 1874; O. ]Jlata (span.), Rev. de l'arm. beIge 19 (1895), 
p. 85; A. Bassani, La eorrisp. 1 (1900), p.299. P. Vieille, Paris C. R. 130 (1900), 
p. 235 hat neuerdings auf Grund der Theorie von B. Riemann liber die Fort-
11flanzung von Luftwellen mit endlich grosser Amplitude ein Luftwiderstands
gesetz abgeleitet, indem e1' speziell Geschosse mit einer ebenen, zu1' Axe senk
rechten vorderen BegrenzungsfUiche voraussetzt und die das Gesehoss begleitende 
]Jlach'sche Kopfwelle wenigstens in den vordersten Teilen als eine ebene 'Welle 
annimmt; :der so gewonnenen l!'ormel fijr den Luftwiderstand in Funktion der 
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giiltigen und zugleieh fUr die Ballistik brauehbaren Ergebnis gefiihrt, 
als die theoretiseh erhaltenen Gesetze nieht samtliehe (je naeh den 
speziellen Vel'haltnissen mehr oder weniger in Betraeht kommende) Be
gleiterseheinungen einbegreifen: namlieh, die Reibung del' Luft parallel 
und senkl'echt zu den Mantellinien des Geschosscylinders, den Einfluss 
del' am Geschoss adharierenden Luftsehichten und del' Geschossrotation, 
die Art des Abfliessens del' Luft am Gesehoss und die das Geschoss 
begleitenden Luftverdichtungen und -V erdiinnungen, sowie, was damit 
in Zusammenhang steht, den Umstand, dass del' Luftdruek auf gleiche 
zur Bewegungsrichtung senkrechte FHi.chenelemente nicht in allen Ent
fernungen von del' Geschossaxe, also nicht auf dem ganzen Geschoss
quersehnitt konstant ist. Letzteres bewies E. Mach 4) durch Bestimmung 
del' Ablenkung, welche das Licht beim Durchdringen versehiedener 
Luftsehiehten in nachster Nahe des Geschosses erleidet; bei Versuehen 
mit einem Gewehrgesehoss von 11 mm Kaliber und von 520 m/see 
Geschwindigkeit, - fur welche naeh den Krupp'schen Versuehen del' 
Luftwiderstand 1,066 kg pro qcm, also rund 1 Atmosphare sein soll -
fand E. Mach, dass die Diehte del' Luft im Seheitel del' Kopfwelle 
(siehe weiter unten) ca. 3 Atmospharen entspricht, 4,5 mm hinter dem 
Seheitel del' Kopfwelle, 12 mm von del' Gesehossaxe und 3 mm vom 
Rand del' Kopfwelle entfernt noeh ca. 1,7 Atmosphiiren und 7,5 em 
hinter dem Seheite1, 9 em vom del' Gesehossaxe und 7,5 em vom 
Wellemand entfernt noch ca. 1,6 Atmospharen. 

Bei diesel' Gelegenheit weist E. Mach darauf hin, class del' soge
nannte "Luftwiderstand" von Geschossen eine Grosse fiktiver Natur 
ist. Diesel' Widerstand wird in del' That aus del' Vel'zogcl'ung 1'otieren
del' Artillel'iegesc7lOssc abgcleitct 1t1zel (h'ent nU1' daztt, die Verzogel'ltng hz 
andcl'n dcral'tigcn Fallen pmktisch Z1£ bereclmen (vgl. 1 c); in Wil'klieh
keit verliert das Geschoss seine Energie dureh Erregung von Luft-

Geschwindigkeit glaubt Vieille - da sie f'iir Geschwindigkeiten bis v = 1200 m 
gute V'bereinstimmung mit del' Beobachtung giebt - eine grosse Allgemeinheit 
del' Anwendbarkeit zuschreiben zu kiinnenj e1' berechnet auf Grund del'selben 
TheOl'ie auch die erzeugte Temperatnrel'hiihung (und macht auf die ErkHirung 
del' Leucht- uncI Schmelzel'scheinungen von Meteoriten aufmerksam). Uber diesen 
Gegenstand vgl. auch E. OkingTzaus, Wien. Bel'. 109 (1900), p. 1291. Vgl. auch 
die allgemeinen Bemerkungen von H. v. BelmllOltz iiber den Charakter del' yon 
del' Geschwindigkeit abhangigen Kraftefunktionen, Vorlesungen tiber theoretische 
Physik, Bd. 1, Leipzig 1898, p. 31-32. 

4) Wien. Bel'. 98 (1889), p. 1318. Bei dies em Anlass betont E. lI!ach, dass 
die Erziihlungen von schweren Verletzungen und Tiitungen durch den Luftdruck 
grosser Geschosse im Wesentlichen als abenteuerliche Ubertreibungen erscheinen 
miissen. 
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wellen, dureh Bildung von Wirbeln, dureh Reibung und Warmeer
regung, 7ceineswegs aber dureh Uberwindung eines auf jedes qelll des 
GesehossquersehniUs gleichen Druc7cs. 

Die vom Geschoss hei dessen suecessi vem Vorriicken in del' Luft 
erregten Luf'twellen4a) miissen dem Geschoss voraneilen, wenn die Ge
schossgeschwindigkeit kleiner als die normale Schallgeschwindigkeit 
ist; ist sie grosser, so begleiten diese Wellen das Geschoss. 1m 
letzteren Fan werden, wie von E.lIfach 5) und V. Boys 6) dureh zahlreiche 
Versuehe naehgewiesen wurde, diese Luftwellen jeden Augenbliek 
wieder von neuem gehildet; darin scheint die Thatsaehe ihre Er
klarung zu finden, dass die Tabellen del' empirisch el'mittelten Luft
widerstandswerte bei ca. v = 340 m/sec eine Stelle mscher .A.nderung 
von f(v) allfweisen 7). 

4") V gl. IV 17 (Pinsterwalder), p. 1G2. 
5) E.lliach und P. Salcher, Wien. Ber. 95 (1887), p. 765. 
6) Nature (engl.) 47 (1893), p. 415 u. 440. 
7) Ais erster scheint A. Schmidt (Programm des Stuttgarter Realgymna

siums 1878, p. 25) diese Umstiinde erkannt zu haben; dieser stellte auf Grund 
derartiger Betrachtungen eine Luftwiderstandsfunktion auf, welehe unstetig 
wird, wenn die Geschwindigkeit v des Mobiles der normalen Sclutllgesehwindig
keit s des Mediums gleichgesetzt wird. - Die das Gesehoss umgebenden Luft
wellen und -Wirbel wurden zuerst von E. lJiach 1885 photographiseh fixiert, 
Wien. Ber. 92 (1885), p. 625. Je mehr der Wert von v (v> s) sieh s nahert, um so 
weiter ist der Seheitel del' Wellenkontour von del' Gesehossspitze entfernt. Del' 
Geschossknall kommt in dem Fall v > s gleichzeitig mit dem Gesehoss am Ziel 
an, wahrend der GescMttzknall deutlich von dem ersteren zu unterseheiden ist 
und spater ankommt. Dass die Schallwellen der Luft je naeh Art und Intensitat 
ihrer Erregung mit beliebig grosser Gesehwindigkeit sieh fortpfianzen konnen, 
wurde von Mach in mehreren andern Arbeiten bewiesen; vgl. Wien. Ber. 77 
(1878), p. 7; 78 (1878), p. 819; D5 (1887), p. 765; 97 (1888), p. 1045; D8 (188D), 
p. 41; fl8 (1889), p. 1257; 101 (1892), p. 977. - lIiayevski seheint zuerst empiriseh 
die 'rhalsache festgestellt zu haben, dass hei Annahrne derselben Luftwider
standsfunktion der Koeffizient eine rasche Anderung in der Gegend der nor
malen Schallgeschwindigkeit erleidet, vgl. petersb. Bull. de l' Acad. 27 (1881), p. 1; 
v. rVnich 1, p. 113; lIIayevski-K[1Issmann, p. 2. - .A.. Inclra wies sodann darauf 
hin, dass sich diese Thatsache damit erkHire, dass durch die fortwahrende Neu
bildung der Kopfwelle (mit v> s) Gesehossenergie konsumiert werde, Mitt. 
lib. Geg. d. Art.-u. Gen.-Wes. 1886, p.1-80; vgl. auch R.Emden, Habilit.-Schrift, 
techno Hochsehule, 1Iiinchen 189D, p. 94 und Ann. Phys. Chern. (2) 69 (1899), 
p. 454; E. Thiel, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 94 (1887), p. 492. - t'oer diese Gegen
stiinde vgl. ferner: L. lIIach, Wien. Ber. 105 (1896), p. G05, in welcher Arbeit 
sieh die bekannten vorziiglichell Aufnahmell des Gesehosses sarnt Luftsehlieren 
finden. Y. Boys, Revue gener. des sciences pures et appliquees 1892 u. Nature 
(engl.) 47 (1893), p. 415 u. 440; Q. l1Iajorana-Oatalabiano u . .A. Fontana, Ri\,. 
d'art. e gen. 1896, vol. 1, p. lOG; .A. v. Oberlllayer, lIEtt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.
'Ves. 1897, p. 815; P. Vieillc, Paris C. R.. 12G (1898), p.31; TV. Wolft: Ann. Phys. 
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1 b. Empirische Luftwiderstandsgesetze. GallZ oder grosstell
teils empirisch abgeleitete, den Verhiiltnissen del' Ballistik entsprecheude 
Luftwiderstandsgesetze 8) wurden in grosser Zahl veri:ift'entlicht; dem 
Vel"fasser sind 25 bekannt geworden, wovon die Mehrzahl die Form 
von Potenzgesetzen 

f(v) = av" bezw. = avm + bv" + '" 
besitzen. Dabei wird seit Mayevski 9) mit Erfolg del' gauze fiir die 
Praxis in Betracht kommende Bereich del' Geschossgeschwindigkeiten 
(jetzt ca. v = 50 m bis v = ca. 1000 m) derart in Intervalle eingeteilt, 
dass fUr die verschiedenen Intervalle entweder a oder n oder beide 
Zahlenwerte verschieden gewahlt werden. 

Von den betreft'enden sogenannten Zonengesetzen sei das Mayevski
Sabudski'sche angefiihrt, das von Mayevski bis v = 550 m aufgestellt, 
sodann von Sabudski 10) del' Hauptsache nach auf Grund Krupp'scher 
Versuche bis v = 1000 m fortgesetzt wurde; darnach ist der Luft
widerstand in kg auf eill rotierendes Artillerie-Langgeschoss del' 
Krupp'schen Normalform (dariiber siehe weiter unten) vom Quer
schnitt R2n qm und del' Geschwindigkeit v m/sec del' folgende: 

0,0140R2 n . 1 :06' v2, fUr v = 50 bis v = 240 m/sec , , 

0,0(4)5834R2n . 1 :06' VS, 

" 
240 

" 
295, , 

0,0(9)6709R2n . 1 :06' v5 , 
" 

295 
" 

375, , 

Chern. (2) 69 (1899), p. 329 ff.; Rieckeheer, Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 383, 439, 
513; v. lIlinm'elli, p. 28; C. Cranz, Anwendung del' elektrischen :Momentphoto
graphie auf die Untersuchung von Schusswaffen, Halle 1901. 

8) Eine Zusammenstellung del' wichtigsten Versuche und del' aufgestellten 
Gesetze s. Cranz, von p. 36 ab; dazu noch A. Indm., Mitt. lib. Geg. d. Art.
u. Gen.-Wes. 1886, p. 1-80; E. GkingllU1ts, Wien. Bel'. 108 (1899), 1). 1559 u. 
109 (1900), p. 1275; Denecke, Kriegstechn. Zeitschr. 2 (1899), p. 426 u. 474ff., 
besonders p. 482 (neue Zonengesetze bis v = 500 m auf Grund deutscher Versuche); 
P. Vieille, Paris, C. R. 130 (1900), p. 235. - Dber die Messung des Luftwider
stands s. besonders J. Didion, Lois de la resistance de rail', Paris 1857, und C. E. 
Page, De la resistance de l'air, Paris 1878. - nber die Aufstellung von Luft
widerstandsgesetzen auf Grund von Baobachtungen, u. a. mit Hiilfe del' ?lIethode 
del' kleinsten Quadrate s. Siacci, Not. I, p. 313; Salmdsld, Petersb. Art. Journ. 
1894, Nr. 4, p. 299; 1892, Nr. 6, p. 601 u. Klttssmann, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 
97 (1890), 1). 546; Siacci, Riv. d'art. e gen. 1889, vol. 3, p. 227 u. 1891, vol. 1, 
p. 199, sowie Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 99 (1892), p. 172. 

9) 1JIayevsld, p. 41 (1872). 
10) Petersb. Art. Journ. 1894, Nr. 4, p. 299 und KlUSSIIlWIIl, Arch. f. Art.

u. Ing.-Off. 102 (1895), p. 18. 
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0,0(4)9404R2% . 1 :06' v3 , flir V = 375 bis V = 419 m/sec, , 

0,0394R2%. 1 :06 .v2, 
" 

419 
" 

550, , 
° 2616R2 (j I70 550 800, , " % • 1 20li . V ' " " , 
07130 R2% . _0_. VI,f), 

, 1,206 " 
800 

" 
1000. 

Hierbei ist das sogenannte relative Luftgewicht 
C; 

1206 nach Siacci 11) 
mittelst 

, 
C; Eo s·e 

1,206 = 0,3852 . 273 + t - 0,1444 . 273 + t 
aus dem reduziel'ten Barometerstand 1£0 in mm, del' Lufttempemtur t 
in Graden Celsius, del' Spannkraft e des bei to gesattigten Wasser
dampfs in mm und dem Feuchtigkeitsgrad s del' Luft zu berechnen; 
1,206 ist del' JJiayevski'sche Normalwert12) von ~ fur t = 15, rIo = 750, 
s = 0,5, d. h. das entsprechende Gewicht eines cbm Luft in kg. 

F. Siacci 13) hat die Resultate del' wichtigsten Versuche, von welchen 
nachher Nr. 1 c die Rede sein solI, in folgende bis V = 1200 m/sec 
gultige Formel zusammengefasst: 

Verzogerung durch den Luftwidel'stand = 1,:06 . ~. r( v) , 
wo p 

o = 1000 . (2 R)' , 

sodass del' Luftwiderstand selbst (in kg) = 338· ij. i· R2. rev) ist. 
Dabei bedeutet P das Geschossgewicht in kg, 2 R das Raliber in m, 
i den Pormkoeffizienten (daruber s. Nr. 1 d) und f( v) folgenden Aus
druck 

rev) = 0,2002v - 48,05 + r(0,1648.v - 47,95)2 + 9,6 
+ 0,0442.v(v- 300). 

371 + (2~Or 
Hierzu vergleiche man die folgende Figur, welche dem Aufsatze von 
F. Siacci, Sulla resistema dell' aria al moto dei projetti, Riv. d'art. 

e gen. 1896, p.341 entnommen ist und die die Punktion lOG. f~~) vor

stellt. Dieselbe zeigt an del' Stelle v = 340 m/sec (norm ale Schall
geschwindigkeit) einen Inflexionspunkt. 

11) Vgl. Siacci, p. 14. 
12) tber die Nachteile, welche mit del' Anllahme dieses Normalwerts fUr 

mitteleuropliische Breitellgrade llotwendig verbunclell sind, vgl. insbes. H. Roline, 
Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 201. 

13) Vgl. F. Siacci, Riv. d'art. e gen. 18913, vol. 1, p. 5, 195, 3H unll Arch. 
f. Art.- u. Ing.-Of[ 103 (1896), p. 5, 195 und besonders 341. 
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Das Siacci'sehe Gesetz laUt fiir sem: grosse Gesehwindigkeiten 
sehr nahe mit dem F. Chapel'schen Gesetze 14): 

Verzogerung dureh den Luftwiderstand = 1 ~~: 0 (0,365 v - 96) 
. ' zusammen. 

Fiir geringere Genauigkeit geniigt naeh Versuehen Krupp's 15) das 
Newton'sehe Gesetz: 

Luftwiderstand = aR2ni '1 :06 v2 , , 
wo bis zur normalen Sehaligesehwindigkeit a = 0,014, von da ab 
aufwarts (abel' noeh weniger genau) a = 0,039 ist. 

Ie. Experimentelle Grundlagen des Vorhergehenden. Das oben 
angefiihrte einheitliehe Luftwiderstandsgesetz von F. Siacci soli, naeh 
dessen Angabe, die Resultate del' wichtigsten, in den versehiedenen 
Landern ausgefiimten Luftwiderstandsversuche mit Langgesehossen zu
sammenfassen; (dabei handelt es sieh del' Hauptsache nach um Ge
sehosse mit sogen. "ogivaler" Spitze, deren Meridian nach Art des 
Spitzbogenfensters aus zwei Kreisbogen besteht). Diese Versuche sind 
die folgenden: 

a) Englische Versuehe, von F. Bashforth in den Jamen 1866 
-1870 mit Geschossen von verschiedenem Kaliber (7,6 bis 22,9 em), 
von del' SpitzenMhe 1,12 Kal., del' Gesehossliinge 2,54 Kal. und mit 
Gesehwindigkeiten v = 230 bis v = 520 m/sec ausgefiihrt. 

b) Rttssische Versuche von N. )J!fayevski bei St. Petersburg im 
Jahre 1869 mit Geschossen von verschiedenem Kaliber, verschiedener 
Spitzenhohe (meist 0,9 Kal.) und verschiedener Geschosslange (meist 
2,01 Kal.) und mit dem Geschwindigkeitsbereieh v = 172 - 409 m/sec 
d urehgefiihrt. 

c) F. K1·ttpp'sehe Vel'suche von 1879-1896, auf dem Sehiessplatz 
Meppen, mit Gesehossen von vel'schiedenem Kalibel', verschiedener 
Liinge (2,8-4 Kal.), verschiedener Spitzenhohe (1,31 und 1,0 Kal., 
meist 1,3 Kal.); Geschwindigkeitsbereich v = 150-910 m/sec; jedoch 
lJeziehen sich vereinzelte Versuehe auch auf v = 1000-1500 mjsec 
und auf v < 150 m/sec. 

d) Holliindisclle Vel'suche von W. C. Hojel 1884, mit Geschossen 
von 8 bis 40 cm-Kaliber, von 2,5 bis 4 Kal. Gesehosslange und von 
1,31 und 1,33 Kal. Spitzenhohe; del' Gesehwindigkeitsbel'eich war 
v = 138-660 m/see, vereillzelte Vel'suche wUl'den mit erheblich 
grosseren Gesehwindigkeitell angestellt. 

14) Paris C. R. 119 (1894), p. 997. 
Hi) Vgl. v. W1dch 1, p. 113 Anm. und lIiayet'ski-Klllssmallll, p. 5 Anm. 
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Die Ausfiihrung del' Versuche und die Ermittlung des Luftwider
stands erfolgte in del' Weise, dass in den Endpl1nkten einer horizon
talen Strecke a m die Geschwindigkeiten Vl und v2 des Geschosses 
(Gewicht P kg) gemessen wl1rden, und zwar in England mit dem 
Bashforth-, sonst mit dem Le Boulenge-Chronographen. Die Strecke a 
wurde so gross gewahlt, als es die Riicksicht auf die unvermeidlichen 
Fehler bei del' Messung von vl und V21 sowie die Schwankungen im 
Betrag von v von einem Schuss zum andern erforderte, andererseits 
so klein, dass man glaubte sichel' zu sein, die Flugbahn. konne auf 
del' Strecke a mit geniigender Annaherung als geradlinig betrachtet 
werden. Del' gemessenen Abnahme del' Geschossenergie wurde als
dann ein als konstant angenommeuer Mittelwert W des Luftwider
stands unterlegt; diese aus 

p 
2g (Vl2 - V22) = W· a 

berechnete Grosse W wurde dann del' zu del' Geschossgeschwindigkeit 
v = t (Vl + v2) gehOrige Luftwiderstand genannt. 

Eine rationelle Abanderung del' den Luftwiderstand bestimmenden 
Grossen - Geschossgeschwindigkeit, Kaliber, Geschosslange, DraH, 
Spitzenform, Geschossfiihrung - scheint nicht iiberall stattgefunden 
zu haben, z. B. zur Ermittlung del' Abhangigkeit aHein von v wurden 
nicht iiberall samtliche andere Grossen unverandert gelassen. Haufig 
ferner scheinen Pendelungen der Geschosse erfolgt zu sein, deren 
Amplitude nicht genau gemessen wurde. In zahheichen Fallen end
lich wurde die Lange del' Messungsstrecke a so gross gewahlt (6000 m 
und mehr) , dass von einer Geradlinigkeit del' Flugbahn und von 
einer Konstanz des Widerstands }V auf diesel' Strecke keine Rede 
sein kann. Darum wurden zum Teil in solchen Fallen rechnerische 
Naherungsmethoden zur Berechnung des Luftwiderstands beigezogen. 
Wenn dann nachtraglich die so gewonnenen Resultate von Versuchen 
auf die NaherungslOsung des ballistischen Problems angewendet 
wurden, so waren Kreisschliisse unvermeidlich. 

1m iibrigen sind die Einzelheiten del' Versuche nirgends so ein
gehend verofi'entlicht, wie dies in andern Disziplinen iiblich ist, wes
halb eine Kontrolle del' Fehler nicht in jedem FaIle moglich ist. Auch 
findet zwischen den Versuchsresultaten und den empirischen Formeln 
eine geringe Ubereinstimmung statt. 

1 d. Abhangigkeit des Luftwiderstands von del' Form del' 
Geschossspitze und von del' Neigung del' Geschossaxe. Quer
schnittsbelastung. Der Formkoeffizient i in dem obigen Siacci'schen 

14* 
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Luftwidel'standsgesetz wil'd von Siacci im Durchscbnitt = 1 willkul'
lich angenommen fur die Wiedergabe del' englischen und russischen 
Vel'suche (Spitzenhohe 0,9 bis 1,12 Kaliber); damit wil'd dann nach 
Siacci fUr die Krupp'schen und holliindischen Versuche (meist Spitzen
hOhe 1,3 Kalibel') durchschnittlich i = 0,896. 

Die obigen Zonengesetze von Mayevski-Sabudski gelten, ih1'e1" 
Entstehung zufolge, mit i = 1 fur die K1'upp'schen Ve1'suche mit 
Krupp'schen N ormalgeschossen (Spitzenhohe 1,3 Kalibe1'). 

N ach deutschen Schiessve1"suchen ve1'hlilt sich fur Geschosse mit 
ogivalel' Spitze del' von del' Form del' Geschossspitze abhiingige Luft
widel'standskoeffizient (Formwert) bei einer Spitzenhohe von 1,3 Ka
libem (sem' schlanker Spitze), resp. 1,1 Kal. (schlanker Spitze), resp. 
0,5 Kal. (halbkugelformigem Ende), resp. wie 870: 1000 : 1290. 1n
dessen ist zu bedenken, dass diese Werte nicht auf dil'ekten Ver
suchen beruhen, vielmehr aus del' Beobachtung del' zusammengehorigen 
Werte von V, X und cp mi.ttelst del' Gleichungen eines Losungssystems 
el'mittelt sind; da es nun hierbei niemals durchaus sichel' ist, ob sich 
die vel'glichenen Geschosse hinsichtlich ilu'el' Stellung zur Flugbahn
tangente vollig gleich verhielten und da selbst entlang del' gleichen 
Flugbahn i keineswegs konstal1t ist, so sind auch diese sogenannten 
empirischen Koeffizienten nicht als sichel' zu betl'achten. Direkte Ve1"
suche ZUl' El'mittelullg del' Formwerte fur grosse Geschwindigkeiten 
existieren nicht. 

Was die them'etisch ermittelte Abhangigkeit des FOl'mkoeffizienten 
angeht, so haben sich damit neuerdings eingehend Vallim· 16) und 
Ingalls 17) beschaftigt, und zwar fur ogivale, paraboloidische und 
kegelformige Spitzen 18). Die Verfasser sind sich bewusst, dass damit 

16) Vgl. Vallier, p. 10 u. Rev. d'art. 36 (1890), p. 160. 
17) Journ. of Un. St. art. 4 (1895), p. 208, und Mitt. ii.ber Geg. d. Art. u. 

Gen.-Wes. 1896, p. 411. 
18) Zahlenwerte fUr den Luftwiderstandskoeffizienten i in Funktion del' 

Geschossspitzenform ausser bei Vallier und Ingalls besonders bei Siacci, p. 7; 
Sabudski 1, p. 57-90; Hcydcnl'cich 2, p. 109 (Formwerte). Uber das hiermit zu
sammenhiingende mathematische Problem del' giinstigsten Gestalt del' Geschoss
spitze in seiner von Newton helTli.hrenden Form, wobei auf jedes Element del' 
Oberfliiche ein nol'maler Widerstand proportional dem Quadrat des Cosinus des 
Winkels zwischen Normale und Bewegungsrichtung angenommen wird, vgl. 
ausser Newton insbesondere A. 1Ii. Legendre, Paris, Mem. de l'Acad. 1788, p. 7-37, 
sodann von neuerer Litteratur: G. v. Lamczan, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 87 
(1880), p.485; Rutzki, p. 30-51; F. August, J. f. Math. 103 (1888), p. 1-24, u. 
Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 94 (1887), p. 1; v. TV1tich 1, p. 128; R. BCllzi!'ellga, Riv. 
d'art. e gen. 1897, vol. 3, p. 123; B. v. Lefb:l'c, Rev. d'art. 57 (1900), p. 221; 
A. Bassani, La corrisp. 1 (1900), p. 485; L. Deccpts, Rev. d'art. 57 (1901), p. 425, R. 
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keine endgiiltige Lasung del' Aufgabe erzielt sein kann. Vallier weist 
selbst darauf hin, dass i nicht unerheblich von del' Geschwindigkeit v 
abhangt, namlich zwischen v = 280 und 340 m/sec eine rasche Ande
rung aufweist. 

Bildet die Geschossaxe mit del' Bewegungsrichtung des Schwer
punkts einen von Null verschiedenen Winkel (x, so handelt es sich 
um die ausserdem von (X und den Geschossdimensionen abhangigen 
Komponenten des Luftwiclerstancls parallel und senkrecht zur Geschoss
axe und um die gleichermassen variable Lage des Angriffspunkts de;
Resultanten auf dcr Axe. Dber dieses Problem wurden insbesondere 
von St. Robert, M. de Sparre, Mayevski, Kummer, Rtttzki, v. W~£ich 
umfassende Berechnungen angestellt 19); von den drei letzteren fiir ver
schiedene Formen der Geschossspitze. 

Da die Versuche, welche Kummer, iibrigens mit kleinen Ge
schwindigkeiten, beziiglich del' Lage des Angriffspunkts del' Resultanten 
zur Kontrolle seiner. Berechnungen anstellte, eine merkliche Differenz 
zwischen Rechnung und Beobachtung ergaben, und da es noch immer 
unsicher ist, welches Gesetz fiir die Abhiingigkeit des normalen Luft
widerstands von dem Winkel zwischen Bewegungsrichtung und Flachen
element bei grossen Geschwindigkeiten am besten zutrifft, so solI von 
del' Wiedergabe der betreffenden, sehr umfangreichen Formeln abge
sehen werden; erst wenn die Lasung des Problems ermoglicht sein 
wird, jene Komponenten des Luftwiderstands bei grossen Geschwindig-

auch La corrisp. 2 (1901), p. 63; E . .Arm anini, Ann. eli mat. (3) 4 (1900), p. 131-149; 
E. Lampe, Berlin, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 3 (1901), p. 119 u. 151. Vgl. im 
iibrigen auch IV 17, Fussn. 90 (Finsterwalder). 

19) Vgl. Mayevski, p. 40; lJIayetski-]([ussmunn, p. 58; St. Robert 1, p. 251 
-276; Rutzki, p. 68 ff.; Siacd, p. 378, Note 5 (Bf'griff des \Viderstandspotentials 
eingefiihrt); M. de Sparre, Sur Ie mouvement des projectiles dans l'air, Paris 
1891, p. 64; v. Wltich, p. 70-101, besonders p. 92 mit 1'.thelle; - dazu Granz, 
Zeitschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 133 u. 169 -; E. Kummer, Berl. Ahh. 1875, 
p. 1, mit Nachtrag (Experimente) 1876, p. 1; Gauthier, Ann. ec. norm. 5 (1868), 
p. 7-65; G. TfTellner, Zeitschr. f. Luftschiff. 12 (1897), p. 237 u. Zeitsehr. d. osten·. 
lng. u. Arch.-Ver. 45 (1893), p. 25-28; II. Resal, Nouv. ann. (2) 12 (1873), p. 561-
565; J. JJI.Ingalls, .Journ. of Un. St. art. 4 (1895), p. 191; A. 'v. Obcrmaycr, IVien. 
Ber. 104 (1895), p. 963; Duchemin, lIlemor. de l'art. de la marine 5 (18,1,2), p. 65; 
P. Touche, Rev. el'uli. 36 (1800), p. 131. Die Versuche von Kummer wurden mit 
Gesehossmodellen aus Karton durchgefithrt, die am Ende eines 2 m langen 
Tragers leieht heweglich aufgehHngt wurden; der TrHger wurde mit Hiilfe eines 
Rotationsapparates gedreht, sodass das lIIodell eine Gesehwindigkeit yon ca. 
8 m/see in ruhender Luft erhielt; die grosseren Modelle hatten cu. 16 cm Lange 
und ca. 4,75 em Kaliber; cine Eigenrotation lim die L1ingsaxe wurde ihnen 
hierbei nieht erteilt. 
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keiten zu messen, wird sich ein Ul'teil libel' den Genauigkeitsgrad del' 
verschiedenen Formelausdriicke fallen lassen. 

1m allgemeinen besteht die Wirkung des Luftwiderstands auf 
die Gestaltung der Flugbahn des Gesehosses bekanntlich in einer 
Vcrkurzung der Sc7msswcitc, einer Vel'1'ingerung del' Rasanz der Flug
bahn gegenitber del'jenigen im leeren Raum 20), (itber Falle, wo eine 
Vergrosserung del' Sehussweite des Langgeschosses beobachtet wurde, 
berichtet v. Minarelli 21). Dieser Verlust ist unter Anderem urn so 
kleiner, je grosser die sogenannte Querschnitisbclastung des Gesehosses, 
d. h. del' Quotient aus Gewieht P des Geschosses und Quersehnitts
Hache R2n; ist, welche vom Luftwiderstand angegriffen wird. So ist 
z. B.22) fitl' das Geschoss des deutschen Infanteriegewehrs M. 88 die 
Schussweite 1612 m (bei V = 640m, «p = 4°, 2R=7,9 mm, P=14,7 g) 
nul' ca. 28% von derjenigen im lem'en Raum; dagegen bei del' 80 kg 
sehwel'en Granate des deutschen 21 cm-Morsers (V = 98 m; «p = 380) 
ist die el'1'eichte Schussdistanz von 928 m ca. 98% des bezligliehen 
Werts. Aus diesem Grund wurde bisher fitr Infanteriegewehre il1ner
halb del' Grenzen, welche dureh praktisehe Rii.cksichten (wie z. B. auf 
grosstmogliche Patl'onenzahl, leichtes Reinigen des Laufs, gel'inges 
Gewehl'gewicht u. s. w.) hiel'bei gezogen sind, ein Maximum del' Quer
schnittsbelastung 28) angestrebt. Ubl'igens ist zweiel'lei hel'vorzuheben. 

20) Uber den Wurf im leel'en Rawn und die zugehOrigen Flugbahnscharen, 
ohne und mit Riicksicht auf die Erdhitmmung (parabolische resp. elliptische 
Bahnen) vgl. z. B. v. lV1tieh 1, p. 45 f.; Scheer de Lionastrc, Theorie balistique, 
Gancl 1827, bes. p. 20; V. A. v. Sinner, Lehrbuch der Ballistik (nul' 1. Teil el'
schienen, Bewegung im leeren Raum), Bern 1834; A. v. Obc1'1nayer, Wien. Bel'. 
110 (lnOl), p. 365; P. G. Tait, Eclinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1881), p. 107; Granz, Komp., 
p. 12-35. Erwlihnt sei noch, class, wiihrend beim vertikalen Wurf im luftleeren 
Raum die Steighohe Jl mit wachsender Anfangsgeschwincligkeit V mehr und 
mehr wllchst, im lufterfitllten Raum II nach del' Theorie einen bestimmten encl
lichen Grenzwert nicht iiberschreiten konnte, wenigstens bei Voraussetzung eines 
einheitlichen Luftwiderstandsgesetzes, demzufolge del' Luftwiclerstancl rascher 
wlichst als mit dem Quadrat del' Geschwindigkeit. St. Robel·t (p. 61) berechnet 
z. B., unter Beritcksichtigung del' Schwere- und Luftdichtenanderung, dass eine 
eiserne Kugel von 12 kg l\Iasse jedenfalls nicbt hoher als 5800 m geschossen 
witrde, auch wenn V beliebig gesteigert werden konnte. 

21) v. 1liinal'elli, p. 37 (ilIittei1. von Indra) , auch Darapsky, Arch. f. d. 
Art.- u. Ing.·Off. 69 (1871), p. 256. Hicrher gehoren auch die von St. Robert 2, 
p.l u. 4.9 'l'orgeschlagenen diskusal'tigen Gescbosse, 'l'g1. auch Siaeei, Anhang 
von F. Chapel. 

22) v. llfinarelli, p. 37 u. 3S. 

23) V g1. v.llIillarelli, p. 114 f. Z. B. das franzosische illiniegewehr vom Jahre, 
184:2, mit Kaliber 18,3 mm, 36 gr Geschossgewicht., 300 m Anfangsgcsclnvindigkeit 
155 Touren pro sec (dariiber 1'g1. wei tel' unten NI'. 3 g), crga b cine Qllcrsc7l1litts-
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Erstens liegt das Geschoss nicht immer mit der Langsaxe in der Bahn
tangente, also falIt auch bei gleicher Spitzenfonn nieht notwendig die 
vom Luftwiderstand direkt beein:flusste Schnitt:flaehe mit dem zur 
Langsaxe senkrechten QuerschniU R2'J1', zusammen, somit hat man 
genau genommen zwischen wahrer und reduzierte;r Que;rschnittsbelastung 24) 
zu unterscheiden, namlich reduziert auf den Fall ex = 0, und nieht 
die letztere, sondern die erstere als massgebend zu betraehten. Zweitens 
hangt, bei gegebener Miindungsges~hwindigkeit V, die Rasanz der Flug
bahn ausser von R und P auch von dem Formkoeffizienten ab; es 
scheint, dass dureh geeignet zugespitzte Fonn der Geschossenden 
wenigstens bei Geschossen von Randfeuerwaffen noeh ein betI-acht
Heher Gewinn an Rasanz erzielt werden kann. 

2. Das spezielle ballistische Problem und die wichtigsten 
Naherungsmethoden zur Losung desselben. 

2a. Angabe des Problems und allgemeine Folgerungen fiir die 
Flugbahn. 1m folgenden sei wieder die Annahme gemacht, dass die 
Geschossllingsaxe in der Bahntangente liege, ferner dass das Geschoss 
eine Rotation nur um seine Langsaxe besitze, auch dass von st6ren
den Ein:fliissen wie Erdrotation, Wind etc. abgesehen wird; ausserdem 
wird die Luftdichte als konstant angenommen (die Beriicksichtigung 
einer Anderung von 8 mit del' Rohe, in welehe sich das Geschoss 
erhebt, wird weiter unten noch besprochen werden). Die Aufgabe, 
unter diesen beschrankenden Voraussetzungen bei gegebenen Anfangs
daten die Elemente der Flugbahn zu berechnen, stellt das ballistische 
Problem im engsten Sinne dar. 

Bezeichnet jetzt F (v) die Verzogerung dureh den Luftwiderstand, 
so ist das Problem dureh das System der zwei Gleichungen: 

{ a(v· cos ()) = - F(v)· cos (). elt; 
(1) a (v. sin ()) = - F(v) . sin (). at - 9 . elt 

belastttng von 0,138 grimm' des Geschosses. Dagegen waren um das Jahr 1895 
die Armeen del' meisten Grossstaaten mit Gewehren von ca. 8 mm Kaliber 
ausgeriistet, welche mit Geschossgewicht 14-15 gr, Anfanggeschwindigkeit 
V = 610-640 m/sec, 2400-2600 Tom'en, eine Querschnittsbelastung von 
ca. 0,30 grimm! ermoglichten; elabei ein Maximum eler Flugbahnordinate von 
ca. 30 m auf 2000 Schritt Schussweite unel eine Geschossenergie an del' Miindung 
von 300-315 mkgr, in 2000 m Entfernung 20-30 mkgl'. Neuerdings ist durch 
weitere Kaliberverminderung elie Querschnittsbelastung noch ein wenig ge
steigert worden; z. B. nordamerikanisches Marinegewehr: Kaliber 6 rum, 
V = 710-730 m/sec, Tourenzahl 3500-4350 pro sec, Querschnittsbelastung 
0,31 gr/=2. 

24) V gl. hieriiber v. lVuich 1, p. 117 lmd Cranz, p. 278. 
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charaktel'isiel't. Diese lassen sich leicht in folgende fiinf Gleichungen 
Ulllsetzen: 

(

g. d (v· cos 0) = v . F(v) . dO; 

(2) g. dx = - v2 • dO; g. ely = - v2 • tg (j . dO; 
v v' 

g . d t = - cos 0 . d (j ; g . (l s = - cos 0 . d (j, 

womit die Bahnelemente samtlich durch die unabhlingige Variable (j 

ausgedriickt sind, (ds ist das Bogenelement). 
Aus diesen Differentialgleichungen lassen sich zunachst - es 

wunle dies von St. Robert, Siacci, Sabnclski 25) geleistet - mehrere 
allgemeine, von del' Form del' Funktion F (v) unabhangige Eigen
schaftcn del' Flugbahn ableiten. Hiervon seien die folgenden erwlihnt: 

Die Flugbahn ist konkav von unten betrachtet und unsymmetrisch 
beziiglich del' ScheitelOl'dinate; es liegt del' Scheitel naher am Auf
fallpunkt (diesel' auf den Miindungshorizont bezogen) als am Abgangs
punkt; del' spitze Auffallwinkel cp' ist grosser als del' Abgangswinkel cp; 26) 

25) St. Robert 1, p. 50 u. 336, Tor. Mem. (2) 16 (1855), p. 434, 498; 1I1ayevs7ci, 
p. 52 u. 71; Siacci 1, p. 25, libel' ahnliche Flugbahnen, p. 97; Sabuds7ci 1, p. 118 
u. La corrisp. 1 (1900), p. 293 u.2 (lll01), p. 3; dazu Siacci, Riv. d'art. e gen. 1901, 
vol. 1, p. 287 u. vol. 2, p. 21; ferner lVI. de Brettes, Paris C. R. 67 (1868), p. 896; 
68 (1869), p. 1336; 69 (1870), p. 394 u. 1239. 

26) Uber den Abgangswinkel griisstel' Schussweite liegen bisher nul' theo
retische Untersuchungen VOl': P. Astier, Rev. d'art. 9 (1877), p. 313 (er gelangt 
zu dem Resultat, dass je nach clem zu Grunde gelegten Luftwidel'standsgesetz 
diesel' Winkel> odor < 45° sein kann); ferner besonders Siacci, p. 42, u. 393 
u. Mitteil. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1888, p. 49; E. Vallier, Rev. d'art. 31 
(1888), p.362; Gllebhard, Nouv. ann. (2) 13 (1874), p.436-438; R.Radau, Paris 
C. R. 66 (1868), p. 1032-1034; 1I£' de Bl'ettes, Paris C. R. 66 (1868), p. 896; 68 (186ll), 
p.1336-1388; 69 (1870), p.394-397 u. 1239-1242; N. Sabuds7ci, Uber die 
Lusung des Problems des indirekten Schiessens u. d. Winkel grosster Sehuss
weite (russ.), St. Petersburg 1888, p. 83ff., s. auch Kl!€ssmann, Arch. f. Art.- u. lng.
Off. % (1889), p. 376. E. Vallier giebt folgende Regel: Fill' ein Geschoss mit 
grosser Querschnittsbelastung (Kaliber etwa > 24 cm) ist moglichel'weise jener 
-Winkel grosser als 45°; abel' fiir jedes Geschoss mit relativ grosser Verzogel'ung 
durch den Luftwidel'stand ist del'selbe < 45°, und zwar um so mehr, je mehr 
del' Luftwiderstand in Betracht kommt. - Ausl'eichende Versuche, durch welche 
die Bel'echnungen geniigend kontl'olliert werden konnen, liegen nicht VOl'. Die 
in Leitf1iden libel' das Schiesswesen hiiufig anzutl'ef!'enden Zahlen iiber die grosst
mogliche Schussweite von lnfanteriegeschossen sind mit Vol'sicht aufzunehmen, 
lla sie in den seltensten Fallen auf genauer l\Iessung beruhen. Gleiches gilt 
natiirlich von del' Angabe, wonach bei del' neuen Krupp'schen 30,5 em-Ranone 
L.40 das Geschoss im hochsten Punkt der zu ca. 44° Elevation gehOl'igen Flug
bahn eine Hlihe von 8635 m, also fast "die Hohe des Gaurisankars (8840 ill)" er
l'eicht; ygl. die gelegentlich del' Diisseldorfer Ausstellung 1902 yerteilte Schrift 
"P. Krupp, Geschiltze", p. 6. 
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die horizontale Komponente del' Geschwindigkeit nimlllt mit wachsen
del' Zeit t ab; del' absteigende Flugbahnast besitzt eine vertikale 
Asymptote, wobei die Bahngeschwindigkeit gegen einen Grenzwert 
konvergiert, del' durch die Gleichheit von Luftwiderstand und Ge
schossgewicht charakterisiert ist; del' Punkt del' kleinsten Bahnge
schwindigkeit - fiir welchen die Beziehung besteht F (v) + g. sin 8 = 0 
- liegt jenseits des Scheitels; und zwischen dies em PunH kleinster 
Geschwindigkeit und dem Scheitel ist del' Punkt grosster Kriimmung 
zu suchen, welcher an die Bec1ingung 2 F ( v ) + 3 g . sin () = 0 gekniipft 
ist. Ferner: die Flugzeit ist auf dem absteigenden Ast grosser als auf 
dem aufsteigenden; die vertikale Geschwindigkeitskolllponente wachst 
auf dem ganzen absteigenden Ast und ist in zwei Punkten gleicher 
Ordinatengrosse auf dem aufsteigenden Ast grosser als auf dem ab
steigenden (Sabtidski) 27). 

1m iibrigen ist klar, dass man, sobald die erste diesel' fiinf Glei
chungen (2), namlich g. cl (v cos 8) = v . F (v) . cl (}, integriert ist, also 
die Beziehung zwischen v und 8 bekannt ist, x, y, t und s durch 
Quaelraturen erhlilt. Wir berichten im folgenden zunachst iiber Ver
suche, del' Funktion .F (v) eine solche Form zu erteilen, dass die 
erste Gleichung selbst durch Quadratur integrierbar ist. 

2b. Zuriickfiihrung des Problems auf quadrierbare Differential
gleichungen. J. L. d'Alembert 28) zeigte, dass jedenfalls fiir die folgen
den Formen del' Funktion F (v) 

F(v) = a + b . vn ; F(v) = a + h ·logv; 

F (v) = a . v" + R + bn ; F (v) = a (log v)ll + R . log v + b , 
v 

das Problem allgemein auf Quadraturen zuriickfiihrbar ist. (Dabei sind 
a, h, R, n Konstanten und a, h, R durch eine Beziehung verkniipft.) 
Auch regte d'Alcmbcrt dann dazu an, weiterc FaIle von Integrabilitat 
aufzusuchen. In del' That hat neuerclings F. Siacci 29 ) 14 weitere 
Funktionen bekannt gegeben, welche die Zuruckfiihrung des Problems 

27) Z. B. fUr das dcutsche Infantcriegczechr 111. 1888 ist boi del' Schussweite 
2000m die Abscisse des Flugbahnscheitels ca. 1220m, die Schcitelordinate ca. 86,5 m; 
dabei der Abgangswinkel 6°28', del' spitze Auffallwinkel ca. 13°,15', die An
fangsgeschwindigkcit 640 m, die Endgeschwindigkeit ca. 15!) m, Flugzeit ca. 8,0 sec, 
beshichener Raum bei 1,7 m Zielh5he ca. 7 m. Uber die ZuverHissigkeit dieser 
Zahlen vgl. ubrigens Nr. 2h. 

28) V gl. J. L. d' Alcmbcrt, Traite de l'cquilibre et du mouvement des fluides, 
Paris 1744, p. 359. 

29) Paris, C. R. 132 (1901), p. 1175 u. 133 (1901), p. 381, sowie anch Riv. 
d'art. e gen. 1901, vol 3, p. 5 u. vol. 4, p. 5. 
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auf Quadraturen gestatten. Drei diesel' neuen Funktionen F(v) ent
haIten vier willkiirliche Konstanten, die iibrigen 11 drei. Ob eine 
diesel' weiteren Formen fiir die praktischen Zwecke del' Ballistik ver
wendbar sein konnte, ist noch nicht untersucht. 

Die von O. G. J. Jacobi 50) fur F(v) = a + bvn gegebene Form 
del' Losung ist die folgende: 

Zuniichst ergiebt sich aus del' erst en Gleichung von (2) zwischen 
v und 0 die Beziehung: 

v-n = _ ; (1 + ~2)-n. ~n-n;Jb. (1 + ~2)n. ~n:_n_l. d~ + 0, 

wobei 
~ = tg (n/4 + 0/2) 

gesetzt ist. 0 bestimmt sich durch Einsetzung von V und rp fiir v 
bezw. O. Die iibrigen vier Gleichungen (2) nehmen dann vermoge 
derselben Substitution die Form: 

d[; [;ll_ 1 ds 
9 . dx = - 2v2 • 1 + Sll; g. dy = - v2 • S' + 1 . T; 

ds ds 9 . dt = - v . T; g. ds = - v2 • T 
an. 

Fur a = 0 und n = 3 odeI' n = 4 fiihrt die Integration diesel' 
Gleichungen auf eUiptische lntegrale. Dies haben A. G. Greenhill S1) 

und N. Sabudski 32) weiter verfolgt. Tabellen berechneten P. A. Mac 
Mahon 53) und Sabudski 32). 

Fur a =0 und n = 2 hat bereits 1753 L. Euler S4) die Formeln 
explicit entwickeIt. Setzt man zur Abkiirzung 

tg 0 = p und P(p) = p y 1 + p2 + log (p + y 1 + p2) , 

so wi I'd 
v2 = JL. 1 + p' 

b A- pep) 

30) J. f. Math. 24 (1842), p. 25 = Ges. Werke 4, p. 286; vgl. auch Joh. Ber
nOt,lli, .Acta erud., Lips. 1719, p. 216; W. Schell, Theorie der Bewegung und Krafte 1, 
Leipzig 1879, p. 368; St. Robert 1, p. 94; Siacci, p. 26. 

31) Greenhill, Woolwich, Roy. Art. Inst. Proc. 11 (1881), p. 131 u. 589; 12 
(1882), p. 17; 17 (1890), p. 181. 

32) Sablulski, mer die LBsung des Problems des indirekten Schiessens etc. 
(ruSB.), St. Petersburg 1888 und Sabudski 1, p. 550. Siehe auch L. Austerlitz, 
Wien. Ber. 84 (1882), p. 794 (mit v 4). Beziiglich a = 0 mit n = 0 und n = 1 
vgl. Ingalls, p. 232 bezw. 234. 

33) Beziiglich Mac Mahon's Tabellen vgl. Greenhill, Fussn. 31. 
34) Berl. Ber. 1753, p. 348; ferner vgl. S. D. Poissoll, Traite de mecanique, 

2 voL, 2. ed., Paris 1833. 
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und ferner 
1 f dp 1 f p.dp 

X = - T/ A - pep) ; Y = - b A - Pcp) , 

t=--l-f dp 
Vbg VA-pep)' 

wo 

A= P(tgcp) + bV2 g-,- = P(f3) cos 'P 

ist und {3 die Horizontalneigung del' hier zum aufsteigenden Aste der 
Flugbahn gehOrenden Asymptote bedeutet. Die zum absteigenden 
Aste gehorige vertikale Asymptote (vgl. 2a) hat die Entfernung 

o 00 

1 f dp 1 f dp 
- b A -Pcp) + 11 A+P(p) 

tg'P 0 

vom Anfangspunkte. 

2 c. Angenaherte Lasung del' urspriinglichen Differential
gleichungen. Eine jede Differentialgleichung kann natiirlich sti.tck
weise durch Aneinanderreihung geradliniger Polygonseiten odeI' auch 
Kreis- resp. Parabelbogen integriert werden. 

Dies that L. Euler 3-1) bei seinen eben in N r. 2 b entwickelten 
Formeln, indem er fiir Pu)) Tabellen 85) berechnete, wobei er 8 von 
5° zu 5° wachsen liess, und im iibrigen die Integralausdriicke fiir x, y 
und t durch die entsprechenden Summen el'setzte. Er scl~lug nun 
VOl', eine gauze Schar von Flugbahneu in diesel' Weise durch An
einandel'l'eihung von geradlinigen Elementen zu bel'echnen, entsprechend 
vel'schiedenen Wel'ten von A resp. (3. 

Diesen Gedanken Elller's nahmen H. Ft,. v. Jacobi und Fr. P. 
v. Gravenitz 36) (1764), besondel's abel' J. C. F. Otto (1842) auf, welch 
letzterel' ausgedehnte Tabellen berechnete, die mit einigen Modifika
tionen zum Teil noch heute fUr das Steilfeuer im Gebrauche sind 37). 

35) Auch J. Didion berechnete flir pep) Tabellen, vgl. Didion, p. 8, Anhang. 
36) Fr. P. v. Griivenitz, Abhandlungen uber die Bahn del' Al'tilleriegeschosse, 

Rostock 1764, franz. von Rieffe7, Paris 1845, dazu vgl. Lardillon, Rev. d'art. 32 
(1888), p. 437 (Tabellen). 

37) J. O. F. Otto, Tafeln flir den Bombenwllrf, Berlin 1842, Gebrauchsanweisung 
p. 40; Vallier, p.l11 (Tab ellen) ; andere Anordnllng del' Otto'schen Tabellen durch 
S. Braccia7ini, Rev. d'art. 27 (1885), p. 237 (hier ist auch del' Fall beriicksichtigt., 
dass das Ziel nicht in Miindungsh5he liegt); ferner Tabellen in bequemer Form 
s. bei Ingalls, Exterior ballistics in the plane of fire, New York 1886, und Journ. 
of Un. St. art. 51 (1896), p. 52-74. Otto's Tafeln ,erliingert yon v. Scheve, 
Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 92 (1885), p. 529; 93 (1886), p. 97, 271; 103 (1896), 
p. 236; ferner F. Mo7a, Riv. d'art. e gen. 1892, yo1. 3, p. 253 u. Arch. f. Art. 
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Kreisbogenelemente statt del' geracUinigen Elemente zur Kon
struktion del' Flugbahn beniitzte A.M.Legendre 38). Indes wies DicZion 39) 
spater nach, dass dieses Verfahren von Legendre keine genaueren 
Resultate liefere als dasjenige von E1~ler. 

Bashforth 40) hat den erwahnten Gedanken Euler's fiir das kubische 
Gesetz durchgefiihrt. 

E. Vallier41) beniitzt in seiner sogenannten "Methode del' Ge
schwindigkeiten" zur Integration del' genauen Diffe1'entialgleichupgen 
eine erweitel'te Simpson'sche Regel und wendet diese ganz besonde1's 
auf die stiickweise Berechnung seh1' grosser Flugbahnen an, bei denen 
die Luftdichte variabel ist. 

Auch wurden verschiedentlich Reihenentwickelungen42) aufgestellt, 
die V, v und t in Funktion von x oder s geben, so z. B. von J. H 
Lambert 1767, J. O. Borda 1769, G. F. v. Tempelhof 1781, J. F. 
Fmn~ais43), J. P. O. v.Heim, v. Pfister, St.Robert 44) (von diesem in all
gemeinster Weise); zum Teil wu1'den sie auch fiir Fehlerabschatzung 
verwendet (Denecke, v. Zedlitz) 45); die Bedingnngen del' Konvergenz 
werden dabei nicht angegeben. 

u. Gen.-Off. 100 (1893), p. 1. Sabl£dski 1, p. 239 u. 252 beriicksichtigt noch die 
Abnahme del' Luftdichte mit del' Erhebung iiber dem Boden, Rev. d'art. 34 
(1889), p. 427; 38 (1891), p.46. Siehe auch ltlayevski-Klussmann, p. 34; .A. Bassani, 
La corrisp. 1 (1900), p. 116 (es wird PIP) durch eine Naherungsfunktion zum Zweck 
del' Integration ersetzt) und 1 (1900), p.275. Andere 'I'abellen auf Grund des 
quadratischen Widerstandsgesetzes von 'V. W~tich, p. 215 und Mitt. nb. Geg. d. 
Art.- u. Gen.-Wes. 1894, p. 424; femer Siacci, p. 84 (Schussfaktoren) und Tabelle VII; 
analog Tabelle VIII von F. Chapel fUr das kubische Gesetz. 

38) Dissertation sur la question de balistique proposee par l'Acad. Roy. 
des sciences et belles lettres de Prusse, Berlin 1782. Vgl. Fussn. 57. 

39) Vgl. Diclion, p. 159, auch Fussn. 58. 
40) Vgl. Bashfol'th, p. 45 f. und lIfayevski-KZl£ssmann, p. 28. 
41) Vallier, p. 49 und Rev. d'art. 36 (1890), p. 42, 153 u. 37 (1890), p. 273, 

zugleich ti'berblick ii.ber die Entwicklung del' Methoden. 
42) Vgl. Didion, p. 162; Ligowski, Arch. f. Art..- u. Ing.-Off. 81 (1877), p.79, 

163,178 und 83 (1878), p. 203; ferner Neltmann, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 6 (1838), 
p. 213; 14 (1842), p. 49; 29 (1851), p. 93. 

43) J. H. Lambert, Berl. Abh. 1767, p. 102-188; J. C. Borda, Paris, Rist. 
de l'Acad. 17G9, p. 247-271; G. F. v. Tempe/lwf, Berl. Abh. 1788/89, p. 216-299; 
auch besonders als: Del' preussische Bombardier, Berlin 17!J1; Frall~ais' Arbeit 
von J. Didion ver6ffentlicht, vgl. Didion, p. 168. . 

44) Heim, p. 200;v. Pfister, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 88 (1881), p. 489; 
St. Robert 1, p. 125. 

45) Dellecke, Arch. f. Art.- u. Ing.-Ofl'. 90 (1883), p. 231 u. 400 (auch Kon
vcrgenzuntcrsuchungen); ·v. Zedlitz, ebenda 103 (1896), p. 388. 
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2 d. Graphische Ausfiihrungen hierzu. Die in Nr. 2 c be
sprochenen Rechnungen k5nnen auch durch graphische Konstruktionen 
ersetzt werden. 

So konstruiert J. V. Poncelet 46) die Flugbahn mittelst mehrerer 
Kreisbogen in folgender Weise: Kennt man die Grosse und Richtung 
del' Bahngeschwindigkeit des Mobiles im Anfangspunkt des ersten, 
genugend klein gewahlten Bogens, so wird zunachst deren Grosse 
fur den Endpunkt des Bogens mit dem Satz von del' Arbeitsleistung 
berechnet, del' Krummungsradius des Bogens ergiebt sich aus del' 
Berechnung del' Normalkomponente del' ausseren Krafte u. s. f. 

C. Cranz 47) baut die ]'lugbahn aUB Parabelb5gen mit Hiilfe del' 
Krupp'schen Tabelle auf. (F. Krupp .18) selbst hatte im Anschluss an 
seine Tabellen die ballistische Kurve durch Naherungsrechnung im 
Sinne von Nr. 2c bestimmt, wobei er die Formeln, ahnlich wie 
F. Siacci (vgl. Nr. 2 f) etwas vereinfachte.) 

Vielfach wurden auch von vornherein ganz bestimmte Kurven
formen gewahlt, darin die Koeffizienten empirisch bestimmt (und unter 
Umstanden hieraus auf das Luftwiderstandsgesetz geschlossen); so sub
stituieren eine algebraische Kurve 3. resp. 4. Grades fiir die ballistische 
Kurve49): C. E. Page 1848, Piton-Bressant (Kommission von Gdvre) 
1849, ]L pJ'ehn 1864, O. Dollia7c 1879, A. Mieg 1884 (arithmetische 
Reihen), und besonders F. Helie 1884. Eine fiir die Anwendungen 
je naeh den Anspriichen au die Genauigkeit geniigende Annaherung 
liefert auch del' Ersatz durch eine Hyperbel, urn so mehr, als die
selbe 2 Asymptoteu besitzt (vgl. die ballistische Kurve fill' F(v) = uv2, 

46) J. V. Poncelet, Leyon8 de mecaniqne industrielle 2, Jlfetz 1828/29, p. GG; 
8. auch Didion, p. 196. 

47) O. Granz, Zeitschl'. ~rath. Phys. 42 (1897), Zusammenfassung p. 197. 
Uber Vel'wendung lIi. d' Ocagne'schel' Methoden zur Funktionsdal'stellung s. G. Pesci, 
Riv. marit. 1899, p. 113 und 1900, p. 1-52 des Beihefts; G. Ronca, Riv. marit. 
1899, und La corrisp. 2 (1901), p. 278; R. v. Portenschlag-LedeI'1Ilayer, l\ritt. ub. 
Geg. d. Art.- u. Gcn.-\Ves. 1900, p. 796; G. Ronca, Manu ale del tiro, Livorno 1901, 
p. 296 Jr. und G. Ronca u. G. Pesci, Abbachi peril tiro und Abbachi generali 
della balistica:, Livorno 1901. 

48) Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1891, p. 1. Die :Methode und 'l'a
belle wurden aufgestellt und neuerdings wiedergegeben von lV. Gross, Die 
Berechnung del' Schusstafeln, Leipzig 1901. 

49) V gl. besonders 11[. Prehn, Ballistik del' gezogenen Geschiitze, Berlin 
1864, und Arch. f. Art.- u. Ing.-OJr. 74 (1873), p. 189; A. 11Iieg, Theoretische 
1iussere Ballistik, Berlin 1884; O. Dolliak, r.Iitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1879, 
p.3 del' Notizen; Helie 2, p. 267; ebenda, p. 262 u. Vallier, p. 186; vgl. beziiglich 
Piton-Bl'essant: Anonymus, Rev. d'art. 8 (1876), p. 219. 
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oben Nr. 2b); so verfahren A. Indra 50), E. Okinghaus, F. Chapel, 
J. Sta1tber 51). 

2e. Genaue LOBung angenaherter Difl'erentialgleichungen. Ein 
letzter Gedanke ist del', die Diiferentialgleichungen durch Wegstreichung 
von Gliedern so zu vereinfachell, dass die genaue Integration in ge
schlossenen Ausdriicken fiir ein mehr oder mindel' spezialisiertes F (v) 
bequem moglich wird. 

Joh. Bernoulli 52) legte das Gesetz F (v) = b vn zu Grunde und er
zielte solche geschlossene Ausdriicke fiir die Flugbahngrossen V, (), t, v 

in Funktion von x dadurch, dass er ddS odeI' ~, bezw. irgend eine x cOSv 

Potenz hiervon, durch 1 ersetzte. Schreibt man zur Abkurzung: 

( cr)rn 1 - - -1 G=~. +?It b 
1n - 1 5~ , 

wo 
a = (2n - 2) . b V n - 2x 

( 5)rn-t 
G =~. l+m -1 

1 ?It-l 3 ' 

2-m 

Gs = (1 + ~1)-2 , 

und 
2n -2 

'ilt= n-2 ' 

so wird auf Grund des genannten Ansatzes 

qx! 
V = X . tg IP - 2V' • • G(11) , cos- 'P 

gx 
tg () = tg IP - yo 2 • Gt (5), cos 'P 

t= _x_. G (t) 
V cos <p 2 0 , 

v = V cos <P • G ( ). 
cos (J 3 11 

Dieses Verfah1'en hat, mit n = 2 bis n = 4, besonders N. v. 
}V1tich 53) weiter ausgebildet; e1' giebt fiir diese sog. lIIodi{lzierenden 
Pnnktionen G, GlI G2 , G3 - so genannt, weil sie fli1' den lee1'en Raum 
samtlich = 1 werden -, praktische Tabellen. 

50) Graphische Ballistik, ,Vien 1876. Hierbei gelangt lndra zur Hyperbel 
von allgemeinen projektivisch- geometrischen Betrachtungen aus. Dartiber 'gl. 
auch Rev. d'art. 14 (1879), p. 129. 

51) E. Oki'l1ghaus, Die Hyperbel als ballistische Kurve, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 
100 (1893), p. 241 mit Fortsetzung in den JahrgiLngen 1894 und 1895; F. Chapel, 
Paris C. R. 120 (1895), p. 677; J. Stauber, Mitt. tib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1897, p. 118. 

52) Acta erud., Lipsiae 1719, p. 1453 = Joh. Be1'1loulli, Opera 2, p. 393-402 
u. p. 513. 

53) Vgl. v. lVttich, p. 199. 
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Bezuglieh des Falls n = 3 haben F. Ohapel und von Zedlitz 54) 
gezeigt, dass die betreffenden Formeln einer ziemlieh weiten An
wendung fahig sind. Letzterer formt dureh Elimination von b Vx die 
Gleiehungen zu einem andel'll System um, welches sich bessel' zur Sehuss
tafelbereehnung eignet; auf dasselbe System war G. Ronca 55), von 
andren Gesichtspunkten ausgehend, lmrze Zeit zuvol' gefuhl't worden. 

J. C.Borda 56) (1769), A. M.Legendre und J. F.F1·ant,;ais maehten 
eine Reihe anderel' Naherungsvorsehlage, um die Trennung del' Variabeln 
zu erreichen. Borda empfahl unter anderem, die Luftdichte 8 durch 

eine geeignete Funktion von 8 zu ersetzen, namlich dul'ch 8. cos () , cos rp 

was fur den Anfang del' Bahn stimmt. Auf diese Weise lasst sich 
die Integration speziell fur qttadratisches Luftwiderstandsgesetz ermog
lichen. Legendre 57) multiplizierte statt des sen die Luftdichte 8 mit 

cos 8 (1 + cos tp . tg~ 0) 
1 + cos rp , 

was fur 8 = + cp und 8 = 0 gleich 1 wird, sodass an drei Punkten 
del' Bahn die in Rechnung gefuhrte Luftdichte del' thatsachlichell 
gleich wird. FranQais ausserte gegelluber diesem Verfahren Legendre's 
das Bedenken, dass del' Legendre'sche Multiplikator fur 8 = 1t/2 un
endlich wird; er verwelldet deshalb ala Multiplikator del' Luftdiehte 
den Ausdruck 

1 + a tg2(} 8 
:r=='=7=:::;:::::~~ . cos 111 + b tg (}2 , 

wobei die Konstanten a und b zweckentspl'echend zu bestimmen sind. 
Didion 58), del' die Arbeiten von Franr;ais veroffentlichte, zeigt, dass das 
Vel'fahren von Fmnr;ais, bei ungefahr del' gleiehen Umstfindlichkeit 

54) ChalJel, Rev. d'art. 17 (1881), p. 437 u. 18 (1881), p. 484 (Einf'iihrung del' 
Schussfaktoren, s. auch Siacci. p. 86 u. 4(5); v. Zedlitz, Arch. f. Art. u. Ing.-Off. 
103 (1896), p. 388 u. Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1898, p. 881. 

55) G. Ronca u. A. Bassani, Riv. marit. 1895, p. 569, dazu Siacc{, Riv. 
d'art. e gen. 1896, vol. 2, p. 5; G. Ronca u. A. Bassani, Riv. marit. 1897, p.217. 

56) Borda, s. oben Fussn. 43 und JOUl'n. des armes speciales 1846, p. 49; 
s. auch Besollt, lIfouvement des projectiles, Paris 1788, p. 138-197. 

57) Legend1'e, Dissertation sur la question de balistique proposee par 
l' Acad. Roy. des sciences et belles lettres de Prusse, Berlin 1782; teilweise ab
gedruckt im J. ec. polyt. 4 Cah. 11 (1802), p. 204 (Abhandl. von Moreau) und 
Journ. des armes speciales 1845, p. 537 u. 600 u. 1846, p. 32. 

58) S. Didion, p. 159 (Kl'itik del' Methode von Legend1'e) u. p. 168 beziig
lich del' Al'beit von F1'an~ais; das Didion'sche Verfahren neuerdings wieder, 
mit Spezialisiel'ung auf das quadratische Gesetz, vel'wendet bei Heyden1'eich 2, 
p. 85. 
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del' Bel'echnung, eine gl'ossere Genauigkeit als dasjenige von Legendre 
ermoglicht. 

J. Didion 59) (1848) knupfte wieder an das Verfahren von Ber-

noulli an, indem er fur ds = ~ nicht einfach dx schrieb, sondern 
cos v 

odx, wo (j ein Mittelwert von ~ ist. Einen solchen Mittelwert 
cos" 

findet er in del' ·Weise, dass er das einzelne Stuck del' Flugbahn, 
welches von 80 bis 81 reicht, in Gedanken durch eine Parabel ersetzt, 
wie sie sich im leeren Raum einstellen wurde, und das Verhaltnis 
von BogenHinge und Abscisse als sogenannten Kriimmungsfaktor wahlt: 

(J _ AS _ 1/ . P(tg (1) - P(tg (0) 
- A x - 2 tg 01 - tg 00 ' 

wo P die bereits oben (Nr. 2b) aufgetretene Funktion ist. Fur (J 

und die zugehOrigen Funktionen G, G11 G2 , Gs stellt er Tabellen auf, 
in dem er als Luftwiderstandsgesetz auf Grund seiner Versuche: 

F(v) = bv2 + evs 

verwendet. Fiir e = 0 wird die ])idion'sche Losung folglich derjenigen 
von Bernoulli gleich, abgesehen davon, dass b sich noch mit (j multi
pliziert vorfind et. 

Das ])idion'sche Verfahren, daa langere Zeit viel beniitzt wurde, 
ist jetzt durch das genauere, von Siacci angegebene, fast verdrangt, 
uber das seiner praktischen Wichtigkeit halber nunmehr insbesondere 
berichtet werden soli. 

2f. Fortsetzung: Die Methoden von F. Siacci. F. Siacci 60) fuhrte 
in seiner alteren Methode (1880) die Trennung del' Variablen und 
damit die Moglichkeit del' futegl'ation ahnlich wie Didion dadurch 
herbei, dass er an Stelle del' Verzogerung F (v) die Funktion 

F(v·a·cosO) 
a . cos ° 

nahm, eine Substitution, welche schon von St. Robert erwiihnt und 
von N. JJfayevski verwendet worden war; (j ist hierbei identisch 
mit dem ])iclion'schen lli·iimmungsfaktor. Als unabhangige Variable 
wiihlte er abel' nicht die Abscisse x, wie Dicl£on, sondel'll die mit (j multi
plizierte Horizontalkomponente v· cos -IT del' Bahngeschwindigkeit v. 
Ferner verzichtete er darauf, entlang del' ganzen Flugbahn den Luft
widerstand durch ein einheitliches Gesetz a· vn odeI' av" + b vn> dar
zustellen, sondel'll benutzte die JJlayevski'sche Zoneneinteilung, und 

59) V gl. Didion, p. 59 ff. 
60) Siacci, Giorn. d'art. e gen. 1880, p. 376 U. Ri\,. d'art. 17 (1880), p. 45. 
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zeigte, wie auch in diesem Fall fortlaufende Tabellen fUr die auf
tretenden Integrale berechnet werden konnen. Hierauf sei nicht 
weiter eingegangen, da diesel' Gedanke bei seiner nunmehr zu er
wahnenden spate1'en Methode (1886) wiederkehrt, wo e1' ausfiihrlicher 
referiert wird. 

Bei letzterel' 61) ersetzt Siacci F (v) durch 

~. F('V . cos 8) . cos 2 tp 
cos tp COB 8 ' 

wo bei also als unabhangige Variable jetzt die sogenannte Pse:udo
geschwindigkeit u 

v . cos 0 u=--cos rp 

gewahlt ist; ~ ist ein anderer (von fJJ und X abhangiger) Kriimmungs
odeI' Mittelwertfaktor62) , del' nul' iill speziellen FaIle F(v) = bv2 mit 
(} identisch wird, und del' durch Abschlitzung des bei del' Naherungs
Wsung des Problems begangenen Fehlers erhalten wil'd. 

Siacci fuhrt nun weiter folgende Hiilfsfunktionen ein, fiir die er 
- ebenso wie fiir ~ - wiedel' Tabellen berechnete: 

T(t!) = - J :C:); J(t!) = - 2 9 It ~t~1£); 
D( ) = -Itt. d1£. A() = _jJ(U) '1£du . 

u 1'(1£) ,t! f(1£) 

Hierbei ist die Vel'zogerung FC v) dUl'ch den Luftwiderstand 

~ . i 1000 (2R)2 f() = ~ . 1,206 . 1.'>., . v 

gesetzt, was mit del' Formel in N1'. 1 b bis auf clen Faktor ~ identisch 
ist. FUr die Berechnung entnahm er die F'nnktionswerte feu) dem 
Mayevski'schen Zonengesetz; erst neuel'dings legtc er sein einheit
liches Luftwide1'standsgesetz 63) (vgl. 1 b) zu Gl1lnde, wobei e1' noeh den 
Faktor ~ langs dei' Flugbahn als val'iabel ansah. 

61) V gl. Siacci, p. 34 if. u. Rev. d'art. 27 (1886), p. 315. Die iLltere Methode 
von Siacci von 1880 mit den betreffendell seknndiiren Funktionen ist bei del' 
deutschen Artillerie noch im Gebrauch, vgl. Heydell1'eich 2, p. 90 ff. 

62) Bezliglich des Kliimmungsfaktol's ~ vgl. Siacci, p. 36 ff., und Riv. d'art. 
e gen. 1896, vol. 1, p. 341 u. vol. 4, p. 5; F. Pal/chelan, Rev. d'art. 26 (1885), 
p. 467 (Tabellen); TV: C. Hojel, Rev. d'art. 24 (1884), p. 262; E. Vallier p. 45 A u. 
Paris C. R. 115 (1892), p. 648. 

63) F. Siacci, Riv. d'art. e gen. 1896, vol. 1, p. 341; libel' ~ ygl. Riv. d'art. 
e gen. 1897, vol. 4, p. 5 u. Rey. d'art. 35 (1890), p. 493, dazu E. Faseila, Tavole 
balistiche secondarie, Genova 1901. 

Encyklop. d. math, Wissensch. IY 2. 15 
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Mit Hulfe dieser sogenannten Siacci'schen Funldionen stellt sieh 
dann das Lasungssystem, wenn man abkurzend den Faktor 

(3 . ~ . 1000 . (2 R)2 = ~ 
1,206 P a, 

setzt, in folgender einfachen Form dar: 

a) x = q. [D(u) - D(V)]; 
a b) t = -' . [T(u) - T(V)]; 

cos 'P 

c) y = x· tg rp' {1- sina~'P . [~~:~ = ~~~~ -J(Y) J}; 
d) tgO = tgrp{l - ~2-' [J(u) - J(V)]}. sm cp 

S. Bmccialini hat die Brauehbarkeit dieses Formelsystems - ins
besondere fur die Bereehnung del' Formkoeffizienten i aus Sehuss
weite X, Abgangswinkel rp und Anfangsgeschwindigkeit V - uoeh 
dadureh erhaht, dass e1' fur die Ausdrucke 

T(1t) - T(V) = T'(1t, V); J(u) - J(V) = 0(n, V); 

A(u)-A(V)) ) A(~f)-A(V) ) 
D(u)_D(V)-J(V =@(u,V); J(u - D(u)-D(V) = Q,(u, V , 

die man als sekunda?'e ballistisclte Funktionen zu bezeiehnen pflegt, 
Tabellen mit doppeltem Eingang (fitr II und V) bereehnete 64). 

W C. Hojel 65) berechnete die primaren und sekundaren Funktionen 
Siacci's aufs neue, indem er seine eigenen Versuehe tiber den Luft
widerstanq zu Grunde legte; Vallier 66) bestimmte dazu den Krummungs
faktor (3 dureh anderweitige Fehlerabschatzung mittelst einer Reihen
entwieldung mit zugehorigem Restglied, (dasselbe that Sabudski 67) auf 
Grund des biquadratischen Gesetzes bv\ wobei e1' entlang del' Flug
balm den Faktor b variie1't) 68). 

2 g. Kritische Bemerkung. Dass alle diese Ansatze (N)'. 2 b-2 f.) 
zur Lasung des ballistischen Problems keine wirkliche Lasung, sondel'll 
nur eine 111ehr odeI' weniger grosse Annaherung an dieselbe darstellen 
und weshalb es nicht andel's sein kann, wUl'cle schon oben erwahnt. 

64) S. Baccialini, Giorn. d'art. e gen. 1883, part. 2, p.659 u. Riv. d'art. 
e gen. 1885, vol. 2, p. 97 u. vol. 4, p. 5 u. p. 78; vgl. auch Bracciaiilli, tiber die 
praktische Losung del' Pro bleme des Schiess ens , Berlin 1884. 

G5) Rev. d'art. 24 (1884), p. 2G2; vgl. ltuch Vallier, p. G. 
GG) V gl. Vallier, p. 45. 
G7) Rev. d'art. 34 (1889), p. 427; dazu vgl. Fussn. 41. 
68) Dbel' sonstige, auf lihnlichen Gl'undsli,tzen aufgebaute Tabellen vgl. Siacci, 

p. GG; dazu Sabll(isld 1, p. 345. 
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Verschiedenartige Lusungsmethoden und Tabellen sind deshalb e1'
wunscht, weil es sich um sehr verschiedene Schussarten und Probleme, 
sowie um verschiedene Anspruche an die Genauigkeit handelt. Die 
(gruppenweise) Vergleichung aller Met7wden hinsichtlich ihres Genauig
keitsgrades abel' muss als gegenwlirtig noch nicht durchfiihrbar be
zeichnet werden, da hierful' geeignete einwandfreie Beobachtungen uber 
Flugbahnen nicht vorliegell. 

Ein Hauptmangel ill den bisher el'Zieltell NliherungslOsungen des 
hallistischen Problems bezieht sich auf den schon oben bemerkten 
Umstand, dass man in del' heutigen Ballistik noch schlecht dariibel' 
orientiert ist, wie eigentlich del' Luftwiderstand von del' Form der 
Spitze des Geschosses und von seiner Stelltmg zur Flugbahntangente 
abhlingt (vgl. Nr. ld). Einigermassen kennt man noch die Abhangig
keit von del' Spitzenform. Wie bedeutelld abel' del' Luftwiderstand 
durch die Stellung del' Geschossaxe gegeniiber del' Flugbahntangente 
beeinflusst ist, tritt am deutlichsten gelegentlich solcher Schiess
versuche zu Tage, bei welchen das Langgeschoss starke Flatter
bewegungen zeigt: in solchen Fallen pflegt die Schussweite und die 
Trefffahigkeit im Gegensatz zu normalen Flugverhliltnissen erheblich 
vermindel't zu werden. 

Fur die Abhangigkeit des Luftwiderstands von del' Stellung ist 
jedenfalls del' Drall, die Spitzellform, die Geschossfiihl'ung und das 
Tragheitsmoment des Geschosses um die Langsaxe, sowie um eine 
Senkrechte dazu durch den Schwel'punkt massgebend. Das Ziel wurde 
sein, Tabellen odeI' Formeln zu besitzen, aus welchen bei Angabe 
jener Grussen in jedem gegebenen Fall del' Luftwiderstand ermittelt 
werden konnte. Diese Aufgabe stellt ein zentrales Problem del' heu
tigen 11usseren Ballistik dar; von del' Losung desselben dlirftc die 
weitere Entwicklung diesel' Disziplin wcsentlich abhungen. 

Ubrigens ist man von del' Lusung dieses Problems besonders 
auch aus dem Gl'unde noch weit entfel'llt, weil das Flattel'l1 des Ge
schosses (s. dariiber weiter unten Nr. 3g) auch durch Stosse bedingt 
wird, welche das Geschoss beim Austritt aus del' Gewehr- odeI' 
Geschutzmundung senkrecht zu seiner Axe erfuhrt, und weil man 
tiher solche Anfangsstosse noch wenig lmterrichtet ist. Die Kombi
nation theoretischer Erwiigul1gen mit zahlreichen systcmatischen Be
obachtungell diirfte allein die genaue Ermittlung del' beziiglichen Ab
hiingigkeiten ermuglichen. 

Unter diesen Umstlinden kaIm nul' die Vermutung ausgesprochen 
werden, dass z. B. die neuere Methode von Siacci-Hqjel- Vallier odeI' 
die von Sabudski samt zugehol'igen Tabellen die ballistischen Pro

H-'* 
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bleme mit einem wahrscheinlichen Fehler zu losen gestatte, welcher 
den wahrscheinlichen Beobachtungsfehler nicht uberschreitet. 

Jedenfalls hilden zur Zeit jene Naherungsmethoden die Grund
lagen fur die rechnerische Behandlung del' einzelnen schiesstechnischen 
Aufgaben, insbesondere auch fur die Berechnung del' Schusstafeln, 
von welchen sogleich nachher die. Rede sein soIl. Und zwar wird 
fUr Flachfeuer gegenwartig in el'ster Linie das Verfahren von Siacci
Hojel-Bmccialini, zum Teil mit den ]Jfodifikationen von VaZZier ver
wendet, - es findet sich in. del' balistique exterieure, Teil del' 
Encyclopedie scientifique des Aide-Memoire, Paris, mit Tabellen bis 
V = 1200 m/sec, und speziell fur Anlegung von Infanterieschusstafeln 
z. B. in den Tahellen von v. Burgsd01lf und v. Rec7clingha~(sen nieder
gelegt -, wiihrend fur Steilfeuer, ausser den schon erwahnten Tabellen 
von Otto, Ingalls und F. Chapel die ausgedehnten Tafeln VQl1 N. Sa
budski und F. Bashfm·th benutzt werden. 

2 h. Schusstafeln. Ein Beispiel je einer Schusstafel fur Infallterie 
und fur Artillerie ist im N achfolgenden gegebell. 

Abgekiil'zte Schusstafel des deutschen Infanteriegewehrs M. 88 

(Kaliber 2R = 7,9 mm, Geschossgewicht P = 14,7 g, Miindungs
geschwindigkeit V = 640 m/sec, Luftgewicht ~ = 1,225, Abgangs
feh1er = + 3,4' d. h. A bgangswinkel- Elevationswinke1 del' See1enaxe). 
-

Bestrichener Geschoss-
Schuss- Abgangs- Anffallwinkel Raum fur geschwindig- Flugzeit t 
weite X winkel rp 1,7 m Ziel-rp 

hUhe keit v 

100 III 0° 4,5' 0° 5,0' ganz 564 m/sec 0,17 sec 

200 " 0° 9,9' 0° 11,7'-
" 

495 
" 

0,36 
" 

300 " 0° 16,2' 0° 20,8' 
" 

437 
" 

0,57 
" 1000 

" 
1° 42,5' 3° 0,5' 34 111 252 

" 
2,80 

" 
2000 " II 6° 28,3' 13° 45,0' I 7 " 159 

" 
8,01 

" 
Dazu: 

Ordinaten y der Flugbahn (in Metern): 

auf die Entfernungen x (in Metern) ,on Fiir die 'I Schuss-
weite X 0 100 I 400 I 500 I 600 700 I soo L9~~_J~ooo 

500 m Ii ° I 0,83 11,34 i 1,47\1,07 1 o! ! 11--~l---
1000 " II 0 2,85 5,3917,54. 9,1611O,12i10,27i 9,48: 7,6414,48, 0 
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Abgekiirzte Schusstafel fiir die schwere Feldkanone C. 73 

(Kaliber 2R = 8,8 cm, Gewicht P del' fertigen Sprenggranate und 
des Schrapnels 7,5 kg, Mundungsgeschwindigkeit V = 442 m/sec; 

Abgangsfehler + -lr; Grad). 

100m 

200 " 
1000 " 
.2000 " 
3000 " 
4000 " 
5000 " 
6000 " 

o 
o 
1%60 

4%60 

714/160 

129/ 160 

1~)2/16 0 

\i 285/ 160 

30 
30 
31 
32 
34 
37 
41 
49 

%60 
6/ 0 
/16 

2%60 

6%60 

120 

1912/160 

3015/160 

462/16° 

0,2 sec 

0,5 " 
2,7 " 
6,2 " 

10,3 " 
15,2 " 
21,4 " 
30,3 " 

0,1111 45111 

0,2" 42" 
1,1" 27" 
2,2" 20" 
3,2" 15" 
4,2" 12" 
4,8 " 8" 
4,7 ,,\ 4" 

424 m/sec 

407 " 
319 " 
268 
233 
208 
190 
188 

" 
" 
" 
" 
" 

Zur ErkHirung diesel' Tafeln sei Folgencles bemerkt: 

ganz 

" 43111 

16 " 
9 " 
6 " 
3 " 

\- " 

Die Angabe des Fallwinkels (bei del' Artillerie) client zur Be
urteihmg del' Wirkung gegell gedeckte Ziele; clie Mitteilung del' 
Flugzeit erleichtert die Beobachtung des Augenblicks, in wolchem der 
Aufschlag del' Granate erfolgen muss, und dient fiir die Brennziinder; 
die Endgeschwindigkeit giebt Anhaltspunkte fill' die Bemessung del' 
Geschossenergie am Ziel; die Angaben: ,,1/16 Grad (namlich Anderung 
del' Elevation urn %6 Grad) verlegt den Treffpullkt mch del' Hohe 
um ... , bezw. iindert die Schussweite um ... " client fiir Korrek
tionen, welche anzubringen sind. vVegen des sogenannten Abgangs
fehlers siehe unten Nr. (j a. AUe Angaben gelten lUIter del' Voraus
setzung, dass das Ziel sich in gleicher Hohe mit del' GeschUtz:- oder 
GewehrmUndung hefindet. Die "\Vinkel werden bei del' Artillerie 
meist in l/lI; Graden angegeben, weil hierdurch eine Bequemlichkeit 
fill' dasRecllllen erzielt wird (da tg .yr,0 = runel 0,001 ist). FUr die 
Seitenverschiebung infolge del' Rotation (vgl. Nr. 3 g u. f) ist die Mitte 
des Visierschiehers mit ,,30" statt mit Nun bezeichnet, damit die 
Unterscheidung von rechts und links oder von + und - vermieden 
wird; es gilt die Regel, dass eine Verschielnmg am Visierschieher urn 
1 Teilstrich den Treffpunkt urn ein Tausendstel del' hetreffenden Schuss-
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weite naeh del' Seite verlegt, also ist z. B. auf 4000 m die Seiten
versehiebung 28 m, (gemeint ist, wenn 4000 m die totale Schussweite 
del' betr. Flugbahn ist). Den Tafeln sind meist noeh Angaben iiber 
die Trefffiihigkeit und mitunter noch solche libel' die Wirkung im 
Ziel beigegeben, wovon spateI' die Rede sein soIl. 

Was die Berechmmg der SchHsstafeln anlangt, so erfolgt diese, 
- wenn man von eil1igen mindenvertigen, zum Teil noch heute ver
wendeten Verfahren absieht -, meistens in del' folgenden Weise: 

Man misst flir eine Reihe von verschiedenen Abgangswinkeln rp 
(daruber s. weiter unten Nr. 6a) je die zugehorigen Mittelwerte del' 
Schussweiten X; ausserdem misst man getrel1nt die Geschossgeschwin
digkeit in del' Nahe del' Mlindung, etwa zwischen 0 und 50 l'iletern, 
odeI' das sogen. V25 , dieses wird durch Rechnung auf die Miindung 
reduziert, womit V gegeben ist; endlich werden die meteorologischen 
Elemente bestimmt und hieraus 0 berechnet. 

Setzt man nun z. B. in del' Gleichung (c) des Siacci'schen 
Systems (vgl. N r. 2 f) Y = 0, so erhalt man eine Beziehnng zwischen 
den gegebenen Grossen X, rp, V uncI zwischen t£ und 01 , Dazu hat 
man Gleichung (a) zwischen X, V, u und q. Daraus lassen sich 
01 uncI t£ durch successive Annaherung bestimmen; (weit bequemer 
geht dies mit Hilfe del' sekundaren Funktionen und cIer zugehorigen 
Tabelle, uncI dies ist del' Hauptgrund fUr deren Einfuhrung). So 
verfahrt man fUr jede del' gemessenen Schussweiten x.. Die so erhal
tenen Werte von 01 liefern, cIa R, P und 0 bekannt ist, die vVerte 
von ~. i. Diese vVerte (3. i werden alsdann in Funktion von X 
etwa graphisch cIargestellt. Damit lassen sich dann fUr jecIe beliebige 
Schussweite X die ballistischen Elemente berechnen: Namlich, aus 
Gleichung (b) erhiilt man die Flugzeit t, aus (c) die Ordinaten y, aus 
(d) die N eigung @ del' Balmtangente, und aus n cos rp = v cos @, 

wo jetzt it, rp, @ bekunnt sind, orgiebt sich die Endgeschwindigkeit v. 
Gewohn1ich berechnet man die Elemente nur fUr die Schussweiten 
von 200 zu 200 odeI' 500 zu 500 Metern und interpoliert die iibrigen 
graphisch. 

Zur Kontrolle werden bei del' Al'tillerie, jedoch keineswegs iiberall, 
einigo Endgeschwindigkeiten v, Flugzeiten t und Auffallwinkel rp' 
gomessen, hei del' Infanterie werden dmch Aufstellung von Zwischen
scheib en fUr einige nicht zu grosse Schussweiten, otwa bis X = 600 m, 
in mehreren Entfernungen x von del' J\Hindung die Flugbahnordinatel1 
gemessen. 

Ubrigens sei bemerkt, dass, wenn z. B. eine Infanterieschusstafel 
die ballistischel1 Elemente noch fUr 3000 und 4000 ill Schussweite 
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enthalt, diese Elemente nicht immer durch genaue Messung, sondern 
baufig durch rechnerische Extrapolation erhalten worden sind. 

3. Gleichmassige Abweichungen des Geschosses und deren Ursachen. 

3 a. Angabe der Ursachen. Sofern die Bahnen del' Geschosse 
mit den Angaben del' Schusstafeln nieht iibereinstimmen, spricht man 
von Abweichungen del' Geschosse; von diesen sollen hier zunaehst die 
einseitigen und zwar diejenigen besproehen werden, welche del' theo
retischen Bereehnung zuganglich sind, oder experimentell eliminiert 
werden kannen. 

Bedingt sind diese Abweiehungen in erster Linie dureh Ande
rungen del' .Anfangsgeschwindigkeit V, des Abgangswinkels 'P oder 
del' Luftdiehte 8, von denen die Anderungen von V und 8 besonders 
schwerwiegend sind. Ferner kommen abel' hier gewisse Umstande in 
Betracht, von denen bei Berechnung del' Schusstafeln ausdriicklich 
abgesehen wurde (vgl. Nr. 2a). Es ist dies VOl' allem del' Einfluss 
del' Erdrotation, sowie del' Einfluss des Windes und dei' Seiten
abweiehung dureh die Rotation des Langgeschosses um seine 
Langsaxe. 

Die genannten Einfliisse lassen sieh im allgemeinen theoretisch 
bereehnen, dagegen werden die Wirkungen, die z. B. einseitiger Reflex 
des Sonnenlichts auf die Visierfliiche wahrend des Zielens hat, am 
besten experimentell eliminierl, etwa dadurch, dass man Vor- und 
Nachmittags sehiesst und das Mittel nimmt. Auch die Tageseinfliisse 
(Warme, Feuchtigkeit u. s. w.) lassen sich eliminieren, indem man 
Sommers und Winters Schiessversuehe anstellt. Ubrigens ist del' 
Einfluss einer Andel'ung im Feuchtigkeitsgehalt wenig betdichtlich. 
Niederschlage aIler .Art verkiirzen die Schussweite. 

1m folgenden sollen nun del' Reihe nach einige von den him'mit 
angedeuteten Ursachen del' Geschossabweichungen ausfiihl'lich be
sprochen werden. 

S b. Anderung der Anfangsgeschwindigkeit. Deren Einfluss !asst 
sich, sofern sie klein ist, am einfachsten dadurch berechnen, dass man 
aus dem rechneriscben Losungssystem fUr die Elemente del' Flugbahn 
die Differenzenformeln 69) herleitet. So ist z. B. (bei bestimmten Voraus-

69) VgI. Biaeei, p. 105; Vallier, p. 67; Delleeke, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 93 
(1886), p. 1 und 94 (1887), p. 226; ferner A1l0llYlllllS, Arch. f. Art.- u. lng.-Off. 97 
(1890), p. 274; v. Pfister, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 93 (1886), p. 73; Rohne 1 

Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 129 u. 201 und 4 (1901), p. 326; Babztdskz:, Petersb. 
Art. Journ. 1889, Nr. 11, p. 941. 
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setzungen, kleines V, quadratisches Luftwiderstandsgesetz) fiir Steil
feuer del' Einfluss auf die Schussweite durch die Formel gegeben: 

b.X _ 2XtgqJ • .6. V . 
- tgqJ' V 

Ihren Ursprung hat cliese Anderung del' Anfangsgeschwindig
keit zunachst in den verschiedenen Tageseinfliissen, die nach Heydrm
reich 70) im Maximum + 2 bis + 3, im Ganzen etwa 5 % des mitt
leren V betragen. 

Ferner kommen fiir die Anderung del' Anfangsgeschwindigkeit 
nach einander in Betracht: 

die grossere odeI' geringere Abnutzung des Rohrs, die eine Ver
grosserung des Verbrennungsraums und eine Abflachung del' Ziige 
bedingt, wodurch V sinkt; 

die Abweichungen im Verhalten del' einzelnen Pulverlieferungen 
von demjenigen des Vergleichspulvers; hier diirfen die Unterschiede 
in den Anfangsgeschwindigkeiten bei del' Abnahmepriifung hoehstens 
+ 3 m/sec betragen; 

die Veranderungen des Pulvers infolge liingerer Lagerung; hier 
giebt infolge beginnender Zersetzung Schwarzpulver meist etwas 
kleineres, SchiesswoHpulver (Blattchenpulver) infolge von Verlust 
an fliichtigen Bestandteilen etwas grosseres V, Nitroglycerinpulver 
(Wiirfelpulver) wird am wenigsten beeinflusst. 

Den somit aufgezahlten Ursachen gegeniiber sind die durch 
Verschiedenheiten del' Geschossgewichte verursachten Schwankungen 
von V nicht von Belang. 

AHe Ursachen zusammengenommen hat man, auch ohne Beriick
sichtigung del' Rohl'abnutzung, auf Schwankungen von im Mittel 
+ 6 m/sec bei SteilfeuergeschiHzen, bez. + 10 m/sec bei Flachbahn
geschiitzen zu rechnen, wobei im Sommer gl'osseres, im Winter klei
neres V zu erwarten ist. 

N achfolgend sincl einige Erfahrungen angefiihrt: Zahlreiche 
deutsche Versuche mit schweren Feldgranaten C. 82 cles schweren 
Feldgeschiitzes uncl schusstafelmassiger Ladung (Geschiitzbliittchen
pulver), ausgefiihrt unter clen verschiedenstell TagesverhiLltnissell und 
mit verschieclenen Rohren, ergaben schon fiir Vergleichspulver folgencle 
extreme Werte fUr die Anfangsgeschwillcligkeit V (und clen Maximal
gasdruck): 

Maximalwert: 460 m/sec (und 1520 Atm.), 

Minimalwert: 432 m/sec (und 1170 Atm.) 

70) Vgl. lIcydcnreich 1, p. 53 u. 54 uncI 2, p. 39, auch fiir das Folgellde. 
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Von diesen Schwaukungen scheint etwas weniger als die Hiilfte aliein 
durch die Verschiedenheiten der Temperatur, ungefiihr ebensoviel 
durch Verschiedenheiten der Verbrennungsraume bedingt worden zu 
sein, wobei jedoch alie Rohre noch gut erhalten waren; der Rest 
erklart sich durch verschiedenen Feuchtigkeitsgehalt, verschiedenes 
Fiihrungsmaterial, gewisse Messungsfehler u. s. w. Der Einfluss del' 
Feuchtigkeit hat bei den neueren rauchlosen Pulversorten an Be
deutung verloren. Speziell fiir den Einfluss der Pulveriemperatur auf 
die Anfangsgeschwindigkeit giebt Heydenreich an, dass eine Steigerung 
der Pulvertemperatur um 10 C. bei Geschiitzen die Anfangsgeschwin
digkeit um 0,05 bis 0,20 % erh5he 71); die betreffende Zahl fur Ge
wehre ist strittig. 

Fur neuere Infanteriegewehre ergaben Messungsreihen, bei welchen 
je 10 Schiisse mit demselben Gewehrexemplar und mit Patronen der
selben Lieferung in bedecktem Raum rasch nach einander ausgefuhrl 
wurden, z. B. folgende Zahlen fur ~5: 
bei einem Gewehr von 8 mm Kaliber: 

V25 :594, 597, 598,606,601,618,612,605,604,617 m/sec, 
bei einem Gewehr von 6 mm Kaliber: 

V25 : 752, 750, 746, 755, 753, 750, 746, 748, 748, 750 m/sec, 
hierbei war im letzteren Ji"ali das Geschossgewicht P 

P: 8,70, 8,72, 8,69, 8,73, 8,71, 8,72, 8,70, 8,70, 8,68, 8,71 gr. 

3c. Anderung des Abgangswinkels. Auch hier ergiebt sich del' 
Einfluss auf die Schussweite X leicht aus den betreffenden Differenzen
gleichungen zwischen IJ. rp lmd A X (giItig unter den gleichen Voraus
setzungen wie bei N r. 3 b): 

2X.tg<p 
IJ.X = t ' t 2 • Arp, gcp . g <p 

oder auch durch einfache stereometrische Betrachtungen. 
Die him'her gehorige, also kontrollierbare Andenmg von rp hat 

ihre Ursache a) in dem N ehmen von "Feinkorn" 72) statt "gestriclien 
Ko1'1~", b) in dem Ve1'Clrehen des Gewehrs 73), dem beim Geschiitz del' 

71) Heydenreich erwlihnt, dass durcllsclmittlich im Sommer cn,. 4% weiter, 
im Winter ca. 6% kiirzer geschossen wU'd, als die Schusstn,fel angiebt. 

72) Nn,ch v. lIIinarelli, p. 53 ergiebt sich z. B. durch Nehmen von "Fein
korn" statt "gestrichen Korn" beim os terr. 8 mm Repetiergewehr 11. 1895 auf 600 
Schritt Schussweite eine Senkung des mittleren TreffPunkts um cn,. 66 cm. 

73) Vgl. z. B. Didion, p. 364; Allollymus, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 93 (1886), 
1). 455; v. Minarelli, p. 54;, z. B. fiir das friihere deutsche Feldgeschiitz hat eine 
Neigung del' Rlidemxe um 5° bei einer Schusswcitc YOIl 5000 m eine Seiten
abweichung von ca. 160 m zur Folge. 
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schiefe Riidcrstwld entspricht. Es wird del' Treffpunkt auf del' Seite, 
nach welcher das Gewehr beim Schuss verdreht wurde resp. das eine 
del' beiden Geschiitzrader tiefer stand, seitwal'ts und abwarts verschoben. 

Auch beim A~tfstecken des Bajonetts 74) erfolgt eine Anderung des 
Abgangswinkels, del' Erfolg ist meist Linksabweichung und Senkung 
des Treffpunktes. Die Erscheinung wurde fruher del' Ruckwil'kung 
del' an del' BajoneUklinge refiektierten Pulvergase auf das Geschoss, 
spateI' einer Drehung des Gewehrs um den seitlich del' Seelenaxe 
liegenden Gesamtschwerpunkt zugeschrieben. Die Thatsache jedoch, 
dass bei rechts aufgestecktem Bajonett Rechtsabweichung erfolgen und 
dass die Erscheinung selbst bei fest eingespanntem Gewehr sich ein
stellen kann, vel'anlassten die Versuche von C. Cranz und K. R. Koch 75), 
durch die jetzt festgestellt ist, dass diese Abweichung durch die Ande
rung del' Laufvibration infolge del' angehangten Bajonettmasse ver
ursacht wird. 

3 d. Anderung der Luftdichte. Hier wird die Differenzenformel 
(unter den gleichen Voraussetzungen wie in Nr. 3b und 3c), die die 
Anderung del' Schussweite gieM: 

b. X = X . tg <p' - tg <p • t::. C1 

tg <p' C1 ' 
wo 

gesetzt ist. 

~ = f3. ~ .1000. (2R)2 
C1 1,206 P 

Eine Anderung del' Luftdichte erfolgt in erster Linie durch 
Schwankungen del' Lufttemperatur. Eine Temperaturerhohung urn 
10 C. erhoht das Luftgewicht 0 urn ca. 0,00456 kg odeI' das relative 

Luftgewicht 1,:06 nm 0,00378. 

Eine andere Ul'sache fiir die Anclel'ung des Luftgewiehts liegt in 
del' Anderung des Barometerstandes: ein Unterschied des letztel'en urn 

1 mm andert das relative Luftgewicht 1 :06 urn ca. 0,00134. Infolge-, 
dessen ist unter sonst gleichen Umstanden clie Schussweite grosser, je 
hoher del' Schiess platz 76) liegt 77). 

H) Vgl. besonders II. lVeyganrl, Das Schiessen mit Handfeuerwaffen, eine 
vereinfachte Schiesslehre, Berlin 1876, p. 184 ff., u. F. Hentsch, Ballistik der 
Hanc1feuerwaffen, Leipzig 1873, p. 312; v. JJlinarclli, p. 55. Der russische Infan
terist schiesst mit anfgepflanztem Bnjonett; sonst hat die Frage nicht mehr die 
Bedeutung wie fruher. 

75) Niinch. Abh. 21 (1901), p. 572. 
76)v. Minarclli (osterreich.), 11.61 giebt z. B. die folgellde Regel fUr die 

Pmxis beziiglich Entfernungen von ca. 2000 Schritt: diE: Vergrosserung cler Schuss-



3. Gleichrnassige Abweichungen des Gcschosses und deren Ursachen. 223 

3 e. Ein:fl.uss des Windes. Fur die Anderungen del' Flugbahn 
durch Wind wurden nach verschiedenen lVIethoden zahlreiche Formeln 
aufgesteUt, so von Didion, Siacci, Vallier, Rdsal, v. Wuich, KnIpp, Sa
buds7cP8). Beispielsweise sind die auf Erwagungen libel' relative Be
wegung beruhenden Naherungsausc1rlicke Siacd's die folgenden: 

weite in Schritten ist das 8-fache der in hunderten von Metern angegebenen 
Hohenkote des Schiessplatzes; darnach wlirde also z. B. auf einer 1700 m hohen 
Alpe auf 2000 Schritt urn 8 X 17 oder 136 Schritt zu weit geschossen. - Uber 
Krupp'sche Versuche s. Heyclem'eich 1, p. 54 Schluss. 

77) Zahlenwerte fUr Ein:fiuss del' Lufttemperatur und Luftgewicht s. be
sonders bei Heydenl'eich 1, p. 53 u. H. Rohne, Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 129, 
201 u. 4 (1901), p. 326. Einige (Recbnungs-)Beispiele des letzteren sind folgende: 
Fiir ein Gewehr mit V = 630 m/sec und bei der Schussweite X = 2000 m wird 
durch Steigerung del' Ternperatur urn 10 C. die Schussweite urn 1,70 m wegen 
Anderung von V und ausserdem urn 3,70 rn wegen Anderung von 8, zusammen 
urn 5,4 m vergrossert oder die Hohenlage des Treifpunkts steigt urn 34,3 + 77,1 
= 111,4cm, sodass durchschnittlich im Juli (+200 C.) urn 27,Om zu weit und 
UUl 5,57 ill zu hoch, dagegen im Januar (- 0,5 0 C.) UUl 83,7 m zu kurz und urn 
17,24 ill zu tief geschossen wird, gegeniiber den Schusstafelangaben, welche sich 
auf die Normalternperatur + 150 C. beziflhen. Bei - 22,5 C. Lufttemperatur (z. B. 
iUl Jahre 1884) wircl somit urn 202 m oder um 10% zu kurz geschossen. Ubrigens 
ist der wahrscheinliehe Fehler im Distanzschatzen mit blossem Auge nach 
Rohne erheblich grosser, namlich ca. 17% (auf Grund von ,1000 Schatzungen 
mit 2000 verschiedenen Schiitzen erhalten). Nur bei Verwendung eines guten 
Distanzmessers von nicht allzu unbequemer Lange, namlich von nicht iiber 
60 cm Hinge, ist dieser Fehler 3%, vgl. besonders V. v. Niesiolowski-Gawin, 
Das Messen von Entfernungen fUr Kriegszwecke, Wien 1898. 

78) Didion 1, p. 311; v. }Vuic71, p. ,174; Siacei, p. 113; Bisal 2, append. p. 409; 
IIeydcnreieh 1, p. 57; Sabudski 1, p. 302; Dcnecke, Arch. f. Art .. u. Ing.-Off. 93 (1886), 
p. 1 u. 9,1 (1887), p. 226; .Anonymus, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 97 (1890), p. 27<1 
(Erfahrungen irn Transvaalkrieg); v. )lIinal'cW, p. 57 if.; eingebende Berechnungen 
besonders von H. Bohne, Kriegstechn. Zeitscbr. 3 (1900), p. 129 u. 201, sowie 4 
(1901), p. 326. Bohne berechnet II. 13., llnss bei mittlel'er Windgcschwindigkeit 
von 5,5 Ill/sec (Potsdamer Bcobacht. 18D3-(7) del' unter .15" schiel' von VOl'll 

kommende horizontale Wind die Schussweite von 2000 m urn 31 m verkiirzcn 
miisste, und bei einer Windgeschwindigkeit yon 30 ill um 2,10 m; die Seiten
a,bweichung betliige auf 2000 m bei mittlcrer ,,vindgeschwindigkeit nul' ca,. 
18 rn. Uberhaupt ist nach Bohne die Xnderung del' Schussweite durch Tages
cinfiiisse in del' :Mehrzahl der FiUle kleiner als del' wahrsehcinliche SchiLtzungs
fehler, selbst dann, wenn TVind und Tcmperatu)' in gleichem Sinn wirkeu 
<,Viud von hinten uud Temperatul' hoch; 'Viml von vorn uull Tcmperatur 
niedr:ig); dies gilt wenigstens fiil' Gewehre unll fiir Distanzcu unter 1000 Ill. 
13ei Gesclll'itzcn sind die Tageseinfiiisse bedcutcndcl'; fiir die Feldbnone II. B., 
mit V = 465 m/sec, Schussweite 6000 m, rp = 18 0 11'; rp' = 26° 30') findct Rollllc, 
dass bci - 22,5" C. die Schussweitc 11m 394 + 634 = 1028 m zu kurz ausfallcu 
miisste. - El'wiihnt sei noeh, dass Hcydcl1l'eich flir seine allgemeinen Angaben 
die umfangreichen Versuche del' deutsc71cn .Al'tillcric-Pl'l'i(uJlgs-Eollllllission zur 
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1st W' die horizontale Komponente der Windgeschwindigkeit 
parallel der Schussrichtung (in Metern), W" diejenige senkrecht dazu, 
T die Flugzeit (in Sekunden), so ist (bei kubischem Luftwiderstands
gesetz, gilltig filr direkten Schuss) die Inderung 6X der Schussweite 

6X= W'.[T- ~tgcp {1- (tgcp·_tgCP),cosllrp}J. 
tgcp·ycoscp tgq> , 

die Seitenabweichung Z 

Z= W"(T- X) v· cos cp , 

(X, T, f{!, f{!' sind die bekannten Werte bei ruhiger Luft). 
Die Berechnungen mit Hilfe dieser Formeln sind deshalb wenig 

zuverlassig, weil meist die Winde nach Richtung und Starke rasch ver
anderlich sind (vgl. IV, 17,1, Finsterwalder) und nur an der Erd
oberHache die Windgeschwindigkeiten gemessen werden; daher werden 
N ormalbeschiisse bei moglichst windstillem Wetter ausgefiihrt. N ach 
Heydenreich (1. c., Erfahrungen der deutschen Artillerie) verschwindet 
im allgemeinen der EinHuss des Windes auf die Grosse der Schuss
weiten im Vergleich zu den EinHiissen der Schwankungen von V und 
~; abgesehen von Steilfeuer ist als Maximum der Schussweitenande
rung bei heftigem Wind ca. 1 % der Schussweite anzusehen. Dagegen 
erwahnt er Seitenabweichungen bei stiirmischem Wind bis zu 3% 
der Entfernung, z. B. bei der 15 cm Granate C. 88, aus der langen 
15 cm Kanone auf 9500 m Entfemung eine Seitenabweichung von 287 m. 

3 f. Einftu88 der Erdrotation 79). Wenn wir das quadratische 
Luftwiderstandsgesetz (F(v)=bv2) voraussetzen, sowie das Quadrat der 

Verfiigung hatte und \lass die Versuchsreihen, welche neuerdings von Krause 
(Mitglied der deutschen GewehrJiriifungskommission) beziiglich der Tageseinfitisse 
veroffentlicht wurden, Kriegstechn. Zeitschr. 6 (1902) p. 433, eine ziemlich be
friedigende Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung ergaben, 
wenigstens was Temperatur und Barometerstand anlangt. 

79) Dariiber vgl. G. Galilei, Dialog tiber das Weltsystem, deutsch von Strauss, 
Leipzig 1891, p. 189-192; S.D.Poisson, J. ec. polyt. 16 (1832), p.187 und 
Poisson, Recherches sur Ie mouvement des projectiles dans l'air, Paris 1839, 
p.41 u. 63; C. E. Page, Nouv. ann. (2) 6 (1867), p. 96, 387, 481; St. Robert 1, p. 357; 
F. Astier, Rev. d'art. 5 (1875), p. 272; R. Berger, tJber den Einfluss der Erdrotation 
auf den freien Fall der Korper und die Flugbahnen der Projektile, Coburg 1876; 
J. Finger, Wien. Ber. 76' (1878), p. 67 und R. Hoppe, Arch. d. Math. 64 (1879), 
p.96; W. Schell, Theorie d. Bewegung und der Krafte 1, p. 628; A. W. F. Sprung, 
Arch. d. deutsch. Seewarte 1879, p. 27; Deutsche meteor. Zeitschr. 1 (1884), p. 250; 
Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 103 (1896), p. 13; Risall, p. 107; (jkinghaus, Wochen
schrift f. Astron. 1891, p. 89 und Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 103 (1896), p. 89; 
Sabuilski, Petersb. Art. Journ. 189', Nr. 2, p. 120 und Rev. d'art.4' (1894), p. 467; 
.4. fl. Obmnayer, Mitt. lib. Gag. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1901, p.707. 
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Winkelgeschwindigkeit n der Erde (n = 0,0'73) gegen 1 vernach
liissigen, die Erde als Kugel ansehen und die Richtung der Erd
schwere mit dem Erdradius zusammenfallend denken, so ist das zu 
lOsende System von Differentialgleichungen der Bewegung: 

d"x (d y . dz ) ds·dx 
dt'= 2n dtsmr-d"icosr -b dt . dt , 

dig dx . ds· dy 
dt" = - 2n d-t sm r - b --dt· dt ' 

dx 
2n dt cos r b ds· de 

- dt.dt- g 

(dabei ist r die geographische Breite des Abgangspunktes, die x, y, z
Axe bezw. nach Osten, Norden und vertikal nach oben positiv). 

Der Einfluss der Erdrotation zeigt sich in Seitenabweichungen 
und in positiven oder negativen Zuwachsen der Schussweite. Die 
Seitenabweichung, die die wichtigste ist, ergiebt sich aus zwei 
Doppelintegralen, welche abgeschiitzt werden mussen; sie ist im a11-
gemeinen kleiner als die weiter unten zu besprechende durch Rotation 
des Geschosses hervorgebrachte Abweichung und meist gegen diese zu 
vernachlassigen. Zahlenwerte hat S. D. Poisson und neuerdings z. B. 
N. Sabudski berechnet. 

Was den Sinn der Seitenabweichung betrifft, so erfolgt diese m 
der gewohnlichen Schiesspraxis auf del' nordlichen Erdhalfte stets nach 
der reekten Seite des Schiessendell; del' Grosse nach ist die Abweichung, 
zufolge den Berechnungen Poisson's, beim Schiessell nach Norden am 
kleinsten, nach Suden am grossten, beim Schuss nsch Osten oder 
Westen von mittlerem Betrag. 

Einige Zahlenbeispiele Poisson's sihd die folgenden: Scbiesst man 
mit einer Bombe von 33 em Kaliber und von 90 kg Gewicht in del' 
Breite von Paris unter einem Abgangswinkel tp von 45° und mit einer 
Anfangsgeschwindigkeit V von 270 m/sec (womit sich eine Schuss
weite von ca. 4000 m ergiebt) nach Osten ode~ Westen, so wird eine 
Seitenabweichung nsch rechts um 7-8 m erfolgen mussen; eine Bomba 
von 27 cm Kaliber und 51 kg Gewicht, bei V = 120 m/sec, tp = 45°, 
X = 1200 m wird 0,9-1,2 m recbts einschlagen. - Eine Flinten
kugel mit 434 m/sec Anfangsgeschwilldigkeit in der Breite von Paris 
senkrecht abgeschossen, erreicht eine Steighoha von 544 m (gegen 
9600 m im leeren Raum) und kommt zuruck mit einer Auffall
geschwindigkeit von 49 m/sec (gegen 434 m/sec im leeren Raum), 
dabei betriigt der Rechnung zufolge die westliche Seitenabweichung 
beim Auffallen 0,1 m. 
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Die aus del' TheOl'ie sich el'gebende siic7liche Abweichung beim freien 
Fall und vertikalen VVul'f el'kHirt sieh bei den obigen Voraussetzungen 
geometrisch einfach damus, dass die Bewegung des Gesehosses nul' 
innerhalb del' Ebene durch die Pamllelkreistangente und den El'dmittel
pUllkt (im luftleeren Haul11 bei IT < 7900 m in einer Ellipse mit dem 
El'dmittelpunkt als dem einen Bl'ennpunkt) stattfindet, wobei das Ge-
8ehoss wegen del' Dl'ehung del' Erde nicht in del' Riehtullg des Erd
radius abgeht. 

3 g. EiufluBS der Rotation deB GeBchosses 80). Einleitung. Die 
hiel'her gehorigen Abweiehungen del' fruhel'en 7cugeljoJ'migen Gesc7wsse 

80) Vgl Didion, p. 304 u. 319 und J. ec. polyt. 16 (1839), p. 51; G. Piobel't, 
'l'raite d'artillerie, Paris 1839, p. 169; Resall, p. 375; G. JJlagnus, Berl. Bel'. 1852, 
1-24 und Ann. Phys. Chem. 88 (1853), p. 1; JJI. de Sparre, Sur Ie mouvement 
des projectiles dans l'air, Paris 1891; R. l'immerhans, Essai d'un traite 
d'artillerie 2, Paris 1846, p. 113; J. C. P. Otto, Umdrehung del' Artillerie
geschosse, Berlin 1843, Forts. 1847 und AlIgem. Militiirzeitung 1846, Nr. 64/65 
und Arch. f. Art.- n. Ing.-Off. 11 (1840) p. 118; J. P. G. v. Hehn, p. 169; (Nen
mann, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 6 (1838), p. 213; 14 (1842), p. 49 u. 17 (1845), 
p. 193); C. JJlondo, Derivation del' Langgeschosse, Munchen 1860; V. v. Vieth, 
Flugbahn der Geschosse, Dresden 1861; C. II. Owen, 'I,,"oolwich, Roy. Art. Inst. 
Proc. 4 (1863), p. 180 u. 23 (1896), p. 217; Brocklmsen, Arch. f. Art.- u. lng.
Off. 15 (1843), p. 1)3; Rutz1ci, p. 169; "W. v. Rouvroy, TheOl·ie del' Bewegung 
del' Spitzgeschosse, Berlin 1862 und Arch. f. Art.- u. Ing.-Oil'. 18 (1845), p. 19; 
D(arapsk)y, Derivation del' Spitzgeschosse, Cassel 1865; N. l11ayevski, p. 178 u. 
Petersb. Art. JOUl'l1. 1865, Nr. 3, p. 11 und Rev. technol. milit. 5 (1865), p. 1; 
P. Gcmthiel', 1IIouvement d'un projectile chins r air, Paris 1867; A. Paalzow, Uber 
die Drehung fester Korper, insbesondere der Geschosse und del' Erde, Berlin 
1867; Ji'. Astier, Essai sur Ie mouvement des projectiles oblongs, Paris 1873; 
E. P. JOll/fret, He\,. d'art. 4 (1874), p. 245, 547; P. Haupt, nIathematische Theorie 
del' l<'lllgbahnen gezogener Geschosse, Berlin 1876; J. JJiiirker, Uber das bal
listische Problem, Gymn. Progr., Hersford 1876; JJfllzeau, Rev. d'art. 12 (1878), 
p. 422 u. 495 mit Forts. bis 14, p. 38; Ingalls, Handbook of' problems in exterior 
ballistics, New-York 1900; AnonYlllus, Arch. f. Art.- u. lng.-Off. 85 (1879), p.134 u. 
87 (1880), p. 180; J(. B. Bender, Bewegungserscheinungen d. Langgeschosse, Dal'ln
studt 1888; Jansen, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. !l7 (181)0), p. 424; Sablldski, Petersb. 
Art. J oum. 1890, N r. 7, p. (41) und 1891, Nr. 1, p. 1; auch Aussere Ballistik 18!l5, 
p. 323-393; A. Brix, Marine-Abhandlnngen (russ.) 1891, Nr. 1, p. 25, Nr. 2, p.61, 
Nr. 3, p. 41; Engelhardt, A.rch. f. Art.- u. Ing.-Ofr. 100 (181)3), p.403 u. 449; 
P. G. Tait, Nature (engl.) 48 (1893), p. 202; H. JJHiller, Entwicklung del' Feld
artillerie, Berlin 1894; E. (jkinglwlls, Arch. f. Art.- u. Ing.-Ofi'. 103 (1896), p. 185; 
J. Altmann, El'kllirung u. Berechnnng d. Seitenabweichungen, 'IVien lBn; A.v. Ober
mayer, IVien, Organ del' militiirwissenschaftlichen Vereine 1898 und Mitt. ub. 
Gog. d. Art.- u. Gen.-vVes. 1899, p. 869; A. G. Greellhi77, Woolwich, Roy. Art. 
lnst. Proc. 11 (1882), p. 119 u. lH;v. l1Iinarelli, p.43; Crall::, p. 1%-265 u. 
p. <110 (Apparute clazu) und Zeitschr. "rath. Phys. ·13 (181)8), p. 169 nnd 
Jallresber. cl. deutsch. lIfath.-Verein. 6 (1891)), p.110. - Hinsichtlich del' Idee 
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wal'en lange Zeit zufallige Abweichungen, besonders dadurch veran
lasst, dass immer etwas Spielraum zwischen Kugel und Rohrwandung 
blieb und deshalb die Pulve1'gase zum Teil mit, zum Teil neben 
del' Kugel sich herausdrangten und wegen del' dadurch vermehrtell 
Reibung ein Rollen derselben bewirkten, odeI' auch verursacht durch 
einmalige odeI' zweimalige Reflexion del' Kugel im Rohr. 

Unter den (durch eine Preisaufgabe del' Berliner Akademie 1794 
veranlassten) zahlreichen Versuchen zur Erklarung diesel' Abweichungen 
kamen diejenigen von J. Didion (1841) 81) und J. O. F. Otto (1843) 82) 
del' richtigen, spateI' von G. Magmts (1852)88) auf Grund von Experi
menten gegebenenErklarungsweise seh1' nahe. Letztere ist die folgende: 
Die Kugel bewege sich in ruhender Luft, odeI' umgekehrt ruhe del' 
Schwerpunkt del' Kugel und diesel' entgegen strome die Luft; die Kugel 
moge in Rotation geraten sein z. B. um eine horizontale Axe durch den 
Schwerpunkt und rotiere von oben iiber vorn nach unten. NUll bewegt 
sich die an del' Kugel adharierende und mit ihr 1'otierende Luft unter
halb im gleichen Sinne wie die gegen die Kugel heranstromende Luft, 
oberhalb diesel' entgegen. Somit entsteht nach den hydrodynamischen 
Gleichungen oben Vergrosserung, unten Verminderung des Luftdrucks; 
die Folge ist ein Uberdruck von oben nach unten, eine Abweichung 
des Schwerpunktes del' Kugel von oben nach unten. 

S. D. Poisson 84) hatte 1839 mehrere Abweichungsursachen, ins
besondere auch die Wirkung del' Luftreilmng theol'etisch untersucht. 
Sein Gedankengang war diesel': In dem erwiihnten Fall ist die Luft
dichte auf del' vorderen Seite grosser als auf del' hinteren Seite del' 
Kugel; somit ist, schloss er, auch die Reibung zwischen Kugel und 
Luft vorn grosser als hinten; infolgedessen muss die Kugel wie auf 
einem Polster in die Hohe laufen. Schon Poisson selbst und nach 
ihm eingehend J. P. G. v. Heim 85) berechneten, allerdillgs auf Grund 

von rotationslosen, llfeilartigen Langgeschossen vgl. beSOllders Jansen, Arch. f. 
Art.- u. Ing.-Off. ()7 (1890), p. 424 u. 497 und Mitt. tib. Geg. d. Al't.- u. Gen.
Wes. 1871, p. 85 und A. Rutzki, p. 62 sowie A. Rutzki, Grnndlagen fUr neue Ge
schoss- und Waffensysteme, Teschen 1876. 

81) J. Didion und Sal/ley, Cours d'artillerie, partie thCorique, redige 
d'apres les cahiers et les lerons de G. Piobel't, Paris 1841. 

82} F. Otto, liber die Umdrehung del' Artilleriegeschosse, Berlin 1843, p. 109, 
Fortsetzung dazu, N eisse 1847. 

83) Berl. Abh. 1852, auch besonders unter dem Titel: iJ'Der die Abweichung 
der Geschosse, Berlin 1860. 

84) S. D. Poisson, Recherches sur Ie mouvelllent des llrojectiles, Paris 1839, 
p. 69 if.; tiber die Luftreibung p. 74. 

85) Vgl. J. P. G. v. Heim, p. 199. Hierzu sei bemerkt, dass das Newton-
11Ia;cwell'sche Gesetz iiber die Unabhiingigkeit del' Luftreibung von del' Dichte 



228 IV 18. O. Oranz. Ballistik. 

unzureichender Erfahrungen fiber den Einfluss del' Luftdichte auf die 
Luft1'eibung, dass diese Wi1'kung des tangentiellen Luftwide1'standes 
del' Grosse nach die thatsiichliche Abweichung nicht wohl erkUiren 
konne. Ailsserdem stimmt del' Sinn del' Einwirkung nicht; jedenfalls 
muss letztere, del' Theorie von JJIagnus zufolge, nach unten und nicht 
nach oben erfolgen. Ubrigens ist es nicht ausgeschlossen, dass del' 
von Poisson erwiihnte Effekt del' Luftreibung auch bei den model'llen 
Langgeschossen eine Rolle bei gewissen Erscheinungen spielt (darfiber 
s. weiter unten). 

Um die Rotationen del' Kugel zu im vomus bestimmbaren und damit 
die Abweichungen zu konstanten zu machen, wurden von ca. 1830 ab 
eine Zeit lang exzentrische Kugeln 86) beniitzt. Wurde·eine solche Kugel 
z. B. mit "Schwerpunkt unten" in das RohI' gelegt und abgefeuert, so 
drehte sich, wenigstens anfangs, die Kugel urn eine horizontale Axe 
von oben uber vorn nach unten (do. die Resultante del' Pulvergas
drucke nach dem geomet1'ischen Mittelpunkt del' Kugel ge1'ichtet war, 
del' oberhalb des Schwerpunkts liegt); danu abel' e1'folgte nach dem 
vorher Erwahnten eine Abweichtmg des Schwerpunktes del' Kugel 
nach unten, eine Verkurzung del' Flughahn und Vergrosserung des 
Einfallwinkels. In einem extremen Fall, welchen Heim 1840 be
richtet, erfolgte sogal' ein Aufschlagen del' Kugel Mnter demMorser. 
1m andel'll Fall, mit "Schw61'punkt oben" eingelegt, erfuh1' die Kugel 
eine Abweichung nach 0 ben, eine Verlangerung ihrer Flugbahn. Eine 
TheOl'ie del' Bewegung exzeut1'ische1' Kugeln wurde von Beim be
gonnen. 

Das Best1'eben, durch Vergrosserung del' Geschossmasse ohne 
gleichzeitige Ve1'grosserung des Geschosskalibers machtigere Wil'kungen 
zu erzielen, fuhrte naturgemass auf die systematische Verwendung von 
Lctnggeschossen, und diese wieder, wegen del' Notwendigkeit, den Ge
schossen Stabilitiit beim Flug in del' Luft zu geben 863), auf die An
bringung von Schraubenziigen im Lauf,wodurch das Geschoss eine 
meh1' odeI' weniger rasche Rotation um die Langsaxe erhalt. 

Die Rotationsgeschwindigkeit des Geschosses ist durch die .;\iun-

nul' im Interval! einer AtmospMre experimentell bestiitigt worden istj bei Ver
grosscrung del' Dichte und Erhiihung del' Temperatur scheint die Reibung zu
zunehmenj vg. A. -Winkelmann, Handbuch del' Physik, Breslau 1891, 1, p. 600. 

86) V gl. besonders Heilll, p. 169 j Roltvl'0Y, Arch. f. Art.- u. lng.-Off'. 18 (1845), 
p. 19; H.l1liiller, Die Rotation del' rund·en Artilleriegeschosse, Berlin 1862. 

86") Es scheint, dass schon VOl' Einfiihrung del' Feuerwaffen den Wurf
speeren und Al1nbrustbolzen aus gleichem Grund mitunter eine Rotation UI1l 

die Llingsaxe erteilt wurde. 
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dungsgeschwindigkeit V desselben und die Drallverhiiltnisse des Rohrs 
gegeben. Sie darf wedel' zu klein) noch zu gross sein. 

Eine obere Grenze ist insbesondere durch gewisse) spateI' zu 
erlauternde Bedingungen del' inneren Ballistik und auch dadurch 
gegeben) dass das (Artillerie-)Geschoss nicht mit dem Boden zuerst 
am horizontalen Ziel aufschlagen dad) wodurch ein Verlust an Wir
kung im Ziel eintreten konnte. 

Eine untere Grenze wird durch die Bedingung vorgeschl'ieben, 
dass das Langgeschoss bei seinem Flug durch die Luft eine aus
reichende Stab iIi tat bewahren miisse. Mathematische Stabilitatsgesetze 
sind von Timmerhans) Gillian, Terssen) besonders abel' von v. Wuiclt, 
Vallier, Greenhill und Sabuds7ci fur Artilleriegeschosse aufgestellt 
worden) von C. Oranz ein solches speziell fur Infanteriegeschosse von 
kleinem Kaliber und von del' gegenwal'tig gebrauchlichen Form. 

Die genaue theoretische Behandlung des Problems auf Grund 
del' Kreiseltheorie ist zur Zeit deshalb noch nicht moglich, weil die 
notigen empil'ischen Unterlagel1 beziiglich des Luftwiderstands und 
bezuglich del' V organge in del' Nahe del' l'rIiindul1g fehlen. Empirisch 
lasst sich del' Grad del' Stabilitat des Geschosses in del' Luft, wenn 
auch wenig exakt, durch Beobachtung von Scheibendurchschlagen 
kontrol1iel'en. Einige Zahlellallgaben iiber die Grosse del' jetzt ver
wel1deten Rotationsgeschwindigkeiten s. Fussn. 23 und wei tel' unten 
Nr. 11 b. 

3h. Seitenabweichungen rotierender Langgeschosse. Es giebt 
hei solchen Gescbossell Abweichungell von bestimmtem Sinn, und 
zwar Abweichungen sowohl in del' Schussl'ichtung, als auch senkrecht 
clazu. Die letzteren) als die wichtigsten) sollen im folgenden des 
Naheren besprochen werden. 

Bei rechtsgewundenen Schraubenziigen im Rohr) bei ))Hechtsdrall", 
erfolgen sie im allgemeinen nach rechts, hei Linksclrall (z. B. dem 
franzosischen und englischen Gewehr und dem italienischen Feld
geschiitz) nach links; sie wachsen starkel' als proportional del' Ent
fernung des Geschosses von del' l\Iundullg. Die Flughahll ist daher 
eine doppelt gekriimmte Kurvc) welchc hei Rechtsdrall - wenigstens 
im gl'ossen Ganzen und abgesehen von besonc1eren Umstanden -
rechts yon del' Schussebene verlauft unt! deren Hol'izontalpl'ojektion iIll 
allgemeinen) von del' Schussebene aus gesehen) konvex gekrlimmt ist. 

Diese Seitenabweichungen, welche rclativ gross sind, werden ill 
del' al'tilleristischen Praxis dul'ch Seitlichstellen des Visiers (an welchem 
zu diesem Zwecke eine kleinc Tabelle angehracht ist) kompcnsiert. Die 

EnC'yklop. d. math. 'Yissellscll. IV:.!. 16 
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Ablenkungen nehmen (naeh Heydenreich's Beobaehtungen) unter sonst 
gleiehen U mstiinden, ab mit Verlangerung des Geschosses und nehmen 
zu mit Verstarkung des DraUs; am grossten sind sie fur die kurzen 
Gesehosse hei starkem DraU und kleiner Anfangsgeschwindigkeit. 
Z. B. zeigen das 21 em-Shrapnel C.89 aus der Turmhaubitze und die 
21 em-Granate C. 80 aus dem Morser, heides kurze Geschosse aus 
Rohren mit starkem Drall, die grossten, die Geschosse des schweren 
Feldgeschutzes C. 73 bei schwachem Drall und verhaltnismassig be
deutender Geschosslange die kleinstell Abweiehungen. Numerische All
gaben fo1gen sogleieh weiter unten. 

Fur die E1'klanmg diesel' Seitenabweichungen bei rotierenden 
Langgeschossen konnen drei Umstande in Betracht kommen: 

a) Die "Kreiselwirkung": 1m luftleeren Raum will'de die Gesehoss
axe, falls sie zugleieh Haupttragheitsaxe und anfanglieh Rotations
axe ist, dieselbe Richtung im Raum beibehalten. Dasselbe wurde 
im lufterfullten Raum del' Fall sein mussen, wenn die Luftwider
stiinde gegen die einzelnen Teile del' Gesehosso berflache sich zu einer 
Resultante zusammensetzten, welche stets im Schwerpunkt auf del' 
Axe angriffe. Letzteres ist indes nicht del' Fall, sondern del' Angriffs
punkt A scheint fur kleine Winkel IX, die die Geschossaxe mit der 
Flugbahntangente bildet, sehr nahe dem Ende des zylindrischen Teils 
des Geschosses zu liegen, wie die KU1n1nC1"schen Versuche sehr 
wahrscheinlich machen 87); allerdings konnten diese Versuche nul' mit 
klein en Geschwindigkeiten ausgefuhrt werden und gaben gerade fiir 
sehr kleine Winkel IX nicht mehr genugend bestimmte Resultate. Mit 
waehsendem IX ruekt Adem Sehwerpunkt Simmer naher. J edenfaUs 
wirkt auf das Gesehoss eine aussere Kraft, die nicht durch den Sehwer
punkt geht, und damit ist Anlass zu einer Kreiselbewegung, einer 7.:0-
nisclwn Pendelllng del' Gescbossaxe um den Sebwerpunkt gegeben. Diese 
Kegelpendelung geht bei unsern deutscben, mit rechtslliufig gewundenen 
Ziigen (Rechtsdrall) versebenen Geschiitzen (und Gewehren) rechts
Uiufig VOl' sich; die Geschossspitze, die sieh iibrigens anfangs heht, 
geM nach rechts und abwarts; del' Luftwiderstand wirkt also 1111 

wesentliehen gegen die linke Seite des Gesehosses, wie gegen em 
sehiefgestelltes Brett oder Segel, und driiekt das Gescbos8 aus del' 
normalen FlugbahnveItikalebene nach del' rechten Seite herau8. 

Dber diese Kreiselwirlllng von Langgesehossen hat ebenfalls 
G. 11Iagnlls (s. 0.) einige Laboratoriul1lsversuehe angestelltj gegen ein 
rotierendes Gesehossmodell in Cardanischer Anfhangung wurde ein 

Iii) Berl. Abh. 187[', p. 1 und 1876, p. 1. 
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Luftstrom gerichtet und eine Kreiselbewegung del' erwahnten Art 
bee bachtet. 

b) Die "Polsterwirkung" bei Langgeschossen: Angenommen, die 
Geschossaxe falle anfangs mit del' Flugbahntangente zusammen. In 
einiger Entfernung von del' Mundung wird, da die Flugbahntangente 
sich entlang del' Flugbahn senkt, zwischen Tangente und Axe ein 
yon Null verschiedener Winkel bestehen mlissen, und daher wird das 
Geschoss mehr und mehr seine Mantelflache dem Luftwiderstand dar
bieten. Auf del' Vorderseite des Geschossmantels, d. h. auf del' nach 
dem Ziel zu gelegenen Seite, ist del' Luftdruck grosser als auf del' 
Hinterseite, somit auch die Luftreibung vorn grosser als hinten; das 
rechtsrotierende Geschoss wird also, wie oben bei den kugelformigen 
Geschossen erwlihnt wmde, wie auf einem Polster nach rechts rollen; 
es erfolgt eine Rechtsabweichung. 

c) Die" Wir7cung det' mit dem Gescltoss Totierenden Luff" (vgl. die 
lIfagnus'sche ErkIarungsweise del' Abweichungen bei Kugeln): Wieder 
denken wir uns, die Spitze des Langgeschosses liege nicht mehr wie 
anfangs in del' Flugbahntangente, sondern, im weitel'en Vel'lauf del' 
Bahn, etwas oberhalb del' Tangente; ferner, del' Geschossschwerpunkt 
sei relativ in Ruhe, und die Luft strome gegen das rotierende Ge
schoss heran und an diesem yorbei. Diesel' Luftstl'omung entgegen 
stromt auf del' l'echten Seite des Geschosses die an diesem adharierende 
Luft, welche mit dem Geschoss hel'umgeschleudert wird; auf del' 
linken Seite sind beide Luftstromungen gleichgerichtet. Also liber
wiegt del' Druck auf del' l'echtell Seite des Geschosses libel' dell
jenigen auf del' linken Seite. Es ergiebt sich hieraus eine Lillks
abweichung des Geschossschwerpunkts. 

Die Wirkungen a) und b) liefern Rechtsabweichung, die Wir
kung") giebt Linksabweichung. Da nun in Wirklichkeit das Geschoss 
nach rechts answeicht, so sind die beiden ersten zusammell grosser 
als die dritte. Dass Ferner die chitte grosser als die zweite ist, wird 
durch das (s. oben) nber die exzentrischen Kugelgeschosse Gesagte 
seh1' wahrscheinlich; delln bei dies en war del' Sinn del' thatsachlichen 
Rotation des Geschosses und del' Sinn dol' thatsiichlichen Geschoss
abweichung nnzweifelhaft. Somit liberwiegt del' Grosse nach die 
"\Virkung a) die beidell andem. 

Es ist aneh gegellwartig die Erklarung del' diesbeziiglichell Ge
schossabweichungen lllittels del' Kreiselwirkung allgelllein allgenollllllen, 
wenigstens soweit ernsthafte Erklarungen in Betracht kOllunen. 

Del' mathelllatischen Behandlung unterworfen wurde, was Lang
geschosse beh'ifft, llahezu ausschliesslich die erwiil111te Kreiselwirkung. 

Hi" 
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Mit diesel' Theorie haben sich in erster Linie St. Robert, N. Mayevski, 
M. de Sparre, N. v. W~tich, N. Sabudski beschaftigt. Die oben an
gefilhrten empirischen Thatsachen stimmen wenigstens zum Teil mit 
den Resultaten del' Berechnung ilberein. Die TheOl·ie weicht insofern 
von del' des gewohnlichen Kreisels ab, als es sich hier um eine aussere 
Kraft (die des Luftwiderstandes) handelt, deren Grosse und deren Rich
tung gegen die Geschossaxe und deren Angriffspunkt auf der Axe mit der 
Zeit variabel ist. Die Rechnung lasst sich daher nur unter gewissen be
schrankenden V oraussetzungen, durch ein Verfahren successiver Annahe
rung durchfiihren; es wird zunachst eine erste Naherungslosung del' Glei
chungen der Translation ohne Riicksicht auf die Rotation aufgesucht, 
dann werden die betrefl'enden Ausdriicke fur den 0rt des Geschosses in 
die Gleichungen der Rotation eingesetzt und diese naherungsweise ge
lOst; die so erhaltenen IntegI'ale werden endlich dazu verwertet, um 
riickwarts in den Naherungslosungen fur die Gleichungen der Trans
lation .ie ein Korrektionsglied hinzuzufiigen. 

Das Rechnungsresultat ist in del' That eine doppelgekriimmte 
Kurve fiir die Bahn des GeschosBschwerpunktes, welche, yom Ge
schiltz aus gesehen, nach rechts und dann abwarts geht und sodann, 
wie es scheint, entweder ganz auf der rechten oder mehr auf der 
rechten als auf del' linken Seite del' Flugbahnvertikalebene verlauft. 
In letzterer Thatsache diirfte die Hauptursache dafiir liegen, dass die 
Abweichungen meist nicht abwechselnd nach rechts und nach links 
VOl' sich gehen. Diese Kurve ist das Analogon zu dem Kreis, den man 
bei del' Prazessionsbewegung eines um einen festen Punkt sich be
wegenden schweren Kreisels wahrnimmt. 

So verhiilt es sich, falls beim Verlassen del' Rohrmilndung das 
Geschoss lediglich eine Rotation um seine Langsaxe, die zugleich 
Haupttriigheitsaxe und verliingerte Rohraxe ist, besitzt. Vielfach 
scheint jedoch das Geschoss nic7d zentriert die Miindung zu verlassen, 
die anfiingliche Drehaxe nicht mit del' Figurenaxe iibereinzustimmen, 
sei es, dass Bucken oder Vibration des Rohres odeI' Wirbelbewegung 
del' Pulvergase die Veranlassung hierzu bildet. Wird dieses noch 
beriicksichtigt 88), so treten in den Ausdrucken fiir ilie Koordinaten del' 

88) Dartiber und tiber das Folgende vgl. C. Crmlz, Zeitsehr. Math. Phys. 
43 (1898), p. 133 u. 169 (p. 151 Zeile 10 v. 0. lies +.a- statt -.a-, mit Wirkung 
flir p. 152); ferner besonders .A. v. Obermayer, Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1899, p. 869, dort neuere Experimeute tiber die Kreiselwirkung VOIl Geschossen; 
dariiber K. F. Harris, Jonrn. of Un. St. Art. 10 (1901), p. 63, 189, 303. 'Weiter 
II. PIItz, Rev. Art. 24 (1884), p. 293; H. lII/mer, Die Entwicklung d. preuss. 
Fest-uugs- u. Belagerungsart.illerie VOIl 1815-1870, Berlin 1876, besonders p. 162 
u. 175. 



3. Gleichmiissige Abweichungen des Geschosses und deren Ursachen. 233 

Geschossspitze in Funktion del' Zeit weitere Glieder auf, welche 
eine andere, kurzere Periode enthalten; letztere winl in erster 
Linie durch die Winkelgeschwindigkeit um die Liingsaxe und die 
beiden Tragheitsmomente des Geschosses um die Langsaxe und um 
eine Senkrechte dazu durch den Schwerpunkt, erst in zweiter Linie 
durch den Luftwiderstand bestimmt. Die geometrische Bedeutung 
diesel' Glieder ist die, dass jene erste soeben besprochene Linie jetzt 
nul' die Leitkurve bildet fitr Nutationsbogen, die von del' Geschoss
spitze beschrieben werden; diese Nutationsbogen (welche auch im luft
leeren Raum statthaben mussten) scheinen es meist zu sein, welche 
sich del' Beobachtung89) zunachst darstellen -. Dieselben sind vor
wiegend von Einfiuss auf die Trefl'sicherheit und Schussweite, wahrend 
die von ihnen unabhangige Prazessionsbewegung insbesondere die regu
lare Seitenabweichung zur Folge hat. Doch sind verschiedentlich bei 
rechtsrotierenden Langgeschossen anfanglich Linksabweichungen be
obachtet worden; wahrscheinlich erklaren sich diese durch die er
wahnten Nutationen; solche Linksabweichungen konnen sich dann 
anfangs einstellen, wenn del' Geschossboden einen Stoss nach oben 
odeI' nach rechts erhalten hatte. 

Del' strengeren Durchfuhrung del' TheOl·ie stehen zur Zeit 
folgende Mangel an den Unterlagen entgegen: Bisher war es nicht 
moglich, zur Kontrolle del' Ausdrucke fur die Komponenten des Luft
widerstandes parallel und senkrecht zur Geschossaxe und fill' die 
Lage des Angrifl'spunktes del' Resultanten auf del' Axe Versuche mit 
grosse-n Geschwindigkeiten und 1'otiercnrlen Geschossen anzustellen. 
Ferner ist iiber die Anderung del' Winkelgeschwindigkeit des Ge
schosses um seine Liingsaxe mit del' Zeit nichts Gesetzmassiges be
kannt. Es hnn nul' vermutet werden, £lass diese VVinkelgeschwindig
keit langsamer abnimmt als die Translationsgeschwindigkeit 90). Uber 

89) Uber Beobachtungen des fiiegflnden Geschosses mit blossom Augc 
berichtet Heydem'eich 1, p. 7 u. 2, 1). 95-98: "Die Pondelungen waren iibcraus 
stark und schnell; ctwa 4, bis 5 in del' Sekunde; das Geschoss glich ,on 
hinten gesehen einer rasch sich drehenden Scheibe von wechselndem Dureh
messer; cin Geschoss iiberschlug sich sogar ctwa 1000 m VOl' del' ~liindung ... "; 
ferner siehe Rutzky, Theorie u. Praxis del' Geschosso und Ziinderkonstruktionen, 
Wien 1871; H. Jlliillc/', Dio Entwickelung del' preussisehen Festllngs- u. Belage
rungsart.iIIerie, Berlin 1876, p. 162. Uber indirekte Beobachtungen an Geschoss
durchschHigen in Papierscheiben siehe z. B. Jansen, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 
!17 (1890), p. ·125 u. ·107. Eine photographiscb registrierende Von'ichtung im Ge
schoss giebt P. jYeescn, Arch. f. Art.- u. Illg.-Off. 96 (1889), p. 68; 99 (1892), 
p. 4,76 und 101 (1894), p. 253. 

90) V g1. z. B. die Versuehe del' lIIcdizillalabtcilu/l[J des kg1. preuss. Kriegs
ministeriums, "Ubcr die "Tirkung und kriegschirurgische Bedeutung del' noucn 
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die Anfangsstosse ist wenig sicheres bekannt, jedenfalls nichts Gesetz
massiges. Endlich ist die Berechnung der beiden erwahnten Tragheits
momente, wenigstens fiir Artilleriegeschosse, wenig sicher. Experimente 
wurden von Sabudski und von v. Obermayer 88) begonnen. 

1m iibrigen moge davon abgesehen werden, die aus der Theorie 
sich ergebenden, sehr umfangreichen Ausdriicke rur die konische 
Pendelung und die Abweichungen der Geschosse hier wiederzugeben 
und nur die empirische Formel von F. Helie 91) erwahnt werden, welche 
in der Praxis fiir die Berechnung der Endabweichung z des Geschosses 
im Auffallpunkt am meisten verwendet wird; es ist (in Metern) 

z = A V2. sin 2 q> ; 

A ist annahernd eine Konstante fur dasselbe Gesehiitz, z. B. fiir die 
deutsehe Turmhaubitze mit 21 cm-Schrapnel ist A = 0,0166; fiir die 
deutsehe schwere Feldkanone C. 73 ist A = 0,0030. 

Fiir die franzosische 16 cm-Kanone bei einer Ladung von 3,5 kg, 
einem Kaliber von 0,1623 m, einer Lange von 0,371 m und einem 
Gewieht von 30,4 kg des Geschosses, sowie bei einer Anfangsgeschwindig
keit V = 334 m/sec macht Helie 92) folgende Angaben: 

Wahrer Abgangs- I Schussweite X Seiten~bweichung i Zahl der 
winkel rp ; in m In m I Schiisse 

I I 

5° 24' 18" I 1806 I 7,2 70 
100 17' 43" 3108 I 29,0 90 
250 12' 0" 5688 

I 

182,0 80 ! 
350 12' 0" 6579 324,5 60 

4,. Zufii.llige Geschossabweichungen. Wenn aus dem gleichen 
Geschiitz oder Gewehr mit gleicher Art von Munition unter scheinbar 
gleiehen ausseren Umstanden nach dem gleiehen Ziel gesehossen wird, 
sind die aufeinanderfolgenden Flugbahnen trotzdem nicht idelltisch, 
sie bilden eine "Garbe", deren Durehmesser sieh nach dem Ziel zu 
immer mehr vergrossert. Diese auch als "Streuung" der Projektile 
bezeichneten Abweichungen haben ihre Ursache in kleinen unkon
trollierbaren Versehiedenheiten im Abgangswinkel tp, in der Miindungs-

Handfeuerwaffen", Berlin 1894 (Schiisse in Drahtnetze unter Wasser); Versuche 
hat Krall (Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1888, p. 118) vorgeschlagen und 
C. V. Boys (ebenda 1897, p. 836) begonnen; siehe auch J. AUmann, Erklarung u. 
Berechnung d. Seitenabweichung rotierender Geschosse, Wien 1897. 

91) VgI Helie 2, p. 94 u. 309. 
92) Hilie 2, p. 67 u. 88 (Schiessversuche von 1860). 
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geschwindigkeit V und im Luftwiderstandj hiervon sind z. B. die 
Verschiedenheiten im Abgangswinkel unter sonst gleichen Umstanden 
bedingt durch Ziel- und Richtfehler, durch kleine Anderungen in der 
Vibration bezw. im Bucken des Rohrs und durch die beim Ausstromen 
der Pulvergase aUB der Miindung entstehenden Seitendriicke auf das 
Geschoss. 

Die Streuung der Geschosse Iasst eine Behandlung durch die 
Wahrscheinlichkeitslehre zu G,Treffwahrscheinlichkeit'f). 

Zahlenangaben iiber die Streuung sind meistens den SchuBBtafeln 
beigegeben. In der folgenden abgekiirzten Tabelle ist mitgeteilt, 
welche Zielhohe, bezw. -Breite oder -Lii.nge fiir 100 oder fiir 50 Proz. 
Treffer erforderlich ist, und zwar bei dem Infanteriegewehr bezogen 
auf eine senkrechte rechteckige Scheibe, beim Feldgeschiitz bezogen 
auf den horizontalen Boden. Dabei ist vorausgesetzt, daBS das Ziel 
in der andern zugehOrigen Abmessung so gross ist, dass FehlschiiBse 
in letzterer Richtung nicht vorkommen kOnnen, ferner dass der 
mittlere Treffpunkt in der Mitte des Ziels liegt. Die betreffenden 
Zahlen fur das Feldgeschiitz geben die doppelte wahrscheinliche Ab
weichung oder die Bogen. 50 prozentige Stre~ung an. 

Deutsches Infanteriegewehr Deutsche schwere Feldkanone 
M.88 C. 73 (Aufschlagziinder) Bemerkung 

50 Proz. Trefl'er erfordern eine Hilhen- Breiten-
Bchu •• weite I totale I totale 

Streuung Streuung Schu •• weit8 I Zielbreile I Zielliinge 

50m 6cm 4cm 1000 ml 0,8m 20m go.:: tlO1! ~~ ~~ I::i 
"tt ... a~·ooIC)~~.!:~ '" ,,~~ "'s-g 

100 " 11 
" 

10 
" 2000 " 1,8 " 23 " .e!~f_~:=::a 

'2 t1 oo 0; t';;.§~ C 
200 " 25 

" 
20 

" 3000 " I 3,3 " 27 " .;;~ d =E-I"CI~:::: tID! 

400 " 70 42 4000 " I 5,4 " 32 " 
~'ii ~.;e "oo! § § 

" " ~e"CI=;~:,ge;; 

600 " 1130 64 40 " I ~ ~.s ~ .-.~ 'd ] rii II 
" " 5000 ", 8,0" I t~ ~~~j ~ i~J~ 

800 " \ 206 " 
112 

" 6000 " I 11,2 " 
I 

52 " II ° ".!!'''' g.;; ,,'0.2 " 

1000 " 289 160 6500 " 113,0 " 60 " 
-;:li,..t!.ce .. 'at! 

" " ,:cae; =~ ~~rii~~.! 

Nach franzoBiBchen Schiessversuchen sind unter 100 Schiissen 
folgende Anzahlen von Treffern mit dem franzosischen Infanterie
gewehr M. 86/93 zu erwarlen: 

Entfernung gegen einen Infanteristen gegen einen 
(Meter) liegend knieend stehend Reiter 

200 17 24 24 39 
400 4 6 7 14 
600 1-2 2-3 2-3 6 
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1m ubrigen oei, was die Theorie der Streuung angeht, nul' auf 
die in der Ballistik in Betracht kommenden und der Rechnung unter
zogenen Probleme und die Litterat1tr aufmerksam gemacht: 

a) Berechnung des mittleren Treffpunktes und der wahrschein
lichen Abweichung von demselben, aus einer oder aus mehreren 
Gruppen von Beobachtungsreihen; Genauigkeit seiner Bestimmung; 
Lage der Gruppierungsaxen 93). 

b) Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte FHiche, Kreis, Rechteck u. s. w. 
zu treffen, fur die Falle, dass del' mittlere Treffpunkt innerhalb oder 
ansserhalb del' FHiche liegt 93). 

c) Langen- und lIohenstreuung beim Schrapnelschuss; Streukege1 94). 

d) Aufdeckung einer streuenden Ursache, die sich wahrend des 
Beschusses vergrossel't oder verkleinert 95). 

e) Entscheidung dariiber, ob ein bestimmtes Schiessresultat als 
sogenannter Ansreisser aus del' Beobachtungsreihe auszuschaIten ist 
oder nicht 96). 

f) Schiessen gegen nicht beobachtungsfahige und gegen bewegte 
Ziele, Schiessen aus Kilsten- und Schiffsgeschiitzen 97). 

()3) 1'o£sson, Mem. de l'art. de la marine 3 (1830), p. 141; Didion, Calcul 
des probabilites applique au tir des projectiles, Paris 1858, und J. ec. polyt. 16 
Cah. 27 (183!)), p. 51; Helie 2, p. 95; V. WHich, p. 481; V. Minal'eUi, p. 65; Sa
bmZsld, Lehre von der Treffwahrscheinlichkeit (russ.), St. Petersburg 1898, p.1-317 
(besonrlers eingehend); ](, Endres, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 90 (1883), p. 113; 
Giletia, .Riv. d'art. e gen. 1884, p. 218; Vallier, Rev. d'art. 9 (1877), p. 201; 
A. 1'ercin, Rev. d'art. 20 (1882), p. 5; speziell Lage del' Gruppierungsaxen: Siacei, 
Rev. d'art. 22 (1883), p. 521 u. Siacei, ebenda 24 (1884), p. 445 samt weiterer 
Litteratur \lnd ciner Bemerkung von 071. Schols; H. Putz, ebenda 24 (1884), p. 5 
n. 105 und 32 (1888), p. 213 u. 313. 

!J4.) II. Rohne, Stndien iiber den SchrapneUschuss del' .i<'eldartillerie, Berlin 
18!H nlld Schiesslehre fiil' die .i<'eldal'tillerie, Berlin 1895 und Arch. f. Art.- u. 
Ing.-Off. 102 (1895), p. 257; Resal, J. de math. (3) 1 (1875), p. 121; Anonymlls, 
Arch. f. Art. u. Illg.-Off. 92 (1885), p. 417; F. Silvestre, Rev. d'art. 18 (1881), 
p. 409; 19 (1881), p. 41; v. Wuich, 15 gemeinverstlindliche Vol'trage libel' die 
Wil'lnmgsflihigkeit del' Gescbosse, Wien 1891, da,zu Mitt. lib. Geg. d. Al't.- u. Gen.
IVes. 1892, p. 235; 1895, p. 1 und1897, p. 511; E. Lombard, Rev. d'art. 36 (1890), 
p. 328 u. 411 und LanWlon, elJencla ,16 (1895), p. 365. 

!J5) Yallier, p. 166. 
96) Vallier, p. 160 und Hc\,. d'art. 9 (1877), p. 222. Vgl. auch I D 2, 15 

(Ballschillger). 
97) Yallier, Rev. d'art. 30 (1887), p. 106; V. Gandolfi, Riv. d'art. e gen; 

18!l6, \'01. 4, p. 231 und lIIitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes.1897, p. 645; E. Strnad, 
lIEtt. iib. Geg. d. Al't.- u. Gen.-Wes. 1897, p. 763; Indra, Mitt. iib. Geg. d. Art.
U. Gen.-Wes. 1897, p 163 u. 291; dazu A. Llldu:ig, ebcnda 1901, p.91 u. 189; 
A. CalichioJlll1o, Ri\,. d'art. e gen. 1893, vol. 1, p. 2-15 u. 'Hl; Dragas, Streffleur's 
o:;ten·. milit. Zcitschr., IVien 1890, p. 184. 
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g) Theorie des Einschiessens del' Artillerie mittelst des Gabelver
famens 98). 

h) Theorie des Gruppenschiessens del' Infanterie 99). 

5. Das Eindringen des Geschosses in das ausgedehnte materielle 
Ziel 100). Del' Widerstand des Materials, in welches das Geschoss ein
dringt und welches wir zuniichst als nachgiebig, also nicht als sprode, 
voraussetzen wollen (Erde, Holz u. s. w.), ist erstens dadurch bedingt, 
dass die Zusammenhangskriifte iiberwunden werden, zweitens dadurch, 
dass den Teilchen des Materials ein gl'osseres odeI' kleineres Quantum 
del' lebendigen Kraft des Geschosses mitgeteilt wird, endlich dadurch, 
dass Warme erzeugt wird. 

Hiel'iiber wurden von Euler 101), Poncelet 102) una neuerdings von 
Resal 103) langere mathematische Entwicklungen durchgefiihrt, die 

98) Rohne, Arch. f. Art.- u. Ing.-Olf. 100 (1894), p. 385 u. 481 und 102 (1895), 
p. 64 u. 257 und insbesondere 10,1 (1897), p. 172, sowie Kriegstechn. Zeitschr. 1 
(1898), p.209 u. 399 u. 2 (1899), p. 115; Callenbe1'U, Uber die Grundlagen des 
Schrapnellschiessens bei del' Feldartillerie, Berlin 1898 und Kriegstechn. Zeit
schr. 2 (1899), p. 27 u. 93; Preiss, Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 81; 
E. Strnad, Mitt. itb. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1892, p. 879; sowie 1887, p. 375; 
A. Weigner, Mitt. itb. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1898, p. 821; SchO{fler, ebenda 
1902, p. 97 (Forts. zu del' Arbeit 1900, p. 429 und 1901, p. 823). 

99) Rohne, Kriegstechn. Zeitschr. 4 (1901), p. 119; v.lIfinarelli, p. 82; Parst, 
Kriegstechn. Zeitschr. 4 (1901), p. 330. 

100) Vgl. Didion, p. 228; SiclCci, p. 142; N. Persy, Cours de balistique, 
l\fetz 1827; Resal, Paris C. R. 120 (1895), p. 397; H. C. Schumm, Journ. of Un. 
St. art. 4 (1895), p. 620; 1II. de Brettes, Paris C. R. 75 (1872), p. 1702 und 76 (1873), 
1). 278; G. Kaiser, Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1885, p. 171 (Notizen); 
C. Parocii, Riv. d'art. c gen. 1887, vol. 1, p. 42; E. P. JOllfli'ct, Les projectiles, 
Fontainebleau 1881, p. 142; G. Ronca, La corrisp. 1 (1900), p. 16 If.; E. V. 
cbenda 1 (1900), P 200. Beziiglich schiefen Eindl'ingens und Einflusses del' Ro
tation: J1Iayevski, Rev. d. techno!. milit. 1866, 5 und 1867, 6; Vallier, p. 220 und 
Paris C. It. 120 (1895), p. 136; Heydellreich 1, p. 8. Beziiglich del' 'l'heol'ie vgJ. 
besonders v. Wuich, Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-'Ves. 1893, p. 1 u. 161 uncI 
:II. Piltz, Rev. d'art. 34 (1889), p. 138 u. 193; ferner Sabudski 1, p. 394-420. 

Bctretrs des fl'iihel' verwendeten Ricochelschusses vg!. besonders N. Persy, 
Cours de balistique, 3 Bde., l\Ietz 1827, 1831, 1833; .T. v. Radowilz, Arch. f. Art.
u. Ing,-Olf. 1 (1835), p. 41; .tinonYlllus, ebenda 5 (1837), p. 243; 17 (18·15), p. 181; 
24 (1849), p, 185; 28 (1850), p. 153 u. 208; Lombard, Th60rie dn til' it ricochet, 
Briissel1841; E. de JOlllJllicres, Paris C. R. 97 (1883), p. 1278; J. C.I? Otto, l\Iathe
matische Theol'ie des Ricochetsehusses, Berlin 1833 u. 1844 (fl':1nz. Ubers. von 
Rieft'el); weitere Litteratur ill Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 28 (1850), p. 153. 

101) R. Robins, Nouveaux principcs d'artillerie, commentes par L. Euler, 
franzosische Ubersetzung von Lombard, Paris 1873, p. 365 If. 

102) Introduction it la mecanique indnstrielle, Bruxellcs 1839, p, 619 tr. 
103) Paris C. R. 120 (1895), p. 397. 
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jedoeh mit den Ergehnissen der Versuche, wenigstens bei den neueren 
Feuenvaffen, nicht immer gut iibereinstimmen, so dass sie hier fort
gel ass en werden konnen. 

Beispielsweise ist die Form der vom Geschoss erzeugten Hohlung 
im Zielkorper in vielen Fallen wesentlich andel's als die errechnete. 
Ferner dringt z. B. ein m@dernes Geschoss meistens erst auf grosserer 
El1tfernung, 200 bis 400 ill von del' Miindung, am tiefsten in Sand, 
Erde u. dergl. ein - vielleicht infolge von Stauchung des Ge
schosses im FaIle zu grosser Geschwindigkeiten -, wie die folgende 
Tabelle 1M) fUr das franzosisehe Gewehr ergiebt. 

Auf di~ Eindringungstiefe des Geschosses in: 
Entfernung , Sand I Gartenerde I Tannenholz I Eiehenholz 

10m I- II 
I 

25 em 90 20 em em em 

40 " 18 
" 

39 
" 

82 
" 

19 
" 100 " 32 

" 
62 

" 
70 

" 
18 

" 
200 " I 

45 
" 

75 
" 

60 
" 

18 
" 

300 " 46 
" 

77 
" 

56 
" 

17 
" 400 

" 
44 

" 
73 

" 
53 

" 
16 

" I 500 
" 

40 
" 

67 
" 

50 
" 

15 
" 600 

" II 38 
" 

63 
" 

49 
" 

15 
" 

Weiter beobaehtet man bei Verwendung del' modernen Infanterie
geschosse gegel1iiber fliissigen und halbfliissigen Korpern die so gen. 
Explosions- oder Expansivwirkung 105), die noch einer vollig befriedi
genden Theorie harrt; wenigstens ist man nieht im Stande, fiir ein 
beliebiges gegebenes Gesehoss und ein gegebenes Material des Ziel
korpers in einem bestimmten Fall, also z. B. fiir eine bestimmte Form 
des Zielkorpers und eine bestimrute Miindungsgesehwindigkeit des 
Gesehosses die eintretende Wirkung dureh eine Theorie vorauszu
bestimmen. 

104) Naeh der franzos. Sehiessinstruktion, Tabelle IV; s. v. lrlinarelli, 
p. 143 und Wille, Waffenlehre, Berlin 1900, p. 173 (naeh de la Llnve). 

105) Dariiber 'gl.: A. v. Obermayer, Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1808, p. 361 und lVledizinalabteilung des preussisehen Kriegsministeriums: tIber 
die Wirkung und kriegsehirurgisehe Bedeutung der neuen Handfeuerwaffen, 
Berlin 1894, dort aueh Litteratnr; dazu E. Rink, Rev. d'art. 25 (1885), p. 550 
und v. JlIinarelli, p. 141 und G. Granz und K. R. Koch, Ann .. Phys. Chem. (4) 3 
(1000), p. 2<17. - Die Angaben liber die Grosse der Geschossenergie,lcelche 
crforderlich ist, Wit einen JlImln bezw. ein PfenZ ausser Gefecht ZI' setzen, dlirften 
nur unter sehr beschriinkenden Voraussetzilllgen zutreffen, [nach Versuchen 
der franzosischen Artillerie 4 mkg filr einen :Mann, 19 mkg fiir ein Pferd, siebe 
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Beziiglich der Dicke von Panzerplatten, welche von einem ge
gebenen Geschoss bei gegebener Geschwindigkeit noch durchschlagen 
werden, hat man fruher zahlreiche empirische Formeln 106) aufgestellt, 
die mehr odeI' weniger mit den Versuchsergebnissen zu stimmen schienen 
(G. Ronca zahlt 36 solcher Panzerformeln auf und fugt selbst eine 
neue hinzu). Die Einfuhrung neuer Materialien und Konstruktionen (ge
hartete Nickelplatten 106,,) an Stelle von sehmiedeeisernen Platten etc.) 
hat jedoch wesentlich andere Verhaltnisse zu Tage gefardert, die sich 
einstweilen jeder mathematischen Formulierung entziehen. Z. B. dringen 
Stahlgeschosse in die neuen Panzerplatten kaum odeI' nicht ein, wenn 
sie nicht mit einer Kappe von Schmiedeeisen oder weichem Stahl ver
sehen sind u. dgl. 

6. Messungsapparate und Messungsmethoden 
der iiusseren Ballistik 107). 

6 a. Messung des wahren Abgangswinkels g;.108) Die Richtung del' 
ruhenden Seelenaxe VOl' dem Schuss ist meist nicht identisch mit der
jenigen del' Anfangstnngente del' Flugbahn, sondern um den sogenannten 
Abgangsfehlerwin7cel Ii verschieden; del' Grund liegt bei Gewehren ganz 
odeI' zum grassten Teil in einer kriiftigen Vibration des Laufes. Diese 
Schwingtmgen in ihrem zeitlichen Verlauf, sowie die Verbiegungskurve 
des Laufes in einem bestimmten Augenblick wurden zuerst von C. Gran;; 
und K. R. Koch 109) fixiert und experimentell untersucht. Es zeigte sich, 
dass die Lanfschwingungen sehr ahnlich denen eines Stabes erfolgen, 
welcher am einen Ende eingeklemmt ist; del' Lauf schwingt gleich-

R. lVille, Waffenlehre, Berlin 189o, p. 279; nach A. Bassani, La corrisp. 2 
(1900), p. 692 0,1 mkg pro 1 qmm Gcschossquerschnitt fiir cincn Mann]. Die 
TemperatltrerhO'lmng des Gescbosses innerbalb Icbender Zielc scheint niemals 
eine soIcbe zu sein, dass die Geschosse zum Scbmelzen gclangen konntcn 
(90-95° C. hei grossen Knocbenwiderstlimlen); s. v. l1linarclli, p. 145. 

106) Vgl. Ronca, La corrisp. 1 (1899),1).16; E. Vallier, Rev. d'art. 45 (1895), 
p. 312; Kaiser, l\!itt. lib. Geg. d. Art.- ll. Gen.-Vves. 1885, p. 171 del' Notizen (dort 
auch Litteratur), sowie Kaiser, p. 17. 

106") Darliher findet man die neusten Angaben hei lVille, Waffenlebrc, 
Berlin 1900, p. 353 u. 857, sowie in del' bei Gelegenheit der AusstelIung in 
Dlisseldorf verteilten Schrift "F. Krupp, Dlisseldorfer Ansstellung 1(J02, Pan?er". 

107) Vgl. Cranz, p.404-,146. 
108) A. lVeigner, Mitt. lib. Geg. d. Art.- \1. Gen.-Wes. 1889, Heft 2; Cranz, 

p. 340; Hcydenreich 1, p. 41 Anm. (libel' die )fethode von SiaCCl), desgIeichen 
Sabudski 1, p. 438 f.; ferner AI10IlYIlI1lS, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 73 (1873), p.272 
und Jansen, ebenda 97 (1890), p. 424. 

109) Speziell liher Lauf'libration: C. Crallz ll. K. R. ]{oell, Winch. Abb. 1~ 
(lS~n), p. 747; 20 (1900), p.591; 21 (1901), p. 559; dort aucb Litteratur. 



240 IV 18. C. Cranz. Ballistik. 

zeitig im Grundton und in Obertonen; fiir die Abgangsrichtung des 
Geschosses sind in erster Linie die Obertonschwingungen massgebend. 
Del' ICnoten wenigstens des ersten Obel·tons kann auch durch Aufstreuen 
von Sand auf cinem langs des Laufs befestigten Kartonstreifen sicht
bar gemacht werden. Je kleiner unter sonst gleichen Umstiinden die 
Ladung gewiihlt wird, desto mehr Schwingungen des Laufes sind ab
gelaufen, bis das Geschoss aus dem Lauf austritt; dieses Austreten er
folgt dann in einer andel'll Schwingungsphase und bei anderer Am
plitude, und deshalb andert sich del' Abgangsfehler E mit del' Ladung. 
Bei den Infanteriegewehren neuester Konstruktion, mit sehr hohen 
MUndungsgeschwindigkeiten, ist E sehr klein, weil sich im Moment 
des Geschossaustritts die Laufschwingungen noch in den ersten An
fangen ihrer Ausbildung befinden. Bei einem 6 mm-Gewehr fand del' 
Geschossaustritt statt etwas VOl' Vollendung del' ersten Viertelsschwin
gung des ersten auftretenden zweiten Obertons (welcher hier mass
gebend ist); bei einem 7 mm-Gewehr ungefahr im erst en Viertel selbst; 
bei cinem 8 mm -Gewehr etwas nach V oliendung del' ersten Viertels
schwingung dieses zweiten Obertons, wahrend die erste Schwingung 
des ersten Obertons bereits einsetzt; bei einem 11 mm-Gewehr ver
liess das Geschoss den Lauf bei normaler Ladung dann, wenn die 
erste Schwingung des et'sten Obertons (welcher hier fill' die Abgangs
richtung ausschlaggebend ist) im zweiten Viertel ihrel' Phase steht. 
Die Schwingungen des Gewehrslaufs sind im allgemeinen elliptische. 
Vel'ursacht werden die Laufschwingungen wesentlicb durch den Ex
plosionsstoss; jedoch treten schon durch das Vorschnellen des Schlag
bolzens Schwingungen auf. 

Del' wahre Abgangswinkel und dam it c wird entweder, wie meist 
bei del' Artillerie, aus X und V berechnet, odeI' es wird zunachst 
del' Fehlerwinkel c durch einen besonderen Beschuss aus Flughohen
messungen an einer odeI' zwei Scheiben ermittelt, welche unweit del' 
Miindung aufgestellt werden. Siacei 110) empfiehlt, in den Entfermmgen 
."r1 und X2 VOl' del' Miinchmg zwei vertikale Scheiben aufzustellen: die 
mittlere als konstant angenommene Geschwindigkeit zwischen diesen 
Scheiben und del' Miindung sei v"" so ist, wenn a1 und a2 die be
ziiglichell Senkungen del' Durchschlagspunkte unter del' natiirlichen 
Visierlinie bei verglichenem Korn (Visierlinie parallel del' Seelenaxe) 
vorstellen, 

110) Riy. d'art. e gen. 1891, Y01. 4, p. 240 und Arch. f. Al't.- u. Ing.-Off. 99 
(1892), p. 509. 
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N ach deutschen Erfahrungen ist die VerWendung einm' Scheibe vol'
teilhafter. 

Durch algebraische Addition des Abgangsfehlers E zu dem dul'ch 
die Visie1'ung sich ergebenden Elevationswinkel der Seelenaxe erhalt 
man den wahren Abgangswinkel p, wie e1' in den Schusstafeln an
gegeben wird. 

6 b. l\[essung der Anfangsgeschwindigkeit durch ii.ltere und 
neuere Apparate, Von den alteren Apparaten, Hohlzylinder von 
Mathey, Grobert'sches Rad, Debooz'sche Scheibe, ballistisches Pendel l11) 

ist besonders das letztere, eine Erfindung von Cassini (1707) und Robins 
(1740) hervorzuheben, die spater durch Maguin und die Kommission 
Didion-Morin-Piobert (1836) erheblich vervollkommnet wurde und 
deren Einrichtung als bekannt gelten darf, 

N ach Didion 112) gestattet das ballistische Pendel, Anfangsgeschwin
digkeiten bis auf wenige Dezimeter genau zu e1'mitteln. 

Das ballistische Pendel hat neuerdings wieder nach TheOl'ie und 
Anwendung einige Beachtung gefunden (Radakovi6, v. Minarelli) 118), 

Das ballistische Pendel kann als del' einzige eigentliche Ge
schwindigkeitsmessapparat fur Geschossgeschwindigkeiten bezeichnet 
werden. Die alteren mechanischen Apparate von Mathe1J, G"robert 
und Debooz, ebenso die neuel'en elektrischen Apparate sind Chrono
skope: es wird eine Strecke AB genau gemessen und die Zeit er
mittelt, welche das Geschoss braucht, urn von A nach B zu gelangen. 

Diese neueren (und mit einer Ausnahme elektl'ischen) Appurute 1101) 
untel'scheiden sich dem Prinzip nach 

a) dadurch, dass in del' Zeit, wahrencl das Geschoss von A nach B 
tiiegt, entweder ein Gewicht fallt (TYhcatstone, Lc Boulcnge, Watkin, 
Bianchi), odeI' ein Pendel bezw. Balanciel' schwingt (Navcz-Leurs, 
Caspersen, Schmidt) odeI' die Magnetnadel eines Galvanometers eine 
Schwingung ausfiihrt (Pouillet) odel' eine Stimmgabel vibl'iert (Beetz, 
La Cour-Cuspersen, Se'bert, Smith, OrehoJ'c-Sqllicr) odeI' eine Trommel 
bezw. Scheibe sich dreht (Breguet, Wheatstone, 1IIathicu., Sicmem;, 

111) Vgl. Didion, p. 261 und Sonnet, Dictionnail'e des muthemutiques up
pliquees Paris. 1895, "pendule ballistique"; Pruktisches dariiber: AIlOllyll/lI.~, 

Arch. f. Art.- u. Ing.-Olf. 23 (1848), p. 211 und 25 (1849), p. 73, 87 n. 145. 
112) Vgl. Didion, p. 261. 
113) v.1Iiinal'clli, lIIitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1901, p. 269; 1II. Rada

korie, Wien. Bel'. 110 h (1901), p. 511. 
114) Vgl. Crallz, p. 432-446, dort auch Litteratur, Note 160; femer s. Arch. 

f . .A.rt.- u. lng.-Off. 30 (1851), p. 145; Jervis Smith, The Tram-Chronograph, 
London 1897; H. v. Helmholtz, Wiss. A bhandl. 2, Leipzig 1883, p. 865. 
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Bashforth, Noble, Mm'tin (Ie B1'ettes) odeI' - und hier allein mit Ver
meidung jeder Bewegung von sichtbaren Massen - ein Kondensator 
sich entladet (Raclakovi6-Sabine); 

h) durch die Art und Weise, wie die Markiel'Ung des Anfangs 
und des Endes del' zu messenden Flugzeit bewirkt wird; dieselbe er
folgt entweder und meistens dil'ekt elektromagnetisch odeI' durch 
den Induktionsfunken (Siemens, Noble, M. de Brettes, Watkin) odeI' 
indirekt elektromagnetisch mit Benutzung del' Drehung del' Pola
l'isationsebene des Lichts im magnetischen Feld einer Spule (C?'eh01'e
Squier) odeI' optisch durch eine Schattenwirkung des Geschosses 
(Zahm) 115); 

c) endlich durch das Verfahren, nach welchem zu Anfang und 
Ende des Vorgangs del' elektrische Strom unterbrochen bezw. ge
schlossen wird; letzteres geschieht namlich entweder durch den mecha
nischen Druck des Geschosses selbst, welches einen Draht durchreisst, 
einen Drahtrahmen durchschlagt, zwei Platten zusammendriickt, eine 
Platte dreht u. s. w. odeI' abel' neuerdings durch die mechanische Wir
kung del' Luftkopfwelle, welche (fiir V> 340 m) das Geschoss begleitet 
(Luftstossanzeiger odeI' Knallunterbrecher von Gossot- Wolff). 

Die Messung auf kurzester Strecke AB ist bis jetzt mittelst Kon
densatorentladung von Rada7covi( 116) durchgefuhrt (im Minimum auf 
einer Strecke von 8,5 cm); hinsichtlich del' Genauigkeit seiner Methode 
giebt Radakovic auf Grund einer Vergleichung mit dem Hieclce'schen 
Ji'allapparat an, dass noch 0,0(5)8 sec sichel' zu messen sind. 

Zur Zeit wird fur die Messung del' Anfangsgeschwindigkeiten 
noch immer derLe Bmtlenge-Apparat am meisten benutzt; die Prufung 
geschieht am besten durch den Helmltoltz- Wolff'schen Pendelkompa
rator. fl'. Wolff117) fand, dass dasselbe Exemplar eines Le Bmtlenge
Apparates dieselbe Zeitdifferenz mit einer Genauigkeit von 0,0001 sec 
gleichmassig angie bt und dass, wegen gewisser schwer bestimm barer 
konstanter Fehler, die bei verschiedenen Exemplaren vcrschiedene 
Werte habcn, auf eine absolute Genauigkeit bei del' Messung einer 
Zeitdifferenz mit irgend einem Le Boulenge-Apparat nul' im Betrag von 
ca. 0,001 scc gerechnet werden kann. 

Erwahnt sei noch, dass die Geschossgeschwindigkeit ihren Maxi
mulbctrag nic71t an del' Mundung anzunehmen, sondel'll sich von dn 
ub, ohne Zweifel durch die Nachwirkung del' Pulvergase, auf eine 

115) A. F. Za71m, Phil. Mag. (6) 1 (1901), p. 530. 
116) 111. Radakovic, "\Vien. Bel'. 109 (1900), p. 276 u. 941. 
11 i) TV. Wolff, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. G en.-W es. 1895 IlIlll Anu. Phys. 

Chem. (2) 69 (1899), p. 339 und E. 8al'l'((l/, Paris C. R. 119 (1894), p. 1058. 
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gewisse Strecke hin noch zu steigern scheint, in einer noch nicht 
gesetzmassig fixierten Weise; O. OrellOre und O. Squier 118) fanden bei 
ihren Versuchen mit Gewehren ein Maximum in ca. 2 m Entfernung 
von del' Miindung, Radakovi6 erhielt mit einem Gewehr ein Minimum 
in 0,75 m und ein Maximum in ca, 1,5 m Entfernung. 

6 c. Messung sonstiger Grossen. Von den Methoden zur Messung 
del' TotalHugzeit T (Lobner's Tertienuhl', Telephon u. s. w.), des Auf
fallwinkels rp' u. s. w. mage hier nicht die Rede sein. Abgesehen sei 
auch von meteorologischen und pl'aktisch-geometrischen Apparaten 
und Methoden, mechanischen Hiilfsmitteln ZUl' A.usfiihrung von bal
listischen Bel'echnungen, Demonstrationsmitteln etc. 

Erwahnt sei nul', daas in neuerer Zeit die photographischen Me
tho den, insbesondere die del' ele7ctrischen Momentphotographie, vielfache 
Bedeutung in del' Ballistik gewonnen hahen, z. B. fiir die Aufnahme 
des fliegenden Geschosses samt den dasselbe umgebendell Luft
schlieren, fiir die Ermittlung del' Rotationsgeschwindigkeit des Ge
schosses119) in beliebiger Entfernung von del' Miindung bei bekannter 
Translationsgeschwindigkeit v odeI' umgekehI't, und fiir die Messung del' 
Laurvibration. Andere Anwendungell diesel' Methoden werden in del' 
inneren Ballistik zur Sprache kommen, zu del' wir jetzt iibergehen. 

II. Innel'e BaUistik. 

7. Einleitung. Aufgabe del' inneren Ballistik. Von Arbeits
quellen, welche zur Fortbewegung von PI'ojektilen dienen oder (lienten, 
kommen in Betracht: 

M uskelkrafte (Lanze, W urfbeil, Schleuder, Schieudermaschinell), 
Elastische Kriifte (Bogen, Armbrust, Ballisten, Katapultell), 
Spallllkraft komprimieJ'ter Luft (pneumatisches Gewehr, Dynamit-

geschiitze von Zalinski, Graydon, Rix u. a.), 
Elektrische Krafte, 
Chemische Krafte. 

118) O. Crehol'e u. O. Squim', Journ. of Un. St. art. 4 (1895), p. 409 (dazu 
Arch. f. Art.- u. lng.-Oft'. 102 (1895), p.481 und :Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1895, p. 839); ferner Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1900, p. 811 (deutschc 
Versuchsanstalt fiir Handfeuerwaffen in Halensee); v. ~fil!al'el1i, sbenda 1901, 
p. 269; ErkHtrung durch A. Indra, ebenda 1898, p. 1; Crall;; hat fiir Hand
feuerwaffen photographisch nachgewiesen, dass kurz nach dem Geschossaustritt 
die Pulvergase eine weit grussere Geschwindigkeit besitzen als das Geschoss 
(Anwendung del' elektrischen Momentphotographie auf die Untersuchung yon 
Schusswaffen, Halle 1901); vgl. auch Heydenreich 2, p. 14. 

119) Vgl. P. NeeseIl, Verhandl. d. deutsch. phys. Gesellsch. 4 (190:l), p.380. 
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Da die drei zuerst aufgefiihrten Arbeitsquellen teils kaum mehr, teils 
nur ganz vereinzelt zur Verwendung gelangen und da die Benutzung 
elektrischer Kriifte noch nicht uber die ersten Anfange hinausgekommen 
ist, so beschriinken wir uns im folgenden auf die Besprechung der in 
den Explosivstoffen 190) aufgespeicherten chemischen Energie. 

Ein Explosivstoff erfahrt durch Entzundung oder durch Schlag 
und Stoss eine chemische Umanderung, bei welcher grosse Mengen von 
gasformigen Produkten entstehen. Sind diese Gasmengen in . einem 
kleinen Raum eingeschlossen, so wird hierdurch, sowie infolge der bei 
der chemischen Reaktion auftretenden Warmeentwicklung auf die Um
fassungswande ein Druck ausgeubt, welcher Arbeit leisten kann. 

Die von dem Explosivstoff geleistete Arbeit besteht in del' eigent
lichen Sprengtechnik121) in del' Uberwindung von Kohasionskraftenj 
daher handelt es sich bei dieser um die Erzeugung von hohen Maximal
gasdriicken, welche nur sehr kurze Zeit wirkenj dieser Zweck wird 
mittelst brisanter Sprengstoffe erreicht, durch welche z. B. Gesteins
massen gesprengt und dabei einerseits nicht allzu sehr zertriimmert, 
andererseits nicht allzu weit fortgeschleudert werden sollen. 

1m Gegensatz dazu wird in der Geschiitz- und Gewehrballistik -
welche wir hier allein behandeln 122) - del' Gasdruck dazu verwendet, 
dem Geschoss innerhalb des Rohrs nach und nach eine lebendige 
Kraft, insbesondere der Translation, zu erteilen, ohne dass die Festig-

120) tiber die Chemie und Fabrikationsweise der Explosivstoffe vgl. ins
besondere Berthelot und Guttmann a. a. 0., Bowie J. Daniel, Dictionnaire des 
maWlres explosives, Paris 1902. Neuere Litteratur hieriiber findet man bei 
1fT-il/e, p. 873. 

121) lIber die Sprengtechnik vgl. O. Guttmann, Handbuch der Sprengarbeit, 
Braunschweig 1892; derselbe, Schiess- und Sprengmittel, Braunschweig 1900; 
Sprengvorschrift fiir die Pioniere, Berlin 1896. 

Zur Mechanik der Explosionen s. ferner E. Mach, Wien. Ber. 92 (1886), 
p. 626 und R. Blochmann, Deutsche Marine-Rundschau 1898, p. 197; dazu 
E. Rudolph, Beitr. z. Geophys. 3 (1897), p. 273. E. Mach behandelt u. a. die 
Frage, weshalb eine frei auf einer Metallplatte liegende Dynamitpatrone nach 
ullten durch die Platte em Loch schUigt. R. Blochmann untersucht experimentell 
die Wirkungen der Explosionen unter Wasser; es ergeben sich zwei Druck
impulse, welche zeitlich vollig getrennt sind und wovon er den ersten auf die 
'Virkung der Druckwelle, den andern auf die Translation der Wassermassen 
zuriickfiihrt. 

122) Beide Zweeke finden sieh in gewissem Sinne kombiniert bei der Kon
struktion der Spl·enggranaten und Schrapnels; bei den ersteren wird dureh die 
Granatfiillung (der Hauptsache naeh Pikrinsiiure) das Geschoss zertriimmert und 
diencn die Triimmerstiieke als Projektile, bei den letzteren wird die Wan dung 
des Geschosses gesprengt und werden die Fiillkugeln und Sprengstiicke zur Er
zeugung des Streukegels beniitzt. 
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keit des Rohrs und des Geschosses gefahrdet wird. Hierzu bedarf es 
milder wirkender Explosivstoffe. Bekanntlich sind die besten Spreng
mittel nicht gleichzeitig auch die besten Geschosstreibmittel; mit del' 
Brisanz eines Explosivstoffes wachst nicht zugleich auch die Flug
geschwindigkeit des Geschosses. 

Es kommt vielmehr hierbei auf die Erzeugung emer moglichst 
grossen Mundungsgeschwindigkeit des Geschosses bei moglichst 
niedrigem Maximalgasdruck an; die Pulvergase sollen moglichst gleich
massig schiebend auf das Geschoss wirken. 

Wiirde namlich alles Pulver in Gas verwandelt sein, ehe das 
Geschoss seine Bewegung beg onnen hat, so wiirde del' Gasdruck im 
Verlauf der Geschossbewegung durch das Rohr nur abnehmen, da del' 
den Pulvergasen zur Verfugung stehende Raum zwischen Geschoss
boden und Seelenboden mit dem Vorriicken des Geschosses nach del' 
Miindung zu immer mehr wachst. Es gilt also, den Gasdruck mog
lichst auszugleichen, und da vollkommene Konstanz des Gasdruckes 
sich, wie es scheint, nicht erreichen lasst, so ist das Bestl'eben darauf 
gerichtet, wenigstens eine annahernd gleich grosse Spannung del' Gase 
zu erhalten, wobei die durch die Raumvergrosserung und Arbeits
leistul1g bewirkte fortwahrel1de Verminderung des Gasdruckes so gut 
es geht kompensiert wird durch fortwahrende Zufuhr neuer Tl'eib
gase. Zu diesem Zweck ist ein entsprechend langsam verbrennendes 
Pulver erforderlich, und die Verbrennungsweise des Pulvers muss 
gegeniiber del' Grosse del' Pulverladung, des Verbrennungsraumes, des 
Rohrkalibers, del' RohrHinge, dem Tragheitswiderstand des Ge
schosses etc. so geregelt werden, dass das Pulver seine Verbrennung 
fol'tsetzt, bis das Geschoss die Mundung verlasst, dann abel' voll
standig verbrannt ist, jedenfalls abel' derart, dass das Maximum del' 
1Iiindungsenergie des Geschosses erzielt wird. Daraus erhellt, dass 
ganz bestimmte Beziehungen zwischen den eben erwiihnten Grossell, 
Geschossgewicht, Rohrlange, Rohrkaliber etc. bestehen mlissell und 
dass es fill' die Projektierung oder die Prufullg eines Geschiltz- oeler 
Gewehrsystems notwendig ist, die Vorgange im Rohr wiihrend eles 
Schusses zu kennen, insbesondere fill' den Waffentecbniker, welcher 
jene Gl'ossen teils durch praktiscbe, teils durch theoretische Er
wagungen festsetzt. 

Die spezielle .AlIfgabc del" imleren Ballistik besteht elaullch in 
folgendem: Es soli in irgend einem bestimmten Fall der im Seelen-
1"(wm des Rohres herrschendc Gasdruck, die Beschlcuniglll1g 1/)2(l Ge
sc7l1cindigkeit des GesdlOsses, endlieh die Tcmperatll1' der Puhergasc je 
als FZ01ktion der Zeit oder ((uch des Geschossu;eges illl Rohr ermittelt 

Enc,klop. d. math. WiEEen.ch. 1Y~. 17 
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werden. An dieses Hauptprohlem schliessen sich andere Probleme 
an; solche weitere Prohleme beziehen sieh auf die Erwarmung des 
Rohres, auf die Inanspruchnahme von Rohr und Laifette, auf die 
innerballistischen Messungsmethoden u. s. w. 

Das eben geschilderte Hauptproblem der inneren Ballistik setzt 
diese in Beziehung zur The1·lIwcltemie und TheTmodynamik. Das Ideal 
ware, dass, wenn das Gesehutz oder Gewehr, das Gesehoss, das Ge
wicht del' Pulverladung, sowie die ehemisehen und physikalischen 
Eigensehaften des Pulvers bekal1l1t sind, lediglich auf theoretischem 
Wege del' zeitliche Verlauf des Gasdruckes, del' Bewegul1g des Ge
schosses dureh das Rohr und der Gastemperatur ermittelt werden 
konnte. Von dies em Endziel ist, wie sich zeigen wird, die innere 
Ballistik infolge der grossen Kompliziertheit des Problems und wegen 
del' Mangel in den empil'isehen Unterlagen noeh so weit entfernt, 
dass gesagt werden kann, die innere Ballistik befinde sieh zur Zeit 
noeh mehl' in den ersten Anfangen ihrer Entwieklung, als dies bei del' 
ausseren Ballistik del' Fall ist. Mittels del' Thermochemie und Thermo
dynamik Iasst sich das Problem bis jetzt nul' unter del'artig speziellen 
Voraussetzungen erledigen (vgl. Nr.9), dass die betreffenden theore
tisehen Losungen fUr die Praxis im allgemeinen nicht verwendbar 
sind. Immel'hin geben sie fur manche FaIle und Zweeke erste Nahe
rungswerte, in ahnlicher Weise wie die ausserballistischen Formeln 
fur den Iuftleeren Raum z. B. fur den indirekten und Bombensehuss 
mitunter in erster Annaherung verwendbar sind. 

Dagegell Hegen empirische Formein und Tabellen VOl', welche 
wenigstens in solchen Fallen, wo zu einem bestimmten Geschiitz- und 
Gesehosssystem einige del' Messullg nicht allzu schwer zugiingliche 
Grossen, wie del' Maximalgasdruek und die Mundungsgesehwindigkeit 
des Geschosses experimentell gegeben sind, das innerballistische Pro
blem naherungsweise zu losen gestatten. Diese Fol'meln und Tabellen, 
ZUSRmmen etwa mit den Festigkeitsformeln und den zul' Pulverunter
suchung im konstantell Y olumen dienelldell Methodell und Formeln 
bildell gegenwiirtig den wiehtigsten Bestand del' imlerell Ballistik an 
praktisch brauchbaren Resultaten. 

1m folgenden sind die naehstehend aufgefiihrtell Bezeiehnungen 
festgehaltell. Es bedeute 

co (qem) den Seelenquerschnitt. 
J (edm) den variablen Raum zwischen Gesehossboden und Seelen

boden; speziell Jo den Yel'brennungsraum, Je den ganzen Seelen
raUlll. 

q (kg) das Gewicht del' Pulvel'ladung. 
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Q (kg) das Geschossgewicht. 
x (m) den vom Geschossboden in del' Zeit t innerhalb des Rohres 

zuruckgelegten Weg, diesel' Weg gerechnet von del' Ruhelage 
des Geschosses im Rohre ab, die Zeit t von dem Augenblick 
ab, 11'0 sich das Geschoss in Be11'egung setzt; speziell x~ den 
Geschoss11'eg bis zum Eintritt des Gasdruckmaximums, L den 
ganzen Geschossweg bis zur Miindung. 

v, v~, V (m/sec) die entsprechenden Wel'te fur die Geschwindigkeit 
des Geschosses im Rohre. 

p, P;' P (Atm.) die entsprechenden Werte fur den Gasdruck; Pm den 
mittleren Wert des Gasdruckes. 

8. Thermochemische und thermodynamische Grundlagen. 

Eine vorbereitende Aufgabe ZUl' Losung des innerballistischen 
Problems bildet die Untersuchung del' fJU venvendenden Pulversorte auf 
ihTe ballistischen Eigenschaften (Warmegehalt, Verbrennungsgesch11'indig
keit, spezifisches Volumen, spezifische1' Druck, Kovolumen etc.). Diese 
Eigenschaften t1'eten in verschiedene1' Weise hervo1', je nachdem die 
Verbrennung des Pulvers im konstanten Volumel1 del' Versuchsbombe 
odeI' im Seelenraum des Geschiitzroh1'es beim Schuss stattfindet. Mog
lich ist bis jetzt nUl' ge11'orden, das Verhalten einer Pulversorte im 
konstanten Volurnen teils mit experimentellen, teils mit theoretisehen 
Hulfsmitteln einigermassen befriedigend zu el'mitteln. Doeh bieten die 
hierbei ge11'onnenen Resultate fur die beim Schuss stattfindendel1 Ver
hiiltnisse und damit fitr die Auswahl einer Pulversorte 11'el1igstens 
erste AnhaUspunkte. 

8 a. Warmegehalt und Arbeitsvermogen einer Pulversorte. Unter 
reduziel'tem TYarll1egehalt lVr 11'ird die Wlil'memenge in kg-Kalol'ien 
verstanden, welche infolge del' Umwandlung von 1 kg des betreffendell 
Pulvers entsteht, falls Al'beitsleistung ausgeschlossen ist. TYr wirel 
am besten experimenteU erhalten 123). Bcreclmet lmnn TYr nach den 
Gesetzel1 del' Thermochemie 12.1) werden, falls del' Explosivstoff in 
chemiseher Hinsicht ein bestimmt definiertes Individuum dal'stellt 
(was keineswegs hei allen neueren Pulvern del' Fall ist) und falls 

123) libel' die zugehorigen Apparate, kalorimetrischc Bombe etc. vgl. be
son del's Berthelot 1, p. 221. 

124) V gl. Berthelot 1, p. 174-387 u. 2, p. 3-129. Durchgerechnetes Bei
spiel (Nitroglycerin) samt Angaben libel' die Gellauigkcit del' Berechnung durch 
Ycrgleichung mit del' dil'ekten lIressung s. Berthelot 1, p. 32 u. 33. Ferner vgl. 
lV. Ne1'llBt, Theoretische Chemie, 3. Anf!. ~tuttgart 1900, p. 543 £1'.; E. Vallier, 
Balistique des nouvelles pouch'es, Paris ohne Datulll, 'reil ller Encyclopedie des 
Aide-Memoire, p. 42 II'. 

1 'j ~ 
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die Verbrennungsprodukte, welche bei del' Explosion entstehen, genau 
bekannt sind. Del' Warmegehalt ist einfach der Uberschuss der 
Bildungswarmen der Verbrennungsprodukte liber die Bildungswarme 
des Pulvers, bezogen auf 1 kg des letzte1'en. Das rechnerische Ver
f'ahren ergiebt sich aus dem folgenden Beispiel fur Nitroglycerin. 

Fur die Verbrennung bei konstantem Druck (z. B. an freier Luft) 
wird die Reaktionsgleichung in del' Form angenommen: 

2CsH5 Ns0 9 = 6C02 + 5H2 0 + 3N2 + 0,502 , 

Die Warmetonungen von CO2 , H20 (flussig) und CsH5Ns09 sind 
bezw. 94000, 69000, 98000, Das Molekulargewicht von CsH"Ns0 9 

betragt 227. Also werden bei del' Explosion von 2,227 kg Nitro
glycerin 6, 94000 + 5 . 69000 - 2 . 98 000 odeI' 713000 Kal. frei, 
Somit ist zunachst 

Wr = 7l:~~o = 1570 Kal. 

Nun abel' wird das Wasser wahrend del' Explosion dampfformig; hierauf 
werden 5 . 18 ' 540 Kal. verwendet, woraus sich ergiebt 

lVr = 66!2fO = ca. 1460 Kal. 

Falls !lie Reaktion bei konstantem V olumen (z. B. im geschlossenen 
Haum del' kalorimetrischen Bombe) VOl' sich geht, so ist die betreffende 
Zahl urn einen kleinen Betrag 125) zu erhohen, weil alsdann die gegen 
den Atmospharendruck geleistete AI'beit in Wegfall kommt, (Bei 
dem vorliegenden Beispiel fur Nitroglycerin werden aus 1460 KaL 
1480 I'esp, aus 1570 Kal. 1590.) 

Zu beachten ist iibrigens, dass die Art del' chemischen Umsetzung, 
also die Zusammensetzung del' chemischen Gleichung mit del' Art und 
Weise, wie die chemische Reaktion eingeleitet wird (dariiber s. weiter 
unten), und mit del' Grosse des Verbrennungsraums, folglich mit dem 
Gasdruck variiert 126); sowie, dass die Verbrennungsprodukte im Mo
lllent del' Explosion (also bei del' hohe11 'femperatur derselben) wegen 
etwa stattfindender Dissoziationen keineswegs immer dieselben zu sein 
brauchen, welche man nach dem Erkalten in del' kalorimetrischen 
Bumbe vorfindet. Aus all diesen Griinden und da die Wiirmetonullgen 
nicht durchaus sichel' sind, kanl1 die Berechnnng von lV,. manche 
Unsicherheiten mit sich bringen. 

Die Ermittlung des Warmegehalts dient zur Berechnung del' Ver
brellllullgstemperatur del' Pulvergase (daruber vgl. Nr. 8b), sowie des 
Nutzefl'ekts, welchen ein Geschutz oder Gewehr, als thermodynamische 
.~ .. -.------

125) V gl. dariibel' Berthelot 1, p. 32; J. II. t'an't Ron', Vorlesungen ubel' 
theol'etische und physikalische Chemie, 1. Heft, Chemische Dynamik, 2. Aufl. 
Braunschweig 1901, p. 241. 

l:!G~, }.', l"l/llit'l" .. Balistiqlle des nouvelles poudres, Paris, p. ·13, 
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Maschine betrachtet, beim Schuss ergiebt und wovon sogleich nachher 
die Rede sein soIl. 

Haufig wird der Warmegehalt in mechanischem Maass gegeben 
und heisst dann Arbeitsvermogen oder Arbeitspotential; wird dieses mit 
Ar bezeichnet, so ist danach Ar = Wr . 427 mkg. N atiirlich verliert 
dieser Begriff des Warmegehalts erheblich an Bedeutung, wenn ver
sucht wird, denselben auf den Fall des Schusses anzuwenden, wo es 
sich um eine chemische Reaktion mit Arbeitsleistung, namlich um die 
Pulververbrennung im Innern des Seelenraums zwischen Stossboden 
und Geschossboden, unter rasch wechselndem Druck und Volumen, 
handelt. 

Trotzdem wird unter Nutze/fekt eines Geschiitz- oder Gewehr
systems in der Ballistik kurzweg der Quotient aus del' niitzlich ver
wendeten Energie zu der gesamten in del' Pulverladung q auf
gespeicherten Energie Ar . q verstanden. Als niifzliche Energie wird 
diejenige der Translationsbewegung des Geschosses fiir den Moment, 
wo das Geschoss die Miindung passiert, oder die sogenannte Miindungs

arbeit £.VI gerechnet. 
29 

1m ganzen findet sich III jenem Moment die ill der Pulverladung 
enthaltene Energie als Summe der folgenden Arbeiten wieder: 

a) Energie der Translationsbewegung des Geschosses an der Miin
dung oder sogenannte Miindungsarbeit; 

b) Energie der Rotationsbewegung des Geschosses (hei den ver
schiedenen deutschen Geschiitzsystemen im Minimum 0,24, im Maxi
mum 2,26 % von a) 127»); Ellergie der Bewegullg del' Pulvergase (zu 

127) Vgl. Heydenl'eich 2, p.9 und ·v. Wuich, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. 
Gen. -Weti. 1901, p. 67. Um hier (gleich mit fiir die folgenden Nummern 
des Textes) eine Reihe zusammengehoriger Zahlen £iir dasselbe Geschiitz an
zugeben, so war z. B. fUr die deutsche schwere Feldkanolll' C. 73/88: Rohr
gewicht mit Verschluss 445 kg, Gewicht del' leeren Lafette 525 kg, Kalibcr 
8,80 em, Rohrlange 2,100 model' 23,9 Kal., Drall 310 Grad (konstant), Drall
Hinge 4,40 model' 50,0 Kal., Inhalt der Seelenhiihlung 12,17 I, Inhalt des 
Verbrennungsraumes 1,83 I, Ausdehnungsverhaltnis (d. h. Seeleninhalt: Ver
brennungsraum) 6,6, Ladnng 0,64 kg Geschii.tzbHiUchenpulver, Ladnngsverh1ilt.ni~ 
(Geschossgewicbt : LadungRgewicbt) 11,0, Ladedirhte ((jpwiebt ,ler Ladung in 
Kilogramm : Inbalt des Verbrennungsraumes in Litern:, 0,35. Geschoss: schwer,., 
Felrlgranate C. 82 mit Kupferringfiihrung, (yewicht des fertigen Geschosses 7,04 kg 
(reduzierte Querscbnittsbelastung 116 gjqcm), L1inge des Geschosses mit Ziinder 
2,8 Ka!., 'Veg (les Geschossbodens im Robr 18,6 Ka!., Gescbwindigkeit der Trans· 
lationsbewegung des Geschosses an der Miindung 452 mjsee, zugeborige Energie 
73200 mkg, Puh'ervcrwertung (= diese Enel'gie : Ladung) 114 mt/kg, Nutzeffekt. 
32%, boehster Gasdruck ca. 1350 Atm, mittlerer Gasdruck 719 Atm, also Druck
verhliltnis (mittlerer Gasdruck : Maximalgasdl'uck) 0,52, Tourenzahl des Geschossel--
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0,03 bis 0,33 % von a) angegeben, d. h. geschatzt); Energie del' Riick
laufbewegung von Rohr und Lafette (im wesentlichen Translations
bewegung, ca. 0,7 bis 2 % von a); bekanntlich in neuerer Zeit gleich
falls teilweise nutzbar verwendet); 

c) Dberwinclung des Luftwiderstandes im Rohre; Rebung des Ge
schosses entgegen del' Schwere im Fall entspl'echender Elevation des 
Rohres; Zusammendriickung des Geschosses beim Einpressen in die 
Ziige, bezw. bei Geschiitzen Uberwindul1g des Widerstandes, welchen 
das Fiihrungsband dem ersten Einschneidel1 del' Felder entgegensetzt; 
A~beit del' Reibung des Geschossmantels bezw. des Fiihrungsbandes 
und Zentrierwulstes an del' Seelenwandung; Erschiitterungs- und Ver
biegungsarbeit; Schallerregung; Warmeabgabe an das Rohr und 
die Luft. 

Ein Rest bleibt an del' Miindung unausgeniitzt: 
Berechnen lasst sich die Energie del' Rotationsbewegung des 

Geschosses, wenn die Drallverhiiltnisse und die Miindungsgeschwindig
keit V bekannt sind; da diesel' Betrag hochstens 2,3 % von del' 
Miindungsarbeit ausmacht (die Miindungsgeschwindigkeit V andert 
sieh, wenn del' Drallwinkel in ziemlieh weiten Grenzen variiert wird, 
nul' urn wenige Meter), so wird gewohnlich (bei del' inneren Ballistik) 
die Translationsbewegung des Geschosses unabhiingig von del' Rotations
bewegung behandelt. 

Auch die Riieklaufbewegung Hisst eine angeniiherte Bereehnung 
zu; doch unterliegt diese Berechnung manchen Fehlem wegen del' 
Reibung und wegen del' Wirkung del' aus del' Miindung und zum 
Teil auch nach hint en austretenden Pulvergase; ausserdem ist es eine 
ziemlich willkiirliehe Annahme, wenn, wie dies meistens geschieht, bei 
del' Berechnung vorausgesetzt wird, dass die eine Hiilfte del' Pulver
ladung mit dem Rohr nach riickwiirts, die andere mit dem Geschoss 
nach vorwiirts gehe. 

Dber die sonstigen Arbeitsgrossen ist wenig sicheres bekannt. 
Del' Widerstand del' Felder gegeniiber deJll Fiihrungsmaterial wurde 
bei iiIteren in Frankreieh ausgefiirten Versuehen 128) mit einer 7,5 cm
Kanone, in deren Bohrung die Geschosse eingepresst wurden, zu 28,3 kg 
(bei Bleifiihrung) bis 271,5 kg (bei Kupferfiihrung) gemessen. Die 
Grosse del' Reibung des Geschosses an del' Seelenwandung ergah sieh 
dagegen ziemlich klein. 

Del' Nutzeffekt bewegt sich bei Geschiitzen zwischen 17 und 35 % 
an del' Miindun£, 103 pro sec, ebenda Encl'gie del' Geschossdrehung 14,6 mkg, 
Energie des Riicklaufcs 580 mkg. 

128) Vgl. dariibcl' Kaiser, p. 71. 
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und ist so gering, insbesondere weil die RohrHinge durch praktische 
Erwagungen, Riicksichten auf Leichtigkeit, Beweglichkeit, Bedienung, 
Fahrbarkeit etc. des Geschiitzes bedingt ist, (V wiirde in den meisten 
Fallen noch wachs en, wenn die Rohrlange vergrossert werden konnte). 

Ubrigens sei schon jetzt darauf hingewiesen, dass in del' Geschiitz
und Gewehrballistik del' Nutzeffekt eine weit weniger wichtige Rolle 
spieH, als bei den Gaskraftmaschinen 129), so zahlreich auch sonst die 
Analogien sind, welche zwischen del' TheOl'ie del' Dampfmaschinen und 
Gasmotoren einerseits und del' TheOl·ie del' Geschossbewegung in einem 
Geschiitz odeI' Gewehr andererseits besteht. Das Ziel del' Geschiitz
konstruktion besteht nicht darin, ein Maximum des Nutzeffekts odeI' 
auch del' Pulververwertung (nUtzliche Geschossarbeit pro 1 kg Ladung) 
zu erreichell - man will nicht moglichst an Pulver sparen, da ja 
jedes Geschiitz nUl" eine bestimmte, verhaltnismassig kleine Anzahl 
von Schiissen (zum Teil 60-80) gestattet -, sondern man wiinscht, 
wie schon lmrz bemerkt wurde, bei moglichster Schonung des Rohrs 
eine moglichst grosse lebendige Kraft del' Translationsbewegung des 
Geschosses, d. h. bei 1noglichst geringem Maximalgasdntek p~ ein JJlaxi
mlt1n von V. Zu diesem Zweck muss bei moglichst kleinem p~ del' 
mittlere Gasdruck Pm moglichst gross sein; das sogenannte Dntckver
hiiltnis "l) = Pm: p~ soIl ein Maximum sein, wobei 

QV" 
Pm = 2 g L . 1,0333 (() Atm. 

129) Zur Vergleichung der beidcrscitigen Effcktc werden mitunter Berech
nungen der folgenden Art angestellt: 

a) Ein Geschoss von ()17 kg Gcwicht, ans cinem 100 Tonnen-Gcschiitz mit 
ciner Miindungsgeschwindigkeit von 523 m/sec vcrfcuert., l)csitzt cine ~Iiindungs
energie von 12772000 mkg; diese Arbeit winl von (len Pulvergasen in ca. 0,01 sec 
verrichtet, es wiirde somit auf 1 sec cinc Arbcit Yon ca. 1300 Millioncn mkg 
entfallen, was einer Leistungsmhigkeit von 17 ~lillionen cflckt. PfcrdcsUirken 
entspricht. Da jedoch das Rohr nach CtL. 100 SchuoB unbranchlJtLr wird, so hat es, 
als Gaskraftmaschine betrachtet, im ganzcn nur cine Sekunde in dieser 'Weise 
gearbeitet. Diese 100 Schuss kosten ca. 300000 oft., Z\l derselbcn Arbcit von 
1300 l\fillionen mkg braucht cine 100pfcrdige Dampfmaschine H Stundcn und 
bedarf hierfiir 4400 kg Steinkohle im Werte von 70 off, bleibt aher dabci crhalten. 

b) Findet aus dem gleichen Geschiitz ein Hingcres Schicssen statt und flint. 
jede ],finute ein Schuss; so werden pro Sekunde ca. 213000 mkg Arbeit dllrch
schnittlich geleistet, entsprechend 2840 effekt. Pferdestiirken. - Dariiber vgl. 
Riv. d'art. e gen. 1000, yolo 1, p. 123 und lVil/c, p. 791. 

Solche Bcrechnungen beweisen wenigstcns das Eine, class die Vergleichung 
eines Geschiitzes und ciner Dampfmilschinc hinsichtlich der mechanischen 
Leistungsflihigkeit in Anbchacht des Gegensatzcs zwischen einer nahezu 
kontinuierlichen Arbeitsleistung lind der Erteilung eines nahezu momentanen 
Impulses und wegen der Verschiedcnheit der Zwcckc wenig Nutzen bringt. 
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ist (die Bezeichnungen sind die in Nr. 7 definierten). Je grosser 7}, 

urn so giinstiger verwertet sich auch das Pulver, namlich mit Ruck
sicht auf die Haltbarkeit des Rohrs. 

8 b. Verbrennungstemperatur der Pulvergase. Die Kenntnis 
del' 1l1aximaltemperatur del' Pulvergase ist von Wichtigkeit nicht nul' 
wegen des damit in Zusammenhang stehenden Maximalgasdruckes 
(vgl. N r. 8 d), son del'll insbesondere wegen del' Frage des Ausbrennens 
del' Rohrs (Schmelztemperatur des Stahles 13000 bis 15000 C.). 

Bei del' Verbrennung des Pulvers in konstantem Volumen wird 
diese Maximaltemperatur t' (odeI' absolut gemessen T') aus dem redu
zierten Warmegehalt Wr ermittelt; dabei ist zu beriicksichtigen, dass 
die spezifische Warme Cv del' Pulvergase eine Funktion del' Tempe
ratur t derselben isVao); es sei cv' wie man gewohnlich annimmt, 
= a + bt, so ist, wenn die Anfangstemperatur Null angenommen wird, 

t' 

Wr = ./(a+ bt) . elf, 

so dass man hat 
o 

t'= ~eVa2+2bWr-a). 

Eine Kontrolle fur die Grossenordmmg von t' liegt zwar darin, 
dass es moglich ist, die Verbrennungstemperatur auch aus Druck
messungen in geschlossenen GeHissen (vgl. Nl'. 8d) zu berechnen. Da 
iibrigens die Koeffizienten a und b wenig sicher bekannt sind und 
auch die Druckmessungen man chen Bedenken unterliegen, so sind die 
Zahlen fill' t' wenig zuverHissig, die Angaben schwanken zum Teil um 
mehrere hundert Grad. Bei neueren Pulvel'll bewegen sich die Werte 
del' Verbrennungstemperatur zwischen 20000 und 40000 C. 

Fur die Maximaltemperatur del' Pulvergase beim Schuss ist mit 
dem so ermittelten ,",T erte t' natiirlich nur eine obere Grenze gegeben. 
Eine direkte Messung del' Temperatnr del' Pulvergase beim Schuss 
ist bis jetzt nicht durchgefiilll't; die tlli5glichkeit hierzu scheint an
gesichts del' neueren Hulfsmittel nicht ausgeschlossen. 

8e. Spezifisches Volumen, spezifischer Druck, Kovolumen, 
Ladedichte. Diese weiteren Grossen werden bei del' Berechnung des 
lIIaximaldrucks beniitzt, del' bei del' Verbrennung eines Explosivstoffs 
im geschlossenen Volumen entsteht (vgl. 8 d). 

Das spezi(1sc7w Volumen tlo ist das Reziproke del' Gasdichte, d. h. 
es ist das Volumen, welches die aus 1 kg des Puh"ers sich entwickeln-

130) V gl. hierii.ber van t'IIofr, Chcmische Dynamik, Braunschweig l~01, 
p. 2,12, dort findet sich auch Litteratur iiber diesen Gegenstand. 
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den Gase bei 00 C. Temperatur und 760 mm Druck einnehmen wiirden 
(Wasser als Dampf gedacht). Auch diese Grosse wird am sichersten 
experimentell ermittelt. SolI die Bestimmung theoretisch erfolgen, 
so geschieht dies nach den bekannten Methoden del' Stochiometrie. 
Z. B. Nitroglycerin mit der (theoretischen) Zersetzungsgleichung: 

2CsH"Ns0 9 = 6C02 + 5H2 0 + 3N2 + 0,502 

liefert pro 1 kg 

[(6 + 5 + 3 + 0,5) . 2000J : [2.227.0,0896] = 7131 

Gase bei 00 C. und 760 mm, also \)0 = 713 1 pro 1 kg; bei Schwarzpulver 
iat \)0 = 285 Ijkg. Da indess iiber die Zersetzungsgleichung Unsicher
heit besteht, so ist auch \)0 unsicher. 

Unter Kraft oder spezifischem Druck des Sprengstoffes 131) odeI' 
der Pulversorte versteht man den Ausdruck f = (Po' \)0 T') : 273; Po' del' 
Atmospharendruck. fist del' Druck, welchen die aus del' Ladungs
einheit entstandenen Gase bei del' Verbl'ennungstemperatul' erzeugen, 
wenn sie einen Raum gleich del' Volumeneinheit einnehmen (vgl. 
Nr. Sd). 

Das Kovolumen IX ist ein Bruch (zwischen ca. 0,5 und 0,92), 
del' angiebt, welcher Teil del' Ladung auch 11ach vollendeter Vel'
brennung Riickstand bildet (und zwar Riickstand im weitesten Sinne, 
inclusive die Summe del' Molekiile des Gases, da bei del' Verdichtung 
eines Gasvolumens \)0 von 0 0 Temperatul' und 760 mm Druck nm del' 
Raum vel'kleinert wird, del' bleibt, wenn man das Volumen del' VOl'

handenen Molekiile, ca. 0,001 \)0' abzieht). Bei den Sprengstoifen, 
welche keine oder fast keine festen Riickstiinde Iiefem, ist sonach 
a = 0,001 \)0 (l/kg), z. B. 1 kg Nitroglycerin giebt, wie oben ange
geben, 7131 Gase (von 0° und 760 mill Druck), also ist IX = ca. 0,7]. 
Dagegen bei Pulvem mit festen Riickstanden ist ct die SUl11me des 
aus 1 kg Ladung hel'vorgehenden V olums fester Riickst~inde und des 
Kovolumens del' zu 1 kg Ladung gehorigen gasformigen Verbrennungs
produkte; z. B. giebt 1 kg Schwarzpulver nach Barron 279 1 Gase 
(\)0 = 279 Ijkg); ferner liefert 1 kg Schwarzpulver 0,209 1 festen Riick
stand, somit ist rt = 0,209 + 0,279 = 0,488 l/kg. 

Ladedichte 132). Darunter findet man dreierlei verstanden, wes
halb genau zu unterscheiclen ist: 8ntweder ist Lac1edichte das Ver
haltnis des Raumes, den die noch nicht verbrannte Pulverladung allein 

131) E. Sarrau, Recherches theoriques sur Ie chargcment des bouches ft, feu, 
Paris 1882, p. 4; Berthelot 1, p. 61. 

132) Hieriiber vgl. v. Wuich, Mitt. iib. Geg. d. Art..- u. Gen.-Wes. 1888, 
p. 337 u. 381. 
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ohne Zwischenraume einnehmen wiirde, zu dem ganzen Verbrennungs
raum Jo, oder zweitens das Verhli.ltnis des Raumes, den die Pulver
ladung in Wirklichkeit mit den Zwischenraumen einnimmt, zu Jo, odeI' 
drittens das Verhaltnis /::,. del' Ladung q m kg dividiert durch Jo 
in 1. -

1m folgenden verstehen WI!", wie dies m Deutschland ublich ist, 
unter Ladeclichte die Grosse 

/::,. _ (Ladung in kg) 
- (Verbrennungsraum in 1) 

Del' Warmegehalt bezw. das Arbeitsvel'mogen, die Verbrennungs
temperatur, das spezifi::;che Volumen, del' spezifische Drnck und das 
Kovolumen werden als "Pulverkonstanten" bezeichnet, womit an diesel' 
Stelle nicht gesagt werden soIl, dass diese Grossen thatsachlich fUr 
denselben Explosivstoff konstant seien. Die folgenc1e Tabelle giebt 
diese unc1 einige andere Zahlenwerte fitl' mehrere in Deutschland 
gebrauchte Explosivstoffe nach den Angaben des deutschen Militiir
verst~chsamts 133). 

Pulver7constantej~ 

(iii' die Verbrennnng des Pulvers im lconstanten Volumen. 

d~ 1 I 

<1l d 'I bo ~ s "'~ ::: '" 
..:l~'p,.1 ::l::l 
~ ~ § § ~ 

i>'"l ~~ ,.t>C! ~ P< 

~--: ! ~ § 
rn~ I >+> 
I pro 1 kg I Grad Cels. IKaJ. pro 1 kg Atm. 

i 
Ilprolkg 

Schwarzplllver ca.285 ca. 2000 ca. 680 ca. 3250 ca. 0,49 
BIattchen-

pulver .... 
vViil'felpulver. 
Granatfullung 

C.88 ..... 
Trockene 

" 920 
" 840 

" 869 

,,2400 " 
,,3300 " 

,,2840 " 

770 " 7800 
1190 " 9100 

800 " 9900 

" 0,92 0,22 0,000075 1,56 
" 0,84 0,21 0,000085 1,63 

" 0,87 0,20 0,000057 1,74 

Schiesswolle ,,850 ,,3100 ,,1000 " 8400 ,,0,85 0,20 0,000076 1,50 
N asse Schiess-

wolle (20 %) ,,848 
Nitroglycerin. ,,713 
Gelatilledyna- , 

mit ....... :1 " 709 

,,2400 " 690 " 7 600 
,,3870 " 1480 ,,10800 

,,4000 " 1535 ,,11100 

133) V gl. Heydelll'cich 2, p. 7. 

" 0,85 0,20 0,000071 -
" 0,71 0,20 0,000094 1,60 

" 0,71 0,19 0,000095 1,60 
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8 d. Gasdruck bei konstantem Volumen. Wenn das Pulver in 
del' Versuchsbombe verbrannt ist und der Gewichtsteil E der Ladung 
Gase bildet (von der Explosionstemperatur T' absol.), so hat der Gas
druck seinen maximalen Wert erreicht; derselbe ist zufolge dem in 
Pulverkonstanten umgeschriebenen Mariotte-Gay~ .L!tssac'schen Gesetze: 

A 
p~ = f . E • 1 _ Ci b: . 

Man nennt diese Gleichung die Abel'sche Gleichung. 
Sie wurde von Noble, Abel, Sarrau, Berthelot und neuerdings von 

W. WolfflS4) gepriift. Es hat sich gezeigt, dass sie den Gasdruck mit 
ziemlich befriedigender Genauigkeit wenigstens fur die neueren festen 
und flussigen Explosivstoffe angiebt und dass also die van der Waals
sche Korrektion zu dem Gesetz von Mariotte und Gay-Lussac in diesem 
FaIle nicht erforderlich ist. 

Beispielsweise fur Pikrinsiiure 0sH2(N02)a (OH) mit der (hypo
thetis chen ) Zersetzungsgleich ung: 

20sH2(N02MOH) = 002 + H20 + 1100 + 2~ + 3N2 
ist 

Wr = 468 Kal.; \:)0 = 877 1; T' = 2700; a = 0,877; 
damit fiir 

1::..=0,1, p~= 983 (berechnet) kg/qcm, beobachtet 

I::.. = 0,5, 

1::..=0,9, 

p~ = 7982 

p~ = 38310 
" 
" 

(nach San'au) = 927 

" " =7662 

" " 
Der Rlicksland von Pulvern, fUr welche E < 1 ist, befindet sich 

nach Berthelot 135) wegen del' hohen Temperaturen im Moment der 
Explosion in Gasfonn, dagegen nach R. Bunsen und L. Schischkoff~ 
Noble und Abel 13S) im fliissigen Zustand. 

8e. Art und Geschwindigkeit der Verbrennung des Pulvers. 
Die neueren Pulver brennen im geschlossenen Raum nach konzentrischen 
ScMchten ab, so dass die' Kornform gewnhrt bleibt, Wiirfel hleibt 

134) V gl. damber Berthelot 1, p. 53 If.; Sarralt, Introduction ~t Ia theOl'ie 
des explosives, Paris 1894 und Memoir. des poudr. at salp. 7 (189,1), p. 148; Noble 
u. Abel, Researches on explosives, London 18i4; W: lVolff, Kriegstechn. Zeitschr. 6 
(1903), p. 1. Die altere Litteratur tiber den Gasdruck sehr vollsUindig bei Callen
berg, Die Fundamentalwerke der inneren Ballistik, Berlin 18Si. 

135) Berthelot 1, p. 63 .. 
136) Vgl. R. BUllsen u. L. Schischkoff, Ann. Phys. Chem. 102 (1857), p. 321; 

ferner J. Link, Ann. d. Chem. u. Pharmazie 109 (1859), p. 53; Noble 11. Abel, 
Paris C. R. 79 (1874), p. 204; Noble, Heat action of explosifs, London 1883/84. 
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Wiirfel, Rohre bleibt Rohre. Dieses Gesetz, welches Piobert fiir 
Schwarzpulver aufstellen zu konnen glaubte, hat sich nach den neueren 
Untersuchungen von P. Vieille 137) gerade fiir Schwarzpulver imalI
gemeinen nicht, sondern nur fill' den Fall bewahrt, wo das Korn bei 
der Fabrikation del'art gepresst worden war, dass das spezifische Ge
wicht > 1,85 ist, wahrend dasselbe fiir gewohnlich kleiner ist. Da
gegen gilt jenes Gesetz fiir die neueren Pulver. Del' Beweis wurde 
erbracht durch Beobachtung erloschener Reste, und eine Bestatigung 
liegt darin, dass die Verbrennungsdauer des Korns proportional del' 
Korndicke gefunden wurde. 

Versuche mit neueren Pulvern, welche in konstantem Volumen 
mittelst elektrisch gliihend gemachten Platindrahts zur Verbrennung 
ge bracht wurden, haben folgendes ergeben: 

Die Dauer T der Verbrennung nimmt 1m:t wachsender Dicke tmd Dichte 
des Korns zn 'Und mit wachsenrler Ladedichtel:!. abo Eine gesetzmassige 
Beziehung wenigstens zwischen T und l:!. hat neuerdings W. Wolff 138) 

auf Grund von Versuchen mit mehreren neueren Pulversorten und 
mit verschiedener Form und Grosse del' Pulverkorner aufzustellen 
begonnen. [Uber den del' lVIessung zu Grunde gelegten Begriff del' 
Verbrel1nungsdauer T des Pulvers und die dabei gemachte Annahme 
vergleiche man die Abhandlung selbst, sowie Nr. 12a.] 

Einige der Wolff'schen Zahlen fill' parallelepipedisches Korn sind 
die folgenden: 

Pulverform 

lP93 em X 0,987 em >< O,lU cm 

0,663 cm X 0,587 em X 0,049 em 

I{ 0,098 
0,193 

f 0,098 
lO)93 

'" gem essen 

[' 0,0305 sec 

°P178 " 
I , 0,0075 )) 
i 0,0039 )) 

1st 2e die Dicke del' abgebrannten Schichte des Korns, so heisst 

~~~ die Verbrennungsgeschwiniligkeii des Pulvers. Diese bestimmt die 

Brisanz oder Schiirfe des Explosivstoffs: je rascher das Pulver ver
brennt, urn so brisanter heisst es. Die Brisanz desselben Explosiv
stoffs ist sehr verschicden jc nach den UmsHinc1en, nnter welchen die 
Verbrenl1ung VOl' sich geht. 

137) P. Vicillc, Memoir. des poudr. et sa.lp. 6 (18!l3), p. 256. 
138) Kriegstechn. Zeit.schr. 6 (1903), p. 1. Uber die befoJgtc Vicillc'sche 

Methode vgl. illsbes. auch A. Bl'ynk, Innere Ballistik, Petersburg 1901, p. 140. 
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Dass die Verbrennungsgeschwindigkeit yom Druck P nicht un
abhiingig ist (wie Piobert behauptet hatte), sondern mit dem Druck 
wiichst, wurde von zahlreichen Forschern erwiesen; meist wurde ZUl' 

Darstellung diesel' Beziehung die Funktionsform ~: = ; . pI. gewiihlt, 

wo s das spezifische Gewicht des Korns ist und " und l Konstanten 
bedeuten. St. Robert und F1'ankland nahmen fiir Schwarzpulver l =}, 
Roux und San'au l = 0,5, Rovel l = 0,25, Castan l = 0,6, Sebert, 
Hugoniot, Moisson, Mata, v. Wuich, Kaiser 1S9) l = 1; Vieille fand, 
dass A. von del' Pulversorte abhiinge, und W Wolff schloss aus seinen 

Versuchen, dass :: noch explicit von 6 abhangen miisse, :: = rep, 6). 

1m Fall des Schusses die Verbrel1nungsgeschwindigkeit zu messen; 
war bis jetzt nicht m6glich; insbesondere liisst sich die wichtige 
Frage, in welch em Moment die Pulverladung im Rohl' ganz verbl'annt 
ist, zur Zeit nicht experimentell bealltworten. Um bei diesem Stand 
del' Dinge doch einen einigel'massen brauchbaren, quantitativen Aus
druck fiir die Verbrennungsgeschwindigkeit des Pulvers zu erhalten, 
hat man zu verschiedenen Mitteln seine Zuflucht genommen (vgl. auch 
Nl'. lOa, Formeln von Sa1·mu). In del' deutschen Artillerie beniitzt 
man lo10) das schon erwiihnte Druckve1'hiiltl1is 1'/ odeI' Pm : p~ als Brisanz
modul, und zwar aus folgendem Grunde. Mutmasslich ist ein friihzeitiges 
Eintreten des Maximaldruckes ein Anzeichen fiir ein rasches Abbrennen 
des Pulvers. Da sich nun zeigt, dass je friiher unter sonst gleichell 
Umstiinden das Maximum des Gasdruckes eintl'itt, um so gr1issel~ auch 
diesel' Maximalbetrag p~ im Vergleich mit dem mittleren Gasdruck Pm 

ist, so schliesst man, dass die Verbrennungsgeschwindigkeit mit ..!-.. zu-
7] 

und abnehme und nenllt ein Pulver sehal1; wenn 1j < 0,45 (fill' Steil
feuel'geschiitze verwendet, kleine Laduugen), bei '17 = 0,45 bis 0,60 
mittel, bei ?J > 0,60 mild (fiir Flachbahugeschiitze verwendet). Ais 
Stoff ist am scb1hfsten Schwarzpulver (17 h1ichstells 0,41), daun folgt 
das rauchsclnvacbe nitroglycerinhaltige Pulver (Wiirfelpulver, 17 cu. 0,52), 
dunn £las reine Schiesswollpulver (Bliittchenpulver, 17 ca. 0,65). 

Sieht man diese Schliisse als allgemeill giUtig all, so ergiebt sich 
zufolge den deutschen Versuchen fUr den Fall des Schusses folgen
des: AIle Umstiinde, welche den Druck vermehren, unter welchem 
das Pulver abbrennt, vergrossern uuch die Verbrennungsgeschwindig
keit; u. a. wachst diese letztere mit del' Ladedichte, mit derVergr1isse-

139) Dariiber vgl. 'I.'.lVlIich, Mitt. lib. Geg. d. Art.- ll. Gen.-Wes. 1888, 
p. 337 u. 381; 1894, p. 589; 1897, p.87. 

140) V gl. Heydellreich 2, p. 11 ll. 18. 
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rung des Geschossgewichtes und des Widerstandes, welchen das Ge
schoss beirn Einpressen der B'iihrungsteile in die Ziige erleidet. Ferner 
hiingt die Verbrennungsgeschwindigkeit ab von del' Form del' Pulver
korner (sie wiichst bei gleichem Korngewicht mit del' Oberfliiche) und 
von der Zusammensetzung des Pulvers (am langsamsten brennt das 
Bliittchenpulver, dann folgt das Wiirfelpulver, am raschesten brennt 
das Schwarzpulver ab). 1m iibrigen hiingt die Art der Pulverver
brennung von der Art der Entziindung (dureh das Knallquecksilber 
del' Zilndhiitchen, durch Schwarzpulver, welches der eigentlichen 
Ladung zum Zweck kraftigerer Ziindung beigegeben wird, durch 
elektrische Ziindung etc.), ferner, wie es scheint, von vorhergehen
der Erwarmung des Pulvers und von dem Grad seiner Austrocknung 
abo Beispielsweise kann durch sehr kriiftige Zundung bewirkt werden, 
dass statt einer ruhigen VerbrennUllg, welche mit einer Geschwindig
keit von Bruchteilen eines Meters pro Sekunde vor sich geht, Deto
nation oder Verpuffung erfolgt, deren Geschwindigkeit nach Kilometern 
geschatzt wird. 

In welcher Weise die Pulverkorner nacheinander von der Ent
ziindung ergriffen werden, ob es angezeigt ist, zwischen Verbrennungs
geschwindigkeit des Korns und Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Ex
plosion von einem Korn zum andern zu unterscheiden, ist fur den 
Fall des Schusses noch nicht genugend siehergestellt 141). 

9. Theoretische Behandlung des dynamischen Problems. 

9a. Fall der Detonation. Obwohl dieser Fall fiir die gewohn
liehe Schiesspraxis von geringer Bedeutung ist, beginnen wir mit del' 
Besprechung desselben, weil man geneigt ist, anzunehmen, dass die 
aus dies en besonderen Verhiiltnissen sich ergebenden Folgerungen zum 
Teil auch fur solche FaIle eine gewisse Giiltigkeit behalten, wo, wie 
heim gewohnlichen Schuss, das Pulver vor Beginn del' Gesehoss
bewegung noch nicht vollig vergast ist. 

vVir verfolgen also nun die Bewegung des Geschosses dureh das 
Rollr unter folgel1del1 ganz speziellen Voraussetzungen: \Vir nehmen 
an, dass als Treibmittel ein Stoff gewahlt sei, welchel' von vornhel'ein 
,qas{onnig sei oder abel' ein solcher Stoff, welcher zwar ursprunglich 

141) Die von Berthelot, Vieille, ltlallara und Le Chatelier entwickelte 
Theorie der Explosiollsu:ellen griindet sich nur auf Versuche mit konstantem 
Volumen. Dber diese Theorie vgl. Bert1lelot 1, p. 133; ran t'Hon', Chemische 
Dynamik, Braunschweig 1901, p. 246, dort auch Litteratur. nber eine neuere 
Verwendung diesel' Theorie zu einer theoretischen Losnng des innerballistischen 
Problems vgl. A. illdm, Die wahre Gestalt der Spannungskurve, Wien 1901. 
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fest odeI' fliissig war, abel' schon vollstandig vergast sei, ehe das Ge
schoss sich von seiner Stelle bewegte. Ausserdem setzen Wi1' voralts, 
dass die Bewegung so rasch erfolge, dass die Zustandsiinderung als 
eine adiabatische aufgefasst werden dad. 

In dies em Fall leisten die Gase Arbeit und kiihlen sich dabei 
abo Beim Beginn del' Geschossbewegung ist del' Gasdruck del' maxi
male [namlich nach Nr. 8d Pi; = (fq):(Jo-aq) falls 1i=1 ist] , J o 
del' anfangliche Verbrennungsraum, q Ladlmg. N ach t Sekunden vom 
Beginn del' Geschossbewegung an gel'echnet sei hinter dem Geschoss 
del' Raum J - aq, wiihrend beim Beginn Jo - aq, so ist, wie sich 
aus dem Poisson'schen Gesetz ergiebt, nach t Sekunden del' Gasd1'uck 

(Jo - a q)" f (Jo - aq)"-1 
P=Pi;' J-aq = q (J-aq)" , 

wo " theoretisch = cp : Cv = 1,41.142) Speziell an del' Miindung, wo 
J. das ganze Seelenvolumen, ist del' Enddruck 

(Jo - aq)"-1 
P. = fq (J )'" 

.-- aq 

was auch durch die Ladedichte t::. und das sogenannte Ausdehnungs
verhiiltnis J.: Jo = ~ des Rohrs ausgedl'iickt werden kann. 

Die Miindungstempemtu1' T. ergiebt sich aUB 

T = T' . (Jo - a q)"-1 
• J. - aq , 

eine Beziehung, welche noch etwas verschal'ft werden kann, illdem bei 
del' Ableitullg derselben die Veranderlichkeit von c" mit del' Tempe
l'atul' beriicksichtigt wil'd. (Beziiglich uel' Ahkiihlung durch die Aus
dehnung giebt HeydClweich an, beobachtet zu habell, dass llach 
liingel'em Schiessen heiss gewol'dene Rohre sich unmittelbur nach 
einem Schuss il1uen kiihler anfiihlen als aussen; ZUlll Teil sei sie so 
bedeutend, uass etwaige, nicht vollig verbrannte Pulverkol'ller aus
loschen 143).) 

142) Nach Versuchen von Kl'ltpp mit successiv abgeschnittenell Rohren soil 
:a = 1,1 bessel' sein. Dariiber und iiber praktische Verwendung diesel' Aus
drlieke s. Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1883, Heft 5 u. 6, Notizen p. 65 
(Formeln del' K1"llpp'schen Gussstahlfabrik). Neuere, genauere Ermittlungen von 
? s. bei Heydenl'eich 2, p. 13; dal'llach wird bei sehr rascher Verbrennung des 
Pulvers nahezn die theoretische Grosse Yo = 1,41 erreicht. 

143) Vgl. Heydenl'cicll 2, p. 14; libel' Berecbnnng der lIIiindungstemperatur 
unter Berucksichtigung von moglichst yielen Nebenumstiinden s. P. de St. Robert, 
Principes de thermodynamique, Turin 1870, p. 261. 
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Die von den Gasen geleistete Arbeit ist 

~ {1 _ (Jo - aq)"-l}. 
,.-1 Je-aq 

Urn die Geschossgeschwindigkeit zu bekommen, denken wir uns 
den Verbrennungsraum als Cylinder yon iiberall gleichem (Seelen)
Querschnitt w. Es sei dann J o - aq = OJ l, J - aq = w (l + x); auf 
das Geschoss werde lin del' Arbeit del' Gase iibertragen, so ist, da 
(cf. oben) die Energie del' Translationsbewegung bei weitem uherwiegt, 
die Geschossgeschwindigkeit v gegeben dUTch: 

n. 2.. v2 = po' Jo - IXq[l_(~o -aQ)"-lJ=_l_ptwl[l_(_1 )"-IJ, 
29 ",.-1 J-aq ,.-1·" l+x 

und del' Gasdruck durch p = PI; [I: (I + x)]". 
Noble und Abel behaupten (fur Schwarzpulver), dass die Wiirme des 

Riickstands, del' sich nach und naeh bildet, hinl'eiehe, um die durch 
Arbeitsleistung aufgezehrte Warme zu ersetzen, so dass das isother
mische Gesetz (x = 1) verwendet werden konne 144). Dann ist Ge~ 
schwindig7ceit v und Gasdrnck P gegeben dUl'ch 

n~~Q = pl;wllog (I t X); 
pcl 

p= l-f-x' 
Fill' die neueren Pulver scheint diese Annahme jedenfalls nicht zulassig. 

Thatsaehlich trifft die zweite del' obigen Voraussetzungen, dass 
namlieh die Zustandsanderung adiabatisch erfolge, niemals genau zu. 
Viehnehl' erwarmen sich bekanntlieh die Rohre schon nacb wenigen 
Schiissen ganz bedeutend, so dass zum Teil kilnstliche Kuhlung er
forderlich ist. Fur die Lazt(e1'1viir1l1inng 145) giebt J. A. Langridge (nach 
SmTan) einen Ausdruck, del' abel', weil die Vel'brennungszeit des 
Pulvel's (siehe ohen) enthaltelld, sehr hypothetischel' Natur ist. A.lndm 
glaubt aus theoretischen Betraehtungell folgel'll zu mussen, dass del' 
geringste Teil del' Laufwarme durch Mitteilung del' Verbrenllungs
warme del' Pulvergase herruhrt, del' grosste Teil in Wal'me umgesetzte 
Vibrationsarbeit del' Gase sei; J. Tobell findet umgekehl't, dass del' 

14·i) Him'liber vgl. v. Wniclz, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1894, p. 589. 
1-15) Beziiglich der Berechnungen von E. Sa/'/'alt hieriiber vgl. Longridge, 

p. 42j St. Robert, Principes de thermodynamique, Turin 1870, p. 251 behandelt 
besonclers eingehend die Kanone als thermodynamische :Maschinej Indra, Neue 
ballistische Theorieen, analytische Theorieen del' Wa,rmeleitung in Geschiitzrohren, 
Pola 1893, und Indra, Wien. Bel'. 105 (1896), p. 823 (Messung del' Temperatul' 
einer vel'iindel'lichcn WlLl'mequelle)j J. TobeZZ, nEtt. lib. Geg. d. Art.- ll. Gen.
'Ve~. 1888, p. 551 ll. 1890, p. 401. 
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Flammenwirkung, also del' Mitteilung von Warme seitens del' Ver
brennungsprodukte der grosste Auteil zukomme, del' Reibung zwischen 
Geschoss und Lauf ein ldeinerer und dass die iibrigen Warmequellen 
kaum 1% der ganzen in den Lauf iibergehenden Wiirme erzeugen. 
B. Th. R~tmford und St. Robert erwahnen, dass ein Lauf sich bei blinder 
Ladung mehr erwiil'me, als bei scharfer, am meisten abel', wenn bei 
scharfer Ladung zwischen Ladung und Geschoss sich ein grosserer 
Hohlraum befinde; (dies scheint sich aus del' Abhangigkeit del' Ver-· 
brennungszeit des Pulvers von del' Ladedichte einfach zu erkliiren). 
An abschliessenden Versuchen iiber die Lauferwarmung fehlt es; 
.A.. lndra hat solche Versuche mit besonde!"s konstruierten Quecksilber
thermometern begonnen. Die Beiziehung elektrischer Methoden scheil1t 
am meisten Aussicht auf Erfolg zu bieten. 

9 b. Fall der allmahlichen Verbrennung des Pulvers. Diesel' 
gewohnliche Fall liisst sich iiberhaupt nul' mathematisch in Ansatz 
bringen, wenn wir ein Verbrennungsgesetz postulieren. Dieses Gesetz 
ist selbstverstandlich durchaus hypothetisch. Al)er selbst wenn wir 
dasselbe annehmen, so hat die theoretische Behandlung des dynamischen 
Problems ihre grossen Schwierigkeiten, so dass man spezielle An
nahmen einfiihren muss; man dad also nicht hofi'el1, auf diesem Wege 
allgemeine Resultate zu erreichen. Dies soIl im folgenden kurz gezeigt 
werden. Wir setzen dabei zuniichst, wie bereits oben, acliabatische 
Zustandsiinderung voraus. 

Nach t Sekunden, yom Begil1n del' Geschossbewegung ab ge
rechnet, sei pw del' Gasdruck im Seclenquerschl1itt w; bedeutet R 
den Gesamtwiderstand im Rohr, so ist die Bewegungsgleichung des 
Geschosses beziiglich des ruhend gedachtell Rohrs, indem wi!" die 
Wegliil1ge x als unabhiingige Variahle wahlen: 

(a) !l . v . dv = 11 w - R. u cia; 

Von del' Pulverladung q kg seien bis dahin 1: kg verbrannt, also 
q - i unverbrannt; das variable Volumen J zwischen Geschossbodell 

und Seelenboden ist also um das Volumen q - 1: des unverbranllten 
s 

Pulvers (vom spezifischen Gewicht s) und um das Kovolnmell a£ des 
verhmnnten Pulvers verkleinert; del' Gasdruck ist somit nach dem 
Poisson'schen Gesetz 

. (Jo __ 9 --; i _ «iY-l 
(b) p=f' l ' q-i -'k--' (J - -8 - «1) 
wo13ei J leicht iii Funktion von x ausgedriickt werden kann. 

Encyklop. d. math. Wissensch. IY 2. 18 
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Die Pulverkorner seien von parallelepipedischer Form, die Kan
tenHingen (1, b, c, wohei (1 > b > c, also c die Korndicke ist. Bis zur 
Zeit t seien alIe Kanten um 2e kleiner geworden, so dass das Vo
lumen des verhrannten 'reils des Pulverkorns ab c - (a - 2 e) (b - 2 e) 
(c - 2 e) hetragt; folglieh ist i eine Funktion von e, die wir in del' 
Form annehmen: 
(c) i = 1-"1 e + ~2e2 + 1-"3e3, 

wohei ~1I 1-l2' 1-"3 von del' Kornform und von del' Masse del' Ladung 
abhangen. 

Die Verhrennungsgeschwindigkeit :~ sei angenormnen in del' Form 

de k 
(d) dt = 8" pI., 

wo s, k und A als bekanl1t geIten. 
Denkt man sieh (d) in (c), ( c) III (b), (b) in (a) eingesetzt, so 

hesteht die nachste Aufgahe darin, v in x auszudriicken. Dieses 
Prohlem musste in zwei Teilen hehandelt werden, entspreehend zwei 
von einander verschiedenen Perioden: Die erste Periode ist zu Ende, 
wenn das Kol'll ganz verhrannt ist, d. h. wenn 2e = c geworden ist; 
von da ah heginnt die Bereehnung nach Nr. 9a fUr reine Gasausdehnung 
ohne weiteren Zugang von Puivergasen zu den vorhandenen. 

Sogar wenn die mathematischen Schwierigkeiten, welche sieh del' 
Erzielung einer allgemeinen Lasung dieses Gleichungssystems ent
gegenstellen, iiberwunden wiirdel1, so ware damit doeh kein genaues 
Resuitat erreicht, da das Verbrennungsgesetz (d) in Wirklichkeit nieht 
zutrifft (vgl. 8 e), ferner del' Widerstand R und die Verhrennungs
temperatur T' nieht konstant, auch die Diehte del' Pulvergase sieher
lieh nicht im ganzen Seelenraum dieselhe ist und da von einer adia
batischen Zustanclsiinderung nicht die Rede sein Imnn, sondel'll Warme 
in das Rohr iihergeht. 

Um zuniichst nul' die mathematisehen Sehwierigkeiten zu iiber
winden, hat man es mit VernachHissigungen versucht, deren Resuitate 
aher sehr zweifelhaft bIeihen. F. KrllPP 1-16) zerlegte die Bewegung in 
zwei Perioden, deren eine bis zum Eintreten des Drnckmaximums, deren 
zweite von da bis zum Austritt des Gesehosses aus del' Miindung 
reicht; dabei maehte er die willkiirliche Annahme, dass aIles Pulver 
verhrannt sei, wenn del' Gasdruck seinen grassten 'iVert annimmt. 

Kaiser 1.16) wahlt das Verbrennungsgesetz ~ ~ = k . p, also A = 1, und ver-

IJ6) Ygl. ·v. lVuich, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1894, p. 589; 
Kaiser, p. 69ft 
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nachHissigt q - i - ai gegen J, bezw. J", sieht sich abel' schliesslich 
s 

doch genotigt, einen Weg zu gehen, den schon fruher E. Sarrau 147) 

eingeschlagen hatte, namlich empirische Daten beizuziehen. Sarmu 
geht von del' adiabatischen Zustandsandel'ung fur ein unendlich langes 
Rohr aus und gelangt mit mehrfachen Vernachlassigungen zu einer 
Differentialgleichung 2. Ordnung und 2. Grades; diese wird mit Reihen
entwicklungen und mit erneuten Vernachlassigungen integriert, und 
daraus, VOl' allem abel' aus den Resultaten grosserer in Frankreich an
gestellter Versuchsreihen (Kommission von Gdvre) wird sodann ein 
Losungssystem gebildet, wovon die in Nr. 10 a zu besprechenden 
Formeln fiir die Geschossgeschwindigkeit und den Gasdruck das 
Wichtigste darstellen. 

10. Praktische Losung des dynamischen Problems. 

Wir kommen dazu, die aus praktischen Versuchen abgeleiteten 
Formeln zu besprechen. Die Vergleichung del' von verschiedenen 
Seiten angegebenen Nahi:ll'ungsformeln ist allerdings dadurch un
moglich, dass Zusammensetzlmg und Fabrikationsweise del' Pulver
sorten meist verschieden und selten geniigend bekannt ist, und dass 
fUr den Widerstand, welch en das Geschoss beim Eillpressen in den 
gezogenen Teil des Rohrs findet und mit welchem sich v und p ganz 
erheblich andel'll, noch kein eigentliches Gesetz vorliegt. 

lOa. Die Formeln von E. Sarrau. Dieselben geben wir hier 
wieder, da sie in vielen Fallen gut zu stimmen scheinen. Es bedeute 
Q, q, L, 6., J", w, V dasselbe wie bisher, d das Kaliber, 11; den 
Maximalgasdruck auf den Geschossboden, p;' denjenigen auf den 
Seelenboden, (beide etwas verschieden, insbesondere wegen del' Be
wegung del' Pulverladung), A, B, 0, D, E gewisse Konstanten 
del' betreff'enden Pulversorte, wofiir Scwrctlt Tabellen (bezugIich del' 
franzosischen Pulversorten) giebt. 

Dann ist die lIiiinclllngsgeschwindigkeit 17 des Geschosses ent
wedel' gegeben durch 

V = A. (1.-: L)~. ,t:?:_. (1- ~_'J!JE-'_), 
(a) (Q . elY' (1 
oder abel' durch 

(b) 

147) V gl. E. Sal'J'au, Recherches tMoriques sur Ie chargement des bouches 
it feu, Paris 1882, p. 43 u. 46. Dber die Ableitung del' Formeln vgl. A. Gal/dill, 
Rev. art. 17 (1880), p. 224 und Langridge a, a. O. Beziiglich del' Folgerungen 
daraus 8. bes. A. Brynk, lunare Ballistik, Petersburg 1901. 

IS* 
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Die Formel (a) wird benutzt fiir milde Pulver. Ein solches liegt 

dann VOl', wenn del' Zahlenwert des Ausdrucks BVaQL < 0,273 wird. 

Andernfalls liegt ein brisnnt wil'kendes Pulver VOl' und wird die 
Formel (b) benutzt. 

Del' hochste Gasd1'uck auf den Geschossboden ist 

(c) 
1 1" 1 

A (Q )" ,U Q'2' L.>. • • q - q. 
p~ = D . ------a;- = D· Jo • d' , 

del' Maximalgasdruck attf den Seelenboden wird erhalten durch 

(d) 

Diese Formeln eignen sich besonders, wenn untersucht werden 
solI, welchen Einfiuss die Anderung einer del' Grossen 6, q, Q, d, L 
auf den Betrag von V, p~, pi ausiibt. (Fur die Verwendung del' 
Sarmu'schen Tabellen sei darauf aufmerksam gelllacht, dass denselben 
die Einheiten dm, qdm, cbdm, kg, sec zu Grunde liegen.) 

Andere elllpirische Naherungsformeln 148) von ahnlicher Tendenz 
und zum Teil auch von ahnlicher Form, meist aus den artilleristischen 
Erfahrungen in den betreffenden Landern gewonnen, existieren von 
Ingalls, Helie, IVIata, I(~aise1', Glennon; sie gelten zunachst nur fUr 
Geschutze. 

10 b. Neuere Experimente und Diagramme. Neuere Klassen 
von Experimenten, vermutlich von N. )Jlayevskl:, A. Noble und F. Abel 
begonnen, geben direkt odeI' indirekt die Diagralllllle fiir die Geschoss
geschwindigkeiten und Gasdrucke bei del' Bewegung des Geschosses 
durch das Rohr und bieten damit fur eine praktische Losung del' 
hiermit betrachteten Flille eine neue Grullcllage. 

Noble und Abel bellutzten den Noble'schen Chronograph (vgl. 12h), 
Ulll die vom Geschoss iill Rohr zuriickgelegten "IT ege x in Funktion 
del' Zeit t zu erhalten; lllitteist del' successiven Differenzen wurden 

darHus die Geschossgeschwindigkeiten ~; odeI' v, sowie die Beschleu-

nigungell :~~ und damit die Gasdriicke je in Funktion von t odeI' auch 

von x gewonnen. 
Sebert und Bllgoniot operierten mit dem Se'bert'schen Rucklauf

messer (vgl. 12 d); hierbei werden zunachst die vom Rohr nach riick
warts zuriickgelegten Wege in Funktioll del' Zeit t gClllcssen und 

14l:!) Uber die ,i.lteren Formeln vgl. C. Parodi, Ri\,. d'art. e gen. 1887, ,01. 4, 
p. ;;86 lind Vallier, p. 191. 
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daraus die Geschosswege, -Geschwindigkeiten und -Beschleunigungen 
und die Gasdriicke berechnet. 

Einige Ballistiker bestimmten die Geschossgeschwindigkeiten v in 
Funktion von x dadurch, dass sie das Rohr naeh und nach verkiirzten 
und je die Miindungsgeschwindigkeit massen; in diesem Fall werden 
die Gasdriicke durch eine Differentiation, die Geschosswege durch eine 
Integration erhalten. Ubrigens hat die Art und Weise, wie hierbei 
die sog. Miindungsgeschwindigkeit thatsachlich gemessen wurde, nam
lich auf einer Strecke von 50 bis 100 Metern nach del' Miindung, zu 
mancherlei Fehlern (vgl. 6) und infolgedessen zu Irrtiimern gefiihrt. 

Die nach irgend einer diesel' Methoden erhaltenen Diagramme fur 
die Geschossgeschwindigkeiten v und die Gasdrucke p im Rohr zeigen 
aIle denselben Charakter; die Kurve del' v steigt (bis zur Miindung 
hin) fortwahrend an, anfangs rascher, spater weniger rasch. Die 
Kurve del' Gasdriicke p erhebt sich schnell bis zu einem Maximum 
von p, um von da ab zu sinken, diesel' zweite Teil besitzt einen 
Wendepunkt. Dber den ersten Teil des Druckdiagramms, namlich 
zwischen Anfang und Maximum, herrscht noeh einige Unsicherheit. 
Einige Autoren behaupten, dass auch diesel' Teil einen Wendepunkt 
aufweise, andere bestreiten dies. Jedenfalls abel' kann die Gasdruck
kurve nicht mit p = ° beginnen, da zu Beginn del' Geschossbewegung 
ein gewisser Gasdruck schon gehel'l'scht haben muss. 

Derartige Diagramme, fiir altere und nenere Pulver, findet man 
in grosserer Anzahl in den diesbezuglichen Sehriften von Noble, Abel, 
Sebert, Hugoniot, Sabudski, sowie in dem "Textbook of gunnery", 
London 1902. 

Als Beispiel sei in den umstehenden beiden Zeichnungen 148 a) 
ein Doppeldiagramm gegeben, welches auf' Grund von Versuchen del' 
deutschen Adillel'iepl'iifimgs-Kommission nach dem Sebcl't'schen Vel'fahren 
erhalten worden ist. Die Versuche beziehen sieh auf den deutschen 
15 em Morsel' mit del' Granate C. 88 und 0,6 kg Ladung rauch
sehwachen Pulvers, lmd zwar die Kurven 1 auf feineres Wiirfelpulver 
von del' Kantenlange % mm, die Kurven 2 auf groberes, also lang
sameI' verbrennendes Wii.rfelpulver mit KantenUinge 2 mm. Bei Ver
wendung des feineren Pulvers betriigt del' ~Iaximalgasdruck p~ 1620 Atm., 
del' Mii.ndungsgasdruck P 160 Atm., del' mittlere Gasdl'uck Pm 500 Atm., 
del' hochste Gasdl'uck wird nach t~ = 0,0014 sec. erl'eicht, nachdem 
das Geschoss den W eg x~ = 40 mm im Rohr zurii.ckgelegt hat, das 
Druekverhiiltnis 'Yj ist 0,31. Dagegen mit dem groberen Pulver ist 

1.lSA) Entnommen aus Hcydc/!/'eich 2, p. 2,1. 
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PE = 910, P = 185, pm = 430 Atm., tE = 0,0030 sec., xE = 100 mm, 
r; = 0,47. Die noch weiter, wenigstens in ihrem Anfang gegebene 

Kurve 3 (gestrichelt) be
zieht sich auf den Fall 

I800Atm.\" 
\ 
I 

2 

del' Detonation, also auf 
die Annahme, dass alies 
Pulver verbrannt ist, ehe 
das Geschoss seine Be
wegung beginnt, dann 
ware zu Beginn del' Be
wegung del' Maximal
gasdruck ca. 1980 Atm. 
vorhanden, von da ab 

-w.,;Ge";'8:-cl·W+:8"""8'wE:-'-9:-e--5f):':-f)m;;;";;;:'---+-->---'-J::-oo:!:o-;:"""~-'-- wiirde del' Druck rasch 

200"Yrc 

- GeSclLosslvege .fOOTnm 

sinken (vgl. 9 a). 
Bei Benutzung des 

groberen Pulvers tritt 
somit das Druckmaxi
mum spater auf, del' 
Betrag diesesMaximums 
wird zugleich erniedrigt, 
del' Mlindungsgasdruck 
erhoht, kurz die Druck
knrve verIauft fiacher, 
odeI' das Druckverhalt

nis wird grosser als bei dem feineren Pulver. Darans wird, wie schon 
kurz erwahnt, geschlossell, dass das grobere Pulver langsamer abbrellnt, 
(wenn auch gesagt werden muss, dass libel' den Zeitpunkt, wann die 
Verbrenllung beim Schuss beendigt ist, trotz del' zahheichen hierliber 
aufgestellten Hypothesen trod Bebauptullgen, in Wahrheit nichts Ge
nalles bekannt ist). Als ein vorHiufiges Mittel zur Charakteristik del' 
Verbrennnngsweise einer Pulversorte, bis namlich genauere Gesetz
massigkeiten bekannt geworden sind, eignet sicb aus den angefiihrten 
Griinden eben die Beobachtung des mehr odeI' weniger fiachen Ver
Iaufs del' Gasdruckkurve; je fiacber die Kurve odeI', was dasselbe ist, 
je grosser das Verhaltnis 1J zwischen mittlerem uncl hochstem Gasdruck 
ist, urn so langsamer verhrennt das Pulver, um so weniger brisal/t 
aussert sich dasselbe in clem betrefl'enden Geschiitz. 

Vollig 5bnlicben Charakter wie die mitgeteilten Kurven zeigen 
die schon aus clen Jahren 1869/71 stammenden, mit Schwarzpuh-er 
erhaltenen Diagramme von Noble und Abel, und iibnlich verlaufen 
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auch diejenigen Kurven fur p, welche die Zeit t statt des Geschoss
wegs x zur Abscisse haben. 

Die von Mayevski, Noble und A.bel geschaffene neue Grundlage wurde 
zuerst yon N. Sabudski 149) und weiterhin von E. Vallier in erfolgreicher 
Weise zur interpolatorischen Darstellung del' V organge im Rohr be
nutzt. Mit Rucksicht auf die Thatsache, dass die Druck- und Ge
Bchwindigkeits-Diagramme unter allen in del' Praxis vorkommendell 
Umstanden einen iihnlichen Typus aufweisen, stellten Sabudski und 
Vallier die Funktion P durch einen geeigneten analytischen Ausdruck 
naherungsweise dar und fuhrten damit eine Losung des innerballisti
schen Problems in praktisch brauchbarer Weise durch. 

lOco Die Formeln von E. Vallier. E. Vallier 150) fuhrie, und das 
ist das Charakteristische seiner Losung, zum erstell Mal das erwiihnte 
Druck"Verhiiltnis (mittlerer Gasdruck dividiert durch Maximalgasdruck) 
als Parameter in das Losungssystem ein. 

Urn die Benutzung del' Vallier'schen Formeln und Tabellen zu 
erleichtern, fiihren wir nach Vallier's VOl·gang das reziproke Druck
verhaltnis ein und bezeichnen es mit 1', d. h. es sei l' = PI; : Pm' Da
bei ist, wenn zum Gewicht des Geschosses das halbe Ladungsgewicht 
hinzugefugt wird (daruber S. 0.), del' mittiere Gasdruck Pm zu be
rechnen aus: 

_~Q+~)V2. 
Pm - 2. fA) • g . L 

Durch Messung seien bekannt die Grossen Q, q, CtJ, L, V, PI;; so 
ist auch 2Jm und 7' als gegeben zu betrachten. 

Zur Darstellung des Gasdrucks p in Funktioll der Zeit t wiihlt 
Vallier die Form 

P = 2JI; • p(z), wo p(z) = z,'~ . 0(1-:)(1, 

Z ist dabei zur Abkurzung fur :, gesetzt. 
~ 

149) Vgl. Sabudski 2, p. 7. Er stellt den Gasdruck durch folgende Fl1nktion 
des Geschossweges x dar: 
. a ( b C) 1J=-' 1+---. . x 1,.11 x x- , 

a, b, c werden empirisch bestimmt. 
150) E. Vallier, Paris C. R. 128 (1899), p.1305; 129 (1899), p. 258; 133 (1901), 

p. 203,319; 135 (1902), p. 842 u. 942; E. Vallier, lIIemor. des poudr. et salp.ll (1902), 
p. 129. Dazu Heydem'eicli, Kriegstecbn. Zeitschr. 3 (1900), p.287 u. 334 und 
4 (1901), p. 292;v. Zedlitz-Neukirch, Kriegstechn. Zeitschr. 4 (1901), p. 525; 
E. OkinglzulIs, WieD. Bel'. 109 (1900), p. 1159. 
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Ferner seien nach Vallier die Funktionen fl uncl t~ III cler folgen
den Weise clefiniert 

z z 

fl (z) . !ztf. e(l-z),~ • clz, f2(Z) !fl(Z). (Zz. 

Becleutet noch Z den Wert von z fur clie Miinclung und sind im 
iibrigen die Bezeichnungen von Nr. 7 festgehalten, so lautet das Vallier
sche Losungssystem folgendermassen: 

Fur den Moment Fiir den Moment 
des des Passierens 

Gasdruckmaximums der M.undung 

-
Gasdruck p~ P = p~. p(Z) 
GeschoBs- fl (1) geschwindigkeit v~ = y. f1(Z) V 
im Rohre 

Geschossweg x = L/2 (1) L 
im Rohl'e ~ f2(Z) 

Zeit t _!:..1l (Z) 
~ - V f2 (Z) 

T = !:. . z . fl (Z) 
V f2 (Z) 

Zwischen l' und Z besteht die Beziehung 

2 . f2 (Z) 
l' = [f1 (Z)]' . 

Fiir einen belie bigen 
Moment der Bewe-
gung des Geschosses 

im Rohr 
-

p = p~. p(z) 

V = y. 1;. (z) 
fl (Z) 

x = L. [ .... (z)_ 
f2 (Z) 

t = t~. z 

Es sei vorHiufig (3 als bekannt angenommen, clann ist, cla 'Y ge
geben ist, aus del' letzten Beziehung Z zu berechnen. MiUelst cler 
Gleichungen cles Systems lassen sich nun P, T, v~, x~, t~ erhaHen, und 
darauf fill' eine beliebige Zeit t ocler ein beliebiges z cler Wert cles 
Gasdrucks p, cler Geschwincligkeit v und des Geschosswegs x ermitteln. 

FUr clie siimtlichen hier vorkommenclen Fllnktionen hat Vallier 
Tabellen gegeben, also Z, fl (Z), fz(Z), p(Z) etc. in Flmktion von y, 
ebenso t~(z), f2(Z), p(z) etc. in Funktion von z. 

Was clen Exponenten ~ anlallgt, so hiingt dessen Zahlenwert von 
der Verbrennungsweise des Pulvers ab; f3 wird ontweder clurch eine 
weitere Messungsgrosse, die au sseI' den oben genannten vorliegt, ocler 
durch eine empirische Formel bestimmt: vVenn noch cler lIundungs
gasc1rllck P gemessen ist, so wiihlt man dasjenige (3, fur welches der 
mittels des Ausdrucks p~. p(Z) berochnete Miinclnngsgasclrnck mit 
dem gemessenen P am besten iibereinstimmt; analog verf'iihrt mall, 
welln clio Zeit T gemessen ist, weleho das Geschoss brancht, Hill den 
\Veg durch clas Rohr zuruckzulegen. 1st kein weiteres Datum ausser 
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den genannten Q, p, fiJ, L, V, p~ bekannt, so wird {j aus der empll"l
schen Beziehung (1' - 1) {j = 2 erhalten, die nur filr sehr langsam 
verbrennende Pulver nicht mehr gilt. 

Die vorhin genannten Tabellenwerte hat Vallier fur eine Reihe 
verschiedener Werte von {j aufgestellt, womit die ganze Naherungsc 

losung des Problems sich bedeutend vereinfacht. 
Dieser Losung zufolge stellen sich die samtlichen innerballistischen 

Elemente als Funktionen des Parameters l' dar. 
Durch Vergleichung mit empirischen Daten (fur einen speziellen 

Wert von (j) hat Heydenreich150) dies bestatigt, auch den Vallier'schen 
Tabellen entsprechende empirische Tabellen an die Seite gestellt; er 
fand dabei, dass die Vallier'schen Formeln die Hohe des Miindungs
gasdrucks und die Zeiten zwischen Maximaldruck und Geschossaustritt 
fUr lange Rohre genugend genau angeben. Die Heydent·eich'schen aus
geglichenen Tabellen und zugehorigen Kurven, worin sich langjahrige 
Beo bachtungen der deutsche'J~ Artillerie-Priif~mgskommission verdichtet 
haben, eignen sich zur einfachen Losung von innerballistischen Auf
gahen, bei denen es sich um zahlenmassige Schlussresultate handelt, 
mit einer Genauigkeit, welche vorlaufig genugen muss. 

11. Die Beanspruchung des Geschiitzes und Verwandtes. 
11 a. Festigkeit des Rohrs 151). Unter Voraussetzung eines homo

genen und beiderseits oft'enen Hohlcylinders, der einem inneren Druck 
Pi kg pro qmm und einem ausseren Pet unterworfen ist, mit innerem 

151) Ygl. besonuers J(aiser, p. 103 f., uazu L. Boltzmann, Wien. Ber. 5ll 
(1869), p. 10; ferner A. lJ'6ppl, Vorlesungen iiber tecbniscbe Mecbanik, Leipzig 
lll01, Ed. 3, p. 328; Gadolin, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1876, p. 564; 
Moch, Rev. d'art. 28 (1886), p. 48, 147,256,369,553; 29 (1886), p. 25f.; 30 (1887), 
p. 265; Filloux, Rev. d'art. 44 (18!H), p. 105; DUYlIet, Rev. d'art. 10 (1877), 
p.209; 22 (1883), p.132f.; 23 (1883), p. 21 f.; 24 (1884), p.138f.; 25 (1885), 
p. 146, 398; 26 (1885), p.22; J(alakoutski, Hev. d'art. 31 (1887), p. 289 f. u. 
32 (1888), p. 5, 165; P. Laurent, Rev. d'art. 22 (1883), p. 207; 26 (1885), 
p. 147 f.; 27 (1886), p. 530; 28 (1886), p. 31; 29 (1886), p. 152 f.; 44 (1894), p. -11 2f.; 
45 (1894), p. 60f.; 46 (1895), p. 69; Greenhill, Journ. of Un. St. Art. 4 (1895), 
Nr. 1 (grapbiscbe Behandlung) u . . A. BrYllk, Projektierung von Geschiitzrohren, 
Petersburg 1901. Weiteres libel' Festigkeit der Rohre: J.IaycL·ski, Arch. f. Art.
u. lng.-Off. 41 (1857), p. 57 u. 163; Anollymlls, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1887, p. 435; numeriscbe Daten ,·on J. F., Arcb. f. Art.- u. lng.-Off. 1888, 
p. 263. Uber Sclzrapnelkonstruktion siehe besonders TVeignel', Mitt. iib. Geg. u. 
Art.- u. Gen.-Wes. 1896, p.63, 143, 293 und 189!), p. 18; ferner De la Llave, 
Sobre nestra artilleria de plaza, l\Iadl~id 1892; Besal, J. u. math. (3) 1 (1875), p. 121; 
Bohne, Kriegstechn. Zeitsebr. 1 (1898), p. 8 f.; Pascllkievitsch, Rev. d'art. 8 (1876), 
p. 446 und Tbe resistance of guns to tangential rupture, aus dem Russischen 
libersetzt, Washington 1899. 
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resp. aUBserem Durchmesser (li resp. ela (" = ~~) erhalt man fiir die 
• 

inn en resp. aussen stattfindende Inanspruchnahme J; resp. Ja in tan-
gentialer Richtung (innerhalb del' Querschnittsebene), odeI' auch fiir 
die spezifischen Durchmesseranderungen 6.cli : eli und 6.ela : da folgende 
Ausdriicke, in denen E wie iiblich den Elastizitatsmodul bedeutet: 

2 
6.d;: eli = J i : E = 3E(x' -1) [(2,,2 + l)p; - 3 u2PaJ 

oder bei Vernachliissigung von Pa gegen Pi: 

Ad; 2Pi 2x"+1 
a; = 3E . $' - 1 ' 

2 
6. cl",: cla = Ja : E = 3E(1I1 -1) [3p; - (,,2 + 2)p",] 

odeI' wieder bei VernachUissigung von Fa gegen Pi: 
Ada 2Pi 
CZ;; = E(')t' - 1) 

Sicherheit gegen bleibende Deformation, mit Riicksicht auf die grosste 
Beanspruchung del' inneren Teile des Rolu:s, ist bei einem einfachen 
Ro11l' und dem Gasdruck Pi nach Winkler dann vorhanden, wenn 

Y3J'+2P. 
ela = eli 3J'-4p~ 

• 
odeI' aueh naeh C. v. Bach mit Beriieksiehtigung del' Axialspap.nung, 
wenn: 

gewahlt wird, wobei J' die grosste zuliissige Inanspruehnahme des 
Materials auf Zug ist, - nach Kaiser J' = 8 kg pro 1 qmm fiir ge
wohnliehe Gesehiitzbronze, J' = 30 fiir Nickelstahl. 

Da Ja : J; = 3 : (2,,2 + 1), so werden die ausseren Schichten 
weniger beansprucht, als die inneren; eine Vergrosserung del' Wand
starke libel' ein gewisses Maass hinaus (circa 1,5 Kaliber) giebt danach 
keinen nennenswerten Zuwaehs an Wic1erstandsfiihigkeit mehr: Handelt 
es sic.h c1aher um grosse Driic.ke, so werden bei Gesehiitzen beringte 
Rohre angewenc1et. Auf einen ersten Cylinder wird eine zweite Ring
lage im warmen Zustand aufgezogen, c1eren innerel' DUl'chmesser im 
kalten Zustanc1 etwas kleinel' ist als del' aussel'e Durchmesser del' 
ersten Ringlage; beim Erkalten findet Zusammenziehung statt, und 
auf den inneren Cylinder wil'c1 von aussen ein Druck ausgeiibt; c1urch 
dies6n aussel'en Druck wird del' erste Cylinder tangential auf Druck 



11. Die Beanspruchung des Geschiitzes und Verwandtes. 271 

beansprucht, durch den inneren Gasdruck dagegen auf Zug; auf diese 
Weise kannen beide Beanspruchungen fiir eine ganz bestimmte Ring
schichte, etwa die aussere, sich aufheben. Die Theorie beringter 
Rohre (mit dem Wertheim'schen Wert t fiir das Verhaltnis der spe
zifischen V olum- und Langenanderung) hat zuletzt besonders eingehend 
Kaiser durchgefiihrt. Die diesbeziiglichen Formeln, samt einem durch
gerechneten Zahlenbeispiel, durch welches die Vorteile der Ringkon
struktion deutlich hervortreten, moge man in Kaiser's Werk nach
Behan. Dort ist allgemein die Theorie der Rohre mit n Lagen und 
die damit in Zusammenhang stehende (von Longridge begriindete) 
Theorie der Stahldrahtrohre, sowie die Konstruktion ohne anfangliche 
Pressung und die Konstruktion der Schildsapfen und Verschliisse be
handelt. 

Dsiobek 152) hat die Frage aufgeworfen, ob die statische TheOl"ie 
der Elastizitat hier noch anwendbar ist. Er findet durch theoretische 
(dynamische) Betrachtungen, dass wenigstens bei nicht sehr grossen 
Geschittzen die bisherige Verwendung der statischen Theorie keinem 
Bedenken unterliegt; im Ubrigen abel' sei die dynamische Be
anspruchung grosser als die statische. 

In der Maschinenbautechnik ist man anderer Meinung 153) ii bel' 
den Einfluss der Zeit auf die Festigkeit, namlich dass bei solchen 
Kraften, welche nur ausserordentlich kurze Zeit wirken, das Material
hOller belastet werden darf als bei kontinuierlich wirkenden Kraften, 
weil die Formanderungen sich in del' kurzen Zeit weniger auszubilden 
vermogen. 

Eine experimentelle Beantwortung del' Frage abel', in wie weit 
die auf Grund del' Elastizitatstheorie aufgestellten Formeln auch auf 
Krafte anwendbar sind, welche mtr selll" kllrze Zeit wirken, war bisher 
nicht moglich; wenn z. B. bei Infanteriegewehren versucht wurde, die 
kll;rz dauernde Rohrerweiterung beim Schuss dadurch zu messen, dass 
urn das Rohr ein BIeiring gelegt lmd dessen innerer Durchmesser vor
und nachher ermittelt Wlll"de, so steht zu vermuten, dass hierbei eine 
andere Wirkung als die in Fl'age stehende gemessen wurde, namlich 
diejenige del' Transversalschwingungen des Laufs. 

11 b. Ziige, Drall 154). Durch diese solI, wie schon oben bemerkt, 
dem Geschoss eine Rotation um die Liingsaxe zum Zweck der Stabil-itiit 
bei dem Flug durch die Luft und damit eine erhOhte Trefffahigkeit 

152) ~Iitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1900, p. 33. 
153) C. Bach, Elastizitiit und Festigkeit, 3. Aufi., Berlin 1898, p_ 129-132. 
154) Vgl. Kaiser, p. 96; dazu Yallie)", La corrisp. 1 (1900), p.408. 
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verliehen werden. Bilden in der ebenen Abwicklung der inneren 
Seelenoberflache die Zugkanten parallele Geraden, so heisst der Drall 
konstant (DraUwinkel 8 = Winkel zwischen diesen Geraden und der 
Seelenaxe, Dralllange = zugehorige Schraubengangshohe); andernfalls 
veranderlich, Progressivdrall. 

Da eine Anderung der Rotationsverhal~nisse den Verlauf des 
Gasdrucks und del' Translationsgeschwindigkeit des Geschosses that
sachlich nicht erheblich modifiziert, so kann die Geschossrotation in 
vielen Fallen unabhiingig fiir sich behandelt werden. 

Anwendung konstanten Dralls kann, wenn mit Riicksicht auf die 
Stabilitiit der Drallwinkel bedeutend gesteigert werden muss, je nach 
del' Masse des Geschosses den N achteil mit sich bringen, dass das 
Geschoss anf'angs zu stark auf' Drehung beansprucht wird, es kann 
die Sicherheit del' Fiihrung des Geschosses in den Ziigen leiden. (Ob 
£las Geschoss den Ziigen gefolgt ist oder nicht, lasst sich an den 
Triimmerstiicken desselben, bezw. bei Infanteriegeschossen. durch Auf
fangen im Wasser ziemlich genau beurteilen.) 

Beim Progressivdrall werden die grossen anfangIichen Leisten
driicke vermieden; andererseits werden abel', wie G. Kaiser hervor
heht, dadurch, dass bei del' Bewegung des Geschosses in der Bohrung 
del' Drallwinkel fortwahrend zunimmt, die Geschossleisten fortwahrend 
verstellt und daher abgeschliffen, weshalb nur ein einziges und zwar 
moglichst schmales Fiihrungsband verwendet werden kann. 

Wird Pl'ogressivdrall gewahlt, so ist die Gestalt del' Dl'allkul've 
von geringerer Bedeutung, - der parabolische Drall hat den bis
herigen Erfordernissen del' Praxis gegeniiber ausreichende Resultate 
gegeben -; wichtiger ist die Wahl des richtigen Verhiiltnisses zwischen 
Anf'angs- 'IIna Enddrallwinkel 81 und 82 und deren Grosse selbst; 
beide mUssen im richtigen VerhiiItllis gesteigert werden. Die leicht 
punktweise zu berechnende Drehbeschleunigung muss in ihrem Ver
hii.ltnis zur Translationsbeschleunigung und damit zum Gasdruck so 
hemessen werden, dass nicht gleic7lzeitig das Geschoss auf Stauchung 
in Folge von Triigheit und Rohrverengung und auf Abwiirgen maximal 
beansprucht wird. Je scharf'er das Pulver ist, um so kleiner muss 
also del' Anfangscb:allwinkel 81 sein, lmd zwar hat die Erfahrung 155) 

das Gesetz ergeben: 

81 : 82 = 2,00 1'J - 284 1'J2 + 1,84 '13 

155) Vgl. Heydellreich 2, p. 65. Die Versuche, welche dieser Formel zu 
Grunde liegen, sind nicht verofi'entlicht. 
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oder, wie Heydenreich angiebt, meist auch genugend gellau 

01 : O2 = 0,21 + 0,65 '1], 

WO 'I] das Druckverhiiltnis (s. 0.). Die Drallkurve ist somit festgelegt, 
wenn d'2 bestimmt ist; dieses letztere bestimmt sich aus del' Bedingung 
del' Stabilitiit des Geschosses in del' Luft, wovon in del' ausseren Ballistik 
(Nr. 3g) kurz die Rede war. 

Gegenwartig sind folgende (Elld-)Dralllangen bezw. -Drallwinkel 
in Gebrauch 156): 

fur Kanonen 

fur kurze Kano
nen, Haubitzen 

und Morsel' 
fiir 

lnfan teriegewehl'e 

Bei del' 
GeschossHinge 

{2,5 bis 2,8 Kal. 
3,0 bis 4,0 " t,5 hi, 3,0 " 
4,0 bis 5,0 

" 

Dl'allHinge odel' Drallwinkel 

45 bis 35 Kat! 4 bis 5,1 Grad 
35 bis 25 

" 
5,1 bis 7,2 

" 35 bis 25 
" 

5,1 bis 7,2 
" 

25 bis 15 
" 

7,2 bis 11,8 
" 

137,5 bis 30,4 " 4,8 bis 6,0 
" 

nber den Widcrstand, welchen die Ziige dem Geschoss da,rbieten, 
haben insbesondere Sabudski und Kaiser 157) eingehende (Naherungs-) 
Berechnungen angestellt. 

Neben diesem vViderstand lwmmt noch del' anfiingliche, durch 
Einpressen des Geschosses in die Rohl'verengullg entstehende Wider
stand erheblich in Betracht (s. 0.), wiihrend del' Widerstand del' Luft 
VOl' dem Geschoss, die Reibung an del' Mantelfliiche des Geschosses 
und endlich die Gewichtskomponente desselben auch bei gross en Er
hebungen nach Kaiser dagegen zu vel'l1achliissigen sind. 

11c. Riickstoss, Inanspruchnahme der Lafette. Dber den Riick
stoss und dessen Dampflmg und Yerwendullg, sowie iiber die ver
schiedenen Konstruktionen del' Lafetten - Rohrriicldauf-, Feder
sporn- etc. Lafetten - vgl. die Litteratm, die in del' Anmel'kung ge
gehen ist 158). 

156) Dariiber ,gl, Wille, p. 331. 
157) V gl. Kaiser, p. 406; Sabudski 2, p. 18 ff.; Resal 2, p. 383. 
158) Vgl. Piobel't, TraiM d'artillerie, Paris 1859; J. L. Lagrange, Sur la 

force de la poudre (1793), herausgegeben 1832 yon Poisson, J. ec. pol. 13 (1832); 
auch Lagrange, Oeuvres completes 7, p. 603; 1). Laurent, Rev. d'art. 23 (1833), 
p. 207; ferner Sock, :Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1899, p. 83; AnonYllllls, Rev. 
d'art. 23 (1883), p. 57; Uehard, Rev. d'art. 23 (1883), p. 281; TVostl'OlCSky (Lafetten
theorie), Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1897, p. 609 und 1898,1).439; PIItz, 
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Betreffs del' iilteren Lafettenkonstruktionen hat besonders Poisson 
ausgedehnte Berechnungen libel' den Rlicklauf angestellt, deren ResuI
tate jedoch hier nicht Platz finden konnen. Die neueren Lafetten
systeme wurden am eingehendsten von E. Vallier bearbeitet. 

12. Messungsapparate und Messungsmethoden der inneren 
Ballistik 159). 

12 a. Statische Methoden zur Messung des Gasdrucks. Dem 
Prinzip nach einandel' ahl1lich sind das Rodman-Messer, del' Uchatius
Meissel und del' Noble'sche Stauchapparat. Bei Ietzterem wird die 
durch den Gasdruck beim Schuss hervorgebrachte Stauchung eines 
Stauchkorpers (Kupfel'cylinders) verglichen mit den Zusammen
pressungen, welche Stauchkorper VOll moglichst derselben Beschaffen
he it bei bestimmter Belastung unter einer Hebelpresse (oder bei An
wendung von hydraulischem Druck odeI' einem Rammbar, Dunn) e1'
litten haben. 

Vieille verbindet mit dem Stempel, welcher auf den Kupfer
zylinder aufgesetzt wird und auf welchen man die Pulvergase direkt 
einwi1'ken Hisst, eine Registriervorrichtung, mit deren Hilfe die Dauer 
del' Stauchung gemessen werden kann. Bei Experimenten mit del' 
Versuchsbombe lasst sich alsdann aus del' Stauchungszeit ein erster 
Niiherungswert jUl' die Verbrenmmgszeit des Pulvers gewinnen. Da 
indes die Verbrennungszeit mit del' Stauchungszeit nicht identisch ist, 
sondel'll die Stauchung erst beginnt, wenn einiges Pulver schon ver
})I'annt ist, also schon ein bestimmter Druck herrscht, so muss bei 
diesem Verfahren libel' den erst en Teil del' Verbrennungszeit eine 
IIypothese gemacht werden. Auf diese Weise sind die Verbrennungs
zeiten t erhalten, von denen in 8e die Rede war. 

Die JJlanometel'wa.qe von Deprez bel'uht auf einem iihnlichell Ge
danken, wie er bei den Reduzierventilen Verwendung findet: Das 
Geschlitzl'ohr wird mit einem seitlichen Kanal vel'sehen; in diesen 
wird ein Differentialstempel bezw. eine Stahlplatte eingesetzt, auf 
welche von del' einen Seite her del' Gasdruck auf eine Heine FHiche, 

Rev. d'art. 32 (1888), p. 113 und Paris C. R. 80 (1875), p. 295; Vallier, Theorie 
et trace des freins hydrauliques, Paris 1900 und Paris C. It. 129 (1899), p. 705; 
R. Kahn, :Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1902, p. 551. 

159) ]J[(ludry, Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gell.-Wes. 1882, p. 105; 1883, p. 393; 
188&, p. 389 (Velocimeterstuclien, llachSCbert und Hugoniot); Xl'all, ebenda 1888, 
p. 118 del' Notizen; Dunn, Joml1. of Un. St. Art. 7 (1897), p. 1; :1I!itt. lib. Geg. 
d. Art.- u. Gen.-Wes. 1879, p.363; Heydenl'eich 1, p.1Gff. und Kriegstechll. 
Zeitschr. 6 (1901), p. 292; C. CrellOre u. G. O. Squier, Journ. of Un. St. Art.. 5 
(1896), p. 32&. 
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von del' andel'll ein Gegendruck (Federdruck odeI' hydraulischer Druck 
odeI' Druck komprimierter Luft) auf eine grossere Fliiche wirkt; ,vird 
beim Schuss die Platte nach aussen gedriickt, so iiberwiegt del' Gas
druck. Dieses Verfahrell wird gleichzeitig mehrfach z. B. auf 10 Diffe
rentialstempel angewendet, deren Grosse im Verhiiltnis 1: 2 : 3 u. s. w. 
bis 10 verschieden ist und welche in eine gemeinsame Kammer mit 
Pressluft von bekanntem Druck miinden; zugleich registriert ein elek
trischer Chronograph die Momente, in welchen sich die einzelnen 
Stempel del' Reihe nach in Bewegung setzten; man hat also damit 
den Gasdruck anniihel'lld in Funktion del' Zeit. 

12 b. Dynamische Methoden zur Yessung des Gasdrucks. N ach 
Oavalli(1845)-Noble(1872) wird die Kanone an verschiedenen Stellen 
angebohrt und werden in die Bohrungen Gewehrliiufe geschraubt, 
aus welchen durch den Gasdruck Kugeln geschossen werden; del'en 
Geschwindigkeit wird z. B. mit einem ballistischen Pendel bestimmt. 
Bei jedem Vel'such wird nul' je eine del' Bohrungen offen gelassel1. 

Beim Accelerometer von Deprez befindet sich wiederum seitlich in 
del' Rohrwandul1g ein Kanal, worin sich ein Kolben leicht beweglich 
befindet; diesel' Kolben wird durch den Gasdruck herausgeschossen; 
seine Bewegung wird jedoch nach einer kUl'zen Strecke gehemmt, 
indem die Energie des Kolbens dazu verwandt wird, eine grosse 
Masse emporzuschleudel'll; auf (liese Weise kennt man die End
geschwindigkeit des Kolbens und seine Beschleunigung und folglich 
die beschleunigende Kraft, den Gasdruck. Dieses Verfahren liisst 
sich auf verschiedene Stellen des Rohrs gleichzeitig anwenden. Del' 
Accelerograpl~ von D(',)J1'ez unterscheidet sich von dem eben beschriebenel1 
Apparat nul' dadurch, dass die Bewegung des Kolbens nicht sofort ge
hemmt, sondel'll mittelst berusster Platte auf einer Strecke yon 4-5 cm 
l'egistl'iert wird. (Neuere Modifikationen bei JJiatcL und Holden.) 

Krall schliigt VOl', die Bewegung des Geschosses durch den Lauf 
mittelst einer photographischen Platte zu registrieren, welche im Gc
ScllOSS selbst al1gebracht ist und auf welche von vorn durch ein kleines 
Loch Licht fiillt. 

Sebert kOl1struierte eine iihnliche Vorrichtul1g, wobei jedoch die 
Registrierul1g nicht photographisch, sondel'll mechanisch erfolgt: inner
halb des Geschosses wird ein Stahlstab von quadratischem Querschnitt 
entlang del' Geschossaxe angebracht; diesel' Stab bildet die Fiihrung 
fiir einen Liiufer, del' eine Stimrngabel mit Spitzen triigt. Infolge 
del' Triigheit des Liiufers wird bei del' Bewegung des Gesehosses 
durch das Rohr del' Laufer sarnt del' Stimmgabel auf dern Stab nach 
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hint en gleiten, wobei die Stimmgabel - welche vorher durch einen 
Keil gespannt worden war - schwingt und auf dem einseitig be
russten Stah eine Kurve zeichnet. Auch das Eindringen des Geschosses 
in Erde u. s. w. soIl auf diese Weise - durch das Vorgehen des 
Lliufers - registriert werden. 

Beim Clwonogrctph von Noble ist das Rohr an einer Reihe von 
Stellen angebohrt und durch diese Bohrungen sind Drahte gasdicht 
eingefilhrt. Das Geschoss hewirkt bei seinem Durchgang durch das 
Hohr del' Reihe nach das Offnen von ehenso vielen elektrischen Strom
kreisen, als Bohrungen vorhanden sind; das Offnen diesel' Strome, 
welche in primaren Spulen von Induktionsappamten Hossen, bringt 
das Auftreten von Induktionsstrolllen in den sekundaren Spulen und 
damit von Induktionsfunkell mit sicb, welch letztere auf rotierenden 
herussten Scheib en Marken erzeugen. So el'halt man die Geschoss
wege im Rohr in Funktion del' Zeit und damus die Geschwindig
keiten, Beschleunigungen und Gasdrilcke. 

C. Crehore und O. Sqnier vermeiden das Anbohren des Rohrs da
durch, dass sie am Geschoss eine lange Holzstange axial befestigen, 
welche aus dem geladenen Rohr herausragt und eine Reihe von 
Metallringen hesitzt; bei del' Vorwartshewegung des Geschosses und 
dmnit del' Stange schleifen auf clieser zwei Schleiffedern, wodurch ein 
elektrischer Strom ahwechselnd geschlossen und unterbrochen wird. 
Zur photographischen Fixierung del' Geschosswege in Funktion del' 
Zeit wird dasselbe Verfahren verwendet, welches auch fill' die Flug
zeitenbestimmung hei Geschossen ausserhalb des Rohrs dient und bei 
welchem unter anderem (s. 0.) die Drehung del' Polarisationsebene des 
Lichts im Magnetfeld benutzt ist ("polarizing photo-chronograph"). 

Del' Riicklan(messcr '/Jon Se7JCi't. Das rilcklaufende Geschiltz Chezw. 
Gewehr) nilllmt ein Stahlband mit, auf diesem Band, welches berusst 
wurde, zeichnet eine elektromagnetisch angetriebene Stilllmgabel ihre 
Kurven. Neuen1ings ist das Rohr auf einem Schlitten befestigt, mit 
welchem zusammen das Rohr ohne erhebliche Reibullg in einer Fuh
rung beim Schuss ri1ckwiirts gleitet, wahrend das Geschoss durch das 
Rohr nach VOl'll geht. Eine schwingencle Stimmgabel, welche mit 
dem Hohl' fest verbundell ist, schreibt auf einer berussten odeI' mit 
einer dunnen Kupferschicht galvanisch uberzogenen und am Unter
gestell befestigten Messinm)latte bei ihl'em Zuruckgehen ihl'e Schwin
gungen auf. Aus den erhaltenen Kurven werden die \Vege und damit 
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des Rohrs in Funktion 
der Zeit entnommen, und hieraus die entsprechendell Grossen fur das 
Geschoss berechnet. 
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Zur Zeit wird vorzugsweise die StauchV01Tichtung, del' Dchatius
'lneissel und del' Rodman-Apparat und bei wissenschaftlichen Unter
suchungen del' Riicklaufmesser zur Bestimrnung del' Gasdru.cke benutzt. 

12 c. Kritische Bemerkung iiber Messung des Gasdrucks. Eine 
Kritik del' ersteren, iiberhaupt del' auf statischen Prinzipien be
ruhenden Gasdruckrnesser, haben insbesondere Sa1'ratt, Vieille, sebert, 
Hugoniot, Hojel, v. Wuich, W. Wolff gegeben 160). Die Stauchvol'richtung 
(ebenso das Rodrnanrnesser und del' U chatiusmeissel) liefern bei den 
gebrauchlichen Messmethoden des hochsten Gasdruckes, wie es scheint, 
durchweg etwas zu kleine Werte dieses Gasdruckes. Del' Einfluss del' 
Zeitdauer del' Druckwirkung auf die Grosse del' Stauchung ist ein 
betrachtlicherj je Hinger bei einern bestimmten Druck die Belastung 
unter del' Hebelpresse wahrte, urn so grosser ergab sich das Mass 
del' Stauchungj bei hohen Drucken (ca. 2000 Atm.) trat erst nach 
langerer Belastungsdauer ein Stillstand ein. Wegen del' hieraus folgen
den Ungleichmassigkeiten wiI-d in Deutschland gegenwartig eine Be
lastungszeit von 30 Sekunden als normal angesehen. Nun abel' wirkt 
beim Schuss del' zu bestimmende Maxirnaldruck nUl' einen Bruchteil einer 
Sekunde lang und kann daher wohl nicht die gleiche Wirkung del' 
Stauchung hervorbringen, wie wenn derselbe Maximaldruck 30 Sekundell 
lang gleichmiissig gedauert hatte. Wenn also aus gleichen Stauchullgen 
auf gleiche Kriifte geschlossen wird, so wird ein Fehler begallgenj del' 
Gasdruck wird voraussichtlich Zit klein bern essen. 

Eine andere Fehlerquelle konnte daraus entstehen, dass dem 
Stempel, welchel' auf den Kupferzylinder aufgesetzt wird lmd dies en 
zusammendriickt, dUl'ch den Gasdl'uck beirn Schuss eine gewisse leben
dige Kraft erteilt wird. Hierdurch allein konnte die Stauchung ver
grossert werden; es konnte die Stauchung Zit grosse vVerte des Gus
dl'uckes anzeigen. 'lJ. Wniclt hat insbesondere diese Fehlel'quelle 
l'eclmel'isch behandelt und E. Sarrazt glaubt gefunden zu haben, dass 
dieselbe bis zu Driicken von 4500 Atm. zu vernachliissigen ist. 

:Man ist zur Zeit bemiiht, die Grosse del' verschiedenen Fehler, 
einschliesslich des aus del' Reibung des Stempels entspringenden, zu 
el'mitteln und fur die Benutzung des Staucbapparuts Korrektionstabellen 
aufzustellen. 

Auch del' BiicklallfmessCI' ist noch mancher Verbesserung bedulftig 

160) uber die Kritik del' statischen Druckmesser vgl. besonders SU7'I'Ult u. 
Vieille, Paris C. R. 95 (1882), p. 26, 130, 180; 'D. lVuiclz, ~Iitt. lib. Geg. d. Art.- u. 
Gen.-'\Ves. 1896, p. 1 und Vieille, :lIemor. des poudr. et sUlp. 1882, 1).356 und 
Paris C. R. 112 (1891), p. 1052; lV. Wol!i~ Kriegstechu. Zeitschr. 6 (1!J03), p. 1. 

l:ncyklop. d. math. Wi •• eu8ch. 1\,~, 1!J 
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und, wie es scheint, fi.i.hig; die Berechmmgen, welche angestellt zu 
werden pflegen, um aus del' Riicklaufbewegung des Rohrs die Ge
schwindigkeiten und Beschleunigungen des Geschosses und damit die 
Gasdl'iicke zu ermitteln, sind keineswegs einwandfrei. 

12 d. Andere Messungsapparate und Messungsmethoden. Von 
den zahlreichen zur Priifung von Explosivstoffen dienenden Eprouvetten 
und Brisanzmessern verschiedenster Art, ebenso von den fiir die Be
stimmung del' speziellen Pulverkonstanten verwandten Hiilfsmitteln sei 
hier nicht weiter die Rede. Fur die Messung des Riicklaufs von Schuss
waffen, fiir die Beurteilung del' Gasabdichtung von GewehrHiufen, 
sowohl nach vorn zwischen Geschoss und Lauf, als auch nach hinten 
zwischen Hiilse und Verschluss etc. gewinnen die Methoden der elek
trischen Momentphotographie immer mehr Bedeutung. 

Schlusswort. 
In dem vorliegenden Referat ist iiberall darauf aufmerksam ge

macht, dass in del' ausseren wie in del' inneren Ballistik das syste
matische Experiment mit richtiger Beurteilung del' Fehler eine viel 
grassere Rolle spielen muss, als man ihm in friiheren Dezennien bei
mass. Diese Erkenntnis hat sich historisch erst allmahlich heraus
gebildet und ist vielleicht auch jetzt noch nicht iiberall durchgedrungen. 

Bin charakteristisches Beispiel fiir diesen Entwickelungsgang bietet 
(lie Geschichte del' Ballistik in del' parabolischen TheOl·ie del' Geschoss
fiugbahn. Gegen das Ende des 17. und Anfangs des 18. Jahrhunderts 
findet sich diese TheOl'ie fiir die Geschossbewegung in del' Luft fast all
gemein angenommen; in del' Geschichte del' franzosischen Akademie del' 
vVissenschaften 161) vom.J ahre 1707 Ii est man sogar, nach Aufzahlung del' 
Werke del' verschicdenen Mathematiker, welche sich mit del' Bewegung 
del' Geschosse beschaftigten, folgcllde vVorte: "II ne parait pas que 
1'on ait presentement rien a desirer sur la pratique de cet art (de 
lancer les bombes). Peutetre seulement pourrait-on encore peIfectionner 
l'instrument qui sert a pointer la piece ou Ie mortieI'. :Blais la geo
metric etant qnitte) pour ainsi dire, envers la pratique, est en droit 
de pousser plus loin la speculation et de donner quelque chose ala. 
simple curiosit8 quand l'utilite est satist'aite." Brandel und Belidor 
versuchten die Einwande, welche gegen die Hypothese del' parabo
lischen Theorie iill wiclerstehenden :BEttel erhoben wurden, zu wider
legen. Del' letztere behauptete sogar, Versuche angestellt zu haben, 

161) Paris, HisL. de l'.Acad. 1707, p. 1:!3 j vgl. auch St. Robert 1, p. 148 nnd 
~1I. Jiil1ll8, Geschichte del' Kriegswisscnschaften, ~Hinchen 11. Leipzig 1889. 
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welche diese Einwande entkl'afteten. In Wahl'heit ist dies damit 
zu el'klal'en, dass man die unbekannte Anfangsgeschwindigkeit des 
Geschosses aus del' Beobachtung del' Schussweite durch Rechnung 
ableitete, wobei sich natlirlich keineswegs die wahl'e Anfangsgeschwin
digkeit ergab; fiihrte man alsdann diesen Wert del' Anfangsgeschwin
digkeit in die Gleichung fiir die Pal'abel ein, so erhielt man eine 
Linie, welche bei demselben Abgangswinkel von del' wirklichen Flug
bahn vom Anfangspunkt bis zum Endpunkt eingeschlossen war, da
zwischen abel' nicht unerheblich von ihr abweichen konnte, was man 
nicht wei tel' in Uberlegung zog. 

Dass die Ubereinstimmung del' Schiessl'esultate mit den Resul
taten del' R,echnung nUl' dann ein Beweis fur die Richtigkeit del' 
TheOl·ie sein kaun, wenn die KonstantenW2Ctbhiingig von den Formeln 
einer TheOl·ie ermittelt sind, ist jetzt zwar fast allgemein erkannt; aHein 
noch immer wird z. B. die eigentliche Mundnngsgeschwindigkeit des 
Geschosses durch Reduktion del' (entlang einer grosseren Luftstrecke) 
gemessenen Geschossgeschwindigkeit auf die .Mi.i.ndung mittelst Rech
nung erhalten, uncl werden insbesondere Luftwiderstandskoeffizienten 
und "Fol'mwerte" von Geschossen durch Gleichungel1 desselben Rech
nungssystems bestimmt, welches weitel'hin zur Bel'echl1ung del' Schuss
weite, del' Flugbalm, del' Geschossgeschwindigkeit an beliebiger Stelle, 
der Flugzeit, des Auffallswinkels verwendet wird u. s. w. Bei del' 
Kontl'olle einer TheOl'le clurch sogenannte empil'ische Daten ist daher 
Vorsicht notwendig. 

Das Ziel einer (vereinigten inneren und ausseren) Ballistik wiil'de 
sein, dass, nach Angabe der Konstanten des Geschlitzes oder Gewehrs, 
des Geschosses und des Pulvel's, sowie del' meteorologischen Elemente, 
die Lage, SteHung und Geschwindigkeit des Geschosses nach Grosse 
und Richtung flir irgend eine Zeit, ehenso die Grosse des Gas
drucks u. s. w. bis auf einen wahrscheinlichen Fehler vorausberechnet 
werden konl1te, welcher kleiner als del' fUr irgend eine praktische 
Verwendung zuHissige wahrscheinliche Beobachtungsfehler ist. Diesem 
Ziel winZ sich die BalZistik, wie wir wiederholen, venmdlich ml/. so 
meh)' niihern, je 'lnehr die Untel'suc7mngsl1letllOden, lCclc7w die Astrol/olllie 
in del' Stonmgsrec7mwl.r/ anwendet, nachgcahlllt 1cerdcn, je mcll1' a7so die 
Rechnnng sich mit de)' messenden Beouachtung verbindet. Dabci scheint 
es, dass vorlaufig die letztere die fiihrende Holle zu iibernehmen habe. 

(Abgescblossen iill Februar 1£103.) 
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Vorbemerkung. Del' vorliegende Al'tikel behandelt die En\.
stehung und Fortpflanzung "endlicher St6rungen(t in Fliissigkeiten, 
insofern dieselben strengen analytischen Methoden zugiinglich sind. Es 
sind dies Unstetigkeiten in del' Geschwindigkeit und Dichte bezw. den 
Beschleunigungen erster odeI' hOherer Ordnung, die auf gewissen sich 
in del' Fliissigkeit fortbewegenJen Flachen liegen. Hierbei werden 
abel' hauptsiichlich nul' solche Erscheinungen (Wellenbewegung in 
Gasen) in Betracht gezogen, bei welchen die Bewegung del' Oberflache des 
Mediums vorgeschrieben ist. Die Unstetigkeiten in Fliissigkeiten mit 
"freier Oberflache(t, wo also der Druck auf einem Teile del' Ober
flache vorgeschrieben ist (die unstetigen Erscheinungen bei Flutwellen, 
"bore" und "mascaret" 1), die W assersprunge), sowie die ganze Er
scheinung der Turbulenz des Wassel's bildeten bis jetzt den Gegen
stand meistens nul' empirischer Untersuchungen und kommen daher 
in dem niichsten Artikel iiber Hydraulik (IV 20, Forchhe:imer) zur 
Behandlung. Ebenso sei beziiglich del' technischen Anwendungen un
stetiger Erscheinungen (hydraulischer Widder) auf denselben Artikel, 
sowie auch auf IV 21 (G1'iible1') verwiesen. 

lnsofern selbst bei beliebig kleiner Zahigkeit - die in den ersten 
Nrn.l-13 geradezu Nuil gesetzt wird - del' Fliissigkeit die Reibungs
krafte bei den endlichen Geschwindig7ceitsunterschieden zwischen den 
Nachbargebieten (den sog. Stosswellen) endlich bleiben und so Anlass 
zur Erzeugung von Reibungswarme geben, ist die Behandlung del' 
Stosswellell ohne Riicksicht auf die Thermodynamik nicht maglich, 
sodass hier das vorliegellde Referat mit den entsprechellden Referaten 
von Bd. V (Thermodynamik von G. H. B1'yan, und Technischer Warme
theOl'ie von W. Schrotcl' und L. Pmndtl) in Beziehung tritt. 

Dem vorwiegend physikalischen Interesse, das die Stosswellen 
bieten, steht das besondere matbematische Interesse del' Beschleunigungs
wellen gegentiber, da diese in engen Zusammenhang mit del' Charakte
ristikentheorie del' partiellen Differelltialgleichullgen zweiter Ordnung 
und den sog. Randwertaufgaben bei diesen Gleichungen treten (vgl. 
hier II A 5, E. V. Weber und II A 7 c, A. Sommerfeld). Hierauf wird 
im vorliegenden Heferate im besonderen im FaIle del' eindimensio
nalen unstetigen Gasbewegung eingegangen (Nr. 6 und 7). Vorab 
steht die Entwickelung del' sog. Kompatibilitiitsbedingungen, die aus 
analytischen Grunden fUr die verschiedenen Unstetigkeiten gemeinsam 
gefiihrt wird. 

1) G. H. Darwin, The tides and kindred phenomena in the solar system, 
London lSg0j deut~ch von A. Pocke/s, Leipzig 1902, p. 51 If. 
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1. TIber die Moglichkeit unstetiger Bewegungen in kompressiblen 
idealen Fliissigkeiten 2). Es sei in einer gegebenen, iiussel'en korper
lichen Kriiften unterworfenen Gasmasse del' Anfangszustand (die 
Geschwindigkeitskomponenten u, v, 10 und die Dichte Q als Funk
tionen von x, V, $ ZUl' Zeit t = 0) gegeben; das Gas soll sich inner
halb eines Gefiisses bewegen, dessen Form sich mit del' Zeit in be
kannter Weise iindern kann, dann ist die Bewegung des Gases durch 
folgende Gleichungen gegeben 3): 

l 'U=x_~8P Iv=y_~~ 'w=Z_~~ 
(1) It (!8x' at (!8y'lt (!8z 

~(! + 8 «(!u) + o(Qv) + o«(!w) = 0 
ot 8x oy 8z ' 

(2) P = p(Q), 
und an del' Obel'flache: 

(3) ((x, v, $, t) = O. 

Gleichung (2) ist die von del' Beschafl'enheit des Gases abhiingige 
Zustandsgleichung; q; und (sind gegebene Funktionen ihrer Argumente. 

Da ~t, v, w und Q fiir t = 0 bekannt, so' sind durch die Glei-
h (1) . W 01£ OV ow .. 

c ungen auch dle erte von 6t' cit ,Ft fur t = 0 festgelegt; 
diese miissen an del' Oberfliiche abel' auch die kinematische Be
dingung befriedigen, welche aus Gleichung (3) durch zweimalige 
Differentiation nach t hervorgeht: 

of 11t 8f ov Of 'w 
(4) ox c\'t + 8y Tt + 8z Jt = w(n, v, 10, X, V, $, t), 

d. h. es wird zur Zeit t = 0 an del' Oberfliiche durch (4) auch die 
Normalkomponente del' Beschleul1igung gegeben. Diese wil'd im a11-
gemeinen nun nicht mit dem aus del' Gleichung (1) gewonnenell 
Werte iibereinstimmen, da man ofl'enbal' sowohl den Anfallgszllstand 
als auch die Bewegung del' Gefasswiillde unabhiingig von einander ganz 
belie big festsetzen kann. Es widerspl'icht daher im allgemeinen Glei-

chung (1) del' Gleichnng (3), d. h. es konnen c~~, ~., ~,~ nicht als 

stet£ge Funktionen von x, V, $, t so lJestimmt werden, dass die Glei
chungen (1), (2) und (3) befriedigt werden, vielmehl' erleiden sie hei 
t = 0 an del' Oberfliiche einen Sprung. 

2) So lange die Zustandsgleichung der Fliissigkeit llicht spezialisiert wird, 
gelten die folgenden Auseinandersetzungcll fiir beliebige ideale, kompressible 
Fliissigkeitenj der Kiirze halber werden wir jedoch von "Gasen" sprechen. 

3) Vgl. IV 15, Nr. S (.A. E. H. Love), p. 63 Formel (l)j s. daselhst auch die 
ErkHirllng der Bezeichnungen. 

20* 
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Wiirde zufii.llig del' Anfallgszustand so gegeben sein, dass an del' 

Ob fl"" h au ov ow k . S 1 ·u .. er ae e Yi' ('it' at zwar emen prung er el en, so ware em 

I h . 1 a2~, 02V ,Pw. 1·· r h d· Itt k·· so e er m (en at' , W' ot2- Immel' noe 1 mog Ie ; Ie e z eren onnen 

namlieh einerseits auf Grund des gegebenen Anfangszustandes aus den 
naeh t differentiierten Gleiehungen (1) bereehnet werden, miissen 
abel' aueh die naeh t diiI"erentiierte Gleichung (4) befriedigen. Ebenso 
kann bei zufallig gewahltem Anfangszustand eine Besehleunigung 
noeh hoherer Ordnung unstetig werden: eine Losung, deren siimtliche 
Ableitullgen nach t stetig sind, giebt es im allgemeinen nieht. 

Befilldet sieh zur Zeit t = 0 die Unstetigkeit del' Beschleunigungs
komponenten an del' Oberflache des Gases, so werden im Verlaufe 
del' Zeit im allgemeinen andere Teilchen mit Unstetigkeit hehaftet 
sein; diese Ortsanderung der Unstetigkeit mit der Zeit wird die "Fort
pflanzungtl derselben genannt. 

W m·den also im allgemeinen selbst bei stetigen Anfangs- und 
Randbedingungen schon Unstetigkeiten in einem Gase entstehen, so 
gesehieht dies um so mehr, wenn die Anfangs- oder Randbedingungen 
selbst unstetig sind. Dies fiihrt zur Behandlung von unstetigen Be
wegungen, bei welchen bereits in den Geschwiudigkeitskomponenten 
und in der Dichte Unstetigkeiten auftreten, fur die also die Glei
chungen (1) selbst nicht mehr gelten. Riemann hat sogar bewiesen, 
class solehe Unstetigkeiten (Stosswellen) auch aus ganz stetigen Anfangs
und Grenzbedingungen entstehen konnen4) (vgl. unten Nr.6). 

2. Die identischen Bedingungen und die kinematischen Kom
patibilitatsbedingungen. Wir stellen nun zunachst die Bedingungen 
auf, die aus der Forderung entstehen, dass die U nstetigkeiten im Ver
laufe der Bewegung stets auf FHichen verteilt Bein Bollen. 

Wir bezeiehnen mit x, y, z die Koordinaten eines Fliissigkeits
teilehens zur Zeit t, clas dureh die Lagrange'Bchen Parameter chamk
terisiert ist 5), und mit 

"IjJ (a, b, c, t) = 0 

4) Uber die Portpflanzung ebener Luftwe11eu yon elldlicher Sch wingungs
weite: Gott. Abhndl. (math. Klasse) 8 (1860), p. 43 = Werke, Leipzig 1876, p.l44 
(Lnftwe11en). Die Mogliehkcit, dass die Diehte eine Unstetigkeit crleiden kann, 
wurde schou yon G. G. Stokes bcmerkt, jedoeh nicht weiter ausgeflihrt (Phil. 
lIIag. 33 (1848) = lIIat.h. and Phys. Papers 2, p. 51); S. Ea1"l1s7ww (London, Phil. 
Trans. 150 (1860), p. 133) filldet dasselbe Resultat. 

5) Es empfiehlt sieh, die Bedeutung der Parameter llicht zu spezialisieren, 
da im Falle, wo Unstetigkeiten auftreten, Ct, b, c mo· (iiI" eil1e/!. Teil des Gases 
die Anfangswerte yon x, y, z bedeuten. 
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im Raume a, b, c die FHiche (j, auf del' die eventuellen U nstetig
keiten in den Ableitungen von x, y, z nach a, b, c, t sich zu jeder 
Zeit t befinden und zwar sollen diese Ableitungen beim Durchsetzen 
del' Flache (j endliche Spriinge erleiden, wahrend, wenn wir uns mit 
a, b, c beliebig nane zur Fliiche bewegen, alles stetig und differentiier
bar variieren soIl. Die Flache (j teilt daher in jedem Augenblicke 
den Rauill a, b, c in zwei Teile, welche wir durch die Ziffern 1 und 
2 unterscheiden wollen; besitzt eine Grosse .Q, verschiedene Grenz
werte, falls wir uns fiber den Teil 1 odeI' fiber 2 zu demselben 
Punkte del' Flache (j nahern, so seien diese Grenzwerte mit .Q,i und 
.Q,2 bezeichnet und. nach E. B. Christoffel G) del' Sprung .Q,2 - .$21 

mit [.Q,J bezeichnet. 
1st die erste unstetige Ableitung einer del' Funktionen x, V, z von 

del' n ten Ordnung, so sagt man, die Unstetigkeit selbst sei nter Ordnung. 
Die Forderung nun, dass die Unstetigkeiten in emem bestimmtell 

Augenblick auf eiller solchen Flache (j liegen, giebt - in del' Aus
drucksweise von J. Hadamard 7) - die identischen Bedingtmgen. 

Unstetigkeiten nuUta Ordnung schliessen wir ans, da dies die 
Spaltung des Massenpunktes, welcher durch die Parameter a, b, c 
festgelegt ist, bedeuten wfirde. 

Bei Unstetigkeiten erster Ordnuug erhiilt man so fur die Spriinge 
del' Differelltialquotienten von x, y, z nach a, b, c 

[~~] = Ao{3, [!:J = AoY, 

(5) [it] = !lo{3, [~JLl = u 'lI 
OCJ .0" 

[CiZ] 
(j'b = vofj, 

WO IX, /3, l' die Richtungskosinus del' N ormalen del' I!'lache 1jJ (a, b, c) = 0 
sind und .1.0' !to, Vo drei Proportionalitiitsfaktoreu bedeutell, die als 
Komponenten eines Vektor 5)0 betrachtel; werden konneuS). Dazu 
b'eten die Sprunge del' drei Geschwiudigkeitskomponel1ten 

(6) [il'YJ !l'i = il't ' 

WO All· !Ill Vi als Komponenten eiues nenen Vektors S)1 gedeutet 
werden konnen, so dass die Spriinge del' 12 Differentialquotienten 

6) Ann. eli mat. (2) 8 (1877), p. 94. 

7) Le90ns, p. 81. 
8) Hadall/ard, Le90ns, p. 88. 0 bedeutet Difi'erent.iation iIll System der un

abhiingigen Variabeln (von Lagrange) a, b, c, t. 
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von x, y, z naeh a, b, c und t in jedem Punkte del' gegebenen Un
stetigkeitsfHiehe durch zwei V ektoren ~o und .pi bestimmt sind. 

Bei Unstetigkeiten hOherer Ordnung unterseheiden wir die Ab
leitungen naeh ihrem IncZex, d. h. nach ihrer Ordnung in t. 9) 

(7) 

Es gelten ganz allgemein die Beziehungen 10): 

[ anX l __ A aPR2 r 

o aP ob2 ocr lUkJ -- k P 7' , 

[ any l __ 11. aPRQ r 

oaPob2ocrO'tkJ -- rk P 7' , 

[oaPo~:;c'O'tkJ = vkaP{jQ7'r 

(p + q + l' + k = n; k = 0, 1, 2, ... , n). 

Siimtliehe Ableitungen desselben Index k sind hiernach darch emen 

V ektor ~k (A.k' ftk' 11k) bestimmt; die Spriinge del' 3 (n t 3) Differen

rentialquotienten nter Ordnung von x, y, z werden daher durch n + 1 
Vektoren bestiml1lt. 

Die weitere Forderung nun, dass die Unstetigkeit, welehe in einem 
gewissen Augenblicke t sieh auf einer bestil1l111ten Flaehe befindet, 
auch in den niichslen Augenblieken sich auf einer Flache befinden 
Boll, dass sieh also die Unstetigkeit il1l Verlaufe del' Zeit "nicht 
auflose", ergiebt zwischen den Spriingen del' Differentialquotienten 
von x, y, z nach a, b, c, und den Spl'iiilgen del' Geschwindigkeiten 
bezw. Beschleunigungen die sogenannten kinemaHschen ](ompatibilitiits
beclingwngen 11): 

Es muss niimlich zwischen je zwei Vektoren ~k-i und .pk fiir 
k = 1, 2, ... , n die Beziehung 

(8) .pk=(-1)oPk_19 
bestehell, wo 

9) Hadamard, Le90ns, p. 87. 
10) Hadamard, Le90ns, p. 96; fiir Unstetigkeiten zweiter Ordnung schon 

bei H. Hugoniot, Paris C. R. 101 (1885), p. 1118 und 1229. 
11) Fiir Unstetigkeiten erster Ordnung wurden die kinematischen Kompati

bilitatsbedingungen yon E. B. ChristoR'e1 (Ann. di mat. (2) 8 (1877), p. 82, 95 
u. 190) angegeben, del' sie "phoronomische" Bedingungen nellllt. H. Hugoniot 
(Paris C. R. 181 (1885), p. 7!!4, 1118, 1229) hat die kinematischen Bedingullgell 
zuerst fiir Cnstetigkeiten zweiter Ordnung aufgestellt. Ganz allgemein finden 
sie sich bei Ilada1llanl (Le90ns, p. 108). S. auch P. AplJcll, Traite de mecanique 
l'ationelle, 3, p. 207 und G. C. SOl/slov, Moskau, Math. Sammlung (russisch) 24, 
(1903), p. 57. 
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die Fortpflanzungsgeschwindigkeit del' Unstetigkeit im Hanme a, b, e 
bedeutet (vgl. Nl'. 4:), d. h. also aIle VektOl'en $)0' $)u ... , S)n sind 
gleich- odeI' entgegengesetzt gel'ichtet und das Verhaltnis eines jeden 
zu dem vorhergehenden ist gleich del' negativ genommenen Fortpflan
zungsgeschwindigkeit del' Unstetigkeit. 

Zusammen kiinnen die identischen Bedingungen mit den kine
matischen Kompatibilitatsbedingungen durch folgende symbolische 
Gleichungen dal'gestellt werden: 

([~~aJ da + [~~J db + [~~J de + [:tJ dt)" x 

= Ao(ada + [3db + rde - Odt)n, 

(9) ([~~aJ da + [~~bJ db + [~~J de + [:tJ dt)" y 

= /-to(ada + [3clb + rde - Odt)n, 

([~~aJ da + [~~bJ db + [~~cJ de + [:tJ dtr z 

= v(ada + [3db + rde - Oclt)n, 

welche identisch in da, db, de, elf erflillt sein mussen. 
P. Duhem 12) stellt sich noch die Anfgabe, die Fortpflanzungs

geschwindigkeit einer Unstetigkeit n ter Ordnung durch die Sprlinge 
del' unstetigen Elemente auszudriicken. Es sei U eine solche in ihren 
Ableitungen n ter Ordullng ul1stetige Funktion von a, b, c, t, dunn ist, 
wenn [U] = V gesetzt wird, 

fill' n = 1 

(10) 2 {(~ V)2 (O'V) 2 (O'll)2) = (V ~) 2 o ~a + vb + O'c O't' 
fUr n = 2 

(11) 
fiir n = 2k 

(12) 

wo D." die 7.;- mal angewandte Operation t:. bedeutet; endlich 
fiir 11 = 27.; + 1 

(13) 

12) Paris C. R. 131 (1901); p. 1171. 
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Die Formel (11) findet sich bereits bei Hugoniot 13). Die Ausdrucke 
fur () sind gegenuber Dl'ehung del' Koordinatenaxen invariant. 

S. Die dynamischen Kompatibilitlitsbedingungen. Wir stellen 
den Fall del' Unstetigkeiten in den Geschwindigkeitskomponenten und 
del' Dichte (Unstetigkeiten erster Ordnung) voran. Um hier diejenigen 
Funktionen Q, 17, ~t, V, w auszuwahlen, den en eine physikalische Be
deutung zugeschrieben werden kann, greifen wir zu den Prinzipien 
del' Mechanik zUl'uck und fordel'll, dass diese im ganzen Gase uberall 
auch an den Unstetigkeitsstellen erfiillt sein sollen; auf Grund diesel' 
Prinzipien folgen dann fur die stetigen Stellen die gewohnlichen Difl'e
rentialgleichungen, wiihrend fur die Unstetigkeitsstellen andere, so
genannte dynamisclte Kompatibilitiitsbedingungen bestehen miissen. 

P. Dtthem 14) machte den V m'such, die Bewegungsgleichungen und 
die Kompatibilitiitsbedillgungen aus dem D'Alemberfschen Prinzip ab
zuleiten, seine Beweisfuhrung ist jedoch nicht einwandsfrei, auch 
bekommt er nicht die dynamischen Kompatibilitatsbedingungell. In 
den "Recherches" 15) benutzt er daher zur Aufstellung derselben eine be
sondere Form des D'Alembert'schen Prinzips, in welchel' er fur den 
Fall, dass die Geschwindigkeit wahrend des Zeitelementes dt eine 
endliche Anderung 112 -- ttl' v2 - VI' w2 - w1 erleidet, an Stelle del' 
Beschleunigungskomponenten die (unendlichen) Grossen 

~t. - ~t, v.' - Vi W. - Wi 
--d-t-- --(-It-- dt 

setzt. 
Das Problem kann mit Hulfe des Hamilton'schen Prinzips del' statio

naren Wirkung ohne besondere weitel'e Hypothesen gelost werden 16): 
Es sei gleich ein beliebiges elastisc7zes Medinln gegeben; U(x, y, z) 

sei das Potential del' in x, y, z auf die Volumeneinheit wirkel1den 
aUBSeren Kriifte lmd T-V die "innere Energie del' Volnmeneinheit" odeI' 
"innere Energiedichte"; sie wird eine von del' physikalischen Be
schafl'enheit des elastischen Karpel's abhiingige, gegebene Funktion 
del' 9 Grossen: 

iJx ox iJx fly 
iJ (t' (j' b' Fe' Ji(' 

Das Hamilton'sche Prinzip del' stat.ionaren Wirkullg bei gegebener 
OberfHiche kann dann so formuliert werden: 

Es soll die erste Variation des Integrals 

13) Paris C. B" 101 (1885), p. 7\14. 
14) Cours (1891), p. 60-98. 
15) 1. SEll'. (1!J03), p. 75. 
16) G. Zemplell, l\Iat.h. Ann. 61, Heft 3 (1905). 
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11 

J .. (~tfffQ (~{ e:r+ (~fr+ (}i})-u(x,y,z)- w) dxdydz 

verschwinden, wenn x, y, z als Fllnktionen von Cl, b, c, t so variiert 
werden, dass ihre Werte fur t = to und t = tl unverandert bleiben 
und fur die Oberflache 

die Gleichung (3) 
rp (a, b, c) = 0 

{(x, y, fJ, t) = 0 

zu jeder Zeit t erfullt sein soIl. 
An Stelle von Qdx ely dz kann Qodadb dc geschrieben werden 

(Kontinuitatsgleichung) und J wird in ein Integral nach Cl, b, c, t 
ubergehel1. Qo ist hier eine gegebene Funktion von a, b, c, welche 
wieder im allgemeinen nicht den Anfangswert von Q bedeutet5). 

Wir nehmen an, wir haben x, y, fJ diesen Fol'derungen ent
sprechend als stetige Funktionen von a" b, c, t bestimmt, ihre ersten 
Ableitllngen nach a, b, c und t seien jedoch in jeclem Augenblicke t 
auf del' E1iic7w 11 

'lj.I(a, b, c, t) =0 

im Raume a, b, c unstetig. 
Aus dem Verschwinden del' ersten Variation folgen dann fUr 

aile vVerte von ct, b, c, t, welche del' Gleichung 'lj.I = ° nicht ge
niigen, die gewolmlichen Bewegnngsgleichungen: 

1
- flo (;~.~~ + ~~) + /a (Qo ~¥~) + A (Qo ~:J + ~y~ (Qo ~~) = 0, 17) 

(O~Y au) 0 (OW) 0 (O'W) ,y ( oW) 
(14) - Qo (!:: + ;~) + o~a (QO ! t;) + O'vb (QO ~~;T) + ,): (QO :~~) = ° , 

-Qo J2T+a:z +oa !,JotJ'i;, +;)'b- QO-O'Zb +,fc Qo~ =0, 

Fur die FHiche 6 ergeben sich als dYl1amisclic J(ompafibilitiits
bedingl(ngen: 

r [V'XJ [v'TV] [oH'J [oW] - !,JoB (j't = Qo O'xa a + Qo ~':;;;; () + Qo ox-;; y, 

(15) l- !,JoB [~t] = [Qo ~~] (C + [Qo ~~] () + [Qo ~.~] y, 

[O'zJ [v'TV] [oWJ [oWJ - Qo B ~- = Qo 0 Za a + Qo 0' Zh {3 + Qo ~ y; 

({, (3, y siud wieder die Richtungskosinus del' nach dem Raumteile 2 

O'J; 
1 i) xa = -i-, etc. 

u'a 
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gerichteten N ormale del' FIache 0 im Punkte a, b, c zur Zeit t und 
8 die "Fortpflanzungsgeschwindigkeitlt der Unstetigkeit im Raume 
a, b, c. Zu bemerken ist hierbei, dass die inn ere Energiedichte W in 
den Gebieten 1 und 2 nicht dieselbe Funktion der Deformations
grossen sein wird (vgl. Nr.8). 

1m FaIle eines elastischen Korpers l8) werden 

aw IW IW 
- Qo T:X = Xx, - Qo FX = - Qo ry = X ll = Yx' etc. 

a b a 

die Spannungskomponenten; die Gleichungen (15) gehen dann in die 
folg~nden 

(16) 

libel'. 
FUr eine ideale Fliissig7ceit wird W eine Funktion del' Dilatation 

ax Ix Ix 
aa Fii o'e 

(17) OJ = (l~ = 8y Iy Iy 
Q 8a Ib Ie 

Iz Iz Iz 
la o'b Ie 

allein. Wiihlt man den augenblicklichen Zustand des Gebietes 1 als 
Anfangszustand (x = a, Y = b, fJ = C zur Zeit t), bezeichnet die ent-

sprechenden Werte von Qo und 8 mit Ql und 8(1) und setzt - Q1 ~T: = 1), 

so werden jetzt die Gleichungen (16) mit Rlicksicht auf die identischen 
Bedingungen (10) 

(18) 

Ql(JC1) [~~J = [pJ ct, 

Ql (JCI) [~iJ = [pJ (J , 

Ql (JCI) [~~J = [13J r, 

wo jetzt ct, /3, l' die Richtungskosinus del' FHiche sind, auf welcher 
die von del' Unstetigkeit behafteten Teilchen zur Zeit t liegen. 

Die Gleichungen (15) bezw. (16) und (18) sind die sogenannten Im
plllsglcic7wngen, welche fUr die eindimensionale Gasbewegung von B. Rie-

18) Bezeiclmnngen nach IV 14, Nr. 10 (111. Abraham). 
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mann 19), fur ideale FHissigkeiten ganz allgemein von E. B. Christoffcl 20) 

und fUr unendlieh kleine Bewegungen elastiseher Karper ehenfalls von 
E. B. ChTistoffel 21) aufgestellt wurden. 

1m FaIle einer Unstetigkeit erster Ordnung ergehen also die 
dynamisehen Kompatibilitatsbedingungen eine BeziellUng zwischen den 
Spl'iingen in del' Gesehwindigkeit und dem Druck bezw. del' Dichte 
oder Dilatation, welehe an den Stell en gelten, an denen die Diffe
rentialgleiehungen (1) nicht erfiillt sind. 1m FaIle von Unstetig
keiten haherer Ordnung sind diese Bedingungen identiseh erfiillt, so 
dass hier das Hamilton'sche Prinzip keine hesonderen Bedingungen 
liefert. 

4. Physikalische Interpretation der Kompatibilitatsbedingungen. 
Die in den Nrn. 2 und 3 gegebenen analytisehen Beziehungen zwischen 
den unstetigen Elementen gestatten eine bequeme physikalische Aus
dl'ucksweise: 

Es seien fUr das Gebiet 1, in welches nebt'n dem Gehiete 2 del' 
Raum in einem Augenblicke t dureh die stetig differentiierbare FHiche 
'ljJCa, b, c, t) = 0 geteilt wil'd, die Koordinaten del' Massenpunkte 
dUTch das stetig differentiierbare System Xu Yu Zl von Integralen del' 
Bewegungsgleichungen gegeben, fiil' das Gehiet 2 dUTch ein gleiehes 
System x2, Y2' Z2; auf del' Flache 'IjJ(Ct, b, c, t) = 0 seien Xl = x2, 

Yl = Y2' Zl = Z2' wahrend es Ableitungen von X 2 , Y2' Z2 nae11 a, b, 
c, t geben soIl, die mit den entspreehendell von Xu iJu Zl in dem 
namlichen Puolde a, b, c der Flache 1f;(a, b, c, t) = 0 zur Zeit t 
nicht Ubereinstimmen. Die identisehen und kinematisehen Kompati
bilitatsbedingungen besagen dunn, dass im niiehsten Augenbliek t + elt 
die Bewegung immer noeh durch die heiden Integralsysteme Xu !/ll Zl 

und X2 , Y2' Z2 dargestellt wird, aber llieht mehr fUr die Gebide 1 
und 2, sondern fUr die durch die Nachbargrenzfiache 

1/J Ca, b, c, t + elt) = 0 
gebildeten Gebiete l' und 2', d. h. die eine del' beiden Bewegullgen 
hat sieh - in del' Ausdruckswcise H. Hugoniot's22) -' in Jie andere 
(ortgep/lanzt und beide sind im Augenbliek t mit einandcr kOlllpatibel. 

Es ist aber zu beriicksichtigell, dass die ·Wahl des Anfallgs-

lG) Luft,,-ellen, Werke, p. 151 (1860). 
20) Ann. eli mat. (2) 8 (1877), p. 85. 
21) Ann. eli mat_ (2) 8 (1877), p. 197. 
22) Hugoniot J Paris C. R. 101 (1885), p. 791. 1m wesentlichen befindet 

sich der Begriff del" KompatibiliUit schon bei Riemann (Luftwellen, Werke, 
p. 154-25G). 
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zustalldes, namentlich del' Elltscheid dariiber, in welchem del' Gebiete 1 
oder 2 a, b, c die Anfangswerte von x, V, z becleutcll sollen, fiir U n
stetigkeiten erster Ordnuug nicht gleichgi.iltig ist, vielmehr zwischen 
den die Unstetigkeit charakterisierenden Grossen 0, )''01 ~(o, '110 die 
Beziehungen 23): 

(19) 

(20) 

:~:; - 1 + ).0(2)" + /to(2)[3 + 'lJ0(2)y, 

I. (1) I/. (1) 'V (1) 1 
_~ = _""0_ = _~.__ = .. _____ _ 
Ao(2) (LO(2) 'Vo(2) 1+l.o(2)a+/Lo(2)~+'Vo(2)r 

bestehen, wo die obel'en Indices darauf hinweisen, dass als Anfangs
zustand del' (t'ngenblic7clic7w Zustand des Bereiches 1 resp. 2 an
genommen wurde. Indem 1 + Ao(2)(t + /to(2)[3 + vyly gerade die Dila
tion ist, die in Richtung del' N ormalen von (j beim Ubergang des Zu
standes 1 in den Zustaud 2 - das ganze als Deformation eines Mediums 
aufgefasst - erfolgt, so wird (19) durch Einfiihrung del' Dichten 1?1 
und Q2 fiil' die Gebiete 1 und 2 
(21) Ql0(1) = Q2 0 (2) 24), 
oder unter Benutzung del' dynamischen und kinematischen Kompati
bilitatsbedingungen durch Elimination yon 0(2) 

(22) (}(1) = VJl2 - P1 . ~ 
112 - lI1 lIl' 

(wenn man den- augenblicklichen Zustand des Bereiches 1 als Anfangs
zustand wahlt), odeI' allgemein 

(23) 0 = 1 / P1 - P2 25). 
VII. (002 - ( 1 ) 

Die Abhangigkeit del' Fortpflanzungsgeschwindigkeit () von del' 
Wahl. des Anfangszustandes lasst es oft bequemer erscheinen, statt 
del' Fliiche v-.(a, b, c, t) = 0 die Fliiche ~ 

"I]i" (x, V, z, t) = 0 
im thatslichlichen Rauill x, V, z zu betrachten, die die zur Zeit t mit 
"Unstetigkeit" behafteten Massenteilchen verbindet und deren Ver
schiebungsgeschwindigkeit T 

o "p' 

at T = - -- ------- ----- - -------
1/(i3~ll::\2 + (?!--~ + (~~-)2 

ox) 01/) Oil 

23) Hadamard, Lel(ons, p. 107. 
24) BiclIIllIln, Luftwellen. p. 154; flir die dreielimensionale Bewegtmg bei 

Chri~tonel, Ann. eli mat. (:!) 8 (1877). p_ 84. 
25) Filr das eindilllensionale Problem bei Riemann, Luftwellen, p. 154; all

gellleill bei E. JOll{juet, Paris C. R. 132 (1901), p. 673. 
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unabhangig von der Wahl des Anfangszustandes nur von dem augen
blieklichen Zustande abhangt. }VJan nennt die Flache E eine Welle, 
und zwar eine Sloss welle , sobald die Unstetigkeit auf (j erster Ordnung 
ist, Besclileunigungswelle wenn sie zweiter und hoherer Ordnung ist. 

VVahlt man den augenblickliehen Zustand des Bereiehes 1 als 
Anfangszustand a, 71, c, so falit die Flache (j in diesem Augenblicke 
mit .E zllsammen, jedoeh nieM mehr iill naehsten Augenblieke (naeh 
Verlauf der Zeit dt); es gilt vielmehr die BeziellUng: 

T= 0(1) + V n,' 
wo Vn1 die Komponente der Stromungsgeschwindigkeit des Gases 
im Gebiete 1 in Richtung der naeh 2 gerichteten Normalell n der 
We11enfHiehe bedeutet. T ist daher die Geschwindigkeit, mit welcber 
sich die Welle im Raume in Bezug auf unser festes Koordinaten
system fortbewegt, wiihrend e(1) die Geschwindigkeit bedeutet, mit 
welcher sieh die vVelle relativ zltr Gasmasse im Gebiete 1 fortpflanzt. 

Der spezielle Fall e = 0 entsprieht einer Welle, welehe sich mit 
del' Stromungsgeschwindigkeit des Gases im Raume fortbewegt; diese 
sogenannte stationiire "\V" eUe ist milldesi;ens· zweiter Ordnung, da aus 

(24) T = e(l) + Vn, = 0(2) + Vn, 

fUr 0(1) = 0, 0(2) = ° 
folgt. 

y = V "1 n. 

Man unterscheidet nun die Unstetigkeiten nach der Richtung des 
Vektors 5)0' der die Riddung der Unstetigkeit liefert, in longitl/dinale, 
wenn 5)0 senkrceht zu 6, und trallsrersale, wenn 5)0 tangential zu 
derselben steht. Da die Ricbtung del' Unstetigkeit yon der Wahl 
des Anfangszustandes unabhringig ist, spricht man auch von longi
tudinalen und transyerSalell TVcllen, so dass man als Anfallgszllstanrl 
den augenblicldichen Zustancl wiihlt und den V cHor '))0 anf die WelIcll
fHiche .E bezicht. 

1m iibrigen folgt. aus del' Gleichung (24:) fUr Unstetigkeiten 
hoherer als erster Ol'dnung auch, dass wegen [V,,] = ° 0(1) = 0(2J, 

)'0(1) = ).0(2), /10(1) = fLo(2), V O(l) = /10(2) ",ird. Bci solchen Unstctigkeitell 
ergiebt die Definition del' Diehte (Gl. 17) \11 = !h, und Gleichung (21) 
ist dann (bei einer Unstetigkeit ntcr OrdllllJ1g) 2G) clmch die andere 

[ 
('i" - 1 log (10 ] 

(9.5) . Q . - (J. a+ u 6 + v )aP/~11J"(- 0)" 
'" oupobqi'ic'·oth -'0 • of of' P { 

(p + q + r + 11 = J/. - 1) 

26) Hadal/lcwd, Leyons, p. 113. 
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zu crsetzen, aus del' zusammell mit den kinematischen Kompatibilitiits
bedingungell und den rcchts und links yon del' UnstetigkeitsiHiche 
geltenden Grundgleiehungen del' Hydrodynamik nebst deren Ab
leitungen bis ZUl' n - 1 ten Ol'dnung die hekannte Formel von P. S. 
Laplace flir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles 

(26) 0 = W. 27), 
hel'vorgeht. 

Fur Gase speziell ergieht sich, dass sieh in ihnen neben statio
nltren transversalen Unstetigkeiten (0 = 0) nUl' longitudinale Wellen 
(0 =1= 0) fortpfl anzen konnen 28): 

1 = Ao = I!_~ = 'I!'L 
a: ~ , 

ist die Grosse del' Unstetigkeit. 
Man untel'seheidet auch lcompril1n:erende und dilatierende Unstetig

keiten 29), je naehdem hei einer Bewegung, bei del' die Unstetigkeiten 
libel' die FHiche (f hin aufgehobell waren, die Massenteilchen 8ieh 
dUl'chdl'ingen odeI' yon einander lostreunen werden. Kompl'imierende 
Dnstetigkeiten werden aueh positive, dilatierende lLUCh negative genannt SO). 

Riemann S1 ) nennt die positiven Wellen erster Ordnung speziell Ver
dichtnngsstosse. 

Del' Charakter del' Ullstetigkeit, d. h. ob komprimierend oder 
dilatierend, ist yon del' vVahl des Anfangszustandes unabhangig. 

Bei positiver Unstetigkeit ntor Ordllung ergiebt sich, ohne Ruek
sieht darauf, ob Kompatibilitat hen'scht odeI' l1icht) die leieht inter
pretierbare Beziehung: 

[ollXJ [ony] [onzJ 
IX U + (3 "itf + r Citn < 0, 

wahrend fur eine negative Unstetigkeit das Zeichen > gilt. 
HelTscht Kompatibilitiit, so ergiebt sieh fur eine WeUe nter 

27) I-I. Hltgoniot, Paris C. R. 101 (1885), p. 1119; das Vorzeiehen von (J 

bestimmt sieh immer durch die Beclingungell (ll), in welchen e nur linear vor
kommt. Hilgoniot (ebd. p. 1229) beweist die Giiltigkeit del' Formel (26) aueh 
fiir den Fall, da~s p = cP «(I, a, b, c), (lass also z. B. cbs Gas iIll Anfangszllstande 
nieht gleicher Temperatur ist. 

28) P. Dlihem, Paris C. R 132 (1901), p. 1303. 
29) Riell/ann, Luftwellen, p. 157. 
30) Hadamard, Leyons, p. 118. 
31) Riemann, Luftwellen, p. 153. Negative Stosswellen, Verdunnungsstlisse, 

konnen zw,tr in Gasen henorgel'llfen werden, sieh abel' in ihnen nieht fort
pflanzen, da sie sieh sofort auf15sen. V gl. wei tel' unten N r. 8. 
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Ordnung unter Benutzung del' Beziehung (25) fiir It = n - 1 :82) 
eine Welle n ler Ol'dnung ist komprimiel'end oder dilatierend, je 
naehdem sie sieh nach jenem Gebiete fOl'tpfianzt, in welehem die 

n - 1 te Ableitung von log ~ nach del' Zeit die gross ere oder kleinere 
. ~ 

ist. Eine Welle erster Ordnung ist positiv odeI' negativ, je naeh-
dem sie sieh nach dem Gebiete kleinerer resp. grosserer Dichte fort
pfianzt. 

5. Analytische Formulierung des Problems del' unstetigen insbes. 
eindimensionalen Gasbewegung. Seine Beziehung zur Charakteri
stikentheorie del' partiellen Diiferentialgleichungen zweiter Ord
nung. Dnter del' Annahme, dass die entstehenden Dllstetigkeiten im 
Sinne Hngoniot's kompatibel sind, wird die analytische Fonuulierung 
des Problems del' unstetigen Gasbewegung nach dem VorigEm - bei 
gegebenem Anfangszustand des Gases und gegebener Bewegullg del' 
Gefasswande - die folgende sein. 

und 

Gesucht werden die Funktionen: 

x1(a, b, c, t), Yl(a, b, c, t), zl(a, b, c, t), 
x2(a, b, c, t), Y2(a, b, c, t), z2(a, b, c, t) 

t = w(a, b, c). 
Gege ben sind die 'IV erte von Xu Yll .0'1; x2, :1j2' Z2 zur Zeit t = 0 
und zwar muge del' Anfallgszustancl im Gebicte 1 gewuhlt sein, soc1ass 

(x1)o = a, (Yl)O = b, (Zl)O = c 

ist; ausserdem ist fiir die Oberfliiche: 

cp(a, b, c) = 0 und cp ((x2)o, (Y2)O' (2'2)0) = 0 
die Bedingung 

/(XlI Yll $1> t) = 0 resp. ((X2' Y2' 2'2' t) = 0 

vorgeschrieben. 
Fiir 

miissen Xli Y17 $17 fUr 
t - cJJ(a, b, c) > 0 

t - w(a, b, c) < 0 

miissen X2 , Y2' $2 den Lagrange'schell Bewegnngsgleichungen geniigell. 
Fiir die in den vorhergehenden N Ullll11erll mit 

1jJ (a, b, c, t) = 0 
bezeichnete Flache 

t = cJJ(a, b, c) 

02) Hadamard, Leyolls, p. 120. 
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miissen 
Xl = X2, 'Yl = 'Y2' $1 = $2 

sein und zwischen den Ableitungen von Xli 'Y1I zll x2, 'Y2' $2 die dyna
misehen und kinematisehen Kompatibilitatsbedingungen bestehen, welehe 
die zur Bestimmung von CP(a, b, c) notigen Differentialgleiehungen 
liefern. 

Fur eine Unstetigkeit erster Ordnung werden diese Gleichungen 
fiir t1J 

(8W)2 [8XJ 8w ow [8XJ 8w 8w [OX] 
[pJ Ja = - Qo 8a ' [pJ Ja ob- = - (>0 8b ' [P] Ja Tc = - Po Be ' 

(27) Lp1 ~:~! =-- Qo [!~J, [p] (~~r = --- Qo [:~J, 
[ ] oW 0<1) [8ZJ [p] ;~c- ~'!b-- = - {)o [~zbJ, p- ·Fe 8(1- = - Po Ja ' V" 'v 

Ihnliehe Bedingungen, in welehen ebenfalls nur die Ableitungen 
von t1J und die Spriinge der unstetigen Elemente vorkommen, konnen 
aueh fUr Wellen hoherer Ordnung aufgesteUt werden. 

Damit ist also das Problem der unstetigen Gasbewegung auf die 
Lasung zweier Systeme von partiellen Differentialgleiehungen zuriiek
gefiihrt: die gegebenen Randbedingungen (27) beziehen sieh dabei auf 
eine selbst noeh nicht bekannte Fliiche, welehe dureh Differential
gleiehungen definiert wird, in welehen die Randwerte der Ableitungen 
beider Systeme von gesuchten Funktionen vorkommen. 

In diesel' Allgemeinheit ist das Problem bis jetzt nicht in Angriff 
genommen worden, wogegen das spezielle Problem de)" eindimensionalen 
unstetigen Gasbewegung eine eingehendere Behandlung erfahren hat. 

Hier ist das Problem folgendes: Das Gas wird in einem Cylinder 
mit festen Seitenwiinden eingeschlossen gedacht; es wird vorausgesetzt, 
dass die Bewegung nUl" in der Richtung der Cylinderaxe (x-Axe) er
folgt und in einem bestimmten Augenblick in jedem Querschnitte 
senkreeht zur Cylinderaxe die Dichte und die Geschwindigkeit kon
stant seien. Der Anfangszustand und die Bewegung der Cylinder
deckel sind gegeben. Die analytische Formulierung des Problems ist 
damit folgende: 

dass, 

(28) 

(29) 

(30) 

Es sollen xl(a, t), x2(a, t) und t = tP(a) so bestimmt werden, 

fur t - CP(a) > 0 

fUr t - tP(a) < 0 

fiir t - «P(a) = 0 

~2X, +..!.. 8p, _ X=O 
8t" (10 8a ' 

02 X , + _1 ~Pt _ X = O. 
ot' (10 80 

Xl =X2 
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und die kinematischen und dynamischen Kompatibilitatsbedingungen 
erfiillt sind, die fiir Unstetigkeiten erster Ordnung 

(31) (dq,)2 rox] 
[p] -(fa = - (10 Loa' 

fur Uns-tetigkeiten zweiter und hOherer Ordnung entsprechende Glei
chungen liefern. 

(32) 

Gegeben sind fiir 

J a =0 

l a= 1 
t= 0 8 

x = (oCt), jX = (Ca), 

x = (1 (t), 0: = r (a). 

(Erst wenll cP bestimmt ist, kann man entscheiden, welche del' Be
dingungen (32) sich auf Xl und welche sich auf X 2 beziehen.) 

Deutet man a und t als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene, 
so kommt das Problem in geometrischer Ausdrucksweise darauf hinaus, 
zwei FHichen Xl (a, t) und x2 (a, t) so zu bestimmen, dass sie den 
Lagrange'schen Gleichungen geniigen und im iibrigen langs einer 
Kurve, deren Projektion in del' a-t-Ebene (t = f!J(a» aus den Kom
patibilitatsbedingungen zu bestimmen ist, wohl in den Ordinaten a'l 
und X 2 , nicht abel' in allen ihren Ableitungen iibereinstimmen, sodass 
also bei Unstetigkeiten erster Ordnung nur die Ordinaten, bei Un
stetigkeiten zweiter Ordnung Ordinaten und Tangentialebenen langs del' 
genanllten Kurve iibereinstimmen u. s. w. 

Diese geometrische Interpretation lasst auch sofort erkennen sa), 
wieso die Untersuchung del' unstetigen Bewegungen (bei Unstetigkeiten 
mindestens zweifel" Ordnung) in enge Beziehung zur Charakteristiken
theOl"ie del' partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
zwei unabhangigen Verunderlichen tritt, indem gerade die Charakte
ristiken solche Kurven iIll Raume sind, dass sich Iangs ihnen zwei 
Integralflachell del' Differentialgleichung schneiden und beriihrell, sodass, 
wenn man die ahwickelbare Flache, deren lHickkehrkante die Charak
te1'istik ist, giebt, mehrere (und zwar unendlich viele) tIiese abwickel
bare Flache langs del' Riickkehrkante beriihrende Integralfiiichen del' 
Differentialgleichung moglich sind. Die Charakteristiken werden also 
geratIe die U nstetigkeitsliniell zweite1' und hohe1'er Ordnung. 

Speziell bei linearen Diff'erentialgleichungen wi I'd die Projektioll 
der Cha1'akteristik in del' a-t-Ebene unabhangig von del' jeweiligen 
Integralfliiche, sodass man huufig auch diese Projektion als Charakte-

33) H. Hugoniot, J. ec. polyt. cah. 57 (lIlS;), p. 15 und cah. 58 (lIlSU\ p.1; 
tiber die Theorie der Charakteristiken partieller Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung ygl. auch II A 5, :Nr. 43 (E. v. Weber) und II A 7 c, Nr. 2 (A. SOlllmerfeld). 

Encyklop. d. math. Wi •• oa,ch. IY 2. 21 
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ristik und dementsprechend die Kurve t = ([J (a) als Unstetigkeitslinie 
bezeichnet. 

Zu einer vorgelegten linearen Difl'erelltialgleichung 

(33) 
(l2X o'X V'x ( v'x 

A c)'(t' + 2B oaot + 0 at' = D a, t, x, oa' OX) 7ft, 
wo A, B, 0 Funktionen von a und t allein sind, wird die Gleichung 
del' Ohamkteristiken 

(34) Cda2 - 2BcZadt + Adt2 = 0, 
sodass es also zwei Scharen von Oharakteristiken giebt, deren jede 
dmch eine gewohnliche DifferentiaIgleichung bestimmt ist. 

Die Neigung del' Tangente ~;. an die Charakteristik giebt gerade 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit del' Unstetigkeit, die im iibrigen 
auch 

1 
=+~ 

a:a 
ist. Del' zwiefache Wert del' FOl'tpflanzungsgeschwil1digkeit el1tspricht 
dem U mstande, dass sich die Unstetigkeit in zwei entgegengesetzten 
Richtungen fortpflanzen kann. 

6. Nl1here Ausfi.i.hrungen zum Problem der eindimensionalen 
unstetigen Gasbewegung. Auch das Problem del' eindimensionalen 
unstetigen Gasbewegung ist in del' in del' vorigen Nr. 5 skizzierten 
Allgemeinheit nicht geli:ist, wohl abel' sind wichtige SpezialflHle naher 
nntersucht. 

J. Hadamard UJ) behanclelt eingehend den Fall, dass die Gas
teilchen nm unendlich kleine Verschieb~£ngen gegenuber ihren Anfangs
lagen erleiden, soLlass man 

und 
x = a + eX (a, t) 

( 7 0 700 X) P = Qo Ill" - I,," 0 a 

setzen kalll1, wo c eine sehr kleine, k und "1 endliche Konstanten be
deuten. VVirken keine aussel'en Krafte, so el'giebt sich fUr Xl und X2 

die Gleichung del' schwingenden Saite 3,,) 

(35) o'x =1,;2 ()2x. 
at' on' 

FUr UnstctigJtciten C)'stCI' OrdnuJlg folgt fur ([J aus (31) 
dip 1 
da =+T' 

sodass die Ullstetigkeitslilliell gerade Linien werden; sie sind es abel' 

34) LCyOllS, p. 1<17. 

35) Vgl. II A 7c, Nr. 13 (./1.Sommel'fe7d). 
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nul' solange Unstetigkeitslinien, als man die Randwerte so wiihlt, dass 
8x d itx R d t t' . d d d St t' ] . (\'x is a un fit am an e nns e 19 sm, a aus er e 19 relt von iJ' ((. 

und ~.~ am Rande, diese insbesondere auch in den Schnittpul1 kten del' 

eventnellen Unstetigkeitsgeraden mit den Koordinatenaxell a nnd t, also 
auch auf den Geraden selbst folgt 36). 

Fur Unstetigkeiten zweite'J" Onlnung ist die Gleicbung (31) durch 
folgende drei zu ersetzen: 

[ it2X] [82XJ 
iJ't2 = Jc2 ita 2 , 

[it~xJ dip [ o'x J 
iJ'a 2 = da iJ'aot' 

sodass wiederum: 
diP 1 
;ra=+7C' 

Hier konnen nunmebr selbst bei stetigen und differentiierbaren Rand
werten ans den Punkten (0, 0) und (0, 1) Unstetigkeitsgeraden aus
gehen, wie sieh auch unmittelbar aus del' Cha1'akteristikentheorie e1'
giebt: + kist die Fortpflanzul1gsgeschwindigkeit del' Unstetigkeit, d. h. 
es werden an beiden Cylinderdeckeln zur Zeit t = 0 'Wellen zweiter 
Ordnung entstehen, welche sich mit del' konstanten Geschwil1digkeit k 
in entgegengesetzten Ricbtungen fortpflanzen. 

Innerhalb del' Gebiete, welche durch die Unstetigkeitsgeraden 
begl'enzt werden, haben Xl resp. Xe als Losul1gen del' Gleichung del' 
schwingenden Saite die Form: 

FI (a + kt) + F2(a - kt). 

Damit kalln das Problem auch mit Riieksieht auf die Reflexioll del' 
Wellen an den Cylillderclcckeln 37) genau naeh denselhen Prinzipieu 
gelOst werden, naeh welcben G. lJlunge 58) das Pro hlem del' sehwilJgen
den Saite lost. 

Den Fall del' endUchen Verschiebllll.IJen fiir den unendlichell Cylinder 
behandelte znerst B. Riel/la.nn 5D). Er beniitzt die Eu{er'sche Form del' 
Grundgleichnl1gen: 

36) Hadamard nimmt von vornherein an, die Unstetigkeiten seien 7.weiter 
Ordnung. 

37) Hadamard, p. 14i. 
38) J. ec polyt. cah. 15 (180!!), p. 118. 
39) Luftwellen, p. 145. 

21* 
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I ou + ~ -- '( )ologp ot U ox - rp Q ox' 
° log p + 0 log Q ° U -o-t - tt ---ax = - ox' 

(36) 

lD denen p = rp(Q) und rp'(Q) = :; gesetzt ist, und nimmt den An

fangszustand stetig in Q, u an. Er fiihrt nun r und s 

2r=f(Q)+u, 2s=f(Q)-u, 
wo 

f(Q) = J-Vrp'(Q) d log Q 

ist, als neue abhlingige Variable ein und folgert aua den so ent
stehenden Gleichungen 

(37) l
or ( ~ or - = - U + m (Q) -ot -r ox' 
os , os 
at = - (u - -vqJ(Q)) ox' 

dass ein bestimmter Wert von ~. zu grosseren Werten von x (nach 

vorwarts) mit der Geschwindigkeit V rp' (Q) + u, ein bestimmter Wert 
von s zu kleineren Werten von x (nach ruckwarts) mit der Ge
schwindigkeit V rp' (Q) - U zuriickt. 

Wiihlt man den Anfal1gszustand speziell so, dass ausserhalb eines 
endlichen dUl·ch die Ungleichheiten Xl < X < x2 begrenzten Gebietes u 
und Q und folglich auch 9· und s konstant sind und unterscheidet man 
die Grossen durch die angehangten Indices 1 und 2, so riickt nach 
dem eben Gesagten die hil1tere Grenze Xl mit der Geschwindigkeit 

-V g/ (Ql) + ul nach vorwarts, die vordere Grenze x2 mit der Geschwin

digkeit 11 g;' (Q2) - tt2 nach riickwarts. 
In der xQ-Ebene entspricht diesem Umstande ein konstantes 

FOl"tschreiten eines jeden del' Punkte 
der Kurve, die die Verteilung der 
Dichte in jedem Augenblicke reprasen
tiert. Da cp' (Q) mit wachsendem Q bei 
keinem Gase abnimmt, so wacnst die 

'--,;-~~~-·-D Geschwindigkeit bei wachsendem Q, 

O'-------------..-x sodass Punkte mit grosseren Ordi

Fig. 1. naten solche mit kleineren schliess-
lich einholen, womit die Kurve in 

dem bezeichneten Punkte eine senkrechte Tangente haben mrd, d. h. 

~~ wird unendlich: die Dichte erleidet einen endlichen Sprung, es 
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entsteht also ein Verilichtttngsstoss 40). Fig. 1 zeigt diese Verhaltnisse, 

im FaIle u grosser als -V fly' (Q ), d. h. grosser als Schallgeschwindigkeit ist. 
Riemann beweist, dass unter Voraussetzung des Boyle'schen 

(CP~Q) = const.) oder des Poisson'schen Gesetzes (CPQ\Q) = const.) bei 

beliebigem stetigen Anfangszustand im allgemeinen solche Verdichtungs
stosse entstehen. 

Solange keine derartige Verdichtungsstosse entstehen, flihrt Riemann 
das Problem auf die Lasung einer linearen partiellen Differential
gleichung zuruck. Er wahlt zu dem Zweck r und s als ttnabhangige 
Variabeln, womit er fur x und t folgende lineare Gleichungen erhKlt: 

o(x-(u+v'q/«(l»)t) =_ t ('dlogrqJ(0 -1) 
as d log (l , 

o(x - (~~ - v'¥("RD t) 
or 

t (d log rq;'(0 _ 1) 
dlog (l , 

sodass 

{x - (tb + V<p'(o)) t}dr - {x - (u - V<p'(Q))t}ds 

ein vollstandiges Differential wird, dessen Integral w der partiellen 
Differentialgleichung 

(38) O~W -1n (OW + OW) _ 0 41) 
01"OS or os-

genugt. Dabei ist 
m = 1 (dlogycp'(~ -1) 

2v'cp'«(l) d log (l 

eine bekannte Funktion von l' + s. 
Die Integration der Gleichung (38) gelingt nun fur jedes Gebiet 

der rs-Ebene, das durch eine Kurve, auf del' die vVerte von tv, 

~~, ~:v geg-eben sind, und die beiden Geraden l' = const., s = const. 

beo-renzt wird durch eine l'vfethode, libel' die man das N1ihere in clem b , 

Referate uber Randwertaufgaben del' partiellen Differentialgleichuugen .12) 
(II A 7 c, A. Sommerfeld) vergleiche. 

Durchsichtiger wird der Ricmann'sche Gedankengang, wellll man, 
wie es Hadmnard 43) thut, von del' Lagrange'schen Form del' Bewegungs
gleichungen ausgeht, weil hier del' Zusummenhang mit del' TheOl'ie 

40) S. Earnshaw J London Phil. Trans. 150 (1860), p. 1;)3, del' gJeichzeitig 
mit Riemann das Resultat findet, llennt den Verdichtungsstoss eine bore. 

41) Diese Gleichung ist liereits von .fl. 1lI. Ampere aufgestellt, aber nicht 
integriert worden (J. ec. polyt., cah. 18 (1820), p. 177). 

42) Vgl. II A 7 c, Nr. 3, II. 
43) Lerona, p. 162. 
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del' Chal'akteristiken unmittelbal'el' hel'vol'tritt. Die Ausgangsgleichung 
wird in diesem Fall 

(39) 

wo 

gesetzt ist. Durch Einfiihrung von °o~ = u, ~~ = OJ als neuen unab

hangigen, z = OJ a + ~d - x als neuer abhangigen Variablen (d. h. 
Ausfiihrung del' sog. Legendre'schen Transformation) geht (39) in die 
lineare Gleichung: 

(40) 

libel', die nun sofort bezogen auf ihre Charakteristiken 4-1) 

~~ + JV a(m) dm = ~ = const., 

u -JVa-(m) elm = 'YJ = const 

als neue Koordinatenaxen in die (38) entsprechende Gleichung 

(41) 02Z .,(OZ OZ) 0 45) 
O~O'Tj-1n BI-o'Tj = , 

wo m eine gegebene Funktion von ~ - 1] ist, iibergeht. 
Die Losungsmethode VOll (41) ist del' von (38) analog, nul' hat 

man zu beachten, da.ss wenn man eine Lasung z von (41) hat, es 

44) Vgl. wegen diesel' Zuriickfiihrung von (40) auf die "Normalfonn" (41) 
II A 7 c, Nr. 2 (A. Sommerfeld). 

45) IIlldallla?'d, Lec;olls, p, 163. - Fiir rp(o) = cr/ geht die Gleichung (41) 
in die sogen. Euler'sche Gleichung: 

wo 

o!z ~ (OZ OZ) 
aGOI)- G-1) oG - 071 = 0, 

~ = _~_lt+ 1 
2 It-1 

ist, iiber. Diese Gleichung hat filr ganzzahlige ~ das allgemeine Integral von 
del' Form: 

02{i-2 (X _ Y) 
Z = o!;j~-li3l/-1 G - I) , 

11"0 X eine beliebige Funktion von 1;, r eine beliebige Funktion I-on I) bedeutet; 
~ = 3 el'giebt It = 1,40, was mit praktisch geniigender Genauigkeit den tat
sachlichen Verh1tltnissen bei Gasen (It = 1,41) elltspricht (Hadamard, Le~ons, 
p. 168). 
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noeh eines Beweises bedarf, dass die hieraus berechneten ~: = a und 

~ :~ = t als unabhangige Variable eines Bewegungsvorgangs wahlbar 

sind und sie aueh aile Kombinationen, fur die t > 0 ist, wirklich 
annehmen 46). 

7. Fortsetzung: Der Hugoniot'sche Spezialfall der eindimen
sionalen unstetigen Gasbewegung. Die in voriger N r. auseinander
gesetzte Biemann'sche Lasungsmethode behalt ihre Gultigkeit auch 
iill Falle des endlichen Cylinders fur diejenigen Teile des Cylinders, 
welehe von den an den Cylinderdeckeln 
entstehenden Wellen noeh nicht erreicht 0 ;;.-a 

sind. In der That kommt in diesem FaIle 
das Problem auf die Integration von (41) ~ 

zuruck, unter der V oraussetzung, dass 
OZ OZ 1·· . IT b 

Z, aI' (1) angs emes .~urven ogens ge-

geben sind, der selbst keine Wellenlinie 
ist und auch von keiner del' beiden vVellen
lillien dmeh den Punkt, fur den man die 
Lasung slleht, in mehr als einem Punkte "it 

geschnitten wird. Dureh Grel1zubergang Fig. 2. 

findet man dann die Losung aueh fUr die 
Wellenlinien. In del' at-Ebene wird diesel' Gliltigkeitsbereich (Fig. 2) 
dureh OAB gegebel1, wenn OA und BA die beiden auf den Cylincler
deekeln zm Zeit t = 0 entstehendell Wellenlinien sind. 

Die Erledigung des allgemeinen Problems del' eindimensionalen 
Gasbewegung wurde zunaehst die Losung von (39) aneh fUr die Gc
biete Io und 11 verlangen. Indem abel' durch die Randbedingllngen 

fur a = 0 und a = 1 nur x und Il gegeben sind, nieht aber ~ii~~\ 
a 

Hisst sieh fur diese Gebiete die Le.r;elldre'sche Transformation und 
clamit die Zurlickfiihrung von Gleiehung (39) auf eine lineare partieJlc 
Differentialgleiehllng nicht ausfithren. Vielmehr l)leiht (las analytische 
Problem, die Lasung einer nicht-linearen partiellen Difl:"erentialgleiehung 
fur eillen vVinkelraum zu bestimmen, del' dmeh eine \" ellenlinie und 
eine andere Kurve gegeben wiTd, auf dellen jec1esmal die \Yerte der 
uubekanntell Funktion x gegebel1 sind. Bis jetzt giebt es fUr diesell 
Fall nur Existenzbeweise del' Lasung·17). 

46) Hadamard, p. 172. 
47) Note YOll E. Picard in G. Darbollx, Theorie des surfaces 4, Paris 1896, 

p. 361-362. 
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Ware x fur die Gebiete 10 und 11 bekannt, so k6nnte es fur das 
Gebiet 11 wiederum durch die Riemann'sche Methode bestimmt wer
den, da diese auch auf den Fall anwendbar ist, dass die unbekannte 
Funktion auf zwei sich schneidenden Charakteristiken gegeben ist48). 

Der Bereich II ist von oben wiederum durch zwei Unstetigkeits
linien begl'enzt, welche durch Reflexion auf den Cylinderwanden ent
stehen. Die Bestimmung del' Lasung in 110 und III ist wieder ein 
iihnliches Problem wie die Bestimmung von x fur 10 und 11 , 

H. Hugoniot 49) hat nun die lntegralflachen von (39) in den Ge
bieten 10 und 11 wenigstens fur den Fan bestimmt, dass das Gas zur 
Zeit t = 0 ruht. Die lntegralflache im Bereiche list dann durch 
die Ebene x = a gegeben. Die Charakteristiken in del' at-Ebene 
werden die geraden Linien 

(42) a-y.Q(ro)t=o, a+V.Q(ro)t=l. 

lndem die Bestimmung del' lntegralfliiche z. B. fUr das Gebiet 10 nach 
Nr. 5 auf die Bestimmung einer FHiche hinauslauft, die von del' 
Ebene x = a tangs del' Charakteristik a - V .Q~w) t = 0 beruhrt wird, 
el'giebt sich als Gleichung del' Fliiche, da liings einer jeden del' zweiten 
Schar von Charakteristiken del' Flache angeh6rigen Charakteristik 

n + jV;P-(m) dm 

konstant ist, diese Konstante abel' - weil aIle diese Charakteristiken 
die erstere schneiden -

JY.Q(~) dm Im=1 
sem muss, 

(43) u + JY.Q(m) dm = JV.Q(m) dm \01=11 

d. h. die Geschwindigkeit wird eine Funktion del' Dichte allein 50). 
Gleichung (43) ist die Gleichung einer abwickelbaren Fliiche 51), 

welche aus den Daten des Problems vollstandig bestimmt werden 
kann: aus jedem Punkte del' vorgeschriebenen Knrve x = f~(t) fur 

48) V gl. II A 7 c, Nr. 3, II (A. SO/ll/llerfehl) und Hadamard, Le~olls, p. 166; um 
die Integration auszufiibren, muss man immer auf die Gleicbung (4U) resp. (41) in 
z zuriickgehen, denn Gleicbung (39) ist in x nicbt linear. 

49) Paris C. R. 101 (1885), p. 794 und J. !lc. polyt. cah. 58 (1889), p. 5. 
50) Del' Fall der eindimensionalen Gasbewegung, wo die Gescbwindigkeit 

bIos. ,'on del' Dichte abbangt, ist bei Rl:emallll-1Veber, Partielle Differential
gleichungen ,\. Phy:;ik 2, p. 475 behandelt. 

51) Eine abwickelbare Flache geht durch die Legendre'sche Transformation 
in eine KUl'\'e libel' und eben darum kann die Legcl1drc'sche Transformation zur 
Vereinfacbung der Integration del' Grundgleichung im Gebiete I., I, nieht be
niitzt werden. 
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a = 0 resp. x = fl (t) flir a = 1 in der at- Ebene geht eine Er
zeugende der Integralfiache, welche del' Fortpflanzung der am Cylinder
deckel zu jeder Zeit elltstehenden Unstetigkeit zweiter Ordnung ent
spricht. Die abwickelbare Flache stellt daher die Bewegung dar, 
welche durch die Gesamtheit del' aus der vorgeschriebenell Bewegung 
der Cylinderdeckel hervorgebrachten ~Wellen g'ebildet wird. Hugoniot 
hat die spezieIlen Fiille der gleichmassig beschleunigten und der 
harmonischen Bewegung der Cylinderdeckel eingehend untersucht 52). 

Die Hugoniot'sche Lasung verliert ibre Gliltigkeit auf der "Rlick
kehrkante" del' abwickelbal'en Flache: auf diesel' schneiden sich jeweils 
die N achbarerzeugenden del' FHiche, sodass sich auf dieser Linie die 
nach einander entstandenen vVellen iiberholen. Die Rlickkehrkante 
wird dam it der Sitz von Unstetigkeiten 53), deren weitere Verfolgung 
eine grosse Schwierigkeit bietet, indem immer die im Schnittpunkte 
zweiel' N achbarerzeugenden entstehenden Wellen sich der im Schnitt
punkte del' nachsten heiden Erzeugenden entstehenden Welle liberlagern. 
Hadarnard 54) versucht die Liisung des Problems mit Anwendung von 
Potenzreihen zu geben, deren Konvergenz jedoch nicht bewiesen ist 
und nach Hadamard bedeutende Schwierigkeiten bietet. 

In dem besonderen FaUe, dass die Rlickkehrkante der abwickel
baren Flache ein Punkt wird, sodass sich aIle langs den Erzeugenden 
fortpflanzenden Wellen in einem bestimmten Augenblick in einem 
Punkte treffen, entsteht hier ein einfacher Verdichtungsstoss 55). Aber 
auch in diesem FaIle, wo eine einzige Stosswelle entsteht, ist die Be
handlung des Problems Doeh schwierig, da die Gebiete, in welchen 
die Funktionen Xl und x2 gesucht werden, nicht wie bei den Be
schleunigungswellen von vornherein bekannt sind, indem sich Stoss
wellen irn allgemeine'n nicht langs Charukteristiken fortpflanzen. 

Die Hllgoniut'sche Lasung verlicrt nutiirlich auch in jenem FaIle' 
ihre Giiltigkeit, in welchem die sich stetig andernde Geschwindigkeit 
des Cylinderdeckels die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der bereits ent
standenen Beschlennigungswellen iibertriftl, so dass del' Uylinderdeckel 
selbst die \V ellen liberholt; ebenso kann bei entsprecltender dilatierell
der BelYegung des C.dilldl'rdeckels ein Yakuum in unmittelbarer Nahe 
des Cylindercleckels entstehen. 

\Vird dem Cylinderdeckel pliitzlieh eine konstante Geschwindig
keit erteilt, so liisst sich die Re\\egung, welche dann in eillem f'h(,l1-

;'2) J. ec. polyt. cah. bS (188~1), p. 33, 45. 
53) Vgl. oben Xr. 6. 
54) Le\,ons, p. :207. 
5.5) Hugoniot, J. ec. polyt. cah. 58 (1889), p. 5:l. 
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falls anfangs ruhenden Gase VOl' sich geht, vollkommen auf Grund 
del' dynamischen und kinematischen Kompatibilitatsbedingungen be
handeln 56). 

8. Schluss: Thermodynamische Diskussion- im Falle von Stoss
wellen. 1m Anschluss an die Aufstellung del' Gleichungen, welche 
im FaIle einer Unstetigkeit Cl'ster Ordnung zwischen den unstetigen 
Elementen und del' Fortpflanzungsgeschwindigkeit del' Unstetigkeit 
bestehel1, behandelt Riemann 57) die Frage, welche Unstetigkeiten sich 
zu einer gegebenen Zeit von einer gegebenen Stelle aus bei gegebenen 
Unstetigkeiten fortpflanzen konnen. Er findet, uass diese Gleichungen 
(Kompatibilitatsbedingungen) entweder durch zwei von del' Stelle aus 
nach entgegengesetzten Seiten laufende Verdichtungsstosse, oder durch 
einen vorwartslaufenden, oder durch einen ruckwartslaufenden befriedigt 
werden konnen; endlich kann es eine Losung ohne Verdichtungsstoss 
geben, sodass die Bewegung nach den anfangs aufgestellten Diffe
rentialgleichungen erfolgt. Es verfolgt dies im einzelnen noch weiter 
unter Annahme des Boyle'schen Gesetzes fur die Abhangigkeit des 
Druckes von del' Dichte. 

Indes ist hier zu beach ten, dass Riemann 58) hei seinen Ausfiih
rungen annimmt, dass del' Druck immer dieselbe Funktion rp del' 
Dichte bleibt, ihre Form also durch den DUl'chgang del' Unstetigkeit 
nicht beeinflusst wird, also z. B. im Falle des Poisson'schen Gesetzes 
p = C Q~ bei adiabatischen Erscheinungen die Konstante C VOl' und 
nach del' Unstetigkeit dieselbe bleibt. Hugoniot 59) machte zuerst auf 
das Unbel'echtigte diesel' VOl'aussetzung aufmerksam. 

Wendet man namlich unter del' Voraussetzung, dass dem Gase 
von aussell keine Wiirme zugefiihl't wird und dass auch wiihrend des 
Durchganges del' Unstetigkeit lmin Warmeaustausch del' benachbarten 
'reile des Gases stattfilldet, auf das Gasvolumen, welches wiihrend del' 
Zeit elt durch die Unstetigkeitsfiiiche hilldurchfliesst den Energiesatz 
an und berllcksichtigt, dass durch die plotzliche AnderUlig del' kine
tischen Ellergie auch die innere Energie des Gases eine plOtzliche 
Anderl1ng ertahrt, so el'hiilt man, wenn die innere Energie del' V olumen--

einheit des Gases = y.-~i gesetzt wird, die Gleichung: 

(44) 

06) Vgl. H. Sebert und H. Hugolliot, Paris C. R. 98 (1884), p. 507. 
57) Luftwellen, p. 156; Riemann-1Yebcr 2, p. 480. 
58) Luftwellen, p. 1±7. 
59) J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p. 80. 
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Durch Beriicksichtigung del' Kompatibilitatsbedingullgen erhalt 
man hieraus: 

(45) 

Nimmt man also an, dass im Gebiete 1, das Poisson'sche Gesetz 
gilt, so wll'd, da bei gegebenem Druck P2 c1urch (45) auch CO2 be
stimmt ist, im allgemeinen nicht 

P1 co/' = P2 co{ 

sein, Vielmehr muss man, um del' Gleichung (45) zu geniigen, die 
Zustandsgleichungen des Gases Val' und nach dem Durchgange del' 
Unstetigkeit in del' Form 

P1 OJ/, = 01, P2 OJ2x = O2 

schreiben, wo C1 , O2 versehiedenc Konstanten bedeuten, wodurch dem 
Umstande Rechnung getragen ist, dass z. B. im FaIle von Verdich
tungsstossen bei dem Durchgange del' Unstetigkeit kinetisc7w Energie 
in Wal'meenergie Hbergeht, was eben Riemann nicht beriicksichtigt. 

Die Poisson'sche Gleichung gilt daher nur fHr Stellen des Gases, 
an denen die Geschwincligkeit sich stetig iindert; sie wird die statisc71C 
Adiabatizitatsgleichnng in Gegensatz zu del" dynamisclwn Adiabatizi
tiitsgleichung (45) genannt SO); nach ihr entspricht einer plOtzlichen 
Andernng del" Dichte eine gl'ossere Ande1'ung des Druckes als nach 
del' Poisson'schen Gleichung. 

Lord Rayleigh 61) leitete aus clem Umstande, dass in gewissen 
Fallen aus den R icmann'schen Formeln ein Verlust an Energie zu folgen 
scheint, einen Einwancl gegen die TheOl'ie Riell/unn's her. H. Weber S2) 

sucht diesem Eillwande mit del' Bemerkung zu begegnen, dass bei 
plotzlicher Geschwindigkeitsiinde1'nng in jedem mechanischell SystellJ 
ein Elle1'gieverlnst auf tritt, und zeigt, dass auf Grnnd del' RiclIlClllll

schen Annahme in del' That l':. B. fiir den Verdichtungsstuss ein Yo1'
lust an mechanischer Energie auftritt. Seine bcfriL'digelldc Erledigung 
fiudet abel' del' Einwand Rayleigh's erst durch Heranziehung der thcrmo
c1ynamischell Betrachtungen Hllgol/iot's, indem hier gezeigt wird, "ieso 
del' Verlust yon kinetischer Energie durch ihren Ubergallg in W1irme 
durch die AndeTung des Zustandsgesetzcs Val" uncl nach del' Unstetig
keit erkliirt wird. In diesel' "\Veise finc1et 8ich die Frage auch bei 

60) Hadamard, Le<,ons, p. 192. 
61) Theory of Sound 2. eel. Londou 18%, 2, p. 32. 
62) Vgl. Riemann, TVeber, Part. DifferentiaIgleichuugen 2, p. 489-199. 
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O. E. Oun'y 68), E. Stodola 64) und R. Proell 65), benanclelt, wo jedoch 
IIugoniot nirgendi:! erwahnt wird. 

Die Hugoniot'sche thermodynamische Diskussion giebt uns gleich
zeitig auch die Mittel, um den Beweis zu fiihren, dass sich in Gasen 
nur Vm'dichittngsstosse abel' keine Verdunnungsstosse fortpHanzen konnen. 

Riemann hat zwar aile moglichen unstetigen Anfangszustande 
durch Annahme von Verdichtungsstossen allein erledigt57). Die Rie
mann'sche Losung ist jedoch nicbt die einzig mogliche Losung des 
Systems del' Kompatibilitatsbedingungen: es konnten vielmehr bei den
selben Anfangszustanden eventuell auch ane diese Bedingungen er
funende VerdiinnungsstOsse auftreten 66). 

Auch ergiebt sich die Unmoglichkeit von Verdiinnungsstos!:ien 
keineswegs aus dem Energiesatz: aus der H~tgoniot'schen Gleichung 
(44) resp. (45) ergiebt sich fur einen Verdichtungsstoss (z. B. () > 0, 
WI > (02) eine Erwarmung des Gases auf Kosten seiner kinetischen 
Energie, fiir einen Verdiinnungsstoss (() > 0, WI < (02) die umgekehrte 
Erscheinung: ein Zuwachs von kinetischer Energie begleitet durch 
eine Abkiihlung des Gases 67). 

Die Unmoglichkeit del' Fortpflanzung von Verdunnungsstossen 
ergiebt sich vielmehr. aus dem zweitm~ Hauptsatz del' Thermo
dynamik 68). Ein Verdichtungsstoss ist keine rein arZiabatische Er
scheinung, denn obwohl dem Gase von a~tssen keine Warme zugefuhrt 
wird, giebt es doch eine endliche Warmemenge, die aus kinetischer 
Energie (etwa durch innere Reibung zwischen den mit endlich ver
schiedenen Geschwindigkeiten fortschreitenden Gasteilchen) erzeugt 
wird. Bei dem Durchgange einer Gasmasse durch die Unstetigkeits
flache erfiihrt also dieselbe einen Zuwachs an Entropie 69). Die um
gekehrte Erscheil1ung - ein Verdiil1nungsstoss - also del' Dber
gang von Reibul1gswal'me in kinetische El1ergie, die Abnahme del' 
Entl'opie des Gases, ist also nach dem erwahnten Hauptsatz unmoglich. 

63) Ann. Phys. Chern. (3) 51 (1894), p. 460. 
64) Die Dampfturbinen und die Aussichten . del' Warmekraftmaschinen, 

3. Auti., Berlin 1905, p. 50. 
65) Zeitschr. fur das gesamte Turbinenwesen 1 (1!l04), p. 16i. 
66) Hadamard, Leyons, p. 194-199. 
67) Die lYebel"schen Betrachtungen 62) sind auf die Riemann'sche Annahme 

uber die Form del' Funktion cP (Q) gegritndet und konnen darum die Frage nicht 
endgiiltig el'ledigen. 

68) G. Ze1ll1J1Cn, Paris C. R. 141 (1905), p. 710; durch Heranziehung des 
Potentials: E. Jouguet, Paris C. R. 132 (1901), p. 673, und mit Hilfe del' Quasi
wellen (s. unten Nr. 14) Paris C. R. 138 (1904), p. 1685. 

69) Vgl. V 3, Nr. 11-14 (Bryan). 
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Durch den Einwand Hugoniot's kompliziert sich aueh das Problem 
del' eindimensionalen Gasbewegung der Nrn. 5, 6 u. 7, da naeh Dureh
gang einer Unstetigkeit der Druek nieht nur eine Funktion von OJ, 

sondern aueh von a wird. 
Hugoniot 70) stellt die Gleiehung auf, welche fur diesen Fall an 

Stelle von (39) tritt; er erhalt zwei partielle Differentialgleiehungen 
viertel' Ordnung, die e1' jedoch irrtiimlieherweise auf eine einzige 
Gleichung d1'itter Ordnung 71) zuruckfiihrt, Die Behandlung diesel' 
Gleichungen wurde bis jetzt noch nieht in Angriff genommen. 

9. Allgemeinere eindimensionale Probleme unstetiger Gas
bewegung. Das bisher behandelte Problem del' eindimensionalen Gas
bewegung, bei del' die Geschwindigkeit und die Dichte jeweils langs 
Ebenen konstant war und sich nul' in Richtung del' gemeinsamen 
N ormalen anderte, wUl'de von R. Lipschitz in del' Weise verall
gemeinert 72), dass er statt del' Ebenensehar eine im Raume feste 
Flachenschar wiihlt, bei del' sich Geschwindigkeit und Diehte, in Rich
tung del' Normalen, von Flache zu FHiche andern, wahrend sie fiir die 
einzelne Fliiehe konstant sind. 

Es zeigt sieh, dass hierfiir nul' Scharen von Flaehen mit kon
stanten Hauptkriimmungen in Betraeht kommen, sodass zu dem Fall 
paralleler Ebenen nul' noch die FaIle konzentrischer Kugeln und ko
axialer 10:eiscylillder hinzutreten. 

R. Lipschitz untersucht nun die Fiille, in welehell die dies
beziiglichen Gleiehungen auf lineare zuriickgefiihrt werden konnen; 
man bedarf hierzu spezieller V oraussetzungen teils iiber die Vel'teilung 
del' Diehte, teils fiber die ausseren Krafte. 

. Die Ubertragung del' Riemann'schen Resultate beziiglieh del' un
stetigen Bewegungen ist abel' bisher nicht versucht worden, obwohl die 
Bestimmung del' Wellenflachen zweiter Ordnung, wenigstens in den 
Fallen, wo die Reduktion auf lineare Gleichungen gelingt, keine 
Schwierigkeiten bietet. 

Eine andere Verallgemeinerung des eindimensionalen Riemann
schen Problems erhiilt man, wenn man die Bewegung eines Gases in 
einer Rohre mit veranderlichem Quersehnitte untersucht; die so ent
stehende Bewegung ist zwar streng genommell keineswegs eindimcn
sional (Diehte und Geschwindigkeit sind in eillem Querschnitte nicht 
konstant), kaun jedoch mit gewisser AJ1l1iiherullg als solche betraehtet 
werden, wenn man auf je einen Quersehnitt bezogene ~Iittelwerte 

70) J. cc. polyt. cah. 58 (1889), p. 93. 
71) Hadamard, Leyons, p. 193. 
72) J. f. :Math. 100 (1887), p. 89. 
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von Druck und Geschwindigkeit einfiihrl. Das Problem ist in diesel' 
Form besonders wichtig wegen seiner Anwendung auf die Dampf
stromung in Turbinendiisen. E. Stodola hat Druckerscheinungen in 
Turbinendiisen beobachtet, welche auf Riemann'sche Verdichtungs
stosse bei dem Bewegungsvorgange schliessen lassen 73). 

Es spielt jedoch hier die Warme eine so wesentliche Rolle, dass 
beziiglich del' weiteren Behandlung des Problems auf das Referat libel' 
technische Warmetheorie (V 5, Schroter-Prandtl) verwiesen werden muss. 

10. Zweidimensionale Probleme unstetiger Gasbewegung. Gas
bewegungen, bei welchen del' Zustand in jedem Augenblicke von zwei 
Koordinaten abhangt, sind bis jetzt ohne Vernachlassigung der nicht
linearen Glieder der Euler'schen Bewegungsgleichungen nur erst wenig 
untersucht worden. 

Es gehOrl hierher die strenge Behandlung der Bewegung eines 
Gases in einem Kreiscylinder, wenn man ausser del' Anderung des Zu
standee in Richtung del' Cylinderaxe die Anderung in Richtung del' 
Radien im einzelnen Querschnitt beriicksichtigt. In erster Annahe
rung kann man dann ahnlich auch Rohren von veranderlichem kreis
formigen Querschnitt behandeln. 

L. Prandtl 74) hat so die Bewegung untersucht, welche in einem 
aus einer kreisformigen Offnung ausfiiessenden Gasstrahl vor sich 
geht, falls del' Uberdruck im Kessel grosser ist als del', welcher ge
niigt, dem Gase Schallgeschwindigkeit zu erleilen. Bei solchem Uber
druck treten relativ zur Ausflussoffnung stehende Ullstetigkeiten (ab
wechselnde Verditnnungen und Verdichtungen) 75) auf, welche R. Emden 
als ebene Schallwellen betrachtete, woraus er den Schluss zog, dass 
del' Strahl mit Schallgeschwindigkeit fliesse und iiberhaupt eine hOhere 
mittlere Geschwindigkeit nie annehmen konne. Raben wir hier that
siichlich mit SiossU'ellen zu thun, so stromt das Gas relativ zur Un
stetigkeitsfliiche mit del' Geschwindigkeit 

und da bei allen Gasen 

() = 1 Iv. - P1 (l~- j 
V (I, - (l1 (l! 

73) Die Dampfturbinen, p. 18. 
74) Physik. Zeitschr. 5 (1904), p. 599. 
75) Vgl. R. Emden, tl"ber Ausstromungserscheinungen permanenter Gase, 

Habilitationsschrift I Leipzig 18\.19; Ann. Phys. Chern. (3) 69 (1899) I p. 264 u. 
426; P. Emden, Diss. Basel 1903. 
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so folgt, dass solche Unstetigkeiten nur dann auftreten konnen, 
wenn die Stromungsgesch windigkeit des Gases die seinem Zustande 
entsprechende Schallgeschwindigkeit iibersteigt. 

L. Prandtl giebt fiir den Fall stetiger Bewegung und kleiner 
Wellenamplitude eine Losung der Bewegungsgleichungen. 

Es existiert em Geschwindigkeitspotential fIJi macht man fur fIJ 
den Ansatz: 

fIJ = ux + a sin ~x fer) 

(x, r Cylinderkoordinaten, u Mittelwert von u), so erhalt man fur 
l(r) die Formel: 

fer) = C1JO(ar) + C2YO(ar), 
wo JO und yo Bessel'sche Funktionen sind; a und {3 sind dabei durcb 
die Beziehung 

a = {3-V~: -1 
aneinandergekniipft, c ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles 
bei dem betreffenden Zustand des Gases. 

1st d der mittlere Strahldurchmesser, so wiederholt sich dieselbe 
Erscheinung m Intervallen 

( 46) l = const. d -V~; - 1 i 

).. wird daher die "WellenHinge l ; genannt; da l nul' fur u2 > c2 reell 
ist, so tritt die ganze Erscheinung nur bei Stromungen iiber Schall
geschwindigkeit auf. 

Eine iihnliche Formel \Vie (46) gilt auch fur ein Gas, das aus 
einem Hinglichen Schlitz von konstanter Breite ausfliesst. Hier hat 
L. Prandtl die Entstehung und Fortpflanzung von Unstetigkeiten 
wenigstens qualitativ verfolgt. 

Am Rande der Offnung AA' (vgl. Fig. 3) erleidet der Druck ]I 

eine plotzliche Anderungi es entsteht daher ein Vcrdiinnnngsstllss; 
derselbe lost sich jedoch sofort in ZWel 

immer weiter von einander riickende Ver
diinnungswellen zweiter Ordnung auf (1, 2 
und 1', 2' in del' Figur 3); treffen diese 
Wellen die gegenuberliegende Grenzfliiche des 
Gasstrahls und der ruhenden Atmosphare, so Fig. 3. 

werden sie als Verdichtungsu:ellen zweiter Ord-
nung (3, 4 und 3', 4') reflektiert, welche nun immer "steilerl< werden 
und infolge Symmetrie eben im Punkte, wo sie die ruhende Atmo
spharenwand treffen, in einen Verdichtungsstoss ubergehell, der jedoch 
80fort beirn Entstehen als Verdunnungsstoss reflektiert wird; von da 
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an wiederholt sich die Erscheinung. In den nicht-schraffierten Feldern 
ist die Stromung ungef'ahr gleichformig und geradlinig, in den 
schraffierten ungleichformig und krummlinig. 

1st der Minimalwert von u = c, so laUt 1 mit I', 2 mit 3', 
3 mit 2' und 4 mit 4' zusammen und es 
entsteht die Figur 4 mit lauter Feldern, in 

-:3~E2~~- denen die Stromung ungleichf'ormig und krumm
linig ist. 

Obwohl diese Resultate auf kreislormige 
F· Offnungen nicht unmittelbar ubertragen werden Ig.4. 

konnen, zeigen die mit der Interferenz und 
Schlierenmethode ausgefiihrten Beobachtungen 76) von AusHusserschei
nungen bei kreisformigen ' Offnungen eine befriedigende Uberein
stimmung mit diesen theoretischen Ergebnissen. 

11. Dreidimensionale Probleme unstetiger Gasbewegung (Po
tential- und Wirbelbewegung). Bis jetzt sind keine speziellen Falle 
von dreidimensionalen Bewegungen in Bezug auf die Entstehung und 
FortpHanzung von Unstetigkeiten eingehend untersucht worden. All
gemeine Bemerkungen bezuglich Potential- und Wirbelbewegung findet 
man bei Hadamard 77): 

1st in einem Gase wirbelfreie Bewegung vorhanden, so wird die
selbe auch nach dem Durchgange einer Welle zweiter und hoherer 
Ordnung wirbelfrei bleiben, wahrend eine Stosswelle im allgemeinen 
Wirbel hervorrufen wird. 

Der erste Teil der Behauptung folgt daraus, dass die Wirbel
komponenten bei einer longitudinalen Unstetigkeit mindestens zweiter 
Ordnung unverandert bleiben 78) und die sich in Gasen fortpHanzenden 
Wellen longitudinal sind. 

Um den zweiten Teil zu beweisen, berechnet Hadam,ard die 
durch die Stosswelle verursachte Anderung der "Cirkulationt(79) 

Jcudx + vdy + w_dz) 

auf einer geschlossenen Linie. 
Auf Grund der Riemann'schen Annahme p = qJ(Q) erhiilt er filr 

den durch die StosBwelle hervorgebrachten Wirbel ;, "I, ~ im Punkte 
x, y, z der UnstetigkeitsHache ~: 

76) R. Emden, ]<'u8sn. 71). S. daselbst und im Referate iiber technische 
Mechanik V 6 (Schroter-Prandtl) die weitere Litteratur. 

77) Le-rons, p. 240, 363. 
78) V gl. Hadamard, Le-rons, p. 116. 
79) Vgl. IV 16, Nr. 1a (A. E. H. Love). 
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(47) ~=O; 

dabei ist der Zustand des Bereiches 1 als Anfangszustand betrachtet, 
~, 'f}, ~ sind die Komponenten in Bezug auf das rechtwinklige Axen
system l, m, n mit dem Anfangspunkte 0 in x, y, $, Ol und Om 
tangential zur Fliiche (), On nach dem Bereiche 2 gerichtet. n ist 
durch die Gleichung 

(48) IT = (fd~) - (J~~) -p, - P1 (~+~) 
f! 2 f! 1 2 f!1 (>, 

gegeben. Der entstehende Wirbel ist daher alB Vektor aufgefasst immer 
tangential zur StoBswellenfliiche und verBchwindet nur, wenn n auf 
derselben konstant ist. So wird z. B. !rei P = O(J" die Bedingung 
fur das Nichtentstehen von Wirbeln: 

1 1 (f! 7. (> ") ___ (n" + 1 _ n 7. + 1) _ - ~ _ ~ _ (n 7.-1 _ 0 ,,-1) = const 
'J( + 1.,2 .,1 2 f!1 (>, .,2 , I • 

auf (j, was eine ganz besondere Verteilung der Dichte bedeutet. 
Auf Grund der Hugoniot'schen Annahme PI = lPl (II)' Pa = 'Pa((la) 

muss in Formel (48) Jdtp,~J. und Jdrp,(QI) anstatt (j' dP) und 
(>1 (>, f! 1 (J d:) a gesetzt werden. 

~'fir PI = Q(l1", Pa = °2(12", wo nun 01 und O2 Funktionen von 
a, b, c, t sind, erhiilt man: 

1 
~ = - (x -.: 1)0 (I{-1 ~~' - (I{-1 ~~) 

(49) _ 1 ("-1 oC, "_10C1) 
'T} - - (x - 1) 0 (12 aT - (11 ol' 

~= 0 

Wiihrend jedoch nach der Annahme Riemann's die durch die 
Stosswellen hervorgebrachten Wirbel nach dem Durchgange der Welle 
erhalten bleiben, erleiden sie auf Grund der Hugoniot'schen Annahme 
weitere kontinuierliche lnderungen, da p jetzt eine Funktion von (I, 

und a, b, c und J d: auf einem Kurvenbogen zwischen zwei Punkten 

des Gases nicht mehr ein vollstiindiges Differential ist. 

Es ist hiernach der Satz von Helmholtz fiber die Erhaltung der 
wirbelfreien Bewegung nul' mit del' Einschrankung, dass keine Stoss
wellen entstehen, giiltig; dieselben konnen aber selbst bei ganz stetigen 
Anfangszustanden entstehen und so Wirbel hervorrufen. 

EDO;rklop. d. math. Wia •• nach. IV 2. 22 
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12. Die Rolle der Unstetigkeiten in der Ballistik. In der 
Ballistik, sowohl in del' ausseren als auch in del' inneren, spielen un
stetige Bewegungen eine wichtige Rolle. 

a) Ausscrc Ballistik. Rier fuft das sich in del' Luft bewegende 
Geschoss in derselben eine Bewegung hervor, bei del' im allgemeinen 
Unstetigkeiten auftreten und die genau zu verfolgen fUr das Studium 
del' Luftbewegung ebenso wichtig ist, wie fUr das der Geschoss
bewegung. 

Bewegt sich das Geschoss mit kleinerer Geschwindigkeit als die 
des Schalles in del' Atmosphare (ca. 330 m) und betrachtet man zur 
ersten Orientierung die Bewegung als eindimensional, so entstehen Ver
dichtungswellen (2. Ordnung), welche mit wachsender Zeit ein immer 
steileres Dichtigkeitsgefalle haben werden, im Raume a, t, x durch eine 
abwickelbare FIache dal'gestellt werden konnen und auf del' Riickkehr
bnte del'selben in einen Verdichtungsstoss iibergehen. 1m drei
dimensionalen Raume wird die Bewegung wahrscheinlich nicht so 
einfach und es ist bis jetzt die Flache, auf der sich die Verdich
tungswellen iiberholen, nicht experimentell beobachtet worden. 

Wird die Schallgeschwindigkeit iiberschritten, so werden die ent
stehenden Vel'dichtungswellen vom Ges chosse selbst iiberholt; es wer
den daher Verdichtungsstosse elltstehen. Verdichtungsstosse, welche 
sich mit dem Geschosse selbst weiter bewegen, wurden von E. :Mach 
(1885) zum ersten Male beobachtet 80) (Kopfwelle). Zur vollstandigen 
theoretischen ErkIarung del' Erscheinung reichen jedoch die bisherigen 
Untersuchungen iiber Luftwellen nicht aus. 

H. Sebert und H. Httgoniot 5G) fanden fiir die FOl'tp:£lanzungs
geschwil1digkeit einer durch eine plOtzlich erteilte Geschwindigkeit V 
hervol'gebrachte Stosswelle in einem ruhenden Gase von del' kon
stunten Dichte Po, Qo im Falle des eindimensionalen Problems unter 
Zugrundelegung del' Hllgoniot'schen adiabatischen Gleichung (45): 

(50) 

o hat zwei verschiedene Werte entsprechend den zwei \¥ ellen, welche 
von del' FHiche, wo die Storul1g eintritt, in zwei verschiedenen Rich
tungen auseinanderlaufen. 

Das wiirde im :B'alle der Geschoss bewegung (V Geschossgeschwin-

80) Die Ergebnisse der expcrilllcntellen Untersuchungen iiber dtU'ch Ge
schossbewegnng her,orgerufenen Luftwellen sind salllt Litteraturangabe bei emllz 
(Ballistik IV 18, Nr. 1 a) zusamlllengestellt; ygl. allch S. Fhzstel'waZclel' (Aero
dynamik) IV 17, Rr. 4. 
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digkeit) einen Verdichtungsstoss an del' Spitze des Geschosses in der 
Richtung del' Geschossbewegung und hinter dem Geschosse einen 
sofort sich auflosenden Verdunnungsstoss mit entgegengesetzter Fort
pfianzungsgeschwindigkeit ergeben. In Formel (50) gilt das positive 
V orzeichen del' Quadratwurzel fur den Verdichtungsstoss. 

1st 
y2 > 2po 

(r. - 1) Qo ' 

so wi I'd nach del' dynamischen Kompatibilitatsbedingung del' Druck p 
hinter dem Geschosse negativ, das Gas wird dem Geschosse nicht 
fo1gen, es entsteht hinter dem Geschosse ein Vakuum; fiir x = 1,4 
wiirde dies bei ca. drei und halbfacher Schallgeschwindigkeit auftreten. 

() ist fur V = 0 (unendlich kleine GIeichgewichtsstorung) gleich 
del' Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Welle zweiter Ordnung, 

() wachst mit V und ~ konvergiert fiir V = 00 zu 1. N ach den 

Experimenten von Mach ist jedoch die Fortpfianzungsgeschwindigkeit 
der Kopfwelle gleich der Geschossgeschwindigkeit (was hier nm bei 
F = 00 del' Fall ist) , del' .Abstand der Kopfwelle vom Geschosse 
nimmt abel' mit del' Geschossgeschwindigkeit zu. Das Geschoss e1'
zeugt in ue1' Tat keine Stosswellen (die Geschossgeschwilldigkeit wird 
nicht "plOtzlich" he1'vo1'gebracht), sondern eine Reihe von Beschleu
nigungswellen, die sich in gewisser Entfernung vom Geschosse iiber
ho1en und eine mit dem Geschosse gleicher Geschwindigkeit sich fort
pfianzende Stosswelle bilden. 

Bezuglich del' Geschossbewegung ergiebt sich aus del" TheOl·ie 
del' Luftwellen die Bel'echnung des Luftwiderstandes, welches das 
Geschoss erfahrt. 

Nimmt man auf Grund del' Erfahrung () = V und berechnet aus 
den Kompatibilitatsbedingungen und del' Gleichung der Adiabatizitat 
bei gegebenen P1 (= Po), (iJ1 (= (iJo) durch Elimination von Uz - 111 

und (iJ2 die Grosse P2' so ergiebt sich aus P2 - Jl1 ein Maass fiir den 
Luftwiderstand des Geschosses 81). 

Die Zahlenwerte zeigen fiir die dynamische Adiabatizitatsgleichung 
eine befriedigendere Ubereinstimmung mit der Erfahrung als fur die 
statische. 

Das Verfahren Vieille's kanll dadurch vervollstalldigt werden, dass 
man nicht P2 - P1 als Luftwiderstand ansieht, sondern die hinter dem 
Geschosse entstehende Verdunnungswelle mit in Betracht zieht. Hada-

81) P. Vicillc, lIIemorial des llouclres et suJpetres 10 (1900), p. 255. 
22* 



316 IV 19. G. ZemplC1l. Uber unstetige.Bewegungen in Fltissigkeiten. 

ma1'a, 82) stellt die entsprechenden Formeln auf, sie zeigen aber eine 
schlechte Ubereinstimmung mit del' Erfahrung. 

Es ist jedoch klar, dass die Ursachen del' mangelhaften Uber
einstimmung im unvollkommenen Ausbau del' Theorie, abel' nicht in 
ihren Grundlagen zu suchen sind, denn erstens wird die Geschoss
bewegung in grober Annaherung als eindimensionales Problem be
handelt, zweitens ist selbst unter diesel' V oraussetzung die Frage theo
retisch nicht vollkommen erledigt. 

b) Innere Ball-istik 83). Bei dem V organge del' Explosion wird 
del' Raum, welcher zuvor von einem Korper (welcher gewohnlich 
unter atmospharischem Drucke steht) erfiillt war, fast momentan von 
einem Gase von sehr hohem Drucke eingenommen, es entsteht daher 
ein Drucksprung, eine Unstetigkeit m'ster Ordnung, welche sich nach 
den oben behandelten Gesetzen fortp:£lanzt. Ohne weiteres konnen 
aber die Ergebnisse, welche sich auf die Fortpflanzung von Stoss
wellen in homogenen Gasen beziehen, nicht auf den Vorgang der 
Explosion iibertragen werden, wo die "Explosionswelle" zwei chemisch 
von einander verschiedene Substanzen von einander trennt; bei der 
Fortpflanzung derselben spielt daher nicht nul' die Ausgleichung des 
Druckunterschiedes eine Rolle, sondern auch die fortgesetzte Ent
stehung neuer Gasmengen mit bedeutendem Drucke. 

Das explosive Praparat wird, wenn es ein fester Korper ist, 
immer in Kornern verteilt im Explosionsraume gelagert, so dass 
zwischen den Kornern Luft unter atmospharischem Drucke vorhanden 
ist. Die durch Entziindung auf einem kleineren Teile des Praparats 
entstandene Stosswelle pflanzt sich in dem Gase, welches sich zwischen 
den Kornern befindet, fort und wirkt auslosend auf die chemische 
Reaktion &1), welche durch die Stosswelle mitgenommen wird. Die 
Explosion geht dadurch viel rascher VOl' sich, als man es naeh der 
"Verbrennungsgeschwindigkeit" des Priiparats allein erwarten wurde S5). 

Zuverlassige quantitative Untersuchungen beziehen sich meistens 
auf die Explosion von Gasen. 

82) Leyons, p. 206. 
83) IV 18, Nr. 7-12 (C. Oranz); im vorliegenden Artikel werden nur die 

Arbeiten erwiihnt, welche die beriihrte Frage vom Stlmdpunkte der TheOl·ie der 
Wellen behandeln. 

8·1) J. van't Hon: Vorlesungcn tiber theor. und phys. Chemie, I. Chemische 
Dynamik, Braunschweig 1898, p. 247. 

85) Zum crsten :M:alc habcn E. iJlach und J. Sommer, Wieu. Ber. 75~ (18i7), 
p. 128, die Vermutung ausgesprochen, dass bei der Explosion die Riemann'schen 
\Vellen zur Geltullg kommen. 
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Die Verbrennungsgeschwindigkeit von Gasen wurde von Bunsen86) 

aus del' Ve1'brennung von ausfliessenden Gasen bestimmtj sie bet1'agt 
bei reinem Knallgase 34 msec- l . Bunsen zog aus seinen Ve1'suchen 
den Schluss, dass bei del' Explosion die Verb1'ennung sprungweise 
VOl' sich gehe: im ersten Stadium steigt die Temperatur z. B. des 
Kohlenoxydknallgases auf 30000 C., enthalt jedoch % des vorhandenen 
Knallgases im unverbrannten Zustande, beirn Abkuhlen bis auf 25000 c. 
erfolgt eine neue Explosion, bei del' aber wieder nur ein Teil des 
Gases abbrennt u. s. w. JJ!L Berthelot 87) und Le Chatelier 88) ziehen 
jedoch aus ihren Versuchen den Schluss, dass die "Explosion" mit 
viel grosserer Geschwindigkeit als die "Verbrennung" vor sich geht. 
Berthelot nimmt speziell die Explosionsgeschwindigkeit fur jedes Gas 
konstant und sucht eine Theorie del' Explosion mit Hulfe der kine
tischen Gastheorie zu geben. JJfallarcl und Le Chatelim· 89) untersuchten 
die Bewegung der Flamme del' Gase auf photographischem Wege und 
fanden, dass die Bewegung derselben anfangs gleichformig, dann gleich
formig beschleunigt ist. Dagegen suchen A. v. Ottingen und A. v. Gernet 90) 
aus ihren photographischen Untersuchungen wieder einen Beweis fur 
die Bunsen'sche Theorie del' Partialexplosionen zu liefern. H.B.Dixon 91) 

betrachtet die Explosionswellen als ein Analogon der Schallwellen, 
wiihrend bereits P. A. Schuster die Riemann'sche Theorie del' Ver
dichtungsstosse auf die Explosionswellell zu ube1'tragen sucht. 

P. Vieille 92) hat dann spater die Frage vom Stundpunkte del' 
FOl·tpflanzung von Unstetigkeiten wieder aufgenommen. Er hat die 
Geschwil1digkeit bestimmt, mit welcher die durch Verbrennung einer 
kleinen Menge explosiven Praparats entstandene Welle sich in del' 
umgebenden Atmosphiire fortpflanzt. Die Versuche ergeben eine 
schone Bestatigung del' Riemann'schen Theorie, denn e1' erhielt bei 
kleinen UberdlUcken (Schwarzpulver bis zur Ladungsdichte 0,0006) 
merklich konstante Wede fur 0, welche wenig von del' Fortpflanzungs
geschwindigkeit des Schalles abwichen, dann begllnn 0 zu wachsen 
und erreichte bei del' Ladungsdichte 0,03 den Betrag 1268 Ulsec- l . 

Die allmiihlich eintretende Verbrennung ruft niimlich Wellen zweiter 

86) Ann. Phys. Chern. (1) 131 (1867), p. lill. 
87) Sur la force des maHin·es explosives d'apres la thermo-chimic, 1, Paris 

1883, p. 118; P,tris C. R. 93 (1881), p. 13. 
88) Paris C. R. 93 (1881), p. 145. 
89) Ann. des mines (8) 4 (1883), p. 274. 
00) Ann. Phys. Chern. (2) 33 (1888), p. 586. 
91) London Phil. Trans. 18.!.!. (1893), p. 97; p. 151 Note von P. A. ScllUster. 
02) Paris C. R. 126 (1898), p. 31; 127 (1898" p. 41; 129 (1899), p. 122!l. 
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Ordnung hervor und so lange diese sieh auf der experimentell be
obaehteten Streeke (bei Vicillc 4 m) nieht iiberholen, erhalt man fur 
ihre Fortpflanzung die Sehallgesehwindigkeit, erst wenn sie sieh iiber
holen, wird ihre Gesehwindigkeit mit dem entstehenden Uberdruek 
zunehmen. 

Vicille 93) benutzte seine Versuche, bei denen aueh der Uberdruek 
experimelltell bestimmt wUl"de, zur Kontrolle der dynamisehen Adia
batizitatsgleichung; es ergiebt sich eine bessere Ubereillstimmung der 
Theorie und Erfahrung aus der Hugoniot'sehen als aus del' Poisson
schen Gleiehung. 

Die Versuehe Vieille's bestatigen jedoeh nur das Resultat, dass 
der dureh Explosion entstandene Uberdruek sieh als eine Unstetig
keit in del' umgeberiden Atmosphare fortpflanzt, beweisen aber nieht, 
dass die Fortpflanzung de!" vVelle aueh im explosiven Praparat selbst 
so VOl' sieh geht 94). 

Diese Frage wurde dann von H. Le Chateliel' 95) wieder auf
genommen; er versueht wenigstens qualitativ durch photographisehe 
Registrierung den V organg del' Explosion zu verstehen. Er findet 
folgende Resultate: 

1) Die Explosionswellen sind keine mathematisch shengen Un
stetigkeiten erster Ordnung; jedoch findet die Diehtigkeitsallderung 
auf einer Streeke statt, die weniger als 1 em betragt. 

2) Die Verdiehtungsstosse entstehen gewohnlieh nUl" eine gewisse 
Zeit nach del' Entzundung in gewissen Abstanden von dem Punkte 
wo del' V orgal1g eil1geleitet wurde. 

3) Es entstehen immer zwei aus einander laufende Verdiehtungs
sWsse. 

4) Die Verdiehtullgsst5sse erleiden an den Gefassw3nden Reflexion. 
5) Zwei sieh begegnende Wellen bril1gell eine Reihe ihllell nach

folgende IN ellen hervor. 
G) N aeh dem Durchgange del' vVellen fuhrt die Gasmasse eme 

oszillierel1cle Bewegung aus. 
N euerdings hat dann auch H B. Dixon 96) ausfuhrlich die Ex

plosion von Gasen auf photographisehem vYege untersueht; er bestimmt 
aus seinen Versuehen die Gesehwincligkeit del' Explosionswellen (Deto-

g3) Paris C. R. 130 (1900), p. 235. 
(4) Einige Yersuche Yicille's wurden allerdings auch so ausgefiihrt, dass 

clas explosi,e Prliparat in einer R6hre gleichmllssig verteilt war. 
(5) Paris C. R. 130 (1900), p. 1755; 131 (1900), p. 30. 
96) London Phil. Trans. 200 (1903), p. 315. 
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nationswellen) sowohl gleich nach der Entstehung, als auch nach 
Reflexion all den Gefasswandell; auch hat e1' den Zusammenstoss von 
Detonatiollswellen untersucht, die entstehell, wenn das explosive Gas 
an zwei Stellen entzundet wurde. Auch diese Ve1'suche bestatigen 
die Annahme, dass die Explosionswellen VerdichtungsstCisse sind. 

Ausser den versehiedenen genannten Laboratoriumsversuchen hat 
VV. vVolff97) auf dem Sehiessplatze zu Cummersdorff mit sehl' grossen 
Mengen (je 1500 kg) explosiver Praparate Versuehe ausgefuhrt und 
die Fortpflanzungsgesehwindigkeit, zeitliehe und raumliehe Diehtig
keitsanderungen von 8ehallwellen experimentell bestimmt. Die Re
sultate sind mit den fur raumliche Bewegungen bekannten mehr 
qualitativen Ergebnissen in Ubereinstimmung. 

Fur die Lasung des innel'en ballistisehen Problems sind die hier 
el'wahnten Fragen von entseheidender Wichtigkeit, dennoeh ist bis 
jetzt eine befriedigende Ubertragung del' Resultate del' TheOl·ie del' 
Unstetigkeiten noeh nieht gelungen. 

13. Unstetige Bewegungen in inkompressiblen idealen (tropf
baren) Fli.i.ssigkeiten. Die Bewegungen del' tropfbaren Fli1ssigkeiten 
werden gewohnlieh unter del' vereinfachenden Anuahme behandelt, 
dass die Diehte Q raumlieh und zeitlich konstant, also p von Q un
abhiingig ist. In einer solehen Fliissigkeit werden dann, wenn man 
ausserdem von der Reibung und Kapillal'itat absieht, keine longitudi
nalen Unstetigkeiten auftreten konnen, da diese immer mit einer Un
stetigkeit del' Diehte odeI' einer ihrer Ab1eitungen verbunden sind, 
andererseits werden die transyersalen Unstetigkeiten stational' sein, an 
den einzelnen FlUssigkeitsteilchen haften, da transversale TYellen in 
Fhissigkeiten nieht moglieh sind. 

801ehe transversale Unstetigkeiten kannen auch oter Ordnullg sein, 
wenn man voraussetzen will, dass die FlUssigkeitsteilchen libel' einandel' 
gleiten. N aeh H. v. TIelmllOltz 98) tritt das Gleiten immel' ein, wenn 
die hydrodynamisehen Gleiehnngen fur 1) einen negativen Wert e1'
geben wiirden (bei del' Bewegung einer Fliissigkeit mn eine eekige 
'Vand). Hadamard 99) beweist, dass das Gleiten abel' 11/1/' in diesem 
Falle eint1'eten kann, denn ist in einem Augel1blieke in del' Fliissig
keit keine solche Trennungsflaehe da, so wird, \Venn del' Druck positiv 
ist, auch l;:eine Tl'eunungsfiaehe im Laufe del' Zeit entstehen. 

97) Ann. Phys. Chern. (3) 69 (18Gn), p. 32G. 
98) Ber!' 1\Ionatsber. 1868, p. 215. - Vgl. IV 16, Xl'. 1 f. (.A. E. Laue). 
!l9) Levons, p. 355. 
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Man erhiHt ein treueres Bild der thatsachlichen Erscheinungen, 
wenn man die tropfbaren Fliissigkeiten nicht als inkompressibel, aber 
als sehr wenig kompressibel betrachtet und 

~ = ~o(l + A(P - Po) 

setzt, wo A eine kleine Konstante ist; dann ist fur tropfbare Flussig
keiten dieselbe Theorie giiltig wie fur Gase, allerdings mit der Ver
einfachung, daB () bei allen Unstetigkeiten hoherer als erster Ordnung 
konstant ist und daher eine Uberholung der friiher entstandenen 
Wellen durch die nachfolgenden nicht moglich ist; Verdichtungsstosse 
werden also bei den tropfbaren Flussigkeiten aus stetigen Anfangs
zustii.nden nicht entstehen und es werden sich also lediglich Schall
wellen in denselben fortpfianzen. 

14:. Unstetige Bewegungen in zahen Flussigkeiten. Die Ent
stehung und Fortpfianzung von Unstetigkeiten in kompressiblen ziihen 
Flussigkeiten ist von P. Duhem eingehend untersucht worden; eine zu
sammenfassende Darstellung seiner Untersuchungen findet sich in 
seinen "Recherches" 100). 

Er behandelt das hydrodynamische Problem vom allgemeinen 
Standpunkt der Thermodynamik und untersucht die mit den durch 
Reibung und Warmeleitung korrigierten hydrodynamischen Grund
gleichungen vertraglichen Unstetigkeiten 101). Er nimmt die Gleichungen 
in Euler'scher Form an, betrachtet dabei die beiden Reibungskoeffi
zienten als unabhangig von einander 102) und ebenso den Warmeleitungs
koeffizienten als Funktion der Dichte Q und der absoluten Tempe
ratur T. Fur die Warmeleitung beniitzt er die von G. Kirchhoff·lOS) 
aufgestellte Gleichung (von Duhem "relation supplementaire" genannt). 

Das sind zusammen mit der Zustandsgleichung der Gase sechs 
Gleichungen fur die sechs unbekannten Grossen: 

u, v, W, p, Q, T. 

Nun leitet Duhem aus dem fUr unstetige Bewegungen entsprechend 
verallgemeinerten D' Alemberl'schen Prinzip 7) die Kompatibilitats
bedingungen ab, welche auf einer UnstetigkeitsHache erster Ordnung 
(Stosswellenfiache) erfiillt sein miissen. Sie gestalten sich verschieden 
je nachdem man voraussetzt, dass 10!): 

100) S. daselbst auch die einschlagige Litteratur. 
101) Recherches, p. 28. 
102) Poisson, J. ec. polyt. cah. 20 (1829), p. 174. 
103) Vorlesungen iiber math. Physik, 4: Wii.rme, Leipzig 1894, p. 118. 
104) Recherches, p. 87. 
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a) die Komponenten der inneren Reibung, welche bei kleinen 
Deformationen als lineare Funktionen der Deformationsgeschwindig
keiten angesehen werden, nicht unendlich werden, wenn die Deforma
tionsgeschwindigkeiten ins Unendliche wachs en, oder 

b) die lineare Beziehung zwischen Reibungskriiften und Defor
mationsgeschwindigkeit auch auf der Unstetigkeitsfiiiche besteht, so 
dass daselbst beide unendlich gross werden. 

Es ergiebt sich, dass nur bei der Annahme a) eine Fortpflanzung 
von Stosswellen moglich ist, bei der Annahme b) aber nicht. Duhem 
selbst bezeichnet jedoch die Annahme a) als wenig plausibel. 

Bei Wellen erster Ordnung in Bezug auf u, v, w werden die 
Komponenten der inneren Reibung unstetig, bei Wellen h6herer Ord
nung sind dieselben stetig; fur Beschleunigungswellen ist daher eine 
Unterscheidung der Annahmen a) oder b) nicht mehr notig. 

Duhem erhiilt folgende Resultate 105): 

1) In einer inkompressiblen und die Warme gut leitenden Fliissig
keit kann keine Unstetigkeitsfiiiche existieren. 

2) In einer kompressiblen oder schlecht leitenden konnen nur 
stationare (an den Fliissigkeitsteilchen haftende) Unstetigkeitsflachen 
bestehen, dieselben sind jedoch verschiedener Ordnung in Bezug auf 
die verschiedenen Elemente der Bewegung; in einer kompressiblen 
und gut leitenden Fliissigkeit ist eine Unstetigkeitsflache die in p 
nter Ordnung ist, n + 1 ter Ordnung in u, v, w und T, in einer schlecht 
leitenden Fliissigkeit eine Unstetigkeit nter Ordnung in ]i, T, n + 1 tor 

Ordnung in u, v, U·. 

Diese hauptsachlich negativen Resultate, welche mit del' experi
mentellen Thatsache del' Fortpfianzung von Schallwellen nicht in Ein
klang stehen, und die auch dann noch mit der Erfabrung in keiner 
befriedigenden Ubereinstimmung stehen, wenn man zuniichst von der 
Zahigkeit absieht, indem sich niimlich fur 0 einer Bescbleunigungs
welle in einer reibungslosen die Warme beliebig wenig leitenden 

Fliissigkeit die Neu·ton'sche Formel ()f = .p- 106) und nur fiir eine die 
e 

Wiirme iiberhaupt nicht leitende Fliissigkeit die mit del" Erfahrung 

iibereinstimmende Gleichung von Laplace (ot = r. ~) ergiebt, veran

lassten Duhem zur Aufstellung seiner Theorie del' Quasitcellen (quasi
andes). Duhem setzt voraus, die ·Wellen seien iiberhaupt keine eigent
lichen Unstetigkeitsfiiichen, bestiinden vielmehr aus je zwei FHichen 

100, Recherches, p. 162. 
106) Recherches, p. 173. 
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S1 und 82, deren Abstand sehr klein (= c) sei, und zwischen denen 
die Anderung del' friiher als unstetig betrachteten Elemente kontinuier
lich VOl' sich gehe, nur sodass ihre Anderungsgeschwindigkeit "gross 
gegeniiber 15" wird. 

Fiir die Fortpflanzung dieser sogenannten Quasiwellen stellt nun 
Duhem Formeln auf, die bis zur Grossenordnung von E richtig sind. 

Flir longitudinale Wellen, deren Breite 15 klein ist gegeniiber 
dem Warmeleitungskoeffizienten k (alles in c. g. s. Einheiten) del' 
Fliissigkeit gilt die Newton'sche, fiir longitudinale Wellen, wo 15 und 
k von derselben Grossenordnung sind, die Laplace'sche Formel. 

Duhem beweist nun, dass das Vorhandensein einer noch so ge
rillf"rfiigigen Zahigkeit eine untere Grenze fiir 15 festsetzt, so dass fiir 
die wirkli(;hen Fliissigkeiten in del' That die Laplace'sche Formel gilt. 

E. Juuguet 107) hat die Theorie del' Quasiwellen auf die Explosions
wellen iibertragen und die theoretisch berechnete Fortpflanzungs
geschwindigkeit derselben mit den Experimenten von Berthelot 27), 
Vieille 92) und Dixon 91) verglichen. 

Die ebene Bewegung inkompressibler Fliissigkeiten mit sehr kleiner 
Reibung hat L. Prandtl untersucht 108). Er nimmt die Reibung so 
klein, dass ihre Wirkung iiberall da vernachlassigt werden kann, wo 
ni(;ht sehr grosse Deformationsgeschwindigkeiten auftreten, wahrend 
sie in del' dlinnen Ubergangsschicht an den festen Gefasswanden wegen 
del' dort auftretenden grossen Geschwindigkeitsunterschiede zu berlick
sichtigen ist. 

Das Hauptergebnis seiner Untersuchungen ist dann dieses, dass 
sich in bestimmten Fallen an einer durch die ausseren Bedingungen 
gegebenen Stelle del' Fliissigkeitsstrom von del' Wand ablOst. Es 
schiebt sich eine durch die Reibung in Rotation versetzte Fliissig
keitsschicht in die freie Fliissigkeit hinaus und spielt daselbst die
selbe Rolle, wie die Helmholtz'schen Trennungsschichten. Die not
wendige Bedingung fiir das Ab16sen des Strahles ist eine in del' 
Riehtung del' Stromung langs del' Wand herrschende Drucksteige
rung. 

Bemerkenswert ist, dass bei Veranderung del' Reibungskonstanten 
sich lediglich die Dicke del' Wirbelschicht andert, alles andere jedoch 
konstant bleibt, sodass beim Ubergange zu verschwindender Heibungs
kOllstanten die Stromungsfigur immer dieselbe bleibt. 

107) Paris C. R. 139 (1904), p. 121 und 140 (1905), p. 711. 
108) Vgl. Verhandlungen des 3. intern. Mathematikerkongresses zu Heidel

berg, Leipzig 1905, p. 484. 
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Ais Beispiele hat Prandtl die Bewe6rung der Fliissigkeit langs 
einer in dieselbe hineinragenden geradlinigen und lUngs einer kreis
formigen Wand behandelt und vergleicht die Ergebnisse seiner'rheorie 
mit qualitativen Versuchen. 

Schlussbemerkung. 

Die im Vorstehenden dargestelltell Methoden zur Beschreibung 
der sich in Fllissigkeiten fortpflanzellden Unstetigkeiten konnen auch 
auf andere Gebiete der Physik ausgedehnt werden. Fast unmittelbar 
konnen sie auf elastische Korper libertragen werden; es sei hier nur 
der Anwendung auf die Bewegung del' gespannten Saite und allgemein 
auf Wellenbewegung in elastischen Korpern gedacht; im librigen aber 
auf die einschlagigen Referate liber Elastizitiit weiter unten verwiesen. 

Auch in der Elektrizitatstheorie, insbesondere in der Elektro
dynamik bewegter Karper (Elektronentheorie) spielt die Fortpfianzung 
von Unstetigkeiten eine wichtige Rolle. Das Analogon der Schall
wellen endlicher Amplitude sind hier die elektromagnetischen Wellen, 
welche einer ahnlichen analytischen Behandlung zuganglich sind. 
Ebenso stehen diese Untersuchungen zu der Wellenoptik in Beziehung. 
Hierliber vergl. die einschliigigen Referate in BeL V. 

(Abgescblossen illl September l~Ou.) 
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Vorbemerkung. Die praktische Hydraulik zeigt ein wesentlich 
anderes Geprage als die theoretische Hydrodynamik. Die Dunkelheit, 
in welche bisher die Gesetze del' Fliissigkeitsreibung gehullt sind, 
einerseits und die Verwickeltheit vieleI' Vorgange von technischer 
Wichtigkeit andererseits bewirken, dass das Schwergewieht vielfach 
in Versuchsreihen gelegt werden muss, welche nul' den Sonderfall 
betl'effen, ohne unsere Einsicht in den Zusammenhang del' Ersehei
nungen zu vertiefen. So ist die praktisehe Hydraulik heute noeh 
vornehmlieh ein Machtgebiet del' Koeffizienten und ihre Arbeits
methode vielfach nul' eine Interpolation empirischer Daten. Dabei ist 
festzuhalten, dass die technischen Aufgaben nicht gleich den physika
lischen vom Forscher frei gewahlt, sondern ihm durch das praktisehe 
Bediirfnis aufgezwungen werden. Eine theoretisch unbefriedigende 
L6sung, wenn sie nul' in den Grenzen, innerhalb welcher die Technik 
sie verwendet, sich noeh brauchbar zeigt, ist dann immer noch bessel' 
als gal' keine. 

Hierzu tritt als ein fiir die strenge Forschung ungunstiger Um
stand del', dass bei zahlreichen Vorgangen die Beschaffenheit del' 
Wande des Wasserlaufes von massgebendem Einfl.usse ist und die
selbe haufig nicht genau genug erkannt, besehrieben odeI' hergestellt 
werden kann. Besonders wird auch die Verwendbarkeit del' genauen 
Berechnung dadurch beeintrachtigt, dass die Bewegungsweise in ge
w6hnlichen natiirliehen odeI' selbst kiinstlichen Betten uncI in Leitungen 
zahlenmassig nicht geniigend feststeBt. 

Diesel' unfertige Zustand del' Hydl'aulik bedingt daher auch wesent
lich den Charakter des vorliegenden Bel'ichtes. Es musste das Sehwer
gewicht auf die jeweilige Behandlung del' Einzelprobleme gelegt und 
hier gezeigt werden, wie weit man dureh Verkniipfung del' Erfah
rungszahlen mit rationalen Erwagungen Erfolge erzielt hat. FUr die 
Ausfli.hnmg bedeutet dies zum Teil ein Hervortretell llieht mathema
tischer Uberlegungen, fur die Anordnung des Stoffs, dass sie den 
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ausseren Naturerseheinungen folgt und dass eiuige allgemeine Gesetze 
in loserem Zusammenhange der geordneten Dal'stellung vorangestellt 
werden mussten. Vielfaeh haben selbst Beobaehtungen au und fur 
sieh Aufnahme gefunden und sie wurden urn so weniger Ubergangen, 
als gerade sie am sehwersten zur Kenntnis des Theoretikers gelangen, 
und doeh konnen aueh sie sein Interesse beanspruehen, denn wenn 
die ausgearbeiteten Entwiekelungen zeigen, was bereits mit mathe
matiseher Hilfe geleistet worden ist, weisen die noeh unerklarten Er
seheinungen auf die Probleme hin, die noeh del' mathematisehen Thatig
keit harren *). 

I. Einleitung. 

1. Hauptarten der hydraulischen Vorgange. Stent man die 
Grundwasserbewegw~g fUr sieh, so bildet die Bewegung des Wassel's in 
gesehlossenen Leitungen oder ofl'enen Gewassern den eigentlichen Gegen
stand del' Hydraulik. J e naehdem hierbei ein wirkliehes Fortfliessen odel' 
nur ein Schwingen del' Wasserteilchen urn eine Gleiehgewiehtslage staU
findet, hat man es mit einer St1"Omnngs- oder vVellenbewegung zu thun. 
Diese Unterseheidung gewinnt dadurch an Bedeutung, dass bei der 
Stromung die Reibung des Wassel's eine wesentliche Rolle spielt, 
wahrend man bei Betrachtung del' Wellen auch in del' praktischen 
Hydraulik das Wasser in erster Annaherung als reibungsfrei ansehen 
darf und nul' selten (z. B. bei Besprechung del' Brandung) gezwungen 
ist, die Reibung zu berUeksiehtigen. Es greift daher die praktische 
Hydraulik bei Behandlung der Wellen gewohnlieh auch auf die Ent
wiekelungen der rationellen Hydrodynamik zuriiek, die sie nur in ge
wissen Fallen in einer ihr bequemen Form neu darstelltl). 

Die Bezngnahme auf die rationelle Hydrodynamik fallt bei den 
Stromungsbetraehtungen im allgemeinen fort und kann nul' bei den 
Vorgangen wieder angebraeht sein, die sieh auf kurzen Wegen, z. B. 
an den Stellen plOtz1ieher Gesehwilldigkeitsanderungen, abspielen. 
1nfo1ge del' KUrze del' Wege tritt bei ihnen nam1ieh del' Arbeits
verbraueh fur die Reibung gegenuber jenem fur die Gesehwindig-

*) Bei der Ausarbeitung des yorliegenden Artikels, insbesondere der Ab
teilungen I und II wurde der Verfasser von Herrn C. H. jJIiiller in hUchst dankens-
werter ·Weise unterstiitzt. Ph. Forchheilllcr. 

1) Auch im yorliegenden Berichte kommt dieser 'l'atbeotand dadurch zum 
Ausdruck, dass die in Nr. 10 gegebenell Entwickelungen zur Wellenlehre als 
Nachtrag zu der Darstellung in clem Referate iiber rationelle Hydrodynamik 
(IV 16, Lt. E. H. Love) gemeint sind. 
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keitsvermehrung zuruck. Die Stromnngsprobleme konnen also folge
richtig in solche bei "nnstetiger" und solehe bei "stetigel" Wandungs
fliiche" geschieden werden. Beide Gruppen erfahren dann noch in 
iiblicher Weise weitere Gliederung (gleiehformige, stationare u. s. w. 
Bewegung). 

2. Voraussetzungen und Grundbegriffe. Das erstrebenswerte 
Ziel ware eine allgemeine Theorie reibender Flussigkeiten, in die sieh 
die Losungen del' EinzEiaufgaben als Beispiele einol'dnen wii.rden. 
Abel' eine solche liegt zur Zeit nieht V01'; denn die von del' ratio
nellen Hydl'odynamik gegebene (vgl. IV 15, Nr.12-18, A. E. H Love) 
leitet zu Folgerungen, die mit del' Beabachtung nicht stimmen. Aller
dings hat man seit langem versucht 2), die von C. L. Nam:er aufgestellten 
Gleiehungell fUr reibellde FlUssigkeiten zweekentspl'echend umzuge
sialten. Abel' fast aIle diese Versuche unterliegen berechtigtell Be
denken, und nul' die Theorie von J. BotfSsinesq, die jedoch weniger 
eine mechanische Erklarung als eine Schilderung des mittleren Be
wegungszustandes giebt, vermag als solche einigermassen zu befriedigen. 

Abel' die hydraulische Litteratur ist nach weit entfernt, sich den 
Bonssinesq'schen Standpunkt zu eigen gemacht zu haben, so dass er 
urn so weniger im vorliegenden Berichte in den Mittelpunkt geriickt 
werden konnte. (V gl. daher die Boussinesq'sehen Entwickelungen je
weils bei del' Darstellung del' Einzelprobleme.) 

2 a. Das Bernoulli'sche Theorem. Diesel' Mangel einer all
gemeinen Theorie, del' nach dem in Nr. 1 Gesagten insbesondere fiir 
die Behandlung des Stromens innerhalh stetiger Wandung hervor
treten muss, wird hier bis zu einem gewissen Grade durch den Um
stand ausgegliehen, dass del' Bewegungszustand schon durch die Daten 
del' Aufgabe annahernd gegeben ist. Insbesondere sind die Bahn
kurven del' vVasserteilchen entweder geni:igencl bekannt (illdem man 

2) V gl. das zusammenfassende Referat von B. de St.- Venant, Sur I'hydro
dynamique des cours d'eau, Paris C. R. 7·1 (1872), p. 570, 649, 693 und 770, 
wo eingehend insbesondere die Ans,Ltze und Entwickelungen Yon Elcitz und 
JJ£. Levy kritisiert werden. V gl. auch B. de St.- Venant, Paris C. H.. 7-i (1872), 
p. 426 u. 1083 uncl ebenso die nach B. de St.- Yeml1lt's Tode gedruckte Abhand
lung aus dem gleichen Jahre: Des diverses manieres de poser les equations dl! 
mouvement varie des eam: conrantes, Ann. d. pouts et chaussees (6) 13 (1887), 
p. 148-228. Na1:icr's Gleichungen (Paris, :\Iem. de I'academie 1823 = 6 (1827) 
p. 414) haben in seiner Schreibweise flir (las Innere der Fliissigkeit die Form 

p _ op = (~ n + u. ~1t ..L V ~ It + IV ~ 11) _ E (~21~ + ~~1~ + ~~.~) ox f! et ex I oy oz ex- oy- oz-' 
wozu noch die entsprechellden Raudbedingungeu treten. 

Encyklop. d. math. 'Vi85enBch. IV 2. 23 
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eben annimmt, dass diese sich im grossen Ganzen parallel der Axe 
des Rohres bezw. des Wasserlaufes bewegen) oder vollkommen gleich
giiltig, so dass es nur auf die Bestimmung der absoluten Geschwindig
keit ankommt. Letztere kann dann in einfacher Weise mit Hilfe der 
Energiegleichung berechnet werden. 

In der Tat gilt unter Beschrankung auf stationiire Bewegungs
vorgange (und mit nicht stationaren hat man es seltener zu thun) 
zunachst fiir reibungs/"reie: der Schwere untet;wor/"ene Flussigkeiten, fiir 
jeden einzelnen Stromfaden die Druckgleichung 

1 
(1) p + gQz + 2(.1 V 2 = const. 

(vgL IV 15, Nr. 10, A. E. H. Love), wo p den Druck im Punkte x, y, z 
(z lotrecht nach oben gemessen), 9 die Beschleunigung durch die 
Schwere, Q die Dichte und V2 das Quadrat der Geschwindigkeit 
(= u2 + v2 + w2) bedeutet. Man schreibt diese Gleichung in der 
Hydraulik, indem man das Eigengewicht r = Q 9 einfiihrl, gewohnlich 
in der Form 

P VI 
(I') - + z + -2 = const., 

r 9 

in der man -21'~ als Geschwindigkeitshiihe bezeichnet und J!.. als Druc7c-
9 r 

hohe, namlich als Rohenunterschied zwischen dem betrefi'enden Teil-
chen und dem Spiegel eines bis zu ihm eingetauchten Rohres, falls 
dieses derart geformt und gestellt ist, dass das in ihm enthaltene 
Wasser yom fliessenden weder eine Stoss- noch eine Saugewirkung 

eriahrt. Die Summe -~ + z stellt dann die Rohe dieses Tauchrohr-
r 

spiegels iiber der Ebene z = 0 dar, als welche man z. B. den Meeres-
spiegel betrachten kann. Entschliesst man sich p neben der kineti

tischen Energie Q :1 und der potentiellen Energie 7'Z als besondere 

Energieform aufzufassen, so lasst sich das Bernoulli'sche Theorem S), 
unter welchem Namen die Druckgleichung (1) in der Hydraulik bekannt 
ist, in der Form aussprechen: class fur das einzelne Wasserteilchen 
(bei stationarer Bewegung) die Gesamtenergie lwnstant ist. 

Das Bernoulli'sche Theorem ist auf eine Wassermasse von end
lichem Querschnitt anwendbar, wenn die einzelnen Stromiaden nur 
wenig gegeneinander geneigt sind und, falls die Bahnkurven gekriimmt 
sein soliten, wenn ihre Kriimmung doch so gering ist, class die Flieh
krafte in erster Annaherung vernachlassigt werden diirfen (d. h. also 
1m Falle von Bewegungsvorgangen mit "stetiger Wandungsflache"). 

3) D. Bernoulli, Hydrodynamica, Argentorati 1788, p. 11. 
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Unter diesen Voraussetzungen kann man namlich annehmen, dass der 
Druck innerhalb eines jeden zur Stromungsrichtung senkrechten Quer
schnittes hydrostatisch variiert. Fiihrt man dann die mittlere Geschwin
digkeit U eines Querschnittes F durch die Kontinuitiitsgleichung: 
(2) Q = FU = const. 

ein, lD der U = ~ J V dF ist, so erhiilt man das Theorem lD der 

ohne Kenntnis der Einzelbahnen verwendbaren Form 
U2 p 

(3) a-2 + z + - = const. 
9 r 

Hier ist a die Korrektion, die erforderlich wird, weil in der Formel (3) 
das Quadrat der mittleren Geschwindigkeit an Stelle des Mittels 
der Quadrate der wirklichen Geschwindigkeiten eingesetzt wird. 
Es ergiebt sich, dass a - das Verhliltnis der lebendigen Krafte 

= f';:~dF - nahezu gleich 1 + 3f} wird, wo 1 + '1'J das Ver

haltnis der entsprechenden Bewegungsgrossen = f;:~ dF ist4.). 

Bei reibenden Fliissigkeiten bleibt das Bernoulli'sche Theorem noch 
anwendbar, wenn man den Energieverlust, den dss Wasser bei seiner 
Bewegung erleidet, als sogenannten DruckhOhenverlust (Druckverlust, 
ReibungshOhe, perte de charge, loss of head, perdita di carico) in der 
Formel (3) in Rechnung bringt. J. Weisbach fand es zweckmassig, 

den Druckhohenverlust in der Form ~~:,~) also eine unbenannte 

Zahl b aIs Widerstandskoeffizienten einzufiihren, womit er eigentlich 
aussprach, dass sich die innere Reibung in Umfangsreibung umsetze. 
Das Bernoulli'sche Theorem erhalt dam it die Gestalt 

U' p U' 
(4) a- + z + - + b-2 = const. 

2g (!g 9 

oder, wenn man auch die anderen (durch aUSBere Reibung, Stoss u. s. w.) 
hervorgerufenen Druckhohenverluste in die Formel aufnimmt und 1m 
Sinne der Stromung fortschreitet: 

U' ~ U2 
(5) a - + z + ..!!... + ..:::J bk -2 k = const. 

2g (!g 1 9 

4) Versuche von H. Basin, Paris, Mem. pres. par. div. sa.\". 19 (1865), p.262 
ga.ben bei glatter Wand a = 1,038, bei rauher = 1,122; man pfll'gt im Mittel 
'1/ = 0,037, a = 1,11 und praktisch daher hitufig a = 1 zu setzen. Vgl. U. MQlloni, 
Napoli, Atti del R. 1st. d'incoraggiamento (4) 11 (1898), Nr. 2; Bowie ldraulica, 
p. 81; A. Flamant, Hydraulique, p. 38. 

5) nber Einfiihrung anderer Potenzen von U als der zweiteu vgl. besonders 
Nr.40b. 

23* 
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Es ist kbr, dass man bei einem solchen Ansatz, wie schon oben bei 
Gl. (3), auf die Einsicht in den Bewegungsvorgang vel'zichtet und 
dann nul' auf Grund von Versuchen fill' jeden Widerstandskoeffizienten 
entscheiden kann, 01) seine Einfiihrung gestattet ist oder ob sein 
Wert im Gegentei1e innel'ba1b des in Frage stehenden Anwendungs
bereiches zu sehr schwanken wiirde. 

2 b. Der Satz von der Bewegungsgrosse. 1st del' Energiesatz 
das Haupthilfsmitte1 ZUl' Behandlung del' Stromung bei stetigen vVand
fiachen, so ermoglicht bei "unstetigen" del' Satz von del' Bewegungs
grosse (1mpulssatz) z. T. sehr gute naherungsweise Losungen. Man 
greift auf den schon in Nr. 1 bemerlden Umstand zuriick, dass in
folge del' raschell Querscbnittsanderung die inn ere Reibung fiir das 
kleine SWck del' "Unstetigkeit" vernachHissigbar ist und filhrt die 
aussel'e Reibung evelltuell als einen Druckhohenver1ust ein, so dass 
man den 1mpulssatz in del' bekanntell Fassung: Die zeitliche Ande
rung des Impulses eines beliebig abgegrenzten Massensystems ist gleich 
del' Swnme del' auf jules 1I1assenteilchen wirkenden Krafle, verminclert 
um die Summe del' attf die Ob&rfiiiche wil'kenden Druckkl'a(te, an" 
wenden kann. Seine mathematische Formulierung findet er in fo1-
genden drei Komponenteng1eichungen: 

(6) I
~~J = fffQXdK - fj;.J cos adF, 

d 1~] ,[fff) YelK -.[j; cos (3 elF, 

d~~] =.frff)ZelK - ffo cos yelF, 

wo [X], [Y], [Z] die 1mpulskomponenten, X, Y, Z die Teilkrafte, 
elK das Volumen-, dF das Oberfi1ichenelement, p del' Druck und a, (3, r 
die Winkel del' FHichennorma1en mit den Koordinatel1axen sind. Ge
wobnlich erscheint dieser Satz (als Bon7a'scher Satz, Formel des 
vVasserspnmgs u. s. w.) bei ebenen Problemen in weselltlich vel'ein
facbter Form, indem bier immer nul' eine Komponentengleichung 
beniitzt wird. Del' Satz wird gewohnlich in der ,Veise gebraucht, 
dass bei bekannter Anfangs- und Endgeschwindigkeit eine Angahe 
libel' die Druckdifferellz zwischen Anfang und Ende hergeleitet wird 
(hieriiber vgL spiitcr). 

3. Erglinzende Bemerkung. Die beiclen genannten S:ltze (Energie
und 1mpulssatz) gestatten neben del' stets geltenden Kontinuitats
gleichung im nllgemeinen einen ersten befriedigellden Allsatz del' 
Aufgabe, indem selten mehr als zwei Unbekannte zu bestimmen sind, 
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wozu gerade die beiden Satze ausreichen. lodes kommt es doch ge
legentlich vor, duss eine ih1'e1' Natur nuch eindeutig zu losende Auf
gabe unbestimmt bleibt, indem man z. B. eine Grosse nicht durch 
eine Anfangs- oder Randbedingung geben, d. h. nicht von vorn
herein libersehen kann, von welch en Faktoren sie mechanisch ab
hangt. In solchen Fallen beschafft man sich in der Hydraulik die 
fehlende dritte Gleichung, indem man, von qualitativen Uberlegungen 
am;gehend, eine obere oder untere Grenze der Unbekannten sucht 
und diese als Wert der Unbekannten nimmt. Ein solcher Fall liegt 
z. B. beim sogenannten Belanger'schen Prinzip vor, das zur Ableitung 
der Abfiussmenge liber ein Wehr herangezogen wird (vgl. darliber 
N r_ 9 b, p. 413). Hier tritt das V orlaufige und Unfertige der heut.igen 
Hydraulik vielleicht am augenfalligsten hervor. 

II. Das Stromen von Wasser in Rohren und Wasserliiufen 
bei stetiger Wandung. 

4. Die gleichicirmige (von Zeit und Ort unabhangige) Stromung 
in Rohren und Wasserliiufen. 

4: a. Grundlage der empirischen Formeln. Die einfachste Art 
der vVasserbewegung in offenen oder geschlossenen Gerinnen ist die 
gleichformige (mouvement w~itorme), bei welcher sowohl in den auf
einander folgenden Querschnitten, als auch in demselben Querschnitte 
zu verschiedenen Zeiten an allen Punkten desselben Wasserfadens die 
gleiche Geschwindigkeit herrscht. Bei del' gleichformigen Bewegung 
ist also die Geschwindigkeitsverteilung in allen Querschnitten die 
gleiche und die kinetische Energie unabhangig von der Zeit. Es ist 
daher bei ihr die gesamte beschleunigende Kraft dem verzogernden 
Reibungswiderstande des Bettes gleieh 6), oder die Druckhohendifferenz 
gleich dem durch die anssere Reibung hervorgerufenen Drnekhohen
verlust. 

Flir gesc7llossene Leitungen nimmt dunneh die Druckgleichung (4) 
bezw. (5), genommen zwischen den Stell en z und z + cZz der Leitnngs
.axe, bei Einfiihrung eines Widerstandskoeffizienten ~1 fur die Liingen
einheit, bei entsprechender vVahl der Vorzeichen die einfaehe Form 

(7) dp U' 
~ + dz = t ._- ds y .12 g 

an (worin ds das Bogenelement del' Rohraxe ist). Mun nennt den 

6) In diesel' Form zuerst ausgesprochen ,on .d. Brahms, Allfangogriinde 
der Deich- und vVasserbaukullst, 2 Teile, Aurich li54 u. 1757; in Teil 1, p. 105. 
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d (~ + z) 
Quotienten ___ L__ das Gefalle J (relative Gefiille, Druckgefiille 

ds 

oder den Gefall verlust, pcrte de cha10ge par unite de longueur, hy
draulic grade) 7). 

Bei offenen Wasserliiufen gilt, weil der Druck an der Oberflache 
konstant ist und nach unten hydrostatisch wachst, einfach die Be
ziehung 

,1 >-"U 2 d (7') uZ = ':J1 2i s. 

Indem man als ds gewohnlich "das Bogellelement der MiUellinie del' 
Oberflache betl'achtet, versteht man bei den ofi'enen Laufen unter dem 

Gefalle dlZ schlechtweg das Oberflachengefalle (pente, slope), d. h. den 
c s 

Sinus des N eigungswinkels jenel' Linie 8). 
Die zufammenfassende Formel 

(8) oder 

die m del' zweiten Form nach Multiplikation mit dem Querschnitt F 
den Durchfluss Q giebt, ist die Grundlage fur eine grosse :Reihe 
empirischer Formeln, von denen einige in Nr. 4: b folgen sollen. 

4: b. Einige der wiehtigsten empirisehen Formeln. Wahrend 
die meisten dieser Formeln auf eine empirische Bestimmung des 
Widerstandskoeffizienten s[ hinauslaufen, weicht eine andere Formel
gruppe vom 1iVeisbach'schen Widerstandsgesetz ab, indem sie eine 
andere als die 2. Potenz der mittleren Geschwindigkeit in das Rei
bungsglied einfuhrt 9). 

7) Oft bczeichnet man auch das VerhU,ltnis 1 d (~ + z) , wo dx die Pro
dx 

jektion von ds auf clie x- Axe ist, als Gemlle, ebenso wie man auch zuweilen 

(im Falle stationlirer Bewegung) 

mlle ncnnt. 

d (~ + Z + U2) d (~ + z + U2) 
y 2 9 oder' y 2 9 G 

- ds dx e-

8) Auch hier wird oft dZ z SbLtt -drl~, cl. h. clie T:tngente des Neigungswinkels 
(, ,'V S 

an Stelle des Sinus gesetzt, was del' Ungenauigkeit aller Formeln sowie del' ge
l'ingen Oberfllichenneigung wegen im allgen{einen gestattet ist. 

!l) Eine zicmlich \'ollstlLlldige Zusitmmenstellung del' vol'geschlagenen emp. 
Fol'meln siehe boi Th. Ohristen, Das Gesetz del' Tl'anshl,tion cles IVassel's, Leipzig 
1 !l03, p, ,)-26. Zur IViircligung dieser Formeln diene, dass mit dem Woltmann
fliigel an FHisscn sorgf;iltig durcbgefiihrte Dnrcbflussbestimmungcn YOIll l'Ifittel 
mebrfacher solcher 1.Ies8ungen bis zu 5 Prozent abweichcn. In wie we it das 
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ex) Die erste brauchbare Formel fUr Kaniile zunachst scheint 1775 
de Cluizy 10) aufgestellt zu haben. Man schreibt sie heute in der Form 

(9) J = ~ U2 oder U = cYRJ. 

b resp. c = ~ gilt als Konstante 11) und R ist der sogenannte P1'ofil

radius12) (rayon moyen, mean hyclraztlic depth, raggio me(lio), clas ist der 

Bruch: dure:flo~s~ner UQuefrsehnitt. Es kommt diese Annahme also darauf 
ene z en ill ang 

2gb 
hinaus, Sl = -R- zu setzen, womit b die Dimension einer reziproken 

Beschleunigung erhalt. 
R. de Prony 13) anderte, angeregt durch die Coulomb'schen Rei

bungsversuche, das vViderstandsgesetz und ging von del' Form 

(10) 

aus, wobei er auf Grund :zahlreicher Versuche fUr R in ill, U in 
m sec-I, welche Masseinheiten auch allen folgenden Angaben zu Grunde 
liegen, 

(10') 
f fur oifene Laufe J = * (0,000044 U + 0,000309 U2) 

1 fur R5hren J = ~ (0,0000173 U + 0,000348 U2) 

berechnete. 
(3) Diesen alter en Formeln, die immer noch im Gebrauch sind, 

steht eine andere gegenliber, die den Einfluss del' Bauhigkeit auf den 
Bewegungswic1erstand in Riicksicht zieht. Bin solcher Einfluss wurde 
fUr Bohren zuerst von H.~ Da1'cy 1<1), fUr Kaniile von ihm 15) und 
H. Bazin 16) festgestellt. 

Mittel vom wabren Durebfluss abweicht, ist ullbekannt. Genauere Messungs. 
weisen sind bei kleinen Gerinnen anwendbar. 

10) In den lIiem. de la classe d. se. de l'Inst. Paris 1813/U, (1818), p.251 
zitiert P. S. Girard die lIIemoires manuserits de I'ecole d. ponts et chanssees mit 
den Worten: "il parait que vers l'annee 1775 nI. OMzy rec:hel'cha Ie premier ... ". 

11) Man nimmt fUr c gewohillich den 'Vert YOU J. A. Eytellcein, Halldbuch 

del' Mechanik fester Korper, 2. Aufl., Leipzig 1822, p. lliO (c = 50,!) Ill} sec-I). 
12) Hiernach ist bei IWhren R gleich dem !lalben Rohrhalbmesser. 
13) R. de Prony, Heeherches physico-mathematiques mr la theorie du mou

vement des eaux conrllntes, Paris 1804, p. 70 u. 82. 
14) Paris, lIIem. pres. par div. sa\". 15 (1858), p. 222. Ein Gesetz aber fiir 

die aJlm'ihliche Xuderuug de., Rohrwidershndes ],isst sich, wie O. Ibell, Druck
hohenverlust, Hamburg 1880, p. 61, aus zahlreichell Untersuchungen nachweist" 
nicht aufstellell. 
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H Darcy's 17) auch heute noch viel benutzte Formeln sind: 

(11) Iml" neue eiserne Gussleitungen 

J - 1 . (0000507 + o,oooo~~~~ U2) 
-2R ' R' 

fUr einige Zeit benutzte Gussleitungen 

J - ~ (0000507 + 0,00000323 U2) 
- R ' R' 

wahrend A. Frank 18), nach Analyse zahlreicher Versuche, ihnen die 
anderen gegenilberstellt: 

(11') lfilr neue 

fur alte 

Gussrohre J = l (0,000512 + O,~~~~) U2 , 

Gussrohre J = ~ (0,000495 + 0,0';;:26) U2. 

H Bazin 19) uberzeugte sich VOl' Aufstellung seiner, die vel'
schiedenen Rauhigkeitsgrade berilcksichtigenden Formel, dass in ge
schlossenen Kastengerinnen und in oifenen, gleich breiten aber halb 
so hohen Gerinnen bei gleichem Gefalle, trotz anderer Gesch windig
keitsverteilung dieselbe mittlere Geschwindigkeit U herrscht, dass die 
Lnft also keinen nennenswerten Widerstand bietet, und bei Berech
nung des Profilradius nur die festen Wande zn beriicksichtigen sind. 
Aber die heute gebrauchlichste Formel ist die von E. Ganguillet und 
W. R. Kutte(20), weil sie sowohl filr kleine Gerinne (bei welchen b 
abnimmt, wenn J zunimmt), als auch fur grosse Flusse (bei welchen 
b mit J wachst) passt. Sie lautet (in der Form U = cylrJ): 

23 + ~ + (),()()155 
n J ,/~~ 

U = - ··--OOof55~··n- . r RJ, 
1 + (23 + -'.~;r.-) liE 

(12) 

15) H. Darcy, Les fontaines publiques de la ville de Dijon, Paris 1856, p. 367. 
16) Paris, Mem. pres. par div. say. 19 (1865), p. 71 u. f. 
17) Paris, Mem. pres. par div. say. 15 (1858), p. 251. 
18) A. Frallk, Civiling. (2) 27 (1881), col. 209, 215. V gl. daselbst auch die 

I)'>;prechung anderer Formeln. Ahnlich gebaut sind die Formeln von J. lVeis
bach, Lehrbllch der theoretischen Mechanik, Braunschweig 1845, 1, p. 434 und 
H. Lang im 'l'tLschenbuch der Hiitte, 16. Aufi., Berlin 1896, I. Abt., p. 2,10. 

lU) Paris, ]\Jem. pres. par div. say. 1U (1865), p. 162 u. f. Die Bazin'sche 
Formel vgol. ebenda p. 130. 

20) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Archit. -Ver. 21 (1869), p. 6 u. 46. Eine 
an,lere Formel derselben Ingenieure ist in der Allg. Bauzeit. 35 (1870), p. 150 
ycriiffentlicht und zumeist unter dem Namen Kutter'sche Formel fur die Berech
llung st,idtisciJer :-3iele beliebt. Tabellen siebe bei lV. R. Kutter, Bewegung d. 
'Vasser, in Kan;llen u. Fliissen, Berlin 1885. 
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wo n von der Rauhigkeit abhiingt und von 0,01 bei gehobelten Holz
wanden oder glattem Zementputz bis zu 0,06 beim Lauf iiber grobere 
Geschie be oder Wasserpflanzen ansteigt 21). 

Neuerdings hat sich H. Bazin 22) fiir einen anderen, als seinen 
friiheren Ausdruck entschieden. Er nimmt an, dass bei zunehmender 
Tiefe die Rauhigkeit bedeutungslos werde, und setzt 

U = 87 YJ1J, 
1+-L 

VB 

(13) 

wo sich r mit der Rauhigkeit andert ulld zwischen 0,06 und 1,75 
bewegt. 

Endlich setzt C. Hessle 23) fiir aIle naturlichen Fliisse 

U = 25 (1 + ~ VB) y'RJ. 

r) Statt einen mehrgliedrigen Ausdruck fur c in die de CMzy'sche 
Formel einzufuhren, haben sich Ph. Gauckler 24), K. R. Bornernann 25), 

C. J. N Lampe 26), G. Hagen 27) und andere fur die Form 

(~ U=A~~ 

entschieden, worin A, IL, v aus den Versuchen zu gewinnende Kon
stante sind. Aus den Messungen A. Ounningltam's28) am Gangeskanale 
lei tete G. Hagen 29) schliesslich 

U = 43,7 EI.J'/. 

ab, welchem Ausdruck der von Ph. Forchheime'l·80) fiir Gerinne von 
nur einigen mm Tiefe gefundene 

21) Beispielsweise bestimmte man an del' preussisehen Elbe (I3estimmungen 
von N ormalprofilen f. d. Elbe, Magdeburg 1885, p. 113) 11 = 0,026 bis 0,031; all 

der Salzach bei Salzburg (Jahrb. d. k. k. bydrvgraph. Zentr.-Bureaus 7 (189U), 
Donaugebiet, p. 298) n = 0,0357. Siehe Rueh FUtltlll.43. 

22) Ann. d. ponts et chaussees (7) 7' (18~'7), p.55. Ilierzu eill Abacus von 
}I[. d'Ocagne, ibid. (7) 8' (1808), p. 307. 

23) Zeitschr. f. Gewasserkunde 2 (1899), p. 31; ilhnlieh lautet eine Formel 
von P. E. Harder, Theorie der Bewegung des Wassers in Fliissen und Kanalen, 
Hamburg 187B. 

24) Ann. d. ponts et chaussees (4) 15 \11l(j;;), p. 2:!!J. 
25) Civiling. (2) 15 ':18(9), col. 42. 
26) C. J. H. Lalllpe, Allgemeine lkmerkungeu libel' die Ilewegung des 

Wassers in Rohren, Danzig 1tli:!, p. 44 = Civiling. (2) 19 (18,3), col. 80. 
27) G. Hagen, Lnter~uchungen libel' die gl~ichforrnige Bewegung des 

"\Vassers, Berlin 1876, p. 8,. S. auch untell die Formel ,"on R. Sierlel:. 
28) A. Cunningham, Hydraulic experiments at Hoorkee 18745, Roorkee 188!. 
29) Zeitschr. f. Bauwesen 31 (1~1l1), col. -104. 
30) Wien Ber. 112 (1\)03), p. 1705. Nach J. Hermallek, Zeitschr. d. osterr. 
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u = 100Ro,7Jo,5 
ahnelt. 

Eine besondere Bedeutung erlangte die Formel (14) durch die 
Untersuchungen von O. Reynolds 31). Derselbe schritt in Bleirohren, 
welche sich fur die theoretische Untersuchung, weil sie nicht wie 
Gusseisenstrange Fugen enthalten, besonders eignen, bis zu 7 msec- 1 

Geschwindigkeit, und erhielt bei A.uftragung del' Logarithmen von J 
und U (sobald U grosser als die kritische Geschwindigkeit war, iiber 
die unten Nr. 13 und auch IV 15, Nr. 17, A. E. H. Love das Nahere 
berichtet ist) gerade Linien. Es zeigte sich also J einer Potenz von U 
proportional und zwar: Ul,72S. Ferner berechnete O. Reynolds S2) den 

1 Exponenten -- aus den Darcy'schen Versuchen 88) und fand folgende 
v 

Werte: 

fUr durch filr fiir R1ihren f{lr wieder fiir Glas- L1itung ver- asphaltierte fiir neue mit Sinter- gereinigte r1ihren bunde Blei- Schweiss- Gussrohren 
r1ihren eisenrohren absatz R1ihren 

~ = 1,79 " 1,79 
I 

= 182 I = 188 , , =2 I = 1,91 

D. Fitzgerald 34) fand bei einem Durchmesser 4R = 1,22 die 

Form (14) bestatigt, bei Knollenansatz (tuberculated pipe) ~ = 2,02 
v 

und 2,03, nach del' Reinigung = 1,9l. 
A. Flamant 35) empfiehlt fitr den praktischen Gebrauch, niimlich 

fitr alte, abel' nicht stark versinterte Rohl'en, 

(15) J = 0,0;23~ 

zu setzen, womit e1' zu dem Wert v = * zuritckkehrt, den schon 

R. Woltmann 86) aus L. G. d~t Buat's V ersuchen 87) abgeleitet hatte. 

Ingen.- u. Archit.-Ver. 57 (1905), p. 237, bewegt sich /L zwischen 1 und 0,6 und 
nimmt ab, wenn die Tiefe wachst. 

31) Lond. Phil. Trans. 174 (1883), p. 975 = Papers on mechanical and physical 
subjects, Cambridge 1900, 2, p. 64. 

32) Lond. Phil. Trans. 174 (1883), p. 981 = Papers 2, p. 104. 
33) Paris, Mem. pres. par div. say. 15 (1858), p. 152. 
34) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 35 (1896), p. 258; fiir /L = -1r in Formel (14) 

war IX = 90,67 bezw. 58,19. 
35) Ann. d. pouts et chaussees (7) 4- (1892), p. 301 u. 345. 
36) R. nroltmann, Beitl'iige zur hydl'aulischeu Architektur 1, Gottingen 1791, 

p. 165. Auch Wo7tmann berechnete, wie O. Reyno7ds und VOl' letzterem B. de 
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Ubrigens is~ naeh U Masoni S8) fur 4 E > 0,7 del' Druckverlust etwa 
1 Y2 mal so gross als Formel (15) angiebt. Ferner funden klirzlieh 
A. V. Saph und E. H. Schoder 39), dass bei glattester Leibung 

U1,75 
J = 0,000536 -12" + 70/0 (4R) , a - II 

sel und bei starkem Knollenansatze bis zu etwa 
U 1,99 

J = 0,0016 -10 ' 
(4R) ,"a 

wachse 40). 

d') A.bweiehend von den bisher genannten Formeln, tritt in del' von 
Th. Christen41) zunaehst nul' fur Rohl'en und kunstliche Gel'inne auf
gestellten, an vielen Versuchen gepruften Formel neben dem benetzten 
Umfang X odel' del' Querschnittsflaehe Fund einer Rauhigkeitsziffel' k 
auch die Breite B selbstandig auf. Er setzt namlieh, an seine A.nsieht 
libel' die Geschwindigkeitsverteilung (siehe unten Nr. 4:d) anknlipfend, 

(16) u = Yk3 VB-' / i YRJ = ¥k8' YFJ. V . fiB" 

A.nderer A.rt ist die A.bweichung, zul del' sich E.: Siedek 42) ent
schloss. Erwagend, dass in del' Formel (12) von GanguilZet und 
Kutter, wie in allen ahnlichen, die Rauhigkeit selbst an del' nam
lichen Stromstelle mit dem Wasserstande sehwanken kann 48), so dass 
sie sich im vorhinein nul' ungenau schatzen lasst und dass sie bei 
natiirlichen geschiebefuhrenden Flussen, die ihr Bett selbst aus
gestalten, hiernach eine Funktion des Querschnittes sein musse 44), 

St.- Venant, Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 185, die Logarithmen von J und U, 
wobei er zunachst als Mittelwert v = 1,74 fand. 

37) L. G. du Bttat, Principes d'hydraulique, nouv. ed. Paris 1786, 2, p. 6. 
38) Bollet. del collegio degli ingegneri e arch. di Napoli 19 (1901). 
39) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 51 (1903), p. 306. 
40) Fiir den Druckverlust in genieteten und hOlzernen Leitungen VOll 

grossem Durchmesser siehe O. R. Marx, O. B. Wl:ng und L. JJf. Hoskins, Amer. 
Soc. of Civ. Eng. Trans. 40 (1898), p. 493 u. 512, in Schll1uchen J. R. Freeman, 
ebenda 21 (1889), p. 338. 

41) Translation des Wassel's, p. 39; Zeitschr. f. Gewasserkunde 6 (1908/4)' p.181. 
42) Zeitschr. d. os terr. Ingen.- u. Arch.-Ver. 53 (1901), p. 397,409,445u. f. 

Siedek verglich seine Formel mit dem Ergebnis von 537 l\fessungen. 
43) Karg, Wochenblatt f. Baukunde 7 (1885), p. 211 u. 222. Nach dem 

Jahrb. des k. k. hydrogr. Zentral-Bureaus 6 (1808), Donaugebiet, p. 305 gahen 
die Messungen in del' Donau bei Stein im Juni 1898 n = 0,049 und verminclerte 
sich n mit dem Sinken des 'Vassel's, bis es im November nul' mehr 0,081 be
trug. Siehe auch H. Gral,e/ills, Zeitschr. f. Gewiisserkunde 1 (1898), p. 19G. 

44) Diese Uberlegllng kennzeichnet B. Siedek's Allffassung, gegenitber del' 
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stellt el' einen von jedel' Rauhigkeitsziffer befreiten Ausdl'nck auf. 
1m "normalen" Flusse von del' Wasserspiegelbreite B ist nach ihm, 
wcun B> 10 m, 

die Tiefe Tn = -VO,0175B =-O~-125, 

das Gefalle I n = 0,001022 - O,0000222B, 

die Geschwindi2:keit U = Tn ViOOOJ'! 
~ n 2V~' 

wahl'end im gegebenen Fluss 

(17) u _ TJ/lOOOJ + T~,!,n + J~Jn_ + TV1000J . Tn - T 
- 2f!B ,,' /L'(J+Jn) 2W v' 

sei. Riel' sind A', [1-', v' von del' Tiefe T und dem Gefalle J abhangige 
Erfahrungsgrossen, fUr die Siedek eine Tabelle giebt. El' hat diese 

. spateI' geringfugig verandert 45) und seine Fol'meln auch auf natur
liche Gel'inne von 1 bis 10 ill Bl'eite ausgedehnt, ja sogar solche fiir 
kiinstliche Rinnsale aufgestellt, bei welch letztel'en el' abel' von Ein
fuhrung eines von del' Rauhigkeit abhangigen Koeffizienten nicht 
Umgang nehmen konnte 46). 

Anderel'seits war auch Th. Christen47) bestrebt, die Rauhigkeits
ziffel' ful' geschiebefiihrende Flusse fortzuschaffen und hat fur diese 
den Ausdruck 

u = 6,307V~ iVB 
entwickelt. 

4:c. Hilfsmittel fur die Ausrechnung. 13estimmung des Ge
lalies. Zusammenhang von Durch:fluss und Wasserstand. Die An
wendung del' in Nr. 4: b angegebenen Formeln hat flil' Rohre und 
kunstliche Gerinne keil1e weitere Schwierigkeit und wil'd praktisch 
dadurch noch weseutlich erleichtert, dass zm Losung von Aufgaben 
wie z. B. del' ErmiUelung eines Siel- oder Hohrquerschnittes bei ge
gebenem Dnrchfluss Q und Gefiille J, odeI' del' Bestimmung von Q 
bezw. J ans den alldel'en gegebellen Grossen Zahlentabellen bel'echnet 

i:LItercn, die im Ent.faJl eines wechselndcn Koeffizienten nul' das Begniigen mit 
einem }fittch\-ert sah. 

40) R. Sicclck) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Arch.-Ver. 55 (la03), p. aa und 
57 (100,;), p. 61 u. 77. Gegen ihn wendet sich p. 216 J. Hall/auc!.-) welcher 
ebenda p. 2·12 eine eigene Formel aufstellt. 

4G) R. Siede7.-) ebendfL 55 (1903), p. 119 u. 125. 
47) 111. Christen, Translation des Wassel's, p. 61. 



4. Die gleichfOrmige Stromung von Wassel' in Rohren und Wasserlaufen. 341 

Qder graphische Darstellungen gegeben sind (z. B. von A. Frank 48) 

und K. Baumeister 49». 
Schwieriger ist die Anwendung del' Formeln (9) bis (17) bei den 

natiirlichen Lauren, weil bei ihnen das Gefalle J wegen seiner Un
gleichformigkeit schwer festgestellt werden kann. Man erhalt, je 
nachdem man den Hohennnterschied naherer odeI' entfernterer PUllkte 
dnrch deren Entfernung dividiert, ein anderes Geralle J. Nach R. Sie
dek's50) Ansicht hat das Gefalle oberhalb eines Querprofiles mehr 
Einfluss auf dessen mittlere Geschwindigkeit U als das unterhalb, er 
betrachtet daher bei 10 model' noch mehr Spiegelbreite als Gefalle 
J jenes del' Verbindungsgeraden zweier Oberfiachenpunkte, von denen 
der eine zwei Flussbreiten stromauf, del' andere eine Flussbreite strom
ab vom betreffenden Querprofil liegt. 

Bestimmt man auf Grund mehrfaeher Messungen an gleicher 
Stelle die Koeffizienten A., p- und v del' Formel (14), so zeigt sieh, 
dass sie ebenso wie es das n del' Ganguillet-Kutter'sehen Formel tat, 
in Flussen in Folge Veriinderungen des Flussbettes stark weehseln 
konnen; beispielsweise fand sieh in del' Donau 51) 

1897 bei Wien U = 204 RO,39 JO,67 

1898 bei Stein U = 1,37 RO,71JO,09. 

VVahrend einer Messung konnen A, p- und v selbstverstandlich als 
konstant geIten und so ist del' von A. R. HarlachC1· 52) eingefiihrte, an 
Formel (14) anklingende Brauch gereehtfertigt, bei TYassermessungen 
wahrend sehwankenden Wasserstandes die mittlere Geschwindigkeit 
in jeder Lotreehten proportional Il' zu setzen, wobei h die mit del' 
Zeit veranderliehe Tiefe bedeutet, denselben Wert von [t fUr den 
ganzen Flussquersehnitt (oder doeh fur griissere Teile desselben) all
zunehmen und ihn dureh zwei Messullgen del' Gesehwindigkeiten 
(also des Durchlaufes) derselben Lotrechtell bei zwei verschiedellen 
Wasserstanden zu ermitteln 5S). 

48) .A.. Frank, Die Berechnung der Kaniile und Rohrleitungell, i>Hinchen u. 
Leipzig 1886. 

49) Zeitschr. f. Baukunde 7 (1884), col. 11 u. 55. Ein graphisches Ver
fahren giebt K .A.llitsch, Osterr. Wochenschr. f. d. oifentl. Baudienst 11 (1905), p.137. 

50) R. Siedek, Zeitschl'. d. osten'. Ingen.- u. Arch.-Ver. 55 (1903), p. 104. 
51) Jahrh. des k. k. hydrographischen Zentralbureaus G (1898), Donaugebiet, 

p. 308, 311 und 8 (1900), Donaugebiet, p. 303. - 1m Jahre 1900 entsprachen 
die 1\'Iessungen bei Stein Bogar del' FOl'lllel U = 0,0559 RO,S5 J-O,:Jl. 

52) .A.. R. Harlacher, Die l\lessungen an del' Elbe und Donau, Leipzig 1881, 
p. 30. 

53) Beitriige zur Hydrographie Ostel'reichs 4 (lDOO): Hochwasserkatast.rophe 
des Jahres 1899, p. 149. 
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Dies ist indes bei grossen Hohenanderungen des Spiegels nieht 
mehr zulassig. Daher bleibt fur die Feststellung des Zusammenhanges 
zwischen Wasserstand und Durehlauf Q, wenn man grossere Genauigkeit 
erreichen will, niehts ubrig, als mehrfaehe Messungen vorzunehmen 
und auf Grund dieser empirisehe Formeln, die sehr verschieden ge
baut sein konnen, Tabellen oder gezeiehnete Kurven auszuarbeiten. 
Beispielsweise giebt E. Allard 54) fur die Seine in Paris die Formel 
Q = 48 + 209 h + 5,8 h2, worin h den an einem bestimmten Pegel 
gem essen en Wasserstand bedeutet; C. Ritter55) giebt hierfur eine Kurve 
und J. Boussinesq56) empfiehlt allgemein die Form a = a1 (h + b1)% . 
.A.. R. Harlacher 57) fand fur den Wasserstand h an der Elbe bei Tetschen 

Q = 78,09 (h + 1,45)1,953 

und bei hoherem Wasser 

Q = 124,36 (It + 1,45)1,581, 

und ahnliehe Formeln fanden bei der preussischen Elbe Anwendung. 
Nach J. Greve's Messungen 58) waehst an der Weser und einiger ihrer 
Nebenfl.usse die mittlere Geschwindigkeit innerhalb des trapezformigen 
Teiles des Querschnittes langerer gleiehmassiger Streeken naeh dem 
Gesetze U = a'l + b1 h, wo all bl Konstante sind. Ubrigens sind die 
Koeffizienten bei naturlichen Flussen Veranderungen unterworfen, so
dass sieh beispielsweise bei Stein fur die Donau 59) im 

April und Mai 1901 Q = 1331,6 + 7,8 h + 0,01 h2 

Juni bis Dezember 1901 Q = 1279,6 + 7,7 h + 0,01 h2 

fand; der Zusammenhang von Q und h wird besonders dadurch ge
trubt, dass bewegliche Sohlen (also der Umriss) sieh bei 1Ohere11. 
Wasserstanden mit letzteren umgestalten 60). 

54) Ann. d. ponts et chaussees (6) 8 (1884), p. 625. 
55) Ann. d. ponts et chaussees (7) 12 (1896), p.600. Noch andere Angaben 

fur die Seine, Bowie zahlreiche fiir andere Flusse veroffentlichte Bresse, Ann. d. 
ponts et chausseE'S (7) 78 (1897), p. 6. 

56) Eaux courantes, p. 81; siehe auch I. Nazzani, Giorn. del gen. civ. (4) 2 
(1882), p. 321 u. (4) 3 (1883), p. 224 betr. die Tiber. 

57) ..4.. R. Harlacher, Die hydrometrischen Arbeiten in der Elbe bei Tetschen, 
Prag 1883, p. 26 und Die Bestimmung yon Normal-Profilen fUr die Elbe, Magde
burg 1885, p. 83. 

5S) Verhalldl. d. 9. intern. Schiffahrts-Kongresses, Dusseldorf 1902, 1. Abt., 
15. Mitteilung, p. 30. 

59) Jahrb. des k. k. hydrographischen Zentralbureaus 9 (1901), Donaugebiet. 
p. 32S; andere GIeichungen zweiten Grades fUr Donau und Inn siehe daselbst 6 
(1898), p. 308; 8 (1900), p. 300 f.; 9 (1901), p. 326. Daneben benutzt das Zentral
unreau auch Kuryen, z. B. 9 (1901), Draugebiet, p. 102. 

60) Vgl. z. B. Tv. Lochtin, 0 mechanizmie riecznawo rusIa, Kasan 1895. 
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4: d. Die Geschwindigkeitsverteilung tiber den Querschnitt. 
Die praktisch wichtigste Frage, die nach dem Durchflusse, machte, 
weil es yor del' Erfindung und Verbesserung des Woltmann'schen Flii
gels 61) keine gute V orrichtung zum Messen in del' Tiefe gab, schon 
fruhe den Wunsch rege, aus der mittels Schwimmer bestimmbaren 
mittleren OberfHichengeschwindigkeit die mittlere QuerschniUsgeschwin
digkeit U berechnen zu konnen, also die Verteilung del' Geschwindig
keiten uber den Querschnitt zu erfahren. Hierzu kam das wissen
schaftliche Interesse uberhaupt, und spater die N otwendigkeit, eine 
Grundlage fiir die Beantwortung mancher bei der ungleichformigen 
Hewegung auftauchenden Fragen zu gewinnen. Die fruheren diesbe
zuglichen Versuche 62) sind durch die heute noch massgebenden von 
H. Darcy und H. Bazin iiberholt. Von ihren Ergebnissen seien, schon 
wegen der Bestatigung, die die Theorie J. Boussinesq's durch Sle er
fahrt, hier zwei mitgeteilt 68). 

.. _---------------)---

Fig. 1. Fig. 2. 

Zunachst nimmt nach Bazin 
in breiten rechteckigen Kanalen 
(Fig. 1 ) (bei denen der Profilradius 
R gleich der Tiefe wird) die in den 
Tiefen z herrschende Geschwin
digkeit 1~ (in allen Lotrechten 
nahezu gleich) vom Maximal
wert U max an del' Oberflache 
bis z~m Wert Uo an del' Sohle nach del' parabolischen F ormel 

(18) u = U max - 20 -V Jli f. 
abo Wei tel' gilt fur halbkreisformige oft'ene (oder kreisformige ge
schlossene) Gerinne vom Radius r (Fig. 2) die Beziehung 

(19) 

sodass die Geschwindigkeit yom Maximalwert in der Mitte nach dem 
Rande III einer kubischen Parabel bis zu Uo abnimmt. Ubrigens 

61) R. Woltmann, Theorie und Gebrauch des hydrometrischen Fliigels, Ham
burg 1790; 2. AuH. 1832. Beziigl. der Verbesserungen siehe etwa J. Schlichting 
1m Handbuch der Ingenieurwissenschaften 3, 1. Abt., 1. HaUte, H. AuH. 1892, p. 149. 

62) Vgl. die Lehrbiicher, u. a. Th. Christen, Translation des "Vassel's, p. 81. 
Dieser setzt 1t: Umax = (h - Z)B : hB bezw. = (1' - r)B : r B. 

63) Paris, rrfem. pres. par div. sav. 19 (1865), p. 230, 242. Fiir praktische 
Anwendungen, bei den en man es nicht mit unendlich breiten Betten zu thun 
hat, empfiehlt Bazin p. 237 iibrigens U,ua.x = U + 14 YRJ zu setzell; vgl. 
Fussn. 92. 
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zeigten neuere Messungen Bazin's64) in einem 0,8 m weiten glatten 

Zementrohr (dessen Reibungskoeffizient c = 0 0~29 war) Abweichungen 
von del' kubischen Parabel, welche ihn zu d~r Formel 

(20) 
fiihrten. 

u = u - 29 5V r . J. {1 - -V 1 - ° 95 (~)2lJ 
max , 2 _ ' l' 

Gleichwohl diirfen auch diese Bazin'schen Formeln filr die Ge
schwindigkeitsverteilung, besonders bei natiirlichen Wasserlaufen, nur 
als naherungsweise giiltig angesehen werden, einerseits weil sie ein 
Gleiten am Umfange annehmen (u'o =F 0), ein solches aber nach den 
Versuchen von JJL Couette 65) und anderen nicht sta€tfindet, anderer
seits, weil, wie schon L. Ximenes 66) wusste und u. a. auch B. Bazin 6'1) 
bemerkte, die grosste Geschwindigkeit meist unter del' Oberflache 
auftritt. 

Diese Verlegung des Maximums kann nicht immer von den Seiten
wanden herriihren (die bei Aufstellung der Formeln unberiicksichtigt 
bleiben). Denn A. A. Humphreys und H. L. Abbot 68) fanden bei 1 bis 
1,5 km Flussbreite - im Missisippi - die grosste Geschwindigkeit 
in der Tiefe, z = 0,317 hi und wenn auch die Einwirkung des Was
sers auf die Verbindungsschuur del' von ihnen benutzten Doppel
schwimmer ihre Ergebnisse fehlerhaft gestaltet haben diirfte 69), so 
konnte dies doch nicht das Maximum unter die Oberflache bringen, 
wenn es tatsachlich in ihr aufgetreten ware. 

Zur Erklarung del' Erscheinung ist vielfach an den Luftwider
stand gedacht worden, aber - wenn der Wind auch nicht ohne Ein
fluss ist - mit Unrecht, denn sie zeigt sich auch bei stromab wehen-

64) Paris, Mem. pres. par diY, say. 32 (1902), Nr. 6, p. 4, 15, 17. 
65) M. COltette, These Paris 1890, p. 62 = Ann. phys. chim. (6) 21 (1890), 

1). 491, siehe auch Fussn. 83 u. unten Nr. 13. 
66) L. Ximenes, Nuove sperienze idrauliche, Siena 1780, p. 242. 
67) Paris, Mem. pres. par div. say. 19 (1865), p. 24. Ubrigens bleibt bei 

der Verlegung des Maximums das Verhaltnis desselben zur mittleren Geschwin
digkeit, also ~'m.x : U ungeiindert (vgl. H. Bazin, Ann. d. ponts et chanssees (5) 
10 (1875), p. 309 f.). 

68) A. A. Hmnpl!l"eys and H. L. Abbot, Report upon the physics and hydrau
lics of the Missisippi River, Philadelphia 1861; deutsche Bearbeitung von 
H. Grebena16 u. d. T. TheOl·ie der Bewegung des'Vassers in Fliissen und Kaniilen, 
lIliinchen 1867. 1m Parana und Uruguay ware nnch J. J. Bevy, Hydraulics of 
great rivers, London 1874, p. 116 allerdings die Geschwiniligkeitskurye eine Ge
rade und die grosste Geschwindigkeit an der Oberfliiche, aber Revy vereinigte 
iu verschiedenen Lotrechten vorgenommene lIIessungen zu einer Linie. 

69) Vgl. H. Bazin, Ann. des pouts et chaussees (6) 7 (1884), p. 554 f. 
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dem Win de. G. van der JJ£ensbrugglw70) sieht die Ursache in der 
Spannung der OberfHichenhaut, welch' letztere iiberdies der Ver
dunstung ausgesetzt sei, sodass immer neue Teilchen von ihr aufge
nommen werden mussen, welche dabei ihre kinetische Energie in 
potentielle umwandeln. Die Abnahme der Geschwindigkeit in der 
Nahe der Oberflache durfte jedoch daher kommen, dass Wirbel odeI' 
Spiralbewegungen um wagrechte Axen Teilchen von geringer Ge
schwindigkeit yon der Sohle zur Oberflache bringen 71). In der That 
beD bachtete J. B. Francis 72), dass Kalkmilch, die er nahe an der Sohle 
ins Wasser gespritzt hatte, nach Zuriicklegung einer der 10- bis 30fachen 
Tiefe gleichen Strecke an der Oberflache erschien. F P. Stearn8 
und M. Moller 78) nehmen speziell an, dass das Wasser in jeder Fluss
halfte llings des Dfers emporsteigt, sich dann der Mitte nahert, hier 
abwarts taucht und an der Sohle znm Ufer zuriickkehrt. Das Trei
ben schwimmender Gegenstande gegen den Stromstrich hin und die 
Bildung einer tiefen Stromrinne unter letzterem spricht fiir diese An
schauung 74). Nach C. Ellet's Mitteilungen 75), dass auf dem Ohio bei 
fallendem Wasser die Boote von selbst im Stromstrich bleiben, wah
rend sie bei steigendem abdriften wollen, wiirde auch die Veranderung 
des Wasserstandes den 
V organg beeinflussen. Es 
bleibe dahingestellt, ob 
oder wann die Doppel
spirale bewirken musste, 
dass die Geschwindigkeit 
an zwel Querschnitts-

Fig. 3. 

punkten Maxima aufweise. Thatsachlich liegt, wenn die Sohle nicht 
mehrere Tiefpnnkte besitzt, von den t~mnx der lotrechten Punktreihen, 
m welchen man bei praktischen Messungen die t~ zu ermitteln pflegt, 

70) G. van der :iYlensbrugghe, Compte rendu du 4mc Congres Bcientifique 
international des catholiques 1897, Fribourg 181l8. 

71) J. Thomson, Land. Roy. Soc. Proc. 28 (1878/9), p. 120. Siehe auch 
R. Hartmann, Zur Kenntnis der Wirbelhewegung, Zeitschr. f. Gewiisserkunde I) 

(1903), p. 106. 
72) J. B. Francis, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 7 (1878), p. 11iJ. 
73) Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 331. F. P. Stearns beobachtete, 

dass der Spiegel in einem Gerinne bis auf beide Uferstreifen Luftblasen trug. 
lII. JJi6lle1·, Zeitschr. f. Bauwesen 33 (1883), col. 201. 

74) In Kurven bewegt sich das Wasser nach Boussinesq in einer eillzigen 
Spirale (s. un ten Anhang, p. 467). 

75) C. Ellet jun., The l\Iissisippi ·and Ohio rivers etc., Philadelphia 1853, 

p. 303. 
Encyklol'. d. math. 'Yi.sensch. IV 2. 2-1 
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das gr1isste gewohnlich am tiefsten und unter dem Stomstrich. Gegen 
die Ufer hin riicken die ~tm= a,lso bOher, und in del' Ufernahe wachst 
die Geschwindigkeit von der Sohle gegen den Spiegel, ohne ein Maxi
mum im mathematischen Sinn zu bieten. Die Verbindungslinien der 
Punkte gleicher Geschwindigkeit schliessen sich, wenn auch roh, dem 
U mriss an (vgl. Fig. 3). Zahlreiche Veroffentlichungen dieser sog. Iso
tachen liegen vor 76). 

4e. Die Pulsationen. In Nr. 4d war von bestimmten Geschwin
digkeiten u fiir die einzelnen Stellen des Quel'schnitts die Rede. That
sachlich ist jedoch die Geschwindigkeit an jedem einzelnen Quer

schnittspunkteeinemfortgesetzten raschen Wechsel 
~ • .2 ~ unterworfen, sodass die u nul' Mittelwerte liber 

die Zeit darstellen. Das Hin- und Herwirbeln 

Z.3~ 

Atv... ____ //J\ 1\ r 
1'3. V' "j ----:-----\j~-tr-

o~ 
Fig. 4. 

der Massen, welches irn wesentlichen die Reibung 
veranlasst, giebt sich durch ein Pulsieren des 
Vil assers zu erkennen. Dieses ist in derselben 
Lotrechten an der Oberflache am geringsten, nahe 
an del' Sohle am starksten, wiichst bei gleicher 
Tiefevom Stromstrich gegendie Ufel" hin und nimmt 
in einem und demselben Querschnitt mit zunehmen
der Geschwindigkeit ab 77) (vgl. Fig.4). H.Bazin 78) 
fand uberdies, dass die Rauhigkeit die Pulsation 
steigert. Er leitete aus seinen Versuchen ferner ab, 
dass die Schwankung des Spiegels einer Darcy'schen 
Rohre sich in offen en Gerinnen proportional mit 

76) Z. B. bei .A.. R. Harlacher, Beitriige zur Hydrographie Bohmens, 1. Lief., 
Prag 1872 (Elbe); Ders:, Die hydrometrischen Arbeiten in der Elbe bei Tetschen, 
Prag 1883; Ders., Die Messungen in der Elbe und Donau, Leipzig 1881; H. Gre
benau, Internationale Rheinstrommessung, Miinchen 1873; 1II. Honsell, Del' Boden
see und die Tieferlegung seiner Hochwasserstiinde, Stuttgart 1879 (Rhein); 
W Plenkner, Dber die Bewegung des Wassers in natiirlichen Wasserlaufen, 
Leipzig 1879 (Eger); J. v. Wagner, Hydrologische Untersuchungen, Braunschweig 
1881 (Elbe u. Weser); Weyrich, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 28 
(1882), col. 347 (Elbe); L Nazzani, Giol1l. del genio civ. (4) 2 (1882), p. 139, 229, 
293 (Tiber); J. Schmid, Hydrologische Untersuchungen im Konigreich Bayern, 
1884 (Inn); F. Frese, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 31 (1887), p. 599 (Leine); 
Beitritge zur Hydrographie Osterreichs 3. Heft 1897 (Dollalt u. Donallkanal); 
H. Bazin, Paris, lIIem_ pres. par div. sav.l!! (1865), p. 182 (geschlosscilc und off(me 
"eclltecldge, sowie offene d'reieckige, trapez(6rmige und verzvandte Gerinne, Halb
rolmn); R. E. Horton, Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 46 (1901), p. 83 (Strassen
siele); F. P. Stearns, ebenda 12 (1883), p. 324 (gemauertes Gerinne). 

77) Beit.ritge zur Hydrographie Usterreichs 3. Heft (1897), p. 68; A. R. Har-
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('::'C'.":'.u U + 0,3 ~tmn':rf It) U, 

ill geschlossenen Leitungen proportional mit 

(Urnnx U- U + Urnnxu - ~t) U 

von Punkt zu Punkt desselben Querschnitts andere. Zugleich nimmt 
er an, dass, wenn die Geschwindigkeit an einem Punkte zwischen 
u1 und u2 spielt, die Spiegelschwankung in del' Darcy-Rohre dem 
Produkt U (ul - u2) proportional sei. 

4 f. Der Boussinesq'sche Ansatz fiir die Reibung. Das Pul
sieren und die von H. Bazin ,beobachtete Geschwindigkeitsverteilung 
iiber den Querschnitt bei gleichformiger Bewegung fiihrten J. Boussi
nesq zu einer Theorie 79), die in ihren Grundzugen bereits bei A. E. H. 
Love (IV 15, Nr. 17) angedeutet ist. J. Boussinesq entwickelt die Vor
stellung, dass die Stromungsgeschwindigkeit das Mittel aus sich fort
wahrend andernden Pulsgeschwinc1igkeiten sei; er nimmt an, dass die 
Navier'schen GIeichungen (vgl. IV 15, Nr. 13, A. E. H. Love) nahe
rungsweise verwendbar sind, falls man nul' an Stelle eines allenthalben 
gleichen, einen veranderlichen Reibungskoeffizienten Ii annimmt, del' 
bedeutenc1 den inneren Reibungskoeffizienten del' laminaren Bewegung, 
wie sie in Haarrohrchen VOl' sich geht, iibertrifft. Diese versttirkte 
Reibung wil'd durch ein fortwahrendes Durcheinandel'mischen der 
Fliissigkeit, also ein Ausbuschen del' Geschwindigkeiten bewirkt 
(ahnlich wie die Gasreibung nach del' kinetischen Gastheol'ie) 80). 
Daher giebt dann E das Mnass del' an del' betreffenden Stelle herr
schenden, von Stelle zu Stelle sich undernden "Turbulenz". Uber die 
Grosse del' Turbulenz lassen sich nun ge]"[lde aus den Bazin'schen 
Versuchen Schliisse ziehen, fiir die andererseits auch von vorneherein 
eine gewisse Wahrscheinlichkeit spricht 81). 

lacher, Die Messungen in der Elbe und Donau, Leipzig 1881, p. 14; F. Frese, 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 31 (1887), p. 508. 

78) H. Bazin, Ann. des pants et chaussees (6) 14 (1887), p. 195. 
79) Essai sur la theorie des eaux cOllrantes; Paris, Mem. pres. par div. sav. 

23 (1877) mit Nachtrag 24 (1877) und Theorie de l'ecQulement, Paris 1897. 
80) V gl. die Kritik des BOllssinesq'schen Ansutzes bei H. A. Lorentz, Ver

slagen del' Acad. d. Wetenschappen te Amsterdam G (18U7), p. 35; und in dem 
Aufsatze von H. Hahn, G. Herglotz u. I{' Schu;arzschild, Uber das Striimen des 
Wassers in Rohren und KaniUen, Zeitschr. ~Iath. Phys. 51 (HID!), p. 411 if. 

81) J. Boussinesq nimmt in der Darstcllung seinen Ausgangspunkt nicht 
von den H. Bazi-n'schen Versuchen, sondem wiihlt den ,Veg iiber die plausiblen 
Annahmen, indem er zeigt, dass sic zu Resultaten fiihren, die mit den 

24* 
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Beschrankt man sich auf die beiden Grenzfalle eines sehr breiten 
oft'enen Kastengerinnes von del' Tiefe It und einer kreisfOrmigen R5hre 
oder auch halben R5hl·e vom Radius r - zwischen denen alle anderen 
in der Praxis vorkommenden Falle eingeschlossen werden k5nnen -
so ist das Resultat del' Uberlegungen 82): 

Fur sehr breite rechteckige Gerinne ist die Turbulenz gleich dem 
Produkt aus der Tiefe des Kanals, del' Quadratwurzel aus einem 
Rauhigkeitskoeffizienten B und der R.andgeschwindigkeit uo, 83) sodass 

(21) 

wo wieder r = Qg das Eigengewicht lInd K eine von der Rauhigkeit 
der Wand unabhangige individuelle Konstante des Wassers ist. 

Fur Im'eis{drmige Bohren ist die entsprechende Formel: 

(22) 

wo hier der Faktor .E.- hinzutritt, um das Anwachsen der Turbulenz 
r 

nach del' Mitte in Recbnung zu bringen 84). 

Bazin'schen Versuchen iibereinstimmen. H. Hahn, G. Herglotz u. K. Schwm·z
schild dagegen haben die Boussinesq'sche Theorie - zunachst nur fiir die gleich-
formige Bewegung - in der ersteren Weise dargestellt. . 

82) Vgl. insb. auch BOttssinesq, TMorie 1, p. 49, die "dernieres r6flexions 
touchallt l'agitation tourbillonniare et les lois du frottement interieur". 

8il) Eine solche muss man trotz der entgegenstehenden Versuche annehmen. 
Es ist diese Annahme bis zu einem gewissen Grade durch den Umstand be
rechtigt, dass die Geschwindigkeit vom Rand aus in einer kurzen Strecke auf 
einen bekiichtlichel1 Wert ansteigt. Vgl. M. OOttette, These Paris 1890, p. 80 = 

Ann. chim. phys. (6) 21 (1890), p. ,,08. Hiermit steht auch H. S. Hele-Shaw's 
Ansicht im Einklang, der aus gewissel1 Beo bachtungen schloss I dass hart an 
den WiLnden die Bewegung eine laminare sei, vgl. Experiments on the nature 
of the surface resistance in pipes and on ships, Inst. of Naval Architects, Trans. 
39 (1897), p. 145, 155 u. Investigations of the nature of surface resistance of 
water on stream line motion under cel-tain experimental conditions, ebd. 40 (1898), 
p. 21 u. 45. Siehe auch unten p. 448. 

84) Dber die Schwierigkeit, dass E fUr r = 0 unendlich wird, vgl. J. BOllssinesq, 
1· 

TMone 1, p. 20. Man umgeht sie durch Einfiihrung einer Funktion von -
r 

neben ~, die fUr r = 0 endlich bleibt. 
r 

E= 

r VB r - B·-tt K 2 0 

: + 1jJ (:) 
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Hierzu kommt als Annahme 
fiber die iiussere Beibung 
(23) 

Unterdiesen Voraussetzungen 
el'geben sich nun in del' Tat fur 
die gleichf6rmige Bewegung bei 
schwacher Neigung des Gerinnes 
odeI' Rohres aus del' einzig in 
Betracht kommenden Gleichung: 

rJu 'E; du + dE; <n: dz ) rt::r: !' (Tz dz ;/' -

---E: au dx 
Tz 

Fig. 5. 

(24) 0 = X _ ~ op + ~.!(cOU) 
(! ox (! OZ OZ 

und den Randbedingul1gen: 

OU 
E OZ = -Fe an den festen vVanden, 

~: = 0 und p = const. an del' freien Oberflache (wo z = 0 sei), 

die von den Experimenten her bekannten Formeln. Fuhrt man nam
lich als x-Axe die Gerinne-Mittellinie (odeI' die Rohraxe) ein, so wird 
beispielsweise aus Gl. (24) unter Einfiihrul1g del' Werte von c fiir das 
rechteckige Gerinne: 

welche Gleichung zwischen den Grenzen 0, z nach dz integriert, 

JIB Oft E OU O=-Jz--u ·h·-=-Jz---,-----K 0 OZ (! 9 oz (25) 

giebt. Fur z = h giebt die letzte Gleichung Jh = Btto2 ; wird hieraus 
J in Gl. (25) eingesetzt und dann zwischen h und z integriert, so folgt 

tt VB ( Z!) -=l+K-- 1-.· 
U o 2 h-

Ahnlich lassen sich fiir das Verhaltnis ttr;x u. s. w., ferner fiir R6hren, 

die in folgender Tabelle zusammengestellten Gleichungell ableite1l 85): 

(26 a) 

(26b) 

fiir Kastengerinne 

~ = 1 + KVB (1 _ ~':) 
U o 2 Iv ' 

1 J( 
C=VB+S' 

fii1' Bohren wuZ Halbrohren 

~ = 1+ ~K-VB .(1-~-) 
110 3 1'5 , 

c=~_+2K 
VB 5' 

85) J. BOllssinesq, Theorie 1, p. 33, 34. 
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(26 c) 

(26 d) 
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fiilr Kastengerinne 
Umax-U If Zi 

C'-U--=2"' h!' 

U m .'" = 1 + K~ 
U 6 c' 

fUr Bohren und Halbrohren 

C • U max - U = ~ (K r S
) 

U 3 r 8 , 

Umax = 1 + 4K ~.86) 
U 15 c 

Von dies en Gleichungen stimmt (26c) mit den in Nr. 4d gege
benen Bazin'schen. Die Konstante K lasst sich nach ihr aus der be
obachteten Geschwindigkeitsverteilung berechnen. Auf diesem Wege 
fand J. Boussinesq K fur Wasser gleieh 44,55 mIl. see- 1.8'1) B wird 
dann fur c = 50 m'!. sec- 1 (welcher Wert mit dem von Eytelwein fur 
Flusse angegebenen nahezu ubereinstimmt) = 0,00081 m- 1 see2• 88) 
Boussinesq prufte aueh, ob naeh Bazin's Versuchen die c del' Gleichungen 

U = cYIiJ fur rechteckige und halbkreisformige, gleich rauhe Ge
rinne, tatsachlich verschieden sind. Das ist del' Fall, doch zeigte 

sich del' Unterschied nicht nul' = 2:: - : = ~ = 3 m'/• sec-I, wie 
es nach den Gleichungen(26b) sein sollte, sondern etwa =5mI/.sec-l.89) 

Auch den neuesten Messungen von H. Bazin uber die Geschwin
digkeitsverteilung in Rohren (vgl. N r. 4 d) hat Boussinesq 90) seine 
Theorie angepasst und durch hOhere Approximation hier K = 48,6 mIl. 
sec- 1 und 

(27) 

gefunden 91). Hieraus folgt bei einer Rauhigkeit, die bei breiten Ge

rinnen durch b = ~ = 0,0004 m- 1 sec2 gekennzeichnet ware, fur c 
diese bezw. Halbrohren und Rohren: 

U 

1
- = 0,86 bezw. = 0,81, 

(28) um ." 

U 
_L = 0,58 " = 0,50. 
U max 

86) Nach GI. (26 d) nimmt _!L mit wachsender Rauhigkeit abo Dies ist fUr 
Umo.% 

Strome U. a. ,on J. Greve, Neullter intern. Schiffahrtskongress, Diisseldorf 1902, 
1. Abt. 15. J.\Iitt., p. 31 bestatigt worden. Y gl. auch H. Bazin., Ann. des ponts 
et chaussees (5) 10 (1875), p. 309 f. 

87) V gl. J. BOllssinesq, TMorie 1, p. 35. 
88) Vgl. J. BOllssinesq, Ell.UX courantes, p. 86. 
89) Theorie 1, p. 35. 
00) TheOl'ie 1, p. 40. 
!J1) Ebellda, p. 46; vgl. auch die Daten "on J. R. Freeman unten p. 352. 
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In glatten R6hren ist -~ grosser als in rauhen und wurde von 
U mnx 

H. Bazin in seinem Zementrohr gleich 0,856, von G. S. Williams, 
O. W. Hubbell und G. H. FenkeU in Gusseisenstrangen gleich 0,84 ge
funden 92). 

5. Die stationare (von der Zeit unabhangige) Stromung, insbesondere 
in Wasserlliufen mit freiem Spiegel. 

5 a. Stationare Stromung als Ubergang zu gleichiormiger Be
wegung in Leitungen. Bei del' stationaren Bewegung ist del' Ge
schwindigkeitszustand immer noch unabhangig von del' Zeit, andert sich 
abel' von Ort zu Ort. Auf eine so]che Bewegungsart ist man bis Val' 
kurzem fast nm bei o:ffenen W asserl1iufen 93) eingegangen, bei welchen 
die Frage, welchen Spiegel sie unter gegebenen Bedingungen annehmen, 
grosse praktische Wichtigkeit hat und seit J. B. Belanger zu einem 
del' Ausgangspunkte del' wissenschaftlichen Hydraulik geworden ist. 
Auch die verwandte Frage nach dem Eintritt und Aufh6rell del' 
gleichfol'migen Bewegung wurde zunachst nur bei o:ffenen Laufen be
handelt, bis J. BOtlSsinesq94) sie auch auf geschlossene Leitungen aus
dehnte, nachdem H. Bazin 95) an einem 80 m langen Zementrohr ein
schlagige Versuche angestellt hatte. Von diesen Entwickelungen 
BO~fssinesq's96) weI' de nUl" kurz mitgeteilt, dass nach ihm von del' 
Stelle an, in welcher die am Eintritt in eine Rohre eingeschni.trte 
Stromung bereits wieder den ganzen Querschnitt ausfiillt, noch eine 
Strecke von 30 Durchmessern und in kastenformigen geschlossenen 
breiten Gerinnen von del' Hohe 2 h noch eine Strecke von 72 h zur 
Herstellung einer merklichen Gleichformigkeit del' Bewegung erforder
lich ist. 

Dass abel' auch beim Austl'itt aus einem Rohl'e eine Anderung 
in del' Geschwindigkeitsverteilung el'folgt, zeigt ein Vergleich del' 
Bazin'schen Messungen mit denen, die J. R. Freeman in den Mittel
punktsabstanden 1· in einem Strahl vornahm, del' aus einem 21' weiten 
Mundstiick eines Feuerwehrstrahlrohres austrat 9i). V g1. die folgende 

92) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 47 (1902), p. 34, 64, 182. 
93) Stationl:re Bewegung lJei wechselndem Hohrquersclmitt findet in koni-

schen Rohrteilen statt; sie gelangt in Nr. 7 b zur Besprechung. 
(4) J. BOllssinesq, 'l.'hBorie 2. 
(5) H. Bazin, :1.Iem. pres. par div. say. 32 (1902), Nr. G, p. 14. 
96) V gl. J. BOHssinesq, Theorie 2, p. (i-! u. 70. 
(7) H. Bazin, Paris :;\fem. pres. par eli .. say. 32 (1902), Nr. 6, p. 24 nnd 

J. R. Freeman, Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 21 (1889), p. ·1011. 
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Tabelle, in die fiir verschiedenes ; die gemessenen Werte flir Umnxu U 

nach del' Formel (20) (Bazin) und J. R. Freeman eingetragen sind. 

~ = 0,174 0,522 0,783 0,904 0,974 0,991 

'Umnx.;;U (Bazin) = 0,009 0,087 0,221 0,329 0,429 0,463 

" (Freeman) = 0,024 0,109 0,221 0,307 0,429 0,477 

5 b. Die Grundgleichung fur die stationare Stromung. In der 
Praxis kann man meist die lebendigen KrlHte vernachHissigen und mit 
geniigender Genauigkeit zur Kenntnis des Spiegels (Staulctwve) gelangen, 
wenn allenthalben del' Umriss des mehr odeI' weniger hoch ausflillbaren 
Bettes und an einer Stelle (z. B. oberhalb eines Stauwehres) die Hohe 
des Wasserspiegel gegeben ist. Man bestimmt namlich nach einer 
del' Formeln fiir gleichformige Bewegung - z. B. del' Clufzy's - zu
nachst· das Gefa11e J del' untersten Strecke, kenl1t daun annahernd 
den durchflossenen Querschnitt del' strom auf folgenden, sucht J fur 
letztere, und fahrt auf diese Weise fort. Bei Senkungskurven muss 
man in ahnlicher Weise weiterschreiten. Bei unveranderlichem Sohlen
gefalle und zylindrischem Bett fiihrt dieses Verfahren auf eine Diffe
rentialgleichung, die sich unter Umstanden losen Hisst 98). 

Die grundlegenden, die lebendigen Krafte beriicksichtigenden 
Gleichungen fiir die stationare Bewegnng haben unter del' Annahme, 
dass sie nicht zu sehr von del' gleicbformigen Bewegung abweicht 
(mouvement permanent gradttellement varirf), von dem Bern01llli'schen 
Theorem ausgehend, zuerst J. B. Belanger 99), P. Vauthier 100) und 
G. Coriolis lOl) aufgestellt 102). Die von P. Vauthier etwas modifizierte 
Belanger'sche Gleichnng l03) lautet: 

98) Elir Betten von grosser Breite geben J. Dnpnit, Etudes sur Ie Illouve
ment des eaux, Paris 1863, p. 87 u. 297, und 111. Riihlmann, Hydromechanik, 
2. Auti., Hannover 1880, p. 483, f'iir Gerinne VOll l)<l.rabolischem Umriss G. Tolk
mitt im Handbuch der Ingen.-Wiss. 3: Wasserbau 1. A bt., 1. Hiilfte, 3. Auf!.. 
(1892), p. 234 (s It. vVochenbl. f. Arch. u. Ing. 3 (1881), p. 98, 106, 14) Tabellen 
zur Herechnung del' St,mln1l've. 

99) J. B. Belanger, Essai sur 1a solution de quelques problemes relatifs au 
mouyement permanent des eaux courantes, Paris 1828, p. 10 u. 2-1. 

100) Ann. d. ponts et cham sees 1836, 2. sem., p. 362 f. 
101) Ann. d. ponts et chaus~ees 183(1, 1. sem., p. 314 f. 
102) Vgl. zur Geschichte des Problems B. de St.- Venant, De3 diverses ma

nieres de poser les equations du mouvement varie des eaux courantes, Ann. d. 
ponts et chaussees (6) 13 (1887), p. 148 f. 

103) Bei unregelruii..s,igem Bett kann auf Grund diesel" Gleichung ahnlich 
wie oben auf Grund del' de CMzy's schlittweise vorgegangen ,,-erden. 
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(29) 

sie ergiebt sich sofort fur ex = 1 aus der auf das Hingenelement ds 
angewandten Gleichung (4). Goriolis 104) fiihrte zuerst in das Glied 

:s ~2 den Koeffizienten ex ein, der dadurch begriindet ist, dass die 

Geschwindigkeiten nicht gleichformig iiber den Querschnitt verteilt 
sind. Diesel' Koeffizient wurde von Coriolis auf Grund zweier ver
schiedener Annahmen iiber die Geschwindigkeitsverteilung zu 1,16 oder 
1,47 berechnet, von P. Vauthier aber weit kleiner geschatzt105). In-

dem die genannten Autoren dann weiter ;~ =! setzten, vernach

Hissigten sie die Anderung, welche die Umfangsreibung dadurch er
fahrt, dass die Geschwindigkeit anders als bei gleichformiger Bewegung 
iiber den Querschnitt verteilt ist. Diese Anderung hat erst J. Boussinesq 
mit Hiilfe seines Ansatzes der turbulent en Erscheinungen zu beriick
sichtigen verstanden (vgl. unten Nr. 5 e). 

Aus Vauthier's Gleichung leitet M. Rother 106) 

(30) ~; = (1 _ ~: . ~~) : (1 _ C~i~8) 

ab (hierin ist i das Sohlengefalle, X der benetzte Umfang, z die absolute 
Rohe des Spiegels, y dessen Rohe {ther der Sohle) und geht strecken-

weise vor, indem e1' den Bruch eli. ~F durch Mittelwerte ersetzt. 
9X uy 

5 c. Integration der Staugleichung fiir einen rechteckigen Kanal 
(einfache Stautheorie). Die Integration 107) der einfachen Staugleichung: 

104) Die Notwendigkeit eines solchen a: erkannten ubrigens schon G. V. 
Ponce let und J. A. Lesbros, Paris Mem. pres. par div. sav. 3 (1832), p. 407. 

105) iJber die neueren Werte H. Bazin's siehe oben Nr. 4d und 5a. 
106) M. Rothel', Zeitschr. f. Gewasserk. 2 (1899), p. 274, 337. 
107) iJber ein Nliherungsverfahren zur Losung von Gl. (29) bei zylindrischem 

Bett, bei dem del' Querschnitt und bei gegebenem Q Bonach fiuch U nur yon der 
Wassertiefe h abhiingt, sodass man nach Gl. (9) das Geflille J zwischen je zwei 
benachbarten h genugend genau ausrechnen kann, siehe G. Tolkmitt im Handb. 
d. Ingenieurwissensch. 3, 1. Abt., 1. HiiJfte, 3. Aufl., Leipzig 1892, p. 2115. Bei 
nicht zylinc1rischen Betten gebt.A. Fliegner, Schweiz. Bauzeitung 42 (1903), p. 89 
nicht uniihnlich vor. Eine Ausbildung des Verfahrens durch H. TTTalter hat 
J. Hermanek als unrichtig nachgewiesen, Zeitschr. f. Gewiisserk. 5 (1903/4,), p.92; 
6 (1904/5), p.186. Fur trapezformige Querschnitte verschiedenster SeitenbOschung 
hat B. de St- Venant, Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 294 Tabellen berechnet, 
welche fUr das Verhliltnis y: 710 die Erhebung y zur ursprunglichen Tiefe 110 das 
zngehorige is: 710 angeben, wobei i das SohlengefiiUe unci s die Liingenabstiinde 
vom Punkte bedeutet, in welchem y = 371 ist. 
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(31) 
b d U2 

J=-U2+ a--R ds2g 

~., "! ~ fiir Kanale von rechtec7cigem Querschnitt 1: , I. leistete bereits J. Dupuit (allerdings fiir 
; ~ :' IX = 1).108) Die Sohle besitze ein gleich-
'.".":::, .. ''''"'' .• ~ .. >!'~""\,,...,..,.~'''_~ massiges Gefiille i, der Kanal durchweg 

Fig. 6. die Lichtweite l, und del' urspriingliche 
.A.bstand ho zwischen Spiegel und Sohle 

werde durch den Stau auf ho + 'Y vergrossert (Fig. 6). Eine Diffel'ential
gleichung fiir 'Y folgt nun leicht, wenn man beachtet, dass 

1 I + 2 (ho + y) 
R l(ho + y) 

ist, dass der Dul'chfluss Q konstant bleibt und dass fiir die gleich
formige Bewegung 

RJ • F2 = Q2 = z· ko . i· Z2ho 2 

b b (1 + 2ho) , 
also 

U2 I . 110 • i 12 ho 2 lho 3 • i 
= b (I + 2ho)'P (ho + y)~ = b (I + 2ho) (ho + y)2 

sein muss. Da J = i - ~~, wenn s die Kanallange bezeichnet, so 

wu·d Gleichung (31) zu 

(32) . dy 1+ 2 (110 + y) ho"i lho"i dy 
~ - ds = (ho + y)" • 1+ 2ho - a gb (I + 2ho) (710 + y)3 . ds . 

Das Integral diesel' Gleichung ist, wenn zur .A.bkiirzung 
ai I I 

m = 1 - gb . 1+ 2ho und 3n = 2 + i---F-2h~ 
gesetzt wird, bei entsprechender Wahl des .An£angspunktes der s 

(33) ' +7 + 1Ioml t y2 
. zs = Y ~o 6n ogna y'+ 3hoY + 3ho'n 

710 (6 - 6n - :) ( '1t 2y + 3ho } 
-~=;===:=7- - - - arc to' . 

'j/3(4n- 3) \2 0 710 'j/3(4n - 3) 

Fiir sehr breite Gerinne, also l = co, erhiilt man aus (33) bei 
Verschiebung des Anfangspunktes die Gleichung von J. J. Ch. Bresse 109): 

108) Vgl. auch die Lehrbiicher, z. B. A. Flamant, Hydraulique, p. 250 und 
U.lIIasoni, Idraulica, p. 488. J. Boussinesrz, Eaux courantes, p. 112 - siehe auch 
unten Gl. (50) - hat statt dieses Koeffizienten a einen andel'll a' = 1,11, del' zwar 
seiner Begriindung, aber fast gar nicht seinem Werte nach von dem a von 
CorioUs abweicht. 

109) J. J. Ch. B-resse, Cours de mecaniqne appliquee, 2. partie: Hydraulique, 
Paris 1860, p. 221 (Bresse setzt hier 0: = 1). V gl. die beiden Figuren 7 und 8, in 
welchen 
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(34) _i!_ = ~ _ (1 _ CLi) {~10 nat h'+ hho + ho ' 
ho ho g b 6 g (h - ho)' 

wo h = ho + y die Wassertiefe 
stehenden Ausdruck 

1 2h + ho 11:} -,;- arccotg ,/ + -_ , 
V 3 V 3 . ho 3 V3 

bedeutet. Fur den in del' Klammer 

{ ~l th2+hho+h02 1 . t 2h+ho+ '1t} ?Tr(h)+ 11: ogna - -- alCCO ff -~~~ ~- =~ - -
6 (h - ho)' VS to VS .ho 3VS ho 3V3 

hat Bresse Tafe1n gegeben, wodurch seine Formel leicht benutzbar 
wird 110). 

Fiir 8ehr geringe StatthOlte hat u. a. J Dttpuit lll) die Gleichung 
(31) vereinfacht 112). Er findet unter bestimmten A.nnahmen zwischen 
ZWeI Punkten S1 und S2 

(35) i (81 - 82) = h3m log nat Y, , 
Y. 

wo hm die mittlere Wassertiefe der in Frage kommenden Strecke be
deutet. 

Diese Gleichung gewahrt raschen Uberblick iiber die Eigen
schaften der Staukurven; sie zeigt z. B., dass die Staulange 81 - 82 

zwischen zwei H5hen Y1 und Y2 dem Sohlengefalle i annahernd um-

a =+ho (1 - h7coSs) 

und 

( le3) f = + 0,605 71 0 1 - lio 3 

gesetzt ist. 
110) Aueh A. Golding, Kopenh. Vidensk. Skrifter (5) 6 (1867), p. 1 f. und 

ebenda (5) 9 (1873), Jl. 141 f. entwiekelt einen (33) entsprechenden Ausclruck, flir 
den er gleichfftlls Tftfeln berechnet. Zugleich aber behandelt er ftuch den FaJl, 
dass die Sohle in der Stromrichtung ansteigt, ferner in gleicher VollstiLndigkeit 
angeniiJJert die Bewegung in parabolischen Gerillnen und kreisrnnden Rohren. 
Er findet, dass der freie Wasserspiegel je nach Durchfiuss und Gefalle in breitell 
Kastengerinnen 6, in kreisrundell Roi1ren 14 verschiedene Formen annehmell kann. 
B. Tolman, o sterr. Wochenschr. f. d. offent!. Baudienst 11 (1905), p. 405, 424 
prufte die Forl1leln von Dupuit (Rl"ihlmann), Bressc, Tolklllitt (vier Formelll) und 
Fliegner an drei Haltungen cler :llfoldau und fand die mittleren Fehler = 1,33; 
1,73; 2,05 bis 4,63; 5,64 Cill. Siehe auch (J.) Dallckwcrts, Zeitschr. f. Archit.- u. 
Ingenieurw. (2) 8 (1903), col. 257. 

111) J. Dupuit, Etudes theoriques et pratiques sur Ie l1louvement des eaux 
CQurantes, 2. ea., Paris 1863, p. 91. 

112) Uber andere einfache, aber allerc1ings willkiirliche Theorien siehe 
U. 3£a8011i, Idraulica, 2. cd., p. 509, 515. 



356 IV 20. Ph. Forchheimel'. Hydraulik. 

gekehl't proportional ist. Auch auf den wesentlichen Einfluss, den 
das Sohlengefalle auf den Charakter del' Stauerscheinungen hat, ging 
DHpuit 113) ein, del' das entscheidende i = 0,0035 fand (vgl. die folg. 
Nr. 5cl und Nl'. 5 f). 

5 d. Die Diskussion del' Staugleichung fUr sehr breite ebene 
Gerinne. Fiir diese wil'd del' Profilradius R gleich del' Tiefe h und 

die Gleichung (31), wenn J durch i - ~~ ersetzt wird, zu 

(36) (i _~l.l!,) h = U2 _ r:.~ dh . 
ds c2 9 ds 

Durch Einfiihl'llng des Durchflusses del' Breiteneinheit q = Uk, del' 

bei gleichformiger Bewegung herrschenden Tiefe ho = 1315f und del' V c-2i 
Grosse k = ~ = ho va~c2 geht obige Gleichung in~die leicht dis

kutierbare 

(37) 
iiber. 

Fig. 7. 

- ~.-.-.-.-.-.-.-.--.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-. 
. lVi'.1recJde./ls}/n'l'lote -

Fig. 8. 

113) Dlt]Ju.it, Etudes theoriques et pratiques sur Ie mouvement des ea= 
('onrantes, 2. ed., Paris 1863, p. 82. 
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J e nachdem k < ho, d. h. i < JL,. (Fig. 7) oder k > ho, d. h. i > ~ ac- ac 

(Fig. 8) ist, erhalt man zwei verschiedene dreiastige Kurven, deren 
Aste durch die verschiedenen Kombinationen eines stromabwarts 
immer positiven bezw. immer negativen Differentialquotienten und 
einer Rohe It grosser oder kleiner als k (also U2 kleiner odeI' grosser 

als 9 ~) charaktel'isiert sind, wie es die vorstehenden Figuren andeuten. 

Jeder Ast einer solchen Kurve kann, mit Ausnahme der Stellen 
grosser Kriimmung, an denen die Gleichung (37) nicht mehr gilt, als 
Spiegel einer ungleichformigen statio-
naren Bewegung betrachtet werden. Die II 
Aste, fiir die h > k, hangen von den ij 
Bauten im Untel'lauf (z. B. Stauwehr,. ~ 
Stufe in del' Sohle), jene, fiir die h < k, 
von den Vorkehrungen im Oberlauf (z. B. 
Schiitzen, zwischen deren Untel'kante und Fig. 9. 

der Sohle das Wasser aus einem Teich 
ins Gerinne fl.iesst) abo Del' Gesamtwasserspiegel zwischen den Ober
und Unterlaufbauten setzt sich stets aus zwei solchen Asten, die abel' 
in der s-Richtung gegen einander verschoben sind, zusammen 114). 
Liegen die Ober- und Unterlaufbauten weit genug von einander, so 
fallt del' eine Ast nahezu mit der Asymptote zusammen, sodass man 
die Aufeinanderfolge del' beiden Aste auch als Eintritt oder Aufhoren 
der gleichformigen Bewegung auffassen kann. 

N ach B. de St.- Venant 115) bezeichnet man die Wasserlaufe, fUr die 

das Sohlengefalle i < ~ (Fig. 7), als Fliisse, jene, fiir die i > ~ (Fig. 8), 
ac aC 

als Wilclbiiche. Bei ersteren bewirkt ein Hindernis im Unterbau eine 
nach oben langsam verlaufende Staukurve, bei letzteren einen plotz
lichen Sprung (den sogenannten Bidone'schen vVassersprung 116»), wie ihn 
G. Bidone 117) zuerst beobachtet und J. B. Belanger 118) berechnet hat. 

114) Zahlreiche Beispiele lJei E. Boudin, Ann. des travaux publ. de Belgique 
20 (1861/62), p. 397 if. Die Senkungskurvcn in einer 230 m langen Flossrinne 
von mehrfach gebrochenem SohlengefiiUe beobachtete B. Tolman, Allgem. Bau
zeitung 69 (1904), p. 107, welcher auch das Verhiiltnis del' mittleren Geschwin
digkeit zu jener all del' Oberflache bestimmte llnd (p. 111) durchschnittlich 
= 0,85 fand. 

115) Ann. des wines (4) 20 (1851), p. 320 u. Paris C. R. 71 (1870), p. 19~. 

116) Beziiglich des Wassersprunges siehe unten p. 389. 
117) Torino Memorie 25 (1820), p. 27 f. 
118) J. B. Belanger, Essai sur la solution lluIDerique de quelques problewes 

relatifs au mouvement permanent, Paris 1828, p. 31. 



358 IV 20. Ph. Forcllheimer. Hydraulik. 

Boussinesq119) macht iibrigens darauf aufmerksam, dass auf del' 
Strecke zwischen Wehr und Wassel'sprung, d. h. also fiir h > 7c odel' 

U2 < gh, jeder Wildbach "still" verlauft, namlich unflihig ist sich 
ex 

zu erheben, jeder Fluss hingegen zwischen einem Spannschiitz und 

dem nachfolgenden Wassel'sprung, also soweit h < 7c d. h. U2 > g: 
ist, "wild" sei, womit man auch in dem Geschwindigkeitskriterium 

U2 < g: d. h. h 5 7c ein Mittel hat zu entscheiden, ob del' Wasser

spiegel "wild" oder "still" verlliuft. 

5e. J.Boussinesq'sBehandlung des Stauproblems: Staugleichung 
bei konstantem Sohlengefalle. Bei Boussinesq's120) Behandlung des 
Stauproblems treten zwei neue Gedanken auf, die eine viel bessere 
Theorie desselben ermoglichen. Indem er von den durch Einfiihrung 
del' Turbulenz modifizierten Navier'schen Gleichungen (vgl. Nr. 4:f 
und Fussnote 2) ausgeht, bringt er es zuwege, zunlichst die durch die 
Ungleichfol'migkeit del' Stromung veranlasste Andel'ung del' Umfangs
reibung zu bestimmen (vgl. Nr. 4:f) und sodann die Kriimmung del' 
Stromfliden (die er nach einem einfachen Gesetz als gegeneinander 
geneigt annimmt) derart zu bel'iicksichtigen, dass ihm auch die Dis
kussiol1 del' Stellell starker Kriimmung, die bei del' einfachen Stau
theol'ie unmoglich ware, gelang. 

a) Was zunachst die geanderte Aussenreib~mg betrifft, so sei hier 
sein Vorgang an dem einfachen Falle wenig gekriimmter Stromfaden, 
also gleichmassigen - und wie angenommen werde - kleinen Sohlen
gefalles i und Spiegelgef'alles J auseinandergesetzt. In diesem FaIle 
beschriinken sich die beiden letzten del' drei Navier'schen Gleichungen 
(von welchen bei zweidimensionalen Problemen die zweite iiberhaupt 
fortfiillt) auf die Aussage, dass del' Druck innerhalb eines jeden zur 
Stromrichtung senkrechten Querschnitts hydrostatisch variiert. Zu
gleich vel'wandelt sich die erste del' Gleichungen unter Vernach-

Uissigung des hier von hOherer Ordnung kleinen ~:~ III 

(38) du OU OU E 02U 
-=u-+w--=gJ+--dt - os oz Q OZi' 

falls, wie iiblich, u die Geschwindigkeitskomponente in der Langs
richtung s del' Sohle und w jene in del' zur Sohle senkrechten (del' 

119) J. BO!tssinesq, Eaux courantes, p. 154. 
120) J. Bou,ssinesq, Eaux courantes, p. 102, 487. 
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geringell Sohlenneigung wegen mit der Schwererichtung zusammen
fallend gedachten) Hohenrichtung bedeutet. Hierzu treten die Rand
bedingungen (vgl. jene nach Gl. (24)) 

(39) I 
ih~ a z = 0, p = 0 an der freien OberfHiche, 

Ei;)u B 2 S az = - r tto an der ohle, 

(woselbst die Geschwindigkeit Uo herrscht). 
Unter der Annabme eines Gerinnes von sehr grosser Breite mit 

der Tiefe It wird Gl. (38) durch Einfiihrung des zugehOrigen E (vgl. 
Gl. (21)) zu 

(40) 

oder bei Verwandlung des linken Gliedes unter Berlicksichtigung der 

Kontinuitatsgleichung (~; + ~~ = 0) zur folgenden: 

(41) 

Die letzte Annahme ist die liber die gegenseitige Neigung der 
Stromfaden. J. Boussinesq 121) setzt hier: 

(42) w z dh 
-;;=h' ds' 

d. h. er setzt voraus, dass sich 
aIle Tangenten der iiberein
ander liegenden Stromfaden
elemente mit del' des auf der

Fig. 10. 

selben Lotrechten befincUichen Spiegelelementes in demselben Punkte 
del' Sohle trefl'en. 

Aus der entstehenden Endgleichung 

(43) 
u' 1 rl h VB a',1t 

- [J "hils =J+ x hu08z'-

Hisst sich das V erhaltnis ~ und hiermit auch U ableiten, womit die 
1/'0 1~0 

gesuchte Beziehung der mittleren Geschwindigkeit zur Aussenreibung 
- B~to2 gegeben ist. Das Prinzip diesel' Ableitung ist, durch Addition 

121) Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn wie in der Fort.setzung ~) die 
z von der Sohle aufwiirts geme"sen werden. 
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und Subtraktion des Mittelwertes des linken Gliedes die Elimination 

des Gefalles zu erleichtern und so ~ als Funktion von hZ und ddZ zu 
Uo s 

erhalten. 
1m einzelnen gestaltet sich die Integration folgendermassen: 

_ uo!. dh(U2 -f" U! dZ)' = J+ ~ dhJ"U2dZ + VB hu q2 u 
gh ds uo" uo!h ghds h K o {)Z2' 

o 0 

oder nach dfJ von 0 bis fJ integriert: 

_ uo!! dhJZ( u 2 _Jh u 2• dZ) dfJ 
gh ds U 0 2 Uo• h 

o 0 

( 1 dhj~ 2dZ) VB {)u = J + gh ds ~£ h fJ + yhuo FZ' 
o 

An del' Sohle, also fur fJ = h, wird hieraus: 

0= ('J + ~ dhJhu2dZ) h - Bu 2. gh ds h 0 , 
o 

durch Einsetzen des Klammel'ausdruckes in die vorhergehende Gleichung 
resultiert 

_ ~~ dhJZ(U2. _ j\~' dZ) dfJ = BUo2 . fJ + VB hu {)u 
ghds Uo• t~o2h h K O{)z 

o 0 

oder wieder nach Multiplilmtion mit dz zwischen den Grenzen fJ und 
h integriert 122): 

(43') ~ -1- KVB (1- z:) = ~ ,dhJhdZJZ(' u2._J
h
U22 dZ)dZ. 

Uo 2 h- VBg ids h uo• Uo h h 
Zoo 

Diese Gleichung lost J. Boussinesq durch successive Approxima
tion. Er findet in erster Annaherung: 

(44) .!: = 1 + ]CVB (1 _ Z2) 
tlo 2 It2 

](2 dh[l 3 ,ID Z2 1 Z4 KVB (Z2 ~ Z4 Z6)J-
+6gds 2+20KyB-p+2h4----W- 7 h2 -0ji4+ji6 . 

Riel' lasst sich leicht die mittlere Geschwindigkeit einfuhren, sodass 
J. BmtSsinesq schliesslich fur die aussere Reibung zu del' Formel 

U· d us 
(-*5) BU02 = .. + (3h d--2 cs 9 

122) Eaux courantes, p. 89. Die Ziffernwerte stehell p. 111, 112, 267. 



5. Die stationare Stromung, insbes. in Wasserlaufen mit freiem Spiegel. 361 

gefuhrt wird, wo c~ del' aus del' gleichformigen Bewegung bekannte 

Koeffizient bekannt und [3 im Mittel = 0,088 (bei unendlich breitem 
rechteckigen Querschnitt allerdings = 0,110) ist. 

(3) Gegeniiber der unter a) gegebenen Ableitung del' Gleichung 
fur stationare Stromung ist Boussinesq's Ableitung der genaueren Stau
gleichung durch die Annahme kompliziert, dass auch starkere Kriim
mungen del' Stromfaden zuIassig sind. Dies Hiuft darauf hinaus, 
dass del' Druck in dem zur Stromrichtung senkrechten Querschnitt 
nicht mehr hydrostatisch verteilt ist, sodass (wenn die z nunmehr, 
da del' Spiegel gekriimmt ist, von del' Sohle aufwarts gem essen werden) 
von den beiden Gleichungen 

OU + OU •• 1 op + Ii 02U Uos W OZ = gsm~-Q8S QOZs, 

ow ow . 1 op Ii 02U 
U as + w oz = - 9 cos ~ - Q oz + Q 082 I (46) 

auszugehen ist. Hier lasst sich abel' nnter Annahme, dass das Sohlen

gefalle i klein sei, und unter Beriicksichtigung, dass auch ~:~ klein 

ist, sowie mit Benutzung del' Kontinuitatsgleichung die vereinfachte 
Form ableiten: 

[

OW 
_ t£! U = i _ ~ op + ~ 021t 

9 OZ "I os "I OZ2' 

o~ 
u! ~=_l_~oP 
9 os "I oz' 

(47) 

zu del' die bekannten Randbedingungen treten. 
lndem man hier dieselbe Annahme wie nnter a) fur die Neigung 

del' Faden macht, jetzt also unter !!! deren N eigung gegen die Sohl(l 
t£ 

versteht, erhalt man: 

(48) J 
l 

_ u' _~_ dh _ i _ ~_~ + VB hu o~tt 
9 h ds - "/ os J[ 0 oz, , 
u' Z fl!h 1 1 op 
ghds! = - -Y-8z' 

Aus del' zweiten Gleichung ergiebt sieh, wenn man, urn die 
Integration zu ermoglichen, u 2 mit U2 vertauscht, zunachst 

p U'd!Tt 71'- z! 
-:; = const. + h - :: -I- -g- ds' 2h-' 

dann durch Differentiation und Vernachliissigullg del' Produkte mit 

d' h'h KI . h 't d 82 1 reI' eIll e1 wegell 
Encyklop. d. math. Wis,ollseh. IV 2. 25 
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~ op _ dh + U' q~ ~=:-~~. 
r os - ds 9 ds 3 2h 

Bei Benutzung dieses Ausdrucks liefert die erste Gl. (48) nach dz 
zwischen 0 und h integriert: 

VB du [" B 2 '7 + (49) 7rhuo dz 0 =- Uo =- ~ ~ 

( 
1 fit )dh h'U' dOh + h--· u 2 dz -+_.-. gh ds 3g dss 

o 

Durch Einflihrung del' mittleren Geschwindigkeit U und Berlick
h 

sichtigung, dass nach del' frliherell Bezeichnung (vgl. Nr. 2 a) ~ f t~2dz 
o 

= (1 + 1)) U2 ist (wo 1 + 'Y) im Mittel = 1,023 und bei rechteckigem 
Querschnitt von unendlicher Breite = 1,018 ist) , wird unter Heran
ziehung des nnter a) gefundenen 'iV el'tes fli.r Bn02 : 

(50) hi _ U' = (h _ 1 + 'I) + (3 U2) dh + h" Us . dSh. 
c 2 9 ds 3g ds S 

Dies ist J. Bm~ssinesq's Endgleichung 123), in del' 1 + 'Y} + (3 = cl 
= 1,11 gesetzt werden kalln und die bei Vel'l1achHissigung del' be-

deutenden W assel'krlimmung (d. h. ::~) sich auf die alte Gleichung 

(36) reduziel't, del' gegenliber abel' ihre Ableitullg in dem Nachweis, 
dass del' llunmehr a' gellannte Koeffizient ausser von del' ungleich
fOl'migen Vel'teilung del' Geschwindigkeit libel' den Querschnitt noch 
von del' modifizierten Handreibung abhangt, einen entschiedenen V 01'
zug besitzt. 

5f. Fortsetzung: Diskussion del' Staugleichung. Del' Gl. (50) 
kann man durch Einfithnmg del' Tiefe, welche bei gleichformige1' Be-

Yq· 
wegung herl'scht, 710 = ~2" (wo q = Uh ist) und del' Grosse c ~ 

die del' 

(51) 
geben. 

13/c1? 13/cdc' 
k= V g~ =ho V 9 

Gl. (37) in Nr. 5d entsprechende Form 

(J3 7 3) . _ (73 kn) dl! + q2h2 dOh 
~ - 10 t - ~ -" ds -3g ds" 

J. BO/lssinesq 124) knlipft seine Ausflihrungen an die Annahme, dass 

123) Gl. (156) der Eaux courantes. Da (Eaux courantes p.ll0) ~ = 21X - 2 7J - 2 
ist, gilt auch IX' = 21X - 1- 'I). 

124) Eaux cOUl'antes, p. 194 fr. 
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h h ho ein kleiner Bruch sei; clann kann statt des letzten Gliedes 
o 

q"hS dSh 
Sgho d8S gesetzt werden, wodurch del' Ausdruck (51) in 

3U ( hoS) Sa' (g hoS) dh dSh 
c'ho' 1--,,;8 = hot c'cli -111 d8 + dss 

iibergeht und durch Entwickelung del' Klammern nach Potenzen von 

h 7 ho (bei Beschrankung auf das erste Glied) zu 
/~o 

(52) 

wird. 

--'!JL . k - ho = Sa' (_U _ _ 1 + 3 h - ko) dh + dSh 
c2ho 2 ko ho" c'a'i ko ds dss 

Boussinesq fiigt noch im linken Gliede einen Faktor 

d~ 
h C· c· f = 1- ;b . dk = ungeiahr 1,1 

o 

hinzu, del' del' Abhangigkeit des :. von del' Tiefe Rechnung tragen 

soIl, sodass nach ihm die Gleichung 

(53) dSk _ Sa' (1- _u _ _ 3 h -ho) dh _ 9fg . h -ho _ ° 
dsS hot c'a'i ko ds c'ho' ho -

gilt. Er zeigt nun weiter, dass unter del' Annahme, dass i wesent

lich kleiner bezw. grosser als !, sei, wodurch das Glied - 3 h h ho 
c a ~ 

vernachlassigbar wird, die Wasserlaufe sich in zwei Gattungen scheid en, 
je nachdem 

odeI' i < 0,0033, 

odeI' i > 0,0039 

ist. 
1m ersten Falle geschieht del' Ubergang von der ungleichfih'migen 

zur gleichformigen Bewegztng durch aztfeinand81iolgende Wellen 125) 

gleicher Lange aber stromab abnehmender Holte, del' entgegengesetzte 
Ubergang ohne Welhtng. J. Boussinesq 126) giebt auch eine Methode 
an, wie man die WellenHinge in jedem Einzelfalle berechnen kann. 

1m zweiten FaIle stellt sich die gleichfonnige Bewegzmg stromab 
allmiihlich ein, oder hort an einer Stelle plOtzlich auf. 

Nach dem nnter Nr. Sd Gesagten sind demnach die Wasserlaufe 
der erst en Gattung, bei denen ein Wehr eine sanfte Stauung hervor-

125) Solche Wellen kann man unmittelbar nach einem Schiitz beobachten, 
wenn dessen Kante ganz unter Wasser liegt, so dass der Eintl'itt durch die tief
liegende SpaUe unter Uberdruck el'folgt. 

126) Eaux cOUl'antes, p. 200. 
25* 
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ruft, als Fliisse (rivieres) , solche der zweiten, bei denen ein Sprung 
eintritt, als Wildbiiche (torrents rapides) zu bezeichnen. 

Fiir zwischenliegende Gefalle, namlich fiir i > la' (1 - :' (~~)') 
d. h. > 0,0033 und i < -la' (1 + :. (~~)%) d. h. < 0,0039, also fiir 

i nahezu gleich Ja" darf das Glied - 3 h ho ho in Gl. (5~) nicht mehr 
vernachlassigt werden. Boussinesq zeigt, dass hier del' Ubergang von 
der gleichfiirmigen in die ungleichfiirmige Bewegung nicht in einer 
stetigen Hebung der Oberfiiiche geschieht, sondern in stufenformig 
aufeinanderfolgenden Wellen von zunehmender Lange. Die erste dieser 

,. 2 

Wellen hat (bei Vernachlassigung der Neignng i gegeniiber a ~e -1) 
9 

die Form einer Einzelwelle (vgl. Nr. 6c, p. 373 und auch IV 16, Nr.5h, 

A. E. H. Love), die sich in einem Wasser von der Tiefe 0; = ho Vi;2 
fortp:£ianzt. :Man kann diese dritte Kategorie als Achen (torrents de 
pente moderee) bezeichneu; bei ihnen sind die Stromfaden sowohl 
beim Entstehen wie Aufhiiren der gleichformigen Bewegung stark 
gekriimmt. 

Ubrigens entsprechen die von Boussinesq· gegebenen theoretischen 
Betrachtungen durchaus den von H. Bazin 127) und P. Boileau 128) 'ge
machten Beobachtungen. 

5 g. Schluss: Die Staugleichung bei wechselndem Sohlengef"8J.l.e. 
Hierfiir leitet J. Bmtssinesq129) durch eine ahnliche Betrachtung Wle 
in Nr. 5 e die Gleichung 

(54) hi _ U2 = (h _ a' U2) dk + U2h2 (-.!.. dSh _ ..!.- d'i) 
e2 9 ds 9 3 ds S 2 ds' 

ab, die man durch Einsetzen von J = i - ~; mit Annaherung III 

(55) U', d U' 2 {1 d S U' 1 U2 d'i } 
J = e2h + €X ds 2g - h 3" ds s -2-i + "2 gk ds' 

verwalldeln kann und aus del' man bei bekanntem Sohlengefiille i u. s. w. 
das Spiegelgefiille findet. 

J. Boussinesq untersucht 'eingehender den Fall, dass del' Boden 
eine gewellte Kurve von wiederkehrender bezw. ab- oder zunehmender 
Amplitude beschreibe. 

Fiir den Sonderfall 130), dass bei konstanter Amplitude die Tiefe 

127) Paris, l\Iem. pres. par div. sav. 19 (1865), p. 291. 
128) P. Boilemt, Traite de la mesure des eaux courantes, p. 42. 
129) J. BOllssinesq, Eaux courantes, p. 192. 
130) Ebenda, p. 233. 
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an allen Stellen dieselbe = H bleibt (d. h. J = i und U = const. 
ist), wird aus Gl. (55) die folgende: 

(56) 

deren 

lautet. 

(57) 

. U2 HU 2 c12i 
~=-----

c2 H 2g ds" 

allgemeines Integral mit den Integrationskonstanten 

i =!£2 __ M V2gH . cos -y2gli (8 - N) 
c2H UH UH 

Fiir eine mittlere Sohlenneigung 
. U2 
~m = c2H 

M und N 

wird die Sohle eine Sinuslinie, deren Or dina ten, auf die mittlere unter 
im geneigte Schnittgerade bezogen, 

} ' M' (8 - N 1/2g) 
~ = sm H-' V c2 im 

sind und deren Wellen die Lange 

S= 21tHYi):; 
besitzen. 

Bei kleinerem odeI' grosserem Gefa11e im , als durch die letzte 
Formel (57), in del' H nunmehr die mittlere Tiefe bedeutet, gegeben, 
eilen die Spiegelwellen den Sohlenwellen voran odeI' bleiben hinter 
ihnen zuriick, und zwar findet Boussinesq 131) , dass fiir im = Odie 

Voreilung zwischen ° und -~ bezw. ~ und : misst, je nachdem 

::: ~2 < 1 ist, wiihrend das J'rIaass, urn welches die Spiegelwellen 

zurilckbleiben, bei wachsendem im im allgemeinen einer zwischen ° 
und 4- bezw. zwischen ~ und -~ liegenden Grenze zustrebt, je nachdem 

2n;' H2 
3 cl 8;'- ~ 1 gilt. Das Verh1iltnis del' Spiegelamplitude zur Sohlen-

amplitude ist 0, wennim = 0, 1 fur einen Wert von im, del' im all

aemeinen in del' Niihe von 2 ~ 0 lieg-t, el'l'eicht sein Maximum fiir ein 
b IX c- ~ 

1:m , das im allgemeinen ungefahr cfIX' odeI' 0,0036 betrligt, und sinH 
H' 

. 1 - 6-;s;. 
dann wieder erst rasch, dann langsam bis zu im J\'httel ±----~-. 

1+12-82 

he1'ab. 
Fur den Fall allmiihlich ab- bezw. zunehmender Sohlenamplitude 

gelten ahnliche Beziehungen. 

131) Ebenda, p. 231. 
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6. Mit der Zeit veranderliche Stromung. 

6 a. Die Grundgleichungen fiir einensehr breiten recht
eckigen Kanal. J. BoussinesqlS2) leitet die Gleichungen fiir die mit del' 
Zeit veranderliche Stromung fiir einen Wasserlauf von beliebigem, 
wenn auch nicht p16tzlich wechselndem Querschnitt abo Hier genuge 
die Entwickelung fiir den Sonderfall eines sehr breiten, rechteckigen 
Kanals. 

a) Eine erste angenaherte Gleichung erhalt man unter del' An
nahme, dass die Bahnen del' Teilchen wenig gekriimmt seien, dass 
also del' Druck p in jedem Querschnitt hydrostatisch variiere. Damit 
bleibt als wesentlich von den 3 madifizierten Navier'schen Gleichungen 
(vgl. p. 329 und 359) nur die erste: 

(58) ~'= ~ (aU + ih~ + OU)~= J+ VB h o'u 
g u - g at u os w OZ .. K Uo OZ' , 

wo J wieder das Gefalle bedeutet. Als Randbedingungen gelten: 

l ~; = 0, p = canst. am Spiegel (z = 0), 

y:Bh Ott ----x Uo oz = - BU02 an del' Sohle (z = h). 
(59) 

Aus del' von Z = 0 bis h integrierten Gleichung (58) und del' zweiten 
Randbedingung folgt sofort fiir Uo del' Ausdruck 

(60) BUo2 = J -~;;;: 
h g , 

wenn - wie im Folgenden - del' Strich bedeutet, dass del' Mittel
wert iiber den Querschnitt genommen wi rd. 

Del' Integrationsgedanke von Boussinesq ist nun, Uo als Funktion 
del' mittleren Geschwindigkeit U = u zu bestimmen, womit sich dann 
aus Gleichung (60) eine Beziehung zwischen J und U ergiebt. Hierzu 
fiihrt auf dem Wege del' schrittweisen Approximation del' Ansatz 

(61) ~-1 +~Kl/B(l- Z') + Kh 1~o - 2 V h' gYBuo,F(z), 

in welchem die beiden ersten Summanden rechts die Lasung fiir die 
gleichfarmige Bewegung (siehe Gleichung 26 a) bedeuten, del' dJ.·itte 
del' von del' Veranderlichkeit herriihrende Zuwachs sei. Aus (61) 
ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (58) und (60) 

o'F 1"-;: 
OZ' =----';:2-

132) V gl. Eaux cOUl'antes, p. 261 und Theorie 2, p. 7 u. f. 
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oder 
o ( hi - Z2 OF) -" hi - Zi 

OZ - sF - -2- . as + F = (t~ - u) 2h2· 

Dies integriert giebt, da gem ass Gl. (61) am Spiegel 0:S 
an der Sohle F = 0 wird, 

- -, hi _ Zi . (---;-r:I' _ Zi) 
F = u . 21i,2'"- ,tt.~ . 

h' Zi 
Wenn man hier 2-;;' durch den ihm bei del' gleichfiirmigen 

tl-U 
wegung entsprechenden Ausdruck YR 0 ersetzt, folgt 

K B.uo 

(62) F- 1 (' - -,) = ,/'D" u . U - uu . 
K yB. Uo 

Einen anderen Mittelwert fiir F giebt die Integration von (61) 

Beriicksichtigung der Beziehung (26 b) c = ~ + f, namlich 

if = gYR. uo • U _ gcBuo! • 

Kh Kh 

Hiermit ist die Beziehung 

U = c VB {1 + V h (u/ . u - uu')} 
Uo 9 c BS. U0 8 

gewonnen, aus del' mit Annaherung 

(63) ~~=-i-{1- 271 (U'.u-U17)} 
U c B gcJ!Bii. tlos 

folgt. Das Einsetzen von BU02 = ~9 in den Subtrahend ergiebt 

Bu 2 = u· _ 2h (u' _ tH?) = u· + !!.. «ut )' _ 2u') 
o c! 9 U c· 9 U 

oder vermiige Gleichung (60) 

J = JC. + ~ (tt!)' - t~') . 
c!h 9 U 

Die Einfiihrung der Koeffiziellten 11 und IX, 188) 

" " J(U)2 dz 
1+"1= U h' 

o 

-f (!!.-)3 dz 
IX- U h' 

<> 

367 

und 

Be-

bei 

133) Fiir diese Koeffizienten sind meist dieselben Werte wie bei der 
gleichformigen Bewegung zuHissig, 0: = 1,068 und 1j = 0,023. Allgemein gilt 

f b ·t L·· fi 4 (llmax )2 d 1 + 2,r.:= -rr I iir rele aue 1j="5 -U- 1 un 0:= 31j-'f1]yo1j. vg. 

J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 112 und Theorie 2, p. 25. 
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gestattet die Mittelwerte n' und (n2), als Funktionen von U auszu
driicken, womit J. Boussinesq 134) als Endgleichung - un tel' Vernach-

1 · d Gl' d 't 0 (a - 7) d 01) h" U f aSSIgUng er Ie er mi ---,;is- un - -o-i - nae eImgen m or-

mungen 
U' 0--

U' 2 9 1 + 21) 0 U Ci -1- 2 7J U 0 h 
(64) J =c2h + (2a - 1 -- TJ)-os- + --g-- at - -g-- h 8t 

gewinnt. 
In erster Annaherung ist in 

GI ' d 't 'Oh hI" . Ie mi at zu vernae asslgen. 

diesel' Gleiehung auch noch das 

Damit wird nach ihr das Ge-

(rille verbraucht: zur Uberwindung der iiusseren Reibung der gleich
tOl'lnigen Stromung, zur Beschleunigung der Stromung in Richtung 
des Sl1'omes (durch Vergrosserung der mittleren Geschwindig
keitsbohe) nncl zttr Beschlennigung del' Stromung an dem jeweiligen 
Ode mit de}' Zeit. Zugleich folgt, dass bei gegebener mittlerer 
Gesebwindigkeit U das Geflille J, also die Reibung am Um
fange und demnach die Dmfangsgeschwindigkeit tto urn so grosser 

ausflillt, je grosser ~~ und ~~ sind, dass also sowohl beschleunigte 

Vorwiirtsbewegung wie auch steigender Wasserstand einen Ausgleich 
der Geschwindigkeit im Querscbnitt bewirken 185). J Boussinesq 136) 

bernerkt aueh, dass die Brauchbarkeit der Formel (64) wesentlich 
darauf beruht, dass bei del' turbulenten Bewegung 137) die Koeffi
zienten TJ und a-I klein sind, das heisst, dass die Geschwindigkeit 
innerhalb desselben Querschnitts nicht zu sehl'weehselt, wodurch 
auch bei ungleichformigel' Stl'ornung die Geschwindigkeitsverteilung 
nbel' den Querschnitt nahezu dieselbe wie bei del' gleichformigen 
Strornung sein konne. 

134) V gl. Theorie 2, p. 17. 
135) Etwas uhnliches hat bereits J. Dupuit, Etudes sur Ie mouvement des 

eaux, Paris 1863, p. 62, fur die stationlil'e Stromung bemerkt, bei der, wenn 
del' Wassel'stand einer Flussstrecke wechselt, ohne dass sich das GefaUe wesent
lich lindert -- von Storungell abgesehen -- dem Bel'nmtlli'schen Theorem 

gemliss, die Geschwindigkeitshi:ihe ~; jedes Fadens sich lungs del' Strecke urn 

ein konst.llltes Mass andern miisse, d. h. also die Geschwindigkeiten del' ver
schiedenen Fliden bei wachscnder Geschwindigkeit U sich einander nahern 
miissen. In del' N atur tritt jedoch hliufig die entgegengesetzte Erscheinung da
durch ein, dass die heftigere Stromung das feineIe Geschiebe wegschleppt, wo
durch das Bett rauher wird, nnd nach den Formem (26) die Geschwindigkeits
nnterschiede wachs en. 

136) Theorie 2, p. 19. 
137) 1m Gegensatze ZUl' laminuren Bewegung. 
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(J) In zweiter Anna/wrung berucksichtigt Boussinesq 138) auch die 
Kriimrnung der Wasserfaden. Er wird damit zu einer Theorie del' 
Stromung gefLi.hrt, die in demselben VerhliJtnis zur vorhergehenden 
steht, wi(3,.,seine genauere (vgl. Nr. 5e) zu seiner einfachen Stautheorie. 
In del' Tat treten auch hier zu den friiher geltenden Gleichungen (47) 
neue Glieder hinzu - die libel' die Variation des Druckes Auslmnft 
geben - so dass als Ausgangspunkt die beiden Gleichungen: 

I ( o.!:!:.) 1 8tt 2 u . 1 8p >? o'u 
9 at - u Tz = ~ - ~g 8s + e9 'ifz 2 

( o.!:!:.) ~, 8w + u2 ~ = _ 1 _ ~ 0 p 
9 \8t os ~g oz 

(65) 

mit den entsprechenden Randbedingungen zu gelten haben. 
Die Integration wird del' frliheren insofern analog gefiihrt, als 

wieder die Annahme gemacht wird, dass in den Gliedern, in denen 
die Krlimmung zum Ausdruck kommt, die thatsachliche Geschwindig
keit u durch die mittlere U ersetzt werden darf. Damit wird u. a. 

~ _ ~ (8h + 2. 8h) 
u - h os U at 

und die Endgleichtmg 189): 

U' 0-
(66) J=~+(2a_l_'YJ)_A2g+1+21JOU _,,-1-21) U._~'! 

c'h os 9 ot 9 h dt 

+ (1 + 21)) hU' (03h + ~ Jih. + _~_~) 
3g oss U os'dt U' osdt' , 

in del' im letzten Summand del' rechten Seite die Kriimmung da
durch ihren Ausdrnck findet, dass nebst dem Kriimmungsgliede del' 
Gl. (50) del' Stautheorie noch die beiden nachfolgenden erscheinen. 

6 b. Fortpflanzung von kleinen Anschwellungen auf fliessen
dem Wasser. Die in del' vorigen Nummer entwickelten Gleichungen 
gestatten eine mit den Versuchen gut ubereinstimmende Behancllung 
del' Fortp(lanzung von Meinen Anschwellungcn. 

a) Die Gleichung (G4) ergiebt einell crsten Auf'schluss uber den 
Fortschritt kleiner Anschwellungen in breiten Gerinnen von ursprung-

138) V gL BOllssinesq, Eaux cOUl'antes, p. 299 /t', (§ 28). 
139) V gL ebend'l, p, 269, Gl. (257 bi.), p, 304, Gl. (276). Die Gleichung (276) 

hU'd'i 
enthalt dart nach ein Glied - -2- d s" das del' Sohlenkliimmung Rechnung 

tragt, wlihl'end in GL (66) del' Einfachheit wegen das Sahlengefalle (wie in 
Nl'. 5 e, GL (50)) konstant gesetzt ist, was auch im folgenclen stets festgehalten wird. 
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lich gleichmassiger Tiefe 140). 1st H die Tiefe und U die mittlere 
Geschwindigkeit VOl' del' Anschwellung - also das Sohlengefiille 

i = C'U~ -, wahrend spiiter die Tiefe H + h und die mittlel'e Ge

schwindigkeit U + U1 ist, so verwandelt sich - da offenbar das 

Spiegelgeflille J = i - %~ wird - unter VernachUissigung del' h6heren 

Potenzen von ~ und h, sowie del' Produkte von c~ in U1 und h, 

die Gleichung (64) in 

(67) oh + (2C(-_~=~:J~ U oUt + 1+~1J o~ _ Ci -1-21] U ah = 0 
os 9 08 9 ot 9 H ot ' 

wahrend die Kontinuitat bei derselben Annaherung 

~~ + H £~ + U oh = 0 ot os os 
odeI' 

(67 a) 

fordert. 
Die Difi'erentation von (67) nach s und Einfiihrung del' Werte 

aus (67 a) giebt die Gleichung 

(68) 02h +~C(-1-1] U (Ph _ _ gH- (2" -1- 'I) U2. c2h = 0 
ot' 1+21) osct 1+21] cs2 ' 

del'en allgemeine Lasung 

(69) h = F (s - 00 t) + F1 (s - 001 t) 
ist, wo w l'esp. w! die Lasungell del' Gleichung 

(70) w2 _ 3 ex - 1 -1] U w _ g 11 - (2" - 1 - 1]) U2 _ 0 
1+21] 1+21]-

sind. Zugleich el'giebt sich 

(71) U 0) - U F ( ) 0)1 - U ( 
1 = -~ il... s - 00 t + ~ F1 S - w1 t) . 

Es ist zlliassig, wie Boussinesq ausfiihrt, 
oder nul' aufsteigende Wellen zu betrachten. 
einfach 

nur ahwarts laufende 
Fur diese gilt dann 

(72) h = ~(s-wt), U1 = 0) lr7!~(s-wt) = 0) H!!' h; 

% ist eine del' heiden Funktionell F, Fl und in 

140) Ygl. J. BO!lssinesq, Eaux courantes, p. 283 ff. (§ 27) und Theorie 2, 
p. 22 tf. 
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I 3"-1-~ l;-g~. 
w = 2 (1 + 2 rf) . U + " V i-:f: 2~ llilt 

\,,2 = 1 + {IX -1- 2'1'/ + [3("-1) -51)J2. _l __ } . U~ 
2 1 + 21] gH 

(73) 

ist das obere Zeichen fiir abwartslaufende, das untere fiir aufsteigende 
Anschwellungen zu nehmen. 

Es ist damit ausgesprochen, dass sich Heine Anschwellungen der 
betrachteten Art bei konstanter Tiefe H des Kanals ohne sich umsu
gestalten mit der unveriinderlichen Schnelligkeit w iiber das Wasser hinbreiten. 
Die Versuche von H. Basin 141) bestatigen dies Ergebnis, insbesondere 
die Grosse von w, die sich aus (73) leicht berechnet, wenn H, U und die 
Maximalgeschwindigkeit urn des Querschnitts bekaunt sind, indem 142) 

. 4 ()2 2 ,j-
1) ="5 Uu - 1 , IX - 1 = 3'1] -7'1'/ y 5'1'/ 

gesetzt werden kann. 
Zugleich ergiebt sich aus Gl. (70), dass je nachdem 

(74) 1 ~ (2" - 1 - 1]) . U2 d :> "' c! i 
:<:::: gH 0 er ~-g-

auf stromenden Wasser Anschwellungen aufwarts laufen konnen oder 
nicht. Indem (74) gerade das Kriterium fiir den Unterschied von 
Fliissen und Wildbachen 143) giebt, folgt, dass kleine Anschwellungen 
nur III Fliissen und nicht in Wildbachen stromauf zu wandern ver
mogen. 

(3) Zu einer weiteren Annahemng fiihrt die Gleichung (66). 
J. Bmtssinesq 144) leitet hier die (68) entsprechende Gleichung unter 
denselben Voraussetzungen ab, setzt aber gleich zur Vereinfachung 
in den durch Einfiihrullg von H + h und U + U1 aus (66) ent
stehenden Ausdl'uck die eben als erste Annaherung gefundenen Werte 

OJ - U 011 071 0271 202h u;. = --n. h, 8t = - w os' 8t~ = w 8s2 

141) V gl. Paris Mem. pres. par div. say. 19 (1865), p. 495 f. und H. Bazin, 
Paris C. R. 100 (1885), p. 1492. 

142) V gl. J. BmtSsinesq, Eaux courantes, p. 112 uncl TMorie 2, p. 25. 
143) VgI. oben p. 357 u. 363, auch J. Boltssinesq, Eaux courantes, p. 291. 
144) Vgl. J. BOllssinesq, Eaux courantes, p. 348 if. (§ 29). Die Gleichung (78) 

findet sich dort p. 358 als (289bis). 
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wo 

und 
l'= 1- u 

ill 

ist. Da bei hoherer Annaherung die Form des Schwalles nicht mehr 
als unveranderlich gelten kann, ist dessen Schnelligkeit 7J5 von w ver
schieden, wenn unter 7J5 die Schnelligkeit der Ortsanderung jener 
Stromstelle verstanden wird, bis zu welcher del' SlJhwail stets den-

selben Inhalt (Jhds bei abwartslaufender, Jhds bei aufsteigender 
8 00 

Anschwellung) besitzt. Aus der Unveranderlichkeit folgt 

o f1~ (ls - hw bezw. J~~ ds + h7J5 
• 00 

oder 

(76) 

oder, wie Boussinesq schliesslich findet 

(77) (if = W{l + 2W_(3Wct--=-~_1))U(2tl.:r + 1~~2~:~)}, 
1 + 21) 

was III 
- U 

erster Annaherung - fur U + V 9 H = w, l = 1 - 3 -;;; , 

l' = 1 - _T! (j) - U = 1 - in die Endgleichung w' 3ct-1-1J 
co 2 (1 + 21)) U 

) _.. ,/~ ( 3h H2 (Ph) 
(78 w - U = + V gH 1 + 4H + 6h as' 
ubergeht. D. h.: 

Del' Ubersc7ntss der Fm·tp!lanzungsscltnelligkeit des Schwalles iiber 
die mittlere Stromungsgeschtcindigkeit des Wassers 1st in e1"ster An
niiltentng scincm absolntcn Betrage nach gleich clem PJ'odukt aus der 
Endgeschwinlligkeit v' 9 if eines durch die halbe KanaUiefe !1"ei lallen

r 
{fJ+u,)(ll+I,)dl ~ 

1 
Fig. 11. 

den Korpers in die WI! 1 'vermehrte 
Surmne aus % des Verhaltnisses der 
UberholwnlJ It zur urspriinlJlichen Tie{e 
wul % des dUTch die Uberhohung ge
teilten und mit der Oberfliiclienkriim
mung verviel{achten. Quadrates del" 
Tiefe 1-15). 

145) H. L. Partiot, B,echerches sur les rivieres a maree, Paris 1\101, p. 33, 
bat die Formel (78) durch Untersuchung del' Flutwelle in der Gironde-Gal'o11lle 
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Die UberhOhung h ist aus (76) durch schrittweise Approximation 
zu bestimmen, fur ~ ergiebt sich unmittelbar 

(79) U _ h fjJ - h U 
1- H+h ' 

indem wegen del' Kontinuitat (vgl. Fig. 11) 

sein muss 146). 
(H+h)(U+ U1)-HU=h-w 

6 c. Fortpllanzung von kleinen Anschwellungen auf ruhendem 
Wasser. Besonderen Wert haben die Formeln del' vorigen Nummer fur 
das Studium del' Fortp(lanzttng kleinm· Anschwellungen auf ruhendem 
Wasser. Indem es hier erlaubt ist, in erster Annaherung die Ge
schwindigkeiten in allen Punkten 'aines Querschnittes gleich gross 
anzlmehmen, wird III Formel (73) a = 1, 'YJ = 0 neben U = 0, 
sodass 147) 

(80) ro = + Yili 
gilt, womit es leicht wird, zugleich die Bahn jedes einzelnen Teil
chens zur Zeit t zu bestimmen. Ans Gl. (78), in del' bereits die 
vereinfachte Annahme a = 1, 'I] = 0 gemacht wurde, gebt die andere 

(81) 'W = + VgH (1 + :; +:; ~:~) 
bervor, die J. Boussinesq einem besonderen Sturuum unterwirft 148). 

Er zeigt, dass das Quadrat del' 

Schwerpunktsgeschwindigkeit eines ! f:1flH.J'7) 
Schwallabschnittes, dessen beide End-I ~----;$---
tangenten gleich geneigt sind, gleich 
dem Produkte aus g und del' Summe 
der Tiefe H und der dreifachen Uber- __ -'-__ ..L. __ --'-__ 

hOhung des Schwallschwerpunktes fiber Fig. 12. 

dem Ruhespiegel ist: 

(82) 

geprtlft und bestiitigt gefunden; dabei war aber allerdings das letzte (von der 
Kriimmung herriihrende) Glied verschwindend klein (s. unten Formel 81). 

146) V gl. J. Bo~tssinesq, Eaux cOUl·antes, p. 359-361. 
147) Dies ist die Formel von J. L. Lagrange, Ilfecanique analytique, 2. partie, 

Section 11, (§) 37 und Berlin Mem. de l'academie royale 1786 (erschienen 1788), 
p. 192 f. Ihre Priifung kanu fur gewaltige Abmessungen durch die Beobachtung 
seismischer Seewellen erfolgen, vgl. J. BOllssinesq, Paris C. R. 98 (1884), p. 1251; 
C. Davison, Phil. l.fag. (5) 43 (1897), p. 33. 

148) Vgl. dessen Entwickelungen in § 30 seiner Eaux courantes, p.361 
-378; auch J. de math. (3) 9 (1883), p. 273. 
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ferner dass 1'/ und demzufolge auch die Schwerpunktsgeschwindigkeit 
nahezu unverandert bleiben. Dies schliesst abel' nicht ein, dass die 
Anschwellung ihre Form beibehiilt. Sie kann sich vielmehr allmah
lich abflachen und in eine Kette von Hebungen und Senkungen 
auflosen. 

Zugleich ermoglicht es Gl. (81) die verschiedenen Typen von 
Anschwellungen - positive und negative, die "onde initiale" von. 
H. Bazin 149) u. s. w. -, wie sie insbesondere von Scott RusselP50) 
und B. Bazin experimentell untersucht worden sind, wenigstens 
qualitativ zu erklaren 151). Fur die Fortpflanzungsschnelligkeit von 
Hebungen ergiebt sich ubrigens sofort auch ein Grossenwert, wenn 
man darauf verzichtet, die Ersl)heinung am Wellenkopf wiederzu
geben. lndem dann namlich ein wenig gekrummter Schwall uber 

das ruhende Wasser hinIauft, ist in (81) ~:~ zu vernachlassigen, wo-
mit sich 

(83) 

zeigt. 
.-_. __ ••••.• __ .•••. _-r--"T--'-

Fig. 13. 

... _._ ... ····_··--r-
]}rucliJIf t:q 

DieselbeFormel findet. 
B. de St.- Venant152) ein
fach durch Anwendung 
des lmpulssatzes auf die 
zwischen den beiden Quer
schnitten H und H + h 
befindliche Wassermasse 

(Fig. 13). Denkt man sich den Schwall durch eine dem Wasser er
teilte Gegenbewegung - ro zum Stehen gebracht, so el'giebt sich 
ill del' 'rhat gleich fur rechteckigen Querschnitt: 

(84) { 
ro 2Jt. II! h = 9 (Hh + 1~2) 
odeI' nntel' Vernachlassigung von ;~ 

ro2 = 9 (H + f h) . 
Besonderes Interesse bietet die Diskussion der Gleichung (81),. 

149) Paris, Mem. pres. par div. sav.19 (1865), p. 503f. Die ersten Versuche 
machte bereits G. Bidone, Torino Memorie 30 (1825), p. 195 f. 

150) Brit. Ass. Rep. 7. meeting at Liverpool 1837, London 1838, p. 417 ff.; 
14. meeting at York 1844, London 1845, p. 311 ff. 

151) J. Boussinesq giebt in § 33 der Eaux COUl'antes den Vergleich seiner 
Formeln mit den Ergebnissen del' Versuche. 

152) Paris C. R. 71 (1870), p. 186. B. de St.- Venant giebt dort die Ableitung 
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wenn man unter Beriicksichtigung der Kriimmung fordert, dass der Schwall 
seine Form behalte. Indem man - wie notig - w konstant, etwa 

w = ygH(l + ~jj) 
oder angenahert 
(85) 
setzt, geht aus (79) die Gleichung 

02h 3h 
OS2 = 2H3 (2 hI - 3h) 

hervor, die es gestattet, die Form der Oberflache zu bestimmen. Es 
zeigt sieh, dass die Anschwelhtng sY1nmetrisch znm Scheitelquerschnitt 
gestaltet ist und asymptotisch gegen den ~lrspriinglichen Spiegel verlauft; 
h1 ist die Ordinate des Gipfels, sodass sich fiir die Sehnelligkeit die 
von Scott Russell 15S) experimentell gefundene Formel 

W = yg(H+h1) 

ergiebt. J. Bmlssinesq, der zuerst diese Ableitung gegeben hat 154), kniipft 
an seine Formeln weitergehende Untersuchungen liber Bahnkurven 
del' Teilehen, Stabilitat u. s. w. dieser sogenannten "Einzelwelle" an 155). 

Die Einzelwelle bildet nieht nur die Dauerform des Schwalles 
bei wagerechter Sohle, sondern wird sogar bei geschlossenem Bett 
vom Bettende unverandert zuruekgeworfen, wie Scott Russell 156) be
merkte. Dieser Umstand ist insofern von besonderer Bedeutung, als 
e1' gestattet, Beo bachtungen an Versuehstrogen von massiger Lange 
vorzunehmen. 

6 d. Fortpfianzung langer Anschwellungen: Staukurve bei be
wegter Wand und "Dammbruchkurve". "Lange" Ansehwellungen 
bieten insofern besonderes Interesse, als wichtige FaIle der Praxis 
(Fortpfianzung der Ebbe und FIut in den Strommundungen, del' Hoch
wasser, in vielen Flusslaufen), zu ihn en gehoren und als sie in del' 
Theorie wegen del' zu vernachlassigenden Kriimmung, Oberfiachen
neigung und Reibung eine eingehende Behandlung zulassen. 

fur ein FlussLeU von beliebigem Querschnitt Fund beliebiger Breit.e I. Die 
Formel (84) wird dadurch 

0)= 0({ +3:} 
153) Brit. Ass. Rep. 7 (1837), London 1838, p. 424; 14 (1844), London 1845. 

Vg1. auch C. Herschel, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 4 (1875), p. 194 und 
A. E. H. Love, IV 16, Nr. 5h, p. 139. Die Ableitung der Formel riihrt von 
G. Green, Cambro Phil. Soc. Trans. 6 (1837), p. 457, her. 

154) J. Boussinesq, J. de math. (2) 17 (1872), p. 55 f. 
155) V gl. J. BOllssincsq, Eaux cOUl'antes, p. 380 if. (§ 31). 
156) J. Scott Russell, Brit. Ass. Rep. 7 (1837), London 1838, p. 342. 
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Ein Ansatz fiir ruhendes Wasser 157) ergiebt sich sofort aus der 
Verbindung der Formel (81) fur die Schnelligkeit eines Schwalles: 

(81') w = ygH(l + ! ~) 
mit der Beziehung 

(76) ok + o (fiJh) = 0 
ot 08 ' 

unter Berucksichtigung der Kontinuitatsgleichung: 
iiik 

(79') U1 = H+h· 
Es wird 

(86) I ,/-( 1 h ) h U1 =ygHl- 4H+ k H 

~k + ygJi(l +~~) oh = 0 ot 9 2 H 08 
oder 

(87) s - V 9 H (1 + : ~) t = f(h) , 

d. h. die Deformation des Spiegels erfolgt so, dass sich die Erhebung h des 
Schwalles uber den ursprunglichen Spiegel, so weit dieselbe Tiefe H vor-

handen war, mit der niimlichen Schnelligheit 11 9 H( 1 + : ~) fortpflantd. 

Bei bewegtem Wasser erleiden die Gleichungen eine leichte Ande
rung, indem dann 

(78') 1lJ = U + YuH (1 + ! ~) 
zu setzen ist. 

Bei Vernachlassigung hOherer Potenzen von ; werden die heiden 

Gleichungen (86) und (87) mit den beiden anderen: 

(88) U1 = 2Vg(H + h) - 2VgH 

(89) s = (3 y'g(H + h) - 21(qH) t + f(h) 
identisch, (88) und (89) gelten also fur Ruhewasser. 

A. Ritter158) wendet die letztere Gleichung zur Untersuchung der 
Staukurve bei bewegter Wand an. Schiebt eine beschleunigt vor
riickende Wand das Wasser vor sich her, so gilt (89) fiir die Verande
rung der OberfHiche und zwar betragt nach (89) der Unterschied del' 

SchllelIigkeit ~: von Spiegelpunkten, deren Hohen urn dh verschieden 

sind, 3ygdh: 2y'H + h, sodass, wenn a1 und a2 die Neigung des 

157) V gl. J. BOllssinesq, EallX courantes, p. 411 if. (§ 34). 
158) Zeitschr. Ver. deutsch. Ing. 36 (1892), p. 948 if. Siehe auch M. Moller, 

Zeitschr. f. Arch.- u. Ing.-Wesen (2) 1 (1896), col. 475. 
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Spiegels zwischen diesen Punkten zu Anfang und zu Ende del' Zeit T 
bezeichnet, del' wagerechte Abstand, del' zunachst cotg IX1 • dh war, 
in del' Zeit T in 

ubergeht, also 

(90) 2yH+h T = -- ---- (cotO' IX - cotO' IX.) 3 g t> 1 t> 2 

ist (vgl. Fig. 14). Die Zeitdauer zwischen 
dem ersten Attftreten einer Flutwelle in 
der Hoke H + h ttnd ilwem Brechen, 
das heisst dem Ubergang von /X2 in 90°, 
betragt nach Formel (90) 

~ -V R + h . cotO' IX 
3 g t> 1) 

wOTin man, wenn dasBl'echen zuerst am Fig. 14. 

VVellenfuss erfolgt, h = 0 zu setzen hat 158). 

A. Ritter 159) beweist ferner, flass wenn die ganze WeUe gleich
zeitig brechen soIl, die Stauwand mit einer, dem Quadrate del' 
Wassertiefe - also (H + h)2 - proportionalen Beschleunigung vor
rucken muss. Hol't die Beschleunigung auf, so werde das Wassel' 
ubeT die bis dahin erreichte Tiefe Hi noch um -g-H1 emporsteigen 
und im Augenblick des Brechens die Tiefe }~ haben. 

Beim Zttriickweichen einer Stauwand 160) gilt, wenn auch in 
diesem Fane die Spiegelkrummung vel'llachlassigt wird, an Stelle von 
(88) bei Einflihrung einer von der urspl'linglichen Wand aus zn 
messenden wagerechten A bszisse x fur die entstehende Wassel'
geschwindigkeit 

~~ = U1 = 2 ygH - 2Vg(H - h). 

Daher betrugt, wie die Integration lehl't, bei plOtzlichem V' erschwil1den 
eineT Wand oder bei einem Dammbl'uch del' wagerechte Weg des 
obersten Wasserteilchens, welches anfanglich am Eck von Spiegel 
und Wand lag, weil fur dasselbe zllgleich die jeweilige Tiefe unter 
dem ursprunglichen Spiegel 

seln muss, 

(92) Y- (11k 1/h 71' . 11k") x = 2 H 2 V H - V H - H~ - arc sm V H . 

l5ll) Zeitschr. Vcr. deutsch. lng. 36 (1892), p. 952. 
160) ..d. Ritter, ebenda. 

Encyklop. <1. math. ·Wissensch. IV 2. 26 
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Zugleich bewegen sich die nicht mit den korperlichen Wasserteilchen 
zu verwechselnden Punkte des Wasserumrisses in negativer, wagerechter 
Richtung gemass GI. (89) mit der Schnelligkeit 

2ViJi - 3Vg(H - h). 

Fig. 15. 

Wenn das oberste Teilchen auf die Sohle gelangt ist, also zur Zeit 

"l j2iJ., befindet sich daher der in der Tiefe h liegende Punkt des Vfj 
Umrisses oder der "Dammbruch7curve" in der Entfernung 

(93) (2 "JIgH - 3 "Jig (H - h)) C-}l2j! - V¥) 
= H"JI2 (2 - 3V1 - ~) (1-vID 

vom gleich hohen, durch (92) bestimmten Wegpunkte, weil dieser 

zur Zeit -V~; einen PunId des Umrisses bildete und in der Tiefe h 

lag. Naeh (92) und (93) ist die Ermittelung del' Dammhruchkurve 
moglich. Eine weitere Ausbildung del' Betrachtung unter Rucksicht
nahme auf die Reibung und Gestalt des Abfiussbettes ware von 
wesentlichem praktischen Wert. 

6e. Fortsetzung: Ebbe und Flut in Strommiindungen. Die 
Anwendung der Formeln (86) und (87) auf die Fortpfianzung von 
Ebbe und Flut in Strommundungen wird durch die Annahme 

H + h = a (1 + a' sin !.; t) fur s = 0 
vermittelt. Es erg-iebt sich leieht 

s = "Jig iI (1 + ;!i.) (t - 2: arc sin H +a~'- a), 
wozu dal1n noeh zur Bestimmung del' Geschwindigkeit 

U1 = Viili(1 - -}~) ~ 
tritt 161). 

161) Vgl. J. BOlIssinesq, Eaux cQurantes, p. 414. Ahnliche Aufgaben sind 
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Dadurch, dass man bei dieser Behandlungsweise die Reibung 
vernachlassigt, die Stromsohle wagerecht voraussetzt und eine nicht 
ganz zutreft'ende .A.nnahme uber die Schwankungen des Meeresspiegels 
macht, wird fiir praktische Falle die Brauchbarkeit der Formeln der
art beeintrachtigt, dass man sich meist mit Naherungsverfahren be
helfen muss 162) •. 

So benutzte L. FranfJius 163), um an der Weser die Flutkurven, 
d. h. also die Kurven, welche den Zusammenhang zwischen der Zeit 
und der Rohe des Wasserspiegels angeben, fUr das geplante Strom
bett zu ermitteln, die einfache Formel flj = rgeD + h1). Indem er 
die Flutkurve an der aussersten Miindung kannte, zerlegte er sie der 
Zeit nach in Teile, berechnete fur jeden Teil die Fortschrittsschnellig
keit OJ und hieraus die Fortschrittsdauer bis zu einem benachbarten 
Flusspunkte und erhielt durch graphisches .A.uftragen die FIl1tkurve 
der letzteren Stelle. So wurde schrittweise fortgefahren. Doch gab 
dies nur die Flutkurven der Fll1tzeit, wahrend deren Ebbehalften nur 
nach .A.nalogie der aIten Kurven des bestehenden Stromes entworfen 
werden konnten. 

1m ubrigen ergiebt sich fiir die Flutstromung folgendes: 
Da wahrend der Ebbe die Flutmassen wieder abfliessen miissen, 

liegt im oberen Teil von Mundungsstrecken nicht nur das Roch-, 
sondern auch das Niedrigwasser bei Springflut h6her als bei tauber 
Flut 164), wahrend am Meere das Niedrigwasser bei Springflut be
sonders tief sinkt. Die Spiegellinie schliesst sich bei Niedrigwasser 
der Flusssohle enger als bei Hochwasser an und die Mitte zwischen 
Hoch- und Niedrigwasser liegt bei Springflut h6her als bei tauber 165). 

behandelt von M. Levy, Le90ns sur la theorie des marees 1, Paris 1898. Der
selbe findet und lOst unter anderem (p. 186) die Differentialgleichung fiir die 
Wasserbewegung in einem wagerechten Kanal, der einen See mit Tuhigem 
Spiegel mit einem fiutenden Meer verbindet, wobei er annimmt, dass die Rei
bung der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional sei. Andere Berech
nungen M. Levy's gehOren, weil bei ihnen die Flutgesetze starker in den Vorder
grund treten, noch mehr in das geophysikalische Gebiet, woriiber das Referat 
in VI 1 libel' Ebbe und Flut zu vergleichen ist. 

162) AlB ein allgemein liber Strommiindungen orientierendes Buch sei hier 
w: H. Wheeler, Tidal rivers, London 1893, genannt. 

163) L. Franzius, Projekt zur Korrektion der Unterweser, Leipzig 1882 
und Handbuch der Ingenieurwissenschaften, der Wasserbau, 3. AuD., 3. Abt., 
Leipzig 1900, p. 261. 

164) M. Comoy, Etude pratique sur les marees fiuviales et Ie mascaret., 
Paris 1881, p. 122; p. 282, 290 u. s. w. 

165) David Stevenson, The principles and practice of canal and river 
engineering, 3. ed., Edinburgh 1886, p. 95. 

26* 
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Die absolute Scheitelhohe der Flutwelle nimmt im allgemeinen von 
der Miindung bis zur Flutgrenze ein wenig zu, kann aber auch ab
nehmen 166). 

Das Kente1"n 167) der Ebbe- bezw. Flutstromung erfolgt spater 
als die Erreichung des tiefsten bezw. hochsten Wasserstandes und 
die Zeit zwischen dem Hochststande und der Flutumkehr nimmt 
stromaufwarts abo Betragt die Schnelligkeit der Flutwelle w, die 
mittlere Flutstromungsgeschwindigkeit u und die Zeitdauer der Flut T, 
also die Lange des Wellenberges Tw, so wandert das Wasser nach 
JJI. Comoy 168) stromauf, wahrend eine Wellenstrecke T w iiber dasselbe 
hinwegzieht, also, da der Geschwindigkeitsunterschied w - u betragt, 
nur wahrend der Zeit Tw: (w -u). Hierbei legt es einen Weg 

Trou 
ro-~6 

zuriick. Diese Formel setzt Parallelismus der Schichten und eine 
scharfe Grenze zwischen Siiss- und Seewasser voraus. Thatsachlich 
findet aber eine Vermischung 169) statt, wodurch das Siisswasser 
rascher stromab und dafiir Seewasser stromauf befordert wird. Die 
beziiglichen V organge verdienen nahere Erforschung. 

Bei trichterformigem Flussschiauch und ansteigender Sohle wachst 
die Wellenhohe nach Scott Russell 170) nahezu wie der reziproke Wert 
del' Wurzel aus der Breite. Da kann es geschehen,. dass del' Scheitel 
den Fuss iiberholt und die Welle Uberfallt und eine Sprungwelle 
(Stunner, masca1"ct, bore) bildet. Ems, Seine 171), Garonne 171), 

Severn 171) und andere Pliisse, besonders del' Tsientangkiang 172) zeigen 
diese Erscheinung. Aber auch das Entgegengesetzte, namlich Flut
stromung oder Stillstand in der Tiefe bei Ebbestromung an der 

166) G. v. Boguslawski und O. Krttmmel, Handbuch der Oceanographie 2, 
Stuttgart 1887, p. 266; auf Grund der Daten C01l!oy's. 

167) Ebenda 2, p. 270 auf Grund yon Daten von C01l!oy und L. Franzius. 
168) a. a. 0., p. 171. 
169) W. C. Unwin, The Engineer 55 (1883), p. 66; R. W. P. Birch, Minutes 

of Proceedings of the Inst,it. of Civ. Eng. 78 (1884), p. 212; B. Latham, ebenda 
p.222. 

170) British Association Report, 7. meeting held at Liverpool 183i, London 
1838, p. 425. Siehe auch oben A. Ritter's G1. (90). 

171) Ii. L. Pal·tiot, Ann. des ponts et chaussees (4) 1 (1861), p. 17; 
JJI. C01l!oy, Etude pnttique sur les marees fiuviales, Paris 1881, p. 180, 293, 
300, 319, 34\); Geographical Journal 19 (1902), p. 52. 

172) Tv. U. 1I1ore, Report on the Bore of the Tsien.Tang-Kiang, London 
1888; ders., Further Report, London 1893, aucb Annalen der Hydrogr. u. maritim. 
1\Ieteorologie 24 (1806). p. 466. 
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OberfHiche, ist schon z. B. von Robert Stevenson 17S), P. Caland 174) und 
W. R. Browne175) beobachtet worden. 

Bei einer mit ro fortschreiten-
den Sturzwelle (Fig. 16) ist nach 
M. Moller 176) die Geschwindigkeit 
Us des Flutstromes von del' Us 

des iiberschaumenden Wassers un
abhangig und gilt ffir die relativen 
Geschwindigkeiten fiir die ruhend 
gedachte Sprungwelle wegen der 

_w--

~ 

1 
Fig. 16. 

Gleichheit der ankommenden und abfliessenden Menge 

oder 

(94) 

(U1 + m)h1 = (m - us)hs 

(iJ = Us + (U1 + us) ~1 • 
2 

Bei H. Bazin's Versuchen 177) brachen sich die Flutwellen, wenn 
h2 nahezu h1 erreichte. 

6f. Hochwasserverlauf. Bei Anschwellungen, wie sie Hoch
wasser hervorrufen, wandert in Flussstrecken, die durchaus denselben 
Querschnitt besitzen, der Schwall unter fortgesetzter Verlangerung 
und Verflachung stromab. Seine Umwandlung geschieht hierbei recht 
langsam 178), weswegen es hier nicht wie bei den Entwickelungen in 
N r. 6 c bis 6 e gestattet ware, die Reibung zu vernachlassigen, wahrend 
andererseits bei del' sehr bedeutenden Lange eines solchen Schwalles 
in erster Annaherung das Spiegelgefalle als mit dem Sohlengefalle 
iibereinstimmend, also fiir die Stromgeschwindigkeit das Gesetz der 
gleichformigen Bewegung als giltig angesehen werden darf 179). 

Eine erste Beziehung zwischen del' Fortsc7wittschnelligkeit del' An-

173) David Stevenson, The principles and practice of canal and river 
engineering, 3. ed., 1886, p. 133, 148. 

174) Allgemeine Bauzeitung 29 (1864), p. 108. 
175) Min. Proceed. !nst. Civ. Engineers 66 (1881), p. 20. 
176) Zeitschr. f. Architektur u. !ng.-Wesen (2) 2 (1897), p. 204. 
177) Paris, Mem. pres. par div. savants 19 (1865), p. 622. 
178) Vgl. G. Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst, Berlin 1898, 

p. 129 f. 
179) Vgl. J. Boussinesq, Eaux courantes, p.470, wo er diese Bewegung als 

"quasi permanent" bezeichnet Das ist auch bei den Problemen der Fall, welche 
der Hochwasserverlauf in stadtischen Sielnetzen bietet. Einschlagige Unter
suchungen stellte G. Fantoli, Le acque eli piena nella rete delle fognature di 
Milano, Milano 1904, p. 99 f. an. 
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schwellungen und der Fliessgeschwindigkeit fur rechteckige Kanale 
ergiebt sich aus der p. 371 unter ~) benutzten Beziehung 

~_~+w_o~=O 
ot os 

und der Kontinuitatgleichung 

_~~ + 0 (H ~ h) U = 0, 

wenn man die Wassergeschwindigkeit U nach dem Gesetz der gleich
formigen Bewegung U = c yJ(lif--h:) nimmt. Es folgt dann einfach 

(95) w=tU. 
Fur parabolischen Querschnitt, wie ihn natiirliche Flusse mehr oder 
weniger aufweisen, ergiebt sich analog 

(96) w=tU, 
wonach also Anschwellungen in nicht ausufernden Flussen mit einer 
Schnelligkeit vorwartsschreiten, welche die Fliessgeschwindigkeit um un
gefahr 1/3 ubertrifft. 

1m "Stromstrich", wo die Geschwindigkeit am grossten ist, eilt 
die Anschwellung vor und bewirkt bei steigendem Wasser eine -
schon von D. Guglielmini 180) beobachtete - Wolbung des Spiegels. 
Dass die gegenteilige Erscheinung der Einsenkung seHener bemerkt 
wird, diirfte damit zusammenhangen, dass Hochwlisser nul' langsam 
sinken. 

Bei Ideinen Einzugsgebieten, also langerer Regen- als Abfiuss
dauer, kann es geschehen, dass del' Wasserstand durch langere Zeit 
unverandert bleibt; im allgemeinen bildet del' Spiegel abel' eine lang
gezogene und durch die Unregelmassigkeiten des Flussbettes gestorte 
Welle, die am Kopfende, dem Pussende und einem Zwischenpunkte, 
dem Scheitel, das ursprlingliche Gefiille aufweist. Meist ist die Tiefe 
am Scheitel grosser als an den heiden Enden, so dass er, weil die 
Fliessgeschwindigkeit mit del' Tiefe wachst, rascher als die Enden 
fortschreitet. Dieser Vorgang iill Plusse selbst bewirkt, 1m Verein 
mit ahnlichen an den Zulaufen, dass der vVasserstand bei Hoch-
w:[sseru - wie erwahnt rascher wachst als abnimmt. 

Uber die Beziehung des 1JIaxi1llwns del" Ergiebigkeit, Tiefe /ll/d 
Gesell/rind i.llkcit an cincr Flussstclle erhellt aus den beiden G1eichungen 

180) Bl'ziiglich Litteratur und Daten ~ei auf G. Crllgnola, Correlazione fra 
l'alveo <Ii un fiume e racqua che yi corre, Milano 18UU, p. 22, auch deutsch 
Zeitsrhr. f. Gew,isserknnde 4 (1~I02), p. 28U yerwieseu. 
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(97) ( 

dQ=~~ro+~_Q 
dt GS ot 

und 
oQ of --- + --- - 0 os ot - , 

dass dem Maximum des Durchflusses Q das Maximum des Wasserstandes 
und diesem der VOriibergang des Scheitels folgt. In der Tat er
reicht, wahrend der Schwall fiber emen Flusspunkt hinwegzieht, 
offenbar zuerst das Geialle sein Maxi-
mum, dann, weil sich die Geschwin
digkeit mit der Tiefe vergrossert, die 
Geschwindigkeit, danach, weil die 
Durchflussmenge sowohl mit ersterer 
als auch mit letzterer wachst, der 
Durchfluss 181) (Fig. 17). Bei ursprfing
lich gleichmassigem Flussgefalle sinkt 

Fig. 17. 

der Scheitel, also der Spiegelpunkt, dessen Tangente dieses GefaIle 
annimmt, bestandig tiefer. Das Wasser erreicht daher, schon bevor 
der Scheitel fiber den betreffenden Flusspunkt hinweggegangen 
ist, seinen hOchsten Stand. Die Tiefe ist daselbst in diesem 
Augenblicke unveranderlich, das Gefalle bereits im Abnehmen be
griffen, also auch die Wassermenge in Abnahme. 1m Augenblicke, 

in dem die Stromung stationar, also ~~ = 0 ist, werden ~,~, sowie 

qcf unendlich klein und gilt daher fur ro die Beziehung 

(98) 

Das Vorstehende bezieht sich auf keine bestimmte Form des 
Schwalles. Fur manche wichtigen Fragen ist es aber zweckmiissig, 
iiber die Form del' Anschwellnng bestimmtere Annahmen zu machen. 
Dabei ist zu beachten, dass die praktischen Aufgaben sich vornehm
lich auf die V orgiinge beim hochsten Wasserstande beziehen und es 
auf die Auslaufe des Schwalles selten ankommt. 

U nter der Voraussetzung, dass die Kurve, welche fur die Zeit 
als Abszisse den Durchfluss fiir einen passend gewiihlten Punkt des 
Flusslaufes als Ordinate angiebt, eine Parabel sei, behalldelt P. Khtn
zinger 183) unter anderem die Anderung der sekundlichell Hochwasser-

181) Vgl. z. B. A. Flamant, Hydraulique, p.385 und U. lIIasoni, Idrau
liea, p. 617 f. 

182) Diese Beziehung wurde zuerst von Rleitz, Ann. d. ponts et ehaussees (5) 
14 (18i7), p. 156, 196 geg-eben. Vgl. auch J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 483. 

183) Zeitschr. d. osterr. Ing.- u. Areh.-Ver. 38 (1886), p. 10 und 48 (1896), 
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menge beim DU1'chtliessen von Seen, sowie bei einem dmeh emen 
Aufstau bewirkten seitliehen Austritt im Uberschwemnntngsgebiete. 
In beiden Fallen zerlegt sieh die herabkommende Menge derart in 
die zuruekgehaltene der "Retention" und in eine weiterfliessende, dass 
beirn h5ehsten W asserstande, also dem Maximum des Zuflusses, die 
sekundliehe Retention Null ist. Hierbei wird die Kulmination des 
Hoehwassers unterhalb des Sees odeI' del' Staustelle verringert und 
yerz5gert. Umflutungen, deren Durehstromung mehr Zeit erfordert 
als die des Hauptarmes, bewirken das Namliehe und zwar ist die Er
massigung des Hoehwassers am gr5ssten, die VeI'z5gerung am klein
sten, wenn beide Wege gleiehe Wassermenge fiihren. Infolge der 
Ubersehwemmungen und Umflutungen sehreiten Flutansehwellungen 
[trotz Gl. (95) und (96)J meist langsamer fort als das Wasser fliesst. 
So nimmt 184) am Rhein naeh dortigen Beobaehtungen, wenn die 
Nebenfliisse keine Hochwasser fiihren, die Stundenzahl t zwischen dem 
Eintritt einer in Zentimetern gemessenen Pegelh5he h in Waldshut 
und dem der entspreehenden Sehwallh5he in S Kilometer Entfernung 
stromab naeh folgender Gleiehung ab, wenn h zunimmt: 

t = 146 [1 - 0,0028 (550 - h) + 0,000003 (550 - h2)J (1 + ~), 
worm 

x = 0,000011738 2 • 

W 0 griissere Genauigkeit erforderlieh ist, kann del' Verlauf del' 
Hochwasser, wie sie in den natiirliehen unregelmassigen Betten auf
treten, nur noeh sehrittweise auf Grund der- Gesetze del' sta#onaren 
Bewegung verfolgt werden. 

1st die Zuflussmenge fl (t) als Funktion del' Zeit t, die Abfluss
menge r:p (li) als Funktion del' Hohe des Seespiegels (iiber einem will
kiirlichen Pegelnullpunkt), sowie die unveranderliebe Seeflaehe F 
gegeben, und ist die Abflussmenge als Funktion f2 (t) zu suehen, so 
werden nach I-Iarlacher sowobl die t als aueh die h als Abszissen 
und die Wassennengen fl (t), f2 (t) und r:p Ch) als Ordinaten aufgetragen. 
Die Differenz des Zu- und Abflusses im Zeitintervall l::.t wird dann 
dureh ein von den beiden Kurven fl (t) und f2 (t) und zwei Ordinaten 

p. 33, 49 u. f. Eine wichtige Frage, fiir die bisher eine geeignete Theorie fehIt, 
ist die, wie sich Hochwiisser bei Eilldiimmungen iindernj vgl. diesbez. etwa: 
Beitrlige :our Hydrographie OstelTeichs 6. Heft (Stu die uber den EinHuss der 
Eindiimmung des ~Iarchfeldes auf die Stromverhiiltnisse der Donau), Wien 1903. 

184) M. v. Tein in Ergebnisse der Untersuchungen der Hochwasserverhalt
nisse im Deutschen Rheingebiete v. Centralbureau f. lIfeteorol. u. Hydrogr. in 
Baden 3, Berlin 1897, p. 43. 
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gebildetes Viereck A1B1~B2 (Fig. 18) angegeben. Zieht man von den 
Punkten ~ und B2 del' f2 (t)-Kurve Parallele zur Abszissenaxe bis 
zur rp (h) -Kurve, so bedeutet 
das Produkt F· Ah die vom 
See im ZeitintervaU At aufge
speicherte Menge, wenn t::..h 
die Differenz del' h del' beiden 
Schnittpunkte bezeichnet. Man 
konnte daher, wenn ~, B1 
und A2 gegeben sind, B2 durch 
Pro bieren (oder die regula falsi) 
finden und so fortschreitend 
die Aufgabe graphisch lOsen. 
A. R. Harlacher ermittelte abel' 

.Axeaerl 
~.-.d.h ----~ 

Fig. 18. 

ein vereinfachendes Verfahren 185) zum Aufsuchen von Bs. Derselbe 
laste 186) auch eine Reihe verwandter Aufgaben. 

Bin abweichender Vorgang, welcher wesentlich darauf beruht, 
dass die Zeit als Abszisse und das nach del' Zeit genommene Integral 
der Retention bezw. des Zu- und des Ablaufes als Ordinate auf
getragen wird, schliigt P. Kresni7c 187) ein. Sein Verfahren, sowie ein 
anderes von O. Eckdahl 188), gilt auch fur den verwickelteren Fall, 
dass sich F mit del' SpiegelhOhe h andert. 

Den Fall, dass sich mehrere Seen aneinanderschliessen, unter
suchte J. A. Seddon 189) mit Hinblick auf die grossen Seen des St. Lorenz
Stromes. 

6 g. Hochwasservorhersage. Von del' Benutzung del' Bewegungs
gleichungen des Wassers wird, schon weil sie viel zu zeitraubend 
ware, vollkommen Umgang genommen, wenn zu Zwecken del' Schiff
fahrt und del' Warnung del' Uferbewohner der Verlauf auftretender 
Hochwasser vorhergesagt wird, sodass es sich hier urn geschickte Be
nutzung empirischer Daten handelt. 

Diese Aufgabe Wste zuerst Belgrand (1854), indem e1' fand, dass 

185) Mitgeteilt von Ign. Pollak in Zeitschr. d. osterr. Ingen.- und Archit.
Vereins 4,7 (1895), p. 593 u. f. 

186) Ebenda. 
187) UstelTeich. lfonatsschr. fiir den offentl. Baudienst 3 (1897), p. 26. Das 

Verfahren klingt an das "Massennivellement" des Erdbaues an. 
188) M. Strukel, Del' Wasserbau 1 (1897), p. 23; derselbe zitiert O. Eck

dahl, Om beraknigsmetodElma vid uppgorande af forslag till sjosiLnkningar och 
regleringar, Lund 1888. 

181l) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 24 (1889), p. 566. 
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der Anstieg (montee) der Seine in Paris uber dem, der jeweilig vor 
Beginn der Schwellung herrschte, doppelt so gross wie das Mittel 
aus dem Anwachsen von acht die Seine bildenden Zufiussen sei, wenn 
jeder diesel' acht Einzelanstiege an einem bestimmten Punkte des be
trefl'enden Flusses gemessen wird lDO). Spater in Gebrauch gekommen, 
aber heute verbreiteter 191) ist es, den Wasserstand selbst, namlich 
die Hohe des Spiegels uber dem NuUpunkt eines an der betrefl'enden 
Stelle befindlichen Pegels (crue totale) als Funktion del' Wasserstande 
darzustellen, welche zu verschiedenen Zeitpunkten (z. B. 48 und 
72 Stunden vorher) an einem stromauf befindlichen Punkte herrschten. 
Wenn zwischen letzterem und del' Stelle, fur die vorherzusagen ist, 
N ebenflusse munden, so ist jener Wasserstand ausserdem auch Funk
tion del' Wasserstande, die an je einem Punkte der Nebenflusse auf
traten. Die Funktionen werden auf Grund mehrjahriger Beobach
tungen bestimmt und konnen durch Gleichungen, Tabellen oder 
graphisch festgelegt werden. Bei ihrer Ermittelung kann es sich 
empfehlen, nach dem Beispiele A. R. Ha1'Zacher's und H. Richter's192), 
von dem Umstande Gebrauch zu machen, dass aus den Wasser
standen der oberen Pegel die dortigen Durchflussmengen hervor
gehen und sich aus del' Summe letzterer der Durchfluss am unteren 
Pegel und hiermit sein Wasserstand ergiebt. 

In Flussstrecken, die del' QueUe nahe liegen, ist infolge seiner 
Abhangigkeit von der Regenverteilung del' Fortschritt del' Hoch
wasser ein unregelmassiger und ware es auch bei regelmassigem 
Fortschritt nicht mog1ich, auf die zu erwartenden Wasserstande aus 
den Angaben noch hoher gelegener Pegel fill' praktische Zwecke ge
niigend lange vorauszuschliessen. Hier muss daher eine V ol'hersage 
unmittelbar auf Grund del' Messungen del' Regenhohen geschehen 193), 

190) G. Lemoine und A. de Prea!ldeau, Anmtles des ponts et chaussees 
(6) 6 (1883), p. 334. E. Allard wies ebenda (6) 17 (1889), p.629 nach, dass das 
nachfolgend beschriebene Verfahren auch im Seinegebiet brauchbar ware. 

In) Jollois, ebenda (0) 1 (1881), p.273 (obere Loi1·e); Voisin, ebenda (6) 
15 (1888), p.480 (Liane); JJlazoyer, ebenda (6) 20 (18\)0), p. 441 (mittlere Loire); 
Imbeaux, ebenda (7) 3 (18\)2), p. 159 (Dnrance); Breuille, ebenda (7) 12 (1896), 
p. 128 (Yonne, Serein, Armal1~on); A. R. Harlacher und H. Richter, Zeitschr. f. 
Bauwesen 37 (1887), p. 5!J9; Richter, ebenda 44 (1894), p. 85 (Elbe); Ergebnisse, d. 
Untersuchungen d. Hochwasserverhaltnisse im Deutschen Hheingebiet v. Central
bureau f. Meteor. u. Hydrol. in Baden 3 (1897). E. Hcubach schHigt i. d. Deut
sehen Bauzcitung 31 (1897), p. 370 ein neues Verfahren ,or. 

192) a. a. O. - Allgemeinere Betrachtungen liber den Zusummenhang der 
Wasserstiinde; TfT. IOeilJcr, Zeitschr. f. Gewlisserkunc1e 1 (1898), p. 10, 129. 

193) Voisin, Annales des ponts et chaussees (6) 15 (1888), p.484; Imbeallx, 
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wobei zu bedenken ist, dass del' Boden betrachtliche Mengen als 
Grundwasser zuriickzuhalten vermag, man also unterUmstanden seiner 
Aufnahmefahigkeit, die sieh z. B. im Wasserstande VOl' dem Regen 
zu erkennen geben kann, Reehnung zu tragen hat. 

ITI. Das Stromen von Wasser in Rohren und WasserHiufen bei 
unstetiger Wan dung. 

7. Rasche Querschnitts- und Richtungsanderungen bei Rohren und 
Gerinnen. 

7 a. Sohlenstufen und seitliche Erweiterungen bezw. Ver
engungen des Bettes. Eine Stufe odeI' ein Gefiillsbrueh del' Sohle 
maeht sieh in del' Oberfliiche als Wassersprung (W assersehwelle) be
merkbar. 1st in einem Gerinne (vgl. Fig. 19) die Rohe y der Stufe, die 
Zulauf- und die Ablaufgesehwindig-
keit ~ und U2, sowie die urspriing-
liehe Tiefe H bekannt, so ist durch -- ----1'-
Anwendung des Impulssatzes auf zwei 
Querschnitte, die den W assersprung )'1f~~ ~ 7~-'-
einsehliessen, dessen Hohe h leieht zu ~ 

finden. Dabei sieht man von Reibungs- ---r-
vorgangen und irgend welchen storen- Fig. 19. 

den Einflussen ab, da del' Sprung 
sich auf einer so klein en Stelle abspielt, dass die Reibung ke.ine 
wesentliche Anderung des V organges bewirken kann. In del' Tat 
ergiebt sieh sofort - wenn man allerdings noeh annimmt, dass del' 
Gegendruek del' Stufe so gross sei, wie daselbst del' Wasserdruck 
unter dem dureh den Sprung erhohten Spiegel ware 

oder 

(99) 

IP _(H+h)",=!!U,(U _ U) 
2 2 9 2 1 

2Hh+7/ 2 =4H7J,2. h-y 194). 
2g H+h-y 

ebend<L (7) 3 (1892), p. 176; G. Lemoine, ebe:Hla (7) 12 (1896), p. 523 (Ardeche, Gard, 
Gardons, Herault, Orb). 

194) TV. Wien, Lehrbuch d. Hydrodynamik, p. 202 f. behandelt den Wasser
sprung im Anschluss an die Untersuchung des Einflusses von Unregelmlissig
keiten eines Strombetts auf die Gestalt der OberfHiche (vgl. auch oben 1) d, p.357). 
Er setzt die Ordinate des Bodens ((x) = A arctg EX, so dass diesel' fiir 
E = 00 und x = 0 einen Sprung von del' Hohe An bilc1et und bestimmt den zu
gehorigen Spiegel fiir l'eibungslose FlUssigkeit. Die Spiegelaste liegen lotrecht 
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A. Ritter 195) untersucht auf Grund diesel' Formel, in del' er 
U2 u. 2 [1' 

(100) H: 2~ = a, h: 2~ = ~, y: 2~ = "1 

setzt, so dass fitr 

f=l-H+11(~-n 
a = f± Vt" - ~(~ ;-1]) 

wird, die Vorgange des Wassersprunges iill Einzelnen. 1m allgemeinen 
gie bt es einen Werth von ~ und 11 und zwei von a (fitr ~ = 0,6 und 
"1 = 0,1 wird a = 0,63 bezw. 0,24). 1st das Sohlengefalle des Ab
laufgerinnes nun zu gering odeI' zu gross, urn die Wassel'menge rft H 
bei del' Tiefe H - y + h wegzufiihl'en, so findet eine Ol'tsverlegung 
des Wassersprunges, welcher seine Hohe y beibehalt, strom auf odeI' 
stromab statt (vgl. Fig. 20 und 21). Del' Wasserspiegel verfolgt 

~ 
~~-----------

Fig. 20. Fig. 21. 

zwischen Stufe und Sprung in diesem FaIle eine Staukurve und bildet 
mit dem ebenen Zulauf. odel' Ablaufspiegel eine Ecke. Del' V organg 
ist ganz uhnlich, wenn statt einel' Stufe ein Gefallsbruch in del' Sohle 
odel' beides vorhanden ist. 

Ubrigens wird die Gleichung (99) durch Nullsetzen von y nahe
zu zu 

(101) 2(H + h)2 = (2H + h) u,', 
9 

mittels welchen Ausdl'ucks J. B. Belanger 196) auf Grund des Impuls-

tiber del' Stufe auf ontgegengesetzter Seite einer vVagerechten, der sie sich mit 
zunehmender Entfernung von der Stnfe asymptotisch oder in "Vellen niihern. Je 
nachdem U, ~ V 9 H ist, springt tiber der Stufe del' Spiegel aufwiirts oder ab
wllrts. In grasserer Entfernnng Yom IVassersprung ist bei diesel' Lasung der 
ablanfende Strom um die Stnfenbiihe seichter als del' herantliessende. )Jf. MeHler, 
Zeit-sehr. d. Areh.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 40 (1894), col. 599 giebt eine Ableitung 
fiir die Hohe des \Vassersprunges, indem er. einfaeh von dem Bernoulli'schen 
'l'heorem ausgeht. Aueh er yernachHlssigt damit den an del' Sprnngstelle auf
tretenden Drnckverlust, del' unter Umstanden einen betrllchtlichen TeiI der ur
spriinglich vorhandenen Geschwindigkeitshohe aufzehren kann. 

1~5) Zeit-schr. d. Vel'. deutsch. lng. 39 (1895), p. 1349. 
190) J. B. Belanger, Essai sur la solution numeriqne de quelques probHm:les 

relatifs au mouvement permanent des eanx cOUl'antes, Paris 1828, p. 35. 
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satzes den von G. Bidone 197) zwischen zwei Asten einer Staukurve be
o bachteten Wassel'spl'ung erklart haV98). 

Auch kann man Ausdrucke erhalten, die fur einen stehenden 
Wassersprung geIten, wenn man in den Gleichungen 199) fur die Schnellig
keit des Wellenfortschrittes del' Wassermasse eine Gegenbewegung 
von del' absoluten Grosse del' Wellenschnelligkeit erteilt. 

Seitliche Einengungen oder Erweiterungen wirken iihnlich wie 
He bungen oder Senkungen del' Sohle. Einige Versuche nahmen 
P. und L. L. Vauthier 200) mit einem ofl'enen Gerinne VOl', dessen lot
rechte Seitenwande eine Strecke lang erst auseinander- und dann 
wieder zusammenliefen. Je nachdem sie das Einlaufschutz allmahlich 
oder p16tzlich zogen, zeigte del' Wasserspiegel auf del' el'weiterten 
Strecke eine starke Rebung oder Senkung. Die Verfasser bemerken 
hierzu, dass beide Abflussweisen del' ublichen Theorie (Gl. 29) del' 
ungleichformigen Bewegung ziemlich gut entsprachen. 

Zu den verwandten Aufgaben gehort die Berechnung des Staues, 
den Briickenpfeiler in Flussen hervorrufen. Die Schwierigkeit letzterer 
Aufgabe besteht darin, dass man zwar nach dem Bernoulli'schen 
Theorem oder auch nach einer in Nr. 9c gegebenen Gleichung aus 
del' Theorie del' "Uberfalle" den AbfaH des Wasserspiegels 201) - mit 
welchem die Stauhohe haufig vel'wechselt wil'd 202) - beim Eintritt 
zwischen die Pfeiler annahernd angeben kann, nicht abel' die Wieder
erhebung beim Austl'itt. T. Montana1'i betl'achtet dahel' den Wider
stand eines Pfeilers wie den eines Schiffes und setzt den Rohenuntel'
schied del' Spiegel oberhalb und unterhalb del' Pfeiler bei stumpfen 

197) G. Bidone, Torino Mem. 25 (1820), p. 21 ff. 
198) Etwas genauer giebt J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 131, auf Grund 

des Satzes von der Bewegungsgrosse fiir den Zusammenhang zwischen den 
FHlchen Fl und F2 gleieher Breite Z vor und nach dem Wassersprung bei einem 
Durehfluss Q die Beziehung 

Fl + F. = = _ ex' Q'Z 
J...l, if 0 - -="== 

2 1 - '~'2' gy",-~ 

die fiir sehr breiten rechteckigen Kanal mit ex' = 1 und genugend kleinem i in 

(2H+h) (H+h)=2H Ul' 
9 

ubergeht. Ubrigens bietet der Wassersprung keine scharf messbare Stufe in der 
Oberfl~iehe. 

199) Vgl. oben IV 20, Nr. Ge, p. 373f. 
200) Annales des ponts et ehaussees (2) 15 (1848), p. 129. 
201) Verwiescn sci auf: ChI'. Havcstadt illl Handbueh der Ingenieurwissen

schaften, Wasserbau, 1. Abt., 1. Hulfte, 3 . .dull. lSU2, p. 328. 
202) Das betont J. Dupuit, Etudes, p. 134. 
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Pfeilern = ; . ~; . lL, wobei f den eingetauchten Pfeilerquerschnitt, 

F den Flussquerschnitt, U die mittlere Geschwindigkeit im Flusse 
und 203) lL einen von f: F abhiingigen Faktor (z. B. 1,22 bezw. 2,91 
fiir f: F = 0,1 bezw. 0,5) bedeutet. Bei zugeschalften Pfeilerk6pfen 
tritt ein echter Bruch als Faktor hinzu 204). An der Tiber erho bene 
Daten sprechen fiir die Anwendbarkeit der Formeln 205). 

Mit dem Durchflusswiderstande von Durchlassen und Diikern be
fassten sich T. Montanari 206), sowie P. Pasini und U. Gioppi207). 

7 b. Rohrerweiterungen und -verengungen. Bei R6hren bilden 
plOtzliche Verengnngen das Analogon zu den Sohlenstufen in Fliissen. 
Das Wasser tritt bei ihnen unter Vermehrnng seiner Geschwindigkeit 
aus der weiteren in die engere Strecke. Diesen V organg kann man 
auch als Ausfluss unter Wasser auffassen und den Ansatz des engen 
an das weite Rohr als Mundstiick bezeichnen. Fur diesen Ausfluss 
gelten dann ahnliche Beziehungen wie fiir den spater in Nr. 8 zu 
betrachtenden in freie Luft: nul' dass die "Ausflusskoeffizienten" stets 
kleiner ausfallen, als wenn das Wasser durch dasselbe Mundstiick in 
freie Luft fliesst. Das Verhiiltnis beider Koeffizienten betragt nach 
J. Weisbach20S) im Mittel 0,986. 

Erweitemngen des Querschnittes 209) geben in R6hren dadurch zu 
Druckverlusten Anlass, dass rasch fliessendes Wasser auf langsam 
fliessendes st6sst. J. Clt. Borda 210), del' auch beziigliche Versuche 
anstellte, wendete auf den Vorgang die Regein des unelastischen 
Stosses an, nach welchen, wenn ein K6rper vom Gewichte Ai und del' 
Geschwindigkeit ~ einen andel'll vom Gewichte...42 und del' Ge
schwindigkeit U2 trifft, ein Arbeit.svel'lust 

(102) .A1 A2 (D;. - U2 )2 
A1 + Ai • ·--2g---

eintritt. In Rohrerweiterungen ist die stossende Menge .Ai weit 
kleiner als die gestossene A2 , sod ass man bei p16tzIicher Erweiterung 

203) Politecnico 40 (1892), p. 45. 
204) Ebenda 39 (1891), p. 805, 81l. 
205) Ebenda 40 (1892), p. 260, 327, 422 u. f. 
206) Ebenda 40 (1892), p. 468, 536, 598, 673, 737 u. f. 
207) Giornale del Genio civile (5) 7 = 31 (1893), p. 67. 
208) J. TYeisbacll, Untersuchungen aus dem Gebiete del' Mechanik und 

Hydraulik, 2. Abt. Leipzig 1843, p. 80. Einige Versuche von P. RicTlelmy: Torino 
Mem. (2) 15 (1855), p. 117. 

209) Siehe auch unten: AusHu8s aus Offuungen, p. 402. 
210) Paris, Mem. de l'acad. royale des sciences, annee 1766 (erschienen 

1769), p. 592. 
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den (nieht mit dem Druekuntersehied zu verwechselnden) Druckhohen
verlust 

(103) 

setzen kann, worin U1 die Gesehwindigkeit im engsten Strahlquer
schnitte FH U2 jene im erweiterten F2 hedeutet. Fiir den Druck
untersehied beider Stellen gilt dann bei wagereehtem Rohr 

(104) 

J e naeh del' Miindungsform kann Fl mit dem engsten Rohrquer
schnitt zusammellfallen, odeI' sieh der Strahl naeh Eintritt in die er
weiterle Rohrstreeke noeh zusammenziehen, ehe er sieh ausbreitet 
(vgl. Fig. 22 und 23). 

-.--1T 
---~--.- ~ .. -.-.-

! 1 I 
Fig. 22. Fig. 23. 

In der vorstehellden Betraehtung ist auf die ungleichformige 
Verteilung del' Geschwindigkeit iiber den Quersehnitt nicht Riicksicht 
genommen. B. de St.-Venant 211) tut dies, beriieksiehtigt aueh die 
Erhohung del' Reibung und setzt fiir plotzliche .A.nderung des Rohr
durehmessers den Druckhohenverlust 

(105) _ u,.' [(l<~ )2 1 ] -- ---1 +-
2g Fl 9 ' 

wo bei er unter Fl den Quersehnitt del' engeren Rohrstrecke versteht. 
A. Fliegner 212) hat jedoch beobaehtet, dass del' sieh ausbreitende 

Strahl von einer Wassersehieht umgeben ist, in del' ein noch kleinerer 
Druck Pa als in del' Miindungsebene (del' engsten Stelle) helTscht, 
wo del' Druck PlI wie e1' sieh dUl'ch unmittelbare Messungen iiber
zeugte, auf einen Bruehteil des Atmospha1'endruekes hinuntersinken 
kann. In del' Bewegungsriehtung wirken demnach ein Druck Pv sowie 
ein noeh kleinerer Pa, ihr entgegen P2 (vgl. Fig. 24). Da iiberdies die 
Druekabnahme Luft- und Dampfausscheidung zur Folge hat (wie man 

211) Paris, Mem. de l'.Acad. 4 (1889), p. 7. Vgl. auch J. Boussinesq, Eaux 
courantes, p. 126. 

212) Civilingenieur (2) 21 (1875), col. 97 u. f. S. a. Schweiz. Bauzeitung 42 
(1903), p. 91. 
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bei Benutzung von Glasrohren erkennen kann), so entscheidet sich 
A. Fliegner statt fiir (103) fiir eine von F. GrashO('18) fiir den Aus-

-----u .... -
p~ 

Fig. 2 !I.. 

fluss von Gasen abgeleitete Formel. 1st V das spezifische Volum im 
allgemeinen, VI bezw. Va dasselbe in den Rohrquerschnitten FI und F 2 , 

so gilt nach letzterem 

(106) b = (Fi V1 _1)2 + 
F1 Vj 

V. 

+ -;~ {[(i: ~ -1) Pl - (~: - l)PaJVs ;: + .[pav}. 
v. 

Meist wird Vs > VI sein, wodurch b verkleinert wird, wahrend andrer
seits der Umstand, dass Pl > Pa ist, b, d. h. den Druckverlust, ver
grossert. A. Fliegner fand bei Steigerung der verfiigbaren Druckhohe 

P1 + U21 ', dass bin Rohren mit plotzlicher Erweiterung (ahnlich Fig. 22) 
r g 2 

zunachst betrachtlich grosser als (;~ - 1)' war, dann nur wenig 

unter diesen Wert sank und hierauf wieder betrachtlich wuchs, ferner 
dass bei allmahlich erweiterten Rohren (Fig. 24) die Anfangs- und 
Endwerte von b fast den vorigen gleich waren, aber dessen Minimum 
noch kleiner wurde und etwas fruher auftrat. 

Bei Rohreinsatzen wie die Fliegner's besteht also der Druckver
lust im allgemeinen aus einer geringfiigigen ReibungshOhe im sich 
verjungellden Rohrstiick und einem weit grosseren Druckverluste, der 
daher kommt, dass sich der kontrahierte Strahl wieder ausdehnt. 
Auch bei den ahnlichen Formstucken, welche C. HerschePI4.) unter dem 
Namen "Venturi-Messer" zur Wassermessung benutzt, findet der Ver
lust an Druck fast nur in der sich erweiternden Rohrstrecke statt, so 
dass man aus dem Unterschiede der in und oberhalb der Einschniirung 

218) F. GTashof, Theoretische Maschinenlehre 1, Leipz. 1870, p. 421. V gl. 
auch V 0, Nr. 18 (M. Schr6ter-L. Prandtl), p. 299. 

214) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans 17 (1887), p. 2", 200; 18 (1888), p.136. 
Die gegentheilige Bemerkung M. Merriman's ebenda 18 (1888), p. 140, Bcheint 
auf einem Irrtum zu beruhen. 
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herrschenden Drucke die Geschwindigkeiten mindestens auf 5 Prozent 
gensu nach dem Bernoulli'schen Gesetz berechnen kann. Nach 
U. Masoni U5) wird die Ungenauigkeit bei kleinen Rohren etwas 
grosser. 

Bei manchen anderen Leitungsbestandteilen lisst sich Ahnliches 
nachweisen. So miisste fiir sCha;rfkantige Scheibenringe von der Oft'nung 
Fl1 welche in ein mit der Geschwindigkeit U durchstromtes Rohr 
yom Querschnitte F eingesetzt sind (vgl. Fig. 25), bei reibungsloser 
Kontraktion auf den Querschnitt kFl gemass (103) 

(l07) t~ ~ (F 1)' 2"9= 29 kF,.-
oder 

F 1 k=-·---
Fl 1+yf Fig. 25. 

sein. J. Weisbach 916) fand fUr 

~ = 0,0461 0,1406 0,3814 0,6511 0,8598 

~ = 1067 110,8 9,010 1,191 0,121 
wonach sich 

k = 0,644 0,617 0,655 0,734 0,863 

-ergeben wiirde. Wie anderweitige Beobachtungen zeigten, zieht sich 
.der Strahl nicht viel weniger zusammen, als diese k angebenj den 
Druckverlust bewirkt also tatsiichlich im wesentlichen die Wieder
:ausbreitung des Strahles. Zu bemerkeo ist aber, dass nach O. Bacht11), 
wenn eine weite Strecke zwischen zwei engen eingeschaltet ist, der 
Druckverlust der Borda'schen Formel nur eintritt, weon die erstere 
lang genug ist, weil sieh der Strahl sonst nicht in ihr ausbreitet. 

Bei Schiebern, welche J. Weisbach tI8), E. Knichling und J. Thom
.son 119), sowie Waldo Smith SIO) uutersuchten, kann man die Durch
:fI.ussmenge in den verschiedenen Phasen des Schliessens noch einiger
massen nach (107) beurteilen. Je komplizierter aber die Sperrvor
richtungen gebaut sind, desto mehr ist man auf den Versuch anga
wiesen. Zahlreiche einschliigige Untersuchungen von Hiihnen, Klappen 

215) Napoli, 1st. d'Incoraggiamento Atti (5) 5 (1903), Nr. 1. 
216) J. Weisbach, Untersuchungen in dem Gebiete der Mechanik u. Hydrau

lik, 2. Abt. Leipz. 1843, p. 130. Etwas abweichende Zahlen sind in J. Weisbach, 
Lehrbuch 1 (1845), p. 447 sowie Weisbach-Herrmann, p. 1036 interpolierl. 

217) Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ing. 35 (1891), p. 474. 
218) Weisbach, Untersuchungen u. s. w. 1. Abt. Leipz. 1842, p. 7 u. f. 
219) Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 26 (1892), p. 489. 
220) Ebenda 85 (1895), p. 235. 

EDC7k1op. d. math. Wislenlch. IV 2. 27 
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und Ventilen hat J. Weisbach ttl), solche von Ventilen O. BachIH)T 
von Steuerschiebern hydraulischer Hebezeuge H. Langill) vorge
nommen. 

7 c. Richtungsii.nderungen von ROhren bezw. Gerinnen. Auch 
Kniee (vgl. Fig. 26) bewirken ebenso wie Erweiterungen des · Quer
schnitts, dass sich der Wasserstrom erst zusammenzieht und dann 
wieder ausdehnt. J. Weisbach lU) setzt auf Grund eigener Versuche 
den Widerstandskoeffizienten 

Fig. 26. 

I 
!1 
~ I 

~ 
I 

Fig. 27. 

~ = 0,9457 sin! 8 + 2,047 sin' 8, 

worm 28 den von beiden Asten eingeschlossenen Ablenkungswinkel 
bedeutet. 

Fur Krummer von 2r Lichtweite, deren Axe einen Viertelkreis 
vom Halbmesser R bildet (vgl. Fig. 27), fand Weisbach H6) auf Grund 
eigener Versuche und solcher L. G. du Buafs empirisch bei 

jkreisform. Querschnitt ~ = 0,131 + 1,847 G) 7/2 
(108) 

rechteck. " ~ = 0,124 + 3,10 (~) % . 

Da sich in solchen Krummern die Kontraktion schon vollstandig aus
gebildet hat, bewirkt nach Weisbach ein noch grosserer Zentriwinkel 
keine Erhohung von ~. 

J. Boussinesq U6) folgert, indem er eine Flusskrummung als eine 
fortlaufende Reihe von Knieen auffasst, dass der Druckverlust pro 
Langeneinheit in breiten oWenen Betten von der Breite adem Krum
mungshalbmesser .A und der Tiefe h durch 

221) Untersuchungen u. 8 . W. 1. Abt. 
222) C.Bach, Versuche iiberVentilbelastung und VentilwiderBtand, Berl. 1884. 
223) Zeitschr. d. Verein8 deutsch. Ingen. 37 (1893), p. 1281, 1319, 1356. 
224) Weisbach, Lehrbuch 1, Leipzig 1845, p. 437. 
225) Ebenda, p. 439. 
226) Eaux courantes, p. 602; J. de math. (3) 9 (1883), p . 429. 
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(109) 

ausdriickbar sein miisse, worin -r und 11 KonBtante bedeuten und der 

Exponent 1-;311 eine sehr kleine Zahl sei, wonach sich angenahert, 

wenn m der Geraden hJ = b U' gilt, im Bogen 

(109a) 

lande; or' ist eine neue Konstante, die nach Untersuchungen von 
W. Lahmeyer'm) ungefahr gleich s/4,b sein miisste. 

1m Widerspruche mit diesen Anschauungen fa·nd J. R. Freeman J'J8), 
dass in Spritzenschlauchen von 63 bezw. 72 mm Weite der Zuwachs 
des Druckverlustes, welchen Quadranten von 61, 91 
und 122 em Halbmesser hervorriefen, mit letzterem 
wuchs. Desgleichen fanden neuerdings G. S. Williams, 
O. W. Hubbell und G. H. Frenkell J39), dass der Druck
verlust in Gussrohrleitungen (von 0,3 bis 0,8 m 
Durchmesser) von gegebener Lange mit einem ein
geschalteten rechtwinkligen Bogen am kleinsten aus
faUt, wenn der Bogenhalbmesser etwa das 2%fache 
der Rohrliehtweite betragt, und dass er mit dem 
Bogenhalbmesser wachst. J. P. Church 230) bemerkt 
erlauternd, dass der pro Langeneinheit des Bogens 
zur Rohrreibung der geraden Strecke hinzutretende 
Druckverlust zwar bei fiacher Kriimmung abnehme, 
aber in geringerem Masse, als die bei gegebenem 
Zentri winkel dem Kriimmungshalbmesser proportionale 
Bogenlange wachst. 

Aus den genannten Versuchen geht auch her

,/ 

(---
Fig. 28. 

vorllSO), dass stromab von Bogen und Schieberu im geraden An-
8chlussstrang auf einer die Rohrweite vielfach iibersteigenden Linge 
die Reibung grosser als in der iibrigen geraden Strecke ist. 

Zu einem ahnlichen Schlusse kommt T. Montanari JS1), indem er 
den zum Reibungsverlust der geraden Strecke eines Rohres vom 

227) Allgemeine Bauztg. 17 (1852), p. 163. 
228) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 21 (1889), p. 366. 
229) Ebenda 47 (1902), p. 18S. Geschwindigkeitsverteilung in Bogen, p. 64. 
230) Ebenda, p. 216. 
230) Ebenda, p. 143, 184, 191. 
231) Politecnico 46 (1897), p. 423, 424. 
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Durchmesser 2r = 10 bis 40 mm bei Einfiigllng eines rechtwinkligen 
Kniees (vgl. Fig. 29) hinzutretenden Druckverlust auf eine Lange 6r 
-vom Knie abwarts 

Fig. 29. 
: f 

( 45) U' = 109 + .. -- -, 4r' 2g 

und auf eine Hinge lOa vom Knie ab 

= (130 + 53,5) U! 
, 41" 2g 

(also betrachtlich grosser nls J. Weisbach) setzt. 

8. Ausfluss von Wasser aus Gefiissen. 

8a. Del' Geschwindigkeitskoefflzient und die Kontraktion. Bei 
freiem Av.sfluss, das heisst solchem in Luft, durch ein gut abgerundetes 
(die Kontraktion, wie unten angefiihrt, verhinderndes) Mv.ndstiick von 
der Offnungsfiache F soUte dem Torricelli'schen Gesetze gemass, falls 
die Offnungsmitte in del' Tiefe hunter dem Spiegel liegt und bei 
lotrechter Wand die Abmessungen del' Offnung im Vergleiche zu h 

klein sind, die Austrittsgeschwindigkeit y2gh betragen. Sie ist jedoch, 
wie Beobachtungen zeigen, nur 

(110) 

wobei del' Geschwindigkeitskoeffizient rp immer ein echter Bruch ist, 
so dass das ausstromende Wasser statt einer Geschwindigkeitshohe h 
nul' eine solche von rp 2h aufweist 2S2). Die Ursache des Druckhohen-
verlustes 

( 1 ) U! (1 - rp2)h = ~ - 1 2g 

liegt in Reibungsvorgangen. Setzt man diesen = ~ ~!, so wird del' 

Zusammenhang zwischen dem Geschwindigkeitslcoeffizienten rp und dem 

Widerstandskoeffizienten ~ durch ~ = ~~. - 1 angegeben 23S). 

Del' Druckverlust ist iibrigens seh1' gering, denn J. Weisbach 2S4) 

fand fUr ein gut abgerundetes Mundstiick VOll 1 em Lichtdurch
messer fill' 

h = 0,02 
rp = 0,959 

0,5 

0,967 

3,5 
0,975 

17 103 m 

0,994 0,994. 

232) Vgl. IV 15, Nr. 10 (A. E. R. Love). fiber den A.usfluss VOll heissem 
Wasser siehe V 5, Nr. 18 (lIf. Sclll'otcr-L. Prandtl), p. 304, 

233) Wcisbach, Lehrbuch 1, Leipzig 1845, p. 425. 
234) Ch"ilingenieur (2) 5 (1859), p. 87 j Weisbach-Herrmanll, 1). 969. 



8. Ausliuss von Wasser aus Gefassen. 397 

Erfolgt der Ausfluss in diinner }Vand, so treten die Wasserfiiden 
konvergierend aus, so dass im Innern ein vom Aussendruck wesentlich 
verschiedener Druck herrscht und bei wagerechter Offnung in ihrem 
Mittelpunkte die Geschwindigkeit ein Maximum besitzt. Da das 
Wasser wiihrend des Falles eine Beschlennigung erfahrt, ist anzu
nehmen, dass die Geschwindigkeit im Strahl mit der Entfernung von 
der Offnung wiichst, also der Querschnitt - so lange del' Strahl 
nicht zerstaubt - abnimmt. Dementsprechend fanden F. Savart 235) 

und H. G. Magnus 236) bei kreisTImden und H. Bazin 237) bei kreis
run den und rechteckigen Offnungen keinen eigentlichen Kontraktions
koeffizienten im Sinne des Verhaltnisses eines Minimalquerschnittes 
zur Offnungsfliiche - ob sich ein Minimalquerschnitt bei einer lot
rechten quadratischen Offnung von 20 cm Seitenlange bildet, wie 
J. V. Poncelet und J. A. Lesbros behaupten, konnte Bazin allerdings 
nicht entscheiden 238). An Stelle von Gl. (110) tritt, wenn z den 
H6henabstand zwischen del' Offnungsmitte und einer Strahlstelle be
zeichnet, allgemein fur die Geschwindigkeit del' Ausdruck 

(111) u= cpy'2g(h +z). 
Stets hat cp in 8l111ger Entfernung von del' Offnung sein Maximum, 
welches bei wagereehter Offnung nul' urn einige Tausendstel kleiner 
als 1 ist, wahrend es bei lotrechter Offnung je nach Druckh6he h 
und Form 1,03 odeI' 1,04 erreiehen kann und bei einem Kreis von 
20 em Durchmesser 1,011 betragt. Dass g; > 1 zu werden vermag, 
ist nach Bazin 239) nul' erkliirlieh, weil Gl. (111) gleiehe Geschwindig
keit aller Wasserfiiden im Querschnitt voraussetzt, also nicht strenge 
gilt, und im Strahlinnern vielleicht stellenweise ein geringerer als del' 
Atmosphiirendruck herrseht. 

Eine Bm'cchnung des Kontmktionskoeffizienten [J., oder des Ver
haltnisses des Strahlquersehnittes zur Offnungsflaehe ist mehrfach ver-

235) Ann. chim. phys. 53 (1833), p. 337, 33S. 
236) Ann. Phys. Chern. (4) 5 (1855), p. 44. 
237) Paris, Mem. pres. par div. savants 32 (1902), No. '.1. Auch U. lJ;Iasoni 

fand bei wagerechtel' Kl'eisoii'nung keinen 11inimalquel'schnitt, ferner die Rtrahl
form bei Beleuchtung des Strahles und Messung des Schattens nicht nul' vom 
<Jffnungshalbmesser, sondern auffallenderweise auch vom Verhliltnis des Ralb
messers zur Druckhohe unabhangig. Er giebt genaue Maasse Politecnico 43 
(1895), p. 550. Nach J. Weisbach, Polytechn. Centralblatt (1851), col. 385 und 
Experimentalhydraulik, Freiberg 1855, p. 181 sind die Kontraktionen von Wasser, 
Quecksilber und Rtibiil ziemlich gleich. 

238) Paris, Mem. pres. par di\,. savants 32 (1902), No. '1, p. 19, 42. 
239) Ebenda, p. 44. 
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sucht worden 140). Umgiebt man die Ausflussoffnung von ihrem Rande 
ausgehend innerhalb des Gefasses mit einer Flache und hat die Offnung 
die Grosse Fund die Tiefenlage hunter dem Spiegel, so heben sich 
das Wassergewicht mit dem Gegendruck der Gefasswandung bis auf eine 
auf die angenommene Flliche wirkende senkrecht zur Ausflussoffnung 
gerichtete Mittelkraft r Fh auf. Zu den statischen Drucken auf die 
gedachte Flache, welche die Grosse Fl habe, kommt nun aber noch 

die Druckverminderung durch GeschwindigkeitshOhen f ;; dF1 hin

zu, deren Komponenten senkrecht zur Offuung (falls li die Winkel 
zwischen den einzelnen Ankunftsgeschwindigkeiten und del' Offnungs-

normalen bedeutet) zusammen l' f:; cosll dF1 ausmachen. Da nun 

an allen Stellen des kontrahierten Querschnittes fLF die Geschwindig
keiten schon an und fiir sich senkrecht zur Offnung gerichtet sind 

und angeniihert ~qh betragen, also die Ausflussmenge in der Zeit

einheit fLFY2.qh ist, folgt aus dem Impulssatz 

Fh + j:; cos2 d'dFl = ILF~2ih V2gh = 2fLFh 
oder 

J. Hermanek U1), der vom Satze "Aktion gleich Reaktion" ausgeht, 
stent jedoch sistt dessen die Gleichung 

fL = t[ 1 +1 COB~ clF1 ] 

auf. Als umgebende Flliche wahlt er bei kreisformigen Offnungen 
Kugelhauben und erhalt unter der Annahme, dass das Wasser diese 
Hauben radial durchfliesst, fiir vor- bezw. ruckspringende Ansatzstutzen 
vom Kegelscheitelwinkel 21lo 

= ~ [1 + ~ 1 - COB' ito] . 
P, 2 3 1 + COB ~o 

Fur 2d'o = 0 bei nach innen gerichteten Stutzen hat bereits 
J. Ch. Borda bewiesen, dass fL = t werden sollte. Versuche von 

24,0) G. Hagen, Handb. der Wasserbaukllnst, 1. Theil, 1. Bd., p. 157 f., vgl. 
IV 15, Nr. 10 (A. E. H. Love), p. 66. 

24,1) Wien Sitzungsberichte 1121• (1903), p. 879. 
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J. (]h. Borda lK'), G. BidonelKB) und J. Weisbachll44.) ergaben in diesem 
Falle im Mittel ", = 0,53. 

Bei sehr schmen Durch:O.usskanten (und zwar bei Ausfluss unter 
Wasser in Muschelschiebern) hat H. Lang 24.5) ohne Ansatzstutzen 
iihnliche Koeffizienten erhalten. 

Erfolgt der Ausfluss der Fliissigkeit durch eine unendlich lange 
Offnung in einen mit derselben Fliissigkeit erfiillten Raum, so wird 
das (nunmehr) ebene Problem, die Strahlform zu bestimmen, nach 
der von H. v. HelmhoUe und G. Kirchhoff entwickelten Methode lK6) 

bei geeigneter Gefassbegrenzung losbar und idhrt z. B. idr den Aus
fluss aus einem Bodenspa.lt auf 

l' = 2 ~# = 0,611. 

8 b. Dar Aus1I.usskoafflziant. Fiir die Aufgaben der Technik ist 
insbesondere die Ausflussmenge von Bedeutung. Man pflegt einen 
Ausflusskoeffieienten « einzuidhren, namlich 

(112) 

zu setzen, zu dessen Bestimmung zahlreiche Versuchsreihen vorliegen. 
Fiir kreisfdrmige "Wflrechte Offnungen und die Tiefe h der Offnungs

mitte unter dem Spiegel, dort zu messen, wo letzterer durcb den 
Ausfluss nicht merklich gesenkt wird, giebt Hamilton Smith'M.") auf 
Grund von Versuchen von B. A.. MicMlotti, Ok. Bossut, J. Weisbach 
Bowie eigenen eine Tabelle, die u. a. nachstehende Werle von « flir 
W Bsser von 10° C enthii.lt lK8) : 

I DurchmesBer in cm 

Tiefe h in m ~~~_J 6 i 18 1,=30== 

0,3 --ro,6«! 0,600 I 0,595 I 
30 I 0:593 0,592 I 0,592 I 

0,591 
0,592 

242) Paris, Mem. de l'acad. royale des sciences 1766 (1769), p. 689. 
243) Torino Mem. 40 (1838), p. 56. 
2«) J. Weisbach, Lehrbuch 1, Leipzig 1846, p. 412. 
246) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 37 (1893), p. 1322. 
246) Siehe IV 16, Nr. 1 f (A. E. H. LYoe), p. 98. 

247) Hamilton Smith, The flow of water through orificeB over weirs and 
through open conduits and pipeB, London and New York 1886. 

248) Siehe auch V. DweZsha~(Jf"8-Dery, Technologie sanitaire 1 (1896/6), 
p. 281, 241. Nach B. F. Isherwood, Jonrn. of the Franklin !netit. (8) 76 (1878). 
p. 839 wil.chst III betril.chtlich mit der Temperatur, nach w: C. Unwin, Phil. 
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Bei kleineren Mundungen und Druekhohen ist naeh H. Buff und 
J. Weisbach 249) a entsehieden grosser. 

Erfolgt der Ausfluss unter Wasser statt in freier Luft, so sinkt 
die Ausflussmenge naeh J. Weisbach urn ungefahr 1% Prozent, naeh. 
P. Richelmy bei 13,5 em weiter Offnung urn noeh mehr 250). 

Bei quadratischen Offnungen ist a naeh Hamilton Smith nur un
bedeutend grosser als bei kreisrunden gleieher Weite. Mit seinen 
Angaben stimmen aueh die von J. V. Poncelet und J. A. Lesbros 251) 

fUr Quadrate von 20 em SeitenHinge und h > etwa 20 em, wahrend 
fur kleinere Tiefenlage a naeh J. A. Lesbros 252) sinkt und fur h = 12 em~ 
falls man immer noeh naeh :b-'ormel (112) reehnet, nur mehr 0,572 
betriigt. Lesbros fand spater bei Fortsetzung der Versuehe unter 
anderem bei 2 em hohen Spaltoffnungen von 60 em Breite a fur 
h = 0,02 bis 1,01 m etwas kleiner (namlieh 0,644 bis 0,626) und bei 
60 em hohen, 2 em weiten Spalten noeh kleiner 253). 

J. Weisbach nahm mit trichterformigen JJltmdstiic7cen Messungen 
vor, auf Grund welcher G. Zeuner 254) eine Formel fur ihren Ausfluss
koeffizienten be1'eehnete. 

Bei seinen reehteekigen Offnungen iinderte J. A. Lesbros 255) nament
lieh in Hinbliek auf praktisehe Zweeke die Ausflusse durch Einbauten 
ins Wasserbeeken sowie dureh Anfiigung von Mundstiieken und Leit
gerinnen an die Aussenseite. Mit den so entstandenen etwa 30 Mun
dungen, von denen er einige iiberdies noeh bei versehiedenen Offnungs
abmessungen untersuehte, erzielte e1' dureh Anderung del' Hohenlage 
des ,Vasserspiegels zahlreiehe Versuchsreihen. Auch hier vergrosserten 
Einbauten, welehe den seitliehen Zufluss behinderten, die Ausfluss
menge, wiihrend Vorbauten, die einen Gegendruek auf die Miin
dung ausserten, ihn verminderten. Schon vorher hatte G. Bidone 256) 

ahnliehe Versuehe, z. B. mit quadratisehen Offnungen und ein- bis 
aUseitiger Kontraktion sowie mit run den Offnungen vOl'genommen. 
}\fit dem Ausfluss zwischen einer Sehiitzenunterkante und erner vom 

:Mag. (5) 6 (1878), p. 281 f. bei dUnner Wand nicht mcrklich und bei abgerun
deter GIrnung zwischen 16° und 90° C. um 4%. 

249) 1Veisbach-Hcrrmalll1, p. 973. 
250) Siehe oben 7 b, p. 390. 

251) Paris, lIIem. pres. par div. say. 3 (1832), p. 469, 470, 475. 
252) Paris, litem. pres. par div. sa,. 13 (1852), p. 442. 
253) Ebenda, p. 462. Mit runden und quadratischen Ofl'nungen experimen-

tierte auch Ellis, Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 5 (1876), p. 19. 
254) Civilingenieur (2) 2 (1856), p. 54. 
255) Paris, Mem. pres. par di\,. say. 3 (1852). 
256) 'l'orino Jfem. 27 <1823), p. 73 u. f.; 40 (1838), p. 13 u. f. 
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Ober- zum Unterwasser glatt durchgehelldell Sohle befasste sieh 
Ie W. Bornemann 251). 

Eine wagerechte kurze zylindrische Ansatzrohre von del' 2%- bis 
3fachen Hinge del' Lochweite verkleinert zwar die Sprungweite des 
austretenden Stl'ah1es, verdickt letztel'en abel' gleichzeitig derart, dass 
a, wie G. Poleni 258) bemel'kte, wachst und zwar nach den Versuchen von 
B. A. JJ1ichelotti, G. Bidone, J. A. Eytelwein, J. F. d'AubLtisson und 
J. Weisbach, wie letztel'er 259) angiebt, zu 0,815 wil'd. Diese Vermehrung 
del' .A.usflussmenge gegenuber jenel' aus dunner Wand findet naeh 
J. N. P.Hachette und H. Buff260) nicht statt, wenn sich das Wasser 
in einen luftleeren Raum ergiesst. Desgleichen nimmt del' Einfluss 
des .A.nsatzrohres, also IX, naeh H. Buff.' und J. Weisbach ub, wenn die 
'l'iefe unter dem Spiegel, und nach J. Weisbach aueh, wenn die Loch
weite zunimmt. 

Konisch verjiingte AnsatzrijJwen sind eillgehend von d' A~tbnisson 
und CasteP61) untersucht worden. Es zeigte sieh, dass del' Ausfluss
koeffizient IX bei einem Konvergenzwinkel von etwa 13% 0 sein Maxi
mum von 0,946 aufwies, wahl'end del' Geschwindigkeitskoeffizient beim 
zylindrischen Stutzen am kleinsten (= 0,830) war und mit del' Kon
vergenz (0,984 bei 49°) zunahm. 

Konisch zusammenlaufende 8trah1rohre mit angeschraubtem Muml
stuck, wie sie die Feuerwehren benutzen, hat in gl'osserel' Zahl 
J R. F1'eeman untel'sucht. Bei Vel'wendung del' iiblichen glatten 
konischen Mundstiicke fand er IX fiir Strahlrohr samt262) Mundstiick 
(play-pipe and nozzle) = 0,971 bis 0,983. 263) Del' kleine Riickspl'ung, 
den das Mundstiick an del' .A.llsatzstelle zu bildell pJ1egt, zeigte sich 
belallglos, wahrelld ein l'ingfol'miger Vorsprung an diesel' Stelle nicht 

257) Civilingenieur (2) 17 (1871), p. 54. Riel' sind auch die zur Messung 
und Verteilung des ·Wassers in Italien iiblichen 1foduli zu nennen. S. etwa. 
A. Hess im Handb. del' Ingenieurwissensch. 3, Wasserbau. 2. Abt., 1. RlLlfte, 
3. Aufl. Leipzig 1900, p. 70; U. 1I1asoni, Corso di idraulica 2. append., Na.poli 
1895, p. 138. 

258) G. Poleni, Delle pescaje 69 = Raccolta d'autori, che trattano del moto 
dell' acque 2. ed. t. 3 Firenze 17(j7, p. 414. 

259) J. Weisbach, Lehrbnch 1, Leipzig 1845, p. 422. 
2(0) Ann. Phys. Chern. ,16 (1839), p. 2,10. 
2(jl) D' Aubnisson de Voisins, Traite cl'hydraulique, 2. ed. Pltris, p. 60. .&:ine 

neuere Untersuchung nahrn H. Sc710cntjes VOl': Ann. Ass. lng. Gand (1) 16 (1893), 

p. 107. . 
2(2) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 21 (1889), p. 316; dass der Ausfluss ans 

einem S!rahlrohr zur Wassermessung dienen konne, legte J. R. Freeman, ebenda, 
24 (1891), p. 492 claro 

2(3) Ebenda 21 (18S(), p. 31 i. 
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nul' den Ausfluss etwas verminderte, sondern auch den Strahl zerriss. 
Mundstiicke mit einem vorspringenden Ring an der Austrittsoffnung 
gaben bei emem 

FHichenverhaltnis 0,903 0,784 0,694 

ex 0,866 0,742 0,736 

0,250 

0,634 

also Zahlen, die mit denen der Weisbach'schen 264) Scheibenringe nicht 
ganz iibereinstimmten. 

Konisch erweiterte Ansatzrohren geben nach den Versuchen von 
G. B. Ventnri 265), J. A. Eytelwein 266), J. Weisbach 267 ), Sereni 268) und 
P. Ric7lClmy 269) - je nachdem man den engsten odeI' den weitesten 
Querschnitt als den yom FHicheninhalt Fin Gl. (112) betrachtet - recht 
grosse oder kleine Ausflusskoeffizienten. Durch Ansatz eines Stutz ens von 
einem Durchmesserverhiiltnis von etwa % und einer Lange, die unter 
dem lOfachen Anfangsdurchmesser bleibt, kann man Q nach P. Richelmy 
nahezu verdoppeln. G. B. Venturi 270) hat zuerst bemerkt, dass in solchen 
Rohren del' Druck dem Bernoulli'schen Theorem gemass unter den 
Atmospharendruck sinkt, so dass sie durch seitliche Rohrchen Sauge
wirkungen ausiiben konnen. In zylindrisehen Stutzen findet Ahnliehes 
statt. JJI. Capito271) und U. Masoni 272) haben nachgewiesen, dass es die 
den Strahl herunterziehende Schwere ist, welche ihn zum Anlegen an 
die Rohrwand bringt, dass also letzteres Ursache und nieht Folge 
der Bildung eines luftverdiinnten Raumes urn den eingeschniirten 
Strahl ist. Bei grossen Geschwindigkeiten und erheblicher Divergenz 
ist es nicht moglieh, selbst durch vorheriges Zuhalten des Stutzens 
yollen Ausfiuss herbeizuflihren. 

Bildet cin Teil des Gefasses ein Zulaufrohr, an des sen Endwand 
vom Flaeheninhalt Fein zylindrischel' odel' parallelepipedischer An
satzstutzen yom Querschnitt nF sitzt und wiirde ohne Zulaufrohl' der 

264) Siehe oben p. 393. Ebenda, p. 336. 
265) G. B. Ventt~ri, Recherches experimentales sur Ie principe de commu

nication Iaterale dans Ies fluides, Bull. Soc. 'philomatique 1797; auch deutsch in 
Gilbert's AnmLlen der Physik 2 (1799), p. 446. 

26t3) J. A. Eytelwein, Handbuch der l\Iechanik fester K6rper, 2 .. Aufi., Leipz. 
1823, 1). 101. 

2(7) TVeisllach-Herrmann, p. 1010. 
268) P. Riche/my nennt: Serelli, 11em. sulmoto dell'acqua nei tu bi, Roma 18-!;l. 
2(9) Torino Mem. (2) 25 (1871), p. 31. 
270) a. a. O. 
271) P,tlermo, Collegio degl'ingegneri, Atti 1884. 
272) Napoli, R. Istituto d'incomggiltmento, Atti (4) 5 (1893), No.5; mit diver

genten Stutzen befasste sich auch C. Razzabolli, Bologna Atti 1886-89-90. 
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Ausflusskoeffizient «0 betragen, so tritt infolge del' Zulallfgeschwindig
keit nach Weisbaeh 271l) 
(113) ft = fto(l + 0,102n + 0,067n2 + 0,046nS) 

an seine Stelle. 
Mit del' Verteilung des Ausjlu8ses, wenn ein Rohr (sogen. Regen

fall zum Feuerloschen, Grundlauf mit Stichliiufen in Schleussen) in 
gleichen Abstanden gleich grosse O:ffnungen besitzt, befasste sich 
J. P. Frizell 274). Zahlt man del' Fliessrichtung entgegen, so herrscht 
an del' ersten O:ffnung eine Druckhohe R und betragt ihr Ausfluss 
cy'H, worin e konstant (vgl. Fig. 30). Dann folgen eine Strecke mit 

JJn.. 

Fig. 30. 

dem DUl'chlauf Ql = eVE und dem Dl'uckhOhenverlust bQ1 2, worin b 
wieder eine Konstante bedeutet, die zweite O:ffnung mit dem Ausfluss 

cVH + bQ12 U. s. w. Es findet sich fur 

die n - lte Offnung eYH + b(CJ12 + ... + Q;-2) = Q,,-l - Q,,-2 

" nte " eYH + b(Q12 + ... + Q~-l) = Q" - Q"-l 
und hiernach 

be2Q~_1 = (Q" - Qn_l)2 - (Q,,-l - Q,,_2)2. 
Zeichnet man demnach zwei Gerade unter dem Winkel arctang be2, 

auf deren einem Schenkel vom Scheitel aus die Q zu messen sind 
und sind Ql bis Q"-l bereits gefunden, so erhalt man den Punkt Q"i 
indem man in Qn-l eine Senkrechte auf dem genannten Schenkel el'
l'ichtet, bis sie den zweiten in D,,_l schneidet, und Q" Qn-l = Qn_2 D ,,_1 
macht. 

8 c. Der Ausllussstrabl. Ausser del' EinschllUl'Ung, wie sie 
bei Ausfluss aus dUnner Wand auf tritt, erfiihrt del' Strahlquerschnitt 
zunachst bei eekiger Austrittsolfnung auch eine Andel'Ung seiner F01'm. 
Die Oberflachenspannung bewirkt namlich, dass die fallenden Wasser
teilchen· Schwingungen gegen die Stl'ahlaxe und zuriick machen, 

273) Weisbacl!, Lehrbuch 1 (1845), p. 427. 
274) Journal of the Franklin Institute (3) 76 (1878), p. 84. 
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welche die Ecken in Furchen, dunn diese in Rippen verwandeln, so 
dass zum Toil seltsame QU01'schnittsformen entstehen, wie es beson
del's G. Birlone m), J. V. POJ1celet und J. A. Lesbros 276), J. A. Lesbros 2i 7) 

und H. G. ]Jlagnns 278 ) beobachtet haben. 
Bei kreis(onniger {jffnw~g in dunner Wand entstehen nach 

I-I. G. ]Jlagnus 27n) in del' Offnungsnahe Anschwellungen, wenn die Zu
stromung nicht von allen Seiten in gleicher Weise erfolgt. 

Bauche zeigen sich nach H. G. Magnns 280) und F. Sav(wt 281) eben
falls, wenn man das Wasser im Gefasse erschuttert, wodmch Schwin
gungen entstehen, welche die fallende Bewegung zeitweise hindel'n 
und eine Trennung bewirken 282). 

Die Beschaffenheit des Strahles wird yon del' Austrittsoffnung 
ferner in del' Weise beeinfiusst, dass die aus dunner Wand springen
den Strahlen durchsichtig, die aus Ansatzrohren - ausser bei sehr 
kleiner Druckhohe - trube erscheinen und stark schwanken und ihre 
Oberfiache von feinen Furchen, die ihre Stellung fortgesetzt YerandeI'll, 
bedeckt ist 283). Aufnahmen von Strahl en, die sich aus Wandoffnungen 
uber Ansatzgerinne ergiessen, veroffentlichte J. A. Lesbros 284). 

Mit der :B'rage naeh der Steighohe springender Strahlen hat sieh 
bereits ]Jlariotte befasst; J. vVeisbach 285) machte eine grossere Zahl 
Versuche unter Benutzung verschiedener M undstlicke und fand z. B. 
fUr eine Kreismundung von 1 cm Dm'chmesser in dunner Wand bei 
lotrechtem Strahl und einer Druckhohe H die Steighohe 

h = H: (1 + 0,0115SH + O,000582H2) 

uud fUr em konoidisches Mundstii.ck gleicher vVeite 

275) Torino, IIfern. 34 (1830), p. 237 u. f. 
276) Paris, Mem. pres. par diy. sav. 3 (1832), p. 368 u. f. 
277) Ebenda 13 (1852), p. 47 u. f. 
278) Ann. Phys. Chern. '(4) 5 (1855), p. 24 u. f. 
279) Ebenda, p. 42. 
280) Ebenda, p. 47. 
281) Ann. chim. phys. 53 (1833), p. 363. 
282) Luftblasenbilc1ung beim Auffallen eines Strahles: 111agnu8, a. a. O. 

p. 49 u. f.; J. Tyndall, Ann. Phys. Chern. (3) 22 (1851), p. 294. Pilzartige Formen 
unrl WirbelfHichen beilll Ausfluss yon geflirbtem in ungefilrLtes ,Vasser: E. Rensch, 
ebellda (4) 20 (1860), p. 309 u. f.; Oberbeck, ebenda NF. 2 (1877), p.5 u. f.; 
G. Ev/schau, cbcnc1a NF. 26 (1885), p. 530 u. f. 'Versuche iiber den Streukegel beilll 
Ausfluss ullter Wasser lllachte C. lVcigelt, Zeitschr. f. Gewilsserkunde 5 (1903), p.283. 

283) G. Hagcn, HanclLueh der Wasserbaukunst, 1. Teil, 1, p. 162. 
284) Paris, ~Iem. pres. par diy. say. 13 (1852), p. 51 f. 
285) Zeitsehr. d. Vereins deutsch.Ingen. 5 (1861), p. 113. Einige Versuche 

mit cincm Strahlrohre und H bis zu 63 m nahm an TVeisbach anknupfend 
lV. Yodicka yor, Zeitschr. d. osterr. Ing.- u. Archit.-Ver. 42 (1890\ p. 71. 
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71 = H: (1,027 + O,00048H + O,000956H2), 

also grosser 286). Die Steighohe wiichst liberdies mit del' Mlindungsweite. 
Bei gleicher Ausflussgeschwindigkeit und 1\'rundungsweite springen 
die eingeschnurten Strahlen, weil sie diinner sind und durch ihr ab
wechselndes Zusammenziehen und Anschwellen eher Luft eintreten 
lassen, weniger hoch, als nicht eingeschnlirte. 

O. Lueger 287) und andere 288) geben Daten libel' die Hohe, welche 
nach Zerteilung eines aus einem Feuerwehrstrahhohre tretenden Strahles 
die obersten sichtbaren Tropfen erreichen. Besonders eingehend sind 
abel' J. R. F1'eeman's Untersuchungen solcher Strahlen. Derselbe fand 
unter allderem die hOchste bei Windstille erreichbare Sprunghohe 
einer das Strahlrohr unter 750 Neigung verlassenden Wassermasse 
(also nicht einzelner Tropfen) 

H' 
h = H - 0,000113 D ' 

worm H die DruckhOhe unterhalb des Strahlrohres und D die Mlin
dungsweite in 111 bedeutet289). Schon schwache Winde beeintrachtigen 
den Sprung wesentlich 290). Bei kleinem Druck spl'ingt del' unter 450 

ansteigende Strahl, bei grosserem springen aber flachere Strahlen am 
weitesten, so dass fUr H = 35 m del' glinstigste Steigewillkel etwa 
320 betragt 291). 

Den Z~(sammenstoss zweier Strahlen hat F. Savart 292) beobachtet. 
Trefi'en sich zwei einander entgegengerichtete wagel'echte gleich 
dicke und schnelle zylindrische Strahlen, so entsteht eine fast kreis
runde lotrechte Scheibe. Del' Versuch Hisst sich durch Anderung del' 
O:ffnungsdurchmesser, del' Druckhohell und del' gegenseitigeu Lage 
del' Strahlell abiindern und liefert dann eine grosse Zahl verschiedener 
.Gebilde 293). 

8 d. Bewegung des Wassel's innerhalb des sich entleel'enden 
Gefasses. Den Ausfluss einer reibnngslosen Fliissigkeit aus emem 

286) F. Gmshof, Theoret. lVIaschinenlehre 1, p. 828 finJet, dass 

log(~ -2m y1i) =nh"(l+ph"), 

worin m, n und p fur Jas betreffende Mundstiick konstant, gelten musse. 
287) O. Lueger, Wasserversorgung del' St,ldt Lahr, Lallr 188-1, p. 37. 
288) Siehe hieriiber J. R. Freeman, Amer. Soc. Ci\'. Eng. Trans. 21 (1889), 

p.373. 
289) Ebenda, p. 3f1:!; siehe auch oben S b, p. 40l. 
290) Ebenc1a, p. 374. 
291) Ebenda, p. 387. 
292) Ann. chim. phys. 55 (1833), p. 257. 
293) Ebenda u. G. "lIagn!ls in Ann. Phys. Chern. (-1) 5 (1855), p. 5 u. f. 
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uriisseren GefUsse durch eine kleine Bodeniiffnung kann man in erster 
I:> 

Anllaherung als stmhlenfiirmige Zustromung zu einer punktformigen 
Oflimng mit einer Geschwindigkeit, die dem Quadrate del' Entfernung von 
del' Ofl'nung umgekehl't proportional ist, auffassen. Das Geschwindig

~ 
I 
I 

~~ 

Fig. HI. 

keitspotential ist dann mit einem Massenpotential 
identisch, das flir die .Anziehung gilt, die von 
einem lIassellteilchen im Ausstriimungspunkte 
auf die PUllkte des Gefassinnern ausgelibt wird. 
B. de Saint- Venant 294) sucht auf Grund diesel' Auf
fussung die Kurven, langs welchen sich bei statio
narem Vorgange die Teilchen ursprunglich gerader 
Reihen in aufeinandelfolgenden Zeiten ol'dnen 
(Pig. 31). 1st a del' lotrechte Abstand einer 
solchen Reihe von del' Offnung, so haben die 

zugehiirigen Kurven in Ol'thogonalkool'dinaten die Gleichung 

(114 V( m )-~-x=+ --".-1 - z- , 
1-(i2 

wobei m uer Zeit proportional ist. 
Nach del' Potentialtheorie ergeben sich nun bei mehreren O:ffnungen 

die resultierenden Geschwindigkeiten als Summe jener, welche die 
eiuzelnell Offnungen gesondert hervorrufen wurden. Bei l'egelmassig 
nngeordlleten Offnungen vel'laufen daher in allen Symmetrieebenen 
die vVasserwege langs diesel' Ebenen, sodass man letztere durch feste 
Wiinde ersetzen und den unendlich ausgedehnten Behiilter in Iauter 
cndliche, seitlich begl'enzte zel'legen kann. Fur den Ausfluss aus 
Bulchell fiigten de Saint- Venant uud A. Flamant uuter Benntzung einer 
Mittheilullg von J. Boussinesq ein sehr genaues Rechenverfahren hinzu 295). 

Bei solehem strahienfiirllligem Zulauf muss sich die Oberflache 
Uber del' Offnung senken. Bei sehr langsamem Ausfluss, bei welehem 
die Oberfiiiche praktiseh wagerecht bleibt, mussten also an del' Ober
fiiiche Bewegungen gegen dereu nIitte hin stattfinden, welehe die 
Nachfiilluug des de Saint- Venant'schen Trichters bewirken. Naeh Be
o bachtung VOll O. Tumlir( 296) ist jedoeh das Gegenteil del' Fall, indem 
die Spiegelteilehen lotrecht niedersinken (vgl. Fig. 32). Riel' sei die 
Vermutuug geaussert, dass dies die OberfHiehenhaut bewirkt, welche 
del' 'l'richterbildung '\Videl'stand entgegel1setzt. 

29·1) B. de Saillt- relic/lit, Paris C. R. 94 (1882), p. 904, 1004, 1139. 
2U5) Paris C. R. 97 (1883), p. 1027, 1105. 
2%) \vien, Sitzungsberichte 105 20 (1896), p. 102-1. 
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Sieht man die Offnung nicht mehr als punktformig an, sondern 
setzt sie selbst aus Teilchen von verschiedener Anziehungskraft, also 
verschiedener Ausflussgeschwindigkeit f(xy) zusammen, so gelangt 
man zur Auffassung J. Boussinesq's297). Bedeutet ffJ das Geschwindig
keitspotential, so ist fur $ = 0 --r---r-,----,---,----,---.--

gemass del' Annahme ~ = f(xy), 

wahrend fur r = 'V x2 + y2 + $2 = 00 

die Grossell ffJ und ~~ endlich 

bleiben mussen. Die Geschwindig
keit an jeder Stelle wird dabei del' 
Anziehullg gleich, die daselbst von Fig. 32. 
einem del' Funktion f(xy) pro-
portionaIen dunn en Massenbelag del' Offnung ausgeubt wird. In der 
Annahme uber dieses f(xy) liegt das Approximative del' weiteren 
Boussinesq'schen Entwickelung. Es gelang bisher uberhaupt nicht 
((xy) fur dreidimensionale Vorgange so zu wahlen, dass sich fiir 
den in Geschwindigkeit umgesetzten Teil der DruckhOhe 

2~[(~:r + (~;r + (~~r + 2~~J 
mit del' Natur der Aufgabe in Einklang stehende Werte ergaben. 

Die Erscheinung des Wirbels - del' trichterformigen Einsenkung 
bei kreisformiger Bodenoffnung - in einem sich entleerenden Ge
TaSSe liisst eine mathematische Behandlung bei Vernachlassigung del' 
Reibung unter del' Annahme kreisformiger Bahnen del' Teilchen zu 298). 

Dem Bernmtlli'schen Theorem gemass muss in der Tiefe $ unter dem 
ursprunglichen Spiegel, wenn auf die Trichterflache del' Druck Po wirkt 
- der Halbmesser des Trichterrandes sei "0' die Geschwindigkeit Uo -, 

(115a) p - Po It! - Ito 2 
---=$----r 2g 

297) J. Boussinesq, Eaux cOUl'antes, p. 536 if. Beziiglich zweidimensionaler 
Stromungen siehe W. Wien, Lehrb. del' Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 101 f. t 

oben p. 399 und IV 16, If. (..4.. E. H. Love), p. 97. 
298) M. Rankine; vgl. auch H. Lamb, Hydrodynamics, Cambro 1895, p. 30 

u. J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 619. Letzterer schliesst dort (p. 621 f.) 
weitere Betrachtungen iiber Wirbel an, bei denen die Heibung nicht wie eben 
vernachliissigt werden darf, und die sowohl durch A usfluss als auch dul'ch eine 
Drehung eingetauchtel' Zylinder odel' durch die Begegnung entgegengesetzter 
Stromungen hervorgerufen werden kann. Dbel' einen durch einen Stammklotz 
in einem Fluss erzeugten Wirbel S • ..4.. Graeff, Traite d'hydraulique 2, Paris 
1883, p. 427; R. Hartmann, Wirbel durch schrlige Einstromung in ein GerasB, 
Zeitschr. f. Gewiissel'kunde 5 (1903), p. 106. 
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sein. Das Gleichgewicht 
Fliehkraft 

der wagerechten Kriifte verlangt, dass die 

(115 b) 
9 

dp 
d'I" 

sei. Aua (115a) und (115b) folgt :,.(ru) = 0 oder 

(115c) 

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Halbmesser verkehrt proportional, 
wie schon Leonardo da Vinci s99) behauptet und G. B. Venturi bestatigt 
hat. Fiir die Trichteroberflache geht aus (115a) und (115c) 

(115d) Z - ____ 0 ___ 0_0_ _ __ u! - U ! U ! Z ! (1 1 ) 
- 2g - 2g z! Zo! 

hervor. 
Wirbel SOO) konnen sich auch in der Nahe von Wandoffnungen 

bilden, aber auch einfache Einsenkungen 301), mit deren Feststellung 
sich J. V. Poncelet und J. A. Lesbros bei ihren Versuchen iiber den 
Ausfluss befasst haben. 1st der Behalter in der Nahe der Offuung 
mit Einbauten versehen, so kann sogar der Spiegel seltsame Formen 
annehmen. 

9. UberfaJl uber ein Wehr. 

9a. Der Uberfa.ll a.lB seitlicher Ausfluss. Da der Uberfallvor
gang vielfach zur Ermittlung der Wassermengell verwendet wird, liegen 
auch fur ihn zahlreiche Untersuchungen vor. In roher Annaherung 
kann man mit G. Poleni S02) einen Uberfall als eine Anzahl aneinander 
stossender Offnungen auffassen, wobei aUB jedem in der Tiefe Zl unter 
dem Wasserspiegel befindlichen Flachenelement dydz1 nach dem 
Torricelli'schell Gesetze sekundlich dydz1 V2gz1 ausfliesst. Fur einen 
rechteckigen Wandausschnitt von der Breite b (in m), der yom Spiegel 
bis zur Tiere h (in m) hinabreicht, und Austritt in freie Luft (voll
kommener Uberfall, Fall iiber ein vollkommenes Wehr) liefert dann 
die Integration fur den Ausfluss in m3sec-1 bei Beifiigung eines die 
Ungenauigkeit des Verfahrens ausgleichenden Koeffizienten 803) f£ 

299) Siehe G. B. Venturi, EssaJ sur les ouvrages physico-matMmatiques 
de Leonal'do da Vinci, Padoue 1797. 

300) Paris, Mem. pres. par div. sav. 13 (1852), p. 54. 
301) Ebenda 3 (1832), p. 323, 377f. und 13 (1852), p. 51f. 
302) De motu aquae mixto, Patavii 1717 i del moto misto dell'acque, 33 = Rac

colta d'alltori, che trattano del moto dell' acque 2. ed. 3, p. 804, Firenze 1767. 
303) (L. G.) nit Btlat, Principes d'hydraulique, nouv. edit. Paris 1786, 1, 

p. 202 i 2, p. 114, setzte I' = 0,646. 
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(116) 
G. Bidone8(4) bestimmte bei rings schaner Kante ,." = 0,605. 

Hat das Wasser eine Ankunftsgeschwindigkeit U, so tritt zu 

jeder Drnckhohe z noch eine Geschwindigkeitshohe !'; (richtiger 

a TP) hinzu, sodass die Integration nunmehr S05) nach J. Weisbach 
29 

(117) Q = t,."by'29 {(h + !';)t - (!;)!} 
und abgekiirzt, do. ~; meist klein istS06), 

(118) Q = t,."bJ!2g(h + ~)t 
giebt. 

Die .Anwendbarkeit dieser Formeln hii.ngt wesentlich von der 
Kenntnis der verschiedenen ,." ab, mit deren Bestimmung sich viele 
Beobachter befasst haben. Bei scharfer Uberfallkante und scharlen 
Seitenkanten (Uberfo.ll mit vollkommener Strahleinzwangung) ist ,." 
kleiner als bei' abgerundeten Wehrriicken und Fiihrungswanden S07). 

Bei vollkommenen Uberfallen von der Breite des Zulaufgerinnes S08) 

(also ohne seitliche Einzwangung) lotrechter Wehrtafel und scharfer 
Kante fand, wenn die Seitenwande des Untergrabens mit Offnungen 
versehen waren, durch welche Luft unter den Strahl treten konnte 
(nappe libre), H. Bazin S09), der Versuche mit Hohen h bis zu 0,6 m 
vornahm, rur h > 0,1 m die Uberfo.llmenge pro Breiteneinheit 

(119) q = [0,405 + 0,~03J[1 + 0,55 ;]hY2gh 

oder gensu genug 

(119 a) q = m'hV2gh = (0,425 + 0,212 ;;1) h Y2gh, 

worin H die Wassertiefe im Obergraben vorstellt. Nach F. Frese S10) 

304) Torino Mem. 28 (1824), p. 295. 
305) Hiilsse's Maschinen-Encyklopiidie, Leipzig 1841, 1, p. 478. 
306) Du Boot, Principes u. s. w. 1, p. 206. 
307) Dass auch bei bester Rundung und Fiihrung ill- hochstens = 0,48, 

und nicht, wie man haufig angegeben findet, = 0,57 werde, betont W. Heyne, 
Zeitschr. des osterreich. Ing.- u. Archit.-Vereins 54 (1902), p.887. Allerdings muss 
0,57 als Ausnahme geIten, siehe unten p. 412. 

308) Solche untersuchten auch bereits Du Buat, Principes 1, p. 206 j 2, p. 118 
und G. Bidone, Torino Mem. 28 (1824), p.298. 

309) H. Baein, Experiences nouvelles sur l'ecoulement en deversoir, Paris 
1898, p. 25. Schwanken des Strahls: Annales des ponts et chaussees 181 (1904), 
p.183. 

310) Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ingen. 34 (1890), p. 1815. 
Enc;yklop. d. math. Willenach. IV S. 28 
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ist q etwas grosser, und er set7.t auf Grund eigener Versuche, del' 
von H. Bazin und solcher von H. CasteZSll) , J. A. Lesbros 312) , J. B. 
Francis 313) , sowie A. Fteley und F. P. Stearns 314), deren h iibrigens 
nicht libel' die Bazin's hinausgingen, 

(120) [ 0 0014J [ h'] ,!<l::'i. q = 0,410 + ~h-- 1 + 0,55 H.2 h y 2gh. 

Nach (119) und (120) ist die Wirkung del' Ankunftsgeschwindigkeit 
ftir nicht zu grosse h bedeutender als nach (117). 

Wenn die Seitenwande des Untergrabens keine Lnft unter den 
Strahl treten lassen, kann derselbe vel'schiedene Formen ann ehmen, 
wie zuerst P. Boilean 315) bemerkt hat. Bezeichnet w die Wehl'hohe 
tiber del' Untergrabensohle und ist h < etwa tw, so bildet sich unter 
dem Strahl, del' dabei weniger weit springt als del' freie (Fig. 33), also 
zerdriickt erscheint (nappe depn'mce Bazin's), ein luftvel'diinntel' Raum 
(Fig. 34). Del' gedriickte Strahl liefert etwas mehr Wasser als del' 

~-
-----' 

Fig. 33. Fig. 34. 

Fig. 35. 

fl'eie gleicher Hohe h. Betragt h mehl' als iw, so kann sich del' 
Unterraum mit wil'belndem Wasser ftillen (unterfiillter Strahl, nappe 
noyee en dessous) (Fig. 35). Findet dabei die Wiedererhebung des 

311) J. F. D' Attbuisson ele Voisins, Traite d'hydruulique, 2. ed., Paris 
184.0, p. 81 f. 

312) Paris, :Mem. pres. par div. say. 13 (1852), p. 417. 
313) J. B. Francis, Lowell hydraulic experiments, 4. Auf!. 1883, p. 1240. 
314) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 52. 
315) P. Boilean, Traite de Ia me sure des eaux cOUl'antes, Paris 1854. 



9. Uberfall iiber ein Wehr. 411 

Wassers entfernt vom Wehr statt (a ressaut e7oigne), so tritt zum Aus
druck fUr q in (119a) noch ein Faktor S16) 

(121) 0,845 + 0.176 ~: - 0,016 ~:-

hinzu (Fig. 35). Wenn del' Hohenunterschied zwischen Ober- und 
Unterwasserspiegel <: iw ist, und letzterer nicht zu tief liegt, rlickt 

Fig. 36. 

die Wiederhebung (del' Wassel'sprung) in die Wehrnahe (Tanchstrahl, 
nappe noyee en dessotts recouverte en pm·tie par le reflnx d' aval) un d 
beeintl'achtigt den Abftuss 817) (Fig. 36). _____ _ 
Wenn die Wehrtafel nicht zu dlinn ist und 

die Uberfallkante auf ihrer stromaufwarts .~ ~l'I'\ 
gekehrten Seite liegt, kann del' Strahl am . I 

Wehr haften bleiben (nappe adluirente) und 
bis zu t mehr Wasser liefern, als .del' -----' 
"freie" von gleichem h (Fig. 37). 

Flir vor- und riic7cgeneigte We71rtaj'eln 318), 

sowie fiir Wehre verschiedenster Form, so' 
z. B. fiir solche mit abgerundetem Rlicken, 
liegen ebenfalls Versuch sreihen von H. Bazin, 
fiir Damrnbalkenwehre (deversoirs a pout1'elles), 
bei denen das vVasser libel' einen l'echteckigen 
odeI' einen stromaufwarts mit einer Ab
rundung vel'sehenen Balken stiirzt, auch 
welehe von A. Fteley und F. P. Stearns 819) 

VOl', Von den untersuchten Wehr en gab 
unter Bildung eines "gedriickten" odeI' 
"unterfiillten" Strahles ein lotrechtes von 

316) Bazin, Experiences nouvelles, p. 33. 
317) Ebenda, p.40. 

Fig. 37. 

13 em Dicke mit Ab-

318) Einige Versuche von C. Canovctti: Atti del 5to Congresso degli in
gegneri ed architetti italiani, sez. 5, tema 11, Torino 1885. 

3H) ArneI'. Soc. of Ci\·. Ellg. Trans. 12 (1883), p. 86, 97 u. f. Einige Ver-
28~ 
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rundung die grosste Uberfallmenge 320) , namlich 1,15 bis 1,32 mal 
so viel, als q unter sonst gleichen Umstanden bei scharfer Kante und 
freiem Strahl betragen hiitte. 

9b. Boussinesq's Behandlung des Uberfallproblems. Boussi
nesq821) hat die verschiedenen Falle in einer einheitlichen Theorie, 

die freilich des Versuchs nicht entraten 

~ I ~ I 

kann, zusammengefasst. Er setzt die 
Rohe l:, bis zu' del' del' unterste Faden 
libel' die '\iV ehrkante odeI' den Wehr
rucken emporsteigt, als bekannt voraus 
(vgl. Fig. 38). W 0 del' Faden seine grosste 
Erhebung erreicht, ist seine Bewegung 
offenbar wagerecht und geht in ein Ab
wartsfallen libel'. Er nimmt nun an, 
dass samtliche Faden in derselben Lot
rechten kulminieren und daselbst den 

~ 

I 
Fig. 38. 

gleichen Kriimmungsmittelpunkt besitzen. 
Bezeichllet z die Rohenlage eines Scheitels uber del' vVehrkante, 
1'0 den Krummungshalbmesser des untersten und r den eines beliebigen 
Fadens, so gilt dann 

(122) l' = To -t- Z - C; 

fur die Scheitel gilt ferner, weil Fliehkraft, Gewicht del' Wasser
teilchell und Druckunterschied einander in lotrechter Richtung das 
Gleichgewicht halten mussen, 

'1 dp n 2 

(123) r dz- = - 1 + gr . 
Endlich muss nach dem Benzoulli'schen 'rheorem 

p It" z+--t---=h l' 2g 
oder 

(124) 

sein. Auf die obere StrablfHiche wirkt stets del' Luftdruck, so dass 
flil' sie P = 0 zu setzen ist; der im Scheitel des untersten Fadens 
gemessene Druck kann abel', wie gesagt, von Null verschieden sein 
und betrage Po' vVircl noch 

suche mit schrag zur Stromungsrichtung bufenden \Vehren machte P. P. Boileau, 
Traite de In, me sure des eaux coumntes, Paris 1854. 

320) Bazin, Experiences nouvelles, p. ()6. 
321) Paris C. R. 105 (1887), p. 17, 585, 632. 
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(125) ~=-n 
y(h -s) 

gesetzt, die lotrechte Strahldicke an den Scheiteln 'Yj genannt und 
eine Hilfsgrosse 

(126) k = Vh -1j -Ii ro 
V(h - Ii) (1 + n) 1.0 + 7J 

eingefiihrt, so liefert die Losung von (122) bis (124) 
,/11- ( --)3 log nat k t-(127) q=[7c y 1+n- 7cV1+n] k-l (h-c) Y2g. 

Hiermit ware q immer noch nicht bestimmbar, sodass Bonssinesq das 
Belanger'sche Prinzip zu Hilfe zieht322). Nimmt man namlich c als 
gegeben an, so kann man sich den Raum unter dem Strahl durch 
ein festes Wehr ausgefiillt denken, tiber das das Wasser mit einem 
Strahl von del' Dicke 'Yj stiirzt, urn als "Unterwasser" weiter zu laufen. 
Liegt del' Unterwasserspiegel tief, so ist er ohne Einfluss auf'Yj und q, 
und, wenn man ihn ansteigen Iii-sst, so wird seine Einwirkung auf 'Yj 

und hierdurcb auf q auch zunachst geringfiigig sein. Del' Uberfall 
f 1 t 1 1 b dq d ·th· dq 0 .. . D t ·tt . er 0 g a so so, a s 0 d7i un mi 111 (lie = ware. as n In 

dem vorliegenden FaIle fiir 

(128) [k2(1~n)-lrl= ~ [lOg!atlc-k l 1J 
ein. Boussinesq 323) hat ferner fiir lotrechte scharfkantige Wehr
tafeln eIlle Beziehung 

(129) 

ermittelt. 
N ach (128) folgt fiir angenommenes 7c das zugehorige n, dann 

~ nach (129), dann - da h als gegeben zu betrachten ist - Po nnch 

(125). Man erhalt also fiir den gedriickten, haftenden oder unter
full ten Strabl eine Liste zusammengehorender Werte des Ausdruckes q 
in (127) und del' die Strahlform kennzeichnenden Zahl k. Nach den 
Versuchen Bazin's 321), die ihm bei lotrechten scharfkantigen 'iV ehr
tafeln die Beziehung 

322) J. B. Belanger berechnete in seinen Vorlesungen die Uberfallmenge 
liber ein Wehr mit breitem Riicken unter der Voraussetzung, dass sie das Maxi
mum der moglichen Mengen bildet: Ecole roy ale des ponts et chaussees, Session 
1845-1846, Notes sur l'Hydraulique, M. Belanger, p. 33. Siehe auch Unwin, 
Encyc1op. brito 12, p. 472. Die im Text gegebene Uberlegung findet sich zuerst 
bei .A. Fiamant (vgl. Hydraulique, p. (0). 

323) Paris C. R. 119 (1894), p. 589, 618, 663, 707. 
324) Experiences nouvelles, p. 181. 
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!... = 0112 + 004 Po +Er (1 +~Po + Er) 
11' 'rh 4 rh 

bezw. 
_Eo = 0 112 + 004 1)0 + Er (1 + 2 Po + Er) 
It' , rh rh 

fur 1)0 < bezw. > 0 lieferten, wobei alle1'dings unter Po del' Druck 
an del' Wehrkante zu verstehen ist, sind die von Boussinesq e1'
haltenen Werte del' Uberfallmenge q etwas zu gross, obwohl in 
(127) die Ankunftsgeschwindigkeit noch nicht beriicksichtigt er
scheint. Fur den freien Strahl hatte ubrigens bei Berucksichtigung 
del' A.nkunftsgeschwindigkeit Boussinesq 325) in einer friiheren Arbeit 

q = 0,4365[1 + 0,42 ;;2]hY2gh 
und hiermit q ebenfalls etwas zu gross erhalten, was sich durch seine 
Almahme konzentrischer statt konvergierender Faden erkliirt. 

Riel' werde bemerkt, dass fiir eine gegebene Aussenflache des 
Strahles dem Bernoulli'schen Theorem gem ass bei Vernachlassigung 
del' Reibung, die Geschwindigkeit, also ein zweiter unendlich naher 
Faden bestimmt und hiermit wegen del' Unzusammendruckba1'keit die 
ganze Schar del' Stromungslinien 826) gegeben ist. Dieselbe liesse sich 
z. B. zeichnerisch e1'mitteln, eine jede Kurve konnte dann einen Wehr
riicken bilden und die Wasse1'masse unter ih1' durch ein Wehr er
setzt werden. 

9c. Unvollkommener Uberfall. Uberfall mit Seitankontraktion. 
Durch Rebung des Unterwasserspiegels uber den Wehrriicken machl; 

Fig. 39. 

man das vYeh1' zu einem Grund
wehr und den Uberfall ttn

vollko 111m en (deversoi1' noye) 
(Fig. 39). Zum Zwecke del' 
Berechnung von q denkt man 
sich vielfach nach dem Bei
spiele L. G. dn Buat's 327) den 
unvollkommenen UberfaU aus 

eil1em vollkommenen zwischen Obor- und Unterwasse1'spiegel und 
einem Ausfluss unter Wasser zwischen letzterem und dem 1Vehrrucken 
zusammellgesetzt, womit, wenn 711 und 712 die vYasserspiegelhohen VOl' 

und hinter dem 'Vehr iiber dessen Krone bedenten, 

325) Paris C. R. 107 (1888), p. 513, 538. 
326) Sie bilden eine sogenannte "isothermische Kurvenschar". (S. III D 1, 2, 

Nr.24.) 
327) Du. BlIaf, Principes d'hydraulique, nouy. ed., Paris 1786, 1, p. 207. 
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(130) q =y2g {: ILl [(hl - 712 + ~)t - (¥g)iJ 
+ tLll1~(hl - h2 + ~)} 

oder einem ahnlichen Ausdrucke wird. A. Salles S28), del' die Ergeb
nisse verschiedener Formeln mit del' an einem Grundwehr (bei hI = 6 
und ~ = 5 m) erhobenen Uberfallmenge verglich, fand die Formel von 
M ary S29), 

welche nichts anderes als eine Anwendung des Bernoulli'schen Prin
zips unter Beifiigung eines Koeffizienten bildet, am zutrefl'endsten. 
P. Richelmy 990) hat fur scharfkantige Grundwehre 

(131) q = Y2U {0,601 (hl - hg) -V: (hI - h2 ) + ~ + 
+ 0,629h2 Vhl - h9 + U~mga.x }, 

worin umaxJ= 1,25 U sei, und A. Fteley und F. P. Stearns SSI) haben 
fiir solche Wehre 

q = ~t(hi + ~2) V2g(hl - h2 ) 

ermittelt, worin fiir 

h1 : h2 = 0,2 0,5 0,65 0,8 0,9 1,0 
tL = 0,410 0,388 0,385 0,389 0,389 0,419 

sein soIl. Ubrigens bleibt Gl. (127), 
weil sie sich auf die V organge im 
Scheitel bezieht, noch giltig, bis bei 
starker steigendem Unterwasser del' 
Uberfall plOtzlich seine charakte
ristische Form verliert, del' Strahl, 
del' friiher ins Unterwasser tauchte, 

Fig. 40. 

an die Oberflache schwenkt und ein welliger Spiegel Ober- u. Unter
wasser verbindet (nappe ondulee) (Fig. 40). Nach U. Masoni SS2) dar£, 
damit (127) gelte, fiir h1 > als die WehrhOhe w das Verhaltnis h9 : 111 

328) .Ann. d. ponts et chaussees (6) 8 (1884), p. 305. 
329) Salles nennt die 1860 lithographierten Vortriige Mary's an der Ecole 

des ponts et chaussees. 
330) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 309. 
331) .Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 105. 
332) U. Masoni, Idraulica, p. 239. 
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hochstens 0,6 und fiir sehr kleine hI hochstens 0,2 betragen. N ach 
H. Bazin 333) gilt fiir scharfkantige Grundwehre und hI - 712 < 0,7 

(132) q = [0,446 + 0,223 (hl ~ w) 2J (1 + ~ ~~) -Vhl hl h! • hI V2 g h~. 
.lJ.ufris8 

i 
6ruzutriJoS 

1~ 
1 ~'-_ 

Fig. 41. 

Ubrigens hat derselbe auch an Grund
wehren aus Dammbalken sowie an 
solchen von dreieckigem und trapez
formigem Querschnitt Messreihen 
durchgefiihrt. 

Auf die Wil'kungsweise von 
Uberfallen mit Seitenkontraktion 
trachtete N. Braschmann 834) das 
Prinzip der kleinsten Wirkung an
zuwenden. Das Ergebnis seiner 
Rechnung verglich 385) er mit dem 
del' Versuche von Castel und J. A.. 
Lesbros. F. Frese 336) fand fur ein 
Zulaufgerinne von der Breite B und 
del' ,Vassertiefe H, in das eine 

Wand mit rechteckigem Ausschnitt von der Breite b und del' Uber
fallhohe h eingebaut ist (Fig. 41), auf Grund eigener Versuche und 
solcher von Oastel 337), Poncelet und LesbrosS38), LesbrosS39), Francis S4O) 

Fteley und Stearns S41) 

(133) Q= {05755 + 0,017 _ 0,075_} 
, h + 0,18 b + 1,2 

. 1 + 0,20 B! + 0,020 + h! F- gbhV2gh. I [ ~ b2 ~ 0,0375 ] h! ) 2 -

Ir-+ O,02 

333) H. Bazin, Experiences nouvelles, p. 103, 107 f. 
334) Civilingenieur (2) 9 (1863), col. 449. 335) Ebenda, col. 454. 
336) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 34 (1890), p. 1339. 
337) J. F. d'.A1lbuisson, Traite d'hydraulique, 2. ea. p. 81, 82 .. 
338) Paris, Mem. pres. pax div. say. 3 (1832), p. 486. 
339) Ebenda 13 (1852), p. 79 u. f., 410. 
340) J. B. Francis, Lowell hydraulic experiments, 4. Aufi., p. 122. 
341) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 110. Seitdem machte 

noch K. Kinzer (Zeitschr. des osterr. Ing.- u. Archit.-Ver. 49 (1897), p. 644 ein
schHigige Versuche. Sein /L nahm ab, wenn h wuchs, worin er einen Wider
spruch mit Angaben Bazin's erblickte, die sich allerdings auf den Klammer
ausdruck m' der Gleichung (119a) bezogen. C. Canovetti, Annali della Societa. 
degli Ingegn. e delgi Architetti ital. 6 (1891), fase. 2, 6 schloss aus eigenen Ver- > 
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J. Hermanek B42) hat das von ihm zur Berechnung des Ausfiusses 
angewendete Verfahren auch auf Uberfiille mit und ohne seitliche 
Strahleinzwangung angewendet und derartige Annahmell gemacht, dass 
er fur lotrechte Wehrwiinde mit der Erfahrung stimmende Formeln 
erhielt. 

Fur unvollkommene scharfkantige Uberfalle mit seitlicher 8trahl
einziehung setzte P. Richelmy 34S) auf Grund· eigener Versuche fur 
h1 : h2 = 1,2 bis 4,5, ferner b: (hl - h2) = 2 bis 7 und geringe An
kunftsgeschwindigkeit 

(134) Q = bY2g(h1 - h2) {0,3787 (hl - h2) + 0,6172h2 }. 

B. Tolman SM) stellte eine Betrachtung an, deren Ergebnis sich 
durch die mit (134) ahnliche Form 

Q bY2 (1 h ) 2hl + h2 = gtil - 2 ·/L 3 

ausdrucken Iasst. Er fand an einer Flossschleuse- III der Moldau 
dieses ~ = 0,64. 

J. A. LesbrosB45) beschrlinkte durch Einbauten die Zusammen
ziehung des 8trahles und fand unter anderem, dass bei gegebener 
Uberfallbreite die Rebung einer eingebauten 80hle eine Zu- odeI' Ab
nahme von Q bewirkte, je nachdem lotrechte Leitwande weit von der 
O:ffnung abstanden oder nahe an letztere geruckt worden waren. 

Fur den Einlauf in eine an einen 
rechteckigen Wandausschnitt eines Be
halters anstossende Rinne giebt derselbe 
Experimentator346) den Ausdruck 

Q = 0,474 bis 0,60bh1 V2g(hl -h2), 

~ 
'" " 1 ___________ , i 

Fig. 42. 

wobei er unter 712 nicht die Bohe des Unterwasserspiegels, wo er 
eben ist, sondern die des sich stromab von der Einlaufoffnung bilden
den Wellenthales libel' del' Rinnensohle versteht 347) (Fig. 42). 

suchen, dass bei Seiteneinzwiingung der Einfiuss der Ankunftsgeschwindigkeit, 
weil sie die Strahlform andert, besonders gross sei. 

342) Wien. Ber. 112 (1903), p. 901 f. 
343) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 299. 
344) Allgemeine Bauzeitung 69 (1904), p. 104, 106; s. ll-. B. Tolman, asterr. 

Wochenschr. f. d. ofi"entlichen Baudienst 11 (1905), p. 405, 424. 
345) Paris, Mem. pres. par div. sav. 13 (1852), p. 222. 
346) Ebenda, p. 251, 437, 490. Siehe oben die Bemerkung von Salles. 
347) G. von Wex kommt ill seiner Hydrodynamik (Leipzig 1888) dem leb

haften Bedurfuis nach Formeln fUr Wehre nach, welche stromauf mit einer 
Boschung und Fliigeln versehen sind, und verschiedenartige Grundlisse aufweisen, 
indem er Komponenten der hydraulischen Druckkrafte auf Fliigel u. dergl. zum 



418 IV 20. Ph. Farc7l7leimel". Hydraulik. 

Ais Grundwehr von del' Hohe Null mit Seiteneinzwangung kann 
man auch seitliche Einengungen hei durchlaufender Sohle (Grund
abliisse, Schiffsdurchliisse) betrachten. J. A. LesbrosS48) und auch 
P. Ricltelmy349) geben fUr verschiedene von ihnen getroffene Anord
nungen Koeffizientenreihen. Fiir vollkommene Abrundung an del' 
Ubergangsstelle kann man auch (130) benutzen350). P. Richelmy 351) 

fand fiir dies en Fall 

(135) Q=bY2g{ O,299(h1 -712) -V:h:-+~ri+ O,855h2-Vh2-hl~;}' 
1 AIle bisher aufgezahlten Angaben be-

i '-----<-!i'---1-0 ziehen sich auf rechteckige Ausschnitte; 
I " Landers gestaltete sind selten untersucht 

worden, so z. B. von C. Cipolletti 352) Fig. 43. 
trapezformige. 

Wenn die Seitenwand eines Gerinnes mit einem Ausschnitt ver
sehen ist (Streich wehr der Kraftanlagen, Nota~tSlass der stadtischen 
Siele) (Fig. 43), so gilt gleichzeitig naherungsweise bei" Einfiihrung 
emcr Abszisse X in der Richtung des Wandausschnittes 

(136) 
Q=FU=F.l/RJ 

dQ Y-------- = !Anz 2gz dx 3r , 

worin del' durchflossene Querschnitt Fund del' Profilradius R bei 
zylindrischem Bett nur Funktionen der Hohe z des Spiegels iiber del' 
Wehrkrone (UberfallschweIle) sind. Durch schrittweises Vorgehen 
vermag man selbst bei unregelmiissigem Bett den entstehenden Spiegel 

statischen Druck auf die Offnung und zur GeschwindigkeitshOhe U': 2g addiert. 
Dabei beriicksichtigt er U~: 2 9 in iiblicher Weise, also so, als ob aIles Wasser 
dies en Druck ilusselte, statt jene Wassermasse aUSBer Betracht zu lassen, die 
bereits die erwilhnten Komponenten lieferle (vergl. F. Frese, Zeitechr d. Ver. 
deutscher Ingenieure 32 (1888), p. 808). Fiir /L giebt v. Wex (p. 124) einen Aus
druck (mit dem seine Tabelle 6. nicht stimmt), nach welchem fiir Wehre, die 
liinger als etwa 100 m sind, 11 > 1 wiirde. - Fiir Grundwehre stent v. Wex, 
der Ausicht, dass abfliesscndes Uuterwasser eine Saugwirkung ausiibe, I<'ormeln 
auf, dic fiir die "WehrhOhe Null und 711 =11~ eine Uberfallmenge Q>ebl!l 
stu.tt = ebh1 ergeben. 

348) Paris, Mem. pres. par diy. say. 13 (1852), p. 489. 
340) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 305 u. f. 
350) Yergl. K. Pcstulozzi, del' nllerdings 11-1 = 11-11 bedentend zu hoch, nam

lich = 0,83 schlltzte, im Handb. d. Ingenienrwissenschaften, Wasserbau, 1879, 
p. 344. 

351) Torino llfem. (2) 14 (1854), p. 315. 
352) Giorn. del genio civile (4) 6 (1886), p. 24 u. f. 
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auszumitteln. A.ueh kann man unsehwer die Spiegelgleiehung auf
stellen, wenn man mit P. K1'csnik 353) annimmt, dass bei vollkommenem 
(bezw. unvollkommenem) Uberfall sowohl die Wasserfiihrung des 
Gerinnes unterhalb der Wehrkrone (bezw. des U nterwasserspiegels) 
als aueh die Gesehwindigkeit oberhalb del' Wehrkrone (bezw. des 
Dnterwasserspiegels) von z unabhlingig seien. Ohne derartige Ver
einfachungen ist abel' die Losung noch nicht gegeben worden. 

Noeh nieht behandelt ist (von A. Ritter's auf Seite 377 erwlihnter 
Dammbruehkurve abgesehen) die Frage, wie sieh bei Erhohung oder 
Senkung eines Wehres in einem Wasserlauf dessen Spiegel im Laufe 
der Zeit andert, also der nieht stationare Stau. 

B. Tolman 354) befasste sieh mit der Aufgabe, die Stelle oberhalb 
eines Wehres aufzusuehen, wo die Spiegeluntersehiede am grossten 
werden, wenn der Stauspiegel am vVehr selbst vorgesehrieben und 
demnaeh bei weehselnder Wasserftihrung das Wehr entsprechend zu 
ver stellen ist. 

IV. Oscillatorische Bewegung des Wassers. 

10. Wellen, insbesondere in WasserIaufen. 

lOa. Einteilung der Wellen. Die Wellen 355) konnen zunaehst 
in oscillato1"isehe und translatorisehe gesehieden werden, falls man eine 
translatorisehe Welle (Einzelwelle, solitary wave) nieht lieber als 
Ansehwellung bezeiehnen will. 

Die oseillatorisehen Wellen 356) von eil1er WellenHinge 2l < 0,5 em 
(Wellen dritter Ordnung) hangen wesentlich von der OberfHichen
spannung, die mit 21 zwischen 0,5 und 10 em (Wellen zweiter Ord
nung) von der OberfHichenspannung und der Sehwere, jene mit 
21 > 10 em ('vi! ellen erster Ordnung) wesentlieh von der Schwere abo 
W. Thomson 357) fand, dass die Fortpflanzungsschnelligkeit flir 2l = 1,7 em 
am kleinsten (etwa 23 em see- 1 ) ist, und bezeiehnete Wellen von 

353) Der Wasser- u. Wegebau 4 (1905), p. 57; siebe auch J. He1"lIlanek, 
Zeitschr. des osterr. Ingen.- u. A.rchit.-Ver. 45 (1893), p. 623, 637,653. Be
merkt werde, dass es ferner leicht ist, filr wagerechte Gerinnesohle und Wehr
krone Q als Funktion von z darzustellen. 

354) Zeitschrift des osterr. Ingen.- u. A.rchit.-Ver. 57 (1905), p. 132. 
355) Von den Schallwellen wird hier iiberhaupt abgeseben; siehe bez. 

derselben IV 25 (H. Lamb). Lehrbuch uber ]\[eereswellen: J. Pollard et A. Dude
bout, Theorie du navire 3, Paris 1892. 

356) O. Riess, Repert. d. Pbys. 26 (1890), p. 109. V gl. aucb unten Nr.10 f. 
357) Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 363. 
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geringerer Liinge als ripples. Die Wellen erster OrdnungS58) (Wogen) 
konnen noch unter der unmittelbaren Einwirkung des Windes stehen 
und bilden dann den Seegang oder die See (G. B. Airy's 359) forced 
waves). N ach Aufhoren des Windes andern die W ogen ihre Form 
und bleibt die Diirn£ng oder del' Schwall (houle, swell, Airy's free 
waves) mit (annahernd) geschlossenen Bahnen der Wasserteilchen zuriick. 
Durch Wirkung leichter Brisen und Reflexionen treten zur eigent
lichen Diinung (underswell) noch andere Wellensysteme hinzu. Unter 
del' Einwil'kung von Wind, Gegenstromung odeI' Nahe del' Sohle 
konnen sich die Wellen in Brander odeI' Roller (brisants, breakers) mit 
iiberstiil'zenden Kammen verwandeln. Die Wellenbewegung nimmt 
im Meer von oben nach unten in del' Regel stark ab, kann aber aus 
ortlichen Ursachen in 100 und mehr Meter Tiefe noch bedeutend sein 
und heisst dann Grundsee. Interferenz kann die Bildung stehender 
Wellen (Pliitscherwellen, cZapotis) bewirken. 

Wellen iiberhaupt entstehen 860) aus den verschiedensten U rsachen; 
giebt doch beispielsweise Entnahme oder Einguss von Wasser, Ein
tauchen oder Herausziehen eines Festkorpers, Bewegung eines solchen 
im Wasser, Erschiitterung del' Oberfiache, Wind, ja einfache Stromung 
Anlass zur Wellenbildung. 

lOb. Diinung. Von einer Wellentheorie 861) verlangt man zu
nachst nul', dass die durch sie dargestellte Bewegung moglich sei, 
dass heisst, dass sie die Kontinuitatsbedingung und die mechanischen 
Gesetze erfiille. Hierbei wird zwar die Reibung vernachIassigt, also 
z. B. del' Aussendruck senkl"echt zur Oberflache angenommen, abel' 
doch auf Wirbelfreiheit im Belmholtz'schen Sinne verzichtet. 

Fiir unendlich tiefes Wasse1' wird den genannten Forderungen die 
Theorie F. Gerstner'sS62) gerecht, nach welcher jedes Teilchen (X, Y) 
(vgl. Fig. 44), das VOl' Eil1tritt des Wogens (del' Diinung) in der Tiefe 

(137) 
n(R~-r~ y=z------

2l 

358) Vergl. G. von Boguslawski u. O. KI"l~mlllel, Handbuch der Ozeano-
graphie 2, Stuttgart 1887, p. 36, 91. 

359) Encyclopaedia Metropolitana, "Tides and waves" 1845. 
360) Siehe unten p. 429. 
361) Eine moglichst vollstandige Darstellung der Wellent.heorien gaben 

B. de Saint- Venant und A. Flamant, Ann. des ponts et chaussees (6) 13 (1887), 
p. 31; 15 (1888), p. 705. V gl. auch IV 16, N r. 5 (A. E. H. Love), p. 130. 

362) F. GerstJ!e1', Theorie der Wellen, Prag 1804; Gilbert's Ann. d. Phys. (2) 
2 (1809), p. 412. 
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unter dem Spiegel gelegen war, in der Diinung mit der Winkelge

schwindigkeit ynt einen Kreis 

(138) I x = X + r sin n;(~ - ~) 

( t X) nr~ 
y = Y - r cos n; T - T - 2f 

mit dem Halbmesser 
:rtz 

(139) r=Re I 

beschreibt. In (139) bedeutet R < (l : n;) den Halbmesser der von 
den Spiegelteilchen beschriebenen Kreise, 2l die Wellenliinge von 

!------zl 

i i 
: i 
~ __________ ------I*-!.:-----..... u .... --m---·--2~ 
j 1 ! 
I I 

Fig. 44. 

Scheitel zu Scheitel. Die Fahrstrahlen von den betreffenden Mittel
punkten zu den ursprunglich in einer Lotrechten gelegenen Teilchen 
bleiben nach (138) parallel, wiihrend fur gleiche Unterschiede von X 
die Fahrstrahlen gleiche Winkel mit einander einschliessen. Wiihrend 
jedes Teilchen einen voUen Kreis durchliiuft, schreiten die Wellen mit 
der Schnelligkeit 

(140) w = l/f!.i= 1,770" V n 

urn eine WellenUinge 2l vorwiirts. Je grosser R: list, desto ausge
pragter ist die Wellenlinie, die fiir R = l: n; eine gemeine Cykloide 
(Trochoide) mit lotrechter Spitze bilden wiirde. (Erinnert werde s63), 

dass fur wirbelfreie Bewegung G. G. Stokes einen dachformigen Kamm 
von 1200 FHichenwinkel fand.) 

Die Priifung von (140) ist von einem Schiffe aus, das mit be
kannter Geschwindigkeit unter bekanntem Winkel zum Seegang fiihrt, 

363) Vergl. IV 16, Nx. og (A. E. H. Love), p. 138. 



422 IV 20. Ph. Forc1l7lCilller. Hydraulik. 

dul'ch Messung del' zwischen der Begegnung der Wogen verfiiessen
den Zeit maglich; diese Messungen haben (140) bestatigt364). 

Gerstner's Dilnung besitzt bei gel'ingfilgiger El'hebung der Teil
chen in erster Annahel'ung ein Geschwindigkeitspotential und dann 
zugleich ein Potential del' Verschiebungen 365); el'steres hat die Grosse 

Rwe 
ttY 

I . (X t) 
SIll 1C T - T . 

FUr endliche Tiere H kennt man noch keine Lasung, welche die 
eingangs genannten Bedinglmgen vollstandig el'fiillt. Doch ist die 
Annahel'ung eine grosse, wenn man mit Bmfssinesq S66) die Abhangig
keit der Koordinaten eines Teilchens von del' Zeit t durch 

(141) 

ausdriickt, also die Teilchen Ellipsen 367) beschreiben las st. In (141) 
sind die Halbachsen 

(142) 

gedacht und nach (141) ergiebt sich die halbe Umlaufszeit 

(143) T = y~l ~otaltg %.r;, 
ferner die Schnelligkeit, wie schon Ai}'Y gefunden hatte lmd auch 
aus den Arbeiten von Laplace und Poisson hervorgeht, zu 

(144) ygr-r.-----H 
10 = ;.,; .tang %-(, 

also kleiner, als sie bei unendlicher Tiefe gefunden wurde. Eine ge-

364) In Betreff der zugehorigen Litteratur sei auf G. v. Eoguslazoski und 
O. Kriimmer, Handb. der Ozeanographie, 2, Stuttgart (1887), p. 37 u. f. verwiesen. 

365) J. BOllssil!esq, Paris C. R. 120 (18()5), p. 1240, 1310; 121 (18D5), p. 15. 
366) Eaux courantes, p. 334. 
367) Ilelland Hisst siimtliche Teilchen Kreise beschreiben, wodurch del' 

Kontinuitiitsbedulgung nicht so gut entsprochen wird, Edinb. Soc. Trans. 14 
(1840) u. 15 (18-14). Y gl. aueh IV 16, :Nr. 5 b (A. E. H. Lore), p. 131. 
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wisse Bestatigung del' TheOl'ie geben die Photographien die (E. J.) 
Marey 368) von aufeinandel' folgenden Stadien in einem Vel'suchstroge 
el'regter Vv' ellen anfel'tigte. J. Boussinesq369) bemerkt, die algebraische 
Durchfuhrung anderen uberlassend, dass die innere Reibung den wage
rechten Ausschlag verkleinern und infolge dessen den lotrechten vel'
grossern musse, so dass Umlaufs-Ellipsen 370) mit lotrechter grosser 
Axe entstehen konnen. Ferner werde die Schnelligkeit vermindert, 
die Schwingungsdauer fur gegebene "IN ellenlange verIangert. 

Die Energie E einer Dunung (houIe) berechnet er 371 ) bei unend-

licher Tiefe pro FHicheneinheit des Spiegels zu r ~2 (1 _ n::) worin 

r das Eigengewicht bedeutet. Sie nimmt fur schwache, und infolge 
dessen laminal'e Bewegung nach Aufhol'en del' erregenden Ul'sache 
del' Reibung wegen mit del' Zeit nach dem Gesetze 

ab, wol'in 
deutet 372) 

zeichnet, 

(145) 

E -E -2,,1 
- oe 

a die Dampfungszahl (coefficient d'extinction) del' Zeit be
und, falls Ii den Koeffizienten del' illlleren Reibung be-

ist, zugleich verringern sich die Schwingungsweiten proportional e- al , 

wiiruend sich wedel' Wellenlange noch Schwingungsdauer andern. 
Nach (145) ist es die Reibung, die von verschiedenen Wellensystemen 
jene mit kurzel'en Langen 2l zuel'st vernichtet und nUl" eines odeI' 
wenige fortbestehen lasst S73). 1st Ii zwal' konstant abel' gross, so 
wird 374) 

368) Paris C. R. 116 (1893), p. 913. 
369) Eaux courantes, additions et eclaircissements = Paris, Mem. pres. par 

div. say. 24 (1877), Nr. 2, p. 23. 
370) Solche hat Emy ohne Begriindung angenommen: .A. R. Emy, Du 

IDouvement des ondes et des tl'avaux hydrauliques, Paris 1831, p. 13. 
371) Eaux courantes, additions et eclaircissements, p. 21; siehe auch IV 16, 

Nl'. 5 d (...4.. E. H. Love), p. 133: Enel'gie nach Lord Rayleigh; sowie Love, IV 16, 
Nr. 6 b, p. 145: Diimpfung nach .A. B. Basset und Hough. Dampfung mit del' 
Entfernung: J. Boussinesq, Paris C. R. 121 (1895), p. 19. 

372) Eaux courantes, additions et eclaircissement, p. 34. - In der eng
lischen Literatul' wird 1: 0: als modulus of decay bezeichnet. Stokes hat 0: bereits 
in den Cambro Phil. Soc. Trans. 9 (1856) berechnet, allerdings irrliimlich doppelt 
so gross. 

373) Nach H. V. Helmholtz, siehe unten p. 432, vermindert del' Wind die 
Zahl del' Systeme, indem er sie teilweise zum Branden bringt. 

374) Tait, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 17 (1890), p. 114; A. E. Basset, Amer. 
J. of math. 16 (1894), p. 92; Lamb, Hydrodynamics, p. 548. 
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Zr 
ct = - 21tE' 

in welchen Ausdruck bei Vereinfachung auch ein genauerer von 
W. Wien S75) iibergeht. Bei solcher Zahigkeit gIattet sich die Wellen
Hache allmahlich ohne Schwingungen. 

Bei endlicher Tiefe bewirkt die Aussenreibung eine Vergrosserung 
von ct, welches S. S. Hough S76) zu 

(146) 

bestimmt. Bei langen Wellen und tiefem Wassel' kann hierfiir del' 
schon fruher von J. BoussinesqS77) gefundene Wert 

(147) 

gesetzt werden. 
Del' Umstand, dass bei allen dies en Entwickelungen die Bewegung 

laminar mit konstantem E angenommen werden musste, macht eine 
Experimental-Untersuchung iiber die Dampfung wiinschenswert. 

Auch die bei Herausziehen eines Korpers, der ein wenig ins 
Wasser eingetaucht war, sowie bei einem Schlag auf ein kleines 
Oberfliichenstiick entstehenden Wellen, die stets nach einiger Zeit die 
einfache Dunungsform und gleiche Langen annehmen, werden im 
Laufe del' Zeit niedriger 378) und zwar proportional 0. 

Nach (144) l1immt die Schnelligkeit w mit del' Tiefe abo Hier
mit steht die bekannte Erscheinung im Einklange, dass sich in del' 
Nahe des Ufers die Wellenldimme parallel zu ihm richten 379). Ubrigens 
ware nach (144) diese Abnahme, wie H. v. Helmholtz bemerkt, erst 
bei recht seichtem Boden erheblich, indem beispielsweise fUr H = l 

der Ausdruck -V~n~-%~ noch = 0,952 ist 380). 

375) W. Wien, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 282. 
376) London Proc. math. Soc. 28 (1897), p. 275. 
377) J. de math. (3) 4, (1878), p. 355. 
378) J. Bo!(ssineSIh Paris C. R. 94 (1882), p. 71, 127. 
379) Siehe z. B. G. Hagen, Handbuch der Wasserbaukunst, 3. Theil, 1. Bd. 

Berlin 1863, p. 21. Dass Ausnahmen vorkommen konnen betont .A.. de Caligny, 
Paris C. R. 76 (1873), p. 34. 

380) Berlin Ber. 1889, 2. Halbbd., p. 772. - Dass mit dem Wogen eine 
Druckabnahme verbunden ist, siehe unten p. 427. 
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10c. Durchdringung, Zuriickwerfung und Beugung. Wellen
systeme S81) konnen sich durchdringen (eine Kreuzsee bilden), wobei 
die Wellen nach del' Kreuzung unverandert wei tel' gehen. Daher 
bildet auf hoher See eine durch mehrere durcheinanderlaufende Wellen 
hervorgerufene Unregelmassigkeit die Rege1 382)- Immerhill zeigen auf
einander folgende Meereswogen einen gewissen Rhythmus, so dass bei
spielsweise bei den Romern 383) jeweils die zebnte W oge als die bochste 
galt. Wahrend der Begegnung gegen einanderlaufender gleich hoher 
\iV ellen, bei welcher das Wasser auf die 1,79fache Hohe del' ein
fachen Wellen stieg 384), beobachteten E. H. und W. TVebm· eine kleine 
Verzogerung. Von festen Wanden werden die Wellen zuruckgeworfen, 
wobei nach den Versuchen der Bruder TYeber wahrend des Anprallens 
die Hohe etwa auf das 1,7fache wachst 385). Durch Scheidewande, die 
nicht bis zur Sohle reichen, werden die Wellen gespalten 386). Addiert 
man die Ausschlage verschiedener Systeme, so entspricht die berech
nete Bewegung zwar noch del' Kontinuitatsbedingung, aber nicht mehr 
vollkommen den mechanischen Gesetzen. Endlich sei bemerkt, dass 
sich nach O. ReynoZds 387 ) Wirbel mit Wellen in der Weise verbinden 
konnen, dass eine Grenzflache den wirbelnden Teil del' Flussigkeit 
yom wogenden scheidet. 

Praktisch wicbtig, abel' nicht genugend erforscht ist die Ver
starkung des Seeganges in trichterfOrmigen Buchten 388), sowie dessen 
Schwiichung in Hafenbecken, in die er dUTCh eine Offnung eintritt. 
Hierbei findet eine Beuguni'S9) del' ·W ogen statt. Bedeutet b die 
Offnungsweite, so bildet in del' Entfernung y vom Eingang die Welle 
einen Bogen yom Halbmesser y (in Metern), und hat diesel' Bogen die 

381) Flir Kru,uselwellen liegeu Versnche von J. H. Vincent vor, Phil. Mag. 
(5) 43 (1897), p. 411; (5) 45 (1898), p. 191; (5) 48 (1899), p. 338; fUr grossere 
Wellen solche von E. H. u. lV. lJTeber, IVellenlehre, Leipzig 1825. 

382) W. Laas, Photographische lVlessung der :M:eereswellen, Zeit8chr. des 
Vereins deutscher Ingenieure 49 (1905), p. 1979. 

383) v. Boguslawski-](j·iim1llel, Handb. cler Ozeanographie 2, zitieren p. 52 
Ovid (Tristienl, 2, 48) u. andere Autoren. 

384) E. H. und W. Weber, ,Vellenlehre, Leipzig 1825, p. 21G, 22l. 

385) Ebenda, p. 227. 

386) Ebenda, p. 236. 

387) O. Reynolds, London Royal lnst. Proc. 1893 = Papers 2, p. 5:)3. 
388) A. de CaUgny, Recherches sur les oscillations, p. 258 = Paris C. R 

75 (1872), p. 186. Verstllrkung des Seeganges an Vorgebirgen erwiihnt A. Cialdi, 
SuI mota oncloso del mare, :l. ed., Roma 18G6, p. 13lJ. 

389) E. H. u. W: Weber, ,Vellenlebre, p. 24G. 
Encyklop. d. math. Wisaensch. IV 2. 29 
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Linge B, so betragt nach Th. Stevenson das Verhaltnis der spii.teren 
zur urspriinglichen Wellenhohe 300) 

(148) ~- :0(1 + 1,35W)vY· 
Eine Welle wird auch flacher, wenn sie aus seichtem in tiefes 

Wasser tritt891). Endlich kann eine Flutstromung die Wellen zum 
Brechen bringen und dadurch die hinterliegende Flache schiitzen 39!). 

IOd. Da.s Branden der Wellen. fiber die Bewegung in der 
Tiefe bei ansteigendem Grund herrscht trotz bezfiglicher Bestrebungen 
P. A. Cornaglia's 898) Unklarheit. TIber steil aufsteigenden, wenn auch 
tiefliegenden Banken konnen die Wellen sich brechen (brand en ), wenn 
Sturm herrscht, woffir A. Oialdi S94) zahlreiche Belege bringt. Der 
Grund dfirfte sein, dass die Sohlenvorspriinge ein Zusammendrangen 
der Wasserfaden verursachen. Ubrigens brechen lange, wenn auch 
niedrige Wellen der Diinung schon fiber groEeren Tiefen als ge
wohnliche Wellen 895). Nach D. D. Gaillard S96) nimmt, wenn eine 
Welle allmahlich aus der Tiefe Hi in die Tiefe II, gelangt, ihre 
Schnelligkeit nach der Formel 

abo 

,'/.lr 
Wi = 0,9 Wi Y ~: 

Bei geringer Tiefe bewirkt die Reibung zwischen den Wasser
schichten, dass wie Versuche von G. Ragen (mit rhythmischer Be
wegung einer geeigneten V orrichtung) dartaten 397), ii bereinander ge
legene Teilchen merklich gleiche wagerechte Geschwindigkeiten an
nehmen (Grundwellen). Nahe am Ufel' brechen oder branden 898) die 
Wellen daher, das heisst es geht die oszillierende Bewegung in die fort-

390) Th. Stevenson, The design and construction of harbours, 3. edit., Edin
burgh 1886, p. 165; ders., Edinb. Phil. Joum. 54 (1853), p. 378. 

391) J. Scott-Russell, Brit. Ass. Report, 7. meeting held at Liverpool 1837, 
London 1888, p. 451. 

392) Th. Stevenson, The design and construction of harbours, 3. edit., Edin
burgh 1886, p. 65. 

393) Ann. des ponts et chaussees (6) 1 (1881), p. 589; J. de math. (3) 7 
(1881), p. 289. 

394) A. Cialdi, SuI moto ondoso del mare, 2. ed., Roma 1866, p. 184 u. f. 
390) lV. H. Wheeler, The Sea-Coast, 2. impr., r.ondon 1903, p. 10. 
396) Engineer. News 63 (1905), p. 190 nach Professional paper Nr. 31of 

the Corps of Engineers, U. S. A., Washington. 
397) Handb. der Wasserbaukunst, 3. Teil, 1, p. 56. 
398) Branden durch 'Vind siebe unten p. 482. AUerlei iiber die Brandnng 

siehe IJ. Boguslalcski-KI'ti'nltnel, Handb. d. Ozeanographie 2, p. 85. 
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sehreitende einer .A.nschwellung uber und zwar nach J. Scott-Russell S99), 

wenn die Scheitelhohe h uber d~ urspriinglichen Spiegel gleich der 
Sohlentiefe Hunter demselben wird. Doch Hegen abweichende Be
obachtungen von Th. StevensoniOO) vor. Der Schwall schreitet ;nach 
Scott-Bussell4.(1) mit der Schnelligkeit yg(H + h), nach Hagen4l)') mit 

einer Schnelligkeit, die zwischen Y2gh und y3gh liegt, fort. 
Fi1r den Vorgang am Ufer ist dessen Prom von wesentlicher 

Bedeutung40S). Auf fiachem Strand lauft das Wasser landein. Die 
ansturmende W oge macht den Eindruck wasserreicher als die rUck
laufende zu sein. Das kommt zum Teil daher, dass im Achterteil der 
Woge das Ruckfiiessen bereits beginnt, wiihrend der Kopf noch 
vorschreitet. A ber auch ein erhebliches Versinken von Wasser 
findet nach W7U!eler auf Kiesstrand statt. Trifft das fortschreitende 
Wasser ein Hindernis, so kann es eine gewaltige Kraft aussern und 
zu grossen Hohen emporgeschleudert werden 40&). w. G. Fraser 405) 

sucht unter den Griinden fur das Zerspritzen eine durch die Reibung 
an der Mauer bewirkte Dehnung des Wassers. Den vom Wellen
schlag ausgeubten Druck hat Th. Stevenson406) an einigen Orten ge
messen und ihn seewarts abnehmend gefunden; auch ist uber Zer
storungen durch Wellenschlag mehrfach berichtet worden 401). Die zer
storende Arbeit, die ein solcher verrichten kann, bewertet L. d'Auria4.(8), 
weil der Querschnitt eines Branders ungefiihr 2Bl, die Geschwindig
keit w betriigt, zu rRlw ! fur die Langeneinheit Strand, den grossten 

9 
Druck oder den doppelten mittleren Druck auf die Langeneinheit, 

399) Brit. Assoc. Report, 7. meeting held at Liverpool 1837, London 1838, 
p.425. 

400) Tk. Stevenson in The theory and practice of hydro mechanics, Lectures 
delivered at the Institution of Civ. Eng. London (1885), p. 170; Tk. Ste'venso-n, 
The design and construction of harbours, 3. edit., Edinburgh 1886, p. 78. V gl. 
auch D. D. Gaillard, Engineering News 53 (1905), p. 190. 

401) a. a. O. p. 423. 
402) Handbuch, 3. Teil, 1, p. 67. 
403) W. H. Wheeler, The Sea-Coast, 2d imp., London 1903, p.37. 
404) Beispiele, ebenda, p. 20. 
405) Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 356. 
406) Edinburgh Roy. Soc. Trans. 16 (1849), p. 23. Messungen des Druckes 

auf wagrechte und lotrechte Platten nahm femer D. D. GaiUard, Engineering 
News 58 (1905), p. 190 an den Uferpunkten des Oberen Sees vor. 

407) So z. B. von L. I!'ramius im Handb. der Ingenieurwissenschaften, 3, 
3. Aufl. 3. Abt. Leipzig 1900, p. 22. 

408) Journ. Franklin-Institute (3) 100 (1890), p. 373 und 131; (1891), p. 49. 
409) Paris C. R. 117 (1893), p. ;22. 

29* 
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. d' W II "h d d Z't 2l nl" ft l'Rw' d d' .. te well 1e e e wa ren er e1 - a au , zu --- un 1e gross w g 

Pressung auf die Flacheneinlleit eines Wellenbrechers zu 1';'. Eine.. 

Arbeit, welche auch die Strand- und Mauerform in Riicksicht ziehen 
wiirde, liegt nicht vor. 

10 e. Stehende Wellen. Die Interferenz zweier gleicher Wellen
systeme entgegengesetzter Richtung lieferl stehende Wellen (Pliitschcr
wellen, clapotis). Auch giebt die Addition der Einzelausschlage eine 
angenahert mogliche Bewegung, bei der aUe Teilchen in Geraden hin
und herschwingen und zwar in den Scheiteln lotrecht, in den Knoten 
wagerecht. 

Eine genaue Losung fUr die Plii.tscherwellen gie bt E. Guyou 409). 

Er bemerkt, dass bei Giltigkeit von (137), (138) und (139) 
ox oy ox oy 
oX' oJ!' - oy' ~x = 1 

ist, also ein Rechteck dXdY der urspriinglichen Masse sich in ein 
gleich grosses Parallelogramm verwandelt oder Kontinuitat unabhangig 
von dem Werte herrscht, den der Parameter R annimmt. Gttyou wahlt 
dieBen nun alB abhangig von der Zeit und zwar so, dass die Ober
fUichenbedingung erfiillt bleibt, dass heisst, dass fiir Y = 0 

(149) 

oder an der Oberfiache, wie die Ausmittelung der einzelnen Differential
quotienten zeigt, 

d'r :n;t (dr)2 n' (dO".) n (150) dtl + p l' ciT + Fr2 -dt' + g-r r = 0 

ist. Dieser Differentialgleichung wird, wenn man 

(151) R = a cos cp 
setzt, entsprochen, faUs 

,/r----:n;-'a"·.-- ,/2ng 
(152) dcp r 1 + ----zt cos' cp = r -r dt 

ist. Nach (138), (151) und (152) schwingt jedes Teilchen auf emer 
Geraden, die selbst lotrecht auf- und abgeht, so, dass es eine Parabel 
mit lotrechter .Axe beschreibt. 

10f. Wirkung des Windes auf die Wellenbildung. Alles 
stromende Wasser wirft Wellen und auch die Flut kommt mit solchen 
an die Kiiste. 1m allgemeinen ruhren sie aber im Meere von der 
Luftbewegung her. Nur (10) wenn letztere weniger als 0,25 m sec- 1 

410) J. Scott- Russell, Brit. Ass. Report, 14. meeting held at York 1844, 
London 1845, p. 317, 318. 
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misst, aussert sie namlich keinen Einfluss aufs Wasser. Steigt die 
Geschwindigkeit auf iiber 0,5 m sec- \ so wird die Oberflache dunkler, 
indem sie sich, so weit sie unmittelbar vom Luftzug getroffen wird 
und so lange derselbe herrscht, mit Wellen (Krauselwellen) von nur 
wenigen Centimetern Lange und wenigen Millimetern Rohe, die im 
Grundriss Hache Bogen bilden, bedeckt. Wind von mehr als 1 m sec- 1 

erzeugt eine See oder einen Seegang, nii.mlich Welien, die zwar zu
nachst nul' einige Zoll Lange haben, abel' mit del' Winddauer 
wachsen, bis sie in del' "toten" oder "ausgewachsenen" See ihr Maxi
mum erreicht haben, welches sich um so bedeutender zeigt, je grosser 
und tiefer das betreffende Meer ist 4l1). Bei noch starkerem Sturm 
nimmt die Rohe del' Wogen wieder ab 412). Nach Ok. Antoine41S) ware 
fiir eine Windgeschwindigkeit W die Wellenschnelligkeit = 6,9YW, 
abel' nach den neueren Schatzungen del' Windgeschwindigkeit diirften 
die machtigsten W ogen europaischer Meere nul' wenig langsamer als 
die heftigsten Stiirme unserer Kiisten sein 414). 

Nach V. Cornisk 415) betragt die WellenhOhe 0,0001 del' sekund
lichen Windgeschwindigkeit. Die Wellenhohe k hangt iibrigens nicht 
bIos von der Starke des Sturmes, sondern auch vom Seeraum (reach, 
fetch) d, d. i. del' Ausdehnung del' WasserHache auf del' Luvseite ab 
und Th. Stevenson416) giebt die Erfahrungsregel, es sei fUr h und d 
in Meter gewohnlich 

h = 0,010601, 
bei geringer Luvweite d und heftigen Windstossen (violent squalls) 
jedoch 

h = 0,0106ya + 0,762 - O,0465t'd. 

H. v. Helmholtz417) behandelt die Bildung von Wellen iiber unend
licher Tiefe durch den Wind als Stromung zweier reibungsloser 

411) Altere Angaben tiber Wellenabmessungen giebt A. Cialdi, SuI moto 
ondoso del mare, 2. ediz., Roma 1866, p. 115, 142; bez. spiiterer siehe v. Boglts
lawski u. Kriilmmel, a. a. O. p. 35; Ch. Antoine, Des lames de ha.ute mer, Paris 
1879; R. Abercromby, Phil. Mag. (5) 25 (1888), p. 263; V. Cornish, Geograph. 
Journal 23 (1904), p. 623. 

412) So nach Cialdi, a. a. O. p. 116, 137; nach dem Berichte von J. S. Keltie, 
V. Cornish, Bailey, E. A. Floyer u. W. H. Wheeler, Brit. Assoc. Report, 72. meeting 
at Belfast 1902, London 1903, p. 285, erscheint dies neuerdings wiedel' zweifelhaft. 

413) Lames de haute mer, p. 7. 
414) Brit. Assoc. Report, 72. meeting at Belfast 1902, London 1903, p. 286. 
415) Geogr. Journal 23 (1904), p. 643. 
416) The theory and practice of hydromechanics, p. 166, nach Edinburgh 

Roy. Soc. Proc. 4 (1867/62), p. 200. 
417) Berlin Ber. 1889, 2. Halbbd., p. 772. 



430 IV 20. Ph. Forchheimer. Hydraulik. 

Flussigkeiten, indem er dem ganzen Raum eine del' Wellenschnellig
keit w entgegengerichtete Geschwindigkeit gleicher Grosse erteilt. 
Dadurch erreicht er den Stillstand der gemeinschaftlichen Grenzfliichen 
beider Flussigkeiten, an der im iibrigen die Normaldrucke einander 
gleich sein miissten. Dieser Forderung wird durch die Helmholtz'sche 
Theorie freilich nicht streng genugt; dagegen erfullt sie die Bedingung, 
dass in genugend weiter Entfernung von der Grenzfliiche die Stromung 
wagrecht erfolgt. 

Unter Einfuhrung eines vermittelnden Koordinatensystems 1], 4} 

setzt Helmholtz fur die Luft 

(153) en(y+;x) = cos (.ft + 1]i) - cos E, 

(154) : (1/1 + rpi) = - i(4} + 'l}i - xi), 
1 

filr das Wasser neben (153) 

(155) b~ (tfJ + rpi) = - n(y + 'ix) + log nat t x-
• k=oo 

_ 2 ~~ e_kY. cos kE cosk(~ + 1J~). 
£oJ k cos kni ' 
k=l 

rp ist das Geschwindigkeitspotential, 1/1 das Stromungspotential und 
n, bll ba und E bedeuten Konstante. Fur 1] = " giebt (153) die Kurve 

(156) 1 = [en y cos nx + cos EJ2 + [en y ~~in !~~J2 
[01 n @StU n 

und sowohl (154) wie auch (155) 1/1 = 0. Somit stellt (156) die 
Spiegelgleichung VOl"; die halbe WellenHinge wird 

(157) l = 1t : n, 
die WellellhOhe 

(158) l [0\ x + cos E It =-lognat --.-.---. 
'It [0\ x - cos E 

Nach (154), (155) und (156) sind nun in del' 'fhat die beiderseitigen 
N ormaldrucke auf den Spiegel nicht yollkommen gleich. Ihre mog
lichste Gleichsetzung flihrt auf die Beziehung 

(159) 

also, da 

_1 __ 04 -COSIE - 1,0 cos!c +1,5 
[0\' n - , cos l E + 0,8 cos E - 0,975 ' 

~Of2 Yo positiv sein muss, auf die Ungleichung 

0,665 < cos2 E <.0,643. 

Flir 11 = 00 bezw. = ° ist nach (153) Y = + 00 und gehen die 

imaginaren Teile yon (154) und (155) in bCP = nx bezY\" .. ~ = - -nx 
1 II: 

uber, wOllach im Unemllichen die Gescliwinrligkeit 
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dcp 
--- = nb bezw. = - nb2 dx 1 

wird und sich 

(160) {
die Wellenschnelligkeit w = n b2 , 

die Windgeschwindigkeit = n(b1 + b2) 

zeigt. Die Diskussion 418) lehl't, dass del'selbe Wind W ogen vel'
schiedener Lange el'regen kalll1 und dass die liingel'en vel'haltnismassig 
h5hel' sind. Bei Wellung mti.sse del' Enel'gievol'rat del' Massen kleinel' 
als bei geradem Fliessen sein. Dies kommt dadurch zustande 419), 

dass die raumliche Ausdehnung del' mit vel'mindertel' lebendiger Kraft 
dul'chstl'omten Einbuchtungen die del' mit vel'mehl'ter lebendigel' Kraft 
dul'chstl'omten Gebiete itbertl'ifft. Gleichheit del' beiden Energien 
filldet Helmholtz 420) fur COS2 8 = 0,675, nb2 = 0,0695n(b1 + b2) odeI' 
2l = 0,433n2 b22• 

Bei niedrigen Wellen findet el' 421) 

(161) OJ n2b 2 + 'I' n2b 2 = gl(Yi - 1'1) 
t1 1 2 2 or: , 

WOl'ill '1'1 und '1'2 die Eigengewichte von Luft und Wasser bedeuten. 
El' folgel't ferner, dass fur die Verzogerungen, welche Luft und Wasser 
el'leiden, wegen del' Gleichheit del' auf beide Mittel wirkenden Impulse 
bei Allhub eines Windes 

(162) 

gelten mti.sse. Ftil' beispiels- Welle nach Wien 

weise 10msec- 1 Windge- " 1, -------->l 

::!~:!1:E ,::~~:~7:l ffmM III UlllJ] II 
zlmiichst nul' die Obel'fHiche Wilutdf'4,.m, ... ",,-' 1-Velle:1'1nnJ'l'c.-' 

kl'auselt. Fig. 45. 

W. TVien 422) hat nach 
del' Helmholtz'schen Methode vel'schiedene Wellenfol'men bestimmt, 
welche indes ebenfalls die Bedingung gleichel' Nol'maldl'ucke nul' au-

418) a. a. O. p. 777. 
419) a. a. O. p. 778. Da die Energie von del' absoluten Bewegung des 

Systems abhangt, k6nne jedoch ihr Vvert nach 11[, Planck und TV. Wien nul' Him 
stationaren System" fiir die Stabilitat del' Bewegung entscheidend sein. Ann. 
Phys. Chern. N. F. 58 (18\)6), p. 734. 

420) a. a. O. p. 770, 779. 
421) Berlin Bel'. 1890, p. 867. 
422) W. Wien, Lehrbuch del' Hydrodynamik, Leipzig 1900, p, 169 = Berlin 

Bel'. 1894, p. 509. 
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nahernd erfiillen. N ach seinen Ziffernbeispielen mlisste sanfter Wind 
s pitzere Wellen als heftiger erzeugen. 

Wellen von gegeb6ner L~illge konnen nur bei beschrallkter Wind
starke bestehell; ob eine gewisse Windstiirke ein Branden verursacht, 
hlillgt also von der Beschaffenheit der schon bestehenden Wellen abo 
Bei steigendem Wind wachsen dmch seine Energieabgabe die Hohen 
del' W ogen, die kurzen unter ihnen zerspritzen und neue von grosserer 
Liinge konnen sich bilden423). 

Wiihrend Wind den Seegang steigert, wird er durch Bildung 
einer Olschicht424) auf dem Wasser, sowie durch Regen, dessen nieder
sinkende Tropfen eine JVIischung des Ob erfHi chen- mit dem Tiefen
wasser bewirken, vermindert425). 

In den dargelegten Theorien des Seeganges ist keine fortschrei
tende Bewegung des Meeres angenommen. Thatsiichlich muss del' 
Wind eine - wenn auch geringe - Stromung426), sowie einen Stau 
an del' Luvkliste 427) vel'Ul'sachen. A. Colding 428) berechnet, dass Sturm 
von V m sec- 1 Geschwindigkeit dem Spiegel eines H m tiefen Meeres 
eine N eigung 

1 V 2 

1= 2083000 ·11 
el'teilt. 

109. Wanderwellen. Th. Olwisten 429) erwiihnt, dass in sehr 
seichten Gerinnen und unter Umstanden auch in steilen Wildbach
schalen statt geradl1iufiger Bewegung ein Pulsieren eintrete. Die Er
scheinung erklart sich nach Ph. Forchheimer 430) dadurch, dass in 
seichten Rinnsalen von gl'ossem Gefiille J letzteres durch eine Spiegel
wellung vergleichsweise wenig verandert wird, und daher die Ge
schwindigkeit ~t gemiiss (9) hauptsachlich VOl] der Tiefe abhangt. 

423) Berlin Ber. 1889, p. 766, 780; 1890, p. 869. 
424) Ausgedebnte Litcraturallgabcn in S. Gfintlwr, Handb. der Geopbysik, 

2, Stuttgart 18\19, p. 453,487. Siebe auch IV 16, Nr. 6 b (A. E. H. Lore), p. 145. 
425) O. Reynolds, Manchester Phil. Soc. Proc. 14 (1875), p. 72-74 = Papers 1, 

Cambridge 1900, p. 86. 
426) Cialrli, Moto ondoso, p. 17, 25, 47, 72 bis 384. Ruckstromung in del' 

Ticfe wird in Fenimore Cooper's ErzUhlung "The Patbfinder" (Yorrede 1839 da
tiert) im Kap. 17 erwabnt. 

427) 1'. Boglls1awski-]{riimmel 2, p.300-307, 321. 
428) Kopenhagen Videnskabernes Selskabs Skrifter (5) 11 (1880), p. 271; 

(6) 1 (1880-1885), p. 269. 
429) Th. Chistell, Das Gesetz der Translation des Wassers, Leipzig 1903, 

p. 132. Abbildung: Brit. A"soc. Rep. 74 (1904), London 1905, p. 30l. 
430) Wi en Ber. 112 2• (1903), p. 1G97 = Zeitschr. f. Gewiisserk. 6 (1904), p. 321. 
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Von einer irgendwie entstehenden Welle schreitet daher der Berg 
schneller als das ThaI fort, und so nimmt der Langenschnitt des Wasser
laufes die Gestalt eines 'Sageblattes an (Fig. 46). Die Beobachtung 
zeigt, dass die Wellenschnellig-
keit w die Wassergeschwindig
keit u ubertrifft, ferner dass 
eme hohere Welle rascher als 
eine niedrige fortschreitet und 
nach der Einholung beide ver-
einigt als noch hohere Welle Fig. 46. 

weiterwandern. Die Schnellig-
keit erfiihrt stromab eine Beschleunigung, die jedoch so gering ist, 
dass w auf kiirzerer Strecke als konstant gelten kann. Erleilt man 
der ganzen Masse eine Gegenbewegung - w, so hat man es mit statio
narer Bewegung unter veranderlichem Querschnitt zu tun und gilt 
fur den unveranderlichen Durchlauf der Breiteneinheit des Gerinnes, 
wenn z die Tiefe bedeutet, und sich die Indices 1 und 2 auf Scheitel 
und Senkung beziehen 

(163) z(w - u) = Z1 (w - u1) = Z2(W - u2)· 

Gl. (163) lehrt, dass mit z auch u wachst; das nUl" Z2 tiefe Wasser 
schnellt also, wenn der Wellenberg es einholt, um Z1 - Z2 empor und 
beschleunigt sich zugleich, so dass es mit der Geschwindigkeit 
U 1 > ul! weiterfliesst. Dann sinkt der Spiegel diesel' Wasserpartie 
langsam unter Verzogerung wieder auf Z1 hinab. Die Bewegung ist 
also eine stoss- odel' schussweise. In Scheitel und Senkung muss, 
weil hier del' Spiegel parallel zur Sohle ist, wenigstens angeniihert 

(164) 1(1 = c~, u2 = cy'z2J 
gelten. Aus (163) und (164) folgt 

+ U1 tt, 
W = 1('1 U2 - -+.-

It! U, 

oder da sich U2 : u1 zwischen 0 und 1 bewegen kann, 

(164a) 1 < .!!!.. < 1,5. 
ttl 

Verwandte Erscheinungen sind das Niederstul'zen von Wasser
fallen in aufeinandel'folgenden Schleiern431), der stockende Ausfluss 
aus Rohrleitungen, die nahezu voll sind 432), das l'egelmassige Schwanken 
.eines Abflusses uber kurze Staffeln 438) und anderes mehr. 

431) Ebenda, p. 1720. 
432) Ebenda, p. 1717 und O. Luegef', Wasserversorgung der Stadte, Darm

stadt 1890, p. 278. 
433) Ebenda, p. 279. Beziiglich stockenden Ausflu8ses siehe unten. 
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11. Schwingungen des Wassers in RBhren und Gef"assen. Die 
Schwingungen4S4) des Wassel's in einer (liikerartigen Rohre von wech
selndem Querschnitt hat mit Ausseraehtlassung del' Reibung zuerst 
Daniel Bernottlli435) behandelt. Unter Annahme eines del' jeweiligen Ge
schwindigkeit proportionalen Reibungswiderstandes hat sieh O.Lueger436) 

mit den zwischen zwei Behaltern mogliehen Schwankungen befasst 
und gefunden, dass entweder die Gesehwindigkeit erst naeh unend
lieher Zeit Null wird oder die Masse Sehwingungen ausfiihrt, deren 
Dauer sieh nicht iindert und deren Weite nach einer geometrischen 
Reihe abnimmt 

Zutreft'ender sind die Ansatze von H. de Lagrene und A. Flamant4S7). 

Wenn zwei gleich hoch gelegene aber ungleich volle Behalter von 
der GrundfHiche F durch eine Leitung vom Querschnitt f (und der 
Lange l) verbunden sind, und v die Gesehwindigkeit bezeichnet, mit 
welcher der eine Spiegel sinkt und der andere steigt, so setzen die 

Genannten, weil die Gesehwindigkeit in der Leitung f v ist, die 

F2 
Summe alier Druckverluste = qJ r v2 • 

Betragen die Wassertiefen in den Behaltern h + z, so tritt III der 
Zeit dt die Menge 

oz 
Fvdt=-Fotdt 

fiber lild verandert sich wahrenddem die lebendige Kraft der Ge-
samtmasse urn 

Die Arbeitsgleichheit erfordert, dass 

434) Fur die Schwingungen des Wassel's geIten auch eine Reihe allge
meiner Gesetze, welche ihre Hauptanwendung in del' Arechanik der starren 
Korper finden. Bezugl. dieser Gesetze siehe H. LOl'enz, Lehrbuch der technischen 
Physik, 1, :M:iinchen-Berlin 1902, p. 203 u. f. 

435) Danielis Bel'noulU, Hydl'odynnmica, Argentol'nti 1738, p. 114. Als An
wendungsbeispiel sei A. Budau's Berechnung del' Schwingungen bei Abschluss 
einer mit einem Standrohre versehenen Turbinenleitung, Zeitschr. d. osterr. Ingen.
u. Archit.-Vereins 57 (1905), p. 433, genannt.. 

436) Wasserversorgung der Stiidte, p. 114. 
437) H. de Lagrene, Cours de navigation inMrieure, Paris 1869, 3, p. 135; 

A. Flail/ant, Ann. des ponts et chaussees (6) 1 (1881), p. 81; ders., Hydraulique, 
2. ed. (1900), p. 471; (L. G.) (11, Bllat, Principes d'hydraulique 2, Paris 1786, p. 41 
und andere haben aus der Annahme der Schwingungsweite auf die Reibungs
grosse geschlossen. 
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(165) F2 1 [ F ] d(V2) - cp - VB + 2z + - l- + 2h - = 0 f' 2g f dz 

oder m anderel' Schreibweise 
d(v 2) A VB - Z - B --a;- = 0 

oder 
B z . ~z 

(166) VB = .... 1.2 + .A + Oe B 

sei. Mit Hilfe von (166) kann man die allmahliche Abnahme del' 
Amplituden ziffermassig ausrechnen. 

Fur die Dauer einer niedrigen Hin- und Herschwingung des 
Spiegels in einem Gefiisse438) von endlicher Tiefe It und del' Lange l 
stellte J. R. Merian 4S9) die Formel 

~----o;-( vnl rr nh 167) t = 2 9 I:;!.otang T 

auf. F. A. FfFrel priifte die Formel440) an einem Yersuchstrog und 
fand, dass sie auch auf die Schwankungen (seiches) passe, welche 
viele Seespiegel aufweisen. Spater hat Forel 441) den Ausdruck 

(168) t=~ 
Yuh 

angewendet, in welchen (167) fiir ein. kleines Verhaltnis h: l iiber
geht, und del' zugleich aus Gl. (81) hervorgeht, da nach diesel' eine 
Erhebung des Spiegels mit del' Schnelligkeit Viii uber den See Hiuft. 
N ach Fm·el kannell die Schwingllngen gleichzeitig um die Langs- und 
Queraxen des Sees, abel' nicht um die Schragaxe442) geschehell und 
weisen einen einzigell Knoten 448) auf, wiihl'end llacb P. du Boys444) ulltel' 
Umstanden durch Zuriickwerfung und Interferenz zwei Knoten, das 
heisst Punkte ullveranderlicher Spiegelhahe entstehen kamlen. 

438) Vergl. IV 16, Nr. 5f, A. E. H. Love, p. 136 bez. der stehenden Oscil
lationen reibungsioser Fliissigkeiten in Bassins. 

439) J. R. lJferian, Ub. d. Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten in Geflissen, 
Basel 1828; wiedergegeben von K. VonderlJfl1l111, Math. Ann. 27 (1886), p.575. 

440) Paris C. R. 83 (1876), p. 712. 
441) Paris C. R. 89 (1879), p. 859; Bulletin de Ia Societe Vaudoise des 

Sciences naturelles 15 (1879), p. 158. 
442) Paris C. R. 80 (1875), p. 107:; Bulletin de Ia Societe Vaudoise des 

Sciences 15 (1879), p. 160. 
443) Paris C. R. 83 (1876), p. 712; Bulletin de Ia Societe Vaudoise des 

Sciences 15 (1879), p. 160. 
444) Paris C. R. 112 (1891), p. 1202. 
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Schwankungen in einem bewegten Trog fasst J. (lroger 445) als 
Pendelschwingungen auf und findet fur geringe Ausschlage 

t=-1t-.~-. va Vg'-"-
Wird ein Schwingen aus praktischen GrUnden vermieden, verharrt 
also die Flussigkeit relativ zum Behiilter in Ruhe, so heben sich. die 
mit dem Spiegel parallelen Gegendrucke der Vorder- und Hinterwand 
gegenseitig auf. Ais Aussenkriifte bleiben dann nur die Scbwere und 

der Gegendruck des Trogbodens ubrig. 
Deren Resultierende wirkt parallel zum 
Spiegel, abel' je nach dessen N eigung 
in der einen odeI' anderen Richtung. 
Den Trog denkt sich Groger auf einem 
Fahrgeruste, das auf einer Bahn wech-

. selnder N eigung lauft. Dann schliesst 
der Spiegel (volle Linie der Figur 47) 

stets denselben Winkel mit jenem Fahrbahnstucke (gestrichelte Linie) 
ein, auf dem sich del' Trog gerade befindet. Auf den Trog sollen 
neben dem Wasserdruck noch andere Krafte (z. B. das Troggewicht, 
Seilzug) wirken. Grager befasst sich nun mit del' Aufgabe, das Bau
werk so zu gestalten, dass Wasser und Trog immer gleiche Ge
schwindigkeit haben, also relative Ruhe herrscht. 

Schwingungen aUer Art, also auch beispielsweise Wellen
bewegungen, haben Druckveranderungen zur Folge und zwar nimmt 
nach J. BOllssinesq""16), wenn v die schwankende lotrechte Geschwindig
keit bedeutet, der Druck auf eine wagerechte Flache durch die Be-

wegunO"osimpulse um den Mittelwert von v 2 abo Tatsiichlich fand - 9 
A. de Oaligny447), dass in einem Behalter, del' mit einem benachbarten 
Gel'ilme in Verbindung steht, der Spiegel sinkt, wenn man im Ge
rinne Wellen erzeugt. 

Wenn auf eine schwingende klebrige Flussigkeit eine langsam 
anwachsende Starung einwirkt (z. B. das die schwingende Fliissigkeit 
enthaltende Gefiiss pendelt), so verursacht dies nach O. Reynolds 4.48), dass 
die Flussigkeit die Schwingungsdauer del' Storung (also del' Pendel-

445) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Archit.-Ver. 53 (1901), p. 725, 745. 
446) J. des math. (3) 9 (1883), p.425; Paris C. R. 114 (1892), p. 937; Kor

rektllr cIeI' Fluimesser ebencIa 116 (1892), p. 77, 1-19. 
447) Recherches sur les oscillations, p. 297, Fussnote. 
HS) O. Reynolds, Manchester Phil. So('. Proceedings (4) 9 (1895), p. 167 

= Papers 2, p. 588. 
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schlage) annimmt und zugleich dieselbe oder die entgegengesetzte 
Phase, je nachdem die Schwingungsdauer der Storkraft grosser oder 
kleiner als jene ist, welche die Flussigkeitbei Fortfall der Storung (z. B. 
ruhigem Behaltnis) aufweisen wurde. Reynolds fiihrt es hierauf zuruck, 
ohne jedoch - den strengen Beweis zu liefern, der also noch aussteht, 
dass, wenn ein pendelndes Gefass 01 und Wasser enthalt, Spiegel und 
Zwischenspiegel synchron mit dem Gefass schwanken und zwar letzterer 
mit viel starkerem Ausschlag als ersterer. 

12. Der Widderstoss. 

12 a. Dar Widderstoss in Rohren. Wenn in Wasserleitungen 
durch EinschaItung eines Hindernisses, z: B. teilweisen Schluss eines 
Schiebel's, das Wasser in seiner Bew-egung aufgehalten wird, so steigt 
sein Druck zunachst uber den endgiltigen, den as erst spateI' annimmt. 
In den alteren Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dass das gesamte 
im betrefi'enden Rohre enthaltene Wasser gleichzeitig seine Geschwindig
keit vermindere und dass die Verminderung der lebendigen Kraft 
wahrend del' Einschaltung des Hindernisses in Arbeit zur Kom
pression des Wassers und zur Dehnung del' Rohrwand verbraucht 
werde, ferner dass die Rohrreibung vernachlassigt werden durfe. 

Diese Ansicht brachte zuerst L. F. Menab1"ea4.49) in einer Formel 
zum Ausdruck, wobei er iiberdies annahm, dass die Rohrwand dul'ch 
den Stoss bis zu ihrer Elastizitatsgrenze in Anspruch gflllommen sei. 

H. G. Hacker450) steUte eine Formel fur den grosstmoglichen 
Riickschlag auf und machte Versuche liber den Ruckschlag bei Be
nutzung verschiedener Hahne. 

J. p. Oh~t1"ch 451) tl'achtete die beim Schieberschluss erfolgendell 
Veranderungen der Durchflussfliiehe in Riicksicht r.u ziehen, erhielt 
jedoch fur gleichformigen Schluss eine Formel, nach welcher bei 
Ausfluss ins Freie del' Druckzuwachs urn so kleiner ausfiele, je grosser 
del' Anfangsdruck war. 

Ph. Fm·chheimer 452) beobachtete beim Schliessen iiblicher Wasser
leitungsschieber, dass sich der Druck nul' gegell Ende der Schieber
bewegung steigerte und ungefiihr im Augenblicke des vollkommenen 
Schlusses am gross ten war. Steht nun das ,Vasser (v om Eigen
gewicht r) unmittelbar hinter dem Schieber unter einer Druckhohe 
H +71, wobei H die Anfangsdruckhohe (in l\Ieter), h den Stosszuwachs 

441)) Paris C. R. 47 (1858), p. 221. 
450) Zeitschr. d. Vcr. lleutsch. lngenieure 14 (1870), col. 110. 
451) Journ. Franklin Institute (3) 91) (18:10), p. 328, 374. 
452) Zeitschr. u. Ver. deutsch. Ingenieure 37 (1893), p. 216. 
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bedeutet, und Biesst sekundlich die Menge q aus, so fiihrt es wihrend 
t 

der Zeit t eine Arbeit rfq(H + h) dt aus dem Rohr, welche Arbeit 
o 

durch die lebendige Kraft zur Zeit Null und durch die Arbeit 
t 

rjqHdt des vom Behalter bis zum Schieber niedersinkenden Wassers 
o 

geliefert wird. Der Verfasser gelangte schliesslich zur Naherungsgleichung 

I ,,r-:;:1I 
(169) hmax = CPT V R=r' 
in der r den Halbmesser des Rohres, R den der Abschlussscheibe 
(des sogenannten Schieberkeiles), l die Stranglange in m, T die Schluss
zeit (in sec) und q:; eine durch Versuche zu bestimmende Konstante 
bedeutet, die er im Mittel = 0,22 secm-t fand. 

Ebenfalls aus der Arbeitsgleichheit entwickelt A. Rateau'53) fiir 
gleichf6rmigen Schluss in der Zeit T, starre Rohrwand und un
zusammendriickbare Fliissigkeit 

2luoH 
hmax = 2gHT -luo ' 

worin Uo die Stromungsgeschwindigkeit bei ganz offenem Schieber 
also ungefahr V2gH bedeutet, wahrend A. Budau4M) die Nii.herungs
formel 

empfiehlt. 
Die Entwicklung von (169) . vernachlassigt die Energie, die im 

Rohre in Form von Bewegung und Pressung zuriickbleibt. Dass beim q SchieberschlusB nicht aIle Energie verschwindet, geht 
_ aus den Erwagungen hervor, die A. Ritter '55) fiir 

den Stoss elaBtischer fester Korper und J. P. 

~ 
Frizell(56) fiir den Wasserstoss eingeleitet ha. ben. 

_ Stosst die Wassersaule von der Lange l gegen 

Fig. 48. 

eine feste Wand, so staucht der entstehende 
Stossdruck nr9 yhmax das Wasser, das heisst, er 
verdichtet dasselbe, wahrend er zugleich die Rohren 

458) ...4.. Bateau, Traite des turbo-machines 1, Paris 1900, p. 245 = Revue: 
de mecanique 6 (1900). O. Goeritz, Einfluss der Wassertrll.gheit auf die Regu
lierung von Turbinenanlagen, Wien 190', nimmt ebenfalls starre Rohrwand und 
unzusammendriickbare Fliissigkeit &n. 

454) Zeitschr. d. (lsterr. Ingen.- u. Archit.-Ver. 57 (1905), p. 421. 
456) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 84 (1890), p.196; 85 (1891), p. 1383. 
456) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 89 (1898), p. 1. E ist 2,07. 10~ kg m-I, 

El bei GU8seisen beiliu fig 9· 10' kg m- I. 
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ausweitet. Dabei ist anzunehmen, dass die Grenze zwischen dem ge
stauchten und dem ungestauchten Teil gleichformig schnell gegen 
den BehliJ.ter riickt. Geschieht das mit der Schnelligkeit w, so wird 
die ganze Saule in der Zeit l: w gestaucht und befindet sich dann 
unmessbar kurze Zeit in Ruhe. Zum Zusammendriicken des Wassers 
und Weiten des Rohres wurde in dieser Zeit, wenn Eden kubischen 
Elastizitatsmodul des Wassers, El den linearen des Rohrmateriales, 
m die Wandstarke bezeichnet, die Arbeit 

~r' U.2 l(~ +~) 
2 Y '''max E mE 

I 

aufgewendet und hierzu die urspriingliche leb~ndige Kraft ynlr2u2 : 29 
verbraucht, woraus 

(170) hma:e = 1 

16 '0(~+}r) rrg~E mEl 

hervorgeht. Die Konstanz der Wassermenge erfordert, 

(171) ( 1 2r) 
u = w E + mEl ykmax 

sei. Aus (170) und (171) folgt4D7) 

(172) 

und 

(173) lImax =uw :9. 

dass 

Hiernach dauert bei plOtzlichem Schieberschluss die Drucksteigerung 
so lange, wie die Stauchgrenze braucht, urn die Strecke l hin- und 
zurUckzulaufen, also einen Zeit-
raum 2l: w. Ein allmahlicher 
Schieberschluss in der Zeit T 
kann als eine Reihe plotzlicher 
Geschwindigkeitsverminderun
gen aufgefasst werden, deren 
Wirkungensich, wennT«2l:w) 
ist, im Zeitraume T bis 2l: w 
addieren. Hiernach miisste bei 

r-T?r-i J r-- w I 

Zeil 

Fig. 49. 

allmahlichem Schieberschlusse der Druck H + II einige Zeit konstant 
bleiben und dies haben Versuehe Ton N. Joukowsky'''fr) tatsachlich 
bestatigt. 

45'1) Formel (112) stimmt iibrigens genall mit jener ilberein, welche 
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Wird in (172) das Wasser als unzusammendriickbar betrachtet, 
also E = 00 gesetzt, so geht (172) in den Ausdruck iiber, den, 
durch Versuche von J. E. Mm'ey459) mit Kautschukrohren angeregt, 
H. Resal460) fUr die Fortpflanzungsschnelligkeit von Pulsschlagen ab
leitete. A. Buclatt 461), welcher annahm, dass aIle lebendige Kraft fiir 
die Rohrausweitung verbraucht wird, fand 

(H + l )2 H2 h 2 (1 + 9. H) _ 3'l/1 E1 u' 
lm,,"x - = max ~ hmax - 2r ru' 

welche Formel mit (170) iibereinstimmt, wenn nicht nur E = 00, 

sondern auch H = lImax ist. H. Rrfsal ging zum Unterschiede von 
J. P. Frizell von einem scheibenformigen Fliissigkeitselement aus und 
ihm folgten N. Jottkows7cy und L. Allievi 462). 

Bezeichnet x den Abstand von der Miindung, y die Druckhohen
steigerung an beliebiger Stelle, h die an der Miindung, so gilt bei 
wagerechtem Rohr naeh den Euler'schen Gleichungen 463) unter Ver
nachHissigung der Rohneibullg 

1 (aU Ot£) _ ay 
9 -at - u ox - OX 

oder, weil die Wassergeschwindigkeit 'U sich zwar sehr rasch andert, 
abel" selbst klein ist, genau genug 

1 au oy 
(174) gW=ox' 

Die Drucksteigerung wirkt auf Wasser nnd Rohr und die Konstanz 
del" Masse verlangt, dass hierbei 

(175) 

D. Korte!ceg fUr die Fortpflanzung des Schalles in Rohren aufgestellt hat, Ann 
Phys. Chern. N. F. 5 (1878), p. 525. 

458) Petersburg, :Mem. de l'Acad. des Sciences (8) 9 (1900), Nr. 5, p. 18 u. f. -
Versuche haben auch E. B. Weston, Amer. Soc. Civ. Eng. 'Trans. 14 (1885), p.238 
und R. C. Carpenter, Amer. Soc. Meehan. Eng. Trans. 15 (lSU4), p. 510 vel"
offentlicht. 

459) Physiologic experimentale, 'rmvaux du laboratoire de M. Ie professeur 
lIbrey, 1875. Kurzer Auszug J. de phys. 4 (1875), p. 257. S. R. E. H. Webel', 
Dber die Auwendung del' Wellenlehre auf die Lehre yom Kreislaufe des Blutes 
(1850) in Ostwald's Klassikern. 

4(0) J. des math. (3) 2 (1876), p. 3,12. 
4(1) Zeitschr. d. osten. Ingen.- u. Areh.-Vereins 57 (1905), p. 419. 
4(2) Atti della Societa degli lngeglleri ed Architetti 3i (1903); auch als 

S. A., Teoria generale del moto perturbato dell'Rcqua, 'Torino (1903) sowie Poli
tecnico 51 (1\)03), p. :J60, 405, 490, und Re\'Ue de mecRnique 14 (190,1), p. 10 f. 

4(3) Siehe IV 15, Nr. 8 (A. E. H. Lore), p. G3, Gl. (1). 
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bleibe. Bei EinfUhrung einer durch Gl. (172) ausgedritckten Grosse 
w verwandelt sich (175) III 

) 076 9 oy 
(176 ax = w' . o{ 

und dann lautet die Losung von (174) und (175) 

(177) y = F ( t - :) - F] (t + 7:)' 
(178) g - Uo = - ! [ F ( t - :) + FI ( t + :) ] ' 
worin Uo die Geschwindigkeit fitr y = 0, also bei ruhigem Betriebe 
bed.eutet. Nach (177) und (178) wandern alle Erscheinungen mit 
del' Schnelligkeit w stromauf odeI' stromab und zeigt sich die fur 
~l = 0 eintretende Maximalpressung 

(179) 

wie dies auch G1. (173) ergab. Wenn das Verhaltnis del' Schieber
Q:£fnung zum Rohrquerschnitt durch die Funktion rp(t) ausdruckbar 
ist, gilt fUr die Beziehung del' Ausstromungsgeschwindigkeit U zur 
(stets kleineren) Ankunftsgeschwindigkeit tl ofl'enbar 

(180) u = Urp(t) 

und bei Vernachlassigung del' Reibung und Auslauf ins FrEiie 
'U2 

U2 - u2 = cp'(t) - tt 2 = 2g(H + h) 

odeI' bei kleiner Offnung, also kleinem u genau genug: 

(181) u = rp(t) . y'2g(H + h). 

Aus (178), (179) und (181) folgt fur die Mlindung 
10 2 

(182) (hmax -'- h)2 - 2 (R + h) 9 cp2(t) = 0 

und fUr beliebige Rohrstellcn gemtiss (177) 

(183) (hmax - y)2 - 2 (H + y) 1;2 cp2 (t - ~) = 0. 

Wird die Ausflussoffnung gleichmassig in einer Schliesszeit T, also 
llach dem Gesetze 

T - t T - tu T - t hmax 1 /[j 
rp(t) = -T-CP(O) = -T-' Y2~H = --'1'- '1;;-:' V 2H 

verkleinert, so geht endlich hieraus in Verbindullg mit (182) und 
(183) fur die Drucher1inderung an del' Miil1dung 

(184) T - t = hma" - h 11-- H 
T hmax H + h 

Encyklop. d. math. Wissonsch. IV 2. 30 
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und filr die Druckverteilung zur Zeit T am Strange 

(185) 

hervor4M). 

1st die Schliesszeit T> 21 : tv, so kehrt vom Einlaufe noch vor 
dem vollendeten Schlusse eine Stossfolge bis zur Milndung zuriick. 
Kommt die Leitung aus einem Behii.lter mit offenem Spiegel, so 
herrscht am Einlaufe unveranderlicher Druck und gilt vom Zeitpunkte 
21: w bis zum Zeitpunkte T statt (177) und (178) bei wagerechtem 
Rohr 

(186) '!I = F (t - ~) - F (t + ~ - ~~) 
W tv U" 

(187) Uo - U = :v [F ( t - :) + F ( t + -~ - ~)] 
und statt (182) 
(188) (hmax - It - 2f)2 - 2(H + h) Wi • rp'(t) = 0, 

9 

worin l' die Grosse bedeutet, die It zur Zeit t - 2l besass und hmax 
W 

wieder durch (179) gegeben ist466). Nach (183) ist es moglich bei 
gegebenem 1, H, w, rp(t) und Uo eine Tabelle del' h filr t < (21 : w) und 
dann nach (188) fiir die Gegenstossperiode, das ist fur (21: w) < t < T 
zu berechnen. Allievi466) zeigt, dass bei gleichmassiger Verkleinerung 
der AusHussoffnung wahrend des Gegenstosses der Stossdruck h fast 
konstant bleibt, und nach der Taylor'schen Reihe an der Miindung 

h = 2 f~ F'(t), 

tt = tto - ~ [F(t) +!~ F'(t)] 

gesetzt werden kann, so dass sich 

(189) du = _ 2g F'(t) 
dt 'IV 

ergiebt. Da bei gleichiormigem Schliessen zugleich niiherungsweise 

(190) du = Y2g(H + h).q/(t) = - Y2g(H + h). _uo __ 
dt TV2gH 

ist, folgt 

(191) It = llSo yH + ~, 
gT H 

oder 

(192) (H + It)' - (H + h) (2H + g-i;~i) + Hi = O. 

464) Alliev,"s Gl. (18). 
465) Alliev,~s Gl. (32). 
&66) Teoria generale, p. 35. 
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Von den beiden Wurze]n dieser Bestimmungsgleichung giebt die eine 
den erhohten Miindungsdruck des Gegenstosses bei gleichmassigem 
Behluss, die andere den verminderten bei Offnung emes Schiebers. 
Bei lilngerem Rohr, bei welchem die Reibungen nicht mehr vernach
liissigt werden durfen, verliert Gl. (192) ihre Giltigkeit. 

Ubrigens kann die O:tfnung eines 8chiebers, da sie Schwingungen 
verursacht, auch den Druck erhohen und Allievi461) entwickelt, dass 
der grosste Druck H + h = 1,23 H entsteht, wenn man den Schieber 
in der Zeit T < (2l : w) so weit oifnet, dass das Offnungsverhiiltnis 
rp = 0,3 (uo: w) wird. 

Es ware sehr zu begrussen, wenn eine Wiederholung der Allievi
schen Betrachtungell unter Beriicksichtigung der Reibung gelange. 

12 b. Der Widderstoss bei Vorhandensein eines Windkessels. 
J Michaud 468) betrachtete den Fall, dass das Rohr oberhalb des Ab· 

Fig. 50. 

schlussschiebers einen Windkessel besitze und fand das Druckmaxi
mum, falls es vor vollendetem 8chieberschluss eintritt, 

(193) H+' 2luo 
tmax = gT' 

also unabhilngig yom Windkesselinhalt, der bei Ruhedruck W be
trage. Fehle jede Puffervorrichtung, so wilrde der 8toss nur halb so 
poss sein, wenn nicht das Wasser und Rohr elastisch waren. So 
aber gelte ,(193) nur, wenn a den Druck der Atmosphare in Wasser
saulenhohe bezeichnet, fur 

T> n V 7trl(:-tti) + yl (21E + II1~J -V9(Ha~ a)' 

467) Teoria generale, p. 48. 
468) Bulletin de la Societe Vaudoise des ingenieurs et architectee 1878, 

citiert nach der tibersetzung Zeitechr. f. Bauwesen 81 (1881), coL 422, 583. 
30* 
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Anderseits sagt A. Storlola 469)/ dass der fur Turbinenregelung 
erforderliche Inhalt W nicht von der Rohrlange l abhange, wohl aber 
W > 4001'3 sein solIe. 

A. Rateau 470) findet, dass del' Druckzuwachs in einem nicht zu 
kleinen Windkessel bei Schieberschluss nach del' Gleichung 

(194) It - 2lHuo [1- ~in(/t'P + 1/1) etb('P'-'Po'l] 
-2gHT-luo sin (/L'Po + 'I/J) 

schwanke/ wenn 
b = ~~o T 
w.~+ IH(~+_r_)' 

""1" H+a i" 2E mE, 

~ = -V9~:'T - ~ 
gesetzt wil'd, cP das jeweilige Verhaltnis del' Offnung zum Rohl'quer
schnitt/ CPo das Anfangsvel'haltnis bedeutet; hierbei legt 1/J die Phase 
mittels del' Beziehung 

tang(~cpo + 1/J) = b4 (.L 
'Po 

fest. Damit del' Windkessel niitze sei und keine den Stoss vel'stal'kende 
Resonanz elfolge/ m iisse man annahel'nd 

4gbT = n;2 luo 
machen. 

L. Allievi 471) gelangte zum Schlusse, dass man durch Windkessel 
nennenswel't nul' Stosse el'massigen konne/ welche durch Offnungs
andel'ungen von weniger als 2l : w Zeitdauer veranlasst werden. Damit 
die lebendige Kraft des ausfliessenden Stl'ahles durch einen Wind
kessel vel'kleinert wel'de, musse dessen Inhalt bei Beginn des Schliessens 

(195) -rTF> ! 1,2n (1 + ~) uoT 
selli (wobei H in m), 

N. Jouko1l'sky472) machte Versuche, bei welchen sich das Wasser 
nach plOtzlicher Hemmung des ul'spl'iinglichen Ausflusses ins Fl'eie 
von zwei Seiten in den Wllidkessel el'goss, Tritt in diesem eine Steige
rung del' ul'spl'iinglichen Druckhi:ihe H urn h ein/ so muss fiil' die ur
spl'iillgliche Geschwindigkeit 1(0 und die vel'zogerte u nach (177) und (178) 

h = ~v (110 - 'II) 
9 

469) Uber die ~.egulierung von Turbinen, Schweizerische Bauzeitung 22 
(1893), p. 117, 134. Uber Druck- unrl Saugwindkessel bei Kolbenpumpen siehe 
IV 21, Nr. S (M. Grab7er). 

470) Traite des turbo-machines, p. 249, 253. 
471) Teoria generale, p.47. 
472) Petersburg, l\Iem. de PAcad. d. Sciences (8) 9 (1900), Kr. 5, p. 5J. 
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geIten. EnthaIt also del' Windkessel urspriinglich den Luftraum Wo 
und spater W, so muss fur zwei ZUleitungen 

(196) - dd~ = 2~r2 (~to _ ~h) 
sein, und bei adiabatischer Luftverdichtung zugleich 

(197) WokH = Wk(H + h), 

~obei k = 1,4 das VerhiiItnis del' spezifischen Warmen bei kon
~tantem Druck und konstantem Volum bezeichnet. Es folgt 

I I-k 

(198) 0 = (H + h)k dd:- + :- (H + h)-k- ~~ 

odeI' nach Vereinigung mit (196) 
2nq·2 w: 

(199) k-1 dt = k+lo dll. 
Hk (H + h)-k- (uo -~;) 

JoukoUJsky fiihrt noch die im W indkessel bei Betrie bstillstand herrschende 
Druckhahe HI, welche H um den durch die Rohrreibung veranlassen
den Druckverlust iibertrifft, ein, hat fiir den Luftraum WI bei Betrieb
stillstand 

JL. WI = HWo 

und leitet47S) fur unbedeutende Stossdrucke h aus (199) eine mit seinen 
V ~rsuchen stimmende Naherungsformel 

H2 
WI = 2k~~·2ttot HI 11 

ab, in del' t die Zeit del' Druckzunahme, namlich den Zeitaufwand 
del' Stosswelle fiir den Weg bis zur Refiexionsstelle und zuriick be
deutet. 

1st an ein Hauptrohr mit offenem Oberende (dem Behalter) ein 
Zweigrohr mit geschlossenem Ende angeschlossen, so ermassige, wie 
Jmdwwsky anfiihrt, das Zweigrohr zwar zunachst den Stossdruck, 
dafur verdopple sich abel' del' letztere, wenn die Stosswelle das ge
schlossene Ende trifft, und hier refiektiert wird. Da die Zuriick
werfung sich wiederholen kanne, vermoge del' Stoss bedeutend an
zuwachsen. 

V. Grundwasserbewegung. 

13. Vol'bemel'kung liber die Bewegung des Wassel's durch enge 
Romen. Es seien hier noch einmal die Gesetze iiber die Bewegung 

473) a. a. O. p. 57. 
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des W users in engen Rohren zusammengestellt4.74.), weil auch die im 
Erdboden vor sich gehende auf diese Gesetze zurlickzufiihren ist, und 
sie daher sofort viele Erscheinungen der Grundwasserbewegung er
klaren. 

Wegen der laminaren oder gleitenden Bewegung (ecoulement con
tinu, direct motion) in eDgen Rohren ist der Druckverlust viel kleiner 
aIs er nach den oben (Nr. 4 b), p. 334 u. f., angegebenen Gesetzen fur 
die gleichiormige Bewegung sein miisste. Zugleich unterliegt es, 
wenigstens wenn die Flilssigkeit die Wandung benetzt, keinem Zweifel, 
dass die iiusserste Schicht unbeweglich ha.ftet4'(6), wahrend dies bei der 
turbulenten Bewegung nicht ebenso feststeht476). Nach O. Reynolds471), 
welcher sich auf eigene Versuche, sowie auf die von J. L. M. PoiseuiUe 
und H. DarrJfl stiltzt, folgt die Stromung in Rohren vom Durchmesser D 

den Gesetzen der wirbelnden Bewegung, wenD der Ausdruck qDU, 
E£ 

worin (! die Dichte und tL den "inneren Reibungskoeffizienten" be-
deutet, einen bestimmten fUr aUe Fliissigkeiten gleich grossen Wert 
ilberschreitet. Filr Wasser ist nach Poiseuille478) 

_ 0,00001837 -2 
tL - 1 + 0,0337 T + 0,00022 TI g sec em , 

worin T die Temperatur in Celsiusgraden bezeiehnet, und betriigt die 
in msec- 1 gemessene kritisehe Geschwindigkeit (ffir einen Rohrdurch
messer D in m) ungeiahr 

(200) 1 1 1 
278 . 1 + 0,0337 T + 0,00022 TI . D . 

Darnach ist es z. B. fur Wasser von 12° C. entseheidend, ob 
D U < 0,0025 ist. Mit Gleichung (200) stehen die aus eigenen 

474) Vgl. das Referat von A. E. H. Love (IV 16, Nr. 18-18, p. 76-82). 
476) E. Duclaw:, Ann. chim. phys. (4) 26 (1872), p. 4SSf.; lV. O. D. Whethtlm, 

Lond. Phil. Trans. (A) 181 (1890), p. 682. 
476) Vgl. oben p. 348. Bei AusfiuS8 aus einem Geflisse durch ein Ansatzrohr 

fiiesst nach M. Couette, Paris TMses 1890, p. 49 das Wasser in ihm zuerst turbu
lent und tritt mit rauhem Strahl aus; dann, wenn der Spiegel tief genug ge
sunken iat, achwankt der Strahl fortrihrend zwischen zwei Lagan, wobei er, 
wenn er die grllasere Sprungweite annimmt, glatt wird; endlich folgt stetiger 
Ausfiu88 mit glattem Strahl. 

477) Lond. Phil. Trans. 174 (1888), p. 936 = O. Reynolds, Papers 2, Cam
bridge 1901, p. 61 f. 

478) Paris, M~m. pres. pardiv. sav.19 (1846); Ann. chim. phys.(3) 7 (18'S), p.62. 
O. E. Meyer berechnet aus Poiseu,lle's Versuchen den Zahler zu 0,00001809, Ann. 
Ph,s. Chem. N.F. 2 (1874), p. 394. O. ReynoldB setzte spll.ter den ZWer = 0,00001919, 
Lond. Phil. Traus. 171 (1886), part 1, p. 171 = Papers II, p. 242. 
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nnd fremden Versuchen abgeleiteten Angaben von B. £ang4.7D) im 
Einklange. Auf die kritische Geschwindigkeit hat zuerst G. Hagen 480) 

hingewiesen. N ach dem Gesagten ist es ffir den Eintritt der Turbulenz 
nicht gleichgiltig, wie warm die betreffende Fliissigkeit ist. Findet 
aber wirbelnde Bewegung statt, so ist der Reibungswiderstand nach 
O. Rey'IWlds4.81) nur mehr von der Dichte der Fliissigkeit und nicht 
von ihrer sonstigen Beschaffenheit, also auch nicht von ihrer Tempe
ratur abhiingig. Der Reibungswiderstand entsprach bei seinen Rohren 
der Formel 

(201) J = a U 1,72S 

(worin a ffir eine und dieselbe Rohre konstant); doch flng del' Gel
tungsbereich von (201) erst an, wenn die Geschwindigkeit 1,325mal 
so gross wie die kritische war 4.82). O. Reynolds hat auch durch Ein
fiihrung eines gefarbten W asserstreifens die Bewegungsweise sicht
bar gemacht. Dabei zeigte sich, wenn er aIle Vorsicht beziiglich des 
Zulaufs anwandte, die Bewegung in Schichten erst ganzlich unmog
lich, wenn er die Geschwindigkeit auf mehr als das sechsfache der 
kritischen steigerte 48S). 

Bei del' gleitenden Bewegung setzt man den Reibungswiderstand 

zwischen zwei benachbarten Schichten t'" ::' wenn n normal zu der 

Schicht gemessen wird, die aus Teilchen gleicher Geschwindigkeit u 
besteht; t'" ist ffir den ganzen Bereich der Fliissigkeit konstant. 
Hieraus ergiebt sich leicht das Poiseume-Hagen'sche Gesetz, dass in 
runden Haarrohrchen vom Halbmesser r und Querschnitt A der 
DurchHuss (in ems sec-I) 

(202) 
nr' 

Q=-rJ 
81' 

oder die mittlere Geschwindigkeit (in em sec-I) 

479) HiUte, 18. Aufl. 1902, 1, p. 240. 
480) Ann. Phys. Chern. 46 (1839), p. 442. 
481) Lond. Phil. Trans. 1877 (1886), p. 167 = O. Reynolds, Pa]Jers 2, p. 238. 

Auch M. Gouette, Paris Theses p. 48 bemerkt, dass die Temperatur wenig 
Einfluss zu haben scheine, "was schon Girard angedeutet habe". Theoretische 
Begriindung: Lond. Phil. Trans. (A) 186 (1896), p. 123 = O. Reynolds, Papers 2, 
p.535; H. A. Lorentz, Amsterdam Verslagen (4) 6 (1898), p.28. 

482) Lond. Phil. Trans. 174 (1883), p. 976 = O. Reynolds, Papers 2, p. 97; 
H. T. Barnes u. E. G. Coke!', Lond. Roy. Soc. Proc.74 (1905), p. 341; vgl. Flamant's 
Formel oben p. 338. 

483) Lond. Phil. Trans. 174 (1883), p. 943,948 = O. Rey'nolds, Papers 2, 
p. 60, 67. tTher die kritische Geschwindigkeit in konischen Rijhren, s. Brit. Ass. 
Rep. 64 (1894,), p. 664 = O. Reynold$, Papers 2, p. 586. 
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(203) u = AJ = 003979 AJ 
8np.' p. 7' 

betragt. Bildet das Rohr ein Prisma odeI' beliebigen Zylinder und 
ist die Bewegung stational', so muss das Element del' stromenden 
Fliissigkeit dureh die Reibung langs eines Teiles del' SeitenfHichen 
ebenso verzogert werden, wie besehlennigt dureh die Reibung del' 
fibrigen Seitenfiachen, so dass - wenn man x und y senkrecht zu 
einander und zur Stromungsrichtung misst 

02t~ /)2U 

(204) ax! + /)y2 = 0 

gelten muss 484). Aus (204) liisst sieh die Geschwindigkeitsverteilung 
fiber einen dreieekigen gleiehseitigen Prismenquersehnitt48D), sowie aueh 
die mittlere Gesehwindigkeit ableiten, welche sieh, wenn del' Quer
schnitt die Fliiehe A hat, zu 

(205) U = _1---= AJy = 002887 AJ'J 
20 Y 3 P. , P. 

ergiebt. 
Die Benutzbarkeit von (205) gewinnt dadureh, dass J. Boussinesq486) 

ffir versehiedene Quersehnittsformen gezeigt hat, dass geringe Ver
driiekung del' Quersehnitte, sofern man deren Grosse beibehiilt, U nicht 
wesentlieh andert. 

H. S. Iiele-Shaw 487) halt es auf Grund seiner Beobaehtullgen ffir 
nahezu erwiesen, dass aueh bei wesentlich wirbelnder Bewegung die 

neben festen Wanden odeI' Sehwimmkorpern 
befindliehen Sehiehten nul' gleiten. Zur Unter
StfitZUllg diesel' Ansicht werde beigefiigt, dass 
bei turbulenter Stromung benaehbarte Ge
schwindigkeiten thatsiiehlieh an den Wanden 
viel starker als im Innern von einander ab-

Fig. 61. weiehen - wenigstens lJei netzenden Fliissig
keiten, bei denen anzunehmen ist, dass sie unmittelba.r an del' Wand 
nnbeweglieh haften. Nimmt man ferner an, dass die seheinbare Wand
geschwindigkeit Uo an jener Stelle helTsche, an del' die laminare Be-

484) A. G. Green/lill, Lond. Math. Soc. Proc. 13 (1881), p. 43. 
486) H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1895, p. 96, 523. 
486) Ebenda, p. 523. 
487) Inst. Naval Archit. Trans. (39) 1897, p. 145; 40 (1898), p. 21; Paris 

C. R. 132 (1901). p. 1306; vgl. IY 16, Nr.1 e (A. E. H. Lot'e), p. 97 u. IV 19, Nr.14, 
(G. ZcmplClI), p. 322, sowie oben Nr. 4, f.; p. 348. Fr. Ahlborn, Dber den lfecha
nismus des Widerstandes fiiissiger Medien, Phys. Zeitschr. 3 (1901), p. 120, 
L. Pralldtl, tiber Fliissigkeitsbewegullg bei sehr kleiner Reibung, Verhl1ndlungen 
des 3. internat. Math.-Kongresses in Heidelberg, Leipzig 1905, p. 484. 
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wegung in die turbulente ubergeht, so konnte man die Dicke a der 
laminar stromenden Schicht berechnen, fUr sehr breites rechteckiges 
offenes Gerinne von der Tiefe h bezw. fUr kreisrunde Rohren vom 
Halbmesser r wiirde dann namlich488) sowohl 

Th b .1r tto 'Y" . ezw. 'Y "2 = l'" a 
als auch 

.1h bezw. 

geIten, wonach sich fur beide Querschnittsformen 

(206) 

fande, also - wie dies auch Hele-Sliaw beobachtete - die laminar 
bewegte Schicht mit zunehmeniler Geschwindigkeit dunner wiirde. 
In Zementrohren, wie das von H. Bazin489) untersuchte, ware also 
(wegen l'" = 0,0000181 gseccm- 2, c2 = 3012 msec- 2, Uo = 0,742 U, 
'Y = 1 gcm-B) a = 4~5, wobei a und U in em bezw. cmsec- 1 aus

zudriicken sind. 

14. Bewegung des Wassers durch Sand. Zum Zwecke del' Er
forschung des Durchflusses des Wassers durch ein Kugelhaufwerk 
ordnet C. S. Slichter zunachst acht voll 
gedachte Kugelll vom Durchmesser d 
derart an, dass ihre Mittelpunkte die 
Ecken eines Rhomboeders bilden, dessen 
Oberfliiche aus Rhomben von del' Seiten
Hinge d und den Winkeln 0 bezw. 1800-0 
hestehell 0190) (Fig. 52). Vom Rhomboeder- Fig. 52. 

inhalt dB (1 - cos 0) Vi + 2 cos 0 wird daIm durch die acht sich be

riihrenden Kugelausschllitte stets del' Teil n:~ ausgefiillt, wahrend del' 

Kern hohl bleibt. Das VerhaItnis m des Hohlraumes zum ganzen 
Rhomboeder wird dann durch 

(207) 
:n:: 6 tn=l- -

(1 - cos 0) -V 1 + 2 cos 0 

ausgedriickt und fur die Grenzwerte von 0, das ist fur 0 = GOo bezw. 
900, zu 0,259 bezw. 0,476. Den Rhomboederhohlraum fasst C. S. 
Slickler als Pore von wechselndem dreieckigen Querschnitt und einer 

488) Vgl. oben Gl. (9) und (23), p. 335 u. 349. 
489) Paris, :Uem. pres. par div. say. 32 (1902), N"r. 6, p. 4, 8, H. 
490) Annual Report of the United States Geological Survey 192 (1899), p.311. 
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krummen Axe auf, deren Liinge er, falls das Rhomboeder die Rohe h 
besitzt, zu 491) 

(208) 1 = h -.--.! -±- co~' _ (1,195 - 0,39 !.....) 
sin (qh + 2 cos a n 

berechnet. 
Den Durehfluss bewertet er dann auf Grund del' Annahme des 

Poiseuille'schen Gesetzes bei 10° C. und setzt so den Durchfluss (in 
cm3sec- 1) durch einen mit regelmassig geordneten Kttgeln von d cm 
Durchmesser angefiillten Zylinder vom Querschnitte F (in cm2) gleich 

(209) " Fd2 
Q=7,17J-, 

x 

wobei del' Koeffizient " fiir jedes m aus erner Tabelle492) zu entnehmen 
ist und sich fiir m zwischen 0,26 und 0,47 von 0,843 bis 0,118 be
wegtj als Gefiille Jist das Verhaltnis des in Wassersiiulenhohe ge
messenen Druckunterschiedes zweier Zylinderquersehnitte zu deren 
Abstand anzusehen. 

Versuche von IGng (93 ) haben dargethan, dass (209) anwendbar 
bleibt, wenn man es statt mit Kugeln mit natiirlichem dl-weh Sieben 
auf einheitlicltes Korn gcbraddem Sand zu thun hat. Doch wuchs bei 
d :2 0,11 em del' Durehfluss bei steigendelll Dl'uekgefalle weniger als 
letzteres. 

Bei natiirliclten Feinsanden hat zuerst H. Darcy494) die Prop or
tionalitiit von Durehflussmenge und Druckverlust beobachtet. 

Dividiert man die Durchflussmenge durch den Quersehnitt des 
dUl'chflossenen Raumes, wobei man sieh nieht nul' die POl'en, sondern 
auch die Korner durchflossen denkt, so erhiilt man die Filtergeschwin
digkcit 111 U, welche demnach nul' ein Bruehteil del' wahren mittleren 
Porengesehwindigkeit U ist. F. Seclheim 495) fand, dass bei 12° C. die 
Filtergesehwilldigkeit (in emsee- 1) in rein em Quarzsand vom mittleren 
Korndurchmesser d (in em) 

(210) mU=0,38 dJ 

betr1igt. Da es fUr die POl'engriisse, also die Durehliissigkeit, mehr 
auf die kleinen Korner, die sieh zwischen gross ere einlagern konnen, 

491) Ebenda, p. 313. 
492) Ebenda, p. 326. 
493) Ebenda, p. 241. 
494) H. Darcy, Les fontaines publiques de Ia Ville de Dijon 1856, p .. 590. 

Weitere Litteratnr: Ph. Forchlwimer, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 45 (1901), 
p. 1736. 

495) Zeitschr. f. analyt. Chemie 19 (1880), p. 387. 
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als auf letztere ankommt, fiihrt A. Hazrm496) den Begriff des wi1'k
samen Korndtt1'chmesse1's (effective size of grain) dw ein. Diesel' wird 
dadureh gekennzeichnet, dass samtlicheKorner, deren Volumen kleiner als 

del' Kugelinhalt : dl~ ist, zusammen %0 des gesamten Sandgewichtes 

wiegen Bollen. Die Gleiehung A. Hazen's bezieht sieh auf grosst
mogliehen Durehdrang, leiehteste Sehiittung, 100 C. und lautet (fiir 
U in msee-t, dw in em) 

(211) 
Bei abweiehender Temperatur andert sieh mU anseheinend dem inneren 
Reibungskoeffizienten (vgl. p. 446) ,u entspreehend. 

F. Seelheim befasste sieh aueh mit del' Dtwchliissig7ceit von Thon 
und geschliimmter K1'eide und fand sie sehr klein. Hiermit steht es 
in Einklang, dass sehwaehe Verunreinigungen des Sandes 1n U ausse1'
ordentlieh velTingern. Bei groberem Korn oder sehnellerer Bewegung 
wliehst naeh C. K-rober 497) m U nicht mehr so stark, wie J. Das be
obachtete auch A. Hazen, del' mit Gefii1len bis zu 0,1 arbeitete, als e1' 
dw iibel' 0,2 em wahlte, und U. Masoni bei noch so feinen Sanden, als 
er zu Druckgefallen von mehr als 100 SChlitt. Es tritt also turbu
ente Bewegung ein, wenn auch deren Beginn, da die Geschwindigkeit 
in den einzelnen Porenstrecken versehieden ist, sich nieht so deutlieh 
wie bei Haarrohrehen aussert. Naeh Ph. F01"chheimer 498) entsprechen 
Formeln vom Bau J = ex (m U)fl weniger gut als solche vom Bau 

J = ex (mU) + ~ (mU)2 
und zeigen sich bei Wahl del' Form 

J = ,ex(mU) + ~(1IlU)2+ 1'(m U)S 
die Konstanten (x, ~ und l' positiv. 

Ein gegenteiliges Verhalten zeigt merkwurdigerweise nach King 499) 

und Newe1l 600) pm'iger Sandstein und, wie es scheint, manchmal selbst 
feiner Sand, namlich eine Zunalllue des Verhaltnisses m U : J mit 
wachselldem J.501) Aueh bei Haanohl'ehen soli dies naeh E. v. Rcgrfczy
ltagy502) bei grosseren Drucken zu beobachteu sein. 

496) 24tb Annual Heport of the State Board of Health of Massachusetts; 
A. Hazen, The filtration of public water-supplies, New York 1895, p. 19. 

497) Zeitschr. d. Vel'. deutsch. Ingen. 28 (1884), p. 617. 
498) Ebendu 45 (1901), p. 1782. 
499) Annual Heport of the U. S. Geol. SUl"I'cy 19! (1899), p. 147. 
500) Ebenclu, p. 135. 
501) Ebendu, p. 156, 241. 
502) Mathematische unel naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn 1 

(1882/83), p. 232. 
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10. Stationare Grundw8.8serbewegung. 

loa. Stationare Grundwasserbewegung in raumlicher Behand
lung. Die Druckverleilnng bei Stromung von Grnndwasser lasst sich 
durch die Wasserhohen messen, die sich in unten offenen Standrohren 
einstelIen, welche man bis zu dem jeweils zu untersuchenden Punkt 
in den Boden getrieben hat. Zwischen Punkten, deren Standrohr
spiegel sich in gleicher Rohe befinden, herrscht Gleichgewicht. Fasst 
man nun alle Punkte gleich hochgelegener Standrohrspiegel zusammen, 
so erhalt man Flachen, die das Wasser senkrecht durchquert. N ach 
dem Vorigen erfolgt diese Stromung, wenn u die (beliebig gerichtete) 
Filtergeschwindigkeit bedeutet, in feinporigem Boden nach dem Gesetze 

(212) mtt = - kJ, 
worin die "Durchliissigkeit" k eine fiir den beheffenden Boden kon
stante Zahl, namlich die Filtergeschwindigkeit beim Gef'alle 1 be
deutet. 

Fur einen einzigen wasserauf'nehmenden Punkt in unendlicher 
Bodenmasse werden die FIachen zu konzentrischen Kugeln mit dem 
Punkt als Mittelpunkt und fallen die Stromlinien mit den Kugel
radien zusammen. Bezeichnet man diese mit R, d~n gesamten Zu
fluss zum Punkt mit Q, so gilt 

(213) - mu = 4-n~" 
und daher 

(214) '/IIU Q 
J =-Ti, = 4nR'k 

oder, wenn z die Rohe der Standrohrspiegel iiber einer festen wage
rechten Ebene bedeutet, 

de Q 1 
(215) dR = h:k . R' . 

Es ist, wie hieraus ersichtlich, zein Newton'sehes Potential. Zugleich 
ergiebt sieh, dass das Grundwasser wie eine FliiBsigkeit del' theore
tischen Rydrodynamik stromt, deren Geschwindigkeitspotential dem 
Druck z proportional ist 50S). 

Potentialtheoretische Betrachtungen b(4) sind also auf Grundwasser
bewegung durch blosse Umdeutung iibertragbal'. So folgt z. B. ohne 
weitel'es, dass bei elliptiseher Durchbohrl1ng einer dichten, ebenen 

;,03) Das Geschwindigkeit&potential wird = k z (vgl. IV 16, Nr. 1 b, Love, 
8~) m p. j" 

604) Ph. FOl"chheimel", Zeit&chr. d. l\sterr. Ingen.- u. Archit.-Ver. 67 (1905), 
p. 586. Konfokale Ellipsoide alB Potentialf!il.chen: G. Kirchhoff, Mechanik, 3. Auf!. 
Leipzig 1888, p. 207 f. 
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Schicht, unter welcher sich wasserfiihrender Boden allseitig auf grosse 
Entfernung hin erstreckt, das Wasser zur Offnung (der Brunnensohle) 
in Hyperbeln fliesst, die aIle die· 
selbe durch den Ellipsenmittelpunkt 
gehende und zur dichten Schicht 
senkrechte Axe besitzen und ihren 
Brennpllnkt auf der Randellipse 
haben (vgl. :Fig. 53). Der gesamte 
Druckverlust bleibt, selbst wenn 
die Zustromung aus dem Unend
lichen erfolgt, in diesem :FaIle 
endlich. 

Fur eine lcreisformige Olfnung 
vom Halbmesser 1', aus del' in der 

Fig. 53. 

Zeiteinheit die Menge Q emporquillt, folgt flir den Druckverlust vom 
U nendlichen bis zur Offnung 505) 

(216) 1tQ H-h= ---4k1" 

(worin Ie die Durchlassigkeit der Bodenart). Bei Betriebsstillstand 
ist der Spiegel im Brunnen so hoch wie im Unendlichen; H - h be
deutet also zugleich die Spiegelsenkung im Brunnen infolge seines 
Betriebes. Gl. (216) gilt noch angenahert fur einen Brunnen mit 
dichter Wand und offener Sohle, auch weno keine undurchlassige 
Erdschicht die Wand umgiebt und kann nach Ph. Forchheimer 506) 

sogar naherungsweise als Gleichung der Meridianebene des Trichters 
geIten, den die GrundwasseroberfHiche urn den Brunnen herum bildet. 
Zwischen den Hohen hi unu 712 hat dieser Trichter (einschliesslich 
des betreffenden Brunnenteiles) den Rauminhalt 

V = 3'_ (~ - ~) - ~ [(p - It ):1 _ (p _ h )3] 
12 41tk! hi hI 3 2 1 

(worin p die Tiefe del' Brunnensohle unter dem Ruhespiegel). 
Wird der Brunnenbetrieb eingestellt, so iindern sich zunachst die 
Geralle nur wenig, so dass der Zulauf vorerst Q bleibt und das an
kommende Wasser den Trichter in einen unterirdischen Teich mit 
wagerechtem Spiegel verwandelt. Der Brunnen fasse zwischen hi und 
712 die Wassermenge lYa . Dann gilt, wenn das Ansteigen des Spiegels 
von ") auf 112 die Zeit tl2 braucht: 

Qtl2 = m J"12 + W12 ' 

505) Ph. Forchheimer, a. a. O. p. 587. Hiermit im Einklang: Versuche von 
Thevenet, Ann. des ponts et chaussee. (6) 7 (1884), p. 200. 

506) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Archit.-Ver. 57 (1906), p. 590. 
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so dass bei bekanntem Porenverhiiltnis del' Bodenart auf ihre Durch
liissigkeit k geschlossen werden kann. 

Liegen zwei iihnliclw Gruben 501) vom Langenverhaltnis n in einem 
ausgedehnten tiefen Sand- oder Schotterboden und verandert man 
durch Pump en den Wasserspiegel um beide Gruben in ahnlicher 
Weise, so werden - del' Ahnlichkeit wegen - die Geschwindigkeiten 
in einander entsprechenden Punkten einander gleich, so dass del' einen 
Grube in gleicher Zeit n2-mal soviel als del' andern zufliesst. Anderer
seits muss, so lange sich del' Spiegel nicht wesentlich andert, del' 
Zudrang in die namliche Grube ungefahr den Gefallen, also ihrer 
Spiegelsenkung proportional sein. Will man also gleiche Senkungen 
in den beiden Gruben verursachen, so muss lUan aus der einen n-mal 
soviel wie aus del' andern entnehmen oder das Verhaltnis del' Ent
nahmen dem del' Langen gleich wahlen. Eine Fortsetzung del' Be
trachtung zeigt, dass wenn es sich nicht um Dauerbetrieb handelt, 
sondel'll die Aufgabe vorliegt, in beiden Gruben die Spiegel in gleicher 
Zeit aus ihrer urspriinglichen Luge gleich tief zu bringen, das Ver
hiiltnis del' hierzu erforderlichen Entnahmen zwischen n und n2 liegt. 

Bei artesisclien Bntnnen kann del' Reibullgsverlust im Steigrohre 

und die GeschwindigkeitshOhe ~: meist vernachIassigt werden und 

wachst del' Druckverlllst im Untergrund bei konstantem k proportional 
der Geschwindigkeit U im Steigrohre. Hieraus folgert J. Dltpuit 508), 

dass U uud also auch die Ergiebigkeit del' Tiefe It proportional ist, 
in welcher das ausgiessende obere Ende del' Steigerohre unter dem 
Spiegel liegt, bis zu welchem das Wasser iiberhaupt emporsteigell 
kann. Dies wi I'd durch die Erfahrung bestatigto09). J. Dltpnit510) 

stellte auch Betrachtungen iibel' den gegenseitigen EinHuss mehrerer 
Bohrungen an. 

15 b. Stationii,re Grundwasserbewegung als Flii,chenproblem. 
Zuniichst wird die Grulldwasserbewegullg zum Flachenproblem, wenn 
del' Spiegel eine Zylinderflache mit wagerechten El'zeugendell bildet, 
wie dies bei del' Zusickerullg in eine gerade Flussstrecke geschieht. 
Beschreibt hierbei die Grundwassersohle im Schnitt eine Hache Parabel, 
so geht die Differelltialgleichung in die Riccati'sche iiber und fiihrt 

507) PIr. Porchhcilllcr, a. It. O. p. 591. 
508) J. DU1JlIit, Etudes, 2. ed. 1868, p. 261. 
509) J. DltPltit, TraiM de la conduite et de In. distribution des eaux, Paris 

1865, p. 104 f.; G. A. DClllctriades, Technologie sanit.aire 5 (1900), p. 362; 6 (1901), 
p. 441; 7 (1901), p. 49, 105. 

510) J. DU]Juit, Etudes, I). 267. 
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ihre Losung auf Bessel'sche Funktionen 511). A.Is verwandte Aufgabe 
sei hier die Berechnung der Sickerung durch einen Damm genannt 512). 

Bei nahezu wagerechter Bewegung vereinfacht sich bei nicht 
zylindrischen Formen des Grundwasserspiegels die A.ufgabe dadurch, 
dass, weil die Druckverluste in der Bewegungsrichtung erfolgen, 
keine nennenswerten in lotrechter Richtung mehr auftreten. Auf 
den uber einander befindlichen, fast gleich langen Wasserfaden sind 
also in diesem Falle die Druckverluste unter einander und mit dem 
Gefa'ue des obersten im Grundwasserspiegel liegenden Fadens fast 
gleich. Bezeichnet /3 die Grundwasserspiegelhohe uber einer wage
recht angenommenen undurchlassigen Schicht und wird auf diesel' 
ein Axenkreuz xy gezogen, so ist dann zufolge Gl. (212) die 

Filtergeschwindigkeit in der x-Richtung = - k ~: und die Durch

flussmenge in der Zeiteinheit in derselben Richtnng fur den Streifen 
von der Breite Eins 

_ k/3 OZ = _ !!.- o(z2) • 
ox 2 ox! 

Ebenso findet sich fur die y-Richtung - ~- o:~:. Aus der Forderung 

der Kontinuitiit folgt sofort die von Ph. Forchheimer 51S) fur schwach 
geneigte Grundwasserstromungen aufgestellte Differentialgleichung 

02 (z!) 02(Z2) 
(217) -+--0 ox' oy' - . 

Durch Funktionen zweiten Grades ist (217) erfiillt, sie stellen 
den Spiegel vom Grundwasser dar, das sich in einen Fluss 514) oder 
auch in einen Haupt- und einen in ihn mundenden N ebenfiuss er
giesst. Fur letzteren Fall sind allerdings allgemeinere L6sungen 
moglich, wie solche C. Crmz/3 515) angegeben hat. 

Eine einfache der Gl. (217) entsprechende Spiegelfiiiche ist ferner 

(218) Z2 _ h2 = !LloO' nat R . 
nk '" 1" 

Sie entsteht, wie J. DUJ.Juit516) gezeigt hat, wenn aus eil1em bis zu 

511) E.1Jlaillet, Essais d'hydraulique souterraine et fluviale, Paris 1905, p.109. 
512) G. Denil, lnternnt. standiger Verband der Schiifahrtskongresse. 10. Kon

gress, :Mailand 1905, 1. Abt., 5. :Mitteilung. 
513) Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 32 (1886), col. 544. 
514) J. DltPUit, Etudes, p. 236; O. LlIeger, 'l'heorie der Bewegung des Grund

wassers in den Alluvionen der Flussgebiete, Stuttgart 1883, p. 15; DeI'S., Die 
,Vasserversorgung, Darmstadt 1890, p. 129. 

515) Journal f. Gasbeleuchtg. u. Wasserversorgg. 33 (1890), p. 559. 
516) J. Dupuit, Etudes, p. 254. 
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einer wagerechten undurchHissigen Schicht reichenden Brunnen vom 
Halbmessel' r mit dnrchlassiger Wandung in del' Zeiteinheit die 

' ..... 
. ':". 

-----jri-- : 
~.ll---i 
I ' 

Fig. 54. 

Menge Q geschopft wil'd und h 
den Wasserstand im Brunnen, 
R die Abstande der Spiegel
punkte von seiner Axe bezeichnet 
(vgl. Fig. 54). A. Thiem 517) hat 
die tatsachliche Entstehung von 
Spiegeln nach (218) in del' 
Natur beobachtet und an (218) 
viele Untersuchungen fur Wasser
gewinnungsanlagen geknupft. 
Fur mehrere wasserspendende 

oder auch verschlingende Brunnen - die durch Indices unterschieden 
werden mogen - geht aus (21 i) und (218), wie Ph. Forchheimer 518) 

bemerkt, 

(219) 

hervor. 
Ordnet man im Schichtenplane die spendenden Bl'unnen bezuglich 

einel' Gel'aden symmetrisch zu den vel'schlingenden an, so wird fur 
die Symmetriegerade fJ = h. Man kann sich daher die GebietshalftEl 

mit den spendenden Brunnen durch einen See odel' Fluss yon kleinem 
Gefalle ersetzen, ohne dass die andere Halfte eine Anderung erfahrt. 
Bezeichnet man dann die Abstande von den Axen del' spendenden 
Brunnen mit S, die vom Ufer mit y und lasst man uberdies vom 
Binnenlallde die ,Vassermenge qo gegen die Langeneinheit des Sees 
odeI' Flusses laufen, so nimmt (219) die Form 519) 

(219a) 'ltk(z2 - h2) = Q1 [log nat~l~ - log nat ~I ] 

odeI' 
+ Q2 [log nat ~: -log nat ¥.:-J + ... + 2'ltQoY 

517) Journal f. Gasbeleuchtg. u. Wasserver30rgg. 13 (1870), p. 450: 19 (1876), 
p. 707; 22 (1879), p. 518; 23 (1880), p. 156; A. Thiem, Die Wasserversorgung der 
Stadt Niirnberg, Leipzig 187!), p. 26; N. ellen St. Nouele are alimcntare ale 
orasului Bucuresci, Bncuresci 18!)7; Zeitschr. d. V cr. deutsch. lng. 31 (1887), 
p. 1136. 

518) Zeitschr. d. Archit.- u. Ingen.-Vel'. zu Hanno"er 32 (1886), col. 550. 
Technologie sanitaire 1 (1895/6), p. 132. Versuche: Fossa~J1Iallcilli, Ann. des ponts 
et chaussees (6) 19 (18!)0), p. 847. 

519) Ph. Forehheimcr, Zeitschr. d. osterr. Ingcn.- u. Arch.-Y cr. 50 (18g8), p. 632. 
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an. 
So wie Kreise als Brunnen kOllllen gerade Strecken 520) als Sic7cer

schlitze gedeutet werden, denen freilich in Wirklichkeit eine gewisse 
Dicke zukommt. Fur einen einzigen Sickerschlitz von del' Lange l, 
den das ",Vasser bis zur Rohe It fUilt, bilden die Rohenkurven kon
fokale Ellipsen und findet sich bei einer Gesamtergiebigkeit Q 

1C7c(Z2 - h2) = Q log nat [R, tR2 + 1/r~TR2r -lJ, 
worin Ri und R2 die Abstande von den Schlitzenden bedeuten. Be
:.-;eichnet x den Abstand von del' Schlitzmitte und q den Zufluss in die 
Langeneinheit des Schlitzes, so gilt 

- Q 
q - n vt i' - x' ' 

wonach die Eintrittsgeschwindigkeit gegen die Schliizenden wachst 
und hier nach del' Formel sagar unendlich gross wtirde. 

Ein seichter Bnmnen erfordert bei gleichel' Entnahme Q offen
bar eine starkere Spiegelsenkung 11 - hi als jene H -- h, welche 
ein Brullllen von gleichem Durchmesser, del' abel' mit durchHissigel' 
Wand bis zur undurchlassigen Schicht hinabreicht, hervorrufen wurde. 
N ach Vel'suchen von Ph. Forcldwimer 521) el'giebt sich fUr seichte 
Bl'ul1nen von durchlassigel' vVand und dichter Sohle die empirische 
Formel 

!~~~L = 1/1~ -l/~~71;~ 
H" - 11" P V 211, - p' 

wenn p den Abstand del' Brul1nensohle vom Brunnenspiegel beim Be
triebe bezeichnet. 

Fur die GrundwasseroberfHiche sind illl allgemeinen nur die Lagen 
del' Brunnenaxen mit ihren zugehorigen Entnahmen Q von Wichtig
keit, wiihrend die besondere Gestalt jedes Brunnens nul' den Spiegel 
in seiner Nahe starkel' beeinflusst. 

Zusickcrullgen infolge von Nicdc)'scliliigen verwancleln bei statio
narer Stromung, wenn auf del' }1'Hicheneinheit in del' Zeiteinheit q 
versickert die partielle Differentialg1eichung (217) In, 

i)2(z,,) {32 (Z2) 2 q 
(220) a.~2- + . {3-i/ -+ T = O. 

520) PII.Forchhei1ller, Zeitschr. d. Archit.- u. Ingen.-Vel'. zu Hanno1'er ,,2 (1886), 
col. 554. 

521) Zeitschr. d. osterI'. Ingen.- u. Arch.-Yer. 50 (1808), p. u4.6j Technologie 
sanitaire 4. (1898/9), p. 30. 

Eucyklop. U. math. \\1'issensch. TV" 2. 31 
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----------------~-----------

"~ 
IS 

Fig. 55. 

Zwei einfache Fiille gab 
Ph. Forchheimer&") an. Ffir 
mehrere Brunnen inder Niihe 
eines Flusses, in dessen 
Liingeneinheit bei Stillstand 
des Brunnenbetriebes vom 
Binnenlande in der Zeitein
heit qo dringt, hiitte man, 
wie hier bemerkt und durch 
Fig. 55 erlautert werde, bei 
Beibehaltung der Bezeich
nungsweise von Gl. (219 a) 

Z2 _ hi = 2QoY __ fl}/~ _ Ql10gnat 8, __ ~qognat Sf _ .. '. 
k k nk R, nk R! 

16. Kit der Zeit veriinderliche Grund w3sserstrOmung. Be
zeichnet t die Zeit, H die Tiefe der Grundwassersohle unter einer an
genommenen wagerechten Ebene, z die Rohe des Grundwasserspiegels 
fiber derselben, m den Porengehalt, k die Durchlassigkeit langs der 
betreft'enden z-Ordinate, so folgt aus der Kontinuitat, dass bei schwachem 
Sohlen- und Spiegelgefalle die Bewegung dem Gesetzeli!S) 

(221) m OZ = 1-- [k(H + z)?!.] + ,,0 [k(H + z)oZl ot ox ox oy OYJ 

folgen muss. 1st H sehr gross und liegen die Quellen, durch welche 
das Becken fiberlauft, in der angenommenen Gleichenebene e = 0, 
so karol dieser Ausdruck durch 

(22la) m OZ = 1-- (kHOZ) + ~ (kHOZ) at ax ax oy oy 
ersetzt werden, wonach die Abnahme der z urn so langsamer stattfindet, 
je kleiner die Geflille sind und die Ergiebigkeiten der Quellen, wenn 
sie nicht durch neue Niederschlii.ge gespeist werden, nach dem Ge
setze liU) 

Q=Ae-"' 
abnehmen, worin A und a Konstante bedeuten. 

Wenn jedoch zu den Zeiten ~, t, u. s. w. Regenialle den Spiegel 
um Hohen '1]1' "1, U. s. w. heben, so gilt zur Zeit t 

Q = Ae-"' + B['11"(I-t,) + "1."(1-4> + ... ], 
worin B wieder eine Konstante bezeichnet&t6). 

022) Zeitschr. d. Archit.- u. Ingen-Ver. zu Hannover 32 (1886), col. 662. 
623) J. Bou8Binesq, J. de math. (6) 10 (1904), p. U. 
624) J. BouBritaaq, Paris C. R.187 (1908), p.6; J. de math. (6) 10 (leo.), p. 17. 
626) J. Boussinesq. J. de math. (6) 10 (1904). p. 20. 
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1st ~; = 0, also der Spiegel cylindrisch, und die geringe Sohlen

neigung i uberall dieselbe, also ~! = - i, ferner m und k uberall 
gleich, so verwandelt sich (221 a) in die Gleichung 

(221 b) 

welche unter anderem, wenn M und N Konstante bedeuten, durch 
k4~ 

- s> HI 2:n: (ki ) z=-M'" coss x- m t-N 

erfullt wird, wonach Oberflachenwellungen (von der Liinge S) mit der 
Schnelligkeit ki unter fortgesetzter Verflachung vorwiirls wandern 626). 

m 
Speist das Grundwasser Quellen, so ist es, worauf E. Maillet 521) 

aufmerksam macht, von praktischer Bedeutung, dass es ein regime 
habe, d. h. dass die Ergiebigkeitskurven aUer Trockenzeiten zusammen
fallen, so dass man bei Kenntnis del' Ergiebigkeit in einem bestimmten 
Zeitpunkte vorhersagen kann, wieviel die QueUe nach einer beliebigen 
Frist noch liefern wird, wenn sie inzwischen keine neuen Zufliisse 
erhiilt. E. J.lfaillet hat auch fiir einige bestehende Quellen die ein
heitlichen Ergiebigkeitskurven ermittelt. 

1st bei geringer Tiefe H = 0, also die dichte Sohle wagerecht, 

ferner wieder k und m unveranderlich und ~~- = 0, so wird Gl. (221) zu oy 

o[z. Oz] 
(221 c) m oz = k ox = kO(ZZ'). ot ox ox 
J Boussinesq verlangt nun, dass dies Grundwasser ein derartiges 
regime habe, dass (nachdem die Zusickerungen aufgehort haben) sich 
aUe Tiefen z proportional andern, also jedes z das Produkt aus einer 
Funktion des Ortes und einer Funktion der Zeit sei, oder dass 

oz 
-~=az 

(worin a filr aile Punkte gleich gross) und hiernach 
0(:1) -maz=k--ox 

oder 

(222) - maz'dz = k O~;') zdz = k·zz' .d(zs') 

geIte. Die Integration von (222) liefert, wenn idr x = L der Spiegel 
seine Scheiteilinie hat, also z' = 0 ist, wie das der Fall ist, wenn in 

526) J. Boussinesq, Eaul[ courantes, p. 268. 
527) Paris C. R. 184 (1902), p. 1108; E . .llal1iet, ElI8&is d'hydrauliqne, p. 21 f. 

81* 
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del' Entfernung L von del' Quellenlinie (fUr die x = 0) kein Wasser 
zudl'ingt: 

1 ( 3 3) k ( ')" -31na Zmax- Z = 2 zz -

oder 
z 

x -1/ 3 . k _/ zdz 
- 2 mIX -Vz~ax- ZS 

odeI' o 
1 

L=l/~~ft:~ clz:: 
2 ?net , /1 _ (~Z )11' 

• V zmax 
o 

welehe Beziehung nU1' zutl'ifft, wenn 528) 

(223) 1 /21111XP = 0862 
V 3kzmnx ' 

ist. Fur emen entspreehenden Zeitanfang wird dann 
mL~ 

Zmax = 0,896 J:t: 

und nimmt die Ergiebigkeit del' Quellen proportional t1• abo J.Boussinesq 
boweist nun weiter, dass die Schar del' del' Zeit naeh aufeinander 
folgenden Spiegelleitlinien, fur welehe (223) zutrifft, sehr ausharrt, 
dass namlich, wenn (z. B. dureh Regen) eine Kurve entsteht, die 
von einer Kurve del' Schar etwas abweieht, die Abweiehungen sieh 
proportional t;-15 verandern, also raseh versehwindeIl 529). 

Er wiederholt seine Betraehtungen fill' gekriimmte Sohlenlinien, 
deren positive bezw. negative 11 den zeiner Spiegelkurve propor
tional siud und findet, dass sieh hier die Spiegelordinaten im Laufe 
del' Zeit proportional 

andern, wobei die Zahl k die Starke del' Einbauehung zum Ausdruek 
bringt, ferner dass Abweiehungen yon einer Sebarknrve bei konkavel' 
Sohle mit e- 12kt versehwinden, dass ondlich die Quellell proportional mit 

k )2 (1 _ c- kt • e 
versiegen 530). 

528) .T. de math. (5) 10 (190,1), p. 25. 
(29) .1. de milth. (5) 10 (190,1), p. 3S. 

-kt 

(30).1. de math. (5) 10 (HlO-1)' p. 10,47,61. 
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Weitere Betrachtungen libel' das Versiegen stellte E. j"JIlaillet 531 ) 

an und fand beispielsweise, dass uber einer parabolischen Sohle mit 
den nach oben positiven Ordinaten 

(224) Zo = a + bx- cx2 

wahrend del' trockenen Jahreszeit die Spiegelordinate 

(224 a) 
-2~ct 

Z = ct + bx - cx2 + Ae 11, 

uml daher die Stromungsmenge del' Bl'eiteneinheit Grundwasserstrom 

-2~ct 
(224b) q = Ak(b - 2cx)e m 

(wol'in A konstant) sei. 
In del' Tat erfiillen (224 a) und (224 b) die Fol'del'ung del' Kontinuitat 

OZ 011 
(225) mat = ox' 
Nach (224a) vel'mindern sich aIle z heim Versiegell urn gleiche Stucke. 
Da gleichformig zusickernde Regenwasser aile z gleichviel vergrossern, 
bestehen aIle Anderungell des Spiegels in einer Rebung odel' Senktmg 532). 

1st die Sohle stark gelleigt und del' Gl'undwasserstl'om seicht, so 

weicht dessen Spiegelgefalle wenig von ~~ ab, so dass 

7 ( ) cl Zo 
'1 = '" z - Zo di 

und naherungsweise (225) zu 

elz ) d2z0 
'In d t = k(z - Zo dx2' 

dl1_k2 ~ ~ clzo d 2zo 
dt - )I/: (.Q - «0) d.'C elx'-

wird, wonach sieh q liberalJ, also aucb, wo das --Wasser zu Tage tritt, 

vel'mebl't oder vel'mindert, je nachdem :~~?;;: 0, das heisst, die Sohle 

konkav odeI' konvex ist 583). Gleichmiissig versickernder Niederschlag 

andert die ell Z nicbt. Er verursaeht eine plOtzliche Zunabme des ( x 
Wasserausflusses, del' him'auf wie zuvor weiter w1ichst odeI' sofOl't 
abnill1lnt 584). 1st die Sohle im obel'en Teil konvex, im unteren konkav, 
so llimmt del' Ausfluss erst zu, dann ab 535). 

'Yerden die Ol'dinaten des Grundwasserspiegels nunmehl' mit It 
bezeichnet und die Hohen del'Stalldrohrspiegel odeI' die Geschwindig
keitspotentiale mit rp, wahl'end z jetzt wieder die senkrecbte Koordinate 

531) E. Jllaillet, Essais cl'hydraulique, Paris HI05, p. JU. 
(32) Ebendu, p. 48. ii3U) Ebenda, p. 76. 
534) Ebenda, p. 83. 535) Ebenda, p. 87. 
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bedeuten soil, so folgt aus dem allgemeinen Gesetz der Grundwasser
bewegung flir den Grundwasserspiegel soforl 

1n oh = k (_ OIP + oh q!p' + oh OIP) ot OZ Oil; Oil; oy 09 

oder bei schwacher N eigung des letzteren 

m oh =_k oh 
ot oz ' 

welcher Ausdruck fur ihn, weil bei ihm rp und It gleichbedeutend 
sind, mit 

OIP 011' m-=-k-at OZ 
zusammeniaJJ.t. J. Boussinesq 586) fiihrt nun aus, dass in unendlich 
tiefem Grundwasser 587) letztere Beziehung auch fiir die iibrige Masse 
zutrifft. 1st fur eine solche daher bei stationiirer Bewegung 
rp = F(x, '!I, s), so gibt 

rp = F(x, y, s- m t) 
k 

die Standrohrspiegel fur die erlOschende Stromung an. Die Bewegung 
hort also dadurch auf, dass die Bewegungs- und Druckzustiinde mit 

der SchneHigkeit -lJ- aufwiirtsrUcken. 

VI. Anhang. 

17. Einwirkung des Wassers auf das Flussbett 538) oder den 
Keeresgrund. Fur die Eigenschaften eines Flusses erscheint vor 
aHem die Wassermenge massgebend, welche ihm aus seinem Gebiete 
zuHiesst. R. Siedek 5811) geht sogar soweit, im normalell Fluss Spiegel
breite, mittlere Tiefe, Gefalle und Geschwindigkeit in solche Beziehung 
zu setzen, dass aus einer Grosse alle anderen berechnet werden konnen. 
Da nun seit L. G. du Buat54.0) angenommen wird, dass es fur jede 

636) J. de math. (6) 10 (1903), p. 387 f. 
637) Bei geringer Tiere findet hingegen Fiillung mit unstetigem Anschluss 

an den jeweils noch unveri!.nderlen Spiegelteil statti siehe oben. - Noch nicht 
mathematisch behandelt wurde der Wasserspiegel, der zeitweise durch Nieder
schlage gehoben, dann sinkend und verflr.chend, sich iiber parallelen Dri1nstrll.ngen 
bildet. Den Grundwasserspiegel bei Bewasserungen Buchte Bazaine, Ann. des 
ponts et chau$sees (6) 6 (1888), p. 84, zu verfolgen. 

688) Die Ausgestaltung des Flussbettes durch das Wasser bespricht unter 
Angabe der Litteratur sehr vollstll.ndig G. Orllgnola, Politecnico 47 (1899), auch 
teilweise deutsch Zeitschr. f. Gewil.sserkunde 4 (1902), p.268 u. ii (190S), p. 241 f. 

689) Siehe oben Nr. 4b, p. S89 und ZeitBch. d. lSsterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 67 
(1906), p. 61, 77, 216. 

640) Du Bllat, Principes d'hydraulique, nom·. ed. Paris 1 (1786), p. 98; 2 
(1786), p. 98; Ders., Schweben von Kugeln nach NelCtoll·s Fallversuchen 2. p.274. 
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Erd-, Sand- oder Kiesgattung eine Stromgeschwindigkeit giebt, bei 
der weder Abbruch noch Ablage erfolgt und sogar von Du Buat 
und anderen 11£1) Bestimmungen solcher Geschwindigkeiten vorliegen, 
konnten durch Vereinigung der Theorien Siedek's und Du Buafs 
Schlilsse auf das Geschiebe des normalen Flusses gezogen werden. 

Mit dieser Auffassung steht H. Sternberg insofern in Widerspruch, 
als nach ihm die Geschiebegrosse nicht von der Wassermasse abhangt. 
Er nimmt an, dass, wenn ein Geschiebestiick, also ein Sandkom oder 
Kiesel stromab getrieben wird, der Wasserstoss den Reibungswider
stand cpP nur unbedeutend uberwiegt, dieser dem Gewichte P des 
Geschiebestuckes proportional ist, und dass die Verkleinerung des Ge
schiebes durch allmahliches Abreiben dem Produkt aus dem Reibungs
widerstande und del' Wegelange proportional ist 5U). Letzteres ver
kleinere sich also fortwiihrend und zwar, wenn die Flusslange strom
auf gemessen wird, nach dem Gesetze 

(226) dP = ccpPds. 

Bezeichnen CPu CPt, .•. weitere Konstanten, so folgt aus (226), dass 
das Geschiebegewicht die Funktion 

(227) 

der Flussllinge bildet. Der Wasserstoss cpP wird seit L Newton 548) 

den Quadraten der Langenabmessung des Korpers und der Ge
schwindigkeit proportional gesetzt, so dass sich filr ein Geschiebe
stuck, das der Sohlengeschwindigkeit "0 ausgesetzt ist, 

(228) 

und aus (227) und (228) 

(229) 

641) Th. Telford. u. A. Nimmo in Artikel 'Bridge der Edinburger Encyclo
p!l.die; Fr. A. Umpfenbach, Theorie der Kunststrassen, Berlin 1830, p. 6; E. H. Hooker, 
Amer. Soc. Civ. Eng. Traus.36 (1897), p. 239 nennt: P. Bouniceall, Etude sur la 
navigation des rivieres a. marees, Paris 1845, p. 19 und Blackwell in Report of the 
Referees upon the main drainage of the metropolis, July 1857, Appendix IV; 
L. Franziu,8, Der Wasserbau, Berlin 181l0, p. 162; B. Luini, Politecnico 41 (1893), 
p. 398; Suchier nach A. DoeU, Regulierung geschiebefuhrender WasBerl!l.ufe, 
Leipzig 1896, p. 22 = Deutsche Bauzeitung 17 (1883), p. 3S1. 

542) Zeitschr. r. Bauwesen 25 (1875), p. 483 u. f. Der von H. Sternberg 
getl'ilten AuffasBung hat bereits, jedoch ohne Recbnung, D. Guglielmi"i (lebte 
1655-1710) Ausdruck gegeben: Raccolta d'autori ita.liani (Bologna 1822) 2, 
p. M2: Della linea. cadente dei fiumi che corrono in ghiara, opuscolo inedito. 

543) 1. Newton, Philosophiae naturalis principia., Lond. 1687, VII, p. 319. 
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ergiebt. Die durch (228) ausgesprochene 544) Proportionalitiit von U 06 

und P ergiebt sich iibrigens, wie H. Law 545) bemerkt, auch wenn der 
Stein nicht gescho ben, sondern gekippt oder gerollt wi rd. Auf Fluss
strecken, auf denen sich die Tiefe nicht wesentlich iindert, bildet die 
Sohlengeschwindigkeit einen bestimmten Bruchteil del' mittleren Ge
schwindigkeit U, so dass, falls man die Meereshohe mit z, also das 

Gelalle mit + :: bezeichnet, nach (9) 

ist, und 

(230) 

oder 

(231) 

.!!... U2 = dz 
R ds 

, fP"& + ", z=rpe cp 

als Gleichung des Flussliingenprofiles hervorgeht. 
Mit (227) stimmt die Grosse del' von F. v. Hochenbu1'uer ge

messenen Geschiebe del' Mur, mit (231) das Liingenprofil des Mittel
rheins, del' Maas, Mur und Enns 546). 

Sternberg's TheOl·ie erscheint zutreffend, wenn einzelne grossere 
Gesehiebestlicke die Sohlenlage festhalten; bei wachsendem Wasser
stand werden namlich die feineren Korner fortgeschwemmt, bis jene 
Korner hervorragen, welche gross genug sind, del' Stromung Zll wider
stehen. Das geschieht hiiufig unter Bildung von Kiesbanken 541) mit 
fiaehem Anstieg und steilem Abfall. Die KOl:ner laufen dunn die 
fiuehe Rampe empor und bleiben auf der vom Stromanfall gesehiitzten 
steilen Boschung liegen, so dass die Banke, wie vielfach beobachtet, 
langsam stromabwiirts riieken. Der grossere Teil del' potentiellen 
Energie hJs, welehe die Wassermasse eines Flussstreifens von 1 m 
Breite und h m Tiefe bei del' Stromabbewegung liber die Strecke s 
verliert, wird also in Reibul1g liings fester FHiehen verbrallcht. In der 
That ist aueh del' Geschiebetrieb del' Fliisse im Vergleieh zum Durch-

5·14) Die Proportionalitiit yon ua und P behauptete zuerst A. Brahms, An
fangsgriincle del' Deich- und 'Vasserbaukunst, Aurich 1753, p. lOS. 

545) :Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 82 (1885), p. 29. 
546) F. v. Hoche·lIbu.rger, Dber Geschiebebewegung und Eintiefung, Leipzig 

1886 j H. Sternberg, Zeitschr. f. Bauwesen 25 (1875), p. 498 j W. Heyne, Wochenschr. 
des osten', Ing.- u. Arch.-Ver. 11 (1886), p. 253 nach den Augaben Hochenburger·s. 

547) (L. G.) elu Buat, Prinzipes d'hydraulique 1, § 72, p. 90 j G. Hagen, 
Handbuch der Wasserbaukun~t, 2. Teil, 1. Bd., Berlin 1891, p. 161. Sngezahn
formige Sohlenbildung: B. LlIilli, Politecnico 41 (1893), p. 401, 404. 
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fluss sehr gering 548), so dass z. B. auf 1 m3 Anschwemmung in der 
Loire 60000, in der Garonne 9000, in der Seine 11800 mS Wasser 
kommen. Zum Unterschied him'von betrachtet P. dtt Boys 5(9) eine 
aus iibereinander liegenden Schichten gleicher Korner bestehende 
Sohle, welche bis in gross ere Tiefe in Bewegung begriffen ist, wie 
man es schon beobachtet hat 550). Jede Schicht habe die Starke E. 

1st die Schleppkraft (force d'entrainement) dem Reibungswidet'stande 
von n Schichten gleich oder 

(232) yhJ = nE(YI - r) cp, 
worin r das Raumgewicht des Wassers, rl jenes der Schiittung und 
cp wieder die Reibungsziffer bedeutet, so bewegt sich die unterste 
Schicht noch nicht, die daruber mit einer - iibrigens nicht bekannten 
- Geschwindigkeit v, die nachstfolgende, weil bei der GIeichformig
keit des Geschiebes der Geschwindigkeitsunterschied benachbarter 
Lagen gleich gross sein muss, mit 2v u. s. w. Der ganze Geschiebetrieb 
fiber 1 m Sohlenbreite wird demnach 

(233) G = EV n(n;-l) 

sein. Wird die Schleppkraft, bei welcher die Bewegung eben beginnt 
oder n = 1 ist, S (in kg m- 2) genannt, so dass Seine fUr jedes Ge
schiebe bestimmbare Zahl ist, so gilt nach (232) 

(234) S = E(ri - r)cp, 
so dass sich 

(235) rhJ= nS 
und 

(236) G= ~~. r!!!. ('YhJ -1) = ~v. rhJ(rhJ-S)=lbl/J (hJ-~) 
2 S 8 28-· ' r 

zeigt, falls 1/J eine fur jede Schichtstarke E, also auch eine das Ge
schiebe kennzeichnende Zahl bedeutet. Wird gemiiss (9) hJ = b U2 
gesetzt, so geht (236) in 

(236 a) G = 1jJb U2 (b U2_ ~) 
fiber, wonach der Geschiebetrieb bei einer Geschwindigkeit 

,/7/ 
r!= V 10 

beginnt und dann sehr rasch mit U wachst. Hierin liegt das Zu-

548) L. L. Vauthicl', Association fran9aise pour l"a\"ancement des sciences, 
Blois (1884), Paris 1885, 13, p. n. 

549) Ann. des ponts et chaussees (5) 18 (1879), p. 140. 
550) ]If. E'ads im Mississippi nach Amer. Soc. Cl •. Eng. Trans. :;6 (I8DG), p. 280. 
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treffende del' Formel. Ihrer Ahleitung ist namlich entgegenzuhalten, 
dass del' Sand, sofern er nicht ront, in Fliissen nur ausnahmsweise in 
liher einancler gleitenden Schichten und meist in Wirbeln, die den 
Staubwirbeln auf den Strassen tihneln, fortgetrieben wird 551). Auch 
das Sprunghafte del' Bewegung grosserer Gegenstande ist im Wasser 
wie in del' Luft zu beobachten. Die Geschiebewanderung findet ge
mass (236) nUl' auf jenen Teilen del' Sohle statt, wo beirn jeweiligen 
Wasserstande rhJ> S ist. Durch Untersuchung del' bei Nieder
wasser blosliegenden Kiesbanke bestimmte F. K1'euter 552) an einigen 
FHissen, welches Geschiebe beirn Abschwellen del' Hochwasse1' liegen 
blieb. Konnte e1' dann auch die Hohe h. des Hochwassers iiber dem 
Kies Hnd clas Gefiille J., cles Hochwassel's bestimmen, so setzte er 

(237) J}ls = S. 
Die S nahmen stromabwlil'ts ziernlich stark ab. 

Nach unmittelbaren Versuchen von G. F. Deacon"53) solI iibrigens 
bis zu Oberflachengeschwindigkeiten ~~ yon etwa 3 m sec-l, wenn die 
Sohle aus Sch1amm unel feinem Sanel besteht, clie Fordermenge G 
del' Potenz n° proportional sein. 

Von der Bewegung des Geschie bes auf del' Sohle ist die Forde-
1'UllfJ del' sllspendicrten Teilclten zu trellnen 55.1). Letztere entstehen 
- wenigstens grosstenteils - beirn Abrieb del' Geschiebestiicke und 
ihre Grosse ist so gering, dass sie im allgemeinen vorn Wasser mit 
fortgetrieben werden und sie fur die Gestaltung des Flussbettes nul' 
wenig Bedeutung haben. Erst in del' N11he del' Mitndungen, wo die 
Geschwindigkeiten sehr gering sind, sinken sie zu Boden und bilden 
dort den Schlick. Nach J. Dupuit 555) nimmt zwar die Fahigkeit des 
IiV' assers, Karpel' schwebeml zn erhalten, wesentlich mit clem Geschwin

digkeitsunterschiecle hel1achbartel' Fiiclen, also mit dl~ (worin z die 
( .;; 

Tiefe) zu, bewegen sich abel' die Schwebeteilchen, soweit clem nicht 
clie Schwel'e entgegenwirkt, gegen die Stelle hin, wo 11 sein nfaxirnum 
hat. Anch nach G. Jiigr)' 556) bewegen sich kleine Korperehen ,on 

551) 1I. L. Partiot, Anll. des ponts et chaussees (5) 1 (18il), p. ~5i f. 
552) Zeitschr. f. GewiisscrkUlHle 1 (1898), p. 193. Folgerungen fiir den 

Flussbau: F. Krcu/CI' im Handbuch del' Ingenieul'wisscnschaftcn 3, Wasser
bau, 2. AM., 1. Iliilfte, 3. Aufl., Leipzig 18D9, p. liM. Auf Grund des "\Vasser
stosses: R. Williallls, 1'rojektierung und Veranschlagung ,on Flussbefestigungcn, 
Leipzig 1899, ErHiuterungsbcriehtzum Projekt der Ebtel'bcrichtigung, Leipzig lD02. 

553) "rin. 1'roe. Inst. of Ch-. Eng. 118 (18D±), p. 96. 
55,1,) Ausfiihrliche Angabe friihercl' Al'beiten: E. H. llookt'r, ~\ll1cr. Soc. 

Ci\'. Eng. Trans. 313 (1896), p. 239 u. f. 555) J. Dupuit, }~tuc1c,;, p. 220. 
5513) Wiell. Bel'. 112'A (1903), p. 1138[,. 
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Stellen grosseI'en zu s01chen k1einel'en Geschwindigkeitsgefalles. A. Fla
mant 557) meint, dass die Tragefahigkeit des Wassel's sowohl mit seiner 
Geschwindigkeit als auch mit seinem Geschwindigkeitsgefalle wachse. 
Jedenfalls nimmt in Stromen del' Geha1t an Schwebeteilchen von del' 
Sohle zum Spiegel abo Daher ist das Schweben wohl eher als Be
weis dafur anzusehen, dass sich in Stromen das Wasser wirbelnd 
bewegt und stets solches von del' Sohle ZUl' Oberfiache gelangt. 
Das Mitreissen wil'd dadul'ch erleichtert, dass, wie L. L. Yauthim· 558) 

nachweist, in l'uhigem Wassel' kleine fallende Teilchen ausserordent
lich rasch ihre Endgeschwindigkeit el1.·eichen. Gewohnlich ist del' 
Gehalt an schwebenden Bestandteilen gering 559) ; doch kann er - wie 
dies bei Wildbachen und MUl'gangen geschieht - bedeutend werden. 
Hierbei giebt es nach Se. Gras 560) einen Sattigungsgrad, bei dem jede 
Zugabe neuen Stoffes eine Ablagerung vel'Ursacht. 

Die Geschiebewanderung wachst also jedenfalls stark mit del' 
Geschwindigkeit. Diese ist in den einzeinen Teilen eines Laufes ver
schieden. In den Kriimmungen findet am einbuchtenden Ufer eine 
A.rt Ruckprall del' Geschwindigkeiten statt; die refiektierten Ge
schwindigkeiten setzen sich mit den Ul'spriinglichell zusammen und 
bewirken, class die Linie, liings welchel' die grosste Geschwinc1igkeit 
herrscht - del' Stromstrich - sich dem einbuchtenden Ufer 
nahert und dort Auswaschungen verl1l'sacht. Zudem verdrangen, wie 
J. Boussinesq561) bemerkt, bei dem Ubergang aus einer Geraden in 

. eine Kurye die Wasserteilchen von del' grosseren Fliehkraft, also die 
schnellerell Teilchen, die an del' OberfHiche waren, die langsameren, 
die sich in del' Tiefe befanden, wodurch die ganze VVassel'masse in 
Dl'ehung gerat und in den Kurven an del' Oberfiache gegen das kon
kave Ufer stromt, an diesem ahwarts gleitet und an del' Sohle sich 
wiedel' von ihm entfernt. Auch diese Rewegung fllhrt zu einer Ve1'
tiefung 562) am einhuchtenden neben einer Erh6hullg am aushauchell
den Ufer. In Kurven ist also die vYassertiefe ullgleichmiissig, wo-

557) A. Flamant, Hydraulique 1900, p. 308. 
558) Association franSlUisc pour l'avtlncement des sciences, Blois 13 (188.1), 

Paris 1885, p. 93; abgekiirzt Ann. des ponts et chaussees (G) 10 (1885), p. 11G8. 
(59) Zahlreiche Angaben: (ll.) Blohm, Zeitschr. d. Architektell- u. Ingen.-

Vereins zu Hannover 13 (18G7), col. 245 u. f. 
5GO) Anll. des ponts et chaussees (3) 14 (1857), p. 17. 
5Gl) Euux conrantes, p. 610. 
5(2) J. Thomson, London Roy. Soc. Proc. 25 (1877), p. (j; H. GiI'Cll'doll, 

p. 16 in: 6. internutionaler Binnenschiffuhrtskongress, Haag 189,1" 7. Fruge. Uber 
den Querschnitt in der Gcruden: F. Kl'euter, Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Arch.
Vereins 56 (lU04), p. 670. 



468 IV 20. Ph. Fonh1teVmw. Bydraulik. 

durch sowohl Dach (228) als auch nach (233) die Ausraumung bei 
gegebener mittlerer Geschwindigkeit. des Flussquerschnittes vermehrt 
wird. Da aber schliesslich ein Zustand eintreten muss, bei dem die 
vom Oberlaufe kommende Gesehiebemenge der stromabwa.ndernden 
gleieh ist, folgt, da.ss sich im Laufe der Zeit die mittlere Geschwindig
keit in der Kurve kleiner als in der Geraden gestalten, dass also der 
Fluss in den Kurven einen grosseren Querschnitt als in der Geraden 
annehmen muss. 

Mit dieser Erwiigung stehen die Gesetze im Einklang, zu welchen 
O. FOIf'gue durch die Analyse einer Strecke der Garonne gelangteIiGS). 
N aeh O. FOIf'gue ist die Tiefe des Fahrwassers (der Stromrinne, passe 
navigable) eine Funktion der ein Stiick (icart) weiter oberhalb be
stehenden Kriimmung der Flussmittellinie 564,), mit der sie sich in 
gleiehem Sinne andert; einem Wendepunkte folgt also eine Untiefe 
(ecart du maigre), einer Stelle stiirkster Kriimmung ein Tiefstpunkt 
der Sohle (ecart de la mouille). Die stiirkste Kriimmung sei fUr die 
grosste Tiefe (loi de la mOttille), die mittlere Kriimmung fUr die 
mittlere Tiefe massgebend (loi de l'angle) und eine plotzliche lnde
rung des Kriimmungshalbmessers rufe jiihe TiefenanderungliGo) hervoT 
(loi de la continuiM). Beobac.htungen an anderen Fliissen 566) und an 
einem Versuchskan"al. (67) haben diese Gesetze, auf Grund welcher Farglte 
auch Regeln fUr die Flusstracierung entwickelt 568), bestiitigt, wenn
gleich Ausnahmen haufig sind. Boussinesq 569) findet, dass Fargue's 
Angaben tiber die Garonnestrecke mit der Gl. (109a) in Einklang stehen. 
Wenn bei den fiir die Ausgestaltnng des Bettes massgebenden Hoeh
wassel'n Geialle und Flussbreite allenthalben gleich sind, gilt namlieh 
gemiiss (109a) fiir die Beziehung der Tiefe 11 in den Kurven zu der 
ko in der Geraden 

(238) 

568) Ann. des ponts et chauss4!es (') 16 (1868), p. 8'. 
56') Dass die gekriimmten Strecken die grossere Tiefe besitzen, haben 

schon friiher Legrom und Chaperon ebenda 18881, p. 8'2 f. ausgesprochen. 
565) Ebenda, 189'" p.4,2'1; Fargue sagt 18681, p. '9 Tiefenabnahme statt 

Tiefenil.nderung. 
566) 6. intemationaJer Binnenschift'ahrtskongreBs, Haag 1894" B. JtJ8tflutttl 

(Elbe), P. Mengifl-Lecr~ und G. Gviartl (Seine), H. Doyer (Gelderache Yssel), 
R. P. J. Tutein-Noltlaenius (MaaR). 

56'1) Ann. des ponts et chaU88~eB ('I) 7 (18"4), p. 480. 
068) Ebenda (4) 16 (1868), p. 50; (6) 4 (1882), p. 301; (6) 7 (1884), p. 4,11; 

7 (1901 1), p. 106. 
569) Eaux conrantes, p. 615. 
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Clavel 570) macht aufmerksam, dass wenn die Wirkungen stromab von 
der Ursache aufireten, soweit nicht andere Umstiinde es verhindem, 
die Kurven abwarts wandern mussen. Solches wird haufig beobachtet671), 

so hat Sainjon 572) gefunden, dass die Hager oder Sandbiinke in der 
Loire mit der Geschwindigkeit 0,0013 (u2 - 0,11) fortschreiten, wenn 
~t die OberfJ.achengeschwindigkeit bedeutet. H. Engels 573) hat durch 
Versuche im Kleinen gefunden, dass bei solchen Wanderungen das 
Geschiebe von einer Ausbiegung des einen Ufers zur llachsten des 
anderen Ufel's iiberschlagt, also einen Weg zuriicklegt, der weniger 
geschlangelt als die Flussaxe ist. 

AIle sich selbBt uberlaBsenen Flusslaufe zeigen Windungen. 
J. Thomson 574) erklart sie durch die Abwartsbewegung des Wassers 
an kOllkavell Ufem, wodurch sich schwache Einbuchtungen mit der 
Zeit verscharfen. E. Faber 575) bringt sie mit der von M. Moller und 
F ... P. Stearns behaupteten Bewegung des Wassel's in zwei Spiralen 
in Zusammenhang. 

Die Wirkungsweise von Buhnen, d. h. quer zur Flussrichtung in 
den Fluss hereinl'agenden Dammen, auf die Ausgestaltung des Bettes 
haben G. Hagen 576) und H. Engels 577) mittels Modellen untersucht, 
wobei ersterer die Buhnenlage, letzterer namentlich die Buhnenform 
veranderte. 

Wiihrend Buhnen im Binnenlauf dadurch, dass sie den Fluss 
einengen, ihn auch vertiefen, ist ihre Wirkung in den Miindungen 
von Stromen, die sich in Meere mit starker Flut ergiessen, die ent
gegengesetzte. Fur die Ausbildung der Tiefe 80lcher Miindungen ist 
es namlich, wie J. Dalmann 578) erkanllt hat, am wichtigsten, dass das 

670) Ann. des ponts et chaussees (7) 9 (1895), p. 369. 
!i71) J. E. Si/berschlag, Ausfiihrliche Abhandlung der Hydrotechnik, Leipzig 

1772, p. 145, siehe auch oben p. 464. 
572) H. L. Partiot, Ann. des ponts et chaussees (6) 1 (1871), p. 273. 
673) Zeitschr. f. Bauwesen 50 (1900), col. 358. 
674) London Roy. Soc. Proc. 26 (1877), p. G. 
675) Deutsche Bauztg. 31 (1897), p. 310. Vgl. oben Nr. 4d, p. 345. 
(76) G. Hagen, Handb. der Wasserbaukunst, 3. Aufl., 2. Teil, 1. Bd., p. 396. 
677) Zeitschr. f. Bauwesen 64 (1904), col. 449. Versuche tiber eine Buhnen-

form: C. K"ischan, Zeitschr. d. osterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 54 (1902), p. 144,469. -
H. Engels machte auch Versucbe fiber die Unterspiilung yon Strompfeilern. 
Zeitschr. f. Bauw. 44 (1894), col. 407. 

678) J. Dulmann, Ober Stromkorrektionen im Flutgebiet, Hamburg 1856. 
Siebe auch L. Frallzius und G. de Thierry im Handbuch d. Ingenieurwissen-
8chaften, 3, 3. Aufl., 3. Aht. 1900, p: 193 u. f.; L. F. Ve1'7IQn-Hm'court, Min. 
Proc. lnst. Civ. Eng. 118 (1894.), p. 1 f.; H. L. Parliot, ebenda p. 47 f. sowie die 
den letztgenannten Aufsatzen folgende Diskussion. 
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Flutwasser moglichst ungehindert stromauf laufe, sich also yiel ",Vasser 
ansammle, welches wiihrel1(l der Ebbestromung wieder strolllab fliesst 
und die Sohie ansschenert. Hierbei ist del' Endzustalld nach Ver
suchen von O. Reynolds&79) nur von del' Hohe del' Springfluten ab
hiingig. Die natiirliche Form solcher Miindungen folgt nach W. H. 
Wheeier&SO) dem Gesetze 

y = C1 • c"2"', 
worin y die Breite bei lllittierem Niedrigwasser und x den Abstand 
vom offenen Meer bedeutet. 

In tlntlosen JJ!leeren breitet sich das Siisswasser bei seinem Aus
tritt zunaehst iiber clem Salzwasser aus. Dabei schlagen sich die 
Schwebestoffe nieder und bildell eine Barre, die fiir die Schifffahrt 
hinderlieh sein kann 581). Abel' die Barren bestehen sowohl in fiuten
den wie aueh in fiutlosen 582) Meeren nicht immer aus den Schwebe
stoffen, die der Strom fli.hrt, und die Ursachen, welche das Vorhanden
sein ode1' Fehlen von Ban-en bewirken, sind zum Teil strittig583). 

Verwandt mit diesel' Frage ist jene nach den Ursachen del' Ver
sandung von Hiifen an Sandkli.sten, sowie die Beurteilung del' Mittel, 
dureh welehe ihre Tiefe erhalten werden so1l5S!). 1m wesentlichen 
handelt es sich darum, den liings del' Kiiste wandernden und sich 
dabei naeh G. Hagen 5S5) fortwiihrend verkleinernden Sand aufzuhalten, 
ehe e1' den betreffenden Hafen erreicht oder auch ihn zu weiterem 
Vorwartswandern zu bringen. Naheliegend ist die Annahllle, dass, 
weil der Wellenschlag den Sand hin- und hertreibt, schon eine ge
ringfUgige Meeresstrolllung den Sand mitfiihrt. Doeh ist fur den 
Unterschied del' Hiu- und Herbewegung, also fUr den Sandt1'ieb, nicht 
immer die Stromung massgebend, sondern sind dies unter Umstanden 
auch die Tiefe und die herrschende Richtung des Seeganges 586). So 

579) Brit. Assoc. Rep. 61. meeting held at Cardiff 1891, London 1892 = 

O. Reyno7ds, Papers 2, p. 487. 
580) TV. H. lVhcelcl', Tidal rivers, Lonuon 1893, p. 183; so in anderer Schreib

weise nach Ausbesserung von Drllckfehlern, auf die lV. H. TVheeler freundlichst 
allfmcrksam machte. 

581) TV: II. Whee7er, Min. Proc. lnst. Civ. Eng. 100 (1890), p. 118. 
582) L. Lniggi, Min. Proc. lnst. Civ. Eug. 118 (lS9!), p. 110. 
583) W. II.1I7ICeh'l', :Min. Proc. lnst. Civ. Eng. 100 (1890), p. 122 t'.; TV: R. 

]Jrolene, ebcndlL 66 (1881), p. 1. 
5S4) Eingehend mit Angabe del' Littel'atul' behandelt von H. Keller, Zeitschr. 

t'. Ballw. 31 (1881), col. 189, 301, 411 i 32 (1882), col. 19, 161 ff. 
585) G. Hngel/, Handbuch del' Wasserbaukunst, 3. Teil, 1. B(l., p. 215, Berlin 

1863. 
586) L. JI. Haupt, Journ. Franklin Institut.e (3) O! (188i\ p. 264 und Amel·. 

Soc. Cil'. Eng. Trans. 23 (1890). 
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entdeekte O. Reynolds 587), dass die Flutbewegung Sandbanke erzeugte, 
welche den Riffeln entsprechen, die del' Wellenschlag in den Prielen 
hervorruft. Nach :NIl's. H. Ayrton's 588) Trogversuchen sammelt sich del' 
Sand unter den Stellen grosster wagerechter (kleinster lotrechter) 
Schwingung stehender Wellen. Die Riffbildung ware viel stiirker, 
wenn nicht durch dieUnregelmassigkeit del' Istuare Querst1'omungen 
entstiindell. 

Die Sandablagerung an den Kiistell selbst wird von den Wellen 
del'art bespiilt, dass sie (als Strand) eine Oberfiaehe ohne scharfe 
Kriimmung erhiilt. Die Gestalt des Strandes wird durch kiillstliche 
Einbauten sehr beeinfiusst 589). Bei Kiesbanken ist die Oberfiiiche 
starker gewolbt und findet eine Aufbereitung des Kieses derart statt, 
dass die grobsten Kiesel zu oberst kommen. Si-r John Ooode 590), 

welcher fand, dass del' Grobkies stets auf del' clem Seegang ab
gewendeten Seite liegt, nimmt an, dass die freiliegellden grossen Stiicke 
leiehter als die eingebetteten kleinen bewegt werden 591). Er e1'wiihnt 
aueh, dass del' Kies sich auf einem Strand ansammelt, wenn Binnen
wind l)lilst und dass· e1' bei Seewind wieder versehwindet. Bemerkt 
werde, dass die erwiihllten Erscheinungen sich erklaren lassen, wenn 
man im Gegensatz zu Sir John Coode voraussetzt, dass die grossen 
Steine weniger als die kleinen mitgerissen werden, falls man zugleich 
anuimmt, dass del' Wind zwar an del' Obe1'fiaehe eine Stromung in 
seiner Richtung, abel' in del' Tiefe einen Riicklauf in entgegengesetzter 
bewirkt. Hierlllit stiinde es aueh iill Einklange, dass Seewind den 
Strand mehr ahffacht als Landwind, namlich erstel'er unter 9- bis 9%
faeher, letzterer un tel' 31/ 4- bis 4-fachel' Anlage59~). Bei Versuchen 
von O. Reynolds593) wurde del' Strand um so steilel', je kiirzel' die 
Flutperioden gewiihlt waren. 

Vorstehende Ausfiihl'ungen geben ein Bild, wie zahlreich die 
Fragen sind, welche Natur und Technik im Flu13- und Seehau vor
legen und bei wie wenigen derselben bisher eine muthemutische Be
handlung begonnen hat. Haufiger dagegen nahm man zu .Moilell-

587) Brit. Assoc. Hep. 61. meeting held at Cardiff 1891, Lonuon 1892 = 

O. Reynolds, Papers 2, p. 489. 
588) Kach einem Vortrag auf der Brit. Assoc. 74. meeting at Cambridge 

1904; vgl. Brit. Assoc. Hep. 190'!, p. 676. 
589) Nilheres in den Lehrbiichern des Seebaus. 
590) :JIin. Proe. lnst. Civ. Eng. 12 (1853), p. 537. Eine andere ErkHirung 

versucht H. R. Paimel', London Phil. Trans. 1 (18134), p. 568. 
591) Min. Proe. lust. Civ. Eng. 12 (1853), p. 5,10. 
(92) Min. Proe. lust. Civ. Eng. 12 (1853), p. 543. 
593) Brit. Assoc. Rep. 1889 = O. Reynolds, Papers 2, p. 396. 



472 IV 20. Ph. Forchheimer. Hydraulik. 

versuclwn seine Zuflucht. Fur deren Erspriesslichkeit spl'ieht es, dass 
als O. Reynolds 594) die Merseymundul1g nachbildete und kunstliche 
Tiden erzeugte, Banke und Rinnen entstanden, die denen in del' N atur 
iihnlich waren, dass das Niimliche in einem Modell del' Seinemundung 595) 

eintrat, und auch in einem Abbild einer Binnenstrecke del' Elbe die 
Sohle sich ahnlich wie im Grossen ausbildete 596). 

Da die Geschwindigkeiten mit del' Wurzel del' Tiefe h waehsen, 
muss man, nach O. Reynolds 597), wenn l die Lange, 1) die Zeitperioden 

bezeiehnet, im Abbild 11 ~h (odeI' genauer unter Berueksichtigung des 

So hlen widerstandes 

PYh+A(l-B-V~) 
l 

worin A und B durch den Yersueh zu ermittelnde Konstanten sind) 
so gross wie im Urbild machen, damit die Yorgal1ge iihnlich seien. 
Doeh clurfe die Geschwindigkeit im Modell nieht zu klein sein und 
daher, wenn e die Steigerung des Gefalles gegenuber dem in del' 
N atur becleutet, Ita e nieht unter ein bestimmtes Mass sinken, welches 
fur versebiedene Darstellungen desselben Urbildes gleich gross ist. 
Die Gesehiebedurchmesser' sollten sich nach H. Engels 598) wie die 
Quotienten Gefiille durch 'Wassertiefe verhaIten. 

Dureh Modellversuehe hofft man daher, wenn aueh die Prufung 
im :Massstabe del' 'Virklichkeit nieht entbehrlich werden kann, mit 
del' Zeit von tastender Empirie zu besserer Einsicht zu gelangen. 
In del' Sehaffung von Flussbaulaboratorien einerseits, in del' Ein
richtung fortlaufender hydrograpbischer Aufnahmen, welehe das Wassel' 
auf seinem ganzen vYege vom Niederschlage bis zum :Meere verfolgen 
sollen, andrerseits kenl1zeichnet sich der Pfad, clen die Forschung auf 
clem Gebietil des Flussbaues einzuschlagen hegann. 

5(4) Brit. Assoc. R.ep. 57. meeting held at l\Ianchester 1887, London 1888 
= O. Reynolds, Papers 2, p. 333. 

5(5) L. F. VC1'l1On-Hal'collrt, London Roy. Soc. Pl'oc. 45 (1889), p. 512. 
5U6) H. Engels, Zeitscbr. f. Bauwesen 50 (1900), col, 357. 
5(7) Brit. Assoc. Rep. 59. meeting held at Newcastle 1889, London 1890 

= O. Reynolds, Papers 2, p. 3ll4; Th. A. Hearsoll, l\Iin. Proc. rnst. Civ. Eng. 146 
(1901), p. 216. 

(98) Zeitschr. f. Bauwesen 50 (1900), col. 355. 

(Abgeschlossen iill No\'ember 1905.) 
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IV 21. THEORIE DER HYDRAULISOHEN 
MOTOREN UND PUMPEN. 

VON 

M. GRUBLER. 
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Litteratur*). 
c. Bach, Die lYasserriider, Stuttgart 1886. 
E . .A. Brauer, Grundriss der Turbinentheoric, Loip)lig 1899. 
M. Combes, RecherchcN tlu30riques et experimont:11es Bur les roues it reaction ou a. 

tUY:1UX, Paris 1843. 
L. Euler, Tluforie plus complette des machines qui sont mises ou mouvcmcnt par 

Ia reaction de l'eau, Berlin, Hist. do l'Ac[l(l. 1755. 
1;'. Gr(/,shot~ Theoretische Maschinenlehre, 3, 'rheorie der J(m/~/II(/scMllell, Ham

burg und Leipzig 1886. 
K. Hartmllun, Die Pumpen, Berlin 1888; 2. Auflage von ll. Hartmmm und 

O. ]1:IIOkc, Berlin 1897; )3. Auflage yon H. Bery, Berlin 1906. 

*) Die Zahl der Lehrbiicher liber hydraulische lrlotoren ist sehr gross; hier 
sind nur die aufgefiihrt worden, deren Einfluss auf die Entwickelung der 
Theorie bemerkenswert ist. 
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A.. Pfarr, Turbinen fiir Wasserkraftbetrieb, Berlin 1907. 
L. Poil/on, TraiM theorique et prati(lUe des pompes, Paris 1887. 
J. POllcelet, Sur la theOl'ie des effets mecaniques de la turbine Fourneyron, Paris 

C. R. 7 (1838), p. 260. 
A.. Ratea!!, TraiM des turbo-machines, Paris 1900. 
F. Redtenbacher, Theorie und Bau der T1t'/'binen, l\Iannheim 1844. 
- Theorie und Bau der Wasserrader, Mannheim lS46. 
J. Weisbach, Ingenieur- und lIfaschinenmechanik 2, Braunschweig 1847. 
G. Zeullci', Theorie und Entwurf einer Reaktionsturbine mit liusserer Beaur

schlagung, Civilingenieur 2 (1856), p. 101. 
- Vorlesungen iiber die Theorie der Turbinen, Leipzig 1899. 
Zeitschrift fijr das gesamte Turbinenwesen 1 if. (1904 ff.); (diese enthlilt viele 

auf die Theorie der hydraulischen Motoren und Zentrifugalpumpen bezugliche 
Artikel). 

1. Einleitende Ubersicht. Die hydraulischen Motoren dienen 
zul' Gewinnung von Leistung; die Wirkungsweise des Wassel's in den 
hydl'aulischen Motoren beruht auf Umwandlung von potentieller odeI' 
kinetischel' Energie des Wassel's del' natiil'lichen und kiinstlichen 
Wassel'liiufe in Arbeit. Die Al'beit wil'd el'zeugt entweder dul'ch eine 
unmittelbare Wirkung del' Schwere des Wassel's auf den Motor, oder 
dul'ch eine Entziehung von kinetischer Energie. Letztere wird erl'eicht 
dul'ch Anderung del' Grosse und Richtung del' relativen Geschwindig
keit des Wassel's und das geschieht entweder durch das Erzwingerr 
bestimmtel' Bewegungen des Wassel's im Motor oder durch den Stoss 
des Wassel's gegen Teile des Motors. 

Del' Motor erhii.lt das Wassel' meist aus natiirlichen Wasserliiufeu 
odeI' Reservoiren mittels des Zuflussgerinnes (Oberwassergraben) zu
gefiihrt, wahrend es das tiefer gelegene Abflussgerinne (Unterwasser
graben) in den Wasserlauf zuriickfiihrt. Del' Hohenuntel'schied It del' 
Wasserspiegel im Zu- und Abflussgerinne, gemessen in unmittelbarer 
Niihe des Motors, wird das disponible Gef'iille genannt. Bezeichnet q 
das auf die Sekunde bezogene Volumen del' in derselben Zeit durch 
den Motor fliessenden Wassermenge (sekundliche lYassermenge) und l' 
die spezifische Schwere des Wassel's, so stent das Produkt 

(1) Ld = r . q . h 

die auf die Sekunde bezogene Arbeit, die sogel1Rnute dispollible Lei
stung (odeI' das Arbeitsvermogen) der motorischel1 Anlage dar, welche 
dem vVasser durch den Motor entzogell werden soIl. Das kann "egen 
unvermeidlicher Verluste durch Bewegungshindernisse, Fliissigkeits
reibul1g u. a. nur zum Teil geschehel1. Die durch den :Motor tat
siichlich gewol1nene Leistung L wird die effekiive LeistulIg (Nutzeffekt 



nach Graslwf) genannt. 

(2) 

1. Einleitende LJbersicht. 

Das Verhaltnis beider 
L 
y;='I) a, 
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nennt man den Wirkungsgrad de}" Anlage. Bezeichnet L. den Ve1'
lust an Leistung in del' Zu- und Ableitung des Aufschlagwassers, so 
wiirde der Motor nul' die Leistung La, - L. ausnutzen konnen. Man 
unterscheidet daher den Wirktmgsgracl 

L 
(3) L -L ="1t 

d ~ 

des eigentliehen Motors von dem Wirkungsgrad 'Y} del' ganzen Anlage. 
Die mathematisehe Theorie der hydraulischen Motoren Bueht die 

Bedingunge:n fur die Gestaltgebung ttnd die Abmessttngen de',. Motoren, 
sowie fiir die Umlaufsgeschwindigkeit $,!t ermitteln, tmter denen "1 und 
'Y}t die g1'osstmogliehe:n Werle annehmen. 

Die hydraulischen Motoren lassen sich in del' Hauptsache in zwei 
Gruppen bringen, in die der Wassen'iider und die del' Kolbenmasehinen. 
Bei ersteren wirkt das Wasser auf ein sich drehendes Rad, bei 
letzteren durch' seinen hydrostatischen Druck auf einen Kolben, del' 
sich in einem Hohlcylinder hin und her bewegen kann. Die wich
tigsten Kolbenmaschinen sind die sogenannten Wassersiiulenmasehinen, 
welche ZUl' Rehung des Wassers in den Bergwerken dienen. Die 
Kolbenmaschinen werden hier nicht behandelt, weil sie in matbe
matischer Hinsicht kein Interesse bieten. 

Die Wassen-ader werden eingeteilt: 1. in die eigentliehen Wasser
radel', in denen das Wasser sich in relativer Ruhe gegen das Lauf
rad befindet, und 2. in die Turbinen **), in welchen das Wasser eine 
Relativbewegung gegen das Rad vollzieht. 

Die eigentlichen Wasserrader werden in del' Gegenwart mehr 
und mehr durch die Turbinen verdrangtj auch bat ihre verhaltnis
massig einfache TheOl·ie keinen grossen Einfluss auf ihre Ausfiihrullg 
erlangt, weshalb sie im folgenden (Nr. 3) nul' kurz und in den Haupt
ziigen angedeutet wird. 

Die Pumpen sind V orrichtungen zur Hebung und Bewegung 
schwerer Fliissigkeiten, erfordern also Arbeit zu ihrem Betriebe. Von 
den zahlreichen Formen solcher Vorrichtungen sollen hier nul' die 

... ) Der Name "Turbine" tritt zuerst auf in dem Preisausschreiben im 
Bulletin de la societE! d'encouragement pour l'industrie nation ale 25 (1825), p. 5: 
Prix pour l'application en grana des turbines hydrauliques. Vgl. M. Riilz/mann, 
Beitrag zur Geschichte der horizontalen "\Vasserrll.der, Zeitschrift des Hannover
schen Arch. u. lng. Vereins 1 (1854,), p. 227. 

32* 
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Kolben- und die Schleuderpumpen, sowie die lVosserstrahlpllmpen und 
der Widder behandelt werden, da sie nicht nur die grosste Verbreitung 
haben, sondern auch ihre Theorie am meisten entwiekelt ist. Be
zeiehnet q die durch die PUllllle in der Sekunde gehobene Flussig
keitslllenge, It die Rubhohe und L die zur Rebung erforderliche 
Leistung, so nennt man das Verhiiltnis 

L 
(jilY = t] 

den Wirlvungsgrad del' Pmnpe. 

2. Grundbegriffe und theoretische Grundlagen. Eine mathe
lllatiseh strellge TheOl'ie der hydraulischen :M:otoren und Pumpen ist 
eben80 wie eine solche del' Hydraulik 1) z. Z. nicht durchfuhrbar 
wegen del' Schwierigkeit.en, welche die mathelllatische Behand1ung 
der Flussigkeitsbewegnngen unter Berucksichtigung del' inneren Rei
bung, der ,lilirbelbildung und der turbulenten Vorgange besitzt; sie 
ist abel' auch fur die technisehen Anforderungen an diese Theorie 
nieht notig, da es gelingt, durch Einflihnmg del' hydrau1ischen Wider
standskoeffizienten die Ubereinstimmung zwischen del' heutigen an
genliherten Them'ie und den Versuchsergebnissen so weit herzustellenJ 

als dies die praktische Verwendullg del' hydraulischen :M:otoren und 
PUlllpen erfordel'lich macht. 

Del' erwlihllten Annliherungstheorie liegt die gleiehe V ol'stellung 
von den Bewegungsvorglingen del' FHissigkeiten zu Grunde, auf wel
cher sich die Hydl'anlik in del' Hauptsache aufbaut 2). An Stelle del' 
Geseh windigkeiten del' einzelnen ,Vassel'elemente tritt die sogenannte 
mittlere Gesch win cZ'zqkeit eines Wasserstrahles. Unter der Voraus
setzung, dass die Gesehwindigkeiten der einzelnen Flussigkeitselemente) 
welehe siel! zu einer gegehenen Zeit in den Punkten einer ebenen 
Fliiche f befinden, del' Richtung nach nicht sehr von del' Norrnalen 
del' Flliehe abweichen, fuhrt man das Verhliltnis des Volumens q del' 
in del' Seknncle durch die Flliehe I" (den Strahlquerschnitt) tatslichlich 
stromenden FHtssigkeitsrnenge zu (, d. i. 

(4) q:l"= r 
als sogenannte mittlere Geschwindigkeit des Vvasserstrahles im Quel'
schnitt f ein. Ibr entspricht die Annahme, dass die Bewegung des 
Strahles lllathernatisch wie die eines unendlich dunnen \Yasserfadens 
behandelt werden darf. 

1) V gl. IV 20, Vorbemerkllng (ForchllCimer). 
2) Ygl. fUr das Folgcnde anch IV 20, Nr. 1-:~ (FoTchheimer). 



(5) 

2. Grundbegriffe und theoretische Grundlagen. 

Die KontinnittitSbedingung wird stets in del' Form 

fl Vi = f2 v2 = ... = q 

477 

benutzt, wenn die t~ die Strahlquerschnitte an verschiedenen Stellen, 
die vk die entspl'echenden mittleren Geschwindigkeiten bezeichnen und 
q die effektive, d. h. tatsachlich durch die Querschnitte in del' Zeit
einheit stromende Waasermenge, bezogen auf die Zeiteinheit, ist. 

In del' Theorie del' hydraulischen Motoren wil'd ferner die Flussig
keitsbewegung als stationiir vOl'ausgesetzt und auf sie das Prin.zip 
der kinetischen Energie in del' Form angewendet, wie es sich fur 
einen unendlich dunnen Wasserfaden gestaltet, welcher die Schwer
punkte del' Strahlquerschnitte enthiilt, und sich mit del' mittleren 
Geschwindigkeit bewegt. Erfolgt die Bewegung vom Strahlquerschnitt 
fl bis zum Quel'schnitt f, deren Schwerpunkte ubel' einer horizontalen 
Ebene die Hohen Zl' bezw. z haben, sind die hydraulischen Drucke 
in diesen Schwerpunkten Pil bezw. p, die mittleren Geschwindigkeiten 
Vi; bezw. v, und bezeichllet b den hydraulischen Widerstandskoeffi
zientell fur diese Bewegung, so ist diese Form durch die Gleichung 

(6) 
p V 2 P v2 

Z + ~ + -L = Z + - + - (1 + b) 
1 '1 2g r 2g 

gegebell. Sie wird sowohl fUr freie, als gebtilldene Flussigkeits
bewegungen, fur absolute, wie relative Bewegullgen benutzt; in letz
terem FaIle bedeuten die V relative Geschwindigkeiten und an die 
Stelle del' z, r tritt die entsprechende Kraftefunktion, so z. B. bei 

del' gleichfOrll1igen Rotation del' schweren Fliissigkeit U = r (z +~:), 
falls t£ die Bahngeschwindigkeit des Teilchens bei del' Drehung iat. 

Del' Vcrl'llst an E'nel'gie, bezw. Leistung infolge des Stosses von 
Flussigkeitsstrahlen gegen feste Korper odeI' Flussigkeiten Ll wird 
durch die BOl'da- C(//'1lotsche Em'mel in Rechnung gestellt. Diese ist, 
wenn 1ill die auf die Sekunde bezogene W assel'masse, welche zum 
Stoss kommt, ferner v' die mittlere Geschwindigkeit des ,Vasserstrahles 
VOl', v" die nach dem Stoss, nndv' ~- v" ihre geometrische Differenz 
bezeichnet, 
(7) Ll = t 1111 (v' ~. v'')2. 3) 

3) Fiir plotzliche Grossenanderullgen del' Geschwindigkeiten ,on 'Yasser
strahlen berechnet schon J . .A. Borda (Paris, ~rell1oires de L-\.cad. (1766), p. 579) 
den Yerlust an kinetischer Enel'gie nach dieser Formel; spliter gab L. 11I. Curl/ot, 
Principcs fondamentaux de l'equilibre, Paris 1803, p. 145, die Vernllgemeinernng 
auf Grossen- und Richtungsrmderung del' Gesch"llindigkeiten sich stossellder UI1-

elastischer KCtrper. 
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Findet der Stoss gegen eine ebene Platte statt, welche mit der Ge
schwindigkeit u (s. Fig. 1) gleichiormig translatiert, so ist 

(8) Ll = 1- m1 (v cos ct - U cos fJ)9, 

und die Stosskraft senkrecht zur Platte 

N = m1\v cos ct - 1~ cos fJ) 
falls v die Geschwindigkeit des Flussigkeitsstrahles ist, und ct und f3 

die Winkel von v und 

.... 
u mit der N ormalen 
zur Platte sind. Die 
Leistung N· u . cos f3 
der Stosskraft wird ein 
Maximum fur 

~t • cos {j = tv COS" 

Fig. 1. und es betragt dieses 
Maximum 

) 2 1 111 ( m1 (u cos fJ = '2 '21 V cos ")2, 

d. h. im besten Falle wird durch den Stoss die Halfte der kinetischen 
Energie in Arbeit umgesetzt. 

Fur die Berechnung der motorischen Leistung der Turbinen wird 
vielfach die Theorie der Beakti()'nSerscheinungen4) an gebundenen 
Fliissigkeitsbewegungen herangezogen, obgleich aie hierzu nicht not
wendig ist. Stromt eine Flussigkeit stationar durch ein irgendwie 
gekriimmtes Rohr von verhaltnismassig kleinem Querschnitt, so dass 
man den Strahl als Stromfaden ansehen darf, welcher die Schwer
punkte der Strahlquerschnitte f verbindet, so sind die Komponenten 

4) Die ersten Untersuchungen iiber die Reaktion, und zwar bei dem Aus
fiUBS aus rubenden Gefassen, teilte Daniel Bernoulli, Hydrodynamica, Basel 1738, 
Sect. xm, mit. 1m Jahre 1760 verlHrentlichte J. A. Segner in zwei Arbeiten 
(Theoria machinae cujusdam hydraulica.e und Computatio formae atque virium 
machinae hydraulicae nuper descriptae, Gottingae 1760) die Theorie des nach 
ibm benannten Reaktionsrades, jedocb ohne Bezugnahme auf allgemeine Gesichts
punkte. L. Euler, Application de la ma.chine hydraulique de M. Segner 
(Berlin, Histoire de l'Academie (1760), p. 271) entwickelte die Theorie des 
Segner'schen R&des allgemeiner und gestiltzt auf die Arbeiten D. Bernoull,"s; 
zugleich leitet er aus der Theorie Verbesserungsvorschlitge fiir das R&d abo Die 
Abhandlung von L. Euler, "Theorie des machines", Berlin, Hist. de l'Acad. (1764) 
enthitlt die noch heute benutzten Formeln fiir die Reaktionskrilfte und -momente 
und zwar fiir R15hren, welche um geneigte Axen rotieren; jedoch vemachliissigt 
L. Euler die FliissigkeitBreibung und giebt dem Reaktionsrade eine solche Ein
richtung, dass Stossverluste beim Eintritt des W &ssers in daB R&d vermieden 
werden. 
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der Reaktionskrifte fiir das ~uhend gedachte Rohr von einem Strahl
element 

d (v cos a) 
dX=dm· dt u.s.w., 

falls V die mittlere Geschwindigkeit des Elementes dm zwischen zwei 
unendlich benachbarten Querschnitten des Rohres, und IX den Winkel 
zwiS'chen 11 und der X-Axe bezeichnet. Bei der stationiiren Bewegung 
des Strahles ist aber dm = E • f· v . dt = tnl dt, sonach 

und 
dX = m1 d(v cos IX) 

(9) 

Hierin ist 1»1 die sekundliche Wassermasse und v2 und a2 beziehen 
sich auf den End-, v1 und a1 auf deli Anfangsquerschnitt des Rohres. 
1st das Rohr in gleichformiger Bewegung, so treten an die Stelle der 
11 die relativen Geschwindigkeiten. Dreht sich das Rohr gleichformig 
um eine Axe, so ist das Moment der Reaktionskrafte fUr diese, wenn 
man die Z-Axe des Koordinatensystems in sie legt, 

(10) M2 = tnl [rl (li. cos OJ + u 1) - j"2 (~ cos Os + uI )] 

und die entsprechende Leistung 

(11) L = MI· Ii) = m1 [u1 (c1 cos ()1 + U1) - ~~11 (ell cos ()2+ ~rJ. 

Hierin bedeuten die 11 = 1" • ro die Drehgeschwindigkeiten der Punkte 
im Abstande r von der Drehaxe, Ii) bezeichnet die Winkelgeschwindig
keit und die () sind die Winkel zwischen den relativen Geschwindig
keiten c der Fliissigkeit im Rohr und den u. 

3. W88serrii.der. Das Laufrad, dessen Axe meist horizontal 
liegt, wird gebildet von einem kreiscylindrischen Korper, auf welchem 
aussen die zur Aufnahme des Aufschlagwassers dienenden Zellen sich 
befinden. Die Zellen werden entweder aus ebenen Brettern oder ge
kriimmten Eisenblechen hergestellt (s. Fig. ~ und 3) und sind seitlich 
entweder durch die Radkriinze abgeschlossen (Zellenriider) oder offen 
(Schaufelriider). Die Schaufelriider miissen deshalb seitlich und auf 
einen Teil des Umfanges auch nach untell hin einen Abschluss er
halten, damit das Wasser nicht wirkungslos aus dem Rade Hiesst. 
Das geschieht durch den sogenannten KrOPf, einem ruhenden Bau 
ans Holz, Eisen oder Stein, in dem sich das Laufrad mit moglichst 
kleinem Spielraum, dem sogenannten Kropfspalt, bewegt (s. Fig. 4). 
Die Wirkungsweise des W 88sers ist allen diesen Riidern (die Stoss
rider allein ausgenommen) gemeinsam. Das zugefiihrte Wasser fiillt 
die Radzellen nnd sinkt mit dem sich gleichiormig drehenden Rade 



480 IV 21. M. (hill/to. Theorie der bydraulischen Motoren und Pumpen. 

aus dem Zufluss- in den Abflussgraben und die von der Schwere des 
W 8ssers hierbei verrichtete Arbeit wird auf das Had ilbertragen, da 

Fig. 2 und S. 

es relativ zum Wasser in Ruhe ist. In Fig. 2 und 3 ist der V organg 
an einem sogenannten oberschlii.chtigen Zellenrade, in Fig. 4: an einem 
Schaufel- oder Kropfrade dargestellt. 

Fig .•. 

Die vom W 88ser auf das R&d ilbertragene Leistung wilrdc die 
disponible L = q." . r sein, wenn nicht der Vorgang mit Al'beitB
verlusten verbunden ware. EinerseitB sind es durch die Bewegungs
widerstiinde des Rades (Zapien- und Luftreibung) bedingte Verluste, 
8ndererseits hydrauliscJle Verlttste, von deneo die wichtigsten kul'z be
sprochen werden sollen. 
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Beim Austritt des Wassers aus dem Zuflussgraben findet infolge 
der Fliissigkeitsreibung und Wirbelbildnng ein Verlust statt, welcher 
in der Form von t b tnl wo! bezogen auf die Masse m1 der sekund
lichen Aufschlagwassermenge berechnet wird; hierin ist Wo die mitt
lere Austrittsgeschwindigkeit des Wassers aus dem Zuflussgraben und 
, der entsprechende hydraulische Widerstandskoeffizient. 

Ferner findet beim Eintritt des Wassel's in das Laufrad ein Ver
lust deshalb statt, weil im Aligemeinen die Geschwindigkeit des ein
tretenden Wassers von der Geschwindigkeit des in den Zellen ruhenden 
Wassers nach Grosse und Richtung verschieden ist. Man behandelt 
den V organg wie einen unelastischen Stoss und berechnet den Verlust 
naherungsweise nach Formel (8). 

Der wesentlichste Energieverlust ist meist mit dem Austritt des 
Wassers aus dem Laufrade verbunden. Bei ZeHenradern beginnt die 
Entleerung der Zellen schon vor deren tiefster SteHung und der Ver
lust entspricht der Leistung, welche die Schwere des aus den Zellen 
frei herabfallenden Wassers auf dem Wege bis zum Wasserspiegel 
des Abflussgrabens verrichtet. Er wird meist angeniihert 5) berechnet 
oder graphisch 6) ermittelt. Vergrossert wird der Verlust durch den 
Umstand, dass die Wasserspiegel in den Zellen keine horizontalen 
Ebenen sind, sondern coaxiale KreiscylinderfHichen, deren Axe urn 
g : li)2 (Ii) = Winkelgeschwindigkeit des Rades) vertikal iiber der 
Radaxe liegt. Endlieh bewirkt einen Verlust das sogenannte Frei
hangen des Rades (d. i. eine hOhere Lage des Rades liber dem Ab
flussgraben, damit das Rad besonders bei Hochwasser nicht zuviel 
eintaucht), sowie der Umstand, dass das ';Yasser das Rad mit der 
Radgeschwindigkeit verliisst. 

Bei'den Kropfradern tritt an Stelle des Verlustes durch vorzeitige 
Entleerung der Zellen der Verlust im Kropfe durch den unvermeid
lichen Kropfspalt. Das Wasser in einer Zelle liiuft zum Teil durch 
den letzteren in die nachst tiefere Zelle und verrichtet hierbei keine 
Arbeit, welche auf das Rad libertragen, also gewonnen wird. Auch 
dieser Verlust liisst sich nur naherungsweise in Rechnung stellen 
und zwar, indem die aus den einzelnen Zellen austretenden Wasser
mengen mittels der Formel 

qk = P. . f . y'2gzk 

5) Ygl. hieriiber: J. V. Pcmcelet, Cours de mecanique appliquee aux machines, 
Paris 1876,2, p.184; F. Redtenbacher, Theorie der v,r1lo8sen-ader, p.70; O. Bach, 
\Vasserrader, p. 133; F. Grashot~ Kraftmaschinen, p. 92. 

6) Th. &eberger, Ableitung der Theorie der oberschlachtigen Wasserrader 
auf graphischem Wege, CiviliDgenieur 16 (1869), p. 409. 
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berechnet werden, in welcher f den Spaltquerschnitt, Zk die Tiefe der 
Spaltmitte unter dem W 88serspiegel der Zelle und !L den Ausfius8-
koeffizienten bezeichnet. Die Summe der Leistungsverluste, welche 
dem Herabsinken dieser Wassermengen um die Hohendifferenz der 
WaBserspiegel zweier benachbarten Zellen entsprechen, filr aile im 
Kropf befindlichen Zellen ffihrt selbst bei einfachen Schaufelformen 
auf ein kompliziertes Integral, welches meist naherungsweise 1) be
rechnet wird. Ein genaueres halb graphisches Verfahren, bei welchem 
die zu ermitteltenden Integrale durch Flachen dargestellt werden, 
teilte GriiJJler8) mit. 

Zu den unterschlachtigen Kopfradern gehOrt auch das sogenannte 
Sagebienrad 8a) (s. Fig. 5). Es wird bei grossen Wassermengen und 

Fig. 5. 

kleinen Gef"allen mit Vorteil verwendet, do. sein Wirkungsgrad ver
hiiltnismassig gross ist. Die ebenen hohen Radschaufeln weichen um 
einen gewissen Winkel" entgegen dem Drehsinn von den Meridian
ebenen ab, um das trberlaufen des W Msers fiber die oberen Schaufel· 
enden zu verhindern und zugleich die Stosswirkung des eintretenden 
Wassers besser o.uszunutzen. Die W 3sserspiegelmitten in den Zellen 
liegen auf einer Kurve, die mit hinreichender Annii.herung durch einen 

7) V gl. hieriiber: P . Re~, Theorie der Wasserrider, p. 57; K. Schi,.u, 
tJber den Effektverlust im Ausgussbogen der ZellenrlWer mit Mantel, Verhandl. 
d. Vereins z. Befljrd. d. Gewerbfleisses M (1875), p.276; C. Bach, Wasserril.der, 
p. 198; F. Gt-ashof, Kraftmaschinen, p. 100. 

8) Zur Theorie mittelschlil.chtiger Wasserriider und des Sagebienrades, Civil· 
ingenieur 22 (1876), p. 409. 

8&) Vgl. M. Ok. Leblanc, Sur la roue-vanne, in\"entee et executee par 
1I. Sagebien, Annalee des ponts et cbaUBBeea (3) 15 (1868), p. 127. 
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zur Radaxe konzentrischen Kreis vom Radius 

ersetzt werden kann; hierin bezeichnet q die sekundliche Wasser menge, 
r den iiusseren Radius, b die Breite und u die Umfangsgeschwindig. 
keit des Rades. Der Spaltverlust wird wie bei den unterschliichtigen 
Kroprradern analyiisch oder graphisch naherungsweise errnitteltlO). 

Eine Verbesserung des Sagebienrades hat W. Zuppingerll) be
wirkt, indem er die ebenen Schaufeln durch gekriimrnte ersetzt und 
hierdurch die Verluste beirn Ein- und Austritt des Wassers herab
zieht. 

Eine besondere Klasse von Wasserradern bilden die sogenannten 
Stossriider, auf die das Wasser nur durch 8toss wirkt. Da iiussersten 
FaUes nur die Halfte der Energie durch 8toss in Arbeit urngewandelt 
werden kann, so ist der Wirkungsgrad solcher Rader stets < t. 
Die vorteilhafteste mittlere Umfangsgeschwindigkeit des 8tossrades 
ist theoretisch gleich der Halfte der Zuflussgesch windigkeit des Was
sers im Zulaufgerinne (sog. Schnurgerinne); in Wirklichkeit ist sie 
nur etwa 0,4 dieser Geschwindigkeit, welche Abweichung als eine 
Folge der Verluste sich ergiebt. 

Nicht unbetrachtlich ist der Verlust, welcher dadurch entsteht, 
dass das Wasser im Schnurgerinne unter den Schaufeln zum Teil weg
fiiesst, ohne zum 8toss zu gelangen, wenn sich die 8chaufeln vor 
oder hinter der tiefsten Stellung befinden; mit hinreichender An
naherung hat ihn F. Gerstner l2) ermittelt. Durch Anordnung meh
rerer Stossriider im selben Schnurgerinne hintereinander liisst sich ein 
h6herer Gesamtwirkungsgrad erzielen IS), do. dann die kinetische Energie 
des abfliessenden Wassers zum Teil auf jedes folgende Rad liber
tragen wird. 

9) Dieses Resultat riihrt von G. Zeuner her und findet sich mitgeteilt in 
der in Fussnote 8 genannten Arbeit G,.iiblers zugleich mit der Zeunerschen Theorie 
dieses Rades. V gl. auch C. Bach, Zeitschr. d. Ver. deutscher Ingenieure 17 

(1873), p. 202. 
10) V gl. hieriiber M. G1'1lbler, Civiling. 2 (1876), p. 409; ferner F. Grashof, 

Kraftmaschinen, p. 155. 
11) Vgl. C. Baeh, Wa88errader, p. 125 u. 237. 
12) Abhandlungen der k. bOhmischen Gesellschaft der Wissenschaften 2 

(1795); femer auch: Handbuch der Mechanik, Prag 1832, p. 349. 
13) Vgl. hieriiber J. Weisbach, Maschinenmechanik, p. 223; F. Grashof, 

Kraftmaschinen, p. 175; femer A. Fliegner, Zur Beurteilung der unterschHichtigen 
Wa.sserrader, Schweiz. Bauzeitung 35 (1894), p. 102. 



484 IV 21. .ll. GriOJk,.. Theone dar hyclrauliachen Motoren und PumpeD. 

Zwischen den Wasserradern und den Turbinen steht das sog. 
Poncelet_Radl8a), bei dem das Wasser von unten her stossfrei ill das 
Roo eintritt, an schwach gekriimmten Schaufeln aufsteigt (s. Fig. 6), 
bis seine Geschwindigkeit relativ zum Rade = 0 geworden ist, nnt! 

Fig. 6. 

dann durch seine Schwere Arbeit verrichtend wieder herabsinkt. Do.s 
Rad eignet sich nur fiir kleine Gefalle und Wassermengen und wird 
Hingst nicht mehr verwendet. Seine Theorie ist aber sehr interessant 
und hat zu vielen Untersuchungen 1Sb) Anlass gegeben. 

4:. Grundgleichungen der Turbinentheorie. Der Hauptteil einer 
jeden Turbine ist das Laufrad, welches zumeist aus zwei Radkranzen 
besteht, deren Zwischenl'aum durch eine Anzahl kongruenter gekriimmter 
Schaufeln in die gleiche Zahl kOllgruenter Zellen oder Kaniile (Rad
kanille) zerlegt wil'd. DUl'ch die Zellen, bezw. langs der Schaufeln 
fiiesst das Wasser und erleidet hierdurch eine Inderung der Grosse 
und Richtung seiner relati ven Geschwindigkeit. Die so entstehenden 
Reaktionskriifte ven'ichten die Nutzarbeit der Turbine. Fullt das 
Wasser die Zellen des Laufrades ganz aus, so heisst die Turbine Voll
turbine (auch Reaktions- oder Uberdruckturbine, weil der hydraulische 
Druck in den Radkaualen im aIlgemeinen grosser als der Luftdruck 
ist), im andel'en Falle Freistrahlt,.trbine (Aktions- oder Druckturbine, 
wohl auch Partial turbine ). Das Wasser wird dem Laufrade in be
stimmter Richtung zugefiihrt und zwar durch den sogenannten Leit
apparat, welcher nus ahnlich geformten Zellen oder Kanalen (Leit
kaniilen) besteht, wie das Laufrad. Findet die Zufiihrung des Wassers 

ISO) J. Poncelet, Yeruoire sur 1a roue hydraulique a. aubes courbes, ruues 
par dessoue, Metz 1827. 

lSb) J. Poncelet, Cours de mecanique a.ppliquee aux machines, Metz 1~26, 
§ 160. Vgl. hierzu ausser den auf dae Poncelet-Rad beziiglichen Abschnitten 
der eingangs aufgefiihrten Lehrbiicher noch die Arbeit von H. Risal, Paris C. 
R. 69 (1869), p. 118'. 
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auf dem ganzen Umfange des Laufrades statt, so bilden die Leitkanii.le 
einen ruhenden radformigen Korper, das sogenannte Leitrad, und die 
Turbine heisst voll beauf.,chlagt. In jedem anderen Falle heisst die 
Turbine teilweise oder partiell beaufschlagt, wohl auch Partialturbine. 
Der schmale Raum zwischen Lauf- und Leitrad heisst der Spalt. 1st 
der hydraulische Druck im SpaIte, der sogenannte Spaltdruck, grosser 
als der Aussendruck, so tritt Wasser durch den Spalt aus und das 
fuhrt zu einem Energieverlust, welcher Spaltverlust heisst. 

Das Wasser bewegt sich durch das Laufrad der Rauptsache nach 
entweder in axialer oder in radialer Richtung. Demgemass unter
scheidet man AxiaI- oder Radialturbinen. Fliesst in letzteren das 
Vl7 asser von innen nach aussen, so heissen sie von innen beaufschlagte, 
innenschliichtige oder auch Fourneyronturbinen 14); bei umgekehrter 
Bewegungsrichtung werden sie von aussen beaufschlagte, atcssen
schliichtige oder auch nach ihrem Erfinder Francisl-lcrbinen 14&) genannt. 

Der Austritt des Wassers aus dem Laufrade erfolgt entweder in 
die freie Luft, oder in £las W asser de~ Abflussgrabens oder endlich 
in ein luftdicht abgeschIossenes Robr, Saugrohr genannt· Letzteres 
wird entweder vom abfliessenden Wasser ganz erfUllt (wie z. B. bei 
den 'l'urbinen von HenscheP4b) und :Francis), oder aber nUr bis zu einer 
gewissen, regulierbaren Rohe unter dem Laufrade. In Ietzterem FaIle 
wird in das Saugrohr eine regulierbare Luftmenge eingefiihrt und 
hierdurch der Druck im Saugrohr auf der erforderlichen Rohe unter 
dem Luftdruck gehalten. 

1m Folgenden wird zunachst die Theone der Vollturbinen ent
wickelt und der Ableitung der bezuglichen Gleichungen eine Radial
turbine mit ausserer Beaufschlagung und Saugrohraufstellung, wie sie 
die Fig. 7 a und 7 b schematisch zeigen, zu Grunde gelegt 15). Die 

14) Die Erfindung der heutigen Turbinen ist unzweifelhaft dem franzosischen 
lngenieur B. Fourneyron zuzuscbreiben (vgl. hieriiber z. B. M. Hiihlmann, All
gemeine Maschinenlehre 1, Braunschweig 1862, p. 308), obwohl die Verbesserung 
der Reaktionsrader durch Hinzufiigung eines ruhenden Leitapparates ein Verdienst 
L. Eider's bildet. 

14&) V gl. J. Francis, Lowell h3"draulic experiments, Boston 1855. 
14b) Die Axialturbine und das Saugrohr wurden erfunden und zuerst aus

gefiihrt von Oberbergrat Henscbel in Cassel; vgl. hieriiber die in der FuBnote 
auf p. 475 zitierte Arbeit von 211:. Rahlmann. 

16) Die heutige Turbinentbeorie ist auf Poncelet zuriickzufiihren, der sie 
unabhiingig von den beziiglichen A.rbeiten L. Euler's zunacbst fiir die Fourneyron
turbine entwickelte, wobei er die inneren Verluste nach Borda in Rechnung 
stellte. Redtenbacher iiberuahm die Theorie Poncelet's, indem er die erwiihnten 
Verlusw sowobl nach Borda, als mittels des lVeisbach'schen Verfahrens gleicb-
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entsprechenden Gleichungen und Auadrf1cke fUr die anderen Turbinen
arten lassen sich aua den entwickelten dann durch einfache Speziali
sierungen ableiten. 
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Fig. 7 a und 7 b. 
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Bezeichnen Wle m Nr. 2 die Ek die Hohen der Schwerpunkte 
der Fliissigkeitsquerschnitte iiber einen beliebigen Horizont, ak = Pk 

'Y 

zeitig beriicksichtigte und die Theorie auf die Axialturbinen dbertrug. Die 
Daratellung bei Wei8bach iBt einheitlicher, cia die Widersti!.nde nur mittels seines 
hydrauliBchen Widerstandskoeffizienten berechnet werden. Die tlbertragung der 
Theorie auf die aUBsenbeaufechlagten Radial-(Francie-)Turbinen erColgte durch 
G. Zetmer (Civilingenieur 2 (1866), p.l0l). Von sehr allgemeinen Grundlagen 
geht bei der Aufstellung der Grundgleichungen der Turbinentheorie H. GerarditJ 
(Thoorie des moteurs hydrauliques, Paris 1872) aus, doch gelangt er durch ent
sprechende vereinCachende Annahmen schlieBBlich zu Gleichungen, die im wesent
lichen mit den folgeDden iibereinetimmen. 
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die entsprechenden hydraulischen Druck-(Piezometer-)Hohen, Vic die 
wahren, clc die relativen mittleren Geschwindigkeiten des Wassers in 
den betl'eft'enden Querschnitten, Uk = ric' w die Umfangsge8chwindig
keiten des Laufrades, ~k die hydrauliBchen Widerstandskoeffizienten, 
und zwar Bei fiir den Zuflussgraben k = 0, fUr den Eintritt in das 
Laufrad k = 1, fur den Austritt aus ihm k = 2, fur den Eintritt ins 
Saugrohr k = 3 und fiir den Austritt aus letzterem k = 4; werden 
endlich die entsprechenden Gro.sBen ohne Index auf den Austritt des 
Wassers aus dem Leitapparat bezogen, so erhiilt man zufolge G1. (6) 
iur die Bewegung des Wassers aus dem Zuflussgrabrm bis zum Aus
tritt aHS dem Leitapparat die Gleichung 

(12) 2g(zo + ao - z - a) = ~vo' + (1 + ~)V2 -1io', 

in welchel' ao = ~o dem Druck der Luft, der im Oberwassergraben 
i' ! 

herrscht, entspricht und ~o ~Og die dem Verluste an Energie vom 

Oberwassergraben bis zum Eintritt in den Leitapparat entsprechende 
Gesch windigkeitshOhe darstellt. 

Der Ubertritt des Wassers aus detn Leitapparat ist mit einem 
Verlust an kinetischer Energie infolge des WasserstoBseB gegen die 
RadBchaufeln verbunden, welcher nsch G1. (7), bezw. (8) Bich zu 

L. = tml v,' 
(13) = tml [(v COB tPl - C1 cos (Jl - u1)S + (v Bin tPl - c1 sin 81)1] 

berechnet. Hierin bezeichnet tPl den Winkel zwiBchen v und der 
Umlaufsgeschwindigkeit u1 deB LaufradeB, c1 die relative Geschwindig
keit deB WaBsers gegen das Laufrad nach dem Stoss und (Jl den 
Winkel zwischen c1 und u1 • 

v 

Fig. 8. Fig. 9. 

Ferner findet noch ein Wasserverlust durch den Spalt (Spalt
verlust) bei diesem Ubertritte Btattj doch soll dieser als sehr klein 
und daher in den folgenden Gleichungen vernachlassigbar vorauBgesetzt 
werden. 
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Fur die 'relative lkwegung des Wassers du/'cl! das Laufrad erhiilt 
man aus del' durch Zufiigung del' Glieder 1112 - tt22 (welche den 
Zentrifuglllkriiften entsprechen) erweiterten Gl. (6) die Beziehung 

(14) 2g ("1 - Z2 + (f - ({2) = (1 + ~2) c/ - cr 2 + '11/ - U 22 + v/, 
in welcher Z2 = z ist und ZI - Zi2 = h12 die sogenannte Lllufrad
h6he, d. i. den Hohenunterschied del' Schwerpunkte del' Ein- und del' 
Austrittsquerschni He des Laufrades 9-arstelltlG). Liegt die Laufradaxe 
horizontal uncl bezeichnet 2'1 ihre Hohe itber dem angenommenen 
Horizont, so setzt man nahenmgsweise Z2 = 2'1 = Z·. Ferner ist. 

(15) 

die relative Eintrittsgeschwil1digkeit des Wassel's in das Laufrad VOl' 
dem Stoss. Gl. (14) geht nach Substitution del' Werte fiir cr und 
v itber in 

., 2g(hI2 +a-a2 ) 

(16) = (1 + S2) C22 + C12 - 2vc1 cos (fJ1 - 1/11) + 2u1 C1 cos °1 + U1 2 - 1122. 

Del' Klammerinhalt del" linken Seite stellt zugleich den sogenannten 
Spaltiiberdr uck dar. 

Der Ubcrgany des lVassers (J;us dem Lauf'rad in das Saugrohr 
geschicht gemiiss del' Gleichnng 

(17) 2 g (a 2 - ag) =v/ + (c2 sin 02 _l'S)2 + (U2 + c2 cos {)2)2 -v/, 

in welcher das 2. und 3. Glied del" rechten Seite den Stossverlust 
darstellen, wiihrend 

(18) 1'2 = VCU2 + C2 cos 0;)2 + (c2 sin ( 2)" 

die wahre Austrittsgeschwindigkeit aus dem Laufrade und {)2 del' 
Winkel zwischen 112 und C2 ist. 

Endlich ergie b t sich fiir die Bewegung des lVassers du)"ch da., 
Saugrulir die Gleichung 

(19) 2.1/ (Z3 - z.~ + a3 - a4) = ~3V32 + (1 + Si) v/ - 1'3 2, 

16) Dcn ,Yiderstandskoeffizienten ;:2 hat zuerst Combes (Recherches, Note A. 
p. 82) in der Turbinentheorie verwendet und einen entsprechenden Ausdruck 
daf(ir abgeleitet; in die lIyclraulik hat ihn jedoch erst J. Weisbach (Versuche 
uber den Ausfluss des ,Vassers, Leipzig 1842, Yorrede p. VII) eingefiihrt. Gras
hol (Kl'aftmaschincn, p. 2·12) stellt t. als Funktioll del' Kriimmung und Breite 
der Radkan,ile dar, w,lhrend ~[. Oesterlein, Untersuchungen (iber den Energie
verlust des ,Vassers in TurbinenbnUlen, Berlin 1903, noch den Einfluss der 
inneren Reilmng des "'assers ausser dcm der Abmessungcn del' Kantllc auf die 
Grosse yon 1;. in Rcchnung zieht, und durch Versuche feststellt, d,lS" 
0,05 < ~. < 0,1 und ;:, stark von der Krummung del' Kan,ile abh'lngt. 



4. Grundgleichungen der 'furbinentheorie. 489 

in welcher Z3 = Z2 und a4 = ao zu setzen ist, da der Unterwasser
graben unter dem Luftdruck steht. Es ist hierbei v4 die miUlere 
AustriUsgeschwindigkeit aus dem Saugrohr und S4 der Widerstands
koeffizient fur den Austritt. 

Die Addition der Gleichungen (12), (13), (16), (17) und (19) 
liefert unter Beritcksichtigung von (14), (15) und (IS) die erste Grund
gleichung 

2gh= SOV02 + (1 + t) v2+ c/ + 2vcI cos (8I -1P1) - 2u1 c1 cos 81 
(20) + U12 - tie 2 + (1 + S2) c2 ~ - 2 C2 t"s sin 82 + (1 + S3) Vs 2 

+ (1 + ~4) V,1 2 - V 02, 

in welcher Zo - ~'4 = it gesetzt wurde. Die Grosse h entspricht dem 
disponiblen Gefalle, wenn die mittlere Geschwindigkeit im Ober- und 
Unterwassergraben dieselbe ist, was zumeist vorausgesetzt werden 
kann. Ferner kann ebenfalls mit hinreichellder Annaherung v4 = 'Vo 
gesetzt werden. 

Zu dieser Gleichung tritt die Kontinuitatsbedingung in der Form 

(21) q = fovo = {. v = t~ c1 = f2 CZ = t~v3 = {4V.!, 

Ersetzt man die ck und vk durch q und die Querschnitte fk' so giebt 
die Gleichung (20) den Zusammenhang zwischen q und (l) im statio
naren Zustande. Geometrisch lasst sich dieser Zusammenhang durch 
einen KegelschniU darstellen, dessen Mittelpunkt im Koordinaten
anfang des Systems (q, (l) liegt. 

FUr die Leistun.rJ de'}" Reaktionskrii{te erhiilt man aus Gl. (11) 
unter Bel'iicksichtigung des Stossverlustes Lo beim Eintritt des Was
sers III clas Laufrad nach Gl. (8) 

(22) L = q . r [ul v cos 1PI - Uz (cz cos 82 + uz)] 17) 

uncI sonach als Ausdruck fUr den TVirkungsgrad def Anlage 

(23) 1) = q~ii' = ~ [u l V cos 1PI - 112 (C2 cos O2 + Uz)]· 

Ersetzt man in (22) und (23) die vI: und c" mittels (21) durch 

17) Einen andercn Ausdruck fUr L entwickelt G. Zeuner, Thcorie der Tur
binen, p. 101 ff. in der Absicht, Theorie und Versuch in bessere Ubereinstim
mung zu bringell und L sowoh1 fur Turbincn a1s Pump en giiltig Z\l mae-hen, 
und zwar den fo1genden 

L = qr [Ill r' cos 1p1 - II. (c, COS 0, + It.)] 
+ ~- ~o qy { v cos (°1 - 1/JI) - ?/I cos 01 - CI } 111 cos °1 ; 

in ihm ist ~o ein besonderer "Stosskoeffizicnt". Eine entsprechende Anderung 
ermbrt auch Gl. (20) und zwar durcb Einfiihnmg eines weiteren Koeffizienten SI' 
des "Eintrittskoeffizienten". 

EllCyklop. d. math. 'V'iSSCllsch. IV 2. 33 
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q und die fk' so erhiilt man nach Elimination von q aus diesen Glei
chungen und aus (20) eine Glt'ichung yom 6. Grade zwischen Lund 
(0), sowie eine solche 4. Grades zwischen 'YJ und co. 

Auch der SpaItdruck andert sich mit co; das Anderungsgesetz 
liisst sich, wie (16) in Verbindung mit (20) ersichtlich macht, durch 
eine Kurve 4. Ordnung anschaulich darstellen. 

Bei Aufstellung vorsteh!lnder Grundgleichungen (20), (22) und 
(23) sind folgende drei Yerlusie nicht in Rechnung gestellt worden: 
1. Der Verlust infolge des Stosses der Wasserstrahlen gegen die 
Schaufelkiipfe beim Eintritt des Wassers in das Laufrad; er ist ver
haltnismiissig klein und kann durch zweckentsprechende Form der 
Schaufelkiipfe seh1' herabgezogen werden; 2. ein Verlust, der dadurch 
entsteht, dass sich die Stellungen del' Radschaufeln gegen die Leii
schaufeln fortwiihrend and ern , wobei die relativen Strahlquerschnitte 
zwischen zwei Grenzen schwanken; dieser Energieverlust wird ver
schieden beurteiIt1S); jedenfalls ist er sehr klein und kann naherungs
weise im Koeffizienten ~2 mit beriicksichtigt werden; 3. del' Spaltverlust, 
welcher bei grossem SpaIt und SpaItdruck sehr betriichtlich werden 
kann. Jedoch lasst sich der SpaIt so gestalten, dass das Wasser beim 
Durchfliessen sebr grosse Widerstande findet und folglich verhiiltnis
massig wenig Wasser verloren geht. Bei zweckmassiger Ausfiihrung 
del' Turbine darf deshalb der SpaItverlust in den Grundgleichungen 
vernachHissigt werden. 

Die aufgestellten Grundgleichungen sind fiir inn en und fiir aussen 
beaufschlagte Turbinen nul' dadurch. untersehiedel1, dal>s r 2 < 1'1 ist 
und erstere kein Saugrobr haben. Bei Axialturbinen nimmt man ge
wiihnlich 1'1 = 1"2 an, wodurch sich die Gleic1nmgen etwas verein
fachen. Doeh falIt hierdureh der Einfluss del' Zentrifugalkrafte aus 
den GleidlUllgen, ein Dmstand, del' bisber nicht. geniigend beriick
sichtigt wurde 19). 

Die neueren Russen beaufschlagten Radialturbinen mit Saugrohr 
haben die Eigentiimlichkeit, dass das 'Wasser nicht nUl" in radialer, 
sondern auch in axialer Richtung abgelenkt wird; sie sind also Kom
binationl'll yon Axial- und Radialturbinen uncI haben aUe doppeIt-

18) Ygl. z. B. C. Bach, 'WusEerrHder, p.40; F Gras71O(, l\raftmnschinen, 
p. 215; G. Herrmann, TV"ei.<bach's :Masc,hinen- Mechnnik 2', p. 422); B. Siribek, 
Der Einfluss der Schnufel~tiirken der Turbinen, Zeitsehr. d. Ver. deutsch. Tng. 
35 (1891), p. 612; E. Brauer, Grundri8s, p. 28. 

19) lIf. GriiMer, Beziehungen zwischen Theorie und Yersuchen bei Axial
VolUurbinen, Rig. Ind.-Zeitung 1891, p. 282. 



4. Grundgleichungen der Turbinentheorie. 491 

gekrummte Schaufeln 20). Besonders auffallig ist dies bei den Tur
binen von Svaine (s. Fig. 10), die trotz kleinem ausseren Durchmesser 
viel Wasser durchlassen; ihre U mlaufs-
geschwindigkeit ist dementsprechend gross. 

Sollen die entwickelten Grundgleichun
gen mit einer fur technische Zwecke hin
reichenden Genauigkeit bestehen, so muss 
in erster Linie der Bedingung genugt werden, 
dass del' hydraulische Druck im Innern del' 
Turbine an keiner Stelle < 0 wird, also 
das Wasser die Turbine vollig erfullt. Das 
bedingt Beschrankungen einerseits fur die 
Formen del' Leit- und Radschaufeln, anderer
Beits fur die Form und Rohe des Saugrohrs. 

I 

I 
I 
I ---,---
I , 

Fig. 10. 

An sich hat die Form der Schaufeln zwar keinen unmittelbaren Ein
flUBS auf die Grosse del' Leistung einer Turbine, wohl aber auf die 
Grosse von ~2' namentlich wenn sie Anlass zu turbulenten Bewegungen 
der Flussigkeit giebt. 

Es ist daher fur die Formgebung der Turbine und ihrer Schaufeln 
hauptsachlich massgebend, dass die Kontinuitat der Flussigkeits
bewegung gewahrt bleibt. Das ist del' Fall, wenn Unstetigli:eiten 
und rasche Wechsel der Geschwindigkeiten nach Grosse und Richtung 
vermieden werden, also die Fltissigkeitsquerschnitte allmahlich sich 
andern und die Krummungen der Stromfadea nicht zu stark sind. 
In dieser Hinsicht ist die Kenntnis des absoluten Wasserweges und 
dessen Ahhiingigkeit von der Schaufelform von grosser Bedentung. 
Das folgende sebr einfache Verfahren zur Ermittlung des absoluten 
'Vasserweges gab H. Zeuner 21). 

Es sei A ein beliebiger Punkt del' Mittellinie des Laufradkanales 
einer Radialturbine, OA = 1', -9:: A OJ = cp, so erhii.lt man s: JOB= q/ 
aus der Beziehung 

r 

III welcher Vr ji'd1' das (in der Fig. 11 schraffierte) Volumen des 
T] 

20) VorschHige fiir die Jo'ormung uud Aufzeichnung solcher Schaufeln 
machten: E. Spcidcl und W. lVagenbach, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lug. 43 (1899), 
p. 581 i N. Baasl!11s, ibid. 45 (1901), p. 1602 j R. Escher, Schweiz. Bauzeit. 41 
(1903), p. 25. Besonders ausfiihrlich behandelt die Geometrie der Schaufelung 
V. Kaplan, Zeitschr. f. d. gesamte Turbinenwesen 1 (1904), p. 267. 

21) Theorie der Turbinen, p. 145. 
33* 
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r. 

Laufradkanrues bis zum Punkte Au V = par das gesamte Kanal-
r, 

volumen und w die Winkelgeschwindigkeit des Laufrades iat. Der 
Winkel tp' bestimmt den Punkt B der Mittellinie des absoluten 

J Il 

Fig. 11. 

Wasserweges, und da der Querschnitt f derselbe bleibt, erhillt man 
so den absoluten W 88serstrabl mit der entsprechenden Annaherung. 

Bei Axialturbinen (rl = rt ) tritt die Beziehung (s. Fig. 12) 
, V ,. 

Y + y = It· · y 

an die Stelle der vorher
gehendenj in ihr ist AJ = y, 
BJ = y', 14 die mittlere Bahn· 
gesch windigkeit des Laufrades, 
wahrend Y., und V eine ana· 
loge Bedeutung haben, wie 
im vorhergehenden FaIle. 

Fig. u. 
U m die Bedingung er

fiillen zu konnen, dass der 
hydraulische Druck an keiner 

Stelle der Turbine zu Null wird, ist die genaue Kenntnis der Druck
verteilung notig. Da letztere streng zur Zeit noch nicht ermittelt werden 
kann, behilft man sich mit Anniherungen und Schitzungen. Wertvoll 
sind in dieser Hinsicht die Gesichtspunkte und Angaben, welche 
J. Isaachsen ft) entwickelt. Der Niherungsweg von A. Brauer IS) besteht 

12) tl'ber die Ablenkungvon Wass8rstrahlen, Civilingenieur 3!.(1886), p.337. 
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dariri, dass er in die Differentialgleichung der Druckiinderung Diffe
renzen an die Stelle der Differentiale setzt und die erforderlichen 
Geschwindigkeiten mittels besonderer Diagramme aufsucht. 

Einen neuen Weg in der Behandlung der Turbinentheorie schlii.gt 
F. Prasi~24.) ein, indem er Losungen der hydrodynamischen Differential
gleichungen fur reibungsfreie Fliissigkeiten ermittelt, deren ent
sprechende Bewegungsvorgange denen des Wassers in den Leit- und 
Laufradkaniilen, sowie in dem Saugrohr ii.hneln. Da hierbei auch die 
Form der Turbine mit bestimmt wird, so ist in derartigell Turbinen 
die Kontinuitat der Fliissigkeitsbewegung gewahrt und der hydro
dynamische Druck uberall grosser als Null, soweit nicht die Ueibung 
auf dieses Ergebllis Eillfiuss hat. Auch entwickelt Prfi~il ein zeich
nerisches Verfahren, welches ermoglicht, die Geschwindigkeitsanderung 
in einer gegebenen Turbine unter gewissen Voraussetzungen zu er
mitteln. In einer weiteren Arbeit 35) giebt F. Pt·(1.;il noch geeignetere 
Losungen der bezeichneten Art, sowie ein Verfahren, mittflls der 
Methode der konformen Abbildung die Schaufelkurven in die Ebene 
zu ubertragen und so der Zeichnung zugiinglich zu mach en. 

Von der Annahme unendlich vieler Schaufeln ausgehencl ent
wickelt H. Lorenz 26) aus den hydrodynamischen Grundgleichungen 
Losungen, die weniger allgemein sind, als die von Prasil, und die 
ihn zu einer besonderen .- von den bewahrten Formen erheblich 
abweichenden - Art von Radialturbinen f"dhren, fur welche das 

23) Turbinentheorie, p. 242. 
24) tJber FliisBigkeitsbewegungen in Rotationshohlritumen, Schweiz. Bau

zeit. 41 (1903), p. 207. 
25) Beiltimmung der Kranzprofile und der Schaufelformen fUr 'furbinen 

und Kreiselpumpcn, ibid. 48 (1906), p. 277. 

26) Die Wasserstrllmung in rotierenden Kanalen, Physik. Zeitschr. G 1 .• 1905), 
p. 82 und 206; Neue Grundlagen der Turbinentheorie, Zeitschr. f. d. geB. Tur
binenwesen 2 (1905), p. 257; Theorie und Berechnung der Vollturbinen und 
Kreiselpumpen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 49 (1905), p. 1670; Folgerungen 
aus den neuen Grundlagen der 'l'urbinentheone, Zeitschr. f. d. geB. Turbinen
weBen 3 (1906), p. 105; diese Arbeiten sind zusammengefa8t in der Monographie: 
Neue Theorie und Berecbnung der Kreiselrider, Miinchen und Berlin 1906. 

V gl. hierzu die wesentlicbe Erganzung von W. Bauersfeld in der Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. lng. 49 (1905), p. 2007; femer die Bemerkungen von V. Kaplan 
in der Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 4 (1907), p. 61) und die Kontroverse 
zwischen F. PraMl und H. ]Arellz ibid. 4 (1907), p. 63, 72, 87 und lU, sowie 
R. v. Mises, tiber die H. Lorenzscbe Theorie der Kreiselrllder, Physik. Zeitscbr. 
8 (1907), p.314 und H. Lorenz, Zur Tbeorie der Kreiselrider, ibid. 8 (1907\ 
p.884. 
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Reaktionsmoment aUer Stromfiden konstant ist. W. Bauersfel,dB7) hat 
dann gezeigt, dass es eine unendliehe Manoigfaltigkeit von Turbinen-, 
bez. Schaufelformen giebt, welche Stromungen in den Leit- und Lauf
rii.dern der Turbinen erzwingen, die den hydrodynamischen Differential
gleichungen fur reibungsfreie Fliissigkeiten gentigen und der Lorensschen 
Annahme konstanten Reaktionsmomentes fur aUeStromfii.den entsprechen. 

6. BedinguDgen fUr daB Maximum. des Wirkungsgrades der 
Turbinenaniage. Aus Gl. (23) geht hervor, dass 'I = 0 wird sowohl 
filr den Sh1lstand der Turbine (u1 = u,I = 0), als auch fiir den 80-

genannten Lee:rlau(, bei welchem die Turbine keine Arbeit abgiebt. 
Die Leerlaufsgeschwindigkeit UfO folgt aus 

U1 t1 cos 1/11 - Us (es cos ()1 + us) = 0 

in Verbindung mit Gl. (20). Zwischen Stillstand und LeerIauf giebt 
es eine Umlaufsgeschwindigkeit Ullm (die sogenannte vorteilhafteste 
Geschwindigkeit), fiir welche "/ ein Maximum wird. Diese Us III ist 
im Allgemeinen verschieden von der Geschwindigkeit, mit welcher L 
sein Maximum en-eicht, und auch von der, fiir welche q einen extremen 
Wert annimmt. 

Das so bestimmte max(,,/) ist abhangig von den Dimensionen 
der Turbine, insbesondere von den Winkeln 1/11' ()1 und ()2' welche 
bei auszufiihrenden Turbinen innerha1b weiter Grenzen wahlbar sind. 
Schon L. Euler lI8) hat filr sein Reaktionsrad die Bedingungsgleichungen 
fur diese Winkel ermittelt, damit max ('I) den grosstmoglichen Wert 
annehme. Eine analoge Untersuchung stellte Poncelet t9) fiir die 
Fourneyron-Turbine an, doch fnhrte ihn· diese zu komplizierten Glei
chungen, welche sich filr die Berechnung neuer Turbinen nicht eig
neten. Man behalf sich seither mit der Annahme, dass '1J seinen 
grosstmoglichen Wert erreiche, wenn bei derselben Umlaufsgeschwindig
keit das Wasser ohne Stoss in das Laufrad eintritt und mit moglichst 
kleiner Energie es wieder verIiisst. Erstere Forderung (v, = 0) fiihrt 
zufolge (13) auf die beiden Gleichungen 

(24) 

(25) 

letztere zufolge (18) 
(26) 

V sin 1/11 - c1 sin ()1 = OJ 

auf 

tt, + c, eos ()! = 0, 

27) Zur Loren.rschen Theorie der Kreiaelrider, ZeitBchr. f. d. gu. Turbinen
weaen 4. (1907). p. 266. 

S8) Th40rie plus complette des machines. Berlin Hiat. del'Acad. 1766, p. 286. 
S9) Th~orie de ]a turbine F~rOtt, p. 2. 
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dung von (24) und (26) durch die Beziehung u1 =Ut . 1'1 
I'i 

die Bedingungsgleichung: 

welcher die Dimensionen der Turbine auaaer (25) geniigen miissen. 
Dass diese Aunahrne nicht richtig ist, hat Griibler 30) gezeigt. 

Er untersucht dell Einfiuss der Veranderlichen u2 , CO~ 'PI = l, (,0, = 11 

und - CO;,O, = 12 auf die Grosse von 1] und L, und findet, dass 

'Yj und L fiir dasselbe u2 = us", ein Maximum werden, wenn die 
Turbinendirnensionen ausser den Gleichungen (25) und (27) noch der 
folgenden 

(28) ,l. 1', _ 1 = 0 81)' 
l' 2 t 

genugen und 1800 - Os so klein als moglich ist. Turbinen, welche 

(28) erfiillen, haben u. a. folgende Eigenschaften: Je nachdem 1'2 ~ r 1 

{
Hyperbel 

ist, wird der durch Gl. (20) bestirnmte Kegelschnitt eme Gerade , 
Ellipse 

{
min. 

also die Wassermenge q = const. 
max. 

der Spaltiiberdruck = {:;:t. 
mln. 

und der Winkel (Jl ;; -~. Dagegen findet sich der maximale Wir

kungsgrad des Laufrades bei allen drei Turbinenarten gleich, also von 

!:~ unabhiingig, falls °2 und ~2 die gleichen Werte besitzen. 
T, 

ZU dem entgegengesetzten Ergebnis gelangt R. Proe1l 32); er findet 

den maximalen Wirkungsgrad urn so grosser, je kleiner r. ist. 
" 

6. Versuche an Vollturbinen. Die an Turbinen angestellten 
Versuche SS) sind meist Bremsversuche, welche nur in der Absicht 

30) Zur Theorie der Vollturbinen, Civilingenieur !9 (1883), p. 150. 
31) Die Bedingungsgleichungen fiir lund l, sind vom 3. Grade; ihre ein

zige reelle Ll.isung wird durch die Gl. (28) dargestellt. 
S2) tJber den hydraulischen Wirkungsgrad von Turbinen, Dresden 1903 

(Disso). 
Sa) tJber die iUteren Versuche berichtet zusammenfassend ill. Riihllll(IIH1, 
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ausgefiihrt wurden, das Maximum der Leistung Lurid des Wirknngs
grades 1], sowie den Einfluss der Inderung von q auf Lund 1] kennen 
zu lernen. 

Die Versuche von A. Fliegner lJ4) haben zum Gegenstande die 
Ermittlung des Einflusses der Kanalformen, bezw. der Richtungs
anderung des Wasserstrahles in den V ollturbinen auf die Grosse der 
Energieverluste beirn Eintritt des Wassers in die Radkanale und in 
letzteren; die hierbei erlangte empirische Formel ist jedoch zu kom
pliziert fiir deren Verwendung in der Theorie. 

Um den Grad der Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ve1'
such kennen zu lernen, hat M. Grubler sr,) Bremsversuche an Axial
turbinen, welche den Bedingungsgleichungen (25), (27) und (28) ent
sp~echend berechnet und ausgefiihrt wurden, angestellt. Bei der
artigen Turbinen muss die Wassermenge q, konstantes Geialle j~ vor
ausgesetzt, von der Umlaufszahl n unabhangig, d. h. konstant sein, 
ferner wird der theoretische Zusammenhang zwischen der Bremskraft 
P und n 1m Beharrungszustande der Turbine durch die lineare Be
ziehung 
(29) n=B- C· P 

dargestellt, in welcher B und C Konstnnten sind. Die Versuche be
statigten die theoretischen Schlussfolgerungen mit einer Genauigkeit, 
welche die Anforderungen der Technik iibersteigt. 

So wurden z. B. an einer in Bauske (Kurland) aufgestellten 
Turbine bei folgenden Bremskriiften P die darunter stehenden Um
laufzahlen n in der Minute gemessen: 

P = 103,19 86,81 70,43 54,05 

n = 46,30 50,00 54,15 57,99 

37,67 21,29 kg 

62,50 66,47 

Die Konstanten B und C, berechnet mittels der Methode der kleinsten 
Quadrate, werden hiernach 

B = 78,26, C = 0,2442, 

Allgemeine Maschinenlehre 1, Hannover 1862, p. 360, Bowie G. Herl'fflaml in 
Weisbach's Maschinen-Mechanik 2', Braunschweig 1883-87, p. 139; femer sehr 
aUBfiihrlich A. Nowack in der 2. Aufl. von G. Mei881ltf, Theorie und Ba.u der 
Turbinen. Jena. 1897, p.486-697. 

34) Versuche aur Theorie der Reaktionsturbinen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen. 23 (1879), p. 469. 

36) tlber Turbinenversuche, Rig. Ind.-Zeitung 1889, p. 169; femer Be
ziehungen zwischen Theorie und Versuchen bei Axial-Vollturbinen, ibid. 1891. 

p.268. 
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und die sich aus (29) ergebenden Werte fur tt 

n = 46,27 50,27 54,27 58,27 62,27 66,27. 

Von diesen weichen die vorher angefiihrten Versuchsergebnisae fUr n 
verhaltnismaasig nUl" sehr wenig ab, niimlich urn 

+ 0,03 + 0,23 - 0,12 - 0,36 + 0,23 + 0,20; 

die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Veranch ist also inner
halb der Versuchsgrenzen gllnz vorziiglich. Auch erwies sich wahrend 
der Versuchsreihe q bei konstantem Gefiille als unveranderlich, d. h. 
unabhiingig von der Drehgeschwindigkeit del' Turbine, wie das die 
TheOl·ie fordert. 

Von den neuen Versuchen seien die sorgfiHtigen Versuchsreihen 
von A. Pfan· S6) und F. Prasil S7 ) hervorgehoben, da sie einen Vergleich 
zwischen Theorie und Versuch ermoglichen. Die ersteren ermitteln 
den Einfluss der Beaufschlagung auf den Wirkungsgrad, die letzteren 
den des Schaufelspaltes und des Reaktionsgrades, Bowie die Grosse 
gewisser Widerstandskoeffizienten. 

7. Freistrahlturbinen. In den Freistrahlturbinen flint das Wasser 
die Kanale des Laufrades nicht vollstiindig aus und deshalb ist die 
Relativbewegung des \Vassers durch das Laufrad keine zwangliiufige. 
Das hat eine we it starkere Abweichung der wirklichen V orgiinge von 
den der Theorie zu Grunde liegenden V oraussetzungen zur Folge, 
denn der absolute Wasserstrahl, welcher aus einem Leitkanal in das 
Laufrad eintritt, wird durch die Schaufeln des letzteren in Teile zer
legt, die sich dann auf den Schaufeln ausbreitcn, wiihrend sie sich 
Hings derselben bewegen 38). Wenn ferner beirn Eintritt des Wassers 
ein Stoss stattfindet, so ist der Stossvorgang ein ganz Rnderer, wenn 
dpr Strahl auf die Schaufel stOS8t, ouer letztere gegen den ersteren, 
<lenn im letzteren Falle tritt eine Zersplitterung des Strahles ein 
und diese entzieht sich z. Z. vollig der Berechnung. Wenn man 
gleichwohl die Theorie del' Vollturbinen trotz der grosseren Ab
weichungen ungeandert auf die Strahlturbinen iibertriigt, so geschieht 
dies mit der Beschriinkung auf den Fall des stossfreien Eintrittes. des 
Wassers in das Laufrad und der Benutzung der Rechnungsergebnisse 
lediglich fiir die Berechnung neuer Turbinen. Ein wesentliches Er-

36) BremsverBuche an radialen Reaktionsturbinen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
lng. 36 (1892), p. i97. 

37) Vergleichende Untersllchungen an Reaktions - Niederdruckturbinen, 
Schweiz. Bauzeit. 46 (1906), p. 81. 

38) Vgl. hierzu: A. Pfar,., Die Turbinen fiir Wasserkraftbetrieb, p. 646. 
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fordernis ffir die erwahnte Ubertragung ist ferner, dass das Wasser 
sich an keiner Stelle von der Radschaufel ablost. Wie Grashof 39) 

gezeigt hat, ist dies bei Radia}turbinen der Fall, wenn der Uberdruck 
fiber die Atmosphare, d. i. 

c· 
- ro2 • r cos 0 - 2roc +-

fl 

fiir alle Wasserteilchen grosser als Null ist (s. Fig. 13). Hieraus folgt 

d 
/l 

I 

I 
I 

I 
I 

l 
I 

r 

Fig. 13. 

ein Maximum fur den Kriimmungsradius 
Q = KA der Radschaufel. nei Axial
turbinen findet er (p. 277) 

c' 
~- + g cos 0> 0 
II 

als entsprechende Bedingung. 
Bei Strahlturbinen erfolgt der Aus

tritt des Wassers aus dem Leitapparat 
unter dem Luftdruck; es ist also in den 
Gleichungen (12) bis (23) 

a = a2 = aa = a, = ao 
zu setzen, und da das Saugrohr fortfiillt, 
V3 = va und V4 = O. 

An die Stelle von GL (12) tritt 
dann hier mit Zo -, z = It' 

(30) 2gh' = ~V02 + (1 + ~) v2 - vo'l, 

und an Stelle von (16), weil voraussetzungsgemiiss v, = 0, also cr = clI 

(31) 2gh12 = (1 + ~i) C22 - Cl 2 + 'U12 - U22• 

Diu Koutinuitatsbedingung (21) beschriinkt sich auf die Bewegung 
des Wassers bis zum Austritt aus dem Leitapparatj mit nur sehr 
zweifelhafter Anniiherung kann sie zur Berechnung der Strahlquel'
schnitte fl und t~ benutzt werden. 

Endlich erhiilt man fur die Leistung zufolge Gl, (11) hier ein
facher 
(032) L = '1 . r . [ul (el cos 01 + itl) -U2 (c! eos O~ + 'us)] 

und wenn man (24) und (26) benutzt, 

(33) 

ferner 

(34) 

LmlloX = q . r . u1 v cos 1/111 

tI. V C081/>. 
1jmax = gh 

39) Kraftmaschinen, p. 296. 
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Bei den Freistrahlturbinen iet v, wie aus (30) ersichtlich, kon-
8tant; daher lindert sich Lund f} nur mit der Umlaufsgeschwindigkeit. 

Die Radialfreistrahlturbine mit iiusserer Beaufschlagung Crl > r,) 
ist unter dem Namen Zuppinger-Turbine oder auch Tangentialrad be
kannt" die mit innerer Beaufschlagung Crl < r 2) als Schwamrnkrug
Turbine, und die Freistrahlaxialturbine (rl = r2) als Girard-Turbine. 

Zu den Freistrahlturbinen gehoren auch die sogenanntell LOffel
riider40) , bei denen der Strahl tangential zum mittleren Radumfang 
und die Drehaxe senkrecht kreuzend in das Rad eintritt, und gegen 
die Schneiden der sog. Lofi'el (s. Fig. 14) stromend von entsprechend 
geformten FHichen nach beiden Seiten in die axiale Richtung ab
gelenkt wird. 

Eine Abart der Lofi'elrJder sind die sog. Pelton-RliderU ), in welche 

Fig. 14. Fig. 15. 

der Wa8serstrahl wie bei den Lofl'elriidern eintritt, und durch Schaufeln 
der beistehend skizzierten Form (s. Fig. 15) urn fast 1800 abgelenkt 
wird 42). 

Versltche an Freistrahlturbinen sind in grosser Zahl ausgefiihrl 
worden, doch beschranken sie sich zumeist auf die Ermittlung von 
lImax durch Bremsversuche und 1rVassermengen -Messungen. U m die 
Annaherung der Theorie der Strahlturbinen an die Wirklichkeit und 
insbesondere die Abhangigkeit der Energieverluste von der Umlaufs-

~O) Vgl. u. a. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. ~[i (1901j, p. 1187; ferner 
R. Escher, fiber die Schaufelung des Llifrelrades, Schweiz. Bauzeitung 45 (1905), 
p . 207 . 

~1 ) V gl. 1.. Vi!luw;c et Ch. Milalldl'e, Turbines, Paris 1899, p. 142. 
~2) Eine ausfiihrlichere Theorie des Peltonrades giebt L. HartlCagnu, 

Tbeoretische Cntersuchungen am Peltonrad, ZeitBchr. f. d. ges. Turbinenwescn 
2 (1903), p. 98. 
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geschwindigkeit zu ermitteln, hat A.. Fliegner M ) zahlreiche Versuchs
reihen angestellt, doeh haben diese zu absehliessenden Ergebnissen 
nicht gefiihrt. 

8. Die Regulierung der Turbinen. Bei den Wasserkraftanlugen 
andert sieh zumeist der Zufiuss aus den natiirlichen Wasserlaufen 
innerhalb der Betriebszeiten llnd entspreehend das Gefallej ferner ist 
die Leistungsentnahme hliufig grossen Sehwankungen unterworfen. 
Dagegen wird in den weitaus meisten Betrieben gefordert, dass die 
Umlaufsgesehwindigkeit der Hauptwelle des Motors' konstant bleibe. 
Die Erfiillung dieser Forderung ist die Aufgabe del' Regulierung der 
Turbinen j als ihre Hilfsmittel dienen die Bremsung (Entziehung der 
iibersehiissigen Arbeit dureh Reibnng fester oder fliissiger Karper), 
Drosselung (Storung des Zuflusses durch Schieber oder Drehklappen), 
Abschluss eines Teiles der Leitkanale, odeI' .Anderung des Austritts
querschnittes der Leitkanale. Letzteres hat entweder eine Anderung 
des Spaltdruckes zur Folge, wie bei der Anwendung del' Finkschen 
Drehschaufeln44), odeI' nieht, wie z. B. bei den Ausfiussdiisell del' 
Frei strah lturb inen. 

Die Regulierung erfolgt meist automatisch durch Zentrifugal
regulatorenj dmeh diese werden bei eintretenden Geschwindigkeits
anderungen del' Hauptwelle besondere Motoren (Servomotoren) in 
Bewegung gesetzt, welehe die Regulierung bewirken, (also z. B. die 
Querschnitte del' Leitkanale dureh Drehung del' Leitschaufeln andel'll) 
und uurch sinnreiehe Mechanismen die Schwankungen der Umlaufs
zahl des Motors in engen Grenzen halten. Die Theorie des Regu
lierungsvorganges bei Turbinen ist besonders von R. Proe1l45), H Leallti46), 

A. Houko1l'sky n), A. P(an· 48), A. Stodola 49), A. Rateau 50) und W Bauers
feid 51) studiert worden. 

43) Schwei7.. Bauzeitung 26 (1880). p. 126; ferner 31 (1890), p. 91. 
44) Vgl. hierzu: R. Camerer, Experimentelle Bestimmung des giinstigstell 

Drebpunktes von Turbinenschaufeln, Zeitschr. d, Ver. deutsch. log. 00 (1906), p, 04" 

4r» tiber den indirekt wirkenden ReguJierapparat Pa.tent Proell, Zeitschr, 
d. Ver. deutsch. lng. 28 (1884), p.458, 

46) Memoires sur les oscilla.tions a longues penodes rlans les machinrs 
aetionnees par des moteurs hydrauliques, Journal de l'ecole poly technique 55 
(1885), p. 1; femer: Du mouveml'nt trouble des moteurs, consecutif i\, une pertur
bation brusque, Journal de l'ecole polyt. 61 (1891), p. L 

47) Die Regulierung der Turbinen, Zeitscbr. d, Ver, deutsch. Jng, 4() 
(18U6), p. 839. 

48) Del' Regulierungs\'orgallg bei Turbinen mit indirekt wirkendem Regu
lator, Zeitschl'. d. Ver. deutsch. Ing. 43 (1899), p. 1553; ferner: Turbinen fiir 
Wasserkraftbetrieb, p, 286. 
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9. Anwendungsbereiche der hydraulischen )(otoren. Die ober
schlachtigen Wasserrader werden in der Gegenwart nur noch ver
einzelt fiir kleine Betriebe ausgefiihrt, trotzdem ihr Wirkungsgrad ein 
hoher (bis 0,8) ist, und zwar, weil sie an kleine GefiHle (3-12 m) 
und kleine Wassermengen und Umlaufsgeschwindigkeiten gebuuden 
sind. 1st das Gefiille sehr klein (0,6-1,5 m), jedoch die Wasser
menge gro'ss (2-5 mS), so verwendet man mit Vorteil die unter
schlachtigen Kropfriider, insbesondere die von Sagibien und Zuppinger, 
falls die kleinen Umlaufsgeschwindigkeiten, Hochwasser und Ein
frieren kein Hindemis bilden, denn ihr Wirkungsgrad iibersteigt zu
weilen 0,75. 

Weitaus am haufigsten werden zur .A.usniitzung der Wasserkrafte 
die Turbinen verwendet, weil sie sich den verschiedensten Gefallen 
und Wassermengen anpassen lassen, grosse U mlaufsgesch windigkeiten 
besitzen, leicht regulierbar sind und besser vor dem Einfrieren ge
schiitzt werden konnen. In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts 
wurden mehr .A.xialturbinen sowohl mit, als auch ohne Saugrohr ver
wendet; sie konnen als Vollturbinen mit Saugrohr ausserstens 12 m 
Gefalle ausnutzen, ohne Saugrohr nur etwa 4 m. Ihr Wirkungsgrad 
betriigt 0,7 bis 0,8 und erl'eicht zuweilen 0,85. In der Gegenwart 
werden uberall da, wo die Wassermengen die Anwendung von Voll
turbinen gestattet, Radialturbinen mit ii.usserer Beaufschlagung, also 
Francis- und Svaine-Turbinen bevorzugt, weil ihre Regulierungsfahig
keit gross ist, d. h. weil sie fur sehr verschiedene Wassermengen 
(Beaufschlagungen) bei derselben Umlaufsgeschwindigkeit doch nur 
wenig veriinderliche, verhaltnismassig hohe Wirkungsgrade (bis 0,85) 
besitzen. Bei sehr kleinen Wassermengen und grossen Gefallen (bis 
500 m) sind Freistrahlturbinen angezeigt. In neuester Zeit verwendet 
man im letzteren FaIle besonders Loft'el- und Peltonrader, die zwar 
keine so hohen Wirkungsgrade haben (bis 0,75), jedoch sehr gut 
regulierbar sind. 

Die Verwertung der Wasserkrafte ist sehr gesteigert worden 
durch die elektrische Kraftiibertragung auf grosse Entfernungen, 
welche den Betrieb elektrischer Bahnen, die elektrische Beleuchtung, 
viele elektrochemische Industrien u. a. wirtschaftlich vorteilhaft 
machte. .A.ndererseits gab die Anlage von Thalsperren ebenfalls hiiufig 
die Veranlassung zur Ausnutzung der durch sie hervorgerufenen 

49) Die Regnlierung der Turbinen, Schweiz. Bauzeit. 22 (1893), p. 113. 
50) Traite des turbo-machines, Paris 1900, p. 189. 
51) Die automatische Regulierung der Tnrbinen, Berlin 1905. 
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Gefiille. Dementsprechend ist del' Bau del' Turbinen ganz ausser
ordentlich rasch gestiegen 52) und Hisst sich besonders infolge der 
kiinstlichen Erzeugung del' Salpetersaure auf elektrischem V{ ege 
(kiinstliche Diingemittel, Ersatz fiir den Salpeter) eine weitere grosse 
Steigerung erwarten. Andererseits drangt die Wirtschaftlichkeit del' 
Betriebe auf eine moglichst vollkommene Ausnutzung del' natlirlichen 
Wasserkriifte, also auf die Erzielung hoher Wirkungsgrade; die Ver
vollkommnung del' Theorie und Berechnung del' Turbinen ist desbalb 
von grosser Bedeutung. 

10. Kolbenpumpen. 53) Obwohl die Kolbenpumpen in sehr vielen 
verschiedenen Formen verwendet werden 54), lasst sich docb ihre Theorie 

I 
h, 
I 

auf die del' einfach wirkenden Saug- und 
d _ka~ Druckpumpe zurlickflihren (s. Fig. 16), 
-=--.::.J..-::-::" 
- --1--

p 

Fig'. 16. 

Del' Kolben in dem Pumpenzylinder 
wird zumeist mittels einer Pleuelstange 
von einer gleichformig rotierenden Kur
bel aus auf und ab bewegt; doch kommen 
auch andere Arlen del' Erzeugung del' 
Kolbenbewegung VOl', wie z. B. bei 
Handpumpen, Feuerspritzen, Dampfpum
pen mit direkter Ubertragung u. s. w. 

Bei del' Aufwiirtsbewegung des 
Kolbens wird das Wasser (odeI' eine 
andere Fliissigkeit) durch das Saugrohr 
Al angesaugt, wobei das Ventil Bl sich 
selbsttiitig ofi'net und das Wasser in 
den Pumpenzylinder dUl'ch den Luft
drnck getrieben wird. Bei dem Nieder
gange des Kolbens dagegen schliesst 
sich das Ventil Bl und es ofi'net sich 
infolge del' Zunahme des durch die Be
triebskraft del' Pumpe erzeugten Druckes 
das Ventil bei B2 , durch welches das 

52) V gl. R. TlIOIIWIIIl, Die Entwicklung des Turbinenbaues, Stuttgart 1901. 
53) Die Pump en mit deformierbaren Kolben (Membranpumpen) und die 

kolbenlosen Pumpen, die mit Luft·, Gas- oder Dampfdruck betriebeu werden. 
sollen hier nicht behandelt werden, da ihre Theorie zum Teil sehr einfach, zum 
Teil noch wenig entwickelt ist. 

541 Nach Art des Kolbens unterscheidet man Pumpen mit ScheiLen-, mit 
Plunger-, mit Ditl'erential- oder mit \'entilkolben, nach der Wirkungsweise ein
fach- und doppeltwirkende Pumpen. 
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Wasser aus dem Zylinder in das Steigrohr (Druckrohr) A2 tritt; letzteres 
fiihrt es zu del' in entsprechender Hohe gelegenen Ausgussstelle. 

Die Theorie dieser Pwnpe ermittelt den hydraulischen Druck 
unter dem Kolben del' Pumpe, die Kraft und Leistung zum Betriebe 
del' letzteren 55), und stellt die Bedingungen auf, unter denen das 
Wasser der Bewegung des Kolbens stetig folgt, also kein Hohlraum 
in del' Wassersaule eintritt, der sich mit nachfolgendem zerstorend 
wirkendem Stoss (sogenanllter Wasserschlag) wieder schliessen wiirde. 
Die Annaherungen sind ganz ahnliche, wie in der Theorie der Tur
binen. Die vorkommenden Geschwindigkeiten der Fliissigkeit sind 
nur mittlere, eben so die Driicke; ferner werden die hydraulischen 
Widerstandskrlifte in der Form r· '}' . hv eingefiihrt, wenn r den Quer
schnitt der prismatisch, bezw. zylindrisch gedachten FHissigkeitsmasse, 
y die spezifische Schwere der Fliissigkeit und he die bei stationarer 
Bewegung del' Fliissigkeit infolge der Widerstande verlorene Druck
hohe bezeichnet. 

a) Saugvorgang. 1st r der Radius del' treibenden Kurbel, s = 2r 
der Kolbenhub, {" del' Kolbenquerschnitt und f· 0 del' sogenannte 
schadliche Raum zwischen dem tiefsten Stand des Kolbens und den 
Ventilen, bezeichnet endlich as den jeweiligen Barometerstand in Wasser·· 
saule gemessen, at die del' Temperatur t der FHissigkeit entsprechende 
Dampfspanl1ung, gemessen als Druckhohe del' Fllissigkeit, und setzt 
man a. - at = {/, so muss die Holte des erwiihnten Kolbentiet'standes 
1~ber item Untertmsserspiegel del' Bedingung 

Ii < a. _8 __ 
1 s+ (j 

gelliigen, falls iiberhaupt das Ansaugen moglich sein soll; denn del' 
schadliche Raum ist zu Beginn der Bewegung mit Luft erfiint. 

Bezeichnet b die Beschleunigung des Kolbens zur Zeit t, d. i. 
nach dem Wege x des Ietzteren, 1nl die zur Zeit t in Bewegung be-

(j;» Die Theorie der Kolbenpumpen reicht in ihren Elementen bis zn den 
Anfangen der Hydraulik zuruck; doch hat erst 1,. Ell1eor brauchbare AnAlltze 
und Regeln fiir Druckpllffipen gegeben in der Arbeit: Discussions et maximeB 
pour arranger les plus uvantageusement les machines destinees it eIever l'eau 
par Ie moyen des pompes, Berlin HiBt. de l'Acad. 1752, p. 149 11.185. We iter 
entwickelt wurde sie durch: K. CII. Langsdorf, Lehrbucb der Hydraulik, Alten
burg 1794. p. 410; A. Baader, Yollstlindige Theorie der Saug- und HeiJepumpen, 
Bayreuth 1797; J. A. Eytelll·ein. Handbuch der Mechanik fester Karper nnc] der 
Hydraulik, Berlin 1801, p. 321; F. A. 1". Gersil1er, Handbuch der ~rechanik, Prag 
1832, 3, p. 26S; J. lVei8/)(Ich, )faschinenmechanik 2, p. 845; C. Fink, Abhund
lungen tiber Kolben- und Centrifugalpumpen. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 7 
(1863\ p. 177 und 12 (1868), p. 5:19. 
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findliche Wassermasse, h~ die den hydraulischen Bewegungswider
standen im Saugrohr Al und Venti! BI entsprechende verlorene Druck
hohe, so ist der Druck 'linter dem Kolbe'll, gemessen als Druckhohe, 

(35) 

und die Kraft, mit welcher an dieser Stelle der Kolben bewegt 
werden muss, 
(36) PI = JJ[(b + g) + (ao- YI)(' r + R I • 

In letzterer Beziehung bedeutet M die Masse von Kolben und Kolben
stange nnd Rl den Reibungswiderstand des Kolbens. 

Die Widm'standshOhe h~ setzt sich aus drei Teilen zusammen, der 
! 

des Eintrittes der Fliissigkeit in das Saugrohr = ~o ~lg' der Rohr-

reibung = br ' }l . ~1; und des Ventilwiderstandes = ~/. ;;, falls c1 die 

mittlere Geschwindigkeit im Saugrohr und t' = ~~ die Kolbenge. 

schwindigkeit bezeichnet. Unter Benutzung der Kontinuitatsbedingung 
tv = t~ C1 wird daher 

h~ = [(bo + br ' ~:) ([y + ~t'J ;~, 
Bei anderen Anordnungen der Pumpe wird sich It: entsprechend 
andel'S zusammensetzen. 

Damit kein Wasserschlng eintritt, darf y nicht Null werden; da
her die Bedingung 

(37) 

In ihr wird meist naherungsweise m1 = fl '1 r gesetzt, und II gleich 
g 

der Lange des Saugrohres angenommen, also die :Masse des Zylinder
inhaltes vernachliissigt. Die Beschleunigung b hiingt von del' Art 
der Kolbenbewegung abo Erfolgt letztere mittels Pleuelstange von 
einer gleichfOrmig rotierenden Kurbel aus ,ist l' deren Radius und 
'II = l' . ro die Umfangsgeschwilldigkeit, so folgt unter der Annaherung. 
die in der Annahme unendlich grosser Lange der Pleuelstange liegt, 

(1 . . b tl~ "( . x = r - cos tp), v = 'II • sm rp, = r . cos rp = r ' ro" cos tp worm 

rp den Kurbelwinkel bezeichnet) und damit 

x + h. + (nil • b = X 
'7 

als eine Funktion von tp, welche extreme .Werte besitzt. Der grosste 
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dieser Werte ist in (37) einzusetzen. Das fiihrt nach F. Grashof58) 
mit der Bezeichnung 

und der Vernachlassigung von x auf die Bedingung 

a> h + li, u 2 falls i> 1 
1 f, rg' 

odeI' 
1 + (. + 1) fl, u' 

a> t1 t ·i 2f,rg' falls i < 1, 

zur Verhiituug des Wasserschlages im Saugrohr. 
U m den Wasserschlag zu 

verhiiten, ordnet man einen 
Saugwindkessel (s. Fig. 17) an. 
Die Beriicksichtigung desselben 
in der TheOl'ie ist zur Zeit 
noch unvollkommen 57); man 
macht die Annahme, dass das 
Wasser mit konstanter Ge-
schwindigkeit ('1 durch das 
Saugrohr in den Willdkessel 
tritt, weil bei geniigend 
grossem Windkessel der Luft
druck in demselben nul' wenig 
schwankt 58). Beim Ansaugen 
tritt das Wasser dann aus dem 
vVindkessel in den Zylinder 
del' Pumpe. Untel' diesen An
nahmen und mit den vorel'
wahnten Annahenmgen findet 
F. Grashor6) als Bedingung 
del' Verhinderung des Wasser- Fig. 17. 

,,6) F. Redtellbacher, Hesultate fiir den Maschinenbau, o. Autl., herau~

gegeben ,on F. Grashof, Heidelberg 1869, p. 393, Anmerkung. 
57) V gl. A. Stodola, tTber die Regulierung der Turbinen, Schweiz. Bau

zeitung 34 (1893), p. 113; ferner L. Allievi, Theorie generale du mou,ement varie 
de l'eau dans les tuyaux de conduite, Revue de mecanique 14 (1904), p. ~50. 
In beiden Arbeiten befinden sieh ~trengere l'ntersnchungen iiber die Abmessnngen 
,on Windkeaaeln. 

68) V gl. Hartmalll! und Knoke .. Die PumpeD, 3. Auti., p. 96. 
Encyklop. d. math Wi ••• n<ch I \' ~. 34 



006 IV 21. 1If. GrableI'. Theorie der hydraulischen Motoren und Pumpen. 

schlages 
> 1 + 1 + ~t' (L) u' + S ~ C,2 a ti 2 f, 9 rd,2g' 

vorausgesetzt, dass der Windkessel ein Volumen Vi > l!U ' habe, , 
worm 

und 
V=0,06· Fs 

fUr einfach wirkende Pumpen, 

V= 0,32· Fs 

fiir doppelt wirkende Pump en oder zwei gleiche mit entgegengesetzten 
Kurbeln kombinierte Pumpen, 

V=0,08. Fs 

fiir zwei gleiche mit rechtwinklig versetzten Kurbeln kombinierte 
doppeltwirkende Pumpen ist. 

b) Druclcvorgang. Mit den analogen Bezeichnungen, wie beirn 
Saugvorgang, erhalten wir, falls kein· Druckwindkessel vorhanden ist, 
als Druck unter dem Kolben 

+ 7 7" m. b 112 = a 1.2 - X - tD - h· ; 
hierin ist 

die WiderstandshOhe; die drei Glieder entsprechen dem Widerstand 
des Druckventils B 2 , del' Reibung im Druckrohr und dern Widerstand 
beirn Austritt des Wassel's aus letzterem. Die Kraft, mit welcher 
der Kolben bewegt werden muss, urn den Druck Y2 zu erzeugen, ist 

P2 = rf(Y2 - ao) + ]J:f(b - g) + R2 ; 

him·in bedeutet R9 den Heibungswiderstand des Kolbens. 
Wiihrend des Druckvorganges findet gleichzeitig em Ansaugen 

statt, sobald Y:t < Yi wird, also 
) fl2 u' 

(38 hi + 112 < gf2 1•• 

Ein Wasserschlag im Druckrohr tritt in diesem FaIle nicht ein, wenn 

. (a +11) > ", +". n11n --
1 12 

iet, wobei vorausgesetzt wird, dass die Druckleitung eine Stelle fiber 
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dem Ausguss besitzt, welche urn h hohe1' als letzterer liegt und der 
RohrHinge nach um l von ihm entfernt ist. Steigt das Druckrohr 
stetig, so hat man h = h2 und l = l2 zu setzen. 

Findet dagegen die Beziehung (38) nicht statt, so tritt kein 
\Vasserschlag em, wenn der Druck tiberall grosser als Null ist, also 

min (a + h) > fMi • 
I f,9 l' 

1st ein Saugwindkessel vorhanden, so wird 1(2 < U 1 nul', wenn 

h + It + ~ ]1. .cl~ < fl. tt" 
1 2 r ell 2g f2 gj' 

und dann wird der Wasserschlag vermieden, falls 

min (a t It) > -~ (hi + h2 + Sr ~l~·i) , 
1st ein Druckwindkessel vorhanden (s. Fig, 17), dessen Luftinhalt 

sich nicht andert, so kann ein Wasserschlag uberhaupt nicht ein
treten, wenn das V olumen des Windkessels 

'worIn 

V 
Y2 > 1- --"~ cx, 

l2(~- min(~)) 
((2 = I, c,' 

a + 712 +!;r d' -2"-
" 9 

Ist die Pm-npe doppeltwirlcend, d, h. find en die Vorgange des 
Saugens und Dritckens auf beiden Seiten des Kolbens statt, so kann 
~(2 < /(1 nul' werden, wenn 

h + h < f(~ + ~~.) u', 
1 2 fl f, gr 

Sind keine vVindkessel vorhanden, so tritt kein Wasserscblag III 

Drllckrohr ein, wenn 

, (a+h) > 1 (I +7 2f ll lt') mm -- - I 1---' 
I I. 1 2 flrg 

1st dagegen em Saugwindkessel vorhanden, so muss, falls 

h + h + t il. ~ < fl.l~2 
1 2 - r ell 2 9 t~ r 9 , 

del' Bedingung 

, ((( + 71) 1 (7 + 7 + t 11 CI ') mill --1 - > 12 11 12 -r dl 2g 

geniigt werden, wenn kein vVasserschlag im Druckrohr eintreten solI. 
34* 
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Die zur Bewegung des Kolbens einer doppeltwirkenden Pumpe 
notige Kraft ist 

P = f (Y2 - '!Il) r + M (b + g) + R, 
die Arbeit wahrend eines Kolbenhubes 

• 
A !Pdx 

o 

und die mittlere, zum Betriebe der Pumpe erforderliche Leistung 

L =.A.u=..A..n 
m r.n 30n' 

wenn n die Anzahl der Umdrehungen der Kurbel in der Minute be
zeichnet. 

Eine Schwierigkeit fiir die Aufstellung einer genaueren Theorie 
der Kolbenpumpen bietet die Ventilbewegung. Diese ist gegenwiirtig 
nur unter zum Teil recht unsicheren Annahmen und Annaherungen 
theoretisch behandelt worden 69), wahrend auf dem Wege des Ver
suches fiir die sogenannte Ventilbelastung, d. i. die Kraft P, welche 
das geoffnete Ventil gegeniiber der stromenden Fliissigkeit in be
stimmter Lage erh31t, fiir verschiedene Ventilformen von C. Bach 60) 
die empirische Formel 

P = 1000f'~[" + (~)IJ 2g ",hu 

aufgestellt wurde; in ihr bedeutet: f den Querschnitt der Ventilsitz
offnung, h die Hubhohe des Ventils, c die mittlere Geschwindigkeit, 
mit welcher das Wasser unter dem Ventil ankommt, also durch 
f fliesst, u den Teil des Umfanges von (, durch welchen das Wasser 
stromt, " und I-' Erfahrungskoeffizienten. Ferner sind Versuche iiber 
den Ventilwiderstand, d. i. den hydraulischen Energieverlust, welcher 
beim Stromen der Fliissigkeit durch das Ventil stattfindet, sowie iiber 
den zur 6ffnung des Ventils erforderlichen Uberdruck angestellt 
worden von J. Weisbach 61), O. Bach6'11), H. Berg6S) und L. Klein M ). 

69) Vgl. hieriiber: M. Westphal, Beitrag zur Grossenbestimmung von Pumpen
ventilen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 37 (1893), p. 381. Auf d.iese Albeit sich 
stiitzend geben weitere Ausfiihrungen O. H. Mueller jr., Das Pumpenventil, 
Leipzig 1900, und H. Berg, Die Wirkungsweise federbelasteter Pumpenventile 
und ihre Berechnung, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 48 (1904), p. 1093. 

60) Die allgemeinen Grnndlagen fiir die Konstruktion der Kolbenpumpen, 
Anhang zu dem Werke: Die Konstruktion der Feuerspritzen, Stuttgart 1882, 
p. 178. 

61) Untersuchungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik, Leipzig 1842. 
62) Versuche liber Ventilbelastung und Ventilwiderstand, Berlin 1884, auch 

Zeitschr. d. Ver. deutach. Ingen. SO (1886), p.421. 
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Eine graphische DarsteUung der Ventilbewegung unter weitgehenden 
Anniiherungen giebt O. Enquehard 65). 

. Viellhnlichkeit mit den Vorgii.ngen an den Kolbenpumpen haben 
die an den Gebliisen. Der wesentliche Unterschied besteht nur darin, 
dass der eigentlichen Pumparbeit beim Saughub ein Exp!IDsions
vorgang und beim Druckhub eine Kompression vorausgeht. 

11. Zentrif'ugalpumpen. Die Theorie der Zentrifugalpumpen 
steht in einfachem Zusammenhange mit der der Turbinen, denn die 
Zentrifugalpumpen lassen sich als getriebene Turbinen auffassen. Zu 
meist haben diese Pump en ein Laufrad mit horizontaler Axe, das 

Fig. 18. 

I 

I 
I 
I 

- ~-h 
- I 

- I 

I 

Fig. 19. 

durch ein Gehiiuse umschlossen iat. In letzteres fiihrt ein Saugrohr 
A1 (s. Fig. 18) vom Unterwasserspiegel die Fliissigkeit seitlich in 
die Nii.he der Drehaxe ein, und von 4a wird es entweder ohne Zuleit
apparat (s. Fig. II:!) oder mit einem solchel! Z (s. Fig. 19) dem Lauf-

68) Die Wirkungsweise federbelasteter Pumpenventile, Zeitsohr. d. Ver. 
deutsoh. Ing. 48 (1904), p. 1134. 

64) nber freigehende Pumpenventile, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 49 
(1906), p. 486 uud 618 uud Dinglers Polyt. Journal. 88 (190'1), p. 868. 

66) Revue de m~canique 12 (1903), p. 367. 
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rade L zugefiihrt. Durch die Umdrehung des letzteren gelangt es 
an dessen ausseren Umfang und tritt von dort in den Ableitapparat 
(haufig Diffuser genannt) ein. Letzterer ist ein an das Laufrad sich 
anschliessender nach aussen sich el"weiternder Raum R, del' bei Hoch
druckpnmpen ein mit Leitschaufeln versehenes Ableitrad A (s. Fig. 19) 
enthiilt. Der Ableitapparat hat den Zweck, die kinetische Energie der 
Fliissigkeit allmahlich, d. h. unter Vermeidung turbulenter V organge 
in potentielle, also in Druck umzusetzen 66). Aus dem Raum R ge
langt die Fliissigkeit in das Druck- oder Steigrohr A2 (s. Fig. 18) 
und durch dieses zum Oberwasserspiegel, bez. zur Austrittsstelle. Der 
Bewegungsvorgang ist also dem an RadialtUl"binen mit ausserer Beauf
schlagung entgegengesetzt. Demgemass werden die Gleichungen denen 
fiir V ollturbinen ganz ahnlich. Wenn die Drehaxe horizontal liegt, 
also die Ein- und A ushittsstellen des Laufrades sich in verschiedenen 
Hohen befillden, so bedient man sich wie bei den Turbinen der An
naherung, an Stelle dieser verschiedenen Hohen die mittlere Hohe .0'1 

der Radaxe zu setzen. 
Unter Beibehaltung der fiir die Turbinen giiltigen Bezeichnungen 

erhalten wir fur eine Zelltrifugalpumpe mit Zu- und Ableitapparat 
(s. Fig. 19) die folgenden Gleichungen: 

1) FUr die Bewegung yom Unterwasserspiegel bis zum Austritt 
aus dem Zuleitapparat (analog Gl. (12» 

(39) 2g(ao - a - .0'1) = ~OV02 + (1 + ~)V2; 
2) fur die Bewegung durch das Laufrad 

(40) 2g(a - a2) = (1 + ~2)C22 + v/ - cr 2 + ut 2 -71/ 

= (1 + S2)C22 + c1 ~ - 2c1 (v cos (()1 -1/Jl) -7(1 cos (J1) 

+ 1(12 - 1122; 

3) fUr den Durchgang durch das Ableitrad 

(41) 2g(a2 - a.1) = (1 + ~4)vl + V3 2 - 2V3 (u2 cos ()3 + C2 cos «(J2 - ()3» 

worm 

ist; 
4) fur den Ubergang ans dem Ableitrad durch den Raum R III 

das Druckrohr 
(42) 2g(aJ - ai,) = (1 + S:,)?:i,2 - v/; 

66) Beziiglich der Bewegung der FlUssigkeit iru Ableitapparat vgl. K. Hart
malin und O. Knoke, Die Pumpen, 3. Aufl. bearbeitet Yon H. Berg, p. 442; ferner 
W: Griin, Die Wirkung Yon Leitvorrichtungen bei Zentrifugalpurupen und 
Gebllisen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 51 (1907), p. 543. 
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5) endlicb fUr die Bewegung dureh das Druckrobr 

(43) 2g(Zl - Zs + a5 - ao) = (1 + ~s)vG~ - V59, 

worin Zs = h, d. i. del' gesamten HubhObe zu setzen ist und ts aus 
verschiedenen Teilen (Rohrreibung, Kriimmungen usw.) bestehen kann 

Die Addition diesel' Gleicbungen fiihrt auf die Gleichung 

(44) - 2gh = SOV02 + (1 + ~)V2 + C12 -- 2c1 (v cos (01 -1/11) - u1 cos (1) 

+ t(1 2 - U 22 + (1 + ~2)C22 + V S2 - 2va(c2 cos CO2 - Os) + t(2 cos Os) 

+ ~lV4.2 + S5V52 + (1 + ss)VS2, 

zu welcher noch die aus del' Kontinuitatsbedingung folgenden Glei
chungen treten. 

Die zum Betriebe notige Leistung folgt aus Gl. (22) unter Beriick
sichtigung del' entgegengesetzten Bewegungsrichtung des Wassel's zu 

(45) L = q. r . [U2(U2 + c2 cos (J2) - Hl v cos 1fl] 

und del' Wirkungsgrad del' Pumpe zu 

(46) 
gh 

'I) = 1(2 (u. + c, cos 02) -1(, v COB 1fJ, 

Die samtlichen Gleichungen haben zur Voraussetzung, dass del' hydrau
lisehe Druck an keiner Stelle ;S; 0 werde. Hieraus folgt u. a., dass 
das Saugrobr Al die durch die Gl. (39) bestimmte Hohe nicht iiber
schreite. 

Bei den Zentrifugalpumpen ohne Zuleitrad nimmt man an, dass 
das Wasser bei jeder beliebigen Drehgeschwindigkeit radial gerichtet 

eintritt; es ist dann in vorstehenden GIeichungen l/J1 = ; zu setzen. 

Raben ferner die Pumpen kein Ableitrad, so ist in (41) die rechte 
Seite durch (1 + S.1)V42 - VS 2 zu ersetzen. 

Zur Uberwindung grosser Hubhohen werden mehrere Pump en 
in dem gleichen Gehause und mit gemeinsamer Axe (sog. mehrstufige 
Pumpen) angeordet; dann gelten vorstehende Gleicbungen sinngemiiss 
fUr jede einzelne Pumpe, wenn an Stelle von h die entsprechende 
Teilh5he gesetzt wird, welche mit einer Pumpe erreicht werden kallI}. 

Eine ausfiihrliche Diskussion del' Grundgieichullgen fUr die Zentri
fugalpumpen, in denen jedoch die Stoss- und Eintrittskoeffiziellten 
VOll G. Zenner 17) eingefUhrt sind, giebt E. v. Griinebawn 67). 

Untersuchungen libel' das :Maximum des Wirkungsgrades sind 
sehr viele angestellt worden 68), doch haben sie keine iibereinstimmellden 

(7) Zur Theorie der Zentrifugalpumpen, Berlin 1905, p. 15. 
(8) Y gl. hierliber aUSBor den hieranf beziiglichen Abschnitten in den ein

gangs angefiihden Lehrbtichern noch: in der Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng.: 



512 IV 21. ]If. (kubler. TheOl'ie der hydraulisehen Motoren und Pumpen. 

Regein fiir die zweckmassigsten Abmessungen diesel' Pump en ergeben. 
Ebenso wenig Hisst sich aus den zahlreichen V ersuchen 69) ein zuver
las sigel' Schluss auf vorteilhafteste Dimensioniel'ungen ziehen. 

Ganz entsprechend den Zentl'ifugalpumpen werden Zentrifugal
gebliise und Ventilatoren berechnet, da bei den meist geringen Druck
unterschieden die Luft sich wesentlich volumbestandig verhiilt. 

12. Saugstrahlpumpen. Aus einem Behalter A (s. Fig. 20a) 
fiiesst dUl'ch das Druckl'ohr B Wasser, welches aus einer Diise von 

kieinem Austritts-
-'1'"" - - - - - - - - - - - • __ . A quel'schnitt mit del' 

- -::]--- mittleren Geschwin-, 
-h: 

I 

I 

'1 ..lI",..:f-.,L-I ____ _ ol(_, 

.JjJ 

I 
I 
I 

tZ , 

JJ. 

Fig. 20a. 
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digkeit VI in ein 
weites Rohrstiick 0 
tritt. In dasselbe 
fiihrt auch das Saug
roh1' D Wasser, wel-
ches in 0 mit del' 
mittleren Geschwin
digkeit v2 einstromt, 
sich dann mit dem 
Dl'uckwasser ver
mischt, hierbei die 
Geschwindigkeit VI 

erlangt und durch 
das Steigrohr Emit 
del' Geschwindigkeit 
v' abfliesst. Es muss 
hierbei VI so gross 
sein, dass del' hyru:au
lische Druck a l (ge-

M. Ebel 31 (1887), p. 456; H. Lindner 35 (1891), p. 576 u. 977 i J. Bartel 35 
(1891), p.l016; L. Schlitt 50 (1906), p. 1715; femer in den Verhlljndlungen des 
Vereins zur Forderullg des GewerbeHeisses in Preussen: C. Fink 66 (1887), p.440; 
R. ]lIollicr 74 (1895), p. 211 u. 231; endlieh P. Decocw', Annales des ponts et 
cbl1ussees (6) 13 (1877), p. 401 i R. Proell (s. Anmerk. 32), p.20; H. Lorenz, Neue 
Tbeorie und Bereebnung del' Kreiselriider 1906; F. Neumann, Die Zentrifugl1l
pumpen, Berlin 1906, p. 8g. 

69) Vgl. z. B. H. Hagcl1s, Die Kreisel und ibre Leistungen, Zeitschr. d. Ver. 
deutscb. lug. 49 (1905), p. 807; E. v. Griil1ebaum (s. Anmerk. 67), p. 110 i E. Kux, 
Wirkungsgrade yon Zentrifugalpumpen, ibid. 51 (1907), p. 342; R. Biel, Die 
Wirkungsweise del' Kreiselpumpell und Yentill1toren (Heft 41 der Forschungs
nl'beiten, berll.llsgegeben Tom Verein deutsch. Tng.), Berlin 1!l07. 



12. Saugstrahlpumpen. 513 

messen in del' W assersiiulenhahe) in del' Duse erheblich kleiner als 
der Atmospharendruck wird und so die Rebung des Wassel's durch 
das Saugrohr D stattfinden kann. 

Die Theorie dieser Saugstrahlpumpe stutzt sich wesentlich dar
auf, dass die Mischung unelastischer Fliissigkeiten nach denselben 
Gleichungen wie del' Stoss unelastischer fester Karper behandelt werden 
kann. Geht also die mittlere Geschwindigkeit VI del' Fliissigkeiten 
in V uber, so erfordert das im Beharrungszustande die Wirkung einer 
Kraft 

Pl = mi (VI - V), 

falls m1 die auf die Sekunde bezogene zum Stoss gelangende Wasser
masse bezeichnet. Ebenso 

P2 = 1n2 (V2 - v) 

die entsprechende Kraft fur den Stoss des Saugwassers. Aus der 
erwiihnten Annahme folgt dann 

PI + P2 =P, 

und da infolge del' Druckverschiedenheit auch 

P = f· 7' (a - ~) 

sein muss, so ergiebt sich mit den Relationen mi = E' fl VI' 1n2= E' f2V2 

(48) 9 . f (a - al ) = fl VI (Vl - V) + f2 V2 ( V2 - V). 70) 

Hierzu treten noch die aus Gl. (6) folgeilden drei Gleichungen fur 
die Bewegungen del' Flussigkeit durch das Druckrohr B, das Saug
rohr D und das Steigrohr E, welche zusammen mit del' Kontinuitats-
bedingung 

die Berechnung" ailer einzelnen Grassen ermaglichen. 
Als Verlust an kinetischer Energie findet sich del' Ausdruck 

(49) L.= -}{ 11/1 (VI - V)2 + 1112 (V2 - V)2}, 

also genau derselbe, wie fur den unelastischen Stoss zweier fester 
Karpel' mit den Massen 1n1 und ?//2 gegen eine unendlich grosse 
Masse. 

70) Diese Gleichung entwickelte zuerst und zwar zugleich fiir Gaae und 
Diimpfe giiltig G. Zellner, Das Lokomotiv-Blasrohr, ZUrich 1863, p. 97, und kon
trollierte sie durch zahlreiche Versuche. Eine nur wenig andere Ableitung der
selben, jedoch erweitert auf beliebig viele kombinierle Strome, gab Tv. M. 
Rankine, Un" the the theory of combined streams, Lond. Roy. Soc. Proe. 19 (1871) 
p. 90, in deutscber Ubersetzung: Civilingenieur 17 (1871), p. 298. 



514 IV 21. M. GTiible1·. Theorie der hydraulischen Motoren und Pumpen. 

Fig.20b. 

Stromt das Saugwasser senkrecht 
zur Bewegungsrichtung des Druck
wassers zn (s. Fig. 20b), ist also 
V2 J... Vu so leitet G. Zezmer 71) die 
etwas andere Grulldgleichung 

(50) g·f(a-a1)={lv12-{v2 

hierfur ab, und als Ausdruck fur den 
Energieverlust 

(51) Lo = -}{ 1nl (V1 - v? 
+ 1n2 (V2 + v)2} . 

'. Als l'Vi1'kungsgrad der Saugstrahl
pumpe ergiebt sich 

1112 (h - h') 
1] = " m,h 

also ein unter den gewohnlichen Ve1'
hliltnissen kleiner Wert 72). 

13. Hydraulische Widder. In Fig. 21 a becleutet A. einen Be
hiilter, aus welchem Wasser durch das Leitungsrohr B und von da 

Fig. 218.. 

ans durch das Venti 1 V ins Freie stromt. Bei hinreichend grosser 
Druckhohe und vVassermenge wird hierbei das Ventil gehoben und 

71) Turbinentheorie, p. 65. 
72) Vgl. z. B. R. TVernc1", Nayel's Wnsserstrahlpumpc, nebst einer Theoria 

der Wasserstrahlpumpen, Zeitschr. d. Var. deutsch. Ingen. 10 (1866), p. 121. 
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schliesst die Austrittsoffnung. Der hierdurch entstehende Stoss er
zeugt eine Druckerhohung, welche das Venti 1 Vl offnet und Wasser 
in den Windkessel C driickt, aus dem es durch das Steigrohr D auf 
die Hohe Hl gehoben wird. Da aber der Dmck in B dann wieder 
sinkt, so schliesst sich Vl1 es offnet sich V wieder und der Vorgang 
wiederholt sieh periodiseh in del" gleiehen VI( eise, so lange H und Hl 
konstant bleiben. 

Die Theorie des Widders ist noch wenig entwickelt. Zuerst 
gab eine solche M. Navier 73) , jedoch unter VernachHissigung der 
Ventilmasse, bezw. Ventilbewegul1g und del' Widerstiinde. Er geht 
von del' Differentialgleiehung 

2gH - 2kfl :I~' - Vl 2 = 0 

aus, welehe fur den .A.usfluss aus einem Gefass gilt, dessen Ausfluss
offnung plOtzlich geoffnet wird. In ihr bezeichnet H die Druckhohe, 
fl den Querschnitt der Ausflussoffnung, vl die mittlere Ausfluss-

). 

gesehwindigkeit zur Zeit t und k das Integral J~.s erstreckt tiber das 
o 

ganze Gefass. Die .A.nwendung auf den Ausfiuss durch das Sperr-
venti! V des Widders ergiebt die austl'etende Wassel'menge als 
Funktion del' Zeitdauel', wahrend welcher das Ventil offen ist, aber 
nieht die letztere selhst. Das Gleiehe gilt von dem Ausfluss durch 
das Steigventil Vl und das Steigrohr. Die TheOl·ie ist demnach nur 
brauchbar, wenn man die heiden Zeitgrossen durch Versuche er
mitteln kann. Ebellsowel1ig liisst _sich der vVirkul1gsgrad rechneriseh 
fil1den. 

Die TheOl'ie, welche J. Weisuach 74) entwiekelt, beruht nicht nur 
auf denselben VernaehHissigungen, welche ~Navier benutzt, sondern 
aueh Hoch auf der Annahme, dass der Ausfluss aus den Venti I en ein 
gleiehmassig besehleunigter sei. Er findet dann den Wirkungsgrad 
urn so naher = 1, je kiirzer die Zeit ist, wahrelld welcher clas Steig
ventil VI beim Zuriiekfliessen des vVassers in den Wil1dkessel offen 

steht, und je kleiner das Verhaltnis If ist. 
1 

Die TheOl·ie des Widders yon L. Vigrellx75) geht dagegen von 
del' Bewegul1g des Sperl'ventils Y selbst aus. Die Kraft, mit welcher 

73) Resume des leyons de illecanique appliquee, Brnxelles 1839, p. 564. 
74) Ingeniour- und lIfaschinenmechanik 3, Braunschweig 1860, p. 965. 
75) TraiM theorique et pratique d'hydraulique 1, Paris 1886, p. 347. 
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das Sperrventil V gehoben werden muss, setzt Vigreux 

[ f ] v~ 
P='Y· F lL(f-1) -1 2g' 

in welcher cp del' Ventilquerschnitt, F del' Horizontalquerschnitt del' 
Ventilkammer, l-L ein Ausflusskoeffizient (= 0,85) und v die mittlere 
Ausflusssgeschwindigkeit zur Zeit t ist. Bezeichnet G die Schwere 
des Ventilkorpers, so beginnt der Ventilhub, sobald P::::: Gist. Die 
Ventilbewegung erfolgt unter dem Einfluss del' Kraft P - G, welche 
Vigreux konstant annimmt, und zwar setzt er v = V2gH in dem 

Fig. 21 b. 

Ausdruck fiir P, womit sich P erheblich 
zu gross ergiebt. lndem er ferner die Aus
flussbewegungen des Wassel's aus dem Sperr
ventil V und dem Steigventil K als gleich
massig besehleunigt ansieht, findet er die 
Ausflusszeiten und -mengen und bereehnet 
damit den Wirkungsgrad. In ahnlicher Weise 
behandelt Vigreux aueh den ]'all, in welehem 

das Sperrventil die in Fig. 21 b dargestellte Anordnung hat. 
Die Druck- und Beschleunigullgsvorgange, die in den Leitungs

rohren bei dem Absehluss del' Ventile entstehell, sind besollders aus
fiihrlich von L. Allievi behandelt worden; vgl. hieriiber den Artikel 
Hydraulik IV 20, Nr. 12 (Forchheimer). 

(Abgeschlosscn im Juni 1907.) 



IV 22. ....4.. Kriloff und O. H. Miiller. Die Theorie des Schiffes. 517 

IV 22. DIE THEORIE DES SCHIFFES. 
VON 

A. KRILOFF 
IN ST. PETERSnURG. 

Mit einem Anhange 

HYDRODYNAMIK DES SCHIFFES. 

VON 

C. H.MULLER 
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5. Die Drehung des Schiffes. Steuern. 
6. Die Vibrationen des Schiffes. 

Anbang: Hydrodynamik des Schi1l'es. 

7. Das Schiff in einer idealen Flltssigkeit. 
8. Der Schifrswiderstand. 
9. Die Schiffspropulsion. 

Litteratur. 
1. Zeitschriften. 

Bulletin de l'Association technique maritime, Paris 1890 fl. 
Engineer, London 1856 ff. 
Engineering, London 1865 ff. 
Jahrbuch der schifrbautechnischen Gesellschaft, Berlin 1900 fr. 
nIarinerundschau, Berlin 1890 ff. 
Memorial du genie maritime, Paris 1847 ff. (vor 1900 nicht im Handel). 
:\Iitteilungen aus dem Gebiete des Seewesens, Poln 1873 ff. 
:\Iorskoi Sbornik (russ.), St. Petersburg 1848 fr. 



518 IV 22. A. Kriloh' und C. H. Maller. Die Theorie des Schiifes. 

Revue maritime et coloniale, Paris 18Gl if. 
Rivista marittima, Firenze 1868 if., Roma 1871 if. 
Schiifbau. Zeitschrift f. die gesamte Industrie auf schiifbautechn. u. verwandten 

Gebieten, Berlin 190. 
Transactions of the Institution of Naval Architects, London 1860 if. 
Transactions of the Institution of Engineers and Shipbuilders in Scotland, 

Glasgow 1857 if. 
Transactions of the American Society of Naval Architects and Marine Engineers, 

New York 1893 if. 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Berlin 1857 if. 

2. Lehrbiicher und allgemeine Werke. 

P. Bouguer, Traite du navire, de sa construction et de ses mouvements, Paris 1746. 
Ok. Dupin, Developpements de geometrie, Paris 1813. 
- Applications de geometrie et de mecanique, Paris 1822. 
L. Euler, Scientia navalis, 2 vo!., St. Petersburg 1749. 
- Theorie complete de la construction et de la manoeuvre des vaisseaux, 

Paris 1773. 
E. G'ttyou, Theorie du navire, Paris 1887; 2. ed. 1894. 
Don J. Juan, Examen maritimo te6rico pr{tCtico, Madrid 1771; 2. ed. par Don 

G. Cescar, ebd. 1793; frz. par Leveque, 2 vols, Nantes 1783. 
V. Lutschaunig, Die Theorie des Schiifes, Triest 1879. 
M. Oktmeff, 'l'heorie und Praxis der Schiifbaukunst (russ.) 4 Bde., St. Peters

burg 1865. 
C. H. Peabody, Naval architecture, New York 1904. 
J. Pollard et A. Dudebout, Theorie du navire, 4 vols, Paris 1890-94. (Der erste 

Baud enthalt eine chronologisch geordnete Litteraturiibersicht. 1m iibrigen 
ist dieses Werk das vollstandigste iiber die gesamte Theorie des Schiifes.) 
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l'uschenbuch des Ingeniew's, Berlin, jii,hrlich hel'ausgegeben yom akademischen· 
Verein Hiitte. 

Vorbemerkung. Die Theorie des Schiff'es bildet einen besol1deren 
Teil del' angewal1dten Mechunik; Gegenstand ihrer Untersuchungen ist 
die Behal1dlung der nautisc7wn Eigellscltaften des Schiffcs. Bereits 
Seneca 1) verlangt von einem guten Schiff'e: Navis bona dicitlW ... 
stabilis et firma, gubernaculo pm'eIlS, velox et conscntiens vento, und so 
versteht lllan auch jetzt noch unter den nantischen Eigenschaften 
insbesondere folgende: die Scll'1cimlllfiihigkeit, Stabilitiit, Sanflllcit und 
Klein/wit del' Amplitude des Rollells wICl Stampfclls, einen gel'ingen 
Arbeitsvel'brauch fur den Gang und gutes EvolutioJ/svel'mogen. Ein be-

1) Seneca in der 76. epistula. 
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stimmtes Mass fiir jede dieser Eigenschaften aufzustellen und dessen 
Abhangigkeit von den Elementen des Schiffes, seiner Form und seiner 
Belastung auszudriicken, ist die allgemeine Aufgabe del' Theorie des 
Schiffes. Leider ist sie bisher nul' erst teilweise befriedigend gelost. 
Man kann vielleicht zutreffend sagen, dass iiberall da, wo die Hydro
statik ausreicht, eine befriedigende Losung del' in Frage kommenden 
Probleme vorliegt, dass aber nur die ersten Schritte gemacht sind, 
wo es darauf ankommt, die Hydrodynami7c zur Behandlung heran
zuziehen. 

Diesem Sachverhalt entsprechend ist es nicht die Absicht des 
vorliegenden Referates, iiber aIle Teile gleichmassig ausfUhrlich zu be
richten. Es werden vielmehr diejenigen Fragen besonders heraus
gegriffen, die eben unter Zugrundelegung des hydrostatischen An
satzes eine weitgehende, insbesondere durch die Beobachtungen und 
Experimente kontrollierte mathematisehe Behandlung erfahren haben. 
Immerhin ist dem Referate in den Nrn. 7-9 ein Anhang ~on 
C. H. Miiller beigefiigt, in dem versucht ist,eine Ubersicht dariiber 
zu geben, wie weit die Hydrodynamik bisher in del' Lage ist, 
die Probleme del' Theorie des Schiffes (unter denen hier insbe
sondere die Fragen des Schiffswiderstandes und del' Schiffspropulsion 
in Betracht kommen), zu fordern. - Die als Einleitung voran
stehende Nr. 1 soIl dazu dienen, die Hauptprobleme der TheOl'ie des 
Schiffs, wie sie in Nr.2-6 zur Behandlung kommen, im Zusammen
hange zu charakterisieren, wobei die Form einer historischen Uber
sieht gewahlt worden ist, urn im eigentlichen Referate eine mehr 
dogmatische Darstellung einb:eten lassen zu konnen. Diese ist be
vorzugt, weil es ausserhalb der Absicht des Referenten liegt, eine 
historisch-kritisehe Wiirdigung del' gesamten, weitsehichtigen Litteratur 
zu geben. 

1. Die Hauptprobleme der Theorie des Schifi'es in ihrer 
historischen Entwickelung. Del' hyd1"osta.tische Sat;; des Arcldmedes 2) 
ist das Grundgesetz, welches aIle Fragen, die die Schwimmfahigkeit 
und Stabilitat des Sehiffes betreffen, beherrscht und auf eine geometrische 
Aufgabe zuriickfiihrt. Aber' erst im 16. Jahrhundert wmde diesel' 
Satz in der Praxis des Schiffbaues angewandt, als man anfing die 
Wasserverdrangung del' Schiffe zu berechnen. J edoch auch wiihrend 
del' folgenden beiden Jabrhunderte bildete del' Schiffbau immer noeh 
eine geheiml1isvolle -Kunst, so dass von einer allgemeinel1 wissen
schaftlichen Darstelhmg seiner Grundprinzipieu kaum die Rede war. 

2) Vgl. IV 15, Nr. 1 CA. E. H. Love) u. IV G, Nr.39 (P. Stiickel). 
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1m Jahre 1730 hatte man zu befiirchten, dass die VOl' einigen 
J ahren gegriindete Peters burger Akademie del' Wissenschaften auf
gehoben wurde. Dies gab L. Euler Veranlassung, sich eine andere 
Stellung zu suchen und fiir einige Zeit in die russische Marine als 
Schiffslieutenant einzutreten S). Zur selben Zeit ungefahr (1735) 
wurde del' Astronom P. Bouguer zum Zwecke der Gradmessung nach 
Peru gesandt. Moglich, dass diese Umstiinde fiir Euler und Bouguer 
den Anstoss gab en, sich eingehender mit der Theorie des Schiffes zu 
beschiiftigen. 1m Jahre 1746 erscheint das Bmtguersche Werk: 
Traite du navi1'e, im Jahre 1749 Eulers Scientia navalis. Es sind 
dies die beiden ersten und grundlegenden Werke iiber die Theorie 
des Schiffes. Sie zeigten insbesondere, dass diese Theorie ein aus
gedehntes Feld fiir die Anwendung der Mathematik und deren neuere 
Methoden darbot, und so kam es, dass die PariseI' Akademie seit 
1753 bis in die 70 er Jahre zu ihren Preisfragen in erster Linie 
solche wiihlte, die die Theorie des Schiffs betrafen und zu weiteren 
Forschungen aufmuntern soUten. L. und J. A. Euler, D. Bernoulli, 
J. P. Bouguer, Ok. Bossut u. a. nahmen an diesen Preisbewerbungen 
teil. Berechnungsmethoden fiir die Wasserverdriingung, die Lage der 
Metazentren, die Methode zur Bestimmung del' Lage des Schwerpunktes, 
die allgemeine Lehre iiber das Rollen des Schiffes, leider auf falsche 
Annahmen iiber die Struktur del' Wellen gegriindet, und eine theore
tische Untersuchung iiber die Beanspruchung del' Schiffsteile sind die 
Hauptresultate, die infolge diesel' Preisfragen gewonnen wurden. 

Die statischen Fragen, so lange sie nul' eine Anwendung des 
Archimedischen Prinzips erforderten, hatten damit eine vollkommen 
befriedigende Losung erhalten. Anders verhielt sich es da, wo es sich 
um dynamische Fmgen, insbesondere um Hydrodynamik und den 
Widerstand des Wassers handelte. 

Newtons Principia enthalten schon gewisse allgemeine Grundsiitze 
libel' den Widerstand von Fliissigkeiten und die ersten Versuche zu 
ihrer Bestiitigung 4'). Del' wichtigste diesel' Siitze ist del' Satz von del' 
mechanischen AJmlichkeit 5). Abel' erst nach 200 Jahren sollte diesel' 
Satz die Grundlage fUr die Versuche von' W. F1'oude werden, die dann 
im weiteren Verlaufe zu dem Bau del' jetzt in allen Liindern vor
handenen Bassins fiir Schleppversuche mit Schiffsmodellen gefiihrt haben. 

Dass die TheOl'ie allein die Fragen iiber den Widerstand des 

3) Siehe If'. Fuss, Eloge de Euler, p. 12. 
4) Is. Newton, Principia, II. Buch, VII. Abschnitt. 
5) Vgl. IV 6, Nr. S (P. Stackel). 

EIlCyklop. d. math. Wiss.nsch. IV 2. 35 
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Wassel'S nicht zu beantworten vermag, und man daher Versuche zu 
Hilfe nehmen mlisse, hutte man schon im 18. Jahrhundert ein
zusehen begonnen. In den 70er Jahren des 18. Jahrhunderts war 
in Frankreich del' Bau eines Netzes von inlandischen Wasserwegen 
beschlossen worden. In einem del' Projekte war ein Tunnel statt 
eines Schleusenkanals vorgeschlagen. Del' Minister Turgot stellte 
daraufhin del' Pariser Akademie die Aufgabe, den Einfiuss zu er
mitteln, den das Verhaltnis del' Querschnittsfiachen des Schiffes und 
des Kanals auf den Widerstand des Wassel's hat. Eine Kommission, 
bestehend aus J. le R. d'Alembel't, de Condorcet und Oh. Bossut unter
nahm daher die ersten systematischen Versuche iiber den Widerstand 
des Wassel's bei schwimmenden Korpern, die abel' nicht weiter ver
folgt wurden, als sich ein bedeutender Uberschuss an Widerstand in 
engen Kanalen ergab und daher das Tunnelprojekt abgelehnt wurde. 
Die nachsten Versuche wurden in den Jahren 1795-1798 in Eng
land von lYI. G. BeaHfoy ausgefi1hrt. Diese zahlreich angestellten Ver
suche (sie haben libel' 50000 1str. gekostet) zeigten u. a. das Vor
handensein des sogenannten Reibungswiderstandes im Wasser. Sie 
wurden 1834 von H. Beaufoy6) in ausgezeichneter Weise veroffentlicht, 
insbesondere giebt Beaut'oy alle unmittelbar beobachteten Resultate an. 

Die seit den 30er Jahren des 19. Jahrhunderts einsetzende all
mahliche Entwicklung del' Dampfschiffahrt liess die Frage libel' den 
Widerstand des Wassel's nach einer neuen Seite wichtig erscheinen. 
Del' Schiffsbetrieb wurde unabhangig vom Winde, man konnte sich 
eine gewisse zu erreichende Geschwindigkeit des Schiffes vorsc}u:eiben 
und hatte nun die Leistung del' Maschine zu bestimmen. Fiir diese 
neue Frage in del' TheOl'ie des Schiffes fand sich zuniichst eine ver
haltnismassig einfache Beantwol'tung, indem man die 1eistung und die 
dabei erreichte Geschwindigkeit auf ausgefiihrten Schiffen wirklich 
mass. Die Systematisierung und die Verallgemeinerung del' so er
haltenen Angaben fiihrten zu einer Reihe empirischer Formeln, welche 
zur Bestimmlmg del' indizierten Leistung del' Maschine dienten, wenn 
die Elemente des Schiffes und die zu erreichende Geschwindigkeit ge
geben wurden. 

1m Jahre 1869 schlug W. FroHde 7) seine neue Methode zur 
Untel'suchung des Schiffswidel'standes VOl', die von dem Newtonschen 
Ahnlichkeitssatze Gebrauch macht. Sie besteht darin, dass ein Modell 
des Schiffes mit einer Geschwindigkeit geschleppt wird, die sich zur 

6) Colonel ilIark Beau(oy, Nautical and hydraulic experiments, London 1834. 
7) lV. Fronde, Report of t·be Brit. Assoc. 1872. 



1. Die Hauptprobleme d. Theorie d. Schiffes in ihrer historischen Entwicklung. 523 

Geschwindigkeit des Schiffes wie die Quadratwurzel aus den ent
sprechenden Dimensionen verhaIt; es wird dann der Widerstand auf 
das Schiffsmodell bestimmt und danach der Widerstand auf das Schiff 
berechnet. Die englische Admiralitat nahm den Vorschlag Froudes an 
und erbaute ein Bassin, in dem die~er systematische Schleppversuche 
anstellte. Zunachst untersuchte F1'oude den Reibungswiderstand, indem 
er dunne Bretter von verschiedener Lange schleppte. Ais Resultat 
dieser Versuche giebt er die empirische Formel 
(1) Rf = kSV1,825, 

wo Rf den Reibungswiderstand bedeutet, s die benetzte Oberfiiiche, 
v die Geschwindigkeit und 7c ein Koeffizient, der als Funktion der 
Lange des Brettes odel' Schiffes einer Tabelle zu entnehmen ist. 
Da diese Formel zeigt, dass der Reibungswiderstand dem Newtonschen 
Ahnlichkeitsgesetz nicht folgt, so zerlegt Froude den beobachteten 
Gesamtwiderstand R des Modells in zwei Teile: R f = Reibungswider
stand und Rw= R - R f = Restwiderstand, wobei Rf nach del' obigen 
Formel berechnet wird. Um nun den Restwiderstand auf das Schiff 
bei del' korrespqndierenden Geschwindigkeit zu ermitteln, hat man 
(nach dem Prinzip del' Ahnlichkeit) nul' Rw mit dem Verhaltnisse 
der Masse des Schiffes zu jener des Modells zu multiplizieren. Den 
Gesamtwiderstand erhiilt man, wenn man zu dem so erhaItenen 
Resultate den nach Formel (1) berechneten Reibungswiderstand auf 
das Schiff addiert. Obwohl dies Verfahren bis zu einem gewissen 
Grade theoretisch gestutzt werden kann, konnte es seine wirldiche 
Bestatigung doch nul' durch unmittelbare Versuche erfahren. Diese 
wnrden im Jahre 1874 mit del' Korvette "Greyhound" von 1200 
Tonnengehalt angestellt und bestanden durin, dass "Greyhound" von 
der Korvette "Active" mit verschiedenen Geschwindigkeiten ge
schleppt und dabei die entsprechende Zugkrnft des Schlepptaus be
stimmt wurde. In seinem Bericht aussert Froude S), dass das von 
ihm vorgeschlagene VeIfahren den Schiffswiderstand aus dem eines 
11ode11s zu bestimmen, durch die Versuche am "Greyhound" be
statigt worden seien. Leider sind aile Frolldeschen Versuche in 
einer ganz anderen Form wie die Beallfoyschen veroffentlicht worden: 
F1'mcde giebt keine einzige del' unmittelbar beobachteten Zahlen, 
sondern nul' Diagramme in kleineren l\1assstiiben. Solche Diagramme 
genugen zu einer allgemeinen Ubersicht, aber nicht zu Priizisions
}'echnungen und Priifung del' :Methode 9). -

8) w: Frollde, Trans. lnst. Nav. Arch. 15 (1814), p. 36. 
9) Diese Worte enthalten keinen Vorwurf fiir Froude. Der Referent steht 

35* 
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1m weiteren Verlauf kniipft nun der weitere Ausbau der Theorie 
des Schiffes eng an die rasche Entwickelung an, die insbesondere seit 
der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts die Praxis des Schiffbaus 
genom men hat. 

Zuna,chst fiihrte der Bau der Panzerschiffe zu einer erneuten und 
eingehenderen Untersuchung des Rollens und Stampfens der Schiffe. 
Die Verteilung der Gewichte auf einem Panzerschiffe ist eine wesent
lich andere wie die auf Segelschiffen; die Dampfkraft gestattete die 
Moglichkeit, einen beliebigen Kurs relativ zu den Wellen zu nehmen; 
die Bemastung und die Segel wurden vermindert oder ganz aus
geschlossen. Alles dies fiihrte zu einem anderen Verhalten der Panzer
schiffe auf See als es die Segelschiffe zeigten, - die mildernde Wirkung 
der Segel auf das Rollen war nicht mehr vorhanden. Systematische 
Versuche zeigten, dass die Schiffe mit grosster Stabilitat die un
ruhigsten auf den Wellen wurden, was der friiheren Theorie ganzlich 
widersprach. Auch hier verdankt man W. Froude die Grundprinzipien, 
die zu einer Beherrschung dieser ganz neuen Verhaltnisse fiihrten. 
1m Jahre 1861 legte er der "Institution of Naval Architects" seine 
Theorie des Rollens der Schiffe, die auf den Eigenschaften der Gerst
nel'schen trochoidolen Wellenbewegung des Wassers (vgl. IV 16, 
Nr. 5g, A. E. H. Love) begriindet ist, vor 10). Sie wurde spater durch 
zahlreiche Versuche von W. F1"Oude 11) selbst und E. Bertin 12) be
statigt. -

Die Verpanzerung der Schiffe fiihrte weiter zur Konstruktion 
von niederbordigen Schiffen, die ganz besondere Stabilitiitsverhiiltnisse 
besitzen. Diese wurden anfallgs nicht verstanden, wodurch die sog. 
"Captaiu"-Katastrophe veranlasst wurde. 1m Jahre 1867 hatte Captain 
Cowper Coles die Idee, auf einem und demselben Schiff, eine dicke 
Bepanzerung, schwere Turmartillerie, niedrigen Freibord und eine 
vollstandige Bemastung zu vereinigen. So entstand der "Captain". 

selbst an der Spitze des Versuchsbassins der kaiserlich russischen Marine in 
St. Petersburg und weiss wohl, dass alies, was etwa fiir den Kriegsschiffsbau 
von Nutzen sein kann, nicht veroifentlicht werden darf. Man muss der eng
lischen Admiralitiit vielmehr Dank wissen fUr die zahlreichen Versuchsergebnisse, 
die mit ihrer Erlaubnis veroffentlicht wurden. 

10) W. Froude, On the rolling of ships, Trans. !nst. of Naval Archit. 
2 (1861), p. 180. 

11) W. Frozule, Description of an instrument for automaticaliy recording 
the rolling of ships, Trans !nst. Nav. Archit. 14 (1874), p. 168. 

12) E. Bertin, Observation du roulis et du tangage, Paris, Mem. pres. par 
div. sa'\". 26 (1878). 
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Sir Edw. Reed 1S) wies in einem Vortrage auf die Gefahr hin, die ein 
niederbordiges Schiff mit voller Bemastung unter Umstlinden auf 
hoher See laufen kann. Er stellte deutlich den Unterschied von 
statischer und dynamischer Stabilitiit auf und erklarte die Wirkung, die 
ein Schwall auf ein Schiff ausiibt, und die Gefahr, die dabei filr 
niederbordige Schiffe besteht. .A.ber man nahm auf diese Warnungen 
keine Riicksicht, und bei seiner ersten Versuchsfahrt unter Segel in dem 
Geschwader des Vize-.A.dmirals Milne wurde der "Captain" durch einen 
unbedeutenden Schwall, der den iibrigen zehn Schiffen des Geschwaders 
keinen Schaden brachte, gekentert, wobei nur 17 Mann von der 
550 Mann starken Besatzung durch einen gliicklichen Zufall ihre 
Rettung auf einem Boote fanden. Diese "Captain"-Katastrophe erst 
gab Anlass, die Stabilitlitsverhaltnisse bei grossen Neigungen in weit
gehendster Weise zu untersuchen und neue Berechnungsmethoden aus
zuarbeiten. -

.A.ndere Schiffskatastrophen mit grossem Verlust an Menschen
leben, so besonders die der "Victoria" und des Dampfers "Elbe" 
fiihrten zu der Untersuchung der Schottenverteiltmg auf Schiffen und 
des Einflusses der Beschadigung der .A.bteilungen des Schiffes auf 
dessen Stabilitlit. -

Der Eisen- und Stahlschiffbau wies der Frage iiber die Be
ansp1·uchttng, welcher die einzelnen Teile der Schiffsstruktur bei dem 
RoHen und Stampfen des Schiffes unterliegen, eine besondere Wichtig
keit zu. Die Grundlagen fiir die allgemeine Untersuchung der Grosse 
der Schubkraft und des Biegungsmomentes, welche in jedem Quer
schnitt des Schiffes wirken, waren schon im Jahre 1759 von L. Et!ler14) 

gegeben worden. Fiir den Holzschiffbau hatte R. Seppings15) im ersten 
Viertel des 19. Jahrhunderts eine rationelle Methode vorgeschIagen 
und eingefiihrt. Aber erst im Jahre 1871 hat Sir Edw. Reed 16) die 

13) Sir Edw. Reed, Stability of monitors under canvas, Trans. Inst. Nav . 
.Archit. !) (1869), p. 198. 

14) L. Euler, Groignard, L'examen des efforts qu'ont It. soutenir toutes les 
parties du navire dans Ie roulis et dans Ie tangage ... , Paris, Recneil des 
pieces ... 8 (1771). 

15) R. Seppings, On a new principle of constructing His Majesty's ship of 
war, London, Phil. Trans. 1814, p.285. Dariiber auch bei: C. Dupin, Appli
cations de geometrie et de mecaniqne, p.246ff. und Th. Young, Remarks on 
the employment of oblique riders and on the alterations in the construction 
of ships, London, Phil. Trans. 1814, p. 303 ff. 

16) SiI· Edw. Reed, On the unequal distribution of weight and support and 
its effects in still water and in exceptional positions on shore, London, PhiL 
Trans. 161 2 (1871), p. 413ff. 
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.Eulerschen Gedanken weiter entwickelt und auf modeme Schiffe an
gewandt. Man muss jedoch sagen, dass, wenn man auch die wirken
den Krii.fte kannt, der Weg noch weit bis zu einer Tollkommenen 
Kenntnis der Verteilung der in den einzelnen Scbift'steilen hervor
gerufenen Spannungen ist. Man muss hier auf Versuche zUrUckgreifen, 
die mit dem Appa.ra.te von O. Stromeyer 17) oder 8hnlichen Apparaten 
auszufflhren sind. Die "Cobra"-Katastrophe - das englische Torpedo
boot "Cobra" bra.ch auf hoher See entzwei und ging verloren - und 
die Notwendigkeit, die Linge der Schiffe zu vergrossem und dabei 
totes Gewicht zu ersparen, werden wohl zu solchen Versuchen auf
muntem. -

In den letzten Jahrzehnten entstand noch eine neue Frage in 
der Theorie des Schiffes: die Frage nach seinen elastischen Sch/win
gun{Jm oder V~oratiQnm. Man bemerkte auf einigen Fahrzeugen bei 
einer gewissen Tourenzahl der Maschine sehr heftige Vibrationen, die 
bei anderen Tourenzahlen aufhOrten. Eine theoretische und experi
mentelle Untersuchung zeigte bald, dass man es hier mit Resonanz
erscheinungen zu thun hat. Der "Massenausgleich" der Maschine 
und eine Versteifung des Schiffskorpers sind die Mittel, welche man 
gegen die Vibrationen anwendet. Dennoch ist eine vorhergehende Er
mittelung der Schwingungszahlen des Schiffes, wobei man dieses aIs 
einen elastischen Stab ansehen hun, von einigem Nutzen, da man beim 
Projektieren der Maschine und des Propellers eine solche Tourenzahl 
auswablen kann, die mit der natiirlichen Schwingungszahl des Schiffes 
gar nicht oder nur fflr wenig brauchbare Geschwindigkeiten zu
sammenfiillt, wodurch die ungiinstigen Resonanzerscheinungen von 
vornherein ausgeschlossen werden. 

2. Die Schwimmfii.higkeit des Schift.'es. Die Schwimmfiihigkeit 
ist die Eigenschaft des Schiffes, bei gegebener Belastung zu schwimmen 
und . dapei eine Torgeschriebene Wasserlinie zu halten. N ach dem 
Archimedischen Satz ist hierzu erforderlich, dass das Gewicht des 
Tom Schift'e verdriingten Wassers gleich dem Gewichte des Schiffes 
selbst ist. Dieses letztere ist die Summe einer Reihe Ton Einzel
gewichten, die manfolgendermassen gruppieren bnn: das Gewicht: 
1. des Schiffskorpers, 2. der Ausrflatung und Besatzung, 3. dar Maschine, 
4. des Kohlenvorrates, 5. Cauf Kriegsschiffen) der Panzerung und Be
wa1fnung. Fiir Handelsschiffe tritt an Stelle der letzten beiden Ge
wichte da.s der Zuladung, d. h. der Fracbtgiiter, Passagiere, Gepiick 

17) O.8trorMyer, A atrain indicator for the UBe at Bea, Trans. !nat. Nav . 
.Archil 27 (1898), p. SSW. 
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u. s. w. Ausgefiihrle Schiffstypen nach Grosse und Bestimmung 
klassifiziert geben eine allgemeine Ubersicht liber die prozentuale 
Verteilung dieser Gewichte, woriiber man das Niihere in den Rilfs
biichem findet. 

Ala Reserveschwimmfiihigkeit bezeichnet man diejenige Zuladung 
oder das Gewicht derjenigen Wassermenge, die in ein Schiff beim 
Lecken eindringen kann, bevor es ganzlich sinkt. Sie ist gleich dem 
Volumen der austauchenden Teile des Schiffes bis zu dessen Oberdeck 
und hangt also von der Rohe des liber Wasser befindlichen Freibords 
abo Diese Rohe wird fiir die Handelsschiffe durch gesetzliche V or
schriften reguliert, die der ,Praxis entnommen sind und dazu dienen, 
die Sicherheit des Schiffes gegen zufiHlige Uberladung zu garantieren. 

Somit ist alles, was die Schwimmfahigkeit betrifft, auf die Be
rechnung VOll Rauminhalten zUriickgefiihrt. Diese Berechnungen 
werden nach dem sogenannten Konsftruktionsriss des Schiffes aus
gefiihrt. Der Konstruktionsriss steilt in rechtwinkeliger Projektion 
die Schnittlinien der iiusseren Oberfiiiche, wobei man bei eisernen 
Schiffen von der iiusserst dunnen Aussenhautabsieht, mit Ebenen dar, 
die jeweils parallel zu den Projektionsebenen sind. Ais Projektions
ebenen dienen: 1) die Symmetrie- oder Liingsebene des Schiffes, 2) die 
Ebene der Wasserlinie und 3) der Querschnitt oder die Spantenebene, 
die senkrecht zu den beiden anderen steht. 

Wird die Liingsebene des Schiffes als zx-Ebene angenommen 
und mit y die den Koordinaten x, z zugehorige Ordinate der Punkte 
der Schiffsoberfiiiche bezeichnet, so wird das eingetauchte Volumen 
des Schiffes, welches Wasserv&rdriingung odeI' Deplacement genannt 
wird, durch folgendes Doppelintegral gegeben: 

V = ~lJYdxdz, 
wobei die Integration uber die ganze eingetauchte Flil.che der Liings
ebene auszudehnen ist. Da die Ordinate y nicht durch eiDen rech
nungsmiissigen Ausdruck in x und z, sondern graphisch durch den 
Konstruktionsriss gegeben ist, so kann dies Integral nur durch niihe
rungsweise Quadraturformeln berechnet werden. Um diese und analoge 
Rechnungen moglichst einfach auszufiihren, hat man folgende all
gemeine RegeIn zu beachten 18): 1) die Priizision der Rechnung muss 
derjenigen der Daten und diese der Priizision, die praktisch vom End-

18) V gl. A. Kriloff in Note VIII von J. Pollard et A. Dudebout, Theorie 
du name, 4, p. 407 und Nouvelle methode du calcul des elements d'une 
carEme, Bull. de l'Assoc. techno maritime 4 (1898), p. 97. 
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resultat verlangt wird, entsprechen; 2) die Anzahl der in die Quadratur
formel einzusetzenden Ordinaten und diese Formel selbst miissen der 
im Endresultat geforderten Prazision entsprechen; 3) die Rechnung 
muss nach einem voraus angefertigten Rechenschema ausgefiihrt werden 
und dabei iiberall nur die notwendige Zahl der Ziffern in jedem 
Zahlenwert beibehalten werden. Die praktisch verlangte Prazision 
iibertrifft dabei nie 1/2 %, d. h. 2~O des Endresultates. Fiir die Aus
fiihrung der Quadraturen ist es iiblich, die Trapezregel und die erste 
Simpsonsche Regel zu gebrauchen 19). Die Anwendung der Tscheby
scheffschen Quadratu1formel bringt eine grosse Vereinfachung und 
Symmetrie in die Rechnungen 20). Daneben leisten mechanische Rech
nungsapparate, besonders Amslers Planimeter und der Integrator gute 
Dienste. 

Urn die Schiffsform allgemein zu charakterisieren, ist es ublich, 
.noch folgende Verhiiltnisse zu berechnen: 

1) den Volliglwitsgrad der Verd1'angung, d. h. das Verhiiltnis 8 del' 
Wasserverdriingung V zum V olumen des uber der Lange L, Breite B 
und mittlerem Tiefgang H des Schiffes konstruierten, diesem um
geschrie benen Prismas: 

V 
8= LEH; 

2) das Verhaltnis a der eingetauchten Flache S des Hauptspantes 
zur FIache BH des umgeschriebenen Rechteckes: 

S 
a= EH; 

3) das Verhaltnis {3 der FIache W der Wasserlinie zur Flache 
BL des umgeschriebenen Rechteckes: 

W 
(3 = EL ; 

4) das Verhaltnis 'Y bezw. A der Verdrangung zu dem V olumen 
der iiber Hauptspant bezw. Wasserlinie errichteten Zylinder: 

8 ~ 
'Y = -;; ;., = 7f . 

Die Praxis hat fiir alie diese VerhaItnisse je nach der Grosse, Be
stimmung und Geschwindigkeit des Schiffes gewisse Grenzen ergeben, 
die bei del' Ausarbeitung von Schiffsprojekten benutzt werden, um 
sich dabei durch die erworbene Erfahrung lei ten zu lassen. 

19) Die niihere Anweisung iiber den Gebrauch dieser Formeln findet man 
in den Hilfsbiichern. 

20) Vgl. A. Kriloff'in der Fussn. 18 genannten Abhandlung-. 
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U m bei dem im Dienste befindlichen Schiff die Beurteilung del' 
jedem mittleren Tiefgange entsprechenden Verdrangung zu erleichtern, 
stent man die Abhangigkeit beider Grossen von einander graphisch 
dar, entweder durch eine auf rechtwinkelige Koordinaten bezogene 
Kurve oder durch eine Skala, die Deplacements7cala genannt wird. 
Kleine Veranderungen e des mittleren Tiefganges, die von . relativ 
kleinen Zuladungen p hervorgerufen werden, berechnet man nach der 

linearen Formel e =.k, wo q die Anzahl del' Tonnen pro Zentimeter 
q 

Tiefgang bedeutet und nach der Flache der Wasserlinie voraus be
rechhet wird. Auch beim Ubergang eines Schiffes yom salzigen Meer
wasser in susses Flusswassel: und UIp.gekehrt andert sich sein mittlerer 
Tiefgang. Diese Veranderung betragt 2 % des Tiefganges beim Uber
gang aus Ozeanwasser, yom spezifischen Gewicht 1,026, in Flusswasser. 

a. Die Stabilitat des Schiffes. Die Stabilitiit ist die Eigenschaft 
eines Schiffes, in einer bestimmten aufrechten Lage zu schwimmen, 
und falls es durch Wirkung ausserer Krafte aus dieser Lage gestort 
wird, in dieselbe nach Aufhebung der storenden KrUte wieder zuruck
zukehren. 

Bei der Untersuchung der Stabilitat wird das Schiff auf ruhen
dem Wasser betrachtet, dabei die Bewegung des Schiffes so langsam 
angenommen, dass man von den von der Bewegung der Flussigkeit 
herruhrenden hydrodynamischen Druckkraften absehen darf. Das 
Schiff unterliegt dann der Wirkung: 1) der Schwere, 2) des Gesamt
druckes des Wassers, welcher Aut~rieb heisst und 3) des Auftriebes 
der Luft. Diese letzte Kraft wird jedoch immer vernachlassigt; sowohl 
wegen ihrer Kleinheit gegenuber den anderen beiden wirkenden Kraften, 
als auch deshalb, weil die in der Schiffbaupraxis vorkommenden Ge
wichte niemals auf den luftleeren Raum reduziert werden. Gewicht 
und Anftrieb wirken beide vertikal; der Angriffspunkt G der erst en 
Kraft ist der Massenschwerpunkt des Sehiffes, del' Angrifl:'spunkt 00 

des Auftriebes ist der Sehwerpunkt der yom Sehiffe verdriingten 
Wassermasse. Dieser Punkt wird VercZriingungsschwel]Junkt oder Auf
triebszentrwn genannt. 

Beim Gleiehgewichte des Schiffes sind Gewicht und Auftrieb ein
ander gleieh; ihre Augriffspunkte G und 00 liegen auf derselben 
Vertikalen. Die allgemeinen Stabilitatsbedingungen fur das Gleich
gewieht sehwimmender Korper beliebiger Gestalt linden sieh bereits 
in den Referaten IV 6, Nr. 39 (P. Sfiickel) und IV 15, Nr. 4, CA. E. 
H. Love). Dort ist auch die Definition der allgemeinen Begriffe yom 
Metazentrum, Schwimmebene, Schwimmoberfliiche, Auftriebsoberfliiche ge-
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geben, sowie die Auseinandersetzung der Beziehungen, in denen diese 
Elemente zu einander stehen. Fiir die Theorie des Schiffes werden 
diese Betrachtungen in der Praxis durch folgende Umstande und An
nahmen wesentlich vereinfacht: 1) die Langsebene des Schiffes ist 
eine Symmetrieebene der Form und der Massenverteilung; 2) die 
Liinge L des Schiffes ist bedeutend grosser als seine Breite B. Es 
folgt hieraus, dass praktisch eine der Haupttragheitsaxen der Schwimm
ebenen sehr nahe parallel der Langsebene des Schiffes liegt und das 
ihr entsprechende Tragheitsmoment J1 der Flache der Schwimmebene 
bedeutend kleiner ist als jenes andere ~ um die zu ihr senkrechte 
oder Queraxe. Diese Momente verhalten sich etwa wie L2: B2. '(Das 
Verhliltnis L: B liegt fiir die iiblichen Seeschiffsformen zwischen 4 
und 10.) Ebenso liegt das Metazentrum fur Neigungen urn die Langs
axe bedeutend niedriger als das andere fur N eigungen urn die Quer
axe. Man hat daher nUl' die Stabilitat fur die Neigungen urn die 
Langsaxe zu untersuchen. 

Man betrachtet nun zunachst die Sta,bilitiit fUr kleine Neigungcn 
oder die sog. Anfangssta,bilitat. Die aufrechte Lage des Schiffes ist 
jene, bei welcher seine Langsebene vertikal ist und eine vorgeschriebene 
Wasserlinie als Schwimmebene dient. Die Stabilitatsbedingung be
steh~ dann darin, dass der Schwerpunkt u,nter dem Metw:entrnm Ml 
(fiir Neigungen urn die Liingsebene des Schiffes) liegt. Der Punkt JJ11 

befindet sich in der Langsebene des Schiffes uber dem Punkte 00 in 
einer Entfernung: 

Die Lage des Punktes 00 wird vermittelst des Konstruktionsrisses 
des Schiffes durch Anwendung der angenaherten Quadraturformeln 
aus den fUr seine Koordinaten ~o, 110' So geltenden Integralen berechnet: 

It - ')JFxydxdZ 
~o ~- '" Vo ' 

170 = 0, 

'" . }]zydxdz 
"'0 = 2 ~--v:-- . 

o 

JJ11 £indet sich aus der Beziehung: 

" F'I "dx 
(! = C JJ1 = -~ ~--. 

1 0 1 3 Vo 

Hier sind die Bezeichnungen die gleichen wie in Nr. 2, ebenso 
ist das gleiche Integrationsgebiet beibehalten; in der letzten Formel 
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bedeutet Yo die d.er Abszisse x zugehorige Ordinate der Schwimm
ebene, die Integmtion ist iiber deren ganze Lange auszudehnen 21). 

Die Lage des Schwerpunktes wird - bei Aufstellung eines Schiffs
projektes - durch Anwendung des Satzes iiber statische Momente in 
Bezug auf die gewahlten Koordinatenebenen fUr aIle EinzeIlasten des 
Schiffes berechnet, und die Verteilqng del' Lasten so justiert, dass G auf 
derselben Vertikalen wie Co und M1 liegt und dabei unterhalb des Meta
zentrums M1 fallt. 

Auf einem ausgefuhrten Schiffe wird die Lage des Schwer
punktes G durch den sogenannten Kfiingnngsvefsuch ermittelt. Diesel' 
Versuch besteht darin, class eine bekannte Last p quer uber das 
Schiff urn die Strecke l verschoben und die dabei eintretende Neigung {) 
beobachtet wird. Dann gilt die Beziehung 

GJJ1. = _~.22) 
1 Ptg8 

So lange del' N eigungswinkel weniger als 15°-20° auf Schiffen mit 
hohen Freibol'den betragt und so lange auf niederbordigen Schiffen 
die Kante des Oberdecks nicht eintancht, ist die Neigung als "kleinu 

anzusehen. Del' Punkt M1 kann dann pl'aktisch als konstant be
trachtet werden, und zur Bel'echnung des der N eigung {) entspl'echen
den Stabilitiits- oder Anlric7dnngsmomentes ~ die sogenannte meta
zentfische FOfmel: 

;£%t = P . G M1 . sin {) 

benutzt werden. 
Den N eigungen urn die Quel'axe, welche Tfimiinderungen ver

ursachen, gehol't das Langenmetazentrulll JJi2 zu, dessen Entfernung 
vom Auftriehszentl'um: 

ist. Fur die llleisten in del' Praxis vorkommenden Tl'illlanderungen 
kann auch del' Punkt lJf2 als konstant angesehen werden; dalln ent
spricht del' Neigung 1/J urn die Queraxe das T1·imllloment: 

T = P . G M2 . sin 1/J 

21) Schemata und praktische Anweisungen zur A.usfiihrung der Rechnungen 
sind in den Hilfs- und Lehrbiichern zu finden. 

22) FUr die praktisehe A.usfiihrung des Versuches anf Kriegsschiffen sind 
in jeder Marine ::IIassnahmen gesetzlich verordnet, die sich aber wenig voneinander 
unterscheiden. FUr die deutsche ?Iarine linden sie sich in JOhOlVS Hilfsbuch, 
p. 466, zusammcngestellt. 
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und einer Langenverschiebung l del' Last p die Trimiinderung: 

iJ=EL .~. 
p GJJ7; 

Um die Stahilitatsverhaltnisse des Schiffes fiir grosse Neigungen 
um die Langsaxe zu untersuchen, denkt man sich ein System von 
Schwimmebenen, die alle zur Spantenebene des Schiffes senkl'echt sind 
und dasselbe eingetauchte Volumen Vo vom Schiffe abschneiden. Die 
SchwimmoberfHiche, die von diesem System umhiillt wird, ist ein 
gerader Zylinder, dessen Erzeugenden zur Spantenebene senkrecht 
stehen. J ede Erzeugende geht durch den Flachenschwerpunkt del' 
entsprechenden Schwimmebene hindurch. Die Auftriebzentra 0' bilden 
dann eine Raumkurve. Das vom Schiffsgewichte P und dem ihm 
gleichen Auftriebe Q gebildete Kraftepaar kann in zwei andere zer
legt werden, von denen das erste in del' Langsebene, das zweite in 
del' Quer- oder N eigungsebene des Schiffes liegt. Die Untersuchung 
del' Stabilitat besteht nun in del' Ermittelung des Momentes .tn dieses 
letzten Kraftepaares und in dessen Darstellung als Funktion del' 
Neigung O. Man braucht dazu die Lage del' Punkte 0' seIber nicht 
zu kennen, es geniigt ihre Projektion 0 auf die Querebene des Schiffes. 

Man wahle zur Projektionsebene diejenige des Spantes, del' durch 
den Punkt 00 geht und bezeichne den Ort del' Punkte 0 als O-Kurve, 
den Schnitt mit dem Zylinder als die Schwimm- oder F-Curve. Del' 
Ort del' Kriimmungscentra JJ{ del' 0- Kune wird die metazentrische 
Evolute genannt; del' Kriimmungsradius ist durch die Formel 

J 1 

(1= Vo 

gegeben, in welcher ~ das Tragheitsmoment del' del' N eigung 8 ent
sprechenden Schwimmebene urn eine durch deren Schwerpunkt ge
zogene und del' Langsebelle des Schiffes parallele Axe bedeutet Del' 
Punkt JJ{ wird als das zu del' urn den "\iVillkel 0 gelleigten Schwimm
ebene gehorige MetacentJ:um angesehen. Wird die betrachtete Quer
ebene zur zy-Ebeneeilles fest mit dem Schiffe verbulldenen recht
winkeligen Kool'dinatensystems gewiihlt, del' Punkt 00 als dessen 
Anfangspunkt und die z-Axe positiv nach oben gerechnet, so liegt 
del' Schwerpunkt G des Schiffes auf del' z-Axe und seine Koordinaten 
konnen dUl'ch (0, 0, a) bezeicbnet werden. SieM lll[Ln dann als 
positiv diejenige N eigung an, bei welchel' die positive y-Axe sinH, so 
gelten folgellde Formeln: Die Koordinaten des Punktes 0 sind 

o 0 

xc=O, Yc ==. ((I cos OdO, Zc .ff! sin Od~; 
o 
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Die Koordinalen des der N eigung 0 entsprechenden Metazentrums M: 

xm = 0; Ym = Ye - Q sin 0; zm = ze + Q cos 0; 

das Aufrichtungsmoment ;M wird: 

.in = P [Ye cos 0 + Zc sin 0] - p. a sin 0; 

die Arbeit des Kraftepaares ;!Jllt: 
e 

A = J~dO = P[Ycsin O-zc cosO] - p. a(l- cos 0), 
o 

wobei Q = ~ ist und P das Gewicht des Schiffes bezeichnet. Das 
o 

Kraftepaar ;!JlIt hat nun die Tendenz, das Schiff aufrecht zu stellen, 
falls ;!JlIt> 0 ist. In der Praxis ist es ublich, unter diesen Umstanden 
das Schiff stabil zu nennen, was dann so zu verstehen ist, dass es 
auf einen beliebigen Winkel 0 gekriingt, bei welchem ;1Jlll> 0, nach 
Aufheben des kriingenden Paares in die aufrechte Lage zuruckkehrt. 

Fur Segelschiffe muss man auch die Stabilitiit in einer (unter 
Einwirkung von einem Kraftepaare) genel:gten Lage untersuchen. Es 
sei - ft(O) das Moment des krangenden Paares als Funktion von 8; 
dann werden die Gleichgewichtslagen durch die Gleichung 

;1Jlll- [L(O).= 0 

gelieferl. Diese Gleichung hat gewahnlich zwei Wurzeln filr 8, die 
mit 01 und O2 (OJ < (2) bezeichnet werden mogen. Das Stabilitiits-
7c?"iterium ist 

d.1lt _ dlL > o. 
de de ' 

gewohnlich ist nul' die Lage 0 = OJ stabil. 1st das krangende Paar ft 
konstant, so erhalt das Stabilitatskriterium: 

dfet> 0 d. h. Q + ze cos 0 - Ye sU: 8 - a cos 0> 0 

einen einfachen geometrischen Sinn. Er besagt, dass die Projektion G1 

des Schwerpunktes auf die Linie C 1J1 unterhalb des Punktes 1J1 (d. h. 
des Metazentrums fur die N eigung 0) liegt. Beginnt auf ein Schiff, 
welches nnter del' Einwirlmng des Kraftepaal'es ft in der geneigten 
Lage 0 = 0l im Gleichgewicht ist, plOtzlich in derselben Ebene ein 
neues Paal' ftl zu wirken, so ist die neue Gleichgewichtslage aus der 
Gleichullg: 

;al = ft + ftl 
zu bestimmen. Es seien 8 = Os und 0 = 84. die en tsprechenden "YVerte 
del' Neigung 0; von diesen mage Os die stabile, ()4 die labile Lage 
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sem. Wegen der plotzlichen Wirkung des Paares 1-'1 ist der erste 
Ausschlag @ des Schiffes, wenn man vom Widerstande des Wassers 
absieht, durch die Gleichung 

e 

J[iM-(fL+l-'l)] dfJ =0 
tI, 

zu bestimmen. Falls @ < fJ, wird das Schiff zu der Lage fJ = fJs 
zuriickkehren und diese annehmen, wenn die Schwingungen durch den 
Widerstand des Wassers gedampft sind. 1st aber fJ> fJ" so kentert 
das Schiff, wie dies beim "Captain" tatsachlich der Fall war. Der 
Wert des Integrals 

tI 

A J iJldfJ, 
o 

welches die Arbeit misst, die aufgewandt werden muss, um ein Schiff 
bis zur Neigung fJ zu krangen, heisst seine dynamische Stabilitiit. Sie 
stellt das Widerstandsvermogen gegeniiber plOtzlich einwirkenden Krafte
paaren dar. 

Zur praktischen Berechnung der Werte von iM und A sind ver
schiedene Methoden vorgeschlagen, die sich durch die "Vahl der 
Koordinatensysteme, die zur Bes.timmung der Punkte 0 dienen, unter
scheid en. Sie werden entweder fest im Schiffe oder im Raume ange
nommen und sind entweder rechtwinkelige cartesische oder polare u. s. w. 
Koordinaten2S). N ach dem Vorschlage von Sir Edw. Reed werden die Werte 

von _ und A, oder auch von ~ und 1>, welche Hebelarme der 

statischen bezw. der dynamischen Stabilitat genannt werden, graphisch 
als Funktionen von fJ dargestellt. Man wahlt dabei fJ als Abszissen
axe. Die so entstehenden Diagramme heissen Stabilitiitsdiagramme. 
Sie gewiihren eine anschauliche Ubersicht der Stabilitatsverhaltnisse 
des Schiffes, das unter Einwirkung eines gegebenen Kraftepaares steht. 
Das Diagramm der statiBchen Stabilitiit hat gewohnlich eine der Sinus
kurve ahnliche Form, wobei das Maximum fiir hochbordige Schiffe 
derjenigen Neigung entspricht, bei welcher die Kante des Oberdecks 
eintaucht. Man macht die Stabilitii.tsberechnungen fur die beiden 
extremen und den mittleren Ladezustand des Schiffes. Sind diese 
aber zu sehr voneinander verschieden, um eine bequeme Interpolation 

23) Diese Methoden sind wieder in den Hilfs- und Lehrbiichem angegeben. 
sowie auch in speziellen Monographien; vgl. z. B. Sir Etlw. Reea, A treatise on 
stability of ships, London 1886, und A. Schmidt, StabilitAt von Schiften, Berlin 1892. 
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zu gewahren, so berechnet man die Werle von ~ oder von. fur 

dieselbe Neigung (), aber verschiedene Werie des Deplacements P. 
Das System von Kurven, welches diese Werte darstellt, wird das der 
Stabilitiitsquerkurven (cross curves of stability) genannt 24). 

Befindet sich auf dem Schiffe eine fliissige Ladung, etwa N aphta 
oder Petroleum, die eine freie Oberflache hat, so entsteht eine Ver
minderung der Stabilitat, weil bei der Neigung der Schwerpunkt der 
Last sich nach der sinkenden Seite verschiebt. Diese Anderung kann 
als eine Verminderung der metacentrischen Hohe um die GroBe 

i B {j=-.-
Vo 00 

angesehen werden. Hier ist i das Tragheitsmoment der freien Ober
flache der Flussigkeit um eine der Neigungsaxe parallele Gerade, die 
durch den Schwerpunkt der freien Oberflache geht, 8 die Dichtigkeit 
der Flussigkeit, 80 die des Wassers. Wenn die flussige Ladung sich 
in verschiedenen Abteilungen befindet, so hat man P fur jede be
sonders zu berechnen und dann die Summe zu nehmen. Man sieht 
hieraus, dass, wenn die A bteilung durch eine Langsschotte halbierl 
wird, p viermal kleiner wird. 

Fur moderne Schiffe untersucht man den Einfluss, den das Lecken 
seiner Abteilungen auf die Stabilitat, Krangung und Trim hat 24). 
Besonders gefahrlich sind auch die Beschadigungen, welche den Frei
bord und die Zwischendecke oder sogar das Oberdeck erreichen. Sie 
verursachen einen grossen VerIust an Flache der Wasserlinie, womit 
eine Verminderung der metazentrischen Hohe verknupft ist. Das 
Schiff verliert daher, ehe es sinkt, seine Stabilitat und kentert. Dieser 
Fall trat z. B. bei der "Victoria" ein. Diese Gefahr ist durch passende 
Schottent'erteilung zu befleitigen, die z. B. sehr ausfuhrlich von F.lJIidden
dor[!S) ausgearbeitet worden ist. 

In engel' Verbindung mit den Fragen der Stabilitat steht auch 
die Untersuchung des Stapellaufes von Schiffen, woruber in den Buchern 
von J. Pollard und A. Dudebout 27), Bowie von A. Schmidt 28) und 
einer Abhandlung von J. Boubnoff29) das Nahere zu finden ist. 

24) Vgl. Sir Edw. Reed, Stability of ships, ch. 10 und A. G. Greetlliill, 
A treatise on hydrostatics, London 1894, §§ 113-115. 

25) V gl. dariiber Joholcs Hilfsbuch, p. 482-486 und auch T. F. Rlllzlll, 
Damaged conditions of battleships ... , Trans. of the Amer. Soc. of Nav. Arch . 
.4, (1896), p. 137 und J. Slt'an, Stability of a ship in damaged condition, eben
da, p. 129. 
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4. Die Schwingungen des Schift'es. 

4a. Einleitende Ubersicht. Man unterscheidet die Schiffsschwin
gungen nach der Richtung der Axe, urn welche sie vor sich gehen. 
Danach heissen sie: a) Rollen oder Sclilingern, wenn das Schiff um seine 
Langsaxe, b) Stampfen oder Setsen, wenn es um seine Queraxe schwingt, 
c) Gieren, wenn das Schiff urn seine Verlikale hin- und herpendelt, 
wie es z. B. bei schlechtem Steuern geschieht. Diese Schwingungen 
werden gewohnlich mit einer Bewegung des Schwerpunktes begleitet, 
die den sogenannten Tauchschwingungen entspricht. Die Schwingungen 
heissen freie, wenn sie - einmal durch die Anfangsstorung des 
Gleichgewichts entstanden - auf stillem Wasser ohne Einfiuss von 
anderen ausseren Kriiften als Gewicht und Auftrieb vor sich gehen. 
Sie werden erswungene genannt, wenn sie durch die dauernde Wirkung 
der storenden Einfiusse, wie die der Wellen, Wind, Gewichtsverschie
bung, Stoss u. s. w. erhalten werden. 

Die frcien Schwingungen des Schiffes wurden schon von L. Euler SO) 

betrachtet, der den pendelartigen Charakter dieser Bewegung aus
einandersetzte und die Lange eines einfachen Pendels ermittelte, welches 
mit einer Periode gleich jener des Rollens und Stampfens schwingt. 
Auch untersuchte L. Euler die Tauchschwingungen. Da die freien 
Schwingungen unter der Annahme, dass nur Auftrieb und Gewicht 
auf das Schiff wirken, ein gntes Beispiel fiir die Anwendung der 
Lagrangeschen Methode kleiner Schwingungen (vgl. IV 6, Nr. 9, 
P. Stiickel) sind, so findet man sie in den meisten Lehrbiichern der 
theoretischen Mechanik behandelt, so z. B. bei S. D. Poisson 31) und 
J. M. C. Duhamel 82). 

Die Betrachtung der erswungenen Schwingungen oder das Ver
halten des Schiffes im Seegange scheint von D. Bernoulli zu stammen. 
Seine Resultate blieben fast ein Jahrhundert klassisch, obgleich sie 
mit den jetzigen Ansichten und der Erfahrung nicht iibereinstimmen, 

26) In JOMWB HilfBbuch, p.809; auoh Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 41 
(1897), p. 609. 

27) J. Pollard et A. Dudeb()Ut, Theone du name, vol. 2. 
28) A. Schmidt, StabilitAt von Schitfen, Berlin 1892. 
29) J. BouJmoff, Morskoi Sbornik (1900) Nr. 2, p.14,3, Nr. 3, p. 117, Nr. 5, 

p. 121 und Nr. 6, p. 189. 
30) L. Euler, Scientia navaJia, Petropoli 1749. 
31) S. D. Poisson, Traite de m8eani.que t, 2. ed. Paris 1833. 
32) J. M. O. Duhamel, Cours de meeanique 2, Paris l1U5. 
33) D. Bmaovlli, Sur la maniere de diminuer . . . Ie roulis et Ie tangage 

du name, Recueil deB pieces 8 (17'11). 
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besonders deshalb nieht, weil die oszillatorisehe Bewegung des Wassers 
und die vertikal angenommene Riehtung des Auftriebs der Wirkliel
keit nieht gut genug entsprechen. Doeh ste11te hereits Bernoulli den 
Fall des starken Ro11ens bei dem eintretenden Synchronismus der 
Periode des Sehiffes mit der der Wellen in klares Licht. Naeh den 
Angaben der franzosisehen Autoren hat F. Reech wwend seiner Lehr
tatigkeit an der Ecole du Genie maritime die Bernoullisehen An
sichten beriehtigt und die Theorie der Schiffsbewegungen naeh einer 
ihm eigentiimliehen Methode neu behandelt. Leider sind seine Arbeiten 
in den unzugangliehen "Memorial du genie maritime" enthalten 84.). 

1m Jahre 1861 gab W. Froude seine Theorie des Rollens S5). Er 
giebt dem Auftriebe nieht die vertikale, sondern die im entspreehen
den Punkte zu der Wasseroberfliiche normale Richtung, wobei diese 
Annahme dureh allgemeine Betraehtungen iiber NiveauHachen und 
Versuehsangaben als zutreffend erklarl wird. Froude betraehtet ein 
Schiff, das parallel zu den Wellen steuert, und nimmt seine Quer
dimensionen im Verhaltnis zu jenen der Wellen als unendlieh klein 
an, wobei er diesen ein sinusoidales Profil zuschreibt und die Nei
gungen des Sehiffes wie die der Wellen als "klein" allsieht. Die 
unter diesen Annahmen ermittelte Rollbewegung besteht in eint'r Zu
sammensetzung der freien und erzwungenen Schwingungen, woraus 
Froude unmittelbar die Erkliirung fiir den unregelmassigen Charakter 
dieser Bewegung und den EinHuss der Periodenverhiiltnisse auf den 
Gang des Sehiffes zog. 1m Jahre 1863 entdeekte W. J. M. RankineB") 

aufs Neue die von Fr. Gerstner 3'1) im Jahre 1804 gegebene Theorie 
der Roll- oder troehoidalen Wellen (vgl. IV 16, N r. 5 g, A. E. H. Love 
und IV 20, Nr. lOb, Ph. Forchheimer). Dadurch bekamen die Froude
chen Annahmen iiber den Auftrieb neues Licht und eine strenge 
theoretisehe Begriindung. Dies hatte ein emeut einsetzendes Studium 
der Rollbewegungen des Schiffes zur Folgej es ersehienen eine Reihe 
wichtiger Arbeiten von W. Froude selbst 88), J. lVoolley 39), w. J. M. 

34) F. Reech, Theorie du roulis et du tangage, Mem. genie maritime 3 
(1870). (Nach Notizen bearbeitet von de Fremenville.) 

35) w. Froude, On the rolling of ships, Trans. Inst. Nav. Archit. 2 (1861), 
p. 180. 

36) W. J. M. Rankine, On the exact form of waves near the surface of 
deep water, London Phil. Trans. (1863), p. 58 = Misc. scientific papers, London 
1881, p. 481. 

37) Fl". Gerstner, Theorie der Wellen, Prag 1804 (abgedruckt in E. H. und 
w: Weber, Wellenlehre, Leipzig 1826). 

38) W. Froude, Traus. !nst. Nav. Archit. S (1862), 4 (1863). 
39) J. Woolley, On the rolling of ships, Trans. Inst. Nav. Archit. 8 (1862). 

Enc1klop. d. math. Will8noch. IV 2. 86 
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Rankine 40) und anderen. Zugleich gaben in Frankreich E. Bertin 41), 
B. de Saint- Venant 4'J) , O. Duhil de Benaze4S) und P. Risbec") der 
Theorie eine weiters Ausarbeitung. Insbesondere sind die Arbeiten 
von Bertin hervorzuheben. Hierin werden nicht nur die Froude
schen Beschrankungen fUr die Dimensionen des Schiffes fallen ge
lassen und der Einfluss des Wasserwiderstandes beriicksichtigt, sondern 
auch eine genaue Ermittelung der Schiffsbewegung durch den "doppel
ten Oszillographen" gegeben. 

Die Methode von Bertin reicht wohl fiir die Behandlung der 
reinen Rollbewegung des Schiffes aus, genugt aber nicht fiir die Er
mittelung des Stampfens, sowie der aus Rollen, Stampfen, Gieren 
und Tauchen zusammengesetzten, bei einem schrag zu den Wellen 
laufenden Kura des Schiffea in Betracht zu ziehenden allgemeinen 
Bewegung des Schiffes. Diese allgemeinere Theorie zunachst fur 
das Stampfen und dann fiir die zusammengesetzte Bewegung gab 
A. Kriloff45). 

In den folgenden Nummern 4:b-4:f solI nun der jetzige Stand 
der Lehre von den Schiffsschwingungen auseinandergesetzt werden, 
ohne dass dabei jedes einzelne Resultat bis zu seinem ersten Autor 
hinaufverfolgt wird. Als Ersatz dieser so fehlenden Litteraturnach
weise mag die vorstehende kurze historische Ubersicht dienen und 
der Hinweis auf das Buch von J. Pollard und A. Dudebout, wo im 
ersten Bande sich eine ausfiihrliche Litteraturzusammenstellung bis 
zum Jahre 1890 findet. 

40) W. J. M. Rankine, Remarks on M. Froudes theory of rolling, Trans. 
Inst. Nay. Archit. 3 (1862). 

41) E. Berlin, Note sur 1110 resistance des cartmes au roulis et sur les 
qualites nautiques, Paris, Mem. pres. par diy. sav. (2) 22 (1876) und Observations 
de roulis et de tangage executees avec l'oscillographe double it. bord de divers 
bMiments, Paris, Mem. pres. par div. say. (2) 26 (1878) [pres. 1876]. Bertills 
Donnes theoretiques et experimentales sur les vagues et Ie roulis zuerst mit 
anderen Abhandlungen publiziert in Cherbourg, Mem. de la Soc. des sciences 
1869-1879 sind auch ala besonderes Werk erschienen, Paris 1880. 

42) B. de Saint· Venant, Du roulis sur mer houleuse, Paris 1871. 
48) O. Duhil de Benaze, Etude du roulis du name sur mer agitee, Brest 

1871 und weitere Abhandlungen in Mem. genie maritime 1874, 10' u. 11' lin-. 
44) P. Risbee, Mem. genie maritime 1874., 10· livr; 1875, 3· livr. 
45) A. Kriloff, A new theory of the pitching motion of ships on wans, 

Trans. Inst. Nav. Archit. 87 (1896) = Theorie du tangage sur une mer houleuse, 
Bull. de l'Assoc. techno maritime 1896, Nr. 4 und A general theory of the 
oscillations of a ship on waves, Trans. !nst. Nav. Archit. 40 (1898) = Theorie 
generale des oscillations du navire Bur une mer houleuse, Bull. de rAssoc. techno 
maritime 1897, Nr. 8 und 1901, Nr. 12. 
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4: b. Die freien SChwingungen (Schiff auf ruhendem Wasser). 
Um die freien Schwingungen des Schiffes zu studieren, macht man 
folgende Annahmen: 1) das Schiff macht nur "kleine" Schwingungen 
urn seine Gleichgewichtslage; 2) auf das Schiff wirken als Kriifte sein 
Eigengewicht, der Auftrieb und der Widerstand des Wassersj 3) das 
Wasser bleibt in Ruhe - der Druck ist hydrostatisch - und wird 
durch die Bewegung des Schiffes nicht gestort. Diese letzte Annahme 
vereinfacht die Ermittlung der Schiffsschwingungen wesentlich. Ihre 
Willkiir wird praktisch dadurch kompensiert, dass der Widerstand, 
welcher die Reaktion des Wassers auf das Schiff darstellt, durch Ver
suche bestimmt und deren Ergebnis zufolge in Rechnung gebracht 
wird. Ebenso werden die Tragheitsmomente der Schiffe oder die von 
ihnen abhangende Periode des Rollens durch direkte Versuche er
mittelt, sodass der Einfluss der mitschwingenden Wassermassen nicht 
ganz vernachlassigt wird. Wegen des allgemeinen hydrodynamischen 
Ansatzes vgl. den Anhang, Nr. 7 a. 

Da das schwimmende Schiff als ein freier Korper anzusehen ist, 
so wird seine Lage im Raume durch die drei Koordinaten ~eines 

Schwerpunktes und die drei Eulerschen Winkel festgelegt, die ein im 
Schiff festes Koordinatensystem mit dem im Raume festen Koordinaten
system verbindet. Man wahlt den Schwerpunkt G des Schiffes ala 
Anfangspunkt des im Schiffe festen Koordinatensystems Gx, Gy, Gz, 
wobei die Symmetrieebene des Schiffes als zx-Ebene genommen wird; 
die s-Axe ist positiv nach unten gerechnet, die y-Axe senkrecht zur 
Symmetrieebene nach rechts (dem Steuerbord zu) und die x-Axe 
parallel der Wasserlinie dem Heck zu gerichtet. Die im Raume feste 
Axen O~, 01}, Ob wahlt man so, dass sie 'fiir die Gleichgewichtslage 
des Schiffes mit den beweglichen Axen zusammenfallen. Die Tauch
oder iiberhaupt die Translationsschwingungen des Schiffes - d. h. 
die Schwingungen seines Schwerpunktes - werden dann durch die 
Werle bestimmt, welche seine Koordinaten ;0' 1}0' bo zur Zeit t 
annehmen. Sie geniigen der bei der Behandlung kleiner Schwingungen 
iiblichen Bedingung, ffir die Gleichgewichtslage zu verschwinden und 
"klein" zu bleiben, wenn das Schiff nahe dieser Lage bleibt. Die 
Rotationsbewegungen des Schiffes werden durch die Eulerschen 
Winkel bestimmt. Bier ist die in der Astronomie gebrauchliche 
Wahl dieser Winkel nicht zweckmassig, da sie nicht der Be
dingung geniigen, bei kleinen Abweichungen des Schiffes aus der 
G leichgewichtslage "klein" zu bleiben. Man wahle daher die Euler
schen Winkel in folgender Art: man denke sich durch den Anfangs
punkt 0 der im Raume festen Axen drei Axen OXp O!/]1 Orl , 

36· 
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welche respektive den Axen Gx, Gy, Gz parallel sind; es sei ON die 
Schnittlinie der H-Ebene mit der xlYcEbene, man setze dann den 
Winkel ~ 0 N = 1/1 und rechne ihn positiv in der Richtung von 0 ~ 
nach Ob, man setze ferner den Winkel NOx = q;, positiv in der 

Richtung von OX1 zu OYlI und bezeichne schliesslich mit ; + 01 

die Neigung der xIYcEbene gegen die H-Ebene, wobei 01 im Sinne 
der positiven Rotation gerechnet ist; dann werden 1/1, qJ, 0, die drei 
Eulerschen Winkel, die die Lage des Schi:lfes eindeutig bestimmen 
und der Bedingung "klein" zu bleiben genugen. Es entspricht dabei 
1/1 dem Stampfen, 01 dem RoUen und q; dem Gieren. 

Es bestehen dann folgende 1!'ormeln fur die neun Richtungs-
kosinus der beiden Koordinatensysteme (vgl. IV 6, p. 553, P. SUickel): 

a = cos (x, ~) = cos q; cos 1/1 + sin cp sin 1/1 sin 01 
a1 = cos (x,'I}) = sin q; cos 0Il 

as = cos (x, b) = - cos cp sin 1/1 + sin !p cos 1/1 sin 0Il 

b = cos (y,~) = - sin cp cos 1/1 + cos cp sin 1/1 Bin 011 

(1) hi = cos (y,'I}) = cos q; cos 017 

bs = COB (y, b) = sin q; sin 1/1 + cos cp cos 1/1 sin OIl 

c = cos (z,~) = sin 1/1 cos °1 , 

CI = cos (z,'I}) = - sin 0Il 

C1 = cos (z, b) = cos 1/1 COB °1 , 

und fur die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit um die X-, Y-, 
z-Axen die kinematischen Gleichungen (IV6, Nr.28c): 

(2) 1 
p = t/J' sin cp cos °1 + 01 ' cos cp, 
q = t/J' COB qJ cos 01 - 0t' sin cp, 
r = cp' -1/1' sin 01. 

Betrachtet man die Winkel 1/1, q; und (}1 und deren Ableitungen 
",', cp', (J/ aIs kleine Grossen erster Ordnung, so kann man in obigen 
Formeln nur die ersten Potenzen beibehalten und findet 

(1') 

und 
(2') 

fa = 1, 
b= - cp I C = t/J, ' 

a1 = CJ!, a~ = - 1/1, 
b1 = 1, b~ = 011 
e1 = - 01/ c~ = 1, 

PI = 0/, q = fII', r = cp'. 

Es werde nun zunachst nur der Fall betrachtet, class GewicJd 
una Autlrieb allan auf das Schiff· wirken. Daun lauten die Bewegungs-
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gleichungen fur diejenige Annahemng, wie sie fUr kleine Schwingungen 
und durch Berucksichtigung allein des hydrostatischen Auftriebs 
charakterisiert ist (vgl. IV t>, Nr. 29): 

(3) 

und 

p ~·~o = 0 
9 elt' , 

P d'~ 
-~ = p-gnV 

9 elt' ... 

v v r 
c ~~ - E if = '1.[( Y x - Xy)dv = - g'1.(Cb2 X - a2 y)dv, 

(4) {B ~~ = '1.!t Xz - Zy)dv = - g(J.f(a2 z - c2 x)dv, 
I v v 

I A if - E:; = ~r(Zy - Yz)dv = - gQf(C2Y~~~ b2z)dr, 
l v v 

wo folgende Bezeichnungen eingefiihrt sind: P das Gewicht des 
Schiffes, A, B, C seine Haupttragheitsmomente, E = Emzx das 
eine der drei Deviationsmomente, von denen die beiden anderen 
wegen der Symmetrie des Schiffes verschwinden, Q die Dichtigkeit 
des Wassers und V das zur Zeit t eingetauchte V olumen. U nter 
Beriicksichtigung von (2) erhalten diese Gleichungen die Form: 

(3') 
P d''Y)o 
9 dt' = 0, 

(4') I 
wo Ro und ro die entsprechenden metazentrischen Radien, a den 
Abstand des Schwerpunkt des Schiffes von seinem Verdrangungs
Fchwerpunkt, So die Flache der Wasserlinie und l die Abszisse des 
Schwerpunktes diesel' FIache bezeichnen. 

In vielen Fallen konnen diese Gleichungen noch dadurch ver
einfacht werden, das auch die zy-Ebene als Symmetrieebene des 
Schiffes angesehen wird. Damit werden dann E = 0 und l = O. Bei 
dieser Annahme erhalten die Gleichungen (3') und (.f) unter ent
sprechender Wahl der Anfangs bedingungen als Losungen: 

1/0=0, 

iT~ '2;r;/. 
l/.' = r 0 . cos T • , 

~ H 2nt 
~o = . cos - . . T •. 

8 £. 2nt 
1 = ~o' cos T ' 

1 
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wo die Perioden T1, T 2 , Tg folgende Werte haben: 

T1 = 2n:y p(roA_ a)' T2 = 2n:y'~~~·, Tg = 2n:y'~. g:s~' 
Diese Formeln zeigen, daB in diesem Falle die Hauptschwingungs
arten - das Rollen, Stampfen und Tauchen - unabhangig von
einander pendelartig vor sich gahen. 

4- c. Fortsetzung: Beriicksichtigung des Wasserwiderstandes. 
Der EinfluB des Widerstandes des Wassel's wird am bequemsten bei 
dem Rollen untersucht, wo er auch einer leicht auszufiihrenden 
experimentellen Priifung unterliegt. Es kommt dann aus dem Forruel
system (4') nul' die letzte Gleichung in Betracht, wo wieder E = 0 
gesetzt sein mag. 

1st der Widm'stand dm' e1'sten Potenz dm' Geschwindigkeit pro
portional, so nimmt diese Gleichung die Form 

A()" + NO' + P(ro- a) () = 0 

an, wenn man 0 statt (J1 schreibt. Setzt man 

N P(ro - a) • - = 2 It und -A------ -- = n" , 
A 

so erhiilt Sle die bequeme Form: 

(5) (J" + 2h()' + n~O = 0, 

aus der sich bei den Anfangsbedingungen 0 = @o und 0' = 0 zur 
Zeit t = 0 die Losung: 

(6) 0 = @o e- hi (cos 111 t + -::1 sin 711 t) 
ergiebt, wo 

2n ,c,'--. n1 = .~- = V w-h-
T1 

ist. Diese Gleichung zeigt, dass die Amplitude del' Schwingung in 
geometrischel' Progression abnimmt. Zugleich folgt als Dampfungs
formel: 

(7) 

in del' 8m der Ausschlagswinkel bei del' ?/I-ten Schwingllng ist. 
Nimmt man den Widerst.and del' zUieit~J1 Potellz del' Gcscll1{!indi,lI

krit pl'OlJOrtiollol, so hat man die Gleichung: 

(8) AO".+ P(ro - a)O = + K(r=, 
,,0 das negati,e Zeichen fiir 0' > 0, das positi,e filr 0' <0 zu wahlen 
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ist. Integriert man diese Gleichung nach dem von S. D. Poisson 46) 
angegebenen Naherungsverfahren, so ergiebt sich bei den gleichen 
Anfangsbedingungen wie oben: 

(9) ( 2) kC9 ! ( 1 ) (} = @o-gk@02 cos nt + -+ 1 + 3' cos 2nt , 

wo 
k = ~ und n 2 = ~-~QA a) 

ist. Aus diesel' Formel folgt als Dampfungsfm'mel: 

(10) 8m +1 - 8m = - {k8~" 

Besteht das Widerstandsgesetz aus zwei Gliede'J"n der beiden be
trachteten Arten, so wird die entsprechende Dampfungsformel: 

(11) 
wobei 

Die Peri ode Tl des RoHens und die Dampfung werden fur ein 
Schiff durch den sogenannten ScMingervel'such bestimmt. Dieser be
steht darin, daB man das Schiff auf stillem Wasser durch Hin- und 
Herlaufen der Mannschaft von Bord zu Bord in Schwingungen ver
setzt und nachher die Ausschlagswinkel beobachtet und die Zeit 
notiert47). 

Hat das Schiff scharfe Spantenformen odeI' bei runden Formen 
starke Seitenkiele, so ist der Widerstand des Wassel's del' zweitell 
Potenz del' Geschwindigkeit proportional. In diesem FaIle kann mall 
die Dampfung fur das Schiff durch einen Versnch mit seinem lJl[odell 
ermitteln. Man denke sich ein Modell des· Schiffes, das nicht nul' 
geometrisch, sondel'll auch dynamisch dem Schiffe iihnlich ist. Hierzu 
ist notwendig, dass das Gewicht des Schiffes zu jenem des Modells 
im Verhiiltnis 1:;" s, die Tragheitsmomente urn die Liingsaxe im Yer
hiiltnisse 1:;,.5 stehell - wo 1:). das Verhaltnis del' linearen Dimen
sionen bezeichnet - und dass der Schwerpunkt des Schiffes dem 
Schwerpunkt des Modells entspricht. Nimmt man nun zunachst den 
Widerstand des Wassers del' n-ten Potenz del' Lineargeschwindigkeit 
eines Flachenelements proportional, so wird sein Moment relativ zur 

46) Vgl. S. D. Poisson, Traite de mecanique, § 189. 1m Ubrigen \'gl. auch 
IV 6, Nr. 20 a (P. Stiickel). 
. 47) V gl. Johows Hilfsbuch, p. 528 ft'. 
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Langsaxe des Schiffes der n-ten Potenz der Winkelgeschwindigkeit 

proportional, also von der Form K (~~) II sein. FUr das Modell wird 

der Widerstand von derselben Form, nur hat man die Grosse K mit 

:8 (! r = -;,s~" zu multiplizieren. Die Bewegungsgleichung fUr das 

Schiff wird 

(13) 

fiir das Modell erhiHt man, wenn man die Zeit tl i~ einer anderen 
Einheit misst, die zu jener, die fiir das Schiff gilt, im Verhaltnis 
1 : 't steht, die Gleichung: 

A dlO s P '0 - a K (dO)" n (14) 16 dt, l't + IS --;,- () = -;,S+n dt1 • 1:' • 

Damit die Bewegung des Modells jener des Schiffes "ahnlich" wird, 
d. h. in entsprechenden Zeiten tl das Modell denselben AUBschlags
winkel () wie das Schiff ergiebt, miissen aus der Gleichung (14) die 
Grossen A und 't' verschwinden, d. h. es muss geIten: 

",I 1 'J''' 

1:6= -;" = 18+,,' 
Hieraus ergiebt sich 
(15) 't = At und n = 2 . 

Also nur bei dem quadratischen Widerstandsgesetz wird die Be
wegung des Modells derjenigen des Schiffes ahnlich, so dass auch nur 
ffir diese die Dampfungsformel des Modells fUr das Schiff henutzt 
werden kann. 

4: d. Erzwungene Schwingungen (das Schi1f im Seega.nge). 
Die Froudesche Theorie des Bollana. Behiilt man die Annahmen 
Froudes bei (vgl. Nr. 4: a), so wird das Rollen durch die Gleichung 

(16) A d;:: - P(ro - a) 01 = P(ro- a)@o sin 2:t - Mw 

gegeben; hier ist @o der grosste Neigungswinkel, 't die Periode der 
Wellen und M w das WiderstaD.dsmoment des W users. 

Betrachtet man zunii.chst das Bollen ohne Widerstand, d. h. ist 
M w = 0, so wird 81 folgendermusen gegeben: 

(}1 = 01 cos nt + OJ sin nt + nl
, 1 8 0 sin bt , 

nl_~ '" 
",1 

oder wenn man statt n die entsprechende Periode 

T. = b = 2~11 .A 
1 n r P(r. - a) 
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einfiihrt, 
(17) a 2nt . 2nt 1:1 • 2nt 

()1 = 1 cos -T + C'J sm-T- + T 1_ 2@Osm-
1 1 1 1: 1: 

fiir 'r =F T1 und 
C 2nt rt· 2nt n 2nt 

(18) ()1 = 1 cos -T + \.I'J SIll -T - -T t@ocos-
1 1 1 1: 

fiir 'r = T1• Rier sind C1 und O2 zwei willkiirliche Konstante, die 
aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Die Formeln (17) 
und (18) zeigen den Einfiuss, den der Synchronismus auf das Rollen 
des Schiffes hat, und geben das Anwachsen der Amplitude, das dabei 
stattfindet. Froude brachte sogar Modelle mit abgerundeten Formen, 
die den Schwingungen geringen Widerstand leisteten, auf syncbronen 
Wellen zum Kentern. Ferner zeigt die Formel (17), dass die Roll
bewegung des Schiffes aus der Superposition zweier einfacher Schwin
gungen besteht, von die eine die Periode To die andere die Periode 
'r hat. 

Setzt man den Widerstand des Wassers der Geschwindigkeit 
proportional, so wird 

Mw=N· ::. 

Damit wird, wenn folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden: 
N 2" 
.A = 2h, n1 =Yn'J_ hi, p =~, 

n!_pl 2r.Jl d N 2hp 'J 
M = (n' _ pl)! + 4,h1p' . n \:Yo un = - (n' _ pl)l + 4h'p' . n @o, 

die Losung durch 

()1 = e- At (a! cos n1 t + C2 sin n1 t) + M sin 2nt + N cos 2nt 
1: ~ 

gegeben. Diese Formel wird iibersichtlicher, wenn man sie 

(19) ()1 = Oe- ht sin e~t + (3) + H sin e:t + r) 
schreibt mit 

und 
h'T! k= __ l. 

1:1 

M 
tgr= N 

Die Formel (19) zeigt die Dii.mpfUDg der nfreien" Schwingungen, 
so daBS mit der Zeit nur die nerzWUDgenen" uhrig blei~en. Der 
Dampfungskoeffizient kist ein kleiner Bruch, so dass, wenn das Ver-
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haltnis :!l_ merklich von 1 verschieden ist, das Glied ];,2 Tl.~ in H im 
~ r:" 

Verhaltnis zu dem ersten klein wird und in erster Annaherung vernach
lassigt werden kann. Damit geht del' letzte Term in (19) in den del' 
Formel (17) iiber. Nahert sich abel' das genannte Verhaltnis dem 

Werte 1, so nahert sich K dem Werte ~o und wird desto steiler, je 

kleiner del' Bruch kist. 
Fiir ozeanische Wellen ist @o ungefahr 8°. 1st dabei das Ver-

hiiltnis Tl > 2, so wird H < 2,3°, also das Rollen sehr gering. Die 
~ 

Periode "1:, die von del' Wellenlange abhangt, ist durch die Formel 

"1:= -v~r 
gegeben, so dass fiir eine WellenHinge A. = 120 m sich "I: = 8,7 sec 
ergibt. Solche Wellen entsprechen schon einer sehr starken Diinung. 
Hat das Schiff also eine Periode von 18 sec, so wird es fast niemals 
roUen, oder nur sehr sanft und mit geringer Amplitude. Diese 
Resultate, die sich i.i.berhaupt aus den allgemeinen Eigenschaften del' 
erzwungenen Schwingungen eines jeden Systems ergeben, stimmen 
mit der Erfahrung i.i.berein. 

4e. Fortsetzung: Kriloffs Theorie des Stampfens. 1m Gegen
satz . zum Rollen kann man beirn Stampfen und iiberhaupt bei del' 
allgerneinen Bewegung des Schiffes im Seegange die F?'oudeschen 
Annahmen nicht mehr gebrauchen. Sie konnen hier durch folgende 
ersetzt werden. Man nehme an, dass ein auf den Wellen befindliches 
Schiff in jedem Punkte seiner OberfUiche den hydrodynarnischen Druck 
erfrlJut, welcher in diesem Punkte del' Welle in dem betrachteten 
Zeitaugenblicke herrscht. Diese Annahme, die einer Erweiterung des 
Archimedischen Prinzips entspricht, ist insofern willkiirlich, als bei 
ihr davon abgesehen wird, dass das Schiff die dynamische Struktur 
del' vVellen stort. Ferner nehme man die -ozeanische Diinung als 
durch die Ge/"stne/"schen trochoidalen Wellen gegeben an, die durch 
folgendes Gleichungssystern charakterisiert sind (vgl. IV 16, Nr. 5 g. 
A. E. H Love): 

2:tc 

(20) I ~ -a = re--.i- sin 2~ (!l_ - !..) 
}. r:' 

~ - C = r c - :-}~ cos 2 ~ (!!.. - !..) 
J. 1" 

P _ Po = g~ {c - or;' (1 _ e- 4~C)} , 
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WO b und ~ die Koordinaten desjenigen Wasserteilchens sind, welches 
dem Schwingungszentrum Ca, c) entspricht; r iet die halbe Rohe der 
Wellen, 1 deren Lange und 7: ihre Periode. 

U ill nun die Bewegung des Stampfens z'usammen mit der des 
Tauchens fiir den Fall zu behandeln, wo das. Schiff quer zu den 
Wellen steuert, kann man folgendermassen verfahren 48). 

Es werden unter Anwendung der friiheren Bezeichnungsweise 
(Nr. 4: b), die Bewegungsgleichungen des Schiffes, da es sich hier nur 
urn die Werte von bo und 1/J handelt: I p d2~ '~ 

g"([ti = p -., p cos (n b) ds - W;1 

(21) s 

B~;~ = - !P(X cos (nz) - z cos (nx)ds - JJlw, 

wo die Integration iiber die ganze im Zeitaugenblicke t eingetauchte 
Oberflache S des Schiffes zu erstrecken ist und n die Richtung der 
entsprechenden Normalen zu dieser Fliiche bedeutet, p den hydro
dynami.echen Druck, W t und Mw den Wideretand des Wassers und 
sein Moment in Bezug auf die y-Axe bezeichnen. 

Die in den Gleichungen (21) auftretenden Integrale haben eine 
fiir die numerische Berechnung ungeeignete Form, wenn man be
achtet, dass die OberfHiche des Schiffes nicht durch einen rechnerischen 
Ausdruck, sOlldern durch die Zeichnung des Schiffes gegebell iet. 
Sie mussen daher in eine fiir den praktischell Zweck dienlichere Form 
transformiert werden. 

Man kann zunachst in belmnnter Weise die Oberflachenintegrale 
111 V olumintegrale verwandeln: 

( 
r~. rap .J p cos (Ub. lds = J a!; dV, 

(22) s v 

sjP(X cos(~z) - z cos (nx))ds =, r (x ~~ - Z~~)dV, 

und versuchen, in den Integranden rechts nUl" die relativen Koordi
naten zu behalten. Rierzu beachte man, daB 

( ) op 2:n: ) 
23 as = Tgl?(~ - a 

48) Ygl. A. Krilon~ A new theory of the pitching motion, Trans. lost. Nav. 
Arch. 37 (1896) = Bull. de l'Assoe. techno maritime 1895, Nr. 4, und Paris C, R. 
122 (1896), p. 183. 
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mit deren Hulfe sich ~-~ und ~~ leicht ausdrucken, wenn man die 

Formeln (1') beriicksichtigt (01 = 0, rp = ° und 'IjJ im Maximum 
praktisch zwischen 5° und 6°, also "klein"). Es kommen dann in dem 
Integranden del' Gleichungen (22) neben x und fJ, wenn man auch ~ 
und ~ durch x, fJ ausdriickt, nur noch die VaTiabeln (1" c vor, die 
sich abel' leicht aus (20) unter Benutzung del' Lagmnge'schen Um
kehrungsformel (vgl. II B 1, Nr. 15, lY. F. Osgood) finden lassen. In 
der Tat ergeben sich (~- a) und (~- c) in del' Form einer nach 

ganzen Potenzen von ~ fortschreitenden Reihe: 

(24) 

~nt Gnt 
2:7t 2,,;r--· (I; t) ('>:7tr)3--. 
T(~-(I,)=-A-e J. sin2Jt T--~ + Tel 0+···, 

Speziell fur die freie OberfHiche, wo c = 0, erhiilt man: 

(25) ( G t ) ,,;r~ { ( 1; t ) } ~ =1·cos2Jt ---- +- 1-cos4Jt ---- + .... 
1 ;I., T;I., J."" 

Der Wert von ~ ist fiir die steil~ten Wellen del' Diinung nicht 

gr6J3er als 10, so dass man in obigen Formeln (24) und (25) nm das 
erste GEed beizubehalten braucht. 

Bei del' weiteren U mformung del' Integrale (22) beachte man, 
class das in jedem Augenblick eingetauchte Volumen V in zwei Teile 
zerlegt werden Imnn: 1) in das V olumen Vo, welches zwischen dem 
Kiel des Schiffes und seiner del' Gleichgewichtslage entsprechenden 
vVasserlinie enthalten ist, 2) in das veranderliche Volumen v, welches 
zwischen diesel' vVasserlinie und del' freien OberfUiche des vVassers 
ellthalten ist. v wird eine Funktion del' Grossen to, 'IjJ nnd z sein, 
die hier aHe als klein angesehen werden. Da nun v mit diesen 
Grossen verschwinclet, so wird es kein von diesen Gr6ssen unab
hangiges Glied enthalten. Diese Bemerkung vereinfacht die Entwicke
lung del' Integrale, da lUall von vornherein aIle Glieder 110herer 
Ordnung vernachlassigen kann. Bei diesel' Entwickelung kann man 
ferner in el·ster Anniiherullg die del' Wasserlinie benachbarte Schiffs
wand als senkrecht zu diesel' Ebene ansehen. 1Ian erhlilt so nach 
einigen Umfornumgen die Differentialgleichungen (21), in die uoch 
der Widerstand als mit del' ersten Poteuz del' Gpschwindigkeit pro
portional eingefiihrt isb, in del' Form: 
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Dabei haben die in diesen Gleichungen auftretenden Konstanten 
folgende Werle, die unmittelbar nach den Schiffszeichnungen be
rechnet werden konnen. Es ist: 

(27) 

( L, 

SO = 2fYodx = Flache del' Wasserlinie, 
-L, 

L, 

Sol = 2f xyodx = Moment von So in Bezug auf die cp-Axe, 
-L, 

211: 
mo= ao- TAo, 

211: 
1nl = al - T-Al' 

L, ') f 2nx 1 ao = ... Yo cos -}-, (. x, 
-L, 

2n 
no= bo- TBo, 

2n 
nl = bl - -~-Bl' 

L, . 

00= 2JYosin~~~dX, 
-L, 

L, 

1. 2f . 2nxd vl = . Yox sm-l-, x, 
-L., 

f L'fll - 2;, 2nx . 
Ao=2 e ycosT dxdz , 

-L,O 

Al = 2 ./'./:-:..;~ yx cos ~~clxd.z, 
- L, 0 

Bo = 2 .fL' jle-~": y sin::~ dxdz , 

- L, 0 

l~l !l ~ It .: 

B 2 J f - -:c . 2nx I d 
1 =, . e yx sm i-;- ex z, 

-L,O 

wobei Ll und L2 die Abszissen des Bugs und Hecks bezeichnell, Yo 
die Ordinate del' Wasserlinie und y die den Koordillaten x und 
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~ entsprechende Ordinate der Schitfsoberflache und H den Tief
gang 4.9). 

Bei dem Stampfen und Tauchschwingungen ist die Dampfung 
der neien Schwingungen so stark, dass diese Schwingungen iiber
haupt nicht in Betracht kommen und die ganze Bewegung nur aus 
den erzwungenen Schwingungen besteht. Damit fallen aus der all
gemeinen Losung von (26), die die Form 

-ht( 2:n:t , 2:n:t) 2:n:t, 2:n:t 

1 
~o = e 01 cos -T. + C2 sm -T + a COS - + fJ SiD - , 

(28) 8 S 't' 't' -ht( 2:n:t ' 21ft) 21ft , 2:n:t 
t/J = e as cos -T--; + C4 8m -1'; + al COS ---:r- + fJ1 sm----:;-

hat, wo a, fli all fll leicht zu bestimmende Werte haben und C17 all 
Ca, C4 willkiirliche Konstante sind, die mit e- hi behafteten Glieder 
nach kurzer Zeit fort, so dass die Losung wird: 

2:n:t . 21ft 
~O = a cos - + fl sm -- , 

't' 't' 
(29) 

2:n:t 2:n:t 
tjJ = "1 COS - + fl1 COS - • 

't' 't' 

An numerischen Beispielen kann gezeigt werden, dass man den 
Widerstandskoeffizienten in sehr grossen Grenzen - etwa von 0 bis 
00 - andern kann, ohne dass hierdurch ", {:J, au (:Jl eine fiir die Praxil!l 
merkliche Variation erleiden, wenn nur T2 von or verschieden ist. Da
durch wird es moglich, das Stampfen sehr genau zu berechnen, ob
wohl man den Widerstand nur in sehr roher Weise kennt. 

4f. Schluss: Die Theorie der allgemeinen Schift'sschwingungen. 
Diese Theorie ist ebenfalls von A.. Kri7,Qff50) entwickelt worden, als 
Verallgemeinerung des in vorstehender N r. 4 e gegebenen Ansatzes 
fur das Stampfen. Mit der Beschrlinkung auf die erste Annii.herung 
werden hier die Bewegungsgleichungen (vgl. oben (3) und (4)) die Form 

P d'Go... P d'7jo P d'L;, 

1 
g di' = E~, g dt' = IH, " dt' = IZ, 

d'~ d' • d' 
A. dt,=E(yZ-ey), B dtl=I(eX-xZ), C dt;=I(xY-yX) 

erhalten, wo $, H, Z die Komponenten der in Richtung der absoluten 
Axen ~, 1}, ~ wirkenden Krai'te, x, Y, Z die entsprechenden Kom-

~9) In der genannten Arbeit von A. Kriloff ist ein vollstlLudig durch
gearbeitetes Beispiel mit allen zur numeriscben Bereohnung der KODstanten 
dienenden Schemata angefiihrt. 

60) V gl. A. Krilo/f, A general theory of the oscillations of a ship on waves, 
Trans. Jut Nav. Arcbit. ~o (1898) - Bull. de l'Assoc. techno maritime 1897, Nr. 8, 
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ponenten in Richtung der relativen Axen sind. Ala wirkende Krafte 
kommen wieder in Frage: 1) das Eigengewicht des Schiffes, 2) der 
veranderliche Au~rieb, 3) der Wasserwiderstand des Schiffes. Das 
Schiff werde unter dem Winkel a gegen die Wellen steuemd an
genommen und seine Fahrgeschwindigkeit zunachst als Null voraus
gesetzt. 

Das Entscheidende ist nun, den Auftrieb zu berechnen. Hierzu 
konnte man in Analogie zu dem allgemeinen Ansatze in Nr.4:e ver
fahren. Indessen ist es flir die Berechnung bequemer - da nur eine 
erste Annaherung gegeben werden soil - von vornherein gewisse 
Vernachlassigungen einzuflihren, deren ZuIassigkeit flir den speziellen 
Fall des Stampfens 'durch den friiheren Ansatz erwiesen ist. Man 
benutze hierzu folgende Uberlegung: Nach den hydrodynamischen 
Grundgleichungen ist der dem Volumelemente entsprechende Auftrieb 
durch die Resultierende folgender drei, sich auf das Massenelement Qdv 
beziehenden Kraftkomponenten: 

(X' d"~)d (Y' d!1J) d (Z·' dlb) d Q - dt' v, Q - dt' v, ~ -Jt" v 

gegeben. Aus der Theorie der trochoidalen Wellen folgt, daS dieser 
Auftrieb in der Richtung der Normale zur entsprechenden dynamischen 
NiveauHache rallt und seiner lntensitat nach durch die Lange dieser 
N ormalen gegeben wird, wenn die Lange des Rollkreises die Schwer
kraft reprasentiert. Man mache nUll eine vereinfachende Annahme 
liber diese Wellen, die es gestattet, die Lange der Normalen in ein
facher Weise zu berechnen. Es werde vorausgesetzt, dass - dB. der 
Tiefgang des Schiffes relativ zu den Wellen klein ist - die Niveau
Hachen der trochoidalen Wellen parallel zu der freien Oberfl.ache 
seien. Als Gestalt dieser Oberflache kann man ferner (wie Froude 
es fiir das Rollen machte) in erster Annaherung eine SinuBwelle 
wahlen, deren Gleichung 

f ~l = r cos 2:It (J + ~ - ~) , 
J..1 ""t t' 

oder abgekiirzt (31) 
~l = r cos C 

. d H' . t . ... 1 t t sem WIr • ler IS A.1 = COM a' "2 = sIn a gese z . 

Mit diesen Annahmen gestaltet sich nun die Berechnung des Auf
triebs folgendermassell: Zunachst werden die Richtungskosinus der 
Normalen n zur Wasseroberfiii.che durch folgende Ausdriicke gegeben: 

61) Siehe W. J. M. Rankine, Lond. Phil. Trans. 53 (1863), p. 127 = Misc. 
llcient .. papers, London 1881, p. 481. 



552 IV 22. .A. Kriloff und C. H. Muller. Die Theorie des Schiffes. 

{ 

cos (n~) = - ~n; sin U, cos (n'Y}) = - ~'; sin U, 
1 2 

1 1 
cos(nbl)= - N = - ,£ i· 

V i + (2~r sin u) 
(32) 

Da bier 2~r < ~ ist und daher in erster .Annaherung ala "klein" 

betrachtet werden kann, ergeben sich die vereinfachten Ausdriicke (32'): 

( ~) 2%r 'u () 2nr . U cos ns = - -l,- sm , cos n'Y} = - -a- sm ; 
1 2 

cos (nbl) = - 1. 
(32') 

Als Lange der Normalen zur Wasserflache findet man, wenn R der 
Radius des rol1enden Kreises ist: 

(33) n = R + r cos U = R (1 + 2~r cos U). 
Damit hat man als Komponenten fiir den Attftrieb: 

() (X'- ~;:) dv = g{l (1 + 2~r cos U) cos (n;) dv 

2n1' , 
= - -a-g{l SIll Udv, 

1 

{l (Y'- ~t"!) dv = g{l (1 + 2~r cos u) cos (n'YJ) dv 
(34) 

2nr . Ud = - -a-g{l sm v, 
! 

( , d2 {; ) (2nr ) {l Z - dt~ dv = gQ 1 + -1.- cos U cos (nbl) dv 

=-gQ(l+ 2~r cos U)dv. 

Beachtet man .die zwischen den absoluten und relativen Koordinatell 
bestehenden Gleichungen: 

1 
~ = Go + x - yep + z'ljJ, 

(35) 'Y} = 'Y}o + xrp + y - Z()l' 

bl = bo - x1jJ + Y ()1 + f! 
d 1 d kt d 2%;0 2n710 2n1:0 kl ' G .. t 0 d un )e en -, ass --,:-, -a-' -].- - eIDe rossen ers er r nung 

sind und in sin U resp. cos U iiberall als Faktor 2~r oder die noch 

] 1 . G .. 2%1' d 2n1' f· t k U' d F \: elneren rossen --J,- un -,- au ~re en, so ann man m er orm 
'1 "2 

(36) U=2:;t -+---( X y t) 
i'1 J.! 'C 

annehmell. Hiermit bekommt man als Werte des Gesamtan(triebes, 
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dem das Schiff im betrachteten Augenblick unterliegt: 

2:n:1' f' (X y t) ---gQ sm2% -+--- dv, 
1..1 11 1..~ ,,; 

v 

(37) 2:n:r f' (X Y t) - --gQ sm 2% -- + - - - dv, 
1..2 )'1 A,2 ,,; 

V 

Q.= gQ V + 2M gQfCOS 2% (~ + JL - .!..) dv. 
, A. 11 1.,2 ,,; 

v 
Die weitere Behandlung der in (37) vorkommenc1en Integrale ist 

del' fruheren (vgl. 4:e) analog. Es wird wieder V in Vo + v zerlegt, 
wo v eine "kleine" Grosse ist. Da Zl nach (31) durch den Ausdruck 

Zl = - ~o + x1/J - yOl + r cos (~ + i. - :) 
gegeben ist, so wird z. B. 

V !dv=Vo+ v 
v 

L'l, Yo 

=-Jdxj'{-~o+x1/J -YOl-rcoa(~ + i.-!)}dy, 
-~ -~ -

wo Lv L2, Yo die fruheren Bezeichnungen sind. Man findet aomit 

( 2:n:t . 2:n:t) (38) V = Vo + ~oSo -1/JSol - I' ao cos -,,;- + bo 8m ~ , 

wo So und l die fl'uhere Bedeutung haben, ao und bo folgender
massen gegeben sind: 

+L. 
(39) 1...j' 2:n:yo 2:n:x d ao = --"- Sln-·-,- cos --,- X, 

1'C I\;~ '''1 
-L, 

In den meisten in del' Praxis vorkommenden Fallen vereinfachen 
sich die Ausdrlicke ao und bo' Da ).2>). und 2yo < B, wo B die 
gr6sste Breite des Schiffes bedeutet, so ist 

2:n:yo < :n:B. 
l~ 1.. 

Fur grosse Schiffe, fiir die B etwa 20 mist, auf grossen Wellen, fiir 
die l etwa 120 mist, wird demnach 

!:n:yo < 0 6 
1..2 ' , 

d. h. del' Sinus des Winkels wird sich um weniger als 4 % von dem 
Winkel selbst unterscheiden, so dass man 

. 2:n:yo 2:n:yo 
Slll--=--

1'2 1..~' 
Encyklop. d. math. Wissensch. IV 2. 

2:n:yo 1 (2:n:Yo)2 cos--= - --
I.~ 1..1 

37 
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setzen darf. Damit werden dann 
+~ f 2na: 

ao= 2 Yo cos ----,;;-dx, (39') 
-L. 

die in die entspl'echenden Werte von a, b der Formeln (27) iur 
a = 0 ilbergehen. In ahnlicher Weise lassen sich alle anderen in 
dem Ausdruck des Auftriebes oder seines Momentes vorkommenden 
Integrale in eine filr die Berechnung geeignete Form setzen. 

Das Resultat sind schliesslich die folgenden Bewegungsgleichungen: 

P dlt 2n1· ( ht . 2nt) --=-gn- B cos-+.d SlD- -W. 9 dt' ., ~ 0 ,,; ~ ,,; ~, 

(40) 
P dl 1/o 2n,. (B bt .d . 2nt) W g dt' =-g(!T ocos-,,;-+~smT - q' 

P d'to S S ( 2nt . 2nt) g dt' + g(! 0 to = g()", ol +,. ao COST + bo sm -,,;-

2n,. ( 2nt . 2nt) --,.- Aocos-,,;-+BosIn7 - W~, 

und 

Hier sind ao und bo durch (39) bezw. (39') gegeben und ii.hnlieh 
Ao, Bo' Nu Mu Ku LlI P u Ql Konstante, die sich nach den Schiffs
zeichnungen berechnen lassen 6~). W~, W'l' Wei L w, Mw, Nw sind 
die Komponenten des W iderstandes resp. dessen Moments. 

Setzt man den Wasserwiderstand wiederum proportional der Ge
schwindigkeit, so werden die Gleichungen (40) nnd (41) ahnlich wie 
(16) linear mit konstanten Koeffizienten, so dass sie eine leichte 
Integration gewahren. Es muss hier beachtet werden, dass flir das 
St&mpfen die vom Widerstand herriihrende Dimpfung so stark ist, 
dass die freien Schwingungen gar nicht vorkommen (vgl. Nr. 4:e). 
Filr das RoUen aber ist dies nie der Fall, denn eine geringe Ungleich-

62) In der Arbeit Ton A. Kriloff findet man neben den Ausdrlicken fUr 
diese Koeffizienten wieder eine vollkommene Anleitung zu deren Berechnung, 
die dureh em Beispiel erlil.utert wild. 
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massigkeit der Diinung, d. h. eine geringe Verschiedenheit der Elemente 
der aufeinanderfolgenden Wellen geniigt, um die Dii.mpfung zu iiber
winden und die freien Schwingungen allein bestehen zu lassen 51). 

Will man schliesslich noch die Eigengeschwindigkeit des Schiffes 
in Betracht ziehen, so braucht man nur statt der eigenen Periode $' 

der Wellen die relative Periode orl in die obigen Gleichungen ein
zufiihren, wobei sich orl leicht aus folgender Formel: 

(42) orl = c 
1- - COS" c1 

berechnet, wo c die Geschwindigkeit. des Schiffes, c1 die des Fort
schreitens der Wellen ist. 

Damit sind nun aIle Elemente gegeben, die bis zu einem ge
wissen Grade ein mathematisches Studium des Verhaltens eines Schiffes 
auf dem Meere (resp. im Seegange) bei gegebener oder angenommener 
Diinung ermoglichen und eine numerische Auswertung des Einfiusses 
von Belastung oder Schiffsform auf dies Verhalten im Meere liefern. 

4:g. Die Apparate zur Registrierung der Schift'sschwingungen. 
Die Registrierung von Schwingungen im Seegange kann entweder 
auf photographischem Wege, der von Huet 04) vorgeschlagen wurde 
und gute Dienste leistet, geschehen oder durch die Apparate von 
W. Froude 55) und den doppelten Oszillographen von E. Bertin 56). 
Das dieser letzte Apparat die vollstandigsten Angaben liefert, so sei 
er allein im Folgenden kurz beschrieben. 

Der Bertinsche Oscillograph besteht im Grunde aus zwei Pendeln. 
Das eine dieser Pen del , welches das "kleine Pendel" genannt wird, 
hat eine kleine Schwingungsperiode, etwa von % bis l/S sec, und eine 
solche Form, das es von der umgebenden Luft leicht gedampft wird. 
Das andere Pendel, welches das "grosse Pendel" genannt wird, hat 
eine sehr lange Schwingungsperiode, etwa von 70 bis 80 sec. Dieses 
Pendel wird durch ein fast vollkommen equilibriertes Rad von 120 cm 
Durchmesser und ungefahr 200 kg Gewicht gebildet. Die Axe dieses 
Rades ist sehr genau konstruiert und ruht, um. die Reibung moglichst 

63) V gL hierzu bei KriZoff ein numerisches Beispiel, das diese VerhiUtnisse 
illustriert. 

64) Huet, Note sur les courbes de roulis obtenus par la photographie, 
Mem. genie maritime 1876, 4. livr. 

66) W. Froude, Description of an instruntent for automatically recording 
the rolling of ships, Trans. !nst. Nav. Arch. 14 (1873). 

66) E. Bertin, Observations de roulis et de tangage executees av-ec l'oscillo
graphe double, Paris Mem. pres. par div. say. 26 (1878). 

37· 
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zu vermeiden, auf einem Rollenlager. Das Fundamentgehause, welches 
die beiden Pendel tragt, ist mit einem Uhrwerk versehen, das vor 
den Pendeln ein Papierband herzieht, auf welchem die Zeit und die 
Lage der Pendel durch von ihnen getragene Stifte automatisch 
registriert wird. Ein am Gehause fixierter Stift registriert die Mittel
linie des Papiers; bei aufrechter und ruhiger Lage des Schiffes zeigen 
die beiden Stifte der Pendel auf diese Mittellinie. Die Wirkung des 
Apparates im Seegange beruht nun auf folgenden Uberlegungen: 

Man denke der Einfachheit wegen, das Schiff steuere langs den 
Welien, so dass nur ein reines RoHen auftritt. Dabei beschreibt der 
Schwerpunkt des: Schiffes (nach der Froudeschen Theorie) dieselbe 
Kreiskurve wie die Wasserteilchen, so dass die Bewegung des Schiffes 
durch folgende Gleichungen dargestellt wird: 

(43) I ~o = 0, 'YJo= r sin 2:t, ~o. r cos 2;t, 

1 ()1 = @o sin e:t + IX) + @1 sin e;lt + ~). 
Es sei nun im Punkte (0, a, b) des Schiffes (der Anfangspunkt liegt im 
Schwerpunkt) ein Pendel aufgehangt, das in der zy-Ebene des Schiffes 
schwingenkann. 1st ~ sein Tragheitsmoment in Bezug auf die Auf
hangungsaxe, m seine Masse, 1 der Abstand seines Schwerpunktes 
vom Aufhangepunkt, so wird, wenl1 ro die N eigung des Pendels gegen 
die Vertikale bedeutet, die Bewegungsgleichung des Pendels: 

J",.oo"= -mlg sin ro + ml{ (no" cos 00 + ~o" sin oo)-[(a sin (()1- ro) 

(44) + b cos (01- ro»)] fJ/, - [a cos (()1- ro) + b sin (01- (0)] ()/2}. 

In erster Annaherung kann man hier die Winkel ()1 und 00 als 
klein ansehen und annehmen, dass der Aufhangepunkt des Pendels mit 
dem Schwerpunkt des Pendels zusammenfallt, so dass obige Gleichung: 

T "+ 7 7 " . 4%2 7 • 2nt 
"1 ro mg~ro = m~11o = - .. 2 9n~9' SIll - .. -

wird, oder wenn man 11~l =n2 setzt und benutzt, dass -r=y2;1 ist: 

"+ 2 2nr • . 2%t ro n ro = - -l-W SIn - .. -, 

woraus sich 
(45) 0 2%t + c. . 2nt + 2%r .. 2 • 2nt 

00 = 1 cos T 2 S1l1 T ~r- T2_ .. ' S1l1 T 

ergiebt. Hier ist 

T - 2n - 9~y J, - n - _. mgl 

die Schwillgungsperiode des Pendels. 
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Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden: 1) Die Periode del' Eigen
schwingungen des Pendels ist relativ zu der del' Wellen und des 
Rollens des Schiffes T1 sehr gross. Dann haben die erzwungenen Schwin-

! 

gungen des Pendels den sehr kleinen Faktor Ti't: $i' Sie werden, 

~enn ;, und ~ etwa 3 bis 4 ist, praktisch schon unmerklich. Erfahrt 

also das Pen del keinen Anfangsstoss, so ist 01 = O2 = 0 und folglich 
w = 0, d. h. das Pen del von langer Periode wird von del' Vertikalen 
nicht abgelenkt und sein Stift registriert die wahren N eigungen des 
Schiffes. 2) Die Periode del' Eigenschwingungen des Pendels ist 
relativ zu jener del' Wellen und des Rollens des Schiffes sehr kurz. 

Dann wil'd del' Faktor :P ~ $2 praktisch gleich 1, und falls eine be

~rachtliche Dampfung besteht, folgt aus (45): 

(45') 2n1' • 2nt 
W=--Slll-' 

I. $ 

Aus Formel (32) sieht man leicht, dass nunmehr W der N eigung del' 
Normalen zur Wellenoberfliiche gleich ist, also das kleine Pendel diese 
Richtung annimmt. 

Auf eine niihere Untersuchung del' Gleichung (44) sei hier ver
ziehtet. Es ergiebt sieh, dass bei einer zweiten .A.nnaherung das Ver
halten des grossen Pendels sieh nicht andert, dagegen das kleine 
Pendel von del' Lage des Aufhiingepunktes im Sehiffe und del' Be
wegung des Sehwel'punktes sem beeinflusst wird. 

Neben mesem Oszillographen hat Fdris 57) einen gyroskopisehen 
Apparat ZUl' Registrierung del' Schiffsschwingungen angewandt, auf 
dessen mathematische Theorie abel' hier nieht eingegangen sei. Die 
Eigensehaften des Gyroskops oder Kl'eisels wUl'den von G. Fleuriais 58) 

zur Herstellung seines gyroscope - collimateu1' benutzt, del' auf dem 
gleiehen Prinzip wie das P(l1'issehe Instrument beruht. Eine ein
f'aehe Darstellung del' TheOl'ie des Flelwiaissehen Kl'eisels gab 
E. de Joncquim'es (vgl. IV6, Nr.25, P. Stiickel). 

Ebenso mage hier del' Sehiffsk-l'eisel von O. Schlick erwiihnt nul' 
kurz werden, des sen Theorie in engem Zusammenhange mit del' oben an
gefiihrtell steht. Das Sehiffspendel besteht im wesentliehell aus einem 

57) Paris, pere et fils, Dcscription et usage du trace-vague et dn trace
roulis, Revue maritime et coloniale 20 (1867), p. 273; Paris C. R. 6.1. (1887), p. 731; 
Trans. !nst. Nav. Archit. 8 (1867), p. 279. 

58) G. Fleltl'iais, Gyroscope-collimateur, Revue maritime et coloniale 91 
(1886), p. 412; E. de Joncguiel'es, Rapport sur Ie gyroscope-collimateur du com
mandant Fleuriais, ehenda 92 (1887), p. 223. 



558 IV 22. A. KriZoff und C. H. Muller. Die Theorie des Schiffes. 

schweren, sich sehr rasch urn eine vertikale Axe drehenden Schwung
mde (Gyroscop). Die Lager dieser Axe sind nicht fest mit dem 
Schiffe verbunden, sondern sind an einen Block befestigt, welcher 
selbst um eine horizontale zur Langsebene des Schiffes senkrechte 
Axe drehbar ist. Diese letztere Axe ist mit einer Bremse versehen. 
Die Theone des Apparates und die damit vorgenommenen Versuche 
haben gezeigt, dass er sogar bei massigen Dimensionen eine starke 
Dampfung der Schiffsschwingungen bewirkt 58a). 

5. Die Drehung des Schiffes. Steuern. Wenn auf einem in 
Fahrt befindlichen Schiff das Ruder aus seiner Mittschiffslage an Bord 
gelegt wird, so erfahrt es einen Widerstand vom Wasser. Die Richtung 
dieses Widerstandes geht nicht durch den Schwerpunkt des Schiffes, 
so dass das Schiff in Drehung versetzt wird. Die Bewegungsgleichungen 
des Schiffes mit gelegtem Steuerruder wurden schon von Euler auf
gestellt und werden in folgender Form benutzt. 

Es sei M die Masse des Schiffes, G sein Schwerpunkt, J sein 
'l'ragheitsmoment in Bezug auf die Vertikale G £I, P die in der Langs
ebene wirkende Propulsionskraft, TV, und W. die Komponenten des 
Widerstandes in der Langsebene und senkrecht zu dieser, R der 
normale Druck und F der Reibungswiderstand auf das Ruder, IX del' 
Ruderwinkel, 0 der Derivationswinkel, cp der Drehungswinkel des 
Schiffes, Q der Kriimmungsradius der vom Schwerpunkte des Schiffes 
beschriebenen Kurve, v die Geschwindigkeit des Schiffes, E das 
Moment von R und F in Bezug auf G z, M w das Widerstandsmoment. 
Dann lauten die Bewegungsgleichungen: 

(46) 

~lt sino + M~i cos 0 = P-We-R sin IX - FCOSIX=O, 

Mv' dv 
I! cos 0 - JJ[ at sin 15 = W, - R cos IX + F sin IX = 0, 

d' qJ , 
J -iit" = E - M w, 

dfJ 
Q =dt' 

Der Winkel rp wird von der Anfangsrichtung des Laufes des Schifles 
gerechnet, (3 bezeichnet den Winkel, den die Tangellte im elltsprechen
den Pnnkte der vom Schwerpunkte beschriebellen Kurve mit der 
Anfangsrichtung macht. 

68·) O. Schlick, The gyroscopic effects of fly-wheels on board ship, Trans. 
Inst. Nav. Archit. 46 (1904), p. 117. Vgl. auch Sir TV. H. White, ebenda 49 
(1907) und IV 6, Nr. 4:1 c (P. Stiickel). 
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Diese Gleichungen sind unter der Annahme aufgestellt, dass das 
Schiff keine Wassermassen mitschleppt, was bei der Drehung tatsach
lich der Fall ist. Aber es ist unmoglich, liber diese Massen und deren 
Einfluss irgend welche Angaben zu machen. Ferner muss beachtet 

werden, dass We' W s' R und ]}[ w Funktionen von, v, 0, ~~ sind, die 

unter sehr willkiirlichen Annahmen aufgestellt werden, so dass den 
Losungen der Gleichungen (46), welche man mit Hilfe dieser An
nahmen aufzustellen vermag, ein praktischer Wert kaum beigelegt 
werden kann. 

6. Die' Vibrationen des SChiffes. Bei den Schiffsvibrationen 
liegt eine Resonanzerscheinung vor. Man betrachte das Schiff als 
einen einzigen grossen elastischen Stab. Dieser kann entsprechend 
den verschiedenen Randbedingungen - im FaIle keine ausseren Krafte 
auf ihn wirken - nur ganz bestimmte Normal- oder Eigenschwingungen 
ausfiihren (vgl. IV 26, Nr. 3, H. Lamb). Ist die Maschine nicht voll
kommen equilibriert, so wirkt sie auf das Schiff als storende Kraft, 
deren Intensitat sich periodisch andert. Durch die Wirkung diesel' 
Kraft entstehen im Schiffe erzwungene Schwingungen; falIt die Periode 
der Kraft mit einer der Period en der Eigenschwingungen zusammen, 
so entsteht eine Resonanz; die entsprechende Schwingung bekommt 
eine starke Amplitude, welche nur von den passiven Widerstanden 
gedampft wird. 

Die theoretische Untersuchung dieser Vibrationen erfordert die 
Integration der Gleichung: 

(47) 00;, (EJ::~) + IJ ~:: = F(x, t), 

wo Eden Elastizitatsmodul des Schiffsmaterials bezeichnet, J das 
Tragheitsmoment der Querschnittflache, q die auf die Langeneinheit 
bezogene Belastung, welche der Abszisse x entspricht, und F(x, t.) 
die storende Kraft, ebenfalls bezogen auf die Langeneinheit. i\lan 
muss wiederum beachten, dass EJ und q nur graphisch gegeben sind, 
so dass die Gleichung (..j. 7) nur durch gewisse Anllaherungsverfahren 
gelOst werden kann. 

Zunachst mlissen die (reien Schu:ingungen ermittelt werden. Hier
fiir hat L. Gumbcl 59 ) ein graphisches Verfahren angegeben. Analytisch 
kann dies Verfahren folgendermassen dsrgestellt werden. Es sei 
EJ = (Cx), so dasB fiir die freien Schwingungen die Gl. (47) ill 

59) L. Gambel, Ebene Transversalschwingungen freier stabfiirmiger Kiirper 
mit variablem Querschnitt, Jahrb. der schiffsbautechn. Ges. 2 (1901), p. 211ff. 
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folgende iibergeht: 
02 (02Z) 02 Z (48) ox 2 ((x) 8X2 + q(x) ot! = 0. 

Als Rand- und Anfangsbedingungen geIten: 

(49) 

(50) 

o!Z 03 Z 
ex! = ° und oxS = 0, wenn 

'0 
Z = q;(x) und '0; = 1fJ(x) fur 

Man suche· nun eine Losung der Form 

e = :EXT, 

{x=o, 
x = l, 

t=O. 

wo X eine Funktion allein von x, T eine Funktion von t aliein ist. 
Dann geIten fUr X, Tfolgende Gleichungen: 

([t4 + m4T = 0, I d4T 

(51) d2 ( d 2 X) 
dx9 ((x) dx! - m4q(x) X = 0, 

wobei m durch eine gewisse transzendente Gleichung bestimmt ist: 

(52) q;(m) = 0, 
die sich aus den Randbedingungen ergiebt. Es seien ml1 m2 , ms, ... 
1nk , •• , die Wurzeln von (52), dann entspricht jeder Wurzel mk eine 
N ormalschwingung X k, so dass 

(53) e = .2JAk X k cos mk2t + .2JBk X k sin mk2t 
wi:rd. Die Koeffizienten Ak und Bk bestimmen sich hier vermoge 
der sogenannten Orthogonalitiitseigenschaft der Entwicklungsfunktionen:: 

(54) 

in der Form 

(55) 

I 

!Xk Xjq(x) dx = 0 fur k +j 
o 

I 

j rp (x) XkCJ.(x) dx 

Ak=~'---
jXk!q(x)dx 
o 

I 

j 'IjJ(X)Xkq(X) dx 
p_~o • 
k- IIlk' I 

JXk!q(x)dx 
o 

Damit ist alies auf die Bestimmung der Wurzeln 1n1l ••• 11/k' ••• 

und der zugehorigen Funktionen reduziert. Ein Niiherungswert der 
kleinsten Wurzel 11/1 kann erhalten werden, indem man ((x) und q(x) 
durch ihre Mittelwerte, d. h. 
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! ! 

~Jf(X)dx und +jq(x)dX 
o 0 

ersetzt. Es sei I'" der so erhaltene Wert von m. Damit wird 

(56) :;2 (((x) ::!) -1"'4 q(X) X = 0. 

Da diese Gleichung linear ist, wird X von der Form 

X = 01Fl(X) + 02F2(~) + OSF3(X) + 04,F4,(x) 
sein, wo die 0 willkiirliche Konstante sind, .als deren Wede man X, 
dX d 2 X d d9 X f" 0 "hI k D't' d dx' dx! un dx9 ur x = wa en ann. ami WIr 

X = 01F1(X) + 02F2(X) 
mit 

01 = X(O), O2 = (ddX ) , 
x ",=0 

F1 (O) = 1, .F1'(0)=Oj F2(0), F 2'(0) = 1. 

Man denke sich nun die graphisch gegebenen Kurven ((x) und 
q(x) in zweckmassiger Weise durch stufenweis gebrochene Linien e1'
setzt und wahle in dem Intervall x = ih bis x = (i + l)h fur X 
den del' A.bszisse ih entsprechenden Wert Xi = X(ih), um ihn in 
das zweite Glied del' Gleichung (56) einzufiihren. Diese wird damit 

(56') ~4-t_ + p,01g(ih)X(ih) = 0, 

wobei g(ih) = j~~~ ist. Damit findet man 

(57) 

X;'+l = 1"'o1 g (ih) Xih + X,''', 

X" 4 ('l)X h2 + X"'l + X" ;+1 = {J, 9 ~/~ i2 ' II i , 

V' 4 ('l)X 7I 9 +X",h 2 + X"1 +X' -'l.i+l = ,u 9 -~ t .L ;-6 i""2 i /- I, 

X = '" (·l)X. 71 4 +X"'~+X."!I.+X'7 +x 1+1 p, 9 t ~ • 24 i 6 • 2 I ~ " 

Mit HiIfe diesel' Formeln schliesst man von einem Intervalle zum 
niichsten. Da abel' Xo = 0 1 und Xo' = O2 , so werden aile diese 
Werte die Form 

annerunen, wo .Mi +1 und N.+1 ganz bestimmte numerische vVerte 
haben. 

Fiir i = n gilt XlI'" = X''' (l) = ° und X,." = X" (1) = 0, so dass 

X lI"= 11101 +N02 = 0, 
X,,'" = Pl 01 + Q102 = 0, 
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d. h. die Determinante M Ql - NP1 muss verschwinden. 1st dies 
der Fall, so ist !L der wahre Wert von 1n11 ist es nicht der Fall, 
so ist 
(58) 

Obgleich man also die transzendente Gleichung q;(m) nicht 
explicite aufstellen kann, vermag man durch das angegebene Ver
fahren fiir jeden Zahlenwerl !L von m den entsprechenden Wert von 
rp(m) zu berechnen, folglich die successiven Wurzeln der transcendenten 
Gleichung zu bestimmen. Man erhii1t dabei die Darstellung der ent
sprechenden Funktionen X in Form einer Tabelle. Praktisch braucht 
man nul' fiir grosse Schi:lfe die kleinste Wurzel m1 , fiir schnelllaufende 
Torpedoboote die beiden ersten Wurzeln m1 und m2 zu berechnen. 
Die Werte dieser Wurzeln bestimmen die kritischen minutlichen 
Tourenzahlen, bei denen Resonanz eintritt, zu 

60 2 d 60 2 
~ml un 2-;m2 • 

Die Ermittelung der Werte 1n1 und m 2 , • • • und der ihnen ent
sprechenden Funktionen ~, X2 ,... - 0 bgleich in tabellarischer 
Form - geniigt auch, um die erzwungenen Schwingungen zu be
stimmen, falls die st6rende Kraft F(x, t) gegeben wird. Diese Er
mittelung verlangt nur Quadraturen, die durch bekannte Annaherungs
formeln ausgefiim:t werden konnen. Die allgemeine Methode ist fiir 
gleichformige Stabe von A. Kt'iloff60) entwickelt worden; sie gilt auch 
fur den Stab von veranderlichem Querschnitt, wenn die Normalfunk
tionen bestimmt sind. 

Das N11here iiber die Schi:lfsvibrationen findet man in den Abhand
lungen von L. GUmbel, G. )Jlellville, 61) M. Lelong 62)- Das experimentelle 
Studium der Schi:lfsvibrationen, verdankt man O. Schlic!;,63), welcher 
einen dazu diel1enden Apparat, den er Pallograph nennt, erfunden und 
konstruiert hat. 

60) A. Krilon~ Dber die erzwungenen Schwingungen von gieichformigen 
elastischen Staben, Math. Ann. 61 (1905), p. 211. 

61) G. 1IIellville, Vibrations of steam ships, Engineering 75 (1903). 
62) 1If. Lelollg, Etude sur les vibrations des navires, Bull. de I'Ass. Techno 

Maritime 15 (1904), p. 65. 
63) O. Schlick, On an apparatus for measuring and legisbering the vibrations 

of steamers, Trans. lnst. N avo Arch. 34 (1893), p. 167 und: Be further investigations 
of the vibrations of steamer~, ebenda 35 (1894), p. 360. 
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Anhang: Hydrodynamik des Schiffes. 

Bereits in del' Vorbemerkung oben ist darauf hingewiesen, in 
welchem Verhaltnis del' nachfolgende Anhang zu del' in den Nr. 2 
bis 6 dargestellten Theorie des Schiffes steht. Entsprechend dem in 
del' Praxis iiblichen Verfahren ist dort in del' Hauptsache jeweils nul' 
die Hydrostatik zur Erklarung bezw. zur Erzielung einer praktischen 
Beherrschung del' Probleme del' Schiffstheorie herangezogen. In del' 
Tat ist die Hydrodynamik ZUl' Zeit noch zu wenig entwickelt, um 
eine allseitig befl'iedigende Behandlung del' in Betl'acht kommenden 
Fragen zu gestatten. Insbesondere haben so zwei Probleme - die 
Probleme des Schiffswiderstandes und der Schifi'spl'opulsion - bis
her noch keine ausreichende theol'etische Behandlung erfahl'en. Man 
ist zur Zeit noch immer angewiesen auf die zahlreichen, aus del' 
Praxis des Schiffbaues gewonnenen empil'ischen Formeln und 
Rechnungsmethoden, die - als Intel'polationsformeln aus einer Anzahl 
zweckmassig angestellter Versuche - versehen mit gewissen Er
fahrungskoeffizienten, immer nul' eine beschrankte Giiltigkeitssphiire 
haben, iiber die hinaus ihl'e Anwendung stets nul' hypothetisch ist 
und ihl'e .A.nwendbarkeit in del' Tat auch gewohnlich aufhOrt. Nichts
destoweniger sind gerade in den letzten Jahrzehnten, insbesondere 
seitdem die Errichtung del' sogenannten Modellversuchsstationen 64) 
dazu beigetragen hat, das Beobachtungsmaterial fiir die bei del' Fort
bewegung del' Schiffe im Vi[ asser tatsiichlich auftretenden mecha
nischen Vorgange zu vermehren, nicht unbedeutende Fortschritte in 
del' Auffassung diesel' Vorgiinge, wenigstens nach ihrer qualitativen 
Seite gemacht, so dass man bei ihrer richtigen und zweckmiissigen 
Beziehung auf die von del' Hydrodynamik gelieferten Gl'undlagen eine 
schliessliche theoretische Erledigung del' vielen vorHiufig noch in so 
mancher Hinsicht dunklen, praktisch abel' doch so wichtigen Probleme 
erhoffen kann. Dazu kommt, dass die moderne Entwicklung des 
Schiffbaues in den Schnelldampfern, Torpedo-, JUotor- und GIeit
booten Schiffstypen schafft, die z. T. ganz neue von den dUJ'ch die 
bisherige Erfahrung gegebenen Verhiiltnissen a bweichende Erschei
nungen aufweisen, und so auch den Praktiker immer eindringlicher 
ZUlli Studium del' genauen hydrodynamischen VOl'giinge aufmuntert. 

64) Eine Ubersicht tiber die verschiedenen zur Zeit bestehenden Modelher
Buchsstationen mit Angabe ihrer Einl'ichtungen usw. findet sich im Engineering 81 
(1906), p. 541. V gl. auch lV. H. White. On the establishment of an experimental 
tank for research work on fluid resistance and ship propulsion, Trans. of the 
Institution of Nav. Archit. 46 (1904). p. 39; F'. Gebel'S, Die Versuchsanstalt 
Ubigau, Schiffbau 7 (1906-7), p. lff. u.45ff. 
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Es ist daher in vorliegendem Anhang del' Versuch gemacht, kurz 
dasjenige zusammenzustellen, was sich bisher an hydrodynamischen 
Erklarungsversuchen bestimmter Probleme del' Schiffstheorie in der 
Litteratur vorfindet. Dabei werden naturgemass die Probleme des 
Schiffswiderstandes und del' Schiffspropulsion eine eingehendere Wlir
digung erfahren durfen 65). 

7. Das Schiff in einer idealen Fllissigkeit. 
Die Annahme einer idealen (reibungslosen) Fllissigkeit, in der 

sich ein Schiff fortbewegt, entspricht zwar nicht den in del' Praxis 
vorliegenden Verhaltnissen. Das schliesst abel' nicht aus, dass sie 
fur bestimmte Probleme del' Theorie des Schiffes eine genugende 
Approximation ist, wenn man sich damit begniigen will, zunachst 
in den qualitativen Charakter del' Erscheillungen eine Einsicht zu 
gewinnen. Naturlich darf man nicht erwarten, dass die Annahme da 
eine befriedigende Aufkllirung - wenn auch nm nach del' qualita
tiven Seite - gibt, wo die Reibung des Wassel's den wesentlichen 
Charakter del' Erscheinung bedingt. 

7 a. Das allseitig eingetauchte Schiff. Es sei hier zunachst del' 
Fall des aUseitig eingetauch ten Schiffes in ruhendem Wasser ins Auge 
gefasst, bei dem man von dem storenden Einfluss del' Wasseroberflache 
absehen darf. Zudem sei die Annahme gemacht, dass das Schiff sich 
unter einem anfiinglichen von aussen wirkenden Impuls fortbewegt. 
Damit ist die fur die theoretische Beirachtung zunachst storende 
Ein wirkullg del' ZUl' Fortbewegung des Schifl:'es dienenden Mechanism en 
(Ruder, Rider, Schrauben u. s. w.) ausgeschaltet. Das Problem del' 
Schiffspropulsion el'hiilt spateI' (in Nr. 9) eine gesonderte Behandlung. 

1) Die Aufstellung del' Bewegungsgleic7mngen. Auf das solcherweise 
vereinfachte Problem del' Schiffsbewegnng findet dann die in del' 
theoretischen Hydrodynamik, insbesondere von Lonl Kelvin 66) ent
wickelte Lehl'c von de,. Bewegul1g {ester KUiper .in einer inkompres
siblen Flussigkeit (IV 16, Nl'. 2 a-e, A. E. H. Love) eine Anwendung. 

60) Eine genauere Orientierung uber vorschiedeno Ein~elfragen findet man 
in den in dor dem Referate voranstehenden Litteraturiibersicht genannten Hand
biiehern, bz,,-. Monographien. Diese sind, soweit sie nur eine zusammenhiillgende 
Darst.ellung libel' don Schiffs\\-iderstund bz,y. die Schiffspropulsion geben, in den 
folgellden Zitatcll nicht jedesmal wieder herangezogen. 

6G) VgL insbcsondere IF: Thomson und P. G. Tait, Treatise on natural 
philosophy 1, 2. ed. Cambridge 1879, § 31V-320. Betrelt's weiterer Citate vgl. 
IV 16, Nr. 2 (A. E. H. Love)_ 
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Es geniigt hier folgendes zu wiederholen: Das Wasser wird -
weil von der Ruhe ausgehend - unter dem Einfluss des bewegten 
Sehiffes eine (stetig angenommene) zirkulationsfreie Potentialbewegung 
ausfiihren. Das Potential bestimmt sich aus der Natur des unter
getauchten Schiffes und seinem Bewegungszustand. Das Entscheidende 
dabei ist, dass seine Kenntnis allein geniigt, die fernel'e Bewegung 
des Schiffes zu bestimmen. In der Tat reduziert sich die Aufgabe 
auf die Bestimmung der Bewegung eines Systems von 6 Freiheits
graden, die auf Grund der Prinzipien der Mechanik starrer Korper 
gelingt, wenn einmal del' Ausdruck der kinetischen Energie T des 
aus Korper und Fliissigkeit gebildeten Systems aufgestellt ist. Es zeigt 
sieh, daB T eine homogene quadratische Fnnktion der 6 Geschwindig
keitskomponenten u, v, W, p, q, ,. des Korpers - bezogen auf ein im 
Karper festes. Koordinatensystem - wird, mit konstanten Koefflzienten, 
in denen die Masse und die Tragheitsmomente des Korpers um gewisse 
Konstante vermehrt sind, die sich aus dem Geschwindigkeitspotential 
des Wassers bestimmen und die dessen Einfluss auf die Bewegung 
des Korpers zum Ausdruek bringen. 

Bezeichnet man mit ~, 'Y/, b, 71:, X, Q die Komponenten des von 
Lord Kelvin sogenannten "Impulses des Systems" (vergl. IV 16, Nr. 2d), 
so ist: 

oT oT 
(1) ~ = au" .. 71: = op' ... 
Die Bewegungsgleichungen sind dann durch Gleichungen gegeben, 
die den 6 Eulerschen Gleichungen fur die Bewegung eines starren 
Korpers analog sind und ausdrucken, wie sich der Impuls im Korper 
andern muss, damit er im Raume konstant bleibt (kon stant , weil 
keine ausseren Krafte wirken): 

d~ + 0 d" (2) lit - "'Yj qb = ,... d't - 1'" + qQ - W1/ + Vb = 0, ... 

Bezeichnet man mit Tl bezw. T~ die kinetische Energie des Korpers 
bezw. del' Flussigkeit allein - so dass T = Tl + T2 - so kann 
man in den GIeichungen (2) sofori diejenigen Krafte und Momente 
besonders herausheben, die durch den Druck der Fliissigkeit auf die 
Schiffswande ausgeubt werden. Es werden dies: 

(3) 
J 
X = - ~ ~ T! + ,. ~nT! _ q a T, •.. 
Pdt 01' o-v OW ' 

-1 L = - !:.. 0 T; + w ~ T! _ v a T, + '" 0 T! _ q 'iJ T, ... 
p dt op ov' ow 01]. or' 

entsprechend der Tragheit des mitbewegten Wassers. Es sind dies 
die Kriifte, welche die statische Theorie vernachliissigt. 
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2) Die Axen der permanenten Translation. Es sei nun speziell an
genommen, dass das Schiff sich mit konstanter Geschwindigkeit u, v, w 
ohne Rotation fortbewegt. Es werden dann Xp = Yp = Zp = O. 
Mit anderen Worten: Es ubt das Wasser auf das Schiff lediglich ein 
Drehmoment aus. Dies verschwindet fur den speziellen Fall, dass 

oT2 • U = oT!. 'V = aT! • w 
ot~ . ov . ow" 

d. h. dass sich del' Korper in Richtung einer del' Hauptaxen des 
Ellipsoides 

2T2 = A2u2 + B2V2 + 02W2 

fortbewegt, wobei die Wahl des Koordinatensystems so getroffen ist, 
daB del' Anfangspunkt - bei symmetrischer Massenverteilung in den 
Schwerpunkt, sonst in einen bestimmten anderen Punkt, das Reaktions
zentrum - des Korpers falit und die Koordinatenaxen mit den Haupt
axen zusammenfalien. Das Resultat ist demnach, dass es drei Rich
hmgen perman enter Translation fit?· den Korper giebt, bei clem er von 
dem Wasser iiberhaupt keinen Wiclerstand er{ahrt. Beim Schiffe (aUt 
aus Symmetriegriinden eine dieser Richtungen in die Kiellinie. 

Das vorstehende Resultat zeigt, dass del' Ansatz der stetigen 
zirkulationsfreien Potentialbewegung einer idealen Fliissigkeit zur Er
klarung des Schiffswiderstandes - del' doch erfahrungsgemass auf tritt, 
wenn das Schiff sich in Richtung del' Kiellinie mit konstanter 
Geschwindigkeit fortbewegt - nicht fiihrt. In der Tat zeigt auch die 
direkte Ubel'legullg, daB die Druckdifferenzen, die in diesem Falle 
entlang del' Schiffsoberfliiche auftreten, sich in summa aufhebell, da 
hier angellommen ist, dass die Stromniden sich dicht hinter dem 
Schiff wieder schliessen, so dass sie dem Schiff diejellige Energie 
zuriickgebell, die am Bug des Schiffes zur Zerteilung del' Stromfaden 
aufgewalldt werden muss. Trotzdem hat del' obige Satz als Ausgangs
punkt jeder rationelien Theorie des Schiffswiderstalldes zu dienen, wie 
W16 dies insbesondere von TV. J. JJL Rankine G7) und liV. Frollde GS) in 

G7) Von Rallkilles Arbeiten kommen hier insbesondere in Betracht: On plane 
water-lines, London PhiL Trans. 154 (1864), p. 369 = ~Iiscellaneous scientific 
papers, London 1881, p. 495; On the computation of the probable engine power 
and speed of proposed ships, Trans. of the Inst. of Naval Architects 5 (18G4), 
p. 31G; On the mathematical theory of stream-lines, expecially those with four 
foci and upwards, Lond. Phil. Trans. 161 (1872), p. 2G7 (rend 10. Febr. 1870); On 
stream-line surfaces, Trans. of the lnst. of Nasal Architects 11 (1870), p. 175. 

G8) BeziigJich lV. Frollde ygl. die ErkHirungen zu dem in Fussn. 81 erwahnten 
Bericht \'011 JlIcrri{lc1d, Brit. Ass. Hep. 1869, p. 43; ferner Address to the :Mechanical 
Section of the British Assoeiation, Brit. Ass. Rep. 1875, p. 221 = The theory of 
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verschiedenen Arbeiten - besonders gegeniiber der urn die :Mitte des 
19. Jahrhunderts allgemein anerkannten wave-line theory von J. Scott
Russell 69) - immer wieder betont wurde. Das Problem ist eben -
unter Beziehung auf obiges Resultat - festzustellen, wieweit die 
tatsachliche Wasserbewegung von del' hier zunachst betrachteten zir
kulationsfreien (stetigen) Potentialbewegung einer idealen Fliissigkeit 
verschieden ist, urn unter Zugrundelegung der solcherweise erkannten 
Wasserbewegung die Frage des Schiffswiderstalldes ei:folgreich in 
Angriff zu nehmen (vergl. ullten Nr. 8). 

1st also der Ansatz der remen Potentialbewegung fiir die Frage 
des Schiffswiderstandes iiberhaupt keine Approximation, so kann man 
ihn fiir das Verhalten des Schiffes im Wasser nach anderer Seite 
wohl als erste Annaherung gelten lassen. 

3) StabiMtiit und Insiabilitiit derverschiedenen Translationsrichtttngen. 
Der Einfachheit halber sei das Schiff als Ellipsoid gedacht und an
genommen, dass es keine Bewegung in Richtung der nach oben positiv 
gewahlten fJ-Axe ausfiihrt. Die x-Axe liege in Richtung der Llings
axe des Schiffes. Dann zeigt die Uberlegung, dass die Bewegung in 
Richtung der x-Axe instabil, die Bewegung in Richtung der y-Axe 

.stabil ist, d. h. das Schiff ist bei Eintritt einer ldeinen Starung in 
seiner Richtung bestrebt, das cine Mal seine Orientierung gegen die 
Fortsehrittsrichtung bestandig in einem Sinne zu andern, das andere 
Mal pendelt es urn die Fortschrittsrichtung. In der Tat wird nach 
(3) bei einel' gegen die Axen geneigten Fortschreitungsrichtung das 
wirksame Kraftepaar: 

N = (A - B)ttv , 

wo A und B die Tragheitskoeffizienten von n 2 und v- III dem Aus
druek del' lebendigen Kraft T sind und nach der obigen Festsetzung 
A < B ist. 'iVeicht daher die Fortschreitungsrichtung im positiven 
Sinne nul' wenig von del" x-Richtung ab, so sucht das Kraftepaar -
das im negativem Sinne wirkt - die Ablenkung zu vergraBern, d. h. 
die Fortschreitung in Richtung del' Liingsaxe ist instabil. Weicht 
umgekehrt die Fortschreitul1gsl'ichtung im negativen Sinne von der 
y-Richtung ab, so sueht das Kriiftepaar - das fiuch hier lID 

negativen Sinne wirkt - die Ablenkung zu verkleinern, d. h. die 
Fortsehreitung in Richtung der Breitaxe ist stabil. Kurz kann man 

stream-lines in relation to the resistance of ships, Nature 13 (1876), p. 50, 89, 
130, 169 und The fundamental principles of the resistance of ships, Roy. Insti
tution Proc. 8 (18i5-18i8), p. 188. 

69) Hieriiber vgl. etwa J. Scott Bussell, Trans. of the Institution of Naval 
Architects 20 (1879), p. 59. 
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sagen: Das Schiff sucht sich immer so zu orientieren, dass es quer 
gegen seine FOJ"tschreitungsricht~tng liegt. 

Das im letzten Satze ausgesprochene Resultat ist mit der Er
fahrung in merkwiirdig gutem Einklange. Lord Kelvin hat hier
iiber einige Beobachtungen zusammengestellt, von denen hier einige 
wiedergegeben seien. Dabei ist zu bemerken, dass sie sich natiirlich 
auf die Bewegung des Schiffes an der Oberflache beziehen, wobei die 
Tendenz des' sich Querlegens wegeu der Wellen u. s. w. nicht so klar 
zum Ausdruck kommt. Zudem darf nicht vergessen werden, dass die 
Reibung in dem Ansatze ganz ausser acht gelassen ist, die ebenfalls 
auf die Frage del' Stabilitat und Instabilitat - wegen des hinter dem 
Schiff sich ausbildenden Kielwassers - nicht ohne Bedeutung ist. 
Lord Kelvins Beobachtungen 70) sind folgende: 

1. Ein symmetrisch gebautes Schiff mit Raasegeln - und Steuer
ruder in Richtung der Kiellinie - ist, wenn es in Richtung des 
Windes segelt, instabil und kann nur dadurch seinen Kurs halten, 
dass man durch Legen des Ruders die jeweiligen Abweichungen aus 
der Bahn korrigiert. Ebenso konnen die kleinen Schiffe - gleich
gfiltig ob sie Raa- oder Gaffelsegel ffihren -, die die Kinder fiber 
kleine WasserfHichen treiben lassen, durch keine standige Einstellung 
der Segel oder des Ruders immer vor dem Win de segeln. Sie legen 
sich nach kul'zel' Zeit, wenn nicht durch erne Windfahne odel' eine 
beschwel'te Ruderpinne die Tatigkeit des Steuermanns ersetzt wird, 
stets fast quel' zum Winde. 

2. Die Schlepptrosse eines Kanalbootes, die an seiner Seite be
festigt ist, liegt stets - wenn das Ruder in Richtung der Kiellinie 
festgehalten wird - in einer Vertikalebene, die die Langsaxe vor 
dem Mittelpunkt trifft. 

3. Ein Boot, das rasch quer gegen die Windrichtung gerudert 
werden solI, erfOl'dert - wenn es nicht gar zu unsymmetrisch in 
seiner Wassertracht und del' Grosse seiner dem ·Winde ausgesetzten 
OberfHiche nach den beiden Enden zu ist - ein stiil'keres Arbeiten 
des Luvriemens, urn es daran zu hindern, sich gegen die Windl'ichtung 
zu drehen. Ebenso ist ein Segelschiff im allgemeinen luvgiel'ig (luv
giel'ig d. h. die Ruderpinne muss, damit das Schiff seinen Kul's halten 
kann, von der Mitschiffslage nach der dem vVinde zugekehrten Seite 
gelegt werden). 

70) Tv. Thomson und P. G. lait, Treatise of natural philosophy 1, Cam
bridge 1879, Nr.325. Dicse finden sich z. T. schon in der ersten Auflage 1867, 
Nr. 336 (vgl. die deutsche Ausgabe von H. Helmholtz und G. lVertl/Cim, Braun
schweig, 1871). 
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4. Bei starkem "Vinde ist es ausserordentlich schwierig, und 
oft geradezu unmoglich, das Schiff aus dem hohlen Raum zwischen 
zwei Wellen herauszubringen; jedenfalls kann dies aber nur dul'ch 
eine l'asche Vorwartsbewegung geschehen. 

5. Bei glatter See und massigem Wind in einer zu den Ufel'n 
parallelen Richtung kallll ein auf das Ufel' lossteuerndes Schiff, das 
zu wenig Segel gesetzt hat, nul' dadurch am Auflaufen auf das Ufel' 
gehindert werden, dass es mehr Segel setzt und rasch auf das Ufer 
lossegelt, wodurch es dem Schiff ermoglicht wird, abzudrehen. 

4) Bcwegung eines SchirTes, bei der die Axe gezwungen ist, stets in 
einer Ebene zu bleiben. Es ist dies der einfachste Fall del' allgemeinen 
Bewegung, die ein Schiff im Wasser - etwa unter einem Anfangs
impuls - gemiiB unserer Theol'ie auszufiihren imstallde ist. Das Sehiff 
sei speziell als Rotationskorper angenommen und das Koordinaten
system in del' schon oben (unter 2») bezeichneten Weise festgelegt. 
Die ausgezeichnete Ebene sei die Horizontalebene, ein Fall, del' fur 
die Bewegung eines Schiffes auf del' OberfHiche besondere Wichtigkeit 
besitzt. Da jetzt nur die Geschwindigkeitskomponenten u, v, ~. in 
Frage kommen, wird die kinetische Energie unter Benutzung des Re
aktionszentrums als Anfangspunktes dio einfaehe Form erhalten: 

2 T = Au2 + Bv2 + Rr2. 
Del' Impuls also ist 

s= Au, 1} =Bv, Q = Rr 

und die Bewegungsgleichungen lauten: 

dlt .11--- =?·Bv 
cit ' 

dv B-- = -TAu 
dt ' 

dr R dt = (A-B)uv. 

Die Gleichungen driicken (wie oben lInter 1») die Konstanz des Im
pulses im Haume aus, den man sich im vorliegenden Faile unter dem 
Bilde eines translatol'isehen Eiuzelimpulses S, H vol'stellen kann. 
Wiihlt man speziell das im Raum feste Koordinatensystem so, dass 
die X-Achse in die Richtung dieses konstanten Impulses falit, so 
wird H = 0, und wenn Odie N eigung des Impulses gegen die x-Axe 
(also die Langsaxe des Schiffes) bezeichnet (d. h. iJ = T) : 

Au = SeosO, Bv = -$sinO, 

R 0·· + .A - B,..." . 2 0 0 2A.B ,::<- sm' = ; 

. .... (cos'O + Bin'O) 
X =,::< --.:;;r- -:J3' 

Encyklop. d. math. Wissenseh. IY 2. 38 
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Lm'd Kelvin 71) fasst dieses von ihm gegebene Resultat in folgende 
Worte: 

1. Die Winkelgeschwindigkeit iJ befolgt das Gesetz eines Qua
drantpendels, d. h. eines Pendels, das sich nach jeder Seite von 
seiner Gleichgewichtslage aus in bezug auf einen Quadranten ebenso 
bewegt, wie das gewohnliche Pendel in bezug auf den Halbkreis. 

-Die Lange des einfachen Gravitationspendels von gleicher Schwin
gungsdauer ist gegeben durch 

gRAB 
l = ~2(A-B) 

2. Die Entfernung des Reaktionszentrums von del' Linie des resul
tierenden Impulses variiert wie die Winkelgeschwindigkeit. 

3. Die Geschwindigkeit des Reaktionszentrums parallel zur Rich
tung des Impulses ergiht sich als Quotient aus dem Uberschuss der 
gesamten konstanten Energie T fiber delljenigen Teil, der von der 
Winkelgeschwindigkeit um das Reaktionszentrum hel'rii.brt, und dem 
halben Impulse. 

4. Die Bewegung ist oszillatorisch oder nicht, je nachdem 

y> V(AA-BB) Rcos2a, 

wo a die N eigung des Impulses gegen die anfangliche Richtung del' 
Langsaxe iet, und zwar erfolgt die Oezillation um die Langs- odeI' 
Queraxe, je nachdem .A > B. 

Damit ergeben sich ale Bild der Bewegung zwei Typen (A > B), 
die man in folgenden Worten beschreiben kann: 

Bei der oszillatorischen Bewegungsform durchlauft das Reaktions
zentrum eine sinusahnliche Kurve, deren Mittellinie die Axe des Im
pulses ist. So oft sieh, auf diesel' Kurve fortschreitend, das Reaktions
zentrum auf del' Impulsaxe befindet, ist die N eigung del' Langsaxe gegen 
die Vertikale zur Impulsaxe ein Maximum, und ebenso die fortschreitende 
Bewegung; die Drehgeschwindigkeit ist Null. So oft aber das Reak
tionszentrum sich in einem Scheitel del' sinusiihnlichen Kurve befindet, 
ist die Langsrichtung des Schiffes senln-echt ZUl' Impulsaxe, seine fort
sehreitende Bewegung ist ein Minimum, seine Drebgeschwindigkeit 
in dem einen odeI' anderen Sinne ein Maximum. 

Bei del' zweiten Bewegungsform wu·d das Reaktionszentrum auch 
noch eine sinusahnliehe Kurve beschreiben, die abel' jetzt ganz auf 

71) 11': Thomson und P. G. Tait, Treatise on natural philosophy 1, 1. ed., 
Cambridge 1867, § 333. 
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der einen Seite des Impulses liegt, so dass sich das Schiff fortgesetzt 
iiberschliigt. Seine Fortschreitungsgeschwindigkeit ist ein Maximum, 
seine Drehgeschwindigkeit ein Minimum, wenn das Reaktionszentrum 
sich in dem der Impulsaxe zugekehrten Scheitel der Bahnkurve be
findet. Die Sache verhiilt sich umgekehrt in dem der Impulsaxe ab
gewandten Scheitel. Dabei ist die Richtnng der Liingsachse im ersten 
Scheitel parallel, im zweiten senkrecht zur Impulsaxe. 

Lord Kelvin giebt an, dass die merkwiirdigen Bewegungen, die 
etwa eine .A.usternschale ausfiihrt, wenn man sie schrag ins Wasser 
fallen lasst, den eben beschriebenen Bewegungstypen nicht ganz un
ahnlich seien. 

5) Die allgemeine Bewegung eines ScMffes im Wasser; Schiffs
schwingungen. Sehr viel komplizierter als in dem eben behandelten 
Spezialfall, gestaltet sich .die Entwicklung, wenn es sich darum 
handelt, die allgemeine Bewegung des Schiffes - eventuell auch unter 
dem Einfluss ausserer Krafte - zu studieren, wozu noch kommt, 
dass die Schiffsform durch keinen rechnungsmassigen .A.usdruck ge
geben ist, so dass eine Losung iiberhaupt nur durch angenaherte, ins
besondere graphische Verfahren wird zu erlangen sein. Dabei ist 
hier zunachst immer an ein allseitig eingetauchtes Schiff (Untel'
seeboot) zu denken. Jedenfalls ist aber zu betonen, dass das Vor
stehende die exakte hydrodynamische Grundlage bietet, auf der 
jegliche 'l'heorie der Bewegung des Schiffes in einer idealen Fliissig
keit zu basieren ist. Dies gilt insonderheit anch von den Schiffs
schwingungen, bei denen man aber insofern wieder eine Vereinfachul1g 
eintreten lassen mag, dass man die hoheren Potenzen der Geschwindig
keitskomponenten vernachliissigt und sich daher nur auf sogenannte 
unendlich kleine Schwingungen beschrankt. Das Charakteristische 
dieses .A.nsatzes gegeniiber dem in Nr.4: entwickelten hydrostatischen 
Ansatze ist, daB man so - unter genauer Beriicksichtigung der 
vVasserbewegung - eine vollstandige Einsicht in den Bewegungs
yorgang erlangt. In del' Tat wird die Tragheitswirkung des Wassel's 
richtig in .A.nsatz gebracht, und damit im besonderen genau die 
Lage desjenigen Punktes festgelegt, um den die Drehbewegungen 
in jedem .A.ugenblick stattfinden, indem es nicht statthaft ist - wie 
in del' Kinetik des stan'en Korpers - die allgemeine Bewegnng in 
eine solche des Schwerpunktes und eine andere um diesen Punkt zu 
dekomponieren. 

6) Die Annahme cyklisc7wr Bewegung des tVa.ssers. Bisher wurde 
ausdriicklich das Wasser in (stetiger) zirkulationsfreier Potential
bewegung angenommen. In der Tat ist dies bei einem Schiff, das 

3S* 
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in Richtung seiner Kiellinie fahrt, aus Symmetriegriinden die einzig 
mogliche Bewegungsform. Indes hnn bei schrager Fahrt - wie 
dies unter Umstanden bei Segelschiffen del' Fall ist - die Anwendung 
einer Ideenbildung niitzlich sein, die in letzter Zeit insbesondere von 
F. W. Lanchester fur die Theorie der Gleitfl.ieger in der Luft, in 
erster Linie fiir Fliichen, die den Vogelfiugeln nachgebildet sind, ver
wertet worden ist 72). 

Die .A.nnahme ist hier, dass man sich die Bewegung der Luft 
aus einer gleichformigen Stromung und einer Zirkulation von passen
dem Sinn und passender Starke urn den - fiir den A.ugenblick fest
gedachten - Flugel komponiert denkt. Dann ist das Wesentliche, 
dass so das A.uftreten einer tragenden Komponente del' Luft auf del' 
Seite der langsameren Stromung erklarl ist. 1m Uhrigen wird die 
Luft bei Bewegung des Flugels in eigentumlicher Weise von W irbel
faden durchzogen, die von den Fliigelenden ausgehen, indem eine 
solche Potentialbewegung mit Zirkulation in einem einfach zusammen
hangenden Raum - um einen endlich ausgedehnten Korper herum -
nul' moglich ist in Verbindung mit aus dem Korper austretenden 
vVirbellinien, die nach den Gesetzen del' Wirbelbewegung auf einander 
einwirken. Wegen del' Einzelheiten muss hier auf das B~ch von 
Lanc7~ester verwiesen werden, in dem versucht ist, durch mannigfache 
Figuren diese Ideenbildungen dem Verstandnis naher zu bringen. 

Die Frage nun, in wieweit die Ubertragung diesel' Ideen auf die 
Theorie des Schiffes niitzlich sein mag, wird sich nur von Fall zu 
Fall entscheiden lassen. Fiir die Frage del'· Fortbewegung des Schiffes 
als Ganzes, die an dieser Stelle zUl1lichst interessiert, wird die Idee 
del' pCl'ipterale:n Bewegung 73) im allgemeinen wenig austragen. In del' 
'l'at wird man z. B. ein grosses Bedenken in del' breiten A.usbildung des 
Kielwassers hinter dem Schiff - das besonders stark fiir den Fall ist, 
wo das Schiff nicht in Richtung del' Kiellinie fahrt - finden mussen, 
da es gerade fiir die Theorie der zyklischen Bewegung wichtig ist, 
dass man von jedem Kielwasser absehen kann. Fruchtbarer und von 
weitertragender Bedeutung wird diese Ideenbildung da, wo es sich 
um die Fortbewegung sem' schlanker und diinner FHichen in del' 
Flussigkeit handeH, wobei das Kielwasser zu vernachlassigen ist. 
Dies ist in del' TheOl'ie des Schiffes etwa bei den Fliigeln einer Schiffs
schraube del' Fall, wo in del' Tat von F. W. Lanclwster die zyklische 

72) F. W. Lallcllester, Aerodynamics, London 1907. 
73) Dies ist die Benennung, die Lallcllestel" fiir eine Potentialstromung des 

"Tassers mit Zirkulation (,on ot:E1'1 lIlId nrEl'ov = PIiigel) einfiihrt. 
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Wasserbewegung herangezogen wird, urn sich ein Bild von del' Wir
kungsweise del' Schraube zu machen (vgl. Nr. 9). 

7 b. Das Schiff auf dem Wasser (Schiffswellen). Gegenuber 
del' bisherigen Annahme befinde sich das Schiff jetzt mlf uem Wasser. 
Das Entscheidende ist, dass dann schon bei massig grosser Geschwindig
keit die Niveauanderungen del' Oberfiache nicht mehr vernachlassigt 
werden durfen. In del' Tat geben die an del' Schiffswandung auf
tretenden Druckdifferenzen ZlU' .Ausbildung von Wellen Anlass, die 
sich vom Schiff selbstandig fortbewegen und so jeweils denjenigen 
Energiebetrag von ihm fortfiihrell, del' zu ihrer .Ausbildung yom 
Schiffe geliefert wurde. Diesel' Energieverbrauch miBt, pro Langen
einheit des Schiffweges berechnet, einen Widerstand, den das Schiff 
beim DUl'chgang durch das Wasser fortgesetzt auszuhalten hat und 
dessen genauere Bestimmung eine Hauptaufgabe in del' Theorie des 
Schiffes ist. Es illteressiert hierbei nicht so sehr die Frage nach del' 
ersten Entstehung del' Wellen beim Durchgang des Schiffes durch das 
Wassel', odeI' etwa nach del' Gesammtenergie, die in dem Wellen
system enthalten ist, als die andere, welche Energie erforderlich ist, 
das einmal ausgebildete Wellensystem nach GroBe und Geschwindig
keit relativ zum Schiff konstant zu erhalten. Es sei daher auch an 
diesel' Stelle nicht naher auf die sogenannte TheOl·ie del' Schiffswellen 
eingegangen, um so mehr, als hieruber in IV 16, Nr. 5 e ausfiihrlicher 
berichtet ist 74). Sie wird hier nUl' del' Vollstandigkeit halber beruhrt, 
indem es bei ihr, gerade wie in den bisher behandelten Fragen, in 
erster .Annaherung erlaubt erscheint, das Wasser als reibungsfreie 
Flussigkeit vorauszusetzen. Dabei darf allerdings nicht vergeBsen werden, 
dass sich die Theorie auf die Annahme unendlich kleiner Amplitude 
beschrankt, womit ihre Verwertullg unter gewissen Umstanden doch 
kaum eine befriedigende .Approximation liefert. 1m Ubrigell soll im 
'Vesentlichen deskriptives Material nachgetragen werden. 

1) Das Schiff auf clem Ozean. Die .Annahme sei zUllachst ein 
Schiff auf unendlich ausgedehntem, unelldlich tiefem (ruhigem) Wassel'. 
Dann ergiht die Beobachtung 75), dass das Schiff von zwei wesentlich 

i4) Beziiglich der Theorie der Schiffswellen ist zu der bei A. E. H. Love 
gegebenen Litteratur jetzt noch nachzutragen: Lord Kelvin, Deep sea ship waves, 
Edinb. Roy. Soc. Proc. 25 (1905), p. 1060 = Phil. 1\Iag. (6) 11 (1906), p. 1 u~d 
lV. V. Ekman, On the waves produced by a distribution of pressure, which 
travels on the surface of water, Arkiv fOr Matematik 3 (1907), Nr. 11. Vgl. auch 
H. Lamb, Hydrodynamics, 3. ed., Cambridge 1!J06; deutsch von J. Friedel, 
Leipzig 1907, p. 253. 

75) V gl. insbesondere W. Frolltle, Experiments upon the effect produced 
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verschiedenen Wellensystemen begleitet ist. Ein System sogenannter 
transversale/' Wellen, dessen Wellenkiimme ziemlich genau senkrecht 
zur Fortschreitungsrichtung des Schiffes stehen, schreitet mit dem 
Schiffe fort, so dass ihre Wellenliinge durch die fur Tiefseewellen 
geltende Beziehung 

(vgl. IV 16, Nr. 5c) gegeben ist. Hat das Schiff ein sehr langes 
paralleles Mittelstiick, so nehmen die Wellen yom Bug nach dem Heck 
an Hohe ab und konnen so hier fast verschwinden, wo sich dann zeigt, 
dass vom Heck aus nach hinten ein neues transversales Wellensystem 
sich ausbreitet. Bei nicht sehr langem Mittelstuck interferieren die 
Bug- und Heckwellen. Ausser diesen transversalen Wellen erscheinen 
an jeder Seite des Schiffes (und zwar wieder sowohl am Bug wie am 
Heek) je ein System dive/'gie'rend(fl' Wellen, deren Wellenkiimme in 
eigentiimlicher Staffelanordnung einander folgen: die einzelnen Wellen
kamme sind gegen die Fortschreitungsrichtung des Schiffes unter 
ziemlich konstantem Winkel a (etwa 40°-50°) geneigt76), wobei jeder 
folgende Wellenkamm hinter dem vorhergehenden um ein bestimmtes 
Stiick zuriickbleibt. Die einzelnen Wellenbel'ge verbreitern und ver
fiaehen sich ein wenig nach aussen, so dass es schwer ist, von einer 
bestimmten Wellenlange in Richtung der Normalen zur Wellenkamm
linie zu sprechen. Indessen entspricht doch im Mittel die Wellen
lange einer Fortpfianzungsgeschwindigkeit dieser Wellen in Richtung 
der Normalen zur Wellenkammlinie, die gleieh ist der nach diesel' 
Normalen genommenen Komponente del' Fahrgeschwindigkeit des 
Schiffes: 

2nV2 sin!cc 
Ad= . g 

2) Das Schiff auf einem KanaF7). Hier komplizierel1 sich die 
Erseheinungen gegen friiher wesentlich dadurch, dass del' Kanal nach 
den Seiten ebenso wie nach del' Tiefe begrenzt ist. In del' Tat 

on the wave-making resistance of ships by length of parallel middle body, Trans. 
of the lnst. of Naval Architects 17 (1877), p. 77 und R. E. Froude, On t.he lea
ding phenomena of the wave-making resistance of ships, ebenda 22 (1881), 
p.220. 

76) Diese Angabe findet sich bei TV: H. lVllite, Manual of naval architec
ture, 3. ed., London 1894, p. 459. 

77) Uber das Schiff auf dem Kanal \'gl. die zusammenfassende Darstellung 
yon Ed. Sonne im Handbuch der JngenieurwissE'nschaften, III. Teil: Der Wasser
bau, 4. Aull., Band 5: Binnenschiffahrt, Schifffahrtskanale, Flusskllnalisierung, 
p. 83-120, Leipzig 1906. 
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werden die vom Schiff auslaufenden Wellen bald an den Ufern 
refiektiert, wodurch sich dem normalen Wellensystem ein neues tiber
lagert. Zudem wird die ungleiche Tiefe, besonders das Ansteigen des 
Bodens nach den Ufel'll hin, nicht unwesentlich das normale Wellen
system verandern. 

Man vereinfacht die theoretische Behandlung, indem man den 
Kanal von konstanter Tiefe h annimmt und im tibrigen entweder den 
Kanal unendlich breit voraussetzt oder annimmt, dass das Schiff den 
Kanal nach' seiner ganzen Breite ausfiillt. Das eine Mal werden dann 
Bowohl transversale, wie divergierende Wellen auftreten, wahrend im 
zweiten Fall nul' die transversalen Wellen vorhanden sind. lndem 
jetzt das Wesentliche ist, dass die Wellengeschwindigkeit von del' 
Tiefe des Ranals abhangt, sieh abel' bei den divergierenden Wellen 
keine weiteren Besonderheiten einstellen, sei hier von vol'llherein nUl' 
der zweite obengenannte Fall beriieksiehtigt. Es kann jedoch bemerkt 
werden, dass del' erste Fall praktiseh da vorkommt, wo ein sehnell
fahrendes Torpedoboot sich in relativ seichtem Wassel' (in del' Nahe 
der Kiiste) bewegt 78). 

Naeh den in IV 16, Nr. 5e gegebenen Entwickelungen wil'd die 
Geschwindigkeit del' transvel'salen Wellen durch die Gleichung ge
geben: 

woraus ersiehtlich ist, daB die WellenHinge A. mit wachsendel' Ge
schwindigkeit wachst und fiir den kritischen Wert 

V 2 =gh 

dies unendlich wil'd. Es ist del' Fall der zuerst von J. Scott Russell be
obaehteten Einzelwelle, die mit konstanter Geschwindigkeit ohne einen 
Wellenschwanz hinter sich zu lassen, iiber den Kanal fOl'tlauft 79). 1m 
besonderen hat Scott Russell in langjahrigen Versuchen die Ausbildung 

78) Y gl. hierzu H. Yarrow J Experiments on the effect of depth of water 
on speed, having special reference to destroyers recently built, Trans. of the 
Inst. of Naval Architects 47 2 (1905), p. 339 und W. lV. Marriner, Deductions 
from recent and former experiments on the influence of the depth of water ou 
speed, ebenda 4i 2 (1905), p. 344, wo sich weitere Litteraturangaben linden. 

79) V gl. J. Scott Russell, Experimental researches into the laws of certain 
hydro dynamical phenomena that accompany the motion of floating bodies, and 
have not previously been reduced into conformity with the known laws of the 
resistance of fluids, Edinb. Roy. Soc. Trans. 14 (1840), p. 47 (read 3. April 1837); 
franz. von C. Emmery und C. jJ[ary in Ann. des ponts et chaussees 1837, 2. sem., 
p. 143, festgestellt. 



576 IV 22. A. Krilon' und C. H. lYIiiller. Die Theorie des Schiffes. 

dieser Einzelwelle studiert80), wobei sich zeigte - was in der Formel 
nicht zum Ausdruck kommt - dass das Wellen system hinter einem 
Schiff mit wachsender Geschwindigkeit an Amplitude gewinnt und 
zugleich sich immer weniger lang hinter dem Schiff erstreckt. Niihert 
sich das Schiff derkritischen Geschwindigkeit, so ist im wesentlichen 
nur ein hoher Wellenberg und dahinter ein tiefes Wellenthal Yor
handen, in dem das Schiff mit seinem Heck liegt; unter Umstanden 
kann es dabei den Grund des Kanals beruhren. Dabei findet ein 
tumultarisches Einstromen des nachfolgenden Wassers in dieses Welien
thaI statt. Es bedarf eines besonderen Impulses yon aussen, um dem 
Schiff die kritische Geschwindigkeit zu erteilen, wobei es sich auf 
den Wellenberg heht, der jetzt allein von dem ganzen Wellensystem 
ubrig bleibt. Wird die Geschwindigkeit des Schiffes noch grosser, 
so wiichst die Amplitude der Welle, bis diese uberschiiumt, so dass 
das Schiff fernerhin von einer erzwllngenen stets iiberschiiumenden 
Welle begleitet ist. Es ist verstandlich, dass dieses merkwiirdige 
Verhalten des Wellen systems einen gegen friiher veranderten Ein
fluss auf den Widerstand haben muss, woruber das Nahere im Zu
sammenhange mit der Frage des Gesamtwiderstandes des Schiffes 
weiter unten folgt. 

8. Der Schiffswiderstand. 
Die konsequente Durchfiihrung del' bisherigen, an der Leistungs

Iahigkeit del' Hydrodynamik orientierten Darstellung wiirde erfordern, 
dass im Anschluss an die vorige Nummer nunmehr untersucht wlirde, 
wieweit etwa die Annahme sogenannter Diskontinuitatsfliichen der 
Potentialbewegung in einer idealen Fliissigkeit und dann weiter die 
ubliche TheOl·ie del' reibenden Fliissigkeiten in der Lage ist, fiir die 
Probleme der Schiffstheorie befriedigendere Ansatze zu geben. Da 
es sich im yorliegendem Referate aber in erster Linie um die Frage 
des Schiffswiderstandes handelt, so erscheint es zweckmassig, diese 
Fragen im Zusammenhange mit dem Problem des Gesamtwiderstandes 
des Schiffes im Wasser zu behandeln. 

8 a. Einteilung des Schiffswiderstandes 81). Es ist nach dem 
V organg von W. J. lIf. Rankine67) und .. W: Fro'llde 68) iiblich, in der 
Hauptsache drei .Arten des Schiffswiderst.andes zu unterscheiden: den 

80) J. Scott Russell, Report on waves, Brit. Assoc. Report 1844. 
81) tlber die lilteren z. T. sehr unzuHingliehen theoretischen tl"berlegungen 

uber den Schiffswiderstand wird im folgenden nieht berichtet. Als zusammen
fassende tl"bersicht sei genannt C. W. ~lIerrifielcl, Report on the state of existing 
knowledge on the sta hility, propulsion and sea-going qualities of ships, Brit. 
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Oberfliichenwiderstand (skin-resistance), den Kielwasserwiderstand (eddy
making resistance) und den Wellenwiderstand (wave-making resistance). 
Von diesen drei Faktoren gehoren nach ihrer Entstehung die beiden 
ersten naher zusammen, insofern sie den U mstand zum Ausdruck 
bringen, dass daa Wasser keine reibungsfreie Flussigkeit ist. Zugleich 
treten sie bei jedem Schiff wirklich auf. Del' dritte Faktor tragt del' 
Tatsache Rechnung, dass das Schiff im allgemeinen sich nicht ala 
Unterseeboot, sondern an der Oberflache des Wassers bewegt und da
mit durch Erzeugung von Oberflachenwellen fortgesetzt einen Energie
verlust erleidet. Hierbei spieIt die Reihung keine wesentliche Holle, 
so dass man bei dem Erklarungsversuch eines solchen' Wellenwider
standes in erster Annaherung die innere Reibung del' Fliissigkeit ver
nachlassigen mag, wie dies bereits in Nr. 7 b ausgefiihl·t wurde. 
Nichtsdestoweniger kann es unter einem anderen Gesichtspunkt prak
tisch erscheinen, den Wellen- und Kielwasserwiderstand zusammen
zufassen und sie als sogenannten "Formwiderstand" dem Oberflachen
widerstand, den man auch "Reibungswiderstand" nennt, gegenuber
zustelleu 82), insofern niimlich fur die heiden ersteren die Form del' 
Schiffe von wesentlicher Bedeutung ist, die bei dem letzteren bis zu 
einem gewissen Grade praktisch als gleichgultig angesehen wird. 

Es sei nun im folgenden stets das Schiff im stationaren Zustand 
vOl'ausgesetzt, also an genommen , dass das Schiff sich mit konstanter 
Geschwindigkeit, und zwar in RichtUllg seiner Kiellinie 83), durch das 

Ass. Rep. 1869, p. 16; siehe auch B. de St.- Venant, Resistance des fluides, Paris 
Mem. de l'Acad. (2) 44 (1888). Ebensowenig sei hier auf die alteren Versuche 
zur Bestimmung des Schifi'swiderstandes niiher eingegangcn, da sic in erster 
Linie doch immer nur auf die Gewinnung diesel' empirischen Formel f'ill den 
Schifi'Bwiderstand ausgehen und daher z. T. iiber manche Punkte, die fiir die 
Entwicklung einer rationalen Theorie wichtig Bind, keine vollkommene Auf'
klii.rung verschaffen. Doer die Geschichte der wichtigsten dieser Versuche vgl. 
die historische mersicht in Nr. 1 oben, sowie den genannten Bericht von C. 1V: 
lI£erri{ield, ferner C. w: 11Ierl'i{ielcl, The experiments recently proposed on the 
resistance on ships, Trans. of the Inst. of Naval Architects 11 (1870), p. 80. V gl. 
auch M. Rlihlmann, Hydromechanik, 2. Aufl., Hannover 1880, p. 607fi'. Eine Zu
sammenstellung der wichtigsten empirischen Formeln fUr den Schifi'swiderstand 
findet sich in jedem der iiblichen Handbiichcr, z. B. bei Jollow, Hilfsbuch fiir 
den Schiffbau, p. 633-683. 

82) Vgl. insbesondere W. Biehn, Die Berechnung des Schiffswiderstandes, 
Hannover 1882. 

83) Diese Annahme ist jetzt im folgenden durchaus festgehaIten. FUr die Praxis 
des Segelns ist indess auch del' Schifi'swiderstand f'Ur den Fall besonders wichtig, 
dass das Schiff "abtrcibt"; vgl. hierzu ema J. Pollm'cZ et A. Dudcbollt, TMorie 
du name 4, p. 1-16. Ausserdem ist im Text das Schiff stets auf rullendem 
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Wasser fortbewegt - oder noch genauer ausgedriickt, da man die 
storende Einwirkung der zur Fortbewegung des Schiffes dienenden 
Mechanismen (Ruder, Rader, Schrauben) bei dieser Betrachtung zu ver
meiden wiinscht, - von aussen irgendwie (durch Schlepp en, Treideln) 
fortbewegt wird. 

Indem man dann zuniichst von dem Wellenwidel'stande absieht, 
mochte man versucht sein zu erwarten, dass zur ErkIarung des 
Kiel wasserstandes die abstrakte Hydrodynamik in der Theorie del' 
sogenannten Diskontinuitatsfiachen, und zur ErkHirung eines Ober
fHichenwiderstandes in del' gewohnlichen Theorie der reibenden Fliissig
keiten das geeignete theoretische Substrat an die Hand giebt. J edoch 
ist bei einem solchen Ansatz die Idealisierung schon so weit getrieben, 
dass wohl kaum von einer geniigenden Approximation an die tat
sachlich eintretenden Verhiiltnisse gesprochen werden kann. 

Am giinstigsten steht es noch mit del' Annahme der Diskontinuitiits
{llichen, wie sie zuerst eingehender von H. von. Helmholtz betl'achtet 
wurden, d. h. Flachen, an denen die tangentialen Geschwindigkeits
komponenten in del' Flitssigkeit einen Sprung erleiden und auf denen 
der Druck konstant ist (vgl. IV 16, Nr. 1£). Insbesondere wird durch 
diese Annahme die von del' Beobachtung gelieferte quadratische Ab
hangigkeit des Widerstandes von der Geschwindigkeit richtig wieder
gegeben. Aber ein Haupteinwand wird hier immer bleibell, dass nach 
diesel' Annahme das Schiff ein unendlich langes, im Innem ruhiges 
und gegen das iibrige Wasser wohl abgegrenztes Kielwasser mit 
konstanter Geschwindigkeit hinter sich herziehen miisste, was durch 
die El'fabl'lmg keineswegs bestatigt wird (vgl. auch IV 17, Nr. 1, 
S. Finstel'waldel'). 

N och schwieriger erscheint es, aus del' gewohnlichen The01ie reibender 
FIHssigkeiien den OberfHichenwiderstand befriedigend zu erklaren. In
dess liegt hierfiir der Grund weniger in einem Unvermogen der physi
kalischen Voraussetzungen, nls in dem Umstande, dass die TheOl'ie 
reibender Fliissigkeiten vorliiufig noch nicht weit genug fortgefiihrt 
ist. In der Tat ist die gewohnliche Annahme der 'l'heorie, dnss sich 
dns Wassel' in stationarer Laminarbewegung (IV 15, Nr.16, A. E. 
H. Love) befinde, bei del' sich einzelne Wasserschichten ganz regular 
aneinander vorbeischieben, wobei sich dann ein Widerstnndsgesetz 
ergiebt, in das nul' die erste Potenz der Geschwindigkeit eingeht. 
Aber die Annahme solch reguliirer Bewegungen entspricht nicht im 
entfemtesten den wirklich beim Durchgang eines Schiffes durch das 

'Vasser angcnommcll, also von dcm Einfluss abgesehen, den die ~reereswogen 
auf dCll Schifftiwiderstand haben. 
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Wasser erfolgenden Wasserbewegungen. Es liegt hier die gleiche 
Unstimmigkeit vor, wie sie zwischen theoretischer Hydrodynamik und 
praktischer Hydraulik in betreff des Problems des Stromens von 
Wasser in Rohren und Kanalen besteht (vgl. IV 20, Vorbemerkung, 
Ph. Forchheimer). Auch hier zeigt die Beobachtung, dass das Wasser 
gar nicht in regularen Schichten stromt, sondern in unruhiger, hin
und hergehender, sog. "turbulenter" Bewegung ist. 

Diesen Misserfolgen gegeniiber erscheint es vorlaufig als nachst
liegende Aufgabe der TheOl·ie des Schiffswiderstandes, durch genaue 
Analyse der Beobachtnngen das Charakterische der bei Schiffswider
stand vorliegenden Erscheinungen aufzufassen, und genau den Be
wegungstypus festzustellen, der beim Durchgang des Schiffes durch 
das Wasser in diesem tatsachlieh auftritt. Demgemiiss tritt auch im 
folgenden, wo iiber die versehiedenen Arten des Widerstandes im 
einzelnen noch berichtet wird, das descriptive Element etwas starker 
hervor, wobei aber nicht die Ansatze unterdriickt werden, die auf eine 
erfolgreiehe theoretisehe Behen-sehung des Gegenstandes hinzudeuten 
scheinen. 

8 b. Genauere Angaben iiber die verschiedenen Arten des 
Schiffswiderstandes. 1) Der Oberflachenwiderstand kommt in unmittel
barer Niihe der Sehiffswandung zur Ausbildung. Denkt man sich zur 
Bequemlichkeit das Schiff ruhend und das Wasser mit der konstanten 
Geschwindigkeit V in entgegengesetzter Richtung heranstromend, so 
iibt das an der Sehiffswand haftende Wasser dureh inn ere Reibung 
auf das umgebende Wasser eine verzogernde Wirkung aus, die iiber
wunden werden muss durch eine Kraft, die gleich dem Widerstand 
ist, den das ruhende Schiff vom stromenden Wasser erfiihrt. llier ist 
nun die wesentliehste Bemerkung eben die, dass die Stromung nicht 
in reguHiren Schichten vor sich geht, so dass man zur Bereehnung des 
Oberfliichenwiderstandes die Betrachtungen der sogenannten Laminar
bewegung heranziehen konnte. Vielmehr denten die bei dem an der 
OberfHiehe des Wassers ruhenden Schiff hier sichtbaren Heinen Strudel 
darauf hin, dass die Stromung von irgendwie wirbelnden "Vasser
massen durcbsetzt ist. Es liegt nahe, mit G. G. Stokes S.1) und TV. J . 
.ill. Rankine S5 ) den Grund fUr das Auftreten dieser wirbelnden Be
wegung in den vorspringenden Kanten und Ecken des Schiffskorpers 
und in letzter Linie in dem verschiedenen Rauhigkeitsgrad seiner 

84) V gI. G. G. Stokes, On some cases of fluid motion, Cambro Phil. Soc. Trans. 
8 (1845) [1843] = lIfathematical and physical papers 1, Cambridge 1880, p. 54. 

85) W: J. ill. Rankine, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 300. 
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Oberfliiche zu suchen. Damit aber wiire dann nicht erkliirt, dass ebenso 
wie die turbulente Stromung jenseits einer gewissen kritischen Ge
schwindigkeit auch in vollkommen glatten Rohren auftritt (vgl. IV 16, 
Nr. 17), das durch die Erfahrung gegebene Widerstandsgesetz des 
Oberfliichenwiderstandes auch fiir ganz glatte Schiffskorper nicht mit 
dem von der bisherigen TheOl·ie reibender Flussigkeiten gelieferten 
Widerstandsgesetz - was die Abhiingigkeit sowohl von den Dimen
sionen, wie von der Geschwindigkeit des Schiffes anbetrifft - uber
einstimmt. Es liegt hier eine theoretische Schwierigkeit vor, die 
bisher in keiner Weise gelOst ist, deren Beseitigung aber die Vor
bedingung fur die rationelle Begriindung eines Gesetzes fur den 
Reibungswiderstand der Schiffe sein inuss. 

Vorlaufig ist man daher zur Bestimmung des Oberflachenwider
standes lediglich auf die Experimente angewiesen, die von verschie
denen Autoren unter den verschiedensten Gesichtspunkten (sowohl an 
Modellen wie an wirklich ausgefiihrten Schiffen) angestellt sind86). 

Massgebend in der Schiffbautechnik sind in erster Linie die Versuche 
von W Frou.de 87). Aus ihnen ergiebt sich zuniichst, dass fur ein 
Schiff derOberflachenwiderstand fur einen ersten Ansatz praktisch der 
gleiche ist,' wie fur eine ebene (dunne) Platte von derselben Lange 
und dem gleichen Fliicheninhalt, die mit der Schiffsgeschwindigkeit 
der Liinge nach durch das Wasser gezogen wird. Fur. solche dunne 
(5 mm dicke) Platten, die an der Vorderkante der ganzen Breite 
(0 m), 475 nach mit einer scharfen Schneide versehen waren (Eintauch
tiefe der oberen Kante 3,7mm), fand dann Froude als Widerstandsgesetz 
die bereits in Nr.l mitgeteilte empirische Formel: 

wo s die benetzte Oberfliiche, v die Geschwindigkeit bedeutet und der 
Koeffizient k sowohl wie der Exponent 1n ausser von der Beschaffen
heit der Oberfliiche noch von der Lange der Platte abhangen. Let.zterer 

86) V gl. zur Orientierung iiber die iilteren Versuche auch Bourgois, JlUimoire 
sur la resistance de l'eau au mouvement des corps et particulierement des bati
mente de mer, Paris 1857. 

87) 1fT. Frolldc, Experiment.s on the surface-friction experienced by a plane 
moving through water, Brit. Ass. Rep. 1872, p. 718 und Report to the Lords 
Commissioners of the Admiralty on experiments for the determination of the 
frictional resistance of water on a surface, under various conditions, performed 
at Chelston Cross, under the authority of their Lordships, Brit. Ass. Rep. 1874, 
p.249. 
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ist nur wenig von 2 verlilchieden und im Mittel (filr nicht allzu rauhe 
Platten) 1,825.88) 

An die Aufstellung seiner Formel schliesst F1'oude 89) eine theo
retische Uberlegung, die das allmahliche Abnehmen des Koeffizienten k 
mit der Lange erklaren kann. Seine Uberlegung ist, dass durch die 
Bewegung der Platte durch das Wasser diesem nach hinten hin eine 
sich liber immer grossere Schichtdecken ausdehnende Vorwartsbewegung 
mitgeteilt wird, wodurch mit wachsender Lange die relativen Ge
schwindigkeiten immer kleiner werden und infolgedessen auch die 
innere Reibung abnimmt. Er berechnet .geradezu unter Anwendung 
des Impulssatzes aus der Annahme, dass liber die Entfernung H von 
der Platte aus die Geschwindigkeit von V = 3 m sec- 1 bis auf v = 0 
gleichformig abnimmt, die Breite des begleitenden Stromes. Hierbei 
findet er fUr kleine Langen (ca. 15 m) einen mit der Beobachtung an
nahernd stimmenden Wert (ca. 11 cm). Flir grosse Langen fiihrt in
dess die Uberlegung zu dem Resultate, dass die Platte allmahlich von 
einem Strom begleitet ist, der in seiner Breite liber viele Zentimeter 
hinaus die gleiche Geschwindigkeit wie die Platte hat, und in de~ 
diese den gleichen Widerstand erfiihre, wie in ruhendem Wasser. 
Die Erklarung flir dieses paradoxe Resultat aber findet schon Froude 
in dem Umstande, dass hier unberiicksichtigt geblieben ist, dass bei 
grosseren Langen die Erscheinungen der turbulenten Wasserbewegung 
immer mehr wirksam werden, so dass die angenommene, gleichformig 
von V auf v = 0 abnehmende Geschwindigkeitsverteilung iiber die 
Entfernung H hin stark modifiziert ist, wodurch es denn erreicht 
wird, dass der Widerstand mit wachsender Lange sehr viel langsamer 
abnimmt, als es die hier vorgetragene Uberlegung ergiebt. 

2) Der Kielwasserwiderstand. Als solcher wird hier deI:jenige Wider
stand bezeichnet, der durch Ausbildung des Kiel- oder Schleppwassers 
("Sogli) hinter dem Schiffe zur Wirkung kommt. Vielfach wird 
er auch als "Wirbelwiderstand" bezeichnet. Indessen ist diese Bezeich
nung nicht gerade gllicklich, da die Ausbildung von Wirbeln nicht 
allein fUr das Kielwasser charakteristisch ist, inderu jeglicher Hei
bungsvorgang im Wasser mit Erzeugung von Wirbeln begleitet ist 90). 

88) Froude benutzte Platten von vier verschiedenen Langen, die bzw. gleich 
O,m61; 2,m~4; S,mlO und 15,m24 waren. 

89) Vgl. W: Froude, Brit. Ass. Rep. 1874, p. 252. 
90) Eine so scharfe Trennung, wie sie im Text zwischen OberfHichenwider

stand und Kielwasserwiderstand gemacht ist, liegt ubrigens bei den meisten Autoren 
in der Litteratur nicht vor, bei denen es dann stets unklar bleibt, was eigentlich 
der sogenannte Wirbelwiderstand (eddy-making resistance) ist; vgl. indcss R. E. 
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Was hier unter dem Kielwasserwiderstand wirklich gemeint ist, er
giebt sich leicht durch Bezugnahme auf die Druckverteilung, die ent
lang dem Schiff in reibungsfreier Fliissigkeit statthat. Riel' ergiebt 
sich im stationaren Strom am Bug des Schiffes eine Geschwindigkeits
verminderung, del' eine DruckerhOhung entspricht, an den beiden 
Flanken tritt eine Geschwindigkeitsvermehrung, also eine Druckver
minderung, ein, am Heck wiederholt sich del' gleiche V organg wie 
am Bug, weil sich hier - unter Annahme stetiger Potentialbewegung 
- die einzelnen Stromlinien sofort hinter dem Schiff schliessen. 
Dieser letztere Umstand tritt nun in Wirklichkeit nie ein. Es bildet 
sich vielmehr hinter dem Schiff eine Schleppe voll wirbelnder Wasser
masse aus, die das Schiff bei seinem Durchgange durch das Wasser 
begleitet 91) und verhindert, dass dem Schiff durch eine entsprechende 
DruckerhOhung am Heck diejenige Energie zurlickgegeben wird, welche 
das Schiff zur konstanten Aufrechterhaltung del' Druckerh6hung am 
Bug verliert. Dabei ist es abel' nun durchaus nicht so - wie die 
TheOl'ie del' unstetigen Potentialbewegung annimmt - dass sich hinter 
dem Schiff eine relativ zu ihm ruhende Wassermasse (ein sogenanntes 
Totwasser) befindet, die sich bis ins Unendliche ausdehnt. Vielmehr 
zeigt die Beobachtung, dass das Kielwassel' von Wirbeln durchsetzt ist, 
eine endliche Ausdehnung besitzt und durchaus keine stabile Begren
zung hat, auf del' del' Druck konstant ware. Eine befriedigende 
theoretische Behandlung des Kielwasserwiderstandes wird daher auf 
diese wesentlichen Momente del' Erscheinung Rucksicht nehmen mussen. 
Eine solche liegt zur Zeit noch nicht VOl'. Indessen ist in einer 
Richtung in letzter Zeit ein Fortschritt gemacht, insofern von 
L. Prandtl 92) die Entstehung des Kielwassers bzw. die el'ste AblOsung 

Froude, On ship resistance, Papers of the Greenock Philosophical Society 1894, 
wo es heisst: We may obserye the effect of the skin-friction resistance, in the 
belt of eddying water which clothes the surface of the ship from end to end, 
getting thicker and thicker as it approches the stern. We may ouscrve the 
effect of the eddy-making resistance, in the increase of this eddying mass of 
water behind the stern. (Zitiert bei E. J. Reed, On the advances made in the 
mathematical theory of na,al architecture during the 6ldstence of the Institution, 
Trans. of the lnst. of Naml Architects 39 (1898), p. 96.) 

91) Vber die Geschwindigkeitsverteilung ill Kielwasser hat G . .A.. Calvert, 
On the measurement of wake currents, '1'rans. of the Inst. of Naval Architects 34 
(lti93), p. 51, l\fessungen angestellt; siehe auch O. Rey"olds, On the unequal onward 
motion in the upper and lower currents in the wake of a. ship; and the effects 
of tbis unequal motion on the action of the screw-propeller, '1'rans. of the lnst. 
of Naval Architects 17 (1876), 1). 127 = Papers on mech9.nical and physical sub
jects 1, Cambridge 1900, p. 149. 

92) Vgl. L. P/'alldtl, mer Fliissigkeitsbewegllng bei sehr kleiner Reibung, 
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von Wirbeln an der Schiffswand eines soeben in Bewegung gesetzten 
Schiffes auf Grund der Hydrodynamik reibender Fliissigkeit erkllirt 
worden ist. 

Die Annahme hier ist, dass die Reibungskonstante so klein ist, 
dass die Reibungsglieder in den Differentialgleichungen nur in einer 
diinnen Grenzschicht in del' Nlihe der Wandung des Korpers sich be
merklich machen, wo ein schroffer Geschwindigkeitsabfall bis auf 
Null erfolgt. Durch diese Annahme, die auf die wirklichen Fliissig
keiten sehr gut zutrifft, werden fiir die Grenzschichten Differential
gleichungen erreicht, die eine Integration gestatten, wahrend ausser
halb der Grenzschichten die Bewegung als reine Potentialbewegung 
angesetzt wird. Die Entstehung del' Wirbel Ilisst sich clann so ein
sehen: Tritt in Richtung der Stromung irgendwie ein Druckanstieg 
ein, wie dies auf der Rfickseite del' Schiffswand del' Fall ist (wegen des 
Verlaufs del' zunachst vorhandenen Stromlinien), so wird - da eine 
Druckerhohung von einer Geschwindigkeitserniedrigung begleitet ist -
die Geschwincligkeit in del' Nahe der Wand, weil sie dort durch 
Reibung abgemindert ist, eher unter Null sinken als weiter nach aussen; 
mit anderen Wort en: es tritt in der Nahe del' Wand eine Riickstromung 
und damit eine Wirbelbildung ein. Dber die weitere Ausbreitung del' 
Wirbelbildung vermag indessen diese Untel'suchung vermoge ihres be
schrlinkten Ansatzes vorlliufig nichts auszusagen. Hier ist man, urn sich 
fiber die Drnckverteilung im Kielwassel' wenigstens qualitativ zu ol'ien
tieren, vollkommen auf die ~eobachtungen angewiesen, wie sie insbe
sondere von F. Ahlborn 93) und L. P.l'andtl 92 ) an del' Hand von Photo
graphien gegeben werden. Irgend eine zuverUissige quantitative Angabe 
tiber die Grosse des Kielwasserwiderstandes diirfte daher ZUl' Zeit kaum 
moglich sein. Bei W: F1'oude 94) findet sich die Angabe, dass bei 
schlanken Schiffstypen del' Kielwasserwiderstand relativ gering ist, mit 
wachsender Geschwindigkeit wachst und bei vollerem Heck grosser 
ist als bei vollerem Bug. Er giebt an, dass er hei den iiblichen 
Schiffstypen 8% des Reibungswiderstandes ist. 

Verhandl. des III. intern. ~Iathematiker-Kongresses in Heidelberg (1904), Leipzig 
1905, p.484 und die naheren Ausfiihrungen bei H. Blasius, Grenzschichten in 
FliiBsigkeiten mit kleiner Reibung, Diss. Gottingen 1907 = Zeitschr. f. ~rath. 

Physik 55 (1008), p. 1. 
93) F. Ahlborn, Dber den lIIeehaniamus des hydrodynamisehen Widerstandes, 

Abhandlungen aus dem Gebietc der Naturwiss., hrsg. vom Naturw. Verein in Ham
burg 17 (1902) i Hydrodynamische Experimentaluntersuehungen, Jahrbueh der 
schiffsbauteehn. Gesellschaft 5 (1904), p. 417 und die Widcrstandserscheinungen 
an schiffsformigen ~rodellen, ebenda 6 (1905), p. 67. 

94) W: Frot/de, Roy. Institution Proe. 8 (1875-1878), p. 209. 
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3) Der Wellenwiderstand. Schon oben (Nr. 7b) wurde aus
gesprochen, dass es zur Bestimmung des Wellenwiderstandes auf die 
Beantwortung del' l!'rage ankommt: Welche Energie ist erforderlich, das 
einmal vom Schiff erzeugte Wellensystem relativ zu ihm nach Grosse 
und Geschwindigkeit konstant zu erhalten? Die Antwort wird gegeben 
durch das Prinzip del' sogenannten Gruppengeschwindiglceit (IV 16, 
Nr. 5d, ..4.. E. H Love) .. Hiernach ist die Geschwindigkeit einer Gruppe 
von ungefahr gleich langen Wellen als Ganzes kleinel' als die Ge
schwindigkeit del' einzelnen Wellen, so dass diese durch die Gruppe 
fortlaufen, nach vorne sieh abflachen und weiterhin aussterben, wahrend 
hinten entsprechend neue Wellen entstehen, oder mit anderen Worten, da 
die Gruppengeschwindigkeit zugleich eine Geschwindigkeit des Energie
stromes ist: die in einer Welle enthaltene Energie pfl.anzt sieh mit 
kleinerer Geschwindigkeit fort als die Wellenphase. Das Verhiiltnis 
del' in einer Periode fiher die Breiteneinheit gesehafften Energie zu del' 
in einer WellenIange enthaltenen Energie ist gleich dem Verhaltnis 
del' Gruppengeschwindigkeit zur Wellengeschwindigkeit 95). 

Es werde wieder zunachst das Schiff auf dem Ozean betraehtet 
und zunachst so 7cwrz angenommen, dass man von nul' je einem 
transversalen bzw. divergierenden Wellensystem am Bug spl'echen 
darf, die durch den SchiffskOrper nicht weiter modifiziert werden. Dann 
ist die Uberlegung folgende: Fur Tiefseewellen ist di.e Grupp en
geschwindigkeit gleich del' halben Wellengeschwindigkeit, so dass, 
wenn die einzelne Welle urn zwei Wellenliingep. fortgeschritten ist, 
die Energie relativ zur Welle um eine Wellenlange zuruckgeblieben 
ist. Auf das System del' transversalen Wellen angewandt, heisst dies: 
1st einmal ein solches Wellensystem ausgebildet und erfolgt keine 
Energiezufuhr vom Schiff aus, so wird das Wellensystem urn so viel 
Wellenlangen hinter dem Schiff zuruckbleiben, als das Schiff doppelte 
WellenUingen zUl'iickgelegt hat. Soli also das vVellensystem relativ zum 
Schiff fest bleihen, so ill nss das Schiff auf zwei Wellenlangen seines W eges 
je eine neue Welle el'zeugen, so dass das Wellensystem fortgesetzt wiichst 
und in einern gegebenen Momente - gemessen von einern festen Aus
gangspunkte.- eine Ausdehnung hat, die gleich ist del' halben Ent
fernung des Schiffes von diesem Ausgangspunkt. Hat nun das Schill' 
2n WelienHingen L zuriickgelegt und hierbei n neue vVelien erzeugt, 
so ist del' rnittlel'e vViderstand, wenn Et die in einer Wellenlange ent
haltene Energie bezeichnet: 

95) Vgl. hierzu auch Sir William Thomson, On ship waves, Popular lec
tures and addresses 3, London 1891, p. 450. 
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R = nEt = Et .96) 
t 2nL 2L 

Ahnlich findet man fiir jede Reihe del' divergierenden Wellen den 
Widerstand: 

R=~ 
d 2L sin IX' 

wo jetzt Ed die in einer divergierenden Welle enthaltene Energie be
zeichnet. Zugleich ist hier durch das Prinzip del' Gruppengeschwin
digkeit die ErkUirung fiir die staffelformige Anordnung del' divergie
renden Wellen gegeben. lndem sie in ihrem ausseren Teile in rein 
oszillatorische Wellen iibergehen, lassen sie jeweils die Hiilfte ihrer 
Energie zuriick, wodurch bewirkt wird, dass, wenn die vorangehende 
Staffelwelle ausstil'bt, eine nachfolgende in einer Entfernung, die gleich 
dem halben Abstand del' Fahrtrichtt1ng von del' Wellenkammlinie ist, 
das Maximum ihrer Erhebung erreicht. 

Fiir praktische Zwecke kann es bequem sein, den Wellen wider
stand als Funktion del' Schiffsgeschwindigkeit auszudl'ucken. Man 
findet fur die transversalen Wellen,. wenn a die Amplitude del' Welle 
bezeichnet 

g~a! B t=-
. 4 

pro Bl'eiteneinheit, so dass, wenn man annehmen kann, dass a mit 
dem Quadrate del' Geschwindigkeit V proportional ist, del' Wellen
widerstand del' transvel'salen Wellen mit del' viel'ten Potenz del' Ge
schwindigkeit variiert. Das gleiche Widerstandsgesetz findet A. Dude
bout97) fiir die divergierenden Wellen, indem er zur Berechnung von 
Ed die Theorie del' Einzelwelle heranzieht. 

Setzt man nunmehr das Schiff nicht mehr klein voraus, so dass 
am Bug und Heck getrennt Wellen erzeugt werden, so bleiben die 
vorstehenden Uberlegungen beziiglich del' divergierenden Wellen be
stehen, dadiese sofort nach ihrer Erzeugung das Schiff verlassen und 
die Energie nach del' Seite fortflihren. Die transversalen Wellen 
des Bugs lmd Hecks abel' konnen mehr odeI' weniger interferieren, 

96) E. R. Frolule, Trans. of the Inst. of Naval Arichitects 22 (1881), p. 220, 
vergleicht den ganzen Vorgang mit den erzwungenen Schwingungen cines Pendela 
in einem widerstehenden :Mittel, das dem Pendel wahrend einer gall zen Schwin
gung die Hlilfte seiner Energie entzieht. Das Heranziehen dieser Allalogie hilft 
ihm auf Grund del' Youllg'schen Regel zu erkHiren, dass gegeniiber dem Druck
maximum an der Spitze des Schiffes - wie es durch die Stromlillienverteilullg 
vor Erzeugung der Wellen geliefert wirel - das 'Yellenmaximum der Bugwelle 
eine Phasenverschiebullg nach dem Heck des Schiffes hin aufweist. 

97) Vgl. J. Pollard et A. Dudebollt, Theorie du navire 3, Paris 1892, p.4.10. 
Eucyklop. d. math. Wissellsch. IV 2. 39 
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so dass bei einer bestimmten Lange des Schiffs mit wachsender Ge
schwindigkeit ein rascheres odeI' langsameres Anwachsen des Wider
standes del' transversalen Wellen stattfinden kann. 1st a die Ampli
tude del' ersten Bugwelle, a' diejenige del' Heckwelle, lea die Ampli
tude derjenigen Welle des Systems del' Bugwellen, die das Heck er
reicht (Restwelle), so ist del' gunstigste odeI' ungUnstigste Effekt del' 
Interferenz durch die Addition bzw. Subtraktion del' beiden Ietzt
genannten Amplituden gegeben (0: + lea). Die Energie del' Bugwelle 
ist proportional mit a2, diejenige del' kombinierten Heckwelle mit 
(a' + leal Zieht man in Betracht, dass die Restwelle dem Schiffe 
keinen Energieverlust bringt, so ist del' gesamte Wellenwiderstand Bt 

proportional mit 

FUr das Schiff a1.~f dem Kanal werde hier nul' del' rein zwei
dimensionale Fall in Riicksicht gezogen, d. h. del' Fall, wo das Schiff 
den Kanal nach seiner ganzen Breite ausfiillt und nur transversale 
Wellen zur Ausbildung gelangen, womit dann Ieider die interessallten, 
abel' schwer lIU fassenden Erscheinungen del' Zwischenfalle (vgl. oben 
Nr. 7b, 2) bei Seite gelassen werden. Die Gruppengeschwindigkeit U 
ist dann (vgl. IV 16, Nr. 5d) 

v ( 2kh) 
U = 2 1 + sinh 2kh ' 

wo le = 1/2'!t, womus sich del' Wellenwiderstand99) 

B = E t (1 _ 2kh ) 
t 2L sinh 2kh 

ergiebt, del' fur h = 00 in den frUher gefundenen Wert fUr B t 

iibergeht. Von besonderem Interesse ist nun del' Fall, wo; sich V 
del' kritischen Geschwilldigkeit nahert. Obige Formel ergiebt hier 
ein Abnebmen des Btl das den Wert 0 erhult, wenn die kritische 
Gescbwindigkeit erreicht ist oder iiberschritten wird. In del' Tat wird 
fUr V 2 = 9 h die Gruppengeschwindigkeit gieich der Wellengeschwill
digkeit, mit anderen 'Worten: die Wellenenergie geht mit del' Ge
schwindigkeit des Schiffes fort, so dass sie clem Schiff l1icht vel"loren 
geM. Das wiirde also bedeuten, dass das Schiff keinen Wellellwiderstand 
erleidet, wenn es mit einer Geschwilldigkeit fahrt, die gleich oder 

98) R. E. Frollc7c, Tra,ns. of the lnst. of Naval Architects 22 (1881), p. 220. 
99) Den Wellcnwiderstand eines Schiffes auf dem Kanal hat znerst eXIJen

mentell fcstgestellt J. Scott Russell, Edinb. Roy. Soc. Trans. 14 (1840), p. 47. 
V gl. hierzu auch die in del' Litteraturiibersicht genallnt,en Biicher von Engels, 
Haack und de Mas. 
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grosser als die kritis~he Geschwindigkeit ist. Praktisch ist aber zu 
bemerken, dass, - da auch die Amplitude der Schiffswellen wesent
lich von del' Geschwindigkeit des Schiffes abhangt, - bei Annaherung 
del' Fahrgeschwindigkeit des Schiffes an die kritische Geschwindigkeit 
zwar der Wellenschwanz sich hinter dem Schiff immer weniger lang 
erstreckt, dafiir aber die Amplitude der einzelnen Wellen wachst, bis 
bei der kritischen Geschwindigkeit der Wellen schwanz vollkommen 
verschwindet, wahrend gleichzeitig das Maximum del' Amplitude und 
damit das Maximum des Wellenwiderstandes elTeicht ist. Erst wenn 
die kritische Geschwindigkeit etwas iiberschritten ist, wird der in 
Rede stehende Wellenwiderstand praktisch gleich Null, um wieder zu 
wachsen, wenn die Geschwindigkeit des Schiffes iiber die kritische 
Geschwindigkeit hinaus gesteigert wird, entsprechend dem Umstande, 
dass jetzt das Schiff von einer iiberschaumenden, erzwungenen Welle 
begleitet ist, wie es friiher geschildert wurde. 

8 c. Praktische Bestimmung des Schiffswiderstandes. Die 
Modellregel. Es ist bereits oben in Nr.l erwahnt, dass in del' Praxis 
des Schiffsbaues del' Schiffswiderstand seit W Froude 100) unter Heran
ziehung des Prinzips del' mechanischen Ahnlichkeit durch 1I1odell
versuc7~e bestimmt wird, und auch mitgeteilt, wie hierbei im einzelnen 
vorgegangen wird (Berechnung des Oberfliichenwiderstandes nach del' 
aus Frmtdes Versuchen berechneten Tabelle, experimentelle Ermittelung 
des Restwiderstandes aus Modellversuchen)lOl). Es sei hier daher nul' 
nachgetragen, wieso dies V orgehen durch die bisherigen theoretischen 
Uberlegungen gestiitzt wird. In del' Tat ergiebt das Prinzip der 
mechanischen Ahnlichkeit folgendes: Da Schiff und Modell beide 
in derselben Fliissigkeit (Wasser) sich bewegen, und hierbei beide 
zugleich derselben Kraft (Schwerkraft) unterliegen, so miissen sich -
wenn das Verkleinerungsverhiiltnis von Modell und Schiff 1 : A. ist -
die korrespondierenden Geschwindigkeiten wie 1: VI, die Wi der
stande wie 1: A. 3 verhalten. Es muss also, um aus dem Widerstand 

100) Vgl. W. Fl'oudcs dem Bericht von C. W: lIIcl'ri/ield (vgl. Fuss note 81) 
angehlingte "Explanations". 

101) Wegen der nitheren praktischcn Ausgestaltung dieser :Methode vgl. 
E. E. Fl'oude, The Constant system of notation of results of experiments on 
models, Trans. of the Institution of Nal'al .A.rchit. 29 (1888), p.304; Some 
additional features in the "Constant" notation, ebenda 33 (1892), p. 245 und Some 
results of the model experiments, ebenda 46 (1904), p. 64. Vgl. auch lV. Froucle 
(Fussn. 75), und Joh. ScMltte, Untersuchungen tiber Hinterschiffsformen, speziell 
liber Wellenaustritte, ausgefiihrt in der Schleppversuchsstation des Norddeutschen 
Lloyd, Jahrb. der schiffsbautechn. Gesellschaft 2 (1901), p. 331. 

39* 
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des Modells auf den des Schiffes schliessen zu konnen, flir dies en 
folgendes Gesetz gelten: Del' Widerstand muss proportional dem 
Produkt entwedel' aus einer FHiche und dem Quadrat del' Geschwindig
keit, odeI' aus einer Lange und del' vierten Potenz del' Geschwindig
keit sein. Diese Gesetze aher kann man nach dem Frliheren nun gerade 
fUr den Kielwasserwiderstand, bzw. den Wellenwiderstand angenahert 
als erflillt ansehen, so dass man sie wohl als theoretische Gl'undlage 
fUr die Beurteilung del' Modellversuche ansehen darf. 

9. Die Schiffspropulsion 102). N och weniger Bestimmtes als 
fiher das Problem des Sehiffswiderstandes kann im folgenden fiber 
das Problem del' Schiffspl'opulsion mitgeteilt werden. Es ist hier 
nicht die TheOl'ie, sondeI'll VOl' aHem die praktische El'fahrung del' 
Seeleute, die an del' Hand hOchst unbestimmter allgemeiner mechani
schen Pl'inzipien alles behel'rscht. 

Dies gilt in allererster Linie von del' Propulsion durch den Wind. 
Zwar sind insbesondere in frliherer Zeit verschiedene Theorien des 
Segelns entwickelt worden, die sich aueh mehr oder weniger ausflihr
lich in den Handbiiehel'll libel' den Schiffbau mitgeteilt finden. Abel' 
die Tatsache, dass man liher den Luftwiderstand doeh noch sehr un
vollkommen ol'ientiert ist (vgl. IV 17, S. Finsterwalder), zusammen mit 
dem Umstanc1e, dass die SegelfHiehe keine wohldefinierte FHiche ist, 
zumal sie aus den einzelnen, versehieden zueinander orientierten Segeln 
hesteht, Iasst es vorlaufig wenig aussichtsreieh el'scheinen, dUl'ch theo
retische Ubel'legungen mehr als eine gal1z unbestimmte Auskunft libel' 
die ZUl' Fortbewegung des Sehiffes zur Verfligung stehende Kraft, was 
ihre Riehtung, Grosse und Angriffspunkt betrifft, sowie liher das 
Pro blem del' Stabilitat des Sehiffes unter Segeln zu el'zielen. Eine 
erste Vorbedingung waren genaue Versuche z. B. libel' den Winddruck 
auf die einzelnen SegelfHichen, die Luftbewegung entlang dem Segel 
usw., woflir in del' Litteratur sich bisher systematische Angaben 
kaum finden. 

Nicht sehr viel glinstiger ist die Sachlage hei del' Theorie del' yom 
Schiff aus angetriebenen, zu seiner Propulsion dienenden Mechanismen 
(del' Rudel', Riider, PUll/pen und Sclirauben). Man ist aueh hier weit 
davon entfernt, die Einzelheiten del' Bewegung genau zu behel'rschen. 

102) Ein Bericht iiber die Ultere Littcratur findet sich in clem oftcr ge
nann ten Report of a Committee, consisting of C. lr. ]Icrrifield, G. P. Bidder, 
D01lglas Galton, F. Galton, Rankille and lV. Frolldc, appointed to report on the 
state of existing knowledge on the Stability, Propulsion, and sea-going qualities 
of ships, Brit. Ass. Hep. 1860, p. 22. 
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Wie eigentlich die Wasserbewegnug dmch die Fortbeweguugsmechanis
men beeinHusst wird, welche Bedelltung diese fur die Modifizierung 
des durch Schleppen des Schiffes gemass dem Ahnlichkeitsgesetze 
ermittelten Schiffswiderstandes haben mag, insbesondere wenn sich 
das Schiff nicht in seiner Langsaxe fortbewegt, sondel'll "abtreibt", ist 
noch viel zu wenig aus wirklich zuverlassigen Beobachtungen bekannt. 
So z. B. werden die an den Seiten eines Raddampfers angebrachten 
Schaufelrader einen wesentlichen EinHus8 auf Vermehrung des Schiffs
widerstandes haben, indem sie die glatte W asserbewegungan den 
Seiten des fortgeschleppten Schiffes betrachtlich storen, nach hinten 
Wellen 8ehr bedeutender Amplitude aussenden usw. Andererseits 
arbeitet die Schiffsschraube nicht in ruhigem Wasser, sondern in 
dem lebhaft bewegten Kielwasser. Und ist schon die regulare Wasser
bewegung durch die Schraube hindurch an sich schwer aufzufassen, 
so werden die Verhaltnisse hierdurch noch komplizierter. Auch fur 
eine l'ationelle TheOl'ie der Forlbewegungsmechanismen bleiben daher 
- genau wie bei del' Propulsion dmch den Wind - zweckmassig 
angestellte Versuche an Modellen, die das Tatsachliche der Erschei
nungen wirklich aufzufassen lehren, die unerlassliche Vorbedingung. 
Solche sind fiir die Schiffsschrauben erst in allerjiingster Zeit plan
massig begonnen worden lOS). Das Meiste muss vorliiufig hier noch 
aus gelegentlichen Bemerkungen aus del' zerstreuten Schiffbaulitteratur 
zusammengesucht werden 104). 

J edenfalls konnen die bisher entwickelten Theorien bei dieser 
Sachlage nur als vorlaufige erscheinen. Sie beruhen, soweit sie nicht 
einfach eine Zusammenfassung empirischer Formeln sind, auf mehr odeI' 
weniger willkiirlichen Annabmen, unter deren Zugrundelegullg es unter 
Umstanden gelingt, durch Anwendung allgemeiner mechanischen Prin
zipien gewisse Aussagen zu machen, die als eine erste Orientierung 
iiber die Wirkungsart der Propeller angesehen werden konnen. Es 
liegen bier der Art nach - nul' wesentlich kompliziel'ter - die 
gleichen Verhaltnisse vor wie in der praktischen Hydraulik (IV 20, 

103) F. AMborn, Die Wirkung del' Schiffsschra.ulJe auf das Wasser, Jabrb. 
der schiffhautechn. Gesellschaft 6 (1905), p. 82; O. Flallllll, Beitrag zur Ent
wicklung der Wirkungsweise dcr Scbiffsschraube, ehenda 9 (1908), p. 427. Vgl. 
auch R. lVagl1el', Versuche mit Schifl'sschrauben und deren Ergebnisse, cbenda 7 
(1906), p. 26,1. 

104) Die crgiebigste Quelle sind hier die Abhandlullgcn und die sicb an
schliessenden Diskussionen in den Transactions of the lust. of Naval Architects, 
fiix deren erste 46 BUnde (1.860-1904) ein ausfiihrlichcl' (Nominal- and Subject-) 
Index vorliegt, London 1905. 
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Ph. Forchheimcr) und del' in der Praxis iiblichen TheOl'ie der hydrau
lischen Motoren (IV 21, JJI. (l'riibler) , wo man auch in der Haupt
sache auf die Einsicht in die Einzelheiten del' Bewegung verzichtet 
und unter Heranziehung der Kontinuitatsgleichung, des Energie
prinzips und der Impulssatze - unter Einfiihrung von Erfahrungs
koeffizienten - eine vorlaufige Orientierung iiber die in Frage kom
menden Probleme sucht. 

In der Tat ist es auch in der Schiffbautechnik del' Impttlssatz, 
del' in einer oder del' anderen Form als allen bisher entwickelten 
Theorien del' Propeller zugrunde liegend sich immer wieder findet. In 
seiner einfachsten Form gewinnt er folgende Formulierung: 1st V die 
Geschwindigkeit des Schiffes in Richtung seiner Kiellinie, U die in 
gleicher Richtung genommene Geschwindigkeit des Propellers (Schaufel
geschwindigkeit des Rades, Schraubungsgeschwindigkeit del' Schraube), 
so ist U - V seine Geschwindigkeit relativ zum Schiff, deren Ver
haltnis zur Propellel'geschwindigkeit 

u-v 
s=-U-

man als Schliipfung (slip) bezeichnetl°!). 1st nun Q das yom Propeller 
in del' Zeiteinheit nach riickwarts ill Bewegung gesetzte Wasser
volumen, R del' horizontale Widerstand des Schiffes in del' Fahrt
richtung, so ergiebt sich als Ausdruck des Impulssatzes: 

QQ(U - 1') = R. 

Fiihrt man hier das Eigengewicht r = Q 9 des Wassers ein und setzt 
weiter Q = kb2 U Cb2 ein zweckmassig gewahlter, grosster Querschnitt, 
k ein Erfahrungkoeffizient < 1), 80 resultiert die haufig benutzte 
Formel: 

; kb2 U(U - y), 

Es soll nun nicht die Absicht sein, an diesel' Stelle etwa nahel' 
auszufiihren, wie sich auf Grund des vorstehendell allgemeinen Prin
zips eine fiir die Praxis zum Teil brauchbare Theorie der einzelnen 
zur Propulsion dienenden Mechanismen aufbauen las st. Fiir die Theorie 

104) Man unterscheidet im gegebenen FaIle noch zwischen scheinbarem und 
wahrem Slip, je nachdem das Bezugsystcm in absoluter Ruhe ist oder die Be
wegung des Kielwassers (ohne Scbraube) bat. Danach ist der sebeinbare Slip 
stets kleiner als der wahre. Bei Schrauben bat man oft einen negativen schein
baren Slip beobacbtet, vgl. W: J. ~1I. Rallkine, Some remarks on apparent negative 
slip, Trans. of the lnst. of Naval Architecture 8 (1867), p. 68. 
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del' Ruder hat bereits L. Eulm· 105) soleherweise die Grundlagen ge
geben, die dann von Marestier 106) auf die Rader ausgedehnt worden 
sind und hier zu manchen interessanten kinematisehen Uberlegungen 
fiber die gegenseitige Anordnung der einzelnen Sehaufeln, uber die 
mittlere Tauchtiefe usw. Anlass gegeben haben. Fur die Theorie del' 
Pttmpen (bei den sogenannten Reaktionssehiffen) kann auf das vor
stehende Referat von M. Griibler (IV 21) vel'wiesen werden. Die 
Theorie des Schrattbenp1'opeZlers findet sich auf Grund dieses An
satzes in dem Referate fiber Aerodynamik von S. Finsterwaldel' in 
IV 17, Nr.9 exponiel't. Das Wesentliehe bei dieser elementaren Be
handlung des Problems del' Schiffspl'opulsion ist die zweckmaBige 
Inbeziehungsetzung del' durch die El'fahl'ung und aus den Versuchen 
gewonnenen Einsichten mit dem genannten allgemeinen Ansatz (Be
stimmung del' in die Formeln eingehenden, praktisch als konstant 
anzusehenden Koeffizienten). Man sucht so insbesondere Aufschluss 
zu gewinnen uber den Wirkungsgrad des Propellers und VOl' ailem 
die Abhangigkeit des Wirkungsgrades von dessen Form und Grosse. 
Am weitgehendsten ist in diesel' Hinsicbt - entspl'echend del' gl'ossen 
praktischen Bedeutung des Schl'aubenpl'opellel's - fUr diesen die 
TheOl·ie entwickelt, fiber die man sich in ihren Einzelheiten am besten 
in den in del' Littemturubersicht genannten Werken von O. Busley 105), 

D. W. Taylor 10G) und W J. D~wand107) orientiert 108). 

Fur den Schraubenpl'opeiler liegen indess auch Vel'suche zur 
Ausbildung einer hydrodynamischen Theorie VOl', libel' die noeh einiges 
mitgeteilt sei. Den Ausgangspunkt bildet hier eine Arbeit von lV. J. 
1J:I. Rankine 109) , an die sich weitere von J. Ii:. Ootterill llO ), A. G. 

105) L. Euler, Memoire sur l'action des rames, faisant suite it la theorie 
complete de la construction et de la manoeuvre des vaisseaux, St. Petersbourg 1773. 

106) .1Jlarcstier, l\iemoire SUI les bateaux iL vapeur des Etats-Unis, Paris 1824 
(zitiert boi J. Pollard und A. Dwle/Jo!lt, ThCorie du nanre). 

105) C. Busley, Die Schiffsmaschine, ihl'e Konstrnktion, Wil'kungsweisc und 
Bedienung, Kiel 1886; 3. Auf!. Kiel und Leipzig 1898 ff. 

106) D. lV. Taylor, Resistance of ships and scrow-propulsion, LOIl(lon 1893. 
107) W. F. Dltrand, Resistance and propulsion of ships, New York 1903. 

Dazu noch TV: F. Durand, Performancc of the screw-propeller, Carnegie Insti
tution, Washington 1907. 

108) Vgl. auch R. E. Froude, Description of a method of investigation of 
screw-propeller efficiency, Trans. of the Institution of RamI Archit. 21 (1883), 
p. 231 und The Determination of the most suitable dimensions of screw-propeller, 
ebenda 27 (1886), p. 250. 

109) TV: J. M. Rankine, The mechanical principles of the actions of pro
peliers, Trans. of the lnst. of Naval Architects G (1865), p. 13. Vgl. auch 
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Greenhill 111), R. E. Froude 112) ansehliessen. J edoeh konnen diese Ver
suche nur ein theoretisches Interesse beanspruchen, indem sie sich 
samtlieh auf sehr stark idealisierte Faile beziehen. Nicht nur ist die 
Annahme, dass es sich um einen Propeller mit unendlich vielen, un
endlieh diinnen Schaufeln handelt, sondern es wird aueh die Wasser
bewegung vor und hinter dem Propeller hBchst spezieil angesetzt 
(Eintritt in regularen paraileilen, Austritt in schraubenformig ge
wundenen Stromfaden) und eigentlich nm naeh dem dynamischen 
Aquivalent dieser von vornherein angenommenen Anderung der Wasser
bewegung gefragt. 1m einzelnen unterscheiden sieh dabei die Ansatze 
danaeh, ob sie sich auf den einen oder anderen Grenzfall eines un
endlich langen oder unendlieh kurzen Propellers beziehen; so dass die 
Geschwindigkeitsanderung sich einmal ganz im Propeller, dass andere 
Mal ganz ausserhalb desselben einstellt. Dariiber aber, wie eine 
Geschwindigkeitsanderung von dem Propeller erzeugt wird, wie sie 
von seiner Schaufelform abhangt u. s. w., vermag keine dieser TheOl·ien 
einen Aufschluss zu geben 118). 

In Anbetracht dieses wenig erfolgreichen Vorgehens erscheint es 
am aussiehtsreichsten, den umgekehrten Weg einzuschlagen und auf 
einem genauen Studium der tatsaehlichen Wasserbewegung - wie 
sie durch die Aufnahmen von F. Ahlborn und insbesondere O. Flamm 
an die Hand gegeben wird lOS) - eine hydrodynamische Them·ie auf
zubauen. Dabei wird man mit Erfolg die schon oben erwiihnte von 
F. lV. Lanchester 114) entwickelte Vorsteilung der cyklischen Bewegung 
um die Sehaufeln herum herallziehen kOllnen. In der Tat wird solcher 
Weise nicht nur durch verschieden rasches Strom en an den beiden 
Seiten der Fliigel das Vorhandensein eines Drucks auf die Schmuben-

w. Froude, On the elementary relation between pitch, ship, and propulsive effi
ciency, ebenda 19 (1878), p. 47. 

110) J. H. Cotterill, The minimum area of blade in a screw propeller ne
cessary to form a complete column, Trans. of the lust. of Naval Architects 20 
(1879), p. 152; On the changes of level in the surface of the water surrounding 
a vessel produced by the action of a propeller and by skin friction, Trans. of 
the lnst. of Nava.! Architecture 28 (1887), p. 286. 

111) A. G. Greenhill, A theory of the screw-propeller, Trans. of the lnst. 
of Naval Architects 29 (1888), p. 319. 

112) R. E. Fronde, On the part played in propulsion by differences of fluid 
pressure, Trans. of the lust. of Nayal Axchitecture 30 (1889), p. 390; Remarks 
on Greenhill's theory of the screw-propeller, ebenda, p. 406; Ou the theoretical 
effect of the race rotation on screw propeller efficiency, ebanda 33 (1892), p.265. 

113) IYeiterrcichend ist hier ein Ansatz yon H. Lorcn", Neue '1'hcorie llull 
Berechnung der Kreiselriider, lIIiinchcn und Berlin 1906. 

114) 1fT. F. Lallcliestcl·, Aerodynamics, London 190i, p. 163-178. 
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fliigel erklart, sondern auch durch die von den Enden der verschiedenen 
Flugel ausgehenden Wirbelfaden, die sich beim Forlschreiten des 
Schiffes urn einander schraubenformig aufwickeln, das Stromungsbild 
verstandlich, wie es auf den Photographien von O. Flamm wieder
gegeben ist und wie man es auch ohne weiteres hinter einem Schiff 
beobachten kann, wenn etwas Luft von der Schraube eingesaugt wird, 
wodurch die Axen der Wirbel sichtbar werden 115). 

115) W. F. Lanchester, Aerodynamics, p. 324. 

(Abgeschlossen mit Marz 1906, Anhang mit Dezember 1907.) 
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Dynamik der Kurbelgetriebe 
mit besonderer 8erucksichtigung 

der Schiffsmaschinen. 
Von Dr. H. Lorenz, 

Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 

Mit 66 Figuren im Text. [V u. 156 S.] gr. 8. 1901. geh. n . .it. 5.-

Die vorliegende Schrift behandelt die Dynamik des Kurbelmechanismus, ein 
Gebiet der technischen Mechanik und Maschinenlehl'e, welches - obwohl schon von 
P!)ncelet und Redtenbacher angebaut und in Radingers bedeutungsvoller Arbeit: 
"Uber Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit" weiter ausgebaut - in den 
meisten Lehrbuchern jener Disziplinen noch keine seiner Bedeutung entsprechende 
Berucksichtigung gefunden hat, fiir das jetzt abel' gerade die Praxis insbesondere in 
den Aufgaben, die del' moderne Schiffsmaschinenbau im sogenannten "Massenausgleich" 
stellt, eine breitere dynamische Grundlage erfol'dert. . 

" ... Bei dem groBen Interesse, das dem Problem von vieion Ingenieuren cntgegengebracht wird, 
sei im Folgenden der Inhalt der uullerst lesenswerten Schrift ausfilhrlich wiedergegebcn ... Das Studium 
des :Suches kann jedem Ingenieur, der mit dem n6tigen mathematischen Riistzeug versehen iet, warm 
empfohlen werden." (Zcitschrift des Yerelns dcutschel' Ingenieul'c.) 

" ... Wiihrend der Tite! eine mehr theorotische Tendenz vermuten lassen kBnnte t betrifft der 
Inhalt eminent wichtige praktische Fragcn dCB Dampf~ und speziell des Schiffsmaschinenbaucs, deren 
Klarlegung in wissenschaftlicher und patontrechtlicher Bczichung cin Hauptthoma der tcchnischen 
Facherorterungcn in den letzten Jnhren gewesen ist. Dor Schiffsma.:;chinen-Interosscnt, der Bich ilber 
dieso nicht ganz einfachen Fragen zu orientierell wiinscht, findot im Buche von Lorenz einen vorztlg
lichen Wegweis.r nnd wird dem Verfasser um so lieber folgen, als wir demselben die Anregung und 
Lij Bung einer Rcihc wichtiger Fragen, so in&hcsonderc (lcrjcnigen des Massennusglciches "zweiter Ord
nung", der zwcckma.Bigsten Arbeitsverteilung auf die einzelnoll Zylindcr, der Torsimalschwingungcn der 
Schiffswene, u. a. m. verdanken .... " (S('hl1'eizerische Bauzeitung.) 

Aug. FHppl, 
PIOreSSar der lIfechanik u. Vorstand des Mechan.-Techn. Laboratoriums a. d. Techn. HachKchulo zu lIIUnchen: 

Vorlesungen fiber Technische mechanik. 
In sechs Biinden. 

1. Band: Einfiihrung in die Mechanik. 3. Auflage. Mit 103 Figuren im Text. 
[XVI u. 428 S.] gr. 8. 1905. In Lcinw. gob. n . • It. 10.-

II. Band: Graphische Statik. 2. Auflage. Mit 176 Figuren im Text. [XII u. 
471 S.] gr. 8. 1903. In Leinw. geb. n. Jt. 10.-

lll. Band: Festigkeitslehre. 3. Auflage. :Mit 83 Figuren im Text. [XVI u. 434 S.] 
gr. 8. 1905. In Leinw. geb. n . • f! 10.-

IV. Band: Dynamik. 2. Auflage. Mit 69 Figuren im Text. [XV u. 506 f:l.] gr. 8. 
1901. In Leinw. geb. n . • It. 12.-

V. BamI: Die wichtigsten Lehren del' hoheren Elastizitatstheorie. Mit 
U Fig. im Text. [XII u. 391 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. ~ft.l0.-

VI. Band: Die wichtigsten Lehren der hoheren Dynamik. (In Yorbereitung.) 

nEingehendercs Lesen zcigt, daB in der Tat a.lIcs auf daB gcvdsscnhaftestc gebotcll ist, was znr 
Ancignung der GrwuUehrcJl crforderlich ist, jo. da.ri1bcr hiuBUS in :Bcispiclcn an Yielcn Stollen auch die 
Mittol ulld Hinwcisc, die die Vcrwcndung der gehotcnen Theorio zur 13ehandlung bestimmtcr ..:\ufgabcn 
crleichtern und ycrstBndlich machcn. 

'Vir empfchlon das gedicgcno Werk allen Fachgenassen und namcntlich dell Studierendcn als cin 
60hr werlvolles HilfsmiUel zur Erroichlmg ihres Zieles." (Organ Portschritte fUr Eiscnbahnll'esen.) 

* 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Horace Lamb: 

Lehrbuch der Hydrodynamik 
Deutsche autorisierte Ausgabe 

(naeh der 3. englischen Auflage) 
unter l\Iitwirkuug des Yerfassers besorgt von 

Dr. Johannes Friedel. 
Mit 79 Figuren im Text. [XIV u. 788 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. ,.At. 20.-

Es gibt wenige Werke auf dem gesamten Gebiete der mathematischen Physik, 
die gleichzeitig so viele Vorteile in sich vereinigon, wie die Hydrodynamik von H. Lamb. 
Dieses Buch besitzt gleichen Wert fiil' den Antanger, der uber die notwendigsten 
Grundlagen der hOheren Mathematik verfligt, wie fiir denjenigen, der sich mit selb
standigen Arbeiten befassen will. 

Zur Erleichterung des Verstiindnisses sind cine grolle Anzahl numerischer Bei
spiele, sowie Stromliniendiagramme und andere Figuren eingefiigt. In bezug auf 
Vollstandigkeit del' Literaturangaben ist wohl das denkbar moglichste erreicht worden; 
die wesentlichsten Arbeiten des Jahres 1905 sind noeb beriicksicbtigt. 

So darf man behaupten, daB die 3. englisehe Auflage (Januar 1906) in jeder 
Hinsieht auf einer hohen Stufe der Vollkommenheit steM. Darum ist es selbEtver
standlieh, daB die deutsehe Ausgabe sich eng an dati Origiu:~l ansehlieBt, und daB 
kein AnlaB vorlag, irgendwelche Andenmgen oder Zusiitze anznbringim. 

Lehrbuch der Elastizitat. 
Von A. E. H. Love, 

1\1 A., D. Se., F. R. S., Professor rm dor Univorsitut Oxford. 

Autorisierte deutsche Ausgabe. Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von 

Dr. Aloys Timpe, 
Assistcnt an der Technischen Hochschulo zu Danzig. 

Mit 75 Abbildungen im Text. [XVI u. 664 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n: ,it. 16.-

Der Love'sche "Treatise on the Matbematical Theory of Elasticity" hat sich der 
pri1zisen und klaren Darstellungsweise und des erschopfcnden Inhalts wegen auch in 
dcutschen l\Iathematiker-, Physiker- und Ingenieurkreisen wohl eingebtirgert. Eine 
deutsche TIbersetzung del' eben jetzt erscheinenden zweiten Auflage des englischen 
\Verkes diirfte daher von vornherein auf die Sympathien vielor rechnen, um so mehr 
als wir, von den in zwischen veralteten klassischen Darstellungen del' Elastizitiitstheorie 
abgesehen, bieher kein llmfassendes Lchrbuch del' Elastizitiit in Deutschland besitzen. 
Der Charakter des Buches ist derselbe geblieben, wie ihn derVerfaeser in dem Vor
wort zur 1. AufJage gekennzeiehnet hat: ein vollstiindiger AbriB des gegenwiirtigen 
Standes der Elastizitiitstheorie, del' in gleicher Weise auf die Behandlung del' allf
tretenden matbematischen Probleme wie auf die unmittelbar flir die praktischen An
wendungen fruchtbaren Untersuchungen eingeht. Dabei sind weitschweifige analytische 
Entwicklungen und Ausfiihrungen yon ausschlieBlieh abstrakt-mathematischem Inter
esse, in denen sich die Elastiker der italienischen Schule zuweilen verlieren, ebensosehr 
vermieden wie technische Einzelbeiten. TIberall sind, soweit irgend moglich, noch 
die neuesten einschliigigen Arbeiten mit bcriicksichtigt, wie auch aus der Fiille von 
Literaturnachweisen hervorgeht. - Die deutsche Ausgabe erstrebt in der Allsdrucks
weise und speziell in del' Tenninologie cine moglichst getrcuo Wiedergabe der 
Ei gonart dee Originals. 




