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Yorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage stellt eine vollstdndige Neubearbeitung
der ersten dar, die im Jahre 1913 im selben Verlage erschiénen und schon
seit lingerer Zeit vollstandig vergriffen ist. Das ganze Fragengebiet
wurde auf eine breitere Grundlage gestellt, indem nicht nur — wie
friiher — der Sonderfall der zylindrischen Behilterwinde mit lotrechter
Achse unter Wasserdruck behandelt wurde, sondern auch eine Reihe
von jenen Problemen mit aufgenommen wurden, die einfache technische
Anwendungen der Theorie gekriimmter Schalen und Platten betreffen;
auller den Behilterwinden und -boden wiirden hierzu noch die Silos,
Schornsteine, Kessel, Geschiitzrohre, Gewdlbe, Druckstollen, Diiker,
Staumauern, Talsperren u. dgl. gehéren, also auch Probleme, die nicht
achsensymmetrische Beschaffenheit zeigen. Die allgemeine Behandlung
dieser Probleme wiirde erheblich verwickeltere und zum Teil anders-
geartete Hilfsmittel erfordern und sich allzusehr von dem Plane entfernt
haben, der diesem Werke urspriinglich zugrunde gelegen hat. Es wurde
daher auch bei dieser neuen Auflage an der Beschrinkung auf dreh-
symmetrische Schalen festgehalten. Um aber die Einsicht in das
elastische Verhalten der Gebilde dieser besonderen Art zu kennzeichnen,
wurden in vier neu hinzukommenden Kapiteln die Statik starrer
und elastischer Schalen und Platten entwickelt und durch
mehrere Beispiele erldutert. Dabei konnte auch nicht daran gedacht
werden, dieses eingeschrinkte Gebiet in groBter Allgemeinheit zu be-
handeln, es wurde vielmehr nur so viel daraus aufgenommen, als fiir die
theoretische Behandlung der drehsymmetrischen Probleme der be-
zeichneten Art auch fiir den praktisch tdtigen Ingenieur von Wichtig-
keit ist. Die Einzelheiten der Rechnung sind dagegen ziemlich ausfiihr-
lich wiedergegeben, um als Grundlage fiir Aufgaben dhnlicher Art ver-
wendet werden zu konnen.

Um das Werk in seiner neuen Gestalt fiir den angegebenen Kreis
brauchbar zu erhalten, wurden aus der umfangreichen mathematischen
und physikalischen Literatur, die wir iiber Platten und Schalen besitzen,
und die sich insbesondere an die Namen Almansi, Basset, Boussi-
nesq, Dougall, Lord Kelvin, Kirchhoff, Lamb, Lauricella,
Love, Mathieu, Maurer, Michell, Lord Rayleigh, Somigliana,
Tedone u. v. a. kniipft, nur jene Dinge verwendet, die fiir den hier
verfolgten Zweck unmittelbar von Bedeutung sind.

Es wurde stets das Ziel verfolgt, die Lésung der behandelten Probleme
in einer Form zu geben, die eine rechnerische Verwertung gestattet, und
nicht bei sog. ,,allgemeinen Losungen‘ stehenzubleiben, deren numerische
Ausarbeitung oft noch erhebliche Unannehmlichkeiten bereitet.



v Vorwort zur ersten Auflage.

Der zweite Teil befalit sich im besonderen zunichst mit den ana-
lytischen Methoden zur Berechnung zylindrischer Behilter mit lotrechter
Achse und veranderlichem Querschnitt unter Belastung durch Wasser-
druck und weist gegen die erste Auflage ebenfalls erhebliche Anderungen
und Erweiterungen auf. Dagegen wurde die von Prof. Dr.v. Terzaghi
stammende graphische Berechnung zylindrischer Behélter nahezu un-
veréndert iibernommen, da dessen Verfasser infolge anderer dringender
Arbeiten nicht in der Lage war, eine Neubearbeitung vorzunehmen.

Die Fragen der Stabilitiat sind auch in dieser neuen Auflage voll-
standig beiseite gelassen worden.

Gelegentlich der Herausgabe dieser zweiten Auflage méchte ich
nicht unterlassen, den vielen Freunden und Fachgenossen, die sich iiber
die erste Auflage geduBert haben und mir manchen wertvollen Wink
fiir' die Neubearbeitung geboten haben, meinen verbindlichsten Dank
zum Ausdruck zu bringen. Moge das Werk auch in seiner neuen Gestalt
eine ebenso wohlwollende Aufnahme finden, wie sie der ersten Auflage
beschieden war.

Prag, im Marz 1926. T. Péschl.

Yorwort zur ersten Auflage.

Die durch die technischen Anwendungen gestellten Probleme der
Elastizitatstheorie und die im Anschluf} daran entwickelten Methoden
zu ihrer Losung, deren systematische Behandlung zu den Haupt-
aufgaben der modernen Forschung auf diesem Gebiete gehort, sind heute
vielfach noch nicht so bekannt, dal ihre Ergebnisse in die Praxis un-
mittelbar Eingang gefunden hatten. In der Erwartung, dafl eine ein-
gehendere Behandlung eines einzelnen dieser Probleme nach ver-
schiedenen neueren Methoden Interesse erwecken diirfte, wurde das
vorliegende Werkchen herausgegeben. Der Teil A ist im wesentlichen
ein erweiterter Abdruck einer in diesem Jahre (1912) in der Zeitschrift
,,Armierter Beton“ (Berlin: J. Springer) erschienenen Arbeit. Der
Teil B behandelt die graphischen Methoden armierter und nicht-
armierter Behalter eingehender, als es gewohnlich iiblich ist, und
sucht insbesondere die Schwierigkeiten klarzustellen, welche sich hier
darbieten. Es ist der Versuch gemacht, die Methoden und Formeln
theoretisch moglichst vollstandig zu entwickeln und sie bis zu der Grenze
zu fithren, die die Praxis selbst derartigen Entwicklungen stellt. Wir bitten
die geehrten Fachgenossen, uns ihre Erfahrungen, die sie mit den hier ge-
gebenen Methoden machen, und ihre etwaigen Wiinsche bekanntzugeben,
um das hier Begonnene in Zukunft noch weiter ausgestalten zu kénnen.

Tm September 1912. Poschl. v. Terzaghi.
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Einleitung.

1. Aligemeine Bezeichnungen und Annahmen.

Als Behilter bezeichnet man schalenférmige Kérper, die von zwei
Randflachen oder Seitenflichen begrenzt sind, deren gegen-
seitiger Abstand — die Dicke (24) — klein ist gegen die iibrigen Ab-
messungen. Je nachdem auller den beiden Seitenflichen noch eine
weitere (schmale) Randfliche vorhanden ist oder nicht, spricht man
von offenen oder geschlossenen Behédltern oder Schalen. Bei
Behiltern in Form von Drehfliachen, die aus Stahlblech hergestellt
werden, ist die Dicke meist konstant, bei zylindrischen Behaltern aus
Mauerwerk oder Eisenbeton wird sie als verdnderlich, und zwar im Sinne
zunehmender Belastung wachsend ausgefiihrt. Jene Fliche, die in gleicher
Entfernung von den Seitenflichen liegt, heiBt die Mittelfldche des
Behalters, die immer als stetige Fliche angenommen wird. Wenn die
Schale den Abschlufi eines zylindrischen Oberteiles nach unten zu bildet,
so nennt man sie auch einen Behalterboden.

Im folgenden werden ausfiihrlicher nur Behélter mit Rotations- oder
Drehflachen als Seitenflichen betrachtet, deren gemeinsame Achse
meist lotrecht angenommen wird. Als Belastung kommt neben dem
Eigengewicht und dem Schneedruck in erster Linie der Wasserdruck
in Betracht, mitunter auch der Druck sandférmiger, erdiger oder kor-
niger Massen (wie Kohle, Getreide usw.), wobei ebenfalls die Verteilung
des Druckes lings des Behilters als bekannt angesehen wird.

In allen hier behandelten Fillen wird dieser Druck in jedem Punkte
— ahnlich wie der Wasserdruck — nur von der Tiefenlage (z) des Punktes
unter einem Spiegel abhéngig und senkrecht zu dem betreffenden Flichen-
teilchen, jedoch unabhéngig von der besonderen Beschaffenheit und der
Neigung des Flichenteilchens in dem betrachteten Punkte angesehen,
was bei sandartigen Massen, wie die aus der Lehre vom Erddruck be-
kannten Versuche zeigen, im allgemeinen keineswegs zutreffend ist.
Fiir die Berechnung von Silos fiir Getreide, Kohle u. dgl. sind daher
entsprechende Ergénzungen erforderlich?!). Bei Kesseln (Druckflaschen

) Siehe z. B. E. Lufft: Druckverhiltnisse in Silozellen, ein Beitrag zur
Berechnung von Silos. 2. Aufl. Berlin 1920; und Handbuch fiir Betonbau Bd.V:
Lewe, A.: Die statische Berechnung der Fliissigkeitsbehalter. 3. Aufl. 1920.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

u. dgl.) wird der Innendruck als konstant betrachtet (Pascalsches
Gesetz).

Bei symmetrischen Anordnungen der eben bezeichneten Art gelingt
es unter gewissen Umstianden — was als erste Annidherung in
vielen Féllen ausreicht —, die Spannungen in jedem Punkte des Be-
halters lediglich aus den- Gleichgewichtsbedingungen der ,,starren
Statik — ohne Heranziehung der Forménderungen und damit der Ela-
stizitatstheorie — abzuleiten. Bei der zweiten Anndherung werden
die elastischen Form#nderungen mit beriicksichtigt; dabei wird aber
zunéchst noch angenommen, dafl die auftretenden Spannungen gleich-
formig iiber die Schalen- oder Manteldicke verteilt sind, oder anders
ausgedriickt, daf Biegemomente auller Betracht bleiben. In diesem
Falle spricht man von dehnbaren und vollstindig biegsamen
Wianden oder kiirzer von Hiuten oder Membranen. Es ist klar,
daB diese nur bei Innendruck und vollstéindig gefiillt eine pralle Form
annehmen koénnen. Wenn sich bei diesen vereinfachten Betrachtungs-
weisen iiberall endliche Spannungen ergeben, so kann dies als Zeichen
dafiir angesehen werden, daB die erhaltene Spannungsverteilung von
der ,,wirklich® auftretenden nirgends erheblich verschieden sein wird.

Bei genaueren Betrachtungen — dritte Anndherung — wird
endlich noch die Steifigkeit der Schale mit beriicksichtigt, d. h. es werden
die Biegemomente in Rechnung gezogen, die infolge ungleichférmiger
Verteilung der Spannungen iiber die Wanddicke auftreten. Hiebei
bezeichnet man weiter, dhnlich wie bei Platten, die Schale als sehr
diinn, wenn die auftretenden Form#dnderungen (das sind im wesent-
lichen die Durchbiegungen) von der GroBenordnung der Schalendicke
sind, und als diinn, wenn die Forménderungen auch gegeniiber der
Schalendicke klein sind. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich
nur auf Probleme der letzteren Art.

Die vierte Annédherung geht von den Gleichungen der allgemeinen
Elastizititstheorie aus, betrachtet die Schalendicke als endlich und
verlangt die genaue Erfiillung der Randbedingungen. In dieser exakten
Auffassung ist heute erst eine sehr geringe Zahl von Losungen bekannt
geworden.

In diesem Buche handelt es sich nur um die Ermittlung der Span-
nungsverteilung unter dem Einflusse einer gegebenen Belastung, nicht
aber um die technische Ausfiihrung; daher wird das Material, aus
dem der Behilter hergestellt gedacht ist, zunadchst als durchaus homo-
gen vorausgesetzt. Wenn in der Praxis davon abgegangen werden muf,
und statt des homogenen ein inhomogenes Material verwendet werden
soll (wie etwa Eisenbeton), so sind dabei jene Regeln in Anwendung
zu bringen, die sich fiir die Herstellung der statischen Gleichwertigkeit
(Aquivalenz) fiir derartige Probleme herausgebildet haben.



Erster Teil.
Behiilter in Form von Drehfliichen.

Dieser Teil behandelt die Statik der nichtsteifen und der biegung-
steifen Behalter in Form von Drehflichen, mit Ausnahme der zylin-
drischen Behalter mit lotrechter Achse und Belastung durch Wasser-
druck.

1. Nichtsteife und undehnbare Sehalen.

2. Gleichgewichtsbedingungen.

Als nichtsteif bezeichnen wir ein Material dann, wenn es (wie
Tuch oder diinnes Papier) einer Biegung keinen merklichen Widerstand
entgegensetzt und das, wenn es irgendwie gebogen wird, seine urspriing-
liche Form nicht wiederherzustellen strebt. Dieses Verhalten wird
statisch durch die Aussage beschrieben, daf} die Spannungen quer iiber
die Dicke der Schale gleichférmig verteilt angesehen und fiir jeden
Querschnitt durch eine Einzelkraft ersetzt werden kénnen, die ganz in
der Tangentialebene zur Mittelfliche liegt. Wenn auBler der dreh-
symmetrischen Form der Schale auch eine drehsymmetrische Verteilung
der Belastung angenommen wird — fiir Wasserdruck ist bei lotrechter
Achse diese Annahme von selbst erfiillt -— so geniigt die Angabe der
Spannungen lings eines Meridians und quer zu diesem fiir die Be-
schreibung der Spannungsverteilung lings des ganzen Behilters.

Die Annahme der Drehsymmetrie hat zur Folge, da die Spannungen
auf Flichenelemente, die durch Meridianebenen und Breitenkreise be-
grenzt sind, reine Normalspannungen sind, an diesen Elementen also
keine Schubspannungen auftreten. Wir betrachten demgemiB ein
solches Flichenelement, das von zwei benachbartenr Meridianebenen
und zwei benachbarten, zu den Seitenflichen des Behilters senkrechten
Drehflichen begrenzt ist, wofiir einfach zwei zur Achse senkrechte
Ebenen, die Breitenkreise, genommen werden konnen, die aus der
Mittelfliche die Breitenkreise herausschneiden. Bezeichnen dann

1*



4 Nichtsteife und undehnbare Schalen.

(Abb.1) S und S, die auf die Langeneinheit bezogenen Spannungen?)
in Richtung der Tangente zur Meridiankurve und zum Breitenkreise, R

den Krimmungshalbmesser des Meridians, B, = smL&‘ den des Normal-
schnittes zur Mittelfliche in P, (z,7) die Zylinderkoordinaten
von P, und p den Druck auf die Flicheneinheit, so liefert die Gleich-
gewichtsbedingung fiir die Richtung der Normalen zum Flichenelement

die Gleichung?):

2S-r6<p-sin?—|—2SI-R6'ﬁ-sin6—£p-sim9=p-R619-r6¢p,

1) Die Spannungen auf die Flicheneinheit o, 6; ergeben sich daraus, wenn 24
die Dicke des Behilters ist:

8 8
= ﬁ ’ 01 = _2—}1« .

%) Es wire sehr empfehlenswert, wenn auch in der technischen Literatur fiir
kleine Anderungen veriinderlicher GroBen konsequent ein besonderes Zeichen
verwendet wiirde, als welches sich das fiir die Variation gebrauchliche é oder 4
empfiehlt. Das ,,d“ sollte nur den Differentialen im Differentialquotienten. als
dem Grenzwert des Quotienten zweier nach Null konvergierender Groflen vor-
behalten und auBerhalb des Quotienten oder ohne Verbindung mit dem Integral-
zeichen nicht verwendet werden.

o



Gleichgewichtsbedingungen. l5)

und da r-dg
. oy 2 dp dr dg
sino = oo =

cos ¥

so ergibt sich daraus nach Streichung von §¢ - §s:

Si= (s |. @)

Bei konstantem Innendruck p lassen sich die Spannungen an
jeder Stelle ohne Ausfiihrung einer Integration berechnen. Zunichst
gibt das Gleichgewicht des bei PQ
abgetrennten Behilterteiles nach
der Richtung der Drehachse die
Gleichung (s. Abb. 2):

S-2rm-sin =r2m-p

und daraus

_p . r _ PR
8“2 sing 2 |’ (3)

sodann folgt unmittelbar aus Gl. (2)

_d _p @ ( r2 )
Sr-W(S")—?'W sind) 4)
Es ist fast iiberfliissig zu bemerken, da durch die beiden Ausdriicke (3)
und (4) die Gl. (1) identisch befriedigt wird; da néamlich fiir jede Dreh-

flache:

1 dd r
R~ ds’ 17 Sing
ist, so folgt nach Einsetzen in die Gl. (1):
d [ )
p a9 p dr (sim? .
2 sind  dr 2 r o
sind

die wegen ds-sin® =dz = _dr tatsichlich identisch erfiillt ist.

ctg
Durch Ausfiihrung der Differentiation in Gl. (4) — oder auch un-
mittelbar aus Gl. (1) — erhilt man mit Beriicksichtigung von GI. (3):

S R
sonl )=k B




6 Nichtsteife und undehnbare Schalen.

Je nach dem Verwendungszweck ist es bequemer, bald die eine, bald
die andere dieser Formen heranzuziehen?).

Auch bei Belastung durch Wasserdruck und lotrechter Achse
laBt sich die Spannung § unmittelbar aus dem Gleichgewicht der lot-
rechten Krifte bestimmen, wonach sodann die Ringspannung 8, aus
Gl. (1) oder (2) zu berechnen ist. Nach Abb. 2 ergibt sich ndmlich fiir
das Gleichgewicht des durch den wagrechten Schnitt abgetrennten
Teiles, wenn L den Inhalt des iiber PAQ bis zum Spiegel reichenden

Fliissigkeitskorper (in Abb. 2 schraffiert) bedeutet (da Q= g — 19):

g -
2nr.S-sim9=y%=yn[rzz+/92dCJ. (6)

Allgemein ist bei Fliissigkeitsbelastung, wenn R der Halbmesser
des oberen Behilterrandes ist, da p = y C:

R R H 7
7%=2nf209d9=2%7[95d@=n7[ﬂz+/92d4“~ (7)
0 0 z i

Selbstverstandlich ist auch die Gl. (6) eine Folge der Gl. (1) und (2),
wie man leicht durch Differentiation von Gl. (6) nach z bestétigt; denn
es folgt, wenn die Ableitung nach z durch einen Strich bezeichnet wird,

aus Gl. (6):
278 sind + 27" Ssind + 27 Scos® -V = y[r2 + 2rr'z — 2]

oder mit Benutzung von GI. (2)

S . dr do ,
r’ 8y sind + rSd—s-—d—z— =yrr'z
r ad 1 . .
und daraus, da P R, und 95 =R unmittelbar die GI. G)

mit p =y=z.

Da die Punkte der Drehfliche, die auf der Achse liegen (wie z. B.
der Punkt 4 in Abb. 2), wenn sie regulir sind, Nabelpunkte sind, d. h.
gleiche Hauptkriimmungen und auch gleiche Spannungen haben, so
ist nach GI. (1) die Spannung in ihnen unmittelbar durch den Ausdruck

gegeben

(R =R, S=sl=7’TR. )

1) A.Foppl gibt in seiner ,,Festigkeitslehre, Vorlesungen iiber technische
Mechanik, Bd. 3, 5. Aufl., S. 305, fiir die Ringspannung (in der hier verwendeten
Bezeichnungsweise) den Ausdruck an:

. d (r
S, = psind - [r ~ s (7ctg19>],

dessen Identitat mit Gl (4) — unter Verwendung der Gl (1) und (4) ebenfalls
leicht ersichtlich ist.



Belastung durch Wasserdruck. Beispiele. i

Diese Betrachtungen beruhen auf der Voraussetzung, dal der Be-
halter entweder in sich starr ist (d. h. ohne Deformationen unverbieg-
bar) oder so gestiitzt ist, daB er durch endliche Krifte keine Form-
anderungen erfahrt.

Die undehnbaren, in sich starren Schalen (wie die Kugel) verhalten
sich demnach so wie statisch bestimmte Systeme, da bei ihnen die
Gleichgewichtsbedingungen der starren Statik ausreichen, um die
Spannungen in allen Punkten zu bestimmen. Mit Bezug auf die Eigen-
schaften der sog. statisch unbestimmten Systeme kann dieser Sach-
verhalt auch durch die Aussage ausgedriickt werden, daB in solchen
Schalen keine Eigenspannungen auftreten konnen. {Diese Tatsache
hingt aufs engste mit der Unverbiegbarkeit geschloésener oder ent-
sprechend festgehaltener (gestiitzter) konvexer Flichen zusammen,
eine Frage, die in der neueren Geometrie eingehende Untersuchung
erfahren hat.

3. Belastung durch Wasserdruek. Beispiele.
a) Halbkugel, Halbmesser R, mit Wasser belastet (Abb. 3). Die
Belastung auf den Kugelabschnitt, der dem Winkel o entspricht, ist:

y%="ny/é‘gdg:2nya3/cos19sim9dq9=§-n~/a3(1 — cos®«x) .
0 0

Abb. 3.

Daher ist nach Gl. (6)

S — 7 B _ya® 1 —cos®ax  ya? 1 + cos& + cos?x
~ 2masin?x 3 1 —cos?x 3 1 + cos«

(9)
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und die Ringspannung nach Gl (1)

ya* 2cos?x 4 2cosx — 1
S = —S:—. .
1= 7 ar 3 1 + cosa (10)

Die Verteilung der Spannungen S und §; lings der Halbkugel ist in
Abb. 3 eingetragen. Im tiefsten Punkte 4 der Kugel (x = 0) ergibt
sich fiir die Spannungen der gemeinsame Wert

@  pa
S=8="r =10

b) Fiihrt man die Rechnung fiir eine Vollkugel mit zwei Einzellasten
@ an diametralen Punkten (Abb. 4) aus, so erhidlt man (da p = 0):
g Q _ Q

2nrsina 2nasin?x ’

(11)
R
Sl='—8#=—'s,

und beide Spannungen werden an den Laststellen
(¢ =0, 7) unendlich. Jede derartige Singularitat
ist ein Anzeichen dafiir, daB das wirkliche Ver-
halten mit der angenommenen Beschaffenheit des
Korpers in Widerspruch steht. Im vorliegenden
Abb. 4. Fall ist die Singularitat durch die in den Punk-
ten A und B konzentrierten Belastungen bedingt, die auch physika-
lisch eine Abstraktion darstellen.
AuBer an den Stellen punktformiger Einzellasten kénnen unendlich
groBe Spannungen auch dort auftreten, wo die Kriimmung der Meridian-

kurve null wird (R =00, % = O) , insbesondere wenn die Meridian-

kurve einen singuliren Punkt in der Achse hat (S.9).

In Wirklichkeit tritt an allen Stellen eines Korpers, fir den die
Rechnung eine unendlich groBe Spannung ergibt, Biegung hinzu, das
Material, das ja tatsichlich nicht vollstindig undehnbar ist (d. h. es
hat in Wirklichkeit nicht die Elastizitdtszahl unendlich), wird Form-
dnderungen erfahren, die bei groflen Spannungen iiberdies bald das
elastische Gebiet iiberschreiten und in plastische iibergehen. Unter
dem Einflusse dieser bleibenden Formanderungen wird die Spannung
entweder auf eine Grenze heruntergebracht, die das Material auszuhalten
vermag, oder es geht zu Bruche. Diese Vorgénge werden natiirlicherweise
durch die einfachen Annahmen iiber das Verhalten des Materials, die
wir bisher gemacht haben und weiterhin noch heranziehen werden, im
einzelnen nicht wiedergegeben.
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Beziiglich der allgemeinen Behandlung des statischen Problems der
Kugelschale unter dem Einflusse einzelner und verteilter beliebig ge-
richteter Krifte siehe die Arbeit des Verfassers: ,,Die Verwendung von
Spannungsfunktionen beim statischen Schalenproblem (Z. techn. Phys.
Jg. 2, S.216—222. 1921) und die dort angegebene Literatur.

¢) Drehkegel, Hohe H, Offnungswinkel 2 &, mit Wasser gefiillt

(Abb. 5). Da R=oo, R, :EO‘ZE , so folgt aus Gl. (1) unmittelbar:

r
S = = . — —_ > 2
1=pB =y —=yzH—2) (12)

und aus der Gleichgewichtsbedingung nach der
Lotrechten:
2rm-8-cosa = yp[rPaz + Lrin(H — 2)],

also

= 1y —2) (H +22) 5%

(13)

d) Drehparaboloid, Héhe H, Parameter a,
mit Wasser gefiillt. Die Gleichung der Meridian-

kurve mit Bezug auf das Achsensystem der
Abb. 2 ist:

Das Gewicht des auf dem Abschnitt P4 @ lasten- Abb. 5.
den Wasserdrucks ist:
72
yB=yrtaz+irta(H —2z)]=yrn (H — ;da)
Daher folgt nach GI. (6):

7-2
.8 = — yp2 _
2rm-8-cosp=yB=yprin (H 4a>

/TZT?)’ fiir die Spannung in Richtung des Meridians:
Vr o

_ 7 (g_ ﬁ). R )
Sw2<H ia Ve + a2 (15)
Und somit nach GI. (1) oder nach GI. (2) die Ringspannung:

si= Lo [(B=20) s (B - L)

(da cosp =

}/az—l— 72 (16)
3a? 1
ZQPH@”+ﬁ*”%”+4)yZ%Iﬁ?'
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Wenn die Belastung eine andere ist als reiner Wasserdruck, so hat
man zur Bestimmung der Spannungen die Gl. (1) und (2) zu verwenden,
d. h. es ist im allgemeinen eine Integration auszufiihren.

¢) Drehparaboloid, Hohe H, Parameter a, Halbmesser der Grund-
flache ¢, mit Wasser gefiillt, das sich um die Achse des Paraboloides

mit der Winkelgeschwindigkeit o = '% wie ein starrer Korper dreht.

Der Druck (Uberdruck iiber den atmosphérischen Druck) an der
Stelle P in der Tiefe z unter den Wagrechten durch 0 ist durch den
Ausdruck gegeben (Abb.6)1):

2

0
-r :Zﬁ-ﬂ—}—y(z——zo).

Bei der Drehung mit
= ‘/% stellt sich der Spie-

gel in Form eines Dreh-
paraboloides ein, dessen
Scheitel 4’ durch die Be-
dingung bestimmt ist, daf
die Niveauflaiche p =20
durch den Punkt B (0, ¢)
hindurchgeht, die vorher-
gehende  Gleichung also
fir p=0, 2=0, r=c erfillt sein soll; es folgt

Abb. 6.

L e e _g_r_¢a¢=r
T 9y T *T 2a" 2a
und damit
_ 7 l_i) 2, 7

In diesem Falle sind, wie gesagt, die beiden Gl. (1) und (2) heran-
zuziehen, aus (1) etwa S; zu rechnen und in (2) einzusetzen. Man er-
hilt zundchst aus Gl. (1) unter Heranziehung der fiir das Paraboloid
[Gl. (14)] geltenden Ausdriicke fiir die Hauptkriimmungshalbmesser R
und R,: :

S 1 1 - a?
Si=lp—g)B= i —p)e - - s a9

1) Siehe des Verfassers Lehrbuch der Hydraulik, S. 15. Berlin: Julius
Springer 1924.
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und nach Einsetzen in Gl. (2) fiir S die lineare Differentialgleichung :

2 g2 2 ) 2 __ .2
a5 “+’S—i(1 1)0 TNa . (19)

a b

dr " r(@ 1) 2
Wird nunmehr die Bedingung verwendet, daB die Spannung S an der
Achse nicht unendlich werden kann, wodurch die in dem Integral
dieser Gleichung auftretende Integrationskonstante wieder verschwindet,
so erhalt man

f e e e

und nach GI. (18) .
a? 3a?
62(’“” 2>_’z<’2 4,)

_rl_g. a
5= <a b Va? + 72 ' @)

)4

Im Scheitel des Paraboloides geben beide Ausdriicke den gemeinsamen
Wert:

_ _ _Li_l)z
(r=0) 8—81_4(a 5 e

4, Einfithrung einer Spannungsfunktion.

Die Form der Gl. (2) legt es nahe, die beiden Teile der Spannung in
der belasteten Haut durch eine einzige Funktion @ darzustellen, die
als Spannungsfunktion bezeichnet werden kann. Durch den ein-
fachen Ansatz

322, S _4d9

= 22
r 7 dr (22)

wird namlich die Gl. (2) identisch erfiillt. Zur Bestimmung von @ kann
sodann die GI. (1) dienen, die fiir eine vorgegebene Behalterform, fiir
die R und R, als bekannte Funktionen von r anzusehen sind, eine
lineare Differentialgleichung fiir @ liefert:
dd R, .
E_ﬁds_pRl' (23)
Die auftretende Integrationskonstante wird durch die Bedingung be-
stimmt, da die Spannungen fiir » = 0 endlich bleiben miissen.
Als einfaches Beispiel fiir die Anwendung dieser Gleichung sei
nochmals die Spannungsverteilung in einem Drehkegel (R = oo) bei
Belastung durch Wasserdruck behandelt. Mit

r

p=yz=y(H — retga), By= >
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folgt fiir die Gl. (23):

do r
W = y(H -_ Tcthé) . oSO =S1.

In diesem Falle reduziert sich die Integration auf eine Quadratur. Es
folgt, da die Integrationskonstante gleich Null zu setzen ist:

r2 »3 )
¢ = y(H-—2— o ?.Ctg“ " cosa
und daher
D (H r )
—_ - _ . . 24
8 r rr 2 3 ctga cos (24)

Die Ausdriicke von 8§ und 8, stimmen mit den frither gefundenen (3, c)
iiberein.

5. Andere Belastungen. Beispiele.

Wenn die in 1. gegebenen Gln. (2) und (1) fiir den Fall erweitert
werden, dal auch Belastungskomponenten X in Richtung des Meridians
in Rechnung gezogen werden, und wenn die Komponente nach der
gegen die Drehachse hin gerichteten Normalen allgemein mit Z be-
zeichnet wird (sowohl X wie Z sind dabei als Funktionen von ¢ allein
anzusehen), so nehmen sie die Form an:

d(Sr) r
dr —S‘+X'cosz9_0’
N S. (26)
— - 1 =
& + R + Z 0.
Dar = R, sin®, R = g‘i , dscos = drist, so konnen diese Gleichungen

auch in der Form geschrieben werden:

(SR, sind) — 8, R cosd —I—XRRlsinﬂ:O,} (26)

SR, +S8,R  +ZRR =0.

(In dieser Form sind sie identisch mit den in 22. gegebenen ,,statischen
Schalengleichungen® fiir N = 0.)

X und Z werden darin als auf die Flacheneinheit der Mittelfliche
bezogen angenommen. Da die Spannungen auf Flichenelemente par-
allel zu den Randflachen der Schale als verschwindend angesehen und
daher auBler Betracht gelassen werden koénnen, so ist es fir die
Rechnung (unter den hier verwendeten Annahmen) gleichgiiltig, ob
diese Belastungen Oberflichenkrifte (wie Gas- oder Wasserdruck) oder
Massenkrafte (wie Eigengewicht oder Fliehkréfte) sind.
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Die GIn. (26) konnen stets allgemein integriert werden, indem die
erste mit sin?}, die zweite mit sin? - cos¥ multipliziert und sodann beide
addiert werden; es folgt:

SR, sin?® + [(X sind + Z cos?) RR,sindd = ¢,
1 1

wobei ¢ eine Konstante bedeutet. Insbesondere wird fiir den Fall der
Kugel (R = R, = konst.):

Ssin?d + Rf(x sin® + Z cos®) sinddd = ¢ |. 27)

Durch diese Gleichung ist S bestimmt, sodann folgt S; aus der zweiten
der Gl. (26). Fir die Kugel ist
also:

S,=—S8—ZR. (28)

Der Wert der Konstanten C
wird durch die Bedingung be-
stimmt, dafl die Spannungen S
und §; iiberall endlich sein
miissen und nur an Stellen,
wo Einzelkrifte angreifen, un-
endlich werden konnen. Aus
den folgenden Beispielen, die
der Einfachheit halber die
Kugel betreffen, ist zu ersehen,
in welcher Weise dies bei der
Rechnung von selbst heraus-
kommt, sobald einseitig ge-
richteten Belastungen eine Auf-
lagerung in einem auf der Achse
liegenden Punkte gegeniiber-
steht. Da die Punkte der
Schale, die auf der Drehachse
liegen, gleiche Kriimmungshalbmesser haben, also Nabelpunkte sind, so
miissen in ihnen die Spannungen S, S; gleich grofl werden.

a) Kugel, durch Eigengewicht belastet. Bezeichnet ¢ =1y -2h
das auf die Flicheneinheit bezogene Gewicht der homogen voraus-
gesetzten Kugelschale (Dicke 2 ), so ist (Abb. 7):

X = —¢sin®, Z= —qcos?d.
Die GI. (2) gibt dann unmittelbar:

1
S = ey [c — Rqcos?],
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und wenn dies fir ¢ = 0 endlich bleiben soll, so folgt:

¢c=Rgq,
also
S — Rq(1 — cosd) Rqg
T 1 —cos?2d 1+ cost’
Ferner wird nach GI. (28):
. . —1 4 cos? (1 + cos?}) (29)
$=—8—Zk=Rq- 1 + cos®
R cos2?9 + cos — 1
=9 1 + cos ¥ )

Abb. 8.

Tn der Tat wird fiir § = 0 S=sl=Rz_q und fiir § = 7 8 ——8, =co.
Die Verteilung der Spannungen ist in der Abb.7 zur Darstellung ge-
bracht. Es ist dabei R =4m, ¢ = 240 kg/m? angenommen worden.
Wird die Kugel etwa an einem Breitenkreise P’'P’ aufgehingt, so sind
die dort auftretenden Spannungen S auch durch die Bedingung be-
stimmt, daB die Summe ihrer lotrechten Komponenten iiber den
ganzen Umfang zusammen dem daran hiangenden Gewichte gleich

sein miissen.
b) Kugel, durch Fliehkriifte belastet. Die Fliehkraft der Masse von
der GroBe der Flicheneinheit der Mittelfliche als Grundfliche und der
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Dicke 2k als Hohe ist bei gleichformiger Drehung mit der Winkel-
geschwindigkeit w:

Fzrg2h-rw2=25th2-sinz9=Icsinﬂ, wenn 2§th2=k,

und ihre Teile nach den Richtungen & und ¢ sind (Abb. 8):
X = ksindcos?, Z = —ksin2d .
Es ist daher nach Gl. (27)

c
——S’;nm'—o, also C-—O,
da die Spannung in den Polen nicht unendlich werden kann. Daher
ist nach Gl. (28):

8, =—8 — ZR = R ksin29 . (30)

Der Verlauf von 8, langs des Umfanges der Kugel ist in Abb. 8 ein-
getragen. Ein Unendlichwerden der Spannung tritt hier nicht ein, weil
die rotierende Kugel fiir sich allein keine Auflagerung erfordern wiirde.
Fiir die Abb.8 ist R =4m und die Drehzahl n = 30, ferner y = 2,4 t/m3
(Beton), 2/~ = 0,2 m vorausgesetzt worden.

6. Behillter mit gleich groBen Hauptspannungen oder ,,Behilter
gleicher Festigkeit<c.

a) Bestimmungsgleichung. Die Forderung, daBl die beiden Haupt-
spannungen S und S, in allen Stellen eines Behilters einander gleich
sein sollen, bedeutet nach Gl (1) eine Bedingungsgleichung fiir die
Form des Behilters bei Belastung durch Wasserdruck:

. 1 1 p_ yz
(8;=28): §+72:_§_ 5 (31)
Die Gleichheit der Hauptspannungen bedingt unmittelbar, daB die
Schubspannungen in allen Punkten und in allen Richtungen ver-
schwinden.

Behilter dieser Art haben die Eigenschaft, daf sie bei gleicher
Wandstarke an allen Stellen gleiche Beanspruchungen erfahren und
stellen daher in dieser Beziehung eine wirtschaftlich giinstige Form dar.
Es wird im Laufe der Betrachtungen hervortreten, aus welchen Griinden
jedoch derartige Behalter fiir praktische Ausfithrungen nur beschrinkte
Bedeutung besitzen.

Nach dem Patente der Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg werden
Behilter dieser Art auch als ,,Wélbmantelbecken‘“ bezeichnet.
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Nimmt man die Meridiankurve der Mittelfliche des Behilters in

der Form r = r(z) an und setzt fiir % und R, die Ausdriicke

717:_7' 5o R, = - =r)l+r2,
R 1 + r'2)? cos @

wobei " = % , so stellt Gl. (31) eine Differentialgleichung zweiter

Ordnung fiir die unbekannte Funktion r = r (2) dar, deren Losungen die
gesuchten Behilterformen liefern. Da das Integral dieser Differential-
gleichung in einer endlichen und fiir eine allgemeine Diskussion
brauchbaren Form nicht bekannt ist, so ist man auf eine angenaherte
numerische oder graphische Integration angewiesen?).

b) Graphische Integration. Um einen Uberblick iiber die Formen
dieser Losungen in iibersichtlicher Anordnung zu gewinnen, empfiehlt
es sich, in folgender Weise vorzugehen. Fiihrt man in Gl. (31) dimensions-
lose Verénderliche ein durch die Ansitze:

2=H{(, R=Hp, R, =Hp, (32)
in denen H irgendeine Vergleichslinge bedeutet, als welche weiterhin
die Hohe des Behilters genommen wird, so nimmt die Gl (31) die
Form an: »

1 y H?

— =1 =k, (33
(451 8 )
und man sieht, dal alle moglichen Behilterformen von dem Wert der
Kennzahl & abhingen, die als einziger Parameter in diese Gleichung
eintritt und durch den Ausdruck gegeben ist:
y a1

S

Beachtet man die Dimensionen der in diese Gleichung eingehenden
Groflen, so ergibt sich die Dimension von k in bekannter Bezeichnungs-

1
S
e

k=

(34)

weise?)
()2
[k] = T =[0],
L
d. h. k ist tatséchlich eine dimensionslose Zahl. Den oot Werten dieser
Kennzahl — und bestimmten Anfangsbedingungen — entsprechen

1) Das hier wiedergegebene Verfahren ist in der Arbeit des Verfassers: ,,Uber
die Form der Behilter gleicher Festigkeit‘‘ (Bauing. Jg. 5, 1924) entwickelt worden.

2) Siehe z. B. des Verfassers ,,Lehrbuch der technischen Mechanik®. Berlin:
Julius Springer 1923.
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die oo verschiedenen Behélterformen, die iiberhaupt auftreten konnen.
Geometrisch dhnliche Beh#lter sind auch mechanisch #hnlich, wenn
sie gleichen Werten von k£ entsprechen.

Um diese Formen wirklich zu erhalten, ist die Gl. (33) fiir eine Reihe
von Werten von % graphisch integriert worden, was durch Verwertung
der geometrischen Bedeutung der in dieser Gleichung auftretenden
Groflen unmittelbar moglich ist. Die Hohe des Behilters wird dabei
beliebig angenommen, im folgenden ist z. B. H = 10 cm gewéhlt
worden. Wir nehmen zunéchst den Behilter nach unten als geschlossen
und bis zum Spiegel als gefiillt an. Bei der Integration ist es angezeigt,
von dem auf der Drehachse liegenden Punkte 4 auszugehen, der ein
Nabelpunkt ist, also gleichem Wert der Hauptkriimmungshalbmesser
entspricht; dieser gemeinsame Wert ist nach Gl. (33)

kH * 0 v
(e=0a=20) =5
Zieht man (Abb. 9) mit dem Halbmesser \\/\K
0o = AN, einen Kreisbogen AB bis zum N

Punkte B im Abstande { vom oberen Be-
hilterrande, so ist die Lange o, der Nor-
malen in B auch der Kriimmungshalb-
messer des Normalschnittes der Mittel-
flaiche in B (senkrecht zum Meridian), 2
und die Kriimmung der Meridiankurve in
B selbst ist wieder nach GI. (33)

1 1 e =

=kl — A
[ Qo

Abb. 9.

Mit dem Halbmesser ¢ = B N, der sich aus dieser Gleichung ergibt, wird

wieder ein Stiick eines Kreisbogens BC aus dem Mittelpunkte N ge-
zogen, wodurch der Vorgang der angeniherten Integratlon der Gl. (33)
gegeben ist.

Nach diesem Verfahren ist in Abb. 10 fiir eine Reihe von Werten
von k zwischen 1 und 10 eine Schar von Kurven erhalten worden,
welche Losungen der GI. (33) mit wagrechter Tangente im tiefsten
Punkte A darstellen. Alle moglichen Behilterformen dieser Art sind
sodann (fiir k¥ zwischen 1 und 10) durch die &hnlichen Veranderungen
dieser Kurven erschopft.

¢) Berechnung des Rauminhalts. Fiir alle diese Behilterformen
laBt sich der Rauminhalt

1
Qé::z/vfdé‘ (35)
§ _

Poschl, Behilter. 2. Aufl. P]
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(Wobei n = Iri) in endlicher Form darstellen. Bezeichnet ¢ den Winkel
der Tangente zur Meridiankurve mit der Drehachse, so ist

1__dp 1 _ ooy

0 ds’ 01 r
und da iil_ = sing, so kann die Gl. (33) auch in der Form geschrieben
werden

d (neosp) =k( .

14
n dy

Hfocm)

Abb. 10.

Durch Produktintegration ergibt sich aus Gl. (35):
1

B =il —2[nldn.
0

und da das Glied #2{ an beiden Grenzen verschwindet, folgt mit Be-
nutzung der vorhergehenden Gleichung

27 2n
L= —*k—[ncossv](‘): —k—'%'cos%v

worin 7, und @, den Halbmesser und die Tangentenneigung am oberen
Behilterrand bezeichnen. Fiihrt man noch den Wert von % ein, so er-
gibt sich
278
B =—7
y H

* 7o - COSPp
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oder, wenn V den Rauminhalt des urspriinglichen Behlters bedeutet:
Q=yV=y8-H=2a-9H-8-cosq,. (36)
Diese Gleichung sagt nichts anderes aus, als daB der ganze Inhalt ¥
vom Gewichte @ des Behilters von der Hohe H durch die Summe der
lotrechten Teile der Meridianspannungen am oberen Rande getragen
werden muBl, und hitte auch unmittelbar angeschrieben werden
konnen.
Fiir jede der in Abb. 10 erhaltenen Losungskurven wurde der Raum-
inhalt des von ihr umhiillten Drehkérpers — auf H = 1 bezogen —
graphisch ermittelt und in Abb. 11 als Funktion des Parameters k

)
3
8
‘\
7
\
6
\
5
\
o—1 —
\‘a,te //
7\ <z
VARERN
/TN
Behilfer okvie Einschrirung Behdlter mit Einschniry
Iy <
"2
I~
LA

g 7 2 3 4 5 3 7 é g W 77 K3
Abb. 11.

aufgetragen, der jede einzelne Meridiankurve kennzeichnet. Die so
erhaltene Kurve stellt daher die Funktion §§ = % (k) dar, und 8 selbst
ist wieder als reine (dimensionslose) Zahl aufzufassen.

d) Ermittlung der giinstigsten Behilterform. Es liege nunmehr
die Aufgabe vor, die Form und GréBe eines Behilters fiir einen ge-
gebenen Rauminhalt ¥V (m3), gegebenes Einheitsgewicht des Fiillgutes
(z. B. Wasser) y (kg/m3) und gegebene Mantelspannung S (kg/m) zu be-
stimmen. Die Aufgabe lauft lediglich auf die Bestimmung des zu-
gehorigen Wertes des Parameters £ hinaus, und ihre Losung ergibt sich
auf Grund der vorhergehenden Entwicklungen, die auf den Methoden
der Ahnlichkeitsmechanik beruhen, in folgender Art:

Fiir einen Behilter von der (unbekannten) Hoéhe H ist der Raum-
inhalt bei vorlaufig gleichfalls unbekanntem £:

V=Lx-H3.
2%
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AuBerdem ist nach GI. (34):

_r2

: 8
Aus beiden folgt durch Elimination von H:

2 «;]7?'
SR =L
k-3 S

k

Wird daher in Abb. 11 auch noch die Kurve

vV
B, =B,(k) =k- B = LS,,, (37)
eingetragen, so erhalten wir die Losung der gestellten Aufgabe in folgen-

2

2
der Form : Man rechne aus den gegebenen Grofien y, V, S den Wert —}%—
aus [GL. (37)], der wieder eine reine Zahl darstellt, suche in Abb. 11 die
Ordinate von dieser GroBle B; auf und lese den zugehérigen Wert von &
auf der k-Achse ab. Dieses & bestimmt sodann unmittelbar die unter
den betreffenden Angaben (y, V, S) zu wahlende Behalterform,
wihrend seine GroBe, da auch das zugehoérige B bekannt ist, durch
die Gleichung gegeben ist:

-
H=|/ Y. (38)

Aus Abb. 10 und 11 ist iibrigens zu ersehen, daB sich etwa bis zu dem
Werte k& = 6,8 Behilter ohne merkliche Einschniirung ergeben, wihrend
die Behilterformen fiir gréfere Werte mit £ wachsende Einschniirungen
zeigen. Aus Griinden der Herstellung und zur Erreichung kleiner Bau-
héhen H ist klar, da8 — wenn iiberhaupt — nur die ersteren fiir tech-
nische Ausfithrungen in Betracht kommen.

In der folgenden Zahlentafel sind fiir eine Reihe von Werten von &
die Werte der Funktionen ¥ und &,, wie sie durch die graphische
Integration erhalten worden sind, zusammengestellt:

Zahlentafel.

k g %1 k % %l

0,8. 7,50 3,02 7 0,26 2,86
0,9 6,62 3,20 8 0,19 2,65
1 6,10 3,30 9 0,16 2,70
2 2,80 4,05 10 0,17 3,10
3 1,57 4,02 10,5 0,18 3,36
4 0,96 3,85 11,5 ’ 0,20 4,10
5 0,60 3,51 12 0,22 4,45
6 0,40 3,25 13 | 0,22 | 5,25
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Beispiel: Gegeben sei V = 1000 m3, y = 1000 kg/m3 und § =
25 000 kg/m. Nach Gl. (37) ist:
Vi

B="g =4

Diesem Werte entsprechen nach Abb. 11 die beiden Werte
k=21 und E=33.
und diesen gehoéren nach derselben Abbildung die Werte zu:
V=3 und B =135,
daher nach Gl. (38) die Behilterhshen:
H =1725m, H=9,1m.
Nimmt man FluBeisenblech mit der zuldssigen Spannung von k, =
1000 kg/cm?, so wiirde die erforderliche Blechstirke 6 = 1/, cm be-
tragen.
Aus der Form der Kurve %, in Abb. 11 und aus der Bedeutung von
B, ist iiberdies zu ersehen, daB (bei gleichen Werten von V und y) den
Formen mit kleinen % auch ein kleines S entspricht, und daB es einen
gewissen Wert von £, also eine bestimmte Beh#lterform gibt, fiir
die %, ein Maximum, also S ein Minimum hat. Fir einen Wert von S,
der kleiner als dieses Minimum ist, la8t sich iiberhaupt kein Behélter
mit den angegebenen Eigenschaften ausfithren. Dieses Maximum von 8,
tritt bei k = 2,5 ein, und sein Betrag ist
By =4,1.
Das zugehérige LB ist:
R =21.
"Beis piel: Man bestimme die GroBe eines Wasserbehilters fiir
V = 1000 m3, der dem kleinsten Wert der Mantelspannung S ent-

spricht.
Fiir Max. , = 4,1 und k = 2,5 liefert Gl. (27):

.
8 ="Y" _ 94400,
und GL (38): L 2
vV -3/1000
H = — = / — .
V% L . 781 m

Nimmt man zum Vergleich einen wiirfelfsrmigen Behalter von 10 m
Seitenlédnge, also ebenfalls ¥V = 1000 m3, so ergibt sich fiir die Zug-
spannung am oberen Rande der mittlere Wert:

1000 - 1000
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also wieder etwa der frither gefundene Wert. Hier kommen aber noch
andere Spannungen, insbesondere die von der Biegung herriihrenden,
hinzu, wahrend im ersten Falle auBler S keinerlei Spannungen in der
Behilterwand vorhanden sind.

Fiir £ = 0 erhalt man in der Grenze die ,,Minimalfliche®, die durch

1 + 1 0 bestimmt ist und bei kreisformiger Begreﬁzung die Ebene

wird. 1Dat H dabei als fest betrachtet wird, so ist hiefiir { = oo. Der
Grenzwert von %, fiir £ = 0 148t sich ohne Kenntnis der vollstdndigen
Losung der gegebenen Differentialgl. (33) nicht exakt angeben, ist aber
anscheinend gleich Null. —

¢) Folgerungen. Die im vorhergehenden gewonnenen Ergebnisse
kénnen auch zur Beantwortung einer Reihe anderer Fragen verwertet

werden, von denen hier nur die folgenden
f(\f erwahnt werden:

7

- 1. Wenn der Behalter nicht bis zum
tiefsten Punkt als Behilter gleicher Festig-
keit ausgebildet werden soll, so kann man
seine Meridiankurve an beliebiger Stelle ab-

-t schneiden, und an der Schnittstelle tangen-

. tiell einen beliebig geformten steifen Boden
(der die Form einer Drehfliche haben mufB)
anschlieBen. Selbstverstindlich wird da-
durch der Rauminhalt des neuen Behalters

’ ein anderer und der Boden als steife Schale

| besonders zu berechnen sein (z. B. die Intze-

.......... 12 boden). In dhnlicher Weise ist vorzugehen,

wenn der Behalter in Ringform auszubilden

ist, dessen Innenwand sodann als steifer

Zylinder oder als sonstwie gewihlte steife Wand zu berechnen ist.

2. Wenn der Wasserspiegel wie in Abb. 12 um a m héher als der obere

Behilterrand steht, so ist die Differentialgl. (31) durch die folgende zu

ersetzen:

S S
73*4'73—1:7@—“)

oder nach Einfiihrung der dimensionslosen Verénderlichen:

Jeder in der Tiefe @ vom Spiegel abgetrennte untere Teil des urspriing-
lichen Behilters von der Héhe H entspricht demnach der Gleichgewichts-
form eines Behilters, der unter dem Einflusse einer um @ m vergro-
Berten Druckhéhe steht.



Boden mit unstetigen Kriimmungen. 23

3. Ferner sei bemerkt, dafl die Differentialgl. (31) oder (33) auch
die Form der Tropfen bestimmt, die aus kreisfsrmigen Offnungen in
wagrechten Ebenen austreten; iiber diesen Gegenstand ist in Winkel-
manns Handbuch der Physik Bd. I, 2, 2. Aufl.,, S. 1140ff., Leipzig
1908) und in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften
(H. Minkowski: ,Kapillaritit’) Bd. V, S. 135ff. ausfiihrlich be-
richtet. Die in Abb. 10 erhaltene Kurvenschar kann auch dazu
dienen, die Ausbildung der Tropfen beim Austritt aus einem kreis-
formigen Rohrchen und insbesondere das Abreilen der Tropfen zu
studieren, das bei einem bestimmten Werte der Oberflichenspannung
eintritt, der als eine Materialkonstante der betreffenden Fliissigkeit
anzusehen ist.

4. Nach angestellten Versuchen scheinen Behilter von den hier an-
gegebenen Formen auch eine bessere Warmeausnutzung zu gestatten
als andere, wenn sie als Kochbehilter fiir chemische Zwecke ver-
wendet werden.

5. Alle die hier behandelten Fragen behalten naturgem&B ihren
vollen Sinn, wenn der obere Behilterrand eine vom Kreis verschiedene
Form hat, also etwa ein Quadrat, Rechteck, eine Ellipse u. dgl. ist. Doch
stellt sich die Losung in diesen Féllen, die nicht Drehflichen ergeben,
erheblich verwickelter dar und soll, da sie praktisch von geringerem
Interesse ist und auBerhalb der Anlage dieses Buches liegt, hier nicht
weiter behandelt werden.

7. Boden mit unstetigen Kriimmungen.

Bei Schalen, deren Meridiankurve Unstetigkeiten in der Kriimmung
aufweist, tritt an diesen Stellen ein Sprung in der Ringspannung ein,
wihrend die Meridianspannung stetig bleibt und nur eine unstetige
Ableitung besitzt.

Die Meridianspannung ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung
eines durch einen Breitenkreis begrenzten Schalenabschnittes, verlauft
daher auch an der Unstetigkeitsstelle stetig. Der Sprung in der Ring-
spannung an dieser Unstetigkeitsstelle ergibt sich aus Gl. (1), welche,
wenn man die GréB3en jeweils des Schnittes mit einem Strich bezeichnet,
so lautet:

S Sl__ _S S
§+—1—p—R/+‘71
in der Form:
-8 1 1
it =mlgg) (39)

Als Beispiel fiir das Auftreten solcher Unstetigkeiten nehmen wir
einen Behilter (Abb. 13), der nach Art eines Kessels aus einem Stiick 4B
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einer sehr flachen Kugelfliche, einem Stiick BC einer Ringflache oder
eines Torus (die ,,Krempung‘ des Bodens) und einem in C anschlieBen-
den Zylinder besteht. Als Belastung wird konstanter innerer Uber-
druck (p) vorausgesetzt.
Fiir die Kugelkappe ist R = R; und daher nach Gl (1):

pE _ pR,

S=fh="y="%
Werden fiir die Ringflache BC die Spannungen und Kriimmungshalb-
messer mit denselben Buchstaben bezeichnet, so folgt fiir das Gleich-
gewicht des durch den Parallel-
kreis vom Halbmesser r abge-
trennten Teiles:

R,
S=5

ferner ist wieder nach Gl (1):

R
B ._1_ +
also
P Ri
o]
Abb. 13. und wegenr =a + bsinx, R=b:

Y ]

An allen Stellen der ,, Krempung®, an denen a >r — a, oder r < 2 a
ist, wird S; eine Druckspannung.

An der Ubergangsstelle C tritt, wie auch in B, eine Unstetigkeit in
der Ringspannung auf, und zwar ist fiir den zylindrischen Teil, wenn %
den Halbmesser des Kessels bedeutet:

_p®
8= 2
S;=pR.

In Abb. 13 ist auch der Verlauf der Spannungen fiir die Werte
p = 20 kg/em?, R = R, = 200 cm, b = 25 cm, R = 100 cm aufgetragen.
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Lo
Ot

Es folgt fiir die Kugelschale:

S =8, = ?123 — 2000 kg/cm.
Fiir die Ringfliche ist an der Stelle B:
S = ﬁfi — 2000 kg/em,
S, = -g [2 R, — fﬂ — —12000 kg/em (Druck!)
und an der Stelle C':
S = 22-93— — 1000 kg/em,
S, = [2 - 100 — iggz] = —2000 kg/cm (Druck!).

Endlich ist an der Ubergangsstelle C' zum Zylinder:

R
S = »pz— = 1000 kg/cm,

8; = p R = 2000 kg/cm.

Aus diesen Formeln ist zu ersehen, daf bei kleinem Krempungs-
halbmesser R groBe Werte der Ringspannung in der Krempung — und
zwar Druckspannungen — auftreten konnen. Wie aus den angegebenen
Zahlenwerten auf Grund dieser einfachsten Theorie ersichtlich ist, kann
diese Druckspannung ein Vielfaches der Spannung im flachen Boden
oder im Zylinder betragen und deshalb leicht geféhrlich werden, worauf
schon seit langem insbesondere durch C. v. Bach?) u. a. aufmerksam
gemacht wurde. Auf diesen Umstand muB daher auch bei der Her-
stellung derartiger Bbden Riicksicht genommen werden. (Inwieweit
dieses Ergebnis durch Betrachtung des Bodens als steife Schale ab-
gedndert wird, dariiber vgl. 37.)

8. Boden gleicher Festigkeit.

Die eben benutzten Formeln hat C. B. Biezeno2) dazu benutzt, um
eine Formgebung der Kesselboden vorzuschlagen, die auf der Forderung

1) Siehe z. B. Z.V. d.I Bd. 41, S. 1157. 1897; Bd. 43, S. 1585. 1899; u.
Versuche iiber die Widerstandsfiahigkeit von Kesselwandungen. Insbesondere auch:
Versuche iiber die Widerstandsfiahigkeit und die Formanderung gewdlbter Kessel-
boden. Forschungsarbeiten 1925, Heft 270.

2) Biezeno, C. B.: Bijdrage tot de berekening van Ketelfronten. De Ingenieur.
Nr. 29. Delft 1922; u. Verhalten gewolbter Boden gegeniiber innerem Uberdruck.
Z.V.d. 1 Bd. 68, S.75. 1924.
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beruht, gleiche Festigkeit fiir den Boden wie fiir die zylindrische Kessel-
wand zu erhalten. Diese Forderung fiihrt auf Grund der Mohr - Guest-
schen Bruchhypothese zu folgender Betrachtung:

Sei wieder )t der Halbmesser des zylindrischen Teiles des Kessels,
R der Kriimmungshalbmesser, R, die Normale in einem beliebigen
Punkte der Krempung, ferner h,, h, die Wandstirken des Bodens und

Zylinders, v die Giitezahl der Langsnietung des Kessels und p = 12}%1 .
2
Dann haben die Meridian- und Ringspannung, auf 1 cm? bezogen, die
Grofen:
S_PR1 __S1__1’[ Ri)]
T T 2k TRy 2My 2B =g

Solange R < % ist, haben die beiden Spannungen verschiedenes Vor-

zeichen. Die ideelle Hauptspannung, die fiir die grofte Hauptdehnung
nach der genannten Hypothese in Betracht kommt, ist dann zu setzen:

g PR P [ _ﬁ}_i[_ i]
d=o—o="gu —o 2R |y T BT R

Fiir die Kesselwand haben Ring- und Meridianspannung gleiche Vor-
zeichen, und fiir die ideelle Hauptspannung ist daher unter Beriick-
sichtigung des Giitegrades der Léngsnietung zu setzen:

o = O _ i — 22}_%

: v vhy vhy'

Wird nun die Forderung gestellt, daB der Kesselboden ebenso stark

wie die zylindrische Kesselwand sei, so haben wir die beiden ideellen
Hauptspannungen gleichzusetzen (o; = o;) und erhalten:

P [_ E‘i]_ﬂ
2h1[, R1+R T wvhy
und daraus
R2
R=_—"1— . 40
uR+ R, ( )

Die Form des Bodens, die dieser Gleichung entspricht, kann sehr leicht
durch Integration erhalten oder noch einfacher zeichnerisch ermittelt
werden. In dem Punkte O, wo Kesselwand und Boden aneinander-
stoBen, ist R, = R, und daher ist dort:

R

= /u—-_’_ i |
Zeichnet man einen kleinen Kreisbogen mit diesem Halbmesser als
erstes Element der fiir den Boden geltenden Kurve, so kann durch

(41)
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Fortsetzung dieses Verfahrens leicht die ganze Meridiankurve erhalten
werden. Diese Konstruktion ist in jedem Falle nur so weit zu fiihren,
bis B = %L oder B, = u R geworden ist, d. h. so lange, als die Span-
nungen in der Krempung gleiches Vorzeichen enthalten. Von da an
wird die Meridiankurve durch
einen Kreisbogen vom Halbmesser
uR erginzt. .

Fir gegebene Werte von &,
hy, und » hiangt die Form des Bo-
dens nur von dem einzigen Para-
meter © ab. Es 1aBt sich zeigen,
dal der EinfluB der Biegungs-
steifigkeit von Wand und Kessel
dadurch beriicksichtigt werden
kann, daBl der Wert von u, wel-
cher der Ermittlung der Boden-
form zugrunde gelegt wird, kleiner
genommen wird, als er nach der

Abb. 14.

Formel u = 2hy errechnet wird.

vhy
In Abb. 14 sind die Formen der Boden, die auf Grund der Formel (41)
fir einige Werte von u erhalten wurden, eingetragen.

9. Faltenbildung in diinnen Hiillen.

Bei sehr diinnwandigen, vollkommen biegsamen Schalen — wie z. B.
bei Ballonhiillen —, die aus einem Zylinder mit aufgesetzten Kappen
bestehen, wird die Beobachtung gemacht, daf} in einem Streifen in der
Nihe des Uberganges vom Zylinder zum Deckel ein Giirtel von Falten
entsteht, die zur Achse parallel, also meridional gerichtet sind!). Der
Bereich, in dem solche Falten entstehen koénnen, ist offenbar durch die
Bedingung gekennzeichnet, dal3 die Zugspannungen, die in der diinnen
Wand unter konstantem Innendruck sonst allenthalben vorhanden
sind, verschwinden und in Druckspannungen iibergehen; diesen vermag
die diinne Wand nicht zu widerstehen, sie wird vielmehr in jenem Be-
reiche zusammengeschoben und gefaltet, bis die Druckspannungen
verschwunden sind.

1) R. Vogel weist in seiner Arbeit: Zur Deformation der Dampfkessel bei
hohem Druck, Z.ang. Math. Mech. Bd. 5, S.389—397. 1925, darauf hin, daB
eine solche Faltenbildung auch bei Dampfkesseln fiir sehr hohe Drucke (bis 100 at)
festgestellt wurde. In der mir zugéinglichen Literatur habe ich diese Bemerkung
nicht zu bestitigen vermocht, auch habe ich auf Umfragen nach dem Auftreten
dieser Erscheinung durchaus negative Antworten erhalten.
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Es ist lehrreich, diese Bedingung fiir das Entstehen der Falten-
bildung im einzelnen zu verfolgen; dabei zeigt es sich zunéichst, daf
man theoretisch eine Form der Meridiankurve angeben kann, bei der
die Ringspannungen iiberall den Wert Null haben, die Wand also
faltenfrei bleibt.

Durch die Auffassung der Wand als diinne, vollkommen biegsame
Schale wird das Problem in die Reihe der statisch bestimmten Falle
geriickt, die bisher allein der Betrachtung unterworfen wurden; dabei
ergeben sich die Spannungen nur abhingig von den Kriimmungshalb-
messern der Meridiankurve, wie es die Gl. (2) und (3) angeben. Um
die Form der Meridiankurve zu erhalten, die der Ringspannung Null
entspricht, hat man die Bedingung §; = 0 anzusetzen, die nach GI. (5)
identisch ist mit

R,
- =2.
3 (42)
Da nun 1 4 p
R, = r —=—31=cosqo-—$—,

~ sing’ R ds
so schreibt sich diese Gleichung auch in der Form:

r cosqo-@__o

sing dr
oder
2ﬂ . cos'cp-dqaz 0
r sing

und integriert, wenn fiir ¢ =0 : r = a ist:

Iny2 — Insing = Ina?,

d.i
r2 \ ] 2
——=a sing = — .
sing ? =
Weiter ist
/ 4
1-"
dr + / at
N —
dz g% 72
a?
und
,
r2
—a’g . dT
P I —
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so dafB}

a
7 r2

e

/A

SV

o

die Hohe der ganzen Kappe wird.
Fiithrt man in die Gleichung fiir
z==z(r) mittels der Gleichungen
L = 0, 2 — ¢ dimensionslose Ver-

a a
anderliche ein, so wird sie:

4
r 2d
= / /9—94; (43)
; J1—o

die Form der so entstehenden Meri-
diankurve ist in Abb. 15 dargestellt.

Die in Teilen des Halbmessers
ausgedriickte Hohe der Kappe wird :

H . 0%do
h=;=[‘;]g=1= _i*“,...,dl .
J1-¢ | Abb. 15.

Um fiir dieses Integral einen angeniherten Wert zu erhalten, setze
man @ = sing und entwickelt sodann den Nenner in folgender Weise):
T

2
k:/ sin®g - cosp do _ [ sin*pdp 1 [ sin’pdg
W

|8

1—sin?@)(1+sinZg) | 2 — cos?g B 72.)Y1 — § cos?e
0 0

z
/
2 [ 1 1 3 1
:»}2/sngo[l—i—E-?cosztp—}——S—-ﬁ-cos‘*t,v—f—-'-}d(p,
0
und da a
2
7
ntodo = 2,
]sm(p =7
0

1) Diese Entwicklung verdanke ich meinem Kollegen Prof. Dr. K. Carda,
der iiberdies darauf hinwies, da GauB den Wert dieses Integrals auf 20 Stellen
berechnet hat. Siehe: Allgemeine Untersuchungen iiber die Reihe ..., deutsch
herausgegeben von Dr. H. Simon, . 38, Berlin: Julius Springer 1888.
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ISIH

3
/sin2tp cos*"p do =/(1 — cos?g) cos*"p dg
6

_1[1-35 (2n —1) 1 35...2n+1}
2 2.4-6...2n 2:4.6...2n+2
_aw 1-3-5...2n—1 1
2 2:4.6...2n 2n+42’°
so folgt
@121 1)21 1 (3)2 11 ]
h= 4[E+(§“154'§'§“§+“'““”“~
Die Meridianspannung lings des Umfanges ergibt sich an:
g—PB_p r _p r_pa® 1.
2 2 sinp 2 12 2 7’
a?

sie wird fiir = O unendlich, was hier dadurch bedingt ist, daf die Be-
rithrung der Kurve mit der p-Achse in ¢ = 0 von hoherer Ordnung ist.
Eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Druckgebietes

in der Kappe lautet:

R,
2
also fiir den Ubergang vom Zylinder mit dem Halbmesser @ zum Deckel
(B, =a): u

R< 3 (44)

Wenn die Meridiankurve der Kappe insbesondere die Form einer

Ellipse mit den Halbachsen a, b hat, so ist B = E, und ein Druck-
gebiet tritt auf, sobald @
b<—.
V2

Offenbar kann jedoch eine Faltenbildung tatséchlich erst dann ein-
treten, wenn der Bereich, in dem diese Zusammenziehung entsteht,
an einen zweiten angrenzt, der eine solche Zusammenziehung nicht
mitmacht. Das ist aber gerade der Fall, wenn auf eine zylindrische
Hiille eine Kappe aufgesetzt wird, die am Rande kleine Kriimmungs-
halbmesser besitzt. Die am Rande der Kappe auftretenden Druck-
spannungen miissen die im Zylinder vorhandenen Zugspannungen
auch zahlenmaBig iiberwiegen; da

a
&=S@—§»
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mul} also sein:
ap(a
5 ( 7 2) >ap.
woraus folgt:
a
2. (45)
R < 1

Diese Grenze ist nur halb so gro wie die friiher erhaltene (—g—) . Da

die diinne Haut den Druckspannungen nicht zu widerstehen vermag,
so hilft sie sich durch Ausweichen in Form von Falten, das so weit
fortschreitet, bis die Druckspannungen verschwunden sind. Die Falten
laufen zur Achse des Zylinders parallel. Thre Form und Grofe wird
durch eine besondere Betrachtung bestimmt, die auf die Knickung
der Wand unter dem EinfluB} dieser Druckspannungen eingehen muf;
das Wesentliche sind gerade diese in der Wand auftretenden Druck-
spannungen — ob diese aber durch einen Auflendruck erzeugt werden
oder durch einen Innendruck vermége der Kriimmungsverhaltnisse
der Wand entstehen, kommt dabei nicht in Betracht. Fiir die Bestim-
mung dieser Faltenbildung selbst sei auf die vorhandene Literatur, ins-
besondere auf eine Arbeit von R.v. Mises, verwiesenl).

Die Berechnung der Spannungen in Kugelballonen erfolgt auf
Grund der in diesem Kapitel gegebenen Hilfsmittel. An der Stelle, wo
die Meridianspannungen § von Zug in Druck iibergehen, wird das iiber
die Hiille gelegte, meist in Rauten geschlungene Netz von der Hiille
abgelost und zum Tragring gefiihrt.

II. Nichtsteife, dehnbare Schalen (Héute).
10. Beriicksichtigung der Dehnbarkeit.

Wihrend im ersten Kapitel die Aufgabe im wesentlichen darin be-
stand, bei gegebener Form des Behélters und gegebener Belastung die
Spannungsverteilung unter der Annahme zu ermitteln, da es sich um
ein vollkommen biegsames, undehnbares Material handelt, so soll jetzt
zwar die Voraussetzung der Biegsamkeit noch beibehalten, dagegen
die der Undehnbarkeit fallen gelassen werden; es ergibt sich dann die
folgende Aufgabe: Die Form der unbelasteten Schale ist irgendwie
gegeben (ein Zylinder, eine Kugel od.dgl.); es ist die Form zu bestimmen,
die diese Schale bei Aufbringung irgendeiner flichenhaft verteilten
Belastung, als welche hier nur ein konstanter Inneniiberdruck (p)
vorausgesetzt wird, annimmt; aulerdem sind die Spannungen zu er-

1) Mises, R. v.: Der kritische AuBendruck zylindrischer Rohre. Z. V. d. I.
Bd. 58, S. 750. 1914. Die Betrachtungen von R. Vogel in der auf S. 27 (FuBnote)
genannten Arbeit sind jedenfalls in dieser Hinsicht unzureichend.
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mitteln, die an jeder Stelle der Schale unter dem Einflusse der Belastung
auftreten?). ,

Fiir das Verhalten der dehnbaren Schale (Haut) wird dabei das
lineare Spannungs-Dehnungsgesetz zweidimensionaler Korper zugrunde
gelegt, d. h. es wird die ,,bezogene Langenéanderung® (d. i. die Anderung
der Léngeneinheit) proportional gesetzt der Spannung in der Richtung
des Elements, vermindert um den Betrag der Querzusammenziehung
oder Querverkiirzung, welcher der Spannung in der dazu senkrechten
Richtung proportional ist. Werden die Hauptspannungen S und §,;
zugrunde gelegt und die Dehnungen in diesen Richtungen mit & und
&, bezeichnet, so wird dieses Verhalten bekanntlich durch die linearen
Ansitze ausgedriickt:

1 1
Ezm(s—vsl):z(s—vsl),
(46)
1 1 '
b=y 1= = (8,—»8),

in denen E das Dehnungsmal oder die Elastizitdtszahl und »
die Querzahl (Kehrwert der Poissonschen Zahl) des betreffenden
Materials heiBen. (In den meisten Fallen kann fiir Metalle » = 0,3,
fir Beton und Zement » = 0 gesetzt werden.) Bei diinnen Schalen
kann die Zusammenziehung in Richtung der Normalen zur Mittelflache
der Schale ganz auBer acht gelassen werden. In diesen Gleichungen be-
zieht sich e = 2 E k auf die ganze Breite der Schale und wird in kg/cm
ausgedriickt.

Diese Gleichungen geben zusammen mit den statischen Gln. (1) und
(2), die unverindert in Geltung bleiben, vier Gleichungen, die zur Be-
stimmung der Spannungen S und S; und der Form der verbogenen
Schale ausreichen.

Fiir die Anwendung dieser Gleichungen auf besondere Falle mogen
die beiden folgenden Beispiele dienen, die praktisch wichtige Fille
betreffen. In beiden ist Drehsymmetrie vorausgesetzt, so da die Form
der gesuchten Mittelfliche durch Angabe ihrer Meridiankurve fest-
gelegt wird.

11. Diinne Kreisplatte. Angenéherte Berechnung.

Eine urspriinglich ebene diinne Platte (Haut oder Membran) in
Kreisform in der Wand eines Gefafles sei einseitig. durch konstanten
Druck (p) belastet. Die Ermittlung der Form der belasteten Platte
und der Spannungen kann — bei kleiner Durchbiegung — auf ver-

1) Uber die allgemeine Losung dieses Problems fiir beliebige Flichen siehe
z.B. M. Lagally: Uber Spannung und elastische Deformation von unebenen
Membranen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 377—383. 1924.
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schiedene Arten geschehen, die im folgenden nach der Genauigkeit
der Annahmen iiber das Verhalten der Platte angeordnet wurden. Die
Form der belasteten Platte wird durch Angabe der Durchbiegung ¢
(Verschiebung in Richtung der Mittelachse) fiir jedes Teilchen P im
Abstande r vom Mittelpunkt und der Verschiebung ¢ des Teilchens P
in radialer Richtung beschrieben.

a) A. Foppl!) berechnet die Spannung S und den Biegungspfeil f,
indem er von vornherein annimmt, daB die durchgebogene Haut die
Form einer flachen Kugelhaube hat, und 148t den EinfluB der Ring-
spannung ganz unberiicksich-
tigt.

Aus dem Gleichgewicht
der Kugelhaube iiber PQ in

Richtung der z-Achse ergibt
sich zunichst (Abb. 16):

S:2rm.sinae =r2mx-p

und daraus:

_dag __pr
—sing = F i R (47)

Demnach kann fiir kleine & gesetzt werden:

pr
sin & = 28 -

Ferner ist die (mittlere) Dehnung in Richtung des Meridians:
Ro — Rsinw o? S

_ R« 6 e’
Aus beiden Gleichungen folgt durch Elimination von «:
1 p2r S

6 48 ¢
und daraus:
8= Yoreptrt = 0,347 Vﬁfﬁ. (48)

a
oo —

Der Biegungspfeil der Mitte betriagt, da R = ina ™

ch2 ac pa*

(r=a): f=R(l —cosa)= 5 =53

3pa a
2l/J"—-_om Vpe . (49)

1) Vorlesungen iiber technische Mechanlk 5. Aufl.,, Bd. 3, S. 301.
Poschl, Behilter. 2. Aufl. 3
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b) Berechnet man die Ausbiegung einer diinnen Platte nach der
Formel fiir die Durchbiegung einer gespannten Haut unter Be-
lastung durch einseitigen konstanten Uberdruck (p), die unter der An-
nahme aufgestellt wird, daf die Spannung (S) der Haut vor und nach
der Belastung merklich gleich ist, so findet man fiir die Durchbiegung
fast den gleichen Wert?).

Denn unter den erwdhnten Annahmen wird die Form der durch-
gebogenen Haut bekanntlich durch die Gleichung bestimmt:

02{ 02¢ P
A¢ + “W—I—a—?/g—}‘g—o (50)
oder in Polarkoordinaten und Drehsymmetrie:
1 da ( d )
rodr ( dr TS (51)

Die Integration ergibt (da % fir » = 0 endlich bleibt) :

(=tet@—m

und fiir r = 0:

p a2
f=2""
Setzt man fir S den in GI. (31) gefundenen Wert, so kommt:

 —
f=0,722a- ‘/ﬂeﬁ , (52)

der mit dem in a) erhaltenen Wert nahezu zusammenfillt.

12. Diinne Kreisplatte. Genauere Theorie.
Die genauere Theorie verwendet die Gln. (46) und berechnet die

Dehnungen in Richtung der Tangente zum Meridian und zum Breiten-
kreis unmittelbar. Da die Neigung der durchgebogenen Haut gegen
die Ebene klein ist, so kann bis auf Groen dritter Ordnung die Dehnung
in Richtung des Meridians in der Form angesetzt werden:

Cdu |1 d;)z
8‘7{*5(%’

wovon der erste Teil %% von der Verschiebung des Punktes P in

radialer Richtung, der zweite von der Verlingerung des Bogenelementes

1) So z. B.-A. Féppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. 5, S. 176.
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0r bei der Durchbiegung herriihrt; denn wenn dabei 07 in ds iibergeht,
so ist die Dehnung:

R

Die Dehnung in Richtung des Breitenkreises ist & = Y und die
Gln. (46) nehmen die Form an: r

8=ﬂ+ (E) *(S—‘VS)

d d
r r (53)
u 1
8127 =?(Sl——vS).

Zu diesen treten noch die 2 statischen Gleichungen hinzu, die das
Gleichgewicht jedes Teilchens nach der Durchbiegung unter dem Ein-
flusse der Spannungen im durchgebogenen Zustande aussagen. Von
den verschiedenen Formen, in denen sich diese hier darbieten, ist hier
am einfachsten wieder die Gl. (47)

a¢.  p r
P R &4
und auBlerdem die Gl. (2) heranzuziehen:
_d(S8r)
17 dr

Diese 4 Gleichungen reichen zur Bestimmung der 4 unbekannten
Funktionen 8, §;, {,  aus.
Die Entfernung von « aus den beiden Gln. (53) ergibt zunichst:

d di\2
L= =8 =8 + 5 (%) =0,

Wegen der Gl. (2) fallt der Einflufl der Querzahl » aus dieser Gleichung
vollstindig heraus, und es bleibt:

GED gt (o 2 s s (2,

dr dr dr
oder unter abermaliger Heranziehung der Gl. (2):
d e (dZ )2_
W(S—FSJ‘F?W =0. (55)
Fithrt man % aus Gl. (54) und S, aus Gl. (2) in Gl. (55) ein, so

erhélt man eine Gleichung, in der nur eine unbekannte Funktion S
vorkommt:
2 d(r S)} "
dr dr :

ep? r
8 &

s+ o

3*
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Setzt man in dieser Gleichung r = a 9, was darauf hinauskommt, daf3

statt » die dimensionslose Verinderliche ¢ = r eingefiithrt wird, so
.. . .. a
geht sie in die folgende iiber:

(@S)] epad® o
EZ[S“L do 1T 8 = (56)

Fiithrt man hier noch die Spannungsfunktion @ = @ () nach Gl. (22)
ein, und zwar:

1ls—— 1= (]
e 2., = — 2,
oS = 3 Vepa?- D, S 3 Vepa o’

so kommt:
d [d@

doe ¢
oder:
. d {1 d(o D)
do do
Zur Auffindung der Losung dieser Gleichung wird @ in Form einer
Potenzreihe angesetzt!):

D=A,0+ A30°+ 4505+ -+, (58)

deren Koeffizienten durch Vergleichung gleichhoher Potenzen ermittelt

werden koénnen. Man erhialt unmittelbar:
1 1 13

sa b= Twea T Tomea T ™

] +0*= (57)

Ay = —
daher ist
13 92 94 1396 jl
=_]/ 2,2, _ — — —_ e
8 =5 Vepta [‘41 847 9647 921641 (59)
und weiter

a(Sr)  (@dSe) 13— [ 300 5ot 9l }
= = —1Ve ac » A _————————— e ——— — — — L .. .
L A ¥ 1

Ty do 847 964} 92164]
Durch Verwendung dieses Wertes ergibt sich nach Gl. (47):
a__pae_ _j/p 0
do 28  Nea 4 1, 1,
) L= gai® o6 ©
3
_ _a)/Pe. 5 ..
=T e [ +8A3+192A‘{+

1y Siehe H. Hencky: Uber den Spannungszustand in kreisrunden Platten mit
verschwindender Biegungssteifigkeit. Z. Math. Phys. Bd. 63, S. 311. 1915.
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Die Durchbiegung ergibt sich daraus durch eine Quadratur, und zwar
ist, wenn die Integrationskonstante gleich f, d.i. gleich der Durch-
senkung in der Hautmitte (r = 0) gesetzt wird:

S

—f—qgl/RL. |2 ¢ ¢°

(=1 e 4,L2 + 3243 T 1152 AS t ) (60)

Da die Reihe in der vorhergehenden Gleichung absolut konvergent
ist, so ist die gliedweise Integration sicher zuldssig.

Der bisher noch unbestimmte Wert von 4, ergibt sich aus der Be-
dingung, dafl der Rand der Haut festgehalten wird, also die Ring-

dehnung & = Y fir r =a verschwindet. Nach GI. (53) bedeutet
dies: 4

8, —»8=0 firr=a, o=1). (61)
Durch Einfithrung der oben gefundenen Werte von § und 8, ergibt sich
fur A4, die Bestimmungsgleichung:

3 5 [ 1 1
Al—s_xel‘l?—'ﬁéﬁf_m]_v .Al_s_fﬁ_%?}_m =0
oder
4,1 ) 1(3 ) 1— 5 ) — =0
1 ’ 8 A2 Y QGA?( -

und mit » = 0,3:

847 9643

Daraus folgt bis auf 3 Dezimalen genau:

A4, =0,846 .
Mit Benutzung dieses Ergebnisses erhialt man fiir die Spannungen am
Rande und in der Mitte die folgenden Werte:

PR  p—
(Rand r =a, o =1): 8§ =0,328-}ep2a?, 8, = 0,096]epa?,
3

(Mitte r = o = 0): S =28, =0423)epa.
Die Konstante f wird durch Benutzung der Bedingung bestimmt, daB
die Durchbiegung { am Rande (¢ = 1) verschwindet. Man erhilt:

(62)

f = 0,664 a,V~—— (63)
Die Verschiebung % ist endlich durch die zweite GI. (53) bestimmt,
sie verschwindet am Rande und in der Mitte. i
Wenn in dem urspriinglichen Ansatz das Glied (—4) aufler acht
r

gelassen wird, so erhdlt man wieder den Fall 11b).
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13. Diinne Zylinderwand unter Innendruck.

In ghnlicher Weise wie die Forménderung der Kreisplatte im vorigen
Abschnitt 148t sich auch die einer diinnen Zylinderwand ermitteln.
Je nachdem dabei die Wand als diinn oder sehr diinn angesehen
wird, hat man sich beim Ansatze der Formadnderungen auf die Glieder
1. 0. zu beschrénken oder auch die Glieder 2. O. beizubehalten. — Die
Lénge der Zylinderwand sei 2/, sein Durchmesser a.

Je nach den Bedingungen, denen die End- oder Grundflichen der
Zylinderwand unterworfen sind und die die Form des deformierten
Behilters bestimmen, sind dabei die folgenden Falle zu unterscheiden:

1. Vollkommen freie Grundflachen (d. h. die Grundflichen
haben weder festen Durchmesser noch sind ihre Lagen auf der Zylinder-
achse festgehalten), Abschnitt 14.

2. Grundflichen fester GroBe (aber lings der Zylinderachse
frei verschieblich), Abschnitt 15.

3. Festgehaltene Grundflachen, Abschnitt 18.

14. Diinne Zylinderwand mit vollkommen freien Grundflichen.
Die Spannungs-Dehnungsgleichungen fiir die Richtungen der Tan-
gente zum Meridian und zum Parallelkreise lauten hier:

a1
E= —— =

—(S—'VSI) )
:lia eu 1 (64)
& = a :;:;(SI—VS)

Darin bedeutet { die elastische Verschiebung des Punktes P (z, @) in
Richtung der Zylinderachse, v = r — a die Ausweichung der Wand
senkrecht zur Achse. — Zu diesen treten noch 2 statische Gleichungen.
Zunachst gibt das Gleichgewicht des lings P@Q abgetrennten Teiles
(Abb. 17) bei freien Grundflichen, d. h. wenn auf den abgetrennten

Teil keine anderen Krafte wirken als

die Spannungen S und der Druck p:

S-2rm-cosp=r*n-p. (65)
Die einfachste Losung ergibt
sich fir ¢ =0 (cosp = 1):
— T
8= 9
Zieht man aufBlerdem die Gl. (2)
heran, so folgt daraus weiter:

d(Sr
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Aus der zweiten Gl. (64) rechnet sich sodann (bei groem e):

pa

r=a- 1—I—(2——v)-2—e = konst. (66)
und aus der ersten dieser Gleichungen:
1—2
C:%- ) vopr-z-{—konst. (67)

Auf diese Weise ist naturgemiB die Anpassung der Losung an feste
Ringe an den Zylinderenden nicht zu erreichen. Man erhalt in den
Gln. (66) und (67) als Form der gedehnten Haut wieder einen Zy-
linder, aber von groBerem Halbmesser, welcher iiberdies in der Rich-
tung der Achse verlingert ist.

15. Diinne Zylinderwand mit Grundflichen gegebener Grofe.

Der Zylindermantel ist zwischen zwei unausdehnbaren Ringen oder.
Kreisscheiben ausgespannt, die entweder erstens frei gelagert an-
genommen werden konnen, so dafl sich ihr Abstand verindern kann,
oder zweitens auf der Achse festgehalten werden. Im ersten Falle
treten keine Auflagedriicke an den Endflichen auf, und jede Zylinder-
hélfte ist unter den Spannungen am abgeschnittenen Rande und dem
Innendruck auf die betreffende Halfte im Gleichgewichte; der zweite
Fall ist dadurch gekennzeichnet, daBl die Verschiebung der Zylinder-
enden verschwindet. Um die Anpassung der Form des unter Innen-
druck (p) gesetzten Behilters an diese Randbedingungen zu bewirken,
hat man die GIn. (64), (1) und (2) zu verwenden. Zunichst gibt die
zweite der Gln. (64) mit (2):

r—a o *d(Sr)_ _ a8 .
=8,—»S= dr vS—rdr—l—(l ») S

ee;, =e-

oder

a8 S 1 1
wra=n-T=e(g—1) %)

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung lautet, wenn C eine
Integrationskonstante bedeutet:

C 1 r 1
S=r1—"+e(2—v.;—1—v> (69)
und damit nach GIl. (2):
_d(8r) 1 ( 1 r 1 )
8y = dr =»C A T8 e T 1=/ (70)

Die vollstindige Bestimmung der Spannungen kommt demnach
einzig und allein auf die Ermittlung der Konstanten C hinaus; diese
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Ermittlung ist jedoch nur auf dem Wege iiber die Forménderung des
gedehnten Behilters moglich. Die Losung der Differentialgleichung,
zu der man gefiihrt wird, ist auBerordentlich schwierig; man kann aber
die Rechnung durch eine Annaherung ersetzen, die durch Linearisierung
der erhaltenen Differentialgleichung entsteht. Setzt man zunichst in
den eben erhaltenen Gl. (69) und (70):

r=a-+u,

betrachtet w als klein gegen @ und behalt nur die Glieder 1. 0. bei,
so erhalt man:

8= >a1(i” T 2= v)e(l - v)] (1 —(a=" %) -
= ;g‘W2~£8_ny‘bu_”H§?"2%J'%'

"Fiithrt man zur Abkiirzung die Bezeichnung ein:

c e .
A= 2—n1—v)

so konnen die vorhergehenden Gleichungen auch in der einfacheren
Form geschrieben werden:

S=c<l—(l—v)-%), (72)

Sl=cv2+e--7;-.. . (73)

Zur Bestimmung der Form des gedehnten Behilters dient nun die
Gl (I'):
8 8

E-R=D )
in der (nach Abb. 17) zu setzen ist:
1 1 1 <1 u) 1 ” ”
— N — OO — -_—— oo =
R, r a al’ RO

Durch Abstreifung aller Glieder von hoheren als 1. 0. in % erhalt man
daraus fiir v die Differentialgleichung 2. O.:

2
w — nu = — (2 — 1) , (74)

Cc a

worin %? als Abkiirzung fiir den Ausdruck dient:

1 /e
w == — 2.
a® \c
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Die Losung dieser Differentialgl. (74) lautet fiir »2 > 0, wenn 4 und B
2 willkiirliche Integrationskonstanten bedeuten:

— 2
.%__c_c:; + ACofxz + BGinxz. (75)

u=a

Wenn die Endflichen festen Durchmesser haben sollen, d.h. fiir:

z=41, u=0
sein soll, so folgt:
ap — cv? 1
B_— = — - —_ . —
0, 4 e et Gojxl’

und die Form der Meridiankurve des durchgebogenen Behalters ist
durch die Gleichung gegeben:

ap — cr? [1 (Eoixz}
Te—cr | Gojxl
sie ist also #hnlich der gemeinen Kettenlinie. (Zu bemerken ist, daf
sich auch fiir 22 << 0 und »? = 0 die Losung leicht angeben 1a3t.)

In dieser Gleichung kommt noch die Konstante ¢ vor, die von C
linear abhéngt und bisher unbestimmt geblieben ist. Um ihren Wert
zu erhalten — wozu nach dem oben Gesagten den Randbedingungen
gemi vorzugehen ist —, ist es praktisch, in allen verwendete Gleichungen
statt ¢ die Ausbiegung u, der Zylindermitte einzufiihren.

Fiir den oben zuerst genannten Fall freiverschieblicher Zylin-
derenden, wie er etwa fiir einen in der Liangsrichtung verschieblich
eingemauerten Kessel verwirklicht ist, ergibt sich die Beziehung zwischen
¢ und u, am einfachsten aus der Bedingung des Gleichgewichts fiir
jede der beiden durch die Ebene z = 0 getrennten Zylinderhalften.
Die Meridianspannung S’ (Abb. 17) lings dieser Ebene ist danach
durch die Gleichung gegeben:

2(@ +up) w8 = (a+ u)?-z-p (77)
und nach Gl (72) fiir u = u,:

S’:giM=c(1~(1—y)-%).

; (76)

uUu=a

2
Es ist also: . 14 %
=TT (78)

—_ (1 — p) 2

1—(1 v)a
und w 1

— (1 — )2

o lfe b 1ze BT

~ale alap g
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Ferner ist nach Gl. (76) fir z =0: u = u,, d. h.

_ .ap—cvz.[ 1 ]
Yo = ! Cojxll” (79)

Nach Einsetzung der eben fiir ¢ und & gefundenen Ausdriicke und Auf-
Iosung nach @ofx! ergibt sich daraus:

1 —1_ e—cv2_ Uy
Cofxel ap—cv: a
oder
26(1-(1-»)“) <1+ )
- 2P @ Yo
(1—(1—v)“°) (1—|——0)v2 ¢
a a
(80)
U 1]t
1—(1—»)—2 ?
- @Df—l‘Jﬁ a — 2
alap 1 Mo
a

Aus dieser Gleichung erhédlt man einen angendherten Wert fiir u,
durch abermalige Linearisierung. Betrachtet man wieder u, als kleine
GroBe, entwickelt zunidchst die Quadratwurzel in der Funktion Cojxl
und benutzt die bekannte Formel fiir den Eo{ der Summe zweier GréBen,
8o erhélt man:

@Df”lw@vi;i—]/f—;—yz [1_M_ﬂ]

2e—12ap a

_ /2e A1 @—ve {i Z_H
- i{ & }[1 o« Yap@Re—rvap) @ ig“_ ap ]

Damit wird die Gl. (80):

2e e 1L _B=n-e | {VQ"‘—vz}
1_9P % _ ¢ Yap(2e — v2ap) a

- ’

e

und durch Auflésung ergibt sich daraus, wenn noch zur Abkiirzung

2¢ — p2
V e—rap _
ap
gesetzt wird:

N SR
S

a
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Man kann iibrigens die Vereinfachung der GI. (80) noch weiter
treiben, wenn man beachtet, daf bei einigermaflen erheblichen Werten

von é und % die rechte Seite dieser Gleichung sehr klein ausfallt.

Setzt man sie angenihert gleich Null, so erhélt man nach Vernach-
lassigung der in %, quadratischen Glieder auf der linken Seite der
Gl. (80) und nach Auflésung unmittelbar den angendherten Aus-
druck:

— 2
Mo 2= | (82)
@ 9. %
ap

der von ! ganz unabhingig geworden ist.
Die Auflésung der Gl. (80) kann iibrigens auch in bekannter Weise
auf zeichnerischem Wege gegeben werden, sobald fiir -2% , % und a

irgendwelche Werte vorgegeben werden. Der Vorgang ist der, dall die
Funktion links und rechts vom Gleichheitszeichen in GI. (80) fiir

eine Anzahl von Werten —° ausgerechnet und in einem Achsenkreuz
a

als Kurven aufgetragen werden, ihr Schnittpunkt (im allgemeinen
kommt nur ein einziger in Betracht) gibt sodann den gesuchten

Wert von %‘l . Bei kleinen Durchbiegungen diirfte indessen in der

Regel die Berechnung von u, nach Gl. (82) ausreichen, was auch
durch die unten folgenden Zahlenbeispiele erliutert wird. — Vor-
aussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung ist »%> 0, 4, >0,
d.h. 2¢ — »2ap > 0; wie schon oben hervorgehoben, sind aber auch
in den Fillen 2¢ —»2ap <0 oder 2¢ —»2ap =0 die Losungen
ohne Schwierigkeit in &hnlicher Weise angebbar.

Die Dehnung in Richtung der Zylinderachse ergibt sich schlieBlich
durch Integration der ersten der Gln. (64)

d¢ 1
E—?(S“VSQ,

mit Benutzung der Gln. (72) und (73) wird diese Gleichung:

ag 1 5 U

d—z_—e—{(l—v)c—[(l——v)c—l—me];}. (83)
Setzt man in diese Gleichung den Wert von u nach Gl. (76) ein und in-
tegriert, so folgt aus der Bedingung, daB fir z =0 auch { =0 sein



44 Nichtsteife, dehnbare Schalen (Haute).

mul}, das Verschwinden der auftretenden additiven Konstanten, und
es ergibt sich:

1 —_ 2
C:;{ [(1 ——v3)c—((1 —v)c + we)%—]z

(84)

ap—cr: 1 Ginxz
+((1 —v)c—l—ve) e—c1?  x @oixl}'

Ist die Konstante ¢ bzw. %, in der oben dargelegten Weise bestimmt
worden, so ergibt sich die Verschiebung  an jeder Stelle z durch die
Gl. (76), und die Spannungen 8 und §; durch die Gln. (72) und (73).
Der grofite Wert der Spannung, der iiberhaupt auftritt, ist die Ring-
spannung S in der Mitte des Zylinders, und zwar ist dieser etwa doppelt
so grof} wie die Meridianspannung am Rande. — Nach der iiblichen
elementaren Berechnungsweise ergibt sich bekanntlich genau S, = ap

und S =222"_’ unabhéngig von z.

16. Beispiele.

Die bisher erhaltenen Ergebnisse sollen nun zunichst durch zwei
Zahlenbeispiele erlautert werden.

1. Einezylindrische Haut aus mittelfestem Gummi, entsprechend
E =100 kg/ecm2, » =0,3, der Dicke 2 =0,2cm, dem Durch-
messer ¢ = 20 cm und der Lange 2/ = 80 cm, werde mit dem Uber-
druck p = 0,1 kg/ecm? belastet.

Den angegebenen Zahlenwerten entspricht:

e=2HEh =100"-0,2 = 20 kg/cm,

daher

% — 10 (dimensionslos).
ap

Nach der Naherungsformel (82) ergibt sich:

% — 0,096, w,=1,92 cm.

Durch zeichnerische Ermittlung der Wurzel der Gl. (80) ergibt sich
uy, = 1,9, also nahezu derselbe Wert. (Der EinfluB der Lange ! wiirde

erst bei kleinen Werten von L3 merklich werden.)
a

Mit diesen Werten ergibt sich nach Gl. (78)
¢ = 1,175 kg/em

und damit nach den Gln. (72) und (73) die Spannungen in der Mitte
des Zylinders (u = u,):

8" = 1,096 kg/cm, 8] = 2,026 kg/em,
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und die Spannungen am Rande (z = 0):
8" = 1,175 kg/em, S = 0,106 kg/em.

" 2. Andererseits mogen fiir einen Kessel aus diinnem Stahlblech
die folgenden Annahmen gelten:

E = 2,15 - 106 kg/cm?, v = 0,3, 2h = 1,5 cm,

mithin
e =2Eh = 3,22 - 108 kg/cm.
Ferner
a = 100 cm, 1 =200cm, p = 20 kg/em?..
Da

¢ —161-10%,
ap

so folgt nach der Néherungsformel (82):
%y = 0,0594 cm.
Rechnet man damit nach Gl. (78) den Wert von ¢, so folgt
¢ = 1000 kg/cm
und nach den Gln. (72) und (73) fiir die Spannungen in der Zylindermitte
8§’ = 1000 kg/cm, 87 = 2000 kg/cm,
und am Rande
S” = 1000 kg/em, 87 = 90 kg/em.

In diesem Falle wiirde die Beanspruchung durch 8] die GroBe

7

S
o] = 5715 = 1332 kg/cm?

betragen, wiirde also die fiir Stahlblech zulissige Grenze von k, =
1200 kg/em? iiberschreiten.

17. Berechnung der Blechstirke.

Wir wollen nun noch anfiigen, in welcher Weise die oben erhaltenen
Gleichungen zur Berechnung der Blechstarke 2k bei gegebenem
k, und gegebenen Werten fiir die Abmessungen des Zylinders und des
Uberdruckes p verwertet werden konnen. Wie aus den obigen Beispielen
hervorgeht, ist es die Ringspannung in der Zylindermitte, die den groten
Wert der auftretenden Spannungen iiberhaupt darstellt, und auf diesen
Wert mufl daher die Rechnung bezogen werden. Setzt man daher

S =k, 2h,
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so gibt die GI. (73) fiir v = u,:
U,
Si=cr2+e.2,
a

darin ist nach GI. (83) und Gl. (78), da e = 2E h:

%

14+ 22

U 22— o 2P +a
‘—T 5 ——2“‘—7~
@ G2Eh_ ., 1—(1—y). 2%
‘ap a

Fiihrt man alle diese Ausdriicke in die Gleichung fiir 8] ein, so folgt
als Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte Blechstirke 24:

Eh
o1 — g2 )
=k 2h=apy. ——F 2E2hl(§h_”)
2— — (1 —»)(2 —92) —»2 2. — 92
ap ap
oder nach Division durch ap:
b E—h——l—l—vz 2aEh 2—»%
b=t — op + é’Eh . (85)
P 2— —y(1 —»)(2 —22) —r2 2. — 2
ap ap

Fiir groe Werte von 25k iiberwiegt auf der rechten Seite das zweite
ap

Glied und hat den Wert 1; in der Grenze liefert daher diese Formel den
bekannten Naherungswert (entsprechend S, = a p):
ap

k,

Mit Hilfe dieses Naherungswertes ist es leicht, aus der in % kubischen
Gl (85) fir die Blechstarke A den richtigen Wert von % mit beliebiger
Genauigkeit auszurechnen.

Fiir das vorhergehende Beispiel wiirde mit %, = 1200 kg/cm? der
richtige Wert fiir 2 betragen:

h = 1,67 cm,

und dieses ist auch sehr nahe der Wert, der durch die Néherungs-
formel (86) geliefert wird.

Die obige Rechnung zeigt, da8 die Abnahme der Ringspannung
gegen die Enden zu wegen der angenommenen Unausdehnbarkeit der
Endringe sehr bedeutend ist; als derartige Ringe miissen auch — wenig-
stens bis zu einem gewissen Grade — die Uberlappungen und Umbérde-
lungen der Kesselboden, die mit den zylindrischen Winden vernietet
werden, angesehen werden.

2h =

(86)
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18. Festgehaltene Endflichen.

Fiir festgehaltene Endflachen laBt sich die Bedingung (77)
nicht ansetzen, vielmehr ergibt sich die Bestimmung der Konstanten ¢
durch Ausrechnung von « und { bei unbestimmt gelassenem ¢ und Ver-
wertung der Bedingung

z=-+1l, (=0.
Der Rechnungsgang und die wirkliche Ermittlung der fraglichen GroBen
verlauft im iibrigen auf ahnliche Art wie zuvor:

Die Gln. (68) bis (76), insbesondere auch die Gl. (84), bleibt unver-
dndert in Geltung. Soll demnach { fiir z = 4 I verschwinden, so muB
sein:

ap — cv?
[(1 — e — (1 —»)e+ ve)e_—m— l
ap — 61/2 Tl
%

+(q —v)c—}—ew) —0;

durch Auflosung nach Tgx! und Wiedereinfithrung des Wertes fiir »
folgt sodann:

/e
ig{z]/;—v}zl_(l_,ﬁ)_ (e — cv?)c

1 V—E . [ev + (1 —»)el(ap — o)’

(87)

Die Ermittlung von ¢ gemiB dieser Gleichung kann im allgemeinen
nur graphisch durch Auftragen der rechten und linken Seite dieser
Gleichung in Abhangigkeit von ¢ erfolgen. Die linke Seite ist nur reell,

e . . . .
wenn e _ 2> (0 oder ¢ < —3 fir ¢ = % ist sie gleich 1, wie auch
c - y
die rechte. Es ist daher

C =

A ARN

jedenfalls eine Wurzel der Gl. (87); sie kann aber nicht die gesuchte
sein, weil fiir sie ¥ = oo wiirde, was hier keinen Sinn hitte.

Die linke Seite dieser Gl. (87) zeigt den in der Abb. 18 mit (L) be-
zeichneten Verlauf; da der Wert der rechten Seite (R) fiir:

c=0, (R)=1,
2‘1—55 (R):—OO,
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ist, so ist sofort zu sehen, dafl zwi-

a .
schen ¢ =0 und c=—§ noch eine
v

Wurzel liegen wird. Der Verlauf der in
Gl. (87) rechts stehenden Funktion ist
ebenfalls in Abb. 18 mit der Bezeich-
nung (R) eingetragen und liefert in
der Abszisse des Schnittpunktes 7'
der beiden Kurven den gesuchten
Wert der Konstanten ¢, durch den
sodann alle ibrigen GroBen u, S,
S;, ¢ gegeben sind.

¢  TFir einigermafen grofle Werte

von é und e wird 'die linke Seite

I

|

|

! von Gl (87) nahezu gleich Null.
(R) % Dann bleibt zur Berechnung von ¢

|

|

|

nur die rechte Seite dieser Gleichung
ibrig, die dadurch eine gewdhnliche

Abb. 18. quadratische Gleichung in ¢ wird:
(e —cv?)c
= — '3 .
P e T O el — o)
oder
1 e 1
2 = e = .
R T I [1— “p}°+ A —y)Pe=0
Von dieser Gleichung kommt nur die Wurzel mit dem negativen Vor-
zeichen der Quadratwurzel in Betracht, die zwischen 0 und a—f
liegt; der Ausdruck fir sie lautet: v
_le—(—»ap 11 'L{e—(l—v)ap]z_ vape (88)
T 258 1 — 2 2 | 492 1—92 1—92°

Zur Verdeutlichung mogen hier dieselben Beispiele wie zuvor mit
den verinderten Randbedingungen behandelt werden.

1.Gummihaut:
E = 100 kg/cm?, y =0,3, 2h =0,2cm,
a=20cm, 2] = 80 cm, p = 0,1 kg/em?,
e=2Eh = 20 kg/em .
Nach GI. (88) ergibt sich mit diesen Werten:
¢ = 0,67 kg/cm.
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Die zeichnerische Bestimmung der Wurzel nach Gl. (87) wiirde un-
gefihr denselben Wert ergeben. Ferner nach Gl. (79):

Uy = 1,93 cm,
und die Spannungen nach Gl (72) und (73):
in der Mitte (v =uy): 8 =0,645kg/em, 8] =1,99kg/cm,
am Rande (u =0): 8" =0,67Tkg/em, S7=0,06kg/cm.
2. Kessel aus Stahlblech:
E = 2,15 - 10% kg/cm?2, v = 0,3, 2h = 1,5 cm,
a = 100 cm, 21 = 400 cm, p = 20 kg/em?,
e=2KEh = 3,21 - 10% kg/cm.
Fiir den Fall gilt GI. (88) und liefert:
¢ = 600 kg/em;
damit wird nach Gl. (79) die Durchbiegung in der Mitte
e = 0,0905 cm,
und nach den Gln. (72) und (73) die Spannungen:
in der Mitte (u =wug): & =600kg/em, S]=2004kg/cm;
am Rande (u =0): 8" =600 kg/em, 87 =54kg/cm.

19. Sehr diinne Zylinderwand.

Die Beriicksichtigung der quadratischen Glieder in den Verzerrungs-
groflen ¢ und ¢, ist hier etwas einfacher wie bei der Kreisplatte, weil
sich ihr EinfluB nur in dem Ausdruck fiir ¢ geltend macht, so daB von
den Gln. (64) nur die erste erweitert werden muf, wihrend die zweite
unverandert bleiben kann:

S LBy 1 1)
= T3\a) = =5

1 1 (89)
81=T;a :7()31—%5')

Die Berechnung von 8, S; und = r — a erfolgt genau so wie friiher;
die dabei gewonnenen Ausdriicke sind in die erste dieser beiden Gleichun-
gen einzufiihren. Es erweist sich dabei unmittelbar, daB der EinfluB
der quadratischen Glieder in diesem Falle nur eine ziemlich bedeutungs-
lose Korrektion ausmacht, die ohne wesentliche Fehler auch ganz auBer
acht gelassen werden kann.

In shnlicher Weise kann die analoge Frage auch fiir andere elastische,
nicht steife Schalenformen (Kugel, Kegel, Ringfliche u. dgl.) behandelt
werden, wenn es sich um kleine Werte der Forménderungen handelt.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 4
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III. Diinne, biegungssteife Sehalen.

20. Ubersicht iiber die behandelten Schalenformen und Belastungen.

Die bisher getroffene Voraussetzung fehlender oder verschwindender
Biegesteifheit ist gleichbedeutend damit, daBl bei Verteilung der Span-
nungen iiber die Querschnitte als gleichformig betrachtet und von der
Spannung in einem bestimmten Querschnitt schlechthin gesprochen
werden kann. Diese Annahme ist als ein Grenzfall zu betrachten, der
aber, wie aus den Ergebnissen dieses Kapitels hervorgehen wird, in
den meisten Fillen fiir die Wirklichkeit sehr nahe zutreffende Werte
gibt. Nur an den Riéndern (Auflagerungen oder Einspannungen) treten
grofere Abweichungen auf. In Wirklichkeit hat jeder als Behalter-
material verwendete Baustoff — sei es Blech oder Eisenbeton — eine
gewisse endliche Biegesteifheit; die Folge davon ist, dall eine un-
gleichformige Verteilung der Spannungen iiber die Querschnitte zu-
gelassen werden muf}, was, wie wir sehen werden, auch so ausgedriickt
werden kann, daB ein Teil der Belastung durch die Zug- (oder Druck-)
Spannungen, ein anderer durch Biegespannungen aufgenommen wird.
Tatsichlich zeigt sich nun, wie gesagt, da bei gekriimmten Beh&ltern
dieser zweite Anteil meist ziemlich gering ausfillt, so daf die tibliche
einfache Berechnungsweise, die die Biegesteifheit ganz vernachlassigt
und nach dem im ersten Kapitel gegebenen Verfahren vorgeht, bis
auf geringfiigige Korrektionen in der Nahe der Rander (Auflagerungen
oder Einspannungen) brauchbar bleibt.

Die wichtigsten Behalterformen, die hier betrachtet werden,
sind vor allem die Kugel, der Kegel und der Zylinder und solche,
die aus Teilen von diesen bestehen oder zusammengesetzt sind; die
Ringflache, die ebenfalls mehrfach untersucht worden ist, wird im
folgenden nicht besonders behandelt.

Als Belastung kommt vor allem konstanter Innendruck (p)
und Wasserdruck (yz) in Frage, gelegentlich werden auch andere
Belastungsarten betrachtet, wie Eigengewicht, Schneedruck
(die als gleichférmig langs der Projektion nach einer bestimmten
Richtung auftretende Belastung angesehen wird), ferner Belastung
infolge von Temperaturunterschieden (Warmespannungen) und
endlich durch die Fliehkrafte der gleichférmig um eine Achse um- -
laufenden Schale. Dabei wird stets die Belastung — wie auch die Be-
hilterform — als drehsymmetrisch vorausgesetzt (weshalb Winddruck
ausgeschaltet wird). Die auftretenden Forminderungen werden als so
klein angenommen, daB sie stets im elastischen Gebiet liegen, wodurch
die Ansitze der klassischen Elastizitatstheorie zuldssig bleiben.

Die Anregung zur eingehenden Untersuchung der biegesteifen Schalen
gab vor allem die vorbildliche Durcharbeitung aller auf den Problem-
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komplex der Dampfturbine beziiglichen Einzelfragen, wie sie in Sto-
dolas klassisch gewordenem Werke niedergelegt sind. Die grund-
legenden Arbeiten fiir die Berechnung gekriimmter Schalen rithren von
E. Meissner-Zirich und H. Reifiner-Charlottenburg und ihren
Schiilern her1).

Infolge der angegebenen Beschrinkungen gelten die Betrachtungen
dieses Kapitels und die angeschriebenen Gleichungen nur fir dreh-
symmetrische Schalen und Belastungen. Ihre Erweiterung auf be-
liebig geformte Schalen und beliebige Belastungen ist erheblich ver-
wickelter und kann in diesem Werke nicht behandelt werden. Ebenso
kann hier auf die Erweiterung auf ,,anisotrope‘ Schalen (d.s. solche
mit verschiedenen elastischen Eigenschaften, die neuerdings gegeben
wurde) nur hingewiesen werden?).

21. Bezeichnungen.

Die Form der Schale wird durch ihre Mittelflache festgelegt, die
als der geometrische Ort der Mittelpunkte der zwischen den beiden
Wandfldchen liegenden Normalenabschnitte bezeichnet werden kann.
Die Mittelfliche wird stets als stetige Flache angenommen. Zur Be-
schreibung des Forménderungs- und Spannungszustandes und zur
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen fithren wir ein der Mittel-
flache angepaBtes ,,natiirliches** Achsenkreuz &, %, { ein, das in Abb. 19
fiir das durch P laufende Schalenelement eingezeichnet ist; dies Schalen-
element wird auBler durch die d4uflere und innere Wandfliche begrenzt
durch 2 Meridianebenen und durch 2 Kegelflichen, die zur Mittel-
fliche senkrecht stehen. Die &-Achse sei die Richtung des Meridians
der Mittelfliche in P, die 5-Achse die Richtung des Parallel- oder
Breitenkreises, die (-Achse die Richtung der nach der Drehachse
weisenden Normalen; das Koordinatensystem wird als Linkssystem
vorausgesetzt. Die Drehachse wird als z-Achse eines festen Achsen-
kreuzes angenommen, 7 sei die Entfernung des Punktes P von ihr und
¥ der Winkel der Normalen in P zur Mittelfliche gegen die z-Achse.
Die Schalendicke 2/ ist lings der Breitenkreise konstant, lings der
Meridiane wird sie gelegentlich auch als veridnderlich angenommen
und wird dann als Funktion von ¢ aufgefat. ¢ bezeichnet den lings
des Breitenkreises von irgendeiner festen Meridianebene aus gemessenen
Winkel (Lingenwinkel). "

1) Beziiglich der ersteren Arbeiten folgen unten nihere Hinweise. Die Haupt-
arbeit von H. Reissner, die auch hier vielfach benutzt wurde, ist betitelt: Span-
nungen in Kugelschalen (Kuppeln), und ist in der Festschrift Heinrich Miiller-
Breslau, S.181—193, Leipzig 1912, enthalten.

?2) Steuermann, E.: Zur Theorie der polarsymmetrischen Deformation der
elastischen, anisotropen Schalen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 449—466. 1925.

4%
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Die auf das Element in P wirkende Belastung liegt wegen ihrer
Drehsymmetrie in der &(-Ebene; ihre Teile nach diesen Richtungen,
X und Z sind ebenfalls als Funktionen von ¥ allein anzusehen. Der
Kriimmungshalbmesser des Meridianschnittes in P sei R, die Lénge
der Normalen, d. i. der Kriimmungshalbmesser des Breitenschnittes R, ;
r

es ist demnach R, = prewl
sinA

Abb. 19.

Die Teile der elastischen Forménderung nach den Achsen & und ¢
werden mit % und w bezeichnet; beide werden als klein gegeniiber der
Schalendicke 2% vorausgesetzt; w entspricht der Durchbiegung bei
der ebenen Platte.

Ferner bedeute S die Summe der Normalspannungen iiber den
Querschnitt fiir die am Breitenkreise gemessene Lange 1, deren seitliche
Begrenzungen zum Kriimmungsmittelpunkte K laufen; S, die ebenso
gebildete Summe der Normalspannungen fiir die Lange 1 des Meridians,
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N die Summe der Schubspannungen in Richtung der -Achse fiir die
Lénge 1 des Breitenkreises. (In den anderen Grenzflichen des Schalen-
elementes, die durch die Meridianebenen gebildet werden, treten wegen
der vorausgesetzten Symmetrie keine Schubspannungen auf.)

Nach den iiblichen Festsetzungen iiber die Vorzeichen der Span-
nungen werden die Normalspannungen als positiv (Zug) gerechnet,
wenn sie in die Richtungen der nach auBlen weisenden Normalen des
betreffenden Flichenelementes fallen. Die Schubspannung N wird als
positiv angenommen (d. h. in die Richtung der {-Achse fallend), wenn
sie auf ein Flachenelement wirkt, dessen Normale in die positive &-Rich-
tung fallt. Diesen Festsetzungen entsprechen die in der Abb. 19 ein-
getragenen Pfeile.

Bezeichnet ferner ds das Linienelement lings eines Breitenkreises auf
der Mittelflache (genauer gesagt langs des Schnittes des Orthogonalkegels
zur Mittelfliche mit dieser), ds. das Element einer Schicht in der Ent-
fernung ¢ von der Mittelflache, so ist S definiert durch die Gleichung

R, —¢

1

S.8s=[os08:-dC = [os- L 8s-dl

und man erhilt so die erste der folgenden Gleichungen:

" R, —C " R-—¢ R, —¢
8 =Jor- B Ear, 8= o T3 ae, y=fe-Bimtar, o

R
in denen die Integration iiber die ganze Dicke der Platte zu erstrecken
ist. Die Faktoren @E_—éz und w rihren demnach von der
Trapezform der beziiglichen Flachenelemente her?).

Die Dimension von S, S; und N ist [%]’ ihre Einheit 1 kg/cm.

Ebenso bezeichne G die Summe der Momente der Normalspannungen

o: um die 7-Achse und @, die Summe der Momente der Normalspannun-
gen o, um die &-Achse, wobei die Vektoren ¢ und G; so aufgetragen
werden, daf3 bei positiven Werten der Spannungen von der Spitze ihrer
Pfeile aus gesehen die Pfeile der (fiir Flachenelemente mit positivem {)
als positiv oder als Zug angenommenen Spannungen o; und o, im posi-
tiven Sinn, d.i. im Gegensinn des Uhrzeigers, drehen. Wie aus der
Abb. 19 ersichtlich ist, kommt dies darauf hinaus, daB positive Biege-
momente G und @, die beziiglichen Kriimmungen zu verkleinern,
die Kriimmungshalbmesser somit zu vergréflern streben. Es ist also:

" R, — . R —
G=]U§'C° IRIC'dC, Glzﬁry'C‘ RC

1) Vgl. die Fufinote auf S. 62.

dc. (1)
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Die Dimension von ¢ und G, ist [K], ihre Einheit 1kgem/cm oder
einfach 1 kg. Die Normalspannungen senkrecht zur Mittelfliche der
Kugel werden als klein aufler Betracht gelassen.

Die Einfithrung dieser Summen an Stelle -der Spannungen
selbst ist fiir die (angendherte) Berechnung der Platten und Schalen
auBerordentlich vorteilhaft und ist zuerst von Love angegeben
worden.

22. Die statischen Gleichgewichtsbedingungen fiir das Element der
steifen Schale.

Die an den Grenzflachen des Schalenelementes, das durch zwei Meri-
dianebenen unter d¢ und durch zwei Kegelflichen unter 9 und ¢ + 09
ausgeschnitten wird, angreifenden Krafte bilden (zusammen mit etwa
vorhandenen Massenkriften) eine raumliche Kraftegruppe im Gleich-
gewichte. Dabei ist die Veranderlichkeit der Krafte langs des Meridians
zu beriicksichtigen, so da an den beziiglichen Flichen (Abb. 19) die
Krifte S, N und S + 68, N 4+ N und die Momente @, G 4 6G und
@, + 0@, angreifen. Um die Krifte zu erhalten, sind die in Abb. 19
eingetragenen Grofen mit den zugehérigen Flichenelementen, auf die
sie wirken, zu multiplizieren, wobei auch auf die Veranderung der
Flachenelemente lings des Meridians Bedacht zu nehmen ist. Beide
Anderungen konnen vereinigt werden, indem z.B. auf gegeniiber-
liegenden Flachenelementen die Normalkrifte in der Form SR,sind
und SR, sin® 4 LEHsind)

Von den 6 Gleichgewichtsbedingungen fiir das Schalenelement sind
wegen der vorausgesetzten Drehsymmetrie drei von selbst erfiillt,
und zwar die Kriftegleichung fiir die 7-Achse und die Momenten-
gleichungen fiir die & und (-Achse. Die tiibrigbhleibenden Krifte-
gleichungen fiir die &- und {-Achse und die Momentengleichung fiir
die #-Achse lauten nach Kiirzung des Faktors 69 - d¢; wenn die Ab-
leitungen nach ¢ durch Striche bezeichnet werden:

- 09 angesetzt werden usw.

(SR, sin?¥) — S, R cos? — NR;sin¥ + RR;sind- X =0,
(NR,sind) + 8, Rsin® + SR, sin® + RR,sind-Z =0, | (92)
(@R, sind) — G, Rcos¥ — NRR, sin? =0.

Die Bedeutung der einzelnen Glieder in dieser Gleichung ist an der
Hand der Abb. 19 leicht zu erkennen. Die Glieder, die Ableitungen
enthalten, rithren von den Unterschieden der Spannungsgréfen in den
lings des Meridians einander gegeniiberliegenden Fliachen her. Die
Glieder —8; R cos¥ und S; R sin® kommen daher, weil die Spannungen
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8, ,S; eine Summe S, R - 0 - dp geben, die im Breitenkreis liegt und
nach der &- und {-Richtung eben diese Teile gibt. Das Glied — N R, sin?)
kommt daher, weil die Spannungen N und N + 0N wegen der
Kriimmung des Elementes diese nach & fallende Komponente geben;
in ahnlicher Weise entsteht das Glied SR, sin?. Das Glied —G, R cos¥
ergibt sich dadurch, daf die in die Ebene des Breitenkreises entfallenden
Teile von G, G, die GroBen Gcos?, G cos? haben, deren Teile nach

der n-Richtung — G,cos? - %’D, — G, cosd - 62(p sind, so da3 das nach

der -Richtung entfallende Moment — @, - R - 6 - cos? - d¢ ist. SchlieB-
lich ist —NRR,sind nichts anderes als das Moment der Schubspan-
nungen N und N + 6N um die 5-Achse.

Wie aus den Gln. (92) unmittelbar hervorgeht, ist die Beriicksichtigung
der Biegemomente notwendig verkniipft mit der Einfiihrung der Schub-
spannungen auf die Schnittflichen des Schalenelements, von denen
aber, wie schon gesagt, bei symmetrischer Schalenform und Belastung
nur die in Abb. 19 mit N, N + 0N bezeichneten von Null verschieden
sind. Aus diesen Gleichungen folgt, dal diese Schubspannungen N und
die Biegemomente G und &; von gleicher Gréfenordnung sind. Setzt
man in diesen Gleichungen N = 0, so erhélt man in den beiden ersten
der Gln. (92) die beiden Gln. (1) und (2) des ersten Kapitels wieder
(fir X = 0), da

R sin® =r, R ds

=79 dscos?d = dr

ist, wodurch das Problem wie dort schon stereostatisch bestimmt wird.
Schon daraus folgt, da die letzte der Gln. (92) fiir N = 0 nur durch
G =G, =0 erfiillt werden kann.

Wenn man die beiden ersten der Gln. (92) mit sind und cos®
multipliziert und addiert, so erhilt man eine Gleichung, die unmittel-
bar integriert werden kann, und ergibt:

(Ssin®+ N cos ) -Rlsinﬂ—{—f(Xsinﬂ—{—Zcosﬂ)RRlsim‘)dﬂ:konsb. (93)

Wir schreiben diese Gleichung in der Form:

(Ssin® + N cos?) R;sind + F(I) =0, (94)
wobei - F(9) =/(X sind 4 Z cos¥) RR, sin# d?I + ¢, (95)

gesetzt ist. Das Integral bedeutet (mit 277 multipliziert) die Summe der
gesamten Belastung in der Richtung z. Die Konstante ¢, wird, wie
spater noch genauer hervortreten wird, bei Schalen, die bis zur Achse
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reichen (geschlossene Schalen), durch die Bedingung bestimmt, daB
die Spannungen 8, 8, in der Achse (fiir 3 = 0 oder =) endlich bleiben
miissen ; bei Schalen mit zwei Réandern (offene Schalen) wird ¢, (gemein-
sam mit den anderen anstrebenden Integrationskonstanten) durch die
Randbedingungen an diesen Réndern festgelegt.

Diese Gl. (94) bringt daher das Gleichgewicht eines beliebigen, aus
der Schale herausgeschnittenen Stiickes zum Ausdruck, das durch
zwei Breitenkreise (genauer gesagt durch zwei Kegelflichenstiicke) be-
grenzt wird, oder eines Stiickes, das vom unteren (oder oberen) Scheitel
bis zu einem Breitenkreis reicht.

Aus den drei statischen Gln. (92) allein kann man die fiinf Span-
nungsgréBen 8, 8;, N, @, G, noch nicht bestimmen, es miissen die Glei-
chungen der Elastizitiatslehre herangezogen werden. Zu diesem Zwecke
miissen die auftretenden elastischen Form#nderungen hinzugenommen
und die Beziehungen verwertet werden, die nach dem FElastizitats-
gesetze zwischen den Spannungen und Forminderungen aufgestellt
werden koénnen. Als elastische Verschiebungen treten nur die Teile
und w in der &- und {-Richtung auf, durch die sich alle Forminde-
rungen (Verzerrungen) ausdriicken lassen. Sie treten als neue Unbekannte
zu den Spannungsgréfien hinzu. Das lineare oder Hookesche Elasti-
zitatsgesetz bringt vier Gleichungen (zwei Krafte- und zwei Momenten-
gleichungen) zwischen den SpannungsgréBen 8, S;, N, G, G; und
den Verzerrungen, die zusammen mit den drei statischen Gln. (92)
sieben Gleichungen zur Bestimmung der sieben Unbekannten S, S,
N, G, Gy, u, w ausmachen. Vor Aufstellung dieser elastostatischen
Gleichungen miissen wir uns zunéchst dariiber Klarheit schaffen, wie
der Verzerrungszustand der Schale unter den angegebenen Symmetrie-
bedingungen beschaffen ist.

23. Verzerrungszustand der Schale.

Der Verzerrungszustand der Schale wird durch die Deh-
nungen der einzelnen zu ihrer Mittelfliche parallelen Schichten in den
Richtungen des Meridians und des Breitenkreises beschrieben. Die
Dehnungen der Mittelfliche in den Richtungen & und { selbst seien
mit ¢ und ¢;, die Dehnungen in einer Schicht im Abstande { von ihr
mit & und ¢, bezeichnet. Diese Dehnungen ¢; und ¢, sind durch die
Verhiltnisse des Zuwachses der Langenelemente in diesen Richtungen
zu deren urspriinglichen Léngen gegeben und kénnen leicht durch die
Forméanderungen % und w und deren Ableitungen nach ¥ ausgedriickt
werden. Dabei erweist es sich als vorteilhaft, auBer diesen noch als
HilfsgroBe eine Grofie w einzufiihren, die den Zuwachs des Breiten-
winkels ¢ der Punkte der Mittelfliche infolge dieser Forménderungen
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oder, besser gesagt, die Winkeldrehung eines Meridianelements,
darstellt. Und zwar ist zu setzen:

w+w | (96)

b

o besteht namlich aus zwei Teilen: einen, der daher riihrt, daB3 das
betrachtete Teilchen um ein Stiick « in der £-Richtung verschoben wird,

Abb. 20.

% des Winkels ¢ entspricht; weiter wird das
Teilchen dadurch verdreht, der Winkel ¢ also dadurch verindert, da
die Verschiebung w in der Normalenrichtung { nicht konstant ist,

sondern sich fiir die Linge ds = RJ¥ um Ow #ndert, was einer
’

Winkeldnderung 176;% = % entspricht.

was einen Zuwachs

In Abb. 20 ist ein Element in Richtung des Meridians vor und nach
der Verzerrung dargestellt. Mit den Bezeichnungen dieser Abbildung
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ergibt sich fiir die bezogene Langenéanderung der Schichtlm, wenn das
zugehorige Element der Mittelfliche mit pg bezeichnet wird,

T —im _ [p'q — (39 + d) — [5g — ¢ 89]
) Im [pq— (9] :

Darin ist pg- R 09 und p'q’ = (R — w) 09 + du = (R —w -+ u') - 69,
da sich die Lange 0s des Elementes pq einmal dadurch &ndert, daB R
bei der Formanderung in R — w iibergeht, und weiter, dal es in der
&-Richtung eine Verlangerung «' erfahrt. Also wird

w — w ¢ , 07)

w

&g =

T R—C R-C
und im besonderen fiir einen Punkt der Mittelfliche ({ = 0):

uw —w
= . 98
) i (98)

In ahnlicher Weise erhélt man fiir die Dehnungen in der 7-Richtung:

_ 27-PQ —2n-PQ _[(r+ dry—Lsin(® + w)] — [r — sind]
= 2n-PQ o r — {sind '

und da dr =wucos? — wsin?, r = R,sin?, sinw co w, cosw co 1:

wcos) — wsind — Lcos? - w

1= (R, — O)sind 0
_wetgd—w L wotgd (99)
Rl — C -R1 - C
und fiir die Mittelfliche (£ = 0):
tgd — '
& = iﬁchl_w : (100)

Die Gln. (97) und (99) werden spiter (in 24.) dadurch vereinfacht,
daB die Kleinheit von  gegen R beriicksichtigt wird und die Nenner
nach Potenzen von { in der Form entwickelt werden:

v _ 1408 > ,17_1( Lo
R—C_R(1+R+ ’ R]—C—EH"RIJF )

dadurch treten in diesen beiden Gln. (97) und (99) zwei Ausdriicke %

w - ctgd
und ey auf, von denen leicht einzusehen ist, daB sie die Kriim-

1
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mungsénderungen des Schalenelementes (bei unveréinderter Lage
im Raume) bedeuten. Wenn namlich (Abb. 20)

1 dd

R ds
die erste Hauptkrimmung vor der Verformung (Deformation) der
Schale ist, so ist sie nach dieser:

dw
1 d@+w) d¥  do 1 49 1 o
®= ds ds Tas R as rRTE
ad

Also ist die Kriilmmungsénderung des ersten Ha.uptschnittes der Mittel-
flache:

1 1 o’
== . 101
% R/ R .R ( )
Ebenso ist die zweite Hauptkrimmung vor der Verformung:
1 _sind
R, 7

und nachher:

1 sn@+ow) 1 (1__.’_)(Sin,9.+w.cosﬂ)

T{ r -+ 5r r r
sind = sind 1 wcetgd
=, + - wetgd = Fl + R, .

Also ist die Kriimmungsinderung des zweiten Hauptschnittes:

1 1 wectg?d
Hoy = —7 — —5— =

- (102)
R R, R,

Die unverinderte Lage im Raume ist dadurch beriicksichtigt, da@
Or = ucos® — wsind = O gesetzt wurde, daBl also die Verschiebungen
selbst auBer Betracht gelassen werden. Auf diese Kriimmungséinde-
Tungen werden wir sogleich Bezug nehmen.

24. Die elastischen Gleichungen der Schale.

Aus den im vorangehenden Abschnitte bestimmten Dehnungen
kénnen nunmehr unter Heranziehung des Hookeschen Gesetzes die
Spannungen oz und o, in jeder Schicht in den beiden Richtungen &
und %, und aus diesen durch Summation nach den Gln. (90) und (91)
die Krifte S, 8; und die Momente @, @, selbst bestimmt werden. Auf
diese Weise ergeben sich die vier elastostatischen (oder kurz ,,elasti-
schen‘) Gleichungen des Schalenelementes.

Das Hookesche Gesetz besagt das Bestehen eines linearen Zu-
sammenhanges zwischen den Spannungen o:, 0,, o; und den zu-
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gehorigen Dehnungen &, &,, & nach den Richtungen &, 7, { von
folgender Form:

1
& = f[os — v(0, + 07)],

1
&y = E[Un - 7’(0;‘ + 0], (193)

1
& = gloc — v(o: + 0,)],

wobei F die Elastizitatszahl und » die Querzahl (die reziproke der
Poissonschen Zahl) des Materials bedeutet. Fiir die meisten Metalle
kann » = 0,3 gesetzt werden, fiir Beton ist in erster Naherung » = 0.

Wenn man, wie im vorliegenden Falle, die Spannung in Richtung der
{-Achse gegen die anderen als klein vernachlassigt, also o = 0 setzen
kann, so erhalt man:

1
& = E(ag« —va,),
1
&y = 7 (0, — 03, (104)
v
& =— 4 (0: + )
und aus den beiden ersten:
0:=—— (s +7ve,)
& 1,2 1)
o Y (105)
0,7 == m‘ (6,7 + 1’85).

In diese Gleichungen wéren nun die in den Gln. (97) und (99) fir & und
&, gefundenen Ausdriicke einzufiihren und damit die in den Gln. (90)
und (91) definierten Summen zu bilden. Um die weitere Rechnung zu
vereinfachen, die sonach immer mehr den Charakter einer Niherungs-
rechnung annimmt, werden zunéichst in den Gln. (90) und (91) die Fak-

toren R; ¢ und RIR_ ¢ gleich 1 gesetzt, das { also gegen die Kriim-

mungshalbmesser B und R, vernachlassigt; dasselbe soll in den Aus-
driicken (97) und (99) mit { in den Nennern R — { und R, — { ge-
schehen. Man erhalt dann:

(106)
g” — {31 —_— Rl .

wenn, wie vorhin, ¢ und ¢ die Dehnungen der Mittelfliche in der ¢-
und #-Richtung bedeuten.
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Setzt man diese Ausdriicke in die Gl. (104) ein und geht von den
Einheitsspannungen 0. und o, zu den Summen S und 8, iiber, so
erhilt man: 1

8=TE’—h(S'—”VSI),l

1 (107)
& = m(sl— »S) l
oder daraus durch Auflosung:
S = 11—]2—}:2 (¢ 4+ ve)
9B (108)
Sy =12+ 7e)

In shnlicher Weise erhdlt man durch Bildung der Momente nach
den Gln. (91), wenn

2Eh?

der Platten- oder Schalensteifigkeit gesetzt wird:

_ o &f@)
G”_D(RJ” R,
P (110)
_p(e-cted o
G = D( R, J”R)

Diese 4 Gleichungen geben zusammen mit den 3 Gln. (92) die 7 Gleichun-
gen zwischen den 7 Unbekannten S, S;, N, G, G,, u, w; die zu deren
Bestimmung ausreichen; w ist durch die Gl. (96) definiert.

Die Vernachlassigung, die zu den Gln. (106) und weiterhin zu den
GlIn. (110) fithrte, ist jedoch nicht ganz konsequent und fithrt auch,
wie sich zeigen wird, zu nicht zutreffenden Folgerungen. Wenn man

in den Gln. (97) und (99) fiir 7 ! R und 7 1 R die schon im vorigen Ab-
— L —
schnitt erwdhnten Entwicklungen
1 1 ( ¢ ) 1 1 ( ¢ )
S () T R —_— = ...
Rt rRUTRT ) m T m\UtET
einfiihrt, so findet man genauer: _
e;::s——%(w’——s),
: (111)
& =& — — (wetgd — ¢,

R

[y
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4

da die Glieder in den runden Klammern tatsichlich von gleicher GroBen-
ordnung sind. An Stelle der Gln. (110) waren dann die folgenden zu
setzen:

G=_D[a);£+v.wctgg-—al]’
1
(112)
_ wctgd — & o —e¢
= D[ R R]

Ersetzt man hierin nach den Gln. (107) die Dehnungen ¢, &, durch
die Spannungen S, S;, so erhélt man:

. K  ctgd 1 (S—vSl ’Sl—vSﬂ '

= D,RJ“ ®,_ 2B\ B T ®m I 1)
. w ctgd o 1 [Sl — S S — vSlﬂ

G = D{ &, 'R 2Bl R "R

und insbesondere fiir die Kugel (R = R,), mit welchem Fall wir uns
weiterhin .eingehender beschiftigen werden:

D , ‘ 1—2»*
G:—ﬁ{w +Vw0tgﬁ—’“‘2—hﬁ"é},
D 1 (114)
G, = —f[wctgﬁ—i—vw — —z—h—E--Sl]
oder einfacherl):
D_, h?
G = —f[a) —}—vwctgﬁ]-}—fgf-s,
I 4 (115)
G, = —f[w ctgd +ro’] + 3R S,

Auch wenn die Schale eine Kugel ist, wiirden die vorhergehenden
Gln. (110) z. B. bei gleichformigem Innendruck: G = G; = 0 ergeben,

1) Die Gln. (115) stimmen mit den von Léve (Lehrbuch der Elastizitit, S. 606)
angegebenen nicht iiberein, und zwar beruht dies darauf, dal die bei Love auf

S. 603 unten angegebene Anndherung nicht folgerichtig durchgefithrt ist; wenn
21

néamlich in der dortigen Bezeichnun, Fa durch z#; ersetzt wird, so muf}
g g e

z

: R .

durch sl<1 + lT) ersetzt werden, da #; und —- von derselben GréBenordnung
1

R,
sind. — Man beachte jedoch, dafl auch die obigen genaueren Gln. (115) noch immer
nicht durch folgerichtige Vernachlissigungen zustande gekommen sind. In den

Integralen der Gln. (90) und (91) miiBite fiir &R——z) und (B—z) nicht 1, son-
1
dern 1———;— und 1 ——% gesetzt werden, was fiir den Fall der Kugel zu den
1
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was offenbar wegen der auftretenden Kriitmmungsénderungen unmoglich
ist, wihrend erst die genaueren Ansatze (115) zu den richtigen Werten
fithren [siehe 26a]. Es wire daher notwendig, in allen Fallen diese ge-
naueren Gleichungen zum Ausgangspunkt der weiteren Entwicklungen
zu nehmen.

Aus den Gln. (92), (108) und (115) lassen sich nun 2 Gleichungen
mit nur 2 unbekannten Funktionen gewinnen, auf deren Auflosung
das Problem somit zuriickgefiihrt werden kann. Und zwar sind diese
beiden Funktionen die GroBe V = R,N, also im wesentlichen die
Schubkraft N, und die Winkeldrehung w.

25. Reduktion auf zwei Gleichungen.

Die Reduktion auf 2 Gleichungen erfolgt nun in folgender
Weise. Zunichst 16st man die Gl. (94) nach § auf, setzt den fiir S ge-
wonnenen Ausdruck in die erste der Gln. (92) ein und rechnet daraus S, ;
dann erhilt man (mit V= R, N):

- 14 1 F)
S = —ctgﬁ.—l?l_ﬂ.m,
, (116)
G VL LE®)
R R sin2d

Wenn man ferner aus den 3 Gln. (96), (98) und (100) die 2 GroéBen
und w eliminiert, so erhilt man die ,,Vertriglichkeitsbedingung* fiir
diese 3 Gleichungen:

Rw = —(Ry&) + (Re — R, &) ctg?, (117)

deren Richtigkeit durch Riickeinsetzen unmittelbar erwiesen werden
kann. Fiihrt man in diese Gleichungen fiir ¢ und ¢, die durch die Gl. (107)
gegebenen Ausdriicke ein, so nimmt sie die Gestalt an:

2hER-w=—(R,8,) +v-(RS) +[RS —vRS; — R,S;+vR,Sletgd, (118)

urspriinglichen Gleichungen zuriickfiihren wiirde. Diese Unstimmigkeiten werden
erst dann behoben, wenn o¢ nicht gleich Null gesetzt wird, sondern die Verander-
lichkeit von o von dem Werte an der Innenwand (z. B. gleich dem Fliissigkeits-
druck) bis zu dem Werte an der Auflenwand beriicksichtigt wird.

Aus den Betrachtungen, die spater folgen, scheint hervorzugehen, daB bei
Einfiihrung der Summen der Spannungen iiber den Querschnitt die Faktoren
£ R—  und -Ri%z] iiberhaupt wegzulassen sind, da die Trapezform der

1
Fliachenelemente schon in der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen selbst
beriicksichtigt sind; doch sind die diesbeziiglichen Rechnungen des Verfassers

noch nicht abgeschlossen.
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und nach Einfiihrung von S und S; aus den Gln. (106), wenn die Schalen-
dicke 2% als konstant angenommen wird:

_ B {(Rl)' £ ] G
(119)

— [ﬁctg%? — v] V— &),
R,

wobei @ () (auBler von der Schalenform) nur von der Belastung ab-
hiangt und folgende Form hat:

[+ B) EO g
o) = (v + ) ey — B2
R 9 R F(9) 120
) cos? By F@)
+ (E + ’) s T+ (R + ”) Ctgﬁ[sinzﬁ RRIZ} '

Die GI. (119) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, die
auch in folgender Gestalt angeschrieben werden kann:

sind | R

in ihr kommen nur mehr die beiden unbekannten Funktionen V und o
vor.

Eine zweite Gleichung zwischen diesen selben Grofien erhdlt man
durch Einfiihrung der Ausdriicke fiir die Biegemomente @, @, in die
dritte der statischen Gln. (92), die zunichst bei Verwendung der an-
gensherten Ausdriicke (110) die folgende Gleichung liefert:

1 R, . ,}' R . R 29

nd [Rsmﬁw R, ctg?d-w —row = —EV. (122)

Die linken Seiten dieser beiden letzten Gleichungen sind von derselben

Form und die Gleichungen kénnen durch Einfithrung des Meifiner-
schen Differentialoperators

: l&-sinﬂ-V’] —%-ctg%?-V—f—vV:‘)hER-w—i—(D(ﬁ); (121)
1

1 |R, . ,J’ R 9
= . . - . 9.V 12
L(V) =nd [R sind - V R, ctg?d -V (123)

auch so geschrieben werden:

L(V)+v-V=2hER-w+ D),
R (124)

L(w) —vw :——f.V
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Die Losung des Schalenproblems ist damit fiir beliebige achsen-
symmetrische Schalen auf die Integration dieser beiden symmetrisch
gebauten linearen Differentialgleichungen 2. O. unter vorgeschriebenen
Randbedingungen zuriickgefiihrt, fiir die noch entsprechende Fest-
setzungen getroffen werden miissen.

Bei verinderlicher Wandstirke ware bei Ausfiihrung der in den
Gln. (118) und der dritten der Gln. (92) angezeigten Differentiationen
auf diese Verinderlichkeit von % mit ¢ Riicksicht zu nehmen, was
zum Auftreten des weiteren Gliedes

)2
auf der linken Seite der Gl. (119) fithren wiirde. Da in den meisten
Fillen diese Verdnderlichkeit von % sehr gering ist, so kann man davon
ganz absehen oder die Schale als aus Stiicken von konstanter Wand-
starke zusammengesetzt annehmen.

Aus den 3 Gln. (96), (98) und (100), die oben zur Vertraglichkeits-
bedingung (117) gefiihrt haben, kénnen auch % und w in mannigfacher
Weise durch die GroBen Rw, Re und R, ¢, ausgedriickt werden. Ins.
besondere folgt aus den 2 Gln. (98) und (100):

w—w= Rs,}
wetgd —w = R, &

durch Subtraktion die lineare Differentialgleichung fiir u:
w —uctgd = Re — Ry ¢

mit dem allgemeinen Integral:

u = Csin?d + sim?-fig—,_—Ris-l—dﬁ,
sin?d
woraus auch Re — R.c (125)
w = Ccos?d + eosﬁ~[——,—1—l d% — R, ¢
. sin?d

folgt, wenn C eine Integrationskonstante bezeichnet.

Sind die Spannungen 8, S; und daraus die Dehnungen der Mittel-
fliche &, & gefunden, so sind die Verschiebungen %, w durch diese
Gleichungen bestimmt. Die Konstante C (die eine Verschiebung der
ganzen Schale parallel zur Achse bedeutet) wird durch eine Rand-
bedingung festgelegt. Durch Einsetzung dieser Werte fiir « und w in
die Gleichung % + w’ = R wiirde man die Vertraglichkeitsbedingung
(117) direkt finden konnen.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 5
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26. Kugelschale. Sonderlosungen.

Fir die Kugelschale ist R = R; = konst., wodurch der Meifiner-
sche Differentialoperator nach Gl. (123) die folgende einfachere Gestalt
annimmb:

1
sin®

L(V)= [sind - V'] — ctg?d -V } (126)
=V" 4 ctgd - V' — ctg2d V.

Die erste der Schalengleichungen (124) behalten wir unveréndert bei,
nur nimmt hier auch @ (#) die einfachere Form an:

F ! 2
S RN L

sin2¢
oder nach Ausfithrung der Differentiation im ersten Gliede und Be-
nutzung von Gl. (95):

D) =R[(1 +»X —Z]. (127)

Zur Aufstellung der zweiten Schalengleichung ziehen wir die ge-
naueren Ausdriicke fiir die Biegemomente G und @; nach den Gln. (115)
heran, die wir wieder in die dritte der statischen Gln. (92) einfiihren.
Es folgt nach einigen unmittelbar ersichtlichen Reduktionen:

D) = |(1 +)

F(®) ——R2Z}

1 — 92 3R? 1 —»?
Liw) =ro =— 2hER'{l+ e J'V+ sng BX-
Bezeichnen wir hierin das von der Belastung abhingige Glied mit
1= px_ww (128)
2 kEr ° - ( ) ’

so erhialt man die genaueren Schalengleichungen fiir die Kugel in der
folgenden Gestalt:

L(V)+vV=2hER- o+ D),

(1 —9?) (1 + %f) - (129)

L(w) —vw = — ShER V4 P(9)

Von diesen Gleichungen kénnen nun fiir die wichtigsten Belastungs-
arten leicht Sonderlésungen (Partikularlosungen) angegeben werden,
die jedoch ihrem Wesen nach die Eigenschaft haben, keine willkiir-
liche Konstante zu enthalten, und daher auch nicht irgendwelchen vor-
geschriebenen Randbedingungen (Einspannung oder Auflagerung) an-
gepaBt werden konnen. Zur Anpassung an solche Randbedingungen
miissen diese Sonderlosungen noch mit den allgemeinen Losungen des



Kugelschale. Sonderlésungen. 67

homogenen Systems iiberlagert werden, das aus den Gln. (129) durch
Weglassung der von der Belastung herriihrenden Glieder @ (¢) und Y(#)
entsteht. Da dieses System von 4. O. ist, so bringt seine Integration
4 willkiirliche Konstante ins Spiel.

Fiir die Verschiebungen w, w erhalt man im Falle der Kugel die
folgenden einfacheren Ausdriicke:

B (L+»R [8—35, ] ,
”_[O“L siE ) sme 4007
(1+%R [S—S8 R » (130)
_ v — M & _
w_[0+ 52E ) smg 20 %7 5 i S

worin die beiden C enthaltenden Glieder wieder eine Verschiebung
der ganzen Schale parallel zur Schalenachse bedeuten, die fiir irgend-
einen Breitenkreis der Kugel zum Verschwinden gebracht werden kann.

Zunichst moge hier diese Zusammenstellung der Sonderlésungen
fiir die folgenden Belastungsfalle, auf die schon in 20. hingewiesen wurde,
Platz finden:

a) konstanter Druck,

b) Fliissigkeitsdruck,

c¢) Eigengewicht,

d) Schneedruck,

e) Fliehkrafte. .
Zum Schlufl folgt eine Bemerkung iiber
f) den EinfluBl der Temperatur.

a) Belastung durch konstanten Druck. Fiir X = 0, Z = —p = konst.
wird @ (P) =0, P($) =0, und die Schalengln. (129) sind fiir die Voll-
kugel aus Symmetriegrinden nur durch V=N=0, w =0 zu er-
fiillen. Die letztere Gleichung w = 0 liefert weiter, da wegen der Sym-
metrie offenbar auch # = 0 zu setzen ist: w = konst., so daBl nach

den Gln. (98) und (100) & = & = _%’_ und nach den Gln. (108):
2hE w
=8 = -"" .2 131
S 1 1 —y R ( 3 )

folgt. Das negative Vorzeichen besagt, dafl bei negativem w (Aus-
dehnung) alle auftretenden Spannungen Zug-, umgekehrt bei positivem
w Druckspannungen sind.

Die statischen Gleichgewichtsbedingungen ergeben in diesem Falle

S:Slzfﬁ, N=0,

“
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woraus in Verbindung mit der vorigen Gleichung fiir die radiale Ver-
schiebung der Wert folgt:
(I —»)pR?
Fiir die Biegemomente erhilt man unter Verwendung der genaueren
Gln. (115) die Werte
[ ' h? h® Rp  ph?
| G=6G=3r %3 2 6 (133)
unabhéngig von R. Die Werte
der Biegemomente erhalten
nur A2, so daB nur bis auf
GroBen 2.0. in & die Ver-
wendung der vereinfachten
Gleichungen zu lassig ist. —
Einem inneren Drucke ent-
sprechen positive Werte der
Biegemomente, d. s. solche,
die die Mittelfliche zu ver-
flachen, ihre Kriimmung also
zu verkleinern streben, wie es
eben bei einer Ausdehnung
der Kugel zutrifft.
Zu bemerken ist, daBl man
fiir den analogen Fall in der
Ebene: Zylinder unter kon-
stantem Innendruck densel-
Abb. 21. benWert fiir das Biegemoment
erhalt. Ferner, dafl die an-
gendherten Gln. (110): G = G4 = 0 ergeben wiirden, was aus den an-
gegebenen Griinden nur bis auf Glieder 2. O. in A richtig ist.

b) Belastung durch Fliissigkeitsdruck. Um die Formeln sogleich in
einer Form zu geben, wie sie fiir wirkliche Verhaltnisse gegebenenfalls
Anwendung finden konnte, gehen wir aus von einer Kugelkappe, die
als Boden an einen Behilter angeschlossen und passend gelagert ist.
Vorgegebene Randbedingungen kénnen dabei, wie schon hervorgehoben,
noch nicht erfiillt werden, da wir hier zunéchst nur die Aufgabe vor
uns haben, die Bedeutung von Sonderlosungen anzugeben, die keine
willkiirliche Konstante enthalten. Den Spannungs- und Verschiebungs-
grofen sind an den Randern jene Werte zuzuschreiben, die sich aus
den Formeln selbst fiir die betreffende Randstelle ergeben; sollen
andere Randwerte Geltung haben, so miissen die frither gefundenen
Werte durch Uberlagerung einer Losung der homogenen Gleichungen,



Kugelschale. Sonderlésungen. 69

die den Differenzen aus den vorgeschriebenen und jenen ,,partikularen‘
als Randwerte entspricht, in diese tibergefithrt werden.

Wenn die Kugelkappe, die den unteren Abschlul des Behalters
bildet, nach unten zu konvex ist, so bezeichnet man sie in der hier vor-
liegenden Anwendung als Hangeboden, wenn sie konkav ist, als
Stiutzboden. Wir betrachten zunichst den Hangeboden und be-
merken, daf} die fiur den Stiitzboden geltenden Gleichungen aus jenen
des Hangebodens durch einen einfachen Vorzeichenwechsel hergeleitet
werden konnen.

1. Hangeboden. Fiir eine Belastung des kugelformigen Hinge-
bodens, dessen Randebene dem Zentriwinkel ¢, entspricht, durch
Fliissigkeit, die bis zu einer Hohe H iiber diese Randebene reicht, ist
zu setzen (Abb. 21):

X=0, Z=—yz=—y[H+ R(cos? — cosd)].
Also folgt nach Gl. (95):
F(9) = R*[Zcos¥sind dd — ¢

2 3
= ;/R2[(H — Rcost,) —99;—19- +R- CO; L co]

und nach Gl. (127):
D () = —R2Z' = —y R3sind.
Die Schalengln. (129) lauten hier:
L(V)4+»VW=2hER-w® — y R3sind,

2
a1+ 2 (134)
L(w) —vw = — ShER V.
Da L(sin®) = —sin?

ist, so erkennt man leicht, dall den vorhergehenden Gleichungen durch
einen Ansatz von folgender Form:

V=RN = A4-sin?d, w = B-sin?d

Geniige geleistet werden kann, wenn fiir die Konstanten 4 und B, wie
man durch Einsetzen und Auflosen der Gleichungen nach 4 und B
festgestellt, die Werte gesetzt werden:

y R3 y R h?
4= 3R] 3(1L—»)’
(I—») 2—’_7»?
3R (135)
B:1+—hz_- y R R
3R 2hE | 2hE
SR TS
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Mit ihnen liefern die Ausdriicke (116) fiir die Spannungen, wenn die in
ihnen auftretende Konstante ¢ wieder durch die Bedingung bestimmt
wird, daB diese Spannungen im Scheitel P, endlich bleiben sollen:

_ yR? [1—{—cos79+eos‘-’ﬂ 3(5_ ‘ )} _ﬁ

S = 3 T 1 cosd o\ R cosd, i cos?,
R2[—14 2cos? + 2cos?¥ 3 (H (136)

_yR— cos cos?d 3 (H 4
Sy = 3 [ 14 cos?d + 2<R OOS&O)] ROOSﬁ’
hiezu kommt noch:

vV A .
N = 7= Esmﬁ.

Zunichst erkennt man aus diesen Gleichungen fir S, 8,, deren erste
Glieder auf der rechten Seite mit den Spannungen der nichtsteifen
Schale iibereinstimmen, wiahrend die zweiten Glieder den EinfluB
der Biegesteifheit darstellen, daB die Spannungen eben durch die

Biegesteifheit vermindert werden; da jedoch % klein ist, so ist diese

Verminderung nur geringfiigig, wie auch aus dem unten folgenden
Zahlenbeispiel hervorgeht. Ferner sieht man, daB fir $ =0: § =5,
wird.

Fiir die Biegemomente erhalt man nach den Gin. (115):

2
G=——D(1+v)-£cos19+%-8

R
3 R
1420
__ rEE k> P e L
T3y s SV tgp Sy —Aeosibgm S
2+ -

und ebenso

B2
G, ~> — A cos? + ?ﬁ'sl'

Die Verteilung der Spannungen und der Biegemomente ist in Abb. 21

2 2
eingetragen. Unter Weglassung der Korrektionsglieder ’;—Rg und h3 zl

: @ =G, =0, daher konnen diese Gleichungen un-

T
2
mittelbar zur angeniherten Berechnung des Halbkugelbodens, der am

ist fir 9 =

oberen Rande (ﬁz%) gelenkig und verschieblich gelagert ist,

dienen. Wegen der Kleinheit von 3 sind auch diese Biegemomente
kleine Grofen.
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Nachdem die Spannungen S und §; ermittelt sind, rechnen sich die
Dehnungen ¢ und ¢, der Mittelfliche nach den Gln. (107) und die Ver-
schiebungen %, w nach den Gln. (125). Man erhélt:

( » R3[ 1
u :{0-}- (IZZ)E/'R 1 ; —ln(2cos23§) ¥sin19,
l 2cos®; - J
) - . (138)
o EIRT Lo ) R
0w —{O—}— 6hE 9 —In|2cos 2 cos) — 2hAE;(S]~vS).
200823 j

Die beiden Glieder C'sin®, C cos? bedeuten eine Verschiebung der
ganzen Schale nach der Lotrechten um den Betrag C; sie wird dadurch
festgelegt, daB fiir irgendeinen wagrechten Schnitt, etwa fiir ¥ = 9,
das Verschwinden dieser Verschiebung vorgeschrieben wird; man er-
halt dann als Bestimmungsgleichung fiir C':

fusin® + weos?]y -y, = 0. (139)
Der Verlauf der Verschiebung w ist ebenfalls aus Abb. 21 zu ersehen
(w verschwindet nahezu).

Zahlenbeispiel. Gegeben seiein Hangeboden in Form einer Kugel-
kappe mit ¢, = z aus Eisenbeton mit den Abmessungen R = 3 m,

2h=9cm, H=4m. Der Wert der Konstanten A wird (mit » = 0,3)
nach GI. (135):
4 = 2,89 [kg].

Der groBte Wert der Spannungen tritt fir die Kugelkappe im Scheitel
(9 = 0) ein und betragt dort fiir 1 cm? Querschnittsfliache:

S5 _L[yR3, 8 83 ) 4 [k
2 2k 91l 3 R 7 lem?]’

2 "2 R 2 2
Das Glied % macht hier nur etwa 0,01 vH (!) des ersten aus, der

EinfluB der Biegesteifheit auf die Spannungen in der Mittelfliche ver-
schwindet daher nahezu vollstandig. Der grote Wert der Schubkraft N

tritt in der Grenzebene der Kugelkappe auf (1‘} = «Z) und betragt:

4 72
N=2.12 m[kg} d. i. No,0007[—15§}.
R 2 m cm
Die Biegemomente im tiefsten Punkte sind nach Gl. (115) (da S = S;):
yRh? h?
G=0,=—4 S =t 4.
+ 3(1—v)+ 3R 72,9

— 280 +1,64=—1 25[15&0-’3] .
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Die von den Biegemomenten herriihrenden Spannungen nehmen an
den Wandflachen der Schale die grofiten Werte an, und zwar sind diese
im Scheitel des Hiangebodens:

6G 6-1,25 kg
Umax::t‘lkz::l: g1 =j:0,092[ ]

cm? .

2. Stiitzboden. Wenn man in den bisher verwendeten Formeln
das Vorzeichen des Druckes Z umkehrt, so konnen sie auch — unter
denselben einschrinkenden Voraussetzungen wie zuvor — zur Be-
rechnung der Stiitzboden dienen, deren schematische Anordnung in

Abb. 22.

Abb. 22 gegeben ist. Fiir die Darstellung ist es dann bequemer, in allen
Formeln statt des Winkels ¢ den Winkel # — & = ¢ einzufiihren, der
vom oberen Scheitel der Kugel gemessen wird. Er ist daher zu setzen:

Z = y[H + R(cos® — cos?,)] =y R % + cos¥; — cos?| .

Dieselbe Substitution 7 — & = ¢, d = —d’ in die allgemeinen Aus-
driicke fiir die Spannungen (116) und in die Schalengln. (135) eingefiihrt,
liefert zunéchst:

V=A-sin¥, w=B-sind

mit denselben Werten der Konstanten 4 und B vﬁe zuvor. Die in
F(9) = F(mw — 9') auftretende Konstante ¢, wird wieder durch die
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Bedingung bestimmt, da die Spannungen S und §; im Scheitel P,
d. i. fiir 9’ = 0, endlich bleiben miissen. Man erhilt so die Ausdriicke:

2 2.9/ 297
g _ yR [—3—<cosz%—}—£> __cos 19+cosz9—f—l] +i4—cosw9',

3 [2 R cos? + 1 R
R2[3 H 2cos2¥ 42 ¥ —1 A (140)
__vR*[3 , , H\ 2cos '+ 2cosd — } 4 ,
Si=—7 [2(“"5’9"4r R) cos? + 1 g oos?
Ferner ist die Schubkraft: ‘
Vv 4 .
N = ':k— = fsmﬁ .

Fiir ¢ = 0 ist S =S, wie es sein muB. Da in den eckigen Klammern
die ersten Glieder iiberwiegen, so ergeben sich sowohl § wie auch S
als Druckspannungen. Die Steifigkeit, deren EinfluB durch das letzte
Glied dargestellt wird, verkleinert (wenn auch nur in geringem MaBe)
die Druckspannungen in der Mittelfliche, so wie sie beim Hangeboden
auch die Zugspannungen in der Mittelfliche verkleinert.

Fiir die Biegemomente erhilt man nach den Gln. (115) denselben
Wert wie zuvor, nur mit umgekehrtem Vorzeichen:

Gz%(l—f—v)cosﬁ’—l—g%—é'
_ 7R3cos19;,R2 —}—-:—:%-SmAcosﬂ'—i-%-S,
(1—7)(\1+ . ) (141)
ebenso.
72
Gy > Acos?d + -37?:5’1.

Sie sind positiv, haben also das Bestreben, die Kriimmung zu ver-
kleinern, also den Stiitzboden zu verflachen. Auch fiir die Ver-
schiebungen ergeben sich @hnliche Ausdriicke wie zuvor.

Natiirlich hiatte man alle diese Gleichungen auch unmittelbar (ohne
den Ubergang 7 — & = ¥’) anschreiben konnen.

¢) Belastung durch Eigengewicht. Mit den Bezeichnungen von Ab-
schnitt 5a) und der Abb. 7 ist zu setzen:

X = —g¢sind, Z = —qgcos?,
so dafl nach Gl. (127):
D) = R[(1+»)X —Z'1=—(2+ »)gR?-sind.
Geht man wieder mit den Anséatzen ‘
V=RN = Asin?, o = Bsind
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in die Schalengln. (129) hinein und beriicksichtigt wieder, daB
L(sind) = —sind,

so folgen fiir die Konstanten 4 und B die folgenden Werte, fiir die man
wegen der Kleinheit von % gegen R wieder sehr einfache und hinreichend
genaue Naherungswerte angeben kann:

14+ 2» gqR? 14 2»

= — e [ s — . 2
A=3= 3R : 31—y
T
142 % sty om (142)
_ L _ |4 2Ty 9k
B=|(+2) st 0Nz~

Fiir die Spannungen S und §; erhélt man nach den Gln. (116) die fol-
genden Ausdriicke:

Rq A
8= 1+cosﬁ_§com9’ l (143)
cos2® + cosd — 1 A
1= 1+ cos?d -Rq—ﬁcosﬁ,l
und die Schubspannung ist:
V 4 .

In Sund §; stimmen die ersten Glieder mit den in 5a) gegebenen Werten
iibetein. Man sieht, daf auch hier die Spannungen in der Mittelfliche
durch die Steifigkeit vermindert werden. AuBerdem erh#lt man nach
den Gln. (115) fiir die Biegemomente:

- DB _E _ (2+y) 2 ﬁ
G____-jz——(l‘f‘v)cos/ﬁ—} 3R S = 3(1_,})qh COS'&+3R S9 (145)
__DB . o L e

G ) (1_*_1})00819_*_3}% S,= 3(1_1,)qh cosﬂ—l—?’R S;.

In den Gln. (143) ist die in F(9) eintretende Konstante ¢, so be-
stimmt worden, daf die Spannungen im unteren Kugelscheitel P,
endlich bleiben, die Kugel also in irgendeinem Parallelkreise oder am
oberen Scheitel (wo eine Singularitit auftritt) passend unterstiitzt
gedacht ist. Man kann jedoch die Konstante auch durch die Forderung
bestimmen, daB am oberen Scheitel oder am oberen freien Rande
(9 = ¥,) eine der beiden Grofien S oder G verschwindet; vollig span-
nungsfrei 148t sich der obere freie Rand unter alleiniger Verwendung
dieser Sonderlosung nicht machen. Die betreffenden Formeln geben
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dann einen ersten Anhaltspunkt fiir die Berechnung von oben geschlosse-
nen oder offenen Kuppeln, die lings eines Breitenkreises auf einer
wagrechten Unterlage aufruhen, lings welchem sich die Spannungs-
groflen S, N, G aus den angegebenen Gleichungen berechnen lassen.
Es empfiehlt sich, hierzu wieder den Winkel ¢ = 7 — 9 einzufiihren,
wodurch L (V) ungeéndert bleibt und die Meridianspannung folgenden
Wert annimmt:

! , 1 gR2cosd + ¢,
S=geosV+p- gy

Soll dann am oberen Rande ¥ = 9, der Kuppel etwa das Biegemoment
G verschwinden, dann lautet die Bestimmungsgleichung fiir ¢,:

= 27 sy 4 g
G:3(1+v)qh cos? +3R §=0,
also
24 , 1 A 1 gR*cosd + ¢,
T kA y - Il Iy =0

Die dabei am oberen Rande auftretenden Spannungen S und N miissen
durch besondere Vorkehrungen (Spannring, Verstrebungen u. dgl.) aus-
geglichen werden.

Soll dagegen die Spannung S am oberen Rande verschwinden, so
ist die Bedingungsgleichung fiir die Konstante c,:

[Slyr=9; =0,
und es wird:
co = — (4 sin2J; + q R?) - cos ),

womit die Ausdriicke folgen:

_ cosdhy— cosﬂ’ ( , cosdy- sinzz‘)(,)
S=—amy B\t ny )
cos?) sin2® — cos 4 cos?’ A cos2 ¥, sin2 (146)
. _ 0 . “ ’ 0 0
Si= sin2®’ ¢k + R (COSﬁ + sin2¢’ )
und insbesondere fiir die oben durchlochte Kuppel (95 = 0):
____9R 4 o
S = 1+cosﬁ'+RCOSﬁ’
29 + cos¥ — 1 A (147)
cos cos? — ,
= — . = cos?.
5 1 -+ cos? ¢k + R

Aus den letzten Gleichungen erkennt man, daB fiir die Vollkugel

die Spannung S, im oberen Kugelscheitel P;: ——%B wird, aus den
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vorhergehenden geht jedoch hervor, daBl fiir ein sehr kleines 9}, wenn
die Kugel also oben ein kleines Loch besitzt, fir &' = ): S; = ¢ R wird.
Eine wenn auch noch so kleine Durchlochung der Kugel erhéht daher
die Ringspannung im Scheitel auf das Doppelte.

In Abb. 23 ist die Verteilung der SpannungsgréBen und der Durch-
biegung w fiir diesen Fall unter den Annahmen R = 3 m, 24 = 9 cm,

g = 220 kg/m?, 9, = % zur Darstellung gebracht. Zum Vergleich

sind in Abb. 24 dieselben Spannungsgréfien fiir die oben geschlossene
Kuppel eingetragen.

Abb. 23. Abb. 24.

Die Verschiebungen sind wieder nach den Gin. (130) zu rechnen.
Fiir den soeben betrachteten Fall der oben offenen Kuppel (Offnungs-
winkel ¥() erhélt man nach einfacher Rechnung:

. (1+11)qu[ { ,’( ﬂ)—cosﬂ{,}
u—{O—;——————zhE Inysin? tg2

sin?d’,

sin2’

1 — cos® cosﬁ']l
J

o LR L))
w_{0+_—QTE—_ Inysind tg2

(148)

1 —_cosﬁ(,cosﬂi]l cos 92 R

sin2d/ T 2nE (8, —»8),
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und insbesondere fiir die oben geschlossene Kuppel (J; = 0):

B (l—f—v)qu[ o
u-{O—f-———QkE In(1 + cos®’)
AES Y. ,

1 .o
14 cosﬁ_']}smv ’

1
- 4 149
1+ cosﬁ"]}com9 (149)

R

ShE (S, —»9)

Die Konstante C wird auch hier durch die Bedingung bestimmt, da§3
in einer wagrechten Auflagerebene die Verschiebungen nur in dieser

erfolgen sollen.

d) Belastung durch Schneedruck.
Bei der natiirlichen Anschiittung von
Schnee wird angenommen, dafl auf
Flachen mit gleicher wagrechter Pro-
jektion gleiche Gewichte entfallen.
Bezeichnet man mit s, die auf die
Flacheneinheit wagrechter Projektion
driickende Schneelast, so ist die lot-
recht wirkende Last auf ein Flidchen-
stiick von der Grofle der Flichenein-
heit, deren Normale mit der Lot-
rechten den Winkel ¢ einschlieBt:

8§ =8y cost.

Das Achsensystem wird jetzt un-
mittelbar so angenommen, wie es

Abb. 25.

Abb. 25 zeigt, die verwendeten Gleichungen erfahren dadurch keine
Anderung. Die Teile der Belastung in den Richtungen &, ¢ sind dann:

X = sy cosdsind ,
Damit folgt nach Gl. (95)

2
F9) = Resy- S0

Ferner ist nach Gl. (127)

Z = 8yco82 .

+ ¢

D(F) = R2[(1 +v) X — Z'] = R25,(3 + v) cos? sin??,
so dafBl die Schalengleichungen die folgende Form annehmén:
L(V)+»V=2hER-w + (3 + v) R?sycos?sind,

(114 28)

Lw)—vro=— V+

(I—»?)Rs,

(150)
cos?sind .

2hER

2hE
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Da
L(sin® cos?) = —5sind cos? ,

so sind die gesuchten partikuliren Losungen in diesem Falle in der
Form anzusetzen:

V=NR = Asin? cos?, w = Bsin?¥ cos?,

wobei die Konstanten 4, B, wie sich durch Einsetzen in die Schalen-
gleichungen ergibt, die folgenden Werte annehmen, zu denen wir so-
gleich die sehr brauchbaren Naherungswerte (kb klein gegen R!) hinzu-
nehmen

— 2
4 yz)(534;22v)(3+v) st0~—2(;:;4_”%v—z-hzso,
—_— P IR 42
(1 vz)(1+ = >+25 v (151)
1— »? 3 R? 3—» Rs,
B=<5—+;)—-2km'[(1+—m )A—RZSO]“’—T WE

Mit diesen Werten ergeben sich nach den Gln. (116) die folgenden Werte
fiir die Spannungen, wenn die in F(J) auftretende Konstante c, wieder
durch die Bedingung bestimmt wird, dafl die Spannungen S, S, fir
¥ = 0 endlich bleiben miissen:

A 1 1 (A ) A
—_ e 2 P, _ | - 1
S = Rcosﬁ 2Rso 3 R—{—Rso 2Rcos2l9,
4 R (152)
— — 80 (‘
S, = (R—I- 3 )cos21).
Zu diesen kommt noch die Schubspannung:
vV 4
N = E _ﬁ sin29 . (153)

Da A negativ ist, so sieht man auch hier wieder, dal durch die Steifig-
keit die Spannungen in der Mittelfliche der Schale herabgesetzt werden.
Fiir die Biegemomente findet man nach den Gln. (115)

h?

G=— %ﬁ[cos?ﬁ—i— y - cos?d] -+ ES,
(154)
DB h?
— 2 . .
G, = i [cos2d + » cos219]+3R S,
dabei ist
DB 3+ s,

R T 31—



Kugelschale. Sonderlgsungen. 9

und endlich fiir die Verschiebungen nach den Giln. (130)

= Csind + (1)2_;) (A4 4+ R%sg) _s%%ﬁ ,
(; | B R (155) -
— + v . 2 29 T —
w = Ccos? + Yy (4 + R2?s,) cos?2d ZkE(Sl v8),

worin die die Konstante C enthaltenden Glieder dieselbe Bedeutung
haben wie zuvor.

e) Belastung durch Fliehkrifte kommt bei Kollergingen und bei
Zementmiihlen, die zur Herstellung des Zementes dienen, zur Geltung.
Ankniipfend an die in 5b) und Abb. 8 verwendeten Bezeichnungen
setzen wir

X = ksin® cos ¥, Z = —ksin2?9, k:?.—;—thz.

Damit ergibt sich:
F(9) = c,
und
D) = R2[(1 +»)X — Z'] = (3 + v) R2ksind cos? .

Die Schalengleichungen stimmen mit den in d) angegebenen vollstindig
itberein, wenn £ an Stelle von s, gesetzt wird, deshalb sind auch fiir ¥
und w dieselben Ansitze zu verwenden wie zuvor, die auch fir A
und B die gleichen Werte wie dort liefern. Fiir die Spannungen folgen
nach den Gln. (116) die Ausdriicke:

S = — A cos2,
R -
4 (156)
S; = — R ksin29 — —Ecos219 ,
und weiter ist:
vV A
N= = _"_si .
= oR sin29 (157)

Ebenso erhilt man auch fiir die Biegemomente dieselben Ausdriicke
wie in d), in die nur fiir S und 8, die jetzt gefundenen GroBen einzu-
setzen sind. Die Verschiebungen %, w sind wie zuvor aus den Gln. (130)
zu berechnen.

f) Einfluf der Temperatur. So wie beim geraden oder krummen
Stabe, der in seiner Ausdehnung nicht behindert ist, und auch bei allen
statisch bestimmten Systemen durch eine gleichférmige Tempe-
raturdnderung keinerlei Spannungen auftreten konnen, so ist auch
bei der diinnen Kugelschale eine solche gleichférmige Temperatur-
dnderung nicht mit dem Auftreten irgendwelcher Spannungen ver-
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kniipft, sobald ihre Ausdehnung unbehindert erfolgen kann. Einer
Temperaturinderung A¢ entspricht dann eine gleichsinnige Anderung
des Halbmessers vom Betrage

w=Ruy-4¢, (158)

worin 7 die Wirmeausdehnungszahl des Schalenmaterials bedeutet.

Ist jedoch ein Teil der Kugelschale in seiner Ausdehnung in irgend-
einer Weise behindert, wie etwa der Grundkreis einer halbkreisférmigen
Kuppel durch gelenkige Lagerung oder Einspannung, so treten Warme-
spannungen auf; diese werden dadurch ermittelt, daBl die durch die
Ausdehnung an der Einspannungsstelle auftretende Verschiebung durch
ein zusétzliches System von Spannungen riickgingig gemacht wird. Die
Ubereinanderlagerung beider gibt die von der Temperaturerhéhung
herrithrenden Verschiebungen und Spannungen in der ganzen Kugel-
schale an.

Dieser Sachverhalt dndert sich vollstindig, sobald die duflere und
innere Grenzfliche der Schale auf verschiedenen Temperaturen ge-
halten wird, wie dies z. B. bei luft- oder wassergekiihlten Zylindern von
Verbrennungsmotoren u. dgl. der Fall ist. Es sind dann ahnliche An-
satze zu verwenden, wie sie z. B. A. Nddail) fiir ebene Platten an-
gegeben hat.

27. Erfiillung vorgegebener Randbedingungen.

Aus den im vorigen Abschnitte angegebenen Sonderlésungen, welche
die am haufigsten vorkommenden Belastungsfille betreffen, folgen an
den Réndern der Schale von selbst ganz bestimmte Randwerte fiir
die Spannungsgréfien S, N, G (8;, G; kommen dabei offenbar nicht
in Betracht) einerseits und fiir die Verschiebungsgrofien », w (und auch
w=" ;u’f) andererseits; diese muften bisher so hingenommen
werden, wie sie sich aus den Formeln selbst ergaben, ohne dafl es auf
Grund der bisherigen Entwicklungen moglich gewesen wére, ihnen
am Rande vorgeschriebene, d.h. von jenen Sonderlésungen un-
abhéngige Werte zu erteilen. Die bisherigen Ergebnisse erfordern dem-
nach eine Erginzung, sobald das Problem vorliegt, jene Losungen zu
bestimmen, die am Rande ganz bestimmte Werte, sei es der Span-
nungen oder der Verschiebungen, annehmen. Da die Randwerte von
S und N zufolge der Gln. (116) voneinander abhéngen, so kann von
diesen beiden GroBen nur die eine vorgeschrieben werden — die andere
ist dann durch die erste bestimmt. Zwischen den Randwerten von S, G
einerseits und jenen von %, w andererseits bestehen nun zunachst die

1) N4dai, A.: Elastische Platten. Berlin: Julius Springer 1925.
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folgenden Beziehungen, in denen die Randwerte durch wagrechte
Striche kenntlich gemacht sind:
= 2hE 2hE

S=———(+rg) = (=R (@ — w + »(wetgd — w)],

2 _
G = ——g—[aur vwetgd| + -gkﬁ-s.
S und @ sind also erst bekannt, sobald die Verschiebungsgrofien u, w, @
und ihre Ableitungen angegeben werden. Sind andererseits S, G am
Rande gegeben, so kann iiber %, w dort unmittelbar nur so viel aus-
gesagt werden, als durch diese Gleichungen festgelegt ist.

Fiir die folgenden Betrachtungen sind aber noch andere Beziehungen
von Nutzen, die sich zwischen den Spannungen und Verschiebungs-
groBen bei fehlender Flichenbelastung abstellen lassen. Werden
diese Grofen in diesem Falle durch den Zeiger () gekennzeichnet, so
nehmen zunéchst die statischen Gln. (92) und die GIn. (116) die Form an

NO= —89.tg9,
80 = —NO/ = — (8. tgdy, (160)
GV + (GY — @) ctg = R-N”.

Mit Hilfe dieser Ausdriicke erhialt man nach den Gln. (130) fiir die zu-
gehorigen Verschiebungen die Werte:
(14 »)R

u” = Csind — 2hE NO,

R
0 —_— (0) (0)
w® = C cos? 2hE’(S + 8,

(161)

wobei freilich zu bemerken ist, daBl die durch C gegebene Verschiebung
der Schale parallel zur Drehachse nur einmal als willkiirliche Kon-
stante vorkommen darf. Bei der Uberlagerung dieser homogenen
Losung mit einer Sonderlosung mufl die Summeder Verschiebungen
den beziiglichen Randbedingungen angepaft werden, wobei eben die
Glieder C sin?, C cos? nur einmal eingesetzt werden diirfen.

Nach der Methode, di aus der Theorie der Randwertaufgaben bei
linearen Differentialgleichungen bekannt ist, hat man nun so vorzu-
gehen: es wird der partikuliren Losung fiir den vorliegenden Belastungs-
fall eine vollstindige Lésung des homogenen Systems iiber-
lagert, und die in dieser auftretenden Integrationskonstanten werden
so bestimmt, daB die vorgegebenen Randwerte herauskommen. Das
homogene System entsteht aus den urspriinglichen Schalengleichungen
durch Streichung der Belastungsglieder @ () und ¥(«#). Die Losungen

Poschl, Behiilter. 2. Aufl. 6
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des homogenen Systems bedeuten physikalisch solche elastische Zu-
stande, die durch Randkréifte allein hervorgerufen werden. Um die
richtigen Randwerte zu erhalten, hat man offenbar gerade jene Losungen
des homogenen Systems zu ermitteln, welche den Differenzen aus den
vorgegebenen und den aus der partikuliren Losung flieBenden ent-
sprechen. Die Uberlagerung dieser homogenen und jener Sonderlosung
fiir das ganze Gebiet entspricht dann der vorgegebenen Belastung
und den vorgegebenen Randbedingungen.

Wenn man wieder, wie eben zuvor, die aus den homogenen Gleichun-
gen flieBenden Werte durch den oben angesetzten Zeiger () bezeichnet,
also 8, N9 usw., so erhiilt man fiir die iiblichen Randbedingungen
die folgenden Ansitze:

a) Der freie Rand ist durch das Verschwinden der Spannungen und
Biegemomente gekennzeichnet; an ihm muf} also sein:

§+ SO =0,
N+ No—o, (162)
G+ G9=0.

Hierbei ist zu beachten, worauf schon oben hingewiesen wurde, daf}
die beiden ersten Bedingungen nicht voneinander abhéngig sind. Dieser
Fall tritt z. B. bei der oben offenen Kuppel auf.

b) Fiir den gelenkig unverschieblich gelagerten Rand gilt:

G+Go =0,
% +u®=0, (163)
w+w®=0.

¢) Fiir den gelenkig, radial frei verschieblichen Rand ist zu setzen:
G+ G0 =o,
%+ u® =0, (164)
N+ NO=0.

d) Fiir den vollkommen fest eingespannten Rand ist:
w4+ u® =0,
w4+ w® =0, (165)
w4+ w®=0.

Da w___»u_—;w

“der ersten auch die folgende genommen werden:

W 4w =0. (165')

, 8o kann an Stelle der letzten Gleichung wegen
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¢) Endlich mégen noch der Vollstiindigkeit halber die Randbedin-
gungen fiir den schwer realisierbaren Fall des eingespannten (feste Tan-
gente!), aber radial frei verschieblichen Randes hingeschrieben werden:

@4 A =0,
%+ w50 =0,
N+ NO=0.

Zwischenstufen zwischen diesen, d.h. teilweise oder nachgiebige
Einspannungen, miissen durch entsprechende Ansdtze zwischen diese
Falle eingeschachtelt werden.

Eine Schwierigkeit, die bei der Integration auftritt, besteht darin,
daB die Schalengleichungen die GroBlen V und w enthalten, daBl aber
die eben angeschriebenen Randbedingungen nicht unmittelbar diese
beiden betreffen, sondern die meisten entweder keine oder doch nur
eine von ihnen. Durch Verwertung der obigen Bemerkungen gelingt es
aber in gewissen Féllen, die Randwerte von ¥ und w aus den gegebenen
unmittelbar zu erschlielen, so insbesondere fiir den Fall der vollstindigen
Einspannung, auf den weiter unten naher eingegangen wird.

Um sich zu iiberzeugen, dafl der Zahl der Randbedingungen in
jedem Fall die gleiche Zahl von Integrationskonstanten gegeniibersteht,
bemerken wir zunidchst, dall die Losung der homogenen gemachten
Schalengln. (129) 4 willkiirliche Konstante ins Spiel bringt; zu diesen
kommt noch ¢, in der Gl.(95) und C in den Gln. (130), die eine Parallel-
verschiebung der ganzen Schale langs der Achse bedeutet. Zusammen
also 6 Konstante.

Fiir Schalen mit einem Rande sind an diesen 3 Bedingungen zu
erfilllen; zu diesen kommt als vierte, daf3 die Spannungen im Scheitel
der Schale endlich bleiben miissen (dies bedeutet eine Verfiigung iiber
o), und daf} im Scheitel sowohl w (aus Symmetriegriinden) wie auch
V verschwinden muf} (dies kommt darauf hinaus, dal von den 4 Losun-
gen der homogenen Gleichungen fiir die einréindrige Schale nur 2 bei-
zubehalten sind). Zusammen 6 Bedingungen zur Bestimmung der
6 Konstanten.

Fiir Schalen mit zwei Rédndern (darunter auch ein freier) hat man
an jedem Rand 3 Bedingungen; da aber die 3 anderen der eben genannten
Bedingungen wegfallen, so stehen diesen 2 X 3 = 6 Bedingungen ge-
rade die 6 Integrationskonstanten gegeniiber.

Daf} sich die Spannungen, die durch ein auf den Rand wirkendes
Kraftesystem in der Schale entstehen, nur in der Nihe des Randes be-
merkbar machen und weiter weg davon ganz verschwinden, ist eine
Folge des sog. Saint-Venantschen Prinzips, das als ein allgemeines
Gesetz der Elastizititstheorie angesehen werden kann. So wird z. B.
das Kriftesystem, das am Rande einer Halbkugel einwirkt, gegen den

6*
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Pol zu ganz verschwindende Einfliisse ausiiben. Die Benutzung dieser
Tatsache, die sich als vollkommen zutreffend ergibt, wird bei prak-
tischen Rechnungen oft zu wesentlichen Vereinfachungen verwertet
werden koénnen.

Was nun die Losung des homogenen Systems selbst anlangt, so sind
hierfiir 4 Methoden bekannt!):

1. die Methode von Meilner durch Zuriickfiihrung auf hyper-
geometrische Differentialgleichungen;

2. die Methode von Blumenthal durch asymptotische In-
tegration der Schalengleichungen;

3. die Methode von Bauersfeld - Geckeler durch Verein-
fachung der Schalengleichungen;

4. die angenaherte Lo6sung der Schalengleichungen durch
Zuriickfithrung auf Differenzengleichungen. .

Die erste Methode zeichnet sich durch grofe mathematische Ele-
ganz, die zweite durch ihre Allgemeinheit aus; fiir die praktischen
Rechnungen diirfte die Verwendung der dritten oder vierten in den
meisten Féllen ausreichen.

Da die beiden ersteren Methoden hier nicht zur zahlenmiBigen
Auswertung benutzt werden sollen, so wollen wir uns hier darauf be-
schrinken, die Grundgedanken anzugeben, auf denen sie beruhen.

28. Die Methode von E. MeiBner?2).

Das homogene System der Schalengleichungen, das durch Weg-
lassung der Belastungsglieder aus den urspriinglichen Gln. (129) ent-
steht, lautet:

L(V)+»V =2LER -,

1 - (1425 (166)

L(w) —vw =— SHER V.

Eliminiert man aus diesen Gleichungen etwa zuerst @, so erhilt man
die Differentialgleichung 4. O.:

LL(V)+xV=0 (167)

1) Es konnte auch die Methode von W. Ritz oder eine andere von den im
zweiten Teil beschriebenen Methoden zur angenéherten Losung der Schalen-
gleichungen herangezogen werden.

2) Siehe E. MeiBner: Uber Elastizitit und Festigkeit diinner Schalen.
Vierteljahrsschr. d. naturforsch. Ges. in Ziirich Bd. 60. 1915; und: Das Elasti
zitidtsproblem fiir diinne Schalen von Ringflichen-, Kugel- oder Kegelform. Phys.
Z. Jg. 14, 1913.
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i 2
worin w2 = (1 — vz)(l + ?’hi;) — 92, (168)
und dieselbe Gleichung ergibt sich auch fiir w durch Elimination von V.

Wegen der Kleinheit von % gegen R ist »* ein sicher positiver und
sehr groBer Parameter. Weil jedoch #2 mit V selbst multipliziert auf-
tritt und nicht mit dem hochsten Differentialquotienten von V, so
versagt der naheliegende Versuch, V als eine gewohnliche Potenzreihe
in » anzusetzen, sowie auch die anderen der auch sonst naheliegenden
Methoden. Es mul} entweder die exakte Losung gesucht oder eine
besondere Art der Entwicklung verwendet werden, die dem soeben
gekennzeichneten Sachverhalte Rechnung trigt. Die exakte Losung
der Gl. (167) ist nun tatséchlich von E. Meilner!) gefunden worden,
welcher zunidchst bemerkte, daB die Gl. (167) unmittelbar in 2 Gleichun-
gen 2. 0. zerfillt, und zwar in die ,,Zerfallsgleichungen‘:

L(V)4ixV =0
und in (169)
L(V)—ixV =0,

und demselben Gleichungspaar geniigt auch w . E.MeiBiner zeigte auch,
daB dieselbe Zerlegung auch bei anderen Schalenformen und auch bei
veranderlicher Wandstarke eintritt, wobei das Gesetz fiir diese Ver-
anderlichkeit durch die Gleichungen selbst bestimmt ist, worauf jedoch
hier nicht naher eingegangen werden kann.

Die- Integration bringt 2 komplexe Konstante in die Rechnung,
die 4 reellen Konstanten entsprechen; da die Losungen der beiden
Gleichungen konjugiert komplex ausfallen miissen, so geniigt es offen-
bar, nur eine dieser Gleichungen zu integrieren, wodurch die andere
schon miterledigt ist. Die erste Gleichung lautet ausgeschrieben:

V" 4 ctgd - V' + (12 — ctg®d) V = 0. (170)

E. Meilner gelang nun die Zuriickfithrung dieser Gleichung auf eine
hypergeometrische Differentialgleichung!), wodurch der AnschluB an
bekannte Funktionenklassen gewonnen ist. Fiihrt man nimlich in
diese Gleichungen sowohl fiir die abhingig Verdnderliche V wie auch
fiir die unabhéngig Veridnderliche 9 neue Gréflen ¥ und x ein mittels
der Gleichungen:

V =sind-y, sin?d = x, (171)

1) Sieche F. Klein: Uber die hypergeometrische Funktion, autographierte
Vorlesung, Gottingen 1894, sowie auch die neueren Werke iiber Differential-
gleichungen der Mechanik und mathematischen Physik, insbesondere: Frank-
Mises-Riemann-Weber: Die Differential- und Integralgleichungen der mathe-
matischen Physik, 7. Aufl, Bd. 1. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1925. —
Whittaker: A course of modern Analysis. 3. Ed. Cambridge 1920; u. a.
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so nimmt sie die Form an:

d?y ¥ ] dy 1 —1ixn Yy _

dx2+[ +x—1 dx+ 4 'x(x—l)_o' (172)
Dies ist jener Sonderfall der hypergeometrischen Differentialgleichung:

d2y <l—oc—oc’ léy—y’)dy (—zxzx’ 7y ,) y

dx2+ x + x—1 dx+ x +x—l+’8ﬂ x(x—l)_o’ (173)
der den folgenden Werten der Konstanten «a’, Bf’, yy’ entspricht,

welche als die ,,Exponenten in den singuliren Stellen 0, 1 und co* be-

zeichnet werden:

inx=0: o=—1, &’ =0,
ux=1: }’=0, }l':%
,, & == 00: /3=3—~——_Vb+4m, g = 3 V+4“‘

4

Die Differentialgleichung kann als gelost betrachtet werden, wenn
2 voneinander unabhingige partikulire Integrale von ihr angegeben
werden. Da & — &’ = —1 (ganze Zahl), so liegt der Ausnahmefall
1. O. vor, und in diesem Falle kénnen als die beiden gesuchten
Losungen die folgenden genommen werden, die als die Reihenent-
wicklungen in der Umgebung der singuléren Stelle x = 1 erscheinen:

yle(ﬂ:ﬁ’2>x)a

1 174
yz=lnx-y1+;-‘13(w), (174)

worin F(a, b, ¢, z) die sog. hypergeometrische Reihe bedeutet und
(%) eine Potenzreihe, die ebenfalls von der Form der hypergeometri-
schen ist.

Wegen der komplexen Werte von f, ' sind y, und y, selbst kom-
plex. Um sie zur Darstellung der verlangten GroBen, die reell sein
miissen, brauchbar zu machen, hat man sie in ihre reellen und imagi-
niiren Teile zu zerlegen und daraus mit Hilfe von 4 komplexen Kon-
stanten reelle Kombinationen zu bilden; die Losung ergibt sich dann
als Zusammensetzung von 4 unendlichen Reihen mittels 4 reeller kon-
stanter Koeffizienten. Fiir die Ausrechnung der Glieder dieser un-
endlichen Reihen hat E. Bolle?l) in seiner Ziiricher Dissertation Rekur-
sionsformeln angegeben. Die wirkliche zahlenméflige Auswertung und
insbesondere die Anpassung an die in 27. zusammengestellten Rand-
bedingungen erweist sich jedoch als so verwickelt, dal von der weiteren
Verfolgung dieser als exakt zu bezeichnenden Methode hier abgesehen
werden soll

1) Bolle E.: Festigkeitsberechnung von Kugelschalen, Diss. Ziirich 1916.
Man vgl. auch A. und L. Féppl: Drang und Zwang Bd. 2, S. 261f.
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29. Die Methode von 0. Blumenthal?!), Asymptotische Integration
der Schalengleichungen.

Auch diese Methode soll hier nur wegen ihrer grundsitzlichen Be-
deutung und wegen der Wichtigkeit behandelt werden, die ihre Er-
gebnisse auch fiir die im folgenden Abschnitte dargelegte Naherungs-
methode besitzen. Eine vollstindige Ausfiihrung bis zur expliziten
Darstellung der gesuchten Funktionen ist hier aber nicht moglich.

Setzt man in den homogenen Schalengleichungen :

9 7 92
Q= 2hER -a)::—hili-w (175)
1/ 3 R2 A
o+ 5)
und
. 1/ ‘ 3R\ R
2= ‘/ (1— w)(l T hT) co 1B — Y, (176)

so nehmen sie die symmetrische Form an:

L(V) 42V =20, }
L(Q)—vQ=—12V.

Fiir die Anwendung der asymptotischen Integration ist es vorteilhaft,
die ersten Ableitungen in den Ausdriicken L(V) und L(£2) fortzu-
schaffen. Dies geschieht durch Einfilhrung neuer abhingig - Ver-
anderlicher & und 1l mittels der Formeln:

y— 3 o= " (178)

Ysind Psind

Damit gehen die Schalengleichungen in die Form iiber:

(177)

— 2.5
w (2R g = e,
(179)
9 _ 9 ote?
u//+<2 340@_{_1})11:_123'

Wegen des groBen Wertes des Parameters 42 wiirde, wie schon hervor-
gehoben, ein gewohnlicher Reihenansatz nach ansteigenden Potenzen
von A nicht zum Ziele fithren. Es ist vielmehr notig, eine Reihe zu

1) Blumenthal, O.: Uber asymptotische Integration von Differential-
gleichungen mit Anwendung auf die Berechnung von Spannungen in Kugelschalen.
Z. Math. Phys. Bd. 62. 1914; und Vortrag auf dem 5. Internationalen Mathe-
matikerkongrefl in Cambridge 1912. — Ferner insbesondere E. Schwerin:
Uber Spannungen in symmetrisch und unsymmetrisch belasteten Kugelschalen
(Kuppeln), insbesondere bei Belastung durch Winddruck. Diss. Berlin 1917;
und Armierter Beton Jg. 10. 1917.
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verwenden, die nach negativen Potenzen von 1 fortschreitet, und dem
Umstand, dafl nach den Gln. (179) die Werte der Unbekannten %, 11
selbst gegeniiber den Werten ihrer zweiten Ableitungen sehr klein sind,
durch Heraushebung eines gemeinsamen Faktors e*? Rechnung zu
tragen. Man gelangt auf diese Weise zu dem Ansatz:

%:ew.{%o_}__’s%l_ _?2%_}_...]’
0o, (180)
=0 U, 4 g B =it

Diesen Ansatz fiihrt man in den Schalengleichungen ein und ermittelt
die unbekannten Funktionen LB,, B, B, . .. und Uy, U;, U, . . . durch
Gleichsetzung gleich hoher Potenzen von 4. Dadurch erhélt man fiir
diese Funktionen gewisse Rekursionsformeln, mittels deren sie sich
aufeinanderfolgend berechnen lassen. Da wir hier 4 Werte von 4 zu
unterscheiden haben:

. Y 3 R '/ 3R?
A“:i]/ (1_v2)(1+?), /13,4=ii1/ (1—v2)(1+—h7>, (181)

so ergeben sich fiir jede der Funktionen ¥ und 11 4 solche partikulire
Losungen, die nach Multiplikation mit je einer Konstanten und Addition
zu der allgemeinen Losung zusammentreten. Von diesen 8 Konstanten
sind aber (wegen der Differentialgleichungen) nur je 4 willkiirlich:
werden etwa die von 8 willkiirlich angenommen, z. B. C;, C,, Cs, C,,
so sind die von 11 bestimmt und umgekehrt. Da sich alle anderen
Grofen, wie 8,8;, N, @, G, w und w durch V, @ und deren Ableitungen
mithin durch %, 11 und deren Ableitungen ausdriicken lassen, so er-
geben sich auch fiir alle diese Groflen Reihenentwicklungen von der-
selben Form. Die 6 Konstanten ¢,, C, C,, C,, C;, C, werden sodann
durch die Randbedingungen in der in 27. geschilderten Weise fest-
gelegt.

Es liegt auf der Hand, daB die wirkliche Ausfiihrung dieser Rech-
nungen fiir einen wirklich vorliegenden Fall ohne Schwierigkeit mog-
lich ist, um so mehr, als es meist hinreicht, wenn von den vorkommen-
den Reihen nur ganz wenige Glieder (1 bis 2) beibehalten werden.

Aus den Ergebnissen, die mit Hilfe dieser Methode gewonnen worden
sind, geht hervor, daf} der Einflu} der Randkrifte und Randmomente
sich tatsichlich nur auf einen verhéltnisméBig sehr kleinen Bereich
der Schale in der Nihe des Randes erstreckt; die Randkrifte und
Randmomente ,,klingen* sehr rasch in abnehmenden Wellen nach Null
ab. Z. B. erstreckt sich bei der Halbkugel ihr Einflul nur auf eine Zone
von etwa 30° vom offenen Rande an gemessen und ist bei 45° schon
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ganz unmerklich geworden. Dieses Abklingen wird bewiesen, trotz-
dem die Konvergenz der Reihen nach dem Pol zu schlechter wird.
Dieses wichtige Ergebnis wird im n#chsten Abschnitte, der sich mit
der angensherten Integration der Schalengleichungen befa8t, ver-
wertet werden.

30. Die Methode von Bauersfeld-Geckeler: Vereinfachung der
Schalengleichungen.

Die in den letzten Jahren stark zunehmende Verwendung von
Kuppeln im Bauwesen, und zwar fiir Festhallen, Bahnhofshallen,
Kirchen, Sternwarten, Planetarien u.dgl.!) lieB den Wunsch rege
werden, die exakten, aber zeitraubenden Losungsmethoden durch An-
niaherungen zu ersetzen, die bei geringerer Rechenarbeit dem Kon-
strukteur gleichwohl hinreichend zuverléfBliche Rechnungsgrundlagen
an die Hand zu geben vermégen. Es lag nahe, zur angendherten In-
tegration der Schalengleichungen die rechnerischen und zeichnerischen
Néherungsmethoden heranzuziehen, die die angewandte Mathematik
fiir die Herstellung solcher Naherungslosungen zur Verfiigung stellt.
Von diesen soll hier eine behandelt werden, die vor kurzer Zeit zur
Berechnung diinnwandiger Betonkuppeln mit einem exakt hergestellten
Dreiecksnetzwerk aus Stahlstaben, das gleichzeitig als Geriist und Be-
wehrung dient, durch Dr. J. Geckeler (in Jena) ausgearbeitet wurde?).
Sie verwertet einen von Dr. W. Bauersfeld (in Jena) stammenden
Vorschlag, die Schalengleichungen durch Abstreifung vernachlissig-
barer Glieder in solche mit konstanten Koeffizienten iiberzufiihren, und
ist auch erweiterungsfahig fiir Schalen von beliebiger Form und fiir
solche mit verédnderlicher Dicke.

Zur Einsicht in die Zuldssigkeit dieser Methode werden in weitem
MaBe die Ergebnisse herangezogen, die im vorigen Abschnitte iiber
die Beschaffenheit der Losungen der homogenen Gleichungen ge-
wonnen wurden. Dabei stellte sich insbesondere heraus — und ist in
allgemeinen Satzen der Elastizitdtstheorie begriindet —, daB die durch
Randkrifte und Randmomente hervorgerufenen zusitzlichen Span-
nungen und Verschiebungen in der Kugelschale nur iiber einen schmalen
Bereich in der Nahe des Randes merklich von Null verschieden sind,
und daB sie vom Rand aus ziemlich rasch gegen Null abklingen. Die
betreffenden Funktionen sind alle von der Form e~"" - f(), mit groBen
Werten von n, wenn 9 den vom Rand an gerechneten Winkel be-
deutet; diese Funktionen haben die Eigenschaft, daB ihre zweiten Ab-

1) Vgl. Dischinger: Fortschritte im Bau von Massivkuppeln. Bauing. Jg. 6,
S. 362—366. 1925.

?) Geckeler, J.: Uber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen. Forsch.-
Arb. Ing. Heft 276. Berlin: V. D. I.- Verlag 1926.
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leitungen gegen die Funktion selbst sehr groe Werte annehmen, und
deshalb ist der Schlufl berechtigt, dal in der Differentialgleichung die
Glieder mit den zweiten Ableitungen die anderen weitaus iiberwiegen
werden, sofern diese nicht mit groBen Parametern (wie z. B. % oder 4
in den Schalengleichungen) multipliziert auftreten. In den Schalen-
gleichungen brauchen dann nur die Glieder 2. O. und die rechter Hand
stehenden beibehalten zu werden, die iibrigen kénnen gestrichen wer-
den. Die Losung, die man auf diese Weise erhilt, besteht iibrigens
gerade aus den ersten Gliedern der Blumenthalschen asymptotischen
Reihenentwicklung, eine Vereinfachung, die auch schon in dessen
eigenen Arbeiten zu finden ist.

Die von Geckeler gegebene Darstellung benutzt allerdings (wie
auch H. ReiBner, E. MeiBlner, A. und L. F6ppl.u. a., ausgenommen
E. Schwerin) nur die angenaherten Ausdriicke fiir die Biege-
momente, die der schon erwihnten Loveschen Vereinfachung ent-
sprechen. Die nicht exakt zutreffenden Folgerungen, die sich daraus z. B.
fiir den Fall der Kugel unter Innendruck ergeben, sind schon hervor-
gehoben worden. Die Beibehaltung der vollstindigeren Ausdriicke
(115) wiirde die Reduktion auf 2 Gleichungen, die in 25. durchgefiihrt
wurde, im allgemeinen zwar ebenfalls gestatten, es wiirde aber die
Symmetrie dieser Gleichungen vollstindig verlorengehen. Nur fiir
die Kugelschale bleibt diese Symmetrie auch nach Beibehaltung der
genaueren Ausdriicke fir @, @; erhalten, und deshalb beschrinken
wir uns hier auf diesen Fall, und zwar insbesondere auf die Halbkugel
mit konstanter Wandstiarke, der auch praktisch das gréBte Inter-
esse besitzt. Beziiglich der Einzelheiten mufl hier auf die genannte
Arbeit von Geckeler und auf die dort angegebene Literatur ver-
wiesen werden.

Durch die angegebene Vereinfachung wird L(V) - V"', LL(V) - V@),
und die Bestimmungsgleichung fiir V und @ nimmt die Form an:

V) + 2V =0. (182)
Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet:
P+ =0, (183)

ihre Wurzeln sind:

me=£)in  =£(+ i)]/% =+ +i)k,

p54—:|:]/-1%— l_zl/——zj:l_z)

wobei noch gesetzt ist: ;
(1 =92 »
V (1 — 2 Vh » (185)

(184)
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, _
R R
es wird also fiirv = 0,3: k=0,91~V7,undfﬁrv =0: k:0,93-‘/7[ .

Somit lautet das allgemeine Integral der GI. (182):
VO = e-k?. (0 cosk? + Cysinkd) 4 ek?(Cycoskd + Cysink?). (186)

Wenn es sich um einen Rand handelt, von dem aus die ©-Werte zu-
nehmen und die Losung fiir wachsendes & abklingen muf, so wird
nur das erste Gliederpaar beizubehalten sein, das auch in folgender
Form geschrieben werden kann:

VO = ¢-%?. (0, cosk® + Cysink?) = c-e ¥?cos(kP — ). (187)

Fiir einen unteren Rand (& = 9,) ist es vorteilhaft, statt ¢ den Winkel
w = &, — ¥ einzufithren, dann bleibt die Differentialgleichung fiir ¥
erhalten (es ist nur vy, die unabhangig Veranderliche), und die beizu-
behaltenden Glieder von V sind von derselben Form wie zuvor:

VO = e~ %(C, cosky + Cysinky) =c-e *¥cos(ky — &). (188)

Aus der ersten der Schalengleichungen ergibt sich weiter:

yOr ok
(O) = —————— = —————— ¢ -k? ., g —_ ¢
1) ShER — WER ° sin(k¥ — «) | (189)
und ebenso auch fiir . — Durch diese beiden Funktionen V© und w®©

lassen sich nun alle Spannungs- und Verschiebungsgroflen durch Glei-
chungen ausdriicken, die bei Abwesenheit von Flachenlasten die fol-
gende einfache Form annehmen:

©
50 = — 0 otgh = —NO- otg,

poy

SO = — = —NO",
V)
©=""
N R
GO — _ 2[(1)(0)/+ y 0© ctgd] + }f* S(©) (190)
R 3R ’
D L
GO = — _E[w(O) ctgd + y ] + £y <80
(14+»)R .
""" NO
u 57 % NO 4 Csind,
R

w0 = — 2 (80 4 891+ qcosﬂ.
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Die beiden letzten Gleichungen folgen durch Einfiithrung der vorher-
gehenden Ausdriicke fiir S©, S®, N in die Gln. (138) fiir » und w.

Wir geben nunmehr die Durchfiihrung dieser Rechnung auf Grund
dieser Anséitze an der Hand einiger Beispiele:

31. Beispiele.

Die hier folgenden Beispiele betreffen nur die beiden wichtigsten
Formen der Randbedingungen: die gelenkige Lagerung und die
feste Einspannung fiir eine Halbkugelschale, und zwar unter dem
EinfluB des Eigengewichtes und einer gleichférmigen Temperatur-
anderung.

Bei allen Anwendungen moge im Auge behalten werden, dafl es
in erster Linie auf die Ermittlung der Randwerte der iibrigen Spannungs-
und VerschiebungsgréBen aus den gegebenen Randwerten einzelner von
ihnen ankommt — ihr weiterer Verlauf ist weniger von Belang, da man
weil}, da} sie vom Rande weg rasch gegen Null abklingen.

a) Schwere Halbkugel.

1. Gelenkig gelagert. Die Randbedingungen lauten:

G+ GO =0,
%+ u® =0, (163)
w + w® =0.l

Nach der in 26¢) gefundenen Partikularlosung ist der Randwert von

G fir 9 = 2.
2

R B2 qh?
C=3pS=—3p9R=""
. . . , d(l)(o)
und daher gibt die erste Randbedingung, da «©’ = T
Y
_ _ hz .D _ _ — h2 —
0=_9% _ Z[50/ © ctg ] 4 — . §©
G4 GO = 3 R[w +ro ctgﬁ]—}?’RS
__q¥ 2Eh® ck? . .
= 3 + S(0—»)E LER (sina 4 cosx) =0,
d. i
— 2 2
sina -+ cosax — (i%i. (191)

Die zweite Randbedingung dient zur Bestimmung der Konstanten C':

(I+»)gqR? n (I+9)

n 720 — (0 _
utuh=0 ShE ShE

c-cosx =0. (192)
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und die dritte lautet:

— R - - R = —
wO=— " (8, — S 1<) 0) —
w~+ w0 = 2hE(61 »S) 2hE(S +89) =0,

d. i
ck .
(14»)gR — f(cosoc —sinx) =0
oder
sinx — coso = __(_lj‘ﬂﬁ':'
ck

Aus der ersten und dritten Randbedingung folgt daher:
(1 + »)qR2 [1 —v 1]

sinx =

2k 2R
L +v)q32[1—v , }
cosé =5 % o Tl

somit nach Quadrieren und Addieren:

a4 v)qRZV(l—vv

9
2k 2k4 +2
und nach Division:
oy L7 2R
¥ =T 12

93

(193)

(194)

(196)

(197)

Zahlenbeispiel. Fiir die Kugelschale mogen folgende Zahlen-
angaben gelten: B =3m, 2h = 9cm, ¢ = 220 kg/m?, » = 0,3. Mit

diesen folgt zundchst:

k=091 V % = 0,91V300 =741

4,5
und aus den Gleichungen fiir C, cosx, sino:
2
c= % -0,92, cosx = 0,705, sinod = — 0,705,

und damit ergeben sich die Spannungen an der Einspannungsstelle:

SO — 0,

_ . 2 .
G0 — _g=1" _o1as k8™
R cm

— V© ck kg
0) = =~ = _— i i !
N 7 7 COS% 4,3 . (nach innen gerichtet!),
Vs ck kg
W= 0 _°F —sina) = —8,6 -2
8 R i (cosox — sinx) 8,6 g
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2. Fest eingespannt. Randbedingungen:

w4+ u® =0,
w+ w®=0, (165)
o+ o®=0.
Die dritte gibt zunéchst:
_ c k?
o® —B — i =
w+ w -B hERsmrx 0,

und daraus folgt:
RERB _2+4v qR*
ck* 2 ckr’

sino =

(165a)

Die erste dient wie zuvor zur Bestimmung von C:

(I+»)gR* | (1+7)

) —(0) — _— . S — . .r'
u 4 u C oW R oW E ccosa = 0; (165b)
und die zweite liefert:
R (5 - R [0 =
wtw® =—_"(8, —»8S) — - ©) 0) —
4 80 = — o (8, — v 8) — o (SO 4+ 8P)=0 (168

vor 1 4dve

oder, da S = —

R R dy
ck , .
(1+97»)¢gR— ﬁ-(coszx —sinx) =0,
d. h.
2
cosx — sinx = M; (169)
ck
nach Beseitigung des Winkels & folgt der folgende Wert von c:
_ q]i2 [ . 2 + 7]2 (2 —{—'?)2 .
e=L=Va+n+ 550+ (50 (170)

Ist ¢ gefunden, dann ist sin« aus der Gl. (165a) und C aus der Gl. (165b)
zu erhalten.

Zahlenbeispiel. Fir die Kuppel mit den im vorigen Beispiel
gegebenen Abmessungen folgt hier bei fester Einspannung des Randes:

_ 4R
=%

sinx = 0,107, cosx = 0,994,

1,455,
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und fiir die Spannungen an der Einspannungsstelle:

— VO  ceosa kg

(0) —_ - == = ]_ 2 _ i i ‘
N & A , Scm (nach innen gerlchtet ),
_(0)__610 I — r,kg
S = B (coso — sina) = — 8,5 om (Druck),
S0 — (.

b) Fiir eine gleichformige Temperaturinderung der Halbkugel
erfolgt eine Ausdehnung oder Zusammenziehung der Schale, wobei die
Anderung des Halbmessers nach 26f) einen bestimmten Betrag w
annimmt; die zugehorigen Spannungsgréfen sind alle gleich Null.
Diese thermische Anderung muB am Rande durch ein dortselbst an-
greifendes Spannungssystem zum Verschwinden gebracht werden, dessen
Bestimmung die Aufgabe dieser Beispiele ist.

1. Fiir eine gelenkige unverschiebliche Lagerung lauten die
Randbedingungen:

G+ GO =0,
U+ u® =0, (163)
w+ w0 =0,

Die erste liefert (da G = 0):

— D _ D ¢k
0= — —_ 0 — — — .~ (gi =
G Rw 2 ER (sin® + cosa) =0,
daher ist:
tga =—1, « =——34”. (198)

Die zweite liefert wieder die Konstante C':

— 1+
0) — - . -
u+ w9 =C+ ShE ccosax =0, (199)
und die dritte gibt:
- _ R = —7
w+ w0 =w— S E [S© 4 80] = 0 (200)
oder : '
_ R ¢k )
—_ m. i (COS(X — Slno‘) =0
und daraus:
- 2hEw
0 (201)

ky2
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Fiir das Zahlenbeispiel, das Schwerin a. a. O. behandelt, ist zu
setzen: R=10m, 2h=25cm, w=—R-9+-At=—1000-14-10-6-10
= —0,14 cm, entsprechend einer thermischen Ausdehnungszahl von
7 = 14-10-%/° Celsius und einer Temperaturerhéhung von 4¢=10° Cel-
sius, £ = 200 000 kg/cm? und » = 01).

Mit diesen Angaben rechnet sich zunichst der Wert von k:

k= 0,93V— =0 93]/ 1000 _

12,5 83,
und daraus folgt zunichst der Wert der Konstanten c:

~2-12,5-200000 - 014

c= — 59500 kg,
83-72 8
und damit werden die Spannungen:
= VO  ccosx ¢ kg
NO — " — = __ — 4185 i !
7 B 5 ,8 o (nach innen!)
- 704 cky?2 2hEw kg
P — - _ ‘W kg
§ 7 R + RY2 700 om (Druck),
SO =0,
— 1 —
GO — GO — ¢
v

2. Bei fester Einspannung lauten die Randbedingungen:

4+a0 =0,
w+w® =0, (165)
o+ o® =0,

Die dritte liefert (da @ = 0):

0©® = —ck?sina =0, also sine =0, (202)

. L .. 7
und zwar ist & = 7 zu setzen, wie sich aus dem Werte von V fiir & = 5

herausstellt, der jedenfalls positiv (nach innen . gerichtet) ausfallen
muBl. Die erste Randbedingung ist die Bestimmungsgleichung fiir C:

i+ a0 =0 +—+—ccszx—0 1+

ShE —op =% (209

1) Schwerin verwendet fiir Beton » = %, doch spielt diese Abweichung fiir
die angegebenen Werte der Spannungen keine Rolle. Ubrigens ist die dort an-
gegebene Dimension von 7 unzutreffend.
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und die zweite gibt das c; aus

=% — —— 80 0] —
wtw=w 2hE[S +8P1=0
G B ook e 54 o (204)
W= g g g (Co8 sinx) = w ShE
folgt es in der Form
c:-zkf“’ (205)

Fiir das Zahlenbeispiel in a) ergeben sich fiir die Spannungen
im Falle fester Einspannung des Randes die folgenden Zahlenwerte:

= 7O c kg
(0) = — = —— = —— i '
N & 7 84,5 om (nach innen!),
go_ ¢k _2hEBw ... kg ! S0 —
8P = 2= R 700 om (Druck!) , N 0.

;—S-‘lo) ist vom gleichen Betrage wie zuvor, weil es in beiden Fallen durch
dieselbe Gleichung aus w gefunden wird. Ferner sind die Biegemomente :

= 1 D _ D ¢

)= —Q0 = — — oW = —Z= "~ (g g

& le 7@ 2 WER (sinx + cosw)
_ 2ER ck® 2k (£)2_5040kg-cm
" 3(1—»)R RER 3(1—»2) \R) cm

Die Normalspannungen in den auflersten Fasern, die durch GO her-
vorgerufen werden, sind daher
- 3G©  3.5040 kg

O= 3w T 216 Bt

32. Angeniherte Losung der Schalengleichungen durch
Zuriickfiihrung auf Differenzengleichungen.

Nach den Ergebnissen des vorhergehenden Abschnittes kommt es
vor allem darauf an, festzustellen, wie sich aus den Randbedingungen,
die nach 27. immer dreien von den Spannungs- und Verschiebungs-
groBen auferlegt werden, die Randwerte der iibrigen dieser Grofen
ausdriicken lassen. Da die Einflisse von Randkriften und Rand-
momenten vom Rande weg rasch abnehmen, so wird die Uberlagerung
iiber das aus der partikuliren Losung folgende Spannungs- und Ver-
schiebungssystem in den meisten Féllen nur ganz in der Néhe des
Randes merklich sein; praktisch wird es im wesentlichen immer nur
darauf ankommen, die simtlichen Randwerte selbst zu kennen, also

Poschl, Behilter. 2. Auil. 7
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die Beziehungen zwischen den gegebenen (drei) Spannungs- und Ver-
schiebungsgroflen zu den iibrigen (vier) anzugeben. Weit weniger
kommt es auf den weiteren Verlauf dieser Grofen selbst vom Rande
weg gegen den Scheitel (bei geschlossenen) oder gegen den anderen
Schalenrand zu (bei offenen Schalen) an.

Zu einer angenaherten Einsicht in dabei auftretenden Zahlen-
beziehungen kann man dadurch gelangen, daBl man das ganze Inter-
vall langs des Meridians der Schale in eine Anzahl von gleichen (oder
besser vom Rande weg grofler werdenden) Teilen einteilt und die
Schalengleichungen als Differenzengleichungen fiir die Funktionswerte
in diesen Teilungspunkten anschreibt. Hiezu ist es wieder giinstig,
die Schalengleichungen in der Form zu verwenden, die sich im letzten
Abschnitt nach Wegschaffung der Glieder 1. O. ergeben hat:

%//_*_‘x(,ﬁ).%:pu, l

(206)
W+ p@) U =—2%,]
wobei die abkiirzenden Bezeichnungen eingefiihrt wurden:
— 2
“(0):2 34ctg & Ly,
2 — 3ctg2d (207)
— o C
By =" -
und wie zuvor
. 2 —_—
2= |/(1 — v2)(l + -3}%) e % ¥3(1 —»?) (208)
gesetzt ist. Ferner setzen wir nochmals die Gleichungen hierher:
_8 g u as)
Vsind Vsin®
2 2 u ~
©= 518k T SER Yeany (175)

Die angenaherte Losung wird nun auf folgende Weise hergestellt:
Wir ersetzen in den Schalengleichungen die zweiten Differentialquotienten
durch die zweiten Differenzenquotienten und bezeichnen die Funktions-
werte, vom Rande an gezéhlt, mit 8y, B;, By ... und Uy, Uy, Uy . ..
Die Teilintervalle wihlen wir hier der Einfachheit halber alle gleich grof,
ihre GroBe sei 4. Meist ist es aber nicht nétig, die Rechnung iiber den
ganzen Meridian der Schale zu erstrecken. Da némlich die Funktions-
werte schon bei 30° (vom Rande weg gerechnet) nahezu gleich Null
sind, so geniigt es, die Rechnung nur auf dieses Intervall zu beschrinken
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und die Randwerte am Ende desselben einfach gleich Null zu setzen.
Durch Teilung dieses Intervalls in etwa 3 bis 5 Teile erhalt man meist;

hinreichend genaue Ergebnisse. — Wir setzen also fiir
—2
o B2 S

und schreiben die Schalengleichungen fiir die inneren Punkte 1, 2, ...
n — 1 an (der erste mit 0, der letzte mit » bezeichnet), dann erhalt man
die Doppelschar der gewohnlichen linearen Gleichungen

By + (420 — 2) By + By = L2,
{110—}—(A2-,31—2)111—{—112:—11212581, 2
[t ra 28t 8 =il 209

Uy + (42 By — 2 Uy + Uy = L2y,

usw.

Fiir die 2(n — 1)-Werte der Funktionen in den inneren Punkten er-
geben sich auf diese Weise gerade 2 (n — 1)-Gleichungen. Die Rand-
werte am Ende %,, 11, werden gleich Null angenommen, die am An-
fange sind entweder durch die Randbedingungen unmittelbar bekannt
oder kénnen auf Grund der Beziehungen (190) durch die bekannten
Randwerte ausgedriickt werden.

Durch Auflésung der Differenzengleichungen nach den Werten im
Inneren RB;, By, ... Bj_;5 Wy Uy, - .. U, st die Aufgabe als ge-
l6st zu betrachten, da durch die Zahlenwerte dieser Funktionen die
aller anderen Spannungs- und VerschiebungsgréBen ausgedriickt werden
kénnen. Der Vergleich mit den nach den anderen Methoden gerechneten
Zahlenwerte zeigt schon bei der Wahl sehr weniger Teilungspunkte
(z. B. 4 auf eine Breite von 30° bei der Vollkugel) befriedigende Uber-
einstimmung.

Die Erweiterung auf andere Falle und die ausfiihrliche Behandlung
der iibrigen moglichen Randbedingungen wird in einer in meinem In-
stitute ausgefiihrten Dissertation gegeben?).

33. Die Kegelschale. Aufstellung der Gleichungen.

Die statischen und elastischen Gleichungen fiir die Kegelschale
lassen sich unmittelbar aus den allgemeinen Gln. (92), (108) und (110)

1) Kuarz vor AbschluB der Korrekturen dieses Buches erschien die Arbeit
von P. Pasternak: Die praktische Berechnung biegefester Kugelschalen,
kreisrunder Fundamentplatten auf elastischer Bettung und kreiszylindrischen
Wandungen in gegenseitiger monolither Verbindung, Z. ang. Math. Mech. Bd. 6,
S.1 u.f. 1926, die den gleichen Gedanken zur Durchfithrung bringt.

7*
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fiir beliebige drehsymmetrische Schalen gewinnen; es ist dabei nur zu
beachten, daB der Winkel 9 fiir die Kegelfliche keine ortsbestimmende
Koordinate darstellt und daher zur Kennzeichnung eines Meridian-

Abb. 26.

.punktes nicht mehr brauchbar ist. Als unabhéngige Verinderliche wird
jetzt passend die Entfernung s des betrachteten Punktes vom Scheitel
genommen. Der Offnungswinkel des Kegels sei «, die iibrigen Be-
zeichnungen werden in ihrer fritheren Bedeutung beibehalten (Abb. 26).
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Der allgemeine Rechnungsvorgang 'en’ospricht Schritt fiir Schritt dem
bei der Kugel dargelegten, weshalb hier die Entwicklung wesentlich ab-

gekiirzt werden kann?).
Die fiir den Kegel geltenden Gleichungen ergeben sich also durch
Ausfithrung des Grenziiberganges

R—>o0, RAY—>ds, RO —s.
Die statischen Gleichungen folgen insbesondere aus den Gleichgewichts-
gleichungen (92), da R, =stga, ¥ = g — o, in der Form:

d(Ss)

o2 — 8+ Xs=0,
d_(‘_l_.,gi)_*_Sictgoc—{—Zs:O, (210)
d(Gs) _

7;4—G1—Ns—0.

Die Bedeutung der einzelnen Glieder erhellt unmittelbar aus Abb. 26.
Multipliziert man die erste Gleichung mit ctgx und addiert sie zur
zweiten, so ergibt sich eine Gleichung, die wieder unmittelbar integriert
werden kann:
(Sctgx + N)s 4 Fy(s) =0, (211)
wobei jetzt:
Fi(s) = [(Xctge + Z) sds + ¢ (212)

und die Konstante ¢, fiir den an der Spitze geschlossenen und dort nicht
eine Einzellast tragenden oder gestiitzten Kegel durch die Bedingung
bestimmt ist, daB die Spannungen S, §; an der Spitze endlich bleiben
miissen; fiir die offene Kegelschale wird ¢, gemeinsam mit den anderen
auftretenden Konstanten durch die den Schalenrindern auferlegten
Randbedingungen bestimmt.

Im folgenden sind die Rechnungen nur fiir die weitestgehende Ver-
einfachung (nach Love) angegeben, bei der die Biegemomente nur
von den Kriimmungsinderungen abhingen; die Beibehaltung der
genaueren Ausdriicke wie bei der Kugel, die nach den friiheren Be-
merkungen auch nicht exakt ist, wiirde zu bedeutenden Verwicklungen
der Rechnung Anlafl bieten. k

1) An Literatur iiber diesen Gegenstand sei hier auBler auf die bereits ge-
nannten Schriften von E. MeiBner usw. noch auf die Ziiricher Dissertationen
von F. Dubois: Uber die Festigkeit der Kegelschale, 1917, und E. Honegger:
Festigkeitsberechnung von Kegelschalen mit linear verinderlicher Wandstérke,
1919, verwiesen. .
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In diesem Falle nehmen die Dehnungen ¢, & der Mittelfliche und
der Schichte in der Entfernung  von dieser nach Ausfithrung des an-
gegebenen Grenziiberganges die Form an:

8_du
==
d (213)
% — wetgx
& =- PR
dw
A _CM‘TS_—, (214
w )
g =18 —1C 5

und die Drehung des Elementes ist einfach (da « hierauf keinen Einfluf}
hat):

dw
die Kriimmungsidnderungen sind demgeméaf3:
do  d*w )
%lz"ﬁ:’d?, ﬂzz?. (216)

Die iiber die Schalenbreite 2 A summierten Spannungen werden wie
frither:

S = i%fbvg (5 + 1’81) s
(217)
2hE
S, = 1,2 (&; + ve)
und die Biegemomente [mit Unterdriickung der Faktoren (}:-E)
1—¢ 1
und (—R£> in den Integralen]:
s (218)

w dw
G1= Oq‘cdé‘:*‘D[”‘S‘-}‘vd—s].

" Aus der Gl. (211) und der zweiten der Gleichgewichtsbedingungen
(210) folgt nun:

§=—N-tgx —%@-tga,
(219)
8, = __d(évss) ctgx — Zs-tgo .
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Rechnet man mit Hilfe dieser Ansitze die Dehnungen ¢, & der Mittel-
flache:

1
= - (S—78,),
2 ’iE (107)
81 = Eh—E(Sl —_— 'VS)

und fiihrt sie in die Vertriglichkeitsbedingung ein, die sich aus &, &
und @ durch Entfernung von u, w in folgender Form ergibt:

d(se) . .
—gs T EfT o ctgo, (220)

so erhilt man:

s =] _ (6 y8) — 2hBctgn-w

ds
oder
d2N dN
2 Y = Jcto i - 2
sy F 3 =2hHetgia- o+ D, (s), (221)
worin
F 2
D, (s) = J‘:—s) + vetga - Xs — d(fss ) . (222)

Fiihrt man hier noch statt N die Funktion V = Ns ein und den Meif3 -
nerschen Operator:
=V adv v
LN =s"g -

i T ds (223)

so erhalt man die erste Schalengleichung fiir die Kegelschale in der
Form: '

L(V) = 2hEctg?a - + @, (s) |. (224)

Die Einsetzung von G, G, in die dritte der statischen Gln. (210) er-
gibt unmittelbar als zweite Schalengleichung

Li(w)=—"0=——|. (225)

Damit ist die Losung des Schalenproblems fiir die Kegelschale wieder
auf die Integration von zwei simultanen Differentialgleichungen 2. O.
zuriickgefiihrt. Von diesen sollen zunéchst fiir einige der vorkommenden
einfachen Belastungsfille Teillssungen angegeben werden, aus denen
sodann — wie bei der’ Kugel und in allen anderen Fallen — durch Uber-
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lagerung mit vollstindigen Losungen der homogenen Schalen-
gleichungen [@,(s) =0 gesetzt] solche Losungen gefunden werden
konnen, die vorgegebene Randbedingungen erfiillen.

Wir merken noch an, daB sich die Verschiebungen u, w einfacher
als bei der Kugel, und zwar unmittelbar aus den Ausdriicken fiir ¢, ¢,
anschreiben lassen, wobei die auftretende Integrationskonstante passend
mit Ccos& bezeichnet wird:

1
u= |eds + Ccosu =m/(S—VSI)ds+ Ccoso,

(226)
w=(u—s&)tga = tg_ocU'(S —v8;)ds — (8; —»8)s|+ Csincx.
2hE
In diesen Gleichungen bedeutet dann C eine starre Verschiebung der

ganzen Schale in der Richtung der Achse.

34. Teillosungen fiir die Kegelschale.

Fiir alle bei der Kugel betrachteten Belastungsfille lassen sich auch
leicht die fiir den Kegel geltenden Teillssungen angeben ; wir beschréanken
uns hier jedoch darauf, nur die wichtigeren von ihnen anzufiihren.

a) Konstanter Druck.
Setzt man: X =0, Z=—p
(Abb. 27), so folgt:

82
Fye) = =2+ o

sollen die Spannungen S,
§; im Kegelscheitel endlich
bleiben, so ist offenbar
¢, =0 zu setzen. Weiter ist:

Abb. 27. SD1(4") =—$§ps.

Fiir die Losung der Schalengleichungen beachte man, daf3

Ly(s") = (n* —1)s"1, (227)
und findet mittels der Ansétze:

V=A4s, w = Bs

fiir die Konstanten 4, B durch Einsetzen in die Schalengleichungen
die Werte:

. _3tg2¢x-£
4=0, 3_4 T (228)
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Damit folgen die Spannungen:

Szptngx'é’, S, =ptga-s, N=0 (229)
und die Biegemomente:
G=G,=—(1+4+»)DB. (230)
Die Verschiebungen u, w ergeben sich aus den Gln. (226) zu
_ _ o, PtEY

uw= Ccosx + (1 — 2%) s 5 o)

v 3ptgix

w=Csing shg 5

Ruht der Kegel bei s =a in wagrechter Richtung frei verschieblich
auf, so ergibt sich die Konstante C aus der Gleichung:

ptgo
8hE

[In Abb. 27 ist & = 60°, 2k = 9 cm, p = 1 kg/em?, E = 170000
kg/em?, @ = 3 m angenommen.]

b) Belastung durch Wasserdruck. Mit den Bezeichnungen der
Abb. 28 folgt: X =0, Z =—y(H — scos«) und damit

[ucosax + wsinal,—g =0 =0C — [(1 — 2%»)cosx — 3sina]a?.

82 83

Fi(s)= —y(H—z— -~ —?’—coszx) + ¢y,

wobei wieder ¢, = 0 zu setzen ist, wenn der Kegel an der Spitze ge-
schlossen ist und dort weder eine Einzellast trigt noch aufruht. Ferner
ist nach GI. (222):

3s  8s? )

D, (s) = y(H? — g cosa
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Die Schalengleichungen ergeben mit den Ansitzen:
V=A4s, o = Bs + B, s
zur Festlegung der Konstanten 4, B, B, die folgenden Gleichungen:

3
O=2hEctg?a(Bs + B, s?) + y(H% — E;—cosoc),
As
3318 = — T .
Es folgt:
3yHtg*x 4ytgo-sino
B=——"—— B =
4hE 3hE (232)
- _ _8tgx-sina .,
A= —3B,D= 3(1 =) yhe,
und damit werden die Spannungen
N=4,
s 52
S=[7<H-2~—~-3—cos<x)—A}tgoc, (233)

S;=[y(Hs—scosx) — A]tgx
und die Biegemomente:
¢ =—D[(1+%) B+ 2+ Bys], } 234
G,=—D[1+»)B+ (14 2»)B,s].
[Abb. 28 ist mit & = 60°, 2h =9 cm, H = 5 m, y = 1000 kg/m?
gezeichnet.]

c) Belastung durch Eigengewicht. Es ist zu setzen (Abb. 29):
X = —qcosx, Z = —gsinx:

wobei die additive Konstante wieder unterdriickt wurde, ferner

qs

Dy(s) = —[1 4 2vcos?x — 4sin?a] T sina

=—¢"S$,

wenn die hier auftretende Konstante mit — g, bezeichnet ist. Die

Schalengleichungen werden wie im Falle A. befriedigt durch:
V=0, w=Bs,

wobei:

tg2 o
B = Q12th . (285)




Angeniherte Losung der homogenen Schalengleichungen. 107

Die Spannungen werden jetzt:
N=0, ’
g 95
2cosa ’ ) (236)
8, = gsin?c s
cos &
und die Biegemomente: Abb. 29. 7 T

G = @, = —DB (1 — ») = konst. (237)

[In Abb. 29 ist « = 60°, 2k = 9 cm, ¢ = 220 kg/m? angenommen.]

In dhnlicher Weise wie friiher lassen sich auch die Sonderlésungen
fiir die gleichférmig rotierende Kegelschale, fiir Schneedruck und fiir
gleichférmige Temperaturerhohung angeben.

35. Angeniiherte Losung der homogenen Schalengleichungen
fiir die Kegelschale.

Die bei der Kugelschale angegebenen Methoden sind ohne Anderung
auch hier anwendbar. Wir beschrinken uns jedoch darauf, die an-
gendherte Losung anzugeben, die durch alleinige Beibehaltung der
Glieder 2. 0. in den Schalengleichungen erhalten werden kann, und
eine zweite Art der Vereinfachung darzulegen, die von F. Kann herriihrt.

a) Vereinfachung nach Geckeler-Bauersfeld. Da es nur darauf an-
kommt, den Verlauf der Losung in der Nahe des Schalenrandes zu
kennen, so setzen wir fiir eine an der Spitze geschlossene Kegelschale,
die bei s =a aufruht: s =a(l —¢), ds = —adt, lassen die neben
der zweiten Ableitung stehenden verianderlichen Glieder weg und setzen
dort einfach s = a. Die Schalengleichungen werden dann einfach,
wenn wir sie in der ersten Form (vor Einfithrung von V) beibehalten:

2
% = 2h Ectg?x- w,
) (238)
Pw a?
e =Y

Durch Entfernung von @ (oder N) erhalt man die folgende Differential-
gleichung 4. O., welcher sowohl N wie @ geniigen:
d*N ' a?

F + x2N=0, x2=3(1——v2)ctg2zx-7l~2~. (239)

Die Losung N = N© dieser Gleichung schreibt sich dann unmittelbar

in der Form;
NO =¢.e-*tcos(kt — f), (240)
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wobei e & S— @ .
k=‘/§-= 3(1 —»?) ctg?x - V 0 (241)

und tg2ax  d2NO  ck*tgia

. = ce-ktgj —
onE de WE e *'sin(kt — f), (242)

w0 =

wenn ¢ und 3 die beiden Integrationskonstanten sind, die aus den Rand-
bedingungen ermittelt werden miissen.

Fiir fehlende Belastung driicken sich die Spannungs- und Ver-
schiebungsgrofen durch die Funktionen N und «(® mittels der
folgenden Formeln aus (in denen Striche jetzt Ableltungen nach ¢
bedeuten und ds = —a dt ist):

80 = —NO.tgx,
S(lo’ = NOY. tgo,

60 = D10 — a0y, (243)
G‘O) = — g [w(o) —y w(o)'] ,

u = Ccosx + —=— [wa)dt—vN(O)]

2hE (244)

w=Csine + 2 UN(O)d,; _ (0>']

2hE'
Die weitere Verwendung dieser Gleichungen verlauft genau so, wie dies
bei der Kugelschale in aller Ausfiihrlichkeit besprochen wurde, weshalb
hier auf die ins einzelne gehende Ausfithrung verzichtet werden kann.

b) Néherungslosung von F. Kann. Eine andere Form fiir die an-
genitherte Berechnung von Kegelbéden ist von F.Kann!) dadurch
erhalten worden, daf in den allgemeinen Gleichungen u =0, » =0
und @, = 0 gesetzt wird: es wird also die Verschiebung in Richtung
der Kegelerzeugenden als klein vernachlissigt, ferner das Material von
der Art des Betons angenommen, wofiir in erster Naherung » = 0 gilt,
und endlich wird die Biegesteifheit in der Ringrichtung unterdriickt,
was darauf hinauskommt, daf3 (wie dies auch bei der zuvor besprochenen
Annsherung der Fall war) die Winkeldrehung gegen ihre Ableitung
nach ¢ als klein angenommen werden kann. Unter diesen Voraus-
setzungen erhdlt man aus der dritten Gleichgewichtsbedingung (210):

d(G's)

ds = Ns (245)

1) Kann, F.: Kegelférmige Behilterboden, Dicher und Silotrichter. Forsch.-
Arb. Eisenbeton Heft 24. Berlin 1921.
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und daraus durch Ableitung nach s mit Hilfe der zweiten:

@(Gs)  d(Ns)

ds = ds = —8,-ctgax —Zs. (246)
Ferner wird die Ringdehnung:
1 wetga
& = m‘sl— '—‘—8"—‘ . (247)
woraus folgt:
8, = —2h Eectga % (248)
und endlich ist:
dw 2R E d*w

Damit folgt fiir die Durchbiegung in Richtung senkrecht zu den Kegel-
erzeugenden die Differentialgleichung 4. O.:

2ER d dzw) o W

TW(’SW "I—ZhECtg “'?—ZS——O, (250)
die fiir die verschiedenen Belastungsfille durch &hnliche Reihenent-
wicklungen integriert werden kann, wie sie von H. ReiBBner fiir zylin-
drische Behilterwéinde gegeben worden sind (s. zweiten Teil, L 45).

36. Zylinderschale von endlicher Linge unter konstantem Druek?).

Werden die allgemeinen Schalengleichungen zur Behandlung zy-
lindrischer Schalen herangezogen, so ist zu beachten, daB auch fiir
diesen Fall der Winkel ¢ nicht als unabhingige Verdnderliche dienen
kann, da stets 9 = g ist; wir nehmen als solche vielmehr, was un-
mittelbar naheliegt, den lings der Zylinder gemessenen Abstand z
und gelangen zu den fiir den Zylinder geltenden Gleichungen durch
den Grenziibergang:

R—->oo, d9—>0, RdI—>dz, RY—>z;

1) Auch dieser Fall ist — unter den verschiedenen Randbedingungen und mit
verschiedenen Erweiterungen — in der Literatur wiederholt behandelt worden.
Z. B. schon von E. Winkler: Festigkeit der Réhren, Dampfkessel und Schwung-
ringe. Ziviling. Bd. 6, S. 325—362, 427—462. 1860; M. Westphal: Z. V. d. L.
Bd. 41, S. 1036. 1897; R. Lorenz: ebenda Bd. 51, S. 743. 1907; Bd. 52, S. 1706.
1908; u. a. In neuester Zeit insbesondere von E. Meissner: Zur Festigkeits-
berechnung von Hochdruckkesseltrommeln. Schweiz. Bauzg. Bd. 86, Nr. 1. 1925.
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auflerdem ist R; = a = konst. Die Gleichgewichtsgleichungen fiir

das Schalenelement nehmen dann fiir Z = —p die folgende einfachere
Form an, in der jetzt Striche Ableitungen nach z bezeichnen:
8 =0,
¥ B, (251)
G —N=0.

Durch Ausfithrung desselben Grenziiberganges erhilt man nach den
Gln. (98) und (100) fiir die Dehnungen die folgenden Ausdriicke:

, w
e=u, =" (252)
und nach Gl. (96) fiir die Winkeldnderung:
o=, (253)

so daB die elastischen GIn. (108) und (115) fiir die Spannungen und
Biegemomente die folgende Form annehmen:

Szﬂk_(u'_vﬂ),

1—92 a
g _ 2Eh ( w u) (254)
71— a
und
G=—Dw
, , h? (255)
Gy=—vDuw’ + 30 S, .

Von diesen Gleichungen kann die erste von (251) unmittelbar integriert
werden und ergibt:
S = konst. = §,. (256)

Entfernt man dann aus den iibrigbleibenden 6 Gleichungen die GroBen
8;, N, @, G, u, so erhilt man fiir die radiale Verschiebung w die Diffe-
rentialgleichung 4. O.:

D.w(IV)+2Eh.£2=v_S~—°_ap. (257)

a a

In diese Gleichung fiihren wir dimensionslose Veranderliche W, ¢ ein
mittels der Gleichungen:

= =W, Vl_f—- %:c, (258)

4q2h?

4a2h2
b _l/3(1 —9?)’

wobei also

~
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und setzen iiberdies zur Abkiirzung:

VSO_FL’R___
2E h =5

(ebenfalls dimensionslos) (259)

wodurch sie die einfachere Form annimmt:
W+ 4W =4p. (260)
Das vollstindige Integral dieser Gleichung lautet:
W=p+e¢(4,cosl + A,sinl) + e (Bycos{ + B;sinl), (261)

worin statt der e-Funktionen auch Coj¢ und Gin¢ geschrieben werden
konnten.

Die Teillossung W = g = vS% Eha_g gilt fiir die Zylinderschale mit
freien Réandern, wobei das Glied — %f]?li -a die Ausdehnung des Schalen-

halbmessers a infolge der Ringspannung S, = ap darstellt; bei posi-
tivem p ist sie negativ, also von der Achse weg gerichtet. Das Glied
v S,
2Eh
iibrigen Spannungs- und VerschiebungsgréBen bestimmen sich durch
die obigen Gleichungen in folgender Form:

. a gibt die Zusammenziehung infolge des axialen Zugés S,. Die

S;=ap, N=0,

_ _pr

¢=0, = 3’ (262)
Sy —vap

U = SEp 2+ C.

Die Zylinderschale geht daher in eine von derselben Form iiber, deren
Halbmesser (bei negativem g) auf a (1 — ) gewachsen und deren Lange

sich von 1 auf l{l -+ S —E—%q p} verindert hat. Die Konstante C be-

deutet eine Verschiebung der ganzen Schale lings der Achse, iiber die
etwa durch Festhaltung eines bestimmten Querschnittes verfiigt wird,
also z. B. durch: z = 0, u = 0; ist der Zylinder im iibrigen frei, so ist
S, =0, wird jedoch ein zweiter Querschnitt der Schale festgehalten
(etwa z=1), so ist der Wert der Konstanten S, durch [u],_; =0
bestimmt.

Tatséchlich sind aber in den meisten Fallen an den Zylinderenden
andere Randbedingungen mafigebend als die den freien Enden ent-
sprechenden, von denen hier, ahnlich wie bei den frither behandelten
Schalenformen, vor allem die folgenden in Betracht kommen:
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a) die gelenkige Auflagerung,

b) die vollstindige Einspannung,

c) die teilweise Einspannung, etwa bedingt durch den Ein-
fluf eines aufgesetzten Bodens.

Die Behandlung dieser Félle 148t sich mit einfachen Mitteln aus-
fiihren.

a) Bei der gelenkigen Auflagerung lauten die Randbedingungen
etwa fir {=0: w=W =0 und @ =0, also v’ = W' =0; dann
folgen zur Bestimmung der Konstanten 4,, 4,, B;, B, die Gleichungen:

A1+A2=—ﬂ’
Ay, — B, =0,

und weiter ist fiir z = 1 alsoé'—?l)—: w=W=0,und w’' =W’'=0
also:

1
—f—stm—b— =—p,

!
£> + et (Bl cos£

!
-4 l _
e b <Alcosz + A,sin 5 5

-1 1
e ? (A, sin 3

Da % bei kleiner Dicke 2% und groBem ! eine groBBe Zahl ist, so werden

l
— Azcos%) — 63<B sml —l—Bzcos;) 0.

aus diesen Gleichungen mit grofler Anniherung:
B, =B, =0 wund daher auch: 4,=0, A4,=—p

folgen, so daB die radiale Verschiebung mit geniigender Genauigkeit
durch die Gleichungen gegeben ist:

W = B[l — e~¢-cosl], (263)

die die Form einer vom Zylinderende abklingenden Welle gibt; die
Wellenlange entspricht { =2x, d. h. es ist:

4a2h®
3 1—1?)

L ‘4 N :
I 2,,.1/3__(1 . .I/;, (264)

Fiir die von E. Meilner (a. a. O0.) untersuchten Trommeln war

h
o= —b —, also V__Z 57

mithin betrug die halbe Wellenlange fiir v =10,3:

%= (0,3 bis 0,85)a

[Z];- 2,,—L-—2nb—2n

oder
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Die Liange der abklingenden Welle ist daher nur ein Bruchteil des
Zylinderhalbmessers @, und zwar ein um so kleinerer, je diinner die

Schale ist; der Ausschlag ist fir{ =,z = % schon auf —e~" = —0,043

gesunken, woraus die Berechtigung folgt, fiir die Vorginge an einem
Zylinderende das zweite auBer acht zu lassen, was auch durch die obige
angeniherte Konstantenbestimmung geschehen ist.

Fir die Spannungsgréfen — wie zuvor aus den urspriinglichen
Gleichungen berechnet — ergeben sich die folgenden Werte:

§ = 8, = konst.,

77 a 7 2a .
G =—Duw =—§-D-W =——ﬁﬂD-e‘¢smC,
’ a 4 2a .
N=G=—-b§-D-W =—§ﬂDe‘5(cosC—smé‘),

(265)
4 "
S;=ua(p—N)= a[p—}— b—fﬂD ce¢ siné'] ,

_ vy B Pk (4"2 )“ ~¢si
G, =—vDw +3a-S1— 3 + N 2y —b—zﬁDe sing,
und da
L du_du (1—)8, | w _ (1—m)8, y
=Gz bac - 2mh '@~ 2mn T rAIL—eteosl],
so folgt:

(1= ) 8, [ _Cc'osé' — sinC]

=g Bt e (266)

Die Konstante C wird wieder
durch Festhaltung eines Quer-
schnittes und die Konstante S,
durch Verfiigung iiber die Fest-
haltung oder die Beweglichkeit
eines zweiten (lings der Achse)
bestimmt. In Abb. 30 sind
in den Linien I, II, III die

w b*a

Funktionen —, —— und

BN B 2a D
——— in ihrer Abhingigkeit
2afD

von { zur Darstellung gebracht.
b) Bei vollkommener Einspannung der Rinder ¢ — 0 und ¢ —
werden die Konstanten 4,, 4,, B, B, durch die Bedingungen:
W=0 und W =0
Poschl, Behilter. 2. Aufl. 8

SHE
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festgelegt. Man erhalt dann die Gleichungen: fiir { = 0:

A +B =——ﬂ,
{A-—- —(B;— By,) =0

S|~

und fiir { =

_L
e b

1
e—7<A CoS — +A2sml) +e ( 1cos—ll)——l-stin%) =—8,

—(4, — 4, cos—;— — (A1+A2)sinﬂ

+ e [(B1+B2) cos—ll)— — (By— By) sin%] =0.

Aus denselben Griinden wie frither folgen hier wieder mit grofler An-
niherung:
B, =B,=0, daher A, =4,=—p
und
W= p[1—e*:(cos + sinl)], (267)
welche Funktion ein dhnliches Abklingen zeigt wie im vorhergehenden
Falle. Fiir die Spannungsgrofen erhilt man wie zuvor:

S = 8, = konst.,

77 a 4 2 - .
G=—Dw =—32—DW =—%ﬂDe ¢(cos¢ — sinl),

W=@=——DW" = ZﬂDrw%L

b3 b (268)

S;=ap—N)=al|p + ﬁDe‘5 (cos¢ + sinl) |,

n o, R pr .
G,=—vDw +%SI=-3——}-6 (Cycos + Cysinl),

worin C; und C, leicht erkennbare Abkiirzungen bedeuten, und &hnlich
wie frither ergibt sich auch die elastische Verschiebung in Richtung
der Léingsachse des Zylinders aus der Gleichung:

, (=28, (1 =98,
=" """z

In Abb. 31 ist in den Linien I, II, III der Verlauf der 3 Funk-
LA b und BN langs der Zylinderachse zu ersehen
B’ 2aBD dapD 8 y :

¢) Ein wichtiger Sonderfall teilweiser Einspannung liegt vor, wenn
an die Zylinderschale ein Boden oder Deckel von anderer Form (etwa

+ v B[l —e~¢(cos{ + sin{)].

tionen
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eine Halbkugel od. dgl.) angeschlos-

sen ist und die Spannungen und

Forménderungen in diesem zusam-

mengesetzten Korper bestimmt wer-

den sollen. Man hat dann die Ver-

schiebungen und ihre Ableitungen bis

zur 3. Ordnung an der Ubergangs-

stelle fiir Zylinder und Boden paar-

weise einander gleichzusetzen, woraus

die auftretenden 2 -2 = 4 Konstan-

ten bestimmt werden konnen, durch

die sich weiterhin die anderen Span-

nungs- und Verschiebungsgrofen aus-

driicken lassen. Das Gleichsetzen der

Ableitungen von w besagt auch, daB die Neigung der Tangenten an der
Ubergangsstelle und weiter @ und N an dieser Stelle iibereinstimmen.
Die Ausfiithrung der Rechnung bereitet keine grundsatzliche Schwierig-
keit.

37. Gewolbte Boden.

Die genauere Theorie der gewolbten Boden stiitzt sich auf die-
selben Grundlagen, die fiir die Schalen entwickelt worden sind. Mit
den Einzelausfithrungen und der wirklichen Durchbildung der Methode
hat sich vor allem H. Keller befafit, der eine groBere Zahl verschiedener
Falle vollstandig durchgerechnet hat!). Auf diesem Gebiete liegt iiber-
dies ein umfangreiches Versuchsmaterial von C. Bach?) vor, das sich
iiber einen Zeitraum von mehr als 40 Jahren bis in die jiingste Gegen-
wart erstreckt und das insbesondere die Festigkeitsfragen behandelt.
Auf Grund seiner Versuche hat C. Bach auch empirische Formeln
zur Berechnung derartiger Boden angegeben, die auch in die Lehr-
und Handbiicher Eingang gefunden haben. Angendherte Berech-
nungen rithren weiter her von Ph. Forchheimer3), E. Héhn4),

1) Keller, H.: Z. V. d. 1. Bd. 56, S. 1988—1993 u. 2025—2028. 1912;
Forsch-Arb. Ing. Nr. 124, 1912, u. Nr. 195, 1917; und die Sonderschrift:
Berechnung gewoélbter Boden, hrsg. von R. Dubs. Leipzig: B. G. Teubner
1922. — Vgl. auch Schweiz. Bauzg. Bd. 54, S. 307—310. 1909. und Turbine
1909, S. 88.

2) Bach, C.: Versuche iiber die Widerstandsfihigkeit und die Forméanderung
gewolbter Kesselboden. Forsch.-Arb. Nr. 270. 1925, und die daselbst angegebene
Literatur.

3) Forchheimer, Ph.: Die Berechnung ebener und gekriimmter Behilter-
boden. 2. Aufl. Berlin: W. Ernst & Sohn 1909.

%) Hohn, E.: Der Spannungszustand gewélbter Boden. Z. V. d. I. Bd. 69,
S. 155. 1925.

8*
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C. Pfleiderer?), W.Schiile?) u. a. Wir miissen uns hier darauf be-
schranken, die wichtigsten Ergebnisse durch wenige Worte zu kenn-
zeichnen, ohne eine ins einzelne gehende Behandlung geben zu kénnen.

In allen diesen Arbeiten handelt es sich um gekriimmte, diinne
Platten, die auf einer Seite durch einen konstanten Gas- oder Wasser-
druck belastet sind, also Deckel und Zwischenboden von Dampf-
turbinen, Béden von Dampfkesseln und anderen Hochspannungs-
gefiBlen, Scheibenkolben u. dgl. m.

a) Die genauere Berechnung von H. Keller verwendet im wesent-
lichen die in den Abschnitten 22 bis 26 dieses Buches gegebenen Grund-
gleichungen, erweitert auf verinderliche Schalendicke, verénderliche
Kriimmung und auch fiir Schalen mit einer Durchbohrung in der Mitte;
die Differentialgleichungen werden durch Differenzengleichungen ersetzt,
die schrittweise integriert werden. Diese schrittweise Integration wird
mit passend geschétzten Anfangswerten in der Achse (bzw. am Innen-
rand der Bohrung) begonnen, von innen nach auflen gefithrt und so
lange wiederholt, bis die erzielten Randwerte am AuBenrande mit der
gewiinschten Genauigkeit erreicht sind. An Stelle dieses Vorganges
empfiehlt sich jedoch besser die Ermittlung von vier unabhingigen
Sonderlosungen der Schalengleichungen unter verschiedenen Rand-
bedingungen, aus denen sich sodann durch Ubereinanderlagerung die
allgemeinste Losung herstellen und dann beliebigen Randbedingungen
anpassen lafBt.

E. Bolle hat (a.a.O.) fir FluBstahlboden (mit v = 0,3) fiir ge-
lenkige Lagerung des Randes fiir die groSte auftretende Spannung,
d.i. die Ringspannung am Rande, die empirische Formel gefunden

O pmax = 1;—5[—1 + cosoc<1,6 + 2,44 23;; . sinoc)]

fiir sin& > 24k
_R b

wenn & den halben Offnungswinkel des Bodens bedeutet, und

(269)

R\ o 2,44
Oymax = — 1,24\ 57 ) psin®& coso fiir sino < & (270)

Nach diesem Vorbild hat H. Keller fiir die am Rande gelenkig und in
radialer Richtung nachgiebig gelagerte, volle Kugelschalen die Formel
aufgestellt:

1) Pfleiderer, C.: Forsch.-Arb. Nr. 51 u. 52. 1908; und: Die Berechnung
von Scheibenkolben. Z. V. d. I. Bd. 54, S. 317—320. 1910.

2) Schiile, W.: Festigkeit und Elastizitit gewolbter Platten (Kesselboden).
Dingler Bd. 315, S. 661—665. 1900; u. Z. ges. Turb.-Wes. 1911, S. 449.
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Ep_ R sin &
O1max = 9, —0,58 4 cosx{0,66 + 2,67 o ,  (271)

wahrend fiir gelenkig gelagerten Rand (radial nicht verschieblich) die
einfachere, fiir praktische Rechnungen jedoch hinreichend genaue
Formel Geltung hat:

01 max = —0,8 . 1;—}1: . (272)

In Heft 195 der ,,Forschungsarbeiten werden Lokomotivzylinder-
deckel aus GuBeisen untersucht, die auBer durch konstanten Innen-
druck noch durch kreisférmige Einzellasten belastet sind, wodurch
der EinfluB der Deckelschrauben beriicksichtigt werden sollte.

b) Fiir die Berechnung flacher, gekrempter Bioden, bei denen die
groBte Beanspruchung in der Krempung nahe der Ubergangsstelle in
den Zylinder auftritt, hat C. Bach?!) schon vor langer Zeit empirische
Formeln angegeben, und zwar:

1. fiir guBleiserne Béden von der in Abb. 32 dargestellten Form:

r\R
{ , a——0,5r(l+g> }
ky = 0,8 Sh + 2% p; (273)

|

2R
T ! ! r
- : ) —
-—a - a
|
Abb. 32. Abb. 33.

2. fir eingenietete Boden aus Fluflstahl nach Abb. 33:

12
a — 0,5(1 + —r—)
I SV
2h

3
8

’,
> _— 2
ky = {0,5 2% + (274)

In beiden Formeln bedeutet k, die zuldssige Biegebeanspruchung des
Materials, » den Halbmesser der Krempung und @ den Halbmesser
des Zylinders.

38. Bemerkung iiber andere Behilterformen.

Von anderen Schalen sind bisher nur noch die Behilter-in Ring-
flachenform ausfiihrlicher untersucht worden, und zwar einerseits
wegen ihrer Bedeutung fiir die Theorie des Bourdonschen Mano-

1) Bach, C.: Die Maschinenelemente. 9. Aufl. Bd. 1, S. 34 u. 35.
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meters, andererseits mit Riicksicht auf die Notwendigkeit, die bei
der Gummibereifung der Kraftfahrzeuge auftretenden Verhiltnisse
eingehend kennenzulernen. Von einschligigen Arbeiten ist insbeson-
dere auf die von L. Maurer und H. WiBller zu verweisen?).

IV. Dicke Schalen.
39. Vorbemerkung.

In den vorhergehenden drei Kapiteln wurden — schrittweise fort-
schreitend — die Schalen unter verschiedenen Voraussetzungen iiber
ihr elastisches Verhalten behandelt. Zuerst die sehr diinne, unaus-
dehnbare und vollstindig biegsame Schale (Haut oder Membran),
welche nur die Hilfsmittel aus der Statik der starren Fliachen ver-
langte (Kap.I). AnschlieBend hieran (in Kap. IT) die diinne elastische
Schale und endlich (in Kap. III) die diinne, biegungssteife Schale;
bei dieser letzten Auffassung wurde die Annahme eingefiihrt, daf} die
Dehnungen ¢ der einzelnen Punkte in Ebenen senkrecht zur Mittel-
fliche dem Abstande (£) von dieser proportional sind, so daB ebene
Querschnitte auch nach der Forminderung eben bleiben. An Stelle
der auf die Flacheneinheit bezogenen Spannungen ¢, ¢;, z erwies sich
dabei (nach Love) die Einfilhrung ihrer Summen 8, S;, N und der
Summen ihrer Momente G, G, um Achsen, die in der Schalenmittelfliche
liegen, als vorteilhaft.

Das letzte Glied in dieser Entwicklung ist die dicke Schale, bei
der die allgemeinen Gleichungen der dreidimensionalen Elastizitéits-
theorie den Ausgangspunkt bilden und die Eigenschaft des Eben-
blzibens der Querschnitte im allgemeinen nicht mehr bestehen bleibt.
Von strengen Losungen dieser Gleichungen, die fiir die hier behandelten
Fragen in Betracht kommen, kennt man nur (seit Lamé) die fiir die
Zylinder- und Kugelschale unter konstantem Druck und fiir die Zy-
linderschale unter dem Einflusse der Fliehkrifte bei gleichférmiger
Drehung um seine Achse (auf diese Losung wird im folgenden nicht
eingegangen), wahrend andere Schalenformen und Belastungen in dieser
exakten Auffassung bisher anscheinend noch nicht untersucht worden
sind?). Die Aufsuchung weiterer strenger Losungen bzw. die Aus-
gestaltung verbesserter Naherungsmethoden wire fir die Beurteilung

1) Maurer, L.: Uber die Deformation gekriimmter elastischer Platten. Arch.
Math. Phys. (3) Bd. 6, S.1—26, 260—283. 1904. — WiBler, H.: Festigkeits-
berechnung von Ringflichenschalen. Diss. Ziirich (Orell Fiissli) 1916. — Vgl. auch
die Angaben in dem Artikel IV, 27 der Enzyklopidie der math. Wissenschaften.
S. 354/55 (Th. v. Kdrmén).

2) Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizitit, deutsch von A. Timpe, S. 169
u. f. Leipzig: B. G. Teubner 1907.
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des Genauigkeitsgrades der im vorigen Abschnitte gegebenen und sonst
in der Technik iiblichen Methoden dulerst wiinschenswert. Die Methode,
die sich fiir derartige Probleme vor allen anderen empfiehlt, ist die
Verwendung der Airyschen Spannungsfunktion in der Auffassung,
die von F.Klein und seinen Schiilern (Wieghardt, Timpe u. a.)
gegeben wurde und die seither durch P. Funk?!) noch wesentlich er-
weitert und in ihrer Anschaulichkeit vertieft worden ist.

40. Dicke zylindrische Schale unter konstantem Druck.

Da die senkrecht zur z-Achse gefiihrten Querschnitte durch die
Schale alle gleichwertig sind, so reduziert sich dieses Problem von
selbst wieder auf ein zweidimensionales. Von den Gleichungen der
dreidimensionalen Elastizitéts-
theorie kann man auf zweierlei
Weise zu zweidimensionalen
Problemen gelangen: entweder
es wird die Dehnung oder
die Spannung in einer Rich-
tung gleich Null gesetzt. Im
ersten Falle behilt der Kor-
per in dieser ausgezeichneten
Richtung eine unverdnderliche
Lange, was (unter Belastung)
das Auftreten von Spannungen
in dieser Richtung zur Folge
hat; im zweiten Falle wird in
der bezeichneten Richtung eine
Langenénderung auftreten. Die Darstellung beider Fille unterscheiden
sich nur durch die in den Formeln auftretenden Konstanten. Wir nehmen
hier an, daB die Spannung in der z-Richtung, die mit der Zylinder-
achse zusammenfillt, gleich Null gesetzt wird, und betrachten die
Lange selbst als sehr groB, so daBl andere Randbedingungen fiir die
Enden nicht in Betracht kommen.

Betrachten wir ein Teilchen in einer Entfernung r von der Achse,
das von Stiicken zweier konzentrischer Kreise und zweier Radien be-
grenzt wird (Abb. 34), so lautet die Gleichgewichtsbedingung des
Teilchens, auf das nur die Normalspannungen ¢, 6 + d0, 0, 0, Wirken,
wihrend Schubspannungen aus Symmetriegriinden fehlen, fiir die
Richtung r:

d(r o)

dr

Abb. 34.

=0. (275)

1) Funk, P.: Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in
der Theorie der Baukonstruktionen. Berlin: Julius Springer 1920.
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Die Bestimmung der Spannungen ¢, o, selbst erfolgt wieder in der
Weise, dafl die Spannungen durch die elastische Verschiebung w in der

Richtung r und ihrer Ableitung Z—T mittels des Hookeschen Ge-

setzes ausgedriickt und in diese Gleichungen eingefiihrt werden.
Zunichst koénnen nach der eben angeschriebenen Gleichung die

Spannungen ¢, o, mittels einer ,,Spannungsfunktion® f = f(r) in der

Form dargestellt werden:

o=

ﬁl\

. o= (276)

Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen &= dw in Richtung

dr
von 7 und & = % in Richtung der Tangente ist durch die ,,elastischen

Gleichungen gegeben:

s=%(o—val),
] (277)
81=E(01—’1’0),

die nach Einfiihrung der eben definierten Grofen die folgende Form
annehmen:

teaft -]
s 2l

Aus diesen Gleichungen folgt durch Entfernung von w fiir die Span-
nungsfunktion f sofort die Differentialgleichung 2. O.:

S D
P+t —51=0, (279)

und dieselbe Gleichung wiirde man auch fiir w erhalten, wenn aus den
vorhergehenden Gleichungen f entfernt worden ware. Die allgemeine
Losung dieser Gleichung lautet:

B
wonach fiir die Spannungen die Werte folgen:
o=4 + ;B? 5
B (281)
o,=4—-—
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und fiir die Verschiebung:

1—» 1+v B
= — R 282
w 7 Ar 7 . (282)
Die Integrationskonstanten 4, B werden durch die Bedingung fest-
gelegt, dafl an der Innenwand, d.1i. fiir r = r;: ¢ = —p,, und an der
AuBenwand, d.i. fir r =ry: 6= —p, ist; man erhilt firr sie die
Werte:
2 2 _
A=DTTR0 - PLTR e (283)
rg — 1] g — 13

Da fiir p, > p, die Konstante B negativ ist, so ist in diesem Falle
der groBte Wert der Spannungen, der iiberhaupt auftritt, der von o,
an der Innenwand des Zylinders; er betrigt:

2y L2
[o]pr, = %‘;—1}% Py (284)
Der Verlauf der Spannungen lings r ist in Abb. 34 eingetragen.

Um den AnschluB an die Naherungstheorie des vorigen Kapitels
herzustellen und zu sehen, wie stark jene Losung von der eben ge-
fundenen genaueren abweicht, filhren wir den mittleren Halbmesser R
ein, indem wir setzen: 7 = R + h, r; = R — h; dann ergibt sich fiir
die Summe der Spannungen ¢, iiber einen Querschnitt der Schale von
der Lange 1:

To 7o
’ B 1 1
S] =/01dr :/<A—ﬁ‘>dT=A(ro_r1)+B<7(,— Z)

2Bh 2Bh
=24h — 2_k2=2Ah—R (l—i— —|— -|— )
Wird der Einfachheit halber p, = 0 angenommen, so folgt:
nri P h2>
= =Y (p_o v
4 R—1r?  4h (R b+ R/’
2.2 4
— P17 _ Pi(ps_ 9ppe _h_)
b= a="u (R BB+ R)

Somit wird bis auf Glieder 4. O. in h:
h‘l
Sl=P1(R*h+F+'“); (284)

die neben p R stehenden Glieder stellen die durch die endliche Dicke
verursachte Verkleinerung von S, dar.
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Fiir das Biegemoment G, d.i. das Moment der Spannungen o; um
eine in der Mittelfliche der dicken Schale gelegene Achse, erhalt man
auf dieselbe Art:

70

G, =/alrdr—S1R =/<A—§>rdr—SlR

74 71 h
14 =
— A - —Bm =4 4ph BT
1 1— 2 b (285)
R
2Bh h? h*
= 92 —
ARR R(1+3R2+5R4+ )

Rz 7 Rt
=‘f’1'[?+“5‘ﬁ+“‘}-

Wendet man dieselbe Entwicklung auf die Gleichung w fiir die Ver-
schiebung in Richtung r an, so findet man:
_ DR
[w]7=R - 2.Ek
Nach der im vorigen Kapitel dargelegten Néherungstheorie wire
zu setzen (wenn w, die Dehnung der Mittelfliche bedeutet):

(286)

v o, W,
c=20, £ EGI’ & Z R

Daher

w

o,=FE¢ = —-E-if’-

und

Wo

S8;=206,-h= —2Ek-7é—=p1R,

woraus fiir das Biegemoment @, nach der ersten der Gln. (115) folgen
wiirde :

h? Py h?
G == .8 =51
und fiir die radiale Verschiebung der Mittelflache:
__n R?
Wo=—"gp7 - (288)

Man findet also durch die angeniherte Theorie des III. Kapitels fiir
die GroBen S;, G; und w, Werte, die mit denen hier nach der genaueren
Theorie gefundenen im ersten Gliede vollstandig iibereinstimmen.
(Die Unterschiede in den Vorzeichen riihren davon her, daB die be-
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treffenden Grofen dort entgegengesetzt gezihlt werden wie hier.) Man
erkennt daraus, daB die verbesserten Schalengleichungen nach
der Loveschen Theorie sehr gute Annédherungen an die hier entwickelte
genauere Theorie ergeben.

Die Gln. (281) wurden frither dazu verwendet, um die Spannungen
in Geschiitzrohren zu berechnen, die aus 2 oder mehreren jedesmal
unter Erwarmung der &uBleren iibereinandergezogenen Rohren be-
stehen. Durch dieses Verfahren werden an den Trennungsflichen
Druckspannungen ¢ in beiden Rohren und eine Zugspannung o, im
dulleren und eine ebenso grofe Druckspannung — o, als ,,Montierungs-
spannung”“ im inneren Rohre erzeugt, welche bei hinzukommendem
Innendruck eine Entlastung der innersten Schichten, also eine Ab-
minderung der dort auftretenden Zugspannungen o, bewirkt.

Auf Grund dieser Ergebnisse hat C. Bach!) eine Formel aufgestellt,
in welcher die Bedingung zum Ausdruck kommt, dafl die sog. ideelle
Hauptspannung, die fiir sich allein die gro3te Dehnung in tangentieller
Richtung an der Innenwand hervorbringt, von der zulassigen Zug-
beanspruchung %, nicht erreicht werden darf; sie lautet:

1,375+ 0477

kz % 72 9 p1 >
0o —17;
woraus sich ergibt:
k, + 0,4 p,
7 ‘/__j Ty AR T N (289)
’ ! V kz - 1’3 P1
insbesondere fiir kleine Wandstédrken:
Py
2h =221,
k,

41. Die dicke Kugelschale unter konstantem Drueck2)

kann ganz ahnlich wie die Zylinderschale behandelt werden. Wegen
der hier vorhandenen zyklischen Symmetrie betrachten wir (Abb. 35)
ein Element von der Dicke dr, das durch zwei konzentrische Kugel-
flachen und durch zwei Paare von Ebenen unter den kleinen Winkeln
0@, 0y begrenzt ist, deren Schnittlinien aufeinander senkrecht stehen.
Das Element steht unter der Wirkung der Spannungen o, ¢ + 0o auf
die Stirnflichen und o; auf alle Seitenflichen. Die Gleichgewichts-
bedingung fiir die Richtung r lautet jetzt:

% (r?0) =2ray; (290)

1) Bach, C.: Die Maschinenelemente, 12. Aufl., S.47. Leipzig 1920; u.:
Elastizitdt und Festigkeit, 9. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924.
2) Siehe etwa Love: a.a. 0. Bd. 98, S. 167 u.{. .
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sie kann durch Einfiihrung einer Spannungsfunktion f= f(r) durch
die Ansitze erfiillt werden:

; f
7'2(7=f, 6=F:
also , (291)
— —_ =
2r0,=f, 0= 5, -

Abb. 35.

Wenn w die elastische Verschiebung in der Richtung r bedeutet, so
werden die Dehnungen nach r und nach der Tangente:

dw w
= W N 81 = T . (292)

Die elastischen GIn. (103) nehmen jetzt die Form an (da o =0,
0, = 0y = 0):

1 1
8:71}-[0——21!61], £1=E[(1—-v)al—vo] (293)
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oder nach Einsetzung der Werte von ¢, & und o, o,:
dw 1 { f_, /']
dr  Elr rl’
} ] (294)

1 rof
= glo-nk -]

woraus durch Entfernung von w unmittelbar die Differentialgleichung
fir f folgt:

" ——f=0; (295)
deren allgemeine Losung lautet:
f=Ar2+€, (296)

so daB fiir die Spannungen o, ¢, und die Verschlebung w die folgenden
Ausdriicke folgen:

6=A+£;>
’ 297)
B (
a=4= 55
1—2» 1+» B
w = E 'AT— _E ‘*2*13. (298)

Die Integrationskonstanten 4, B werden wieder durch die Bedingungen
bestimmt:
{r=ro: 0= —"7,,
r=ry0=—p,

welche die folgenden Werte liefern:

A:plrz—zf;or%, =0~ :nl)ron
o — 7y 7o —‘Tl

(299)

Auch hier ist der groSte Wert der auftretenden Spannungen jener
von o, an der Innenwand der Kugelschale und hat die Grofe

ro -+ 271

[o3)r=r, = 507 - " — ) — 5 D1-

(300)
Die Verteilung der Spannungen lings » ist aus Abb. 35 zu ersehen.
Um auch hier den Zusammenhang mit der Néherungstheorie des

vorigen Kapitels herzustellen, berechnen wir wieder die Gesamtspannung

S; und das Biegemoment @, fiir kleine Werte der Schalendicke 2#4;

wir setzen wieder 7 = R + h, r;, = R — h und benutzen die von Love
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gegebene Vernachlassigung, die darin besteht, daBl die Trapezform der
Flichenelemente vernachlissigt wirdl). Es folgt fiir die auf die Léingen-
einheit bezogene Gesamtspannung unter dieser Voraussetzung:

7o

B (1 1
Sy zfoldr=A(r0—r1) + T('—g—“?)
1

Ui

B B —r BRh (301)
=24h— rer =24k R* — 2R2h% + h4

2k 1 ht
“pl'[R"h+§§_KE5+"']

und fiir das Biegemoment um eine in der Tangentialebene der Mittel-
fliche liegende Achse:

Te
A B (1 1
G1=/Olrd7'—SIR=—2~(T(2)—T§)-—?<r—1—r—0>~SlR
" Bh - Y s02)
2
=_th + Glieder mit A8 + ---

In den ersten Gliedern stimmen daher wieder §; und G; mit den an-

geniherten, in 26 a) gefundenen Werten iiberein.
Die der Gl. (289) entsprechende Formel fiir die Hohlkugel lautet?):

MU TR
O k,—065p,
und fiir kleine Wandstérken gilt:

. 17
2h = 5k

1) Es wird also in den Gln. (90) und (91) des vorigen Kapitels 1—% durch

1 ersetzt. Die Beriicksichtigung der Trapezform an dieser Stelle der Rechnung
wiirde fiir das Biegemoment einen Wert liefern, der mit den hier gefundenen
nicht einmal in der GréBenordnung iibereinstimmt (s. Anmerkung S. 62).

2) Bach, C.: a.a. O. S.48.



Zweiter Teil.

Zylindrische Behiilter mit lotrechter Achse
und Belastung durch Wasserdruck.

A. Analytische Methoden.
42. Ubersicht.

Der erste Abschnitt dieses Teiles stellt sich die Aufgabe, einerseits
einen Uberblick zu bieten iiber die Methoden, welche bei der rechnerischen
Untersuchung der Behalter mit lotrechter Achse unter Wasserdruck nach
dem gegenwirtigen Stand der Wissenschaft in Frage kommen, anderer-
seits eine Darstellung zu schaffen, welche unmittelbar fiir praktische
Zwecke geeignet ist. Nach den Fortschritten der letzten Jahre diirfte
eine Bearbeitung der Methoden und Resultate, soweit sie fiir die tech-
nische Praxis Bedeutung haben, auch im Interesse weiterer Unter-
suchungen von Nutzen sein. Es ist aber nur ein Teil der vorliegenden
Arbeiten hier verwendet und demgemé&fl Vollstindigkeit der Literatur-
angaben keineswegs angestrebt worden.

Die Gesetze, die wir der Beschreibung der uns umgebenden Er-
scheinungen zugrunde legen, sind in den meisten Fillen Differential-
gesetze, aus denen durch den ProzeB der Integration die ,,endlichen‘
Vorginge erschlossen werden. So fiihrt auch das vorliegende Problem
auf die Integration einer Differentialgleichung, die in irgendeiner
Weise — analytisch oder graphisch — geleistet werden muf.

Eine reichhaltige Wiedergabe der bisher erschienenen Arbeiten auf
diesem Gebiete bringt Band V des ,,Handbuches fiir Eisenbétonbau*‘,
herausgegeben von Dr. F. von Emperger, ,,Die statische Berechnung
der Fliissigkeitsbehidlter, 3. Aufl.,, 1920!), Verfasser Dr. A.Lewe.
Beziiglich der elementaren Berechnungsweisen sei auf die Ingenieur-
Taschenbiicher, wie Forster: Taschenbuch fiir Bauingenieure, Dubbel:
Taschenbuch fiir den Maschinenbau, Hiitte, Betonkalender usw.,
verwiesen.

1) AuBlerdem vgl. man den Literaturbericht in Professor Dr. Ph. Forchhei-
mers Broschiire: Die Berechnung ebener und gekriimmter Behilterboden, 2. Aufl.
1909.
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Nach einer direkten, vereinfachten Aufstellung der Differential-
gleichung des Problems (in 43.) geben wir eine kurze Darstellung der
Losungen von H. Miiller-Breslau fiir konstante Wandstérke und der
von H. Reifner fiir linear veréanderliche Wandstérke nebst einigen
erginzenden Bemerkungen iiber die Arbeiten anderer Autoren, um
schlieflich im II. Kapitel die vom Verfasser dieses ersten Teiles selbst
ausgearbeitete Anwendung der Methode von W.Ritz ausfiihrlich
auseinanderzusetzen?).

Eine groBle Anzahl von Problemen der Mechanik und mathemati-
schen Physik hat namlich die ausgezeichnete Eigenschaft, daf} sie aus
einem sog. Variationsproblem ableitbar sind, d. h., da3 ihre Diffe-
rentialgleichungen die notwendigen Bedingungen dafiir sind, dafl ein
gewisses bestimmtes Integral einen extremen Wert erhalt. Fiir die
Integration der Differentialgleichungen eines Problems bedeutet es
schon an sich einen wesentlichen Vorteil, wenn man sie aus einem
Variationsproblem ableiten kann.

Die Anwendung der Methode des frith verstorbenen Géttinger
Physikers W. Ritz, die den Anforderungen an Einfachheit und Strenge
gleichzeitig im weitesten Ausmafle gerecht wird, und die den wesent-
lichen Inhalt dieses ersten Teiles A. ausmacht, verwertet den Um-
stand, daBl ein Problem mit einem Variationsproblem zusammenhingt,
in einer etwas anderen, sehr originellen Weise, welche in naher Be-
ziehung steht zu der in der technischen Literatur schon lange bekannten
Behandlung statisch unbestimmter Systeme. Die hier erfolgende aus-
fiihrliche Darstellung dieser Methode hat auch insbesondere den Zweck,
den Ingenieuren und Konstrukteuren an der Hand eines wichtigen
Problems die Anwendung eines fiir viele Probleme der technischen
Praxis besonders geeigneten Verfahrens zu empfehlen und sie damit
vertraut zu machen. Jedenfalls gestattet sie im vorliegenden Falle,
durch relativ einfache Mittel die Resultate mit einer Vollstandigkeit
darzustellen, wie sie sonst, soweit es tiberhaupt moglich, nur mit dem
grofiten Aufwand an Rechenarbeit zu erreichen ist.

Durch diese Methode wird es leicht gelingen, die ela-
stischen Verhiltnisse homogener Behilterwinde fiir be-
stimmte Normalquerschnitte ein fiir allemal festzulegen
und damit zuverlassige Konstruktionsgrundlagen zu
schaffen.

Als die wichtigsten Querschnitte, die fiir die Praxis in Betracht
kommen, werden behandelt: 1. Dreieck, 2. Rechteck, 3. Trapez, 4. Quer-
schnitt durch eine Parabel und eine Gerade begrenzt.

1) Siehe die Abhandlung des Verfassers im ,,Armierten Beton* (1912) und

beziiglich der Andeutung des Konvergenzbeweises auch Sitzungsber. d. Akad.
d. Wiss. Wien., 1912.
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Daf} nach den beziiglichen Anséitzen von W. Ritz auch eine sach-
gemiafle Berechnung von Platten und Behalterboden auf Grund dieser
neuen Methode moglich ist, bedarf keiner besonderen Erwihnung. Ein
weiteres Anwendungsgebiet liegt in der Voraussetzung anderer Ver-
teilungsgesetze fiir die dulleren Krifte, wie sie sich z. B. bei den Silos
als notwendig erweist. Eine andere Gruppe von Aufgaben, deren Er-
ledigung ebenfalls durch diese Methode moglich wird, betrifft die Unter-
suchung von Fundamentplatten auf nachgiebiger Unterlage, die an
einzelnen Stellen mit schwer belasteten Eisenbetonséulen beansprucht
werden, u. dgl. m. Die Erledigung aller dieser Probleme muf} besonderen
Untersuchungen anheimgestellt werden.

I. Exakte Losungen und Reihenmethoden.

43. Bezeichnungen. Differentialgleichung des Problems.

Wir geben zunichst eine Zusammenstellung der im folgenden ver-
wendeten Bezeichnungen!) (siehe Abb. 36):

= Ho6he des Behéilters in m;

= Entfernung vom oberen Rande, nach unten positiv gerechnet;

x

T{ )

Verschiebung in Richtung der z;

radiale Verschiebung, nach auBlen positiv gerechnet;

Wandstirke in der Tiefe «;

Wandstiarke am oberen Rande, d. i. fiir x = & = 0;

= Wandstiarke am Boden, d.i. fir = H, &= 1;

. T

1277077127 " 12

sprechend einem Streifen von der Breite 1;

mittlerer Zylinderhalbmesser in m;

Dehnungsmall (Elastizitatszahl);

v = Querzahl, Querkontraktionsverhaltnis, d.i. !/;,—'/, (Zement,
Beton usw.) bis 0,3 (Eisen) (Poisson und Wertheim); d.i.
der Kehrwert der Poissonschen Zahl;

8 = die Normalspannung in Richtung der Erzeugenden, bezogen auf
1 m Umfang und die ganze Wandstiarke also in kg/m (im vor-
liegenden Falle ist S o~ 0);

8, = die Ringspannung, positiv als Zug, bezogen auf die Einheit

der Hohe und die ganze Wandstéarke;

I

S8 2 o 8
Il

I

&8
I

.
|

die beziiglichen Trigheitsmomente ent-

I

SIS
I

1) Die Bezeichnungen weichen teilweise von den im ersten Teil verwendeten
ab; auch sind die Gleichungen in diesem Teile A wie auch in B jedesmal wieder
von (1) an beziffert.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 9
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M = das (ebenso bezogene) Biegemoment, das auf wagrechte Quer-
schnittselemente positiv wirkt, wenn es einer nach innen
konvexen Kriimmung entspricht, in kgm/m;

@ = die zugehorige Querkraft in kg/m;

v = das Einheitsgewicht der Behalterfiillung in kg/m3 (fiir Wasser
1000 kg/m3).

Die erste und wich-
tigsteVereinfachung, die
der Behandlung des
vorliegenden Problems
zugrunde liegt, ist die,
dal .hiefir die Be-
halterwand als diinn
angenommen  werden
darf. Diese Annahme
kommt darauf hinaus,
daB die im III. Kapitel
des ersten Teiles ent-
wickelten Vorstellungen
Geltung haben sollen,
insbesondere wird eine
lineare Verteilung der
Normalspannungeniiber
den Querschnitt ange-
nommen und die Span-
nungen iiber die einzel-
nen Querschnitte durch
ihre Summen ersetzt.
Der dadurch begangene
Fehler betragt fiir die
Lage der Resultieren-
den bei gemauerten
oder gestampften Bas-
sins, bei welchen die
Wandstiarke 1/, des
Behilterhalbmessers ist,
etwa 0,1 vH; dagegen

ist fiir dieses (groBe!) Verhaltnis die Ringspannung (¢,) am Innenrande

um etwa 10 vH groBer und am AuBenrande ebensoviel kleiner als der
unter der obigen Annahme gerechnete Mittelwert, was man bei der

Berechnung der Behilter unter diesen vereinfachenden Annahmen im

Auge behalten muB.

Wir setzen nun die Behélterwand als homogen und als zweite



Bezeichnungen. Differentialgleichung des Problems. 131

grundlegende Annahme die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes
voraus?).

Die Behélterwand wird unten eingespannt angenommen, ihr oberer
Rand ist frei. '

Betrachten wir ein Element des Behilters, das durch 2 Meridian-
ebenen und durch 2 Ebenen senkrecht zur Achse der Wand heraus-
geschnitten wird.

Die Dehnungen in Richtung der z-Achse bzw. des Halbmessers r

sind dann?):
_du _2n(a+w)——27ta_ﬂ

T dx’ 1 2na T a

(1)

&

und die entsprechenden Spannungen

Eod Eé
1_v2(8+1181), S,p=m(£1+ve). (2)
Die Kriimmung der urspriinglich in der a-Achse liegenden Er-
zeugenden ist: P
w

K= — da (angenidhert). (3)

Ihr entspricht das Biegemoment (1 — »2 im Nenner wegen der be-
hinderten Querdehnung):

EJ d?w E& d?w

S:

M= (I —?) Tdar T 12(1 — »?) T da? )
und die Querkraft:
am -
Q=— s (5)
x

Das Biegemoment M,, das von der Kriimmungsédnderung der Ring-
schnitte herriihrt, wird vernachlissigt.

Die Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten lauten nun,
wenn man annimmt, daf Eigengewicht und Auflast getrennt beriick-
sichtigt sind:
as

Krifte in Richtung x: — =0,
dx
iQ 8 (6)
cre i T Y 1 _
Krifte in Richtung 7: da + u =7

1) Analytische Untersuchungen unter Ausschluf des Hookeschen Gesetzes
liegen nur in sehr kleiner Zahl vor, es fiihrt dieser zu auBerordentlichen Ver-
wicklungen. Wegen des Naherungscharakters der dadurch erzwungenen Verein-
fachung ist eine zu weit getriebene Genauigkeit in den darauf gegriindeten Rech-
nungen von zweifelhaftem Wert. Fiir nichthomogene Baustoffe (wie z. B. Eisen-
beton) miissen die iiblichen Aquivalenzbetrachtungen Platz greifen. Vgl. hiezu
den Abschnitt B, 62 unten. _

2) Da nur Ableitungen nach z (bzw. &) auftreten, so setzen wir iiberall die
Zeichen fiir die totalen Differentialquotienten (d).

O*
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Mit Hilfe der Gln. (2), (4) und (5) erhalt man nun daraus die fol-
genden:

du w
S;-:O, d.h‘ 7{;"{"1";:0 (7)
und
dz? dzw) 12(1 —»?) 12(1 —»?) -y
= (43 Sew=—n
da? ( da? + a? 0w E e (8)
Setzt man nun zur Abkiirzung
x
E= ©)
~12(1 —»?)-H* 120 —»%) -y -H5
oSN - ., (10)
so wird Gl. (8) einfacher
d? Pw
— 3= —lE= 11
(B Ta) + kow—15=0. ()

Die Gl. (11) ist die Differentialgleichung 4. O. fiir die unbekannte
Funktion w, von deren Integration die Losung des Problems abhéngt;
die Gl (7) liefert dann % durch eine Quadratur.

Die vollstindige Losung von GI. (11) enthéilt daher 4 willkiirliche
Konstante, zu deren Bestimmung 4 Randbedingungen vorgeschrieben
werden miissen, was auf verschiedene Arten geschehen kann. In den
meisten Fillen werden folgende Festsetzungen getroffen:

dw

E=1, w=0, qE 0 (eingespanntes Ende), (12a)
£=0, M=0, @ =0 (freies Ende),
d. h.
2w d dzw)
3 [ —_— 3 | = ), 12b
plE=0. (0 9E) = (121)
Oder es kann — bei nachgiebigem Rande — angenommen

werden, dafl die Durchbiegung w der an diesem Rande auftretenden
Querkraft Q und die Tangentenneigung dem dort herrschenden Biege-
momente M proportional sein soll u. dgl. m.

44. Losung von H. Miiller-Breslau fiir rechteckigen Querschnitt.

Die von Miiller-Breslau gegebene Losung ist in Abschnitt B aus-
fithrlich durchgefiihrt, weshalb hier nur die Hauptgleichung abgeleitet
werden -moge?).

1) Wir folgen hier der von H. Reifiner in Beton u. Eisen, 7. Jg. 1908,
S. 150 u. f. gegebenen Darstellung.
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Setzt man
6 = J, = konst., (13)
weiter
w

= W (dimensionslos)

und mit Benutzung von (10)
k l
=% tTuee a4

so reduziert sich (11) auf die einfachere Gleichung:

dsw
G bW =1E. (15)
Durch die Substitution
Y (16)
wird (15) noch einfacher:
day
ge HrV="0. (17)

Diese Gleichung wird durch den Ansatz V = eP® integriert und
gibt fiir p die Bedingungsgleichung
pt4x2=0
mit den vier Wurzeln:
. y —

Prasa = |5 (EL £ =n(E1 L),

der Form

4_‘
Vi‘ (18)
) in

Damit erhalt man das ,,allgemeine Integral® von (15

W=;£+acosn§(&ofn§+bsinn§(§ofn§ (19)
+ ccosn E@inn & + dsinn £EGinn &,
worin a, b, ¢, d die Integrationskonstanten sind.
Die Randbedingungen lauten hier einfach
=1: =W =0,
& W =W (20)
E=0: W=W"=0,
und demgemdB erhalten die Konstanten die Werte:
A sinn Gojn + cosn Ginn — 2n cosn Cojn
o n(cos?n + Cof?n) ’
(21)

n(cosn Ginn — sinn Eojn) — cosn Cojn

n(cos®n -+ Cof2n) , d=0.

SN



134 Analytische Methoden.

Eiserne Behalter werden meist in einzelne Teile, Bahnen, mit ver-
schiedenen, und zwar nach unten zunehmenden Wandstiarken unter-
teilt. Fiir jeden solchen Teil gilt die durch (19) definierte Losung,
wobei aber J, fiir die verschiedenen Bahnen verschiedene Werte erhilt;
die Integrationskonstanten von (19) sind fiir jeden solchen Teil durch
die Randbedingungen bzw. Stetigkeitsbedingungen an der Ubergangs-
stelle (StoBstelle) bestimmt. Die Stetigkeit verlangt, dafl an diesen
Ubergangsstellen, an denen zwei Bahnen aneinanderstofien, die Gré8en

aw s W s BW

w, qE’ 6Ti~§mM), 6d—§3»(wQ)
dieselben Werte behalten. Diese Bedingungen geben 4 Gleichungen
zwischen den 8 Konstanten zweier aufeinanderfolgender Platten,
mittels welcher sich die 4 Konstanten einer Platte durch die 4 Kon-
stanten der folgenden ausdriicken. Durch Festlegung von zusammen
4 Konstanten am oberen und unteren Rande, z. B. durch die oben fest-
gelegten Randbedingungen (20), sind dann alle Konstanten fiir alle
Bahnen bestimnit.

Da eine eingehende Wiedergabe der hiezu erforderlichen Rech-
nungen den hier zur Verfiigung stehenden Raum iiberschreiten wiirde,
so begniigen wir uns damit, auf die Abhandlung von Professor C. Runge:
,,Uber die Forminderung eines zylindrischen Wasserbehilters durch
den Wasserdruck®, in der Zeitschr. f. Math. u. Physik Bd. 51,
S. 254 ff. 1904, zu verweisen, wo man diese Rechnungen tiibersichtlich
durchgefiihrt findet.

45. Methode von H. ReiBlner fiir linear verinderliche Wandstirke.

H. Reilner hat im 7. Jahrgange (1908) der Zeitschrift Beton
und Eisen S. 150ff. die folgende Auflosung des Behilterproblems
fiir linear veranderliche Wandstérke ver6ffentlicht und speziell fiir den
Dreiecksquerschnitt ausfiihrliche numerische Resultate angegeben.

Durch den fiir eine lineare Verdnderlichkeit geltenden Ansatz

8=108,-& 22)
erhilt die Gl (11) mit Benutzung der Gln. (14) die folgende Gestalt:
d? azw
il - Rl ClE—=
d&z(E d§2>+x§W AE=0. (23)

Eine ganz #hnliche Differentialgleichung 4. O. hat Kirchhoff
in seiner Abhandlung: ,,Uber die Transversalschwingungen eines
Stabes von verinderlichem Querschnitt” (Monatsber. d. Akad. d.
Wiss. zu Berlin 1879, und Gesammelte Abhandlungen S. 3391f.)
bei einem anderen Problem in bekannter Weise in 2 Gleichun-
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gen niedrigerer Ordnung zerlegt und mit Hilfe von Besselschen
Funktionen integriert; da aber die Vorzeichenverschiedenheit eines
Gliedes zu Besselschen Funktionen komplexen Arguments und héherer
Ordnung fiihrt, fiir die keine Tabellen bestehen, so integriert Reiner
die Differentialgleichungen (23) nach einer Methode aus der Theorie der
linearen Differentialgleichungen mit Hilfe zweier sehr gut konvergieren-
der Reihen.

Setzt man zunichst

y)
W=V+ o’ (24)
so wird die Gl. (23) einfacher
azv :
(g3 -
d§2(5 d§2)+x§V 0. (25)
Zur Integration dieser Gleichung verwendet man den Ansatz:
j=00
14 =2An . EPHT (26)
7=0

worin die ganze Zahl p durch die Methode selbst bestimmt wird.
Damit namlich der erste Koeffizient 4, dieser Entwicklung nicht

verschwinde — was das Verschwinden aller folgenden bedeuten
wiirde —, mul} p folgender Gleichung geniigen:
(Koeffizient von &-1): p?*(p — 1)(p+1) =0, (27)

und nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten findet man die
folgenden Koeffizienten in der Form:

A1=A3=A5=“'A21‘+1:O,
Ay = — * - 4y,
: pP+D@+2@+3 °
sy 2 4 (28)
T T D@+ 22+ 3@+ 4@ +5) 0
%3
Ay =— usw.

I E2 - (L 6FErT

Die Werte p =0 und p = 1 ergeben unmittelbar 2 voneinander
unabhingige : partikulire Integrale, wahrend die anderen Wurzeln
p = 0 und p = —1 versagen. Aus der Theorie der linearen Differential-
gleichungen kann man fiir diese Falle die fehlenden 2 partikuldren
Integrale entnehmen, die mit dem Faktor Iné als Faktor behaftet
auftreten.

In dem vorliegenden Falle, wo die singuldre Stelle £ = 0 mit zum
betrachteten Gebiet gehért, miissen die beiden Konstanten, mit denen
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die letztgenannten Integrale multipliziert sind, verschwinden, damit
fir diesen Punkt V (und W) nicht unendlich grof§ wird.

Tatsachlich sind wegen 6, =0 die Grenzbedingungen (12b) am
oberen Rande & = 0 von selbst erfiillt, so daB zur Bestimmung der
beiden iibrigbleibenden Integrationskonstanten A und B, wie wir sie
nennen wollen, die den beiden partikularen Integralen » = 0 und p = 1
entsprechen, die Bedingungen (12a)

aw

) E=1, W—E—O (12a)
geniigen.

Das vollstandige Integral der Differentialgl. (23) ergibt sich daher zu

W:%+A-W,+BoW2, (29)

WO
% 52 22 54 #3 56

L TE TRUPTETR 1T TR
204 23254 2538 (30)
W2=5<1_3!4! RREITTRITY +>
Um A und B zu berechnen, setzt man nach (29) fiir
ST T ,_dW)
=1:W=W _O(W_dé ,
und erhilt:
y)
AW1+BW2:_';,
AW{ 4+ BW; =0,
woraus folgt
4 Z_i[_Wé___]
x LW W5 — Wy Wiler
(31)
B_i[J__]
% Wy Wy — Wy Wile=r
Es ist dabei also:
, 2% 4 %2 633
Wi=—smtas —emn
(32)

, 3.2  5:2x2 7258
We=1—37r+ 5161 ~ 78l

Fiir das ganze elastische Verhalten des Behalters sind nur die beiden
dimensionslosen Grofen
121 — ) yH°

T und 4=
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mafgebend: alle Behdlter mit denselben Werten von » und 4
sind elastisch &quivalent. Wenn also etwa das Verhalten eines
Behilters durch Modellversuche iiberpriift werden soll, so ist zu be-
achten, daB z. B. die Kurve fiir die Durchbiegung W = W (§) nur dann
zu jener des wirklichen Behilters ahnlich verlaufen wird, wenn auch
die Bedingungen der ,,mechanischen Ahnlichkeit* erfiillt sind, also die
beiden Werte von % und 4 fiir Modell und wirkliche Ausfiihrung zahlen-
miBig iibereinstimmen?).

Nach dieser Methode ist durch die Gleichung (29) [mit (30), (31),
(32)] die Forménderung des Behilters dargestellt.

Wenn der Nullpunkt (J, = 0), wie beim trapezformigen Querschnitt,
nicht im Koordinatenanfangspunkt liegt, so treten zu der allgemeinen
Losung noch die zwei erwahnten logarithmischen Integrale hinzu, so
daB diese Methode auch fiir trapezférmige Querschnitte brauchbar wird ;
die Erweiterung auf diesen Fall wurde von H. ReiBner nicht weiter
ausgefiihrt; fiir ihn fillt die Bestimmung der Konstanten A4, erheb-
lich verwickelter aus.

Nach Erorterung dieser Methode, die von allen bisher bekannten
die exakteste ist, seien zunichst einige Bemerkungen iiber andere
Methoden eingeschaltet, worauf die eingehende Besprechung der vom
Verfasser selbst durchgearbeiteten Methode folgt, welche fiir Quer-
schnitte von fast beliebiger Form anwendbar ist.

46. Bemerkungen iiber weitere Methoden.

a) E. Meifner hat seine in 28. dargestellte Methode, wonach die
Integration der drehsymmetrischen Schalen auf eine Differential-
gleichung 4. O. zuriickgefiihrt wird, die in zwei Differentialgleichungen
2. O. zerfallt, in einer besonderen Arbeit auch fiir den hier betrachteten
Fall des zylindrischen Behélters mit Dreiecksquerschnitt unter Wasser-
druck erweitert?). Die Schalengleichungen werden durch die (be-
kannten) Reihenentwicklungen der Besselschen Funktionen mit ima-
gindrem Argument integriert und fir die GréBen, auf deren Kenntnis
es vor allem ankommt: die Durchbiegung w am oberen freien Rande,
das Biegemoment M und die Querkraft ¢ an der Einspannungsstelle,
sehr rasch konvergierende Reihenentwicklungen erhalten. Weiter hat
MeiBiner auch fiir schlanke Zylinder, d.s. solche mit groBler Linge
gegeniiber dem Halbmesser @, die asymptotischen Entwicklungen
der Besselschen Funktionen benutzt (d.s. die fiir groBe Werte des

1) Siehe des Verfassers Lehrbuch der technischen Mechanik. Berlin: Julius
Springer 1923.

?) MeiBiner, E.: Beanspruchung und Forménderung zylindrischer GefiBe
mit linear verinderlicher Wandstéirke. Vierteljahrsschr. d. naturforsch. Ges. in
Ziirich Jg. 62, S. 153—168. 1917.
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Argumentes geltenden) und dadurch fiir diesen Fall besonders ein-
fache und mit groBer Anniherung zutreffende Ausdriicke erhalten.

b) Entwicklung nach einem Parameter. (Probléeme général de la
dynamique nach H. Poincaré.) Da die Losung fiir den Rechtecks-
querschnitt bekannt ist (44.) und fiir andere Querschnitte die Wand-
stirke meist nur schwach verinderlich ist, die dabei von der recht-
eckigen Form oft nicht sehr stark abweichen, so kann man z. B. fiir
die Trapezform

0 =200+ px

und fiir die Parabel
0 = 0o + pma?
setzen usw. und darin p als eine kleine GroBe betrachten; demgemaB

verwendet man fiir die Durchbiegung w einen Reihenansatz von folgen-
der Form:

. w = wy(x) + pw,(®) + ptw,(x) +---,
worin w,(z) die Losung fiir den Rechtecksschnitt (fiir 4 = 0) bedeutet.
Wenn diese Ansitze in die Differentialgleichung eingefiihrt und die
Beiwerte gleich hoher Potenzen von u gleich Null gesetzt werden, so
gelingt es leicht, fortschreitend die einzelnen Funktionen w),(%),
w,y (), . . . dieser Entwicklung zu bestimmen. Diesen Weg hat W. Ef-
fenbergerl) beschritten und gezeigt, dal die Entwicklung sehr rasch
konvergiert, und daB es geniigt, sie auf das erste Glied zu beschrinken.

¢) Bei dem von K.Federhofer?) angegebenen Verfahren wird die
Behilterwand in zwei Systeme zerlegt, von denen das eine aus lot-
rechten Stiben, das andere aus wagrechten Ringen besteht, die jene
Stibe zu einem elastischen Ganzen vereinigen. Es werden dann die
Kraftanteile bestimmt, die auf jedes Element des einen und des anderen
Systems entfallen. Bei verinderlichem Querschnitt wird der ganze
Behilter in eine Anzahl von Abschnitten zerlegt, in denen die Wand-
starke als unverinderlich angenommen wird. (Siehe Abschnitt B.)

d) Nach einer — bisher nicht versffentlichten — Bemerkung von
E. Trefftz ist es praktisch, zur Herstellung der Loésung in folgender
Weise vorzugehen: Man verzichtet zunichst auf die Erfiillung der
Randbedingungen am unteren Rande und sucht eine Sonderlosung w,
der inhomogenen Gleichung und zwei Sonderlésungen w,, w, der homo-
genen Gleichung der zylindrischen Schale, welche alle am oberen Rande
die Randbedingungen w" = 0, w'"’ = 0 erfiillen sollen; auBlerdem sei
fiir die Lésung der inhomogenen Gleichung dort w =0, v’ =0 und

1) Effenberger, W.: Uber eine neue Berechnung der Spannungsverteilung
in zylindrischen Behilterwinden. Beton u. Eisen Jg. 16. 1917.

2) Federhofer, K.: Graphisches Verfahren fiir die Ermittlung der Spannungs-
verteilung in zylindrischen Behilterwinden. Beton u. Eisen Jg. 8, S. 387. 1909.
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fiir die beiden Losungen der homogenen Gleichungen dort einmal
w=1, w =0, das andere Mal w = 0, w’ = 1. Die Losung ist dann
in der Form anzusetzen:

w=w, + 4, w, + Ay, w,,
wo jetzt die Integrationskonstanten 4,, 4, so bestimmt werden konnen,
daB auch am unteren Rande die Randbedingungen erfiillt sind.

Was die Ermittlung der Sonderlésungen selbst betrifft, so betrachten
wir die Differentialgleichung der Zylinderwand:

—d—z-(63 d2w> _12(1—»?)H3y & 12(1 — ) H*
a2 \" dg) = E a? v
als die fiir einen Balken von der Hohe § (oder 2A) und der Breite 1,
mit rechteckigem Querschnitt, der erstens mit einer Belastung
12(1 —»»)H3y ¢
E
und zweitens mit einer Belastung
12(1 — »?) H*
—_— - — . w
a2
versehen ist, die der Ausbiegung w negativ proportional ist. Man nimmt
nun eine Biegelinie w(£) plausibel an, berechnet damit die zweite Be-
lastung und ermittelt mit Hilfe zweier Seilecke in bekannter Weise
eine neue verbesserte Kurve w, mit welcher man dasselbe Verfahren
so lange wiederholt, bis sich zeichnerisch keine merklichen Unter-
schiede zwischen den aufeinanderfolgenden Linien ergeben. Da alle

Randbedingungen an der gleichen Stelle gegeben sind, so konvergiert
dieses Néherungsverfahren auf jeden Fall.

II. Losung nach der Methode von W. Ritz.

Die Anwendbarkeit der Methode von W. Ritz beruht darauf, daf
das Problem der Ermittlung der Spannungsverteilung und Form-
snderungen in zylindrischen Behilterwéinden als Extremalproblem
eines bestimmten Integrals aufgefaBit werden kann; und zwar stellt
das Integral die Forminderungsarbeit des deformierten Systems und
das entsprechende Variationsproblem das sog. ,,Prinzip der kleinsten
Forménderungsarbeit* dar.

47, Aufstellung des Problems als Variationsproblem nach dem Prinzip
der kleinsten Forménderungsarbeit.

Es handelt sich also zunichst darum, den Ausdruck fiir die Form-
anderungsarbeit der als homogen vorausgesetzten Behélterwand mit
beliebig veranderlichem Querschnitt aufzustellen, wobei wie bisher an
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der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes festgehalten wird; da wir
den Behilter mit Fliissigkeit gefiillt betrachten, so haben wir auch die
Arbeit des Fliissigkeitsdruckes (als dulere Kraft) bei der Forménderung
einzubeziehen. Die Behélterwand wird unten eingespannt angenommen,
ihr oberer Rand ist frei.

Die gesamte Formanderungsarbeit eines Streifens von der Breite 1
setzt sich (fiir § c 0) zusammen:

1. aus der Arbeit der Biegung (fiir ein Element von der Linge dx:

1 M2
d4, = 5 R dx
(I —»?)
(der Faktor 1 — »2 ist wegen der behinderten Querdehnung hinzu-

zufiigen) :
2. aus der Arbeit der Ringdehnung,
3. aus der Arbeit der dulleren Kraft, die der Tiefe x an jeder Stelle

proportional ist.
Es ist also der folgende Ausdruck zu einem Minimum zu machen:

1 M 1
3 B %
(1 —9?)

A= Ed-& —yzw|dr = min. (33)

Wenn wir die obigen Werte einsetzen, so erhalten wir (bis auf einen
unwesentlichen Faktor):
H
1 w2 1 12(1 —?)

— — 8 — = T.-w?
‘4_/[26(dx2>+2 a? 0w

0 (34)

12(1 —»%) y
E

TW\ldx

Setzen wir nun wie frither zur Abkiirzung

x
§= 4 ®
und
_2) A 2y HY
k=7172§1 2v)H , l=12(1 v%) y , (10)
a E

so erhalten wir (bis auf einen unwesentlichen Faktor)
1

1 2w\ k . ~
A:/[—563-(d§2)+§-6-w2—l§-w d& . (35)

0
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An diesen Ausdruck werden wir alle folgenden Entwicklungen
ankniipfen. Die unbekannte Funktion w=w(f) ist so zu be-
stimmen, daBB 4 einen kleinsten Wert enthilt.

48. Zusammenhang der Differentialgleichung mit dem
Variationsproblem.

Die erste notwendige Bedingung (d.i. die einzige, die hier in Be-
tracht kommt) fiir das Minimum des Integrales

2
d?w dw )
J —V[F(%z- 5 '&:{; , W, X dz N (36)
1

worin F' eine bekannte Funktion seiner Argumente darstellt, besteht,
wie die Variationsrechnung lehrt, in dem Verschwinden der Lagrange-
schen Ableitung

dz(&F) d(c?F) oF _, (37)

da2 \0w”)  dx\dw' ) ' dw
(w’ = % usw.> , welche Gleichung als Differentialgleichung fiir die

unbekannte Funktion w = w(x) zu betrachten ist.

Man erhilt die Bedingung dafiir, daBl ein bestimmtes Integral J
ein Minimum ist, durch den folgenden Weg, der von Lagrange her-
rithrt und dessen sinngeméafe Anwendung in allen vorkommenden Fillen
(wie z.B. bei mehrfachen Integralen oder mehreren unbekannten
Funktionen usw.) zum Ziele fithrt; die Lagrangesche Schluflweise
reduziert das Variationsproblem J = min auf ein gewohnliches Maxi-
mum-Minimum-Problem.

Der Gedankengang ist der folgende: Man denke sich, die unbekannte
Funktion sei gefunden, sie sei w = w(x). Soll das Integral J fiir diese
Funktion einen extremen Wert erhalten, so muBl dieser Wert fiir die
,Umgebung‘“ der durch w = w(x) definierten Kurve stationér sein.
Damit ist folgendes gemeint: Betrachten wir eine
zu w(x) benachbarte Kurve

wy (@) = w(@) + &), (38)
die man als Variation der urspriinglichen be-
zeichnet; darin bedeute 7(x) eine Funktion, die
nur den Bedingungen geniigt, dafl sie im An-

fangs- und Endpunkte von w in Ordinate und
Tangente mit w iibereinstimmt (siehe Abb. 37),

1
I
1
I
i
|
|
1
1
]
1
1
1

in Zeichen:

n(1) =752 =71)=7%(2) =0, (39) Abb. 37.

p
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im {iibrigen aber vollstindig willkiirlich ist. & bedeutet eine kleine
Konstante, die die Kurven w,(x) auf eine gewisse Nachbarschaft der
Kurve w einschrinkt.

Setzen wir nun diese Funktion w,(x) in das Integral J ein und be-
trachten wir den Wert dieses Integrals in seiner Abhangigkeit von
der GroBe ¢, so schreiben wir

2
=[F(w"+sn", wtey, wten, z)dx. (40)
i

Die Funktion W geht fiir ¢ = 0 in w tiber, und fiir ¢ = 0 soll gleich-
zeitig das Integral J(¢) einen extremen Wert erhalten oder stationéar
sein. Das heilt aber, dal} die Ableitung von J(¢) nach ¢ fir e =0
verschwinden mufl. Wir schreiben dies in der Form:

2

aJ , OF , OF oF

i
Nun werden die Integrale iiber die beiden ersten dieser Summanden
durch partielle Integration umgeformt; es ist

2 2
,apd_[ aFr ' d(&F)d
n _(9_11)/_ T = nawfl n &w T,
1 1
2 ) 2

" OF OF T2 [ d (&F)r ’ (01’)
/’7 cu” da = [17 0w”}1_ T gz 6w’ )i T ) T da2 \ iz,
1 1

und da wegen der Bedingungen, die wir der Funktion # auferlegt haben,
alle auBerhalb der Integrale stehenden Glieder verschwinden, so bleibt
nur ibrig:

2

) L) - ) Zaem. o

Da nun 7 eine ganz willkiirliche Funktion ist, so kann diese Be-
dingung (i. a.) nur dann erfiillt sein, wenn der Ausdruck in der eckigen
Klammer verschwindet, wodurch die Lagrangesche Differentialgl. (37)
gewonnen ist.

Wir bekommen demgemi8 als Differentialgleichung fiir das durch
A = min gegebene Variationsproblem (35)

d |
d§2(63d§2)+k6w—l§—0 (11)
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welche Gleichung von ReiBiner (siehe Artikel 43) direkt abgeleitet
und fiir den Fall linear verénderlicher Wandstérke nach allgemeinen
Methoden aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
nichtkonstanten Koeffizienten gelost wurde.

oF
Da ] wn

d (OF \ .. . . . .
Jz\ ou” dieQuerkraft darstellt, so gentigt es, fiir  die Randbedingungen

in unserem Falle im wesentlichen das Biegemoment und

awll

(39) nur fiir den unteren Rand vorzuschreiben, sofern fiir den oberen
Rand Querkraft und Biegemoment verschwinden sollen, der obere
Rand also frei ist.

49. Erklirung der Methode von W. Ritz.

Zur ndherungsweisen Auflosung dieses Problems soll nun, wie
gesagt, die Methode von W. Ritz!) verwendet werden, die sich kurz
so darstellen 148t: Wir approximieren die gesuchte Losung durch eine
Reihe von Polynomen P, durch einen Ansatz von der Form:

Wy = a; Py + ay Py + -+ +a, Py, (43)

wobei die Polynome so gewéahlt sind, da sie einzeln die durch (12)

gegebenen Randbedingungen befriedigen. Dann setzen wir w, fir

die gesuchte Losung w in den Ausdruck (35) fiir die Forménderungs-

arbeit A und bestimmen die Koeffizienten a,, a,,... a, so, dal A4,

worin nun die Integrationen ausgefithrt werden konnen, und welches

durch die Substitution eine nicht homogene quadratische Funktion

der a,, a,, . ..a, wird, einen extremen Wert erhalt, d. h., da wir da-
durch ein gewohnliches Extremalproblem erhalten haben, so, daf}
0A 0A 04

0a1_0’ 0a2_0""6an_

Man erhalt so fiir jede Anndherungsfunktion w ein System von

gewohnlichen (nicht homogenen) linearen Gleichungen, deren Deter-

minante nicht verschwindet. Denn setzt man:

0. (44)

1
Opg = tgp = [[8%- Py - Py + k- 8- Pp- Pyl dE,
0

1
o =1[EP,dE,
0

1) Ritz, W.: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Randwertaufgaben.
Gott. Nachrichten, Math. K1. 1908; Theorie der Transversalschwingungen einer
quadratischen Platte mit freien Randern. Ann. Physik (4) Bd. 28, S. 737—786.
1909; Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variationsprobleme der
mathematischen Physik. Crelle J. Bd. 135. 1909. '
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so lautet das Gleichungssystem (44) einfach
n
Dlopt, =0, @=1,2,...n). (45)
p=1

Die Losung von (44) und (45) ist immer méglich und eindeutig,
weil die quadratische Form

1
Dy ayag =34 [[0° w2 + k-0 wi]dé
D, q 0

stets positiv ist und nur fir w, =0 verschwindet.
Die Auflssung der Gl. (44) [bzw. (45)] liefert die Koeffizienten

a,, Gy, . ..a, fiur die Funktion w,; man erhalt natiirlich fiir jedes n
andere Koeffizienten a;, die ihrerseits gegen bestimmte Grenzwerte
konvergieren.

Die Methode gilt — allgemein — fiir alle Probleme, die aus einem
Variationsproblem ableitbar sind (wozu insbesondere fast alle .in der
Technik vorkommenden Gleichgewichtsaufgaben gehoren), wenn auch
ihre allgemeine Zulassigkeit von Bedingungen abhéngt, die heute noch
nicht vollkommen angefiihrt werden kénnen und auch in den meisten
Fallen die vollstindigen Konvergenzbeweise nicht zu erbringen sind.

Die Methode liefert um so rascher brauchbare Werte, je besser man
die Funktionen P; (die im allgemeinen natiirlich durchaus nicht Polynome
sein miissen) gewahlt hat. Praktisch kommt es natiirlich auch auf die
Grofle der Rechenarbeit an, die ihre Einfithrung mit sich bringt. Fiir
das gegebene Problem diirften sich aber die gewéhlten, nach Polynomen
fortschreitenden Reihen wohl am besten eignen. Es handelt sich dabei
nicht allein um die Bestimmung der Forménderung w = w (&), sondern
insbesondere auch um die Bestimmung der Biegungsmomente M,
a?w
dg
gegeben sind. Es ist nun eine Eigenschaft solcher (interpolatorischer)
Annéherungsfunktionen w,, daB sie im allgemeinen bei beliebig oft
wiederholter Differentiation nicht brauchbar bleiben, so daBl besondere
Bedingungen erfiillt sein miissen, wenn auch der zweite oder ein hoherer
Differentialquotient noch eine richtige Darstellung liefern soll. Allein
man kann, wenn man sich auf nicht zu groBe Werte von x (siehe unten)
beschrankt, durch Steigerung der Zahl der Anndherungen (es geniigen
auch hiebei meist 3) auch fiir die Momente brauchbare Werte erhalten.

Aus der Form der Bedingungsgl. (44), welche die Koeffizienten in
der Entwicklung (43) definieren, erhellt sofort, daB die Methode in
enger Beziehung steht mit der Behandlung statisch unbestimmter
Systeme, wie sie, durch O. Mohr begriindet, seit langem in der Statik

die im wesentlichen durch die zweiten Differentialquotienten
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der Baukonstruktionen allgemein angewendet wird. Die Koeffizienten
@y, @y, ... sind nichts anderes als im gewissen Sinne verallgemeinerte
statisch unbestimmbare GroBen: bei den unendlich vielfach statisch
unbestimmten Systemen gibt es eben unendlich viele solcher GréSen
ay, @, ..., die zur Kennzeichnung der resultierenden Forménderung
notwendig sind. Auf die dadurch gegebenen eigentiimlichen Beziehungen
mit bekannten Resultaten kann hier nur verwiesen werden.

50. Uber das Prinzip der kleinsten Forminderungsarbeit.

Was nun das Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit
selbst anlangt, das wir hier zugrunde gelegt haben, so liegen dafiir
mehrere Beweise vor und Versuche, um seinen Inhalt vollkommen klarzu-
stellen. Die folgende Erliuterung pflegt Herr Professor Dr. Ph. Forch-
heimer seit Jahren in seinen Vorlesungen zu geben, den ich mit
seiner freundlichen Erlaubnis hier mitteilen mochte?l).

Wenn das Superpositionsgesetz gilt (was ausdriicklich zu betonen
ist), so ist die Senkung eines elastischen Systems unter gegebenen
Lasten unabhédngig von dem urspriinglichen Zustande des Systems.
Da nun, wenn man Lasten aufbringt, die Arbeit der sinkenden Lasten
gleich sein mul} der hinzukommenden Arbeit der hiebei entstehenden
inneren Krifte, und da die Senkungen, wie gesagt, unabhingig von
den urspriinglichen inneren Kriften sind, folgt weiter, daB dann die
»Lastsenkungsarbeit selbst von dem urspriinglichen Zustande
unabhéngig ist. AuBler der Lastsenkungsarbeit ist im System jene
Arbeit enthalten, welche beim ,,Montieren‘ des Systems'von den Ar-
beitern verrichtet werden mufite, weil die Glieder nicht genau in den
richtigen Dimensionen hergestellt werden konnten. Diese ,,Montage-
arbeit” kann iibrigens auch in einem urspriinglich spannungslosen
und temperaturgleichen System durch ungleiche Erwidrmung der ein-
zelnen Systemteile nachtriglich erzeugt werden.

Die Gesamtarbeit im System ist nach dem Gesagten gleich der Mon-
tagearbeit plus der fiir die gegebenen Lasten konstanten Lastsenkungs-
arbeit. Von den unendlich vielen moglichen Spannungsverteilungen
entspricht also bei gleichférmiger Temperatur diejenige dem urspriing-
lich spannungslosen Zustand, bei welcher die Montagearbeit (die nicht
negativ sein kann) so klein als méglich, d. h. Null war (Prinzip von
Menabrea), oder die Forménderungsarbeit ein Minimum ist; unter
Forméanderungsarbeit ist dabei die Summe der Arbeiten verstanden, die

1) Man vgl. J. Weingarten: Arch. Math. 3. Reihe, Bd. 2. 1902; Frankel:
Z. Arch.-u.Ing.-Ver. Hannover 1882; Mohr: Wochenbl. Arch. Ing. 1883. Siehe auch
Mehrtens: Vorlesungen Bd. 3, S. 235ff. Beziiglich der Montagespannungen
vgl. auch eine vor kurzem erschienene interessante Arbeit von Ph. Frank: Mo-
natshefte Math. Phys. 1912.

Poschl, Behalter. 2. Aufl. 10
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dazu notwendig waren, die einzelnen Systemglieder aus dem spannungs-
losen in jenen Zustand zu bringen, den sie im belasteten System haben.

Unmittelbar 148t sich die Giiltigkeit des Prinzips der kleinsten
Forménderungsarbeit durch folgende direkte SchluBweise einsehen,
die gleichzeitig auch die Bedingungen angibt, die fiir die Vergleichs-
funktionen zu stellen sind (und auf die schon in 48. hingewiesen wurde);
denn fiir jedes Minimalproblem ist die Kennzeichnung derjenigen Funk-
tionen erforderlich, ,,die zur Konkurrenz zugelassen sind®, in bezug
auf welche mithin das Minimum bezogen ist, eine notwendige Voraus-
setzung. Sei w(x) die wirklich eintretende Verschiebung der Zylinder-
erzeugenden, w -+ # irgendeine andere, dann ist die Formanderungs-
arbeit im ersten Falle nach GI. (35):

1

A(w) =/[% Bw’? —;c—éwz —lEw|dé
0
und im zweiten:

1
Aw + 5) = A(w) +f[(53w"77”+ kdwy —1EnldE
0

1

-
0
Wird auf das erste Glied des ersten Integrals zweimal die Produkt-
integration angewendet, so verschwindet es infolge der Randbedingungen
fir w und der Differentialgleichung der Zylinderschale, sobald nur
am unteren Rande fir #: # =0 und %’ = 0 gefordert wird. Es
bleibt:

1
Aw + n) = A(w) + j (positive Funktion von z)dz,
0

folglich ist
also hat A fiir die wirklich eintretende Verschiebung einen kleinsten
Wert.

Was endlich die Formulierung des Prinzips selbst anlangt, so sei
darauf hingewiesen, dal es sich dabei eigentlich um ein Variations-
problem mit einer Nebenbedingung handelt, indem die Energie der
inneren Krifte einen kleinsten Wert annehmen soll, wiahrend gleich-
zeitig die Nebenbedingung erfiillt sein muf}, da die Arbeiten der inneren
und duBeren Krifte, die jene Verschiebungen hervorrufen, einander
gleich werden, also:

A; = min, wihrend: A;= A4, ist.
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Nach der Methode des Lagrangeschen Faktors erhilt man als damit
gleichwertig das Variationsprinzip:
A; — 24, = min,

in welcher Form es auch oben verwendet wurde?).

51. Behilterwand mit Dreiecksquerschnitt.

Fiir die Behilterwand mit Dreiecksquerschnitt machen wir den
Ansatz:

0=20,-&. (21)
Setzen wir dann noch wie friiher:
w=2
a
und
k1200 —)H*
== = —-——ﬁ———-’
o a2 &, (14)
1— I 120 —»)y HS
T8 aE & ’

so nimmt der Ausdruck (35) fiir 4 (bis auf einen unwesentlichen Fak-
tor) die einfachere Form an:
1

A=/[%§3<§2;:,)2+—;15W2—15W d§ = min. (46)
Wir approximieren die gesuchte Losung
W= W)
durch den unmittelbar sich darbietenden Ansatz:
Wo=(—10%@a,+ayé +as&®+ - +a,é", (47)

von welchem jedes Glied einzeln die beiden ersten der Grenzbedingungen
(12) erfiillt, wihrend den beiden anderen Bedingungen wegen §, = 0
identisch geniigt wird. Die Koeffizienten a,, a,, . . . @, sind dann durch
die in Abschnitt 49 angegebene Methode von W. Ritz zu bestimmen;
wir wollen das erstemal den Gang der Rechnung ausfiihrlicher durch-
fiihren, damit wir uns bei den Wiederholungen ganz kurz fassen kénnen.

1) Vgl. hierzu: H. Lorenz: Niherungslésungen von Problemen der Elasti-
zitdtstheorie. Phys. Z. Jg. 14, S. 71—74. 1913; und dessen Technische Elastizi-
tatslehre S. 397—401. Ferner eine Note des Verfassers: Uber das Prinzip der
kleinsten Forménderungsarbeit. Phys. Z. Jg. 14, S. 410—412. 1913.

10*
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Es kommen dabei gewisse bestimmte Integrale vor, die alle durch
folgende allgemeine Formel erledigt werden:

m! (—1)

1
Jm,n_—-/fm(é —1)"d§ =
0

wiDn+2)  mtmtp
Insbesondere ist
Jo,2 = —;—, Ji,0= liz, Jy, 0= 31—0, J3’2=6i0 usw., } )
Joo=7%, Jua=15, Jo,a=1s, Js,4=355 USW.
Als 1. Annédherung nehmen wir:
Wy =a,(§ —1)* (49)

und bilden
Wi=2a,(6—1),
W{=2a,.
Dies setzen wir in den Ausdruck (46) ein und erhalten mit Be-

nutzung von (48) (wenn wir den Wert, den A durch Einsetzen der
jten Anndherung annimmt, mit A4; bezeichnen)

_af( x) 1
d=5\l+g5) 2o g
wir bilden nun

04, ( x) A
da, 0= a1 T 35) " 12

woraus folgt

N R
17760 4+ 2%
und weiter
W, 5
A R _(E—1)2
yh 60+2x(§ e

was allerdings noch Fehler enthalten wiirde, die im Maximum fiir
% = 10: 8 vH und fiir » = 100 noch viel mehr betragen wiirden. Die
Fehler sind bei der 1. Annsherung relativ grofl, weil durch die Wahl
von (49) iiber die Form der elastischen Linie der gedehnten Behalter-
wand eine viel zu spezielle Annahme getroffen wird; tatsichlich unter-
scheidet sich die durch (49) dargestellte Parabel besonders fiir groBere
Werte von » betriichtlich von den sich wirklich ergebenden Formen.

Weit bessere Ergebnisse erhalten wir schon durch die 2. An-
naherung:

Wy =(& —1)%(a; + a5 ),
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wobei also

W= —1)(20a;— ay 4 3a,§),

Wi =2 —2a,+ 3a,8), (50)
dann geht 4 nach (46) iiber in

1 . 2 P
27 1(1+ >+“l 2( +105)

1 VA al a2)
+ “"( + 560) 7(12 T30

4, =

Durch partielle Differentiation nach @, und a, erhalten wir dann
nach den Gln. (44) die folgenden beiden linearen Gleichungen als Be-
stimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a, a,:

2 A
a(1+25)+a(E+ o) =15

2 2 A (5D
X %
“l<3+ 1o5) sl + %) =30
deren Auflésung liefert:
Ay- 71 = 0,02 — 0,(4)1984 »1),
(52)
Ay - % — 0,(3)31746 x ,

wobei
4, = 0,24 + 0,(2)92857 % + 0,(4)283447 »2 .
In diesem Falle ist der Fehler in w fiir x = 10 etwa /; vH, fir
% =100:1,9 vH, die Werte sind also bereits sehr brauchbar (ver-

glichen mit den Resultaten von H.ReiBner a.a.O.).
Aus diesen Formeln folgt z. B. fiir:

% =10, i‘ll — 0,0589, % — 0,00946 ,
% = 100, —0,0124, — 0,0218,
3. Anndherung:

= (& —1)?%(a; + ap & + a3 &?) (53)

und
Wi =2ay( =1+ 4(ay+ 2a58) (£ —1) +2(a, + 0 & + 0z &) (53)

1) Durch (n) deuten wir an, daB hinter dem Dezimalkomma vor der ersten
Ziffer n Nullen stehen.
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oder, welche Form fiir die Ausrechnung der Biegungsmomente geeig-
neter ist:

Wi =2(a; + ay + a5) + 6a,(6§ — 1) + 120, (2 —1).  (53”)
In diesem Falle erhalten wir die linearen Gleichungen:
2 % 1

)24 o) + o (5 ) = 5

“l(”%‘ T o\t 105 T\ 5 T 30) =120
2 % 2 % 2 % 1

“1(€+E5)+“2(E+280>+“3<T+630)‘%’1’ (54)

1 % 2 9 % 1
“I(EJF%) +“2(7+630> +“3(3—5+m> = %"

deren Auflosung liefert:

‘ N

41

4y - =L = 0,081633 -+ 0,(6)2624 52,
4, - % = 0,001587 x -+ 0,(5)15747 2, (55)
Ay - % = —0,(3)3401 % + 0,(5)39368 2,

worin
Ay = 0,9796 4 0,039455 % + 0,(3)171867 % -+ 0,(7)9320231) .

Aus diesen Gleichungen ergibt sich z. B. fiir

» = 10:
2 0,05869, 22 —00113, 25 —_0,002164,
2 7 1

% = 100:
%1« —0,01251, % —0,0212, % = 0,00079.

Der Vergleich mit den frither gefundenen Werten (insbesondere fiir —%)
zeigt schon eine sehr gute Konvergenz.

Das ganze elastische Verhalten des Behilters hingt, wie schon
frither bemerkt wurde, im wesentlichen von den GréBen x und 4 ab;
dies tritt auch in diesen Formeln deutlich zutage. Hohere Annaherungen
werden vorteilhaft nicht mehr durch direkte Auflésung der linearen
Gleichungen bestimmt, die bei mehr als 3 Unbekannten schon recht
langwierig wiirde, sondern es kénnen in den nichstfolgenden Gleichungs-

1) Die Determinanten A sind unter allen Umstdnden positiv, wie auf S. 144
bewiesen wurde. Daher kann sich niemals ein sinnloses Resultat ergeben.



Behilterwand mit Dreiecksquerschnitt. 151

systemen durch Ermittlung der Korrektionen die Werte fortgesetzt
verbessert werden, da man durch die ersten Annidherungen jedenfalls
schon sehr brauchbare Werte erhalt.

Dem Werte » = 0 entspricht die gerade Wand (a = oo).

Das Biegemoment m an der Stelle & ist dann (fiir y = 1000 kg/m3)
gegeben durch die Gl. (4) in der Form:,

J 1 &w 1 aw
= —H3.10%3.—- = —&3. C103-H3=C-H3.. (5
M—Ju H®.10 7 e 1‘5 e 103-H3=C-H3,. (56)
wenn gesetzt wird:
1 a*w
—_ e ——— o 83, 3
c 7 de £.103%. (57)

Auf Grund der obigen Werte erhilt man folgende Tabelle 1, in
der auch die Groflen C zur Darstellung der Biegemomente ein-
getragen sind, wie sie sich durch Benutzung von '’ nach (53') oder
(63"") ergeben; es zeigt sich, daBl auch die zweiten (und dritten) Diffe-
rentialquotienten noch gut brauchbare Werte ergeben.

Tabelle 1.
% =10 » = 100
3 w w
- 10% - C a 10° C
0,0 58,69 0,000 12,506 0,000
0,1 48,43 0,077 11,855 —0,046
0,2 38,95 0,685 10,740 —0,275
0,3 30,32 2,529 9,282 —0,595
0,4 22,63 6,648 7,603 —0,616
0,5 15,95 13,656 5,828 0,374
0,6 10,35 24,814 4,063 3,418
0,7 5,90 41,424 2,497 9,893
0,8 2,65 64,620 1,199 21,531
0,9 0,67 95,659 0,322 40,424
1,0 0,00 135,650 0,000 | 69,042

Durch die Koeffizienten a,, a,, a; ist die Verschiebung am oberen
Rande des Behalters und das Biegemoment an der Einspannungs-
stelle in ganz besonders einfacher Weise ausgedriickt:

Fiir £ = 0 erhalten wir nimlich die Verschiebung am oberen Rande

W)e=0 = a (88)
und fiir § =1 das Biegemoment an der Einspannungsstelle

(M)e=1 = (O)s=1- H?,
wobei
(C)e=1=2(a; + a, + as) . (58)
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Auf Grund der Formeln (25) ist es leicht moglich, die Werte der
3 Koeffizienten a,, a,, a; als Funktion von % in Kurven aufzutragen
und damit fiir jedes % eine fiir den praktischen Gebrauch hinreichend
genaue einfache Darstellung zu erhalten. Wie man an Tabelle 1 sieht,
ist der Fehler (gegen Reifiner) bei » = 100 fiir w kleiner als 1 vH,
fiir C in der Nahe der Einspannungsstelle, die allein in Betracht kommt,
kleiner als 2 vH, die Formeln (55) werden also von % = 0 bis etwa 500
vollkommen ausreichen. ’

Mit Hilfe der Werte fiir w ergeben sich dann die Ringspannungen an
jeder Stelle nach der Formel (2), die sich mit Benutzung der Gln. (14)
einfach in der Form schreibt:

w w xaH
= . ¢ — = | — 3) . .
S=E-:§ ’ <l 10) 3. d, (59)
sind also fiir Dreiecksquerschnitt [mit Gl. (21)]
S1=(¥-103)-xaﬂ-§. (59)

52. Behiilterwand mit Rechtecksquerschnitt.

Fir den Fall konstanter Wandstarke ist die Losung der dafiir
geltenden Differentialgleichung (11) mit = J, = konst. in geschlossener
Form durch trigonometrische und Exponentialfunktionen moglich und
zuerst von Miiller-Breslau gegeben worden. Wenn man also Behilter
mit konstanter Wandstirke zu behandeln hat oder solche, die sich
annidhernd wie diese verhalten (wie sehr hohe Behilter mit sehr langsam
verdanderlichem Querschnitt), so wird man mit Vorteil diese strenge
Losung zugrunde legen; fiir den Fall absatzweise verinderlicher Wand-
starke erweisen sich die von C. Runge ausgefiihrten Vereinfachungen
der Rechnung als sehr wesentlich!). (Siehe 44.)

Wir verwenden auch fiir diesen Fall die oben auseinandergesetzte
Methode und konnen die strenge Losung durch wenige Polynome mit
geniigender Genauigkeit approximieren. Die Polynome selbst sind hier
jedoch nicht ganz so einfach wie im ersten Fall, denn die 3. und 4. der
Grenzbedingungen (12), die fiir 6, =0 identisch erfiillt sind, ver-
langen fiir d, == 0 besondere Beriicksichtigung.

Setzen wir also

60 = d, = konst.
und wieder
P W ouwd £ ) (14)
a &6 ' add ’

1) Z. Math. Bd. 51, S.254ff. 1904.



Behilterwand mit Rechtecksquerschnitt. 153

so wird das Variationsproblem (35)

de % .
—/ d52>+§W2—1§W}d§=Mm, (60)

woraus als Lagrangesche Ableitung die bekannte Gleichung folgen
wiirde :
aw
——— = 1
S W —dE=0n. (15)
Wenn wir hier die Losung durch Polynome von der Form approxi-
mieren:

Wop=a,+ aé+ - + a,&", (61)
so erfordert die 3. und 4. der Grenzbedingungen (12), dafl alle Glieder
mit 2. und 3. Potenzen in & verschwinden. Zur Erfiillung der beiden
ersten ist es giinstig, je 3 Glieder in dieser Entwicklung in folgender
Weise zusammenzufassen:

Wo=(ay + a1,& + a38%) + (A + @99 8* + 095 &%)
c (O3 8P g EM T a3 8.
Mit jedem solchen Trinom ist es moglich, die beiden ersten Grenz-
bedingungen (12) zu erfiillen, und zwar durch die folgende Form:

Wo=a,(1 —4&+ 18 + ay(§ — 48+ 389) }

+agét (1 — &2+ -+ + @, &2 (1 — 82,

Wir beschrinken uns darauf, die Resultate der zur Bestimmung der
ersten drei der Koeffizienten a,, a,, ... a, notwendigen Rechnungen
anzugeben, da wir den Rechnungsgang selbst oben ausfiihrlich erértert

haben.
1. Annadherung:

Wy=a(l —4&+ 48, Wy =402, (64)

} (62)

(63)

Es folgt:
a, 45

7T 1296 + 104 (65)

1) Das Variationsproblem (60) kann durch die Substitution:
W=Vt
”

auf die einfachere Form gebracht werden:

N -

die numerische Auflssung nach der hier verfolgten Methode wird aber dadurch
nicht vereinfacht.
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Fir diese 1. Anndherung sind die Fehler wieder naturgemif
ziemlich groB.
2. Anniaherung:

Wy=a,(1 —4&+ 18 4 (& — 45 + 35). (66)
Es folgt:
4, % =16,6 — 0,01924 x ,
(67)
Ay "; —=1,38 -+ 0,16953 x

und
4, = 500 + 41,41 % + 0,078403 »2 .

Fiir » = 100 ergeben sich damit in w Abweichungen von den rich-
tigen Werten, die schon kleiner als 1 vH sind, in C' dagegen etwas
groBere, so daf fiir grole Werte von x eine dritte Annéherung nétig wird.

3. Anndherung:

W= ay(l — § £+ 3 &)+ ay(6 — 480+ 38) + ag £4(1 — sw} 68)
Wy =2[2a, 8 + 60*(—48 + 58%) 4 a3(6& — 208° + 1589)].
Man erhalt hier die linearen Gleichungen:
a1(112 + 5T 728 )+ az( 56 + %x) + a3(—§- + 5%7[ x) = 3953
al( 56 + ;76 "l+ a2(528 + 184 ) + a3(43 T oz 792 ) = 1_:?
“1( 5 + s )+“2( 43 + 75 )+a3( 8+ g ) =

und daraus das Resultat:

2
Ay (69)
2

Ay- 21 — 83333 — 6,8187 x - 0,0017322 2,

7
4y %3 = 694,4 + 85,64545 % — 0,0034395 2 , (70)
Ay - % = — 6,31313 x + 0,391542 2,

wo
Ay = 2510 + 20794,48 x -+ 46,37208 %% + 0,0086392 »3 .

Die Biegemomente sind in diesem Falle einfach dargestellt durch:
[siehe GI. (56)].
1 a&w 1 aw

M=_—.2" .103. H3 — 3 = .2" o3
R -, O= 100, (T
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In Tabelle 2 sind die Verschiebungen und Biegemomente fiir
» = 10, 100, 1000 eingetragen.

Tabelle 21).

% =10 » =100 » = 1000
¢ Z 10 c Te10 c 210 c
0,0 17,86 0,0 2,737 0,00 0,042 0,000
0,1 15,80 — 0,69 2,701 — 1,17 0,145 — 0,036
0,2 13,75 — 1,96 2,648 — 4,04 0,248 — 0,510
0,3 11,68 — 2,63 2,559 — 17,61 0,345 — 1,698
0,4 9,59 — 1,58 2,389 — 10,73 0,424 — 3,511
0,5 7,48 2,79 2,115 — 12,21 0,468 — 5,495
0,6 5,39 11,37 1,731 — 10,79 0,499 — 6,914
0,7 3,42 25,25 1,229 — 4,99 0,382 — 6,322
0,8 1,67 45,74 0,538 6,41 0,194 — 2,481
0,9 0,45 74,03 0,213 25,15 0,094 6,865
1,0 0,00 111,54 0,000 52,77 0,000 23,371

Der Vergleich mit den bekannten Resultaten zeigt, daB in den
Teilen, die fiir die Berechnung wesentlich in Betracht kommen, die
Biegemomente sehr nahe mit den richtigen Werten tibereinstimmen,
sogar fiir » = 1000 geben die dritten Annaherungen schon recht gute
Werte; ist » << etwa 500, so geniigen fast stets schon die zweiten An-
naherungen. .

Durch Vergleich dieser Werte mit den fiir Dreiecksquerschnitt
geltenden sieht man, dafl die Biegemomente an der Einspannungs-
stelle fiir den Fall des Rechtecks kleiner sind als fiir den Fall des Drei-
ecks; durch die groferen im oberen Teile eintretenden Ringspannungen
wird die Einspannungsstelle stark entlastet.

In Abb. 38 sind durch die ausgezogenen Linien die 3 Koeffi-
%, %, %‘5 als Funktion von #x fiir % = 0 bis # = 200 und auch
die (gréBten) Momente C fiir die Einspannungsstelle eingetragen. Ohne
jede Rechnung ergeben sich aus dieser Tafel fiir jeden Zwischenwert
der Konstanten » die Koeffizienten %f und damit nach Gl. (68) die
Verschiebungen w und nach Gl. (71) die Biegemomente an jeder
Stelle. :

zienten

53. Behilterwand mit Trapezquerschnitt.

Der fiir den rechteckigen Querschnitt geltende Ansatz, der im
vorigen Abschnitt eingefiithrt wurde, wird immer dann anzuwenden sein,

1) Fir » = 100 ist in der entsprechenden Tabelle bei Reifiner (a.a.O.)
ein Rechenfehler enthalten, auBerdem fehlen bei » = 1000 die Vorzeichen.
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wenn die Behilterwand, wie es ja tatsichlich immer der Fall ist, am
oberen Rande des Behilters eine endliche Dicke hat.

a

A

» 703 E, 70325,

2,
A

—703

Abb. 38.

a3

7 der Kiirze wegen nur

(An den Kurven ist statt 103%, 103%, 108

a,, @y, a3 eingeschrieben.)
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Fiir den Trapezquerschnitt machen wir (nach den Bezeichnungen
des Artikels 43) den linearen Ansatz:

80— 0,

so daf fiir
E=0: 6=9,, fir &=1: 6=,
wird oder
Oy — O ,
o= a1+ 25 %08) =0 4 a), (12)
0
wenn gesetzt wird
0y — 0y _ Oy
6= 5 o 1 (6=0). (73)
Setzt man dann noch nach Gl (10) und (14):
L
a
und
k. 12(1—»3)H* (ﬁ)z_ .
== a0 X\, =x(1+ a)?, -
1 12—y H (5_;)3_ \
1T ug T By Mg, TAEETAR

8o lautet das Minimalprinzip (35), wie sich leicht ergibt?):
1
azw .

4 f[ (14« 53)(d§2) s+ adw AISw]d5=Mm. (75)

0

(Fir « =o0, d. h. d,=0, geht dieser Ausdruck in den fiir
den Fall des Dreiecksquerschnittes geltenden (46) iiber, wie man sich
durch Ausfithrung des Grenziiberganges nach Division durch «3
iiberzeugt. Fiir &« = 0 erhilt man wieder den Fall des Rechtecks
querschnittes.)

Die aus (75) entspringende Differentialgleichung des Problems:

d

e | +o x &%) d§2]+%1( +af)W—14,E=0 (76)

setzt einer direkten Integration schon erheblich gréBere Schwierig-
keiten entgegen.

1) Die Einfithrung einer neuen Variablen fiir (1 4 o &) wiirde keine wesent-
liche Vereinfachung der Rechnung im Gefolge haben.
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Zur Darstellung der Loésung des Problems nach der Ritzschen
Methode verwenden wir dieselben Funktionen wie im fritheren Falle des
rechteckigen Querschnittes, die auch hier die Grenzbedingungen (12):

E=0: M=0, @=0,
aw (12)
E=1: W=0, GE = 0

identisch erfiillen.
1. Anndherung:

Wi=al—gé+g8), of=4a,8.
Der Wert von (75) wird damit:
Al—:[(%+4oc+g7éoc2+a3)+xl(f’623+£5oc)]a}’— T ha;

bildet man nun o4,
—=0
da,

und setzt zur Abkiirzung:
%+41x—|—27—40c2+a3=zxn,
(14 o) (g + 3% = Bus
so erhilt man mit Bezug auf (74)
a, I+ &)
1T 18(otyy + # Pu1)

Wir geben nun die bei der 3. Annéherung erhaltenen Resultate,
die in den weitaus meisten Fallen geniigen werden; fiir groBere Werte
(% > etwa 100) ist diese 3. Anndherung unbedingt erforderlich.

3. Annédherung:

Wo=ay(1 — 5 & + 5 &)+ ay (6 — 48+ 38) + a5 (84 — 2£5+56),} as8)
Wi =4a, & +12a,(—48 + 58) + 2a,(682 — 2083 + 15£4) .

Berechnen wir die Koeffizienten a; auf dieselbe Weise und setzen
wir zur Abkl'irzung'

(717)

_+40‘+ % R Brn=(1 +0‘)2( 315 )
a12=g+7o¢+—7~¢x2+gzx3, =01+ 2(945+2310 )
“22=E§£ 1_;7_0‘+9—6a2+4¢x3, e =(1 +0‘)2(3465+ 3080 ) (79)
Oy = 105—}- oc+—oc2+—9—0¢3 =01+ «) (20790 83160 )
a23=3—5+—7—zx+70¢ +—0¢3, fas=(1+ &) (27720 16380 )
“33=3i5—|—§¢x+2531 oc2+—063 Bss=(1+ a)? (12370+20020 )
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so wird zunichst:
“22“’“’ &ij + % Big)— AL+ 03[ ay + 2 Gy 15 a),  (80)

woraus zur Bestimmung der Koeffizienten a,, a,, a; die Gleichungen
flieBen:
2a1(“11 + xﬂll) + a2(“12 + % ﬂlZ )
+ ag(0yg + % f13) = (1 + )3+ 1
@y (%qg + % Prg) + 2a5(Kgp + % fByp) 2
+ a3 (Ko + % fy3) = A(1 + &)? x0T
01(0613 + xﬁlg) + Qg 0623 + F73 1323
+ 205 (0gg + % Pa3) = A(1 + )3+ 168

Die Biegemomente sind dann in diesem Falle gegeben durch die
Gln. (4) und (56):

(81)

1+o¢§>3 1 a*w

3S.H3 — (. FS3
M= (1 - e <103-H3 = (C - H3, (82)
wobei also

103, (83)

C_(1+zx§>3_l W
T \14a/) 7 a2

Da die Behalter, die hier in Frage kommen, meist niedrig sind,
also ein kleines » haben, so wird man auch hier, trotzdem die Konver-
genz nicht so gut ist wie in den zuerst betrachteten Fillen, fast stets
mit drei Annaherungen auskommen und kann die Formeln benutzen,
die hier angegeben sind.

Will man eine groBere Genauigkeit erzielen, also etwa noch
eine Anndherung rechnen, wird man immer zur Vereinfachung der
Rechnung gut tun, » und & nicht allgemein stehen zu lassen, son-
dern ihre numerischen Werte von vornherein in das Integral ein-
zufithren.

Z.B. fir o« =1, d. h. d, = 20, erhalten wir zunichst aus (79)
folgende Werte:

o4 = 10,03, %3 = 1,30 ;
o, = 18,84, Oo3 = 8,77

Oy = 41,97, Og3 = 0,73 ;
(84)
f11 = 0,6152, f15 = 0,0137 ;

1612 = 0,4377 ) /323 = 0,0153 5
1822 = 0)1568 s ﬁ33 = 0,0005 .
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Fir die Koeffizienten “71 ‘;2 und % folgen damit die Werte:

» =10,

M 00258, 22—00030, 2=-—00111,

7 7 7

(85)

% =100,

Y 0,00395, 22—0,00569, -2 =—0,0140,

A A )

Dadurch erhalt man folgende Tabelle 3 fiir die Verschiebungen w und
die Biegemomente:

Tabelle 3.
% =10 % =100
£ ”7” .10° c 510 c
0,0 25,80 0,00 3,94 0,000
0,1 22,67 —0,19 3,99 — 0,563
0,2 19,51 — 0,56 3,98 — 2,262
0,3 16,51 — 0,42 3,89 — 4,753
0,4 13,14 1,21 3,61 — 7,246
0,5 10,00 5,76 3,13 — 8,409
0,6 6,89 14,91 2,34 — 6,478
0,7 4,28 29,68 1,35 0,006
0,8 1,92 51,92 0,62 12,580
0,9 0,55 81,86 0,24 32,133
1,0 0,00 117,12 0,00 56,167

In Abb. 38 sind fir &« =1 auch fiir Behalter mit Parabelquer-

schnitten die Werte der drei Koeffizienten %, %, % fir x =0 bis
% = 200 durch die diinnen gestrichelten Linien, die Einspannmomente
fiir denselben Bereich (und & =1) durch die dicke gestrichelte Linie

dargestellt.

54. Behilterwand mit Parabelquerschnitt.

Wir bezeichnen damit eine Behilterwand, deren Querschnittsflache
innen durch eine lotrechte Gerade, auBen durch eine am oberen Rande
beriihrend anschlieBende Parabel begrenzt wird, so zwar, daB am
oberen Rande eine endliche Breite vorhanden bleibt; der Querschnitt
soll also ungefihr die in Abb. 36 gezeichnete Gestalt haben. Dies ist
eine Form, wie sie (wenigstens genéhert) bei gemauerten Behéltern zur
Anwendung kommen kann.
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Dieser Fall erledigt sich ganz &hnlich wie der vorhergehende. Die
Veridnderlichkeit des Querschnittes ist ausgedriickt durch:

6—6—|— 63:2—6 + (04 — J¢) &2
(86)
(1-1— 052)—5(1+0¢§2)
wobei wie frither gesetzt ist:
0y, — 0y 0y

Mit denselben abkiirzenden Bezeichnungen »; und 2, nach den
Gln. (74), die wir fiir den Trapezquerschnitt eingefiihrt haben, schreibt

sich dann das Variationsproblem (35) fiir diesen Fall in der Form:
1

1 d2W\2
Azﬂi(”"“?”'(dfz) 1)
0
+%x1(1+ 6 &) W — 2,- £ W|dé = Min I

Da fiir diesen Fall die Rechnung ganz analog zu der fiir den trapez-
férmigen Querschnitt verlduft, so begniigen wir uns damit, sogleich die
numerischen Resultate fiir die 3. Annédherung und eine mit diesen
Werten berechnete Tabelle anzugeben.

Wir verwenden wieder den Ansatz nach den Gln. (78). Setzen wir
dann zur Abkiirzung:

8

_ 2 8 .o 8 .3
=5+ et et et

8 54 28
M =5+ F o+ 8a¥4 7ol

264 120 456
“22:35'{"% +3 8+ 15 ol
8 9 112
0‘13—175—*‘*—0‘—{—*0‘ + 5 &%
— 43 2 30 o 824 3
K93 = 35 + zx—{— 11 +1001°‘
— 4 ﬂ 43 2 3,
%33 = 33 + 731 ¥ +is FreRd + 1001 o (88)
ﬂll =1+ “)2( 405 2310 zx) ?
76 179
2
ﬂm——<1+ o (535 + s %),
+ o %)
3465 4290 ’

2(20790 + 0,(3)653 cx) 1),
.323 = 2(27 710 + 0,(3)863 0‘)
Bss = (1 + 2)*(g575 + 0.(4)333 a),

1) Durch (n) ist wie oben angedeutet, daB hinter dem Dezimalkomma vor
der ersten Ziffer n. Nullen stehen.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 11

&)
ﬂ13_ )
)
&)
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so folgt fiir 4 ein Ausdruck, der formal mit (80) identisch ist; die Koeffi-

zienten (—%, (1—2 und ‘% sind dann durch 2 Gleichungen gegeben, die for-
mal mit (81)-iibereinstimmen, so daf sich die nochmalige Aufschreibung
eriibrigt.

Die Biegemomente sind analog wie frither gegeben durch:
14+ a&2\31 d*W
1+a )7'd52'103' (89)
Zum Vergleich mit den fritheren Werten filhren wir noch die fiir
% =10 und » = 100 sich ergebenden Verschiebungen und die ent-
sprechenden Biegemomente an. Fir «=1, d.h. d,=29,, z. B.
folgen zunéchst:
agy = 842, iy = 0,5464,
g, = 19,86, B, = 0,3733,
Ogy = 35,35, fae = 0,1332,
oys = 1,63, f15 = 10,0116,
Oy = 1,92, fas = 0,0131,
Ggg = 0,64, [y = 10,0004,
und damit folgen die Koeffizienten durch Auflésung von der Gin. (81) fiir

M = C-H?3, wobei 0:(

(90)

% =10,
a
21— 0,0384, %2 — 0,0033, s — _0,0256;
A A A
% =100,
a a, a
71 = 0,00393, —f = 0,00832, 73 = —0,02952 .
Mit diesen Werten erhalten wir die folgende Tabelle:
Tabelle 4.
%=10 % =100
E w 3 w 3
710 c —+10 ¢
0,0 38,40 0,00 3,93 0,00
0,1 27,03 —0,29 4,24 —0,74
0,2 23,25 —0,72 4,47 —2,46
0,3 19,40 —0,64 4,54 —4,57
0,4 15,59 0,75 4,30 —6,48
0,5 11,64 4,71 3,79 —17,28
0,6 7,79 13,11 2,72 —5,00
0,7 4,78 27,77 1,96 0,96
0,8 2,06 50,75 0,62 13,88
0,9 0,55 81,27 0,03 34,09
1,0 0,00 118,52 0,00 56,50
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Durch Vergleich mit Tabelle 3 folgt zunichst, dafBl sich die Ver-
schiebungen am oberen Rande und die Biegemomente an der Ein-
spannungsstelle sehr wenig #ndern, wenn man vom Rechteck zur
Parabel iibergeht; starker andert sich jedoch der Charakter der Ver-
schiebungen insbesondere in oberen Teilen, aber auch nur fiir groBere
Werte von #; fiir # = 100 zeigt z. B. der Parabelquerschnitt schon sehr
bestimmt das Verhalten des Hochbehilters, wihrend dies an dem
Trapezquerschnitt noch fast gar nicht zu bemerken ist.

55. Andere Querschnittsformen.

Es ist unmittelbar zu sehen, daB3 alle Querschnittsformen, deren
Veranderlichkeit durch die Formel §,(1 + & &") gegeben ist, durch die
hier verwendete Methode in gleich einfacher Weise behandelt werden
konnen, womit aber ihr Anwendungsgebiet keineswegs erschopft ist.

Ferner ist es durch diese Methode auch mog-
lich, eine absatzweise Veridnderlichkeit des
Querschnittes in Rechnung zu ziehen, die bei
gemauerten Behaltern oft durch einen angesetz-
ten Versteifungsring am oberen Rande gegeben
ist, wie z. B. Abb. 39 zeigt. In diesem Falle
ist die Verschiebung w als eine Funktion zu be-
stimmen, die in verschiedenen Intervallen durch
verschiedene Variationsprobleme gegeben ist; ist
z. B. der Querschnitt aus einer Parabel von der
Héhe H, und einem Rechteck von der Hohe H,
zusammengesetzt, so gilt fiir das Intervall 0 bis
H, das Variationsproblem (59) und fiir H, bis H,
das Variationsproblem (87). Natiirlich muf} die Abb. 39.
elastische Linie an der Ubergangsstelle die Bedingungen der Stetigkeit
der Verschiebungen w und ihrer ersten Ableitungen erfiillen; ebenso
miissen die Querkraft und das Biegemoment an der Ubergangsstelle
itbereinstimmen. Ist tbrigens H; klein gegen H, und hat der Ver-
steifungsring eine grofle radiale Breite, so wird man ihm einfach da-
durch Rechnung tragen, daBl man den Behalter dann auch am oberen
Rand als eingespannt oder als aufliegend betrachtet; diese Auf-
fassung bedingt natiirlich eine andere Form der Anndherungsfunktio-
nen w,, die im besonderen Falle unmittelbar angegeben werden kann.
Dieser Fall ist praktisch ebenfalls von auBerordentlicher Wichtigkeit.

56. Ergebnisse.

Die Methode von Ritz gestattet, die Losung des Behalterproblems
fiir verschiedene verdnderliche Querschnitte durch folgende Ausdriicke
darzustellen:

11*
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1. Dreiecksquerschnitt. Die Verschiebungen w sind durch die
Gl. (53), die Biegemomente durch die Gln. (56) mit (53'') gegeben. Die
Koeffizienten sind in ihrer Abhangigkeit von « durch (55) dargestellt.

Fiir alle Querschnitte, die am oberen Ende eine endliche Breite J,
besitzen, gilt der Ansatz (68); und zwar:

2. Rechtecksquerschnitt. Die Koeffizienten sind durch die
Gl (70), die Biegemomente durch Gl. (71) gegeben.

3. Trapezquerschnitt. Ist & = %= 9 6_ %
zienten des Ansatzes (68) aus den Gln.0(81), bei welchen die Be-
zeichnungen (79) Geltung haben, die Biegemomente aus Gl. (82).

Betrachtet man die Schar der Querschnitte, fiir die d, von J, bis
Null abnimmt, so nimmt dabei die Verschiebung und das Moment an
der Einspannungsstelle bis etwa zur Mitte dieser Veridnderungen

, so folgen die Koeffi-

(60 = —l) nur sehr langsam und unbedeutend zu, und erst von da an

2
erfolgt eine raschere Zunahme auf den fiir 0, = 0 geltenden Wert.

4. Parabelquerschnitt. Es gelten die Gln. (81), aber mit den
Bezeichnungen (88). Die Biegemomente sind durch Gl. (89) dargestellt.

In den Abb.40 und 41 sind fiir diese Querschnitte die erhaltenen
Verschiebungen und Biegemomente (d.h. die GréB8en O) fiir » = 10
und % = 100 ibersichtlich zusammengestellt.

In Abb. 42 sind fiir » = 10 und » = 100 fiir die Schar der Quer-
schnitte vom Rechteck bis zum Dreieck die Biegemomente (d. h. die
GréBen C) an der Einspannungsstelle und die Verschiebungen w am
oberen Rande in ihrer Abhéngigkeit von d, dargestellt.

Dabei sind in den Fallen 2. Rechteck, 3. Trapez und 4. Parabel
die folgenden beiden Beziehungen von Interesse: Die Verschiebung am
oberen Rande ist = @, @, und das Biegemoment an der Einspannungs-
stelle ist:

) 10°
Me=1y=2(2a, + 6ay, + ag) - W”- 7
wahrend die entsprechenden Beziehungen im Falle 1 unter Gl. (58)
und (58') angegeben sind.

Der Vergleich mit bekannten (genauen) Werten zeigt, obwohl aus
der Reihe der Anndherungsfunktionen nur die drei ersten verwendet
wurden, daB die hier gewonnenen Werte fiir w von den genauen in.der
Regel weit weniger als 1 vH abweichen; die Biegemomente zeigen bei
Verwendung derselben geringen Zahl von Anniherungen Fehler bis
zu hoéchstens 2 vH.

Durch die hier gegebenen Entwicklungen ist erst eine Seite des
Problems, namlich die systematische Untersuchung der elastischen
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Verhaltnisse eines Behilters von gegebenen Dimensionen einer ein-
fachen Losung néher gefiihrt; jedoch ist klar, daB damit auch das
Problem der Dimensionierung einen Fortschritt erfahren hat.
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Der Vorgang, nach welchem bei der Dimensionierung eines Behalters
verfahren wird, wird also der sein, daB man zuniichst eine Querschnitts-
form und entsprechende Abmessungen schitzungsweise annimmt und mit
Hilfe der hier gegebenen Entwicklungen nachrechnet, ob das Material
ohne Uberschreitung der zulissigen Spannungen voll ausgenutzt wird.

740
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Abb. 42. x%=10, »=100.

Sollen die hier gegebenen Entwicklungen auch fiir Eisenbeton richtig
bleiben, so muB die Zahl und Stirke der Eisenstiabe (Bénder u. dgl.) so
bemessen werden, daB die Elastizititsverhaltnisse des Behilters da-
durch nicht geandert werden; d. h. die Eisenquerschnitte, auf die Langen-
einheit der Hohe gemessen, miissen gleich dem entsprechenden Mauer-
querschnitt, multipliziert mit dem Verhiltnis der Elastizitdtsmoduln
von Mauermaterial zu Eisen, sein. Fiir die Ringspannungen werden die
Eisenringe nahe der Querschnittsmitte, fiir die Biegungsspannungen
die senkrechte Armierung nach den auBeren Fasern liegen miissen.
(H.ReiBner: a.a.0.)
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b7. Beispiel.

Man ermittle die Spannungsverteilung in einem gemauerten zylin-
drischen Becken (zu einem Gasbehélter) mit trapezférmigem Quer-
schnitt und folgenden Abmessungen:

Mittlerer Zylinderhalbmesser . . o =40m,
Hohe des Behilters . . . . . . H=10m,
Wandstirken . . . . . . . . . 0, =1,60m, d, = 0,80 m,
Querzahl . . . . . . . . . .. v=1%,
s kg kg
Dehnungsmaf} (Elastizitdtszahl) . F =3-105 = =3-10°—= .
cm? m?

Nun ist zunéichst nach Gl. (73):

— 60
x = 5, =1.
Ferner ergibt sich mit diesen Daten nach den Gln. (14) und (10):
12.2. 10
—__ 16 "~ _
= age 00
12-32-10% - 10° -
= 40-3-10°-4,00 _ 00229

(¢ und 2 sind dimensionslose Zahlen).

Aus Abb. 38 ergeben sich fiir » = 27,2 und & = 1 die Koeffizienten:

10022 =123, 103--‘1—2=4,7, 103-%=—14,1 und € =83.

Dadurch sind die Verschiebungen und Biegemomente nach den
GIn. (78), (82) und (83) vollstéindig bestimmt.
Die Verschiebung am oberen Rande ergibt sich zu:

12,3 -0,00229 - 40 12,3-0,0915
103 - 103

a0 = = 0,00113 m

und das Biegemoment an der Einspannungsstelle [mt = Metertonnen]:
M = 83 -10% = 83 mt fiir 1 m Umfang.
Ferner ist die Ringspannung am oberen Rande nach Gl. (89):
sl=E-%-a,, =E.W -8, = 67800 kg/m,

also fiir 1 m Wandhohe und die ganze Wandstirke.
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B. Graphische Methoden.
(Von Prof. Dr. K. v. Terzaghi.)

58. Anwendungsgebiet.

In den meisten Fillen, welche in der Praxis vorkommen, wird man
die Ermittlung der statisch unbestimmten Gréfen nach analytischen
Methoden durchfithren und von den im ersten Teile enthaltenen Re-
sultaten Gebrauch machen. Die Armierung hat auf die elastischen
Dehnungen und mithin auf die statisch unbestimmten GroSen einen
relativ geringen EinfluB}, so dal man fiir die Berechnung die Behalter-
wand als einen homogenen Korper auffassen kann, ohne einen allzu
bedeutenden Fehler zu begehen.

In einzelnen Fillen fiihrt jedoch die analytische Methode vor-
laufig zu keinem praktisch brauchbaren Resultat, und in diesen Féllen
ist man gezwungen, zu einem graphischen Verfahren zu greifen. Das
graphische Verfahren hat bei der Behandlung der Behalterprobleme
den Zweck, jene Liicken auszufiillen, welche die analytische Methode
noch offen 148t; denn es ist und bleibt zum Unterschied von der analy-
tischen Methode ein mehr oder weniger miihsames Naherungsver-
fahren.

Die Fille, in welchen seine Anwendung nicht zu umgehen ist, sind
folgende:

1. Die Wandstérke ist nicht in geschlossener Form als Funktion
der Tiefe gegeben, oder die Wand ist unvollkommen eingespannt.

2. Die Ringspannungen sind aus 6konomischen Griinden so hoch
gewahlt worden, dafl das Hookesche Gesetz das elastische Verhalten
des Baustoffes in dem Bereich der auftretenden Materialbeanspruchungen
nicht mehr mit hinreichender Annidherung beschreibt.

3. Die Inanspruchnahme der Behalterwand erfolgt nicht durch
einen mit der Tiefe-linear zunehmenden Seitendruck (etwa durch den
Druck einer Fliissigkeit), sondern durch einen Druck, welcher nach
einem beliebigen, analytisch oder graphisch gegebenen Gesetz nach
unten zunimmt (etwa durch den Seitendruck in runden Silozellen).

59. Die Grundziige des graphischen Verfahrens.

Die graphische Losung der oben angefithrten Probleme stiitzt sich
auf den Mohrschen Satz, wonach sich die elastische Linie eines Stabes
als Seilpolygon zu der Momentenfliche konstruieren 1a8t. Der Mohr-
sche Satz fand Verwendung u. a. bei der Untersuchung von Staben
bei Knickungsbeanspruchung (Luigi Vianello) und bei der Unter-
suchung von Stéaben auf nachgiebiger Unterlage (Foppl). In die
graphische Behandlung des Behalterproblems wurde er eingefiihrt
durch Panetti. Eine weitere Arbeit iiber dieses Thema wurde von
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Federhofer verdffentlicht. Die beiden Arbeiten werden als bekannt
vorausgesetzt, und es seien nur die wichtigsten Punkte hervorgehoben:

Panetti (Studio statico dei serbatoi cilindrici in ferro et in ce-
mento armato, Giornale del Genio Civile, Anno XLIV — Marzo 1906)
bringt im zweiten Teil seiner Abhandlung die graphische Losung des
Problems unter Anwendung des Mohrschen Satzes. Die Verédnder-
lichkeit der Wandstéarke beriicksichtigt er, indem er bei Zeichnung
der elastischen Linie als Seilpolygon die Polweite von Teilkraft zu
Teilkraft verindert. Er behandelt auch den Fall der unvollkommenen
Einspannung.

Federhofer (Graphisches Verfahren fiir die Ermittlung der Span-
nungsverteilung in zylindrischen Behalterwéinden, Beton u. Eisen 1909,
S. 387) kommt auf mathematischem Weg ebenfalls zu dem Ver-

Abb. 43.

fahren Panettis. Bei der Ableitung seiner Grundgleichungen ver-
nachléssigt er jedoch die Veranderlichkeit der Wandstérke, eine Ver-
nachlissigung, deren Tragweite sich schwer abschitzen 1aBt.

Das Verfahren selbst ergibt sich aus folgender Uberlegung: Es sei 00
in Abb.43 die Achse eines zylindrischen Behélters, a b b, a, sei der Schnitt
durch den leeren Behilter. Am unteren Rand (b und b,) sei die Be-
halterwand fest im starren Behilterboden eingespannt. Wenn der
Behalter bis zum oberen Rand (aa,) gefiillt ist, sind die Wasserdriicke
proportional der Tiefe, gemessen ab aa,. Wiahlt man als MafB fiir die
Wasserdriicke die Tiefe unter aa, und triagt die Wasserdriicke in diesem
MaBstab senkrecht zu a b auf, so erhilt man als Diagramm der Wasser-
driicke ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, das ,,Wasserdruck-
dreieck abb’.

Nun denke man sich die Behélterwand aufgel6st in lotrechte Stab-
elemente (entsprechend den Erzeugenden) und in horizontale Ring-
elemente (entsprechend den Schnitten senkrecht zur Zylinderachse).
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Dieses System von gekreuzten Stiben werde durch den Wasserdruck
belastet. Es ist klar, daB in jedem senkrecht zur Zylinderachse ge-
fithrten Schnitt die Ausweichung des Ringes gleich sein mufl der Aus-
weichung des lotrechten Stabes.~Und ferner, da die algebraische Summe
der von jedem der beiden Tragsysteme aufzunehmenden Belastung
gleich sein muBl dem gesamten Wasserdruck. In der Zeichnung (Abb. 43)
wird der gesamte Wasserdruck dargestellt durch die Fliche des Drei-
ecks abb’. Das Ringsystem ist belastet durch 55'c (Fliche W) und
a a’ ¢ (Flache A4), das Stabsystem durch Fliche b a ¢ (Fliche R) nach
auBen, Fliche aa' ¢ (Fliche 4) nach innen. Fliche 4 stellt ge-
wissermaBen die Auflagerreaktion des in b fest eingespannten, durch
R Dbelasteten und gegen das Ringsystem sich stiitzenden lotrechten
Stabes dar.

Es bedeute nun:

h die Hohe des Behilters,

F den die Ringspannungen aufnehmenden Querschnitt,

J das Tragheitsmoment fiir den lotrechten Stab,

E, das DehnungsmaBl (Elastizitiatszahl) fiir die Léngsrichtung,
E, das DehnungsmaB8 (Elastizititszahl) fiir die Querrichtung des Stabes,

a den mittleren Halbmesser des Behalters,

y das Einheitsgewicht des Behalterinhaltes,

y die Ordinaten der elastischen Linie des vertikalen Stabes, gerechnet
von der neutralen Achse des unbelasteten Stabes; gleichzeitig die
Verschiebungen der Ringelemente bei leerem (unbelastetem) Be-
halter in radialer Richtung,

v die Querzahl?).

In einer Hohe z iiber der Behiltersohle betrigt der Wasserdruck
fir die Flacheneinheit y(k — z). Hievon entfallen y-f, auf die
Stabbelastung, y (k — « — f,) auf die Ringbelastung. M sei das Biege-
moment in derselben Hohe.

Es ist also:
2M
¥ i —7fs (1)
und 7 u
g (@)

dr BJ(1+0)

Es muB nun nach obigem die Ausweichung des Ringelementes in
radialer Richtung gleich sein der Ausweichung des lotrechten Stab-
elementes an derselben Stelle, somit:

a?

?/=7(k—x—fz)'m,- (3)

1) Siehe Anmerkung 1, Abschnitt 66.
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Die GIn. (1), (2) und (3) sind die Grundgleichungen des graphischen
Verfahrens. Man sieht sofort die Ubereinstimmung der Gl. (1) und (2)
mit der Differentialgleichung der Seilkurve fiir parallele, stetige Lasten:

Py __ 9

de2~ H’
worin y die Ordinaten der elastischen Linie, ¢ die verédnderliche Last
und H die unverinderliche Polweite bedeuten. Bei verdnderlichem

Tragheitsmoment J [Gl. (2)] werden die Lasten g nicht durch die Mo-
mente M, sondern durch -{‘]z dargestellt.

Das graphische Verfahren ergibt sich aus den drei Gleichungen von
selbst: Man wihlt eine Belastungsscheide mit den Ordinaten f, (Abb. 43)
nach dem Gefiihl oder mit Hilfe einer Uberschlagsrechnung und erhilt
zu den Belastungen als Gewichten die Biegemomente M als Or-
dinaten des zugehorigen Seilecks. Mit den M bzw. % als Ge-
wichten erhidlt man durch Zeichnen des Seilecks die y, und mit
Hilfe von Gl. (3) verwandelt man die ¥ in Ordinaten der Belastungs-
scheide f,. Diese neue Belastungsscheide wird mit der erstgewéhlten
nicht iibereinstimmen; man trifft eine neue, verbesserte Annahme,
wiederholt das Verfahren und nahert sich auf diese Weise der richtigen
Losung. — Von den eingangs angefiihrten drei graphisch zu behandeln-
den Behilterproblemen sind hiemit das erste und dritte im Prinzip
gelost, und das zweite 148t sich, wie spater gezeigt werden wird, ohne
Schwierigkeit auf Fall 1 und 3 zuriickfiihren.

60. Schwierigkeiten bei der praktischen Durchfiihrung.

Bis hieher stimmt die graphische Behandlung des Behélterpro-
blems mit der graphischen Untersuchung von auf Knickung bean-
spruchten Staben oder von Stiben auf elastischer Unterlage fast voll-
kommen iiberein, und es hat daher den Anschein, als lieBe es sich mit
derselben Leichtigkeit durchfithren wie in diesen beiden Féllen.

Wenn man jedoch das Verfahren bei der Untersuchung eines kon-
kreten Falles anwenden will, ergeben sich unerwarteterweise fast un-
iberwindliche Schwierigkeiten ; Schwierigkeiten, welche in der Literatur
noch nicht behandelt wurden?!), und welche diskutiert werden miissen,
wenn man das graphische Verfahren in die Praxis des Behalterbaues
einfithren will.

Die Natur dieser Schwierigkeiten ergibt sich von selbst, wenn
man das Wesen der Anwendung des Mohrschen Satzes auf die Be-

1) Siehe Anmerkung 2, Abschnitt 66.
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handlung dhnlicher Probleme ins Auge faft. Dieses Wesen besteht in
folgendem:

Wenn die duBeren Krifte, welche auf einen Stab wirken, in einer
bestimmten, eindeutig analytisch oder graphisch festgelegten Be-
ziehung zu den elastischen Formanderungen des Stabes stehen, so
laBt sich die gesuchte elastische Linie aus einer ersten, gefiihlsméaBig
oder auf Grund einer Uberschlagsrechnung getroffenen Annahme iiber
die voraussichtlich zustande kommende Forménderung durch wiederholte
Anwendung des Mohrschen Satzes und durch entsprechende Interpola-
tion bzw. durch sukzessive Verbesserung der ersten Annahme ermitteln.

Abb. 44,

Bei der Untersuchung von Stdben auf Knickung und von Stdben
auf elastischer Unterlage mift man die Durchsenkungen von der neu-
tralen Achse des unbelasteten Stabes; die Wirkung der Fehler verteilt
sich ziemlich gleichm#Big auf die ganze Stablinge, und ein rasches
Erfassen der gesuchten elastischen Linie bereitet keine Schwierigkeit.

Bei der Untersuchung von Behaltern nimmt man hingegen die
Durchbiegungen der auf Biegung beanspruchten lotrechten Stébe
nicht von der Neutralachse des unbelasteten Stabes, sondern von jener
elastischen Linie, welche sich ergeben wiirde, wenn der gefiillte Behalter
nur aus Ringen bestinde. Oberdrein ist der lotrechte Stab einseitig
eingespannt und wichst die Wirkung der begangenen Fehler mit der
Entfernung der Fehlerstelle von der Einspannstelle.

Diese Umstiande behalte man im Auge und vergegenwirtige sich
den Gang der Untersuchung: Zundchst wird eine Belastungsscheide
im Wasserdruckdreieck nach dem Gefithl oder unter Zuhilfenahme
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einer Uberschlagsrechnung gewihlt. Mit den Gewichten W und A4,
welche dieser angenommenen Belastungsscheide entsprechen, zeichnet
man die elastische Linie der lotrechten Stidbe, erhilt dadurch unter
Zuhilfenahme von Gl. (3) eine neue Belastungsscheide und will sich
etwa durch lineare Interpolation der Wahrheit nihern. Die Frage muf3
nun lauten: Kann eine lineare Interpolation oder eine Interpolation
iiberhaupt zum gewiinschten Ziele fiilhren oder nicht? Man denke sich
(Abb. 44) einen Achsenschnitt @ b durch eine Behélterwand von recht-
eckigem Querschnitt. Bestéinde sie nur aus Ringen, so nihme sie die
Gestalt ab’ an. In Wirklichkeit verformt sie sich nach a’b. Die
Ordinatendifferenzen zwischen @ &’ und a'b sind bei konstanter Wand-
starke direkt proportional den Belastungen W und A des lotrechten
Stabelementes. ¢’ bb’=W rithrt vom Wasserdruck her, aa’c¢’ = A ist die
Auflagerreaktion. Wenn man die Auflagerreaktion 4 im Schwerpunkt
S der Belastungsfliche a a’c vereinigt, besitzt man wegen der Pro-
portionalitit der Ordinaten und der Gewichte in der Strecke y; ein
MaB fiir die GréBe dieser Auflagerreaktion. — Man stelle sich ferner
vor, man hiitte bei der Wahl der Belastungsscheide die Begrenzung der
Fliche c’bb’ richtig getroffen und bei der Bemessung der Auflager-
reaktion einen Fehler A4y, begangen. Um zu erkennen, welche Ab-
weichung man zu erwarten hat, wenn man mit der fehlerhaften Last-
verteilung eine neue elastische Linie zeichnet, denke man sich die Auf-
lagerreaktion A weg und den eingespannten Stab blo mit den Ge-
wichten (¢'bb’) = W belastet. Der Punkt ¢; kommt dann aus der Lage
a nach ay”. Die Strecke y, = aja;” gibt den EinfluB der Last 4
auf die Durchsenkung an der Stelle a,. Der Fehler 4y, bewirkt einen
Ausschlag von

Ay, = A?h%

nach der entgegengesetzten Richtung zu 4y,. (Fir die strenge Giiltig-
keit dieser Rechnung ist vorausgesetzt, da Ay, im Verhéltnis zu ¥,
so klein ist, daB eine nennenswerte Verschiebung der Schwerpunkts-
lage von aa’c¢’ durch den Fehler nicht stattgefunden habe und die
Lange des Dreiecks a’ a ¢’ unveridndert bleibt. Das Nichtzutreffen dieser
Voraussetzungen macht simtliche Fehler noch wesentlich grofler. Es
handelt sich jedoch um die Feststellung von Fehlergrenzen, welche
nicht unterschritten werden.) Es sind nun drei Falle moglich:

dy, = Ayl%é’?’dyl

oder '
Y

Y1

VIA

3.
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Im ersten Falle wird der neue Fehler

Ay, — Ay,
2

kleiner, im zweiten gleich, im dritten groBer als der erste Fehler; man
wird sich durch die lineare Interpolation der Wahrheit nahern oder
aber von ihr entfernen. In dem vorliegenden und bei jedem kreisrunden

Behilter zutreffenden Belastungsfall wird Y2 ganz bedeutend groBer
Yy

1

sein als 3, man wird sich also durch die lineare Interpolation von der
Wahrheit entfernen. Man hat aber nicht nur den ersten Fehler ver-
groBert, sondern auch die richtig gewahlte Begrenzung c'b verloren,
und zwar wird die Fliche W kleiner. Dadurch wird die Wirkung des
neuen groBen Fehlers 4y, bei A noch verstirkt. — Einleuchtend ist
noch folgendes: Bedeutet 4y, den Fehler, mit welchem die graphische

| Methode als solche, etwa durch den Er-

i | satz der Kurve durch einen Seilzug, be-
_______ ! I o haftet ist, so gibt der Wert 4y, =4 % Y
! h=500 Y

| den auBersten Grad der Genauigkeit, auf
2= Jo00" welchen man iiberhaupt rechnen kann.

Um ein klares Bild von den eben
dargelegten Schwierigkeiten zu geben,
sei ein Beispiel gewihlt, welches auf
rechnerischem Wege vollkommen streng behandelt werden kann, und
zwar ein Behilter von 10,00 m Durchmesser, 5,00 m Wassertiefe,
Wand aus homogenem Material mit rechteckigem Querschnitte und
15 cm Wandstiarke. Es bedeuten (Abb. 45):

0 die Wandstirke = 15 cm,

w die Ausweichungen in radialer Richtung, nach auBlen positiv,
v = 1 der Querzahl,

E das Dehnungsmafl = 273000 kg/cm?.

Nach Miiller-Breslau (Graph. Statik der Bauk. Bd. 2, 2. Abt.,
S. 252ff. und S. 132u.f. des Abschnittes A des zweiten Teiles des vor-
liegenden Buches) wird:

S_Pw _a
Y= ae T
w—;f— =&+ acosné Cosné + b(sinné Cosné + cosnéSinné),

4
.

= 2n2[— asinné&Sinné + b(cosnéSinné — sinné Cosné)].

g
B
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Hierin ist:
_12(1 —»?)R*  12-500%-0,938
a2 = oor. i 12010
1= 12(1 — »2) y B
aE & ’
x E6  273000-15 328
al  a*hy  5002-500-0,001 77’
n_V /12510_7,48,
1 sinn Cosn -+ cosn Sinn
0 — 1 2n cosm Cosn
- cosn Cosm sinn Cosn -+ cosn Sinn
n
cosn Sinn — sinn Cosn 2cosn Cosn
1 1152,5 i
- |
1 2.748-331,5|
- 331,5 1152,5| —0,0006465,
7,48
—489,5 663,0
(1 cosn Cosn
b — ! 1 ~ n(cosnSinn — sinn Cosn)
- cosn Cosn sinn Cosn 4 cosn Sinn
n
cosn Sinn sinn — sinn Cosn 2cosn Cosn
1 331,5 |
1 —17,48 - 489,5 1
331,56 1152,5 —0,0006815,
7,48

| —489,5 663,0
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Mit diesen Werten ergibt sich:

Tabelle 5.

13 né Sinn & Cosn & x(né) sinn & cosn &
0,3 2,244 4,643 4,750 129° 40,7771 — 0,6293
0,4 2,992 9,918 9,968 171° + 0,1564 —0,9877
0,5 3,740 21,037 21,061 214° — 0,5532 — 0,8290
0,6 4,488 44,555 44,566 257° —0,9744 —0,2250
0,7 5,236 94,00 94,00 300° — 0,8660 -+ 0,5000
0,75 5,615 137,5 137,5 322° —0,6175 -+ 0,7880
0,80 5,984 198,5 198,5 343° — 0,2924 -+ 0,9563
0,85 6,365 290,5 290,5 5° -+ 0,0872 -+ 0,9962
0,90 6,332 419,5 419,5 26° -+ 0,4384 -+ 0,8988
1,0 7,480 886,5 886,5 68° -+ 0,9272 -+ 0,3746

10%a sihx Sinax | 10%a cosx Cosa sin« Cos & cosa Sina fi%:acgisg‘a
— 2,330 + 1,922 + 3,690 — 2,718 + 0,972
— 1,00 + 6,375 + 1,560 — 9,800 — 8,240
+ 17,59 + 11,250 — 11,760 — 17,400 — 29,200
+ 28,00 + - 6,470 — 43,40 — 10,00 — 53,40
+ 52,35 — 30,300 — 81,15 + 47,00 — 34,15
+ 54,70 — 69,80 — 84,60 -+ 108,20 + 23,60
+ 37,40 — 122,20 — 58,10 + 189,20 + 131,10
— 16,32 — 186,60 + 25,30 -+ 289,0 4 314,30
— 118,90 — 243,00 + 184,1 + 377,0 + 361,1
—530,0 — 214,20 -+ 821,0 -+ 332,0 -+ 1513,0

Mit Hilfe dieser Werte berechneten sich die Durchbiegungen und
die Biegemomente wie folgt:

Tabelle 6.
w M
5 cm b kgem/m
0,3 0,009 180 -+ 0,0067 — 750
0,4 0,012 530 -+ 0,0088 — 990
0,5 0,016 200 — 0,0037 + 414
0,6 0,019 610 — 0,0508 + 5690
0,7 0,021 180 — 0,1395 -+ 15 600
0,75 0,020 240 —0,1863 -+ 20 850
0,80 0,017 910 — 0,2095 + 23 100
0,85 0,013 680 —0,1637 4+ 18 310
0,90 0,008 350 —0,0130 + 1460
0,95 0,002 715 -+ 0,3107 — 34750
1,00 0,000 000 -+ 0,8630 — 96 700
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Die Momente ergaben sich hiebei aus:

—E&® &w —E® 1,

12(1—%) da  12(1—») B2 "

_ —E® 1 e —273000-15° 1 2748
T12(1—) B % P 120,988 5000 328
7

= —11204 fiir 1 cm Breite = —1120004 fiir 1 m Breite,

wobei
p=—asinn &Sinn & + b(cosn &Sinn & — sinn & Cosn &) .

Die Resultate der Berechnung wurden in Abb. 46 graphisch auf-
getragen. Die Malstibe spielen in den Betrachtungen keine Rolle,
nachdem es sich ausschlieBlich um relative Groflen handelt. Die fol-
genden Durchsenkungen beziehen sich daher auf Zentimeter der Zeich-
nung. Man konzentriere die Auflagerreaktionen 4 im Schwerpunkt S,
{Abb. 46a). Die Strecke y, ergibt sich mit 0,43 cm. Die gesamte ra-
diale Ausweichung des Punktes a, betragt 5,7 cm. Nun entferne man
die Auflagerreaktion und iiberlasse den Stab der Einwirkung von W
(Linie E,). Die radiale Ausweichung des Punktes a; wird 47,6 cm,

41,9

und die Strecke y, wird 41,9 cm; ferner wird Yo 29 97,7, also
) ¥y, 0,43

sehr bedeutend und viel grofer als die mit Y2 3 angegebene Grenze

der moglichen linearen Interpolation. Sch'atlzt man die Genauigkeit
der Einzeichnung der Belastungsscheide mit 0,2 mm der Zeichnung,
so entspricht dies einem unvermeidlichen Fehler von 45 vH in der
Grofe der Auflagerreaktion. Eine elastische Linie, welche mit dieser
fehlerhaften Auflagerreaktion gezeichnet wird, weicht von der urspriing-

lichen Belastungsscheide in a] um Ay, - %—2— = 0,02 97,7 = 1,95 cm

ab. Es ist somit keine Moglichkeit vorh antlien, durch Zeichnen des
zweiten Seilecks und wiederholten Versuch, die wahre Belastungsscheide
mit hinreichender Genauigkeit zu ermitteln, auch wenn man auf
die lineare Interpolation verzichtet.

61. Umgehung der Schwierigkeiten.

Aus der Diskussion am Ende des vorhergehenden Abschnittes kann
man entnehmen, dafl die Durchfithrung des graphischen Verfahrens an
dem groBen EinfluB scheitert, welchen ein Fehler in der Bemessung
der ,,Auflagerreaktion 4 auf die Form der elastischen Linie der
lotrechten Stabelemente besitzt.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 12
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Diese Schwierigkeit fallt jedoch weg, wenn man aufier der Ein-
spannstelle noch einen Punkt kennt, durch welchen die gesuchte elasti-
sche Linie genau oder angensdhert hindurchgehen muf. Wenn man
einen solchen zweiten Punkt kennt, unterscheidet sich die praktische
Durchfithrung des graphischen Verfahrens im Prinzip nicht mehr von
der Untersuchung etwa eines Stabes auf elastischer Unterlage. In diesem

Behilter 10,00 m Durchmesser, 15 cm konstante Wandstirke, E=273 000 kg/cm?,

a) { T Belastungsscheide gerechnet,
II s nach dem Niherungsverfahren.

b) E EinfluBlinie fiir die Durchsenkung in 3 - 5 m (Stiitze in d’).



Umgehung der Schwierigkeiten. 179

Punkt bringt man eine Hilfskraft an, welche die angenommenen, ge-
schitzten Belastungen des lotrechten Stabelementes derart ergénzt,
daB die elastische Linie durch diesen Punkt hindurchgeht. Die Hilfs-
kraft fallt von selbst weg, wenn man durch wiederholten Versuch die
richtige Belastungsscheide findet, und hat nur den Zweck, die Wirkungen
einer fehlerhaften Belastungsscheide auf das Bild der damit konstruierten
elastischen Linie abzuschwichen und rascher zum Ziel -zu fiihren.
Diese Bedeutung der Hilfskraft wird man noch klarer erfassen, wenn
man sich an die Diskussion der Schwierigkeiten im vorhergehenden
Abschnitt erinnert und bedenkt, daB schon ein kleiner Fehler bei
Bemessung der ,,Auflagerreaktion 4, ein Fehler, welcher sich in
seiner Wirkung sowohl auf die gefahrlichsten Ringspannungen als
auf die GroBe des Einspannmomentes M praktisch vernachlissigen
1aBt, geniigt, um die Weiterfilhrung des graphischen Verfahrens zu
vereiteln. :

Die in der Praxis vorkommenden Behélterformen lassen sich in zwei
groe Gruppen scheiden. Die eine Gruppe bilden die Hochbehéalter
und die Bottiche. Bei ihnen ist man bestrebt, bei kleiner Fliachen-
entwicklung einen moglichst groBen Kubikinhalt zu erzielen; infolge-
dessen ist der Durchmesser selten gréfer, meist aber kleiner als die
doppelte Behialterhéhe. Die Wirkung der Einspannung der Behalter-
wand beschrinkt sich auf die unteren Wandteile, und die gesuchte
elastische Linie schmiegt sich tangentiell an jene Biegelinie, welche
das durch den Wasserdruck belastete Ringsystem der Behalter-
wand im Schnitte zeigen wiirde. (Der wellenformige Verlauf der elasti-
schen Linie im oberen Teile der Wand kommt praktisch gar nicht in
Betracht.) Wenn man diese letztere Biegungslinie zeichnet, weill man,
daB die gesuchte elastische Linie durch jeden Punkt in der Nahe des
oberen Stabendes mit geniigender Genauigkeit hindurchgehen muf.
Diese Tatsache liefert bei der ersten Behaltergruppe den erforder-
lichen zweiten Punkt.

Die andere Gruppe bilden die Gasbehdlterbassins. Sie besitzen
im Verhdltnis zur Hohe einen sehr groflen Durchmesser und werden
meist mit einer als Behilterumgang ausgebildeten Verstirkung des
oberen Wandrandes hergestellt. Man weist dem Ring von vornherein
eine gewisse Dehnung zu, bestimmt mit Hilfe des graphischen Ver-
fahrens seine Beanspruchung und bemiffit dann seinen Querschnitt
derart, daB er die ihm zugewiesene Dehnung tatséchlich erfahrt.

Wenn man bei graphischer Untersuchung eines Behilters eine
Belastungsscheide angenommen, unter Anbringung der Hilfskraft die
zugehorige elastische Linie, damit eine zweite Belastungsscheide ge-
funden und dann, um sich der Wahrheit zu nihern, die Korrektur der
ersten vorzunehmen hat, mufl man folgendes bedenken.

12%
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Zundchst hinsichtlich der Form: Die Differentialgleichung der
elastischen Linie eines Stabes von konstantem Querschnitt und einer
stetigen, in beliebiger Form iiber die Stablange verteilten Belastung

(¢ fir die Langeneinheit) lautet: ji—z = & g, worin x eine Konstante.
Man denke sich zwei elastische Linien eines und desselben Stabes, welche,
zwei verschiedenen Belastungsflaichen entsprechend, in ihrer Form ein
wenig voneinander abweichen. Wie werden sich die Formverschieden-
heiten von elastischen Linien und Belastungsflaichen zueinander ver-
halten? Die Ordinaten der Belastungsflachen sind direkt proportional
den vierten Differentialquotienten der elastischen Linie, und es wird
daher eine Formverschiedenheit der elastischen Linie im Verlauf der
vierten Differentialquotienten, mithin im Verlauf der Begrenzungen
der zugehorigen Belastungsscheiden, sehr stark zur Geltung kommen.
Umgekehrt kann man sagen, daB eine starke Verinderung in der Form
der Belastungsfliche einen wesentlich schwicheren Einflu auf den
Verlauf der elastischen Linie haben wird. Ist eine gesetzmiBige Be-
ziehung zwischen den Ordinaten der elastischen Linie und den zu-
gehorigen Belastungen gefordert, so wird man sehr rasch die charak-
teristische Form der gesuchten Belastungsscheide erfassen und muf3
sie festhalten. Auf dieser Tatsache beruht die Durchfithrungsmoglich-
keit des graphischen Verfahrens sowohl bei den Behiltern als auch
bei den Staben auf elastischer Unterlage und verwandten Problemen.

Nun hinsichtlich der Gr68e der vorzunehmenden Korrekturen.

abb,a, in Abb. 47 sei wieder der Schnitt durch einen Behilter in
ungefiilltem Zustand, die Kurve acb zerlege das Wasserdruckdreieck
ab’b in die auf das Ring- und das Stabsystem entfallenden Belastungs-
anteile. Zu der Belastungsscheide I habe man durch zweimaliges
Zeichnen des Seilpolygons die Belastungsscheide II gefunden. Gabe I
bereits die richtige Losung, so miiten sich I7 und I decken. Dies sei
jedoch nicht der Fall gewesen, und man-muf}, um sich der gesuchten
Losung zu nahern, die Annahme I verbessern.

In ihrem Verlauf und in ihrer Form #hneln sich I und II, die Or-
dinaten sind einander ungefahr proportional, doch weisen die beiden
Kurven bei ¢ verschieden grofe Ausbauchungen y; und y;; auf. Um
einen Begriff zu geben, welche Wirkung eine an I vorgenommene Be-
richtigung auf die Ausbauchung y;; der dazu zu zeichnenden Be-
lastungsscheide 71 haben wird, wurde an dem speziellen, in Abb. 46b
dargestellten Beispiel der Einflu der Belastungsflichen 4 und W
auf y; mit Hilfe der Einflullinie untersucht.

Die folgenden Ziffern beziehen sich auf Zentimer und Quadratzenti-
meter der Zeichnung, nachdem die absoluten Grofen ohne Bedeutung
sind. Es betragen in der Zeichnung die Flachen 4 = 2,31 cm?,
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W =33,60m? y;=2593cm. Der EinfluB von 4 auf y; betrigt
—2,63 cm, der von W +8,56 cm, der Einflul der Gesamtbelastung
somit 8,56 — 2,63 = 5,93 cm .

Bei der Wahl der Belastungsscheide habe man nicht die richtige
Kurve, sondern eine Kurve gewihlt, welche ahnlich verlauft, jedoch
bei ¢ eine um 1 mm zu kleine Ausbauchung besitzt, also bei ¢ mit einem
Fehler von —1 mm behaftet ist. Mit Hilfe der oben gegebenen Ein-
fluBziffern berechnet sich der bei Zeichnung von II in ¢ zu erwartende
Fehler mit etwa 42,7 mm. Man wird also ebensowenig wie bei der
graphischen Behandlung der verwandten Probleme linear interpolieren,
sondern man wird sich durch schrittweise, vorsichtige Verbesserung
der ersten Annahme der richtigen Lésung ndhern.

62. Gang der Untersuchung bei giiltigem Hookeschen Gesetz.

Die Untersuchung in den Féllen 1 und 3 des Abschnittes 57 ist
etwa in folgender Weise vorzunehmen.

Den lotrechten Schnitt durch die Behalterwand zeichne man als
wagrechte Gerade und wahle den Langenmalflstab derart, daf sich der
voraussichtliche Wirkungsbereich der unteren Einspannung auf etwa
20 cm erstreckt. Den MafBstab fiir die Wasserdriicke wiahle man derart,
dafl der Wasserdruck am unteren Behélterrand durch eine Ordinate
von etwa 10 cm Linge gegeben erscheint. Bei den Behaltern vom Typus
der Hochbehélter entnehme man den ungefiahren Verlauf der Be-
lastungsscheide der tabellarisch ausgewerteten analytischen Unter-
suchung einer &hnlichen Behélterform (sieche hiezu die Tabellen des
Anhanges) und wihle einen Punkt der neutralen Achse jenseits des
Wirkungsbereiches der unteren Einspannung als jenen zweiten Punkt,
durch welchen die gesuchte elastische Linie hindurchgehen mufl. Bei
den Behiltern vom Typus Gasbehilterbassin entscheide man sich fiir
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den Betrag der radialen Ausweichung des oberen Wandringes (in
manchen Fillen praktisch gleich Null zu setzen) und zeichne die erste
Belastungsscheide nach dem Gefiihl.

Dann teile man die Strecke zwischen der Einspannstelle und dem
zweiten gegebenen Punkt der gesuchten elastischen Linie in 10 bis 12
gleiche Teile und zeichne mit den auf das vertikale Wandelement
wirkenden Teilen des Wasserdrucks als im Schwerpunkt der Belastungs-
flachen konzentrierten Gewichten das Momentenpolygon, entsprechend

der Gl. (1): 2
M
G =

Den Kriftemafstab wéhle man derart, daBl die algebraische Ge-
samtsumme der im Krifteplan aufgetragenen Belastungen etwa 12 bis
15 cm betragt. Als Polweite: 3 bis 5 cm.

Die SchluBlinie des Seilzugs (Momentenfliche) ziehe man vorldufig
parallel zum letzten Seilstrahl des Kréafteplanes und zeichne dazu die

Kurve der gf in einem solchen Mafstab, dafl die Ordinaten groBer

werden als die der Momentenfliche.

Nun muf} die Bedingung eingefiihrt werden, daf} die elastische Linie
durch den gewahlten zweiten Punkt hindurchgeht. Diese Bedingung
erfilllt man in der einfachen, gebrduchlichen Art durch Korrektur

an der %‘f-Kurvel), und die Hilfskraft K, welche das lotrechte Stab-
element nach dem gegebenen zweiten Punkt zuriickfiihrt, ergibt sich
nach Berichtigung der Schluflinie des Seilzugs durch Ziehen einer
Parallelen im Kraftplan.

Die elastische Linie des lotrechten Stabelementes wird nun durch
den gegebenen zweiten Punkt hindurchgehen und ergibt sich gema@
Gl (2):

d?y M
da* ~ E,J(1+?)

bei entsprechender Wahl der Polweite als Seileck zu den Grofien

~JJE als Gewichten. Den MafBstab fiir den Krifteplan wihlt man mit
Vorteil so, daB die algebraische Gesamtsumme der Gewichte %‘? etwa
10 bis 15 cm und die Polweite etwa 4 bis 6 cm betrigt.

Die Ordinaten y der elastischen Linie verwandelt man mit Hilfe
von Gl. (3): 42

1) Siehe Anmerkung 3, Abschnitt 66.
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in die Ordinaten f, der Belastungsscheide. Diese neue Belastungs-
scheide wird in der Regel von der erstgewihlten in ihrem Verlauf ab-
weichen, und man korrigiert die erste Annahme nach den am SchluBl
des Abschnittes 60 entwickelten Gesichtspunkten. Das Verfahren wird
so oft wiederholt, bis man sich hinreichend der richtigen Losung ge-
ndhert hat.

Hat man es mit einer unvollkommenen Einspannung zu tun oder
ist die Moglichkeit einer radialen Ausweichung der Einspannstelle zu
erwarten, so hat man fiir den Neigungswinkel der Tangente an der
Einspannstelle bzw. fiir den Betrag der radialen Ausweichung einen
Schatzungswert einzufithren und fithrt im {ibrigen das graphische
Verfahren ganz in derselben Weise durch wie bei vollkommener Ein-
spannung. In diesen Fillen ist das graphische Verfahren ebenfalls einer
analytischen Untersuchung vorzuziehen.

63. Graphische Untersuchung armierter Behilter unter Ausschlufl
des Hookeschen Gesetzes.

Im Prinzip unterscheidet sich die Behandlung dieses Problems
in keiner Weise von der graphischen Behandlung der in Abschnitt 57
unter 1. und 3. angefiihrten Falle. Doch mufl man, bevor man an die
Untersuchung herantritt, die Beziehungen einerseits zwischen den
Biegemomenten und den zugehérigen Dehnungen der duflersten Rand-
fasern, andererseits zwischen Zugbeanspruchung und Dehnung fest-
gelegt haben. Dies soll in den ersten drei Abschnitten dieses Ab-
schnittes geschehen.

Gegeben seien die duleren Abmessungen des Behélters, der Wand-
querschnitt und die zuldssige Inanspruchnahme des Eisens; die Be-
ziehung zwischen Betonspannung und Dehnung sei durch ein Diagramm
graphisch festgelegt. — Gesucht seien die Belastungsscheide (mit ihr
das untere Einspannmoment M und die grofiten auftretenden Material-
beanspruchungen) und die erforderliche Armierung.

a) Voraussetzungen. 1. Das Eisen folge dem Hookeschen Gesetz.
2. Die Wirkung der Schubspannungen auf die Forménderungen seien zu
vernachlissigen. 3. Der Abstand der Eiseneinlagen von der Betonauflen-
kante betrage in den auf Biegung beanspruchten Konstruktionsteilen
0,1%, wobei h die ,nutzbare’ Plattenstarke; infolgedessen die wahre
Plattenstarke H = 1,1h.

b) Beziehungen zwischen den Biegemomenten und den Dehnungen
der Randfasern. Dr. Karl Heintel zeigt in seiner Schrift ,,Berechnung
der Einsenkung von Eisenbetonplatten und Plattenbalken®, wie man
aus einer Serie von Balkenbiegeversuchen die Spannungskurve (Span-
nungen als Funktion der Dehnungen) des Betonmaterials, aus welchem
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der untersuchte Balken besteht, ermittelt. Er zeigt ferner, wie man
aus dieser Spannungskurve bei gegebenem Biegemoment die Rand-
spannungen und Randdehnungen einer beliebig stark armierten Eisen-
betonplatte berechnet und wie man aus dem Momentenpolygon mit
Hilfe des ,,Randdehnungsdiagrammes® die elastische Linie eines auf
Biegung beanspruchten Balkens als Seileck darstellt, und kann daher
dieses Verfahren als bekannt vorausgesetzt werden.

Das ,,Randdehnungsdiagramm® eines auf Biegung beanspruchten
Balkenquerschnittes erhdlt man, wenn man als Ordinaten die Biege-
momente M und als Abszissen die zugehorigen Dehnungen der dufersten
Randfasern (g, und ¢, der gedriickten und der gezogenen Faser) auf-
tragt (Abb. 48). :

Um das Verfahren bei Untersuchung von Plat-
ten mit veranderlichem Querschnitt und verinder-
licher Bewehrung, wie dies bei den Behalterwin-
den im allgemeinen der Fall ist, moglichst einfach
zu gestalten, wird man trachten, mit einer mog-
lichst geringen Anzahl von Diagrammen . auszu-
kommen.

Zunachst vergleiche man Platten von verschie-
dener Starke, jedoch mit gleichem Bewehrungs-
hundertsatz untereinander. Also Platten mit ,,4hn-
lichen Querschnitten. Wenn den Platten auch
das Verhaltnis zwischen der ,nutzbaren‘“ und der
wirklichen Plattenstarke gemeinsam ist, so bedarf es keiner weiteren
Ableitung, um zu erkennen, dafl ihre Randdehnungsdiagramme unter-
einander identisch sind, sofern man auf der Ordinatenachse nicht

En. M €o

M=0
Abb. 48.

die Biegemomente M, sondern die GréBen %IE auftragt, worin H die

wirkliche Plattenstérke ist. Die zweifach unendliche Mannigfaltigkeit
der Randdehnungskurven ist auf eine einfach unendliche zuriick-
gefiihrt.

Was die Veranderlichkeit der Armierung anbetrifft, bedenke man
folgendes. Je stérker die Armierung bei gegebener Plattenstiarke (volle
Ausnutzung des Eisens bei gerissenem Beton vorausgesetzt), desto
groBer die Randdruckspannungen. Die Grenzen zieht die Vorschrift.
In Osterreich gestattet sie bei einem Mischungsverhiltnis 1 : 3 eine
Betondruckbeanspruchung von o, = 40 kg/em? und eine Eisenzug-
beanspruchung von o, = 950 kg fiir FluBeisenl). Die Plattenstérken

1) Zusatz zur 2. Auflage: Die Zahlenwerte, die in den neueren Betonvor-
schriften angegeben werden, sind etwa 0, = 42 kg/em?, o, = 1200 kg/ecm?, wo-
durch der unten berechnete Bewehrungshundertsatz auf 0,548 vH herunter-
gesetzt wiirde. (P.)
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und Eisenarmaturen ergeben sich bei diesen Ziffern aus den bekannten
Formeln mit

G+ 7oy 6M . —
h=0 'Vn(3oe+2nab>-b_0’0386VM’

_ bhain
260 (ge +n Ub)
In diesen Gln. ist n» = % =15 und b, die Breite der Platte, = 100 cm
b
gesetzt; M ist in kgem (fiir 100 cm Plattenbreite) einzusetzen.
Die wirkliche Plattenstarke betragt, da wie oben H = 1,1 % ist:
H = 0,0424 VM . Die Platte ist somit 0,74 vH bewehrt. Uber diesen
Bewehrungshundertsatz wird man nicht hinausgehen, den nsonst wiirde
man bei einer Eisenzugbeanspruchung von 950 kg/cm? die zulissige
Betondruckbeanspruchung von 40 kg/em? iiberschreiten.
Wenn dieselbe Platte an einer anderen Stelle einem schwicheren
Biegemoment ausgesetzt ist und ein zwingender Grund, die starken Be-
wehrungen der voll ausgenutzten Partien durchzufiihren, nicht vorliegt,

fe =0,0314) M.

so wird die Bewehrung im Verhaltnis % des aufzunehmenden Biege-

momentes zu dem bei der gegebenen Plattenstirke duBerst zulassigen
Maximalmomente verringert. :

Die Bewehrungen einer plattenférmigen Tragkonstruktion schwanken
demnach zwischen 0,74 vH und 0 vH. Die Randdehnungsdiagramme
fiir verschiedene Plattenstarken, jedoch gleichen Bewehrungshundert-
satz sind untereinander identisch; infolgedessen kann man sich darauf
beschrénken, fiir eine Anzahl verschiedener Bewehrungen zwischen
0,74 vH und 0 vH die Diagramme zu zeichnen.

In den Tabellen 1 bis 4 des Anhanges (Abschnitt 67) wurden nach
Heintel die Randdehnungen fiir 0,740, 0,626, 0,548, 0,436, 0,346,
0,194 und 0,088 vH bewehrte Platten unter Zugrundelegung der von
Heintel fiir den Balken Nr.48 der Bachschen Biegeversuche er-
mittelten Spannungskurve berechnet. Die Bezeichnungen in den
Tabellen beziehen sich auf die Heintelsche Schrift.

Die Ergebnisse wurden in den Abb. 49 bis 58 graphisch als ,,Rand-
dehnungsdiagramme‘* aufgetragen. Die Ordinaten geben die Werte

von ==, die Abszissen die zugehorigen Dehnungen in den angefiihrten
MaBstaben. Abb. 56 zeigt, wi die Gesamtdehnung (g + &,) der
auflersten Plattenfasern fiir einen und denselben Wert von 1]{_111_2 mit ab-

nehmender Armierung allméhlich zunimmt. Diese Zunahme ist ver-
haltnismaBig so gering, daBl man etwa bei Zeichnung der elastischen
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Linie als Seileck die Gesamtdehnung unmittelbar mit dem Zirkel
aus dem Randdehnungsdiagramm jenes Balkens abgreifen kann, dessen
Bewehrungshundertsatz der Armierung des in Betracht gezogenen
Balkenstiickes am néachsten kommt.

In jedem der 7 Diagramme der Abb. 49 bis 55 ist jener Wert von
I% eingetragen, bei welchem das Eisen bei gerissenem Beton auf
950 kg/cm? beansprucht ist.

Randdehnungsdiagramme.

-Zug Druck + +
M, $600-_M 600 -
i 2 cmy
S56THE _.’_’_iy/
500
%00
300
200
0
€=20 0 0 70 20 I/ 0
Bewehrung: 0,740 vH 0,626 vH 0,548 vH
- +
- +
500 500
3\ - +
400
M,y
HE
00
2200,
/
M,
7% Y65
I/ /]
0,436 vH 0,346 vH 0,194 vH 0,088 vH

Abb. 49 bis 55. Biegung bewehrter Platten nach Heintels Diagramm.
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Ein Beispiel soll zeigen, wie man mit den Randdehnungsdiagrammen

arbeitet.
Man denke sich eine Platte AB (Abb. 59 links) einseitig eingespannt
und die zugehorige Momentenlinie M. Gesucht sei die elastische Linie.

Abb. 56. Gesamtdehnung bei verschiedener Bewehrung.

Abb. 57. Gesamtdehnung bei verschiedenen —11-;{

Abb. 58. Bewehrung 0,740 vH.

- &, &4 Dehnungen
PR 0z, 04 Spannungen

Abb. 56 bis 58. Dehnungen der #uBersten Fasern

} berechnet nach Spannungskurve Balken Nr. 48.
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:W_ und n erd berechnet, aus dem rechts stehenden Diagramm (Abb. 59
rechts) entnimmt man die notigen Bewehrungshundertsétze p, und p,.
Die Bewehrungen werden wie in Abb. 59 links gezeichnet durchgefiihrt,
p, im Bereich der negativen Momente, p, im Bereich der positiven.
Den Bewehrungshundertsatz selbst kann man fiir jeden der beiden Be-
reiche als konstant betrachten, sofern die Verianderlichkeit des Quer-

schnittes nicht sehr bedeutend ist. Dann zerlegt man den Stab in La-

mellen von der Lange ¢, berechnet die % und zeichnet die elastische

Linie als Seileck mit den Gewichten si? . t, wobei man die Groen

& -+ &, direkt denjenigen Randdehnungsdiagrammen entnimmt, welche
der notigen Bewehrung p; bzw. p, am nichsten kommen. Zu diesem

Abb. 59.

Zweck wurden die Gesamtdehnungen ¢, + &, fiir‘ verschiedene Be-
wehrungshundertsitze als Kurvenbiindel in einem Diagramm vereinigt
(Abb. 60). Die umstédndliche Berechnung der Tragheitsmomente hat
man sich erspart und erhilt sofort die wahren Dehnungen durch Ab-
lesen im Diagramm.

¢) Beziehungen zwischen Zugspannungen und Dehnungen. Ein
Eisenbeton-Zugorgan sei p prozentig, und zwar derart bewehrt, dafl die
Eisenbeanspruchung bei gerissenem Beton gerade gleich ist der zu-
lassigen Beanspruchung, etwa 950 kg/ecm2. F sei der Gesamtquer-
schnitt des Verbundkérpers, f, der Eisenquerschnitt, der Bewehrungs-

hundertsatz betrage p =100 %ﬁ Bestande das Zugorgan bei gleichem

Querschnitt F aus homogenem Material, so wire die Zugbean-
spruchung: p

o kgjem? = ?” 950 = 0,01 - p- 950 kg/cm? .
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Wenn der Beton reiit, erleidet das Eisen eine Dehnung von

o 950 452
E ~ 2100000 100000

cm/c™

Auf die Gesamtdehnung des Zugorganes hat jedoch dieses Einreillen
nur einen untergeordneten Einflu, denn die hohe Eisenbeanspruchung
beschrinkt sich auf die allernichste Umgebung des Zugrisses. Wenn
man die Dehnungen des Zugorganes kennenlernen will, mufl man wissen,
wie sich die Spannungen auf die beiden Materialkomponenten des
Verbundkéorpers verteilen.

Abb. 61. Dehnungsdiagramm bei reiner Zugbeanspruchung, nicht bewehrtem Beton.

w erste Wasserflecken, 48 Dehnungskurve Balken Nr. 48,
7 die ersten Zugrisse, 16 » » 16,
R ReiBen des Betons, 85 ” » » 85.

Um dies zu beantworten, wurde, wieder unter Zugrundelegung
des von Heintel fiir Balken 48 ermittelten Spannungsdiagrammes,
die Abb. 61 gezeichnet. Die Abszissen geben die Dehnungen in
1/ so00o CM/cm, die positiven Ordinaten die Betonzugspannungen in
kg/em?.

Auf den cm? Beton entfallen 0,01p cm? Eisen. Wenn der
Beton reifit, wird das Eisen mit 950 kg/cm? beansprucht, die Dehnung
45,2

betragt 100000’ und das Stabende kommt nach 4. Auf die 0,01 p cm?

Eisen entfillt eine Beanspruchung von 0,01p - 950 = 14,23 kg, und
wird diese Beanspruchung von A als Ordinate nach abwirts aufgetragen.
Die Linie I0 liefert die Belastung der 0,01 cm? Eisen als Funktionen
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der Dehnung. An jenen Stellen, an welchen der Beton nicht gerissen
ist, haben Beton und Eisen die Dehnung gemeinsam, und die Summe
aus der Belastung von 1 cm? Beton und 0,01 p cm? Eisen muf gleich
sein 0,01 - p - 950. Wenn man daher zu OI durch 4 eine Parallele zieht
und mit der Betonspannungskurve zum Schnitt bringt, so geben die
Koordinaten des Schnittpunktes (/) Betondehnung und Spannung. Die
Strecke ab gibt die auf 0,01p cm? Eisen entfallende Beanspruchung,
ab

Aus Abb. 61 erkennt man ferner, je héher der Bewehrungshundert-
satz bei gleichem zuldssigen o,, desto groBer 0,01 - p - 950, und desto
grofler werden die Ordinaten A7 (AII bei 2,5 vH Bewehrung), mit
ihnen die Strecken (/) a, die Betonzugbeanspruchung wichst, und der
Punkt (I) kommt bei Bewehrungen von 2 vH und mehr in einen Teil
der Spannungskurve, in welchen das Hookesche Gesetz gar keine
Geltung mehr besitzt und die Dehnungen in hervorragendem MafBe
von zufilligen Eigenschaften des Materials abhingenl). So z. B.
entstammen die Kurven 16 und 85 in Abb. 61 derselben Serie von
Bachschen Biegeversuchen wie Balken 48.

Aus dem Diagramm (Abb. 61) erkennt man endlich folgendes. Wire
ein unbewehrtes Beton-Zugorgan mit O kg/cm? belastet, so ergibe sich
die Dehnung pro Léngeneinheit mit dd’. Wenn jedoch das Zugorgan
derart bewehrt ist, da3 das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kg/cm?
beansprucht ist, so ergibt sich die Dehnung als Abszisse von (I) mit aO.

Da die dO die auf den Quadratzentimeter Gesamtfliche bezogenen
Spannungen bedeuten, kann man zu jedem dO sofort durch Ziehen der
Linien dA4 die zugehorigen Punkte (I) und damit die Dehnungen des
vorschriftsmaBig bewehrten Betons erhalten. Umgekehrt, wenn man
mit den Strecken dO als Ordinaten und a O als Abszissen ein Diagramm
zeichnet, ist man in der Lage, fiir jede Dehnung sofort die Einheits-
spannung des vorschriftsmifig bewehrten Zugorganes anzugeben.

Dieses Diagramm ist in Abb. 62 dargestellt und erméoglicht, aus
den Ordinaten der elastischen Linie einer Behélterwand die Belastungs-
scheide zu ermitteln, ohne eine Annahme iiber die GréBe der Ring-
bewehrungen getroffen zu haben; denn diese Bewehrung ist bereits fiir
jeden Dehnungswert beriicksichtigt. Ebenso wie man es nicht nétig
hatte, bei der Behandlung der gebogenen Platte eine Annahme iiber die
Bewehrung der Platte zu treffen. Man arbeitet in den Diagrammen
mit den Spannungen eines Betons, welcher die vorschriftsmiBige Be-
wehrung samt ihren Wirkungen bereits in sich trigt, und darin liegt
ein grofler Vorteil.

- 1) Siehe Anmerkung 4, in Abschnitt 66.

und die Eisenbeanspruchung pro 1cm? berechnet sich mit o, =
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d) Ableitung des Mohrschen Satzes unter Ausschluf des Hookeschen
Gesetzes. Es bedeuten (sieche Abb. 63) im folgenden:
A = ¢y + ¢,, die Summe ‘der Dehnungen der &uBersten Randfasern
(bezogen auf die Léngeneinheit),
¢ den Kriimmungshalbmesser der geometrischen Balkenachse.
Die Entfernung zwischen der wahren Neutralachse und der geo-
metrischen Balkenachse kann gegeniiber dem Kriimmungshalbmesser
vernachléssigt werden. Es ist nun:

d(p:—A;x, dex =0 -de, somit %:——%;
) A\
|1+('5) L1 H
T @y @y A
da? da?
und
Py __ 4
dax? H’
Aus
dy 4
dx? H

ergibt sich der Schritt zur Darstellung der elastischen Linie-als Seil-
linie auf Grund rein geometrischer Uberlegung.
Die Grundgleichungen des graphischen Verfahrens verwandeln sich in

a:M

dx2 = —yfz3 (1)

?y A 1,

det =T H T2 @
fz':f(y)° (3)

Die Beziehung Gl. (3) ist gegeben durch das Zugspannungsdiagramm
der Verbundkorper, Abb. 62.

64. Gang der Untersuchung bei AusschluB des
Hookeschen Gesetzes.

Wenn fiir das Baumaterial eines Behilters das Diagramm, welches
die Dehnungen in ihrer Abhéingigkeit von den Spannungen darstellt,
gegeben ist, so hitte man aus diesem Diagramm gem#B Abschnitt 62
a) bis c¢) jene Daten abzuleiten, welche man bei der graphischen Unter-
suchung benétigt, das sind die Randdehnungsdiagramme fiir biegungs-
beanspruchte Platten verschiedener Bewehrung und das Dehnungs-

/; Poschl, Behalter. 2. Aufl. 13
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diagramm fiir reine Zugbeanspruchung der vorschriftsmaBig bewehrten
Zugorgane.

Wenn man nun einen Behilter zu untersuchen hat, kennt man in
der Regel das Dehnungsdiagramm des zu verwendenden Betons noch
gar nicht. Und wenn man es kennt, weifl man nicht, ob das Material
iiberall dieselben Festigkeitseigenschaften aufweisen wird wie etwa
der Probebalken.

Es wire deshalb im Hinblick auf den Zweck der Untersuchung
etwa folgendermaflen zu verfahren. Aus dem Beton-Dehnungsdiagramm
eines Materials, dessen Festigkeitseigenschaften moglichst stark
vom Hookeschen Gesetz abweichen (etwa Kurve 16, Abb. 61),
leitet man ein fiir allemal die eingangs erwéahnten zwei Gruppen von
Daten ab. Dann untersucht man den Behalter analytisch oder
graphisch unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes, und
wenn es die GroBe und Wichtigkeit des Bauwerkes erfordert, ergénzt
man die Untersuchung bei ausgeschaltetem Hookeschen Gesetz unter
Benutzung der beiden Gruppen von Daten. Schon nach Auftragung
des ersten Seileckpaares wird man sehen, welche grofte Abweichung
von den Resultaten etwa der analytischen Untersuchung man zu er-
warten hat.

Die Einzelheiten der erginzenden Untersuchung werden aus der Be-
handlung des nachfolgenden Beispieles hervorgehen.

Es sei (siche Abb. 64) ein Behilter in Eisenbeton zu untersuchen,
mit 5,00 m Hoéhe, 10,00 m Durchmesser, am unteren Rand fest ein-
gespannt. Gegeben sei ein trapezférmiger Wandquerschnitt, die obere
Wandstarke 8 cm, die untere Wandstarke 14 cm. Zulassige Beanspru-
chung des Eisens auf Zug: 950 kg/cm?. Die Belastungsscheide bei
giiltigem Hookeschen Gesetz (Abb. 64, B,) wurde auf graphischem
Weg ermittelt, und es soll' die Untersuchung unter AusschluBl des
Hookeschen Gesetzes erginzt werden. Die Beziehung zwischen Beton-
spannung und -dehnung ist durch das im Abschnitt 63 benutzte Hein-
telsche Diagramm gegeben, und die beiden Gruppen abgeleiteter
Daten sind in den Abb. 60 und 62 niedergelegt.

Es bedeuten im folgenden:

h die Behalterhohe,

a den Behalterhalbmesser,

H die (verinderliche) Wandstarke,

v = 1/, die Querzahl,

Y, die Ausweichung der Behilterwand in der Hoéhe x iiber der Ein-
spannstelle in 1/,00 000 cmM,

d jenen zweiten Punkt, durch welchen die elastische Linie hindurch-
gehen muB,

K die Hilfskraft in d.
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Die Auftragung der Belastungsscheide und des Wasserdruckdrei-
ecks erfolgte in derselben Weise, wie dies in Abschnitt 60 auseinander-
gesetzt wurde. Die elastische Forménderung, welche die Behilter-
wand erleiden wiirde, wenn sie nur aus Ringen bestinde, wurde im

Untersuchung unter AusschluB des Hookeschen Gesetzes.

U, = Momentenlinie, \
D, = Linie der Dehnungen (e"+—€"gl—(l——2 .

13*
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MaBstab 283,2 : 1 aufgetragen, damit diese Kurve (F,;) durch den
Punkt &' des Wasserdruckdreiecks hindurchgeht. Es macht dies die
Untersuchung iibersichtlicher. Die Ermittlung ihrer Ordinaten sei
an dem Ring in der Tiefe 7' = 2,00 m unter dem oberen Behilterrand
gezeigt:

Die Wandstirke an dieser Stelle betragt: H = 10,44 cm.

Der Wasserdruck: p = 2,00 t/m?.

Die Zugkraft Z in einem Streifen von 1,00 m Breite: p - a = 2,00 - 5,00
= 10,00 t = 10 000 kg.

Querschnitt des Verbundkérpers: b - H = 100 - 10,44 = 1044 cm?.

Zugspannung fir 1 cm? Verbundkérper: o = 9,57 kg/em?2.

Ist der Verbundkérper vorschriftsmafig, d. h. derart bewehrt, daB
das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kg/cm? beansprucht ist, so er-
leidet er bei der Beanspruchung von 9,57 kg/cm? laut Diagramm
(Abb. 62 Kurve I) eine Dehnung & = 3,22 (in /19999 cm/cm). Daher:

VergroBerung des Behélterradius y = ¢+ @ = 1610;
Im MafBstab der Zeichnung: 1/,49000 * 1610 - 283,2 = 4,56 cm.

Zur Zeichnung der Seilecke wurde das Intervall db (sieche Abb. 64
unten) in 8 Teile geteilt (7 Teile von der Lange ¢ = 30 cm, der 8., dem
Punkt d benachbarte, wegen des nahezu geradlinigen Verlaufes der
elastischen Linie in diesem Teil mit ¢ = 141 cm).

Mit den der Belastungsscheide B, entsprechenden und in den Schwer-
punkten der Belastungsstreifen angreifenden Belastungen W, und 4,
des lotrechten Stabelementes wurde das Momentenpolygon U, ge-
zeichnet. Das Einspannmoment M, hat sich der vorhergegangenen
Untersuchung bei giiltigem Hookeschen Gesetz mit M, = 0,930 tm
fir 1 m Umfang ergeben. Zu den Biegemomenten wurden die zu-
gehorigen A (4 = g + ¢, siehe- Abschnitt 63 d) den Diagrammen
Abb. 60 entnommen, und zwar in der Weise, wie dies in 63b) bei Abb. 59
beschrieben wurde.

Damit die elastische Linie trotz der neu eingefiihrten elastischen
Bedingungen durch den Punkt d’ geht, muB in d die kleine Hilfskraft K
angebracht werden, und die statischen Momente der Dehnungen miissen
in der bekannten Weise der Bedingung entsprechen:

Y & T+ Eu 1

H 't.sl—i—vz

=9z, wobei y;=1192 (in 1/;99qe cm).

s bedeutet hierin die Abstinde der Schwerpunkte der Teilflichen von d,
und y, ist als Ordinate von F; der Zeichnung zu entnehmen.

Wegen der Kleinheit der vorzunehmenden Korrektur kann man
bei der Richtigstellung des Dehnungsdiagrammes D, Proportionalitat
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von Dehnung und Spannung annehmen und in derselben Weise ver-
fahren, wie dies in der Anmerkung 3) zu Abschnitt 62 gezeigt worden
ist. Die Hilfskraft K ergibt sich aus dem Kraftplan zu U,.

Mit den richtiggestellten Dehnungen wurde die elastische Linie £,

gezeichnet. Die MaBlstibe der y betragen E?, fir s: 55 und 4 im

Kraftplan gquq. Die Polweite berechnet sich mit 3,83 cm.

Aus den Ordinaten der Kurve K, ermittelt man die Ordinaten der
zugehorigen Belastungsscheide (der Ubersichtlichkeit des Bildes wegen
in der Abbildung nicht gezeichnet) auf folgende Weise:

Die Dehnung des Ringes fiir 1 cm Umfang betragt —g— .

Der Dehnung ¢ entspricht laut Kurve I (Abb. 62) die Spannung o
fir 1 em? Verbundkérper.

Aus 6 und der Wandstérke berechnet sich der auf das Ringelement
entfallende Teil des Wasserdruckes p in t/m? und mit ihm die Ordinate
der gesuchten Belastungsscheide.

Es zeigt sich, daB3 die neue Belastungsscheide viel konkaver ver-
lauft als die den Ausgang der Untersuchung bildende Kurve B;. Unter
Beibehaltung der neugefundenen charakteristischen Form wurde die
B, auf B, korrigiert. In Abb. 65 wurde das Verfahren wiederholt, und
man sieht, da B, bereits die richtige Belastungsscheide mit hinreichen-
der Genauigkeit darstellt.

Die Biegemomente ergeben sich daraus zu:

— Mpax = 0,917 tm; + Mpax = 0,180 tm .
M max
H?
Mit diesen beiden Werten folgen die erforderlichen Bewehrungen aus

Abb. 56 zu:

= 460.

Mmax .
+ g = 110; -

p; = 0,608 vH und p, = 0,416 vH.

Die maximale Wandbewehrung ergibt sich aus der maximalen
Radiusvergrofierung des Behilters y und der zugehérigen Dehnung

£ = g = 4,99 direkt aus dem Diagramm Abb. 62, Kurve III, mit

1,44 vH, die zugehérige Spannung im Beton mit ¢, = 12,2 kg/em?.
Die Randzugspannungen fiir Biegung ergeben sich, ebenfalls durch
direkte Ablesung aus Abb. 58, mit ¢, = 17,1 kg/em? bzw. 6,3 kg/cm?.
Wenn der Beton reift, ist das Eisen bei dem angegebenen Bewehrungs-
hundertsatz mit ¢, = 950 kg/cm? beansprucht, sowohl in den Ringen
als auch in den Stiben an den Stellen der Maximalmomente.

Ein Vergleich dieser Resultate mit den Ergebnissen, von welchen
die Untersuchung ausgegangen ist, zeigt folgendes:

Das Einspannmoment wurde um 1,5 vH kleiner.
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Die Ringbeanspruchung in 3,5 m Tiefe um 5,1 vH kleiner, in 4,6 m
Tiefe um 13,4 vH groBer.

Es ist klar, daB die sich ergebenden Abweichungen gegeniiber den
unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes errechneten Resultaten
wachsen, wenn man- aus 6konomischen Griinden iiber die im Beispiel
vorkommenden Betonzugbeanspruchungen in den Ringen hinausgeht.
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65. Niherungsverfahren zur direkten Dimensionierung von
Behiltern mit rechteckigem Wandquerschnitt.

Bei der Projektierung kleiner Behilter mit rechteckigem Wand-
querschnitt ist es von Nutzen, eine Formel zu besitzen, welche direkt
jene Wandstirke liefert, welche der Behélter haben muf,; damit das
Material an der gefahrlichsten Stelle gerade noch voll ausgenutzt wird.

Die gefahrlichste Stelle ist bei Eisenbetonbehaltern der untere Rand
(die Einspannstelle), und maflgebend fiir die Dimensionierung ist das
untere Einspannmoment.

Mit Hilfe einiger Vernachlassigungen lafit s1ch bei Behaltern vom
Typus der Hochbehalter (vgl. Abschnitt 61) das Problem derart ver-
einfachen, dafl man das Einspannmoment und mit ihm die erforderliche
Wandstérke mit hinreichender Genauigkeit als einfache Funktion von
Tiefe und Durchmesser des projektierten Behélters erhilt.

Es sei a b b, a, in Abb. 66 ein Achsenschnitt durch den leeren (un-
belasteten) Behélter. Nun denke man sich den Behalter gefillt und
die Wand ebenso wie in Abschnitt 59 in ein Stab- und ein Ringsystem
zerlegt. Bestinde die Wand nur aus Ringen, so wiirde sich unter der
Wirkung des Wasserdruckes die elastische Linie @ b’ ergeben. Bestande
sie nur aus Stiaben, welche in b fest eingespannt sind, so wiirde ihre
Forméanderung der Linie b a’ entsprechen. Ist jedoch Ring- und Stab-
system vorhanden, so geschieht die gemeinsame Forménderung der
beiden Systeme nach Linie b¢’@. In den unteren Teilen, nahe der
Einspannstelle, wird beinahe der gesamte Wasserdruck von dem lot-
rechten Stabsystem aufgenommen. Je héher man kommt, desto mehr
tragen die Ringe mit, und in den obersten Partien, oberhalb von ¢/,
verhindert der Widerstand der Ringe die Ausweichung der Stébe;
die Ringe sind dort nicht nur durch den Wasserdruck, sondern auch
durcn die Auflagerkrafte des Stabsystems beansprucht, und die elasti-
sche Linie geht allmahlich in die Linie @ b’ iiber. abc¢’ hat 2 lot-
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&

rechte Tangenten, eine in b an der Einspannstelle und eine in der
Nahe von ¢’. Wenn abb’ das Wasserdruckdreieck darstellt, so be-
deutet nach den Ausfithrungen des Abschnittes 59 die Kurve bc¢' a
die Belastungsscheide. Von dem gesamten Wasserdruck entfallt
+W und —4 auf das lotrechte Stabsystem, +R und +4 auf das
Ringsystem.

Um die Belastung des lotrechten Stabsystems unter Zuhilfenahme
kleiner Vernachlissigungen zu vereinfachen, ersetze man die Kurve ¢'b
durch eine Gerade ¢’b. Um die dadurch erfolgte Vergrolerung von W
um w zu kompensieren, bringe man im Schwerpunkt von w eine Kraft
(w) von entgegengesetztem Vorzeichen an. Desgleichen ersetze man die
Belastungsfliche 4 durch eine Einzelkraft (4) im Schwerpunkt. (4)
und (w) vereinigt liefern eine Resultierende X, welche in der Nahe
von ¢’ angreift.

Man nimmt nun an, die zweite lotrechte Tangente 7' der elastischen
Linie b ¢’ a sei nicht in der Nihe von ¢’, sondern in ¢’ selbst, und die
Resultierende X greife nicht in der Nahe von ¢’, sondern auch in ¢’
an. In diesem neuen vereinfachten Belastungsfall (in Abb. 66 rechts)
laBt sich das untere Einspannmoment auf einfache Weise ermitteln.

Bei der folgenden Untersuchung wurden die Durchbiegungen, in
wagrechter Richtung gemessen, mit y bezeichnet. Die Buchstaben-
bezeichnungen stimmen mit Abb. 66 iiberein. Die Verhinderung der Quer-
zusammenziehung wird ebenso wie im Abschnitt 61 durch den Faktor

beriicksichtigt. Die lotrechten Wandstéibe, um deren Berech-
nung es sich jetzt handelt,
sind in b, eingespannt,
durch die dreieckige Be-
lastungsflache b, b1 ¢’ und
die Einzelkraft X belastet
und miissen in ¢’ eine lot-
rechte Tangente besitzen.
Die Gleichung der
elastischen Linie lautet
(siehe Abb. 67):
d?y M

Abb. 67. E—x? - Em >

1
1+ 92

__n?
== e T
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Nun ist:
r=1—uwx, dx = —duz,,

EJ(1+ »?) -

d

Integriert gibt diese Gleichung:

4y _

EJ(L+ )~
1

24l+ ﬂ+0- 1)

In ¢, soll die Tangente an die elastische Linie lotrecht verlaufen,
daher ist fiir:

;=10 und z=0: %:O und daher ist C;=0.
1

Noch einmal integriert, gibt die Gl. (1):

b
rJ<1+v2>y—+- B _Zpre,.

Bei #; =0 wird y =0 und z =, also:

b
O=+%"24~ ‘/3 + 0.
Daher lautet die Gl. der elastischen Linie:
P — b x"
2) g — —
EJ(1+ )y = R 24l+ B. (2)
Das Einspannmoment M, ergibt sich aus (1) unter Beriicksichtigung
von ﬂ:o fiir x =1 mit:
dz,
P2
M, = T (3)

Die Ausweichung des Stabendes (bei x = 0) ergibt sich aus Gl. (2) mit:
_ 1 p 4

NERIA 2 180

Da der Punkt ¢’ auch auf der elastischen Linie a &’ des durch den

vollen Wasserdruck beanspruchten Ringsystems liegen muf, ergibt.
sich als zweite Bedingungsgleichung fiir y,:

(4)

a?

y1=“1,71,?'7(k—l)- (5)
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Die Bedingungsgleichungen zur Ermittlung von M, lauten demnach :

_ p B
M, = 12
und
1 Pt a?
Eia 0y 180 — mF/* Y- (6)

Wenn die zulissigen Materialbeanspruchungen gegeben sind, be-
rechnet sich die Wandstiarke H aus M, nach der Gl.:

H=«x-1VM,.
Aus den Gln. (3) und (6) kann man dann diejenige Behélterwandstérke
berechnen, bei welcher das Material an der unteren Einspannstelle
gerade mit den zuldssigen Spannungen beansprucht ist.

Wenn sémtliche GroBen in cm und kg ausgedriickt sind, wenn
ferner y fir Wasser (Einheitsgewicht fiir 1 em3) 0,001 kg betrigt und
die Querzahl » mit } angenommen wird, folgt fiir die Wandstarke H
aus obiger Gleichung:

Der Eisenquerschnitt ergibt sich (nach in Abschnitt 63 angegebenen
Gln.) mit f, = &, H.

Beispiel. Ein Behilter mit rechteckigem Wandquerschnitt, 5,00 m
Hoéhe und 10,00 m Durchmesser soll in Eisenbeton projektiert werden.
Zulassige Materialbeanspruchungen o, = 35 kg/cm?, o, = 1000 kg/cm?.

Aus den Tabellen zur Dimensionierung einfach armierter Platten
entnimmt man fiir die gegebenen zulissigen Beanspruchungen:

H = 0477 Vﬂ; (H = 1,1H’, wenn H’ die nutzbare Plattenstarke).
f, =0,261yM,.

Somit 0.261
o =0477, o 0477 0,548,
— 3010 - 500
= 3 3.5002-1/500-10- 6| — S | =155
H=6,08-0,4773.500%-7500-10 [ 1 —|—V1 + 04T 5002} 5,5cm,
f,= 0,548 - H = 8,5 em? senkrechte Bewehrung fiir den laufenden Meter

Umfang.

Mit Hilfe der Gln. (3) und (6) kénnen auch an einem Behalter mit
gegebenem rechteckigen Wandquerschnitt angenahert die Biege-
momente, die Ringspannungen und die Belastungsscheide ermittelt
werden. Eine solche Untersuchung wurde an dem in Abschnitt 60 be-
handelten und in Abb. 46 dargestellten Behilter vorgenommen. .

Die exakte Untersuchung ergab fiir M, 96 700 kg/cm. Das Nahe-
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rungsverfahren lieferte fiir M, : 104 000 kg/cm. Die Belastungsscheide,
welche das Naherungsverfahren mit Hilfe der geradlinig begrenzten
Belastungsflache W ergab, ist in Abb.46a, Kurve I, eingetragen und
weicht nur unbedeutend von der genauen, analytisch festgelegten Be-
lastungsscheide I ab.

Miiller-Breslau (a. a. O.) gelangte auf analytischem Wege ebenfalls
zu einer Naherungsformel fiir die direkte Dimensionierung von Be-
hiltern mit rechteckigem Wandquerschnitt.

66. Anmerkungen.
1. Die Verhinderung der Querzusammenziehung der lotrechten, auf reine Biegung
beanspruchten Stabelemente ist in dieser Formel (2) durch den Faktor Ti—vz

beriicksichtigt. abcd in Abb. 68 sei das Wandelement einer gedehnten Behilter-
wand und gleichzeitig der Querschnitt eines gebogenen Stabelementes. Die Druck-
spannungen infolge der Biegung (d;) seien auflen, die Zugspannungen innen.
Wire die Querzusammenziehung nicht behindert, so wiirde das Wandelement
infolge der Biegung die Form a’b’c¢’d’ annehmen,

wobei
,_ Y0a ( dw)
by = 7 dy r+Ar+~—2
und \
A ( _ e
cc = Vi dy\r + Ar 2).

Ist der Radius im Verhiltnis zur Wand-
stirke sehr groB, so ist einfach zu setzen:

v 04

by =

rdy

und
Y 0.
cd = E’ rdy. Abb. 68.

Wenn nun abcd nicht nur Stabelement, sondern auch Ringelement ist, so
wird die Querzusammenziehung das Bestreben haben, den inneren Radius der
Behilterwand um den Betrag

v o, d,\ . o,
“E (“L‘”_?)— B

zu verkleinern und den #duBeren Radius um

zu vergroern. Da die Wand infolge ihrer Zugfestigkeit in radialer Richtung
nur in sehr geringem MaB befihigt ist, ihre Dicke zu &4ndern, ist die Querzusammen-
ziehung fast vollstindig verhindert. Etwas anders liegen die Verhiltnisse bei einem
Material, welches dem Hookeschen Gesetz nicht gehorcht. Bei stark gedehnter
Wand wird die Elastizitdtszahl der Ringe sehr klein und diirfte daher der Ein-
fluB der Verhinderung einer Querzusammenziehung der Stabelemente weniger
bedeutend sein als bei schwach gedehnter Wand. Da sich jedoch in solchen Fillen
die GroBe des Einflusses der Wanddehnung auf die Wirkung der Querzusammen-



204 Graphische Methoden.

ziehung schwer schitzen 1aB8t, wird der Faktor (1 —#?) (¥ die Querzahl-oder der
Querkontraktionskoeffizient) fiir simtliche Baumaterialien beibehalten.

Manche Autoren ersetzen den Faktor (1 —.»?%) durch l——il—v—f’ um bequemere

Formeln zu erhalten. Bei der geringen GroBe von »? ist diese Vernachldssigung
gestattet.
2. Die Untersuchungen wurden stets mit der Bemerkung abgeschlossen, daB

man sich aus dem ersten Seileckpaar durch einfache Interpolation der Wahr-
heit nahern kénne (Panetti, S. 146
u. 147; Federhofer, S. 389).
3. Die Hinzufiigung der Hilfs-
kraft K bewirkt eine Verinderung
des Einspannmomentes um 4.
Dementsprechend #ndern sich die
Ordinaten der Dehnungskurve in
jedem Punkt um

aM, s

Hy 8’
worin a eine Konstante und s, die Strecke db; bedeutet (siehe Abb. 69). Man
verkleinere nun die Ordinate von D, in b, etwa um 5 mm und zeichne die zu-

gehorige Veranderung der iibrigen Ordinaten. Das statische Moment dieser Fliche
in bezug auf d betrage S. Dieser Betrag von § wird wihrend der ganzen Unter-

a

Tabelle 1. 67. Anhang.
Bewehrung. 0,740 vH
£y gewiihlt = 17 14 10 6 3
=] 17 15,2 14 13,2 10 10,0 6 6,4 3 3,2
W=¢+e=| 34 32,2 28 27,21 20 20,0, 12 124, 6 6,2
/
o =a- 1;;.
=0,091% =] 309 29 254 25 1,8 18 1,00 11 0555 0,6
e =2z —a =| 13,19 141 11,46 11,5 8,18 8,2 4,91 4,9 245 24
z, 0,156
T = 0132 rel=| 69,9 70,1 50,0 488 255 256 92 95 23 23
' Fr=|229 229 |179,3 179,3) 109,3 109,3| 46,8 46,8/ 13,0 13,0
Z/
Te+F,,= 208,9 299,1) 2293 228.1| 134,8 134,9 56,0 56,3/ 153 153
g=| 152 13,2 10,0 6,4 3,2
S5 = 13028 2012 883 235 32
8, = |2344 1559 687 182 26
z,
5 e =990 566 209 46 5
_ -
5 = |6362 4137 1779 463 63
M (M 100
2 = \5) e = | 612 559 ‘444 302 163
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suchung beibehalten. Benotigt man, um der geforderten Bedingung zu geniigen,
eine Verkleinerung des statischen Momentes von 8;, so verkleinere man die Or-

dinate von D, in b; um 5 cm - %! und verbinde Punkt b{ mit d durch eine Kurve,

deren Ordinaten denen von ] d proportional sind. Bei den kleinen Korrekturen,
um die es sich handelt, geniigt es, die Ordinaten dreier Punkte zu reduzieren.

4. Die 6sterreichischen Vorschriften z. B. sprechen blo von zulissigen Zug-
spannungen im Beton fiir den Fall der reinen Biegung und des exzentrischen
Druckes. Diese zulidssigen Zugspannungen sind 24 kg/cm? bzw. 21,5 kg/cm? bei
Mischungsverhéltnissen 1 : 3 bzw. 1 : 5. Wenn man die zuldssige Beanspruchung
des Eisens mit 0, = 950 kg/cm? annimmt, entsprechen die obigen Zugbean-
spruchungen des Betons einem vorschriftsmaBig bewehrten, auf reinen Zug be-
anspruchten Verbundkérper mit einer Bewehrung von

3,92vH bzw. 3,32 vH(n = —% = l5) .

b
Aus Abb. 64 kann man ersehen, daf3 die Grenzen, welche die Vorschrift ge-
zogen hat, fiir Rohr- und Behilterbau zu weit sind. Der Beton eines 3,92- oder
eines 3,32 prozentig bewehrten Rohres oder Behilters miifite bei voller Belastung
unter allen Umstéinden reilen. Die 1,83 prozentige Bewehrung des St. Gallner
Behilters bezeichnet schon die oberste Grenze, bis zu welcher man sich wagen
darf. Sie entspricht unter den Annahmen der ,,Vorschrift“ einer rechnungs-

miBigen Betonzugbeanspruchung von 13,8 kg/em?.

‘abellen 1—4. Tabelle 1.
0,626 vH
17 14 10 3

17 149 | 14 13,0 10 9,9 6 6,3 3 3,2
34 31,9 | 28 27,0 20 19,9 12 12,3 6 6,2
3,09 2,9 2,54 2,5 1,82 1,8 1,09 1,1 0,55 0,5
13,19 14,1 11,46 11,5 8,18 8,2 4,91 4,9 2,45 2,5
59,1 59,3 | 42,3 40,9 21,6 21,5 7,8 7,9 1,9 2,0

229 229 179,3 179,3 | 109,3 109,3 46,8 46,8 | 13,0 13,0

288,1 288,3 | 221,6  220,2 130,9 130,8 54,6 54,7 14,9 15,0
14,9 13,0 9,9 6,3 3,2

'860 1927 857 224 32

'344 1559 687 182 26

835 469 176 39 5

3039 3955 1720 445 63.

594 542 434 294 163
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Tabelle 2. Bewehrung. 0,548 vH
. sy gewahlt = 15 12 6 3
=] 15 13,5 12 11,4 9 9,0l 6 6,2 3 3,2
W=12g+e=| 30 28,5 24 23,4 18 18,0/ 12 12,2 6 6,2
/’
ad =a %
= 0,091 %/ = 2,73 2,6 218 21 1,74 1,6 1,09 11 055 06
e=¢ —a =| 1227 124 98 99 73 T4 49 49 25 24
zZr 0,115
== ‘et =| 42,2 40,5 27,0 26,6 151 153 68 6,9 1,7 1,7
b 0,092 15.3
CFL=1197 197,0) 144,5 144,5] 92,5 92,5/ 46,8 46,8/ 13,0 13,0
p ;
;” +F, 239,2 237,5| 171,5 171,| 107,6 107,8 53,6 53,7| 14,7 14,7
e =1 13,5 11,4 9,0 6,2 3,2
. = [2141 1314 624 214 32
v = |1780 1123 527 182 26
4
% e. = | 502 263 113 34 4
5 = 14423 2700 1264 430 62
M (M 100
=\ ) 7= = | 546 492 390 288 161
Tabelle 3. Bewehrung. 0,346 vH
eu gewiihlt = 15 12 9 | 6 3
=] 15 13,1 12 1,00 9 8,7 6 61 3 3,1
W=c¢+4+e=| 30 28,1 24 23,00 18 77,7 12 12,1] 6 6,1
’
@ =a th—
= 0,091 %" = 2,7 26 22 21 1,6 16 1,1 1,1 05 05
=g —a'=| 12,3 124 98 99 74 74 49 49 25 25
Z; 0,073),, ,
T‘(ﬂ)ﬁ}h r=1| 269 254 17,2 16,60 9,7 9,6 43 43 1,1 1,1
F!=]197,0 144,5 92,5 46,8 13,0
Z/
—bi +F, 223,9 161,7 102,2 51,1 14,1
g, = | 13,1 11,0 8,7 6,1 3,1
o = [1970 1192 570 203 28
« = [1780 1123 527 182 26
Zy
2% =|316 165 71 21 3
M/
— = 4066 2480 1168 406 57
M (M’) 100 _ - f
2 =\7) 7= 515 469 373 }277 153
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0,436 vH Tabelle 2.
15 12 9 6 3
15 13,3 12 11,2 9 8,8 6 6,1 6 3,1
30 28,3 24 23,2 18 17,8 12 12,1 6 6,1
273 2,6 2,18 21 1,74 1,6 1,09 1,1 0,55 05
12,3 12,4 9,8 9,9 7,3 7,4 4,9 4,9 2,5 2,5
33,8 32,3 21,7 21,2 12,1 12,2 5,4 5,4 14 1,4
12,2
197 197,0 144,5 144,5 92,5 92,5 46,8 46,8 13,0 13,0
230,8 129,3 166,2 165,7 104,6 104,6 52,2 52,2 144 144
13,3 11,2 8,8 6,1 3,1
2055 1254 588 203 28
1780 1123 527 182 26
401 210 89 26 4
4236 2587 1204 411 58
529 481 381 280 156
0,194 vH Tabelle 3.
12 9 6 3 1
12 10,7 9 8,5 6 6,0 3 3,1 1 1,0
24 22,7 - 18 17,5 12 12,0 6 6,1 2 2,0
2,2 2,1 1,6 1,6 1,1 1,1 0,5 0,5 0,1 0,1
9,8 9,9 7,4 7,4 4,9 4,9 2,5 2,5 0,9 0,9
9,7 9,3 5,5 5,3 2,4 2,4 0,6 0,6 0,07 0,07
144,5 92,5 46,8 13,0 1,5
154,2 98,0 49,2 13,6 1,57
10,7 8,5 6,0 3,1 1,0
1099 535 192 28 1
1123 527 182 26 1
92 29 12 2 0,06
2314 1091 386 56 2,06
449 356 267 51

1150
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Tabelle 4.
Bewehrung 0,088 vH
&y gewdhlt = 12 9 6
&, = 12 10,5 9 8,4 6 59 3 301 1,0
W=e+e=| 24 225 18 174 12 1,9 6 6,02 2,0
4
o =aq- %
= 0,091%" = 2,2 2,1 1,6 1,6 L1 1,1/ 05 0,5]0,1 0,1
te=2¢,— 0 = 9,8 9,9 7,4 7,4 4,9 49| 2,56 2,609 0,9
7z, ,
3 = 0,018 &/ e, = 4,2 4,0 2,4 2,3 L1 1,1{ 0,3 0,3| 0,03 0,03
Fi=|144,5 92,5 46,8 13,0 1,5
Z:
3 + F, = | 148,7 94,9 47,9 13,3 1,53
g, = | 105 8,4 5,9 3,0 1,0
S, = 1037 517 185 25 1
S, = [1123 527 182 26 1
4
%— e, =| 40 17 5 0,7 0,03
M/
5 = 2200 1061 372 51 2,03
M M\ 100
= (T) e = | 435 351 263 142 51
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(92 S.) 1925. RM 5.10

Die elastischen Platten. Die Grundlagen und Verfahren zur Berechnung
ihrer Form#nderungen und Spannungen, sowie die Anwendungen der Theorie
der ebenen zweidimensionalen elastischen Systeme auf praktische Aufgaben.
Von Privatdozent Dr.-Ing. A. Nddai, Gottingen. Mit 187 Abbildungen im
Text und 8 Zahlentafeln. (334 S.) 1925. Gebunden RM 24.—

Kreisplatten auf elastischer Unterlage. Theorie zentralsymmetrisch be-
lasteter Kreisplatten und Kreisringplatten auf elastisch nachgiebiger Unterlage.
Mit Anwendungen der Theorie auf die Berechnung von Kreisplattenfundamenten
und die Einspannung in elastische Medien. Von Dr.-Ing. Ferdinand Schleicher,
Privatdozent an der Technischen Hochschule Karlsruhe. Mit 52 Textab-
bildungen. (158 S.) 1926. RM 13.50; gebunden RM 15.—

Der Beton. Herstellung, Gefiige und Widerstandsfshigkeit gegen physikalische
und chemische Einwirkungen. Von Dr. Richard Griin, Direktor am Forschungs-
institut der Hiittenzementindustrie in Diisseldorf. Mit 54 Textabbildungen
und 35 Tabellen. (196 S.) 1926. RM 13.20; gebunden RM 15.—

Untersuchungen iiber den Einflu8 hiufig wiederholter Druckbean-
spruchungen auf Druckelastizitéiit und Druckfestigkeit von Beton.

Von Dr.-Ing. Alfred Mehmel. Mit 30 Textabbildungen. (78 S.) 1926.
RM 6.60





