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Vorwort.

Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der leitende Gedanke des Verfassers
war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche
noch unldngst fiir ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe
der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik ein-
zuoranen. Vor der Entstehung der LEBESGUEschen MaB- und Inte-
grationstheorie war diese Aufgabe ziemlich hoffnungslos. Nach den
LeBEsGUEschen Untersuchungen lag die Analogie zwischen dem MaBe
einer Menge und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses sowie zwischen
dem Integral einer Funktion und der mathematischen Erwartung
einer zufilligen GroBe auf der Hand. Diese Analogie lieB sich auch
weiter fortfiithren: so sind z. B. mehrere Eigenschaften der unabhingigen
zufilligen GréBen den entsprechenden Eigenschaften der orthogonalen
Funktionen vollig analog. Um, ausgehend von dieser Analogie, die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden, hitte man noch die MaB-
und Integrationstheorie von den geometrischen Elementen, welche bei
LEBESGUE noch hervortreten, zu befreien. Diese Befreiung wurde von
FRECHET vollzogen.

Der diesen allgemeinen Gesichtspunkten entsprechende Aufbau der
Wahrscheinlichkeitsrechnung war in den betreffenden mathematischen
Kreisen seit einiger Zeit geliufig; es fehlte jedoch eine vollstindige
und von iiberfliissigen Komplikationen freie Darstellung des ganzen
Systems (es befindet sich allerdings ein Buch von FRECHET (Literatur-
verzeichnis [2]) in Vorbereitung).

Ich méchte hier noch auf diejenigen Punkte der weiteren Darstel-
lung hinweisen, welche auBerhalb des erwihnten, den Kennern ver-
trauten Ideenkreises liegen. Diese Punkte sind die folgenden: Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen in unendlich-dimensionalen Riumen (drittes
Kap., §4), Differentiation und Integration der mathematischen Er-
wartungen nach einem Parameter (viertes Kap., §5), vor allem aber
die Theorie der bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungen
(funftes Kap.). Es sei dabei hervorgehoben, daB diese neuen Frage-
stellungen notwendigerweise aus einigen ganz konkreten physikalischen
Fragestellungen entstanden sind!.

1 Vgl. z. B. die in der FuBnote 1 auf der S. 41 zitierte Arbeit von Herrn LEONTO-
wiTsCH und dem Verfasser sowie M. LEONTOWITSCH: Zur Statistik der kontinuier-
lichen Systeme und des zeitlichen Verlaufes der physikalischen Vorgange. Phys.
Z. Sowjetunion Bd. 3 (1933) S. 35—63.
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Das sechste Kapitel enthilt eine Ubersicht (ohne Beweise) einiger
Resultate von Herrn KHINTCHINE und dem Verfasser iiber die Anwend-
barkeitsgrenzen des gewohnlichen und des starken Gesetzes der groBen
Zahlen. In dem Literaturverzeichnis sind einige neuere Arbeiten an-
gegeben, welche vom Standpunkte der Grundlagenfragen von Interesse
sein diirften.

Herrn A. KHINTCHINE, der das ganze Manuskript sorgfiltig durch-
gelesen und dabei mehrere Verbesserungen vorgeschlagen hat, danke
ich an dieser Stelle herzlich.

Kljasma bei Moskau, Ostern 1933.
A. KOLMOGOROFF.
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Erstes Kapitel.

Die elementare
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wir nennen elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung denjenigen
Teil der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in welchem Wahrscheinlichkeiten
von nur endlich vielen zufilligen Ereignissen vorkommen. Die Sitze,
die hier gewonnen werden, werden natiirlich angewandt auch auf Fragen,
die mit unendlich vielen zufilligen Ereignissen verbunden sind, aller-
dings braucht man bei der Behandlung dieser letzteren Fragen auch
wesentlich neue Prinzipien. Deshalb wird ein sich gerade auf den Fall
unendlich vieler zufilliger Ereignisse beziehendes Axiom der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeitstheorie erst zu Beginn des zweiten Kapitels
eingefiihrt (Axiom VI).

Die Wahrscheinlichkeitstheorie als mathematische Disziplin soll und
kann genau in demselben Sinne axiomatisiert werden wie die Geometrie
oder die Algebra. Das bedeutet, daB, nachdem die Namen der zu unter-
suchenden Gegenstinde und ihrer Grundbeziehungen sowie die Axiome,
denen diese Grundbeziehungen zu gehorchen haben, angegeben sind,
die ganze weitere Darstellung sich ausschlieBlich auf diese Axiome
griinden soll und keine Riicksicht auf die jeweilige konkrete Bedeutung
dieser Gegenstinde und Beziehungen nehmen darf.

Dementsprechend wird im § 1 der Begriff eines Wahrscheinlichkeits-
feldes als eines gewissen Bedingungen geniigenden Mengensystems defi-
niert. Was die Elemente dieser Mengen sind, ist dabei fiir die rein
mathematische Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung véllig
gleichgiiltig (man vgl. die Einfiilhrung der geometrischen Grundbegriffe
in HILBERTs ,,Grundlagen der Geometrie” oder die Definitionen von
Gruppen, Ringen und Kérpern in der abstrakten Algebra).

Jede axiomatische (abstrakte) Theorie 148t bekanntlich unbegrenzt
viele konkrete Interpretationen zu. In dieser Weise hat auch die mathe-
matische Wahrscheinlichkeitstheorie neben derjenigen ihrer Inter-
pretationen, aus der sie aufgewachsen ist, auch zahlreiche andere.
Wir kommen so zu Anwendungen der mathematischen Wahrscheinlich-
keitstheorie auf Untersuchungsgebiete, die mit den Begriffen des Zu-
falls und der Wahrscheinlichkeit im konkreten Sinne dieser Begriffe
nichts zu tun haben. Derartigen Anwendungen ist der Anhang ge-
widmet.
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(8]

Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann auf ver-
schiedene Weisen geschehen, und zwar beziehen sich diese verschiedenen
Moéglichkeiten sowohl auf die Wahl der Axiome als auch auf die der
Grundbegriffe und Grundrelationen. Wenn man allerdings das Ziel
der moéglichen Einfachheit des Axiomensystems und des weiteren Auf-
baus der darauf folgenden Theorie im Auge hat, so scheint es am zweck-
miBigsten, die Begriffe eines zufilligen Ereignisses und seiner Wahr-
scheinlichkeit zu axiomatisieren. Es gibt auch andere Begriindungs-
systeme der Wahrscheinlichkeitsrechnung, némlich solche, bei denen
der Wabhrscheinlichkeitsbegriff nicht zu den Grundbegriffen zihlt,
sondern durch andere Begriffe ausgedriickt wird:. Dabei wird jedoch
ein anderes Ziel angestrebt, nimlich der groBtmogliche AnschluB der
mathematischen Theorie an die empirische Entstehung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes.

§ 1. Axiome?.

Es sei E eine Menge von Elementen &, 7, £, . . ., welche man elemen-
tare Ereignisse nennt, und ¢ eine Menge von Teilmengen aus E; die
Elemente der Menge § werden weiter zufdllige Ereignisse genannt.

I. & ist ein Mengenkorper3.

I1. § emthdlt die Menge E.

III. Jeder Menge A aus § ist eine nichinegative reelle Zahl P(A)
zugeordnet. Diese Zahl P(A) nennt man die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A.

IV. P(E) = 1.

V. Wenn A und B disjunkt sind, so gilt

P(4 + B) = P(4) + P(B).

Ein Mengensystem  mit einer bestimmten Zuordnung der Zahlen
P(A), welche den Axiomen I—V geniigt, nennt man ein Wahrscheinlich-
keitsfeld.

Unser Axiomensystem I—V ist widerspruchsfrei. Das zeigt folgendes
Beispiel: E besteht aus einem einzigen Elemente §, § aus E und der
Nullmenge 0, wobei P(E) = 1, P(0) = O gesetzt ist.

1 Vgl. z. B. R. voN Misgs [1] und (2] und S. BERNSTEIN [1].

2 Ein Leser, der den folgenden Axiomen sofort einen konkreten Sinn geben
will, soll sogleich den § 2 lesen.

3 Vgl. HausporFF: Mengenlehre 1927 S. 78. Ein Mengensystem heiBt ein
Korper, wenn Summe Durchschnitt und Differenz von zwei Mengen des Systems
wieder dem System angehéren. Jeder nicht leere Mengenkdrper enthilt die Null-
menge 0. Wir bezeichnen mit HAusDORFF den Durchschnitt von 4 und B mit
AB, die Vereinigungsmenge von 4 und B im Falle AB = 0 mit 4 + B, allgemein
aber mit 4 + B, und die Differenz von 4 und B mit 4 — B. Das Komplement
E —~ A der Menge A wird durch A4 bezeichnet. Die elementaren Rechengesetze
fur Mengen und ihre Durchschnitte, Summen und Differenzen werden weiter als

bekannt vorausgesetzt. Mengen aus § werden weiter mit grofen lateinischen
Buchstaben bezeichnet.
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Unser Axiomensystem ist aber wunvollstdndig: in verschiedenen
Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet man verschie-
dene Wahrscheinlichkeitsfelder.

Konstruktion von Wahrschesnlichkestsfeldern. Einfachste Wahrschein-
lichkeitsfelder konstruiert man folgendermaBen: ‘Man nimmt eine be-
liebige endliche Menge E = {£,, 4;, ..., &} und eine beliebige Menge
{$1, b3, - - -,.0x} von nichtnegativen Zahlen mit der Summe p, + p,
+ -+ 4+ pp =1, als F nimmt man die Gesamtheit aller Untermengen
von E und setzt P{§,¢&,, ... &) =2, + i, + -+ piy. Man
sagt in diesem Falle, daB p,, §,, . . ., p dié Wahrscheinlichkeiten der
elementaren Fille §,, &, ..., & oder die elementaren Wahrscheinlich-
keiten sind. So erhdlt man alle méglichen endlichen Wahrscheinlich-
keitsfelder mit der Gesamtheit aller Untermengen von E als § (man
nennt dabej ein Wahrscheinlichkeitsfeld endlich, wenn. die Menge E
endlich ist). Fiir weitere Beispiele vgl. zweites Kapitel, § 3.

§ 2. Das Verhiltnis zur Erfahrungswelt !,

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die reelle Er-
fahrungswelt geschieht nach dem folgenden Schema:

1. Es wird ein gewisser Komplex & von Bedingungen vorausgesetzt,
welcher unbeschrinkter Wiederholung fihig ist.

2. Man untersucht einen bestimmten Kreis von Ereignissen, welche
infolge der Realisation der Bedingungen & entstehen kénnen. In den
einzelnen Fillen der Realisation der Bedingungen & verlaufen die
erwihnten Ereignisse im allgemeinen auf verschiedene Weisen. Es
sei E die Menge der verschiedenen méglichen Varianten: &), 4,,...
des Verlaufes der besagten Ereignisse. Einige unter diesen Varianten
brauchen dabei iiberhaupt nicht zur Realisation zu gelangen. Wir
nehmen in die Menge E alle Varianten auf, die wir a priori fiir moglich
erachten.

3. Wenn die nach der Realisation der Bedingungen & praktisch
aufgetretene Variante unserer Ereignisse zu der (durch irgendwelche
Bedingungen definierten) Menge A gehért, so sagen. wir, daB das Er-
eignis A stattgefunden hat.

! Ein Leser, der sich nur for die rein mathematische Entwicklung der Theorie
interessiert, braucht diesen Paragraphen nicht zu lesen — die weitere Darstellung
beruht auf den Axiomen des § 1 und benutzt nicht die Uberlegungen des gegen-
wartigen Paragraphen. In diesem wollen wir uns mit dem bloBen Hinweis auf
die empirische Entstehung der Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung begniigen
und lassen deshalb eine eingehende philosophische Untersuchung des Wahtschein-
lichkeitsbegriffes in der Erfahrungswelt bewuBt beiseite. In der Darstellung der
notwendigen Voraussetzungen fur die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf die Welt der reellen Geschehnisse folgt der Verfasser im hohem MaQe

den Ausfihrungen von Herrn voN Miskis (vgl. insbesondere (1] S.21—27: ,,Das
Verhaltnis der Theorie zur Erfahrungswelt').
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Beispiel. Der Komplex der Bedingungen & besteht darin, daB
man zweimal eine Miinze wirft. Der Kreis von Ereignissen, von dem
unter 2. die Rede war, besteht darin, daB bei jedem Wurf der Kopf
bzw. der Adler zum Vorschein kommt. Dataus folgt, daB im ganzen
vier verschiedene Varianten (Elementarereignisse) moglich sind, nimlich

Kopf—Kopf, Kopf—Adler, Adler—Kopf, Adler—Adler.

Als Ereignis A betrachte man eine Wiederholung. Dieses Ereignis
besteht aus dem Inbegriff des ersten und vierten Elementarereignisses.
Man kann also jedes Ereignis als Menge von Elementarereignissen be-
trachten.

4. Unter gewissen Bedingungen, auf die wir hier nicht niher ein-
gehen wollen, kann man voraussetzen, daf} einem Ereignis A, welches
infolge der Bedingungen A4 auftritt oder nicht, eine gewisse reelle Zahl
P(4) zugeordnet ist, welche folgende Eigenschaften besitzt:

A. Man kann praktisch sicher sein, daB, wenn man den Komplex
der Bedingungen © eine groBe Anzahl von n Malen wiederholt und
dabei durch m die Anzaht der Fille bezeichnet, bei denen das Ereignis A
stattgefunden hat, das Verhiltnis m/n sich von P(4) nur wenig unter-
scheidet,

B. Ist P(A) sehr klein, so kann man praktisch sicher sein, daB bei
einer einmaligen Realisation der Bedingungen & das Ereignis 4 nicht
stattfindet.

Empirische Deduktion der Axiome. Gewéhnlich kann man voraus-
setzen, daB das System { der in Betracht kommenden Ereignisse
A4,B,C,..., denen gewisse Wahrscheinlichkeiten zugeschrieben sind,
einen Mengenkorper bildet, welcher E als Element enthilt (Axiome I
und II sowie die erste Hilfte des Axiomes III — die Existenz der -

Wahrscheinlichkeiten). Es ist ferner evident, daB stets 0 = %g 1 ist,

so daB die zweite Hilfte des Axioms III durchaus als natiirlich er-
scheint. Fiir das Ereignis E gilt immér m = n, weshalb man natiirlicher-
weise P(E) =1 setzt (Axiom IV). Sind schlieBlich 4 und B mit-
einander unvertriglich (d. h. sind die Mengen 4 und B disjunkt), so
ist m = m; + m,, wobei m,m,, m, der Reihe nach die Anzahl der
Versuche bezeichnet, in denen das Ereignis A + B bzw. A bzw. B
auftritt. Daraus folgt

=" , Mm
_nd}n'

2|3

Es erscheint also als angebracht, P(4 + B) = P(4) + P(B) zu setzen.

Bemerkung I. Aus der praktischen Sicherheit zweier Behaup-
tungen folgt die praktische Sicherheit der Behauptung ihrer gleich-
zeitigen Richtigkeit, obwohl der Sicherheitsgrad sich dabei ein wenig
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erniedrigt. Ist jedoch die Anzahl der Behauptungen sehr groB, so lassen
sich aus der praktischen Sicherheit jeder einzelnen dieser Behauptungen
in bezug auf die Richtigkeit der simultanen Behauptung iiberhaupt
keine Schliisse ziehen. Deshalb folgt aus dem Prinzip A noch keines-
wegs, daB bei einer sehr groBen Anzahl von Serien von Versuchen, von
denen jede Serie aus # Versuchen besteht, in jeder Serie der Quotient
m[n sich von P(4) wenig unterscheiden wird.

Bemerkung II. Dem unmoglichen Ereignis (der leeren Menge)
entspricht kraft unserer Axiome die Wahrscheinlichkeit P(0) = 0%,
wihrend umgekehrt aus P(4) = 0 die Unméglichkeit des Ereignisses A
durchaus nicht zu folgen braucht; nach dem Prinzip B folgt aus dem
Nullwerden der Wahrscheinlichkeit nur, daB bei einer einmaligen
Realisation der Bedingungen & das Ereignis 4 praktisch unméglich
ist. Das bedeutet jedoch keineswegs, daB auch bei einer geniigend
langen Reihe von Versuchen das Ereignis A nicht auftreten wird.
Andererseits kann man nach dem Prinzip 4 nur behaupten, daB bei
P(4) = 0 und sehr groBem 7 der Quotient m/n sehr klein wird (er
kann z. B. gleich 1/n sein).

§ 3. Terminologische Vorbemerkungen.

Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen
— die zufilligen Ereignisse — als Mengen definiert. Mehrere mengen-
theoretische Begriffe bezeichnet man aber in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung mit anderen Namen. Wir wollen hier ein kurzes Verzeichnis
solcher Begriffe geben.

M engentheoretisch. Im Falle der zufilligen Ereignisse.
1. A und B sind disjunkt, d. h. 1. Die Ereignisse 4 und B sind
AB =0. unvereinbar.
2. AB...N =0. 2. Die Ereignisse 4, B,..., N
sind unvereinbar.
3. AB...N=X. 3. Das Ereignis X besteht in der

gleichzeitigen Realisation aller

Ereignisse A,B,...,N.
4 A{B4.--+N=X. 4. DasEreignis X besteht in der Er-
scheinung mindestens eines un-
_ terden Ereignissen4,B, ..., N.
5. Die Komplementirmenge 4. 5. Das entgegengesetzte Ereignis
A besteht in der Nichterschei-

nung des Ereignisses 4.

0. 6. A ist unmoglich.

E. 7. A muB notwendig vorkommen.

LN
f

7.

* Vgl. § 3, Formel (3).
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8. Ein System U der Mengen 4,, 8. Ein Versuch A besteht darin,

A,,..., A, bildet eine Zer- daB man feststellt, welches
legung der Menge E, wenn unter den Ereignissen A4,
A, + 4,4+ -+ 4, =E ist 4,, ..., A, vorkommt. A4,,
(das setzt bereits voraus, daB A,,..., A, sind die moéglichen
die Mengen A; paarweise dis- Ausginge des Versuches U .

junkt sind).
9. B ist eine Untermenge von A: 9. Aus der Realisation des Er-
Bc A. eignisses B folgt notwendig
dieselbe von 4.

§ 4. Unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, der Satz von BAYEs.

Aus 4 + A =E und den Axiomen IV und V folgt

(1) P(4) + P(4) =1,

(2) P(4) =1 — P(4).

Da E = 0 ist, erhilt man insbesondere

(3) P(0) =o0.

Wenn 4, B, ..., N unvereinbar sind, so folgt aus dem Axiom IV die
Formel

4  PA+B+ -+ N =PA)+PB) + - + PN
(der Additionssatz).
Wenn P(4) > 0 ist, so nennt man den Quotienten

oa
(5) Pa(B) = Ho

die bedingte W ahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung 4 .
Aus (5) folgt unmittelbar

(6) P(4B) = P(4) P,(B).

Ein InduktionsschluB ergibt sodann die allgemeine Formel

(7) P(AyA4y...An) =P(A4)) P4, (A5) Paya, (4g) - - . Payu,... 40y (40)

(der Multiplikationssatz).
Man beweist auch leicht folgende Formeln:

(8) P4(B) =0,
(10) P4(B + C) = P4(B) + P4(C).

Vergleicht man diese Formeln (8) bis (10) mit den Axiomen III bis V,
so ergibt sich, daB das Mengensystem § mit der Mengenfunktion P, (B)



207] § 4. Unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen. Satz von Baves. 7

(bei einer festen Menge A) ein Wahrscheinlichkestsfeld bsldet. Folglich
gelten alle fhér die Wahrscheinlichkesten P(B) bewsesenen allgemeinen
Sdtze ‘auch fiir die bedsngten W ahrschesnlichkesten P,(B) (mit einem
festen Ereignisse 4). Man bemerkt noch leicht, daB
(11) Pa(4) =1
ist.

Aus (6) und der symmetrischen Formel

P(AB) = P(B) Pg(4)

ergibt sich die wichtige Formel

P(A4)P,(B
(12) Pp(4) = LPa®,

welche eigentlich den Satz von BAYES enthilt.

Satz tiber die vollstindige Wahrscheinlicheit. Essei
A, +Ay+---+ A, =E (das setzt voraus, daB die Ereignisse 4,,
4A,, ... A, unvereinbar sind) und X beliebig. Dann ist
(13) P(X) = P(4,) P4, (X) + P(4y) Ps,(X) + -+ + P(44) Pa.(X).

Beweis.

X=4,X+A4,X+ -+ 4,X,
nach (4) hat man somit
P(X) = P(4,X) + P(44X) + -+ + P(4.X),
nach (6) gilt aber dabei
P(4;X) = P(4) P4, (X).
Satz von Baves. Essei4; + A3+ --- + A, = E und X beliebig,
dann gilt
Pr(d) = P(4) Py(X)
(14) P(4) Py, (X) + P(4y) Pay(X) + -~ + P(44) Pay(X)’
1=1,2,3,..., k.

Man nennt dabei ofters 4,, 4,, .. ., 4, ,,Hypothesen und sagt, daB
die Formel (14) die Wahrscheinlichkeit Py(4;) der Hypothese 4; nach
dem Auftreten des Ereignisses X angibt. [P(4;) wird dabei als die
Wahrscheinlichkeit a priori von 4; bezeichnet.]

Beweis. Nach der Formel (12) hat man

P(4)) Pa,(X)
P(X)
Um die Formel (14) zu gewinnen, bleibt nur die Wahrscheinlichkeit,

P(X) durch ihren Ausdruck (13) nach dem Satze iiber die vollstindige
Wabhrscheinlichkeit zu ersetzen.

Pr(4) =
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§ 5. Unabhingigkeit.

Der Begriff der gegenseitigen Unabhdngigkest zweier oder mehrerer
Versuche nimmt eine in gewissem Sinne zentrale Stellung in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ein. In der Tat haben wir schon gesehen, daB
die Wahrscheinlichkeitsrechnung vom mathematischen Standpunkte
aus als eine spezielle Anwendung der allgemeinen Theorie der additiven
Mengenfunktionen betrachtet werden kann. Man kann sich natiirlich.
fragen, wie ist es dann méglich, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung
sich in eine groBe, ihre eigenen Methoden besitzende selbstindige
Wissenschaft entwickelt hat?

Diese Frage zu beantworten, heiBt die Spezialisierung anzugeben,
die die allgemeinen Fragestellungen iiber additive Mengenfunktionen
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung erfahren.

Der Umstand, daB unsere additive Mengenfunktion P(4) nicht
negativ ist und der Bedingung P(E) = 1 gentligt, bedingt natiirlich
noch keine tiefliegenden eigentiimlichen Probleme. Zufillige GroBSen
(vgl. drittes Kap.) sind vom mathematischen Standpunkte aus nichts
anderes als in bezug auf P(4) meBbare Funktionen, wihrend ihre
mathematischen Erwartungen abstrakte LEBESGUEsche Integrale sind.
(Diese Analogie wurde zum erstenmal in den Arbeiten von M. FRECHET
vollig erklirtl) Die Einfilhrung der genannten Begriffe kénnte also
auch noch keine Basis fiir die Entwicklung einer groBen originellen
Theorie liefern.

Geschichtlich ist die Unabhingigkeit von Versuchen und zufilligen
GréBen derjenige mathematische Begriff, welcher der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ihr eigenartiges Geprige gibt. Die klassischen Arbeiten
von LAPLACE, Po1ssON, TCHEBYCHEFF, MARKOFF, LIAPOUNOFF, v. MISES
und BERNSTEIN sind in der Tat im wesentlichen der Untersuchung von
Reihen unabhingiger GréBen gewidmet. Wenn man in den neueren
Untersuchungen (MARKOFF, BERNSTEIN usw.) éfters die Forderung der
vollstindigen Unabhingigkeit ablehnt, so sieht man sich immer ge-
zwungen, um hinreichend inhaltreiche Resultate zu erhalten, ab-
geschwichte analoge Forderungen einzuftihren. (Vgl. in diesem Kap.
§ 6 — MarkOFFsche Ketten.)

Man kommt also dazu, im Begriffe der Unabhingigkeit wenigstens
den ersten Keim der eigenartigen Problematik der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu erblicken — ein Umstand, welcher in diesem Buche nur
wenig hervortreten wird, da wir hier hauptsichlich nur mit den logischen
Vorbereitungen zu den eigentlichen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Untersuchungen zu tun haben werden.

Es ist dementsprechend eine der wichtigsten Aufgaben der Philo-
sophie der Naturwissenschaften, nachdem sie die vielumstrittene Frage

1 Vgl. {1] und (2).
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tiber das Wesen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes selbst erklirt hat,
die Voraussetzungen zu prizisieren, bei denen man irgendwelche gegebene
reelle Erscheinungen fiir gegenseitig unabhingig halten kann. Diese
Frage fillt allerdings aus dem Rahmen unseres Buches.

Es seien # Versuche %%, A%, ..., A™, d. h. # Zerlegungen
E=AY + AP + - + AY i=1,2,...n

der Grundmenge E gegeben. Im allgemeinen kann manr =7r,7,... 7,
Wabhrscheinlichkeiten

pﬂxﬂlo = P(A(l) (2)' te Ag:)) =0
beliebig unter der einzlgen Bedingung
(1) a qz P¢l¢a-—-¢-_1

wihlen?.
Definition I. Man nennt # Versuche AW, Y®), ..., A™ gegenseitig
unabhingig, wenn bei beliebigen ¢,, g;, . . ., ¢, die Gleichung

(2) P(AR45). .. AZ) = P(4Q))P(4g)) ... P(42)
gilt.

Man hat unter den r Gleichungen (2) nur r — 7, — 7, — -+« — 7,
-+ »# — 1 unabhingige?.

Satz I. Wenn n Versuche A®, *®, . . . A™ gegenseitig unabhingig
sind, so sind auch irgendwelche m (m < #) Versuche %, Y™, ., ., YGw
unter ihnen unabhingig3.

1 Man konstruiert ein Wahrscheinlichkeitsfeld mit beliebigen, nur den er-
wiahnten Bedingungen unterworfenen Wahrscheinlichkeiten pg 4, ... ¢, folgender-
maBen: die Menge E bestehe aus r Elementen &; g, ..., die entsprechenden
elementaren Wahrscheinlichkeiten seien pg,q,...q.,» endlich sei A‘O" die Menge
aller &, 4,...¢s Mit ¢g; =g¢.

% In der Tat kann man im Unabhingigkeitsfalle nur r, + 74 + -.- + 7,
Wahrscheinlichkeiten p‘” = P4 “’) beliebig wahlen, und zwar unter der Geltung

von 7 Bedingungen
Z P(I’) =1
e .

]
Man hat also im allgemeinen Falle ¥ — 1 Freiheitsgrade und im Falle der Un-
abhangigkeit nur v, + 74+ - -+ + 7, — %.
3 Zum Beweise geniigt es, zu zeigen, daB aus der gegenseitigen Unabhingigkeit
von n Zerlegungen die gegenseitige Unabhangigkeit von # — 1 ersten unter ihnen
folgt. Es sei also angenommen, daB die Gleichungen (2) erfdllt sind. Dann ist

P(A(l) (q: l:) Z’P(A(l) (1) (l)

— PUA) P(4D) .. P(40) SP(42) = P(AR) P(AT) ... PLAI),

w.z. b w.
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Es gelten folglich im Falle der Unabhingigkeit die Gleichungen
B PUAPAD ... 4D) = P(AP) P(4P) ... P4
(¢ sollen dabei alle verschieden sein).

Definition II. » Ereignisse 4,, 4,,..., 4, sind gegenseitig un-
abhingig, wenn die Zerlegungen (Versuche)

E=Ak+Ab k=1,2,...,n
unabhingig sind.

" In diesem Falle ist 7, = 7, = ... =7, = 2,7 = 2"; es gibt folglich
unter den 2" Gleichungen (2) nur 2® — » — 1 unabhingige. Die folgen-
den 2"® — n — 1 Gleichungen sind auch fiir die Unabhéngigkeit der Er-
eignisse 4,, 4,, ..., 4, notwendig und hinreichend?!:

(4) P(A4; Aq,. . Ag) =P(A))P(4y).. .P(4:),
m=1,2,...,n,
1= <tg< o <lp=mn.
Diese Gleichungen sind alle gegenseitig unabhingig. Im Falle n =2

erhilt man nach (4) nur eine (22 — 2 — 1 = 1) Bedingung fiir die
Unabhingigkeit von zwei Ereignissen 4, und 4,:

(5) P(4,4,) =P(4,)P(4,) .

Das System der Gleichungen (2) besteht in diesem Falle auBer (5) noch
aus drei Gleichungen:

P(4,4;) = P(4,)P(4y),

P(4,4,) = P(4)P(4y),

P(4,4,) = P(Al)P(/iz) ’
welche in ersichtlicher Weise aus (5) folgen2.

Man braucht dabei kaum zu bemerken, daB aus der paarweisen
Unabhingigkeit der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,, d. h. aus der Relation

P(4:4;) = P(4,)P(4)) i

im Falle 2 > 2 noch keineswegs die Unabhingigkeit dieser Ereignisse
folgt? [dafiir ist das Bestehen aller Gleichungen (4) notwendig].

! Vgl. S. BERNSTEIN {1], S.47—57. Der Leser kann das tbrigens selbst
miihelos nachpriifen (Induktionsschlug).

? P(4,4y) = P(4,)— P(d,4y) = P(4,) — P(4,) P(4y) = P(4,) {1 — P(49)}
= P(4,) P(4,) usw.

3 Das zeigt auch das folgende einfache Beispiel (S. BERNSTEIN): Die Menge E
besteht aus vier Elementen &, &,, &;, &, die entsprechenden elementaren Wahr-
scheinlichkeiten p,, p,, p5, P4 werden alle gleich } gesetzt und 4 = {&,, &},
B ={§,, &}, C={&, &} ist. Man berechnet leicht, daB dann P(4) = P(B)
=P(C) = }, P(4B) = P(BC) = P(4) = } = (3)% P(4BC) = } + (3)3 ist.
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Wir haben bei der Einfilhrung des Unabhingigkeitsbegriffes die
bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht gebraucht. Unser Ziel war dabei,
das Wesen dieses Begriffes rein mathematisch méglichst klar darzustellen.
Seine Anwendungen beruhén aber meistens auf Eigenschaften gewisser
bedingter Wahrscheinlichkeiten. Nehmen wir an, daB alle Wahrschein-
lichkeiten P(4{) positiv sind, so folgt aus den Gleichungen (3), daB

(6) P oo gm-0(A%) = P(4G™
@St Tem -

istl. Aus dem Bestehen der Formeln (6) folgen umgekehrt nach dem
Multiplikationssatz [Formel (7) aus § 4] die Formeln (2). Wir haben
also den

Satz II. Im Falle positiver Wahrscheinlichkeiten P (4%) ist folgende
Bedingung fiir die Unabhéngigkeit der Versuche %AW, A®, .. ., A® not-
wendig und hinreichend: Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Aus-
ganges A® des Versuches A unter der Hypothese, daB einige andere
Versuche %%, %), . ., A% bestimmte Ausgiinge AW, A%, 4%, A‘q":)
hatten, ist der absoluten Wahrscheinlichkeit P(4{) gleich.

Auf Grund der Formeln (4) beweist man ganz analog auch den
folgenden Satz:

Satz III. Wenn alle Wahrscheinlichkeiten P(4;) positiv sind, so
ist das Bestehen der Gleichungen

() Pa; 4, ... 45, (4) = P(4)

bei beliebigen paarweise verschiedenen 4, 1,, ..., %, ¢ fiir die gegen-
seitige Unabhingigkeit der Ereignisse 4,, A;, ..., 4, notwendig und
hinreichend.

Im Falle » = 2 reduzieren sich die Bedingungen (7) auf zwei Glei-
chungen
®) P4, (45) = P(4,),

P4, (4,) =P(4,).
Man ersieht sogleich, daB schon die Gleichung (8) allein eine notwendige

und hinreichende Bedingung fiir die Unabhingigkeit von 4; und 4,
darstellt, wenn nur P(4,) > 0 ist.

§ 6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten als zufillige GroBen,
Markorrsche Ketten.

Es sei U eine Zerlegung der Grundmenge E:
E=A4,+ 4,4+ --- + A4,

1 Zum Beweise erinnere man sich an die Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit [Formel (5) aus § 4] und ersetze die Wahrscheinlichkeiten der Durch-
schnitte durch Produkte der Wahrscheinlichkeiten nach der Formel (3).

Ergebnisse der Mathematik. 1I/3. Kolmogoroff. 2
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und x eine reelle Funktion des Elementarereignisses &, welche auf
jeder Menge A4, einer entsprechenden Konstante a, gleich ist. Man
sagt in diesem Falle, daB x eine zufdllige Grdfe ist, und nennt die Summe

E(x) = 2 a,P(4)

die mathematische Erwartung der GroBe x. Die Theorie der zufilligen
GréBen und ihrer Erwartungen wird in dem dritten und vierten Kapitel
entwickelt, und zwar ohne Beschrinkung auf zufillige Gréfen, welche
nur endlich viele verschiedene Werte annehmen konnen.

Die zufillige GréBe, welche auf jeder Menge A den Wert P4, (B)
hat, nennen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B nach dem Ver-
such A und bezeichnen sie mit Py(B). Zwei Versuche A" und AP
sind also dann und nur dann unabhingig, wenn

Pin(AP) = P(AD) g=1,2,..., 17
ist.
Sind irgendwelche Zerlegungen (Versuche) AW, AD, ..., A™ ge-
geben, so bezeichnen wir mit

p) (0 (R ()
die Zerlegung der Menge E in die Produkte A AP ... Y. Die Ver-

suche AD, A®, . . ., A sind dann und nur dann gegenseitig unabhingig,

wenmn
Puorgres .. ga—n (A7) = P (4])

bei jeder Wahl von % und gq ist!.
Definition. Eine Folge

QI(I); ‘2[(2)) LA ] Q[(”)) L
von Versuchen bildet eine MARKOFFsche Kette, wenn bei jedem # und ¢

Pyarga ... gn-v (A(q")) = Pyin-1 (A‘q"’)
ist.
Die MarkoFFschen Ketten bilden also eine natiirliche Verallgemeine-
rung der Folgen von gegenseitig unabhingigen Versuchen. Bezeichnet

man
pqu an (m’ ”) = Pu(;:: (Ag:)) » m < n

so lautet die Grundformel der Theorie von MARKOFFschen Ketten

(1) Paran (B, M) = quqw-(k, M) Pgpga (M, 7). E<m<n

1 Die Notwendigkeit dieser Bedingungen folgt aus dem Satz II, § 5, daB sie
auch hinreichend sind, schlieBt man unmittelbar aus dem Multiplikationssatz
[Formel (7) des § 4).
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Bezeichnet man die Matrix ||p,,.,. (7, #)|| mit $(m, #), so 148t sich (1)
in der folgenden Form darstellen:

(2) PR, m) =p(k,m)p(m,n). R<m<n*

Zweites Kapitel.

Unendliche
Wahrscheinlichkeitsfelder.

§ 1. Das Stetigkeitsaxiom.
Wir bezeichnen wie iiblich mit SBA,,, den Durchschnitt der Mengen
A,, (in einer endlichen oder unendlichen Anzahl) und mit & 4,, ihre

Vereinigungsmenge. Nur im Falle disjunkter Mengen A4,, schreibt man
24, statt &4,,. Es ist also
m m

%Am:Al‘i‘Az"*'
A=A+ A+ -,
DAp= A4,

Bei allen weiteren Betrachtungen setzen wir voraus, daB auBler I—V
noch das folgende Axiom erfiillt ist:
VI. Fir eine abnehmende Folge

(1) A, D430+ D4, D---

von Ereignissen aus § mit

(2) ?A,i =0

gilt die Gleichung

(3) limP(4,) = 0. 7% — 0o

In der ganzen weiteren Darstellung nennen wir Wahrscheinlichkeits-
feld nur ein Wahrscheinlichkeitsfeld im Sinne des ersten Kapitels,
welches auBerdem dem Axiom VI geniigt. Wahrscheinlichkeitsfelder
im Sinne des ersten Kapitels kénnte man Wahrscheinlichkeitsfelder im
erweiterien Simme nennen.

Wenn das Mengensystem § endlich ist, folgt VI aus den Axiomen I-V.
In der Tat gibt es in diesem Falle nur endlich viele verschiedene Mengen
in der Folge (1); es sei A, die kleinste unter ihnen, dann fallen alle

* Uber die weitere Entwicklung der Theorie der MARKOFFschen Ketten vgl.
R. v. Mises [1] § 16 und B. HosTINSKY: Méthodes générales du calcul des proba-
bilités. Mém. Sci. math. Bd. 52. Paris 1931.

2%



14 II. Unendliche Wahrscheinlichkeitsfelder. [214

Mengen A4;,, mit 4; zusammen, und es gilt folglich
A= Ak+p_= ‘-?An= o,

limP(4,) = P(0) = 0.

Alle Beispiele von endlichen Wahrscheinlichkeitsfeldern aus dem ersten
Kapitel geniigen folglich auch dem Axiom VI. Das Axiomensystem
I1—VI ist somit widerspruchsfres und wunvollstindig.

Fiir die unendlichen Wahrscheinlichkeitsfelder ist -dagegen das
Stetigkeitsaxiom VI von den Axiomen I—V unabhingig. Da das neue
Axiom nur fiir die unendlichen Wahrscheinlichkeitsfelder wesentlich ist,
withre es kaum moglich, seine empirische Bedeutung zu erkliren, etwa
so, wie es fiir die Axiome I—V im §2 des ersten Kapitels skizziert
wurde. Bei einer Beschreibung irgendwelcher wirklich beobachtbarer
zufilliger Prozesse kann man nur endliche Wahrscheinlichkeitsfelder
erhalten. Unendliche Wahrscheinlichkeitsfelder erscheinen nur als
idealisierte Schemata reeller zufilliger Prozesse. Wir beschrinken uns
dabes willkdirlich auf solche Schemata, welche dem Stetigkeitsaxiom VI
gendigen. Diese Beschrinkung erwies sich bis jetzt bei den verschieden-
sten Untersuchungen als zweckmiBig. '

" Der erweiterte Additionssatz. Wenn Ay, Ay,..,A,,... und 4 zu
% gehoren, so folgt aus

(4) A=;4
die Gleichung
(5) P(4) = ; P(4,).

Beweis. Es sei

R,=2 4,
m>n
gesetzt. Dann gilt offenbar

?(Ru) =0,

und folglich nach dem Axiom VI
(6) limP(R,) = 0. 7n —> 0o
Nach dem Additionssatz ist andererseits
9 P(4) =P(4,) + P(4y) + --- + P(4,) + P(Ry).
Aus (6) und (7) folgt unmittelbar (5).

Wir haben also bewiesen, daB die Wahrscheinlichkeit P(A) eine auf
vollstindig additive Mengenfunktion ist. Umgekehrt gelten fiir jede auf

einem Mengenkdrper §§ definierte vollstindig additive Mengenfunktion
P(A4) die Axiome V und VI1. Man kann folglich den Begriff des Wahr-

1 Vgl. z. B. O. N1kopYM: Sur une généralisation des intégrales de M. J. RADON.
Fundam. Math. Bd. 15 (1930) S. 136.
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scheinlichkeitsfeldes folgendermaBen definieren: Es seien E eine beliebige
Menge, § ein Korper der Untermengen von E, welcher E enthilt, und P(A)
eine nichinegative auf F definierte vollstindig additive Mengenfunktion,
der Mengenkorper & zusammen mit der Mengenfunkiion P(A) bildet
dann ein Wahrscheinlichketisfeld.

Ein Uberdeckungssatz. Wenn A, A,, 4,, ..., 4,,... zu § gehoren
und

(8) Ac (?A,,

ist, so gilt

(9) P(4) = 3 P(4,).
Beweis. "

A= AG(A) = Ady + Ay — Ayd) + Ay — Aydy— Agd) + -,
P(4) =P(44,) + P{4(4; — 4;4,)} + - =P(4)) + P(4) + ---.

§ 2. BoreLsche Wahrscheinlichkeitsfelder.

Ein Mengenkorper § ist ein BoRELscher Korper, wenn alle abzihl-
baren Summen >'4, der Mengen 4, aus § zu § gehdren. Man nennt

n
BoreLsche Korper auch vollstindig additive Mengensysteme. Aus der
Formel

(1) %An = A, + (43 — 434,) + (43 — 4343 — 434)) + -+

schlieBt man, daB ein BoreLscher Kérper auch alle Vereinigungsmengen
©A4,, abzihlbar vieler zu ihm gehérender Mengen A, enthilt. Aus der
n

Formel }
(2) %}A,, =F - C;EA,,

folgt dasselbe fiir Durchschnittsmengen.

Ein Wahrscheinlichkeitsfeld ist ein BORELsches Wahrscheinlichkeits-
feld, wenn der entsprechende Mengenkorper & ein BORELscher ist. Nur in
BoreLschen Wahrscheinlichkeitsfeldern erhilt die Wahrscheinlichkeits-
rechnung eine vollstindige Handlungsfreiheit, die mit keiner Gefahr
verbunden ist, zu Ereignissen zu gelangen, welche keine Wahrscheinlich-
keit besitzen.

Wir woller jetzt zeigen, daf man sich auf die Betrachtung der BOREL-
schen Wahrscheinlichkeitsfelder beschrinken kann. Dies ergibt sich aus
dem Erweiterungssatze, zu dem wir gleich iibergehen.

Es sei ein Wahrscheinlichkeitsfeld (3, P) gegeben. Bekanntlich?!
existiert ein kleinster BorELscher Korper B iiber §. Sodann gilt der

Erweiterungssatz. Man kann immer die auf § definierte nichi-
negative, vollstindig additive Mengenfunktion P(A) auf alle Mengen von

! Vgl. HAUSDORFF: Mengenlehre 1927 S. 79.
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B mit der Erhaitung der beiden Eigenschaften (nichtnegativ und voll-
stindig additiv zu sein) erweitern, und zwar auf eine einzige Weise.

Der erweiterte Kérper B bildet also mit der erweiterten Mengen-
funktion P(4) auch ein Wahrscheinlichkeitsfeld (B, P); dieses Wahr-
scheinlichkeitsfeld (B, P) nennen wir die BORELsche Erweiterung des
Feldes (§, P).

Der Beweis dieses Erweiterungssatzes, welcher der Theorie der
additiven Mengenfunktionen angehért. und in verschiedenen anderen
Fassungen im wesentlichen bekannt sein diirfte, verliuft folgender-
maBen:

Es sei A eine beliebige Untermenge von E, wir definieren P*(4)
als untere Grenze der Summen

3P4y

fiir alle Uberdeckungen
Ac @A,,

der Menge A4 mit endlich oder abzihlbar vielen Mengen A4, aus §. Man
beweist leicht, daB P*(A4) ein duBeres MaB im Sinne von CARATHEODORY
istl, Fiir die Mengen 4 aus § fillt P*(4) nach dem Uberdeckungssatz
(§ 1) mit P(A4) zusammen. Man beweist weiter, daB alle Mengen von
im CARATHEODPORYschen Sinne meBbar sind. Da alle meBbaren Mengen
einen BoreLschen Korper bilden, so sind also alle Mengen von Bg
meBbar. Die Mengenfunktion P*(4) ist also auf B vollstindig additiv,
und wir kénnen auf B
P(4) = P*(4)

setzen. Die Existenz der Erweiterung ist somit bewiesen. Die Ein-
deutigkeit der Erweiterung folgt unmittelbar aus der Minimaleigenschaft
des Korpers Bg.

Bemerkung. Wenn man die Mengen (Ereignisse) 4 aus § als
reelle und (vielleicht nur anndherungsweise) beobachtbare Ereignisse
deuten kann, so folgt daraus natiirlich noch nicht, daB die Mengen
des erweiterten Kérpers B eine solche Deutung als reelle beobachtbare
Ereignisse verniinftigerweise gestatten. Es kann also vorkommen, da8
das Wahrscheinlichkeitsfeld ({, P) als ein (vielleicht idealisiertes) Bild
reeller zufilliger Erscheinungen betrachtet werden kann, wihrend das
erweiterte Wahrscheinlichkeitsfeld (B, P) eine rein mathematische
Konstruktion bleibt.

Mengen aus B betrachten wir also im allgemeinen nur als ,,ideelle
Ereignisse’’, welchen in der Erfahrungswelt nichts entspricht. Wenn
aber eine Deduktion, die die Wahrscheinlichkeiten solcher ideellen Er-
eignisse gebraucht, zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines reellen
Ereignisses aus § fithrt, wird diese Bestimmung offensichtlich auto-
matisch auch vom empirischen Standpunkte aus einwandfrei sein.

1 CARATHEODORY: Vorlesungen fiber reelle Funktionen 1918 S.237—258.
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§ 3. Beispiele unendlicher Wahrscheinlichkeitsfelder.

I. Schon im ersten. Kapitel, § 1 haben wir verschiedene endliche
Wahrscheinlichkeitsfelder konstruiert. Es sei jetzt die Menge

E={, &, ....8,...}

abzihlbar und § mit der Gesamtheit der Untermengen der Menge E
identisch.

Alle moglichen Wahrscheinlichkeitsfelder mit einer solchen Menge %
erhilt man folgendermaBen: Man wihlt eine Folge von nichtnegativen
Zahlen p, mit _

P1+P2+ +pn+ cee =1

und setzt fiir jede Menge 4
P(4) =2Pn,
n

wobei die Summation > sich auf alle Indizes # erstreckt, fiir welche
&, zu A gehort. Diese Wahrscheinlichkeitsfelder sind offensichtlich
BoreLsche.

II. Wir nehmen jetzt an, daB E die reelle Zahlengerade ist. Zuerst
sei dabei § aus allen endlichen Summen von halb offenen Intervallen
[@;b) = {a <& < b} gebildet (dabei betrachten wir neben den eigent-
lichen Intervallen mit endlichen ¢ und & auch die uneigentlichen
[—oo;a), [a; +o0) und [—oo; +o0)). Man iiberzeugt sich leicht, daB
% ein Korper ist. Nach dem Erweiterungssatz kann man aber jedes
Wabhrscheinlichkeitsfeld auf § in ein solches auf B erweitern. Das
Mengensystem B ist in unserem Falle nichts anderes als das System
aller BorerLschen Punktmengen der Zahlengeraden E. Wir koénnen
also direkt zum folgenden Falle iibergehen.

III. Es wird jetzt angenommen, daB E die reelle Zahlengerade ist
und § aus allen BoreLschen Punktmengen dieser Gerade besteht.' Um
ein Wahrscheinlichkeitsfeld mit diesem Korper § zu konstruieren, ge-
niigt es, eine beliebige ‘nichtnegative vollstindig additive Mengen-
funktion P(4) auf § zu definieren, welche die Bedingung P(E) =1
befriedigt. Eine solche Funktion ist bekanntlich! durch ihre Werte

(1) P[—o0; 2) = F(#)

fiir die speziellen Intervalle [—oo; x) eindeutig bestimmi. Die Funk-
tion F (x) nennt man Verteilungsfunktion von &. Es ist weiter bewiesen
(drittes Kap., §2), daB F(x) nicht abnebmend und nach links stetig
ist und die Limeswerte
(2) lim F(x) = F(—o0) =0, lim F(x) = F(+4o00) =1

z—>—00 z—> +o00

besitzt. Ist umgekehrt eine diesen Bedingungen geniigende Funktion

1 Vgl. z. B. LEBESGUE: Legons sur lintégration 1928 S. 152—156.
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F(x) gegeben, so bestimmt sie immer eine nichtnegative vollstindig
additive Mengenfunktion P(4) mit P(E) =1 *.

IV. Es sei jetzt der n-dimensionale euklidische Koordinatenraum
R*, d.h. die Menge aller geordneten n-Tupeln & = {x,,x,, ..., x,}
reeller Zahlen, als die Grundmenge E gewihlt. § bestehe dabei aus
allen BoreLschen Punktmengen! von R™ (Auf die Betrachtung ver-
schiedener engerer Mengensysteme, z. B. des Systems aller #-dimen-
sionalen Intervalle, kénnen wir aus Griinden, die den in II angegebenen
analog sind, verzichten.)

Als Wahrscheinlichkeitsfunktion P(4) kann ‘man hier wie immer
eine beliebige nichtnegative und vollstindig additive Mengenfunktion
wihlen, welche auf § definiert ist und der Bedingung P(E) = 1 geniigt.
Eine solche Mengenfunktion wird eindeutig bestimmt, wenn man ihre
Werte
(3) P(Laa,...as) = Flay, ay, ..., a,)

fiir die speziellen Mengen L,, ..., angibt, wobei L,, . ,. die
Menge aller & mit x;<<a;,7=1,2,...,#, bezeichnet. Als Funktion
F(a,, a,, . . ., a,) kann man dabei eine beliebige in jeder Veranderlichen
nicht abnehmende und nach links stetige Funktion wihlen, welche den
folgenden Bedingungen gentigt: :

lim F(a,ay,...,a,) =F(ay,:..,8_1, —00,8i11,...,4,) =0,

(4) &> - 1:=1,2,...,”
lim F(a,, a,,...,a,) = F(+o00, +oo,..., +00) =1.
a; —> +00, az —> +00,..., an —> +00

Man nennt F(a,,a,,..., a,) die Verteilungsfunktion der GréBen
P2 RN 7

Die Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsfelder des oben definierten
Typus geniigt vollstindig fiir alle klassischen Probleme der Wahrschein-
lichkeitsrechnung?2.

Insbesondere definiert man eine Wahischeinlichkeitsfunktion in R",
wenn man eine beliebige im R” definierte nichtnegative Punktfunktion
(%, %a, . - ., %,) Mit

o0 +00 + 00

[ f...ff(xl,xz,...,x,,)dxldxz...dx,,'=1

nimmt m:d o
3) P(A)=ff...4ff(xl,x2,...,x,,)dxldxz...dx,;

* Vgl. die vorige FuBnote.

1 Fir die Definition der BoreLschen Mengen des R" vgl. HAUSDORFF: Mengen-
lehre 1927 S. 177—181.

2 Vgl. z. B. R.v. Mises: [1], S. 13—19. Hier fordert man die Existenz der
Wahrscheinlichkeiten P(A4) fir ,alle praktisch vorkommenden' Mengen des
n-dimensionalen Raumes.
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setzt. Dann ist f(x,, %;, - . ., %,,) die Wahrscheinlichkestsdichte im Punkte
(%,, %g, - « ., %) (vgl. drittes Kap., §2).

Ein anderer Typus der Wahrscheinlichkeitsfunktionen in R"® erhalt
man folgendermaBen: Es sei {£;} eine Folge von Punkten aus R* und
{#:} eine Folge von nichtnegativen reellen Zahlen mit >'p; = 1; dann
setzt man wie im Beispiele I

P(d) = 2,
wobei die Summation )’ sich auf alle Indizes ¢ erstreckt, fiir welche &
zu A gehért. Zwei hier erwihnte Typen der Wahrscheinlichkeits-
funktionen in R" erschépfen nicht alle Moglichkeiten, obwohl man sich
mit ihnen in den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
wohnlich begniigt.

Man kann sich jedoch auBer diesem klassischen Gebiet auch fiir
Anwendungen interessante Probleme vorstellen; in welchen Elementar-
ereignisse mit Hilfe unendlich vieler Koordinaten definiert sind. Ent-
sprechende Wahrscheinlichkeitsfelder wollen wir erst nach Einfithrung
einiger hierzu notwendigen Hilfsbegriffe niher untersuchen (vgl. drittes

Kap., §3)..

Drittes Kapitel.
Zuféllige Gréfien.

§ 1. Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Es sei eine Abbildung der Menge E in eine Menge E’ von irgend-
welchen Elementen, d. h. eine auf E definierte eindeutige Funktion
u (&), deren Werte zur Menge E’ gehoren, gegeben. Jeder Untermenge
A’ von E’ ordnen wir dann als ibr Urbild in E die Menge #~1(4’)
aller Elemente von E zu, welche auf ein Element von A4’ abgebildet
sind. Es sei weiter ® das System aller Untermengen 4’ von E’, deren
Urbilder zum Mengenkérper § gehoren. §® ist dann auch ein Kérper;
ist dabei § ein BorELscher Korper, so gilt dasselbe auch von F®.
Wir setzen jetzt

(1) PU(A4) = P{u~1(4))}.

Diese auf §® definierte Mengenfunktion P® geniigt in bezug auf den
Mengenkérper ™ allen unseren Axiomen I—V], ist folglich eine Wahr-
scheinlichkeitsfunktion auf {®. Bevor wir zum Beweise aller soeben
angegebenen Tatsachen iibergehen, wollen wir schon jetzt die folgende
Definition aussprechen:

Definition. Es sei eine eindeutige Funktion. #(£) des zufilligen
Ereignisses £ gegeben. Dann heifit die durch (1) definierte Mengen-
funktion P™(4’) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von .
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Bemerkung 1. Man nennt bei der Untersuchung des Wahrschein-
lichkeitsfeldes (¥, P) die Funktion P(4) schlechthin die Wahrschein-
lichkeitsfunktion und P*(A4’) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von .
Im Falle (&) = & fallt P®(4’) mit P(4) zusammen.

Bemerkung 2. Das Ereignis #-1(A4’) besteht darin, daB « (&)
zur Menge A’ gehért. Folglich ist P (4’) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB u (&) < A’ gilt.

Es bleibt uns die obenerwihnten Eigenschaften von §® und P®
zu beweisen, Sie folgen aber aus einer einzigen fundamentalen Tatsache,
und zwar aus der folgenden:

Hilfssatz. Vereinigungsmengen, Durchschnitte und Differenzen be-
liebiger Urbildmengen #-1(4’) sind Urbilder der entsprechenden Ver-
einigungsmengen, Durchschnitte und Differenzen originaler Mengen 4’.

Der Beweis dieses Hilfssatzes darf dem Leser iiberlassen werden.

Es seien jetzt A’ und B’ zwei Mengen aus ™, ihre Urbilder 4 und B
gehéren dann zu §; da § ein Korper ist, gehoren auch die Mengen
AB,A + Bund 4 — B zu §§, diese Mengen sind aber die Urbilder der
Mengen A'B’, A’ + B’ und A’ — B’, folglich gehéren letztere Mengen
zu §™. Wir haben also bewiesen, daB F® ein Korper ist. Ebenso beweist
man, daB, wenn F ein BorRELscher Kérper ist, dasselbe auch von ™ gilt.

Es ist ferner klar, daB

PU(E') = P{u-*(E)} = P(E) =1
ist. DaB P™ immer nichtnegativ ist, ist selbstverstindlich. Es bleibt
folglich zu beweisen, daB P® vollstindig additiv ist (vgl. das Ende des
§ 1, zweites Kap.). Es seien also die Mengen A4,,, folglich auch ihre Ur-
bilder #~1(4}) disjunkt; daraus folgt aber, daB

PO 43) = P {u~ (T 42} = P{Su-1(47)}
= SP{u- (40} = ZPO(4)

ist, womit die vollstindige Additivitit von P’ bewiesen ist.

Zum SchluB wollen wir noch folgendes bemerken. Es sei %, ()
eine Funktion, welche E in E’ abbildet, und #,(&’) eine andere Funktion,
welche E’ in E" abbildet. Dann bildet die zusammengesetzte Funktion
ugtt, (§) die Menge E in E’’ ab. Wir betrachten ‘jetzt die Wahrscheinlich-
keitsfunktionen P®)(4’) und P®(A4”) der Funktionen #,(£) und
(&) = uau,(&). Diese zwei Wahrscheinlichkeitsfunktionen sind, wie
man leicht berechnet, durch die folgende Relation verbunden:

@ PO (4") = P@{u;!(4")}.

§ 2. Definition der zufdlligen GréBen, Verteilungsfunktionen.

Definition. Eine auf der Grundmenge E definierte eindeutige
reelle Funktion x(£) nennt man eine zufdllige Grofle, wenn bei jeder
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Wabhl einer reellen Zahl a die Menge {x < a} aller &, fiir welche die
Ungleichung x < a gilt, zum Mengensystem g gehért.

Die Funktion x(£) bildet die Grundmenge E in die Menge R! aller
reellen Zahlen ab. Diese Funktion bestimmt nach §1 einen Korper
& von Untermengen der Menge R1. Unsere Definition einer zufélligen
GréBe kann jetzt so formuliert werden: Eine reelle Funktion x(£) ist
dann und nur dann eine zufillige GroBe, wenn {® jedes Intervall von
der Form (— o0, a) enthilt.

Da §* ein Kérper ist, so enthilt er mit den Intervallen (—oo; a)
auch alle moglichen endlichen Summen von halboffenen Intervallen
[a; b). Wenn unser Wahrscheinlichkeitsfeld ein BorELsches ist, so sind
& und {@ BareLsche Korper, folglich enthilt in diesem Falle F® alle
BorELschen Mengen von R2.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer zufilligen GroBe bezeichnen
wir weiter mit P®)(A4’). Sie ist fiir alle Mengen des Kérpers F® defi-
niert. Im wichtigsten Falle des BorELschen Wahrscheinlichkeitsfeldes:
ist also P® insbesondere fiir alle BorELschen Mengen des R! definiert.

Definition. Die Funktion

F®(a) = P®(—o0, a) = P{x < a},

wobei —oo und 400 als Werte von a zugelassen sind, heiBt die Ver-
teslungsfunktion der zufilligen Grofe x.
Es folgt unmittelbar aus unserer Definition, daB

(1) F@(—o0) =0, F®(400) =1

ist. Die Wahrscheinlichkeit der Erfiillung beider Ungleichungen @ << x<< b
ist offenbar durch die Formel

(2) P{x < [a; b)} = F®(b) — F@(a)
gegeben. Es folgt daraus, daB fiir a < b
F®(a) < F® ()

ist, wenn nur a < b ist, d. h. daB F® () eine nichtabnehmende Funk-
tion ist.
Es sei ferner a, <, <---<a, <-.--<b; dann ist

D{x < [an; B} =0,
folglich konvergiert wegen des Stetigkeitsaxioms
F® (b)) — F®(a,) = P{x < [a,, b)}

mit #— -+ oo gegen Null. Man sieht also, daB F® (a) linkseitig stetig ist.
Es lassen sich analog die Formeln

() limF@® (g) = F®(—o0) = 0, G- —00,
4 lim F® (a) = F®(400) =1, a->+oo,

beweisen.
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Ist das Wahrscheinlichkeitsfeld (3, P) ein BoreLsches, so sind die
Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion: P®)(4) fiir alle BorELschen
Mengen A des R! durch die Kenntnis der Verteilungsfunktion F® (a)
eindeutig bestimmt (vgl. zweites Kap., § 3, III). Da man sich meistens
nur fiir solche Werte von P®(4) interessiert, spielen die Verteilungs-
funktionen in der ganzen weiteren Darstellung eine wesentliche Rolle.

Wenn die Verteilungsfunktion F®(q) differentiierbar ist, so nennt
man ihre Ableitung

d
19 a) = L Foa)
nach a die Wahrscheinlichkeitsdichte von x im . Punkte a. Ist dabei

a
fir jedes ¢ F®(a) = f /@ (a)dg, so 1iBt sich die Wahrscheinlichkeits-

—00

funktion P®(4) fiir eine BorELsche Menge 4 folgendermaBen durch
/(a) ausdriicken:
(5) P@(4) = [1(a) da.

4

In diesem Falle sagt man, daB die Verteilung von x stetig ist. Im all-
gemeinen Falle schreibt man analog

(6) P@ (4) = f dF®(a) .
A

Alle angefiihrten Begriffsbildungen lassen sich auch auf den Fall
der bedingten Wahrscheinlichkeiten verallgemeinern. Die Mengen-
funktion

P§(A4) = Pp(x < A)

ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von x in der Hypothese B,
die nichtabnehmende Funktion

F§(a) =Pp(x <a)
ist die entsprechende Verteilungsfunktion, und endlich [im Falle der
Differentiierbarkeit von F§ ()] ist
d
7 (@) = 45 F50)

die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von x im Punkte @ bei der
Hypothese B.

§ 3. Mehrdimensionale Verteilungsfunktionen.

Es seien jetzt n zufillige GréBen x,, %, . . ., x,, gegeben. Der Punkt
% = (%, %, . . ., %,) des #n-dimensionalen Raumes R ist eine Funktion
des elementaren Ereignisses §. Man erhilt folglich nach den allgemeinen
Regeln des § 1 einen Mengenkérper §t %+ % von Untermengen des
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Raumes R" und eine auf &’ definierte Wahrscheinlichkeitsfunktion
P2, ..., 20 (4"), Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P % ---» 2») nennt
man die n-dimensionale Wahrscheinlichkeilsfunktion der zufilligen
Grofen x,,%g. . ., %y.

Der Korper §’ enthilt, wie es direkt aus der Definition einer zu-
falligen GroBe folgt, bei jeder Wahl von 7 und a; (1 =1, 2, ..., n) die
Menge aller Punkte von R®, fiir welche x; < 4; ist. Folglich enthilt §§’
auch den Durchschnitt der genannten Mengen, d. h. die Menge L, ,, ...,
aller Punkte von R*, fiir welche alle Ungleichungen x;<<«4;, i1=1, 2,...,n,
geltenl. Bezeichnet man als ein #-dimensionales halboffenes Intervall

(@, ag, .., ay; by, by, ..., 0y)
die Menge aller Punkte von R*, fiir welche alle Ungleichungen a; < x; < b;
erfiillt sind, so sieht man sofort ein, daB jedes solches Intervall auch zum
Korper ' gehort, denn es ist

(@), ag, ..., ay; by, by, ..., by)

=Ly ty...0n — Lasts...0n — Lovasts...on — *** — Loy, ... 05— 100 -

Die BoreLsche Erweiterung des Systems aller n-dimensionalen halb-
offenen Intervalle besteht aber aus allen BorELschen Mengen des R™.
Es folgt daraus, daB der Korper ' im Falle eines BORELschen Wahr-
scheinlichkettsfeldes alle BORELschen Mengen des Raumes R™ enthdlt.

Satz. Im Falle eines BORELschen Wahrscheinlichkeiisfeldes ist
jede BORELsche Funktion x = f(x,, %,, . . ., %,) endlich vieler zufilliger
Grofen %y, %y, . . ., %, wieder eine zufillige Grife.

Zum Beweis geniigt es, zu bemerken, daB die Menge aller Punkte
(%1, %3, .. ., x,) des R*, fiir welche x = f(x,, %,, ..., %,) <a gilt, eine
BoreLsche ist. Insbesondere sind also endliche Summen und Produkte
zufilliger GréBen wieder zufillige GréBen.

Definition. Die Funktion

F@, 23,0, 2n) (ai’ ag, - .., a”) = P@1, %, ..., Zn) (Lalah”a”)

nennen wir die n-dimensionale Verteslungsfunktion der zufilligen GréBen
L 7% 7V

Man beweist wie im eindimensionalen Falle, daB F@:. %, ..., 2s)
(@, ag, . . ., a,) in jeder Variablen nicht abnehmend und nach links
stetig ist. Analog zu den Gleichungen (3) bis (4) des § 2 hat man hier
(7) limF(a;, ag, ...,a,) =F(ay, ..., .1, —0, @p1, - -+, 8y) =0,
(8) lLimF(ay, ay, ..., a,) = F(4o0, 400, ..., }00) = 1.

@y —> +00, a3 —» +00,'..., Gy —» +00
Die Verteilungsfunktion F®1% .- 2») gibt uns direkt nur die Werte
von P& ... %) fiir die speziellen Mengen L, , . ,.. Wenn aber unser
Wahrscheinlichkeitsfeld ein BoRELsches ist, so ist P@u % -2 28) dyych die

! a; kénnen dabei auch unendliche Werte 4 oo annehmen.
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Kenntnis der Verteilungsfunktion Fv = -+ =) fiiy glle BORELschen Mengen
von R®™ eindeutig bestimmil.
Wenn die Ableitung

flay, ag, - . ., ag) = r F@uzs, .20 (g, a,, ..., ay)

da,0a, ... 0a,
existiert, so nennt man diese Ableitung f die n-dimensionale Wahr-

scheinlichkeitsdichte der zufilligen GroBen x,,x,,..., %, im Punkte
a,, das, . . ., a,. Ist dabei fiir jeden Punkt (a,,a,,...,a,)

ay as an
F@uz, .. 20) (g, a, . . . ay) =f / . flay, ay, ..., a,)da,da, ... da,,
—00 —00 —00

so nennt man die Verteilung von (a,, a,, . . ., 4,) stetig. Fiir jede BOREL-
sche Menge A < R" gilt dann die Gleichung

(©) P@y s, ., 20) (A4) =f/ . ./f(al, as, ..., ay)da,da, ...da,.
a

Zum SchluB dieses Paragraphen machen wir noch eine Bemerkung
iiber Relationen zwischen verschiedenen Wahrscheinlichkeits- und Ver-
teilungsfunktionen. Es sei zuerst eine Permutation

1, 2, ..., n
S=(. : )
11, g, o..p g,

gegeben, und rg bezeichne die Transformation

x2=x,-,, k=1,2,...,n
des Raumes R" in sich selbst. Dann gilt offenbar
(10) P % - Fink (4) = P12, am {r1(A)}.

Es sei jetzt x' = p,(x) ,,die Projektion des Raumes R" in den
Raum RE(k < #), bei welcher der Punkt (%,, %,, . . ., %,) in den Punkt
(%4, %4, . . ., ;) abgebildet wird. Dann gilt infolge der Formel (2) des § 1

(11) . P(z,,x.,...,zg)(A) = P(z,,m,,...,z.){ﬁ;l(A)}_

Fiir die entsprechenden Verteilungsfunktionen folgen aus (10) und
(11) die Gleichungen

(12) F&ip Tigs -0 %) (ai,, ai,, . .., a3) = F&uz o) (g aq,...,a,),
(13) F@, za, ...,zk)(al, as, ey @) = F‘""‘"--""ﬂ)(al, eery @, +00, ---.+°°)-

§ 4. Wahrscheinlichkeiten in unendlichdimensionalen
Rédumen.

Wir haben in § 3 des zweiten Kapitels gesehen, wie man verschiedene
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung iibliche Wahrscheinlichkeitsfelder

1 Vgl. zweites Kapitel, § 3, IV.
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konstruiert. Man kann sich jedoch auch fiir Anwendungen interessante
Probleme vorstellen, in welchen Elementarereignisse mit Hilfe unendlich-
vieler Koordinaten definiert sind. Es sei also eine Menge M — be-
liebiger Michtigkeit m — der Indizes u gewihlt. Die Gesamtheit
aller Systeme

&= {x}

reeller Zahlen x,, wobei u die ganze Menge M durchlauft, wird als der
Raum R¥ bezeichnet (um ein Element & des Raumes R¥ zu bestimmen,
soll man also jedem Elemente u der Menge M eine bestimmte reelle
Zahl x, zuordnen oder, was dasselbe ist, eine auf M definierte eindeutige
reelle Funktion x, des Elementes x4 angeben)®.

Wenn die Menge M aus » ersten natiirlichen Zahlen 1,2,...,7
besteht, so ist RM der gewéhnliche z-dimensionale Raum R”. Wahit
man als Menge M die Menge aller reellen Zahlen R, so besteht der

entsprechende Raum R¥ = RF aus allen reellen Funktionen

E(p) = %,
des reellen Argumentes pu.

Die Menge RM (mit einer beliebigen Menge M) nehmen wir jetzt
zur Grundmenge E. Es sei £ = {«,} ein Element von E; wir bezeichnen
dann mit p,,,... .. () den Punkt (x,,%,, ... %,,) des n-dimen-
sionalen Raumes R*. Eine Untermenge A von E nennen wir eine Zylin-
dermenge, wenn sie in der Form

A=1tulu.. w4
darstellbar ist, wobei A’ eine Untermenge von R" ist. Die Klasse aller
Zylindermengen fillt also mit der Klasse von allen solchen Mengen,
welche durch eine Relation von der Form

(1) [ (Xugs Zpgse o os Xpy) =0

definiert werden konnen, zusammen. Um eine beliebige Zylindermenge
Puspis... un(A’) durch eine solche Relation zu bestimmen, geniigt es,
als f eine Funktion zu nehmen, welche auf 4’ gleich Null und auBerhalb
A’ gleich Eins ist.

Eine Zylindermenge ist eine BORELsche Zylindermenge, wenn die
entsprechende Menge A’ eine BorELsche ist. Alle BORELschen Zylinder-
mengen des Rawmes RM bilden einen Korper, welcher weiter mit T be-
zeichnet wird?.

1 Vgl. HAUSDORFF: Mengenlehre 1927 S. 23.

2 Aus den oben angefithrten Betrachtungen folgt, da8 BoReLsche Zylinder-
mengen diejenigen Mengen sind, welche durch BorELsche Relationen (1) defi-
niert werden konnen. Es seien jetzt 4 und B zwei Borersche Zylindermengen,
welche durch die Relationen

T (Freys Xpgs +ovs Xup) =0, g (xa,, %2, e Xig) =0
definiert sind. Dann kann man die Mengen 4 4+ B, 4B und 4 — B bzw. durch
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Die Borersche Erweiterung des Mengenkorpers §M ‘bezeichnen wir
wie immer mit BF¥. Die Mengen des Mengensystems BFM nennen
wir die BORELschen Mengen des Raumes RM,

Es wird weiter eine Methode angegeben, Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen auf FM und folglich nach dem Erweiterungssatz auch auf BF¥
zu konstruieren und zu behandeln. Die so erhaltenen Wahrscheinlich-
keitsfelder reichen im Falle einer abzéhlbaren Menge M fiir alle Zwecke
hin. Man beherrscht also alle Fragen iiber das Verhalten einer abzihl-
baren Folge von zufilligen Gré8en. Wenn aber M unabzihlbar ist, so
bleiben manche einfache und interessante Untermengen von R™ noch
auBerhalb des Mengensystems BFM. Z. B. die Menge aller Elemente &,
fiir welche x,, bei jeder Wahl des Indizes u kleiner als eine feste Konstante
bleibt, gehort im Falle einer unabzihlbaren Menge M nicht zum Mengen-
system B{M.

Es ist folglich immer erstrebenswert, jedes Problem, wenn méglich,
in einer solchen Form zu bringen, bei welcher der Raum aller elementaren
Ereignisse & nur abzihlbar viele Koordinaten hat.

Es sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P(4) auf §M definiert.
Jede Koordinate x, des elementaren Ereignisses £ kann dann als eine
zufillige Gr68e betrachtet werden. Folglich besitzt jede endliche Gruppe

(%4,» %uys - - +» %,,) von diesen Koordinaten eine n-dimensionale Wahr-
scheinlichkeitsfunktion P, ,, . ,..(4) und eine entsprechende Vertei-
lungsfunktion F, ,, .. ..(4;, a3, ..., @,). Man hat offensichtlich fiir jede

BoreLsche Zylindermenge
A=t )

Hageg ...

die Gleichung
P (A) = P,unlls ceslin (A’) ’

wobei A’ eine BorELsche Menge von R" ist. Die Wahrscheinlichkeits-
funktion P ist also auf dem Kérper §M aller Zylindermengen durch die
Kenntnis der Werte aller endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeits-
funktionen P, ,, ..., fir alle BorELschen Mengen der entsprechen-
den R#ume R" eindeutig bestimmt. Fiir BorkLsche Mengen sind
aber die Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktionen P, ,, .. ,. eindeutig
durch die entsprechenden Verteilungsfunktionen F,,, .  ,. bestimmt.
Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

die folgenden Relationen definieren:

f-g=0,
f+e=o0,
P+ o =o0,

wobei ®(x) =0 fir # ¥ 0 und ®(0) = 1 gesetzt ist. Wenn f und g BORELsche
Funktionen sind, so gilt dasselbe fir die Funktionen f.g, f24- g% und 2+ w{g),
folglich sind 4 4+ B, 4B und 4 — B Borersche Zylindermengen. Somit ist die
Kérpereigenschaft des Mengensystems ¥ bewiesen.
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Die Gesamthest aller endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen
F,p....un definiert eindeutig die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) foir
alle Mengen von FM, Ist P(A) auf BFM definiert, so ist sie (nach dem
Erweiterungssatz) auch auf BFM eindeutig durch die Kenninisse der
Verteilungsfunktionen F, . . bestimmi.

Es liegt jetzt nahe, sich die Frage zu stellen, unter welchen Bedin-
- gungen ein a priori gegebenes System von Verteilungsfunktionen
F,pr...un €in Wahrscheinlichkeitsfeld auf §¥ (und folglich auch auf
BEM) bestimmt.

Zuerst bemerken wir, daB jede Verteilungsfunktion F, ,, .. den
im zweiten Kapitel, §3, III angegebenen Bedingungen geniigen mu8,
was allerdings im Begriffe der Verteilungsfunktion enthalten ist.
AuBerdem gelten wegen den Formeln (13) und (14) des § 2 noch die

folgenden Relationen:
(2) Fn"il"i."‘/‘iu(a‘." a‘l.,) ceey at',.) = F/c,m...,u,.(al» Ay, o0y an) »

(3) Fropg...on(@1, 8, oo @) =Fpp,.. pulty, a3, ..., 8, +00,..., +00),

wobei k< # und (1’ 2 e ?’) eine beliebige Substitution ist. Diese

T1s g, ooy Bm,
notwendigen B.eding:mgzen sind aber auch hinreichend, wie es sich aus
dem folgenden Satze ergibt:

Hauptsatz. Jedes System von Verteilungsfunktionen F,, . ..,
welche den Bedingungen (2) und (3) geniigen, bestimmi eine Wahrschein-
lichkeitsfunkiion P(A) auf FM, welche allen Axiomen I—VI gendigt.
Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) kann (nach dem Erweiternngs-
satz) auch auf BFY erweitert werden.

Beweisdes Hauptsatzes. Es seien also die Verteilungsfunktionen
F . ps... un 8egEDEN, welche den allgemeinen Bedingungen vom zweiten
Kapitel, §3, IIT und den Bedingungen (2) und (3) geniigen. Jede
Verteilungsfunktion F, ,,. . ,, definiert eindeutig die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsfunktion P, ,,. ..., fiir alle BorELschen Mengen
des R* (vgl. § 3). Weiter betrachten wir nur BoreELsche Mengen des R*
und BorgLsche Zylindermengen in E.

Fiir jede Zylindermenge

_ A=tk )
setzen wir

(4) P(A) = P!‘l I‘:---l‘n(A’) .

Da dieselbe Zylindermenge A durch verschiedene Mengen A’ definiert
werden kann, muB man zuerst beweisen, daB die Formel (4) immer
denselben Wert fiir P(A4) ergibt.

Essei (x,,, %,,, ..., %,,) ein endliches System der zufilligen GroBen «,,.
Ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsfunktion P, ,, .. . dieser zu-
falligen GréBen kénnen wir nach den Regeln des § 2 die Wahrscheinlich-

Ergebnisse der Mathematik. II/3. Kolmogoroff. 3
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keitsfunktion Py u; ...n;, jedes Teilsystems (xp;, %, ..., %y,) be-
stimmen. Die Gleichungen (2) und (3) haben zur Folge, daB diese nach
dem § 2 definierte Wahrscheinlichkeitsfunktion mit der a priori gegebenen
Funktion Pus, b, -ty zusammenfillt. Wir setzen jetzt voraus, daB eine
Zylindermenge A durch

= e ooy, (A)
und gleichzeitig durch

= P, BisMis - Fim (4)

definiert ist, wobei alle zufélligen GréBen x, und x, zum System

(Fpys Bys - o2 %) gehoren, was offenbar keine wesenthche Einschrin-

kung ist. D1e Bedingungen
(Bugy» Bugyr o o0 B € A
und
(x,,h, L ZWRE x,,m) cA
sind gleichbedeutend. Es gilt folglich
Pﬂ,‘,m,---w,,(Al) = Puips...in {("ni,v Kugyr + oo x.“i,,) c A,}
= P,,‘,,,,,,m{(x,,jl, Kpjr o0 x,,j”) c Ao} — py’_‘”’_‘.‘_ﬂh(A,,) ’
was unsere Behauptung beziiglich der Eindeutigkeit der Definition
von P(A4) beweist.

Wir wollen jetzt beweisen, daB das Wahrscheinlichkeitsfeld (F¥, P)
allen Axiomen I—VI geniigt. Das Axiom I behauptet nur, daB ¥
ein Korper sein soll, diese Tatsache wurde schon oben bewiesen. Es
gilt weiter bei einem beliebigen u

E=p1(RY,
P(E) = P.(RY) =1,
was die Giiltigkeit der Axiome IT und IV beweist. Es folgt endlich
unmittelbar aus der Definition von P(4), da8 P(A) nicht negativ ist
(Axiom IIT).

Nur wenig komplizierter ist der Beweis der Giiltigkeit des Axioms V.
Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei- Zylindermengen

?'“h By oo By (A,)
und - ,
B = p o By e Mjm (B ) :
Dabei setzen wir voraus, daB alle GroBen %,, und x,, zu einem umfassen-

den endlichen System (x,,,, %,,, . . ., %,,) gehorer. Wenn die Mengen 4
und B disjunkt sind, so sind die Relationen

’
(x,,‘l, Kpgr oo x,,ik) cAd

und ,
(x,,’.l, Kpr + v o x,,’.k) cB
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unvereinbar. Es gilt folglich
P(A 4+ B) = P,,l,‘._._,‘.{(x,,‘.’, Kugr oo x,,‘.‘) cA
0der  (%ujs Fuis - vos Fuy) © B’}
= P,,l,,,,__,‘_{(x,“., Kpgr + v or Fuy) © A'}
+ P,,,,‘,,__,‘_{(x,".‘, Xpzr oo or Xy CB’} =P(4) + P(B).
Damit ist unser Beweis zu Ende gefiihrt.
Es bleibt das Axiom VI. Es sei also
A, 4;0.--04,> ---
eine abnehmende Folge von Zylindermengen mit .
limP(4,) = L > 0;
wir wollen beweisen, dal} der Durchschnitt aller Mengen A, nicht leer
ist. Man kann, ohne die Fragestellung wesentlich einzuschrinken,
voraussetzen, daB in der Definition der ersten # Zylindermengen A4,
nur die # ersten Koordinaten x,, einer Folge
Ky Ky oees Xpgs oos
vorkommen, d. h. daB
An = 1’—1

Mps ...

. (B)
ist. Wir setzen zur Abkiirzung

Pl‘ll‘s---l‘n(B) = P'I(B);
dann ist offenbar
Pn(By) =P(4,) = L > 0.
Man kann in jeder Menge B, eine abgeschlossene beschrinkte Menge U,
finden mit

Pa(By— Up) = = .

=5
Aus dieser Ungleichung folgt fiir die Menge
Va=10 .. a(Un)

- die Ungleichung
4) P(ds— Vo) = 5 -
Es sei weiter

Wao=V,Vy... Vy;
aus (4) folgt

P(A, — W,) ¢
und, da W,cV,c 4, ist,
P(Wp =P(4,) —e=L —c¢.

Ist € klein genug, so ist also P(W,) > 0 und W, nicht leer. Wir wihlen
jetzt in jeder Menge W, einen Punkt &™ mit den Koordinaten x'.

3‘
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Jeder Punkt §*+?) =0, 1, 2, ..., gehort zur Menge V,,, es gilt folglich

(xg:ﬂn), x("""’) s, xﬁ::ﬂ:)) pmu: (§(n+p)) cU,.

Da die Mengen U, beschrinkt sind, kann man (Diagonalverfahren!)
aus der Folge {{™} eine Teilfolge-

g | Ema) o E)
wihlen, fiir welche die entsprechenden Koordinaten xﬁ:‘;’ bei jedem %

gegen den bestimmten Limites x, konvergieren. Es sei endlich & ein’
Punkt von E mit den Koordinaten

Xy = X,
%.=0, pu+u. k=1,2,3,...
Der Punkt (x,, %, ..., x;) gehort als Limes der Folge (#{™, x{®, ..., x{*),
=1,2,3,..., zur Menge U,. Folglich gehort & zur

eV = # .”s . (U1)
bei jedem %, also auch zur Durchschnittsmenge
4= ?A,,.

§ 5. Aquivalente zufillige GréBen, verschiedene Arten der
Konvergenz.

Von diesem Paragraphen an betrachten wir ausschlieflich BorELsche
Wahrscheinlichkeitsfelder. Dies bildet, wie schon im § 2, zweites Kapitel,
erklart wurde, keiné wesentliche Einschrinkung unserer Betrachtungen.

Zwei zufallige GroBen x und y heiBen dquivalent, wenn die Wahr-
scheinlichkeit der Relation x ==y gleich Null ist. Offenbar haben zwei
dquivalente zufillige GroBen dieselbe Wahrscheinlichkeitsfunktion :

P@(A4) = P®(4).
Die Verteilungsfunktionen F® und F® fallen folglich auch zusammen.
In mehreren Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann eine zu-
fallige GroBe durch jede dquivalente GréBe ersetzt werden.
Es sei jetzt

(1) Xyy Xgy evey Xy, on

eine Folge von zufilligen GréBen. Wir wollen die Menge A4 aller elemen-
taren Ereignisse & betrachten, fiir welche die Folge (1) konvergiert. Wenn
man mit A{? die Menge aller £ bezeichnet, in welchen alle Ungleichungen

i 1
]x,,+k—x,,|<;z k=1,2,...,p

gelten, so ergibt sich unmittelbar, da8
() A4=D6DAN

mnp
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ist. Nach §3 gehdrt die Menge A immer zum Mengenkérper .
Die Relation (2) zeigt uns, daB auch die Konvergenzmenge 4 zu §
gehért. Es hat also immer einen ganz bestimmien Sinn, diber die Wahr-
scheinlichkeit der Konvergenz eimer Folge zufilliger Grofien zu sprechen.

Es sei jetzt die Wahrscheinlichkeit P(4) der Konvergenzmenge A
gleich Etns. Dann behaupten wir, daB3 die Folge (1) mit der Wahrschein-
lichkeit Eins gegen eine zufillige GréBe x konvergiert, dabei ist die
zufillige GroBe x bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Um eine
solche zufillige GréBe zu bestimmen, setzen wir auf 4

x = limx, # —> 00

und x = 0 auBerhalb 4. Es bleibt uns zu beweisen, daB x eine zufillige
GréBe ist, d. h. daB die Menge A4 (a) der Elemente £, fiir welche x < a
ist, zum Korper § gehort. Es gilt aber

A@)=4 %f}?{xﬁp <a},
wenn a < 0 ist, und
A@) = 46Dt <a}+ 4

im entgegengesetzten Falle, woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt.

Wenn die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz der Folge (1) gegen x
gleich Eins ist, so sagen wir, daBB (1) fast sicher gegen x konvergiert.

Doch ist fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein anderer Konver-
genzbegriff vielleicht noch wichtiger.

Definition. Eine Folge x,, %,, - . ., %,, .. . . von zufilligen GréB8en

konvergiert nach Wahrscheinlichkeit (convérge en probabilité) gegen eine
zufillige GroBe x, wenn bei jedem & > 0 die Wahrscheinlichkeit

P{|%s — x| > ¢}
mit » — oo gegen Null konvergiert?.

I. Wenn die Folge (1) gegen x und gleichzeitig gegen x' konvergiert,
so sind x und x' dquivalent. Es gilt in der Tat

P{Ix—x’l >rin}§ P{ix,,—xl >2—1ni}+ P{|x,, — & >ﬁ};

da  die letzten Wahrscheinlichkeiten bei einem geniigend groBen #
beliebig klein sind, folgt es daraus, daB

]
ist; jetzt erhidlt man schon unmittelbar

P{x#%}gZP{|x—x’[>%}=o.

1 Dieser Begriff stammt im wesentlichen von BERNOULLI her, wurde jedoch
in der vollen Allgemeinheit von Srursky eingefithrt (vgl. SLuTsky [1]).
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II. Konvergiert die Folge (1) fast sicher gegen x, so komvergiert sie
gegen % auch nach Wahrscheinlichkeit. Es sei A die Konvergenzmenge
der Folge (1); dann ist

1=P(4) <limP{x,,,— %|<e,$=10,1,2,..} = limP{|x, — x| <&},
7> 00 7n->00

woraus die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit folgt.

I11. Fiir die Konvergemz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1) ist
die folgende Bedingung notwendig und hinreichend: Bei jedem & >0
existiert ein solches n, daf fir jedes p > 0 die Ungleichung
gilt. P{%nsp — %a| >} <&

Es seien jetzt F,(a), Fy(4),...,F,(a),..., F(a) die Verteilungs-
funktionen der zufilligen GroBen x,,%s,...,%,,...,x. Wenn die
Folge x, nach Wahrscheinlichkeit gegen x konvergiert, so ist die Ver-
teilungsfunktion F(a) eindeutig durch die Kenntnis der Funktionen
F,(a) bestimmt.

Es gilt in der Tat:

Satz. Konvergiert die Folge %,, %, .. ., %, . . . nach Wahrscheinlich-
keit gegen x, so komvergiert die Folge der enmtsprechenden Verteilungs-
funktionen F, (a) in jedem Stetigheitspunkte von F (a) gegen die Verteilungs-
funktion F(a) von x.

DaB F (a) durch die F,(a) wirklich bestimmt ist, folgt daraus, daB
F(a) als eine nach links stetige monotone Funktion durch ihre Werte
in den Stetigkeitspunkten eindeutig festgelegt ist. Zum Beweise des
Satzes setzen wir voraus, daB a ein Stetigkeitspunkt von F ist. Es
sei @’ < a, dann ist im Falle x < @', x,, = a notwendig |x, — x| > a—a’.
Es gilt folglich

limP(x <d’, x,=a) =0,
F(@)=P(x<d)<P(x,<a)+P(x<d,x,=a) =F,(a) + P(x<d, 5, = a),
F(a) <liminfF,(a) + limP(x <d’, x,=a),

(3) F(a') < liminfF,(a) .
Analog beweist man, daB aus 4” > a die Relation
(4) F(a”) = limsupF,(a)

folgt. Da F(a’) und F(a”’) mit @’ - a und a” — a gegen F (a) konver-
gieren, folgt aus (3) und (4), daB

HmF,(a) = F(a)
ist, womit unser Satz bewiesen ist.

1 Sie hat in der Tat nur eine héchstens abzihlbare Menge von Unstetigkeits-
punkten (vgl. z. B. LEBESGUE: Lecons sur l'intégration 1928 S. 50). Die Stetig-
keitspunkte liegen infolgedessen @iberall dicht, und man bestimmt den Wert der
Funktion F(a) in einem Unstetigkeitspunkt als Limes ihrer Werte in den nach
links liegenden Stetigkeitspunkten.
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Viertes Kapitel.
Mathematische Erwartungen’.

§ 1. Abstrakte LEBESGUEsche Integrale.

Es sei x eine zufillige GroBe und A eine Menge aus . Wir bilden
dann fiir ein positives m die Summe

k=+too
(1) S;_=k2k}.P{k2.§x<(k+1)).,§cA}.
Wenn diese Reihe bei jedem 4 absolut konvergiert, so strebt S; mit
A0 gegen einen bestimmten Limes, welcher nachk Definition das
Integral
2) f %P (dE)

4
ist. In dieser abstrakten Form wurde der Integralbegriff von M. FRECHET
eingefithrt2, sie ist insbesondere fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
unentbehrlich (der Leser wird {ibrigens im folgenden Paragraphen sehen,
daB die iibliche Definition der bedingten mathematischen Erwartung
der GréBe x unter der Hypothese A bis auf einen konstanten Faktor
mit der Definition des Integrals (2) zusammenfillt).

Wir geben hier ein kurzes Verzeichnis der wichtigsten Eigenschaften
der Integrale von der Form (2). Der Leser findet ihre Beweise in jedem
Lehrbuch tiber reelle Funktionen, obwohl sie meistens nur in dem Falle,
daB P(A4) das LEBESGUEsche MaB der Mengen im R" ist, durchgefiihrt
sind. Diese Beweise auf den allgemeinen Fall zu tibertragen, ist eigent-
lich keine neue mathematische Aufgabe: sie bleiben meistens wortlich
dieselben.

I. Ist die zufillige GroBe x auf A integrierbar, so ist sie auch auf
jeder Teilmenge A’ von A, welche zu § gehért, integrierbar.

II. Ist x auf A integrierbar und 4 in héchstens abzihlbar viele
disjunkte Mengen 4, aus § zerlegt, so gilt

!xP(dE):%A[xP(dE).

III. Mit x ist immer auch |x| integrierbar, und es gilt dabei
|[#P@E)| < [|#|P(@E).
p a

1 Wie es im § 5, drittes Kapitel, erwahnt wurde, betrachten wir in diesem und
in den folgenden Kapiteln nur BoreLsche Wahrscheinlichkeitsfelder.

2 FRECHET: Sur l'intégrale d'une fonctionnelle étendue 4 un ensemble abstrait.
Bull. Soc. Math. France Bd. 43 (1915) S. 248.
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IV. Wenn in jedem Falle £ die Ungleichungen 0 <y <« erfiillt
sind, so ist mit x auch y integrierbar! und es gilt dabei

AfyP(dE) gA/xP(dE).

V. Wenn m < x < M ist, wobei m und M zwei Konstanten sind,
so ist

mP(4) = [xP(dE) = MP(4).
A

VI. Sind » und y integrierbar und K und L zwei reelle Konstanten,
so ist auch Kx + Ly integrierbar, und es gilt dabei

f(Kx+ Ly) P(dE) = foP(dE) +LfyP(dE).
A A A

VII. Ist die Reihe

2 [ 1%l P@E)
n A
konvergent, so konvergiert die Reihe
D=1
n

in jedem Punkt der Menge 4 bis auf eine Menge B mit P (B) = 0. Setzt
man auBerhalb .4 — B iiberall x = 0, so ist

A/xP(dE) =”Z'Afx,,P(dE).

VIIL Sind x und y &quivalent (P{x & y} =0), so ist fiir jede
Menge 4 aus

(3) [#P@E) = [yP(@E).
A A

IX. Gilt (3) fiir jede Menge A aus {, so sind ¥ und y Aquivalent.

Der obigen Definition des Integrals entnimmt man noch die folgende
Eigenschaft, welche man in der gewShnlichen LEBEsGUEschen Theorie
nicht hat:

X. Es seien P,(A4) und Py(4) zwei Wahrscheinlichkeitsfunktionen,
welche auf demselben § definiert sind, P(4) = P,(4) + P3(4) und »
in bezug auf P,(4) und Py(4) auf A integrierbar. Dann gilt

fo(dE) .—_fo,(dE) +'[xP,(dE).
A A A

XI. Jede beschrinkte zufillige GréBe ist integrierbar.

1 Man setzt dabei voraus, daB y eine zufallige GroBe ist, d. h. in der Terminologie
der allgemeinen Integrationstheorie in bezug auf §§ meBbar ist.



235] §2. Absolute und bedingte mathematische Erwartungen. 35

§ 2. Absolute und bedingte mathematische Erwartungen.

Es sei x eine zufillige GroBe. Das Integral
E(x) =[xP(dE)

E .
nennt man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung die mathematische Er-
wartung der GréBe x. Es folgt aus den Eigenschaften III, IV, V, VI,
VII, VIII, XI, daB

L [E()|=E(|#]);
II. E(y) <E(x), wenn immer 0 <y =<« 1st;
IIL. inf(x) < E(x) =sup(#);
IV. E(Kx + Ly) = KE(x) + LE(y);
V.E (Zx,,) = > E(x,), wenn die Reihe > E(|,|) konvergiert.

VI. Sind x und y #quivalent, so ist

E(x) =E(@).
VII. Jede beschrinkte zufillige GroBe besitzt eine bestimmte
mathematische Erwartung.
Man hat nach der Definition des Integrals

E(x) = lim > bmP{km < x < (& 4 1) m}

k=—o00
k=400

= limjkm{F((k + 1)m) — F(km)}.
k== —o00

Die zweite Zeile ist nichts anderes als die iibliche Definition des STIELT-
JEsschen Integrals
+00

(1) f adF®(a) = E().
Die Formel (1) kénnte folglich auch als Definition der Erwartung E (x)
dienen.

Es sei jetzt # eine Funktion des elementaren Ereignisses & und »
eine zufillige GroBe, welche als eine eindeutige Funktion x = x(u)
von # definiert ist. Dann ist

P{km <x < (k+1)m}=PO{km < x(u) < (k + 1) m},

wobei P®)(4) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von # ist. Es folgt
mithin aus der Definition des Integrals, daB

[#P@E) = [xP® @E®)
E EW
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und folglich
(2) E(x) = [#(u) PO (dE®)
Ew
ist, wobei E® die Menge aller moglichen Werte von # bedeutet.
Wenn insbesondere # selbst eine zufillige GréBe ist, so hat man

400
(3) E(x) = / %P (dE) = f % (%) P® (dRY) = [ %(a) AF® ().
E R —oo
Das letzte Integral in der Formel (2) ist im Falle einer stetigen Funktion
x (%) ein gewdhnliches STIELTJESsches Integral. Es sei aber dabei be-

merkt, daB das Integral
+00

f %(a) dF® (a)

-0

auch im Falle der Nichtexistenz der mathematischen Erwartung E(x)
existieren kann: fiir die Existenz von E(x) ist die Endlichkeit des
Integrals

4-00
[1x(@]dF® @)

notwendig und hinreichend?.
Ist % ein Punkt (u,,%,, ..., %,) des R" so ist wegen (2)

(4) E () =ff---fx(ul, Ugy . . ., ) PEL Y2 - 90 (IR |
R»

Wir haben schon gesehen, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit
Pp(4) alle Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsfunktion besitzt.
Das entsprechende Integral
(5) Es(#) = [#Py(dE)

E

nennen wir die bedingte mathematische Evwartung der zufdlligen Grofe x
in bezug auf das Ereignis B. Da

Ps(B)=0, [xPy@E)=0

B
ist, folgt aus (5) die Gleichung

Ep(x) .—_fx P4 (dE) =fx Ps(dE) +fx P5(¢E) =fx Py (dE).
B B B

E

Erinnert man sich, daB im Falle Ac B
__P4B) _ P(A)
o) =% = Pm)

1 Vgl. V. GLIVENKO: Sur les valeurs probables de fonctions. Rend. Accad.
Lincei Bd. 8 (1928) S. 480—483.
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ist, so erhilt man

© Ea(x) = 557 [ *PUE),
B

(7) f %P(dE) = P(B) Ex(x).
B
Aus (6) und der Gleichung
[#P@E) fo(dE) +fo(dE
A+B
folgt schlieBlich

®) Eayn(x) = DA E‘p(f,)q + Péf) Es(¥)

Es gilt insbesondere die Formel
9) E(x) = P(4) E4(x) + P(d) Ei(x) .

§ 3. Die TcueBvcHEFFsche Ungleichung.

Es sei f(x) eine nichtnegative Funktion eines reellen Argumentes x,
welche bei ¥ = ¢ immer nicht kleiner als 4 > 0 ‘bleibt. Dann ist fiir
jede zufillige GréBe x

(1 Plrza) = ELEL,

wenn nur die mathematische Erwartung E{f(x)} existiert. Man hat
in der Tat

Eff() = [ 1) P@E) = [1(%) PEE) = bP(x=a) .
{z=a}
woraus (1) unmlttelbar folgt.
Es gilt z. B. fiir jedes positive e

2) Plrza) < S0

Es sei jetzt f(x) nichtnegativ, gerade und bei positivem x nicht
abnehmend. Dann gilt fiir jede zufillige GréBe x und bei jeder Wahl
der Konstante 4 > 0 die Ungleichung

(3) P(x|=a) = E}f(‘(g)}.
Insbesondere gilt
(4) P(Ix—E(x)lga)éE_f{xf_z‘_)_E(_x)}.

Besonders wichtig ist der Fall f(x) = x2 In diesem Fall erhidlt man aus
(3) und (4)

(5) P(lx|=a) = -5~
_Ee- E(x)}’ ot (x)
a®

E(’f)

(6) P(lx — Ew)|=a) =
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Man nennt dabei 0*(x) = E{x — E(x)}2
die Strewung der GroBe x. Es laBt sich leicht berechnen, daB
. o (x) = E(@¥) — {E()

Ist f(x) beschrinkt:

It =K,

so kann man P (|x| = a) auch nach unten abschétzen. Es gilt in der Tat

E(f(x)) = [1(x) P(4E) = [ () P(4E) + [1(x) P(dE)

E {lz|<a} {lz]=a}
< /(@ P(%| <a) + KP(jz| = a) < f(a) + KP(x| = a)

und folglich
7) P(lx| = o) = U = 1),

Ist statt f(x) die zufillige GréBe x selbst beschrinkt:
5= M,
so ist f(x) </(M), und man erhilt statt (7) die Formel

E(fw) — f(a)

(8) P(lega)g f(M)——

Im Fall f(x) = x2 ergibt sich aus (8)

9 Plx|=a) = Eﬁ;};—“-'

§ 4. Einige Konvergenzkriterien.

Es sei
(1) Xy Xgy ooy Xpy oo
eine Folge von zufilligen GroBen und f(x) eine nichtnegative, gerade
und bei positiven ¥ monoton wachsende Funktion!. Dann gelten die
folgenden Sitze:

I. Fir die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1) ist
die folgende Bedingung hinreichend: Zu jedem &> 0 existiert ein
solches #, daB fiir jedes p > 0 die Ungleichung

(2 E{f(xn+p - xn)} <e

gilt.
II. Fir die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1)
gegen die zufillige GréBe x ist die Bedingung
3) lim E{f(xy — )} = 0
n-> + oo
hinreichend.

1 Es ist also /(¥) > 0, falls # £ 0 ist.
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II1. Ist f(x) beschrinkt und stetig und f(0) = 0, so sind die Be-
dingungen I und II auch notwendig.

IV. Ist f(x) stetig, /(0) = 0 und alle x,, x,,..., %,,..., % in ihrer
Gesamtheit beschrinkt, so sind die Bedingungen I und II auch not-
wendig.

Aus IT und IV folgt insbesondere

V. Fiir die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1)
gegen x ist die Bedingung
(4) LmE(x, — x)2 =0
hinreichend. Sind dabei x,, #,, .. ., %,, - . ., ¥ in ihrer Gesamtheit be-
schrinkt, so ist diese Bedingung auch notwendig.

Zum Beweis von I—IV vgl. SLutsky [1] und FRECHET [1]. Diese
Sitze folgen tiibrigens fast unmittelbar aus den Formeln (3) und (8)
des vorigen Paragraphen.

§ 5. Differentiation und Integration der mathematischen
- Erwartungen nach einem Parameter.

Ist jedem elementaren Ereignis & eine bestimmte reelle Funktion
%(¢) eines reellen Argumentes ¢ zugeordnet, so sagen wir, daB x(¢) eine
zufdllige Funktion ist, wenn bei jédem festen ¢ die GréBe x(¢) eine zu-
fallige GréBe.ist. Es entsteht dann die Frage, unter welchen Bedingungen
das Erwartungszeichen E mit den Integrations- und Differentiations-
zeichen vertauschbar ist. Zwei folgende Sitze, ohne die Frage zu er-
schopfen, kénnen in mehreren einfachen Fillen eine befriedigende Ant-
wort auf diese Frage geben:

Satz I. Ist die mathematische Erwartung E[x (#)] fiir jedes # endlich,
x(l) immer fiir jedes ¢ differentiierbar und die Ableitung x’(¢) von x(¢)
nach ¢ dem Betrage nach immer kleiner als eine feste Konstante M,
50 st £ E(x) —E(®).

SatzII. Ist x(¢) dem Betrage nach immer Kkleiner als eine feste
Konstante K und nach RIEMANN integrierbar, so ist

b ]
fE(x(t)) dt = E[[x(t) dt},

wenn nur E(x()) im RiEMANNschen. Sinne integrierbar ist.
Beweis des SatzesI. Es ist zuerst zu bemerken, daB «'(f) als
Limes der zufilligen GréBen
x4 h) — x(1) _ 1 1
— h=1, 2 g
eine zufillige GroBe ist. Da x'(¢) beschrinkt ist, existiert die mathe-
matische Erwartung E(x’(?)) (Eigenschaft VII der mathematischen Er-
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wartungen aus § 2). Wir wihlen jetzt ein festes £ und bezeichnen mit 4

das Ereignis ‘Mﬂ_ x’(t)|>8~

Die Wahrscheinlichkeit P(4) konvergiert mit #— 0 gegen Null fiir
jedes £ > 0. Da immer
t+h)—2(t
ist und auBerdem im Falle A
‘M}}:’L@ — () I <e¢

gilt, so hat man

Ex(¢t+h) —Ex(t ’ {2+ h)—2(t

|2t =E20 x| s | HHD =20 |

= P(4) EA"E(L“‘_"});‘_"(’) —x’(t)| + p(g)Ej"’i(‘_‘H_‘z_‘_"(i) _x/(,)‘

<2MP(4) +e¢.

€£>0 kann man dabei beliebig wihlen, und P(4) ist bei jedem gentigend
kleinen % beliebig klein. Es gilt folglich

£ Ex() = lim ZEFR B2 _ gy,
h—>0
w.z.b.w.
Beweis des SatzesII. Es sei
k=h
Sa=5 > xlt+ k), =222
k=1
b

Da S, gegen | = f x(f)dt konvergiert, so kann man fiir jedes ¢ >0

a
ein solches N wihlen, daB aus # = N die Ungleichung
PAy=P{S;—TJ|>¢<e
folgt. Setzt man
E=h
St — %Z’ Ex(t+ kh) = E(S,),
k=1
|Sz — EWN| = |E(Sa — N = E|Sa— J|
= P(4)E4|Sy — J| 4+ P(A)E4|S, — Jii < 2KP(4) + ¢ < (2K + 1)e.
Somit konvergiert S; gegen E(J), woraus die Gleichung

so wird

b
fEx(t) dt = imS* = E(J)
folgt. ot
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Der Satz II kann ohne jede neue Schwierigkeit fiir die zwei- und
mehrfachen Integrale erweitert werden. Wir wollen eine Anwendung
dieses Satzes auf ein Problem der geometrischen Wahrscheinlichkeiten
geben. Es sei G ein quadrierbares Gebiet der Ebene, dessen Gestalt
vom Zufall abhingt, d. h. es sei jedem Elementarereignis & eines Wahr-
scheinlichkeitsfeldes ein bestimmtes quadrierbares Gebiet G der Ebene
zugeordnet. Wir bezeichnen mit J den Inhalt des Gebietes G und mit
P(x,y) die Wahrscheinlichkeit, daB der Punkt (x,y) zum Gebiet G

gehort. Dann ist E(J) = f/P(x,y) dxdy.
Um dies zu beweisen, gentigt es, zu bemerken, daB
J=[[1x ) azdy,
P(x,y) = Ef(x,9)

ist, wobei f(x,y) die charakteristische Funktion des Gebietes G ist
(f(x,¥) =1 auf G und /f(x, ) auBerhalb G).

Fiinftes Kapitel.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und Erwartungen.

§ 1. Bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Wir haben im ersten Kapitel, § 6 die bedingte Wahrscheinlichkeit
Py (B) eines Ereignisses B nach einem Versuch % definiert. Es wurde
dabei im ersten Kapitel vorausgesetzt, da8 U nur endlichviele ver-
schiedene mdgliche Ausginge hat. Man kann aber Py (B) auch im Falle
eines Versuches 9 mit einer unendlichen Menge der moglichen Ausginge,
d. h. einer Zerlegung der Menge E in unendlichviele disjunkte Teil-
mengen, definieren. Eine solche Zerlegung erhidlt man insbesondere,
wenn man eine beliebige Funktion # von & betrachtet und die Mengen
u = const als Elemente der Zerlegung ¥, definiert. Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit Py, (B) wird auch mit P,(B) bezeichnet. Eine beliebige
Zerlegung A der Menge E erhilt man als die Zerlegung ¥%,,, welche durch
eine Funktion # von & ,induziert* ist, wenn man jedem & diejenige
Menge der Zerlegung % als #(£) zuordnet, welche & enthilt.

Zwei Funktionen # und #’ von £ bestimmen dann und nur dann
dieselbe Zerlegung ¥, = A, der Menge E, wenn eine solche einein-
deutige Zuordnung %’ = f(u) ihrer Wertebereiche F® und F*? existiert,
daB identisch #'(&) = fu(£) ist. Der Leser kann leicht nachpriifen,

1 Vgl. A. KoLMOGOROFF u. M. A.LeonNTowITscH: Physik. Z. Sowjetunion.
Im Druck (1933).
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daB die im folgenden definierten zufilligen GroBen P, (B) und P, (B) in
diesem Falle zusammenfallen, sie sind also wirklich durch die Zerlegung
A, = U, selbst bestimmt.

Man kann zur Definition von P, (B) die folgende Gleichung brauchen:

(1) P{ucA}(B) = E{ucA} Pu(B) .

Man kénnte leicht zeigen, daB im Falle einer endlichen Menge E®) der
moglichen Werte von # die Gleichung (1) bei jeder Wahl der Menge 4
erfiillt ist (wobei P,(B) nach § 6, erstes Kapitel definiert ist). Im all-
gemeinen Falle (in welchem P,(B) noch nicht definiert ist) beweisen
wir, daB immer eine und bis auf Aquivalenz nur eine zufillige GréBe
P,(B) existiert, welche als Funktion von # sich bestimmen 148t und
bei jeder Wahl von 4 mit P®(4) > 0 aus §*® der Gleichung (1)
geniigt. Die somit bis auf Aquivalenz bestimmie Funktion P,(B) von u
nennen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B in bezug auf u (oder
bei bekanntem %). Den Wert von P,(B) bei # = a bezeichnen wir
dabei mit P,(a; B).

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von P,(B). Multi-
pliziert man (1) mit P{u = A} = P®(4), so erhdlt man links

P{uc A}Pyc4(B) = P(B{uc 4}) = P(Bu-1(4))
und rechts

P{# © A} Egye 43 Pu(B) = fP,,(B) P(@E) = [P.(B) P®E®).
{uc 4} A4

Es ergibt sich also die Formel
) P(Bu~'(4)) = [P,(B) PO dE®).
A

Umgekehrt folgt aus (2) die Formel (1). Im Falle P® (4) = 0, in welchem
(1) keinen Sinn hat, ist (2) in trivialer Weise richtig. Die Forderung (2)
ist also mit (1) dquivalent.

Nach der Eigenschaft IX des Integrals (viertes Kap., §1) ist eine
zufillige GréBe x durch die Werte des Integrals

[ % P(dE)

4
fir alle Mengen aus § bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Da
Pu(B) eine auf dem Wahrscheinlichkeitsfelde (F®), P®) bestimmte zu-
fallige GroBe ist, so folgt daraus, daB die Formel (2) diese Gro8e P, (B)
bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Es bleibt uns die Existenz von P, (B) zu beweisen. Zu diesem Zwecke

brauchen wir den folgenden Satz von O. NIKoDYM!:

! NikopyM, O.: Fundam. Math. Bd. 15 (1930) S. 168 (Théoréme III).
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Es sei § ein BorELscher Mengenkorper, P(4) eine auf & definicrte
nichtnegative vollstindig additive Mengenfunktion (in der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Terminologie — eine zufillige GréBe auf (g, P))
und Q(A) eine zweite auf § definierte vollstindig additive Mengen-
funktion, wobei aus Q(4) = 0 die Ungleichung P(4) > 0 folgt. Es
existiert dann eine in bezug auf § meBbare Funktion f(£) (in der wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Terminologie — eine zufillige GroBe), welche
fiir jede Menge 4 aus § der Gleichung

Q(4) = [1(§) P@E)
A4

geniigt.
Um diesen Satz in unserem Falle anwenden zu kénnen, bleibt es
zu zeigen: 1° daB

Q(4) = P(Bu~1(4)

auf ¥ vollstindig additiv ist, 2° daB aus Q(4) = 0 die Ungleichung
P®(A4) > 0 folgt.
Zunichst folgt 2° aus

0=<P(Bu'(A4) =<P(u-1(4) =P®(4).
Um 1° zu beweisen, setzen wir

A=34,.

ut(d) = Su(4)

Dann ist

und
Bu-1(4) = Bu~'(4,).

Da P vollstindig additiv ist, so folgt daraus, daB
P(Bu-1(A4,) = 2 P(Bu~'(4,)
n

ist, w.z. b. w.

Aus der Gleichung (1) folgt insbesondere (wenn man A = E®
setzt) die wichtige Formel
) P(B) = E(Pu(B).

Wir wollen jetzt zum Beweise der zwei folgenden fundamentalen
Eigenschaften von bedingten Wahrscheinlichkeiten tibergehen:

Satz I. Es ist fast sicher, da8
(4) 0=P,(B) =1
ist.

Satz II. Ist B in die hiochstens abzihlbar vielen Summen den B,
zerlegt :

B=2B,,
n

Ergebnissc der Mathematik. 11/3. Kolmogoroff. 4
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so gilt fast sicher die Gleichung
(5) Pu(B) = X Pu(B,) -
n

Diese zwei Eigenschaften von P, (B) entsprechen den zwei charakte-
ristischen Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(B): es ist
immer 0= P(B) =< 4, und P(B) ist vollstindig additiv. Sie gestatten,
mehrere weitere wesentliche Eigenschaften der absoluten Wahrschein-
lichkeiten P(B) auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten P, (B) zu tiber-
tragen. Man soll dabei jedoch nicht vergessen, daB P,(B) bei einer
festen Menge B eine nur bis auf Aquivalenz bestimmte zufillige GréBe ist.

Beweis des Satzes I. Setzen wir voraus — im Gegensatz zu der
zu beweisenden Behauptung —, daB auf einer Menge M < E® mit
P® (M) > 0 die Ungleichung P,(B) =1 + ¢, & > 0, erfiillt ist, so ist
nach der Formel (1)

P{u:M}(B) = E{u:M} Pu(B) =1+te,
was offenbar unmdglich ist. Ebenso beweist man, daB fast sicher

Pu(B) =0 ist.
Beweis des Satzes II. Aus der Konvergenz der Reihe

%‘EIP.,(B,.)I =§E(Pu(3,,)) =§p(3”) = P(B)

folgt wegen der Eigenschaft V der mathematischen Erwartungen
(viertes Kap., §2), daB die Reihe

2 Pu(Ba)
n
fast sicher konvergiert. Da die Reihe

; E{ucA}lpu(Bn)l =”2 E{ucA} (Pu(Bn)) = nZ P{ucA}(Bn) = P{uc:A} (B)

bei jeder Wahl der Menge 4 mit P®)(4) > 0 konvergiert, so folgt aus
der erwihnten Eigenschaft V der mathematischen Erwartungen, daB
fiir jede Menge A der erwihnten Art die Relation

E{u:A} (g Pu(Ba)) = ;E{ucA}(Pu(Bn)) = P{ucA}(B) = E{ucA}(Pu(Bn))

gilt; daraus folgt die Gleichung (5) unmittelbar.

Zum Schlu8 dieses Paragraphen wollen wir auf zwei Spezialfille
hinweisen. Ist erstens #(f) = ¢ eine Konstante, so gilt fast sicher
P.(4) = P(4). Setzt man dagegen #(&) = &, so erhilt man sogleich,
daB P;(A) auf A fast sicher gleich Eins und auf A fast sicher gleich
Null ist. Pg(4) ist also die charakteristische Funktion der Menge A.

§ 2. Erkldarung eines BoreLschen Paradoxons.

Es sei die Menge aller Punkte einer Kugelfliche zur Grundmenge E
gewidhlt. Als § wihlen wir die Gesamtheit aller BorELschen Mengen
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der Kugelflichen. Endlich sei P(4) dem Inhalt der Menge 4 propor-
tional. Wir wihlen jetzt zwei diametrale Punkte zu Polen, dann ist
jeder Meridiankreis durch die entsprechende geographische Linge
¥, 0 <y < x, eindeutig bestimmt. Da 4 nur von 0 bis & lauft, wir
also.volle Meridiankreise (nicht Halbkreise) betrachten, muB auch die

Breite @ von —x bis +7 (nicht von —% bis + %) laufen. Die von BOREL
gestellte Aufgabe ist: die ,,bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir

die Breite @, —w = @ < +x, bei bekannter Lange y zu bestimmen.
Man berechnet leicht, daB

6,
PAO, =0 <6,)= if|cos@|d@
6,

ist. Die Wahrscheinlichkeifsverteilung fiir @ bei bekanntem 4 ist also
nicht homogen.

Setzt man voraus, daB die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir @ ,bei der Hypothese, daB & auf dem gegebenen Meridiankreis
liegt“, homogen sein soll, so erhilt man einen Widerspruch.

Dieser Umstand zeigt, daB der Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit in bezug auf eine isoliert gegebene Hypothese, deren Wahrscheinlich-
keit gleich Null ist, unzulissig ist: nur dann erhilt man auf einem
Meridiankreis eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir @, wenn dieser
Meridiankreis als Element der Zerlegung der ganzen Kugelfliche in
Meridiankreise mit den gegebenen Polen betrachtet wird.

§ 3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten in bezug auf eine
zufillige GroBe.

Ist x eine zufillige GréBe und P, (B) als Funktion von x im BOREL-
schen Sinne meBbar, so kann man P,(B) auch elementar definieren.
Man konnte in der Tat der Formel (2), § 1 die folgende Gestalt geben:

(1) P(B)PF(4) = [P.(B) POWE).

In unserem Falle ergibt sich unr:ittelbar aus (1), daB
(2 P(B) F§ (a) =faPz(a; B) dF®)(a)

ist. Nach einem Satz von LEBE_SZUEI' folgt aus (2), daB

. Fj(a+h) — F§(a)
(3) Po(a; B) = P(B)lim sz — ) h=o

ist, bis auf eine Menge H der Punkte a mit P®(H) = 0.

1 LEBESGUE: Legons sur Vintégration, S. 301—302. 1928.
4%
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P.(a; B) wurde im §1 nur bis auf eine Menge G mit P®(G) =0
definiert. Betrachtet man jetzt die Formel (3) als Definition von
P.(a; B), wobei im Falle der Nichtexistenz des Limes auf der rechten
Seite von (3) P,(a; B) = 0 gesetzt ist, so geniigt diese neue GroBe allen
Forderungen des §1.

Existieren noch die Wahrscheinlichkeitsdichten /@ (a) und #{(a)
und ist /®(a) > 0, so verwandelt sich die Formel (3) in die folgende:
15 (a)

% (a)"

Es folgt noch aus der Formel (3), daB die Existenz des Limes (3) und
der Wahrscheinlichkeitsdichte f® (a) die Existenz von f(a) zur Folge
hat. Es ist dabei

(5) P(B) 8 (a) = [*)(a) .

Ist P(B) > 0, so folgt aus (4) die Gleichung

(6) f5 @) = G0,

Im Falle /®(a) = 0 ist nach (5) f%(a) = 0, und folglich ist (6) auch
richtig. Ist dabei die Verteilung von x. stetig, so hat man

(4) P.(a; B) = P(B)

400 +oco0
(7) P(B) =E(P.(B) = [P.(a; B)dF(a) = [P.(a; B) {9 (a) da.

Aus (6) und (7) ergibt sich
(8) 72 (a) = P.(a; B) f*(a)

+o0

JP:(a; B) f*(a) da .

In dieser Gleichung haben wir den sog. BAYESschen Satz fiir die stetigen
Verteslungen erhalten. Die Voraussetzungen, unter welchen dieser Satz
bewiesen ist, sind also die folgenden: P,(B) ist im BoreLschen Sinne
meBbar und im Punkte @ nach der Formel (3) bestimmt, die Verteilung
von x ist stetig und die Wahrscheinlichkeitsdichte f* (a) im Punkte a
existiert.

§ 4. Bedingte mathematische Erwartungen.

Es seien # eine beliebige Funktion von & und y eine zufillige GréBe.
Eine zufillige GroBe E,(y), welche als Funktion von # darstellbar ist
und fiir jede Menge 4 aus §® mit P®(4) > 0 die Bedingung

(1) E{ucA}(y) = E{ucA} Eu(y)

erfiillt, heiBt (falls sie existiert) bedingte mathematische Evwartung der
Grofe y bei bekanntem Wert von u.
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Multipliziert man (1) mit P®(4), so erhilt man

(2) [yP@E) = [E.(y) PO @GEW).
{ucd} 4

Umgekehrt folgt aus (2) die Formel (1). Im Falle P®(4) = 0, in welchem
(1) keinen Sinn hat, ist (2) in trivialer Weise richtig. Ebenso wie im
Falle der bedingten Wahrscheinlichkeit (vgl. §1) beweist man, daB
E,(y) durch (2) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

Der Wert von E,(y) bei % = a bezeichnen wir mit E,(a;y). Es
sei noch bemerkt, daB E,(y) ebenso wie P,(y) nur von der Zerlegung %,
abhingig ist, und kann also als Eg,(y) bezeichnet werden.

In der Definition von E,(y) ist schon die Existenz von E(y) voraus-
gesetzt (man setze A = E®, dann ist Eg,. 43(y) = E(¥)); wir wollen
jetzt beweisen, daB die Existenz von E(y) fir die Existenz von E,(y) auch
hinreichend ist. Dazu geniigt es, nach dem Satz von O. NikobyM (vgl.
§ 1) zu beweisen, daB die Mengenfunktion

Q(4) = [yP(E)
{uc 4}
auf F® vollstdndig additiv und in bezug auf P®(4) total stetig ist.
Die erste Tatsache beweist man wértlich so wie im Falle der bedingten
Wahrscheinlichkeiten (vgl. §1). Die zweite Forderung der Total-
stetigkeit besteht darin, daB aus Q(4) % 0 die Ungleichung P®(4) >0
folgen soll. Setzt man voraus, daB P®)(4) =P{u < 4} =0 ist, so ist
offenbar
Q(4) = [yP(@E) = 0.
{uc 4}
Unsere zweite Forderung ist also auch erfiillt.
Setzt man in der Gleichung (1) 4 = E®, so ergibt sich die Formel

(3) E(y) = EE.(y).
Man beweist weiter, daB fast sicher
(4) Eu(ay + b2) = aE,(y) + bE,(2)

ist, wobei @ und b zwei beliebige Konstanten sind. (Die Durchfithrung
des Beweises kann dem Leser iiberlassen bleiben.)

Sind % und v zwei Funktionen des Elementarereignisses &, so kann
das Paar (¥, v) auch als eine Funktion von & betrachtet werden. Es
gilt dann die folgende wichtige Gleichung:

(5) EuEan (¥) = Eu(y).
In der Tat ist E,(y) durch die Relation
E{ucA}(y) = E{ucA} Eu (y)
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definiert. Man soll also beweisen, da8 E,E, ,(y) der Gleichung

(6) E{u: A} (y ) = E{u: A} Eu E(u, ) (}’)
gentigt. Aus der Definition von E,, ,(y) folgt

(7) E{ucA}(y) == E{u:A} E(u,v) ) -
Aus der Definition von E,E, , (y) folgt weiter, daB
(8) E{ucA} E(u,v) (y) = E{u:A} Eu E(u,v) (y)

ist. Die Gleichungen (7) und (8) haben die Gleichung (6) zur Folge,
womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Setzt man y = P¢(B) auf B gleich Eins und auBerhalb B gleich Null,

so ist E.(y) = Pu(B),
Ewn(¥) = Pa,o(B)-
In diesem Falle ergibt sich aus (5) die Formel
(9) Eu P(u,u) (B) = P(u) (B) .
Man kann die bedingte mathematische Erwartung E, (y) auch direkt

durch die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten definieren.
Man betrachtet zu diesem Zweck die folgenden Summen:

(10) Sa(u) %2'51P.,{k1gy< (k + 1)A}=§R,,,

Ist E(y) bestimmt, so konvergiert die Reihe (10) fast sicher. Es gilt
in der Tat nach der Formel (3) des §1

E|Ry| = |kA|P{ki=y < (k+ 1)1},
und die Konvergenz der Reihe

E=+4o0
(DIRPRL=y < (b + 1)1} = ZE|Ry]

ist die notwendige Bedingung der Existenz von E(y) (vgl. viertes Kap.,
§ 1). Aus dieser Konvergenz folgt, daB die Reihe (10) fast sicher konver-
giert (vgl. viertes Kap., § 2, V). Man beweist weiter ebenso wie in der
Theorie der LEBESGUEschen Integrale, daB aus der Konvergenz von
(10) bei irgendeinem A die Konvergenz bei jedem 4 folgt und daB im
Falle der Konvergenz der Reihe (10) S;(») mit 2 —~ 0 gegen einen be-
stimmten Limes konvergiert!. Man kann dann definitionsgemiB

(11) Eu(y) = }iff,s‘ ()

setzen. Um zu beweisen, daB die durch (11) definierte bedingte Erwar-
tung E,(y) den frither aufgestellten Forderungen geniigt, braucht man

! Dabei betrachten wir nur eine abziahlbare Folge von A-Werten: alle Wahr-
scheinlichkeiten P,{¢i=<y < (¥ + 1) A} sind dann fir alle diese Werte von
A fast sicher bestimmt.
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nur die Geltung der Gleichung (1) fiir die nach (11) definierte GroBe
E,(y) zu verifizieren. Dieser Beweis verlduft folgendermaBen:

Etwc a3 Euly) = limEque 43 S2(w)
A>0

+o00
—lim > kAP g{kh=y < (k+ 1)1} = Epen®).

A>0 k=—o0
Bei dieser Rechnung ist die Vertauschung des Erwartungs- und Limes-
" zeichens berechtigt, da S;(#) mit 4> 0 gleichmiBig gegen E,(y) kon-
vergiert (eine einfache Folge der Eigenschaft V' der mathematischen
Erwartungen aus §2). Die Vertauschung des Erwartungszeichens mit
dem Summenzeichen ist ebenfalls berechtigt, da die Reihe

:§§u=4}{lkl| Pulkd =y < (k+1)4]}

+ oo
S k4| Penylkd =y < (k+ 1) 4]

k
k= —

konvergent ist (direkte Anwendung der Eigenschaft V der mathemati-
schen Erwartungen!).
Man kénnte statt (11)

(12) Ea) = [yPu(@E)

E
schreiben, man darf aber dabei nicht vergessen, daB (12) kein Integral
im Sinne des vierten Kapitels, § 1 ist. so daB (12) nur eine symbolische

Bezeichnung ist.
Ist x eine zufillige GroBe, so nennen wir die Funktion von x und a

FP(a) =P;(y<a)

die bedingte Verteilungsfunktion von y bei bekanniem x. F¥(a) ist bei
jedem a fast sicher bestimmt. Ist @ <, so ist fast sicher

F?(a) < F2(b).
Aus (11) und (10) folgt, daB fast sicher

k=+too
(13) E.(y) =lim 2 RA[FY((k+ 1)3) — FY (k2)]
A>0k=—o0
ist!, Diese Tatsache kann man symbolisch durch die Formel
+ o0
(14) E.(5) = [adF¥(a)

ausdriicken.

1 Vgl. FuBnote 1 auf Seite 48.
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Mit Hilfe der neuen Definition (10 —11) der mathematischen
Erwartung beweist man noch leicht, daB fiir eine reelle Funktion von %

(15) Eulf (%) y] = {(u) Es (y)

ist.

Sechstes Kapitel.

Unabhéngigkeit.
Gesetz der grofien Zahlen.

§ 1. Unabhéngigkeit.

Definition 1. Zwei Funktionen # und v von & sind gegenseitig
unabhingig, wenn fiir je zwei Mengen 4 aus ™ und B aus {® die
folgende Gleichung gilt:

(1) Puc A, vc B) = P(uc A) P(vc B) = P®(4) P®(B).

Bestehen die Mengen E® und E® nur aus endlichvielen Elementen

EM =u, 4+ uy+ - + u,,

E® =9 +vg+ -0 + v,
so fillt unsere Definition der Unabhingigkeit von # und v mit der
Definition der Unabhingigkeit der Zerlegungen

E =;{u =},
E =%’{v = v}

nach dem ersten Kapitel, § 5 zusammen.

Fiir die Unabhingigkeit von # und » ist die folgende Bedingung
notwendig und hinreichend: Bei jeder Wahl der Menge A aus { ist
die Gleichung

(2) P,(uc 4) =Puc A)
fast sicher erfiillt.
Im Falle P®(B) = 0.sind in der Tat beide Gleichungen (1) und (2)

erfiillt, es geniigt folglich ihre Aquivalenz im Falle P®(B) > 0 zu be-
weisen. In diesem Falle ist (1) mit

3) Poepy(wc A) = P(uc A)
und folglich mit
(4) EgepPy(uc A) =Puc A4) -

dquivalent. Man sieht andererseits, daB aus (2) die Gleichung (4) folgt.
Umgekehrt, da P,(# < A) durch (4) bis auf die Wahrscheinlichkeit Null
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eindeutig bestimmt ist, folgt aus (4) die Gleichung (2) mit Fast-Sicher-
heit.

Definition 2. Es sei M eine Menge von Funktionen %, (£) von &,
diese Funktionen heiBen in ihrer Gesamtheit gegenseitig unabhingig,
wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Es seien M’ und M"’ zwei dis-
junkte Untermengen von M, A’ (bzw. A’') eine Menge aus ¢, welche
durch eine Relation zwischen #, aus M’ (bzw. M"’) bestimmt ist; dann

gllt die Gleichung P(A;AI/) =P (A/) P(A//) .

Man konnte die Gesamtheit aller ,, aus M’ (bzw. aus M") als Koordi-
naten einer Funktion #’ (bzw. #’’) betrachten. Die Definition 2 fordert
nur die Unabhingigkeit von %’ und #'’ im Sinne der Definition 1 bei
jeder Wahl teilfremder Mengen M’ und M".

Sind w,, u,, . . ., #, gegenseitig unabhingig, so ist immer

) Plu,c A, usc Ad,, ..., uyc 4,}
=P, c A,)Puyc A,)...P{u,c 4,),

wenn nur die Mengen 4, zu den entsprechenden §®® gehéren (Beweis
durch Induktion!). Diese Gleichung ist aber im allgemeinen keineswegs
fir die gegenseitige Unabhingigkeit von #,, %,, ..., %, hinreichend.

Man verallgemeinert (1) ohne Schwierigkeiten auf die abzihlbaren
Produkte.

Aus der gegenseitigen Unabhingigkeit von #,, in jeder endlichen
Gruppe (4,,, %,,, ..., %,,) folgt im allgemeinen noch nicht, daB alle %,
gegenseitig unabhingig sind.

Man bemerkt endlich leicht, daB die gegenseitige Unabhingigkeit
der Funktionen #, eigentlich eine Eigenschaft der entsprechenden Zer-
legungen Ay, ist. Sind ferner die #, eindeutige Funktionen der ent-
sprechenden #,, so folgt aus der gegenseitigen Unabhingigkeit der u,
diejenige von .

§ 2. Unabhingige zufillige GroBen.

Sind x,, #,, ..., x, gegenseitig unabhingige zufillige GréBen, so folgt
aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen insbesondere die Formel

(1) F@o..wa(q), g, ..., a,) = F®(a) F#)(a,) ... F*)(a,).

Wenn dabei der Mengenkorper @ % -+ * nur aus BoRELschen Mengen
des R™ besteht, so ist die Bedingung (1) fiir die gegenseitige Unabhingigkeit
der Grofen %y, %y, . . ., x, auch hinreichend.

Beweis. Es seien x'= (x;, x;,, . . ., x) und 2"'= (x;, %;, . . ., %;,)
zwei disjunkte Teilsysteme der GréBen x,, %, ..., %,. Man soll auf
Grund der Formel (1) beweisen, daB fiir je zwei BorELsche Mengen A’
und A" des RF (bzw. R™) die Gleichung

) PWcd,¥'cd) =P cd)PW cd)
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erfiillt ist. Das folgt aus (1) unmittelbar fiir die Mengen von der Form
= {xi, < a]_; xt'. < aa) ey x‘ik< ak}:
A=y, < by, 25, < by, .. Hje < b}

Man beweist weiter, daB diese Eigenschaft der Mengen A’ und 4"
bei der Differenz- und Summenbildung erhalten bleibt, woraus (2)
fiir alle BorELschen Mengen folgt.

Es sei jetzt x = {x,} eine beliebige (im allgemeinen unendliche)
Gesamtheit zufalliger GroBen. Ist der Mengenkorper F® mit dem Korper
BFM (M ist dabei die Menge aller u) identisch, so ist die Gesamtheit der
Gleichungen

(3) Frpn...un(@ 8y, ..., Gn) = Fpu,(a)) Fy,(a5) . .. Fpu (@)

fiir die gegenseitige Unabhingigkeit der Grofen x, notwendig und hin-
reichend.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt unmittelbar aus der
Formel (1). Wir wollen beweisen, daB sie auch hinreichend ist. Es
seien M’ und M" zwei disjunkte Untermengen der Menge M aller
Indizes u, A’ (bzw. A"’) eine Menge aus BFY, welche durch eine Relation
zwischen %, mit den Indizen g aus M’ (bzw. aus M") bestimmt ist;
man soll beweisen, daB dann die Gleichung
0 P(4’4") = P(4) P(4")
erfiillt ist. Sind A’ und A" Zylindermengen, so handelt es 51ch in Wirk-
lichkeit um Relationen zwischen endlichvielen GréBen x,; die Glei-
chung (4) ist in diesem Falle eine einfache Folge der fruheren Betrach-
tungen [Formel (2)]. Da aber die Relation (4) bei der Differenz- und
Summenbildung der Mengen A4’ (bzw. A") erhalten bleibt, so ist (4)
auch fiir alle Mengen aus BFY bewiesen.

Es sei jetzt fiir jedes ¢ aus einer Menge M eine Verteilungsfunktion
F,(a) a priori gegeben, man kann dann ein solches Wahrscheinlichkeits-
feld konstruieren, dap in diesem Felde gewisse zufdllige Grofen x, (u durch-
lauft die ganze Menge M) gegenseitig unabhdngig sein werden, wober x,
die a priovi gegebene Funktion F u(a) als Verteilungsfunktion haben wzrd
Um das zu beweisen, geniigt es, R¥ als die Grundmenge E und BF¥
als den Kérper § zu wihlen und die Verteilungsfunktionen F, . . ..
(vgl. drittes Kap., §4) durch die Gleichung (3) definieren.

Es sei noch bemerkt, daB, wie man oben gesehen hat, aus der gegen-
seitigen Unabhéngigkeit jeder endlichen Gruppe von GroSen x,
(Gleichung (3)] die gegenseitige Unabhéngigkeit aller x, auf BFY folgt.
In umfassenderen Wahrscheinlichkeitsfeldern kann diese Eigenschaft
verlorengehen.

Zum SchluB dieses Paragraphen geben wir noch einige Unabhingig-
keitskriterien fiir zwei zuféllige GroBen:
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Sind zwei zufillige GroBen x und y gegenseitig unabhingig und ist
E(x) ebenso wie E(y) endlich, so ist fast sicher

E: (y) =E(@),
E, (x) = E(x).
Diese Formeln bilden eine unmittelbare Folge der zweiten Definition
der bedingten mathematischen Erwartung [Formeln (10) bis (11) des

§ 4, fiinftes Kap.]. Folglich sind im Falle der Unabhingigkeit die beiden
GréBen

(5)

fo=ED—EON e _ Elx —E, ()
oy ¢ A (%)

gleich Null [wenn nur o2(x) > 0 und o%(y) > 0 ist]. Die Zahl f2 heifit
das Korrelationsverhdlinis von y zu x, g2 dasjenige von x zu y (PEARSON).
Aus (5) folgt weiter, daB

(6) E(xy) =E(®) E()
ist. Zum Beweise wendet man die Formel (15) aus dem fiinften Kapitel,
§4 an:

E(xy) =EE,(xy) =E[xE ()] = E[xE(®)] =E() E(x) .
Folglich ist im Unabhingigkeitsfalle

,— Ex9) —E@EQ)
*@ )

auch gleich Null; r ist bekanntlich der Korrelationskoeffizient von x und y.
Gentigen zwei zufillige Gré8en x und y der Gleichung (6), so heiBlen
sie unkorreliert. Fiir die Summe

S=x+%+ -+,
paarweise unkorrelierter GréBen x,, %,, ..., %, berechnet man leicht, dal
(7) o2 (s) = 0%(x;) + o2(xy) + --- + o2 (x,)

ist. Die Gleichung (7) gilt also insbesondere fiir die unabhingigen
GréBen x;.

§ 3. Gesetz der groBen Zahlen.
Zufillige GréBen s einer Folge
Sys Sgs -ves Spy o n-
heiBen stabil, wenn es eine solche Zahlenfolge
dy, dy, ..., 4y, ...
gibt, daB fiir jedes positive ¢
P{|sn — du| = €}
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mit # — oo gegen Null konvergiert. Wenn alle E (s,) bestimmt sind und
man

d,=E (Sn)

wihlen kann, so ist die Stabilitit normal.
Sind alle s, gleichmiBig beschrinkt, so folgt aus

(1) P{lsn —du| =2} >0 n > +oo
die Relation

IE(SH)_an_’O n_»_*_w
und folglich
(2) P{lsn — E(sa)| = ¢} » 0. % — 4oc

Die Stabilitit einer beschrinkten stabilen Folge ist also notwendig
normal.

Es sei
E(s, — E(sa))? = 02(s,) = o2

Nach der TcreEBYCHEFFschen Ungleichung ist

on
P{lsn — E(sa)| = e} = -
Folglich ist die MARKOFFsche Bedingung
3) o, >0 n —> +o00

fiir die normale Stabilitit hinreichend.
Sind s, — E(s,) gleichmiBig beschrinkt:

|sn — E(sp)| = M,
so ist nach der Ungleichung (9) aus §3, viertes Kapitel

o — ¢

Sl

Folglich ist in diesem Falle die MAaRKOFFsche Bedingung (3) fiir die
Stabilitidt von s, auch notwendig.

Ist

P{lsn — E(sn)| = €} =

T A
”__-—_31—_-—

und die Groflen x, paarweise unkorreliert, so hat man
1
o = ;?{‘72(3&) + 0%(x)) + -+ 4 0% (xa)}.
Folglich ist in diesem Falle fiir die normale Stabilitit der Mittelwerte Sp
die Bedingung
(4) o) = 02 (x;) + 0%(xy) + -+~ + 0%(x,) = o(n?)

hinreichend (Safz von TCHEBYCHEFF). Insbesondere ist die Bedingung
(4) erfiillt, wenn alle GréBen x, gleichmiBig beschrinkt sind.
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Man kann diesen Satz auf den Fall der schwach korrelierten GréBen
x, verallgemeinern: Setzt man voraus, daB der Korrelationskoeffizient
?mn* von x, und x, der Ungleichung
Tmn = c(|n — m])
geniigt und daB

k=n—-1

Ca =kzoc (k)
ist, so ist fiir die normale Stabilitit der Mittelwerte s die Bedingung
(5) Caop = o(n?)

hinreichend?.

Im Falle unabhingiger Summanden x, kann man auch eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit der Mittel-
werte s, geben. Fiir jedes x,, existiert eine Konstante m,, (Mediane von x,,),
die den folgenden Ungleichungen geniigt:

Plra<m,) <%,

Pt > ma) = 4.
Wir se‘zen nun
Xpp = %, Wenn |x, — my| < n ist,
%z = 0 im entgegengesetzten Falle,

% Fat X+ o+ 2.
s* = - .

Dann sind die Relationen

©) zp{lx. —:z,.l > n) =§P(xﬂ 4m) >0, n--oo
?) o (5t) = 3 oM 1ns) = o)

fir die Stabilitit der GroBen s, notwendig und hinreichend?.

Man kann dabei die Konstanten d,, gleich den GréBen E (s}) nehmen,
so daB im Falle )

E(s¥) —E(s)) =~ 0 7n — 400

(und nur in diesem Falle) die Stabilitit normal ist.

Man erhilt eine weitere Verallgemeinerung des TCHEBYCHEFFschen
Satzes, wenn man voraussetzt, daB s, irgendwie von den Ausgingen
irgendwelcher # Versuche

911) %Iz) AR | mn

* Es ist offenbar immer 7., = 1.

1 Vgl. A. KHINTCHINE: Sur la loi forte des-grandes nombres, C. R. de I’acad. sci.
Paris, Bd. 186 (1928) S. 285.

2 Vgl. A. KoLMoGoroFF: Uber die Summen durch den Zufall bestimmter
unabhingiger GroSen. Math. Ann. Bd. 99 (1928) S. 309—319 — Berichtigungen
ebenda Bd. 102 (1929) S. 484—488, Satz VIII (und der entsprechende Zusatz
S. 318).
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abhingt, so daB nach jedem bestimmten Ausgang aller dieser #» Ver-
suche s, einen bestimmten Wert erhilt. Die allgemeine Idee aller Sétze,
welche unter dem Namen des Gesetzes der grofien Zahlen bekannt sind, be-
steht darin, daB, wenn die Abhiingigkeit der GréBe s, bei einem groSen
n von jedem einzelnen Versuch A (k=1, 2, ..., n) sehr klein ist, die
GroéBen s, stabil sind. Betrachtet man

Brr = E[Ex,m, ... o0(5) — Eopoty... o (S) P
als ein verniinftiges MaB der Abhingigkeit der GréBe s, von dem Ver-
such %, so 14Bt sich die obenerwihnte allgemeine Idee des Gesetzes
der groBen Zahlen durch die folgenden Betrachtungen konkretisieren®:
Es sei
Znk = Boor, ... o (Sn) — Eoor, ... o2 (Sn) -

Dann ist
S”—E(S")=Zl+22+ +znr

E(an) = EE?I;QI....QIk(Sn) - EE‘)I.QI,...Q(k—l(sn) = E(S,,) - E(S,,) =0,
0 (2ar) = E(#y) = Brs -

Man berechnet weiter leicht, daB die zufilligen GréBen z,;, k=1, 2, ..., 7,
unkorreliert sind. Es sei in der Tat ¢ < k; dann ist?

Eo, o, ... %1 (20 Znk) = Zni Eoor, ... 901 (2n2)
= 24 E%[,QI. ceeMpon [Eﬂ;% ‘l[k(sn) - E?I;%I. e W1 (S,,)]

= Zni[Eott, ... %-1(Sn) — Eoot,... %1 (Sw)] =0

und folglich
E (zm'zuk) =0.
Wir haben also

*(Sp) = 0%(2a1) + 0%(2ns) + -+ + 2(zaa) = Bas + Paa+ -+ + Frn
Folglich ist die Bedingung
Bor+ B+ -+ fn—>0 n—-> +oo
fir die normale Stabilitit der GréBen s, hinreichend.

§ 4. Bemerkungen zum Begriff der mathematischen

Erwartung.
Wir haben die mathematische Erwartung einer zufilligen GroBe x als
400
E(x) = [ % P(dE) = [ adF® (a)
Jrrem=]

1 Vgl. A. KOLMOGOROFF: Sur la loi des grands nombres. Rend. Accad. Lincei
Bd. 9 (1929) S. 470—474.
2 Anwendung der Formel (15), finftes Kapitel, § 4.
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definiert. Dabei versteht man rechts das Integral im Sinne

+o00 c

: . , b —
(1) E(x) = [adF®(a) = llmﬁ/ adF®(a). 0 +z
Es liegt die Idee nahe, den Ausdruck
+b
2) E*(r) = lim / a dF® (a) b— +4oo
-b

als die verallgemeinerte mathematische Erwartung zu betrachten. Man
verliert dabei allerdings einige einfache Eigenschaften der mathemati-
schen Erwartungen. Z. B. ist in diesem Falle die Formel

E(* +9) =E@® +E0)

nicht mehr allgemeingiiltig. In dieser Form ist also die Verallgemeine-
rung kaum zuldssig. Es ist aber bemerkenswert, daB unter einigen ein-
schrinkenden Nebenvoraussetzungen die Definition (2) als eine ganz
natiirliche und brauchbare erscheint.

Man kann nimlich die Frage folgendermaBen stellen: Es sei

X1y Xpy vers Xgy ons

eine Folge von gegenseitig unabhingigen GroBen, welche dieselbe Ver-
teilungsfunktion F® (q) = F® (a), n =1, 2, ..., haben wie x. Es sei
weiter

s — xl+x2+...-._|ﬁ'

n n .
Es wird gefragt, ob eine solche Konstante E*(x) existiert, daB bei
jedem € > 0

3) limP (|s, — E*(x)]) >e=0 7n—> +oo

ist. Die Antwort lautet: Existiert eine solche Konstante E* (x), so ist sie
durch die Formel (2) dargestellt. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Giiltigkeit der Formel (3) besteht dabei aus der Existenz
des Limes (2) und der Relation

@) P(|#|>m) = o(5).

Zum Beweise braucht man den Satz, daB die Bedingung (4) fiir die
Stabilitit der Mittelwerte s, notwendig und hinreichend ist, wobei im

Falle der Stabilitit
+n
dy = | adF®(a)
]
gesetzt werden kannl.

1 Vgl. A. KoLMOGOROFF: Bemerkungen zu meiner Arbeit ,,Uber die Summen
zufalliger GréBen*. Math. Ann. Bd. 102 (1929) S. 484 —488, Satz XII.



58 VI. Unabhingigkeit. Gesetz der groBen Zahlen. [258

Existiert die mathematische Erwartung im fritheren Sinne [Formel
(1)), so ist die Bedingung (4) immer erfiilltl. Da in diesem Falle
E(x) = E*(x) ist, so bestimmt die Forderung (3) wirklich eine Ver-
allgemeinerung des Erwartungsbegriffes. Fiir die verallgemeinerte mathe-
matische Erwartung bleiben die Eigenschaften I—VII (viertes Kap., § 2)
erhalten, aus der Existenz von E*(x) folgt aber die Existenz von E*|x|
im allgemeinen nicht.

Um zu beweisen, daB der neue Erwartungsbegriff wirklich all-
gemeiner ist als der frijhere, geniigt das folgende Beispiel: Man setzt
die Wahrscheinlichkeitsdichte f® (a) gleich

. _ C
@) = Eerr e+ 2

wobei die Konstante C durch die Forderung
e

f 1@ (a) da =1

bestimmt ist. Man berechnet leicht, daB in diesem Falle die Bedingung
(4) erfiillt ist, die Forme! (3) den Wert

E(x) =0
ergibt, das Integral

+oc0 + 00
[1aldF® (@) = [|a| /9 (a) da

aber divergent ist.

§ 5. Starkes Gesetz der groBen Zahlen, Konvergenz von
Reihen.
Zufillige GréBen s, der Folge
Sys Sgy <5 Spy -
sind stark stabil, wenn es eine solche Zahlenfolge
dy, dy, ..., 8y, ...
gibt, daB die zufilligen Gré8en
Sp — dy

mit # — oo fast sicher gegen Null konvergieren. Aus der starken
Stabilitit folgt offenbar die gewéhnliche Stabilitit. Wenn man

dy = E(sy)
wihlen kann, so ist die starke Stabilitit normal.

1 Vgl. A. KOLMOGOROFF: Bemerkungen zu meiner Arbeit ,,Uber die Summen
zufilliger GréBen*. Math. Ann. Bd. 102 (1929) S. 484—488, Satz XIII.
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Im TcHEBYCHEFFschen Falle
—Htxtt

n

S

wobei die GréBen x, gegenseitig unabhingig sind, ist die Konvergenz
der Reihe oo
2
» S
n=1
fiir die starke normale Stabilitit der Mittelwerte s, hinreichend!. Diese
Bedingung ist in dem Sinne die beste, daB man fiir jede Reihe von
Konstanten b, mit oo
n=1
eine Reihe von gegenseitig unabhingigen zufilligen GréBen x, kon-
struieren kann, so daf
o? (xn) = by
ist und die entsprechenden Mittelwerte s, nicht stark stabil sind.
Haben alle x,, dieselbe Verteilungsfunktion F® (), so ist die Existenz
der mathematischen Erwartung
+o00
E(x) = / 2 dF@ (a)
fiir die starke Stabilitit von s, notwendig und hinreichend, die Stabilitit
ist in diesem Falle immer normal2.
Es seien jetzt wieder
Xy Xgy coes Xy oee
beliebige gegenseitig unabhiingige zufillige GroBen. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit der Konvergenz der Reihe

(1) g .

entweder gleich Eins oder Null. Diese Wahrscheinlichkeit ist ins-
besondere gleich Eins, wenn die beiden Reihen

S:E(x,.) und i'az (%)
n=1 n=1

konvergent sind. Es sei weiter
Yn = %n, im Falle |x,|=<1,
yo=0, im Falle |x,]>1
1 Vgl. A. KoLMoGOROFF: Sur la loi forte des grandes nombres. C. R. Acad.

Sci., Paris Bd. 191 (1930) S. 910—911.
2 Der Beweis ist noch nicht publiziert,
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gesetzt. Dann ist die gleichzeitige Konvergenz der Reihen

gp{|x,|>1}, gew und §a=<y.,>

fiir die Konvergenz der Reihe (1) mit der Wahrscheinlichkeit Eins
notwendig und hinreichend®.

Anhang.

Null- oder Eins-Gesetz
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Man hat schon mehrere Fille beobachtet, in welchen gewisse Grenz-
wahrscheinlichkeiten notwendigerweise gleich Null oder Eins sind. Zum
Beispiel kann die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz einer Reihe un-
abhingiger zufilliger GroBen nur diese zwei Werte annehmen?. Wir
wollen jetzt einen allgemeinen Satz beweisen, welcher mehrere solche
Fille umfaBt.

Satz. Es seien %4, %3, . . ., %, . . . irgendwelche zufillige Gr68en und
f(%y,%;,..., %, ...) eine BAIREsche Funktion® der Variablen #,, %,, ...,
%, ... derart, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit

Pz.,z,,...,z,.{f(x) = 0}

F@, %, ooy %y, ...) =0

der Relation

bei den bekannten # ersten GroBen x4, %,, ..., %, der absoluten Wahr-
scheinlichkeit

() P{/ () = 0}

fiir jedes m gleich bleibt. Unter diesen Bedingungen ist die Wahr-
scheinlichkeit (1) Null oder Eins.

Insbesondere sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, wenn
alle GroBen x, gegenseitig unabhingig sind und der Wert der Funk-
tion f(x) bei einer"Anderung von endlich vielen GréBen #, unverindert
bleibt.

1 Vgl. A. KHINTCHINE u. A, KoLMoGOROFF: Uber Konvergenz von Reihen.
Rec. math. Soc. math. Moscou Bd. 32 (1925) S. 668—677.
2 Vgl Kap. VI, § 5. Dasselbe gilt auch fiir die Wahrscheinlichkeit

P{s, — d,— 0}
im starken Gesetz der groSen Zahlen, wenigstens in dem Falle, daB die GréBen x,
gegenseitig unabhingig sind.
3 Dabei versteht man unter einer BairEschen Funktion eine Funktion, welche
ausgehend von Polynomen durch iterierte Grenziiberginge darstellbar ist.
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Beweis des Satzes. Wir bezeichnen mit 4 das Ereignis
f(x) =o0.

Neben diesem Ereignisse betrachten wir den Kérper & aller Ereignisse,
welche durch irgendwelche Relationen zwischen endlich vielen Gré8en x,,
bestimmt werden konnen. Gehort ein Ereignis B zu &, so ist wegen der
Bedingungen des Satzes

() Pp(4) =P(4).

Im Falle P(A) =0 ist unser Satz schon bewiesen. Es sei also
P(4) > 0. Dann folgt aus (2) die Formel

Pz(4)P(B
3) Pu(B) =25 — p(B).

P(B) und P4(B) sind also zwei vollstindig additive Mengenfunktionen,
welche auf ® zusammenfallen, sie miissen folglich auch fiir jede Menge
der BoreLschen Erweiterung B® des Kérpers & einander gleich bleiben.
Insbesondere ist deswegen

P(4) =P4(4) =1.

Womit unser Satz bewiesen ist.

Einige weitere Fille, in welchen man iiber gewisse Wahrscheinlich-
keiten behaupten kann, daB sie nur die Werte Null und Eins annehmen
konnen, wurden von P. LEvy entdeckt. Vgl. dazu P. LEvy: Sur un
théoréme de M. KHINTCHINE, Bull. des Sc. Math. Bd. 55 (1931) S. 145—160,
Théoréme II.
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