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Vorwort zur dritten Auflage.

Die vorliegende dritte Auflage meines Leitfadens unterscheidet
sich von den vorhergehenden hauptsichlich durch eine stérkere Beriick-
sichtigung der Anwendungen. Einzelne Abschnitte, wie die iiber die
topographischen Flachen und die Zentralprojektion, sind ganz neu
bearbeitet worden; villig unverindert sind nur kleine Teile des Buches
geblieben. In theoretischer Hinsicht hat der behandelte Stoff keine
wesentliche Vermehrung erfahren; namentlich habe ich auf die Heran-
ziechung der projektiven Geometrie, der Photogrammetrie usw., die
gesondert vorgetragen werden, nach wie vor verzichtet.

Wie bisher ist der Leitfaden in erster Linie fiir die Studierenden
bestimmt, die gleichzeitig meine Vorlesungen héren. Um aber seine
Benutzung auch weiteren Kreisen zu erleichtern, sind auf Wunsch des
Herrn Verlegers die Figuren stark vermehrt worden. Dabei habe ich
mich zumeist auf die Angabe sorgfiltig ausgewihlter Daten beschrinkt,
um hierdurch den Leser zu zwingen, die Zeichnung aus den gegebenen
Bestimmungsstiicken — am besten in vergrofertem Mafstabe — auf
Grund des ausfiibrlichen Textes eigenhindig zu entwerfen. Ich hoffe
durch diese Anordnung namentlich solchen Studierenden zu niitzen, die
bereits einige Vorkenntnisse in der darstellenden Geometrie besitzen, unter
anderen auch denen, die das kurz gefafte Buch zur Vorbereitung auf
eine Priifung verwenden méochten.

Darmstadt, im Mirz 1917.

Der Verfasser.
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Einleitung.

Die darstellende Geometrie lehrt, rdumliche Figuren in
¢iner Ebene abzubilden und Aufgaben iiber diese Figuren auf
Grundlage der Abbildung durch Zeichnung zu lésen.

Zur Herstellung solcher Abbildungen dient das Verfahren der
Projektion: Um die Zentralprojektion einer gegebenen Figur zu
erhalten, zieht man von einem festen Punkte (Auge oder Projektions-
zentrum) nach allen Punkten der Originalfigur gerade Linien (Seh-
strahlen oder projizierende Strahlen) und bestimmt ihre Schnitt-
punkte mit der Bild- oder Projektionsebene. Riickt das Pro-
jektionszentrum in unendliche Entfernung, werden also die projizierenden
Strahlen untereinander parallel, so entsteht eine Parallelprojektion,
die als senkrecht (orthogonal) oder schief bezeichnet wird, je nach-
dem die projizierenden Strahlen auf der Bildebene senkrecht stehen
oder nicht.

An Stelle der Ebene kann unter Umstinden eine krumme Fliche
als Bildfliche treten; auch lifit sich das Projektionsverfahren in solcher
Weise verallgemeinern, dal von den rdumlichen Objekten Bilder ent-
stehen, die selbst wieder drei Dimensionen haben (Reliefperspek-
tive, vgl. Anhang).

Miller, Darstellende Geometrie. 1



Erster Abschnitt.
Die Parallelprojektionen.

I. Darstellung einfacher Raumgebilde in schiefer
Parallelprojektion.

1. Ist TT die Projektionsebene und I eine Gerade, welche die Rich-
tung der projizierenden Strahlen angibt, so erhilt man von irgend
einem Originalpunkte P die Projektion P; als den Schnittpunkt von
TT mit der Parallelen durch P zu I

Konstruiert man zu allen Punkten 4, B, C... einer Original-
geraden g, die nicht || I ist, die Projektionen A,, B, Cs ..., so bilden
die projizierenden Strahlen eine Ebene (die projizierende Ebene von g),

Fig. 1. Fig. 2.
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und diese schneidet die TT in der Bildgeraden g, (Fig.1). Die Pro-
jektion einer Geraden, die nicht die Richtung der pro-
jizierenden Strahlen hat, ist also wieder eine Gerade; ist aber
die Gerade || 7, so ist ihre Projektion ein Punkt.

Die Gerade g, geht durch den Schnittpunkt G- von g mit TT (Spur
oder Spurpunkt von g).

Aus Fig. 1 folgt: Die Abschnitte auf der Bildgeraden ver-
halten sich wie die entsprechenden Abschnitte auf der
Originalgeraden.

Je nach der Wahl der Projektionsrichtung ist 4; B; = A B. Ziehen
wir aber in Fig.2 g || TI, so wird g, || g, mithin 4, B; = AB. Die
Projektion einer zur Bildebene
parallelen Strecke ist also der
Originalstrecke gleich und par-

xn allel. Ist demnach eine ebene
E /F/' Figur zur Bildebene parallel, so
sind Bild- und Originalfigur kon-
gruent und parallel.

Cn )S 2. Sind die Originalgeraden 4 B
T und CD parallel, so sind auch ihre

Fig. 8.
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projizierenden Ebenen parallel, mithin ist A4, B, || C; D, (Fig. 3).
D. h.: Parallelen Originalgeraden entsprechen parallele Bild-
geraden.

Zieht man BE || B, A, bis AA, und DF || D, C; bis CC,, so ergibt
sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABFE und CDF: Die Pro-
jektionen paralleler Strecken verhalten sich wie die
Originalstrecken.

8. Die Fig.1 bis 3 geben uns von der im Raume liegenden Bild-
ebene TT sowie von der Originalfigur und ihrer Projektion selbst wieder
eine Abbildung — namlich eine schiefe Parallelprojektion — auf die
Zeichenebene. Indem wir jetzt dazu iibergehen, einfache Korper in
Parallelprojektion darzustellen, lassen wir die Bildebene TT naturgemiB
mit der Zeichenebene zusammenfallen. Dabei empfiehlt es sich, be-
ziiglich der an sich vollkommen willkiirlichen

Richtung der projizierenden Strahlen ein Fig. 4.
fiir allemal eine bestimmte Verabredung zu 0
treffen; wir wollen etwa festsetzen: Diese z /
Richtung soll immer so gewihlt werden, daf 0

die Projektion jeder auf der Zeichenebene TT

senkrechten Strecke halb so gro§ wird wie

die Originalstrecke und mit der Breitenrichtung der Zeichenebene einen
Winkel von 300 einschlieBt. Oder genauer ausgedriickt: Ziehen wir
in der vertikal gedachten Ebene TT durch irgend einen Punkt O die
horizontale Gerade x sowie die beliebig lange Strecke O @ unter einem
Winkel von 30° gegen # und errichten in O zu TI nach vorn das
Lot OP = 2.0, so soll die im Raume liegende Gerade P@ die -
Richtung der projizierenden Strahlen angeben (¥ig.4).

Unter dieser Voraussetzung stellt in Fig.1 bis 3 das mit TT be-
zeichnete Parallelogramm ein horizontales Rechteck dar, von dem zwei
Seiten zur Zeichenebene parallel sind. Man zeichne ebenso die schiefe
Projektion eines Wiirfels mit horizontaler Grundfliche und zwei zu TT
parallelen Seitenflichen, ferner die Projektion eines aufrecht stehenden
Kreuzes, dessen vordere Fliche || TT ist, dann die einer Treppe, deren
Stufen auf TT senkrecht stehen, usw.

4. Die schiefe Projektion eines Vielflachs ist ohne weiteres kon-
struierbar, wenn eine Reihe von Strecken bekannt ist, die zur Bildebene
parallel oder senkrecht sind, und die das Vielflach in der angenommenen
Lage bestimmen.

Darstellung einer regelméafiigen fiunfseitigen Pyramide
mit horizontaler Grundfliche. Die vor TT befindliche Grundfliche
ABCDE sei gogeben durch die Schnittlinie # ihrer Ebene mit TT und
durch die Lage A4,B,CyDy E,, in die si¢ gelangt, wenn sie um % nach
unten in TT umgelegt wird; dabei moge CoD, || # sein. Die Hohe der
Pyramide sei = h (Fig. 5).

Um zunichst die schiefe Projektion A4, von A zu ermitteln, ziehe
man A,J 1z als Umlegung des von A auf x gefillten Lotes, sowie
JA, unter 30° gegen x. Macht man dann JA, — 1JA4, (bequemer
zieht man A, A, unter 60° gegen z), so ist J A, die Projektion von

1*



—_— 4 —

JA. — Auf A,J liegen die Mittelpunkte F, G, von B, E,, C,D,, sowie
der Mittelpunkt M, des Finfecks. Zieht man durch diese Punkte
Parallelen zu Ay A4;, so findet man auf J A4, die entsprechenden Punkte
Fy, G5, Ms. Da BE| x, also || TT ist, so ist auch BFl;||x und
Fig. 5. FyBy = F.E; — F,B,. Ebenso ergibt
x sich C;Ds. Die Hohenlinie der Pyramide
ist || TT und Lx; ihre Projektion geht

also durch M,1lx und ist = h.

D, c 5. Projiziert man die bisher dar-
 — e gestellten Korper in unverdnderter Lage
/ v senkrecht auf TT, so zeigt sich, daB die
\ entstehenden Bilder weniger anschaulich

sind als die zuvor erhaltenen, weil alle

« 7 o Geraden und Ebenen, die auf TT senkrecht

‘VAO stehen, bzw. als Punkte und Geraden ab-

. . gebildet werden. Um auch in senkrechter
' h " Projektion anschauliche Bilder zu erhalten,

miilte man die besondere Lage aufgeben,
welche die Korper gegen die Bildebene einnehmen, was jedoch die
Konstruktion der Bilder erheblich erschweren wiirde. Die schiefe Pro-~
jektion erweist sich demnach als vorzugsweise geeignet, um von stereo-
metrischen Figuren anschauliche Skizzen zu zeichnen, und in diesem
Sinne werden wir sie im folgenden immer benutzen.

II. Punkt, gerade Linie und Ebene in senkrechter Projektion
auf zwei zueinander senkrechte Projektionsebenen.

Darstellung des Punktes.

6. Ein Punkt im Raume ist durch Angabe seiner schiefen oder
senkrechten Projektion noch nicht bestimmt. Das gebriuchlichste Ver-
fahren, um die Lage des Originalpunktes zu bestimmen, besteht in der
Anwendung senkrechter Projektion auf zwei zueinander senkrechte
Projektionsebenen, von denen die eine immer horizontal, die andere also
vertikal gestellt wird. Indem wir diese Darstellungsweise den folgenden
Entwickelungen zugrunde legen, lassen wir die vertikale Projektions-
ebene stets mit der Zeichenebene (Wandtafel) zusammenfallen und
gebrauchen die folgenden Bezeichnungen:

Horizontal- oder GrundriBebene, erste Projektionsebene,

erste Tafel, TT,;

Vertikal- oder Aufrifiebene, zweite Projektionsebene,

zweite Tafel, TTy;

Projektionsachse oder kurz Achse fiir die Schnittlinie 2 beider

Ebenen;

ferner in bezug auf einen Originalpunkt P:

Horizontalprojektion oder Grundrif, erste Projektion, P’
Vertikalprojektion oder AufriB, zweite Projektion, P";
erster bzw. zweiter projizierender Strahl PP/, PP".
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Wir unterscheiden vordere und hintere TT, (4+ TT, und — TT,),
sowie obere und untere TIy(4 TT3 und — TT,). Die Projektions-
ebenen teilen den Raum in vier Quadranten, die in der Reihenfolge
(+ n]r + Tr2)9 (_’ Trlv + TT?)! ('—' Trl: - Tr2)7 (+ TTI) '—'TT2) als
erster bis vierter Quadrant bezeichnet werden.

Bei der Herstellung von Grund- und Aufrif denken wir uns das
unendlich ferne Auge oberhalb der TT; bzw. vor der TT; und die Pro-
jektionsebenen als undurchsichtig; deshalb wird der abzubildende Gegen-
stand nur dann von beiden Augen gesehen, wenn er sich im ersten
Quadranten befindet, und wir legen ihn daher in Zukunft, wenn méglich,
immer in diesen Quadranten.

Fig. 6 zeigt rechteckig begrenzte Teile der beiden Projektions-
obenen und einen im ersten Quadranten liegenden Punkt P mit seinen

Fig. 6. Fig. 6a.
+11, o,
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projizierenden Strahlen, dargestellt in schiefer Projektion unter der
Voraussetzung, daf die TT, mit der Zeichenebene zusammenfillt, oder
zu ihr parallel ist; der Index s, den wir bisher zur Bezeichnung der
schiefen Projektion benutzt hatten, ist hier der Einfachheit wegen weg-
gelassen.

7. Die Ebene PP'P" ist senkrecht auf TT, und TI,, also auch auf
x; verstehen wir demnach unter P, ihren Schnittpunkt mit #, so sind
P' P, und P" P, auf x senkrecht, d. h.: Die von den beiden Pro-
jektionen eines Punktes auf die Achse gefiallten Lote treffen
sich in der Achse.

In dem Rechteck PP'P,P" ist PP' — P"P,; in Worten: Die
Entfernung eines Punktes von der ersten Projektionsebene
(sein erster Tafelabstand) ist gleich der Entfernung seiner
zweiten Projektion von der Achse. Ebenso ist PP — P'P,.

8. Um die Zeichnung auf eine einzige Ebene zu beschrinken,
drehen wir die TT; um z, bis sie mit TT, zusammenfillt, und zwar wollen
wir diese Umlegung immer in der Weise ausfithren, daf die + TT, auf
die — TT, zu liegen kommt. Dann fillt P’ P, in die Gerade P"' P,, d. h.:
Die beiden Projektionen eines Punktes liegen in einem Lote
zur Projektionsachse (Fig.6a).
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Umgekehrt bilden irgend zwei Punkte P’ und P" der
Zeichenebene, deren Verbindungslinie auf x senkrecht steht,
die beiden Projektionen eines Raumpunktes P, der auf diese
Weise eindeutig bestimmt ist.

Fig. 7 stellt einen Punkt @ des zweiten Quadranten dar. Man
zeichne ebenso die Projektionen eines Punktes des dritten sowie des
vierten Quadranten. Nur bei den Punkten des

Fig. 7. erstenQuadranten liegt derGrundrifunter-
Q" halb z, der Aufrill oberhalb z.
? Liegt ein Punkt in der ersten Projektions-

%’Q, ebene, so liegt seine zweite Projektion in der

, Achse; befindet sich der Punkt in der zweiten Pro-

| jektionsebene, so liegt seine erste Projektion in
~——Ll—— % der Achse.

‘Wir nennen Halbierungsebenen die beiden
durch die Achse gehenden Ebenen H, und H,, die den ersten und
dritten bzw. den zweiten und vierten Quadranten halbieren. Die beiden
Projektionen eines Punktes der H, liegen symmetrisch zu z, die-
jenigen eines Punktes der H, fallen zusammen.

9. Obwohl ein Raumgebilde durch Grund- und Aufrif} seiner Punkte

bereits vollkommen bestimmt ist, erweist es sich unter Umstinden als
zweckmiBig, seine senkrechte Projektion

Fig. 8. _ auf eine dritte Ebene TI; hinzuzufigen,

2 "2 die auf TT, und TT,, also auf & senkrecht
- 1P P" ist und Seitenrif- oder Kreuzrifebene
3| P, /———f,?’ }T genannt wird. Dann entstehen die neuen

; o Projektionsachsen y =— TI; X TT; und
tol.- | P, 2 = TI, < TI;, und die drei Geraden z, ¢, #

) A b % gschneiden sich rechtwinklig im Punkte

m ] m, 0 = TI, x TTy x TT;. Fig.8 gibt hiervon

eine Skizze in schiefer Parallelprojektion.
Ist P'"' die dritte Projektion des
Punktes P, so haben die von P’ und
P" auf y gefillten Lote denselben FuBpunkt P, (Art. 7). Ebenso
treffen sich die Lote von P und P auf z in einem Punkte P..

Fig. 8a. Fig. 8b.
z

z
s m, m,

z 0

z 3
y 0 ‘
m, m, m
y y

Die drei Tafelabstinde PP — OP,, P"P —= OP,, PPP = 0P,
werden in der analytischen Geometrie des Raumes als die Koordinaten
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von P bezeichnet. Sie dienen zur eindeutigen Bestimmung von P,
wenn jeder einzelne Abstand von der betreffenden Ebene aus nach der
einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten negativ gerechnet wird.

Zum Zwecke der Darstellung wird naturgemaB auch die TT; mit
der Zeichenebene TT, zur Deckung gebracht. Man erreicht dies am ein-
fachsten durch eine Drehung um #, etwa so, daf die vordere TT; auf
die linke Halbebene TT, zu liegen kommt (Fig.8a). Man kann aber
auch die TT; zunichst um y in die TT, umlegen, z. B. die obere TT; in
die linke Halbebene TT,, und dann die vereinigten Ebenen um x in dem
frither festgesetzten Sinne so lange drehen, bis sie mit TT; zusammen-
fallen (Fig. 8b). Man beachte, dall bei der ersten Art der Umlegung
die y-Achse, bei der zweiten die z-Achse in der Figur doppelt auftritt.

10. Grundaufgabe. Aus der ersten und zweiten Pro-
jektion P’ und P"” eines Punktes P die dritte P" zu kon-
struieren (Fig.9). Die Ebene TT; sei durch die Gerade #lx gegeben.

Fig. 9. Fig. 10.
z ”
P "
P
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} |
|
. of B, S —
! T X
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Y y

Legt man sie wie in Fig.8a in die Ebene TT; um, so fillt die Strecke
P,P", die = P,P' ist, in die Verlingerung von P" P, Hieraus folgt
fiir die Bestimmung von P’ die einfache Regel: Man ziehe durch
P" eine Parallele zu # und mache aufihr von z aus die Strecke
P,P" = P,P'. — Ohne Benutzung des Zirkels erhalt man P'" mittels
der Geraden h, die den rechten Winkel zwischen den beiden Umlegungen
desselben Teiles der y-Achse halbiert, durch P’ Py || £ bis h und P, P" | .

Bei der in Fig. 8b angedeuteten Art der Umlegung ziehe man die
Gerade PP, || z bis y und mache auf ihrer Verlingerung die Strecke
.Py.P", — .PxP".

1l. Zuweilen ist es vorteilhaft, die neue Projektionsebene so zu
wihlen, daf sie nur auf einer der beiden urspriinglichen Tafeln senk-
recht steht. Sei z. B. TT; LTT, und y die Schnittlinie beider Ebenen
(Fig.10). Legt man, wie bei der zweiten Losung der vorhergehenden
Aufgabe, die TT; um ¥ in die TT, um, so ist nach Art. 8 P'P'"" Ly und
nach Art.7 P'"" P, = Abstand PTI;, — P"P,. In Worten: Der Ab-
stand der neuen Projektion von der neuen Achse ist gleich

dem Abstande der wegfallenden Projektion von der alten
Achse.

12. In derselben Weise findet man weiter die Projektion P von
P auf eine vierte Tafel TI,, die auf der TT; senkrecht steht. Dann
bildet die Schnittlinie % der beiden Tafeln, die in Fig. 10 durch ihre
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Umlegung in die TT; gegeben ist, eine neue Projektionsachse. Denkt
man sich also die TT, um w in die TI; und mit dieser in die TT; um-
geklappt, so ist P P Lw und Abstand P™w = Abstand P'y.

Die Einfithrung neuer Projektionsebenen kann dazu dienen, um
von einem Gegenstande anschauliche Bilder zu erhalten, wenn die ur-
gpriinglichen Projektionen wegen der besonderen Lage des Gegenstandes
gegen die Projektionsebenen zu wenig anschaulich sind.

Man verfahre so bei einem Wiirfel, dessen Grundfliche ABCD in
TI, liegt, und dessen Kante AB ||« ist.

13. Ist ein Gegenstand durch seine Projektionen A'B'C’... und
A"B"(C"... gegeben, und verschiebt man die Projektionsachse x parallel
zu sich selbst um die Strecke e z. B. nach unten, so vermehrt man die
ersten Tafelabstinde aller Punkte 4, B, C ... um ¢ und vermindert
ihre zweiten Tafelabstinde um denselben Betrag. Dann sind aber
A'B'C'...und A"B"(C" ... die Projektionen, die sich von dem dar-
gestellten Gegenstande ergeben, wenn man ihn LTI, nach oben und
LTI, nach hinten jedesmal um e, also im ganzen um die Strecke
¢ Y2 LH, verschiebt.

LaBt man daher die Projektionsachse ganz weg, so ist durch die
beiden Projektionen der Gegenstand selbst bestimmt, seine Lage gegen
die Projektionsebenen aber nur bis auf Schiebungen senkrecht zur
Halbierungsebene H;.

Nun kommt es bei technischen Zeichnungen auf die Lage
des Gegenstandes gegen die Projektionsebenen nicht an, und deshalb
pflegt man bei solchen Zeichnungen auf die Angabe der Pro-
jektionsachse iiberhaupt zu verzichten.

Um dann von dem durch seine Projektionen A’'B’'C’... und
A/B"C" ... gegebenen Gegenstande eine dritte Projektion auf eine
TT; LT, zu konstruieren, darf man z. B. A" beliebig wihlen. Zieht man
durch A" die Gerade ul A’A” und durch A" die Gerade vl A'A",
so ergibt sich B'” aus der Bedingung

Abstand B"'v = Abstand B"u.

Darstellung der Geraden.

14. Eine Originalgerade g, die auf keiner der Projektionsebenmen
senkrecht steht, hat zu ihrem Grund- und Aufri zwei Geraden g’ und
¢", namlich die Schnittlinien ihrer ersten und zweiten projizierenden
Ebene bzw. mit TI, und TT, (vgl. die Skizze 11 in schiefer Parallel-
projektion und die entsprechende Fig.11a in Grund- und Aufrif).

Ist P ein Punkt von g, so liegt P’ auf ¢, P” auf ¢", und
zwar so, dall P'P"” Lz ist. Daher verhalten sich die Abschnitte auf
g’ wie die entsprechenden Abschnitte auf ¢”.

16. Gerade Linien in besonderer Lage gegen die Pro-
jektionsebenen.

a) Ist g || T, soist ¢" ||z (und ¢' || 9). — Ist g || TTy, soist ¢’ || =
(und g" || g).

b) Ist g || z, so sind ¢’ und ¢" || .
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c) Ist g LTT,, so ist ¢ ein Punkt und g” La. — Ist g LTT,, so ist
g Lz, g" ein Punkt.

d) Ist gLz, d. h. liegt ¢ in einer zu # senkrechten Ebene, so be-
finden sich ¢’ und ¢” in einer zu x senkrechten Geraden.

18. Zwei beliebige Geraden g’ und g” der Zeichenebene, von denen
keine auf x senkrecht steht, konnen umgekehrt als Projektionen einer
Geraden g im Raume angesehen werden, die
auf diese Weise eindeutig bestimmt ist. Bringt
man namlich die TT; mit der in ihr liegenden m,
Geraden ¢’ in ihre urspriingliche Lage L TT,, ”
so ergibt sich ¢ als Schnittlinie der beiden \7\\;&'\
projizierenden Ebenen, die durch ¢’ und g" ! Lo
bzw. LTI, und LTT, gelegt werden. ! { i -

' : /i -
) Steht aber _s].Lx, s0 ist g" entweder *‘g\L/
ein Punkt, oder g’ und g” liegen in derselben y
Senkrechten zu x. Im letzten Falle decken

Fig. 11.

1
'
I

Fig. 11a.

sich die beiden projizierenden Ebenen; die
Originalgerade ist also durch Angabe von g’ ™,
und ¢"” noch nicht bestimmt. Hierzu bedarf 9’
es der Projektionen A', A" und B, B” zweier T\
Punkte 4 und B (Fig. 12). Um dann zu :
einem dritten Punkte C der Geraden, der ' z

|

!

durch C’ bestimmt ist, die zweite Projektion
C"' zu ermitteln, lege man die projizierende
Ebene von g um ¢"” in die TTy um, oder man -
ermittle die dritte Projektion ¢’ — 4" B n 9

. 1
auf eine TT; L.

17. Unter dem ersten bzw. zweiten
Spurpunkte der Geraden g versteht man ihre Schnittpunkte G, und
G4 mit TT, und TT, (Art. 1).
Grundaufgabe. Die Spurpunkte der durch ihre Pro-
jektionen ¢, g gegebenen Geraden g zu konstruieren (Fig.13).
Fig. 12.
gll
Al'

B” \’/” YH ‘q’

B’ ’

g!

Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15.

=
si
8
8

Da der Punkt @, der Geraden g angehort, so liegt G} in ¢’ und Gy in g”;
dabei ist G1 Gy Lx (Art. 14). Da sich ferner G, in TI, befindet, so fillt
G1 mit G, zusammen, und Gy liegt in z. Man bestimme demnach
den Schnittpunkt Gf von ¢" mit # und ziehe Gy G, Lz bis ¢. —
In analoger Weise ergibt sich G, aus Gy = ¢’ < x, G2 Gy Lz bis ¢".
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Nach Ermittelung der Spurpunkte erkenut man, welcher Teil der
Geraden g im ersten Quadranten liegt; die entsprechenden Teile von
¢’ und ¢" sind als sichtbar auszuziehen (Art. 6). Der im zweiten
Quadranten befindliche Teil von g wird zwar vom ersten projizierenden
Auge gesehen, aber der zugehorige Teil von ¢’ liegt auf der — TT;, und
diese wird beim Umlegen von der -+ TT, verdeckt. Ebenso ist der im
vierten Quadranten liegende Teil von g fiir das zweite projizierende
Auge sichtbar, aber der entsprechende Teil von ¢g” wird durch die um-
gelegte -+ TT, verdeckt. — In Fig. 13 liegt G, unterhalb x und deshalb
in der + TI,, G, oberhalb z, mithin in der -+ TT,; von der gegebenen
Geraden befindet sich also die Strecke G, G im ersten Quadranten.

Man bestimme auch bei den in Fig.14 und 15 dargestellten Ge-
raden die Spurpunkte und den im ersten Quadranten liegenden Teil.
Dieser Teil hat seinen Grundrif stets ganz unterhalb x und seinen
Aufri oberhalb z (Art. 8). In Fig.1d tritt also die Gerade g iiber-
haupt nicht in den ersten Quadranten ein.

Liegt die Gerade, wie in Fig.12, in einer auf x senkrechten Ebene,
so erhilt man ihre Spurpunkte durch Umlegung dieser Ebene in die
TI, oder mittels eines Seitenrisses (Art. 16).

18. Grundaufgabe. Die Neigungswinkel p,, y, zu er-
mitteln, welche die durch ihre Spurpunkte G,, G, gegebene
Gerade g bzw. mit TI;, TI, bildet. (Erste und zweite Tafel-

Fig. 16.

Fig. 16a.

G

neigung von g, Fig. 16 mit der Skizze 16 a in schiefer Parallelprojektion.)
Der Winkel p; liegt im Raume bei G; in dem rechtwinkligen Dreieck
Gy G4 Gy, dessen Katheten G, G5 und G4 G, bekannt sind; macht man
also auf z die Strecke GG = (2G4, so ist L GGGy = 7, und
4G4 G) Gy die Umlegung von 4 Gy Gy Gy in die TT,. — Ebenso erhilt
man Y, durch Umlegung von 4 G, G, GY in die TT,.

Unter allen Winkeln, welche g mit den durch &, gehenden
Geraden von TI, einschlieft, ist bekanntlich 7, der kleinste, also
ya < L G, Gy Gy, wobei das Gleichheitszeichen sich auf den Aus-
nahmefall g L x bezieht. Nun ist aber £ G G4 G = 90° — ¢,, folglich

P14+ 7. = 900

Bezeichnet man mit I, I', I” bzw. die Liingen einer auf g liegenden
Originalstrecke, sowie ihrer ersten und zweiten Projektion, so ist

! =1lcosy,, 1" =lcosy,.
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Ist also die Strecke ! zu keiner Projektionsebene parallel, so erscheint
sie in jeder Projektion verkiirzt, und zwar sind cosy, und cosp, die
Verkiirzungsverhiltnisse.

19. Grundaufgabe. Die wahre Lange der durch ihre Pro-
jektionen A'B’', A"B" gegebenen Strecke AB zu konstruieren
(Fig. 17 und Skizze 17a in schiefer Parallelprojektion). Zieht man in
der ersten projizierenden Ebene von AB die Gerade BC | B'A' bis
AA', so entsteht das rechtwinklige Dreieck A B (C mit den Katheten
CB—= A'B und AC= AA'— BB' — A" A, — B"B,. Die wahre

Linge von AB ist also gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen

Fig. 17.

Fig. 17a.

Dreiecks, welches A'B' und A" A, — B" B, zu Katheten hat. Man
ziehe daher die Gerade B" C" || x bis A” A’ und mache auf ihr C” B}
— A'B'; dann ist A" B; — AB.

Die eben ausgefiihrte Konstruktion 148t sich auch so deuten: Das
Dreieck A B C ist durch Drehung um seine vertikale Kathete AC in
eine neue Lage A B,C gebracht worden, in der es || TT, ist. Dann
erscheint es im AufriB in wahrer GréBe.

Ebenso ergibt sich AB als Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten A"”"B" und AA" — BB" — A'A, — B'B,.
Uberhaupt gilt also der Satz: Die wahre Léinge der Strecke AB
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, das die
eine Projektion von AB und die Differenz der Abstinde der
Punkte A und B von der betreffenden Projektionsebene zu
Katheten hat.

20. Zwei Geraden liegen entweder in einer Ebene — und dann
schneiden sie sich in einem endlichen oder einem unendlich fernen
Punkte!) (parallele Geraden) — oder sie sind windschief zu-
einander.

1) Man sagt bekanntlich, jede Gerade g besitze einen unendlich fernen
Punkt, weil durch einen aufierhalb liegenden Punkt P nur eine Parallele zu g
gezogen werden kann, und weil auch jede andere Gerade, die in der Ebene
Pg durch P gelegt wird, einen einzigen Punkt mit ¢ gemein hat. Der un-
endlich ferne Punkt einer Geraden ist identisch mit dem, was man sonst ihre
Richtung nennt. Ebenso wird jeder Ebene eine unendlich ferne Gerade
zugeschrieben, ndmlich der Ort der unendlich fernen Punkte aller in ihr
liegenden Geraden. Zwei parallele Ebenen haben dieselbe unendlich ferne
Gerade (Stellung). — Unter der unendlich fernen Ebene des Raumes
versteht man den Inbegriff aller unendlich fernen Punkte und Geraden.
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Wenn zwei Geraden einander schneiden, so liegen die
Schnittpunkte der gleichnamigen Projektionen in einem Lot
zur Achse. Der umgekehrte Satz gilt nur dann nicht unbedingt, wenn
eine der beiden Geraden 1 x ist.

Sind ¢/, 9" und &, k" die Projektionen zweier windschiefen Ge-
raden g und k, so ist der Schnittpunkt von ¢’ und k' der Grundril
eines Punktes A von ¢g und eines Punktes B von h. Liegt, wie in

Fig. 18, B” hoher als- A", so liegt B iber A, und

die Gerade /' iiberdeckt ¢’ in A'. Ebenso entsprechen
k" dem Schnittpunkte von g” und k" auf ¢’ und ' bzw.
!1"\/ zwei Punkte C' und D’. Liegt dann C' niher an z

T~ als D, so liegt D vor C, und k" iberdeckt g” in C”.

Fig. 18.

- Sind zwei Geraden einander parallel, so
g'\ k" sind die .gleichnamigen Projektionen parallel
~. (Art. 2). — Sind umgekehrt die Geraden g und &

durch ihre Projektionen ¢, ¢” und k', h" gegeben,

und ist ¢' || ¥, ¢" || ', so sind die gleichnamigen pro-

jizierenden Ebenen parallel, folglich ist auch ¢ || k. In dem Ausnahme-
falle, dafl ¢’ und ¢", sowie &’ und %" in je einer Senkrechten zu x liegen,
hat man ¢'"" und A"’ zu konstruieren, um zu entscheiden, ob ¢ || % ist.

Darstellung der Ebene.

21l. Eine Ebene E ist bestimmt durch die Projektionen von drei
ihrer Punkte A4, B, C oder von zwei ihrer Geraden g, h. Von der

Fig. 19a. Fig. 19b. Fig. 20.
B” wr
Al "
A"AC” | ¢ ’\/'l
1 I ‘ A" ”
b B" YB
& z z ]
| B’ \B’ [ X
|
r
LA Y
( c’ '
B C'

Ebene A B C sieht man im Grund- und Aufrif dieselbe Seite oder ent-
gegengesetzte Seiten, je nachdem die Dreiecke A'B’'C’' und A" B"(C"
gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sind (Fig. 19a und b).

Kennt man von einem ebenen Vieleck ABCD ... den Grundrill
A'B'C' D' ... und von drei Punkten A, B, C auch den Aufrif A", B”, C",
so sind die zweiten Projektionen der iibrigen Eckpunkte bestimmt
(Fig. 20). Man findet z. B. zum Punkte J' = A'C’ < B'D’' den Punkt
J" auf A” ", somit die Gerade B"J" und auf dieser den Punkt D".

22. Hiufig benutzt man zur Bestimmung der Ebene E ihre Spur-
linien ¢, und e,, d.h. ihre Schnittlinien mit TT, und TT,; ¢, und ey
treffen sich auf x im Achsenschnittpunkte E,. Zwischen der Bestim-
mung einer Ebene durch Spuren und der Bestimmung durch zwei be-
liebige Geraden besteht aber kein wesentlicher Unterschied; es ist nur
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€, = e, ¢/ — z und e, — x, & = ¢,, — Bilden die sichtbaren Teile
von ¢; und ¢, mit derselben Richtung von x spitze Winkel, so sieht
man im Grund- und Aufrif dieselbe Seite der Ebene (Fig.21a und b).

Aufgabe. Die dritte Spurlinie ¢; der Ebene E (e, ) zu
konstruieren (Fig. 22 und Skizze 22a in schiefer Parallelprojektion).

Fig. 22. Fig. 22a.
Fig. 21a. Fig. 21b. z

P

y T,

Y
Man bestimme die Punkte Ey — e, X y und E, = ¢, < #, dann ist
e — EyE,, Wird die TT; um 2 in die TT, umgelegt, so gibt es in
Fig. 22 zwei Lagen von L.
Ebenen in besonderer Lage gegen die Projektionstafeln.
a) Ist E || TT;, so ist €, || # und ¢, unendlich fern. Jeder Punkt
von E hat seinen Aufrif auf e, — Ist E || TT,, so ist ¢, ||
und e, unendlich fern.
b) Ist ELTT,, so ist ¢, 1, und der Grundrif jedes Punktes von
E liegt auf ¢,. — Ist E LTI, so ist ¢ L.
¢) Ist E || , so sind ¢, und ¢, || 2.

23. Gerade Linien und Punkte in einer Ebene. Grund-
aufgabe. Von der Geraden ¢, die in der Ebene E liegt, ist
gegeben ¢, gesucht ¢’. Ist E durch zwei sich schneidende Geraden

Fig. 23.

hn

Fig. 24.

g und h gegeben, so kennt man von den Schnittpunkten A und B der
Geraden ¢ mit g und % die Grundrisse A’ und B’; dann ist ¢" = A" B"
(Fig. 23). :

Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen die Spur-
punkte der Geraden in den gleichnamigen Spurlinien der
Ebene. Ist also die Ebene E durch ihre Spuren e, und e, bestimmt
und die in ibr liegende Gerade i durch ¢’ gegeben, und soll wieder 3"
konstruiert werden, so suche man zu den Schnittpunkten J; und J3 von
i’ mit ¢, und z die zweiten Projektionen Jj auf z und J, auf e,
dann ist ¢/ = Ji'J, (Fig. 24).
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Grundaufgabe. Vom Punkte P der Ebene E ist gegeben
P', gesucht P”. Man ziehe durch P’ irgend eine Gerade ¢’ als Grund-
il einer in E liegenden Geraden i und ermittle wie vorhin ¢’; dann
liegt P" auf .

24. Aufgabe. DieSpurlinien derEbene E zu konstruieren,
die durch zwei sich schneidende Geraden g und % bestimmt
ist (Fig. 25). Losung: ¢ — G, H,, ¢, — Gy H,. Kontrolle: ¢, und e,
schneiden sich auf r. — Sind die Spurpunkte von ¢ und % zum Teil
oder samtlich unerreichbar, so ziehe man in geeigneter Weise eine oder
mehrere Hilfsgeraden, deren jede g und % schneidet. Wahlt man den

Fig. 217.

p" ey
?
{

x

!
4

P’ i

Grundrif ¢ einer solchen Geraden beliebig, so findet man hieraus 4",
und dann gehen ¢, und ¢y bzw. durch die Spurpunkte J; und J, von <.

Aufgabe. Gegeben zweizueinander windschiefe Geraden
g und h; durch g eine Ebene E zu legen ||h. Man ziehe durch
einen beliebigen Punkt von g die Gerade || k, so ist E = gl

25. Unter Hauptlinien (Spurparallelen) einer Ebene versteht
man die Geraden der Ebene, die zu einer Projektionsebene, also zur
betreffenden Spurlinie parallel sind. Ist m eine erste, % eine zweite
Hauptlinie von E, so ist ' || ¢, m" ||  und #' || 2, 2" || ¢, (Fig. 26a u. b).

Durch Benutzung der Hauptlinien gelangt man zu neuen Lésungen
der fritheren Grundaufgabe (Art. 23): Von dem Punkte P, der
in der Ebene E == ¢, ¢, liegt, ist gegeben P’, gesucht P”.

268. Sind zwei Ebenen parallel, so sind die gleichnamigen
Spuren parallel.

Aufgabe. Durch den Punkt P eine Ebene @ zu legen, die
zur Ebene E parallel ist. Zieht man durch P eine Gerade m
parallel zu irgend einer Geraden von E, so geht ® durch m. Ist E
durch die Spuren ¢, und e, gegeben, und sind diese nicht || x, so legt
man zweckmiBig m || ¢, oder || e; im ersten Falle geht die Spur f; von
@ durch den Spurpunkt M, von m und ist || e (Fig-27).

Schnitte von Ebenen und Geraden.

27. Grundaufgabe. Die Schnittlinie g zweier Ebenen E
und ® zu konstruieren, die durch ihre Spurlinien e, ¢ und f;, f,
bestimmt sind (Fig. 28). Nach dem Satze in Art. 23 kennt man von
g die Spurpunkte G; = ¢, X f, und &, = €, X fy. — Ist G, unerreichbar,
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so benutze man eine Hilfsebene A und konstruiere zunichst die Schnitt-
linien s = A < E und ¢ = A > @; dann geht ¢ durch den Schnittpunkt
von h mit 4. Wahlt man A || TT,, so ist k|| ¢, und ¢ || £

28. Grundaufgabe. Den Schnittpunkt P der Geraden g
mit der Ebene E = ABC zu konstruieren (Fig. 29). Man
lege durch g eine Hilfsebene, am zweckmaBigsten eine pro-
jizierende Ebene, z. B. die erste, und bestimme ihre Schnitt-

linie ¢ mit E; diese schneidet g in P. Bekannt ist ¢/ = ¢'; hieraus
ergibt sich ¢’ und P" = ¢"” xi'. — Aus dem AufriB erkennt man,
Fig. 29. Fig. 30.
Fig. 28.
& £
z \ /
e f

welcher Teil von g unterhalb ¢ liegt, also im Grundrif von der un-
durchsichtigen Dreiecksfliche verdeckt wird. Oder man untersucht wie
in Art. 20, ob die Seite A'B’ die Gerade ¢’ iiberdeckt, oder ob sie um-
gekehrt von ¢’ iiberdeckt wird. — Sind A’'B’'C’ und A" B" C" gleichen
Sinnes, so sieht man in Grund- und Aufriff Fig. 31.
denselben Teil von g. " B

Ebenso findet man den Schnittpunkt von 4 F
g mit einer Ebene, die durch ihre Spuren
gegeben ist (Fig. 30).

29, Grundaufgabe. Die Schnitt-
linie g der Ebenen zweier Dreiecke
ABC und DEF zu konstruieren
(Fig. 31). Man bestimme nach der vorigen
Aufgabe z. B. die Schnittpunkte J und K
der Geraden DE und EF mit der Ebene
ABC, dann ist ¢ = JK. In Fig. 31 liegt
K auflerhalb des Dreiecks A BC, deshalb
reicht die Schnittlinie der begrenzten Ebenen nur bis zum Schnitt-
punkte von JK mit AC, den man natiirlich auch als Schnitt von AC
mit der Ebene D E F' hitte ermitteln kénnen.

Man beachte, dal bei diesen wie bei den folgenden Aufgaben die Pro-
jektionsachse entbehrlich ist, falls die gegebenen Geraden und Ebenen nur
durch Projektionen, nicht durch Spuren festgelegt sind (vgl. Art. 13).

Gerade Linien und Ebenen in rechtwinkliger Lage.

80. Ist ein Schenkel eines rechten Winkels zu einer Pro-
jektionsebene parallel, so ist die senkrechte Projektion des
Winkels auf diese Ebene wieder ein rechter. Sind nimlich ¢
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und h die Schenkel eines rechten Winkels mit dem Scheitel 4, und ist
h || TT,, so steht i senkrecht auf A A’ und auf g, also auf der Ebene
AA', g. Dann ist aber auch die zu / parallele Gerade k' auf derselben
Ebene senkrecht, also senkrecht auf der Geraden g' dieser Ebene.
Bezeichnet man mit ¢ irgend eine zu g parallele Gerade im Raume,
so ist auch ¢ LA/, d. h.: Sind iberhaupt zwei (sich schneidende
oder windschiefe) Geraden senkrecht aufeinander, und ist die
eine von ihnen zu einer Projektionsebene parallel, so bilden
ihre senkrechten Projektionen auf diese Ebene gleichfalls
einen rechten Winkel. Ist umgekehrt 2’14’ und & || TT,, so ist AL<.
Steht die Gerade g senkrecht auf der Ebene E, so steht sie auch
senkrecht auf deren Spuren ¢, und e, Dann ist aber nach dem zweiten

Fig. 33.
” » Fig. 34.
Fig. 82. P? 4 '€
» \ P” gll
P e 7
B" '
' Ch
I
z L — z
|
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! ] '
B 5 y
| P’
| C'
)
P’

Satze g'Le;, und ¢"le,. Daraus folgt: Steht eine Gerade senk-
recht auf einer Ebene, so stehen die senkrechten Projektionen
der Geraden senkrecht auf den gleichnamigen Spurlinien der
Ebene. Umgekehrt folgt aus g'le; und ¢”Lle, auch gLlE, falls
nicht E || x ist.

8l. Anwendungen. Grundaufgabe. Vom Punkte P auf
die Ebene E (¢, ¢,) ein Lot 1 zu fiallen (Fig. 32) Man ziehe durch
P’ und P" bzw. I'Le, und " Le,. — Ist E durch drei Punkte A, B,C
gegeben, so lege man etwa durch B die Hauptlinien m und »n der
E(m" und »' || r), dann ist nach dem zweiten Satze in Art. 30 I' L’
und 1" L»n" (Fig. 33).

Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P von der Ebene

E zu bestimmen. Man ermittelt den FuSpunkt @ des Lotes von P
auf E (Art. 28) und die wahre Linge von P ¢ (Art. 19).

32. Grundaufgabe. Durch den Punkt P eine Ebene zu
legen senkrecht zur Geraden g (Fig. 34). Bezeichnet man mit m
die erste, mit n die zweite durch P gehende Hauptlinie der gesuchten
Ebene E, so sind m"” und »’ || #, und nach dem zweiten Satze in Art. 30
ist m'Lg’ und n”" Lg"”. Durch m und n ist aber E bestimmt. — Hierauf



beruht die Losung der Aufgabe: Die Entfernung des Punktes P
von der Geraden ¢ zu bestimmen, denn die Ebene E schneidet g
im FuBpunkt des von P auf g gefillten Lotes.

Anmerkung. Um die schiefe Projektion des Lotes zu zeichnen,
das von einem Punkte auf eine Gerade oder auch auf eine Ebene gefillt
ist, sind wir vorldufig noch gezwungen, die Aufgabe fiir dieselben Daten
zuerst in senkrechter Projektion zu lésen und vom FuBpunkte des so
gefundenen Lotes nachtriaglich die schiefe Projektion zu ermitteln
(vgl. jedoch Art. 43 u. 44).

33. Aufgabe. Die kiirzeste Entfernung zweier wind-
schiefen Geraden g und h zu bestimmen, d. h. diejenige zwischen
g und h liegende Strecke, die auf beiden .

Geraden senkrecht steht (Fig. 35). Man Fig. 35.

lege durch g eine Ebene E (¢ ¢,) || k; zu I
dem Zwecke ziehe man durch irgend-

einen Punkt von ¢ (z. B. G,) eine g” 4"
Parallele ¢ zu . Dann fille man von / i

einem beliebigen Punkte A von A auf E
das Lot ! und bestimme seinen Schnitt-
punkt B mit E. Zieht man jetzt BC || 2 *
bis g und CD ||1 bis k, so ist. CD die ge-
suchte kiirzeste Entfernung, deren wahre

Linge noch konstruiert werden muf. 9’ !
’
h\Al,\

Einfache Sonderfille dieser
Aufgabe: a) Ist glTT,, h beliebig, so
ist C'D’' das Lot von ¢’ auf ' und zugleich die wahre Linge von CD.
b) Sind g und 2| T, so ist C'D' = g’ <k und CD = C"D".

Anmerkung. Die Wahrnehmung, daf die Losung der letzten
Aufgabe sich auffallend einfach gestaltet, wenn die von den gegebenen
Geraden gebildete Figur eine besondere Lage zu einer der Projektions-
ebenen hat, legt den Gedanken nahe, die Aufgabe im allgemeinen Falle
durch Einfihrung neuer Projektionsebenen zu losen. Diese Trans-
formation der Projektionsebenen ist itberhaupt ein wichtiges Hilfs-
mittel zur Vereinfachung verwickelter Aufgaben.

Das in Art.11 und 12 dargelegte Verfahren fiir die Ermittelung
neuer Projektionen einer Figur aus zwei vorhandenen geht von der
Annahme aus, dafl jede neue Projektionsebene auf der vorhergehenden
senkrecht steht. Man kann daher durch Einfithrung einer neuen Pro-
jektionsebene TTj stets erreichen, daB eine gegebene Gerade g zu ihr
parallel ist, indem man namlich die TT; zu einer projizierenden Ebene
von g parallel stellt. Dagegen bedarf es zweier neuen Projektions-
ebenen, wenn die Gerade g auf einer von ihnen senkrecht sein soll,
némlich zundchst einer TIg parallel zu einer projizierenden Ebene von
¢ und darauf einer TT,, die auf g (und daher auch auf TT;) senkrecht
steht. — Andererseits kann man unmittelbar eine TT; einfithren, senk-
recht zu einer gegebenen Ebene E, nimlich senkrecht zu einer ihrer
Spuren, und dann, wenn nétig, noch eine TI,, die zu E parallel ist.

Miller, Darstellende Geometrie. 2
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Neigungswinkel einer Ebene gegen die Projektionsebenen.

84. Fallinien einer Ebene sind die Geraden der Ebene, die auf
einer Spurlinie senkrecht stehen. Ist f eine erste Fallinie von E, so
ist f'Le,. Die ersten Fallinien haben unter allen Geraden der Ebene
die grofte Neigung gegen die TT;; sie bestimmen daher den Neigungs-
winkel der Ebene gegen TI,, & — L ff. (Erste Tafelneigung,
Horizontalneigung der Ebene.)

Grundaufgabe. Die Tafelneigungen &, & der Ebene
E(e;e3) zu bestimmen (Fig. 36). Eine Normalebene zu e, schneidet

Fig. 36. T, in O0Qle, TTy in ORLx und E in der Fall-
linje QR1le,. Dann ist LOQR =— &, und man
erhalt seine wahre Grofle durch Umlegen des recht-
winkligen Dreiecks RO @ entweder um OR in TT,,
oder um O Q in TI;,. — Ebenso ergibt sich &, durch
einen Normalschnitt zu ey

Da & und & komplementir sind zu den ent-
sprechenden Tafelneigungen einer auf E senk-
rechten Geraden, so folgt .aus Art. 18, daB
& + & = 900 ist.

Ist E durch ¢, und einen Punkt P gegeben, so findet man
L & mittels der Fallinie PJLle, (P'JLe;) und durch Umlegung des
rechtwinkligen ,Neigungsdreiecks“ PP'J um P'J in TI;, oder

Fig. 37. Fig. 37a. durch Drehung um PP, bis es
" || TTy wird. Von diesem Dreieck
?P P kennt man die Katheten P'J und
. g PP' = P"P, (Fig. 37 u. 37a.
: / E Bei der in schiefer Projektion ge-
r —— ! zeichneten Fig. 37a ergibt sich
[ P'J durch Umlegung der TI, in
ép, die Zeichenebene TT,.)
m, Das Verhiltnis PP': P'J
\ — g & heit die Béschung der
“ Ebene; & wird darum auch als ihr

Béschungswinkel bezeichnet.

Haufig bestimmt man eine Ebene durch ihre Spur ¢; und den

Béschungswinkel &,; dann mufl man aber hinzufiigen, in welchem Sinne
dieser Winkel mit TT; gebildet wird.

85. Schneidet man die Ebene E (mit der Grundriispur ¢
und der Horizontalneigung &) in der Héhe & iber TI; durch
Fig. 38. eine horizontale Ebene in der Hauptlinie

m|| e;, so ist der Abstand m'e, die zweite

Kathete eines rechtwinkligen Neigungs-

dreiecks, in dem die Kathete » dem Winkel

& gegeniiberliegt.
Dies dient zur Lésung der Grundaufgabe:
Die Schnittlinie g der Ebenen E(e;, &) und

®(f,,9;) zu bestimmen (Fig.38). Schneidet man beide Ebenen in
beliebiger Hohe % iiber TI, mit der horizontalen Hilfsebene X in' den
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Hauptlinien m und n, so geht g durch den Punkt m < # und itberdies
durch ¢; X f;. — Bei der Ausfithrung der Konstruktion ist der Aufrifl
entbehrlich.

Ist L & = L @, so halbiert ¢’ den Winkel ¢, f;.

36. Anwendungen. a) Den Durchschnitt zweier Gréiben
von der Tiefe ¢, den in TT, liegenden Sohlen a || b und ¢ || d und
den Béschungswinkeln @ und % zu konstruieren (Fig. 39). Man

Fig. 39. Fig. 40.
”m
a,'”b DIII ”
? il s E
—_—
t

a’

zeichne (nur im GrundriB) die Schnittlinien e, f|| @, b und g, 2| ¢, &
der Boschungsflichen der Graben mit der Ebene des Erdbodens usw.

b) Durchschnitt eines Eisenbahndammes mit einem
Festungswall (Fig. 40). Der Wall ist durch seinen Normalschnitt
CDEF gegeben; vom Damm kennt man die

Krone ab und den Béschungswinkel &. Unter Fig. 41.
demselben Winkel soll der entstehende Ein- B’

schnitt abgeboscht werden. — Der Seitenril3

liefert die Schnittpunkte der Geraden a, b mit c’

den Seitenflichen des Walles. Man zeichne
ferner die Grundrillspuren der Damm-
béschungen und die Schnittlinien der Ein-
schnittsboschungen mit der horizontalen
Ebene de. Daraus ergeben sich die Schnitt- £z D’
linien der vier Boschungsflichen mit den
Seitenflichen des Walles.

c) Uber einem durch die Ebene /
E (e, €,) dargestellten abfallenden Ge- 4
linde soll in der Hoéhe h iber der /
Bodenebene TT; ein horizontaler Platz kb (! o
ABCDunter dem Winkel ¢ abgebdscht
werden (Fig.41). Man ermittle zunichst die Schnittlinie m der hori-
zontalen Ebene A BC D mit E und ihre Schnittpunkte ¥ und G mit AB
und CD. Durch die Geraden F'4, AD, DG sind die Béschungsflichen I,
II, III der aufzuschiittenden Erdmasse, durch FB, BC, CG die
Boschungsflichen IV, V, VI des abzutragenden Gelindes zu legen.

2k
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Von diesen sechs Ebenen bestimme man nach dem Satze in Art. 35 die
GrundriBspuren s, ¢, #; v, w, 2. Dann findet man sofort die Schnitt-
linien I x< II, II < III, IV < V, V x VI, sowie die Schnittlinien von E mit
I, IIT, IV und VI. Die Schnittlinie von II und E verbindet die Punkte
t>< ¢, und AD X m, und die drei Schnittlinien von II, III und E treffen
sich in einem Punkte. Ebenso geht die Schnittlinie von V und E durch
die Punkte w < ¢; und B C < m.

87. Grundaufgabe. Durch die Gerade g eine Ebene zu
legen, die mit der TI;, den Winkel & bildet (Fig.42). Sei P ein
Fig. 42. beliebiger Punkt von ¢. Alle Ebenen, die
R durch P gehen und mit der TT; den Winkel
P é’ o« bilden, sind die Berihrungsebenen
1N\ eines geraden Kreiskegels mit der Achse
| PP und dem Basiswinkel &; ihre Grundrif-
: spuren berithren also den Grundkreis & dieses
Tt ~Boschungskegels“. Der Radius r von k
ist die zweite Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks, in dem die Kathete PF' — P" P,
'\ g dem Winkel o gegeniiberliegt. — Die Grund-
P ribspur der gesuchten Ebene geht durch den
ersten Spurpunkt von ¢ und berithrt £.

Anwendung. Aufstieg auf einen Damm (Fig.43). Der
Damm sei gegeben durch seine Projektion a'b’'cd auf die Bodenebene TT;
und den Béschungswinkel o (Abstand a’c = Abstand b'd). Senkrecht zur
Fig. 43. Kronenkante a soll unter dem gegebenen
Neigungswinkel & der Weg ¢f aufgeschiittet
L und unter dem Winkel 8 abgeboscht werden.
@ =7 Man ermittle zunichst die Hohe h des
74 Dammes, darauf die Spurpunkte E und F
der Wegkanten ¢ und f. Die Grundrifispuren
der durch ¢ und f gehenden Béschungsflichen
ergeben sich nach der vorigen Aufgabe mit

Hilfe von Boschungskegeln.

Drehung einer Ebene um eine Spur
oder um eine Hauptlinie.

d S 38. Eine ebene Figur erscheint in senk-
Vo ¢ rechter Projektion nur dann in wahrer GroBe,
wenn sie zur betreffenden Projektionsebene
parallel liegt?). Ist daher eine ebene Figur in beliebiger (schriger)
Lage in Grund- und Aufriff dargestellt, so findet man ihre wahre GrolBe,
indem man sie zu einer Projektionsebene parallel macht oder ganz in
diese umlegt. Die erste Lagenverinderung wird bewirkt durch Drehung
um eine zur betreffenden Projektionsebene parallele Hauptlinie, die
zweite durch Drehung um die entsprechende Spur.

1) In schiefer Projektion erscheint die Figur auch dann in wahrer GriSe,
wenn die projizierenden Strahlen auf einer der beiden Ebenerg senkrecht
stehen, welche die Winkel zwischen Original- und Bildebene halbieren.
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Bei Darstellungen in schiefer Projektion auf die TT, als Zeichen-
ebene dreht man naturgemifl um eine zweite Hauptlinie oder um die
zweite Spur.

89. Grundaufgabe. Die durch ihre Spur e¢; und den
Punkt P bestimmte Ebene E um ¢ in TI;, umzulegen (vgl
Fig. 37 und 37a). Der Punkt P beschreibt einen Kreisbogen in einer
auf e, senkrechten Ebene um den Fulpunkt J des Lotes von P auf e;.
Dann ist auch P'JLle;; P bewegt sich also in der Ebene PP’'J und
gelangt nach P, auf der Geraden P'J, so daf PyJ = PJ wird, d. h.
gleich der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks PP'J mit den be-
kannten Katheten P'J und PP’ — P"P,.

Fir die Umlegung einer ebenen Figur in eine Ebene gelten hier-
nach die Satze: 1. Die Umlegung jedes Punktes und seine
senkrechte Projektion auf die Ebene liegen
immer in einem Lote zur Drehungsachse.

2. Der Abstand dieser Umlegung von der r”
Drehungsachseist die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, welches das vom Punkte
auf die Ebene gefillte Lot und den Abstand
seines Fufpunktes von der Drehungsachse zu =
Katheten hat. .

Dazu kommt noch: 3. Die Umlegung jeder P
Geraden geht durch den Schnittpunkt der Ge- ¢’
raden mit der Drehungsachse. A

Anwendung. Die wahre GréBe des Winkels
zweier im Punkte P sich schneidenden Ge-
raden g und » und die Projektionen seiner Halbierungslinie
zu bestimmen (Fig.44). Man kounstruiere von g und h die Spur-
punkte Gy und H; und vom Dreieck PG, H; seine Umlegung in TT;.
Darauf halbiere man den Winkel G, P, H, usw.

Fig. 44.

Fig. 45. Fig. 46. Fig. 46a.
P" P

! i

m ! ——t——
] |
i
x z
| , ] > - P'
P’ \AP’ : é/\‘,‘}\ m,
g m'
X

40, Ist der Punkt P von der Spurlinie Gy H; der Ebene gh zu
weit entfernt, so dreht man die Ebene besser um eine erste Haupt-
linie m, bis sie || TT, wird (Fig.45). Dabei ist m" || x passend zu
wihlen; daraus ergibt sich sofort m’.
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Dies fiihrt zu der weiteren Grundaufgabe: Die durch die
horizontale Gerade m und den Punkt P bestimmte Ebene E
durch Drehung um m in horizontale Lage zu bringen (Fig. 46
und Skizze 46 a in schiefer Parallelprojektion). Ist £ die durch m
gehende Horizontalebene, @ ihr Schnittpunkt mit PP, J der Fullpunkt
des Lotes von P auf m, so ist auch @JLm, und man erhilt die Um-
legung P, von P in Z, indem man J P von J aus auf @J abtrigt. Da
@' mit P’ zusammenfallt, so ist das Lot von P’ auf »' der Grundriff
von @J. Man ziehe also P'J'Lm’' und mache J' Py gleich der Hypo-
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten P'J’ und P" @".

4l. Beziehungen zwischen der GroBe eines Winkels und
derGroBe seiner senkrechten Projektion. Sei BAC ein spitzer
Fig. 47. Winkel und A4 C|| TT; (Fig. 47). Zieht

man BCLAC, so ist auch 5'C'L A'C

B (Art. 30). In den rechtwinkligen Drei-

/| ecken B’ A’ C' und B AC sind die

/ Katheten A'C’ und A C einander gleich,

! dagegen ist B' C' < BC, folglich auch

4 f C LA < LA D.h: Ein spitzer

Winkel, dessen einer Schenkel

T > zur Projektionsebene parallel ist,
/ // wird durch senkrechte Projektion
A c’ verkleinert.

m, Aus denselben Dreiscken ergibt
sich ferner, dal £ B' > . Bist. In
Worten: Ein spitzer Winkel, dessen einer Schenkel eine Fall-
linie seiner Ebene ist, wird durch senkrechte Projektion ver-
grofBert. '
Wenn ein Winkel die durch seinen Scheitel gehende Hauptlinie
einschlieft, die durch denselben Punkt gehende Fallinie aber ausschlieBt,
so wird er durch senkrechte Projektion verkleinert. .Schlieft er um-
gekehrt die Fallinie ein, die Hauptlinie aber aus, so wird er vergrofert.
Schlieit er beide Linien ein oder beide aus, so kann er verkleinert
oder vergriofert werden, oder ungeindert bleiben.

42. Mit der Aufgabe, den Winkel zweier Geraden zu bestimmen,
sind zugleich die folgenden Aufgaben gelost:

a) Den Neigungswinkel & zu ermitteln, den die Gerade g
mit der Ebene E bildet. Fillt man von einem beliebigen Punkte
von ¢ auf E das Lot I, so ist « = 900 — L gl.

b) Den Neigungswinkel der Ebenen E (¢,¢;) und (£, f;) zu
konstruieren. Fillt man von einem beliebigen Punkte auf E und ¢
die Lote g und %, so bilden diese den gesuchten Winkel.

Fig.48 enthilt eine zweite Liosung dieser Aufgabe, dargestellt
in schiefer Parallelprojektion auf die Zeichenebene TT,: Man lege senk-
recht zur Schnittlinie G, G, von E und @ eine Ebene N; diese schneidet
E und ® in den Schenkeln des gesuchten Winkels a. Ihre zweite
Spurlinie 7, ist 1 Gy G, und kann im iibrigen beliebig angenommen
werden. Bezeichnet man mit B, C und D bzw. die Schnittpunkte von



ny mit €y, f; und Gi' G4, mit A den noch unbekannten Schnittpunkt
von N und G, Gy, so ist L BAC — a. Die Gerade D A ist die
Schnittlinie der Ebenen N und G, Gi' G,; sie ist die Hohenlinie im
Dreieck BAC, weil ny, auf der Ebene G, Gi' G, senkrecht steht, und
zugleich das Lot von D auf G, Gy, weil NLG, G, ist. Man erhilt
daher die wahre Linge von D A4, indem man das rechtwinklige Dreieck
G, GY G, um seine Kathete Gy G, in TT, umlegt: Zieht man Gy G LG1G,
und = der wahren Linge von G, Gy, sowie DA'LG!G,, so ist

Fig. 48.

DA — DA’ Jetzt ergibt sich die wahre Grofe des Winkels & durch
Umlegung des Dreiecks BAC um BC in TI,. Dabei fillt die Hohen-
linie D A in die Gerade G G4; macht man auf dieser D Ay = D A9, so’
findet man & = £ BA,C. (Die schiefe Projektion des Punktes A
liegt auf der Parallelen durch A4° zu G, G).)

43. Fig.49 gibt in schiefer Parallelprojektion eine neue Lésung
der bereits in Art. 31 behandelten Aufgabe, die Entfernung des
Punktes P von der Ebene E(e;¢,) zu bestimmen; dabei ist P
durch sein Bild und seinen

Aufrif P" gegeben. Von dem ‘ Fig. 49.

Lot P @, das man von P auf I

E zu fillen hat, kann man bei 2 P,

der gewiahlten Darstellungs- % f\\ "
weise zundchst nur den Auf- T / ~ P

ril zeichnen; dieser ist Le, N, 7

und trifft ¢, in R und « in S. ~ @0

Die zugehérige zweite pro- Q- .

jizierende Ebene schneidet TT, P

in STLlx und Ein R T, und elT/
dann ist P ¢ das Lot von P auf
die Gerade /¢ T. UmdasLotin 11

wahrer Gréofie und darauf auch

in schiefer Projektion zu zeichnen, lege man seine zweite projizierende
Ebene in die TT, um. Gelangen dadurch die Punkte P und I' nach
Py und T,, so ist P P, LP"S und = der wahren Linge von P"P.
Dann ist Py QoL R T, die wahre Grofie der gesuchten Entfernung. Die
schiefe Projektion des Fulpunktes @ ergibt sich durch @, @ || T, I
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Bei Anwendung senkrechter Projektion kann man natiirlich an
Stelle der zweiten auch die erste projizierende Ebene des Lotes benutzen.

44. Auch die in Art. 32 erwihnte Aufgabe, die Entfernung
des Punktes P von der Geraden g zu bestimmen, kann jetzt in
anderer Weise gelost werden. In Fig.50 sind P und g nebst ihrem
GrundriB P’, ¢’ in schiefer Projektion gegeben. Die gesuchte Entfernung
wird durch das Lot P ¢ von P auf g gemessen. Um nun den rechten
Winkel zwischen P @ und g in schiefer Projektion in wahrer GroSe

Fig. 50.
l i

m

zeichnen zu koénnen, mull man die Ebene Pg vorher drehen, bis sie
|| TT wird. Diese Drehung erfolgt um eine zweite Hauptlinie, die man
zweckmaBig durch den Punkt P legt; zieht man F'R'|| z bis ¢, so ist
PR das Bild der Drehungsachse. Bei der Drehung bleiben die Punkte
P und R fest, es ist also nur noch die neue Lage S, eines beliebigen
Punktes S der Geraden g zu bestimmen. Bezeichnet man mit T' den
Schnittpunkt des zweiten projizierenden Strahls von S mit der Ebene
PRR'P, mit J den Fullpunkt des Lotes von T auf PR, so erhilt
man Sy, indem man die Strecke J S, d. h. die Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks S T'J, dessen Katheten bekannt sind, von J aus
auf TJ abtrigt. Dann ist die Gerade RS, die Umlegung von g, mithin
liefert P @, LR S, den gesuchten Abstand in wahrer Grofe.

45. Aufgabe. Die wahre Grobe des durch Grund- und
Aufriff gegebenen Dreiecks ABC zu bestimmen (Fig.51). Man
Fig. 51. drehe die Ebene A BC nicht um eine Spur, sondern

c” um eine Hauptlinie, die durch einen Eckpunkt des

., Dreiecks gelegt wird, z. B. um die zweite Hauptlinie
A"»:B n durch A, bis sie || TT, wird. Die Umlegungen der
z Eckpunkte B und C werden dann genau so gefunden,

c’ wie die des Punktes S in der vorhergehenden Aufgabe.

Ve ! 46. Grundaufgabe. Ein ebenes Vieleck
B ABC... ist durch die Spuren ¢, ¢, seiner Ebene

E und seine erste Projektion A'B'C'... ge-
geben; seine zweite Projektion und seine wahre GréBe zu
bestimmen (Fig.52). Erste Lésung: Man konstruiere zuerst die
zweiten Projektionen der Eckpunkte mit Hilfe von Hauptlinien (Art. 25),
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oder sogleich die zweiten Projektionen einzelner Seiten (Art. 23). Darauf
ergibt sich die wahre Grofe des Vielecks durch Umlegung der Ebene
E, etwa um ¢, in TT,. Hat man von einem Eckpunkt 4 (am zweck-
méfigsten von demjenigen, der von e, am weitesten entfernt ist) nach
Art. 39 die Umlegung A, ermittelt, so geht A4, B, nach dem Schnitt-
punkte von A'B' mit ¢, usw.

Eine zweite Losung beruht auf der Einfiithrung einer
neuen Projektionsebene TI;, die auf E und auf TI; oder TI,
senkrecht steht.

Nehmen wir die TT; z. B. 11T, also auch Le, und bestimmen sie
durch ihre Schnittlinie mit TT;, ¥y = 0 @le,, so schneidet sie die TT,
in ORL1lx und die E in der Fallinie e — @ Rle; (vgl. die Skizze 53

Fig. 52.

Fig. 53.

in schiefer Parallelprojektion). Durch Umlegung der TI; in die TI,
gelangt das rechtwinklige Dreieck O Q R nach O ¢ R® wobei OR°L0Q
und = O R ist. Da E auf TT; senkrecht steht, so liegen die dritten
Projektionen aller Punkte der E auf ¢;, und zwar ist A’ A" 1y.
Dann ergibt sich 4” nach Art. 11 aus der Bedingung: Abstand A"z
= Abstand A"™y. Ferner ist nach Art. 39 A’'A,Lle, und Abstand
Agey = QA"

Fallt B oder R® in unerreichbare Entfernung, so findet man die
Umlegung von e;, indem man von irgendeinem Punkte der E, z.B. von
einem beliebigen Punkte S der Spur e¢,, die dritte Projektion ermittelt:
S8 Lz, §'S" Ly, Abstand 8"y = S§.

Ebenso verfihrt man, wenn E nicht durch e¢; und e, sondern
durch e; und einen beliebigen Punkt P bestimmt ist.

£ eyy ist gleich der ersten Tafelneigung der Ebene E.

Kennt man umgekehrt von dem Vieleck 4 BC... seine Umlegung
AgByCy..., so erhilt man seinen Grund- und Aufrif durch Zurick-
drehen, indem man dieselben Konstruktionslinien in umgekehrter
Reihenfolge zeichnet.

47. Grundaufgabe. Von einem ebenen Vieleck kennt
man die erste Hauptlinie m und den ersten Neigungswinkel ¢
seiner Ebene E, sowie die erste Projektion Ay By Ch... seiner
Umlegung in die durch m gehende Horizontalebene Z; die
Projektionen des Vielecks zu bestimmen (Fig.54). Eine dritte
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Projektionsebene TT; Lm schneidet die Z in einer Geraden yLlm (y'Lm')
und die E in einer Fallinie ¢, so dall £ e;y = &, ist. Wird die TI;
um ¥ in Z umgelegt, so erhilt man den Grundrifl ¢; der gedrehten Fall-
linie, indem man .. & in @' = u' > 4’ in
gegebenem Sinne an %' antrigt. Macht man
auf ¢3 die Strecke @' A"’ — Abstand A\ n/,
z so ergibt sich A’ als Schnittpunkt der Lote
von Ao auf »' und von A" auf ', und es
YA\ ist Abstand A" m” — Abstand A"'y'.

Fig. 54.

m”

\ 48, Anwendungen. a) Zwei Ebenen
= 10 E und ¢ sind durch ihre GrundriB-
\ S0 spuren ¢ und f; und durch je einen
<md Punkt bzw. 4 und B gegeben. Es soll
i der kiirzeste Weg von A4 nach B ge-
& funden werden, der in E von 4 bis ¢,
dann in TT; bis f; und schlieBlich in ¢
bis B verliauft (Fig.55). Klappt man E und @ in TT; um, so ver-
wandelt sich jener kiirzeste Weg in die Gerade Ay, B,. Ihre Schnitt-
punkte £ und F' mit ¢ und f; liefern die gesuchte gebrochene
Linie A EFB.

b) Dachausmittelung (Fig. 56). In der Anfangsebene TT; des
Daches ist das Sechseck A BCD EF gegeben, in dem BC || AF || 2 und
CD|| FE ist. Durch die sechs Seiten (Trauflinien) sollen Ebenen

Fig. 55,

>

Fig. 56.
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gelegt werden, die simtlich mit TT, den Winkel & bilden. Von dem
so entstehenden Walmdach ist zunichst der Grundril zu zeichnen.

Die durch BC und AF gehenden Dachflichen schneiden sich in
der Firstlinie G H, deren Grundriff von BC und 4 F gleichweit ent-
fernt ist. Je zwei benachbarte Dachflichen schneiden sich in einem
Grat (z. B. AG) oder in einer Kehle (F'J), deren erste Projek-
tionen die Winkel zwischen den Trauflinien halbieren (vgl
Art. 35, Schluf). Der Grundril der Verfallung HJ halbiert den
Winkel zwischen A F und CD.

Man ermittele ferner die wahren Grofen der Dachflichen durch
Umlegung in TT,, sowie den Aufri6 des Daches: Die Abstinde des
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Punktes G von AB und von TI; ergeben sich als Hypotenuse und
zweite Kathete in einem Neigungsdreieck mit dem Lot von G' auf AB
als Kathete und o als anliegendem Winkel.

Affinitdt zwischen einer ebenen Figur und ihrer
Parallelprojektion.

49. Zwischen zwei ebenen Figuren, deren eine die senkrechte
oder schiefe Parallelprojektion der anderen ist, besteht eine geome-
trische Abhéngigkeit (Verwandtschaft), die als Affinitidt bezeichnet
wird: Jedem Punkte und jeder durch ihn gehenden Geraden der einen
Figur entspricht in der anderen bzw. ein Punkt und eine durch
diesen gehende Gerade; parallelen Geraden entsprechen wieder parallele
Geraden usf.

Projiziert man die in der Ebene E liegende Figur ABC... in
beliebiger Richtung auf die Ebene TT, und ist 4’ die Projektion von A,

Fig. 57.

so geht das Bild der Geraden A B von A’ nach ihrem Schnittpunkte S
mit der Spur ¢ von E (Fig.57). Die besondere Lage, in der sich hier
die beiden affinen Figuren A BC... und A'B'C’... befinden, heilt
perspektive Lage. Sie ist durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet:
1. AlleVerbindungslinien entsprechender Punkte (Affinitats-
strahlen) sind parallel; 2. alle Schnittpunkte entsprechender
Geraden liegen in einer Geraden, ndmlich in der Spur ¢ (Affi-
nitatsachse).

In Fig.57 verhilt sich SA:SB = SA’:SB'. Bringt man die
Ebene E durch Drehung um e in irgendeine neue Lage, so gilt die-
selbe Proportion; es ist also wieder AA'|| BB, d. h. die affinen
Figuren ABC... und A’BC'... bleiben in perspektiver Lage.
Wird die Ebene E so weit gedreht, bis sie mit TT zusammenfillt, so
folgt: Die Parallelprojektion und die Umlegung einer ebenen
Figur in die Bildebene sind perspektiv affin mit der Spur-
linie der Originalebene als Affinitdtsachse.

Sind demnach von einer ebenen Figur ABC... die Spur-
linie ¢, die Umlegung AyByCy... und das Bild A’ eines
Punktes A bekannt, so ist die Bildfigur bestimmt.

Im Falle senkrechter Projektion ist 49A4’Le und Abstand A'e
< Abstand Age.



— 98 —

60. Sei ABC ein in E liegendes Dreieck, das durch die Haupt-
linie AD in die Dreiecke ADB und ADC zerlegt wird (Fig. 58).
Zieht man L E1 A I und bildet von der
so erhaltenen Figur die senkrechte Pro-
jektion A'B'C'D'E' auf T, so ist, wenn
& den Neigungswinkel der Ebene E gegen
TT bezeichnet, A'D' — AD, BE 1A' IV
und = BEcos¢é, also 4A'D'B —
1AD .BE' = L AD.BEcse =
A A DB cose. Ebenso ist A D' C' =
AADCeose, mithin auch 4 A'B'C’
= AABCcos¢. Zwischen den Flicheninhalten ¥ und F' einer
ebenen Figur und ihrer senkrechten Projektion und der Tafel-
neigung ¢ besteht demnach itberhaupt die Beziehung:

F' = Feose.

Fig. 58.

6l. Ein entsprechender Satz gilt auch im Falle schiefer Parallel-
projektion. Ist namlich 4 B C ein Dreieck der Ebene E, A’ B' C' seine
Projektion auf TT und 4 BOC’O seine Umlegung in diese Ebene, so
liegen die Schnittpunkte S, U von Ay By, B,C,, CyA, mit den ent-
sprechenden Seiten des Drelecks A'B'C' auf der Spurlinie ¢ (vgl.
Fig.57). Schneidet ¢ die Affinititsstrahlen A, A’, B, B’, C,C' bzw. in
A, B, €, so folgt unmittelbar aus der Figur:

A'Y B'% c'c
AL B, % 00@
Dieses fiir alle Punkte der Ebene E konstante Verhaltnis heilt
die Charakteristik 0 der zwischen den Ebenen E und TT bestehenden

Affinitit.
Nun ist z. B.

448U AU
A4,80 — AW
also = 0. Bedenkt man weiter, daB
AABC = AA8U+A4CTU—4B'ST
ist, so ergibt sich
44'B'C’

A4, B,C,

Das Verhiltnis der Fliacheninhalte von Bild- und Originalfigur ist dem-
nach iiberhaupt fiir alle in E liegenden Figuren konstant, nimlich — 0.

= 0.

652. Sind A'B'C’'... und A" B"C" ... Grund- und Aufri} eines
ebenen Vielecks, so liegen im Schnittpunkte von A'B’ und A" B" die
beiden Projektionen des Punktes vereinigt, in dem AB die zweite
Halbierungsebene H; schneidet (vgl. Art. 8 und Fig. 20). Das Ent-
sprechende gilt vom Schnittpunkte von B'C’ und B’ C” usf. Diese
Schnittpunkte liegen aber samtlich in einer Geraden, nimlich in den
zusammenfallenden Projektionen %' und w%” der Schnittlinie w der
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Ebenen ABC ... und H,. Daraus folgt: Grund- und Aufril einer
ebenen Figur sind perspektiv affin — aber selbstverstindlich
erst, wenn die Umlegung der vorderen TI; in die untere TT, bereits
vollzogen ist.

III. Ebenflichige Gebilde.

Darstellung einiger Vielflache.

53. Aufgabe. Ein gerades Prisma in Grund- und Aufri8
darzustellen, wenn gegeben ist 1. der Eckpunkt A(4',4");
2. von der Grundfliche A BC die durch A gehende erste Haupt-
linie m, der erste Neigungswinkel & und der Grundrifl 4’ By Cy
der Umlegung in die durch m gehende Horizontalebene; 3. die
Linge der Seitenkante AD (Fig.59). Man konstruiere zunichst
die Projektionen der Grundfliche wie in Art.47

mit Hilfe einer TTy Lm. Da die Kante AD || TT, Fig. 5.

ist, so erscheint sie in dritter Projektion in “

wahrer Grofle und senkrecht auf der dritten A’* 'p

Spur der Grundfliche. Dann ist D' der

Schnittpunkt der Geraden A'D'lw' und A

D"'D' || m'; ferner ist Abstand D"'m" = Ab- T

stand D" y'. Die Projektionen der Kanten =z

BE und CF sind £ 4'D’ bzw. A" D". Lm
Wird der dargestellte Korper als un- -'/'\\ 2o

durchsichtig vorausgesetzt, so enthilt jeder P ”f} e

projizierende Strahl, der den Korper schneidet, == L%\/ N

einen sichtbaren und einen unsichtbaren I Vg’

Punkt seiner Oberfliche. Das windschiefe /

Finfeck BCFDE, in dem die ersten pro- ,’

jizierenden Strahlen den Korper streifen (ohne |

ihn zu schneiden), heilt der erste wahre ID"'

Umril und sein Grundrif der erste schein-

bare Umrifl des Korpers. Der erste wahre Umrif trennt den im
‘Grundrif§ sichtbaren Oberflichenteil vom unsichtbaren. — Die drei in
A zusammenstoBenden Flichen sind im Grundrif unsichtbar, denn der
Aufrif zeigt, dal A auf dem unteren, im Grundrif unsichtbaren Ober-
flichenteile liegt. Um zu entscheiden, welche der beiden Kanten A D
und EF im Grundri§ sichtbar ist, kénnte man aber auch wie in Art. 20
untersuchen, welcher Punkt dieser Kanten, dessen Grundri mit dem
Schnittpunkte von A'D' und E'F’ zusammenfillt, hoher liegt als der
andere.

Fir das Ausziehen der Figur ist noch zu beachten: Der schein-
bare UmriB ist stets sichtbar. Die Bilder zweier sichtbaren oder zweier
unsichtbaren Kanten diirfen sich zwischen ihren Endpunkten niemals
schneiden. Die von einem nicht dem Umrifl angehérenden Punkte aus-
gehenden Kanten sind entweder séamtlich sichtbar oder simtlich un-
sichtbar, je nachdem der Punkt sichtbar oder unsichtbar ist.

54. Aufgabe. Ein Tetraeder zu konstruieren aus der in
T, liegenden Grundfliche ABC und den Lingen a, b, ¢ der
drei Seitenkanten AD, BD, CD (Fig.60). Zeichnet man in TI,
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die Dreiecke ABD, und BCD°® als Umlegungen der Flichen ABD
und BCD, so ergibt sich 1’ als Schnittpunkt der Lote von D, auf AB
und von D° auf BC. Schneidet D,1’' die Gerade AB in J, so ist
Fig. 60 D"D,, d. h. der erste Tafelabstand von D, gleich

o der zweiten Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
% 1 mit der Kathete JD' und der Hypotenuse JD,,
_ oder auch eines rechtwinkligen Dreiecks mit der

Kathete 4D’ und der Hypotenuse a.

556. Aufgabe. Ein regelmifbiges Zwolf-
flach darzustellen, dessen eine Fliche
¢ A Ay A3 A, Ay in T, liegt (Fig. 61). Die iibrigen
Eckpunkte des Korpers befinden sich zu je fiinf
in drei horizontalen Ebenen und bilden in ihnen
B drei regelmifige Fiinfecke, die wir in der Reihen-
folge von unten nach oben mit B, ... Bs, C; ... Cs,
D, ... Dy bezeichnen. Dabei soll B, denjenigen der Punkte B bedeuten,
der mit A, durch eine Kante verbunden ist. Die Punkte 4 und D,
sowie die Punkte B und C liegen paarweise auf 10 Geraden, die sich
im Mittelpunkte M des Korpers halbieren; solche Gegenecken sollen
immer denselben Index erhalten. Die Punkte 4 und die ersten Pro-
jektionen der Punkte D bilden zu-
sammen die Ecken eines regelmifigen
Zehnecks, und ebenso sind die Punkte
B’ und C' die Ecken eines zweiten
regelmifigen Zehnecks, das mit dem
ersten parallel und konzentrisch ist.
Wir bezeichnen die Radien der um-
geschriebenen Kreise fiir das erste und
zweite Zehneck bzw. mit ; und r,, die
Seite des ersten mit s.

Betrachten wir die Grundfliche
A, ... Ay als gegeben, so ist zur Be-
stimmung des Grundrisses des Korpers
ein Eckpunkt des zweiten Zehnecks,
z.B. B}, erforderlich. Drehen wir nun
das Fiinfeck 4, B,C,B, A, um A, 4,,
bis es mit der Grundfliche zusammenfillt, so gelangt B, nach Ag:
B, liegt folglich auf dem Lote von Ay auf A; A, und ebenso ist
A, B1 L A, 4, — Noch genauer erhalten wir B; durch folgende
Uberlegung: Die vier Punkte B;, D3, Ay, Cs liegen auf einer Parallelen
zu M'D; und die Punkte Bj, D}, 4,, C; auf einer Parallelen zu M'Lj.
Das Viereck M’ D;Bj D; ist folglich ein Rhombus, also ist D3 B] = ry,
und die Strecke M’'B; wird von D;D) senkrecht halbiert. Ferner ist
A, Dy || M’ C3, also 4 By A, Dy ~ A4 ByM'Cs, mithin 4 By A, Dy gleich-
schenklig und 4, B — s. Hieraus folgt noch 7, = r; + s.

Um den AufriB zu konstruieren, brauchen wir nur noch die Ent-
fernungen der Punkte B und C von TI; zu bestimmen. Bezeichnen
wir sie bzw. mit & und ¢, so ist der erste Tafelabstand der Punkte
D = h +i. — Da die Bildstrecken A;C; und A;B) auf A; A3 senk-
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recht stehen, so sind nach Art. 30 auch die Originalstrecken A4; Cy und
A, B, senkrecht auf A; A;. Wir schliefen hieraus allgemein, daf von
den sechs Diagonalen der Seitenflichen, die von einer Ecke ausgehen,
je zwei aufeinander senkrecht sind, die durch eine Diagonale getrennt
werden. Daher steht auch 4;C, L A;B;, und da beide Strecken ein-
ander gleich sind, so ist 4 A; B; B; & A Cy Ag Cs, folglich B, B, =— A4,C)
und C,C; = A;Bi. Nun ist aber A;C; — D3;B; — r; und A, B
— A; D3 + Dy B) = s+ r; = r,, mithin ergibt sich # =7, und { = ry:

Man konstruiere von dem dargestellten Zwolfflach auch die schiefe
Projektion auf die TI,

Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene und mit einer
Geraden.

58. Um den Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene zu kon-
struieren, kann man durch wiederholte Anwendung des in Art. 28 ent-
wickelten Verfahrens die Schnittpunkte seiner Kanten mit der Ebene
ermitteln; dabei kommen aber nur solche Schnittpunkte in Betracht,
die sich innerhalb der begrenzten Flichen befinden. Hierdurch erhilt
man alle Eckpunkte der gesuchten Schnittfigur, und dann hat man
schlieflich die Punkte, die in derselben Fliche liegen, zu verbinden
(Kantenverfahren).

Besonders einfach gestaltet sich die Losung, wenn die schneidende
Ebene auf einer der Projektionstafeln senkrecht steht; dann ist ndmlich
die betreffende Projektion der Ebene, also auch der Schnittfigur, eine
Gerade, und damit sind die Schnittpunkte
der iberhaupt in Frage kommenden
Kanten unmittelbar gegeben. Deshalb
empfiehlt sich im allgemeinen Fall die Ein -
fiithrung einer neuen Projektions-
ebene, senkrecht zur schneidenden
Ebene und zu einer der alten Tafeln,
d.h. senkrecht zu einer Spur der ge-
gebenen Ebene (vgl. Art. 46).

Aufgabe. DenSchnitt derEbene
E(e;¢y) mit einer Pyramide zu kon-
struieren,deren Grundfliche ABC...
in TT, liegt (Fig. 62). Wir ermitteln die
Schnittfigur A4, B, C; ... mit Hilfe einer
Seitenrifiebene TT; Le;, ziehen also y.le
und zeichnen in der Umlegung in TT, die
dritte Spur e; von E (Art. 46) sowie den
Seitenril der Pyramide. Von der Spitze S ergibt sich nach Art. 11 die
dritte Projektion S’ mittels S’'S"'Ly und §,8" = 8,8". Dann
schneidet ¢; die Gerade S’ A" im Punkte A}", und diesem entsprechen
auf S'A und S"A" die Punkte A; und Af.

Die Grundkante 4B und die Seite A; B, der Schnittfigur
treffen sich auf e;, denn die drei Schnittlinien der drei Ebenen-
SAB, TT; und E gehen durch einen Punkt.

Fig. 62.
s”

€3
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Die wahre Grofie der Schnittfigur wird durch Umlegung in TT,
gefunden (Art. 46).

Um das Netz der Pyramide zu konstruieren, ermittelt man zu-
nichst die wahren Lingen der Seitenkanten, z. B. der Kante SA als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten S’A und
8" 8, (oder 8" 8,). Dann zeichnet man das Dreieck SAB aus seinen
drei Seiten, heftet an SB das Dreieck SB C usw. Man kann aber auch
jede Seitenfliche einzeln um ihre Grundkante in TT; umlegen (Art. 39).

Die Konstruktion des Netzes der abgestumpften Pyramide er-
fordert noch die Bestimmung der wahren Lingen der Kantenabschnitte
AA;, BB,... Nun verhalten sich nach Art. 1 die Abschnitte auf der
wahren Linge einer Kante wie die entsprechenden Abschnitte auf einer
ihrer Projektionen; hatte man also vorher die wahre Linge von SA
durch Abtragen der Strecke S'A auf z ermittelt, so findet man auf ihr
die Lénge von A.A, mittels einer Parallelen zu 2 durch den Punkt
i- Noch genauer bestimmt man die Kantenabschnitte mittels des
Seitenrisses: Macht man auf y die Strecke Sy;4, — S’A und zieht

VAo ||y bis 8" Ay, so ist AA; = A, A4,

Kontrolle: Die Strecke 4, B, des Netzes mull gleich sein der

entsprechenden Seite der umgelegten Schnittfigur.

57. Aufgabe. Von einem schiefen Prisma mit der in TI;
liegenden Grundfliche 4,B,C;... und der Deckfliche 4,B,C;...
das Netz zu konstruieren (Fig. 63). Die Seitenflichen sind Parallelo-

Fig. 63. gramme, deren wahre Grofe aus je zwei
. Seiten und einer Diagonale oder durch
4y _ Umlegung in TI; leicht gefunden wird

(vgl. Art. 19 und 89). Noch vorteilhafter
ist in der Regel die Anwendung eines
Normalschnittes: Schneiden wir das
Prisma senkrecht zu den Seitenkanten mit
einer Ebene N, so erhalten wir ein Vieleck
A3 B3 C; ..., dessen Seiten auf den Kanten
senkrecht stehen; dieser Schnitt ver-
wandelt sich daher beim Abwickeln
in eine Gerade.

Die Ausfithrung der Konstruktion ge-
staltet sich in folgender Weise: Wir ziehen
die Spur #, von N1A4, 45, am zweck-
mifigsten durch eine Ecke der Grund-
fliche, etwa durch C;, und zeichnen den Seitenriff auf eine TI31ln,
mittels y || 4,42, A; A7 und A3 Ay ly, Abstand A3’y — Abstand
As z usw. Die Spur n; von N geht durch den Schnittpunkt C;’ von
n, mit y, und zwar L A" A})'; sie bestimmt auf den dritten Pro-
jektionen der Seitenkanten die Punkte A3’, B;'... Wir ermitteln ferner
die wahre GroBe des Normalschnitts durch Umlegung in TI;; dabei
fillt s nach A auf A, Ay, und es ist Abstand 4)n, = 43" Cy". —
Nach diesen Vorbereitungen ziehen wir eine beliebige Gerade als Ab-
wickelung des Normalschnittes und machen auf ihr die Strecke A3 Bg
= AJ)B) usw. Da die Seitenkanten zu TT; parallel sind, so erscheinen
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sie im SeitenriB in wahrer Grofe; im Netz ist also Az A4, 1 A; B,
und = A" 4Y".

Kontrolle: Die im Netz und im Grundrif mit 4, B, bezeichneten
Strecken miissen einander gleich sein.

58. Zur Ermittelung des ebenen Schnittes eines Vielflachs kann
auler den bisher entwickelten Methoden, die stets zum Ziele fiihren,
in gewissen Fillen auch ein Flichenverfahren benutzt werden, das
unmittelbar die Schnittlinien der Fig. 64.

Flachen des Kérpers mit der Ebene,
also statt der Ecken sofort die Seiten
der Schnittfigur liefert.

Aufgabe. Den Schnitt der
EbeneE(e ¢;) miteinemschiefen
Prisma zu konstruieren,dessen
Grundfliache 4,B,C; ... in TI,
liegt (Fig. 64). ‘Die Deckfliche
Ay By C, ... befindet sich in einer
horizontalen Ebene X, und diese
schneidet E in einer Hauptlinie
m || ¢;. Dann kennt man z. B. von der
Schnittlinie der Ebenen A, B, B, 4,
und E zwei Punkte, namlich in TT,
den Punkt V — A;B,; X ¢, und in
2 den Punkt W = A, B, > m; die
Gerade V W liefert daher eine Seite
Ag By der Schnittfigur.

Ebenso findet man den ebenen Schnitt einer auf der TT,; stehenden
Pyramide mit Hilfe einer horizontalen Ebene Z, die man zweckmiBig
durch die Spitze S legt: Die erweiterte

. Fig. 65.
Seitenfliche SA B schneidet £ in einer
Parallelen zu A B, und diese trifft die D"
Hauptlinie m wie vorhin in einem Punkte W ‘ 9
der Schnittlinie der Ebenen E und SAB.

59. Um die Schnittpunkte einer Ge-
raden mit einem Vielflach zu bestimmen,
legt man durch die Gerade eine Hilfs-
ebene und ermittelt ihren Schnitt mit
dem Vielflach, sowie die Schnittpunkte
der Geraden mit dieser Schnittfigur. Die
Hilfsebene ist naturgemaf so zu wihlen,
daB ihr Schnitt mit dem Vielflach mog-
lichst leicht konstruiert werden kann; am
geeignetsten sind daher in der Regel die
projizierenden Ebenen der Geraden.

Aufgabe. Die Schnittpunkte P,Q
der Geraden g mit dem Tetraeder A BCD zu ermitteln (Fig. 65).
Die erste projizierende Ebene von g schneidet das Tetraeder in dem
Miiller, Darstellende Geometrie. 3
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Viereck 12 34, dessen Grundrifl bekannt ist, so daf sein Aufrif sofort
konstruiert werden kann. Die Gerade g” trifft 1”2"” in P", 8”4 in @".
Der Punkt P liegt daher in der Fliche A B C und @ in der Flache B CD.
Der auflerhalb des Tetraeders liegende Teil von ¢ ist im Aufrif von P
an sichtbar, im Grundrifl dagegen nicht, weil die Fliche 4 BC zwar im
Aufrifl, aber nicht im Grundrif gesehen wird.

In Fig. 65 ist die Gerade B” D" nahezu senkrecht auf z; um in
diesem Falle den Punkt 4” moglichst genau zu bestimmen, ziehe man
im Dreieck A BD die Hilfslinie 4J || BA bis AD, also 4'J" || B'A’, und
ermittle J''4".

Noch einfacher gestaltet sich im vorliegenden Falle die Losung
mittels der zweiten projizierenden Ebene von g, weil diese das Tetraeder
nur in einem Dreieck schneidet.

Durchdringung zweier Vielflache.

680. Zwei Vielflache durchschneiden sich entweder in einem oder
in mehreren (windschiefen oder ebenen) Vielecken. Im ersten Falle
sagt man, sie dringen ineinander ein (schneiden sich gegen-
seitig an), im zweiten spricht man von einer vollstindigen Durch-
dringung (Durchbohrung) des einen Vielflachs durch das andere.

Um die Durchdringungsfigur zu konstruieren, bestimmt man in
der Regel zunichst ihre Ecken als die Schnittpunkte der unverlingerten
Kanten des einen Vielflachs mit den unerweiterten Flichen des anderen
und verbindet dann immer zwei Eckpunkte miteinander, die in jedem
Vielflach derselben Fliche angehéren (Kantenverfahren). In gewissen
Fillen findet man aber auch unmittelbar die Seiten der gesuchten
Figur als die Schnittlinien der Flichen des einen Vielflachs mit den
Flichen des anderen (Flichenverfahren).

Beim Kantenverfahren legt man durch die einzelnen Kanten ge-
eignete Hilfsebenen und ermittelt fiir jede solche Ehene ihren Schnitt
mit dem anderen Vielflach und hierauf die Punkte, in denen die be-
treffende Kante das so erhaltene Vieleck schneidet (Art.59). Als Hilfs-
ebenen dienen im allgemeinen die projizierenden Ebenen der Kanten
(vgl. jedoch Art. 62).

6l. Aufgabe. Die Durchdringung des Tetraeders ABCD
mit dem dreiseitigenPrisma EFGHJKzukonstruieren(Fig.66).
Wir lésen die Aufgabe nach dem Kantenverfahren mittels projizierender
Ebenen durch die einzelnen Kanten (Art. 59). Um z. B. die Schnitt-
punkte der Tetraederkante A B mit dem Prisma zu bestimmen, benutzen
wir die zweite projizierende Ebene von 4 B. Diese schneidet die Prisma-
kanten E H, FJ, G K bzw. in den Punkten 1,2,3 (1" = A" B" < E"H").
Die Strecke A’ B’ hat mit den Seiten 2’3’ und 8’1’ des Dreiecks 1’2’3’
die Punkte L' und M’ gemein; die Kante AB durchstsBt also die
Prismaflichen F G KJ und GEHK in L und M. — In derselben Weise
verfahren wir der Reihe nach mit allen Tetraeder- und Prismakanten,
diejenigen ausgenommen, bei denen die Figur ohne weiteres zeigt, da
sie ganz aullerhalb des anderen Vielflachs liegen.
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Wir haben schlieBlich unter den gefundenen Schnittpunkten immer
je zwei, die auf derselben Tetraederfliche und zugleich auf derselben
Prismafliche liegen, zu einer Seite der Schnittfigur zu verbinden. Dazu
bedienen wir uns zweckmiBig einer Tabelle, in der wir neben jedem
Schnittpunkte die Flachen eintragen, in denen er sich befindet:

Punkte Prismaflichen Tetraederfiichen
L FGKJ ABC, ABD
M GEHK ABC, ABD

usw.

Bei diesem Verfahren kann es sich ereignen, daf die projizierende
Ebene, die wir durch eine bestimmte Kante (z. B. F'J) legen, das andere
Vielflach in einem Vieleck schneidet, das von der Kante gar nicht ge-

troffen wird; dann zeigt sich
erst hierdurch, dafl die be-
trachtete Kante tberhaupt
keinen Eckpunkt der Durch-
dringungsfigur enthilt. Um
solche erfolglose Versuche von
vornherein zu  vermeiden,
kénnen wir, nachdem fiir
eine Kante, etwa AB, wie
vorhin die Schuittpunkte L
und M bestimmt sind, in fol-
gender Weise vorgehen. Da
der Punkt M in der Prisma-
fliche GEHK wund in der
Tetraederfliche A B C liegt, so
beginnt in ihm die Schnitt-
linie dieser Flichen, und wir
finden sie, indem wir noch
eine Kante der einen Fliche
mit der anderen zum Schnitt
bringen. Benutzen wir hierzu
z. B. die Kante £ H und kon-
struieren nach Art. 28 ihren
Schnittpunkt W mit der Ebene
A BC, so ergibt sich M W als
Schnittlinie beider Flichen.
Diese gehért aber der Durch-
dringungsfigur nur so weit an,
als sie sich innerhalb des Drei-

Fig. 66.

ecks A B C befindet, also bis zu ihrem Schnittpunkte S mit der Kante
BC. Da BC auch im Dreieck B C D liegt, so beginnt in S die Schnittlinie
dieser Fliche mit G EHK, von der wir wieder einen zweiten Punkt
ermitteln, usw. Auf diese Weise erbalten wir die Eckpunkte der Durch-

3*
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dringungsfigur sofort in der richtigen Reihenfolge, so daB die Anlegung
einer Tabelle uberflissig wird.

Die Projektion einer Seite der Durchdringungsfigur ist als sichtbar
auszuziehen, wenn beide Flichen, deren Schnittlinie sie ist, in der
betreffenden Projektion gesehen werden.

Kontrollen: Die beiden Schnittlinien einer Fliche des einen
Vielflachs mit zwei in einer Kante zusammenhéngenden Flichen des
anderen treffen sich immer auf dieser Kante.

62. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Pyramiden,
so konnen wir die Konstruktion nach dem Kantenverfahren dadurch
vereinfachen, daB wir an Stelle der bisher benutzten projizierenden
Ebenen zweckmiBiger gewahlte Hilfsebenen verwenden. Bei einer

Fig. 67.

Pyramide werden némlich die einfachsten Schnitte durch solche Ebenen
erzeugt, die durch die Spitze gehen, denn diese schneiden die Mantel-
fliche in Geraden aus der Spitze. Um daher die Schnittpunkte der
Kanten der einen Pyramide mit der anderen zu kounstruieren, legen wir
durch jede Kante eine Hilfsebene, die zugleich die Spitze der anderen
Pyramide enthdlt, d. h. wir benutzen Hilfsebenen durch die Ver-
bindungslinie beider Spitzen.

Sind S und T' die Spitzen der beiden Pyramiden, 4 BCD und
EF G bzw. die zugehérigen Grundflichen in den Ebenen E und @, so
bestimmen wir zunichst die Schnittlinie m dieser Ebenen, sowie die
Schnittpunkte @ und R der Geraden ST mit E und @ (Fig.67). Dann
erhalten wir z. B. die Schnittpunkte A, und 4, der Kante SA mit der
anderen Pyramide, indem wir durch SA und ST eine Hilfsebene legen.
Diese schneidet E in @A, m in A (auf QA), ® in AR, das Dreieck
EFG in %, und A, (auf AR), also den Mantel der zweiten Pyramide
in den Geraden ;7' und W, T, die auf SA die Punkte A, und A, be-
stimmen. Haben wir in derselben Weise alle iibrigen Eckpunkte der
Durchdringungsfigur gefunden, so erkennen wir ihre Reihenfolge ohne



Benutzung einer Tabelle, indem wir von A und 2, aus beide Grund-
flichen derartig umfahren, daf die in ihnen gleichzeitig erreichten
Punkte immer in derselben Hilfsebene liegen.

Riickt der Punkt T in unendliche Entfernung, so verwandelt sich
die zugehorige Pyramide in ein Prisma. Dann bleibt die vorige Kon-
struktion ungedndert, nur werden die Geraden ST, U; T, A, T ... parallel
zu den Seitenkanten des Prismas.

Nach ganz demselben Verfahren ermitteln wir endlich auch die
Durchdringung zweier Prismen, indem wir durch die Seitenkanten
jedes Prismas Hilfsebenen legen parallel zu denen des anderen (vgl. Art. 24,
Schluf). Alle diese Ebenen schneiden E und @ in parallelen Geraden.

63. Aufgabe. Die Durchdringung eines Prismas mit einer
Pyramide zu konstruieren, wenn die zugehérigen Grund-
flichen ABCD und KLM in TT; liegen (Fig.68). Erste Losung
(Kantenverfahren): Nach Art. 62
ziehen wir durch die Spitze S der
Pyramide eine Parallele zu den Seiten-
kanten des Prismas bis zu ihrem
Schnittpunkte @ mit TT,. Um dann die
Schnittpunkte 4; und A4, der durch A4
gehenden Prismakante mit der Pyramide
zu ermitteln, legen wir durch diese
Kante und durch S¢ eine Hilfsebene;
ihre Grundrifspur @A schneidet KL
in %y, LM in U, usw.

Die Netze der beiden Korper wer-
den wie in Art.56 und 57 konstruiert.
Um den Eckpunkt A; der Durch- '
dringungsfigur im Netz der Pyramide
anzugeben, iibertragen wir zunédchst
den Punkt 9;, ziehen dann die Ge-
rade SA; und machen auf ihr A, A4,
gleich der wahren Léinge dieser Strecke.

Fig. 68.

Zweite Losung (Fliachenver-
fahren, vgl. Art. 58): Eine horizontale
Ebene durch S schneidet das Prisma
in einem Viereck K FGH, das zu
A B CD parallel und kongruent ist, und die erweiterten Seitenflichen
der Pyramide in drei durch S gehenden Geraden p || KL, ¢|| LM,
r|| MK. Um z. B. die Schnittlinie der Flichen ABFE und SKL zu
ermitteln, bestimmen wir die Punkte == AB < KL und U = EF < p;
dann ist TU die gesuchte Schnittlinie, die aber als Seite der Durch-
dringungsfigur nur so weit in Betracht kommt, als sie innerhalb der
begrenzten Seitenflichen liegt, also von ihrem Schnittpunkte 4; mit
AE bis K, auf SK. In A, wird sich die Schnittlinie der Flichen
ADHE und SKL anschliefien usw.

Soll die Seite A; K; der Durchdringungsfigur in das Netz der
Pyramide eingetragen werden, so benutzen wir wieder die Punkte 7
auf KL und U auf p, ziehen also im Netz SU || KL und = S'U".

L
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Schattenkonstruktionen.

684. Um die Anschaulichkeit der Abbildung zu erhéhen, denken
wir uns die dargestellten Objekte aus einem endlichen oder unendlich
fernen Punkte L beleuchtet. Wihrend in bezug auf L als Projektions-
zentrum die Oberfliche jedes undurchsichtigen Koérpers in einen sicht-
baren und einen unsichtbaren Teil zerfillt, die durch den wahren Umrif3
getrennt werden, unterscheiden wir fir L als Lichtquelle diese beiden
Oberflachenteile als den beleuchteten und den im Eigen- oder Selbst-
schatten befindlichen Teil und bezeichnen ihre Trennungslinie, in
deren Punkten die Lichtstrahlen die Oberfliche streifen (oder be-
rithren), als Eigen- oder Selbstschattengrenze (Lichtgrenze).
Die streifenden Lichtstrahlen umschliefen hinter dem Korper seinen
Schattenraum. Jede Oberfliche, die in diesen Raum hineinreicht,
empfingt vom Korper einen Schlagschatten, dessen Grenzlinie von
jenen streifenden Lichtstrahlen ausgeschnitten wird. Die Schlag-
schattengrenze ist also die Projektion der Eigenschattengrenze aus
L und geometrisch dasselbe, wie der scheinbare Umril des Kérpers fir
L als Projektionszentrum.

Wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, werden wir
im folgenden immer voraussetzen, der Punkt L sei unendlich fern.
Wir wihlen ferner die parallelen Lichtstrahlen immer so, dal sie von
links oben und vorn nach rechts unten und hinten gerichtet sind, und
zwar zumeist parallel zur Diagonale eines Wiirfels, dessen Flichen zu
den Projektionsebenen parallel oder senkrecht sind. Diese namentlich
in technischen Zeichnungen bevorzugte Lichtrichtung, deren Projektionen
gegen x unter 45° geneigt sind, soll kurz als ,Richtung der Wirfel-
diagonale“ bezeichnet werden.

66. Aufgabe. Bei gegebener Lichtrichtung I(¥,1") den
Schlagschatten zu bestimmen, den der Punkt P(P’, P") auf
eine der Projektionsebenen wirft. Der Schlagschatten von P auf

Fig. 69. TT, oder TT, ist der erste oder zweite Spurpunkt des

4 durch P gehenden Lichtstrahls (Art. 17); wir be-
zeichnen ihn fortan mit P, oder mit P,. Da die Pro-

I\\' jektionsebenen als unbegrenzt und undurchsichtig

,  vorausgesetzt werden, so werfen zufolge der Annahme,

lB die wir in Art. 64 iiber die Lichtrichtung gemacht

2 ———————  haben, nur die im ersten Quadranten liegenden Punkte
Schatten, und zwar entweder auf die - TT, oder auf
, die + TT,. Fiir Licht in der Richtung der Wirfel-
A \] diagonale ist P P, || .

/ B 66. Aufgabe. Den Schlagschatten der

v Strecke AB auf die Projektionsebenen zu kon-

struieren. Man ermittle von den Endpunkten A

und B den Schatten A; und Bj, auf TI,. Liegt, wie in Fig. 69, A} ober-

halb, B unterhalb x und schneidet A, By z in C, so ist der Schatten
von AB die gebrochene Linie 4,CB;.

Ist AB || TT,, so wird AsBn4f AB. Steht ABLTI,, soist A3 Bn || I'.
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687. Um zu entscheiden, ob von einer ebenen Figur, etwa dem in
Fig. 70 dargestellten Dreieck A B(C, im Grundrif die beleuchtete oder
die im Eigenschatten befindliche Seite gesehen wird, schneiden wir die
Figur mit einer Ebene, die zur ersten projizierenden Ebene des Licht-
strahls 7 parallel ist, in einer Geraden DE(D'E’ || V). Dagegen zeigt
der Aufrif, daf im vorliegenden Falle die in der
Hilfsebene verlaufenden ersten projizierenden Strah-
len und die in ihr liegenden Lichtstrahlen ent-
gegengesetzte Seiten von D E treffen; demnach ist
die im Grundrif§ sichtbare Seite der Ebene ABC
nicht beleuchtet.

Da die Dreiecke A'B’C’ und A" B"C" ent-
gegengesetzten Sinnes sind, so sieht man im Aufrify
die beleuchtete Seite der Ebene (vgl. Art.21):

Der Grundril einer ebenen Figur und ihr & —7/———
Schatten auf die TI, sind perspektiv affin mit der 4 B/

Fig. 70.

GrundriBspur der Ebene der Figur als Affinitdts- c’
achse. D
AN
68. Aufgabe. Den Schlagschatten des B

Prismas ABCDEF auf die Projektions-

ebenen, sowie seinen Higenschatten zu bestimmen (Fig.71).
‘Wir konstruieren zunsichst den vollstindigen Schlagschatten des Prismas
auf die TT;, so wie er sich gestalten wiirde, wenn die TT, durchsichtig
wire. Haben wir von den durch A,
B, C, D gezogenen Lichtstrahlen die
ersten Spurpunkte Aj... ermittelt, so

4 E"
ergeben sich Ej und F} sofort aus der \ B
Bemerkung,daﬁ BhEh und C;.Fhﬁ:AhDh
sind. Denken wir uns nun die Schatten e 7
0’/

Fig. 71.

aller Eckpunkte verbunden, die auf dem
Prisma selbst durch Kanten verbunden
sind, so erhalten wir als Schlagschatten-
grenze das Funfeck AjCp By EyDy, das
alle iibrigen Verbindungslinien ein-
schlieft, und diesem entspricht auf
dem Prisma die Eigenschattengrenze

DI
ACBED. Dal ibrigens die Punkte C
und D der Eigenschattengrenze an- F,
gehoren, ist ohne weiteres klar, weil in /
C’ und D' der erste scheinbare Umrif v ,
_A’
S B ¢

von je einer Parallelen zu I' gestreift
wird, und das Entsprechende gilt im
AufriB von A und E. — Da der
Kantenzug A CBED A die beleuchteten
Prismaflachen von den im Eigenschatten
befindlichen trennt, so ergibt sich aus
der Anschauung, daf nur die Flichen ABC und ABED beleuchtet
sind. Davon iiberzeugen wir uns auch, indem wir das Prisma mit
einer Hilfsebene schneiden, die zur ersten projizierenden Ebene von 1
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parallel ist. Die so erhaltene Schnittfigur PQRS wird — wie der
AufriB zeigt — von den durch @ und S gehenden Lichtstrahlen ge-
streift, und die in ABC und ABED liegenden Seiten SP und PQ
sind dem Lichte zugewendet. Oder: Der durch den Schnittpunkt von
Ap By, und Cp Fj gehende Lichtstrahl trifft zuerst die Kante AB und
dann die Kante CF, folglich liegt A B im beleuchteten Teile der Ober-
fliche des Korpers und CF im Eigenschatten.

Die Punkte D und E werfen ihren Schatten in Wirklichkeit nicht
nach D; und Ej, sondern nach D, und E,; die Schlagschattengrenze
des Prismas tritt also in den Schnittpunkten M und N von ApDx
und By Ej mit z auf die Ebene TT, itber. Die Figuren M D, Ey N und
MD,E,N sind perspektiv affin mit = als Affinititsachse.

69. Um den Schlagschatten einer Figur auf eine andere
Figur zu bestimmen, konnen wir zwei verschiedene Wege einschlagen:
I. Wir bestimmen unmittelbar die Schnittpunkte der von den
Schatten werfenden Punkten ausgehenden Lichtstrahlen mit den Schattern

Fig. 72. Fig. 73.

empfangenden Flichen unter Anwendung geeigneter Hilfsebenen, in
der Regel mittels projizierender Ebenen durch die einzelnen Licht-
strahlen (direktes Verfahren, vgl. Art.59).

a) Schatten einer achtseitigen prismatischen Platte auf
ein sechsseitiges Prisma (Fig.72). Die Eigenschattengrenze des
Prismas besteht, wie man aus dem Grundrifl erkennt, aus den Seiten-
kanten CC; und FF,, die der Platte aus den Seitenkanten KK, und
00, und den halben Achtecken KJHG O und K, L, M, N,0,. Um
den Schatten der Kante J H auf die vertikale Fliche B CC, B, zu kon-
struieren, bestimmt man den Schnittpunkt J, des durch J gehenden
Lichtstrahles mit dieser Fliche, sowie den Schatten des Punktes von
JH, dessen Lichtstrahl die Kante BB, trifft, oder man verbindet ./,
mit dem Schatten des Punktes H auf die erweiterte Fliche.
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b) Schatten einer Pyramide auf ein Prisma (Fig.73). Die
Grundfliche A BCD der Pyramide und die Prismakanten EE; und
JJ, liegen in TI;; die Grundfliche des Prismas steht auf den Seiten-
kanten senkrecht und ist durch ihre Umlegung EF; Gy H,J in TI; ge-
geben, es ist also Abstand F"'x — F'F,. Man bestimme zunichst den
Schatten M; der Spitze M der Pyramide auf TI,. Dann schneiden die
Grenzlinien My B und M, D des von der Pyramide auf TT, geworfenen
Schattens die Kante EE; in zwei Punkten 7' und Uj; in ihnen beginnt
der Schatten, den die Fliche EFF| E, des Prismas von der Pyramide
empfingt. Nun ermittle man die Schnittpunkte M, , M,... des durch
M gehenden Lichtstrahls mit den Seitenflichen des Prismas: Seine
erste projizierende Ebene schneidet das Prisma in einem Finfeck
12345, und die Gerade M" M}, trifft die Verlingerungen von 1" 2",
2"38"... baw. in My, My... Dann gehen die Grenzen des auf die
Fliche EFF, E, fallenden Schattens von 7' und U nach M;; sie
schneiden die Kante FF} in zwei Punkten ¥V und W, die mit M, ver-
bunden den Schatten auf die folgende Fliche liefern usw. Da die
Schnittfigur 12345 von dem durch 4
gehenden Lichtstrahl — wie der Aufrif Fig. 74.
zeigt — gestreift wird, so gehort die Kante " 4" B
HH, zur Eigenschattengrenze des Pris- \ B == F"

mas; die Flache HJJ, H;, empfingt also J K"
keinen Schlagschatten. (A N v
Der auf das Prisma fallende Schatten N 0"

kénnte auch mit Hilfe eines Seitenrisses «
konstruiert werden, wobei man die Ebene
TI; zu den Seitenflichen senkrecht
zu stellen hitte. Benutzt man der Ein-

fachheit wegen die Grundfliche als TT, I o
und ermittelt die dritte Projektion des Hi G’
Lichtstrahls M M, so schneidet M"' M}’ 47 B

die Verlingerung von EF, im Punkte E’ F’

M;" usw. — Dieses Verfahren empfiehlt
sich besonders, wenn man von mehr als l/
einem Punkte den Schatten auf das Prisma
konstruieren muS.

¢) Schatten eines Schornsteins auf ein Dach (Fig. 74). Der
Schornstein besteht aus einem rechtwinkligen Parallelepiped mit der
Deckfliche A BCD und einem Gesims zwischen den horizontalen Recht-
ecken EFGH und JKLM. Sein Schnitt NOPQ mit der vorderen
Dachfliche ergibt sich mittels des Seitenrisses auf eine TT;, die auf dem
First T'U, im vorliegenden Falle also auf x senkrecht steht und in die
T, umgelegt wird. — Die Eigenschattengrenze wird durch den Kantenzug
OBCDQ und das Sechseck FGHMJK gebildet. Der Schatten, den
die Vertikale OB auf die vordere Dachfliche wirft, beginnt in 0. Sein
GrundriB geht durch B'|| ! und bestimmt seinen Schnittpunkt V mit
der Geraden TU; hieraus ergibt sich im Aufrif die Gerade 0" V". —
Zur Konstruktion des Schattens, den das Dach von der Eigenschatten-
grenze des Gesimses erhilt, benutzt man den SeitenriB (vgl. die Be-
merkung am Schluf der vorhergehenden Aufgabe. Bei Licht in der
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Richtung der Wiirfeldiagonale bildet das umgelegte I’ mit z einen
Winkel von 459). Die Kante F'G- wirft Schatten auf beide Dachflichen;
sein Schnittpunkt mit dem First wird aus dem Aufril gefunden, der
zu 1" parallel ist. Der Schatten der Kante G H auf die hintere Dach-
flache ist 3 GH. Den parallelen Kanten F'G und MJ entsprechen
parallele Schatten. — Die Kanten MJ und JK werfen auch Schatten
auf die beleuchteten Schornsteinflichen. Endlich empfangt das Rechteck
EF GH noch Schatten vom oberen Teile des Schornsteins. Die zu-
gehorigen Schattengrenzen ergeben sich unmittelbar aus Grund- und
Aufrif.

70. II. Sind @ und b zwei gerade (oder krumme) Linien im
Raume, a, und b, ihre Schatten auf irgend eine Ebene, etwa auf die TT,,
und treffen sich @, und by in einem Punkte Py, so ist dieser der Schatten
sowohl eines Punktes von @ als auch eines
Punktes von b, d.h. der durch P riick-
wirts gezogene Lichtstrahl schneidet beide
Linien. Trifft er zuerst a in P, hierauf
bin @, so empfangt a in P Schlagschatten
vom Punkte @ auf b.

Um hiernach in Fig.75 den Schatten
des Dreiecks ABC auf das Rechteck
F @G HJ zu konstruieren, ermitteln wir zu-
nichst den Schlagschatten beider Figuren
auf die TT;,. Dabei fillt der Schatten A4
von A in das Parallelogramm F3, Gy, Hudp,
mithin wirft der Punkt A4 seinen Schatten
A, auf die Rechtecksfliche. Wir finden
ihn mittels der Punkte R; und S, in
denen HyJ, und Fj G die Gerade A, B
und deren Verlingerung schneiden: Die
ersten Projektionen der durch diese Punkte
gehenden Lichtstrahlen treffen H'J' und
F'@ in R’ und S'; dann ist RS der Schatten, den das Rechteck von
der verlingerten Geraden A B erhilt, und der durch 4 gehende Licht-
strahl schneidet RS in A, (indirektes Verfahren, Methode des
Zurickprojizierens).

Ebenso konstruieren wir den Schatten, den das Vielflach A von
dem Vielflach B empfingt, aus dem Schatten beider Kérper auf die TT,:
Da nur die beleuchteten Flichen von A Schatten erhalten, und da die
Grenzlinie dieses Schattens von der Eigenschattengrenze von B herriihrt,
so suchen wir in TI; die Schnittpunkte der Schattengrenze von B mit
den Schatten der Kanten, die die beleuchteten Flichen von A begrenzen,
und projizieren die gefundenen Punkte in der Lichtrichtung auf die
betreffenden Kanten von A.

Fig. 75.

IV. Der Kreis.

71. Uber ebene Kurven im allgemeinen. Liegen alle Punkte
einer Kurve in einer Ebene, so heilit sie eben, anderenfalls wird sie als
Raumkurve bezeichnet.



Unter der Tangente der ebenen Kurve % im Punkte P versteht
man bekanntlich die Grenzlage, die die Verbindungslinie von P mit
einem anderen Kurvenpunkte erreicht, wenn dieser sich dem Punkte P
auf & unbegrenzt nihert; man sagt daher, die Tangente sei die Ver-
bindungslinie zweier unendlich nahen Kurvenpunkte. — An gewissen
singuldren Stellen kann die Tangente mit der Kurve mehr als zwei un-
endlich nahe Punkte gemein haben. Ist ihre Anzahl — 3 — oder
iberhaupt ungerade — so wird die Kurve von der Tangente im Beriih-
rungspunkte durchschnitten, und dann bezeichnen wir diesen als In-
flexions- oder Wendepunkt. Liegen dagegen auf der Tangente vier
unendlich nahe Kurvenpunkte — oder eine noch héhere gerade Zahl
solcher Punkte — so bleibt die Tangente auf derselben Seite der Kurve;
in diesem Falle sprechen wir von einem Undulations- oder Flach-
punkt.

Das im Punkte P zur Tangente errichtete Lot heiit die Normale
der Kurve k in P. — Durch P und einen zweiten Punkt ¢ von k lafit
sich ein Kreis beschreiben, der % in P berithrt; sein Mittelpunkt liegt
auf der Normale von P. Riickt der Punkt ¢ immer naher an P heran,
bis er schliefllich mit P zusammenfillt, so wird der betrachtete Kreis
zum Krimmungskreis der Kurve k¥ in P. Wir koénnen ihn auch
definieren als den Kreis durch drei unendlich nahe Kurvenpunkte und
seinen Mittelpunkt als den Schnittpunkt zweier unendlich nahen Nor-
malen. Der Krimmungskreis durchschneidet die Kurve in P, falls er
nicht ausnahmsweise vier, oder iiberhaupt eine gerade Anzahl von
Punkten mit der Kurve in P gemein hat. — Alle Normalen von k¥ um-
hilllen eine zweite Kurve, nimlich den Ort der Kriimmungsmittelpunkte
der ersten; wir bezeichnen sie als die Evolute von £.

‘Wir entlehnen der analytischen Geometrie die folgenden Definitionen
und Lehrsitze: Jede ebene Kurve ist darstellbar durch eine Gleichung

fey) =0

zwischen den rechtwinkligen Koordinaten (, y ihrer samtlichen Punkte.
Ist §(z,y) eine ganze rationale Funktion von y und Y, so nennt man die
Kurve algebraisch, und zwar von der nt*®® Ordnung, wenn die
hochste Summe der Exponenten von y und j in einem Gliede = n ist.
Nichtalgebraische Kurven heifen transzendent. — Geniigen komplexe
Werte von ¢ und y der Kurvengleichung, so sagt man, sie bestimmen
einen imagindren Kurvenpunkt. Werden solche geometrisch nicht
existierende Punkte mitgerechnet, so gilt der Satz: Eine ebene Kurve
n***Ordnung wird von jeder Geraden ihrer Ebene in # Punkten
geschnitten. Dabei sind aber alle Punkte, in denen wegen der be-
sonderen Lage der Geraden zwei sonst getrennte Schnittpunkte in einen

zusammenfallen — Berithrungspunkte der Geraden, Doppelpunkte der
Kurve — doppelt zu zdhlen. — In der Funktionentheorie wird um-
gekehrt bewiesen: Eine ebene Kurve, die von jeder Geraden
ihrer Ebene in # — reellen oder imaginiren — Punkten ge-

schnitten wird, ist eine algebraische Kurve n'®* Ordnung. Es
ist jedoch wohl zu beachten, daf bei der Bestimmung der Anzahl der
Schnittpunkte nur das Entstehungsgesetz der Kurve und nicht der bloSe
Augenschein mafigebend ist. Aus der Gestalt allein 148t sich nicht
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einmal erkennen, ob eine gezeichnet vorliegende Kurve algebraisch oder
transzendent ist.

72. Ist k irgend eine Kurve in der Ebene E, k' ihre schiefe oder
senkrechte Projektion auf die Bildebene TT, ¢ die Spur von E, so sind %
und k&' zwei perspektiv affine Figuren mit ¢ als Affinititsachse
(Art. 49). Dabei entspricht der Tangente in einem Punkte P
von k die Tangente im Punkte P von ¥/, denn beide Geraden sind
die Verbindungslinien entsprechender Paare von unendlich nahen Punkten
auf & und %'

Den Schnittpunktey von k mit einer in E liegenden Geraden g
sind der Reihe nach die Schnittpunkte von %' mit der Bildgeraden g
zugeordnet; daraus folgt: Die Parallelprojektion einer ebenen
Kurve nt®* Ordnung ist wieder von der #'®® Ordnung. — Der-
selbe Satz gilt offenbar auch fiir Zentralprojektion.

78. Ist die Kurve % ein Kreis, so entsteht als Bildkurve %’ eine
im Endlichen geschlossene Kurve zweiter Ordnung; die Parallel-
projektion eines Kreises ist also eine Ellipse. Sie verwandelt
sich in einen mit k¥ kongruenten Kreis, wenn E || TT ist, oder wenn die
Fig. 76. projizierenden Strahlen auf einer
Halbierungsebene der von E mit TT
gebildeten Winkel senkrecht stehen 1),
und sie geht iber in eine doppelt
zihlende Strecke, die dem Durch-
messer von k gleich ist, wenn die
projizierenden Strahlen zu E par-
alle] sind.

In Fig. 76 ist die Umlegung £,
von %k um die Spurlinie e in die
Zeichenebene T gegeben, sowie vom
Mittelpunkte M die Projektion B'.
Dann erhilt man die Bildellipse &' als die perspektive affine Figur zu k,
wie in Art. 49, indem man zu einer Reihe von Durchmessern A,B,,
Cy D, ... von k, die entsprechenden Strecken A'B’, C'D’... konstruiert;
dabei schneiden sich 4,B, und A’'B’ auf der Affinititsachse ¢, und die
Geraden 494’ und By B’ sind || My M'. Hiernach ist M’ der Mittel-
punkt von A'B’, ¢'D' ..., d.h.: Die Projektion des Kreismittel-
punktes ist der Mittelpunkt der Bildellipse; jedem Kreis-
durchmesser entspricht als Bild ein Ellipsendurchmesser.

Stehen die Kreisdurchmesser A, B, und C,D, aufeinander senk-
recht, so ist jeder von ihnen parallel zu den Tangenten in den End-
punkten des anderen, und jeder halbiert die Sehnen, die zum anderen
parallel sind ; dasselbe gilt also auch von den Durchmessern A’B’und C’' D'
von k. Solche Durchmesser einer Ellipse nennt man einander kon-
jugiert, mithin ergibt sich der Satz: Zwei aufeinander senkrechten
Kreisdurchmessern entsprechen zwei konjugierte Ellipsen-
durchmesser.

1) Vgl. Anmerkung zu Art, 38.
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Die konjugierten Durchmesser A'B’ und C'D’ bilden nur dann
einen rechten Winkel, wenn die Punkte ¥ und W, in denen sie sich mit
A¢By und Cy Dy, auf der Geraden e schneiden, mit M, und M’ auf
einem Kreise liegen, der seinen Mittelpunkt auf e hat. In diesem Falle
heilen A'B' und C’'D' die Achsen der Ellipse k. Wir gelangen somit
zur Losung der folgenden Grundaufgabe: Vom Kreise k ist die
Spur eseiner Ebene, seine Umlegung %y in die Zeichenebene TT
und von seinem Mittelpunkte M das Bild M’ gegeben; die
Achsen der Bildellipse &' zu konstruieren. Man bestimme den
Schnittpunkt O von e mit der Mittelsenkrechten von My 3 ’, beschreibe
um O mit dem Radius O, einen Kreis, der ¢ in ¥V und W schneidet,
und ziehe in k, nach ¥V und W die Durchmesser 4B, und C,D,. Die
durch ihre Endpunkte gehenden Parallelen zu M,M’' bestimmen auf
M'V und M'W die Achsenendpunkte A', B’ und C’, D'

Auf dem Hilfskreise um O befindet sich auch der Punkt M, der
in bezug auf e zu M, symmetrisch liegt. Dann ist ¥V der Mittelpunkt
des Bogens M, M,; ist also O unerreichbar, so erhilt man M'V als
Halbierungslinie des Winkels M, M'M,.

Bei senkrechter Projektion ist bekanntlich M, M’Le und Abstand
M’e < Abstand Mge. Dann werden alle Durchmesser von k&, durch
Projektion verkiirzt, mit Ausnahme des zu e parallelen Durchmessers
Ay By; diesem entspricht also der grofite Durchmesser der Ellipse, d. h.
ihre groBe Achse A'B' 3 A, B,.

74. Sind von einer Ellipse, die wir jetzt lieber mit & statt mit %'
bezeichnen wollen, zwei konjugierte Durchmesser A B und C D gegeben,
und beschreiben wir itber einem von ihnen, z. B.
itber AB, um den Mittelpunkt M von k den Kreis
ko, so konnen wir %k als die perspektiv affine Kurve
zu kg betrachten mit 4 B als Affinitatsachse (Fig. 77).
Dabei entspricht dem Ellipsendurchmesser CD der
auf AB senkrechte Kreisdurchmesser C,D,; die
Affinitatsstrahlen sind also || C, C. Hieraus ergibt
sich die folgende Konstruktion der Ellipse k
aus den konjugierten Durchmessern AB
und CD: Man fille von einem beliebigen Punkte P, von &, auf A B
das Lot P,@ und ziehe QP || MC und P P|| CyC; dann ist P ein
Punkt von k, denn der zu k, gehorenden Geraden P, @ entspricht in
der affinen Figur die Gerade P¢.

Die Ellipsentangente in P geht durch den Schnittpunkt der Kreis-
tangente in Py mit der Affinititsachse A B.

Ist von einer Ellipse ein Durchmesser 4 B, die Richtung des kon-
jugierten Durchmessers und ein Punkt P gegeben, so findet man die
Linge des konjugierten Halbmessers M C mit Hilfe des Dreiecks P, Q P
und des ihm dhnlichen und parallel liegenden Dreiecks Co M C.

Fig. 77.

76. Die affine Beziehung zwischen der Ellipse k¥ und dem
Kreise k, liefert ein bequemes Mittel, um eine Reihe von Kon-
struktionsaufgaben iiber die Ellipse durch Zuriickfihrung
auf dieselbe Aufgabe am Kreise zu losen. Wird z. B. verlangt,
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an die durch zwei konjugierte Durchmesser AB und CD ge-
gebene, aber nicht gezeichnete Ellipse k aus einem beliebigen
Punkte R der Ebene Tangenten zu ziehen, so konstruiere man
zu R den in der Kreisfigur entsprechenden Punkt R, (RS || CM bis
AB, SRy L AB, RR, || CCy), lege aus R, an den Kreis %, Tangenten
und verbinde R mit den Punkten, in denen jene die Affinititsachse A B
schneiden.

Um an dieselbe Ellipse Tangenten von gegebener Richtung
zu legen, ziehe man in dieser Richtung die Gerade CU bis 4 B und an
den Kreis k, Tangenten || C, U.

Ebenso findet man die Schnittpunkte einer Geraden g mit
der nicht gezeichneten Ellipse mit Hilfe der entsprechenden
Sekante g, des Kreises k,: Zieht man durch den Schnittpunkt 7" von g
mit MC die Gerade TT, || CC, bis M Cy, so geht g, durch T, und
durch den Schnittpunkt von g mit 4 B usw.

76. Konstruktion einer Ellipse aus ihren Achsen AB—2a
und CD = 2b (Fig.78). Die Ellipse k ist wieder perspektiv affin zu
dem Kreise, der A B zum Durchmesser hat; wir bezeichnen ihn gegen-
wirtig mit k. Dem Punkte C von k entspricht der Schnittpunkt C;
von k, mit der verlingerten Halbachse M C;
einem beliebigen Punkte P, von %, ist also nach
Art. 74 der Punkt P von k zugeordnet, der die
auf A B senkrechte Strecke P; ¢ in demselben
Verhiltnis teilt, wie C die Strecke C; M. Be-
schreiben wir daher um M mit dem Radius M C
den Kreis k3, der M P, in P, schneidet, so er-
halten wir P als Schnittpunkt von P, ¢ mit der
Parallelen durch P, zu A B.

Verlangern wir M P; um P, P; — b, so ist
PP; die Normale der Ellipse & in P. Denn
die Tangente von % in P geht durch den Schnittpunkt ¥ von A B mit
der Tangente von %; in P,; dann folgt aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke P, PP, und VP, M, dafl auch die Dreiecke PP, P; und PP,V ein-
ander dhnlich sind, mithinist £ Py PPy— L VPP, also L VPP =900,

Sind B und S die Schnittpunkte von AB und CD mit der
Parallele durch P zu M P, so ist PR — b, PS =-a. Gleitet daher
die Strecke RS =— a — b mit den Punkten R und S auf den Achsen
AB und CD, so beschreibt der auf ihrer Verlingerung liegende Punkt P
die Ellipse. — Machen wir ferner auf A B die Strecke @ 1 =— R und
ziehen TP bis U auf CD, so wird PU =— a, PT = b; die Ellipse
entsteht also auch als Bahnkurve von P, wenn die Endpunkte der
Strecke U — « + b sich bzw. auf AB und CD bewegen (Papier-
streifenkonstruktionen der Ellipse).

Hieraus folgt beildufig: Kennen wir von einer Ellipse die eine Achse
AB = 2a und einen beliebigen Punkt P, so finden wir die Linge b
der anderen Halbachse, indem wir um P mit a einen Kreisbogen be-
schreiben. Trifft dieser die nicht gegebene Achse in S und schneiden
sich PS und AB in R, so ist PR = b.
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77. Um die Ellipse k& moglichst genau zu zeichnen, ermitteln wir
noch ihre Scheitelkrimmungskreise. Sei P, der Punkt von %, der
zu P in bezug auf A B symmetrisch liegt, % der Kreis durch P und Py,
der k in B berithrt, und W sein zweiter Schnittpunkt mit der Achse
ABj; dann ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BP W

PQ? = BQ.QW
und aus dem Dreieck BP, A

P @* = BQ.Q4,
mithin ist
PQ: QW
P Q4
Nun verhilt sich
PQ b
PQ  a’
folglich ist
QW b2
QA T a

Lassen wir ¢ immer niher an B heranriicken, bis schlieflich @, P und
P, mit B zusammenfallen, so verwandelt sich % in den Kriimmungskreis
der Ellipse in ihrem Scheitel B; dieser ausgezeichnete Kriimmungskreis
hat also mit der Ellipse in B nicht nur drei, sondern vier unendlich
nahe Punkte gemein (vgl. Art. 71). Bezeichnen wir seinen Radius mit g,,
so wird beim Grenzitbergang QW = 2 0,, Q4 — 24, und dann folgt
aus der letzten Gleichung
b2

a

O

Denselben Wert hat der Kriitmmungsradius in A4, und fir die Kriim-
mungsradien der Scheitel C und D ergibt sich durch Vertauschung von
a und b der Ausdruck

a?

922——3'

Zeichnen wir daher in Fig. 78 das Rechteck BM CE, so trifft das Lot
von K auf BC die Achsen A B und CD bzw. in den Krimmungsmittel-
punkten der Scheitel B und C.

78. Konstruktion der Achsen einer Ellipse aus einem
Paar konjugierter Durchmesser. Wir bezeichnen wieder mit M
den Mittelpunkt, mit AB und CD die Achsen einer Ellipse k, mit %,
und k, die Kreise iiber den Durchmessern A B und CD (Fig. 79). In k,
ziehen wir irgend zwei aufeinander senkrechte Radien M E; und M G,
schneiden sie mit %, in E, und G, und bestimmen nach Art.76 zu E,
und G, die entsprechenden Ellipsenpunkte E und G mittels E, E1 A B,
E,E || AB usw. Dann sind M E und M G zwei konjugierte Halbmesser
von k, und es ist 4 B\ EFEy 22 4G, G G,. Drehen wir 4 MG, G um
M, bis G, mit E,, also G, mit E, zusammenfillt, so gelangt M G nach
MJLMG. In dem Rechteck E, E E,J halbieren sich die Diagonalen
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in O; sind also S und 7 die Schnittpunkte von EJ mit A B und CD,
so ist 0S = 0T = OM und ME, = JS — MA, sowie ME,
= JT = MC.

Kennen wir daher umgekehrt von der Ellipse k die konjugierten
Durchmesser E F und G H, so finden wir die Achsen in folgender Weise:
Wir ziehen M J L M G und beschreiben um den Mittelpunkt O von EJ

Fig. 79.

mit O M einen Kréisbogen, der EJ in S und 7' schneidet. Dann gehen
die Achsen A B und CD bzw. durch Sund 7, und zwar ist M4 = J S
und MC = JT.

*s Eine zweite Losung derselben Aufgabe ergibt sich aus Fig. 80,
in der EF und G H wie vorher ein Paar konjugierte Durchmesser der
Ellipse % bezeichnen. Ziehen wir in E die Tangente ¢ || G H und senk-
recht dazu die Gerade E M, — M (+, und beschreiben wir um M, den
Kreis &y durch E, so ist k perspektiv affin zu k, mit ¢ als Affinitats-
achse und M M, als Richtung der Affinitatsstrahlen. Dann erhalten
wir die Achsen von &k wie bei der in Art. 73 be-

Fig. 81.
8 . handelten Grundaufgabe mittels des Kreises, der
g[ durch M, und M geht und seinen Mittelpunkt
: . auf e hat.

79. Aufgabe. Einen Kreis k¥ inGrund-

Z und Aufrif darzustellen, wenn gegeben
ist die erste Spurlinie e¢; seiner Ebene E,
der Mittelpunkt M durch M', M" und der
Radius r (Fig.81). Der Grundrii- von % ist
eine Ellipse &' mit dem Mittelpunkt }M'. Alle
Durchmesser von % erscheinen im Grundrif ver-
kiirzt, mit Ausnahme des zu ¢, parallelen Durch-
messers A B, der in wahrer Grofle abgebildet
wird. Ziehen wir also durch M' die Gerade A’B'||e; und machen
M A = M'B = r, so ist A’B' die grofie Achse von k. Die zu-
gehorige kleine Achse ist der Grundrifl des auf A B senkrechten Kreis-
durchmessers CD. Dieser geht durch den FuBpunkt J des Lotes von
M' auf ¢;. Durch Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks M M'J in
TI, gelangt M nach M, auf M'A’; dabei ist M' M, — Abstand M" z.
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Machen wir auf JM, die Strecke M,Cy = r, so ist ' der Fubpunkt

des Lotes von C, auf JM'.

Als AufriB erhalten wir eine Ellipse & mit dem Mittelpunkte M".
Ihre grofie Achse ist die Projektion des zu TI, parallelen Kreisdurch-
messers EF und — 2r. Ziehen wir M'N ||z bis ¢, und NN" Lz,

so liegen E” und F" auf M" N'. Von der
Ellipse k" kennen wir ferner den Punkt 4"
auf der Parallelen durch M" zu x; wir finden
daher die kleine Halbachse nach der Schlufi-
bemerkung in Art. 76.

Der Schlagschatten von k auf TI, ist

eine Ellipse k;, die den Schatten MMj; von M

zum Mittelpunkt hat. Bilden wir von % die
Umlegung in TT;, so finden wir die Achsen
von ky nach der Grundaufgabe in Art. 73.

80. Anwendung. Konstruktion
eines sogenannten Winkelriemen-
triebs. Soll iiber zwei kreisformige Scheiben
mit windschiefen Achsen ein geschlossener
Riemen gelegt werden, der die Drehung der
einen Scheibe um ihre Achse auf die andere
ibertragt, so mul man bekanntlich dafir
sorgen, daB bei jeder Scheibe die Mittellinie
des anliegenden Riemenstiicks in die Mittel-

Fig. 82.

Mo
:
|
|
P
N
-
—

ebene der Scheibe zu liegen kommt, und dies erreicht man durch Ein-
fihrung zweier Leitrollen. Fig. 82 behandelt die Aufgabe in ihrer

allgemeinsten Form (vgl. auch die Skizze 82a).

_@"

Als Mittelschnitte der

beiden Scheiben sind die Kreise ¥ und ! gegeben durch ihre Mittel-

Miiller, Darstellende Geometrie.

4
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punkte M und N, die Radien 7 und s und die Schnittlinie g ihrer
Ebenen. Man zeichne zunéichst von jedem der beiden Kreise seinen
Grund- und Aufri, am einfachsten aus den Projektionen des zu TI,
und des zu TI, parallelen Durchmessers; dadurch erhdlt man n&mlich
von jeder Bildellipse die grofie Achse und einen zweiten Durchmesser,
wodurch die kleine Achse bestimmt ist. Darauf ziehe man aus zwei
passend gewihlten Punkten P und ¢ von g die Tangenten { und
an k, sowie » und w an I; diese Geraden sind die Mittellinien der die
Scheiben berithrenden Riemenstiicke. Konstruiert man endlich mit
geeigneten Radien zwei Kreise, von denen der eine ¢ und v, der andere
% und w berithrt, so sind die Mittelschnitte der beiden Leitrollen ge-

Fig. 83. funden. Die Ausfithrung dieser Kon-
o " struktion erfordert selbstverstindlich
B ST S P die Umlegung jeder der Ebenen {» und
P /TN , uw in eine Projektionsebene, oder die
Mo ---- “BTJ\_ - Ifi)z’_ﬁ 4 Drehung jeder einzelnen Ebene um
-~ N eine Hauptlinie, bis sie zur betreffenden

. D’ N Projektionsebene parallel wird.
B 8l. Darstellung eines Kreises
N k, dessen Ebene auf der Pro-
M ) jektionsachse x senkrecht steht;
| gegeben ist der Mittelpunkt M — M’
P M" und der Radius » (Fig.83). Be-
& zeichnen wir mit AB und CD die

Durchmesser von %k, die bzw. zu TI,
und TT, parallel sind, so ist ¥’ = A'B’, k" = C"D". Um zum
Punkte P von %k, dessen Grundrif P’ bekannt ist, den Auf-
rif P"” zu bestimmen, benutzen wir den Seitenrif &'/, umgelegt in
TT,; dann ist Abstand P, C"" D" = P'M'. Selbstverstindlich ge-
niigt auch eine Drehung des vorderen Halbkreises um CD, bis er || TT,
wird. Oder wir drehen % um A B in die horizontale Lage ky; dann ist
P'P{1A'B und M"P'" = P'P;

V. Die Kugel.

82. Uber krumme Flichen im allgemeinen. Unter einer
Tangente einer Fliche im Punkte P versteht man seine Verbindungs-
linie mit einem unendlich nahen Flichenpunkte. Séamtliche Tangenten
der Fliche in P bilden eine Ebene, die Berithrungsebene der
Fliche in diesem Punkte. Eine Ausnahme machen gewisse ,singulire“
Flichenpunkte, z. B. bei einer Fliche, die durch Drehung einer Kurve
um eine sie nicht rechtwinklig schneidende Achse entsteht, der Schnitt-
punkt mit der Achse.

Der geometrische Ort aller Flichenpunkte, deren projizierende
Strahlen die Fliche beriithren, heift der wahre Umrifi der Fliche,
seine Projektion der scheinbare Umrif. — Liegtauf einer Flache
eine Kurve k, die den wahren UmriB # im Punkte T schneidet,
so berithrt die Projektion %' der Kurve den scheinbaren Um-
riB o' in T'; denn die Tangenten von %k und u in T haben dieselbe
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Projektion, weil die Berithrungsebene der Fliche in T aufler den ge-
nannten Tangenten auch den projizierenden Strahl 77" enthilt.

83. Darstellung einer Kugel in Grund- und AufriB; ge-
geben der Mittelpunkt M (M', M) und der Radius r (Fig.84). Der
erste und der zweite wahre Umril der Kugel sind die Hauptkreise
w || TT, und » || TT,. Der erste scheinbare Umril ist
also der Kreis #' um M’ mit dem Radius r; seine
zweite Projektion fillt zusammen mit dem zu 2 par-
allelen Durchmesser des zweiten scheinbaren Um-
risses ¢". Alle Punkte der oberhalb % liegenden
Halbkugel sind im Grundrif sichtbar; ihre zweiten
Projektionen erfiillen die obere Halbkreisfliche »".

Um von dem Punkte P der Kugelfliche,
der durch seinen Grundrifl P’ gegeben ist, den
Aufril zu konstruieren, benutzen wir den durch
P gehenden horizontalen Kugelkreis p. Sein Grund-
riB ist der Kreis p’ um M’ durch den Punkt P’
Jedem Schnittpunkte von p’ mit ¢’ entsprechen im
Aufri zwei Punkte von ¢”'; die zugehérigen zu x parallelen Sehnen sind
die zweiten Projektionen der beiden Kugelkreise, die p’ zum Grundrifl
haben. — Statt des Kreises p konnen wir auch den Kugelkreis ver-
wenden, der durch P || TT, gelegt wird.

84. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E(e6,) mit einer
Kugel vom Mittelpunkt M zu konstruieren (Fig. 85). Die Schnitt-
kurve ist ein Kreis &, sein Mittelpunkt der FuSpunkt O des von M auf E
gefillten Lotes. Wie bei der Kon- Fig. 85.
struktion des ebenen Schnitts
eines Vielflachs bedienen wir uns
einer dritten Projektionsebene
TI; 1e;, die TT, in einer Geraden
yLle, schneidet, und bestimmen M ey
in der Umlegung in TT, die dritte q
Spur e; (Art. 46), sowie den Punkt
M’ und den dritten scheinbaren
Umrif w'"” der Kugel, also die
dritte Projektion des zu TT; par-
allelen Hauptkreises w. Die auf ;
¢; liegende Sehne C"' D" von w'"
ist die dritte Projektion und zu- N t
gleich die wahre Grofe des auf N
¢, senkrechten Durchmessers C.D N
von k, sowie die dritte Projektion N
des Schnittkreises selbst. Um die
Projektionen des Mittelpunktes O zu erhalten, ziehen wir M'" 0" Le,,
M 0'Le, 0" 0 Ly, M" 0" Le,. Der GrundriB von k ist eine Ellipse
¥ mit dem Mittelpunkt O’, der kleinen Achse C'D’'Lle, und der grofen
Achse A'B' = C" D"'. Die groBe Achse der Ellipse k" ist || ¢; und
ebenfalls =— C"' 1'"'; die zugehérige kleine Achse ergibt sich wie in
Art. 79 mittels des Punktes 4" (0" 4" || z).

Fig. 84.

4%
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Der erste Umril # schneidet k¥ in zwei Punkten T und U, den
Endpunkten des im Grundriff sichtbaren Teils von k. Im Seitenrill
liegen 7"’ und U"' im Schnittpunkte von C'"’ D" mit dem zu y parallelen
Durchmesser «’’ von w". Die Ellipse &' berithrt den Kreis %' in 7"
und U’ (Art.82). — Wir bestimmen ferner die Berithrungspunkte V"
und W" von k" mit dem zweiten scheinbaren Umril ¢": Die Ebene
von v schneidet E in einer zweiten Hauptlinie, und diese trifft » in
V und W.

Die Lésung der Aufgabe gestaltet sich noch etwas einfacher, wenn
wir die Seitenrifiebene durch den Kugelmittelpunkt legen und sie um
ihre Schnittlinie mit der Ebene von # drehen, bis sie mit dieser zu-
sammenfallt.

85. Aufgabe. Den Schnitt des Dreiecks A BC mit einer
Kugel vom Mittelpunkt M zu konstruieren (Fig.86). Wir be-
stimmen eine hinreichende Anzahl von Punkten des Schnittkreises %,
indem wir durch die Kugel und das Dreieck eine Reihe horizontaler

Hilfsebenen legen. Eine solche Ebene
. schneidet die Kugel in einem Kreise p, das
., ¢ Dreieck in einer Geraden S 7', und dann
B geht k& durch die Schnittpunkte von p mit
S T, die zuerst im Grundrif gefunden werden.
Dabei kommen aber nur solche Schnittpunkte
in Betracht, die innerhalb der begrenzten
Dreiecksfliche liegen. So ermitteln wir ins-
besondere die Punkte im ersten Umri} u;
aulerdem konstruieren wir, wie bei der vor-
hergehenden Aufgabe, die Punkte im zweiten
Umrif ».

Um die Schnittpunkte D und E
der Kugel mit der Geraden AB zu be-
stimmen, schneiden wir die Kugel mit der
ersten projizierenden Ebene von A Bin einem
Kreise 7, dessen Grundrif mit der auf 4'B’
liegenden Sehne F’' G’ von «' zusammenfillt.
Sein Mittelpunkt O ist der Fulpunkt des
Lotes von M auf diese Ebene, also von TT,
ebenso weit entfernt wie M. Die gesuchten
Punkte D und E sind die Schnittpunkte von A B mit <. Um die Kon-
struktion der Ellipse " zu vermeiden, legen wir die Ebene 4 BB’ A’
in die TT; um. Dann gelangen A B, O und ¢ bzw. nach 4, B,, 0, und
d; dabei ist A'A,l A'B' und = Abstand A"z, M' 0L A'B', 0' 0,
= Abstand M" 2z und der Radius von i, = O'F’. Die Gerade 4,B,
trifft 49 in D, und E, usw.

86. Die Konstruktion des ebenen Schnittes einer Kugel vereinfacht
sich betrichtlich, wenn die schneidende Ebene auf einer Projektions-
ebene senkrecht steht:

a) Darstellung einer Hingekuppel. In TI, ist das Quadrat
A BCD gegeben. Die durch seine Eckpunkte gelegte Halbkugel ist mit
vertikalen Ebenen, die durch die Seiten gehen, zu schneiden (Fig.87).

Fig. 86.
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Die zweiten Projektionen der so entstehenden Halbkreise (Mauer-
bogen) sind Halbellipsen, die aus ihren Achsen sofort konstruiert
werden kénnen. Wir bestimmen auBerdem die Schnittpunkte ¥ und W
der Halbkreise iiber BC und A D mit dem zweiten Kugelumrifi »; nach
Wegnahme der abgeschnittenen Kugelteile reicht dann der zweite schein-
bare Umrifl " nur von V” bis W".

b) Darstellung einer béhmischen Kappe. In TI; ist das
Rechteck A BCD und senkrecht iiber dem Schnittpunkte O der Dia-
gonalen der Gewdlbescheitel S gegeben; dabei ist die Stichhdhe OS
kleiner als OA. Die durch die Punkte 4, B, C, D, S gelegte Kugel-
kappe ist mit vier vertikalen Ebenen, die durch die Seiten des Recht-
ecks gehen, zu begrenzen (Fig.88). Um zunichst den Mittelpunkt M

Fig. 87. Fig. 88.

der Kugel zu finden, drehen wir die vertikale Ebene A SC um 0S8, bis
sie || TT, wird. Kommt hierdurch A nach Ay, so ist M" der Schnitt-
punkt von 0” 8" mit der Mittelsenkrechten von Ay S”. — Die vertikale
Ebene durch 4 B schneidet die Kugel in einem Kreise k, dessen Mittel-
punkt N von der Mitte @ von A B ebenso weit entfernt liegt, wie M
von 0. Wir erhalten daher die Umlegung des
Mauerbogens 4 B in die TT,, wenn wir auf der
Geraden O @ die Strecke @ Ny = 0" M" machen 1\
und um N, den Kreisbogen k, von A bis B |
beschreiben.  Hieraus ergibt sich sofort die
zweite Projektion %”. Waihlen wir nimlich
auf k, den Punkt P, beliebig und ziehen

P, P'L AB, soist Abstand P""x = P,P'. Der ,
Scheitel des Ellipsenbogens k' liegt senkrecht
iber @ und wird in derselben Weise wie der
Punkt P” gefunden. — Ubrigens 1iBt sich die
Ellipse k" auch leicht aus ihren Achsen kon-

Fig. 89.

struieren.
87. Aufgabe. Die Eigenschatten- ',
grenze einer Kugel und ihren Schlag- L

schatten auf die Projektionsebenen fiir

Parallelbeleuchtung zu konstruieren (Fig.89). Wir bezeichnen
wieder mit M den Mittelpunkt, mit 4 und v den ersten und zweiten
UmriB der Kugel, mit I den durch M gehenden Lichtstrahl. Die gesuchte
Eigenschattengrenze ist ein Hauptkreis s, dessen Ebene auf [ senkrecht
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steht, ibre erste Projektion also eine Ellipse s' vom Mittelpunkt M.
Da alle Durchmesser von s im Grundril verkiirzt erscheinen, mit Aus-
nahme des horizontalen, also in % liegenden Durchmessers A B, so ist
die auf I’ senkrechte Strecke A’ B’ die grobe Achse von s'. Die kleine
Achse ist demnach der Grundrifl des Durchmessers CD von s, der sich
in der ersten projizierenden Ebene von I befindet. Diese schneidet die
Kugel in einem Hauptkreise %, von dem ! und CD zwei aufeinander
senkrechte Durchmesser sind. Um C’D’ zu konstruieren, drehen wir
den Kreis w um den vertikalen Kugeldurchmesser, bis er mit » zu-
zammenfillt1). Dabei beschreibt der auf ! beliebig gewihlte Punkt L
einen horizontalen Kreishogen bis Ly (M’ Lg || x und = M 'L/, L' Ly || ).
Dann ist M" Ly der AufriB Iy des gedrehten Lichtstrahls; ziehen wir
also in ¢ den Radius M"”CyLlly als Aufrif der gedrehten Strecke
MC, so entspricht dem Punkte Cy' auf o' der Punkt Gy und auf I’ der
Punkt C' (M' C' = M’ Cy).

Der Aufrif von s ist eine Ellipse, die den auf I" senkrechten
Durchmesser von ¢ zur groflen Achse hat. Sie geht ferner durch den
Punkt A" auf %", wodurch die Linge der kleinen Halbachse nach
Art. 76 bestimmt ist.

Die Projektion der Eigensc¢hattengrenze berithrt den
scheinbaren Umrif in den Punkten, deren Tangenten zur
Projektion des Lichtstrahls parallel sind. Dies gilt all-
gemein fiir jede krumme Fldche; denn trifft die Eigenschatten-
grenze s einer solchen Fliche den wahren UmriB in A, so liegen der
durch A gehende Lichtstrahl und die zugehérigen Tangenten von %
und $ in der Berithrungsebene von A, und da diese eine projizierende
Ebene ist, so fillt ihre Projektion mit der des Lichtstrahls zusammen.

Die Grenze des Schlagschattens der Kugel auf die TT; ist der
Schatten von s, also eine Ellipse s, vom Mittelpunkt M;,. Da die
Durchmessser von s auf der Lichtrichtung senkrecht stehen, so erscheinen
sie im Schatten vergréfert, mit Ausnahme des zu TI; parallelen Durch-
messers 4 B. Die kleine Achse von s ist also Ay Bi 1t A' B, die grofe
Achse folglich CyDj. Ziehen wir Gy Ny || I; bis zur Parallelen durch
M" zu z, so ist M C, = M"'Ny. — Schneidet s, die Projektions-
achse z, so fillt ein Teil des Kugelschattens auf die TT,. Seine Grenze
sy wird am einfachsten gefunden, indem man zu einer Reihe von Punkten
Py, Q... des oberhalb x liegenden Teils von s, die entsprechenden
Punkte Py, @, ... konstruiert.

VI. Kegel- und Zylinderflichen.

Raumkurven und abwickelbare Flichen im allgemeinen.
Entstehung der Kegel- und Zylinderflachen.

88. Die Tangente im Punkte P einer Raumkurve k¥ wird ebenso
definiert, wie bei einer ebenen Kurve (Art. 71). Unter der Schmiegungs-

1) Wir konnten auch w und ! auf eine TTg projizieren, parallel zur ersten
projizierenden Ebene von I, oder wir kdunten diese Ebene durch Drehung
um den horizontalen Durchmesser von w || TT; machen, wodurch w mit « zu-
sammen fiele.
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ebene der Raumkurve % in P versteht man die Grenzlage Z, der sich
die Verbindungsebene der Tangente in P mit einem verdnderlichen
Kurvenpunkte nihert, wenn dieser dem Punkte P zustrebt. Wir kénnen
die Schmiegungsebene auch definieren als die Ebene durch drei un-
endlich benachbarte Kurvenpunkte P, P,, P, oder durch zwei unendlich
benachbarte Tangenten ¢ = PP, und ¢, — P, P,. Die Kurve k¥ durch-
setzt die Ebene Z im Punkte P, weil dieser aus der Vereinigung von
drei aufeinander folgenden Schrittpunkten hervorgeht. Eine Ausnahme
machen nur solche singulidre Kurvenpunkte, in denen die Schmiegungs-
ebene nicht bloS drei, sondern vier oder eine noch hohere gerade An-
zahl von Punkten mit der Kurve gemein hat. — In Z befindet sich der
Krimmungskreis des Punktes P, d. h. der Kreis durch P, P,, P,.

Verzeichnen wir auf & von P, aus weiter die unendlich benach-
barten Punkte Py, P,..., so sind die Geraden t, — Py Py, t3 == P P, ...
die Tangenten von % in P,, P;..., und dann bilden die unendlich
schmalen ebenen Streifen, die zwischen je
zwei Nachbartangenten enthalten sind, in
ihrer stetigen Aufeinanderfolge eine gewisse
Flache, die Tangentenfliache der Raum-
kurve k (Fig. 90). Sie ist abwickelbar,
d. h. wir konnen sie ohne Falten, Dehnen
oder Zerreilen in eine Ebene ausbreiten, wie
sich sofort ergibt, wenn wir den ersten
Elementarstreifen tf, durch eine unendlich
kleine Drehung um #;, in die Ebene des fol-
genden ¢, f, bringen, dann beide vereinigt in
die Ebene des dritten iiberfithren usw.

Die Tangenten der Raumkurve heiflen
die Erzeugenden oder Mantellinien ihrer
Tangentenfliche. Ihre Schmiegungsebenen sind die Berithrungsebenen
der Fliche, und zwar berithrt jede von ihnen die Flache lings
der zugehorigen Erzeugenden; denn jede Gerade, die z. B. in der
Schmiegungsebene % beliebig gezogen wird, hat mit der Fliache die
beiden unendlich benachbarten Punkte gemein, in denen sie ¢ und ¢,
schneidet, ist also eine Tangente der Fliche.

Die Tangentenfliche besteht aus zwei Minteln, die sich langs
der Raumkurve % berithren; diese bildet daher eine scharfe Kante der
Fliche, die sogenannte Ritckkehrkante. Jede durch einen Punkt von
k, aber nicht durch seine Tangente gehende Ebene schneidet die Fliche
in einer Kurve, die in ihm einen Riickkehrpunkt (eine Spitze) hat.

Fig. 90.

89. Durch Bewegung einer Geraden entsteht eine geradlinige
Flache oder Regelfliche. Bewegt sich die erzeugende Gerade so, daB
je zwei unendlich benachbarte Lagen sich schneiden, so ist die Fliche ab-
wickelbar (Art.88); im entgegengesetzten Falle heilt sie windschief.

Eine Kegelflache entsteht, wenn eine (unbegrenzte) Gerade sich
so bewegt, daB sie bestindig durch einen festen Punkt S geht und eine
gegebene Kurve k fortwihrend schneidet. Die sidmtlichen Lagen der
erzeugenden Geraden heifilen Mantellinien; S wird die Spitze oder
der Mittelpunkt, k& die Leitkurve der Kegelfliche genannt.
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Riickt der Punkt S in unendliche Entfernung, bleibt also die
Erzeugende zu ihrer Anfangslage parallel, so verwandelt sich die Kegel-
fliche in eine Zylinderfliche.

Jede Kegel- oder Zylinderfliche kann als der Mantel einer Pyra-
mide bzw. eines Prismas mit unendlich vielen, unendlich schmalen
Seitenflichen aufgefalt werden. Sie ist also abwickelbar und wird
von jeder Berithrungsebene in allen Punkten einer Mantellinie beriihrt.
Aus dieser Auffassung ergibt sich ferner: Alle Parallelschnitte
einer Kegelfliche sind einander &hnlich. Alle Parallel-
schnitte einer Zylinderfldche sind kongruent.

Darstellung der Zylinder- und Kegelflichen.
Berihrungsebenen. Schattenkonstruktionen. Schnittpunkte
mit einer Geraden.

90. Darstellung eines schiefen Kreiszylinders, dessen
Grundkreis % in TT; liegt, und dessen Mantellinien zu einer
gegebenen Geraden parallel sind, z. B. zu der durch den
Mittelpunkt M von k gehenden Geraden M N (Fig. 91). Die
Mantellinien, deren Berithrungsebenen auf
TT, senkrecht stehen, bilden den ersten wahren
\ / UmriB; ihre ersten Projektionen sind Tan-

N gentenan k || M N'. Die zweiten wahren Um-
/ rifllinien gehen durch die Endpunkte des zu

; z parallelen Durchmessers von k.
/ Um zu einem Punkte P der Zylinder-
fliche, von dem der Grundri§ P’ gegeben ist,
M den Aufril zu ermitteln, ziehen wir durch

: P' die Gerade p'||MN' und zeichnen im
Aufrif die beiden Mantellinien, die im Grund-
riB mit p’ zusammenfallen. — Die Be-
rithrungsebene der Zylinderfliche in P
geht durch die zugehérige Mantellinie; ihre
Grundribspur beriihrt % im ersten Spurpunkte
dieser Geraden.

Die Eigenschattengrenze des Zylin-
ders fiir Licht in der Richtung ! wird durch
die Mantellinien gebildet, deren Berithrungs-
ebenen || I sind. Wir ermitteln sie aus dem Schlagschatten, den der
Zylinder auf die TT, wirft: Xonstruieren wir von M N den Schatten
M Ny, so ist der Schatten jeder Mantellinie zu M N, parallel. Ziehen
wir also in dieser Richtung an % die Tangenten e, und f;, so haben
wir damit die Grenzen des Zylinderschattens gefunden; ihnen ent-
sprechen als Eigenschattengrenzen die Mantellinien ¢ und £, die durch
die Berithrungspunkte der beiden Tangenten gehen.

Bei einem geraden Kreiszylinder, dessen Achse auf TI; senkrecht
steht, sind die Geraden ¢, und f; || V. Ist daher die Achse M N |} TT,,
‘aber gegen TI, bheliebig geneigt, so erhalten wir die Eigenschatten-
grenzen ¢ und f mit Hilfe einer TT, L MN. Tangenten ||I" an die

Fig, 91.




dritte Projektion des Grundkreises bestimmen nidmlich auf diesem die
Anfangspunkte der Mantellinien e und f.

Um einen geraden Kreiszylinder, dessen Grundkreis % in TT, liegt,
in schiefer Projektion auf die TT, zu zeichnen, denken wir uns k durch
seine Umlegung %, in die TI, gegeben und konstruieren zum Mittel-
punkte M, das Bild M, (vgl. Art.4). Dann ist die Bildellipse k, per-
spektiv affin zu %, mit r als Affinititsachse, wir finden also ihre Achsen
nach der in Art. 73 gelosten Grundaufgabe. Die affine Beziehung
zwischen k, und der noch nicht gezeichneten Ellipse %, dient auch zur
Konstruktion der scheinbaren Umrilinien des Zylinders sowie seines
Schattens auf die TT; und seiner Eigenschattengrenzen (vgl. Art.75).

91. Darstellung eines schiefen Kreiskegels, dessenGrund-
kreis k in TI; liegt (Fig. 92). Ist S die Spitze des Kegels, so besteht

Fig. 92.
€ Fig. 93.
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sein erster scheinbarer Umrill aus den Tangenten von S’ an k. Dieser
UmriB ist also nicht vorhanden, wenn S’ innerhalb % liegt; dann hat
namlich der Kegel keine auf TT; senkrechten Berithrungsebenen.

Die Berithrungsebenen des Kegels aus dem gegebenen
Punkte L gehen durch die Gerade LS, die TT; in Sy schneidet; ihre
Grundrifspuren sind also die Tangenten aus S, an k. Die zugehorigen
Beriithrungsmantellinien bilden die Eigenschattengrenze des Kegels
fir Beleuchtung aus L.

Um die Eigenschattengrenze des in Fig. 93 dargesteliten Dreh-
korpers, der aus einem Zylinder und zwei Kegeln besteht, fiir Licht in
der Richtung ! zu konstruieren, benutzt man die Schnittpunkte der
durch die Spitzen gehenden Lichtstrahlen mit den Ebenen der zu-
gohorigen Grundkreise. Man beachte, daf die Eigenschattengrenzen
der Teilkorper keine gemeinsamen Punkte besitzen.

92. Aufgabe. Die Schnittpunkte P und ¢ der Geraden g
mit einer Kegelflache zu ermitteln, deren Grundkreis % in TT,
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liegt (Fig. 94). Nach Art. 59 und 62 legen wir durch g und durch
die Spitze S des Kegels eine Hilfsebene A. Zu dem Zwecke ziehen wir
durch S die Gerade % || ¢ und bestimmen von ¢ und / die ersten Spur-

Fig. 94. punkte G, und H;, sowie von A die Spurlinie
. Gy H,. Sind 4 und B die Schnittpunkte von
9” S k mit G, H;,. so schneidet A die Kegelfliche

in den Mantellinien SA und S B, und diese
treffen ¢ in P und @.

Tritt an die Stelle des Kegels ein Zy-
linder, so legen wir die Ebene A durch ¢
parallel zu den Mantellinien, ziehen also durch
einen beliebigen Punkt von g zu den Mantel-

¢
linien eine Parallele usw.

93. Darstellung eines geraden Kreis-

k kegels, von dem die Spitze S, sowie der

Mittelpunkt M und der Radius r des
Grundkreises k gegeben sind (Fig.93). Wir konstruieren die Um-
rifllinien des Kegels mit Hilfe der ihm im Kreise k& eingeschriebenen
Kugel. Jede Ebene, die den Kegel lings einer Mantellinie beriihrt,
berithrt auch die Kugel im Schnittpunkte der Mantellinie mit k. Ist
nun ST eine UmriBlinie des Kegels, z. B. eine erste, und 7' ihr Schnitt-
punkt mit %, so steht ihre Berithrungsebene LTT,. Dann liegt aber T
auch auf dem ersten Umrilkreise # der Kugel, folglich berithrt im

Fig. 95. Grundrif die Gerade ST’ den Kreis
g” ' — und die Ellipse &' — in T". Die
? scheinbaren Umriflinien des
u” l Kegels sind daher die Tangenten
© aus §' und S” an die scheinbaren
! Umrisse der Hilfskugel
— Ausfihrung: Die erste pro-

jizierende Ebene von SM schneidet

den durch & begrenzten Kegel in einem

T gleichschenkligen Dreieck €S D. Legen

wir sie in die TT; um, so gelangt SM

nach Sy M, und C nach C,; dabei ist

M' My LS M' und = Abstand M"z,

: M,Cy LSy M, und — r. Ziehen wir

o dann G, 0,18, C, bis Sy M,, so ist O,

M ' die Umlegung des Mittelpunkts der

S’ Hilfskugel und 0, C, ihr Radius; ihre

scheinbaren Umrisse sind also die

Kreise #' und ¢ um O’ und 0" mit dem Radius 0,C, An diese

legen wir aus S’ und S” die Tangentenpaare S'7’, S’ U’ und S” V",

S" W'". — Die Projektionen des Grundkreises & werden wie in Art. 79
gefunden.

Schnitt einer Zylinderfliche mit-einer Ebene.

94. Aufgabe. Den Schnitt eines geraden Kreiszylinders,
dessen Grundkreis k; in TI, liegt, mit einer auf TI; senk-
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rechten Ebene E (e ¢,) zu konstruieren (Fig.96). Die Schnitt-
kurve ist die Parallelprojektion des Grundkreises auf E, also eine
Ellipse kg, deren Mittelpunkt M, sich auf der Zylinderachse M, M,
befindet; ihre zweite Projektion ist die auf e, liegende Strecke Aj B3
zwischen den scheinbaren Umriflinien Ay A5 und By Bj;. Da ki mit
ky zusammenfillt, so entspricht jedem Durchmesser von %k, ein groferer
Durchmesser von k3, mit Ausnahme des zu e; parallelen Durchmessers

Fig. 96.

Fig. 96a.

€y k,
¢,

C,D,, dem in k; eine parallele und gleich groBe Strecke C; Dy, also
die kleine Achse zugeordnet ist. Als grofe Achse ergibt sich demnach
A3 By H A3 By.

Abwickelung. Schneiden wir den Zylinder nach der Mantel-
linie G, Cp auf und wickeln ihn in die Zeichenebene ab, so verwandelt
er sich in ein Rechteck, dessen Grundlinie C, C; gleich dem Umfange

von k; und dessen Hohe — C, C, ist ).
Die Ellipse k3 verwandelt sich in der Abwickelung in eine aus
vier kongruenten Teilen C; By, B3 D;... bestehende Kurve. Um sie

zu konstruieren, legen wir durch C;D; eine horizontale Ebene Z, die
den Zylinder in einem Kreise k¥, die Umrilinien 4, 4, und B, B, in
A und B schneidet, und teilen den Quadranten C; B, im GrundriB also
den Quadranten C,B; und in der Abwickelung die Strecke C; B, in
eine hinreichende Anzahl gleicher Teile. Ist P ein solcher Teilpunkt,

1) Naherungsverfahren fiir die Rektifikation des Kreises k;:
‘Wir ziehen durch M, eine Gerade, die mit M, C; einen Winkel von 30°
bildet, schneiden sie in V mit der Tangente des Punktes € und tragen auf
dieser von V aus in der Richtung nach C; den Radius 7 des Kreises dreimal
ab. Bezeichnet U den Endpunkt der so erhaltenen Strecke, so ist

D.
% = 3,14153...
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P; der Schnittpunkt von E mit der durch P gehenden Mantellinie,
so machen wir in der Abwickelung die Strecke P Pg|| C; C; und
— P" P§.

Die Tangente in P; an die Schnittellipse k; ist die
Schnittlinie der Ebene E mit der Beriithrungsebene des Zylin-
ders in P;. Die Berithrungsebene schneidet 2 in der Tangente P T
von k, und diese trifft C3 D3 im Punkte 7, dessen Grundril 7’ mit dem
Schnittpunkte von C; D; und der Tangente in P’ an k, zusammenfillt;
dann ist P; T die Tangente an %, (Fig.96a gibt hierzu eine Skizze
in schiefer Parallelprojektion.) — Die Tangente an die verwandelte
Kurve bildet mit der Geraden P; P denselben Winkel, wie
die Ellipsentangente mit der entsprechenden Mantellinie; wir
erhalten sie also, indem wir das rechtwinklige Dreieck P3 PT in der
Abwickelungsfigur an P3P wieder anheften. Zu dem Zwecke machen
wir auf P(C; die Strecke PT — P'T'.

Wihlen wir in der Abwickelung den Punkt C; zum Anfangspunkte
eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit der y-Achse C;D; und
bezeichnen mit t, y.die Koordinaten von P;, mit ¢ den Winkel P' M, C,
mit & den ersten Neigungswinkel von E, so ist y gleich dem Bogen
C; P! von ky, also = r@. Dann folgt aus 4 Py P" My

y = Py P’ = Mz P".tge, = rsin@lge, — rige, sin »f;

Die Verwandelte der Schnittellipse ist also eine Sinus-
kurve mit den Scheiteln 4;, B; und den Wendepunkten Cs, D;. Die
Inflexionstangenten in C; und D; bilden mit C; D; denselben Winkel
wie die Ellipsentangente in C; mit der Tangente von %k, d. h. den
Winkel &,.

95. Beziehung zwischen dem Kriimmungsradius ¢ in
irgend einem Punkte P einer auf einer abwickelbaren Fliche
liegenden Kurve ¢ und dem Krimmungsradius g, im ent-
sprechenden Punkte der verwandel-
ten Kurve ¢, (Fig.97). Wir denken uns
die abwickelbare Fliche wie in Art. 88 in
unendlich schmale ebene Streifen zerlegt
und bezeichnen mit I und II zwei auf-
einanderfolgende Streifen, die sich in der
Geraden g schneiden, mit P@Q und @R
die in ihnen liegenden Elemente der ge-
gebenen Kurve c¢. Der durch P, @ und R bestimmte Kreis ist der
Krimmungskreis % von ¢ in P, seine Ebene die zugehérige Schmiegungs-
ebene E, falls ¢ nicht ganz in dieser Ebene liegt. Drehen wir den
Streifen IT unendlich wenig um g, bis er in die Erweiterung der Ebene I
gelangt, so kommt R nach R,, und dann sind P, @ und R, drei Punkte
der verwandelten Kurve ¢,. Aber R, fillt mit der senkrechten Pro-
jektion R’ von R auf die Ebene I zusammen. Bezeichnen wir nimlich
mit J den Fulpunkt des Lotes von R auf g, so liegt B, auf der Ge-
raden R'JLlyg, und es ist RyJ = RJ, also von unendlich kleinen
GroBen hoherer Ordnung abgesehen — R'J, weil in dem rechtwinkligen
Dreieck RJR' der Winkel bei J als Neigungswinkel der Ebenen I und I1

Fig. 97.
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unendlich klein ist. Der Krimmungsradius ¢, der Kurve ¢, in
P ist demnach gleich dem Kriimmungsradius der senkrechten
Projektion von ¢ auf die Ebene I, d. h. auf die Berithrungs-
ebene der abwickelbaren Fliche in P.

Die Kurve ¢ kann nun von P bis R durch ihren Kriimmungs-
kreis % ersetzt werden, folglich ist g, auch gleich dem Kriimmungs-
radius der senkrechten Projektion von % auf I, d. i. eine Ellipse %', die
% in P berithrt, mit P als Endpunkt der kleinen Achse. Bedeutet o
den Neigungswinkel der Ebenen I und E, so ist die kleine Halbachse
von %' = @ cosoe und die grofe Halbachse — g, also der Kriimmungs-
radius im Scheitel P =— @2:9cose. Hieraus ergibt sich fir den
Krimmungsradius der verwandelten Kurve ¢, der einfache

Ausdruck

0
cos o

Dabei bezeichnet & den Winkel, den im Punkte P die Be-
rihrungsebene der abwickelbaren Fliche und die Schmie-
gungsebene von ¢ (bzw. die Ebene dieser Kurve) miteinander
bilden.

Fir o« = 909 wird g, = oo, und dann hat die Kurve ¢, in P in
der Regel einen Wendepunkt, unter Umstinden auch einen Flach-
punkt (vgl. Art. 71). Ist ¢ eine ebene Kurve, so ergibt sich hieraus
der Satz: Schneidet man eine abwickelbare Fliche mit einer
Ebene, so verwandeln sich diejenigen Punkte der Schnitt-
kurve, deren Berithrungsebenen auf der schneidenden Ebene
senkrecht stehen, im allgemeinen in Wendepunkte.

Anwendung auf die in Art. 94 behandelte Aufgabe. Die
Punkte C; und Dy der Schnittellipse k; werden zu Wendepunkten der
verwandelten Kurve, denn die zugehorigen Berithrungsebenen des Zy-
linders sind || TT,, also LE. — Gleichung 1) liefert eine einfache Kon-
struktion der Kriimmungskreise in den Scheiteln A; und B; der Sinus-
kurve k;: Auf dem Zylinder sind 43 und B; die Endpunkte der groflen
Achse der Schnittellipse; fiir beide ist & — 90° — &, und nach Art. 77

folglich nach Gleichung 1)

_ Mg MyAr
Qo = Mg Agsing, A A,

Ziehen wir also in Fig.96 Mz FLle, bis AY A5, so ist A”F der
Kriimmungsradius der Sinuskurve %; in 43 und Bs.

98. Befindet sich die den Zylinder schneidende Ebene in beliebiger
Lage gegen die Projektionstafeln, so nehmen wir eine TT;Le, zu Hilfe
und konstruieren aus Grund- und Seitenrif wie vorher die Achsen A;.B;
und C; Dy der Schnittellipse k3, sowie die Abw1ckelung des thnders —
Nach Art. 72 ist die Parallelprojektion von ks eine Kurve zweiter Ord-
nung, die sich im Endlichen schlieBt, d. h. wieder eine Ellipse, und zwar
entsprechen zwei konjugierten Durchmessern von k; auch im Bilde
zwei solche Durchmesser, denn jeder von ihnen bleibt parallel zu den
Tangenten in den Endpunkten des anderen. Demnach sind im Aufri

Q¢ = 1)

3 A2
A ?
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die Projektionen von Ag B; und C; D; zwei konjugierte Durchmesser
der Ellipse k3, deren Achsen hierdurch bestimmt werden (Art. 78).
Noch kiirzer erhalten wir diese Achsen nach Art. 73 auf Grund der
perspektiv affinen Beziehung zwischen den Projektionen %, und k; der
Schnittellipse k3 (Art. 52). Dabei besteht die Affinitatsachse aus den
sich deckenden Projektionen der Schnittlinie von E mit der zweiten
Halbierungsebene. = Wir konstruieren sie als Verbindungslinie des
Punktes e, < ¢, mit dem Schnittpunkte von Grund- und Aufrif irgend
einer in E liegenden Geraden, z. B. der zweiten Hauptlinie » in der
Fig. 98. durch M, M, || TT, gelegten Ebene. — Die
Gerade n geht durch den Mittelpunkt I,
i _ _ und durch die Schnittpunkte von k3 mit dem
2]

zweiten Umril des Zylinders.

x 97. Hiufig konstruiert man die Schnitt~

I ellipse nur punktweise, also ohne ihre
| Achsen zu bestimmen. Als Beispiel be-
| trachten wir in Fig. 98 einen halben geraden
Kreiszylinder, dessen Leitkurve der in TT,

! itber z liegende Halbkreis k ist, und be-
' | stimmen die Ebene E durch ihre Spur e,
und die erste Tafelneigung &,. (Zylindri-

scher Durchgang durch eine schrige Boschungsmauer.)
Um hier die Schnittkurve zu ermitteln, verwenden wir horizontale
Hilfsebenen. FEine solche Ebene schneidet den Zylinder in zwei
Mantellinien und E in einer Parallelen zu e;, deren Grundril nach
Art. 35 konstruiert wird; diese Gerade trifft die Mantellinien in Punkten

der gesuchten Schnittellipse.

98. Um den Schnitt der Ebene E (¢ €,) mit einem schiefen
Kreiszylinder zu konstruieren, dessen Grundkreis k; in TT; liegt,
suchen wir zuerst den Schnittpunkt 2f; von E mit der Parallelen zu
den Mantellinien durch den Mittelpunkt M; von %,. Die Schnittkurve
ist eine Ellipse k3 vom Mittelpunkte M;, nidmlich die perspektiv affine
Kurve zu %k, mit e; als Affinitdtsachse und M,, M, als einem Paar ent-
sprechender Punkte; je zwei aufeinander senkrechten Durchmessern von
k, entsprechen also in %; zwei konjugierte Durchmesser. — Liegt %,
nicht in TT,, so tritt an die Stelle von e; als Affinitéésachse die Schnitt-
linie von E mit der Ebene von ;.

99. Abwickelung eines halben schiefen Kreiszylinders,
der durch die in TI, liegenden Mantellinien A4; Ay und B, B,,
sowie durch die vertikalen Halbkreise ¥ und k, iiber 4,B;
und A, B, begrenzt ist (Fig.99). Wie bei der Abwickelung eines
schiefen Prismas (Art. 57) benutzen wir einen Normalschnitt: Eine
Ebene 1 A, A; schneidet den Halbzylinder in einer halben Ellipse kg
mit der kleinen Achse Az Bg; die grofe Halbachse ist gleich dem
Radius r von k;. Darauf teilen wir k;, — zuerst in der Umlegung &}
in TT; — in eine geniigende Anzahl, z. B. 12, gleicher Teile, ziehen
durch die Teilpunkte 1,, 2;... im Grundrif die Mantellinien 1;1,,
2,2, ... und bestimmen ihre Schnittpunkte 13, 23... mit k3, sowie auf
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der Umlegung &k von k; die entsprechenden Punkte 17, 2J...; dabei
ist 171;L A4, By, 1113|| 4,44, 1315 = 1117 usw. Halten wir die
Mantellinie 4, A, fest und wickeln den Zylinder mit seiner Auflenseite
nach unten in die Grundrifiebene ab, so fallen die Punkte 13, 25... auf
die Verlingerung von Bj;Aj; und
wir finden ihre neuen Lagen, indem
wir die ungleichen Bogenstiicke der
El'ipse k& moglichst genau auf diese
Gerade iibertragen. Durch die so
erhaltenen Punkte ziehen wir die ab-
gewickelten Mantellinien, z. B. durch
1; die Gerade 131, 3 131}; dann
ist 1, ein Punkt der Verwandelten
des Halbkreises k.

Die Verbindungslinie von 1,
mit 1j ist L A, A, und der Bogen
A,1, der Verwandelten — 35 von
k;. Ersetzen wir daher den Zylinder
durch das eingeschriebene Prisma
mit der Grundfliche A4,1,2,... B,
so gelangen wir zu folgender Ndaherungskonstruktion ohne Zuhilfe-
nahme eines Normalschnitts: Wir fillen von den Punkten 1i, 2;...
auf A, A, die Lote 171;, 212, ... und machen die Strecken 4,1,, 1,2, ...
= A, 1/

Die Verwandelte von %k, hat in 6; einen Wendepunkt, weil die
Berithrungsebene des Zylinders in diesem Punkte auf der Ebene von
k, senkrecht steht (Art. 95). Die Inflexionstangente bildet mit der
Geraden 6,6, denselben Winkel, wie die Kreistangente in 6, mit der
entsprechenden Mantellinie, d. h. den Winkel 4, 4; B;. — Der Kriim-
mungsradius der Verwandelten im Scheitelpunkte 4, ist nach Gleichung 1)

r

in Art. 95 = m; der zugehérige Kriimmungsmittelpunkt

ist daher der Schnittpunkt von A, 4, mit der Mittelsenkrechten von 4, B;.

Fig. 99.

Schnitt einer Kegelfliche mit einer Ebene.

100. Der Schnitt eines Kreiskegels mit einer nicht durch die
Spitze gehenden Ebene ist eine Kurve zweiter Ordnung, weil jede
Gerade der Ebene mit der Kegelfliche zwei (reelle oder imaginire)
Punkte gemein hat (Art. 92). Die Schnittkurve ist eine Ellipse
(oder ein Kreis), eine Parabel oder Hyperbel, je nachdem die
schneidende Ebene zu keiner, einer oder zwei Mantellinien
parallel ist. Um zu entscheiden, welcher dieser drei Falle vorliegt,
lege man durch die Spitze des Kegels eine Ebene parallel zur schnei-
denden Ebene. i

Die Parallelprojektion eines jeden der drei Kegelschnitte ist wieder
eine Kurve zweiter Ordnung (Art. 72), und zwar von derselben Art,
weil den unendlich fernen Punkten des Kegelschnitts (und nur diesen)
unendlich ferne Bilder entsprechen.



— 64 —

101. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E(¢ ¢,) mit einem
geraden Kreiskegel zu konstruieren, dessen Grundkreis & in
TT, liegt. Wir bezeichnen mit S die Spitze des Kegels, mit M den
Mittelpunkt von k. Die Ebene, die durch SMLle, gelegt wird, teilt

Fig. 100. die Schnittkurve k, in zwel sym-
s" metrische Hailften und enthilt dem-
nach eine Achse von k,. Sie schneidet

E in einer Fallinie f, den Kegel in zwei

Mantellinien SA und SB, und diese

bestimmen auf f die Achsenendpunkte

A; und B;. — Nehmen wir der Ein-

fachheit wegen ELTI,, so ist jene

Symmetrieebene || TTy, und die zuge-
x  hérigen Mantellinien S A4, SB bilden den

zweiten UmriB des Kegels.

a) Elliptischer Schnitt

(Fig. 100). Der Aufrif der Schnitt-

ellipse k; fallt mit der auf e, liegenden

Strecke Ay BY zusammen. Die zweite

Ellipsenachse geht durch den Mittel-

punkt O; von A; B, senkrecht zu TIy;

ihre Endpunkte C, und D; liegen auf

dem Kreise ¢, in dem die durch O,
gelegte Horizontalebene den Kegel schneidet. — Der Grundrif von
k, ist eine Ellipse mit den Achsen A}B; und CjDi.

Bezeichnen wir mit » und % die Radien der durch A; und B,
gehenden Horizontalschnitte, mit G H den in der Ebene A SB liegenden
Durchmesser des Horizontalschnitts ¢, so ist als Mittellinie in einem

€

¢

Paralleltrapez GH — v -+ w und als Radius von ¢ MC{ = v_—;#w
. ' , 41 By .
Nun ist aber auch A;B; — v+ w, also MC; — g d. h. M ist

ein Brennpunkt der Projektion k; der Schnittellipse.

Auf einer beliebigen Mantellinie SP wird der Punkt P, von &,
zuerst im Aufril gefunden als P; =— S"”"P" < ¢,, dann im Grundrif
auf M P, am genauesten mit Hilfe des Horizontalschnittes der Kegel-
fliche, der durch Py bestimmt ist. Die Tangente in P, an %, ist die
Schnittlinie von E mit der Berithrungsebene des Kegels in der Mantel-
linie SP; sie geht also durch den Schnittpunkt 7' von e; mit der Tan-
gente von k in P.

Als wahre GroBe von k; erhalten wir durch Umlegung in TI,
eine Ellipse k) mit den Achsen A!B}' = AyBy und C!D} = C\D;.

Die Abwickelung des Kegelmantels ist ein Kreissektor vom Radius
SA = 8" A", sein Bogen gleich der Peripherie des Grundkreises .
Schneiden wir in der Mantellinie SB auf, so wird der abgewickelte
Stumpf symmetrisch in bezug auf SA. Die Ausfithrung gestaltet sich
folgendermafien: Wir teilen die Hilfte von k& zwischen A und B in den
Punkten 1, 2... in eine Anzahl, z. B. sechs, gleicher Teile und iiber-
tragen den Bogen A1 moglichst angendhert auf den Kreis um S mit



— 65 —

dem Radius SA1). Das gefundene Bogenstiick wird auf dem Kreise
weitergetragen; dann sind die nach den Teilpunkten gehenden Radien
die abgewickelten Mantellinien S1, S2...SB. Ist SP eine dieser
Mantellinien, so erhalten wir den zugehérigen Punkt P, der Verwan-
delten der Schnittellipse k; durch Ermittelung der wahren Linge von
PP,. Nun entspricht dem Aufri S” P" als wahre Linge von SP die
Strecke S'' A”; ziehen wir daher durch P} eine Parallele zu &, so finden
wir auf S A" die wahren Lingen der Abschnitte PP; und SP;,. Die
Tangente der Verwandelten in P, ergibt sich durch Anheften des
rechtwinkligen Dreiecks P, PT, dessen Kathete P T im GrundriB in
wahrer GroBe erscheint, an die Strecke P P;.

Die Wendepunkte der Verwandelten entsprechen denjenigen
Punkten V; und W, von k;, deren Berithrungsebenen auf E senkrecht
stehen (Art. 95). Diese Ebenen gehen durch das Lot von S auf E.
Ziehen wir aus seinem ersten Spurpunkte Z die Tangente ZV an %, so
finden wir auf der Mantellinie S ¥ den Punkt ¥; und damit die Tan-
gente von k,, die in der Abwickelung zur Inflexionstangente wird.

Bezeichnen wir mit @, und 6, die Krimmungsradien der
Verwandelten in den Scheiteln 4; und B,, mit ¢ den Krimmungs-
radius der Ellipse k" in A und B}, mit o und B die Winkel bei Ay
und By im Dreieck A7 S" BY, so ist nach Art. 95

— 0 -9 ..
0= Csa %0 cos 3’ 2

wir erhalten also z. B. 6, als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit der Kathete ¢ und dem anliegenden Winkel 8. — Unabhingig
von der wahren GroBe k! der Schnittellipse kénnen wir aber die
Strecken @, und 6, auch leicht direkt ermitteln. Setzen wir némlich

2
Ay B, = 2a und C; D, = 2, so ist bekanntlich ¢ — %— - Nach Kon-

struktion ist O, C; die mittlere Proportionale zwischen G 0; — w und
0,H = v, mithin b2 — vw und
__vw 9

1) Um den Kreisbogen AB vom Mittelpunkte MM und dem
Zentriwinkel ¢ auf einen Kreis um M’ mit dem Radins AW’
zu libertragen, zerlegt man UAYB in kleine Teile, bei denen man Bogen
und Sehne als gleich groff betrachten kann, und iibertrigt diese Sehnen. Man
kann aber auch AW zunichst angenihert rektifizieren. Zu dem Zwecke ver-
lingert man AIM um ME = 2. UM und zieht AD L AM bis zur Geraden
€ B; dann ist, wenn ¢ den Wert von 60° nicht wesentlich iiberschreitet, die
Strecke AD nahezu gleich dem Bogen U B. Diese Konstruktion ist um so
genauer, je kleiner ¢ ist, z. B. wird fiir ¢ — 30°

AD 3sing

AM = 2fcosp - 0P
dagegen

AWM~ 6~

Macht man nun auf der Verlingerung von A’ M’ die Strecke M'E’ = 2. A M’
and auf einer Senkrechten zu UM’ die Strecke A'D = AD, so ist der
zwischen U’ und €’'P’ liegende Bogen des zweiten Kreises angenshert — V.

Miiller, Darstellende Geometrio. 5
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Nun ergibt sich aus dem Dreieck Ay S” BY, wenn wir den Winkel
bei S” mit 2y bezeichnen,

sin f3 S'AY  wv:siny

sin2y  A/BY T 2a °
oder
v sinp,
a ~ cosy’
daher folgt aus Gleichung 2)
_ wsin 3)
cosy

Ziehen wir demnach BYJ" L S"” B" bis §" M" und fallen von J" auf
ey ein Lot, das e, in K" und S” B"” in L' schneidet, so ist der Punkt K
von A4, B, der Krimmungsmittelpunkt der Schnittellipse in B;, und
der Punkt L der Mantellinie SB wird in der Abwickelung zum Kriim-
mungsmittelpunkt der verwandelten Kurve an der entsprechenden Stelle,
denn es ist
BJ =,
cos y
BYK'" = ByJ"sinf
oder nach 3) = ¢, und
BYK"
cosfB’

B/L' =
‘also nach 1) = d,.

102. b) Parabolischer Schnitt. In Fig. 101 ist E parallel
zur Berithrungsebene des Kegels in der UmriBlinie SB, die Schnitt-

Fig. 101. kurve k, also eine Parabel mit dem
€, Scheitel A; und der Achsenrichtung S B.
s” Sie geht durch die Schnittpunkte von e,

) mit k; weitere Punkte auf beliebigen
Mantellinien werden wie unter a) gefunden.
Der Grundrif von k; ist gleichfalls eine
Parabel, und zwar mit dem Scheitel A}
und dem Brennpunkt M; ihr Krimmungs-
VG g radius in 4] ist folglich, wie in der analyti-
schen Geometrie gezeigt wird, — 2. 4; M.

103. ¢) Hyperbolischer Schnitt

(Fig. 102). Aus dem Aufril finden wir die
Scheitel A, und B;, sowie den Mittelpunkt

B 0, der Hyperbel k,. Eine Ebene, die durch
S || E gelegt wird, schneidet den Kegel in

zwei Mantellinien SG, SH, und diese be-
stimmen die unendlich fernen Punkte von

e, ky ; die Asymptoten ¢, und h; der
Hyperbel gehen also durch O, || SG und

SH. Als Tangente im unendlich fernen Punkte von SG ist g, die
Schnittlinie von E mit der Beriihrungsebene des Kegels in dieser

Ro-
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Mantellinie; sie geht also durch den Schnittpunkt von e; mit der Tan-

gente von % in G. — Der Grundrif von k, ist eine Hyperbel mit
den Scheiteln A4;, By und den Asymptoten Fig. 102
ol MG, h || MHY). T

104. Die Brennpunkte der ebenen
Schnitte des geraden Kreiskegels. Der
Kegel werde erzeugt durch Drehung des in
der Zeichenebene T, liegenden gleichschenk-
ligen Dreiecks A SB um seine Hohenlinie
SM. Wir schneiden ihn mit der Ebene
E LT, in einem Kegelschnitt ;. In Fig. 103
ist k; eine Ellipse mit den Scheiteln 4; und
B, auf SA4 und SB. XKonstruieren wir die
Kreise v und v,, die die Geraden A; B;, SA,
S B der Reihe nach in F, H, J und F,, H,,
J berithren, und deren Mittelpunkte O und
0, sich auf SM befinden, so erhalten wir
aus ihnen durch Drehung um SM zwei
Kugeln K und K, ; diese berithren E in den M
Punkten F und F, und den Kegel in zwei
auf SM senkrechten Kreisen # und u, mit
den Durchmessern HJ und H,J,. Eine be- k
liebige Mantellinie S P schneide %,, u, %, bzw.
in den Punkten P;, @, @,. Dann sind F P,
und @QP, zwei Tangenten der Kugel K aus
dem Punkte P,, also ist

FP, — QP,.

Ebenso ist
F,P, = Q,P,
folglich

FP,+ Fy P, = Q@ = HH,,

d. h. konstant fiir alle Punkte von k;. Wir
schliefen daraus, dafl F und F, die Brenn-
punkte der Ellipse %, sind. Dasselbe 1ift
sich beweisen, wenn k; eine Parabel oder
eine Hyperbel ist, nur sind bei dem para-
bolischen Schnitt O, und F, unendlich fern.
Wir erhalten demnach den Satz: Schneidet
man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene und kon-
struiert die beiden Kugeln, die den Kegel in einem Kreise und

1) Kennt man von einer Hyperbel den Mittelpunkt £, den Scheitel A und
die Asymptote g, so findet man auch sofort den Scheitelkrimmungsmittel-

punkt & Sei nimlich OU = a und die imagindre Halbachse — bV —1;
dann schlieft man aus der entsprechenden, fiir die Ellipse geltenden Formel
2

(Art. 77), daf der Kriimmungsradius AR — — @ ist. Schneidet nun die

Scheiteltangente A€ die Asymptote g in €, so ist bekamntlich A € = b, mithin
ist & der Schnittpunkt von OU mit dem Lote in € zu g.

B
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die Ebene in einem Punkte berithren, so sind die beiden Be-
riithrungspunkte die Brennpunkte des entstehenden Kegel-
schnitts.

Sei G der Gegenpunkt von F im Kreise v; dann geht die Gerade
GF, durch den auBeren Ahnlichkeitspunkt S von v und v,. Eine
Ebene A, die parallel zu E durch den Kegel gelegt wird, schneidet
diesen in einem Kegelschnitt k,, der zu %, &hnlich ist, und dessen
Brennpunkte auf den Geraden SF und SG liegen. Nun ist k, der
scheinbare Umrif der Kugel K fir S als Projektionszentrum und A als
Bildebene; d. h.: Der scheinbare Umri einer in Zentralpro-
jektion dargestellten Kugel ist ein Kegelschnitt, der die Pro-
jektionen der Endpunkte des auf der Bildebene senkrechten
Kugeldurchmessers zu Brennpunkten hat.

105. Hieraus ergibt sich beildufig die Darstellung der Kugel
in schiefer Parallelprojektion. Die projizierenden Strahlen, die
die Kugel berithren, bilden einen geraden. Kreiszylinder, und dieser
schneidet die Zeichenebene TT, in der UmriBellipse u,, der schiefen Pro-
jektion des Hauptkreises u, dessen Ebene auf der Projektionsrichtung
senkrecht steht. Das Bild O; des Kugelmittelpunkts O ist der Mittel-
punkt von u,. Wihlen wir die Projektionsrichtung wie frither (Art. 3),
so bildet die Projektion des auf TT, senkrechten Kugeldurchmessers F'G
mit der Richtung der Projektionsachse x einen Winkel von 300 und
es ist O;F; — 03 G, gleich der Hilfte des Kugelradius r; dann sind
F; und G, die Brennpunkte von #;. Jeder Durchmesser von % erscheint
im Bilde vergrofiert, mit Ausnahme des zu TI, parallelen A B, der un-
verindert bleibt. Ziehen wir also OsA;L OsF; und — r, so ist O; 4,
die kleine Halbachse von ug; die grofie Halbachse ist folglich — F, A,.

108. Praktische Beispiele zu den ebenen Schnitten eines
geraden Kreiskegels. a) Durchdringung eines regelmafligen
sechsseitigen Prismas mit einem geraden Kreiskegel, dessen
Achse mit der Achse des Prismas zusammenfallt, und dessen
Basiswinkel 300 betrigt (Schraubenmutter, Fig. 104). Die
Seitenflichen des Prismas sind parallel zur Kegelachse und schneiden
daher den Kegel in kongruenten Hyperbelbogen AB, BC... Thre
Scheitel liegen auf dem Kegelkreise, der die Prismaflichen beriihrt;
weitere Punkte erhilt man mittels horizontalen Hilfsebenen. Man findet
auch leicht die Asymptoten und die Scheitelkriimmungskreise der zweiten
Projektionen der Hyperbeln.

b) Durchdringung eines abgestumpften geraden Kreis-
kegels mit einer regelmafligen vierseitigen Pyramide (Schorn-
steinfuB, Fig. 105). Die Pyramidenflichen ASB, BSC... schneiden
den Kegel in vier kongruenten Ellipsenbégen A4, B,, B,C,... Thre
Hauptachsen mit den Scheiteln E;, F} ... liegen auf den Mittellinien
SE, SF... der Seitenflichen. Die vertikale Ebene A SC schneidet den
Kegel in zwei Mantellinien, und diese treffen SA und SC in A; und
C,. Dreht man die Ebene um die Kegelachse, bis sie || TT, wird, so
fallen die Mantellinien mit dem zweiten Umril des Kegels zusammen. —



Zwischenpunkte findet man mit Hilfe von Horizontalschnitten. Man
kann auch leicht die Achsen und daraus die Scheitelkrimmungskreise
der Projektionen der Ellipsenbdgen konstruieren.

Fig. 104. Fig. 105.

z
A t- D
|
EF i =) i
S
B F C

107. Schnitt der Ebene E(e,¢,) mit einem schiefen Kreis-
kegel, dessen Grundkreis k in TI, liegt. Die Schnittkurve %,
wird konstruiert, indem man fiir eine hinreichende Anzahl von Mantel-
linjen ihre Schnittpunkte mit E ermittelt, wie in Art. 56 unter Be-
nutzung einer T3 Le¢;. — Die Ebene, die durch die Spitze S und den
Mittelpunkt M von kLTI, gelegt wird, teilt
den Kegel in zwei symmetrische Hélften und
schneidet ihn in seiner lingsten wund seiner
kiirzesten Mantellinie SA bzw. SB. Soll daher
der Kegel, nachdem %, konstruiert ist, auch
noch abgewickelt werden, so empfiehlt es sich,
von vornherein den Kreis & von A4 aus in eine
gerade Anzahl gleicher Teile zu teilen und fiir
die nach den Teilpunkten gehenden Mantel-
‘linien die Schnittpunkte mit E zu bestimmen.
Bei der Abwickelung ersetzt man den Kegel '
angendhert durch die Pyramide, die jene Mantel- 4 g
linien zu Seitenkanten hat. — Die Punkte, in B
denen die ersten scheinbaren Umrifllinien den
Kreis k berithren, werden in der Abwickelung zu
Wendepunkten der Verwandelten von & (Art. 95).

In Fig. 106 ist SM || TI,; das Dreieck ASB erscheint also im
Aufriff in wahrer Grofle. Macht man auf SA und SB bzw. die Strecken
8SC =SB und SD = SA und bezeichnet mit £ den Schnittpunkt
von CD mit AB, so wird EC = EB und ED — FEA. Legt man
jetzt die Ebene E durch CD LTI,, so schneidet sie den Kreis k in der
durch E gehenden Sehrie F'G L A B und den Kegel in einer Ellipse ;.
Diese ist in bezug auf die Gerade CD symmetrisch, hat also CD zur
Achse. Man kann nun E um F' G drehen, bis C mit B und D mit A

Fig. 106.
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zusammenfillt; dann hat die Umlegung %k von k;, mit dem Kreise &
die Achse AB und die Punkte F' und G gemein, d. h. k deckt sich
mit k. Die Ebene E schneidet also den Kegel in einem Kreise,
der dem Kreise %k gleich ist. Der Kegel hat demnach zwei
Scharen von Kreisschnitten, von denen die eine zu TI,, die
andere zu E parallel ist.

Durchdringung zweier Kegel- oder Zylinderflachen.

108. Zwei krumme Flichen A und B erzeugen als ihre Durch-
dringung im allgemeinen eine Raumkurve ¢, die man konstruiert, indem
man durch A und B eine Schar geeigneter Hilfsflichen legt und fur
jede von ihnen ihre Schnittkurven mit A und B ermittelt; die Schnitt-
punkte beider Kurven sind dann Punkte von ¢. Dabei sind unter
sgeeigneten Hilfsflichen solche zu verstehen, die sowohl A wie B in
moglichst einfachen, leicht konstruierbaren Kurven schneiden. In den
meisten Féllen wird man Ebenen als Hilfsflichen verwenden, und dann
ist jedesmal zu iiberlegen, was fir Ebenen am geeignetsten sind.
Handelt es sich z. B. um die Durchdringung einer Kugel mit einem
geraden Kreiskegel, dessen Achse LTI, ist, so benutzt man horizontale
Hilfsebenen, denn diese schneiden die Kugel und den Kegel in Kreisen,
die im Grundrif in wahrer GroBe erscheinen.

109. Eine krumme Fliche heift von der m'*® Ordnung, wenn
ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten r, ¥, 3 vom mt®® Grade
ist — oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sie von jeder nicht
in ihr liegenden Geraden in m reellen oder imaginiren Punkten und
folglich von jeder Ebene in einer Kurve mte* Ordnung geschnitten wird.
Man versteht ferner unter Ordnung einer Raumkurve die Anzahl
der — reellen oder imaginiren — Punkte, die sie mit einer Ebene
gemein hat.

Sind nun die sich durchdringenden Flichen A und B bzw. von
der mt® und nt*® Ordnung, so werden sie von einer beliebigen Ebene
in zwei Kurven %" und #%** Ordnung geschnitten, und diese treffen
sich bekanntlich in m#n — reellen oder imaginiren — Punkten der
Durchdringungskurve ¢. Daraus folgt: Zwei Flachen m'* und
#%** Ordnung durchdringen sich in einer Raumkurve mn']
Ordnung.

Die Projektion dieser Kurve ist im allgemeinen auch von
der mn**® Ordnung. Denn eine beliebige Gerade der Bildebene hat
mit der Bildkurve ¢’ ebenso viel Punkte gemein, wie die durch sie ge-
legte projizierende Ebene mit der Kurve ¢, d. h. mn Punkte. Auf
gewisse Ausnahmen von diesem Satze gehen wir thier noch nicht ein
(vgl. u. a. Art. 117).

110. Um die Durchdringungskurve zweier Kegelfachen zu kon-
struieren, benutzt man in der Regel Hilfsebenen durch die Ver-
bindungslinie der Spitzen; solche Ebenen schneiden ndmlich jede
von beiden Flichen in Mantellinien (vgl. Art. 62).
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Sind die Kegelflichen K und A mit den Spitzen S und 7 und den
Leitkurven k¥ und ! in den Ebenen E und ¢ gegeben, so ermittle
man zundchst die Schnittpunkte @ und R der Geraden ST mit E und
®, sowie die Schnittlinie 7 der beiden Ebenen (Fig.107). Eine Hilfs-
ebene, die durch ST ge-
legt wird, schneidet E und
® in zwei durch @ und R
gehenden Geraden, die sich
auf m treffen, und diese
Geraden bestimmen auf k
und ! die Ausgangspunkte
der Mantellinien, welche die
Hilfsebene mit den beiden
Kegeln gemein hat.

Tritt an die Stelle des
einen Kegels ein Zylinder,
so legt man die Hilfs-
ebenen durch die Gerade,
die durch die Spitze des
Kegels parallel zu den
Mantellinien des Zylinders
gezogen wird. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Zylinder,

so verwendet man Hilfsebenen parallel zu den Mantellinien beider
Flichen.

Fig. 107.

111. Die Konstruktion gestaltet sich besonders einfach, wenn die
Leitkurven % und ! der beiden Kegelflichen in derselben
Ebene, z. B. in TI, liegen (Fig.108). Dann ermitteln wir zuerst den
Schnittpunkt @ von ST mit TT,; ziehen wir darauf durch ¢ als Grund-
rifispur einer durch ST gelegten Hilfsebene die Gerade %, die k in A
und B, sowie ! in C und D schneidet, so bestimmen die Mantellinien
SA4, SB und T'C, TD vier Punkte der Durchdringungskurve c.

Drehen wir die Gerade » in TT; um @, so erreicht sie eine Grenz-
lage v, in der sie ] in einem Punkte G berithrt und % in zwei Punkten
E und F schneidet. Die durch v bestimmte Hilfsebene berithrt den
Kegel A in TG. Die Mantellinien SE und SF sind also Tan-
genten von A und folglich der Durchdringungskurve in ihren
Schnittpunkten mit 7'G. Das Entsprechende gilt von der aus
an k gelegten Tangente w, die mit ! die Punkte // und J gemein hat.
Dann begrenzen auf k die Punkte ¥ und ¥, auf ! die Punkte H und
J einen Bogen, dessen Mantellinien den anderen Kegel nicht treffen; im
vorliegenden Falle schneiden daher die beiden Kegel einander gegen-
seitig an, und ihre Durchdringungskurve besteht aus einem einzigen
geschlossenen Zuge. Eine vollstindige Durchbohrung des Kegels K
und eine zweiteilige Durchdringungskurve wiirde entstehen, wenn man
von @ an I zwei Tangenten ziehen konnte, die k& schneiden.

Die scheinbaren Umrifllinien der beiden Kegelflichen sind Doppel-
tangenten der Projektion der Durchdringungskurve, soweit
sie tiberhaupt Kurvenpunkte enthalten (Art. 82).
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Bei der Ausfithrung der Konstruktion bestimmen wir zuerst die
ausgezeichneten Punkte von ¢ auf solchen Mantellinien, die die Kurve
berithren, sowie die Punkte auf den Umrifillinien der beiden Xegel
und legen dann nach Bediirfnis weitere Hilfsebenen in die noch vor-
handenen Liicken. Die Reihenfolge, in der wir die erhaltenen Punkte
verbinden, ergibt sich wie in Art. 62 durch gleichzeitiges Umfahren
der beiden Leitkurven.

Ein Punkt der Projektion von ¢ ist sichtbar, wenn die beiden durck:
ihn gehenden Mantellinien in dieser Projektion sichtbar sind.

Die Tangente in einem Punkte der Durchdringungskurve
ist die Schnittlinie der Berithrungsebenen der beiden Flachen

Fig. 108.

S ”

in diesem Punkte. Um hiernach z. B. im Schnittpunkte der Mantel-
linien SA4 und T'D die Tangente { von ¢ zu konstruieren, ziehen wir
als Grundrifspuren der zugehérigen Berithrungsebenen die Tangenten
vonkin A und von?in D; diese schneiden sich im ersten Spurpunkte von £.

112. Singulidre Punkte im Bilde der Durchdringungs-
kurve. In Fig. 108 hat der Grundrib ¢’ der Kurve ¢ zwei Doppel-
punkte. Ein solcher Doppelpunkt entsteht im Bilde einer Raumkurve
immer dann, wenn ein projizierender Strahl die Originalkurve zweimal
schneidet. — Riicken die beiden Schnittpunkte einander unendlich
nahe, beriihrt also der projizierende Strabl die Originalkurve in einem
Punkte P, so zieht sich im Bilde die zum Doppelpunkt gehérige Schleife
in den Punkt P’ zusammen, d. h. die Bildkurve hat in P’ einen Riick-
kehrpunkt.
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Jeder Punkt der Originalkurve, dessen Schmiegungsebene eine
projizierende Ebene ist, liefert im Bilde einen Wendepunkt. Dann
entsprechen ndmlich den drei unendlich nahen Punkten, welche die
Schmiegungsebene mit der Originalkurve gemein hat, auf der Bildkurve
drei unendlich nahe Punkte in einer Geraden. Dies gilt natiirlich nicht
mehr, wenn die. Schmiegungsebene eine gerade Anzahl unendlich naher
Punkte der Raumkurve enthilt (Art. 88).

113. Unendlich ferne Punkte der Durchdringungskurve
entstehen als Schnittpunkte paralleler Mantellinien der beiden Kegel-
flichen. Um solche Mantellinienpaare zu ermitteln, denken wir uns
den einen der beiden Kegel — in Fig. 108 den Kegel K, weil dessen
Leitkurve & ein Kreis ist — parallel zu sich verschoben, bis seine Spitze
S mit der des anderen, 7', zusammenfillt. Der verschobene Kegel
schneidet die TT, in einer Kurve k,; dann sind %, und % zwei dhnliche
Figuren in paralleler Lage mit @ als Ahnlichkeitspunkt, und das Ver-
hiltnis entsprechender Strecken ist = QT': @S. Ist k ein Kreis mit
dem Mittelpunkte M, so liegt der Mittelpunkt M, von %, auf @M, und
zwar so, daB TM, || SM ist.

Bezeichven wir mit P, einen Schnittpunkt von %, und !, mit P
den entsprechenden Punkt von %k auf der Geraden @P;, so sind die
Mantellinien SP und TP, parallel; ihre Beriihrungsebenen schneiden
sich alsoin der Tangente des zugehorigen unendlich fernen Punktes, d. h.
in einer Asymptote der Durchdringungskurve. Diese ist || 7P, und
geht durch den Schnittpunkt der Tangenten an % in P und an 1 in
P,. — Da in Fig. 108 I;; und 1 einander nicht schneiden, so hat die
Kurve ¢ keine (reellen) unendlich fernen Punkte.

114. In Fig. 109, die nur den Grundri darstellt, sind die Kegel
so gewshlt, dal die Leitkurven k und I eine gemeinsame Tangente v aus
@ mit den Berithrungspunkten F'
und G besitzen. Dann beriithren
sich die Kegelflichen im Schnitt-
punkte P von SF und TG,
und v ist die Grundrifispur der
gemeinschaftlichen Berithrungs-
ebene. Néhert sich die durch
ST gelegte Hilfsebene dieser
Grenzlage, so fallen vier Punkte
derDurchdringungskurve ¢ gleich-
zeitig in P zusammen; P ist
daher ein Doppelpunkt von e
Das erkennt man auch noch in
folgender Weise: Jede durch P
gehende. Ebene schneidet die
beiden Kegelflichen in zwei Kurven, die sich in P beriihren; in jeder
solchen Ebene zihlt also P fir zwei Schnittpunkte mit ¢. Diese SchluB-
weise gilt allgemein, nicht nur fiir Kegelflachen; wir erhalten daher
den Satz: Berithren sich zwei Flichen in einem Punkte, so ist
er ein Doppelpunkt ihrer Durchdringungskurve.

Fig. 109.




115. Durchdringung zweier Zylinderflichen, deren Leit-
kurven k und ! in TI, liegen (Fig.110). Nach Art. 109 schneiden
wir die Zylinder mit Hilfsebenen, die zu den Mantellinien beider Flichen

Fig. 110.

parallel sind. Um die Richtung der GrundriBspuren solcher Ebenen zu
bestimmen, ziehen wir durch irgend einen Punkt im Raume zu den
Mantellinien die Parallelen g und » und ermitteln von der Ebene gh

die Grundrilispur G, H,.

116. Durchdringung zweier geraden Kreiszylinder mit
zueinander windschiefen Achsen ¢ LTI, und b| T, und den

Fig. 111.

Grundkreisen %k in TI; und 7 mit dem
Mittelpunkt O und den Durchmessern
AB||TI, und CD|[| T, (Fig.111). Die
Durchdringungskurve ¢ fillt im Grundrif
mit einem Teil von k zusammen, es handelt
sich also nur um die Konstruktion von
¢". Die vorhin benutzten Hilfsebenen
sind gegenwirtig || TT,; wir bezeichnen
die durch b gelegte mit B, irgend eine
andere, deren Grundrilspur e; sei, mit E.
Diese schneidet die Ebene von 1 in einer
Geraden | CD und die Zylinder in
Mantellinien durch die Punkte FE, F
= ¢ Xk und G, H=nxl Um G,
H'" zu ermitteln, drehen wir den vorderen
Halbkreis I um CD in die Lage I, || TTy;
dann ist Abstand ny, C” D" == Abstand
e, b usw.

Wir konstruieren noch die Tangente in irgend einem Punkte
von ¢, z. B. im Schnittpunkte P der durch £ und G gehenden Mantel-
Zu dem Zwecke ermitteln wir von den Berithrungsebenen der
Zylinder in PE und P @ ihre Schnittlinien mit B, # || @ und v || b.

linien.



— 75 —

Diese gehen durch die Schnittpunkte der Tangenten in £ an k und in
G anl (d. h. in Gy an 1)) bzw. mit b’ und CD. Der Schnittpunkt von
%" und »" bestimmt den Aufrif der gesuchten Tangente.

Anstatt den Kreis I um CD in B umszulegen, kann man ihn durch
Drehung um AB in die Lage 1° || TT, bringen. Kommt hierdurch G
nach G9 so ist GY der Schnittpunkt von 1% mit ¢, und dann ist
0" @' = Abstand GV, A'B'.

117. Durchdringung zweier geraden Kreiszylinder mit
sich schneidenden Achsen. Die Zylinder sind in Fig. 112 nur im
Grundriff gezeichnet, und zwar liegen Fie. 112
ihre Achsen @ und b in TT;; die Grund- g 1
kreise k und ! sind gegeben durch ihre
in TT; befindlichen Durchmesser A B L «
und CDL1b. Die durch die Endpunkte
gehenden Mantellinien bestimmen so-
fort vier Punkte 1, 2, 3, 4 der Durch-
dringungskurve ¢, die in bezug auf TT,
symmetrisch ist. Um weitere Punkte
von ¢/ zu erhalten, schneiden wir die
Zylinder oberhalb TT; mit horizontalen
Hilfsebenen. Eine dieser Ebenen, im
Abstande h von TI,, trifft die Ebenen von % und 7 in den Geraden
m || AB und n || CD; dabei ist Abstand m, A B == Abstand #, CD =1.
Die Schnittpunkte von m und » bzw. mit ¥ und ! finden wir durch
Umlegung der itber AB und CD stehenden Halbkreise in TI;, usw.

Nach Art. 109 ist die Schnittlinie zweier Kegel- oder Zylinder-
flachen zweiter Ordnung eine Raumkurve vierter Ordnung; ihre
Projektionen sind also im allgemeinen ebene Kurven von derselben
Ordnung. Gegenwirtig ist aber jeder Punkt von ¢’ der Grundrif
zweier Punkte von ¢. Legen wir daher durch irgend zwei Punkte P’
und @' von ¢’ eine Ebene L TT;, so schneidet diese die Kurve ¢ in vier
Punkten, die paarweise denselben Grundril P’ oder @ besitzen. Die
Gerade P’Q’ hat folglich mit ¢’ keinen dritten Punkt gemein, und der
GrundriB der Durchdringungskurve ist also von der zweiten
Ordnung. Er besteht aus zwei doppelt zihlenden Bogen 12 und 34
einer Hyperbel, die @ und b zu konjugierten Durchmessern hat, denn
jede von beiden Geraden halbiert die zur andern parallelen Sehnen.

Betrachten wir nur die oberhalb TI, liegenden Halbzylinder, so
stellt die Figur die Durchdringung zweier Tonnengewiolbe dar.

Haben die beiden Zylinder gleiche Radien, so beriihren sie sich
in zwei Punkten ¥ und W des im Schnittpunkte von ¢ und b zu TI,
errichteten Lotes. Dann sind die Ellipsen, welche die Strecke VW und
je eine Diagonale des Rhombus 1 2 3 4 zu Achsen haben, den beiden
Zylindern gemeinsam; die Durchdringungskurve zerfallt daher
in diese beiden Ellipsen, also in zwei ebene Kurven. Dieser Fall
liegt z. B. beim Kreuzgewo6lbe und beim Klostergewélbe vor.

118. In Fig. 113 haben wir die beiden Zylinder durch zwei ge-
rade Kreiskegel ersetat, deren Achsen SM und TN in TI; liegen.
Um hier die Durchdringungskurve ¢ zu konstruieren, bestimmen wir
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zunichst die Schnittpunkte @ und R der Geraden ST bzw. mit den iw
TI, befindlichen Durchmessern AB und CD der Grundkreise & und 7,
sowie den Schnittpunkt O von AB und CD; durch ihn geht LTI, die
Schnittlinie ¢ der Ebenen von k¥ und I. Durch Umlegung dieser Ebenen
in TT, kommt ¢ in die Lagen 4, 1 0@ und iy, 1 O R; gleichzeitig gelangen

die oberen Halbkreise k¥ und I nach k, und ;.
Eine durch ST gelegte Hilfsebene schneidet die Ebenen von ¥
und ! in zwei durch @ und B gehenden Geraden, die sich in einem
Fig. 115. Punkte J von ¢ treffen, in der

&k Umlegung in @J;, und RJy;
7 dabei ist 0J; = 0J, Die Ge-
7 raden @J; und RJ, bestimmen
auf ky und 7, die Ausgangs-
punkte der Mantellinien, in denen
die Hilfsebene die beiden Kegel
schneidet.

Die Tangente in einem
Punkte von ¢ ergibt sich wieder
als Schnittlinie der Beriithrungs-
ebenen der beiden Kegel im be-
trachteten Punkte. Von jeder
dieser Ebenen bestimme man zuerst ihre Schnittlinie mit der zu-
gehorigen Grundkreisebene und daraus die Grundrispur.

Man beweist wie bei der vorhergehenden Aufgabe, dal der Grund-
1iB ¢’ von ¢ aus Teilen einer Kurve zweiter Ordnung besteht.

Anmerkung. Die Anwendung horizontaler Hilfsebenen, wie
in Art. 117, héitte hier keinen Sinn, denn solche Ebenen schneiden die
Kegel nach Hyperbeln.

119. Durchdringung eines geraden Kreiskegels mit einem
geraden Kreiszylinder, wenn die Achsen beider Flichen zu-
einander windschief sind (Fig.114). Der Grundkreis k¥ des Kegels
liegt in TT,; die Achse @ des Zylinders ist || TT,, sein Grundkreis I be-
findet sich also in einer zu TT, senkrechten Ebene @ (f; f;). Wir ziehen
durch die Spitze S des Kegels eine Parallele zu a, bestimmen ihre
Schnittpunkte @ und B bzw. mit TT; und ¢ und klappen die Ebene
® in TI; um; dadurch gelangen ! und R mnach /; und R, Hierauf
legen wir als erste Spur einer durch S@ gehenden Hilfsebene durch ¢
eine Gerade, die k£ in £ und F und f; in J schneidet; dann ist JR,
die umgeklappte Schnittlinie der Hilfsebene mit ¢. In ihren Schnitt-
punkten G und H, mit I, bestimmen wir auf f, den Aufril und ziehen
durch E, F und G,, H, sowie durch E”, F"” und G’', H" die Pro-
jektionen der Mantellinien, welche die Hilfsebene mit den beiden Flichen
gemein hat.

In Fig. 115 ist die Achse a des Zylinders || . Konstruieren wir
hier den Seitenril auf eine TT; La, die in TT; umgelegt wird, so fallt die
dritte Projektion der Durchdringungskurve ¢ mit einem Teil von "
zusammen; um also die Schnittpunkte einer beliebigen Mantellinie des
Kegels mit dem Zylinder zu bestimmen, brauchen wir diese Mantellinie
nur im SeitenriB zu zeichnen. So ermitteln wir insbesondere die Punkte
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von ¢ auf den zweiten und dritten Umrifllinien des Kegels, sowie
auf den Mantellinien, die den Zylinder berithren. — Die Konstruktions-

Fig. 114.

linien &ndern sich nicht, wenn wir, wie bei der vorhergehenden Figur,
durch die Spitze des Kegels eine Parallele zu @ ziehen und durch diese
Gerade eine Schar von Hilfs-
-ebenen legen.
ImvorliegendenFallekénnen
wir aber, abweichend von der
allgemeinen Regel, auch hori-
zontale Hilfsebenen benutzen. /

Solche Ebenen schneiden ndmlich | _/_

Fig. 115.
5"

den Kegel in Kreisen und den
Zylinder in Paaren von Mantel- z
linien, die aus dem Seitenril} |
leicht bestimmt werden kénnen. A

Dieses Verfahren eignet sich be- //’2; | /\
smders zur Ermittelung der -~ :
Punkte von ¢ auf den ersten ~

und zweiten Umriflinien des ~
Zylinders. >~

120. Hilfsebenen senk- Y
recht zur Kegelachse erweisen
sich gleichfalls als vorteilhaft bei der in Fig.116 dargestellten Durch-
dringung, wie sie bei Maschinenteilen hdufig vorkommt. Hier ist die
Achse @ des geraden Kreiszylinders L1TI,; die Achse b des geraden

i
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abgestumpften Kreiskegels schneidet a rechtwinklig und ist aulerdem
|| TTy. Der Grundrif der Durchdringungskurve ¢ fillt in den Grundkreis
des Zylinders. Daraus finden wir zunichst die Punkte von ¢’ auf
solchen Mantellinien des Kegels, die zu einer der Projektionsebenen
parallel sind. Eine Hilfsebene L b schneidet
den Kegel in einem Kreise. Die auf ihm
liegenden Punkte von ¢ sind im Grundrif
bekannt, wir erhalten sie daher im Aufrif§
wie in Art. 81 mittels eines Seitenrisses. —
Die Kurve ¢ ist in bezug auf die Ebene
ab symmetrisch, ihr Aufriff besteht daher
aus zwei Teilen einer Hyperbel (vgl.
Art. 117).

121. In Fig. 117 ist die Achse b des
geraden Kreiskegels gegen TI, geneigt,
aber wie vorher || TT,, und sie schneidet die
Achse a des aufrecht stehenden geraden
Kreiszylinders (zylindrische Kanne mit
konischer Schnauze). Vom Kegel ist die Spitze S und der Grund-
kreis 1 durch einen Durchmesser CD || TT, gegeben. Der Grundriff der
Durchdringungskurve ¢ fillt wieder in den Grundkreis k des Zylinders,
wir erhalten .daher ¢, indem wir eine Reihe von Kegelmantellinien in

Fig. 116.

__[Fig. 117.

Grund- und Aufrif zeichnen und die Schnittpunkte ihrer ersten Pro-
jektionen mit % ermitteln. Ist S"” P" der AufriB einer beliebigen Mantel-
linie, die I in P schneidet, so finden wir den Punkt P’, indem wir den
vorderen Halbkreis I um CD in die Lage [, || TT, drehen; dadurch
kommt P nach Py (P" Py L C" D"), und dann ist Abstand P'b'= P" Py'.

Mit S'P’ deckt sich der Grundrif einer zweiten Kegelmantellinie
S @, deren Aufrif man in folgender Weise ermittelt: Die erste pro-
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jizierende Ebene von S P schneidet die Ebene von 7 in der Verbindungs-
linie von P mit dem Schnittpunkte Z von SS' und CD, und die Ge-
rade PZ trifft ] zum zweitenmal in @; g ist also der zweite Schnittpunkt
von Py Z" mit l5. Die auf SP und S@ liegenden Punkte von ¢
haben denselben Grundrif. — Man bestimme insbesondere die ersten
UmriBlinien des Kegels mittels der Tangente aus Z" an Iy, sowie die
zugehoérigen Punkte von c.
Die Kurve ¢” ist abermals ein Hyperbelbogen.

122. Durchdringung eines halben geraden Kreiszylinders,
dessen Mantellinien || # sind, mit einem schiefen Kreiskegel,
dessen Leitkurve — der
Halbkreis I — || TT, liegt
(Tonnengewdlbemit koni-

Fig. 118.

scher Stichkappe, Fig.118). _ 7}‘\\

Die Durchdringungskurve ¢ Ry
fallt im Seitenril in den Grund- VAN
kreis k des Zylinders, ihr Auf- Y LA

ril ergibt sich daher, indem
man geniigend viele Mantel-
linien des Kegels in beiden
Projektionen zeichnet. Man
kann aber auch Hilfsebenen
|| TT, benutzen, die man zu-
erst im Seitenrill angibt; sie schneiden den Zylinder in Mantellinien und
den Kegel in Halbkreisen, deren Aufrifl sofort konstruiert werden kann.

Als Fortsetzung der Kurve ¢ ermittle man noch die elliptischen
Schnitte des Zylinders mit vertikalen Ebenen durch die letzten Kegel-
mantellinien SA4 und SB, am einfachsten mit Hilfe von [Geraden,
welche die Punkte der durch A und B gehenden Vertikalen !mit der
Spitze S verbinden.

123. Sonderfille bei der Durchdringung zweier Kegel-
flichen zweiter Ordnung. a) Wenn zwei Kegelflichen zweiter
Ordnung (mit verschiedenen Spitzen) eine
Mantellinie gemein haben, so durchdringen
sie sich iberdies ineiner Raumkurve dritter
Ordnung. Fig. 119 zeigt zwei solche Kegel, deren
Leitkurven k¥ und ! in der Zeichenebene liegen,
in Parallelprojektion auf diese Ebene. Der frither
mit @ bezeichnete Spurpunkt der Verbindungs-
linie der Spitzen S und T liegt jetzt sowohl auf
I, als auch auf I. Die Konstruktion der Durch-
dringungskurve bleibt dieselbe wie in Art. 111.
Die Kurve geht durch die beiden Spitzen. -— Da
es Raumkurven erster oder zweiter Ordnung nicht
gibt1), so haben die Raumkurven dritter Ordnung fiir die Geometrie
des Raumes eine dhnliche Bedeutung, wie die Kegelschnitte fiir die

Fig. 119.

1) Zwei windschiefe Geraden bilden eine uneigentliche Raumkurve zweiter
Ordnung.
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Geometrie der Ebene; man bezeichnet sie deshalb auch zuweilen als
kubische Kegelschnitte.

b) Berithren sich die beiden Kegelflichen in der gemein-
samen Mantellinie, so ist der Rest der Durchdringungskurve
ein Kegelschnitt. Dieser Fall tritt in Fig. 119 ein, wenn die Kegel-
schnitte £ und ! sich im Punkte @ berihren.

Zu einem Beispiel einer solchen Durchdringung, das auch prak-
tisch nicht ohne Bedeutung ist, gelangt man in folgender Weise (Fig. 120).
Durch Drehung des in der Zeichenebene liegenden rechtwinkligen Drei-

Fig. 120. ecks SM T bzw. um seine Katheten M S und M T
- entstehen zwei gerade Kreiskegel I und II, die
B E gich lings der gemeinsamen Mantellinie ST be-

\ . . . . . .
GM rithren; sie schneiden die Zeichenebene noch in

! O/V den parallelen Geraden SV und T'W. Fallen wir
A S' von M auf ST das Lot M A und ziehen durch
seinen FuBpunkt die Gerade A E || S ¥, so schneidet

die Ebene E, die durch A F senkrecht zur Zeichenebene gelegt wird, die
beiden Kegelflichen in zwei Parabeln p; und p, mit dem Scheitel A
und der Achse AE. Um ihre Brennpunkte F; und F, zu bestimmen,
benutzen wir die beiden Kugeln, welche die Kegel in je einem Kreise
und auflerdem die Ebene E beriithren (Art. 104). Thre Mittelpunkte O,
und O, liegen auf SM und TM, und zwarist 4 0, || TM und A O, || SM.
Dann sind F; und F, die Fupunkte der von O; und O, auf AE ge-
fillten Lote. Bezeichnen wir aber mit B den Schnittpunkt von A 0,4
und T W, so ist O, O, || M B, also LT W und folglich auch LAF, d.h.
die Brennpunkte F; und F, sind identisch mit dem Schnittpunkte F
von 0,0, und AE. Demnach fallen auch die Parabeln p, und p, zu-
sammen, d. h. die Kegelfliachen durchdringen sich in der senk-
recht zur Zeichenfliache liegenden
Parabel mit dem Scheitel 4 und dem
Brennpunkte F. Denken wir uns daher
AN den Kegel I als Hohlform ausgebildet
\\\\\\ und den Kegel II mit Masse erfullt, so
NG ¢ darf seine Mantellinie nicht gréfer an-
VoA genommen werden als die Strecke TA,
\ AN wenn er in der Hohlform Platz finden

PN A T
k/ c) Enthalten die beiden Kegel-

; flachen denselben Kegelschnitt k, aber
keine gemeinsame Mantellinie, so haben
sie aulerdem noch einen zweiten Kegel-
schnitt miteinander gemein (Fig. 121).

Dieser Kegelschnitt geht durch die Berithrungspunkte der Tangenten

aus dem Spurpunkte ¢ von ST an k; in beiden Punkten haben die

Kegelflichen gemeinsame Berithrungsebenen. Umgekehrt gilt der Satz:

Wenn zwei Kegelflachen zweiter Ordnung sich in zwei

Punkten berithren, so zerfiallt ihre Durchdringungskurve in

zwei Kegelschnitte (vgl. Art. 117, SchluB).

d) Haben zwei Kegelflachen zweiter Ordnung gemeinsame Spitze, so zer-
fallt ihre Durchdringungskurve in vier (reelle oder imaginire) Mantellinien.

Fig. 121.
s
N
[
i
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Schlagschatten auf Kegel- und Zylinderflachen, sowie auf
krummen Flichen uberhaupt.

124. Die Grenzlinie des Schlagschattens, den eine krumme Fliche
A bei Parallelbeleuchtung von einer anderen Fliche B empfangt, ist
ein Teil der Durchdringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder,
der die Eigenschattengrenze bzw. den Rand von B zur Leitkurve hat.
Wir konstruieren sie entweder nach dem direkten oder nach dem
indirekten Verfahren (Art. 69 und 70).

L. Beim direkten Verfahren ermitteln wir von den die Fliche B
streifenden Lichtstrahlen unter Anwendung geeigneter Hilfsebenen die
Punkte, in denen sie die Flache A zum ersten Male schneiden. — Legen
wir durch beide Fliachen eine Reihe von Ebenen parallel zur ersten
projizierenden Ebene des gegebenen Lichtstrahles I, so schneidet jede
von ihnen A und B bzw. in zwei Kurven a und b. Dann treffen die
Tangenten, die wir [|7’ an b” ziehen, die Kurve a” in Punkten der
zweiten Projektion der gesuchten Schlagschattengrenze. Dieses Ver-
fahren liefert zugleich — im allgemeinen wenig genau —- in den Be-
rithrungspunkten der zu I’ parallelen Tangenten von a” und b” eine
Reihe von Punkten der Eigenschattengrenzen beider Fléchen.

. Um nach dem indirekten Verfahren den Schlagschatten von
B auf A zu finden, konstruieren wir von B und von einer Schar passend
gewihlter Kurven von A den Schlagschatten auf eine der Projektions-
ebenen, z. B. auf TI,. Bezeichnet i eine Kurve der Schar, 4, ihren
Schatten auf TT,, P; einen Schnittpunkt von 4, mit der Schlagschatten-
grenze von B, so bestimmt der durch P; rickwirts gezogene Licht-
strahl auf ¢ einen Punkt P, und dieser gehort zur Grenze des auf A
geworfenen Schlagschattens, falls er sich im beleuchteten Teile der
Fliche A befindet. — Ist A eine Kegel- oder Zylinderflache, so
ersetzen wir jene Kurvenschar naturgemif durch Mantellinien des be-
leuchteten Flachenteils. Bei der Konstruktion des Schlagschattens
auf einer Kugel benutzen wir als Hilfskurven eine Schar horizontaler
Kreise usw. :

128. Trifft die Grenzlinie des auf die Flache A fallenden
Schlagschattens die Eigenschattengrenze der Fliache in einem
Punkte @, so ist die Tangente der Schlagschattengrenze in
@ den Lichtstrahlen parallel. Im allgemeinen wird namlich der
Lichtstrahl, der in einem Punkte der Schlagschattengrenze die Fliche
A trifft, in diese eindringen und sie mindestens noch einmal schneiden.
Aber der durch ¢ gehende Lichtstrahl berithrt A an der betrachteten
Stelle, hat also mit der Fliche und folglich mit der Durchdringungs-
kurve, von der die Schlagschattengrenze einen Teil bildet, zwei zu-
sammenfallende Punkte gemein.

126. Durchdringen sich die Flichen A und B in der
Kurve ¢, und trifft diese die Eigenschattengrenze s von B
im Punkte P, so berithrt die Grenzlinie s, des von B auf A
geworfenen Schlagschattens die Kurve ¢ in P. Denn s, ist ein
Teil der Durchdringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder,

Miiller, Darstellende Geometrie. [



der B in s berihrt, folglich ergibt sich die Tangente von s, in P als
Schnittlinie der zugehérigen Berithrungsebenen an A und den Zylinder.
Die Zylinderberithrungsebene ist aber identisch mit der Berithrungs-
ebene von B in P, und diese schneidet die Berithrungsebene von A in
der Tangente von c.

127. Schattenkonstruktion bei einem aufrecht stehenden
geraden Kreiszylinder mit quadratischer Deckplatte (Fig. 122).
Fig. 122. Der Schlagschatten der zu z parallelen Kante A B

auf den Zylinder ist ein Ellipsenbogen, nidmlich

%\ pr der Schnitt des Zylinders mit der durch AB
A" B” gelegten Lichtstrahlenebene E. Man erhilt ihn
m\ nach dem direkten Verfahren, indem man durch
\I eine Reihe von Punkten A4, P... der Kante Licht-
| strahlen zieht und deren Schnittpunkte 4., P,....
mit der Zylinderfliche ermittelt. Der Bogen hat

koo seinen Endpunkt ¢, auf der Eigenschattengrenze
Son des Zylinders und wird in diessem Punkte vom
YoV Lichtstrahl ¢ @, berithrt (Art. 125).

7 Fiir Licht in der Richtung der Wiirfeldia-

/ 4'P'Q" B'  gonale ist die Ebene E parallel zur Halbierungs-
! ebene H; des von der -+ TI; mit der -+ TI, ge-
bildeten Winkels. Nach Art. 8 sind aber Grund- und Aufrifl jeder in
H, liegenden Figur in bezug auf x symmetrisch; fir jede Figur in E
sind also ihre beiden Projektionen ungleichsinnig kongruent, mithin
ergibt sich als Aufril des Ellipsen-
bogens A, @, ein Kreisbogen von dem-
selben Radius, wie der Grundkreis %
des Zylinders; sein Mittelpunkt liegt im
Aufriff der Zylinderachse und hat von
A" B" denselben Abstand, wie der
Mittelpunkt von % von der Geraden
A'B.
128. Schlagschatten eines ge-
| ’ raden Kreiskegels auf eine Halb-
l, kugel, wenn die Grundkreise ¥ und
/,’Sh u der beiden Fliachen sich in TT; be-
7 finden (Fig. 123). Wir konstruieren
s J zunichst von der Spitze S des Kegels
7 / den Schatten S; auf TI,;; dann sind
/ die Tangenten aus S; an k die Grenzen
des Kegelschattens auf TT,, und ihre
/ Berithrungspunkte E und F' bestimmen
k | die Eigenschattengrenzen des Kegels.
N Die Berithrungsebenen des Kegels lings
SE und SF schneiden die Halb-
kugel in zwei Kreisbogen, den Grenzen des auf ihr erzeugten Schlag-
schattens; diese beginnen in den Schnittpunkten G und H von u bzw.
mit S, E und S, F und treffen sich im Schatten S, von S, falls der
Lichtstrahl S8, die Halbkugel schneidet. Der Punkt S, wird nach

Fig. 128.
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dem direkten Verfahren gefunden: Die erste projizierende Ebene von
S Su schneidet die Halbkugel in einem Halbkreise ¢; durch Umlegung
in TI; ergibt sich S,, als Schnittpunkt von S, S, mit 4, (Art.85). TUm
von den Kreisbégen S, G und S, H eine Reihe von Zwischenpunkten
zu ermitteln, benutzen wir das indirekte Verfahren. Zu dem Zwecke
konstruieren wir von einem horizontalen Kreise p der Halbkugel den
Schatten pj auf TT,, indem wir von seinem Mittelpunkte O den Schatten
Oy, bestimmen. Dann erhalten wir aus den Schnittpunkten von pj; mit
den Geraden SpE und S, F durch Zuriickprojizieren in der Licht-
richtung auf p zwei Punkte der gesuchten Kreisbégen.

Die Konstruktion der Eigenschattengrenze s der Halbkugel ge-
staltet sich hier etwas einfacher als in Art.87. Schneiden wir nimlich
die Halbkugel mit der ersten projizierenden Ebene des durch den Mittel-
punkt M gehenden Lichtstrahls in einem Halbkreise w und ziehen an
diesen in der Lichtrichtung eine Tangente, so ist der Grundrif C’ des
Beriithrungspunktes C bekanntlich ein Endpunkt der kleinen Achse der
Ellipse s'. Legen wir nun die projizierende Ebene in die TI; um, so
fallt w auf »; ziehen wir daher an u die Tangente C,Cy || S Sk, so ist
CyC'|| 8,8'. Die Tangente liefert auf M C' sofort den Endpunkt C,
der grofen Achse der Schlagschattengrenze sp.

129. Konstruktion des Schlagschattens, den der ebene
Rand eines hohlen geraden Kreiskegels auf die Innenseite
der Kegelfliche wirft. In Fig.124 befindet sich der Kreis &, der
den Rand des Kegels bildet, in einer horizontalen
Ebene E; die Spitze S des Kegels liegt unterhalb
E in TI,, und der durch S gehende Lichtstrahl
schneidet E in I. Ziehen wir aus L an & Tan-
genten mit den Berithrungspunkten E und F, so
sind SE und SF die Eigenschattengrenzen des
Kegels, und zwar ist der zwischen ihnen liegende,
dem Punkte L zugewendete Teil der Fliche aufien
beleuchtet und innen im Eigenschatten.

Der durch %k gelegte Lichtstrahlenzylinder
schneidet nach Art. 123¢ den Kegel in einem
zweiten Kegelschnitt &,, d. h. in einer Ellipse,
da auf einem Kreiszylinder weder Parabeln, noch
Hyperbeln liegen. Die beiden Flachen beriihren
einander in F und F, folglich geht k, durch diese
Punkte. Der schattenwerfende Bogen des Kreises k reicht also von
E bis F, und sein Schlagschatten ist der durch dieselben Punkte be-
grenzte Ellipsenbogen F,.

In gleicher Weise ergibt sich allgemein der Satz: Der Schlag-
schatten eines ebenen Randes einer Fliche zweiter Ordnung
auf diese Fliche ist ein Kegelschnitt, der von den Schnitt-
punkten der Randkurve mit der Eigenschattengrenze
ausgeht. ‘

Um den Ellipsenbogen k, zu konstruieren, ziehen wir durch irgend
einen Punkt P des schattenwerfenden Kreisbogens den Lichtstrahl p
und ermitteln seinen zweiten Schnittpunkt I, mit der Kegelfliche: Die

6%

Fig. 124.




— 84 —

Ebene durch p und S schneidet E in der Geraden L P. Trifft diese
den Kreis k zum zweiten Male in @, so hat die Ebene pS mit dem
Kegel die Mantellinie S@ gemein, und dann ist P, der Schnittpunkt
von p mit SQ. — Die Tangente von &, in P, ist die Schnittlinie der
Ebene von %, mit der Berithrungsebene des Kegels in P,. Diese Ebenen
schneiden E in EF und in der Tangente von k in Q; die gesuchte
Tangente geht also durch den Schnittpunkt beider Geraden. Durch
denselben Punkt geht auch die Tangente von % in P als Schnittlinie
von E mit der Beriihrungsebene des Lichtstrahlenzylinders in der
Mantellinie p.

Der Ellipsenbogen &, ist symmetrisch in bezug auf die erste pro-
Jizierende Ebene der Geraden L S; der Mittelpunkt G- des Kreisbogens
EF erzeugt daher als seinen Schatten G, den Scheitel von %k, Wir
konstruieren den Punkt @, zuerst im AufriB, oder durch Drehung
jener ersten projizierenden Ebene um die Kegelachse, bis sie || TT, wird.

130. Konstruktion des Innenschattens bei einem hohlen
geraden Kreiszylinder, der durch die Kreise & und %, mit den
Mittelpunkten I und M, begrenzt wird. Die Lichtrichtung ist durch
den Strahl I gegeben.

a) Die Zylinderachse MM, ist LTI, (Fig. 125). Wir be-
stimmen zunichst die Eigenschattengrenzen EE, und FF, mittels

Fig. 125. Fig. 126.
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Tangenten || 7 an %. Der Schlagschatten, den der obere Rand & auf
die Innenseite der Zylinderfliche wirft, ist nach Art. 129 eine Halb-
ellipse k, mit EF als Durchmesser. Von einem beliebigen Punkte P
von k erhalten wir sofort den Schatten P, indem wir P'P, ||V bis ¥’
ziehen. So ermitteln wir insbesondere den auf die Umrililinie BB,
fallenden Schatten. — Die Ellipse %, ist perspektiv affin zu -k; kon-
struieren wir daher zum Endpunkte G- des auf EF senkrechten Durch-
messers von k den Schatten G, so sind ME und MG, zwei kon-
jugierte Durchmesser von F,.
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b) Die Achse MM, ist || TT;, aber gegen TI, beliebig ge-
neigt (Fig. 126). Projizieren wir k& und ! auf eine TIy L M M, o finden
wir die Eigenschattengrenze und den Innenschatten des Zylinders mit
Hilfe des Seitenrisses in derselben Weise wie unter a).

‘Wir konnen aber die Aufgabe auch ohne Seitenril lésen: Sei E
die Ebene des Kreises k, A B der horizontale, CD dér vertikale Durch-
messer. Ziehen wir durch irgend einen Punkt von k, z. B. durch C,
den Lichtstrahl ¢, so erhalten wir seinen zweiten Schnittpunkt C, mit
dem Zylinder, indem wir durch ¢ und die Mantellinie CC; eine Ebene
I legen und die Mantellinie bestimmen, in der I' den Zylinder noch-
mals schneidet. - Zu dem Zwecke ziehen wir durch einen beliebigen
Punkt U von CC,; den Lichtstrahl UV bis zur Ebene E, also U' V' || U
bis A' B’, dann ist CV die Schnittlinie von I" mit E — oder der Schatten
von CC; auf E. Trifft CV den Kreis k& in W, so hat die Ebene I mit
dem Zylinder die Mantellinie W W, gemein, und diese schneidet ¢ in C,.
Fir irgend einen anderen Punkt P von k ist die Ebene durch den zu-
gehérigen Lichtstrahl p und die Mantellinie PP1 | T'; um also im Aufrif
den Schatten P, von P zu ermitteln, ziehen wir einfach P" Q" crw"
bis k' und Q"P” || # bis p”. Auf diese  Weise ergibt sich u. a. der
Berithrungspunkt von %, mit der UmriBlinie D" Dy. — Die Tangenten
an k" || C" W" liefern die Ausgangspunkte E" Fig. 127.
und F" der zweiten Projektionen der Eigen-

schattengrenzen des Zylinders, wie auch der v
Halbellipse k.. u"

181. Innenschatten bei einer hohlen N\
Halbkugel 1InFig.127ist der Randkreis u || TT;;
1 bezeichnet den durch den Mittelpunkt M ge- =

legten Lichtstrahl. Die Ebene der Eigenschatten-

grenze geht bekanntlich durch M L1 und schneidet

# in dem auf I’ senkrechten Durchmesser 4 B. Der

Schlagschatten u,, den die Halfte des Kreises u 4

in die Hohlkugel wirft, ist also ein Kegelschnitts-

bogen zwischen den Endpunkten A und B, d. h. “
ein Halbkreis mit AB als Durchmesser, sein v

Grundriff eine Halbellipse mit der groBen Achse

A'B'. Die erste projizierende Ebene von I schneidet die Halbkugel in
einem Halbkreis w und den schattenwerfenden Rand in E. Der durch
E gehende Lichtstrahl trifft w nochmals in E,; dann ist E, der End-
punkt der kleinen Halbachse von u,. Wir konstruieren ihn, indem wir
die erste projizierende Ebene von ! um den vertikalen Kugeldurch-
messer drehen, bis sie || TT, wird, oder auch mittels einer TI;, die
zu jener projizierenden Ebene parallel ist (vgl. Art. 87).

132. Innenschatten bei einer Mauernische, die durch einen
halben geraden Kreiszylinder und eine ihn iuberdeckende
Viertelkugel begrenzt wird (Fig.128). Der zu TT, parallele Rand-
kreis k erzeugt in der Halbkugel einen kreisférmigen Schatten k., der. —
unter Vertauschung von Grund- und Aufrif — ebenso konstruiert wird,
wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Er beginnt also im Punkte A
von k, dessen Tangente zu 1" parallel ist, und projiziert sich im Aufril
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als Ellipsenbogen mit der groBen Halbachse M" A”. Weitere Punkte
dieses Bogens werden auch in folgender Weise gefunden: Eine Ebene
E || TT, mit der GrundriBspur e, schneidet die Viertelkugel in einem

Fig. 128. Halbkreise i. Der Schatten von %k auf E ist ein
zu k kongruenter Halbkreis k,, sein Mittelpunkt
M, der Schatten von M. Dann geht k, durch
den Schnittpunkt von k; mit .

Die Schattengrenze k, reicht bis zu ihrem
Schnittpunkte B, mit dem. horizontalen Halb-
kreise #, in dem sich Viertelkugel und Halb-
zylinder berithren. Der durch B, gehende
Lichtstrahl schneidet % in einem Punkte B.
Dann fillt der Schatten des Bogens BC von k
in den Hohlzylinder und ist. ein Teil einer
Raumkurve vierter Ordnung. Wir konstruieren
ihn, indem wir von einigen Punkten des Bogens
die durch sie gehenden Lichtstrahlen in Grund-
und Aufrif zeichnen und ihre Schnittpunkte
mit dem Zylinder bestimmen. Die Kurve B, C, berihrt in B, den
Kreisbogen A, B,, weil Kugel und Zylinder in B, dieselbe Berithrungs-
ebene haben, und sie berithrt in C, den Schatten der Mantellinie CD.

VII. Umdrehungsflichen.

Eigenschaften der Umdrehungsflichen. Berihrungsebenen
und ebene Schnitte.

183. Eine Umdrehungsfliche (Drehfliche, Rotations-
fliche) entsteht, wenn eine unverianderliche Kurve sich um
eine feste Gerade dreht, bis sie in ihre urspriingliche Lage
zuriickkommt. Die Kurve heift die Erzeugende, die feste Gerade
die Achse der Umdrehungsfliche. Jeder Punkt der Erzeugenden be-
schreibt bei der Drehung einen Parallelkreis der Fliche, dessen
Ebene auf der Achse senkrecht steht, und dessen Mittelpunkt auf der
Achse liegt.

Jede auf der Fliche liegende Kurve, die jeden Parallelkreis schneidet,
kann als Erzeugende der Fliache betrachtet werden.

Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet die Fliche in einer
Meridiankurve. Alle Meridiankurven sind kongruent und
symmetrisch in bezug auf die Achse, wie sich sofort ergibt, wenn
man eine Meridiankurve als Erzeugende auffafit.

134. Sei a die Achse, m die Meridiankurve einer Umdrehungs-
fliche, P ein beliebiger Punkt von m, PS die zugehorige Tangente
(Fig.129). Durch P geht ein Parallelkreis p; sein Mittelpunkt @ ist
der Fufipunkt des Lotes von P auf a. Die Tangenten in P an m und
p bestimmen die Berithrungsebene T der Fliche in P. Da die Parallel-
kreistangente auf der Meridianebene senkrecht steht, so gilt dasselbe
von der Ebene T, d.h.: Die Beriithrungsebene einer Umdrehungs-
fliche ist senkrecht auf der Meridianebene des Berithrungs-
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punktes. Deshalb fillt die Flichennormale in P zusammen mit
der Meridiannormalen P Q.

Beschreiben wir um den Schnittpunkt O von PO und a einen
Kreis mit dem Radius OP und drehen die ganze so erhaltene Figur
um a, so erzeugt PS einen Kegel und der Kreis eine Kugel, ;, 199,
und dann ergibt sich der Satz: Jede Umdrehungs-
fliche wird lings eines Parallelkreises von einem
Umdrehungskegel und von einer Kugel berihrt,
deren Mittelpunkte auf der Achse liegen. — Sie
wird lings jeder Meridiankurve von einem Zylinder
berithrt, dessen Mantellinien auf der Meridian-
ebene senkrecht stehen.

186. Darstellung einer Umdrehungsfliche,
deren Achse a auf TI, senkrecht steht (Fig. 130).
In der zu TI, parallelen Meridianebene M, sei die Meridiankurve m,
gegeben; sie bildet den zweiten wahren Umrif der Fliche und soll
deshalb als UmriB- oder Hauptmeridian bezeichnet werden. Zum
zweiten Umril gehoren auBerdem die Parallelkreise derjenigen Punkte
von m,, deren Tangenten auf ¢ senkrecht stehen. Der erste Umril
besteht aus den Parallelkreisen solcher Punkte von Fig. 130.
mq, deren Tangenten || @ sind.

Ist der Punkt P der Umdrehungsfliche durch
seinen Grundriff P’ gegeben, so finden wir seinen
Aufrif mit Hilfe des Parallelkreises p, der durch P
geht, und dessen Grundrif p' bekannt ist.

Die Berithrungsebene T der Fliche in P ist
nach dem Vorigen durch Parallelkreis- und Meridian-
tangente von P bestimmt. Drehen wir die durch P
gehende Meridiankurve um a, bis sie mit m, zusammen-
fallt, so gelangt P nach P,, und die zugehdrige
Meridiantangente wird zur Tangente von m, in P,.
Diese moége a in S und TI; in R, schneiden;
machen wir dann auf a' P’ die Strecke ' B == Ab-
stand Rga”, so ist R der erste Spurpunkt der
Meridiantangente in P. Die erste Spur f;, von T
geht durch R parallel zur Parallelkreistangente in P,
also La'R. Trifft 7, die durch ' zu x gezogene
Parallele in T, so ist ST' die in der Ebene M, liegende
Hauptlinie von T, mithin 4, || S T". — Die Gerade
ST kann auch ohne vorhergehende Bestimmung von
1, unmittelbar konstruiert werden. Ziehen wir nim-
lich Py 0" LPyS" bis a”, so ist P”" 0" der AufriB
der Flachennormale in P, also 8" T L P" 0".

Ist " statt des Meridians eine beliebige Kurve
¢(¢'d") als Frzeugende der Fliche gegeben, so er-
halten wir m,, indem wir fiir eine Reihe von Punkten auf ¢ die durch
sie gehenden Parallelkreise in Grund- und AufriB zeichnen (Fig. 131).

186. Aufgabe. Den Schnitt einer Umdrehungsfliche,
deren Achse alTl, ist, mit der Ebene E(¢,6,) zu konstruieren
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(Fig. 132). Die Schnittkurve k ist symmetrisch in bezug auf die Schnitt-
linie f von E mit der auf e, senkrechten Meridianebene M, ihr Grund-
rif %' also symmetrisch in bezug auf das Lot /' von a' auf ¢. Um f
zu ermitteln, bestimmen wir den Schnittpunkt 4 von a mit E: Die
Ebene M, des UmriBmeridians m, schneidet E in einer zweiten Haupt-
linie k, und diese trifft @ in A. Dann ist f die Verbindungslinie von
A mit dem Schnittpunkte B von f’ und ¢,. — Auf f befindet sich der
hochste und der tiefste Punkt der Kurve k; sie sind die Schnittpunkte
C und D von f mit der in M liegenden Meridiankurve m. Wir kon-
struieren zunichst diese ausgezeichneten Punkte von k, indem wir die
Ebene M um a drehen, bis sie mit M, zusammenfallt. Dabei gelangt

Fig. 132.
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nach m,, B nach B,, und die Gerade A" By schneidet m, in C; und
Dj. Hieraus ergibt sich z. B. ' mittels ¢’ (' = Abstand C¢'a”. Die
Tangenten von % in C und D sind || ¢.

Woeitere Punkte von % werden mittels horizontaler Hilfsebenen
gefunden, die zwischen C und D beliebig angenommen Wwerden. FEine
solche Ebene schneidet die Fliche in einem Parallelkreise p, die Ebene
E in einer ersten Hauptlinie, und diese trifft p in zwei Punkten P und
@ von k. In der angegebenen Weise ermitteln wir u. a. die Punkte
von & im ersten Umril der Fliache; die Punkte im zweiten Umrif liegen
auf der Geraden h.

Die Tangente von % im Punkte P ist die Schnittlinie von E mit
der Berithrungsebene der Fliche in P. Dabei geniigt es, von dieser
Berithrungsebene entweder die erste Spur, oder die in M, liegende
Hauptlinie zu konstruieren.

In Fig. 133 ist a || # und E || TT,, es handelt sich also nur um die
Konstruktion von %”. Die zu TI; parallele Meridiankurve m liefert so-
fort die auf @' liegenden Punkte C”, D"”. Die Punkte auf einem be-
liebigen Parallelkreise p ergeben sich mittels eines Seitenrisses auf eine
T, La; dabei ist Abstand e;a” = Abstand ¢, a'.



187. Schnitt einer Umdrehungsfliche mit einer ihrer
Berithrungsebenen (Fig. 134). Ist die Meridiankurve m im Punkte
P konkav gegen die Achse a, so hat die Berithrungsebene T dieses
Punktes in seiner nichsten Umgebung keinen Punkt mit der Fliche
gemein. Sie schneidet die Flache in threm weiteren Verlaufe in einer
Kurve k, welcher der Punkt P als isolierter Punkt angehért. Denken
wir uns die Ebene T parallel zu sich selbst ein wenig in das Innere
der Fliche verschoben, so hat sie mit der Fliche in der Umgebung von
P ein kleines Oval gemein. Der Punkt P heilit deshalb ein elliptischer
Punkt der Fliche. Da er als Bestandteil von & als eine auf einen
Punkt zusammengeschrumpfte Ellipse betrachtet wer-
den kann, so hat jede in der Ebene T durch ihn
gezogene Gerade an dieser Stelle mit k zwei zusammen- «
fallende Punkte gemein; in diesem Sinne ist er also
ein Doppelpunkt von k.

Ist ferner m im Punkte @ konvex gegen a, so
liegen m und der Parallelkreis des Punktes ¢ auf
verschiedenen Seiten der zugehorigen Berithrungs-
ebene; diese trifft jeden der beiderseits benachbarten
Parallelkreise in zwei Punkten und schneidet demnach
die Fliche in einer Kurve, die in ¢ einen Knoten-
punkt hat. Die der Berithrungsebene beiderseits be-
nachbarten Parallelschnitte der Fliche haben in unmittelbarer Nihe
voni'¢Q) das Aussehen einer Hyperbel in der nichsten Umgebung ihrer
Scheitel; wir nennen daher @ einen hyperbolischen Punkt-der Flache.

Konstruieren wir endlich die Berithrungsebene im Wendepunkte
R von m, so schneidet diese Ebene von den Parallelkreisen der Nachbar-
punkte nur diejenigen, die unterhalb des zu R gehorigen Parallelkreises
liegen; infolge Zusammenziehung der im vorigen Falle erhaltenen
Schleife wird also R zu einem Riickkehrpunkte der Schnittkurve
(parabolischer Flichenpunkt).

Uberhaupt gilt fiir jede krumme Fliche der Satz: Die Be-
rithrungsebene schneidet die Fliche in einer (reellen oder
imaginaren) Kurve, die im Berithrungspunkte einen Doppel-
punkt hat. Je nachdem dieser ein isolierter Punkt, oder ein Knoten-
punkt, oder ein Riickkehrpunkt der Schnittkurve ist, nennen wir ihn
einen elliptischen, hyperbolischen oder parabolischen Punkt
der Fliche (vgl. hiermit den Satz in Art. 114).

Fig. 134.

Das einschalige Umdrehungshyperboloid.

138. Wir untersuchen die Umdrehungsfliche ®, die entsteht, wenn
eine Gerade g um eine zu ihr windschiefe Achse a rotiert. Dabei sei
a LTI, und die Erzeugende g in ihrer Anfangslage || TT, (Fig. 133).

Je zwei Lagen von ¢ sind windschief zueinander; denn sie be-
grenzen auf allen Parallelkreisen Bogenstiicke von gleichem Zentri-
winkel und kénnen sich daher nirgends schneiden. Die Fliche $ ist
also windschief.

Der Punkt K von g, der @ am nichsten liegt, beschreibt den
Kehlkreis % der Fliche. Zwei Punkte B und C von g, die von K



gleich weit entfernt sind, durchlaufen gleiche Parallelkreise b und c¢;
die Fliche ¢ ist daher symmetrisch in bezug auf die Kehl-
kreisebene.
Um eine Anzahl von Erzeugenden der Fliche zu zeichnen, teilen
wir die Kreise b und ¢ von B und C aus in » gleiche Teile und ver-
Fig. 135. binden die entsprechenden Teilpunkte durch Ge-
raden. Wéihlen wir den Radius von b und ¢
so, dal L B'a’C' ein ganzes Vielfaches von
0
3%) ist — z. B. fir » = 12 doppelt so gro8,

wie den Radius von & —, so erreichen wir den
Vorteil, dal die beiden Teilungen im Grundril}
x zusammenfallen.

R Die ersten Projektionen der Erzeugenden
. )L/__,_\ _h_.';:i beriithren den Kreis %/, ihre zweiten Projektionen

{7 1 N\ \ den Aufri des UmriBmeridians m,.

bk

B'\‘ln—\-;d-é,'/(}' 139. Ziehen wir durch K die Gerade h
\\\ K f - symmetrisch zu g in bezug auf die Kehlkreis-

ebene, so liegt der untere Teil von A als Spiegel-
bild des oberen Teiles von g auf dem Spiegelbilde der oberen Hilfte der
Fliche @, d. h. auf der unteren Hilfte dieser Fliche. Die Gerade &
liegt demnach ganz auf ®, und wir konnen folglich die Fliche auch
durch Drehung von k um @ erzeugen. Auf der Fliche befindet
sich also eine zweite Schar gerader Linien. Durch jeden
Punkt der Fliche gehen zwei Geraden, ndmlich je eine von
jeder Schar. Jede Gerade der einen Schar schneidet alle Ge-
raden der anderen Schar, aber keine Gerade derselben Schar.
Durch eine halbe Umdrehung um a gelangt k in die Lage
hollg (Roll g’y h¢ = ¢"). Daraus folgt: Zu jeder Geraden der
einen Schar gibt es eine parallele Gerade in der anderen.

140. Cm die Ordnung der Fliche ® zu bestimmen, verbinden
wir irgend zwei Punkte P und @ von ¢ durch eine Gerade ¢ und
fragen nach der Anzahl der Schnittpunkte, die ¢ mit ® gemein hat.
Durch P gehen zwei Geraden g, und h; der Fliche, ebenso durch ¢
zwei Geraden g, und hy. Nach dem Vorhergehenden schneiden sich g,
und hy in einem Flichenpunkte T liegen also in einer Ebene T. Diese
hat mit der ® nur die Geraden g; und %, gemein, denn alle Lagen der
Erzeugenden g schneiden T auf h,, und alle Lagen von & treffen T in
Punkten von ¢;. Die Gerade ¢ enthilt also auller P und @ keine
weiteren Punkte von @, d. h. @ ist eine Fliche zweiter Ordnung.

Der Meridian me, der Fliche ist demnach ein Kegelschnitt mit der
Achse a. Da ferner g und h zur Ebene M, parallel sind, so ist m,
eine Hyperbel; ihre Asymptoten gehen durch den Mittelpunkt M- des
Kehlkreises k parallel zu g und k, und ihre Scheitel liegen auf k. Die
Fliche ® ist also ein einschaliges Umdrehungshyperboloid. —
Die Asymptoten von m, erzeugen den Asymptotenkegel der Fliche.

Jede Gerade der vorhin betrachteten Ebene T schneidet das
Hyperboloid in den beiden Punkten, die sie mit g; und h, gemein hat.



— 91 —

Alle durch 7' gehenden Geraden von T sind mithin Tangenten der
Flache, folglich ist T die Berithrungsebene in 7T, d. h.: Die Be-
rihrungsebene in irgend einem Punkte des Hyperboloids ist
die Ebene der beiden durch den Punkt gehenden Erzeugenden.
Das einschalige Umdrehungshyperboloid hat demnach lauter hyper-
bolische Punkte.

Zwei parallele Erzeugende, wie g und h,, bestimmen eine asym-
ptotische Berithrungsebene der Fliche. Diese Ebene berithrt gleich-
zeitig den Asymptotenkegel in der zu beiden Erzeugenden parallelen
Mantellinie.

Jede nicht beriithrende Ebene schneidet das Hyperboloid in einer
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie zu keiner, einer oder
zwei Mantellinien des Asymptotenkegels parallel ist.

141. Einschalige Umdrehungshyperboloide, die sich lings
einer Erzeugenden berithren. Da die Berithrungsebene des Hyper-
boloids @ in irgend einem Punkte P von g durch
diese Gerade geht, so ist die Flichennormale in
Pdas Lot zu g, das die Achse a schneidet (Art. 134).
Stellen wir g1 TT; und @ || TT,, so erhalten wir
als AufriB der Normale in P die Gerade P" Q" || »,
die a” in Q" schneidet, und hierzu als Grundrif
die Gerade ¢' @' (Fig.136).

Wir betrachten jetzt ein zweites Hyperboloid
1, das mit ¢ die Erzeugende g gemein hat, und
dessen Achse b den kiirzesten Abstand KM von
g und a in N rechtwinklig schneidet. Die beiden M ¢
Flachen haben sowohl in K, als auch im un-
endlich fernen Punkte von g dieselbe Berithrungs-
ebene, namlich in K die Ebene durch g || TTy und . _L~=""s
im unendlich fernen Punkte von g die auf dieser R’ N’
senkrechte Ebene durch ¢ und M N. Sollen auch
die Berithrungsebenen in P miteinander zusammenfallen, so mufl die
Normale PR von 1 die Verlingerung der Normale P @ bilden, es muf
sich also verhalten

gIMl :glNI —_— MI QI : NIRI J— PH Q” . P”R".

Bezeichnen wir die Kehlkreisradien KM und KN mit r; und 7,

und die von ¢ mit @ und b gebildeten Winkel mit ; und p,, so

ergibt sich
g riiry = lgyi:tgys - . . . . 1)

Da hier die Entfernung des Punktes P von K nicht vorkommt 80
berithren sich die Hyperboloide in allen Punkten von g, sobald die
Bedingung 1) erfiillt ist. Dann kénnen wir aber die beiden Flichen
auf unzahlig viele Arten berithrend aneinander legen, nimlich so, daB
eine beliebige Erzeugende des einen Hyperboloids mit einer beliebigen
des anderen zusammenfillt. Dazu ist nur erforderlich, dab die kiirzesten
Abstinde der Erzeugenden von den Achsen in eine Gerade fallen.

142. Betrachten wir die Hyperboloide ® und 4y, die sich lings
der Erzeugenden g beriihren, als Oberflichen zweier widerstandsfihigen
Kérper, so konnen wir sie benutzen, um eine Drehung um die
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Achse a auf die dazu windschiefe Achse b proportional zu
iibertragen, wie dies in dhnlicher Weise bei parallelen Achsen durch
zwei Umdrehungszylinder, bei sich schneidenden Achsen durch zwei
Umdrehungskegel erreicht wird. Ist die Reibung zu gering, so miissen
beide Korper lings solcher Erzeugenden, die miteinander paarweise zur
Deckung gelangen, mit Zéhnen versehen werden (vgl. hierzu auch Art. 80).

Es fragt sich noch, in welchem Verhiltnis die Umdrehungsge-
schwindigkeit von ¢ auf 1 iibertragen wird.

Sei g; die Erzeugende von @, die infolge der unendlich kleinen
Drehung d¢g um a an die Stelle von g tritt, g, die entsprechende
Erzeugende von 1. Da die durch g und g; und durch
g und g, begrenzten windschiefen Flichenelemente von
® und 1 miteinander zur Deckung kommen, so bilden
g und g, denselben unendlich kleinen Winkel d¥, wie
g und g,. Ziehen wir durch irgend einen Punkt S
Parallelen zu den Erzeugenden von ®, so entsteht ein
gerader Kreiskegel mit der Achse SO || @; eine zur Achse
senkrechte Ebene schneide diese in O und die zu ¢ und
g, parallelen Mantellinien- in 7 und 7. In der so
erhaltenen Fig. 187 ist L TS0 = L 1180 = p,, LTST) = d#
und £ 70T, = dg, mithin

Fig. 137.

TT, =0T.deo.
Andererseits ist aber
TT, = 8ST.d% = .Of ad,
sin p,
folglich
A% = dosinyp;.

Verstehen wir unter di die unendlich kleine Drehung um b, die
g, in die Lage g bringt, so finden wir ebenso

d¥ = d sin yp,;
demnach ist
do siny, = di sinp,.

Dreht sich nun ® um @ mit der konstanten Geschwindigkeit ),
und infolgedessen 4 um b mit der noch unbekannten Geschwindigkeit
@,, so verhalt sich

0 0, = do:dy,
mithin besteht zwischen den Umdrehungsgeschwindigkeiten
die Beziehung
010y = SinYy:SinY; . . . . . . . . 2)

143. Dies fithrt zur Losung der Aufgabe: Zwei Umdrehungs-
hyperboloide mit gegebenen, zueinander windschiefen Achsen
a und b zu konstruieren, welche die Drehung um a auf die
Achse b in der Weise iubertragen, daf die Umdrehungs-
geschwindigkeiten @, und @, in einem gegebenen Verhaltnis
stehen. In Fig.138 ist a LTI, und b || Ty, und es mége sich ver-
halten @, : @y — 1:2.
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Die gemeinsame Erzeugende g der beiden Hyperboloide steht senk-
recht auf der kiirzesten Entfernung M N von @ und b, ist also gleich-
falls || TT,. Ihr Aufrib ergibt sich zufolge der Bedingung 2), indem
wir einen Punkt ermitteln, dessen Ab-
stinde von a” und b"” sich verhalten
wie 2:1. Legen wir dann die Strecke
M N senkrecht zu ¢’ zwischen a” und
b", so sind die auf ihr durch g” er-
zeugten Abschnitte nach 1) bzw. gleich
den Kehlkreisradien ;, und r,.

Um auf den so bestimmten Hyper-
boloiden ® und 9 eine Anzahl von
Erzeugenden anzugeben, die bei der
Ubertragung der Drehung paarweise
zusammenfallen, wihlen wir auf der
Geraden g in gleichen Abstinden von
ihrem Schnittpunkte mit MN zwei
Punkte und begrenzen die beiden
Flachen durch die Parallelkreise, die
durch diese Punkte gehen. Da die N’
Umdrehungsgeschwindigkeiten von ¢
und 1 sich wie 1:2 verhalten sollen, teilen wir die auf ® liegenden
Kreise von g aus in doppelt so viel gleicher Teile wie die Kreise auf .

Fig. 138.

Umrifillinien und Schattengrenzen.

144. Aufgabe. Den ersten scheinbaren Umrif einer Um-
drehungsfliche zu konstruieren, deren Achse zu TI, parallel,
aber gegen TI, beliebig geneigt ist (Fig. 139). Die Fliche sei
gegeben durch die Achse @ und den zu TI,
parallelen Meridian meg, der wie vorher den
zweiten Umrifl liefert. Als ersten wahren
UmriB erhalten wir im allgemeinen eine Raum-
kurve #. Um diejenigen Punkte von u zu
ermitteln, die sich auf einem beliebig ge-
wihlten Parallelkreise p befinden, benutzen
wir den Kegel und die Kugel, die die Fliche
langs p berithren. In jedem Schnittpunkte
von p und % haben die drei Flichen eine ge-
meinsame Berithrungsebene, die auf TI; =

Fig. 139.

senkrecht steht; ihre ersten scheinbaren Um- /\~\,'{/ !
riflinien beriihren sich daher im Grundrif N
dieses Schnittpunktes (Art. 93). Ziehen wir — = ——\fLQT}-,—a,
im Endpunkte Py’ der Strecke p” an myq die or 7S
Tangente Py'S"’ und die Normale P;' 0", so \_/-/‘ff

erhalten wir auf a die Spitze S des Be-

rithrungskegels und den Mittelpunkt O der zugehorigen Kugel. Der
erste scheinbare UmriB der Kugel ist der Kreis A’ um O’ mit dem
Radius 0" Py'; die entsprechenden UmriBlinien des Kegels sind also die
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Tangenten aus S' an h'. Sie berithren #' und zugleich die gesuchte
Kurve «' in zwei Punkten 7' und U’.

Der Punkt S ist zur Bestimmung von 7' und U nicht erforderlich.
Der Aufriff des Kreises h fillt nimlich in die Parallele durch 0" zu z,
und diese schneidet p” in 7" = U".

Dem Punkte Q" von mq, dessen Tangente Lz ist, entspricht auf
a' der Scheitel @ von #'. Der erste scheinbare Umril der zugehérigen
Berithrungskugel ist der Kriimmungskreis von #' in ¢. Die Parallel-
kreise der Fliache, die zwischen dem Punkte ¢ und dem Scheitel der
Fliche liegen, enthalten keine Punkte von u.

Ist @ zu keiner Projektionsebene parallel, so findet man den ersten
und den zweiten scheinbaren Umril mittels einer TT3, die zu einer pro-
jizierenden Ebene von a parallel ist.

145. Ist die Meridiankurve m, der vorigen Aufgabe ein Kreis um
K, mit dem Radius r, so erzeugt sie eine Ringfliche (Wulstflache,
Torus), und dann 146t sich die Umriflinie #' noch einfacher kon-
struieren (Fig.140). Die Ringfliche ist ndmlich die Einhillende
einer um @ rotierenden
Kugel vom Mittelpunkt K,
und dem Radius r, folglich ist
' die FEinhiillende der ersten
scheinbaren Umrisse aller Lagen
dieser Kugel. Bei der Drehung
um @ beschreibt K, einen Kreis
k, dessen Mittelpunkt A auf «
liegt. Sein Grundrif ist eine
Ellipse %' mit den Halbachsen
A 'K, und A'K{ — A" K,. Wir
erhalten demnach u' als die Ein-
hiillende aller Kreise vom Radius
7, deren Mittelpunkte sich auf %'
befinden. Irgend zwei dieser
Kreise, mit den Mittelpunkten K’
und I, schneiden sich in zwei
Punkten 7' und U’, deren Ver-
bindungslinie von K’L' senk-
recht halbiert wird. Sind nun
K’ und L' zwei unendlich  be-
nachbarte Punkte von %/, so wird
T'U’ zur Normale von k' in K';
dann ist K'T' = K'U' = r, und
T’ und U’ sind zwei Punkte von
#'. Wir konnen daher die Kurve %’ auch in der Weise konstruieren, dafl
wir auf allen Normalen von %’ beiderseits die Strecke r abtragen; d.h. '
ist die Parallelkurve der Ellipse ¥’ im Abstande r.

Die Umrillinie u besteht demnach aus zwei Teilen; der eine liegt
im Gebiet der elliptischen, der andere im Gebiet der hyperbolischen
Punkte des Ringes.

Fig. 140.
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Der Kreis A', der K' zum Mittelpunkt und r zum Radius hat,
berithrt %' in 7’ und U’; die Ellipseunormale 7"U’ ist also zugleich
Normale von %' in T’ und U’. Die Kurven ¥ und %' haben daher
dieselbe Evolute e, folglich in entsprechenden Punkten denselben
Krimmungsmittelpunkt. Besonders niitzlich bei der Konstruktion
von %' sind die Scheitelkriimmungsmittelpunkte J,.J; ... von %'

Wir kénnen die beiden Teile von 4’ auch als die Bahnkurven auf-
fassen, welche die Punkte 7g und U; beschreiben, wihrend die Gerade
Jo Ty auf der Evolute e rollt. Trifft bei dieser Rollung der Punkt U
auf e, so entsteht ein Riickkehrspunkt R’ von «'. Wir erhalten also R/,
indem wir auf ¢ den Bogen Jy R' angenihert gleich der Strecke J, Us
machen. Im Punkte R wird die Raumkurve % vom projizierenden
Strahl R R’ beriihrt; hier endigt der sichtbare Bogen des inneren Teiles
von %. . Jeder tiefer liegende Punkt des inneren Kurvenstiickes ist
namlich im Grundri unsichtbar, weil der projizierende Strahl, der in
dem betreffenden Punkte die Ringfliche berithrt, die undurchsichtig
gedachte Fliche bereits oberhalb der Berithrungsstelle schneidet.

Man zeichne von der Kurve # auch den Aufril mittels der zweiten
Projektionen der Punkte K... und der horizontalen Kugelkreise & ...

146. Aufgabe. Beieiner Umdrehungsfliche, deren Achsen
AT, ist, die Eigenschattengrenze s und den Schlagschatten
auf die TI, fir Parallelbeleuchtung zu konstruieren (Fig. 141).
Die Kurve s ist symmetrisch in bezug auf die zur Fig. 141.
Lichtrichtung parallele Meridianebene M, ihr Grund- \
ril also symmetrisch in bezug auf die Gerade U/, ail
die in der Richtung der ersten Projektionen der l>’\
Lichtstrahlen durch «’ gezogen wird. Wir ermitteln AN
zunichst die in der Ebene M befindlichen Punkte
von §, indem wir an die zugehorige Meridiankurve m
m in der Lichtrichtung Tangenten legen. Zu dem
Zwecke ziehen wir in M durch irgend einen Punkt N
A von a den Lichtstrahl I und drehen die Ebene M ®
um a, bis sie mit der Ebene M, des Umril-
meridians m, zusammenfillt (vgl. Art.87). Be- <
zeichnen wir mit Iy’ den Aufrifl des gedrehten
Lichtstrahls, mit C; und D¢ die Punkte von
mq', deren Tangenten || Iy’ sind, so entsprechen
ihnen auf m als hochster und tiefster Punkt von s ”
die Punkte'C und D; dabei ist o' C' = Abstand ]
Cya’ und Gy G" || z.

Die Punkte, die ein zwischen C und D liegender Parallelkreis
p mit s-gemein hat, konnen auf zweierlei Weise bestimmt werden:

iy

a) Kegelverfahren. Die gesuchten Punkte P und @ liegen auch
auf der Eigenschattengrenze des Kegels, der die lmdrehungsfliche in p
berithrt. Konstruieren wir also von der Spitze S dieses Kegels den
Schatten S, auf die Ebene von p, so sind P’ und @' die Beriithrungs-
punkte der Tangenten aus S; an p'. — Diese Konstruktion versagt,
wenn S unerreichbar ist. Deshalb empfiehlt es sich, alle Berithrungs-
kegel, die zu den verschiedenen Parallelkreisen der Fliche gehoren,
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parallel zu sich zu verschieben, so dal ihre Spitzen in denselben
Punkt A von « fallen, und die verschobenen Kegel mit der TI; zu
schneiden. Dann liegen die GrundriBspuren ihrer Eigenschattengrenzen
auf dem Kreise iiber dem Durchmesser a’ 4;. Im Grundrif decken sich
aber die Eigenschattengrenzen jedes Kegels vor und nach der Ver-
schiebung.

b) Kugelverfahren. Die Punkte P und @ befinden sich ferner
auf der Eigenschattengrenze der zum Parallelkreise p gehérenden Be-
rithrungskugel. Bezeichnen wir mit O den Mittelpunkt dieser Kugel,
mit E die Ebene ibrer Eigenschattengrenze, so geht E durch OL7 und
schneidet die Ebene M, in einer Geraden O R, deren Aufril auf I" senk-
recht steht. Bedeutet R den Schnittpunkt von OR mit der Ebene von
P, so liegt R’ auf der Parallele durch &' zu . Dann schneidet E die
Ebene von p in der durch R gehenden Geraden P@; ihr Grundri ist
das Lot von R’ auf 7'

Wir ermitteln insbesondere von der Kurve s die Punkte 7' und U
im ersten, sowie V und W im zweiten Umril} der Fliche, indem wir an
die scheinbaren UmriBlinien Tangenten ziehen, die bzw. zu I’ und 1’
parallel sind.

Fiir Licht in der Richtung der Warfeldiagonale ergeben
sich wesentliche Vereinfachungen der soeben abgeleiteten Konstruktion.
Dann ist Iy’ parallel zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,

dessen Katheten zu x parallel bzw. senkrecht sind und sich wie Y2:1
verhalten. Wir finden also die Punkte C§, Dy und hieraus C”, D"
ohne Benutzung des Grundrisses; denn es ist Abstand C"a" gleich
der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, das die
Entfernung des Punktes C;' von «” zur Hypotenuse hat. Ebenso er-
halten wir von s” die Punkte T", U”. Bezeichnen wir ferner mit Z
denjenigen Punkt von s, der sich auf dem Parallelkreise des Punktes W
befindet, so ist Z” der Schnittpunkt von a” mit der Parallele zu z
durch W"; denn Z' liegt symmetrisch zu W' in bezug auf V', fillt also
auf die Verlingerung von a”. — Die fiinf Punkte V", 7", Z", D", W"
geniigen in manchen Fillen zur angeniherten Bestimmung des sicht-
baren Teils von s".

Der Lichtstrahlenzylinder, der die Fliche in s beriihrt, schneidet
die TT, in der Schlagschattengrenze s, die in bezug auf ' sym-
metrisch ist. Wir konstruieren sie aus dem Schatten der vorher benutzten
Parallelkreise und der auf ihnen liegenden Punkte von s. Ist M der
Mittelpunkt des Parallelkreises p, so finden wir auf dem Kreise ps um
M, die Punkte Py und @) von s, mittels der Parallelen durch M; zu
@' P’ und a'@, und dann beriihrt p, die Kurve s, in Pj, und Q. Daher
ist M P;, die Normale von s, in P,. — Der Schatten des durch den
hochsten Punkt C von s gehenden Parallelkreises hat mit s, in Cp zwei
zusammenfallende Berithrungspunkte, d. h. vier unendlich nahe Punkte
gemein; er ist daher der Krimmungskreis der Kurve s, in ihrem

Scheitel Cj. Ebenso ist der Kriimmungsradius von s in D, = Ab-
stand Dj a”.

147. Dieselbe Aufgabe fiir die Ringflache (Fig. 142). Wir
bezeichnen wieder mit K, den Mittelpunkt, mit r den Radius des
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Meridiankreises m,, mit A den Mittelpunkt des Ringes, d.h. den Fub-
punkt des Lotes von K, auf @, und setzen 4 K, = d. Beschreiben wir
um A mit dem Radius r ejne Kugel, so schneidet eine durch a gelegte
Ebene die Kugel in einem Hauptkreise ¢, den Ring in zwei gleich groBen
Kreisen m; und my, und dann fillt der Kreis ¢ mit m, oder m, zu-
sammen, wenn wir ihn lu nach der einen oder anderen Seite um die
Strecke d verschieben. Dabei gelangt ein beliebiger Punkt P von 7
bzw. nach P, auf m, oder nach P, auf m,, so da PP, = PPy, = d
und la ist. Da die Tangenten an i, m,, my in P, P,, P, parallel sind,
so gilt dasselbe von den Berithrungsebenen der Kugel und des Ringes
in den genannten Punkten; ist also

P ein Punkt der Eigenschatten-
grenze § der Kugel, so gehoren P;
und P, zur Eigenschattengrenze s
des Ringes. — Hieraus ergibt sich
die folgende Konstruktion der Kurve
s': Wir beschreiben um &' mit dem
Radius r den Kreis A’ als ersten
scheinbaren Umrif der Hilfskugel,
ermitteln wie frither den Aufrif Iy .
des || TT, gedrehten Lichtstrahls 1
und ziehen in m; den Radius
KyCy L 1y. Der Grundrif von 8
ist bekanntlich eine Ellipse §' mit
dem Mittelpunkt &' und der grofien
Halbachse rL11; die kleine Halb-
achse ist gleich dem Abstand des
Punktes €y von der Parallelen zu
@' durch Ky’ (Art. 87). Machen wir
dann auf einem beliebigen Durch-
messer P'Q' von & die Strecken
P'P=PP =@ — @@ =d,
so sind Py, Ps, @1, Q2 vier Punkte
von s'. — Die Kurve s besteht hier-
nach aus zwei Teilen, von denen der eine dem elliptischen, der andere
dem hyperbolischen Teile der Ringfliche angehort.

Die Punktpaare P,, P, und @,, @, liegen in zwei Horizontalebenen,
die von A gleich weit entfernt sind. Wir finden ihre zweiten Pro-
jektionen mit Hilfe der zugehorigen Parallelkreise.

Auch zur Konstruktion des Schlagschattens, den der Ring auf
die TT, wirft, benutzen wir die Hilfskugel um A. Ihre Schlagschatten-
grenze ist eine Ellipse 8, mit dem Mittelpunkte A, und der kleinen
Halbachse r; ziehen wir an mg die Tangente Co'Ng' || 1o’ bis A" Ky, so
ist die grofe Halbachse =— K;'N;. Denken wir uns von den Punkten
P und P; den Schlagschatten Pj, und P;j ermittelt, so wird PPy
1 P'Pj, also = d. Nach Art. 146 ist P, P;; die Normale von §, in Py.
Daraus folgt: Die Schlagschattengrenze s, des Ringes ist die
Parallelkurve der Ellipse 8, im Abstande d (vgl. Art. 145).

Den Riickkehrpunkten von s, entsprechen auf dem hyperbolischen
Teile der Ringfliche die Punkte von s, in denen die Kurve von je einem

Miller, Darstellende Geometrie. 7
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Lichtstrahl berithrt wird. Ist B ein solcher Berithrungspunkt auf der
oberen Hilfte des Ringes, so beginnt in ihm der Schlagschatten s,, den
ein Teil von s auf die Ringfliche wirft, und insofern ist E ein End-
punkt der Eigenschattengrenze. Wir ermitteln s,, indem wir von
einem passend gewihlten Parallelkreis, etwa dem Kehlkreis, den Schlag-
schatten auf die TT; konstruieren und seine Schnittpunkte mit s, auf-
suchen. Die Kurven s und s, berithren einander in R.

148. Konstruktion des Schlagschattens, den eine Hohl-
kehle von ihrem Randkreise empfangt. In Fig. 143 ist der
Meridian m, ein Halbkreis mit dem
Fig. 143. vertikalen Durchmesser EyF,. Der
Schatten e,, den der Parallelkreis ¢ des
Punktes E, auf die Umdrehungsfliche
wirft, ist ein Teil der Durchdringungs-
kurve der Fliche mit dem Licht-
strahlenzylinder, der e zur Leitkurve
hat. Er ist symmetrisch in bezug
auf die zu den Lichtstrahlen parallele
Meridianebene M; sein hochster Punkt
ist also der Schatten E, des in M
liegenden Punktes E von e (E¢ Elo || Iy
bis mg usw.).

Um auf dem Parallelkreis p die
Punkte P und @ der Kurve e, zu er-
mitteln,- konstruieren wir den Schatten
¢, von ¢ auf die Ebene von p; dann
sind P und @ die Schnittpunkte von
p mit e;.

Der auf mj liegende Punkt von e,
ergibt sich als Schnittpunkt von m,
mit dem elliptischen Schatten, den die
Ebene des Umriflmeridians vom vor-
deren Halbkreise ¢ empfangt.

In den Schnittpunkten von e, mit der Eigenschattengrenze der
Flache sind die Tangenten von e, || I (Art. 125).

149. Schattenkonstruktion bei einem Sédulenkapitell fur
Licht in der Richtung der Wirfeldiagonale. Der in Fig. 144
dargestellte Korper besteht aus einem geraden Kreiszylinder mit der
Achse a und dem Grundkreis %, einem Wulst mit dem Viertelkreis mi,
als Meridiankurve und einer quadratischen Deckplatte. Wir konstruieren:

1. die Eigenschattengrenze e des Zylinders;

2. die Eigenschattengrenze s des Wulstes — auch im Grundrif —
wie in Art. 146, also insbesondere die Punkte 7' auf dem groliten
Parallelkreis u, W auf m,, Z auf dem Parallelkreis durch W und den
tiefsten Punkt D in der zu den Lichtstrablen parallelen Meridianebene;

3. den Schlagschatten s, von s auf den Zylinder, indem wir durch
die gefundenen Punkte von s Lichtstrahlen bis an den Zylinder ziehen.
Dabei liefert der Punkt D von s den hochsten Punkt D, von s,. Der
durch den Schnittpunkt E, von s, mit e gehende Lichtstrahl beriihrt s,
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und bestimmt auf s den letzten Punkt F, der noch Schatten auf den
Zylinder wirft.

4. Der elliptische Schatten der Kante A B der Deckplatte auf dem
Zylinder erscheint im Aufrif als Kreishogen mit dem Radius von & um
den Schnittpunkt 0" von «” mit dem Aufriff des durch A gehenden
Lichtstrahls (Art.127). Der durch den Schnittpunkt F, dieses Schat-
tens mit der Kurve s, nach riickwirts gezogene Lichtstrahl berithrt den
Waulst in einem Punkte F' von s und schneidet A B in einem Punkte G.
Dann empfingt der Zylinder von dem Abschnitt A G der Kante AB
den Schatten A, F, und vom Bogen F'E der Kurve s den Schatten F, E,.

5. Der Schatten der Kante A B auf Fig. 144.
den Wulst beginnt in F' und ist ein Teil
der Schnittkurve ¢ des Wulstes mit der
Lichtstrahlenebene durch AB. Um auf
irgend einem Parallelkreise p die Punkte
von ¢ zu ermitteln, konnten wir den
Schatten von AB auf die Ebene von p
konstruieren. Noch kiirzer ist bei der
gewahlten Lichtrichtung das folgende
Verfahren: Der Zylinder mit der Achse a
und dem Grundkreise p empfingt von
AB einen elliptischen Schatten, der sich
im Aufriff als Kreis um O" mit dem Radius
von p projiziert. Die Schnittpunkte dieses i
Kreises mit der Geraden p” liegen auf ity -t
¢'. — Schneidet ¢” die Kurve s’ zum 7l
zweiten Mal in H, so ist der Bogen .

FH, von ¢ der Schatten des Abschnitts /

G H der Kante A B, und die durch G und | ,
H gehenden Lichtstrahlen beriithren ¢ in # 4’ B
F und H,.

6. Der Schatten der LTI, durch 4 gehenden Kante der Deckplatte
auf den Wulst und auf den Zylinder fillt im Aufrifl in die Gerade
A" A}, Er begrenzt auf s ein zweites Bogenstiick, das auf den Zylinder
Schatten wirft.

Die gesamte Schattenkonstruktion kann nach Art.124 I auch in
der Weise ausgefithrt werden, daf man den gegebenen Korper in der
Lichtrichtung durch eine Reihe vertikaler Hilfsebenen schneidet und fiir
jede Schnittfigur die streifenden Lichtstrahlen zeichnet. Dieses Ver-
fahren empfiehlt sich jedoch nur, wenn das Kapitell eine sehr verwickelte
Form hat.

Durchdringungen.

150. Aufgabe. Die Durchdringung einer Umdrehungs-
flache, deren Achse u LTI, ist, mit einer Kegelfliche zu kon-
struieren, deren Leitkurve %k in TI, liegt (Fig.145). Um fur
einen beliebigen Parallelkreis p der Umdrehungsfliche seine Schnitt-
punkte mit dem Kegel zu ermitteln, legen wir durch die Spitze S des
Kegels und durch p eine Hilfskegelfliche und konstruieren ihren
Schnittkreis p; mit TT,. Schneidet p, die Kurve %k in P, und @, so

ks
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haben die beiden konzentrischen Kegelflichen die Mantellinien S, und
S@; gemein, und diese treffen p in zwei Punkten P und @ der Durch-
dringungskurve.

161. Aufgabe. Die Durchdringung zweier Umdrehungs-
flachen A und B zu konstruieren, deren Achsen @ und b sich

Fig. 145.

I

schneiden (Fig. 146). Sei a.LTI'l, b H TT,; die Ebene E = ab schneide
A und B bzw. in den Umribmeridianen m und n. Zur Konstruktion
Fig. 147. der Durchdringungskurve ¢ benutzen wir

a” als Hilfsflichen nicht, wie gewdhnlich,

Ebenen, sondern Kugelfldchen um den

Schnittpunkt O von ¢ und b; denn diese

erzeugen sowohl mit A als mit B die ein-

fachsten Schnitte, ndmlich Parallelkreise.

Beschreiben wir als zweiten scheinbaren

Umrif einer solchen Hilfskugel mit be-

liebigem Radius um 0" den Kreis ", der
die Kurven m" und »" bzw. in P und Q"

schneidet, so hat die Kugel mit A und

B bzw. die Parallelkreise p und g der

Punkte P und ¢ gemein, und diese treffen

2’ gich im allgemeinen in zwei Punkten R
| -'r N und S von ¢. Wir erhalten zunichst
oy R'" = 8" als Schnittpunkt der Strecken

, a’'dy | \‘ p" und ¢” und finden dann R’ und S’
b ——— T 7 auf dem Kreise p'. — Die Kurve ¢ ist
p’\\ :// symmetrisch in bezug auf E.
—

1 Man lose in dieser Weise noch einmal
1 die in Art. 118 behandelte Aufgabe.
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152. Aufgabe. Die Durchdringung zweier Umdrehungs-
flachen A und B mit windschiefen Achsen @ und b zu kon-
struieren (Fig. 147). Wir nehmen wieder a LTI}, b.|| TT, und bezeichnen
bzw. mit m und » die Umrilmeridiane beider Flichen. Unter An-
wendung horizontaler Hilfsebenen gestaltet sich die Konstruktion
der Durchdringungskurve ¢ folgendermafien: Die Hilfsebene £ schneidet
A in einem Parallelkreise p und B in einer gewissen Kurve ¢; dann
geht ¢ durch die Schnittpunkte von p und ¢. Um ¢’ zu ermitteln,
zeichnen wir im Awufril eine Reihe von Parallelkreisen 4, k... der
Flache B und bestimmen fiir jeden von ihnen seine Schnittpunkte mit Z.
Trifft z. B. 7 die Ebene £ in 1 und 2, so fallt 2" mit 1” zusammen,
und wir erhalten die Punkte im Grundrifl durch Drehung des vorderen
Halbkreises ¢ in die Lage ¢, || TTy., Kommt hierdurch 1 nach 1,, so ist
1”15 || b, und dann sind die Abstinde der Punkte 1’ und 2' von ¥’
= 1"15.

VIII. Schraubenfiichen.
Kurvenerzeugung durch Rollung.

158. In der Zeichenebene sei die feste Kurve f und die beweg-
liche Kurve w gegeben (Fig.148). Dann sagen wir, die Kurve w rollt
auf f, wenn sie f bestindig berithrt, und wenn der Berithrungspunkt
auf beiden Kurven um gleiche Bogenstiicke
fortschreitet. Betrachten wir beide Kurven
als Vielecke mit unendlich kleinen, ent-
sprechend gleichen Seiten, so erkennen wir, .
daB der Ubergang von w aus einer Lage in /
die unendlich benachbarte als eine unend-
lich kleine Drehung um den augenblicklichen
Berithrungspunkt P aufgefalit werden kann.
Denken wir uns daher mit der Kurve w
einen Punkt A ihrer Ebene starr verbunden,
so bewegt sich dieser momentan senkrecht zur Geraden A P. Hieraus
folgt der Satz: Wird die Bewegung einer Ebene erzeugt durch
das Rollen einer Kurve w auf einer anderen Kurve f, so geht
fiir jeden Punkt der bewegten Ebene die Normale seiner
Bahnkurve in jeder Lage des Punktes durch den augen-
blicklichen Berithrungspunkt von w und /. Der Berithrungs-
punkt heifit der augenblickliche Pol der Bewegung.

Die Bahnkurve des Punktes P von w hat an der mit P bezeichneten
Beriihrungsstelle im allgemeinen einen Riickkehrpunkt, dessen Nor-
male mit der gemeinschaftlichen Tangente von w und f zusammen-
fallt. Dies ergibt sich sofort, wenn wir die Kurven w und f wie vorhin
durch Vielecke ersetzen. Dabei wird aber angenommen, daf P kein
singuldrer Punkt von w oder f ist, und daf} diese Kurven einander in
P nicht oskulieren.

Fig. 148.
w

Ado-—-dp

164. Ist f eine Gerade, w ein Kreis, so beschreibt jeder Punkt der
bewegten Kbene eine Zykloide, die als gespitzt (gemein), ver-
schlungen oder geschweift (gestreckt) bezeichnet wird, je nachdem
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der beschreibende Punkt auf, auBerhalb oder innerhalb w liegt. Sei
w, die Anfangslage von w, M, der Mittelpunkt, P, der Berithrungs-
punkt von w, mit £ (Fig. 149). Um den Zykloidenbogen zu konstruieren,
den der auf My P, liegende Punkt A, erzeugt, wenn w auf f einmal
vollstindig abrollt, machen wir auf
f die Strecke Py P, gleich dem Um-
fang von w, beschreiben um M, mit
My A, einen Kreis a und teilen ihn
von A, aus sowie Py P, in n —
z. B. 12 — gleiche Teile. Sind P;
und ; ein Paar entsprechender Teil-
punkte, so erhalten wir die Lage
A;, in die der Punkt A gelangt,
wenn w die Gerade f in P; be-
rithrt, indem wir den Kreis w, um M, drehen, bis A4, nach U; kommt,
und ihn dann || f um die Strecke Py P; verschieben. Demnach ist
As A; :ﬁ: P, P,

Ubertragen wir die auf [ liegende Teilung von M, aus auf die
Parallele zu f nach M,, M,..., so ergibt sich A; auch aus der Be-
dingung M;A; 3 MyU..

Die Normale der Zykloide in A; geht durch den Berithrungspunkt
P; von w; mit £, ist also 3 P,Y;. Man erhilt daher die Zykloide noch
einfacher (und zumeist mit hinreichender Genauigkeit) als Einhiillende
der Kreise um P, P,... mit den Radien P %, P, U,...

Fig. 149.

155. Rollt umgekehrt die Gerade w aus der Anfangslage w, auf
dem Kreise f, so beschreibt jeder Punkt von w, z. B. der augenblick-
liche Berithrungspunkt A, eine gespitzte (gemeine) Kreisevol-
vente (Fig.150). Zu ihrer Konstruktion rektifizieren wir den Kreis
und teilen ihn von A, aus in # gleiche Teile.
Ziehen wir im Teilpunkte P; die Tangente

w; und machen auf ihr die Strecke P; 4; — %z

von f, so ist A; ein Punkt der Evolvente.

Die Kreisevolvente ist eine Spirale; sie
zieht sich in unendlich vielen Windungen
um den Kreis f und hat in A, einen Riick-
kehrpunkt, sowie unendlich viele Doppel-
punkte auf der Verbindungslinie von 4, mit
dem Mittelpunkte M von f.

Nach Art. 153 ist A;P; die Normale der
Evolvente in A;; mithin ist f die Evolute der Kurve und P; ihr
Krimmungsmittelpunkt fiir den Punkt A4,

Jeder Punkt aullerhalb % beschreibt in Verbindung mit der rollenden
Tangente eine allgemeine Kreisevolvente, die wir als verschlungen
oder geschweift bezeichnen, je nachdem der betreffende Punkt sich
mit dem Punkte M auf derselben Seite, oder auf entgegengesetzten
Seiten von w befindet. Wihlen wir den beschreibenden Punkt B auf
dem Lote in A zu w, so ergibt sich seine Lage B; mittels A;B;Lw;
und = A,B,- Schneidet M P; die Parallele durch B; zu w; in ;, so
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berithrt @; B; — P; A; den Kreis ¢ um M mit dem Radius M B,; wir
erhalten daher die Bahnkurve des Punktes B, indem wir auf den

1,2
Tangenten von ¢ in @, @,... die Langen %f, ;f... abtragen. Da

die Kurvennormale in B; durch den Pol P; geht, so ist die Kurve die
Einhiillendé der Kreise um P;, P,... durch B;, B,...

Sei C der Punkt der bewegten Geraden A B, dessen Anfangslage
C, mit M zusammenfillt, und C; die Lage, die er einnimmt, wenn w
nach w; gelangt. Ziehen wir die Gerade M X || w, und setzen M4, — «
and £ XMC; = @, so ist auch L AgMP; — ¢, mithin M C; $f F; 4;
= a@; die Bahnkurve des Punktes C entsteht also, wenn der Strahl M X
um M gedreht wird, und wenn gleichzeitig der Punkt C von der An-
fangslage M aus sich auf M X verschiebt, so daf gleichen Drehungs-
winkeln gleiche Verschiebungsstrecken entsprechen. Die so erzeugte
Kurve heilt eine archimedische Spirale.

Die Schraubenlinie.

156. Eine Schraubenlinie entsteht, wenun ein Punkt sich
um eine feste Achse dreht und zugleich proportional zu dieser
Drehung parallel zur Achse verschiebt, so daB also gleichen
Drehungswinkeln gleiche Verschiebungsstrecken ent-
sprechen. Eine solche Bewegung heifit Schraubung. Wir bezeichnen
die feste Achse als Schraubenachse, die Entfernung des bewegten
Punktes von der Achse als Radius der Schraubenlinie, den geraden
Kreiszylinder, auf dem sich die Kurve befindet, als Schrauben-
zylinder. Unter Ganghohe versteht man die einer vollen Umdrehung
entsprechende Grofe der Verschiebung, also die konstante Entfernung
zweier aufeinanderfolgenden Schnittpunkte irgend einer Mantellinie des
Zylinders mit der Kurve. Die Schraubenlinie ist rechts gewunden,
wenn sie fir einen in die Achse (gleichgiiltiz ob aufrecht oder ver-
kehrt) gestellten Beschauer nach rechts abwiirts geht.

Fig. 151 zeigt eine rechts gewundene Schraubenlinie b mit vertikaler.
Achse a in schiefer Parallelprojektion; die Anfangslage B, des be-
schreibenden Punktes befindet sich auf dem Grundkreise & des Schrauben-
zylinders. Schneiden wir den Zylinder in der durch B, gehenden
Mantellinie auf und wickeln ihn in die Zeichenebene ab, so verwandelt
gich k in eine Gerade und b in eine Kurve, bei der sich die mit den
Mantellinien zusammenfallenden Ordinaten der Punkte B,, B,... wie
die auf k& von B, aus gemessenen Abszissen verhalten (Fig. 151a). Die
Verwandelte der Schraubenlinie ist also eine Gerade, und um-
gekehrt entsteht durch Aufwickelung einer Ebene auf einen geraden
Kreiszylinder aus jeder Geraden der Ebene eine Schraubenlinie. Die
Schraubenlinie ist daher die kiirzeste (geoddtische) Linie auf
dem geraden Kreiszylinder.

Da die Gerade b mit den abgewickelten Mantellinien gleiche Winkel
einschlieft, so schneidet auch die Schraubenlinie alle Mantel-
linien des Zylinders unter demselben Winkel. Demnach bilden
die Tangenten in allen Punkten der Kurve mit der Ebene des Grund-
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kreises k einen konstanten Neigungswinkel 3, der den vorher genannten
Winkel zu einem Rechten ergénzt. Wir nennen 3 den Steigungs-
winkel der Schraubenlinie.

Fir f = 0 wird die Schraubenlinie zu einem Kreis, fir § — 90°
zu einer Geraden.

Ist v der Radius, § die Ganghohe der Schraubenlinie b, so ergibt
sich aus Fig. 151a

f)::2ﬂ'£rtgﬂ.......‘..1)

Bezeichnen wir mit B, B, und Bg B, zwei gleiche Bogenstiicke von
b, mit C und D bzw. die Punkte, in denen die auf dem Schrauben-
zylinder durch B, und B; gelegten Kreise die Mantellinien durch B,

Fig. 151.

und B, schneiden, so haben die krummflichigen rechtwinkligen Drei-
ecke B, C B, und B; DB, paarweise gleiche Katheten, wir konnen also
das eine durch Drehung um @ und Schiebung || &« mit dem anderen zur
Deckung bringen. Daraus folgt: Gleiche Bogenstiicke derselben
Schraubenlinie sind kongruent. Die Schraubenlinieist daher
in sich selbst verschiebbar, d. h. sie hat in allen Punkten
denselben Krimmungsradius.

157. Um fiir irgend einen Punkt der Schraubenlinie b den
Kriimmungskreis der Grofle und Lage nach zu bestimmen, ermitteln
wir zundchst die Schmiegungsebene des Punktes. Dazu dient uns der
Satz, dal die Schraubenlinie die kiirzeste Verbindung zweier Punkte
auf dem geraden Kreiszylinder bildet.

Auf jeder krummen Fliche ist die kiirzeste Linie die Gleich-
gowichtsform eines iiber die Fldche straff gespannten Fadens. Nun
wirken in jedem Punkte des Fadens zwei Kréfte in den Richtungen
nach den beiderseits unendlich benachbarten Punkten, und ihre Mittel-
kraft, die nach der Regel des Krifteparallelogramms konstruiert wird,
mull in die Flichennormale fallen, damit der Faden in Ruhe bleibt.
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Das Krifteparallelogramm liegt aber in der Schmiegungsebene des
betrachteten Kurvenpunktes, mithin ergibt sich der Satz: Die
Schmiegungsebene in irgend einem Punkte einer geoditi-
schen Linie geht durch die zugehérige Fliachennormale.

In einem Punkte B der Schraubenlinie b ist diese Normale der
Radius B A, d. h. das Lot von B auf die Achse 4; die Schmiegungs-
ebene £ geht daher durch BA und die Tangente { der Schraubenlinie
in B. Der gesuchte Krimmungskreis liegt in der Ebene X, und da er
t in B berithrt, so befindet sich sein Mittelpunkt M auf der Geraden
BA. — Wir ermitteln jetzt die Linge ¢ des Kriimmungsradius
BM: Die Ebene Z schneidet den Schraubenzylinder in einer Ellipse
mit dem Mittelpunkt A und der kleinen Halbachse A B — v; die grofe
Halbachse ist || ¢ und = colTﬁ. Diese Ellipse hat mit der Schrauben-
linie in B drei unendlich nahe Punkte, also den Krimmungsradius o
gemein, folglich ist nach Art. 77

92(&)%3)2:1‘:%{3 e 9

1568. Darstellung einer Schraubenlinie mit vertikaler
Achse @ in Grund- und Aufrif (Fig. 152). Von der rechts ge-
wundenen Schraubenlinie b ist die

Anfangslage B, des beschreibenden lilg' 152.

Punktes B in TT; so gewahlt worden, S "
dafl ihre Verbindungslinie mit dem Byp-mmmm - 7
Fullpunkte 4, von a auf z senk- z,, ) Ve
recht steht; auflerdem ist noch die AT //
Ganghohe §) gegeben. Um einen Gang \ s

von b zu konstruieren, teilen wir A ///

den Grundkreis & des Schrauben- " e

zylinders in den Punkten B,, B, S/”..\\ il

B;... in eine beliebige Anzahl, etwa //541 AN

acht, gleicher Teile, machen auf « / NN =
die Abschnitte Ag 4, — 4, 4, — --- v’ By Lat

] . . o 1 ,
=3 und zeichnen im Aufril die ‘L/7
horizontalen Strecken 4, B,, 4, B, ...

Verstehen wir unter B; irgend
einen Punkt von b und setzen By A7 ; \|
=1, Ai B = 19, L BydyBi = ¢ %o /*Sh
und wie vorhin den Radius wvon B
b =1, so wird §) = rsin @, und es k ,
verhalt sich o

@:2m = 1}, 0

also folgt
. 2my
y = rsin——;

b

d. h: Der Aufril der Schraubenlinie ist eine Sinuskurve.
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Der Punkt Bj ist ein Wendepunkt der Kurve b”, denn die
Schmiegungsebene in B, ist LTT,, weil sie durch A4,B, geht. Die
Tangente £, von b in B, liegt || TT,, ihr Aufrif bildet also mit z den
Steigungswinkel 3, und dieser ergibt sich nach Fig.151la aus einem
rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten sich wie §:2my verhalten.
Ziehen wir daher die Gerade B;J'"' || # und machen sie — mr, so ist
t; die Gerade ByJ".

Um die Tangente #; von b im Punkte B; zu ermitteln, denken
wir uns das auf dem Schraubenzylinder liegende Flichenstiick B, B; B;
in die durch B;B; gehende Berithrungsebene abgewickelt. Dann ver-
wandeln sich die Bogen ByB; und B;B; bzw. in die Tangenten des
Grundkreises in B; und der Schraubenlinie in B;, Machen wir daher
auf der Tangente von k in B; die Strecke B;T; gleich dem Kreisbogen
B; B, so ist T; die Grundrifispur von #; und ¢; = B; T;. — Zu einer
anderen Losung gelangen wir in folgender Weise: Ziehen wir durch
einen beliebigen Punkt Parallelen zu allen Tangenten von b, so ent-
steht ein gerader Kreiskegel mit zu a paralleler Achse und dem Basis-
winkel 3, der Richtungskegel der Schraubenlinie. Konstruieren wir
diesen Kegel iber dem Grundkreise £, so liegt seine Spitze S auf a;
um S” zu erhalten, machen wir auf x die Strecke By U” — tr und
ziehen U”S" || ByJ". Nun kennen wir von der Tangente f; bereits
den Grundrif§ #;, und daraus ergibt sich auf dem Richtungskegel sofort
die zu ¢; parallele Mantellinie SR; ihr Grundril AyR ist namlich
1 A4,B;. Dann ist aber ¢ || S"R".

Die Hohe A,S des Richtungskegels ist — ttgf, oder nach

Gleichung 1) in Art. 156 == ;R Wir setzen

b
s =ho o3

und bezeichnen diese Strecke, also die der Drehung 1 entsprechende
Schiebung, als reduzierte Ganghdéhe.

Ziehen wir S"V"LU" 8" bis z, so wird U"V" = , also

r
cos? 3
nach Gleichung 2) gleich dem Krimmungsradius @ der Schrauben-
linie b. — Bestimmen wir auf den Geraden B,A,, B;4; ... zu den
Punkten B;, B,... von b die Krimmungsmittelpunkte M,, M, ..., so
erhalten wir als Ort der Krimmungsmittelpunkte eine zweite
Schraubenlinie m von derselben Achse a und derselben Ganghdhe §.
Nach unserer Konstruktion von g ist §), die mittlere Proportionale der
Radien dieser beiden Schraubenlinien, folglich ist B; auch der Kriommungs-
mittelpunkt von # an der Stelle M;, d.h. die Krimmungsmittel-
punkte von m liegen umgekehrt auf b.

Wir ermitteln schlieflich den Krimmungsradius der Sinus-
kurve b’ in den Scheiteln By, By ... Der Kriimmungskreis der
Schraubenlinie b in B, erscheint im Aufrif} als Ellipse mit der grofen
Halbachse M3 By =— ¢ und der kleinen Halbachse ¢ sin 3. Diese Ellipse
hat mit der Kurve b" in By drei unendlich nahe Punkte gemein, mithin
ist der gesuchte Krimmungsradius von b’ = (gsinf)2:9 = ritg2f3
= By V".
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169. Schlagschatten der Schraubenlinie auf TI,. Kon-
struieren wir in ¥ig. 152 bei gegebener Lichtrichtung ! vom Endpunkte
Ag der Ganghdhe Ay As den Schlagschatten A%, so finden wir den
Schatten von B;, indem wir die Strecke Ay AF in acht gleiche Teile
teilen und durch den Teilpunkt A} die Strecke 47 B} # A:B;, d. h.
1 Ao B; ziehen. Dies ist aber die Konstruktion einer Zykloide, die der
Punkt By beschreibt, wenn der Kreis w,, dessen Mittelpunkt 4, und
dessen Umfang — A, A} ist, auf der zu I’ parallelen Geraden f rollt.
Bezeichnet 4 den Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen TI,, so ist

Ay Al = fcot A, also der Radius von wy = zincotl, d. h. gleich dem

Schatten A, S, der reduzierten Ganghéhe.
Wir erhalten eine verschlungene, gespitzte oder geschweifte

Zykloide, je nachdem A, Bo%Ao Sy ist. Setzen wir hier fiir 4, B, aus

Gleichung 1) den Ausdruck und fir Ay S, den oben gefun-

_b
2xig 3
denen Wert, so geht diese Bedingung iber in fg l% tg 8. Daher der

Satz: Der Schlagschatten der Schraubenlinie auf eine zu ihrer
Achse senkrechten Ebene ist eine Zykloide, und zwar eine
verschlungene, gespitzte oder geschweifte, je nachdem der
Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen die Ebene grofer
ist als der Steigungswinkel der Schraubenlinie, oder ihm
gleich oder kleiner ist als dieser. — Der Schlagschatten auf jede
andere Ebene ist demnach eine affine Kurve zu einer Zykloide.

Die abwickelbare Schraubenfliche.

180. Die Tangenten der in Fig. 152 dargestellten Schraubenlinie b
bilden eine abwickelbare Schraubenfliche, die von den Schmie-
gungsebenen der Kurve berithrt wird; die Schraubenlinie ist die Riick-
kehrkante der Fliche (vgl. Art. 88). Diese Tangentenfliche schneidet
die TT, in einer Evolvente ¢ des Grundkreises k¥ des Schraubenzylinders
mit einem Riickkehrpunkte in B,. Der eine Zweig von e enthilt die
GrundriBspuren der Tangenten der oberhalb TT, liegenden Punkte von
b; der andere Zweig entspricht dem Teile von b, der sich unterhalb TT;
befindet.

Da die Tangente ¢; des Punktes B; von b auf dem Radius B;A4;
senkrecht steht, so ist sie eine Fallinie der Schmiegungsebene der
Schraubenlinie in B;, d. h. der Berithrungsebene der abwickelbaren
Schraubenfliche. Diese Ebene bildet mit TT; den konstanten Neigungs-
winkel f3; deshalb bezeichnet man die abwickelbare Schraubenfliche als
eine Fliche von gleichférmiger Neigung.

Die Inflexionstangenten der Sinuskurve b bilden den zweiten
scheinbaren Umril der Fliche, weil die entsprechenden Berihrungs-
ebenen auf TI, senkrecht stehen.

Jede horizontale Ebene schneidet die Fliche in einer zu ¢ kon-
gruenten Kurve, die wir aus ¢ durch Schraubung um @ erhalten. Bei
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dieser Schraubung beschreibt jeder Doppelpunkt von ¢ eine Schrauben-
linie, in der die Fliche sich selbst durchschneidet, also eine Doppel-
kurve der Flache.

16l. Die Eigenschattengrenze der Flache. Bei jeder ab-
wickelbaren Fliche besteht die Eigenschattengrenze aus
Mantellinien; denn ist P ein Punkt der Eigenschattengrenze und ¢ die
durch ihn gehende Mantellinie, so beriithrt die durch ¢ in der Lichtrichtung
gelegte Ebene die Fliche nicht nur in P, sondern in allen Punkten von t.

Um die Eigenschattengrenze der Tangentenfliche der Schrauben-
linie b zu ermitteln, benutzen wir den in Fig.152 konstruierten Rich-
tungskegel, der k zum Grundkreis und S zur Spitze hat. Denken wir
uns zu zweli unendlich benachbarten Tangenten von b die parallelen
Mantellinien des Richtungskegels gezeichnet, so sind auch die Ebenen
parallel, die durch diese Geraden bestimmt werden; die abwickelbare
Schraubenfliche und ihr Richtungskegel haben also in paral-
lelen Mantellinien parallele Berithrungsebenen. Daraus folgt,
dal die Eigenschattengrenzen beider Flichen einander
parallel sind. In Fig.152 gehen nun die Eigenschattengrenzen des
Kegels nach den Beriihrungspunkten ¥ und G der Tangenten aus S;, an
k; wir erhalten daher im Grundrif} die Eigenschattengrenze der Schrauben-
fliche, indem wir || Ay F und 4, G die Tangenten von k ziehen, denen
Tangenten von b entsprechen, die zu SF und SG parallel sind.

1862. Bei der Abwickelung der Schraubenfliche dndert sich
weder das Bogenelement ds der Riickkehrkante b, noch der Winkel d
zwischen zwei aufeinander folgenden Elementen von b, also auch nicht

l Q
der Kriimmungsradius @ = :J%‘; Die Riickkehrkante verwandelt
sich demnach in einen Kreisbogen vom Radius g. Fir einen
vollen Schranbengang ist die Bogenlinge B, Bg gleich der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 2xr und §, oder
= 2.By'J" in Fig.152. Die Spurevolvente ¢ verwandelt sich in die
Evolvente des Kreisbogens.

Die Schraubenfliachen im allgemeinen.

188. Eine Schraubenfliche entsteht durch Schraubung
einer unverinderlichen Kurve um eine Achse. Dabei beschreiben
alle Punkte der Kurve Schraubenlinien von derselben Achse und gleicher
Ganghohe. Jede Schraubenfliche ist daher in sich selbst ver-
schiebbar. — Als Erzeugende kann jede Kurve betrachtet werden,
die alle Schraubenlinien der Fliche schneidet. Die ebenen Schnitte der
Flache, die die Achse enthalten, heiflen Meridiankurven (Profil-
kurven); diejenigen, die auf der Achse senkrecht stehen, werden als
Normalkurven (Basiskurven) bezeichnet. Die Meridiankurven so-
wohl, wie die Normalkurven gehen durch Schraubung ineinander iber,
sind also unter sich kongruent.

Ist von einer Schraubenfliche die Achse a LTI, die Erzeugende
¢ (¢, ¢"), sowie die Ganghthe §) und der Sinn der Schraubung gegeben,
so erhalten wir die Meridiankurve mq in der Ebene My || TT;, indem wir
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verschiedene Punkte P, ... von ¢ der Reihe nach geschraubt denken,
bis sie in die Ebene M, gelangen (Fig. 153). Bezeichnen wir mit
P, die neue Lage von P, so ist ¢'Pg || # und = «'P’, und die Ent-
fernung des Punktes Py von der durch P" gehenden Parallele zu z
verhilt sich zu ) wie £ P'a’ Py zu 360%. Wir werden daher die Punkte
P, Q' ... zweckmifig so wihlen, daff die Winkel zwischen der Parallele
durch @' zu # und den Geraden a' P’, a''... einfache Bruchteile von
360° betragen. — Um die in der Ebene N liegende Normalkurve # zu
ermitteln, bestimmen wir von den Schraubenlinien
der Punkte P, @... ibre Schnittpunkte P,, @,...
mit N. Dann ist o' P; = a' P’, und der Winkel
P/a' P' verhalt sich zu 360° wie der Abstand des
Punktes P"” von N” zu §). Bei dieser Konstruktion
ist es also vorteilhaft, wenn die Entfernungen der
Punkte P”,Q"... von der Geraden N" zur Gang-
hohe §) in einem einfachen Verhiltnis stehen.

Der erste wahre Umrif der Fliche wird von
den Schraubenlinien derjenigen Punkte von m,
gebildet, deren Tangenten || a sind. Der zweite i

Fig. 153.

UmriB ist der Ort solcher Punkte der geschraubten ’l'ék\""‘_‘
Normalkurve, deren Tangenten auf TT, senkrecht \W
stehen. Ist die Normalkurve z.B. ein Kreis — CwWQe

wie bei der gewundenen Sidule des Barock-
stils —, so besteht der zweite scheinbare Umrifl aus zwei Sinuskurven,
die zum Aufril der Schraubenlinie kongruent sind, die der Mittelpunkt
des Kreises beschreibt.

Die Beriithrungsebene T in einem Punkte B der Schraubenfliche
ist bestimmt durch die Tangente an die durch B gehende Erzeugende,
sowie durch die Tangente an die Schraubenlinie b, die der Punkt B bei
der Entstehung der Fliche beschreibt. Durch Schraubung von T er-
halten wir eine abwickelbare Schraubenfliche, welche die gegebene
Fliache in allen Punkten von b berithrt. Sie gestattet dieselbe kon-
struktive Verwendung wie die Parallelkreisberiihrungskegel einer Um-
drehungsflache.

164. Eine Regelschraubenfliche entsteht durch Schraubung
einer Geraden. Der Punkt der Erzeugenden, der der Achse am nichsten
liegt, beschreibt die Kehlschraubenlinie. Die Fliche ist abwickel-
bar, wenn die Erzeugende die Kehlschraubenlinie beriithrt; andernfalls
ist sie windschief. Bezeichnen wir mit 7 den Neigungswinkel der
Erzeugenden gegen eine zur Achse senkrechte Ebene, mit 1 ihren
kiirzesten Abstand von der Achse, mit §) die Ganghohe der Schraubung,
so besteht im Falle einer abwickelbaren Schraubenfliche die Beziehung

h=2xmzritgy.

Eine Regelschraubenfliche heiit gerade (normal) oder schief,
je nachdem die Erzeugende rechtwinklig oder schief gegen die Achse
gerichtet ist, und sie heilit geschlossen (axial) oder offen, je nach-
dem die Erzeugende die Achse schneidet oder nicht schneidet. Die
gerade geschlossene Regelschraubenfliche wird auch als Wendelflache
bezeichnet. In Fig.151 bilden die Geraden A, By, 4; B, ... eine solche
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Wendelfliche, und dasselbe gilt von den oberen Kanten der Stufen bei
einer Wendeltreppe.

186. Die Normalkurveder schiefen Regelschraubenfliche
(Fig. 154). Wir gehen von der abwickelbaren Schraubenfliche aus, die
durch Schraubung der Geraden { um die vertikale Achse a entsteht.
Die Strecke A B, die den kiirzesten Abstand der beiden Geraden dar-
stellt, bestimmt den Berithrungspunkt B von ¢ mit der Riickkehrkante b.
Sei ferner T der Schnittpunkt von t mit TT,, k& der Grundkreis von b,

Fig. 154. der AB zum Radius hat; dann
a b berithrt der Grundrif B'T von
a | t den Kreis k¥ in B'. Ziehen wir
v noch durch A und durch einen
A /s / beliebigen Punkt C von A B die
Z ¢ Geraden # und ||t und be-
! zeichnen ihre Grundrifspuren mit
k 0 Uund V, so ist UTVH ABC

U B) und LB'T.
T, T ‘Wir lassen nun # und v an der
von t ausgefithrten Schraubung
teilnehmen. Dann erzeugt # eine schiefe geschlossene, v eine schiefe
offene Regelschraubenfliche, und wir erhalten die in TI; liegenden
Normalkurven aller drei Flichen als die Bahnen, welche die Punkte
T,U,V in Verbindung mit der.auf % rollenden Tangente B’ T beschreiben.
Fig. 155. Daraus folgt nach Art. 155: Die Normal-
ot kurve der schiefen offenen Regel-
schraubenfliche ist eine allgemeine
4L Kreisevolvente, diejenige der
® schiefen geschlossenen eine archi-

medische Spirale.

b AsﬂT 166. Darstellung einer schiefen
geschlossenen Regelschrauben-
flichein Grund-und Aufrif(Fig.155).

g Von der rechts gewundenen Fliche sei
., gegeben die vertikale Achse a, die un-
B, 2. ; begrenzte Erzeugende ¢, die a in A

schneidet, in der Anfangslage g, || T,
und die Ganghdhe §). Um eine Anzahl

7 N von Lagen ¢, gy ... der Geraden g zu
:// \\ zeichnen, konstruieren wir die Schrauben-

N 1t . . . .
3& g linie b, die irgend ein Punkt B von ¢
B, . ? /' beschreibt, und verbinden die Punkte
B X e B, B,... von b mit den entsprechenden
Bl o't Lagen A;, 4,... des Punktes 4. Zu dem

Zwecke teilen wir den Kreis b von B,
aus in den Punkten Bj, Bs... in 2n gleiche Teile und machen auf a”
die Strecken Ag Ay, A7 Ay ... = 21)1; Damit keine der so erhaltenen
Erzeugenden im Aufrifl mit " zusammenfillt, setzen wir n gleich einer
ungeraden Zahl, z. B. = 9. Um ferner bei der Konstruktion von "
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die auf a" schon vorhandene Teilung Ag, A7, A3 ... wieder benutzen
zu konnen, wiahlen wir den Hohenunterschied der Punkte Ay und By
. 1) 7
leich ei Vielfach -, z.B. = — .
gleich einem Vielfachen von L', z 5

Der zweite scheinbare Umrill der Fliche besteht aus unendlich vielen
kongruenten hyperbelartigen Asten mit den Asymptoten gy, go, gis - . -
Diese Aste berithren die Gerade @ in den Mittelpunkten der Strecken

o Ag, Ay Alg...; sie berithren auBerdem die Sinuskurve b” und sind in
einiger Entfernung von a” so schwach gekriimmt, daf sie nahezu als
geradlinig betrachtet werden kénnen.

Die Schnittpunkte der zu TI, parallelen Geraden gy, gq, ¢15---
beschreiben die Doppelkurven der Fliche; die erste geht durch die
Schnittpunkte von g, mit go und gys.

187. Eine Schraube ist ein Korper, der durch Schraubung einer
allseitig begrenzten Fliche erzeugt wird. Gewdhnlich besteht die
Schraube aus einem geraden Kreiszylinder als Kern und dem aufer-
halb anliegenden Gewinde. Dieses bestimmt man am einfachsten

Fig. 156. Fig. 157.
a” a“
D//
o
8] N
B T :
H ! ; 1 !
— <£ [N N ,
B, Cg a’ a

durch Angabe eines Meridianschnitts, und dazu laft sich jede Figur
verwenden, die eine gerade Seite enthalt, mit der sie auf dem Zylinder-
mantel aufliegt. Die Ganghohe der Schraubung ist dann so grof zu
wihlen, daf die in dieselbe Ebene fallenden Lagen der Figur sich nicht
gegenseitig durchschneiden. — TUnter Schraubenmutter versteht
man einen Kérper mit einem Hohlraum, den die zugehérige Schraube
ausfiillt, so dal sie in ihm eine Schraubung ausfithren kann, bei der
die Oberflichen der beiden Kérper aufeinander gleiten.

Die Schraube mit scharfem Gewinde hat als Meridianschnitt
ein gleichschenkliges Dreieck B CD, dessen Grundlinie CD zur Achse a
parallel ist. Die Ganghohe ist gleich der Grundlinie. Jeder Schenkel
des Dreiecks beschreibt einen Teil einer schiefen geschlossenen Regel-
schraubenfliche. — In Fig. 156 ist a LTT;. Um die Schraube in Grund-
und Aufrif zu zeichnen, konstruieren wir zunichst die Schraubenlinien
b und ¢, die von B, sowie von C und D erzeugt werden. Der zweite
scheinbare Umril der beiden Schraubenflichen ist zwar krummlinig,
aber nach Art.166 von einer Geraden so wenig verschieden, dafl wir
ihn durch die gemeinsamen Tangenten der Sinuskurven b’ und ¢”
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ersetzen diirfen. Der Umril ist also nach auflen abgerundet, d. h. ohne
Ecken; in der Néihe des Kernzylinders iiberschneidet die eine Umriflinie
die andere, jedoch so, dal die Schnittpunkte noch auflerhalb des
Zylinderumrisses liegen.

Bei der Darstellung der aufgeschnittenen Schraubenmutter, die
durch die Meridianebene || TT, begrenzt wird, tritt an die Stelle der
eben ermittelten Umrillinie der aus aneinandergereihten Dreiecken
gebildete Meridianschnitt.

Die Schraube mit flachem Gewinde wird durch ein Rechteck
erzeugt, dessen Ebene die Achse a enthalt, und von dem zwei Seiten
|| @ sind (Fig. 157). Die Ganghéhe ist in der Regel doppelt so groB,
wie die zur Achse parallele Rechtecksseite. Die auf der Achse senk-
rechten Seiten beschreiben Teile von Wendelflichen. — Bei einer
‘Wendeltreppe ist die Grundform der Wange, in der die Stufen befestigt
sind, der Gewindeteil einer flachgéngigen Schraube mit grofer Gang-
héhe. Ein von zwei Meridianschnitten begrenztes Stiick des Gewindes
wird dann als Treppenkriimmling bezeichnet.

168. DieWendelfliche als Fugenfliche bei einem schiefen
Briickengewiélbe (Fig. 158). Ein halber gerader Kreiszylinder sei
begrenzt durch die in TT, liegenden Mantellinien 4; A; und B; B, und
durch zwei kongruente Halbellipsen %, und %,, deren Ebenen schrig
gegen die Mantellinien aber 1 TT;
gestellt sind. Wollen wir diesen
Halbzylinder als Laibungsfliche
eines aus Quadern gebildeten
Tonnengewdlbes benutzen, so
diirfen wir die Fugen nicht in
die Mantellinien legen. Bei einer
solchen Anordnung der Quader
wiirde ndmlich der Druck iiberall
senkrecht gegen die ebenen
Fugenflichen wirken, die durch
die Mantellinien und die Zylinder-
achse gingen; dichten wir uns
also den Zylinder senkrecht zu
seiner Achse mit zwei Ebenen
durch die Punkte 4, und B, ge-
schnitten, so hielte sich zwar der
zwischen ihnen liegende Teil des Gewolbes im Gleichgewicht, nicht aber
die aulerhalb iibrig bleibenden Stiicke. Wir miissen daher an Stelle
der Mantellinien krumme Linien als Fugen verwenden, die so
zu wihlen sind, daB sie auf den Stirnkurven %k, und %k, an-
nahernd senkrecht stehen. Dazu bedienen wir uns am einfachsten
der auf dem Zylinder liegenden Schraubenlinien, weil diese in der
Abwickelung als Geraden erscheinen und deshalb ohne weiteres kon-
struiert werden konnen.

Der abgewickelte Zylindermantel ist in Fig. 158a in bekannter
Weise gezeichnet worden (vgl. Art.94). Dabei hat sich die Halbellipse
k, in eine halbe Sinuskurve mit den Scheiteln A; und B, verwandelt;

Fig. 158. Fig. 158a.
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der Wendepunkt liegt in der Mitte der Strecke A; B;, und seine Tan-
gente bildet mit der Mantellinie einen Winkel = £ A, 4; B,. Da die
verwandelte Kurve von der Geraden A; B, nur unerheblich abweicht,
so ziehen wir die abgewickelten Lagerfugen geradlinig und 1 A4, B,
mithin die Stoffugen || 4,B;. Die so erhaltenen Geraden werden
mittels der abgewickelten Mantellinien auf den Zylinder iibertragen und
liefern dort zwei Scharen von Schraubenlinien, die einander rechtwinklig
schneiden. Die Fugenflichen der einzelnen Wolbsteine werden durch
die Zylindernormalen in den Punkten dieser Schraubenlinien gebildet,
sind also Wendelfldchen.

189. Die Rohrenschraubenfliche (Serpentine) ist die Ein-
hiillende einer geschraubten Kugel (Fig. 159). Stellen wir die Schrauben-
achse a wieder LTI, und bezeichnen mit b die
Schraubenlinie, die der Kugelmittelpunkt B be-
schreibt, so erhalten wir als zweiten scheinbaren a’ T
UmriB der Fliche die Einhiillende ¢" aller Lagen
der bewegten Kugel, also eine Parallelkurve
der Sinuskurve b” (vgl. Art. 145). Beide Kurven b
haben in entsprechenden Punkten denselben Kriim-
mungsmittelpunkt; wir benutzen insbesondere

die Krimmungsmittelpunkte in den Scheiteln von Q) 1

Fig. 159.

V" zum Zeichnen von ¢”. Den Wendepunkten
von b" entsprechen Wendepunkte von ¢" mit
parallelen Tangenten. Ahnlich wie der Umrill
einer schief gestellten Ringfliche kann die Kurve
o" Uberschneidungen aufweisen und Riickkehr-
punkte besitzen, die auf der Evolute von b" liegen. g ~

Jede Lage der geschraubten Kugel beriihrt // | \\b
die Rohrenfliche in einem Hauptkreise %, dessen (\ ba’ /‘
Ebene auf der Tangente von b senkrecht steht. /
In der Anfangslage B, des Punktes B ist diese A \J),//
Tangente || TT,, also k; eine Glerade. Die Flache B;

kann auch durch Schraubung des Kreises % er-

zeugt werden. Da seine Ebene mit der TI; bestindig denselben Winkel
bildet, so erscheinen alle Lagen von % im Grundril als kongruente
Ellipsen. '

Meridian- und Normalkurve, wie iiberhaupt alle ebenen Schnitte
der Fliche werden am einfachsten als die Einhiillenden der Kreise
konstruiert, in denen die betreffende Ebene eine Reihe von Lagen der
erzeugenden Kugel schneidet.

Eigenschattengrenzen.

170. Eine rechtsgingige Schraubenfliche sei gegeben durch ihre
Achse a 11T, die Ganghéhe §) und eine beliebige Lage der Erzeugenden c.
Fig. 160 zeigt nur den Grundril; dabei bedeutet A, den Schnittpunkt
von ¢ mit TT;. Machen wir auf a die Strecke A,S gleich der redu-

b

zierten Ganghohe S und bezeichnen mit S, den ersten Spurpunkt des

Miller, Darstellende Geometrie. 8
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durch S gehenden Lichtstrahls [, so ist durch Angabe von Sy die Licht-
richtung bestimmt.

Der Kreis ¥’ um A, sei der Grundrif§ irgend einer Schraubenlinie &
der Fliche; wir stellen uns die Aufgabe, die auf % befindlichen Punkte
der Eigenschattengrenze s zu ermitteln. Der Schnittpunkt P von ¢
und % wiirde der Kurve s angehéren, wenn seine Berithrungsebene T,
die durch die Tangenten ¢ und £ von ¢ und % bestimmt ist, zu ! parallel
wire, oder mit anderen Worten, wenn die durch S || T gelegte Ebene T,
den Strahl ! enthielte. Um T, zu bestimmen, ziehen wir durch S
Parallelen zu ¢ und {. Die erste schneidet T, in einem Punkte der
Parallelen durch 4, zu ¢, z. B.
in E,; die Grundriispur 7; der
zweiten liegt auf dem Kreise &’
(Ao Ty || ¥'). Dann ist E, T, die
Grundrifispur von T;, und diese
Gerade miilte durch S, gehen,
wenn sich der Punkt P auf s be-
finden wiirde. Gegenwirtig ist
dies nicht der Fall; verstehen wir
jedoch unter G; und H, die
Schnittpunkte von E,; 7 mit dem
Kreise 1, der 4y zum Mittelpunkte
und A, S, zum Radius hat, so be-
darf es nur einer rechtsgingigen
Schraubung der Kurve ¢ um den iberstumpfen Winkel G, 4o Sy oder
um den Winkel H; 49 S;, um den Punkt P auf die Kurve s zu
bringen. Machen wir daher £ P'A,Q' = L G,A4,Sy und £ P'4, R’
= L H,AySs, so erhalten wir auf &' zwei Punkte @' und R’ von s

Um die gefundene Konstruktion zu vereinfachen, wollen wir zuvor
jeder beliebigen Richtung des Raumes einen ganz bestimmten Punkt
der Ebene TI, in folgender Weise zuordnen: Wir definieren als der
Richtung m zugeordnet denjenigen Punkt M von TI,, den wir er-
balten, wenn wir die Gerade S M, || m bis TT, ziehen und den Punkt 3/,
um A4, im Sinne der aufwirts gehenden Schraubung (im vorliegenden
Falle also entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers) um 90° drehen.
Konstruieren wir hiernach in Fig. 160 die den Richtungen e¢,¢,1 in TI;
zugeordneten Punkte F, T, L, so fillt 7 mit P’ zusammen, und L liegt
auf dem Kreise ¢. Dann ergibt sich auf Grund der vorhergehenden
Darlegungen die Regel: Um auf einer Schraubenlinie ¥ der Fliche
die Punkte der Eigenschattengrenze s zu finden, ziehe man
in einem beliebigen Punkte P von k die Tangente ¢ der Er-
zeugenden ¢ und bestimme in TI, die den Richtungen ¢ und ?
zugeordneten Punkte E und L. Ferner zeichne man in TI;
den mit %' konzentrischen Kreis ¢ durch L. Schneidet die
Gerade P'E den Kreis ¢ in G und H, so geht P durch Schrau-
bung um den Winkel GAyL oder HAyL in die Punkte ¢ und
R von s uber.

Geht die Gerade EP' durch L, so ist P selbst ein Punkt
der Kurve s.

Fig. 160.
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171. Ist ¢ die Normalkurve der betrachteten Schraubenfliche,
so tritt an die Stelle von E der unendlich ferne Punkt des Lotes von
Ay auf ¢/, und die Gerade E P’ wird zur Normale von ¢’ in P'. Dann
folgt aus dem letzten Satze in Art. 170: Der GrundriB s’ der Eigen-
schattengrenze ist der Ort derjenigen Punkte der Grundrisse
aller Normalkurven, deren Normalen durch den Punkt L
gehen.

Bei der geraden geschlossenen Regelschraubenfliche ist
demnach die Kurve s’ der Ort der Fulpunkte aller Lote von L auf die
durch A, gehenden Geraden, d.h. ein Kreis vom Durchmesser A, L.
Da jener Fulpunkt den Kreis s’ einmal vollstindig durchliuft, wenn
der Grundrif der Er- Fig. 161.

zeugenden eine halbe "
[

Drehung um 4, auns-
fithrt, so erhalten
wir alsEigenschatten-
grenze S eine
Schraubenlinie
von der Gang-

]
hohe 9

172. Bei einer
schiefen Regel-
schraubenflache
fallt fiir jeden Punkt
einer Erzeugenden die
Tangente ¢ mit dieser
Erzeugenden zusam-
men, und die Punkte
E, und E liegen fir
alle Erzeugenden auf
einem Kreise f um A,.
Um also fiir eine be-
liebige Erzeugende e
den Punkt P zu kon-
struieren, den sie mit
s gemein hat, ziehen
wir im vorher be-
stimmten Sinne die
Gerade A, E L e bis
f und schneiden ¢’
mit LE in P'.

Anwendung auf die scharfgidngige Schraube. In Fig. 161
ist die Schraube — wie vorher in Art.167 — durch den zu TI, paral-
lelen Meridianschnitt B, Cy D, gegeben, die Gangh¢he [ ist wieder
= (CpDy. Um fir die von der Strecke B, C, beschriebene Fliche die
Eigenschattengrenze s zu konstruieren, machen wir auf o'’ die Strecke

Al = % und bestimmen wie frither die Punkte S; und L. Wir

8%
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ziehen ferner SR || By Cy bis z und beschreiben in TT; mit A7 R"
den Kreis / um A4, Ist nun ¢ der Grundriff einer beliebigen Er-
zeugenden ¢, E; der Schnittpunkt von f mit der Verlingerung von ¢
iber A4,, so erhalten wir auf f den der Richtung e zugeordneten
Punkt E durch Vierteldrehung von A, E, entgegengesetzt dem Sinne
des Uhrzeigers, und dann bestimmt die Gerade L E auf ¢’ den Punkt P’
von s’. Ziehen wir umgekehrt zuerst durch L eine beliebige Gerade g,
die f in E und F schneidet, so finden wir auf ihr zwei Punkte von ¢/,
némlich ihre Schnittpunkte P’ und Q' mit den Loten in A, zu A, E
und Ay, F. Berithrt g den Kreis f, so liegen P’ und @' beide unendlich
fern, d. h. die Tangenten aus L an f sind Asymptoten von s’. Gegen-
wirtig kommt nur der Teil von s’ in Betracht, den die um A, durch
B und C, beschriebenen Kreise einschlieffen, und dieser kann durch
die Asymptoten angenihert ersetzt werden. — Die Kurve s’ hat in A,
einen Selbstberithrungspunkt und in L einen Doppelpunkt, wie sich
sofort ergibt, wenn die Gerade g durch A4, bzw. durch die Endpunkte
des auf A, L senkrechten Durchmessers von f gezogen wird.

1738. Der Schlagschatten, den eine Schraubenfliche von ihrer
Eigenschattengrenze und von ihrem Rande empfingt, wird nach dem
indirekten Verfahren, also aus dem Schlagschatten auf die TT; ermittelt.
Noch einfacher, obgleich weniger genau, it sich die ganze Schatten-
konstruktion auch in der Weise behandeln, dal man die Fliche in der
Lichtrichtung mit vertikalen Hilfsebenen schneidet (Art.124,1).

IX. Windschiefe Flichen.

174. Nach Art. 89 verstehen wir unter einer Regelfliche eine
solche Fliche, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt wird. Um
das Gesetz dieser Bewegung in jedem einzelnen Falle festzulegen,
schreiben wir am einfachsten drei bestimmte Leitkurven 1, 1y, I3 vor,
welche die Erzeugende bestindig schneiden soll. Dann erhalten wir
ndmlich die durch irgend einen Punkt 4; von I; gehenden Erzeugenden
als die gemeinschaftlichen Mantellinien der beiden Kegelfldchen, die A;
zur Spitze und I, bzw. I3 zu Leitkurven haben. Die so entstehende
Regelfliche ist im allgemeinen windschief; denn wiirden zwei un-
endlich benachbarte Erzeugende, die mit I, I, I3 bzw. die Punkte 4,
Ay, A; und B;, By, B; gemein haben, einander schneiden, so miiiten
die Geraden A, B;, A3 B,, A3 Bs, d. h. die Tangenten der drei Leitkurven
in A;, A,, A;, in einer und derselben Ebene liegen. Dies wird im all-
gemeinen nicht der Fall sein; ereignet es sich fir gewisse Lagen der
Erzeugenden, so besitzt die Fliche in einer solchen Erzeugenden ein
ebenes Flichenelement, und findet es bei besonderer Auswahl der
drei Leitkurven fir alle Erzeugenden statt, so ist die Fliche ab-
wickelbar.

175, Verzeichnen wir auf irgend einer windschiefen Fliche eine
Reihe von unendlich dicht aufeinanderfolgenden Erzeugenden e, f, g,
hy ¢ ... und legen durch eine von ihnen, etwa ¢, eine beliebige Ebene
T, so scheidet. diese die Flache in einer Kurve s, die durch die un-
endlich benachbarten Schnittpunkte E, F, H, J von T mit ¢, f, k, ¢
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hindurchgeht. Die Kurve s wird zwischen F' und H von der Geraden
¢ in einem Punkte G getroffen, und dann ist G- ein Knotenpunkt der
vollstindigen, aus g und s bestehenden Schnittkurve, die T mit der
Fliche gemein hat (vgl. Art. 137). Die Ebene T beriihrt demnach die
Flache in dem (hyperbolischen) Punkte ¢+, und das Analoge gilt offenbar
von jeder anderen, durch eine Erzeugende gelegten Ebene.

Bei Aufgaben iiber ebene Schnitte, Durchdringungen usw. bedienen
wir uns naturgemif stets der Erzeugenden der Fliche. Ebenso konnen
wir die Eigenschattengrenze mit Hilfe ebener Schnitte, die zu einer
projizierenden Ebene des gegebenen Lichtstrahls parallel sind, wenig-
stens angenihert ermitteln (Art. 124, I).

176. Je nachdem sich unter den drei zur Bestimmung der Fliche
erforderlichen Leitkurven gerade Linien befinden oder nicht, kénnen
wir vier Arten von windschiefen Flichen unterscheiden.

a) Sind alle drei Leitlinien gerade und simtlich windschief
zueinander, so bezeichnen wir die Fliche als ein einschaliges Hyper-
boloid. Wir konstruieren sie am einfachsten, indem wir durch die Leit-
gerade l; ein Ebenenbiischel legen und die Schuittpunkte jeder einzelnen
Ebene mit, und I3 bestimmen; ihre Verbindungslinie ist eine Erzeugende
der Fliche. Durch jeden Punkt A, von !; geht eine Erzeugende, ndmlich
die Schnittlinie der Ebenen A1, und A;l3. — Zwei Erzeugende kénnen
einander niemals schneiden, denn wire dies der Fall, so ligen auch die
drei Leitgeraden in der durch die beiden Erzeugenden bestimmten Ebene.
Die Flache ist also windschief.

Die vorliegende Fliche, deren weitere Behandlung wir in die pro-
jektive Geometrie verweisen, ist offenbar eine Verallgemeinerung des
frither betrachteten einschaligen Umdrehungshyperboloids. Einen zweiten,
technisch wichtigen Sonderfall bildet das hyperbolische Paraboloid,
das sich ergibt, wenn die eine der drei Leitgeraden unendlich fern
ist, also durch eine Richtungsebene ersetzt wird, zu der die simt-
lichen Erzeugenden parallel sind. Dann verhalten sich die Abschnitte
auf der einen Leitgeraden wie die zwi-
schen denselben Erzeugenden liegenden
Abschnitte auf der andern.

Durch das in Fig. 162 dargestellte
windschiefe Viereck ABCD wird ein
hyperbolisches Paraboloid bestimmt, das
AB und CD zu Leitgeraden und B(C
und AD zu Erzeugenden hat. Zeichnen
wir ndmlich das Parallelogramm AD CE,
30 kénnen wir die Ebene BCE als Rich-
tungsebene des Paraboloids betrachten,
weil sie B C enthilt und zu AD parallel ist. Wir erhalten also eine
dritte Erzeugende, indem wir A B und CD mit einer Ebene schneiden,
die zu BCE parallel ist. Legen wir diese Ebene durch den Punkt K
von AE, so schneidet sie die Ebene ABE in KF|| EB und die
Ebene ADCE in KG || EC, und dann ist FG die gesuchte Er-
zeugende. — Wir konnen aber durch dasselbe Viereck noch ein zweites
hyperbolisches Paraboloid legen, indem wir BC und AD als Leit-

Fig. 162.
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geraden, AB und CD als Erzeugende und demnach die Ebene ABE
als Richtungsebene auffassen; um von ihm eine dritte Erzeugende HJ
zu konstruieren, ziehen wir durch irgend einen Punkt L von CE die
Geraden LH || EB und LJ || EA bzw. bis BC und AD. Die Ebenen
F G K und HJ L schneiden sich in einer durch den Punkt M —= G K X JL
gehenden Geraden, die zu E B parallel ist; sie mége F'G in N, HJ in
P treffen. Dann verhilt sich

NN _ G
KF ~— GK
und
K¥F _AK
EB ~ AE’
also ist
EB.GM.AK
UN =—Gx 485
Ebenso ergibt sich
EB.JM.CL
P =—="_—"77 """,
u JL.CE

Nun ist aber JM =—= AK, CL = GM, JL — AE und CE = GK,
also folgt M N — MP, d. h. die Punkte N und P fallen zusammen.
Die Erzeugende HJ des zweiten Paraboloids schneidet also F'G' und
folglich alle Erzeugenden des ersten; sie liegt demnach ganz auf diesem.
Dasselbe gilt offenbar von allen Erzeugenden der zweiten Fliche, die
beiden Paraboloide decken sich daher vollstindig. Auf dem hyper-
bolischen Paraboloid gibt es also zwei Scharen gerader
Linien.

Wie in Art. 140 wird bewiesen, dal das hyperbolische Paraboloid
eine Fliche zweiter Ordnung ist.

Durch jeden Flachenpunkt gehen zwei Erzeugende, némlich je
eine von jeder Schar. Die durch sie bestimmte Ebene berithrt die
Fliche in dem betrachteten Punkte.

Unter den Berithrungsebenen des hyperbolischen Paraboloids be-
findet sich auch die unendlich ferne Ebene des Raumes!); denn diese
hat mit der in unserer Figur dargestellten Fliche die unendlich fernen
Geraden der Ebenen 4 BE und B CE gemein und beriihrt folglich die
Fliche im unendlich fernen Punkte von BE. — Alle nicht beriithrenden
Ebenen schneiden die Fliche in Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem
sie zu BE parallel sind oder nicht.

177. Das hyperbolische Paraboloid wird in der Technik mannig-
fach angewendet, z. B. bei windschiefen Dichern. In Fig. 163 soll
iiber dem in TT, ganz beliebig gezeichneten Viereck A B CD ein Walm-
dach konstruiert werden. Wiirden wir — wie in Art. 48 — durch
alle vier Seiten gleich geneigte Ebenen legen, so liefe die Schnittlinie
der durch AB und CD gehenden Ebenen nach dem Schnittpunkte
dieser Geraden, wir erhielten also ein Dach mit schiefem First. Um

1) Vgl. die Anmerkung auf S.11.
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das zu vermeiden, legen wir nur durch D A4, AB und BC je eine Ebene
unter beliebiger, aber gleicher Tafelneigung; die so entstehenden Grat-
linien AE und BF fallen im Grundrif in die Halbierungslinien der
Winkel bei 4 und B. Zwischen beiden ziehen wir || AB, im ibrigen
aber beliebig, die Gerade E’'F’ als Grundril des horizontalen Firstes
EF und legen als vierte Dachfliche durch CD und EF ein hyper-
bolisches Paraboloid, das also die TI; zur Richtungsebene hat. Die .
zweite Richtungsebene kann noch beliebig gewihlt werden; nehmen
wir sie L E'F’, so lduft die zugehorige Schar von Erzeugenden — die
Dachsparren — senkrecht zum First, wihrend die andere Schar, die
den Dachlatten entspricht, horizontal ist. Die Ebene DAE schneidet
das Paraboloid in einer krummen Gratlinie DE, nimlich in einem

Fig. 163.

Fig. 164.

Parabelbogen, wenn die Gerade AD zur Schnittlinie der Richtungs-
ebenen parallel, d. h. L AB ist, anderenfalls in einem Hyperbelbogen.
Um diese Schnittkurve zu konstruieren, schneiden wir die beiden
Flachen mit einer Schar horizontaler Hilfsebenen und ermitteln in
jeder von ihnen den Schnittpunkt der Geraden, die sie mit beiden
Flachen gemein hat. Zu dem Zwecke teilen wir die Erzeugenden E G
und FH des Paraboloids und die Kante AE in gleich viele gleicher
Teile, verbinden die entsprechenden Teilpunkte von ) y

EG und FH und ziehen durch die Punkte auf Fig. 165.

A E Parallelen zu AD. l"

Das hyperbolische Paraboloid wird ferner als G’
Boéschungsfliche benutzt zur Vermittelung des
Uberganges von einer ebenen Béschung in eine
zweite von anderem Neigungswinkel (Fig. 164).

178. b) Unter den windschiefen Fliachen mit
zwei Leitgeraden sind diejenigen bemerkens-
wert, bei denen die eine Leitgerade unendlich fern,
also wieder durch eine Richtungsebene gegeben ist.
Wir bezeichnen sie als Konoidflichen und ver-
stehen insbesondere unter einem geraden Konoid
ein solches, dessen endliche Leitgerade auf der
Richtungsebene senkrecht steht.

Darstellung eines geraden Kreiskonoids, das durch die
vertikale Leitgerade ! und den in TT, liegenden Leitkreis % bestimmt
ist (Fig. 165). Schneiden wir ! und % mit einer horizontalen Ebene bzw.
in Pund in ¢ und R, so erhalten wir die Erzeugenden P und PI
der Fliche. Den Endpunkten A und B des vertikalen, sowie C und D
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des horizontalen Kreisdurchmessers entsprechen vier ebene Flichen-
elemente A G, BH, CE, DE mit horizontalen bzw. durch I gehenden

Tig. 166. Berithrungsebenen. Die Gerade 1 bildet
" von G bis H eine Doppellinie der
Fliche.

Jede zu TI, parallele Ebene
schneidet das Konoid in einer
Ellipse. Trifft ndmlich die schneidende
Ebene E die Erzeugende P in S, so ist

P"S" 1'S' __ Abstand 1E
P'Q — UQ = Abstand ITT,’
also konstant fir alle Erzeugenden. Nach Art. 51 ist daher der Aufriff
der Schnittkurve perspektiv affin zum Kreise k& mit "’ als Affinititsachse,
mithin eine Ellipse.
Das gerade Kreiskonoid dient als Laibungsfliche eines Tonnen-
gewolbes iiber konvergierende Widerlagsmauern (Fig. 166).

179. ¢) Windschiefe Flichen mit einer Leitgeraden.
1. Die Wolbfliche des schrigen Durchgangs hat zu Leite
linien zwei parallel gestellte, gleich grofe Kreise k; und %, und eine zu

Fig. 167.

~ X

den Ebenen dieser Kreise senkrechte Gerade [ durch den Mittelpunkt O
der Verbindungslinie der beiden Kreismittelpunkte M; und M, In
Fig. 167 liegt &y in TI,, und die Gerade M; M, ist || TT,. Eine durch !
beliebig gelegte Ebene schneidet k; in P, und @, %y in P, und ¢y;
dann sind die zueinander parallelen Geraden P; P; und ¢, ¢, zwei Er-
zeugende der Fliche, wihrend die Verbindungslinien P, ¢, und @, P
einem schiefen Kreiskegel mit O als Mittelpunkt angehéren. — Sollen
die oberen Halften der Kreise ¥; und %, mit einem Gewolbe iiberspannt
werden, dessen Fugen geradlinig sind, so ist nach Art. 168 der durch
die Kreise gelogte Zylinder nicht verwendbar, wohl aber die soeben
konstruierte windschiefe Fliche, weil bei ihr die Erzeugenden — wie
der AufriB deutlich zeigt — auf den Stirnkurven nahezu senkrecht stehen.



2. Das Zylindroid (Fig. 168). Wir schneiden einen Kreiszylinder
mit den Ebenen E und E; in den Ellipsen e und e, und bezeichnen als
entsprechend je zwei Punkte von ¢ und ¢, die, wie z.B. P und P,, auf
derselben Mantellinie liegen. Verschieben wir die Ellipse e parallel zur
Schnittlinie ¢ von E und E; um eine beliebige Strecke PP, in die neue
Lage ¢,, so bilden die Geraden, welche die Punkte von Fig. 169.
¢; mit den entsprechenden Punkten von e¢; verbinden,
ein Zylindroid. Dieses hat zur Leitgeraden die unendlich
ferne Gerade der Ebene PP, P,. — Das Zylindroid findet
Anwendung als Laibungsfliche des Gewolbes zur Unter-
stiitzung einer viereckigen Spindeltreppe (Fig.169). An
die Stelle von ¢, und e, treten hier kongruente Halb-
ellipsen, die in den Diagonalebenen des quadratischen Treppenhauses
liegen. Jede Erzeugende der Fliche ist parallel zur vertikalen Seiten-
wand des Treppenhauses.

3. Die schiefe geschlossene Regelschraubenfliche.

d) Eine windschiefe Fliche ohne gerade Leitlinien ist z. B. die
schiefe offene Regelschraubenflache.

’

2 ¢

X. Grundziige der Beleuchtungslehre.

180. Den frither ausgefithrten Schattenkonstruktionen lag die
Absicht zugrunde, die Anschaulichkeit der durch Projektion erhaltenen
Bilder durch Wiedergabe der Beleuchtungsverhiltnisse zu erhéhen. Wir
erreichen diesen Zweck auf vollkommenere Weise, wenn wir nicht nur die
Grenzlinien zwischen Licht und Schatten, sondern auch die Abstufung
der Helligkeit auf den beleuchteten Oberflichenteilen darstellen.
Dabei betrachten wir ausschlieflich den Fall der Parallelbeleuchtung.
Dann ist die Beleuchtungsstirke eines (ebenen) Flachen-
elements proportional dem Kosinus des Winkels, den die
Flichennormale mit der Lichtrichtung bildet. Bezeichnen wir
diesen Einfallswinkel mit 4 und setzen die Beleuchtungsstirke einer
zur Lichtrichtung senkrechten Ebene — 1, so ist diejenige des be-
trachteten Flachenelements = cos A. — Wir nehmen ferner an, die
Oberfliche des beleuchteten Korpers sei vollkommen matt (nicht poliert),
so daB sie an jeder Stelle das einfallende Licht nach allen Richtungen
hin zerstreut und nicht in bestimmter Richtung reflektiert. In diesem
Falle ist die Helligkeit, in der ein Oberflichenelement unserem Auge
erscheint, unabhéngig von der Sehrichtung, also gleich seiner Beleuch-
tungsstiarke cos A.

181. Die Helligkeit einer Ebene ist itberall dieselbe.

Auf einer krummen Fliche bilden alle Punkte von bestimmter
Helligkeit eine gewisse Kurve, die als Lichtgleiche (Isophote) be-
zeichnet wird. — Die Lichtgleichen einer abwickelbaren Flache sind
ihre Erzeugenden.

Die Darstellung der Helligkeitsverteilung im Bilde einer krummen
Flache erfolgt durch Auftragen verschiedener Farbentéone. Um hierfir
eine geometrische Grundlage zu gewinnen, konstruieren wir zunichst
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eine Anzahl von Lichtgleichen, etwa diejenigen sechs, die den Werten
cosd =1, f;-, %, %, %’ 0 entsprechen. Wir bezeichnen sie mit den
Zahlen 0, 1...5, indem wir durch jede Zahl den Dunkelheitsgrad aus-
driicken, der zwischen der betreffenden Lichtgleiche und der nichst-
folgenden durch Tuschlagen hervorzubringen ist. Auf einer nicht
abwickelbaren Fliche gibt es im allgemeinen nur einzelne Punkte von
der Helligkeit 1 (Helligkeitspole); die Helligkeit 0 kommt dem im
Eigenschatten befindlichen Flichenteile zu. Wir kénnen auch fir

%, %, eine Reihe von
Kurven gleicher Neigung. der Flachennormale gegen den Lichtstrahl
konstruieren. Um ihnen eine physische Bedeutung unterzulegen, macht
man zuweilen die — allerdings ganz willkiirliche — Annahme, das von
der Luft und von den umgebenden Flichen in den Schattenraum hinein
zerstreute Licht sei dem direkt einfallenden genau entgegengesetzt und
von halb so grofier Intensitit wie jenes. Dann sind die eben erwihnten
Kurven Orte gleicher Abnahme der Dunkelheit um je eine halbe Stufe.

diesen Teil, entsprechend den Kosinuswerten

182. Fir die Darstellung der Helligkeit auf den meisten tech-
nischen Objekten bildet die Beleuchtung der Kugel eine bequeme
Grundlage (Fig.170).

Die Lichtgleichen der Kugel sind Kreise, deren Ebenen
auf der Lichtrichtung senkrecht stehen. Ist I der durch den
Kugelmittelpunkt M gehende Lichtstrahl, O der auf
ihm liegende Helligkeitspol, so erhalten wir die Mittel-
punkte M,...M, der mit 1...4 bezeichneten Licht-
gleichen durch Teilung der Strecke OM in fiinf
gleiche Teile; denn fiir alle Punkte des Kugelkreises,
dessen Ebene z. B. in M; auf I senkrecht steht, bilden
die zugehorigen Flachennormalen, d. h. die Kugel-
radien, mit ! einen Winkel, dessen Kosinus gleich ist

M; M, dividiert durch den Kugelradius, d. i. = 7-25‘ .

Um die Kreise 1,2... in Grund- und Aufriff zu
zeichnen, drehen wir den Hauptkreis w, den die erste
projizierende Ebene von 1 aus der Kugel schneidet,
mit der Geraden ! um seinen horizontalen Durchmesser,
bis er mit dem ersten wahren Umrif # der Kugel

Y zusammenfillt 1). Hierdurch gelangt ein beliebiger

L Punkt L von I nach L° und I nach 1°; dabeiist L'Lo' L I’

und = L"L,— M"M, Die Gerade ¥ schneidet

w® = o' in 0Y; durch Einteilung von 00 M’ ergeben sich die Punkte
MY, MY... Ziehen wir in w" durch My’ die Sehne C'DJ'L 1%, so ist
C{ D§ die Umlegung des in w liegenden Durchmessers des Kreises 3,
und wir erhalten als Grundrif dieses Kreises eine Ellipse 3’ mit der

Fig. 170.

1) Wir konnten auch eine dritte Projektionsebene einfiihren, die zur
Ebene von w parallel ist, oder den Kreis w0 um seinen vertikalen Durchmesser
drehen, bis er || TTy wird (vgl. Art. 87).
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groBen Achse A3Bs — Cy{'DJ’ und der kleinen Achse C3;D; Mit dem
Umrifl « hat der Kreis 3 zwei Punkte T3, U; gemein; wir finden sie auf
der Schnittlinie der Ebenen beider Kreise, die im Schnittpunkt E; von
C3 D; mit dem horizontalen Durchmesser von w auf diesem senkrecht
steht (E3 = ' < C9"'Dy’, T3U; L1").

Die Ellipsen 1/,2'... sind einander #hnlich in paralleler Lage. —
Der Aufrill 3" wird aus 3’ in bekannter Weise konstruiert (Art. 87);
fiir Licht in der Richtung der Wiirfeldiagonale sind 3’ und 3" kongruent.

183. Mit Hilfe der bereits gezeichneten Lichtgleichen einer Kugel
konstruieren wir fiir dieselbe Lichtrichtung die Lichtgleichen einer
beliebigen Umdrehungsfliche mit vertikaler Achse Fig. 171.
¢ und dem UmriBmeridian m (Fig.171). Um fir
den Parallelkreis p, der im Aufriff als die Strecke
P @' erscheint, die Lichtgleichenpunkte zu bestimmen,
ziehen wir an m'" die Tangente P”’ S” bis a’’ und parallel
zu ihr an den zweiten scheinbaren Umrifl der Kugel
die Tangente P"&" bis zum AufriB des vertikalen
Kugeldurchmessers, ferner durch den Berithrungspunkt
P die Gerade P’ als Aufrib eines horizontalen
Kugelkreises p. Dann haben Kugel und Umdrehungs-
fliche in je zwei Punkten von p und p, deren Ver-
bindungslinien bzw. mit @ und S einander parallel
sind, parallele Berithrungsebenen und folglich gleiche
Helligkeit. Wir brauchen demnach nur zu den Schuitt-
punkten von p mit den Kugellichtgleichen die entsprechenden Punkte
auf p zu ermitteln.

184. Auch die Helligkeit einer ebenen Fliche ist leicht zu be-
stimmen, sobald fiir irgend eine Hilfskugel die Lichtgleichen konstruiert
sind. Sei E eine beliebige Ebene mit der Grund-
rifspur ¢; und dem ersten Neigungswinkel &,
f eine Fallinie von E, f; ihre Umlegung um f’
in Ty, also f/Le; und L f'f, = & (Fig.172).
Um auf der Hilfskugel denjenigen Punkt zu
ermitteln, der dieselbe Helligkeit besitzt wie E,
fillen wir vom Kugelschnittpunkte M auf E ein
Lot n (' Le;) und bestimmen seinen Schnitt-
punkt P mit der beleuchteten Halbkugel. Die
erste projizierende Ebene von »n schneidet die Kugel in einem Haupt-
kreise k, den wir um seinen horizontalen Durchmesser in den Haupt-
kreis « umlegen. Ziehen wir dann M Pyl f, bis ky = o/, so ist P’
der Fubpunkt des Lotes von Py auf #'.

Fig. 172.

XI. Kotierte Projektion und topographische Flichen.

185. Wir konnen die Lage eines Punktes P im Raume bestimmen
durch seine senkrechte Projektion P’ auf eine horizontale Ebene TT
(Vergleichsebene) und eine Hohenzahl (Kote), die seine Entfernung
von dieser Ebene angibt. Der Zeichnung ist immer ein Mafistab bei-
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zufiigen, und die Koten der unterhalb TT liegenden Punkte sind mit
negativem Vorzeichen zu versehen.

Eine gerade Linie ist hiernach bestimmt durch die Projektionen
und die Koten (= die kotierten Projektionen) von zwei ihrer Punkte.
Sind auf der Projektion der Geraden die
Punkte mit ganzzahligen Koten angegeben,
so sagen wir, die Gerade sei graduiert.
Der Abstand der Projektionen zweier
Punkte der (feraden, deren Kotendifferenz
— 1 ist, heifit das Intervall der Ge-
raden,

Um die Verbindungslinie der Punkte
P (5,7) und @ (8,5) zu graduieren, kon-
struieren wir die Umlegung der Geraden
in die durch P gehende Horizontalebene
und die Umlegungen der Punkte, deren
Entfernungen von dieser Ebene — 0,3
und 1,3 sind (Fig. 173).

186, Zur Darstellung einer Ebene geniigt die Angabe einer gra-
duierten Fallinie (Gefillemafistab, durch eine Doppellinie bezeichnet,
vgl. Fig. 176). Bedeutet ¢ das Intervall der Fallinie, so ist das Gefalle

Fig. 173.

fet
~
o
@

Fig. 174. (die Boschung) der Ebene, d. h. die
, Tangente ihres Neigungswinkels gegen
o B g gung geg!
’ 1
o C T = 7 .

Aufgaben iiber die Ebene.
3) Den Gefillemaflistab einer
Ebene zu konstruieren, die durch
die Punkte 4 (11,3), B (17,6) und C
(15,4) bestimmt ist (Fig.174). Wir
gradujeren die Verbindungslinie von
irgend zwei der gegebenen Punkte, z. B. die Gerade AB, und ermitteln
auf ihr den Punkt D, der dieselbe Kote hat wie C. Dann ist CD

01 23

OA’

Fig. 176.
Fig. 175. 24 24
23
23 29
29 21
20
21 19
20
—_
—
012 3 45 01 2 3 4 5

eine Hauptlinie der Ebene, der GefillemaBstab also 1. C'D'. Um seine
Einteilung zu erhalten, ziehen wir durch die Punkte der graduierten
Geraden A'B' Parallelen zu C'D',
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b) Durch die Gerade g eine Ebene von gegebenem Gefille,
z. B. 3:2, zu legen (Fig.175). Konstruieren wir fiir irgend einen
Punkt von g, z. B. fur 11, den dem gegebenen Gefille entsprechenden
Béschungskegel (Art. 37), so schneidet dieser die Horizontalebene durch
einen anderen Punkt von g, z. B. durch 5, in einem Kreise vom Radius

2
5(11——5) == 4. Die durch den Punkt 5 gehende Hauptlinie der

gesuchten Ebene ist eine Tangente dieses Kreises usw.

¢) Um die Schnittlinie zweier Ebenen zu konstruieren, er-
mitteln wir die Schnittpunkte zweier Paare von Hauptlinien mit gleichen
Koten (Fig. 176).

187. Unter einer topographischen Flache (Gelindeflache)
verstehen wir einen begrenzten Teil der Erdoberfliche, der so klein an-
genommen wird, daf die Richtungen der Schwerkraft in den einzelnen

Fig. 177. Fig. 178.

360 35 34 33 39 2

Flichenpunkten als parallel gelten konnen. Denken wir uns die Meeres-
oberfliche unter dem Festlande fortgesetzt, so diirfen wir das Stiick des
erweiterten Meeresspiegels, das unter dem so begrenzten Gelande liegt,
als eine horizontale Ebene ansehen. Wir bestimmen dann die Punkte
der topographischen Fliche durch ihre kotierten Projektionen in bezug
auf diese Ebene.

Nebmen wir, von der Vergleichsebene ausgehend, in gleichen Ab-
stdnden — etwa von 1 m — eine Reihe von Horizontalebenen (Schicht-
ebenen) an, so schneiden diese die topographische Flache in sogenannten
Schichtlinien (Niveau- oder Horizontallinien, Hohenkurven,
Isohypsen), deren Horizontalprojektionen und Koten zur Darstellung
der Flache dienen (Fig.177). Jede Schichtlinie wird im Gelidnde durch
Vermessen einer Reihe von Punkten ermittelt, und dabei wird an-
genommen, dafl sie zwischen je zwei der so gefundenen Punkte immer
stetig verliuft. Es wird ferner vorausgesetzt, daf§ die Fliche zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Schichtlinien keine wesentlichen Gestalts-
anderungen aufweist; sie ist demnach nur angen#dhert und nicht
gesetzmaBig bestimmt.

Die Schichtlinien sind stets geschlossene Kurven.

Bei einer topographischen Fliche treten als ausgezeichnet die
Punkte mit horizontaler Berithrungsebene hervor. Sie heiflen
Gipfel- bzw. Muldenpunkte, wenn sie hoher oder tiefer liegen als
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alle benachbarten Flachenpunkte, so daf sie von den umgebenden
Schichtlinien rings umschlossen werden. (In Fig.177 ist G ein Gipfel-
punkt) Wenn dagegen das Gelinde von einem solchen Punkte aus
nach zwei Seiten ansteigt, wihrend es nach zwei anderen Seiten abfillt,
so sprechen wir von einem Joch- oder Sattelpunkte (Punkt J der
Figur). Er ist also die tiefste Stelle zwischen zwei Bergriicken oder
Kuppen und zugleich die Ausgangsstelle zweier Téler; die zugehérige
Schichtlinie hat in ihm einen Knotenpunkt. Darum gehért er zu den
hyperbolischen Punkten der Fliche, wihrend es sich bei den Gipfel-
und Muldenpunkten um elliptische Punkte handelt (Art.137). Aus-
nahmsweise konnen in einem Punkte mit horizontaler Berithrungsebene
auch mehr als zwei Ricken und ebenso viele Téler entspringen, und
dann hat die Schichtlinie an dieser Stelle einen mehrfachen Punkt.

Gehen wir auf der Fliche von einem Gipfelpunkte abwirts, so
treffen wir zunichst auf Schichtlinien, die ihre hohle Seite iiberall der
Erdmasse zukehren. Dann kann aber an irgend einer Stelle eine Ein-
buchtung eintreten, so daB die hohle Seite nach aullen gewendet wird,
und dadurch entsteht ein sich abwirts ziehendes Tal (Fig. 178). Den
Ubergang zwischen beiden Arten von Schichtlinien bildet eine Kurve
mit einem Flachpunkte F' (Art. 71). Téler entspringen also nicht
blof in Sattelpunkten.

188. Durch jeden Punkt einer topographischen Fliche geht eine
Fallinie oder Linie grolter Neigung, welche die Schichtlinien
iiberall rechtwinklig schneidet (vgl.die gestrichelten Linien in Fig. 177).
Die Fallinien sind angenahert die Bahnen des auf der Fliche herab-
flieBenden Wassers, doch nur im Anfang seiner Bewegung, wenn es
noch keine erhebliche Bewegungsenergie besitzt und durch das Be-
harrungsvermogen aus der auf den Schicht-
linjen senkrechten Richtung erst wenig
! abgelenkt wird.

In jedem Gipfel- oder Mulderpunkte
treffen unendlich viele Fallinien zusam-
men. Das ist sofort ersichtlich, wenn die
topographische Flache an der betrach-
teten Stelle zufillig den Charakter einer
Umdrehungsfliche mit vertikaler Achse
hat. Dann sind namlich die nichsten
Schichtlinien Parallelkreise der Umdrehungsfliche; der Gipfelpunkt sendet
daher nach allen Richtungen Fallinien aus, die im Anfang wie Meridiane
verlaufen. Im allgemeinen sind aber die Schichtlinien in der unmittel-
baren Umgebung eines Gipfelpunktes nicht kreisformig; sie haben viel-
mehr nahezu die Gestalt ahnlicher und shnlich liegender Ellipsen, deren
Mittelpunkte sich auf der Vertikalen durch den Gipfelpunkt befinden
(Fig. 179). Geht man auf einer solchen Ellipse von einem Punkte aus,
der zwischen den Scheiteln liegt, und konstruiert die aufwérts gerichtete
Fallinie, so zeigt sich, daB diese Kurve sich der grofen Achse bestandig
nihert und sie im Gipfelpunkte berithrt; eine Ausnahme bildet nur die
Fallinie, die in der Richtung der kleinen Achse vom Gipfelpunkte ab-
wiarts liuft. Die ausgezeichnete Fallinie k, die durch die Endpunkte

Fig. 179.
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der grofen Ellipsenachsen, also durch die Punkte stirkster Krimmung
der Schichtlinien geht, und der die benachbarten Fallinien ansteigend
fortwihrend zustreben, heifit Kamm- oder Riickenlinie; sie hat die
Bedeutung einer Wasserscheide.

Wird durch Fig.179 ein Muldenpunkt dargestellt, so ndhern sich
der Kurve % die abwiérts gerichteten Fallinien; in ihr sammelt sich
das von den Hingen herabfliefende Wasser zu einem Bache. Wir be-
zeichnen sie dann als Rinnelinie oder Talweg.

Durch jeden Sattelpunkt gehen zweiFallinien, ndmlich eine Kamm-
linie ¥ und eine Rinnelinie r (Fig.177). Die eine verbindet ibn mit
zwei benachbarten Gipfelpunkten, die andere mit zwei Muldenpunkten.

189. Aufgaben iber topographische Flachen. a) Um die
Kote eines zwischen zwei Schichtlinien liegenden Punktes P
zu ermitteln, zeichnen wir den Schnitt (das Profil) der Fliche
mit einer durch P gelegten Vertikal-
ebene in seiner Umklappung in die
Vergleichsebene oder in eine passend
gewihlte Schichtebene (Fig. 180). Wir
errichten also in den Schnittpunkten
der einzelnen Schichtlinien mit der Spur
der Profilebene Lote zu dieser Geraden,
tragen auf ihnen die Hohen der be-
treffenden Schnittpunkte ab und ver-
binden die so erhaltenen Punkte durch
eine Kurve. Dann bestimmt das in P’ 012 34
zur Spur errichtete Lot die Hohe des
Punktes P (graphische Interpolation). Soll der Schichtenplan von
Konstruktionslinien moglichst frei gehalten werden, so klappen wir das
Profil nicht um, sondern legen es an irgend eine andere Stelle der
Zeichenebene.

Da das Profil, mit Ausnahme der héchsten und tiefsten Punkte,
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schichtlinien nahezu geradlinig
verlduft, so geniigt es in den meisten Fallen, die Profilebene nur mit
den beiden dem Punkte P benachbarten Schichtlinien zu schneiden und
darauf die Hohe des Punktes unter der Annahme zu konstruieren, dal
er der geraden Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte angehort.
Ein anderes Naherungsverfahren besteht darin, da8 wir durch den
Punkt P’ eine in zehn gleiche Teile geteilte Strecke (einen MaBstab)
legen, so dafl ihre Endpunkte auf die benachbarten Schichtlinien fallen,
und an ihr die Hohe des Punktes P schitzungsweise ablesen.

Dieselben Methoden dienen auch zur Losung der umgekehrten Auf-
gabe, in einer durch ihre Spur gegebenen Profilebene die
Fliachenpunkte mit gegebenen Koten zu ermitteln. Auf diese
Weise konnen wir ferner zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schicht-
linien noch andere von gegebener Héhe einschalten.

b) Das Gefille der Fliche im Punkte P wird durch das Gefille
seiner Berithrungsebene gemessen. Um dieses zu bestimmen, legen wir
durch P senkrecht zur Tangente seiner (gegebenen oder durch Inter-
polation gefundenen) Schichtlinie eine Profilebene, deren Schnitt mit der

Fig. 180.
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Fliche wie vorher durch Umklappen bestimmt wird. Ziehen wir dann
im umgeklappten Punkte P an die umgeklappte Schnittkurve eine Tan-
gente, so ist diese eine Fallinie der Berithrungsebene; sie bildet also
mit der Spur der Profilebene den gesuchten Béschungswinkel.

¢) Auf einem durch Schichtlinien dargestellten Gelande
von einem Punkte A einer Schichtlinie aus einen Weg von
gegebenem konstanten Gefdlle anzulegen. In Fig. 181 ist die
Schichthéhe — 5 m; soll also das Gefille des Weges z. B. — 1:10 sein,
so ist die Horizontalprojektion des konstanten Wegstiickes, das zwischen
zwei Schichtlinien liegt, = 50 m. Beschreiben wir mit dieser Strecke
(in dem der Figur zugrunde liegenden Mafistab) von 4 aus einen Kreis-
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bogen bis zur nichsten Schichtlinie und gehen in derselben Weise von
einer Schichtlinie zur anderen weiter, so liefern die so erhaltenen Punkte
die Projektion des gesuchten Weges.

d) Der Schnitt einer Gelindefliche mit einer beliebigen
Ebene wird gefunden, indem man die Schichtlinien der Fliche mit den
gleich kotierten Hauptlinien der Ebene schneidet und die erhaltenen
Schnittpunkte miteinander verbindet (Fig. 182). Ebenso konstruiert
man die Schnittkurve des Gelindes mit einer krummen
Fliche, deren Schichtlinien bekannt sind.

190. Konstruktion der Schnittlinien der Béschungs-
flichen einer horizontalen Strafle mit einem durch Schicht-
linien gegebenen Geldnde (Fig.183). Die Strafle soll 60 m iiber
dem Meeresspiegel liegen; ihre Rinder werden durch gerade Linien und
Kreisbogen gebildet. Da sie die Schichtlinie 60 in zwei Punkten A
und B schneiden, so ist die Strafle von da an nach rechts durch Ab-
tragen des Erdreichs, nach links durch Aufschiitten herzustellen. Die
Béschung der erforderlichen Einschnitte und Damme mége 2: 3 betragen.
Die zugehorigen Boschungsflichen sind Ebenen und gerade Kreiskegel;
die Projektionen ihrer Schnitte mit den Schichtebenen des Geldndes
sind also parallele Geraden und an diese anschliefend konzentrische
Kreisbogen in Abstinden gleich der 11/,fachen Schichthohe, d. h.
— 1,5 m. Die Schnittlinien der Béschungsflichen mit dem Gelinde
werden dann wie im vorhergehenden Artikel unter d gefunden.

Wir konnen diese Schnittlinien aber auch mit Hilfe von Quer-
profilen ermitteln, die wir senkrecht zu den Strafenrindern stellen
und in eine Horizontalebene, am einfachsten in die der Strafe, umlegen.
Jede Profilebene schneidet die Boschungsflichen in Fallinien und das
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Geldnde in einer Kurve, deren Umlegung wie in Art. 189 unter a) kon-
struiert wird. Die Schnittpunkte beider Linien liegen auf der gesuchten
Schnittkurve. — In der Figur bedeutet ¢ die Spur einer solchen
Profilebene.

Bei einer ansteigenden Strale mit geradlinigen Riandern sind
die Boschungsebenen der erforderlichen Diamme und Einschnitte und
ihre Schnittlinien mit den Schichtebenen des Gelindes in derselben

Fig. 183.
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Weise zu konstruieren, wie in Art. 186 unter b). Verwendet man wieder
Querprofile, deren Ebenen auf den Projektionen der Stralenrinder
senkrecht stehen, so schneiden diese die Bioschungsebenen nicht mehr
in Fallinien. In der Praxis zeichnet man aber die Schnittlinien der
Einfachheit wegen so, als ob sie Fallinien wiren, weil der hierdurch
begangene Fehler bei geringem Gefall der Strafe nicht erheblich ist.

Im allgemeinsten Falle, wenn die ansteigende Strafle gekrimmte
Rander hat, konnen wir die Schichtlinien der Boschungsflichen in
folgender Weise ermitteln. In Fig. 184 sei die Raumkurve %k durch ihre
Horizontalprojektion %' und durch die Koten einer Reihe von Punkten
gegeben. Um durch % eine Boschungsfliche ® zu legen, deren Gefill
== 2:3 ist, konstruieren wir fiir die einzelnen Punkte der Kurve die

Miiller, Darstellende Geometrie. 9
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zugehorigen Béschungskegel; dann ist ® die einhiillende Fliche der
samtlichen Kegelflichen. Nun schneiden die durch die Punkte 6,7,8...
gelegten Kegel z. B. die Schichtebene 4 in Kreisen mit den Radien

3
(6—4)-3 = 3

3

3 .
(8—4)-5 = 6

Die Einhiillende dieser Kreise ist die Schnittlinie der Fliche ¢ mit
der Schichtebene 4.

XII. Axonometrie.

191. In technischen Zeichnungen handelt es sich in der Regel um
die Abbildung von Kérpern, deren Kanten vorzugsweise drei aufeinander
senkrechte Richtungen haben. Bei einer solchen Darstellung in Grund-,
Aufrif und Seitenril wihlt man die Projektionsebenen TI,, TT,, TT;
gewohnlich so, daf ihre Schnittlinien O X, 0Y, OZ jenen Hauptrich-
tungen parallel sind. Diese Anordnung gestattet ein bequemes Abgreifen
der Mafle, hat aber andererseits den Nachteil, dal die hierdurch er-
haltenen Bilder wenig anschaulich sind, weil die auf einer Projektions-
ebene senkrechten Kanten und Seitenflichen des Kérpers als Punkte,
bzw. als Geraden abgebildet werden. Um in orthogonaler Darstellung
ein anschauliches Bild zu gewinnen, empfiehlt sich daher die Einfithrung
einer vierten Projektionstafel TI, die auf keiner der drei Hauptrichtungen
senkrecht steht 1).

Betrachten wir O0X, OY, OZ als Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems, so finden wir die Projektion P irgend eines
Punktes P auf die Ebene TT durch Abbildung seines aus den Strecken
OP, =y, P,P'=1yY, P'P = j bestehenden Koordinatenzuges. Diese
Konstruktion 1dBt sich ohne weiteres ausfiithren, sobald zweierlei bekannt
ist, ndmlich: 1. die Projektionen der Koordinatenachsen und 2. fiir jede
Achsenrichtung das zugehorige Verkiirzungsverhialtnis. Dasselbe gilt
auf Grund der in Art.2 abgeleiteten Sitze, wenn wir den Korper nicht
senkrecht, sondern schief auf TT projizieren, nur diirfen wir dann
nicht mehr vom , Verkiirzungsverhaltnis“ sprechen, das jeder der Achsen
zukommt, sondern allgemeiner vom ,Projektionsverhialtnis®, da bei
schiefer Projektion der Quotient zwischen Bild- und Originalstrecke
auch grofler sein kann als 1.

1) Vgl. auch Art.12 und dje Anmerkung zu Art. 33 iiber die Trans-
formation der Projektionsebenen. FEin anderes Mittel zur Ableitung
anschaulicher Bilder besteht in einer Lagenénderung des Korpers, her-
vorgebracht durch zwei aufeinanderfolgende Drehungen um zwei Achsen, von
denen die eine 1 TT,, die andere | TT, ist. Bei der ersten Drehung &ndert der
Grundrif nur seine Lage, aber nicht die Gestalt, wihrend sich die Punkte im
AufriB in Parallelen zu x verschieben, und das Umgekehrte gilt fiir die
zweite Drehung.



— 131 —

Das Verfahren, die Parallelprojektion einer Raumfigur
aus den Koordinaten ihrer Punkte zu konstruieren, wird als
Axonometrie bezeichnet. Je nachdem die projizierenden Strahlen
auf der Bildebene TT senkrecht stehen oder nicht, unterscheiden wir
senkrechte und schiefe Axonometrie.

Der Bildpunkt P heift die axonometrische Projektion, das
Bild P’ von P' der axonometrische GrundriB des Punktes P.

Durch Angabe von P und P’ ist der Originalpunkt P bestimmt.

Senkrechte Axonometrie.

192. Die Lage des Koordinatensystems gegen die Bildebene TT ist
bestimmt, wenn wir die Spurpunkte 4, B, C der Koordinatenachsen
0X, 0Y, OZ angeben und noch hinzufiigen,
auf welcher Seite von TT der Anfangspunkt O
sich befinden soll. Dann ist ndmlich O der
Schnittpunkt dreier Halbkugeln mit den Durch-
messern AB, BC, CA.

Das Spurendreieck ABC hat immer
drei spitze Winkel. Beweis. In jedem spitz-
winkligen Dreieck ist das Quadrat jeder Seite
kleiner als die Summe der Quadrate der beiden
anderen Seiten. Nun ist A B2 — 042+ 0 B?, :

BC* = 0B2 4 0C2, C4A2 = 002+0A2’B L
daraus folgt aber 4 B2< B (2 4 CA? usw. J 4

Aufgabe. Gegeben das Spurendreieck A BC, gesucht die
Achsenprojektionen und die Achsenverkiirzungsverhiltnisse
(Fig. 185). Die Gerade OC steht senkrecht auf der Ebene O A B, mit-
hin steht ihre senkrechte Projektion O C auch senkrecht auf der Spur
AB der Ebene, d. h. die Achsenprojektionen sind die Hohen-
linien des Spurendreiecks. — Um den zweiten Teil der Aufgabe
zu losen, ermitteln wir die Neigungswinkel «, 3, y der Geraden O A4,
OB, 0 C gegen die Ebene TT: Die projizierende Ebene von O C schneidet
die Ebene AOB in der Geraden OJ 1 AB. Legen wir das recht-
winklige Dreieck C OJ, das O zum HohenfuBpunkt hat, in die Bild-
ebene um, so gelangt O nach O, auf dem Halbkreis itber CJ, und dann
ist £ 0yCJ = p. Jetzt finden wir die Winkel o und §, indem wir
die rechtwinkligen Dreiecke 0 0 A und 0 OB in wahrer Grofe zeichnen.
Machen wir auf O C die Strecken 04, = 0A und OB, = OB, so ist
L 0gAy0 = oo und £ 0yB,0 — . Den Achsen 0X, OY, OZ ent-
sprechen demnach die Verkiirzungsverhiltnisse
04y 0By, _ gy — 2C.
00 4y’ 0,8, T 7= g,¢

Nach dieser Vorbereitung erhalten wir die Projektion P eines
durch seine Koordinaten g, 1, 3 gegebenen Punktes P durch Abbildung

der gebrochenen Linie O P, P' P. Wir machen also auf O A die Strecke
g*

Fig. 185.
C
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O P, = Ay und ziehen || OB die Strecke P,P' = uy), sowie || O C die
Strecke J'P = v Dabei finden wir z. B. die Linge 4y durch eine
einfache Operation mit dem Handzirkel: Wir tragen r von O, aus auf
0y A, ab und schlagen von dem so erhaltenen Punkte einen Kreis, der

0, O beriihrt.

198. Statt des Spurendreiecks konnen auch die Achsen-
projektionen unmittelbar gegeben werden, d. h. drei von einem
Punkte ausgehende Geraden, die drei stumpfe Winkel einschliefen.
Dann kann man jedes Dreieck, das jene Geraden zu Hohenlinien hat,
als Spurendreieck benutzen; unbestimmt bleibt also nur die Entfernung
des Koordinatenanfangspunkts von der Bildebene, aber das ist ohne
Einfluf auf das Bild des darzustellenden Korpers, weil sich das Bild
nicht #ndert, wenn man das Koordinatensystem und den damit ver-
bundenen Kérper senkrecht zu TI verschiebt.

Um gut wirkende Bilder zu erhalten, wahlt man die Achsen-
projektionen so, daB die Achse OZ, die den vertikalen Kanten des
Korpers parallel ist, auch im Bilde aufrecht steht, und dal sie am
schwichsten verkiirzt wird, also mit der Iibene TT den kleinsten Winkel
einschlieBt. Dies wird erreicht, wenn von den drei stumpfen Winkeln,
die die Achsenprojektionen bilden, der Winkel X O Y der groBte ist —
wire er namlich ein gestreckter, die beiden andern Winkel also rechte,
so wire die z-Achse || TT und ihr Verkirzungsverhiltnis = 1. Man
wird ferner die beiden andern Winkel moglichst ungleich wahlen; dann
gibt das Bild annéhernd den Eindruck wieder, den man empfingt,
wenn man den Korper aus grofler Entfernung entweder mehr von
vorn oder mehr von der Seite, jedenfalls aber bei geringer Neigung der
Sebstrahlen gegen die horizontalen Flichen von oben oder von unten
betrachtet.

194. Axonometrische Darstellung eines durch Grund-
und Aufrif bestimmten Hauses bei gegebenen Achsenpro-
jektionen (Fig. 186). Wir zeich-
nen zunichst ein Spurendreieck
z und ermitteln darauf die Ver-
kiirzungsverhédltnisse  wie in
Art. 192. Konstruieren wir dann
den vollstindigen axonometri-
schen Grundrif und errichten
0 x zuletzt alle Hohen, so wird der

Grundrif vom Bilde des Hauses

= X E verdeckt. Dieser Ubelstand 146t

sich vermeiden, wenn wir jede

Y einzelne Hohe um ein konstantes

Stiick vergrofern, d. h. die Grund-

riBebene um dasselbe Stiick parallel nach unten verschieben. Da abrigens

das Haus symmetrisch ist in bezug auf die durch den First || TT,

gelegte Ebene, so empfiehlt es sich, im vorliegenden Falle statt mit

dem GrundriB, mit diesem Mittelschnitt zu beginnen und durch die so
erhaltenen Punkte die zu OY parallelen Kanten zu ziehen.

Fig. 186.
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Ist der gegebene Grund- und Aufrif eine fliichtig gezeichnete
Handskizze mit eingeschriebenen Maflzahlen, so ist es vorteilhaft, fiir
jede Achse einen VerkiirzungsmaBstab zu zeichnen. Zu,dem Zwecke
konstruieren wir die Projektionen I, m, n einer beliebigen Strecke F,
die wir auf OX, 0Y, OZ der Reihe nach abtragen. Dann ziehen wir
in einer besonderen Figur vier parallele Geraden w, z, y, #, deren Ab-
stdnde von einem Punkte S der Ebene sich wie k:1:m:n verhalten.
Auf w wird der wahre Mafstab der Bildebene aufgetragen und durch
Strahlen aus S auf x, y, # projiziert.

195. Darstellung eines geraden Kreiszylinders, dessen
Achse || 0Z ist. Wir denken uns wieder die Projektionen der Ko-
ordinatenachsen gegeben und das Spurendreieck 4 BC, sowie das Ver-
kiirzungsverhdltnis der ¢-Achse in bekannter Weise ermittelt. Der
Grundkreis des Zylinders projiziert sich als Ellipse. IThre grofie Achse
ist das Bild des zu TI, also zu AB parallelen Kreisdurchmessers; sie
ist also selbst || A B und ebenso groff wie der Durchmesser. Die Linge
der kleinen Halbachse ergibt sich, wenn wir den Halbmesser des Kreises
im Verhaltnis OJ : OqJ verkiirzen (vgl. Art. 192). Die scheinbaren

Umrillinien berithren die Bildellipse in den Endpunkten der grofen
Achse.

196. Darstellung einer Kugel vom Mittelpunkt @ und
dem Radius 7, sowie der drei zu den Koordinatenebenen
parallelen Hauptkreise bei gegebenen Achsenprojektionen
OXYZ. Wir bezeichnen mit G, H, J bzw. die Schnittpunkte der
Geraden 0 X, 0Y, OZ mit den auf ihnen senkrechten Seiten BC, (A,
AB eines beliebigen Spurendreiecks, mit 0, 0,, O5 die Lagen, in die
der Punkt O durch Umklappung der rechtwinkligen Dreiecke A O G,
BOH, COJ in die Ebene TT gelangt. Dabei sind die auf 4G, BH,
CJ der Reihe nach senkrechten Strecken 00;, 00,, 00, einander gleich
und es ist £ 0, 4G = &, L O,BH = f, L 0;CJ = y.

Der scheinbare UmriB der Kugel ist das Bild ihres zu TT parallelen
Hauptkreises u, also der Kreis # um ¢ mit dem Radius . Sind @ I,
QM, QN die zu OX, 0Y, OZ parallelen Kugelradien, so finden wir
in bekannter Weise ihre Projektionen QL = rcoso., QM = rcosf3,
QN = rcosy. Dann ist z. B. das Bild des durch M und N gehenden
Hauptkreises eine Ellipse mit den konjugierten Halbmessern @ M und
@ XN; sie berihrt % in den Endpunkten ihrer grofen Achse, die auf
@ L senkrecht steht, und die kleine Halbachse ergibt sich durch Ver-
kitrzung von # im Verhiltnis 0 G: 0,G.

Zum Vergleich zeichne man von den drei axonometrisch dar-
gestellten Korpern auch ihre Bilder in schiefer Parallelprojektion
(Art.3, Art. 90 und Fig. 96a, sowie Art.105). Dadurch zeigt sich, daf
die senkrechte Axonometrie gefilliger wirkende Bilder liefert, nament-
lich, wenn es sich um die Darstellung krummer Fliachen handelt.

197. Die Gerade OO bildet mit den drei Koordinatenachsen die
Winkel 90° — ¢ usw. Da die Summe der Quadrate der drei Richtungs-



— 134 —
kosinus einer Geraden — 1 ist, so ergibt sich

cos2 ot + cos? B + cos?y — 2

MRtprdr2=2 ... ... ...

Hierbei ist jede der drei Zahlen 4, u, v << 1. Wire z. B. v = 1, also
die 2-Achse || TI, so wiirden die Projektionen der beiden anderen Achsen
zusammenfallen — eine Annabme, die iiberaus unschéne Bilder liefert,
und die wir deshalb von der weiteren Betrachtung ausschliefen (Uber-
eckprojektion). Fir ¥ <{1 folgt aus 1), daB A2 4 u2>1 ist, um
so mehr ist also

oder

Arpue>oer L9

" Bezeichnen wir wieder mit I, m, % drei Lingen, die sich wie die
Verkiirzungsverhéltnisse 4, g, ¥ verhalten, so gibt es immer eine
Strecke &, die, auf den drei Achsen abgetragen, die Strecken I, m, n als
Projektionen liefert. Da

l m n
L= = — =" ..
k H l‘l’ k ? v k 3)
ist, so erhalten wir zur Bestimmung von % aus 1) die Gleichung
2R =04 m24n2. . . . . . ... 4

Die Zahlen I, m, n heilen Verhaltniszahlen. Zwischen ihnen
bestehen nach 2) drei Ungleichungen von der Form

12 4 m2>n?;

d. h. die Summe der Quadrate zweier Verhidltniszahlen ist
immer grofier als das Quadrat der dritten.

198. Statt der Achsenprojektionen kann man auch die Verhaltnis-
zahlen vorschreiben, und zwar wiahlt man fiir diese gern drei ganze
Zahlen; gute Bilder liefert z. B. die Annahme I:m:n = 9:5:10. Dann
entsteht als Umkehrung der frither gelosten die Aufgabe: Gegeben
die Verhdltniszahlen I, m, n, gesucht die Verkiirzungsverhilt-
nisse und die Achsenprojektionen. Wir zeichnen, unter Zu-
grundelegung einer beliebigen Lingeneinheit, drei Strecken von den
Lingen I, m, n, und konstruieren die Strecke k nach Gleichung 4) als
Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-

tenuse ]/ZQ + m2 4 n2  Hierauf machen wir in einer neuen Figur auf
einer beliebigen Geraden ST die Strecken SU—=1, SV=m, SW =n,
beschreiben um S mit dem Radius % einen Kreisbogen und bestimmen
seine Schnittpunkte X, Y, Z mit den Loten, die in U,V,W zu ST er-
richtet sind. Dann ist L XST = a, L YST =g, L ZST = 7.
Machen wir daher die Strecke SR.L ST gleich der willkiirlich gewahlten
Entfernung des Koordinatenanfangspunkts O von TT und ziehen durch I
zu ST eine Parallele, die SX, SY, SZ, sowie das in S zu SZ errichtete
Lot bzw. in D, E, F, G schuneidet, so sind RD, RE, RF gleich den
Projektionen der zwischen O und TT liegenden Achsenabschnitte, ent-
sprechen also den Strecken 04, OB, OC in Fig. 185, und RG ist

gleich der Projektion OJ des Lotes von O auf AB. Konstruieren wir
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demnach in einer dritten Figur iiber der Kathete 0 J =— R G nach ent-
gegengesetzten Seiten die rechtwinkligen Dreiecke OJ A und O JB mit
den Hypotenusen 0 A =— RD, OB — RE und verlingern 0J iiber O

bis C um die Strecke RF, so sind 04, OB, OC die Projektionen und
A, B, C die Spuren der z-, y-, 2- Achse.

189. Nach der Beschaffenheit der Verhiltniszahlen unterscheiden
wir drei Arten von senkrechter Axonometrie:

1. isometrische Projektion, wenn alle drei Verhiltniszahlen
einander gleich sind;

2. dimetrische Projektion, mit zwei gleichen Verhéltniszahlen ;

3. trimetrische Projektion, wenn alle drei Verhiltniszahlen
voneinander verschieden sind.

Bei der isometrischen Projektion haben die Koordinatenachsen
gegen TI dieselbe Lage, wie die von einer Ecke ausgehenden Kanten
eines Wiirfels, wenn die durch denselben Punkt gezogene Diagonale
L TT ist. Dann bilden die Projektionen der Ecken, die nicht auf der
Diagonale liegen, ein regelmifiges Sechseck, und die Achsenprojektionen
schneiden sich unter Winkeln von je 120°0. Fiur die Verkiirzungs-
verhiltnisse folgt aus 1) der leicht konstruierbare Wert

5,
lw—(L—-’V——-V“g'

In der Regel zeichnet man aber in diesem Falle alle Koordinaten in
wahrer Grofle, also ein vergrofBertes Bild des Korpers.

Hierdurch ergibt sich z. B. als Bild eines zur zy-Ebene
parallelen Kreises eine Ellipse k, deren zu 0 X und OY parallele
Durchmesser EF und GH einander konjugiert und dem Kreisdurch-
messer gleich sind (Fig.187). Die Achsen AB und CD von k liegen
in den Diagonalen QR und ST des von den

Tangenten in E, F, G, H gebildeten Rhombus. Fig. 187.

Um ihre Lingen zu ermitteln, betrachten wir % A5,

als die perspektiv affine Figur zu dem Kreise &, B, 8

iiber dem noch unbekannten Durchmesser A B //<\2’\‘c\ G
mit QR als Affinitdtsachse. Dann entsprechen Qéiﬁ%w\eli
den gleichen konjugierten Durchmessern EF ‘H‘<\ﬁ{ > F/

und G H voo k in k&, die Halbierungslinien Fj Fy
und Gy H, der rechten Winkel zwischen QR
und ST, der Ellipsentangente @S mithin die Kreistangente @S, unter
einem Winkel von 45° gegen @R. Demnach ist E, der Fulpunkt des
vom Ellipsenmittelpunkt M auf @S, geféllten Lotes, und hieraus ergibt
sich MA — ME, Ebenso finden wir die Linge der Halbachse M C
als Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks mit der
Hypotenuse B S.

Schiefe Axonometrie.

200. Wird nicht mehr gefordert, daB die projizierenden Strahlen
auf der Bildebene senkrecht stehen, und lassen wir ihre Richtung zu-
nachst noch unbestimmt, so kénnen wir sowohl die Achsenprojektionen
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als auch die Verhiltniszahlen willkiirlich annehmen; es gilt namlich
der Satz von Pohlke: Drei Strecken von beliebigen Lingen
und Richtungen, die in einer Ebene von einem Punkte aus-
gehen, kéonnen immer als die Projektionen dreier gleich
langen, in einem Punkte rechtwinklig zusammenstofenden
Strecken angesehen werden. Die drei Strecken diirfen aber nicht
in eine einzige Gerade fallen, es darf auch hochstens eine von ihnen
gleich Null sein.

Um diesen Satz zu beweisen, losen wir zuvor die Aufgabe: Ein
gerades dreiseitigesPrisma durch eine Ebene so zu schneiden,
daBl die entstehende Schnittfigur einem gegebenen Dreieck
ghnlich wird (Fig. 188). In der Zeichenebene TT sei A B C die Grund-
fliche des Prismas, 4, B C das
Dreieck, dem die Schnittfigur
ahnlich werden soll. Wir legen
die gesuchte Ebene Z der Ein-
fachheit wegen durch A und
bezeichnen mit AB,C; die
entstehende Schnittfigur, mit
D den Schnittpunkt von BC
und B; C;. — Nach Art. 30
\ und 41 befindet sich in der

¢, Ebene 2 ein einziger rechter

Winkel mit dem Scheitel A4,

dessen senkrechte Projektion auf TT wieder ein rechter ist, namlich

der Winkel zwischen der Spur AD und der durch A gehenden Fall-

linie. Ist E, der Schnittpunkt dieser Fallinie mit B; €, und E seine
senkrechte Projektion auf TI, so verhilt sich

CD:DE:EB = C,D:DE,: E,B,,

d. h. den Punkten D und E; der Schnittfigur A B, C; entsprechen in
der dazu dhnlichen Figur Ay BC die Punkte D und E. Den Geraden
AD und AF, der ersten Figur sind also die Geraden 4,D und A, FE
der zweiten zugeordnet, mithin ist auch L DA, E ein Rechter. Die
Punkte D und E liegen daher auf dem durch A und 4, gehenden
Kreise 7, dessen Mittelpunkt sich auf B C befindet.

Hierdurch ist zunichst der Schnittpunkt D von B C mit der Spur
von X und damit diese selbst bestimmt. Unter den beiden Schnitt-
punkten von ¢ und B C haben wir nimlich denjenigen mit D zu be-
zeichnen, fiir welchen der spitze Winkel D A,C grofer ist als seine
senkrechte Projektion D A C (Art. 41).

Machen wir auf A,D die Strecke 4, Dy == AD und ziehen durch
D, die Gerade B,C, || BC bis Ay B und 4,C, so wird durch das Drei-
eck Ay B, C, die Schnittfigur in wahrer Grofe dargestellt. Damit ist
die Entfernung des Punktes B, von A gefunden, also die Ebene T
(zweideutig) bestimint.

Fig. 188.

201. Beweis des Pohlkeschen Satzes (Fig.189). Sind @L,
QM, QN drei beliebige Strecken in der Ebene TT und O0X, 0Y, 04

drei beliebige, aber gleich lange Strecken im Raume, die paarweise auf-
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einander senkrecht stehen, so brauchen wir nur zu zeigen, daf wir von
der Figur O X Y Z eine Parallelprojektion konstruieren kénnen, die zur

Fig. 189.

Figur Q LM N &hnlich ist. Zu dem Zwecke schneiden wir LM und
QN in J und bestimmen auf XY und OZ bzw. die Punkte S und T
gemaf den Proportionen <

XS: YS=LJ:-MJ

und

OT:ZT = QJ: NJ.

Projizieren wir die Raumfigur in der Richtung ST auf eine dazu senk-
rechte Ebene E, so erhalten wir von S und I' eine gemeinsame Pro-
jektion S' und in der Bildfigur 0'X’Y'S’ sind die Punktgruppen

X'S'Y ~ LIM

Z'0'S' ~ N@J.
Nun kénnen wir das gerade Prisma, das X'Y'Z' zur Grundfliche, also
XX', YY', ZZ' zu Seitenkanten hat, nach der vorhergehenden Auf-

gabe mit zwel Scharen paralleler Ebenen in der Weise schneiden, daf
die Schnittfigur dem Dreieck LM N &hnlich wird. Ist Z eine dieser
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Ebenen, X" Y"Z" die entstehende Schnittfigur, und sind 0” und 8"
die Schnittpunkte von Z mit 00" und SS8’, so wird auch

X(ls/l YI/ ~ LJM
und

ZN Ollsll ~ .NQJ—,
es ist also in der Tat die Figur 0"X"Y"Z" ~ QLMN.

202. Bei den praktischen Anwendungen der schiefen Axonometrie
legt man gewohnlich die Bildebene TT parallel zu einer der Koordinaten-
ebenen, z. B. parallel zur vertikalen z¢-Ebene (schiefe Parallel-
perspektive oder Kavalierperspektive). Dann erscheint der
Winkel zwischen #- und 2-Achse im Bilde wieder als rechter, und simt-
liche z- und z-Koordinaten bleiben unverindert. Fir die Bilder der
y-Koordinaten kann man (iibereinstimmend mit dem Pohlkeschen
Satze) die Richtung, sowie das Projektionsverhaltnis beliebig wahlen;
zeichnet man sie unter einem Winkel von 30° gegen das Bild der
x-Achse und auf die Halfte verkiirzt, so ergibt sich das von uns zur
Herstellung von Skizzen von Anfang an benutzte Abbildungsverfahren
(vgl. Art. 3 bis 5).

Die schiefe Parallelperspektive bietet gegeniiber der senkrechten
Axonometrie den Vorteil, daf die zu einer Koordinatenebene parallelen
Fliachen in wahrer Grofe dargestellt werden, ohne daf die darauf senk-
rechten Kanten zu Punkten verkiirzt erscheinen. Damit ist aber, wie
iiberhaupt bei schiefer Parallelprojektion, der Nachteil verbunden, daB
man das Bild, um den richtigen Eindruck zu erhalten, schrig von der
Seite (streng genommen, aus unendlich grofer Entfernung) betrachten
muf. Deshalb hat es auch wenig Zweck, bei Anwendung der schiefen
Axonometrie die Bildebene geneigt gegen alle drei Achsen zu stellen,
denn dadurch geht nur jener Vorteil wieder verloren, den die der
schiefen Parallelperspektive zugrunde liegende Annahme mit sich bringt,
wihrend der soeben hervorgehobene Nachteil jedenfalls bestehen bleibt.
Man bedient sich dann besser der senkrechten Axonometrie, die schonere
Bilder liefert, weil bei ihr die Sehrichtung zur Bildtafel senkrecht steht.




Zweiter Abschnitt.

Die Zentralprojektion.

I. Theoretische (freie) Perspektive.

Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene.

208. Wir bezeichnen im folgenden mit TT die Bildebene, mit
O das Projektionszentrum (Gesichtspunkt, Auge), mit H den
Fubpunkt des Lotes von O auf TT; die Gerade O H heilit der Haupt-
strahl, H der Hauptpunkt, die Linge d der Strecke OH die
Distanz des Bildes. Durch Hauptpunkt und Distanz ist die Lage des
Projektionszentrums bestimmt, wenn aulerdem festgesetzt wird, dal
das Lot HO — d immer nach vorn, d. h. nach der Seite des Beschauers,
errichtet werden soll.

Die Zentralprojektion einer Figur wird auch deren Perspektive
genannt.

204. Die Projektion des Punktes P, also der Schnittpunkt von
OP mit TT, soll mit P, bezeichnet werden. Durch Angabe von P, ist
der Originalpunkt noch nicht bestimmt.

Jeder Punkt von TT ist sein eigenes Bild. Das Bild eines un-
endlich fernen, nicht in TT liegenden Punktes ist ein endlicher Punkt.
Jedem Punkte der Ebene TT?, die durch O || TT gelegt wird, entspricht
ein unendlich ferner Bildpunkt. Wir nennen TT? die Verschwindungs-
ebene. Die hinter TI” liegenden Punkte werden von dem der Ebene TT
zugewendeten Auge nicht gesehen, deshalb bezeichnen wir ihre Bilder
als virtuell. Dagegen entsprechen den Punkten, die sich zwischen
TI* und TI, oder hinter TT befinden, reelle Bildpunkte.

205. Die Projektion jeder nicht durch O gehenden Geraden g ist
wieder eine Gerade, namlich die Schnittlinie g, der projizierenden
Ebene Og mit TT (Fig. 190). Geht die Originalgerade durch O, so ist
ihre Projektion ein Punkt.

Die Geraden g und g, schneiden sich im Spurpunkte G. Dem
unendlich fernen Punkte G der Originalgeraden!) entspricht auf ¢,
der Schnittpunkt G des Parallelstrahles von g, d. h. der Parallelen
durch O zu g, mit der Ebene TT. Der Punkt G, also das Bild des

1) Vgl. Anmerkung auf S. 11.
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unendlich fernen Punktes der Geraden g, heilt der Fluchtpunkt von
g. — Die Bilder paralleler Geraden gehen durch einen gemein-
samen Fluchtpunkt.

Durch Spur- und Fluchtpunkt ist die Originalgerade be-
stimmt. — Ein Punkt im Raume ist bestimmt durch sein Bild
und durch Spur- und Fluchtpunkt
einer durch ihn gehenden Geraden.

Schneidet g die Ebene TT? in (%, so ent-
steht das Parallelogramm O G; G G, also
ist g, || 0 G*. Der Punkt G¥, dem der un-
endlich ferne Punkt von g, entspricht, heifit
der Verschwindungspunkt von g. —
Originalgeraden, die sich im TIv
schneiden, haben parallele Bilder.

Sonderfalle. a) Ist die Gerade ¢ || TT,
soist gc || 9. Dann verhalten sich die Ab-
schnitte auf g, wie die entsprechenden
Abschnitte auf g. In diesem Falle ist zur Festlegung von g aufler
der Geraden g. noch irgend ein Punkt von g erforderlich, der seinerseits
wieder in der vorher angegebenen Weise bestimmt wird.

b) Der Hauptpunkt H ist der Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.

Wir bezeichnen die Parallelen zu TI im folgenden kurz als Front-
linien, die Normalen zu TT als Tiefenlinien.

Fig. 190.

206. Eine nicht durch O gehende Ebene E wird bestimmt durch
irgend zwei ihrer Geraden, am zweckmaifigsten durch ihre Spurlinie e
und ihre unendlich ferne Gerade e,
die selbst wieder durch ihr Bild ¢, d. h.
die Schnittlinie von TT mit der Parallel-
ebene durch O zu E gegeben ist (Fig.191).
Die Gerade ¢, heilt die Fluchtlinie
von E; sie ist || e. — Parallele Ebenen
haben dieselbe Fluchtlinie.

Die Ebene E schneidet TTV in ihrer
Verschwindungslinie e’ || e.

Sonderfalle. a) Geht E durch 0,
so fallen ¢ und e, zusammen, und die
Bilder aller Punkte von E liegen auf e.

b) Ist E|| T, so sind ¢ und e unendlich fern; eine solche Front-
ebene wird bestimmt durch Angabe eines ihrer Punkte. Dann ent-
spricht jeder in E liegenden Figur ein ihr #hnliches Bild.

c) Ist ELTT, so geht ¢; durch H.

Fig. 191.

207. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen Spur-,
Flucht- und Verschwindungspunkt der Geraden bzw. in der
Spur-, Flucht- und Verschwindungslinie der Ebene.

Daraus folgt: Wenn zwei Geraden einander schneiden, so
ist die Verbindungslinie ihrer Spurpunkte parallel zur Ver-
bindungslinie ihrer Fluchtpunkte.
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Abbildung einer ebenen Figur.

208. Konstruieren wir von einer in der Ebene E liegenden Figur
ABC... die Zentralprojektion A, B.C...., so stehen Original- und
Bildfigur in folgender Beziehung: Alle
Verbindungslinien entsprechender
Punkte gehen durch einen Punkt,
ndmlich durch das Projektions-
zentrum O, und alle Schnittpunkte
entsprechender Geraden liegen auf
einerGeraden,nimlich auf derSpur-
linie ¢ der Originalebene (Fig.192).

Solche Figuren heiflen kollinear in
perspektiver Lage (perspektiv kol-
linear); O 1ist das Kollineations-
zentrum, ¢ die Kollineationsachse,
AA, ein Kollineationsstrahl. Nach Aufhebung der perspektiven
Lage bezeichnen wir die Figuren einfach als kollinear.

Die in Art.49 behandelte Verwandtschaft der Affinitét ist ein
Sonderfall der Kollineation.

Fig. 192.

209. Konstruktion des Bildes einer ebenen Figur. Das
Projektionszentrum O sei gegeben durch den Hauptpunkt H und die
Distanz d, die Originalfigur § durch die Spur ¢ und die Fluchtlinie ¢;
ihrer Ebene E und durch ihre Umlegung §, um ¢ in TI, wobei noch

hinzugefiigt werden mufi, welcher Teil von E Fig. 193.
sich hinter der Ebene TI befindet (Fig. 193). 0
Ist go irgend eine Gerade von o, so kennen //”‘?0
wir von der Bildgeraden g, zunichst den Spur- 7 i
punkt G = e X go. Der zugehorige Flucht- J/ /
punkt G¢ ist der Schnittpunkt von e mit der i 'y
Parallelen durch O zu g. Um ihn zu ermitteln, ol<=-—~ e
drehen wir die Ebene Oe; um e¢; in demselben ~—dg
Sinne wie E, bis sie mit TT zusammenfillt. Be- \
zeichnen wir mit O, die neue Lage von O, mit el e
J den Schnittpunkt von H Oy und e, so ist %

HOyLel und JO, = JO, d. h. gleich der G
Hypotenuse JO° eines rechtwinkligen Dreiecks
HJ O mit den Katheten HJ und HO® — d. Dann erhalten wir als
Umlegung von O G; die Parallele durch 0y zu ¢, und damit den
Punkt G, also schliefilich g, = G G.

Der Punkt J ist der Fluchtpunkt aller Geraden von E, die auf der
Spurlinie senkrecht stehen (Hauptfluchtpunkt der Ebene).

210. Um zu irgend einem Punkte P, der umgelegten Original-
ebene das Bild P, zu konstruieren, ziehen wir durch ihn irgend zwei
Geraden ¢, und r, als Umlegungen zweier Geraden ¢ und r von E und
bestimmen zu ihnen in der eben entwickelten Weise die Bilder ¢, und
re; dann ist P, = ¢, > 7, Benutzen wir dabei als ¢, die Verbindungs-
linie von P, und 0,, so fallt ¢, mit gy zusammen, d. h. 0y P, ist eine
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selbstentprechende Gerade und enthalt deshalb auch den Punkt I.
Daraus folgt der Satz: Legt man eine ebene Figur um die Spur-
linie ihrer Ebene und das Projektionszentrum in demselben
Sinne um die zugehorige Fluchtlinie in die Bildebene um,
so sind Bild und Umlegung der Originalfigur perspektiv
kollinear mit dem umgelegten Projektionszentrum als Kol-
lineationszentrum und der Spurlinie der Originalebene als
Kollineationsachse.

Man konstruiere hiernach das Bild eines in E liegenden und durch
seine Umlegung gegebenen Quadrats.

211. Schneiden wir E mit der Verschwindungsebene TI? in der
Verschwindungslinie ¢, so ist nach Fig. 191 Abstand e’e = Ab-
stand Oe;; wir erhalten daher die Umlegung e? von ¢, indem wir im
Abstande J O, zu e eine Parallele ziehen. (Es ist also die Mitte des
Abstands Oy e auch die Mitte zwischen ef und e;.)

Der Schnittpunkt von g, mit e ist der umgelegte Verschwindungs-
punkt G¢ von g. Da der zugehorige Bildpunkt G¢ auf g, unendlich
fern liegt, so ist nach Art.210 Oy G? || g.. Hieraus ergibt sich eine
zweite Konstruktion der Bildgeraden g, mittels der Punkte G und G.

212. Auf Grund der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen
einer ebenen Figur und ihrer Zentralprojektion kénnen wir die frither

Fig. 194.

n -
~.

o §°

gelosten Aufgaben iiber die ebenen Schnitte der Pyramiden und
Kegelflichen noch in anderer Weise behandeln. Denn der Schnitt
der in Fig. 194 (frither in Fig. 62) in Grund- und Aufrif dargestellten
Pyramide mit der Ebene E (¢ ¢;) ist die perspektiv kollineare Figur
A, B, ... zu der in TI, liegenden Grundfliche A B... mit der Spitze S
als Kollineationszentrum und e, als Kollineationsachse; dabei entspricht
der unendlich fernen Geraden von TT, in E die Schnittlinie m mit der
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durch S gehenden Horizontalebene und der unendlich fernen Geraden
von E in TT; die GrundriBspur # der Ebene durch S || E. Im Grundrif
geht also die Gerade A;1B; durch die Schnittpunkte von 4 B mit ¢; und
der Parallelen durch S’ zu AB mit der Geraden m' (vgl. den SchluB
des Art. 58).

Die wahre Griofe der Schnittfigur ergibt sich durch Umlegung der
E in die TT;. Bezeichnen wir mit S° die entsprechende Umlegung von
S um die Gerade n, so ist die wahre Gréfe Af BY... perspektiv kol-
linear zu A B... mit S?als Kollineationszéntrum und e, als Kollineations-
achse; die Gerade A} BY geht daher durch den Punkt A B X ¢, parallel
zur Verbindungslinie von S° mit dem Punkte AB < n.

218. Die Teilungspunkte der Geraden. In Fig. 195 ist die
Gerade g durch ihr Bild g. = G G¢ und das Projektionszentrum O
wie immer durch H und d gegeben. Auf der Bildgeraden g, soll
vom Punkte P, aus — etwa in der Richtung von & nach P, —
eine Strecke abgetragen werden, deren wahre Linge = 1 ist.

Wir ziehen durch G und
G in beliebiger Richtung zwei
Parallelen e und ¢ und be-
trachten sie als Spur- und Flucht-
linie einer durch g gelegten Ebene
E (vgl. die Skizze 195a). In E
gibt es zwei Scharen paralleler
Linien, die mit g und e gleiche
‘Winkel einschlieffen, also auf
beiden Geraden gleiche Stiicke
abschneiden. Thre Fluchtpunkte
0, und O, liegen auf ¢;, und
zwar bildet der Strahl 0 0; mit
0 GZ und e; dieselben einander
gleichen Winkel, wie die ent-
sprechenden Parallelen mit den
Geraden g und e, mithin ist
0,G7 = 0 G¢. Die wahre Linge
des Parallelstrahls O G von g
ist aber = 0,G7, wenn 0, wie
frither die Umlegung von O um
¢; bedeutet, oder sie ergibt sich
direkt als Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks mit den Katheten HGY und OH = d. Dann er-
halten wir 0, und O,, indem wir diese Linge von G¢ aus auf e
beiderseits abtragen. Ziehen wir nun die Gerade O, P, bis zu ihrem
Schnittpunkte P; mit ¢ und machen auf e die Strecke P;Q, = I, so
schneidet 0, ¢); die Bildgerade g, im gesuchten Punkte Q,, dessen wahre
Entfernung von P, =1 ist; denn O, P, und 0,¢, sind die Bilder
zweier Geraden, die mit g und e gleiche Winkel einschliefen, folglich
sind G P; und P ¢, die wahren Lingen der Strecken G P, und P,q..

In derselben Weise kénnen wir auch den Punkt O, verwenden. —
Dieses Verfahren erspart die Umlegung der Ebene E.

Fig. 195.
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Die Punkte O; und O, heilen die Teilungspunkte oder Mel-
punkte der Geraden g hinsichtlich der Ebene E.

Aus unseren Darlegungen ergibt sich die wichtige Regel: Die
Teilungspunkte der in der Ebene E liegenden Geraden g
werden gefunden, indem man die Linge des Parallelstrahls
0G; vom Fluchtpunkte G aus auf ¢ abtrigt. Die Strahlen,
die den Teilungspunkt mit den Endpunkten einer auf g,
liegenden Strecke verbinden, begrenzen auf der Spur ¢ der
Ebene die wahre Linge der Strecke.

2214, Um die Strecke PQ im Bilde in eine Anzahl, z B.
drei, gleicher Teile zu teilen, ist die Konstruktion des Teilungs-
punkts nicht erforderlich (Fig. 196). Wir ziehen

Fig. 196. einfach durch den einen Endpunkt P, der Bild-

e strecke P,Q, und durch ihren Fluchtpunkt G¢
%\:\\\ in beliebiger Richtung zwei Parallelen p, und
N _ ==~ €, tragen auf p, eine beliebige Linge von P,
P\ ° aus dreimal ab, wodurch die Punkte 1, 2, 3
3 ;\kp erhalten werden, schneiden e, mit 3 . im

Punkte I" und bestimmen die Schnittpunkte R,
und S, von P,§, bzw. mit F 1 und F 2. —
Betrachten wir ndmlich e; als Fluchtlinie einer durch P gehenden
Ebene, so ist P.3 das Bild einer in drei gleiche Teile geteilten Front-
linie dieser Ebene, und den Geraden F'1, F'2, F'3 entsprechen parallele
Originalgeraden; also ist PR — RS = S¢@.

215. Die reduzierten Punkte. Die bisher entwickelten Regeln
bediirfen einer Ergédnzung fir den Fall, dal gewisse, zur Durchfithrung
der Konstruktion notwendige
Punkte auBerhalb des Rahmens
der Zeichenfliche liegen. Wir
betrachten z.B. die Aufgabe: Ge-
geben ist das Projektions-
zentrum O durch Haupt-
punkt Hund Distanz d, eine
Ebene E durch e und ¢ und
in ihr die Gerade g durch
ihre Umlegung g¢4; man soll
die Bildgerade g¢g. kon-
struieren und auf ihr vom
SpurpunkteGaus dieLéngel
abtragen (Fig.197). Wiein Art. 209 fillen wir zunichst von H auf ¢
das Lot HJ; auf diesem befindet sich das umgelegte Projektionszentrum
Oy Ist nun die Distanz so groB, dal Oy unerreichbar wird, so machen

0
wir auf HJ die Strecke J% = —n1~JH, ferner %{% 1 JH gleich dem

Fig. 197.

nten Teile der Distanz und auf der Verlingerung von HJ die Strecke
0

g% _ ;0
n n
nannten Punkte innerhalb der Zeichenfliche liegen (in der Figur ist

; dabei ist die Zahl n so grof zu wihlen, dal alle ge-
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n — 3). Ziehen wir dann ;;0 —nc— | go bis & und machen auf e die

2]

Strecke J G¢ — n.J%, so ist @ der Fluchtpunkt von g, also g,
= GG7.

Die Punkte 111-{ , G

i heifen reduzierter Hauptpunkt, redu-

zierter Fluchtpunkt usw.

Um auf g, den Punkt P, zu ermitteln, dessen wahre Entfernung

von G =1 ist, bestimmen wir auf ¢, den Teilungspunkt O, von g
mittels Gz 0, = Gy,:,_%, sowie auf ¢ den Punkt P, mittels GP, =1

und ziehen O;P;. Machen wir statt dessen auf e; und e die

Strecken Gg ?Ll =GO und Ggl = %—, so geht auch die

Gerade gﬂ durch den gesuchten Punkt P,; dabei ist Q der

reduz1erte Tellungspunkt von g.
Wird auch der Fluchtpunkt G unzuginglich, so finden wir die
Bildgerade g, mit Hilfe des reduzierten Spurpunkts: Machen wir auf

J G die Strecke J% — JG so ist g, G & Um in diesem Falle

den Teilungspunkt 0 zu ermltteln, machen wir auf ¢; in der Richtung
nach J die Strecke =@ = Gc 0° ; dann ist JO, = n.J@Q. Befindet
sich auch O, auBerhalb der Zelchenﬂache, so ermitteln wir den redu-

zierten Teilungspunkt (7)01

ng:JGf 01_(;?: J_G.L_&
n n n

zufolge der Gleichung:

Weitere Aufgaben itber Geraden und Ebenen.

2186. Wir beginnen mit einigen Aufgaben, die nur Lagen-
beziehungen enthalten, dagegen von Ma B beziehungen vollig frei sind.
Zu ihrer Losung ist die Kenntnis des Pro-
jektionszentrums nicht erforderlich.

a) Die Schnittlinie ¢ der Ebenen
E(e,ec) und O (f,fe) zu konstruieren ¢
(Fig. 198). Die Spurlinien ¢ und f treffen sich
im Spurpunkte G von g; ebenso ist der Flucht- e
punkt G¢ = ¢7 X fo. — Ist nur einer dieser re /
Punkte erreichbar, so schneide man die beiden
Ebenen mit einer geeigneten Hilfsebene X (s,s¢). Dann geht g durch
den Schnittpunkt der Geraden E X Z und @ < Z (vgl. hiermit Art.27).

b) Den Schnittpunkt P der Geraden g (G, Gy) mit der
Ebene E (¢,¢;) zu konstruieren (Fig. 199). Man lege durch ¢ eine
Miller, Darstellende Geometrie. 10

Fig. 198.

°3
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beliebige Hilfsebene ® (f,f: ) und bestimme die Schnittlinie k¥ von E
und ®; dann ist P = g <k (vgl. Art.28).

¢) Durch den Punkt P der Geraden k (K, K;) zu einer
anderen Geraden ! (L,L;) eine Parallele m zu ziehen (Fig. 200).
Der Fluchtpunkt von m fillt mit L; zusammen;
also ist m, == P,L;. Da ferner k und m sich
schneiden, so liegt der Spurpunkt M von m
auf der Parallele durch K zu KJ L .

d) Die Verbindungslinie g der Punkte
P und @ zu bestimmen, die bzw. auf den
Geraden k (K, K.) und I (L,L;) gegeben
sind (Fig.201). Auf der Bildgeraden g, = P, Q.
muf} noch der Spurpunkt G, sowie der Flucht-
punkt G ermittelt werden. Die Gerade g liegt
nun in der Ebene E — PI, deren Spur- und Fluchtlinie wir kon-
struieren, indem wir durch P zu I die Parallele m ziehen. Bestimmen

Fig. 201.

Fig. 199.

Pig. 200. L~

wir von m den Spurpunkt M wie in der vorigen Aufgabe, so ist
¢ = LM, und ¢ geht durch L. ||e. Dann sind G und G; die
Schnittpunkte von g, bzw. mit ¢ und e; .

217. Bei den folgenden Aufgaben metrischen Inhalts ist das
Projektionszentrum O immer durch den Hauptpunkt H und die Distanz d
gegeben.

a) Den Winkel y zweier (sich schneidenden oder wind-
schiefen) Geraden a (4, A7) und b (B, Bf) zu bestimmen
(Fig. 202). Da auch die Parallelstrahlen O A und OB den Winkel »
einschliefen, so finden wir seine wahre Grofle durch Umlegung des
Dreiecks A; O By in TI. Wir ziehen also HJ 1L A7 By und machen JO,
gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
HJ und d, so ist £ A7 Oy B, = .

b) Im Punkte P der Ebene E(¢,¢; ), dessen Bild P, gegeben
ist, ein Lot von der gegebenen Linge I zu errichten (Fig.203).
Der gemeinsame Fluchtpunkt N,° aller Normalen zu E ist der Schnitt-
punkt von TT mit dem Lote in O zur Ebene O¢;. Die senkrechte Pro-
jektion dieses Lotes auf TT geht durch H.1le. und trifft ¢, im Haupt-
fluchtpunkte J von E. Die Punkte J, O, N; bilden demnach ein bei
O rechtwinkliges Dreieck mit dem Hohenfulpunkte H, und wir erhalten
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den Punkt N,°, indem wir das Dreieck in seiner Umlegung zeichnen;

wir ziehen also HO°L HJ und = d und 0°N,/L O°J bis HJ.

Die Gerade P.N,” ist das Bild der unbegrenzten Geraden n, die
in P auf E senkrecht steht. Um ihren Spurpunkt N zu ermitteln,
ziehen wir durch P eine in E liegende Gerade, z. B. die Senkrechte
zu e, die J zum Fluchtpunkt, mithin den Schnittpunkt K von P.J mit e
zum Spurpunkt hat. Dann liegt N auf der Parallele durch K zu J N, .
— Die Geraden KN und JN,® sind Spur- und Fluchtlinie der durch
# L TT gelegten Ebene.

Jetzt wird auf n die Linge I nach der Methode des Teilungspunkts
aufgetragen: Wir machen auf JN,” die Strecke N.°0; = N,° 0, d. h.

Fig. 203.
23
Fig. 202.
J
AT TTeel o
Qe c \ >0
AO’/O \ ,///7
HY /
H [o) \\ / ¢
°
B P \ !
\ i
\ !
d be \ Il
\
B LI
—— e

= N;°0°, projizieren P, aus 0, nach P, auf KN und tragen die
Lénge I von P, aus (in dem einen oder dem entgegengesetzten Sinne)
auf KN ab. Ziehen wir von dem so erhaltenen Punkte eine Gerade
nach 0,, die n. in @, schneidet, so ist P; Q. das Bild des gesuchten Lotes.

Die Losung dieser Aufgabe gestattet in Verbindung mit Art. 210
die Darstellung eines geraden Prismas von gegebener Grundfliche
und Seitenkante.

Darstellung des Kreises.

218. Die Zentralprojektion des Kreises ist der Schnitt eines
Kreiskegels mit der Bildebene, also eine Ellipse (oder ein Kreis),
eine Parabel oder Hyperbel, je nachdem der Kreis mit der
Verschwindungslinie seiner Ebene keinen, einen oder zwei
Punkte gemein hat.

Aufgabe. Die Zentralprojektion %k, des Kreises k¥ zu kon-
struieren, der durch seine Ebene E(¢,¢;’) und seine Umlegung
ko um ¢ in TT gegeben ist (Fig. 204). Wir ziehen zunichst HJ L e
und bestimmen in bekannter Weise die Umlegung O, des Projektions-
zentrums O um e; (Art.209), sowie die umgelegte Verschwindungs-
linje ¢} von E (Art. 211).

10*
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Erster Fall: &y schneidet e? nicht; k, ist also eine Ellipse. Sei
M, der Mittelpunkt von ky, A¢B, der auf e senkrechte Durchmesser,
S sein Schnittpunkt mit e, so entsprechen den Punkten 4, und B, in
der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen %, und k. die Schnitt-

Fig. 204. punkte A, und B, von SJ
0 mit Oy 4, und Oy B,. Ge-
P nauer konstruieren wir A4,
'Cr_
I

und B, mit Hilfe des

| Teilungspunkts O, der Ge-

| _,o 77 @' raden MS hinsichtlich der

, B _'T e Ebene E: Machen wir auf
/ | e JO, = J Oy und auf ¢
* e ! SA, = SA,, SB, = SB,,

e so gehen O0; A; und O, B,
g"“‘““’: 0° bzw. durch 4, und B, —

Das Bild einer Tangente

S von k, ist die Tangente im

R entsprechenden Punkte von
Py k. (Art. 72); diese Tan-

L oM, genten schneiden sich auf
N sk der Xollineationsachse e.
B Die Ellipsentangenten in A,
! und B, sind daher || ¢; die
Strecke A, B, ist also ein Durchmesser von k., und der zu ihm
konjugierte Durchmesser C,D; geht durch den Mittelpunkt N, von
A.B:||e. Um die Punkte C, und D, zu finden, ermitteln wir auf
Ay B, den Punkt N,, am sicher-

Fig. 205. sten wieder mittels des Teilungs-

R\Oa punktes O;, und ziehen durch N,

TN in %, die Sehne CyD, || ¢, sowie

N die Geraden 0,C, und O,D,.

, - \\\ Hierdurch ist %k, bestimmt. —

Ty, T % ~ P ov Die Tangenten aus Oy an k, be-
- /T'\ '''''''''''' J /_"\T':-\v ° rithren auch k1).

h ~ . ote .\_

S K 219. Zweiter Fall (Fig.205).

VAN I ., Berihrt k, die umgelegte Ver-

Sy y4 schwindungslinie ¢ in PY, so

\\\\ﬁ/'k,. ergibt sich als Bild von k eine

>y Parabel k., deren Achse || 0, P¢
ist.  Ziehen wir 0,T% L O,P?
bis ¢ und von T an k, die Tangente f,, so entspricht ihr nach
Art. 211 eine zu O,T¢ parallele Gerade ¢, die sich mit ¢, auf ¢

1) Um iiber %k als Grundkreis einen geraden Kreiskegel von gegebener
Hohe ! zu konstruieren, errichten wir in M zu E ein Lot MP = I (vgl
Art. 217). Die scheinbaren Umrifilinien des Kegels sind die Tangenten aus
P; an k.. Wir zeichnen sie, ohne die ZEllipse k¢ zu benutzen, indem wir
P als Bild eines Punkts in E auffassen, dessen Umlegung P, wir ermitteln:
P, liegt auf OgPc, und die Geraden McP. und M, P, schneiden sich auf e.
Dann entsprechen den Tangenten aus P, an k, die Tangenten aus P an k..
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schneidet, und diese ist die Scheiteltangente von k.. Dem Berithrungs-
punkte von £, ist der Scheitel der Parabel zugeordnet.

220. Dritter Fall (Fig.206). Schneidet %, die Gerade e} in Pg
und @2, so ist k, eine Hyperbel. Den Kreistangenten p, und g, in
Py und Q! entsprechen die Asymptoten

Fig. 206.
pel| 0oy und g 00 @y, B
\ 00 Prd - | \
Darstellung der Kugel. <\ SN
221. Der Kugelmittelpunkt M liege *?\_ ‘\o‘;é/’h___, € v
hinter der Ebene TI und sei bestimmt \ oot N6, 1\ °
durch seine senkrechte Projektion M, auf VT ) Jo
Tl und seine Entfernung m von dieser e e
Ebene; iiberdies sei der Radius r der \p ko q,

Kugel gegeben (Fig. 207). Der vom
Projektionszentrum O ausgehende Tan-
gentenkegel berithrt die Kugel in einem Kreise # und schneidet TT in
einem Kegelschnitt «,, dem scheinbaren Umrill der Kugel. Die Brenn-
punkte von u, sind die Projektionen der Endpunkte ¥ und G des auf
M M, liegenden Kugeldurchmessers (Art.104).
Legen wir die durch M M; und den Haupt-
strahl O H gehende Ebene, die mit der Kugel
einen Hauptkreis & gemein hat, um HM, [

in die Bildebene um, so gelangen M, F, G, o
k, O bzw. nach My, Fy, G, k,, Oy; dabei sind
M, M, und HOy L HM, und bzw. — m und
= d. Dann erhalten wir die Brennpunkte
F, und G, sowie die Endpunkte der Hauptachse von %, als die Schnitt-
punkte von HM, mit O,F, und O, G,, sowie mit den Tangenten aus
O, an k.

222. Alle Kugeln, die dem von O an die gegebene Kugel gelegten
Tangentenkegel eingeschrieben sind, haben denselben scheinbaren Um-
vif u. Ist also von der Originalkugel das Bild ¢, des zu TT parallelen
Hauptkreises ¢ bekannt, so finden wir
#e als Umrifl einer Hilfskugel mit dem
Hauptkreis ¢, (Fig. 208). Indem wir ol
die vorhin ausgefithrte Xonstruktion i,
fir diese Hilfskugel wiederholen, ver- p——
binden wir den Punkt H mit dem
Mittelpunkt M, von ¢, (d. h. mit dem
Bilde des Mittelpunkts M der Originalkugel), ziehen H O, =— d 1L HM,
und schneiden H M, mit den Geraden von O, nach den Endpunkten des

auf HM, senkrechten Durchmessers von 7., sowie mit den Tangenten
aus O, an 4.

Fig. 207.

d—A

oMy

Fig. 208.

Verlegung des Projektionszentrums.

223. Sei O, das urspriingliche Projektionszentrum mit
dem Hauptpunkte H, und der Distanz d;, G die Spur, G¥ der
Fluchtpunkt einer Originalgeraden g, also ¢, = G Gy ihr
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Bild, ferner P, das Bild eines Punktes P von g; man soll die
Projektionen g, und P, von g und P aus irgend einem anderen
Punkte O, ermitteln, der durch seine senkrechte Projektion
H, auf die Bildebene TI
und seine Entfernung d,
von dieser gegeben ist
(Fig. 209). Wir ermitteln zu-
néachst den Schnittpunkt S der
Geraden 0, O, mit TT, indem
wir die Ebene O, H, Hy, 0, um
HyH, in TT umlegen. Der
neue Fluchtpunkt G3 von ¢
liegt auf der Parallele durch
0, zu 0, G7; wir erhalten ihn
daher als Schnittpunkt von
G7 S mit der Parallele durch Hy, zu H, Gy. Dann ist g, = G G5 das
gesuchte Bild von g. Der Punkt P, liegt auf der Geraden SP,, der
Spurlinie der Ebene O, 0, P.

Liegt O, auf 0, Hy, so fillt S mit H; zusammen, und der Punkt
G7 teilt H, GY in demselben Verhiltnis wie O, die Strecke H; O;.

Ist 0,0, T, so ist Gi Gz {f HyH, und P, P, || H,H, Dieser
Fall liegt bei der Konstruktion stereoskopischer Bilder vor.

Fig. 209.

II. Angewandte Perspektive.
Darstellung ebenflichiger Gebilde.

224. Um von allen vertikalen Geraden parallele Bilder zu erhalten,
stellen wir die Bildebene TT im folgenden stets vertikal. — Beim
Betrachten eines Bildes pflegen wir uns vor seiner Mitte in einer Ent-
fernung aufzustellen, die einerseits geniigend grol ist, um das Bild als
Ganzes ohne Drehung des Kopfes bequem iiberblicken zu kénnen, und
andererseits hinreichend nahe,
um noch die Einzelheiten
deutlich wahrzunehmen, Diese
i Tatsache hat der Zeichner bei
IR e R A der Wahl des Gesichtspunktes

= -7 __] O zu beachten. Deshalb
i i wéahlen wir den Haupt-
z Zi —++++y punkt H ungefdhr in der
Mitte der Bildflache und

T ' die Distanz din der Regel
Ty gleich dem 1!,- bis
== 2fachen der grofBten Aus-

4 y dehnung des Bildes.

Das édlteste, aber auch
unvollkommenste Verfahren, um die Perspektive eines Gegenstandes
zu konstruieren, ist die sogenannte Glastafel- oder Durchschnitts-
methode (Fig.210). — Dabei ermittelt man das Bild mit Hilfe von
Grund- und Aufrif als den Schnitt der Sehstrahlenpyramide mit der

Fig. 210.
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Bildebene TT, die wie eine SeitenriBebene Lz gestellt wird. Dann erhilt
man auf der y-Achse die Grundrisse aller Bildpunkte (die Bild-
breiten) und auf der #-Achse die Hohen dieser Bildpunkte iiber der
y-Achse. In einer besonderen Figur wird schlieflich die Ebene TT mit
der y-Achse und dem entstandenen Bilde — die von O aus sichtbare
Seite nach auflen — in die Zeichenebene gelegt.

225. Die Spur der horizontalen Bodenebene, auf der die abzu-
bildenden Gegenstinde stehen, heift Grundlinie; wir bezeichnen sie
fortan mit g und die Bodenebene, weil wir sie in der Regel als GrundriB-
ebene benutzen, mit TT,. — Eine durch O gelegte Horizontalebene (die
Horizontebene) schneidet TT in einer durch H gehenden horizontalen
(eraden !, dem Horizont des Bildes. Auf h befinden sich die Bilder
aller in der Horizontalebene liegenden Punkte. Wird das Bild unter
der Voraussetzung konstruiert, daB der Beschauer auf der Bodenebene
steht, so ist der Abstand der Parallelen g und h gleich der Augenhédhe
des im MafBstabe der Bildebene gezeichneten Beschauers.

Der Horizont ist die Fluchtlinie aller horizontalen Ebenen und der
geometrische Ort der Fluchtpunkte aller horizontalen Geraden. Unter
diesen sind fiir die angewandte Perspektive besonders wichtig:

1. die zu TT, also zu g parallelen Breitenlinien, mit Bildgeraden,
die gleichfalls || ¢ sind;

2. die zu TT senkrechten Tiefenlinien, mit dem Fluchtpunkt H;

3. die Geraden, die mit der Breitenrichtung einen Winkel von 45°
bilden, und die wir im folgenden kurz als 45°-Linien bezeichnen.
Ihre Fluchtpunkte D, und D, liegen auf » im Abstande d vom Haupt-
punkt H und heiflen die Distanzpunkte des Bildes; dabei ist der
links von H liegende Punkt D, der Fluchtpunkt der (in der Richtung
von vorn nach hinten) nach links laufenden 459- Linien.

226. Mit Hilfe der Distanzpunkte zeichnet man das Bild eines in
der Bodenebene liegenden Quadratnetzes von gegebener Seitenlinge,
dessen Seiten teils die Breiten-,

teils die Tiefenrichtung haben, Fig. 211.
und dessen erste Quadratreihe D, H A
bis an die Grundlinie reicht SR N
(Fig. 211). IR I IEIAN

Ist die Quadratseite gleich e
der Lingeneinheit, so enthilt AN N
das abgebildete Netz auf jeder 0 T2 5+

seiner Breiten- und Tiefen-

linien einen perspektiv gezeichneten MaBstab, und deshalb
erweist es sich als ein bequemes Hilfsmittel zum perspektiven
Skizzieren. Handelt es sich namlich zunichst um die Abbildung
einer in der Bodenebene liegenden Figur, die in wahrer Gréfie gegeben
ist, so iberdeckt man sie mit einem ebensolchen Quadratnetz und iiber-
tragt ihre Punkte — durch Abschitzen nach dem Augenmafle — in
die entsprechenden Maschen des Bildes. Man kann ferner in jedem
der so ermittelten Punkte ein Lot von gegebener Linge zur Boden-
ebene errichten. Denn das Lot erscheint auch im Bilde als vertikale
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Gerade, und der perspektive HohenmaBstab des Punktes ist gleich
seinem BreitenmafBstab, weil beide in derselben Frontebene liegen (vgl.
Art. 206 unter b).

227. Grundaufgabe. In der Bodenebene TI, = g,k ist
hinter der Bildebene TT der Punkt @ gegeben durch den Fub-
punkt M des von ihm auf g gefdllten Lotes und die Linge m
der Strecke M Q; den Bildpunkt ¢, zu konstruieren (Fig.212).
Man mache auf g entgegengesetzt zur Richtung HD; die Strecke M ¢,
— m, so schneidet D, @, die Gerade M H im gesuchten Punkte ¢.; denn
D, @, ist das Bild einer 45°-Linie und @, M@, das Bild eines gleich-
schenklig rechtwinkligen Dreiecks. — Die Punkte Dy, D, sind die
Teilungspunkte aller Normalen zu TT hinsichtlich der durch diese
gelegten horizontalen Ebenen (Art.213). : .

Um auf der Bildgeraden ¢,H eine gegebene Lange I von
. aus mnach hinten wiederholt abzutragen, schneiden wir g
mit D;Q. in ¢, machen auf g entgegengesetzt der Richtung H D, die

Fig. 212. Fig. 213.
D, H D, H
————— —0— h —0- - h
/\p(/Qc JO/Q"
i ) g g
T !
4
Strecken @, R, = R, S,... = | und projizieren die Punkte R, ...
aus D, nach R, S;... auf die Gerade ¢.H (Fig.213). — Sind jedoch
die Punkte Ry, S;... zum Teil oder séimtlich unerreichbar, so tragen

wir die Linge ! vom Spurpunkte M der Geraden @.H aus entgegen-
gesetzt zu HD, auf der Grundlinie ab und verbinden den so erhaltenen
Punkt U mit H. Ziehen wir dann .V, || g bis UH, so ist die wahre
Linge von Q V =— 1, mithin liegt E, auf der 459-Linie DV, Ziehen
wir ferner B, W, || g bis UH, so trifft D; W, die Gerade @.H in S. usw.

Bedeutet bei diesen Aufgaben die mit g bezeichnete Gerade nicht
die Spur der Bodenebene, sondern das Bild irgend einer in dieser Ebene
liegenden Breitenlinie, so gelten dieselben Konstruktionen, sobald der
MaBstab der Breitenlinie, d. h. das Bild einer auf ihr liegenden Strecke
von gegebener Lénge bekannt ist, nur sind dann m und ! selbstver-
standlich in diesem Mafstab auf g abzutragen.

Da die Distanz stets groBer ist als die Bildbreite, so befinden sich
die Distanzpunkte niemals innerhalb des Bildes. Liegen sie
iiberhaupt auBerhalb der verfiigbaren Zeichenfliche, so bedienen wir

D
uns der reduzierten Distanzpunkte, z. B. des Punktes ]f" der von

H um % entfernt ist (vgl. Art.215). Machen wir dann in Fig. 212

D
& _75’_, so liegt Q. auf der Geraden ~—1¥Q—‘

auf g die Strecke M % =1 1



— 133 —

D
Wir ziehen ferner in Fig.213 die Gerade ZIQC bis ?Ll und machen auf
QR _ RS

. . U !
g die Strecken Y1444 oder wir machen MZ_I und

U
schneiden die durch @, gehende Breitenlinie mit H—4— in —Z—c usw.

228. Grundaufgabe. Im Punkte @ der Bodenebene TI,
der durch sein Bild ¢, bestimmt ist, ein Lot @P von der
Lange 2z zu errichten (Fig. 212). Da QP||TT ist, so ist auch
Q.P.|| QP d.h. Lg. Errichten wir im Spurpunkte M von @.H zu g
das Lot MN — #, so liegt P, auf NH; dann sind namlich @ P und
MN einander gleich als Parallelen zwischen Parallelen. Oder wir legen
durch ), zwischen g und % eine beliebige Strecke EF und betrachten
sie als Bild einer in TT, liegenden Geraden mit dem Spurpunkte £ und
dem Fluchtpunkte F. Errichten wir dann zu g das Lot EZ = #, so
geht F'Z durch P, (vgl. hiermit die Aufgabe unter b in Art.217).

Der Punkt @, ist der perspektive Grundriff des Punktes P
(= P;). In der angewandten Perspektive bestimmen wir einen
Punkt in der Regel durch sein Bild und seinen perspektiven
GrundriB — nicht, wie in der theoretischen Perspektive, durch sein
Bild nebst Spur- und Fluchtpunkt einer durch ihn gehenden Geraden,
oder Spur- und Fluchtlinie einer ihn enthaltenden Ebene.

229, Ist die Bildebene parallel zu einer der vertikalen Haupt-
flachen des dargestellten Gegenstands, so bezeichnet man die Abbildung
als Frontansicht oder gerade Ansicht, andernfalls spricht man
von einer schrigen Ansicht.

Darstellung einer doppelten Reihe quadratischer Pfeiler
in Frontansicht. In Fig. 214 ist der Hauptpunkt H und der Distanz-

Fig. 214. Fig. 214a.
" "
[ —— O O
6" \"/ 5"
Y
S"
D, : H D D
—0 ebee h
i
I
' 34
| i, ]
g t + 9

P

punkt . D; auf dem Horizont & gegeben, auBerdem die Grundlinie g und
vom vordersten Pfeiler auf der linken Seite des Bildes der Aufrif auf
die Zeichenebene TI. Die Anordnung der sechs in T, liegenden Grund-
flachen zeigt in verkleinertem MafBstabe Fig. 214a; dabei ist, wenn a
die Liange der Kante 12 bezeichnet, der Zwischenraum zwischen zwei
nebeneinanderstehenden Pfeilern = 4 @, zwischen zwei hintereinander-
stehenden = 34 und der Abstand des Mittelpunkts M des Quadrats
1234 von der Geraden g = a. Hieraus ergibt sich sofort der Aufriff
des vordersten der auf der rechten Seite befindlichen Pfeiler. TUm eine



— 154 —

symmetrische Gestaltung des Bildes zu vermeiden, haben wir den Haupt-
punkt H nicht genau in der Mitte zwischen beiden Pfeilerreihen gewahlt.

Die Bilder der Grundflichen der drei links stehenden Pfeiler liegen
zwischen den Geraden 1” H und 2" H. Machen wir auf g entgegen-
gesetzt zur Richtung HD, die Strecke M"M, — M" M, d.h. = a, so
erhalten wir auf D, M, die Bildpunkte 1,, M., 3., und damit die zu ¢
parallelen Seiten 1,2, und 3.4.. Von den dahinter liegenden Quadraten
bestimmen wir nach Art.227 die Bilder ihrer Mittelpunkte. Zu dem
Zwecke machen wir auf g in der Richtung von M" nach M, die Strecke
M" U gleich der Entfernung zweier aufeinanderfolgenden Mittelpunkte,
also = 4 a, und ziehen M.V, || ¢ bis UH; dann enthilt die Gerade
D, V., das Bild der zu 13 parallelen Diagonale des zweiten Qua-
drats usw. — Um den perspektiven Grundrif der Deckplatten zu
ermitteln, tragen wir die Halfte der Strecke 9" 10" von M" aus auf ¢
beiderseits ab; die Verbindungslinien der so erhaltenen Punkte mit H
schneiden z.B. die Diagonalen 1.3, und 2.4, in 9;, 10, usw.

Die perspektiven Grundrisse der Pfeiler auf der rechten Seite
liegen zwischen denselben Parallelen zu g, wie die entsprechenden Teile
der links erhaltenen Figur.

Durch die Punkte des perspektiven Grundrisses ziehen wir L g die
Bilder der vertikalen Kanten der Pfeiler und der Deckplatten und be-
grenzen sie durch die Verbindungslinien der Punkte des Aufrisses mit H.

Die vier schragen Flichen jedes Kapitells bilden eine abgestumpfte
Pyramide, deren Spitze sich auf der vertikalen Mittellinie des betreffen-
den Pfeilers befindet. Fiir den vordersten Pfeiler links ist diese Spitze
mit S bezeichnet; dann gehen die Bilder der schragen Kanten 5 9,
6 10... nach dem Schnittpunkte S, der Vertikalen durch 3, mit' HS".

Wir koénnen auch leicht die Fluchtpunkte der schrigen Kanten
ermitteln. Denn die Kante 5 9 ist die Schnittlinie ihrer ersten und
zweiten projizierenden Ebene, folglich ergibt sich ihr Fluchtpunkt FE;
als Schnittpunkt der Fluchtlinien beider Ebenen. Nun geht die erste
projizierende Ebene durch die Gerade 13, die D, zum Fluchtpunkte
hat, ihre Fluchtlinie also L % durch D;. Die zweite projizierende Ebene
ist LTT, hat mithin zur Fluchtlinie die Parallele zu 5" 9" durch I
Die Fluchtpunkte E,, FE,, E;, E, aller schrigen Kanten liegen also
paarweise auf den Vertikalen durch D; und D, und auf den Parallelen
durch H zu den Geraden 5” 9" und 6” 10"

280. Darstellung eines Hauses in schriger Ansicht. Das
Haus ist in Fig.215 in Grund- und Aufrif gegeben. Wir wihlen den
GrundriB 0’ des Auges so, daff dieses zwei Seiten des Hauses sieht, und
legen die Bildebene TT zweckmaBig durch die vorderste Kante 15, ziehen
also die Grundlinie g durch 1 und zwar angendhert senkrecht zur
Halbierungslinie des Winkels 2 0’ 41).

1) Vgl. Art.224. Die Geraden 0’2 und O’4 begrenzen auf ¢ die Bild-
breite . Steht g genau senkrecht auf der Halbierungslinie des Winkels 2 0’ 4,
so ergibt sich fiir die Distanz, also den Abstand des Punktes O/ von g, die

tiir die Bildwirkung giinstigste GrofSe zwischen gb und 20, wenn jener
Winkel ungefihr zwischen 37° und 28° liegt.
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Die verlangte Perspektive soll in Fig. 215a konstruiert werden;
hier ist also die Bildebene TT in die Zeichenebene gelegt, in der wir den
Horizont b mit dem Hauptpunkte H, sowie die Grundlinie g beliebig
angenommen haben. Dem Punkte H entspricht in der anderen Figur
der FuBpunkt H' des Lotes von O’ auf g; in der Perspektive wird
daher die vertikale Strecke 15 in wahrer GréBe so gezeichnet, daB ihr
Abstand von H = H'1 ist.

Um den perspektiven Grundrifl des Hauses zu konstruieren, er-
mitteln wir zunichst den Fluchtpunkt F; der Seite 14. Zu dem Zwecke
ziehen wir in Fig. 215 die Gerade O'F} || 14 bis g und ibertragen die
Strecke H'F; von H aus auf den Hori- Fig. 215
zont h. Dann ist 1F, das Bild der un- o
begrenzten Geraden 14. Ebenso kénnten 107 9"
wir den Fluchtpunkt F, der Seite12 be- o
stimmen; ist jedoch Fig. 215 nur eine 6" 5"
ungenau gezeichnete Handskizze mit ein-
geschriebenen Mafen, so konstruieren wir
F, unmittelbar in Fig. 215a, indem wir z P
die Horizontebene nach oben oder unten 3 —A%
in die Zeichenebene umlegen. Kommt hier- 10" 9 'a T/
durch O nach 0,, so ist HOyLlh und T '
gleich der Distanz 0’ H', und dann erhalten 2L Bt Y
wir F, mittels OgFy, L Oy F,. NN \\

Auf der Geraden 1F), haben wir g SN
die gleichen Strecken 1 A und A4 per- \:\% ,
spektiv abzutragen, und auf der Ge- 0
raden 1F, die Strecken 1B, BC, C2. Fig. 215a.
Dies geschieht nach der Regel des Teilungs- 5
punkts (Art. 213): Machen wir auf 2 die " F
Strecke Fy1; gleich der Linge des Par- !
allelstrahls F, 0, d.h. = F 0y, und F, T,
= F,0,, so sind T} und T, die Teilungs- 1 4
punkte der Geraden 1F, und 1 F, hin-
sichtlich der Ebene TT,. Tragen wir dann die Strecke 1 A entgegen-
gesetzt zur Richtung F;7, von 1 aus auf g zweimal ab, so schneiden
die Verbindungslinien der so erhaltenen Punkte mit 7} die Gerade 1 F}
in A, und 4,, und ebenso finden wir auf 1F, mit Hilfe des Teilungs-
punkts T, die Punkte B,, C., 2,. Hieraus ergibt sich z. B. 9, als
Schnittpunkt der Geraden A.F, und B.F).

Die Bilder der Kanten 56 und 58 gehen von 5 nach ¥, und F;.

Um den First des Daches zu zeichnen, machen wir auf der Ge-
raden 15 die Strecke 1 D gleich der gegebenen Firsthohe und schneiden
die Vertikale durch A; mit DF, in E,. Dann liegt das Bild des
Firsts auf der Geraden E,F,; diese trifft die Vertikale durch 9, im
Punkte 9..

Kontrollen: Die Gerade A, E, geht durch den Schnittpunkt der
Diagonalen der Seitenfliche 14, 8, 5; ebenso geht der perspektive Grund-
rib des Firsts durch den Schnittpunkt von 13, und 2.4,. — In Fig. 215
halbiert die Gerade 19’ den rechten Winkel 214, mithin liegt ihr
Fluchtpunkt Fy auf der Halbierungslinie des Winkels F,0, F,
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Anmerkung. In derselben Weise, wie hier das Bild des Punktes
9 mit Hilfe der Strecken 14, 1 B, 1D ermittelt wurde, findet man
auch das Bild eines beliebigen Punktes im Raume, indem man ihn auf
die drei zueinander rechtwinkligen Geraden 14, 12, 15 wie auf die
Achsen eines Koordinatensystems bezieht und die ihm entsprechenden
Achsenabschnitte abbildet.

281. Ist der Abstand gh sehr klein, so wird der perspektive
Grundrif, der bei den vorhergehenden Konstruktionen fiir den weiteren
Autbau des Bildes als unentbehrliche Grundlage dient, undeutlich und
ungenau. Um dies zu vermeiden, konstruiert man an seiner Stelle den
perspektiven Grundrif auf eine geniigend weit nach unten
(oder nach oben) verschobene Grundriflebene (Kellergrund-
ri). Dann liegen entsprechende Punkte der beiden Grundrisse auf
vertikalen Geraden, und die Konstruktion des Bildes bleibt véllig un-
verindert, wenn man die Grundlinie g durch die Spur der verschobenen
T, ersetzt und jede Hohe um die Verschiebungsgrofe vermehrt.

232, Ist bei der zuletzt behandelten Aufgabe die Distanz d so
groB, da die Umlegung O, des Auges unerreichbar wird, so bedienen
wir uns der in Art. 215 mitgeteilten Methode der reduzierten Punkte:

Wir machen auf der Vertikalen durch H die Strecke H %—) gleich einem

passend gewihlten Bruchteil von d, z.B. = %, und auf k die Strecke

Hﬂ Z'—l—HFl; dann ist FiT} — n,ﬂ,@j,
n n n n

Tragen wir nur die
F, 0 . .
Strecke o, Yon F, aus auf h ab, so erhalten wir den reduzierten
T
Teilungspunkt'—i— - Machen wir dann auf g 1?;1 gleich dem nten Teil

von 1 A, so geht die Gerade %%l durch A4,.

Jetzt ergibt sich der Fluchtpunkt F, der zu 1 F, senkrechten
. 00 Fy | Oy Fy . ¥,
Geraden 1 F, mittels ———= L —— und HF, = n.H—=.
nn o nn n
Ist F, unerreichbar, so erhalten wir die Bildgerade 1 F, mit Hilfe

1
des reduzierten Spurpunkts: Wir machen H » gleich dem nten Teil
1
von H 1 und ziehen durch 1 zur Geraden ;% die Parallele 7. Dann

F,
finden wir den Teilungspunkt T,, indem wir um 172 einen durch TO
n

gehenden Kreisbogen schlagen; schneidet dieser die Gerade % in @, so
ist HTy = n.HQ.

233. Um nach dem unzugénglichen Fluchtpunkte F,, der soeben
als Schnittpunkt der Geraden % und ¢ festgelegt worden ist, eine Reihe
weiterer Geraden zu ziehen, benutzen wir am einfachsten eine sogenannte
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Fluchtpunktschiene (Fig. 216). Diese besteht aus drei Linealen, die
um eine Achse drehbar sind und sich durch eine Schraube in jeder
Lage feststellen lassen. Von jedem Lineal geht eine Kante, die wir
seine Hauptkante nennen, genau durch die Achse. Das unterste
Lineal wollen wir als Zeichenlineal, die beiden andern als Schenkel
bezeichnen.

Der Apparat wird in folgender Weise gehandhabt: Wir wihlen in
der Nahe des dem Punkte ¥, zugewendeten Randes des Reillbretts —
ungefidhr symmetrisch zu h — zwel Punkte ¥ und W, die h und ¢,
sowie alle andern Geraden, die noch nach F, gezogen werden sollen,
zwischen sich fassen, und befestigen in ihnen senkrecht zur Zeichen-
fliche zwei Stifte. Dann wird der Apparat so auf die Zeichenfliche
gelegt, dall die Hauptkanten
v und % der Schenkel die
Stifte ¥ und W beriihren, und
daf das Zeichenlineal mit
seiner Hauptkante » an der v
Geraden h liegt. Wird hierauf
die Schraube angezogen und
der Apparat so bewegt, dal v
und w an ¥V und W gleiten, so
beschreibt der Drehpunkt S
der Lineale einen durch V7
und W gehenden Kreisbogen,
und die Kante u geht bestandig
durch einen Punkt des Kreises,
némlich seinen Schnittpunkt
mit k. Ist also der Apparat zufillig so eingestellt, dafl eine Lage von
% mit ¢ zusammenfillt, so treffen sich alle Lagen von % im Schnitt-
punkte F, von h und 4.

Diese Einstellung ist aber durch Probieren leicht zu ermitteln.
Dabei ist es zweckmiaBig, am Zeichenlineal eine Marke M anzubringen.
Nachdem wir den Apparat in der vorhin beschriebenen Lage (vgl.
Fig. 216) versuchsweise festgestellt haben, ubertragen wir die Marke
durch einen Bleistiftstrich 1 auf die Zeichenfliche und lassen darauf
die Schenkel so an den Stiften gleiten, dal u sich der Geraden 4 nahert.
Zeigt sich dann, dafll die beiden Geraden nicht zur Deckung gebracht
werden konnen, dafl vielmehr der Fluchtpunkt F, sich links vom festen
Schnittpunkt der Kante # mit h befindet, so versehen wir den Strich 1
mit einem nach links weisenden Zeiger. Dann bringen wir den Apparat
in seine Anfangslage zuriick, losen die Schraube und verschieben das
Zeichenlineal lings der Geraden h ein wenig nach links. Hierauf
schrauben wir wieder fest, bezeichnen die neue Lage von M auf dem
Papier durch einen Strich 2 und bewegen den Apparat abermals
gegen die Gerade 4. Liegt jetzt der Fluchtpunkt F, rechts vom neuen
Schnittpunkt von # mit h, so bringen wir am Striche 2 einen nach
rechts weisenden Zeiger an und suchen die richtige Einstellung von
M zwischen 1 und 2; andernfalls bekommt 2 einen nach links ge-
richteten Zeiger, und dann verschieben wir M in dieser Richtung weiter
iber 2 hinaus usf.

Fig. 216.
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234. Schrage Ansicht eines im Grund- und Aufril
gegebenen Obelisken (Fig. 217). Hier ist es vorteilhaft, die Bild-
ebene TT nicht durch die vorderste Kante des Sockels, sondern durch
die Mittellinie M N des Obelisken zu legen. Wir ziehen also, nachdem
O’ passend gewdhlt ist, die Gerade g durch M, und zwar so, daB der
Grundrif H' des Hauptpunkts ungefihr in die Mitte der Bildbreite
fillt. In Fig.217a, bei der TT in der Zeichenebene liegt, ist H beliebig
angenommen und der Abstand gh ungefihr gleich der Augenhéhe eines
Menschen im MaBstab der gegebenen Skizze. Aus dieser entnehmen
wir die Gerade M N mit der auf ihr liegenden Teilung, sowie den

Fig. 217.
N Fig. 217a.
i
——— .’_._A_ g
|
|

%o’

Fluchtpunkt F; der Seite 14 der quadratischen Grundfliche und
bestimmen mittels der Umlegung Oy von O die Fluchtpunkte Fy, und
Fy der Seite 12 und der Diagonale 13, sowie die Teilungspunkte 7} und
T, der Geraden 14 und 12. (Vgl. Art.230.) Darauf konstruieren wir
den perspektiven Grundrifi, am besten auf eine oberhalb N liegende
Ebene TT; mit der Spur g. Zu dem Zwecke zeichnen wir zuerst die

Bilder M F; und MF, der durch M gezogenen Geraden y || 14 und
2|| 12 und dbertragen mittels 77 und 7, die auf ihnen liegenden Ab-
schnitte. Daraus erhalten wir sofort die Bilder aller Quadrate, aus
denen der Grundrif des Obelisken besteht; dabei dient die Diagonale

M F;y als Kontrolle fir die Richtigkeit der Zeichnung.

Von jedem der entsprechenden, auf dem Kérper liegenden Quadrate
kennen wir seinen Mittelpunkt auf der Geraden M N; wir finden also
sein Bild aus seinem perspektiven Grundril und dem Bild der zu 13
parallelen Diagonale, oder auch einer zu z oder zu y parallelen
Mittellinie.
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2356. Ermittelung des Fluchtpunkts einer schrigen,
d. h. nicht horizontalen Geraden (Fig.218 und Skizze 218a). Der
Fluchtpunkt F der Geraden a liegt auf der Fluchtlinie f ihrer
ersten projizierenden Ebene, d.h. auf der Vertikalen durch den auf

Fig. 218.
F

~
~
~

N
!

\\
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\ | /
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N | d /
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g

dem Horizont befindlichen
Fluchtpunkt F' des Grund-
risses ¢’ von a. Kennt man den
Neigungswinkel o der Geraden «
gegen TTI;, also den Winkel FOF’,
so findet man ¥ durch Umlegung
des rechtwinkligen Dreiecks F OF’
in die Bildebene TT. Kommt hier-
durch O nach 0° auf A, so ist
F'0° = F'0,, wenn O, wie immer
das mit der Horizontebene um-
gelegte Auge bedeutet; O° ist also
der Teilungspunkt der Geraden a’
hinsichtlich der Ebene TI,.

Eine Anwendung zeigt
Fig.2191). In dieser sind F, und
F, die Fluchtpunkte der aufein-
ander senkrechten Grundkanten des

G,
/%
e

Fig. 219.

\
W
A

\% G;

dargestellten Gebaudes, 77 und T, die zugehorigen Teilungspunkte. Die
Horizontalneigung aller Dachflichen soll 600 betragen. Daraus ergeben
sich die Fluchtpunkte G,, G und Gy, G, der Giebelkanten, und zwar
ist G4 F, = FG] und G, F, = F, G;. — Die vertikalen Winde BA P
und KJ P schneiden sich in der vertikalen Geraden P¢. Die Schnitt-

1) Nach G. Hauck, Lehrbuch der malerischen Perspektive.
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linie QR der Dachfliche LK@ mit der Wand BAP ist || KL, geht
also im Bilde nach dem Fluchtpunkt G3. Um die Schuittlinie RS der
Dachflichen LK @ und CBR zu ermitteln, bestimmen wir ihren Flucht-
punkt G5 als Schnittpunkt der Fluchtlinien beider Flichen: Die Geraden
LK und K@ haben die Fluchtpunkte Gy und Fj, mithin ist G, F; die
Fluchtlinie der Ebene LK. Ebenso ist G, F, die Fluchtlinie von
CB]{, mithin G3 — G2F1 x G]_Fz-

236. Ermittelung des Hauptpunkts und der Distanz bei
einem vorgelegten Bilde. Sind die Fluchtpunkte F; und F, zweier
horizontalen, auf einander senkrechten Geraden bekannt, so befindet
sich das nach oben umgelegte Auge O, auf dem Halbkreise iiber F} F,
(Fig. 220). Kennt man iiberdies den Fluchtpunkt ¥; der Halbierungs-
linie des von den Geraden gebildeten Winkels, so halbiert der Strabl
0, F; den Winkel F; 0,F,, geht also durch den Mittelpunkt M des
unterhalb F) F, liegenden Halbkreises. Demnach ergibt sich O, als
Schnittpunkt des Kreises mit der Geraden M Fj, und dann ist der

Fig. 220. Fig. 221.
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M

Hauptpunkt H der Fubpunkt des Lotes von O, auf den Horizont F) F,
und die Distanz — HO, — Diese Konstruktion lafit sich z. B. an-
wenden, wenn das Bild eines horizontalen, schrig liegenden Quadrats
bekannt ist.

Kennt man aufler F; und ¥, von einer nach Fj gerichteten Bild-
strecke A, B, die Linge im Mafstab der durch A gehenden Breitenlinie,
weil man z. B., dal AB doppelt so grol ist wie eine durch A4 gehende
Vertikale mit dem Bilde A.C,, so mache man auf einer Parallelen zu
F,F, die Strecke A.B; — 2. A4,C, und schneide F; Fy mit B, B, in T
(Fig.221). Dann ist T; der Teilungspunkt von AB, und O, liegt auf
dem Kreise um F; mit dem Radius F, 7.

Hat man auBer F; und F, noch die Fluchtpunkte G; und Gy
zweier andern horizontalen, aufeinander senkrechten Geraden, so ist
O, der Schnittpunkt der Halbkreise iiber F;F, und G;G,. — Bilden
die nach G; und G, gehenden Geraden zwar keinen rechten Winkel,
wohl aber einen Winkel von bekannter Grofle ¢, so ergibt sich als geo-
metrischer Ort fir O, der Kreisbogen durch G und Gy, der ¢ als
Peripheriewinkel faft.

Schattenkonstruktionen.

237. Schatten auf die Bodenebene. Der leuchtende Punkt L
sei durch sein Bild I, und seinen perspektiven Grundrif L. gegeben
(Fig.222). Dann ist der Schatten, den der Punkt P (= P., P,) auf
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die Bodenebene TI, wirft, der Schnittpunkt P* des von L nach P
gehenden Lichtstrahls mit seinem Grundri8 L’'P’, also im Bilde P’
= L.P, <X L;P,.

Bei Parallelbeleuchtung sind L, und L; die Fluchtpunkte der
Lichtstrahlen und ihrer Grundrisse. Dann liegt L, auf dem Hori-
zont k, ist also stets der Fufipunkt des von L, auf kb gefallten
Lotes (vgl. Art.233). L, ist das Bild des Sonnenmittelpunkts. Steht
die Sonne vor dem Beschauer, so liegt L. oberhalb h und ist der

Fig. 222. Fig. 223.
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Mittelpunkt des Bildes der Sonne; steht die Sonne hinter dem Be-
schauer, so liegt L, unterhalb h und ist nur ein virtuelles Bild des
Sonnenmittelpunkts. Sind die Lichtstrahlen || TT (Streiflicht), so
sind auch ihre Bilder parallel und ihre perspektiven Grundrisse || k.

Der Schatten einer vertikalen Geraden auf die Bodenebene TI,
geht im Bilde nach dem Fluchtpunkte L;, der Schatten einer horizon-
talen Geraden nach dem Fluchtpunkte dieser, Geraden (auf h).

Ist A, B. das Bild einer schriigen (nicht horizontalen) Geraden A B,
A:B; ihr perspektiver Grundrif, so schneidet die Gerade A;B, den
Horizont in ihrem Fluchtpunkte F’, und der Fluchtpunkt F' von AB
ist der Schnittpunkt von A, B, mit der Vertikalen durch F' (Fig. 223).
Dann ist die Gerade F' I, die Fluchtlinie der Lichtstrahlenebene durch
AB, also ihr Schnittpunkt mit Ti

ig. 224.
der Fluchtpunkt des Schattens
A*B* von AB auf TI,, denn 5.
A*B* ist die Schnittlinie jener "

Lichtstrahlenebene mit TT,. 7
4, R

238. Schatten auf ver- //Z x| B%“
tikale Kbenen. In Fig. 224 ¥y YA e\* L¢
soll der Schatten der Strecke 4 B SN g A P h
auf zwei vertikale Wande 7 und | CSsS |
IT konstruiert werden, die in der | ,” : /\;&/L TFT
Kante T'U zusammenstofen. Die & _ 7 ~° BZ .
erste projizierende Kbene des * | T T e Y
durch 4 gehenden Lichtstrahls f Le

schneidet I in der Vertikalen

durch den Schnittpunkt der GrundriBspuren beider Ebenen, und diese
bestimmt auf dem Lichtstrahl den Schatten AZvon A auf I. Der ebenso
ermittelte Schatten B des Punktes B liegt auBerhalb der begrenzten

Flache I; der Schatten von A B auf I reicht also nur bis zum Schuitt-
Miiller, Darstellende Geometrie. 11
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punkte C von AZBT mit der Kante TU. Ist B! der Schatten von B
auf die Ebene II, so empfingt diese von A B den Schatten CBIL

Die Fluchtlinie der durch 4B gelegten Lichtstrahlenebene ver-
bindet wieder L, mit dem Fluchtpunkte F' der Geraden AB, und die
Fluchtlinie der Ebene I ist die Vertikale f durch den Fluchtpunkt F)
der in TT, liegenden Kante ST'; der Fluchtpunkt von AIBT ergibt sich
daher als Schnittpunkt von F' L, mit f. — Die Ebene IT liegt parallel
zur Bildebene, hat also eine unendlich ferne Fluchtlinie, mithin ist

C.BY || FL..

Als Anwendung konstruiere man den Schatten der in Art. 229
dargestellten Pfeiler auf die Bodenebene, sowie den Schatten, den ein-
zelne Pfeiler von anderen Pfeilern empfangen.

239, Schatten auf eine beliebige Ebene. Der Schatten des
Punktes P auf die Ebene des Dreiecks 4 B C, das durch sein Bild und
seinen perspektiven Grundrif bestimmt ist, liegt auf der Schnittlinie
der ersten projizierenden Ebene des durch P gehenden Lichtstrahls mit
der Ebene A B C und wird ebenso konstruiert, wie frither in senkrechter
Projektion (Art. 28).

240. Ermittelung der Eigenschattengrenze eines vier-
eckigen Turms (Fig. 225). Da das Bild der Endfliche A BCD des
prismatischen Teils des Turms von den Geraden L; A, und L;C, gestreift

Fig. 225.

b L

wird, so befinden sich die durch AB und BC gehenden vertikalen
Flachen im Schatten. Um die Eigenschattengrenze des Helms zu er-
mitteln, konstruieren wir den Schatten S* der Spitze S auf die Ebene
ABCD als Schnittpunkt des durch S gehenden Lichtstrahls mit seiner
senkrechten Projektion auf diese Ebene. Dann zeigt sich, dafl die

Geraden S:Bc und S: O, das Viereck streifen, mithin ist von den vier
Pyramidenflichen nur SBC im Eigenschatten.
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Darstellung krummer Linien und Flachen.

241. Das Bild einer Kurve wird konstruiert, indem man die
Bilder einer geniigenden Anzahl von Punkten der Kurve ermittelt und
die Bildpunkte aus freier Hand durch einen stetigen Zug verbindet.
Dahei kann man sich auf verhaltnismiBig wenige Punkte beschrinken,
wenn man gleichzeitig ihre Tangenten in die Abbildung ibertrigt.

In Fig. 226 soll die in der horizontalen Ebene gk liegende Kurve £,
die in Fig. 226a in wahrer Grofle gegeben ist, perspektiv dargestellt

Fig. 226.
D, béd

Fig. 226a.

1
.
N
werden, wenn das Projektionszentrum durch den Hauptpunkt H und
den Distanzpunkt D; bestimmt ist. Nach der in Art. 227 behandelten
Grundaufgabe konstruieren wir mit Hilfe von H und D, vor allem die
Bilder der Endpunkte der Kurve, sowie ihres Wendepunkts und der

Fig. 227. Fig. 227a.
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Punkte, deren Tangenten parallel oder senkrecht zu g sind, und gleich-
zeitig — mittels ihrer Schnittpunkte mit g — auch die Bilder der
zugehorigen Tangenten.

Fig. 227 bezieht sich auf die Konstruktion der Perspektive eines
Spitzbogens in der vertikalen Ebene E, die die Bodenebene gk in der
Geraden e schneidet. Das Projektionszentrum ist wieder durch H und
D, gegeben; die wahre Gestalt des Spitzbogens und seine Lage gegen

11%*
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die Bildebene zeigt Fig. 227a. Wir ermitteln die Bilder der Punkte
A, B, S und der zugehérigen Tangenten, sowie einiger Zwischenpunkte
mit Hilfe der Grundrisse A', B', §'... und der Punkte U... auf der
Vertikalen A A'. Um die auf e liegenden Punkte auf die Bildgerade ¢,
zu ibertragen, konstruieren wir in bekannter Weise von ¢ den
Teilungspunkt 7.

242. Darstellung des Kreises (vgl Art.218). Wir betrachten
hier nur noch einmal den praktisch wichtigsten Fall, dafi der Kreis die
Verschwindungsebene weder berithrt noch schneidet, so daf er also im
Bilde als Ellipse erscheint, und zwar wollen wir zunichst voraus-
setzen, der Kreis k liege hinter TI in einer horizontalen Ebene
TI;, = gh; er sei bestimmt durch den Fufipunkt S des Lotes vom
Mittelpunkt M auf g, die Linge m von SM und den Radius 7, auller-
dem sei auf h der Hauptpunkt H und der Distanzpunkt D; gegeben
(Fig. 228). Denken wir uns dem Kreise ein Quadrat umgeschrieben,
dessen Seiten || und Ll g sind (Fig. 228a), so erhalten wir dessen Bild

Fig. 228.
D, H
h —0 o—
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N 7 s
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in folgender Weise: Wir machen auf ¢ SQ = SR =1, ST = SU = m;
dann gehen die Bilder der auf g senkrechten Quadratseiten von € und
R nach H und die Bilder der Diagonalen von U und T nach den
Distanzpunkten D, und D,, und die Geraden UD,; und 1'D, treffen
sich auf SH in M,. Dadurch sind auch die Bilder der zu g parallelen
Seiten und ihrer Berithrungspunkte A und B, sowie das Bild des zu g
parallelen Kreisdurchmessers K L bestimmt; wir kennen also von der
Bildellipse k. vier Punkte und ihre Tangenten.

Wir legen ferner um % ein zweites Quadrat, dessen Seiten zu den
Diagonalen des ersten parallel sind, und bezeichnen mit ¥ und W die

auf KL liegenden Ecken. Dann verhalt sich MK: MV = 1: 1F2, und
da KL || TT ist, so stehen auch die entsprechenden Bildstrecken in dem-
selben Verhiiltnis. Machen wir also auf K.L. die Strecken M.V, und
MW, = M.K.. }/ 2, so gehen die Bilder der Seiten des zweiten Qua-
drats von ¥V, und W, nach den Distanzpunkten und bestimmen auf UD),
und 7'D, die Berithrungspunkte 1., 2., 3., 4. Oder: Die Geraden 14
und 23 gehen durch die Mittelpunkte N und P von M V und M W.
Macht man also auf K,IL. die Strecken M,N,, N.V., M.P,, P, W,
gleich der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Drejecks, dessen
Hypotenuse == M. K, ist, so bestimmen die Geraden N,H und P,H auf
den Bildern der Diagonalen des ersten Quadrats die Punkte 1., 2., 3.,
4, mit den Tangenten V.1, usw.
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Sind die Distanzpunkte unerreichbar, und ist statt des
D,
4
M, A M M, r
man auf ¢ ;STI = % und 41 41 :ij% = dann schneiden
M, A B,

die Geraden von % nach TRy die Gerade SH in M., A., B..

Punktes D; der reduzierte Distanzpunkt gegeben, so mache

¢ D
Bedeutet {Li den Schnittpunkt von % —f mit der Parallelen durch M,

zu ¢, so ist M K, =— M,L, — 4.Mc§ - Das Bild des zweiten Qua-

drats wird mit Hilfe der Punkte N,, P., V., W. ohne Benutzung der
Distanzpunkte gefunden.

Anmerkung. Die hier mitgeteilte Konstruktion der Bildellipse
aus acht Punkten und ihren Tangenten ist selbstverstindlich auch an-
wendbar, wenn sich der Kreis, wie in Art.218, in einer beliebigen,
durch Spur- und Fluchtlinie bestimmten Ebene befindet, nur sind dann
die Punkte /I und D; durch die frither mit J und O, bezeichneten
Punkte zu ersetzen.

243. Ist von einem horizontal liegenden Kreise von vornherein
das Bild K.L. des zu TT parallelen Durchmessers gegeben, so
findet man die Punkte 4. und B, der Fig. 228 mit Hilfe der Geraden

von K. und L, nach D;, oder, wenn nur % erreichbar ist, mittels

K L 1 . D, K

M, 1= M, 1 —I]lI,,Kc und durch die Geraden von T nach 4
L

und T Ist so das Bild des ersten umgeschriebenen Quadrats bestimmdt,

so erhalt man das Bild des zweiten genau wie vorhin.

244. Darstellung eines in einer vertikalen Ebene liegen-
den Kreises (Fig.229). Die vertikale Ebene E schneide die Bild-

Fig. 229. Fig. 229 a.
7 ;

x 9

ebene TT in EZ L g, die horizontale Bodenebene TI; — gh in der
Geraden e (¢, = EF); von dieser sei auBerdem auf h der Teilungs-
punkt T bekannt, der wie in Fig. 227 mit Hilfe von O, konstruiert
wird. Die Lage des Kreises k¥ in E ist in Fig. 229a gegeben. Man
zeichne zuerst wieder das Bild eines dem Kreise umgeschriebenen Qua-
drats mit zwei zu EZ parallelen Seiten mittels der Punkte S, @, I
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und M’, A’, B', mache also auf g die Strecke EM; — SM und A;M;
= M, B; = r, verbinde Mj, A{, B] mit T usw. Dann bestimme man
auf dem Bilde des zu K Z parallelen Durchmessers K1 wie frither die
Punkte N, P, V., W, und zeichne das Bild des Quadrats mit der
Diagonale VW.

245. Kennt man von einem in einer beliebigen Ebene liegenden
Kreise das Bild eines umgeschriebenen Quadrats, von dem
zwei Seiten || TT sind, so kann man das Bild des Kreises auch in
folgender Weise konstruieren (Fig. 230 und 230a). Teilt man die zu
TT parallelen Seiten und den darauf senkrechten Durchmesser A B in

Fig. 230. Fig. 230a.
K
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gleich viel gleiche Teile, so schneiden sich z. B. die aufeinander senk-
rechten Geraden K1 und L1' in einem Punkte I des Kreises. Die
Teilung 12 3... auf der zu TT parallelen Seite erscheint auch im Bilde
als eine Teilung in gleiche Teile; wir tbertragen sie durch Geraden
nach dem Fluchtpunkte F' von A B auf die Diagonalen des Bildtrapezes
und von diesen durch Parallelen zu K,L. auf A, B..

2486. Schattenkonstruktion bei einem in schriager Ansicht
dargestellten Tor (Fig. 231). In der vertikalen Ebene E, die die
Bodenebene TT; in der Geraden ¢ mit dem Fluchtpunkt F) schneidet, ist
iiber der horizontalen Strecke A B der Halbkreis k gegeben; sein Bild,
die Halbellipse k¢, wird nach Art.244 gefunden. Der Halbkreis ist die
Leitkurve eines halben geraden Kreiszylinders, der sich in den durch A
und B gehenden Mantellinien auf zwei vertikale Wiande stiitzt. Diese
schneiden die Bodenebene in zwei auf ¢ senkrechten Geraden durch die
Punkte 4’ und B’ mit dem Fluchtpunkt Fj.

Wir bezeichnen mit L, den Fluchtpunkt der parallelen Licht-
strahlen, mit L; den FuBpunkt des Lotes von L, auf h. Dann ist
A;L; das Bild des Schattens, den die Bodenebene von der Vertikalen
durch A' empfingt. Die Kante A A’ wirft ferner auf die gegeniiber-
stehende Wand B B'C'C einen vertikalen Schatten; sein Bild G, A,
geht durch den Schnittpunkt G, von A L; mit B.F,.

Der Schatten, den irgend ein Punkt von k, z. B. der hichste K,
auf den Zylinder wirft, ist der Schnittpunkt K* des durch K gehenden
Lichtstrahls I mit der Zylinderfliche. Wir finden ihn, indem wir durch
! parallel zu den Mantellinien des Zylinders eine Ebene A legen und
die Mantellinie ¢ konstruieren, in der A, abgesehen von der durch K
gehenden Erzeugenden, den Zylinder schneidet; dann ist K* der
Schnittpunkt von 7 mit ¢ (vgl Art.130 unter b). Um die Gerade ¢
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zu ermitteln, suchen wir die Schnittlinie von A mit E: Die Ebene A
hat die Fluchtlinie Fy L., und die Fluchtlinie von E ist die Vertikale
durch F'; mithin geht das Bild der Schnittlinie beider Ebenen vom
Schnittpunkte F; ihrer Fluchtlinien nach dem Punkte K,. Trifft diese
Verbindungslinie die Ellipse k. zum zweiten Male in J;, so ist i, = J,F,
und K: =1, X 1.

Die Tangente aus Fy an k. bestimmt die Eigenschattengrenze des
Zylinders. — Die Gerade F; B schneidet k. im Bilde des Punktes @

Fig. 251.

von k, dessen Schatten gerade auf BC( fallt. Jeder Punkt von k, der
zwischen A und @ liegt, wirft seinen Schatten auf die Wand B B'C’C.
Dieser Schatten ergibt sich in bekannter Weise aus dem Grundrill des
durch den Punkt gehenden Lichtstrahls.

247. Schattenkonstruktion bei einem aufrecht stehenden
geraden Kreiszylinder mit quadratischer Deckplatte. In
Fig. 232 bedeutet k, die Um-

i Fig. 232.
legung des in der hinteren 3
Bodenebene TI, liegenden Gl::!”
Grundkreises k des Zylinders. 2" 1
Die quadratische Platte ist L
durch ihren umgelegten Grund- - D, H h

ril 15 20 35 4¢ und ihren Auf- |
rif auf die Bildebene TI ge-
geben; wie die Figur zeigt, |
liegt das Rechteck 1265 || TT. ¢
‘Wir konstruieren zuniachst L,
nach Art.218 oder 242 das
Bild %k, von k£ und hierauf in 3
gleicher Weise das Bild 4. des

oberen Grenzkreises 4. Dabei tritt an die Stelle von g die Gerade
12" als Spur der oberen Grenzebene, und entsprechende Punkte
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von k. und i, liegen in Loten zu g. — Die scheinbaren Umriflinien
t. und %, des Zylinders sind die gemeinsamen vertikalen Tangenten
der Ellipsen %, und 4.; wir erhalten sie am genauesten, ohne %, zu
benutzen, auf Grund der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen
ke und ky. Ist Oy das umgelegte Projektionszentrum und der Punkt O,
der Geraden H O, sein umgelegter Grundrif}, also Abstand Ogg — Oy H
== HD,, so geht durch O; die umgelegte Verschwindungslinie von
TT,, und alle Geraden der umgelegten TI,, die sich in Oy als ihrem
Verschwindungspunkte schneiden, haben vertikale Bilder. Ziehen wir
daher aus O; an k, die Tangenten #, und u,, so entsprechen ihnen
im Bilde die gesuchten UmriBlinien; diese gehen also durch die
Schnittpunkte von ¢, und %, mit g.

Bezeichnet L, den Fluchtpunkt der Lichtstrahlen, I seine senk-
rechte Projektion auf %, so wirft jede Mantellinie des Zylinders auf TT,
einen Schatten, dessen Bild nach L, liuft. Die Grenzlinien dieses
Schlagschattens sind also die Tangenten v, und w, aus L. an k.. Wir
konstruieren sie genauer mit Hilfe der entsprechenden Tangenten v,
und w, an k,, die zu Oy L, parallel sind; dann geht z.B. v, durch den
Schnittpunkt von vy mit g. Ist ¥y der Bertthrungspunkt von v, und %,
so liefert die Gerade O, V, auf v, den entsprechenden Berithrungspunkt
V. und damit den Anfangspunkt der Eigenschattengrenze des Zylinders.

Um den elliptischen Schlagschatten zu konstruieren, den die
Kante 12 der Deckplatte auf den Zylinder wirft, wahlen wir auf 12
eine Reihe von Punkten P, Q... und ermitteln fir die durch sie gehenden
Lichtstrahlen die Schnittpunkte P*, @*... mit dem Zylinder: Ziehen
wir P, P; L g bis 1,2;, so ist die Gerade P, L; der perspektive Grundrif
des durch P gelegten Lichtstrahls; sie schneidet also k. in P}, dem
perspektiven Grundril von P*  Genauer erhalten wir P’ mit Hilfe
von ky: Wir bestimmen P; als Schnittpunkt von 152y mit Oy P, ziehen
Py P§' || O¢ Lt bis ky und projizieren den Punkt P’ aus O, auf P;L;.

In derselben Weise ergibt sich der Schatten, den der Zylinder von
der Kante 14 empfingt.

248. Durchdringung zweier Tonnengewdlbe (Fig. 233).
Die Wolbflichen sind zwei halbe gerade Kreiszylinder mit horizontalen,
sich rechtwinklig schneidenden Achsen. Der gréfere hat zur Leitkurve
den in TT liegenden Halbkreis k¥ iiber dem horizontalen Durchmesser
A B, der kleinere den Halbkreis ¢ in der vertikalen Ebene E, die TT in
der Geraden A A’ rechtwinklig schneidet. Wir geben ¢ durch seine
Umlegung %, in TT und bezeichnen mit Ey Fy die Umlegung des auf TT
senkrechten Durchmessers EF. Der von den Wolbflachen iiberdeckte
Raum wird seitlich von vertikalen Ebenen durch die Anfangsmantel-
linien der Zylinder begrenzt, hinten von einer zu TI parallelen Ebene,
deren Abstand F'G von F — A E ist, unten von der Bodenebene TT,
mit der Spur g. — Das Projektionszentrum O ist durch den Haupt-
punkt H und den Distanzpunkt D, gegeben.

Die Gerade E F geht im Bilde von A nach H, und der Punkt FE,
liegt auf Ey D,. Der scheinbare Umri8 des kleineren Zylinders ist die
horizontale Tangente %, der nicht gezeichneten Halbellipse ¢.. Nun sind
7o und 4, perspektiv kollinear mit der Spur 4 4’ von E als Kollineations-
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achse, der Vertikalen durch H als Fluchtlinie und der Umlegung D,
von O als Kollineationszentrum. Tragen wir also auf h die Strecke
HD, von A A’ aus ab, so geht durch den so erhaltenen Punkt V, die
umgelegte Verschwindungslinie von E parallel zur Spur 4.4'; V ist
demnach der Verschwindungspunkt der Geraden w,, die der Geraden .
als Umlegung entspricht, d. h. 4, ist die Tangente aus ¥V, an ¢, und
dann geht u, durch den Schnittpunkt von u, mit 4 4"

Um die Durchdringungskurve zu konstruieren, schneiden wir
beide Zylinder durch eine Schar horizontaler Hilfsebenen. Sei s die
Spur einer solchen Ebene Z, 7' ihr Schnittpunkt mit A 4', so ist HT'
das Bild der Schnittlinie ¢ von
2 mit E. Die Gerade s trifft
k in den Anfangspunkten P
und @ der Mantellinien, die Z
aus dem groBeren Zylinder
schneidet. Ebenso hat ¢ mit ¢
zwei Punkte R und S gemein;

Fig. 233.

ihre Umlegungen Iy und S, _2 WH B
sind die Schnittpunkte von 7
mit {, = s, und die zugehéori- 7 A

gen Bildpunkte R; und S, wer-
den gefunden, indem wir R,
und S, aus D, auf H T projizieren. Die Horizontalen durch R, und
S. sind die Bilder der in Z liegenden Mantellinien des kleineren Zylin-
ders; sie treffen PH und @ H in vier Punkten des Bildes der Durch-
dringungskurve.

Man bestimme insbesondere die Punkte der Durchdringungskurve
auf der hochsten Mantellinie des kleineren Zylinders, sowie auf seiner
UmriBlinie . In E und F hat die Kurve vertikale Tangenten.

249. Frontansicht eines von vier quadratischen Pfeilern
getragenen Kreuzgewolbes. Das in Fig. 234 darzustellende Bau-
werk hat die Gestalt eives freistehenden Triumphbogens mit doppeltem
Durchgang; es wird von vier kongruenten vertikalen Flachen begrenzt,
die quadratisch angeordnet sind, und deren vorderste in TI liegt.
Fig. 234a zeigt den Schnitt mit der Anfangsebene des Gewolbes. Die
Geraden A E und BF, sowie 4, By und E, F, sind die Anfangsmantel-
linien zweier gerader Kreiszylinder; der erste enthalt den in TT liegen-
den Halbkreis &k, der zweite schneidet die Seitenwinde in Halbkreisen
mit den Durchmessern A, E, und B, F;. Die beiden halben Zylinder
durchdringen sich in zwei Halbellipsen — den Gratlinien des Kreuz-
gewoblbes — mit den grofien Achsen A; F; und B; E; und der vertikalen

kleinen Halbachse My N, — Azlj

Um die Gratlinien, sowie die in den Seitenwiinden liegenden Halb-
kreise darzustellen, legen wir durch die beiden Halbzylinder eine Schar
horizontaler Hilfsebenen. Die Spur s einer solchen Ebene Z moge % in
P und @ und die in TT liegenden Eckkanten in P; und @, treften.
Dann schneidet 2 aus dem Bauwerk vier Quadrate PP; P, P;, @ @, @, @5,
RR, R,R;, SS; S, S5, deren Bilder sofort konstruiert werden kénnen,
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denn die Bilder der auf TT senkrechten Seiten gehen nach dem Haupt-
punkte H und die der Diagonalen nach den Distanzpunkten D, und D,.
Da die Bilder der zu TT parallelen Seiten || & sind, so ist der eine der
beiden Distanzpunkte bei dieser Konstruktion entbehrlich. Wir er-
halten hierdurch von den Gratlinien die Punkte Pz, S; und @4, R3, und
von den seitlichen Halbkreisen die Punkte Py, Iy und @, S,.

Es empfiehlt sich noch, in den acht gefundenen Punkten die Tan-
genten der betreffenden Kurven zu ermitteln. Schneidet die Tangente
von % in P die Eckkante A, A; in 7, so gehen durch denselben Punkt
die Tangenten des Halbkreises in P, und der Gratlinie in P;. Das

Fig. 234.
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Entsprechende gilt von den Schnittpunkten der iibrigen Eckkanten mit
der durch T gelegten Horizontalebene. — Bezeichnen wir mit Z den
Schnittpunkt von PZT mit der Vertikalen durch den Mittelpunkt M
von k& und mit Z; den Punkt in gleicher Hohe auf der Vertikalen durch
Mj, so schneiden sich in Zz die vier Berithrungsebenen der Zylinder in
den Erzeugenden PR, @8, P, ¢,, Ry Sy; durch Z; gehen also auch die
Tangenten der Gratlinien in P;, @5, R3, Ss. Am genauesten ergibt
sich Z; — wie vorher Q3 aus @ —, wenn wir ZZ, || h bis B, B ziehen
und Z; mit D, verbinden.

Legen wir eine horizontale Hilfsebene durch den hichsten Punkt N
von k und verfahren in derselben Weise wie soeben mit dem Punkte 7,
so erhalten wir auf der Vertikalen durch M; den Scheitel N; des
Gewolbes. Die Tangenten der Gratlinien in N; gehen im Bilde nach
D, und D,.

Wir ermitteln endlich die Punkte der Gratlinien wund der
Seitenkreise auf der UmriBlinie % des zu TI parallelen Zylinders.
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Die Gerade u, wird ebenso konstruiert, wie in der vorhergehenden
Aufgabe.

In den Punkten Aj, B;... werden die gefundenen Kurven von den
vertikalen Pfeilerkanten beriihrt.

250. Darstellung der Kugel. In Fig. 235 sind M, und i, die
Bilder des Kugelmittelpunkts M und des zu TT parallelen Hauptkreises
?; das Projektionszentrum O ist durch H und D, gegeben. Ziehen wir
in ¢, den horizontalen Durchmesser A,B;, so bestimmen die Geraden
D, A; und D; B, aut HM, die Bilder F, und G, der Endpunkte des
auf TI senkrechten Kugeldurchmessers. Nach Art. 104 sind F, und
G, die Brennpunkte des Umrilkegelschnitts u,., wir wollen jedoch diesen
Satz, von dem wir in Art. 221 und 222 bei der Konstruktion des Um-
risses ausgingen, gegenwartig nicht verwenden.

Da die zu TT parallelen Kugelkreise im Bild als Kreise erscheinen,
so konnen wir den scheinbaren Umrif der Kugel — hier die Ellipse

Fig. 235.

u. — als Einhiilllende dieser Bildkreise konstruieren. Um 2. B. den
Kreis k, zu zeichnen, der den zwischen ¥, und G, beliebig gewihliten
Punkt N; zum Mittelpunkt hat, schneiden wir A.B, mit D; N, in Q.
und ziehen Q.R.1 A.B. bis 4., sowie N. I, || Q.R. bis D, R.; dann ist
N, P, der Radius von k. Denn M,N, und M,Q. sind die Bilder
gleicher Strecken, und dasselbe gilt von N, P, und Q.R.; denken wir
uns also den Originalkreis ¢ um seinen vertikalen Durchmesser um 90°
gedreht, bis A nach F kommt, so fillt ¢ auf N und R auf P.

Die Ellipse . berithrt den Kreis ¢, in den Berithrungspunkten
seiner Tangenten aus H.

Um die Eigenschattengrenze der Kugel fiir Parallelbeleuchtung
zu konstruieren, ersetzen wir die gegebene Kugel wie in Art. 222 durch
eine Hilfskugel um M, mit dem Hauptkreise i, Die Eigenschatten-
grenzen der beiden Kugeln sind parallele, auf der Lichtrichtung senkrechte
Hauptkreise, deren Bilder zusammenfallen. Sei L. der Fluchtpunkt
der Lichtstrahlen, E die Ebene der Eigenschattengrenze s der Hilfs-
kugel, dann ist die Spur ¢ von E das Lot von M, auf HL, Errichten
wir ferner in H zu HL, das Lot HO0° = HD, und ziehen 0°J 1 0°L,
bis zur Verlingerung von H L, so geht die Fluchtlinie ¢; von E durch
den Punkt J [Art. 217, b)]. Legen wir den Kreis s um e in die
Zeichenebene um, so deckt er sich mit ¢,; wir kénnen also sein Bild
aus dieser Umlegung mittels ¢ und ¢; konstruieren (Art. 218).



— 172 —

251. Darstellung einer Umdrehungsfliche mit vertikaler
Achse (Fig.236). Wir betrachten als gegeben die Bilder @, und m.
der Achse a der Fliche und der zu TI parallelen Meridiankurve m; das
Auge O sei wieder durch H und D, bestimmt. Dann 146t sich der
scheinbare Umrif %, als Einhiillende der Bilder der Parallelkreise kon-
struieren; von jedem dieser Kreise kennen wir namlich das Bild eines
zu TT parallelen Durchmessers, wir erhalten daher das Bild des Kreises

Fig. 236. wie in Art. 243. Kirzer

o, und genauer ist aber das

-——% folgende Verfahren, bei

/ dem wir die Parallelkreis-

berithrungskegel benutzen.
J Die Kurve u, ist auch
/ der scheinbare Umrif} einer
andern, zur ersten #hn-

/ lichen  Umdrehungsfliche

/ mit der Achse a, und der

// // Meridiankurve  m.;  wir
p diarfen daher bei der Er-
mittelung von u, die erste
Flache, die durch @, und
m, iiberhaupt mnoch nicht
vollig bestimmt ist, durch
die zweite ersetzen (vgl.
Art. 222). Wir bezeichnen
nun mit & den Parallelkreis
dieser zweiten Fliche, der
die auf a, senkrechte Sehne
P@ von m, zum Durch-
messer hat, und mit S, die
Spitze des zugehorigen Be-
rithrungskegels,also den auf
a. liegenden Schnittpunkt
der Tangenten von m, in P und . Dann sind die scheinbaren Umri6-
linien des Kegels, d.h. die Tangenten aus S, an das Bild %, von £,
auch Tangenten der Kurve u, in ihren Berithrungspunkten mit %, (vgl
Art. 144). Um aus dem Punkte S, an den nicht gezeichneten Kegel-
schnitt k. Tangenten zu ziehen und ihre Berithrungspunkte 7., U, zu
bestimmen, beschreiben wir iitber dem Durchmesser P den Kreis %,
als Umlegung von % in TI. Dann sind %, und k, perspektiv kollineare
Kurven mit P4 als Kollineationsachse, dem Horizont h =— HD, als
Fluchtlinie und der Umlegung O, von O als Kollineationszentrum; da-
bei ist HO,L HD,. In dieser kollinearen Beziehung entspricht dem
Punkte S. der Schnittpunkt Sy von 0,S, mit der Parallele zu a, durch
den Schnittpunkt R von S; H mit P ¢), denn zu der umgelegten Original-
geraden 12 S, gehért RS, als Bild (S, liegt auch auf der Parallele a, durch
den Mittelpunkt von P zur Verbindungslinie von O, mit dem Schnitt-
punkt von a, und A, denn @, und a, sind gleichfalls entsprechende
Geraden). Ziehen wir jetzt aus S, an k, die Tangenten S,7, und
So Uy und bestimmen ihre Schnittpunkte ¥ und W mit der Geraden

IS

i

o= -~ -
ool
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PQ, so sind S,V und S, W die gesuchten Tangenten von /., und die

entsprechenden Berithrungspunkte, wie T, und 1%, liegen auf Geraden
durch 0,

Spiegelbilder.

252. Das Spiegelbild einer Figur in bezug auf die Ebene Z ist
bekanntlich dadurch bestimmt, dal seine sdmtlichen Punkte zu den
entsprechenden Punkten der gegebemen Figur in bezug auf X sym-
metrisch liegen. Um also vom Punkte P sein Spiegelbild P* zu
erhalten, fillen wir von P ein Lot auf Z, ermitteln seinen Fullpunkt ¢
und machen auf der Verlingerung von P¢) die Strecke Q@ P* =— P@.

Die perspektive Darstellung dieser Konstruktion gestaltet sich sehr
einfach, wenn die Ebene Z horizontal ist (Wasserspiegelung).
Dann ist P vertikal, dasselbe gilt also auch von der Bildgeraden
P.Q., und Q. P; wird =— P.Q,. — Befindet sich in diesem Falle der
Punkt P sehr weit hinter der Zeichenebene, so liegt Q. dem Horizont h
sehr nahe, mithin fillt P; mit dem Spiegelbild von P, in bezug auf h
angendhert zusammen.

253. Spiegelung an einer beliebigen schrigen Ebene. In
Fig. 237 ist I der Horizont, H der Hauptpunkt, O, das mit der Hori- -
zontebene nach unten umgelegte Auge, KL M N eine rechteckig be-
grenzte Wand, die die Bodenebene TI, in der Geraden L M schneidet, F}
der Fluchtpunkt von LM und K N. An der Wand soll ein rechteckiger
Spiegel A B C D angebracht werden, dessen untere horizontale Kante 4 B
in der Wand liegt, und dessen Ebene Z die Horizontalneigung o hat.
Die Bildstrecke A, B, ist nach F, gerichtet. Die schrigen Spiegel-
kanten A D und B C sind Fallinien von Z; ihre senkrechten Projektionen
auf die Bodenebene TI, sind also L LM und gehen daher im Bilde
nach dem Fluchtpunkte F,, dessen Verbindungslinie mit O, auf Oy F,
senkrecht steht. Dann liegt der Fluchtpunkt F; von A D und BC auf
der Vertikalen durch F,, und zwar bildet die Gerade O F; mit O F,
den gegebenen Winkel «. Demnach finden wir F;, indem wir das
rechtwinklige Dreieck O Fy F, in die Zeichenebene umlegen; wir machen
also auf & die Strecke F, 0° = F, O, und tragen den Winkel ¢ in O°
nach unten an 0°F, an (vgl. Art. 235). — Die Bildlingen 4,B, und
A¢ D, sind beliebig angenommen worden.

Spiegelbild eines Punktes. Vor dem Spiegel ist der Punkt P
durch sein Bild P, und seinen perspektiven Grundrif P, gegeben. Um
sein Spiegelbild P* zu konstruieren, ermitteln wir zunichst den Flucht-
punkt I der Normalen zur Spiegelebene Z. Da die Grundrisse dieser
Normalen auf L M senkrecht sind, so haben sie Fy zum Fluchtpunkt,
mithin liegt F,, auf der Vertikalen F,F;. Dabei ist £ F,O0F; ein
Rechter; wir erhalten also ¥, wenn wir als Umlegung dieses Winkels
den Winkel F), 0°F; gleich einem Rechten machen.

Jetzt ist P, F, das Bild des Lotes von P auf . Wir ermitteln
seinen FuBpunkt @, indem wir durch das Lot eine vertikale Hilfsebene
legen. Diese schneidet die Bodenebene in einer durch P’ gehenden
Geraden, die auf I M. senkrecht steht; ihr Bild ist die Gerade P, F,.
Die Hilfsebene schneidet ferner die Wand in der Vertikalen durch den
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Schnittpunkt B von LM mit der eben gefundenen Geraden und die
Spiegelebene Z in einer Fallinie durch den Schnittpunkt S der Vertikalen
mit AB — im Bild in der Geraden S.F;. Dann treffen sich S, Fj
und P, F, im Punkte Q..

Nun ergibt sich endlich das Spiegelbild P* von P, wenn wir die
Strecke P@ um sich selbst iber @ hinaus verlingern. Zu dem Zwecke
ziehen wir durch einen beliebigen Punkt F, von F, F; die Gerade F, (.
bis @, auf der Verlingerung von F,P:; und machen auf dieser Ver-

Fig. 237.

Fy

langerung die Strecke @, P; = P.@,; dann schneidet F,P; die Ge-
rade P.F, im gesuchten Punkte P;. Denn von der durch P ge-
legten Hilfsebene ist ¥, F; die Fluchtlinie, P, P; das Bild einer in ihr
liegenden Frontlinie, und F,@, und F,P; sind die Bilder paralleler
Geraden (vgl. Art. 214).

Spiegelbild einer Geraden. Der Punkt T, = P, P> S.Q.
ist das Bild des Schnittpunkts 7' der Vertikalen PP’ mit der Ebene Z;
in der Perspektive geht also das Spiegelbild der Strecke PP’ in seiner Ver-
lingerung durch 7. Obwohl es hierdurch bereits bestimmt ist, kénnen
wir auBerdem noch seinen Fluchtpunkt, wie tiberhaupt den Flucht-
punkt des Spiegelbilds einer beliebigen Geraden ermitteln.
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Da parallelen Geraden parallele Spiegelbilder entsprechen, so ent-
sprechen sich auch die unendlich fernen Punkte einer Geraden und
ihres Spiegelbilds; dasselbe gilt also in perspektiver Darstellung von
den Fluchtpunkten § und §F* der beiden Geraden. Die Punkte §§ und
&* liegen daher in einer Geraden durch den Normalenfluchtpunkt ¥,
der Spiegelebene Z, und zwar wird §* aus § in derselben Weise ge-
funden, wie vorhin der Punkt P; aus dem Punkte P.. Dabei tritt an
die Stelle des Punktes @, der Schnittpunkt O von § F, mit der Flucht-
linie £ von Z, weil die der Geraden § F), entsprechende Originalgerade
im Unendlichen liegt (Fig.238). Wir finden demnach §*, indem wir
T O als eine Bildstrecke betrachten, die F, Fig. 238.
zum Fluchtpunkte hat, und die wir iiber O
hinaus um sich selbst verlangern sollen.
Ziehen wir also durch irgend einen Punkt E
der Parallelen durch F, zu [ eine Gerade
nach §, die f in &,; schneidet, und machen
auf [ die Strecke QUF = T Y, so trifft
E$1 die Gerade § F, im gesuchten Flucht-
punkt F*.

Wenden wir diese Konstruktion auf die
vertikale Gerade PP’ der Fig.237 an, so ist
% der unendlich ferne Punkt der Geraden,
und die Fluchtlinie f von Z ist die Gerade F) F3; der Punkt O fillt
daher mit F; zusammen. Liegt aber in Fig. 238 der Punkt § un-
endlich fern, so wird Qf; — EF,, und dann ist §* der Mittelpunkt
von O Fx In Fig. 237 ist demnach der Mittelpunkt von F,F; der
Fluchtpunkt der Spiegelbilder aller vertikalen Geraden.

Die Konstruktion der Perspektive des Spiegelbilds einer Figur ver-
einfacht sich betrachtlich, wenn die vertikale Wand, an der der Spiegel
héngt, zur Bildebene parallel oder senkrecht steht, oder wenn die
Spiegelebene vertikal ist.

Uber die asthetische Wirkung der durch Zentralprojektion
erhaltenen Bilder.

264. Der Zentralprojektion wird hiufig vorgeworfen, das nach
ihren Regeln konstruierte Bild entspreche nicht genau dem Eindruck,
den das Auge des Beschauers vom Gegenstande selbst empfiangt. In
der Tat zeigen namentlich die Bilder krummer Flichen, z. B. einer
Kugel, zuweilen eine unnatiirliche Verzerrung, die um so stirker ist, je
weiter das Bild der Fliche vom Hauptpunkte entfernt liegt, und je
kleiner die Distanz ist. Zeichnen wir eine Reihe kongruenter zylindri-
scher Sdulen in Frontansicht, so erscheinen die Siulen am Rande breiter
als die in der Mitte, wie Fig. 239 beweist, die den Schnitt der Hori-
zontebene mit den Sdulen und dem Sehstrahlenbiindel darstellt.

Diese ,Randverzerrungen“ sind vom richtigen Gesichtspunkte O
aus selbstverstindlich nicht bemerkbar, wirken jedoch iiberaus storend,
wenn wir das Bild mehr von der Seite ansehen. Sie rithren offenbar
daher, daB die projizierenden Strahlen die Bildebene um so schriger
schneiden, je mehr sie vom Hauptstrahl abweichen. Beim natiirlichen
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Sehen treten solche Verzerrungen deshalb nicht ein, weil wir dann die
einzelnen Siulen uberhaupt nicht auf einmal, sondern schnell nach-
einander betrachten, also gewissermaflen jede Saule fiir sich auf eine
neue, zur jeweiligen Blickrichtung senkrechte Bildebene projizieren.
Das perspektive Bild, das die Zentralprojektion liefert, gibt
immer den Eindruck wieder, den unser Auge erhalten wirde, wenn es
eine ruhende photographische Kamera wire. In Wirklichkeit ist aber
unser Auge eine sehr bewegliche Kamera, die die einzelnen Gegenstinde
rasch nacheinander fixiert und so eine Fiille von Einzeleindriicken auf-

H T h
|

nimmt, die erst nachtriglich durch einen geistigen Prozel zu einem
Ganzen, dem subjektiven Anschauungsbhild, verschmolzen werden.

Die gewonnenen Einzeleindriicke in einer Zeichnung vereinigt
wiederzugeben, ist unmoglich, da sie einander zum Teil widersprechen.
So erhalten wir im vorher betrachteten Beispiel von den am Rande
stehenden Siulen beim direkten Fixieren schmilere und zugleich kleinere
Bilder, als von der mittleren Siule, weil jene unter kleinerem Winkel
gesehen werden. Ein auf den Siulen liegender horizontaler Balken
miilte daher krummlinig gezeichnet werden, was aber der Forderung
widerspriche, daf} das Bild jeder Geraden wieder eine Gerade sein soll.

Dem dsthetischen Empfinden des Kiinstlers bleibt es iiberlassen,
zwischen der strengen perspektiven Formengebung und dem aus Einzel-
eindriicken erhaltenen Anschauungsbild zu vermitteln; er wird die
Randverzerrungen ausgleichen, indem er im vorigen Beispiel alle Siulen
gleich breit darstellt. Am Rande des Bilds befindliche Kugeln diirfen
unter Umstinden einen kreisformigen Umril erhalten, falls sie nicht,
wie die halbkugelférmige Kuppel eines Gebaudes, in Verbindung mit
anderen Bauteilen auftreten.




Anhang.

Grundziige der Reliefperspektive.

265. Um von einem riaumlichen Gebilde in gesetzmaBiger Weise
eine rdumliche Abbildung herzustellen, wiahlen wir im Raume einen
Punkt O und zwei parallele (vertikale) Ebenen TT und TI7 und treffen
die folgenden Festsetzungen:

1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in Original- und
Bildfigur sollen durch O gehen.
2. Jeder Punkt der Ebene TI soll sich selbst entsprechen.

3. Das Bild jedes unendlich fernen Punktes soll sich in der Ebene
TIY befinden.

4. Das Bild jeder geraden Linie soll wieder eine Gerade sein.

Dann ist zu jeder Originalgeraden g die Bildgerade g, eindeutig
bestimmt, denn diese geht durch den Schnittpunkt ¢ von g mit TT und

Fig. 240.
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durch das Bild des unendlich fernen Punktes von g, d. h. den Schnitt-
punkt G7 von TIY mit dem Parallelstrahl durch O zu g (Fig.240). —
Das Bild P, eines beliebigen Raumpunktes P ergibt sich als Schnitt-
punkt des Strahls OP mit dem Bilde irgend einer durch P gehenden
Geraden.

Das auf solche Weise konstruierte Bild einer Raumfigur wird das
Relief der Figur genannt. Beide Figuren heiflen im allgemeinsten
Sinne perspektiv kollinear, Der Punkt O wird als Kollineations-
zentrum (Gesichtspunkt), die Ebene TT als Kollineationsebene,

Miiller, Darstellende Geometrie. 12
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die Ebene TI7 als Fluchtebene bezeichnet. Wir nennen ferner G
den Spurpunkt, G den Fluchtpunkt der Geraden ¢ und ver-
stehen unter Hauptfluchtpunkt den Fulpunkt H des Lotes von O
auf TI7, also den Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.

Durch unser Abbildungsverfahren wird der unendliche Original-
raum, der von O aus gesehen sich hinter der Ebene TT befindet, in
einem Raume von begrenzter Tiefenausdehnung — zwischen TT und
TI7 — abgebildet. Die Entfernung der Ebenen TT und TI;" heifit die
Tiefe des Reliefs. Wird diese gleich Null, so verwandelt sich das
Relief in eine gewthnliche Zentralprojektion auf die Ebene TI.

256. Dem unendlich fernen Punkte der Bildgeraden g; entspricht
als Originalpunkt der Schnittpunkt G* von ¢ mit der Parallele durch
O zu ¢;; wir bezeichnen ihn wieder als den Verschwindungspunkt
von g. Wegen (7 = O GY ist auch Abstand G*TI — Abstand OTI7,
d. h. konstant fiir alle Originalgeraden. Demnach liegen die Ver-
schwindungspunkte aller Geraden in einer zu TI parallelen
Ebene, der Verschwindungsebene TI?, und es ist Abstand TI*TI
=— Abstand OTIP. '

257. Das Relief E; einer Ebene E ist wieder eine Ebene,
denn allen Geraden in E entsprechen Bildgeraden, die einander samtlich
schnelden. Bestimmen wir von E die Spurlinie ¢ —= TI < E, sowie
die Fluchtlinie ¢, d. h. die Schnittlinie von TT{ mit der Parallel-
ebene durch O zu E, so ist E; die Ebene durch ¢ und ¢;’. Die Ebene
E schneidet TT? in der Verschwindungslinie ¢’ deren Verbindungs-
ebene mit O || E, ist.

Entsprechende Figuren in E und E; sind perspektiv kollinear mit
O als Zentrum, e als Achse und e; als Fluchtlinie. — Ist E || TT, so
gilt dasselbe von E;, und entsprechende Figuren beider Ebenen sind
einander ahnlich.

Die Fluchtlinie aller horizontalen Ebenen geht durch I7 und heifit
der Horizont des Reliefs.

Um das Relief eines Gegenstandes zu konstruieren, bedienen wir
uns des Grund- und Aufrifverfahrens; dabei stellen wir die Ebenen TT
und TIT senkrecht zur Projektionsachse x.

268. Abbildung der Kugel. Da jeder ebene Schnitt der Kugel
K in einen Kegelschnitt ibergeht, so erhalten wir als Relief K, eine
Flache zweiter Ordnung ohne gerade Linien, und zwar ein Ellipsoid,
elliptisches Paraboloid oder zweischaliges Hyperboloid, je
nachdem die Kugel mit der Verschwindungsebene TI” keinen Punkt
gemein hat, oder sie in einem Punkte beriihrt, oder in einem Kreise
schneidet. Insbesondere entsteht eine Umdrehungsfliche zweiter
Ordnung, wenn der Kugelmittelpunkt auf der Geraden OH liegt.

Der Tangentenkegel an K; aus irgend einem Punkte I, ist das
Relief des Tangentenkegels aus dem entsprechenden Punkte L an K,
und da dieser Kegel die Kugel in einem XKreise s berithrt, so folgt:
Die Eigenschattengrenze s; der ¥liche zweiter Ordnung K,
ist ein Kegelschnitt. — Ist L, unendlich fern und K; ein elliptisches
Paraboloid, so liegt L in der Ebene TI%, die in diesem Falle von K in
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einem Punkte P berithrt wird. Dann beriihrt auch der Kreis s die
Ebene TTY in P, mithin ist die Eigenschattengrenze s, des ellipti-
schen Paraboloids bei Parallelbeleuchtung eine Parabel.

259. Sonderfille der Reliefperspektive. a) Ist O unendlich
fern, so entspricht jedem unendlich fernen Originalpunkte ein unendlich
fernes Bild; die Bilder paralleler Geraden sind also parallel, und die
Ebenen TI; und TIY fallen mit der unendlich fernen Ebene des Raumes
zusammen. Wir bezeichnen die Beziehung zwischen Original- und Bild-
ficur in diesem Falle als (rdumliche) Affinitét in perspektiver Lage.

b) Liegt die Ebene TT unendlich fern, so entspricht jeder Original-
geraden eine parallele Bildgerade und entsprechende Strecken stehen in
konstantem Verhialtnis. Die Ebenen TI7 und TI? fallen mit der un-
endlich fernen TT zusammen: Ahnlichkeit in perspektiver Lage.

¢) Ist sowohl O als auch TT unendlich fern, so sind Original- und
Bildfigur kongruent und parallel.
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