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Geleitwort.

Die biologische Forschung hat sich von der rein beschreibenden Form
von Lebensvorgingen aller Art immer mehr dem tief schiirfenden Versuche
zugewandt. Die Fragestellungen verlieen mehr und mehr allgemeine Probleme.
Sie wurden immer einfacher und schirfer umgrenzt. Vorstellungen des Che-
mikers, des Physikers und des physikalischen Chemikers ragen iiberall tief in
die ganze Stellungnahme des modernen Biologen zu den Geschehnissen in
den Zellen hinein. Wir suchen die gewaltige Fiille von chemischen und physi-
kalischen Vorgéngen, die kreuz und quer durcheinander laufen, zu entwirren.
Machtvoll strebt die Forschung vorwarts. Das Riistzeug des Chemikers, des
Physikers und des physikalischen Chemikers ist erforderlich, um mit vollem
Erfolg an den laufenden Foischungen der Biologen teilzunehmen oder ihren
Ergebnissen mit Verstindnis zu folgen. Fiir die chemischen Grundlagen fillt
es nicht schwer, die geeigneten Fiihrer in der Literatur zu finden. Eine Reihe
guter Lehrbiicher der physiologischen Chemie stehen zur Verfiigung. Bedeu-
tend schwieriger ist es vor allem fiir den Studierenden, die ebenso wichtigen,
exakten Grundlagen jener Gesetze der Physik und der physikalischen Chemie
zu sammeln, die zur klaren Erfassung bestimmter Zellvorginge unentbehrlich
sind. Sie sind zerstreut. Vor allem ist gerade hier ein guter Fithrer notwendig,
damit die Anwendungsweisen der einzelnen Gesetze klar erkannt werden. Das
vorliegende Buch wird in diesem Sinne grofen Nutzen stiften. Zugleich wird
a8 die wichtige Aufgabe erfiillen, diejenigen zu warnen, die da glauben, die
Vorbildung der Biologen und im besonderen der Mediziner kiirzen zu kénnen!
Jede Seite des folgenden Buches zeigt, wie tief derjenige in die Grundlagen.
der Chemie und Physik einzudringen hat, der der biologischen Wissenschaft
mit Erfolg folgen will.

Halle a. S., den 25. Februar 1919.
Emil Abderhalden.



Vorwort.

Der von uns gefaite EntschluB, ein Buch iiber die physikalisch-chemischen
Grundlagen der Biologie, und zwar mit einer Einfiihrung in die Begriffe der
hoheren Mathematik herauszugeben, wurzelt vornehmlich im folgenden Beweg-
grund: Es ist ein Verstindnis physikalisch-chemischer Vorgéinge ohne Vor-
kenntnisse in der Infinitesimalrechnung kaum denkbar, da bestimmte Teil-
gebiete dieser Disziplin, wie z. B. die Thermodynamik oder die Reaktionskinetik
ohne mathematische Behandlung, oder selbst unter Zuhilfenahme der uns von
der niederen Analysis gebotenen Mitteln, auf ein populdrwissenschaftliches
Niveau herabsinken wiirden. Andererseits geben wir uns iiber den sehr be-
grenzten Wert einer knappen Anleitung, wie sie dieses Buch bringt; wohl
Rechenschaft. Wir sind uns der Tatsache genau bewuBt, dafl sie hochstens
zwei Zwecke erfilllen kann: erstens eine Auffrischung bereits frither erwor-
bener Kenntnisse in der Differential- und Integralrechnung, zweitens einen
Hinweis auf jene Gebiete dieser letzteren Wissenszweige, die in diesem Buche
Anwendung gefunden haben. Wir geben uns jedoch keinen Illusionen hin und
mochten hier betonen, dafl eine genaue Beherrschung der Infinitesimalrechnung
ohne gleichzeitige Moglichkeit vielfiltiger Ubungen ebensowenig zu erreichen
ist, wie -etwa die der Klaviertechnik vom bloBen Zuhéren und Zusehen.
Unsere Aufgabe bestand somit lediglich darin, die erste Anregung zu geben,
wir miissen es jedoch dem Leser iiberlassen, seine ernsten Bestrebungen zu ver-
wirklichen und zum Selbstunterricht Zuflucht zu nehmen. Zu diesem Zwecke
diirfte das Buch von Nernst-Schonfliess (Mathemat. Behandlung der
Naturwissenschaften) gute Dienste leisten, ebenso die Einfithrungen der
Sammlung Goéschen, wo auch sehr wertvolle Aufgabensammlungen in der
Differential- und Integralrechnung erschienen sirid. Fiir jene Leser, denen
das Handbuch der Biochemischen Arbeitsmethoden, herausgegeben von
E. Abderhalden, zuginglich ist, mége der IX. Band dieses Werkes emp-
fohlen werden, wo sie eine von uns selbst geschriebene Einfithrung in die
mathematische Behandlung biologischer Probleme vorfinden.

In den vier Hauptabschnitten dieses Buches wollten wir sodann den
Gesichtskreis des Lesers in den breiten Zusammenhingen theoretisch-natur-
wissenschaftlicher Fragen mit den Problemen der Biologie erweitern. Wie
sollte jemand den Kernfragen in der Kolloidchemie — fiir den Biologen eins
der wichtigsten Teilgebiete der modernen Chemie — mit vollem Verstéindnis ent-
gegentreten, wenn er die Molekulartheorie nicht kennt, die wiederum ohne
Kenntnis der Theorie der Gase, der Avogadroschen Lehre, der Gesetze der
verdiinnten Loésungen usw. nicht begreifbar ist? Gerade um- diese groflen
Assoziationen des wissenschaftlichen Denkens darzustellen, haben wir die von
uns gegebene Darstellung fiir notwendig gefunden, und damit denken wir uns
auch die Existenzberechtigung eines neuen Buches auf diesem Gebiete von
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diesem Standpunkte aus gerechtfertigt. Es war uns micht darum zu tun, eine
Biochemie der Zellen oder Gewebe zu schreiben, sondern vorziiglich jene natur-
wissenschaftlichen Probleme zu beleuchten, die fiir die Erklarung physikalisch-
chemischer Prozesse in lebenden Organen eine Grundlage bieten. Dall wir,
sofern es der Raum gestattete, auf die Lebensvorginge selbst hingewiesen
haben, wird man in Anbetracht des verfolgten Zieles selbstverstindlich finden.

Ebenso ist es begreiflich, daB wir auf eine erschopfende Behandlung der
Methoden kein Gewicht gelegt haben und zumeist nur in jenen wenigen Féllen
zur Beschreibung einer Methode geschritten sind, in welchen die bekannten
Lehrbiicher der allgemeinen und physikalischen Chemie Liicken aufweisen.
So fanden wir es z. B. iiberfliissig, die Methoden der Molekulargewichtsbestim-
mung usw. ndher auseinanderzusetzen, da sie in den Einleitungen der meisten
Lehrbiicher der allgemeinen Chemie aufzufinden sind.

So moge denn dieses Buch als anregende Einfithrung dienen zuniichst
dem Biologen, der eine exakte Behandlung seines Wissensgebietes anstrebt,
dem Chemiker, der sich mit biochemischen Fragen befat und allen den-
jenigen, die diesem in Entwicklung begriffenen Gebiet ein Interesse entgegen-
bringen !

Herrn Prof. Sé6rensen, Kopenhagen, danken wir bestens fiir die entgegen-
kommende Uberlassung seiner Tabelle der Wasserstoffionenmessung.

Unserem Verleger, Herrn Julius Springer, sei fiir das auBerordentlich
rasche und exakte Fertigstellen dieses Buches unter den herrschenden schwie-
rigen Verhaltnissen auf das beste gedankt.

Halle a. S., Februar 1919.
E. Eichwald. A. Fodor.
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Einleitung.
I. Die Methoden der Biologie.

Auf allen Gebieten der Naturwissenschaften finden wir im Verlauf der
letzten Jahrzehnte ein stindig wachsendes Interesse an philosophischer Be-
griindung. Damit in engem Zusammenhang steht aber, da man sich mehr
und mehr Klarheit zu schaffen sucht iiber die hauptséchlichsten Methoden,
die bei der naturwissenschaftlichen Forschung verwendet werden, iiber ihre
Tragweite und vor allem iiber ihre Verwendungsfihigkeit auf den einzelnen
Spezialgebieten. .

Eine solche methodologische Untersuchung diirfte aber fiir keine Einzel-
wissenschaft in dem MafBe notwendig sein, wie fiir die Biologie. Bereits eine
oberflichliche Betrachtung zeigt, da8 hier in der Tat die verschiedenartigsten
Denk- und Forschungsmethoden noch unvermittelt nebeneinander stehen.
In Chemie und Physik dagegen finden wir, so groBle Unterschiede auch iiber
die grundlegénden Theorien mitunter vorkommen mégen, iiberall die gleiche
Art, chemische und physikalische Fragen anzugreifen. Diese Sonderstellung
der Biologie ist offenbar bedingt durch die auBerordentliche Mannigfaltigkeit
und Komplikation der an der lebendigen Substanz festzustellenden Erschei-
nungen, eine Mannigfaltigkeit, die die verschiedenartigsten Ausgangspunkte
der Betrachtung zuldBt. Und da wir zugeben miissen, dafl es einseitig wére,
eine dieser Methoden als die einzig berechtigte hinzustellen, so ist es not-
wendig, bevor wir die Verwendung einer bestimmten Methode, der physi-
kalisch-chemischen beschreiben, in einem orientierenden Uberblick wenigstens
die wichtigsten der iiberhaupt zur Anwendung kommenden zu erértern und
die Eigenart der physikalisch-chemischen Methode dadurch schérfer hervor-
zuheben. :

Wenn wir nun ein biologisches Phinomen zu untersuchen haben, z. B.
die Erregung eines Nerven, so sind uns hierfiir zwei im Prinzip verschiedene
Wege gegeben. Einmal kénnen wir von dem relativ hochstehenden Begriff
der Erregung ausgehen und untersuchen, welches die Bedingungen der Er-
regung sind, wann eine Erhéhung und wann eine Abschwichung stattfindet,
wie sich ihre verschiedenen Arten miteinander kombinieren und anderes mehr.
Hierbei bleiben wir vollstindig auf dem Boden der reinen Biologie, aber nur
dadurch erreichen -wir diese biologische Form der Betrachtung, daff wir ein
biologisches Phéinomen zugrunde legen, ohne dieses seinerseits auf einfachere
Tatsachen zuriickzufiihren. Und obwohl nun freilich ein &hnliches Verfahren
auch in anderen Wissenschaften eingeschlagen wird, so 148t sich nicht leugnen,
daB hier die strengste Form der naturwissenschaftlichen Erklérung, die Zuriick-
fiihrung auf die einfachen Phinomene der Physik und Chemie, nicht ‘erreicht,
ja nicht einmal versucht wird.

Der hier geschilderte Verlauf der biologischen Forschung wird vor allem
von der sog. ,allgemeinen Physiologie“ im Sinne Verworns ein-

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 1
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geschlagen. Die Erscheinungen des Lebendigen werden gleichsam durch sich
selbst erklirt oder zum wenigsten durch irgendein biologisches Urphénomen
verstandlich gemacht, das seinerseits als solches hingenommen wird. ‘Metho-
disch génzlich davon verschieden ist eine andere Richtung der biologischen
Untersuchung, die lieber auf das spezifisch Biologische verzichtet, als daB
sie die Forderung strengster Wissenschaftlichkeit, alles Geschehen physikalisch
-und chemisch zu begriinden, aufgibt. Dabei ist aber zu beachten, daB diese
zweite Methode zwar als solche im grundsitzlichen Gegensatz zu der erst-
erwiahnten steht, daB aber trotzdem ein und derselbe Forscher sich ganz nach
Belieben bald der einen, bald der anderen Methode zu bedienen vermag, je
nachdem welche von ihnen er fiir das gerade zu behandelnde Problem fiir
die beste halt.

Wir sagten nun, daB die strengere Methode jene zweite ist, die alles bio-
logische Geschehen auf physikalische und chemische Weise begriinden will,
und wir sagten ferner, daB hierbei das spezifisch Biologische verlorengeht.
In der Tat ist es noch in keinem einzigen Fall gelungen, das ,,Lebendige*
durch physikalische und chemische Erscheinungen irgendwie anch nur von
ferne zu erreichen, und das Ziel der Biologie scheint so in ewig unerreichbare
Ferne zu entschweben. Es ist notwendig, diese Tatsache riickhaltlos zuzu-
gestehen, da wir nur so die notige Klarheit iiber die zu bewiltigende Auf-
gabe erlangen konnen. Aber es ist gleichzeitig nétig, zu begreifen, daf§ auch
auf anderen naturwissenschaftlichen Gebieten das ,,Spezifische einer Er-
scheinung niemals durch die kausale Erklirung zu erfassen ist. Selbst dann,
wenn wir imstande sind, eine in allen Einzelheiten befriedigende Beschreibung
der Bewegungen des Athers abzugeben, wird dies trotzdem uns noch nicht
ermoglichen, den sinnlichen Eindruck des Lichtes, der Farbe, des metal-
lischen Glanzes usw. abzuleiten. Irgendwo miissen wir in unseren Formeln
einen Anfang machen mit ihrer sinnlichen Interpretierung. So selbstverstind-
lich dieses auf chemischem und physikalischem Gebiete sein mag, so wenig
_wird beachtet, daB auf biologischem Gebiet, dem Problem des Lebens gegen-

iiber, die Sachlage im groBen und ganzen die gleiche ist. Es mag uns sehr
wohl gelingen, alle Erscheinungen des Lebens schlieBlich durch physikalische
und chemische GesetzmiBigkeiten aufzukliren, stets wird uns das eigentlich
Lebendige bei unserer Erklirung verlorengehen. Immer bleiben es nur physi-
~ kalische und chemische Vorginge, die wir untersucht haben, und je mehr
wir imstande sind, in der lebendigen Materie derartige chemische und physi-
kalische Vorginge aufzudecken, in um so ritselhaftere Ferne scheint sich das
,,Lebendige‘* zuriickzuziehen.

Diese Sachlage hindert aber nicht, daB wir nach Moglichkeit die An-
wendung physikalischer und chemischer GesetzmaBigkeiten auf den Gesamt-
komplex der in der lebendigen Substanz sich abspielenden Phanomene durch-
gufiihren versuchen. Ja, selbst eine Auffassung des Lebens, wie sie die ,,Lebens-
kraft* bietet, bei der also das entscheidende Merkmal des Lebens in einer
spezifischen Kraft gesehen wird, selbst die Lebenskraft wiirde einer solchen
Aufgabe keineswegs hindernd in den Weg treten, da sie nicht als unvereinbar
mit den Kriften der anorganischen Natur gedacht wird, sondern als sie domi-
nierend, lenkend, zusammenfassend. (Man denke z. B. an die Reinkeschen
Dominanten.) In dem MaBe freilich, wie diese zweite Methode vorwarts-
schreitet, wird die Zuversicht groBer, auch noch weitere Aufklirung auf diesem
Wege zu erlangen, so daB schlieSlich doch die physikalische und chemische
Methodik sich schwer mit der Lebenskraft vereinen 1aBt. Auf eine genaue
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Analyse dieser nicht ganz leichten Fragen, die uns tief ins Gebiet der Er-
kenntnistheorie hineinfiihren wiirde, wollen wir hier, als fiir unsere Zwecke
entbehrlich, .verzichten, und wir wenden uns nunmehr sofort einer niheren
Betrachtung der einzelnen Methoden der biologischen Forschung zu, wie sie
durch die Hilfsmittel der Chemie und der Physik an die Hand gegeben werden.

Chemische Methoden.

Allein historisch ist schon interessant, daf die Befruchtung zwischen der
Biologie auf der einen Seite, der Chemie und Physik auf der anderen Seite
eine gegenseitige gewesen ist. Nicht nur, daB die Biologie reiche Aufklirung
durch diese Wissenschaften gewonnen hat, sondern auch umgekehrt: Sowohl
Physik wie Chemie haben bei der Verfolgung biologischer Fragen neue Er-
scheinungen kennengelernt, sind vor neue Probleme gestellt worden. Es
geniigt, auf die Entdeckung der galvanischen Elektrizitit hinzuweisen, sowie
auf chemischem Gebiet auf die katalytischen Reaktionen, deren Kenntnis
historisch und sachlich aus den Gérungsvorgingen entsprungen ist. Auch die
 Entdeckung des Energieprinzipes ist hier zu nennen, die biologischen Be-
trachtungen zu verdanken ist. Bis in die neueste Zeit ist diese gegenseitige
Forderung zu beobachten.

Die reine Chemie ist nun ha,uptsachhch nach zweierlei Richtungen hin
fiir die Biologie von Bedeutung geworden, je nachdem, ob man sein Augen-
merk auf die Zusammniensetzung eines im Organismus vorkommenden Korpers
oder auf die Umwandlungen, deren er fihig ist, richtet. Das erste Problem ist
ein ausgesprochen chemisches und nur insofern biologisch gefirbt, als es die
unumgéngliche Voraussetzung bildet fiir das Verstindnis der lebenden Sub-
stanz. Bekanntlich ist der entscheidende Wendepunkt in der Geschichte der
modernen Chemie an diese Aufklérung der Zusammensetzung und Konstitu-
tion der organischen Stoffe gekniipft, insbesondere an die Synthese des Harn-
stoffs durch Wohler im Jahre 1828. Die ganzen Stoffwechselfragen, die
Atmungslehre und eine Fiille anderer Probleme sind mehr oder weniger selbst-
verstdndliche Anwendungen dieser Erfolge der chemischen Analyse und Syn-
these auf die lebende Substanz.

Viel selbsténdiger steht dagegen die Biologie der Chemie gegeniiber auf
jenem Gebiete, das man als die physiologische Chemie zu bezeichnen pflegt.
Die Fragen der Zusammensetzung und Konstitution sind hier die notwendigen
Voraussetzungen der Forschung. Erst wenn diese hinreichend gekldrt sind,
kann mit Erfolg das weitere Problem gestellt werden, wie sich die einzelnen
Stoffe innerhalb der Organismen umsetzen. Auch hier hat naturgemafl die
reine Chemie den Weg zu zeigen, wie die Reaktionen sich in den Zellen ab-
spielen, aber es hat sich gerade im Verlauf der letzten Jahrzehnte ergeben,
daB wir hier im Grunde genommen vor einer neuen Wissenschaft stehen, zu
der vorliufig nur diirftige Anfinge geschaffen sind. Denn die Reaktionen
der organischen Stoffe finden innerhalb der Zellen in einer wesentlich anderen
Weise statt, als wie sie der organische Chemiker im Reagensglase auszufiihren
pflegt. Es ist deshalb die bedeutsamste Aufgabe der physiologischen Chemie,
die vielfach verschlungenen Wege aufzukléren, die die chemischen Reaktionen
innerhalb der Organismen einschlagen. Im Gegensatz zu den Reagensglas-
versuchen vollziehen sich die Reaktionen im Organismus unter erheblich mil-
deren Bedingungen. Atzende Stoffe, stark wasserentziehende oder aufBer-
ordentlich reaktionsfihige Stoffe, wie Siurechloride, sind von selbst als Ver-
mittler chemischer Synthesen im Organismus ausgeschlossen, wihrend natur-

: 1%
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gemiaB gerade solche Stoffe im Laboratorium eine Rolle spielen. Auch die
Temperaturbedingungen miissen andere sein, da unter physiologischen Be-
dingungen nur eine sehr geringe Temperaturbreite in Frage kommt, im Labora-
torium hingegen vornehmlich die héheren Temperaturen infolge ihrer reaktions-
beschleunigenden Wirkung Verwendung finden.

Aber nicht nur die Reaktionen als solche miissen aufgeklart werden,
sondern ebenso wichtig ist es fiir den Physiologen, den Ort ihres Verlaufes
festzustellen, ob z. B. ein Oxydationsvorgang innerhalb des Blutes stattfindet
oder in anderen Geweben des Korpers. Vollstandig wird dabei der Verlauf
einer Reaktion erst dann geklirt sein, wenn wir nicht nur ihre Bedingungen
im Korper verfolgen konnen, sondern wenn wir gleichzeitig imstande sind,
die Reaktion auch auBerhalb des Korpers in der gleichen Weise, also nicht
mit unseren gewaltsamen Laboratoriumsmethoden, sich vollziehen zu lassen,
eine Aufgabe, die, an sich schon ungeheuer, noch ins Unabsehbare gesteigert
wird durch die Erkenntnis, daB in den verschiedenen Organismen diese Vor-
génge in verschiedener Weise ablaufen und iiberdies durch pathologische
Verianderungen in erheblich andere Bahnen gedringt werden konnen.

Da es uns hier nur darum zu tun ist, einen Uberblick iiber die metho-
dischen Hilfsmittel der modernen Biologie zu gewinnen, so moge dieser Hin-
weis auf die von der Chemie gelieferten Hilfsmittel und auf die Eigentiimlich-
keit der Probleme der physiologischen Chemie geniigen.

Physikalische Methoden.

Entsprechend ihrer fritheren Entwicklung ist die Physik erheblich eher
als die Chemie fiir die Biologie von Bedeutung geworden. Zumal der Stand
der grundlegenden Disziplin der Physik, der Mechanik, ist von jeher bestim-
mend gewesen fiir den Stand der physiologischen Erkenntnis. Die zweck-
miBige Bauart des Knochengeriistes sowie der einzelnen Knochen wird nur
verstandlich durch statisch-mechanische Betrachtungen. Der Kreislauf des
Blutes setzt die Kenntnis der Hydrostatik voraus, die Struktur des Auges
erfordert ein weitgehendes Verstindnis der geometrischen Optik, und eine
halbwegs befriedigende Erklarung der am Nerv und Muskel zu beobachtenden
Erscheinungen ist nur mit Hilfe der galvanischen Strome moglich.

Auch hier liegt die eigentlich biologische resp. physiologische Aufgabe
darin, festzustellen, welche Energien zur Erklirung eines bestimmten Phéno-
mens in Frage kommen und wie die verschiedenen Energien innerhalb des
Organismus ineinander spielen. Wir sahen schon, wie eng gerade hier die
Grenzen unserer Erkenntnis gezogen sind. In einigen Fragen freilich ver-
mogen wir uns eine nahezu vollstindige Rechenschaft der treibenden Krifte
zu geben, z. B. bei dem Kreislauf des Blutes. Diese Erscheinungen scheiden
deshalb fiir unser Empfinden aus dem Komplex des ,Lebendigen‘‘ aus und
der lebende Korper verhilt sich ihnen gegeniiber passiv, wie ein Gefdf}, in
dem sich die Gesetze der toten Natur abspielen, in dem genannten Beispiel
wie ein kompliziertes System elastischer Rohren, durch das eine Fliissigkeit
hindurchgepreBt wird!). Bei anderen Fragen hingegen sind wir nicht einmal
in der Lage, die Energien anzugeben, die den Erscheinungen zugrunde liegen
oder wir haben nur mehr oder weniger wahrscheinliche Vermutungen dariiber,
z. B. bei den Erregungsprozessen der Nerven und bei den Zuckungen der
Muskeln. Gerade diese Probleme sind aber fiir den Biologen besonders ver-

1y Auf die Mitarbeit der Nerven sei hier nicht weiter eingegangen.
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lockend, da entsprechend unseren obigen Betrachtungen gerade hinter jhnen
sich das Geheimnis des Lebens zu verbergen scheint, und so sind sie denn
auch stets der Gegenstand der eifrigsten und miihsamsten Forschungen ge-
wesen, allerdings auch das Gebiet der zahlreichsten und widerspruchsvollsten
Hypothesen. ’

Mathematische Methoden.

In dem MaBe, wie nun die physikalische Betrachtung in die Physiologie
hineindringt, wird es notwendig, mathematische Methoden zu Hilfe zu nehmen.
Mathematische Behandlung eines Problems wird ja stets das hochste und
endgiiltige Ziel sein, das wir erstreben kénnen. Denn nur bei einer mathe-
matischen Behandlung sind wir sicher, daB wir alle in Betracht kommenden
Faktoren hinreichend gewiirdigt und mit dem Anteil, der ihnen zukommt,
in Rechnung gesetzt haben. Die rein qualitative Betrachtung wiirde vielfach
zu erheblichen Ungenauigkeiten und selbst zu Irrtiimern fiihren. Ein be-
kanntes Beispiel dafiir ist die Frage, welche Kriifte es sind, die innerhalb der
Pflanze die Sifte emportreiben, bis empor in die Spitzen siidamerikanischer
Baumesriesen. Einer qualitativen Uberlegung bieten sich hier ohne weiteres
zahlreiche Antworten dar, z. B. die Capillaritit und der Wurzeldruck.

Eine quantitative Uberlegung jedoch ergibt, daB keine dieser Krafte
imstande ist, die in Frage stehende Wirkung restlos zu erkldren, so daf3
man vorldufig gezwungen ist, auf Krifte der lebenden Substanz zuriickzu-
greifen, d. h. zundchst auf - eine befriedigende kausale Erklirung zu ver-
zichten.

Die physikalische Chemie.

Die Aufklsrungen, die die Biologie durch die reine Chemie und reine
Physik bisher erfahren hat, sind trotz der mannigfaltigen Liicken aufBerordent-
liche gewesen. Gerade auf biologischem Gebiete muB sich aber ein prinzipieller
Mangel dieser einseitig chemischen oder physikalischen Methodik geltend
machen. Physik und Chemie sind ja als Abstraktionen ein und desselben
Geschehens aufzufassen. In der Wirklichkeit ist beides eng miteinander ver-
bunden, ja, zahlreiche Erscheinungen sind iiberhaupt nicht durch rein che-
mische oder rein physikalische Betrachtungen versténdlich zu machen, sondern
erfordern eine wissenschaftliche Methode, die eine Zwischenstufe zwischen der
rein chemischen und der rein physikalischen einnimmt und die man deshalb
die physikalisch-chemische nennt. Zu den Problemen der physikalischen
Chemie gehéren dabei Aufgaben, die sich teils enger an rein chemische, teils
an rein physikalische anschmiegen. Zu den ersteren gehoren fene, die sich
mit den Reaktionen der Stoffe befassen, aber nicht damit zufrieden sind,
die chemischen Umsetzungen, die dabei stattfinden, aufzudecken, sondern ihr
Hauptinteresse auf die physikalischen Bedingungen richten, unter denen die
Reaktionen verlaufen: auf den EinfluB der Massen der reagierenden Stoffe,
ihre Verteilung, die herrschende Temperatur, die Belichtung und anderes mehr.
Mehr physikalisch gerichtet dagegen sind jene Aufgaben, die sich mit den
Eigenschaften der Korper befassen und ihre Beziehungen zu der chemischen
Konstitution zu erkennen suchen. Hier geht letzten Endes das Ziel dahin;
allgemeine Formeln aufzustellen, in denen die chemischen Besonderheiten nur
noch als individuelle Konstanten auftreten.

NaturgemiB ist die Stellung der physikalischen Chemie eine andere gegen-
iiber der Physik als gegeniiber der Chemie, so sehr auch beide gemeinschaft-
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lich an ihrem Ausbau beteiligt sind. Die Physik gewinnt durch die physi-
kalisch-chemische Betrachtung den Zusammenhang ihrer Gesetze mit den be-
sonderen Eigenschaften des Stoffes. Ihre allgemeinen Formeln werden da-
durch individualisiert und auf Kérper von bestimmtem chemischem Bau an-
gewendet, z. B. der Brechungsindex eines Stoffes berechnet und dadurch die
Konstante des Brechungsgesetzes fir einen bestimmten Stoff festgestellt.
Viel tiefer dagegen wird die Che mie durch die phymkahsch -chemische Methode
beriihrt. Entsprechend der Tatsache, daBl wir alles Naturgeschehen als
ein wechselseitiges Spiel von Kriften oder Energien auffassen, mufl auch bei
dem chemischen Geschehen eine solche Auflésung in die wirkenden Krifte
als Ziel vorschweben, und diese Auflésung, diese gleichsam physikalische Zer-
gliederung der chemischen Reaktionen ist es, die von der physikalischen Chemie
versucht wird. Die physikalische Chemie wird dadurch fiir die Chemie eine
begriindende Wissenschaft, die den ganzen Bau der Chemie zu stiitzen und
die Besonderheiten in allgemeine Gesetze zusammenzufassen hat. Dem-
entsprechend bezeichnet man sie auch als Allgemeine oder Theoretische
Chemie. In diesem Sinne umfaBt sie dann auch das gesamte Problem der
Materie, ihren Aufbau aus Atomen, die Beziehungen zwischen ihren Aggregat-
zustinden, ihre Verteilung in veschiedenen Medien, wie sie das Problem der
Kolloidchemie ist usw.

Atomistische und thermodynamische Betrachtung.

Esist nun unsere Absicht, in den nachfolgenden Blattern
die wichtigsten jener Theorlen der physikalischen Chemie
zur Darstellung zu bringen, die bisher fiir das Verstindnis
biologischer Erscheinungen von Bedeutung geworden sind
oder aller Voraussicht nach Bedeutung gewinnen werden. Daf
die physikalische Chemie ganz allgemein von dem groBten Wert fiir biologische
und physiologische Probleme werden mufite, ergibt sich als notwendige Folge-
rung unserer obigen Auseinandersetzungen. Gerade weil in der Biologie die
abstrahierende Trennung des physikalischen und chemischen Geschehens noch
erheblich schwerer durchfiihrbar ist, als auf anderen Gebieten der Natur-
wissenschaften, gerade weil hier die Aufgabe, das ,Lebendige* zu erkldren,
eine moglichst umfassende und einheitliche Darstellung der Wirklichkeit er-
fordert, gerade deshalb muB fiir eine Wissenschaft, wie die physikalische
Chemie, hier das geeignete Feld der Anwendung sein.

Einige Beispiele mogen dieses niher erliutern. Wir nehmen an, dal wir
irgendeinen im Organismus sich abspielenden chemischen Vorgang zu unter-
suchen haben, etwa die Verdauung eines EiweiBkérpers. Chemisch wissen
wir dariiber, daB die Verdauung in einer hydrolytischen Aufspaltung besteht,
zu dem Zweck, den EiweiBkorper leicht 16slich und fiir die Darmwand passier-

“ bar zu machen. Damit stehen wir aber in biologischer Hinsicht erst am An-
fangspunkt unserer Betrachtungen. Wie schnell findet die Verdauung statt?
Wie muBl dabei die Vertellung des EiweiBstoffes sein? Welche Rolle spielt
das umgebende Medium, sein Gehalt an bestimmten Ionen, seine Viscositit ?
Welche Fermente sind dabei tatig? Und wiederum, nach welchen Gesetzen
findet die Tatigkeit dieser Fermente statt? Alle diese Fragen sind nun in
Angriff zu nehmen mit Hilfe der Methoden der physikalischen Chemie, da
nur mit ihrer Hilfe die zahllosen Faktoren sich beriicksichtigen lassen, die
bei dem chemisch recht einfachen Vorgang der Verdauung von Bedeutung
sind.
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. - Eine andere wichtige Gruppe von Problemen geht aus vom energetischen
Standpunkt. Welches sind die energetischen Umsetzungen, die mit einer im
Organismus sich abspielenden Reaktion verbunden sind? Welche Energien
miissen zugefiihrt werden? Welche werden abgegeben? Hier verbinden sich
mit den Fragen des Stoffwechsels die ebenso wichtigen Fragen des Energie-
wechsels. Ja, es entsteht die noch zentralere Aufgabe, den gesamten Orga-
nismus als solchen energetisch zu betrachten und seine” Arbeitsweise thermo-
dynamisch verstehen zu lernen.

Diese beiden Beispiele mégen zur Erlauterung der Rolle der physikalischen
Chemie fiir die Biologie geniigen, um so mehr, als wir spiter dauernd An-
wendungen der behandelten Fragen auf die Biologie kennen lernen werden.
Beide Beispiele sind aber noch in anderer Hinsicht lehrreich, da sie namlich
die entscheidenden Gegensitze der Methoden innerhalb der physikalischen
Chemie zur Darstellung bringen. Einmal nimlich geht man aus von der
Struktur der Materie. Es wiirde hier zu weit fiihren, diese Fragen einer
erkenntnistheoretischen Betrachtung zu unterwerfen. Spéter werden wir die
Griinde“darlegen, die heute mehr denn je zu einer atomistischen Hypothese
zwingen, also voraussetzen, da die Materie aus kleinsten Teilchen aufgebaut
ist. Zwischen diesen kleinsten Teilchen spielen nun Attraktions- und Repul-
sionskrifte, und so kommen gréBere Gruppen von Materie zustande. Die
Grundlage der Erklarung aber liegt in den Atomen und den von ihnen aus-
gehenden Kriften. Von ihnen aus suchen wir die chemischen Reaktionen
zu verstehen, von ilmen aus die Erscheinungen der Kolloidchemie, der Ionen-
theorie, der Reaktionskinetik, der Radioaktivitit, der Brownschen Be-
wegung. :

Indessen gibt es noch eine andere, wesentlich davon verschiedene Methode
der Betrachtung: die thermodynamische. Hier sind es nicht die Atome,
von denen wir ausgehen, sondern die Gesamterscheinungen liefern uns einige
. wenige allgemeine Gesetze, deren Giiltigkeit alle besonderen Vorginge ders
Natur umfaBt. Indem wir also diese allgemeinen Sétze, die Energiesitze von
Robert Mayer, von Carnot und von Nernst auf die besonderen Probleme
anwenden, gelangen wir zu GesetzmiBigkeiten, die groBe Teilgebiete einheit-
lich zusammenfassen. Gegeniiber der atomistischen Methode hat dabei die
thermodynamische den erheblichen Vorteil, frei von Hypothesen zu sein und
eine Sicherheit ihrer Ergebnisse zu gewihren, wie sie gréBer auf naturwissen-
schaftlichem Gebiete iiberhaupt nicht gedacht werden kann. Besonders die
Thermochemie und Elektrochemie haben aus der Thermodynamik gewaltige
Vorteile gezogen. Ihre groBe Zuverlassigkeit muB die Thermodynamik freilich
dadurch erkaufen, daB sie auf die Anschaulichkeit, wie sie der Atomistik
eigen ist, verzichtet. Die Ergebnisse folgen aus den Energieprinzipien auf
deduzierend mathematischem Wege, und man erhilt schlieBlich mathematische
Formeln, deren Exaktheit auBer Zweifel steht, deren innerer Sinn aber nur
miihsam oder gar nicht.zu durchschauen ist. Umgekehrt liefert die Atomistik
klare und anschauliche Bilder der Vorginge, ist aber stindig der Gefahr aus-
gesetzt, wichtige Faktoren zu iibersehen oder gar Krifte in Ansatz zu bringen,
die in Wirklichkeit fiir das zu untersuchende Phinomen von keinerlei Be-
deutung sind.

Die Modelle,

Beide Methoden sind darauf angewiesen, in gemeinsamer Arbeit die
wissenschaftlichen Fragen zu beantworten.
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In jhrer Anwendung auf die Biologie ist aber noch eine andere metho-
dische Frage von vielfachem Interesse: die der sog. Modelle. Auch auf rein
physikalischem Gebiete spielt die Verwendung von Modellen eine bedeutsame
Rolle. Es geniigt uns namlich nicht, wenn uns ein Zusammenhang irgend-
welcher Erscheinungen gegeben ist, diesen Zusammenhang als solchen zu er-
kennen, sondern dariiber hinaus haben wir noch das Bestreben, diesen Zu-
sammenhang zu ,.erkldren®, d. h. ihn auf anschauliche, bekannte Vorgénge
zuriickzufiihren. Als solche dienen uns in erster Linie mechanische Vorginge,
da diese, Druck und StoB, am klarsten von uns erkannt werden. Daher riihrt
auf physikalischem Gebiete die Neigung, nicht mechanische Erscheinungen
durch mechanische Analogien zu erkliren, eine Aufgabe, die mit besonderer
Energie in Angriff genommen wurde in der elektro-magnetischen Theorie des
Lichtes. Hier sind es die Maxwell - Hertzschen Gleichungen, die man durch
mechanische Bilder, durch Bewegungen des Athers zu erklaren versuchte, bis-
her freilich vergebens, so daB in der neueren Physik diese Gleichungen als
selbstindiger Ausgangspunkt genommen werden. Auch in der Thermodynamik
hat man zu mechanischen Bildern seine Zuflucht genommen, um tiefer in
den Sinn des zweiten Warmesatzes einzudringen, woriiber wir spéter wenigstens
einiges zu bringen gedenken. :

Derartige Modelle werden stets dann am Platze sein, wenn wir es mit
einem komplizierten Ph&nomen zu tun haben, fiir das wir uns zwar eine
theoretische Vorstellung bilden kénnen, bei dem wir jedoch nicht imstande
sind, diese Theorie durch den Versuch zu erhirten. Dies ist aber die Sach-
lage, die gerade auf biologischem Gebiete sehr hiufig sich einstellt. Denn
gerade hier ist es vielfach nicht moglich, einen Versuch unter ,,physiologischen‘
Bedingungen auszufiihren, d. h. so, daB die Krifte, die im lebenden Organis-
mus tétig sind, klar im Experiment in Erscheinung treten, und zwar deshalb
nicht, weil einmal die entscheidenden Krifte an sich dem Experiment nicht
zugdnglich sind und zweitens, weil sie durch so viel Nebenwirkungen durch-
kreuzt werden, daB an ein eindeutiges experimentelles Herausschilen der ent-
scheidenden Beziehung nicht zu denken ist. '

In solchen Fillen hilft man sich mit der Konstruktion eines Modells,
indem man experimentell dhnliche Beziehungen herzustellen sucht. Ein Bei-
spiel, das wir spiter noch eingehender erértern werden, bietet die Theorie
der Muskelzuckung. Verschiedene Griinde haben dazu gefithrt, Quellung der
Muskelsubstanz unter dem EinfluB von Sauren als das Wesen der Zuckung
anzusehen, und da es nun erhebliche Miihe macht, zu derartigen Quellungs-
versuchen wirkliche Muskelfasern zu verwenden, so benutzt man quellungs-
fahige Saiten, die man in verdiinnte Siuren von beliebiger Konzentration
hineinlegt. An diesen lassen sich dann ohne weiteres eine Reihe der an den
Muskeln beobachteten Vorgéinge nachbilden. Auch beim Studium der elek-
trischen Eigenschaften von Nerv und Muskel bedient man sich gern der Mo-
delle, indem man Konzentrationsketten herstellt, deren Verhalten sich bis in
die Einzelheiten mit dem Verhalten von Nerv und Muskel deckt.

Dies sind Beispiele von physikalisch-biologischen Modellen. Fast
noch ausgedehnter ist das Anwendungsgebiet chemischer Modelle. Besonders
in der Lehre von den Fermenten haben sich zahlreiche Forscher damit ab-
gegeben, die ritselhafte Wirkung der Fermente, die fiir das Verstindnis der
chemischen Umsetzungen im Organismus von so grundlegender Bedeutung
ist, mit Hilfe von Modellen dem Verstindnis niher zu bringen. Hierzu ge-
horen die Bestrebungen, die Vorginge der Atmung zu begreifen, indem man
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die natiirlichen Oxygenasen durch Peroxyde von bekannter Zusammensetzung,
wie Wasserstoffsuperoxyd, ersetzt. Am schonsten aber sind die Versuche
Bredigs iiber anorganische Fermente, die ganz unter den Begriff der ,,Mo-
delle* fallen. Es gelingt ihm, kollcide Metalldsungen herzustellen, die voll-
kommen die Wirkung echter Fermente zeigen, und bei denen sich bei der
Bekanntheit der Eigenschaften des Modells bis ins genaueste die Bedingungen
und Gesetze seiner Wirksamkeit verfolgen lassen.

Wir wollen die Beispiele nicht weiter haufen, zumal wir ihnen in den
Anwendungen spéater auf Schritt und Tritt begegnen werden. Bei der Schwierig-
keit, das organische Geschehen zu durchsclcuen und dem Experiment zu-
génglich zu machen, wird fast der ganze Besitz der erklirenden Fhysiologie
an Theorien durch Modelle erhirtet. Um so notwendiger ist es, sich iiber die
Tragweite derartiger Modelle klar zu werden. Vor allem wird man sich vor
einer Uberschiéitzung hiiten miissen, aber es wire ebenso falsch, allzu streng
ihnen gegeniiber vorzugehen und ihren hohen heuristischen Wert zu verkennen.
Im einzelnen finden wir Modelle von dem verschiedenartigsten Wahrheits- .
werte. Am einfachsten und unzweideutigsten ist ihre Beurteilung in ' jenen
Fillen, in denen zwei oder mehrere ginzlich voneinander verschiedene Modelle
fiir die gleiche Erscheinung gebildet wurden. Einen solchen Fall treffen wir
an in der Theorie der Muskelzuckung, wo neben der bereits erwihnten Quel-
lungstheorie noch u. a. eine Theorie existiert, die auf der Oberflaichenspannung
der Muskelfibrillen beruht. Solange hier beide Theorien nebeneinander be-
stehen konnen, wird die Wahrscheinlichkeit der einen oder der anderen keine
allzu groBe sein. Aber auch dann, wenn nur ein Modell zur Erklirung ge-
schaffen wurde, sind noch die verschiedenartigsten Stufen der Wahrschein-
lichkeit moglich. Die Einfachheit und ZweckméaBigkeit der Voraussetzungen,
der Umfang, innerhalb dessen sich die zu erklirenden Erscheinungen daraus
ableiten lassen, auch nach der quantitativen Seite hin, geben die wichtigsten
Kriterien ab. Aber selbst wenn alle diese Bedingungen erfiillt sind, ist noch
weiter zu bedenken, ob die gegebene Erklirung die einzig mégliche ist und ob
nicht vielleicht andere, ebenso brauchbare Erklirungen zu finden sind.
Gerade auf der Unmoglichkeit, diese letztere Annahme hinreichend auszu-
schlieBen, . beruht .es, daB uns alle Modelle in gewissem Grade unbefriedigt
lassen, und daB wir nur notgedrungen, in Ermangelung eines Besseren, auf
sie zuriickgreifen.

Die allgemeinen Theorien, deren sich die physikalische Chemie bedient,
sind die der Physik und der Chemie. Insbesondere verwendet sie in hohem
MaBe mathematische Methoden, ja, so sehr auch die Physik von der mathe-
matischen Analyse abhingig ist, ihrem ganzen Weésen nach ist die physika-
lische Chemie noch starker auf mathematische Behandlung angewiesen. Dies
folgt aus der ganzen Natur ihrer Probleme. Innerhalb der Pkysik und erst
recht innerhalb der Chemie ist Raum fiir zahlreiche quaiitative Fragen. Die
physikalische Chemie dagegen geht von vornherein aus auf
die Beziehung zwischen chemischen und physikalischen
Eigenschaften, d. h. sie legt von vornherein das Haupt-
gewicht auf das Quantitative. Ans diesem Grunde wollen wir uns
zunichst mit den wichtigsten mathematischen Methoden beschaftigen, deren
wir fiir das Studium der physikalischen Chemie bediirfen.
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II. Einfiihrung in die mathematischen Grundbegriffe.

1. Funktionentheorie und analytische Geometrie.
Der Funktionsbegriff.

Die gesamte hohere Mathematik wird im Gegensatz zur elementaren
Mathematik durch zwei Grundbegriffe bestimmt: den der Funktion und
den des Unendlich-Kleinen oder Infinitesimalen. Beide stehen in
naher Beziehung zueinander. Historisch ist der Begriff des Infinitesimalen
zuerst ausgebildet worden, aber wegen des engen Zusammenhanges des Funk-
tionsbegriffes mit der analytischen Geometrie wollen wir zunichst die Funk-
tionen besprechen und erst von da aus, nachdem wir uns mit den Elementen
der Funktionentheorie und der analytischen Geometrie vertraut gemacht
haben, zu den Begriffen der Infinitesimalrechnung iibergehen.

Um was handelt es sich nun bei dem Funktionsbegriff? Und worin vor
allem liegt der groBe Fortschritt dieses Begriffes gegeniiber der elementaren
Algebra, worauf beruht seine vielseitige Verwendbarkeit fiir die Zwecke und
Aufgaben der exakten Naturwissenschaften ?

Es ist da nun von Interesse, daB eine moderne philosophische Richtung,
die positivistische Ernst Machs, .die Kausalitit durch den Begriff der Funk-
tion ersetzen will. Nichts ist geeigneter, die Bedeutung der Funktion hervor-
zuheben, als die zentrale Stellung, die ihr durch diese Machsche Auffassung
eingeriumt wird. Es sei z. B., um irgendein konkretes Beispiel zu nehmen,
die Abhingigkeit der Liange eines Stabes von der Temperatur ins Auge ge-
faBt. Bei der Temperatur 0° habe der Stab die Linge [ = 1. Bei der Tem-
peratur 1° wird die Lange des Stabes infolge der - Warmeausdehnung grofer
sein. Bei der Temperatur 2° noch groBer und so fort mit steigender Tem-
peratur. Wir sagen, daB die Liange des Stabes abhingig ist von der Tempe-
ratur, sie ist eine Funktion der Temperatur. Dabei enthalt der erstere
Ausdruck noch die kausale Beziehung in sich, daB niémlich die Temperatur
die Ursache der Wirmeausdehnung des Stabes ist, Und wenn wir auch in
der naturwissenschaftlichen Betrachtung diese kausale Beziehung weiterhin
gelten lassen, so ist doch der Funktionsbegriff insofern allgemeiner, als er
einzig und allein besagt, daB zwischen der Temperatur und der Lénge des
Stabes eine mathematisch formulierbare Bezichung besteht. Welcher reale
Grund fir diese Beziehung vorliegt, ist der funktionellen Betrachtung zu-
‘niichst gleichgiiltig. Es geniigt ihr, daf eine quantitative Beziehung vor-
liegt und daB wir infolgedessen aus dem MafBe der einen GroBe ¢ auf das
MaB der anderen GroBe [ eéinen SchluB machen kénnen. Man schreibt: I = f(t);
in Worten: [ ist eine Funktion von f.

Variable und Konstanten.

Daraus ergibt sich unmittelbar, daB eine funktionale Beziehung.stets
umkehrbar ist. Die kapsale Betrachtung erfordert bei einer solchen Um-
kehrung meistens eine komplizierte Umsochreibung. Wir kénnen nicht sagen,
daB die Lange des Stabes auch umgekehrt die Ursache der herrschenden Tem-
peratur ist, sondern wir miissen uns so fassen, da die Linge als Ma8 gelten
kann fir die Temperatur. Mit Hilfe der funktionalen Ausdrucksweise bleibt
dagegen die alte Beziehung unverindert: ! ist eine Funktion von ¢ und selbst-
verstindlich auch ¢ eine Funktion von I. Wir schreiben: ¢ = @(I).



Einfithrung in die mathematischen Grundbegriffe. 11

Man spricht nun von expliziten und impliziten Funktionen. In
dem Ausdruck @ z% + by =c ist y eine implizite Funktion von z, d. h. es
besteht zwar eine Beziehung zwischen y und z, aber diese Beziehung ist nicht
so entwickelt, daB y. isoliert als explizite Funktion von z vorliegt. Dies ist
der Fall, wenn wir die obige Gleichung nach y auflésen. Wir erhalten also
c—ax?

b
" zahlreichen mathematischen Operationen nicht notwendig ist, die implizite
Funktion in eine explizite umzuwandeln. In Fillen, wie dem vorliegenden,
ist dies wegen der Einfachheit der Beziehung von keiner Bedeutung. Wohl
aber kann dies von Wichtigkeit werden, wenn die Gleichung schwieriger zu
l6sen ist.

Legen wir unseren weiteren Betrachtungen den Ausdruck y =ax + b
zugrunde. . Wir haben hier zwei Arten von GroBen, namlich die Variablen y
und «, und die Konstanten @ und . Bei den Variablen unterscheiden wir
die unabhéngige Variable 2 und die abhingige Variable y. Die unab-
héngige Variable nennen wir auch das Argument.

Durch die erwiahnte Umkehrung der funktionalen Beziehung konnen die
unabhingige und die abhingige Variable jederzeit miteinander vertauscht
werden, indessen ist bei der Behandlung eines bestimmten naturwissenschaft-
lichen Problems meistens durch die Art der Aufgabe festgelegt, was als ab-
hingige und was als unabhiéngige Variable zu betrachten ist. So ist, wenn
wir den Einflufl der Temperatur auf die Linge des Stabes untersuchen wollen,
die Temperatur ¢ die unabhingige Variable, von der die Linge ! abhingig
ist. Liegt dagegen das Problem vor, die Temperatur aus der Linge des Stabes
zu bestimmen, z. B. bei hohen Temperaturen, so wird die Linge I die un-
abhingige Variable, die Temperatur ¢ die abhingige Variable sein. :

Eine sehr wichtige Rolle spielen in den Funktionen die Konstanten.
Bei der Behandlung einer bestimmten Frage sollen sie ein fiir allemal den-
selben Zahlenwert behalten, welche Werte auch die Variablen # und y an-
nehmen mogen. Sie stellen entweder universelle oder individuelle Kon-
stanten vor. Eine universelle Konstante hat durch die ganze Natur hindurch
ihre Giltigkeit. Sie ist unabhingig von der Natur der Stoffe. Die Konstante
der Gravitation ist eine solche universelle Konstante ebenso die Gaskonstante.
Die individuellen Konstanten sind jedoch von den Substanzen abhingig und
treten als Koeffizienten, Moduln usw. in den Naturgesetzen auf. Zu ihnen
gehoren z. B. die Ausdehnungskoeffizienten, die Elastizitatsmoduln, die
Brechungsindices, die Dielektrizititskonstanten usw. Will man andeuten, daf3
die Konstanten zwar innerhalb der Untersuchung einen festliegenden Wert
haben, aber dafl dieser Wert von Fall zu Fall verschieden sein kann, so spricht
man vom Parameter einer Funktion. _

Noch miissen wir hinzufiigen, daf eine Funktion durchaus nicht nur
zwei Variable zu enthalten braucht. Im allgemeinen liBt sich sogar sagen,
daB in der Natur die Funktionen mehrerer Variablen hiufiger sind als die
Funktionen von zwei Variablen, wenngleich wir héufig der Einfachheit der
Rechnung wegen die nur wenig variablen GroBSen innerhalb eines bestimmten
Intervalles als Konstante behandeln. So z. B. lautet das Gasgesetz (S. 82)
p-v=r-T. p bedeutet hier den Druck, v das Volumen und 7' die Tem-
peratur des Gases. r ist eine Konstante, und zwar eine universelle Konstante.

als explizite Funktion y = Wir werden spiter sehen, dafl es bei

In der Form ¢ = r_pﬂl ist das Volumen abhangig sowohl von 7T wie auch
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von p. Es sind also zwei unabhiingige Variable vorhanden. Konnen wir die
komst.

Temperatur als konstant betrachten, so wird r T' = konst. und v =
eine Funktion nur der einen Verinderlichen p.

Die analytische Geometrie.

Wir sind jetzt bereits imstande, die Bedeutung der Funktionslehre klar
zu iibersehen. Ebenso wie die Algebra einen gewaltigen Fortschritt getan
hat durch die Einfiihrung der Buchstaben an Stelle der Zahlensymbole, ebenso
liegt eine grofie Erleichterung in der Verwendung des allgemeinen Funktions-
zeichens f, da wir mit diesem Symbol arbeiten konnen ohne den speziellen
Ausdruck der Funktion zu kennen. Haufig ist es jedoch nétig, die benutzte
Funktion irgendeiner bestimmten Funktionsklasse zuzuordnen, und aus
diesem CGrunde miissen wir uns in aller Kiirze mit einigen der elementarsten
Funktionsklassen beschéftigen.

Hier wird aber von grundlegender Bedeutung die Wechselbeziehung, in
welcher die Funktionenlehre zur analytischen Geometrie steht. Ge-
schaffen durch den franzosischen Philosophen Descartes, lag die urspriing-
liche Anwendung der analytischen Geometrie einzig auf geometrischem Ge-
biet. Mit Hilfe eines Koordinatensystems wurde ein geometrisches Gebilde-
durch eine algebraische Gleichung dargestellt und dadurch eine groBere Uber-
sichtlichkeit iiber das geometrische Gebilde erzielt. So war man auch schwierigen
geometrischen Problemen gewachsen, bei denen die Anschauung allein versagte.

Durch eine solche Gleichung ist aber nicht nur ein geometrisches Ge-
bilde, sondern, wie wir sahen, auch eine Funktion definiert, und so konnen
wir umgekehrt jeder Funktion ein geometrisches Gebilde
zuordnen und uns dadurch ein anschauliches Bild von
den Eigenschaften der vorliegenden Funktion verschaffen.

Entscheidend fiir die analytisch-geometrische Me-
y thode ist die Einfithrung eines Koordinatensystems. Wir
0 x betrachten zunschst ein rechtwinkliges und ebenes Koordi-
A X natensystem (Abb. 1).

Abb. 1. Es besteht aus zwei Geraden, die sich in rechtem
Winkel im Punkte O ‘schneiden. Die von links nach

rechts verlaufende Achse nennen wir die Abszisse, die von unten nach oben
verlaufende die Ordinate. Das Prinzip der analytischen Geometrie besteht
jetzt darin, daB wir jeden Punkt in der Ebene definieren durch die Abschnitte
% 8 0A = z und OB =y, die durch die Parallelen zu den
4 Koordinaten durch P auf der X- und Y-Achse gebildet

Y]
8 /

£ A2
‘ werden. Durch x und y ist P eindeutig festgelegt.
Sz Ist nun weiterhin eine bestimmte Kurve in der
0 (] Ebene gegeben, so gehort zu jedem Wert von x eines
¥ Kurvenpunktes ein ganz bestimmter Wert von y.
So gehért zu dem Punkte P, der Geraden 4 mit der
0 /" @ C ¥  Abszisse OC =2, die Ordinate OD =y,. DaB aber

bei komplizierteren Kurven zu einem bestimmten
x-Wert auch zwei oder mehrere y-Werte gehoren
konnen, sehen wir an der Kurve B. Bei dieser Kurve gehort zu auBer P,
noch der Punkt P, mit der Ordinate OF = y,.

Augenscheinlich ist die dadurch entstehende Beziehung zwischen y und z
ganz derselben Natur, wie wir sie oben bei der Beziehung zwischen der Funk-

Abb. 2.
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tion f(z) und ihrem Argument x entwickelt hatten. Und indem wir nun diese
Analogie weiter fortfithren, betrachten wir die Ordinate y als Funktion der
Abszisse z, so daf uns der Verlauf der Ordinate y bei wachsender oder sinken-
der Abszisse x unmittelbar ein Bild des Verlaufes der Funktion y = f(2)
anzeigt.

In der folgenden Darstellung werden wir deshalb nach Belieben von
diesem Parallelismus zwischen Funktionentheorie und analytischer Geometrie
Gebrauch machen. Falls wir eine Funktion uns veranschaulichen wollen, so
werden wir sie nach den Prinzipien der analytischen Geometrie zeichnen.
Und falls es uns zweckmiBig scheint, irgendwelche Eigenschaften einer Kurve,
wie z. B. ein Maximum oder Minimum festzustellen, so werden wir versuchen,
ihre Gleichung zu gewinnen und dann mit dieser Gleichung verfahren wie
mit jeder anderen Funktion, indem wir y = f{x) setzen.

Auch Funktionen mehrerer Variablen lassen sich in die Methode der
analytischen Geometrie iibertragen. Nur reicht dann ein ebenes Koordinaten-
system nicht mehr aus. Bei drei Variablen wihlen wir ein riumliclies Ko-
ordinatensystem mit drei aufeinander senkrechten Achsen. Mehr als drei
Koordinaten werden wir fiir unsere Zwecke nicht benétigen. Es steht aber
nichts im Wege, falls dies durch die Natur der Frage erfordert wird, auch
mehr als drei Variable zu verwenden. Dann geschieht die analytisch-geo-
metrische Nachbildung im mehr als dreidimensionalen Raum, den wir uns
zwar nicht mehr anschaulich vorstellen kénnen, dessen Eigenschaften wir
aber in Analogie mit dem dreidimensionalen Raum und mit Hilfe der Funk-
tionslehre algebraisch nachbilden kénnen. In der Tat wird hiervon in zahl-
reichen Gebieten der mathematischen Physik Gebrauch gemacht.

Wir haben es hier zunichst mit den einfachsten Gebilden der analytischen
Geometrie zu tun, die wir in stindiger Beziehung zur Funktionentheorie so-
weit entwickeln wollen, wie wir sie zum Verstindnis der Anwendungen un-
umginglich brauchen.

Dabei miissen wir aber zuvor noch auf einen Begriff hinweisen, der bei
der analytischen Behandlung der Funktionen eine grofe Rolle spielt: der
Begriff der Stetigkeit. Wenn wir eine Kurve y = f(x) haben (Abb. 3), so
folgt aus den Eigenschaften des Raumes, daB im allge-
meinen bei einer endlichen Anderung von x auch y = f(x)
sich um eine endliche GroSe andert. Ist also an der
Stelle x = a y = f(a) und schreiten wir zum Abszissen-
wert @ = x, weiter, so wird im allgemeinen, falls z, — a
endlich ist, auch f(z;) — f(a) endlich bleiben. Ist die
Funktion nun so beschaffen, daB fiir unendlich kleine
Anderungen von z auch f(z) sich nur unendlich wenig
éndert, so sagen wir dal die Funktion y = f(x) an
der Stelle x = a stetig ist. Diese Eigenschaft einer Funktion ist deshalb
so wertvoll, weil bei fast allen Naturgesetzen, die in Form einer Funktion auf-
gestellt werden, stetige Funktionen vorliegen. Dies ist der exakte Ausdruck
des ,,Natura non facit saltus”“. Bei unstetigen Funktionen treten dagegen
Spriinge auf, und einer unendlich kleinen Anderung von z kann eine endliche
und selbst eine unendliche Anderung von f(x) entsprechen.

Viele Funktionen sind nur innerhalb eines bestimmten Intervalles stetig,
d. h. nur fir Werte von z, die zwischen zwei genau bestimmten liegen. Man
sagt dann, f(x) ist stetig fiir @ <2 << b. Andere Funktionen sind nur fiir
einen einzigen Wert von z unstetig, im iibrigen aber stetig. Hierzu gehort
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zZ. B.dieFunktiony:x 2 Fﬁrz:awirdy__%—:]:oo Furxklemer

als a, ist y negativ und stetig. Fiir z grofer als ¢ dagegen ist y posﬂnv und

y stetig. Die Funktion besitzt also bei x = a eine Un-
stetigkeitsstelle (Abb. 4).

Aus zahlreichen Griinden ist es wichtig, die Un-
stetigkeitsstellen einer Funktion zu kennen. Manche
Operationen, wie die Differentiation und die Integra-

= tion, sind wesentlich davon abhingig, daB die Funktion
innerhalb des betrachteten Intervalls stetig ist. Uber
diese sowie iiber andere Eigenschaften der Funktionen
verschafft man sich am bequemsten ein Bild, indem
man die Funktion geometrisch darstellt. )

Sowohl die Summe als auch die Differenz von
stetigen Funktionen sind wieder stetig. Dasselbe gilt

vom Produkt. Fiir den Quotienten zweier endlichen und stetigen Funktionen

@)
9(@)

nimmt. In der Tat sahen wir ja, daB -——

Abb. 4.
»

gilt es aber nur mit der Einschrinkung, daB g(z) nicht den Wert 0 an-
fl) 1
g(x) Tr—a

Die Gerade.

Wir wihlen wieder ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Null-
punkt O (Abb. 5). Die von O nach rechts verlaufende Seite der Abszisse
stelle die positiven x-Werte dar, die nach links verlaufende die negativen.

Ebenso sei die von O nach oben verlaufende Ordinate die
c8 Achse der positiven y-Werte, die nach unten verlaufende

die der negativen y.
Jetzt ziehen wir die Gerade OB, die durch den Null-
punkt oder Koordinatenanfangspunkt geht und versuchen,
0 X hre Gleichung aufzustellen. Die Gerade ist vollkommen
Abb. 5. bestimmt durch den Winkel, den sie mit der X-Achse ein-
schlieft. Allerdings bedarf es gewisser Festsetzungen iiber
diesen Winkel, die wir sofort machen wollen. Wir denken uns den Winkel «
entstanden durch eine Drehung der X-Achse in einer Richtung, die entgegen-
gesetzt ist zu der des Uhrzeigers. Diese Drehungsrichtung bezeichnen wir all-
gemein als positive und haben dadurch irgendeinen Winkel in der Ebene genau
definiert, selbstverstandlich mit der Einschrinkung, daB « auch die Werte
& +2 7, &+ 4 7 usw. haben kann. Aber da die trigonometrischen Funktionen
sin, cos, tg und cotg, auf die es uns in der analytischen Geometrie ankommt,
fir & und o + 2 m usw. den gleichen Wert haben, so ist diese Einschrénkung

von keiner Bedeutung.

Wir fillen -jetzt von irgendeinem Punkt der Geraden OB, nimlich von C

aus das Lot auf die X-Achse. Dann ist OD =z und CD =y. Es wird also

fiir # — a = 0 unstetig ist.

tgo =% . Da hier tgx gegeben ist und y und z die sog. allgemeinen Ko-

ordinaten der Geraden sind, so stellt dies bereits die Gleichung der Geraden
dar. Fir jedes bestimmte x = x, kénnen wir daraus das zugehérige y, be-
rechnen und den Punkt der Geraden auffinden, dessen Abszisse z, ist. Das
gleiche gilt natiirlich, wenn die Ordinate y, gegeben und die zugehérige Ab-
szisse x, gesucht wird Setzen wir noch fiir tgow den Wert a, so ergibt sich
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als Gleichung der Geraden, die durch den Anfangspunkt geht:
y
=L di = .
a=_ oder y=az

Lautet die Gleichung y = 0, so folgt daraus, daBl @ = tgax = 0 sein muB.
tg « ist aber gleich Null, wenn der Winkel «- gleich Null ist, mit anderen Worten,
die Gerade y = 0 ist die Abszisse selbst.

In dhnlicher Weise findet man, daB die Gleichung z = 0 die Ordinate OY
darstellt. Es muf nimlich sein: ¥y =a-.0. Dies ist aber nur méglich, wenn
a =tgoa = oo ist, d. h. wenn der Winkel & selbst gleich 90° ist.

Wie wird sich nun die Gleichung der Geraden verindern, wenn sie nicht
durch den Anfangspunkt, sondern durch irgendeinen anderen Punkt der
Y-Achse, z. B. durch 4 geht? Wir nehmen wiederum einen beliebigen Punkt D
an mit den allgemeinén Koordinaten z, y und versuchen wie vorhin die Tan-
gente des Winkels & durch diese Koordmaten ausgudriicken. Wir ziehen zu
diesem Zwecke DE parallel der ¥-Achse und A4 F parallel der X-Achse. Dann ist

DF
AF’

Es ist aber AF =« und DF = DE — FE =y — b, wenn wir den Abschnitt
AO mit b bezeichnen. Dadurch wird:

tgo =

—b
tga =~
oder, indem wir wieder tgx = a setzen:
_y—b
x
und weiterhin:
y=ax+5b. (1)

Diesist die allgemeinste Form der Gleichung einer Geraden.
Eine Gerade ist also vollkommen definiert, wenn ihr Richtungswinkel &« und
damit ¢ = tgx gegeben ist, sowie der Abschnitt b, den sie auf der Y-Achse
bildet. Gleichzeitig sehen wir, daB, algebraisch gesprochen, die Gleichung der
Geraden eine Gleichung ersten Grades ist, da sie y und x nur als erste Potenzen
enthilt. Es liBt sich unschwer iibersehen, daB jede Gleichung ersten Grades

my+nz+p=0
sich durch Division mit m auf die Form (1) bringen liBt und also eine Gerade
darstellt. Wir haben so einen.ersten und sehr wichtigen Spezialfall der Zu-
ordnung einer Gleichung zu einem geometrischen Gebilde erschépfend gelost.

Nehmen wir noch die funktionentheoretische Ausdrucksweise hinzu, so
ist y =ax + b eine lineare Funktion von z. Dieser Ausdruck ist offenbar
so gewihlt, weil diese Funktion eine gerade Linie darstellt.

Wir wollen nun sehen, was fiir einen Fortschritt wir durch die algebraische
Darstellung der Geraden erzielt haben. Wir gehen dabei aus von der Glei-
chung (1), da wir jede andere Form leicht auf diese Form zuriickfiihren kénnen.
Es sei die Gleichung einer Geraden gegeben und es sollen die Abschnitte der
Geraden auf der Y- und auf der X-Achse bestimmt werden.

Fiir die Y-Achse ist iiberall x = 0. Wir miissen also in die allgemeine
Gleichung z, = 0 einsetzen, um den dazu gehorigen Wert g, zu erhalten.
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Dies ergibt:

yy=ax+b=>b.
Als Zahlenbeispiel wihlen wir die Gleichung:

4y—424+6=0
oder, indem wir sie auf die Form (1) bringen:

y=z—1¢. ,
Dann ist der Abschnitt auf der Y-Achse = — §, d. h. die Gerade schneidet
die Y-Achse auf ihrem negativen Zweig.
Wollen wir berechnen, in welchem Abstand vom Anfangspunkt die Gerade

die X-Achse schneidet, so setzen wir y = 0. Bei der allgemeinen Gleichung

wird dann 0 =a x + b oder x=—-z—.

Fiir das Zahlenbeispiel erhalt man 0 =« — § oder # = § .
Schon aus diesem Ergebnis, da namlich in unsetem
4 ¥ Beispiel die Abschnitte auf der X- und Y-Achse beide
den gleichen Wert 4 haben, ersehen wir, dal der Win-
%° kel & (Abb.7) 45° betragen muB. In der Tat ergibt sich
X dies ohne weiteres aus der Form y=x—4, wenn wir
sie mit der Gleichung y =ax + b vergleichen. Es ist
a =tga = 1. Der Winkel, dessen Tangente gleich 1 ist,

Abb. 7. betragt aber 45°.

Der Schnittpunkt zweier Geraden und der Abstand zweier Punkte.

Besonders wertvoll sind die Methoden der analytischen Geometrie, wenn
man geometrische Gebilde irgendwie miteinander kombinieren will. Die
notigen algebraischen Operationen sind meistens sehr leicht auszufiihren,
und die Ubertragung des Resultates in die geometrische Anschauung macht
mit Hilfe des Koordinatensystems keine Mithe.

Es seien z. B. zwei Geraden mit den Gleichungen

y=az+b und Yy =ayx + by
-gegeben und es soll bestimmt werden, wo ihr Schnittpunkt liegt.

Fir jede der angegebenen Geraden sind y und z die allgemeinen Koordi-
naten, die natiirlich, falls die Geraden nicht identisch sind, iiberall verschiedene
Werte haben, auler in dem Schnittpunkt. Dort miissen die y- und x-Werte
beider Geraden iibereinstimmen. Die Gleichungen gelten im Schnittpunks
-also gleichzeitig, und wir brauchen sie nur nach ihren beiden Unbekannten z
und y aufzulésen, um die Koordinaten des Schnittpunktes zu finden.

Man erhslt sofort

a, x4+ b, =a;z+ b,

.oder
z(a; — ag) = by — b,
und weiter
by — b,
Ca—ay’
. Daraus ergibt sich:
y =a1-b’_ b1+ b =a1b2— a.‘,bl.

@, — ay @y — Gg
‘Dies sind die Koordinaten des Schnittpunktes.
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Schlieflich’ 16sen wir noch die Aufgabe, den Abstand r zweier Punkte
zu bestimmen, deren Koordinaten gegeben sind: P, mit den Koordinaten z,
und y,; P, mit den Koordinaten z, und y,.

Wir ziehen durch P, eine Parallele zur X-Achse (Abb. 8) und durch P,
zur Y-Achse. Sie schneiden sich in 4. Dann ist nach dem pythagoriischen
Lehrsatz:

r? = (4P,)* + (4P,)%. Y| g
Es ist aber:
AP, =y, — y, und AP, =z, — z,.
Daraus folgt: 2 7
= (g — 92)* + (22 — 2,)?
oder Abb. 8.

r =Yz — )+ (52 — v)*.
Dies ist die Entfernung der Punkte P, und P, mit den Koordinaten x, y,
und z, ¥,.

Die naturwissenschaftliche Bedeutung linearer Funktionen.

Bevor wir hohere Abhéngigkeiten betrachten, wollen wir noch kurz einen
Blick auf die naturwissenschaftliche Bedeutung der durch die Gerade dar-
gestellten linearen Funktion werfen.

Nehmen wir als Beispiel wiederum die Warmeausdehnung. eines Stabes.
Wenn der Stab bei der Temperatur 0° die Lange 1 hat, so ist seine Lange bei
der Temperatur ¢° gegeben durch die Gleichung I =1+ at. Es ist also !
eine ganze lineare Funktion von ¢, und das Gesetz der Wirmeausdehnung
eines Stabes 148t sich darstellen durch eine Gerade. Dies bedeutet aber nichts
anderes, als dal der Zuwachs at der Linge des Stabes proportional der
Temperatur ist. Ahnliches gilt allgemein fiir alle Naturgesetze, die durch
eine Gerade darstellbar sind. Stets ist der Zuwachs der abhingigen Variablen
proportional dem Zuwachs der unabhingigen Variablen. Und umgekehrt,
wenn eine solche Proportionalitit existiert, so ist das Naturgesetz darstell-
bar durch eine Gerade.

Aus der Form ! =1 + a ¢t ersehen wir, daBl a die Tangente des Winkels «
ist, den die Gerade mit der X-Achse bildet. Naturwissenschaftlich gesprochen
ist @ der Ausdehnungskoeffizient des Stabes. Die Richtung der Geraden,
welche die Warmeausdehnung des Stabes darstellt, ist also auf einfache Weise
durch die Tangente des Ausdehnungskoeffizienten bestimmt.

Spiter, wenn wir mit den Begriffen der Differentialrechnung arbeiten
kénnen, werden wir einen kiirzeren Ausdruck dafiir kennenlernen, daf3 der
Zuwachs der abhingigen Variablen bei der Geraden proportional ist dem Zu-
wachs der unabhéngigen Variablen. Fiir jetzt begniigen wir uns mit dieser
Formulierung. Nun wollen wir noch eine Darstellung. ins Auge fassen, die
héufig angewendet wird, um auch geeignete nicht lineare Funktionen durch
eine einfache Umwandlung als Geraden zu zeichnen.

Es sei gegeben die Funktion p» = K (das Boyle-Mariottesche Ge-
setz [vgl. S. 80]). Hier sind p und » variabel, K ist eine Konstante. Wir
bilden auf beiden Seiten die Logarithmen und erhalten, da der Logarithmus
eines Produktes gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren ist:

logp + logv =1logK .

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 2
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Jetzt setzen wir logp =y und logv = z. Fir die neue Konstante logK
setzen wir k ein. So erhalten wir:

y+x=k%k oder y=—z+ k.

Mit anderen Worten, die Funktion pv = K 148t sich durch Logarithmen
in eine lineare Funktion umwandeln und graphisch darstellen durch eine
Gerade.

Auch bei Funktionen von der Form 2"y™ = K ist diese Umwandlung
moglich. Es ergibt sich:

nlogz + mlogy =logK =k, .
Oder, indem wir logz = 2 und logy = u setzen:

nz+mu==Fk
und schlieBlich:

z=-—z‘—u+kl.
. n

In der Adsorptionstheorie werden wir spiter von dieser logarithmischen
Darstellung Gebrauch machen.

Der Kreis.

Wie haben wir nun zu verfahren, wenn wir schwierigere Kurven durch
eine Gleichung nachbilden und so in Beziehung zur Funktionentheorie setzen
wollen? Offenbar miissen wir versuchen, die Koordinaten irgendeines ihrer
Punkte, der keine speziellen Eigenschaften hat und desshalb als Reprisentant
der ganzen Kurve gelten kann, auszudriicken durch die charakteristischen
Konstanten, welche die Kurve besitzt. Beim Kreis ist diese charakteristische

Konstante sein Radius r, sowie die Lage seines Mittel-
punktes, der die Koordinaten @ und b habe. Zu diesen
Werten miissen wir die Koordinaten x; y des beliebigen
Punktes P des Kreises in Beziehung setzen (Abb. 9).

Wir verbinden 4 mit P. Dann ist AP = r und der
Abstand AP 1Bt sich nach 8. 17 durch folgende
Gleichung ausdriicken:

AP = (x —a)? + (y — b)2 =1r2.

Diese Gleichung erfiillt bereits alle unsere Anspriiche,
da sie auBer z und y nur noch die Koordinaten des Mittelpunktes a; b und
den Radius r enthalt.

Liegt der Mittelpunko des Kreises im Koordinatenanfangspunkt, so hat
er die Koordinaten = 0; y = 0 und die Gleichung des Kreises lautet dann:

22 4 g2 =12,

Auf diese einfachere Form laBt sich jede Gleichung eines Kreises durch
Verschiebung des Koordinatensystems bringen, so daB sie ebenfalls als allge-
meine Gleichung des Kreises gelten kann, trotzdem iiber die Lage ihres Mittel-
punktes eine spezielle Festsetzung getroffen ist. Solche Verschiebungen des
Koordinatensystems spielen in der analytischen Geometrie eine grofie Rolle.
Ihr Zweck ist, wie in dem vorliegenden Fall, einen moglichst einfachen alge-
braischen Ausdruck fiir die vorliegende Kurve zu erhalten. Bei der Hyperbel
werden wir einer anderen Art der Koordinatenverschiebung begegnen und dort
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einige Bemerkungen iiber derartige Transformationen einflechten.. Zuniichst
wollen wir uns noch vergewissern, ob die Gleichung 22 4 y2 =2 in der Tat
die Eigenschaften des Kreises wiedergibt (Abb. 10).

Wir bestimmen die Schnittpunkte mit der X-Achse, indem wir y =0
setzen. Es wird 22 = 2 und z = 4 7, d. h. die Kurve schneidet die X-Achse
zweimal. Auch die ¥-Achse wird zweimal im-Ab- ¥
stand r geschnitten, denn setzen wir 2 = 0, so wird
y2=r?undy =4 r. Wollen wir fiir einen be-
gfimmten Wert von x die zugehérige Ordinate be-
rechnen, so losen wir die Gleichung des Kreises

nach y auf und erhalten: y = - Jr2 — 2, Daraus 7
ergibt sich, daB die Kurve keine xz-Werte enthilt,
dje groBer sind als r. Denn wire z > r, so wire
r2 — x? eine negative Zahl und die Wurzel daraus
eine imagindre Zahl. Ein imaginirer Wert fiir y
gibt aber geometrisch keinen Sinn und daraus folgt
in Ubereinstimmung mit der geometrischen An- Abb. 10.
schauung, daf der Kreis keine Punkte enthalten

kann, deren xz-Koordinate groBer als der Radius ist. Dasselbe Resultat er-
hilt man natiirlich auch fir die y-Koordinate.

Trotzdem dieses Ergebnis selbstverstindlich ist, so ist es keineswegs tiber-
flussig, auf diese Weise die Richtigkeit einer Gleichung zu priffen, Auch lehrt
dieses Verfahren, eine Gleichung zu diskutieren, hiufig Eigenschaften einef
Kurve kennen, die der unmittelbaren Anschauung entgehen kénnen.

Die Parabel.

Genau-in der gleichen Weise wie beim Kreise, gewinnen wir auch bei den
andern noch zu besprechenden Kurven ihre sie darstellende Gleichung. Aus der
geometrischen Definition der Kurve ergeben sich uns die Mittel, die Koordi-
naten z; y eines beliebigen, nicht speziellen Punktes v
durch ihre die Kurve definierenden Konstanten alge- lg_ L A
braisch auszudriicken. »

Die Parabel ist definiert als der geometrische
Ort derjenigen Punkte, die von einer gegebenen
Linie, der Leitlinie, und einem gegebenem Punkte,
dem Brennpunkte, gleichen Abstand haben. X

Die Leitlinie oder Direktrix sei 4Q. Der Brenn-
punkt B liege im Abstand AB = p von der Leit-
linie. Dieser Abstand ist die charakteristische Kon-
stante der Parabel und wird Parameter genannt.
Durch sie ist die Parabel ebenso bestimmt, wie der Abb. 11.

Kreis durch seinen Radius. v

Wir wihlen jetzt, um eine moglichst einfache Gleichung fiir die Parabel
zu erhalten, den Mittelpunkt von AB als Anfangspunkt des Koordinatensystems.

Dann ist"40 = 0B = % Die X-Achse liegt in der Richtung senkrecht zur

Leitlinie, sei also 0X. Aus der Definition der Parabel folgt dann, daB QP = BP.
Diese beiden Strecken miissen wir durch die Koordinaten z; y des Punktes P,
sowie durch den Parameter p ausdriicken, um zur Parabelgleichung zu ge-
langen.

2*
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Er ist

QP=A0=A0+00=§+}6.
Ferner

BP =Y(PC)*+ (BC)? =V(x - %)2+ y?; da BC =0C — OB =2 — 2 ist.

Daraus folgt:
Py ( ~_£>‘
(2+”> =v+iz—g) -

Durch Ausrechnen der Potenzen erhalten wir:

p? P!
T+px+x==y2+z‘——px+—4~
oder 2px =y
Haufig schreibt man die Gleichung der Parabel auch in der Form
y=+12pz.

Aus dieser letzteren Form ersehen wir ohne weiteres, daBl zu einem bestimm-
ten z-Wert der Parabel zwei y-Werte gehoren, deren absolute Werte gleich grof
-gind, die aber entgegengesetztes Vorzeichen haben. Die Parabel liegt infolge-
dessen symmetrisch zur X-Achse. Zur Y-Achse liegt sie jedoch nicht symme-
trisch, da es fir negative Werte von z iiberhaupt keine Werte von y gibt (die

Wurzel }/2 p x wird imaginir). Die Parabel verlauft also ganz auf der Seite der
positiven X-Achse. Im Gegensatz zu der spiter zu betrachtenden Hyperbel
besteht sie nur aus einem Zweig. Fiir = 0 wird auch y = 0; und fiir = oo
auch y = co. Dies ergibt, daBl die Parabel durch den von uns gewihlten An-
fangspunkt des Koordinatensystems geht, also die Entfernung des Brennpunktes
von der Leitlinie halbiert, und weiterhin, daB sie ins Unendliche. verlduft.

Wir fiigen noch hinzu, da man auch in allgemeinerem Sinne von einer
Parabel spricht und daB man alle Kurven so bezeichnet, deren Gleichung die
Form 4" = pa™ hat. Dies ist die Gleichung der allgemeinen Parabel.
Tiir gewohnlich versteht man aber unter Parabel die oben betrachtete Kurve,
die aus der allgemeinen dadurch hervorgeht, daB man n = 2 und m =1 setzt.
Es ist jedoch stets aufklirend, eine spezielle Kurve zu anderen Kurven in Be-
ziehung zu setzen, da durch dieses Verfahren ihre Eigentiimlichkeiten scharfer
hervortreten und uns zugleich offenbar wird, welchen besonderen Bedingungen
sie ihre einfache Gestalt verdankd.

Die Ellipse.

Eine solche Beziehung zwischen den Kurven stellt die niachste Kurve dar,
die wir untersuchen wollen, ngmlich die Ellipse. Wir werden finden, dal sie
in einer einfachen Beziehung zum Kreise steht, der gleichsam als spezieller
Fall der Ellipse gelten kann.

Nach der Definition bezeichnet man die Ellipse als den geometrischen Ort
derjenigen Punkte, fiir welche die Summe ihrer Entfernungen von zwei fest-
liegenden Punkten einen konstanten Wert hat. ‘

Die festliegenden Punkte F, und F, nennt man die beiden Brennpunkte
der Ellipse. Ihr Abstand sei =2d. Als Anfangspunkt des Koordinatensystems
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wihlen wir den Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie und als X-Achse ihre Ver-
bindungslinie. Die Summe r, 4 r, der Entfernungen des Ellipsenpunktes P
sei nach der Definition konstant = 2 a.

Die Konstanten der Ellipse sind also der Abstand 2 d ihrer Brennpunkte
und die Summe der Entfernung ihrer Punkte von diesen Brennpunkten 2 a.
Mit ihrer Hilfe bestimmen wir die Gleichung der Ellipse.

P hat die Koordinaten z; y. Jetzt ist:

7= (PA? + (F4)° =y + (@ + 2)*.
Ferner
?; = (PA)? + (AF,)® = y? + (d — =)®.

Die daraus sich ergebenden Werte von 7, und r, setzen wir ein in die Glei-
chung r; 4 r; =2 a und erhalten. nach einigen einfachen Umformungen, die
wir hier aber iibergehen wollen:

x2 y2
T a_n=

In dieser Form enthilt die Ellipse den Ab-
stand der Brennpunkte 2d. Wir setzen statt
a® = d2 den Wert b2 ein und erhalten dadurch:

x? g2

Dies ist die Gleichung der Ellipse. Um sie
jedoch geometrisch zu verstehen, vor allem um
uns den Sinn der neu eingefiihrten Konstanten b2 = g2 — d2 begreiflich zu
machen, miissen wir die Gleichung einer kurzen Diskussion unterwerfen.

Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte der Ellipse mit der X-Achse,

2
indem wir y = 0 setzen. Dann wird‘—j; =1 und z = +4-a. In Worten, die

1.

Ellipse schneidet die X-Achse zweimal im Abstand -+ ¢ und —a von dem Koordi-
natenanfangspunkt. Man nennt a die groBe Achse der Ellipse.
Setzen wir z = 0, so erhalten wir die Schnittpunkte der Ellipse mit der

2 .
Y-Achse. Es wird —by? = lund y =+ b. Die Ellipse schneidet also die ¥-Achse

ebenfalls in zwei Punkten, die in der Entfernung -5 und — b vom Xoordinaten-
anfangspunkt liegen. Man nennt deshalb b die kleine Achse der Ellipse. In
dieser geometrischen Bedeutung von b liegt der Grund, weshalb wir oben
a? — d? durch b2 ersetzt haben. Die Schnittpunkte der Ellipse mit ihren Achsen
nennt man ihre Scheitel. Aus der Gleichung (2) ergibt sich ferner, dafl
die Ellipse symmetrisch sowohl zur X-Achse, als auch zur Y-Achse liegt. Denn

2 .
fiir jeden Wert z erhilt many = j:bVl — x—z, d. h. zwei Werte von gleicher
a TR
GroBe, aber entgegengesetztem Vorzeichen. Dasselbe gilt fiir z = iaVl — %E .
Daraus folgf_gxileich, daB die Ellipse keine Punkte enthilt, fiir die z > a ist,
2
da dann Vl — 23 imaginir wiirde und y keinen geometrischen Sinn erhielte.

Ebenso enthalt sie auch keine Werte y > b.
Wir wollen noch die Ellipse in Beziehung zum Kreise setzen. Beim Kreis
ist offenbar zwischen grofler und kleiner Achse kein Unterschied vorhanden.
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Setzen wir also @ = b = r, so erhalten wir aus der Gleichung der Ellipse sofort
die Gleichung des Kreises:

2 2
%+—y;;=l oder x? 4 y? =r?,

Da b? = a? — d2 war, so folgt weiterhin, dafl d2 = a2 — b2 == 0 wird. Geo-
metrisch bedeutet dies, daBl die Entfernung d der beiden Bremnpunkte gleich
Null geworden ist. Indem also die Brennpunkte der Ellipse niher und niher
zusammenriicken, wird die Ellipse immer mehr einem Kreise dhnlich und geht
in einen solchen iiber, wenn die beiden Brennpunkte in eingm Punkt zusammen-
fallen. Dies ist dann der Mittelpunkt des Kreises.

Die Hyperbel.

Die Hyperbel ist nach ihrer Definition diejenige Kurve, deren Punkte
von zwei gegebenen Punkten einen solchen Abstand haben, dafl die Differenz
ihrer Entfernungen konstant ist.

Wenn also (Abb. 13) P ein Punkt der Hyperbel.
ist und die gegebenen Punkte, die Brennpunkte
F, und F, der Hyperbel den Abstand 2 d haben,
so muf} sein:

PF,— PF, =7, —1r,=2a.

Ebenso wie bei der Ellipse wihlen wir die Ver-
bindungslinie der Brennpunkte F,F, als X-Achse
und ihren Mittelpunkt O als Koordinatenanfangs-
punkt. Auch jetzt miissen wir wiederum PF, =r,,
sowie PF, =r, durch die Koordinaten z; y von
P und die Hyperbelkonstanten 2a und 2 d aus-
driicken.

= (z + d)? + ¢2.

A =(o— )+ 0

Wenn wir dies in #, — 7, = 2 @ einsetzen, so erhalten wir bereits die Glei-
chung fiir die Hyperbel, die sich auch hier durch leichte Umformungen auf
eine ihnliche Gestalt wie die Gleichung der Ellipse bringen lif3t.

Es wird:

Es ergibt sich:

sowie:

2 2
L ¥ .
) a3 a — d2
Betrachtet man das Dreieck F, PF,, so sieht man, daB 2d >nr — 1, =2a
sein muB, da die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks nach einem elementaren:
Satze der Planimetrie kleiner ist als die dritte. Folglich ist a® — d? negativ.
Es wiirde also, wenn wir wie bei der Ellipse a? — d? = b? setzen wiirden, b als
imaginidre GréBe keinen geometrischen Sinn haben. Um dies zu vermeiden,
setzen wir a2 — d2 = —b2. Dadurch wird b eine reelle GroBe, der wir eine ge-
eignete geometrische Bedeutung beilegen kénnen. Als endgiiltige Gleichung

der Hyperbel erhalten wir dann: _

2 2

Y

a? b®
Wir bestimmen wiederum ihre Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Fir y = 0 wird 22 = a? und folglich 2 = 4 a. Die Hyperbel schneidet also
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die X-Achse in den Abstinden +a und —a. Diese Schnittpunkte heiflen, wie
bei der Ellipse, die Scheitel der Hyperbel. Ist x < a, so gibt es keine zugeho-

y? 2
rigen Punkte der Hyperbel Es wird némlich lﬁ = 25 — 1. Fir z<a ist
dann — < 1, so daB — — 1 negativ und folglich y imaginir wird, d. h. keine

Hyperbelpunkte dem Werte x < a entsprechen. Insbesondere gilt dies auch
fir « = 0. Die Hyperbel hat also keine Schnittpunkte mit der Y-Achse.

Die Strecke 4,4, =2 a nennt man die reelle Achse der Hyperbel. Es
hegt nahe, in Analogle zur Ellipse, auch 2 b als Achse zu denken. Errichtet man’
in A, auf der X-Achse das Lot und schligt mit der halben Entfernung d der
Brennpunkte um O einen Kreis, so trifft dieser das Lot in B,. Dann ist (B 4,)?2
= d? — a? = b2 Ziehen wir jetzt B,B, parallel der X-Achse, so wird OB; = b.
Man nennt diese Strecke die imaginére Halbachse der Hyperbel und 2 b ihre
imagindre Achse.

Ferner folgt aus der Glelchung der Hyperbel, daB sie symmetrisch sowohl
zur X-Achse, als auch zur Y-Achse verliuft. Sie besteht also aus zwei sym-
metrischen Zweigen, die beide ins Unendliche verlaufen.

Koordinatentransformationen.

Wir sahen oben, da man aus der, Gleichung der Ellipse die Gleichung des
Kreises erhalt, indem man die Achsen einander gleich setzt. Ebenso erhilt
man bei Gleichsetzung der Achsen aus der allgemeinen Hyperbelgleichung die
sog. gleichseitige Hyperbel. Ihre Gleichung lautet:

@ _ 9 2 2 2
Pl oder % — y? =a?l.

Diese Kurve ist nun von einer auBerordentlich vielseitigen Anwendung bei
naturwissenschaftlichen Problemen, indessen tritt ihre Bedeutung erst dann
deutlich hervor, wenn wir ihr durch eine Koordinatentransformation eine
andere Gestalt geben.

Wir miissen aber zuvor einige der wichtigsten Koordinatentransformationen
besprechen, die wir dann in Zukunft nach Belieben da, wo es uns zweckmiBig
erscheint, verwenden werden.

Zunichst kommt die Transformation durch Verschiebung des Koordinaten-
systems in Frage. -Wir haben bereits S. 18 bei der Gleichung des Kreises davon
Gebrauch gemacht.

Ist O (Abb. 14) der Anfangspunkt des urspriinglichen Systems und ist das
neue Koordinatensystem daraus entstanden durch eine Parallelverschiebung
um ¢ in Richtung der X-Achse und von b in Richtung der

Y-Achse, so besteht zwischen den Koordinaten z; y des q é 5

Punktes P im alten und seinen Koordinaten z’; ¢’ im neuen

System folgende Beziehung: o’ X’
r=a-+2a und  y=b+y. 2

Diese Gleichungen erlauben, von einem Koordinatensystem X

zum andern iiberzugehen, indem man beim Ubergang vom a

System O zum System O’ statt 2 und y die angegebenen Abb. 14.

Werte in die zu transformierenden Gleichungen einsetzt.
Ebensgo kann man natiirlich auch von 0’ zu O iibergehen. Dann setzt man ein:

¥=2z—a; und ¢y =y-—0>b.
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Etwas schwieriger ist eine andere wichtige Transformation, némlich die
auf ein gegen das urspriingliche System um den Winkel & gedrehtes System.

x; y seien die Koordinaten in dem urspriinglichen System. z’; y’ in dem
um den Winkel & gedrehten System mit dem gleichen Anfangspunkt O (Abb.15).
Wir ziehen PQ parallel der ¥-Achse. PA parallel der Y’-Achse und ferner AB
parallel der Y-Achse, sowie AC parallel der X-Achse.

Jetzt ist & CPA = «, da die Schenkel beider Winkel senkrecht aufein-
ander stehen. Wir miissen jetzt sehen, wie wir z; y zu 2’; y’ vermittels « zu-
einander in Beziehung setzen.

Es ist nun 0Q =z = 0B — ¢B.

OB laBt sich leicht durch »’ und « berechnen.

Es ist:
cosx = 08 = o8 .
0A z
Ferner ist im Dreieck CPA:
AC AC @B
P4y ¢
Da also OB = 2’ cosx und QB = ¢’ sinx, so folgt als erste Gleichung:

sinx =

z =2 cos — y sinx .
Ahnlich a8t sich y = PQ berechnen.

v Es ist:
v P y =PC + CQ.
A x' Da nun im Dreieck CAP: -

c 74 c

COBK = ~—

Yy

L x und im Dreieck OAB:
9 € 8 AB _ CQ
Abb.15. sinx =04 7
ist, so wird

PC =y cosx und CQ = 2'sinx .

=z’ sinx + ¥’ cos«x .
y ;

Wir erhalten also als Transformationsgleichungen bei Drehung des Koordi-
natensystems:
x =2 cosx — y sinx .

y =2 dinx + ¢ cosx .

Die Asymptotengleichung der gleichseitizen Hyperbel.

Die so erhaltenen Transformationsgleichungen wenden wir an auf die
gleichseitige Hyperbel: z2 — y2 = a2 und zwar transformieren wir aus Griin-
den, die wir bald erlautern werden, auf ein Koordinatensystem, das gegen das
urspriingliche um — 45° gedreht ist.

Es ist dann (Abb. 16) OAB ein gleichseitiges rechtwinkliges Dreieck, da
X BOA = < BAO = 45° ist. Folglich ist ¢? = 2a? und ¢ = a}2. Demnach
wird :

. AB —a 1 OB a
singg =—— = —— = — — und COBKX = —— == —=

1
04 472 V2 04 aV_2_=}/2_,
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Setzen wir diese Werte in die obigen Gleichungen ein, so erhalten wir als Trans-
- formationsformeln:

’ 4 /

. Y
= e d == — .
2 y2 " Y 72 + V2

Diese Werte setzen wir ein in die obige Hyperbelgleichung. Es wird:

’ ’\2 — 7\2 14
AR A\ A A
L] 12 y2
oder ’
CL‘,2 L, y/g (xlz , lz)—_ . _0|
-ty A+ 5 — Y + a

und schlieBlich 22’y = a® oder unter Verinderung der Kon-
stanten x'y’ = b2.

Es 1st ohne weiteres ersxchthch dafl die glelchseltnge
Hyperbel in dieser Form dieselbe Glelchung hat, wie das
Boyle-Mariottesche Gesetz: pv = k. Dies Gesetz wird also dargestellt
durch eine gleichseitige Hyperbel. Auch die Dissoziationsgleichung des Wassers
entspricht einer gleichseitigen Hyperbel. Ist [H]die Konzentration der Wasser-
stoffionen, [OH] die der Hydroxylionen, so gilt [H] [OH] = k,, = 0,64 - 10~ 14
(vgl. S.184). Auch hier ist also die Bedingung erfiillt, daB das Produkt der
beiden Variabeln (das Ionenprodukt) konstant ist. Die einfache algebraische
Form der Hyperbelgleichung haben wir durch die Drehung des Achsensystems
erzielt. Die neuen Achsen OX’ und OY’ stellen die Asymptoten der Hyper-
bel dar. Man bezeichnet sie deshalb so, weil sich die Hyperbel mehr und mehr
diesen Asymptoten annihert, ohne sie jedoch ginzlich zu erreichen.

Wir haben also eine Transformation der Hyperbelgleichung 22 — y* = a?
auf ihre Asymptoten als Achsen des neuen Koordinatensystems ausgefiihrt
und dadurch die gleichseitige Hyperbel in der Form xzy = k gewonnen.

Andere Arten der Koordinatentransformation wollen wir, da wir sie fiir
die spateren Anwendungen nicht unbedingt brauchen, auch nicht besprechen.
Besonders haufig werden noch Polarkodrdinaten verwendet, die besonders
bei Spiralen, aber auch bei anderen Kurven wesentliche Dienste tun. Indessen
konnen wir hier auf ihre Verwendung verzichten, miissen uns aber, nachdem’
wir die wichtigsten Kurven der analytischen Geometrie der Ebene kennen-
gelernt haben, jetzt mit elmgen w1cht1gen Sitzen der allgemeinen Funktionen-
theorie beschiftigen, da wir ihrer iiberall in den Ausfithrungen tiber Differential-
und Integralrechnung bediirfen.

Abb. 18.

Einteilung der Funktionen.

Wir sahen frither, dafl die explizite Funktion die Form y = f(z) hat. Als
Einteilungsprinzip der Funktionen wihlt man nun die mathematischen Opera-
tionen, die notwendig sind, um f(z) aus dem Argument x zu bilden. So ergeben
sich zunichst zwei Hauptgruppen:

1. Die algebraischen Funktionen und

2. die transzendenten Funktionen.

Algebraische Funktionen sind solche, die durch die 4 Grundoperationen
nebst der Wurzelausziehung gebildet werden. Falls noch andere Operationen
notig sind, um f(z) zu bilden, so handelt es sich um transzendente Funktionen.

Die algebraischen Funktionen zerfallen weiterhin in 2 Untergruppen,
namlich in rationale und irrationdle Funktionen. Die rationalen werden aus-
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schlieflich durch die 4 Grundoperationen, namlich Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division gebildet. Bei den irrationalen tritt noch die Wur-
zelausziehung hinzu. SchlieBlich teilt man dann noch die rationalen Funktionen
ein in ganze und gebrochene Funktionen, wobei die-ganzen Funktionen nur
durch Addition, Subtraktion und Multiplikation gebildet werden, bei den ge-
brochenen jedoch auch die Division hinzukommt.
Wir erhalten also folgende Einteilung der Funkfionen:
1. Algebraische Funktionen.
1. Rationale Funktionen.
a) Ganze rationale Funktionen, z. B.
y =222+ 3. y=az*4+ 324224 5. y=ax+b.
b) Gebrochene rationale Funktionen, z. B.:
_ _az+b B4+ 2z4+ b
=2 YThzte YT T are
2. Irrationale Funktionen, z. B.:

3
y=Vo;  y=a*+3)z; y

II. Transzendente Funktionen, z. B.:
y =sinz. y=cosx. y=a" y=Ilogx.

_z+Yz
147z

Die ganzen rationalen Funktionen.

Man unterscheidet die ganzen rationalen Funktionen nach ihrem Grad,
und zwar richtet sich ihr Grad nach dem héchsten Exponenten, der fir « in
der Funktion vorkommt. Es ist also y =ax 4+ b vom ersten Grade. Man
nennt sie auch ganze lineare Funktion, da sie geometrisch' die gerade Linie
reprasentiert.

y=az®+ bz + ¢ heiit eine Funktion zweiten Grades und allgemein
y=az"+ ba" !+ ...+ k eine ganze rationale Funktion nten Grades.

Wie auch immer nun eine ganze rationale Funktion beschaffen sein mag,
stets kann sie auf die Form y =a'a2" 4- ba"~! ++ ... 4+ k gebracht werden,
wobei es natiirlich nicht notwendig ist, daf} alle Potenzen zwischen " und 2°
auch wirklich vorhanden sind. Vielmehr ist y = a 2" -+ k ebenso eine Funktion
nten Grades, wie die obige vollstindigere Form.

Es gibt nun einen sehr wichtigen Satz, den man geradezu als den Fun-
damentalsatz der Algebra bezeichnet. Er besagt, daf jede ganze rationale
Funktion so viel Nullstellen hat, als ihr Grad angibt. Als Nullstellen bezeich-
net man dabei diejenigen Werte von z, fiir die y = f(x) = 0 wird. Geometrisch
sind dies diejenigen Werte von «, in welchen die Kurve, durch welche die Funk-
tion dargestellt wird, die X-Achse schneidet.

Bekanntlich nennt man die Werte von z, welche die Gleichung f(x) =0
befriedigen, ihre Wurzeln. Wir konnen deshalb den Fundamentalsatz der
Algebra auch so aussprechen:

Jede algebraische Gleichung mten Grades hat genau m Wurzeln.

Sind zwei Wurzeln einander gleich, so wird sie natiirlich doppelt ge-
zihlt. Wir wollen im folgenden diese Wurzeln als z,; z,; . . . ; @, bezeichnen.
Eine der Hauptbedeutungen dieses Satzes beruht darin, dafl er gestattet,
jede ganze rationale Funktion in Faktoren zu zerlegen. Es wird nédmlich z. B.:

Btaztbrtc=(@@—x)(x— ) (x— ).
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Stets erhalt man so viel Faktoren, wie der Grad der Funktion angibt.
Hat das Glied mit dem hochsten Exponenten einen konstanten Faktor, so
schafft man diesen zunichst durch Division fort, bestimmt dann aus der so-
erhaltenen Gleichung f(x) =0 die Wurzeln z, usw., bildet dann das rechts-
stehende Produkt und multipliziert wieder mit dem Faktor der hochsten Potenz.

Es wird also, wenn man y = a 2® + b 2% 4 ¢z + d in Faktoren zerlegen
soll:

b c d
g2 2 Z_o0.
x3+ax+ax—l—a 0

Diese Gleichung hat nach dem Fundamentalsatz 3 Wurzeln: z,; x,; #;. Der
linksstehende Ausdruck ist also gleich (z — ;) (x — @) (* — 23) =0 und
y = a(x — ;) (x— &,) (x — x;). Dieser Ausdruck ist identisch mit a 2% 4; b x?
+ ¢z + d. Man sieht ohne weiteres, da er dieselben Nullstellen z = x;; ,;
x, hat, da dann einer der Faktoren x — x, usw. gleich Null wird.

Auf diese Weise ist es moglich, jede ganze rationale Funktion nten Grades
in einen Ausdruck der Form a(z — z;) (x — ,) . . . (x — ;) zu zerlegen, wobei

Zy, Zy...%, Wurzeln der auf die Form 2" 4 %x"'l + .o+ % gebrachten

Funktion sind.

Die Ubersichtlichkeit der Funktion ist dadurch erheblich grofer. Vor
allem wird uns diese Zerlegung aber Dienste tun bei der Partialbruchzer-
legung rationaler gebrochener Funktionen, die wir firr die Integral-
rechnung notig haben.

Zunichst einige Vorbemerkungen iiber derartige Funktionen.

Rationale gebrochene Funktionen. Ihre Partialbruchzerlegung.

Zunichst lassen sich, wie auch die gebrochene rationale Funktion beschaf-
fen sein mag, alle Glieder durch leichte Umrechnungen auf einen gemeinsamen
Nenner bringen. Dadurch erhilt die Funktion die Gestalt:

y=f(x)=g(x) _ G2 +a 2t t4.. . ta_ 1zt a,
h(x) g by a4 by T F by

Sowohl g(x) als auch A(z) sind ganze rationale Funktionen, so daB also
die gebrochene rationale Funktion stets darstellbar ist als Quotient zweier
ganzen rationalen Funktionen.

Die groBere der beiden Gradzahlen m und n bezeichnet den Grad der ge-
brochenen Funktion. Wenn nun » grofer ist als m, so spricht man von einer
unecht gebrochenen Funktion. Ist dagegen der Grad des Nenners m
grofBer als der Grad des Zihlers n, so heifit die Funktion eine echt gebrochene.

Ebenso wie man nun einen unechten Bruch 32 durch Division zerlegen
kann in eine ganze Zahl 3 und einen echten Bruch }, ebenso liit sich auch
eine unecht gebrochene Funktion durch Division zerlegen in eine
ganze rationale Funktion und eine echt gebrochene Funktion.
Wir denken uns diese leichte algebraische Operation bereits ausgefiihrt, so dal
wir uns im folgenden lediglich mit den echt gebrochenen Funktionen zu be-
schéftigen haben.

Wir kénnen nun den Nenner auf Grund des Fundamentalsatzes (S. 26)
zerlegen in ein Produkt von nur Faktoren der Form « — x, usw. Dann entsteht

agx -+ b
(@ —z) (& — x5)

z. B. bei m = 2 eine Funktion y =
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Solche Briiche treten vor allem in der chemischen Kinetik auf, und es entsteht,
‘wie wir spiter sehen werden, die Aufgabe, sie zu integrieren. Um diese Inte-
gration aber durchzufithren, ist es notwendig, den Bruch in sog. Partialbriiche
zu zerlegen, d. h. in Summen von Briichen, deren Nenner nur aus z — z,;
x —x, usw. besteht.

Wir zeigen an zwei einfachen Beispielen, wie eine solche Partialbruchzer-
legung ausgefiihrt wird.

I. Es soll m in Partialbriiche zerlegt werden, d. h. es soll

1 4 | B
@—2z)b—2) a—z  b—2a
Wir miissen also 4 und B so bestimmen, da8 die Gleichung erfiillt wird.

Wir multiplizieren zunichst mit dem Nenner der linken Seite und er-
halten:

werden

1=A@® —z) + B(@a — z)
oder
1=4b+ Ba —(A + B)x. »
Damit diese Gleichung fiir alle Werte von z giiltig ist, miissen die Koeffi-
zienten der gleichen Potenzen von z auf der linken und rechten Seite den glei-

chen Wert haben.
Fiir die Koeffizienten von 2! folgt daraus:

A+B=0. (1)
Fiur die Koeffizienten von 2° =1 folgt:
Ab+Ba=1. 2)
Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich 4 und B berechnen. Es wird:
A=-B.
Dies in Gleichung 2 eingesetzt, ergibt:
Ab—AdAa=1 oder A= 1 und -1 .
b— b—a
Damit ist die Partialbruchzerlegung erreicht und man' erhilt:
L1 1 1 1 1 1 [1 1
@—z)b—2) b—a a—z b—a b—2z b—a a-—xb—b—x}'

II. Wegen der Wichtigkeit dieser Rechenoperation wollen wir noch eine
zweite Aufgabe 16sen:

cr+d
Es soll z;—_—x)_*(ﬁ
Wir setzen wiederum:
cx+d 4 B
(a——x)(b——x)=a—x b—z’
Durch Multiplizieren mit (@ — z) (b — x) erhilt man:.
cx+d=A0b—2)+Bla—2) =—z(4+ B)+ 4b + Ba.
Daraus folgen die Koeffizientengleichungen :
c=—A—B.
d=Ab+ Ba.

in Partialbriiche zerlegt werden.
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Wenn wir diese beiden Gleichungen nach 4 und B auflosen, so erhalten
wir:

ac+d B‘__bc—i—d

4= PEaTw
Die Partialbruchzerlegung ergibt also:
cx+d _____ac—}-d. 1 bc-}—d. 1
(@a—2)(b — ). a—b a—2z2 ' a—b b—2z'

In dieser Form ist der Ausdruck, wie wir spiter sehen werden, miihelos integrier-
bar.

Irrationale und transzendente Funktionen.

Die rationalen Funktionen sind stets einwertige Funktionen, d. h. einem
bestimmten Werte des Argumentes z entspricht nur ein Wert f(z) der Funktion.
Dies ist anders bei den irrationalen Funktionen. Schon der einfachste Fall, die

Quadratwurzel, gibt bekanntlich fir jeden Wert « zwei Werte f(z) = 4 Yz,
die sich durch das Vorzeichen unterscheiden. Die nte Wurzel von z gibt sogar

n verschiedene Werte der Funktion f(z) =7}'[2~: . Durch diese Vieldeutigkeit der
irrationalen Funktionen wird ihre allgemeine Untersuchung natiirlich erheblich
erschwert. Bei den transzendenten Funktionen ist eine andere Art der
Funktionen von Bedeutung, nidmlich die periodischen Funktionen.
Solche Fille liegen vor bei den trigonometrischen Funktionen. Es ist z. B.
sinz = sin(z + 2x) und ferner cosz = cos(z + 2 n). Man sagt: sinz ist eine
periodische Funktion mit der Periode 2 7 .

Im Gegensatz zur elementaren Mathematik betrachtet man aber in der
héheren Mathematik die trigonometrischen Funktionen nicht als abhingig von
den Winkeln, sondern von den zugehérigen Bogen des Einheitskreises.

Es ist in elementarer Darstellung sina = ng (Abb. 17). Wenn wir aber

statt des Winkels « als Argument den zugeordneten Bogen AC und gleichzeitig
04 =1 setzen, so daf} die Bogen als Teile des Einheitskreises berechnet werden,
so wird sina = AB. Dadurch wird sinx dar- 1%
gestellt durch das Lot 4B, das vom Endpunkte
des Bogens CA auf die X-Achse gefillt wird.
Ebenso wird cosa durch OB und tgx durch DC
dargestellt, wo DC parallel 4B ist.

Durch diese Darstellung der trigonometrischen
Funktionen mit Hilfe der Bogen des Einheits-
kreises wird insofern eine erhebliche Vereinfachung
erzielt, als man sinx, cosx und tgx, sowie ihr
Argument « alle auf die Messung von Strecken ,
zuriickgefithrt und dadurch die Ungleichartig- Abb. 17.
keit zwischen Argument und Funktion beseitigt
hat, die bei den trigonometrischen Funktionen in der elementaren Darstellung
vorliegt. Wir werden spiter sehen, daB man sinx durch «, &2, &3 usw. aus-
driicken kann. Gerade dann aber ist der Vorteil, der durch Einfithrung des
Bogens erreicht wird, sehr erheblich.

Nur miissen wir noch wissen, wie man einen Winkel « in den zugehorigen
Bogen ¢ des Einheitskreises umrechnet. Da der Umfang eines Kreises gleich
2nrist, so wird er fiir den Einheitskreis gleich 2z. Dem entspricht ein Winkel




30 Einleitung.

° 2
von 360°. Es besteht also die Proportion: 326(:: =-g oder ¢ = ki

Umgekehrt 148t sich, falls wir den Bogen ¢ kennen, der zugehérige Winkel «

6;) ;t(p Ist insbesondere der Bogen gleich dem Radius 1,
go wird der zugehérige Winkel =§2§£ = 57° 17" 44,8”.

Aus der Definition der trigonometrischen Funktionen folgt auch ihr Vor-
zeichen in den vier Quadranten.

Falls man OX, als positiv, 0X, als negativ und weiterhin 0Y, als positiv,
0Y, als negativ rechnet, so ergeben sich folgende Vorzeichen:

3
berechnen aus o =

L IL IIL IV. Quadrant.

sin + + —_ —

cosx + - —_ +

tgo + - + -

cotg o + — + —
Dies folgt unmittelbar durch Betrachtung der Strecken, die sinx und cosa
sin &

représentieren. Fiir tgo und cotgx ergibt es sich aus den Formeln tgx =
. cosa cos &
' und cotge = — .
sin &

Fir o« = 0 ist sin = 0. Es wiichst dann mit

o und erreicht bei & = ’5‘ (oder 90° im WinkelmaB)

den Wert sinx =1. Dann sinkt es wieder und hat
bei & = 7 (180°) den Wert sina =0. Von da ab

wird es negativ. sin-").?n (270°) ist = — 1 und schlief3-

" lich sin2# = 0. Hiermit ist der periodische Um-
lauf von sinx vollendet. 3n

. N . T
Abb. 18. Wir wollen fiir die Werte & = 0; 3 g
2n die Werte von sinx und cosa zusammenstellen, da wir mitunter darauf
zuriickgreifen miissen. Es wird:

a=0 ’E‘ (90°) 7 (180°) %’-’ (270°) 2 (360°)
sinx 0 +1 0 —1 0
Ccos & 1 0 —1 0 1

Grenzwerte. Die Basis der natiirlichen Logarithmen.

Im allgemeinen ist es schwierig und miihsam, eine irrationale oder eine
transzendente Funktion auszuwerten. Indessen gelingt es in zahlreichen Fillen,
angeniherte Werte fiir derartige Funktionen zu finden, indem man sich der
Methode der Grenzwerte bedient. Um klarzulegen, um was es sich hierbei
handelt, wollen wir zuerst einige einfache Fille von Grenzwerten besprechen.

Es sei gegeben die Zahlenfolge:

¢ =03; ¢ =033; ¢ =0333; ¢ =0,3333....

Diese Zahlenfolge nihert sich immer mehr dem Werte 4 an, wie leicht
ersichtlich ist. Und zwar kann die Differenz § — ¢, beliebig klein gemacht
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werden. Eine solche Zahlenfolge nennt man konvergent und man sagt, dal
sich ¢, fir n = oo dem limes (Grenzwert) ¢, = 4 nahert. Man schreibt:

lime, =% .
n =o00

In diesem speziellen Falle ist uns der Grenzwert dadurch bekannt, da wir
1 als Dezimalbruch berechnen kénnen und finden, daB die Berechnung auf
die obige Zahlenfolge hinfiihrt.

In der Mehrzahl der Fille ist jedoch nur die Zahlenfolge bekannt, und es
soll festgestellt werden, welchem Grenzwert sich diese Zahlenfolge annihert.
Es nahert sich aber durchaus nicht jede Zahlenfolge einem bestimmten Grenz-
wert. Z. B. wichst die Rejhe der ganzen Zahlen ins Unendliche:

1 2 3 4 5.

Es ist also notwendig, daB die Zahlenfolge konvergent ist, damit sie
sich einem bestimmten endlichen Grenzwert nihert, und die erste Aufgabe,
die bei einer Zahlenfolge entsteht, ist der Nachweis ihrer Konvergenz. Man
spricht deshalb von Konvergenzkriterien, und man hat mehrere derartige
Konvergenzkriterien aufgestellt, mit deren Hilfe man iiber diese Eigenschaft
einer Zahlenfolge sich unterrichten kann.

Eine in der hoheren Mathematik sehr wichtige Zahlenfolge ist durch die

n
allgemeine Formel (1 + -11-{> gegeben. Im Rahmen dieser Betrachtung iiber den

Grenzwert wollen wir nur die Resultate der Untersuchung iiber diese Zahlenfolge
mitteilen, alles Weitere aber auf spiter (S. 45) verschieben. Fiir » = oo nahert

”
sich (1 + ) einem bestimmten Grenzwert, und man setzt lim (1 + 1) =e.

fi = o0

Hier ist e die Basis der natiirlichen Logarithmen. In der hoheren Analysis wird
nimlich nicht die Zahl 10 als Basis der Logarithmen gewahlt, sondern eben
diese Zahl e. Dadurch entstehen erhebliche Vereinfachungen bei der Differen-
tiation der Logarithmen. Diese natiirlichen Logarithmen bezeichnet man mit
dem Zeichen In, vielfach auch log nat oder nur I. Die Berechnung von e er-
gibt ¢ =2,7182818284 ... Ist also z. B. ¢ =x, so folgt daraus durch
Logarithmieren Inz = Ine* =a. Wir kommen, wie gesagt, spater auf die
natiirlichen Logarithmen zuriick.

Bisher hatten wir den Grenzwert als letztes Glied giner Zahlenfolge de-
finiert. Hgufig verwendet werden auch Summen solcher Zahlenfolgen. Man
spricht dann von unendlichen Reihen und unterscheidet divergente und kon-
vergente Reihen. Divergente Reihen sind solche, deren Summe sich keinem
bestimmten, endlichen Grenzwert nihert. Konvergente Reihen dagegen nihern
sich einem solchen Grenzwert.

So 148t sich z. B. die Zahl } auf folgende Weise als konvergente Reiben-
summe darstellen:

1

Eﬁiw+m+w+w+)

Eine divergente Reihe ist dagegen die Summe der ganzen Zahlen
1+2+3+4+5+.

Ein weiteres Beispiel einer konvergenten Reihe ist die Summe:

1 1 1 1
1+T+L2+L%3+L%&4

+ ... in inf.
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Man setzt nun, wie in der Permutationslehre 1 = 1! (gesprochen 1 Fakul-
tat) 1.2 =2!; 1.2.3 = 3! usw. und erhalt fiir obige Reihe:

N

Diese Reihe ist konvergent und nihert sich dem Grenzwert

o (141 e

f = oo

Wir haben hier ein Beispiel, wie man einen Ausdruck durch eine konvergente
Reihe darstellen kann. Bei der praktischen Berechnung benutzt man dann so
viele Glieder der Reihe, wie man notig hat, um eine vorgeschriebene Genauig-
keit des zu berechnenden Wertes zu erlangen.

Zahlreiche Funktionen, die sonst nur mithsam zu berechnen sind, lassen
sich leicht durch solche unendliche Reihen mit einer beliebigen Genauigkeit
bestimmen. Und zwar gibt es vornehmlich eine Klasse von Reihen, die hierbei
besonders grofie Dienste tut, nimlich die Klasse der Potenzreihen.

Es sei y = f(x). Dann sagt man, y ist darstellbar als Potenzreihe von z,
wenn es sich nach steigenden, ganzzahligen Potenzen von x entwickeln lagt,
wenn also ist:

y=f@@)=ay+a,x+as2*+aza®+ ...
Wesentlich ist hierbei die Konvergenz der Potenzreihe, da nur fiir konvergente
Reihen die Summe einem bestimmten Grenzwerte zustrebt.

Solche Potenzreihen dienen zur Berechnung von Logarithmen und von
trigonometrischen Funktionen. Es wird alles darauf ankommen, die Koeffi-
zienten der Reihenentwicklungen zu bestimmen und weiterhin ihren Konver-
genzbereich d. h. das Intervall von z, innerhalb dessen die Reihe konvergent
ist und also einen Wert f(z) der durch sie dargestellten Funktionen liefert.

Bevor wir aber diese Aufgabe ausfilhren kénnen, miissen wir eine andere
Gruppe von Grenzwerten kennenlernen, die Differentialquotienten. Hier-
mit betreten wir das eigentliche Gebiet der herkémmlich als hohere bezeich-
neten Mathematik.

2. Die Differentialrechnung.

Die Infinitesimalrechnung ist keineswegs plotzlich entstanden, sondern
zahlreiche Probleme der Naturwissenschaften und der reinen  Mathematik
haben allmahlich auf sie hingeleitet. Erst Newton und Leibniz gelang es
indessen, den letzten entscheidenden Schritt zu tun und die noch heute ver-
wendeten Methoden zu schaffen, die neben Descartes analytischer Geo-
metrie die genialsten und fruchtbarsten Schopfungen der neueren Mathematik
darstellen.

Es wird am besten sein, zunichst eine natumlssenschafthche Betrach-
tung einzuflechten. Nehmen wir wiederum den Fall der Wirmeausdehnung
eines Stabes. Wir sahen, dafl der Stab anwiichst proportional der Temperatur-
erhohung, und zwar ist dieses Anwachsen ein stetiges. Denn fiir jede noch
so kleine Erhohung der Temperatur wird ein, wenn auch kleines Anwachsen
des Stabes stattfinden. Der entscheidende Begriff, auf den wir zum Verstandnis
der hoheren Analysis unser Augenmerk richten miissen, ist hier der Begriff
des Anwachsens.
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Bei allen Naturvorgingen findet némlich ein #hnliches Wachstum einer
Grofe statt, gleichgiiltig, ob es sich um einen mechanischen, einen chemischen,
einen organischen oder was immer fiir einen Vorgang handelt. So ist es z. B.
bei einer Bewegung der Weg, der nach einem bestimmten (Gesetz sich ver-
andert; bei einer chemischen Reaktion ist es die Menge eines an der Reaktion
beteiligten Stoffes und bei einem organischen Vorgang kann es z. B. das
Wachstum eines Pflanzenteiles sein. Wir haben es also in der Natur stets
mit flieBenden GroBen zu tun, mit GréBen also, die wir algebraisch nicht
ausreichend durch einfache Buchstabensymbole dargestellt haben, sondern
denen wir noch auf irgendeine Weise die Eigenschaft des FlieBenden, des
Stetigen verleihen miissen, um eine Zeichensprache zu gewinnen, die sich der
Eigentiimlichkeit der natiirlichen Vorginge liickenlos ansclimiegt.

Es ist klar, da wir nach einem algebraischen Ausdruck fiir das ,,Wachs-
tum‘ suchen miissen. Auch eine Bewegung ist, wie wir sahen, solch ein Wachs-
tumsvorgang. Wenn wir eine beliebige Kurve haben und uns einen Punkt
vorstellen, der sich auf dieser Kurve bewegt, so -wachsen sowohl die z- als
auch die y-Koordinate des Punktes. Funktionstheoretisch bedeutet dies, da8
einem bestimmten Anwachsen des Wertes z in der Funktion y = f(x) eben-
falls ein bestimmtes Anwachsen des Wertes y entspricht. Wie koénnen wir
nun die Beziehung zwischen diesen beiden WachstumsgréBen mathematisch
formulieren, wie mit anderen Worten einen exakten Ausdruck fiir das Gesetz
des Wachstums der Funktion oder der Kurve auffinden ?

Ohne Schwierigkeit ist dies bei einer geraden Linie (Abb. 7).

Je steiler die Linie ansteigt, um so mehr wéchst ¥ im Verhiltnis zu z .
Die Richtung der Linie ist also entscheidend fiir dieses Wachstumsverhaltnis
von y zu z, und die Richtung einer geraden Linie ist gegeben durch tg«,
wenn o« ihr Winkel mit der X-Achse ist. Wenn wir eine bestimmte Strecke
auf der Geraden zuriicklegen, so wird sich das Wachstum der Y-Koordinate,
das wir mit 4y bezeichnen wollen, zum Wachstum der X-Koordinate = Az

verhalten wie tgo . Es wird also 4y =tgw .

Az
4y nennt man den Differenzenquotienten. Da tga gleich der

Adx
Konstanten a der Funktion y = a x 4 b ist (vgl S. 15), so ist bei der Geraden
—j—z =a, d.h. der Differenzenquotient der Funktlon Yy =ax-+ b ist kon-
stant. Dies ist ein anderer Ausdruck fiir die Tatsache, dall bei der ganzen
linearen Funktion y stets proportlonal zu z anwachst.

Wie werden wir nun einen Ausdruck fir das Wachs-
tum von y zu x erhalten, wenn diese Proportionalitit
nicht mehr stattfindet, wie~z. B. in der Abb. 19? Hier
ist in jedem Punkte der Kurve das Wachstumsgesetz ein
anderes. Es ist selber von z abhiingig. Andererseits aber
wird es in jedem Punkte anschaulich dargestellt sein durch “/(
die in dem Punkte die Kurve beriihrende Gerade, d. h. /
durch die Tangente in dem Punkte P an die Kurve.
Unsere Aufgabe, das Wachstumsgesetz der Kurve auf-
zufinden, deckt sich also mit der geometrischen Aufgabe, in einem beliebigen
Punkte P die Tangente an die Kurve zu ziehen. In der Tat ist das,, Tangenten-
problem‘* historisch einer der méichtigsten Faktoren gewesen, die zur Infini-
tesimalrechnung hingedringt haben.

Eichwald-Fodor, Physikal-chem. Grundlagen der Biologie. 3
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Der Differentialquotient.

Wir wollen also tgx der zu P gehorigen Tangente bestimmen (Abb. 20).
Zu diesem Zweck verbinden wir P mit einem benachbarten Punkte P, der
Kurve. Die Gerade PP, stellt dann eine Sekante der
Kurve dar, und wir betrachten zunichst, wie sich das
Wachstum der Y-Koordinate zu der X-Koordinate von
P bis P, darstellt. Hat der Punkt P, die Koordinaten z,;
y, und der Punkt P die Koordinaten z; y, so ist das
Wachstum der Koordinaten lings der Sekante gleich
¥y, —y =4y und 2, — 2 = dx. Der Differenzenquo-
tient ist also gleich j—‘z .
In dem sog. ,charakteristischen Dreieck P,PC,
dessen Entstehung leicht ersichtlich ist, wird 4y durch P,C und A4z durch

PC dargestellt, so daB also wird: tg < P,PC 22%

Dieser leferenzenquotlent entspricht nun aber keineswegs dem Wachs-
tumsgesetz der Kurve im Punkte P, Aus der Flgur ergibt sich, daBl < P,PC
grofer ist als der Tangentenwinkel «, der uns in Wahrheit das Wachstums-

gesetz darstellt. Ja, noch mehr: Die Grofile von < P,PC und damit von g—‘z

ist wesentlich abhingig von der Lage des Punktes P,, bis zu dem die Sekante

gezogen ist. Bei stetigem Verlauf der Kurve wird die Sekante innerhalb eines

~ bestimmten Intervalls um so mehr von der Tangente abweichen, je weiter P,
von P entfernt ist.

Diese Bemerkung gibt uns den Weg an, wie wir zu dem wahren Wachs-
tumsgesetz in P gelangen kénnen. In der geometrischen Konstruktion nim-
lich so, dal wir P, niher und niher sich zu P hin bewegen lassen. Dadurch
geht die Richtung der Sekante PP, immer mehr in die Richtung der Tangente

_iiber und fallt schlieBlich, wenn P, bis P gelangt ist, vollkommen damit zu-
sammen. Es wird tg  P,PC =tg« .

Jetzt fragt sich noch, was aus g— bei diesem Ubergang der Sekante
in die Tangente wird. Sowohl Ay wie auch Az werden dabei stindig kleiner
und schlieflich unendlich klein. Deshalb wird aber das Verhiltnis von -j—‘z
keineswegs ebenfalls unendlich klein, sondern aus seiner Identitit mit tgo
ersehen wir, daB es im allgemeinen trotzdem einen endlichen Wert haben
wird. Der Differenzenquotient j—‘z strebt mit kleiner werdendem Az einem
ganz bestimmten Grenzwert zu, nimlich tgx, und diesen Grenzwert
von % fir limAxz = 0 nennen wir den Differentialquotienten. Man
schreibt ihn IZ und erhilt demnach als Definition des Differentialquotienten

die Gleichung:
. Ay dy
S Fe ™ 3 (T8 @

Das Zeichen d ist hier das Differentialzeichen. Es gibt an, daf sich eine
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GroBe y sukzessive dem Werte Null nihert. Spiter werden wir sehen, daB
der Ausdruck dy oder dz auch jeder fiir sich eine Bedeutung haben. Hier
treten sie jedoch zunichst als Glieder des Differentialquotienten auf.

Mit der Gleichung (1) haben wir jetzt einen Ausdruck gewonnen, der
uns zeigt, was wir algebraisch unter dem Anwachsen der Kurve im Punkte P

zu verstehen haben. Zu losen bleibt noch die Aufgabe, diesen Ausdruck g—:—z

wirklich zu berechnen, wenn uns die Gleichung der Kurve y = f(z) gegeben ist.

Man verfahrt hierbei in folgender Weise: Die Koordinaten des Punktes P,
setzt man gleich # + 4z und y 4+ dy. Dann 'wird y + dy = f(x + Ax)
und die Differenz Ay ergibt sich als y + dy — y = f(x + dx) — f(x). Es

wird also:
Ay _ j@+ A=) — ()
Az dzx
und ferner der Differentialquotient:
dy .. Ay .. flx+ 42)— f(=z)
da _AEI:)ZE _Al::l=no Az ' @)
Werden die Funktionen des Zahlers entwickelt und durch Az dividiert,
so wird im allgemeinen sich ein Ausdruck ergeben, der Glieder mit z und Az
enthilt. Dieser Ausdruck ist der Grenzwert, falls man Az = dz setzt. Er
ist nun aber, falls man wirklich zur Grenze iibergeht, nicht etwa angenihert
zu bestimmen, sondern er wird exakt, indem man dz = 0 setzt und deshalb
alle Glieder mit dx fortfallen liBt. Es bleiben nur die von dz freien Glieder

als Grenzwert von % tiber. Dieses Fortfallen der Glieder mit dz entspricht
dem schlieBlichen Zusammenfallen der Punkte P, und P beim Ubergang der

Sekante in die Tangente. Es ist deshalb sehr wichtig, sich dariiber klar zu

werden, weil dadurch % nicht ein Nsherungswert, sondern ein exakter

Grenzwert wird, ebenso wie oben (S. 31) 4 ein exakter Grenzwert war.
Zugleich sind wir jetzt durch den Ausdruck (2) unabhingig von der

geometrischen Anschauung geworden, da sie einen allgemeinen funktionen-

theoretischen Ausdruck fir das Anwachsen einer Funktion y = f(x) mit

ihrem Argument z angibt. g_?:: bedeutet offenbar die GréBe, um die y bei

einem bestimmten Werte von z anwachsen wiirde, falls  sich um die Ein-
heit &nderte und falls das Wachstumsgesetz der Funktion bei dem Werte 2
fur die Einheitsstrecke erhalten bliebe.

Im folgenden kénnen wir uns also ausschlieBlich auf die funktionen-
theoretische Ableitung des Differentialquotienten beschrinken und wollen
jetzt fiir eine Reihe der wichtigsten Funktionen ihre Differentialquotienten
auf Grund der Gleichung (2) entwickeln. Dabei werden wir Gelegenheit haben,
die naturwissenschaftliche Bedeutung des Differentialquotienten durch einige
Beispiele in helles Licht zu setzen.

Einige Sitze iiber Differentialquotienten. Der Differentialquotient einer
ganzen rationalen Funktion.

Die erste Funktion, deren Differentialquotienten wir ableiten wollen,
sei y =a. Schon die geometrische Bedeutung des Differentialquotienten

3*
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lehrt das Resultat kennen. Der Gleichung y = g entspricht nidmlich eine

Gerade, die im Abstande a parallel zur X-Achse verliuft. Thr Winkel mit
der X-Achse ist also gleich Null und folglich auch g_i =tgx ==0. Das gleiche

Resultat finden wir natiirlich, wenn wir die Formel (2) anwenden. Es wird:
f@)=a; [+ dz)=0a.
i fE+ A0 — (@) _a—a_

Az=0 Az x
In Worten bedeutet dieses Ergebnis, daB der Differentialquotient einer
Konstanten- gleich Null ist. Gehen wir auf die allgemeine Bedeutung
des Differentialquotienten zuriick, so ist dieser Satz selbstverstindlich. Denn
die Konstanz der Funktion ist eben dadurch gekennzeichnet, daB sie sich

Demnach:

mit z nicht andert, d. h. das MaB ihres Wachstums Z—Z muf} gleich Null sein.

Wir schliefflen sogleich die Differentiation von y =z an. Hier wichst y

um den .gleichen Betrag wie z. Es muB also gg =1 sein. In der Tat ergibt
sich f(z + 4x) = 2 4 Az und folglich: r '

ﬁmx—————+ Ax—z—limd—x—
dz=0 Az - ga=odx
Wenn y = — z ist, so erhalten wir Z—‘Z = —1. An diesem Beispiel wollen

wir uns klarmachen, was es bedeutet, wenn der Differentialquotient negativ wird.

Ein positiver Differentialquotient zeigte an, daf mit wachsendem 2«
auch y anwéchst. Dementsprechend wird ein negativer Differentialquotient
so zu interpretieren sein, daBl mit wachsendem z die Koordinate abnimmt.
Geometrisch lift sich dies darstellen durch eine Kurve von der Gestalt b
(Abb.21). Hier ist « grofler als 90° und folglich tga« negativ, wie es ja auch

sein muB, da tgx = Z—Z ist. Wir kénnen also aus dem Vorzeichen des Diffe-

rentialquotienten sofort erkennen, ob eine Kurve in einem bestimmten Punkte

ansteigt (positives Vorzeichen) oder sinkt (negatives Vorzeichen).

Im folgenden wollen wir uns jetzt die Aufgabe stellen, eine ganze rationale

Funktion beliebigen Grades zu differenzieren, also die
Funktion:

2N @ y=Ax"+ Ba" ' 4 Ca"?+ ...+ Ka+ L. (1)
Hierzu brauchen wir zunichst einen Satz iiber den Diffe-
rentialquotient einer Summe oder Differenz zweier oder
mehrerer Funktionen. Es sei gegeben die Summe:

g y=F(@@) =f@=)+g(@).
N\ Wir bilden jetzt:
F(x+ 42) = f(x + dz) + g(x + A=) .

Abb. 21.

Es wird also:

dy . f@+ d2) + g+ dx) — f(2) — g(2)

dz —Az=0 Az
o e+ de)—f®) |, . glx+ 4z) —g(x)
_AI:E}) Az +Al:l=l:> Az
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oder
dy _ di(e) | dg(@)

de dz dx

Da sich der gleiche Beweis fiir beliebig viele Summanden ausfiihren laft,
so folgt der Satz, daB der Differentialquotient einer Summe von
.Funktionen. gleich ist der Summe der Differentialquotienten
der einzelnen Funktionen.

Statt einer Summe kann natiirlich auch eine Differenz gebildet werden.

Durch diesen Satz haben wir die Bildung des Differentialquotienten einer
ganzen rationalen Funktion von der Form (1) zuriickgefithrt auf die Diffe-
rentiation eines Gliedes von der allgemeinen Gestalt 4 x".

Um diesen Differentialquotienten zu entwickeln, betrachten wir die
Funktion y =a - f(x). Es wird y + dy =a f(x + dx). Folglich:

dy _ . af@+d49) —af@ _ . alf@+de)—f@)] _ @)

dx  fz=0 Az =A1;I=no} Ax ='a dx

In Worten: Wird eine Funktion mit einem konstanten Faktor
multipliziert, so wird auch ihr Differentialquotient mit diesem
Faktor multipliziert.
Angewandt auf unser obiges Beispiel erhalten wir demnach:
ddz" _ da"
dz ~ ~ dx’
Die Differentiation der gatzen rationalen Funktion ist also zuriickgefithrt

n
auf die Bildung von % .

Der Differentialquotient von ac™.
Hier wird y = 2" und y 4+ 4y = (x + 4=)". Infolgedessen erhalten wir:
% (x + dz)* — x”
dx . A, 0 dz

Um diesen Grenzwert zu berechnen, miissen wir den Ausdruck (z + Adxz)*
entwickeln kénnen. Dies geschieht mittels eines algebralschen Satzes, den
man den binomischen nennt.
Um zu verstehen, um was es sich dabei handelt, gehen wir von der be-
kannten Gleichung:
(@+b)2=a%+4+2ab+ b2

aus. Hier ist das Binom a + b zum Quadrat erhoben worden, und wir sehen, .
daBl der entwickelte Ausdruck mit a? begmnt Im ersten Glied kommt b
als b° vor. Im zweiten Glied sinkt @ um eine Potenz, b steigt.

In shnlicher Weise entwickelt man die Ste, 4te . . . nte Potenz des Binoms
Es wird:
(@a+bP=a®4+3a%b+3ab2+ b®
(@4bt=a*4+4a%b -+ 6a2b2+4ab®+ bt

oo e orrvs o (o



38 Einleitung.

Das Gesetz, nach welchem sich die Exponenten von e und b bei dieser
Binomialentwicklung bilden, ist ehne weiteres ersichtlich. Dagegen ist es
notig, einige Worte iiber die Koeffizienten zu sagen.

In der Kombinationslehre bedient man sich vorteilhaft der sog. Kom-

Z) geschrieben wird (gesprochen

n tber k). Diese Zahl bedeutet einen Bruch, dessen Zihler von » aus k um
je eine Einheit fallende Faktoren, dessen Nenner von 1 aus &k um je eine Ein-
heit steigende Faktoren enthilt. Es ist z. B.:

4 4 5 5.4.3 5) 1.2.3.4.5
(1) =74 (3) =T.2.3 =10 (5 =124 L

Diese Kombinationszahlen stellen, wie sich leicht beweisen laft, die Koeffi-
zienten der Binomialentwicklung dar. In der Entwicklung von (a 4- b)* er-

halt das erste Glied a® den Koeffizienten (n

binationszahlen, deren allgemeine Form (

0), den man gleich 1 setzt. Dann

folgen als Koeffizienten (n>, (n) . (n) usw. Bei (a 4 b)* erhalt man so als
Koeffizienten ; 1/°\2/)° \3

Ot (-0 G-gi-o (-fi2ee (-

Bewiesen wird dieser Satz dadurch, daB man den SchluB von » auf n 4+ 1
macht, d. h. man beweist, daB der Satz fiir (a 4 b)*+! giiltig ist, wenn er fir
(@ + b)* gilt. Indessen fordert diese Ableitung eine Kenntnis der Kombi-

nationszahlen, die zwar nicht schwer ist, die wjr aber hier nicht voraussetzen
n

‘wollen. Fiir unsere Zwecke, den Differentialquotienten % zu bilden, geniigt

die Bemerkung, daB das zweite Glied der Entwicklung (’1?') a"-1b lautet

und daB weiterhin alle folgenden Glieder b in héheren Potenzen als der ersten
enthalten. Dadurch wird:

(x+da)y* =2"+nat-1dx 4+ ...

@+ da)* — 2" na*tdAx4 ...

Ax o Az
Die folgenden Glieder enthalten alle 4z in wenigstens erster Potenz und
fallen also fort, wenn man zur Grenze Az = 0 iibergeht. Es wird folglich:

dy .
L =lmpa" 1 4...=n2a"1.
dx  4z=0 +

und
=na* 14 ...

Damit haben wir gefunden, dalBl der Differentialquotient
von z" nach z gleich na"*-! ist.

Diese Losung haben wir nur fiir den Fall bewiesen, daB » eine positive
ganze Zahl ist, da nur fiir diese zunichst die Binomialentwicklung (1) giltig ist, -
Eine ganz dhnliche Gestalt des binomischen Lehrsatzes findet man jedoch.

wenn 7 eine negative und auch wenn es eine gebrochene Zahl ist. Es folgt
n

daraus, daBl die Gleichung dd—xx =nz""! allgemein giiltig ist fir alle posi-

tiven und negativen rationalen Werte von #.
Vorlaufig geniigt es uns, daB sie fiir positive ganze Zahlen besteht. Da-
durch sind wir imstande, jede ganze rationale Funktion zu differentiieren.
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Ist y=Ada"+ Ba*'4+C2"24+...4 Kz + L, so wird:
dy
dzx

Um einige leichtere Beispiele' zu geben, wollen wir die Funktion

=A-na"'4+Bn—-1a2*24+0mn—2)a"3+4+...+ K.

y =ax?+4 b differentiieren. Es wird Z—g =2ax. Da der Differential-

quotient einer Konstanten gleich Null ist, so fallt b fort. Es haben also un-
endlich viele Funktionen den gleichen Differentialquotienten 2ax. Am
besten macht man sich dies geometrisch klar. Alle drei Kurven der Abb. 22
haben den gleichen Verlauf. Sie unterscheiden sich nur
durch ihre Lage gegen das Koordinatensystem, die bestimmt
ist durch den Schnittpunkt der Kurve mit der Y-Achse.
Wird # =0, so'ist y = b. Die Richtung der Tangente
in einem bestimmten Punkte der Kurve ist aber unabhingig
von einer Parallelverschiebung gegen das Koordinatensystem.
Infolgedessen haben alle Kurven y = a 22 + b, gleichgiiltig,
welchen Wert b auch annehmen mag, den gleichen Diffe-
rentialquotienten. Wir werden spiter, bei der Integralrech-
nung, hierauf zuriickkommen miissen.
Eine dhnliche Gestalt wie die soeben behandelte Funk-
tion hat die bekannte Gleichung des freien Falles s = 4 g #2.
Hier bedeutet s den in der Zeit ¢ durchlaufenen Weg. g ist die Beschleunigung

durch die Schwere. Wir wollen nun Z bilden. Es ist flt = -;— «2gt=gt.

Es fragt sich nur noch, welche mechanische Bedeutung % besitzt. Es ist die

Anderung des Weges mit der Zeiteinheit. Diese Anderung aber nennt man
Geschwindigkeit. Sie ist ebenfalls noch abhingig von der Zeit, aber im
Gegensatz zum Weg ist sie linear davon abhiingig, wihrend der Weg die Zeit

n

. d
in zweiter Potenz enthielt. Immer findet, wie aus der Formel da;

hervorgeht, bei der Differentiation eine Erniedrigung des Grades der unab-
hingigen Variablen z um eine Einheit statt.

Die Gleichung des freien Falles s = } gt 18t sich durch Versuche er-
mitteln. Der durchlaufene Weg s ist die abhiingige, die Zeit ¢ die unabhéingige
Variable. s = } g2 stellt das Fallgesetz fiir eine bestimmte endliche Zeit

=na"!

dar. Durch Differentiation erhalten wir daraus %:— =19 =gt Dieses Gesetz

stellt die Geschwindigkeit dar, die der fallende Korper in jedem Augen-
blick seiner Bewegung hat. Man erhilt also durch die Differentiation das
Momentangesetz, dem ein Vorgang folgt. Damit ist zugleich eine tiefere
Einsicht in den betreffenden Vorgang gewonnen, ja, mitunter kann die Ge-
winnung eines solchen Momentangesetzes eine bahnbrechende wissenschaft-
liche Tat bedeuten. Dies ist z. B. der Fall gewesen bei der Newtonschen
Ableitung der Gravitation aus den Keplerschen Gesetzen.

Auch in der Potentialtheorie spielt die Differentiation eine groSe Rolle.
Man stellt dort den Zustand eines Kraftfeldes, z. B. eines elektrostatischen
Feldes, dar durch die Potentialfunktion @ = f(x,y,2). Dann ist die in
einem bestimmten Punkt des Feldes in einer bestimmten Richtung wirkende
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Kraft leicht durch Differentiation von @ nach dem Wegelement in der be-
treffenden Richtung zu bestimmen. Ist also @ als Funktion von z, ¥ und 2

gegeben und es soll die Kraft in Richtung der X-Achse bestimmt werden,
so differenziert man @ nach z.

Wir sahen oben, daf} g% =v die Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢

darstellt, und wir sahen, daB sie beim freien Fall gleich g ¢ ist. Durch Galilei
ist aber bekanntlich in die Theorie des freien Falles der Begriff der Beschleu-
nigung eingefithrt worden und auch diesen Begriff kénnen wir leicht in der
Symbolik der Differentialrechnung darstellen. Die Beschleunigung wird nam-
lich definiert als die Anderung der Geschwindigkeit v in der Zeiteinheit. Es

dv
ist also—d— die Beschleunigung, d. h. der leferentlalquotlent der Geschwindig-

keit nach der Zeit. Da v = g ¢ ist, so wu'd = —g, d. h. die Beschleunigung
beim freien Fall ist konstant. dt

Wir haben hier aus dem Fallgesetz 8 = } g #2 die Konstanz der Beschleu-
nigung g abgeleitet, mit anderen Worten aus dem empirisch gefundenen Gesetz
sein Momentangesetz g — konst. entwickelt. Man kénnte diesen Weg den
analytischen nennen. In der Integralrechnung werden wir zeigen, wie man
aus einem hypothetisch angenommenen Momentangesetz umgekehrt zu dem
die gesamte Erscheinung beherrschenden Gesetz gelangen kann.

Differentiation der gebrochenen rationalen Funktionen. Der Differential-
quotient des Produktes und des Quotienten zweier Funktionen.

Nachdem wir den Differentialquotienten einer ganzen rationalen Funk-
tion abgeleitet haben, wird es, im AnschluB an unsere funktionentheoretischen
Auseinandersetzungen, unsere nichste Aufgabe sein, den Differentialquotienten
einer gebrochenen rationalen Funktion abzuleiten, z. B. von-

_az+b b

T cx+d’
Um hierzu befihigt zu sein, miissen wir vorher die Differentialquotienten
des Produkts und des Quotienten zweier Funktionen entwickeln kénnen.
Dies 14ft sich in allgememer Weise ausfithren, ohne daB die betreffenden
Funktionen rational zu sein brauchen. Es geniigt, daB sie stetig sind. Im

iibrigen koénnen sie irgendeine beliebige Form haben.
1. Es sei gegeben:

y=1@)- ).
dy=f(x + 4z)- p(z + 4z) — f(2) - @ (2) .

Jetzt addieren wir f(x)- (2 + 4x) zum ersten Ausdruck hinzu und sub-
trahieren es vom zweiten Ausdruck. Dadurch erhalten wir:

Ay =f@+ 42)- p(z 4 dz) — [(2)- p (@ + 42) + [ (@) @z + 42) — {(2) - @ () -
Weiterhin wird:
Y _ tim 49 _ yim f@+Adz)- o+ dx)—f(z)- ¢(z+Ax)+f(x).M,f

Dann ist:

Az Az= od:t Az=0 Az Az

flx 4 Az) — f(2) @+ 4z) — p(2)
dx 1@ Adx )

= lim @(z + 4%)
4z=0

.
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Es ist nun:
e+ 42) — (@) _ df@)

» M 0 Az dx
und

i 2@+ 42) — 9@ _ dp()

Az=0 Az dx
Daraus folgt, daB:

%=d[f(x3h¢(x)] — () df(x + @) dqu(cx) M

Dieses ist das Gesetz fiir die Blldung des Differentialquotienten
eines Produktes.

Es sei:
y=(az+b)(x*+o0).
Dann ist:
d(ax-{-b):a und d(x2+c)=2x
dx dx
Also wird:
Zy (@x+bd)-224+ (x2+c)-a=3ax2+2bx+ac.

Das gleiche Resultat erhilt man durch vorheriges Ausmultiplizieren der
Klammer. Es wird:

y=ax*+bzx2+t+acx+bec
und folglich:

dy 9
d—i—3am +2bx4ac.

Es liegt auf der Hand, daB bei komplizierten Ausdriicken die Ableitung
mittels der Formel (1) bequemer ist. Unentbehrlich wird sie, falls es sich
um Produkte transzendenter Funktionen handelt, bei denen man die Diffe-
rentialquotienten der Faktoren kennt, nicht aber den Differentialquotienten
des fertigen Produktes.

II. Es sei gegeben:

_ =

P
Indem wir mit @(x) multiplizieren, erhalten wir: y.@(z) = f(x). Dies er-
gibt, differentiiert nach der soeben abgeleiteten Regel: :

df(®) _ o ) dtP(x)
dx “dz
oder
di(@) _ do() di) f(=) de(@) 0@ )df z) — f= )dsv(x)
dy  dz dz  dx T p@ d=z _
dz @ (@) h @ () - @ (2)?
Es folgt also firr den Differentialquotienten eines Quotienten die Gleichung:
P (L A

d z @ ()
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Ist y eine gebrochene rationale Funktion, so liBt sie sich nach unseren

fritheren Darlegungen stets auf die Form y =L£(9;—)) bringen, wo f(z) und

@ () ganze rationale Funktionen sind. Da wir im obigen Ausdruck also nur

ganze rationale Funktionen zu differentiieren haben, so sind wir folglich mit

seiner Hilfe imstande, jede gebrochene rationale Funktion zu differentiieren.
Als Beispiel wihlen wir die erwihnte Funktion:

ax+b
y_cx+d'
Hier ist:
azx 4 b=f(x und cx+d=gp).
Da nun:

d(ax—}-b):a und d(c:z:—}-d)=c
dz dx
ist, so wird:
dy (cx+d)-a—(az+b)-c ad—bec

dx (cx 4+ d)? T (cx+ a2’

n .
Wir hatten frither gesehen, daB ‘fz—x— =mn "1 ist, wenn n eine positive
z

ganze Zahl bedeutet, und wir hatten hinzugefiigt, daB die Formel auch richtig
bleibt fiir negative Werte von n. Dies laBt sich leicht wie folgt dartun:

1
1 i
Es sei y =x‘”=5,—‘, so daB wir zu bilden haben—g;—. Hier ist f(z) = 1;
df(x) _ n. 09 (2) n-1
P =0 und @(z) =2"; s e
Es wird also nach Formel (2):
1
n ", —1. n-1 7n—1
%=x 0 xznnz =_n.a;2"=—nx"“1‘2”=—’nx'”"-

-n

Demnach ist also dz
dx

fiir positive ganze Zahlen,

= —nz-""!, d. h. die Bildungsregel ist dieselbe wie

Differentiation irrationaler Funktionen. Funktionen von Funktionen.
Da dieser Satz auch fiir positive und negative gebrochene Werte von »

gilt, so erlaubt er uns, irrationale Funktionen von der Form y = }/; zu diffe-
renzieren.

1 1_
Es ist namlich y = 2", also (—i—q=lx" !
der n
Es sei z. B. y = Jz. Dann wird:
dy _det 1 4 1., 1 _ 1
dx  dx 2 2 xh 2y
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Oder es sei: 1
Yy =—=.
Ve
Dann erhalten wir:
d_:'{ =dx_} = —lx‘*‘l = —lx‘g = ———1— = ——-IT = -—'—l—_ .
dx  dzx 2 2 2 xt 2y 2z

Mit Hilfe der Sitze iiber die Differentialquotienten von Summen, Diffe-
renzen, Produkten und Quotienten konnen wir so eine groBle Anzahl von
irrationalen Funktionen differenzieren, aber stets ist es notig, daBl unter dem
Wurzelzeichen nur ein Ausdruck von der Form a 2 vorkommt. Nicht diffe-
renzieren konnen wir bisher z. B. y = }/ 522 + 7 und #hnliche Funktionen.

Um dies zu erreichen, betrachten wir den Ausdruck 5 22 4 7 x als Funk-
tion von z und setzen ihn gleich u, so daB allgemein % = ¢(z). Dann wird

y =f(u) =f[p(x)]. Wirsagen: yist die Funktion einer Funktlon und
es wird sich darum handeln, solche Funktionen von Funktionen zu differenzieren.

Es wird, wenn wir nach dem Schema S. 36 verfahren:

= 4y flu+ du) — f(u
y+dy=fw+4du) und —= e

Durch Multiplizieren von Zahler und Nenner der rechten Seite mit Au er-
halten wir: »

Ay _ f+ du)— f) du

Az Au Az °

df(u)
d

Der erste Quotient gibt beim Grenziibergang offenbar v’ und es handelt
sich nur noch darum, —— du zu bestimmen. Da aber u = @(z) ist, so wird
Adu  Aop(x) 4z

= . Wir erhalten demnach:

Az~ Az ,
dy_ o fu+ d) — f0) o) _dfw) do@) _ diw) dv
dx A, 0 Au Az du dx du dz’

In Worten ergibt dies das wichtige Resultat, daB der Differentialquotient
einer Funktion einer Funktion gleich ist dem Produkt der Diffe-
rentialquotienten beider Funktionen.

Praktisch verfahrt man unter Zuhilfenahme dieses Satzes bei Differentia-
tionen von Funktionen wie y = }52 + 72 dann in der Weise, da man
522+ 7z =1 setzt. Dann wird:

y=1i und dy dﬁ dt

dz  dt dx’
Es ist aber: 4 1/_ ] dt
t
so daB:
dy 1
wird. Indem wir schlieBlich fiir ¢ wieder 5 x2 +4- 7 2 einsetzen, erhalten wir:
dy 10247

de 2y5m +7x
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Es sei ausdriicklich hinzugefiigt, da8 die Formel (1) fiir beliebige, auch
transzendente Funktionen gilt, so daB mit ihrer Hilfe und durch geeignete
Substitutionen alle vorkommenden Funktionen sich differentiieren lassen, falls
man die Differentialquotienten ihrer Elemente kennt.

Fiir jetzt bleiben wir noch im Gebiete der irrationalen Funktionen und
wihlen als weiteres Beispiel die Gleichung der Ellipse (S.21), nach der

b —— "
Y= E}/a2 — 2 wird. Es soll die Anderung der y-Koordinate mit  bestimmt

werden, also % Wir setzen a? — x2 =1, so dal wird:
dy _bdyt at_b 1 . bz
dz a dt dz  a 2yi - a}/az—xz'
Fiir den Kreis erhilt man: L
y =2 —at

Also wird:

r2—g2=¢ und L=—w"i-=—-—22

oder

Wenn z = 0 ist, so wird

Y

ah

o

dy —

de R (a)

:ll_?a/c = :rg= . Im Schnittpunkt des Kreises
2% + y? = r% mit der Y-Achse ist also ;—Z: 0, d. h. die

Tangente ist parallel mit der X-Achse. Im Schnittpunkt

X

N

Abb. 23.

Es wird:

mit der X-Achse ist & —r. Also Y = =" —oco. Die

dz 0
Tangente muB dort also mit der X-Achse einen rechten
Winkel bilden, da tg90° =oco ist. Abb. 23 erldutert

diese Folgerungen aus der Gleichung (a).

Differentiation transzendenter Funktionen.

Der letate Schritt zur volligen Beherrschung der Differentiation der natur-
wissenschaftlich wichtigsten Funktionen ist die Differentiation der transzen-
denten logarithmischen, sowie der Exponentialfunktion und schlieBlich der
trigonometrischen Funktionen sin z, cos z, tg = und cotg z.

Wir behandeln zuerst die Funktion y =log .

4y _log(z + dx) — logx
Az~ Az )

Da nun loga — logd =~log% ist, so wird: -

o x4+ Az
dy LI _ 1

Az Ax Az lOg(l+_:z_> '
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Jetzt setzen wir _A_x =—11; und erhalten infolgedessen:
x

dy n . . 1) -1 ( 1)” .
—_— = -] = - d = @ .
e = = log(l +'n, - logl1 +n (da alogh .logb ist)

A4
Wenn wir jetzt zur Grenze dx = 0 iibergehen, so wird —; ='0 und folglich

n =oo, HEs wird also:

dy 1., ( 1)"
<~ = —limlog{l +—] .
dx fiofg +n

1 n

Hier haben wir nun den Grund, weshalb wir auf S. 31 fiir h'm(l +—n«)

ein besonderes Symbol e eingefithrt haben. Wir sahen, daB e einem ganz
bestimmten Grenzwerte entspricht. Fiihren wir e in die obige Gleichung ein,
80 wird: »
dlogz 1 .

= = loge. 1

dx x loge (1)

Fiir gewohnlich bezieht man die Logarithmen auf die Basis 10, d. h. es
ist 10* = b und @ = logh. Bei der obigen Ableitung des Differentialquotienten
10

des Logarithmus ist es aber vollkommen gleichgiiltig, auf welche Basis wir
die benutzten Logarithmen beziechen wollen. Es steht uns also frei, die Glei-
chung (1) durch geeignete Wahl der Basis auf eine moglichst einfache Ge-
stalt zu bringen. Dies geschieht, wenn wir loge = 1 setzen, d. h. die Basis z
muf} so bestimmt werden, daB loge =1 wird. Dies ist aber gleichbedeutend

z
mit 2! =e. Mit anderen Worten: Wir benutzen e selbst als die Basis der
Logarithmen. -

Da zahlreiche Naturgesetze auf logarithmische Funktionen hinfiihren
und zur einfachen mathematischen Gestaltung dieser Gesetze die Einfiihrung
von e als Basis notwendig ist, so nennt man die so erhaltenen Logarithmen
die natiirlichen. Man bezeichnet sie kurz durch das Symbol In oder log nat.

dlnz 1
=

Die Basis e hat annihernd den Wert ¢ = 2,7182818284 . . .

Schlieflich wollen wir noch berechnen, wie man die gewohnlichen Brigg-
schen Logarithmen mit der Basis 10 in natirliche verwandelt und umge-
kehrt. Von beiden macht man u. a. in der chemischen Reaktionskinetik
Gebrauch. '

Es sei gegeben loga = b und es wird Ina gesucht. loga = b entspricht
10 . 10

Es wird also

der Gleichung 10° =a. Wenn wir hier den natiirlichen Logarithmus-bilden,
so erhalten wir:

Ing =bIn10 =loga-1nl0.

Wir miissen also loga mit In 10 multiplizieren, um den natiirlichen Loga-
rithmus In @ zu erhalten.

Umgekehrt sei gegeben Ina =¢. Dies entspricht ¢¢ = a oder in Brigg-
schen Logarithmen cloge = loga. Es wird also:

loga =loge-Ina.
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Wenn wir in der Gleichung Ina =loga - In10 fir @ den Wert e einsetzen,
8o wird:
. , 1
1 = l . d = —,
oge-In10 oder loge ™STH
Dadurch erhalten wir als schlieBliche Umwandlungsformeln der Logarithmen :
loga

1 = . = o =
nae =loga-Inl0 Toge 2,302585 loga .

Ina 4 4349945 Ina.

loga = 76

Die Exponentialfunktion.

Als Exponentialfunktion bezeichnet man die Funktion y = a®. Hier
stebt die unabhingige Variable » im Exponenten. Zu der Funktion Iny =2 Ina
steht sie in einer Beziehung, die man invers nennt. Den Differentialquotienten
einer solchen Funktion kann man ohne weiteres finden, wenn man den Diffe-
rentialquotienten der inversen Funktion kennt.

de 1 dny 1

. Iny 1
E : = -2, ich: — =— .« — ¥ — .,
s ist: =z na Folglich dy —na dy ey

Es ist also:
dy . da* i
‘—z—i—ylna oder ir = Ina.
Wenn wir den Differentialquotienten von y == ¢* bilden wollen, so erhalten wir:
de®

J—_— — o%

| P =6 Ine=¢".
Der Differentialquotient von ¢ ist also in jedem Punkte gleich der Funktion e*
selbst. Sie hat speziell den Namen Exponentialfunktion und ist aus-
gezeichnet eben dadurch, daB das Gesetz ihres Wachstums iiberall gleich ist
dem augenblicklichen Werte der Funktion y = ¢*. Zugleich ist sie die einzige

Funktion von dieser Eigenschaft. '
Was bedeutet es aber, daB die Grofe des Wachstums einer Funktion
gleich ist der Funktion selbst? Es soll z. B. eine Substanz proportional mit
ihrer augenblicklichen Menge zunehmen. Dann wird, falls « die gerade vor-

handene Menge und ¢ die Zeit ihres Wachstums bedeutet, %% gleich der Ge-
schwindigkeit des Wachstums. Die das Gesetz beherrschende Gleichung lautet

also ‘2—9: =x. Da nur die Exponentialfunktion diesem Gesetz Geniige leistet,
so muB z = e’ sein; denn nur diese Funktion von ¢ hat die Eigenschaft, da
d ()

dt z
daB aus =7 zunichst In z = ¢ folgt. In Exponentialform lautet sie aber

= ¢! ist. Andererseits werden wir spiter in der Integralrechnung sehen,

ebenfalls el"*= g —¢'. Mit anderen Worten, sowohl die logarithmische
Funktion Inz = ¢ wie auch die Exponentialfunktion x = e’ stellen das Gesetz
des natiirlichen, organischen Wachsens dar. Hierin liegt der eigent-
liche Grund zur Einfilhrung der natiirlichen Logarithmen. Das kontinuier-
liche Anwachsen eines auf Zinseszins angelegten Kapitals, das Wachstum
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organischer Massen, ja, in etwas modifizierter Form auch die Vermehrung
einer Substanz wéhrend einer chemischen Reaktion folgen diesem Gesetzes-
typus.

Differentiation der trigonometrischen Funktionen.

Da die trigonometrischen Funktionen einfache Perioden haben, so miissen
auch ihre Differentialquotienten periodisch sein. Wir kénnen also von vorn-
dsinz dcosxz

herein aussagen, daB usw. ebenfalls trigonometrische Funk-

dz ’ dz
tionen sind.
. dsinz Ay sm(x—{—Ax)——smx
Fur y = P erhalten wir: - = a
Nach einer bekannten Formel der Trigonometrle ist:
. . . 0 — a-t+b
sinag — sinb = 2 sin 3 coss—2 .

Setzen wir ¢ =2 + Az und z = b, so wird:

sin(z + 4x) — sinz = 2sm(42 )cos( —{—4—96)

2
und folglich:-
2 sin (é—ﬂ cos (a: + —4—:{) sin (f’—f) , sin (ﬁf
=1l 2 2 = lim 2 cos( +é£)—-cosx lim 2
_Axf(l) A:c _Am=0 ﬂ 2 - .Ax—O é_:f
2 2

Wir miissen jetzt nur noch den Grenzwert:

%)
lim 2———

4z=0 _4}_7
2
bestimmen. Er ergibt sich, wie wir hier nicht weiter beweisen wollen, gleich 1.

Veranschaulichen 1a8t s1ch ‘dieses Resultat, indem man beachtet, daB mit
kleiner werdendem Winkel z auch sinz kleiner wird, und ZWAT nahert gich

sinz immer mehr dem Werte von z an, so daB der Grenzwerb 7 fur 2

gleich Null den Wert 1 erhélt. Dies in die obige Gleichung eingefiihrt, liefert:

dsinx
dx

also ebenfalls eine trigonometrische Funktion.

Ganz dhnlich 1Bt sich der Differentialquotient von cos z ableiten. Wir
konnen aber auch mit Benutzung der Sitze {iber Funktionen von Funktionen
zum Zijel gelangen. Es ist nimlich:

= cOoSZ,

sin?z 4 cos2zx =1.
Jetzt ist:
dsinZz dsmzx dsinx

=2sinx . cosx.
dx dsmx dz
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Ferner:
dcos®z d cos?x dcosx — 9 cos dcosof
dx  dcosx dxz T
. . dl .
Folglich wird, da —— =0 ist:
dx
2 sinx - cosz -+ 2 cosx - dcosa_c =0
dx
od
ocer, dcosx —sing
dx ’
Es bleiben noch abzuleiten dtgz und dcotgx.
dzx dzx

Beide leiten wir ab mit Hilfe des Satzes iiber den Differentialquotienten
eines Quotienten. Natiirlich kénnte man auch unabhingige Ableitungen fiir
diese Funktionen entwickeln, aber die Ableitung mit Hilfe des Quotienten-
gesetzes hat den Vorzug groBerer Einfachheit.

Es ist tgz = N7 und also zu bilden:
cosz

sin x dsinz . dcosx
d cos cos Tdx ne: z
= .. S. 41).
dx : cos2zx (vgl. 8. 41)

Dies aber wird auf Grund der oben entwickelten Differentialquotienten

cos2x 4 sin?zx 1 .
~ cos’z = cosip oder =lttgle.
‘Es ist folglich:
dtgx 1
= =1 2z.
dx cos?zx T tgtz
Fiir %E erhalten. wir nach demselben Verfahren:
d(cosx) . d cosx sxd sinz
sinz _ dx © dz —sin2x — cos2x . 1
dx sin%z - sin%z T gin?z
oder = — (1 + cotg2x).
Also wird:
d(cotg ) _ 1

— - — 2
e~  sn'z (1 + cotg?x) .

Damit haben wir unser Ziel erreicht, fiir den uns hier interessierenden
Kreis von Funktionen ihre Differentialquotienten zu bilden. Wir kennen
jetzt die Gesetzm#Bigkeit, nach der diese Funktionen mit ihrem Argumente z
wachsen und wollen sofort einige geometrische und algebraische Anwendungen
-dieser Kenntnis machen.

Das Tangentenproblem. Maxima und Minima.

Fiir das Tangentenproblem hatten wir bereits oben-erwahnt, dafl es ent-
scheidend mitgewirkt hat bei der geschichtlichen Entwicklung der Begriffe
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der Infinitesimalrechnung. Dasselbe gilt auch fiir das Problem der Maxima
und Minima, das sowohl Kepler (1571-—-1630) wie auch Fermat (1608—1665)
noch vor der endgiiltigen Erfindung der Infinitesimalrechnung durch Newton
und Leibniz mittels verwandter Methoden in speziellen Féllen behandelt haben.

Das Tangentenproblem ist durch die Bildung des Differentialquotienten
in eindeutiger Weise geldst, da ja % nichts anderes bedeutet als den tgo
der im Punkte z; y der Kurve y = f(x) berithrenden Tangente. Diese Tan-
gente hat als Gerade die Formel:

y=ax+b.

Soll also die Tangente im Punkt z;; ¥, gesucht werden, so muf} folglich die
Gleichung gelten:

y=ax,+b.
Fiir die Tangente an die Kurve y = f(x) ist aber:
_ %y
T dx’

Indem wir die beiden ersten Gleichungen von einander subtrahieren, erhalten
wir:

y—y =alx—z)
oder als Gleichung der Tangente der Kurve y = f(z) im Punkte z,; y,:

d
y—y1=d—i(w—xl)-

Hier sind nur noch die laufenden Koordinaten z und y unbekannt.

Wir wollen uns im Anschlufl an das Tangentenproblem sofort der Frage
nach den Maxima und Minima einer Funktion y = f(x) bzw. der sie
darstellenden geometrischen Kurve zuwenden.

Zunichst ist ein Maximum dadurch definiert, da8 sowohl fiir kleineres
als auch fir groferes  der Wert von y == f(x) kleiner wird. Die Kurve mufl
nach beiden Seiten vom Maximum aus sinken.

Vor der Erreichung des Maximums M (Abb. 24) muB} also y mit wachsen-
dem z ansteigen, d. h. es muB der Winkel « der Tangente ein spitzer sein.
Auf dieser Strecke AM der Kurve

VAN

ist daher dy positiv  (vgl. S. 36).
dx 4

Nach der Erreichung des Maximums A B
ist o ein stumpfer Winkel und in-
W fir die Strecke -2 S

» dz ir die Strecke 7 \
MB negativ. Dies ist ja in der Abb. 24,
Tat die Bedingung dafiir, daB y

mit wachsendem z kleiner wird, wie es auf der Strecke MB der Fall sein
soll. Man ersieht schon aus der Figur, daB «, von A4 aus sich M nihernd,
gleich 0°, und von B aus sich M niahernd, gleich 180° wird, daB also
in M die Tangente parallel der X-Achse verlauft. Dann ist aber
tgo = Z—g= 0. %, das also vorher positiv war, geht iitber den Wert %: 0
hinweg, in einen negativen Wert iiber. Der Ubergangspunkt ist analytisch

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 4

folgedessen ist X
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eindeutig festgelegt durch die Bedingung % =0. Wir brauchen also nur
aus der Funktion y = f(x), deren Maximum wir bestimmen wollen, den Diffe-
rentialquotienten % zu lt)iilden und diesen gleich Null zu setzen, um aus der
so erhaltenen Gleichung d—‘z =0 die Koordinaten z,,; y,, des Maximums be- ‘

rechnen zu konnen. )
Selbstverstandlich ist allerdings, daB die gleichen Betrachtungen auch

fir ein Minimum gelten. Dort geht % aus einem negativen Wert

durch %Z— =0 in einen positiven Wert iiber. Die Gleichung % =0 lehrt uns

demnach sowohl die Maxima als auch die Minima der Funktion y = f(z)
kennen. Ob es sich um die eine oder die andere Art von ausgezeichneten
Punkten handelt, dariiber entscheidet sie zunichst noch nicht.

Einige Aufgaben iiber Maxima und Minima.

Hierbei ist es stets notig, denjenigen Wert, der ein Maximum oder ein
Minimum werden soll, als Funktion der in Betracht kommenden Variabeln
darzustellen.

1. Es soll z. B. dasjenige Rechteck gefunden werden, das bei gegebenem
Umfang 2 a einen méglichst groBen Inhalt hat.

Die eine Seite des Rechtecks habe die Lange x. Dann ist die Lange der
anderen Seite ¢ — = und der Inhalt betrigt z(@ — ) = ax — 2 (Abb. 25).

Dieser Inhalt ist die Funktion y = f(z) = a z — 22, die ein
Maximum werden soll. :
Wir bilden also:

dy d(az— x?)
x de dx
Abb. 25.

=q—2x.

Die Bedingung des Maximums ist jetzt %:0. Also
a—2x =0 oder z =%; und @ — x ebenfalls = %. Beide Seiten haben

also die Lange %, d. h. das gesuchte Rechteck von maximalem Inhalt bei

gegebener Begrenzung ist das Quadrat.

2. Als zweite Aufgabe wollen wir einen Fall betrachten, dessen ganze
Bedeutung fiir die Theorie der kritischen Zustinde wir erst spéter (S.100)
behandeln kénnen. Hier geniige, daB in dieser Theorie sich der Druck p als
Funktion des Volumens v und der Temperatur 7' durch folgende Gleichung
darstellen 1aBt:

Hier sind R, a und b Konstanten.

Es interessiert nun, aus dort zu erdrternden Griinden, die Maxima fiir p
zu finden, wenn auch 7T konstant gehalten wird. p ist dann ausschlieflich
von v abhiingig, und die Maxima von p miissen berechnet werden auf Grund

der Gleichung %}Z—) =0.
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Es wird:
d(ﬁ_T_ K2
dp _ v—b)_ (1)2) =RTd(v—b)‘1_d(v—-— b)~_adv‘2= —RT +ﬁ .
dv dv o dw dv—b) dv dv (v—=0)2 " B
Es folgt also fiirr das Maximum die Gleichung:
RT 2a
BCEU

Hier ist v die einzige Unbekannte und kann berechnet werden. Wir kommen
bald auf diese Gleichung zuriick (s. S. 100, FuBnote).

3. Als dritten Fall untersuchen wir, bei welcher Wasserstoffionenkonzen-
tration die Sumnte der EiweiBionen int Verhsltnis zum nicht dissoziierten EiweiB
ein Minimum ist?). (Uber die Bedeutung dieser Rechnung siehe S. 200.)

Da Eiweif} ein sog. amphoterer Elektrolyt ist, so gibt es zwei Arten der
Dissoziation; bei der einen bildet sich EiweiBanion [4z] und Wasserstoff [H],
bei der anderen EiweiBkation [Kz] und Hydroxyl [OH].

Wenn fir die erste Dissoziation die Reaktionskonstante k, ist, so gilt

die Gleichung:
[4e)- (0] _, ka[E)
(] ‘ [H]
[£] bedeutet die Konzentration des nicht dissoziierten EiweiB.
Far die andere Dissoziation gilt:

oder [A E] =

[Kg]-[OH] _ k- [E]
“'—[E‘_j—- = kb oder [KB] = [O.H] .
Also ist:
(el + [Kg] _ ko | K _
[E] i T fom ="

Dies ist die Summe der EiweiBionen im Verhiltnis zum GesamteiweiB, die
ein Minimum werden soll fiir eine bestimmte Konzentration von [H]. Wir
miissen also versuchen, die rechte Seite als Funktion nur von [H] darzustellen.
Dies gelingt, da [OH]-[H] =k, ist, wo k, die Dissoziationskonstante des
Wassers bedeutet.

Es wird also: " k- [H]
%= LA .
T

Jetzt brauchen wir nur noch % zu bilden und gleich Null zu setzen. Es wird:

du dH-! & ko | ks _

dH - am TR, T T T, T
Oder:

k, H? H? H

k, k, H-OH OH
Wir werden spiter sehen, daB dies die Bedingung fiir den isoelektri-
schen Punkt ist. Dieser Punkt ist also dadurch gekennzeichnet,
daB bei ihm die Summe der EiweiBionen im Verhaltnis zum Ge-
samteiweill ein Minimum ist.
1) Vgl. L. Michaelis und B. Mostynski, Biochem. Zeitschr. 24, 81.

4*
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Der zweite Differentialquotient.

Zu unseren bisherigen Auseinandersetzungen iiber Maxima und Minima

miissen wir noch zwei Bemerkungen hinzufiigen. Einmal nimlich, daB auch
. d . . . . .
fir %Y _ 5 ein Maximum oder Minimum eintreten kann, und zweitens,

dx
daB % =0 sein kann, ohne daf unter allen Umstéinden an der betreffenden

Stelle ein Maximum oder Minimum sich vorfindet.

Der erste Fall tritt ein, wenn die Kurve eine nach oben oder nach unten
gerichtete Spitze hat. Wie Abb. 26 zeigt, ist in P,
ein Maximum, und da die Tangente parallel der
Y-Achse geht, so ist tga = tg90° = oo oder

% =00. ]();LS gleiche gilt fiir P,, nur daBl dort die
Kurve fiir ?i—:%= oo ein Minimum hat. Bei stetigen
Kurven kénnen solche Spitzen nicht auftreten, und
% =0 zeigt die einzigen Stellen an, bei denen

Maxima oder Minima auftreten konnen. Nur ist es auch moglich, daB eine

Stelle % =0 ein Wendepunkt ist. Wir wollen sehen, um was es sich hier-

bei handelt.

Zunsichst unterzichen wir das Maximum P der -Abb. 27 einer niheren
Untersuchung. 'In P geht die Tangente parallel zur X-Achse. In 4 hat die
Tangente den Winkel o, in B den Winkel «,. Es ist aber &, > a, und folg-
lich auch tga, > tga,. Mit wachsendem z nimmt also tga ab, d. h. der

d;gxog ist negativ. Das gleiche gilt iiber P hinaus. oy ist
zwar groBer als «,, und tga, absolut kleiner als tg«,. Aber da hier die Tan-
genten negaitv sind, so ist
bei Beriicksichtigung des
Vorzeichens tgaxg > tg oy,

auch hier also %ﬁ negativ.

Differentialquotient

Das Maximum ist also
dadurch  charakterisiert,

daB dort %ﬁ‘- <0 ist.
Da aber tgu =g—g ist, so ergibt sich als analytische Bedingung des
(a2
Maximums —— <0
dx

Durch eine #hnliche Betrachtung folgt fir das Minimum, daB8 dort

dy
dtgo d (d_x)

i P positiv oder > 0 ist.
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Wir haben hier den Differentialquotienten dy nochmals nach z diffe-

dx ; dy
2
dx
2
Differentialquotienten von y nach z und schreibt ihn %; Er.ist geometrisch
und physikalisch von ebenso groBer Bedeutung wie der erste Differential-
. quotient, und es wird nicht schwer sein, ihm in diesen beiden Gebieten einen
ebenso anschaulichen Sinn beizulegen. DaB hier die Ausdriicke d%y im Zahler
und dz? im Nenner nicht als Quadrate aufzufassen sind, sondern nur symbo-
lischen Wert ‘besitzen, ist wohl kaum nétig naher darzulegen.

renziert. Man nennt den so entstehenden Ausdruck den zweiten

Der zweite Differentialquotient. Die Beschleunigung. Konkavitit.
Konvexitit. Wendepunkte.

Um die physikalische Bedeutung des zweiten Differentialquotienten
zu erkennen, gehen wir auf das Beispiel vom freien Fall zuriick (S. 39). Es

&
ds dv . dv . . —d_i d2s
war -, = und =7 Es ist aber Fr gleichbedeutend mit T = ="

Wir erhalten demnach das wichtige .Resultat, daB der zweite Differential-
quotient des Weges s nach der Zeit eine Beschleunigung bedeutet.
Daraus folgt dann, daB in fast allen physikalischen, insbesondere in den mecha-
nischen Bewegungsgleichungen zweite Differentialquotienten auftreten. Denn
nach Newton ist die wirkende Kraft K gleich dem Produkt der Masse m

2
in die Beschleunigung th » d.h. es besteht die Gleichung: K =m ?lt: .

Dies ist die Bewegungsgleichung eines materiellen Punktes.
" Auch die geo metrlsche Bedeutung des zweiten leferentlalquotlenten

d2y

ist unschwer zu erfassen. Bei einem Maximum war e < 0 und bei einem
d? . . . .
Minimum E—% > 0. Einem Maximum entspricht aber ein nach oben kon-

vexer Kurvenbogen; und einem Minimum ein nach oben konkaver Kurven-
bogen. Es laBt sich nun leicht umgekehrt der Beweis fithren, daB einem

d2
nach oben konvexen Kurvenbogen stets die Ungleichung %—%<0 und

2
einem nach oben konkaven Kurvenbogen die Ungleichung g—x%> 0 ent-
spricht. '
Wir haben dadurch also die geometrische Bedeutung des zweiten Diffe-
rentialquotienten dahin bestimmt, daB er iiber Konkavitit oder Konvexitit

der Kurve an einer bestimmten Stelle entscheidet. Als spezieller Fall gehort
hierzu die Entscheidung, ob einer Stelle Z—g =0 ein Maximum oder ein Mini-

2
mum entspricht. SchlieBlich aber ist auch der Fall méglich, daB g;% =0

wird. Dann ist an der betreffenden Stelle die Kurve weder konvex noch
konkav, und sie hat dort im allgemeinen einen Wendepunkt, d. h. sie



54 Einleitung.

geht von der Konvexitit zur Konkavitit iiber (Abb. 28). Unbedingt nétig

2 .
ist es nicht, daB Z—x‘z =0 einem Wendepunkt entspricht. Es kann sich auch

um einen anders gearteten ausgezeichneten Punkt, z. B. eine Spitze handeln,
aber im Rahmen der vorliegenden- Untersuchungen

2
v wollen wir annehmen daf fir Z-x—z =0 ausschlieBlich

Wendepunkte in Frage kommen.
Am besten werden wir die hier mitgeteilten Eigen-
schaften der Kurven an einigen Beispielen kennenlernen.
| X 1. Auf Seite 50 hatten wir dasjenige Rechteck ge-
Abb. 28. sucht, das bei gegebenem Umfang 2 a einen moglichst

'groBen Inhalt hat. Wir fanden Z—y =a — 2z und wollen jetzt unser analytisches
x

Kriterium herbeizichen, um zu entscheiden, ob es sich in der Tat um ein
Maximum oder vielleicht um ein Minimum handelt.

Es folgt:

()
#y _“\az) _dw—20_ _,
dz?  dz dx - ’

2
Also ist % <0, und = =g- stellt .ein Maximum dar.

2. Wir wollen die gleiche Rechnung auf Beispiel 3 (S. 51) anwenden.

. du k k
Hl T = ____B_ —e i i M
er war IH mty Daraus ergibt sich:
d?u dH-? s 2k,
g = “hegg = F2he BT =g
2
Es ist also % > 0 und folglich der gefundene Wert der Kurve ein Minimum.
3. Es sollen die Wendepunkte der Sinuslinie y = sinx bestimmt werden.
. yi Hier ist: ’
» dy d?y .
gg = 00S% und g = —sinz.
Die Gleichung fiir die Wendepunkte lautet
also —sinz =0.
Diese Gleichung ist erfiillt fir:
/0 4 ¥ z=0; 4w 4275 43w
Die zugehorigen Werte von y lauten
Abb. 29. stets y — 0.

Es liegen also die Wendepunkte der Sinuslinie alle auf der X-Achse im
Abstande 7z voneinander (vgl. Abb. 29). ,

4. SchlieBlich betrachten wir noch das Beispiel 2 auf Seite 50. Wir wollen
die Bedingung fiir die Wendepunkte der untersuchten Kurven erforschen.
Da dp_ __RT | 20

dv__(v—b)z_l_ o

d*p d(v—b)-2 d(v—b)
a0 — ET dw—1>b)  dv

=0 war, so wird:

A0 2RT _6a
dv ~ (v—b)3 vt

+2
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Fiir die Wendepunkte gilt also:
2RT  6a
b—tp
Aus der spiter zu erorternden physikalischen Bedeutung dieser Kurven

geht nun hervor, daB es eine Kurve gibt, bei welcher die Maxima und Minima
zusammenriicken und zum Wendepunkt werden. Fir diesen Punkt gilt also

=0.

2
sowohl @- = 0 wie auch M = 0. Es wird demnach:
dv dv?
RT 2a, 2RT 6a
Tt 0w g =

Wir dividieren die erste. Gleichung durch die zweite und erhalten:

+i(v—0b) =+43v oder v=230.

Die abgeleiteten Funktionen und das Differential.

AufBler dem ersten und zweiten Differentialquotienten gibt es noch be-
liebig hoéhere Differentialquotienten, die ganz in der gleichen Weise durch
Differentiation der niederen Differentialquotienten abgeleitet und durch &hn-

. 3 4
liche Symbole bezeichnet werden. So ist Z—x"'q der dritte, g_ag der vierte,
n ) :
% der nte Differentialquotient von y nach z. ’

Es haben aber die dritten und hoheren Differentialquotienten keine an-
schauliche physikalische oder geometrische Bedeutung mehr, und dem ent-
spricht es dann auch, daB sie nur selten in naturwissenschaftlichen Problemen
auftreten. GroB dagegen ist ihr Anwendungsgebiet in der reinen Mathematik,
vornehmlich in der Funktionenlehre.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir eine freiere Handhabung der
infinitesimalen Grofen kennenlernen. Bisher hatten wir nur Quotienten
dy
: dx
Quotienten lieBen sich als endliche Grenzwerte darstellen und waren ebenso

solcher GroBlen von der Gestalt —= bei unseren Rechnungen benutzt. Diese

wie y = f (x) Funktionen des Argumentes x. Man nennt % nach Lagrange

die abgeleitete Funktion oder Ableitung von y = f(x) und bezeichnet
sie mit f'(x). Ebenso wird der zweite Differentialquotient die zweite Ableitung,
der dritte Differentialquotient die dritte Ableitung usw. genannt. Ihre Sym-
bole sind f”(z), f®(x), f(x) ... f"(x).

Es gilt also die Gleichung:

ay _ o
i = ().

Jetzt tun wir einen weiteren und prinzipiell wichtigen Schritt. Wir wollen
nicht mehr das Verhaltnis der unendlich kleinen GroBen dy und dz zuein-
ander, sondern diese GroBen selbst zur Grundlage unserer Betrachtungen
wihlen. Diese GroSen nennen wir, falls sie selbstéindig vorkommen, Diffe-
rentiale. dz ist dabei das Differential der unabhingigen Variabeln. Es ist
der unendlich kleine Zuwachs, den x bei Fortbewegung des Punktes P auf
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der Kurve PQ (Abb.30) erfahrt und es kann gleich gesetzt werden dem
Stiick PA, wenn PB die Tangente in P und PA parallel der X-Achse ist.
Dann ist BA gleichzusetzen mit dy, da es die Anderung von y darstellt, falls

9 sich # um dx verindert. Und da aus dem Dreieck P BA
4 f folgt, daB tga = % und BA =tg«. PA ist, erhilt
L, man weiterhin:
dy =tga -dx oder dy={f(r)dx.
¢ Abbi o; o X Dasselbe Ergebnis erhielten wir, falls wir % =f(x)

mit dz multiplizierten ; mit andern Worten, wirkénnen
mit den unendlich kleinen GréBean dy und dx rechnen, wie mit
endlichen GréB8en. In dieser Erweiterung und der dadurch erzielten
freieren Handhabung der infinitesimalen GréBen liegt der Vorteil des Differen-
tialbegriffs gegeniiber dem Differentialquotienten. Nicht zum mindesten aber
auch darin, dafl die Differentiale physikalisch hiufig leichter zu iiberblicken
und bequemer mit ihnen fiir die Aufstellung der Differentialgleichungen zu
operieren ist.

So ist z. B. —;ji:— =v . In Worten: Die Anderung des Weges in der Zeiteinheit

ist gleich der Geschwindigkeit. Als Differentialgleichung geschrieben, lautet
sie ds =vd¢. Hier ist dt das Zeitdifferential oder Zeitelement, ds das Weg-
differential oder Wegelement und die Gleichung besagt, daff der unendlich
kleine Weg ds gleich ist der Geschwindigkeit multipliziert mit der unendlich
kleinen Zeit dt.

Ebenso wie vom ersten Differential spricht man auch vom zweiten Dif-
ferential d?y = f"/(x) do? und von héheren Differentialen.

Wir benutzen die Gelegenheit, die bisher entwickelten Ableitungen in
Form ihrer Differentiale zusammenzufassen.

Wir erhalten:
dz" =nz"-'.da, dsinx = cosz-dzx ,
1 1. .
d}/x—-;x” ‘dx, dcosx = —sginz - dz,
. 1 ‘
dlnxxz;—-d:v, dtgz = dzx = (1 4 tg2z).-dx,
de* = e - dzx , dcotgzr = — «dx = —(1 + cotg?z).dx,

sin2x

da®* =a*-Ina.dx .

Partielle und totale Differentiale.

Bisher hatten wir immer nur die Funktionen einer Verinderlichen unter-
sucht; da aber hiufig auch Funktionen zu behandeln sind, in denen zwei oder
mehr unabhiingige Variable vorkommen, go miissen wir zusehen, wie sich die
Bildung von Differentialquotienten und Differentialen auch auf solche Funk-
tionen ubertragen laBt.

Es sei gegeben die Funktion z = f(z, y) oder, um ein konkretes Beispiel
zu wihlen z = x - y. Hier ist z gleich dem Inhalt eines. Rechtecks, dessen Seiten
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x und y sind. Wenn wir jetzt zunichst y als konstant ansehen und sich z um dz
veriandern lassen, so wird das Rechteck z (Abb. 31) um das Stiick BHJC an-
wachsen. Dies Stiick ist aber gleich y.dx =dz,, wo der Index y bedeuten

soll, daB wir bei dem Anwachsen des urspriinglichen [ F e
Rechtecks vorléufig nur z als Veriinderliche angesehen dy
haben. Es gilt also die Gleichung: 4 g7
dz, ; ‘
dx 7 dx
. . . 0 c J
Das gleiche erhalten wir, wenn wir z = zy nach z . Abb. 31.

differentiieren und y dabei als Konstante betrachten.
Man sagt, dal man den partiellen Differentialquotienten von znach »

bildet und schreibt %
ox

In dem vorliegenden Beispiel wird dann g—::— =y.

Ganz ebenso ergibt sich als partieller Differentialquotient von z nach y :
0z
oy
der Fliche EFBA = z-dy = dz,.

In Form von Differentialen schreiben wir also:

= z . In der Figur entspricht das Anwachsen von z mit dy bei konstantem

dzy—g—z dx und dz,,:gi-dy.

Dieses sind die partiellen Differentiale von z = f(x, y) nach z und nach y .
Wenn wir jetzt schlieBlich noch in dem speziellen Falle z = z - y untersuchen,
wie sich z andert, falls gleichzeitig x um dz und y um dy sich éndern, so sehen
wir, daB das urspriingliche Rechteck um die Fliche AEGJCBA anwichst.
Diese Fliche ist aber gleich AEFB -+ FGHB + HBCJ =xdy + dx-dy
+ ydz. Da dz.dy das Produkt zweier unendlich kleinen GroBen ist, so
konnen wir es als unendlich kleine GroBe zweiter Ordnung gegeniiber y dx und
xdy vernachlassigen. Es wird also die betrachtete Flache:

ad
=_ydx+xdy=5%dx+g§d

Bezeichnen wir jetzt noch das Anwachsen von z durch gleichzeitige Ver-
snderung von z um dx und von y um dy als totales Differential mit dz,
so erhalten wir:

dz 0z
dz=a—x—-dx+ﬁ d

Das totale Differential einer Funktion ist gleich der Summe
ihrer partiellen Differentiale.

Trotzdem wir bei seiner Ableitung das Produkt dz-dy vernachlissigt
hatten, ist dieser Satz streng exakt. Denn in Wirklichkeit handelt es sich ja
nicht um endliche Strecken dz und dy, wie die Abb. 31 es darstellt, sondern
um die Wachstumsfunktionen oder Differentialquotienten, aus denen erst die
Differentiale abgeleitet sind. Das Stiick dxdy (Fliche FGBH) besteht also
nur in der zur Veranschaulichung gewéhlten Abblldung Algebraisch ist es
ohne einen Sinn.
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Es ist selbstverstindlich, daB wir auch unabhingig von dem gewshlten
Beispiel zu den gleichen Deflmtlonen der partiellen und totalen Differentiale
gelangen. Auch fir mehr als 2 Variable gelten diese Begriffe. Ist z. B.

U = f (, 9, 2),
so existieren 3 partielle Differentialquotienten:

of of  of - : of of 9f
5’ @y’ O und ihre Differentiale %dx, @dy, Ta dz .

Das totale Differential lautet dann:
0
du = ~—fd + fd + f

Beispiel 1. Es sei gegeben die Funktlon:

z=ax*y+bxy+ 5.
Dann ist:

oz
Und
62 : 2 2

Das totale Differential lautet:

dz azdx—}— dy_(2axy+by)dx+(ax2—|—bx+3y2)dy

2. Ebenso wie d1e gewohnlichen leferentlalquotlenten haben auch die
partiellen Differentialquotienten ganz bestimmte physikalische Bedeutungen.
Es sei z. B. eine Zustandsgleichung p = f(v, T') gegeben, wo der Druck einer
Substanz abhiéngig ist von dem Volumen v und der Temperatur 7. Dann ist:

dp="21 . 4 +‘9de—3—” dv +apdT

v

Hier ist g—f}—) die Anderung des Druckes mit dem Volum. Sein reziproker

0 " ' ' .
Wert ist a—v: die Anderung des Volums mit dem Druck oder der Kompressi-
bilitatskoeffizient.

op ,
g—T— ist die Anderung des Druckes mit der Temperatur oder der Span-
nungskoeffizient.

Geht man von den beiden andern noch méglichen Formen der Zustands-
gleichung aus, so erhilt man andere wichtige partielle Ableitungen.

v =y (p, T) liefert
o= ap 4 2 ar
U= ap P T

0 .
Hier ist g% bereits als Kompressibilitatskoeffizient definiert. (—9—% ist die

Anderung des Volums mit der Temperatur oder der thermische Ausdeh-
nungskoeffizient.
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SchlieBlich gibt T =y (v, p) das totale Differential:

or orT

Die hier vorkommenden Ableitungen aa—,;’: und %% sind die reziproken

Werte des Ausdehnungskoeffizienten und des Spannungskoeffizienten.

Spéter, in der Thermodynamik, werden wir uns eingehender mit diesen
partiellen Differentialquotienten befassen miissen. Fiir hier mag dieses Beispiel
geniigen, um zu zeigen, dafl bei einer Funktion mehrerer Variabeln jeder der
moglichen partiellen Differentialquotienten einen bestimmten physikalischen
Sinn hat. Das totale Differential setzt sich dann aus den partiellen Ableitungen
durch einfache Summation zusammen.

Die Reihe von Mae Laurin.

Wir gehen jetzt zuriick auf unsere Bemerkung auf S. 55, nach welcher die
hoheren Ableitungen einer Funktion zwar keinen anschaulichen physi-
kalischen oder geometrischen Sinn mehr haben, wohl aber von vielseitiger An-
wendbarkeit in der Funktionenlehre sind. Mit einer dieser Anwendungen wollen
wir uns, um dieses wichtige Gebiet nicht ganz zu iibergehen, in aller Kiirze
befagsen. Eingehender uns damit abzugeben, ist uns leider nicht moglich, da
es uns zu tief in rein mathematische Untersuchungen hineinfithren und zu weit
von dem eigentlichen Zweck dieser Einleitung entfernen wiirde.

Fiir gewShnlich ist eine Funktion durch eine Gleichung gegeben, welche
nur die laufenden Koordinaten «; y und fest bestimmte Koeffizienten enthalt.
Dadurch ist der ganze Verlauf der Funktion eindeutig festgelegt, aber die Be-
rechnung eines bestimmten Punktes y kann trotzdem noch grofie Schwierig-
keiten machen, zumal bei transzendenten Funktionen. Wenn man jedoch die
Funktion an irgendeinem ihrer Punkte bereits kennt, zugleich mit den zu die-
sem Punkte gehorigen Werten ihrer Ableitungen, so ist es méglich, sie mit Hilfe
dieser Daten fiir einen beliebigen andern Punkt zu berechnen. Dabei treten
dann die Ableitungen als Koeffizienten einer Potenzreibe auf.

Zunichst untersuchen wir die lineare Funktion y = ax + b . Als bekannten
Punkt wihlen wir nach dem Vorgang von Mac Laurin zunéchst immer den

Punkt z, = 0. Hier ist y, =b. Kennen wir jetzt noch g% = @, so ist der

0
ganze Verlauf der Kurve festgelegt. Es geniigt hier also, die Richtung der
Kurve in x, = 0 zu kennen, um y als Funktion von z darzustellen. Es wird
y =1 (0)-a+y,. Etwas schwieriger liegen die Verhaltnisse bereits bei der
Kurve y =a 4 bx + c 2.

Fiir den Punkt x, ist hier y, = a. dy

Wenn wir jetzt differentiieren, so erhalten wir —= = b + 2 ¢ z und folglich

fiir den Punkt » = x, den Wert d_xo =b = f(0).
Durch nochmaliges Differentiieren wird:
¢y _ 2¢  und folglich Y _ (0) =2¢ oder ¢= L 17(0)
dz? 8 i 10 =2 —g T

Damit haben wir alle Koeffizienten durch die Ableitungen im Punkt x4
ausgedriickt. Es wird demnach:

Yy =Y+ 02+ }/70)- =
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Bei einer Kurve zweiten Grades miissen wir also aufier der Richtung auch
noch die Kriitmmung, die durch die zweite Ableitung angegeben
wird, kennen, um y als Funktion von z darstellen zu kénnen.

In dem MaBe, wie der Grad der Kurve wichst und infolgedessen die sie
beherrschende GesetzmaBigkeit komplizierter wird, miissen auch die héheren
Ableitungen herangezogen werden, um von einem bestimmten Punkte z, = 0
aus die Ordinate y darstellen zu konnen, als Funktion des Abstandes z — z, = z.
Es treten dabei immer hohere Potenzen von x auf. So z. B. bei einer Funktion
3ten Grades wird:

L0 f"(O

P
Yy=1Y + 1! T+ 5

x2

2 +

Dies 148t sich ebenso ableiten wie bei der Funktlon 2ten Grades. Die
grofe Bedeutung dieser ganzen Betrachtung liegt aber in ihrer Ubertragung
auf transzendente Funktionen. Wir wiesen frither bereits (S. 29) darauf hin,
daB solche Funktionen sich darstellen lassen als Potenzreihen von . Es wird
also, wenn f(x) irgendeine Funktion bedeutet:

f) =a+bx+ca?+4 dx?+4 ..

Der Unterschied gegeniiber den rationalen Funktionen ist hier nur der,
daB die Potenzen von x nicht béi einem bestimmten Gliede abbrechen, sondern
ins Unendliche weitergehen. Die Berechnung der Koeffizienten 148t sich’aber
in ganz der gleichen Weise auf die Ableitungen von f(z) im Punkte 2, =0
zuriickfihren und wir erhalten so die Mac Laurinsche Relhe

4 ( (3) ()
t@) =10+ T g T D e 00 5 ) PO,

Strenggenommen, miissen wir alle Ableitungen im Punkte 2, = 0 kennen,
um f(x) als Funktion von z darstellen zu kénnen, denn nur so ist uns das Gesetz,
nach welchem f(x) von z, aus fortschreitet, exakt bekannt. Wenn dagegen die
Reihe konvergiert, und nur fiir konvergente Reihen hat die Entwicklung iiber-
haupt einen Sinn, so laB8t sich die Reihe bei irgendeinem Gliede so abbreshen, daf3
die Genauigkeit von f(x) einen vorgeschriebenen Wert hat. Bei stark konver-
genten Reihen hat man hierfiir nur wenige Glieder notig, bei anderen Reihen
bedarf man einer groferen Anzahl von Gliedern. Immer aber wird es méoglich
sein, falls der Beweis gefiihrt ist, daB die Reihe konvergiert, mit Hilfe der Ab-
leitungen f(0), f’(0) usw. f(z) als Potenzreihe von 2 darzustellen.

Die Verwendung der Reihe von Mac Laurin ist auBerordentlich groB.
Sie dient z. B. zur numerischen Berechnung der Exponentialfunktion und der
Funktionen sin # und cos z. Bedingung ist fiir ihre Anwendung einzig.und
allein, daB die Reihe konvergiert und-daB8 man die Ableitungen in z, = 0 kennt.
Da nun alle Ableitungen von e* wieder gleich ¢* sind und andrerseits &® = 1 ist,
so erhalten wir fiir f(z) = e® sofort die Reihe:

ﬁ=ﬂm+fﬁx+f@>

P90 oy

+

1 -i- + + Pt
und fiir e selbst die berelts S. 32 erwahnte Reihe'

e=1+ o + + S
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Ebenso einfach liegt der Fall bei der Reihe fiir f(x) = sin z.
Hier ist:

f(x) =cosz; f'(x) = ¢ (z;: A sinz;
fO(x) = —cosz; f@(x) =sinz; [fO(z) = cosx usw.
)

Da nun sin 0 = 0 und cos 0 = 1ist, so wird:

’ 17 ) (3) @ 5)

x8 a8

oder
. x 2 25 27 2
A VA TR T A TR TRl

Mittels dieser Gleichung ist es moglich, fiir ein beliebiges » den Wert von
sinz zu berechnen. Zu beachten ist aber, daB z nicht einen Winkel, sondern
den Bogen des Einheitskreises bedeutet (siche S. 29). Auch fiir Logarithmen
entwickelt man ghnliche Reihen, die praktisch zur Berechnung von Logarithmen-
tafeln benutzt werden. Ferner gibt es Reihen fiir 7, kurz, wir haben es hier
mit einer der fruchtbarsten Sitze der Funktionentheorie zu tun.

Die einzige Bemerkung, die wir noch hinzufiigen wollen, ist folgende: Bei
manchen Funktionen z. B. bei dem Logarithmus f(x) = In # kann man nicht
den Nullpunkt als Ausgangspunkt wihlen, da dort die Werte der Ableitungen
nicht bekannt sind. Es muB aber, wie aus unserer obigen Betrachtung hervor-
geht, im Grunde gleichgiiltig sein, ob wir vom Nullpunkt aus oder von irgend-
einem andern Punkt aus die Kurve durch ihre Ableitungen entwickeln. In
der Tat laBt sich beweisen, daB eine ahnliche Reihe gilt, falls wir einen Punkt
%y = a zum Ausgangspunkt wihlen. Nur schreitet dann die Reihe naturgemi8
nicht nach Potenzen von « fort, sondern nach Potenzen von z — @ = h. Man
erhilt so die Taylorsche Reihe: ’

fl@, f(@,, [Pa).,
1! 2 b 3! b
Mit ihrer Hilfe berechnet man vorzugsweise die Logarithmen, indem man

f@) =@+ h) = f(a) + h + + + ...

@ =1 setzt. Es wird dann f'(a) =;—’ =1. Auch fiir die héheren Ableitungen
ergeben sich bei diesem Ausgangspunkt einfache Werte. -

3. Die Integralrechnung.

Eng mit der Differentialrechnung verbunden ist der zweite Hauptteil der
Infinitesimalrechnung, die Integralrechnung. Beide stehen zueinander in der-
selben Beziehung, wie Addition und Subtraktion, Multiplizieren und Dividieren,
Potenzieren und Radizieren. Sie sind Umkehrungen voneinander. Und wenn
die Differentialrechnung bestrebt ist, aus einer funktionalen Beziehung y = f ()
endlicher Gréfen einen Ausdruck zu finden fiir die unendlich kleinen Grofen,
welche das Wachstumsgesetz dy = f/(v) dx darstellen, so ist umgekehrt die
Aufgabe der Integralrechnung, aus dem Wachstumsgesetz dy = f'(x) dx die-
jenige Funktion y = f(x) zu entwickeln, welche dy = f'(x) d als Wachstums-
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gesetz in sich enthilt. Die Differentialrechnung schreitet also von endlichen
Werten zu unendlich kleinen, die Integralrechnung, umgekehrt von unendlich
kleinen Werten zu endlichen fort.

In der Natur haben wir es iiberall nur mit endlichen Werten zu tun. In-
finitesimale Gro8en sind Schépfungen unseres Geistes, die aber so sehr den na-
tirrlichen Vorgéngen angepaBt sind, daB sie eine mathematische Behandlung
der flieBenden GroBen der Natur gestatten. Gerade deshalb aber ist in den
Anwendungen der Infinitesimalrechnung verhiltnismaBig selten die Aufgabe
zu l6sen, eine Differentiation auszufiihren oder, anders gewendet, das Momentan-
gesetz zu finden, das einen bestimmten Vorgang beherrscht. Dal diese Aufgabe
vorkommt, sahen wir beim freien Fall und bei der Ableitung des Newtonschen
Gesetzes aus dem Keplerschen. Viel haufiger aber ist in Physik und Chemie
das Momentangesetz gegeben, dem eine Erscheinung gehorcht. Es liegt in der
Natur unseres Geistes, noch nicht erklirte Vorginge durch Hypothesen uns
anschaulich zu machen. Und wenn dann derartige Hypothesen sich in ein
mathematisches Gewand kleiden lassen, so ergibt sich in der Mehrzahl der Fille,
daB es sich um ein Momentangesetz handelt, um eine Beziehung zwischen
Differentialen. Es ist eine Differentialgleichung fiir den Vorgang aufgestellt
worden.

Beim freien Fall ist die Voraussetzung, dafl die Beschleunigung des fallen-
den Kérpers durch die Erde konstant = g ist und wir fanden bereits, daf hieraus

2
die Gleichung Z—t': =g folgt. Fir die Bewegung eines materiellen Punktes
unter dem EinfluB einer Kraft ergibt sich unter Zugrundelegung der
2
Newtonschen Mechanik m% =k. In der Chemie lernen wir spater das
Massenwirkungsgesetz kennen, das die Geschwindigkeit einer Reaktion pro-
portional setzt der in jedem Augenblicke vorhandenen wirksamen Masse. Dies
gibt die Gleichung Z—f = k(a — ), wo a die anfingliche, z die umgesetzte Masse,
f die Zeit und infolgedessen d_:: die Reaktionsgeschwindigkeit bedeuten. Kom-

pliziertere Beispiele ergeben sich in der Elektrizitatslehre. Dort erhalt man die
Maxwellschen Differentialgleichungen als Ausgangspunkt der Betrachtun-
gen. Kurz, in allen diesen Gebieten folgen aus den Hypothesen Beziehungen
zwischen infinitesimalen GréBen.

Nachdem ein Problem bis zu diesem Punkte gediehen ist, tritt dann die
Forderung an den Naturforscher heran, das Gesetz durch endliche Grofen
auszudriicken. Zu finden, welche Réaume in endlichen Zeiten von freifallenden
Korpern durchmessen werden, welche Stoffmengen sich in endlichen Zeiten
umgesetzt haben, welche Elektrizitatsmengen in endlichen Zeiten durch endliche
Leiter hindurchflieBen. Die Losung dieser Aufgabe nennt man die Integration
der Differentialgleichung. Sie ist, falls die Differentialgleichung gegeben
ist, rein mathematischer Natur. In ihrer einfachsten Gestalt fordert sie, aus
dy = f('x)dx die Funktion y = f(x) zu bestimmen. Man sagt dann: Es soll
das Integral von f(x)dx berechnet werden und schreibt in der Leibnizschen
Symbolik y = f f(x) dac, wo f ein abgekiirztes S bedeutet, da, wie wir bald
sehen werden, die Integrierung sich auffassen 146t als die Summierung von un-
endlich vielen unendlich kleinen GroBen.

Zunschst suchen wir rein mathematisch die Intregale der wichtigsten Funk-
tionen aufzustellen. Sind sie uns bekannt, so vermogen wir von dem Momentan-
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gesetz einer Erscheinung aus sofort zu ihrem Gesamtgesetz iiberzugehen. Hin-
zufiigen wollen wir aber sogleich, daB wir nur die einfachsten Funktionen in-
tegrieren werden. Schwierigere Integrale fiihren haufig auf unbekannte Funk-
tionen und vollends die Loésung eigentlicher Differentialgleichungen ist eine

Aufgabe, die weit itber den Rahmen des hier Geplanten und Notwendigen hinaus-
fiihrt.

Die Integrationskonstante.

Als einfachstes Integral wire die Funktion y = f(x) zu suchen, deren
Differential dy = dx ist, d. h. es wire aufzulésen y = [ dz. Offenbar besteht
fiir die Funktion y = x diese Beziehung dy = dx, so daf also f dx = x wird.
Dieses Ergebnis deckt sich mit unserer Definition des Integrierens, nach welcher
es die zur Differentiierung inverse Funktion ist. Es miissen sich demnach die
Zeichen d und | gegens®itig aufheben und es wird [dz = z. Dies gilt fir alle
Differentiale. Stets wird [df(z) = f(x). )

Noch aber miissen wir uns die Frage vorlegen, ob y = z die einzige Funk-
tion ist, die der Gleichung dy = dx geniigt. Bei der Differentiierung erledigte
sich diese Frage von selbst. Dort namlich hatten wir eine ganz bestimmte
Formel, nach welcher wir einen Differentialquotient bilden konnten, und auf
Grund dieser Formel ergab sich nur ein Wert fir die Ableitung. Bei der In-
tegration steht uns eine solche Formel, ein Algorithmus, wie man es nennt,
nicht zur Verfiigung. Hier ist die geforderte Operation nur durch eine Umkeh-
rung auszufithren, nur dadurch also, dal wir jene Funktionen aufsuchen, deren
Differentiale bekanntermaBen die vorgelegten, zu integrierenden Ausdriicke
ergeben. Damit ist aber zugleich die Méglichkeit vorhanden, daB es mehr als
nur eine Funktion gibt, die dem gesuchten Integral entspricht. Und in der
Tat, es gibt fiir jedes Differential unendlich viele Integrale.

Da nimlich das Differential einer Konstanten gleich Null ist (S.36) und da
weiterhin das Differential einer Summe gleich ist der Summe der Differentiale
der einzelnen Summanden, so folgt, daB in obigem Fall nicht nur y = x eine
Losung von / dz ist, sondern ebenso auch y = = + C. Hier ist C eine beliebige
Konstante. Das gleiche gilt fiir das Integral jeder andern Funktion. Wenn
y ein Integral f f'(z) dz darstellt, so ist allemal auch y + Cein Integral f f(x)dex.
Denn wenn wir dy =d f fla)dz = f(x)dx erhalten, so muB auch sein
diy +0) =dff(@)dz + dC =f(x)dz. Es ist demnach auch fir y -+ C
die Bedingung dy = f'(x) dx erfillt. :

Damit scheint die Losung eines Integrals eine Mannigfaltigkeit erhalten
zu haben, die auf den ersten Blick seine ganze Anwendbarkeit fir geometrische
und naturwissenschaftliche Fragen problematisch macht. Man nennt C' die
Integrationskonstante und auf ihr berubt es, daB ein bestimmtes Dif-
ferential unendlich viele Integrale gibt, die sich aber alle nur durch den Wert
ihrer Integrationskonstanten unterscheiden. Welchen Sinn aber kann es nun
haben, daB eine naturwissenschaftliche Aufgabe unendlich viele Losungen gibt,
withrend doch offenbar der Vorgang selbst nur auf eine Art verlaufen kann?

Eine geometrische Betrachtung wird uns zeigen, worauf dieser scheinbare
Widerspruch beruht.

Es sei gegeben die Kurve 4B, deren Gleichung y = f(z) laute, Dann

gibb % = f(x) die Richtung der Tangente der Kurve an, und die Aufgabe,

das Integral y = f f(x)de zu losen, 1aBt sich auch in der Weise ausdriicken,
daB diejenige Kurve gesucht werden soll, deren Tangentenrichtung durch die
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Gleichung % =f(x) gegeben ist. Eg hat aber nicht nur die Kurve 4 B diese

Tangentenrichtung, sondern ebenso die Kurve A’B’, die durch Verschiebung
der Kurve AB in Richtung der Y-Achse entstanden ist. Dabei ist die y-
Koordinate von A’B’ iiberall um die konstante GréBe I von der y-Koordinate
von AB verschieden. Es gibt also nicht nur die eine Kurve y = f(x), welche
4 die vorgeschriebenen Richtungen fiir die Tangenten
Y 4 besitzt, sondern alle Kurven y = f(x) + C erfiillen
diese Bedingung. Es folgt dies daraus, da8 nicht die
absoluten Lagen der Tangenten, sondern nur ihre

Richtungen durch die Gleichung % = f(x) gegeben

sind. Wenn aber die absolute Lage einer Tangente
/ L in einem Koordinatensystem festliegt oder was auf
/ £ F X dasselbe herauskommt, wenn fiir einen Wert von x
6 der zugehérige Wert von y bestimmt ist, so ist die
s Abb. 32. ganze Kurve bestimmt. Analytisch ist dadurch der Wert
der Konstanten C festgelegt. Denn falls y, =x, + C
ist, so laBt sich daraus ¢ =y, — x, berechnen. Meistens bestimmt man die
Konstante in der Weise, dal man », = 0 setzt und fiir diesen Wert y, aus der
Natur der Aufgabe ermittelt. Man spricht hierbei von ,,Anfangsbedingungen‘
des Problems. Ihre Bedeutung liegt eben darin, daf man mit ihrer Hilfe die
Integrationskonstante berechnen und dadurch aus der unendlichen Schar von
Kurven, die an sich eine Lisung des Integrals darstellen, jene eine herausfinden
kann, die in Wahrheit der Aufgabe entspricht.

Wir wollen an einem speziellen Fall die Bestimmung einer Integrations-
konstanten erldutern. Zuvor aber losen wir noch das Integral y = [adz.
Da d(ax) =adx ist, so folgt fd(aa:) =ax = j’adx. Man lést also das
Integral f adz einfach dadurch, daB man den konstanten Faktor vor das
Integral nimmt. Auch dieser Satz ist allgemein. Stets ist f af(x)ydx =a / f(x)dzx.
Denn da die Zeichen d und f sich gegenseitig aufheben, so wird:
dfaf (x)dz =af(x)dz und ebenso d(a[f(x)dz) =a-d[f(¥)dz =af(z)dz.
Ist also die zu integrierende Funktion mit einer Konstanten mul-
tipliziert, so kann man die Konstante als Faktor vor das Integral
setzen. Natiirlich ist es aber nicht erlaubt, einen Faktor vor das Integral-
zeichen zu setzen, der eine Funktion einer der Variabeln ist.

Wir kommen jetzt zuriick auf die Betrachtung der Integrationskonstanten C.
Es sei gegeben die Gleichung dv = g d¢ beim freien Fall. Wenn wir diese Glei-
chung integrieren, so erhalten wir fdv =0 =/g dt = g_[dt =gt-+ C oder
v =gt 4+ C. Die Geschwindigkeit zu irgendeiner Zeit ist gleich g¢ vermehrt
um die Konstante C. Um C zu bestimmen, miissen wir die Anfangsbedingurngen
betrachten. Wenn der freifallende Korper zur Zeit ¢ = 0 die Geschwindigkeit
v = 0 hatte, so wird C = 0 und die endgiiltige Gleichung lautet v = g ¢. Hier
ist jetzt die Geschwindigkeit eindeutig als Funktion der Zeit bestimmt. Aber
auch bei anderen Anfangsbedingungen ist v eindeutig bestimmt. Wenn z. B.
.der Korper in dem Augenblick, in welchem die Schwerkraft anfingt zu wirken,
bereits die Geschwindigkeit ¢ hatte, so wird fiir t =0, » = a. Dies ergibt,
in die Gleichung v = g¢ 4 C eingesetzt: a = C und schlieBlich v =g ¢ -+ a.
Hier ist demnach die Konstante C' gleich der Anfangsgeschwindigkeit a.

In shnlicher Weise lafit sich stets die Integrationskonstante eliminieren,
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und wir werden in den spiteren Anwendungen zahlreiche Beispiele ddfiir kennen-
lernen.

Fiir jetzt wenden wir uns, nachdem wir uns iiber diesen wichtigen Punkt
Klarheit verschafft haben, wieder der Integration der gebrauchlichsten Funk-
tionen zu.

Integration einer Summe oder Differenz, Integration einer ganzen
rationalen Funktion.

Es soll' der Ausdruck f (du 4 dv) berechnet werden. Da nach S. 37
du 4 dv =d(u + v) ist, so wird:

f(du-}—dv =fd(u+v) =u -+ v.

Es ist aber u = [du und v = [dwv. Infolgedessen ist f (du + dv)
—/du—{- dv oder in Worten: Das Integral einer Summe ist gleich
der Summe der Integrale der einzelnen Summanden.

Dieser Satz 1t sich erweitern einmal, indem statt einer Summe auch
eine Differenz auftreten kann; und zweitens, indem er nicht nur fir zwei,
sondern fiir beliebig viele Glieder Giiltigkeit hat. Es wird also z. B.:

J[du + dv — dw 4 dz2] = [du + [dv — [dw + [dz.

Um jetzt die allgemeine ganze rationale Funktion az® 4 bz"-' 4 ...
integrieren zu konnen, bediirfen wir nur noch des Integrals f xdx.
Wir finden es durch Umkehrung des Differentials:

da"t! = (n 4+ 1) 2*dz  oder

1 datl = a"dx.

Indem wir diese Gleichung integrieren, erhalten wir:

1 - 1
n —_f —_ n+1 Cpntl
fxdx fn—l—ldx ‘n+1x

Man erhilt demnach das Integral f 2"dz, indem man den Exponenten
von z um eine Einheit erhéht auf » 4 1. Da beim Differentiieren dieser Ex-
ponent als Faktor im Zshler auftritt, so muB er bei der Integration im Nenner
gesetzt werden, da nur dann aus:

1
n _— 7+ 1
fx dx—n lx

durch Differentiieren folgen kann:

1 1 n+1
d( n+1) — n+1l ="
P e 71 5
wie es die Definition des Integrals erfordert.

Durch dieses Integral sind wir in den Stand gesetzt, jede ganze rationale
Funktion zu integrieren.

Es sei z. B. gegeben:

y=axz®+bx+ec.
Es wird:
b x?

f(ax"‘-}— bx + ¢)dx = ax3dx+/bxdx+/cdx_—-—+—+cx+0

Wir haben hier ausnahmsweise einmal die Konstante C hinzugefiigt. Fir
gewdhnlich wollen wir sie der Bequemlichkeit wegen bei den algebraischen

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 5
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Operationen auslassen. In einem speziellen Problem ist ihr Wert jedoch aus
den oben angegebenen Griinden von grofler Bedeutung und es ist stets notwen-
dig, auf sie Riicksicht zu nehmen.

Als weiteres Beispiel wihlen wir wieder die Gleichungen des freien Falls.
Es war ds =vdt und da v =gt ist, so wird ds = gtd¢. Durch Integration
erhalten wir hieraus s = f gtdt =g / tdt 1 gt? 4+ C. Dies ist das bekannte
Galileische Fallgesetz (S. 39), das wir hier durch einfache Integration ab-
geleitet haben.

Als urspriingliche Gleichung hatten wir dv = g¢ und daraus fanden wir
v = f gdt =gt + C,. Jetzt wollen wir aber C, nicht gleich Null nehmen,
sondern C,, das glelch der Anfangsgeschwindigkeit ist, habe den Wert a. Da-
durch wird die Gleichung fiir Wegelement ds:

ds =(gt+ a)dt und s =f(gt—{—a)dt
Die Auflosung des Integrals ergibt:
s =[gtdt + [adt =1 gt®+ at + C,.
Mit andern Worten: Es treten infolge der zweimaligen Integration in der end-
gultigen Gleichung zwei Integrationskonstanten ¢ und C, auf, die durch die
Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Jede neue Integration liefert eine neue
Konstante. Und wenn wir beachten, dal die Gleichung des freien Falls auch
2

in der Form -‘;T: == g geschrieben werden kann (S. 53), so ersehen wir daraus,
dafl die Integration einer zweiten Ableitung zwei Konstanten liefern muf.
Ebenso liefert eine dritte Ableitung drei, eine nte Ableitung n Integrations-
konstanten. 1

Weitere Integrationen. Die Formel / dx = Py

"+l gilt auch fir

negative, ganze, sowie fiir positive und negative gebrochene Exponenten, da
ja auch das Differential, aus dem es abgeleitet ist, dafiir gilt. Es ist also z. B.:

1
f—dx —f ‘4dm=—-—x‘4+1 —535

DafB dies richtig ist, zeigen wir durch Differentiieren. Es wird:

-1 1 . =3 ., 1
d(3x3) gl =—grt =

Um die Anwendbarkeit fiir gebrochene Exponenten zu zeigen, integrieren wir:
f Vz-da.

/ﬁ- dz = [ aldx = jabtl=2ax .
Auch hier bestitigen wir das Resultat durch Differentiieren. Es ist:

d@-x}/x) ——dxr———— at =7z .

Einen wichtigen Sonderfall erhalten wir, falls n = —1 wird, falls also

Es wird:

. . . 1 . .
zu integrieren ist f = d z. Hier wird:

x-1+1 20 1
_1- = — = e == — = .
/x dz S 0 0+0 oo + C
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Trotzdem ist das Integral nicht gleich unendlich, da man fiir C den Wert
— oo einsetzen kann. Man erhilt dann f % =00 — 00, eine sog. unbestimmte

Form. Wir haben solche Formen nicht behandelt, wollen hier aber hinzufiigen,
dafl es Methoden gibt, mit deren Hilfe solche unbestimmte Ausdriicke sich
berechnen lassen!). In dem vorliegenden Falle kénnen wir den Ausdruck
unabhéngig von solchen Methoden bestimmen, wenn wir beachten, dafl d Inx

=%dx ist (S. 45). Aus dieser Gleichung folgt durch Umkehrung das obige

Integral:

dx
—=Inz.
x

Es ist eins der in den physiko-chemischen Anwendungen am meisten ver-
wendeten, Integrale, und es sei deshalb ausdriicklich noch einmal darauf hin-

gewiesen, dafl es in keinem Gegensatz zu der Formel f 2"dx = !
steht, sondern auch daraus durch Bestimmen des Ausdrucks 4 oo — oo sich

ableiten liefle.

Bevor wir gebrochene rationale Funktionen untersuchen, wollen wir einige
_ transzendente Funktionen integrieren, da dieses zum Teil durch einfache Um-
kehrung ausfiihrbar ist.

xn+1

Aus der Formel d(;l:—) =Inz.dz, folgt flna: cde = :%,

ferner aus d(e®) =¢*-dx /e"dx =e".
Aus d(a®) = a®In a dz folgt
T T
d(l—a———> = a*dx und daraus / acdx = il .
na Ina
Aus dcosx = — sinzdzx erhilt man /sinx dx = — coszx.
Und aus dsinx =coszdz /cosx dx = sinx
. o dx dx
SchlieBlich aus d tgx = pw—ry. f por e tgx.

Dies sind die wichtigsten elementaren Integrationsformeln.

Die Integration durch Substitution.

Da es fir die Integration keine allgemeine Regel gibt, so ist die einzige,
urspriingliche Integrationsmethode die durch Umkehrung. Es lassen sich
aber auf die so erhaltenen einfachen Formeln andere Integrale zuriickfithren,
und zwar kommen hierfiir vornehmlich 3 Methoden in Frage: 1. Die Substi-
tutionsmethode. 2. Die Methode durch Zerlegung und 3. Die Methode der
partiellen Integration.

Wir wollen alle drei Methoden an einigen typischen Beispielen besprechen.

1) Vgl z B. Kiepert - Stegemann.
5*
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Es sei z. B. zu berechnen f (@ + z)2dx. Dieses Integral 1ift sich durch
die Substitution @ 4+ x = ¢ auf eine einfachere, uns bereits bekannte Form zu-
riickfithren. Es ist namlich (¢ + z)2 =¢2 und.d(¢ + z) =dz =dt. Durch
die Substitution wird also [(a + x)2dx = [$2dt =} 3. Jetzt setzen wir
wieder fiir ¢ riickwiirts @ + x ein und erhalten schlieBlich:

f(a—{-a:)?dx:a}(a—{—x)S.

Durch eine &hnliche Substitution 16st man auch die Integrale f &%—9{‘1}
dx

a—x

Beif de
a

und

= setzen wir a +z =t und dx = dt, so daBl wird:

- = Int =In(a + 2).

. d . . . .
Bei /a, xx setzen wir ¢ — z = ¢. Hier wird aber — dx = dt und in-

dx

— X

folgedessen f

Es ist klar, daB sich fiir die Ausfithrung derartiger Substitutionen keine
allgemeine Regel geben 1aBt. Es hangt viel von der mathematischen Geschick-
lichkeit und von der Ubung im Integrieren ab, geeignete spezielle Substitutionen
aufzufinden.

= —Int = — In(a — 2).

Auf die Form der letzten Integrale [ d—tt lassen sich alle diejenigen Ausdriicke
J
zuriickfiihren, deren Zahler das Differential des Nenners ist. Wenn namlich

/ f (;;Ld zu berechnen ist, so setzt man f(x)=t. Dadurch wird f(z) dz = dt
und folglich f f= )dx = f at =Int =In f(x In den obigen Fillen war

f(z) dz einfach glelch dxz. Besonders elegant ist diese Substitution aber,
wenn kompliziertere Ausdriicke vorliegen. So lassen sich die Integrale f tgx
«dx und [cotg dxnach diesem Schema behandeln.

Es ist:
/tgxdx _fsma: do — _-/ — smx
0S T cosx

Hier ist der Zihler das Differential des Nenners, ndmlich —sin xzdx
=dcosx. Wenn wir also cosx = tsetzen, so wird:

ftgxdx= —fit = —Int= —ln(cosx).

Ebenso 16st man j cotgrdx. Es wird f cotgrda = [ —— .
Setzt man sinz = ¢, so wird di = cosz dz und folglich:
fcotgx dx =/%f = In¢ = In (sinz).

Diese Beispiele mogen geniigen, um das Prinzip der Substitutionsmethode
zu erldutern.
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Die Zerlegungsmethode.

Diese Methode erreicht ihr Ziel, indem sie einen Ausdruck, dessen Integral
zundichst nicht bekannt ist, in einfachere, leicht integrierbare Summanden zer-
legt.

Thr Prinzip erkennt man an dem Integral f ——2—@&—5 . Der Bruch —; 5
%2 —a? %2 —a

laBt sich leicht in die beiden Partialbriiche —l—( 1
2\t —a 2x2-+a

man durch Ausmultip]izieren bestitigen kann. Es wird folglich'

e P el Fr i e
xz——a?- 2alz—a x—i—a} *T%allr—a z+a

Jeder einzelne dieser Summanden ist durch Substitution leicht zu in-
tegrieren und man erhilt schlieBlich:

d 1 ‘ 1 —_
@ 3ghE—a) — @ a]=g o

Hier ist jetzt der Ort, auf die S. 27 beschriebene Partlalbruchzerlegung
zuriickzukommen. Wir unterschieden dort unecht und echt gebrochene ra-
tionale Funktionen und fanden, daf§ die unecht gebrochenen sich stets in eine
ganze rationale und eine echt gebrochene Funktion zerlegen lassen. Da wir aber
bereits imstande sind, jede beliebige ganze rationale Funktion zu integrieren,
so bleibt uns nur noch die Aufgabe zu l6sen, eine echt gebrochene Funktion zu
integrieren. Gelingt uns auch dieses, so kénnen wir jede gebrochene rationale
Funktion integrieren.

Nun haben wir frither gezeigt, daB eine echt gebrochene Funktion sich in

Partialbriiche von der Form

) zerlegen, wie

zerlegen 1a8t. Jeder einzelne dieser Partial-

briiche ist aber durch Substitution # — ¢ = ¢ zu integrieren und infolgedessen
ist die Aufgabe, eine gebrochene rationale Funktion zu integrieren, zuriickge-
fithrt auf die Partialbruchzerlegung der betreffenden Funktion. Damit ist zu-
gleich erklirt, weshalb die Partialbruchzerlegung von so groBer Bedeutung ist.

Als Beispiele wihlen wir die gleichen, die wir bei der Partialbruchzerlegung
berechnet haben. Wir ersparen dadurch die erneute Partialbruchzerlegung der
Funktion, die ja stets nach dem gleichen Schema vollzogen wird.

Es soll also integriert werden:

1 _ 1 [ 1 . 1 }
@—z)(b—2) b—ala—ax b—=zl
Folglich wird:

1 [ dz dx]
@—2)b—2) b—alla—2a b—=x

1 1, b—
=—__—a-[—1n(a-x)+1n(b—x)]=b_alna_z.
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Man erhilt also:
/ dx 1 b— =
= In .
@—2)b—2) b—a a-—=x
Die ganze Schwierigkeit der Integration liegt demnach hier in der Partial-

bruchzerlegung. Wir wollen auch das zweite Beispiel auf S. 28 integrieren.
Es ist:

f Tecx+d _“ac+d dx bc+df
(@a—x)(b—2) a—bJa—=zx a—bJb—
Daraus ergibt sich sofort:
cx+d _ _ac+d c+d
@—2z)(b—2) a— ln( - )_ __bln(b—-x).

Nur eine Bemerkung wollen wir noch hinzufiigen. Falls im Nenner einer
gebrochenen rationalen zwei oder mehrere gleiche Faktoren stehen, die Funk-
ax+ b
(@—2)? (b — )
Verfahren zur Partialbruchzerlegung nicht mehr anwendbar. Man muf dann
anders verfahren, um die Zerlegung zu bewerkstelligen. Obwohl in der chemischen
Kinetik derartlge Funktionen haufig auftreten, wollen wir sie hier trotzdem nicht
mehr behandeln. Es geniige, auf dJese besondere Schwierigkeit aufmerksam

tion also beispielsweise lautet, so ist das S. 28 mitgeteilte

|
zu machen. Der einfachste Fall einer derartigeni Funktion ———— ist neben-

(@ — x)

bei durch Substitution leicht zu integrieren. Man setzt ¢ — « = tund do = — dt.
Es wird dann:
Adz . dt At-2+r 4 A
/(a—x = —afGo—afrra- - ST
oder
[ Adx 4
j(a—-x)2 Ta—z’

Die partielle Integration.

Auch diese Methode hat ein groBes Anwendungsgebiet. Sie beruht auf dem
Ansatz, den wir S. 57 fiir das totale Differential abgeleitet haben. Es war dort
du-v) =v-du+ u-do.

Durch Integration folgt daraus:

w-v=[v. du+ [udv oder [u-dv=u-v— [vdu.

Dadurch ist also das Integral f u dv zuruckgefuhrt worden auf das Integral
] v-du. Ist es nun méoglich, w und » so zu wihlen, daB dieses zweite Integral
auflosbar ist, so ist damit gleichzeitig die Losung des Integrals f - dv ge-
funden.

Einige Beispiele mogen den einzuschlagenden Weg erliutern.

1. Es soll integriert werden: [Inz - dz. de

Wenn man hier ¥ = Inz und dv = dx setzt, so wird du = —undv =z,
so dafl man erhalt: z
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Das zweite Integral ist jetzt sehr einfach zu lésen und es wird:
f]nx-dx =zlnz —z=2z(nx — 1).
Um die Ergebnisse zu bestitigen; priifen wir, ob in der Tat:

d[xInzx — x]

iz = Inzist.
Es wird:
d(z - Inx) dInx dx
= . . — = Inz.
P x P + Inz e 14 Inx
Ferner:
dz = —1, Also wird Mljv—:—gﬂ=1~{-1nx~l=lnx.
Tdz dx

2. Um wenigstens an einem Beispiel zu zeigen, welch manmgfaltlge Kunst-
griffe gerade bei dieser Methode verwendet werden, integrieren wir f cos?z - dx.

Es liegt nahe, cosx dx = dv und folglich cos x = u zu setzen.

Dadurch Wird:

v = fcosx- dx = sinx und du = —ginz - dzx,
so daf3 .
/coszx -dx =sinz . cosz + fsinzx dex. (1)

Hier ist zunéichst keine Vereinfachung eingetreten, da f sin%z dx ebenso
schwer "16sbar ist, wie das urspriingliche Integral [cos?r.dx. Man gelangt
aber zum Ziel, wenn' man den Satz sin2x -+ cos?r = 1 benutzt Dann wird
fsmzx dr = f(l — cos2x) dx = x — [cos2x dx.

In Gleichung (1) eingesetzt, ergibt dies:

fcosza: dx =sinx.cosx + x — fcoszx -dx
‘oder schlieBlich - ‘
" fcos%dx:%sinx-cosx—{-%x.

Aus den bisher angefithrten Beispielen kann man zur Geniige ersehen, daf
es in speziellen Fillen haufig recht schwierig sein kann, eine vorgelegte Funktion
zu integrieren. Es hat deshalb im Rahmen dieses Buches wenig Zweck, fir diese
oder jene Funktion ihre Integration durchzufithren. Falls es sich nicht um
rationale Funktionen handelt, die wir nach den fritheren Darlegungen allgemein
integrieren kénnen, sind wir in einem besonderen Fall doch fast immer vor eine
neue, individuell zu behandelnde Aufgabe gestellt. Wir werden dann die Losung
an der betreffenden Stelle im Text mitteilen. Hier wird es vorteilhafter sein,
einige wichtige allgemeine .Begriffe der Integralrechnung zu erliutern.

Die geometrische Bedeutung des Integrals.

Als treibende Faktoren bei der Schaffung der Differentialrechnung hatte
das. Tangentenproblem und das Problem der Maxima und Minima gewirkt.
Nur nebenbei wollen wir erwahnen, daB historisch auch die Aufgaben der Me-
chanik, vor allem die Behandlung des freien Falls entscheidend mitgewirkt
haben. Fiir die Integralrechnung insbesondere ist aber von Bedeutung gewesen
die Aufgabe, den Flicheninhalt von Figuren zu bestimmen, die durch beliebige
Kurven begrenzt werden. Dieses Problem hatte bereits griechische Geometer
beschiftigt. Es war vornehmlich die sog. Exhaustionsmethode, die hierbei
als Vorstufe der Integralrechnung groBe Dienste geleistet hatte und die z. B.
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bei der Berechnung des Kreisinhaltes verwendet wurde. Ihr Wesen bestand
darin, daff man in den Kreis ein n-Eck hineinzeichnete und zeigte, daBl mit
Unendlichwerden von n der Inhalt des Vielecks sich mehr und mehr dem Kreis-
inhalt annaherte, dieser also durch das Vieleck erschopft wurde.

In der Weiterbildung der Exhaustionsmethode beruht die Anwendung
der Integralrechnung auf geometrische Probleme.

Bisher hatten wir die Integration geometrisch so ausgelegt, daB eine Kurve

y = f(x) gesucht werden solle, deren Tangente % = f'(x) gegeben ist. Hier

repriasentierte die Kurve y = f(x) das Integral. Zu einer wesentlich davon

abweichenden Auffassung kommen wir, falls wir y = f/(x) als Kurve zeichnen

und fragen, welches geometrische Gebilde jetzt dem Integral / ydx = f f(x)dx
entspricht.

Auf alle Falle muB8 das gesuchte Gebilde F' die Eigenschaft haben, daB

sein Differential dF = y dx ist. Es geht nun aber aus der Abb. 33 deutlich her-

vor, daB y dx das Element einer Fliche ist. Die Fliche,

die von der Kurve RS und von der X-Achse begrenzt

wird, wichst nimlich um so mehr mit der X-Achse,

um so groBer y ist. Oder anders ausgedriickt, y ist das

Wachstumsma8 der Fliche F und deshalb %% =y
Wir wollen uns mit der anschaulichen Darstellung
dieses wichtigen Satzes nicht begniigen, sondern ihn
strenger beweisen. Zu diesem Zweck ziehen wir durch
die beiden Kurvenpunkte P und @ Parallelen zur X-
und Y-Achse und erhalten dadurch die Schnittpunkte
A4, B,C und D. Jetzt ist zundchst klar, daB die zwi-
schen der Kurve und der X-Achse gelegene Fliche M N PD eine Funktion
von z ist, da sie mit x sich vergroBert. Wir setzen F = g(x), Unser Ziel mufl
jetzt sein, nachzuweisen, daB dF = y dx ist.
Es ist
MNQC =F 4 AF =g(zx + A=)
und infolgedessen
PQCD =g(x + dz) — g(z) = dg(x).

Wir haben nun durch unsere Hilfslinien zwei Rechtecke konstruiert, von
denen PBCD < PQCD und AQCD > PQCD ist. PBCD ist aber =y, - Ax,
wenn man DC mit Ax bezeichnet. Und AQCD ist =y, dx.

Daraus folgt y, Ax < Ag(x) < y, Az oder indem man durch Az dividiert:

AF
Y .<'Z;<."/z~

Jetzt gehen wir zur Grenze iiber und lassen dx = dx werden. Dadurch

wird %, =y, =y und folglich muB auch ar =y werden, da es zwischen
¥, und y, liegt. dz
Es ist
dF
i
In Worten: Das Differential der Flache dF ist gleich ydx.
Durch Integration folgt hieraus F = f ydzx.

oder dF =ydz.
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Wir hatten den Satz nur fiir eine ansteigende Kurve bewiesen. Er gilt
aber, wie wir nicht weiter ausfithren wollen, fiir einen beliebigen Verlauf der
Kurve.

Seine Tragweite ist ohne weiteres ersichtlich. Das alte Problem der ,,Qua-
dratur der Kurven‘, der Berechnung des Flacheninhaltes eines Ebenenstiickes,
das von einer beliebigen Kurve der Gleichung y = f(x) begrenzt ist, laBt sich
zuriickfithren auf die Losung des Integrals f ydez.

Bestimmte Integrale.

Indessen bediirfen diese Betrachtungen noch einer Erginzung. Durch
y - dz ist nur das Wachstum der Fliche gegeben, der unendlich schmale Flichen-
streifen mit den Seiten y und dz. Durch Integration erhalten wir daraus ein
endliches Flichenstiick F = f ydz oder genau genommen F = [ ydx 4+ C.
Die Konstante C ist nur abhéngig von der Lage der P
X-Achse, so daBl bei einer gegen das Koordinaten-
system festliegenden Kurve F = / ydx ist. - Aber
durch diesen Ausdruck ist noch keineswegs eine
bestimmte Flache definiert. Erst wenn wir den
Fliachenstreifen zwischen der Kurve und der X-
Achse, Abb. 34 durch Parallelen zur Y-Achse ab- -
grenzen, erhalten wir eine bestimmte Flache 4 A’BB’. : X
Dies miissen wir noch in unserem Ausdruck f ydz Abb. 84.
zur Geltung bringen, und wir tun dies in der Weise,
daB wir Grenzen des Integrals einfithren. Der kleinere Wert von & = , gilt
dabei als untere Grenze, der groBere x =z, als obere Grenze und man

schreibt f ydz.
zy Ty

Man nennt [ydx ein unbestimmtes und fydx ein bestimmtes

£21
Integral. Ist fir f ydz die Lésung F (x) gefunden, so gibt man die Grenzen
durch die Schreibweise [F(x)]7: an.

Fiir x =0 als untere Grenze ist f ydx gleich dem Flichenstiick 44’CC”,
0
das durch die ¥-Achse und 4 4’ im Abstande x = a begrenzt wird. Ebenso
b
ist dann ([ ydz = BB'CC’. Es ist folglich

b b a
ABBA’ =afydx =.-0[ydx _Ofydx,

d. h. man berechnet ein bestimmtes Integral, indem man den Wert des
Integrals fiir die untere Grenze von seinem Werte fiir die obere Grenze
abzieht. Ebenso ist [F ()], = F(b) — F(a). Durch die Einfiihrung der be-
stimmten Integrale ist also die Quadratur der Kurve eindeutig gelost. Aber
auch alle anderen Anwendungen der Integralrechnung fithren auf bestimmte
Integrale, wobei dann die Grenzen sich aus der Natur der Aufgabe von selbst .
ergeben. :

Wenn wir also z. B. beim freien Fall s = f gtdt = }gt? gefunden haben,
so ist dieses eigentlich ein unbestimmtes Integral. Es wird dadurch zu einem
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bestimmten, daB wir stillschweigend als untere Grenze ¢ = 0 gesetzt haben,
so daB also s = [} gt2]. wird = }g¢? — 0. Wollen wir dagegen den zwischen
der Zeit t; =a und ¢, = b durchlaufenen Weg s berechnen, so wird

b
s=[gtdt =[}gt*L. = §gb* — }ga*.

Einige Siitze iiber bestimmte Integrale. Sowohl aus der geometrischen
Deutung des bestimmten Integrals, wie auch aus seinem analytischen Ausdruck
folgen zwei Satze, die bei dem Rechnen mit bestimmten Integralen haufig gute
Dienste leisten.

Der erste Satz besagt, daB man die obere Grenze gegen die untere
vertauschen darf, wenn man gleichzeitig das Vorzeichen &andert.

Es ist namlich

b

[t@dz =1®) — f@).
Und ’

ff (2) dz = f(@) — }(b) = —[f(5) — (@)
Daraus folgt

ff’(x)dx = —faf'(x)dx
a b

Geometrisch bedeutet dies, daB ein Flichenstiick, das durch das Fort- -
schreiten der Y-Ordinate in der Richtung der positiven X-Achse erzeugt wird,
als positiv gerechnet wird; dagegen als negativ, falls es durch Fortschreiten
in Richtung der negativen X-Achse entsteht. Im ersten Fall ist das Flichen-
element dF = ydx; im zweiten Fall =y .(— dx) Der zweite Satz lautet,
daB man ein bestimmtes Integral in zwei andere zerlegen kann,
indem man zwischen die Grenzen a und b eine Grenze ¢ einschaltet,
die fiir das eine Integral die obere und fiir das andere die untere
Grenze wird.

Es wird

fbf'(x) dx =ff’(x) d +fcf’(x)dfv

Abb. 35 erliiutert diesen Satz. Aber auch der analytische Beweis ist leicht

y zu erbringen.
Es ist
T j i) dz = 16) — /(@)
/S Ferner
X b c
avh. . Jr@de =10) = f) wd  [f@)dz =) — (@)

Daraus folgt:
b b 3
fﬂ@dm:fﬂ@dw~fﬂﬂdm
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Auch hier wollen wir noch hinzufiigen, daBl der Satz unabhingig ist von
der zur Veranschaulichung gewihlten Abbildung. Insbesondere ist es nicht not-
wendig, daB ¢ zwischen @ und b liegt. Er bleibt auch richtig, wenn ¢ auBer-
halb dieser Grenzen liegt.

Das Integral als Summe.

Die Erkenntnis, daB [ydx eine Fliche darstellt, gestattet uns, den Be-
griff des Integrals wesentlich zu erweitern. Wir sahen oben (S. 72), dal y. dx
ein Streifen der Fliche F ist. Offenbar kann man aber sich die ganze Flache F
treppenartig aus solchen Streifen zusammengesetzt denken
(Abb.36). Es ist dann Fliche ABCDEFGHIK =y, Ax
+ ypdx +ys Az + y, .

In je mehr Streifen man F teilt, um so mehr wird sich
diese Fliche der Fliche F annihern, und wenn Ax = dz und
folglich die Zahl der Streifen unendlich wird, so wird das
treppenformige Gebilde die Fliche F ,erschépfen®. Dann
ist aber F = f ydx. Man kann sich also f ydz als die Summe
von unendlich vielen Streifen ydx denken, deren jeder un-
endlich schmal ist. ydz ist aber das zu integrierende Differential und folglich

b

ist f ydx nichts anderes als die Summe der unendlich vielen, zwischen a und b

a
gelegenen Differentiale..

Diese Erweiterung des Integralbegriffes ist allgemein. Sie gilt nicht nur
fiir eine Fliche, sondern fiir irgendeine GréB8e. Zugleich wirft sie ein neues Licht
auf den frither benutzten Begriff des Elementes Dieses ist nichts anderes als
ein infinitesimaler Summand. So ist eine Kurve zusammengesetzt aus Langen-
Elementen ds; eine Fliche aus Streifen y dz; ein Korper aus Volumelementen
dv; eine Zeit aus Zeitelementen d¢ usw. Und stets ist man imstande, falls die
Abhingigkeit des Elementes von der unabhiingigen Variabeln gegeben ist,
durch Integration alle die unendlich vielen Elemente zu summieren und aus
den Elementen die GroBe des endlichen Gebildes abzuleiten. Dabei konnen dann .
auch gegebenenfalls zwei und mehrfache Integrationen not-
wendig werden. Um z. B. ein Raumgebilde zu berechnen,
berechnet man. zunichst eine Fliche, indem man F = f ydx
bildet. Diese Flache bildet aber ihrerseits dann wieder ein
Element des Raumgebildes und es muBl durch nochmalige
Summierung der unendlich vielen, unendlich schmalen Raum-
streifen, d. h. durch nochmalige Integration das Raumgebilde
gefunden werden. » B X

Im folgenden wollen wir zur Erliuterung einige einfache Abb. 37.
Aufgaben l6sen: :

Beispiele: 1. Es soll die Fliche berechnet’ werden, die von der Parabel
y2 =2px, der im Abstande x = 8 gezogenen Y-Koordinate und von der
X-Achse gebildet wird.

Es soll also die Fliche O 4 B berechnet werden. Es wird

[o4 A

8 8
OAB =0fydx 20/ 2px-dx.

Zunichst losen wir das allgemeine Integral j]/ 2px-dx.
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Wir erhalten

f}/ﬁ:;: dx—}/—/}/—dx—]/'fx!dx_——]&p jat =Zz)2px.

Daraus folgt

04B =3[x}2pals =§-8-Y16p =¢1p.
Gleichzeitig sehen wir aus dem allgemeinen Integral 3z }2pz, dafl die
von der Parabel umschlossene Fliche F =%z.y ist, da y =}2px. Die

Fliche O A B verhalt sich also zum Rechteck 0CAB =z -y, wie 2 : 3.
2. Es soll die Fliche 4 A’ BB’ der Abb. 38 berechnet

4 werden, wenn die Kurve eine gleichseitige Hyperbel
4 z - y = k darstellt.
Z3
Wieder ist F = ] ydx, wo OB =z, und
B8 7 _
04’ =z, ist.
ol A 8 x k
Abb. 38. Jetzt ist y = - und folglich

ry

F =f k'xd” — k- [Ina]? = k(nz, — Inz,) = kln =2
- Setzt man 0A’ =z, =1, so wird AA’BB' =F =klnz, Es stellt

also F den natiirlichen Logarlthmus des Argumentes A’B’ = x, dar. Wie man
sieht, wichst Inz erheblich langsamer als x .

3. Wenn Z—m =k(a— x)‘ die Reaktionsgeschwindigkeit nach dem Gesetz

der Massenmrkung ist, so soll berechnet werden, Welche Zeit ¢, verflieBt, bis
die Hilfte der Anfangsmenge a umgesetzt ist.

Es wird dz
a—

(@ —z)+C. Fallst=0,

soll noch keine Substanz umgesetzt sein. Es ist also fiir ¢ = 0 auch & = 0 oder
0 =—Ina+C.
Durch Einsetzen von C = Ina erhalten wir

kt =Ilng —In(@a —2) =In

a—=x
Um jetzt die Zeit ¢, fiir den halben Umsatz zu erhalten, brauchen wir nur

a .
noch z= ) zu setzen. Dann wird

kt;, =In =In —i— In2,
Y 2
oder
1
t1= 7{;1112.

Die Zeit fiir den halben Umsatz ist hier also unabhéngig von der Anfangs- .
konzentration @. Sie ist nur abhéngig von der Reaktionskonstante k, und zwar
ist sie um so groBer, je kleiner £ ist.
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Die Integration eines vollstindigen Differentials.

Bisher hatten wir uns ausschlieflich mit solchen Integralen befafit, in
denen nur eine unabhingige Variable vorkam. Fiir unsere spiteren Betrach-
tungen in der Thermodynamik miissen wir noch kurz auf das Verhalten von
Funktionen eingehen, die zwei unabhéngige Variable enthalten.

Falls u = f(x, y) ist, so sahen wir frither (S. 57 ), dal das totale Differen-

ou :
0

. (2 .
tial du =%a dx + ” dy ist.

Wenn also ein Ausdruck M (z, y) dxz + N (x, y) dy gegeben ist, so entsteht
die Aufgabe, u als Funktion von x und y so zu bestimmen, daf M (x, y) dx
+ N(z- y) dy = du ist. Diese Aufgabe ist aber nur unter ganz.bestimmten
Voraussetzungen losbar, namlich nur dann, wenn M (x, y)dz + N (z,y) dy
in der Tat ein totales Differential darstellt. Hierhin liegt ein wesentlicher Unter-
schied gegeniiber der Integration eines einfachen Differentials f'(x) - dx .

Wir wollen nicht entwickeln, wie das Integral w = f(z, y) aus dem totalen
Differential berechnet wird. Wohl aber wollen wir die Integrabilitatsbe-
dingungen feststellen, und wir betrachten zu diesem Zwecke das Differential

ou
ou ou 6 oz
du=—dx+ —dy. Wenn wir hier bilden, so 148t sich beweisen,
ox Jdy dy
o[o
0
daB sich der gleiche Wert ergibt, als wenn wir 65 berechnen.
Ist z. B. f(z,y) =aa®+ b2y +cy+d, so wird:
of
of dx
L= ¢? 2- —
PP a2+ 2bxy?  und iy 4bxy.
of 5y
L 2 =
7y 2bx?y + ¢ und Ep 4bxy.

Es ist also in der Tat
a%f 0%
0xdy Oydzx '
Dies gilt fiir jedes totale Differential. Damit also ein Ausdruck M (z, y)

dx 4 N (z, y) dy ein totales Differential darstellt, mufl die Bedingung erfillt
sein:

OM(x,y) ON(z,y)
dy 0z
Ohne diese Gleichung gibt es keinen Wert w = f(z, y), dessen totales Dif-
ferential M (x, y) dx + N (x, y) dy ist. Physikalisch ist diese Integrabilitdts-
bedingung haufig von groBer Bedeutung, auch wenn es nicht nétig ist, » = f(x,y)
wirklich zu berechnen. Wenn es ndmlich aus physikalischen Griinden sicher
ist, daB ein Ausdruck M (x,y) dz + N (x,y) dy ein totales Differential ist,
so folgt daraus sofort die Beziehung:
OM(x,y) ON(z,y)
oy ~ dx
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Beispiele:
1. Es soll untersucht werden, ob (322 + 8zy)dx -+ (422 + 3y)dy ein
totales Differential ist!).

Es ist hier
Mz,y) =322+ 82y und N(z,y)=422+3y.
Ferner
an(x, gy wa Ny _ .
oy oz
Der Ausdruck stellt also ein totales Differential dar. Es sei hinzugefiigt, daB
v =2a%+ 422y + y® + C wird, woraus sich durch Differentieren du als der
obige Ausdruck ableiten liBt.
2. Es soll untersucht werden, ob
2ax+bdby+c)yde+(bx+2my+ n)dy ein totales Differential ist?)

Hier wird
OM(z,y) O0Rax+by-+ec)
= =b.
0y oy
Und
ON(@,y) _00z+2my+mn) _,

Ox Ox
Die Integrabilitatsbedingung ist also auch hier erfillt. Man erhilt

u=a2*4+brxy+tczx+my+ny-+0C.

Bei beliebigen Funktionen M (x,y) und N (2, y) wird natiirlich im allge-
meinen die Integrabilititsbedingung nicht erfiillt sein. Wenn sie aber besteht,
8o ist sie nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend far die Existenz einer
Funktion 4 = f(z, y).

Bei dem zweiten Wiarmesatz machen wir spater hiervon Gebrauch, indem
wir davon ausgehen, daB das Differential ds der Entropie ein totales Differential
sein muf.

1) Vgl. Kiepert - Stegemann, Integralrechnung S. 408.
%) Vgl. Kiepert - Stegemann, Integralrechnung 8. 104.



I. Der Zustand der Materie.

Wohin wir in der Natur auch blicken, erscheint uns die Kérperwelt in drei
Aggregatzustanden nimlich im gasférmigen, fliissigen und festen. Obgleich
wir mit der festen Materie weitaus am vertrautesten sind, gehorchen die Gase
und Flissigkeiten viel einfacheren Gesetzen als jene, eine Tatsache die uns auf
den ersten Blick vielleicht nicht sofort einleuchtet, die jedoch wissenschaftlich
aufler jedem Zweifel steht. Von den letzten zwei Aggregatzustinden, nimlich
dem gasférmigen und fliissigen, folgen wiederum die Gase einfacheren Regel-
méBigkeiten, wenn auch der Physiker von heute zwischen diesen beiden Zu-
stinden der Materie keine Wesensverschiedenheit mehr kennt, seitdem némlich
die kontinuierliche Uberfithrung der Gase in den flissigen Zustand und umgekehrt
ohne besondere Schwierigkeiten gelingt. Doch haben diese beiden Zustinde
noch mehr Gemeinsames, insbesondere die leichte Verschiebbarkeit ihrer Teile
gegeneinander, wodurch sie sich vom festen Aggregatzustand ganz wesentlich
unterscheiden. Bringt man ferner ein Gas iiber ein anderes, spezifisch schwereres,
so finden wir nach Verlauf einer gewissen Zeit, daB sie sich trotz ihrer verschie-
denen Dichte und entgegen der Schwere miteinander vollstindig gemischt haben.
Die gleiche Erscheinung aber finden wir bei zwei miteinander mischbaren
Flussigkeiten wieder und bezeichnen dieselbe in beiden Fillen als Diffusion.
In den Diffusionserscheinungen aber erblicken wir eine kriftige Stiitze fiir jene
sowohl bereits in der alten griechischen Philosophie, als auch in unserer modernen
Wissenschaft angesehene und auBergewdhnlich fruchtbare Theorie, welche die
Annahme macht, daBl die Materie eine diskontinuierliche Beschaffenheit be-
sitzt und aus kleinsten Teilchen, Atomen oder Molekiilen zusammengesetzt
ist. Die dauernde Bewegung dieser kleinsten Teilchen wire demnach die Ur-
sache der Diffusion. Auf diese wichtige Frage kommen wir weiter unten zu-
riick und gehen jetzt iiber zur Besprechung der Eigenschaften der Gase.

1. Der gasformige Zustand.

Die Erkenntnis, daB nicht jede luftférmige Materie die gleichen chemischen
Eigenschaften besitzt, sondern daB sie auf verschiedene Weise entstehen und
gich verwandeln kann, ist in der Geschichte der Chemie sehr spit aufgetreten.
Es ist das Verdienst des beriihmten Iatrochemikers van Helmont (1577 bis
1644), die Verschiedenheit der Luftarten erkannt und den ,,unbekannten Geist*,
der beim Eindschern von Holz entwich mit dem Namen Gas bezeichnet zu
haben. Freilich konnte man mit Gasen so lange nicht erfolgreich operieren, bis
man es gelernt hatte, Gase aufzufangen und aus einem Gefifl in das andere
iiberzufithren. Robert Boyle (1626—1691) ist es gewesen, dem es gelungen
ist, ein grundlegendes Gasgesetz zu entdecken, das gewdhnlich mit seinem
Namen in Verbindung mit dem Mariottes, der das gleiche Gesetz 17 Jahre
spiter unabhiingig von Boyle wieder entdeckte, genannt wird.
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Das Gesetz von Boyle.

Boyle bediente sich eines U-Rohres, das einen offenen und einen geschlos-
senen Schenkel besaB. In dasselbe brachte er ein Gas, das er mit Quecksilber
in den geschlossenen Schenkel sperrte. Das Gas stand unter dem Druck des
Quecksilbers. Wurde so viel vom letzteren in den offenen Schenkel nachgefiillt,
daB sich der Druck verdoppelt hatte, so ging das Volumen des Gases auf die
Hilfte zuriick. Mit anderen Worten, der Druck ist dem Volumen umgekehrt
proportional. Wir werden uns in der Folge stets bemiithen, wenn irgendwie
moglich, dergleichen experimentelle Befunde in eine algebraische- oder analy-

z tische Form zu kleiden. Das Gesetz von Boyle lautet demgemal3:
T p:p =0 v, , )
in welcher Gleichung p und » die in beliebigen Einheiten ausdriick-

baren Grofen fir Druck und Volumen bedeuten. Dem Druck p

entspricht das Volumen v, dem Druck p’ das Volum v’. Aus der

Gleichung ergibt sich: ‘
pv=9p""v,

oder anders formuliert:

p v = konstant = k.

0 Abb. 89. ™ Y In Worten ausgedriickt lautet das Gesetz wie

folgt: bei einer und derselben Tempe-

ratur ist das Produkt aus Druck und Volumen eines beliebigen
Gases eine konstante Grofe.

Auf S. 25 haben wir erfahren, daf das konstante Produkt zweier verinder-
lichen GréBen als eine gleichseitige Hyperbel dargestellt werden kann, und
zwar als eine, deren Asymptoten die beiden Koordinatenachsen sind. Die
Isotherme eines Gases wird somit die Gestalt der Abb. 39 besitzen:

Das Gesetz von Gay-Lussae.

Ein zweites grundlegendes Gasgesetz verdankt seine Entdeckung Gay-
Lussacim Jahre 1802. Es driickt die Abhéngigkeit des Druckes und Volumens
von der Temperatur aus. Wir bringen ein Gas in den geschlossenen Schenkel
unserer U-Roéhre unter einem bestimmten Druck und sorgen dafiir, dafl die
Temperatur des Gases um 1° erhoht werde. Das Gas dehnt sich.um einen be-
stimmten Betrag aus, der Druck, unter welchem es gestanden hat, bleibt je-
doch der gleiche. Bei der Messung finden wir nun, dafl die Ausdehnung des
Gases genau 435 des fritheren Volumens betrigt. Diesen Bruch wollen wir
den Ausdehnungskoeffizienten eines Gases nennen und ihn der Kiirze
halber mit & bezeichnen. Gehen wir mit der Temperatur um 2° in die Héhe,
80 betrigt die Ausdehnung 2 «, fiir ¢ Grade £ oc. Algebraisch ausgedriickt, wird
das neue Volumen » bei einer Erhohung der Temperatur um ¢ Grade

v=v+vat=v (14 «t)

betragen, wenn wir vom Volumen 2’ ausgegangen sind.

Erwirmen wir das Gas und verhindern dabei seine Ausdehnung, indem wir
in den offenen Schenkel des U-Rohres Quecksilber nachgieBen, so dafl das
urspriingliche Volumen 2’ erhalten bleibt, so wird der Druck erhoht und zwar
im Betrage des nachgefiillten Quecksilbers. Wir finden, daBl auch die Druck-
zunahme pro Temperaturgrad & = 544 betrigt. Der Ausdehnungskoeffi-
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zient ist somit gleich dem Druckkoeffizienten. Bei einer Erhshung der
Temperatur um ¢ Grade gelangen wir zum mit dem obigen analog hergeleiteten
Ausdruck:

p=p (1 +at),
wo p’ den Druck bedeutet, von welchem wir ausgegangen sind.

Sowohl die Abhéingigkeit des Volumens als auch des Druckes von der Tem-
peratur stellen also lineare Funktionen dar. In der Formel

v=0v+vat
ist v eine konstante GroBe a, v' o eine ebensolche GroBe b. Setzen wir statt
des Verinderlichen ¢ das Zeichen «, statt 4 aber ¥, so erhalten wir den Ausdruck

y=ax+b.

Diesen Ausdruck kennen wir als die Gleichung einer Geraden von S. 15 her.
Fragen wir uns, was aus dem Ausdruck

v=v (1+at)

wird, wenn wir fiir die Temperatur ¢ den Betrag —273° wahlen. Offenbar muB
jetzt die rechte Seite der Gleichung verschwinden, d. h. 0 werden. Somit wird
nach dieser Gleichung das Volumen v bei ¢ = —273° gleich 0 und dasselbe
konnen wir auch von Druck p behaupten, wenn wir fir ¢ = — 273 in der
Gleichung

p=p (1+«%)
substitutieren.

Es miiite somit nach dem Gesetz von Gay - Lussac das Volumen und
der Druck eines beliebigen Gases bei —273° = 0 werden, ein unvorstellbarer
Zustand, dem ausschlieBlich eine abstrakte Bedeutung als mathematische
Extrapolation zukommt. Physikalisch lieBe sich dieser Zustand nicht reali-
sieren. Man bezeichnet die Temperatur —273°C. als den absoluten N ullpunkt;
er bietet in rechnerischer Hinsicht gewisse Vorteile, weshalb wir ihn in unseren
folgenden Erorterungen zu diesem Zweck gebrauchen wollen.

Nach dieser Zéhlung ist die Temperatur des schmelzenden REises gleich
+273°, jene des siedenden Wasser +373° usw. Diese absolute Temperatur
wird mit 7' bezeichnet, wobei selbstverstindlich

T=t- 273.

Die Zustandsgleichung der Gase.

Unsere néichste Aufgabe ist es, eine Gleichung ausfindig zu machen, die
imstande ist, die Beziehung zwischen dem Volumen und Druck eines Gases
bei einer beliebigen Temperatiir zu versinnlichen. Wir suchen also eine Funktions-
gleichung folgender Form:

'U=f(p,T),

wo | das Symbol der Funktion, 7' die absolute Temperatur bedeutet.

Um unser Ziel zu erreichen, kénnen wir uns der Gleichungen von Bo yle
und Gay-Lussac bedienen. Die erstere sagt uns, daB das Produkt pv bei gleich-
bleibender Temperatyr konstant ist; bei Anderung der Temperatur nehmen
dagegen Druck und Volumen in gleichem MaBe zu oder ab, so daB wir zur
Gleichung

pv =V (1 + at)
Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 6
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gelangen. Die gewiinschte Beziehung haben wir hierdurch bereits zum Ausdruck
goebracht, da aus der Gleichung folgt, daB3

v =pV[p(l + «1),
welcher Ausdruck nichts anderes ist, als die Funktion

v=f (»,1).
Es bleibt nur noch’iibrig, ¢ durch die absolute Temperatur 7' zu substituieren.
In diesem Falle miissen wir ¢ durch 7' — 273 ersetzen. Also ist

pv =pV [l + 5t5 (T — 273)]

Cp'T
Pv="g13 -

Diese letzte Gleichung aber stellt die Funktion v = f(p, T') vor. Wie wir wissen,
sind p’ und v’ Druck und Volumen des Anfangszustandes bei einer bestimmten
Temperatur 7. Die Wahl dieses Anfangszustandes steht in unserer Macht
und wir werden offenbar jenen wihlen, der uns am geeignetsten erscheint.
Nach Ubereinkunft wihlen wir die sog. normalen Bedingungen, als Temperatur
die des schmelzenden Eises, namlich 4 273°; als Druck eine 760 mm hohe Queck-
silbersdule vom Querschnitt 1 gem. Durch die Wahl dieser beiden GroBen ist
das Volumen o’ bereits bestimmt, wie dies aus der Gleichung

v=f(p,T), {folglich auch o =f(p’, T")

/.
E%:)—T ist der Faktor g—;—; offenbar eine
Konstante, die wir mit r bezeichnen wollen. In dieser Form ist r vorldufig
eine universelle Konstante: sie bezieht sich auf die Einheitsmenge eines
Gases, wobei uns noch frei steht, als Einheitsquantum eine uns passende
Gewichtsmenge zu bestimmen. Diesen Schritt wollen wir vorderhand noch
nicht unternehmen und begniigen uns mit der vorlaufigen Form der Zustands-

gleichung

oder

hervorgeht.
In der Zustandsgleichung pv =

pv=rT.

Dagegen wollen wir schon hier auf einen Umstand hinweisen, der uns aller-
dings erst im letzten Abschnitt, d. h. in der Thermodynamik naher beschéftigen
wird. Der Ausdruck pv besitzt niamlich die Dimensionen einer Energie, und
zwar von mechanischer Arbeit. Nach den Gesetzen der Mechanik kénnen wir
diese als das Produkt von Kraft X Weg ausdriicken. Wenn sich ein Gas unter
einem Druck p um das Volumen » ausdehnt, so leistet es gleichzeitig die Arbeit
pv. Da das Volumen als Weg X Flache aufgefaBt werden kann, so ist pv
— Kraft X Weg X Fliche und stellt einen Betrag von Volumenenergie vor.
Diese Beziehung der energetischen Anderungen zum Gasgesetz soll hier deshalb
erwiahnt werden, weil wir durch ihre Existenz in der Lage sind, die hier em-
pirisch gefundenen Gasgesetze von energetischen Gesichtspunkten ausgehend,
d. h. aus den Gesetzen der Thermodynamik, abzuleiten. :

Begriff des idealen Gases.

Wenn wir in den vorhergehenden Darlegungen den Gasgesetzen eine ab-
solute Richtigkeit zuerkannten, so machten wir gleichzeitig die stillschweigende
Voraussetzung, bei den Verinderungen des Druckes und der Temperatur ge-
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wisse Grenzen nicht zu iiberschrei-

ten. Das Gesetz pv =T stellt in

Wirklichkeit das Ideal einer Gesetz-

miBigkeit vor, dem sich die Gase je

nach ihrem individuellen Verhalten

mehr oder weniger nihern kénnen,

sofern man die hierfiir nétigen Be-

dingungen innehélt. Die Gase zeigen

aber eine Abweichung von diesem

Gesetz, sobald man sie Drucken, bzw.

Temperaturen aussetzt, die jenseits

dieser Grenze liegen. Zunichst lassen

sich die meisten Gase bei niederen

Drucken stirker zusammendriicken, als dies dem Gesetz von Boyle, p v = kon-

stant, entspricht. Die Konstante wird ndmlich unter diesen Bedingungen

kleiner; ist der Druck p gegeben, so mu8 das Volumen v geringer werden, und
- das Gas wird sich also stirker komprimieren lassen, als es dem Gasgesetz ent-

spricht. Da pv eine Konstante ist,

so muB in einem Koordinatensystem,

dessen Abszisse die p-Werte, dessen

Ordinate aber die Werte von pv dar-

stellt, die pv-Kurve mit der Abszisse

horizontal verlaufen. Das folgende

Diagramm (Abb. 40) zeigt uns das

Verhalten der Isothermen von Was-

serstoff. Abb.41 stellt das Diagramm
- des Stickstoffs dar. Wir sehen; da3

mit zunehmendem - Druck die pv-

Werte immer mehr zunehmen, wie

also das Gas immer schwerer kom-

primierbar wird. Schon bei ganz kleinen Drucken ist also der Wasserstoff kein

,ideales Gas* mehr. In shnlicher Weise sehen wir in Abb.42 die Isothermen der

Kohlensiure nach Amagat. Das Verhalten dieses Gases ist noch eigenartiger,

da hier die pv-Kurven, besonders bei niederen Temperaturen, durch ein Minimum

gehen. Die gestrichelte,

wie man sieht parabolisch

verlaufende Kurve ver-

bindet die Punkte der Mi-

nimaauf deneinzelnen Iso-

thermen und es lieB sich

durch Extrapolation be-

rechnen, daB diese Parabel

die pv-Achse bei T'=909°

schneidet. Erst oberhalb

dieser Temperatur verhélt

sich dieKohlenssure sowie

Wasserstoff bei Zimmer-

temperatur. Ein der Koh-

lensiure #hnliches Ver-

halten weisen Stickstoff,

Methan, Athylen usw. auf.

6*
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Im allgemeinen werden sich die Eigenschaften eines Gases denen eines
idealen Gases um so eher nahern, je hoher die Temperatur und je geringer der
auf dem Gas lastende Druck ist.

Bevor wir zu den Erwigungen ibergehen, die einerseits eine geniigende
Erklirung dieser Abweichungen vom Gasgesetz gestatten, andererseits aber
auch die Aufstellung einer Zustandsgleichung viel allgemeinerer Natur zulassen,
wollen wir uns mit dem Verhalten der Gase bei verschiedenen Drucken und
Temperaturen befassen, insbesondere aber mit den Kondensationserschei-
nungen.

Die Kondensationserscheinungen.?)

Nachdem es im Jahre 1787 gelungen war, Ammoniakgas zu verfliissigen,
und zwar durch Anwendung von hohen Drucken, ferner einige Jahre spater (1800)
die Kondensation desselben Gases bei tiefer Temperatur erreicht wurde, sprach
Faraday die Vermutung aus, daf} sich alle Gase verfliissigen lassen, wenn nur
die Abkiihlung tief genug ist.

Am Anfang des 19. Jahrhunderts untersuchte Cagniard de la Tour
das Schicksal des fliissigen Zustandes bei hohen Pressionen. Es wurde Alkohol
und Ather in Réhren eingeschmolzen und die Fliissigkeit erhitzt. Sie dehnten
sich bei dieser Gelegenheit mehr und mehr aus, wurden spezifisch leichter,
bis plotzlich bei einer fiir jede Flissigkeit charakteristischen Temperatur die
Oberflache der Flissigkeit verschwand und die Rohre mit einem vollstindig
durchsichtigen ,,Dampf‘‘ gefiillt war. Kiihlte man wieder ab, so kondensierte
gich der Dampf alsbald zu einem Nebel, der sich sodann zu Tropfen verdichtet
hatte. Die betreffende Temperatur wurde die kritische genannt und man sah,
daB bei derselben die Fliissigkeit ihrer ganzen Masse nach in Dampf umgewan-
delt wurde.

Um diese Verhaltnisse besser zu verstehen, stellen wir folgenden Versuch
an. Wir nehmen einen Zylinder (Abb. 43), der wie die Zeichnung zeigt, oben

mit einem verschiebbaren Kolben versehen ist. Wir fiillen
in denselben etwas Wasser und bringen ihn sodann in ein
Heizbad, das auf 100° erwidrmt ist und diese Temperatur
wihrend des Versuches stets beibehilt. Wir wahlen die Tem-
peratur von 100° nur deshalb, weil hier das Wasser bei ge-
wohnlichem Druck (760 mm) siedet, wogegen wir bei niedri-
geren Temperaturen Minderdrucke anwenden miilten, was
fiir unsere Zwecke unbequemer wire.

Nachdem wir den Apparat ins Bad.getaucht haben, nimmt er die Tem-
peratur desselben an, das darin befindliche Wasser dehnt sich aus, wobei der
Stempel gehoben wird. Sobald das Wasser die Temperatur 100° angenommen
hat, befinde sich dieser bei ». Von jetzt ab verwandelt sich das Wasser in Dampf
und es sei der Stand des Stempels nach seiner volligen Verdampfung +'. Der
ganze Raum im Innern des Zylinders ist in diesem Stadium des Stempels mit
Dampf gesittigt. Es ist das Volumen des gesittigten Dampfes v'. Nunmehr
heben wir den Stempel bis zum Volumen »” des Zylinders. Wir erreichen hier-
durch, daB der Inhalt des letzteren nicht mehr mit Dampf gesittigt ist, ferner
daf dieser den dem Volumen v”, sowie der Temperatur 100° entsprechenden
Druck p” besitzt. In diesem Zustande wird der Dampf den Gasgesetzen
gehorchen, die wir oben kennengelernt haben. Wir gehen mit dem Stem-

1) Zum Spezialstudium empfehlen wir: J. P. Kue nen, Zustandsgleichung und
Kontinuitétstheorie, Braunschweig 1907.



Der gasférmige Zustand. 85

pel bis zum Volumen v’ hinunter und erreichen dadurch wieder den Raum der
Sattigung, wo der Druck bei Wasserdampf von 100° 760 mm betragen muB.
Driicken wir jetzt den Stempel bis etwa v, hinab, so wird folgendes eintreten:
ein Teil des Dampfes wird sich wieder zu Wasser kondensieren und der Raum
tiber dieser Flissigkeit wird weiterhin mit Dampf gesittigt bleiben. Folglich
bleibt auch der Druck von 760 mm weiter bestehen. Beim Volumen v, wird
der gleiche Vorgang stattfinden usw., bis das Volumen wieder auf » hinunter-
gesunken ist. Trotz der Volumenverkleinerung von »" auf » blieb also in diesem
Gebiete, in welchem Fliissigkeit und Dampf nebeneinander bestehen, der Druck
konstant und betrug 760 mm. Mit dem Volumen » aber haben wir das des
fliissigen Wassers bei 760 mm erreicht. Ein weiteres Herabdriicken des Stem-
pels stoft auf einen enormen Widerstand, weil die Kompression einer Fliissig-
keit ungeheuer starke Drucke erfordert.

Wir finden als Ergebnis dieses Versuches, dal zwischen dem eigentlichen
Gaszustand, in welchem das System den Gasgesetzen gehorcht und dem fliis-
sigen, sich ein Gebiet befindet, in welchem Dampf und Fliissigkeit nebenein-
ander bestehen und wo der Druck vom Volumen unabhéngig ist. Das Intervall
v’ — v, welches, wie wir sehen, der Volumverringerung beim Durchschreiten
des Sattigungsgebietes entspricht, ist nun je nach der Temperatur ganz ver-
schieden weit. Es gibt aber eine Temperatur, wo diese Differenz = 0 wird
und der Zustand der gesittigten Dimpfe somit ganz ausbleibt. Bei dieser Tem-
peratur geht das Gas seiner ganzen Masse nach in Flissigkeit tiber, ohne daf3
zundchst ein zweiphasiges (d. h. inhomogenes) System, bestehend aus Fliissig-
keit und Dampf, wie beim Wasserdampf von 100°, entsteht. Es geschieht
dieser kontinuierliche Ubergang eines Gases in eine Fliissigkeit bei der sog.
kritischen Temperatur. Das Volumen v’ = v = v; nennt man das kri-
tische Volumen und den Druck, der
diesem Volumen entspricht, p;, den
kritischen Druck.

s ist Andrews (1869) gelungen,

alle diese Erscheinungen bei einer und
derselben gasférmigen Substanz, beim
Kohlendioxyd nachzuweisen. Abb. 44
zeigt uns ein Druckvolumdiagramm die-
ses (Gases in verschiedenen Temperatur-
gebieten. Betrachten wir zunichst die
oberste Isotherme, namlich die von 48°.
Hier herrscht das Gasgesetz, denn wie
man bemerkt, stellt die Kurve mit groBer
Annsherung eine gleichseitige Hyperbel
vor.

Ein ganz verschiedenes Verhalten
erblicken wir bei der untersten Isotherme
von 13°. Ganz rechts sehen wir ein
Stiickchen von der Gaskurve, mit einem
Male jedoch tritt ein Knickpunkt auf
und der Druck bleibt trotz der bedeuten-
den Volumabnahme konstant: die Isotherme verliuft parallel zur v-Achse.
Dieser konstante Druck ist der Dampfdruck des Kohlendioxyds bei 13°.
Dieses Gebiet ist das der gesittigten Dimpfe, von welchem wir oben beim Was-
serdampf gehort haben. Der neue Knickpunkt links zeigt uns an, daBl kein
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Dampf mehr vorhanden ist und das ganze Volumen von fliissiger Kohlensiure
ausgefiillt wird. Dementsprechend steigt die Isotherme von hier ab ganz steil
in die Hohe. Ahnliche Verhaltnisse treffen wir bei 21,5° an, mit dem Unter-
schiede, dafl hier das Gebiet der gesittigten Dampfe bedeutend schmiler ge-
worden ist, und wir finden, daB diese Abnahme mit steigender Temperatur
immer mehr zunimmt, bis endlich bei 81,1 ° gar kein Sittigungsgebiet mehr auf-
tritt und das Gas seinem ganzen Volumen nach verflissigt wird. Diese Tempe-
ratur ist somit fiir Kohlendioxyd die kritische. Oberhalb derselben li8t sich
dieses Gas, wie man aus dem Diagramm sofort ersieht, bei Herstellung noch so
hoher Drucke nicht verflissigen. Die kritische Isotherme beriihrt in diesem
Punkte die in der Zeichnung sichtbare gestrichelte Kurve, die das Sittigungs-
gebiet umschlieBt und die wir Sattigungskurve nennen wollen. Im kritischen
Punkte haben also gesittigter Dampf und Flissigkeit das gleiche Volumen,
sie sind gleich dicht, kurz identisch; jeder Unterschied zwischen Dampf und
Flussigkeit hat aufgehért. Erhitzen wir eine Fliissigkeit auf ihre kritische
Temperatur, so wird, sobald sich der kritische Druck eingestellt hat, der Menis-
kus der Fliissigkeit ganz verschwinden, als Zeichen dessen, da8 sie kontinuierlich
in den gasférmigen Zustand iibergefithrt wurde.

Man pflegt den Zustand oberhalb der kritischen Isotherme den Gaszustand
zu nennen, rechts von der Sattigungskurve Dampf und links von ihr Fliissig-
keit. Es bedarf keiner besonderen Erérterung, daBi diese Bezeichnungen rein
willkiirlicher Art sind. Da wir einen Punkt kennen, in welchem jeder Unterschied
zwischen dem gasférmigen und fliissigen Zustand aufhért, so miissen beide als
verschiedene Formen eines und desselben Zustandes, namlich des fluiden, an-
gesprochen werden. Je nach dem AuBendruck ist bei der kritischen Temperatur
eine Masse bald homogen fliissig, bald homogen gasférmig. Es ist der Gedanke
recht naheliegend, daB es unter diesen Umstinden eine GesetzmiBigkeit geben
muB, die beiden Zustinden Rechnung trigt, d. h. sowohl fir den fliissigen, als
auch fiir den gasférmigen Zustand Giltigkeit besitzt. Will man ein ahnliches
Gesetz, eine allgemeine Gleichung des fluiden Zustandes ausfindig machen, so
diirfen wir nicht mehr bei rein empirischen Betrachtungen stehenbleiben, son-
dern miissen bestimmte Begriffe einfithren, die uns gestatten, ein Bild vom
inneren Bau der Materie zu entwerfen. Es gibt mehrere Moglichkeiten, um dieses
Ziel zu erreichen, mindestens jedoch zwei, ndmlich die Aufstellung von thermo-

Kritische Daten.

C°. Atm.
Substanz . & -~ o (Emnelto—o d;zso X;)é;)d. Gases bei
Ather . . . . . .. 197,0 35,768 0,01584 (Batelli)
Athylalkohol . . . . 243,6 62,76 0,00713 (RamsayundYoung)
“Aldehiyd . . . .. . 181,5 (van der Waals)
Chlor .. . . . . . . 141,0 83,9 (Dewar)
Essigséure . . . . . 321,6 57,11 0,0066 (Young)
Kohlendioxyd 30,92 77,0 0,0066 (Andrews)
ohlendioxy: . 31.35 72.9 (Amagat)
Methylalkohol . . . . 240,0 78,63 (Young)
Sauerstoff . . . . . —118,0 50,0 (v. Wroblewsky)
Schwefelwasserstoff . 100,0 88,7 (Olszewsky)
. Wasserdampf . . . . 364,3 194,61 0,003864 (Batelli)
Wasserstoff . . . . . { _ gi? bis (Dewar)
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dynamischen Betrachtungen, ferner die Annahme, daf die -Materie aus
kleinsten Teilchen, Atome, bzw. Molekiile genannt, aufgebaut ist. Die thermo-
dynamische Theorie soll uns erst im letzten Abschnitt beschéftigen. Auch die
Atomhypothese, sowie die Molekulartheorie kénnen erst spiter entwickelt
werden, indessen wollen wir bereits hier die Vorstellung annehmen, wonach
alles, was wir mit dem Namen Materie bezeichnen, diskontinuierlich beschaffen
ist, d. h. aus kleinen, selbstéindig existierenden, weiter nicht teilbaren Teilchen
aufgebaut, die wir als Molekiile bezeichnen.

Die kinetische Theorie.

Die Vorstellung, dal die gasformigen Stoffe aus Molekiilen bestehen, die
sich wie starre und dennoch absolut elastische Kiigelchen verhalten, ist schon
recht alt und stammt von Bernoulli (1738). Ansehen gewann sie jedoch
erst in der Mitte des 19. Jahrhunderts, als Clausius in der Bewegung dieser
kleinen Teilchen zugleich die Briicke zwischen mechanischer Energie und Wéarme
fand, eine Anschauung, die durch weitere geistvolle Untersuchungen von Ma x-
well, Boltzmann u. a. eine Vervollkommung erhielt.

Wir stellen uns also vor, daBl die Molekiile eines Gases absolut elastische-
Kiigelchen sind, die aulerdem im Vergleich zum Volumen des Gases zunéchst
bloB einen sehr geringen, vernachlissigbaren Raum fiir sich in Anspruch neh-
men, sich fortdauernd in fortschreitender Bewegung befinden. Es sei hier gleich
bemerkt, da3 neben dieser Translationsbewegung man noch Rotations-
bewegungen der Molekiile, ferner auch schwingende Bewegungen der
chemischen Atome innerhalb des Molekiils, soweit nimlich mehratomige Gase
in Frage kommen, annehmen muf, doch spielen diese Bewegungsarten bei
unseren jetzigen Betrachtungen keinerlei Rolle und kommen erst bei der
Behandlung der inneren Energie der Molekiile in Frage. Da wir gegenwirtig
nur die durch den Druck sich nach aufen kundgebende Energie in Erwigung
ziehen, miissen wir nur mit der Translationsbewegung der Teilchen rechnen.

Es sei die Masse eines solchen Molekiils m und ihre Zahl sei in der Volum-
einheit n. Ferner machen wir die Annahme, daB sich alle diese #» Teilchen mit
der Geschwindigkeit u fortbewegen. Die BewegungsgroBe eines Teilchens ist
in diesem Falle nach den Gesetzen der Mechanik mu.

Fir » Teilchen betrigt dieselbe #» m u. St6Bt das Teilchen an die Wand des
Gefafes, die wir uns senkrecht zur Bewegungsrichtung der Teilchen vorstellen
wollen, so gibt es wegen seiner vollkommenen Elastizitidt jener von seiner Be-
wegungsgrofe nichts ab, sondern es kehrt die Bewegungsgrofie einfach um,
d. h. sie &ndert ihr Vorzeichen. Ihre Anderung betrigt somit beim AnstoB8en
mu —(—mu) =2mu. Fir n Teilchen wird diese GréBe 2 n m u sein. Der
Teildruck, den diese n Teilchen in der einen Dimension des Raumes auf die
Flacheneinheit ausiiben, ist daher

p=%+-%-2nmut=%nmud.
(Der Bruch } kommt daher, weil wir von den'3 zueinander senkrechten Dimen-
sionen des Raumes auf eine beziehen; ferner ist bei der Ableitung zu beriick-
sichtigen, daB "die lebendige Kraft -= } . BewegungsgréBe - Geschwindigkeit.)

Die Annahme, da8 alle n Teilchen die gleiche Geschwindigkeit besitzen,
ist selbstredend unhaltbar, schon deshalb, weil die Teilchen unterwegs anein-
ander stoBlen, so daB im allgemeinen alle denkbaren Geschwindigkeiten vor-
kommen werden. Maxwell hat jedoch auf Grund der Wahrscheinlichkeits-
rechnung den Nachweis geliefert, daB wir wohl berechtigt sind, eine bestimmte
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mittlere Geschwindigkeit anzunehmen, welcher wir, sozusagen einen stati-
stischen Wert beimessen diirfen. Wenn die Statistik sagt, da} in einer Stadt
1 aller Bewohner Arbeiter sind, so werden wir diese Behauptung kaum bestétigt
finden, wenn wir auf der StraBe gehend, willkiirlich 3 Menschen herausgreifen.
Bei 10 Menschen wird die Ubereinstimmung bereits befriedigender sein, noch
besser bei 100 Individuen und sie ist vollkommen, wenn wir alle Einwohner
der Stadt beriicksichtigen. Ahnlich verhilt es sich mit den Molekillen. Je
grofler die Gruppe ist, die wir herausgreifen, um so genauer stimmt die an-
genommene mittlere Geschwindigkeit, deren mittleres Quadrat @2 ist. Es ist
der Teildruck
p=%-nmus,
Es sei im Volumen v die Gesamtzahl der Teilchen N, so ist # = N/v und
folglich
pv==%4.-Nmu?.

Weil aber N m nichts anderes ist als die Masse der in Rechnung gezogenen
Molekiile, die wir mit M bezeichnen, so ist

pv=1%.-Ma?;
wenn wir diese Gleichung wie folgt schreiben:

pv==%.% Ma?,
so heifit dies in Worten ausgedriickt: das Produkt von Druck (pro
Flicheneinheit verstanden)und Volumenist gleichdem £ Teile
der mittleren lebendigen Kraft der Masse aller Molekiile.

Andererseits sagt uns das Gesetz von Boyle, daBl das Produkt pv bei

konstanter Temperatur unverinderlich ist. Folglich ist auch die lebendige
Kraft (kinetische Energie) der Molekiile konstant, d. h. unabhéangig von
der Verdiinnung des Gases und wird nur durch die Temperatur bestimmt.
In der Sprache der mechanischen Wiarmetheorie (Thermodynamik) heifit dies
so viel, daBl der Energieinhalt eines Gases unabhéngig von der Verdimnung ist.

Das Gesetz von Avogadro.

Gewisse, erst in spiteren Kapiteln (S. 287) niher entwickelbare Er-
scheinungen auf dem Gebiete der chemischen Umwandlung der Gase haben
Avogadro im Jahre 1811 auf den Gedanken gebracht, daB gleiche Volumina
jedes (ases, unabhingig von seiner chemischen Natur, bei gleichem Druck
und gleicher Temperatur gleich viele kleinste Teilchen, d. h. Molekiile, enthalten
miissen. Diese nach dem Entdecker benannte Hypothese ist in der Folgezeit
eine der fruchtbarsten Lehren in den Naturwissenschaften geworden und eine
der wichtigsten Fundamente unserer heutigen Chemie.

Es ist uns bekannt, daB das Volumen eines Gases die Funktion zweier
Verinderlichen, des Druckes und der Temperatur ist: » = f.(p, 7'). Haben wir
also fiir diese zwei GroBen einen bestimmten Wert festgelegt, so ist das Volumen
auch bestimmt. Die Gleichung der Funktion ist das uns ebenfalls geldufige
Gasgesetz pv = r T', und hieraus ist v = r T/p. Wollten wir nun durch Ein-
setzung von p und 7', fir die wir 760 mm Hg, bzw. 0° C als Normaldruck
und Normaltemperatur bestimmen, aus dieser Gleichung v berechnen, so
wiren wir vorldufig in groBler Verlegenheit, denn wir kennen den Wert von 7
noch nicht, das wir bisher als eine universelle Konstante hingestellt haben.
Wir miissen daher zunichst fiir 7 einen bestimmten Wert festsetzen und dies
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erreichen wir durch Bestimmung des Gewichtes des Gases, das wir bei 0° unter
760 mm bringen. Erst durch Festlegung der beispielsweise in Grammen aus-
gedriickten Gewichtsmenge wird r eine zahlenm#fig ausdriickbare Konstante.
Es ist ja klar, daB wir von vornherein jede beliebige Gewichtsmenge bei 0°
unter 760 mm Druck bringen kénnen.

Bei der Beantwortung der Frage, welches Gewicht wir fiir ein Gas wihlen
sollen, lassen wir uns von gewissen Gesichtspunkten der Atomtheorie leiten,
aus der ja auch das Avogadrosche Gesetz hervorgegangen ist. Sobald wir
namlich diese Gewichtsmenge fiir ein einziges ideales Gas festgesetzt haben, ist
es auch fiir alle iibrigen Gase dieser Art bestimmt, weil wir ja im Sinne der
Hypothese von Avogadro in gleichen Volumina verschiedener Gase bei gleichen
Auflenbedingungen (Druck, Temperatur) gleichviel Teilchen oder Molekiile
voraussetzen. Die Atomtheorie zwingt uns, fiir Sauerstoff das Gewicht von
32 Grammen anzunelimen. Diese Menge aber nimmt bei 0°,760 mm, das Volu-
men von 22,4 Litern ein. Diese bezeichnen wir ein fiir alle Male als Normal-
volumen, das mit dem Normaldruck und Normaltempelatur zusammen die
Normalbedlngungen bildet.

Um Wasserstoffgas unter Normalbedingungen zu bringen, missen wir
2,016 Gramme abwiegen, oder, was einerlei ist, 2,016 g Wasserstoff nehmen
bei 0°, 760 mm das Volumen von 22,41 | ein. Fiir Kohlenoxyd, CO, betrigt diese
Gewichtszahl 28 g, fiir Kohlendioxyd, CO,, 44 g; Chlorwasserstoff, HCI, 36,458 g
usw.

Zur Erliuterung sei hinzugefiigt, dal das Gesetz von Avogadro nur dann
unbeschrinkte Giiltigkeit hiitte, wenn alle diese Gase sich wirklich als ideale Gase
verhielten, d. h. dem Gasgesetz ohne Einschrinkung Folge leisteten. Dies ist
aber, wie wir bereits vernommen haben, keineswegs der Fall, denn nicht alle
oben erwihnten Gase nehmen bei 0° und 760 mm wirklich 22,41 1 ein, sondern
um eine Kleinigkeit mehr, bzw. weniger. Diese Abweichung kann jedoch, wie wir
gleich unten héren werden, recht gut erklirt werden, und wir sind auch in der
Lage festzustellen, welches Volumen die vom Gasgesetz abweichenden Gase
einnehmen wiirden, falls sie sich ideal verhielten. Die solchermafen vorgenom-
mene Korrektur erglbt aber Zahlen, die voneinander praktisch nicht mehr
abweichen und im Mittel 22,41 1 betragen

Da nun nach dem Avoga,droschen Gesetz 32 g Sauerstoff ebenso viele
kleinste Teilchen (unter Normalbedmgungen) enthalten, wie beispielsweise
2,016 Wasserstoff, so muB sich auch ein einzelnes Tellchen beider Gase so ver-
halten wie 32 : 2 016, ohne Riicksicht auf den Umstand, daBl wir a priori gar
nicht Wissen k('innen, wie grof3 die wirkliche Anzahl'dieser Teilchen in 22,41 1
ist. Wir wollen die wirkliche Teilchenzahl mit der unbekannten GrofBlie N,
Avogadrosche Zahl genannt, bezeichnen. Das Gewicht eines einzelnen kleinen
Teilchens wire bei Sauerstoff offenbar 32/N Gramm, bei Wasserstoff 2,016/N,
usw. Da N eine sehr groBe Zahl ist, wire das Rechnen mit diesen kleinen
GroBen schon aus diesem Grunde unbequem, abgesehen davon, dal wir N vor-
laufig noch nicht mit aller Sicherheit festgestellt haben und hier noch ein
Problem der modernen Physik offen liegt (iiber Versuche, die auf eine Ermitt-
lung der Avogadroschen Zahl N ausgegangen sind, siche weiter unten). Es
ist folglich viel gegebener, statt der Gewichte der reellen Molekiile ihr Multi-
plum mit N als Molekulargewichte zu bezeichnen, weil doch in letzter Hinsicht
alles auf Verhéltniszahlen herauskommt, und es einerlei ist, ob wir fir das Ver-
baltnis der Molekulargewichte des Sauerstoffs und Wasserstoffs 32 : 2,016 oder
aber 32/N : 2,016/N setzen.
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Was wir also in der Zukunft Molekulargewicht nennen werden, ist gar
nicht das Gewicht des wirklichen Molekiils, d. h. jenes kleinen Teilchens mit
der mittleren- Geschwindigkeit #%, sondern das Grammgewicht der Summe
samtlicher Teilchen in 22,41 1. Dieses Gewicht heift zum Unterschiede vom
wirklichen Molekulargewicht Grammolekulargewicht oder abgekiirzt Grammol
- (auch Grammolekiil). 1 Grammol Sauerstoff =32 g.

Einfiihrung der Gaskonstante.

Wir sind weiter oben zur Zustandsgleichung der Gase gelangt, die in der
Form
pv=rT

die Tatsache zum Ausdruck bringt, daBl das Produkt p v, das, wie schon er-
wihnt, die Dimensionen einer Energie, der Volumenergie, besitzt, der Tempe-
ratur proportional ist. Die Proportionalititskonstante » haben wir als eine uni-
verselle Konstante bezeichnet, da ' ’

7.7

_pv
=913

und wir noch die Menge des Gases in Gewichten bestimmen miiBten, um der
Konstante einen bestimmten Zahlenwert zu verleihen. Zu diesem Zweck wihlen
wir das Grammolekulargewicht, welches bei 7' = 273° ({ = 0°) das Volumen
22,41 1 einnimmt. Erst hierdurch haben wir der Konstante 7 einen bestimmten
Wert R gegeben, welcher =1 % = 0,08207 betrigt. R bezeichnen wir
in Zukunft als Gaskonstante.

Wir kéonnen R auch in absoluten MaBeinheiten ausdriicken.. Statt 1 Atm. als
Druckeinheit und 11 als Volumeneinheit wihlen wir fiir erstere 1 dyn pro qem,
fiir letztere aber 1 ccm. In diesem Falle ist

22,41
273
~ Unsere Zustandsgleichung gewinnt also die Form:
pv=RT =0,08207 T .
Da aber p v die Dimensionen einer Arbeit besitzt, so wird, wenn wir als Arbeits-
einheit die Grammecalorie einfithren
R =83,19-108 : 41,89 . 10% = 1,985 cal. (1 cal. = 41,89 Erg.)

Zwischen dem Molekulargewicht M einer gasférmigen Substanz und ihrer
Dichte gibt es nach dem Gesagten keinen Wesensunterschied. Beide werden
definiert als die Grammgewichte eines bestimmten Volums unter Normalbe-
dingungen von Druck und Temperatur.

Zu unserer aus der kinetischen -‘Theorie abgeleiteten Formel

3 Mu?
p v= . 2 ’

R =176-.13,596 - 981 . = 83,19 - 108 Erg.

zuriickkommend, wo wir nunmehr unter M das Grammolekulargewicht zu ver-
stehen haben, sehen wir, daBl die Beziehung gilt:

2 Mu?
3 S )
) RT
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Diese Gleichung besagt somit, daBl die mittlere lebendige Kraft des Grammole-
kiils mit der Temperatur in direkter Proportionalitit steht. Erhoéhen wir die
Temperatur eines Gases, fithren wir ihm Wérme zu, so wird jedem Grad Erhéhung
ein bestimmter Zuwachs der kinetischen Energie entsprechen, und wir sehen
in dieser auBerordentlich wichtigen Beziehung eine Briicke zwischen Wirme
und mechanischer Energie in einem gasformlgen System geschlagen, ja wir
diirfen die Annahme machen, daB die einem Gase zugefiihrte Wirmeenergie,
welche den Energieinhalt desselben vermehrt, in diesem der Hauptsache nach
als Translationsenergie der Teilchen enthalten ist. Bei einatomigen Gasen ist
dies restlos der Fall; bei mehratomigen dagegen wird ein Teil der zugefiihrten
Energie fiir die Bewegung der Atome innerhalb des Molekiils verwendet, wie
schon oben erwihnt wurde.

Die Ausstromungsgeschwindigkeiten der Gase (Effusion).

Bringen wir ein Gas in ein Gef4B, das durch eine kleine Offnung mit einem
zweiten, evakuierten Gefifl verbunden ist, so ist die Anzahl der Teilchen, die
in der Zeiteinheit durch die Offnung hinausstrémt ihrer Geschwindigkeit pro-
portional. Diese aber kénnen wir aus der obigen Formel berechnen. Es ist

3RT

M

Die Ausstromungsgeschwindigkeiten zweier Gase, w; und u, ver-
halten sich somit umgekehrt, wie die Quadratwurzeln aus ihren
Molekulargewichten, folglich auch nach dem oben Gesagten, umgekehrt,
wie die Quadratwurzeln aus ihren Dichten:

uy = VM, : VM, = Yd; : Yd; .
Dieses von Graham (1846) gefundene Gesetz wurde spiter von Bunsen dahin
erginzt, da es bei der Ausstromung eines Gases in einen gaserfiillten Raum
gleichfalls Giiltigkeit besitzt.

Dafi diese Ubereinstimmung der kinetischen Theorie mit experimentell
gefundenen Erscheinungen, wie es hier im Falle der Effusion vorliegt, die groBe
Leistungsfahigkeit dieser Vorstellung, sowie der Avogadroschen Lehre, be-
kriftigen, liegt auf der Hand. Eine weitere schone Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment ergibt sich in der Frage der spezifischen- Warme der
Gase. Wir wollen diese Frage hier kurz streifen.

Die spezifische Wirme der Gase.

Es wurde zuvor erwihnt, daf die einem einatomigen Gase, bei welchem
also die innere Energie der Molekiile ganz auBer Erwigung steht, zugefiihrte
Warme zur Erhohung der Geschwindigkeit der Teilchen, ihrer lebendigen Kraft,
verwendet wird. Wir finden die Warmeenergie als kinetische Ertergie wieder.

Die spezifische Wiarme einer Substanz sagt uns, welche Wirmemenge
(in Calorien ausgedriickt) wir zufiihren miissen, um 1 g derselben von der Tem-
peratur ¢° auf (¢ 4+ 1)° zu bringen. Wir bezeichnen sie mit ¢. Wenn wir also
Mg von t,° auf ,° erwérmen, so teilen wir dem Stoff die Wiarmemenge M ¢
(ty — ;) mit.

Bei einem gasformigen Stoff kann diese Erwirmung von ¢,° auf #,° auf
zwei Arten vor sich gehen. Entweder lassen wir das Gas sich ausdehnen, so
dafl der Druck konstant bleibt, wogegen das Volumen von v, auf v, steigt oder
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aber wir sorgen dafiir, daB letzteres unveréindert erhalten bleibt, in welchem
Falle sodann der Druck von p, auf p, ansteigen wird.

Auf Grund der kinetischen Theorie konnen wir leicht die spezifische Warme
¢, eines Gases bei konstantem Druck und ¢,, die bei konstantem Vo-
lum berechnen. Dal} diese beiden nicht gleich sein kénnen, werden wir schon
im voraus erwarten diirfen, denn beim Erwirmen unter konstantem .Druck
dehnt sich das Gas aus und leistet hierbei eine bestimmte Arbeit, die ebenfalls
in Form von Warme zugefithrt werden mu8, ein Umstand, der beim Erwidrmen
bei konstantem Volumen fortfallt. Also wird ¢, bei einem einatomigen Gase
bedeutend gréBer sein als ¢, .

Bei der Erwirmung von 1 Grammol (M) Gas von ¢, ° auf ¢,° bei konstantem
Volum erhdhen wir die kinetische Energie der Teilchen von § M u? auf 1 M u?;
also ist die zugefithrte Warmemenge

Mec, (t, — t,) =?}-M(u;‘2—u2) (1)

Arbeiten wir dagegen bei konstantem Druck, so wird dem Gase aulerdem
noch eine bestimmte Energiemenge F in Form von Wirme zugefiihrt, um die
bei der Ausdehnung vom Volumen v, auf v, notwendige Arbeit leisten zu kon-
nen. Also ist

Mey (ta—t) =Mc, (o — 1) + E. (2)

Den Wert von E aber kénnen wir ermitteln. Da wir das Gas beim kon-

stanten Druck p auf v, sich ausdehnen lassen, so ist die Arbeitsleistung:

E = p(’l}t_z -— vtx) .

Wir haben ja oben vernommen, dafl das Produkt Druck - Volumen die Dimen-
sion einer Arbeit besitzt. Es ist nun ’

po, =4 Mu

und
po, =+ Mu;,
folglich
E=plw,—v)=%Mu —u) =% Mc,(ts — ¢y) .
Also ist .
Mey(ty —t) = Mey(ty —ty) + & Moy(ty — 8y),
somit
Cp =Gy + % Cy»
oder

¢, =1,67¢,. (3)
In Worte gefafit: Die spezifische Warme bei konstantem Druck ist das
1,67fache der spezifischen Wiarme bei konstantem Volumen. Diese
theoretische SchluBfolgerung steht mit dem Experiment in iiberraschendem
Einklange. Alle einatomigen Gase, vor allem Quecksilberdampf?), ferner die sog.
Edelgase der Atmosphére (Helium, Neon, Argon, Krypton und Xenon (Ray -

leigh und Ramsay) besitzen %’ =1,67. Bei mehratomigen Gasen ist dieser

v
Quotient kleiner als 1,67, und nihert sich im allgemeinen der Einheit um so
rascher, je mehr Atome das Molekiil enthilt.
Wir sind in der Lage, die spezifische Warme des Grammols eines ein-
atomigen Gases zu berechnen. Oben (S. 90) sah man, daf3

pv=%tMul=RT =1,985 T cal (4)
1) Kundt und Warburg, Pogg. Annal. 157, 353 (1876).
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ist. Ist c, die spezifische Wirme bei konstantem Volumen, so ist offenbar M c,
die spezifische Warme eines Grammols. Aus Gleichung (1) ersehen wir, daf

Mc, =} M@l — up),

wenn wir £, — £, = 1 setzen, weil sich doch die spezifische Warme auf eine Tem-
peraturerhohung um 1°C bezieht. Aus Gleichung (4) aber geht hervor, dafl

Me, =3(Mu} —ul) =3-1,985(T, — T,)cal ,
nud weil auch 7, — T, =1 ist, so ist )
Mec, =4%-1,985cal = 2,98 cal .

Folglich betragt die grammolekulare spezifische Wirme eines cinatomigen
Gases 2,98, abgerundet 3 cal. Auch diese theoretische Konsequenz steht mit
der Erfahrung in vollster Ubereinstimmung. Die zuvor erwihnten einatomigen
Gase besitzen in der Tat die spezifische Warme 3 in jedem Temperaturinter-
vall. Die 3 cal pro Mol werden bei diesen Gasen ausschliellich zur VergréBerung
der Translationsenergie, der lebendigen Kraft der geradlinigen Fortbewegung
der Teilchen in den drei Dimensionen des Raumes verwendet. Die Teilchen
diirfen sich daher gegenseitig nicht noch in Rotationsbewegungen versetzen,
denn diese wiirde weitere Energiemengen verschlingen und die spezifische
Wirme miifite in diesem Falle mehr als 3 cal betragen. Dies ist nun in der Tat
bei den zwei- und mehratomigen Gasen der Fall, die spezifische Warmen von
ca. 5 bzw. 6 Calorien besitzen. Zu ersteren gehoren Sauerstoff O,, Stickstoff N,,
Wasserstoff H,, Chlorwasserstoff HCl, Kohlenoxyd CO, Stickoxyd NO, usw.
Die beiden Atome dieser Gase vollfithren um das Zentrum des Molekiils Ro-
tationsbewegungen, die pro Mol eine bestimmte Energiemenge fiir sich be-
anspruchen und die wir sodann als innere Energie im Molekiil aufgespeichert
wiederfinden. ’

Der Wert fiir ¢, eines Grammols (somit M ¢,) folgt einerseits aus der

Formel ¢p = 1,67 - ¢, = 4,07 cal;
andererseits konnen wir das Plus an duBerer Arbeitsleistung auch der Gleichung
pv=RT =1,985 T cal
entnehmen, weil ja die Arbeitsleistung eines Grammols bei konstantem Druck
pro Grad =R sein mufBl. Daher ist:
M c, =1,985 + 2,985)= 4,97 cal 1).

Die Behandlung der inneren Energie der mehratomigen Gase setzt thermo-
dynamische Begriffskenntnisse voraus und soll daher erst im betreffenden
Abschnitt erfolgen.

Weitere Ergebnisse der kinetischen Theorie.

Wir haben vernommen, dafl die Grundlage der kinetischen Gastheorie in
der Annahme von vollkommen elastischen Teilchen besteht, die mit einer
mehrere hundert Kilometer pro Sekunde betragenden Geschwindigkeit sich
in allen Dimensionen des Raumes fortbewegen. Clausius verglich die Molekiile
mit kugelformigen Ballen. Es ist nun verstindlich, dafl diese kleinen Kiigel-
chen auf ihren Wegen miteinander dauernd in Zusammenstoe geraten, so dafl
ein Molekiil durch die immer wieder neu erhaltenen St68e nach allen Rich-
tungen des Raumes fortgeschleudert wird. So ist es erklirbar, dall Gase ver-

1) Aus den aufgestellten Formeln ergibt sich fiir ¢, — ¢, = i,99 cal pro Mol
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schiedener Zusammensetzung sich miteinander zu einem homogenen Gemisch
vermengen, ein Vorgang, der, wie schon erwidhnt wurde, als Diffusion be-
zeichnet wird. Der leichte Wasserstoff und die schwere Kohlensiure diffun-
dieren ineinander, so daB nach Ablauf einer gewissen Zeit ein gleichmaBig
zusammengesetztes Gemisch beider Gase entsteht. Allein es erfordert jeder
Diffusionsvorgang eine mehr oder weniger lange Zeit, was vielleicht dem ersten
Anschein nach unverstindlich ist, weil wir ja wissen, daB8 die Translations-
geschwindigkeit der Molekiile recht betrachtlich ist. Bedenken wir aber, da
jedes mit einer Geschwindigkeit einer Gewehrkugel fortbewegte Teilchen in
der Zeiteinheit soundso oft mit anderen Teilchen zusammensto8t und ge-
zwungen wird seine Richtung ebenso oft zu &ndern, so wird uns die langsame
Art des Diffusionsvorganges nicht weiter verwundern.

Clausius nahm weiterhin an, da der Durchmesser der Molekiile so grof3
ist, wie die Entfernung der Mittelpunkte zweier aufeinanderstoenden Mole-
kiile, dafl sich also die beiden Teilchen beim Anprall gegenseitig beriihren.
Nach Perrin?) stellen wir uns jedoch um das kugelférmige Teilchen eine mit
ihm konzentrische Schutzhiille vor, so daB die gréBtmogliche Annsherung
durch den Durchmesser dieser Schutzsphére bestimmt ist. Die Annahme
einer solchen Schutzhiille, die man z. B. sehr starken repulsiven, Kriften zu-
schreiben darf, bietet manche Vorteile, '

Das einzelne Molekiil wird somit keineswegs den ganzen Raum » ausniitzen
kénnen. Denken wir uns alle Teilchen stillstehend und nur ein einziges bewegt,
so- wird dieses von Molekiil zu Molekiil fortgeschleudert. Den Weg zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Stoflen nennen wir die freie molekulare Weg-
linge. Betrachten wir die Gesamtheit der Teilchen, so kommen wir an Hand
ahnlicher statistischer Uberlegungen, wie sie oben gemacht wurden, zum Be-
griff der mittleren freien molekularen Weglinge.

Wir haben soeben gehort, da durch die Bewegung der Molekiile ein all-
miahlicher Ausgleich einer etwaigen materiellen Verschiedenheit einzelner Gas-
schichten, eine Diffusion, bewirkt wird. Eine weitere SchluBfolgerung sagt uns,
daB ein gleiches Bestreben vorhanden sein mufl, um die Abweichungen der Ge-
schwindigkeiten, bzw. BewegungsgroBen verschiedener Schichten auszugleichen.
Denken wir uns zwei Schichten, in deren einer die Bewegungsgrofie (Masse mal
Geschwindigkeit) grofer ist als in der zweiten, benachbarten. In diesem Falle
wird jedes Teilchen, das aus der ersten in die zweite Schicht gelangt, von seiner
Geschwindigkeit etwas den hier anwesenden Teilchen abgeben miissen, wihrend
diese an Bewegungsgrofe reicher werden. Dieser Ausgleich fiithrt zu einer voll-
stindigen Homogeneitit der BewegungsgréBen in den beiden Schichten und
schlieBlich auch in der gesamten Gasmasse. Das Bestreben nach einem solchen
Ausgleich kann mehr oder weniger gro8 sein, und je nachdem spricht man von
einer geringeren, bzw. groBereninneren Reibung (Viscositét) eines Gases. Diese
148t sich auch experimentell bestimmen, und zwar durch folgende Anordnung.
Man bringt in das Gas eine glattpolierte kreisrunde Scheibe, die .m eine ver-
tikale Achse sich dreht. Hingt man nun eine zweite, dhnliche Scheibe oberhalb
der ersten an einem Torsionsfaden auf, so wird diese ebenfalls in drehende Be-
wegung versetzt. Die untere Scheibe reift die unmittelbar anliegenden Gasteil-
chen mit sich. Hatte das Gas gar keine innere Reibung, so wiirde sich der hier-
durch bedingte Geschwindigkeitsunterschied der Teilchen unendlich rasch aus-
gleichen. Dies ist aber nicht der Fall; es reiBt vielmehr die erste Schicht eine

1) J. Perrin, Die Atome (iibers. von A. Lottermoser). Dresden u. Leipzig 1914.
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zweite mit sich usw., bis auch die obere Scheibe der Bewegung Folge leisten
muB. Mit Hilfe dieser Anordnung laB8t sich die innere Reibung bestimmen.

Zwischen der Viscositit eines Gases und der freien molekularen Weglédnge
fand Maxwell den Zusammenhang. Es ist ohne weiteres einleuchtend, daf
die Wirkung eines Teilchens auf eine Schicht, in welche es eindringt, um so
groBer sein wird, von je weiter es kommt, d. h. je groBer seine freie molekulare
Weglinge ist. Auf eine ausfiihrliche Behandlung dieser Frage kénnen wir hier
nicht weiter eingehen, wollen aber anfiihren, dafl die mittlere freie molekulare
Weglinge bei Sauerstoff und Stickstoff 0,1 u betrigt und das Doppelte. fiir
Wasserstoff. Dividieren wir die aus der Formel pv =4 M w? berechenbaren
Wert von 4, der mittleren Geschwindigkeit, durch die freie molekulare Weg-
linge, so erhalten wir offenbar die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zu-
sammenstdBe im Molekiil. Diese Zahl betriagt fiir die Luft ca. 5 Milliarden pro
Sekunde. .

Die Diffusion, sowie die innere Reibung eines Gases héingen somit von
seiner freien molekularen Weglinge ab. Als eine dritte Funktion diirfen wir
die Wiarmeleitung in einem Gase betrachten. Wir haben bereits gehort,
daB die einem Gase zugefithrte Wirme als kinetische Energie der Teilchen wie-
derzufinden ist. Die Wirmeleitung aus einer Schicht in die andere besteht
somit im Ausgleich der Differenzen in der lebendigen Kraft der Teilchen.
Wir diirfen nach dem Gehorten drei Arten der Diffusion unterscheiden:
Diffusion der Materie, der Bewegungsgrofe und der lebendigen Kraft. Es ist
klar, daB alle drei Erscheinungen miteinander untrennbar verbunden sind.

Die Ermittlung der Avogadroschen Zahl N.

Einer der Erfolge der kinetischen Gastheorie besteht in der Moglichkeit,
die Zahl N, d. h. die Anzahl kleinster Teilchen in 1 Grammol, abzuschétzen,
und es sei hier der Weg dazu wenigstens dem Wesen nach beschrieben. Wir
haben zuvor vernommen, dafl man aus der experimentell feststellbaren GroSe
der inneren Reibung eines Gases die freie molekulare Weglinge L nach Ma xwell
berechnen kann. Stellen wir uns vor, daB alle Molekiile, die im Volumen » des
Grammols enthalten sind, in ihren Bewegungen plétzlich haltmachen miissen,
bis auf ein einziges Teilchen, das weiterhin von Molekiil zu Molekiil sich fort-
bewegt. Es besitze die Schutzsphiire eines solchen Teilchens den Durch-
messer D, und seine freie molekulare Weglinge sei L. Es wird somit das
Teilchen in seinem Laufe einen Zylinder vom Volumen s D2L beschreiben.
Wenn sich alle N Teilchen fortbewegen, so wird die Summe aller dieser
Zylinder N « D? L = v!), dem Volumen eines Grammols, sein miissen. Da
diese Gleichung zwei Unbekannte enthilt, so ist noch eine weitere Gleichung
erforderlich, um aus ihnen D und N zu ermitteln. Eine zweite Beziehung zwi-
schen diesen beiden GroBen ergibt sich aus dem Gesamtvolumen aller Schutz-

sphiiren, das nach der Formel des Kugelinhalts berechnet N n_6@ betragt.

Gelingt es, diese GroBe irgendwie zu bestimmen,.so haben wir die gewiinschte
zweite Gleichung. Beim ersten Anblick scheint die Moglichkeit vorzuliegen,
das nach der Verflissigung des Gases erhaltene Fliissigkeitsvolumen mit dieser
Formel gleichzusetzen. Diese Gleichung aber wiirde fiir D zu hohe Werte

1) Diese von Clausius stammende Gleichung wurde von Maxwell etwas modifiziert,

welcher statt L den etwas hoheren Wert L }/§ einfithrte. Die theoretischen Griinde dafiir
mdgen hier-nicht weiter beriihrt werden.
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ergeben, weil wir annehmen miissen, daB zwischen den Molekiilen einer Fliissig-
keit gleichfalls Zwischenrdume existieren. Zum Glick gibt uns die weiter
unten aufgestellte Gleichung von van der Waals einen Aufschlufl iiber den

D
Wert von N 31-6— , welchen Ausdruck wir B gleichsetzen diirfen, womit wir

beide notwendigen Gleichungen zur Verfiigung haben.

Am SchluB} lassen wir einige Molekulargrofien einatomiger Gase folgen,
die wir Perrin entnehmen.

Fir Argon (Grammol = 40 g, Schutzsphire B =7,5em), D =2,85.108,
N =62.102%2.

Die Masse des Sauerstoffmolekiils (0, = 32 g) = %2 =52.10-% g, die des

Wasserstoffmolekiils (H, = 1,01 g) =1,6. 10~ g usw.

Selbstverstindlich besitzen diese Werte blo3 auf eine angeniherte Richtig-
keit Anspruch, weil ja die Gleichungen von Clausius, Maxwell und van
der Waals ebenfalls nur eine angeniaherte Giiltigkeit besitzen.

Die Zustandsgleichung von van der Waals.

Wir haben S. 83 gehort, daB die meisten Gase bei héheren Drucken, sowie
niederen Temperaturen dem Boyleschen Gesetz keine Folge leisten. Im er-
steren Falle nimmt die Zusammendriickbarkeit des Gases ab, wie dies aus den
pv-Diagrammen S. 83 unmittelbar hervorgeht; bei niederen Temperaturen
dagegen werden die Gase mehr zusammendriickbar, als dies dem Gasgesetz
entsprechen wiirde. '

Es ist leicht einzusehen, daB das Volumen v eines Gases nur so lange auch
rechnerisch Geniige leistet, als das Eigenvolum (Innenraum) der Gesamtheit
aller Molekiile im Vergleich zu v vernachlissigbar ist. Je weiter-wir jedoch
komprimieren, um so mehr macht sich jenes geltend, und wenn wir schlieBlich
das Gas zu einer Flissigkeit verdichtet haben, betrigt der Innenraum nach den
Berechnungen von van der Waals den vierten Teil des AuBenraumes.
Wenn wir somit unsere molekularkinetischen Geischtspunkte auf diese Fille
iibertragen, so miissen wir zur Einsicht gelangen, dafl das Volumen eine Korrek-
tion im Sinne eines Abzuges erfordert, um den experimentellen Befunden Rech-
nung zu tragen. Durch solche Erwigurigen gelangte van der Waals zur
Gleichung ‘

plv—0) =RT.

Die Zahl b bedeutet hier das Vierfache des von den Molekiilen eingenommenen
Volums B. Somit ist b =4 B. b ist der AuBenraum der Molekile. Es ist dies
der gleiche Raum, der oben als Schutzsphire bezeichnet wurde. ~
' Diese Korrektion besitzt bloB den Wert einer Annéherung, denn die Her-
leitung der Gleichung geschah unter der Annahme, daf die Molekiile eine Kugel-
form besitzen, was hochstens fiir die einatomigen Gase, wie Argon usw., richtig
sein kann, nichf hingegen fiir die mehratomigen. Aus diesem Grunde gilt sie
bei hoheren Dichtigkeiten dieser Gase nicht.

Diese eine Korrektion geniigt auch keineswegs. Die pv-Diagramme zeigen,
dafl die Gase (mit Ausnahme von Wasserstoff) bei Erhohung des Drucks an-
fangs leichter komprimierbar sind, als es dem Gesetz von Boyle entspricht,
und erst spater die umgekehrte Erscheinung aufweisen. Die pv-Kurven gehen
demnach durch ein Minimum. Um diesem Sachverhalt zu entsprechén, hat
van der Waals die Molekularanziehung, d. h. die Kohésion beriick-
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sichtigt. Wahrend die im Innern der Gasmasse befindlichen Teilchen von den
umgebenden Molekiilen nach allen Richtungen gleich stark angezogen werden,
so dafl keine resultierende Kraft sich fithlbar macht, werden die Teilchen der
duBersten Grenzschicht mit einem bestimmten Druck nach innen angezogen,
welcher dem duBeren Druck p hinzuzufiigen ist. Dieser Umstand bewirkt, daB
das Gas zusammendriickbarer wird. Bei der mathematischen Formulierung
dieser Erwigungen wurde angenommen, daB die Anziehung dem Quadrate
der Dichte proportional, also dem Quadrate des Volums umgekehrt proportional
sei. Das zum Druck p hinzuzufiigende Glied wird daher die Gré8e afv? besitzen,
wo a eine vom Volum unabhingige Konstante zu bedeuten hat. Die Zustands-
gleichung gewinnt also die Form:

(p+ afp®) (v—b) =

Unter @ kann man auch die Kohision des Mediums verstehen, die ihren
Einflu proportional dem Quadrate der Dichte ausiibt.

Um die Bedeutung der zur Zustandsgleichung der Gase neu hinzugefiigten
Glieder zu verstehen, untersuchen wir zunichst den EinfluB des Gliedes a/v?.
Zu diesem Zweck sehen wir vorliufig vom Korrektionsglied b ab und schreiben
die Gleichung in der Form

a a
(p—l—;)v:RT, oder pv:RT——;.

Wenn das Volum sehr groB ist, wird das Glied afv verschwindend klein,
so daB das Produkt pv = RT gesetzt werden darf, das Gesetz von Boyle
also giiltig ist, wie dies ja der Wirklichkeit entspricht. Wird dagegen das Gas
komprimiert, so 148t sich der Quotient a/v nicht mehr vernachlissigen und mufl
von R T abgezogen werden. Das Produkt pv wird demnach kleiner, als es dem
Gasgesetz entspricht, was bei gegebenem Druck p mit einer groBeren Zusammen-
driickbarkeit des Gases gleichbedeutend ware, Allein es macht sich auch der
EinfluB von b, und zwar in entgegengesetztem Sinne, geltend. Er tritt-besonders
bei sehr hohen Kompressionen hervor und bewirkt, dafi das Gas schwerer zu-
sammendriickbar wird, als es das Gesetz von Boyle erfordert.

Wahrend also im ersten Stadium der Kompression das Gas sich stirker
zusammendriicken lassen wird (vorwaltender EinfluB des Gliedes a/v?), wird
bei sehr hohem Druck der entgegengesetzte Fall eintreten infolge Vorwaltens
des Gliedes b. (Es ist klar, dal a/v? niemals groBer werden kann als b, weil doch
der Grenzwert von » durch b gegeben ist.)

Um die Abweichung bei tiefen Temperaturen mit Hilfe dieser Zustands-
gleichung zu interpretieren, denken wir uns das Gas bei konstantem Volumen
abgekihlt. Weil p immer kleiner wird, a/v? aber konstant bleibt, wird der Ein-
fluB des ersteren neben p immer stirker hervortreten. Die Folge ist, dafl das
Gas stirker kompressibel sein wird, als es einem idealen Gase entspncht

Selbstverstéindlich werden alle diese Uberlegungen nur dann von Wert
sein, wenn fir jede Substanz zwei Konstanten ¢ und b sich auffinden lassen,
welche nach Einsetzung in die obige Zustandsgleichung dieser bei jedem Wert
von p, » und 7', wenigstens angenshert, Geniige leisten. Diese Moglichkeit
wurde durch die Erfahrung in befriedigender Weise bestitigt. Man kann die
beiden Konstanten numerisch bestimmen, indem man eine Serie von Iso-
thermen beobachtet, die zusammengehorigen Werte fiir p, » und 7' ermittelt
und beispielsweise aus zwei Gleichungen die beiden Unbekannten a und b be-
rechnet.

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie 7
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Wie man bemerkt, besitzt die Zustandsgleichung von van der Waals
nicht die stereotype Form jener fiir ideale Gase. Sie zieht im Gegenteil den
individuellen Charakter des Gases mit in Betracht, und zwar durch Wahl der
geeigneten Konstanten, die offenbar von der chemischen Beschaffenheit des
Gases abhingig sind. Dafiir gibt sie aber dem Verhalten der Gase im Bereiche
einer sehr weiten Variationsmoglichkeit des Druckes, des Volums und der
Temperatur einen geniigenden Ausdruck. Ja, sie veranschaulicht sogar in
leidlicher Anndherung den fliissigen Zustand, wie wir weiter unten sehen werden,
wo wir diesen niher untersuchen.

Die aus der Zustandsgleichung von van der Waals konstruierten Isothermen.

Wahlen wir als Beispiel das Kohlendioxyd, dessen Isothermen Andrews
empirisch ermittelt hat, und die wir auf S. 85 in Form eines Diagramms ab-
gebildet finden. Wir wollen jetzt die Isothermen auf Grund der Gleichung

(p+ 2o -0 -

konstruieren und diese mit den empirischen von Andrews vergleichen. Schon
im voraus miissen wir eine gewisse Ubereinstimmung erwarten, weil wir ja
wissen, dafl obige Gleichung sowohl fiir ein homogenes Gas, als auch fiir eine
homogene Fliissigkeit Giiltigkeit besitzen muBl. Van der Waals berechnete
bei Kohlendioxyd a =0,00874, b =0,0023, und zwar fiir 1 g Gas bei 1 Atm.
Druck. In diesem Falle haben wir rechts statt R7 den Wert% T, wenn M
das Grammolekulargewicht des Kohlendioxyds ist. Wir gelangen auf diese
Weise zur Formel

0,00874
(p + v?

) (v — 0,0023) = 1,00646 2>+ ¢

273

Berechnet man nunmehr bei verschiedenen Temperaturen die zu bestimm-
ten (gegebenen) Volumen v gehorigen Werte von p nach der aus der obigen
sich ergebenden Gleichung
1,00646 273 +¢ 0,00874
v —0,0023 273 vz
so erhilt man beim Eintragen dieser Werte in ein
Koordinatensystem die der gewidhlten Temperatur
entsprechende Kurve, bekanntlich Isotherme be-
nannt. Abb. 45 zeigt uns eine grofe Anzahl der-
selben.

Was uns sofort auffallt, ist der grofe Unter-
schied in der Kurvengestalt bei Andrews Iso-
thermen und den hier vorliegenden, besonders bei
niederen Temperaturen, z. B. 13,1°, ferner 21,5°
bis 32,5°, also bis zur berechneten kritischen Tem-
peratur von Kohlendioxyd. Wenn wir die Isotherme
von 13,1° genauer in Augenschein nehmen, so er-
kennen wir, dafl nach Erreichen des Druckes p,

(bei v,), welcher dem Dampfdruck der Kohlensiure bei dieser Temperatur
entspricht, dieser nicht konstant bleibt wie bei Andrews, was ja im Sittigungs-
gebiet der Fall sein sollte, sondern bis zu einem Maximum p, weiter steigt. Nun
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tritt eine ganz eigenartige Erscheinung auf: Bei weiterer Kompression vermin-
dert sich der Druck bis zu einem Minimum p,, erreicht dann wieder den Dampf-
druck p,, um von hier aus steil anzusteigen. Da eine zur v-Achse parallele Ge-
rade die Kurve in drei Punkten schneidet, so wird jeder Wert von p dreimal, d.h.
bei drei verschiedenen Volumen erreicht. Ein solches Verhalten geht aus der
zuletzt aufgeschriebenen Gleichung direkt hervor, da diese, wie wir sehen, in v
dritten Grades ist. Eine Funktion dritten Grades besitzt nach dem auf S. 26
Gehorten die Eigenschaft, daB zu jedem y drei verschiedene z-Werte gehoren,
oder anders, jeder Wert der Funktion ‘wird dreimal erreicht, auch der Wert 0.
Jetzt ergibt sich fiir uns noch die Frage, wie wir diese mathematische Tatsache
auch physikalisch deuten sollen. Wie wir aus dem Diagramm von Andrews
entnehmen, folgt die experimentell aufgenommene Kurve keineswegs der
theoretischen, sondern bleibt von @ bis e der Abszisse parallel. Die Deutung
des Kurvenstiickes ab 148t sich physikalisch recht gut interpretieren. Dieses
Gebiet veranschaulicht die iibersdttigten Dampfe. Es entspricht der iiber-
sattigte Dampf in seinem Verhalten der Fortsetzung des Dampfzustandes vor
der Sattigung, d. h. vor Erreichen von p,. Ebenso ist das Kurvenstiick de er-
klérbar, wenn wir annehmen, daB es einer iiberhitzten Fliissigkeit ent-
spricht. In der Tat lassen sich ja Fliissigkeiten leicht iiberhitzen, in welchem
Falle ihr Dampfdruck geringer ist, als es die betreffende Temperatur wirklich
erfordert. Wahrend sich also diese beiden Kurventeile auch physikalisch ver-
wirklichen lassen, ist dies beim Kurvenstiickchen bd nicht moglich. Wie
wir sehen, entspricht hier einer Volumverringerung eine Druckabnahme, ein
unrealisierbarer Zustand, den man als labilen Zustand bezeichnet hat.

- Wir wollen indessen die Theorie der labilen Zustinde hier nicht weiter ver-
folgen, dafiir aber das Diagramm wieder betrachten und feststellen, daBl die
drei Punkte gleichen Druckes, némlich @, ¢ und e, bei Erh6hung der Temperatur
einander immer niiher und niher riicken und schlieflich beim kritischen Punkt
vollig zusammenschmelzen. Bei Temperaturen, die die kritische iibersteigen,
gehort zu jedem Wert von p (ein Intervall p, p,) nur ein Wert von »; unter-
halb der kritischen Temperatur hingegen drei verschiedene Werte.

Die Eigenschaften des kritischen Punktes und die analytische Herleitung
des Gesetzes der iibereinstimmenden Zustinde.

Der kritische Punkt muf} sich nach dem oben Gesagten auch analytisch
leicht bestimmen lassen, wenn wir in Riicksicht ziehen, daB die drei Punkte
P> P, Und p, in jenem Punkte zusammenfallen. Die Zustandsgleichung

(p+%)w—n=rr

kann sehr leicht auf die Form

RT i ab

(b + ) +2 %o =0
gebracht werden, welche der allgemeinen Form einer auf 0 reduzierten Funktion
dritten Grades von v entspricht. Es miissen nach der Funktionslehre drei Werte
von v existieren, drei Wurzeln, bei deren Substitution die linke Seite 0 wird,
d. h. die Funktion verschwmdet Es seien diese drei Werte v,, v, und »,. Es
mull daher

W—v) (0—w)(v—v) =0

7*
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sein. Wir suchen aber gerade jenen Punkt, wo alle drei Wurzeln einander
gleich sind, wo also v, = v, = v, = v; (= kritisches Volumen) ist.
Daher ist auch

('l) - vk)s = OJ
folglich auch
RT
3 — <b+ —>v2+gv—ﬁ=(v—vk)3.
P p p
Aus dieser Gleichung ergeben sich- drei Beziehungen:
. RT 5
Boe=bt o, =" =0
P p p
so daB schlieBlich nach erfolgter Elimination sich ergibt:
a 8a
n=30b, Pe = guyse -RTk:’szE-

(Die zu v, gehorigen Werte von p und 7' ‘wurden mit dem Index £ versehen,
weil sie ja den kritischen Druck, bzw. die kritische Temperatur vorstellen)!). Aus
diesen Daten ergibt sich fiir

Vg 8 Pr- U

a =3 pl, b=§ und R:§ T

welche Werte in die Zustandsgleichung (p -+ Zg) (v —b) = RT -eingesetzt

3mv§)( ”h)__s pe-vi- T
(o 228) (o 5) =520

iiber die Gleichung

Pr Vg

nach Division beider Seiten mit zur Gleichung

22z )]

171: v? Vg T
. . P v T .
filhren. Setzen wir statt =~ =n, — = ¢, - ==1,so0 erhalten wir die re-
Pr Vg Ty :

duzierte Zustandsgleichung
(n +;32) Bp— 1) =84%.

Dieses ist somit die allgemeinste, fiir alle Stoffe identische Zustandsglei-
chung. Die zusammengehorigen Werte von Druck, Volumen und Temperatur

1) Viel eleganter kommt man zum gleichen Resultat, wenn man die auf 8. 48 er-
érterte Maxima- und Minimarechnung anwendet. In Punkten b und d in Abb. 45 ist
ein Maximum bezw. Minimum vorhanden : die Tangenten sind in ihnen mit der Ab-

szisse parallel. Es muBl somit @ =0 sein (konstante Temperatur vorausgesetzt!) Weil

. dv
nun im kritischen Punkt zugleich ein Wendepunkt vorhanden ist, muB auch die Be-
. dz RT a . .
ziehung %p% =0 gelten. Da p = f(v) = pogiing N ist, so gibt
dp RT 2a d?p 2RT 6a
_——-——— —_—— e ——1 | I
dv (v — b)? + 3 0 und dv® (v, —b)® ot

Setzt man die beiden linken” Seiten den Gleichungen gleich, so erh#lt man

t(p—b)=1wv, oder v,=3b.
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werden darin in Bruchteilen der entsprechenden kritischen Daten ausgedriickt.
Bei n =1, ¢ =1und ¢ =1 passiert die so erhaltene Isotherme den kri-
tischen Punkt. =, ¢ und ¢ bezeichnet man als reduzierte Volumina, Drucke,
bzw. Temperaturen, oder besser als iibereinstimmende (auch korrespon-
dierende). Obige Gleichung stellt somit die Gleichung der iibereinstim-
menden Zustinde vor, die die Beziehungen zwischen Druck, Volumen und
Temperatur fir alle homogenen Gase und Fliissigkeiten, also des fluiden
Zustandes, veranschaulicht. Aus den oben bereits angegebenen Ursachen
besitzt sie nur auf Anniherung Anspruch, nicht aber auf absolute Genauigkeit.
Dies wird uns kaum verwundern, wenn wir die zum Teil recht willkiirlichen
Grundvoraussetzungen ins Auge fassen, die schlieBlich zu dieser kithnsten aller
Gleichungen, die Naturgesetze verdolmetschen, gefiihrt haben. Die Annahme
von absolut starren und inkompreéssiblen Teilchen vollkommen kugelférmiger
Gestalt, die ausschlieBlich ihre gegenseitige mittlere Entfernung voneinander
dndern, ist wenig geeignet, um auch der chemischen Individualitit aller Stoffe
Rechnung zu tragen.

Das Eigenartige an dieser Gleichung ist nimlich der Umstand, daB sie
keinerlei individuelle Naturkonstanten enthalt (7, ¢ und ¢ sind Verhaltnis-
ziffern), weshalb sie in der Tat fiir alle Stoffe Giiltigkeit besitzen miiBte. Bei
simtlichen miiten fiir gleiche Werte 9 die Isothermen vollstindig zusammen-
fallen. Auf die einzelnen Ergebnisse der auf diesem Gebiete gemachten reich-
lichen Erfahrungen (durch Young, Amagat u. a.) kann indessen hier nicht
eingegangen werden. Erwdhnt sei nur, daB die urspriingliche Annahme von
van der Waals, wonach a und b unverinderliche Konstanten vorstellen, eine
groBe Anderung erfahren hat, indem ihre Abhingigkeit von der Temperatur
und vom Druck nachgewiesen wurde, ein Umstand, der bei den- Berechnungen
in Betracht gezogen werden muB und seinen Grund offenbar darin findet,
daB die Teilchen doch kompressibel sind. Um ein Bild von der Genauigkeit
der allgemeinen Zustandsgleichung zu geben, seien hier die Daten fiir die Koh-
lensiure nach van der Waals Berechnungen den experimentellen Befunden
von Andrews gegeniibergestellt:

Kritische Temperatur . . . . beob. 30,92°  ber. 32,5°
Kritischer Druck . . . . . . », 17,0 Atm. ,, 61,0 Atm.
Kritisches Volument) ,» 0,0066 »  0,0069

2. Der fliissige Zustand.

Im vorhergehenden Kapitel konnten wir uns von der auBerordentlichen
Fruchtbarkeit der molekularkinetischen Theorie iiberzeugen. In Anbetracht
dieser wollen wir auch bei der Behandlung des fliissigen Zustandes die Materie
in kleinste Teilchen (Molekiile) gespalten denken, wozu wir um so eher berechtigt
sind, als wir oben die Theorie der iibereinstimmenden Zustinde abgeleitet
und einen Teil der Fragen, die sich auf den fliissigen Zustand beziehen, vor-.
weggenommen haben. ‘

Wir konnten bereits oben vernehmen, welchen bedeutenden EinfluB die
molekulare Attraktion gewinnt, sobald man Gase stark komprimiert, eine
Erscheinung, die wir als Koh#sion bezeichnen und die im fliissigen Zustand
in eine ganz besondere dominierende Stellung gerit. Dennoch finden wir hier

1) Als Einheit des Volumens wurde das Volumen des Gases bei 0° 760 mm genommen.

Somit ist das kritische Volumen der 0,0066fache Betrag des Volums unter Normal-
bedingungen.
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noch immer eine grole Beweglichkeit der Molekiile gegeneinander vor, ferner
das Bestreben, sich bei jeder Temperatur teilweise in Dampf zu verwandeln.
Jedem Wirmegrade entspricht eine bestimmte Dampftension, welche be-
wirkt, dal der Raum oberhalb der Fliissigkeit mit einer der betreffenden Tem-
peratur entsprechenden Dampfmenge gesittigt ist. Es ist der fliissige Zustand
der Materie der Schauplatz des Wettstreites zweier entgegengesetzten Krifte.
Eine derselben ist die Kohdsionskraft, die ihr entgegenwirkende aber die
Molekularbewegung der Teilchen, die ihrerseits die Flissigkeit mit dem
Gaszustande verbindet. Die Molekularbewegung oder Wirmebewegung (wir
sahen oben, wie die Bewegung der Teilchen mit der Wirme zunimmt) ist
es, welche bewirkt, daf sich ein Teil der Molekiile von der Fliissigkeitsmasse
losreift und in den gasférmigen Zustand begibt.

Die Kohision und was damit eng zusammenhingt, nimlich die innere
Reibung (die iibrigens schon im Gaszustande vorhanden war), ferner die Dampf-
tension sind die ersten beiden Haupteigentiimlichkeiten des fliissigen Zustandes.
Als drittes Merkmal kommt die Eigenschaft hinzu, wonach die Fliissigkeiten
bestrebt sind, den moglichst kleinsten Raum einzunehmen. Daher entziehen sie
sich der Wirkung der Schwere und nehmen die Kugelgestalt an, wie wir diese
in der gewdhnlichen Tropfenform kennen; die Flissigkeiten besitzen eine
Oberflichenspannung. Dieses letztere Merkmal geht den Gasen véllig
ab, indem bei ihnen der Druck die michtigste Rolle spielt und damit das
Bestreben, sich unbegrenzt auszudehnen. Wir beginnen unsere Ausfithrungen
mit der Verdampfung einer Fliissigkeit, ein Thema, dessen Grundlagen wir
bereits S. 85 zu erortern begonnen haben.

Die Verdampfung.

Um uns das Wesen der Verdampfung klarzumachen, machen wir nochmals
vom Zylinder mit dem verschiebbaren Stempel (S. 84) Gebrauch, ferner vom
Diagramm in Abb.44. Denken wir uns den Stempel bis zu einem bestimmten
Volumen v bei der Temperatur 7' gesenkt und es sei dieser Raum vollstindig
mit einer beliebigen Fliissigkeit ausgefiillt, so daB sich oberhalb derselben kein
Dampf befinde. Die Flissigkeit aber stehe unter keinem Druck. Heben wir
nunmehr den Stempel bis », bei konstant innegehaltener Temperatur 7' (wir
beniitzen wieder ein Warmebad). Ein Teil der Fliissigkeit wird verdampfen,
der Raum iiber ihr wird mit Dampf gesattigt sein, und zwar wird die Verdamp-
fung in einem MaBle erfolgen, daB der Druck des gesittigten Dampfraumes,
also der Druck auf den Stempel und die feste Zylinderwand der dieser Tempe-
ratur entsprechenden Dampftension gleich ist. Heben wir jetzt den Stempel
wieder etwas hoher, bis v,, so ist der Raum oberhalb der Flissigkeit ungesittigt,
es wird deshalb ein Teil der Fliissigkeit abermals in Dampfform umgewandelt,
bis sich das Gleichgewicht wieder einstellt und der Raum gesittigt ist. Ein
Blick auf die Kurven in Abb. 44 unterhalb des kritischen Punktes sagt uns,
dafl der sich neu einstellende Druck gleich dem friiheren ist, weil die Tension
des gesittigten Dampfraumes bei unverinderter Temperatur konstant ist.
Wenn wir das Erweitern des Volumens geniigend lange fortsetzen, erreichen
wir ein v,, bei welchem die gesamte Flissigkeit verdampft wird, so dal der ganze
Raum des Zylinders gesittigt ist. Es ist nun ohne Schwierigkeit einzusehen,
daB falls wir den Stempel sofort auf dieses Volumen v, gebracht hitten,
die Fliissigkeit sofort ihrer ganzen Masse nach in Dampf iibergegangen wire.
Bei einer weiteren Volumvermehrung gehorcht der Dampf, wie wir schon wissen,
im groBen und ganzen den Gasgesetzen.' ~
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Wir diirfen somit behaupten, daB bei jeder Temperatur ein Mindest-
volumen in unserem Zylinder hergestellt werden kann, bei welchem die ganze
Flissigkeit in Dampf verwandelt wird. Dieses Volumen ist von der GrofBe,
daB nach erfolgter Verdampfung der gesamten Fliissigkeit der zu ihm gehérige
Druck jener des gesiittigten Dampfes ist. Bei Wasser von 100° also miifite der
Raum so gro8 sein, daB der Druck 760 mm Hg betrigt. Der Stempel darf selbst-
verstindlich so hoch gehoben werden, dafl der Druck weniger betrage als 760 mm
Hg; in diesem Falle wiirde das Wasser rascher verdampfen. Ferner ist es
klar, da dieses Mindestvolumen um so kleiner sein wird, je héher die Tem-
peratur ist, bei welcher wir den Versuch ausfithren. Wir konnen somit auch
umgekehrt sagen: zu jedem Druck (und Volum) wird eine Temperatur gehoren
miissen, bei welcher eine gegebene Fliissigkeitsmenge vollstindig verdampft.
Dieses vollstindige Verdampfen einer Flissigkeit ist unter Umsténden mit einer
Erscheinung verbunden, die wir Sieden nennen. Es gehort zu jedem Druck
eine Siedetemperatur. Beim kritischen Druck und Volum ist diese Tem-
peratur die kritische. Hier verwandelt sich die Fliissigkeit ihrer ganzen Masse
nach mit einem Male ohne Voluménderung in Dampf, indes beim gewohnlichen
Sieden die Verdampfung allmihlich vor sich geht.

Wie ist es nun, wenn wir die Fliissigkeit statt in einem allseitig geschlos-
senem Zylinder in ein offenes Gefi bringen? In diesem Falle steht sie offen-
bar mit der ganzen Atmosphire in Verbindung, welche in bezug auf den Dampf
ungesittigt ist. Das Volumen ist also unendlich groB. Es wird sich
auch hier bei jeder Temperatur ein Gleichgewicht zwischen Flissigkeit und
Dampfraum einstellen wollen, folglich wird die Flissigkeit allméhlich ganz
verdampfen. Die Geschwindigkeit dieser Verdampfung hingt von der Tempe-
ratur ab und der Tension; welche die Fliissigkeit bei jener Temperatur besitzt.
Wird eine Temperatur gew#hlt, bei welcher diese genau soviel betragt wie der
iber der Fliissigkeit lastende Druck, der. Atmosphirendruck, so erfolgt das
Verdampfen so rasch, daB wir die Erscheinung des Siedens wahrnehmen.
Je nach dem herrschenden AuBendruck wird sich daher die Siedetemperatur
einer Flissigkeit verindern. Wasser siedet iiber dem Meeresspiegel bedeutend
hoher, als an der Spitze des Montblancs. Verbinden wir das Gefa, in welchem
sich die Flissigkeit befindet, mit einer Pumpe, die wir evakuieren, so wird die
Siedetemperatur sehr tief sein, je nach dem Minderdruck der in der Pumpe
erzeugt wird. Man macht davon in modernen chemischen Betrieben und
Laboratorien viel Gebrauch. Die Wasserstrahlpumpen des chemischen Labora-
toriums besitzen einen Druck von ca. 14 mm Hg, so daBl das Wasser bereits
bei etwa 20° destilliert werden kann. Wenn wir also den Siedepunkt einer
Fliissigkeit genau bestimmen wollen, so miissen wir neben der Temperatur
gleichzeitig den Druck beobachten, bei welchem sie siedet. Besser ist es, wenn
man die Flissigkeit gleich unter einen bestimmten Druck bringt und die Siede-
temperatur beobachtet.

Tensionen des Wasserdampfes.

0°. .. 4,579 mm 70°. . . . 233,79 mm
10°. . . 9,179 ,, 80°. . . . 355,47 ,,
20°. . . 17,406 ,, 20°. . . . 526,00 ,,
30°. . . 31,555 ,, 100°. . . . 760,00 ,,
40° . . . 54,97 ,, 110°. . . . 10754
50°. . . 92,17 ,, 150°. . . . 3581,00 ,,

60°. . . 14921 200°. . . 11288,00 ,,
230°. . . . 2092500 ..
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In der Tabelle finden wir die Dampftensionen des Wassers bei ver-
schiedenen Temperaturen vor. Tragen wir diese zusammengehdorigen Werte von
Temperatur und Druck in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so er-
halten wir die Dampfdruckkurve. Es ergibt sich nunmehr die Frage nach
einer Theorie, um die Abhingigkeit des Druckes von der Temperatur rein rech-
nerisch ermitteln zu konnen. Wir suchen also eine Funktion von der Form
p = f(T), wo T die absolute Temperatur bedeutet. Auch hier hat die Theorie
der iibereinstimmenden Zustéinde fruchtbar gewirkt, indem sie zur folgenden
von van der Waals aufgestellten empirischen Formel gefithrt hat:

Do _ﬂ) — (1_1)
logpk—logn—f(l 7. oder logn = f 3

In dieser Formel finden wir die gewiinschte Abhingigkeit zwischen Druck
und Temperatur wieder. s und ¢ bedeuten hier wieder die reduzierten Grofen
(S. 100); f ist eine Konstante. Wenn die Formel der Wirklichkeit entspricht,
so miissen die nach Einsetzung der experimentell ermittelten zusammenge-
hérigen Werte von T und p die zugehorigen berechneten f-Werte miteinander
itbereinstimmen, d. h. eine wahre Konstanz aufweisen. Die folgende Tabelle
zeigt die Verhaltnisse bei Kohlendioxyd und wir finden hier in der Tat eine
recht befriedigende Konstanz vor.

T, = 273,09 + 31,35 = 304,44 pr =172,9.

t r » 7 ' T » s
20° 29309 56,3 2,90 —10° 263,09 260 285
10° 283,00 442 288 —30° -243,09 14,0 2,84
0° 273,09 343 285 —60° 213,09 4,30 2,87

Obgleich die obige Gleichung urspriinglich eine empirisch ermittelte war, steht
sie mit thermodynamischen Betrachtungen in Ubereinstimmung, so daB man
sie auch von diesen ableiten kann.

Es ergibt sich aber die Frage, ob sich die obige Funktion auch ganz allge-
mein, d. h. fiir alle Stoffe bewihrt, zum mindesten aber, ob die einzelnen Werte
von f verschiedener Korper bei iibereinstimmenden Temperaturen untereinander
gleich sind, wie dies die Theorie der iibereinstimmenden Zustinde erfordern
wiirde. Im Sinne dieser miifiten alle Dampfdruckkurven einen ibereinstim-
menden Verlauf nehmen. :

Wir miissen hier auf unsere frither gemachte Bemerkung zuriickkommen,
nach welcher wir der Theorie der iibereinstimmenden Zustinde keine unbe-
schrankte Giiltigkeit eingeriumt haben. Die Stoffe lassen sich in dieser Be-
ziehung in mehrere Gruppen einteilen. Insbesondere hat man unterscheiden
miissen zwischen sog. normalen und anormalen Stoffen. Wahrend nun
die ersteren unter sich eine recht gute Ubereinstimmung aufweisen, weichen
die anormalen Stoffe von den normalen ab und zeigen ferner auch unter-
einander keine Ubereinstimmung. Dieses verschiedene Verhalten der Stoffe ist
durch die Beschaffenheit ihrer Molekiile im fliissigen Zustande bedingt.
Bei den normalen Stoffen ist das flissige Molekiil mit dem gasformigen identisch,
und es ist bei ihnen gegeniiber dem Gaszustand noch die molekulare Attraktion
hinzugetreten. Bei den anormalen Stoffen dagegen ist das Molekiil der Fliissig-
keit mit diesem im Gaszustande nicht mehr identisch, sondern mehr oder weniger
grofler. Es sind mehrere Gasteilchen zusammengetreten und man spricht
hier von einer Assoziation, d. h. von einer Verdichtung zu zusammen-
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gesetzten Gruppen. Typische Reprisentanten dieser assoziierten Stoffe sind das
Wasser, die Essigsaure, ferner die Alkohole. Bei der Essigsiure gibt sich dieser
Umstand schon im Dampfzustande kund, und zwar durch ihre zu hohe Dampf-
dichte.

Beziiglich der normalen Stoffe ist zu erwahnen, daB auch diese Gruppe
kein durchaus einheitliches Verhalten zeigt, denn die einatomigen Substanzen,
wie Quecksilber und die Edelgase, die in anderer Hinsicht unbedingt zu den
normalen Stoffen zu zihlen sind, verhalten sich zwar untereinander gleich,
korrespondieren jedoch mit den anderen normalen Kérpern nicht. Jedenfalls
ist man zur Behauptung berechtigt, daB das wahre Verhalten der normalen
Stoffe sich der Zustandsgleichung annihernd anpaBt, wogegen die ander
Klasse der van der Waalsschen Gleichung keine Folge leistet.

Die Tabelle zeigt uns die GroB8e der Konstanten f fiir verschiedene chemische
Stoffe. Es ist einleuchtend,-dal ein hoher Wert von f nach der oben gegebenen
Formel einen relativ starken Anstieg der Tension mit der Temperatur zu be-
deuten hat. Die anormalen Stoffe, die bei niedrigen Temperaturen relativ
niedrige Drucke besitzen, sind durch groBe f-Werte gekennzeichnet, weil sie
bei hoher Temperatur dissoziieren, d. h. dem normalen Zustande zustreben,
was mit einer VergroBerung der Tension einhergeht.

Normale Stoffe.

Wasserstoff . . f =2,10 Athylen. . . . . f=275
Stickstoff . . f =227 Athan . . . . . =260
Kondensierte ] Sauerstoff . . f =2,50 Kohlensiure . . f =286
Gase Argon . . . . f=2]18 Ather. . . . . . =301
Krypton . . . f =230 Schwefelkohlenstoff f = 2,
Xenon . . . . f=234 Benzol . . . . . =289
Anormale Stoffe.

Wasser . . . . f[=3.26

Essigsdure . . . f =348

Methylalkohol . [ =3,75

Athylalkohol . . f =391

Propylalkohol . f=3,93

Isobutylalkohol . f =4,17

Es ist ferner von Guldberg, ferner Guye nachgewiesen worden, daB
die reduzierten Siedepunkte Tz =9 (T = Siedetemperatur bei 760 mm,
[
T; = kritische Temperatur bei p,, dem kritischen Druck) fiir eine groBe An-
zahl von Stoffen innerhalb sehr engen Grenzen variieren, wie dies die folgende
Tabelle zeigt:.

T Ty 9 Pk in Atm.
Athylather . . . . . . . . 308 467 0,66 35,6
Athylalkohol . . . . . . . 351 516 0,68 63,0
Athylazetat . . . . . . . 346 523 0,66 39,7
Benzol . . . . . . ... . 353 562 0,63 47,9
{Chlorwasserstoff . . . . . 238 325 0,73 86,0]
Sauverstoff . . . . . . . . 92 155 0,60 50,0
Stickoxydul . . . . . . . 183 309 0,59 73,6
Wasser . . . . . . . .. 373 637 0,59 194,6
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Die Verdampfungswirme.

Wir haben soeben vernommen, daB im flissigen Aggregatzustande der
Kohisionskraft die Molekularbewegung entgegenwirkt und da8 dieser Umstand
die Verdampfung einer Fliissigkeit hervorruft. Bei dieser Gelegenheit aber sind
die Molekiile zu einer Arbeitsleistung gezwungen, um namlich die Kohésion iiber-
winden zu kénnen. Es ist aus der Erfahrung hinlinglich bekannt, da8 die Ver-
dampfung einer Fliissigkeit, beispielsweise des Wassers, Energie erfordert; dal
wir dem Wasser Wiarme zufithren miissen, um es zum Sieden zu bringen. Es
ist nun, wie schon erwihnt wurde, die Aufgabe der Thermodynamik, sich mit
der Umwandlung der Energie zu beschiftigen und die zur Verdampfung not-
wendige Energiemenge zu berechnen. Allein die Molekulartheorie setzt uns
instand, auch ohne Zuhilfenahme thermodynamischer Begriffe in dieser Rich-
tung gewisse Ziele zu erreichen, ja die Moglichkeit des doppelten Weges ge-
stattet uns, die Ergebnisse beider Theorien miteinander zu vergleichen, eine
hochst willkommene Gelegenheit, um die Leistungsfahigkeit wissenschaftlicher
Begriffe zu beurteilen.

Bevor wir aber auf die Frage der Verdampfungsenergie eingehen, wollen
wir iiberlegen, welche Arbeit wohl verrichtet wird, wenn ein ideales Gas von
einem bestimmten Volumen », auf ein anderes, v,, gebracht wird. Zunichst
miissen wir zwei Arten von Arbeitsleistung von vornherein unterscheiden. Die
eine ist die #uBere Arbeit, d. h. die von einem System gegen eine AuBlenkraft
geleistet wird. So z. B. ist die Uberwindung des auf das Gas lastenden Aufen-
drucks mit einer Leistung von solcher duBerer Arbeit verkniipft. Die zweite
Art von Arbeitsleistung ist eine innere. Wir haben vernommen, daf im Innern
einer Fliissigkeit die Kohisionskraft wirksain ist. Jede Anderung des flissigen
Systems, bei welcher gegen die Kohision Arbeit geleistet wird, ist mit einer
inneren Arbeitsleistung untrennbar verbunden. Ebenso gehért in diese
Kategorie der inneren Arbeit, wenn die Atome eines mehratomigen Molekiils
innerhalb des letzteren Gegenkrafte iitberwinden, ihre schwingenden Bewegungen
vermehren usw.

Lassen wir ein Gas zunichst ohne Leistung duflerer Arbeit bei konstanter
Temperatur sich ausdehnen; was so verwirklicht werden kann (und von Gay-
Lussac und Joule in der Tat verwirklicht wurde), dafl man das Gas in ein
Vakuum ausstromen liBt, in welchem Falle kein AuBendruck zu iiberwinden
ist. Es erweist sich in diesem Falle, daB nicht bloB die duBlere Arbeit = 0
ist, sondern, wenigstens bei idealen Gasen, die keine Assoziationen eingehen,
auch die innere Arbeitsleistung. Es ist nach dem, was wir gehért haben, durch-
aus einleuchtend, daB bei einer solchen Ausdehnung ohne Uberwindung eines
Auflendruckes und bei konstanter Innehaltung der Temperatur T' die lebendige
Kraft der Teilchen unverindert bleiben muB. Verinderungen erfihrt nur die
mittlere freie molekulare Weglinge, die Dichte usw., nicht aber dié Geschwindig-

72
keit der Molekiile, so daB 1—u2—u— gleich bleibt.

Man kann diesen Befund in dem Satze ausdriicken, daB dieinnere Ener-
gie eines idealen Gases bei konstanter Temperatur vom Volumen
unabhingig ist.

LaBt man also ein Gas ohne Leistung duBerer Arbeit sich ausdehnen, so
beobachtet man keinen thermischen Effekt. Ganz anders liegt aber der Fall,
wenn es sich unter Leistung duBlerer Arbeit ausdehnt, wenn es beispielsweise
gezwungen wird, den #duBleren Druck zu iiberwinden und einen Stempel, auf:
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welchem der AuBlendruck lastet, zu heben usw. In diesem Falle kénnen wir
die Feststellung machen, daB sich das Gas abkiihlt. Unter der Voraussetzung,
daB keinerlei Energie zugefiihrt wird, um dem Gas die zur Verrichtung der
Arbeit notige Menge an solcher zu verleihen, entnimmt es die Energie sich
selber. Dies kann nur auf Kosten der Molekularbewegung geschehen, so dafl
diese verringert wird, weil die kinetische Energie der Teilchen um den Betrag
der geleisteten Arbeitsenergie irmer wird. Da, wie wir bereits wissen, die Mo-
lekularbewegung zugleich die Wirmebewegung ist, werden wir in diesem Falle
als thermischen Effekt eine Abkithlung des Gases beobachten kénnen. (Wollen
wir eine isotherme A usdehnung bewirken, also eine solche ohne Abkiihlung,
so miissen wir dem Gassystem eine der zu leistenden duBeren Arbeit dquivalente
Wirmemenge von auBien zufiihren.)

Der soeben beschriebene Vorgang ist aber umkehrbar (reversibel). Wird
nimlich das Gas durch Kompression wieder auf das urspriingliche Volumen
gebracht, so wird ihm die zuvor abgegebene Arbeitsenergie zuriickgegeben
und das Gas wird sich nach MaBgabe des Energiebetrages erwérmen.

Die soeben besprochenen Erscheinungen stellen nichts anderes dar als das
Gesetz von der Erhaltung der Energie, d. h. den ersten Hauptsatz der
Thermodynamik, auf welche wir im letzten Abschnitt zuriickkommen werden.

Stellen wir uns jetzt vor, daBl eine Fliissigkeit bei der Temperatur 7' ver-
dampft und fragen wir danach, welche Arbeitsleistungen hier wohl in Betracht
kommen kénnen? Zunichst miissen sich die Teilchen freimachen von der Ko-
hasionskraft, die sie zuriickzuhalten bestrebt ist. Diese Arbeit ist eine innere
und wir bezeichnen die Energiemenge, die von der als Einheit angenommenen
Stoffmenge bei der Ausdehnung um das Volumteilchen dv gebraucht wird mit

de. Da die Kohisionskraft (S. 97) % betragt, so ist de =%- dv (falls die

Substanz der Zustandsgleichung geniigt).

Diese Energie muB} bei der Verdampfung als Wirme dem verdampfenden
Stoff zugefithrt werden. Sie wird daher als die innere Ausdehnungswérme
bezeichnet. Wenn sich nun die Einheit des Stoffes vom Volumen v,;, das sie
als Flissigkeit einnimmt, auf das Volumen v,, das sie im Gaszustande besitzt,
ausdehnt, so wird die ganze innere Ausdehnungswirme

a , a a
E=[—0V=— — — , wo Vg > Vs -

betragen.
Da. v, bei geringem AuBendruck grof} ist gegeniiber vy;, so ist -5— vernach-

lé,ss1gbar und wir erhalten annihernd & — — , einen sehr emfacherf Ausdruck
fir die innere Ausdehnungswarme Un

Zum zweiten aber miissen wir eingedenk der Tatsache sein, daB die Teilchen
bei ihrer Ausdehnung vom Volumen vy; auf v, den duBeren Druck zu iiberwinden
und demnach #iuBere Arbeit zu leisten haben. Ist der AuBendruck = p,
so ist diese Arbeit nach den uns bereits bekannten Gasgesetzen p(v, — vy).
Ist auf Grund unserer obigen Voraussetzung p nicht erheblich, so ist v, gegen-
tiber v, zu vernachlidssigen, und wir erhalten fiir die &ulere Arbeit = p. Vg -
Geschieht nun die Verdampfung bei der konstanten Temperatur 7', so ist,
da das Volumen des gesittigten Dampfes unter nicht zn hohem Druck annahernd
dem Gasgesetz gehorcht, p v, = RT fiir ein Mol Gas, nach S. 90 = 1,985 7',
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Auch diese Energiemenge mufl dem Stoff als Warme zugefithrt werden, so daB
die Verdampfungswirme 2 sich (fir 1 Mol Stoff) aus der Summe

h=— 41,985 T
’l)fl

zusammensetzt. Man nennt diese Warme latente Warme, weil sie aufgenom-
men wird, ohne daB ein thermischer Effekt wahrzunehmen ist, d. h. ohne vom
Thermometer angezeigt zu werden. 1 ist jene Warmeenergie, die benotigt wird,
um 1 Mol Substanz bei der Temperatur 7' vom fliissigen in den gasférmigen
Zustand zu verwandeln. Aus dem erorterten Sachverhalt geht als Ergebnis
hervor, daB der gasformige Zustand an innerer Energie viel reicher ist, als der
flissige. Bei der Kondensation des Dampfes zur Flissigkeit wird diese innere
Energie (= 1) wieder abgegeben.

Da die eigentliche Gleichung fiir 4, d. h. die ohne Fortfall der vernach-
lassigbaren GroBen resultiert, die Form

y = 2 _2 + p(vy — vp) Desitzt,
Vr1 Vy
so geht daraus hervor, dafl beim kritischen Punkt, wo v = v, ist, die Ver-
dampfungswiarme = 0 sein muB.

Wir stehen jetzt vor der Frage, wie sich der oben mitgeteilte Ausdruck
fir 4 mit der Erfahrung deckt. Wir kénnen die Verdampfungswiirme experi-
mentell bestimmen, indem wir die Verdampfung in einem geeignet eingerich-
teten Calorimeter vor sich gehen lassen. Die folgende Tabelle gibt uns sowohl
die so ermittelten, als auch die nach obiger Gleichung berechneten 1-Werte
einiger Stoffe an; die Tabelle stammt von J. Traube.

4’ cal 2 cal ¥

Stoff i i a =
Quecksilber . . . . . . . . . . .. 14 540 14 660 0,99
Isopentan . . . . . . . . . . . .. 6 000 2910 2,06
n-QOctan . . . . . . . . .. .. 8 090 3 680 2,19
Athylather . . . . . . . . . . .. ! 6 260 3020 2,07
Tetrachlorkohlenstoff . . . . . . . .| 7130 3510 2,03
Benzol . . . . . . . . . . . ... 7290 3510 2,08
Essigsaureathylester . . . . . . . . 7 640 3390 2,22
Wasser . . . . . . . . . . . . .. . 9 660 4 980 1,94

Mit Ausnahme des in Dampfform einatomigen Quecksilbers, bei welchem
das beobachtete 4 mit dem berechneten iibereinstimmt, ist der calorimetrische
Wert durchwegs etwa doppelt so grol als der berechnete. Die mehratomigen
Stoffe bediirfen einer doppelt so grofien Energiemenge bei der Verdampfung,
weil bei ihnen die innere Ausdehnungswiirme entsprechend gréfer ist. Die
Atome, die innerhalb des Teilchens (Molekiils) um Gleichgewichtslagen schwin-
gende Bewegungen vollfiihren, steigern diese im entsprechenden Mafle und
entnehmen die dazu notwendige Energie den von auBlen her dargebotenen
Energiequellen. Man pflegt auch von einem Affinitdtsdruck im Molekiil mehr-
atomiger Stoffe zu sprechen, dessen Uberwindung Arbeit erfordert, und da
A" = ca. 2 1 betriigt, so muB diese Arbeit offenbar ebensoviel betragen, wie die
Summe der Arbeiten, die zur Uberwindung der Kohision sowie des duBeren
Druckes nétig sind.

Hinzugefiigt werde die Bemerkung, die iibrigens aus dem Gesagten ohne
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weiteres hervorgeht, dafl das verdampfende System die notwendige Energie
sich selber entnimmt, falls 4ulere Quellen nicht vorhanden sind. In diesem
Falle erfolgt eine Abkiihlung, d. h. eine Abnahme der inneren Energie (der
Wirmebewegung), so dal der Vorgang nicht mehr isotherm verlaufen kann,
wie es in den oben gegebenen Betrachtungen vorausgesetzt wurde.

Dafl die Verdampfung mit Warmeverbrauch verbunden ist, lehrt uns
hinlanglich die tagliche Erfahrung. Wir empfinden die Kiihle der Luft in der
Umgebung des Wassers, die Wiarme vor Regenwetter usw. Es ist ja bekannt,
daB die latente Verdampfungswirme (und umgekehrt, die Kondensations-
warme) fiir den Meteorologen von grofiter Bedeutung ist. Die Energiemenge,
die bei der Verdampfung als latente Wiarme aufgenommen wurde und den
Energieinhalt des verdampfenden Systems bereichert hatte, wird bei der Kon-
densation des Dampfes zu Flissigkeit wieder frei und der Umgebung abge-
geben. Die Fliissigkeit ist energiefirmer als der gasférmige Stoff. Gewaltige Ab-
kithlungen und Erwdrmungen der Atmosphire finden dadurch ihre Erklarung,
ebenso wie der Transport von Wirmeenergie durch die Dampfmasse der Wolken
von einem Orte der Erde nach dem anderen.

Die Oberflichenspannung.

Wir haben bereits darauf hingewiesen, daB jede frei bewegliche Fliissigkeits-
masse, z. B. ein Tropfen, das Bestreben besitzt, die kugelférmige Gestalt, mit
anderen Worten, ihrem eigenen Dampf gegeniiber die - kleinste Oberfliche
anzunehmen. Dieses Bestreben zeigt sich durch das Vorhandensein einer
Qberflichenspannung, die wir nach einer Methode von Maxwell folgender-
mafen nachweisen konnen. Es sei in Abb. 46 an den recht-
winklig gebogenen Draht ABCD das Stick EF frei ver-
schiebbar. In den sich hierdurch ergebenden Rahmen ABE F
bringen wir eine Seifenlamelle, welche infolge der Verkleine-
rung ihrer Oberfliche das verschiebbare Drahtstiick' empor-
zuziehen bestrebt ist. Wir bringen an diesem Draht ein
Gewicht @ an, das dieses Bestreben der Lamelle gerade auf-
zuheben imstande ist. Vergroflern wir die Belastung, dann
muB die Lamelle schlieBlich reiBen, weil das Gewicht die
Oberflichenspannung iibersteigt. Das Gewicht @ entspricht
der doppelten Oberflichenspannung der Lamelle, weil deren beide Flachen die
Zugwirkung ausiiben. Ist die Oberflichenspannung durch @ ausgeglichen und
schieben wir das Gewicht mit dem Drahtstiick nach unten, so leisten wir gegen
die Oberflichenspannung Arbeit, welche mit dem Gewicht @ und mit der Grofe
der Oberflichenvermehrung proportional sein muf. Diese Arbeit besteht in
einer Anderung der Oberflichenenergie, die wir = Oberflichenspannung X Ober-
fliche setzen. Die Oberflichenspannung ist also die pro Oberflicheneinheit
wirksame Oberflichenenergie. Weil nun die Energie = dyn. cm, die Ober-
fliche aber cm? ist, so ist der Ausdruck der Oberflichenspannung offenbar
= dyn. em/em® = dyn/em.

Wenn also den Fliissigkeiten, deren Oberflichen mit dem Dampfraum in
Berithrung stehen, der Drang eigen ist, ihre Oberfliche moglichst zu reduzieren,
80 ist dies, wie man leicht einsehen kann, gleichwertig mit dem Bestreben, die
potentielle Energie der Oberfliche auf ein Minimum zu bringen. Ahnliche Eigen-
schaften finden wir in der Natur iiberall vorhanden, wo wir Energie nachweisen
kénnen. Der Stein fillt von der Hohe in die Tiefe, weil seine potentielle Energie
(Energie der Lage), die er infolge Existenz der Schwerkraft besitzt, durch den
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Fall verringert wird. Die Elektrizitit flieBt vom Orte des hoheren Potentials
dorthin, wo die elektrische Spannung geringer ist usw. Die Oberflichenenergie
bildet also keine Ausnahme, sondern schlieBt sich unseren Vorstellungen iiber
das Wesen der Energie an.

Diesen Drang der Oberflichenverkleinerung haben die Physiker bereits
vor mehreren Jahrhunderten beobachtet. Er tritt nimlich dann ganz auffallend
zum Vorschein, wenn wir in ein mit einer Fliissigkeit gefiilltes Gefafl eine enge,
sog. capillare Réhre eintauchen. Das Niveau der Fliissigkeit stellt sich in diesem
Falle in der engen Rohre héoher als auen, entgegen dem Gesetz von den kommu-
nizierenden GefiBen. Je enger die Capillarréhre ist, desto héher steigt die Fliis-
sigkeit darin. Diese eigenartige Erscheinung wurde frither durch die Anziehung
der Flussigkeit seitens der Glaswand der Rohre erklirt, ohne dafl man freilich
eine Bezichung zwischen Wandstirke und Anziehung auffinden konnte, da
die Steighohe von der Dicke des Glases unabhingig war. Die Bedingung ist
aber, da8 die Fliissigkeit die Wand des Rohres benetze. Macht man dagegen
den Versuch mit einer die Wand nicht benetzenden Fliissigkeit, z. B. Queck-
silber, so stellt sich die Oberfliche in der Capillare tiefer als im AuBengefis.
Schon aus diesem Verhalten der verschiedenen Fliissigkeiten ergibt sich, daB
das Ansteigen in einer Capillare nur als Folgeerscheinung einer primdr vor-
handenen Bedingung aufgefaBt werden kann, nidmlich der Existenz einer
Adh#sion zwischen Flissigkeit und Glas, wie dies bei benetzenden Stoffen
der Fall ist. Fehlt diese, so fillt auch die Folgeerscheinung fort.

Das Ansteigen der Oberfliche einer die Wand benetzenden Flissigkeit
konnen wir auf Grund der erwihnten Tendenz der Oberflichenreduktion er-
kliren. Die Abb. 47 zeigt uns eine diesem Fall entsprechende Anordnung. Wir

tauchen das Capillarrohr A BCD in eine Fliissigkeit der
besagten Art, z. B. in Wasser. Im Innern des Capillar-
rohres ist infolge der Benetzung die ganze Wand ABEF
mit Flissigkeit behaftet. Diese Fliche stellt demgemaB
die urspriingliche Oberfliche vor. Das Wasser steigt aber
rasch in die Héhe, weil die sich neu einstellende Ober-
fliche nunmehr auf die Fliche 4 BGH verringert wurde.
Im Falle des Gleichgewichtes wird das Gewicht der Flissig-
keitssiule A BG H der Oberflichenspannung, die sich durch
einen Zug nach oben #uBert, die Wage halten. Durch
diese Anordnung ergibt sich auch eine Methode, die Ober-
flichenspannung benetzender Fliissigkeiten zu messen,
Man nennt diese Art der Bestimmung die Steighéhen-
methode.

Um zu der Berechnung der Oberflichenspannung zu schreiten, miissen
wir noch bemerken, da die Oberfliche der Fliissigkeit, des Wassers im gege-
benen Falle, eine konkave Gestalt besitzt, und zwar nahezu die einer hohlen
Halbkugel mit dem Radius r, welche GroBe gleichzeitig der Radius der Rohren-
peripherie ist. Der obere Rand der Halbkugel, woselbst der aufwirts gerich-
tete Zug der Oberflichenspannung angreift, besitzt daher den Umfang 2 r = .
Ist ¢ die Oberflichenspannung, so ist die GréBe dieses Zuges 2rmo. Das
Gewicht der Wassersiule aber ist 2z h d, wenn A die Steighdhe und d die
Dichte bedeuten. Nach der oben gesagten Gleichgewichtsbedingung ist

2rne =r2nhd

c=3rhd.

und hieraus
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Mit Ausnahme der Steighthe sind die GroBen der rechten Seite dieser
Glelchung bekannt. Die letztere muB somit bestimmt werden, was. mit Hilfe
einer Skala oder eines Kathetometers zu bewerkstelligen ist. Obgleich noch
zahlreiche Methoden zur Messung der Oberflichenspannung zu Gebote stehen,
wollen wir uns mit dieser. gebriuchlichsten begniigen und verweisen diesbe-
ziiglich auf ausfiihrliche Beschreibungen in Spezialwerken ).

Es ergibt sich nunmehr die Frage, wie sich die Erscheinung der Ober-
flichenspannung zur Theorie des fliissigen Zustandes verhilt, insbesondere
zu jener, die wit im vorhergehenden entwickelt haben und die zur Grundlage
die Existenz kleinster Teilchen, Molekiile genannt, besitzt. Bekanntlich haben
wir mit Hilfe der Theorie des fliissigen Zustandes die Feststellung gemacht,
daB zwischen den kleinsten Teilchen Anziehungskrifte walten, Kohasionskrifte,
die sich im Gaszustande nur unter hohen. Kompressionen nachweisen lassen
und die von dem Umstande herrithren, daB die Molekiile einer Flussigkeit viel
dichter aneinandergedringt sind, als die eines Gases. Wir miissen weiter mit
Laplace die Vorstellung annehmen, daB diese Anziehungskrifte nur auf sehr
kurze Strecken wirken, daB somit die Wirkungssphire eines Molekiils eine auBer-
ordentlich begrenzte, kemeswegs in die Ferne reichende ist. Machen wir diese
Annahme, so gelangen wir auch zugleich zur Ansicht, daB sich im Innern der
Fliissigkeit die in entgegengesetzten Richtungen, von Molekiil zu Molekiil wir-
kenden Krifte gegenseitig aufheben, so daB sich hier keine resultierende Kraft
ergeben kann. Ganz anders jedoch erscheinen die Verhdltnisse an der Ober-
fliche. Die oberste Schicht der Fliissigkeit, die an den Gasraum grenzt, wird
nach innen gezogen, weil auf der entgegengesetzten Seite die Anziehung fehlt,
die diese Resultierende aufheben kénnte. Es mufl somit eine sich frei iiber-
lassene Fliissigkeitsmasse schon darum das Minimum der Oberfliche einneh-
men, weil die Bewegung der Molekiile nach der Oberfliche Arbeit kosten wiirde,
die sodann der Oberflichenenergie ein héheres Potential verleihen miiBite,
wir aber kein System kennen, das eine energetische Umwandlung dieser Art,
néamlich eine freiwillige Erhohung der potentiellen Energie erfahrt.

Als Ergebnis dieser Betrachtung diirfen wir somit die Oberflichenspannung
als Folge der Kohisionskriifte entstanden denken und ihr Wesen als einen nach
dem Innern der Fliissigkeit gerichteten Druck ansprechen.

Betrachten wir (Abb. 48a) eine konvex gekriimmte Fliissigkeitsoberfliche
kugelférmiger Gestalt und es sei » der Halbmesser dieser Kugel, welche die
Ebene des Papiers im Kreise 4 B schneidet.
Bei P grenzen wir die Flicheneinheit e ab
und errichten den senkrecht nach innen zu
gehenden Flissigkeitszylinder Z. Dann iibt
die den Zylinder umgebende Fliissigkeit f
eine Anziehung auf letzteren aus, und diese
auflert sich bei e durch eine Zugkraft, die
auf dieses Einheitsflichenstiick ausgeiibt
wird. Schon La place hatte berechnet, daB
dieser Zug, oder wenn wir wollen, der auf
die Einheitsfliche nach innen genchtete
Druck, aus zwei Teilen zusammengesetzt ist. Der eine dleser ist konstant, der
andere verindert sich mit dem Krummungsr&dlus r. Die Gleichung ist daher
von folgender Gestalt:

Zugf=K—|—7,

1) 8. z. B. H. Freundlich, Kapillarchemie, Leipzig 1907.
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wo K und C konstante, von der Natur der Fliissigkeit abhingige GroBen be-
deuten. Ist die Grenzfliche eben, so fallt das zweite Glied fort (r = oo) und der
Druck wird gleich K. Diesen Anteil, der also von der Krimmung ganz unab-
hingig ist, bezeichnet man als den Binnendruck. Der zweite Ausdruck
hingegen wichst, wenn der Radius geringer wird. Denken wir uns den Raum
zwischen den Schnitten der Kugellinie 4 B und der Tangentialebene C'.D mit Fliis-
sigkeit F ausgefiillt, so wiirde durch diese das Flachenelement e mit einem nach
oben gerichteten Zug angezogen werden. In diesem Falle aber wire die Grenz-
flache (CD) eben und der nach innen gerichtete Zug = K. Also muf} die Differenz
der von den Fliissigkeiten f und F auf e ausgeiibten Zugkrifte K ergeben:

Zug, — Zugr =K .
Aus dieser Gleichung aber folgt, daf3

ZuD’ - —
F .
° r

Mit anderen Worten, das zu K hinzuzufiigende Glied g ergibt sich durch den

Ausfall der Flissigkeit F, welcher Umstand durch Vorhandensein einer kon-
vexen Grenzfliche hervorgerufen wird. Ahnlichen Erwigungen zufolge hat

man im Falle einer konkaven Grenzfliche das Glied — von K abzuziehen
(Abb. 48b). .

Wir gelangen zum Ergebnis, daB der Molekulardruck in einen konstanten
Teil K zerfallt, dessen Wert einzig und allein vom Wirkungsgesetz der Mole-
kularkrafte und der Zahl der Molekiile im Wirkungsbereich, d. h. von der

Dichte abhingig ist, ferner aus einem veridnderlichen Teil o der mit der

GréBe der Krimmung zunimmt. Diesen Anteil des Druckes, der wirk-
lich vorhandenist, ersetzen wirdurchdie Annahmeeiner Ober-
flachenspannung, die wir uns gleichsam als den Druck einer um die
Fliissigkeitsmasse gespannten elastischen Flissigkeitshaut vorstellen und, wie
wir oben sehen konnten, mit Hilfe der Steighohe der Fliissigkeit in einer
Capillare messen kénnen.

Wihrend nun der Oberflichenspannung sehr geringe Werte zukommen,
héchstens 100 dyn/em, besitzt der Binnendruck K auBerordentlich grofie Werte,
etwa 1000 Atm. Die Oberflichenspannung bestimmt nur die Gestalt der Ober-
flache, wogegen der Binnendruck auf das Volumen einer Fliissigkeit den aus-
schlaggebenden EinfluB ausiibt. Eine genaue und zuverlissige Methode zu

. . . . . al
seiner Bestimmung ist nicht bekannt; man kann nur aus der Grofle von —,
v

die sich aus der Zustandsgleichung (S. 96) ergibt, die molekulare Attraktion
vorstellt und K gleichgesetzt werden darf, auf diese GroBe indirekt schliefen.

Wir haben hier nur den Fall ins Auge gefaBit. in welchem eine Fliissigkeit
an den Gasraum oder an eine Gefalwand grenzt. In beiden Fillen ergeben sich
andere Werte fiir die Oberflichenspannung, die wieder verandert wird, wenn eine
Fliissigkeit an eine zweite grenzt, und ebenso ergeben sich zwischen der Grenz-
flache einer Flissigkeit und eines festen Stoffes andere Werte. Auf diese Falle
kommen wir weiter unten zuriick, sobald wir namlich zu Systemen gelangen, in
denen die Oberfliche die ausschlaggebende Rolle einnimmt, wie sie in den sog.
dispersen Gebilden vorliegen, als welche wir z. B. kolloide Systeme zu erblicken
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haben. In diesen Systemen, mit ihren riesig entwickelten Oberflichen, tritt
die sonst ziemlich geringe Oberflichenenergie ganz erheblich in den Vorder-
grund und wirkt auf die physikalischen und chemischen Vorginge, die hier
Spielraum haben, bestimmend.

Oberflichenspannungen einiger Stoffe gegen Luft.

Stoff Beobnchtungstempe_ratur o =dyn/cm
Wasserstoff . . . . . . . . . .. —252° 2,0
Sauverstoff . . . . . . . .. .. —182,7° 13,0
Stickstoff . . . . . . . . . .. —195,9° 8,3
Chlor . . .. . ... . .... —72° 33,6
Kohlendioxyd . . . . . . . .. +15,2° 1,8
Ammoniak . . . . . .. . . .. —29° 41,8
Eisen .. ... ... ..... +1200° ca. 1000
Quecksilber (im Vakuum) . . . . +15° 436,0
Blei . . . ... ... ..... +-389° 500,0
Kochsalz (geschmolzen) . . . . . +820° 120,0
Soda (geschmolzen) . . . . . . . +850° 213,0
Wasser . . . . . . ... ... +20° 72,5
Athylalkohol . . . . . . . . .. +20° 22,0
Propylalkohol . . . . . . . .. +20° 28,6
Isobutylalkohol . . . . . . . . . +-20° 22,5
Iscamylalkohol . . . . . . . .. +20° 23,5
Athylither . . . . . e e e +20° 16,5
Glykol . . . . . . . ... .. +20° 46,1
Glycerin . . . . . .. . . ... +18° 65,0
Ameisensgure . . . . . . . . . . +20° 37,1
Essigsfure . . . . . . . . . .. +20° 23,5
Propionsgure . . . . . . . . .. +20° 26,2
Buttersdure . . . . . . . . .. +20° 26,3
Chloroform . . . . . . . . .. +20° 26,0
Anilin . . . . . ... ... +20° 43,8
Pyridin. . . . . ... .. +20° 38,0

Die Abhingigkeit des ¢ von der chemischen Natur des betreffenden Stoffes
muB nicht erst betont werden.

In welcher Abhingigkeit die Oberflichenspannung yon der Temperatur
steht, 1aBt sich aus unseren vorhergehenden Betrachtungen leicht herleiten.
Mit der Erhohung der Temperatur verindert sich die chhtlgkelt der Fliissigkeit,
indem sie geringer wird. Mit anderen Worten, es miissen in diesem Falle die
Kohésionskrifte abnehmen, was selbstverstindlich auch eine Verkleinerung der
Oberflichenkrifte, die ja aus der Kohision entspringen, nach sich zieht. In
der Tat entspricht diese Voraussetzung der Erfahrung: die Oberflichenspannung
nimmt mit steigender Temperatur ab, und zwar erfolgt diese Veréinderung in
den meisten Fillen linear, der Formel o, = 6,(1 — 7 t) entsprechend. Bei der
kritischen Temperatur aber wird sie gleich Null, was schon aus dem Charakter
dieses Zustandes folgen mul.

Die Existenz einer Grenzflichenspannung zwischen zwei Fluss1gke1ten
wurde oben bereits erwéhnt. Im ganzen.und groBen sind die hier herrschen-
den Verhiltnisse denen dhnlich, die zwischen einer Flissigkeit und einem Gase
vorhanden sind. Da beide Phasen beweglich sind, so kann ihre Trennungs-

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 8
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fliche jedwede Gestalt annehmen, d. h. der in ihr herrschenden Spannung
Folge leisten. Mischt man zwei Fliissigkeiten, die sich gegenseitig nicht auf-
16sen, so beobachtet man, daB sich die eine in der zweiten in kleinen kugel- -
formigen Tropfchen verteilt. Lést sich die eine der beiden auf, so nimmt die
anfangs vorhandene gegenseitige Oberflichenspannung rasch ab und wird =
Null, sobald das System homogen geworden ist.

Da sich ferner die meisten Fliissigkeiten ineinander wenigstens im geringen
Grade losen, so wird die urspriinglich vorhandene Oberflichenspannung in-
folge allmdhlichen Eintretens. eines Losungsgleichgewichtes nur von kurzer
Bestiindigkeit sein und einem eigenen Gleichgewichte zustreben. Man bezeich-
net demgemiB die diesem Gleichgewicht entsprechende Grenzflichenspannung
als statische, im Gegensatz zur anfinglich vorherrschenden d ynamischen,
deren Lebensdauer nur voriibergehend ist und auBerdem je nach dem Losungs-
stadium der zwei Flissigkeiten verschieden groB sein wird.

Die Viscositit (innere Reibung) der Fliissigkeiten.

Das Vorhandensein der Kohisionskraft in Flissigkeiten bringt es mit
sich, dafl man beim Bestreben die Fliissigkeitsteilchen -gegeneinander zu ver-
schieben, auf Widerstinde st68t, die unter Umstiénden ganz erhebliche Dimen-
sionen annehmen. Hiervon kann man sich leicht iiberzeugen, wenn man den
Versuch macht, die ruhende Fliissigkeitsmasse mit einem festen Korper, bei-
spielsweise einem Stab, zu durchschneiden. Der sich entgegenstellende Wider-
stand ist bei Fliissigkeiten, wie Glycerin oder Honig ganz gewaltig, geringer
z. B. bei Wasser oder gar Ather. Man spricht daher von einerinneren Reibung
der Fliissigkeiten, auch von einer Zéhfliissigkeit oder Viscositit. Der eben
erwihnte Versuch mit dem Stabe beruht gerade darauf, daB wir die Fliissig-
keitsteilchen gegeneinander verschieben, wobei wir freilich noch voraussetzen,
daB der Stab von der Fliissigkeit benetzt wird. In diesem Falle diirfen wir die
Annahme machen, daf die am Stabe haftende Schicht dessen Bewegung mit-
macht und daher gegen die ruhende Fliissigkeitsmasgse verschoben wird. Um
die Viscositit einer Flussigkeit zu bestimmen, kénnten wir die soeben ge-
schilderte Anordnung beniitzen, doch ist die umgekehrte viel handlicher, wo
niamlich die Bewegung der Fliissigkeit an einer festen, benetzenden GefifBwand
vorbei verwirklicht wird, was ja im Prinzipe mit dem vorigen Versuch iiberein-

stimmt. Hier wird eine ruhende Schicht der Fliissigkeit an der
& @ Wand festhaften und die iibrige Masse vorbeiflieBen. Um diesén
Versuch auszufiihren, sind sog. Viscosimeter ersonnen worden,
deren einen Abb. 49 zeigt, welche Form von Wilh. Ostwald her-
2 rithrt und als Modifikation fritherer Apparate zu betrachten ist.
Man bringt die betreffende Fliissigkeit in die U-férmige Réhre,
deren linker Schenkel zum Teil capillar ist und bei ¢ und d Marken
trigt, zwischen welchen die Réhre kugelig gestaltet ist. Man saugt
z. B. 10 ccm Fliissigkeit bis iiber die Marke ¢ und bestimmt die
Zeit, die noétig ist, damit der Meniskus von c¢ bis d falle, kurz, die
AusfluBizeit aus der Capillare b. Um die Ermittlung der verwickelten
Konstanten des Apparates zu umgehen, bedient man sich bei den
Abb.4s.  meisten Bestimmungen der sog. spezifischen Viscosititen, indem
man die AusfluBzeit von ebenfalls 10 ccm destilliertem Wasser im
gleichen Apparat ermittelt, diese = 100 setzt und die Werte hierauf bezieht..
Die Viscosititszahl 200 wiirde also bedeuten, daB die Fliissigkeit in der doppelten
Zeit als Wasser ausflieft usw.

7=
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Die Ermittlung der Viscosititszahlen hat bei der Beurteilung vieler Frage-
stellungen, insbesondere in der Kolloidchemie, eine ganz hervorragende Bedeu-
tung gewonnen. Wir kénnen aus den Andemngen, welche die Zihfliussigkeiten
der Losungen bestimmter Stoffe unter ganz bestimmten Bedingungen erfahren,
auf die molekularen Verinderungen der gelosten Stoffe selbst Riickschliisse
ziehen. So rein theoretisch der Gegenstand auch erscheint, ist er heute ein
wichtiges praktisches Hilfsmittel auf vielen Gebieten geworden.

3. Die Krystallstruktur®).

Bei weitaus den meisten festen Stoffen, daneben aber auch bei einer ge-
ringen Zahl von Fliissigkeiten kénnen wir eine besondere vstmkturelle Beschaf-
fenheit erkennen, die wohl zu den gefilligsten Erzeugnissen in der Natur ge-
hort und die wir als Krystallform bezeichnen. Bald sehen wir schone aus-
gebildete geometrische Gestalten auftreten, bald sind es mehr oder weniger
unentwickelte Formen; oft ist die krystallinische Beschaffenheit zwar vor-
handen, allein die Dimengionen des Krystalls sind so klein, da man nur
unter dem Mlkroskope Formen erkennen kann. Ja, es gibt sogar Fille, in
denen eine Form, eine geometrische Gestalt, iiberhaupt nicht zu sehen ist, wir
aber dennoch von einer Krystallstruktur sprechen miissen, da uns andere
Hilfsmittel das Vorhandensein einer solchen mit Sicherheit ergeben. Zu Bei-
spielen dieser Gattung gehéren gerade die krystallinischen Fliissigkeiten, von
welchen die Rede sein wird.

Wir stehen also vor der Frage, worin sich das Wesentliche der Krystall-
beschaffenheit eigentlich duBert. Soviel wir schon vernommen haben, ist es
weniger die gesetzmiBig ausgebildete Form, auf die es ankommt, als gewisge
andere Merkmale, und zwar solche physikalischer Art. Im krystallinischen Stoff
herrscht eine physikalische Verschiedenheit der Richtungen und damit auch
der inneren Struktur, des inneren Baues im Krystall. Man spricht bei den kry-
stallen dementsprechend von einem vektorialen Bau, womit eben die Eigen-
schaften als Funktionen der einzelnen Richtungen gemeint sind. Die Mannig-
faltigkeit dieser untereinander ungleichwertigen Richtungen ist von den Symme-
trieverhaltnissenim Krystall abhingig, von der vorhandenen Zahl von Symmetrie-
ebenen, bzw. -achsen, die beim Wachsen des Krystallkorpers bestimmend ge-
wirkt haben. Wie wir sogleich hiéren werden, diirfen wir von Symmetrie-
klassen reden und wir behaupten nunmehr, daf die Eigenschaften der Licht-
brechung, der Warmeleitung, der Spaltbarkeit usw. in den einzelnen Richtungen
allgemein genommen miteinander nicht iibereinstimmen, daB8 aber die Zahl
der iibereinstimmenden Richtungen von der Symmetrieklasse, der jener Kry-
stall angehdrt, abhéngig ist.  Die geometrische Gestalt, d. h. die ausgebildete
Krystallform ist nun ebenfalls eine Funktion der vorhandenen Symmetrie-
elemente, weil ja ihr Zustandekommen vom inneren Aufbau des Krystalls
abhéngt, hier aber wiederum die Symmetrieverteilung der physikalischen
Werte von Belang ist, weil diese schliefllich die eigentlichen bestimmenden
Faktoren beim Wachstum sind. Ist somit die Form, die man auf Grund der
Symmetrie zu erwarten hitte, unvollkommen oder gar nicht ausgebildet, so
andert dies wohl die duBere Gestalt des Korpers, nicht aber den inneren Aufbau
und wir werden die Krystallstruktur mit den Methoden der Physik leicht nach-
weisen konnen, indem wir beispielsweise ‘das Schicksal des in verschiedenen

1) Eine genauere Ubersicht der neuen Entwicklung der Krystallographie siehe bei
H. Baumhauer, Die neue Entwicklung der Krystallographie. Braunschweig 1905,

8%
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Richtungen einfallenden Lichtstrahles untersuchen und die Anzahl der vor-
handenen Symmetrieelemente auf diese Weise ermitteln.

Durch das Vorhandensein untereinander ungleichwertiger Richtungen
unterscheiden sich die Krystalle von den sog. isotropen Stoffen, die in allen
beliebigen Richtungen die gleichen physikalischen Werte aufweisen. Zu diesen
gehoren aufler den zum reguliren System gehérigen Krystallen, z. B. Glas, Hart-
gummi, GuBeisen usw. Bei diesen Stoffen ist die Lichtbrechung, Wirmeleitung,
Elastizitit,- Ausdehnung usw. nach allen Richtungen die gleiche.

Zu den isotropen Substanzen miissen wir auch im allgemeinen die Fliissig-
keiten rechnen, mit Ausnahme jenes Zustandes einer Fliissigkeit, den man nach
O. Lehmann als flissig-krystallinisch bezeichnet, und den man an
einigen chemischen Stoffen recht gut studieren kann, wie z. B. am p-Azoxy-
phenetol. Erhitzt man diesen Korper, so schmilzt er zu einer triitben Fliissig-
keit, welche beim lingeren Erhitzen klar wird. Man konnte auf den Gedanken
fallen, daB die triibe Schmelze ein sog. Krystallbrei ist, z. B. ein Gemisch von
schon geschmolzener Masse mit noch unverinderten Krystallen. Allein eine
genauere Beobachtung belehrt uns, daB hier eine inheitliche Fliissigkeit vor-
Liegt, die jedoch zum Unterschied von den gewdhnlichen Fliissigkeiten optisch
anisotrop beschaffen ist, woher auch die Triibung rithrt. Der Lichtstrahl wird
nicht -in allen Richtungen ungehindert durchgelassen’, sondern erleidet am
Wege zahlreiche Brechungen und Reflexionen, weshalb die Schmelze getriibt
erscheinen mufl. Ganz einwandfrei liBt sich dieser Tatbestand nachweisen,
wenn man das Schmelzen der festen Krystalle unter dem Polarisationsmikro-
skop vornimmt. ,

Ferner konnte Lehmann die sog. flieBenden Krystalle beobachten.
Erhitzt man Cholesterylbenzoat oder p-Azoxybenzoesdureithylester, so kann
man sehen, wie die festen Krystalle plétzlich in die flissige Modifikation iiber-
gehen. Erhitzt man starker, so entsteht eine klare und isotrope Schmelze, die
bei der Abkiihlung wiederum die flieBenden Krystalle ergibt. Auch 6lsaure
Salze, die in heilem Alkohol gelost wurden, krystallisieren aus dieser Losung
in Gestalt von flieBenden spitzen Nidelchen aus, die eine #hnliche lebhafte
Bewegung zeigen, wie etwa auf Wasser schwimmende Fetttropfchen, und wie
diese bestrebt sind, sich zu gréBeren Tropfen zu vereinigen.

Es ist auffallend, wie viele der biologisch wichtigen Substanzen fliissige
Krystalle zu bilden vermdogen, insbesondere aber jene, die man mit dem Sammel-
namen Lipoide bezeichnet. Zu diesen gehéren vor allem die chemischen
Stoffe der' Nervensubstanz, somit auch des Gehirns, so das Lecithin, Cholin-
oleat, Cholesterinester, ferner die noch nicht gut definierbaren Protagone usw.
Nach der Meinung des Entdeckers der fliissigen Krystalle, O. Lehmann, sind
diese aber nicht die einzigen flissig-krystallinischen Substanzen der belebten
Materie, denn die Unterscheidung von amorphen und krystallinischen Fliissig-
keiten bietet Schwierigkeiten und die oben aufgezéhlten Stoffe konnten nur
infolge ihrer ausgesprochenen Doppelbrechung, ein Kennzeichen des anisotropen
Charakters (siche unten), leichter entdeckt werden.

Bringt man z. B. fliissig-krystallinisches Ammoniumoleathydrat mit Wasser
in Berithrung, so entstehen jene Myelinformen, die Virchow zum ersten
Male vor etwa 50—60 Jahren beim Zerdriicken von Riickenmarkszellen unter
Wasser beobachten konnte. Die austretende Substanz nimmt hier bei ihrer
Zerteilung eigenartige Formen an, die an Schlduche, Rohren, Kugeln usw. er-
innern und die nach Lehmanns Ansicht nichts anderes sind, als besonders-
wasserreiche Mischkrystalle, deren urspriingliche Doppelbrechung mit der Was-
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seraufnahme proportional abnimmt. Analog kann man das Aufquellen von
Protagon und Phrenosin (von O. Rosenheim) unter Bildung von Myelin-
formen erkliren, wenn man sie mit Wasser erwiarmt. Ob nun diese an die lebende
Materie erinnernde Formen selbst mit dem organischen Leben wirklich zusammen-
hingen, bleibe dahingestellt. Daf} aber die Energieentfaltungen, die mit der Ent-
stehung jener Myelinformen, und zwar infolge der chemischen Umwandlungen,
welche das Molekiil bei der Bildung von Mischkrystallen, ebenso wie bei manchen
Quellungserscheinungen erfahrt, verbunden sind, bei Lebensvorgingen- eine
Rolle als Energiequellen spielen diirften, ist héchstwahrscheinlich.

Erinnern wir uns an die Rolle der anisotropen, d. h. doppelbrechenden
Schicht in der quergestreiften Muskelsubstanz bei der Kontraktion des Muskels.
Es tritt bei dieser Gelegenheit Substanz aus der isotropen Schicht in die aniso-
trope iiber, die sich vergroflert, wie bei einer Aufquellung, dabei aber auch
weniger lichtbrechend wird. Bei der Expansion hingegen -tritt aus der aniso-
tropen Schicht diinnfliissigere Substanz wieder in die isotrope Schicht iiber.
DaB die Beobachtungen an den fliissigen Krystallen an diese. Vorginge lebhaft
erinnern, braucht nicht erst betont zu werden, insbesondere auch aus dem
Umstande weil die Bildung jener Myehnformen mit ganz erheblichen Kraft-
entfaltungen verbunden ist, worin ja auch der Zweck der Muskelarbeit
besteht.

- Eine befriedigende Theorie zur Erklirung der Erscheinungen, die man bei
den fliissigen Krystallen oder wie man sich heute vielleicht vorsichtiger ausdriickt,
den anisotropen Fliissigkeiten, vorgefunden hat, gibt es noch nicht.
Es gelang nicht, diese im Hinblick auf die optische Vektorialitit réumlich
orientierten Gebilde mit den molekulartheoretischen Ansichten auf dem Gebiete
des flissigen Zustandes, die sich sonst so gut bewihrt haben, in Ubereinstim-
mung zu bringen. Ja, O. Lehmann!) war sogar geneigt, die letzteren vollends
umzustiirzen. Was wir mit Sicherheit feststellen diirfen, ist die Tatsache, da8
die gestaltliche und optische Vektorialitit miteinander nicht unbedingt zu-
sammengehen miissen. Um aber die anisotropen Fliissigkeiten in molekular-
theoretischer Beziehung in der Welt der Stoffe endgiiltig unterzubringen, miissen
unsere Kenntnisse iiber das Wesen der Krystalle noch bedeutende Fortschritte
zuriicklegen.

Die Grundgesetze der Krystallographie.

Es ist einleuchtend, da die schénen Krystallformen die Naturforscher
schon in &lteren Zeiten angelockt hatten, sich mit ihnen zu befassen, und so
finden wir, da83 1669 Nikolaus Steno die Winkel miBt, die von den Flichen
eingeschlossen werden, und zum Ergebnis gelangt, dafl sie bei den verschieden-
sten Exemplaren einer und derselben Krystallgattung stets die gleichen bleiben.
In der Folgeperiode konnte dieses Gesetz von der Konstanz der Be-
grenzungsflichen bestitigt werden. Ferner fand René Just Hauy am
SchluB des 18. Jahrhunderts, daB auch die vielfiltigsten Krystallformen einem
anderen einfachen Gesetz gehorchen, nimlich jenem der rationalen Achsen-.
schnitte. Wir wollen hier dieses Gesetz nicht in der Ausdrucksweise wieder--
geben, deren sich noch Hauy bedienen muBte, sondern in einer moderneren,
von WeiB, dem Begriinder der heute herrschenden Krystallographie her-

1) 0. Lehmann, Biochem. Zeitschr. 63, 74 (1914). — Weitere Literatur iiber ,,fliissige
Krystalle®: R. Schenk Krystallinische Fliissigkeiten, Leipzig 1905. — D. Vorlénder,
Krystallmmch-ﬂussxge Substanzen, Stuttgart 1908. — Bose, Physikal. Zeitschr. 9, 708

(1908); 10, 32, 230 (1909).
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riilhrenden. FEr filhrte nimlich zum ersten Male dic Achsen ein, und zwar
withlte er drei Achsen, die den drei Schnittlinien dreier nicht parallelen Flichen
des Krystalls, also drei Kanten entsprachen. Diese verschob er parallel zu sich
selbst, so daB alle drei durch den gleichen Mittelpunkt gingen und damit ein
raumliches Achsensystem bildeten. Der Mittelpunkt heifit einfach Achsen-
mittelpunkt.

Nach Einfithrung der krystallographischen Achsen lautet nun das Gesetz
von Hauy so, da8 alle Flichen eines Krystalls, denkt man sie durch einen
Punkt einer Achse gelegt, die beiden anderen so schneiden, daB alle drei Achsen-
schnittstiicke (vom Achsenmittelpunkte aus gemessen) zueinander in einfachen,
rationalen Zahlenverhiltnissen stehen.

Die auf Grund des von ihm aufgestellten Achsensystems von Weil} er-
fundene Symbolik, die einfach von den Achsenschnitten oder Parametern
ausging, konnte sich lange Zeit hindurch nicht einbiirgern und mufBte der
Naumannschen Zeichensprache weichen, die rein symbolischer Natur war.
Erst in neuerer Zeit fand die WeiBsche Bezeichnung Eingang in die Literatur,
aber nicht in der urspriinglichen, sondern in der von Miller modifizierten Form,
als sog. Miller - WeiBlsche Symbole.

Wir gehen von den 3 Achsen aus, von welchen die von vorne nach hinten
gehende mit @, die von rechts nach links verliuft mit b und die vertikale mit
¢ bezeichnet wird (s. Abb. 50). Die Schnittpunktsgrofien einer Fliche seien z. B.
e a:2b:3c. Dies wire das Weilische Symbol. Nach
Miller fithren wir statt dieser Achsenschnitte die
reziproken Werte ihrer Koeffizienten ein und nennen
sie Indices, allgemein A, % und 1. In unserem
4 *b  Falle ist das Verhiltnis A :%: 1 =1 1:3:%4. Der

‘ta Bequemlichkeit zuliebe multiplizieren wir mit dem
kleinsten gemeinsamen Vielfachen 6 und erhalten
-+ h:k:1=6:3:2. Aus diesen ergibt sich das

Abb. 50. Millersche Zeichen (6 3 2). - Ein regulirer Oktaeder

besitzt demnach das Symbol (111), weil ja alle

3 Achsen in gleichen Abschnitten getroffen werden. Beim Wiirfel wire das

WeiBsche Symbol offenbar a:00b:0c0¢, folglich ist A:k:1= »%- 1. —1—;

~-a

oooo

1
da wir = als 0 auffassen wollen, so ist h:k:1=1:0:0 und das Symbol

der Wiirfelfliche (100). Der Wiirfel besitzt jedoch 6 Flichen, von welchen
letzteres Symbol bloB der vorderen entspricht. Den iibrigen kommen daher
die folgenden Symbole zu: (010) (100) (010) (001) und (001). Um die
Aufzahlung aller dieser zu einer Form gehérigen Flichen zu ersparen, schreiben
wir einfach {100} und deuten durch die geschlungene Klammer den Inbegriff
aller zusammengehorigen Flichen an.

Ferner verdankt die Krystallographie WeiBl noch die Entdeckung einer
weiteren, hochst wichtigen GesetzmiBigkeit, nimlich der, daB alle Flichen eines
Krystalls miteinander im Zonenverbande stehen. Unter einer Zone aber
versteht man den Inbegriff aller Flichen, die zu einer Geraden purallel sind.
Das Bedeutende dieses Zonengesetzes besteht darin, dal man simtliche Flachen
eines Krystalls aus einer Grundform rein geometrisch ableiten kann, da ferner
das Gesetz von Hauy der rationalen Achsenschnitte aus dem Zonengesetz mit
mathematischer Notwendigkeit ableitbar ist, da alle in' eimem Zonenverband
stehenden Flichen das Achsensystem in rationalen Verhaltnissen schneiden
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miissen, ebenso wie umgekehrt rationale Achsenschnitte stets einen mehr oder
weniger vollstindigen Zonenverband erforderlich machen.

Die soeben erorterten Gesetze riefen schon rechtzeitig gewisse Vorstellungen
iiber den inneren Aufbau der Krystalle hervor, die fiir uns schon deswegen
von Interesse sind, weil sie sich auf eine diskontinuierliche Beschaffenheit
der festen Materie griinden, somit auf eine Vorstellung, die der Molekular-
theorie der Gase und Fliissigkeiten sehr nahe steht. Bei diesen Aggregatzu-
stinden sahen wir die Fruchtbarkeit der Theorie, die eine Zusammensetzung
der Materie aus diskreten Teilchen annimmt, und schicken nun voraus, daf eine
analoge Anschauung bei'den festen Stoffen, insbesondere den Krystallen, eben-
solche groBe Vorziige sichert. Vor allen Dingen sind wir in der Lage, mit Hilfe
einer in diesem Sinne aufgebauten Theorie einerseits die Grundgesetze der
Krystallographie ungezwungen zu erkliren, so z. B. das Gesetz der rationalen
Achsenschnitte usw., ferner aber auch die einzelnen Symmetrieklassen abzu-
leiten, indem wir gleichsain die innere, verborgene Mechanik enthiillen, welche
die Natur zwingt, nach den Regeln der Geometrie vorzugehen und geometrisch
vollkommene Formen zu erzeugen.

Theorie der Raumgitter.

Wir gehen von der uns schon geliufigen Vorstellung aus, dafl die Molekiile
gleichmiBig verteilt sind, daB ferner die Molekiilzentra unendlich kleine, d. h.
punktférmig gedachte Dinge sind, so dafl ihre Gesamtheit im Raume ein Punkt-
system bildet. Und nun entstand das Problem, aus solchen Punktsystemen
samtliche Symmetrieklassen der Krysta]lographie‘ abzuleiten. Diese rein geo-
metrische Aufgabe wurde durch Mathematiker, wie Frankenheim, Bravais, -
Mobius und besonders spiter von Sohnke gelost. Wir beginnen hier der
Darstellung Bravais (1848) folgend ).

Um ein System von im Raume regelmiBig verteilten Punkten zu erhalten,
gehen wir zuniichst von zwei willkiirlich gewihlten Punkten aus, die wir durch
eine Gerade verbinden, welche wir nach beiden Seiten hin ins Unendliche ver-
langert denken kénnen, Wir tragen auf die Gerade in den gleichen Entfernungen
wie die ersten zwei waren, weitere Punkte, so dal wir ein geradliniges System
dquidistanter Punkte, Punktreihe genannt, erhalten.

Jetzt bringen wir eine zweite vollstindig ihnliche Punktreihe in irgendeiner
beliebigen Ebene zur fritheren parallel an und legen durch beide Punktreihen
eine Ebene. In dieser konstruieren wir eine Schar solcher Punktreihen, die alle
aquidistant und miteinander parallel sind. ‘Endlich lassen wir jede einzelne
Punktreihe in-ihrer Lingsrichtung gleiten, bis die Ausgangspunkte sémtlicher
Punktreihen in eine Gerade (Punktreihe) fallen, deren Rlchtung zu der Punkt-
reihenschar geneigt ist. Das so erhaltene Gebilde nennen wir Punktnetz,
die Ebene auch Netzebene. Von diesem Netz bis zum Gitter ist es nur noch
ein Schritt ; wir miissen unser System blof in den Raum hinausbauen. Zu diesem
Zweck bewirken wir eine Parallelverschiebung aller Teile unserer ersten Netz-
ebene um eine beliebige Entfernung und wiederholen dies, so oft es uns gut
diinkt, jedoch stets in gleichen Distanzen, ferner o, daB alle homologen Teile
genau gleich gerichtet sind. Auf diese Weise erreichen wir zunichst eine Schar
von dquidistanten Netzebenen, die wir noch in ihrer eigenen Richtung so gleiten
lassen miissen, da wiederum alle Ausgangspunkte auf einer und derselben

1) A. Bravais, Abhandlung iiber die Systeme von regelmiBig auf einer Ebene
oder im Raume verteilten Punkten. — In Ostwalds Klassiker Nr. 90, Leipzig 1897.
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Geraden zu liegen kommen. Die folgende Ab-
bildung beleuchtet das so entstehende Gebilde
noch néher.
~ Das so erhaltene Raumgitter ist nach den
drei Dimensionen des Raumes unbegrenzt und
besitzt aulerdem folgende, sehr leicht versteh-
bare Eigenschaften. Zuniichst unterscheidet sich
kein Gitterpunkt durch seine relative Lage von
den anderen, ferner ist die Konfiguration des
Punktsystems die gleiche, welchen Punkt wir
auch als Ausgangspunkt unserer Messungen, d. k.
als Koordinatenanfangspunkt, nehmen wiirden.
Nunmehr ergibt sich die Aufgabe, durch
Einfithrung bestimmter Symmetrieelemente,d. h.
Symmetriebeenen und -achsen, die moglichen
Symmetrieklassen, die der Krystallograph kennt,
abzuleiten. Welche sind diese ?

Die Symmetrieklassen.

Um die moglichen Symmetrieklassen abzuleiten, wollen wir fiir eine kurze
Zeit das Gebiet molekularer Betrachtungsweisen wieder verlassen und rein geo-
metrisch vorzugehen versuchen. Zu diesem Zweck gehen wir von einem bestimm-
ten, angenommenen Achsensystem aus, das wir als krystallographische Achsen,
gleichzeitig aber auch (mit einigen weiter unten zu erwidhnenden Ausnahmen)
als Symmetrieachsen betrachten, worunter wir Gerade verstehen, die so
beschaffen sind, da das ganze System bei einer Drehung um eine dieser Gera-
den als Achse nach Zuriicklegung eines begtimmten Winkels mit sich selbst
zur Deckung kommt. Ferner kann diese Achse so beschaffen sein, dafl ein Sym-
metriezentrum existiert, d. h. daB das System mit sich selbst zur Deckung ge-
bracht werden kann, wenn man die Achse in ihrer eigenen Richtung umkehrt.
Indem man nun solche ein- und zweiseitige Achsen in bestimmter Art mitein-
ander kombiniert, gelangt man zu den moglichen Krystallsystemen, deren es
32 gibt und die wir hier, soweit es der Raum gestattet, in aller Kiirze besprechen
wollen. Es sei noch hinzugefiigt, daB die Kombination der Achsen verschie-
denen Wertes Symmetrieebenen hervorbringt, ferner, da8 wir in der fol-
genden Darstellung von diesen Symmetrieelementen sekundirer Natur aus dem
Grunde einen weitgehenden Gebrauch machen wollen, weil sie der Vorstellung
weit mehr entgegenkommen als die Achsen.

Das regulire System. Wir gehen von 3 aufeinander senkrechten und voll-
standig gleichwertigen Symmetrieachsen aus (s. Abb. 50, S. 118), so daf} also
a = a = a sein wird. Denken wir uns nun eine Fliche, die alle 3 Achsen, und
zwar in verschiedenen Achsenschnitten schneidet, so kénnen wir sie durch das
Symbol ma : na : a kennzeichnen. Das Millersche Zeichen muf} somit (& k1)

sein, z. B. (123), dem WeiBschen Zeichen a : %: %
wir zunéchst von den 8 Oktanten, die von unseren 3 Symmetrieachsen gebildet
werden, nur einen einzigen in Betracht, so finden wir, da8 sich beimn Achsen-
schnittverhéltnis ma : na : a 6 Moglichkeiten ergeben, namlich mnl, min,
nml, nlm, I'mn und Inm, entsprechend den Permutationen der 3 GroBen.
Wiederholen wir diese Rechnung fiir alle Oktanten, so kommen wir zur Zahl 48,

entsprechend. Ziehen
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wobei selbstverstandlich auch negative Achsenschnitte vorkommen werden, wie
wir dies oben niher auseinandergesetzt haben. Wir kénnen diese 48 Flichen
noch von einem anderen Gesichtspunkte aus ableiten. Die 3 gleichwertigen
Symmetrieachsen bedingen zunichst 3 ebensolche Symmetrieebenen, die zuein-
ander senkrecht stehen und in welchen die Achsen liegen. Die Symmetrie-
ebenen sind neben den Achsen die zweite Art von Symmetrieelementen, und
man stellt sich unter ihnen am besten Spiegelflichen vor. Rechts und links,
bzw. iiber und unter einer Symmetrieebene verhalten sich die Gestalten gleich
Spiegelbildern. Die soeben genannten bezeichnen wir als Hauptsymmetrie-
ebenen; sie teilen den Raum in die erwihnten 8 Oktanten. Sie erfordern aber
die Existenz von weiteren Symmetrieebenen, die niimlich den Winkel zwischen
je 2 Hauptsymmetrieebenen halbieren, also mit jeder der letzteren 45° ein-
schlieBen, da die 3 Hauptsymmetrieachsen miteinander vertauschbar sind.’
Von diesen untereinander gleichwertigen gewdchnlichen Symmetrieebenen
werden 6 vorhanden sein miissen, so daB also im ganzen 9 Symmetrieebenen
da sind, die aufler den 3 Symmetrieachsen, die uns als Ausgangspunkt dieser
Betrachtungen dienen und auf die wir auch die Achsenschnitte beziehen (die
somit gleichzeitig (als Schnittlinien der Symmetrieflichen) krystallographische-
Achsen sind), das Vorhandensein von weiteren 10 Symmetrieachsen bedingen.
Ohne uns auf diese Symmetrieverhaltnisse, auf die Wertigkeit der Achsen usw. )
néher einzulassen, wollen wir nur feststellen, daB die 9 Symmetrieebenen den
Raum in 48 Teile teilen und da diesen 48 Krystallflichen entsprechen, wird dieser
Fall dem hochsten Symmetriegrade entsprechen miissen, der iiberhaupt mog-
lich ist. Die 48flachige Form, der He xakisoktaeder mit dem Symbol (k k1)
hat den Habitus der Abb. 1 der Tafel I. Da es keinen hoheren Grad der
Symmetrie geben kann, ohne mit dem Gesetz der rationalen Achsenschnitte in
Konflikt zu geraten, miissen wir zu einfacheren Formen ibergehen, die als
Spezialfille dieses allgemeinsten Falles gelten kionnen.

Zu diesen einfacheren Spezialfillen gelangen wir, indem wir z. B. zwei
Achsenschnitte gleich wihlen, so daB ihr Verhiltnis ma : ma : @ sein wird.
Wir werden hier statt wie zuvor 48, bloB 24 Flichen erhalten, also einen Iko-
sitetraeder (Abb. 2). Gleichfalls 24 Flichen besitzt die Form ma : a : a(h h 1)
welche den Triakisoktaeder vorstellt (Abb. 3).

Werden alle 3 krystallographischen Achsen im gleichen Verhiltnisse ge-
schnitten, also nach a: a: a, so gelangen wir zum Oktaeder (11 1), einer der
haufigsten in der Natur vorkommenden Formen des reguliren Systems, welche
jedem Oktanten entsprechend 8 Flichen besitzt (Abb. 4). _

Den Triakisoktaeder konnen wir aus dem Oktaeder so konstruieren, daB
wir auf jede Fliche des letzteren eine dreiseitige Pyramide aufbauen. Analog
erhalten wir aus dem Oktaeder die anderen Formen, niarlich den Ikositetraeder
und den Hexakisoktaeder.

Wir wollen jetzt weitere Achsenverhiltnisse betrachten. Es ergeben sich
sogleich neue Moglichkeiten, sobald wir eine Fliche wihlen, die eine Achse im
oo schneidet, mit anderen Worten, die zu einer der Achsen parallel ist. Gehen wir
wieder vom allgemeinsten Falle aus, wo m a : n a : a ist, und setzen wir statt m
oo ein, so wird die neue Form cca : na : a sein und das Millersche Symbol
(h k 0) besitzen. Sie besitzt 24 Flichen und stellt, wie Abb. 5 zeigt, einen Wiirfel
vor, welcher auf jeder Fliche eine vierseitige Pyramide trigt, also ein Tetra-
kishexaeder. Lassen wir im Hexakisoktaeder je 2 Flichen in eine einzige.
verschmelzen, so kommen wir zu dieser Form, Es ist nicht schwer, die nahe
Beziehung der beiden Formen zu erkennen. Fixieren wir die Abbildung des
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48-Flachners, so kénnen wir beim Wegdenken der Schnittlinien o den Tetrakis-
hexaeder deutlich sehen.

Die Form ocoa:a:a (110)stellt den Rhombendodekaeder vor (Abb.6),
den wir auf ahnlichem Wege aus dem Triakisoktaeder erhalten, nimlich durch
Wegdenken der Schnittlinien a in Abb. 6.

~ Wiihlen wir eine Fliche, die zu zwei Achsen parallel ist, die dritte aber in ¢
schneidet, so gelangen wir zu oca :oca:a oder (100), welches Symbol den
reguliren Wiirfel vorstellt und den wir auch erhalten, wenn wir im Iko-
sitetraeder (Abb. 7) die 4 Flichen 1234 in eine verschmelzen lassen.

"~ Mit den hier besprochenen Formen hatten ‘wir jedoch die Moglichkeiten
des reguliren Systems noch nicht erschopft, blo8 die sog. holoedtischen
oder vollflichigen Formen, d. h. solche, in denen alle moglichen, d. h. durch
die Symmetrieverhiltnisse bedingten Flichen zur vollen Entwicklung gelangt
gind. Der Holoedrie gegeniiber steht die Hemiedrie bzw. Tetartoedrie.-
Zu den Formen der letzteren gelangen wir, wenn wir im reguldren System
(@ = @ = a) von den vorhandenen Symmetrieelementen einige zum Verschwin-
den bringen, wodurch selbstverstindlicherweise sich die Anzahl der Flichen der
hemiedrischen und tetartoedrischen Krystallformen auf die Hilfte, bzw. ein
Viertel reduzieren. Wir konnen z. B. die Hauptsymmetrieebenen fortfallen lassen,
so daB also nur die 6 gewshnlichen tibrigbleiben. Oder wir bewirken den Ausfall
der letzteren, wihrend die 3 Hauptsymmetrieebenen erhalten bleiben. Endlich
konnen alle Symmetrieebenen zum Wegfall kommen, so da nur noch die
Symmetrieachsen iibrigbleiben, und auch diese kénnen in ihrer Zahl gekiirzt
werden durch die Ausschaltung von Symmetrieebenen.

Als Beispiel fiir eine solche hemiedrische Form wollen wir die Tetraeder
anfithren. Zu diesem Zwecke prifen wir, was aus der Fliche (11 1) wird, also
aus jener, welche in der Holoedrie den Oktaeder ergibt, wenn wir die 3 Haupt-
symmetrieebenen verschwinden lassen. Es ehtsteht die in Abb. 26 oder 27 ge-
zeichnete 4flachige Gestalt, die wir als Tetraeder bezeichnen. Zugleich sehen wir
in der Abbildung zwei Formen nebeneinander. Je nachdem, ob wir von der Flache
(111) oder aber (11 1) ausgehen, erhalten wir die eine bzw. andere tetraedrische
Form. Man bezeichnet diese beiden als positive und negative Form und die
eine kann durch eine entsprechende Drehung mit der zweiten zur Deckung
gebracht werden. Kombinieren sich beim Wachsen ein positiver und ein ne-
gativer Tetraeder miteinander, so ergeben sie eine Form, die #uBerlich vom
Oktaeder nicht unterscheidbar ist, deren inneren Symmetrieverhaltnisse jedoch
ganz anders sein miissen, weil ja zwei einander gegeniiber liegende Oktaeder-
flichen miteinander nicht mehr gleichwertig sind; fehlt doch die diese Gleich-
wertigkeit erst bedingende Symmetrieebene. Ebenso liegt der Fall beim Wiirfel.
Hier ist eine geometrisch hemiedrische Form nicht moglich, so daB der hemi-
edrische Wiirfel vom holoedrischen #uBerlich in keiner Weise verschieden
sein wird. Dennoch miissen zwei gegeniiberliegende Flichen wegen Ausfall
der Hauptsymmetrieebenen ganz verschiedene physikalische Werte aufweisen,
so daB bloB eine Scheinsymmetrie vorliegen kann.

~ Lassen wir alle 9 Symmetrieebenen verschwinden, so gelangen wir zu einer
Hemiedrie, die man als pentagon - ikositetraedrische, auch plagiedrische
bezeichnet. Wir erhalten nimlich aus der 48flichigen holoedrischen Form, dem
Hexakisoktaeder, einen 24-Flichner, nimlich den Pentagon-ikositetraeder
(Abb. 24 u. 25). Die beiden entsprechen der Grundfliehe (k4 1) bzw. (h k). Man
nennt sie rechte und linke Form und sie unterscheiden sich von den beiden
Formen des Tetraeders ganz wesentlich dadurch, daB sie durch einfache Drehung
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miteinander nicht zur Deckung gebracht werden kénien. Sie verhalten sich dem-
nach so, wie sich die rechte zur linken Hand verhiilt, und wir nennen zwei Formen
mit dieser Eigenschaft enantiamorph. Ein Symmetriezentrum ist hier nicht
vorhanden. Auf diese Formen kommen wir bei der Besprechung deroptischen Eigen-
schaften der Krystalle noch zuriick, bei welcher Gelegenheit wir auch vernehmen
werden, wie hoch die Bedeutung der Entdeckung der enantiamorphen Formen
derWeinsiure durch Paste ur fiir die ganze Entwicklung der Biologie geworden ist.

- Wir wenden uns nun znm tetragonalen Svstem. Bei diesem System, das
man auch als quadratisch zu bezeichnen pflegt, gehen wir wiederum von drei
zueinander senkrechten krystallographischen Achsen aus; zum Unterschiede
vom reguliren System aber ist die vertikale (c-) Achse (Hauptachse) nicht gleich-
wertig mit den beiden horizontalen Neben-(a-)Achsen, die unter sich gleich-
artig sind. Aus diesem Grunde wird bei natiirlichen Formen, die diesem System
angehoren, in der Rlchtung der c-Achse ein von den anderen Rlchtungen ab-
weichendes Verhalten in physikalischer Hinsicht zu beobachten sein. Auch ist
die c-Achse der GroBe nach linger oder kiirzer als die beiden Nebenachsen.

Die allgemeinste Form, a :na: mc (k1) fithrt hier zu einér spitzen oder
stumpfen Pyramide (je nach dem Verhaltnis des Achsenschnittes m ¢ zu den
beiden anderen Achsenschnitten), die in' jedem Oktanten 2 Flichen enthilt,
im ganzen also 16 Flichen besitzt. Die Abbildung 11 zeigt uns die Gestalt einer
solchen biquadratischen (auch ditetragonalen) Pyramide.

Das Achsenschnittverhiltnis a:a: mc (b k1) ergibt dagegen eine tetra-
gonale Pyramide mit 8 Flichen (Abb.8), die dem reguliren Oktaeder sehr
ahnlich ist, insbesondere dann, wenn der Achsenschnitt an der c-Achse der
GrdBe nach von den beiden Achsenschnitten der Nebenachsen nicht sehr ab-
weicht. In der Regel findet man allerdings bei natiirlichen Formen einen ziem-
lich stark ausgeprigten Unterschied. Ist der c-Achsenschnitt im Vergleich
zu den anderen recht erheblich, so entstehen lange Spiee, Nadeln usw., an
‘denen man die tetragonale Form schon #uBerlich gut erkennen kann.

LaBt man im Achsenschnittverhiltnis a:na:mc die GroBe m ins Un-
endliche wachsen, entsprechend a:7na:ooc, so erhalten wir ein achtseitiges
ditetragonales Prisma, das vorlaufig noch oben unabgeschlossen ist. Es tritt
mit zwei basischen Endflichen zusammen auf, welche das Prisma oben und
unten abschlieBen. Diese Form mit dem Zeichen (k k0) zeigt die Abb. 8. Das
gleiche Verfahren fiihrt beim Achsenschnittverhiltnis a:a:oc c(th) zum
4flichigen (tetragonalen) Prisma (Abb. 9)

Wird dagegen eine der Nebenachsen im oo geschnitten, z. B. a:oca:mc
(h01), so gelangen wir wieder zu einer Pyramide, die aber gegeniiber den fritheren

Pyramiden um 45° um die Hauptachse gedreht ist, so daB die Achsen nicht
die Ecken, sondern die Mitten der Seitenkanten treffen (Abb. 12), und die man
als Pyramiden zweiter Art bezeichnet; a:oca:c0a (100) stellt analog
ein Prisma zweiter Art vor (Abb. 10).

Endlich wire noch als letzte Moglichkeit das Achsenverhéltnis coa : 0o a :
m ¢ zu erwihnen, welche Form (00 1) die basische Endfliche vorstellt, die man
kurz die Basis nennt.

Es wire fiir unsere Zwecke zu weitgehend, die Hemlednemoghchkelten
des tetragonalen Systems zu besprechen, die sich dem Wesen nach ganz éhnlich
ableiten lassen, wie jene des reguliren Systems. Wir miissen daher a.uf aus-
fithrliche Lehrbiicher iiber Krystallographie verweisen ?).

1) P, Groth, Physikalische Krystallographie, Leipzig 1905. In F.Klockmann,
Lehrbuch der Mineralogie, Stuttg. 1912.
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- An Symmetrieebenen unterscheiden wir im tetragonalen System eine
Hauptsymmetrieebene, nimlich die Ebene der beiden Nebenachsen, oder wenn
wir wollen, die Basis selbst, die wir in die Ebene der Nebenachsen parallel ver-
schoben denken. Ferner haben wir 4 abwechsélnd gleichwertige Symmetrie-
ebenen, die zur Hauptsymmetrieebene senkrecht stehen und als gemeinsame
Schnittlinie die Hauptachse besitzen. Je zwei gleichwertige sind zueinander
senkrecht und je zwei benachbarte schlieBen einen Winkel von 45° mit ein-
ander ein. Die Schnittlinien dieser 4 Symmetrieebenen
-a mit der in der Ebene des Papiers gedachten Hauptsym-

: metrieebene zeigt die nebenstehende Zeichnung (Abb. 52).
Das hexagonale System. Es unterscheidet sich vom

—a ta-| tetragonalen System nur dadurch, daf die Anzahl der
horizontalen Achsen, der Nebenachsen, statt zwei drei
betrigt. Von der Hauptachse 158t sich das gleiche mit-

+a teilen, wie im tetragonalen System. Auch hier wird diese
mit ¢ bezeichnet, wihrend die Nebenachsen, die mitein-
Abb. 52. ander Winkel von 60° einschlieflen, a-Achsen genannt

: werden. Die Ableitung der Formen wird daher dem
Wesen nach die gleiche sein, wie oben im tetragonalen System, nur wird die
allgemeinste Form (A4 1) hier 24 Flichen besitzen und ist eine dihexa-
gonale Pyramide (Abb. 14). Das Achsenschnittverhaltnis ist a:na:pa:mc.
Die Flichenzahl reduziert sich auch hier auf die Hilfte, nimlich 12, sobald
das Achsenverhiltnis a: a:ocoa:mec (hk01), z. B. (1101) wird, wo die Pyra-
midenfliche zwei Nebenachsen im gleichen Abstande, die dritte aber not-
wendigerweise im oo schneidet. Die neue Form ist die hexagonale Pyramide
(Abb.13). Aus diesen Pyramiden lassen sich analog wie wir es im tetragonalen
System gesehen haben, die entsprechenden Prismen ableiten, d. h. das
dihexagonale Prisma (@:ma:pa:soc) (Abb.15) und das hexagonale Prisma
(@:a:00a:00¢c) (Abb. 16), sobald die Hauptachse im oo geschnitten wird.
Auch hier werden wir Pyramiden und Prismen zweiter Art ableiten kénnen
und endlich wird auch die das Prisma oben und unten
abschliefende Basis vorhanden sein, oben (0001) und
unten (000 1). o

Die Verteilung der Symmetrieebenen zeigt die
Zeichnung in Abb. 53, wobei wir uns die Hauptsym-
metrieebene wiederum in der Zeichenfliche denken,
wohin wir ihre Schnittlinien mit den gewoéhnlichen
Symmetrieebenen, deren es 6 geben muB, eintragen.
Die letzteren sind nicht gleichwertig, sondern je 3
bilden eine gleichwertige Gruppe fiir sich, die mitein-
ander 60° einschlieBen. Man spricht auch von pri-
miren und sekundiren Hauptschnitten.

Die Hemiedrien des hexagonalen Systems diirfen wir nicht tibergehen,
da hier sehr wichtige, in der Natur stark vertretene Formen ableitbar sind.
Wir miissen uns daher kurz mit der sog. rhomboedrischen Hemiedrie beschif-
tigen.

- 'Wenn die Hauptsymmetrieebene und die priméren Hauptschnitte ihren
Charakter als Symmetrieebenen einbiifen, so ergeben die dihexagonalen Py-
ramiden Formen, die wir Skalenoeder nennen (Abb. 29 der Tafel I), die hexa-
gonalen Pyramiden aber fithren zu den Rhomboedern. Wir sehen sie in
Abb. 28 abgebildet. Von beiden sind hier wieder je 2 Formen moglich, die
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nicht enantiamorph, sondern kongruent, d. h. gegeneinander um 60° gedreht
sind und die wir konsequenterweise als +- bzw. — -Formen bezeichnen. Eine
ungemein groBle Zahl von natiirlichen Krystallen besitzt die hexagonal-rhom-
boedrische Gestalt, u. a. die Eiskrystalle (H,0), der Kalkspat (CaCO,), Hamatit
(Fe,0,), Korund (Al,0,), isomorph mit Hématit, z. B. Rubin, Saphir, Smirgel usw.

Das rhombische System. Wir haben wieder nur 3 krystallographische
Achsen, die aufeinander senkrecht stehen, so wie im reguléren und tetragonalen
System, allein alle 3 sind ungleichwertig; @, b und ¢ sind die Zeichen. Die all-
gemeinste Form, nimlich @ : n b : m ¢ stellt eine rhombische Pyramide mit
8 Flichen vor, wie wir sie in Abb. 19 dargestellt sehen. Eine flichenirmere
Pyramide gibt es nicht, denn auch die Sonderfillea : b:mc (hhl), sowie a : b : c,
in welchem Falle alle 3 Achsenschnitte die Einheit vorstellen, somit (1 11), sind
Oktaeder mehr spitzer oder nach der Breite ausgedehnter Form, wie man es
aus der Abbildung ersieht. Ferner haben wir rhombische Prismen, die
entstehen, wenn der eine Achsenschnitt unendlich wird (Abb. 20). Wird die
Vertikalachse oo,-also a:nb :00¢, so entstehen vertikale Prismen, die oben und
unten durch die Basis (001) ihren AbschluB finden. Wird dagegen eine der
horizontalen Achsen im oo geschnitten, so entstehen horizontale Prismen, die
entweder der langeren, oder der kiirzeren Horizontalachse parallel gerichtet
sind. Man nennt diese Prismen Domen, und man spricht von Makro- und
Brachydomen (Abb. 22 bzw. 23) je nachdem, ob die lingere (Makro-) oder
die kiirzere (Brachy-)Achse im oo geschnitten wird. Diese Domen werden beider-
geits von Fliachen abgeschlossen, die eine der Horinzontalachsen, ferner die
Vertikalachse im oo schneiden und Pinakoide genannt werden. Die Zeichen
dieser Fliachen sind (100) oder (010).

Von Symmetzrieebenen gibt es im rhombischen System 3 (entsprechend
den drei Achsen), sie stehen aufeinander senkrecht ferner sind sie ungleich-
wertig.

Das monosymmetrische (auch monokline) System. Wihrend in den bisher
behandelten Systemen die krystallographischen Achsen zugleich auch Sym-
metrieachsen waren, ist im monosymmetrischen System die Zahl der Sym-
metrieachsen auf eine einzige reduziert, und zwar beschrinkt sich diese Eigen-
schaft auf jene, die wir in vertikaler Richtung wihlen (c-Achse). Diese steht
senkrecht zu der Horizontalebene, die unsere einzige Symmetrieebene vorstellt
und in welcher die beiden anderen Achsen (@ und b) liegen, die jedoch ausschlieB-
lich krystallographische (d. h. Koordinaten-)Achsen sind. Sie schlieBen mit-
einander einen Winkel ein, der von 90° verschieden ist. Gehen wir somit von
- der Flache a:nb:mc (b k1) aus, so entspricht dleser eine zweite Fliche in-
folge Anwesenheit der Symmetneebene Ferner bedingt die Symmetrieachse,
die hier zweizéhlig ist, eine der (k k I)-Flache gegeniiberliegende Fliche, zu wel-
cher zufolge der Symmetrieebene gleichfalls eine weitere (ebenfalls unten ge-
legene) Fliche gehort.. Im ganzen wird also die Form aus 4 Flachen zusammen-
gesetzt, somit keine Pyramide mehr sein, sondern ein offenes Prisma vorstellen.
Konstruieren wir uns zu diesen 4 zusammengehérigen Flichen weitere 4 unter
sich zusammengehorige, so haben wir die 8 Flachen beisammen (Abb. 21), um
eine Pyramide, also eine geschlossene Gestalt, zu bilden. Allein diese Pyramide
wird in Wirklichkeit nur eine Scheinpyramide sein, weil sie in Wahrheit aus
zwei 4flichigen Formen zusammengesetzt ist, die miteinander nichts gemein
haben. Folglich ist auch die Bezeichnung ,,Pyramide®, , Oktaeder* usw. rein
willkiirlich. Dieser Umstand ist fiir das Verstindnis der krystallographischen
Form ganz besonders hervorzuheben. Wihrend die 8 Flichen des reguliren
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Oktaeders eine Form bilden und untereinander gleichartig sind, und das gleiche
gilt z. B. von der tetragonalen Pyramide oder vom hexagonalen Prisma usw,,
kann eine hemiedrische Form, wie wir dies beim hemiedrischen Wiirfel gesehen
haben, in Wirklichkeit aus mehreren ungleichen Teilen zusammengesetzt sein.
Ahnliches finden wir hier im monoklinen System: eine monokline Pyramide
ist unbekannt. Ebensowenig werden 4flichige Prismen existieren, denn gehen
wir von der Fliche (1 1 0) oder (1 0 0) aus, so wird einer solchen wegen Vorhanden-
seins der Symmetrieachse eine zweite analoge Fliche gegeniiberliegen, damit
aber auch die Flichenzahl dieser Form erschopft sein, denn da eine solche
Fliche zur Symmetrieebene senkrecht steht, wird diese keine weitere Flichen
bedingen kénnen. Ein Doma, das wir hier den rhombischen &hnlich konstru-
ieren, wird wieder ein 4flichiges prismatisches Gebilde vorstellen. AuBer
diesen Formen haben wir auch hier die Basen und Pinakoide, welche die Pris-
men, bzw. Domen abschlieBen.

Das agsymmetrische System. (Auch triklines System genannt.) Dieses
kennt weder eine Symmetrieebene, noch eine Symmetrieachse, und das einzig
vorhandene Symmetrieelement ist ein Symmetriezentrum, welches wir am
besten in den Schnittpunkt der 3 krystallographischen Achsen legen. Diese
errichten wir in der Weise, daBl eine von ihnen vertikal gestellt ist, indes die
beiden andern in verschiedenen Ebenen liegen und sowohl miteinander, als
auch mit der Vertikalachse einen schiefen Winkel einschlielen, was auch die
Benennung triklin bedingt. Das Symmetriezentrum verlangt zu jeder Fliche
eine einzige Gegenfliche, so daB bloB noch 2flichige Formen vorhanden sein
kdnnen.

Weiteres iiber Raumgitter.

Nun kehren wir zu unserem dreidimensionalen Punktsystem, zum Raum-
gitter zuriick. Wie die Abb.*51 zeigt, ist dieses ein rhomboedrisches Netzwerk,
in welchem die verschiedenen Kanten der Rhomboeder gleich lang sind. Sind
keinerlei Symmetrieelemente als Bedingung gegeben, so pafit ein solches Punkt-
system fiir einen asymmetrischen Krystall.

Wenn wir dagegen die Anwesenheit einer Symmetrieebene als Bedingung
stellen, so mufl unser Punktsystem so geordnet sein, daf die Symmetrieebene
einerseits auf einer Punktebene senkrecht steht, ferner den Winkel der Rhomben
halbiert, somit durch die Diagonalen der Rhomboeder geht. Die Symmetrie-
ebene mufl so beschaffen sein, dafl bei ihrer Parallelverschiebung die Punkt-
netze in allen parallelen Punktebenen in der Richtung der Diagonalen halbiert
werden, denn in diesem Falle ist eine wirkliche Spiegelung seitens der Symmetrie-
ebene vorhanden. Ein solches Punktsystem entspricht dem monoklinen
Krystall. Wir haben hier ein Netzwerk von Punktparallelpipeden mit rhom-
bischer Basis.

Wollen wir auch das rhombische System aus Punkten konstruieren, so
miissen wir in das Punktsystem noch mehr Ordnung bringen. Wir miissen die
Anwesenheit einer zweiten Symmetrieebene fordern, ferner miissen diese beiden
zueinander senkrecht stehen. Dieser Umstand aber bedingt die Anwesenheit
einer dritten, zur Schnittlinie der ersteren senkrechten Symmetrieebene, wie
wir wisgen, die Symmetriebedingungen des rhombischen Systems. Die beiden
zueinander senkrechten Symmetrieebenen bedingen nimlich, daBl die Masche
eines Punktnetzes rhombisch oder rechteckig ist; das mit diesem parallele
Punktnetz muB wieder go liegen, dal die Punkte genau senkrecht iibereinander,
oder senkrecht iiber den Diagonaldurchschnitten zu liegen kommen. Nun kén-
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nen wir dieses parallele Punktnetz iiber und auch unter der ersten Punktnetz-
ebene anbringen und demzufolge wird auch diese zu einer Symmetrieebene.
Infolgedessen bedingen 2 oder mehrere Symmetrieebenen, die sich in einer
Geraden schneiden die Anwesenheit einer dritten, zu der Schnittlinie senkrechten
Symmetrieebene. ' '

Wir haben fiir den Winkel, den die beiden Ausgangssymmetrieebenen mit-
einander einschlieBen, 90° gewihlt. Dies war nicht etwa Zufall Wenn wir

nédmlich einen beliebigen Winkel, d. h. @, wo n eine beliebige Zahl ist,

wiahlen, so wiirde dieser Umstand eine unendhche Zahl von Symmetrieebenen,
die alle durch die gleiche Schnittlinie gehen hervorrufen, was geometrisch eine
Unméglichkeit bedeutet. Fiir » miissen wir vielmiehr eine ganze Zahl nehmen.
Bei » = 2 sahen wir das rhombische System verwirklicht; ist n = 3, so kénnen
wir das hexagonale System auf Grund eines analogen Gedankenganges ableiten.
Bei n = 4 erhalten wir das quadratische System, wogegen die Ableitung des
reguliren Systems schon verwickelter ist, da sich » =5 (oder mehr) nicht ver-
wirklichen li8t. Aus diesem Grunde wird das regulire System aus dem tetra-
gonalen abgeleitet, was aber hier nicht entwickelt werden kann.

~ Es ergibt sich also das iiberraschende Resultat, dal man
von einem Punktsystem ausgehend nicht jede beliebige geo-
metrische Formabzuleitenimstandeist, sondern ausschlieBlich
jene, welche die Natur bei der Krystallbildung hervorbringt.
Dieser Sachverhalt war die erste wmhtlge freilich rein theoretische Stiitze
der Raumgittertheorie, zu welcher swh wie wir sogleich héren werden, noch
weitere gesellen.

Die alte Auffassung von ’BI‘&V&IS , die auch wir hier vorausgesetzt haben,
daB nimlich alle Krystallelemente parallel liegen, wurde in neuerer Zeit von
Sohncke durch eine viel allgemeinere ersetzt, dal um jedes Element die an-
deren iibereinstimmend geordnet sind. Die unter dieser Voraussetzung méglichen
Strukturformen, die nach ihm regelm#Bige Punktsysteme heiflen, sind
daher als aus mehreren kongruenten Raumgittern bestehend zu definieren.
Von diesen verschiedenén Punktsystemen sind wieder eine Anzahl ineinander
gestellt. Wir kommen darauf weiter unten zuriick. Die Bravaisschen Raum-
gitter erscheinen dann als Spezialfille dieser. Auf diese Weise gelang es Sohncke
24 der 32 moglichen Krystallklassen abzuleiten, wihrend die iibrigen 8 Klassen
die Einfithrung besonderer Hilfshypothesen erforderten.

Die neuere Entwicklung dieser Hypothesen, die auch an die Namen von
Fedorow, ferner SchonflieB gekniipft ist, besteht in einer weiteren Verall-
gemeinerung, in der Anwendung dieser Vorstellungen fiir die Dimensionen der
Molekiile und insbesondere in der Einfihrung neuer Symmetrieelemente. Wir
haben oben kennengelernt, dafl als solche in Betracht kommen: zunéchst Dreh-
achsen, die 2-, 3-, 4- und 6zihlig sein konnen. Der letztere Fall, ndmlich Sechs-
zahligkeit, ist im hexagonalen holoedrischen System der Fall, wo wir um die
6zihlige c-Achse drehend, sechsmal zur gleichen gegenseitigen Lage der Teile
gelangen. Eine weitere Art der Symmetrieelemente bilden die uns ebenfalls
bekannten Symmetrieebenen, die Spiegelflichen vorstellen. Endlich kann ein
Symmetriezentrum vorhanden sein, d. h. eine Drehspiegelung. Wir denken uns
durch das Zentrum eine Gerade als Achse gelegt und drehen um diese den
Krystall um 180° (die Achse 2zihlig gedacht), worauf wir zum gleichen Bild
gelangen wie vor der Drehung. Eine andere Art der Symmetrie braucht iiber-
haupt nicht vorhanden zu sein, was ja im triklinen System der Fall war.
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Neben diesen, uns schon bekannten Symmetrieelementen, nimmt nun die
neuere Forschung noch die Gleitspiegelung an. Die Abb. 54 zeigt uns das Bild
einer solchen. Es wird hier die Spiegelung mit einer zur Spiegelfliche parallelen
Verschiebung vereinigt. Ferner nimmt man als.ein weiteres Symmetneelement

die Schraubung an, d. h. eine Drehung, wie bei einer ge-
wohnlichen Achse, allein mit gleichzeitiger zur Achse
parallel gerichteten Verschiebung (Abb. 55). Von dieser
erweiterten Zahl von Symmetrieelementen ausgehend, wer-
den die Raumgittertypen ungemein vermehrt, so daf ihre
Zahl weit mehr betrigt, als die natiirlich vorkommen-
den Klassen, sofern man namlich keine molekularen Dimen-
sionen in Betracht zieht, wobei man zu beriicksichtigen
hat, daB die Entfernungen der Molekiile auf 10-8 cm ge-
schétzt werden miissen. Es ergibt sich nunmehr die Frage, wie man solche
kleine Entfernungen methodisch beobachten kann. Dies bringt uns aber zu einer
zweiten Fragestellung, namlich zu jener, wie sich die Erfahrung zu diesen theo-
retischen Vorstellungen stellt. Haben wir Erfahrungsmaterial zu Gebote, durch
welches diese Ansichten gestiitzt werden? Bei den Gasen sahen wir, da8 dort
die experimentellen Erfahrungen, die bei Bo yle ankniipfen, die Aufstellung der
Molekulartheorie geradezu unentbehrlich gemacht haben, wogegen hier bei den
Krystallen die Theorie, d. h. die Vorstellung, nach unserer Darstellung den
Erfahrungen vorauszueilen schien.

Das Bediirfnis nach einer Theorie, wie sie in der entwickelten vorliegt,
ergibt sich zunéchst mit dem Bestreben, das Gesetz der rationalen Indices ein-
leuchtend erkléren zu konnen, ein Verlangen, das wir schon bei Hauy vor-
finden. Er gelangte denn auch zur Ansicht, daf die natiirlichen Grenzflichen
des Krystalls Netzebenen sind, d. h., daB sie durch Punkte des Raumgitters
gehen, die in einer Ebene liegen und ein Netz von nach kongruenten Parallelo-
grammen geordneten Molekiilen bilden. Die- Moglichkeit, das Gesetz der ra-
tionalen Achsenschnitte von diesen Betrachtungen ausgehend mathematisch
abzuleiten, war bis vor kurzer Zeit die wesentlichste Stiitze der Gittertheorie.

Aber erst in der allerneuesten Zeit ist es gelungen, Methoden ausfindig zu
machen, die einen sicheren Einblick in diese Verhaltnisse gewihren und den

Nachweis erbringen, dafl Raumgitter in der Tat existieren. Diese
>~ Methoden schlieBen sich eng an die bei den Gittererscheinungen ge-
wonnenen Erfahrungen in der physikalischen Optik. Ohne auf diese
—1-e Kapitel der Physik eingehen zu kénnen, méchten wir hier die in
Betracht kommenden Grundsidtze, den Auseinandersetzungen von
-~ M. v. Laue!?), dem Vorkiampfer auf diesem neuen und noch unaus-
gearbeiteten Gebiete folgend, hervorheben.

—i Wenn man ein optisches Gitter mit einer ebenen Welle monochro-
matischen Lichtes bestrahlt, so sieht man, wenn man die Strahlen auf
einem Schirm auffingt, eine Anzahl von punktférmigen Gitterspektren,
die auf einer meist nur wenig gekrummten Kurve liegen. Erzeugt man
ein #hnliches Spektrum eines nach zwei Richtungen periodisch konstruierten
Gitters, sog. Kreuzgitters, so erfiillen die Spektren netzartig einen Teil des Schirms.
Dazu gehort aber beim Kreuzgitter ein passendes Verhiltnis zwischen der Wellen-
linge des Lichtes und den Abstinden der Gitterteilse (Gitterkonstanten). Ist
niamlich die Wellenlénge groBer als diese, so verschwinden die Spektren mit
Ausnahme desjenigen, das die Fortsetzung des einfallenden Strahles darstellt.

1) M. v. Laue, Berichte d. Deutsch. Chem. Gesellsch. 50, 8 (1917).

Abb. 55.
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Die Anwendung von Raumgittern war in der Physik bis vor kurzem noech
nicht in Gebrauch, doch 148t sich nach einem mathematischen Analogieschluf
der Beweis erbringen, dafl auch bei ihm unter giinstigen Umstiinden Spektren
auftreten kénnen. Weil aber die Wellenlinge des sichtbaren Lichtes viel groSer
ist, als bei den Raumgittern der Krystalle die Gitterkonstanten, so hatte man
in der léngst bearbeiteten Krystalloptik niemals Erscheinungen wahrgenommen,
die an Gitter erinnert hitten. Nimmt man hingegen das kurzwellige Ront-
genlicht, wie man es aus einer technischen Réntgenrshre erhilt, so gewinnt
man auf der photographischen Platte Spektren, d. h. Beugungsbilder, die auf
das Vorhandensein von Gitterstrukturen der Krystalle hinweisen.

Obgléich die Lage der Spektren darauf schlieBen 148t, daB die Entstehung
des Rontgenstrahlspektrums den geometrischen Gesetzen der gewdhnlichen
Lichtreflexion gehorcht, sind beide Vorginge einander durchaus fremd. Die
Spektrenbildung ist eine Volumenerscheinung und tritt ohne Riicksicht auf die
Oberflichenbeschaffenheit des Krystalls auf, d. h. auch wenn letztere rauh
ist und daher von einer Reflexion keine Rede sein kann. Ferner werden nur ganz
bestimmte Wellenlsingen gespiegelt. Welche, das hingt einerseits von der Rich-
tung des einfallenden Strahles, andererseits vom Abstande der im Gitter be-
nachbarten Netzebenen ab. Wiirde die technische Rontgenrohre kein ausge-
dehntes kontinuierliches Spektrum besitzen, so kénnte man im allgemeinen kein
Gitterspektrum herstellen, weil die Spiegelung auf ganz bestimmte Wellenlingen
beschrinkt ist. So aber kann sich jede Netzebene die ihr passende Wellenlinge
auswihlen. Ferner mufl ganz nachdriicklich hervorgehoben werden, daB das
erhaltene optische Bild nicht etwa ein photographisches oder mikroskopisches
Bild des Gitters ersetzt: Raumgitter lassen sich geometrisch-optisch tiberhaupt
nicht abbilden. Man erhiltlediglich bestimmte Interferenzbilder,
aus denen man zu bestimmten logischen SchluBfolgerungen
berechtigt ist. Die Anschauung ist also keine direkte, ebensowenig wie die
strukturelle Anordnung der Atome im Molekiil (s. S. 297), von welcher wir uns
ein Bild ausschlieflich auf chemischen Reaktionen fuend entwerfen. _

Es sei iibrigens bemerkt, daB wir auf diese Beugungsphinomene S. 252
(kolloider Zustand) noch zuriickkommen werden.

Bevor wir jetzt mit diesen Betrachtungen weiter fortfahren, wollen wir
nochmals auf die oben erwihnte Ansicht Sohnckes zuriickgreifen, nach wel-
chem die Krystalle aus ineinander gelegten Punktsystemen bestehen, die ihrer-
seits wieder aus kongruenten Raumgittern gebildet werden. Jedes Punkt-
system besteht nun aus gleichen Molekiilen, indes die verschiedenen Punkt-
systeme aus verschiedenen Molekiilen aufgebaut sind. Von Groth geht aber
noch weiter und will die Frage, wie viele Atome zu einem Molekiil gehéren, -
umgehen. Aus diesem Grunde besetzt er die Punktsysteme, anstatt mit aus
Atomen erst aufgebauten chemischen Molekiilen, mit den chemischen Atomen
selbst. Zu einem Punktsystem wiirden dann gleichartige chemische Atome
gehoren. Liegt ein einfaches Gitter vor, wie in dem von uns oben gebrachten
Schulbeispiel von Bravais, so sind die Atome parallel orientiert; im allge-
meinen aber werden, wie schon gesagt wurde, mehrere Raumgitter ineinander
gestellt sein. So sind z. B. im Kaliumsulfatkrystall drei Punktsysteme —
entsprechend den Atomarten (K, S, O) — vorhanden, die so ineinander ge-
stellt sind, daB Gleichgewicht herrscht. In einem solchen System ist also von
eigentlichen Molekiilen, wie wir sie aus der Gastheorie kennen, in welcher die
chemischen Atombestandteile keine wesentliche Rolle gespielt haben, gar nicht
mehr die Rede. Auch von einer Einheit der Krystallstruktur kann nicht mehr

Eichwald-Fodor, Physikal.-chem. Grundlagen der Biologie. 9
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gesprochen werden, da zwei benachbarte Krystallpunkte chemisch und auch
nach ihrer Funktion im Raumgitter ganz abweichend sein kénnen. Wir haben
hier lediglich ein Atomsystem vor uns und es ist eines der wesentlichsten
Momente in den modernen Ansichten iiber die Krystalle, daB wir sie aus
Atomen aufgebaut vorstellen, mit Umgehung des Molekiilbegriffes. Auf nithere
Erorterungen iiber Atome gehen wir im Abschn. IT ein.

Diese Vorstellungen vorausgeschickt, ziehen wir jetzt die Moglichkeiten
beim Aufbau eines Punktsystems néher in Erwigung Gehen wir vom regu-

Abb. 68 a~c.

liren Wiirfel aus, und denken wir uns ein aus Atomen aufgebautes Elementar-
gitter. Dieses kann zuniichst einmal die Form besitzen, die uns die Abb. 56a
zeigt. Es ist ein einfaches Gitter mit einem Punkt (Atom) in jeder Hexaeder-
ecke. Allein es koénnen auch verwickeltere Verhiltnisse vorliegen. Es kann
der Fall eintreten, daB nicht- nur die Wiirfelecken, sondern auch die Mittel-
punkte der Wiirfelflichen oder aber die Mittelpunkte der Wiirfel selbst mit
Atomen besetzt sind (Abb. 56b). Eine solche Annahme ist schon deshalb
statthaft, weil wir ja, wie wir oben sahen, die streng parallele Anordnung der
Punkte verworfen haben und zur ,jiibereinstimmenden Anordnung‘ iberge-
gangen sind.

Beim einfachen Gitter gibt es daher nur Netzebenen, die durch die Wiirfel-
ecken gehen und ihre Entfernung betrigt eine Wiirfelkantenlinge. Bei der

zweiten Art von Gittern, die man auch als flachenzentriert bezeichnet, miissen
Netzebenen auch durch die Flichenmitten gehen, wie dies aus der Abb.56b
hervorgeht und welche den Abstand der Netzebenen erster Art halbieren. Das
gleiche aber gilt auch fiir die dritte Gitterart, bei welcher die Wiirfelmittel-
punkte besetzt sind und die wir raumzentriert nennen (Abb. 56¢). Zwischen
beiden Netzebenen gibt es keinen physikalischen Unterschied, weil ja die Atom-
dichtigkeit beider die gleiche ist. Das Gitter wird also entweder dem Schema I
in der obenstehenden Abbildung entsprechen, némlich wenn nur Netzebenen
erster Art vorliegen, oder aber Schema II, sobald auch Netzebenen zweiter Art,
die aber, wie gesagt, physikalisch gleichwertig sind, dazwischentreten.



Die Krystallstruktur. 131

Wihlen wir nun die Richtung des einfallenden Rontgenstrahles so, daf
die Spiegelung an den (1 0 0) Netzebenen erfolgt, daB ferner die an zwei benach-
barten Netzebenen erster Art gespiegelten Wellen mit einer ganzen Wellenlinge
Gangunterschied interferieren. Die hierzu nétige Grundwellenlinge a8t sich
leicht berechnen. Man sagt, die Grundwellenlinge besitzt ein Interferenz-
maximum erster Ordnung. Allein auch die harmonischen Wellenlingen, welche
die Hilfte, ein Drittel, ein Viertel usw. von der Grundwellenlinge betragen,
werden gleichzeitig gespiegelt, doch alle diese kiirzeren Wellenlingen besitzen

Abb. 56e—g.

sodann Interferenzmaxima zweiter, dritter Ordnung usw. Dies ist beim ein-
fachen Gitter -der Fall. Tritt nun zwischen zwei Netzebenen erster Art eine
solche zweiter Art, die gerade so gut spiegelt, so werden die beiden Wellen, die
an einer Netzebene erster Art und einer benachbarten zweiter Art gespiegelt
werden, mit einer halben Wellenlinge Gangunterschied interferieren, sich infolge
ihrer gleichen Stirke aufheben, so daB beim flichen- und raumzentrierten
Gitter ein Interferenzmaximun erster und itberhaupt unpaariger Ordnung nicht
eintreten kann. Man kann ausschlieBlich solche gerader Ordnungen beobachten.

Ziehen wir eine Netzebene (1 11) in Betracht, die zu einer Wiirfeldiagonale
senkrecht steht, so wird hier beim flichenzentrierten Gitter gegeniiber dem
einfachen kein Unterschied vorliegen, weil die Netzebenen, welche die Ecken
enthalten, auch bereits durch die Flichenmitten gehen. Es werden sich daher
alle Interferenzmaxima bei der Spiegelung ausbilden konnen. Liegt hingegen
ein raumzentriertes Gitter vor, so werden wohl neue Netzebenen gegeniiber
dem einfachen Gitter hinzukommen, die nimlich durch die Wirfelmitten gehen
und die Netzebenen erster Art in der Mitte halbieren. Wir kommen hier zum
Gitterschema IT und es fallen auch hier alle Interferenzmaxima ungerader Ord-
nung fort. '

Aus den Interferenzerscheinungen geschilderter Art liBt sich somit auf
die Art des Gitters schlieBen und die Experimente ergaben, da8 z. B. beim re-
guliren Kupfer und Silber das flichenzentrierte, kubische Raumgitter vorliegt.

Die Abb. 56e zeigt uns das Gitter des Steinsalzes (NaCl) und des Sylvins
(K (), die beide regulir krystallisieren. Hier bildet die eine Atomart ein flichen-
zentriertes Gitter fiir sich, die andere ebenso, nur sind beide flichenzentrierte
und kongruente Gitter um die Hilfte einer Wiirfeldiagonale gegeneinander ver-
schoben. Der FluBspat (CaF,) zeigt den Typus in Abb. 56 f, nebenan (Abb. 56 g)
sehen wir das Raumgitter des Diamanten. Man wird hier der ineinander ge-
stellten Punktsysteme recht deutlich gewahr.

Um das geheimnisvolle Innere dieser Krystallbauten mit Sicherheit ent-
hiilllen zu konnen, bedarf es freilich der Kenntnis der Gitterkonstanten.
Diese aber kann man berechnen, wenn man verschiedene Grundlagen besitzt.

g*
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Nimmt man mit v. Groth an, daB die Gitterpunkte aus chemischen Atomen
bestehen, wie dies oben auseinandergesetzt wurde, so dient folgende Uberlegung
fiir die Berechnung. Wir wihlen als Beispiel das regulir krystallisierende Silber,
dessen Raumgitter, wie gehért, flichenzentriert ist. Folglich kommen auf einen
Elementarwiirfel 4 Atome (beim einfachen Gitter 1 Atom, beim raumzentriertén
zwei Atome). Da die Masse des Silbers 108 mal so viel betréigt als die des Was-
serstoffatoms, also 108 - 1,64 - 10~ 2g, so kommen auf 1 Elementarwiirfel 4 mal
so viel, d. h: 7,10. 10-22g. Dieser Wert mul nun gleich sein dem Produkte
aus der Dichte des Silbers und dem Volumen V des Elementarwiirfels. Aus dieser
Gleichung 1a8t sich ¥ ohne weiteres berechnen und aus dem Elementarvolumen
die Wiirfelkantenlinge, womit wir aber bereits im Besitz der Gitterkonstanten
sind. (In unserem Falle betrigt die Kantenkinge 4,07 - 10-8, wie es molekularen
Dimensionen entsprechen muB.) Es ist zu erwihnen, daB die so erhaltenen Zah-
len mit den aus anderen Berechnungen, die von diesen Uberlegungen ganz un-
abhingig sind, ausgezeichnet iibereinstimmen, womit aber die Theorie von
Groth gleichzeitig bedeutend gestiitzt wird.

Die optischen Eigenschaften der Krystalle.

Wir haben in dem vorhergehenden folgende Arten von Krystallsystemen
kennengelernt. Zun#chst ein solches, in welchem alle Syymmetrieachsen gleich-
wertig waren, nimlich das regulire System. Zweitens sahen wir Krystallsysteme,
in denen eine Achse, die wir dann Hauptsymmetrieachse genannt haben, von
den iibrigen verschieden war, wie dies im tetragonalen und hexagonalen System
der Fall ist. Endlich haben wir im rhombischen und monoklinen System die
dritte Moglichkeit gesehen, daB alle vorhandenen Symmetrieachsen vonein-
ander verschieden sind. Diese Verschiedenheit der Symmetrieachsen hatte bis
jetzt fir uns blo8 eine geometrische Bedeutung, obwohl wir nicht versiumt
haben zu betonen, daB die Achsen keineswegs als einfache Linien aufzufassen
sind (so wie etwa die krystallographischen, d. h. Koordinatenachsen), sondern
als Richtungen, so daB sich zu der einen Achse eine unendliche Zahl von
Parallelen gesellt, die sowohl geometrisch als auch physikalisch alle den gleichen
Wert besitzen. : .

Wir méchten jetzt die physikalischen Verhiltnisse praktisch an der in-
teressantesten physikalischen Eigenschaft, nimlich am optischen Verhalten
der Krystalle studieren, bemerken aber zugleich, daBl sich die Ergebnisse, die
fir die Fortpflanzung des Lichtes im Krystall bestehen, auch fiir die
ihr so nahestehende Warmeleitung und ferner fiir die Fortpflanzung der
Elektrizitat, welche ja physikalisch den vorigen ebenfalls auBerordentlich
nahesteht, Giltigkeit besitzen.

Denken wir uns im Inneren eines reguliren Krystalls ein durch Licht er-
regtes Atherteilchen, so wird sich die Erregung nach den Gesetzen der Licht-
wellen fortpflanzen. Weil nun der innere Bau des reguliren Krystalls voll-
stindig gleichmaBig und keine der Richtungen von den anderen verschieden ist,
go wird auch die optische Elastizitdt nach allen diesen Richtungen die gleiche
sein. Wir nennen ein solches Medium optischisotrop und diirfen als solche —
allgemein gesprochen — die amorphen und reguliren Substanzen betrachten.

Stellen wir die ElastizitiitsgroBen als gerade Strecken dar, wie dies in der
Physik bei Kriften usw. allgemein Brauch ist, so stellt die Elastizitatsfliche
eine Kugelfliche vor, deren Radius etwa die Einheit der Elastizitit bedeutet
und in deren Mittelpunkt der Erregungsursprung liegt.
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Die Isotropie hort sogleich auf, wenn wir uns zu jenen Systemen begeben,
die eine Hauptsymmetrieachse besitzen, also zum tetragonalen und hexago-
nalen System. Die von den anderen verschiedene Richtung, jene der Haupt-
symmetrieachse, wird auch in optischer Beziehung eine Sonderstellung einneh-
men. Lassen wir den Lichtstrahl durch Krystalle, die diesen Systemen ange-
horen, treten, so werden wir die Beobachtung machen, dal er entgegen dem
Fall wie er bei optischisotropen Medien vorliegt, doppelt gebrochen wird.
Statt eines Strahles werden zwei austreten, so daB wir ein doppeltes Bild der
etwa durch den Krystall betrachteten Gegenstiinde erhalten. Nur wenn der
Lichtstrahl in der Richtung der Hauptsymmetrieachse eintritt, werden wir
keine Doppelbrechung wahrnehmen kénnen. Offenbar muB also der innere
Bau des Krystalls so beschaffen sein, da8 in zur Hauptachse senkrechten Rich-
tungen, in welchen eben der in der Richtung der Hauptachse sich fortpflanzende
Lichtstrahl schwingt, iiberall die gleiche Elastizitit herrscht, der Krystall
sozusagen isotrop ist. Dies stimmt auch mit unseren geometrischen Erfahrun-
gen iiberein. Wir sahen, daf8 die Nebenachsen im tetragonalen und hexagonalen
System einander glelch-
wertig sind. Wir nennen
diese Krystallsysteme op-
tisch-einachsig, wobei
die optische Achse mit der
Hauptsymmetrieachse zu-
sammen fallt.  In der.

Richtung der optischen
Achse herrscht eine an- 7 /

dere Elastizitit als senk- . 4

recht zu ihr, und zwar / '
eine grofere oder kleinere. i E.
Konnte doch die ¢-Achse v "

auch einen krystallogra- ' Abb. 57.

phisch groferen oder klei-

neren Wert besitzen als die Nebenachsen. Auf alle Falle stehen die Achsen
der maximalen und minimalen Elastizitit senkrecht zueinander, wihrend in
den anderen Richtungen Zwischenwerte auftreten.

Die beiden Strahlen, die wir bei der Doppelbrechung erhalten, sind von
ganz verschiedener Natur. Einer derselben verhilt sich so, als wiire der Kry-
stall einfachbrechend, wie ein isotropes Medium, denn die Art der Brechung
ist bei diesem Strahl ganz normal und folgt den bekannten Gesetzen der Licht-
brechung. Dieser Strahl wird dementsprechend ordentlicher Strahl genannt.
Er pflanzt sich in allen Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit fort und
besitzt als Elastizititsfliche eine Kugel, wie wir dies oben beim isotropen
Medium schon vernommen haben.

Der zweite, auBerordentliche Strahl, gehorcht bei der Brechung nicht
dem Sinusgesetz und ist seiner Natur nach verschieden je nach der Rich-
tung, die er im Krystall zu durchlaufen hat, denn, wie wir gehort haben, gibt es
in diesem eine Richtung der groften und dazu senkrecht eine der kleinsten
Elastizitit, was den Verlauf des auBerordentlichen Strahles beeinfluft. Die
Elastizitdtsfliche ist daher fiir ihn keine Kugel mehr, sondern ein Rotations-
ellipsoid, dessen Drehungsachse mit der krystallographischen Hauptachse
(gleich optische Achse) zusammenfillt (Abb. 57). Dieses beriihrt in den Polen
seiner kiirzeren Achse die Kugelfliche, wie dies aus der obenstehenden Ab-



134 Der Zustand der Materie.

bildung hervorgeht. Mit anderen Worten, der ordentliche Strahl (0) besitzt
einen konstanten Brechungsexponenten, indes dieser beim auBerordentlichen
Strahl (E) mit der Richtung variiert. Geht der Lichtstrahl senkrecht zur opti-
schen - Achse durch den Krystall, so ist der Unterschied zwischen beiden
Brechungsexponenten am grofiten. Er wird = 0, wenn der Lichtstrahl in der
Richtung der optischen Achse einfillt, weil in diesem Falle beide Strahlen
zusammenfallen und die Doppelbrechung tiberhaupt aufhért. Selbstverstind-
lich sind beide Brechungsindices ihren absoluten Werten nach von der Wellen-
linge des Lichtes abhingig.

Man spricht von negativen doppelbrechenden optisch - einachsi-
gen Krystallen, wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von E in der Rich-
tung der optischen Achse kleiner ist, als senkrecht dazu. Es ist in diesem Falle
der Brechungsquotient von O groBer als der von E, was z. B. beim Kalkspat vor-
liegt. Die Atherelastizitit ist in der Richtung der optischen Achse am groBten,
weshalb sich der Strahl senkrecht zu dieser Achse am raschesten fortpflanzt.
Bezeichnet man die Achse der groBten Elastizitit mit a, so ist a = ¢ . Die Kugel
fir O wird hier vom Rotationsellipsoid umschlossen. Die entgegengesetzten
Verhiltnisse passen fiir die positiven Krystalle. Hier ist ¢ = ¢, d. h. das
Minimum der Elastizitst fsllt mit der optischen Achse zusamnmen. Bei den
negativen Krystallen ist die auBerordentliche Welle die schnellere, weshalb
auch das Ellipsoid die Kugelfliche umschlieBt. Ferner ist £ dem Einfallslot
entfernter. Das Umgekehrte gilt fir die positiven Krystalle.

Die zweite Klasse der optisch-anisotropen Substanzen umfaft die optisch
zweiachsigen Krystalle, zu denen jene des rhombischen, monoklinen und
triklinen Systems gehoren. Hier liegen die Verhiltnisse bedeutend verwickelter:-
Auch hier treffen wir die Doppelbrechung an, doch gibt es keinen Strahl, welcher
dem ordentlichen entsprechen wiirde, da sich beide auBerordentlich verhalten.
Fiir keine gilt das Sinusgesetz, d. h. beiden entsprechen variierende Brechungs-
quotienten. Dennoch existieren in diesen Krystallen zwei Richtungen, in denen
der einfallende Lichtstrahl sich ohne Doppelbrechung fortpflanzt, und welche
wir als die beiden optischen Achsen bezeichnen. Es gibt namlich 3 Elastizitats-
achsen (a, b, ¢), die zueinander senkrecht stehen, so daB die Elastizitatsflache
nach den Berechnungen von Fresnel eine Fliche vierten Grades ist, namlich
ein drei (ungleich-)achsiges Ellipsoid, dessen Lings- und Querschnitte Ellipsen
sind, durch dessen Mittelpunkt man aber zwei zueinander symmetrische Kreis-
schnitte legen kann, auf welche senkrecht eben unsere beiden optischen Achsen
gerichtet sind. Denn da die Schnitte kreisférmig sind, so werden in ihnen die
Elastizitdten in allen Richtungen die gleichen sein, somit mufl der in ihnen
schwingende, in senkrechter Richtung sich fortpflanzende Strahl Bedingungen
antreffen, die einem isotropen Medium entsprechen. Die beiden optischen
Achsen stehen aufeinander nicht senkrecht, sondern schliefflen einen spitzen
oder stumpfen Winkel ein, welcher fiir den betreffenden Krystall charakteristisch
ist.

Ein weiteres Eindringen in die besonderen Fragen dieses Gebietes wiirde
uns vom Ziele dieses Buches zu sehr entfernen. Hervorgehoben werde nur
mnoch die Tatsache, daB in doppeltbrechenden Medien beide Strahlen polari-
siert sind, d. h. entgegen dem gewo6hnlichen Licht, bei welchem die transver-
salen Atherschwingungen rings um seine Fortpflanzungsrichtung nach allen
Seiten gleichmiBig vor sich gehen, in einer einzigen, zur Gangrichtung des
Lichtes senkrechten Ebene schwingen. Die Polarisationsebene ist jene
Ebene, zu welcher diese Schwingungen senkrecht erfolgen. Dieser Umstand
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sei deswegen hervorgehoben, weil wir spiter (S. 305) vernehmen werden, daf3
eine groBe Anzahl von asymmetrisch gebauten chemischen Molekiilen die Eigen-
schaft besitzt, die Ebene des z. B. mittels eines Kalkspatprismas polarisierten
Lichtes um einen bestimmten, fiir die betreffende Substanz charakteristischen
Winkel zu drehen. Es sei noch erwihnt, daB die Polarisationsebenen von O
und E zueinander senkrecht stehen, wobei die von O dem optischen Haupt-
schnitt parallel, die von E aber zu ihm senkrecht ist. Unter dem optischen
Hauptschnitt fir irgendeine Krystallfliche oder Schnittfliche verstehen
wir jene Ebene, welche auf der betreffenden Fliche senkrecht steht und zugleich
der optischen Achse parallel ist.

Doch miissen wir auch hier bereits einiger lingst, etwa vor einem halben
Jahrhundert entdeckter Tatsachen gedenken, die vielleicht einen der bedeutend-
sten Wendepunkte in der Geschichte der Wissenschaft zu bedeuten hatten. Hauy
und WeiB haben nimlich erkannt, daB im Quarz (Bergkrystall, SiO), welcher
hexagonal krystallisiert, hemiedrische Flichen vorkommen. Diese lagen bei
einigen Individuen rechts, bei anderen wieder links, so daB man von rechten
und linken Quarzen, die wir heute enantiamorphe Formen nennen, reden konnte.
Andererseits fand Biot, daB die Quarzkrystalle sich in zwei Gruppen teilen
lieBen: in eine, die die Polarisationsebene des auf irgendeine Weise polarisierten
Lichtes nach rechts ablenkte, dann in eine zweite, die ebenso stark nach links
drehte. Den Zusammenhang zwischen beiden Erscheinungen aber fand Her-
schell, indem er na.ohmes, daB die Quarze mit den hemiedrischen Flichen
der einen Art nach der einen Richtung, die mit den entgegengesetzten Hemiedrie-
flichen nach der anderen Richtung ablenken. Diese Erscheinung ist eine ganz
allgemeine: enantiamorphe Krystalle lenken die Polarisationsebene
des Lichtes ab und zwar wirken die beiden Formen’ opinsch iment-
gegengesetzten Sinne.

Das Merkwiirdige an diesen Beobachtungen ist aber der Umstand da
der asymmetrische Aufbau, den man den Quarzkrystallen unbedingt zuschrei-
ben muB, keine Eigenschaft der Kieselsiuremolekiile selbst ist, sondern aus-
schlieBlich die ihrer Krystalle. Eine Kieselsiurelosung ist optxsch vollkommen
indifferent und veriindert die Ebene des polarisierten Lichtes nicht im gering-
sten.

Dagegen fand Pasteurl) um 1848, daB die Salze der Weinsdure mit
hemiedrischen Flichen ausgestattet sind und in Losung die Polarisationsebene
nach rechts ablenkten, wogegen die chemisch identischen, jedoch ohne hemi-
edrische Flichen krystallisierenden Salze der Traubensiure in optischer Beziehung
inaktiv waren. Als aber Pasteur eines Tages das Natriumammoniumsalz der
Traubensdure in Krystallen ziichtete, bemerkte er das Auftreten hemi-
edrischer Flichen, und zwar Zweier emander entgegengesetzter Arten. Ertrennte
beide durch mechanisches Auslesen. Eine derselben verhielt sich im Polarisa-
tionsapparat genau so, wie die Salze der Weinsiure, indem die Lésung dieser
Krystalle nach rechts ablenkte. Die anderen Formen hingegen bewirkten Links-
drehung. . Die Erklirung dieser Entdeckung war die, daf das gemischte Salz
der Traubensiure, die ihrerseits nichts anderes als eine Verbindung der beiden
entgegengesetzten Formen der Weinsiure ist, eine sog. Racemverbindung,
sich wihrend der Krystallisation gespalten hatte, wobei als Spaltstiicke die
beiden enantiamorphen Krystallformen der weinsauren Salze hervorgingen.
Dies war der erste Fall der Entdeckung einer optischen Isomerie bei organischen

1) L. Pasteur, Uber die Asymmetrie bei natiirl. vork. org. Verb. in Ostwalds
Klassiker Nr. 28. Leipzig 1891.
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Stoffen, eine Erscheinung, die auf die asymmetrische Beschaffenheit der or-
ganischen Molekiile zuriickfihrbar ist, diesen sogar beim -Eingehen in neue
chemische Vorgiinge weiter anhaftet, iiber welchen auch biologisch hochwich-
tigen Gegenstand, der sodann zur Entdeckung des asymmetrischen Kohlen-
stoffatoms fiihrte, spiter ausfiihrlich- gesprochen wird.

Chemische Zusammensetzung und Krystallform.

Wir haben in dem Vorhergehenden die Mannigfaltigkeiten der Krystall-
formen kennengelernt und stehen jetzt vor der Frage nach der Verbreitung
dieser Formen unter der gewaltigen Menge von chemischen Stoffen an-
organischer und organischer Beschaffenheit. Gibt es fiir jeden chemischen
Stoff eine ihm eigene, individuelle Krystallform? Wie verhalten sich ferner
in dieser Beziehung Stoffe, die eine #hnliche, ja sogar identische chemische
Zusammensetzung (lsomere Verbindungen, siehe S. 298) besitzen ? Endlich
diirfen wir auch die Frage aufwerfen, ob nicht ein und derselbe chemische Stoff
in verschiedenen Krystallformen auftreten kann usw. Heute, wo wir das Tat-
sachenmaterial bereits vor uns sehen, konnen wir alle diese Fragen ohne Schwie-
rigkeit stellen, weil wir in ihnen bereits die Antworten antizipieren. Am An-
fange des 19. Jahrhunderts aber wuBte man von diesen Verhiltnissen sehr wenig
und diese Fragen bildeten jeweils, immer wieder durch neue Entdeckungen zeit-
gemiB gemacht, die brennendsten Tagesfragen der exakten Naturwissenschaften.
Wir wollen indessen auf die Wiedergabe der geschichtlichen Entwicklung ver-
zichten und gleich mit einem wichtigen Gesetz von Mitscherlich (1819) be-
ginnen, welches seinerzeit die Losung aller jener Probleme bedeutete.

Mitscherlich untersuchte die Krystallformen der phosphorsauren und
arsensauren Salze und fand bei ihnen zwei Reihen von chemischen Substanzen,
die in ihren Formen so iibereinstimmend waren, daB# es unmdoglich erschien,
irgendeine Verschiedenheit wahrzunehmen. Er gab fiir seine Entdeckung
die folgende Erklirung ab: Die gleiche Anzahl auf gleiche Weise verbundener
Atome bringt die gleiche Krystallform hervor und diese gleiche Krystallform
ist ynabhéingig von der chemischen Natur der Atome, sie ist nur bedingt durch
die Zahl und die relative Stellung derselben. Aufler der Vertretung des Phos-
phors durch das Arsen fithrte Mitscherlich noch folgende Fille als Stiitzen.
seiner Lehre an: die Formen des Bleisulfates, Bariumsulfates und Strontium-
sylfates waren iibereinstimmend; ebenso jene der Carbonate des Calciums,
Zinks, Eisens und Mangans; der Sulfate des Kupfers und Mangans; des Kobalts
und Eisens; von Zink, Nickel und Magnesium. Man nennt nach Mitscherlich
diese Erscheinung Isomorphie. Isomorphe Stoffe hatten noch die Eigentiim-
lichkeit, daB der eine in der Losung des anderen Weiter wuchs, so daff man auf
leichte Weise Mischkrystalle ziichten konnte. Das Calcium konnte beispiels-
weise das Strontium in jeder Beziehung vertreten usw. Diese Befunde von
Mitscherlich besaBen zu ihrer Zeit eine hohe Bedeutung fiir die Entwicklung
der- chemischen Stéchiometrie und Bestimmung der Atomgewichte, welche
Forschung damals Berzelius leitete. Auf diese Frage miissen wir demnach
S. 286 (Atomtheorie) noch zuriickkommen.

Die strenge Fassung des alten Begriffes der Isomorphie, namlich die ana-
loge Zusammensetzung, die gleiche Krystallform und die Bildungsmoglichkeit
von Mischkrystallen bietet einer modernen Kritik nicht unerhebliche Schwierig-
keiten, so daBl man in der Isomorphie keinen scharf zu definierenden Be-
griff mehr sieht. Es kommt némlich vor, daB auch chemische Stoffe nicht
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analoger Zusammensetzung Erscheinungen der Isomorphie zeigen, so z. B.
vermag der Calcit (CaCO;) in einer Losung von Natronsalpeter (NaNOy)
weiter zu wachsen, wo doch beide nach ihrer chemischen Natur ganz wesens-
verschieden sind. Freilich ist es noch nicht mit aller Sicherheit festgestellt,
ob auch beim Weiterwachsen des Salpeters wirklich die Rhomboederflichen
des Kalkspates entstehen, doch sprechen sich viele Beobachter im Sinne einer
Bejahung aus. Andererseits kann man Fille aufzéhlen, wo ein Zusammenwachsen
zu beobachten ist, ohne daBl man deswegen von einer Isomorphie sprechen diirfte.
Eine eingehende Kritik dieses Gegenstandes findet man bei H. Baumhauer?).

Auch wurde festgestellt, daB die Formen wirklich isomorph zu nennender
Stoffe nicht vollstindig gleich sind, indem die genaue Untersuchung der Winkel
deutliche, wenn auch in einzelnen Fillen sehr geringe Unterschiede ergibt, eine
Tatsache, die iibrigens bereits Mitscherlich bekannt war. Man spricht des-
wegen gelegentlich auch von einer Homéomorphie statt Isomorphie. Viel
interessanter und allgemeiner ist der Zusammenhang der Erscheinungen der
Isomorphie mit dem Begriff der Morphotropie. Groth ‘studierte nimlich
den EinfluB der chemischen Substitution bestimmter Atome im Molekiil durch
andere — insbesondere auch in organischen Stoffen — auf die Krystallform.
Als Beispiel sei das Benzol und einige seiner Substitutionsprodukte angefiihrt:

Benzol, CH, Achsenverhiltnis: 0,891 : 1 : 0,977
Phenol, C;H,0H Achsenverhiltnis : unbekannt
Resorcin, C;H,(OH), hombiscl Achsenverhiltnis: 0,910 : 1 : 0,540
Hydrochinon, CgH,(OH), ( ™0™"s¢?
Brenzcatechin C;H,(OH),

Pyrogallol C;H4(OH),

Bei Phenol und Resorcin ist das Verhaltnis der ersten zwei Achsen recht
ahnlich, die dritte weicht allerdings schon betrachtlich ab. Groth driickt sich
in der Weise aus, daB die Substitution des Wasserstoffs durch Hydroxyl oder
Nitril das Krystallsystem, sowie das Verhaltnis der ersten beiden Achsen un-
verandert 148t und nur das dritte Achsenverhiltnis alteriert. Stérkere Ver-
anderungen ruft dagegen die Substitution durch Halogen hervor: ihre Wir-
kung ist starker morphotropisch. Der enge Zusammenhang zwischen Krystall-
form und chemischer Konstitution 148t sich nicht in Abrede stellen, wenn man
das durch Groth bearbeitete Tatsachenmaterial itberblickt und es wire nur
logisch, die Isomorphie als Sonderfall der Morphotropie aufzufassen
(Baumhauer). Ziehen wir auBerdem die Entwicklung der oben behandelten
Raumgittertheorie in Betracht, so werden wir in Zukunft offenbar von einer
funktionellen Beeinflussung der Gitterstruktur durch bestimmte Atome reden
konnen und die Anderung des Raumgitters durch substituierende Atome ver-
folgen.

Sahen wir in der Isomorphie die Verwirklichung von Féllen, in denen ver-
schiedene chemische Substanzen die gleiche oder zum mindesten duBlerst ver-
wandte Krystallform annehmen, so miissen wir jetzt der Méglichkeit gedenken, daB3
auch eine und dieselbe chemische Substanz in verschiedenen Formen auftreten
kann. So z. B. kann das Calciumcarbonat sowohl hexagonal-thomboedrisch, als
Kalkspat, oder aber rhombisch, als Aragonit, vorkommen, Man nennt aus diesem
Grunde das Calciumcarbonat dimorph und spricht allgemein von einer Poly-
morphie. Als Beispiel eines dimorphen Stoffes diirfen wir auch den Schwefel
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Man kann aus einer Losung von Calciumbicarbonat sowohl Kalkspat, als auch
Aragonit auskrystallisieren lassen, wenn man die Bedingungen der Krystalli-
sation #ndert. Insbesondere begiinstigt die Anwesenheit geringer Menge der
rhombischen, mit Aragonit “isomorphen Carbonate des Strontiums, bzw. Bleies
die Ausscheidung von Aragonit. Sie zwingen dem Kalksalz ihre eigene Form
auf. - Beim Schwefel dagegen ist die Temperatur von entscheidendem Ein-
fluB, da oberhalb 96,5° die monokline, unterhalb dieser Temperatur aber die
rhombische Form zum Vorschein kommt.

Die polymorphen Modifikationen eines Stoffes stellen auch in bezug auf
die anderen physikalischen Eigenschaften, insbesondere ist hier das spe-
zifische Gewicht, ferner der Dampfdruck, d. h. auch der Schmelzpunkt zu
nennen, einen anderen Zustand der Substanz vor, so dafl wir gezwungen
sind, in polymorphen Verbindungen einen verschiedenen atomistischen Auf-
bau zu sehen. In vielen Fillen ist eine solche polymorphe Umwandlung
auch mit einer Anderung der optischen Eigenschaften verkniipft. Man nennt
die Temperatur, bei welcher diese wesentliciten Anderungen in der Beschaffen-
heit einer Substanz, und zwar ganz plétzlich, d. h. ohne irgendwelche Ubergangs-
erscheinungen eintreten, ihre Umwandlungstemperatur (fir S = 96,5°).
Man kann diese Beobachtungen auch in der Weise formulieren, daB man z. B.
zwei Modifikationen des krystallisierten Schwefels unterscheidet, deren eine
bei niederer, wogegen die zweite bei héherer Temperatur stabil ist. Bei der Um-
wandlungstemperatur sind beide Formen nebeneinander vorhanden. Damit ist
noch nicht die Existenzfihigkeit des monoklinen Schwefels bei Temperaturen
unter seinem Umwandlungspunkt in Abrede gestellt, blo8 die Stabilitit dieser
Form. Es gelingt leicht, den monoklinen Schwefel zu ,,unterkiihlen‘, doch
geniigt der leiseste Anstol, beispielsweise die Anwesenheit eines Keimes der
rhombischen Form, um die sofortige Verwandlung in den rhombischen Schwefel
zu bewirken. Diese Verhiltnisse haben eine groSe Ahnlichkeit mit den Uber-
gangserscheinungen fester Stoffe in ihre fliissige Form, mit dem Schmelzvor-
gang und werden sogleich auch im Zusammenhang mit diesem erortert.

4, Der feste Zustand.

Wir haben den Krystallzustand mit Absicht zwischen dem fliissigen und
dem festen Aggregatzustand eingeschaltet, um auf diese Art auch duBerlich
anzudeuten, daB sich beide am Krystallzustand beteiligen kénnen, obwohl wir
bis jetzt noch wenig Fliissigkeiten kennen, die ihre Eigenschaften nach der Rich-
tung oder wie man sich auch auszudriicken pflegt, in vektorialer Beziehung
#andern.

Damit aber stehen wir vor einer weiteren Frage, namlich der Verbreitung
des krystallinen Zustandes im Bereiche der festen Stoffe. Bekanntlich besitzen
nicht alle festen Korper eine schon duBerlich erkennbare vektoriale Beschaffen-
heit, d. h. eine geometrisch vollkommene Krystallstruktur. Ja, bei einer unge-
mein groBen Zahl von ihnen kann man iiberhaupt keine solche Struktur erken-
nen, nicht einmal unter Zuhilfenahme der feinsten mikroskopischen Hilfsmittel.
In diese Kategorie von Stoffen, die man als amorphe Stoffe bezeichnet hat,
gehoren u. a. auch gerade die biologisch wichtigen Substanzen, némlich die,
welche in lebenden Zellen vorkommen und aus diesen hergestellt werden. Um
nur wenige Beispiele zu  erwihnen, fithren wir als solche die Cellulose, Starke,
das Glykogen und noch viele andere hochmolekulare Zuckerarten an. Denken
wir ferner an die Gummiarten, an die meisten EiweiBle usw., so werden wir der
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groBen Bedeutung der nicht krystallisierbaren Substanzen fir den Biologen
gewahr.

Ist nun der Unterschied zwischen amorphen und krystallisierten Koérpern
ein wesentlicher, d. h. sind etwa zwei verschiedene, unvereinbare Welten che-
mischer Verbindungen? DaB eine solche strenge Zweiteilung nicht am Platze
wire, vermuten wir bereits aus dem Umstande, daf es gelingt, einen und den-
selben Stoff sowohl krystallinisch, als auch amorph zu erhalten. Wenn wir die
Bedingungen, die dazu notwendig sind, einhalten, gelingt es sogar Eiweile zur
Krystallisation zu bringen. Der amorphe und der krystallinische Charakter sind
daher lediglich. bestimmte Zustinde, in welchen unter Umstiinden auch ein und
derselbe Stoff existieren kann. Dieser Anerkennung der Moglichkeit, einen Stoff
in beide Arten des festen Zustandes bringen zu kdnnen, steht heute eine andere
Auffassung, rein unitarischen Charakters gegeniiber, deren Hauptvertreter,
v. Weimarn?), sie in dem Sinne ausspricht, da8 in der ganzen Natur ausschlie-
lich der vektoriale Zustand vorherrscht, so daB sich dieser nach einigen Autoren
selbst auf die gasférmige Materie erstrecken diirfte. Auf eine Verwechslung der
Moglichkeit, alle Stoffe in den krystallinischen Zustand zu bringen (uth Ausnahme
der Fille, wo ein Gelingen eines solchen Vorhabens aus anderen physikalischen
Griinden mcht erfolgen konnte, z. B. bei Gasen usw.) mit der fertigen Tatsache,
daB alle Stoffe insgesamt vektorial beschaffen sind, hat besonders Wo. Ost-
wald hingewiesen.

Diese Erérterungen bringen uns mit einem weiteren Problem in Beriihrung,
mit der Entstehungsweise der festen Stoffe im allgemeinen. Es gibt
zwei Hauptmoghchkelten fiir die Entstehung einer festen Substanz. Entweder
erstarrt ein sich im, Schmelzflusse befindlicher Korper zu einer festen Masse
oder aber es scheidet sich der feste Stoff aus dem gelosten Zustande aus. Beide
Entstehungsarten sind nicht nur chemisch-technisch von Bedeutung, nimlich
fiir die Erzeugung von chemischen Priparaten, sondern auch erdgeschichtlich.
Bekanntlich unterscheidet der Geologe aus dem Schmelzflusse erstarrte Massen,
wie etwa die Lava, oder aber aus dem Wasser abgelagerte Erdschichten und
spricht demnach von Eruptiv- und Sendimentationsgesteinen.

Auch wir wollen uns mit beiden Seiten des Problems beschiftigen und be-
ginnen hier aus diesem Grunde mit dem uns in diesem Augenblick niherliegenden
Fall, nimlich mit dem Erstarren einer fliissigen Masse bei einer bestimmten
Temperatur zu einem festen Stoff und mit dem Gegenvorgang, dem Schmelzen.

Das Schmelzen und Erstarren. Wenn wir einen festen Stoff, z. B. Eis,
welches die Temperatur —10° besitzen moge, allmihlich erwirmen, so werden
wir zundchst nur das eine wahrnehmen kénnen, da8 die Temperatur der festen
Masse gestiegen ist. Haben wir in unserem speziellen Falle die Temperatur 0°
erreicht, so bemerken wir, daB sich der feste Stoff zum Teil in eine Flissigkeit
verwandelt hat und daB jetzt der feste und der fliissige Anteil der Masse neben-
einander bestehen. Verfolgen wir die Temperatur der teilweise verfliissigten
Masse, so werden wir fiir diese 0° feststellen und diese bleibt erhalten, auch wenn
wir der Masse noch weitere Wirme zufiihren. Diese Bestindigkeit dauert so lange,
bis der allerletzte feste Bestandteil verschwunden, d. h. verflissigt worden ist.
Man nennt nun den Punkt (in Temperaturgraden ausgedriickt), bei welchem der
feste und fliissige Zustand nebeneinander bestehen kénnen, denSchmelzpunkt
eines Stoffes. Die Erscheinung, daB die Temperatur der Masse konstant bleibt,
trotz der Zufuhr neuer Warmemengen, ist uns nicht mehr fremd. Wir sahen
bei der Verdampfung der Fliissigkeiten, daB auch dort Temperaturkonstanz

1) Die Idee selbst stammt von M. L. Frankenheim (1842).
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herrscht, so lange namlich nicht die ganze Flissigkeit in Dampf umgewandelt
wurde und erklirten dies damit, da8 die Wirmeenergie zur Erhohung der in-
neren Energie, der Molekularbewegung in erster Reihe, gebraucht wird. Hier
haben wir den analogen Fall. Die ,,latente Schmelzwirme*, die von der schmel-
zenden Masse gebunden wird und z. B. fiir 100 g Wasser 53,58 cal.!) betragt, wird
auch hier in innere Energie umgewandelt. Es ist leicht einzusehen, daB wie der
Gaszustand gegeniiber dem flissigen den Zustand héheren Energieinhalts vor-
stellt, der letztere dem festen Aggregatzustand gegeniiber diese Rolle spielt.
War der Ubergang eines Gases in eine Fliissigkeit mit einer bedeutenden Ab-
nahme der Molekularbewegung verkniipft, so liegt hier der gleiche Fall vor;
die ohnehin schon bedeutend verminderte Molekularbewegung der Fliissigkeit
wird beim Erstarren noch weiter vermindert, wenn auch nicht auf den Wert
null gebracht. Denn obgleich bei den festen Stoffen die innere Reibung
und Kohasion die Hauptrolle spielen, besitzen sie eine nachweishare Dampf-
tension, so daB eine Molekularbewegung, gleich jener der Fliissigkeiten
und Gase, unbedingt angenommen werden muB. Beim Schmelzpunkte wird
somit die Schmelzwirme vorziglich dazu verwendet, um die Molekular-
bewegung dés neu entstehenden Systems zu erhohen. Beim Schmelzpunkte
ist nun die Dampftension des festen Kérpers jener der Fliissigkeit gleich: die
Tensionskurven schneiden sich in diesem Punkte. Wir sehen an der nebenstehen-
den Abbildung, dafl die Tensionskurve der Fliissig-
keit noch unter dem Punkte P, welcher den Schmelz-
bzw. Erstarrungspunkt vorstellt, eine Fortsetzung
besitzt, d. h. das Stiick PU. Diese Fortsetzung ist in
der Wirklichkeit vorhanden. Es gelingt auf einfache
Weise, eine Fliissigkeit unter ihren Erstarrungspunkt
zu bringen und man nennt diesen Vorgang Uber-
kaltung der Fliissigkeit (auch Unterkiihlung). Sie
Abb. 58. kommt am besten dann zustande, wenn man jeden
Keim der festen Phase fernhilt, denn sobald die
tiberkaltete Masse mit einem solchen in Berithrung gerit, erfolgt momentanes
Erstarren. Mit Wilh. Ostwald nennen wir das Temperaturgebiet, innerhalb
dessen eine Unterkithlung erfolgen kann, metastabil, weil ein Gebiet der
eigentlichen Labilitst erst unterhalb einer bestimmten Temperatur auftritt,
wo sodann keine Unterkiihlung mehr erméglicht werden kann. Hier tritt auch
ohne feste Keime Erstarrung ein.

Wir sehen aus dem Gesagten, daB Schmelzpunkt und Erstarrungspunkt
nicht unbedingt zusammenfallen miissen, und zwar infolge der Existenz des
metastabilen Temperaturintervalls.

Diese Verhiltnisse erinnern uns nicht nur an jene bei der Verflissigung der
Gase und Dampfe kennengelernten, sondern auch an die oben bei den Krystallen
dargetane Polymorphie. Wir sahen, wie der rhombische Schwefel beim Um-
wandlungspunkt in den monoklinen iiberging und umgekehrt; doch auch hier
ist von einer eigentlichen Umwandlung weniger die Rede, als von einer Kreuzung
zweier unabhiéingig verlaufender Kurven, die Zustinden entsprechen, deren
einer oberhalb des Umwandlungspunktes bestindig, unterhalb weniger stabil
ist, withrend sich der andere Zustand gerade umgekehrt verhilt.

Die Vorgiinge beim Erstarren haben mit der polymorphen Umwandlung
nicht nur &uBerlich eine gewisse Ahnlichkeit, sondern es ist beiden eine
sehr tief reichende Gemeinsamkeit eigen. Wir miissen uns hier ein wenig die

o 1) Andrews (bei 100°).

Tenston




Der feste Zustand. 141

molekularen Vorgiinge beim Erstarren in unsere Vorstellung rufen. Wir haben
in den Flissigkeiten den Zustand kennengelernt, in welchem die Molekiile
noch keinen richtenden Kriften Folge leisten (mit Ausnahme der fliissigen
Krystalle) und sozusagen regellos sich in allen Richtungen des ihnen dargebotenen
Raumes bewegen kénnen. Die Krystalle aber haben wir im Gegensatz hierzu
als Gebilde mit festen Raumgittern erkannt, also als starre, orientierte Molekular-
systeme, in welchen der Molekularbewegung keine bedeutende Rolle mehr
zukommen kann, wenn auch eine solche unbedingt vorhanden ist. Beim Er-
starren einer Schmelze miiite nun eine plétzliche Orientierung der Teilchen
nach bestimmten Richtungen erfolgen, d. h. es miiiten die regellos herumge-
schlenderten Molekiile mit einem Male, d. h. bei einer bestimmten Temperatur
oder anders ausgedriickt, bei einer bestimmten Geschwindigkeit der Molekular-
bewegung, in Gittergebilde iibergehen. Diese Annahme ist nicht sehr einleuch-
tend, denn esist nicht recht einzusehen, weshalb die Molekiile ohne ausreichenden
Grund — denn die Veranderung der Wiarmebewegung (Temperatur) ist als Grund
fiir diese gewaltige innere und auBere, gleichzeitig auch energetisch enorme
Anderung unzureichend — diese groBeWesensumblldung erfahren. Es liegen dem-
nach die Verhiltnisse so, daB fiir die Fliissigkeitsmolekiile keine Diskontinuitat
besteht, sondern eine stetige Anderung des Gleichgewichtes zwischen den Ko-
hasionskriften (Molekularkriaften) und der Molekularbewegung (thermische
Bewegung). Dieses Gleichgewicht kiimmert sich um den Erstarrungspunkt
nicht im geringsten. Der bei der Erstarrung entstehende feste Stoff mit seinem
ihm eigenen Raumgitter aber ist in bezug auf seine Molekiile gar nicht identisch
mit den Fliissigkeitsmolekiilen, denn es hat sich beim Erstarren ein neues Mole-
kil aus dem alten gebildet, mit einem Worte, es hat nicht bloB eine physika-
lische, sondern auch eine chemische Anderung stattgefunden, denn das zu einem
Raumgitter aufgebaute Molekiil des festen Stoffes ist mit dem Molekiil der
Flissigkeit nicht wesensgleich. Lediglich die chemische Verinderung, die, wie
gesagt, in der Umgestaltung des Molekiils eines und desselben chemlschen
Stoffes zu suchen ist, bedingt also den plotzlichen Charakter des Uberganges
bei der Erstarrung und ebenso bei der polymorphen Umwandlung. Auch hier
war somit ein groBer Teil der durch die Flissigkeit gebundenen Wirme in Form
von molekularer, d. h. innerer Energle aufgestapelt und wurde beim Erstarren
in Freiheit gesetat. Die Plotzlichkeit einer mit gewaltigen energetischen Anderun-
gen Hand in Hand gehenden chemischen Anderung aber ist nichts Auffallendes,
weil sie im Wesen der chemischen Umwandlung gelegen ist. Daf} diese chemische
Anderung beim Erstarrungspunkt bzw. Umwandlungspunkt (bei der Poly-
morphie) nicht unbedingt erfolgen mufl, ist uns von den Unterkiihlungs-
moglichkeiten her bekannt. Offenbar andert sich also das Gleichgewicht zwischen
der Koh#sion und der Wirmebewegung kontinuierlich weiter, bis nicht eine
ausreichende Ursache auf den chemischen Vorgang auslosend einwirkt und den
fliissigen Zustand aufhebt.

Bei den polymorphen Umwandlungspunkten handelt es sich um den Schnitt-

punkt der stetigen Anderungen zweier Raumgitter mit der Temperatur, und in,

diesem Punkte der Temperatur erfolgt die chemische Umgestaltung des Mole-
kiils in die stabilere Form.

Wir sehen auch zugleich aus dem erérterten Tatsachenmaterial, daf es
der Natur im allgemeinen widerstrebt, diskontinuierliche Uberginge, d. h.
rapide Spriinge zu dulden und daB, wo ein solcher scheinbar vorhanden ist,
die genauere Analyse ein Zusammentreffen zweier stetiger Funktionen (es
sei hier auf die Definition der Stetigkeit im mathematischen Sinne auf die
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Einleitung verwiesen) ergibt, dessen Folge sodann die Existenz von Umwand-
lungspunkten aller Art sein wird. In solchen Punkten steht die Materie sozu-
sagen am Scheidewege und kann beispielsweise zwei Moglichkeiten Folge leisten.
Hat sie sich — immer bildlich gesprochen — fiir die eine entschlossen, so muf3
sie auch ihre Energievorriite in diesem Sinne verwenden bzw. sich mit solchen
von auflen versorgen.

Wir sollten aus dem soeben Gesagten schliefen, daf eine Erhaltung des
festen Zustandes iiber den Schmelzpunkt hinaus auch durchfithrbar sein miiBte,
da ja auch die dem festen Kérper entsprechende Dampfdruckkurve eine Fort-
setzung nach oben besitzt. Obgleich man die theoretische Berechtigung einer
solchen Anforderung nicht in Abrede stellen darf, sind Fille dieser Art, wo es sich
um eine Uberhitzung fester Stoffe handelt, ziemlich schwierig zu verwirklichen.

Auf sehr lehrreiche Ergebnisse stoft man, wenn man den EinfluB des
Druckes beim Erwirmen fester Stoffe verfolgt. Schon im Jahre 1849 fand der
englische Physiker James Thomson, auf Grund von Berechnungen nach der
Theorie von Carnot (sieche Abschn. IV, S. 409), daB der Gefrierpunkt des Wassers
bei Erhohung des Druckes erniedrigt wird. Dieses rechnerische Ergebnis wurde
dann auch experimentell nachgewiesen (William Thomson). Die Erniedri-
gung betrigt beispielsweise bei 8,1 Atm. 0,060°, bei 16,8 Atm. 0,129° usw. Das
Wasser gehort ja bekanntlich zu den Stoffen, die sich beim Gefrieren ausdehnen.
Bei den sich umgekehrt verhaltenden Koérpern, deren Volumen beim Schmelzen
gunimmt, findet man auch den umgekehrten EinfluB der Druckerhthung.
So fand Bunsen beim Walrat, sowie bei Paraffin eine Erhéhung des Schmelz-
punktes mit steigendem Druck. Bei ersterem betragt der Unterschied fiir 156 Atm.
etwa 3 Grade. Hinter diesen Erscheinungen, nach welchen also Stoffe, die beim
Gefrieren ihr Volumen zu vergroBern bestrebt sind, im Gefrieren gehindert
werden und ebenso umgekehrt, daB bei Volumabnahme eine Drucksteigerung
den Gefrierpunkt erhoht, ist ein sehr wichtiges und allgemeines Prinzip ver-
borgen, auf welches wir aber erst im thermodynamischen Teil dieses Buches
eingehen kénnen und welches wir vorldufig in rein empirischer Form als Prin-
zip von Le Chatelier aussprechen wollen. Der Sinn dieses Gesetzes ist sehr
einfach. Befindet sich ein System bei einer bestimmten Temperatur und be-
stimmtem Druck im Gleichgewichte und werden diese Bedingungen geéndert,
z. B. durch Verinderung des Druckes oder der Temperatur, so reagiert das
System in der Weise, daB es dem auferlegten Zwange aus dem Wege geht. Will
sich das Wasser beim Gefrieren ausdehnen und erhohen wir den Auflendruck,
so beantwortet das Wasser diesen Zwang damit, da es nicht gefriert, erst bei
einer tieferen Temperatur.

Es wurde bereits oben gesagt, daB die festen Stoffe gleich den Fliissigkeiten
einen Dam pfdruck besitzen, entsprechend der herrschenden Temperatur. Da8
auch feste Korper stindig Dampfe nach auBen abgeben, erfahren wir am besten
am Kampfer, Naphtalin und ahnlichen leicht fliichtigen Stoffen, d. h. an solchen
mit sehr hohen Dampftensionen. Erwirmen wir den festen Stoff, so erreichen
.wir die Temperatur, bei welcher die Tension des festen und fliissigen Zustandes
zusammenfillt und als Folge wird Schmelzen eintreten. Erhitzen wir noch
weiter, so steigt die Tension mit der Temperatur ganz betrichtlich an und,
wie wir von frither her wissen, wird die Fliissigkeit sieden, wenn der Dampf-
druck den Auflendruck erreicht hat. - )

Wenn wir nun den Druck, der iiber einem festen System herrscht, er-
niedrigen, so verdndert dies, wie wir sahen, den Schmelzpunkt nur im geringen
Grade, wogegen der Siedepunkt sehr stark erniedrigt wird. Es kann die Mog-
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lichkeit eintreten, daB der letztere bis zum Schmelzpunkt heruntersinkt, n
welchem Falle die Substanz beim Schmelzen gleichzeitig sieden wiirde. Aber
der Siedepunkt kann bei geniigend groBer AuBendruckerniedrigung auch unter
den Schmelzpunkt fallen, so daB die betreffende Substanz der ganzen Masse
nach, ohne vorher zu schmelzen, verdampfen wird. Dieser Fall ist in der Tat
vertreten bei Stoffen, die beim Erwérmen sublimieren, wie z. B. Quecksilber-
salze, Ammonchlorid, Jod, ferner eine groBe Zahl sowohl anorganischer als
auch organischer Substanzen. Sie lassen sich als feste Massen destillieren.

Bemerkt sei noch, daB der praktische Chemiker vom Schmelzpunkt fester
Stoffe einen groBen Nutzen zieht, weil dieser zu den Konstanten eines Stoffes
gehort und leicht nachgepriift werden kann. Auch ist das Auftreten eines schar-
fen Schmelzpunktes eine Kontrolle fiir die Reinheit der betreffenden Substanz,
da schon geringe Beimengungen die Schmelztemperaturen bedeutend verin-
dern. Diese Erscheinung rithrt daher, daB Gemische unter Umsténden ganz
andere Schmelzpunkte besitzen als ihre Bestandteile, wie wir es am besten
an den Metallegierungen ersehen. Doch gehort diese Frage schon zu den Eigen-
schaften der Mischungen und wird spiter Besprechung finden.

Die Stoffe, deren Erstarrungspunkt mit dem Schnittpunkt zweier sich kreu-
zender Dampfdruckkurven zusammenfillt, sind ausnahmslos krystallisiert.
Amorphe Stoffe gestatten keine Uberkaltung und der Ubergang aus dem
fliissigen Zustand in den festen ist bei ihnen stetig, was zur Folge hat, da man
von einem scharfen Schmelz-, bzw. Erstarrungspunkt bei diesen Stoffen dber-
haupt nicht reden kann. Man denke beispielsweise an das Erstarren von flas-
sigem Fett, Wachs und wird sich leicht erinnern, daB sich hier alle Eigen-
schaften kontinuierlich #ndern, so die innere Reibung, Oberfléchenspannung,
ebenso auch die Dampfdruckkurve usw. In Anbetracht dessen hatte man
die amorphen Stoffe allgemein als Fliissigkeiten mit hoher imnerer Reibung
definiert, allein es ist wahrscheinlich, daB diese Definition angesichts der Be-
funde neueren Datums von v. Weimarn, auf die wir bereits oben hingewiesen
haben, nicht ganz stichhaltig ist. Wie wir sehen werden, lassen sich krystalli-
sierbare Stoffe unter Einhaltung bestimmter Bedingungen, insbesondere bei
sehr rascher Abkiihlung, bzw. Ausscheidung aus einer Losung, im ,,amorphen’
Zustande erhalten. Weimarn betrachtet jedoch diese fiir das Auge formlosen
Korper durchaus nicht als wirklich amorphe Stoffe und schreibt ihnen vektoriale
Eigenschaften zu. Diese Erorterungen fithren uns zur zweiten Moglichkeit
fiir die Entstehung fester Stoffe im allgemeinen, namlich durch Ausscheidung
aus Losungen. Um diese Frage behandeln zu konnen, miissen wir aber
vorerst den gelosten Zustand niher kennenlernen, was die Aufgabe des un-
mittelbar folgenden Kapitels sein wird. Jedenfalls haben wir beizubehalten,
daB nicht jeder fiir das — selbst mikroskopisch verfeinerte — Auge als amorph
erscheinende Korper auch wirklich einer Fliissigkeit mit hoher innerer Reibung
entspricht, ja selbst dann nicht, wenn sich vektoriale Eigenschaften direkt
iiberhaupt nicht, hchstens indirekt, nachweisen lassen. Wie gesagt, kommen
wir darauf auf S. 232 zuriick. Es lassen sich nicht alle Stoffe, die keine geome-
trischen Formen usw. aufweisen, unter .einem Gesichtspunkte betrachten.
Wir diirfen aber auch nicht das andere Extrem uns zu eigen machen und alle
Korper ohne Ausnahme, Gase mitinbegriffen, als Gebilde mit differenzierten
Richtungen ansehen, bevo nicht triftige experimentelle Belege, die heute noch
nicht vorliegen, dazu Veranlassung geben. Hinzufiigen mochten wir, dal man
fiir die Ansicht, daB Glas eine umterkiihlte Flassigkeit ist, wohl experimentelle
Grundlagen besitzt, da es leicht gelingt, z. B. durch lingeres Erhitzen, Glas in
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den krystallinischen Zustand iiberzufithren oder wie man dies nennt, zu entglasen.
Das entglaste Material 1i8t sich bekanntlich nicht mehr technisch verwerten, ist
sprode und vor allem tritbe, was von der Ausscheidung von kleinen Krystallen
herriihrt. Glas scheint sich also demnach im metastabilen Zustande zu be-
finden. Dennoch liegen die Verhaltnisse nicht so einfach, wie dies auf den ersten
Blick erscheint, da wir das Glas nicht als eine einheitliche chemische Verbindung,
sondern eher als ein Gemisch, eine feste Losung (siehe S. 148) zu betrachten
haben, fiir deren Erstarrungs- und Schmelzverhéltnisse ganz andere Gesetz-
maBigkeiten gelten, als fiir homogene chemische Verbindungen.

5. Der disperse Zustand.

Einleitung.

Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich ausnahmslos auf solche
physikalische Systeme, die chemisch vollstindig homogen waren. Dachten
wir uns diese Systeme in Molekiile zerspalten, so war die chemische Natur
dieser Teilchen vollstindig identisch. Systeme dieser Art besitzen, wie wir
sahen, gewisse feststehende Eigenschaften. Die Fliussigkeiten haben einen ganz
bestimmten Siedepunkt, die festen Korper hingegen einen Schmelz-
punkt. Andererseits ist auch die Oberflichenenergie, die ein solches System,
z. B. eine homogene Fliissigkeit, besitzt, eine durchaus normale. Vor allem aber
kénnen wir ein Gas durch Verfliissigung restlos und ohne Anderung der analy-
tischen Zusammensetzung in eine Fliissigke#t verwandeln und umgekehrt; wir
sind ebenso imstande, einen festen Stoff durch Schmelzen ohne Riicksténde
in eine Flissigkeit iiberzufiihren usw.

Wir kommen jetzt zu Systemen, die nicht mehr chemisch homogen sind
und bei denen es sich um eine Dispersion, Zerteilung eines Stoffes in einem
anderen, handelt. Diese Systeme besitzen keinen bestimmten Siedepunkt,
Schmelzpunkt usw. mehr, weil diese Umwandlungspunkte — ganz allgemein
gesagt — von der Art, d. h. Feinheit bzw. Grad der Dispersitit, ferner von der
Konzentration dér dispergierten Materie im Medium (Dispersionsmittel) abhéngig
sind. Wir konnen nicht sagen, daB Kochsalzlésung bei dieser oder jener be-
stimmten Temperatur gefriert, weil ihr Gefrierpunkt von der Menge des auf-
gelésten Salzes abhingig ist.

Ferner gibt es gegeniiber den frither behandelten homogenen Systemen
noch weitere wesentliche Unterschiede. Bei jenen waren wir auf die Ein-
fithrung des Begriffes der Teilchengréfe keineswegs angewiesen, denn nichts
wiirde uns hindern, die Gesetze der Gase, der Flissigkeiten und der Krystallo-
graphie auch ohne diesen Begriff abzuleiten. Seine Anwendung geschah nicht
aus Notwendigkeit, sondern lediglich aus dem Bestreben, die ganze Materie
der physikalischen Grundvorstellung von der Existenz elementarer Teilchen
anzupassen, welche, wie wir bereits vernahmen, der anderen Auffassung gegen-
iibersteht, die alle Stoffe als Energiemassen betrachtet. Man kann somit von
einer Theorie der Diskontinuitat und der Kontinuitit der Materie sprechen.
Beide Vorstellungsarten sind sehr leistungsfihig gewesen.

Hier, bei den dispersen Systemen dagegen sind wir auf die Vorstellung
der TeilchengroBe angewiesen. Die ganze moderne Kolloidchemie kénnte
ohne sie nicht auskommen. Wir haben in den dispersen Gebilden Sy-
steme, deren Eigenschaften Funktionen der Teilchengriéfe sind.
Ja, wir diirfen die Behauptung aufstellen: Hatte der spekulative menschliche
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Geist die Molekularhypothese nicht bereits in historischen Zeiten entdeckt, so
wirde dazu mit Sicherheit die moderne Dispersoidchemie gefiihrt haben, die
‘ihre Aufgabe u. a. auch darin erblickt, die Teilchen dem Gesichtssinn direkt
zuganglich zu machen,

Was ist nun homogen, und was ist dispers? Eine chemisch einheitliche
Flussigkeit, z. B. Wasser, oder wasserfreier Alkohol, ist homogen und er-
scheint so auch optisch. Ebenso ist reines Kohlensiuregas homogen, oder
ein Quarzkrystall. Aber andererseits erscheint auch ein Gemisch von Wasser
und Alkohol vollstindig homogen, ebenso eine Losung von Salz in Wasser,
ja sogar ein isomorphes Gemisch zweier Krystalle. Man kann bei allen
diesen Gemischen weder mit dem bloBen Auge, noch unter den schirfsten
mikroskopischen Einrichtungen, wie das Ultramikroskop, irgendeine Hetero-
genitit erkennen. Nichtsdestoweniger sind sie mit Sicherheit disperse Systeme,
weil ja zwei chemische Molekulargattungen ineinander dispergiert sind.

Wir sehen, es gibt kein in allen Fillen brauchbares optisches Kriterium
zur Unterscheidung einer homogenen Materie von einem dispersen System.
Ein solches ist iiberhaupt nur dann méglich, wenn die TeilchengroBe nicht
unter ein bestimmtes Minimum — die GréBe der Lichtwellenlinge — ge-
sunken ist, ferner noch andere unbedingt erforderliche giinstige Umstéinde
vorwalten. Vorzugsweise gelingt die optische Sichtbarmachung der disper-
gierten Teilchen bei kolloiden Losungen. DaB es Laue gelungen ist, bei der
Réntgendurchleuchtung von Krystallen fir das Vorhandensein kleinster
Teilchen, d. h. fir die diskontinuierliche Beschaffenheit des Krystalles, Be-
weise zu erbringen, wurde oben anf S.128 hinldnglich besprochen. Infolge
der Kurzwelligkeit des Rontgenlichtes konnen seine Schwingungen zwischen
den Teilchen gebeugt werden. Wird diese Methode in nichster Zukunft auch fiir
homogen aussehende Losungen durchfithrbar sein, so kommen wir in die Lage,
diese dispersen Systeme von homogenen optisch zu unterscheiden,

Ebenso schwer ist die Unterscheidung — und zwar schon in begrifflicher
Hinsicht — von Mischung und Losung. Man wird niemals von einer Losung
von Sauerstoffgas in Stickstoff sprechen, sondern diese als Gasgemisch be-
zeichnen. Mischen wir zwei in allen Verhiiltnissen mischbare Flissigkeiten,
8o wird dies auch eine Mischung sein. Ebenso spricht man von Krystall-
gemischen usw. . In anderen Fillen aber bezeichnet man die Mischung zweier
Flissigkeiten als Losung. Man spricht von einer Losung von Essigsiure in
Wasser usw. Bei der Mischung von festen Stoffen mit Flissigkeiten ergibt
sich das Wort Losung schon durch den sichtbaren physikalischen Auflésungs-
vorgang. Andererseits gibt es auch feste Losungen, wo nidmlich ein fester
Stoff in einem zweiten dispergiert ist.

Mischung und Liésung bei zwei flissigen Stoffen sind also stark ineinander
flieBende Begriffe, um so mehr, weil es sich in beiden Fillen um eine gegen-
seitige Durchdringung bis zu den Molekiilen handelt. Trotzdem sind wir heute
auf dem besten Wege, den Begriff der Losung zu priizisieren und werden in Balde
eine Losung als ein disperses System definieren, in welchem nicht allein das
Losungsmittel (Dispersionsmittel) in einem groBen Uberschusse vorhanden ist,
sondern wo eine mehr als physikalische, in vielen Fillen sogar ausgesprochen
chemische Beziehung zwischen den Molekiilen der dispergierten Substanz und
des Losungsmittels besteht. Von diesen ,,Solvaten‘, bzw. bei wisserigen
Losungen ,,Hydraten, werden wir in den folgenden Abschnitten héren.

Wir werden zunéchst Systeme erortern, die als ausgesprochene Mischungen
gelten diirfen, bei welchen von einer Losung in keiner Weise die Rede sein kann.

Eichwald-Fodor, Physikal-chem. Grundlagen der Biologie. 10
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Man bezeichnet sie als physikalische Gemische. Es fallen in diese Kategorie
auBer den Gasgemischen und Flissigkeitsgemischen noch die Krystallgemische.

Die eigentlichen dispersen Systeme sind in der Regel so beschaffen, daB einer
der beiden Stoffe gegeniiber dem anderen in einer bedeutend groBeren Menge
vorhanden ist. Diesen Stoff nennen wir Dispersionsmittel oder, weniger
allgemein, Losungsmittel. Wie wir sogleich horen werden, ist die wahre Losung
ein besonderer Fall der Dispersion, welche den Oberbegriff vorstellt. Die
zweite im Dispersionsmittel verteilte Substanz aber nennt man die disperse
Substanz, auch disperse Phase, wenn man das ganze System als mehr-
phasiges kennzeichnen will. Das System an sich aber wird als ein Dispersoid
bezeichnet, welche Benennung von v. Weimarn herriihrt und mit welchem
der altere, von Bredig vorgeschlagene Name ,,mikroheterogenes System‘ so
lange identisch gewesen ist, als man unter Dispersoiden ausschlieBlich kolloide
Systeme verstanden hat. Heute wurde aber der Begriff des dispersoiden
Charakters mit vollem Recht auch auf die wahren Lésungen iibertragen,
wahrend der Bredigsche Begriff dieser Verallgemeinerung nicht folgen konnte,
da die Bezeichnung ,,mikroheterogen‘ zu exklusiv ist und nicht ohne weiteres
auf wahre Losungen angewendet werden kann.

Wenn. wir einen Stoff — und zwar ziehen wir zuniichst einen festen Stoff
zum Gegenstand dieser Erwigungen heran — in einem fliissigen Dispersions-
mittel zerteilen, so kénnen folgende typische Fille in Frage kommen. Zu-
nidchst kann eine grobe Aufschlimmung entstehen, eine Suspension. Wir
konnen die beiden Phasen, das Dispersionsmittel sowohl als auch die suspen-

. dierten Teilchen, mit dem unbewaffneten Auge wahrnehmen. Grobe Suspen-
sionen sind wenig bestindig, es wird alsbald eine Sedimentation der auf-
geschlimmten Teilchen eintreten. Bei feineren Suspensionen wird dieses Ab-
‘setzen erst nach lingerer Zeit merkbar sein, und in solchen Fillen wird man,
wenn eine Trennung der beiden Phasen innerhalb kurzer Zeit beansprucht wird,
Filtrationsmethoden oder aber Zentrifugieren anwenden. Als Beispiele fiir
.solche grobdisperse oder makroheterogene Systeme kénnen Aufschlimmungen
aller Art gelten, also von Tierkohle in Wasser, desgl. von Kaolin, Talkum usw.

Wenn wir jetzt in unseren Uberlegungen konsequent weitergehen, so ge-
langen wir zu Systemen, deren disperse Phase so fein beschaffen ist, d. h. eine
so kleine TeilchengriBe besitzt, daB mit dem bloBen Auge keine Heterogenitit
mehr wahrnehmbar ist. Bei der bloSen Betrachtung erscheint uns ein solches
Dispersoid in der Regel durchaus homogen. Oft gibt sich indessen der hetero-
gene Charakter durch eine etwaige Opalescenz schon dem bloBen Auge kund.
Ganz anders liegen die Dinge, wenn wir eine solche ,,scheinbare Lésung* unter
dem Mikroskop betrachten. Wir werden spiter von den optischen, insbesondere
auch mikrogkopischen Hilfsmethoden héren, die angewendet werden kénnen,
um die Teilchen sichtbar zu machen und auf diese Weise die Heterogenitit
des Systems nachzuweisen. '

Ferner versagen auch in der Regel die gewshnlichen Filtrationsmethoden
bei diesen Systemen, weil die Porenweite der gewdhnlichen Filter zu grof
ist, um diese feinen Teilchen zuriickzuhalten. Man bedarf aus diesem Grunde
besonderer Filter.

Systeme mit diesen Eigenschaften sind bereits mikroheterogen, und nach
einem alten, noch von Graham herrilhrenden Namen bezeichnen wir sie als
kolloide Lésungen. Im von uns in Betracht gezogenen Sonderfall haben
wir es mit der hochdispersen Zerteilung eines festen Stoffes in einem fliissigen
Dispersionsmittel zu tun. Eine solche feine Suspension nennen wir ein Sus-
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pensoid. .Die suspensoiden Systeme sind daher Beispiele fiir kolloide L&-
sungen und bilden eine Hauptklasse derselben.

Es ist leicht einzusehen, daB hier, beim Ubergang von den makrohetero-
genen zu den mikroheterogenen Systemen alle méglichen Zwischengrade, d. h.’
graduelle Unterschiede der TeilchengroBe der dispersen Phase Platz haben
werden. Lassen wir die Dispersion immer groBer und gréBer werden, so ge-
langen wir zu Dispersoiden, deren Teilchen bereits molekulare Dimensionen
besitzen. Diese molekulardispersen Systeme nennen wir wahre L&-
sungen. Typische wahre Losungen verhalten sich nicht nur fir das bloBe
Auge homogen, sondern auch unter den denkbar vollkommensten mikrosko-
pischen Einrichtungen, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil die Teilchen
eine kleinere Dimension besitzen als die Wellenlinge des gewohnlichen Lichtes.

Will man also die Heterogenitit dieser hochdispersen Systeme optisch
sicherstellen, so wird man zu kurzwelligem Lichte Zuflucht nehmen miissen
(s. Laue, S. 128). :

Ubertragen wir das soeben Gehorte auf jene Fille, in welchen die disperse
Phase eine Flissigkeit ist, wihrend das Dispersionsmittel unverandert, d. h.
gleichfalls fliissig bleibt. Grobdisperse Systeme dieser Gattung nennen wir
Emulsionen. -Mit zunehmendem Dispersititsgrad gelangen wir zu mikro-
heterogenen Systemen, hier Emulsoide genannt. Diese bilden neben den
Suspensoiden die zweite Hauptklasse der kolloiden Losungen. Endlich fahrt
uns eine noch héhere Dispersion auch hier zu den molekulardispersen Systemen,
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