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Vorwort

Der Wert geophysikalischer Untersuchungen ist ein doppelter: einer-
seits dienen sie der Erforschung der Erde, ihrer Konstitution und der
Krifte, welche bei ihrem Aufbau titig sind, andererseits sind sie ein Priif-
stein fiir unsere physikalischen Vorstellungen; denn sie erlauben uns zu
beurteilen, inwieweit die im engen Bereich abgeleiteten Gesetze sich
auf die riesigen Verhiltnisse der Erde ausdehnen lassen. Eine nicht
unwesentliche Hilfe findet die geophysische Forschung durch die Astro-
nomie, also von einem Gebiete, in welchem auch die ungeheuren Di-
mensionen eine Rolle spielen, wo sie aber im Gegenteil vereinfachend
wirken; denn nur die groBen Entfernungen der Gestirne bewirken, daf
sich die astronomischen Probleme mit so auBerordentlicher Genauigkeit
losen lassen.

Das vorliegende Buch soll darlegen, wie man durch Beobachtungen
auf der Erdoberfliche und durch Zusammenfassen aller Kenntnisse aus
anderen Gebieten zu den geophysikalischen Ergebnissen gelangt. Bei
der auBerordentlich weiten Verzweigung des Gegenstandes war es natiirlich
nicht moglich, allen Spezialuntersuchungen gerecht zu werden, dafiir
wurden die Grundlagen mit einer gewissen Breite entwickelt, so da8 das
Buch zur Einfithrung dienen kann. Die zahlreichen Literaturangaben er-
moglichen ein eingehenderes Studium auf Grund der Originalarbeiten.
Da sich das Buch vornehmlich an Physiker, also an ein mathematisch ge-
bildetes Publikum wendet, so konnte in allen Fillen, wo eine solche
Behandlung iiberhaupt moglich ist, der mathematische Weg beschritten
werden. Um aber jenen Lesern, welche nicht die Absicht haben, der
mathematischen Analyse in allen Einzelheiten zu folgen, die Lektiire zu
erleichtern, und auch zur besseren Ubersicht, wurden lingere Entwick-
Iungen in Kleindruck verwiesen. Es besteht somit die Moglichkeit sie
zu iiberspringen, ohne das sichere Gefiihl, welches die mathematische
Stiitze bietet, dabei zu verlieren. Ein breiter Raum wurde auch den
Instrumenten und ihrer Behandlung, sowie den Beobachtungs- und
Messungsmethoden eingeriumt.

Das Buch zerfillt in drei Teile. Der erste Teil enthilt die geo-
physikalischen Ergebnisse, welche durch die Methoden der hdéheren
Geodidsie gewonnen werden konnen. Es ist noch nicht lange her, da8
die Geodisie eine Hilfswissenschaft der Geophysik geworden ist. Ihr
urspriinglicher Zweck war nur die Bestimmung der GréBe und Gestalt
der Erde. Man hat aber bald erkannt, wie sehr die GroBen, welche



VI Vorwort

der geoditischen Messung unterliegen, von der Konstitution der Erde
als Ganzes und ihrer Kruste abhingig sind. Die Ergebnisse sind quali-
tativ vielfach unbestimmt, quantitativ aber von solcher auBerordentlichen
Sicherheit, daB sich jede Theorie iiber die Konstitution der Erde oder
ihrer Kruste unbedingt damit auseinandersetzen muB.

Der zweite Teil behandelt die rein physikalische Seite der Erdbeben-
kunde, jenes wichtigen Forschungsgebietes, von welchem eigentlich die
Geophysik ihren Ausgang genommen. Es gelangen die Instrumente und
Methoden sowie die physikalischen Theorien der Ausbreitung der Erd-
bebenwellen zur kurzen Besprechung, wihrend die dabei auftretenden
seismogenetischen Fragen im dritten Teil zur Behandlung gelangen. Eine
Einfilhrung in die Geophysik, auch eine solche in die Erdbebenkunde,
gewinnt ferner angesichts der heutigen Bestrebungen, auch geophysikalische
Arbeitsweisen fiir die volkswirtschaftliche AufschlieBung der obersten Erd-
kruste verwendbar zu machen, an Bedeutung.

Der dritte Teil endlich bewegt sich in dem Grenzgebiete von
Geophysik und Geologie und behandelt die dynamischen Vorginge, welche
zur Bildung von Kontinenten und Ozeanen, Gebirgen und Vulkanen
fiihren und dabei auch den AnlaB zu Erdbeben und langsamen Niveau-
verschiebungen geben.

Die drei Teile haben verschiedene Verfasser. Sie hoffen aber, daB
es ihnen doch gelungen ist, ein einheitliches Werk zu schaffen, aus welchem
zu ersehen ist, bis zu welcher Stufe unsere Erkenntnis fortgeschritten ist,
was bereits als sicherer Besitz gelten kann, aber auch was noch zweifelhaft
erscheint und Schwierigkeiten bietet, die vielleicht spiter Anla8 geben
konnen, unsere Vorstellungen und Ansichten neuerdings zu &ndern.

Im August 1922.
A. Prey.

C. Mainka.
E. Tams.
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Erster Teil.

Anwendung der Methoden der
Erdmessung auf geophysische Probleme.

Von Professor Dr. A. Prey.

Einleitung.

Die erste Frage, mit welcher sich die Geophysik zu beschiftigen hat,
ist die nach der Gestalt und Grife der Erde. Abgesehen davon, daf} es
die Grundlage der geophysikalischen Forschung sein muf}, den Schauplatz
aller Vorginge in dieser Hinsicht kennen zu lernen, kommt diesen beiden
Punkten auch sonst noch eine besondere Wichtigkeit zu. Die Gestalt
der Erde wird uns einen Fingerzeig geben, in welchem Zustande der Be-
weglichkeit sich die Massen, aus welchen sie sich zusammensetzt, nicht
blof frither, sondern auch heute noch befinden. Die Gréfie der Erde
aber bietet die Erklirung fir manche Erscheinung, die sonst unverstind-
lich bleiben miifite. Nur die ungeheuren Dimensionen, in denen sich die
Vorginge abspielen, liefern den Schlissel zur Losung vieler Ritsel, welche
sich an die Eigenschaften der Materie kniipfen.

Wenn wir von der Gestalt der Erde sprechen, so missen wir zuerst
definieren, was wir unter der Erdoberfliche zu verstehen haben. Was
sich zunichst dem Auge darbietet, ist die sogenannte physische Erdober-
fliche; daBl diese mit ihrem unendlichen Gewirr von Bergen und Tilern,
Kontinenten und Meeren sich zu einer mathematischen Behandlung nicht
eignet, ist klar. Hier herrscht zuviel der Zufall, als dafl das Gesetz der
Erdgestalt deutlich genug zum Ausdruck kommen koénnte. Im Verhilt-
nisse zur Gré8e der Erde sind aber die Erhebungen und Vertiefungen so
klein, dafl bei den ersten Untersuchungen iiber die Erdgestalt auf sie
iberhaupt nicht Riicksicht genommen wurde. In der Tat ist die Erde im
Verhiltnisse so glatt wie ein Apfel. Man konnte daher mit grofler An-
niherung an Stelle der physischen Erdoberfliche eine theoretische in Form
einer einfachen geometrischen Fliche setzen, als welche zunichst die
Kugel, dann das Rotationsellipsoid in Betracht kam.

Heute haben sich die Methoden so verfeinert, und die Anforderungen
so gesteigert, dafl wir mit so einfachen Vorstellungen nicht mehr auskom-
men. Was wir heute als theoretische Evdoberfliche ansehen, ist nicht
minder kompliziert als die physische, wenn auch alle Unterschiede in ihr
auflerordentlich verflacht erscheinen. Es bleibt daher auch, wie wir

Einfithrung in die Geophysik. 1



2 Anwendung der Methoden der Erdmessung auf geophysische Probleme.

spater sehen werden, nichts iibrig, als diese Fliche punktweise zu be-
stimmen, und auf eine mathematische Formel zu verzichten. Es scheint
die Frage berechtigt, was diese theoretische Erdoberfliche vor der physi-
schen voraus hat.

Der Behandlung der physischen Erdoberfliche wiirden grofie Ubel-
stinde anhaften, die hauptsichlich darin bestehen, daf3 hier der Begriff
des Hohenunterschiedes eine bedeutende Rolle spielt. Die Hohe ist nach
ynserem menschlichen Empfinden etwas ganz anderes als die horizon-
talen Dimensionen, was wieder mit dem mechanischen Begriff der Arbeit
zusammenhingt. Wenn wir also auch geometrisch die Héhe ohne Schwie-
rigkeit als dritte Koordinate einfithren kénnen, so bleibt sie doch immer
etwas anderes als die andern beiden. In der Tat sind wir der Uber-
zeugung, dafl wir beim Besteigen eines Berges uns iiber die Erdoberfliche
erheben. Es erscheint darum praktisch, als theoretische Erdoberfliche
eine solche zu wihlen, welche in allen ihren Teilen horizontal ist, bei wel-
cher also die Hohe nichts zu tun hat, die ihrerseits dann wieder Gegenstand
ciner selbstindigen Untersuchung sein mufl. Diese theoretische Ober-
flache fallt nun noch niher als die physische mit einer einfachen geometri-
schen Fliche zusammen, so dafl die mathematische Behandlung von
dieser geringen Abweichung bedeutenden Nutzen ziehen kann.

Mit der Bedingung, daf} die theoretische Oberfliche iiberall horizontal
sein soll, haben wir ihre Definition eigentlich schon gewonnen. Sie ist
somit eine Fliche, welche in jedem ihrer Punkte auf der zugehorigen
Schwererichtung senkrecht steht. Da die Erde eine rotierende Masse vor-
stellt, so setzt sich die resultierende Schwerkraft zusammen einerseits
aus der gesamten Anziehung aller Massen der Erde, andererseits aus der
Fliehkraft, welche durch die Umdrehung erzeugt wird. Auf der Resul-
tierenden dieser beiden Krafte steht die theoretische Erdoberfliche senk-
recht. Wir bezeichnen eine Fliche dieser Eigenschaft als eine Niveau-
fldche, welcher Ausdruck von den Eigenschaften der Fliissigkeiten her-
genommen ist. Eine Fliussigkeitsmasse, welche den oben beschriebenen
Kriften ausgesetzt ist, bildet eine freie Oberfliche von der Eigenschaft,
daf} die resultierende Kraft auf der Oberfliche senkrecht steht. Dieses
Gesetz ist leicht begreiflich. Stiinde nidmlich die Resultierende schief
zur Oberfliche, so wiirde eine Komponente in die Oberfliche fallen. Wegen
der leichten Beweglichkeit der Fliissigkeitsteilchen miifite sofort eine seit-
liche Bewegung der Flissigkeit, also eine Strémung entstehen, die so
lange andauert, bis sich die Masse so verschoben hat, dafl die seitliche
Komponente verschwunden ist.

DaBl man die Erdoberfliche nach hydrostatischen Gesetzen behan-
deln kann, hat man frither als einen Beweis angesehen, dafl die Erde
ehemals fliissig gewesen sei. Obwohl wir vorldufig keinen Grund haben,
von dieser Annahme abzugehen, kénnen wir doch dieses Argument nicht
mehr als stichhiltig erachten; wir miissen vielmehr annehmen, dafl die
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Erde auch heute noch unter dem Einflul der auf sie wirkenden Kriafte
sich wie ein fliissiger oder wenigstens plastischer Korper verhilt. Gerade
dies ist eine Erscheinung, die sich nur aus der gewaltigen Grofie der Erde
erkliren 148t. Nur der ungeheure Druck, der im Innern herrscht, kann
die grofie Festigkeit der Erdmasse tiberwinden. Wir kénnen daher nur
fiir tiefere Schichten die nétige Verschiebbarkeit in Anspruch nehmen.
Die dufleren Schichten, welche keinem so hohen Druck ausgesetzt sind,
behalten ihre feste Form. Die physische Erdoberfliche wird daher nicht
mit der Niveaufliche zusammenfallen. Wir werden sehen, dafl fiir diese
duflersten Schollen der Begriff des Schwimmens zur Anwendung kommt.

Ein leichtfliissiges Erdinneres, wie man sich’s frither vorgestellt hat,
miissen wir heute ablehnen. Die Erdkruste kénnte bei noch so grofer
Festigkeit dieser Beweglichkeit nicht standhalten. Die Erdoberfliche
miifite sich selbst wie eine Fliissigkeit bewegen, was besonders bei der
Flutbewegung in Erscheinung treten miifite.

Betrachten wir die Erde als homogene Masse und sehen wir von der
Rotation ab, so liefern die Gesetze der Hydrostatik als Niveaufliche die
Kugel. Beriicksichtigen wir die Rotation, nehmen aber die Masse noch
weiter als homogen an, so kommen wir zu einem Rotationsellipsord. Be-
denken wir aber, dafl die Erde nicht homogen ist, sondern dafl wir jeden-
falls mit einer bedeutenden Zunahme der Dichte nach innen zu rechnen
haben, so erhalten wir eine kompliziertere Fliche, die man allgemein
als Rotationssphdroid oder Niveausphdroid bezeichnen. Aber auch das ist
noch nicht genau genug. Alle MassenunregelmifBigkeiten der Erdober-
flache spiegeln sich in kleinen oder gréfleren Verbiegungen der Niveau-
flache wieder. Sie wird also tatsichlich so kompliziert, dafl wir mit einem
mathematischen Gesetz nicht auskommen. Wir kdnnen die Erdoberfliche
nicht in irgendeine Klasse von Fliachen einordnen, sie muf} als ein Indi-
viduum aufgefithrt werden, und man gibt ihr den Namen Geoid.

Die Meeresflidche bildet ein Stiick des Geoides; denn da das Meer eine
Flussigkeitsmasse ist, so mufl diese demselben Gesetze gehorchen. Wir
miissen dabei von allen Stérungen, welche die Wasserfliche in Unruhe
bringen, absehen. Wir denken uns also den Einflufl von Wind und Luft-
druck, von Ebbe und Flut sowie des verschiedenen Salzgehaltes und der
verschiedenen Temperatur weg. Diese Fliche, welche das ruhende Meer
bildet, unter den Kontinenten fortgesetzt, unter steter Wahrung des Ge-
setzes, dafl sie liberall auf der Schwerrichtung senkrecht stehen muf,
ist das Geoid. Man gebraucht darum auch 6fter die Vorstellung, dafl
man sich die Kontinente von einem unendlich verzweigten Netz von un-
endlich feinen Kanilen durchzogen denkt, in welche das Wasser eindringt.
Die freie Oberfliche, die es in den Kanilen bildet, bildet das Geoid. Die
Kanile miissen dabei unendlich fein gedacht werden, denn ein Kanal von
endlichen Dimensionen wiirde einen Massenausfall bedeuten, der das
Geoid schon verschiebt.

1*
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Es ist klar, dafl man sich in jeder beliebigen Hohe iiber der Erde
oder in ihrem Innern Flichen mit der gleichen Eigenschaft konstruieren
kann. Sie bilden in ihrer Gesamtheit das System der Niveauflichen der
Erde. Diejenige unter ihnen, welche in ihrem sichtbaren Teile mit der
Meeresfliche zusammenfillt, ist dadurch vor den anderen ausgezeichnet.
Diese heifit das Geoid. '

Zur Bestimmung des Geoides oder einer ihm entsprechenden Nihe-
rungsfigur (Rotationsellipsoid) stehen uns folgende Methoden zur Ver-
fiigung:

1. Die direkte Messung mit Hilfe der Gradmessungen und des Trian-
gulierungsverfahrens.

2. Die Schwermessungen.

3. Die Untersuchung der Stérungen der Mondbewegung.

4. Die Bestimmung der Parallaxe des Mondes.

Die beiden letzten sind astronomische Methoden (s. Kapitel V).
Speziell die vierte Methode ist in ihrer Anwendung duflerst schwierig und
liefert nur Resultate von méiBiger Genauigkeit. Wir lassen sie ganz
unberiicksichtigt.

Mit allen unseren Arbeiten sind wir an die physische Erdoberfliche
gebunden, wihrend das Ziel der Operationen die Bestimmung der theo-
retischen Erdoberfliche, des Geoides, ist. Es spielt daher die Sechéhe
eine bedeutende Rolle. Als Ergidnzung und zur endgiiltigen Durchfihrung
der beiden Hauptgruppen geoditischer Operationen dient also die Hékhen-
messung oder das Nivellement.

Wir widmen somit der Triangulierung, den Schweremessungen und
dem Nivellement die ersten drei Kapitel. Was sich aus diesen Mes-
sungen fir die Konstitution der Erde ableiten l4t, bildet den Inhalt
des fiinften Kapitels. Da hier die Begriffe der Gezeitentheorie sehr
notwendig gebraucht werden, wurde diese, die ubrigens selbst einen
wichtigen Teil der Geophysik bildet, als viertes Kapitel cingeschoben.

I. Bestimmung des Geoides durch Triangulierung.

Solange man die Erde als Kugel ansieht, reduziert sich das Problem
auf eine sehr einfache Aufgabe. Wenn man auf der Erde ein Bogen-
stiick b und den zugehérigen Zentriwinkel mifit, so ergibt sich der Radius »
der Erde aus der einfachen Gleichung

b=ra. (1)

Da diese Gleichung 7 als einzige Unbekannte enthilt, so geniigt eine
einzige solche Messung. Wihrend man sich im Altertum die Grofie b auf
irgendeinem indirekten Wege zu verschaffen suchte, ERATOSTHENES
z. B. aus den Schriften der Feldmesser, haben die arabischen Astronomen
die Strecke b direkt mit einem MafBstabe gemessen. Es ist klar, daf} die
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Bestimmung um so sicherer ausfallen wird, je grofler der gemessene
Bogen ist, andererseits aber steigt mit der Grofle des Bogens auch die
Schwierigkeit der Messung, nicht nur wegen der damit verbundenen
Vergroflerung der Arbeit, sondern weil auch das Terrain im allgemeinen
viel zu kompliziert ist, um auf so grofie Strecken eine genaue Messung
zu gestatten. Deshalb verwendet man heute das seit 5
Snerrius (17. Jahrhundert) eingefithrte Verfahren der
Triangulierung. Dieses besteht darin, dafl man statt der
ganzen Strecke AB (Abb. 1) eine kleinere Strecke MN als
Grundlinie oder Basis mifit und die Bestimmung von AB
mit Hilfe einer Dreieckskettc und durch Vermittlung von
Winkelmessungen durchfihrt. Man mifit zu diescm Zwecke
die Winkel im Dreieck M NA. Dann kann man die Seiten
MA und NA berechnen. Die Messung des dritten Winkels
dient zur Kontrolle. Man mifit dann ferner die simtlichen P
Winkel in allen Dreiecken, wodurch es moglich wird, der
Reihe nach samtliche ibrigen Seiten aler Dreiecke zu o
berechnen. Die iiberschiissig gemessenen Winkel geben Abb. 1.
eine Kontrolle und schiitzen gegen grobe Fehler. Es hat

dann weiter keine Schwierigkeit die Entfernung AB zu berechnen.

Die Bestimmung des Zentriwinkels ¢ kann nur auf astronomischem
Wege erfolgen. Da nun die Bestimmung der geographischen Breite eine
schon im Altertum geiibte Kunst war, wahrend die Bestimmung des Langen-
unterschiedes bis in die neueste Zeit herauf grofie Schwierigkeiten bereitete,
so war man gezwungen, die Richtung 4B in die Nord-Siidlinie zu legen,
so dafi AB ein Stiick eines Meridianbogens wurde. Da es also darauf
ankam, die Linge eines Meridiangrades zu bestimmen, entstand der Name
Gradmessung. Auf diesc einfache Messung beschriankte man sich bis zu
den Tagen DoMmENIcOo CassiNis in der zweiten Hilfte des 17. Jahrhunderts.
Die Gradmessung im Meridian von Paris war damals die grofite Lei-
stung auf diesem Gebiet.

Als Newtox auf Grund seines Gravitationsgesetzes die Lehre von
der Abplattung der Erde aufstellte, ergab sich die Notwendigkeit, die
Messung iiber einen gréfieren Teil der Erde auszudehnen. Man erkannte,
dafl man mit der obigen Gleichung (1) auch weiter das Auslangen finden
konnte, wenn man unter 7 nicht mehr den Erdradius, der fiir die ab-
geplattete Erde keinen Sinn mehr hat, verstand, sondern den der be-
treffenden Stelle zugehoérigen Kriimmungsradius der Meridiankurve.
Man verlangerte dic franzésische Gradmessung so weit als méglich nach
Norden und Stiden in der Erwartung, fiir das eine Ende ein anderes 7
zu erhalten, wie fir das andere. Nachdem sich die Entfernung der
beiden Endpunkte als zu gering erwies, um den Unterschied mit Sicher-
heit zu konstatieren, entschloff man sich, zwei getrennte Gradmessungen
durchzufithren, und dieselben so weit auseinander zu verlegen, daff der




6 Bestimmung des Geoides durch Triangulierung.

Unterschied moglichst grofl werden mufite. Die eine Messung wurde
in Lappland vorgenommen, die andere in Peru. Die Resultate zeigten
in der Tat den gesuchten Unterschied, und fithrten damit zur ersten
Bestimmung der Abplattung.

Es sei in Abb. 2 AP der Meridianschnitt der Erde, den wir elliptisch
voraussetzen. Es seien M und N die Endpunkte einer Gradmessung.
2 , Wir errichten in diesen Punkten die Nor-
2 M malen zur Ellipse; sie schneiden sich in

w einem Punkte C. Riickt M unendlich nahe
an N heran, so fillt C mit dem Krim-
mungsmittelpunkt zusammen. CM wird

RLA\E, dann der Radius des Kreises, der sich an
/c/‘y d diesem Punkte der Ellipse am besten an-
Abb. 2. schliefit. Man kann also ein kleines Stiick

des Meridians durch einen Bogen dieses

Krimmungskreises ersetzen. Ist die Gleichung der Ellipse gegeben durch
x? 22

ataa=1 und 2 = a2(1 — ¢?), (2)

so ist die Linge des Kriimmungsradius 7:

2
r= _}(1.—5)% ’ (3)

(1 — e?sin? B)*
wo B die geographische Breite bedeutet. Diese ist durch den Winkel
gegeben, den die Normale in einem Ort M mit dem Aquator einschliefit.
Um das einzusehen, miissen wir bedenken, dafl wir unsere astronomischen
Instrumente nach der im Beobachtungspunkte herrschenden Schwer-
richtung, die identisch ist mit der Normalen zur Erdoberfliche, orien-
tieren. Wir stellen ja die Hauptachse des Instrumentes mit Hilfe einer
Libelle vertikal. Daher bezichen sich alle astronomischen Beobach-
tungen auf die Richtung dieser Vertikalen. Eine Breitenbeobachtung
gibt also den Winkel der Normalen mit dem Aquator. Dementsprechend
wird auch der Winkel &, der Breitenunterschied der beiden Endpunkte
M und N, gleich dem Unterschied der Winkel in R und S, oder auch
gleich dem Winkel in C.

Es ist also

o« = By — By, (4)
und wir kénnen schreiben
a(1 — ¢2)

b= 3
(1 — e2sin? B)*

(B2 — B4) (s)
wobei fiir B das arithmetische Mittel aus By und By genommen werden
kann. Die Gleichung erhilt zwei Unbekannte @ und e. Es reichen also
zwei Gradmessungen aus, um sie zu bestimmen. Es ist fiir eine zweite
Messung
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a{1 — ¢2)
(1—e sin2B')%
und aus den beiden Gleichungen (5) und (6) erhalten wir @ und e. Statt

der Exzentrizitit e fiihrt man gewdhnlich die Abplattung a ein, welche
durch die Gleichung

¥ = (B: — BY), (6)

a—¢

a =

(7)

a

definiert wird. Da ¢ =aV'1—e2 ist, so finden wir durch Reihenent-
wicklung unter Vernachlissigung der Glieder mit e

_ 2
t=1—Vi—et=". (8)
2

Seit man mit Hilfe der Telegraphie auch den geographischen Lédngen-
unterschied mit auflerordentlicher Genauigkeit bestimmen kann, ver-
wendet man auch Lingengradmessungen. Ist der Radius des Parallel-
kreises von der Breite B gleich g:

I cos B (o)
° V1—e2sin?B ?

und der Lingenunterschied zweier Orte di:
dh =Ly — L, (ro)

so ist der zugehorige Bogen des Parallelkreises:

‘T Vicams T e

Mit den Zwecken der Gradmessung verbindet man auch dic der
Landesvermessung, welche die Grundlage fur die Herstellung der Karten,
des Katasters usw. bildet. In diesem Falle handelt es sich nicht um
die Bestimmung der Entfernung der Endpunkte, sondern um die Fest-
legung aller Dreieckspunkte. Netze fiir die Landesvermessung werden
sich nicht auf Meridiane und Parallelkrcise beschrinken, sondern das
Gebiet gleichmaflig iberdecken, doch wird es auch hier unter Umstinden
praktisch sein, namentlich in groflen, neu zu vermessenden, Gebieten,
die langgestreckte Form beizubehalten, und das Land z. B. mit einem
Raster nordsiidlich und-ostwestlicher gerichteter Dreiecksketten zu iiber-
decken. Man erhdlt dann in verhiltnismiBig kurzer Zeit wenigstens
ein Skelett, an welches spiter die in die Liicken fallenden Punkte an-
gekniipft werden konnen.

In allen Lindern sind Arbeiten dieser Art im Gange, welche fir die
hoheren Zwecke der Erdmessung wenigstens bis zu Beginn des Krieges
durch internationale Vereinbarung geregelt wurden. Von grofieren
Unternehmungen dieser Art, die zum Teil auch schon zu Ende gefiihrt
sind, seien erwidhnt: Die Arbeitenim Pariser Meridian, welche nach Norden
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ihre Fortsetzung durch England bis zu den Shetlands-Inseln, nach Siiden
durch Vermittlung des spanisch-algerischen Anschlusses bis Langhuat
findet. Der grofie russisch-skandinavische Meridianbogen, der von der
Donaumiindung bis zum Nordkap reicht. Mit dem grofien afrikanischen
Bogen, welcher im Zuge des 30. Meridians Kapstadt mit der Nordkiiste
Agyptens verbinden soll, wird der russisch-skandinavische einen Bogen
von 105° bilden. Die franzésische Gradmessung in Ecuador ist als eine
Erneuerung der alten Arbeiten aus der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts
aufzufassen. Sie wird in den peruanischen und chilenischen Arbeiten
eine bedeutende Verlingerung nach Siiden finden. Die Gradmessung in
Spitzbergen vertritt ihrerseits nunmehr als nérdlichste auf der Erde die
alte Lapplindische; endlich dic Messung der Vereinigten Staaten lings
des 08. Meridians.

An Langengradmessungen sei hervorgehoben: Die européische Langen-
gradmessung im 52. Meridian von Feaghmain bis Warschau; der Bogen
wird einst bis zum Ural reichen. Ein neuer Bogen folgt dem 48. Parallel-
kreis von Brest bis Astrachan. In Amerika: die transkontinentale Tri-
angulierung von New-Jersey bis Kalifornien.

Auch schiefe Bogen wurden gemessen: so der westliche schiefe
Bogen in Kalifornien und der gstliche Bogen von Maine nach Louisiana.

Von groBler Wichtigkeit ist auch die geplante Verbindung der in-
dischen mit den russischen Messungen in Zentralasien.

Die Werte der Aquatorachse der Erde und der Abplattung, welche
aus diesen Untersuchungen folgen, stimmen keineswegs miteinander
iiberein. Anfang des 19. Jahrhunderts glaubte man die Ursache dieser
Unterschiede in Beobachtungsfehlern und Fehleranhiufungen zu finden.
BesseL berechnete daher (1841) nach cinem Ausgleichsverfahren aus 10
der damals besten Gradmessungen die Dimensionen der Erde. Er fand:

1
a 6377397.15m & 6356 078.96 a 299.15
Spiter fand Crarke (1880) aus den anglo-franzésischen, russisch-
skandinavischen und speziell den indischen Arbeiten:
— — =t .1
a=6378249m b=6356515 a 2035 ) (12)
Der Wert weicht von dem BesseLschen nicht unerheblich ab. Der
Grund dafiir fand sich in dem Einflusse der indischen Gradmessung. Man
erkannte nun, dafl hier nicht etwa ein Mangel der indischen Arbeiten
vorlag, sondern daBl die Erdoberfliche in Indien offenbar tatsichlich
einer stirker abgeplatteten Fliche entspricht als in Europa. Man mufite

daraus den allgemeinen Schlufl ziehen, dafl cin Ellipsoid nicht fiir die

1) Eine kleine Zusammenstellung gebriuchlicher Werte der Erddimensionen findet
sich im General-Bericht der XV. Konferenz der intern. Erdmessung. Budapest 1906.
Annexe A XII, S. 229.
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ganze Erde ausreicht, und dafl es daher notwendig ist, die Erdoberfliche
stiickweise zu bestimmen. Endlich kann man auch dabei nicht stehen
bleiben, sondern die Erdoberfliche mufl punktweise bestimmt werden.
Die Reihenfolge der Arbeiten, welche zu diesem Ziele fiihren, ist die
folgende:

1.Vorarbeiten. Zunichst wird das ganze zu vermessende Gebiet einer
Rekognoszierung unterzogen, deren Aufgabe darin besteht, die Drei-
eckspunkte ausfindig zu machen. Fir die Auswahl derselben ist eine
Reihe von Gesichtspunkten mafigebend.

a) Das betrachtete Gebiet soll mit einem Netz von Dreiecken mog-
lichst gleichmaflig iiberdeckt sein. Dies gilt hauptsichlich fiir Netze,
welche der Landesvermessung dienen sollen. Die Form der Dreiecke
soll moglichst giinstig sein, d.h. die Dreiecksseiten sollen méglichst sichere
Schnittpunkte liefern. Der giinstigste Schnitt erfolgt bei senkrechtem
Einschneiden. Da aber in einem Dreiecke nur ein Winkel ein rechter
sein kann, so erhdlt man die gleichmiBigste Verteilung, wenn man die
Dreicke tunlichst gleichseitig macht.

b) Die Entfernung der Punkte soll etwa 30—50 km betragen, doch
1af3t sich diesbeziiglich keine Regel angeben, weil hier die &rtlichen Ver-
haltnisse eine sehr grofie Rolle spielen und oft zu kleineren oder grofieren
Seitenldngen zwingen. Die grofiten Seiten des europidischen Dreiecks-
netzes gehoren den Dreiecken an, welche Meeresteile iiberspannen, so
die Verbindung von Italien mit Dalmatien) und Sardinien, von England
mit Irland2), endlich auch von Spanien mit Algier3). Hier kommen
Seiten bis 270 km Liange vor. Noch ldngere Visuren weist das indische
Netz auf in jenen Dreieckseiten, welche nach den Hochgipfeln des Hima-
laya gelegt sind. Sie erreichen eine Linge von 300 km. Da diese Gipfel
nicht zuginglich sind, also dort keine Triangulierungszeichen aufgestellt
werden konnen, so gibt nur die Messung aus sehr grofier Distanz dic
Gewahr, dafl von mehreren Punkten die gleiche Spitze eingeschnitten wird.
Selbstverstdandlich kénnen solche Seiten nur einseitig beobachtet werden.

¢) Die gewihlten Punkte miissen von allen benachbarten leicht
sichtbar sein und missen, wenn notig, durch entsprechende Zeichen,
welche eine genaue Einstellung im Fadenkreuz eines Fernrohrs ermog-
lichen, kenntlich gemacht werden. Punkte also, welche sich nicht (wie
Kirchturmspitzen, Blitzableiter usw.) von Haus aus schon dazu eignen,
miissen entsprechend hergerichtet werden. Zu diesem Zwecke werden
Holzpyramiden mit einem weithin sichtbaren Zeichen am oberen Ende
als Triangulterungszeichen aufgestellt. Bei dunstiger Luft und sehr grofien

1) Astronomisch-geodit. Arbeiten des mil. geogr. Institutes in Wien. Bd. I

2) Bericht iiber die Triangulationen von R. HELMERT und L. KrUGER. Verhandl.
d. XIV. allg. Konf. d. internat. Erdmessung. Kopenhagen 1903. Beilage B XIII.

3) R. ScHUMANN, Der neue westeuropiische Meridianbogen: Verhandl. d. XV. allg,
Konf. d. internat. Erdmessung. Budapest 1906. Beilage A XIIIb.
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Entfernungen verwendet man Heliostaten. Man arbeitet auch bei Nacht
mit kiinstlichen Lichtquellen, die sich iibrigens auch bei Tage bewihren.

d) Die Punkte miissen auch selbst die Moglichkeit bieten, daselbst
ein Universalinstrument oder einen Theodoliten aufzustellen, derart, daf}
der Fufipunkt des Triangulierungszeichens und der Aufstellungspunkt
des Instrumentes zusammenfallen oder leicht aufeinander reduziert
werden konnen.

e) Damit die einmal gewihlten und in die Triangulierung einbe-
zogenen Punkte nicht wieder verloren gehen, miissen sie eine dauernde
Markierung erhalten. Eine solche wird oft auf der Platte des Instru-
mentenpfeilers angebracht, zur Sicherung gegen Zerstérung aber auch
unterirdisch auf einer versenkten Steinplatte. In den Stein wird z. B.
eine kleine Bleiplatte eingelassen, und darauf durch den Schnittpunkt
zweier eingeritzter Linien der Punkt markiert. Die Ubertragung der Marlke
vom Triangulierungszeichen auf den Stein geschieht durch einen Senkel.

f) Die Rekognoszierung erstreckt sich auch auf die Auswahl eines
brauchbaren Terrains fiir die Basismessung. Dafiir kommt eine moglichst
ebene und gerade Strecke in der Linge von einigen Kilometern in Betracht.

2. Basismessung. Bis vor kurzem waren fir die Basismessungen aus-
schlieBlich MafBstibe aus festem Material, Holz, Eisen oder Messing in
Gebrauch. Ein Basisapparat besteht meist aus mehreren Mefistangen ?),
deren Linge vor dem Gebrauch durch Vergleich mit einem Normal-
mafstabe aufs genaueste bestimmt wird. Die Durchfiihrung der Arbeit
beginnt mit der Zurichtung des Terrains, indem kleine Hindernisse ent-
fernt, Gebiische und Strauchwerk umgeschlagen, kleine Griben aus-
gefiillt werden miissen. Die MeBstangen werden auf eigene Unterlagen
gelegt, welche nicht nur eine sichere Lagerung ermoglichen, sondern
auch mit Hilfe von Schrauben noch kleine Verschiebungen der Stangen
gestatten, um sie genau in die richtige Richtung zu bringen und an die
bereits liegenden Stangen nahe genug und ohne Stofi anzuschlieBen.
Da durch ecinen Stofl meist ein Teil der schon geleisteten Arbeit ver-
dorben wird, 148t man Zwischenriume zwischen den Mefstangen, die
nun mit moglichster Genauigkeit zu messen sind:, hierzu dienen: Me8-
keile (BesseLscher Apparat)2), Schieber mit Nonien (6sterreichischer
Apparat)8), Mikroskope (niederlindischer Apparat von REPsoLD)4) oder
Mikroskoptheodolite (spanischer Apparat von IBanEz)®).

Besondere Aufmerksamkeit mufl der Temperatur der Stangen zu-
gewendet werden. Es werden entweder die Quecksilberkugeln von Ther-
mometern in den Stangenkorper ecingesenkt (dsterreichischer Apparat)

1) Der spanische Basisapparat besteht nur aus einer MeDstange.
2) Gradmessung in Westpreulben.

3) Mitteilungen des mil. geogr. Inst. IIL. Bd.

) J. OUDEMANS, Triangulation de I'ile de Java.

5 Verhandl. d. IX. Konferenz d. intern. Erdmessung. Annexe A V.

">
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oder die Stangen als Metallthermometer aus Metallen mit verschiedenen
Ausdehnungskoeffizienten gebildet (BesseLscher Apparat, Apparat von
Scuort der coast and geodetic survey)l). Die Ausdehnungskoeffizienten
miissen auf das genaueste ermittelt werden. Zum Schutze gegen die
direkte Sonnenstrahlung werden leichte Dicher aus Leinwand verwendet,
die dem Luftzug den Zutritt nicht verwehren.

Es ist begreiflich, dafl die Basismessung mit solchen Apparaten
auBerordentlich langsam fortschreitet, und eine sehr miihevolle Arbeit
ist. Statt also eine ganze Dreieckseite von vielen Kilometern Linge zu
messen, wihlt man die Basis nur wenige Kilometer lang, etwa 3—10 km.
Dieselbe wird dann durch ein eigenes Basisentwicklungsnetz mit einer
groflen Seite verbunden. Da in einem solchen Netz die Dreieckseiten
naturgemdfl anwachsen miissen, so muf3 dabei auf die giinstigste Form
der Dreiecke verzichtet werden. Es hat sich ergeben, daf3 die berechnete
Dreieckseite im Verhéltnisse zur Linge zwar geringere Genauigkeit erhilt,
wie die gemessene Grundlinie, dafl sie aber nicht ungenauer wird als
die allgemeine Genauigkeit des Netzes noch zulidBt 2).

In neuester Zeit hat man statt der schwerfilligen MeBstangen die
sogenannten Jdderindrihte oder Jdderinbidnder3) eingefithrt. Dieselben
sind aus dem gegen Wiarme auBerordentlich unempfindlichen Invar
angefertigt und besitzen gewohnlich eine Linge von 24 m oder 50 m.
Die Enden laufen in prismatische Metallstiicke aus, welche feine Tei-
lungen tragen. Die Drahte oder Binder werden durch Gewichte gespannt,
so dafl die Teilungen neben Marken zu liegen kommen, die an festen
Stativen angebracht sind. Da solche Drihte nicht gerade gespannt
werden konnen, sondern die Form einer Kettenlinie annehmen, so ist
die gemessene Strecke nicht gleich der absoluten Linge der Drihte.
Man muf} daher die ,effektive’* Linge der Drihte unter gleichen Um-
stinden ermitteln, wie sie dann bei der Basismessung herrschen. Man
verwendet zu diesem Zwecke eine Versuchsbasis, welche vorher mit einem
Stangenapparate wiederholt und aufs genaueste gemessen wurde. Die
Frage, ob die Drihte oder Biander vorzuziehen sind, ist noch offen. Bin-
der sind dem Einflufl des Windes stirker ausgesetzt, unterliegen aber
nicht so leicht den mikroskopisch-kleinen Knickungen, die bei Drihten
so leicht vorkommen, und die Linge des Drahtes beeinflussen.

Da die Arbeiten mit diesen Apparaten auflerordentlich viel rascher
vor sich gehen, so kann man die Langen der Grundlinie viel gréBer wihlen,
und auch die Zahl der Grundlinien bedeutend vermehren. Die lingste

1) Verhandl. d. Xl. Konferenz d. internat. Erdmessung. Annexe A V.

2} A. FERRERO: Rapport sur les triangulation présenté a la douziéme conférence
générale 4 Stuttgart an 1898 (Association géodésique internationale, Florence 1899).

3) J. R. BENoIT und CH. ED. GUILLAUME: Mesure rapide des bases géodésiques,
Paris 1908 {Bureau international des poids et mesures).
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bisher gemessene Basis ist die von La Cruz in Mexiko mit 39 km1).
Das entspricht bereits der Linge einer groflen Dreieckseite, ein Ent-
wicklungsnetz ist dann uberflissig. Auch die Messungen in Transvaal
weisen Basislingen bis 34 km auf 2).

Bei Stangenapparaten sowohl, wie bei Drihten oder Bandern, ist
eine Neigungskorrektion zu beriicksichtigen. Dazu muf} bei jeder Stange,
sobald sie in ihre Lage gebracht ist, ihre Neigung bestimmt, bei den
Jaderinapparaten der Héhenunterschied der beiden Endmarken gemessen

"werden. Die Linge der Basis ergibt sich aus der Summe der wegen
Neigung korrigierten Einzelwerte. Die Genauigkeit, die mit einer mo-
dernen Basismessung erreicht wird, betragt im Durchschnitt 1 : I 000 000
bis 1 :2 000 000.

Die Lange der Basis wird auf das Meeresniveau reduziert, wozu die
einfache Formel dient

b’=é-——~—=1(1—-~), (13)

wenn # den Kriimmungsradius der Erde in der Richtung der Basis und
% die mittlere Hohe iiber dem Meere bedeutet. Da 7 gleich 6.4 Millionen
Meter ist, so mufl % auf wenige Meter genau sein, wenn in 3’ die gleiche
Genauigkeit wie b erhalten bleiben soll.

3. Winkelmessungen. Die Winkelmessung wird mit cinem Theodo-
liten oder Universale vorgenommen. Man geht heute meist nach der

£ Methode der ,,Richtungen‘‘ vor, d. h. man stellt,

# von einem Dreieckspunkte 4 angefangen (Abb. 3),

g der eine Nullrichtung festlegt, der Reihe nach simt-

o s liche sichtbaren Dreieckspunkte B, C, D, E ein.

Hierauf wird das Instrument durchgeschlagen und
dieselben Punkte in umgekehrter Reihenfolge ein-
gestellt. Gelingt es, dabei alle Punkte zu erhalten,
ohne dafi einer wegen schlechter Sicht, Luftunruhe oder Nebel ausgelassen
werden muf, so spricht man von einem vollstindigen Satze. Die Messung
wird dann mit verstelltem Horizontalkreise mehrmals wiederholt. Die
Winkel ergeben sich durch Subtraktion der Werte der einzelnen Rich-
tungen voneinander, der Winkel zwischen der letzten und ersten Rich-
tung eventuell durch Subtraktion von 360°. Die Bedingung, dafl die
rund um den Beobachtungspunkt liegenden Winkel die Summe 360°
geben miissen, erfiillt sich damit von selbst. Werden auf allen Stationen
alle Richtungen beobachtet, so sind in dem Dreiecksnetz dann simtliche
Winkel gemessen. Fehlt auf einer Station ein oder die andere Richtung,
so erscheint sie einseitig beobachtet, wenn sie auf der Gegenstation er-

c
Abb. 3.

!) Verhandl. der XVL Konf. d. intern. Erdmessung, 1909, Bd. I, Annex A XL
2) Verhandl. der XV. Konf. d. intern. Erdmessung, 1906, Bd. I, Annex A I
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halten wurde. Fehlt sie auch dort, so fillt sie iiberhaupt aus dem Drei-
ecksnetz fortl).

4. Astronomische Stationen. In méglichst vielen Dreieckspunkten
wird auf astronomischem Wege die geographische Breite, Linge und das
Azimut einer Dreieckseite bestimmt. Punkte, in denen alle diese drei
Stiicke gemessen sind, heiflen vollstindige astronomische Stationen.
Meistens fehlt jedoch die geographische Linge, die noch vor kurzem zu
ihrer Bestimmung den grofiten Aufwand verlangte, nimlich die gleich-
zeitige Mitarbeit einer zweiten Station, die mit der ersten durch eine
direkte telegraphische Linie verbunden ist. Die Einfiihrung der draht-
losen Telegraphie wird hier Wandel schaffen, was deshalb zu begriilen
ist, weil, wie spiter gezeigt wird, den Lingenmessungen eine besondere
Bedeutung zukommt.

5. Berechnungsarbeiten. Soweit die Punkte des Netzes nicht im
Meeresniveau liegen, miissen wir uns dieselben darauf projiziert denken.
Das ganze Netz erscheint dann auf dem Geoid ausgebreitet. Zur Berech-
nung der Dreiecke mifiten nun die Kriimmungsverhiltnisse des Geoides
zugrunde gelegt werden. Diese sind aber nicht nur zu kompliziert, um
mathematisch verwendet zu werden, sie sind auch zunichst unbekannt,
denn das Geoid soll erst auf Grund dieser Messungen berechnet werden.
Da nun das Geoid auBlerordentlich nahe mit einem Rotationsellipsoid
zusammenfillt, so kann man eine solche Fliche statt des Geoides zur
Rechnung benutzen. Zu dieser wird dann das Geoid in Beziehung gesetzt
und man nennt in diesem Sinne das Rotationsellipsoid ein Bezugs- oder
Referenzellipsoid. Welches Ellipsoid man hierfiir verwendet, ist inner-
halb gewisser Grenzen eigentlich gleichgiiltig. Die meisten Arbeiten
griinden sich auf das Ellipsoid von BesserL oder das von CLarRKE. Diese
wurden seinerzeit aus Beobachtungen gewonnen und sind daher mit
einer gewissen Unsicherheit behaftet. Wenn man sie aber als Referenz-
ellipsoide benutzt, so sieht man sie als geometrische Flichen an, die
mit absoluter Genauigkeit gegeben sind. Die nicht angegebenen Dezimal-
stellen werden also als Nullen angesehen, und man kann dann auf diesen
Flichen mit beliebiger Genauigkeit rechnen.

Auf ein solches Referenzellipsoid denken wir uns das Netz aus-
gebreitet. Dazu wihlen wir einen Netzpunkt, in dem die geographische
Breite und das Azimut einer Seite bestimmt sind, als Ausgangspunkt.
Die geographische Linge brauchen wir nicht; wir konnen den Meridian
des Punktes als Nullmeridian ansehen. Wir bringen nun den ersten
Netzpunkt an seine Stelle, d. h. an jenen Punkt, der auf dem Referenz-
ellipsoid die gleiche geographische Breite hat. Es fillt also hier die Nor-

1) Vielfach verwendet man auch das Verfahren der Winkelmessung in allen
Kombinationen nach SCHREIBER. Bei entsprechender Wahl in der Zahl der Beob-
achtungen wird es den Richtungsmessungen ganz #quivalent (S. WELLISCH: Theorie
und Praxis der Ausgleichsrechnung II Bd., S. 66).
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male zum Geoid mit der Normalen zum Referenzellipsoid zusammen.
Geben wir nun auch der gemessenen Seite auf dem Referenzellipsoid
das astronomisch bestimmte Azimut, so ist damit die Lage des ganzen
Netzes bestimmt.

Uber die Lage des Referenzellipsoides zum Geoid ist damit folgendes
festgesetzt: Im Ausgangspunkte hat es mit dem Geoid die Normale ge-
meinsam und seine kurze Achse ist zur Rotationsachse der Erde parallel.
Wurde die Basis auf das Meeresniveau reduziert, so schneiden sich Geoid
und Referenzellipsoid unterhalb der Basis.

6. Die Berechnungsarbeiten beginnen mit der

Stationsausgleichung. Diese besteht darin, dafl man aus den ge-
samten an einer Station gemachten Richtungsbeobachtungen nach
der Methode der kleinsten Quadrate die besten Werte fiir die einzelnen
Richtungen ableitet. Wenn lauter vollstindige Sitze beobachtet sind,
reduziert sich die Rechnung auf eine einfache Mittelbildung.

7. Reduktion der Horizontalwinkel. Die gemessenen Winkel sind
Horizontalwinkel, da sie an einem Horizontalkreis abgelesen werden.
Sie stellen die Winkel vor, die von den
nach den Dreieckspunkten gelegten Ver-
tikalebenen eingeschlossen werden. Die
aus der Stationsausgleichung gewonnenen
Richtungen bedirfen noch einiger Kor-
rektionen.

a) Reduktion wegen der Seehdhe der
anvisierten Punkte. Der gemessene Winkel
bezieht sich auf die Vertikalebene des
Beobachtungspunktes und enthilt daher

Abb. 4. dessen Lotrichtung. Da nun die Normalen

eines Ellipsoides sich im allgemeinen nicht

schneiden, so wird die Vertikale des anvisierten Punktes nicht in die
Vertikalebene des Beobachtungspunktes fallen (Abb. 4).

Ist somit in Abb. 4 AMB die Vertikalebene von Punkt 4 nach B,
AB der zugehérige Vertikalschnitt, so wird der Punkt B, wenn man
ihn lings der Normalen BN verschiebt, sofort aus der Vertikalebene
AMB heraustreten. Einem Punkt in der Hoéhe s iiber B wird also
eine andere Vertikalebene vom Punkt A4 aus und damit eine andere
Richtung entsprechen als dem Punkte B selbst. Es mufl also an den
Horizontalwinkel eine Hohenkorrektion angebracht werden, welche von
der geographischen Breite und dem Azimut der Richtung AB abhingen
wird. Es istl) '

Y .
da = —%ezjlcos”?,smzaﬂ- 206 263 . (14)

1) A. HELMERT: Die mathem. u. physik. Theorien der héheren Geodisie, Bd.I. S.189.
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Hier ist a4 und e Aquatorhalbmesser und Exzentrizitat der Meridianellipse,
B, die geographische Breite von 4, a9 das Azimut der Vertikalebenen
AMB, h die Meereshdhe des beobachteten Punktes.
Die Korrektion betragt im Maximum
fir # = 640m:da = olobg
1280 0.14 (15)
1920 0.21

Die Seehohe des Punktes A ist einfluBlos, denn wir kénnen 4 be-
liebig lings AM verschieben, ohne dafl A aus der Vertikalebene A M B tritt.

Die auBerordentlich kleine Kriimmung der Lotlinien spielt keine
Rolle. Da das Netz auf dem Referenzellipsoid ausgebreitet wird, so
ware es eigentlich richtiger, statt der Seehohe die Hohe tiber dem Re-
ferenzellipsoid einzufiihren.

b) Reduktion auf die geoddtische Linte. Aus den obigen Ausein-
andersetzungen ergibt sich, dafl beim Riickblick von B nach A eine
andere Vertikalebene in Frage kommt als beim Blick von 4 nach B.
Sie enthilt die Vertikale BN und kann daher nicht mit AM B zusammen-
fallen. Es wird daher auch der Vertikalschnitt von B nach 4 nicht mit
dem von A nach B zusammenfallen. Es folgt daraus, dafl das aus den
beobachteten Winkeln gebildete Netz iiberhaupt noch kein reales geo-

metrisches Gebilde darstellt, da von jedem Punkte aus B
andere Seiten beobachtet werden als von den entsprechen- 1
den Gegenpunkten (Abb. 5). Es entsteht eine Zweideutig- g
keit, die unbedingt beseitigt werden mufl. Zu diesem ﬂ//

Zwecke wihlt man als Verbindungslinie zweier Punkte A
und B statt der Vertikalschnitte die geoditische Linie,
deren Grundeigenschaft darin besteht, dafl sie die kiirzeste Verbindungs-
linie der beiden Punkte darstellt. Sie hat aufler dieser Eindeutigkeit
auch noch den Vorteil, dafl sie auf dem Rotationsellipsoid durch eine
sehr einfache Beziehung dargestellt wird. Ist a das Azimut der Tan-
gentenrichtung in einem Punkte der Linie, dessen reduzierte Breite
gleich § ist, so lautet die Gleichung der geoditischen Linie:

Abb. 5.

sin & cos § = konst, (16)
Die Bedeutung des Begriffes ,,reduzierte Breite‘ ist aus Abb. 6 ersicht-
lich. Die Beziehung zur geographischen Breite B ist gegeben durch
tgp=V1—e2tgB;
denn ist in Abb. 6 AP die Meridianellipse mit den Achsen @ und ¢ und
AP’ der iiber dem Aquatordurchmesser errichtete Kreis, so ist nach be-
kannten Sitzen und unter Benutzung der Gl. 2:
2
MR= ‘MR wid wgB="2%",
a cix
da B durch die Richtung der Normalen M bestimmt ist. Somit:
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at MR a MR a 1
CE="T5'0r " OR — ¢ CF == (17)
Das Azimut der geoditischen Linie heilit das geoddtische Azimut
zum Unterschiede vom Azimut des Vertikalschnittes: dem astronomischen
Azimut. Die Differenz zwischen beiden ist die gesuchte Korrektion;

sie ist gegeben durchl)

da ="~ e2i2,, cos? B, sin 2ay9 - 206 265 .
12 @
Wir finden im Maximum:
fiir s = 64 km Ada = olor1
128 , = 0.046 (18)
192 ,, = 0.103
256 ,, = 0.184
z Fir mafig lange Dreieckseiten ist der
d Betrag sehr klein, und kann meist vernach-
lassigt werden. Er steigt aber mit dem Qua-
M drat der Distanz und wird daher fir langere
? p Strecken bedeutend.
¢) Die regelmifBige Lateralrefraktion. Sie
rithrt von der Abplattung der Luftschichten
B A AL her, und.betr‘agt .im ganzen nur e.twa 1/, des
? R Unterschiedes zwischen astronomischem und

Abb. 6. geoditischem Azimut2), ist also fir maBige

Distanzen immer zu vernachlissigen. Sie wird

bei weitem iibertroffen von der unregelmifigen Lateralrefraktion3), die

sich aber der Berechnung entzieht. Die Praxis der Winkelmessung lehrt,

dal man vor Refraktionsstdrungen am sichersten ist, wenn die Luft-

unruhe bedeutend ist. Bei ruhiger Luft konnen sich leichter anomale
Schichtungen erhalten.

8. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Zwischen den ein-
zelnen Stiicken des Netzes bestehen Beziehungen, welche sich aus den geo-
metrischen Gesetzen des Referenzellipsoides ableiten lassen, und welche
dazu dienen, aus den bekannten Stiicken die unbekannten abzuleiten.
Eine gewisse Zahl von bekannten Stiicken stellt das Minimum dar, welches
eben ausreicht, alle anderen zu berechnen. Es werden aber immer iiber-
flissige Stiicke gemessen, die dann zur Kontrolle auch berechnet we:-
den konnen. Wiren nun die Beobachtungen fehlerfrei, so mufiten
die berechneten und die beobachteten Werte iibereinstimmen. — In der
Tat werden aber Widerspriiche bleiben, die beseitigt werden miissen,

1) R. HELMERT 1. c. Bd. I, S. 332.

2) A. SoNDERHOF: Die geoditischen Korrektionen der auf dem Sphiroid beob-

achteten Horizontalwinkel (GRUNERTS Archiv der Mathem. u. Physik, Bd. 51, 1870).
3) A. FiscHER: EinfluB der Lateralrefraktion auf das Messen von Horizontal-

winkeln. Berlin 1882.
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wenn das Resultat {iberhaupt ein geometrisch- mégliches Gebilde sein
soll. Die iiberfliissig gemessenen Stiicke bringen also Bedingungsgleichungen
mit sich, welche strenge erfiillt sein miissen. Es sind daher an den ge-
messenen, durch die Stationsausgleichung und die oben angegebenen
Reduktionen verbesserten Richtungen noch weitere Verbesserungen an-
zubringen, welche durch die geometrischen Bedingungen des Netzes
gegeben sind.

Wir miissen zuerst die Zahl der Bedingungsgleichungen ableitenl).
Sie ist gleich der Zahl der iiberfliissig gemessenen Stiicke. Das erste Drei-
eck verlangt zu seiner Berechnung eine Seite und zwei Winkel; jeder
weitere Dreieckspunkt verlangt zu seiner Festlegung zwei weitere Winkel.
Besteht das ganze Netz aus p Punkten, so braucht es somit im ganzen
I Seite und 2 42 (p — 3) = 2 p — 4 Winkel. Sind in dem Netz # Seiten
(durch Basismessungen) und # Winkel bestimmt worden, so ist die Zahl
der Bedingungsgleichungen:

ntm—(2p—4)—1=n4+m—2p+ 3. (19)
Die Bedingungsgleichungen zerfallen in Wainkelgleichungen und
Seistengleichungen.

Die Winkelgleichungen entstehen aus den Gesetzen iiber die Winkel-
summen in Dreiecken und Polygonen auf dem Rotationsellipsoide; ihre
Zahl 148t sich folgendermaflen bestimmen. Wir verbin-
den die p Punkte des Netzes durch einen einfachen in
sich selbst zuriickkehrenden Linienzug. Es entsteht ein
Polygon, dessen Winkelsumme eine Bedingungsgleichung
liefert. Es sei z. B. in Abb. 7: ABCDEA ein solches
Polygon. In der Ebene miifite die Winkelsumme sechs A 3
rechte Winkel betragen. Jede weitere Seite, die man
in das Polygon einfiigt (4 C), gibt, wenn die Winkel
an beiden Enden beobachtet sind, eine neue Bedingungsgleichung. Ist
also / die Gesamtzahl der beiderseitig beobachteten Seiten, so haben wir
J—p Seiten einzuschalten, und daher im ganzen

l—p+1 (20)
Winkelgleichungen. Eine einseitig beobachtete Seite gibt keine Winkel-
gleichung. .

Alle iibrigen Gleichungen sind Seitengleichungen. Sie haben die
Form des mehrfach angewandten Sinussatzes. Ein einfaches Beispiel
aus der ebenen Trigonometrie soll dies erliutern. Es sei 0 c
(Abb. 8 ABCDE ein Netz, bestehend aus vier Drei-
ecken. Die gemessenen Richtungen sind durch Bogen
angedeutet. Es lassen sich danach siamtliche Dreiecks- #
winkel bestimmen. Wir kénnen nun von 4 B ausgehend

0
I3 r

Abb. 7.

8
Abb. 8.

1) L. WeLLISCH: Theorie und Praxis der Ausgleichungsrechnung, 2. Bd. Wien,
Leipzig 1909/10.
Einfihrung in die Geophysik. 2
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CD auf zwei Wegen berechnen, einmal auf dem Wege tber die Seiten
AE und DE, das andere Mal auf dem Wege iiber die Seiten BE und
‘CE. Durch dreimalige Anwendung des Sinussatzes finden wir

sin ABE sinDAE smDEC

CD=AB 175 smADE saDCE
und
sin BAE sin CRBE sin DEC
CD“‘ABsmAEBGmBCE&mCDE’
somit

sin dBE-sinDAE _ sin BAE-sin CBE

sin ADE-sn DCE  sin BCE-sm CDE (21)
Aus diesen Seitengleichungen fallt die Linge ganz heraus. Die Basis
tritt somit in keiner Bedingungsgleichung auf.

Schliefit sich immer nur ein Dreieck mit einer Seite an ein anderes
an (Abb. g), so lidfit sich jede Seite nur auf einem Wege berechnen. Ein
solches Gebilde bezeichnet man als Dreseckskette, in einer
solchen gibt es keine Seitengleichung.

Sind mehrere Basismessungen in dem Netze enthalten,
so kann man dieselben als weitere Bedingungen einfithren
und verlangen, dafl sie durch die Stiicke des Netzes genau
dargestellt werden. Die entstehenden Bedingungsgleichungen
werden dann natiirlich die Lingen enthalten miissen. Eine
Schwierigkeit entsteht daraus, dal man zwar alle Basis-
messungen auf das Meeresniveau reduzieren kann, dafl man
aber dem Referenzellipsoid keine solche Lage geben kann,
dafl es das Geoid unterhalb aller Basen schneidet. Korrekterweise hat
man also nicht mit der Meereshthe, sondern mit der Hohe iiber dem
Referenzellipsoid zu reduzieren.

Die weiteren Basismessungen selbst als verbesserungsbediirftige Stiicke
einzufithren, ist nicht berechtigt. Die Verbesserung diirfte meist grofer
ausfallen als die Genauigkeit der Messung erlaubt. Man kann sich auch
darauf beschrinken solche Basismessungen nur zur Kontrolle zu verwenden.

Wird ein Netz an ein bercits ausgeglichenes angeschlossen, so bringen
die Anschlufistiicke neue Bedingungen mit sich. Dieser Fall tritt oft
ein, da man groflere Netze nur in Teilen ausgleichen kann.

Es ist auflerordentlich wichtig, die Zahl der Bedingungsgleichungen
festzustellen; nur so schiitzt man sich vor Auslassungen, die das Resultat
verderben. Bei ihrer Aufstellung kann man die Abplattung vernach-
lissigen und rein sphirisch vorgehen. In den Winkelgleichungen er-
scheint dann das sphirische Exzef.

9. Netzausgleichung?!). Diese erfolgt nach der Methode der kleinsten

Abb. 9.

1) R. HELMERT: Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten
Quadrate. 2. Aufl., 1907.
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Quadrate nach ,,bedingten Beobachtungen''. Es seien x4,%, ... %, die beobach-
teten durch den Stationsausgleich und die nachfolgenden Reduktionen
verbesserten Richtungen. An diese sollen weitere Verbesserungen vy, v5...7,,
derart angebracht werden, daB eine gewisse Anzahl von Bedingungs-
gleichungen

(p1=o’ (p2=o e v e q),:o
streng erfiillt werden und gleichzeitig die Quadratsumme der Verbesse-
rungen, eventuell unter Einfithrung von Gewichten g, ein Minimum wird.
Also unter Anwendung des Gaussschen Summensymbols:

[gvv] = Minimum.

Es liegt also eine Minimumaufgabe mit Nebenbedingungen vor. Be-
zeichnen wir mit 2 %y, 2 &, . .. 2 k£, Multiplikatoren, die vorlaufig noch
unbekannt bleiben, so mufl nach bekannten Regeln

(gvv] — 24y @y — 2kyipp — -+« — 24rp, = Minimum (22)
sein. Wir verwandeln die Gréflen ¢, @5 ... @, in lineare Ausdriicke.
Sind %;, %5 . .. %, die Ausgangswerte, und vy, vy ..., die Verbesserun-
gen, so miissen die verbesserten Werte %y + vy, %o+ vg. .. % v,

die Bedingungsgleichungen erfiillen. Also

Qi(xy o1, 2o+ vy -0+ Xyt vy)=o0, i=1,2:--7. (23)
Da die v kleine Werte sind, so kénnen wir nach dem TavrLorschen Lehr-
satze entwickeln, und finden, wenn wir die Glieder zweiter Ordnung ver-
nachlissigen, die nach vy, vy ...%, linearen Gleichungen:
de;
dx

dp;
[l.X2

do:

v
1+ dx,

vy + -+

Up=0 [=1,2:7

Qi(xy %9 - x) +

oder abgekiirzt
wy + oy + agvg 4+ - -+ a,v, = o0
Zi’z—i—ﬁi?)l +b27)2 +"'+ﬁ7lz}ﬂ =0 (24)

Wyt q191 + aP2 0 A u U = 0,
wo die Koeffizienten ay, a5 . . . b1 . . . bekannte Groflien sind. Die Gréflien
Wy, Wy ... w, wiren gleich Null, wenn die x;, %5 ... %, schon den Be-
dingungsgleichungen entspriachen. Sie stellen also die Widerspriiche vor,
die in dem unausgeglichenen Netze noch enthalten sind.

Die Grundgleichung (22) geht nun tber in

(0] — 2 (ay-+[00])— 2afwon+ [6]) - 2 (e,-+[7]) = Minimunm. (25)
Wir haben die Differentialquotienten dieses Ausdruckes nach vy, v .. .7,
der Reihe nach gleich Null zu setzen und finden:

vy — (aky 4 beg + -+ 01 %)
&ovs — (@ay Fbyby + -+ q2 %)

I

[e]

(26)
Enln — ((ln/ei + bné2 + o + In /ér) == 0.
2%
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Dies sind die sogenannten Korrelatengleichungen, welche mit den
7-Bedingungsgleichungen (24) zusammen # -7 lineare Gleichungen zur
Bestimmung der # +7-Groflen vy, vy . . . v, kl, ks . ..k, bilden.

Substituieren wir die Werte von v; , vy...v, aus (26):

W1—kr*+/§2‘+ +/€r51

S1

et
&2 (27)

'2}2=

2jn=/{1__+/27u + —*—é In

”

in (24), so finden wir die r-\IormaIgIelchungen

F“—f—él-i—r”éj@—;u -+ ],{ 4w = o
[ab] bb g o
2o+ [ e+ - +%%+m—° .

M@ ky + b(]/’2+ +( Jé + w, = o,
L & L £ L
deren Auflosung die Gréflen &y, &g ...k, liefert, die, in (26) ecingesetzt,

endlich zu den gesuchten Gréfien vy, vy ...w, fithren.

X 4 vy, xg A vy or Xy vn
sind die ausgeglichenen Werte der Richtungen. Diese bilden nun ein
widerspruchsfreies System, aus welchem sich alle Dreieckswinkel und
Dreieckseiten berechnen lassen, wozu die Formeln der sphirischen Tri-
gonomctrie in der Regel geniigen.

10. Die geoditische Ubertragung. Wir haben von Anfang an das Drei-
ccksnetz so auf dem Rotationsellipsoid ausgebreitet, dafl im Ausgangspunkte
die geographische Breite mit der direkt gemessenen iden-
tischist, und dieerste Dreieckseite so gelegt, dafi ihr Azimut
auf dem Ellipsoid gleich dem astronomisch beobachteten
wird. Dadurch ist die Lage des ganzen Netzes bestimmt,
und wir kénnen nun von Punkt zu Punkt fortschreitend
die geographischen Koordinaten und die Azimute der
Seiten berechnen. Die erhaltenen Gréflen beziehen sich
dann alle auf das zugrunde gelegte Referenzellipsoid.

Fiir kleine Dreiecke, bei deren Berechnung man die
Abplattung vernachlissigen kann, gibt die sphirische
Trigonometrie folgende Formeln, die fiir das Dreieck
zwischen dem Pole und den beiden Punkten mit den geographischen
Breiten By und By, der Langendifferenz Lyy = L,-— L; und der sphi-
rischen Distanz s gelten (Abb. 10):

N

Abb. 10,
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cos By sin (tg; = — c0S By Sin dyy

sin By = sin By coss — cos By sins COS tyg
cos By sin Lyg = sin s sin ¢qg .

a,, und @y, haben die aus der Abbildung ersichtliche Bedeutung.
Wegen der Kleinheit der Distanz kann man diese Formel noch ver-
einfachen. Setzen wir

Bz=31+dB U9y = 180+a12+da 112=[Z_L
. s
und COss =1  sins = —,
@
wo s die Distanz im Lingenma8 und ay den Aquatorradius bedeutet, so
findet man leicht:

S
dB = — 0" cosayg-
]
" . S ”n ., "
dL = ¢"sec Bysinayg- - 0" = 206265
%
. s
de = — p"tan B singyg+ - -
)

Wenn aber die Berechnung der Koordinaten durch ein ganzes grofies
Netz durchgefithrt werden soll, in dem sich Hunderte von Dreiecken
aneinander reihen, dann reichen diese Formeln nicht aus. Man muf
dann die Abplattung berticksichtigen und auch héhere Potenzen von

- mitnehmen. Bis auf Gréflen zweiter Ordnung genau sind die folgenden
%

Formeln1):
1173 $ . . 52
dB = — o'W} sl cosia- ——+ L] tan By sin2ayy - —;
I—e¢ a at
" . S . 52
dL = o'W secBy|sincy,y- Pl 1 17] tan By sin 2 ¢y "2 (29)

() 0

o . s 52

do = — ¢" IV} sinayq | tan B, - o W (142 tan? By) cosayy—

) 0.

W, =V1—etsin?B, .

11. Lotabweichungen. Vergleicht man die gefundenen Werte mit
denen, welche die direkte astronomische Beobachtung ergeben hat, so findet
man gewisse Unterschiede. Diese haben zweifachen Charakter: einer-
seits wird man ein stetiges Anwachsen beobachten von dem Ausgangs-
punkt an, in welchem der Annahme nach der Unterschied gleich Null ist;
andererseits wird dieses Anwachsen unregelmifig, wohl auch stellen-
weise durch eine Abnahme unterbrochen sein. Das stetige Anwachsen
rihrt davon her, dafl das angenommene Referenzellipsoid im Ganzen
andere Krimmungsverhiltnisse aufweist als das Geoid an dieser Stelle.

1) R. HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der hoheren Geodisie.
1. Bd, S. 208.
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Die Schwankungen rithren von den unregelmifBigen Verbiegungen des
Geoides her, die lokalen Charakter tragen. Man bezeichnet sie als Lot-
storungen, den systematischen Teil aber zum Unterschiede gewdhnlich
als Lotabweichungen; man nennt die ersteren auch bisweilen absolut,
weil sie durch die tatsichliche Massenlagerung hervorgerufen werden,
die letzteren relativ, weil sie von der willkiirlich gewahlten Lage und Form
des Refernzellipsoides abhingen.

Die Richtung des Lotes in einem Punkt ist durch zwei Winkel be-
stimmt: die geographische Linge und Breite, die Lotabweichungen also
durch die Unterschiede zwischen den geoditischen (auf dem Ellipsoid
berechneten) und astronomischen Werten dieser Gréflen. Man kann sie
auch ausdriicken durch die entsprechende Verschiebung des Zenitpunktes
nach Grofie und Richtung. Betrigt die Abweichung & Bogensekunden
in der Richtung des Azimutes 4, vom ellipsoidischen Zenit aus gezihlt,
so erhidlt man eine siidliche bzw. westliche Komponente der Lotabwei-
chung durch

§=39cos4 1 =Isind. (30)
Durch die Unterschiede in der geographischen Position ausgedriickt, ist:
E=dB n= —cosBdL, (31)

wenn die Langen nach Osten positiv gezihlt werden. d B und d L er-
scheinen dann im Sinne: ellipsoidisch-astronomisch.

Die geoditische Ubertragung liefert noch eine dritte Grofle: nimlich
aufler den geographischen Koordinaten noch das Azimut der Dreieck-
seiten, welches, mit dem astronomischen Wert verglichen, ebenfalls einen
kleinen Unterschied da liefert. Da aber zwei Groflien nach dem Obigen
schon ausreichen, jeden Punkt festzulegen, wodurch auch die Azimute
gegeben sind, so muB diese dritte Grofle von den anderen beiden ab-
hingen; es mufl zwischen den Gréfien dB, dL und da eine Relation
bestehen.

Es sei in Abb. 11 P; der Ausgangspunkt, in welchem nach Annahme
die Lotabweichung verschwindet; P, und Py
das geoditische und astronomische Zenit eines
zweiten Punktes. Die von P, gegen P, ge-
messene Zenitdistanz sei 2/, die von der geo-
ditisch berechneten z nur wenig verschieden ist.
P, P ist der Betrag J der Lotabweichung, ihre
Richtung ist durch das Azimut A gegeben.

Ist ferner NV der Nordpol, soist W+ A4 =a
das geodiatische, W' ++ A’ = a’ das astrono-
Abb, 11. mische Azimut von P;. Es ist also

do=a—ad=(W—W)4(4—4).
Das sphirische Dreieck P, P, P}, liefert dann:

Ny
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. w+w

sin ————

tan = — — - tan—
2 . W—w 2

sin

oder, da man mit Riicksicht auf die Kleinheit der Unterschiede:
W4+W =2W, z47 =22

setzen kann, und 4 ein kleiner Winkel ist:

W—W = — $ctanz sin W= — J ctanz sin(e — 4). (32)
Ebenso gibt das spharische Dreieck N Py Py: '
snd T4
ctan byt B = 2 tan ‘i
2 . A—4 2
sin —

oder dhnlich gekiirzt wie frither
A—'A = & tan By sin 4. (33)
Es wird also
da = — 9 ctgz sin(ec — 4) 4+ I tan By sin 4. (34)
Da z fiir terrestrische Objekte immer nahe an 9go° ist, so ist ctg 2 eine kleine
Grofle. Wir kdnnen daher das erste Glied vernachlissigen, und es bleibt
da = Jtan By sind == n tan B,
oder nach (31)
da = — dL sinB,. (35)
Dies ist die gesuchte Beziehung; sie fithrt den Namen Laplacesche Glei-
chung. Sie gestattet zu entscheiden, ob ein gefundenes System von Lot-
abweichungen geometrisch moglich ist. Soweit diese Gleichung ertiillt
ist, koénnen die-Lotabweichungen als real angesehen werden. Die Reste
die noch bleiben, fallen den unvermeidlichen Beobachtungsfehlern und
ihrer Anhiufung zur Last. Es ist daher auBerordentlich wichtig, die
Zahl der Punkte, auf denen alle drei Groflen beobachtet sind, der so-
genannten Laplaceschen Punkte, moglichst grofl zu machen. Wie oben
bemerkt, ist es namentlich die geographische Lange, die in den meisten
astronomischen Punkten fehlt. )

Es liegt eine Willkiirlichkeit darin, die Lotabweichungen im Aus-
gangspunkte gleich Null zu setzen, und so iiber die Lage des Referenz-
ellipsoides von vornherein eine feste Annahme zu machen. Es erscheint
daher richtiger, die Lage des Referenzellipsoides vorldufig unbestimmt
zu lassen und fir die Lotabweichungen im Ausgangspunkte zwei Gréflen
§p und g einzufithren, die dann spiter so bestimmt werden miissen, daf3
der Anschluf des Referenzellipsoides an das Geoid ein moglichst guter wird.

Wir missen zu diesem Zwecke Formeln fiir den Zusammenhang
zwischen den Lotabweichungen zweier Punkte, I und 2, ableiten. Um
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diese in einfacher Weise zu gewinnen, erinnern wir an zwel bekannte
Differentialformeln der sphirischen Trigonometrie. Sind a, b, ¢ die drei
Seiten und 4, B, C der Reihe nach die ihnen gegeniiberliegenden Winkel,
so ist
’ da = cos Cdb + cos Bdc 4+ sin Csinbd A
sined B = sin Cdd — cosa sinBdc — cos CsinbdA

sineadC = sinBdc — cosa sin Cdbd — cos B sincd 4.

Die dritte Formel entsteht aus der zweiten durch Vertauschung von B
mit C und & mit c. '

Wir bezeichnen wieder mit B; und B, die geographischen Breiten
zweler Netzpunkte, mit L;, = L, — L, ihren Lingenunterschied, ferner
mit @;, und o, ihre gegenseitigen Azimute (Abb. 10). Es seien dies die
durch geoditische Ubertragung gefundenen Werte. Die astronomische
Beboachtung in B; habe nun andere Werte ergeben: B} L} @j,. Dann
konnen wir durch Anwendung der obigen Formeln leicht bestimmen, welche
Werte By, L3, a3, wir fiir die zweite Station erhalten hitten, wenn
wir statt von den geoditischen von den astronomischen Werten aus-
gegangen wiren. WIir setzen

B; - Bi == dBl _L’l - -LI == (l’.Ll (1’12 — {49 = 117(112
.B’z’——' Bg = Il’Bg L{»’—— Lg = 11’[2 051’1 — lgg = (l'C(Ql

und finden dann, wenn wir vorldufig den Bogen s = By B, als unver-
anderlich betrachten, fast unmittelbar die folgenden Ausdriicke:

dBy = sin Zy9 cos By d ety -+ cos Ly9d By
dLy = dL; — sin L5 cosec ;s COSCtyg d 1y = tan By sin Ly d By (36}
dogy = cos Ly cos By sec By dayg — secBysinLigd By .

Die in B, auf astronomischem Wege gefundenen Werte seien B3,
L5, ¢5,. Fiihren wir nun die Lotabweichungen ein durch die Gleichungen

—dBy =B —B)=§ By— By= &
—dLy=1ILi— L= —yysecBy Ly— Ly=—nysecBy (37)
—dayjg=0Qp—tip = WtanBy  wy —oay = nptanBy,
so wird )
dBy = B} — By = By — By — &
dLy =15 — L, = L — L5 + 1y sec By (38)
dtg) = ahy — Uy = 31 — &y — Ijy tan By
und nach (36)
By — By — & + sin Zypsin By- 1y
. —+ cosLyg-§ =0

5 — Lb - ng sec By — (sec.By - sin Ly cosecoyy cos gy tan By) 1y (39)
~+tan By sinZiy-§ =0 39
ay — ¢hy — iy tan By 4 cosLyg sec By sinBy -

—secBysinlyg-§ =o.

-



Lotabweichungen. 25

Eliminiert man aus den letzten beiden Gleichungen (39) die Grofie 7,
so erhilt man die Lapracesche Gleichung nunmehr in der folgenden Form:
(a1 — ahy) + sin By (L3 — L) + ny {cos Ly sin By sec By

— (sec By -t sin Zyq cosec g2 COS &ty tan By) sin By} (40)
— &, (sec By sin Lyg — tan By sin By sinLy5) = o,
Es treten also auch hier die von &; und %, abhingigen Glieder auf.

Zur Anwendung dieser Formeln denken wir uns den Ausgangspunkt
mit allen astronomischen Stationen des Netzes durch geoditische Linien
verbunden, deren Linge und Azimut aus den Resultaten der geoddtischen
Ubertragung berechnet werden kénnen. Es sind dann & und 5; mit §p
und 7, identisch, wihrend §, und 7, die Lotabweichung fiir einen be-
liebigen Netzpunkt bedeuten. Wir erhalten also allgemein nach (39)
Gleichungen von der Form

Si=— L4 @+ bino
ni= —l; + a; 8+ Hino.

Bei vollstindigen astronomischen Stationen erhalten wir die letztere
Gleichung in zwei Formen, eine aus der Linge und eine aus dem Azimut.

Wir bestimmen nun durch ein Ausgleichsverfahren nach der Methode
der kleinsten Quadrate die Werte von §, =x und 9y, =y so, dafl die
Summe

(41)

(&} 4+ 1} = Minimum i=o,1,2 -+ (42)
wird. Die Summe ist auszudehnen iiber alle Punkte, auch den ersten.
Wir haben also die Gleichungen

;0= X ; )70= y
S=—h+4ax+by; nw=—Hh+tdx+dy=—0H+dx+y (43)
Sy =— by agx - byy; Go=—lt bt lhy=—h+aix4dpy 43

Yy

Fur alle vollstindigen astronomischen Stationen, fiir welche die
7-Gleichungen doppelt auftreten, entsteht aus der Lapraceschen Be-
ziehung noch ecine Bedingungsgleichung von der Form

—n 4 ¢cx -+ dy = o. (44)
Der Ausgleich kann daher nach dem friher geschilderten Verfahren der
,,bedingten Beobachtungen‘* durchgefithrt werden.

Mit diesem Ausgleich kann man auch eine Verbesserung der Form
und Grole des Referenzellipsoides verbinden. Es treten dann in den
Gleichungen noch zwei neue Unbekannte auf:

da

P und  d(e?),

wenn a den Aquatorradius und e die Exzentrizitit des urspriinglich ge-
wahlten Referenzellipsoides bedeutet. Endlich kénnen auch die Lingen
und Azimute der Verbindungslinien verbessert werden.
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Es wiirde hier zu weit fithren, zu zeigen, wie man den Ausgleich in
der Praxis vereinfacht und ihn dazu in einen solchen nach vermittelnden
Beobachtungen umwandelt.

12. Das astronomische Nivellement. Wir finden so ein System von
Lotabweichungen, welches durch die Wahl eines nach Lage und Form be-
sonders giinstigen Referenzellipsoides vom systematischen Teile moglichst
befreit ist. Die verbleibenden Reste sind dann nur
mehr dem Geoid zuzuschreiben, dessen komplizierte
Form in denselben zum Ausdruck kommt. Man kann
nun die Entfernung zwischen dem Geoid und dem
Referenzellipsoid punktweise bestimmen, vorausgesetzt,

Abb. 12. daf} die Zahl der astronomischen Stationen grofi genug

ist und sie sich so nahe aneinander befinden, dafi die
Lotstérungen nicht mehr ein ganz regelloses Verhalten zeigen. Man ver-
einigt am besten die Punkte zu beildufig geradlinigen Ziigen und be-
rechnet die in die Richtung des Zuges fallende Komponente y der Lot-
abweichung. Geht man dann von einem Punkt aus, in welchem die
Lotabweichung gleich Null ist, so ist fiir einen Punkt in der Ent-
fernung s der Hohenunterschied der beiden Flichen gendhert (Abb. 12):

S av

”

Y A
AN = 206265

Diese Grofle summiert sich von Station zu Station, und wir erhalten

N = Eﬂ.
206265

Hierbei ist nur der geringe Einflul der Kriimmung der Lotlinien
vernachldssigt. Wie man auch diesen beriicksichtigt, zeigt HELMERT in
zwei Abhandlungen?), deren Ergebnisse GarLre2) bei seinen Unter-
suchungen tber das ‘Geoid im Harze verwendet hat.

Man wird meist meridionale Ziige legen, da auch die Breitenbestim-
mungen meist iberwiegen werden; doch wird man auch Ziige in der
Richtung der Parallelkreise legen miissen. Sind mehrfache Verbindungen
moglich, so wird man auch hier zu einem Ausgleichsverfahren greifen.
Diese Methode, die Hohenlage des Geoids gegen das Referenzellipsoid
zu bestimmen, heilit das astronomische Nivellement.

Um ganz streng vorzugehen, wire nun eigentlich das ganze Aus-
gleichsverfahren von Anfang an zu wiederholen, und zwar aus folgendem
Grunde: Wir haben das ganze Netz, welches auf dem Geoid gemessen

1) F. H. HELMERT: Zur Bestimmung kleiner Flichenstiicke des Geoides aus
Lotabweichungen mit Riicksicht auf Lotkriimmung. 1. Mitteil. (Sitzungsber. d. preul.
Akad. d. Wiss. 1900), 2. Mitteil. 1901.

2) A. GALLE: Das Geoid im Harz. (Verdftentl. d. preull. geod. Inst. Neue Folge 61);
dazu: Lotabweichungen im Harz und in seiner weiteren Umgebung. (Ibid. 36.)
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wurde, auf das Referenzellipsoid gelegt, und haben dabei alle Winkel
beibehalten. Hitten wir aber die Beobachtung gleich auf dem Referenz-
ellipsoid gemacht, so hitten wir andere Winkel gemessen. Solange die
Beziehung zwischen den beiden Fliachen nicht bekannt ist, bleibt auch
nichts anderes iibrig, als die Winkel ungeindert zu ibertragen. Wenn
aber diese Beziehung durch ein Lotabweichunssystem festgelegt ist, so
lassen sich die zugehorigen Winkelreduktionen berechnen.

Auch die Reduktion wegen Hohe (S.15) wire statt mit der See-
hohe mit der Hohe iiber dem Referenzellipsoid durchzufiihren. Die
beiden unterscheiden sich um die Grofle N.

Ferner haben wir die Basis auf das Meeresniveau reduziert; nun kann
die Basismessung auf das Referenzellipsoid bezogen werden, wozu wieder
dic oben abgeleitete GréBle N gebraucht wird.

Wenn man aber, wie frither gezeigt wurde, jenes Referenzellipsoid
sucht, welches sich in dem betreffenden Gebiete dem Geoid am besten
anschlielt, so vermeidet man das systematische Anwachsen der Lot-
abweichungen vom Ausgangspunkte an. Es bleiben die Winkelreduktionen
auf das Referenzellipsoid immer so klein, dafl eine Wiederholung des Aus-
gleiches sich kaum lohnen diirfte. Man begniigt sich somit mit dem
ersten Resultate.

Das Schluflergebnis des gesamten Komplexes von Operationen ist also

1. die Bestimmung des giinstigsten Referenzellipsoides nach Grofe,
Form und Lage;
die punktweise Bestimmung des Geoides durch die Hohendiffe-
renz N zwischen Geoid und Referenzellipsoid.

&)

Was nun die Resultate betrifft, die auf diesem Wege gewonnen
wurden, so ist in erster Linie zu erwdhnen, dafi — wie sich ibrigens von
vornherein vermuten lifit — das Referenzellipsoid, welches den besten
Anschluff an das Geoid gibt, bei Gradmessungen in verschiedenen Ge-
bieten sehr verschieden ausfillt, woraus wir schlieen mussen, dafi das
Geoid in seinen einzelnen Teilen durch verschiedene Ellipsoide dargestellt
wird. Man kann also von einem ,,Erdellipsoid", welches allen Anforde-
rungen entspricht, nicht reden. Was die Dimensionen der Erde betrifft,
so laf3t sich aus HELMERTS Angaben?) folgende Zusammenstellung ableiten.

Bezeichnet a, die Aquatorhalbachse der Erde nach BEsseL, so findet

. . I
sich unter Beibehaltung der Besserschen Abplattung soois

99-15

russ.-skand. Gradmessung a = ag 4+ 1058 m == 127

westeurop. Bogen =ay+ 538 =153
nordl. Teil = ay+ 788 £ 400
siidl. Teil =ay+ 145 £33

1) R. HELMERT: Die Grobe der Erde. 1. Mitteil. Sitzungsber. d. preub. Akad.
d. Wiss. 1906, XXVIII. Vgl. auch: Verhandl. der XV. allg. Konferenz der intern.
Erdmessung. Budapest 1906, Beilage B XIV.
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europ. Lingengradmessung in 52°Br. = ¢y+ 594 == 1035

westl. Teil =ay+ 475 =166

ostl. Teil =ap+ 1236 =505

nach neuen Verbesserungen =ay+ 660 =103

russ. Teil. =ay— 47 =650

Vereinigte Staaten?) =ay+ 991 ==L 53

Man erkennt, dafl die Grofie des Referenzellipsoides in den einzelnen
Teilen um mehrere hundert Meter schwankt. Die Genauigkeit, welche
erreicht ist, betrigt abgesehen von den Teilresultaten etwa == 150 m.
Von weiteren Arbeiten, die Resultate in dieser Richtung erwarten lassen,
wurde schon oben gesprochen.

Die Untersuchungen iiber die Form des Geoides konnten bisher aus leicht
begreiflichen Griinden in grofiem Mafistabe nicht durchgefithrt werden, ist
doch hierfir ein aulerordentlich dichtes Netz von astronomischen Stationen
notwendig, das noch nicht vorliegt. Fir den &stlichen Teil der Vereinigten
Staaten hat Hayrorp schon 1903 auf Grund eines graphischen Verfahrens
versucht, die Geoidform abzuleiten®). An Detailuntersuchungen kleiner
Gebiete sei hervorgehoben die schon erwahnte Arbeit GaLLEs iiber den Harz,
und die Arbeit ScuumanNs {iber das astronomische Nivellement in Krain3),
ferner die Arbeiten in Hessen4), Wiirttemberg 5) und der Schweiz$).

II. Die Bestimmung des Geoides aus Schwere-
messungen.

1. Die Eigenschaften der Niveauflichen.

Zunichst ist der Beweis zu fithren, dafl die Bestimmung der Form
der Erde aus Schweremessungen iiberhaupt méglich ist. Dieser Beweis
gelingt auf Grund einiger wichtiger Eigenschaften der Niveaufliachen,
die im folgenden zur Besprechung gelangen sollen.

Wenn wir eine Masse lings einer horizontalen Fliche verschieben,
die im Ubrigen ganz beliebig gestaltet sein kann, so wird dabei keine
Arbeit geleistet. Wenn wir von einem beliebigen Punkte des Raumes
eine Masse auf die Fliche bringen, so ist die von der Masse dabei gc-

1) HeLMERT: Uber die Genauigkeit der Dimensionen des HavForDschen Erd-
ellipsoides. Sitzungsber. d. preuf. Akad. d. Wiss. 1911 I

2) Generalbericht der 14. allg. Konferenz der intern. Erdmessung. 1903. 1. Bd.
Annexe A II.

3) R. SCHUMANN: Vorldufige Untersuchung iiber ein astronomisches Nivellement
bei Laibach in Krain. Veroffentl. d. Gradmessungsbureaus in Wien. XVI. Bd.

4} Astronomisches Nivellement durch das GroBherzogtum Hessen (Versffentl. d.
hessischen Kommissars f. d. intern. Erdmessung).

5) Astronomisches Nivellement durch Wiirttemberg (Verdffentl. d. wiirttember-
gischen Kommission f. d. intern. Erdmessung. Stuttgart 1909).

6) Procés-verbal de la 63i¢me séance de la commission géodésique Suisse tenue
le 31 mars 1917 (Neuchitel 1917).
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leistete Arbeit von dem Wege unabhingig. Gibe es namlich einen anderen
Weg, auf welchem die geleistete Arbeit geringer wire, so konnte man
diesen als Riickweg zum Ausgangspunkt benutzen. Man konnte dann
auf diese Weise immer wieder aus Nichts Arbeit gewinnen, was unmog-
lich ist. Wiahlen wir den Ausgangspunkt im Unendlichen, so kénnen
wir sagen: Die Niveaufliche enthilt alle Punkte, welche aus dem Un-
endlichen mit gleicher Arbeitsleistung erreicht werden kénnen. Wir
kénnen somit jeder Niveaufliche und somit iiberhaupt jedem Punkte
des Raumes einen Arbeitswert W zuweisen, der die Arbeit angibt, die
geleistet werden muf}, um die Masseneinheit aus dem Unendlichen in
den gegebenen Punkt zu bringen. In diesem Sinne ist W eine Funktion
des Ortes, also z. B. der drei rechtwinkligen Koordinaten x, y, 2:

W= Wix,y,32. (1)
Die Gleichung

W= Wixyz) = C (2)
stellt die Gesamtheit aller Punkte dar, in welchen W den gleichen Wert
annimmt, sie ist also die Gleichung der Niveaufliche.

Die samtlichen Niveauflichen unterscheiden sich durch die ver-
schiedenen Werte der Konstante C.

Wenn wir von einer Niveaufliche W = C zu einer benachbarten
iibergeben, so 4ndert sich C in C -4d C. Bei diesem Ubergang wird eine
Arbeit geleistet, welche gegeben ist durch: Kraft x Weg. Fiir die Niveau-
flache der Erde ist die Kraft gegeben durch: Schwerebeschleunigung x Masse.
Die letztere nehmen wir gleich der Masseneinheit. Ist der Abstand zweier
Niveauflichen an irgendeiner Stelle gleich dk, die zugehdrige Schwerc
gleich g, so ist die Arbeit gleich gdh, somit

dC = —gdh,
wobei das Minuszeichen bedeutet, dafl bei Erhebung iiber die Erde, also
bei positivem 4k, Arbeit gegen die Schwere geleistet werden muf. Da
auf der zweiten Niveaufliche C’' = C 4+ dC wieder eine Konstante ist,
so ist auch 4C konstant. Zwischen den beiden Niveauflichen ist somit
iiberall

gdh = const. (3)

Wo also g einen grofieren Wert hat, ist d4 kleiner, die Niveauflichen
liegen enger beisammen, und umgekehrt, wo g kleiner ist, treten sie
weiter auseinander. Da g nirgends unendlich wird, kann d% nicht Null
werden. Zwei Niveauflichen mit verschiedenem C konnen sich also
weder schneiden noch beriihren.

Da wir auch fir d C : dW setzen kénnen, so folgt

1Y/

AW = —gdl oder g= — v (4)

Die Funktion W hat also die Eigenschaft, nach % differenziert die
Schwere zu liefern.
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Legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem so, daf3 die z-Achse
in der Richtung nach abwirts fillt, die x- und y-Achse daher in die Niveau-
fliche zu liegen kommen, so ist:

oW LY /4 oW oW

e o ° Fy—=° 3 - T & (s)
Fithren wir wir ein beliebiges anderes Koordinatensystem %'y’ 2z’ durch
die Transformationsgleichungen:

x' = xcosay +y cosfy + z cosyy

3 = x cos ay | y cos iy 4 z COS Yy
7 = x cosag + y cos B3 + z cosys
ein, so ist
gZ,V bai aajl/,l'/ % g gi bb—l/gco 1—]—%—@,/cos ay ab”,/jcosa;; =o
O 3x 3w ¥y oW 3z MV

P’i—i—b 1005ﬂ2 WCOSP’3=°

YRy +by ) 3z dy
O d o by W d¥s bW oW ow
Wg Wbs__*—gzu' 352 2 ;COS/1+a 7 005/2+ 7 COSy3 =g

Oder mit Hilfe der bekannten Gleichungen, die zwischen den Richtungs-
kosinus bestehen:
LY /4 174 o .
o TECOSTL Gy TS Gy = g Cosy (6)
Y1, y2 und 5 sind aber dic Neigungswinkel der alten z-Achse, welche
mit der Richtung der Schwere zusammenfillt, gegen die drei neucn
Achsen. QZ, b_l/ll/" b_I/Z sind also dic Komponenten von g, die in die
0x' 7 2y 0z
neuen Achsenrichtungen fallen. Es folgt also, dafl die Funktion W, nach
einer beliebigen Richtung differenziert, die in diese Richtung fallende Kom-
ponente der Schwere liefert. Eine solche Funktion heifien wir das Pofential
oder Kriftefunktion. Die Niveauflichen sind daher Fldchen gleichen
Potentials oder Potentialfidchen.

Wir kénnen die allgemeine Gleichung der Niveauflichen leicht ab-
leiten. Es seien X, Y, Z die Anziehungskomponenten der Erdmasse,
die wir uns beliebig gestaltet und aus Massen verschiedener Dichte zu-
sammengesetzt denken kdnnen, auf einem Punkt P (¥, v, 2) mit der Masse I.
Der Koordinatenanfangspunkt liege im Schwerpunkt.

Sind %', 9, 2’ die Koordinaten eines Massenelementes dm der Erde,

so ist:

X =l/%2(“;+l) dm
Y=f @':” n =k e ()
kz

d w,
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2
indem £ :;m die Anziehung in der Verbindungslinie der beiden Punkte,
! ! ’ .
und Z x, 4 p y’ 7% die Kosinus der Richtungswinkel sind, welche
¢ e

die Verbindungslinie mit den drei Achsen einschliet. Die Integrale sind
iber die ganze Masse der Erde zu erstrecken.

Die Komponenten der Fliehkraft in den drei Richtungen sind, wenn
wir die z-Achse zur Rotationsachse wihlen und w die Umdrehungs-
geschwindigkeit ist:

+ wix H w2y o (8)

Es sind also die drei Komponenten der Schwerkraft:
2(x —
g =fi€—(x63 %) dm + w2x
22( ) —
o= [P gy, .

%2(z — 2z
gz———‘/‘e (63 —)a'm.

Die Funktion W, welche, nach den drei Richtungen x, y, z differen-
ziert, g, gy, 8. ergibt, ist:

24 2 2
W=f7m+%(x2+y2)=V+L:~(x2+y2). (10)

Fir Punkte, die an der Erdrotation nicht teilnehmen, fallt das zweite
Glied rechts weg.

Bezeichnet do cin rdumliches Winkelelement, dessen Scheitel im
Punkte P liege, so konnen wir d m in der Form schreiben:

dm = e2dade.

dm ist also von der Ordnung 2, (x'—x) d m von der Ordnung ¢3. Es
bleiben also die Integrale (9) auch an der Stelle ¢ = 0 endlich; um so
mehr das Integral (10). Es ist also das Potential und seine ersten Ab-
leitungen in allen Punkten endlich und stetig.

Beziiglich des zweiten Differentialquotienten gilt das nicht mehr.
Bei der Untersuchung iiber ihr Verhalten unterscheiden wir zwischen
Punkten, die aulerhalb der Erdmasse liegen, und solchen, die innerhalb
liegen.

Punkt P auBlerhalb. Gleichung von Laplace. Fiir einen Punkt

auflerhalb der Erde ist die Funktion % mit ihren sdmtlichen Ableitungen

stets endlich und stetig. Es ist also auch die Funktion W auflerhalb der

Erde mit allen ihren Ableitungen beliebig hoher Ordnung endlich und

stetig. W hat somit weder Kanten noch Ecken und es konnen, solange

g >>oist, auch keine Selbstberiihrungspunkte und Schneiden vorkommen.
Wir bilden aus (9) und (10)
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14 2w Edm de 22dm

_— _ == — —_ . 2
Ox &= dx2 3 et (* %) dx el +ow
oW 2w kdm , , o de k2dm
3y = & WZ-—?’ ()’—)’)'E— T—Fw‘"’
oW 62W ‘/’k%’m , de ./‘Ha’m
B & = S
oder

2w kdm , k2dm

dx2 R (" — )2 _f g o

%%V /‘ k2d m Y — 2 — /thf’m 1w

62 PV l2d m (o — o) Y208 m

(2 z)2 — e

Daraus ergibt sich
NW 8w
dx2 T oyt T 3z
Fir Punkte, welche an der Rotation nicht teilnehmen:
LY 2N ) N £ 4
a2 Ty T a2
Dies ist die Laplacesche Gleichung. Sie gilt fiir das Gravitationspotential
auflerhalb der anziehenden Massen.

= 202, (11)

= o. (12)

Punkt P innerhalb. Gleichung von Poisson. Liegt der Punkt P
innerhalb der Erdmasse, so schliefen wir ihn zunichst durch eine kleine
Kugel aus (Abb. 13). Das Potential
zerfillt dann in zwei Teile. Der erste d
Teil rithrt von der gesamten Masse her
mit Ausschlufl der kleinen Kugel. Fiir l
diese Massen ist P ein duflerer Punkt.

/
9 g

Abb. 13. Abb. 14.

Das zugehorige Potential sei V,. Den zweiten Teil bildet das Potential
der kleinen Kugel, die wir zundchst noch als endlich annehmen, spiter
aber unendlich klein werden lassen. Wir kénnen deshalb die Dichte dieser
Kugel als konstant und gleich der Dichte in P voraussetzen. Dieses Po-
tential sei V;. Endlich sei F das Potential der Fliehkraft.
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Somit
W= Vo~ Vi+ F. (13)
Wir brauchen nun einen Ausdruck fiir das Potential V; einer Kugel auf
einen Punkt in ithrem Innern. Wir legen den Anfangspunkt eines Koordi-
natensystems in den Mittelpunkt der Kugel und lassen die z-Achse durch
den angezogenen Punkt P gehen. Der Abstand von P vom Mittelpunkte
sei a, der Radius der Kugel R. Sind 7, ¢, A die Polarkoordinaten eines
beliebigen Punktes P’ der Kugel, so ist (Abb. 14)
PP =¢=Val+ 72— zarcosp. (14)
Das Volumelement wird ein unendlich kleines Prisma, welches den
Meridianbogen 7d¢ und den Bogen des Parallelkreises 7sing d4d zu
Grundkanten und d7 zur Hohe hat. Ist ¢ die Dichte, so ist das Massen-
element:

dm = Irtsing drdop di. (15)
Wir erhalten somit
R n2n

9 o ,
V}-=Kz29ff[r sm(pzjrdfpdﬂ, (16)
00 0

wobei die Integration liber die ganze Kugel zu erstrecken ist, also in
bezug auf 7 von 0 bis R, in bezug auf ¢ von 0 bis 7, in bezug auf 4 von
0 bis 2.

Die Integration nach A 148t sich sofort ausfithren und gibt den Fak-
tor 2st. Statt ¢ fihren wir die Variable ¢ ein. Es ist nach (14)

2¢de = zarsingp do

oder rsing dp = f%

Zur Grenzbestimmung dient folgende Uberlegung: Setzen wir in (14)
@ =0, so erhalten wir

e=a—yr oder ¢=7—a.

Den ersten Wert miissen wir nehmen fiir alle Punkte der Kugel mit » < q,
denzweiten Wert fiir alle Punkte mit # > a; fiir ¢ =z wird in beiden Fallen
e=a- r.

Das Integral zerfillt also in zwei Teile; im ersten geht # von 0 bis ¢, im.

zweiten von @ bis R. Also:

a atr R rda
v — zny{}j‘/"rdrde kz&ffra’rde
2
= 27k J/ 72dr + 2nk23fzrd;
(17)
4%&20 a3 ) ? a?
a + 7wk 3(2 2)
2
= 27t/e29(R —‘i)-
3

Einlithrung in die Geophysik. 3



Die Bestimmung des Geoides aus Schweremessungen.

34

Es ist also

W=7, +27r,é23(R2—*)+ (#2 4 52). (18)
Gehen wir zur Grenze iiber, indem wir R und a gleichzeitig Null werden
lassen, so bleibt

2
=+ 5. (x9)
Es bleibt also auch das Potential auf den inneren Punkt iiberall endlich
und stetig. Da die Dichte - im angezogenen Punkte nicht mehr vor-
kommt, so gilt das auch an der Grenzfliche zweier Medien, wo sich &
sprunghaft idndert.
Wir bilden nun die ersten Differentialquotienten von (18). Sind &, 7, §
die Koordinaten des Mittelpunktes der kleinen Kugel, so ist

W=Va+

@t = (E— )+ — o — (L — a2,
Somit

OW _ Ve | 4 990 2

ax—bx—}—snle&(s x) + wix

oW YV, 4

—_— = 4+ — kI (n — w?
T3 (n—2) + w2y
W WV,

ETARE T

Gehen wir hier zur Grenze iiber, so wird § —x =5n—v ={-—z=0.
Es bleiben also auch die ersten Differentialquotienten des Potentiales
auf einen inneren Punkt stetig, auch an Stellen, wo sich die Dichte sprung-

haft dndert.
Die zweiten Differentialquotienten werden

né%?(( — z).

2 ¥y, 4
—_— = — — 2 L/ 2
e 32 3 Tk + w
2w V., 4
2 T e 4 oy 2
Y by 3 b4 + w (20)
W 2, 4
e = ae T R
Bilden wir die Summe der drei Gleichungen (20), so wird
W W W 3V, | 0., | 8,
- = _— 229 2,
0x2 dy2 022 dx2 T dy2 + 032 an +zo
Da nun V, der Larraceschen Gleichung geniigt, so erhalten wir
oW W W
™) 3 FYS M 4Tk I + 2 w2, (21)

Fir die Anziehungskraft allein wird:

[
dx2

a2

wr
022

2
L = — gAY,
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Es sind also die zweiten Differentialquotienten endlich und stetig, so
lange in ¢ kein Sprung vorkommt. Wo sich aber % unstetig dndert,
da andern sich auch die zweiten Differentialquotienten unstetig. Es
folgt daraus, daBl beim Durchgang einer Niveaufliche durch eine Un-
stetigkeitsstelle der Dichte sich ihre Kriimmungsverhiltnisse unstetig
andern, wihrend die Fliche selbst ohne Unstetigkeit und ohne Kanten
und Ecken in das neue Mittel eintritt. Die Niveauflichen setzen sich
daher aus Stiicken verschiedener geometrischer Flachen zusammen, die
an den Stellen der Dichtespriinge stetig ineinander ubergehen. Die
Beziehung 22 heif3t die Poissonsche Gleichung.

Meridiane und Parallele. Wir haben tiber die Erde gar keine Voraus-
setzung gemacht. Die obigen Satze gelten fiir eine beliebig gestaltete und
zusammengesetzte Erde, die also auch gar keine Ahnlichkeit mit einer Kugel
oder einem Ellipsoide haben miiite. Aber auch unter diesen Umsténden ver-
lieren die alten Definitionen der Meridiane und Parallelen nicht ihre Be-
deutung. Eine Ebene senkrecht zur Rotationsachse gibt uns die Richtung des
Aquators. Alle Punkte, deren Lotrichtung dieser Ebene parallelsind,gehéren
dem Aquator an. Alle Punkte, deren Lotlinien mit dieser Ebene den
Winkel B einschlielen, bilden zusammen den Parallel mitder geographischen
Breite B. Legen wir durch die Lotrichtung eines Punktes eine Ebene
parallel zur Rotationsachse, so stellt diese die Meridianebene des Punk-
tes vor. Diese Ebene wird also im allgemeinen die Rotationsachse selbst
nicht enthalten. Die Gesamtheit aller Punkte, deren Meridianebene unter
sich parallel sind, bilden den, geographischen Meridian.

Meridiane und Parallelen sind geschlossene Linien, welche aber an
Ubergangsstellen, wo die Dichte einen Sprung macht, Knickungen auf-
weisen. Dies ist aus folgendem ersichtlich. Die Richtung der Meridian-
ebene eines Ortes ist durch die Richtung der Schwere gegeben, welche
ihrerseits von den Werten der drei Schwerkomponenten MV, b—W, b—I/—V

ox’ dy’ 0z
abhingt. Fir einen benachbarten Punkt gleicher Linge sind die zu
diesem zweiten Punkte gehérigen Schwerekomponenten mafigebend.
Der Unterschied in den Schwerekomponenten der beiden Punkte wird
aber von den zweiten Differentialquotienten abhingig

sein, die nach dem friheren an Stellen der Unstetig- N
keit der Dichte, selbst Unstetigkeiten aufweisen. Die o
Meridianlinien miissen also ansolchen Stellen Knickungen e
zeigen. Das Gleiche gilt von den Parallelen. &

Der Name ,,Paralleléress* kann natiirlich nicht Abb. 135.

aufrecht erhalten werden, weil diese Linien keineswegs

mehr Kreise sind. Mit HELMERT spricht man daher nur von ,,Parallent.
Es ist nicht ausgeschlossen, dafl eine solche Linie aus zwei oder

mehreren Ziigen besteht, die cine Zeitlang getrennt verlaufen. Ist z. B.

in Abb. 15 N ein Stiick der Erdoberfliche lings eines Meridians und

3*
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AB, CD und EF parallele Lotrichtungen, so haben 4, C und E gleiche
geographische Breite. Das kann aber nur eintreten, wenn die Kriam-
mung der Niveaufliche stellenweise negativ wird. Ebenso wire es nicht
ausgeschlossen, dafl mehrere Punkte existieren mit der Breite 9o°, also
mehrere Pole; es miiiten die Lote dieser Orte parallel der Erdachse sein.

Negative Krimmungen treten immer auf, wo die Niveauflichen in
eine Gebirgsmasse eintreten, doch beschréanken sie sich auf so kleine Raume,
daf} sie praktisch nicht in Frage kommen?).

Satz von Gauss. Es sei eine beliebige Flidche S gegeben; das Ober-
flichenelement do im Punkt A4 habe von einem beliebigen Punkte P
den Abstand # (Abb. 16). Der Winkel
zwischen # und der nach auflen gerich-
teten Normalen # sei (nu). Wir be-
trachten das Integral

J=[ gz

Wir machen den Punkt P zur Spitze

eines unendlich diinnen Kegels mit dem

raumlichen Offnungswinkel dw. Dieser Kegel trifft die Fliche S in den

Punktend,, 4,5, A3, A4 in den Entfernungen #, s, 15, 144 vom Punkte P.
Es ist dann

Abb. 16.

—idw uldw —idw utdw
= 0'2=———— (7327—— 04_———

cos (rg 7). cos(ngug) _ cos (ngug) cos (724 24)
Da die d o wesentlich positiv sind, so muf} dort, wo die Winkel in zweiten
Quadraten liegen, d.i. an allen Eintrittsstellen des Kegels, ein negatives
Vorzeichen gesetzt werden. Die Summe der zu dw gehorigen Elemente

des Integrals wird also

—dw fdow—dw—+do+4 -
Ist nun P cin Punkt auflerhalb F, so ist die Zahl der DurchstoSpunkte
immer eine gerade; die Summe wird also Null und zwar fiir jeden beliebigen
Elementarkegel mit der Spitze in P; somit verschwindet das ganze
Integral J; also

]:fggs(nﬂ) do = o fiir P auBerhalb .S. (24)

22

doy

Liegt der Punkt (P") dagegen innerhalb S, so ist die Zahl der Durchstof3-
punkte immer ungerade, und es bleibt bei jedem Elementarkegel ein
positives dw ibrig; J reduziert sich somit auf

J=Jdw.
1) Nach M. BRILLOUIN: Mémoire sur l'ellipticité du géoide dans le tunnel du

Simplon (Mémoires presentées par divers savants & 'acad. des sciences de l'inst. de
France, tome XXIII) sind auch in Tunnelbohrungen negative Kriimmungen vorhanden.
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Da nun fiir einen Punkt innerhalb S alle 4w um P’ herum in Betracht
kommen, so wird

f=f’% d6 = 4m fiir 2 innerhalb S. (25)

Wir betrachten nun einen beliebigen Korper und eine beliebige
Fliche S, die ihn vollstindig umschlieit. Es sei P ein Punkt dieser
Fliche und # seine Entfernung von einem Massenelement dm des Kor-
pers. Die Anziehungskomponente senkrecht zur Fliche S ist dann

%%—_— — &2 % - cos (nu),
wobei das Integral Gber die ganze Masse auszudehnen ist.

Multiplizieren wir nun mit 4o und integrieren iiber die ganze Fliche S,

so wird

W o= — a2 dmfwda. (26)
J dn J 7

Da nun alle Massenelemente innerhalb der Fldche S liegen, so ist

das letzte Integral nach (25) gleich 47; somit
Z—Z-a’o‘: — 4kt [dm = — q4mwA2M. (27)
Das ist der Ausdruck des Satzes von Gauss.

Bildet man also fiir eine die ganze Masse umschlieende Flache S
die Komponenten der Anzichungskraft, die mit der Normalen zusammen-
fallen, nach auflen positiv gerechnet, multipliziert mit dem zugehorigen
Flachenelement, und integriert iber die ganze Fliche S, so ist das Resul-
tat gleich — 47vk2 mal der ganzen eingeschlossenen Masse.

Satz von Greenl). Es sei F eine Funktion, welche in einem ge-
gebenen Raume T iberall endlich und stetig bleibt. Es ist dann

j_—_fffg—fdxdydz=ff(F2—E)dydz,

wenn F; und F, dic Werte von F an jenen Stellen bedeuten, wo eine
zur ¥-Achse parallele Gerade in T eintritt oder aus 7T austritt und das
dreifache Integral links {iber den ganzen Raum T, das zweifache rechts
uber seine Oberfliche ausgedehnt ist. Dafiir kénnen wir, dhnlich wie
beim Gaussschen Satze schreiben

f=/deacosa,

wenn a der Winkel ist, den die nach auflen gerichtete Normale zur
Flache mit der x-Achse bildet. Bezeichnen wir mit d# das Linienelement
der Normalen nach aufien gerichtet, so ist

dx

cos ¢ =
an

1} F. TissERAND: Traité de mécanique céleste, tome IL
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r=ffr e

oder, da dxdy dz=dv ist,
fbidw —/Fax . da, (28)

wo das erste Integral iiber den Raum 7, das zweite {iber seine Ober-
fliche erstreckt ist. '

Wir nehmen nun an, wir hitten zwei Funktionen U und V, die
beide innerhalb 7" endlich und stetig seien, und wir betrachten das iiber
T ausgedehnte Integral

-
f(bU 6_7_{_&' bV "1 bblzf)dy

und daher

(29)

Es ist dann

= /bx( .)"7 +./a ( bV)’Z +sz( )d”

[ (62V b2V bQV)[Z
02 v

oder abkiirzungsweise

T ey Sl e R N L P AT A P

Auf die letzten drei Integrale kiénnen wir den eben unter (28) a

bV
geleiteten Satz anwenden, indem wir fiir F der Reihe nach Uaf U 3y

und U:—ZV setzen. Es wird dann

OV dx bI/ 0y oV 0z
/= —fWﬂV”’i'Jff"/(m R YR ik A Ll

=_fU42V{zy+fU Mf (31)

Wir denken uns nun den Raum 7 von zwei Flichen S und S’ begrenzt..
Die innere Fliche S umschlieBe alle anziehenden Massen deren Summe
wieder M sei; die duflere S’ sei eine Kugel von sehr grofiem Radius.
Der Raum T enthilt dann selbst keine Massen. Die in S eingeschlossenen
Massen erzeugen im Raum T ein Potential ¥V, welches, da T Lkeine
Massen enthilf, der Bedingung geneigt
42V= o.
Wir ersetzen nun die Massenverteilung innerhalb S durch eine
. . L4

andere, welche auf der Fliche S die gleichen Werte - erzeugt. Das

o7
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Potential dieser neuen Massenverteilung innerhalb T sei V', und es wird
auch fiir diesen Fall

sz’=0
sein. Setzen wir
' V—V =W, (32)
so wird
W LY 20 Y 24
2 _ — = ———— — O.
LW =0 und (a”)s 3 = ° (33)

Wir setzen nun in dem Ausdrucke (29) oder (31) fiir beide Funk-
tionen U und V die Funktion W ein. Da sich hier die Integrationen
iiber den Raum T bzw. seine Begrenzungen S und S’ ausdehnen, so

erhalten wir
AW\ dI\2 dW\2
JIGE)+ G0+
W W

Wegen (33) verschwinden die ersten beiden Integrale auf der rechten Seite
Ist ferner R der Radius der Kugel S’, so wird fiir wachsendes R

2
sowohl V als V' sich mehr und mehr dem Werte %[ nihern. Lassen

wir also R unendlich werden, so verschwindet auch das letzte Integral,
und es bleibt

2 2 2
JG)+ G+ (55 ] = 59
was nur moglich ist fur
W /4 Y74
3. =0° Y =o 5. — ©

Daraus folgt
W = V — V' = const,,
und da fiir R = o0, W= 0 wird, so mu8} die Konstante verschwinden. Somit
v= v (36)

Alle Massenverteilﬁngen, welche auf einer gegebenen Fliche S die

. ; oV . .
gleichen Werte von —— erzeugen, erzeugen auch im ganzen iibrigen

on

Raume das gleiche Potential, welches somit durch die Werte von g—V
n

auf der Fliche S bestimmt ist. Damit ist aber auch der Verlauf aller
Niveaufliachen gegeben. Es ergibt sich somit die Méglichkeit, aus Schwere-
bestimmungen die Gestalt der Niveauflichen zu bestimmen, denn die

LY .
Werte v sind die Komponenten der Schwere senkrecht zur Fliche S.

. . V.
Ist S selbst eine Niveaufliache, so fallt %—”— mit der Schwere zusammen.
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Um V aus (g—:) wirklich zu berechnen, gehen wir wieder auf
S

Gl. (31) zuriick. Vertauschen wir darin U und V so wird, da J nach (29)
ungedndert bleibt:

d
j=——fV42Ua’zz+ Va—[n/-do
T S

oder mit (31) zusammen
[(vav— vayp)ao -—f(U——VaMU) (37)
T

Diese Gleichung flihrt den Namen Theorem von Green.

Wir nehmen nun fiir ¥V das Potential einer Masse M im Raume F
auflerhalb einer die Masse ganz umschliefenden, sonst beliebigen Fliche S.
Fir U nehmen wir eine Funktion in der Form

U= U, +—,
r

wo 7 die Entfernung von einem beliebig im Raume T gewshlten Punkte P
bezeichne. U, sei eine Funktion, von der wir vorerst nichts voraus-
setzen, als daB sie im ganzen Raume T mit ihren ersten Ableitungen
endlich und stetig sei und im Unendlichen verschwinde. Da nun U im
Punkte P unendlich wird, die Gl. (37) aber nur dort gilt, wo U und V
endlich bleiben, so miissen wir P durch eine kleine Kugel S’ ausschlieflen.
Nach auien denken wir uns 7 durch eine Kugel S’ von sehr grofiem
Radius begrenzt. Es ist dann

f[VJ2(U1+ %)~—(Ul+—;)‘42 V]a’v
Y

[ AT

on r
S!

o b
+§[L(Ul+ )bn Y G+ )da'

In allen Punkten, wo keine Massen sind, also im ganzen Raume T, ist

: . 1 . . .
A,V =0: ebenso ist 4,{—]=0. Es verschwindet somit auf der linken
2 » 2 7

Seite alles bis aufdez U,dv, auch wenn wir S unendlich werden

lassen. In diesem Falle verschwindet auch das letzte Integral rechts,
)
a (U1 + L) L1 und V — 3 ( -+ —I—) klein werden wie #—3, wihrend
r/ n o7 7

do groff wird nur wie 72
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Betrachten wir nun das vorletzte Integral, in welchem wir S’ immer
niher und niher um P zusammenziehen. Ist & der Radius der kleinen
Kugel, so ist, da die Normalen in S’ nach auflen gegen T zu ziehen sind:

dn = —dr und

o (1) 0 _
=== (==
ferner, wenn wir voriihergehend Polarkoordmaten mit dem Pole in P
einfithren:
do = &2sin3 dIdY.
Es wird also

fV ((/] f—)da——fV——ﬁsmb‘dt}dtp+stszi.9‘d¢p

U,
Das erste Integral links verschwindet, wenn & gleich Null wird, da 607:

endlich bleibt. Im zweiten Integral nimmt V' den zu P gehérigen Wert

Vp an, und es wird
z
2z 2

stin&d&a’vJJ: fofsinﬂzz’&a’lp=4an. (39)
S 00
Dagegen wird mit verschwindendem &
27 2

f( (a )Wﬂ"’—/f(a —)*ezsm&d}a’m:o

Es bleibt also von (38) dbrig

Y
deg[]l(l]U——:}ﬁ Vp+[ (Ul )bﬂ Y “,‘d(i' (40)
Wir legen nun U noch folgende Bedingungen auf:
1. Es soll im ganzen Raume T
412 Ul = 0
sein;
2. soll U, so beschaffen sein, dafl in allen Punkten der Fliche S
a(cq + i)
r —
dn -

ist. Die Funktion U fiihrt dann den Namen Greensche Funktion (so-
genannte 2. Greensche Funktion); ihre Existenz wird in der Potential-
theorie bewiesenl). Nach Einfuhrung dieser Bedingungen reduziert
sich (40) auf

1) P. S. LEJEuNE DIRICHLET: Vorlesungen iiber die im umgekehrten Verhiltnis des
Quadrates der Entfernung wirkenden Krifte, herausgegeben von F. GRUBE. Leipzig 1876.
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14
47rV=f(U1 +~I—)—a’0‘7
< r|on
wo wir den Index P bei V weglassen konnen. Die Gleichung driickt
immer das Potential V' in einem beliebigen Punkte von 7" aus durch die

14
Werte Y auf der Fliche S. Die Funktion unter dem Integralzeichen
7

ist abhingig von den Koordinaten xy z des Punktes, fiir welchen V gilt,
da 7 die Koordinaten von P enthilt. Setzen wir V einer Konstanten
gleich, so bleibt

S+ 2) a0 = fley = c, (1)
S

d.i. die Gleichung der Niveauflichel).
Damit ist die Aufgabe, die Niveaufliche aus den auf einer beliebigen

Y4
Flache S gegebenen Werten 5, 2 bestimmen, geldst.
”

2. Instrumente und Methoden zur Schweremessung.

Wir unterscheiden absolute und relative Schweremessungen. Bei
absoluten Messungen wird die GroBe der Schwere nach physikalischen
Methoden an einer Station selbstindig und unabhingig festgestellt, wih-
rend bei relativen Messungen der Unterschied der Schwere gegen ihren
Wert an einer Haupt- oder Ausgangsstation bestimmt wird.

Das Instrument fiir absolute Messungen ist heute ausschlieflich das
Reversionspendel. Dasselbe beruht auf dem folgenden Prinzip: Zu jeder
beliebigen Achse, um welche ein Kérper schwingt, 1afit sich eine zweite
parallele Achse finden, derart, daB die Schwingungsdauer fiir beide
Achsen die gleiche ist. Der gegenseitige Abstand der beiden Achsen
ist dann gleich der Linge des einfachen Pendels gleicher Schwingungs-

i
dauer, und die Schwere findetsich aus der bekannten Formel # = 717]/;

Ist also die Schwingungsdauer bestimmt, so kommt es nur noch auf eine
moglichst genaue Messung des Abstandes der beiden Achsen an. Auf
diese letztere ist besonderes Gewicht zu legen; es gehoren dazu nicht
nur sehr genaue MeBlinstrumente, sondern auch eine einwandfreie Tem-
peraturbestirnmung des Pendelkérpers, endlich die genaueste Kenntnis
des Ausdehnungskoeffizienten sowohl des Pendels als auch des ver-
wendeten Maflstabes.

Man bringt den Mafistab meist vertikal unmittelbar neben dem
Pendel an, derart, dafB8 ein direkter Vergleich desselben mit dem Abstand

1) Man kann diesen Sitzen auch solche gegeniiberstellen, bei welchen auf der

] . .
Fliche S statt SZ der Potentialwert J” selbst gegeben ist, doch haben diese fiir die
7

Geodisie keine weitere Bedeutung.
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der Pendelachsen mit Hilfe eines Mikroskoptrigers (Komparator) mog-
lich ist. Die Pendelachsen selbst sind durch Achat- oder Stahlschneiden
gebildet, mit welchen das Pendel auf dem Lager aufliegt.

Bei der Bestimmung der Schwingungsdaiier hat sich am besten die
sogenannte Koinzidenzmethode bewidhrt. Man vergleicht die Schwin-
gungen des freien Pendels mit denen eines Uhrpendels von beildufig
gleicher Dauer und beobachtet die Momente, in welchen beide Pendel
gleichzeitig durch die Ruhelage gehen. Ist das Intervall zwischen zwei
solchen ,,Koinzidenzen* gleich N Schwingungen des Uhrpendels, so hat
das freie Pendel in der gleichen Zeit N + 1 oder N — 1 Schwingungen
gemacht, je nachdem es schneller oder langsamer schwingt als das Uhr-

N1

pendel. Die Dauer einer Schwingung des freien Pendels ist also

N‘iv_ - mal der Dauer der Schwingung des Uhrpendels.

Da die gleichzeitige Beobachtung zweier Pendel verwirrend wirkt,
wendet man die stroboskopische Methode an. Man beobachtet das freie
Pendel durch ein Fernrohr, welches derart mit der Uhr in Verbindung
steht, dafl der Durchblick nach jeder Uhrschwingung nur auf einen
kurzen Augenblick méglich ist. Man sieht dann das freie Pendel bei jeder
Offnung des Durchblickes nur um so viel verschoben, als der Differenz
der Schwingungszeiten entspricht. Man kann dann mit grofler Genauig-
keit feststellen, wann das Bild des freicn Pendels die Ruhelage passiert, und
dies fiir den Augenblick der Koinzidenz gelten lassen. Zur Steigerung der
Genauigkeit wird man eine grofiere Anzahl von Koinzidenzen beobachten.

Hat man die Schwingungsdauer des freien Pendels durch die des
Uhrpendels ausgedriickt, so hat man noch wegen des Uhrganges zu
reduzieren. Zu diesem Zwecke mufl man gleichzeitig mit der Reihe der
Pendelbeobachtungen moglichst oft und moglichst genau auf astrono-
mischem Wege den Stand der Uhr bestimmen. Aus der Anderung dieses
Standes innerhalb einer gewissen Zeit folgt dann, wieviel die Uhr im
Laufe des Tages voreilt oder zuriickbleibt, und daraus lifit sich die
Dauer der Uhrpendelschwingung in mittlerer Zeit berechnen, so daf
man nun auch die Schwingungsdauer des freien Pendels in mittlerer
Zeit ausdriicken kann.

Die Zeit zwischen je zwei aufeinander folgenden Koinzidenzen ist
nicht gleich wegen des Einflusses der mit der Zeit abnehmenden GroSe
des Pendelausschlages. Es mufl daher eine Reduktion auf den unend-
lich kleinen Schwingungsbogen vorgenommen werden, da nur fiir diesen

oder

o 7. . :
die einfache Formel { = nl/? gilt. Ist der Schwingungsbogen gleich «,
so gilt fiir eine Schwingung die Gleichung

o2

t0=t(x—?6), (1)
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wenn ¢ die beobachtete und £, die auf unendlich kleinen Schwingungs-
bogen reduzierte Schwingungszeit ist. Bei Koinzidenzbeobachtungen
kommt eine Summierung zustande, die mit Riicksicht auf das kom-
plizierte, von Luftwiderstand und Luftreibung abhingende Gesetz der
Amplitudenabnahme mathematisch ziemlich verwickelt istl).

Auch bei der grofiten Prizision wird es dem Mechaniker nicht mog-
lich sein, ein Reversionspendel zu konstruieren, welches auf beiden
Schneiden genau mit gleicher Schwingungsdauer schwingt. Man erhilt
also zwei verschiedene Schwingungsdauern und aus der Lingenmessung
einen Schneidenabstand, der keinem der beiden Werte als Linge des
einfachen Pendels entspricht.

Bezeichnen wir die Tragheitsmomente des Pendels beziiglich der
beiden Schneiden mit K; und K,, die zugehdrigen Schwingungszeiten
mit #; und {,, ferner mit s; und s, die Entfernung der Schneiden vom
Schwerpunkt des Pendels, mit M seine Masse und endlich mit g die
Beschleunigung der Schwere, so ist nach der bekannten Formel fiir das
physische Pendel:

R K
H =1 = 7 Iy =11 . 2
1 7 ﬂ[gsl ) 2 ( )
Ist I der gemessene Schneidenabstand, so ist

[=s1+ (3)

und die Schwingungsdauer des einfachen Pendels diescr Linge

f=ﬂVZ- (4)

Das Tragheitsmoment um den Schwerpunkt sei K. Es ist dann

W= Ko+ Mst, Ky = Ky + Ms} (s)
und
K s K s
4 = —=0 fy = Bl B 6
PEEY T T e TV g g e
Aus diesen beiden Gleichungen findet man durch Elimination von #
g

leicht:
2 (s} — s3)
§= s — t%s; ) (7)

Fiihren wir dies in (4) ein, so wird mit Beriicksichtigung von (3)

PR VEUUTSY: D VR TR DY
(st — s3)

1 — S

1) TH. v. OpPoLZER: Beitrige zur Ermittlung der Reduktion auf den unendlich
kleinen Schwingungsbogen. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. LXXXVI, 1882.
A. PrReY: Konvergenzuntersuchungen zum Gesetz der Amplitudenabnahme bei Pendel-
beobachtungen. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXV, 1906.
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Dieser Ausdruck 148t sich noch in folgender Weise transformieren: Es ist

o —fn_A+4  H—8 5+

12
§§ — §9 2 2 §4 — $S9
=(l‘1+l‘2)2+(l‘1*—f2)2 f—18 s + 52
4 4 25— 5

Vernachlissigen wir das zweite Glied aui der rechten Seite, was erlaubt
1st, da #; immer sehr nahe gleich ¢, sein wird, so bleibt
2 — (fi +l‘2)2[1 + 2(h — &) 5 +52]
2 +12) 51—

und

tzi_t—lglx ﬁ—fz.51+52]=fl+12+l‘1*‘ﬁ.51+52' (8)

2 H -t 54— 89 2 2 S — o

¢ ist die Schwingungsdauer eines einfachen Pendels von der Linge des
gemessenen Schneidenabstandes. Sie unterscheidet sich von dem arith-
metischen Mittel der beiden beobachteten Schwingungszeiten um die
kleine Korrektion, welche durch das letzte Glied dargestellt wird. Diese
wird um so kleiner, je besser #; und ¢, miteinander iibereinstimmen und
je grofler der Unterschied s; —sp ist. Es muf} also der Schwerpunkt
sehr unsymmetrisch liegen. Man konstruiert die Pendel meist so, dafl
der Schwerpunkt in 2/ der Linge zu liegen kommt. Man bringt zu
diesem Zwecke an der Pendelstange zwei duflerlich symmetrische, dem
Gewichte nach stark verschiedene Pendelkérper an, und 148t das Pendel
einmal mit dem schweren Gewichte unten, dann mit dem schweren
Gewichte oben schwingen.

Statt das Pendel umzukehren, kann man auch bloff die Gewichte
vertauschen. Am vorteilhaftesten ist es, wenn die Gewichte in das Innere
der Pendelstange versenkt sind. Man erreicht damit beim Vertauschen
der Gewichte die vollkommene Identitit der dufleren Oberfliche, was
mit Ricksicht auf die umgebende Luft sehr wichtig ist (Apparat von
DEFFORGES).

Der Einfluf der wmgebenden Luft macht sich in dreifacher Weise
geltend: 1. durch die Reibung zwischen Luft und Pendelkérper, 2. durch
den Auftrieb, 3. durch die Masse der mitbewegten Luft. Der erste Punkt
macht sich durch Auftreten eines der ersten und eines der zweiten Potenz
der Geschwindigkeit proportionalen Gliedes in der Differentialgleichung
der Pendelbewegung bemerkbar. Die Integration liefert das Gesetz
der Amplitudenabnahme, welches bei der schon erwidhnten Reduktion
auf den unendlich kleinen Schwingungsbogen in Anwendung kommt.

Der Auftrieb #andert das Drehmoment der Schwere. Ist M, die
Masse der verdingten Luft und s; die Entfernung ihres Schwerpunktes
von der Drehungsachse, der mit dem Volumschwerpunkt zusammenfallt,
50 ist in (2) statt M's; oder Ms, zu setzen:

Msy — Mys;; Msy— Mys;.
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Durch die Masse der mitgefiihrten Luft erfahrt das Tragheitsmoment
eine Verinderung. Bezeichnen wir diesen Zuwachs mit %, so haben wir
statt (2) nunmehr die Gleichungen

Ko+ Msi—+ % ]/K0+Ms2+»é
t :nl/ Lo Mg e,
! csi— Mys) TV g, — Mis) (9)

Ist wieder / =s; s, die Linge des einfachen Pendels von der

. . ‘ . .
Schwingungszeit ¢, also ¢ =71:V?, so findet man leicht:

1} (st 4 52) (Msy — My 5) = £2(Ko + # + Ms?)
£3 (s s9) (Msy — My s) = £2(Ky ~+ & —+ M)
und daraus durch Elimination von Ky %:

M5y 8] — sy 85) — Mysi (—15) _Ssifi—sf My s
2= (s +s9) - 9 _ = )

M(s — s3) 5 —sq M $1—Sg
Das erste Glied rechts ist das Quadrat der ohne Riicksicht auf die Luft
berechneten Schwingungszeit. Nennen wir diese voriibergehend z, so ist

M; st — 1) )
— (10)
M syt — 5923

Da #; und ¢, nahezu gleich sind, so ist der Zihler des 2. Gliedcs eine
sehr kleine Grofie, wihrend der Nenner von der Ordnung s; — s, ist, welche

(#—4).

12 — 1;2(1 —_—

Grofle absichtlich moglichst groff gemacht wird. Da% auch sehr klein ist,

so ist das ganze Glied so unwesentlich, dafl es vernachlissigt werden kann.
Es bleibt dann wieder
=z, (11)

Durch das Prinzip des Reversionspendels wird also auch dieser Teil des
Lufteinflusses eliminiert.

Zur Reduktion der Beobachtungen sind noch eine Reihe von Unter-
suchungen und daraus entspringende Korrektionen nétig. Sie betreffen
die Form der aus Stahl oder Achat gebildeten Schneiden, auf welchen
die Pendel schwingen, sowie die Deformationen, welche diese und die Lager
unter dem Druck des Pendelgewichtes erleiden, ferner das Rollen und
Gleiten der Schneiden auf dem Lager, die Deformation des Pendels und
des Mafistabes unter ihrem eigenen Gewichte, sowie eine eventuelle
elastische ‘Deformation des Pendels selbst?).

Zu den wichtigsten Korrektionen gehort die wegen des Mitschwingens
des Stativs und des Untergrundes. Bezeichnet ¢ einen Elastizitits-
koeffizienten, M die Masse des Pendels, s den Schwerpunktabstand von

1) F. KUuNEN und TH. FURTWANGLER: Bestimmung der absoluten Grébe der
Schwerkraft zu Potsdam mit Reversionspendeln (Verdffentl. d. preub. geod, Inst. Neue
Folge Nr. 27). R. HELMERT: Beitrige zur Theorie des Reversionspendels (Verd ffentl.
d. preull. geod. Inst. und Zentralbureaus der internat. Erdmessung, 1898).
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der Schneide und [ die Liange des zugehdrigen einfachen Pendels, so ist
die durch das Mitschwingen gestdrte Schwingungsdauer ¢

£ = t(: Mg:)

2e 2
Es ist also fiir Schwingungen mit schwerem Gewichte oben bzw. unten:
H=nrl/ Ko ﬁ(l _%i) 4= K 5_2(1 A[gS?) (12)
Mgs, g g2 Mgsy ' g 282

) K o .
Damit man aufler jl—[o— auch noch - eliminieren kann, miissen noch
/4 &

weitere Beobachtungen gemacht werden, bei denen %— andere Koeffi-

zienten erhdlt. Man erreicht das dadurch, dal man ein zweites Pendel

nimmt, welches dem ersten duflerlich gleich ist, aber ein anderes M hat,

wie es bel v. OpporzeERr1) geschieht. Setzt man in Formel (7) (S.44)

fir die Schwingunszeiten die Ausdriicke (12) ein, so wird unter Ver-

nachldssigung von Gliedern zweiter Ordnung

mi(st — s3) _7‘2(5%—5%)[1 Mg t}si— tzsz]
Mg( tfs) — tisy Re t251 — 359

I2¢

Bezeichnen wir nun die nach (7) mit dem einen Pendel gefundene

Schwere mit gy, die mit dem anderen gefundene mit g,, so ist

e
5

sy — t2s9 — 35t — ¢2s3)

. Mg 251 — t2 52]
g-gi[ + Ze  ths; — thsy
_ Mg f125¥'_t§53]
g—g2[1+ Pé‘ f%Sl——fgSg

Da nun wegen der vollstindigen Proportionalitdt der Dimensionen beider
Pendel der Koeffizient von M, bzw. M, in den beiden Gleichungen der
gleiche ist, so findet man
&My — M) = g1 My — &2 M,
oder nach einfacher Transformation
_&Mr—eM 1 I My + M,

My, = I, ) (&1 + &) + ) (1 — &) a— (13)
Noch besser ist es, das zweite Pendel kiirzer zu nehmen, ithm aber die
gleiche Masse zu geben, nach dem Vorgange von DeFrorGes?2). Man hat
dabei den Vorteil, dafl der Druck auf Schneide und Unterlagen der gleiche
bleibt.

1) C. S. PElrcE: De l'influence de la flexibilité du trépied sur I'oscillation du
pendule & reversion (Verhandl. d. V. allgem. Konf. d. europ. Gradmessung zu
Stuttgart 1877); Bestimmung der Linge des Sekundenpendels in Wien (Astron. Arb.
d. Gradmessungsbureaus in Wien, XIV. Bd.).

2) DEFFORGES: Mémoire sur la mesure de l'intensité de la pesanteur. Verhandl.
der Konf. d. perman. Kommission der internat. Erdmessung in Nizza. 1887. Annexe Ve.
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Man kann den Einflufl des Mitschwingens auch direkt bestimmen.
Dies kann sowohl statisch wie dynamisch geschehen. Die stafische Me-
thode besteht darin, dafl das Stativ durch einen Zug von bekannter Gréfie,
der in der Héhe des Aufhingepunktes angreift, beansprucht wird. Die
kleine Verschiebung, die es dabei erfihrt, wird mit einem Fiihlhebel oder
einem Mikroskop gemessen. Auch eine optische Methode, bei der die
Verschiebung der Interferenzstreifen des Lichtes gemessen werden, wird
heute angewendetl).

Bei den dynamischen Methoden wird der Einflufi von willkirlich
erzeugten Schwingungen des Stativs auf den Bewegungszustand eines
Pendels untersucht. Dazu gehort das sogenannte ,,Wippuerfahren' 2).
Auf das Stativ werden im Takte der Pendelschwingungen eine Anzahl
von Stéflen ausgeiibt, deren Gréfle durch ein Dynamometer oder einfache
Federwage gemessen wird, und man beobachtet den Ausschlag, den das
zu Anfang ruhende und in kleine Schwingungen geratende Pendel macht.
Man kann dabei als Hilfspendel ein leichtes Fadenpendel verwenden.

Statt der mit dem Dynamometer ausgelibten Stéfie kann man auch
die Wirkung eines schwingenden Pendels sclbst verwenden. Man hat
dann auf demselben Stativ zwei schwingende Pendel anzubringen, ein
treibendes und ein getriebenes. Dies ist das sogenannte ,, Zweipendel-
verfahren''.

Endlich kann man auch die durch die Schwingunged des Pendels
erzeugten Bewegungen des Stativs direkt, z. B. nach der Interferenz-
methode, messen.

Mit dem Einflufl plétzlicher Erschiitterungen der ganzen Aufstellung
befafit sich Scr1o1z3).

Man erkennt, daf} die absolute Bestimmung der Schwerkraft zu den
mithevollsten und umstidndlichsten Arbeiten gehort. Man wird sich
daher hier auf das geringste Maf} beschrinken und nur an wenigen Haupt-
stationen solche Messungen vornehmen.

Relative Schweremessungen. An allen iibrigen Stationen, deren
Zahl moglichst grof sein soll, wird man sich mit relativen Messungen be-
gniigen. In diesem Falle handelt es sich nur um die Bestimmung des
Unterschiedes der Schwere gegen ihren Wert in der Ausgangsstation.
Man beobachtet zu diesem Zwecke in beiden Stationen mit dem gleichen
Apparate, und es werden daher alle Einflisse, welche bei beiden Beob-
achtungen in gleicher Weise wirken, von selbst herausfallen. Es wird
dabei nur darauf ankommen, die Pendel so zu konstruiceren, daf} sie beim

1) DEFFORGES 1. c.

2) R. ScHUMANN: Uber eine Methode, das Mitschwingen bei relativen Schwere-
messungen zu bestimmen (Zeitschr. f. Instrumentenkunde, Bd. 17, 1897).

3) O. E. Scu16Tz: Resultate der in Norwegen ausgefiihrten Pendelbeobachtungen,
nebst Untersuchung iiber den Einflud von Bodenerschiitterungen auf die Schwingungs-
zeit eines Pendels, 1894.
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Transporte und bei lingerem Gebrauche keinen Verdnderungen unter-
liegen. Man heifit solche Pendel ¢nvariabel.

Am gebriduchlichsten sind noch immer die von STERNECK eingefiihrten
Halbsekundenpendel. 'Wihrend aber der urspriingliche STERNEcKsche
Apparat nur Raum fiir ein Pendel bot, konstruiert man jetzt Stative
fiir drei oder vier Pendel. Man erreicht damit nicht nur die leichte Még-
lichkeit der Bestimmung des Mitschwingens, sondern auch eine gegen-
seitige Kontrolle der einzelnen Pendel gegeniiber plotzlichen oder fort-
schreitenden Anderungen. Die Schwingungsdauer wird auch hier nach
der Koinzidenzmethode bestimmt, der STERNECK eine besonders brauch-
bare Form gegeben hatl). FEine genaue Zeitbestimmung zur Berechnung
der Lange der Uhrsekunde ist ebenso unerldfilich wie bei absoluten
Messungen. Man kann sie nur dann entbehren, wenn man gleichzeitig
an beiden Stationen beobachtet und zwei Uhren benutzt, welche durch
cine elektrische Verbindung synchronisiert sind. In diesem Falle braucht
man die Kenntnis der Zeit nicht, da alle Uhrfehler beide Beobachtungen
in gleicher Weise beeinflussen. Es braucht nicht einmal eine gute Uhr
zu sein, doch muf} auf die Sychronisierung grofie Sorgfalt verwendet
werden. Nach den Angaben von Cornu muf} fiir eine geniigende Damp-
fung der freien Schwingung der getriebenen Uhr gesorgt werden. Eine
Schwierigkeit bei diesem Verfahren liegt in der Herstellung der lanzen
und sicher funktionierenden Leitung. Ein Vergleich der beiden verwen
deten Apparate an der Ausgangsstation beziiglich ihrer Schwingungs-
dauer ist gleichfalls von Wichtigkeit.

Die gleiche Sorgfalt ist auf die Bestimmung des Mitschwingens zu
legen. Man verwendet auch hier meist das Zweipendelverfahren?2).

Die Konstanten fiir die Korrektionen wegen Temperatur und Luft-
druck werden in der Ausgangsstation bestimmt.

Alle invariablen Pendel miissen sowohl vor als nach ihrer Verwendung
auf den Stationen in der Ausgangsstation auf ihre Schwingungsdauer
untersucht werden. Ist dieSchwingungszeit an der Ausgangsstation #,
auf einer anderen Station #;, ist in beiden Fillen die unveridnderliche
reduzierte Linge / und die Schwere gy und gy, so ist

a a
f0=ﬂ“/¥7 flzﬂl/_7
8o 81

also ttt=g 5. (14)

Setzen wir Hh=f+4dt ud g =gy+ dg

1) R. v. STERNECK: Der neue Pendelapparat des kk. mil. geogr. Institutes: Mit-
teilungen des mil. geogr. Institutes in Wien, VIL Bd. 1887.

2) Eine Verbesserung des STERNECKschen Apparates und der Aufhingungsvor-
richtung stammt von G.Lorenzoni: Il supporto bipendolare ,,Mioni“ a recipienti
pneumatici (Verhandl. d. XVIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung, Hamburg 1912,
Bd. I, Beilage A, XXIII.

Einfiibrung in die Geophysik. 4
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so finden wir

2

dg=—"2 4, (15)
%

Aus dem Unterschied der Schwingungszeiten folgt also sofort der Schwere-
unterschied.

Die Unveranderlichkeit der Pendel ist eine Grundbedingung dieser
Operationen. Darum ist nach jeder Riickkehr des Apparates eine Kontroll-
messung auszufithren. Zeigt sich dabei von Jahr zu Jahr eine kontinuier-
liche Verdnderung, so kann man sie in Rechnung ziehen. Das Ein-
treten plotzlicher Anderungen kann man nur im Vergleich mit anderen
Pendeln konstatieren. Das ist, wie bereits crwihnt, der Grund, warum
die Apparate mit mehreren Pendeln ausgestattet werden.

Neben der SteErnEckschen Anordnung sei noch die von DEFFORGES
erwihnt. Wihrend bei SterneEck die Pendel nur ein Pendelgewicht
haben und immer in der gleichen Lage schwingen, konstruiert DEFFORGES
die unverdnderlichen Pendel als Reversionspendel dhnlicher Form, wie
bei seinem Apparat fiir absolute Messungen. Man kann hier vorgehen
wie bei absoluten Messungen, also das Pendel mit schwerem Gewicht
oben oder unten schwingen lassen und auch Pendel verschiedener Linge
zur Bestimmung des Mitschwingens anwenden. Gegeniiber absoluten
Messungen erspart man die Lidngenmessung.

Bestimmung der Schwere mit Hilfe von Siedethermometern.
Alle Pendelapparate bendtigen eine feste Aufstellung. Es war daher lange
Zeit nicht moglich, von dem grofien Teile der Erde, der mit Wasser bedeckt
ist, irgendwelche Anhaltspunkte {iber die daselbst herrschenden Schwere-
verhiltnisse zu gewinnen. Nunmelir ist es gelungen, mit Hilfe von Siede-
thermometern Beobachtungen anzustellen, welche allen Anforderungen
entsprechen. Das Prinzip ist das folgende. Das Quecksilber in einem
Barometer hilt dem Druck der dufleren Luft das Gleichgewicht. Nehmen
wir an, dafl unter sonst gleichen Umstinden die Schwere grofier ist, so
ist auch der Druck der Luft grofler, in gleichem Verhiltnis aber auch
das Gewicht des Quecksilbers. FEs hilt also jetzt eine Siule von gleicher
Héhe wic friher dem Luftdruck das Gleichgewicht; diec Schweredanderung
wird nicht sichtbar. Es wird also bei verschiedener Schwere die gleiche
Hohe der Quecksilbersiule verschiedenem Luftdruck entsprechen, und
umgekehrt der gleiche Luftdruck durch verschiedenen Barometerstand
ausgedriickt erscheinen.

Andererseits ist bekannt, dafl die Siedetemperatur des Wassers vom
Luftdruck abhingig ist und mit demselben steigt und fillt. Leitet man
den Luftdruck aus der Siedetempcratur ab, so crhilt man seinen abso-
luten Wert. Der Unterschied zwischen diesem Werte B und der Angabe
des Quecksilberbarometers b heifit die Schwerekorrekiion s:

B—b=s. (16)
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Ist ¢ die Dichte des Quecksilbers und g die Schwere am Beobach-
tungspunkte, so ist das Gewicht der Quecksilbersdule pro Flicheneinheit:

bog.
Wire unter sonst gleichen Umstinden die Schwere gleich ihrem Werte
unter der Breite 45°: g4, so ist der zugehodrige Barometerstand b,y ge-
geben durch

bys 0845 = bog
oder

bys g45 = 0g . (17)
byy ist aber nichts anderes als das B, weil man den mit dem Siedethermo-

meter festgestellten Druck auf die Normalschwere g45 bezieht. Es ist
also

g
E0x 18
45 Zis (18)
und
&
s—-—&(———*—l). I
P (r9)

Setzen wir
g=¢&s+4dg,

so bleibt
R/
845
oder
B—10
Adg = s (20)

Es crgibt sich somit der Schwereunterschied gegen g45. Man kann
davon noch den regelmifligen Teil, der von der Sechshe und der geo-
graphischen Breite herriihrt, abtrennen und erhdlt dann den reinen
Wert der Schwerestérung (siehe S. 132).

Die praktische Anwendung der Methode ist duflerst schwierig, doch
hat sic HEckERr auf scincn grofien Reisen ausgebildet und gezeigt, daf3
sie brauchbarc Resultate licfern kann?).

Welche Schwicrigkeiten diese Messungen bieten, kann daraus entnom-
men werden, dafl die Siedetemperatur des Wassers auf 0,001 ° bis 0,002°C,
der Barometerstand auf etwa 0,01 mm genau bestimmt werden muf.

Dementsprechend waren alle Fehlerquellen aufzudecken und ihr Ein-
flufl auf das Resultat aufs cingehendste zu untersuchen.

1) O. HeckER: Bestimmung der Schwerkraft auf dem Atlantischen Ozean sowie
in Rio de Janeiro, Lissabon und Madrid (Verdffentl. d. preull. geod. Institutes. Neue
Folge Nr. 11j. Bestimmung der Schwerkraft auf dem Indischen und Groflen Ozean
(Zentralbureau der intern. Erdmessung. Neue Folge Nr. 16). Bestimmung der Schwer-
kraft auf dem Schwarzen Meere und an dessen Kiiste sowie neue Ausgleichung der
Schwerkraftmessungen auf dem Atlantischen, Indischen und Groflen Ozean (Zentral-
bureau d. intern. Erdmessung. Neue Folge Nr. 20).

4%
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Die Siedethermometer, welche vorher aufs genaueste gepriift sein
miissen und deren Korrektion fiir jedes Zehntel eines Grades in dem in
Betracht kommenden Teil (98°—101° C) bestimmt wird, tauchen so
weit in das Kochgefaf} ein, daff nur ein ganz kurzes Stiick des Fadens
(etwa 0,03° C entsprechend) herausragt. Wenn diese Normalldnge ein-
gehalten wird, so braucht eine Korrektion wegen des herausragenden
Fadens nicht angebracht zu werden. Auch die {ibrigen Einflisse, die
untersucht wurden — Hohe der verwendeten Spiritusflamme, Abstand
des Thermometergefifies von dem Drahtnetz, welches eingefiihrt ist,
um die Thermometerkugel vor Spritzwasser zu schitzen, Abnahme des
Wassers im Kochgefdl — erwiesen sich als unwesentlich. Etwa 4 Minuten
nach Beginn des Siedens haben die Thermometer die Temperatur des
Dampfes angenommen. Unter dem Einfluff der Hitze aber macht sich
eine VergroBerung des Quecksilbergefifies bemerkbar, die von einem
gewissen Augenblicke an der Zeit proportional sein dirfte. Fiir diesen
Zeitpunkt wahlte HEcker den Moment: Beginn des Siedens -~ 8 Minuten.
Die Veridnderlichkeit der Thermometer wurde an der Ausgangsstation
festgestellt. Nach Anbringung dieser Korrektion sind weitere Anderungen
in dem Stande der Thermometer tatsdchlichen Druckdnderungen zuzu-
schreiben, die auf diese Weise auch bestimmt werden konnen?).

Die Behandlung des Siedeapparates erscheint als der cinfachere Teil
der Operationen. Viel gréfiere Schwierigkeiten machen die Quecksilber-
barometer, da sich bei diesen infolge der Bewegung des Schiffes die Er-
scheinung des sogenannten ,,Pumpens‘‘ cinstellt, wodurch das Queck-
silber immer zu hoch steht. Durch eine symmetrische Anordnung der
Stellung des Kapillarrohres gelang es, diese Erscheinung auf ein Minimum
herabzudriicken. Die Aufhidngung in kardanischen Lagern beseitigt zwar
einen grofien Teil des Einflusses der Drehbewegungen des Schiffes, starke
Vertikalbewegungen machen aber die Stellung der Quecksilberkuppe so
unruhig, dafl bei hohem Seegang die Ablesung unméglich wird. Hecker
hat darum eine photographische Registrierung eingefithrt, die sich sehr
bewsihrt hat. FEine besondere Behandlung verlangt auch die Tragheit
der Barometer. Die Bewcgung des Schiffes wurde zuerst mit einem
Aneroid bestimmt; als sich diese Instrumente nicht hinldnglich verlaf3-
lich zeigten, wurde die Stirke des Pumpens bei cinem der photogra-
phischen Barometer zu Hilfe genommen.

Zu den bei der Reduktion zu beriicksichtigenden Umstanden gehort
auch die horizontale Bewegung des Schiffes bei der Fahrt, da die Geschwin-
digkeit des Schiffes zusammen mit der der Erddrchung einen gednderten
Wert der Fliehkraft ergibt.

Zur Bestimmung der Schwerkraft auf der See wurden schon frither
auch andere Methoden in Vorschlag gebracht. Sie beruhen meist darauf,

1) R. Cozza: (Il nuovo cimento 14) schligt die Verwendung von Luftthermo-
metern statt der Quecksilberthermometer vor.
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den EinfluB der Anderung des Druckes einer schweren Masse auf einen
elastischen Kérper, z. B. eine Metallfeder oder eine eingeschlossene Gas-
masse, zu bestimmen. Keiner dieser Apparate hat sich bewidhrt. Meist
fehlt es an der Moglichkeit, den Temperatureinflufl hinlinglich genau zu
ermitteln. Einen neuartigen Apparat, bei welchem dieser Einflufl kom-
pensiert wird, hat Mapsen konstruiertl).

Drehwage von Eo6tvos. Ein Instrument, mit welchem zwar nicht die
Schwere, aber ihre Verdnderungen innerhalb sehr kleiner Distanzen be-
stimmt werden konnen, ist die Drehwage in der Form, die ihr EéTvés
gegeben hat. Es handelte sich dabei hauptsichlich darum, dem Instru-
ment eine Empfindlichkeit zu geben, dafl Drehmomente von der Ordnung
1079 ¢ gs noch konstatierbar erscheinen. Das Instrument fihrt den
Namen Schwerevariometer.

Eorvos?) verwendet die Drehwage in zwei Formen. Die erste ist die
gewohnliche, bei welcher ein horizontaler Wagebalken von etwa40cm Linge,
der an den Enden kleine zylindrische Gewichte trigt, in seiner Mitte an
einem diinnen Platin-, Iridium- oder Quarzfaden3) aufgehiangt ist. Bei der
zweiten Form ist das eine Gewicht an einem Drahte um 65 cm tiefer
aufgehdngt. Zum Schutze gegen duflere Einfliisse sind alle Bestandteile
durch doppelt- oder dreiwandige Messingréhren geschiitzt. Zur Sicherheit
werden iiberdies die Beobachtungen hauptsichlich zur Nachtzeit angestellt.

Um zu erkennen, was mit diesem Instrument gemessen werden kann,
diene dic folgende Entwicklung.

Wir legen in den Aufhingepunkt des Wagebalkens in der ersten
Form den Anfangspunkt eines Koordinatensystems, dessen z-Achse nach
abwirts gerichtet sei; die Richtung des Stabes, der in der xy-Ebene
liegt, schliee mit der nach Siiden gerichteten x-Achse den Winkel «
ein (Abb. 17)4).

An einem beliebigen Punkte (x, y) des Stabes
mit der Masse dw greifen die horizontalen8) Kom- e
ponenten der Schwere g, und g, an. Die dritte Kom-
ponente kommt nicht in Frage, da nur die Hori-
zontalbewegung des Stabes beobachtet wird. Das Pt
Drehmoment dieser beiden Komponenten ist dann ;

df = (xgy — yg) dm. (21) Abb. 17.

<u
Y|
-

1} V. H. O. MADSEN: Statischer Schwereapparat (Verhandl. der XVII. allg. Kon-
ferenz der intern. Erdmessung in Hamburg 1912, Beilage A VII).

2) R.E67v0s: Untersuchungen iiber Gravitation und Erdmagnetismus (WIEDEMANNS
Annalen Bd. 59, 1896}; vgl. auch Verhandl. der XV., XVI. und XVII. allg. Konf. d.
intern. Erdmessung.

3) M. BriLLOUIN: Mémoire sur U'ellipticité du géoide dans le tunnel du Simplon
{Mém. présentées par divers savants & 'acad. des scienc. de I'inst. de France, t. XXIII).
Hier wurden statt der Fidden Binder verwendet vom Durchschnitt: 150 >< 34/,

4) W. JorpaN: Handbuch der Vermessungskunde. Stuttgart 1916, IIL. Bd., S. 750.
5 ,Horizontal” in bezug auf den Koordinaten-Anfangspunkt.
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Sind nun die Werte fir die Mitte des Stabes gy und gy, so gibt die
Entwicklung:

_ 0gz) bi) 0gx)
e =gnt (1) 2+ (3 U;+(az);+. :

083\ . (%% 3¢y
& = &n + (E)dl + (—a}—,)oj + (ﬁ) z+ -
Da die z-Achse mit der Richtung der Schwere zusammenfillt, so sind
im Anfangspunkte die Horizontalkomponenten der Schwere gleich Null:

gxo = gJ'O = 0.
Ferner ist nach der Definition des Potentiales:
_amw ol
gx_b—x7 8y = ay7

somit

3211 M2 020
§x = (ax'z )0'* + (axajv)oy‘*' (axa )

2 21 0271 (22)
&= (M‘ by)ok_*—( 6}'2) '+ (by :)u '
Damit finden wir
2 2117 2][ 0217
df = (b }I;V — %)0,\) - ( ; )0( 3ydm + ( W]Ls)oxz d

hENia

(bxb )y”a’m
Um das gesamte Drehmoment zu finden, haben wir diesen Ausdrucl:

iiber die ganze Masse des Stabes zu integrieren: Daher

LSS ST 4 28 / A1) f 32117 f
= |-.- 7 7 X3
f (b)'- Nl ) le}]l+(b\b1) (22— 334 //1—[—( )0 xs din
o211 .
—(axbz)o‘/yzd}/z. (23)

Wir fithren nun ein ncues Koordinatensystem §, #, £ cin, dessen J-Achse
mit der alten z-Achse zusammenfalle; die §-Achsc aber liege in der Rich-
tung des Stabes, so dafl der Winkel (x§) gleich a ist. Dann ist

x = &cosa — psine
y = &sinwe +- 1 cosa (24)
und )
O2HT  02IF\ 1 * o 0211 02l -
:(W—— bx?) smzaj(; —7 )d/11+( —'Si\—z»)coszab/it);dzzz

21V fk 2" /‘
£2 2 [y
-+ (bx a},)OCOS 2a [ (§2—n?)dm — (b oy )2 sinza [ Sndm
2717 3277 .
+ (SJ,IJZ)OCOSCJ'S; dm — (b} e ) smafq;zim N
(MW ) /‘ y (a?-n_) 'C‘f"“ ;
—{ox a——s)osm cdm— |55 0cos v dm.

N
wn
<

IY

Ly
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N

Aus Griinden der Symmetrie ist nun

fgly dm = [nidm=[L5dm =o (26)

und die drei Achsen &, %, { fallen mit den Hauptachsen der Tréagheit des
Stabes zusammen. Es ist dann

f(§2 +ndm == (27)

das Tragheitsmoment beziiglich der {-Achse. Da % von der Gréfenord-
nung der Querdimensionen des Stabes ist und daher gegentiber der Langs-
dimension & eine kleine Gréfle bleibt, so kann man setzen:

JE—iyan = [@+yyan =21, (28)

cos20a. (29)

2 0

Es bleibt also
x (O ¥y WY/
= — — —)sinzo + x| ——
/ ( o2 e )0 + (bx by)
Ist der Stab durch dieses Drehmoment der Schwerkraft aus seiner
Ruhelage herausgedreht worden, so ist damit die Torsionselastizitit des
Fadens geweckt, welche dem Drechmoment entgegenwirkt. Bel cinem
gewissecn Torsionswinkel @ halten sich beide das Gleichgewicht. Die
Torsionskraft ist aber dem Ausschlag proportional, also ist
g prop )
f=10, (30)
wo 7 eine von dem Material und den Dimensionen des Fadens abhingige
Konstante ist. Wir finden also
Y ST A
dy? dx?
Zur Ablesung des Winkels a dient ein kleiner Horizontalkreis mit Zeiger
am oberen Ende des Fadens, um dessen Mitte die ganze Tragvorrichtung
gedreht werden kann. Der Winkel 6 wird durch Spicgelablesung be-
stimmt. Da die Nullstellung noch unbekannt ist, setzen wir

0=9—9, (32)
wo 4y den Winkel fiir die Nullstellung bedeutet.  Fiihrt man statt dessen

die dirckten Ablesungen an der Skala # und #, ein und ist D die Ent-
fernung des Spiegels von der Skala, so ist

WY/

%
0= ox 0y

2T

cos2a. (31)

. 2
)51112a+—~
T

0= 9— gy =100 (33)
Wir erhalten somit die folgende Gleichung
o omy % (21T Ty L % 2V
2D 2D 2r(6)'_2__W)Sm T axaycosza (34)

1) Bei BRILLOUIN (L ¢.) ist das Verhiltnis der beiden Integrale gleich 1 — 0,003.
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mit den drei Unbekannten

7y 2w vw Wiy 4

2D’ T}’T_W un axby' (35)
Aus drei Beobachtungen mit drei verschiedenen « lassen sich diese drei
Groflen bestimmen. Die Werte werden um so sicherer ausfallen, je

. % . . I
grofler die Konstante -, ist; umso groer wird das 7, um so empfindlicher
. L .
auch der Apparat. Zur Bestimmung der Grofie — dienen Schwingungs-
T

versuche. Wird der Stab aus seiner Gleichgewichtslage gebracht und
sich selbst iiberlassen, so vollfiihrt er Schwingungen, deren Dauer dem-
selben Gesetze folgt, wie die Schwingungen eines Pendels bei kleinem
Schwingungsbogen, da hier wie dort die Kraft dem Ausschlage pro-
portional ist. Mit dem Trigheitsmonient » und dem Drehmomente 76
wird die Differentialgleichung der Bewegung

deren Integration auf den Ausdruck:

t = nV—? (36)

fiir die Schwingungszeit fiihrt. Um den Einflul des Drehmomentes,
das von den Schwereverhiltnissen herrithrt, zu eliminieren, mufl man
auch diese Schwingungsversuche in verschiedenen Azimuten durchfiihren.

% . . . .

Um moglichst grof3 zu erhalten, mufl die Schwingungszeit sehr grof3

gewdhlt werden. Es gelang, eine Dauer von 700 Sek. zu erreichen. Mit
. . . I

Riicksicht auf einige Einfliisse, welche auch den Faktor - erhalten und

welche méglichst klein gehalten werden sollen, scheint es besser, die
Linge von ¢ durch ein gréferes Trigheitsmoment als
durch Wahl eines kleineren 7 zu erreichen.

Bei der zweiten Form der E¢tvosschen Dreh-
wage hingt ein Gewicht um 7 tiefer als das andere

I [7]
! (Abb. 18).
" In der allgemeinen Gleichung (25) ist dann wieder
f§)} dm :fr]é‘a’m =o,
o)
© weil beziiglich der Ebene 1 = 0 alles symmetrisch
Abb. 18.

bleibt. In dem letzten Integrale f§C dsm konnen wir
wegen der kleinen Dimensionen des Gewichtes Py: § gleich der Lange
des halben Stabes und £ gleich % nehmen, und finden

ECdm = Z/}f{z’m = I1M, (37)
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wenn M die Masse des Gewichtes P, bedeutet. Wir erhalten dann

n_m v.v(b?W bQW) rad 2w
2D~ 2D 3y dx2 sin2 (bxb )cosza g
Z/ul[(NW) . mM(a2W (38)
sina 4 cosc .
T \0x 0z T \0yodsz

Es sind somit jetzt fiinf Unbekannte:

7y 2w W N2 2 2
2D’ (V‘W)u’ (axay)o’ (axaz)o’ (ayaz)o
in der Gleichung, die aus Beobachtungen in fiinf verschiedenen Stellungen
des Stabes bestimmt werden konnen.

Zur Beschleunigung der Arbeiten hat Eoétvés ein Doppel- Schwere-
variometer konstruiert, bei welchem in einem Gehiuse zwei Gehidnge
untergebracht sind, die in bezug auf das tiefer liegende Gewicht ent-
gegengesetzte Lage haben. Es kann also hier gleichzeitig in zwei im
Azimut um 180° verschiedenen Richtungen beobachtet werden. Aus
drei Stellungen erhilt man dann sechs Bestimmungen, dazu aber fiir
das zweite Gehinge den Nullpunkt #," als sechste Unbekannte.

Es eriibrigt nun noch, die geoditische Bedeutung der gefundenen
Groflen zu erorternl).

1. Die beiden Groflen?2)

RW b(bW) dg

(39)

dxdz  dx\ 0z dx
R Y WY g (40)
dyds ’FE( 3z ) Ty

sind dic Gradienten der Schwerkraft in der Niveaufliche, d. i. die Ver-

anderung der Schwere bei einer horizontalen Ortsverinderung. Der
totale horizontale Gradient wird

bg_ 52[/[/_2 A2 IV \2
a—V(sraz) +( )

0y 03

und seine Richtung wird

i

0y ds

S (41)
0x 05

tan ¢ =

2. Es sei in zwei benachbarten Punkten der Niveaufliche, die in
der Richtung des Gradienten liegen, die Schwere g und g’. Die Ent-

1) R. E6TvOs: Bestimmung der Gradienten der Schwerkraft und ihrer Niveau-
fiichen mit Hilfe der Drehwage (Verhandl. d. XV. allg. Koxnf. d. intern. Erdmessung
in Budapest 1906, Beilage A, XIX!.

2) Die Indices o kénnen nunmehr wegbleiben.
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fernung der benachbarten Niveaufliche an diesen beiden Punkten sei
dz und dz’. Somit

gds = g'ds
und

Ist ferner & der kleine Winkel zwischen den beiden Niveauflichen, so ist
dz — ds' = eds.

Andererseits mufl, wenn 7 der Krimmungsradius der Lotlinie ist,

e =ds

sein. Es ist also

di = ds — eds = ds (1 — E)

o
und ’
' g dg ds

gdi = (g+ ({; lz’s) (I — 4})

oder

dg g dg ds
ds r o ds 7
Das letzte Glied ist zweiter Ordnung und verschwindet; es bleibt somit
7= bg(; =7 '“:“#‘7”*.' (42)

V DI [2]F\2

s (b.\‘é:) +(0}'c‘15)
Als zweite Grole folgt also der Kriimimungsradius der Lotlinie, wenn

g bekannt ist.

3. Die Abweichung der Niveaufliche von der Kugelgestal! kann ge-
messen werden durch die Differenz der reziproken Hauptkrimmungs-

) 1 I . . N u .
radien - - und -—. Dic Theoric der gekriimmten Ilachen gibt:

&1 Q2
itV — 4
&= 2 (rt — 5?2
(43)
_7—}—f—‘—]( #2452
G2 2 (rt — s?) !

wobei die Flichengleichung in der Form z = f(xy) vorausgesetzt ist,
und die bekannten Gaussschen Bezeichnungen eingefiihrt sind:
32z 3%z
7= - S§ = —— ! =

0a2’ dady’ oy

Hat die Fliachengleichung die Form

3

[=%4

2

- (44)

Wi

I"{xyz) = const,
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so ist
NW W W W
0x2 3z dxdz  dx
=T S\ ’
(‘6?)
LW W W W N W W W
LYy YR YIIE dx ___ dxdy  dz dxd3 dy
N/A% 0 \2 ’
( 03 ) (—5;)
W dHT I ¥
B T TR YT TR
3 FIM\2
[
e . . 4
Tiir die besondere Lage unseres Koordinatensystems ist 5. = g und
be/= %V:: 0. Esreduzieren sich also#, s, ¢ auf dic folgenden Ausdriicke
1 3K 1 I 1
= - g"‘d;{: S=—"g‘ bﬁ;” *‘}‘ "0],2 : \45)

Wir finden aus (43) leicht

' N & VAT AT AY 32T \2
e L T A L e e
Is 1aBit sich also auch diese Grofie aus den Beobachtungen mit der Dreh-
wage bestimmen.

4. Die Winkel L, und 2, dic dic beiden Haupischnitte mit der xz-Ebene
bilden, sind gegeben durch

Q2117
P
tan 24y = tan 2/9 = S &y
t—r R/ T O A

oy da?

(47)

Sind dic Stationen eng genug ancinander, derart, dafl man den in
einer Station gefundenen Gradienten der Schwerkraft bis zur néchsten
gelten lassen kann, so erhdlt man durch Aufsummieren dic Schwere-
differenzen der einzelnen Stationen und im Anschlufl an eine Pendel-
station den Schwerewert sclbst.

Zur vollstandigen Bestimmung der Niveauflichen reichen die fiinf

. . v .
Unbekannten nicht aus. FEs fehlt die Grofle DB_F{ Wire diese belannt,
so gibe dic Lapracesche Gleichung
2K 211 hEd 24

R - = 2 __
da2 dpz 2w 952
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und da die Beobachtung die Differenz der beiden Glieder auf der linken
Seite vermitteln 148t, so folgten nun auch die Werte vonabixi— und 6_;31}/?1)
Man muf} also noch eine Annahme als 6. Stiick dazu nehmen. Man wihlt
z. B. die relative Lotabweichung zweier Beobachtungspunkte auf Grund
astronomischer Daten und kann dann durch schrittweises Vorgehen das
ganze System der Lotabweichungen und damit auch die Form der Niveau-
flachen bestimmen.

Die Drehwage bildet somit ein vorziigliches Mittel zur Feststellung
von Storungen im Verlaufe der Schwere und zur Feststellung des Vor-
handenseins unterirdischer Stérungsmassen. Sie kann daher auch der
Geologie wichtige Dienste leisten2).

3. Das Clairautsche Theorem.

Die Méglichkeit, auf Grund von Schweremessungen die Form des
Geoides zu bestimmen, wurde schon auf S. 42 auf Grund des GreEeNschen
Satzes dargetan, der aussagt: Wenn der Verlauf der Schwerewerte lings
einer beliebigen Fliche gegeben ist, so lafit sich das Potential aller von
der Flache umschlossenen Massen im ganzen Raume auflerhalb derselben
angeben und daher auch die Form der Potentialflichen bestimmen.
Zur Anwendung auf die Erde miissen wir also eine Fliche wihlen, welche
die ganze Erdmasse umschliefit. Als solche kiame z. B. die physische
Erdoberfliche selbst in Betracht. Es ist aber von vornherein klar, dafl
wir sie nicht brauchen konnen. Wir mifiten die Zahl der Schwere-
stationen so grofl machen, dafl trotz des aufierordentlich raschen Wechsels
der Bodenform sich doch noch ein systematischer Gang in den Werten
zeigt; sonst kann man das Integral in (41) S. 42 nicht einmal numerisch
ausfiihren. Uberdies brichte die Durchfithrung die Schwierigkeit mit
sich, daBl wir die Schwerekomponenten senkrecht zur Fliche brauchen.
Es miifite also die Schwere nicht nur nach ihrer Gréfle, sondern auch
nach ihrer Richtung zur physischen Erdoberfliche bestimmt werden.

Von dieser letzteren Schwierigkeit wird man frei, wenn man statt
der physischen Erdoberfliche eine Niveaufliche w#hlt. Nimmt man aber
hierfiir das Geoid selbst, so entsteht eine neue Schwierigkeit daraus, daf}
es nicht die Gesamtheit aller Massen umschlieft: die grofien kontinentalen
Erhebungen ragen heraus. Deshalb hat Brirrovix3) den Vorschlag

a2, . .
1) Einen Apparat zur Bestimmung von 70 gibt A. BErroTH: Die vertikal

z2

schwingende Drehwage (Zeitschrift f. Instrumentenkunde, 40. Jahrg., 1920).

%) W. ScHWEYDAR: Die Bedeutung der Drehwage von EOTvOs fiir die geolo-
gische Forschung nebst Mitteilung einiger Ergebnisse (Zeitschrift f. prakt. Geologie,
26, Jahrg., 1918).

3) M. BRILLOUIN: Les definitions de la forme de la terre (Revue générale des
sciences pures et appliquées, 1900). Les reductions de la pesanteur au nivean de
la mer (ibid.).
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IOO)
4
oberhalb der Erdoberfliche verlduft, und die Schwerebeobachtungen auf
diese zu reduzieren. Dieser Vorschlag, obwohl theoretisch einwandfrei,
scheitert an der praktischen Undurchfiihrbarkeit. Die Ungenauigkeit
der Reduktionsgroflen wiirde das ganze Resultat in Frage stellen.

Es bleibt nur ein Ausweg: Man verwendet doch das Geoid, die aufler-
halb gelegenen Massen aber werden in irgendeiner Weise in das Innere
verlegt gedacht, so dafB} fiir das praktische Bediirfnis das Geoid dann so
behandelt werden kann, als ob alle Masse in seinem Innern ligen. Diesem
Grundgedanken entspringt die von HeLMERT entwickelte Kondensations-
methode1).

Diese Mecthode besteht darin, dafl die gesamten auflerhalb eciner
gewissen Fliache gelegenen Massen auf diese selbst verlegt gedacht werden,
so daf} sie daselbst als Flichenbelegung erscheinen. Als Fliche nimmt
HreLMERT eine Parallelfliche zur Erdoberfliche, welche in einer Tiefe
von 2I km verlduft. Diese Grofle entspricht dem linearen Werte der
Abplattung. Da diese Fliche fiir den vorliegenden Zweck genau genug
durch eine Kugel ersetzt werden kann, so braucht man nicht die ganze
zwischen der Kugel und der Erdoberfliche gelegene Masse zu verlegen,
sondern nur die Unterschiede, die sich gegentiber einer homogenen Schicht
von 2I km Dicke und der mittleren Dichte der Erdoberfliche (etwa 2,8)
ergeben, da bekanntlich eine homogene Hohlkugel sich nach aufien genau
so duflert, als ob ihre ganze Masse im Mittelpunkt vereinigt wire. Die
Verschiebung ihrer Masse auf eine Kugel von geringerem Radius dndert
also an der Anziehung auflerhalb derselben nichts.

Es ist klar, dafl mit der Verschiebung der Massen auch andere Ver-
dnderungen verbunden scin werden. Zunichst verschiebt sich das Geoid
selbst um einen Betrag, den HeLMERT im Maximum auf == 10 m schitzt.
Dieser Anderung der Hohenlage entspricht an sich schon eine Korrek-
tion der Schwerewerte, die aber nur den Betrag von etwa I : 300 000
(3,1078 cm) erreicht. Es wird aber durch die Verlegung der Massen
die Schwere sclbst auch direkt verdndert in einem Betrage, den HELMERT
im Maximum auf 4 :10000 (4,70"1cm) des ganzen Wertes schitzt.
Dieser Betrag crscheint nun wohl sehr grofl, wird aber keinesfalls jemals
erreicht. Thre auflerordentliche Verwendbarkeit verdankt die Methode,
die schon zu den besten Resultaten gefiihrt hat, besonders dem Umstande,
daBl in der Erdoberfliche ein allgemeiner Massenausgleich stattfindet,
von dem spiter noch genauer zu sprechen sein wird. Danach entsprechen
den sichtbaren Erhebungen der Massen iiber der Erdoberfliche unter-
irdische Massendefekte. Die Kondensation wird also gewissermaflen die
Uberschiissigen Massen oberhalb der Erdoberfliche in den Boden hinein-
dringen, wo sie Platz finden. Dadurch wird eine gleichmifiigere Massen-

gemacht, eine Niveaufliche zu wihlen, welche 10km (genauer

1) R. HELMERT: Math.-phys. Theorien, II. Bd., S. 148ff.
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verteilung erzeugt, und die Anderung der Schwerewerte wird im Sinne

eines glatteren Verlaufes an der Erdoberfliche vor sich gehen. Der

.. Einflu der Zufalligkeiten des Terrains wird
herabgedriickt.

Mit der Verlegung der Massen nach innen
ist auch ein mathematischer Vorteil verkniipft.
Das Potential v der Anziehung eines Punktes P
eines beliebigen Korpers auf einen Punkt P’
(Abb. 19) stellt sich dar in der Form:

_ Rrdm

Y = ——
¢ ?

wo k2 die Gravitationskonstante, dm das Massen-
element in P und ¢ die Entfernung PP’ ist.
Es ist nun nach der Figur:

Abb. 19.

2

- 7 . 7
e=Vr3+r'2-—-27'r'cosl=r’V1—2~7cosA—}——,2—- (1)
7 7

e s . 7 .
Wenn <7/, so lafit sich dieser Ausdruck nach Potenzen von —- entwickeln.

Zur Bestimmung des Potentiales des ganzen Kérpers ist eine Inte-
gration iiber alle Massen desselben notwendig. Es nimmt dabei 7 alle
Werte bis zur Oberfliche an; wir konnen also
A p  obige Entwicklung nur dann verwenden, wenn #’
grofier ist, als der grofite Wert von 7, der tiberhaupt
vorkommen kann. Wenn aber P’ auf der physi-
4 schen Erdoberfliache liegt, so wird dies nicht der Fall
Abb. 20, sein. Liegt z. B. P’ an einer Kiste (Abb. 20), so
werden alle Punkte P im Innern der Kontinental-
masse grofere Entfernung von O haben, als der Kistenpunkt P’. Man
miifite dann fir diese Punkte ¢ in der Form ansetzen:
s
e=r I—2-cosk+ — (2)
’ 7

7

und nach — entwickeln. Es wire so nicht moglich, das Potential durch
-

ein einziges Integral auszudriicken, wie es fiir theoretische Untersuchungen,
z. B. fiir die Ableitung des Cratraurschen Theorems, wiinschenswert ist.
Handelt es sich aber nur um die Reduktion der Schwere auf das Meeres-
niveau, so kann man in der Tat fiir die dulcren und inneren Massen ge-
trennte Entwicklungen anwendenl).

Eine Weiterbildung der Heryertschen Kondensationsmethode ist
die Inversionsmethode von Rubzki2). Auch hier wird eine Verlegung der

1) A. Prev: Uber die Reduktion der Schwerebeobachtungen auf das Meeres-
niveau (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXIII, Abt. IIa).
2) M. P. Rupzki: Physik der Erde, Leipzig 1911.
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Massen vorgeschlagen, es wird aber von vornherein die Bedingung ge-
stellt, daBl sich dadurch das Geoid nicht #ndern soll.

Im Punkt M auflerhalb des Geoides befinde sich die Masse m
(Abb. 21). Wir sollen diese Masse ersetzen durch eine Masse ', die auf
der Verbindungslinie OM gelegen ist, so da8 das
Potential von m’ auf einem beliebigen Punkt Q M
der Niveaufliche ungeindert bleibt. Die Bedingung
lautet also @ /‘

2 k2 V
VR24-+2—2Rrcosh VR24+2— 2R cosi’ (3)
wenn OQ =R, OM =7 und OP =7#' gesetzt wird.
Man gentigt dieser Bedingung durch den Ansatz

R? R
Y=— uwmd w=m-"—- (4)
r r

Abb. 21,

Durch eine derartige Verlegung und Verdnderung der Massen dndert sich
also die Geoidfliche nicht. Dagegen &ndert sich im ganzen ibrigen
Raume sowohl das Potential wie dic Schwere, und auch auf der Niveau-
flache selbst bleibt die Schwere nicht die gleiche; das letztere hat weiter
keine Bedeutung, da es sich nur um die Bestimmung der Form der Flache
handelt. Es &dndert sich aber auch die ganze Erdmasse und zwar in
einem Betrage von .
396,10°

Der Einfluf§ der Verlegung der Massen auf die Schwerewerte muf}
in Rechnung gezogen werden. Doch ist mit der Verlegung der Massen
nach dem Innern, welche eigentlich nur von theoretischen Erwigungen
gefordert wird, die Reduktion der beobachteten Schwerewerte nicht be-
endet.

Sie verlangen zundchst noch cine RNorrektion wegen der Hohe. Fafit
man die Erde als Kugel von der Masse E und dem Radius R auf, so ist
dic Schwere in der Héhe A gegeben durch

B
§= R+ 22
oder, da /& cine kleine Grofle gegen R ist:

Ek? 2/ 2/
g=72—(1—7 = %o I——]e—)=g0(1_°7°°°°°°3147ﬁ), (s)

wenn g, die Schwere im Meeresniveau bedeutet und % in Metern aus-
gedriickt istl).

1) R. HELMERT: Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde (Enzyklop.
d. math. Wiss. Bd. VI). Daselbst wird auch die Abplattung beriicksichtigt; ebenso:
R. HeLMERT: Uber die Reduktion der auf der physischen Erdoberfliche beobachteten
Schwerebeschleunigungen auf ein gemeinsames Niveau: 1. Mitteilung (Sitzungsber. d.
preul. Akad. d. Wiss. 1902, XXXVI); 2. Mitteilung (1903, XXXI).
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Die weitere Reduktion auf das Meeresniveau beriicksichtigt die
zufdllige Massenverteilung in der niheren und weiteren Umgebung des
Beobachtungspunktes. Hieriiber wird in einem besonderen Kapitel (S.132)
genauer gehandelt werden, wo auch gezeigt wird, daf} die Reduktion je
nach dem Ziele der Untersuchung verschieden durchgefiihrt werden muf.
Hier sei nur folgendes bemerkt. Die Zahl der Schwerebeobachtungen,
die wir besitzen, ist viel zu gering, als dafl wir eine Bestimmung des
Geoides in seiner ganzen Kompliziertheit versuchen konnten. Es gilt
hier das Gleiche, was auf S. 60 beziiglich der physischen Erdoberfliche
gesagt wurde. Wir miissen uns also darauf beschrinken, eine Niherungs-
figur, etwa ein Rotationsellipsoid oder Rotationssphiroid, zu bestimmen.
Dazu missen nun die Beobachtungen so behandelt werden, dafl sic
lings dieser Fliche einen méglichst glatten Verlauf zeigen, sie miissen
also von zufilligen und lokalen Einflissen befreit sein, und man hat
eine dementsprechende Reduktionsmethode zu wihlen, z. B. auf Grund
des Begriffes der Isostasie (siche S. 138).

Wir wollen die Werte in diesem Sinne korrigiert voraussetzen, und
zeigen, wie wir dann die Form der Fliche bestimmen kénnen. Die Grund-
lage hierfiir bietet das Clasrautsche Theorem.

Das Potential eines beliebigen Korpers auf einen Punkt aulBerhalb desselben ist
gegeben durch
y— /egf . (6)

Es seien x, y, 5 die Koordinaten des anziehenden Punktes, x', 5/, ' die des an-
gezogenen, somit

= V(x'— 2y — 2 —22= V24 2 — 259 cos y
_xx tyy 4-a
- 77!

2= a4 324 2 712 = a2 4 242 cos

» ist dann der Winkel zwischen » und »/. Wir setzen voraus, dal
,)J > 7

ist. Dann wird durch Entwicklung nach Potenzen von ’, bis auf Glieder 2. Ordnung
-

1 1 I ( »” ,‘2')—-,
—= gy I—2— cosy-4+ —
" 1 / 512
¢ V42— 259 cosy 7 7 ?
1 ” ” I 3 Y
=— |14+ -—cosy4 | ) | —— 4 =cosy (8
7,/[+7_r V; (,)( 2 > ¥ S,

1 1 . 1
=7 {1 + 7 (xx'+ yy'+55") + o (—(x24 52+ 24 24 212 +3(xx’+_1;1"+:z’)2)}} .

9

Dieser Ausdruck kann leicht in die Form gebracht werden:

1 1 1 x'2 i
— R, 22 2 g o2 — 22 e 42
L= +7‘,3(xx’—|—yy +4~)+27‘,5(2x y «)+27,,-,\2J/ & x
23 Y} r.r ’ r
22 e e .m o 3% 38 3sa
+ ,2,;;5(22-_ 22— 5 Sl + T + et
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Wir finden somit fiir 77
A2 k2x! k2y Bz
=7fdﬂz+wfxdm+ ,": ydm + 73 zdm
2 pf2 2
—|—i—:—5f( 22— 92 —22) a’m—|— ‘V f2y2~z2—x2)dnz
k‘zzrz
+ 27‘,5ﬁ232 — 22— dm

ox Y x'
-+ p /xydm—l— ﬁ»d —|— ﬁxdm,

wo die Integrale iiber die ganze Erdmasse auszudehnen sind.
Es ist zuniichst, wenn £ die Erdmasse bezeichnet,
fd'm =E. (9)
Wihlen wir ferner als Koordinatenanfangspunkt den Schwerpunkt, so ist
rxzt'r/z:rydm:fzdm:o. (xo)

Wir filhren nun die Triigheits- und Deviationsmomente nach den bekannten
Definitionen ein

—J(y- 32 dm B= {24 x%dm C=f(x2+y‘-’)dm 1)
I
D=’y:a’m E:fzxdm F=f.xydm.
Wihlen wir das Koordinatensystem so, dall D = £ = F=o0 wird, so werden
A, B und C die Haupttrigheitsmomente Es wird nun
BRM a2
y="2 gr(B+ (C+A—zm+ (A+B—zq (12)
-

Fiihren wir fiir ', 3’ und &’ Polarkoordmaten ein:
x' =7 cos @' cos A
¥ =" cos @’ sin A/ (x3)

4

» sin @’
wo @' die geozentrische Breite, und 4’ die geographische Linge ist, so wird

19

b
x-=7"2c052(p’-7(1+00522)

1
2= r"2cos2ep’ - Py (1 —cos22)
5’2 = r'2sin? p’.
Setzen wir diese Ausdriicke in (12) ein, fassen die Glieder, welche 2 enthalten, zu-
{ y y ]

sammen und fiigen endlich noch das Potential der Fliehkraft:

2
cos? @’ hinzuy,

so erhalten wir fiir das Potential 77 der Erde auf einen Punkt, der an der Erddrehung
teilnimmt?),

_RE | R A+ B Y ﬂ,
W—';?+2;§(C— > )(I—_,sm-(p) pre: (B — A)jcos? pcos22
2,2
1)70052¢,

(14)

wobei die Striche bei den Koordinaten des angezogenen Punktes als nunmehr gegen-
standslos wegbleiben konnen.

) Uber die Konvergenz der Entwicklung nach 7—, bis zur Oberfliche siehe:
o

CALLANDREAU, Sur le developpement en série du potentiel des sphéroides de révolution
(Journal de 1’école polytechn. 1889).
Einfithrung in die Geophysik. 5
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Das erste Glied entspricht dem Potential einer homogenen Kugel von der
Masse £, oder dem Potential einer Masse £, die wir uns im Schwerpunkt vereinigt
denken kénnen: so wirkt jede Masse auf eine Entfernung, die so groB ist, dal die
weiteren Glieder vernachlissigt werden kdnnen. In diesem Falle ist die Anzlehung
nach aullen von der Massenverteilung im Innern unabhingig.

Die innere Massenanordnung tritt durch die Trigheitsmomente ein. Da die Erde
mit sehr groller Anniherung ein Rotationskérper ist, so ist

A=23B (15)
und wir erhalten

2,2
W_E+273 (C— A)(1 —3sin2 ) + =7

cos2g. (16)

Wir haben nun zunichst einen Ausdruck fiir die Schwere abzuleiten, wozu wir
nach der Definition des Potentials den Ausdruck W nach der Schwererichtung zu
differenzieren haben. Unter Vernachliissigung von Gliedern hdherer Ordnung kénnen
wir hierfiir einfach die Richtung von » nehmen. Es wird?):

b W _BRE 3R

o= = —_ n2 — w2, 2
g 5= 5a(C— At — 352 g) — w2rcos? g
FRE 3{C— A w23
_— 2 .
=3 [I + 2B ~ (1 — 3sin2¢p) — BE cos (p] (x7)

Fiir die Erdoberfliche kénnen wir in den kleinen Gliedern in der Klammer »
durch @ ersetzen, wo ¢ den Aquatorradius der Erde bedeutet; somit:

RE 3(C— A w2ad .
&= 2 [I —Za‘lE (I —_ sm (p) / Z cost |- (18}
Lings der Erdoberfliche ist /" konstant. Es sei
W= . (19}
Dann finden wir aus Gl. (16) mit derselben Genauigkeit, wie oben
RE C—H w2ad
r= I'ﬁ[l + — s (1 — 3 sin? @) —i—mcos- (p]- (20}

Damit kénnen wir » aus Gl. (18) eliminieren. Es wird dann

Wy I+3(C—A) (1 —3 sin?p) w2n3cos? C—A(I in2e) -+ w2a3 2
o= -3 - _———— o = -— -~
ST RE 2a2F 3SR e costg A E I 3siipl s seosiy

Wy 1+ (C—A)(I_ 02 )_(u?tﬂ _ﬂ (_1)_53 0
202 E 3sin2 @ k‘,Ecos @ 5 (1—3sin?g)— Ecos P

RE
W +C A( cin? )_2w201
=unz 1 55 —3sing RE cos2p (21)

Ersetzen wir cos? @ durch 1 —sin? ¢, so finden wir mit gleicher Genauigkeit

Wo C—A4 2023 20203 31C—A)\ .,
S RE [I+2(ﬂE /JQE‘_I_(_/;,ng_—zﬁ)SIn-q;

Wy C—A 2028 2w2a3  3(C—A4) , ,
m[‘ 2025“7:7}[””(72‘5——%25 )9’] (22]

wofiir wir abkiirzend schreiben:

g=g,(1 +bsin2¢g). (23)

¢, ist also_die Schwere am Aquator. Entsprechend konnen wir nach Gl. (20) setzen

S
RE C— 4 w243 w?2a3  3(C— A4
= I/VO[ + 203E+E§E][I—(zk?E+ 282 E )sm ¥

=a(1 — asin? ). (24)

1) Die folgende Ableitung folgt im wesentlichen HELMERT: Theorien II. S. 73ff.
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Es ist also o
o=+ a5
somit: : ) 3
apb=320 =5 (27)

Diese Gleichung stellt das Clasrautsche Theorem dar.

Die Bedeutung der drei GréBen q, b, ¢ 148t sich leicht angeben. Be-
zeichnen wir die Polarachse der Meridianellipse mit ¢, so ist (fiir p=90°)
Gl (24):

c=ua(t —a),
also
a—¢

a=-——; (28)

a ist somit die Abplattung.
Bezeichnen wir weiter mit gs die Schwere am Pole, so finden wir
aus (23)
& =& (1 + 1),

somit
B=giﬁ; (29)
b ist also das Verhiltnis des Unterschiedes der Schwere am Aquator
und am Pole zur Schwere am Aquator. '
Die Gréfle ¢ endlich kénnen wir in der Form schreiben

wla wla
C=ip T g (30)
et

¢ ist also das Verhiltnis der Fliehkraft zur Schwere am Aquator.

Das CramrauTtsche Theorem driickt eine Beziehung zwischen lauter
Oberflichengrofien aus: der Abplattung, der Fliehkraft und den Schwere-
werten. Bei seiner Ableitung wurde nichts vorausgesetzt, als dafl die
Erde ein Rotationskérper von nahezu kugeliger Form ist, der um seine
Haupttrigheitsachse rotiert. Uber die Anordnung der Massen im Innern
wurde keine Voraussetzung gemacht. Der Satz gilt also unabhingig
von dieser.

Da nach (25) und (27)

3C—4_ 2( _L) _wr ¢

2 £ =at\a 2 und 2A2E T 243
ist, so wird aus (16)

RE a? c

———[1—&——((1——)(L——sin%)—{—r—s--c—cos2 ]
- 72 2/\3 p a2 9
5*
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Das Potential im Punkte (r@) eines beliebigen Meridianes enthilt
also aufler den Koordinaten nur Oberflichengrofien, wie es der Satz
von GREEN verlangt.

w? C—4 .

Aus Gl. (25) erkennt man, da — und —Z% mit der Abplattung
von gleicher Gréfenanordnung sind. Es wurden also bei der obigen
Ableitung immer nur GréfSen von der Ordnung des Quadrates der Ab-
plattung vernachlissigt.

Das Crairavursche Theorem gestattet nun die Bestimmung der
Erdgestalt aus dem Verlauf der Schwere. Ist es auf Grund zahlreicher
Messungen gelungen, die Schwerewerte auf der Erde durch eine Formel
von der Gestalt (23) darzustellen, so werden g, und b und damit auch

. g5 bekannt. Die Grofle ¢ erhilt man aus der bekannten Umdrehungs-
zeit der Erde; das CrarrauTsche Theorem (27) liefert dann die zugehérige
Abplattung, und damit die Erdfigur, die mit Riicksicht auf die einge-
fithrte Genauigkeit vorlaufig als Rotationsellipsoid aufgefafit werden muf.

Entwickelt man in dem Ausdrucke 8) noch weitere Glieder, so er-
hilt man das Crairautsche Theorem in erweiterter Form, wobei in den
Zusatzgliedern ecine Abweichung von der Rotationsform und ein Unter-
schied zwischen der Nord- und Stidhalbkugel zum Ausdrucke kommt.
Da heute fast 3000 Schwerestationen zur Verfiigung stehen, so erschien
es aussichtsvoll dic Erdgestalt auf solche kleinc Abweichungen von der
Symmetrie zu untersuchen. FEine entsprechende Auswahl unter den
Stationen ist dabei unerlifilch. Da die Befreiung der Schwerewerte
von dem Einflul unregelmiBiger Massenverteilung sehr schwierig ist,
so kann man nur solche Stationen heranziehen, die voraussichtlich sté-
rungsfrei sind. Berrotul), der auf Grund des neuesten Materials diese
Berechnungen durchgefithrt hat, verwendet ctwa 400 Stationen. Alle
Stationen in Gebirgsgegenden und in 100 km Umbkreis derselben, ferner
alle Stationen in tief eingeschnittenen Tilern, an gréfleren Binnenseen,
auf Bergen, die sich stark aus der Umgebung abheben, endlich alle
Stationen iiber 1500 m Meereshéhe oder mit Schwerestérungen iiber
100,10~% cm/sek2 wurden ausgeschieden. Eine Trennung zwischen Fest-
land- und Kistenstationen erwies sich als notwendig.

Als Hauptergebnis wird gefunden
£&=0978,046{1 + 0,005296 5in2 8~} 0,000011 6 c0s25 cos 2(L -+ 10°)
+ 4.4 +

=77 +45
oder — 0,000007 sin?2 B}
£=1980,629{1— 0,002 6400525+ 0,000011 6 cos2B cos 2(Z -+ 10°)

— 0,000007 sin? 2 B}.

(31)

1) A. BerrotH: Die Erdgestalt und die Haupttrigheitsmomente 4 und 5 der
Erde im Aquator aus Messungen der Schwerkraft (Beitrige zur Geophysik, XIV. Bd.,
3. Heft, 1916).



Das Clairautsche Theorem. 69

Daraus findet sich die Abplattung in ihrer Abhéngigkeit von der Linge L
von Greenwich: :

-t = 0,003358 -4~ 0,000012c082(L 4 109, (32)
Der Aquator erscheint somit etwas elliptisch, die grofie Achse fillt 10°
westlich von Greenwich, die kleine etwa in die Richtung nach Vorder-
indien. Die Abplattung des Meridians 100 westlich von Greenwich wird

a= 0,003358 -+ 0,000012 = 0,003370 = 292 7 (33)
’
die Abplattung des Meridians 80° éstlich von Greenwich:
‘ ' : : I
0,003 3% 0,000012 = 0,00334 2959 (34)
im Mittel:
1
— )
297,8 (85
Der Unterschied der beiden Halbachsen des Aquators wird:
a—b=150m =+ 58m (36)
und der Unterschied der Trigheitsmomente |
B — A4 = o,000016 Ma®. (37)

’ +3
Nimmt man ein Glied hinzu, welches einen Unterschicd der beiden Halb-
kugeln entspricht, so findet man

I

( (Nordhalbkugel) == 29082 Polarachse (Nord) = ¢ — 65 m

. (38)

0 (Siidhalbkugel) = Polarachse (Siid) = ¢ 65m.

300,0
Fur Kistenstationen folgt eine etwas andere Formel, wobei der
konstante Unterschied zwischen Kisten- und Festlandswerten im Haupt-
werte zum Ausdruck kommt. Hermerr!) findet durch eine gemeinsame
Behandlung als derzeit brauchbarste Formel fiir das Festland:
£ =978, 052 {1 4 0,005 285 sin? B — o,000007sin? 2.5

+ o ooooxScos2Bcosz(L + 17’ ). (59)

Fir Kistenstationen wird der Grundwert 978,068. Der mittlere. Wert
der Abplattung wird nun %— und der Unterschied der Aquatorhalb-
29 v

achsen: 230m. Die Lage derselben ist beildufig die gleiche wie frither.

Der Unterschied der beiden Aquatorachsen fillt somit recht klein
aus, und fillt gewifl innerhalb der Stérungen, die das Geoid durch die
kontinentalen Massen erfihrt, so dafi es fraglich ist, ob sich das Geoid

1) R. HELMERT: Neue Formeln fiir den Verlauf der Schwerkraft im Meeresniveau
beim Festlande (Sitzungsber. d. preub. Akad. d. Wiss., 1015, XLI).
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einem dreiachsigen Ellipsoid besser anpafit als einem Rotationsellipsoid.
Merkwiirdigerweise hat der CLarkEsche Versuch von ‘1878 ein drei-
achsiges Ellipsoid aus den Gradmessungen zu bestimmen, die gleichen
Achisenrichtungen, allerdings aber den doppelten Unterschied in der
Linge (465 m) ergeben. .

Der Unterschied in den Trigheitsmomenten (37) kann natiirlich
ebenso seine Erklirung in einem Unterschiede der Aquatorachsen, wie
in einer entsprechenden Massenlagerung im Erdinnern finden.

III. Die Bestimmung der Seehéhe.

Es hat sich gezeigt, daB8 bei den geoditischen Operationen stets
wieder der Begriff der Seehthe gebraucht wurde, da das Geoid oder die
eingefiihrte Referenzfliche nicht mit der physischen Erdoberfliche zu-
sammenfillt, an welche wir mit unseren Beobachtungen gebunden sind.
Es ergab sich daher immer die Notwendigkeit einer Reduktion.

Unter Seehéhe oder Meereshohe verstehen wir die Entfernung irgend-
eines Punktes der physischen Erdoberfliche von dem entsprechenden
Punkte des Geoides (der Meeresfliche), gemessen lings der Lotlinie. Die
letztere besitzt eine flache Kriimmung, von der wir aber im folgenden
absehen konnen. Die Seehdhe unterscheidet sich von der Hohe iiber
einem Referenzellipsoid durch die schon 6fter eingefiihrte Gréfie N (S. 26).
Ist diese bekannt, so konnen wir von der Seehohe zur Hohe iiber dem
Referenzellipsoid iibergehen und umgekehrt; sind aber beide Hohen
bekannt, so folgt umgekehrt aus ihnen die Grofle N.

Zur Hohenmessung stehen uns drei Methoden zur Verfiigung: 1. das
geometrische, 2. das trigonometrische Nivellement, 3. die barometrische
Hohenmessung.

4. Das geometrische Nivellement.

Dieses besteht darin, dafl man mit Hille eines horizontal gestellten
Fernrohres (Nivellierinstrumentes) nach vorwirts und nach riickwirts
eine horizontale Visur nach einer aufgestellten Mefllatte herstellt. Die Diffe-
renz der Lesungen ergibt den Hohenunterschied. Die Zielweiten wahlt
man nicht zu grof (etwa 80 m) und moglichst gleich. Dadurch erzielt
man. den Vorteil, dal der Einflu der Refraktion wenigstens so weit
herausfallt, als der Lichtstrahl beiderseits als symmetrisch angenommen
werden kann. Das Gleiche gilt von der Kriimmung der Niveauflichen.
Fir die Zwecke der hoheren Geodisie kommt das geometrische Nivelle-
ment nur in seiner genauesten Lage als Prdzisionsnivellement in Betracht.

Die angewandten Instrumentel) haben meist Fernrohre von 30 bis
40 mm Offnung und etwa 30—4ofacher VergroBerung. Die Libellen haben
einen Parswert von etwa 5.

1) W, Jorpan: Handbuch der Vermessungskunde, II. Bd,, 1914.
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Auflerordentlich grof3 ist die Zahl der Typen der in Verwendung
stehenden Ziellatten. Es werden sowohl solche mit Stricheinteilung ge-
braucht, wie solche mit Feldereinteilung, bei welchen die aneinander
stoBenden Felder durch abwechselnde Farbung kenntlich sind. Bei ersteren
ist gewshnlich eine Halbzentimetereinteilung durchgefithrt. Bei den letz-
teren macht man auch Doppelmillimeter- oder Millimetereinteilung. Zur
Sicherheit arbeitet man gleichzeitig mit zwei Latten oder auch mit einer
Wendelatte: das ist eine Latte, welche auf beiden.Seiten eine Einteilung
tragt; die beiden Einteilungen sind in der Regel um ein Stiick gegen-
einander verschoben, um méglichst unabhingige Lesungen zu erhalten.

Zur guten Aufstellung. der Latten werden eigene Untersitze kon-
struiert, die ein Gewicht von etwa 2.5 kg besitzen miissen und fest in den
Boden gedriickt werden. Sie tragen oben meist einen Dorn oder eine
gewolbte Oberfliche, auf welche die Latte mit einem passenden Schuh
aufgesetzt wird. Zur Senkrechtstellung dient eine Dosenlibelle.

Die Ablesung erfolgt in ihrer einfachsten Form durch die Schitzung
der Stellung des horizontalen Mittelfadens gegeniiber der Einteilung der
Latte. Zur Steigerung der Genauigkeit liest man auch an mehreren (drei)
Fiden ab und reduziert die dufieren Lesungen auf die Mitte. Noch grofiere
Genauigkeit erhilt man, wenn man auf die Teilstriche der Latte selbst
einstellt, wobei man den Mittelfaden am besten durch einen Doppel-
faden ersetzt. Bei Feldereinteilung stellt man auf die Mitte des Feldes
ein. Bei dieser Operation bleibt das Fernrohr nicht horizontal, sondern
erhilt einen kleinen Neigungswinkel, der mit der Libelle oder mikro-
metrisch gemessen wird. Zu diesem Zweck erhilt das Instrument eine
Kippschraube mit geteiltem Kopf. Statt das Fernrohr zu kippen, hat
man auch den Versuch gemacht, die Fernrohrachse parallel zu sich selbst
zu heben oder zu senken, um den Horizontalfaden in die Héhe eines
Teilstriches oder der Mitte eines Feldes zu bringen.

Von auBlerordentlicher Wichtigkeit ist es, daf} die Lattenlinge aufs
genaueste mit einem Normalmafle verglichen ist, und da namentlich
ihre Abhingigkeit von Temperatur und Feuchtigkeit festgestellt wird.

Die gewohnliche Reduktion des geometrischen Nivellements besteht
darin, dafl man die Summe der abgelesenen Hohenunterschiede als 2dh
bildet. Es 148t sich nun leicht zeigen, daf} diese Summe nicht die Meeres-
hohe vorstellt, dafl sie iiberhaupt gar keine richtige Hohe liefert, weil
ihr die Grundeigenschaft mathematischer GroSe fehlt: man kann sie
nicht durch Addieren und Subtrahieren zu Héhen von anderen Punkten
zusammensetzen: mit anderen Worten, das Resultat des Nivellements,
wenn es so gewonnen wird, ist vom Wege abhingig. Der Grund liegt
darin, dal die Niveauflichen nicht parallel sind.

Wenn ein Nivellementzug einer Niveauflache folgt, so wird das Er-
gebnis 3dh immer gleich Null sein, denn die Niveauflidche ist tiberall
horizontal, wenn sie auch noch so komplizierte Kriimmungsverhaltnisse
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aufweist. Es werden alle dA einzeln gleich Null sein. Es seien nun in
Abb. 22 AB und A'B’ zwei Niveauflichen, und wir denken uns von 4
nach B’ auf zwei Wegen nivelliert. Folgen wir zuerst der Linie 4B, so

5 erhalten wir das Ergebnis Null. Nivelliert man- lings

A der Lotlinic BB’, was natiirlich nur gedankenmifiig
moglich ist, so erhalten wir fiir Zdk die Linge BB'.
A Es ergibt sich also als Héhe von B’ iiber 4 die Grofle

BB’. Nivellieren wir aber zuerst von A nach 4’, so
erhalten wir fiir die Hohe von B’ iiber A den Wert
AA’, weil das Nivellement lings 4’'B’ wieder Null gibt. Da die Niveau-
flaichen nicht parallel sind, also 44" nicht .gleich BB’ ist, so erhilt
man auf diesen beiden Wegen verschiedene Werte fiir die Hohe von
B’ iiber A.

Wir konnen das auch so ausdriicken: Nivelliert man um das Viereck
ABB'A’ nach A zuriick, so ist das Nivellementergebnis Zdh = BB’
—AA’>>o0. Wegen des Nichtparallelismus der Niveauflachen ist also
der Ausdruck Zdh iiber eine geschlossene Figur von Null verschieden.
Wir heiflen diesen Rest den sphdroidischen Schiuffehler.

Man kommt also so nicht zu dem richtigen Begriff der Héhe, denn
diese mufl eindeutig sein: nur dann kann man Héhenunterschiede als
Differenzen von Meereshéhen herstellen.

Obwohl das Nivellement lings einer Niveaufliche keine Héhendiffe-
renzen anzeigt, ist doch die Meereshohe in ihren einzelnen Punkten nicht
die gleiche. Nur in der Meeresfliche selbst ist die Héhe {iberall gleich Null.
Langs der Niveauflichen ist aber, wie wir schon wissen, eine andere
Grofle konstant, ndmlich das Potential oder der Arbeitswert . Um von
einer Niveaufliche auf eine andere zu gelangen, ist immer die gleiche
Arbeitsleistung erforderlich ohne Riicksicht auf den Weg. Fiir unmittel-
bar benachbarte Niveauflichen ist diesc Arbeit gegeben durch gdh,
wenn dk der Abstand der beiden Flichen in einem beliebigen Punkte,
und g die daselbst herrschende Schwere bedeutet.

- Jeder Punkt tiber der Meeresflache ist also durch einen bestimmten

W-Wert charakterisiert. Man hat daher auch vorgeschlagen, statt des
Begriffes der Héhe direkt diesen Arbeitswert einzufithren. Wir hitten
dann statt der Hohe des Punktes B iiber A zu setzen:
. Wg= Wa—+ Sgdi, (1)
wo die dh dem Nivellement entnommen werden und g die zugehorigen
Schwerewerte sind. Diesem Vorschlag wohnt auch eine praktische Be-
deutung inne, um so mehr, als der Wert von g so nahe gleich 10m ist,
daf} sich leicht eine Einheit finden 148t, in der die W-Werte auch numerisch
mit den Hohenwerten fast zusammenfallen. Uberdies ist der Riickweg
zu wirklichen Héhenwerten sehr einfach: Dividiert man den Unterschied
W4—Wg =AW zweier Niveauflichen durch einen konstanten Wert
der Schwere, z. B. durch g4, so hat die Grofie

Abb. 22.
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AW S
845 845 =&k (2

wieder die Dimension einer Hohe. Solche Hoéhenangaben heifien dyna-

mische Koten. ‘

Diese Hohen, die dem praktischen Bediirfnis ganz entsprechend sind,
da gerade der Arbeitsbegriff an der Hohe das Wichtige ist, sind aber
weit davon entfernt, die fiir die theoretischen Zwecke nétigen Meeres-
hohen zu liefern. Niher kommen wir diesem Begriffe in der folgenden
Weise, wobei allerdings klar werden wird, dafl wir zu wirklichen Meeres-
hohen durch das geometrische Nivellement iiberhaupt nicht gelangen
konnen.

Es sei in Abb. 23 A"”"B” die Meeresflichel), ACB die Niveaufliche
durch den Ausgangspunkt der Messung A, 4’C’ die Niveaufliche durch
den Punkt C’, dessen Meereshthe bestimmt werden soll. Die Linien 44",
C’'CC"”, BB"” sind die den einzelnen
Punkten entsprechenden Lotlinien. Es
ist dann 4 4" die Seehdhe des Punktes
A und C'C” die gesuchte Seehthe des
Punktes C’. Das Nivellement geht
schrittweise von A nach C’ vor, und
das direkte Nivellementergebnis ist

L1+ 22"+ 3,3 4 4,4 = Zdi.
Es ist nun nach dem Gesagten weder g
3dh gleich CC’, noch auch die Sec- Abb. 23.
hohe von C' gleich AA" - CC’, weil
AA" & CC” ist. Wir haben daher die H6henunterschiede aus dem
Nivellement, ebenso wie die Héhe 44" auf die entsprechenden Groflen
unter dem Punkt C' zurtickzufithren, wozu wir die Schwerewerte brauchen.

Zwischen zweil Niveauflichen ist {iberall
godh =g dl. (3).
Bezeichnen wir mit Buchstaben ohne Index dic laufenden Werte im

Nivellement, und mit dk¢, gc die entsprechenden Werte in der Lotlinie
von C, so ist

gdh = gcdhe oder dhc = gi -dh. (4)
c

Daher

A
€C =3% .44 und ebenso CC" = f &4 an,
gc P gc

wo in der letzten Gleichung die Summe zweckdienlich durch ein Integral
ersetzt ist. Die Grofle g kann an Ort und Stelle beobachtet werden, die

1) Nach HeLMERT: Theorien II, S. sooff.
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Groflen g und g4 aber, die fiir Punkte gelten, welche im Innern der Erde
gelegen sind, konnen wir nicht bestimmen, und daran scheitert die
genaue Bestimmung der Meereshbhe. Wir miissen uns begniigen, fiir
die Schwere den normalen Wert einzufithren, der nach (5) S. 63 und
(39) S. 69 gegeben ist durch:

&= 9™8064 (1 — 0,002 64 cos 2 B)[1 — 0,000 000 314 77] (3)
oder abkiirzungsweise:

& =& (1t —Bcos2B)(1 —yh) = g5 (1 — B coszf —yk). (6)
Bezeichnen wir mit B4 und B¢ die geographischen Breiten und mit
h4 und ke die Meereshhen entsprechender Punkte unter 4 und C’,
so ist

ga 1 — fBcosz2Ba 1 —Yha
gc  1—pcoszBc 1— yke
— (1 + 2@ sin(Ba -+ Bo)sin (Ba— Bz — ylha— hd)- (1)

Hier kann das von y abhingige Glied ohne weiteres wegbleiben, da der
Unterschied #4-—»5%c selbst nur von der Ordnung der gesuchten
Korrektion ist.

Wir finden also

A

cc’ =/?-d/l = (I +2ﬂsin(b’_4 -+ Bc)Sin(BA—Bc))HA, (8)
an 8¢

wo Hy4 :AAT' gleich der Seehéhe von A ist. Ist By— B¢ = 4B,
der stets kleine Breitenunterschied in Bogensekunden, B eine mittlere
Breite und w die Winkeleinheit (w = 206 265”), so konnen wir schreiben:
. 4B
CU’:(I—{—zﬂSlnzB-T)HA. (9)
In der gleichen Weise finden wir

B .
CC’ =1+ 28sin(B + Bd)sin (B — B)]dh. (10)
- .

Hier ist B die geographische Breite des Instrumentenstandes beim Nivelle-
ment, und d/ die zugehorige Differenz der Lattenablesungen; oder:

c C
d
cc =A2'¢/z + 2gﬁsinzb’—§-a’/t mit: 8 = B — Bc. (11)

Das erste Glied rechter Hand ist das direkte Nivellementergebnis. Fiigen
wir nun (8) und (11) zusammen, so ergibt sich

< 4B < dB
He= H, +;"fz/z+ 2{5’sinzBT-HA+ zp’;'sinzBTd/z. (12)
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Das letzte Glied stelit die Korrektion dar, die an = dk anzubringen
ist, um die Hohe von C’ iiber der Niveaufliche von A zu erhalten; sie
fihrt den Namen orthometrische Korrektion der Hohe von C’ iiber A.
Das vorletzte Glied stellt noch eine weitere Verbesserung dar, welche
der Hoheninderung in der Niveaufliche durch 4 Rechnung trigt. Beide
zusammen gestatten endlich aus H4 die Hohe H¢ zu berechnen.

Die so gefundenen Werte sind zwar nicht die wahren Meereshshen,
da sie statt mit den richtigen mit den normalen Schwerewerten gerechnet
sind; sie sind ihnen aber praktisch gleich zu halten.

Man kann den Ausdruck fiir die orthometrische Korrektion auch
noch in anderer Form darstellen. Es ist wieder mit Vernachlissigung des
Héhengliedes:

EA— — Bcos2B -+ fcosz2 B¢

gc
und

c
cc' =2[I — pcosz2B + Bcosz2Bcldk
< .

c c c
221111— [)’Zcoszb’a’lz 4 B cos 2BC21d/z. (13)
A A A

Auf das zweite Glied rechts wenden wir das Prinzip der partiellen Inte-
gration an:

c
C ]
ZcoszBd/z =Jcosszz’/z=
4 A

c
= cos2B¢c-Hc—cos2B4-Hyq 4+ 2fsinzB-dB-/z
A

c
= cos2Bc-Hc—cos2B4-Hq -+ 225in25’-d5’-/¢.
A

Setzen wir dies ein und ersetzen dabei noch im letzten Glied von (13)

¢
2 dh durch He — H 4, so bleibt mit Vernachldssigung des Unterschiedes
A
zwischen By und B¢
c

CC ='dh+ 23 }-sin2B-dB.
- ,

Ist dM das entsprechende Meridianstiick in Kilometern, so ist

dM = dB-¢, ¢ = 6377 km,
somit

c c
' 2 .
ccC =A§ d/z+—~g§ AE,/zssz‘-dM.
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Wir finden so die von LarLEMaND1) gegebene Form. Das Summen-
glied laf3t sich leicht mit Hilfe eines Meridianprofiles berechnen oder auch
mit einem Planimeter oder Integraphen bestimmen.

Wird ein geschlossenes Polygon nivelliert, so wird Ausgangspunkt
und Endpunkt identisch, also H4 = H¢ und B4 = B¢ und 4B im
vorletzten Glied von (12) = Null. Es bleibt

2 € 4B
o v . 4B .
% dh = 2/3% sinz B ” dk (14)

der Ausdruck fiir den orthometrischen Schlufifehler, gleich der negativen
orthometrischen Korrektion. Wir konnen eine dhnliche Rechnung fur
die dynamischen Hoéhen durchfiihren.

Der dynamische Hohenunterschied ist nach (2 ) gegeben durch

ga’/z gdh ga’/z
He— Hy= E E E' (15)
¢ 4 815 815 g45

wo dic Bildung der Differenz, weil sie auf den Eigenschaften des Poten-
tiales beruht, ohne weiteres zuldssig ist. Setzen wirl)

g=g45(1 -+ d)a (16)'
so wird
C c
— Hy=dh+ s dl. (17)
A A

c
Die Gréﬁez d0dh wird als dynamische Korrektion bezeichnet. Da nach (6)

a
0 =— B cos 2B —yh ist, so erhalten wir
C C
Hc—_—f]A—}-Zrz’/z—p’ZcoszBd/z —%(Hi_Ha) (18)
] e

Fir ein geschlossenes Polygon wird

A A
Dlih =D cos2Bdi (19}
A A

Dies ist der dynamische Schiuffehler.

Die Bezichung zwischen der orthometrischen und der dynamischen
Korrektion ist leicht herzustellen. Wir denken uns von einem Punkt 4
im Meeresniveau nach einen Punkt C, der genau iiber 4 liegt, nivelliert.
Dann ist in (12) d B und 4 B = 0, und die orthometrische Korrektion ver-
schwindet. = dk wird mit der orthometrischen Hohe identisch. Die
dynamische Hohe wird nach (18) aber gleich

211’/1 — B cos 2320’/1 — A:

1) CH. LALLEMAND : Note sur la théorie du nivellement (Verhandl. d. perman.
Komm, der internat. Erdmessung in Nizza, 1887, Annexe Vf.).

2

(20}
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Der Unterschied { zwischen beiden also

' H? H?
g:—ﬂcoszBZd/z-—y =—ﬁcoszB-H—y—z—- (21)

2

Tragt man sich graphisch — fcos 2 B als x und H als y auf, so gibt
die Gleichung

L=ay—L.p (22)
Hyperbeln, welche Punkte gleichen {-Wertes miteinander verbinden.
Man kann sich fiir jedes Land, seiner Grofle und seiner Hohenlage ent-
sprechend, diese Kurven konstruieren, und kann dann von den ortho-
metrischen Hoéhen sofort zu den dynamischen ibergehen, und umgekehrt.

Wir haben in (12) und (18) die normale Schwere eingefithrt. Bei
den dynamischen Hohen, bei welchen nach (2) nur die Schwere an den
Beobachtungspunkten eine Rolle spielt, kdnnte man auch die wahren Werte
der Schwere einfithren. Dazu mifite an jedem Instrumentenstand des
Nivellements eine Schwerebestimmung gemacht werden. Mit den ge-
wohnlichen Instrumenten und Methoden wire aber dazu ein Arbeits-
aufwand erforderlich, der alles Leistbare weit iiberstiege. Vielleicht wird
die E6tvossche Drehwage hier gute Dienste leisten. Abgesehen von
dieser praktischen Schwierigkeit besteht kein Hindernis, vollstindig kor-
rckte dynamische Hohen zu ermitteln. Bei den orthometrischen Héhen,
wo die frither mit g¢ bezeichnete Schwere innerhalb der Erde eine Rolle
spielt, ist eine ganz einwandfreie Behandlung unméglich.

Die oben bercchneten Korrektionen diirfen nicht vernachldssigt
werden. Erstens: weil die sachliche Unméglichkeit, die im Schlufifehler
liegt, beseitigt werden mufl; zweitens: weil sie auch recht bedeutende
Werte annehmen kénnen. Hermertl) zeigt, dafl bei einem Nivellement,
welches die Alpen, als Gebirgszug von 2500 m mittlerer Kammhéohe
betrachtet, im mittleren Teile iiberquert, und auf einem Umwege um die
Alpen zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, der sphiroidische SchluBifehler
den Betrag von 0,4 m erreicht. Auch der Fehler der nivellierten Héhen
wire von der gleichen Gré8enordnung.

Die durch Massenunregelmifigkeiten erzeugten Schwerestérungen
spielen eine viel geringere Rolle als der regelmifige Teil der Schwere-
unterschiede. STERNECk2) verwendet seine eigenen Schwerebeobach-
tungen in Tirol zur Reduktion einer Nivellementschleife, welche die Alpen
im Zuge des Brenners {ibersetzt und im Meeresniveau zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt. Er findet fiir den dynamischen SchluBfehler nach Gl. (16)
=-—0,135m, wihrend die Einfithrung der normalen Schwere =—0,117 m

1) R. HELMERT: Theorien II, S. 510.
2 R.v. STERNECK: Die Schwerkraft in den Alpen (Mitteil. d. mil. geogr. Inst. in

Wien, XI. Bd.). Vgl. auch die anderen Arbeiten von R.v. STERNECK in Bd. XII,
XIII und XVIL
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liefert. Der durch die Schwerestérungen verursachte Fehler ist also
nur 18 mm. Der Grund hierfir liegt in der unterirdischen Kompen-
sation der Alpenmasse. )

Bei grofleren Nivellementziigen, welche auch bedeutende Héhen iiber-
schreiten, konnen aus der Vernachlidssigung der Korrektionen mit Riick-
sicht auf die Unvollkommenheiten in der Kompensation bedeutende
Fehler entstehen. .

Um die Resultate des Nivellements zu verwerten, muf} ein bestimmter
Nullpunkt gew#hlt werden; der Name ,,Meereshéhe'* deutet nun darauf
hin, daB8 dieser Nullpunkt mit der Meeresfliche zusammenfallen soll.
Wir werden aber spiter sehen (S. 129), dal die Bestimmung der
mittleren Hohe des Meeres eine Aufgabe fiir sich ist, die mehr Unsicher-
heit mit sich bringt als das geometrische Nivellement selbst. Man wihlt
also einen theoretischen Nullpunkt als , Normalnull*, dem eine bestimmte
Seehohe zugeschrieben wird. Die Lage der Meeresfliche mufl dann ihrer-
seits gegen ,,Normalnull* bestimmt werden.

Solche Nullpunkte werden auf Grund geologischer Untersuchungen
in Gegenden hergestellt, welche voraussichtlich keinen Verinderungen
unterliegen. In michtige Steinblécke oder auch in den gewachsenen Fels
wird ein metallener Bolzen eingelassen, dessen Mitte oder oberer Rand
den Nullpunkt bezeichnet; der Bolzen wird durch einen Deckel gegen
auflere Verletzungen geschiitzt, eventuell die ganze Anlage durch Erd-
reich bedeckt. Solche unterirdisch festgelegte Punkte erhalten auch eine
oberirdische Markierung. Eine mehrfache Markierung ist von Nutzen,
wenn es sich darum handelt, die Unverinderlichkeit der Erdscholle,
auf welcher der Nullpunkt liegt, festzustellen. So besteht z. B. der
neue preuflische Nullpunkt aus fiinf Marken, die durch genaue Mes-
sungen miteinander in Beziehung gesetzt sind und sich gegenseitig kon-
trollierenl).

Das Prizisionsnivellement folgt im allgemeinen dem Zug der Haupt-
straffen und Eisenbahnen. Die Strecke wird in einzelne Teile geteilt und
jedes Stiick fiir sich zweimal in entgegengesetztem Sinne gemessen. Die
Nivellementziige bilden Schleifen oder Polygone, und so ein das ganze
Land iiberspannendes Netz, in welchem viele Punkte mit anderen auf
mehrfache Weise verbunden sind. Dies liefert eine Kontrolle fir die
Giite der Resultate und bietet die Méglichkeit, durch einen Ausgleich
ein einheitliches System von Héhenwerten zu schaffen.

Wichtige Punkte (Repérepunkte) erhalten gut versicherte, minder
wichtige einfache Hohenmarken. '

Die Nivellements werden von Zeit zu Zeit wiederholt, um sich von
der Bestdndigkeit der Hohen zu liberzeugen. Gefundene Verinderungen

1) Verhandl. d. XVIL allg. Konferenz d. intern. Erdmessung in Hamburg, 1912,
Bd. I, Beilage A, VIIL
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konnen ebensowohl nur die Hohenmarke oder ihre nichste Umgebung
wie ein weites Gebiet betreffen. Besonders nach grofien Erdbeben sind
solche Verinderungen wahrscheinlich. So hat man nach dem groflen
Erdbeben in Messina (23. Dezember 1908) Hohendnderungen bis zu 60 cm
gefunden?).

Die fiir ein Prizisionsnivellement festgesetzte Genauigkeit betrigt
=+ 3 mm auf den Kilometer. Die Fortschritte im Instrumentenbau und
der Mefitechnik haben gezeigt, daf3 diese Grenze heute meist nicht erreicht
wird. Deshalb wurde auf der XVIL allgemeinen Konferenz der inter-
nationalen Erdmessung beschlossen, diese Grenze herabzusetzen. Man
bezeichnet nach dem Vorschlage von LarLemanp?) als Nevellement hoher
Prizision ein Nivellement mit nur 1,5 mm Kilometerfehler. Diese Ge-
nauigkeit wird hauptsichlich durch sorgfiltige Beriicksichtigung syste-
matischer Fehler erreicht. Nach dem letzten Berichtel) sind auf der
ganzen Erde nunmehr 323000 km niveiliert und fast 241 000 Héhen-
marken angebracht.

5. Das trigonometrische Nivellement.

Dasselbe besteht darin, dal man mit Hilfe eines entsprechenden
Instrumentes (Theodolit, Universale, Nivellierinstrument mit STAMPFER-
scher Schraube) den Winkel mifit, den die Gesichtslinie nach einem ent-
fernten Objekte mit der Horizontalebene einschlieit. Diese Horizontal-

ebene ist der Berithrungsebene des Geoides
8

parallel (Abb. 24). Wire nun der Verlauf des

Geoides bekannt, so wiirden auf diesem Wege ,7
sofort Meereshchen resultieren, vorausgesetzt, B’
daB es gelingt, den gemessenen Héhenwinkel vom

Einflufl der Refraktion zu befreien. Was aber den Abb. 24.

Verlauf des Geoides anbelangt, so haben .wir

gesehen, dafl wir zu seiner Bestimmung ein Referenzellipsoid einfiihren
muBten. Der ganze Komplex der Triangulierungsarbeiten ergab dann
die schon mehrfach erwihnte Grofie N, die Entfernung zwischen Geoid
und Referenzellipsoid. Der Verlauf des letzteren ist bekannt. Wir
werden also die gemessene Hohe so reduzieren, dafl sie sich statt auf
die Beriihrungsfliche des Geoides auf die des Referenzellipsoides be-
zieht, werden so zunichst die Héhen iiber dieser Fliche erhalten, und
kénnen dann mit Hilfe der Groflen N auf Meereshohen iibergehen.

1) Cu. LALLEMAND: Rapport générale sur les nivellements de précision (ibidem
Bd. II, Annex B, VII). Vgl.auch M. Scumipr: Erginzungsmessungen zum bayrischen
Prizisions-Nivellement 1 (1908}, 2 (1919}

2, Cu. LALLEMAND: Note sur la mesure de la précision des nivellements et projet
de création d’une nouvelle catégorie des nivellements dits de haute précision (ibidem
Bd. II, Annex B, VIIIb).
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Der Winkel, den die beiden Beziehungsebenen miteinander ein-
schlieflen, ist durch die Lotabweichung A gegeben. Es sei in Abb. 25
Z und Z' die Richtung der Normalen zum Referenz-
ellipsoid und zum Geoid, also ellipsoidisches und
wahres Zenit eines Punktes 4; z;, und zj, die zu-
gehorigen Zenitdistanzen und a;, bzw. aj, die Azi-
mute des anvisierten Punktes. ZZ’ =} sei der Be-
trag der Lotabweichung; ihre Richtung sei durch das
Azimut a gegeben. Es ist dann

Abb. 25, COS 213 == COS 719 COS A - sinzyg sind - cos (& — ayq). (1)

Da A immer ein kleiner Winkel ist, so kénnen wir cos 4 = I setzen und
den Sinus mit dem Bogen vertauschen; somit:
COS Z1a = COS 29 — A sin z9 cos (¢ — @y9). (2)
Setzen wir ferner
Lcosa =& Asinee =, (3)
so daf § und 7 die siidliche und westliche Komponente der Lotabweichung

sind, und bedenken, daf8 z;, und 2], sich nur um kleine Betrige unter-
scheiden, so finden wir

. 219 — 512 = £ cosayq + 1 sinays, (4)
welche Gleichung zur Reduktion der wahren Zenitdistanz auf die ellipso-
idische dient.

Es seien nun in den beiden Punkten P; und P, der physischen Erd-
oberfliche die wahren gegenseitigen Zenitdistanzen 2y, und 25;. Wir
reduzieren sie auf ellipsoidische Werte nach
(4) und bringen den Einflufl der Refraktion
an. Dieser kann im allgemeinen dem Winkel y
(Abb. 26) proportional gesetzt werden. Die so
korrigierten Zenitdistanzen sind nunl):
ky

2

P

L9 = 312 +

-+ §1cosayy + nysinayy

(s)

Uy
9
Ly

B
’ 27 & :
= z31 + -, T sa2cosay + npsinag .

Der Winkel y ist der Konvergenzwinkel

Abb. 26. der beiden Lotlinien, die in Abb. 26 sich in K

schneiden. Dies ist insofern nicht korrekt, als

die beiden Lotlinien in der Regel iiberhaupt keinen Schnittpunkt haben.

Bei den kleinen Distanzen PP, gehen sie aber jedenfalls so nahe an-
einander vorbei, daf3 dieser Umstand aufler acht bleiben kann?2).

1) R, HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der héheren Geodisie,
Bd. I, S. 518.

2) Die Kriimmung der Lotlinie wird vernachlissigt. Sie betrigt fiir eine Hohe
von 600 m hdchstens o,1” (ibid. Bd, II, S. g9).
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k heiBt der Refraktionskoeffizient, und éz ist dann der Winkel,

den die letzte Tangente an den Lichtstrahl mit der geraden Verbindungs-
linie Py P, anschliet. Die Werte von k; und %, in den beiden Punkten
P, und P, sind im allgemeinen voneinander verschieden.

H, und H, sind die beiden Seehshen, N; und N, die Abstinde
zwischen Geoid und Referenzellipsoid, so dafi wir setzen koénnen

=P K=09p+H + N d=PK=0¢s+ H+ N 6
wo g1 und g}, die Kriimmungsradien der in der Richtung P, P, gelegten
Vertikalschnitte des Ellipsoides sind.

Nach einem bekannten Satze der ebenen Trigonometrie ist dann:

(dy —dy) : (dy + &;) = tan % (Co1 — Lyo): tan[lSo — % (Car + Q?.)]: (7

Ist nur in P, beobachtet worden, in welchem Falle wir von einer
einseitigen Zenitdistanz sprechen, so miissen wir aus dieser Gleichung
{5, eliminieren. Es ist

{yg = 180 — Lio + 7, (8)
somit:

dy — dy = (dy + db) tan%ctan (512 — —Z*) . (9)

. , . . I
Der Unterschied gjs — 015 ist nach HermerTl) gleich — gy3, wo man
12

fiir ¢ das arithmetische Mittel aus g;, und @1, nehmen kann. Auf der
rechten Seite spielt das kleine Glied keine Rolle. Wir setzen hier also

) .
yo=ys und tan%zl(r—l—y—)- ‘ (10)

2 12

So finden wir unter Benutzung von (6):

502 [ 7 I
HZ—“-H'l_'-ZVZ—ZVi:Xm (I+ )ctan(glg——)—;g;ﬁ (II)

2
. 129 2
mit

o Hy ok N 2 (x2)
2Q

s» stellt dann die Entfernung zwischen P und P, in einem mittleren
Niveau vor. Zu ihrer Berechnung reichen Niherungswerte von H und
N aus.

Zusammen mit den ganzen Triangulierungsoperationen, welche die
Groflen Ny und N, liefern, erhdlt man somit tatsichlich die gesuchte
Differenz der Meereshéhen H, — H,. Man kann aber auch umgekehrt, da
das geometrische Nivellement Werte liefert, welche praktisch als mit
den Meereshohen identisch angesehen werden konnen, das trigonome-

S = Sy (I +

1) Ibid. Bd.II, S. 563.
Einfithrung in die Geophysik. 6
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trische Nivellement nun dazu verwenden, die Gréfle N zu bestimmen.
Es ist dann in Gl (11) H, — H, als bekannt anzusehen.

Uberhaupt gibt theoretisch das trigonometrische Nivellement ein
Mittel in die Hand, die Erdfigur ganz unabhingig von jeder Hypothese
zu bestimmen. Wenn man bei der Triangulierung immer auch die Zenit-
distanzen miit entsprechender Genauigkeit mifit, so kdénnte man, von
zwei Punkten (Basisendpunkten) ausgehend, die rechtwinkligen Koor--
dinaten simtlicher Netzpunkte in bezug auf ein gegebenes Koordinaten-
system berechnen. Man erhielte die Punkte des Netzes als Eckpunkte
eines Polyeders. Mit Hilfe des geometrischen Nivellements kénnte man
dann auf das Geoid ubergehen.

Leider scheitern diese Operationen an der Unmoglichkeit die Re-
fraktion entsprechend genau zu bestimmen: so bleibt nichts iibrig, als
auf den groflen Nutzen, den die trigonometrische Hohenmessung bringen
kodnnte, zu verzichten, und sie nur als Mittel zur Hohenbestimmung zu
verwenden, und zwar als ein Mittel, welches zwar rascher, aber mit viel
geringerer Genauigkeit arbeitet als das geometrische Nivellement.

Jedenfalls mufl man sich bemiihen, die Refraktion mdglichst genau
zu bestimmen, oder Methoden zu wihlen, bei welchen sie moglichst
unwirksam ist. Wird die Hohe gegenseitig beobachtet, also nicht nur £,
sondern auch {,; bestimmt, so 148t sich der gréBte Teil der Refraktion
eliminieren. Er wird nach (7), (10) und (12) :

12

So? 1. I
H2_H1 +N2_N1:5m (’- -+ Izogi)tanj(/:ﬂ - C12)__973 (Is)

B - I .
Cop — Lyg = 20y — 52+ 5 (kg — 41) 7 + &3 cos agy - 14 sinay
—_ gl COS a9 — 771 sin ay9. (14)

Kann man annehmen, daf3 der Lichtstrahl symmetrisch verlduft, so hat
man k; = ky zu setzen und die Refraktion fillt heraus.

Man hat viele Mithe darauf verwendet, die Groflie & zu bestimmen.
Man entwickelt zu diesem Zwecke den theoretischen Ausdruck fir diese
Grofle auf Grund der bekannten Eigenschaften der Atmosphire, unter
Beriicksichtigung des Einflusses von Temperatur, Luftdruck und Feuch-
tigkeit. Man kann natiirlich in einer solchen Formel, deren Koeffizienten
auf Grund von Beobachtungen bestimmt werden miissen, nur mittlere
Verhiltnisse zum Ausdruck bringen, die in einzelnen Féllen von den
wahren Verhiltnissen sehr stark abweichen kénnen. Man wird daher mit
Hilfe des gefundenen Wertes fiir £ nur dann brauchbare Werte der Re-
fraktion erhalten, wenn man die Beobachtungen iiber einen langeren
Zeitraum, etwa uber 24 Stunden, erstreckt, oder jene Tagesstunden aus-
sucht, zu welchen eine normale Lagerung der Luftschichten voraus-
gesetzt werden kann. Die wichtigsten Untersuchungen auf diesem Gebiete
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rithren von BAUERNFEINDI) und HartL2) her. Letzterer stellt sich die
Aufgabe, den Wert von £ in Beziehung zu setzen zur geographischen Lage,
namentlich zur Nihe des Meeres oder des Gebirges, endlich auch die Ab-
hingigkeit von der Zeit oder vom Sonnenstand festzustellen. Der Wert
von k liegt bei 0,1—o0,2.

Die Hauptschwierigkeit bei der Bestimmung der Refraktion liegt
darin, dafi man die Dichteverhiltnisse der Luft lings des ganzen Ver-
laufes des Lichtstrahles kennen sollte. In der Tat kann man aber die
meteorologischen Elemente nur in unmittelbarster Nihe der Beobach-
tungsstationen bestimmen, und gerade hier, in der Nihe des Bodens,
folgt der Lichtstrahl meist einem ganz anderen Gesetze als in der freien
Luft. Nach Bauernreinps Untersuchungen verlduft der Lichtstrahl
nahe dem Boden fast geradlinig; erst in der Hohe von einigen Metern
beginnt die Kriimmung. Auf die Verdnderung des Refraktionskoeffizienten
bei Anniherung an eine Wasserfliche geht HELMERT3) ein. Hier werden
auch die interessanten Untersuchungen von Koss tiber die Beobachtung
der Kimmtiefe besprochen4).

6. Die barometrische Hohenmessung.

Wenn wir annehmen, dafl die Luft blo unter dem Einflufl ihres
Gewichtes einen Gleichgewichtszustand annimmt, und auch die Wirme-
verteilung nur von der Hohe abhingt, so fallen die Fliachen gleichen
Druckes mit den Potentialflichen der Schwere zusammen. Es stehen
dann die Druckdifferenzen mit den Potentialdifferenzen in einem direkten
Zusammenhange.

Ist - die Dichte der Luft in irgendeinem Punkte und g die Schwere
daselbst, so ist die Abnahme des Druckes pro Flicheneinheit bei Er-
hebung um d#% gleich dem Gewicht eines Luftquantums, dessen Basis
die Flicheneinheit und dessen Hohe gleich dA ist. Also

. d
dp = — g3 dh oder d/z=—£- (1)

Da die Druckdifferenz zwischen ‘den beiden Stationen (4 und C”,
Abb. 27) von den iiber A zwischen 4 und A’ liegenden Luftmassen her-

1) C. M. BAUERNFEIND: Ergebnisse aus den Beobachtungen der terrestrischen
Refraktion. 1. Mitteilung {Abh. d. bayr. Akad. d. Wiss., 1880, Bd. 13, 3. Abt.). 2. Mit-
teilung. ibidem Bd. 15. 3. Mitteilung. ibidem Bd. 16.

2) H. HARTL: Beitrag zum Studium der terrestrischen Strahlenbrechung {Mit-
tellungen des mil. geogr. Inst. in Wien, III, Bd.). Uber mittlere Refraktionskoeffizienten
(ibidem Bd. IV).

3) R.HELMERT: Trigonometrische Héhenbestimmung und Refraktionskoeffizienten
in der Nihe des Meeresspiegels (Sitzungsber. d. preuf. Akad. d. Wiss., 1908, XXVI).

4) Expedition S. M. Schiff Pola ins Rote Meer (Denkschr. d. Akad. d. Wiss. in
Wien, Bd. 69). Folgerungen aus den Kimmtiefenbeobachtungen zu Verudella. (Ann.
d. Hydrographie, Dez. 1903).

6*



84 Die Bestimmung der Seehéhe.

riihrt, so sind in (1) die zu der Linie 44’
gehorigen Werte einzusetzen. Die Grofle dz
entspricht dann der Entfernung zweier
Flichen gleichen Druckes oder zweier
Niveauflichen in dem entsprechenden
Punkte oberhalb 4. Wir setzen daher

d/lA —_ - d—p . (2)
g
Wollen wir die Entfernung derselben beiden Flichen an der Stelle C

haben, so haben wir ebenso wie auf S. 73 mit ?4 zu multiplizieren.
c

Somit

ap
dhe = — .
c o (3)
Koénnten wir hier die wahren Schwerewerte einfithren, so wiirde
die Integration direkt auf die Differenz der Meereshéhen von 4 und C’
fiihren. Da die wahren Werte aber unbekannt sind, so miissen wir uns
mit den normalen Werten (5) bzw. (6) (S.74) begniigen. Es ist dann

gc= g5 (1 — B cos2Bc) (1 — y4) (4)
und wir finden mit Beriicksichtigung der Kleinheit von g
. d
(1 —74) ﬂ’/lc=—~1'f(l—i—[)’cosch)-—£- (s)
. 815 o

Ist ¢ das arithmetische Mittel der Temperatur in 4 und C’, und
nehmen wir an, dafl wir diese Mitteltemperatur fir die ganze Luftsiule
gelten lassen Lkonnen, so ist nach dem Gav-Lussac-MarioTTeschen
Gesetze

¢ 2 I
1)' = ¢ M —_—
| o 20 T at (6)
Hier ist po der Druck von 760 mm Quecksilber bei der Schwere ggq. Ist
also 0 die Dichte des Quecksilbers, so ist

P20 =10,76 -0 - g35. (7)
9, ist die zugehorige Dichte der trockenen Luft. Die Feuchtigkeit wird
beriicksichtigt durch Multiplikation mit dem Faktor

1 — O,377§ (8)

wenn ¢ den Dampfdruck bezeichnet. Hier konnen fiir ¢ und p Mittelwerte
verwendet werden. Wir finden nun

(c—7i)an=— 3 (s a (1 40,517 5 ) (x4 cos 39 L. (o)
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Integrieren wir nun von 4 = H, bis HO, so finden wir

— H}
He— Hy—y e~ 4

= ’730 d (14 az) (1 +o,377§)(1 + 8 cosz B¢) log natﬁ

oder wenn wir gemeine Logarithmen verwenden,
H,
e[ -2
0,76 -0

2
=S n ( +at)(1+o,o377%)(1+ﬂcosz£c)log;—: (10

mit
pt = loge = 0,434 295.
Fafit man alle Konstanten zusammen, so ergibt sich mit 6 = 13,596
und 3, = 0,001293

K e o g = 18400 1)
Die vollstindige Formel lautet also, wenn wir noch — A+ He =H und
v nach (5) (II, 3), S.63 gleich ? setzen:
He— Hy
=184oo(1+a1‘)(1+o,3771§)(1 + B cos2 B¢) (I -l——*)l .+ (12)

Die so gefundene Hohendifferenz entspricht dem, was wir auf S. 70
orthometrische Hohen genannt haben. Aus der Entwicklung ergibt sich,
dafl man in den Faktor der Schwerereduktion die Breite B¢ einzufithren
hat, nicht, wie iblich, é‘#-

Die Gréfien p4 und pc sind als Werte des absoluten Druckes zu ver-
stehen, wie man ihn nach Anbringen simtlicher Korrektionen an der
Lesung von Quecksilber- oder Aneroidbarometern erhilt, oder wie man
sie etwa durch Siedethermometer gewinnt. Es darf also bei Quecksilber-
thermometern die Schwerereduktion nicht vergessen werden. Dafi die
obige Formel bereits eine solche enthilt, hat mit der richtigen Ableitung
von p4 oder pc nichts zu tun. Jene bezieht sich auf das Gewicht der
Luft, wihrend fiir das Quecksilberbarometer auch das Gewicht des Queck-
silbers in Betracht kommt.

Wir kénnen die barometrischen Héhenunterschiede auch als dy-
namische ableiten. Gehen wir von der Gleichung

AW = gdh

WC—W'A:fgd/z=—fdf | (13)

aus, so wird
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unabhingig von der Schwere. Dividieren wir durch einen konstanten
Wert, z. B. g5, so erhalten wir

M;_HC‘—HA:_L‘/‘Q‘ (14)
&15 gV

Es bleibt nun die ganze frithere Ableitung erhalten, nur fehlen die
von der normalen Schwere herrithrenden Faktoren. Wir erhalten also
fir den dynamischen Hohenunterschied

He— Hy= 18400 (1 ~{—az‘)(1 +o,377%) log%~

Wegen der Kompliziertheit der meteorologischen Zustinde kann die
barometrische Methode mit den anderen beiden nicht konkurrieren, auch
nicht mit der trigonometrischen, bei welcher die meteorologischen Fak-
toren nur in die Refraktionskorrektion eintreten, wiahrend bei der baro-
metrischen Messung die Luftzustinde das Wesentliche sind. Nach
Jorpanl) ist der Fehler einer Messung bei geringen Hohenunterschieden
(200 m) etwa 1—2 m, steigt aber rasch mit der Hohendifferenz. Die
grofite Unsicherheit bringt dabei die Unkenntnis der mittleren Luft-
temperatur mit sich. Nur lange, liber viele Jahre ausgedehnte Beob-
achtungsreihen kdnnen zu guten Resultaten fithren, und auch hier sind
systematische Fehler in groflem Ausmafe zu erwarten.

Wenn wir nun die drei Methoden der Hohenmessung iiberblicken,
so konnen wir zusammenfassend sagen, dafl sie alle drei theoretisch
Meereshohen liefern kénnten, dal aber die Durchfiihrung an der Un-
kenntnis, sei es der Schwerewerte, sei es der meteorologischen Elemente
scheitert. Das geometrische Nivellement aber liefert Werte, die wenig-
stens praktisch den Meeresh6hen gleichgehalten werden kénnen.

(15)

IV. Theorie der Gezeiten.

7. Allgemeines; Grundgleichungen; Entwicklung des Flut-
potentiales.

Es wurde bisher viclfach vom Meeresniveau gesprochen und dar-
unter jene mittlere Lage des Meeresspiegels verstanden, welche er in Ab-
wesenheit aller stérenden Ursachen annihme. Solche sind: Luftdruck
und Wind, die Temperatur und die Verschiedenheit des Salzgehaltes,
und namentlich auch jene durch die Anziehung von Sonne und Mond
hervorgerufene periodische Schwankung, die man als Gezeiten (Tiden)
bezeichnet. Die Untersuchung dieser letzteren Erscheinung bildet eines
der schwierigsten und kompliziertesten Probleme, dessen befriedigende
Loésung bisher noch nicht gelungen ist.

Wir haben in folgendem diese Aufgabe in ihren Grundziigen zu be-
handeln. Die Erscheinung der Gezeiten, charakterisiert durch perio-

1) W. JorpaN: Handbuch der Vermessungskunde, 1I. Bd,, S. yo02.
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disches Steigen und Fallen des Wassers, durch den Wechsel von Flut
und Ebbe, entsteht dadurch, da die Erde zum Teil mit einer Wasser-
masse bedeckt ist, welche gegeniiber dem festen Erdkern eine gewisse
Beweglichkeit besitzt. Betrachten wir nun das System Erde—Mond,
so haben wir die Erde als eine freischwebende Kugel aufzufassen, welche
mit einer gewissen Beschleunigung gegen den Mond fallt, wahrend auch
umgekehrt der Mond gegen die Erde fallt. In der Tat miifiten die beiden
Gestirne aufeinander stiirzen, wenn nicht die seitlichen Geschwindig-
keiten vorhanden wiren. Die Gréfie der Beschleunigung der Erde gegen
den Mond?) hingt auBer von der Mondmasse noch von der Entfernung ab.
Die dem Mond zugekehrten Wassermassen sind demselben niher, er-
halten somit eine griéflere Beschleunigung als der Erdmittelpunkt, und
suchen diesem in der Richtung zum Monde vorauszueilen: es entsteht
also hier eine Kraft, welche das Wasser zu heben sucht. Die Wasser-
massen auf der entgegengesetzten Seite sind weiter vom Monde ent-
fernt als der Erdmittelpunkt: ihre Beschleunigung also geringer: sie

—Mond

Abb. 28. Abb. 29.

suchen hinter der Bewegung der Erde gegen den Mond zuriickzubleiben.
Es entsteht also auch hier einc nach auflen gerichtete Kraft; auf einem
Giirtel zwischen diesen beiden entgegengesetzten Punkten entsteht eine
Kraft, welche gegen den Erdmittelpunkt wirkt und die Fliche des Wassers
zu erniedrigen strebt. In allen anderen Punkten steht die Kraft schief
zur Oberfliche. Es entsteht also ein Kriftesystem, wie es in Abb. 28
angedeutet ist.

Zerlegt man jede Kraft in ihre Horizontal- und Vertikalkomponente,
so erhilt man das System der Abb. 29. Hier sind lings der Peripherie
die Vertikalkomponenten, im Innern des Kreises die Horizontalkom-
ponenten eingetragen. Unter dem Einflufl dieser Krifte miifiten die
Wassermassen, wenn sie rasch genug folgen kénnten, die Form annehmen,
welche in Abb. 30 punktiert eingezeichnet ist.

Indem sich die Erde tiglich einmal um ihre Achse dreht, dreht sie
sich unter. diesem Kriaftesystem durch; es treten immer neuc Wasser-

1) Es ist nicht die relative Beschleunigung gegen den Mond, sondern gegen den
gemeinsamen Schwerpunkt Erde—Mond zu nehmen.
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massen in die gleiche Stellung zum Mond und werden zu entsprechender
Bewegung angeregt, steigen empor und sinken wieder hinab, und zwar
ist sofort einzusehen, daffi dies zweimal des Tages stattfinden muf:

Nehmen wir an, es sei in Abb.29 NS

/ N die Erdachse, so beschreibt ein beliebiger

/1 /_\\\\ Punkt einen Kreis um den Pol: ein solcher
t 7 1 7 sei durch AB dargestellt. Man erkennt
\\U y sofort, da3, wenn der Mond nicht im Aqua-
— tor steht, dieser Kreis unsymmetrisch gegen

Abb. 30. das Kraftesystem verlduft. Daraus folgt,

daf} die beiden Hochwasser eines Tages im
allgemeinen nichtgleich ausfallen werden. Der Unterschied ist um so grofer,
je grofer die Deklination des Mondes ist, und zwar gleichgiiltig, ob die
Deklination eine nérdliche oder eine siidliche ist, indem sich dabei nur
die beiden Fluten vertauschen. Da nun der Mond in jedem Monate alle
Deklinationen, die er erreichen kann, durchlduft, so hat er die Halfte
dieser Zeit nordliche, die andere Hilfte siidliche Deklination, und es
entsteht auf diesem Wege eine halbmonatliche Ungleichheit. Es ist Klar,
daB sich alle Ungleichheiten, welche in der Mondbewegung enthalten
sind, in dem Kriftesystem dufiern werden, also auch Flutbewegungen
veranlassen werden. Nun kommt noch die Sonne hinzu, deren Bewegungs-
perioden ebenfalls in der Flutkraft vertreten sein miissen: es wird eine
halbtigige und eine ganztigige Sonnenflut, eine halbjahrige und eine
ganzjihrlge auftreten usw.

Man kann zunichst nur sagen, dafi die Flutbewegung mindestens
ebenso kompliziert sein mufl wie die Kraft, welche sie erregt. Es ist aber
auBerordentlich schwierig anzugeben, welche Bewegung das Wasser tat-
sachlich ausfithren wird. Es handelt sich dabei um die Lésung der {ol-
genden hydrodynamischen Aufgabe: Welche Bewegung macht eine auf
einer rotierenden Kugelfliche verteilte Wassermasse unter dem Einflufl
der aus den astronomischen Daten abgeleiteten Flutkrifte.

Wir haben also von den hydrodynamischen Grundgleichungen aus-
zugehen. Sind X, Y, Z die Komponenten der auf die Masseneinheit
wirkenden Krifte, p der Druck und & die Dichte des Wassers, so lauten

die Gleichungen arx x— 1. g
dt2 g ox
d?y 1 p
PR "
diz LRV
a2 zZ— ERRTE

Die Groflen X, Y, Z enthalten einerseits die Anziehung der Erde, anderer-
seits die Flutkraft, so daf3 wir setzen konnen:

X=X+X Y=VY+Y% ZIZ=ZZL+2% (2)
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Bezeichnen wir die Erdmasse mit E, so wird, die Erde als Kugel vom
Radius 7 vorausgesetzt,

kRE x PE FE =z
R=—gey K==l A=y
mit 72 = x2 + y2 4 22 (3)
Fithren wir die Funktion
29
n= > (4)
ein, die nichts anderes ist, als die Potentialfunktion von X, Y, Z, so ist
=2 =t :
dox oy
27, 2 "
Zy = —671 : (s) 7
© 0
Zur Ableitung von X,, Yo, 7
Z, betrachten wir Abb. 31. Es )32vAU y
sei E der Erdmittelpunkt, P ein 7 M
Punkt der Wassermasse; seine / »
Koordinaten: x,9, z; §,n,{ selen &
die Koordinaten des Mondes, Abb. 31.

dessen Masse gleich M sei. X, v
Y, Z, sind dann gegeben durch die Differenz der Anziehungs-
komponenten von M auf den Punkt P und den Punkt E. Somit

RM(E —=x) RME

=T Dd
_ BMn—y)  RBMy 6
=" T T v ()
_ RME—s)  RML
2= Dy

Bezeichnen wir den Winkel PEM mit v, so ist

A=VDI 17 S VA s
=VD24r2—2rDcostp =D 1—2jb—costp+172-

-3
2

Lﬂ;b i +q
Z3= Do\" TP D VT oo

2
wobei wir das Glied mit —;—2 vernachlassigen. Somit wird mit gleicher
Genauigkeit
RMT,. 7 BRM 37r&
X2 == F[(b —x) (I—‘—SE‘COSlp)—g] = '“DT (—x+7)— COSlp)

=ﬁ'(1+3%005¢’)1 (7)

BN 377

2= 7 (— y+7°°w)
BRM 37L

22 =55 (= o+ 35 o)
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Ex+ny+Cz .
der, d =TT
oder, da cosY D 1st
A2 Mx M -
Xy = — 3 +3_D—5§(§x+77J’+Q5)
BMy  3RM N
V= — 2+ 35 nEx+ oy + Lo (8)
k2 Mz M. .-
L= — 73 %5‘&(595'*"7)’"{‘/:'3)'
Setzen wir
V2,74 V2y.74 .
Vo= — a4yt 2+ S0 oy + o)
RIM?
=7 (3 cos2y — 1) (9)
so ist
7 oV e
X2=M Yy = 2 22=M2~ (r0)
ox oy 05

Fiigen wir noch die von der Sonne herriihrenden Glieder hinzu, so ist nun

REE kM2 k2552
—_ — 20l — - 2 —
V=V+7V,= " -+ D8 (3cos?y x)—i—zD,a(gcosw 1), (11)

wo S die Sonnenmasse bezeichnet. Die Grundgleichungen nehmen nun

die Form an:
d2x d I
A __ "y
Js? bx(l y ]’)

dty 0 (.. I
m=a ~57) (r2)
dlz h) B 1

n r(” - o'f’)'

Die GroBlen ¥ und o’ lassen sich durch die astronomischen Daten
der Mond- und Sonnenbewegung darstellen. Wir fithren Polarkoordi-
naten ein:

x=rcospcos® &= Dcosdcose § = D' cosd’ cosa’
y=rcosgpsin@ 1n=Dcosdsine n = D' cosd sina’ (13
z=rsing = Dsind " = D'sind’.

Wenn wir annehmen, dafl in Abb. 31 die #y-Ebene mit dem Aquator zu-
sammenfillt, und die x-Achse nach dem Friihlingspunkt weist, so ist ¢
die geozentrische Breite und @ die Sternzeit des Punktes P; « und 0
Rektaszension und Deklination des Mondes, ' und ¢’ dieselben Gréfien
fir die Sonne. 7, D und D’ sind wie frither die Entfernungen vom Erd-
mittelpunkte.
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Es ist dann
Ex+4ny~+ Lz =7D cosyp = r.D(cosp cosd cos(@ — &) 4 sin ¢ sinJ)
3082y — 1 =3 cosp cos2d cos?(@—a) -} 6 singp cosp sind cosd cos(@—a)
-+ 3 sin2¢ sin?0 — 1

= % cos?ep cos?d -+ 3 sin2gp?sin?d — 1
+%sin2rpsinzd‘cos(@——a) (14)
3

+; cos?¢p cos?d cosz (@0 — a).

Wir koénnen hier drei Gattungen von Gliedern unterscheiden. Das
erste Glied enthilt den Stundenwinkel s = @ —a nicht. Da sich 0
langsam #ndert, so kann es fiir kurze Zeit als konstant gelten. Nimmt
man auf die Veranderung von ¢ Riicksicht, und bedenkt, da8 die trigono-
metrischen Funktionen nur im Quadrat vorkommen, so kommt diesem
Glied die Periode von einem halben Monat zu. Das zweite Glied enthalt
den Kosinus des einfachen Stundenwinkels des Mondes; es ist also im
wesentlichen ein Glied von der Periode eines Tages. Das dritte Glied
endlich enthidlt den doppelten Stundenwinkel, hat also die Periode eines
halben Tages. Die entsprechenden Glieder fiir die Sonne haben eine halb-
jahrige und ebenfalls eine ganztdgige und eine halbtigige Periode.

Wir haben also langperiodische, ganztigige und halbtigige Glieder.
Diese bilden drei Hauptgruppen, deren Unterscheidung aus der raschen
Veranderlichkeit des Stundenwinkels entspringt. Nimmt man auf die
langsame Verinderlichkeit der iibrigen GréfSen: d, 0, D und D’
Riicksicht, so spaltet sich jedes Glied in eine Anzahl von einzelnen Glie-
dern, deren Perioden gruppenweise wenig voneinander verschieden sind.
Die Astronomie lehrt, wie man imstande ist, den ganzen Ausdruck fiir V
in lauter einfache periodische Funktionen aufzulésen.

Um den Weg anzudeuten, wie eine solche Entwicklung durchzufiihren ist, be-
trachten wir z. B. das 2. Glied fiir die Sonne, d. i. abgesehen von konstanten Faktoren,
der Ausdruck

1 Ekliptik
D7 sin 2 d’ cos (@ — «').
Ist ¢ die Schiefe der Ekliptik, so ist nach Abb. 32
tan ¢ = sin ¢’ tan ¢. (15)
Daher:
sn2d — 2 tan d” _ _2sin¢’tane
i 1 +tan?d” 1 -4-sin?e’tanZe Abb. 32.

Da sin? ¢’ tan2 ¢ immer < 1 ist, kann man den Nenner nach Potenzen dieser
Grobe entwickeln und erhilt sin 2d” in der Form

sin2d’ = ¢ sin ¢’ 4 agsind3 ¢/ + @z sind ¢/ 4+ - -,
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wo &y, a3, a; Konstante sind, welche nur von & abhingen. Verwandelt man die Po-
tenzen von sin ¢’ in die Funktionen der mehrfachen Winkel, so wird

sin2d" =4y sin e’ 4 f3sin 3¢’ 4 d5singe’ .. (16)

Es wird dann weiter

sin2d” cos (@ — ') =& sin«’ cos (O — ') - bgsin3a’ cos (O — ) 4+ -+

= %[sin(9—sin(@—2(e’)]—{—bz—s[sin(@-i-2«’)—sin((-)—4a’])+ ceey (1)

so dabB die Glieder allgemein die Form haben:
¢;sin (@ 4ie), (17")

wo 7 eine positive oder negative gerade Zahl oder Null ist.

O ist die Sternzeit; sie dndert sich im Laufe eines Sterntages um 24h. Be-
zeichnen wir mit # die mittlere Zeit, verflossen seit einem gegebenen Anfangsmomente,
und mit w die Rotationsgeschwindigkeit der Erde, bezogen auf mittlere Zeit (so dal
fiir #= 86164 mittl. Sekunden w#= 27 wird), so ist

O=uwt+ 0. (18)

Hier bedeutet Op die Sternzeit fiir den gewdhlten Ausgangsmoment; wir er-
halten dann
sin2d’cos (@ — ') = J¢;sin (w2 +ic’ + Oy). (19)

Die Rektaszension der Sonne #ndert sich keineswegs proportional der Zeit, sie
1i6t sich aber durch eine Reihe ausdriicken, welche nach dem Vielfachen der mittleren
Linge fortschreitet. Bezeichnen wir die mittlere Bewegung der Sonne mit #’, so ist
die mittlere Linge gegeben durch »'? - Zy, wo Zj die mittlere Linge fiir die Zeit
t=o0 ist. Es ist dann

' =Ly+n't+4 dysina’t + dasin2n't 4. - -
~+ ey cosn’t 4 excos2zn’t4 -, (20)
Die Groflen 4 und ¢ sind konstante Grollen, welche von der Exzentrizitit der Erdbahn
und der Schiefe der Ekliptik abhiingen.
Fiir die Reihe {20) schreiben wir abkiirzend:

o« =Ly+n't+ 3 (21)
z ist dann bekanntlich nichts anderes als die Zeitgleichung. Setzen wir dies in (19)
ein, so wird, wenn X eine neue Konstante bedeutet
sin 20" cos (§ — &) = Z¢;sin (wé 4 in't + iz + K) i=o,F2,F+4...
= T¢;sin [(w 4 in')¢ 4 K] cos iz
+ S cos[lw4-in')2 4 K sinis. (22]
z ist ein kleiner Winkel, und da wir uns auf die ersten Werte von 7 beschrinken
konnen, so diirfen wir setzen

2.2 353
3 . . i3
= 4. sinis =iz — ——+- (23}

cosiz =1 —

Setzen wir hier die Reihe fiir 5 aus (20) ein, und entwickeln die auftretenden
Potenzen und Produkte in die Funktionen der vielfachen Winkel, so konnen wir
cos 7z und sin 7z durch eine Reihe darstellen, welche nach sin und cos der Vielfachen
von 7'z fortschreitet.

Das gleiche gilt von dem Faktor dessen Verinderlichkeit durch die Ex-

I
bzl
zentrizitit der Erdbahn bedingt ist, und somit ebenfalls eine jihrliche Periode hat.
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Wir hitten die Reihen fiir sin 7z und cos 7z oben einzusetzen und mit der Reihe

fiir D—I,é zu multiplizieren; hierauf wieder die Produkte durch die Funktionen der

vielfachen Winkel zu ersetzen, wodurch eine Reihe von der folgenden Form entsteht
51,5 sin 2" cos (0 — a') = 3 4, sin [(w + #n') ¢ + By, (24)
k

wo % ganze Zahlen sind, die auch negativ sein konnen und B, neue Konstante be-
deuten.

Die Reihe konvergiert sehr rasch, so daB man sich auf die ersten %2-Werte
beschrinken kann. Behilt man also nur die ersten Glieder bei, so erhalten wir aus
dem betrachteten Glied (15) eine ganze Gruppe neuer Glieder mit den Perioden

27 27 27 27 27 R
’ 79 IR} 7 N (25;
© w+4n w—n W 4 27 0w — 272

2 ist im Verhiltnis zu w eine kleine Gréle: w?# erreicht im Laufe eines Sterntages
den Wert von 24h, denn w ist nichts anderes als die Umdrehungsgeschwindigkeit
der Erde; »'¢ erreicht aber den Wert von 360° oder 24k erst im Laufe eines ganzen
Jahres, und im Laufe eines Tages nur 4m; ist also 365 mal kleiner. Die Perioden (25)
sind also nur wenig voneinander verschieden, und alle beildufig von der Linge
eines Tages.

Wollen wir uns auf die Hauptglieder beschrinken, so konnen wir in (22}

.. I .
€os 7z =1 und sin7z == 0 setzen, und — konstant nehmen. Gl (17) zeigt uns dann,

D3
dalb die wichtigsten Glieder den Werten i =0 und 7 = — 2 entsprechen. Dazu ge-
horen die Perioden
2
2% und ——”—,- (26)
w w—2n

In #hnlicher Weise sind auch die iibrigen Glieder zu behandeln. Beim Monde
werden aber die Entwicklungen noch weitldufiger, da seine Bewegung noch viel ver-
wickelter ist, als die der Sonne; auch ist die Exzentrizitit seiner Bahn viel gréfer,

I I . . .
s also viel stiirker verinderlich als Vo Beim Monde mul} ferner auf die wich-
tigsten Storungen seiner Bewegung durch die Sonne (Knotenbewegung, Perigium-
bewegung, Evektion, Variation) Riicksicht genommen werden.

Wir stellen im folgenden die wichtigsten Perioden nach KrimmeL1)
zusammen. In der ersten Kolumne finden wir den Namen des Gliedes
in der zweiten die hierfiir gebrduchliche symbolische Bezeichnung. In
der dritten Kolumne steht die Periode in der vierten das Argument des
betreffenden Gliedes; die auf die Sonne beziiglichen Gréfien sind wie
bisher mit einem Strich versehen, p bedeutet die Bewegung des Mond-
peripdums; die anderen Bezeichnungen sind bekannt. Die Zahlen der
ftinften Kolumne erhilt man, wenn man 360 durch die Zahlen der dritten
dividiert. Die letzte Kolumne gibt das Verhiltnis der Koeffizienten der
einzelnen Glieder zu dem von M, (= 100).

1) O. KrUMMEL: Handbuch der Ozeanographie. Stuttgart 1911, 2. Aufl, II. Bd,,
S. 265. (Bibliothek geographischer Handbiicher.) Vgl. auch: SCHWEYDAR: Harmonische
Analyse der Lotstérungen durch Sonne und Mond. (Verdffentl. d. preuB. geod. In-
stitutes. Neue Folge Nr. 9.) S.s.
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Periode Winkelgeschwindigkeit Verhiltnis
Name der Teiltide Sym- in der
bol Stunden nach der in Graden| Xoeffi-
Entstehung proStunde| zienten
1. Mondtiden.
a) halbtigige:
Hauptmondtide . . . My 12,42 | 2(w—7n) 29,08410| 100,0
Mond-Sonnentide K 11,07 | 2w 30,08214 8,6
Grobere ellipt. Tide N 12,66 | 20— 312 +p 28,43973 19,4
Kleinere » > . L 12,19 | 20— 72 —p 29,52848 3,8
Ellipt. Tide 2. Ordng. | 2V 12,91 | 2w —4n-+2p 27,89535 2,6
Grobere Evektionstide v 12,63 | 20 —3n—p+2n' 28,51258 3,8
Kleinere > 2 12,22 | 20— n +p—2%'| 29,45563 0,7
Variationstide u 12,87 | 2w —4n+27" 27,96821 2,4
b) eintdigige:
Mondtide . o 25,82 w—272 13,94304 41,5
Mond-Sonnentide K 23,93 © 15,04107 39,0
Grobere ellipt. Tide Q 26,87 w—3n+4p 13,39866 8,0
Kleinere » > M 24,84 w—1n 14,49205 3,6
> » » J 23,10 w—+tn2—p 15,58544 3,3
c) von lingerer Periode:
Monatliche Tide. | Mm 661,30 n—2p 0,54437 4,6
14 tigige Tide .| MF 327,36 27 1,09803 8,6

2, Sonnentiden.

a) halbtigige:

Hauptmondtide . . . S» 12,00 |2{w — ') 30,00000 46,5.

Mondtide (Sonnenteil) . o) 11,07 | 2w 30,08214 4,0

Grébere ellipt. Tide A 12,01 | 2w — 37’ 29,95893 2,7
b) eintigige:

Sonnentide . . . . P 24,07 w— 27’ 14,95893 19,3

Mond-Sonnentide K1 23,93 w© 15,04107 18,5

c) von ldngerer Periode:

Halbjihrige Tide . . | Ssa | 2191,43 | 22’ | 0,08214]| 4,0

Jedem dieser Glieder wird in der Fluterscheinung eine Welle ent-
sprechen. Man bezeichnet eine solche Welle als Partialtide.
Wir werden im folgenden das Flutpotential je nach Bedarf in der

unentwickelten Form (9) und (14) oder in der entwickelten Form, wie
sie der obigen Tabelle zugrunde liegt, voraussetzen.

8. Die Gleichgewichtstheorie.

Den ersten Versuch der Behandlung des Flutproblems bildet die
sogenannte Gleichgewichtstheorie, die auf Berwourrr, EurLer und
Mac Lavrin zuriickgeht. Man erhilt die zugehorigen Gleichungen da-
durch, dafl man in (12), S. 9o die linken Seiten gleich Null setzt.
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Die Grundgleichungen gehen iiber in
(=)=
ox 9 ?
) 1
T )— (x)
?

w(r=ye)=e
0z N

V— %p = const. (2)

woraus folgt

Da die Dichte des Wassers konstant ist, und ferner der Druck an der Ober-
fliche, der nichts anderes als der Luftdruck ist, ebenfalls als konstant
angesehen werden muf}, weil wir von der ungleichen Luftdruckverteilung
absehen, so erhalten wir

V = const. (3)

als Gleichung der Oberfliche. Die Gleichgewichtstheorie verlangt also,

daf sich die Wassermasse in jedem Augenblicke der Niveauflache anpafit.

Sie kann kaum als eine physikalische, sondern mehr als eine geometrische

Behandlung des Problems aufgefa8t werden, und besteht in nichts an-

derem als in der Bestimmung der jeweiligen Form der Niveauflache.
Wir haben also nach (9), S. 90

RE k2 Mr? 2252
= — - 2,y — (2 2 — 1) = t.
e 2D3( 3costyy — 1)+ D3( cos?yy — 1)} = const.  (4)
Setzen wir
Y/
r=ry+ 4% oder —I—=L(1——), (s)
7 70 70

wo 7, den Radius der ungestorten Wasserfliche bedeutet, so wird

RE  RER B2 Mr} B2Sry ,
T A TD?’U (3 cos?p — 1) 7 ;' (3 cos?y’ — 1) = const,
wo wir in den kleinen Gliedern 7 durch 7, ersetzen konnen.

Wire M und S gleich Null, so miifite auch % gleich Null sein. Die

k2 .
Konstante wird also gleich FE, Wir finden somit

70
Mr} Srd
— 2y — g 2y —
Vi 2ED3(3cos¢jJ 1) 2ED3(3COSw 1)
= A (3 cos?yy — 1)+ A’ (3 cos?yy’ — 1). (6)

Betrachten wir zunichst den Mond allein, so erreicht % sein Maximum
fir cosy = == 1, also fir ¢ =0 und Yy = 180, also wenn der Mond
im Zenit oder Nadlr steht. Dagegen erreicht % sein Mmlrnurn fiircosy =0
oder 1 = 90, also fiir aufgehenden oder untergehenden Mond. Und

zwar 1ist
frax, = 2.4 y hpin, = — 4. (7)
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Die Erhebung ist also doppelt so groBl wie die Senkung. Das gleiche
gilt fir die Sonne. Fiihren wir die numerischen Werte ein, so haben wir
zu setzen:

) 70 1 7o I
0= 6371 XM =068 D' 23amo 8)
M 1 S
Z =3 - = 322000
Damit findet sich
A = o018 A = 0.08. (9)
Es ist also die maximale Erhebung gleich 2.4 424 = o%52 (10)
» Senkung » —A— A4 = —o.26.

Betrachten wir die Glieder der drei Gattungen, wie sie in der Ent-
wicklung (14), S.91 auftreten, gesondert, und beginnen mit dem wich-
tigsten Gliede, ndmlich dem der dritten Gattung, so ist

hy=A4- g cos2¢pcos?d cos2(O—a)+ A4 - %cos%p cos2d’cos2(@—a'). (11)

Es lagern sich also zwei halbtigige Wellen ibereinander, die sich zu
einer einzigen Schwingung mit verdnderlicher Amplitude und Phase
vereinigen lassen. Wir setzen

O—a'=0—0a+ (e« — ),
somit
cos2 (@ — ') = cos2 (@ — &) cos2 (¢ — &) — sinz (0 — &) sinz (a—c’).

Fihren wir nun die folgenden Bezeichnungen ein:

A - gcos%o cos?d 4 4 - %cos%p cos2d’ cosz (@ — &) = f3 cos 2 /3
' (12)
A - %cos?(p cos?d’ sinz (@« — &) = f3sinz Ay,
so geht (11) iber in
hy = fzcosz(F3 + O — q). . (13)
Die Auflésung der Gleichung (12) liefert zur Bestimmung von f und F
die Ausdriicke

= 2 coszngA2 costd+A"2costd’+ 2.4 4 cos?d cos?d cos 2 (@ — o)
tan2 A cos?0sinz(a — o) (x4)
A2 = S cos?d + Acos?d cosz (0 — o)

Die Amplitude /3 erreicht ihr Maximum, wenn a = o’ oder ¢ = a’ 4 180°
wird, das ist im Augenblicke der Konjunktion oder Opposition von Sonne
und Mond, also zur Zeit der Syzygien oder zur Zeit von Neu- und Voll-
mond. Man bezeichnet die zugehorige Flut als Springflut.

Gleichzeitig wird Fg = 0; A3 erreicht also nach (13) das Maximum
im Moment @ = a oder @ = a 4 180. Dies entspricht dem Augenblicke
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der oberen oder unteren Kulmination des Mondes, welche zur Zeit der
Syzygien mit Mittag und Mitternacht nahe zusammenfallt.

Die Amplitude f; erreicht ihr Minimum, wenn cos 2 (¢ —@') = — 1,
also a — a’ gleich 90° oder 270° wird, das ist zur Zeit der Quadratur des
Mondes (erstes und letztes Viertel). %3 hat dann die geringste Schwankung,
man bezeichnet die zugehoérige Flut als Nippflut.

Auch hier wird Fg = 0, und das Maximum von kg wird wieder er-
reicht fiir & = @, also wieder zur Zeit der oberen und unteren Kulmi-
nation des Mondes, das ist beildufig um 6" morgens und abends.

Zu allen anderen Zeiten wird F3 3= 0 sein. Es tritt also eine Phasen-
verschiebung ein, und das Hochwasser wird nicht mehr mit der Kul-
mination des Mondes zusammenfallen.

In bezug auf die Deklination ist die Schwankung gréfier, wenn d oder
d’ gleich Null sind. Diese Bedingung ist fiir beide Gestirne gleichzeitig
niherungsweise erfiillt bei Voll- oder Neumond zur Zeit.der Aquinoktien.

Unter sonst gleichen Umstinden ist die Flut am Aquator am gréften,
weil hier cos ¢ = 1 wird.

Fir die Glieder der zweiten Gattung erhalten wir

/zz=%Asin2(p sinzd’cos(@—a)—i—%A'sinz(psinzd'cos(O —d).  (13)

Die beiden Glieder kénnen dhnlich wie bei %3 in ein Glied mit verdnder-
licher Amplitude und Phase zusammengezogen werden. Die Periode ist
ganztigig. Wir finden

hy = fycos(Fy 4+ 9 — «) (16)
f2=~2— sin2gp¥ 4*sin? 20 + A ?sin?20" 4 2z A4’ sin 20sin 20 cos (e — )
A sinzdsin (¢ — ') (r7)

tan £y = Asinz0+ A sin2 ¢ cos(«—a')

Die Amplitude ist im allgemeinen kleiner als f5, da sie statt cos2d, welches
zwischen 0,778 und 1 schwankt, sin 20 enthilt, das zwischen 0 und 0,829
eingeschlossen bleibt. Dic grofite Schwankung tritt ein fiir « = a’ (Neu-
mond), die kleinste fiir ¢ —a’ = 180 (Vollmond). In beiden Fillen
wird F, = 0: das Hochwasser fillt mit der Kulmination des Mondes
zusammern.

Beziiglich der Deklination ist die Schwankung am gréften, wenn
d und ¢ im Maximum sind.

Die ganztagige Flut verschwindet sowohl am Aquator wie am Pol
wegen des Falktors sin 2¢p.

Das Glied der ersten Gattung endlich,

by =A [% cos?ep cos2d -+ 3sinpsin?d — 1]

+A'[f‘2 cos2¢p cos?d' + 3sinpsin?d’— 1]

Einfiihrung in die Geophysik. 7
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148t sich leicht auf die Form bringen:

A[(gsi.n”rp— I)(I — %cos:’d)] + A’[(3 sin2¢p —1) (1 ——‘Z— coszd’)]- (19)

Dieses Glied ist nur verinderlich, insoweit es d und ¢’ enthilt. Da es
von diesen Grofien nur Funktionen im Quadrat enthilt, so nimmt %,
die gleichen Werte fiir positives und negatives d bzw. ¢’ an. Die Periode
von k; wird also nur die Hilfte der Periode von 0 bzw. ¢’ sein, also ein
halber Monat und ein halbes Jahr. Da d selbst beim Monde == 28° nicht
iiberschreitet, so ist immer 1 — § cos?d <C 0. Solange also auch 3 sin2¢
— 1<C 0 oder ¢ <35° ist, wird Ay immer positiv sein. Es steht also
immer infolge der Flutkraft der Meeresspiegel am Aquator wihrend
des ganzen Jahres hoher als ohne die Fluterscheinungen.

Eine Verbesserung dieser Theorie kann dadurch eingefithrt werden,
dafl man die Anderung der Anziehung in Rechnung zieht, die dadurch
entsteht, dafl das Wasser unter den Flutkraften seine Form #dndert.

Dazu gibt die Theorie der Kugelfunktionen ein einfaches Mittel an die Hand.
Dort wird gezeigt, dab man jede auf der Kugel gegebene Funktion, also auch die
Verteilung der Fluthéhen durch eine Summe der folgenden Form darstellen kann:

h=ryg Y, (ud). (20)
Hier ist
u=sing A = geogr. Linge
_0_(_31 L
Y, (ud)= A”/P”]-(‘u) cosji 4 EIanPuj(A“) sin 74
J=o J=o0
2 P, (u) (21)
AN
Lol = (1 — 22 ——5—
swm 2 L), =) L
1”(‘u)_2"(7z!)2 #r 2(271——1)'u” P+ 2-4(2n—1)(22—3) pmrs

Die 4,; und B,; sind konstante Koeffizienten.

Nehmen wir nun an, wir hitten eine Kugel vom Radius 7y und der Dichte ,,
auf der Oberfliche mit Massen der gleichen Dichte belegt, deren Hshe durch eine
solche Entwicklung gegeben sei, so dafl also

r=ry(1+4 XY, (22)
ist, so zeigt die Theorie der Kugelfunktion, dal das Potential dieses Kérpers auf
einen Punkt seiner Oberfliche gegeben ist durch

4ﬂk2 '9711 7'0? 2 (72— I) |
V= [ S — .
2 (o2l (23)

Wir denken uns nun die Erde als eine Kugel vom Radius 7y und der Dichte #,,,
bedeckt mit einem Ozean von der Tiefe 797 und der Dichte $ (= 1), auf welchem sich
eine Fluterscheinung abspielt, die in einem gegebenen Augenblicke dargestellt sei
durch die Reihe 79X Y,. & und X'V, sind gegeniiber 7 als kleine Grolen zu be-
trachten. Es ist dann die Entfernung » eines Punktes der Oberfliche vom Erd-
mittelpunkte gleich

r=rg(t +d4+2Y,). (24)

Das Potential des Korpers auf einen Punkt seiner Oberfliche setzt sich nun

zusammen:
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1. aus dem Potential des Kernes, einer Kugel vom Radius 7y und der Dichte &,:
- 4nR2rB3 9, 4k 2 ¢
Tl +d+EY,) 3
2. aus dem Potential einer Hohlkugel von der Dichte 4, auf welcher die Massen
in der Héhe 90X ¥V, lagern. Dieses Potential stellt sich dar als Differenz des Po-
tentials einer Vollkugel vom Radius 7o(r 4 &) mit den aufgelagerten Massen und

der Dichte ¢ und einer Vollkugel vom Radius 7y und der gleichen Dichte. Wir er-
halten also nach (23):

7 (1—d—27,); (23)

Vo — 4272 (1 4 )29 (1 _ Ez(n —1) . _ 4717/722_@3‘_}_*
- 3 2nt+1 % 3(1+d+237)
422 (1 +2d)9 2{n — 1) 422
= ; e A B i
T h2 102 9 2(1—1 .
=4 ;O P_Szn+3'“+ﬂd*l+d+sn]
TRyl 9 a
=4_—°[3(z+ S'éni;-x'y"]' (26)

Fiigen wir nun #; und /% zusammen, so erhalten wir das Potential der mit der
gestorten Wasserfliche bedeckten Erde auf einen Punkt ihrer Oberfliche. Dies haben

RE .
wir in (4) an Stelle von —— einzusetzen. Wir erhalten
-

472728 T R2r2# 3 22 Mre?
g x4 4T e s v+ ety —n
E2S42
+ 7;%7% (3cos2y’ — 1) = kopst. (27)

Da fiir ¥ = S= o auch die Fluterscheinung d. i. YV, verschwinden muf}, so
bleibt fiir die Bestimmung der Konstanten

4k &,

3

Es heben sich also diese Glieder gegen die Konstante auf der rechten Seite
weg, und wir erhalten

47[k27’02 v © 3 ]u’zM?‘O?

=BT 8T Y, — S .Y, 5

9 2
+ 2 ooty — ) =0, (28)

4Ry O

(1 —d) + 3 d = const.

(3cos? ¢y — 1)

Es ist nun nach (21) sofort zu sehen,fdall 3cos2y —1 und 3cos Y/ —1 Kugel-
funktionen zweiter Ordnung sind, und zwar ist

2 3oty — 1) = Pyleos ), - (3cos?y’ — 1) = Paleos ¥,
wobei cos ¥ und cos ¥’ die Form haben
cosy =usind +V1—utcosd cos(®— ) =usind +V 1—u2cosd cos(Gp+1—a)
cos W' = gusin ¢’ 4 Y1 — u2 cos d” cos (0 — e') = usind” 4V 1—u2cosd’ cos(Og+ 4 —a'),
wenn O, die Sternzeit des Nullmeridians bedeutet.

Soll nun die obige Gleichung (28) fiir alle Werte von g und 4 erfiillt sein, so
miissen alle ¥ mit Ausnahme von Vs verschwinden: denn da die letzten beiden

Glieder in (28) nur Kugelfunktionen zweiter Ordnung enthalten, so diirfen auch im
I. Gliede nur solche vorkommen. Somit ist:

Vy=V,=YVz=---=0 h=nrls (29)
7%
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und es bleibt mit 2 = 2
23 k2 M,
—]7"4"3 7‘0(3”1_%3)4_ 0 (3005250—1)"'

oder da

o2
0,3 (3cos2y’ —1)=0,

47!7'0331 —x
3

ist

3 %\ _3Mnt 2 — ) 3570 ac
h(l—?s,,,) L ED8 30 — 1+ S Beosty’ — ). (30)

Vergleicht man dies mit (6) und bezeichnet die dort berechnete Hohe der Flut
mit /g, so ist

I
h=los — g 51

Die mittlere Dichte der Erde ist 5,5, die Dichte des Wassers ist 1. Der Faktor wird
also gleich 1,12.

Zur Beriicksichtigung der Anziehung der durch die Flut gestérten
Wassermasse auf sich selbst, miissen also alle Werte, welche aus der
Gleichgewichtstheorie folgen, mit 1,12 multipliziert werden.

Der Vergleich mit den Beobachtungen zeigt sofort die Unzulinglich-
keit der Gleichgewichtstheorie. Nicht nur, daff die beobachteten Flut-
héhen bei weitem grofer sind als die Zahlen (10), es fallen auch die Zeiten
des Eintrittes von Hoch- und Niedrigwasser keineswegs mit den von
der Theorie geforderten zusammen. Der Grund liegt darin, dafl die Gleich-
gewichtstheorie Eigenschaften des Wassers voraussetzt, welche es nicht
hat. Das Wasser ist nicht so beweglich, dafl es in jedem Augenblicke
die geforderte Gleichgewichtslage annehmen kann, und wiirde auch, wenn
diese erreicht wire, infolge der Tridgheit sofort dariiber hinausgehen.
Nur wenn sich die Kraft langsam #ndert, der gleiche Zustand anndhernd
langere Zeit erhalten bleibt, dann hitte das Wasser Zeit, in der betreffen-
den Lage zur Ruhe zu kommen. Die Gleichgewichtstheorie kann also
héchstens auf die langperiodischen Glieder Anwendung finden.

Aus diesen Bemerkungen ist ersichtlich, dafl die Gezeiten nicht als
ein Aydrostatisches, sondern als ein Ayvdrodynamisches Problem zu be-
handeln sind, und daB# daher dic unverkiirzten Formeln (12), S. g0
genommen werden miissen.

9. Dynamische Theorie von Laplace.?)

Wir gehen also auf das System (12), S. 9o zuriick. Darin ist V,
das Potential der stérenden Krifte, gegeben, J die Dichte des Wassers
bekannt; x, ¥, z und $ sind unbekannt und als Funktionen der Zeit und
der Anfangswerte xg vg 29 und pg zu bestimmen. Wir brauchen also noch
eine vierte Gleichung. Diese wird gewonnen aus der Tatsache, dafl bei
der ganzen Bewegung die gesamte Massc des Wassers die gleiche bleiben

1) P. S. LarLAcE: Traité de mécanique céleste, livre IV.
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muf, und heifit die Kontinuititsgleichung. Sie ist auch der Ausdruck
dafiir, daf3 in ein Volumelement im Innern des Wassers nicht mehr Fliissig-
keit eintreten kann, als in der gleichen Zeit austritt. Die Dichte des
Wassers wird dabei konstant vorausgesetzt. Die Hydrodynamik lehrt,
daBl die Kontinuititsgleichung die Form besitzt:

0 [dx o [dy d [ds '

i lat) + oy () +5: () == (x
Man erkennt nun soforf, daf3 das Gleichungssystem zweierlei Integrale
zuldfit.  Setzen wir ndmlich voriibergehend: x =xy +x; + %5, y =

Yo+ Y1+ Y2 z =2+ 2 + 2z, und ?5 bo =+ p1 + P2, so kénnen wir

das System in zwei zerlegen:

Pxy I 0p d?xy D 1 )
e T e ™ 7;2“—35(”—19 g

Py 1y Ay ¥ I )

At~ ¥ ¥y Cder T ¥y (V 5 P (2)
a?z I 0 d’zg 0 1

v s it = 3 (V ;9"-”2)7

wobel gy 2p und po als konstante Anfangswerte zu betrachten sind.

In dem ecrsten System kommen die stérenden Krifte iiberhaupt
nicht vor; das Integral stellt dic sogenannten freten Schwingungen der
Wassermasse dar. Die Perioden dieser Schwingungen hingen nur von
der Masse des Wassers, seiner Tiefe und der Konfiguration seiner Be-
grenzung ab. Das zweite System. 148t nur -Integrale zu, welche dieselbe
Periode besitzen wie die stérende Kraft. Solche Schwingungén heifien
erzwungene Schwingungen.

Laprace untersucht nur diese zweite Gattung von Integralen, in-
dem er von der Annahme ausgeht, dafl durch die innere Reibung die
freien Schwingungen immer wieder vernichtet werden. Inwieweit dies
den Tatsachen entspricht, werden wir spiter zu besprechen haben.

Ferner setzt LapLace voraus, dafl das Meer die ganze Erdober-
fliche bedeckt. Auch der Einflufl dieser Beschrinkung wird spater in
Betracht zu ziehen sein. '

Endlich vernachldssigt LapLace die Vertikalbeschleunigung des
Wassers tiberhaupt. Dies sieht zunichst paradox aus: Die zu unter-
suchende Erscheinung duflert sich im wesentlichen in einer Hebung und
Senkung des Wasserspiegels, und gerade diese Richtung trifft die Vernach-
lassigung. Es ist dies aber doch berechtigt: Die Vertikalkomponente der
Flutkraft kommt gegeniiber der Schwere gar nicht zur Geltung; dagegen
kommt die Horizontalbewegung des Wassers zur vollen Entwicklung.
Die Fluterscheinung entsteht also nicht dadurch, dafy das Wasser von der
Flutkraft gehoben wird, sondern dadurch, dafl es von allen Seiten zu-
sammenstrémt und der Uberschuf8 naturgemif nach oben ausweichen muf.
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Es sei
x = rcosqp cos(wt+2)
y=rcosp sin(wz+ 1) (3)
=rsing,

worin @ und 2 die geographische Liinge und Breite eines Wasserteilchens bedeuten. Wir
setzen w £ -}~ 4 = / und bilden zunichst die ersten Differentialquotienten von x, y und gz,

wobei wir der LapLACEschen Hypothese entsprechend :% = o setzen. Wir finden

dx . do . di
= smq)coslz-—rcostp sin/ - (w +E)
ay . A dl
2= smgp‘sml—(ﬁ-i-rcostp cosl—(w —1—5) (4)
dz

dt

Daraus leiten wir die zweiten Differentialquotienten ab, wobei wir Groben

2. Ordnung, also die Quadrate und Produkte der ersten Differentialquotienten ver-

nachldssigen. Es ergibt sich

bl 7‘005(?‘;—(:—'

a2x . ae . dep o da
ZZ = T rsne cos/ 7 ~+ 27singsin/- w a7 cos @ cosl(w-—i—zw E)
. d2)
— 7 coS @ smlﬁ
d?y . . A2 . do . R da (5)
az = sin sml?tz———zy sing cos/-w T cos @ sin/ (w~+2w d_t)
d?)
a2z _ 2¢ —I—rcostpcosl‘—iﬁ—
TE = s e o

Es ist ferner
dV 3V dr OV dgp OV 0!

=0 dx g dx T 0x
W_dv de 3 dg 3V 1 6
ay_B;"by—"_qu dy L 07 dy
dV Qv dr IV 3 OV A/
PR PP PR PR YO VI T
Zur Berechnung der Differentiale von #, ¢ und / nach z, y, = haben wir aus (3)
7@ und / durch x, y, z auszudriicken. Wir finden leicht

2 22 .0 mep = —— =% =2
7 22442422, sing Varoaaa , tg!l i)
somit
dr _ = do z Or sx sin cos g cos/
a—x—7—cosq)cosl, cos¢p-~a;=—7—‘§-6vx=—;‘§=—-————r———
Or _y . o z Or z sin@ cos @ sin/
a—y—;—cosqp sin/, cosq)-—; =—7:-6—J,=—7—3=——~—-7‘ T——
dr_z . oo z 07 I 2 1 22432 coslyp
3, e cosggr=—mgty =Tt = O
1 0/  y  cospsin/
cos2/d0x  x  rcosie - cos¥/
I T S S
cos2/dy  x  rcosgcos/

L I
cos?/ 0z
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Es wird also

4 aVco osl—é-lj sing cos/ 3V _sin/

dx 0y 8P o r ¥ rcosg

oV OV singsinZ | 9V cos/

dy ~ dr "cos sin/— dgp’ r 7 rcosg ®)
oV IV, 0V cosg

3 =5, e +
0p A2

und entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir 3z’ 3r und a‘ﬁ die nun zusammen
y
mit (8) und (g) in (2) einzusetzen sind. Multiplizieren wir die so entstandenen Glei-
chungen der Reihe nach mit:
coscos/, cosgsin/ und sing

3z,

. )
und addieren, so findet man eine Gleichung fiir O—V ; 3 entsprechende Gleichungen

fir die Koordinaten ¢ und / ergeben sich durch Multiplikation mit
— r sing cos/, — 7 sing sin/, +rcose,
bzw. — rsin/, 7 cos/, o.
Die Gleichungen erhalten so die Form:

el ae ) 3 2

d 22 OV 1 0
251nq;cosq:(w-+2mdt)+7dtq w———‘(—}--ﬁ (9)
a2 ] )
— 2w72sing costp»;-if—i—r?cos?cp 7{;; =b—7——-‘;“a—‘?

Wir haben auch die Konfinuititsgleichung in eine entsprechende Form zu
bringen. Das Volumelement in Polarkoordinaten ist gegeben durch
r2cosqgpdpdldr. (10)
Fiir d» nehmen wir die Tiefe des Meeres = y; wir nehmen also als Volumelement
eine unendlich diinne Fliissigkeitssiule, welche vom Meeresgrund bis zur Oberfliche
reicht. Durch die Bewegung gehen ¢, 4 und s iiber in
¢+u, Atv, rtn. (11)
Es wird daher aus
3

cosq: cosp — using = cosq (1 — # tgp}

dp: de + (%d(p: dq)(l—l—a«s
dr: dr+ gi;’dz = dl(l—*— g;) (12)
' dy
v "+pr'”+o_3.'”+""

] ] .
W’;und ﬁ/ entsprechen hier der Anderung von y, so weit sie vom Meeresgrund
herriihrt; dazu kommt noch die Fluthohe 4, welche mit den anderen Gliedern zu-
sammen die gesamte Wassertiefe gibt. Das Volumelement deformiert sich also in:
du da u Oy v Oy )
2 — ) — = —e st — == dpdi
ricosg(1 utg(p](I—Fa )(I+61) (x—{—y +7/ 32
du | ay v 0y , n

-2 —_ [ — . < —-

=y cosq:ydq;d/[l utgq)—{-aq]—l—O? y 5(p+y 07.+y

Die Kontinuitit verlangt, dal das neue Volumelement dem alten gleich sei.
Es mub also der Faktor in der eckigen Klammer gleich 1 sein, oder

0 0 b}
—z¢tg¢+£+ol;+‘;— +; a;,'i‘—:
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Daraus finden wir fiir 74 oder die Fluththe %:

i) 0
1‘1=ﬁ=”7’tg‘?—w(u7’)“‘b—l(’”7’)' (x3)

‘Weiter wird 3 3
/zcosq}—uysmtp—cosq) (u;/)—costp 61(07/)

Die ersten beiden Glieder rechter Hand geben zusammen das vollstindige
Differential von #y cos@ nach ¢; und da im letzten Gliede nur nach 2 differentiiert
wird, konnen wir auch hier cos @ unter das Differentialzeichen nehmen. Es wird also

0 0
/z-cosq;—i—a (uycosq;)-{-b (vycosp)=o0. (14)

Diese Art der Ableitung der Kontinuitiitsgleichung fiihrt die Bedingung ein,
dal die Wasserteilchen, welche zu Beginn in einer Senkrechten iibereinander gelagert
waren, auch wihrend der ganzen Bewegung in dieser gegenseitigen Lage verbleiben.
Damit ist vorausgesetzt, daf alle iibereinander gelegenen Teilchen die gleiche Hori-
zontalgeschwindigkeit haben,

Die Glelchungen (9) und (14) bilden die Grundlage der Larraceschen
Theorie.

Integration. Larrace zerlegt nun das System (9) in drei Systeme
und setzt zu diesem Zwecke

 p=htptp wd V=R T. (15)
Die drei Systeme lauten:
Wy 1 ¥ 3y 1 ¥y
V—y'v———(u 7COSlp W'—# 07”_0
o I dp 9.9 Ay 1 P
—_ . = - — == II
VRIRY w2r2singcosp 3 1 b(p 7 g o
AR Mi_x
YN YA LY YA (16)
1% 2 7cos? ar
T e T Ve
I bﬁg - 9 -~ 2”72(/) . III
— 5 g = 207 sm(pcoS(p + p
L. 2(0725111(;)005(/)——{—7'%052(/)
S . VA dt 2

Da es sich um lineare Differentialgleichungen handelt, ist diese Zer-
legung gestattet.
Wir behandeln zunichst System I. Das Integral lautet

: 2,2
-—%pl =Y cos?¢ -} const. (x7)

Ist ¥, der Wert des Potentiales in der ungestérten Wasserfliche und /
die Fluthohe, so ist
L4

n="r-+ a"}f'/l'
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Nach der Definition des Potentiales ist nun Rid = — g, gleich der ne-
. . . o7
gativen Schwerbeschleunigung: somit
| Vi ="V, —gh. (18)

2,2
. Lo Wiy
Die Grofle

kraft, also eine GroSe, die nach den Ausfithrungen im Kapitel II von
der Ordnung der Abplattung ist. Wir diirfen uns daher auch in ¥V nicht
auf den einfachen Ausdruck (4) S. 89 beschrinken, sondern den genaueren
nehmen, der in Gleichung (1 ) S 66 enthalten ist, namlich:

cos2¢ ist nichts anderes als das Potential der Flieh-

RE
Vo= o —l—- (C A) (1 — 3sin2g).
75
Setzen Wir nun in (17) ein, so erhalten Wir':

2,2
+ (C——A 1— 3sin2¢p) 4 —— O costq g/z——pl—const (19)
P p—

Dle ersten drei Glieder zusammen smd aber nach (16) und (19), S. 66
gleich der Grofle W, welche lings der ungestorten Erdoberfliache gleich
einer Konstanten W, ist. Fassen wir somit alles, was in (19) konstant ist,
in eine Grofle zusammen, so wird
H=C—1ldg, (20)

wo C eine neue Konstante bedeutet. Diese Gleichung gilt, wie man
sieht, auch fiir die abgeplattete Erde.

Das System II enthilt die Gleichgewichtstheorie und ist durch die
Ausfithrungen von S. 94—100 erledigt. Das Integral lautet:

1
= Va+ G (21)
Es bleibt nun noch das System III. Es ist nach (15)
?=p+p2+ s
Fir die Oberfliche konnen wir diesen Druck = Null setzen (wenn wir
vom Luftdruck absehen). Es ist dann
p=—p—pr=—C+rdg— I+ G)
=‘(}(/lg—V2); (22)
wobei wir die Konstanten gleich Null setzen miissen, da fiir = 0 auch
p5 verschwinden mufl.
Wir setzen das Integral in der Form der Glieder in ¥y voraus:
b= acos(it+ b+ €
hg — V2=}?=a'cos(z't—|—,él + &)

* . (23)
u=bcos (it -+ kA + €

v= csin (it kA ).
I@:A[(gcos%p—x)(r—%cos?d)+~‘;’—sin2(psin25cos(wt+l+a)

+ ~';- cos?(pcos?d cos2(wé -+ 4 4 ¢) .
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Hier ist # die mittlere Zeit eines Ausgangsmeridians und 4 die geographische
Linge, so daff die @ — « in’Gleichung (14), S. 91 ersetzt ist durch

O wtt+i—a=wt+1+¢.
Ein beliebiges Glied von V, hat dann die Form

Flp)cos it + &+ ¢, (24)
wo in F (¢p) auch die als konstant zu betrachtende Grofle d enthalten ist;
u und v sind wie in (11) die verinderlichen Teile von ¢ und A.

Setzen wir nun (23) in die zweite und dritte Gleichung des Systems III
ein, so finden wir

[_ g‘; — zwrsingcosgp - ci+ 72 - biz] cos (i + &L 4 &) =o

(@'% — 2wr¥singcosep - bi+4 r2costep - ci2]sin (it kh 4 &) =o.
Da diese Gleichungen fir alle Werte von ¢ erfullt sein sollen, so folgt,
dafi die eckigen Klammern fiir sich verschwinden miissen:
d0d
) p
a'k—z2wrisingpcosp - bi + r2costpc =o.
Daraus findet man

— 2wrisingcose - ¢i 722 =o

7

icosp — 2d'kwsing

0 7
T F2cospi(i — 4w?sin?g
o pi p) (25)
2 wsing cosp — d'ki

dp
r2costep - (72 — 4 wisinp)

Die erste Gleichung des Systems III spielt keine Rolle, da wir die Be-
wegung in der Richtung 7 vernachlissigt haben.
Wenn wir nun ein Glied der Flutkraft herausgreifen:

Flip) - cos(iw 4 2L 4 &)
und in die zweite Gleichung (23) fiir V, cinsetzen, so fillt wieder cos
(tw-kL- g)als Faktor heraus, und wir erhalten

ga—Flp)=d

L) (26)

4

Endlich bleibt noch die Kontinuitdtsgleichung (14) zu behandeln.
Wir fithren hier die Voraussetzung ein, daf3 die Tiefe des Meeres nur von
@ abhiangt, dafl also die Tiefe des Meeres vom Pol zum Aquator nach
irgendeinem Gesetze variiert, lings jedes Parallelkreises aber konstant
ist. Dann ist ¥ von 4 unabhingig, und wir finden unter Benutzung von
(26), wenn wir den Faktor cos (fw - k4 4 &) wieder gleich unterdriicken:

(Lf(@cosfp T bqr;)(&7005¢)+ ckycosp =o. (27)
S

oder
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Fall konstanter Meerestiefe. Um zu priifen, ob die gefundenen
Gleichungen trotz der eingefithrten Beschrinkungen wenigstens das Wesen
der Sache treffen, untersucht Laprace die Frage, inwieweit sich gewisse
Eigentiimlichkeiten der Fluterscheinungen, die beobachtet wurden, dar-
stellen lassen. Es wird zunichst die Frage behandelt: Gibt es eine Kon-
figuration des Meeresgrundes, bei welcher die tdgliche Flut verschwindet?
Fir diese ist zu setzen:

i=0w i2=1
Flp) = Gysingcosp
Wir kénnen uns hier, wie auf S. 96 gezeigt, das Mond- und das Sonnen-
glied vereinigt denken. Da nun nach der Voraussetzung a == 0 werden
soll, so folgt aus (26)

a'= — G singcosp
dd . 28
und Y = — Gy(cos?p — sin?¢pp). (28)

Damit findet sich aus (25):

P Gy (cos?p — sinZip) cosp 4 2 Gy wsin2ep cosp — G,
r2w3cosp (1 — 4sintep) r2?
: 4 . (29)
_ —2Gywsinpcosp(cos?p —sin?¢p)+ Gywsinpcosp__ Gytang
o 72w3cos?p (1 — 4sinep) T P2

Dies ist in die Kontinuitdtsgleichung (27) einzusetzen. Das erste
Glied verschwindet wegen @ = 0 und es bleibt

Gy 0 Gitangp
T iy VO T s eosp =
oder
0 .
Wp—(ycosrp) 4+ ysingp =o.

Daher

oy

dp
oder

y == const. (30)

Auf einem die ganze Erde bedeckenden Ozean mit konstanter Tiefe
verschwindet somit die eintigige Flut; das bezieht sich aber nur auf
die Fluthshe. Es bleiben noch Horizontalbewegungen des Wassers von
eintdgiger Periode, wie sich daraus ergibt, dafl b und ¢ nicht Null sind.

Ein Versuch, die gleiche Bedingung fur die halbtidgige Flut zu er-
fullen, fiihrt zu dem Tiefengesetz

y=Cctangp. (31)

Da hier die Tiefe am Aquator unendlich werden miifite, so ist die Er-
fillung dieser Bedingung unmdglich. Es gibt also kein Tiefengesetz, bei
welchem die halbtigigen Gezeiten verschwinden.
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Integration in geschlossener Form. LaprLAcE sucht weiter solche
Fille auf, bei welchen eine Integration in geschlossener Form méglich ist.
Wir wollen hier den Fall 7 = 2w, & = 2 vornehmen, welcher den halb-
tagigen Gezeiten entspricht. Es ist also hier:

Vo= Gjcos?pcos(zwt -4 24 4 &) = Fycos(zwt+ 24 +¢) (32)
zu setzen. Wir gelangen zu geschlossenen Ausdriicken unter der Annahme
a' = Hycostp -

da = — 2 Hysingcos¢. (33)

3
Setzen wir in (235) ein, so findet man leicht:
y_ Mty Hfi-tsintg) »
rtw? 272wicos? g °

Fihren wir dies in die Kontinuititsgleichung (27) ein, so erhalten wir:

B+ G, Y, Hy . 1-sinlg
7 cos3 Pl _‘/) (7sin ) 2!’ W °
oder
Hy+ Gy Ao | 07
_2_ costp = b(psm(pcos(p-—i-z/- (35)

Das Integral dieser Gleichung hat die Form
, v = Ccos2p. (36)
Setzt man in (33) cin, so ergibt sich zwischen C und H, die Beziehung
o th+Gy ro?

2 Hy g
oder
Gor2w?
= e (s7)

Ist also C und damit das Tiefengesetz (36) gegeben, so gibt diese
Gleichung die Grofe H,. Die Fluthshe ergibt sich endlich aus (26):

. =d’+F2(¢)=»}[2+GQCOSQ¢= Gycos’p  2Cg 2Gyy (38)

£ £ g 2 Cg—r2c02= 2Cg—riw? ’
Aus dieser Gleichung folgt, dafl a negativ, die Flut also umgekehrt wird,
wenn

. 7wl
cZ 2g (39)
ist.  Nun ist
22 2
Ay R AL 6,38 - 10% Meter = 11000 m. (40)
2g 2 g 2 239

Wenn also C, die Tiefe des Mecres am Aquator, kleiner als 11 km
ist, verlduft die Flut umgekehrt, d. h. es ist Hoch- und Niedrigwasser
im Verhiltnis zur Flutkraft vertauscht. Fiir normale Meerestiefen wire
dies also immer der Fall.
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Fir die eintdgige Flut ergibt sich dhnliches bei einem Tiefengesetz
y =1I— gsin¢p. (41)
Die Umkehrung tritt hier ein, wenn

2,2 '
O e f1km (42)

28
ist, ein Fall, der ebenfalls in der Natur immer verwirklicht ist.

Integration durch Reihen, Theorie von Hough. Unter der An-
nahme p = const versucht Laprace die Hohe der halbtigigen Flut
zu berechnen. FEr setzt zu diesem Zwecke a in Form einer Reihe voraus,
welche nach Potenzen von x2 == cos2¢ fortschreitet. Es gelingt, die
Koeffizienten durch ein Kettenbruchverfahren herzustellen. Fiir geringe
Tiefen konvergiert die Reihe sehr schwach, fiir gréBere Tiefen besser und
besser; fiir sehr grofe Tiefen nihert sich das Resultat dem der Gleich-
gewichtstheorie.

HoucHu1) hat die Theorie von Laprace bedeutend verbessert, indem
er einc Entwicklung von @ nach Kugelfunktionen voraussetzt. Dies hat
auch den Vorteil, daf3 sich die Anziehung des Wassers leichter in Rech-
nung ziehen lafit.

Ein breiter Raum wird der Bestimmung der Perioden der freien
Schwingungen der Wassermasse bei konstanter Tiefe eingeriumt. Die
Kenntnis dieser Perioden ist aus zwei Griinden von groSer Wichtigkeit.
Erstens scheint die innere Reibung des Wassers doch so gering zu sein,
daB die stets erregten freien Schwingungen nicht so rasch vernichtet
werden. Sic werden also neben den erzwungenen Schwingungen auch
noch eine Rolle spielen. Zweitens, weil bei genauem Zusammenfallen
einer Periode der freien Schwingungen mit einer der erzwungenen die
zugehérige Amplitude theoretisch unendlich werden mufl. Es mifite
also jedenfalls ein besonderes Anwachsen der betreffenden Partialtide
beobachtet werden.

Da die Linge der Perioden der freien Schwingungen von der Tiefe
des Wassers abhingig sind, so 148t sich fir jede Periode der Flutkraft eine
kritische Tiefe bestimmen, bei welcher sie der Periode ciner freien Schwin-
gung gleich wird. So wirde fiir die halbtigige Sonnenflut y = 2248
und 8894 m kritische Tiefen sein, wihrend fiir die Mondflut die ent-
sprechenden Werte 1965 und 7937 m sind.

Es wird aber auch gezeigt, dafi das Zusammenfallen von freier und
erzwungener Schwingung sehr genau sein mufi. Betrigt die Differenz
nur 1 Minute, so wichst in dem von HoucH betrachteten Beispiele die Flut

1) S. S. HouGH: On the application of harmonic analysis to the dynamical theory
of the tides (Phil. Trans., series A, Bd. 189, 1897); part II: On the general integration
of LAPLACEs dynamical equations (Phil. Trans., series A, Bd. 191). Den Einflub der
Abplattung berticksichtigt C. HIiLLEBRAND: Die dynamische Theorie der Gezeiten
auf einem MAc-LaAurINschen Ellipsoid (Denkschriften d. Akad. d. Wiss. in Wien,
Bd. LXXXIX, 1913).
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auf den 250fachen Betrag ihres Gleichgewichtswertes an, erreicht dagegen
bei einer Differenz von § Minuten nur 1/,, ihres Gleichgewichtswertes.

Beim Uberschreiten der kritischen Tiefe vertauscht sich Hochwasser
und Niedrigwasser. Wenn also die Tiefe des Meeres zwischen 2248 und
1965 m liegt, so ist nach Houcgn die halbtigige Mondflut verkehrt, und
halbtigige Sonnenflut direkt. Es fallt hier die Periode der freien Schwin-
gung zwischen die Perioden der beiden Partialtiden hinein. Bei einer
Tiefe zwischen 8894 und 7937 m wire der Fall umgekehrt.

10. Die Kanaltheorie der Gezeiten von Airy.

Eine Grundvoraussetzung, auf welcher die Theorie von Laprace
beruht, findet sich in der Natur nicht erfiillt: es ist dies die Annahme,
daf} die ganze Erde vom Meere bedeckt ist. Es ist aber festgestellt, dafl
gerade die Begrenzung des Meeres, die Kiistenformation von aufler-
ordentlichem Einfluf§ auf die Entwicklung der Gezeiten ist. In der Tat
zeigt sich, dafl das Phinomen an einer kleinen Insel im freien Ozean
ganz anders verlduft als an der Kiiste oder in kleinen Meeresteilen.

Ein Versuch der Losung der Aufgabe von dieser Zeit ndherzukommen,
rithrt von AIrvl) her, dessen Kanaltheorie geeignet ist, die Flutvorginge
in der Nahe der Kiiste, namentlich in FluBmiindungen und engen Meeres-
straflen zu studieren.

Wir betrachten einen schmalen und geradlinigen Kanal von kon-
stantem Querschnitt mit parallelen lotrechten Winden. Die x-Achse
falle in seine Lingsrichtung. Die y-Achse sei vertikal nach aufwirts
gerichtet; die z-Richtung bleibt unberiicksichtigt. Wenn wir wieder, wie
bei Laprace, die Vertikalbeschleunigung vernachlissigen, so ist der
Druck in irgendeinem Punkt %,y nur hydrostatisch zu rechnen. Es istalso

p=g% o+ n—3). (1)

Hier ist yy die Ordinate der ungestorten Oberfliche und 7 die Verschiebung
in der Vertikalrichtung. Somit

0p on

AL AT (2
Dies ist von y unabhingig. Es haben somit alle Teile mit gleichem x
die gleiche Bewegung; alle Teile, die zu Anfang in einer Vertikalebene
liegen, bleiben in dieser; die Horizontalgeschwindigkeit ist also nur von
x und £, nicht aber von y abhingig. Wir behandeln zunichst den Fall
der freien Schwingungen.

Die hydrodynamische Grundgleichung?)

1) Ary: Tides and waves (Enzyklopidia metropolitana).
2) Verfolgt man ein Wasserteilchen auf seiner Bahn, so lautet die Grundgleichung
02x O dv 0w 0 1 0p
b Ly =t 22
a’t2+u ax+d Ox—i_u Ox Ox( v ()x)’
wenn #, v, w die Geschwindigkeiten sind. Bei kleinen Geschwindigkeiten aber kann
man die Glieder, die in #vw zweiter Ordnung sind, vernachlédssigen.
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a2x ) 1 .
ﬁ—a—x(V—j'?)y (3)
in der wir bei Abwesenheit duflerer Krifte V' = 0 zu setzen haben, ver-
einfacht sich in diesem Falle zu:
d?x I ¥
F 7R )
Setzen wir ¥ = x5+ &, wo § die Horizontalverschiebung aus der
Anfangslage bedeutet, so wird nach (4) und (2)
02§ 1 dp oy
7 R vt o v (s)
Die Kontinuitétsgleichung erhalten wir in folgender Weise: Ist p

die Tiefe und b die Breite des Kanals, so ist zwischen den Ebenen mit
den Abszissen x und x +dx zu Anfang der Bewegung die Masse:

0oydx
enthalten. Durch die Bewegung geht y in y % und dx in dx —[—-g—gdx
tiber. Es muf} also, da die Wassermasse die gleiche bleibt, *
bydx = by + 1) (a’x —+ —gédx)
oder, unter Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung,
3¢
n=-—y dx (6)
sein. Eliminieren wir aus (5) und (6) die Gréfle %, so erhalten wir
2% 22§
2 T 8T @)

Ist mit dieser Gleichung & gefunden, so gibt Gleichung (6) das zugehérige 1.
Das Integral von (7) stellt sich bekanntlich in seiner allgemeinsten Form
dar durch: '

§= Fx —ct) 4+ flx + ¢2), (8)
wo ¢ = V@ ist und F und f ganz willkiirliche Funktionen bedeuten.
Durch diesen Ausdruck werden zwei mit der Geschwindigkeit ¢ fortschrei-
tende Wellen dargestellt, von denen sich die eine in der positiven Richtung,
die andere in der negativen Richtung fortpflanzt.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist der Quadratwurzel aus der
Tiefe des Wassers proportional.

Fir den Fall des Flutproblems haben wir ¥ nicht Null zu setzen,
sondern wir haben hierfiir den Ausdruck

2 2 M a2 26,2
BB R ) By
aus (II), S. 90 einzufithren. Das erste Glied ist eine Konstante und spielt
keine Rolle; indem wir uns weiterhin auf den Mond beschrinken, lassen

14
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wir auch das letzte Glied beiseite. Die Differentialgleichung lautet nun
22¢ 63§
2 bx‘ + T (9)

Wir nehmen nun an, der Kanal falle mit dem Aquator zusammen
und es beschreibe auch der Mond eine im Aquator liegende kreisférmige
Bahn; seine relative Winkelgeschwindigkeit gegen einen Punkt der Erde
ist w—mn (S.94). Da v die Zenitdistanz des Mondes ist, so kdnnen
wir jetzt schreiben?):

lp=(¢u—n)t—|—»2~—i—£. (10)

x .. "
— ist hier der der Linge x entsprechende Bogen lings des Aquators nach
a

Osten positiv gezahlt, und ¢ ist die Zenitdistanz des Mondes fiir x = ¢ = 0.
Wir haben dann nach (9) auf der rechten Seite der Gleichung (7) das Glied

3 k2Ma2. oYy 3 2Ma . x ’
== hr nzzp._a;__;. oD smz[(cu——;l)z‘—’(——(;-i-ej

= — fsinz [(tu—n)t—l—%—{—e]

hinzuzufiigen. Die Gleichung lautet jetzt

2 2 X
b—f:c2§7§—fsin2[(w—n)t+%—|—a]- (11)
Das Integral hat die Form
§=Asin2[(w—-7z)t—{—%+e]- (12)
Beim Einsetzen in (11) fallt der Sinus heraus und es bleibt die Beziehung
— 4 (0w —n)24d = — cz-gzﬂA—f
oder
d=—L Ja2
4 22— at(w—n)?’
somit
fm— L. T2 — EAI
§ s cz_aQ(tu_”)zsmz[(u 71)t+a +c] (r3)

und nach (6)

,};—i v/a ~—cosz[(u—n)t—i—%+€]' (14)

22— a(w—n)?

Die Flut ist also halbtigig (wie in diesem einfachen Falle vorauszusehen
war). Steht der Mond im Zenit, ist also:

(w—n)t—i—-z + & =o,

1) H.LamB: Lehrbuch der Hydrodynamik (deutsche Ausgabe v. FRIEDEL) S. 312ff,
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so wird die Fluthéhe

I Yfa

n=?'cz—a2(w—n)2'

(15)
Wenn somit
¢ < a(w —n), so ist die Flut invers, ist dagegen
¢>a(w—=n), so ist die Flut direkt.
Nun ist fir die Erde

2 .
¢ v§ & ¥ . (xe)

= = —‘=3II'——:'

2w —n? Rw—n? alw—n? a
Fir die auf der Erde vorkommenden Tiefen wird %‘im Hochstfalle

1/e00; €S ist also immer der erste Fall verwirklicht.

a (n— w) ist die Geschwindigkeit, mit der sich ein Punkt der Wasser-
flaiche unter dem Monde wegdreht, ¢ ist die Geschwindigkeit der freien
Welle. Es ist also durchwegs die erste Ge-
schwindigkeit grofier als die zweite. Es kommt
hier ein allgemeines Gesetz der erzwungenen
Schwingungen zum Ausdruck. Immer wenn
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit der er- A

7
zwungenen Schwingung grofler ist als die der =
freien, tritt diese Umkehrung ein. “0

Ahnlich ist der Fall zu behandeln, wenn #
der Kanal in einem Parallelkreis verlduft. '
Es sei dann in Abb. 33 M die Stellung des
Mondes im Aquator MQ zur Zeit ¢, genauer: der Punkt der Erde,
fiir welchen der Mond im Zenit steht, M, die Stellung zur Zeit {= o

und MyN = ¢. Es ist dann
MN =(w—nt+e¢.

OA sei das Stiick ¥ des Kanales in Lingenmafl oder —g— im Bogen des

Abb. 33.

x .
groBiten Kreises; dann ist der Bogen NQ = OA secp = 4 SEC@; somit

x
acosg

MQ = (w—n)t+ +&. (17)

Da noch 4 Q gleich der konstanten geographischen Breite ¢ des Kanales
ist, so ist in dem sphirischen Dreiecke MA Q

cos M A = cos g cos[(w —n)t+ -i—e]. (18)
M4 ist aber die Zenitdistanz des Mondes im betrachteten Punkt 4,
somit gleich . Es wird also nun »
RE  kMa? x }
N : 2 2 — -+ e|—
14 . + S I3 _{3 cosZp cos [(w n)t 4+ e + s] 1 (19)
Einfithrung in die Geophysik. 8

@cos @
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und wenn der konstante Faktor wieder mit f bezeichnet wird

M: _jcosq)sinz[(tu—h)t+ ud +6‘]~ (20)

dx @ cos

Das Integral mufl nun die Form haben:

. . x
§—Asm2[(tu—n)t—}—acos(p+e] (21)
und wir finden durch Einsetzen in (9) die Beziehung
. 4
— 4w — )t = — cos’g - A — fcosgp
oder
P facosdgp
| T 42— a%(w — n)?costgp’
also
1 Jacosdp . x
ey Y pra o5ty sin 2 [(w —n)t 4+ EBS—(/) + 8], (22)
_ I yfa costp _ x
T= A 2w—a cos2(pcosz[(w il Ccos p + 8]' (23)

Die Flut ist wieder direkt oder verkehrt, je nachdem

¢ = a{w— 7)) cosp
ist. Da nun cos ¢ mit wachsender Breite abnimmt, so kénnen hier
auch bei maBigen Tiefen direkte Fluten entstehen. Es kénnen also unter
sonst gleichen Umstinden in héheren Breiten die Fluterscheinungen
ganz anders verlaufen, als in niederen. ‘

Wir betrachten als dritten Fall einen Kanal in der Richtung des
Meridianes; von der Abplattung der Erde und damit auch eigentlich
vom Einfluf} der Erdrotation sehen wir dabei ab. Rechnen wir die x vom
Aquator nach Norden, so wird jetzt (Abb. 33) fiir den Punkt A’ des
Kanales:

cos Y = cos% cos((w — n)¢ +4- €)

und daher, wenn f wieder den konstanten Teil bedeutet,

_g;V—_—_—fsinz—;— cos?[(w — n)t + &)
=—{‘Sin2—;‘c{l+0052[(w—”)f+£]}' f24)

Da g—Vjetzt ein von ¢ unabhingiges Glied enthilt, so mufl § die Form
x

haben:
§=Asin27x—}—Bsin%f—cosz[(w-—n)t+s]. (25)
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Setzen wir in (9) ein, so finden wir
. A .
— 4 (w— n)2Bsm-2—x~ ccos2[(w—n)t 4 ] — 57[— 4{;—2 sm%

_ﬂsmz_x cos 2[(w — n)t + G]J—{SiDZTx[I 4 cos2(w —z)¢

a2

&},

Soll diese Gleichung fiir alle Werte von x und ¢ erfiillt sein, so miissen
die Glieder, welche ¢ enthalten, fiir sich verschwinden, und ebenso die
Glieder, die ¢ nicht enthalten. -Wir finden so

—_ 12 s fa
und 8c2 8[c2 — a%(w — #)?
Y LS L s in 2% —
g__gﬁsm p 8[52_02((0_71)215111 e cosz[(w —n)t 4 €], (26)
7fa 2x vfa 2x
n:‘—{;fﬂ cosha”+4[c2—a2(w-—;z)l] cos — ——cosz[(w —n) ¢+ &]. (27)

Das erste Glied stellt eine konstante Deformation der Oberfliche dar,
und damit fiir jedes x eine Veridnderung des mittleren Niveaus. Sie ist

fur i = ¢ < 45° positiv, fur :—— = (@ > 45° negativ.

Der Koeffizient des zweiten Ghedes ist fiir die auf der Erde vorkom-
menden Tiefen (c < a (w— #)) negativ. Es ist also wegen des Faktors

cos 2Z fiir Breiten < 45° die Flut invers, fir Breiten > 45° direkt.
a

Es ist hervorzuheben, dafl in allen Formeln fir die Erhebung des
Wassers liber die Gleichgewichtslage: (14), (23) und (27), auch (38),
S. 108, dic Tiefe des Wassers als Faktor erscheint. Der Gezeitenhub
wiichst also mit der Meerestiefe. Das ist eine Folge der Annahme, daf3
die Horizontalbewegung in allen Tiefen die gleiche ist. Da die Erhebung
des Wassers von dem seitlichen Zusammenstromen herriihrt, so kommt
bei groflerer Tiefe auch ein gréflerer Wasseriiberschufi zustande. Die
Flutbewegung wird also in den tiefen Ozeanen am stirksten erregt. Daf}
in der Nihe der Kiiste auch auflerordentlich grofie Fluthshen vorkommen,
rithrt von den Querschnittverengungen der Meeresteile her.

Wenn der Kanal keine konstante Breite hat, so wird, wenn die Ver-
inderung des Querschnittes an einer Stelle plétzlich erfolgt, dort eine
Reflexion der fortschreitenden Welle stattfinden. Die Amplitude der
reflektierten Welle wird um so geringer sein, je allmihlicher der Uber-
gang ist. Bei ganz langsamem Ubergang tritt keine Reflexion ein; es
bleibt dann die ganze Energie in der fortschreitenden Welle, deren Am-
plitude aber bei Verengerung des Kanales grofier werden mufl. Verengert
sich der Kanal bei gleichbleibender Tiefe, so wird die Amplitude wachsen,
ohne daf} sich dabei die Wellenlidnge dndert. Nimmt aber auch die Tiefe
ab, so wird gleichzeitig auch die Wellenlidnge kleiner?).

1) H. Lawms, 1. c. S, 3171
g*
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Es erklirt sich so das Anwachsen der Flut in engen Meeresteilen
und FluBmiindungen.

Die Theorie, der Wasserwellen zeigt, daB, solange das Wasser hin-
langlich tief ist gegeniiber der Erhebung der Welle, die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit ¢y von der Amplitude unabhingig gleich ]/é—;; ist. - Ist
diese Bedingung nicht erfiillt, so gilt die Formel

c=alr+31), (28)
wo 7 die Erhebung der Welle ist. Bei sehr geringer Tiefe kann es daher
vorkommen, daf} sich der Wellenkamm mit merklich anderer Geschwin-
digkeit fortpflanzt als das Wellental, weil fiir den ersteren die Tiefe dcs
Wassers grofler ist. In diesem Falle pflanzt sich die Welle nicht mehr in
unverinderter Gestalt fort, sondern sie wird an der Vorderseite immer
steiler und steiler, weil der Kamm dem Tal vorzukommen bestrebt ist. Es
wird sich endlich der Wellenkamm iiberstiirzen und es entsteht jene Er-
scheinung, welche als Bore, Barre, Maskaret, Pororoca, auch als Sprungwelle,
Flutbrandung oder Stiirmer bekannt ist1). Sie besteht in einem so plotz-
lichen Ansteigen des Wassers, dal es mauerartig oder wie ein michtig
schiumender Wasserfall heranriickt. Die Erscheinung tritt in vielen
FluBmiindungen auf: am berithmtesten ist die des Amazonenstromes,
und des Tsien-tang-kiang in China. Auch die Seine zeigt sie deutlich.
Sie ist offenbar an bestimmte Konfigurationen der Kiiste und des Grundes
gebunden. Da aber die gewaltige Wasserbewegung den Meeresboden
stark verdndert, so zerstort sich der Vorgang mit der Zeit selbst.

Da sich nach den obigen Darlegungen die Flutwelle mit einer von
der Tiefe des Wassers abhingigen Geschwindigkeit fortpflanzt, also mit
einer Geschwindigkeit, die von der scheinbaren Winkelgeschwindigkeit
der fluterzeugenden Korper sehr verschieden ist, so folgt, dafl sich der
Eintritt des Hochwassers im Verhiltnis zur Kulmination des Mondes
verschieben muf3.

Wir bezeichnen die Zeitdifferenz zwischen der Kulmination des
Mondes und dem darauffolgenden Hochwasser als Mondflutintervail.

“Dasselbe ist fiir die verschiedenen Phasen des Mondes verschieden. Die
Differenz kann bis zu mehreren Stunden anwachsen2). Das Mondflut-
intervall, welches dem Neumond entspricht, fithrt den Namen Hafenzest.
Sie ist fiir jeden Ort eine andere, bildet aber fiir jeden einzelnen Ort
eine fiir den Verlauf des Flutphinomens charakteristische Konstante.

Wenn die durch die Flutkraft erregte Welle auf ein Hindernis trifft,
eine Insel, Kiiste, oder die vielfach gestalteten Ufer einer Flufmiindung
usw., so wird dic Welle ganz oder teilweise reflektiert. Die reflektierte

1) O.KrUMMEL, Handbuch der Ozeanographie, II, S. 299ff. Auch die Gezeiten-
stromung scheint dabei mitzuspielen.

2) R. v. STERNECK sen.: Das Fortschreiten der Flutwelle im Adriatischen Meere
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd, CXVII, Abt. Ila, 1908).



Die Kanaltheorie der Gezeiten von Airy. 117

Welle liuft der primiren entgegen und kommt mit dieser zur Interferenz.
Wenn eine Welle in sich selbst reflektiert wird, so bilden sich stehende
Wellen. Dieser Fall ist nicht ausgeschlossen, doch wird er bei der Kom-
pliziertheit der Kiistenkonfiguration duflerst selten sein. Die Welle wird
meist nur teilweise reflektiert, hat also nach der Reflexion eine andere
Amplitude, und trifft die primire Welle meist unter irgendeinem spitzen
Winkel, wodurch sehr verwickelte Bewegungen éntstehen, aber keine
stehenden Wellen, deren Zustandekommen auch durch die ablenkende
Kraft der Erdrotation.verhindert wird. .

Wenn es also nicht ganz ausgeschlossen ist, daB sich stehende Wellen
bilden, so kann man ihnen doch keineswegs die allgemeine Verbreitung
zuschreiben, welche Harris?) ihnen geben will. Er teilt den ganzen Ozean
in Gebiete, die fiir sich eine stehende Schwingung ausfiihren sollen. Der
Gesichtspunkt, nach welchem diese Gebiete ausgesucht werden, besteht
darin, dafl an den gegeniiberliegenden Stellen der Kiiste dic Hafenzeiten
um 6 Stunden verschieden sein sollen. Da aber diese Einteilung sich in
keiner Weise an die Kiistenkonfiguration, an Inseln oder submarine
Riicken oder Schwellen anlehnt, scheint ihr-die physikalische Bedeutung
zu mangeln. Die Ausbildung solcher stehender Wellen diirfte also sehr
unwahrscheinlich sein.

Dagegen koénnen in kleinen Meeresteilen leichter solche Wellen ent-
stehen, und zwar kann die Entstehung der vielfach beobachteten Amphi-
dromien ihnen zugeschrieben werden. Es zeigt sich z. B. in der Adria,
dafl die Hafenzeiten, bei der Ostkiiste der Strafie von Otranto beginnend,
lings der ganzen dalmatinischen Kiiste und um den Nordrand herum
bestindig wachsen. Dies setzt sich an der italienischen Kiiste fort, bis
beim Ausgange wieder der Anfangswert erreicht wird. Es lduft also
das Hochwasser allerdings mit ziemlich wechselnder Geschwindigkeit
um das ganze Adriatische Meer herum. v.STERN-

Ecx2) hat gezeigt, dafl sich diese Bewegung aus o

der Interferenz zweier stehender Wellen er- p

klaren 1af3t. ; 5
Es seien g und ¢’ (Abb. 34) die Entfernungen /?

eines Punktes der Wasserfliche von den Knoten- Abb. 34.

linien zweier stehender Schwingungen. Diese Knoten-

linien sollen einen beliebigen Winkel miteinander einschlieBen. Die
Erhebung n setzt sich aus zwei Teilen zusammen, welche den beiden
Schwingungen entstammen, und von denen jeder der Entfernung von
der zugehorigen Knotenlinie proportional ist. Wir kénnen also setzen:

n= Ao sin% (¢ +7)+ A0 sin—z—%r (4 7). " (29)

1) RoLLIN A. HARRIS: Manual of tides (U. S. coast survey report 1900 App. 7,

1904 App. 5).
?) R. v. STERNECK sen., L. c.



118 Theorie der Gezeiten.,

Hier ist ¢ die Zeit, welche zur Erhebung 1 gehért; A, 4’, z und 7'
sind Konstante. T ist die beiden Schwingungen gemeinsame Schwin-
gungszeit, deren Dauer durch die Periode der Flutkraft bestimmt wird.

Setzen wir -+ =14 und #'—7 =, so ist, wenn wir noch zur
Vereinfachung 4 = A’ nehmen,

L 2mt y . 27(f 4+ 0)
17=A[gsm 7 40 sm—T—]- (30)
Das Maximum findet statt, wenn
on 27T 27t , 2401
E—A~7[gcos 7 40 qoshT—]-—o (31)
. . e _ o emt . 2md  2md
ist. Somit i tan —— sin 3 cos — (32)

Nehmen wir z. B. an, dafl die beiden Knotenlinien aufeinander
sekrecht stehen, so kénnen wir Polarkoordinaten einfiihren:
o =rsing o =7rcosg
wt . 2md 270

sin — -~ — cos — (33)

Der Positionswinkel ¢ des Hochwassers ist also mit der Zeit ver-
anderlich, aber nicht der Zeit proportional. Das Hochwasser wandert
mit verdnderlicher Geschwindigkeit um den Mittelpunkt herum.

Die interessanten Untersuchungen iiber die Gezeiten der Adria von
v. STERNECK (jun.)!), die sich an die seines Vaters anschlielen, haben
viel zur Klidrung des ganzen Flutproblems beigetragen. Es wird gezeigt,
dafl eine Schwingung um eine ost-westliche Knotenlinie die eigentliche
Gezeitenbewegung der Adria vorstellt, welche im wesentlichen ein Mit-
schwingen mit der am Eingang im Kanal von Otranto herrschenden Be-
wegung ist. Durch den ablenkenden Einflufl der Erdrotation wird eine
zweite Schwingung (Querschwingung) hervorgerufen, welche mit der
ersten zur Interferenz kommt und so die beobachtete Amphidromie ver-
anlafit.

Die Lage der Knotenlinien stehender Schwingungen wird sehr starlk
durch den Zuflul und Abfluf des Wassers beeinflufit, wodurch eine
gleichmiflige Hebung und Senkung des Wasserspiegels als Ganzes herbei-
gefithrt wird. STErNECK2) berechnet, daf} das westliche Mittelmeerbecken,

und es wird tan @ = tan

1) R. v. STERNECK jun.: Uber den Einflub der Erdrotation auf die halbtigigen Ge-
zeiten der Adria (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXXIII, Abt. I1a, 1914). Zur
hydrodynamischen Theorie der Adriagezeiten (ibid. Bd. CXXIV, 1915). Die Gezeiten-
erscheinungen in der Adria, IL. Teil, (Denkschrift d. Akad. d. Wiss. in Wien g6. Bd.,
1919); vgl. auch A. DEFANT, Zur Theorie der Gezeiten im Adriatischen Meere (Ann.
der Hydrographie 1914).

2) R. v. STERNECK jun.: Das Gezeitenphinomen im westlichen Mittelmeer
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXXI, Abt. IIa 1912). Zur Theorie der Ge-
zeiten des Mittelmeeres (ibid. Bd. CXXII, 1913). Hydrodynamische Theorie der halb-
tigigen Gezeiten des Mittelmeeres (ibid. Bd. CXXIV, 1913).
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welches eine Schaukelbewegung um eine von Spanien nach Algerien
ziechende Knotenlinie ausfiihrt, wenn westlich der Knotenlinie Hoch-
wasser herrscht, um 112,5 km3 Wasser weniger enthilt als zur Zeit des
Niedrigwassers. Diese Wassermasse mufl also durch die StraBle von
Gibraltar und die Straflen von Messina und Tunis innerhalb von 12 Stunden
aus- und einstromen. Auf Grund dieses Wassertransportes mufy der ganze
Spiegel des westlichen Mittelmeeres eine Schwankung von 13,3 cm machen.
Die Knotenlinie wird also nicht dort erscheinen, wo sie bei einem un-
gestorten Schwingungsvorgang hinfillt, sondern dort, wo sich die Schwin-
gung mit der allgemeinen Hebung und Senkung des Wasserspiegels kom-
pensiert. So erkldrt sich, dafl die Knotenlinie des westlichen Mittel-
meeres nicht in der Mitte liegt, sondern weit im Westen. Ihr nordwest-
liches Ende liegt zwischen Valencia und Alicante, ihr siidwestliches zwi-
schen Oran und Algier, so daf} sie das Becken im Verhiltnis 1 : 6 teilt.

In kleinen und seichten Meeresteilen kénnen auch sogenannte Kom-
binationstiden (zusammengesetzte Gezeiten) und Obertiden (Nebengezeiten)
entstehen, welche den entsprechenden Erscheinungen in der Akustik
analog sind.

Man erhidlt eine ubersichtliche Darstellung des Gezeitenvorganges,
wenn man sich die sogenannten Flutstundenlinien (Isorhachien) zeichnet:
das sind Linien, welche die Orte gleichzeitigen Hochwassers miteinander
verbinden. Man erhilt die Zeit des Hochwassers, wenn man zu der in
Zeit eines Ausgangsmeridians ausgedriickten Kulminationszeit des Mondes
das Flutstundenintervall addiert. Man verwendet hierzu meist den Neu-
mond und die Hafenzeit. Da aber die Hafenzeiten nur fiir Kiistenpunkte
bekannt sind, ist der Verlauf dieser Linien meist hypothetisch. Nur in
kleineren Meeresteilen lassen sie sich mit einiger Sicherheit angeben.
Es lassen sich daraus aber nur die fortschreitenden Wellen ersehen, die
stehenden Wellen kommen nicht zum Ausdruck.

11. Gezeitenstrémungen.

Die Gezeitenbewegung besteht nicht bloB in einem Steigen und
Fallen des Wassers, sondern auch in einer seitlichen Verschiebung. Wir
haben schon bei der Lapraceschen Theorie gesehen, daf diese sogar das
Wesentliche ist. Jedes Teilchen beschreibt dabei eine geschlossene Bahn
um eine gewisse Ruhelage. Wire die Tiefe des Wassers gegen die Wellen-
lange grof}, so wiren diese Bahnen Kreise. Bei den Gezeiten ist aber
gerade das Gegenteil der Fall: Die Wellenlinge
betrdgt mehrere tausend Kilometer, wihrend die /——=é\
Tiefe des Wassers 10 km nicht iibersteigt. Die 4 *"7'7‘——/5'
Bahnen der Teilchen sind dann ganz flache El- Abb
lipsen. Es sei (Abb. 35) ABCD eine solche Bahn. - 35
Ist die Fortpflanzungsrichtung von links nach rechts, so wird die Bahn
in der Richtung der Pfeile durchlaufen. Wir sehen, dafi zur Zeit des
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Hochwassers in B auch die gréfite' Geschwindigkeit in der Richtung der
Fortpflanzung herrscht, wihrend zur Zeit -des Niedrigwassers in D die
gleiche - Bewegung in der entgegengesetztén Richtung stattfindet. In A4
und C findet nur eine Auf- und Abwirts-bewegung statt.

Aus diesem Vorgang resultieren die Gegenzeitstromungen. Die Ge-
schwindigkeit derselben ist sehr stark von der Tiefe des Wassers abhanglg
So findet B6rGEN?) fiir eine Tiefe von

3om und einen Tidenhub von 3 m: 1,7 Seemeilen pro Stunde
Y ” " » 45 Dbis 6m: 3,4 ” » ”
6om ” » ” 3m: 1,2 ” ” ”
” ) ” » 4,5 bis 6m: 24 ” » »

Fir eine Tiefe von 5000 m, also fiir den offenen Ozean, ergibt sich bei
ciner Hubhéhe von 1,3 m nur 65 m in der Stunde.

Hieraus folgt, daf} die Flutstrémungen namentlich in der Nihe des
Landes in seichten Gewissern von Wichtigkeit sein werden. Besonders
zu bemerken ist, daf§ der Strom seine Richtung dndert, oder wie der see-
minnische Ausdruck lautet: kentert, micht zur Zeit des Hochwassers,
wo er vielmehr seine grofite Entwickiung hat, sondern zur Zeit des Mittel-
wassers, so dafl z. B. in der Elbe und auch in der Themse der Flutstrom
noch lange landeinwirts lduft, wenn auch das Wasser bereits im Sinken
ist. Es ist das ein Zeichen, dafl wir es nicht mit einer Strémung zu tun
haben, die durch Niveaudifferenzen hervorgerufen wird, sondern die zum
Schwingungsvorgang gehért. Es zeigen sich natiirlich auch hier, wie in
allen Gezeitenerscheinungen, die grofiten UnregelmiBigkeiten und Ab-
weichungen von der Regel, wobei auch die Niveaudifferenzen eine Rolle
spielen miissen.

Die Gezeitenstrome konnen auch Anlafl zu Interferenzen geben, wie
die Vertikalverschiebungen. Sowie es hier zu Amphidromien kommt,
entstehen bei den horizontalen Bewegungen Drehstrime, d. h. der Strom
kentert nicht direkt von einer Richtung in die entgegengesetzte, sondern
er dreht sich durch alle Richtungen der Windrose. Es kommt dabei
auf die Phasendifferenz der beiden interferierenden Wellenziige an. Bei
einem Unterschied von 6 oder 12 Stunden entsteht kein Drehstrom, in
anderen Fillen immer, und zwar geht die Drehung nach rechts oder links,
je nachdem die eine oder die andere Welle friither ihr Maximum erreicht?).
Drehstrome werden nur entstehen, wenn sich die beiden Wellenziige
kreuzen.

Wenn die Wellenziige sich unter 180° treffen und ihr Phasenunter-
schied 12 Stunden ist, so erreichen sie gleichzeitig das Hochwasser; ihre
Stromungsrichtung ist aber wegen der entgegengesetzten Fortpflanzungs-
richtung entgegengesetzt. Bei gleicher Intensitit werden sich also die
Stromungen aufheben, die Fluththen aber summieren. Es entsteht eine

1) Annalen der Hydrographie 1880.
2) O. KrUMMEL: Handbuch der Ozeanographie, I Bd., S. 279ff.
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Gezeitenerscheinung mit ausschlieBlich vertikaler Bewegung ohne seit-
liche Stromungen, wie z. B. bei der Insel Man. Ist aber die Phasendiffe-
renz nur 6 Stunden, s¢' tritt das Entgegengesetzte ein: es werden sich
die Vertikalbewegungen zerstéren und die Strémungen verstirken. . So
erklaren sich z. B. die sonderbaren Gezeitenerscheinungen von Surabaya
(Java), wo die Hubhohe der halbtigigen Gezeiten ganz verschwindet, und
die halbtigige Stromung so stark ist, dafi sie die ganztigige vollstindig iiber-
deckt, wihrend si¢ch in vertikaler Richtung nur die ganztigige Welle
bemerkbar macht. In der Sundastrafle herrscht dagegen der halbtigige
Hub und die ganztigige Strémungl).

Stetige Stromungen des Meeres mit konstanter Deformation der
Oberfliche gehoren, wie in der Hydrodynamik gezeigt wird, auch zur
Lésung des Problems der freien Schwingungen.

Setzen wir (22) S. 105 in die zweite und dritte Gleichung von (16, III) S. 104
ein, so erhalten diese die Form:

d(gh — Va)
_Olgh—=Pa 2w¢~smrpcostp—+ 2 C9
do an (1)
_dMgh—v) _ 050 27 4 r2cost 2
57 = —2w2sinpc S(p r2cos2ep - ek

Fir den Fall der freien Schwingungen ist V) = 0 zu setzen. Fiihren wir die
Geschwmd1Okeltskomponenten U und V in der Richtung des Meridians und Parallel-
kreises ein:

e dl
J g— — g .
U=y e V=rcosep 7’ (2)
so finden wir 3
e U
7 O dt (3)
_r Mgfl-) = — 20U sin +d—V >
” costp' o4 4 P T

Dazu tritt noch die Kontinuititsgleichung: Wenn wir in derselben auch die
Geschwindigkeitskomponenten haben wollen, so miissen wir sie nach der Zeit diffe-

renzieren und du  dep . dv __dh _ 1

u_dp_ 1y, 0 (@)
at  dt ” dt ~ dt rcos ®
setzen. Unter Vernachlissigung von Produkten der kleinen Glieder, wird aus (14) S. 104
0
cos - Z—f:—%—[-——([]ucosqp)—i—al \V}/)jl (5)
Man sieht nun sofort, dall die drei Gleichungen (3) und (5) durch von der Zeit
aU  dV  dh
unabhingige Werte von U, ¥ und / erfiillt werden. Wenn niimlich —+ F7 it i d—tL =0
ist, so verschwindet die Zeit ganz aus den Gleichungen.
Denn in diesem Falle gehen (3) iiber in
0
—-P':fl=2stinrp,
r Qo N
S g__,.i_—zw(/'sinqz
reosgp 02
e g 0
oder 2w 7 sin @ cos (p\ 0z’ (6)
o A2
Ve o 2 .

20rsing Og
1) O. KrtmMEL, S. 283.
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In (5) wird die linke Seite gleich Null, und die rechte wird durch Einsetzen von (6):
& [ (v k) 0 (y d\]_,
22w | 0p \sinp 2 dil\singp 0|

2/
oder, da sich das Glied mit %—;’T weghebt:

0 (y cosec ?) 04 a{ycosec @ 0k

dp 0k dar g% @
Dieser Bedingung wird durch eine Annahme von der Form:
& = fly cosec ¢p) (8)

geniigt. Wenn also die Bedingungen (6) erfiillt sind und / die Form (8) hat, so ist
eine stationire Strémung moglich, wobei die Oberfliche des Wassers die durch (8)
gegebene Form bestindig beibehilt.
Wir suchen die Verinderung von / lings der Bahn eines Wasserteilchens. Es ist
04 %
dh= e dp +- ¥i

Die den Geschwindigkeiten & und 7~ entsprechenden Verschiebungen sind

do = v dt, dl=——-
” 7 COS (p
Setzen wir fiir " und ¥ die Werte (6), so wird
dh=o. 9!
Die Stromungslinien sind also parallel den Hohenlinien der gestdrten Ober-
fliche, und zwar gilt dies fiir ein ganz beliebiges Tiefengesetz. Liings ]eder Stromunm,-

linie ist also nach (8)
» cosec @ = const, (10)

nach welcher Gleichung man die Stromungslinien der Ozeane zeichnen kénnte. Im
speziellen folgt daraus, dall auch die Kiistenlinie mit y = o eine Stromungslinie
sein mul.

Der Vergleich mit einer Tiefenkarte des Atlantischen Ozeans gibt nach HoucH
aber ein ganz anderes Bild, als die tatsichlichen Strémungen. Der Grund ist darin zu
finden, dabb die letzteren grofienteils auch durch andere Ursachen bedingt sind. In der
Tat ist das Stromsystem der Oberfliche mit dem in der Tiefe nicht identisch,
was bei Gezeitenstromungen der Fall sein miilte. Es ist also vorliufig nicht ent-
schieden, ob solche Stromungen vorhanden sind, ob sie durch innere Reibung ver-
nichtet werden, oder ob sie durch Stromungen anderer Art nur iiberdeckt sind.

12. Seiches.

Aus dem Vorigen ist es klar geworden, dafl auch die Eigenschwin-
gungen des Wassers an den Gezeiten Anteil haben, besonders dann, wenn
die Periode der Eigenschwingung des betreffenden Meeresteiles mit einer
Periode der fluterzeugenden Kraft iibereinstimmt, also eine Art Reso-
nanz entsteht. Es kann aber ein Meeresteil auch abgesehen von den Ge-
zeiten Schwingungen ausfiihren, welche durch andere Einfliisse ausgelost
werden, so namentlich durch plétzliche Luftdruckverdnderungen,
Stiirme usw. Diese Wellen werden mit den Flutwellen die Eigenschaft
der konstanten Periode teilen, werden sich von ihnen aber dadurch
unterscheiden, dafl die Amplitude vom Augenblick der Erregung an
immer abnehmen mufl. Sind die Perioden dieser Bewegung von der der
Gezeiten stark verschieden, so werden sie sich iiber die Flutbewegung
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lagern, aber doch leicht kenntlich sein. Sind aber die Perioden wenig
verschieden, so werden sich die beiden Erscheinungen so miteinander
vermischen, dafl ihre Trennung nur mit groflen Schwierigkeiten gelingt.
Ihre Kenntnis ist fir das Verstindnis der Fluterscheinungen von grofier
Wichtigkeit. Sie ist aber auch sonst von allgemeinerem Interesse, weil
alle Binnenseen diese Erscheinung zeigen miissen. In der Tat wurden
solche Schwingungen zuerst am Genfer See entdeckt und untersucht.

Die theoretische Bestimmung der Schwingungsdauer sté8t auf grofie
Schwierigkeiten. Fiir ein rechteckiges Gefifl gilt die Meriansche Formel
i (x)

Hier ist / dic Lange des Gefafles und y die Tiefe des Wassers. Fiir
den Fall, daB y klein ist gegen /, vereinfacht sie sich zu

2/
= . 2
Ver e
Diese Formeln reichen fiir beliebig geformte Becken nicht aus. Fiir
solche galt lange die Formel von Du Bovsl) als einziges Hilfsmittel.
Man gelangt zu dieser durch folgende Uberlegung. Die Welle pflanzt
sich iiber die Fliche des Sees fort mit einer Geschwindigkeit, die in jedem
Punkt der zugehorigen Tiefe entspricht. Die Welle wird am Ende reflek-
tiert und kehrt mit dem gleichen Wechsel der Geschwindigkeit wieder
zuriick, um mit dem ersten Zuge zu interferieren. Die Schwingungszeit
ist also gegeben durch die Zeit, in der die Welle die ganze Linge des Sees
hin und zuriick durcheilt.
Ist die Tiefe an einer Stelle », so wird das Stiick d/ zuriickgelegt in

der Zeit
adt = j_i .
Vyg

Die ganze Schwingungszeit ist also

2 dl
= —f—
ngV7

Das Integral wird als Summe berechnet. Man zeichnet sich zu diesem
Zweck die Tiefenlinie des Sees ein, teilt sie in eine gewisse Anzahl von
Teilen, innerhalb deren die Tiefe wenig und nur in einfacher Weise variiert.
Sind dann die Abschnitte a; a5 ... a, und y; 5 ...y, die zugehdrigen
Tiefen, so wird

l
2= 4—:— cot hyp

b4

— 4 yp HHiTH
Ve S Vreit Vi &

Wenn diese Formel den Tatsachen nicht entspricht, so ist der Grund
hierfir leicht anzugeben. Es kommen namlich darin nur die Tiefen lings

?

1) Du Bovys: Essai théorique sur les seiches (Arch. d. sciences phys. et mat. Genéve
3me pér., tome XXV, 1891).
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der Tiefenlinie zum Wort, wihrend die stets wechselnde Form der Quer-
schnitte ganz unberiicksichtigt bleibt.

Diesen Umstinden- trigt die von CervsTarl) auf mathematischer
Basis entwickelte Formel Rechnung. Dis Resultat kann dahin aus-
gesprochen werden, dafl die Schwingungszeit wieder nach der Du Bovs-
schen Formel gerechnet werden kann, wenn man statt  die Ordinaten
der sogenannten ,,Normalkurve' einfithrt. Diese erhilt man in folgender
Weise. Man denke sich senkrecht zur Tallinie Querschnitte durch den
See gelegt. Ihr Flicheninhalt sei ¢; die zugehorige Breite des Sees b.
Als Abszisse nimmt man nun die Fliche des Sees gerechnet von einem
Anfangspunkte bis zu dem betreffenden Querschnitte, als Ordinate das
Produkt g - = 6. Der Punkt, fiir welchen ¢ am gréfiten ist, wird zum
Anfangspunkt gemacht. In den meisten Fillen wird sich diese Kurve
durch zwei einfache Ziige darstellen lassen, die meist die Form von Pa-
rabeln oder geraden Linien haben werden. Fiir diese einfachen Fille
1a8t sich dann die von CurvstaL aufgestellte Differentialgleichung in-
tegrieren. Nach der Form der Normalkurve unterscheidet man konvexe
und konkave Becken, je nachdem die Gréfie ¢ fiir die Mitte kleiner oder
grofler ist als fiir die Enden. Die konvexen Becken bieten der rechnerischen
Behandlung grofiere Schwierigkeiten als die konkaven.

Auch iber die Lage der Knotenlinien gibt die CErvsTaLsche Theorie
Rechenschaft.

Fir Becken, welche wenig von einer regelmifigen, rechteckigen
Form abweichen, geben Honpa, TErapa und Isitani2) eine Formel:
Ist Sy der mittlere Querschnitt

So = bo70
und 4S und A4b die Abweichungen des Querschnitts und der Breite
vom Mittelwerte S=Sy4 A4S
b= by+ A6,
ferner I die Linge des Beckens so wird die Schwingungsdauer:
2wx (4 AS \
t = f ( -+ ) dxp - (4)
ngo 21 So

Becken, welche durch eine Offnung mit dem freien Meere in Ver-
bindung stehen, bediirfen bei Berechnung der Dauer ihrer freien Schwin-

1) G. CHRYSTAL: On the hydrodynamical theory of seiches (Trans. of R. Soc. of
Edinburgh Bd. 41, 1905). A.ENDROs: Vergleichende Zusammenstellung der Hauptseiches-
perioden der bis jetzt untersuchten Seen mit Anwendung auf verwandte Probleme
Pe termanns Mitteilungen 64.Bd., 1908). W.HALBFAss: Der heutige Stand der Seiches-
forschung (Zeitschr. d. Ges. f. Erdkunde, Berlin 1907%).

2) K. HoNDA, T. TERADA and D. IsiTaNI: On the secundary undulations of oce-
anic tides (Philosoph. Magazin Vol XV, series 6th, 19o8) Eine neue Methode gibt
A. DEFANT (Annalen der Hydrographie 46). Vgl. auch die ,,Restmethode* von STERN-
ECK jun. (Sitzungsberichte der Wiener Akad. 124. Bd.)
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gung einer Miindungskorrektion, dhnlich wie offene Pfeifen in der Akustik.
Es ist dann:

1
4! 45 AT
= Ver [I + ;1(0;923 —+ 108'7—;5)] (s)

Die Schwingungen, welche bei den verschiedenen Seen auftreten
und denen die obigen Formeln gerecht zu werden suchen, sind sehr kom-
plizierter Art. Zunichst tritt meist eine Einknotenschwingung auf, bei
welcher die ganze Wasserfliche um eine Knotenlinie schwingt, die aber
keineswegs durch die Mitte des Sees gehen mufi. Es kommen auch Fille
vor, wo mehrere Einknotenschwingungen mit verschiedener Dauer auf-
treten, wie z. B. beim Gardasee. Der Grund hierfiir scheint in der Gabelung
des Siidendes in zwei der Tiefe nach recht verschiedene Auslaufer zu
liegen.

Es treten ferner Zwei- und Dreiknotenschwingungen, die unhar-
monisch sind, und auch Querschwingungen auf. Die letzteren sind meist
bedingt durch deutlich ausgepragte seitliche Buchten. Namentlich wenn
sich solche gegeniiberliegen, ist der Fall giinstig. An solchen Schwin-
gungen nimmt meist nicht die ganze Fliche des Sees, sondern nur ein
Querstreifen teil. Der Idealfall eines Troges mit parallelen Winden
scheint hier am besten verwirklicht.

In Binnenseen sind diese Seiches die einzigen regelmiBigen Be-
wegungen ; wihrend die Gezeiten wegen der geringen Tiefekeine Rollespielen.
Kleine Meeresteile, welche durch eine mehr oder minder breite Strafle mit
dem offenen Meere in Verbindung stehen, erhalten das fiir die Flut not-
wendige Wasser durch diesen Verbindungsweg, wie iiberhaupt der Vorgang
durch den Verlauf auflerhalb des Meeresteiles geregelt wird?). _

Wie sich in einem solchen Falle die Eigenschwingungen mit der Flut-
erscheinung kombinieren, dafiir geben die berithmten Euripusstromungen
ein schones Beispiel. Zur Zeit der Springflut wechselt unter der Briicke
von Chalkis die Richtung des Gezeitenstromes alle 6 Stunden, also offen-
bar im Zusammenhange mit den Fluten des Agﬁischen Meeres, welche
fir die Gezeiten im Euripus mafigebend sind. Zur Zeit der Nippflut
jedoch wechselt die Strémung 11-~14mal tiglich die Richtung. Es kommt
also in der Zeit, in welcher der Einflul der #giischen Flut nicht so iiber-
mifig ist, die Eigenschwingung des Euripus zur Geltung, fiir welche
v.STERNECK 2) in guter Ubercinstimmung mit den Beobachtungen den Wert
von 21/, Stunden berechnet.

1) Eine vollstindige dynamische Theorie der Gezeiten in abgeschlossenen oder
gegen den Ozean gedffneten Meeresteilen gibt A. DEFANT: Untersuchungen iiber die
Gezeitenerscheinungen in Mittel- und Randmeeren, in Buchten und Kanilen (Denk-
schriften d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. 96, 1919.)

2) R. v. STERNECK jun.: Zur Theorie der Euripusstromungen (Sitzungsber. d. Akad.
d. Wiss. in Wien, Abt. Ila, 125. Bd.). o
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Wenn wir nun die Fiille der Tatsachen iiberblicken, so kénnen wir
die ganze Erscheinung der Gezeiten etwa folgendermafien charakteri-
sieren. Es handelt sich im wesentlichen um eine erzwungene Schwingung
der Wassermasden der Erde, hervorgerufen durch die fluterzeugende
Kraft des Mondes und der Sonne, welche fiir die Periode der Schwingungen
mafigebend bleibt. Im iibrigen wird die Art der Schwingung einzig und
allein durch die Konfiguration der Kiiste und die Tiefe des Meeres be-
stimmt. Da die Hoéhe der Flut im allgemeinen der Tiefe des Meeres pro-
portional ist (vgl. Gleichung [38], S. 108 und [14], [23], [27] auf S. 112 {f.),
so wird die Flut hauptsichlich auf den groSlen Ozeanen ihren Ursprung
haben. Die dort entstandenen Wellen laufen als fortschreitende Wellen
mit der der Tiefe des Wassers entsprechenden Geschwindigkeit in die
seichteren Meeresteile, wobei sie nur die Periode beibehalten, aber sowohl
Form wie Amplitude verindern. Ganze oder teilweise Reflexionen geben
zu stehenden Schwingungen, Amphidromien, Drehstréomen und anderen
komplizierten Bewegungsformen Veranlassung. Koinzidenzen mit den
Perioden der Eigenschwingung einzelner Teile werden eine bedeutende
Steigerung einer oder der anderen Partialtide zur Folge haben.

Aus alledem erhellt, dafi ein vollstindiges Verstindnis des Vorganges
nur dadurch gewonnen werden kann, daff man ihn in die Einzelschwin-
gungen auflost. Lige eine solche Auflgsung fiir eine grofiere Anzahl
von Stationen vor, so kénnte man beurteilen, welche Wellen stehende
sind, welche fortschreitende, welche durch Resonanz verstirkt sind usw.

13. Die harmonische Analyse.

Wir brauchen also ein Mittel, um die ganze komplizierte Erscheinung
in ihre einzelnen Bestandteile aufzulésen. Dieses Hilfsmittel ist die von
KeLvin1) und Darwin2) ersonnene, von BORGEN3) verbesserte Methode
der harmonischen Analyse. Als Grundlage fiir ihre Anwendung denken
wir uns den Verlauf der Gezeiten an irgendeinem Orte mit Hilfe eines
selbstregistrierenden Instrumentes durch mehrere Jahre hindurch un-
unterbrochen aufgezeichnet:

Ein solches Instrument, Flutmesser genannt, besteht aus einem
Schwimmer, der an einer Schnur hingt. Diese Schnur fithrt tiber eine
Rolle zu einem Gegengewicht. Der Schwimmer macht die Hebung und
Senkung des Wassers mit, und die Rolle, welche dadurch gedreht wird,
setzt einen Stift in Bewegung, der auf einem durch ein Uhrwerk vorbei-
gefithrten Papierstreifen schreibt. Der Schwimmer muf3 in einem Rohr
enthalten sein, welches eine Weite von 8—15 cm besitzt, und welches
bis zu einer gewissen Tiefe (woméglich 2—3 m unter das tiefste Niedrig-

1) Lord KELVIN (W. THOMSON): (Brit. Ass. Report 1872, 1876, 1878).

2) G. H. DArRwIN: Harmonic Analysis of Tidal-observations (Brit. Ass. Rep. 1884,
1883, 1886 und Report of the 53th meeting of the brit. ass. helt at Southport 1883).

3) C.BoRGEN: Uber eine neué Methode, die harmonischen Konstanten der Gezeiten
abzuleiten (Ann. d. Hydrographie 1894).
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wasser) hinabreicht. Das Rohr darf nicht zu eng sein, weil sonst das
Wasser nicht geniigend Zutritt hat und dann etwas ganz anderes ge-
messen wird als der Gezeitenhub; es darf auch nicht zu weit sein, weil
sich sonst der Einflul des Wellenschlages geltend macht. Aus dem letzteren
Grunde mufl das Rohr auch tiefer unter Wasserfliche enden.

Wir betrachten nun irgendeine Partialtide, z. B. M, — ihre Periode
ist 12+ 42 Stunden —, und teilen die ganze Beobachtungsreihe von einem
beliebigen Punkte ausgehend in Intervalle von dieser Linge, so wird
sich in jedem dieser Intervalle die Partialtide M, in der gleichen Weise
abspielen. Alle anderen Partialtiden werden aber in jedem Intervall
anders zu liegen kommen, und wenn man die Zahl der Intervalle grof3
genug gewahlt hat, so werden sie schlieflich in allen moglichen Lagen
gegen M, enthalten sein. Wir denken uns nun jedes Intervall in eine
Anzahl gleiche Teile geteilt, z. B. in zwdlf; so dafl jeder Teil gleich einer
Mondstunde wird, und aus der Aufzeichnung des Flutmessers die zuge-
horigen Wasserstinde abgelesen. Wir schreiben dann diese Werte so
auf, daff die zur ersten Mondstunde des Intervalles gehorigen Zahlen
untereinander kommen, ebenso die zur zweiten und so fort, bis zur zwolften.
Wir erhalten so viele Zeiten, als wir Intervalle von 12-42 Stunden
(= 12 Mondstunden) haben. Bilden wir nun kolonnenweise die Summen,
so werden sich die Einflisse aller iibrigen Partialtiden aufheben, nur
M,, da es innerhalb des gewidhlten Intervalles immer gleich wirkt, wird
sich aufsummieren und so von den anderen abgetrennt werden. Divi-
dieren wir durch die Zahl der Intervalle, so erhalt man Werte, die sich
in der einfachen Form:

A - cos (w4 %)
darstellen lassen. A ist die Amplitude, » die Phase (auch z-Zahl oder
Alter der Flut genannt).

Teilt man die Beobachtungsreihe in Intervalle ein, die einer andeien
Periode der fluterzeugenden Kraft entsprechen, so kann man eine andere
Partialtide absondern, und so fort, bis man alle gewiinschten Glieder
herausgeschilt hat. )

Nach diesen Darlegungen wire es eigentlich notwendig, zur Bestim-
mung jeder Partialtide eigene Werte aus der Aufzeichnung des Flut-
messers abzulesen. So miifite man z. B. fir die halbtigige Sonnenflut S,,
deren Periode 12 -00 Stunden ist, die Ablesung von mittlerer zu mittlerer
Stunde annehmen, wihrend die Mondflut M, die Werte fiir jede Mond-
stunde verlangt. Das wire nicht nur sehr mithevoll und zeitraubend,
sondern es wire damit auch von vornherein die Heranziehung jenes
Beobachtungsmateriales ausgeschlossen, welches nicht mit selbstregistrie-
renden Instrumenten, sondern durch direkte Ablesung am Instrumente
in bestimmten Zeitintervallen gewonnen wiirde.

Man kann sich aber die Sache ohne merklichen Fehler dadurch ver-
einfachen, dafl man nur eine Ablesung vornimmt, etwa nach mittleren
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Stunden, und bei der Zusammenstellung fiir die einzelnen Partialtiden
statt des richtigen Wertes. den nichstgelegenen abgelesenen nimmt.

. BorGeN1) hat diese Methode bedeutend verbessert. Durch eine
besondere Gruppierung des Materiales wird eine grofle Ersparnis an
Rechenarbeit gemacht. Der Grundgedanke ist der folgende: Wir denken
uns. wieder die Werte von mittlerer zu mittlerer Stunde gegeben und so
untereinander geschrieben, dafl. die zu gleicher Tagesstunde gehorigen
Werte in_ eine senkrechte Reihe kommen. Summieren wir eine solche
Reihe, z. B, iiber # Tage, so werden die entsprechenden Werte der Partial-
tiden S; und S,, deren Periode ein ganzer oder ein halber mittlerer Tag
ist, sich aufsummieren, Die iibrigen Partialtiden werden in der verschie-
densten Weise eintreten. Es 148t sich nun eine Zahl # angeben, bei der
der EinfluB3 einer gewissen Partialtide, sagen wir M,, ein positives Maxi-
mum wird.. Es werdén sich aber dann in derselben Reihe andere # auf-
einanderfolgende Werte finden, in welchen der Einflul von M, ein nega-
tives Maximum wird, wahrend S; und S, in der gleichen Weise wirken,
da sie zur selben Tagesstunde gehéren. Nimmt man die Differenz der
beiden Summen, so fillt S; und S, heraus, wihrend M, verdoppelt
wird.  Diesen Vorgang denken wir uns # mal wiederholt, und die # Re-
sultate neuerlich addiert. Bei richtiger Wahl der Zeiten und des Wertes
von m gelingt es, den Einflufl der nicht zu berechnenden Glieder méglichst
zuriickzudrangen. Ein bleibender Rest kann als Korrektion in Rechnung
gebracht ‘werden.

Der geschilderte Vorgang wird fiir jede Sonnenstunde wiederholt
Man erhdlt so 24 Groflen Dy, die 24 Gleichungen zur Bestimmung der

Partialtide mit der Periode — wvon der Form liefern:
i ‘

Dy = — A4 cosit+ B sinit f=1,2... 24"

Aus diesen Gleichungen werden die beiden Unbekannten A4 und B nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Die Bedeutung von 4
und B ist gegeben durch:

A= F-Rsn({l— N)

B=F:Rcos(f{ — N)
Hier ist R und { die gesuchte Amplitude und Phase der Partialtide,
wahrend F und N bekannte Griflen sind.

Wenn ein ganzjahriges Material vorliegt, so braucht man nach dieser
Methode z. B. zur Bestimmung von M, nur 92 entsprechend ausgewihlte
Tage, wihrend die Darwinsche alle 365 braucht. Dagegen verlangt die
Borcensche Methode ein lickenloseres Material, da von den ausgesuchten
Zeilen keine fehlen darf.

1) C. BORGEN: L c. (S. 118). Siehe auch W. SCHWEYDAR: Harmonische Analyse
der Lotstérungen durch Sonne und Mond (Verdffentl. d. preuss. geod. Institutes. Neue
Folge 59) und: Lotschwankung und Deformation der Erde durch Flutkrifte (Zentral-
bureau der internationalen Erdmeussng. Neue Folge 38.)
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Auch so bleibt die Ermittelung der harmonischen Konstanten eine
umfangreiche Arbeit. Wenn diese aber geleistet ist, so gewinnt man damit
nicht nur einen Einblick in den Bau der betreffenden Flutkurve, sondern
man ist dann auch imstande, den weiteren Verlauf der Erscheinung fiir
beliebige Zeiten vorauszusagen. Dies ist aber eine Sache von grofler
‘Wichtigkeit fiir die Seefahrt. Die Kenntnis der Hohe und der Zeit des
Eintrittes der Flut braucht der Seemann, um danach die Méglichkeit
des Einlaufens in manchen Hafen beurteilen zu kénnen. Die Kenntnis
der Hafenzeit allein reicht da oft nicht aus. Es ist also das Bestreben,
von moglichst vielen Stationen die harmonischen Konstanten kennen zu
lernenl).

Ist die Bestimmung der Konstanten mit einer groflen Rechenarbeit
verbunden, so verlangt die Vorausberechnung der Gezeiten keine geringere.
KeLviN hat daher eine Flutvorhersagemaschine (tide predicting engine)?2)
konstruiert, welche die Summierung der Glieder mechanisch vornimmt. Es
gibt aber vorliufig nur drei Exemplare dieser Maschine, die im Besitze
der Regierungen von Grofibritannien, Frankreich und Britisch-Indien
sind.

Den Einflui von Seiches kann man auf diesem Wege nicht be-
stimmen, solange nicht die Periode der freien Schwingungen bekannt
sind. Man kann nur den umgekehrten Weg gehen: Wenn die harmonischen
Konstanten bestimmt sind, kann man den daraus folgenden Verlauf
der Gezeiten mit den Beobachtungen vergleichen und untersuchen, ob
etwa an Tagen nach gréfleren Stiirmen oder plotzlichen Luftdruckinde-
rungen noch periodische Schwankungen in den Unterschieden bleiben.
Solche Untersuchungen hat Kessritzl) fiir die dalmatinische Kiiste
durchgefiihrt.

14. Mittelwasser.

Das erste Glied der Reihe, welche man durch die harmonische Ana-
lyse erhilt, ist von der Zeit frei und stellt die Hohe des Mittelwassers
vor. Diese Hohe ist gezdhlt von dem Nullpunkt der Skala des betreffenden
Flutmessers, und dieser fillt meistens mit dem tiefsten Niedrigwasser
(Niedrigwasser der Springflut) zusammen. Er fithrt den Namen Pegel.
Fiir die periodischen Glieder, welche nur aus den Hohendifferenzen ab-
geleitet werden, ist die Lage dieses Nullpunktes gleichgiiltig. Die Mittel-
wisser der einzelnen Stationen sind aber untereinander nur vergleichbar,
wenn man die gegenscitige Lage ihrer Nullpunkte kennt. Diese miissen
also durch ein Prizisionsintervall miteinander verbunden werden. Bei
geringen Distanzen hat dies keine Schwierigkeiten. Die kleinen Unter-

1) W. v. KessLitz: Die Gezeiten im Adriatischen Meere (Mitteilungen aus dem

Gebiete des Seewesens, 1913) enthilt die harmonischen Konstanten von 12 Kiisten-
orten des Adriatischen Meeres.

2} G. H. DARwIN: On Tidal Prediction (Phil. Trans. Ser. A, Bd. 182). RoOBERTS:
Tide predicting machine (The Engineer, 1879, Dez. 19..

Einfiihrung in die Geophysik. 9
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schiede, die hier gefunden werden und die einige Zentimeter betragen,
konnen oline weiteres dem Einflufl konstanter oder vorherrschender Winde
zugeschrieben werden. So ist z. B. das Mittelwasser in Stolpmiinde an
der Ostsee um 335 mm héher als in Kiell).

Bei groflen Distanzen aber wichst die Unsicherheit des Nivellements
stark an. Die Frage des Niveauunterschiedes der groffen Meere ist also
nicht so leicht zu lésen, da sie durch Nivellements verbunden werden
miissen, die iiber ganze Kontinente, meist auch iiber hohere Gebirge
laufen. Neben der Anhdufung der Beobachtungsfehler, dic dabei statt-
findet, wirkt namentlich die Unsicherheit in der Linge der verwendete
MeBlatten mit. Die Nivellements, welche die Meere verbinden, werden
meist im Rahmen der Arbeiten der einzelnen Linder durchgefithrt und
an den Grenzen aneinander angeschlossen. Die einzelnen Linder ver-
wenden aber verschiedene Latten, und nur der genaueste Vergleich kann
davor schiitzen, daff dadurch gréfiere Fehler in das Nivellement kommen.
Durch solche Vergleichungen sind in der Tat die scheinbar so grofien
Differenzen, die frither zwischen den Ozeanen vermutet wurden, fast
ganz geschwunden. Was noch bleibt, kann aber wohl reel scin und auf
Unterschiede im mittleren Barometerstand, vorherrschende Winde, ver-
schiedenen Salzgehalt usw. zuriickgefithrt werden. Die Abweichungen
der Mittelwisser der Meere voneinander diirften den Betrag von 3—4 dm
nicht iberschreiten.

V. Die Konstitution der Erde.

15. Die mittlere Dichte der Erde.
Betrachten wir dic Gleichung (18), S. 66, fiir die Schwere:

RE 3(C— 4) - w?ad
_I. ’2[ +—zaﬁ—(1——osm (p)—z@—cos (p]. (1)
Setzen wir hier fiir # seinen Ausdruck (24), S. 66
7= a1 — asin?ep) (2)
und weiter nach (25) und (27)
w?2a3 3 C— A4 c
VY ¢ und s 2E a— P (3)
so erhalten wir leicht in Verbindung mit dem CrairauTschen Theorem (27),
RE 3c :
gzjlé——[1+a—°7+551n7q)]. (4)

Die Grofien a, a, b und ¢ sind als Resultate der in den Kapjteln I
und II besprochener Operationen bekannt. Die Grofie g kann fiir irgend-

1) Verhandlungen der XVII. allg. Konf. d. intern. Erdmessung id Hamburg,
Annexe B. VIII, S. 222. Vgl. auch: A. WestpHaL: Das Mittelwasser der Ostsee
(Veriffentl. d. preul’. geod. Inst., Neue Folge 2).
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einen Ort durch direkte Beobachtung bestimmt werden. Es ist also in
der obigen Gleichung nur mehr die GroBe £2E unbekannt. Wird also k2
bestimmt, so 1483t sich E berechnen. Bezeichnen wir die mittlere Dichte
der Erde mit &, so ist

E="T 9nas(x—a), (s)

und wenn E bekannt ist, so liefert diese Gleichung den Wert von .
Die Bestimmung der mittleren Dichte der Erde liuft also auf die Be-
stimmung der Gravitationskonstante hinaus.

Zur Bestimmung der Gravitationskonstante kann man verschiedene
Methoden anwenden.

I. Die dlteste Methode ist die von MaskeLYNE (1775)1); sie besteht
in der Bestimmung der Lotstérungen, welche durch isolierte Berge
hervorgerufen werden, deren Masse sich infolge ihrer einfachen Form hin-
langlich genau berechnen l4fit. MaskeLvNE stellte seine Beobachtungen
an dem 3561 Fufl hohen Berge Shehallian in Schottland an. In neuerer
Zeit hat Preston?) diese Methode bei den Vulkankegeln Haleakala und
Mauna Kea auf den Hawaischen Inseln angewendet.

2. Die Bestimmung mit der Drehwage, welches Instrument von
CavenpisH (1798)3) zum erstenmal zu dicsem Zwecke verwendet wurde.
Es wird die Ablenkung gemessen, welche Massen von bekannter Grofe,
z. B. grofie Bleikugeln, an der Drehwage erzeugen. Die Versuche wurden
spater von Rercn4), BaiLy?), Cornu und BarLreS) wiederholt. Moderne
Bestimmungen rithren von Braux?), Bovs8) und E6tvos?) her.

3. Man kann auch die gewdhnliche Wage verwenden, indem man die
Gewichtsanderung bestimmt, die eine auf der Wagschale liegende Masse
erfahrt, wenn unter oder iiber der Wagschale eine grofie Masse angebracht
wird. Um die stérende Masse leicht in verschiedene Stellung zur ab-
zuwigenden Masse zu bringen, wird an einem oder auch an beiden

1) N. MASKELYNE: An account of observations made on the mountain Shehallian
for ﬁndmg its attraction (Phil. Trans. 1775).
7 E. D. PRESTON: Mean density of the earth (Phil. Soc. of \Vashmgton Bulletin,

Vol. ‘{II

3) H. CavenpIsH: Experiments to determine the .density of the earth (Phil.
Trans. 1798). .

4) Rercu: Versuche iiber die mittlere Dichtigkeit der Erde mit der Drehwage,
Freiberg 1838.

% BaiLy: Experiments with the torsion rod for determining the mean density of
the earth (Mem. of astr. soec., Vol. XIV, 1843).

6) A. CorxU und J. B. BAILLE: Determ. mouv. de la const. de Pattraction et de
la densité de la terre (C. R. 76).

7) C. BRAUN: Gravitationskonstante, Masse und mittl. Dichte der Erde (Denkschr.
d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. 64, 1847).

8) C. V. Bovs: On the Newtonian constant of gravitation (Phxl Trans. of London.
Ser. A, Bd. 186).

9 R. EoTviss: Untersuchungen iiber Gravitation und Erdmagnetismus (Wiede-
manns Ann. d. Physik, Bd. 59). ’

O*
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Armen der Wage eine zweite Wagschale in tieferer Lage angebracht.
Hierher gehdren die Messungen von Jorryl), PovynTinG2) und Ricuarz-
Kricar-MeNzEL3).

4. Statt der Wage verwendet Wirsing4) das Pendel mit groBer
Schwingungsdauer und bestimmt den Einflufl bekannter Massen auf seine
Rubhelage.

5. Die Methode von Airv®) endlich, die spater auch v.STERNECKS)
gebrauchte, beruht auf Bestimmung der Zunahme der Schwere beim
Eintritt in das Erdinnere. Sie findet auf S. 173 eine nihere Besprechung.
Wegen der Unsicherheit, die iiber den anzunehmenden Wert der Ober-
flichendichte der Erde besteht, liefert diese Methode bedeutend un-
sicherere Resultate als die anderen.

Die neuesten Bestimmungen ergeben folgende Werte?):

Preston . . . . ... ... .93,=535
Poy~NTING . . . . . L L L L. 5,49
Ricuarz und KriGar-MENZEL. . 5,50
Braun . . ... o000 5,53
Bovs . . . . . . . ... 5,53
WiLsing . . ... L oL, 5,50
Eétves . . . . . . . ... 5,53

Als Mittelwert kénnen wir ansehen

Fm = 5,52.

16. Schwere- und Lotstdrungen; die Konstitution der Erdrinde.

Es ist eine selbstverstindliche Folge des Gravitationsgesetzes, daf}
die MassenunregelmiBigkeiten der Erde sich als Stérungen im Werte der
Schwere und in der Richtung des Lotes duflern miissen.

Fir die Bestimmung der Erdgestalt aus Schweremessungen war es
notwendig, die Schwere im Meeresniveau zu bestimmen. Es ist also zu-

1) PH. JoLLY: Anwendung der Wage auf das Problem der Gravitation (Wiede-
manns Ann. d. Physik, Bd. 5 und 14).

2) J. H. PoYNTING: On the determination of the mean density of the earth and
the gravitation costant (Phil. Trans. of London, Ser. A, Bd. 182).

3) F. RicHARz und O. KRIGAR-MENZEL: Gravitationskonstante und mittl. Dichtig-
keit der Erde, bestimmt durch Wigungen (Sitzungsber. d. preub. Akad. d. Wiss.
1896, XLVIII).

4) J. WiLsING: Anwendung des Pendels zur Bestimmung d. mittl. Dichtigkeit der
Erde (Sitzungsber. d. preufl. Akad. d. Wiss. 1885, 1887).

5 G. AIrY: Pendulum experim. in the Harton colliery for determ. the mean
density of the earth (Phil. Trans. 1856).

6) R.v. STERNECK: Untersuchungen iiber die Schwere im Innern der Erde (Mitteil.
des mil. geogr. Inst. in Wien, II. Bd., 1882). Wiederholung der Untersuchungen iiber
die Schwere im Innern der Erde (ibid. III. Bd., 1883). Untersuchungen iiber die Schwere
im Innern der Erde (ibid. VI. Bd., 1886).

7) Eine umfassendere Zusammenstellung siehe W. TRABERT: Lehrbuch der kos-
mischen Physik (Leipzig, Berlin 1911).
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erst die Frage zu beantworten, was wir darunter zu verstehen haben.
Wir konnen dreierlei Auffassungen unterscheiden.

1. In der wortlichen Bedeutung ist die Schwere im Meeresniveau
jener Wert, den eine direkte Beobachtung daselbst ergeben miifite, die
also beeinfluBlt wire von allen Massen in ihrer natiirlichen Lagerung. Da
die Punkte des Meeresniveaus meist unzuginglich sind, da sie in der Konti-
nentalmasse liegen (Abb. 36), so ist eine direkte
Beobachtung nicht méglich; die Werte miissen
also aus den Beobachtungen auf der physischen
Erdoberfliche errechnet werden. Dazu bestimmt
man den Einflufl aller Massen auflerhalb der Abb. 36.
Meeresfliche auf den Beobachtungspunkt und
bringt ihn als Korrektion in Rechnung. Es kommt dies darauf hinaus,
dafl man sich diese Massen zunichst entfernt denkt. Dann wird der
Punkt P auf der Meeresfliche nach P’ hinunter verlegt, und nun werden
die Massen wieder hinzugefiigt, indem ihr Einfluf} auf den Punkt in seiner
neuen Lage berechnet wird.

2. Man beriicksichtigt nur den ersten Teil der obigen Reduktion;
man entfernt also die dufleren Massen und verlegt den Punkt in die
Meeresflache.

3. Man nimmt bei der Reduktion eine Idealisierung oder eine Um-
lagerung der Massen vor, wie sie z. B. der schon besprochenen Konden-
sationsmethode zugrunde liegt.

Die gewohnliche Form der Reduktion war bis vor kurzem allgemein
die unter 2. gegebene. Sie beginntmit der Beriicksichtigung der Anziehung
einer horizontalen Platte von einer Dicke, die der Meereshshe der Beob-
achtungsstation entspricht. Diese Korrektion ist

nach der Youxc-Boucuerschen Formel ge- 2
TR
geben durch: AN
\ \f
. 3 19' /l I3 // z NN
dg——-vz-;g;-R-g. (1) e M,.\ s
Wir erhalten diese Formel leicht auf folgen-
dem Wegel): Wir suchen die Anziehung einer Abb. 37.

kreisformigen Platte vom Radius @ und der un-

endlich kleinen Dicke dz auf einen Punkt P im senkrechten Abstande z
von ihrer Mitte (Abb. 37). Wir nehmen als Massenelement einen Ring
von der unendlich kleinen Breite dr, dessen Punkte alle von P den gleichen

Abstand Y s
haben. Ist & die Dichte, so ist das Potential dieses Ringes im Punkte P
do — 25k inr«(,{iﬁ

V24 st

1) R. HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der hoheren Geodisie, II. Bd.,
S. 141,
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und das Potential der ganzen Scheibe

a

rdr

v = 2w it9ds [ e = 2w A9 dz (Va5 — z]
J Vr2 4 32
= 2w k23 ds(E — 3) E=Va*+ 2. (2)
Die entsprechende Schwerestérung ist
dg=— LA 2717/1’2311’5(9——12 — 1) ='2717£’219a'z(1 — —_5-7__) .
0z : 03 Va? + 52

Integrieren wir diesen Ausdruck nach z von 0 bis k, so erhalten
wir die Anziehung eines Kreiszylinders von der Héhe %4 auf den Punkt P
seiner oberen Grundflidche

R
dg= 27r/c23f(1 —
v

Vernachlissigen wir das Glied mit %2, indem wir 4 gegen a sehr
klein annehmen, so bleibt

]/2:2) Z=27f/€219'(/1—1/02+/12+ﬂ>. (3)
at 4z

Adg = 20k23h. (4)

Ist %, die mittlere Dichte der Erde und R ihr Radius, so ist die
Schwere auf der Oberfliche

470723, R 1 4Tk29,, R

g§= - e (5)
3
somit
38
ey _95
27T ZRJ,,;
und
3 O A
dg:—;}-19 -—E-g. (6)
7

Wenn das Terrain hinlinglich eben ist, so konnen wir die Anziehung
der unter ihm befindlichen Massen ersetzen durch die einer sehr aus-
gedehnten horizontalen Platte, deren Dicke gleich der Seehéhe des be-
treffenden Ortes ist: Thr EinfluB ist durch Formel (6) gegeben und mit
negativen Zeichen anzubringen, wenn die Schwere von der Anziehung
der Platte befreit werden soll.

Mit der Reduktion wegen Hohe, Gleichung (5), S.63, vereinigt,

erhalten wir
2/ 3 9
Y =_(1_iﬂ ) .
g % PR L (7)
An diese Formel ist bei sehr unebenem Terrain noch eine Reduktion
auf horizontales Terrain oder eine topographische Korrektion anzu-
bringen. Zu diesem Zwecke mufl man die sichtbaren Masseanhdufungen
einzeln in Rechnung bringen, indem man dieselben zur leichteren Be-
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rechnung durch einfache geometrische Gebilde entsprechend ersetzt, was
namentlich in dem Falle gilt, als pragnante Formen darunter vorkommen.
Sind solche nicht vorhanden, so kann man die ganze Umgebung durch
konzentrische Kreise und Radien in Felder einteilen, deren Anziehung
mit Hilfe einer fiir jedes Feld geltenden mittleren Hohe und mittleren
Dichtigkeit leicht berechnet werden kann.

Den Schwereeinflufl eines solchen Feldes kénnen wir auf Grund
von (3), leicht bestimmen. Ist a;J 1 der #duflere Radius, a der
innere, und entspricht der zugehorige Zentriwinkel dem #ten Teil der
Peripherie, so finden wir, wenn wir vorldufig die mittlere Héhe des Feldes
gleich der Hohe des Beobachtungspunktes nehmen:

271 -7 75 27T SCBTEET
dg==" /320[{1,-_,_1 +h—Val  + 2] — - B3 a; 4+ h—Vat 4+ 72

— 2{4 9[(1;.,.1——(7;—]/0}4_1—{—/z‘l—i—Val?—i—/zl’J

7

< Vv ;
=3 Naipy —ai— a?_‘_l—l-/z'—’-l-Vaf—f—/ﬂ]%-

27 1},,,

Dieser Betrag ist vollstiandig in Formel (6) bereits enthalten. Wir haben
also nur noch den Unterschied zu beriicksichtigen, der aus der Hohen-
differenz und aus der Verschiedenheit der Dichte entspringt. Ist die
Dichte in dem beobachteten Felde gleich 4 und behalten wir die Hohe &
noch bei, so folgt mit ¢ — 9 = 43 die Verbesserung

3 (49

2n (J,,,

Ist nun die mittlere Hoéhe in dem Felde gleich 4" und %' <4, so

fallt noch die einer Dicke A — A" = Ah entsprechende Anziehung weg,
die wieder ausgedrickt ist durch

—2371 j} laipr—a: —Vad  + 4112+Va§+4/z2]%
Die Korrektion dndert das Zeichen nicht, wenn 2’ >4 und b’ —h = A%
wird; eine Massenschicht oberhalb cines Punktes wirkt eben im gleichen
Sinne wie cine fehlende Schicht unterhalb.

Ist 2 : @ und &': a klein, so erhilt man leicht die Ndherungsformeln

3 F=9r 1
an G :e‘[a; —;,,.H]g
'3 & AN ]
4;1 «J,,, R [717_ (z,-+1:|° ’
Diese Verbesserungen sind am beobachteten Schwerewert mit um-
gekehrten Vorzeichen anzubringen, um ihn von der Stdrung zu befreien.
Die Berticksichtigung von Massen in sehr grofier Distanz ist bei
dieser Art der Reduktion tiiberfliissig und zum Teil 'schidlich. Solange
die Krimmung der Erde vernachlissigt werden kann, wirken weit ent-

)L(71+1—'”z Vﬂ;2+1+/12+]/(ll2+/12]§-

(8)
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fernte Massen fast nur horizontal und liefern nur eine verschwindend
kleine Komponente in der Richtung der Schwere. Ist die Distanz so
gro3, dafl auch die Erdkriimmung in Rechnung gezogen werden mu$,
so wird der Einflufl zwar wieder gréBer, er ist aber dann fiir die Punkte
P und P’ (Abb. 36) fast gleich. Die einseitige Beriicksichtigung des Ein-
flusses auf P wire daher fehlerhaftl).

Diese Form der Reduktion war selbstverstindlich, solange man der
Meinung war, dafl die sichtbaren MassenunregelmifBigkeiten die einzigen
seien. Dann wiren mit dieser Methode alle Stérungen beseitigt, und der
Verlauf der so erhaltenen Schwerewerte miifite glatt und einfach sein.
Es war nun eine merkwiirdige Entdeckung, als man sah, dafB} dieser
Zweck keineswegs erreicht wurde. Der Verlauf wurde nicht einfacher,
sondern meist komplizierter. Man mufite daraus zwei Schliisse ziehen:

1. Die sichtbaren M assenunregelmdfigketten sind nicht die einzigen,
sondern es gibt auch unsichtbare.

2. Die unsichtbaren Massen haben vielfach den entgegengesetzten
Charakter wie die sichtbaren, sonst hitte die Beriicksichtigung der dufleren
Massen eine Verbesserung im Verlauf der Schwere erzeugen miissen;
mit anderen Worten: den #duBeren Massenanhdufungen entsprechen
Massendefekte unterhalb und umgekehrt. Man spricht in diesem Sinne
von einer unterirdischen Kompensation. So zeigen namentlich die grofien
Kettengebirge (Alpen, Kaukasus, Himalaja) eine viel kleinere Schwere,
als die sichtbaren Massen vermuten lassen. Nach Beriicksichtigung .der
letzteren bleiben negative Betrige der Storungen bis zu 150.1073 cm.
Wir diirfen nicht zweifeln, dafl dies in irgendeinem Zusammenhang mit
der Entstehungsweise der Gebirge steht.

Andere Gegenden, z.B. der Harz, zeigen unterirdische Massen-
anhiufungen. Ebenso sind alle vulkanischen Gebiete, sowie alle Inseln
im Ozean durch positive Schwereanomalien ausgezeichnet. Der gréfite
heute bekannte Wert ist2) -+ 341,103 cm, der in Port Lloyd (Bonin-
insel: 27° Br., 142° 6. L.) gemessen wurde.

Den grofilen Kontinenten scheinen unterirdische Massendefekte zu
entsprechen. Auf dem Meere zeigt sich die Schwere ziemlich normal. Da
aber das Meer selbst einen ungeheuren Massendefekt vorstellt, da es nur
die Dichte 1 hat, wihrend die iibrige Erdkruste die Dichte 2,7 besitzt,
so miissen wir fiir den Meeresgrund eine bedeutende Massenanhidufung
annehmen. Zwischen Kiiste und Festland besteht ein konstanter Unter-
schied von -} 0,036 c¢m, zwischen Tiefsee und Flachsee ein solcher von
— 0,047 cm3).

1) R. HELMERT: Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde (Enzy-
klopidie der math. Wissenschaften, Bd. VI).

2) R. HELMERT: Spezialbericht iiber die relativen Schweremessungen (Verhandl.
d. XVI. allg. Konf. d. intern. Erdmessung, III. Teil, 1911).

3) O. E. ScuiéTz: Die Schwerkraft auf dem Meere lings dem Abfall der Kon-
tinente gegen die Tiefe. Christiania 1907.
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Es ist nicht moglich, auf Grund der Schweremessungen die unter-
irdischen Massen oder Massendefekte zu lokalisieren, oder ihre Gestalt
und Grofle anzugeben, weil es unendlich viele Massenanordnungen gibt,
welche sich nach auflen in gleicher Weise duflern. Um aber bestimmte
Vorstellungen damit verbinden zu kénnen, denkt man sich die stérende
Masse als ideale Schicht im Meeresniveau gelegen. Bezeichnen wir wieder
mit g die Grofle

=" p9.R,
3

welche nichts anderes ist als die Schwere auf der kugeligen Erde mit
dem Radius R und der mittleren Dichte &, so ist die Dicke der ideellen
Schicht DY)

D=2(i€4/g+N)- (9)
38

Hier ist A4g die beobachtete Schwerestérung und N die Entfernung
zwischen dem Geoid und der angenommenen Referenzfliche. Das Auf-
treten der Grofle N erklirt sich damit, dafl wir die beobachteten Schwere-
werte mit der Meereshéhe auf die Meecresfliche, das Geoid, reduzieren
und sie dann mit der normalen Schwere vergleichen, die aber nach den
Ausfithrungen des § 2 des II. Kapitels nicht fiir das Geoid, sondern fiir
ein Niveausphiroid gilt, welches mit dem Geoid nicht zusammenfillt,
sondern gegen dieses eben die Hohenunterschiede N aufweist. Wir werden
sehen, dafl wir allen Grund haben, die Gréfle N als ziemlich klein anzu-
nehmen. HerLMERT2) schitzt den Hochstbetrag auf == 100 m. Man kann
also in der obigen Formel N weglasscn. Der verbleibende . Ausdruck

D:ﬂz]g (10)
38

entspricht dann der Auflésung der Gleichung (6) nach %, an dessen Stelle

i . I . . . .
D tritt, wobei = — gesetzt wird; das Vorzeichen richtet sich danach,
2

I
ob es sich um ecinen Massendefekt oder einen Masseniiberschufl handelt.
So berechnet z. B. Ster~Neck fiir die Alpen eine ideelle Schicht von 1000

bis 1200 m Dicke mit der Dichte Null3).

1) R. HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der héheren Geodisie Bd. II,
S. 259. Nimmt man die ideelle Schicht nicht so ausgedehnt, dafl man die Kriim-

N
mung der Erde beriicksichtigen mul, so hat man in (9) statt AV: 4—3— zu setzen.

?) R. HELMERT: Die Bestimmung des Geoides im Harze (Sitzungsber. d. preuB.
Akad. d. Wiss. 1913, XXVII'. A. GALLE: Das Geoid im Harze (Vertffentl. d. preul.
geod. Inst., Neue Folge Nr. 61. R. HeLMERT: Unvollkommenheiten im Gleichgewichts-
zustande der Erde Sitzungsber. d. preul. Akad. d. Wiss. 1908, XLIV).

3) R. v. STERNECK: Die Schwerkraft in den Alpen (Mitteil. d. mil. geogr. Inst.
in Wien, XI. Bd.) R. HELMERT: Die Schwerkraft im Hochgebirge (Veroffentl d preub.
geod. Inst., 1890.)
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Es ist klar, daf} diese ideelle Schicht noch keine richtige Vorstellung
geben kann. Schon der Umstand, dafl man den Defekten die Dichte
Null gibt (also gegeniiber den umgebenden Massen die Defektdichte
—2,7), was also darauf hinauskommt, direkte Hohlriume anzunehmen,
zeigt, daf} die Anordnung sehr unwahrscheinlich ist. Es ist zwar nicht
augsgeschlossen, dafl tatsichlich Hohlrdume vorkommen, sind doch auch
sonst in vielen Gebirgen grofie Hohlen nachgewiesen; im allgemeinen ist
man aber mehr geneigt zu glauben, dafl es sich nicht um Hohlrdume,
sondern nur um Gebiete geringerer Dichte handelt, deren Lage natiirlich
nicht naher festgelegt werden kann. Dariiber kénnen wir nur so viel aus-
sagen: Sind die stérenden Massen tiefer gelegen, so miissen sie gréfer
sein, um die beobachtete Stérung zu erkliren. Sie werden sich dann
aber auch auf einem gréferen Gebiete duflern miissen. Liegen dagegen
die Massen nidher dem Meeresniveau, so kénnen sie kleiner sein, werden
sich aber nur auf einem kleineren Gebiete geltend machen. Dieser Um-
stand wird bei Berechnung der ideellen Schicht ganz aufler acht gelassen:
es wird nur aus der Schwerestérung 4g an irgendeiner Station die Dicke
der Schicht berechnet, dabei aber gar nicht darauf Riicksicht genommen,
inwieweit dadurch auch Nachbarstationen beeinflut werden.

Diesem Umstand hat der Verfasserl) Rechnung zu tragen versucht
in zwei Untersuchungen iiber die Schwereverhiltnisse in den Tiroler Alpen.
Dabei mufite eine Annahme iiber die Grofle des Massendefektes gemacht
werden, um dann auf Grund derselben eine Lokalisierung vorzunehmen.
Es tritt also die Frage in den Vordergrund, welche Anhaltspunkte wir
tiber die Grofle solcher Massendefekte gewinnen kénnen.

Die Antwort auf diese Frage gibt die Theorie des Massengleichgewichtes
(Isostasie) von A1ry, die von diesem zuerst auf Grund der Schweremessungen
entwickelt wurde. Danach befindet sich die Erdrinde im Zustande des
hydrostatischen Gleichgewichtes. Diese Vorstellung ist natiirlich nur
vereinbar mit der Annahme, dafl die Massen in gréflerer Tiefe fliissig
oder wenigstens plastisch sind, so dafl die festen Schollen der Erdober-
fliche auf den unteren Schichten gewissermaflen schwimmen konnen.
Die letzteren miissen dann jedenfalls ein héheres spezifisches Gewicht
besitzen. In der Tat unterscheiden die Geologen in der Erdkruste zwei
Schichten. Die obere Schicht, welche vorwiegend aus silizium- und
aluminiumhaltigen Gesteinen besteht, die mit dem Kiirzungsworte Sal (Sial)
bezeichnet werden, ist die leichtere, die zweite, mit silizium- und magne-
siumhaltigen Gesteinen, kurz Sima genannt, ist die schwercre, auf der
die Schollen der ersten schwimmen.

Das Herausragen einer Scholle iiber ihre Umgebung kann zweierlei
Griinde haben: Entweder die Scholle ist michtiger an Dicke als die an-

1) A.PreY: Untersuchungen iiber die Isostasie in den Alpen auf Grund der Schwere-
messungen in Tirol, I. Mitteil. (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXXI,
Abt. IIa), II. Mitteil. (Bd. CXXIII). :
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schlielenden: sie taucht dann tiefer in die Unterlage ein, wird aber auch
hoher iiber die Meeresfliche herausragen (Abb. 38); oder die Scholle hat
geringere Dichte als die benachbarten: sie
sinkt dann weniger tief ein (Abb. 39). Sal
Nimmt man an, dafi die Schollen der
Erdkruste im allgemeinen die gleiche mitt-
lere Dichte haben, die dann die des Sal Abb. 38.
wire, so missen wir bei dem ersten Fall ‘

Sal
S¢ra

. ) . | N
bleiben. In beiden Fillen aber entsteht der |
Massendefekt dadurch, daf3 die schwereren
unteren Massen durch die leichtere
Abb. 39.

Schollenmasse verdringt wird.

Nach dieser Vorstellung ist nun die Gréle des Massendefektes un-
mittelbar gegeben. Aus dem archimedischen Prinzip folgt sofort, daf$l
die iiber die Meeresfliche herausragende Masse genau dem gleich sein
muf}, was unten fehlt. Die Massendefekte sind also gleich den sichtbaren
Massenl). Bei der Theorie des Massenausgleiches, wie sie PratT gibt
und die auch den unten besprochenen Untersuchungen von HELMERT
und Havrorp zu Grunde liegt, wird angenommen, dafl die Hohen-
unterschiede nur von Auflockerungen oder Zusammenpressungen der
Massen herrithren, daf also gréfleren Erhebungen geringere Dichte ent-
spricht und umgekehrt. Da wir annehmen miissen, daf die Massen-
unregelmifligkeiten sich nicht bis in die tiefsten Tiefen erstrecken,
sondern die Schichten nach unten zu immer regelmiBiger und regel-
méfliger werden, so muf} bei ciner gewissen Tiefe der Ausgleich perfekt
sein. In diesem Sinnc sprechen wir von einer Ausgleichsfliche, d.1i. die
erste Niveaufliche im Innern der Erde, von der Eigenschaft, daf$}
auf jeder Flicheneinheit gleichviel Masse lastet.

Man darf sich nicht vorstellen, daf sich dieser Ausgleich bis in alle
Finzelheiten genau vollzogen hat. Das zeigt sich deutlich an den schon
oben erwihnten Verhiltnissen im Harz, wo den aufleren Massen kein
unterirdischer Defekt, sondern ein weiterer Masseniiberschufl entspricht.
Hier hat also offenbar ein Ausgleich nicht stattgefunden. Man kann
sich dies etwa so erkliren. In der Erdoberfliche gehen durch die geo-
logischen Kriafte stets Veranderungen vor sich. Dadurch entstehen
Druckunterschiede, die sich nicht sofort ausgleichen kénnen, da die Massen
jedenfalls schwer beweglich, zahflissig oder plastisch sind. Erst im
Laufe langer Zeiten wird der Ausgleich hergestellt werden. Daher werden
Abweichungen vom Gleichgewichtszustande dort wahrscheinlich sein, wo
in jingster Zeit geologische Verianderungen vor sich gegangen sind. Da-
mit stimmt die Beobachtung von Masseniiberschiissen in vulkanischen

1) Eigentlich sollte der Ausgleich nicht nach der Masse, sondern nach dem Ge-
wichte stattfinden, wobei der Zunahme der Schwere mit der Tiefe in der Nihe der Erd-
oberfliche Rechnung zu tragen wire. Man pflegt diesen Umstand auler acht zu lassen.
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Gegenden iiberein. Zur Herstellung des vollen Ausgleiches sind dann
offenbar Horizontalverschiebungen unterirdischer Massen notwendig.
Man kann nun versuchen, aus den Schwerestérungen die Tiefe der
Ausgleichsfliche zu berechnen. HeLmerT!) verwendet hierzu eine groflere
Anzahl von Kiistenstationen und findet die beste
m_ * Ubereinstimmung fiir eine Tiefe von 118 km.
& Es ist klar, dafl die Massenunregelmifig-
keiten sich auch in den Lotstérungen #uflern
Abb. 40. miissen. Die Sache ist nur hier viel komplizierter,
weil die seitlich liegenden Massen viel wirksamer
sind. Ist z. B. in Abb. 40 P der Beobachtungspunkt und m die stérende
Masse in der Nahe der Oberfliche, so wirkt in der Richtung der Schwere
die Komponente

IP

R .
T sinc ,

in der dazu senkrechten Richtung

P2

— *COSU .
J2

Da nun s in der Nahe der Oberfliche liegt, wird der Winkel a schon bei
mifBiger Distanz klein sein, somit der Kosinus gegen den Sinus weit tiber-
wiegen. Erst wenn die Entfernung so groff wird, dafl dic Krimmung
der Erde beriicksichtigt werden mufl, wird sich dies ausgleichen. Man
mufl also die Berechnung der Lotstérungen mit gréflerer Genauigkeit
vornehmen.

Im {ibrigen ist der Vorgang ganz der gleiche: Man zieht die sichtbaren
MassenunregelmiBigkeiten in Rechnung und deckt so den Einflufi der
unsichtbaren auf. Es miissen sich nun die Resultate aus den Schwerc-
und Lotstérungen gegenseitig bestdtigen. Dies geschieht auch. Man
macht auch hier die Beobachtung, dafl die Lotstérungen im allgemeinen
viel geringer sind, als die sichtbaren Massen vermuten lieflen. Die drei
hier folgenden Beispiele, welche den indischen Arbeiten2) entnommen
sind, zeigen dies besonders deutlich.

Diesen drei Lotstérungsstationen stellen wir drei amerikanische
Schwerestationen aus den Arbeiten Havrorps3) gegeniiber, in welchen
ebenfalls der Effekt .isostatischer Behandlung hervortritt:

1) R. HELMERT: Die Tiefe der Ausgleichsfliche bei der PRaTTschen Hypothese
fiir das Gleichgewicht der Erdkruste und der Verlauf der Schwerestérung vom Innern
der Kontinente und Ozeane nach den Kiisten (Sitzungsber. d. preufl. Akad. d. Wiss.
1909, XLVIII).

2) Verhandl. der XVIIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung im Jahre 1912.

3) J. HAvrorRD and W. Bowie: The effect of topography and isostatic com-
pensation upon the intensity of gravity (Coast and geod. survey, special publ. No. 10;.
W. BowIE: Second paper (ibidem, special publ. No. 12).
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Lotstorung
Linge -
. . " " berechnet
Station | Breite vosg; Hohe beob- | aus den |isostatisch
e achtet |sichtbaren| berechnet
MaBen
Kurseong (Himalaya) | 26° g2’ 88°18’ | 1338™ 46" 70,6 2277
Siliguri (Fub des Hi-

malaya) .. .| 2642 88 27 121 18 52,0 11,5
Jalpaiguri (Ganges-

ebene) . . . .| 26 31 88 47 84 1 ! 45 8

Schwerestérung
Linge
Station Breite restl. Hoh
:} Gr. one beob- bel;le:cl:}llnet isostatisch
achtet BOUGUER berechnet
Grand Canyon, Wyo.

(Gebirgsstation). .| 44°43’ 110°30" | 2386™ | — 0,700°™| — 0,492°™| — 0,706
Pierre S.Dak.. . .| 44 22 100 21 454 — 0,139 | — 0,100 — 0,161
West. Palm Beach, F1. ]

(Kiistenstation) . .| 26 43 8o 3 2 | +0,048 |— 0,009 + 0,022

In beiden Fillen sehen wir, um wieviel niher die isostatisch berech-
neten Werte den beobachteten kommen. Die Lotstdérungen driangen also
ebenso wie die Schwerestérungen zur Annahme ciner Kompensation.

Stellt man sich auf den Standpunkt eines vollstindigen Ausgleiches
im Sinne der Pratrschen Hypothese, so lifit sich auch aus den Lot-
storungen die Tiefe der Ausgleichsfliche bestimmen. Hier waren die
umfangreichen Untersuchungen von Tirrmaxxy und Havrorpl) auf
Grund des amerikanischen Beobachtungsmateriales bahnbrechend. Unter
verschiedenen Annahmen iiber die Tiefe der Ausgleichsfliche wurde der
Effekt der isostatischen Reduktion auf die Lotstérungen berechnet und
endlich jener Wert als der richtige angenommen, welcher den besten
Anschlufl an ein Niveausphiroid herbeifithrte, also die kleinsten Lot-
storungen im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate zuriicklief3.
Die grofie Achse und die Abplattung des Niveausphiroides wurden dabei
ebenso wie auf S. 25 als Unbekannte eingefithrt. Die Tiefe der Ausgleichs-
flache ergab sich zu 113—122 km, welche Werte sehr gut mit den spiter
von HELMERT aus den Schweremessungen abgeleiteten iibereinstimmen.

Bei der Unsicherheit, welche diesen Werten noch anhaftet, kann
man fir die Tiefe der Ausgleichsfliche also etwa 120 km annehmen.
Die Ubereinstimmung der Resultate aus beiden Methoden bildet eine
auflerordentliche Stiitze fiir die Theorie vom Massenausgleich.

1) O. TiTTMANN and J. HAvForD: The figure of the earth and isostasy from
measurments in the United States 1909.
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Mit diesem Massenausgleich hingt es auch zusammen, dafl die
mehrfach gebrauchte Grofie N keine grofien Werte annimmt. Das Geoid
ist eben trotz der so unregelmifligen Massenverteilung viel glatter als
man glauben sollte, und schliefit sich daher einer einfachen Flache sehr
gut an.

Die isostatische Reduktion von Schwerewerten und Lotstérungen
wird nun darin bestehen, daBl man zunichst die sichtbaren Massen-
unregelmifligkeiten bis zum Meeresniveau in Rechnung zieht. Dann
denkt man sich die iiber jeder Flicheneinheit liegende Masse bis zu einer
Tiefe von 120 km gleichmifig verteilt und nun den EinfluB derselben
neuerdings berechnet und mit umgekehrten Vorzeichen versehen.

Die Formeln fiir die isostatische Reduktion gestalten sich sowohl
bei der Schwere wie bei den Lotstérungen recht verwickelt. Manver-
wendet auch hier die Methode, die Umgebung durch Kreise und Radien
in Felder zu teilen, deren Wirkung einzeln bestimmt wird. Es miissen
jedoch hier sehr weit entfernte Massen noch beriicksichtigt w
wenn auch nur in den Hauptformenl).

Wire nun die Kompensation im Sinne dieser Theorie in allen Einzel-
heiten eine vollstindige, so mifiten die isostatisch reduzierten Schwere-
beobachtungen ein stérungsireies System bilden. Dies ist aber nicht
der Fall: es bleiben Gebiete, die deutlich systematische Stérungen zeigen.

Solche ausgesprochene Storungsgebiete sind nach HrermerT2) 2. B.
die vulkanischen Inseln Oahu und Hawaii mit Masseniiberschufl; ein
breiter Streifen im Oberlaufe des Amudarja und Sirdarja in Turkestan
mit etwa 1500 km Linge und 500 km Breite scheint dagegen eincn Massen-
defekt zu zeigen, dem wvielleicht horizontale Massenverschiebungen in
der Richtung gegen das asiatische Hochland entsprechen; auch weiter
nordlich am Ob in den Stationen Tobolsk, Beresew und Obdorsk auf
einem Streifen von etwa 3000 km Linge ist die Schwere durchwegs zu
klein, obwohl hier von dufleren Massenanhdufungen nichts zu sehen ist.
Dagegen ist in ganz Europa (mit Ausschlufl des siidlichen Teiles und der
Alpen), von England und Schottland angefangen durch die Norddeutsche
Tiefebenc bis zum Ural, eine positive Storung zu bemerken, speziell der
Harz ist gar nicht kompensiert. Die Ozeane zeigen einen ganz normalen
Verlauf der Schwere, dagegen zeigen die Kiisten und die kleinen Binnen-

1) R. HELMERT: Die Tiefe der Ausgleichsfliche usw. (Sitzungsber. der preul.
Akad. d. Wiss. 1909, XLVIII). Die isostatische Reduktion der Lotrichtungen (ibid.
1914, XIV). E. HUBNER: Beitrag zur Theorie der isostatischen Reduktion der Schwere-
beschleunigung (Beitrige zur Geophysik, XII. Bd.). Gegen die Berechtigung, alle
Schwerewerte nach diesem Prinzip einheitlich zu erledigen, erhebt R.ScHUMANN Be-
denken: Uber die Anwendung der Theorie vom Massenausgleich auf Vermessungen
durch die Coast and Geodetic Survey der Vereinigten Staaten (Zeitschr. f. Vermes-
sungswesen, IX. Bd.,, 1911).

2) R. HELMERT: Unvollkommenheiten im Gleichgewichtszustande der Erdkruste
(Sitzungsber. d. preuf). Akad. d. Wiss. 1908, XLIV]).
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meere deutliche Stérungen?). Ein sehr komplizierter Fall liegt im Hima-
laja und dem nérdlichen Teile Indiens vor2). Diese Verhiltnisse finden
wahrscheinlich ihre Erklirung in wirklicher Abweichung von der Isostasie,
also in Masseniiberschiissen oder Massendefekten; teilweise konnten sie
aber auch einer anderen Tiefe der Ausgleichsflache zugeschrieben werden.

Solche grofie Stérungsgebiete miissen auch grofere N-Werte zur
Folge haben. Nach den diesbeziiglichen Rechnungen von ScrUMANNS3)
diirfte aber doch der Grenzwert ==100 m kaum iberschritten werden;
GarLe?) findet fir den Harz nur 4,4 m, bezogen auf das System der
Lingengradmessung im 52° Breite, d. h. auf das dieser Messung zugrunde
gelegte Referenzellipsoid.

Hat uns die Untersuchung der Schwerestorungen zu dem Begriff
der Isostasié gefiihrt, so gibt diese ihrerseits nun ein Mittel an die Hand,
Schwerewerte abzuleiten, welche, abgesehen von den obengenannten Ge-
bieten, von Stérungen méglichst frei sind, und die sich daher besonders
zur Bestimmung der Erdgestalt eignen. Beziiglich der Lotstérungen
haben dic obenerwihnten Arbeiten in Amerika das Gleiche dargetan.
Die isostatische Reduktion entspricht einer Idealisierung der Massen-
lagerung, indem die dufleren sichtbaren Massen in die Erdkruste hinein-
verlegt und daselbst bis zu einer Tiefe von 120 km verteilt gedacht werden.
Sie entspricht daher einem Vorgange, wie er auf S. 133 unter Punkt 3
angegeben wurde. So findet auch die HELMERTsche Kondensationsmethode
ihre Rechtfertigung, die, zunidchst aus theorctischen Uberlegungen ent-
sprungen, nun einen physikalischen Sinn erhilt. Durch das Hinterverlegen
der Massen gleichen sich die Unterschiede aus.

Bei beiden Methoden entsteht durch die Verlagerung der Massen eine
Verschiebung der Meeresfliche, also gerade jener Fliche, welche bestimmt
werden soll. Bei der isostatischen Reduktion ist diese Verschiebung
grofler; da hier Tiefen bis zu 120 km in Betracht kommen, wahrend HEeL-
MERTs Kondensationsfliche nur in 21 km Tiefe liegt, so wird ein grofier
Teil der Massen viel weiter aus der Anfangslage entfernt, als bei HELMERT.

Bei der isostatischen Reduktion kann die Verschiebung der Meeres-
fliche gegen 30 m erreichen, gegen 3 m bei der Kondensationsmethode5).

1) H. WoLrr: Die Schwerkraft auf dem Meere und die Hypothese von PRATT
(Inaugural-Diss. Berlin 1913). Die Schwerkraft auf dem Mittellindischen Meere und
die Hypothese von PRATT (Beitriige zur Geophysik, XIV. Bd..

%) Verhandl. d. XVIL allg. Konferenz d. intern. Erdmessung in Hamburg 1912
Annexe A, XIX. Einen Uberblick iiber die diesbeziiglichen Arbeiten gibt A. MORLEY
Davie’s Referat zu R. D. OLpHAM: Geodetic observations in India (The geographical
journal, Vol. LI).

3) R. ScHUMANN: Geoidabstinde nach der Formel von STOKES bei schematischen
Schwerebelegungen (Sitzungsber. der Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXX).

4 A. GALLE: Das Geoid im Harz (Verdff. d. preul’. geod. Inst., Neue Folge Nr.61).

5) R. HeLamert: Uber die Reduktion der auf der physischen Erdoberfliche beob-
adhteten Schwerebeschleunigungen auf ein gemeinsames Niveau (Sitzungsber. d. preuf.
Akad. d. Wiss. 1902, XXXVL 2. Mitteilung: 1903, XXXI).
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Doch ist es nach dem Vorhergehenden klar, dafi diese Verschiebung auch
nur im Sinne einer Vereinfachung der Niveaufliche wirken kann.

Mit Riicksicht auf diese Verschiebungen ist die unter 1,, S. 133 ge-
nannte Reduktionsmethode die einzige, die ganz einwurfsirei ist. Da
die Massen in ihrer urspriinglichen Lage verbleiben, so bleibt auch das
Geoid unverdndert. Im ibrigen aber ist die Methode fiir Untersuchungen
iiber die Erdgestalt oder die Massenlagerung ganz unfruchtbar. Da
sich die Anziehung der &dufleren Massen und inneren Defekte wohl
fiir einen Punkt der Oberfliche ausgleicht, nicht aber fiir einen
Punkt im Innern, so tritt bei den so reduzierten Werten der Einflufl
der unterirdischen Massenlagerung nicht gesondert hervor, so daff man
sie nicht zu Untersuchungen hieriiber verwenden kann. Andererseits
sind eben wegen des mangelnden Ausgleiches die Werte so unruhig, daf3
sie auch zur Bestimmung der Erdgestalt keinen Vorteil bieten. Nur
fir die Reduktion des geometrischen Nivellements ist diese Methode
zu verwenden, da man nach S. 73 hierfiir die Schwerewerte in der
Lotlinie der nivellierten Punkte ohne Massenverschiebung bendtigt.
Man hitte aber dann nicht nur auf die Meeresfliche, sondern auch
auf andere Niveauflichen zu reduzieren?).

17. Die Dichtezunahme im Erdinnern.

Der Vergleich der mittleren Dichte der Erde mit dem Oberflichen-
wert, fiir welchen wir etwa 2,7 anzunehmen haben, beweist, daf} die
Dichte im Erdinnern jedenfalls gréfer sein muf}, nicht nur als der Ober-
flachenwert, sondern auch als der Mittelwert. Es entsteht die Frage,
ob wir imstande sind, aus den Gréfen, die wir auf der Oberfliche der
Erde beobachten koénnen, auf die Massenverteilung im Innern einen
Schlufl zu ziehen.

Das Crarraursche Theorem (Gleichung [27], S.67) zeigt uns einen
Zusammenhang zwischen der Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde, ihrer
Abplattung und dem Verlauf der Schwere. Die Schwere ihrerseits ist
aber von der Massenverteilung im Innern abhingig; nur bei einer nach
konzentrischen Kugelflichen geschichteten Erde wire die Schwere von
der Massenverteilung unabhingig. Es besteht also zwischen der An-
ordnung der Massen im Erdinnern, der Form der Erde und der Um-
drehungsgeschwindigkeit eine Beziehung.

Um zu dieser zu gelangen, miissen wir von den Verhiltnissen der
homogenen Erde ausgehen. Wir wissen, daf fiir die theoretische Erd-
oberfliche die Bedingung erfiillt sein muB, da die Resultierende aus
Schwere und Fliehkraft mit der Flichennormalen zusammenfillt. Be-
zeichnen wir die Anziehungskomponenten mit X, Y, Z in der Richtung

1) Einen Versuch, solche Schwerewerte zu bestimmen, macht TH. NIETHAMMER:
Die Schwere in der Lotlinie vom Simplonhospiz (Astron. geod. Arbeiten in der
Schweiz, 12. Bd.).
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der drei Koordinatenachsen, von denen die z-Achse die Rotationsachse
sei; ist ferner w die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde, so sind die
drei Komponenten der Resultierenden

— X + wix

— YV 4 w?y (1)

—Z,
wobei Krifte, welche die Koordinaten zu vergréflern streben, positiv
genommen sind, und die Resultierende R selbst wird

R=V(X— 22?4 (Y — w2y)? 4 22. (2)

Sie schliefit somit mit den drei Achsen Winkel ein, welche gegeben sind
durch:

— X - wix — Y+ wly —Z
R cosfi= R )y COSy=-—pH—" (3)

Ist f(xy2) =0 die Gleichung .der Oberfliche, so sind die Richtungs-

winkel a’f’y’ der Normalen in irgendeinem Punkte gegeben durch

0f of of

o -~ il

67
3F\2 . [0\, (0P

o=V (2)+ (2)+ ()"

Soll nun die Richtung der Kraft mit der Flichennormalen zusammen-
fallen, so muf}

cCoso =—

! b ’
cosa = cosf'= 6}] ) cosy'=—

9z
Q’ (4)

cosa = cosa’, cosf = cosf’, cosy = cos y’ (s)
sein, oder
—X+cu‘~’x_—Y+(u2}'_-—Z_£_ (6)
8f of o @
ox oy hE

Es sind dies auch die Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht einer
rotierenden Flissigkeitsmasse. Dies folgt aus dem Begriffe der Niveaufliche.
Die direkte Losung dieser Gleichungen wiirde die Bestimmung der
Funktion f verlangen; es wire dies die Antwort auf die Frage: Welche
Form nimmt eine gegebene Flussigkeitsmasse unter dem Einfluf§ ihrer
eigenen Anziehung und einer gegebenen Umdrehungsgeschwindigkeit an?
In dieser Form ist die Losung unmoglich, weil die Funktion f in sehr
komplizierter Weise in den Grenzen der Integrale auftritt, durch welche
X, Y und Z ausgedriickt werden. Man muf3 die Sache umkehren und
die TFrage folgendermafien stellen: Kann eine gegebene geometrische
Fliche die Gleichgewichtsfigur einer rotierenden Flissigkeit sein?
Wir kénnen zeigen, dafl fiir eine homogene Masse ein Ellipsoid den
Bedingungen gentigt. Es sei also
52 .

Seys) =5+ 5+

Einfithrung in die Geophysik. 10

52
ﬁ—1=° (7)
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die Gleichung der Oberfliche der rotierenden Flissigkeit, und wir fragen

nun, ob sich dazu eine Rotationsgeschwindigkeit finden laBt, derart,

daB} das Ellipsoid eine Gleichgewichtsfigur wird, daf} also die resultierende
Kraftrichtung auf der Oberfliche senkrecht steht.

Wir setzen voraus, dafl ¢ die kiirzeste der drei Achsen ist, und es sei:

b2 — (2

A2 =

a2 — (2
o2 T (8)

Die Anziehungskomponenten eines homogenen Ellipsoides auf einen
Punkt x, y, z der Oberfliche sind dann durch die folgenden Ausdriicke

gegebenl):

12—
, =5

. P
X = 3/63E~x i[lé ,
A LR L
1
RE : {24C
V= 353 }/ T T (9)
J -k ezt (2t
1
SBE grag
Z= 637 g o\ ’ 1
o (1 -4 A2EY* (1 + A202)7
Ferner ist
0f  2x d3f 2y 0f 23
w2 R Al (1o)

Setzt man diese Ausdriicke in (6) ein, so fillt ¥, y und z aus den Gleichungen
heraus. Daraus erkennt man eben die Moglichkeit der Losung. Wenn
%, ¥, z in den Gleichungen enthalten blieben, so wiirde der resultierende
Wert von © von ¥, ¥, 2 abhingig bleiben; wir erhielten fiir jeden Punkt
des Ellipsoides eine andere Rotationsgeschwindigkeit, was sinnwidrig wire.

Im Falle der Erde kénnen wir von Anfang an aus dem Umstande
Nutzen ziehen, dal wir es in grofier Anndherung mit einem Rotations-
ellipsoid zu tun haben, welches sich von einer Kugel nur wenig unter-
scheidet. Es ist also A = 4’ zu setzen und als eine kleine Gréfle von

der Ordnung der Abplattung zu betrachten. Wirfinden dann

1 S
2 C24C8 ,2 . PE 12
X_Y_sHB[ St =3 s =3E (12

X ‘yr_; 53 o (I+)"2C2}2— [3 v [3 3 5

(11)

1 1
2 275 2 BE 52
Z_3REf L de 3Kk 52(1_;_252)117::9/‘,{‘ i_’;).
3 5301—{—/‘2’:2 530’ T 3 \3 5
Die Erdmasse E konnen wir mit der gleichen Genauigkeit in der Form
schreiben '

T v

=29 ave="2"9, 001422,
3 3

1) F. T1ssERAND: Traité de mécanique céleste, Tome IT, p. 43. Zu bemerken ist,
dal bel TisserAND die Rotationsachse mit der x-Achse zusammenfillt.
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Setzen wir dies in (II) ein und entwickeln wieder bis zu Gréflen
von der Ordnung A2, so wird

2 2 2
E_—_. X = 475&20711(1 —I" }.2) (_I‘—i) = —47’7% 3’12(1 —_— i)
* y 3 5 3 5 (12)
2 2 2
Z=475,§29m(1+12)(i__2‘_) =M(I+i),
z 3 5 3 5

Die ersten beiden Glieder der Gleichung (6) sind nun identisch, und die
Gleichgewichtsbedingung reduziert sich mit Hilfe von (10) auf:

47r,é23m( A2 . 471,%23,,,(1_*_2_)»_2

3 _ 3 5/
I I
21 + 22) o2
A2 3w? 242
2 )0 i
oder (x +l)[(1 5) 4”/“23”1] 1+ 5
oder weiter bei gleicher Genauigkeit:
22 3w?
5 T anig, (x3)

Hier konnen wir %22 eliminieren, indem wir die Schwere einfiihren. FEs
ist mit Vernachlassigung der Abplattung

. PE 4kt
f=a =

47T %23y g
oder A 8 (14)
3 ¢
Diesen Wert konnen wir in (13) verwenden, da wir in den Gliedern, welche
die kleine Grofle w? bereits enthalten, die Abplattung vernachlissigen
diirfen. Wir erhalten so
242 w2¢
==t (15)
5 g
in der Bezeichnungsweise des Kap. II. Die Grofle ¢ ist das Verhiltnis

der Fliehkraft zur Schwere am Aquator und ist gleich —;— Statt A2
fithren wir die Abplattung q ein. Es ist ze9

a—c_fVI—l—)ﬂ—c_l?

a= — = — (16
a Vi + 4 2z’ )

] ] i —_ 7577 . —I—-:- »~—I~— .
somit ’ a= 1 c= + " 289 232 (17)

I .
—— wire der Wert der Abplattung fiir eine homogene Erde, wenn also

die Massc im Innern der Erde gleichmiflig verteilt wire. Dies ist in
gewissem Sinne ein Grenzfall, da wir die Annahme, daff die Dichte der
Erde aufilen grofler sei als innen, ganz von der Hand weisen miissen.

10*
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Der entgegengesetzte Grenzfall besteht in der Annahme, dafl die
ganze Masse im Mittelpunkte der Erde konzentriert ist. Dann ist

x=PE = y=FE 2 z=2Z =,
7 7 ooy 7 7
Es ist also
X Y _ z
x y 2z
und die Gleichgewichtsbedingung lautet
a? (i—( — (02)= ﬂg- (x8)

Hier kénnen wir

b2
g_.—:zz z und a2 = ¢2(1 + 42)

s x
setzen, und finden
X 2 22
(1 4+ 242 ('é[—gE — cu2) = 73§
oder
i w2c
22 — = I.
(1 + )/1 E 1
2
Daraus crgibt sich
2—c=o0 (19)
oder ,
¢ I
== 578’ (20)

der Wert der Abplattung unter der Annahme, dafi die ganze Masse im
Mittelpunkt konzentriert ist.
Zwischen diesen beiden Fillen mufl der in der Natur verwirklichte
eingeschlossen scin. Also
I I
a —_ 21
237 >a> 78 (21)

In der Tat geben die Beobachtungen cinen Wert etwa gleich g%g. Wir

miissen also versuchen, ein derartiges Gesetz der Zunahme der Dichte
im Innern aufzustellen, dal die Gleichgewichtsbedingung zu dem rich-

I
ti Wert Abplatt = —] fiihrt.
igen erte der plattung ( 300) uhr

Das Dichtegesetz muf3 einer Anzahl von Bedingungen entsprechen,
die nun der Reihe nach aufgestellt werden sollen.

Bedingungen fiir das Gesetz der Dichtezunahme. 1. Dashydro-
statische Gleichgewicht. Die Clairautsche Gleichung. Man kann
sich iiber die Art der Dichtezunahme verschiedenc Vorstellungen
machen. Man kann annehmen, dafl die Dichte von der Oberfliche an
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gegen die Mitte kontinuierlich zunimmt; man kann aber auch an-
nehmen, dafl die Zunahme sprungweise erfolgt. In jedem Falle aber
wird im Innern tberall hydrostatisches Gleichgewicht herrschen miissen.
Bei kontinuierlicher Dichtezunahme werden also die Flichen gleicher
Dichte mit den Niveauflichen zusammenfallen, und bei sprungweiser
Dichtezunahme wird das Gleiche von den Grenzflichen gelten. Mathe-
matisch driickt sich darin aus, dafl die Bedingung (6) S. 145 bei gleicher
Rotaionsgeschwindigkeit nicht nur fiir die Oberfliche, sondern auch
im Innern bzw. fiir die Grenzflichen gelten muf.

Wir wollen die daraus folgenden Beziehungen zunichst fiir kon-
tinuierliche Dichtezunahme ableiten, da sie sich dann fiir sprungweise
Zunahme leicht spezialisieren lassen.

Die Niveauflichen kénnen nun keine Ellipsoide mehr sein, doch sind
im Falle der Erde die Abweichungen von der ellipsoidischen Gestalt so
gering, dafl dic Niveauflichen mit grofer Annidherung als Ellipsoide
gelten konnent).

Unsere erste Aufgabe ist die Berechnung der Komponenten der An-
ziehung, welche von allen Schichten des Ellipsoides zusammen auf einen
beliebigen Punkt in seinem Innern ausgiibt wird. Ein Teil dieser Schichten
wird den angezogenen Punkt umschliefien: fiir diese ist er ein innerer,
fiir den anderen Teil ist er ein duBerer Punkt. Dementsprechend kommen
verschiedene Formeln fiir die Anziehung zur Verwendung.

Fir ein homogenes Ellipsoid mit den Achsen a4, b und ¢ und der
Dichte - gelten folgende Formeln:

Die Anzichungskomponenten X;, Y;, Z; auf cinen Punkt (x, y, 2)
im Innern lauten?):

Xy = 271:/320:%st—-—
a i d
o I+(12)

] ﬁd —V (42 (i) (4 5) o2

Zl:27r/ﬂ0£[ s
c2 s y
; (r+;2—)

1) M. Hamy: Etude sur la figure des corps célestes (Annales de l'observatoire
de Paris, Tome XIX). Hier wird gezeigt, dal eine ellipsoidische Schichtung nur
moglich ist, wenn die Rotationsgeschwindigkeit nach innen nach einem bestimmten
Gesetze zunimmt. Die Ellipsoide sind dann homofokal; die Abplattung der Schichten
nimmt also nach innen zu.

?) F. T1sSERAND: Traité de mécanique céleste, Tome II, S, 45 und 30; die auf
S. 136 verwendeten Formeln eignen sich fiir die Entwicklung nach A2 besser, als (22)
und (23) oben.
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Die Anziehungskomponenten X,, Y., Z, auf einen Punkt (%, y, 2)
auflerhalb lauten:

Xo=smarg X [ D
a s
. (I +-—2)d
v a
’ y [ ds s s $
Yo=2mk29 = “,J= 1+—=}l14+—= 1+—,(23)
b2 s a? b2 2
Za:2ﬂk23%/'—— ds —
“. (I -+ i) A
v 2
wobei # die positive Wurzel der Gleichung
x? 2 52 .
Ay T Ep T ap, T PTo it (24)

Im geschichteten Ellipsoid setzt sich die Anziehung zusammen aus
der Anziehung unendlich dinner ellipsoidischer Schalen, deren jede eine
bestimmte Dichte hat. Lassen wir in den obigen Formecln ¢ um dc
wachsen, gehen wir also zu einem Ellipsoid iber, dessen Achse ¢ - dc
ist, wobei sich auch @ und b entsprechend 4ndern, so gehen die Anziehungs-

¢ 0Y; .
bbAl-a’c Y;+ 3 *.de usw. iber. Da die An-
¢ ¢
ziehung dabei um die der hinzugekommenen Schicht steigt, so ist die
0.X; 0Y;
<de,
d¢ oc¢ )
Beriicksichtigen wir noch, dafl wir es im Falle der Erde mit Rotations-
ellipsoiden zu tun haben, so finden wir fiir die Anzichungskomponenten
der ellipsoidischen Schale:

komponenten in: X; -

Anziehung der Schicht allein gegeben durch: - dc  usw.

X; V; B oo N
;:} :27[/;23,;* %jL de
! cla- s
A +;5) 4 fiir einen Punkt
T (25)
7z sTe ¢ ds : innerhalb,
*£=27r/32334 ;[‘ dc
3 )¢ s
| o (I +7‘§) A
X, Y, v ad
; (I +7—') 4 - fiir einen Punkt
(26)
7z o T 2 Js . auBerhalb.
J=27L‘/e219— i]——b dc
z Oc | c? s
s (I +7f)f4 _
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Die ganze Anziehung des Ellipsoides erhalten wir nun durch In-
tegration. Bezeichnen wir die Achsen des durch den Punkt (xy2) gehenden
Ellipsoides mit a4, by, ¢;, so sind fiir alle ellipsoidischen Schalen, deren
kurze Achsen kleiner als ¢; sind, die unteren Formeln, fiir alle, deren
Achsen grofler als ¢y. sind, die oberen Formeln anzuwenden. Hat das
zuflerste Ellipsoid die Achsen ag, by, ¢o, S0 finden wir endlich:

£= ’-= 2 71 A2 [& J ds dc
" (s+2)]

—1—-27#’2/{)1 4 g
oc | a? s
a -+ A

a r. 2 - (27)
é—_:zn/e?f&;— %JiA de
z L (1_;_3;)4
e )4 ]
+2nk2f96% %J-n—”’f;—— de.
I3} £- (I—'—Z)J

Diese Ausdriicke sind in die Gleichgewichtsbedingung (6) einzufiihren,
die wir in der Form schreiben konnen?):

— X+ wix —Z . X 3 Z
_— = oder wl= =
x 5 x a} s
at g
Wir finden so:
o fed [ ____f f
2 70 —Gfﬂbc J (s +at) 4 de s—i—cz
<o a 0 l
ds
+(/‘367f(5+02) f bc s—]—c?
(s + % —»( ~+ a?)
——/ J af ds dec
oc (s + a?) ( 5—1—1:2)
- af(5+£2)—~(5+“2)
+f'9' 6?6 (.S‘ T 02) (.S‘ + ) dsdc. (28)
a

1) Die folgenden Entwicklungen fiir kontinuierliche Dichtezunahme schlieffen sich
im Gedankengange genau an Hamys Untersuchungen fiir diskontinuierliche Dichte-
zunahme an. Vgl. M. Hamy: Etude sur la figure des corps célestes (Ann. de 1'obs.
de Paris, Tome XIX) und F. TissERAND: Traité de la mécanique céleste, Tome II.
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Wir setzen nun
a—c

’ =

oder a=c(1+ #); (29)

# ist dann eine Grobe, welche sich von der Abplattung £=° pur um Griben

2. Ordnung unterscheidet. Wenn wir Grofen dieser Ordnung vernachlissigen, was
wir schon deshalb tun miissen, weil wir nur bis zu dieser Genauigkeit die Grenzflichen
als Ellipsoide betrachten konmen, so finden wir:

£2 9 9
5+£2_%ﬁ(‘--{_d-}:(y-’_[“)_mbﬂ_[ (r + 2?7

=5+ 2—(1—2xn)s+2+2232

=2 (s 4 &) —2x2.
Der Zghler in den obigen Integralen ist also von der Ordnung #; wir kénnen daher
im Nenner die Abplattung ganz vemachlﬁssigen, und ¢ =4=c setzen. Es wird dann

b+ a4 ) S = .

|..q

Wir brauchen nun noch die Grobe »; doch konnen wir aus dem gleichen Grund
wie oben bei ihrer Berechnung die Abplattung vernachlissigen. Die Gleichung (24)
wird dann
224 g2 2
A4
Da der Punkt x, y, 5, auf dem Ellipsoid mit den Achsen @ & 1 liegt, so ist

— I =o0. (30)

9 9
52 -2
et - —1=0
512 [12

oder, mit @) =& =¢;:

x2 +J’2 + 22
5—— —1=o0.
o

Damit geht (30) iiber in

£12
24-v

Setzen wir alles in (28) ein, so erhalten wir

2 2) ey 2
© 2y (s 42 7/ ds de -+ g8 + ) —uc dsde.  (32)
4nk2 (s 2% s+£27

Qz_

—1=0 oder »=¢2—2. (31)

Die Integrale nach s reduzieren sich also auf folgende einfache Formen:

oo o
f ds 2 j' ds 2
5 a3 5 23!
2% 34 2% 3¢
qz—z‘z(:_l_f) b (s +¢%
(2] (o3
f ds 2 f ds 2
— =, 7._7,= .
e (S+£‘~’)% 50° ; (s + 32 50

Die Gleichung (32) verwandelt sich nun in:
a

w2 d 3
—Sﬂ/e2=f d‘_( 3[3 561)d£+f —(——-——)dcy
0

wo wir, da s nicht mehr vorkommt, nun totale Dlﬁ'erentxale schreiben kénnen.

Da % eine Konstante ist, so verschwindet in dem 2. Integrale das 1. Glied,
und es bleibt:
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(s s,
8n/e° fdr 513 f

Y R T
s 3dy 9d(c 9w de— [9—=de. (33)

Wir setzen nun

oder

1
.D1=C—?L/‘19'd(£3). (34)
0

Dieser Grofle kommt eine besondere Bedeutung zu. Bezeichnen wir
die vom Ellipsoid mit der Achse ¢; umschlossene Masse mit £, so kdnnen
wir diese Grofle folgendermaflen bestimmen, wobei wir von der Abplat-
tung absehen. Die Masse einer Kugelschale von der Dichte < und der
Dicke dc ist gleich:

antdctde = 47

£ =4[540
3 0

D, ist somit die mittlere Dichte dieser Kugel, denn cs ist

7T
E1 == 4‘3——5?01

fl
[9a1)=cip,.
0

Die Gleichgewichtsbedingung geht nun iber in:

(9.

Es wird also

und daher

5w o g . ar
SR =y Dy — f19 (neP) de —f&Ezic. (35)

In die linke Seite der Gleichung konnen wir die schon mehrfach ver-
wendete Grofle ¢ einfithren:

w2e

RE

g

Ist 3, die mittlere Dichte der Erde, so ist

T
E‘_—-—%&m[g.

Daher
.3 w?
L= 47T k2 G, (36)
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oder

50 5
gri 6 Ot

Wir finden somit

5 _
6&,,,c

*/D——fd (nc9) rz’:——f&—(z’c (37)

wo wir den nunmehr iiberfliissig gewordenen Index 1 weggelassen haben.
Wenden wir die Gleichung auf die Oberflidche an, so haben wir ¢ = ¢y und
D =Dy =39,, zu setzen. Wir erhalten

i&m (/0 ——) f d 0
3 2 fo

wo nun %, die Abplattung der Oberfliche, also den Wert 2—91'7§ bedeutet.
?
Die Gleichung (37) stellt in Form einer Integralgleichung eine Beziehung

vor zwischen der Dichte der einzelnen Schichten & und der zugehérigen
Abplattung x.

Man kann die obige Integralgleichung durch zweimalige Differen-
tiation in eine Differentialgleichung verwandeln?)

(38)

Wir multiplizieren sie mit 5 und differenzieren nach ¢: dabei verschwindet das

erste Integralzeichen, und wir finden
o

25 4 5 d - d dz » o dz
=22 — = g $-Zde
6 3 ;€ 3 7z (25 D) 2 (%D )—}-3[0 54 e de
c
. oder nach Einsetzen von (34)
< 2]
23 5 d d dx dz
D49 c=2 |z W—0- (2B 495 —satf9-"d
¢ A9, 3 d[(/c/.?d(: )) id[\/ﬂ)—{— o de Scf . ac
0 ¢
c o
d d dx dz
=35 — (22 ] & — G (xD G5 —— — gt I =
Sdf ( j ce (ic) }d[(/r‘)—f- cd - Scf 2Zc de
0 ¢
c 4 [
dz z
=g d—[’ . f‘-"/vﬂ:'-'dc + Iozi[&f?da- — 5::41/‘3%(1:.
0 v <
Daraus findet sich leicht die Form
¢ (1] Z
ar
2 8% 4 oy ; — 0l g -9 o=
5(: d{—}—zx:)/% de 5c4f 7. dec 6[4 ,C=0.
0 ¢

Dividieren wir durch ¢4 und differenzieren abermals, so fillt auch das letzte Integral-
zeichen, hinter welchem noch # vorkommt, weg. Wir finden zunichst

1) F. TisseraND: Traité de la mécanique céleste, Tome II, p. 213.
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([—Iz d/ )f&c-a’c-—f#—dc————\? t=o, (39)

somit durch Differentiation:
1 4%z 6% f 1 dx
el 2 2 3_
(:21152 c) de d£+(2d£ c) +

d%y 23¢2 dx 23¢
T O

J{}t‘ldc ‘ \f&ﬂd: /

welche Gleichung unter dem Namen Crairavursche Differentialgleichung
bekannt ist.

Um also die Lésung der vorliegenden Aufgabe durchzufithren, wahlt
man zunichst einen passenden analytischen Ausdruck, der < als Funktion
von ¢ darstellt. Dieser muf} in seiner einfachsten Form wenigstens zwel
Parameter enthalten, die vorliufig noch unbestimmt bleiben. Diese
Funktion wird in die Crairautsche Differentialgleichung eingesetzt,
deren Integration » als Funktion von ¢ und zweier Integrationskon-
stanten liefert. Von diesen muB eine gleich Null gesetzt werden, damit «
fiir ¢ = 0 nicht unendlich wirdl). Es bleiben somit noch drei Gréfien
zur Verfligung, und es kann also noch drei Bedingungen geniigt werden.

Bei sprungweiser Dichtezunahme bleibt man bei der Integralgleichung
(37) stehen und verwandelt die Integrale in Summen. Es bestehe z. B.
dic Erde aus einem Kern von der Dichte %,; und zwei Schichten von der
Dichte 3, und 3,; 3, ist dann die Dichte des dufleren Mantels; sie fallt
nicht mit der Oberflichendichte zusammen, sondern mufl bedeutend
grofler angenommen werden. Die kurzen Achsen der ellipsoidischen
Grenzfliachen seien ¢y, ¢q und ¢p. Indem wir in Gleichung (34) der Reihe
nach fiir ¢ diese Werte setzen und beachten, dafl innerhalb der einzelnen
Schichten dic Dichte konstant bleibt, finden wir zunschst:

.Dz :;Ig—fggﬂl(fg) =
0
) =%[f92 d(c%) +f01 d(z3)] = % [3253 4 9y (3 — :E_;)]
%[f&z (%) +f31dc3 +j30 43]

— 2_—3[0251'4_ 1(}1([i — [2)-*—190([ — [1)] — 19’7"

0

oder

(41)

1) O. CALLANDREAU: Mémoire sur la théorie de la figure des planétes (Annales
de l'observ. de Paris, Mémoires, Tome XIX).
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ferner wird:

%f&d(xﬁ) de = S92,
2
0

fiaofl;d(w") =—[%[a/ci?d(xc5) —}—j:?d(xc-'))]

3%5"‘ Ry} — A9
222+011155 2¢3
€5f3d,tc [‘[011,':5 +f3d/£ —}—f&d/ﬁ] (41)
e B
_321252_1_1914151 7252+30 5_‘1&
d [

./]‘9‘“ =f‘9d” +j.‘9’i"‘ = Gy (11 — #9) + Fo (10 — )
cz 2] a

[0 de = 9y (e — ).

a
Fihrt man diese Ausdriicke in (37) ein, so erhilt man leicht die folgen-
den Gleichungen, indem .man der Reihe nach ¢ =¢,, ¢; und ¢, setzt:

2
—5—9”,c=—19222—31 (#y — ng) — o (#g — %)

2
23,,,c_(9o—91) 3 (s i 3Z2c%)+—&1z1—«9o(xo—z1) (42)
1

¢ a %9 C3
;—19‘7”(‘40—'—2‘)=(U'2—191)' 3_,,2"*—(19 —19‘) +190/0
0
2. Die mittlere Dichte der Erde. Dicselbe betragt nachS.132 5,52
und muf} aus dem Dichtegesetz mit diesem Werte resultieren. Bei kon-
tinuierlicher Dichtezunahme ergibt sich aus Gleichung (34), wenn man

sie auf die Oberfliche anwendet:

1 [
=L [oai) =552, (43)
09
Bei sprungweiser Anderung ist nach (41):
I 9
o= Bt =+ ald— )] =552 ()
0

3.Die Dichte der Erdoberflache. Fiir dieselbenimmt man gewthnlich
den Durchschnittswert 2,7 an. Es sind also die Konstanten im Dichte-
gesetz derart zu bestimmen, daf3 dieselbe fiir die Oberfliche den Wert 2,7

erhilt.  Somit
G = 2,7. (45)
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Bei sprungweiser Dichteanderung tritt an Stelle der Oberflichen-
dichte die Dichte des Mantels, welche natiirlich gréfler anzunehmen ist.
Am besten scheint der Wert 3,4 zu centsprechen. Es ist somit in (42) zu

sctzen: o = 3,4 (46)

4.Die Abplattung der Erdoberflache. Fiir diese GroBe ist auf Grund

. . . 1
der direkten Bestimmungen durch die Gradmessungen ein Wert 207

bis —— einzusetzen. Bei kontinuierlicher Dichtezunahme hat man die
299

Konstantenbestimmung im Integral der Cramraurschen Differential-
gleichung (40), S. 155, so vorzunehmen, dafl sich z fiir ¢ = ¢4 auf
I 1
#g = —— bis — (47
* 297 299 )
reduziert. Bei sprungweiser Dichteinderung hat man diesen Wert direkt
in die Gleichung (42) einzufiihren.

5. Die Anderung der SchwerezwischenPolund Aquator. Nach (22),
S. 66, hingt der Verlauf der Schwere auf der Erdoberfliche mit der

Dichteverteilung im Erdinnern durch der Groéfle zusammen.
Nach Gleichung (25), S. 67, ist aber
- wiad 3 C—4
T 2RE 2 @*E
a, die Abplattung, ist mit %, nahezu identisch; es ist also
C—4 2 c
Z =?a2(xo—7)- (48)

C—4

. . I . .
¢ ist eine bekannte Grifle (: ~8§), es hangt also direkt mit der
2

Abplattung zusammen. Mit anderen Worten, cin Dichtegesetz, das auf
den richtigen Wert der Abplattung fithrt, fiihrt auch auf den richtigen

Wert von

und damit auch auf den richtigen Verlauf der Schwere.

Der Schwereverlauf bringt also keine neuc Bedingung mit sich.
Es ist dies eine Folge der im II. Kapitel entwickelten Sitze iiber das
Potential. Diese Verhiltnisse miissen also auch bestehen bleiben, wenn
hohere Glieder mitberiicksichtigt werden.

6.Die Bewegung des Mondes. Der Mondist nicht so weit entfernt,
dafl wir fiir seine Bewegung die ganze Erdmasse in einem Punkt ver-
einigt denken koénnen. Wir haben also fiir das Potential der Erdanziehung
den vollstandigen Ausdruck (16), S. 66 zu verwenden (mit Unterdriickung
des Gliedes mit w2): '
PRE 2z

S + ;ﬁ(C— A)(I —3Sin25).

V=
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Hier ist E wieder die Erdmasse; statt ¢, der geographischen Breite,
ist 0, die Deklination des Mondes, und statt 7 seine mittlere Entfernung D
einzusetzen.
Nach dem 3. Keprerschen Gesetze ist
BRE

== 72
D3
gleich dem Quadrat der mittleren Bewegung des Mondes. Setzen wir noch
3. Cd X
2 E a2 - ]"7 (4‘9)

wo a den Aquatorradius der Erde bezeichnet, so erhilt ¥ die Form

V= %E —+ 22a? (;7 — sin? d)
s 3

. AE . .
Es tritt also zu dem Gliede —f, welches die Anziehung der Erde vorstellt,
I3

wenn die Masse im Mittelpunkt vereinigt ist, ein Korrektionsglied,
welches von A abhingt. Dadurch entsteht eine Abweichung von der’ Kep-
LErRschen Bewegung, die den Charakter einer Stérung hat, Wir bezeichnen

R=unlka? ( — — sin? (3)
3
als die zugehorige Storungsfunktion. Daraus folgt eine kleine Verschie-
bung des Mondortes, welche in den Koordinaten 4 und f (Linge und
Breite) dic folgenden Ausdriicke hatl):

8= ﬂi la; smzesm/’ = — 8"382sin/
, 197k a? (5)
dh = — YD isinzesin() = —7 - 624sin(Q.
D mittlere Entfernung des Mondes {2 Linge des Mondknotens
/ 5  Linge " " /2 Bewegung des Mondknotens
7 ,  Bewegung ,, " 7 Neigung der Mondbahn

¢ Schiefe der Ekliptik.
Aus den numerischen Werten, die hier nach den Untersuchungen von
HanseN gegeben sind, 148t sich 4 bestimmen. Nach Gleichung (48) ist aber
2444_142,1:_2_‘32(%0 — L) :
L 3 3 2

Es folgt also, daf3 wir auch aus der Mondbewegung die Abplattung
ableiten kdnnen?). Eine Dichteverteilung, welche also der Mondbewegung
entspricht, wird auch auf die richtige Abplattung fithren, und umgekehrt.

1) TissERAND: Traité de mécanique céleste tome III, S. 148.
2} Die beiden Gleichungen (50) liefern verschiedene Werte fiir die Abplattung.
HEeLMERT (Theorien usw, II. Bd., S. 471) findet aus der Diskussion der numerischen

Grundlagen im Mittel - »—g in sehr guter Ubereinstimmung mit allen anderen Unter-
suchungen. 297+
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7. Die Prézession oder das Zuriickweichen des Nachtgleichenpunktes,
welches durch den Einflufl der Anziehung von Sonne und Mond auf den
abgeplatteten Erdkorper hervorgerufen wird.

Bezeichnen wir mit M und S die Massen von Mond und Sonne,
mit %, ¥, 2 bzw. x’, ', 2’ ihre rechtwinkligen Koordinaten, mit p, g, 7 die
Komponenten der Rotation und mit 4, B, C wie frither die Trigheits-
momente der Erde, so lauten die allgemeinen Gleichungen der Dreh-

bewegung
¢ % +(B—4A)ps= 3k2MZ(£i_:‘i) xy =+ _3,%251(555—_‘4_) x'y
A-%—}—(C—B) W=3k2M(DC;——B) ot 3&25(;5— B)y,z,
B~»§f F(A—C)rp= §fi§g5‘_9w + ——3“51(;?: D g

Indem wir die Polarachse der Erde zur z-Achse machen, kénnen wir
B = A setzen, und finden

d .
C—r—o

dt
dp 322 (C — A) 3828(C—4) ,,
‘A= C— = ‘ysz - Yz
44—+ (C—4d)g 758 5+ 275 0
dyg 32 M (4— C) 3RS(A—C) ,,
A (A= C)rp = S s o P S

Die erste Gleichung gibt # = const; es bleibt also die Rotationsgeschwin-
digkeit der Erde » = w ungedndert.

Wir sehen ferner, dafl dic Stérung der Rotationsbewegung durch
die Anziehung von Sonne und Mond auf die abgeplattete Erde durch-

weg von der Grofle abhingt, wofiir bei der Transformation der

Cc
Die Erscheinung der Prdzession besteht in einem konstanten Zuriick-
riicken des Nachtgleichenpunktes auf der Ekliptik, wodurch die Langen
aller Gestirne im Jahrhundert um 5037''032 wachsen. Dazu tritt eine grofie
Anzahl periodischer Glieder, welche kleine Schwankungen in der Linge
zur Folge haben. Ebensolchen Schwankungen unterliegt die Schiefe der
Ekliptik. Die Gesamtheit der periodischen Glieder fafit man unter dem
Namen Nutation zusammen.
Die wichtigsten Glieder sind die folgenden (giiltig fiir das Jahr 1900)1):
dl = — 17,2819sin () — 0"1255sin(L'— ') — 1"2648sin2 L’
-+ 0,2095sin2 () —o0"2044sin2 L
de = 4 9"2365c0s() ~+ o0,5478cos2L’.
1) TH. v. OPPOLZER: Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten,
1. Bd,, 2. Aufl,, S. 237.

Gleichungen auf das System der Ekliptik: - eintritt.
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Hierin bedeuten: L und L’ die mittleren Lingen von Sonne und Mond,
(2 und 7’ die Lingen des Mondknotens und des Sonnenperihels.
Das Hauptglied der Nutation in Schiefe ist nur von der Mondmasse

—4 .M, wihrend alle anderen

C
Koeffizienten sich aus zwei Teilen zusammensetzen, von denen der eine

Q—Eé.M, der andere ¢4

abhingig, enthilt also nur den Faktor

. S enthilt. Loést man dieses Glied:

0''2365 cos (2, welches eine 181/,jihrige Periode hat, aus den Beobach-

C—4

tungen heraus, so i3t sich der Faktor .M bestimmen. Man findet

nach v. OproLzER in astronomischen Einheitenl):
2 _
%2100547'10_11. (52)
Mit diesem Faktor kann man nun den Anteil des Mondes an dem Haupt-
glied der Prizession berechnen. Derselbe betrigt 3448518, im Jahr-
hundert (36 525 Tage). Es bleibt also fiir die Sonne der Rest 5037,032
— 3443"'578 = 1588"'514. Aus dieser Grofle ergibt sich nun
2 —
%=45 951 - 101, (52')
In astronomischen Einheiten ist S und D’ gleich 1; w, die Rotations-
geschwindigkeit der Erde, ist unter Beriicksichtigung des Unterschiedes
zwischen dem mittleren und dem Sterntag gleich 27 . 1,002731; endlich
log #2 = 6,47116—10. Mit diesen Zahlen findet man nach v. OprPoLzER

C—4 1
T T oesbr= o (53)
H
Nach Hansex ist
c—4 1 '
o T 9003272 = 5'5"3' (53)
)
. . . . C— A4
Man konnte auch Gleichung (52) direkt zur Bestimmung von c

verwenden, wenn die Mondmasse genau genug bekannt wire. Es erscheint
richtiger, die Sache umzudrehen und diese Gleichung zur Bestimmung
der Masse des Mondes zu verwenden.

Wihrend bei den unter 4, 5 und 6 behandelten Erscheinungen die

Grofle c—

4 auftrat, liefert die Prizession die Grofle Dadurch

wird also eine neue Bedingung cingefithrt: Das Dichtegesetz mufi zu
Werten der Tragheitsmomente fithren, die der Gleichung (53) oder (53°)
entsprechen.

1) Die astronomischen Einheiten sind: Einheit der Zeit: der mittl. Tag; Einheit
der Linge: die Entfernung der Erde von der Sonne; Einheit der Masse: die Sonnen-
masse. V. OPPOLZER wihlt als Zeiteinheit das Julianische Jahrhundert = 36 525 mittl.
Tage. Seine Zahlen sind daher um diesen Faktor groBer.
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Um bei kontinuierlicher Dichtezunahme die Ausdriicke fiir die Trag-
heitsmomente abzuleiten, kdénnen wir ebenso vorgehen wie auf S. 150
bei Berechnung der Anziehungskomponenten. Fiir ein homogenes Ro-
tationsellipsoid mit den Achsen @ und ¢ ist:

2 2 7 b4
A=-§—ﬂ:3£a2 —a——l—_i——=4—1355(1+2x)(2_: 2—/) =ST75£3£5(1+32)
3
4 2a? 47T 2(142%) 8=
C=—madca2— =S (1F2%) ————— = — F5 (14 4%).
3 p 3 (1+2%) s s (1+4%)
Fiir verinderliche Dichte ist also:
co .
Az%%zo 3-;;;[55(1—{—37.)]075
o (54
8 ad
_— " [r5 N
= 5, 3 - [e3(1 4 4%))dc.
Also ‘o
f&%(u-”)a’c
C— 4
-—, (s3)
C 305,6

0
f 9d(c5)
0

wobei im Nenner % wegbleiben kann, weil es auf héhere Glieder fiihrt.
Das Integral im Zahler kénnen wir mit Hilfe von Gleichung (38)
eliminieren, wodurch wir erhalten:

C— 4 c
= Talet).

197)1 —_— I
Cc 2] o T 305,6
fﬂ d(ch)
(]

o ijo&fl(ﬁ) = 35 9, (« L)<
3 T3 m('o—z)C‘—A
5 I I
= 552 (57,8 - gﬁ) 305,60 = 4,338.. (56)
Fir sprungweise Dichtezunahme verwandelt sich (35) in
C—A  Jorec + Iy (1 5 — #908) 4 Fo (9} — %1 63) T
TC T RArnG—d+hG—a  sess BT

Theoretisch wird mit (56) oder 57) eine ganz ncue Bedingung fiir das
Dichtegesetz eingefiihrt. Es 1afit sich jedoch zeigenl), daf} sich das In-

1)WO. CALLANDREAU: Mémoire sur la théorie de la figure des planétes (Annales
de I'observatoire de Paris, Mémoires, Tome XIX; siehe auch: Bulletin astronomique,
‘Tome V, 1888).

Einfithrung in die Geophysik. 11
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tegral in (56) mit grofler Anndherung durch die Abplattung %, und die
bekannte Gréfie ¢ ausdriicken 148t, so dafi mit Erfillung der anderen Be-
dingungen auch dieser Bedingung wenigstens nidherungsweise geniigt wird.

Um dies zu zeigen, filhren wir zunichst in die CralrAUTsche Differential-
gleichung (40) statt & die neue Variable D nach Gleichung (34) ein:

c

D= 3[352dc .

0
Daraus durch Differenzieren:

d
—e34-3c2D =39,

“de
somit
d
$=2D4 L. _D . (58)
3 dc
Dies in (40) eingesetzt, gibt:
1 d2z  6x\Dc3 2 dx 3dD
(feﬁ—z)T*“(fm )(D +*'fzz)
oder
x  6dz d» dD
( 2+—'“)D+ (d¢+‘)d_c_o' (59)
Wir filhren nun auch fiir # eine neue Variable #1) ein durch die Gleichung
cdx
n= vde? (60)

welcher Grofle, wie spiter gezeigt wird, eine besondere Bedeutung zukommt. Der
Wert, den sie an der Erdoberfliche annimmt, 1iBt sich aus #%; und ¢ berechnen.
Wenden wir nimlich Gleichung (39) auf die Oberfliiche an, so wird, da nach (43)

<o

3
f{}t?dc:C—?‘- 2, (61)
3

[

ist:
1 [dz 27y | g3 5
) I N
[502 (df)o ‘03] 3 7 6 m©
oder
'Ao-f—2=*5' £
2 %o (62)
no==2 2
10 — 2 g .
Fiir Erde ergibt sich daraus
79 = 0,576 (63)
Es ist nun
dn_ 1 dz i(d_”)?+id2’
de #dc #2\de 2z dc?
oder
a2z dn % z o oz [ dn
‘T T 'f+‘;'”—7( (7—’7+’7)
dn __ # ”
de ¢ '

1) R. RADAU, Remarques sur la théorie de la figure de la terre (Bull. astr.
Tome II, 188s).
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Es wird also aus (59)

dD
(f—+577+7/2)D+2£(7/+1) —o. (64)
Diese Gleichung 14Bt sich, wie man sich leicht uberzeugt, in der Form schreiben
d _— + 72
S Wit + 312 p=o. (65)
¢ 2¢V1+7
Unter Verwendung dieser Gleichung finden wir
41
d _ — ) 2
L (Y1 +nD)=34V1 _i_,]p_[a.mp_—_ 5540_2_&’.
de 2cV1+47 Vi+n
Integrieren wir diese Gleichung von o bis ¢, so wird
B n? n 7
St T Rt
FVTF0?, —s/cw =[» a@  (66)
Vi+7 Vitzn
<o fo 1 + 772
und fDa’(c5) = VIF s, f 2o | paw. (67)
0 0 Vit )

€o

Von / Dd(c5) konnen wir nun leicht auf f $d(c5) iibergehen, denn es ist unter

Verwendung von (34)

c o c o ¢
/Dd(ﬁ) = 5‘/‘%‘/’31{(53) = %/‘[ [9d(£3)
0 0 0 0 6

oder durch partielle Integration

[raer=o[: fwca] /m fwcs
0

‘o
oder: fDdc5/—5 .9,{(:3)—* 29.4(03)

0
‘o

=i459 —3 [saw)
2 0" Ve 2 .
/
f&d(ﬁ) (68)
0

Es ist also

_‘-0

Es ergibt sich somit mit Hilfe von (67)

Co

—[rae =3 @ — Vit nt T
S

m
0
7
¢ o
I I+ 2 I
J== [—2=—=
“ Vi+4n

— xJ &ﬂ (). (69)

mit

,72
o

0
11*
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Es 1abt sich nun zeigen, dal J eine kleine GroBe ist. Bezeichnen wir mit &
den Wert von 7, fiir welchen die Funktion
72

n
1 JRE S,
+2 10

- Vi+n

ein Maximum wird innerhalb des in Betracht kommenden Intervalles, das ist zwischen

—1

n=o0 und .7= 0,576,
so ist'dann jedenfalls

& &2
I +7._._ (1)
J< _‘_[ 210 IJ D ().
a L VI —+ & F o

" & &2
‘+7‘;a_l] D (70)
. Vi

Die Funktion in der eckigen Klammer erreicht ihr Maximum fiir § =

mit 0,00074.

w |-

Da D nicht grober als etwa 29,

©3

ist, so folgt
J < o,0015. (71)

Wenn wir somit J vernachlissigen kénnen, so finden wir

Co

: f?d(c»?):c&[i—iv:ﬂo]
e 3 3 '

C—4_ 5 . ¢ I
__,,:.5[0- Zo—? 5 2 T
E v
3 3
(2]
0 — —
2
= S (72)
1— 2 Vi
5
Da nun 7y nach (62) auch durch %y und ¢ ausgedriickt ist, so folgt das Gleiche fiir

C— A4 . . e .
—c Ein Dichtegesetz, welches somit auf die richtige Abplattung fiihrt, erfiillt

und nach (56)

gleichzeitig niherungsweise die Bedingung 7.
. . . . ., C—4 . . '
Bei sprungweiser Dichtezunahme 14fit sich - mit geringerer

Genauigkeit durch Oberflichengréfien ausdriicken, wie die Rechnungen
von Hawmvl) zeigen. Hier wird man also die Bedingung 7 selbstdndig
einfiihren.

Zusammenfassend haben wir also im Falle kontinuierlicher Dichte-
zunahme zur Bestimmung der drei Konstanten der Bedingung 1 (Gl. 40)
die Bedingungen 2 bis 4 aufzustellen; 5 und 6 und im wesentlichen auch 7
werden mit 4 gleichzeitig erfiilllt. Legt man ein komplizierteres Dichte-
gesetz zugrunde, so kann man genauer vorgehen und die Bedingung 7
selbstandig einfiihren.

1) M. Hawmy, L c.
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Bei sprungweiser Dichteinderung wie im Falle der Gleichungen (42)
gibt die Bedingung I drei Gleichungen mit den sechs Unbekannten ¢4, co,
9y, %, %1, %2, Wobei durch Einsetzen der entsprechenden Werte von %o und
9, den Bedingungen 3 und 4 schon geniigt ist. Es bleiben also drei
GroBen noch iiberschiissig, fiir welche nur mehr die Bedingungen 2 und
7 zur Verfugung sind; das Problem bleibt also unbestimmt, und es kann
noch eine GroBe willkiirlich gewihlt werden, z. B. die Lage einer Grenz-
fliche. Nimmt man auch die Lage der zweiten Grenzfliche als gegeben
an, so ist die Aufgabe iiberbestimmt. Man kann dann auf die Bedin-
gung 7 wieder verzichten, wie es KrussmanNn machtl).

Eine einfachere Behandlung der vorliegenden Aufgabe bei kontinuier-
licher Dichtezunahme ist die folgende:

Es ergibt sich aus der Abplattung, den Schweremessungen und der
Mondbewegung

C — 4 = o,0010365 a} M
Andererseits folgt aus der Pridzession
C— A4

——— == 0,003272.

C
Daraus ergibt sich

C = 0,332 a0} M,
in welcher Gleichung nun die 4. bis 7. Bedingung vereinigt sind. Figt
man noch dic 2. und 3. Bedingung hinzu, so erhilt man drei Glei-
chungen. Man kann also ein Dichtegesetz mit drei Parametern aui-
stellen, welche aus diesen drei Gleichungen bestimmt werden kénnen?).
Das Verfahren ist weniger korrekt als das frither geschilderte, da auf
die Crarrautsche Differentialgleichung ganz verzichtet wird. Es bleibt
also die Bedingung des inneren Gleichgewichtes unerfiillt. Damit fallt
auch Gleichung (72) und deshalb kann die Bedingung 7 selbstindig
verwertet werden.

Man kann ibrigens auch die Integralgleichung (37) unmittelbar
verwenden, ohne sie in dic CLairavtsche Form umzusetzen. Dann muf
man aber auch fiir % oder die mit ihr verwandte Abplattung g eine Funk-
tion von a ansetzen, also etwa mit HELMERT3) setzen:

g=oifi+a(l )+ﬂ’2( )“'“’3( )b}
NN

Die mit dem Index ¢ versechenen GroSen beziehen sich auf den Erd-
mittelpunkt. Nach Einsetzen in die Integralgleichung und Ausfiihrung
der Integrale ergeben sich durch Gleichsetzen des Koeffizienten gleicher

1) W. KLUSSMANN: siehe S. 171.
2) R, HELMERT: Theorien II, S. 473.
R

3, R. HELMERT: Theorien II, S. 481.
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Potenzen von a Bedingungsgleichungen, welche mit den tbrigen zu-
sammen die Bestimmung der Grélen ¢ und d gestatten.

Die Abplattung der Schichten im Innern; Grenzen der Ab-
plattung. Bevor wir dazu iibergehen, die Resultate zu besprechen, welche
auf diesen Wegen gewonnen wurden, miissen noch einige wichtige Sitze,
welche sich auf die Art der Massenlagerung im Innern beziehen, ab-
geleitet werden.

1. Wir differenzieren die Gleichgewichtsbedingung in der Form (33) nach ¢,
wobel w, da es in allen Schichten gleich ist, als Konstante zu betrachten ist. Es
wird also

[ 1 31
5 d# 521 . 571 91 5 a
=== [ 3d(3)—2= [3d(3) + 1= (392 2 —(268)

363 dey d(c3) ! !/‘ (3) + v (39, + e P (2c8) de

0 0

I d dz
—_— | F - (2D — =o0.
£15 l: dc (/[O)]c:q.i_ |:‘9 dc ]c:cl °

Die Glieder auberhalb der Integralzeichen heben sich auf: denn es ist

5% o I dx 5 o4 (dx
—53%ha— o5 |:191 ((7[ czqfﬂ F5hnat|+H rr

3q L:c;
Es bleibt also:

a a
I a’x1

a
F41 1 *
2 oy — A [ sady4+ = [9dzs) =
Sadda a(c3) (14./‘ d(t)—i—qGL/ (2% =0
0 0

0

oder
a a
I dxy 1 d
e g 708y __ o 9 __ L9 7. __ ”
3 dor fz}a’\cfi) [13/]19- = [Bl#ey zcY)de=o0. (73)
0 0
Auf das zweite Glied wenden wir die partielle Integration an:
a c=a a
d o « o o [ t g o a3
G — (B2 —r2)de=|33me2— x| — [ Blra2—«c?) de.
de . de
0 c=0 0
Das erste Glied rechts verschwindet an den Grenzen. Wir erhalten somit aus (73)
a a
1 dny . 1 a3
2 L 90 =— - [ B2 — 2 Zac.
3 da (c3) fl3f£ (#101 wet - de
0 0

Z’df ist immer negativ, da wir annehmen, dal die Dichte vom Mittelpunkt gegen die
¢

Oberfliche bestindig abnimmt. Wegen des Minuszeichens vor dem Integral ist also
der Faktor von #;¢12 — %¢2 immer positiv. Wir erhalten also rechts jedenfalls etwas
zu Kleines, wenn wir fiir ¢ seinen grébten Wert ¢; setzen. Es ist also

(4] [21

1 dn 3~ — L [ 3 —n??

- [rae> qfc b —0) " de.
[} [1]

Wir setzen zunichst ¢4 als klein voraus, jedenfalls so klein, dal #; — # zwischen

. ad . . . .
o und ¢ sein Vorzeichen nicht wechselt. 7 ist immer negativ, wechselt daher sein
c
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Vorzeichen ebenfalls nicht. Wir konnen dann auf obige Gleichung den Mittelwert-

dd =
satz der Integralrechnung anwenden: Bezeichnen wir mit (4 —z):; und 4 Mittel-

werte, welche im Intervall o bis ¢4 angenommen werden, so wird
‘1 - 43
I - [d« dd 1
il A3 > — (g — #) — « —
: 3(“) f 9> — (1 — 2 lea?dc
0 0
oder

I - [dz 1 a%
—FE) >~ — 1y — ) - (74)
3 (df)1> 4 =0

Gehen wir nun zur Grenze iiber und machen ¢ = o0, so wird »; mit » im Werte
fir den Mittelpunkt zusammenfallen, & geht in &, iiber und es bleibt

dx
9 | &7
c(d[)fl=0>o

Die Grébe » wichst also vom Mittelpunkt an und wird zunichst jedenfalls
einen positiven Wert erreichen. Es wird dann aber sofort #; — % positiv werden,
02
und aus (74) folgt, daB dann T auch weiter positiv bleibt. Die Abplattung der
a
Schichten wichst somit von innen heraus und erreicht an der Oberfliche ihren
grobten Wert. Es ist also immer:

dx
7{'>°- {75)

2. Wir differenzieren nun die Gleichgewichtsbedingung in der Form (37) nach ¢.
Es ergibt sich

a

5 dlmDy) d, 1 dz dx\

3 do + dre)de— 5 [‘9((1:” +5“4)]c +31({l’£)c—-q_o
0

oder
€1
5 (Z(Z1Di) 5/1 |'}1 5 d
2 Al N Y B 5) d
3 doy q 2 dc (Z[/ ‘>

oder nach Anwendung der partiellen Integration:

a

Y dn D) 1 L d9
Lra =L (2524,
3 ({51 C1Gf7 ¢ de ¢

0

a¥ . s s - .
Daz<o ist, so ist die rechte Seite immer negativ.

Es ist also immer
([ 71 _Dl
a’q <0
Gehen wir auf die Bedeutung von D; zuriick (Gleichung 34), so wird
(4%

P
;{;_’1" [.‘_13/‘19‘d(63)] <0,
0

A [ oapy + 30 6.
dey \c3 a

oder
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3. e .
Da = immer positiv ist, so ist nun auch
1

‘1
d 7z
a(5)/‘.5*0!(53)<o

0
und, weil das Integral ebenfalls immer positiv ist, endlich:
d x
a ) <e- e

. .. xr . .
Die Grole — nimmt also von der Mitte nach aulen stets ab1).

3
3. Wir fiihren wieder die GréBe # ein, durch die Definition (s. Gleichung 60}

P
1= e
d [«
Aus e (—[—5) < o folgt
1dx 3% 2z [c dx %
EZ—F—F(7. z—3) ~§(7i—3)<°'
Es folgt somit 7 <(3." Da 7 wegen (75) andererseits immer positiv ist, so ist?)
oln<3. (77)
Der Oberflichenwert von 7 ist nach (62) gegeben durch:
' =5°_
mn =, %o 2.

Nun hatten wir fiir die homogene Erde nach (17), da wir nach (29) #; und a ver-
tauschen diirfen,

zo=—i—c, also 7y=o0. (78)

Denken wir uns dagegen die ganze Masse im Mittelpunkt vereinigt, so ist nach (20)
c
#=--, also n=3. (79)

In diesen beiden Grenzfillen nimmt also auch 7 seine Grenzwerte an. Die Gréfie »
ist also fiir den Grad der Massenkonzentration gegen die Mitte charakteristisch. Fiir
die Erde ist 7y = 0,576; wihrend z. B. fiir Jupiter 7y = 1,0, fiir Saturn 2,3 wird
Die Erde ist also viel homogener als diese groBen Planeten.

4. Es war nach Gleichung (66), S. 163:

o0 4317
—_— 2 10
505VI+7;00m=5fc4D ————dc.
Vi+n
0
Bezeichnen wir mit & einen Mittelwert, den # zwischen o und ¢y annimmt, so wird 3)
& &
1 + = — 1 Co
_— 2 10
WPYIFmd, =5 _,-—fcwdc. (80)
Vi+é

1) F. TiSSERAND: Traité de la mécanique céleste, Tome II, p. 197. R.RADAU:
Remarques sur la théorie de la figure de la terre (Bull. astr.,, Tome II, 188s).

2) H. POINCARE: Sur la figure de la terre (Bull. astr., Tome VI, 188g). O. CaL-
LANDREAU: Mémoire sur la théorie de la figure des planites (Annales de I'observ.
de Paris, XIX).

3) H. PoINCARE: L c.
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Das letzte Integral haben wir nach (68) bestimmt. Danach ist:

Co Co Co
I 1 3
tDdec=- - ()= —cp %, — = [ 3d(c5).
‘/f ¢ Sf?dgﬁ) p %15 (¢9)
0 0 0
Mit Hilfe von (56) wird also:
¢ - ¢ -
o o — - #p — —
I b 2 1 2
f”“D“"=7”°5“’m—?‘°°"mc—_z=7”°”m ‘a4l
0 C - C

E
-_— I+——-—=
il/ii_ . ! =2 °_sy. 81)

sV oz» o — — Vits
l — ._bz_
C—4
(o
& liegt zwischen o und 3; innerhalb dieses Bereiches hat die Funkton /(&) ein
. I .
Maximum; dieses gehort zu & = —- und hat den Wert 1,00074. Berechnen wir aus der
. . . - 1 c—4 1

obigen Gleichung den zugehdrigen Wert von %y, wobei wir an c=——uynd —-—~=——
289 C 305,6

festhalten, so erhalten wir auch einen Maximalwert von .

Man findet

1
A0 (Max.,) = -29—“75 . (82)
)

Eine Abplattung, die grofier wire, ist mit der obigen Bedingung
nicht vereinbar, mit anderen Worten, es kann keine Dichteverteilung
im Erdinnern als méglich angesehen werden, die auf einen grofieren Wert

I N
+ Es mufl aber hervorgehoben werden,

der Abplattung fihrt als

9

2
dafl bei Verwendung der Ngaii,erungsforrncl (72) fir C— 4 (statt [56])
die linke Seite in (81) gleich Eins und damit die Bedingung immer
erfillbar wird. Dann besteht keine Grenze fiir die Abplattung. "Man
sieht also, daf3 die in (72) vernachldssigte GréBle J doch fir das Problem
eine wesentliche Bedeutung hat, und dafl man daher mit der Aufler-
achtlassung der Bedingung 7 jedenfalls sehr vorsichtig sein muf.

Als man noch den Crarxeschen Wert der Abplattung ~Y fir den
2

wahrscheinlichsten hielt, glaubte man in (82) einen unlésbaren Wider-
spruch mit der Theorie zu finden). Die neuesten Untersuchungen aber

. P I .
fithren wieder auf einen Wert, der dem Besserschen —— naheliegt. Der
2 .

99
Widerspruch ist somit geschwunden. Der Crarxesche Wert beruht
also auf einer mehr zufilligen, lokalen Ausbiegung des Geoides in Indien.

1) F. TiSSERAND: Réflexions au sujet de la constitution de la terre (Verhandl.
d. IX. allg. Konf. d. intern. Erdmessung, Paris 1889).



170 Die Konstitution der Erde.

Resultate. A) Kontinuierliche Schichtung. Die einzelnen Ver-
suche, die gemacht wurden, um die Dichtezunahme im Innern der Erde
zu bestimmen, unterscheiden sich durch die analytische Form, welche
fur das Dichtegesetz angenommen wurde. Die wichtigsten seien im folgen-
den zusammengestellt:

LEGENDRE ) g=c. B G=4,48 m=145"
‘ J.=11,34,
Rocne?) G="3(1—kc?) k=0,764
J.=10,10,
Lipscuirz3) I=9(1—4c%) k=o0,736 L=2,39
Fe=9,453,

2 3

HEerLMERT4) _0:95[1—(z’1(i) —+d, (i)] di==1,04 dy==0,275§
‘0 i Ye=11,3,
OxkINGHAUS®Y) F=F.c— &+ k=1,707 bis 1,4
P.=13,78 bis 10,375.

Die Formel von LEGENDRE entspricht dem von LapLacE aufgestellten
Gesetze, nach welchem die Anderung der Dichte mit der Tiefe nur von
dem steigenden Druck der dariiber lagernden Massen herriihrt, wobei
die Kompressibilitdt um so kleiner wird, je stirker die Massen schon kom-
primiert sind. Die Formel von RocHE ist nur eine Weiterfithrung des
Larraceschen Gedankens, auf Grund eines durch ein quadratisches Glied
erweiterten Gesetzes fiir die Kompressibilitit. Man kann auch den
Kocffizienten der Kompressibilitit herausrechnen, und findet ihn in
beiden Fillen von der GréBSenordnung wic bei Quecksilber. HELMERT
setzt die Dichte in Form einer Potenzreihe an, wihrend Oxincmaus
von der Barometerformel ausgeht.

Als Resultat ergibt sich aus allen diesen Untersuchungen, daf3 die
Dichte im Erdmittelpunkt etwa 10—12 sein diirfte8).

B. Sprungweise Dichtezunahme. Die Untersuchungen iiber die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Erdbebenwellen haben es wahrschein-
lich gemacht, dafl die Dichte in der Erde nicht kontinuierlich verliuft,
sondern sich sprunghaft dndert. Da man sich auf zwei bis drei Unstetig-

1) F. TisSsERAND: Traité de la mécanique céleste, Tome II, p. 232.

2) Ibidem p. 241I.

3) R. LipscHITZ: Versuch zur Herleitung eines Gesetzes, das die Dichtigkeit fiir
die Schichten im Innern der Erde annihernd darstellt, aus den gegebenen Beob-
achtungen (Journal f. d. reine und angewandte Mathemathik, 62. Bd.).

4) R. HELMERT: Die math. und physik. Theorien d. héheren Geoddsie, 2. Bd,,
S. 487.

5) OkINGHAUS: Eine Hypothese iiber das Gesetz der Dichtigkeit im Innern der
Erde (Archiv f. Math. u. Physik, Bd. 13, 1893).

6) Uber die Grenzen, zwischen denen die Dichte im Innern der Erde liegen mub,
siehe TH. STIELTJES: Variation de la densité dans l'intérieur de la terre (Amsterdam
Akad. Mededel. 1, 1885, auch Archives Neerlandaises 19).
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keiten in der Dichte beschrinkt, so 148t sich die Aufgabe noch meistern.
Zur Annahme einer grofleren Anzahl von Schichten fehlt vorliufig noch
jeder Anbaltspunkt.

Die ersten erfolgreichen Untersuchungen in dieser Hinsicht ver-
danken wir WiecHerT!), da Hamys Arbeiten?), da er noch die Abplattung

erhalten wollte, zu einem negativen Resultate geflihrt haben.
293
WiecHeRrrT stellt sich die Erde vor bestehend aus cinem homogenen

Kern, bedeckt mit einer ebenfalls homogenen Rinde von der Dichte 3,0
bis 3,4, und sucht die Dichte des Kernes sowie die Lage der Trennungs-
fliche zu bestimmen unter Beriicksichtigung der S. 148 ff. zusammen-
gestellten Bedingungen. Als Resultat ergibt sich fiir die Dichte des
Kernes 8,2. Die Trennungsfliche liegt bei 0,78 ¢5. Der Kern reicht also
bis auf etwa 3/, des Radius. Seine Dichte liegt etwas tber der Dichte
des Eisens, so daffi die Annahme berechtigt erscheint, dafl der Kern der
Erde aus Eisen besteht, dessen Dichte unter dem groflen Druck etwas
gesteigert ist.

Krussmanx3) hat diese Untersuchungen weitergefiihrt. Es werden
nunmehr drei Schichten verschiedener Dichte angenommen, deren Lage
aber als durch die Erdbebenbeobachtungen gegeben betrachtet wird,
im Gegensatze zu WiecHERT, der die Lage der Grenzfliche erst aus den
Beobachtungen berechnet. Die Grenzflichen werden in den Tiefen
1193 km und 2454 km vorausgesetzt. Eine Trennungsfliche in 1712 km
Tiefe wird als zuwenig gesichert nicht beriicksichtigt. Fur die Dichte
des Mantels werden verschiedene Annahmen gemacht (3,0, 3,2, 3,4, 3,6),
endlich aber 3,4 bevorzugt. Fir den Kern ergibt sich als Material: Eisen
Nickel und Kobalt mit einer Dichte von 7,8 bis 8,9; fir die Mittelschicht:
Eisenerz mit einer Dichte von etwa 3,5.

Dic Entscheidung, ob die Erde cine kontinuierliche oder sprung-
weise Dichtezunahme aufweist, ist nicht leicht zu fillen. ScEwEvYDAR
zeigt4), dafl auch bei kontinuierlicher Dichtezunahme infolge der Festig-
keitsverhiltnisse die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Erdbebenwellen
in einer gewissen Tiefe sich so rasch #ndert, dafl daraus leicht auf
einen Sprung in der Dichte geschlossen werden kann, der tatsichlich
nicht vorhanden ist.

Druck im Innern. Unter der Voraussetzung, dafl im Innern der
Erde Verhiltnisse herrschen, welche nach hydrostatischen Gesetzen be-
handelt werden konnen, 1483t sich der Druck berechnen, der im Innern

1) E. WiechHerT: Uber die Massenverteilung im Innern der Erde (Géttinger
Nachr. 189%).

2 M. Hamy: Etude sur la figure des corps célestes (Thése de Paris 1887, auch
Bull. astr., Tome IV).

3) W. KrLussmManN: Uber das Innere der Erde (Beitriige zur Geophysik, XIV. Bd.).

4) W. ScHWEYDAR: Theorie der Deformation der Erde durch Flutkrifte (Ver-
offentl. d. preub. geod. Inst. Neue Folge 66).
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herrscht. Wir vernachlissigen dabei die Abplattung, und ersetzen dem-
entsprechend in den Formeln ¢ durch ».

Ist in irgendeinem Punkte der Erde, dessen Entfernung vom Mittel-
punkte gleich 7 ist, die Schwere gleich g und die Dichte 4, so ist die An-
derung des Druckes pro Flicheneinheit bei der Erhebung um d7 gegeben
durch

dp = — Igdr,
namlich gleich dem Gewichte einer Masse von der Hohe d# und einer
Basis gleich der Flacheneinheit. Die Schwere g ist gegeben durch die
Anziehung einer Kugel vom Radius #, da die dariiber lagernden Kugel-
schalen nach innen keine Anziehung ausiiben. Es ist also

,
it A2

&= 4 ‘,if{)r?a’r.
0

7

Fithren wir far 3 das Rocuesche Dichtegesetz ein in der Form:

s=sl= ()]
70

so wird
47T k2 j‘( r4) ) ( 7 u /'3)
=229 [(r—ul)dr = qurz9 | - 8
g »2 ‘O 4 u ;,(_; @z 4 ¢ 3 5’,(,: ; ( 3)
somit
; urt\(»  urd
d :——4;1/@11‘}2(1———‘)(——— )
’ A (T
o 8 1 2,5
:_4“"/1’2‘95(—}__ ;172 ad r‘)t r
3 157% 579

Durch Integration von Null bis zur oberen Grenze 7, finden wir fiir den
Druck im Mittelpunkte
20 , 4 u?
P = */{’232}“2(1 — w4 —)
3 5 5
Ist gy die Schwere an der Oberfldche, so kénnen wir schreiben
REE  47ak?

goz y-)- . 19'7,17”0
0 3
oder
20kt = 38
2 P 7y

Damit wird

92 4 u?

r = Wc"l’ogo(l ——u+ '**) .
23 5 5

Der Druck einer Atmosphire ist, wenn % die Hohe des Barometerstandes
und ¢ die Dichte des Quecksilbers bedeutet, gleich

b=l g,
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somit der Druck $ ausgedriickt in Atmosphiren:

p_® 7’0( u u‘-’)
£ = 1 — a4 2.
S'u 5

b 2%, ko
Mit den numerischen Werten:
Fe=10,1, P, =15,52, AQ==1033,6, 7o=6,377-108cm, u = 0,764

findet man: 7 = 2,9- 108 Atmosphiren.

In welchem Zustande wir uns die Massen im Erdinnern vorstellen
sollen, dariiber kdnnen wir eigentlich nichts aussagen. Wir sind ge-
wohnt anzunehmen, dafi die Temperatur im Erdinnern eine aufler-
ordentlich hohe ist, vielleicht so hoch, dafi unter gewdhnlichen Ver-
hiltnissen alle Stoffe nicht nur vergast sein miifiten, sondern daf
auch die kritische Temperatur, bei der noch eine Verfliissigung durch
Druck moglich ist, weit {berschritten ist. Andererseits aber soll
den Stoffen im Innern eine bedeutende Dichte zukommen. Einen
gasformigen Korper mit der Dichte 10 kénnen wir uns nicht vorstellen.
Man wird also wohl annehmen miissen, dafl es unter diesen Bedingungen
cinen uns unbekannten Aggregatzustand gibt, bei welchem die Stoffe
grofle Beweglichkeit der Teilchen; wie sie Gasen oder Fliissigkeiten eigen
ist, mit grofier Festigkeit und Dichte vereinigen, etwa ein Zustand der
Plastizitat, welche nur unter dem langandauernden Einflu§ sehr grofier
Krafte zum Ausdruck kommt.

Es mufl nur noch hinzugefiigt werden, dal wir fiir die hohe Tem-
peratur des tiefsten Erdinnern keine Beweise haben.

Die Schwere im Innern der Erde. Wihrend bei einer homogenen
Erde die Schwere gegen den Mittelpunkt kontinuierlich abnimmt, ist
dies bei Dichtezunahme nach innen nicht mehr der Fall. Wenn wir von
der Oberfliche nach innen gehen, wichst die Schwere zunichst an, um
erst nach Erreichen eines Maximums dann weiterhin abzunehmen. Es
ist leicht einzusehen, dafi dies cintreten wird, weil im Grenzfalle, wenn
die ganze Masse im Mittelpunkt vereinigt ist, dic Schwere mit Annihe-
rung an die Mitte tiberhaupt nur zunimmt.

Wir wollen, wieder auf Grund des Rocugschen Gesetzes, die Lage
des Maximums bestimmen. Die Schwere in einem belicbigen Punlte
in der Entfernung 7 von der Mitte ist nach (83):

g 1 3 ur

SR, ;

o7 3 573 (84)
Oder d —_— \5 == 0,953 — i .
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. . I . . . .
Die Schwere wichst also bis zu " des Radius gegen innen. Sie erreicht

hier 1,05 des Wertes an der Oberfliche.
Wenden wir diese Gleichung (84) auf die Oberfliche an, so erhalten wir:

) (5-%)

38) _ g (L —34). 8

a (35),—+ = (53)

Die GroSie (5) ist der Beobachtung zuginglich, in der Form, dafl man
0

den Unterschied der Schwerebeschleunigung zwischen einem Punkte der
Erdoberflaiche und einem Punkt in der Tiefe eines Schachtes durch
Pendelbeobachtungen bestimmt. Auf der rechten Seite kann man mit
Hilfe des Dichtegesetzes die beiden Groflen 3 und g durch 3, und
ersetzen. Da J bekannt ist, so bleibt nur noch die eine Unbekannte 9,,,
die sich nunmehr bestimmen 1a8t. Darauf beruht die schon erw#hnte
Methode der Bestimmung der mittleren Dichte der Erde von Ary (S. 132).
Nach (43) finden wir fiir das Rocuesche Gesetz:

0

2
P = 3—‘26 (1 —‘U—Z )ﬂdr = &c(l — iy)-
7o ¢ 4 5
Ferner ist Fo= (1 — ).
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich
Y m 0
G = 59— 3%
2

5 (Fn — )

L= g
¢ 53 — 3%
und durch Einsetzen in (85):

(E) — g (.90 — 2 3,,,).
0 3

o
Dividieren wir durch den Oberflichenwert der Schwere
41Té2 I
8o = > *70,
) 3
so wird
i.(ig) =i(3 ,‘Z‘l—z). (86)
g0 67’ 0 7o 19'”1
Wenn man also um 4 = —d7 in die Tiefe geht, so dndert sich die
Schwere um
Y/ 4
dg= 7‘_0(2 - Sz(i) &0
Daher
q 3‘90
G (87)
dg ry
2 — e 8 ——
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Man kann diese Gleichung ganz allgemein aus der Potentialtheorie
ableiten, wenn man von der Lapraceschen und PoissoNschen Gleichung
([12],S.32, und [22], S. 34) ausgeht. Danach ist oberhalb der Erdoberfliche

2y 2 2
ST TN
unterhalb derselben aber
NW W RW
d x2 dy? 352
Legen wir die z-Achse in die Normale zur Erdoberfliche nach aufwirts
gerichtet, so ist oberhalb der Erdoberfliche

= 202 — 4wktY,. {89)

1Y/ 4 2V dg o |2 M 2g
= — d e I — = — ] =
0z un 052 or br( r2 7
Also an der Erdoberfliche
W M 29
~—+ 5 = — == 4+ 202,
(bx2 ay2 )auBerhalb ) + g (90)
Da nun beim Ubergang in das Erdinnere in der Richtung der Nor-

2
malen nur 322 springt, die beiden anderen zweiten Differentialquotienten
z

aber stetig bleibenl), so gilt (90} auch fiir (89), und es wird

62W) 280
R = = — gk
( 352 innerhalb 7o 0
oder mit:
40kt S,
§o = 3_ 70

(32’4/) _ g,o_(z _ 399)
022 inner;ih dor 70 P

Diese Ableitung zeigt, daf} in (87) fiir 9y nicht die mittlere Oberflichen-
dichte der Erde, sondern im Sinne der Poissoxschen Gleichung die Dichte
des den Beobachtungspunkt umgebenden Gesteines einzusetzen ist.

Diese Methode der Dichtebestimmung wird keine besondere Ge-
nauigkeit bieten. Zunichst wird man, wenn nicht einheitliche geologische
Formationen vorliegen, iiber die Wahl von %, doch im Zweifel sein. Ferner
sind die verwendeten Tiefen im Verhiltnis zu 7, zu gering: AIrY?2)
beobachtete im Schachte des Bergwerkes in Harton in 383 m Tiefe,
v. STERNECK in Pribram in 534 m, in Freiberg i. S. in 1000 m Tiefe,
Roséx in der Grube Sala in Schweden in 292 m. In Kolar in Indien

. . . . 7
werden derzeit Beobachtungen in 708 m Tiefe gemacht3). Die Grofe —,
2

1) R. HELMERT: Die mathem. u. physik. Theorien der hheren Geodisie, Bd. II,
S. 25 ff.

2) Literaturnachweise siehe S. 132.

3} Verhandl. d. XVIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung in London u. Cam-
bridge 1909, I. Teil, Annex A, VIIIb.
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mit der in (87) 4g multipliziert ist, ist somit mindestens 6000. Aufler
dem zweiten Wert von v. STERNECK, der nach HEeLMERTs Reduktion
5,53 ist1), sind die Resultate auch nicht brauchbar. Gute Werte wird
man {iberhaupt nur erhalten kénnen, wenn man den Gesteinsdichten
ganz besondere Aufmerksamkeit zuwendet. Ein Beispiel hierfur sind
Nieruammers Untersuchungen im Simplontunnel, welche auf den Wert
5,45 fithren?).
18. Die Festigkeit der Erde.

Trotzdem man sich wenigstens in fritheren Zeiten das Innere der Erde
in flissigem Zustande dachte, so glaubte man sie doch mit einer so
festen Kruste umgeben, dafl man ihre Gestalt allen dufieren Kriften
gegeniiber als unverinderlich ansehen konnte. Die Vermutung, dafl die
Erde nicht absolut fest sei, sondern unter dem Einflufl der auflerordent-
lich groflen Massenkrifte, welche auf sie wirken, sich deformieren miisse,
hat zuerst KeLvin ausgesprochen und auch eine Methode angegeben,
nach welcher eine Nachgiebigkeit der Erde konstatiert werden kénnte.
Diese beruht auf der Beobachtung der Fluterscheinungen des Meeres,
die offenbar anders zum Ausdruck kommen, wenn der Meeresboden und
die Kontinente die Bewegung ganz oder teilweise mitmachen. In der
Tat: Wiren die Massen der Erdkruste ebenso leicht beweglich wie das
Wasser, so wiirde ein Wasserstandsmesser an der Kiiste gar keine Ge-
zeiten mehr verzeichnen.

Einmal auf diese Moglichkeit aufmerksam gemacht, hat man den
Einflufl der Nachgiebigkeit der Erde auch in anderen Erscheinungen
gesucht und gefunden. Wir besitzen heute drei Methoden zur Bestimmung
des Festigkeitskoeffizienten der Erde: 1. die Bestimmung der Periode
der Polhhenschwankung; 2. die Bestimmung der Anderung in der Lage
der Lotlinie zur Erdscholle, welche in den Beobachtungen von Horizontal-
pendeln und in der Fluterscheinung in gleicher Weise zum Ausdruck
kommt; 3. die Untersuchung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Erd-
bebenwellen3). Wir haben uns hier nur mit den beiden ersten zu be-
schiftigen, wihrend die dritte an anderem Orte zur Besprechung gelangt.

Die Veridnderlichkeit der Polhéhe, die schon nach den ilteren
Pulkovaer Beobachtungen vermutet wurde, wurde einwandfrei als eine
wahrscheinlich kurzperiodische Erscheinung komplizierter Natur wvon
KistNeER%) festgestellt. Um zunidchst Gewifiheit zu erlangen, ob es sich

1) R. HELMERT: Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde (Enzyklop.
d. math. Wissenschaften, Bd. VI, 1).

2) Astronomisch-geoditische Arbeiten in der Schweiz, 12. Bd.

3) Eine vollstindige Zusammenstellung und kurze Diskussion aller bisher vor-
liegenden Untersuchungen nach den drei Methoden gibt Tosar SHIDA: On the elasticity
of the earth and the earth’s crust (Memoirs of the college of science and engineering
Kyoto, imp. univers., Vol. IV, 1912.

4) F. KUsTNER: Neue Methode zur Bestlmmunv der Aberrationskonstante nebst
Untersuchungen iiber die Verinderlichkeit der Polhéhe, Berlin 1888.
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tatsdchlich um eine Verschiebung der Erdachse im Erdkdrper handle oder
nur um eine lokale Verlagerung der Lotlinie, wurde eine Expedition nach
Honolulu entsandt?), welche gleichzeitig mit einer Station in Berlin fort-
laufende Beobachtungen der Polhdhe anzustellen hatte. Wenn die Ver-
anderung die Erdachse selbst betrifft, so mufite jedem Anwachsen der
Breite in Berlin ein Abnehmen in Honolulu entsprechen, und umgekehrt,
was sich tatsichlich in den Beobachtungen zeigte. Es beschreibt also
der Rotationspol der Erde eine kleine Bahn um eine Mittellage. Seither
hat sich das Beobachtungsmaterial auierordentlich vermehrt. Nachdem
durch einige Jahre hindurch einzelne Sternwarten freiwillig lingere Beob-
achtuugsreihen durchgefithrt hatten2), wurde zum Studium der Er-
scheinung ein internationaler Dienst eingerichtet, und lings des 39. Par-
allelkreises sechs Stationen, rings um die Erde verteilt, aufgestellt, auf
welchen nun seit fast 20 Jahren ununterbrochen die Verdnderungen der
Polhohe beobachtet werden. Spiter sind noch zwei Stationen der Stid-
halbkugel dazugekommen. Um moglichst vergleichbare Resultate zu
erhalten, wird auf allen Stationen nach dem gleichen Programm mit
moglichst dhnlichen Instrumenten beobachtet und das ganze Material
in einheitlicher Weise reduziert3).

Die angewendete Beobachtungsmethode ist die von HorreEBOW-
TarcorT. Sie besteht darin, dafl die Zenitdistanzen zweier zenitnaher
Sterne, von denen der eine siidlich, der andere nordlich des Zenites kul-
miniert, miteinander verglichen werden. Jedes solche Sternpaar liefert
einen Wert der Polhghe. Die Methode gestattet die Elimination der
meisten Instrumentalfehler und des ohnehin kleinen Betrages der nor-
malen Refraktion. FEine griofiere Anzahl von Sternpaaren wird zu einer
Gruppe zusammengefafit, und jeden Abend werden zwei solcher Gruppen
beobachtet, die mit dem Fortschritt des Jahres gewechselt werden missen.

Der zuerst cingefithrte Vorgang bei der Reduktion ging von dem
Grundsatz aus, daf3 sich der Winkel zwischen Zenit und Pol im Laufe
eines Abends nicht dndert, daf also die beiden Gruppen desselben Abends
den gleichen Wert der Polhéhe ergeben miissen. Der Unterschied, der
sich findet, mufite dann den Sternpositionen zur Last gelegt werden.
Bezeichnet man die Gruppen der Reihe nach mit I, IT ... X, so erhilt
man so die Differenzen

I—II, II—IIT ... IX—X, X—1I.
Da sich die Beobachtungen iiber das ghnze Jahr erstrecken, so kommt
man wieder auf die erste Gruppe zuriick (Kettenmethode). Die Summe

1) Resultate der Beobachtungsreihe in Honolulu, betreffend die Verinderlichkeit
der PolhShe (Zentralbureau d. intern. Erdmessung, Berlin 1892).

2) Provisorische Resultate der Beobachtungen in Berlin, Potsdam und Prag, be-
treffend die Veriinderlichkeit der PolhShe (zusammengestellt v. TH. ALBRECHT, Publ,
d. Zentralbureaus d. intern. Erdmessung, Berlin 1890).

3) Resultate des intern. Breitendienstes, Bd. I—V (Veroffentl. d. Zentralbureaus
d. intern. Erdmessung, Neue Folge Nr. 8, 13, 18, 22, 30
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der obigen Differenzen sollte daher gleich Null sein. Es fand sich aber,
daf3 diese Bedingung nicht erfiillt war, es verblieb ein Schlufifehler, der
unerklirlich war.

Noch eine weitere merkwiirdige Tatsache ergab sich. Es zeigte sich
an allen Stationen eine kleine gleichzeitige Verinderung der Polhéhe in
gleichem Sinne, mit etwa jihrlicher Periode, bekannt unter dem Namen
Kimurasches z-Glied. Die Erklirung der ersten Erscheinung suchte man
zunichst in einer téiglichen Verdnderung der Polhdhel), doch konnte
trotz genauester Studien eine solche nicht entdeckt werden. Fiir die
zweite Erscheinung fehlt jede Erklirung. Heute scheinen sich die An-
sichten dahin zu einigen, dafl beide Erscheinungen auf der sogenannten
Zenitrefraktion beruhen. Die Refraktion im Zenit sollte theoretisch
gleich Null sein. Da aber die Luftschichten infolge ungleicher Erwir-
mung des Bodens doch immer eine gewisse Neigung haben, so folgt daraus
ein kleiner Betrag der Refraktion, der sich auch im Laufe der nichtlichen
Beobachtung dndert. Man mufite also die Kettenmethode fallen lassen
und neue Reduktionsmethoden suchen, die von den besprochenen Ein-
fliissen unabhingig sind2?). Es gelingt dies im wesentlichen nur dadurch,
daBl man die Sternpositionen eliminiert, indem man die gleichzeitig mit
denselben Sternen gewonnenen Breitenwerte der Stationen unter sich ver-
gleicht. Die Deklinationsverbesserungen ergeben sich aus dem gesamten
Ausgleich, haben aber keinen Einfluf auf die Koordinaten des Poles3).

Um die Moglichkeit der Verdnderlichkeit der Polhdhe theoretisch
darzutun, brauchen wir nur auf die Grundgleichungen der Rotation zu-
riickzugehen. Fir die kriftefreie Bewegung gelten die Gleichungen (51),
S. 159, in denen die rechte Seite gleich Null zu setzen ist. Die erste
Gleichung hat die einfache Form

dr
2= oder 7 = 7y = const. (1)
Dadurch werden die anderen Gleichungen
dp C— A4
it = T a4
ig _ A—cC (2)
dt A 0?

1) R. ScHUMANN: Numerische Untersuchungen iiber Polhdhenschwankung und
Aberrationskonstante (Erginzungsheft zu den Astr. Nachr., Nr. 11 und Astr. Nachr.,
Bd. 173). R. SCHUMANN: Bericht iiber einige Ergebnisse aus neueren Untersuchungen
iiber die Polhohenschwankung (Verhandl. d. XVIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung
in Hamburg 1912, Beilage B, Vb und Ve).

2) F. KUHNERT: Zur Frage der Pohlhghenschwankungen (Astr. Nachr.,, Bd. 204).

3) B. WANACH: Resultate des internationalen Breitendienstes, Bd. V (Zentralbureau
der intern. Erdmessung, Neue Folge Nr. 30). Einen Uberblick iiber alle einschligigen
Fragen gibt B. WanNacH: Die Pohlhohenschwankungen {Die Naturwissenschaften,
Bd. VI), ferner: E. PrzyBvLLOK: Uber den gegenwirtigen Stand unserer Kenntnis
von den Polhdhenschwankungen (Astr. Vierteljahrsschrift, 54. Jahrg).
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Diese lassen das selbstverstindliche Integral p = ¢ =0 zu. Das heifit,
wenn zu Anfang die Bewegung 7, um die Haupttrigheitsachse die einzige
ist, so bleibt dieser Zustand auch weiterhin immer erhalten.

Die Gleichungen geben aber auch die Ldsung

p = acos{At+ u)
g = asin(kt + u),

2 J—

also eine periodische Losung mit der Periode i Mit dem Werte ]

= 0,003283 und der bekannten Rotationsgeschwindigkeit der Erde

(3)

1y = % finden wir %ﬁ = 303,8 mittlere Tage.

Die drei Rotationskomponenten #,,  und g setzen sich zu einer Re-
sultierenden w zusammen, um eine Achse, deren Richtungswinkel a, 8, y
seien. Dann ist

79 = wWCosY,

p = wcosa, (4)
. g = wcosf.
Somit W=t pt 4 g2 = 24 a?.

Es ist also auch w konstant und nach der ersten Gleichung (4)
auch p. Die Bewegung besteht also darin, dafl die momentane Drehungs-
achse einen Kegel mit dem konstanten Offnungswinkel y um die Haupt-
tragheitsachse beschreibt und zu einem Umlauf die Zeit von 304 Tagen
braucht. Man bezeichnet diese Bewegung als die EuLErsche. Ihr ent-
spricht eine Veridnderlichkeit der Polhéhe im Betrage == y. Die Ampli-
tude derselben hiangt von dem Anfangszustande ab.

Wenn man nun aber betrachtet, was die Beobachtungen ergeben,
so sieht man, daf die Erscheinung ganz anders und duflerst kompliziert
verlduft. Der Pol der Erde beschreibt eine spiralige Linie, die in bald
engeren, bald weiteren Windungen die Mittellage umbkreist, auch merk-
wiirdige Schlingen macht usw. Die Schwankungen betrugen bisher nie
mehr als &= 10 m. Es ist daher sehr schwierig, darin enthaltene Perioden
abzuleiten. Deutlich erkennt man eine Periode von 428 bis 432 Tagen, die
als CuanprLERsche Periode bekannt ist; dariiber lagert sich eine jahr-
liche Periode. Die Eurersche Periode zeigt sich nicht.

Wie ist das nun zu deuten? Bei der jihrlichen Periode denkt man
sofort an meteorologische Vorginge, worauf schon K#sTNER hingewiesen.
In der Tat mufl der grofle Massentransport, der durch die jihrliche Ver-
lagerung des Luftdruckmaximums entsteht, die Erde aus dem Gleich-
gewicht bringenl); der oben mit y bezeichnete Winkel wird von Null
verschieden, oder indert seinen jeweiligen Wert.

1) R. SeitaLER: Die Ursache der Breitenschwankungen (Denkschr. d. Akad. d.
Wiss. in Wien, LXIV. Bd.). Die periodischen Luftmassenverschiebungen (Petermanns
Mitteil., Ergdnzungsheft 137).

12*
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Auf einen solchen Antrieb mufl die Erde mit ihrer Eigenschwingung
reagieren, deren Dauer bei der festen Erde 305 Tage betridgt. Erfolgen
aber die St68e regelmiBig in jihrlicher Periode, so muf auch diese zum
Ausdruck kommen. Ist die Eigenschwingung der Erde gedimpft, so
entsteht eine erzwungene Schwingung, bei welcher die Eigenschwingung
ganz unterdriickt wird und nur die jihrliche Periode auftritt. Man kénnte
also so das Fehlen der EuLErschen Periode erkliren. Wo kommt aber
nun die CHANDLERsche her?

Es ist nun sehr wahrscheinlich, dal die freien Schwingungen der
Erde keiner merklichen Didmpfung unterliegen, und so bleibt nichts iibrig,
als in der CumanpLErschen Periode die durch irgendeinen Einfluf3 ver-
langerte EuLErsche wiederzuerkennen.

Newcomsl) hat nun gezeigt, dafl die FElastizitit des Erdkorpers
im Sinne einer Verlingerung der EuLerschen Periode wirkt, und da8
das Ausmafl der Verlingerung vom Werte der elastischen Konstanten
abhdngt. Die Theorie verlangt aber, daf3 diese verlingerte EuLErsche
Periode in bezug auf Amplitude und Phase konstant ist, wihrend die aus
den Beobachtungen abgeleitete CHANDLERsche Periode zwischen ziemlich
weiten Grenzen (422—456 Tage) schwankt. In diesem Sinne sind die
beiden somit verschieden, und einem Vorschlage Wanacus entsprechend2)
wollen wir den theoretischen Wert als NEwcomssehe Periode bezeichnen.

Wanacn zeigt in der zitierten Arbeit weiter, dafl die Amplitude
und Phase der Newcomsschen Periode immer konstant ausfallen miissen,
wenn sic bestindig durch solche dulere Anldsse wieder erregtwird, die sich
durch eine endliche Zahl periodischer Glieder darstellen 148t, wenn also
z. B. die meteorologischen Vorginge in dem Sinne wirken, dafl der Trag-
heitspol der Erde eine geschlossene Bahn mit jihrlicher Periode beschreibt.

Gerade dies ist aber nicht der Fall. Der meteorologische Vorgang
ist viel komplizierter. Es bleibt gegeniiber einer rein periodischen Be-
wegung immer ein Rest, der als unregelmifBiger Stofl auf die Erdachse
wirkt. Dieser veranlafit gewissermafBen eine Unterbrechung der laufenden
Schwingung und den Beginn einer neuen, deren Phase und Amplitude von
der fritheren verschieden sein wird. Es ist klar, daB von dieser bestidndig
gestorten Schwingung auch die Periode nicht rein zum Ausdruck kommt.
Damit erklart sich die Verdnderlichkeit der CHaANDLERschen Periode.

ScuwevDAR3) zeigt unter Verwendung von Mittelwerten fir die
Luftdruckverteilung, daBl auf diesem Wege tatsichlich die verwickelten
Kurven zustande kommen, welche der Pol beschreibt4).

1} S. NewcoMs: On the periodic variation of latitude (Astr. Journ., XI. Bd).

2) B. WanacH: Die CHANDLERsche und die NEwcomssche Periode der Polbewegung
(Zentralbureau der intern. Erdmessung, Neue Folge Nr. 34).

3) W. SCHWEYDAR: Zur Erklirung der Bewegung der Rotationspole der Erde
(Sitzungsber. d. preuB. Akad. d. Wiss. XX. 1919).

4) Einen Versuch, den umgekehrten Weg einzuschlagen und aus der Polbahn auf
die Massenverlagerung zu schliefen, machten J. LARMOR und E. HirLis: The irregular
movement of the earth’s axis of relation (Monthly Notices, Bd. 67).
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Fiir die Bestimmung des Elastizititskoeffizienten der Erde wird
man die CEaNDLERsche Periode fiir die NEwcomssche, die sich vorlaufig
nicht genauer bestimmen l48t, nehmen miissen.

Der Grundgedanke der Entwicklungen ist der folgende:

Da sich die Erde um eine Achse dreht, welche nicht mit der Polar-
achse zusammenfillt, sondern mit ihr den Winkel y einschlieft, so wird
die Fliehkraft den elastischen Erdkérper unsymmetrisch deformieren.
Die dadurch entstehenden Drehmomente treten als Stérungsglieder auf
der rechten Seite der Gleichungen (2) auf. Gleichzeitig verlieren die
Groflen A und C ihre Bedeutung als Haupttrigheitsmomente, und es
entstehen auch von dieser Seite Zusatzglieder. Das Ergebnis der recht
schwierigen Behandlung dieser Gleichungen ist das folgendel). Ist 7,
die EuLersche Periode, und 7z die Newcowmssche, so wird nach Love?2)
in bekannter Bezeichnungsweise:

Ty aw? I
—— T é ¢ — ——————
! T 2g aw? (s)

a _—

28

Nach Larmor3) ist die Form dieser Gleichung 4hnlich wie beim CLAIRAUT-
schen Theorem vollstindig unabhingig von irgendeiner Annahme tiiber
das Dichtegesetz des Erdinnern, welches nur in der konstanten Gréfle &
enthalten ist.

Durch Vergleich mit HoucHr4) ergibt sich fiir eine homogene Erde:
3 1

=3 (6)
2 1gu ’
T+ 2ag9
wo u der Festigkeitskoeffizient der Erde ist. Fiir die homogene Erde ist
1 . aw? H
a= 232 » Mit ¢~ 289 und den Werten 7, = 305 und 7 = 427 Tage

fiir die EuLeErsche bzw. NeEwcowmbsche Periode findet HoucH: pu =
8,08 - 1011 ein Wert, der die Festigkeit des Stahles 8,19+ 1011 nur
wenig ibertrifft. Geht man aber von der beobachteten Abplattung

I .
a= 207 aus, so erhdlt man p = 17+ 1011, Nach Hercro1z3) ist es:
29

jedoch unzuldssig, die fur die homogene Erde giiltige Formel (6) mit
der tatsichlichen Abplattung zusammenzunehmen. Er verlafit daher die

1) W. ScHWEYDAR: Die Bewegung der Drehachse der elastischen Erde im Erd-
korper und im Raume (Astr. Nachr., Bd. 203). '

2) A. E. H. Love: The yielding of the earth to disturbing forces (Proc. of Roy.
Soc., Vol. 82). )

3) J. LarRMOR: The relation of the earth’s free precessional nutation to its re-
sistance against tidal deformation (Proc. of Roy. Soc., Vol. 82).

4 S, S. HouGgH: The rotation of an elastic spheroid (Phil. Trans. of London
1896, Ser. A, Vol. 18%).

5 G. HercrLorz: Uber die Elastizitit der Erde bei Beriicksichtigung ihrer va-
riablen Dichte (Zeitschrift f. Math. u. Physik, 52. Bd.\.
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Hypothese der Homogeneitit und findet dem Wiecuertschen Dichte-
gesetz der Erde entsprechend p = 11,68 - 1011, Die Einfilhrung einer
Kompressibilitit erhéht nach Love diesen Wert auf 12 - 1011, Fiihrt
man als deformierende Kraft noch den Druck der Meeresflut ein, der
durch die Polbewegung selbst erzeugt wird (die sogenannte Polflut),
so ergibt sich nach Scuwevpar die Festigkeit zu 16,4 - 1011 cgs.

Ist mit der Festigkeit der Erde auch eine gewisse Zdhigkest (Plastt-
zitdt, Viskositit) verbunden, so unterliegen die durch die meteorologischen
Ursachen ausgeldsten Schwingungen einer Dampfung. Der Begriff der
Zshigkeit ist mathematisch folgendermaBen zu fassen. Wir nehmen zu-
erst einen vollkommen elastischen Korper. Ist F eine Kraft und S die
durch dieselbe im Korper hervorgerufene Verschiebung, so wird

nS = F,
wo 7 den Elastizititskoeffizienten bezeichnet. Fiir einen Korper, der
mit der Elastizitit eine gewisse Zahigkeit verbindet, ist die obige Gleichung
zu ersetzen durch

ﬂS=F+—;—fFa’t.
1

Wihrend nun im ersten Falle die Gréfe S sofort den Wert %-F

annimmt, denselben beibehilt, solange F konstant bleibt und mit F

wieder verschwindet, wichst im zweiten Falle die Verschiebung, mit —
) : n
beginnend, noch weiter um den Betrag

= [ Faz,

und wenn F verschwindet, bleibt der Kérper in einem Zustandc der Ver-
schiebung, die durch den Wert dieses Integrals gegeben ist. #; wird in
Zeit ausgedriickt. Je kleiner £, ist, desto rascher gibt die zihe Masse
der Einwirkung der Kraft nach.

Hitte nun im Falle der Erde #; einen kleinen Wert, so miifite die
Schwingung der Polbewegung eine rasche Dimpfung erfahren, und damit
in kurzer Zeit verschwunden sein, was den Beobachtungen widerspricht.
Mit Festigkeitsverhiltnissen, welche die EuLERrsche Periode von 304 Tagen
auf die CuaxprLersche von etwa 430 Tagen verlingern, ist eine grofie
Zihigkeit nicht vereinbar. Man ist im Gegenteil gezwungen, die Erde
diesen Kriften gegeniiber als vollkommen elastisch zu betrachten?).

Gilt dies gegeniiber der Polbewegung mit ihrer Periode von 430 Tagen,
so gilt es um so mehr von der Flutbewegung des festen Erdkérpers, von
der unten zu sprechen sein wird. In diesem Zusammenhange mége nur
darauf hingewiesen werden, dafl mit diesen Verhiltnissen die Frage nach
der Unverinderlichkeit der Dauer des Tages in engster Bezichung steht.

1) W. SCHWEYDAR: Die Polbewegung in Beziehung zur Zihigkeit und zu einer
hypothetischen Magmaschicht der Erde (Verdffentl. d. preul. geod. Inst., Neue Folge 79).
H. JeFFrREYS: The viscosity of the earth (Monthly Notices, Vol. 73, 76, 77).
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Nach der beriihmten von Darwin entwickelten Theorie der Flutresbung
sollte der vom Monde auf der festen Erde erzeugte Flutberg infolge der
schweren Beweglichkeit der Massen und der damit verbundenen Reibung
eine Verzogerung erfahren, somit erst zustande kommen, wenn sich der
betreffende Punkt der Erde schon unter dem Monde weg gedreht hat.
Der Flutberg ist also gegen den Mond voraus (Abb. 41).

Hier bedeutet M den Mond, E den Erdmittelpunkt und der Pfeil
den Drehungssinn der Erde. Infolge der ungleichen Distanz der beiden
Flutberge F; und Fy vom Monde geht
die Richtung der resultierenden An-
ziehungskraft des Mondes nicht mehr
durch den Erdschwerpunkt, es entsteht
ein Drehmoment, welches auf die Erd-
drehung verzégernd wirkt: die Dauer
des Tages wird gréfer. Der Mond seiner-
seits erfiahrt eine Reaktion: er wird zunichst beschleunigt, die gesteigerte
Fliehkraft treibt ihn von der Erde weg, die Dauer des Monates steigt.

Die Verlingerung der Dauer des Tages ist eine Verlangerung der
Zeiteinheit. In dieser grofleren Zeiteinheit gemessen, erscheinen alle
Bewegungen rascher, die Gestirne erfahren eine scheinbare Akzeleration,
die somit nur daher rithrt, dafl wir bei Annahme einer gleichférmigen
Erdrotation einen Zeitfehler von bestimmter Grofle machen. Diejenigen
Gestirne, welche innerhalb dieser kleinen Zeitdifferenz den gréfiten Weg
zuriicklegen, werden die Erscheinung am deutlichsten zeigen, das sind
also die raschest bewegten Gestirne, in erster Linie wieder der Mond1).
InderTat zeigen die Mondbeobachtungen seit dem Altertum den wachsenden
Einfluf dieser Beschleunigung. Diese Erscheinung wiirde also auf Grund
der Theorie von der Flutreibung ihre hinlingliche Erklirung finden,
wenn nicht die oben besprochenen Untersuchungen iiber die Festigkeit
der Erde gezeigt hitten, dal die Zihigkeit der Erde so gut wie Null ist,
und dafl die Erde vollkommen elastisch ist gegeniiber Kriften von der
Periode der Gezeitenerscheinung. Das Vorhandensein einer Flutreibung
im festen Erdkérper mufl daher geleugnet werden; noch weniger kann
eine solche von den Wassermassen des Ozeans ausgehen2).

In fritheren Zeitrdumen, wo die Erde in einem anderen Zustande
und jedenfalls zéhflissiger war als jetzt, hat die Flutreibung vielleicht
eine groflere Rolle gespielt, und diesbeziiglich behalten die Darwinschen
Untersuchungen ihre Bedeutung. Heute miissen wir aber fiir die Ver-
zogerung der Erdrotation eine andere Ursache suchen, die etwa in irregu-
liren Veridnderungen im Erdkérper selbst gefunden werden kann.

Abb. 4I.

1) H. GLAUERT: The Rotation of the earth (Monthly Notices, vol. 75). J. LARMOR:
On Irregularities in the earth’s Rotation, in relation to the outstanding discrepancies
in the orbital motion of the moon (Monthly Notices, Vol. 75).

2) H. JEFFREYS: 1. c.
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Nach Grauvert war die Korrektion der Tageslinge
1866—1875 — 00038
1898—1900 - 0,0058.
Es hitte sich also die Tageslinge um o001 im Laufe von etwa 30 Jahren
verldngert.

Die Beobachtung der Bewegung von Horizontalpendeln unter
dem EinfluBl der Flutkrifte. Ein Horizontalpendel ist ein Pendel, dessen
Schwingungsebene fast mit der Horizontalebene zusammenfillt. In
der Ruhestellung des Pendels fillt sein Schwerpunkt in jene Ebene,
welche durch die Pendelachse und die Schwererichtung gelegt werden
kann. Andert sich nun z. B. durch die Wirkung einer stérenden Kraft
die Richtung der Schwere, so mufl sich das Pendel eine neue Ruhe-
lage suchen, man beobachtet eine Verschiebung, die die Veridnderung
der Schwererichtung stark vergroflert zeigt, und um so groler ausfillt, je
empfindlicher das Pendel ist. Die Empfindlichkeit wird dadurch gesteigert,
dafl man die Achse mehr und mehr der Vertikalen nihert. Fallen beide
Richtungen zusammen, so wird die Ruhestellung des Pendels unbestimmt.

Wenn die Verschiebung der Vertikalen in jener Ebene erfolgt, durch
welche die Ruhestellung bestimmt ist, so wird diese offenbar nicht verin-
dert werden. Es wirkt also nur jene Komponente der Kraft auf das Pendel,
welche quer zur Ruhelage steht. Um also den ganzen Einfluf} konstatieren
zu kénnen, braucht man zwei Pendel, die um go°verschieden orientiert sind.

Bleibt die Scholle, auf welcher das Instrument steht, von der Stérung
unberiihrt, dndert sich also nur die Vertikalrichtung, so verschiebt sich
die Ruhelage des Horizontalpendels um eine Grofle, die dem ganzen
Betrag der Stérung entspricht. Gibt jedoch auch die Scholle in irgend-
cinem Ausmafle nach, so erscheint der Effekt verkleinert. Folgt sie
endlich der Einwirkung vollstindig, im Sinne der Gleichgewichtstheorie
der Gezeiten, so bleibt die Beziehung zwischen der Vertikalen und dem
Pendel die gleiche, und man beoachtet iiberhaupt keinen Ausschlag.
Aus der Grofle des Ausschlages 1afit sich somit der Grad der Nachgiebig-
keit und somit die Festigkeit der Erde angeben.

Es ist natiirlich moglich, dafl die Scholle durch andere Einflisse
als die, welche zur Beobachtung kommen sollen, ihre Lage dndert: Das
Pendel wiirde auch hier mit einem entsprechenden Ausschlage antworten.
Ein solcher Einflufl ist namentlich in der tiglichen und jihrlichen Tem-
peraturinderung zu suchen. Deshalb miissen derartige Instrumente
eine Aufstellung finden, wodurch sie diesen Einfliissen entriickt sind.
Die Aufstellung in dem Potsdamer Brunnen, 25 m unter dem Boden,
wo Hecker seine Beobachtungen anstellte, scheint den Anforderungen
noch nicht vollstindig entsprochen zu habenl!). Dagegen scheint die

1) O. HECKER: Beobachtungen an Horizontalpendeln iiber die Deformation des
Erdkérpers unter dem Einflul von Sonne und Mond (Verdffentl. d. preul. geod.
Inst., Neue Folge Nr. 49).
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Aufstellung in dem 189 m tiefen Schachte des Bergwerkes in Freiberg
in Sachsen'in jeder Hinsicht zu geniigen.

Die Grundgleichung, auf welcher die Theorie dieser Untersuchungen
beruht, nimmt eine auflerordentlich einfache Gestalt an: Unter dem
EinfluB} der Flutkraft, deren Potential W sei, deformiert sich die Erd-
kugel zu einer Fliache, deren Gleichung gegeben sei durch (vgl. Gleichung
s und 6, S.95):

2 M a2
r=a—{—§-W1), W—/CM (

2

. . A2
Das urspriingliche Potential der Erdanziehung TE wird dadurch ge-

dndert um einen Betrag, den wir gleich kW setzen konnen (vgl. S. 98).
Das Gesamtpotential V' wird also

V=}°'27E+ Wit + #. (8)

Der Winkel @;, den die Normale zur neuen Niveaufliche V = const mit
dem Radiusvektor einschlieit, und der fiir die ungestérte Erde gleich
Null wire, 1afit sich leicht finden. Ist f(ry) = o die Gleichung einer
Kurve in Polarkoordinaten, so ist der gesuchte Winkel gleich

o

_ Y dr___ 1w
(Z—r d(p_' » af (9)

¥

Die Niveaufliche ist eine Rotationsfliche, deren Pol in jenen Punkt
fallt, fir welchen der Mond im Zenit steht (i =0). Die Gleichung
V = const kann daher auch als Gleichung eines zugehorigen Meridian-
schnittes aufgefafit werden. Die obige Gleichung (9) ergibt dann:

IV
_ 1 bw 1 oW 1 14k W
M= = (r+2) Sy T BET ag oy (x0)
¥ 72

wobei unter Vernachldssigung von Gliedern zweiter Ordnung im Nenner
das Glied mit W weggelassen und 7 mit a (Aquatorradius) vertauscht ist.
In gleicher Weise finden wir fiir die deformierte Erdoberflache:

V24
r—a——=o0

4
‘den entsprechenden Winkel ay:

1) Die Grole % hat hier eine andere Bedeutung als auf S.95. Dort war % die

Fluthéhe, hier ist diese gegeben durch /lTPV wo /% konstant ist; fiir die Gleichgewichts-
theorie wire 2 = I. °
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 dW
1 g ) Y kW
P Y7
Daraus finden wir den Winkel, den die durch die Flutkraft geinderte
Richtung der Vertikalen (oder der Richtung der Schwere) mit der Nor-
malen zur deformierten Erdoberfliche einschliefit, gleich:

ai—a2=é’-ab—zf(1—|—k——lz). (12)

Die Horizontalpendelbeobachtungen gestatten somit die Bestimmung
der Gréfle 1-4-2—h oder h-—k =K. In so einfacher Weise wird sie aber
nur unter der oben eingefithrten Annahme gefunden, dafl das Potential W
und die dadurch hervorgerufene Deformation der Erde keine Phasen-
verschiebung gegeneinander haben. Ist eine solche vorhanden, so lafit
sich die GréBe K gleichzeitig mit der Phase bestimmenl).

Es 148t sich zeigen, da§ die Beobachtung der Fluthohen des Meeres
ebenfalls auf die GréBle K fithrt. Ist wieder W das Flutpotential, so ist
nach der Gleichgewichtstheorie die zugehoérige Erhebung des Wassers
gleich (Gleichung [6], S.95):

Oy — — (II)

W
— 13
2 (13)
Beriicksichtigen wir dabei noch die Anderung der Anziehung, die durch

die Verschiebung des Wassers selbst entsteht, so wird daraus (vgl. S. 98):

w
b= — (1 4+ £4). 14
1 g( ) (14)

Die feste Erdoberfliche deformiert sich wieder unter dem Einflufl der

Flutkraft zu

/ I,.v

T
g

Es ist also die Erhebung des festen Landes:
V4

(15)

hy = (16)
4

Die Beobachtung der Fluthdhe an einem Wasserstandsmesser, der
sich selbst um den Betrag A, hebt, ist also

/zl—/z2=§V(1+k-—/z)={;K(I—K'). (x7)

Man kann diese Beziehung jedenfalls nur anwenden auf Flutwellen,
welche der Gleichgewichtstheorie entsprechen; es kommen also nach
S. 100 nur die langperiodischen Wellen in Betracht. Die Untersuchungen
von DarwiN verwenden die 14tigige Mondflut.

1) W. ScHWEYDAR: Untersuchungen iiber die Gezeiten der festen Erde und die
hypothetische Magmaschicht (Veréffentl. d. kgl. preub. geod. Inst., Neue Folge Nr. 54).
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. I .
Darwin findet fiir K den Wert —, welcher Wert mit den aus dlteren
3

Horizontalpendelmessungen gut ibereinstimmt!). Die neueren Beob-
achtungen geben einen etwas gréfleren Wert.

Die Grofie £ hat hier die gleiche Bedeutung wie bei den Unter-
suchungen iiber die NEwcomssche Periode; % ergibt sich aus der Elasti-
zitdtstheorie. Fiir einen homogenen Korper wird

-1
=S (i 2287 (x8)
2 2g0a

Durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir £ (Gleichung [6]) findet man fiir
die homogene Erde °

k= % h. (19)
Der Darwinsche Wert
1 — = i;’- (20)

liefert dazu A =—‘65— und daraus g = 7,6 - 1011 cgs.

Dieser Wert steht nun im Widerspruche zu dem Ergebnisse der Pol-
schwankungen, aus welchen nach’ den erwihnten Untersuchungen von
Hercrorz und SCHWEYDAR 12 bis 16 - 1012 cgs folgen. Dieser Widerspruch
erkliart sich offenbar aus zu einfachen Grundlagen der theoretischen
Behandlung. In der Tat: die vier Gleichungen fiir die homogene Erde:

L h— =
k=§—/z
(21)
-1
/l=_5_(1+ ‘,2.,L)
2 2 goa
2
k=££(,_@)(a_w)
wla T 2g

enthalten nur die drei Unbekannten %, 2 und u. Die Aufgabe ist also
iberbestimmt. Man wird daher den Widerspruch beseitigen konnen,
wenn man noch cine vierte Unbekannte einfithrt, wobei sich natiirlich
die Form der obigen Gleichungen verindert und jedenfalls komplizierter

1) W. ScHWEYDAR: Ein Beitrag zur Bestimmung des Starrbeitskoeffizienten der
Erde (Gerlands Beitrige zur Geophysik, Bd. IX.). CH. LALLEMAND: L’élasticité du
globe terrestre et les marées de I'écorce (Bull. astron., Bd. XXVIII, 1911). Uber
die Polemik, die sich an diese Arbeit kniipfte, s. CH. LALLEMAND: Note sur les marées
de D'écorce terrestre etc. (Verhandl. d. XVIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung in
Hamburg, 1912) und SCHWEYDARs Arbeiten (Geodit. Institut, Neue Folge 54 und 66).
A. A. MicueLsoN und H. G. GALE (Astrophysical Journal 50) verwenden 150 m lange,
horizontal im Boden eingegrabene zur Hilfte mit Wasser gefiilite R&hren, und zur
Messung der Schwankungen eine Interferenzmethode.
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wird. SCHWEYDAR hat in seiner #lteren Arbeitl) diesen Versuch gemacht.
Auf Grund der WiecHErTschen Vorstellung iiber die Konstitution der
Erde wurde fir Kern und Rinde verschiedene Festigkeit angenommen.
Der auffallend kleine Wert fiir die Festigkeit der Rinde (0,9* 1011) aber
zeigte, daf} in dieser Losung noch etwas Gewaltsames lag. In der zweiten
Abhandlung?) werden neue Voraussetzungen eingefiibrt und die Unter-
suchungen mit der Frage verkniipft, ob zwischen Kern und Rinde eine
Magmaschicht angenommen werden darf, wie sie manche Erdbeben-
forscher verlangen.

Beziiglich der Magmaschicht ergibt sich folgendes Resultat: Wire
sie 1200 km michtig, so wiirde die Erde sich schon wie ein fliissiger Kérper
verhalten, wenn der Zihigkeitskoeffizient der Schicht von der Ordnung
1013 ist; bei 120 km Michtigkeit reicht hierzu ein Zahigkeitskoeffizient
von der Ordnung 1010, Solche Koeffizienten entsprechen aberschon festen
Korpern. Eine leichtflissige Magmaschicht ist also gewif3 nicht vorhanden.
Eine Magmaschicht von 600 km Dicke und einem Zahigkeitskoeffizienten
von 1013 bis 1014 lifit sich mit den Beobachtungen vereinbaren.

In einer weiteren Arbeit aber zeigt ScuwevDpaR, dafl die Annahme
einer solchen .Magmaschicht zu Widerspriichen mit der Polbewegung
fiithrt. Das Vorhandensein einer Schicht zdher Fliissigkeit, die etwa
mit geschmolzener Lava vergleichbar wire, muf also geleugnet werden3).

Die Untersuchungen?) iiber die Phasenverschiebung der Erdbewegung
gegeniiber der fluterzeugenden Kraft, fithren zur Feststellung des Vor-
handenseins eines sekundiren Einflusses, der im Gezeitendruck gefunden
wird. Die Gleichgewichtstheorie erweist sich als nicht entsprechend; unter
ihrem Einfluf} fillt auf das Maximum der elastischen Gezeiten auch das
Maximum des Flutdruckes. Ohne diesen wiren also die elastischen
Gezeiten grofler, die Festigkeit muf} zu klein ausfallen (3,6-1011). Es wird
daher die dynamische Theorie eingefiihrt und speziell die halbtigige Welle
M, betrachtet. Fiir die Tiefe des Ozeans wird eine Verinderung mit dem
Quadrat des Sinus der Poldistanz, mit den Ausgangswerten 3300 m und
5000 m Tiefc am Polc angenommen. Dann wird die M,-Flut invers (vgl
S. 108); und der Festigkeitswert wird jetzt grofier werden. Unter den
beiden Annahmen iiber die Tiefe findet man: 11,8101 bzw. 17,6 - 1011,

Es war dabei die Voraussetzung gemacht worden, dafl der Ozean
die ganze Erde bedeckt. Dies entspricht nicht den Tatsachen. Die wirk-
lichen Flutverhiltnisse sind aber zu kompliziert, um in Rechnung gezogen
zu werden4) und fiir den freien Ozean eigentlich nicht bekannt. Man
wird also wohl verliafilichere Resultate erhalten, wenn man eine Flut-

1) Gerlands Beitrige, Bd. IX.

2} Geod. Institut Nr. 54.

3) W. ScawEYDAR: Die Polbewegung in Beziehung zur Zzhigkeit und zu einer
hypothetischen Magmaschicht der Erde (Veroffent. d. preull. geod. Inst., Neue Folge 79).

4) TosHI SHIDA, 1. c., fiihrt bei seinen Untersuchungen den Einflub der Flut im
Stillen Ozean direkt nach den Beobachtungen ein.
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welle nimmt, welche méglichst klein bleibt. Als solche bietet sich die
Deklinationstide O mit einer Periode von 25" 819 mittlere Zeit (siehe
S. 94). Sie verschwindet nach der dynamischen Theorie fiir einen Ozean
mit gleichformiger Tiefe (S.107) und ist im Atlantischen Ozean tat-
sdchlich gering. Die zugehorigen Schwankungen des Horizontalpendels
miissen durch harmonische Analyse herausgelost werden (S. 126)1). Der
Faktor 1 42— £ ergibt sich nun zu 0,85 (gegen 0,67 bei M,) und die
Festigkeit wird jetzt:
19,3 - 101l cgs .

Es fithren nun alle Untersuchungen auf iibereinstimmende Werte
der Starrheit, die alle dem Zwei- bis Dreifachen der Starrheit des Stahles
entsprechen und zwischen etwa 16 und 20,1011 cgs liegen.

Werden fiir Kern und Rinde verschiedene Werte der Starrheit an-
gesetzt, so findet ScHuwEYDAR nach seiner verbesserten Theorie nunmehr:

fir die Rinde: 6,8 1011cgs,
fir den Kern: 19,7 - 1011,

ScawevyDAaR2) dehnt seine Untersuchungen auch auf den Fall aus,
dafl die Dichtezunahme im Erdinnern kontinuierlich ist. Es wird hierbei
das Rocuesche Dichtegesetz (S. 170) zugrunde gelegt und auch fiir die
Konstante der Starrheit eine Annahme gleicher Form gemacht. Aus den
Resultaten der Horizontalpendelbeobachtungen und der CuaNpLERschen
Periode der Polbewegung findet sich fiir die Starrheit

2
pt = 29,03 10“(1 — 0,909 —,) cgs,
75
oder
Starrheit an der Oberfliche: 2,64 -10!!cgs

” im Mittelpunkte: 29,7 - 1ollcgs.
Als Mittelwert mit Riicksicht auf dic Abhingigkeit von 7 findet sich
@ = 20,2 -10llcgs.

Vergleicht man die obige Formel fiir ¢ mit dem Dichtegesetz
#2
J = 10,10 (1 — 0764 —,,) ,
73

so erkennt man, daf} die Starrheit im Innern rascher wichst als die Dichte.
Love3) untersucht auch den Einflul einer Kompressibilitit der Erd-
masse; dies kommt darauf hinaus, dafl man auch die zweite Konstante

1) In seiner jiingsten Arbeit: Lotschwankung und Deformation der Erde durch
Flutkrifte (Zentralbureau der intern. Erdmessung. Neue Folge 38) zieht SCHWEYDAR
auch andere Partialtiden heran.

2) W. ScHWEYDAR: Theorie der Deformation der Erde durch Flutkriifte (Ver-
offentl. d. preul. geod. Inst., Neue Folge 66).

3) A.E.H.LovVE: Some problems of geodynamics (Cambridge, university press 1911).
Referat hierzu: Beitriige zur Geophysik, Bd. XIII, 1913.
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der Elastizitit, die in der Physik mit A4 bezeichnet wird, einfithrt. Da-
durch wird % vergroBert, die elastischen Gezeiten also verstirkt.

Noch auf eine andere merkwiirdige Erscheinung muf aufmerksam
gemacht werden. Aus den Horizontalpendelbeobachtungen in Potsdam
hat sich ergeben, dafi die Nachgiebigkeit des Erdbodens in verschiedenen
Azimuten verschieden ist. Love findet die Ursache dieser Erscheinung
in der Anziehung und dem Druck der Flut des Atlantischen Ozeans,
die in Potsdam jedenfalls einseitig wirken miissen. In Ubereinstimmung
damit findet sich in der vom Ozean weiter entfernten Station Dorpat
nach OrLoFFs Beobachtungen ein viel kleinerer azimutaler Unterschied.
Scawevparl) widmet dieser Sache eine genauere Untersuchung auf
Grund der Houcuschen Fluttheorie (S.109) und findet die Vermutung
bestatigt. Er berechnet den Druck der halbtigigen Flut M,, wobei die
Tiefe des Meeres zu 4800 m angenommen wird, was beildufig den tat-
siachlichen Verhiltnissen entspricht; es zeigt sich, daf3 sich dieser Druck
in einer azimutalen Verschiedenheit in der Bewegung des Bodens duBlern
mufl in dem Sinne, wie ihn die Beobachtungen verlangen. Der ver-
bleibende Rest mag dem Umstande zugeschrieben werden, dafl der Ozean
nur etwa 0,7 der Erde bedeckt, wihrend die Houcasche Theorie einen
die ganze Erde bedeckenden Ozean voraussetzt.

Es wurde noch eine dritte Methode zur Bestimmung der Festig-
keit der Erde erwihnt: die Beobachtung der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Erdbebenwellen. Die Resultate, welche an anderer Stelle zu ein-
gehenderer Besprechung gelangen, stimmen mit denen der geoditischen
Methoden im allgemeinen iberein. So zeigt ScHWEYDAR, dafl der Ober-
flachenwert der Festigkeit, der aus den Erdbeben abgeleitet ist, zu-
sammen mit der CuanpLERschen Periode auf einen Wert fiihrt, der von
dem S. 189 gegebenen nicht erheblich abweicht; nidmlich

32,12 1ol (1 — 0,907 72) cgs .

Zusammenfassend konnen wir sagen: Gegeniiber allen kurzperio-
dischen Einfliissen, wozu auch noch die Polbewegung mit einer Periode
von 430 Tagen gerechnet werden muf, verhilt sich die Erde wie ein
vollkommen elastischer Korper. Nur gegeniiber sikularen Kriften zeigt
die Erde eine gewisse Plastizitit. So stellt sich unter dem Drucke der
Gebirge, Kontinente und Meere der Zustand der Isostasie her, und auf
eine Anderung in der Umdrehungsdauer antwortet die Erde mit einer
entsprechenden Anderung der Abplattung.

1) W. ScHwEYDAR: Theorie der Deformation der Erde durch Flutkrifte. B: Uber

den Unterschied der Deformation der Erde in nord-siidlicher und ost-westlicher
Richtung (Verdffentl. d. preul. geod. Inst.,, Neue Folge 66).



Zweiter Teil.

‘Erdbebenwellen.
Von Professor Dr. C. Mainka.

I. Seismische Instrumentenkunde.

Das hier zu behandelnde Gebiet der Erdbebenkunde umfafit die
Lehre von den durch Erdbeben veranlafiten Bewegungen der Erdteilchen,
wie sie in der Nihe oder in beliebiger gréflerer Entfernung vom Erd-
bebengebiet auftreten. Die ersten derartigen Beobachtungen sind in
dem von einem Beben heimgesuchten Gebiet, im eigentlichen Schiitter-
gebiet, Epizentrum, von den Bewohnern ohne besonderes Beobachtungs-
gerit, wenn es sich nur um Art und Stdrke des Stofles handelte,
angestellt worden. Es wurden stoflartig wirkende von hin und her
gehenden Bewegungen unterschieden.

Um 1850 herum wurde das getrennte Auftreten longitudinaler und
transversaler Bewegungen erkannt. Im ersten Fall schwingen die Erd-
teilchen in der Fortschreitungsrichtung der Bewegung, im zweiten Fall
quer zu dieser. Unter der Annahme des gleichzeitigen Entstehens beider
Bewegungsarten im Ausgangsort der Stérung, Erdbebenherd, wurde bald
erkannt, daf die Wellen longitudinaler Natur denen transversaler Natur
voraneilen. Diese den unmittelbaren Erfahrungen entnommenen Fest-
stellungen sind mit der Elastizitdtstheorie isotroper Kérper, in denen
alle Richtungen physikalisch gleichwertig sind, in Ubereinstimmung. Bei
anisotropen Korpern, bei denen fiir irgendwelche Richtungen verschie-
denes physikalisches Verhalten vorhanden ist, kommen dagegen drei
Arten von Wellen mit verschiedenen Ausbreitungsgeschwindigkeiten in
Frage. Erst neuere Beobachtungen scheinen auch hierfiir Nachweise
zu liefern. HoPkiNs wies 1847 auf Oberflichenwellen hin, die nach seiner
Ansicht an der Grenzflache zwischen dem Magma, das nach seiner Meinung
das Erdinnere bilden konne, und der dieses einschlieBenden Erdkruste
entstehen konnen. '

Als vor etwa einem halben Jahrhundert zuerst in Japan und Italien,
nachher in Deutschland besondere Gerite zur Beobachtung der durch
ein Erdbeben ausgelosten Bodenbewegungen aufgestellt wurden, wurde
erkannt, da§ bei einem eingehenden Studium solcher Bewegungen und
der nétigen Apparate nicht nur die Geologie, sondern auch Physik und
Mathematik eine grofie Rolle spielen.

Als Erster hat THoMas Grav 1880 in einem in Tokio vor der Seis-
mologischen Gesellschaft gehaltenen Vortrag auf die Anwendung der
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gestorten Schwingungsgleichung auf seismische Instrumente, denen das
Prinzip des Pendels zugrunde liegt, hingewiesen. Er setzt in seiner kurz
gehaltenen Entwicklung auch der Geschwindigkeit proportionale reibende
Widerstandskrifte voraus.

Ist 2 der Ablenkungswinkel des beliebig aufgehingten Pendelgewichtes von der

Ruhelage, / die Pendellinge, 7" die Eigenperiode des Pendels, n=27”, 7y und @

Periode und Amplitude der Stérunng, m=27—7,l, so besteht nach Gray folgende
Differentialgleichung 2. Ordnung: 1

d2u du o e
d—ﬂ‘-f'f’gt*-i‘ﬂ"”+T'7I"005n1't—0

und als Losung:
a n2.cosn t417

UVt £ s

Spiater haben sich mit dieser Beziehung, aber ohne Beachtung reiben-
der Krifte, u.a. Pomncart und LippmanN, dann aber mit Beriicksich-
tigung solcher Krifte ScHLUTER, WIECHERT, GALITZIN besonders ein-
gehend beschiftigt. Namentlich die Arbeiten der drei letztgenannten
Forscher zeigen die grofie Rolle, die die Schwingungsgleichung in dem
physikalisch-mathematischen Teil der Erdbebenkunde, Seismik, spielt.
Es wird somit angebracht erscheinen, in Kiirze auf die Beziehungen zwi-
schen Bodenbewegungen und Schwingung des Pendelkorpers einzugehen.

Als Beispiel (vgl. Abb. 1) eines fiir solche Beobachtungen geeig-
neten, einfachen Gerites, Seismograph, auch Seismometer, gelte ein an
einer horizontal gelagerten Drehachse
D, —D,, die z. B. leicht drehbar
zwischen zwei Spitzen s; — $, an einem
Gestell G angebracht ist, mittels einer
unbiegsamen Stange sf aufgehingtes
Gewicht $.

WIECHERT hat 190I in seiner theo-
retischen Untersuchung iber Seismo-
graphen nachgewiesen, dafl sich jeder
beliebig gebaute Seismograph S durch
ein einfaches Pendel P in seiner Wir-
kung ersetzen lafit. Die Bedingung ist

Abb. 1. nur dic Ubereinstimmung der Haupt-

konstanten beider Instrumente. Besitzt

das Gestell eine FuBplatte mit Rollen und Fufischrauben, die ab-

wechselnd in Tatigkeit gesetzt werden konnen, so kann durch einfache
Versuche auf mancherlei aufmerksam gemacht werden.

Wird die Fufiplatte horizontal gleichférmig Iangsam bewegt, so
schwingt das Pendel nicht, wogegen es bei ungleichférmigen Bewegungen
in Pendelungen gerit. Im ersten Fall entstehen also keine Krifte,
durch die das Pendel oder der beliebig gebaute Seismograph in Tatigkeit
gesetzt wird; im zweiten Fall entstehen Beschleunigungen, die p in Be-
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wegung setzen. Auch aus theoretischen Untersuchungen geht das Er-
gebnis hervor, dal Seismographen nur auf Bodenbeschleunigungen an-
sprechen. Wirken diese senkrecht zur Schwingungsebene, d. i. die Ebene,
in der das Pendel schwingt, so tritt eine Bewegung dieses nicht ein. Wird
das Fufigestell ruckweise in einer mit der genannten Ebene den Winkel a
bildenden Richtung % horizontal verschoben, so wirkt nur die Kom-
ponente §-cosa der erzeugten Kraft @ auf das Pendel. Wird das Ge-
stell @ genau senkrecht gehoben und gesenkt, so zeigt ein Horizontal-
seismograph keine Ausschlige.

Der Horizontalseismograph ist aber auch gegen Neigungen empfindlich. Wird
das Gestell auf einer Tischplatte verschoben, die stellenweise gegen die Horizontal-
ebene geneigt ist, so verlilit der Pendelkérper p seine Ruhelage. Dasselbe geschieht,
wenn mittels der Fubschrauben das Gestell ein wenig langsam geneigt wird. Es ist
das eine unangenehme, jedem derartigem Seismographen anhaftende Eigenschaft.
Auch die Theorie zeigt, dal es nicht méoglich ist, aus den Aufzeichnungen solcher
Beobachtungsgeriite zu schlieBen, ob Bodenverschiebungen oder Neigungen wirken.
Durch besondere Apparate, Neigungsmesser, Klinographen und Beobachtungen ist aber
erwiesen, daf in einiger Entfernung vom Epizentrum sich Bodenneigungen merklich
nicht nachweisen lassen und nur Bodenverschiebungen den Seismographen beeinflussen.

Der senkrechte Abstand zwischen D; — D, und p (vgl. Abb. 1)
heifit Pendellinge; wird p angestofien und sich selbst iiberlassen, so fithrt
es Eigenschwingungen aus. Die Zeit zwischen Ruhelage und folgendem
Umbkehrpunkt ist gleich 1/, der Schwingungsperiode, Eigenperiode T,

des Pendels. Bekanntlich ist: TTOZ = 4:2
To=2 VZ bzw. L = TTU2 (L Pendellinge in Metern, T in Sekunden
gezihlt). Hochperiodische Pendel miissen also entsprechend Abb. 1,
wenn nur die Bauart moglich wire, grofie Gestelle G haben.

Die bei Erdbeben auftretenden Bodenverschiebungen sind meist so
schwach, dafB die Ausschlige des Pendelkérpers p sehr klein sind. Um
diese sichtbar zu machen, kann st iiber $ hinaus zu einem Zeiger Z mit
Schreibspitze s geniigend verlingert gedacht werden.

oder genau genug = 4,

Fir die weiteren Darlegungen sei angenommen, dafl die Boden-
bewegungen senkrecht zur Achse Dy — D, stattfinden. Fiir Warten, die
einige hundert Kilometer vom Epizentrum entfernt sind, koénnen Nei-
gungen und Drehungen ihrer Kleinheit wegen vernachlissigt werden. In
der Abb. 2 bezeichne D die Drehachse, p das Pendelgewicht, bei dem
entsprechenden mathematischen Pendel ist fiir st =Dp die reduzierte
Pendellinge L und fiir p der Schwingungsmittelpunkt, genau genug
auch der Schwerpunkt von #, zu denken. Infolge der horizontalen un-
gleichformigen Gestellbewegung von D nach D’ =« schligt das Pendel
aus; der Ausschlag pp’ wird von dem erwihnten Zeiger Z vergrofert wieder-
gegeben. Anstatt eines langen Zeigers Z kann die gewiinschte vergrofierte
Wiedergabe des Pendelausschlages pp’ in bezug auf das Gestell durch
einen Schreibhebelarm BAC in der Abb. 2 geschehen. Seine Drehachse

Einfiithrung in die Geophysik. 13
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ist mit dem Gestell G bei B gelenkig verbunden, bei 4 ist eine gelenkige
Verbindung mit ¢ durch einen Verbindungsarm pA4 = p’4’ hergestellt.
. Es wird zunichst angenom-
' men, daBl die in den Gelenk-
0 —> o / stellen auftretende Reibung
e / verschwindend ist.
\ / Infolge der Schwerkraft
! / wirkt aufp die Zugkraft m - g,
‘,‘ / wenn # die Masse des Pendel-
‘*.

/ korpers bedeutet; in Rich-
/ tung pA wirkt:

\ / .
el —m - g-sin (p'D'p)
r z /1754’ Y «
e ] e O e T — —— ——
8 meg-— mg 71

I x wo a der Ausschlag der Spitze
des Schreibarmes und V seine

J

BC .
Vergroferung v ist. Die

durchdieVerschiebung x +pp’
von p in bezug auf die Erde, also auf die Anfangslage des Gestelles in

Abb. 2.

D hervorgerufene Beschleunigung ist: %(x—{—ﬁp’) Es ist schlieilich
2 o
aus Griinden des Gleichgewichtes, da pp’ = “ und Q:i ist:
14 7: L
d*a 4762 dx
7 A R A Ty .
oder Fx 1 g0t g d*a
detT V12 vV od#

Bei der obigen Auseinandersetzung ist noch vorausgesetzt, dafl Schwere-
storungen bei einem Beben nicht stattfinden, wenn der Beobachtungs-
ort weit genug vom Epizentrum entfernt ist.

Die Gleichung (1) erhilt noch Zusitze, wenn Dampfung und Reibung
beriicksichtigt werden sollen, letztere fillt aber weg, wenn die Registrie-
rung auf photographischem Weg geschieht, indem angenommen wird,
daf die Reibung in den Gelenken der Aufhingung des Pendelkérpers
auf ein unschidliches Minimum herabgedriickt ist.

Wird das in Abb. I und 2 angedeutete Pendel ein wenig angestofien,
so gerit es in ,,Eigenschwingungen®, die Ausschlige, Amplitiidden, nehmen
allmahlich ab, und zwar in geometrischer Progression, d. h. der Quotient
zweier aufeinanderfolgender Ausschlige bleibt feststehend. Obwohl eine
besondere Dampfungsvorrichtung zunichst nicht vorhanden ist, so wirkt
doch vor allem die umgebende Luft und, wie bemerkt, ein wenig die
Reibung in den Aufhingungsgelenken ddmpfend, d. h. das Pendelgewicht
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p fiihrt gedampfte Schwingungen aus. Der erwihnte Quotient heifit
Dampfungsverhiltnis und wird in der Seismik gewdhnlich mit & be-
zeichnet. Schwingt $ in einem dasselbe umschlieflenden Gefif}, oder in
einer Flissigkeit z. B. Ol, so wird ¢ gréBer. Wird das Pendelgestell
mit Hilfe des Wagens hin und her bewegt, so gerdt das Pendel auch
in Bewegung, es fiihrt jetzt neben Eigenschwingungen auch erzwungene
Schwingungen aus. Diese wachsen besonders an, wenn das Tempo der
Gestellbewegung gleich oder nahezu gleich der Eigenperiode T, des
Pendels ist, d. h. im Fall der Resonanz. Werden Gestell- und Pendel-
schwingungen aufgezeichnet, so zeigt ein Vergleich beider Diagramme,
daB es auBerordentlich schwer, fast unméglich ist, wenn nicht die Perioden
beider Bewegungen voneinander sehr verschieden sind, aus den Be-
wegungen von p auf die von G zu schlieBen. Dieses wird aber besser,
sobald eine stiarkere Dampfung des Pendels eingefithrt wird. Durch
die Einfithrung der Dampfung wird T, die Eigenperiode des Pendels,
vergroflert, und der Einfluf der Eigenbewegung des Pendels vermindert,
wie eine weitere Behandlung der gestdrten Schwingungsgleichung (1)
und auch einfache Versuche mit Hilfe des Wagengestelles zeigen. Zur
Darstellung der Dampfungsstirke kann auch die Zeit, Abklingungszeit
oder Relaxationszeit 7, angegeben werden, nach deren Verlauf die Am-

plitide auf % des Wertes der Ausgangsamplitiide herabgesunken ist,

e = 2,718. Zwischen T, und der Periode des Pendels bei eingeschalteter
Dimpfung 7 besteht folgende Beziehung:

=) =)
2\ 7, T

Liegen die Umkehrpunkte der Ausschlige der Schwingungen eines
Pendels nicht auf einer Exponentialkurve, wie oben, sondern auf einer
Geraden, so sind die auftretenden Widerstandskrifte von der Geschwin-
digkeit der bewegten Teile unabhingig, die Amplitiiden nehmen nach
einer arithmetischen Progression ab, d.h. die Differenz 2 # zweier auf-
einanderfolgender Amplitiiden ist konstant. In solchen Fillen spielen
die Reibungen fester Korper aufeinander die Hauptrolle. 2# wird auch

oben als doppelte Reibungsbreite und als Mafl der Reibung % be-

zeichnet. Eine Veridnderung der Gréfle der Eigenperiode erfolgt Unicht,
wenn Reibungskrifte dimpfend wirken.

Unter Beriicksichtigung von Didmpfung und minimaler Reibung
nimmt Gleichung (1) folgendes Aussehen an:

f{lf 1 [(d%a
de? V(

da ,

—{fiﬁ~+b-5—}—ﬂoa), (2)
22

=0 nyg = ]fi und @’ == a = r, je nach der Lage des Schreib-
it

13*
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stiftes zur Nullage; ein weiteres Korrektionsglied kommt hinzu, wenn die
Reibung am Schreibstift noch beriicksichtigt werden soll; bei photo-
graphisch schreibenden Apparaten fallen die Reibungsglieder weg. Dann
lautet (2):

="\t catme (=)
Gegeben ist in dieser Gleichung, abgesehen von den Apparatkon-
stanten V, 7 und T, die Amplitiide a als Funktion der Zeit aus dem

Seismogramm, der Aufzeichnung des Seismographen. Wird in Sonder-

d’x 1 (u’?a 2 da | 472 )

fillen ¢ sehr groB, d.h. & sehr klein und T sehr grof}, so wird Z?f

72
1 d2a . . i . .
== I und durch zweifache Integration ergibe sich dann x in
. . a .
einfacher Weise, gentigend genau: x = — 7 Hat vor einem sehr plétz-

lichen, ruckartigen Einsatz einer Bebenaufzeichnung die Schreibspitze
eine gerade Linie aufgezeichnet, war also der Boden vorhei ruhig, so
ist der Ausschlag von der Nullage bis zum Umkehrpunkt gemessen
durch V, Vergroflerung fiir sehr rasche Bewegungen des Bodens, zu
dividieren, um die wahre Bodenverschiebung zu erhalten.

So einfach liegen die Verhiltnisse aber nicht immer. Einmal ver-

. . . da . .
schwinden die Glieder 77 und a nicht und dann konnen die Stérungs-

bewegungen x auch in periodischer Weise vor sich gehen. Um die in diesem
Fall notige Vergréferung @ fiir periodische Bewegungen zu erhalten,
ist ¥V mit einem Faktor f zu multiplizieren, der von der Periode der
Storungswelle 77, die im Seismogramm abgelesen werden kann, vom
Dampfungsverhiltnis ¢ und von T, abhingt. Es nimmt schlieflich f

fol :
olgende Form an Fe= (1 —2cy +y2)_"1-",

1—0,5372(loge)? 7', . ;
= —- 1St; s t =f.T1.
T Fossraloge UMY T 7 B ot ¥ =

Die folgende kleine Tabelle gibt einen Uberblick iiber f.

WO ¢ =

Tabelle Nr. 1.

|
20 | 25 | 30 { 3:3 4.0
I
;s sl
1,1 0,333 ‘ 0,193 0,125 0,090 0,067
2,0 0,320 ‘ 0,180 | 0,123 | 0,089 0,066
3,0 0,305 | 0,182 | o,121 | 0,087 0,066
4,0 0,293 ‘ 0,179 | o,120 | 0,087 0,063
3,0 0,285 | 0,175 | 0,118 | 0,086 0,063
8,0 0,268 | 0,169 | o115 | 0,084 | 0,064
10,0 0,262 0,165 0,114 | 0,083 0,064
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Ist z. B. in Abb. 3 die Diagrammamplitiide 4’8 = 8 mm, so ist 2, da in der Seismik
die Amplitiide von der Mittellage an gerechmet wird, = 4 mm = 4000 Mikrons (u),
ferner AC= 7" = 23sec und £:1 = 5:1, dann gibt
die Tabelle fir f= 0,175 und B =o0,175 V= 21, 2]
wenn V= 120, 7= 10%¢¢ war. Es war a = 4000 u, i

4000

B
also ¥ = = 190 u fiir den Ausschlag AT der

wahren periodischen Bodenverschiebung.

Fiir unregelmiflig gestaltete Bodenbeweg-
ungen laBit sich die Ermittlung der wahren
Bodenverschiebung nicht so einfach durchfiihren.
Geniigt eine geringere Genauigkeit, so kann durch Tangentenkonstruk-

d 2
tion d—t; und % der Gleichung (2’) bzw. (2) erhalten und unter Beriick-

2
sichtigung der Faktoren durch Addition :l;—ti_f als Funktion der Zeit ¢

ermittelt werden. Durch weitere zweimalige Integration ergibt sich
dann x. Genauer wird das Resultat, wenn die Gleichung (2") bzw. (2)
erst zweimal integriert wird und nachher die numecrische Berechnung
stattfindet.

Ist das Dampfungsverhaltnis schr grof3, so werden die Eigenschwin-
gungen des Seismographen nahezu unschidlich gemacht, aber die Ver-
groferung B, wie schon die Tabelle andeutet, sehr herabgedriickt. Bei
auf Ruflpapier schreibenden Apparaten, wie cs jetzt vorwicgend der
Fall ist, muf3 dic VergréBerung V7 sehr grofl sein, und infolge der sich
namentlich an der Schreibspitze stiarker bemerkbar machenden Reibung
muf} das Pendelgewicht p moglichst schwer gew#hlt werden.

Bei Anwendung photographischer Registrierung 148t sich nach dem
Vorgange von B. GaLirzin und, unabhingig von diesem, L. GrRunmacH die
galvanometrische Registriermethode fiir seismische Zwecke benutzen. Mit
dem beliebig aufgehingten Pendelkorper wird im ersten Fall ein Drehspul-
galvanometer, im zweiten ein Saitengalvanometer elektrisch verbunden.

GRUNMACH hat seine Registriermethode fiir die Aufzeichnung kiinstlicher Boden-
erschiitterungen ausgebaut. Da hier besonders kurze Perioden vorkommen, ist das
Saitengalvanometer von besonderem Vorteil. Fiir reine seismische Zwecke ist die Be-
niitzung eines Drehspulgalvanometers zu empfehlen. Diese Methode hat B. GALITZIN
eingehend behandelt.

Mit dem Pendelgewicht p (Abb. 1 oder 2) ist mit einem Arm ein System flacher
Spulen aus isoliertem Kupferdraht fest verbunden. Diese Spulen befinden sich zum
Teil in einem durch permanente Magnete gebildeten Magnetfeld. In geeigneter Weise
werden die Zuleitungsdrihte, ohne die Pendelbewegungen zu beeinflussen, mit dem Gal-
vanometer (GALITZIN benutzt Drehspulgalvanometer vom Typus DEPREZ-D'ARSONVAL,
hergestellt von HARTMANN & BRAUN in Frankfurt a. M.) verbunden. Indem bei einer
Bewegung des Pendelkérpers, also auch der mit ihm verbundenen Spulen, ein Teil
des Spulensystems in das magnetische Feld hinein-, ein anderer herausgeht, werden
in den Drihten der Spulen elektrischer Stréme induziert, deren Stirke der Winkel-
geschwindigkeit des Pendels proportional ist. Diese Strome bringen den Galvano-
meterrahmen, mit dem ein Spiegel verbunden ist, zur Drehung. Die Drehspulgalvano-
meter sprechen auf die schwichsten Strome an und eignen sich somit zur Auf-
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zeichnung auch sehr schwacher Bewegungen des Seismographen. Ein Galvanometer
spielt gewissermallen die Rolle eines Hebels, der mit dem Pendelkérper elektrisch
verbunden ist. Die Registrierung geschieht photographisch. Von einer geeigneten
Lichtquelle wird Licht auf den Galvanometerspiegel geworfen, dieses, hier zuriick-
geworfen, geht durch eine vor dem Galvanometer aufgestellte Sammellinse und durch
eine vor der Registriertrommel, die mit lichtempfindlichen Papier bezogen ist, befind-
liche Zylinderlinse. So entsteht auf dem Registrierpapier ein scbarfer Punkt, dessen
Grole aber so eingestellt werden mull, dalb auch gréfere kurzperiodische Bewegungen
aufgezeichnet werden. Die Schirfe der Linien bei photographischer Schreibart steht
denen bei Rull- oder Farbschrift nach. Vielleicht wird einmal die 1902 von BELAR
angeregte Registrierung mit Hilfe eines Gasstrahles so weit ausgebildet, dall sie auch
mit einem Galvanometer verbunden werden kann. Eine Riickwirkung der Galvano-
meterbewegung auf das Pendel wird dadurch vermieden, dafl das Pendelgew'cht p
einige Kilogramm schwer ist. ’

In der mathematischen Behandlung der elektrischen Verbindung
eines beliebig aufgehingten Pendelgewichtes mit einem Drehspulgalvano-
meter ist die Differentialgleichung der Galvanometerbewegung der Aus-
gang. Infolge der Winkelgeschwindigkeit des aus der Ruhelage ab-
gelenkten Pendelkorpers p wird die Ablenkung ¢ des Galvanometer-
rahmens hervorgerufen. Es ergibt sich folgende Beziehung:

dtp

dr?
wo § = pD'p" ist, in der ¢ von der Diampfung des Galvanometers,
B von der Eigenperiode desselben abhidngt und %, nach Garirzin der
Ubertragungsfaktor genannt, die VergréBerung, mit der die Bewegungen
des Pendelkérpers durch den mit Hilfe des Galvanometerspiegels auf der
Schreibfliche erzeugten Lichtpunktes wiedergegeben werden. Aus der
oben angegebenen Verbindung zwischen der Bewegung des Bodens und

dg a8 _
+a‘zl:+/))'([’+/1;,‘t—0,

der des Pendels 148t sich der Faktor von % =§—§ bestimmen und in

die erwidhnte gestdrte Schwingungsgleichung des Galvanometers ein-
setzen. Weitere Rechnungen ergeben den Zusammenhang zwischen
Bodenbewegung und Galvanometerausschlag und somit die Méglichkeit,
jene aus diesem zu ermitteln.

Die Bewegung des Bodens wird mit einer Verspitung, Phasen-
verzogerung A¢, durch das Pendel aufgezeichnet. Diese, wie auch die
bei der Galvanometerregistrierung auftretende, von dem Dimpfungs-
verhiltnis, der Periode des Beobachtungsgerites und der Stérungsperiode
abhingige Grofle kann rechnerisch ermittelt werden. Sie kommt vor
allem in Betracht bei der Vergleichung der Maximalbewegungen ein-
zelner Wellen an verschiedenen Warten und verschiedener Seismographen
an einer Warte.

Ist ¢, der Zeitpunkt des Maximums der periodischen Bodenbewegung, ¢, der
des Seismogrammaximums der Welle, .77 die Versp#tung, Phasendifferenz, bei direkter
Registrierung (optisch oder mechanisch), so ist:

dt
7

221 5

,
el

1
¢ =¢, — d¢, wo = ——arc tang | -- I— u
max e ’ 277 =] 7/2
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!

ist. u=%= Storungsperiode der Welle dividiert durch die Eigenperiode des
0

Pendels bei ausgeschalteter Diampfung. Bei der Anwendung der galvanometrischen

Registrierung tritt noch eine weitere Verspitung hinzu: 2/#. Es ist:

g 1| 2244 |
T a8 (uzi _':) 2
’

=24 = Stdrungsperiode der Bodenbewegung dividiert durch Eigenperiode
&
des Galvanometers bei ausgeschalteter Dimpfung ist.

wo

Fiir die Berechnung der Phasenverziogerung 4¢ hat WIECHERT eine
graphische, GarLiTzIN eine tabellarische gegeben. Die folgende Tabelle

q . . At A
gibt eine Ubersicht iber die Gréfien - und ik
Tabelle Nr. 2.
¢
Werte fiir -,

T’ f Jt'
7o EiT= | e:11= |eil=|cil= |e:le= e:I=|et1= Vil
411 511 8:1 10:1 | I3:@]23I:I| ot
. |
0,1 0,49 0,49 048 | 048 0,48 048 | o047 0,72
0,5 43 41 40 | 40 ' 39 - 38 / 36 60
1,0 25 25 25 | 25 | 23 25 25 50
1,5 11 13 14 ‘ 15 16 16 ‘ 19 44
2,0 06 09 09 . 10 11 | & S 15 40
2.5 06 06 o8 ! o8 | 09 o9 | 12 37
3,0 03 os 06 o7 o7 o8 ‘ 10 35
3:5 04 o4 o3 06 o6 o7 | 09 34
4,0 0,03 0,04 0,05 0,05 0,05 0,06 | 0,08 0,33

Die Art der Aufhingung des Pendelgewichtes hingt davon ab, ob
horizontale oder vertikale Bodenbewegungen oder schliefilich Neigungen
des Bodens aufgezeichnet werden sollen. Instrumente fiir die Registrie-
rung von Drehungen sind in der Seismik nicht in Anwendung. Fiir tech-
nische Zwecke sind Apparate angegeben worden, mit deren Hilfe die u. a.
durch Maschinenbetrieb hervorgerufenen Bodenbeschleunigungen un-
mittelbar festgestellt werden koénnen; sie kommen hier nicht weiter in
Betracht.

Bei den Horizontal- und Vertikalseismographen spielt die Anord-
nung der Aufhingung des Pendelgewichtes und der Vorrichtung zur
vergrofierten Wiedergabe der waliren Bodenbewegungen eine grofie Rolle.

Die einfachste Form eines Horizontalseismographen ist ein an einem
Faden aufgehingtes Gewicht, die friihzeitig in Erdbebengegenden in An-
wendung gewesen ist. Fiir die Beobachtung von Fernbeben ist dieses
Geridt nicht geeignet, da ciner grifleren Pendellinge L und somit einer

héheren Eigenperiode Tj—= 2 7r]/£ praktisch bald Grenzen gezogen sind.
&
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Aus der Beziehung T = znVé ist die Abhingigkeit der Eigen-
4

periode Ty auch von der Schwerebeschleunigung g ersichtlich. Wird
die Aufhingung derart angeordnet, dafl nur eine Komponente von g
wirkt, so wird eine Erhshung von T in einfacher Weise erreicht.

In Abb. 4. ist mit dem Gestell G in O drehbar ein Querarm QQ’
verbunden. Der Querarm trégt in Lagern bei D und D’ einen dreieckigen
Rahmen, an dessen Spitze A sich das Pendelgewicht $ befindet. In der
Lage L wird ein schon in der Abb. 1
dargestelltes Pendel wiedergegeben, wo
p in der zu DD’ senkrechten Ebene
schwingen kann. In dieser Lage ist:

T,= znl/é, die Schwerebeschleuni-
£

gung g wirkt auf p senkrecht zu DD’.
Wird Q Q' aus der Lage L um den Win-
kel ¢ in die neue Lage L' gedreht, so
wirkt anstatt g nunmehr g costz auf p

und daher To =2 :L‘V

gcosi
Abb. 4. Beziehungen wird: T -secs = Tq; je
grofler ¢ wird, um so gréfer wird Tj.
Wird ¢ = 90°, -so wird die neue Eigenperiode Ty unendlich grof}, das
Pendel, dessen Drehachse jetzt senkrecht steht, hat keine bestimmte Lage.

. Aus beiden

Zur Darstellung dieser Beziehung hat zuerst E. Macu 1883 einen einfachen
Apparat angegeben, der in seiner historisch-kritischen Darstellung der Mechanik wieder-
gegeben ist.

1886 baute der Astronom E. v. REBEUR-PAscHWITZ fiir die Beobachtung der De-
formation des Erdkérpers ein Instrument, das sich an die MacHschen Darlegungen
anlehnte, 1889 empfahl er die Anwendung von Dimpfung, auf die bereits, in bezug
auch auf seismische Apparate, 1875 der Amerikaner Roon hingewiesen hatte.

Im Jahre 1832 gab der Wiirttemberger HENGLER, damals Student in Miinchen,
ein Instrument an, dem er den Namen ,astronomische Pendelwage® beilegte. Das
Grundprinzip dieses Apparates ist 1862 von PERROT, 1869 von ZOELLNER voneinander
und von HENGLER unabhingig, angegeben worden. ZOELLNER baute dieses Gerit
weiter aus, wozu HENGLER seinerzeit die Mittel fehlten, gab ibm den Namen ,Hori-
zontalpendel® und wies als Erster auf seine Brauchbarkeit als Erdbebenbeobachtungs-
instrament hin.

Die Abb. 5 stellt schematisch dieses Horizontalpendel, das fiir spitere Bauarten
von Seismographen anregend wirkte, dar.

Der Arm CD trigt auf seiner iiber [ hinaus erfolgten Verlingerung ein Ge-
wicht p. Bei D und C ist der Arm mit Hilfe der Fiden f; und /5 an den Punkten
A und B des Gestells G aufgehiingt. Mittels dreier Fullschrauben kann dieses so ein-
gestellt werden, dal} die die Punkte 4, C, B, D und den Schwerpunkt p enthaltende Ebene
senkrecht zur Horizontalebene steht. Filli die Drehungsachse 45 nicht gerade in
die Vertikale 5Z, sondern bildet sie mit dieser einen Winkel ZB 4 =7, so schwingt p,
leicht angestolen, hin und her. Die Eigenperiode 7} ist abhingig von dem Winkel 7
und kann mit Hilfe der Fulschrauben oder besonderer Einstellungsvorrichtungen bei
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A und B beliebig eingestellt werden. Ein Nachteil bei dieser Aufhingungsanordnung
ist der Umstand, dab der Schwerpunkt von p sich auch in der Ebene 4CB.D in Rich-
tung von C nach D und von D nach C bewegen kann. Diesem Ubelstand abzuhelfen,
liel GALITZIN gegen 1904 in der Mitte
von CD eine Spitze sp anbringen, die
sich gegen ein mit dem Gestellarm EF
verbundenes Achatlager & lehnte. Dieses
Hilfsmittel ist aber infolge der hervor-
gerufenen Zwangslage der Drehachse nicht
als einwandfrei zu bezeichnen. 18735 be-
schiftigte sich der Amerikaner Roop mit
dem HENGLER-ZOELLNERschen Horizontal-
pendel und vervollkommnete es durch
Anbringen einer Fliissigkeitsddmpfung;
bei dieser Gelegenheit wies er auch auf
die Anwendung von Luftdimpfung hin.
Zwischen D und p wurde eine Platte p C,
etwa I dm?2, angebracht, deren Ebene in
die 4, C, B, D enthaltende Ebene fiel. In-
folge dieser Anordnung treten aber bei
bewegtem Arm vor allem Druck- und
Saugerscheinungen auf. Auf das unter
gewissen Umstinden, namentlich bei kurz-
periodischen, stofartigen Bewegungen,
Fehlerhafte einer solchen Bauart, die Abb. 3.

auch spiiter bei Luftdimpfung mit wenig

Abinderung befolgt wurde, machte 1909 und auch friiher MAINKA aufmerksam und
gab Hinweise fiir die Anfertigung einer einwandfreien Dimpfung. Der Roobsche
Vorschlag der Anwendung von Diampfung wurde leider zunichst nicht beachtet.

Nach Roop, 1875, arbeiteten innerhalb der nichsten zwei Dezennien
mehrere Forscher vor allem in Italien und Japan an der Verbesserung
der Seismographen. Gray in Tokio lief3
1881 ein Instrument bauen, das er koni- 4
sches Pendel nannte. Da dieser Apparat
in der Aufhidngungsart Neues brachte, sei
er hier in Kiirze beschricben: Das Pendel- _
gewicht p (Abb. 6) wird, um Zapfen z G
drehbar, von dem Rahmen # getragen, der
einerseits mittels des Fadens f am Gestell G Lz
hingt und andererseits sich mit Hilfe des L a
Armes a, der bel s eine Stahlspitze be- iy
sitzt, gegen das Lager / lehnt. Der Winkel, , \
den #0 mit a bildet, ist nahezu ein rechter.
Der Winkel zwischen %0 und der Verti-
kalen bedingt aus schon erwihntem Grunde die Gréfie der Eigenperiode.
Fast gleichzeitig ersetzte Ewine die Spitze durch eine Blattfeder; diesen
Gedanken hatte bereits ZOELLNER einige Jahre vorher gehabt. Um eine
unverriickbare Drehachse und ein Minimum an innerer Reibung zu er-
halten, gab 1907 Mainka dem Stahlband bei # eine besondere Form:
eine etwas dickere, kurze Stahllamelle wurde an den beiden Flachseiten

nNZ

Abb. 6.
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nach einem geeigneten Halbmesser ausgeschliffen, so dafl die diinnste
Stelle dem Zug in der Richtung a, von $ nach #, entsprach.

Die urspriingliche Gravsche Form wurde insbesondere von Omori
in Tokio ausgebaut; er behielt die untere Stahlspitze bei, und liel bei o
eme Stahlschneide, die gegen ein Stahllager driickte, anbringen. Nach
Omor1s Angaben wurden zwei Formen von Horizontalseismographen
gebaut. Bei der einen Form war a sehr kurz, 3—4 cm, bei der anderen
hatte a eine gewisse Linge, etwa 60—70 cm. Im ersteren Fall (Abb. )
wurde das Pendelgewicht p mit einem lingeren Arm 4B versehen, der
bei B gelenkig mit einem Schreibhebel verbunden war. Im anderen Fall
war der Apparat so wie in Abb. 6 gebaut, nur dafl der Rahmen » wegfiel
und das Gewicht p an zwei seitlichen Ansitzen a’ (Abb. 7) mittels zweier
Drihte f wie in Abb. 7 aufgehingt wurde. Bei b (Abb. 8) befand sich
in einem Galgen zwischen zwei Stahl-
pfannen gelagert ein beiderseits zu-
gespitzter kurzer Stahlstift, der die

Abb. 7. Abb. 8.

gelenkige Verbindung mit dem Schreibhebel herstellte, ebenso wie in
Abb. 7 bei B. Das Gewicht des in Abb. 8 skizzierten Owmorischen
Horizontalseismographen ist 10—15 kg, das des in Abb. 7 angedeuteten
Instrumentes ist 50—100 kg schwer. Diese beiden Apparatarten werden
vor allem in Japan benutzt; sie haben keine Dimpfungsvorrichtung.

Der Grundgedanke eines IHorizontalseismographen mit schriger Drehungsachse
wurde auch von MAINKA, s. Zt. an der nun nicht mebr bestehenden Hauptstation fiir
Erdbebenforschung in Stralburg i. Els. titig, bei dem ,bifilaren Kegelpendel® bei-
behalten. Entsprechend der Forderung nach gréflerer Empfindlichkeit und nach
Diampfungsmoglichkeit sind von MAINKA verschiedene Neuerungen in der Aufhiingung des
Pendelgewichtes und Anordnung der Schreibvorrichtung fiir RuBregistrierung ange-
geben worden. Das Schreibhebelsystem greift im Schwerpunkt des Gewichtes an und
besitzt zwei einzelne Hebelarme, die miteinander passend durch Verbindungsarme ge-
lenkig verbunden sind. Der mit dem Schwerpunkt in #hnlicher Weise verbundene
erste Hebelarm trigt die Dimpfungsvorrichtung, eine leichte Platte, in einem Gehiuse
eingeschlossen. Statt der vorgesehenen Luitdimpfung kann auch, wie MAINKA angegeben,
geeignete Fliissigkeitsdimpfung angebracht werden. Die obere Aufbiingung des Pendel-
gewichtes p bei o geschieht durch einen im Querschnitt dem Zug von p entsprechend
starken Stahldraht; die untere 2 wird durch eine auf Zug beanspruchte, besonders ge-
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schliffene Stahllamelle L hergestellt. Die Entfernung zwischen Schwerpunkt von 2
und der diinnsten Stelle der Lawmelle ist méglichst klein. Die Abb. 9 gibt schematisch
die Anordnung der Aufhingung des Gewichtes (hier nur der Schwerpunkt angezeigt)
und des Hebelsystems wieder. Bei dem fertigen Instrument ist die Konstruktion so
durchgefiihrt, dab eine Fliche von 1 m? fiir die Aufstellung einer Komponente bei
einer Hohe von 2 m geniigt.

In Géttingen hatte 1900 WIECHERT einen Horizontalseismographen
angegeben, bei dem die Aufhingung des Gewichtes p in anderer Weise
als oben geschah. 13 Jahre vorher hatte G. GraBLow1TZ eine Aufhingungs-
anordnung angegeben, die der WiecuerTschen Aufstellung des Pendel-
gewichtes p zugrunde liegt, die, in Kiirze gesagt, darin besteht, dafl der
Schwerpunkt des Pendelgewichtes p oberhalb der Drehachse angeordnet
ist. Federkraft bewahrt das Gewicht vor dem Umfallen. Zum Verstind-
nis dieses ,,astatischen Horizontalseismometers sei auf Abb. 10 hin-
gewiesen. Die das Pendelgewicht p tragenden zwei Arme a; und a4,

£
bﬁ
4 r
c
G
[

A\

Abb. 9.

sind mit dem Erdboden mittels der beiden Stahlbinder L; und L,, die
an den Stutzen b; und b, angeschraubt sind, gelenkig verbunden. Vom
Schwerpunkt = fithrt ein Arm @ nach einem mit dem Gestell G elastisch
durch die Blattfeder f verbundenen Hebelarm CAB. Von B aus fihrt
der Arm b einerseits nach der Dimpfung &, andererseits zum Schreib-
hebelarm sch. Auf diese Weise wird ein Umfallen von p vermieden;
die Hohe der Eigenperiode hingt von den Abmessungen der Blattfeder f
und von der Grofle des Armes C4 ab.

Wird C AZ tiber B hinaus verlingert und auf dieser Verlingerung ein verstell-
bares Gewicht angebracht, so lilt sich auch hierdurch eine Periodenerhshung erzielen.
Dieses Doppelpendelprinzip ist in der seismischen Instrumentenkunde auch bereits
friiher angewendet worden.

Auf S. 193 oben ist angedeutet worden, dafl unter Umstinden nur eine
Komponente der den Pendelseismographen beeinflussenden horizontalen
Bodenbewegung wirken kann. Die Richtung der Bodenverriickung ist
meist unbekannt, soll doch auch erst bestimmt werden.
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Seismische Instrumentenkunde.

Ist Ry die Wirkungsrichtung des Horizontalseismographen, d. h. die
Richtung, in der sein aufgehingtes Gewicht durch die horizontale Boden-

bewegung beeinfluflt,

v

Ay

Abb. 11.

sich hin und her bewegen kann, so wird offen-

bar ein zweiter Horizontalseismograph nétig
sein, um die ganze horizontale Projektion
der Bodenbewegung und deren Richtung
festzustellen. Der zweite habe die Wir-
kungsrichtung R,, und es stehen der Ein-
fachheit wegen R; und R, senkrecht zu-
einander (Abb. 11). Sind z. B. 8, und g,
die in Mikrons ausgedriickten horizontalen
Bodenbewegungen in den entsprechenden
R; und R,, so ist die ganze Bodenbewegung

im horizontalen Sinn = fi =V + o}

. I1) un erner tang § =— 1ir die
Abb d f gk ‘;2 fiir di
1

Bestimmung der Richtung. Wiederum aus

Mriinden der Einfachheit wird die eine Wirkungsrichtung in den
eGridian, die andere in den ersten Vertikal des Ortes gelegt.

Bei den Horizontalseismographen mit schrag
angeordneter Drehachse miissen somit zwei von-
einander getrennte Instrumente an einem Ort auf-
gestelltwerden, um # und & zu erhalten. Anders
ist es bei den Horizontalseismometern, deren hori-
zontaler Drehpunkt oberhalb oder unterhalb des

Abb. 12.

Gewichtsschwerpunktes ange-
ordnet ist. Fir diesen Fall
haben u. a. bereits VICENTINI
und GraBrowirz dargetan,
daf} fiir die Bestimmung von
B1 und B, somit schlieBlich

von (3, und & ein einziges
Pendelgewicht geniigt, das

mit zwei Schreibhebelarmen,
die  senkrecht  zueinander
stehen, gelenkig verbunden
ist. Statt aller Beschreibung
zeigen die Abb. 12 und 13 die

Anordnung. Bei dieser Bau-

Abb. 13. art muf} allerdings darauf ge-

achtet werden, daf} beide Kom-

ponenten voneiander unabhingig sind, was aber sehr oft leider nicht eintrifft.

WIECHERT hat bei dem nach seinen Angaben gebauten astatischen Pendelseismo-
meter ein kardanisches Gelenk angewendet, das aus vier einzelnen Stahlbiindern be-
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steht. Dieses Gelenk trigt das Pendelgewicht. Die Anordnung der beiden Schreib-
arme zeigt Abb. 14 schematisch. )
Die oben ofters genannte horizontale & €
Bodenbewegung ist in Wirklichkeit die Pro-
jektion einer schief gegen die Horizontale
des Aufstellungsortes einsetzenden Bewegung r
auf die Horizontalebene, es muf} also auch / J
der vertikale Anteil bestimmt werden, um | 7 ]
die tatsichliche, rdumliche Bodenbewegung
zu erhalten. Die Feststellung dieser verti-
kalen Komponente geschieht mit Hilfe von A, R,
Vertikalseismographen, deren Pendelgewichte Abb. 14.
sich aber auf und ab bewegen konnen.
Von den verschiedenen Anordnungen der Gewichtsaufhingung seien
hier nur zwei erwihnt. Bei der einfacheren 1860 von G. M. CAVALLERI
angegebenen hingt das Pendelgewicht $ an
—g' einer zylindrischen Spiralfeder sp. Die An-
zahl der Windungen, die Dicke des Drahtes
und der Durchmesser der Feder bedingen die
GroBie der Eigenperiode (Abb. 15). 1881 gab

s

14

S

Abb, 15. Abb. 16.

EwiNg eine andere Aufhingungsart an. Nach Abb. 16 greift eine
Spiralfeder sp nicht unmittelbar am Gewicht $ an, sondern bei C,
unterhalb eines Armes AB, der bei 4 ge-

lenkig (Blattfedern) mit dem Boden ver-
bunden ist. Bei C ist ebenfalls ein solches
Gelenk angebracht. Durch diese Verbindung
von sp mit p wird die Eigenperiode ganz
besonders erhoht. Ist 8, die vertikale Kom-
ponente der Bodenverriickung, so ist die ge-
samte Bodenbewegung in Richtung ihrer
Fortschreitung gemessen: = Vﬁfﬂ‘:ﬁ —}-—p’éi

23 N —
Ferner ist: tang ¢ = ?;—3 =Vp+ p%, wenn e Abb. 17
2

der Winkel zwischen der eben genannten Richtung und der Horizontal-
projektion B4 ist, dieser Winkel wird der ,,Emergenzwinkel*, seine Er-
ginzung ¢ zu einem Rechten der ,,Inzidenzwinkel*“ genannt (Abb. 17%).
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Der auf Grund der Amplitiiden der Bodenverriickungen ermittelte
Winkel - heif3t der ,,scheinbare Emergenzwinkel*, im Gegensatz zu dem
mit Hilfe der zeitlichen Beobachtungen errechneten ,,wahren' Emergenz-
winkel. Die Grofle des ersteren ist durch die Reflexionen der seismischen
Wellen an der Erdoberflache beeinflufit (ScrusTER, WIECHERT).

Der Benutzung des Wagebalkenprinzips zur Beobachtung der Bodemneigungen
durch W. SCHLUTER ist bereits gedacht worden. Vor etwa vier Jahrzehnten hatte
BERTIN ein Rad nahe im Schwerpunkt zur Beobachtung von Schiffsschwankungen
aufgehiingt und auf spitere #hnliche instrumentelle Anordnungen anregend gewirkt.
1903 schligt E. WIECHERT vor, am gleichen Beobachtungsort nur in verschiedenen
Héhen Horizontalpendel aufzustellen, um auf diesem Weg die bei Fernbeben sehr
kleinen, praktisch zu vernachlissigenden Bodenneigungen festzustellen. Spiter hat
GaLITZIN, dem fiir seine Untersuchungen sehr grofle Mittel zur Verfiigung standen,
diesen Vorschlag verwendet, nachdem er vorher die SCHLUTERschen Beobachtungen
mit Hilfe der galvanometrischen Schreibweise wiederholt hatte.

Genau betrachtet ist die Aufhiangungsart der Horizontal- und Vertikal-
seismometer verschieden, es besteht bisher keine Untersuchung, die das
Belanglose dieser Verschiedenheit nachgewiesen hitte.

g Maixka schlug 1007 eine Aufhingung vor, die fiir beide
Komponenten in gleicher Weise moglich ist (Abb. 18).

1910 wies auch Rupzk1 auf diesen Unterschied hin.
& Fir die Untersuchung
G ¥ von Seismographen lieflen
E 7 Omor1, GarLiTzIN, MAINKA
5/2 { i Ssn  nach ihren Angaben Unter-
—=_  suchungsplatten herstellen;

Abb. ISa. Abb. 18b.

letzterer gab eine Platte an,
die bei beliebiger Richtung 4duferst kleine Bewegungen gestattete. Bei
derartigen Priifungen ist darauf zu achten, dafl die Plattenbewegungen
von der GréBenordnung der seismischen Bodenbewegungen sind.

Im Vordergrund stehen auch hier noch die mechanisch schreibenden
(RuBischreiber) Seismometer. Sind sie richtig gebaut und aufgestellt,
so stehen sie den photographisch arbeitenden Instrumenten nicht nach,
zeichnen sich vielmehr noch durch die Feinheit der Kurvenziige aus
und kénnten auch fiir die Deformationsbeobachtungen Anwendung finden.

In Anlehnung an das v. REBEURsche Prinzip haben HECkErR und
an das Omorische Prinzip Boscx unmittelbar photographisch arbeitende
Seismographen, die mit Luftdimpfung versehen sind, gebaut. In der
Drehachse des aufgehdngten Gewichtes ist ein Spiegel angebracht, der
das auf ihn fallende Licht in geeigneter Weise auf das lichtempfindliche
Registrierpapier wirft.

II. Seismometrie und Seismophysik.
In den Aufzeichnungen der Seismographen jeder Erdbebenwarte
(Erdwarte) fallen zunichst die regelmiBigen aufeinander folgenden Wellen
von 4—6 sec Periode auf, denen Bodenbewegungen von 1—5 Mikrons
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durchschnittlicher Amplitiidengrofie zukommen (0,001 mm = 1 Mikron).
Oft wird der gleichmiafiige Charakter dieser Wellenfolgen durch das Auf-
treten von Schwebungen gestort. Derartige sinusartige Wellenziige,
deren Ursachen meteorologische Vorgiange und deren Folgeerscheinungen
z. B. Anprallen von Brandungswellen an felsigen Steilkiisten sind, nennt
der Seismologe mikroseismische Unruhe (Mi. U.). Stirkere Mi. U. kann
leicht die Deutlichkeit der Bebenaufzeichnungen stérend beeinflussen.
Erdwarten, nicht zu kistennah gelegen, mit felsigem Untergrund werden
von der Mi. U. weniger betroffen. Das Aufschlagen der Brandungswellen
an der Kiste von Teneriffa machte sich auch in den Diagrammen eines
in den Cafiadas am Pic de Teyde in etwa 2500 m Héhe aufgestellten
Seismographen deutlich bemerkbar.

Befinden sich in der Nihe des Aufstellungsortes des Seismographen industrielle
Betriebe, so sind in den Schaulinien je nach der Art der Betriebe mehr oder weniger
hiufig auch die Aufzeichnungen des kiinstlich erschiitterten Bodens aufzufinden. Sie
bestehen in der Aufeinanderfolge sehr kleiner Wellen von etwa 0,05—I sec Periode.
Uber die Ausbreitungsgeschwindigkeit solcher Bodenbewegungen und auch der Mi. U.
ist bisher nichts bekannt gewordeu. Das Auffinden schwicherer lokaler Beben, nament-
ich einsturzartigen Charakters, konnen fiir den mit dem Aussehen seismischer Auf-
zeichnungen weniger Vertrauten unter Umstinden durch erwéhnte Storungen erschwert
werden., In neuerer Zeit wird dem Studium kiiostlicher Bodenerschiitterungen er-
freulicherweise mehr Beachtung geschenkt; es ist hier noch manches zu kliren, wobei
aber Vorsicht sehr zu empfehlen ist.

Die eigentlichen Bebenregistrierungen, Seismogramme, der Beob-
achtungsgerite einer Erdwarte machen sich durch ihre mehr oder weniger
hiufigen Einsidtze, durch ihre Wellenziige mit Einzelwellen verschiedener
Perioden und Amplitiden auf dem Registrierbogen bald bemerkbar.
Besitzt eine Erdbebenwarte eine Sammlung von Seismogrammen, denen
verschiedene Entfernungen der Ursprungsorte der Beben von der Warte,
Epizentralentfernungen, zukommen, so wird beim Durchblittern dieser
Sammlung auch der Laie bald erkennen, dafl zunichst das Aussehen der
Seismogramme von der Epizentralentfernung abhingt. Dem Nichtfach-
mann, der nur meist von einem Bebensto§ im Epizentrum hort, wird
die minuten- und stundenlange Aufeinanderfolge der aufgeschriebenen
Wellen auffallen, die auch die Diagramme sehr stark gedampfter Seismo-
graphen aufweisen, also von Eigenschwingungen des Pendelgewichtes
nicht herrithren koénnen. Der Umstand, daBl u.a. Zuriickwerfungen,
Brechungen, Interferenzen der seismischen Wellen stattfinden, dafl das
Beben an Ort und Stelle ortlich ausgedehnt und jeder Punkt des er-
regten Stérungsraumes ein Ausgangsort elastischer Wellen ist, erklart
diese Wellenfolge im Seismogramm. Daf} sie Bewegungen des Bodens
wirklich entspricht, dafiir spricht auch die Tatsache, dafl am gleichen
Ort Seismographen verschiedener Bauart und Konstanten die gleichen
Seismogramme liefern.

Den einleitend bereits erwidhnten, nacheinander auftretenden longi-
tudinalen und transversalen Wellen entsprechen besondere infolge An-
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derung von Amplitiide oder Periode, oder beider zugleich, leicht erkenn-
bare Einsitze. Heben sich diese Einsitze scharf heraus, so werden sie
mit 4 (impetus), tauchen sie dagegen allmihlich auf, so werden sie mit ¢
(emersio) bezeichnet. Da dem Diagramm mit Hilfe instrumenteller Vor-
richtungen minutliche Zeitzeichen beigegeben sind, so kdnnen diese Ein-
siatze und somit das Auftreten der entsprechenden Wellengattung zeit-
lich mit Sekundengenauigkeit festgelegt werden. Das Eintreffen der
longitudinalen Wellen wird mit P, das der transversalen Wellen mit S
vermerkt.

Auch die Ankunft von an anderen Stellen der Erdoberfliche oder
an inneren Unstetigkeitsschichten zuriickgeworfenen seismischen Wellen
(Reflexionen, &dhnlich wie z. B. in der Optik) machen sich im
Seismogramm meist mehr oder weniger deutlich durch Einsitze be-
merkbar.

Liegen die Seismogramme =, eines am Entstehungsort (Herd, Hypo-
zentrum) nicht zu schwachen Erdbebens fiir eine Reihe von Beobachtungs-
orten B, mit verschiedenen Epizentralentfernungen A, vor, ist T
die Zeit des im Epizentrum E gefiihlten Stofles, die Epizentralzeit, aus
unmittelbaren Beobachtungen erhalten, P,, S, die obengenannten Zeiten
an den verschiedenen B,, so ist P,— T, bzw. S, — T, und dem-
entsprechend auch S, — P, als Funktion von 4, graphisch und ana-
lytisch darstellbar. Die graphisch erhaltenen Kurven heifien Laufzeit-
kurven, sind parabeldhnlich und konkav gegen die Abszissen, d.i. Ent-
fernungsachsen. Allgemein 148t sich fiir jeden Einsatz eine solche Lauf-
kurve aufstellen, nur diirfen die Einsitze der verschiedenen B, nicht
verschiedenen Wellen zugehoren.

Entsprechend A, treten einige Zeit nach S-Wellen regelmiBigeren
Charakters und lingerer Storungsperiode T auf: L-Wellen. Die Perioden T
der Wellen zwischen P und S liegen, fiir E nicht zu nahe gelegene B,,
zwischen etwa 4 und 7 bis 8 Sekunden; zwischen S und dem Beginn der
Wellen L treten Perioden von etwa 7 bis 10, auch 12 Sekunden je nach der
Grofle von A, auf; gréfleren 4, kommen hhere T-Werte zu. Mit dem Be-
ginn L der hoherperiodischen und sinusartigen Wellen setzen Wellen ein,
deren Perioden, auch, wie eben, mit zunehmender Entfernung o, wachsen,
und zwar von etwa 12—1I5 bis 18—20 und mehr Sekunden. Werden
die Laufzeiten L, — T, in ihrer Abhingigkeit von A, dargestellt, so

. . . .. . . e LT,
ergibt sich eine gerade Linie; die Ausbreitungsgeschwindigkeit *—du—E

bleibt fiir alle Werte 4 gleich. Die L-Wellen breiten sich an der Erd-
oberfliche mit konstanter Geschwindigkeit, etwa v, = 33/, km sec—1,
aus. Die Epizentralentfernungen o sind entlang der Erdoberfliche im
groBiten Kreis gemessen.

Bei den P- und S-Wellen, die an Ort und Stelle als gleichzeitig
entstehend angenommen werden, liegen die Verhiltnisse nicht so einfach,
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da sie sich nicht an der Erdoberfliche ausbreiten. Statt von Wellen,
Wellenoberflichen, zusprechen, wird auch die Bezeichnung Strahl, Wellen-
strahl, d. 1. die Senkrechte zur zugehérigen Wellenfliche, analog optischen
Vorgingen, benutzt. Die Gestalt des Strahles aus den Beobachtungen
klarzustellen, ist eine der Hauptaufgaben seismischer Forschung.

In der folgenden tabellarischen Zusammenstellung Nr. 3 sind die
Laufzeiten — Zeiten, innerhalb deren die seismischen Wellen vom Aus-
gangsort bis zum Beobachtungsort gelangen — fiir die ein Bebendiagramm
einleitenden longitudinalen Wellen und fiir die den zweiten Einsatz S
veranlassenden transversalen Wellen gegeben. Aufler diesen Haupt-
einsitzen P, S und L in einem Seismogramm, die nicht immer die stirksten
zu sein brauchen, gibt es, wie schon angedeutet, noch andere. Nach
den Untersuchungen von A. MonoroviCié hat es sich herausgestellt,
dafl es zwei Arten der einsetzenden P- und S-Wellen gibt. Die erste
Art, die der individuellen Primae und Secundae, reicht vom Ausgangsort
bis etwa 700 km und ist bisher auf den Seismogrammen entfernterer
Warten nicht aufzufinden gewesen. Die zweite Art, die der normalen
P- und S-Wellen, scheint nach den vorhandenen Erfahrungen sich erst
auf den Seismogrammen von Erdwarten mit 4 = 500 bis 700 km be-
ginnend bemerkbar zu machen. MonoroviCi¢ nimmt als Erklarung an,
dafl hier Erscheinungen der Zuriickwerfung an inneren Erdschichten in
Frage kommen. Es kann auch méglich sein, dafy verwickeltere elastische
Verhiltnisse der Erdkruste mitsprechen.

Tabelle Nr. 3.

I. 2. i 3. 4. 5 6 ‘ 7 8
d | tp=P—Tp | tg=S—1Tp | tg—tp=S—P

km sec \ sec sec sec sec sec sec
2 000 | 256 463 203 % ‘—!— 314+ 714 6|+10
2 500 310 558 | 245 % i+ 3+ 6|+ 5]+ 3
3 000 357 642 283 % + 1 — 1|4 6|4+ 2
3500 401 719 317 % + 2|4+ 1|4+ 4]— 1
4 000 441 790 ‘ 347 % + 4|+ 4|+ 4|+ 1
4 500 478 857 375 % + 4+ 7|+ 5|+ 6
3 000 5II 919 ; 401 - + 4|+ 6|4 7|+ 12
5 500 544 ‘ 981 1 432 -+ + 2|+ 9|+ 8|4 19
6 000 573 | 1041 | 464 - 4+ 1+ 4|+ 12|423
6 500 601 i 1098 : 438 - + 1|+ 2|4 17|+28
7 000 630 i 1154 | 506 - + 3|+ 3|+20|+28
7 500 638 I 1208 527 - + 5|4+ 5| +22]|+428
$ 000 685 i 1262 354 ° + 7|4+ s5|4+25|+26
8 500 712 : 1314 586 -« + 9|4+ 6|+26|427
9 000 738 { 1367 606 - + 10|+ 6|+ 25|+ 26
9 500 765 ! 1418 628 -« “+ 11|+ 10|+ 23|+ 27
10 000 792 ] 1468 674 - + 134+ 17|+ 20| + 29
10 500 816 i 1516 (7700) +14i4 16|+ 20|+ 32
11000 839 1564 (725) + 14412421+ 37
11 500 860 1610 (750) + 13| — |4-23] 444
12 000 882 1656 (774) + 131 — |+24/+53

Einfithrung in die Geophysik. 14
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Tabelle Nr. 3a,.

P-Wellen S-Wellen

_/ ind. | norm. | ind. | norm.

km sec | sec sec sec
H ]

100 13 | 23

200 31 3

300 50 86 |

400 69 118 |

500 86 69 | 148

600 103 ‘ 82 176 | 180

700 | 119 | 95 | 203 | 174

8oo | 108 i 198

900 | 120 | 221
1000 1133 | 244
1200 | 158 | 290
1400 133 | 334
1600 209 378
1800 233 421
2000 | ! 255 | 462

In der Tabelle Nr. 3 sind auch die Zeitunterschiede S — P auf-
gefihrt, die von der Epizentralentfernung o abhingig sind. Infolge
dessen kann jede Warte auf Grund des vorliegenden Seismogrammes,
d. h. des in diesem abgelesenen Unterschiedes S — P eine verhiltnis-
miBig genaue, sofortige Entfernungsbestimmung von E vornehmen. Wird
auf einem Globus mit dem zugehérigen 4 in km als Radius um B ein
Kreis geschlagen, so ist dieser der geometrische Ort fiir E. Dasselbe
kann nun auch fir zwei weitere Warten B vorgenommen werden. Der
Schwerpunkt des entstehenden sphirischen Dreiecks gibt die Lage des
gesuchten Epizentrums E an. Fiir die Genauigkeit einer solchen Fest-
legung von E ist auch die Lage der Punkte B zum Epizentrum maf-
gebend; am besten ist es, wenn’ dic drei Orte B die Ecken eines E ein-
schlieBenden gleichseitigen Dreiecks bilden. Stillschweigend ist ange-
nommen, wie durchweg in der Seismik, dafl die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der seismischen Wellen nach allen Richtungen die gleiche ist.

Sind, beildufig bemerkt, umgekehrt die Orter dreier Epizentra £ gegeben, die
in #hnlicher Anordnung wie eben einen Beobachtungsort 5B umgeben, und liegen in
B die Seismogramme, also auch die S— /~, mindestens dreier Beben vor, so ist es
moglich, auf seismischem Wege die Lage des Ortes B zu bestimmen.

Auf mikroseismischem Weg, d. h. mit Hilfe der Laufzeiten der
P- und S-Wellen und der aus S—P hervorgehenden Entfernung 4 lafit
sich auch T, die Zeit des Bebens, im Epizentrum feststellen, indem von
der Einsatzzeit P bzw. S im Seismogramm dic zugehorige Laufzeit ab-
gezogen wird.

Ist z. B.: «f = 5500 km entsprechend S — 7 == 432 sec, = 15h3ym17s m.Gr.Zt.
{mittl, Greenwicher Zeit), Z — 7' = 544 sec die zur Epizentralentfernung </= 5500 km
gehorige Laufzeit, so ist die Epizentralzeit 7' = 15h28migzs.
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Als einwandfreie Bestimmungen der Lage-des am stirksten erschiit-
terten Gebietes, Epizentrums, und der Epizentralzeit T, wiren makro-
seismische, d.h. unmittelbare von Menschen angestellte Beobachtungen
anzusehen; leider sind sie bislang noch nicht genau genug. Die von
Beobachtern angestellten Schatzungen iber die Bebenstirke auf Grund
der gefiihlten Erschiitterungen und vorhandener Gebaudeschidden an ver-
schiedenen Punkten macht eine Festlegung von E moglich. Derartige
ohne jede instrumentelle Hilfsmittel erhaltene Intensitatsbeobachtungen
haben aber manche Nachteile. Die Beschaffenheit des Bodens, auf dem
der beschidigte Bau steht, beeinflufit u. a. sehr die Stirke des Beben-
stoBes, ganz abgesehen von der Beschaffenheit des Gebiudes vor Ein-
tritt des Bebens. Auch die mit Hilfe einer Uhr angestellten zeitlichen
unmittelbaren Beobachtungen des Bebeneintrittes Tz lassen in bezug
auf Genauigkeit meist noch zu wiinschen iibrig. Am genauesten ist es
immer noch, értliche und zeitliche Festlegung des Bebens mit Hilfe der
Aufzeichnungen zuverldssiger, sehr naher Erdbebenwarten vorzunehmen.
Die makroseismischen Beobachtungen liefern aber trotzdem sehr wert-
volle Aufklirungen und kénnen beziiglich Genauigkeit immer noch sehr
gesteigert werden.

Liegen bereits Laufzeitkurven vor, so werden mit ihrer Hilfe oft Orts- und
Zeitbestimmungen von Beben vorgenommen, die wieder als Grundlagen fiir weitere
Laufkurven dienen, aber wohlgemerkt im System dieser Ausgangskurven liegen, also
,relativen’ Charakter tragen. Sind dagegen die fiir die Konstruktion von Laufkurven
nétigen Zeit- und Ortsangaben ohne solche Hilfe aus genauen makroseismischen Be-
obachtungen oder aus'den Angaben sehr naher Warten gewonnen, so konnen diese
Kurven ,,absolute* Laufzeitkurven genannt werden.

Die Genauigkeit der Laufkurven wird immer noch verbessert. Die in der
Tabelle Nr. 3 angefiihrten Werte 7, sind die Mittelwerte der von ZOEPPRITZ (1906},
A. MoHOROVICIC (1912), HECKER-GUTENBERG {1914) aufgestellten Laufzeitwerte. Die
Zahlenkolonne 5 gibt die Unterschiede zwischen den von ZogpprITz und MOHOROVICIE,
Kolonne 6 die zwischen den von HECKER-GUTENBERG und MOHOROVICIC gefundenen 7p-
Werte an. Die unter 7 angefiihrten Zahlen entsprechen den Unterschieden einer von
RUDOLPH-SZIRTES 1912 verdffentlichten #p-Kurve gegen die unter 2. gegebenen Mittel-
werte. Die Werte 75 unter Nr. 3 sind Mittelwerte der von ZOEPPRITZ-GEIGER 1906/1907
und RODOLPH-SZIRTES 1912 dargestellten Laufzeiten; die Kolonne 8 gibt die Differenzen
im Sinn ZOEPPRITZ-GEIGER— RULOLPH SZIRTEs. Die §— - bzw. 5 — #p-Werte sind
einmal einfach aus der Differenzenbildung 3.—2. zu erhalten, wie die unter 4. ein-
geklammerten Zahlen. In der Kolonne 4 sind ferner die Gottinger Arbeiten (ZOEPPRITZ,
GEIGER) entnommenen S — P-Werte mit % bezeichnet, wogegen die mit einem Punkt
versehenen MAINKAs Arbeit entnommen sind. Es gibt verschiedene Griinde, die die
zum Teil betrichtlichen Abweichungen herbeifiihren.

In der Tabelle Nr. 4 ist fiir kleine Epizentralentfernungen eine Lauf-
zeitkurve longitudinaler Wellen nach A. MomoroviCiC, giiltig fiir eine
mittlere Herdtiefe, wiedergegeben. In den Laufzeitkurven der Tabelle
Nr. 3 ist der Einflu der Herdtiefe, der ibrigens fiir grofiere Werte 4
verschwindend ist, nur bei den unter {5 auftretenden Werten von A. Mono-
rovICIC beachtet.

14*
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Tabelle Nr. 4.

= tp A tp

km sec km | sec

200( 31 | 1200 | 157
1

300 43 1300 | 169
400 56 | 1400 | 182
500 69 | 1500 | 194

600 81 1600 | 206
700 94 1700 | 218
S8oo | 107 1800 | 229
900 | II9 1 1900 | 241
1000 | 132 | 2000 | 232
1100 | 144

Die im Gebrauch befindlichen Laufzeiten konnen als mittlere Werte
angesehen werden, indem sie aus einer Reihe von Beobachtungen ver-
schiedener Erdbeben erhalten sind. Durch diese Mittelbildung sind Eigen-
tiimlichkeiten der von den Wellen durchzogenen Gebiete verwischt. Is
ist nicht unméglich, dafl, wie auch schon von anderer Seite bemerkt
worden ist, jedem Erdbebengebiet und jeder Richtung besondere Lauf-
zeitkurven zugehdren (u.a. Tams, RUDOLPH-SZIRTES).

Eine analytische Darstellung der Laufzeitkurven ¢, und {5 ist zuerst
durch Bexyporr unter der Form: T'=a 4 b. 4 ¢ . 42 gegeben wor-
den. Da es aber nur méglich ist fiir Abschnitte der Laufkurve derartige
Formeln, wo a, b, ¢ bestimmte Zahlenwerte haben, aufzustellen, wird von
der analytischen Darstellung der Laufzeitkurve abgesehen. Eine Diffe-

li /
renzierung von I =f (4) gibt ﬁz%, die scheinbare Oberfldchen-

geschwindigkeit der Wellen, die Geschwindigkeit, mit der sich die Schnitte
der Wellenflachen longitudinaler und transversaler Wellen mit der Erd-
oberfliche auf dieser ausbreiten. In manchen Rechnungen tritt statt
der Erdoberfliche eine zu dieser konzentrische Niveaufliche. Die Ge-
schwindigkeit, mit der sich die genannten Wellen entlang den zugehdrigen
Strahlen ausbreiten, heifit die wahre, raumliche, auch Emergenzwinkel-
geschwindigkeit: v,,, bzw. v, kurzweg auch v.

Die folgenden Betrachtungen gelten wie sonst auch, sowohl fiir longi-
tudinale als auch fiir transversale Wellen. In der Abb. 19 stellt § BB'E’
einen Teil der Erdoberfliche im Schnitt eines grofiten Kreises dar. B, B’
sind zwei nahe beieinander gelegene Warten, BB’ =d4, w und @'
sind die Wellenoberfiichen, sf# und st#' die zugehérigen Strahlen. In
dem bei H rechtwinkligen kleinen Dreieck BHB' ist: cos g, :—[Big

v dT @ aTr .. . . .
%0 =% _ 0° ((72) = sin 75, WO %, €,, ¥, fiir die oberste Schicht

= g.47 B

der Erdkruste gelten. =B ergibt sich aus der Konstruktion der

d.
a7
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Tangenten an die Laufzeitkurve fiir die gewiinschten Epizentralentfer-
nungen. Indem die Erdkruste verschieden beschaffen ist, kann auch
nicht erwartet werden, dafl v,
und dementsprechend auch %y bzw.
eo fiir alle Punkte B konstant ist.
Der am meisten gebriuchliche
Mittelwert fiir die Endoberfliche
Vg iSt: Ugong = 7,2 km sec™1 und
Vgtrans = 4,0 km sec™1.  Der auf
S.206 erwihnte wahre Emergenz-
winkel ¢, lafit sich somit unter
Benutzung der Laufkurve, d.h.
zeitlicher ~Beobachtungen, er- Abb. 19.

rechnen. Der Wert sing, (vgl

Tabelle Nr. 7) wird oft graphisch als abhingig von 4 dargestellt. In
der folgenden Tabelle Nr. 5 sind ¢, und 8B, die scheinbare oberflichliche
Geschwindigkeit, in ihrer Abhingigkeit von 4 gegeben; es ist ¢4 -5 = 90°.

Tabelle Nr. 5.

i

Y, longit. : transv. 7 longit. transv.
& B & & B & } B €0 ‘ B
km | Grad | kmsec—* | Grad | kmsec—*| km | Grad { km sec—1 | Grad | km sec—:
o o 7,2 ‘ o 4,0 7 oooi 65 17,2 64 9,0

1000 21 757 I 2x 4,3 8 oool 66 17,8 65 9,4
2000 | 37 90 ! 37 50 | 9000, 67 18,7 | 66 9,8
3000 | 49 10 49 6,1 10000 69 19,9 67 10,5
4000 | 57 13,1 | 57 7,4 11000 70 21,4 69 11,3
3000 | 63 15,7 | 62 8,6 12 oooi 71 22 70 12,2
6ooo | 65 169 | 63 8,8 !

Es wird sich noch zeigen (vgl. S. 229 {f.), dafl die Beziehungen zwi-
schen ¢y bzw. 45 und 4 es moglich machen, dic Gestalt des Erdbeben-
strahles, die bisher als unbekannt angesehen ist, und die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der seismischen Strahlen im Erdinnern kennen zu lernen.
Damit ist ein Weg gegeben, Aufschlufl Gber die Beschaffenheit des Erd-
innern zu erlangen, auch wenn nur zeitliche seismische Beobachtungen
vorliegen (vergl. S. 217).

Fir die durch Reflexion hervorgerufenen Einsitze im Seismogramm
lassen sich auch Laufzeitkurven aufstellen (Abb. 20). In Abb. 20 ist
ein durch den Erdmittelpunkt C, das Epizentrum E, den Beobachtungs-
ort B gehender Schnitt dargestellt. Mit P, P’, P” sind Stellen der Erd-
oberfliche angedeutet, an denen die von E ausstrahlenden seismischen
Wellen, in der Abbildung durch die Strahlen dargestellt, zuriickgeworfen
werden. Nach der Reflexion treffen sie auf B auf, aber spiter als die
auf direktem Weg EAB nach B eilenden Wellen. Es kann eine einfache,
zweifache, dreifache usw. Reflexion stattfinden.
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In der Abb. 20 sind die Strahlen £4B, EA'F, PA"B, EA"P, PAVP",
P"AVB als Bogen gezeichnet. Es geschah dies nur, um zunichst eine Darstellungs-
moglichkeit fiir die Strahlen zu haben, es hitten ebensogut gerade Linien sein
konnen, da iiber die Gestalt seismischer Strahlen in den obigen Zeilen noch nichts
ausgefiihrt worden ist. Die Be-
trachtungen iiber Reflexion
gelten fiir beide Arten von
Wellen.

Beispiel fiir longitudinale
Wellen: Einmalige Zuriick-
werfung; Stelle der Reflexion
ist £ Weg der unmittelbar
nach 5 sich ausbreitenden Welle

\ /// ist ZAB, EB = -/ = 6500km;
A
\\ /// , = EP = PB = 3250 km.
-
C};\V/ Fiir .7 = 3250km ist nach
] Tabelle Nr. 3 die Laufzeit
Abb. 20. = 379 sec; die Laufzeit fiir

die auf dem Weg EA'PA"FS
dahinziehenden Wellen ist 2 )X 379 = 758 sec = 75, — 7' filr </ = 6500 km.
Zweimalige Reflexion: 2’ und P” sind die entsprechenden Stellen, an denen

Zuriickwerfung stattfindet. Der Weg der reflektierten Wellen ist: EA4"'P'AVWVP"4AVB.

Die Laufzeit fiir —65—f)~o— ~E8_ EP'= P'P"= P"B rund = 2167 km ist 274 sec und

Tp,—Tg=3 2‘)74=7;2 sec.

Auf Grund vorhandener Laufzeitkurven fiir - und S-Wellen lassen sich solche
fiir reflekiierte Wellen aufstellen; mit ihrer Hilfe konnen wiederum Einsitze von Re-
flexionen im Seismogramm, wenn sie undeutlich sind, aufgesucht werden, ohne dafl
aber Beeinflussung stattfinden darf. Abnlich den Zeitunterschieden S — 7 kdnnen
auch die Differenzen Reflexionseinsitze gegen die P- bzw. S-Einsiitze gebildet werden
Pp,— P, Pp,— P, Pp— P bzw. Sp — S usw. Sind in einem Seismogramm, wie
es manchmal vorkommt, die 7- oder S-Einsiitze unsicher, also auch S— 7, so ist
dann mit Hilfe der reflektierten Wellen eine Entfernungsbestimmung méglich.

Sind die den Reflexionen zukommenden Einsitze unklar, so sind die Seismo-
gramme des betreffenden Bebens benachbarter Warten heranzuziehen, die freilich dann
oft auch unklar sind, indem diese Unklarheiten nicht immer am Apparat, sondern an der
Ortlichkeit von B liegen. Manchmal hilft auch ein Diagramm eines zeitlich anders
gelegenen Bebens, aber vom gleichen Epizentrum, da Beben vom gleichen Epizentrum
und gleicher Stirke daselbst meist in B die gleiche Niederschrift liefern, freilich
tritt aus diesem Grund auch oft die gleiche Unklarheit im Einsatz &; auf.

Sind andererseits zwei Warten B’ und B” vom Epizentrum £ gleichweit ent-
fernt, etwa einige Megameter (I Meg. = 1000 kmj, zwischen B” und £ der Ozean,
zwischen B’ und £ der Kontinent gelegen, so unterscheiden sich nach den bisherigen
Erfahrungen die Diagramme eines Bebens in B’ und B£” voneinander im Aussehen.
Auch die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Oberflichenwellen Z scheinen dann, wie
z. B. die neueste Arbeit von TAMs zeigt, etwas verschiedene Werte zu haben.

Zeitweise kommt es auch vor, dal in E einige Zeit nacheinander,
etwa einige Minuten, zwei Stofle stattgefunden haben, welche Tatsache
dem Beobachter zunichst unbekannt ist. Wie leicht erkldrlich, kann er
dann den Irrtum begehen, die den P und S entsprechenden folgenden
Einsitze als Reflexionen aufzufassen. Sind P; und P, bzw. S; und S,
die aufeinanderfolgenden Einsitze, so muf fiir den erwihnten Fall S; — P,
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= S, — P, sein; fir den einen Einsatz, herrithrend von einer Reflexion,
ist dieses aber nicht giltig. Da die zeitliche Differenz der beiden oder
auch mehrerer Sté8e am gleichen E schlieBlich belanglos ist, so kann nach
Mainka, wenn irgendeiner der Bebenstdfe értlich aus anderen Beobach-
tungen bekannt ist, dieser Umstand eine relative Bestimmung des den an-
deren Einsitzen zukommenden Ausgangsortes (Anschluimethode) ergeben.

Es ist auch darauf hingewiesen worden (ODDONE, MESSERSCHMIDT),
dafB durch Reflexion Erdbeben an anderen Stellen der Erdrinde ausgeldst
werden konnen.

Wie schon bemerkt, sind im Herd, isotrope Verhiltnisse angenommen,
longitudinale und transversale Wellen voneinander unabhingig. Fir
den Fall der Reflexion hért aber diese Unabhingigkeit auf; aus einer
einfallenden Welle longitudinalen oder transversalen Charakters ent-
stehen dann zwei zuriickgeworfene Wellen verschiedener Art.

Unter besonderen Umstinden konnen, dhnlich der totalen Reflexion
des Lichtes, bei der Zuriickwerfung transversaler Wellen auch Ober-
flichenwellen entstehen. Diese gehoren zu jener groflien Gruppe von
seismischen Bodenbewegungen, die im Seismogramm eines nicht zu
nahen Bebens einige Minuten nach dem Einsatz S der transversalen
Wellen sich bemerkbar machen, vor allem durch Anwachsen der Stérungs-
periode. Das Eintreten dieser ,,langen‘* Wellen ist nur mit Minuten-
genauigkeit anzusetzen.

Bei den gelegentlich der Reflexion transversaler Wellen entstehenden lang-
periodischen Oberflichenwellen schwingen die Bodenteilchen in einer Ellipse, deren
Ebene parallel der Einfallsebene, d.h. der £(yF5 enthaltenden Ebene ist. Aber
auch ohne Mitwirkung von Reflexion ist das Bestehen von Oberflichenwellen még-
lich, wie zuerst RAYLEIGH theorisch gezeigt hat. Bei diesen Wellen schwingen die
Bodenteilchen ebenfalls in Ellipsen, deren Ebene parallel zur Fortpflanzungsrichtung
und senkrecht zur Erdoberfliche sind.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Wellen ist kleiner als die
der erstgenannten langperiodischen Wellen, etwa zwischen 3/ und
33/, kmsec™! liegend. Aus dem Umstand, dafl die grofien Achsen der
Oszillationsellipsen senkrecht zur Erdoberfliche stehen, ist ersichtlich,
daB diese Wellen eine vertikale Schwingungskomponente haben. Die
Neigungen, die hieraus hervorgehen, sind aber infolge der 40 bis 70 und
mehr Kilometer grofSen Wellenlangen, A =v -7, unmerklich und nur
mit besonders gebauten und empfindlichen Instrumenten nachweisbar
(vgl. S. 206). Die Aufzeichnungen zweier gegeneinander meist rechtwinklig
orientierten Seismographen fiir die horizontalen Komponenten und eines
fir die Niederschrift des vertikalen Anteiles der Bodenschwingungen
geben die Mbglichkeit, die Lage der Ebene, in der die Bodenteilchen
schwingen, festzulegen. Die hier angestellten Untersuchungen werden
mit Fortschreiten der Forschung sicher zahlreicher werden, noch manches
sicherer stellen und hierzu auch den Vergleich der Seismogramme naher
Warten hinzuziehen, was bisher noch gar nicht geschehen.
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Die vom Entstehungsort des Bebens, der fiir seismische Rechnungen
an der Erdoberfliche gelegen, also mit dem Epizentrum zusammen-
fallend angenommen wird, allseitig ausstrahlenden Oberflichenwellen
treffen zundchst am Beobachtungs-
ort B ein, Einsatz -L,, oben L,
eilen weiter und gelangen schlie3-
lich nach G, Gegenpunkt des Epi-
zentrums (Abb. 21). Von G strahlen
sie zuriick tiber B, machen sich hier
im Seismogramm bemerkbar, Ein-
satz Ly, nach E, von wo sie dann
wieder nach B wandern, Einsatz L3,
usf. Sind T';,, T; 5, T 3diedem Seis-
mogramm entnommenen Einsatz-
zeiten, v, q,v,5,v, gdiediesenWellen-

Abb. 21. gattungen zukommenden Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten, so ist:
vz, [kmsec=1] . (77,— Tk)[sec] = A [km]

vz,[kmsec™1] - TLO——YL, [sec] = (279 v — 2 4)[km]
vy [kmsec 1. (77,— 771)[sec] = 27y 7v[km],
wo 75 = 6370 km, 2757 = 40 000 km (Erdumfang) ist.

Bei stidrkeren Beben und empfindlichen Seismographen koénnen
noch weitere Wellen beobachtet werden. Als durchschnittliche Werte
fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeiten ergeben sich folgende Werte:
vy =33/g kmsec ™1, v, 5 =31/, kmsec—1, v;3 =31/5 kmsec—1. Da bei
groflen Epizentralentfernungen, 13000 km und mehr, die Einsitze P und
S meist nicht sehr scharf sind, die Bestimmung der Epizentralentfernung
also fraglich oder unméglich wird, schlagt K. Mack vor, die genannten
Formeln und Wellen zur Errechnung dieser Entfernung zu benutzen.

Abb. 22.

Als Abschluff dieser Betrachtungen iiber Seismogramme moge ein
solches in Abb. 22 wiedergegeben werden. Sein Epizentrum lag im tur-
kestanischen Gebiet und die Aufstellungsorte der Aufnahmeapparate der
seismischen Wellen befanden sich etwa 5000 km weit entfernt.
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Mit P, S sind die Einsitze der einleitenden Wellen longitudinalen bzw. trans-
versalen Charakters bezeichnet; die Ankunft der Wellen in B, nachdem sie einmal,
in P, zweimal, in 2’ und P”, zuriickgeworfen worden sind, ist durch PRy, PRs bzw.
mit SR, SRy angedeutet (vgl. auch Abb. 20). Weitere Einséitze im Diagramm konnen
auch u. a. dadurch entstehen. daB von Punkten (B), die B benachbart sind (Abb. 20)
und von unmittelbar von £ anlangenden Wellen getroffen sind, reflektierte Wellen
nach B ausgehen uud Welleneinsiitze etwa wie (£} in Abb. 22 hervorrufen. In der
Figur 22a steht versehentlich nur R.

Nach den Erfahrungen hingt das Aussehen der Seismogramme auch
von der Art der Auslosung des Bebens an Ort und Stelle ab. Bestand
die Auslésung der Stérung z. B. aus einem einzigen scharfen Ruck, so
ist das Bild der aufgenommenen Bodenbewegungen deutlich und macht
einer Einteilung keine Schwierigkeit. Setzte sich dagegen das Beben
z. B. aus mehreren nacheinander folgenden Zerreiflungen oder Verschie-
bungen von Schollen lings Verwerfungen zusammen, dann ist es, zumal
in groBeren Epizentralentfernungen, mit der Deutlichkeit des Seismo-
grammes nicht weit her.

Im Anschlub sei hier kurz auf Zhnlich aussehende Diagramme akustischer Vor-
ginge hingewiesen. Verlift ein Geschold die Rohrmiindung mit Uberschallgeschwin-
digkeit, so hort der geeignet aufgestellte Beobachter gewdhnlich hintereinander zwei
Knalle: den Geschofknall und den Miindungsknall. Werden die so entstehenden
akustischen Wellen mit Hilfe geeigneter Apparatur photographisch aufgenommen, so
zeigt das erhaltene Diagramm eine gewisse Ahnlichkeit mit einem Seismogramm, die
sich noch steigert, wenn Echoerscheinungen mitsprechen.

Da die Deutlichkeit der Einsitze und damit die Sicherheit der Lauf-
zeitkurve, namentlich fiir bestimmte Entfernungen, nicht immer {ber
allem Zweifel erhaben ist, hat K.Zoepprirz den Vorschlag gemacht,
die Amplitiidenmessungen zu benutzen, um eine Verbesserung der Lauf-
kurven zu erreichen. Es konnen hierzu nicht nur die Aufzeichnungen
einer Warte, sondern auch die aller vorhandenen Erdwarten herangezogen
werden, wenn sie nur zuverldssig und dem Stérungsgebiet nicht zu nahe
gelegen sind. Natiirlich miissen verschiedene vercinfachende Annahmen
gemacht werden, und nicht jedes Bedenken, das sich gegen manche
Voraussetzung erhebt, kann entkriftet werden, aber es geschieht doch
ein Schritt vorwirts. Von den Annahmen seien einige erwdhnt: punkt-
formiger Storungsort an der Erdoberfliche gelegen, Storung selbst aus
einem kurzen Ruck bestehend, Fehlen von Unstetigkeitsstellen im Innern
und von Absorption, iiber die bisher iiberhaupt nur ganz allgemeine
Angaben bestehen, allseitig gleichmiflige Ausbreitung der ausgeldsten
Energie auf Kugeloberflichen. Erforderlich ist das Vorhandensein einiger-
maflen genauer Laufzeitkurven, die zur Errechnung der Epizentral-
entfernung &/ und der Bodenverriickung in Richtung des am Beobach-
tungsort anlangenden Strahles dienen, d. h. des Einfalls- bzw. des Emer-
genzwinkels. Es ist leider nicht moglich, die aus den Amplitiiden-
messungen berechneten scheinbaren Emergenzwinkel e,5, zu benutzen, da
deren Zusammenhang mit dem wahren Emergenzwinkel und der Lauf-
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kurve noch nicht sehr sichergestellt ist. Fiir den Wert des Quotienten
aus der Geschwindigkeit longitudinaler und transversaler Wellen an der
Erdoberfliche mufl auch zurzeit ein Mittelwert fiir alle Beobachtungs-
orte genommen werden, auch er macht sich in den notwendigen Rech-
nungen geltend und ist der Verbesserung bediirftig.

Wire ein Seismograph vorhanden, dessen Pendelgewicht sich in der Richtung
des am Beobachtungsort anlangenden Erdbebenstrahles bewegen und somit die Boden-
verriickungen in dieser Richtung aufzeichnen konnte, was nach dem Vorschlag MAINKAs
innerhalb gewisser Grenzen wohl moglich ist, so wire die Rechnung einfacher.

Die aus den Amplitidenmessungen zweier Horizontal- und eines
Vertikalseismographen in B hervorgehenden Bodenverriickungen lassen
sich aber auch allein auf dem Weg der Rechnung ermitteln. Der Ver-
gleich der berechneten mit den beobachteten Bodenverriickungen ist der
Grundgedanke der Methode von ZoOEPPRITZ.

Sehr einfach wird dieser Weg — ihn geht ZoEPPRITZ zunichst —,
wenn nur die Bodenverriickungsverhiltnisse an einem Beobachtungsort B
und dann nur zwischen solchen, die durch anderswo zuriickgeworfene,
in B anlangende und dort geradenwegs ankommende Wellen gebildet
werden, also z. B.: Verriickung an der Stelle PR; im Diagramm zu
der dem Einsatz P entsprechenden. Sind zwischen Rechnung und
Beobachtung noch zu grofie Unterschiede, so werden die Reduktions-
faktoren fiir die Umrechnung bei der Umwandlung von Amplitiiden in
Bodenverriickung, die vom wahren Emergenzwinkel abhingig sind, so
lange gedndert, bis eine bessere Ubereinstimmung vorhanden ist. Die
neuen Emergenzwinkel geben wiederum die Grundlagen fiir eine neue
verbesserte Laufzeitkurve. Diese kurz angedeutete ZoeppriTzsche Me-
thode ist nach seinem Tod von L. GEeIGER und B. GUTENBERG weiter
ausgebaut worden. Die obengenannten Quotienten werden als abhingig
von der Epizentralentfernung 4 graphisch dargestellt; diesc graphische
Darstellung heiit Amplitiidenfunktion.

Die Durchfiithrung der Rechnung ergibt folgendes: Jeder Unstetig-
keitsstelle im Innern des Erdkérpers entspricht in der Amplitiden-
funktion ein Sprung. Die in der Kurvendarstellung abgelesene, zur Knick-
stelle gehorige Entfernung 4 kommt dabei jenem seismischen Strahl zu,
der die Unstetigkeitsstelle im Erdinnern streift. Dem doppelten Wert
von A entsprechend zeigt sich in der Amplitidenkurve eine Wieder-
holung des Sprunges. Die Methode hat eine grofle Empfindlichkeit.
Dadurch, dafl die Quotienten von Amplitiidden im gleichen Seismogramm
gebildet werden, wird die Wirkung der instrumentellen Fehler teilweise
unterdriickt.

Am Schluf des Abschnittes iber seismometrisches Gerat ist kurz
auf die Bestimmung der rdumlichen Lage des in B ankommenden Erd-
bebenstrahles hingewiesen worden. Nach S. 200 lafit sich das Azimut
des Erdbebenstrahles und somit auch das der Richtung B—~FE, d.1. des
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Winkels zwischen B—~>E und der Nord-Sidlinie auf Grund der Ampli-
tidenaufzeichnungen der ersten einsetzenden Wellen longitudinalen
Charakters bestimmen. Eine solche Azimutrichtung ist ein geometrischer
Ort fiir das Epizentrum. Wird die gleiche Ermittlung fiir einen zweiten
Beobachtungsort B’ vorgenommen, so ist in dem Schnittpunkt beider
Azimutrichtungen eine geniherte Bestimmung des Epizentrums gegeben.
Auf diesen Weg hat zuerst GaLitzin und nachher unabhingig MaINka
hingewiesen. Fiir eine genauere Berechnung der Lage des Epizentrums
sind mehrere Azimutrichtungen und die Anwendung der Methode der
kleinsten Quadrate nétig, wenn nicht ein graphisches Verfahren, unter
Umstdnden unter Zuhilfenahme eines nicht zu kleinen Globus, vor-
gezogen wird.

Es mag hier darauf hingewiesen sein, dal} die Zuhilfenahme eines geniigend
grolen Globus oder einer geniigend groflen Kugel manche zeitraubende Rechnuugen
erspart, deren Ergebnisse oft aus manchen Griinden nicht genauer sein konnen, als
bei Anwendung einfacher Mellmethoden auf dem Globus, oder auch nicht genauer zu
sein brauchen.

Eine Bestimmung der Azimutrichtung B—>LE und der Epizentral-
entfernung A fiir den gleichen Beobachtungsort B ergibt, wie leicht zu
iibersehen, einen weiteren Weg der Lagebestimmung des Epizentrums.
Auf den S. 210, 215 bis 216 sind gelegentlich anderer Mitteilungen bereits
Fingerzeige fiir dic Berechnung von Ort und Zeit eines Bebens auf Grund
seismometrischer Aufzeichnungen gegeben worden. Ist eine Laufkurve
fiir die zeitlichen Unterschiede S — P nicht vorhanden, so kann mit
Hilfe einer von Laska vorgeschlagenen Faustregel doch die Epizentral-
entfernung ermittelt werden. Sind P und S die bekannten zeitlichen
Angaben im Seismogramm, so ist (S—P)—1 =D, wo S—P in
Minuten und deren Bruchteilen, D’ in Megametereinheiten zu setzen ist.
R. ScuxemER in Wien hat fiir cine bessere Giiltigkeit dieser Formel
fiir die verschiedenen Entfernungen D’ Verbesserungen 4D’ angegeben,
die in der Tabelle Nr. 6 angefiihrt sind.

Tabelle Nr. 6.

D | 4D’ o | oap | » dD'
Meg. Meg. I Meg. Meg. Meg. | Meg. | Meg. Meg.
1 +o13 4 | —o73 6 | —oz0 9  —oa8
2 — 0,23 45  —o80 7 | —o3s 10 | 4o12
3 — 0,35 5 . —o79 8 | —ous 1 4047
. | 1z | 4110

Die in der Tabelle angegebenen dD’ geniigen fiir die Herstellung
einer graphischen Darstellung fiir die Abhingigkeit der 4D’ von den
D’ — 1 Meg = 1000 km.

Beispiel: P =8hymy3zs, S=8higmzos; (§S—P)—1=3,6Meg. =D,
dD'= — 0,74 Meg., also D' korrig = 4,86 Meg. Die verschiedenen Methoden der
Ermittlung der Lage des Epizentrums gehen letzten Endes doch immer auf eine Auf-
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losung des Dreiecks: Erdpol—Epizentrum—Beobachtungsort zuriick. Dieses Dreieck
kann man in Analogie zum nautischen Dreieck: Himmelspol—Stern—Zenit, das seis-
mische Dreieck nennen. Handelt es sich in diesem um die Berechnung der geo-
graphischen Linge und Breite des Beobachtungsortes (Zenits), so kommt in jenem
die Bestimmung der geographischen Linge und Breite des Epizentrums in Frage.
Zwischen beiden Problemen besteht eine deutliche Ahmlichkeit; die Aufldsung des
nautischen Dreiecks hat manche Anregung fiir die Behandlung seismischer Aufgaben
ghnlicher Richtung gegeben und wirkt anregend weiter.

Es konnen nicht alle Methoden seismischer Ortsbestimmung an-
gefithrt werden, eine zum gréBten Teil graphische sei noch ihrer Einfach-
heit wegen in folgendem kurz wiedergegeben. Sie ist von E. ROSENTHAL
angegeben und benutzt als Grundlage ein in sterographischer Projektion
ausgefithrtes Kartenblatt. Hierbei werden bekanntlich Kreise auf der
Erdoberfliche wieder als Kreise bzw. als Gerade abgebildet. Ein solches
Blatt kann leicht hergestellt werden, nachdem einige Hilfsgrofien, die
von den geographischen Ko-
ordinaten (Linge, Breite) der
Erdbebenwarten abhingen,
gerechnet sind. O. Krorz
hat fiir die meisten Warten

Abb. 23. Abb. 24.

diese Hilfsgrofen berechnet, in tabellarischer Form verdffentlicht und
dadurch die Methode bequem anwendbar gemacht. In der einen Meridian-
schnitt der Erde darstellenden Abb. 23 sei A der Projektionspunkt,
B die Warte mit der geographischen Linge A4 und der geographischen
Breite ¢, BE = BE' = 4, wo E das Epizentrum bedeutet. Die Pro-
jektionsstrahlen AE’ und AE schneiden die auf AC, senkrechte Pro-
jektionsebene ¢ in (E') bzw. (E), so daBl (E’) (E) der Durchmesser
des projizierten Kreises ist, M ist der Mittelpunkt desselben, also
(E"YM = (E)YM =v. Die Entfernung des Mittelpunktes M von C, ist

MCy=d = _ o8P und ferner 7 = Jr—14 . Der Erdradius
sin ¢ 4 cos 4

Cod ist als Liangeneinheit angesetzt. Stellt die Zeichenebene die
Projektionsebene dar, dann ist der Vorgang folgender: Die Projektion
des Erdpoles sei Cy, CG sei der durch Greenwich gehende Nullmeridian
(Abb. 24). Mit Hilfe eines Transporteurs werden die den geographischen
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Langen 4 entsprechenden Winkel der Warten B an CyG in Cy an-
getragen (ostliche Langen nach rechts, westliche nach links). Die geo-
cosgp
sing - cos 4
werden im entsprechenden Mafle von Cy aus auf den Strahlen CyB auf-
getragen und um deren Endpunkte B die Kreise mit # als Radien ge-
schlagen. Die verschiedenen Kreisbdgen schneiden sich in einer Schnitt-
figur, deren Schwerpunkt die Lage des Epizentrums geben. Durch Ab-
messung in der Zeichnung lassen sich dann leicht die geographischen

graphischen Poldistanzen von B 90— @ = CoB =d =

Koordinaten von E ermitteln. Es ist CoF = tg (45—;—(pE) in

Zentimetern, Az ist mit Hilfe des Winkelmessers leicht zu erhalten.

Beispiel: ¢ = 47°30’, -/ = 40°20': d = 0,450, »» = 0,432 oder fiir einen Karten-
kreisradius ¢ = 10cm: d = 4,50, » = 4,32; bei 0 = 20cm: d==9,0, » = §,64.

Sind @p, Az, dic Koordinaten der Erdbebenwarte, ¢z, 45 die des
Epizentrums, so ist fiir eine rein rechnerische Ermittlung der gesuchten
g und Az cos 4 =sin @g.sin @z cos @g. cos @z - cos (hy— Ap).
Bei einer grofleren Anzahl von Warten ist die Methode der kleinsten
Quadrate anzuwenden.

Die meisten Bestimmungen der Epizentra geschehen, wenn nicht makroseismische
Beobachtungen eine Festlegung erlauben, auf Grund der Aufzeichnungen ferngelegener
Warten und sind dementsprechend nur als angeniherte anzusehen. Genauer wiirden
solche Ermittlungen sein, wenn sie mit Hilfe der Registrierungen von dem Epizentrum
nahegelegener Warten geschehen wiirden, was bisher nur in wenigen Fillen geschehen
konnte.

Bisher ist der Umstand vernachlassigt worden, dafl die Stérungs-
quelle A (Abb. 25) unterhalb der Erdoberflache in einer gewissen Tiefe
gelegen ist. FEs sind einige Methoden, die Herdtiefe % zu bestimmen,
ausgedacht worden, ohne dafl aber
einwandfreie Ergebnisse erzielt worden
wiren.  Ahnliches gilt auch von der
Grofie der Steigzeit #,, d.h. der Zeit,
die die im Stérungsort ausgelosten Wellen
brauchen, um an die Erdoberfliche zu
gelangen. Die geologische Beschaffen-
heit der Erdrinde kann ferner zur Folge
haben, dafi der eigentliche Stérungsort
nicht senkrecht unter E liegt. Bei den
Laufzeiten fiir nicht zu nahe Warten ist
der EinfluB von % unmerklich. Auch fiir eine sichere Bestimmung von ¢,
und % sind mehrere dem Epizentrum nahegelegene Warten erforderlich,
die, wenn es moglich zu machen wire, die Zeiten mit einer Genauigkeit
von Zehntelsekunden geben miifiten.

Mit der Frage nach der Herdtiefe & eng verbunden ist die Kenntnis
der Lage des Wendepunktes P in der Laufzeitkurve L. K. In der

Abb, 23.
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Nizhe des Nullpunktes ist die L. K. nicht konkav gegen die Abszisse
gestaltet, sondern sie ist erst konvex, dann einige hundert Kilometer
vom Nullpunkt entfernt konkav gegen die x-Achse werdend und so
bleibend. Der Ubergang — Wendepunkt P, — von dem einen Teil zum
anderen ist selten genau festzulegen. Der von der Herdtiefe %z abhingigen
Entfernung dieses Wendepunktes vom Nullpunkt O der Kurve = 0Q,,
entsprechen Punkte auf der Erdoberfliche, die von Strahlen getroffen
werden, die aus der Stérungsquelle senkrecht zur Verbindungslinie Herd—
Erdzentrum austreten (Inflexions- oder Inversionspunkte P; in Abb. 25).
Unter einfachen Voraussetzungen liegen die P; auf einem das Epizentrum
umgebenden Kreise, was tatsichlich nicht eintreffen wird. Die Lage des
Wendepunktes P,, in der L. K. ist von der Epizentralzeit T z unabhingig.
Ist die Lage von P, in der L. K. bekannt und 4, die in der Kurve ab-
gelesene Epizentralentfernung dieses Punktes, so ist nach E. RosENnTHAL

die Herdtiefe 2 = 2 R - sin? @, wo R = 6370 km.
2

A. DE QUERVAIN gibt eine andere Formel an, um % zu bestimmen.
Ist 4 die Epizentralentfernung fiir einen dem Bebengebiet nahegelegenen
Beobachtungsort B, viong die als konstant angenommene mittlere Ge-
schwindigkeit longitudinaler Wellen, v die Geschwindigkeit der Ober-
flichenwellen, so wird:

Vlong —! Vlong 2
= o,5- (.4- T dt - vlong) A2 — (z]mi-}—” — dt- vlong) ,

wenn mit d¢ der Zeitunterschied des Eintreffens longitudinaler und Ober-
flichenwellen in B bezeichnet wird. Der Grad von Genauigkeit, den
die zwei obengenannten Ausdriicke haben, hidngt von den Groflen A4

Vlong

bzw. und d¢ ab; mit grofier Sicherheit lassen sich diese Daten freilich

nicht bestimmen. Es liegt noch die Moglichkeit vor, mit Hilfe des Emer-
genzwinkels ¢ die Herdtiefe % zu bestimmen; da die unmittelbaren Am-
plitiidenaufzeichnungen aber den scheinbaren Emergenzwinkel ergeben.
so muf} die Beziehung zum wahren, aus der L. K. abgeleiteten Emergenz-
winkel sichergestellt sein.

Wie aus den kurzen Hinweisen iiber die Methoden zur Bestimmung
der Herdtiefe hervorgeht, ist eine genaue L. K. als vorhanden voraus-
gesetzt, das ist auch bei allen anderen neueren Methoden der Fall.
Mit Ausnahme einer von L. PiLerim und einer von S.Monorovicié¢ ab-
geleiteten Laufkurve sind alle bisherigen L. K. aber unter der schon
erwihnten Voraussetzung eines auf der Erdoberfliche befindlichen
Herdes (E und H zusammenfallend) hergestellt. Gelegentlich einer
Untersuchung iiber die Ausbreitung seismischer Wellen in der ober-
sten Erdschicht nahm S. MonoroviCi¢ fiir 4 zunidchst einen mittleren
Wert an, zeigte aber, wie diese Aufgabe auf eine solche mit einem auf der
Erdoberfliche angenommenen Stérungsausgang zuriickgefiihrt, reduziert,
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werden kann. Auf diese Weise ergab sich die auf die Erdoberfliache
»reduzierte Laufzeitkurve'* (red. L. K.) und aus der weiteren Behand-
lung des Problems gleichfalls ein Weg zur Bestimmung der Herdtiefe.
Ist 4, die Entfernung des Punktes P; in Abb. 25 von E, so liegt in
der L. K. der Wendepunkt P, vom Nullpunkt O in der Entfernung
2 Ay; Py ist der Anfang der red. L. K. Sind mehrere Beben mit ver-
schiedenen Herdtiefen, also auch ver-
schiedenen 2 A, vorhanden, so kann
aber schlieflich die red. L. K. doch bis
zum Nullpunkt verlingert werden, so
dafl eine im Nullpunkt O beginnende
red. L. K. vorhanden ist. Eine erforder- E
liche Extrapolation bis O in Abb. 26 57 4'7
ist nicht schwierig, da die red. L. K. " A'l;’b 26
hier geradlinig verlduft. o

S. MonorovICi¢ gibt u.a. eine cinfache Formel zur Bestimmung
der Herdtiefe an, die an die oben von E. RosEnTHAL angefiihrte erinnert:

Akm

ho= {1 — cos (£+1) 4,}; fir k=0 ergibt sich die Rosen-

R
k41
tHALsche Formel. Fir das bekannte siiddeutsche Beben vom 16. No-
vember 1911 fand S. MonoroviCié eine Herdtiefe von rund 40 km und
fir die Entfernung A = 336 km, d.h. die red. L. K. beginnt in der
Entfernung 2 4» = 672 km vom Nullpunkt. Als Ordinate fir diesen
Punkt P, kommt die Laufzeit T = 2 ({5 4 ¢;) in Betracht, wo #;, Steig-
zeit, die Anzahl der Sekunden ist, die die Wellen brauchen, um von H
nach E zu gelangen. Fiir das genannte Beben findet S. MororoviCié
ty = rund 7 Sekunden; #;, die Laufzeit von £ zum Inflexionspunkt Py,
‘ist gleich 54 Sekunden. Die Bemiithungen, die Herdtiefe eines Bebens zu
bestimmen, bringen uns der Hauptaufgabe der Seismik: Ermittlung des
Weges und der Ausbreitungsgeschwindiglkeit der durch ein Beben aus-
gelosten elastischen Wellen und damit der Erforschung tiefer gelegener
Erdschichten ndher. Da ein Teil eines Seismogrammes, wie schon be-
merkt, entlang der Erdoberfliche dahinziehenden Wellen entspricht, so
wird dieser fiir solchen Zweck zunidchst nicht in Frage kommen. Aus
verschiedenen einfachen vorbereitenden Rechnungen ist es schon in den
ersten Jahren seismischer Forschung klar geworden, dafi die ein Beben-
diagramm einleitenden Wellen longitudinaler und transversaler Art durch
tiefer gelegene Erdschichten gegangen sein miissen. Die Niederschrift
eines Bebens an einem Beobachtungsort weist in ihrer Perioden- und
Amplitidenfolge auf gewisse Eigentiimlichkeiten des obersten Teiles der
Erdkruste hin. Die Zusammenfassung der Seismogramme mehrerer
Beben einer oder mehrerer Warten zu einer Laufzeitkurve, auch bis-
weilen nach A. Scamipt Hodograph genannt, erméglicht iiber den Winkel,
unter dem diese Wellen auf die Erdoberfliche auftreffen, und iber die
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scheinbare Oberflichengeschwindigkeit (vgl. S.213) bestimmte An-
gaben zu machen. Indem angenommen wird, dafl der Erdbebenstrahl
senkrecht zur Wellenfliche steht, wird eine isotrope Beschaffenheit des
von den Wellen durchzogenen Mittels vorausgesetzt, das aber inhomogen
und beziiglich seiner physikalischen Beschaffenheit von der senkrechten
Entfernung von der Erdoberfliche abhingig ist. Schliellich wird das
Erdinnere bis zu einer gewissen Tiefe als geschichtet betrachtet. Fiir
einen aus dem Stdrungsort, der als punktférmig angesehen wird, aus-
tretenden Strahl ist symmetrischer Bau angenommen, d. h. er trifft an
seinen Enden auf die Erdoberfliche unter gleichem Winkel. Wie in
der atmosphirischen Refraktion wird auch hier von einer Gleichung des
Strahles und seiner Kriimmung gesprochen.

Mit den angedeuteten Fragen haben sich mehrere Forscher be-
schiftigt, u.a.: A. Scamipt, R. v. KoEVEsLIGETHY, RUDzKI, OLDHAM,
Bennpory, Laska, Wiecuert, Knort, A. und S. MonoroviCié. Ge-
naherte Berechnungen wiesen zunichst darauf hin, dafl der Sehnen-
winkel der Epizentrum E und Warte B verbindenden Sehne kleiner als
sowohl der scheinbare, als auch der wahre Emergenzwinkel ist, der seis-
mische Strahl von E nach B somit nicht in die Sehne fallen kann, wenn
die Entfernung E—B nicht zu klein angenommen und von verwickelteren
Vorgingen abgesehen wird. Es erwies sich schlielich immer mehr die
Annahme als am geeignetsten, die seismische Strahlen als kreisbogen-
dhnlich voraussetzte und fiir alle derartigen Rechnungen Herd und Epi-
zentrum, sofern nicht Punkte in Frage kamen, die dem Epizentrum
sehr nahegelegen waren, als zusammenfallend hinstellte.  Auch die
Krimmung der Erdoberfliche, Wirkung der Schwerkraft, Unterschied
zwischen ozeanischem und kontinentalem Untergrund und andere Fein-
heiten mehr mufiten bei den ersten das Studium der Beschaffenheit des
Erdinnern verfolgenden Rechnungen unberiicksichtigt bleiben.

Der weitere Weg konnte ecin indirekter, d.h. ein von bestimmten
Annahmen iber das Gesetz der Geschwindigkeitszunahme nach dem
Innern zu ausgehender und an cine Laufzeitkurve sich anlehnender,
oder ein direkter ohne besondere Voraussetzungen, nur mit Hilfe der
vorhandenen Laufzeitkurve vorgehender sein. Beide Wege sind kurz
nacheinander begangen worden, und beide haben in grofien Ziigen das
gleiche Ergebnis geliefert, dafl vor allem die Einteilung des Erdinnern
in konzentrische Schichten eine nicht widersprechende Annahme ist.

WiecHERT, der 1906 zuerst zeichnerisch, dann auch rechnerisch den
indirekten Weg einschlug, konnte gleich zeigen, dafl die Anzahl der das
Erdinnere unterteilenden Schichten eine sehr kleine ist. Die in Betracht
kommenden einfachen der Optik und atmosphirischen Refraktion ent-
nommenen Gesetze mogen in Kiirze genannt werden. Die Abb. 27 stellt
die Strahlenebene dar, d.h. eine Ebene, die Erdzentrum Cy, Epizéntrum E,
Warte B und den von E ausgehenden Strahl EPP,P, enthilt; seit-
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liche Brechungen sind als nicht vorhanden angenommen. Auch das
Nichtiibereinstimmen dieser Annahme mit der Tatsache wird das Er-
gebnis in seinen groflen Ziigen nur wenig beeinflussen. Die Strahlen-
symmetrie ist in der Zeichnung
ersichtlich. Es ist 7, Winkel
zwischen Strahl und Radius, der
Einfallswinkel, e der Emergenz-
winkel, P ein beliebiger Strah-
lenpunkt, P, der tiefste und P
der Auftreffpunkt=FEbzw.=B;
die entsprechenden Radien sind
r,7,und 7,. Ist v die Strahl-
geschwindigkeit in irgendeinem
Punkt P des Strahles sir, v,
die in P* v, die in P,, so lautet
die Gleichung des Strahles:

r . r .. .
——Sinfi=-—-CoSe=m- -7 SINE=1,7,°SINZ, = #y -7, = ¢,
v ]
. . %o . . I &7
wo also fiir alle Punkte des Strahles ¢ eine Konstante = o sin ¢, == o
o k23

ist. Esist 7, = 6370 km, ¢, ist der Laufzeitkurve fir cin bestimmtes A,
wie bereits gezeigt (S.213), zu entnehmen; fiir v,, die Emergenzwinkel-
geschwindigkeit longitudinaler oder transversaler Wellen fiir die Erd-
oberfliche, wird, wie schon bemerkt, fiir die ganze Oberfliche der Erde
ein Mittelwert als giiltig angenommen, was freilich genau betrachtet nicht

zutreffen wird. Abgesehen hiervon ist der Ausdruck g’— - sin ¢, fur alle
o

Punkte P, mit gegebener Epizentralentfernung 4 zu berechnen méglich

und somit auch die Strahlkonstante c fiir jeden Strahl EPP, = EPB. Fir

einen bestimmten Punkt von s# in einer Schichtgrenze S wird die Strahlen-

kriimmung, d. h. der reziproke Kriimmungsradius, bestimmt nach der Formel

I 1 dv sins dv s
— =— . -sini=n-——-CoOSe¢
0 v dr ar a0 XV
¢ dv A
_— . £ af
r dr

AlleStrahlenteile in dieser Schicht-
grenze haben die gleiche Kriim-

1 dov . .
mung, wenn — - — fiir einen Strah-
r dr
lenteil in einer Schichtgrenze S
gegeben ist.
Durchziehen zwei Strahlen sf7; und séry (vgl. Abb.28) die gleiche
Schichtgrenze (Niveaufliche) S unter den Neigungen %; und 75, so

Einfiihrung in die Geophysik. 15
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I

gilt: sin¢; : sin¢, = gf: o7 Durchsetzen diese Strahlen eine andere

1 02 .

Schichtgrenze S’ unter den Winkeln 4 und 23, 'so ist: siny : sin,
=sin4] :sindy und schlieBlich: ¢;: 0, = 03: 01.

Innerhalb der zwischen zwei Schichtgrenzen S und S’ verlaufenden

Strahlenteile haben der Annahme nach denselben Kriimmungsradius,

das ist der Kunstgriff der Methode. TFiir die einzelnen Schichten sck

. . . d
werden die Strahlenteile als kreisbogenférmig angenommen, d. h. ’:T d—z

gleich einem konstanten Wert. Der Anschlufl der einzelnen Schichten

aneinander geschieht stetig, so dafi sich nur der Kriimmungsradius des
Strahlenteiles indert, eine Brechung aber nicht stattfindet. Auf diese
Weise 148t sich zeichnerisch mit wenig Rechnung der Gang des Strahles
fiir verschiedene Epizentralentfernungen bis in die entsprechenden Tiefen
verfolgen.

Beispiel: Der Erdmittelpunkt Cj (Abb. 29) wird mit £ und By (EBy = ) ver-
bunden, die Radien iiber £ und B verlingert und an die Verlingerungen die zu </
gehorigen, der Laufzeitkurve entnommenen Winkel i bzw. ¢, die wahren Emergenz-
winkel, eingetragen (vgl. S. 213, Tabelle 5). Schnitt der freien Schenkel ist Cy.

G E= C, By =py ist der Kriimmungsradius des Strahles £5) = s#r, dessen tiefste
Stelle S3 sich als Schuitt von s#7 und € Cp ergibt. Scheiteltiefe # = Schichtdicke
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der Schicht I; gy und # konnen der Zeichnung entnommen werden. Gang des Strahles
EBs>: Radius Cy By =7y zu zichen; Winkel ¢z, aus der Laufkurve fiir 5 bekannt,
an die verlingerten CyZ und CyB anzutragen. Der Kriimmungsradius go des in der
cos ¢
cos ¢

stabgerecht auf den freien Schenkeln der in B; bezw. E angetragenen Winkel ¢ ab-
gegriffen; so ergibt sich der Mittelpunkt des Strablenteiles Bodz= E4 als G
bzw. Ca. Werden A43Cy und 4 Cp bis zum Schnitt verlidngert, so ist C3 der Kriim-
' mungsmxttelpunkt des Strahlenbogens 4j 4g, dessen tiefste Stelle Sy sich als Schnitt
von C3(Cp mit dem Bogen A4; Ay ergibt. Scheiteltiefe # — # = Schichtdicke von II.

" Schicht I verlaufenden Strahlenteiles ist aus: go =gy - bekannt und wird maf-

Nach der Formel g,= g1 - zzz ? kann fiir jeden in I verlaufenden Strahlenteil der
Z

Kriimmungsradius g; berechnet werden. Die Kriimmungsradien der in II verlaufenden
Strahlenteile werden &hnlich wie die fiir I erhalten, ebenso die der ganzen erginzen-
den Schlubbdgen. Fiir die ersteren ist zu beachten:

cose’'s  cose cos ¢ cos ¢
== und cAyC3=——="03=04= A3C5 usw.
cose’s coseg cos ¢3 cos ¢3

Winkelgroflen und Strecken lassen sich in einer in gréferem MaB-
stab ausgefithrten Zeichnung ablesen. Die Ausbreitungsgeschwindig-
keiten v der Wellen an den tiefsten Strahlpunkten sind, da die Winkel
der schliefenden Strahlbégen in den Scheitelpunkten = go0° sind, aus
der Gleichung: Io.jﬁz—g- zu errechnen. ¢ ist fir die fragliche Ent-

o e
fernung 4; = EB; aus der Laufzeitkurve zu ermitteln. 7, =EC,, v,
ist bekannt und gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit longitudinaler
bzw. transversaler Wellen an der Erdoberfliche, #’ ist der Radius der
Schichtgrenze N; der Zeichnung zu entnehmen.

Der Verlauf der Geschwindigkeiten v (vgl. Tabelle Nr.7, S.229)
im Innern der Erde 148t sich auch an einer graphischen Darstellung des
Verlaufes der v mit den zugehorigen Strahlentiefen bequem ablesen.

Aus dem obigen zeichnerischen indirekten Verfahren WieEcHERTS
ergibt sich, daB fir einige aufeinanderfolgende Schichtgrenzen die Kriim-
mungsmittelpunkte sehr nahe beieinander liegen. Es lassen sich also
mehrere Schichten zu einer zusammenfassen, fiir die der Kriimmungs-
radius konstant ist. Diese Zusammenziehung ergibt, da8 fiir die Dar-
stellung des Erdinnern zwei Schichten und ein Kern geniigen. Weitere
eingehendere Untersuchungen zeigten, dafl noch Unterteilungen vor-
handen sind.

Diese Untersuchungen beruhen aber auf rein rechnerischem Ver-
fahren. WiECHERT hat seinem zeichnerischen, indirekten Verfahren bald
ein rechnerisches, indirektes folgen lassen. 1907 hat HeErcLoTz mit Hilfe
der AmeLschen Integralgleichungen eine direkt arbeitende Methode an-
gegeben, um aus den Laufzeitkurven ohne weitere Hilfsannahmen iiber
das Erdinnere den Verlauf der seismischen Strahlen finden zu kénnen.
Die rein theoretischen Ausfiihrungen von HERGLOTZ hat 1910 WIECHERT
in eine fiir die praktische Rechnung geeignete Form gebracht. Nach

15*
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diesem Vorgehen wird eine Beziehung zwischen Scheiteltiefe, tiefster
Einsenkung eines Strahles und zugehériger Epizentralentfernung her-
gestellt. Bei allen bisherigen derartigen Arbeiten ist aber bei der Kon-
struktion der Laufzeitkurve stets angenommen, dafl Epizentrum und
Herd zusammenfallen. Der Erste, der von solcher Voraussetzung ab-
geht (vgl. S.222), ist S. Monorovi&ié, der, anlehnend an eine von dieser
Annahme freien Laufkurve die Hercrorzsche direkte Methode fiir die
Untersuchung des Verlaufes der Ausbreitungsgeschwindigkeiten der ein
Seismogramm einleitenden Wellen benutzt.

Die Ergebnisse der einzelnen grofferen neueren Untersuchungen iber
die Verteilung der Ausbreitungsgeschwindigkeiten und somit schlieilich
iiber die Beschaffenheit des Erdinnern zeigen in den Hauptziigen keine
auffallende Abweichung voneinander.

1873 hat Dana, 1897 E. Wiecuert die Hypothese aufgestellt, das
Erdinnere sei ein Eisenkern, umgeben von einem Steinmantel, der Halb-
messer des ersteren etwa gleich 4/, des Erdradius und die Dicke des
Mantels rund 1500 km. Als mittlere Dichte fiir dic Erde nimmt WIECHERT
51/,, fiir den Eisenkern 8 und fiir die Steinkruste 31/5 an. Dieser Hypo-
these lagen die Resultate der Arbeiten tiber die Abplattung der Erde,
Nutation, Prizession, Variation der Schwerkraft, Lot- und Polschwan-
kungen, Ebbe und Flut zugrunde.

Bedeutend geférdert wurden die Untersuchungen iiber die Be-
schaffenheit des Erdinnern nach 1900, als der physikalische Teil der Erd-
bebenkunde, vor allem aber die Berechnung des Ganges der seismischen
Strahlen immer mehr Boden gewann. Auf Grund der Géttinger Lauf-
zeitkurven fiir Wellen dilatationaler und torsionaler Art (1906—1907)
wurden erst mit Hilfe der indirekten Methode WiEcHERTS, dann unter
Anwendung der direkten Methode von HEercrorz, fiir die praktische
Rechnung von WIECHERT umgearbeitet, in Géttingen (1907—1910) von
WiecHERT und seinen Schiilern K. Zoerppritz und L. GEIGER Berech-
nungen in obiger Richtung ausgefiihrt. Nach diesen Arbeiten nehmen
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten longitudinaler und transversaler
Wellen im Steinmantel von 7,0 bzw. 4,0 kmsec—1 an der Erdoberfliche
bis 12,8 bzw. 6,9 kmsec—1 in rund 1500 km Tiefe allmihlich zu und bleiben
dann bis etwa 3300 km Tiefe konstant. Das Fehlen eines Sprunges in
der Darstellung der Geschwindigkeiten beim Ubergang des Steinmantels
zum Eisenkern mufl als bemerkenswert verzeichnet werden. Die bei-
gefiigte Tabelle Nr. 7 gibt eine Zusammenstellung der eben erwihnten
Laufzeiten T, der aus ihnen abgeleiteten sinus ¢,-Werte (vgl. S.229)
— 3, =00 —e, ist der Einfallswinkel (vgl. Tabelle Nr.s5, S.213 —,
der Scheiteltiefen ¢ der Strahlen und der fiir £ bercchneten Ausbreitungs-
geschwindigkeiten ¥iong bzZW. Uwans. Unter 4 sind die Epizentralentfer-
nungen angegeben, zu denen die Groflen 7, sini, und ¢ gehoren.
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Tabelle Nr. 7.

1 a ¢ v

pu sin 7

long trans long trans long | trans
km . sec } sec long ] trans km km kmsec —t
2000 | 257 460 | o,7960 | 0,7960 330 330 8,55 477
2500 ! 310 555 -| 7233 7233 487 487 9,18 | 3,12
3000 ' 358 641 6554 6554 654 654 9,81 | 548
3 500 [ 402 719 | 5980 5941 823 831 | 1045 | 586
4000 | 442 789 5477 5398 996 1016 15,07 | 6,25
4 500 ’ 478 834 4997 4916 1183 1204 11,70 6,60

5000 512 913 4570 4653 1374 | 1310 | 12,35 | 6,83
5500 | 542 971 4274 4624 1520 1345 12,78 6,35
6000 | 572 1028 4260 4571 1535 1397 12,78 6,87
6500 | 601 1084 4228 4527 1575 1455 12,78 6,87
7000 = 631 1140 4179 4455 1629 1516 12,78 6,87
7500 | 660 1194 4116 4379 1703 1600 12,78 6,87
8000 . 688 1204 4037 4289 1790 1695 12,78 6,87
8500 | 716 1301 3948 4190 1883 1800 | 12,78 6,87
9 000 743 1354 3847 4082 2006 1925 12,78 6,87
93500 769 | 1404 3737 3938 2125 | 2050 | 12,78 | 6,87
10 000 795 1453 3616 3830 2269 | 2198 12,78 6,87
10500 | 820 | 13500 | 3492 3689 2415 | 2335 | 12,78 | 6,87
11000 | 844 1545 3356 3545 2565 2510 12,78 6,87
11500 867 1588 3210 3384 2730 2670 12,78 6,87
12000 | 888 1629 3053 3220 2903 2858 12,78 6,87
12 500 ‘ 909 1668 2893 3048 3090 3030 12,78 6,87
13000 | 929 | 1705 | 02732 | 02873 3272 | 3235 12,78 | 6,87

Anschlieflend an dic von K. Zoerppritz eingefithrte Amplitiden-
methode, stellten L. GEIGER und ein anderer Schiler WiecHERTs, B. Gu-
TENBERG, weitere Berechnungen {iber den Verlauf der seismischen
Strahlen im Erdinnern an. Die Tabelle Nr. 8 gibt Auskunft idber die
Tiefen, in denen die Unstetigkeitsflachen auftreten, gleichzeitig sind die
Geschwindigkeiten vlong Und ¥erans, mit der sich die longitudinalen bzw.
transversalen Wellen dort ausbreiten, angefithrt. Unter 4’ ist jetzt
die zum Grenzstrahl — Strahl, der die Unstetigkeitsflache berithrt —
gehdrige Epizentralentfernung zu verstehen. Die Zahlenwerte sind ab-
gerundet gegeben. Bis zur ersten Unstetigkeitsilache, in einer Tiefe von
1200 km, steigen die Geschwindigkeiten von 7,0 bzw. 4,0 allmihlich an,
nehmen dann weiter langsam zu und erreichen an der dritten Unstetig-
keitsfliche die Werte 13,3 bzw. 7,3 kmsec—1. An diescr Fliche fallen
- beide v-Werte auf 13,15 bzw. 7,2 kmsec—! und bleiben bis zur vierten
Unstetigkeitsfliche konstant. Hier in 2900 km Tiefe tritt ein weiteres
Fallen auf 8,5 bzw. 4,7 kmsec—1 ein.
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Tabelle Nr. 8.

Tiefe i P
. long | trans
km kmsec —1 km

1200 11,9 6,6 4480
1700 12,2 6,9 7000
2450 13,3 7,3 8450
2900 | 13,15 | 7,2 9500

DU N

Die in der Tabelle Nr.8 angegebenen viaqs-Werte beziehen sich auf
Wellen torsinaler Art, bei denen die Erdteilchen in der Erdmittelpunkt,
Stérungsquelle, Beobachtungsort enthaltenden Strahlenebene schwingen.

Mit der obenerwidhnten Abnahme der Geschwindigkeiten longitudi-
naler Wellen bis zur Tiefe 1700 km stimmen E. Ruporer und S. SzirRTEs
gelegentlich der Bearbeitung des kolumbianischen Bebens (31. Januar 1906)
nahezu iberein. Dann aber bleibt der Wert fiir 100z bis zur Tiefe von
3500 km konstant, um dann wieder langsam zu fallen.

S. Monorovi€ré in Agram (Zagreb) hat sich unter Benutzung der
mikroseismischen Beobachtungen, die sich gelegentlich des siiddeutschen
Bebens (16. November 1911) ergaben, ebenfalls sich an die Hercrorz-
WiecnERTsche Methode anlehnend, mit der Berechnung der Geschwindig-
keiten longitudinaler Wellen im Erdinnern beschiftigt. Er findet fiir
die Dicke der obersten Erdkruste 56—60 km; innerhalb dieser nimmt er
in den Tiefen 3—31/, km und 30—35 km zwei weitere Unstetigkeits-
flichen an. ,ng steigt nach S. Monorovi€ié vom Oberflichenwert
Vlong = 5,8 kmsec—1! langsam an und erreicht in der Tiefe 50—60 km
den Wert 7,0 kmsec—1. Diese Diskontinuititsfliche wurde schon von
A. Mounorovi¢i¢ gelegentlich der Bearbeitung des Kulpatalbebens (10. Ok-
tober 1909), ebenso der Gang von Uong gefunden. In einer Tiefe von
120 km findet S. MonoroviCié eine weitere auffallende Grenzfliche
zweier Schichten: in der oberen Schicht wichst ving schneller an als
in der unteren. FEine weitere bereits von MILNE, LAska, BENNDORF
erwihnte Unstetigkeitsfliche ist nach S. MonoroviCié in einer Tiefe
von 400 km zu suchen; hier fillt vjong von 8,9 auf 8,7 kmsec—1. Er weist
‘ferner auf zwei merkwiirdige Ergebnisse hin: Der vom Herd ausgehende
und in 2530 km Entfernung die Erdoberfliche wieder treffende Strahl
hat seine gréfite Tiefe in 366 km, wogegen der in einem Abstand von
3025 km die Erdoberfliche wieder erreichende Strahl in 633 km seine
grofite Tiefe erreicht. Nach S. MonoroviZi¢ sind noch weitere Unstetig-
keitsflichen in den Tiefen 1200, 1740, 2000 und 2500 km anzunehmen.
Der Verlauf der vjong-Werte ist in diesen Tiefen etwa folgender: Von der
Unstetigkeitsfliche in 1200 km Tiefe an steigt der Wert fiir viong
= 12,3 kmsec—1! langsamer an, als oberhalb dieser Fliche. In der Tiefe
von 1740 km wird iong schlieBlich = 13,2 kmsec™1 und nimmt dann
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bis zur Fliche in 2000 km Tiefe langsam bis 13,3 kmsec™1 zu. An dieser
Unstetigkeitsfliche fillt dann innerhalb 150 km w5 von 13,3 auf
13,2 kmsec—1, bleibt bis 2500 km Tiefe konstant, und geht dann bis
2800—2900 km Tiefe allmihlich auf 13,0 kmsec—1 herab.

Als allerdings noch nicht abgeschlossenes Gesamtergebnis geht aus
den obigen Einzelresultaten von S. MonoroviCi¢ ein Eisenkern von
3500 km Radius hervor, der von einem Steinmantel von 2870 km Dicke
umschlossen ist. Der Steinmantel ist seinerseits wieder dfters von Unstetig-
keitsflichen, an denen auffallende Anderungen der viong-Werte auftreten,
unterteilt.

Zwischen den Ausbreitungsgeschwindigkeiten elastischer Wellen und
den elastischen Koeffizienten des Stoffes bestehen bestimmte Beziehungen,
so dafl es moglich ist, aus den ersteren die letzteren zu berechnen. Auf
diese Weise wird das elastische Verhalten des Materiales des Erdinnern
solchen Wellen gegeniiber bekannt.

Nach E. Wiecrert wird der Widerstand eines Korpers gegen ein-
seitige Kompression bzw. Dilatation mit a2, der gegen Formverinderung
mit b2 bezeichnet. Zwischen diesen und den Lamgschen elastischen
Konstanten A und gbestehen folgende Gleichungen: 4 = a2 —b2 undu =b2.

Ist 6 die Dichte des Materiales fiir die betrachtete Stelle, so ist:

A=2d- (7/2long_27/2trans)7 = 0 + ¥%ans-
Das Verhiltnis aus der Verminderung der Querdimension zur Vergrofie-
rung der Linge beim Wirken von Zugkriften, Poissonsche Konstante g,
deren Konstanz aber doch nicht aufier Zweifel steht, steht ebenfalls zu
den Werten iong Und ians in Beziehung. Es ist:

6 =0, 7/2long""2 * 92rans _ at—2 Vlong
= 0,5 * —5— g =, =
v2long'— V%rans 2 (a — I) Ztrans
1 I .
Ist: a=2—, 2, xl—, I— so ist:
2 4 2
o 2 1 1 I
= ? o T -
"5 3 4 10
Es seien noch die lineare Elastizitit, Younascher Modul, Widerstand,
den ein freier Stab von der Linge 1 einer Dehnung entgegensetzt, = E

und die kubische Kompressibilitat, Koeffizient, Volumenelastizitit K ge-
nannt. KEs ist:
3712long -_ 47/2trans _ (I —_2 0') . (I + O')

E=g. 2ﬂu‘ans ° = N
'azlong — 2/2tmns 1—0 "E? N
4 1 1+0 2 140
K=d'(7j2long—‘*7jznaus)=”_“' .02-—-_.A___ .52’
3 3 1—¢ 1—20
] at b2
wo Vlong = —6“ und 'ytrans

Diese kurze Zusammenstellung iiber den Stand des physikalischen
Teiles der Erdbebenkunde, die sich dem Rahmen dieser geophysikalischen
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Monographie einfiigen sollte, weist u.a. darauf hin, daB es mit Hilfe
der durch ein Beben ausgelésten elastischen Wellen méglich ist, iiber
die Beschaffenheit der unter uns befindlichen Erdschichten Aufschluf3
zu erhalten.

Die auf kiinstlichem Weg z. B. durch Sprengungen erregten. ela-
stischen Wellen longitudinaler und-tranversaler Art sind auch bereits:
vor lingerer Zeit dazu benutzt worden, um die Geschwindigkeitswerte
dieser Wellen in den. oberen Erdschichten zu bestimmen, damit aber
einen Aufschlufl- iiber die Elastizitdtsverhiltnisse der obersten Erd-
schichten zu erhalten.
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Dritter Teil.

Die endogen-dynamischen Vorginge
der Erde.

Von Professor Dr. E. Tams.

Einleitung.

Im 3. Teile dieses Buches handelt es sich um den Versuch einer kurz
zusammenfassenden Darstellung des Grenzgebietes von Geophysik und
Geologie, namlich der endogen-dynamischen Vorginge, welche an der Aus-
gestaltung des Antlitzes der Erde, wic es uns in den Kontinenten und
Ozeanen; Gebirgen und Vulkanen entgegentritt, gearbeitet haben und
noch gegenwirtig tatig sind. Wir bewegen uns hierbei der Natur der Sache
nach meist auf dem schwankenden Boden der Hypothesen, weshalb auch
davon abgesehen wurde, die verschiedenen Ideen in ein formelmiBiges Ge-
wand zu kleiden. Es wiirde dadurch vielfach der Schein einer solchen Be-
stimmtheit und Genauigkeit erweckt worden sein, wclche den einzelnen
Uberlegungen infolge der Unsicherheit mancher Voraussctzungen nicht
zugeschrieben werden kann. Um aber den Vorstellungen einen festen Halt
zu geben, wurden lberall dort, wo es moglich war, mehr oder weniger be-
stimmte Zahlenwerte mitgeteilt. Andererseits mufite es bei dem wesent-
lich allgemeinen Charakter der Darstcllung ebenso vermieden werden, der
auflerordentlichen Mannigfaltigkeit der Beobachtungstatsachen zu sehr
Raum zu. geben.

Es kam dem Verfasser in erster Linie darauf an, 'in einer auch
dem Nichtgeophysiker verstindlichen Weise einen Uberblick iiber die
leitenden Grundideen eciner endogenen Dynamik der Erdrinde zu geben.
Das Methodische mufite dabei ganz zuriicktreten. Nur im Abschnitt iber
Erdbeben sind die direkten (im Felde anwendbaren) makroseismischen
Untersuchungsweisen kurz beriihrt worden. Im iibrigen konnte beziiglich
der einschligigen Forschungsmethoden vielfach auf den 1. und 2. Teil
dieses Buches verwiesen werden, zu denen eben dieser 3. Teil eine nach
der Geologie hiniiberleitende Ergidnzung darstellen soll. Bei dem Lesen
mancher Abschnitte dieses 3. Teils diirfte die gleichzeitige Benutzung eines
guten Atlasses sehr férderlich sein. Einige fir die hier behandelten
Fragen in erster Linie in Betracht kommende umfangreichere Lehr-
und Handbiicher sind am Schlufl noch besonders angefiihrt.
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I. Die Herausbildung des Grundgeriistes der Erdrinde.

1. Horizontale und vertikale Gliederung der Erdrinde.

Betrachtet man eine Weltkarte, so fillt einem sogleich der Gegen-
-satz von Land und Wasser oder, bestimmter ausgedriickt, zwischen
Kontinenten und Ozeanen in die Augen; und erfa8it man dann diese
Gegensitze in ihrer ihnen eigentiimlichen riumlichen Ausdehnung, so
hat man die beiden Typen der Grof3formen der Erdrinde, den Kontinental-
block und das Ttrefseebecken, vor sich. Jener gehort der Lithosphdre
unserer Erde an, dieses ist von der Hydrosphire erfiillt, welche aber ihrer-
seits seicht und mehr oder weniger weit auch noch die Oberfliche des
Kontinentalblocks, die Kontinentaltafel, iberspiilt. Trigt man nimlich in

einem rechtwinkligen Koordinatensystem auf der
Meter] Ordinatenachse die Hohen und Tiefen und auf der
9000k-gs00 Abszissenachse die Mafizahlen der zu den einzelnen

000 Hohen- und Tiefenstufen gehérigen Flichenareale
Z%Z [ * ab, so lehrt die so gewonnene hypsographische Kurve

5000\ der Erdrinde (Abb. 1), dal der Abfall in die Tief-
4000 seeregion erst etwa 200—300m unter dem Meeres-
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Abb. 1. Hypsographische Kurve der Erdrinde nach H. WAGNER.

spiegel beginnt (stellenweise vergroflert sich dieser Betrag noch um einige
100 m), so daB also die Kontinente ringsum von einem bald breiteren,
bald schmileren Flachseegiirtel umgeben sind. Diese Auflenzone der
Kontinentaltafel heifit der Schelf; sie reicht bis zum Kontinentalrand,
an dem der Kontinentalabhang, die steile, aktische Region, einsetzt und
in die Tiefseetafel iiberfiihrt.

Wie nun die Kontinentaltafel vielfach Kulminationsgebiete (Gebirge,
Hochlinder), die zu grofien Hohen (Maximalhghe: Gaurisankar 8840 m)
ansteigen, aufweist, so zeigen sich in der Tiefseetafel stellenweise be-
sondere Depressionsgebiete (die ozeanischen Griben) von vergleichsweise
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geringer Ausdehnung, aber bedeutenden Tiefen (bisher gelotete Maximal.
tiefe: 9788 m im Philippinen-Graben). Nach H. WagNER1) ist die mittlere
Hohe der Landfliche iiber dem Meeresspiegel nach unseren gegenwirtigen
Kenntnissen auf 820 m und die mittlere Meerestiefe auf rund 3700 m
zu veranschlagen. Von Interesse sind dann noch die beiden Begriffe
des mittleren Niveaus der starren Erdrinde oder auch des mattleren Krusten-
niveaus sowie des mittleren Niveaus der physischen Erdoberfliche. Jenes
ergibt sich, wenn man sich das Wasser fortgeschafft und alle vorhan-
denen Unebenheiten durch gleichmiflige Verteilung der gesamten Land-
masse ausgeglichen denkt; es liegt rd. 2400 m unterhalb des Meeresniveaus
und kann begrifflich als Grenze zwischen Kontinentalblock und Tiefsee-
tafel angesehen werden. Dieses wird gewonnen, wenn man nun tber die
50 eingeebnete Kruste die Wassermasse ausbreitet; es befindet sich etwa
240 m iiber dem Meeresniveau und stellt im Mittel die Grenze gegen die
Atmosphire dar.

Rechnet man einmal die<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>