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VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 

Die zweite Auflage der Einführung in die Infinitesimal­
rechnung ist wesentlich erweitert und dabei in zwei Bänd­
chen geteilt worden, deren erster hier die Differentialrech­
nung behandelt. Von graphischen Methoden ausgehend 
und immer auf sie gestutzt werden die Differentialquotienten 
der rationalen, irrationalen, goniometrischen und zyklometri­
schen Funktionen abgeleitet. Der Logarithmus ist dem zweiten 
Teile vorbehalten. 

Auch in dieser zweiten Auflage sind allenthalben die Dif­
ferentiale vermieden, was nach den langjährigen Erfahrungen 
des Verfassers im Schulunterrichte nicht nur angängig, son­
dern sogar von Vorteil ist. 

Manche wertvollen Ratschläge von Fachgenossen, die mir 
teils in gedruckten Besprechungen, teils brieflich zugegangen 
sind, habe ich bei der Neubearbeitung verwerten können; 
ich möchte hierfilr auch an dieser Stelle danken. 

Dem Bändchen ist das Bild von Leibniz (21. VI. 1646 
bis 14.XI. 1716), dem einen großen Erfinder der Infinitesimal­
rechnung beigegeben; die Inschrift auf seinem Grabe in der 
Neustädter Kirche in Hannover lautet schlicht: Ossa Leib­
nitii (die Gebeine von Leibniz). 
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ERSTES KAPITEL 

§ 1. ÜBER DIE ABSTRAKTION. LINIE UND PUNKT 
ALS GRENZBEGRIFFE 

Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften des mensch­
lichen Geistes ist die Fähigkeit der Abstraktion, die von 
klein auf durch die Erziehung gebildet und geübt wird. Abs­
trahieren heißt wörtlich übersetzt abziehen; abstrahieren be­
deutet aus sinnlich Wahrnehmbarem Begriffe ableiten. Be­
griff kommt von begreifen her, bezeichnet also ursprüng.­
lich etwas, das man anfassen, mit den Händen betasten 
kann. Nach und nach hat aber das Wort seine Bedeutung 
völlig gewandelt und bezeichnet seit langem etwas, das man 
nur mit dem Verstande "erfassen" kann. Unsere deutsche 
Sprache ist, wie nur eine, plastisch, und wenn man nur ge­
nau aufpaßt, namentlich aber wenn man sie historisch-ety­
mologisch betrachtet, so enthüllen sich ungeahnte Schön­
heiten; da ergeht es einem manchmal, wie wenn man ein 
Stereoskopbild durch ein Stereoskop ansieht - es wird 
plötzlich plastisch, es erhält Tiefe, klar und greifbar deutlich 
steht aUes da. 

Jede Wissenschaft ist abstrakt, aber bei keiner tritt dies 
so deutlich schon in den ersten Anfängen zutage, wie bei 
der Mathematik. Versetzen wir uns einen Augenblick zurtick 
in j.ene Zeit, in der uns die Anfangsgrunde der Geometrie 
gelehrt wurden. Da wurde vielleicht von einem Körper aus­
gegangen, sagen wir von einem Würfel. Welche Menge 
von Abstraktionen ist schon nötig, um den Begriff des Würfels 
aufzufassen! Wir müssen zunächst von dem Stoffe absehen, 
aus dem das Modell des Würfels angefertigt ist; ob aus 
Holz oder Stein oder Papier, ob massiv oder hohl, das gilt 
gleich. Es handelt sich nur um die Form. Aber wie un­
vollkommen war die Form des vor uns aufgestellten Mo­
delles, wenn wir genau zusahen! 



2 Die Linie 

Wir gelangten dann zum Begriffe der Fläche, insbeson­
dere der Ebene, der unbegrenzten Ebene, der Linie, ins­
besondere der Geraden, der unbegrenzten Geraden- welche 
Menge von Abstraktionen gab es da zu leisten! 

Überlegen wir uns jetzt diese Abstraktionen genauer, es wird 
uns von wesentlichem Nutzen fürunsere weiter~n Zwecke sein. 
Wir legen ein StUck Papier glatt hin und denken uns dabei 
ein StUck einer Ebene; wir abstrahieren also von den Uneben­
heiten des Tisches und des Papiers. Nun ziehen wir mit einer 
Reißfeder eine Gerade - wir abstrahieren von den Uneben­
heiten des Lineals und von der Dicke des Striches. Wie 
kann man das letztere tun? Gewiß nicht auf einmal, son­
dern etwa so: Wir stellen die Reißfeder zunächst so ein, 
daß wir einen dicken Strich erhalten, dann stellen wir sie 
enger und ziehen einen feineren Strich. Betrachten wir nun 
den feineren Strich durch eine Lupe, so mag er uns vielleicht 
ebenso dick erscheinen wie der erste. Jetzt können wir uns 
einen dritten Strich herstellen, oder auch nur denken, der 
durch die Lupe gesehen ebenso dick erscheint wie der zweite 
ohne Lupe ... 

Man erkennt wohl leicht, was die drei Punkte am Ende 
des vorigen Absatzes bedeuten sollen. Der soeben geschil­
derte Prozeß soll immer weiter fortgesetzt gedacht werden; 
immer stärkere Vergrößerungen des optischen Hilfsmittels 
fuhren uns zu immer feineren Strichen, die Strichdicke nimmt 
immer mehr ab, bis schließlich die körperlich unvorstellbare, 
ideale Gerade begrifflich aufgelaßt werden kann. Wenn wir 
diese dann beim geometrischen Zeichnen durch einen Strich, 
einen Streifen von irgendeiner Dicke, die wir durch b be­
zeichnen wollen, darstellen, so können wir uns etwa die 
ideale Gerade als Mittellinie dieses Streifens vorstellen, die 
nur eine einzige Dimension entsprechend der Länge des 
Streifens hat. 

Denselben Oenkprozeß haben wir auch bei jeder krummen 
Linie auszufahren. Stellen wir also zunächst einmal fest: 
der mathematische Begriff der idealen Linie kann nur er­
faßt werden, wenn wir in unserer Vorstellung die Strich­
breite b der "körperlichen Linie" auf dem Papier sich fort­
gesetzt verringern lassen, bis sie endlich unter jede irgend­
wie angebbare noch so kleine Größe sinkt. Die ideale mathe-
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matische Linie ist demnach eine nur begrifflich festgesetzte 
Grenze, der sich die körperliche Linie immer mehr nähert, 
je kleiner die Strichbreite l:> wird. Wir sagen daher: 

Die Linie ist ein Grenzbegriff. 

Jetzt gehen wir zum Punkt. Wie zeichnen wir einen Punkt? 
Nun, wir haben auch hier zu unterscheiden, wie oben, zwi­
schen dem "körperlichen Punkt" und dem wahren, d. h. dem 
idealen oder mathematischen Punkt. Zeichnen wir zwei (kör­
perliche) Gerade, die sich schneiden, so haben die beiden 
Streifen von etwa der gleichen Breite b einen Rhombus ge­
mein, den wir als körperlichen Punkt bezeichnen wollen und 
der uns den mathematischen Punkt versinnlicht. Denken 
wir uns wieder die idealen Linien als Mittellinien der Strei­
fen, so erhalten wir den idealen Punkt als Mittelpunkt des 
Rhombus. 

Aber noch einen andern Weg können wir einschlagen, 
um zum Punkte zu gelangen. Wir denken uns einen kleinen 
Kreis, dessen Durchmesser l:> sei und lassen nun das l:> im­
mer kleiner werden, bis es endlich kleiner wird als jede noch 
so kleine irgendwie definierbare Größe; dann zieht sich die 
Kreisfläche, wie ein verdunstender Tropfen Äther, immer mehr 
zusammen und nähert sich einer Grenze, bei der rein begriff­
lich von jeder Ausdehnung abstrahiert wird. 

Die Abstraktion zeigt uns: 

Der Punkt ist ein Grenzbegriif. 

§ 2. D lE KURVE 

Jeder kennt selbstschreibende (registrierende) Vorrich­
tungen an gewissen Apparaten, wie Thermometer, Baro­
meter usw. Bei ein~m solchen Barometer z. B. wird ein 
System von Hebeln durch den Luftdruck in einer gewissen 
Stellung gehalten. Ändert sich der Luftdruck, so ändert sich 
auch die Stellung des Hebelsystems. Das Ende des letzten 
Hebels bewegt sich dabei etwa lotrecht auf und nieder, je 
nachdem der Luftdruck steigt oder fällt, und zwar um Strecken, 
die den Luftdrucksdifferenzen proportional sind. Jenes Hebel­
ende trägt einen Schreibstift, und ein gespanntes Papier be­
wegt sich wagerecht mit gleichbleibender Geschwindigkeit 
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vorbei. Ändert sich der Luftdruck nicht, so erhalten wir eine 
wagerechte Linie als "Diagramm". Steigt der Luftdruck, so 
wird die Linie im Diagramm ebenfalls steigen, und zwar um 
so steiler, je schneller der Luftdruck steigt. Sinkt der Luft­
druck, so senkt sich auch die Linie im Diagramm (Fig. 1). 
Wir sprachen immer von einer Linie,· was ist das nun fnr eine 
Linie? Offenbar das, was wir oben körperliche Linie nannten, 
und wir können uns wohl auch hier die Idealisierung, den 
Grenzprozeß vorstellen. Aber da kommen wir in eine be­
merkenswerte Schwierigkeit hinein, die eine genauere Be­
trachtung verdient. 

Nehmen wir ein Stock Millimeterpapier; bezeichnen wir 

6 2 10 6 2 10 die vertikalen stärkeren 
1 1 1 1 1 Geraden etwa mit den 

11111111111111 Stundenzahlen 6, 2, 

10; 6, 2, 10; usw. der 
aufeinanderfolgenden 

Tage 24.März, 25.März 
usw.; versehenwirend­
lich die horizontalen 
stärkeren Linien mit 

24.1/l. 25· lll. den Zahlen 750, 760, Fig . 2. 
770 usw. Wenn wir 

nun täglich dreimal zu den angegebenen Zeiten ein Baro­
meter ablesen und den erhaltenen Wert in jenes Netz auf 
dem Papier eintragen, so ergibt sich statt einer Tabelle eine 
Reihe von Punkten (Fig. 2). Indem wir diese Reihe mit den 
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Augen überfliegen, fühlen wir uns genötigt, eine Linie hin­
zuzudenken, auf der die Punkte liegen, und wir werden 
diese Linie, die die 
Punkte verbindet, 

sicherlich auch 
zeichnen (Fig. 3), 
denn dadurch wird 

770 

es uns leichter, die 760 
Lage der einzelnen 

Punkte zu über- 750 
sehen, uns ein Bild 
vom Gang des 
Luftdruckes zu 

6 
I 

2 
I 

10 
I 

Fig. 3. 
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machen und es uns einzuprägen. Aber das so gewonnene 
Bild ist nur sehr unvollkommen, wenn man es mit dem 
früheren Diagramm vergleicht, das an denselben Tagen von 
einem Selbstschreiber aufgenommen war. Wir dürfen also 
unsere Kurve Fig. 3 nicht in der früher angegebenen Weise 
idealisieren. Können wir aber den bewußten Grenzprozeß 
bei der Kurve Fig. 1 ausführen? 

Fig. 4 ist ein kleines Stück eines Diagramms, das ein 
T o e p I e rsches Luftdruckvariometer (photographisch) in nicht 

Fig . 4. 

ganz einer Stunde aufgezeichnet hat. Das Diagramm zeigt, 
daß der Luftdruck unausgesetzt schwankte. Der Apparat ist 
so beschaffen, daß die Schwankungen des Quecksilberbaro­
meters auf das 130fache vergrößert werden. So nähern 



6 Die "unvernünftige" Kurve 

wir uns also der idealen Kurve! Wie wird sie bei millionen­
facher Vergrößerung aussehen? 

Unsere mechanischen Vorrichtungen sind eben, wie zu 
unserm Heile unser eigener. Körper, schwerfällige Systeme, 
aber unser Geist hat die Fähigkeit der Abstraktion, und diese 
Fähigkeit mussen wir auf unserm Gebiete hier in ganz be­
stimmter Richtung ausbilden. Wir können uns vorste1l~n, 
daß bei immer weiter gehender Vergrößerung der Kurve, 
also bei immer vo1lendeterer Verfeinerung des Schreibmecha­
nismus das Zittern der Kurve, ihre Oszillationen auch immer 
weiter auftreten. So wie ein kleines Stück der Figur 3 die 
Figur 1 und von dieser ein kleines Stuck die Figur 4 ergibt, 
so könnte auch ein kleines Stuckehen dieser letzteren bei 
millionenfacher Vergrößerung wieder ein ähnlich krauses 
Bild liefern; und so unbegrenzt weiter. 

Aber noch eine andere Möglichkeit als die soeben be­
trachtete mUssen wir ins Auge fassen, ehe wir weiter kommen. 
Sehen wir einmal aufmerksam die Zeiger einer in Gang be­
findlichen Taschenuhr an. Beim Sekundenzeiger sieht jedes 
normale Auge, daß die Bewegung ruckweise, meist mit funf 
Stößen in der Sekunde, vor sich geht; beim Minutenzeiger 
dürften nicht viele Augen das ungleichmäßige Vorrücken be­
merken, und beim Stundenzeiger muß man eine starke Ver­
größerung zu Hilfe nehmen, um auch hier die Diskontinuität 
der Bewegung zu erkennen. Denken wir uns, daß jeder 
dieser Zeiger in der Ruheste1lung nach jedem Sprunge mit 
seiner Spitze ein winziges PUnktehen auf das Zifferblatt 
setzte, so wurden wir drei punktierte Kreise erhalten und 
bei angemessener Vergrößerung auch sehen können. Um 
es kurz zu machen: diesen Prozeß der Verfeinerung einer 
punktierten Kurve können wir uns wieder unbegrenzt fort­
gesetzt denken. 

Fassen wir unsere letzten Überlegungen zusammen, so 
können wir sagen: Wir sind auf Qebild.e gekommen, die in 
jedem noch so kleinen Stücke oszillieren und ferner auf Ge­
bilde, die in jedem noch so kleinen Stücke punktiert sind. 
Wir erkennen also, daß man mit den Idealisierungen von 
körperlichen Erscheinungen sehr vorsichtig sein muß. 

Nun wo1len wir ein- für aUemal festsetzen, daß wir hier 
in Zukunft solche Gebilde wie die eben betrachteten aus-
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schließen wollen. Unsere weiterhin zu untersuchenden Kur­
ven sollen solche "pathologische Abnormitäten" nicht auf­
weisen, so daß wir das, was wir sehen, harmlos idealisieren 
können; wir betrachten hinfort nur sogenannte vernünftige 
Kurven. Wir mußten aber von jenen andern Gebilden reden, 
um die Gedanken völlig zu klären. 

§ 3. DIE ABGELEITETE KURVE 

Schon im geometrischen Anfangsunterrichte wird die Tan­
gente des Kreises betrachtet, später kommen auch die Tan­
genten der drei andern Kegelschnitte hinzu. Jede dieser 
vier Kurven hat mit einer 
sie schneidenden Geraden 
zwei Punkte gemein, z. B. die 
Gerade g mit dem Kreise k D'----:::::::;:>,~2::::::=:_~--­
die PunkteP1 und P 2 (Fig. 5). 
Drehert wir nun die Qerade 
um den Punkt P1, so durch­
läuft der andere Schnitt­
punkt P2 die Kurve und 
rückt schließlich in den 

Pig. 5. 

Punkt P1 hinein. In diesem Augenblicke, so sagt man in der 
Elementargeometrie, hat die Gerade mit der Kurve nur einen 
einzigen Punkt gemein und heißt Tangente der Kurve. Be­
achtet man aber, daß die Tangente als Grenzlage einer Se­
kante entsteht, bei der zwei Schnittpunkte zusammenrUcken, 
so ergibt sich die Ausdrucksweise, daß die Tangente an der 
BerUhrungsstelle zwei zusammenfallende Punkte mit der 
Kurve gemein hat. 

Genau dasselbe kann man bei einer beliebigen krummen 
Linie fllr jeden Punkt ausfuhren und so nach Augenmaß in 
jedem Punkte einer gezeichneten Kurve an diese die Tan­
gente legen. Durchwandern wir die Kurve, so wird die 
Tangente fortwährend ihre Richtung ändern - darin liegt 
ja eben das Charakteristische einer Kurve, und gerade diese 
Veränderlichkeit der Tangentenrichtung wollen wir jetzt etwas 
genauer betrachten. Dazu mnssen wir eine feste Gerade 
annehmen und die Winkel beobachten, die eine an der 
Kurve hingleitende Tangente mit dieser Geraden bildet. Zur 
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Veranschaulichung bietet sich uns am bequemsten die Me­
thode rechtwinkliger Koordinaten dar. 

Die feste Gerade, die Achse, legen wir etwa horizonta~ 
nehmen ihre positive Richtung nach rechts an und erteilen 
der Kurve irgendeinen Durchlaufungssinn. Dadurch erhält 
auch die Tangente in jedem Punkte der Kurve einen be­
stimmten Richtungssinn. Wir ziehen nun in einem Punkte P 

T 

der Kurve die Tangente und bestimmen den Winkel T, den 
die Tangente mit der Achse bildet, durch Drehung von der 
positiven Richtung der Achse aus links herum, also gegen 
die Uhrzeigerbewegung, bis in die Richtung der Tangente. In 
Fig. 6 ist dies an vier Fällen ausgeführt. Ziehen wir jetzt 
durch den Kurvenpunkt P die Strecke PR parallel der posi­
tiven Richtung der Achse, machen PR gleich der Längenein­
heit und errichten dann das Lot R T bis zum Schnittpunkt T 
mit der Tangente, so ist R T = tan T nach Größe und Rich­
tung. Liegt T im ersten oder dritten Quadranten, so ist tan T 

positiv, RT geht nach oben; liegt T im zweiten oder vierten 
Quadranten, so ist tan T negativ, R T geht nach unten.1) 

Daraus ergibt sich ferner, daß eine Umkehrung des Durch­
laufungssinnes der Kurve keine Änderung der Strecken­
richtung RT verursacht. 

Um nun eine innigere Verbindung zwischen dem Kurven­
punkte P und dem zugehörigen Werte von tan T zu erhalten, 
fällen wir das Lot P Q auf die Achse und machen auf ihm 
Q P' = R T nach Größe und Richtung. Verfahren wir so bei 

I) Es ist also auch sen{<recht zur Achse eine positive Richtung 
(nach oben) und eine negative Richtung (nach unten) festgesetzt. 
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allen p·unkten P einer gegebenen Kurve, so bilden auch die 
Punkte P' eine Kurve, der wir den Namen der abgeleiteten 
Kurve geben. 

Nehmen wir eine beliebige Gerade, so ist die abgeleitete 
Kurve eine Parallele zur Achse.1) 

Die Fig. 7 zeigt uns die abgeleitete Kurve eines Kreises; 
hierbei ist die Achse durch den Kreis­

Fig. 7. 

mittelpunkt 0 gelegt, der obere Halbkreis 
ausgezogen und der untere punktiert ge-

u 
/ 

/ 

Fig. 8. 

zeichnet. Die abgeleitete Kurve besteht entsprechend den 
beiden Halbkreisen aus zwei Teilen, die die Tangenten in 
den Punkten A und B zu Asymptoten haben. Bezeichnet 
man, wie üblich, die Koordinaten OQ und QP des Kreis­
punktes P mit x und y, so erkennt man leicht die Gleichung: 

X 
tan T =- - · y 

Ein weiteres Beispiel sei die Parabei y = ax! (Fig. 8). 
In der elementaren Kegelschnittslehre wird bewiesen, daß 

die Subtangente S U des Punktes P der doppelten Ordinate 
AS gleich ist: US = 2y. Daher ist: tan T = R T = U S: SP 
= 2y: x = 2ax2 : x = 2 ax. 

Bezeichnen wir nun QP', die Ordinate des Punktes p', 
mit y', so erhalten wir y' = 2 ax, und das drückt aus, daß die 
Punkte P' auf einer durch A gehenden Geraden liegen; die 
abgeleitete Kurve der obigen Parabel ist eine Gerade.2) 

Aber auch für eine beliebig hingeworfene Kurve ist die 
Ausführung der abgeleiteten Kurve sehr lehrreich. 

I) Führe die Zeichnung bei verschiedenen Lagen der Ge­
raden aus. 

2) Führe die Zeichnung aus für die Parabel y 1 = 2px, für eine 
Ellipse, für eine Hyperbel. 
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In Fig. 9 bemerken wir zunächst die Punkte A, B, C, D, 
deren Taugenten wagerecht sind und die wir deshalb Wage­
punkte nennen wollen; die zugehörigen Punkte A', B', C', D' 

der abgeleiteten Kurve lie­
gen daher auf der Achse. 
In den Punkten E, F und in 
der Spitze G steht die Tan­
gente senkrecht auf der 
Achse, der Tangens des be­
treffenden Winkels ist mit­
hin unendlich groß, die ab-

------~~--~~~-==~~~--
1 geleitete Kurve erstreckt 
:
1
( sich ins Unendliche. Ein 

Vergleich dieser Vorkomm­
nisse mit denen beim Kreis, 
der Ellipse und der Hyper-

Fig. 9. 

dem Leser ebenso empfohlen 
eigener Figuren. 

bel ist lehrreich und sei 
wie die Ausführung einiger 

Bei den Wagepunkten A ·und C liegen die benachbarten 
Kurvenpunkte beiderseits unterhalb der Tangente, die Ordi­
naten der Punkte A und C sind also größer als die der Nach­
barpunkte, diese Ordinaten sind Maxima oder größte Werte: 
die Punkte A und C nennt man auch Gipfelpunkte. Die 
Tangenten der abgeleiteten Kurve in A' und C' bilden daher 
stumpfe Winkel mit der positiven Richtung der Achse. An­
ders bei Bund D, deren Ordinaten ersichtlich kleinste Werte 
oder Minima darstellen und die man auch Talpunkte nennt; 
die Tangenten in B ' und D' bilden spitze Winkel mit der 
positiven Richtung der Achse. 

Ein besonders bemerkenswerter Punkt unserer Figur ist 
H, dessen Tangente von der Kurve so durchsetzt wird, daß 
die Bogen AH und H B auf verschiedenen Seiten der Tan­
gente liegen. Die Kurve wendet sich von einer Seite der 
Tangente auf die andere, und daher heißt H ein Wendepunkt 
der Kurve. Läßt man eine Gerade berührend an der Kurve 
von A bis B hingleiten, so beobachtet man, daß ihre Winkel 
mit der Achse von A bis H kleiner und von H bis B wieder 
größer werden; daher ist der Punkt H' der abgeleiteten Kurve 
ein Wagepunkt derselben. 
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Eine genauere Betrachtung aller dieser Erscheinungen mag 
aber auf spätere Zeit verschoben werden, indessen sei der 
Leser doch dringend aufgefordert, einige Übunl?"en selbst vor­
zunehmen; Figuren wie ein S oder ein Zirkumflex in ver­
schiedenen Neigungen gegen die Achse geben vortreffliche 
Beispiele. 

§ 4. DIE TANGENTE 

Es gibt einen bekannten Satz der Planimetrie, der von 
niemandem angezweifelt wird: eine Gerade ist durch zwei 
Punkte bestimmt. Wer freilich geometrische. Zeichnungen 
mit gut gespitztem Bleistift möglichst genau machen will, der 
gewöhnt sich bald an einen anders klingenden Satz: eine 
Gerade ist durch zwei Punkte fast nie genau bestimmt. Der 
erste Satz ist rein theoretisch, der zweite ist praktisch; der 
erste spricht von idealen Geraden und Punkten, der zweite 
von körperlichen. Abstrahieren wir von der Praxis des.Zeich­
nens und denken wir uns in unsern gezeichneten Linien von 
der Breite b die idealen Linien als deren Mittellinien! Es sei 
eine krumme Linie gezeichnet und durch zwei parallele Ge­
rade von der Strichbreite b geschnitten (Fig.l 0); diese Linien 

l'ig. 10. 

bestimmen dann zwei Parallelogramme 
von der Breite b, und wir können uns 
diese beiden Parallelo- 1,, l""''l • ,~ulj!!:l. gramme so durch emen .-:c .. . < c •.• ;-~.;:.._ · 
geradlinigen Streifen -· · --
verbunden denken daß .1hl! 

' dessen Mittellinie ge- Fig . 11 · 

nau durch die Mittelpunkte der Parallel·gramme geht. Wir 
haben dann das Bild eines Kurvenbogens mit einer Sehne 
vor uns, das wir uns leicht idealisieren könnten. Wir lassen 
aber vorher den einen geradlinigen Streifen dem festgehal­
tenen andern immer näher rücken, bis endlich die Streifen 
nebeneinander liegen (Fig. 11). Die Mittelpunkte der beiden 
Schnittfiguren liegen einander jetzt so nahe, wie dies bei 
der Strichbreite b überhaupt möglich ist, wenn sich die 
beiden parallelen Streifen nicht überdecken sollen. Der sie 
verbindende Streifen - er ist durch die zwei Punkte theo­
retisch vollkommen bestimmt - fällt, wie man sieht, mit dem 
Kurvenstreifen zwischen den beiden Punkten fast völlig 
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zusammen. Jetzt idealisieren wir, d. h. wir fuhren unsern 
Grenzprozeß aus. Den einen Punkt halten wir fest und lassen 
nun die Strichbreite b immer weiter schwinden. Dann nähern 
sich die beiden Punkte immer mehr und im Grenzfalle (b = 0) 
reden wir von zwei benachbarten Punkten der Kurve und er· 
kennen, daß die Verbindungslinie die Tangente der Kurve 
wird. Die Tangente ist die Grenzlage einer Sekante, und in 
diesem Sinne sagt man: 

Eine Tangente einer Kurve Ist als Verbindungslinie 
zweler benachbarter Kurvenpunkte aufzufassen. 

Noch auf andere Weise kann man zu dieser Erklärung 
kommen. Wenn wir in eine gezeichnete Kurve (ohne Wende-

punkte) einen Sehnen-?: . --I ·~*' ·21,0-: zug einschreiben und 
die Ecken dieses Zuges 

· einander immer näher 
· Fig. 12. rUcken lassen, so kom-

men wir bald an die 
Grenze des Ausfuhrbaren und Wahrnehmbaren, das Polygon 
taucht gewissermaßen völlig in den Kurvenstreifen unter 
(Fig. 12). Die Verlängerung einer Seite stellt dann eine 
Tangente dar, die hier also der Verbindungsstreifen zweier 
nahe gelegener Stellen des Kurvenstreifens ist und mit diesem 
Streifen ein kleines Stuckehen gemein hat. Geht man jetzt 
in Gedanken zur Grenze Uber, so hat man wieder die obige 
Erklärung der Tangente. 

Wir haben bisher immer dieselbe Strichbreite b, gemessen 
senkrecht zu den Rändern der Streifen angenommen. Das 
ist beides nicht notwendig, und wir wollen gleich andere 
Festsetzungen treffen. · Zu diesem Zwecke fUhren wir wieder 
eine feste Gerade als Abszissenachse ein, legen diese wage­
recht und bezeichnen die auf ihr von irgendeinem Punkte 0 
an gemessenen Strecken durch den Buchstaben x; haben 
wir verschiedene Strecken auf ihr zu unterscheiden, so tun 
wir dies durch Marken oder Indizes·, wie x 1 , x2 , x3 , ••• 

Senkretht zur x-Achse OX nehmen wir eine zweite Achse 
0 Y, die Ordinatenachse, an und bezeichnen die auf ihr von 
0 aus gemessenen Strecken mit y. Die Strecken x, die 
Abszissen; werden von 0 nach rechts hin positiv, nach links 
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hin negativ gerechnet; die Strecken y, die Ordinaten, gelten 
nach oben hin gemessen positiv, nach unten hin negativ. 

Nennen wir nun die idealen Mittelpunkte der beiden benach­
barten Parallelogramme (Fig.13) P1 und P2, ziehen durch P1 

eine wagerechte, durchP 2 eine dazu senkrechte Gerade, die sich 
in Q2 schneiden, so entsteht, wie auf der 1' 

nebenstehenden vergrößerten Figur zu ]I' 1', 

sehen, ein rechtwinkliges Drei.eck, dessen ' P ~ 
Katheten wir D.x und D.y nennen wollen ~.r Q 

und dessen Hypotenuse b.s heiße. Diese ' 
Symbole sollen nicht etwa Produkte dar- 0 x 
stellen; wir können z. B. das x in dem Fig. 13. 

Ausdruck D.x ebensogut als Index von 
6. ansehen, wie auch das 6. als Operationszeichen zu x -
man vergleiche damit Ausd"rncke wie sin x, log x. Man er­
kennt sofort, daß die drei Größen D.x, D.y, D.s von der 
Strichbreite h und zugleich auch von dem Winkel T, dem 
·steigungswinkel. abhängen, denn es ist 

t::.y . . t::.y t:.x 
tan r = i:lx, sm T = 6 5 , cos r = c;.·s · 

Was wird aus diesen Gleichungen, wenn die Strichbreite 
b immer kleiner wird? Das ist die Kernfrage, zu deren Be­
antwortung aber noch mancherlei Vorarbeiten zu erledigen 
sind. 

ZWEITES KAPITEL 

§ 5. ARITHMETISCHE GRENZPROZESSE 

Wir hatten soeben Gleichungen, also Beziehungen zwi· 
sehen Zahlen, aufgestellt und früher auch schon solche be­
nutzt. Der Anwendung von Zahlen auf geometrische Ge­
bilde liegt nun wieder eine Idealisierung zugrunde, und zwar 
eine uns so geläufige, daß man nicht besonders daraber nach­
denken zu müssen glaubt. Schon wenn man sagt, eine Strecke 
sei 3 cm lang, behauptet man mehr, als man verantworten 
kann, und die Aufgabe, eine Strecke von 3 cm Länge zu 
zeichnen, fordert mehr, als man leisten kann. 

Wir wollen uns einmal einen idealen Maßstab vorstellen, 
also eine ideale gerade Linie, auf der von irgendeinem An• 
fangspunkte aus Zentimeter abgeteilt seien. Die Zentimeter 

Math.-phys. Bibl.9: W i tt in g, lnfinitesimalrechng. I. 2. Auf!. 2 
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seien wieder in Millimeter, diese in Zehntel usf. eingeteilt. 
Denken wir uns etwa als Modell einen gespannten Gummi­
faden, behalten seine Länge bei und lassen seine Dicke in 
Gedanken verschwinden. Verringern oder vergrößern wir die 
Spannung, so werden die Teilpunkte näher zusammen- oder 
weiter auseinanderrUcken; nur bei der ursprUngliehen Span­
nung haben wir den richtigen Maßstab. Wir können uns 
weiter vorstellen, daß wir den Maßstab bei ungeänderter 
Spannung an irgendeine gegebene Strecke anlegen und so­
mit deren Länge messen können. Begrifflich hat das keine 
Schwierigkeit mehr. 

Hat eine krumme Linie, z. B. ein Kreis, eine bestimmte 
Länge? Auch hier ist die Antwort begrifflich leicht zu geben. 
Wir stellen uns vor, daß wir unsern Maßstab bei ungeän­
derter Spannung um den Kreis herumlegen, und wir können 
so seinen Umfang messen. Bekanntlich verfährt man wohl 
in der Praxis so, wenri man den Umfang einer Säule oder 
irgendeines zylindrischen Werkstocks bestimmen will, nicht 
aber in der Geometrie. Da teilt man den Kreis mit dem Radiusr 
in n gleiche Teile. Verbindet man die Teilpunkte, so erhält 
man ein eingeschriebenes regelmäßiges n-Eck, dessen Um-

fang 2nr sin 1-~00 ist. Legt man aber in den Teilpunkten 

Tangenten an den Kreis, so ergibt sich ein umgeschriebenes 

regelmäßiges n-Eck, dessen Umfang 2nr tan 1 ~00 ist. Zwi­

schen beiden liegt der Kreisumfang, und ie größer n ge­
nommen wird, desto geringer ist der Unterschied der Um­
fänge. Rechnet man die Faktoren von 2r in beiden Fällen 
für dasselbe n in Dezimalzahlen aus, so stimmen sie bis zu 
einer gewissen Stelle, aberein und wir schließen daraus ohne 
weiteres, daß die Zahl TI bis zu derselben Dezimale eben­
falls mit jenen zusammenfällt. Verdoppelt man die Zahl n, 
so ergibt sich eine noch weiter reichende Übereinstimmung. 
Dieser Prozeß läßt sich rechnerisch und erst recht in Ge­
danken beliebig weit fortsetzen; er stellt einen arithmetischen 
Grenzprozeß dar. 

Bezeichnen wir mit 2ri und 2ru die Umfänge der ein­
und der umgeschriebenen Vielecke, lassen n die Reihe der 
Potenzen von 2 durchlaufen und nehmen als Index den Ex-
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ponenten derjenigen Potenz von 2, die die Seitenzahl n an­
gibt, so erhalten wir von den beiden Quadraten ausgehend 
zwei Folgen von Größen: 

i 2 i3 i 4 ••• ikih+l'"' 

u2 u3 u4 ••• ukuk+l ... 

mit folgenden Eigenschaften: 
1. jedes i ist kleiner als jedes u, 
2. irgendein i ist größer als das vorhergehende: ih + 1 > ih, 
3. irgendein u istkleiner als das vorhergehende: uk + 1 < uh, 

4. die Differenz uk- ih strebt mit wachsendem k der Grenze 
Null•zu. 

Ehe wir weiter gehen, merken wir erst noch an, daß man 
unter einer Folge eine geordnete Menge von gesetzmäßig ge­
bildeten Größen versteht. 

Die Folge der i wächst immerfort, die Folge der u nimmt 
immerfort ab, beide haben als gemeinsame Grenze die Zahl 
rr, sie konvergieren nach rr. 

Wir haben hier als Beispiel für eine Grenzbestimmung 
eines der bekanntesten Probleme der Planimetrie genommen, 
aber es ist nicht das einfachste. Betrachten wir noch einige 
andere. Man weiß, daß VZ die Diagonale des Quadrates 
von der Längeneinheit ist, eine bestimmte Länge, die aber 
inkommensurabel zur Seite ist. Sei die Seite 1 cm, wie stellt 
sich dann jenes Symbol yZ als Dezimalzahl dar? Wir kennen 
alle den einfachen Algorithmus 1), der es gestattet, V 2 auf 
beliebig viele Dezimalen zu berechnen. Sehen wir genau zu, 
so erhalten wir dadurch ebenfalls zwei Folgen von Größen, 
die dieselben vier Eigenschaften haben wie die oben be­
trachteten Folgen; nämlich: 

1,4 1,41 1,414 1,4142 1,41421 .. . 
1,5 1,42 1,415 1,4143 1,41422 .. . 

Die gemeinsame Grenze der beiden Folgen ist V2, die 
Glieder der Folgen konvergieren nach y':i. 

1) Algorithmus= Rechenverfahren, Rechenvorschrift 
2* 
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Ist (Fig.14) OAB ein Sektor des Einheitskreises (d.h. 
des Kreises mit Radius I) mit dem Winkel a am Mittelpunkt 0 
und zieht man B C und AT senkrecht zu 0 A, so ist bekannt­

T lieh B C = sin a, AT = tan a und der Bogen 
AB = arc a oder kurzweg AB= a, denn man mißt 
in der höheren Mathematik die Winkel nicht nach 
Graden, Minuten und Sekunden, sondern mittels des 

0 C A Arkus, d. h. des Bogens im Einheitskreise, schreibt 
. I 2 1T TC f 360° 180° 90° 60' 1) F•g.I4. a so rr, rr, -2 , 3 ... ur , , , .... 

Nun liegt die Fläche des Sektors zwischen den Flächen der 
beiden rechtwinkligen Dreiecke, oder in Zeichen: 

i sin a cos a < ~ a < t tan a. 
Dividieren wir alle drei Glieder durch t sin a, so kommt 

a 1 
cos a < sin a < cos a · 

Lassen wir jetzt a unbegrenzt abnehmen, immer kleiner wer­
den oder, wie man auch sagt, nachNull konvergieren, so durch-

läuft cos a eine zunehmende, co~ a eine abnehmende Polge 

von Werten. Seide konvergieren, wie man weiß, nach 1, also 
konvergiert auch der zwischen beiden stehende Bruch nach 
demselben Werte 1, sein Grenzwert für a = 0 ist 1, oder in 
Zeichen 

(I) Um ....::- == 1 
a= 0 ~ma 

( lies: Iimes __;!...- für Iimes a gleich Null ..• ) . Man kann dies 
Stn n 

wichtige Ergebnis auch folgendermaßen aussprechen: 
Je kleiner ein Winkel ist, auf desto mehr Dezimalen 

stimmen sein Arkus und sein Sinus überein. 

1) Im Dreieck ist also a + ß + r = rr. Allgemein ist a = f~i a•, 

d. h. ein in Graden gegebener Winkel wird in den Arkus umgerecb· 

net, indem man die Gradzahl mit 1:S0 = 0,01745 multipliziert. Eben· 

so isiiJ= 180~ 60, ~-t', d. h. ein in Minuten gegebener Winkcl wird 

in den Arkus umgerechnet, indem man die Minutenzahl mit 

180rr 60 = 2909 · to-• multipliziert. 
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Jede Logarithmentafel erlaubt eine Nachprüfung in Zahlen. 
Auch· der folgende Satz ist nichts anderes: 

Je größer die Eckenzahl eines einem Kreise eingeschrie­
benen regelmäßigen Polygons ist, desto mehr nähert sich 
der Polygonumfang dem Kreisumfang, 
eine Tatsache, die wir ja oben schon betrachteten. 

§ 6. DIE GESCHWINDIGKEIT 

Wir haben Grenzübergänge mancherlei Art kennen gelernt. 
ln der Geometrie bei den einfachsten Begriffen des Punktes 
und der Linie, bei den Kurven die Tangente, in der Arith­
metik bei der Bestimmung irrationaler Größen, bei der Er­
mittelung des Grenzwertes, dem der Quotient a : sin a mit 
verschwindendem a zustrebt. Aber auch in der Mechanik 
gibt es eine "große Menge von Grenzbegriffen, von denen 
einer so elementarer Art ist, daß er hier zur Befestigung 
der Sache herangezogen werden kann; das ist der Begriff 
der Geschwindigkeit, der der Vorstellungeiner gleichförmigen 
Bewegung entfließt. 

Wenn ein Punkt in beliebig kleinen gleichen Zeiten gleiche 
Wege zurücklegt, so schreibt man ihm eine gleichförmige 
Bewegung zu; dann erhält man bekanntlich den in einer 
Zeiteinheit zurückgelegten Weg, wenn man den in irgend­
einer Zeit zurückgelegten Weg durch die Anzahl der dazu 
nötigen Zeiteinheiten. dividiert. Mathematisch ausgedrückt 
heißt das, wenn in t1 , t 2 , t3 ••• Sekunden s11 s 2 , s 3 ••• cm zu­
rückgelegt werden, so ist 

S1 : t1 = s 2 : t2 = s3 : t3 = · · · = c , 

die Quotienten haben alle denselben Wert, den wir soeben 
mit dem Buchstaben c bezeichnet haben. Für jedes t und 
das dazu gehörige s besteht demnach die Gleichung 

s = ct. 

Den Quotienten c (Weg dividiert durch Zeit), dessen Di­
mension 1) cm sec- 1 ist, nennt man bekanntlich die Ge-

I) Dimension= Maßbezeichnung. Wird der Weg in km, die 
Zeit in Stunden (h) angegeben, so ist die Dimension der Ge, 
schwindigkeit km 'h oder km h- '. 
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schwindigkeit der gleichförmigen Bewegung. Diesen Begriff 
überträgt man nun auch auf eine ungleichförmige Bewegung. 

I Berlin I 620 I 12'" I 4'0 I 
Dresden 12 15 i 4 88 I 6!.2 

Betrachten wir z. B. die 
folgenden drei Züge, die 
von Berlin nach Dres­
den gehen. Der Weg 

beträgt 188,6 km, die Zeiten sind 5h 55min, 4h 23min und 
2h 19min. Dividiert man hier die Kilometerzahl durch die Zahl 
der Stunden, so kommt 31,9 km h-\ 43,0 km h- 1 und 81,4 
km h-t, und diese Werte nennt man die mittleren Geschwin­
digkeiten. Es wären die Geschwindigkeiten, die die Züge bei 
gleichförmiger Bewegung haben müßten, um in den angege­
benen Zeiten den Weg zurückzulegen. 

Noch deutlicher tritt dies hervor, wenn wir z. B. den Zug 

km 
I 

Zeit ! 

r 
-· 

0 6'" 

14 
1645 
1647 

18 6"6 
26 7'6 
31 7" 
36 7"' 

41 
pss 
1744 

46 7bS 
50 got 

58 815 
65 825 

68 r· 835 

72 ( 8" s•• 
77 903 

81 
J 908 
l9lü 

83 9'0 
84 92< 
89 9'' 
92 9"9 
95 9" 
99 9"• 

106 10"' 

Geschwindigkeit 
-·--·· -- ·-· 

14:20 = 0,70 
0: 2 = 0,00 
4: 9 =0,44 
8:20 =0,40 
5: 8 =0,63 
5: 7 = 0,71 
5: 7 = 0,71 
0: 6 =0,00 
5: 9 = 0,56 
4: 8 =0,50 
8: 14 =0,57 
7: 10 = 0,70 
3: 5 = 0,60 
0: 5 = 0,00 
4: 7 = 0,57 
0: 11 = 0,00 
5: 10 = 0,50 
4: 5 = 0,80 
0: 8 "= 0,00 
2: 4 = 0,50 
1 : 4 = 0,25 
5: 8 =0,63 
3: 7 =0,43 
3: 8 = 0,38 
4: 7 = 0,57 
7: 8 = 0,88 

genauer verfolgen, der 
625 von Dresden über 
Chemnitz geht und 10°2 

in St. Egidien nacn·to6 
km Weg eintrifft. Seine 
mittlere Geschwindigkeit 
nach km : min berech­
net ist 

106 : 217 = 0,49; 

im einzelnen aber er­
ha\ten wir die neben­
stehende Tabelle, aus 
der ersichtlich ist, daß 
die für .kleinere Zeiten 
berechneten mittleren 
Geschwindigkeiten zwi" 
sehen 0,00 und 0,88 
km: min schwanken.Stel' 
Jen wir für einen Teil 
der Tabelle, fur die Zeit 
von 9 16 bis 9 32 die Wege 
und die Geschwindig­
keiten als Funktionen der 
Zeit graphisch dar, so er­
geben sich die ausgezo-
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genen Linien der Fig. 15. Aber jeder, der einmal auf der 
Eisenbahn gefahren ist, weiß, daß das Bild keineswegs der 
Wirklichkeit entspricht. Die Geschwindigkeit ändert sich nicht 
ruckweise und der Zug hält zu den angegebenen Zeiten eine 
kleine Weile. So wird die Zeitwegkurve eine krumme Linie, 

90r-.-~r-r-r-.--r-.-.-.-.-.--.-.--r-, 

.-V 
' / .. .... 

so ~~-+~~~--r~~r-~-4~--~~ 
91~~~~~~2?-+~--+-24~-4-4-+-4--~+-~~32 
~76~+-+-+-+-4--+~~+-+-+-+-4--+-4--+-~ -- - 6- - ~- . -- -
~5~.~-+-+~~·~+-~-++4-4-4--~+-~-4-4 

0 n / 

die an den Stellen, wo hier Ecken gezeichnet sind, kurze 
horizontale Strecken hat. Die Geschwindigkeitslinie enthält 
an diesen Stellen eine kleine Strecke der Zeitachse und ist 
ebenfalls eine krumme Linie, so daß sich etwa ein Bild er­
gibt, wie es in Fig. 15 punktiert gezeichnet ist. 

Die geraden Strecken der ausgezogenen Weglinie sind 
die Sehnen der Bögen der punktierten Weglinie, und man 
sieht, daß die mittlere Geschwindigkeit als Quotient von 
Wegdifferenz und Zeitdifferenz gleich dem Tangens des Win­
kels zwischen der Sehne und der Zeitachse ist. Dabei hatten 
wir die Streckeneinheiten, die Minuten und km bedeuten sollen, 
einander gleich angenommen; hätten wir das nicht getan, so 
bestände nicht Gleichheit, sondern Proportionalität zwischen 
dem Tangens und der Geschwindigkeit. In der Figur ist 
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die Geschwindigkeit ersichtlich im vierfachen Maßstab ge­
zeichnet. Ist nun die Weglinie eine krumme Linie, so kom­
men wir dem Begriffe der Geschwindigkeit an einer gewissen 
Stelle näher, wenn wir eine von dieser Stelle ausgehende 
Sehne durch Drehung zur Tangente w.erden lassen. Wir 

haben also auch hier wieder einen Grenz­
übergang. Das rechtwinklige Dreieck (Fig.l6), 
dessen Katheten wir mit s2 - s 1 = tls und 
t2 - t 1 = b. t bezeichnen wollen, gibt die mittlere 

+---+t,--+t,- Geschwindigkeit tan a = ~l, und wir stehen hier 
Fig.l6. 

wieder vor der Frage, ob wir den geometrisch 
einleuchtenden Übergang von der Sehne zur T_angente arith­
metisch ausfUhren können. 

§ 7. DER DIFFERENTIALQUOTIENT 
Betrachten wir in Fig. 17 die Kurve und denken uns dar­

unter etwa das Profil eines Berges, so wird die Richtung 
der Sehne P P1 die mittlere Steigung auf dem Wege zwischen 
P und P1 geben und die Tangente PT in P die Steigung 

an der Stelle P selbst. Als Maß der· 
Steigung führten wir schon oben den 
Tangens des Neigungswinkels ein, also 
für die Sehne tanO' = P 1 U: PU. Nun 
ist aber das Dreieck P 1 PU dem Dreieck 

~~4-J.:._,::---+- P V Q ähnlich, daher ist tan 0' = P Q : V Q. 
Rückt jetzt P1 nach P, so verschwindet 

Fig. 17. zwar das Dreieck P 1 PU vollständig, 
aber der Punkt V wandert gleichzeitig 

nach S und wir erhalten für die Stelle P als Steigungsmaß 
tan T = PQ: SQ, also den Quotienten aus der Ordinate 
und der Subtangente, eine Beziehung, die wir schon oben 
bei der Parabel benutzt haben. Das Dreieck PQS nannte 
man zur Zeit der Entstehung der Infinitesimalrechnung das 
charakteristische Dreieck, und man bemühte sich damals, 
die Subtangente einer durch eine Gleichung zwischen den 
zwei Variabeln x und y gegebenen Kurve zu bestimmen. 
Erst Leibniz fand einen neuen Weg und definierte den 
Differentialquotienten. 
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Nehmen wir an, die Kurve sei dadurch bestimmt, daß die 
Ordinate y eines beliebigen Kurvenpunktes als Funktion 
seiner Abszisse x gegeben ist, also, um ein bestimmtes Bei-
spiel zu haben y = x 2• 

Wir zeichnen den Teil der Kurve, der zu den Abszissen 
x =0 bis x= 1 gehört, 
und wollen das Ver­
halten der Kurve im 
Punkte P mit den Ko­
ordinaten x = 0,6 ; 
y = 0,36 untersuchen. 
(Fig. 180) Wir ziehen 
durch diesen Punkt P 
eine Gerade , die die 
Kurve etwa in dem 
Punkte P1 mit den 
Koordinaten x1 = 0,9 ; 
Yt = 0,81 schneidet. 
Das DreieckPUP1 hat 
die Katheten P1 U = 

1,0 

0,5 

0 
_, 

I} 
/ 

/ 
"....,. 

0,5 
Yl- y = 0,45, PU= Fig o l8o 

x1 - x = 0,3, also ist 

I 
P, V 

1/ 
J , 

1/ 
u 

1,0 

der Quotient tan<Y= 0,45:0,3 = 1,5. Lassen wir nun P 1 an P 
heranrücken, so erhalten wir folgende Werte: 

x, y, I y,- y x,-x tan a 

0,8 0,64 0,28 0,2 1,4 
0,7 0,49 0,13 0,1 1,3 
0,65 0,4225 0,0625 0,05 1,25 
0,61 0,3721 0,0121 0,01 1,21 
.. . ..... ... .. 0 00 • • 0 

Man erkennt, daß man auf solche Weise durch zahlenmäßige 
Ausrechnung beliebig nahe an das Steigungsmaß tan T der 
Stelle P herankommen kann. Es empfiehlt sich, ehe wir 
weitergehen, für den Leser, den Punkt P1 auf der andern 
Seite von P anzunehmen, etwa mit den Koordinaten x1 = 0,3; 
y 1 = 0,09 .und diesen neuen Punkt P1 auf der Kurve nach 
P hinaufrücken zu lassen; die Tabelle würde dann etwa für 
x 1 die Werte 0,3; 0,4; 0,5; 0,55; 0,59; . . 0 und die jeweils 
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zugehörigen Werte der andern Größen enthalten. So kom­
men wir von oben und von unten her, oder wie man besser 
sagt, von vorwärts und von rückwärts an den gesuchten 
Wert von tan T heran. 1) Aber das ist eine sehr unbequeme 
und umständliche Sache. Sie kann mit einem Schlage da­
durch erledigt werden, daß wir die oben mit bestimmten 
Zahlen ausgeführten Rechnungen allgemein, d. h. mit Buch­
staben darstellen. Es ist ja y1 = xi und y = x 2, also wird 

Yt- Y xi- x• . . . tan () = -- = ----- = X1 + x. Wtr müssen dte Ordt-
x1- x x 1 ~ x 

natendilferenz y 1 - y durch die Abszissendifferenz x1 - x 
dividieren. Bezeichnen wir die Differenzen, wie schon früher, 
durch die Symbole /j"y und b.x, so daß also x 1 = x + b.x 
ist - wobei b.x auch negativ sein kann - so wird tan () 

= 1-~ = x1 + x = x + b. x + x = 2 x + fj" x. Lassen wir 

nun den Punkt P 1 auf der Kurve an P heranrücken, so wird 
b.x (und damit auch ßy) immer kleiner und der Wert von 
tan () unterscheidet sich immer weniger vnn dem Werte von 
2x. Erinnern wir uns jetzt der früheren Bezeichnung !im, 

so können wir schreiben: tan T =!im tan <J =!im ~-~ = 2x. 
t.x~O AX=O 

Genau so verfahren wir bei einer beliebigen (vernünftigen!) 
Funktion y = f(x). Um das Stei'gungsmaß der Kurve in 
einem ihrer Punkte P zu erhalten, nehmen wir einen zweiten 

· Y - Y f(xt)- f(x) 
Punkt P1 zu Htlfe und erhalten tan () = 1 · = x 

X 1 - X X 1 -

= ~~ · Dieser Ausdruck heißt der Differenzenquotient der 

Funktion für die Strecke von x bis x1 • Lassen wir nun 
wieder P1 an P heranrücken, so können wir unter Benutzung 

der Bezeichnung !im schreiben tan T = lim tan <J = !im ~! · 
,,X=O <\X=O 

Diesen Grenzwert schreibt man nach Leib n i z ~·~, also 

.6.1f dy 
(II) "~~0 .6.~ = dx (gelesen dy nach dx), 

1) Daß man auf beide Arten zu demselben Grenzwert gelangt, 
ist nicht selbstverständlich, sondern eine besonders schätzens­
werte Eigenschaft der Funktionen, die für uns in Frage kommen. 
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und nennt ihn den Differentialquotienten der Funktion 11 
(genommen) nach .x:. Er ist selbst kein Quotient, sondern 
der Grenzwert des Differenzenquotienten. 

Eine andere Bezeichnung für den Differentialquotienten, 
deren wir uns auch öfters bedienen werden, ist y'; eine an­
dere Benennung ist (erste) Ableitung der Funktion nach x. 

Macht man in Fig. 17 wieder PR = 1, so ist R T = y', 
und trägt man QP' = y' auf der Ordinate von P auf, so ist 
p' ein Punkt der (ersten) abgeleiteten Kurve. Wir können 
also sagen: 

Konstruiert man zu einer gegebenen Kurve die (erste) Ab­
leitung, so ist diese das Diagramm des (ersten) Differen­
tialquotienten derjenigen Funktion, deren Diagramm die ge­
gebene Kurve ist. 

Man erkennt sofort, daß man von der ersten Ableitung, 
falls sie wieder eine Funktion· von x ist, abermals eine Ab­
leitung bilden kann, die nun die zweite Ableitung der ge­
gebenen Funktion heißt; die Kurve der zweiten Ableitung 
nennt man dann die zweite abgeleitete Kurve. Und so kann 
man fortfahren. Die Bezeichnungen sind: 

" d t/ fl'IJ ( 
Y = d~; = d;;. gelesen d zwei y nach dx Quadrat), 

dy" d"!J 
y'" = d:x; = d :,,. (gelesen d drei y nach dx zur Dritten) 

usw. 
Statt nun jene Grenzobergänge bei jedem praktisch vor­

kommenden Falle, bei der Lösung irgendeiner gegebenen 
Aufgabe stets wieder von neuemim einzelnen durchzumachen, 
erkannte Leibniz mit genialem Scharfblick, daß hier der 
Ursprung eines ganz neuen und eigenartigen Algorithmus 
verborgen liegt, fur den er selbst die wichtigsten Regeln 
aufstellte und im Jahre 1684 veröffentlichte. Den dadurch 
begrUndeten neuen Zweig der Mathematik nennt man Diffe­
rentialrechnung. Wie neu die Sache damals war und wie 
wenig man· damals die Bedeutung dieses Algorithmus er­
kannte, kann man sich heute kaum vorstellen; Tatsache ist 
aber, daß bis zum Jahre 1696 außer Newton, der seine 
eigene Methode schon viel frOher besaß und fur sich be­
nutzte, nur die beiden Bruder Bernoulli und der Marquis 
de !'Hospital das Wesen der Sache erfaßt hatten. 
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DRITTES KAPITEL 

§ 8. DIE DIFFERENTIATION VON xn UND DEREN 
GEOMETRISCHE VERWERTUNG 

Die Funktion y = xn wird bereits im Elementarunterricht 
für alle reellen Werte von n erklärt. Lassen wir x um einen 
kleinen Betrag D.x zunehmen und setzen x + D.x = x11 so 
nimmt auch y um einen Betrag D..y zu und wir setzen 
y + D.y = y1 = x~'. Wir wissen ferner, daß je kleiner D.x 
ist, um so kleiner auch D.y wird. 

Der Grenzwert von ~~für verschwindendes D..x ist zu 
untersuchen. 

Wir nehmen 
I. n als positive ganze Zahl an. Dann ist der Differenzen-

quotient ßy = Y1 -y = x~-xn = xn-t + xn- 2 x + · · · 
/::"X X 1 - X x1 - X 1 1 

+ x1xn-2 txn-1, 
also eine Reihe von n positiven Gliedern mit je (n - I) 
Faktoren. Lassen wir nun D.x nach Null konvergieren, so 
nähert sich jedes Glied der Reihe dem Wert xn-I und es 

'bt . h I G ' dy d (xn) n 1 erg1 s1c a s renzwert y = dx =----;IX = nx - . 

2. Ist n ein positiver rationaler Bruch n q _ ~ (p und q 

ganze Zahlen), so setzen wir x = zq, also V x = z und er­
P 

halten dadurch y = x q = zP. 
. ß y y - Y zf - zP 

Man rechnet nun le1cht aus, daß -;;- = - 1-- = -q-q 
<.>X x1-x z~-z 

= (z,-z)(zf-1+zf-~z+ .. ·+z~zP-2+zP-1) ist. Kürzt 
(z1 - z) (4--l + zr- 2 z + ... + zl zq- 2 + zq- 1) 

man den Bruch durch (z1 - z) und läßt t::.x nach Null kon­
vergieren, so konvergiert z1 nach z und man erhält endlich: 

, dy pzP- 1 p p p-q p 1!.-1 
Y = dx = qzq- 1 = q zP-q = q x q = q xq = nxn-1, 

ein Ergebnis, das mit dem für ganzzahliges n gefundenen 
übereinstimmt. 
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3. Ist n eine positive irrationale Zahl, dann gilt die eben 
aufgestellte Gleichung fUr. jeden rationalen Näherungswert 
von n, und wir entnehmen dieser Tatsache die Berechtigung 1) 

zu sagen, daß die Gleichung d~r) = nxn-J mit beliebiger 

Annäherung auch für positive irrationale Exponenten besteht. 
4. Sei nun endlich n eine beliebige negative Zahl, also 

etwa n = - m, wo m positiv ist. Dann ist 
ßy x~m-x-m I x'['-xm 

-- = - ------. ~~-
tlx x1 -x x'f'xm x,-x 

und somit wird der Grenzwert 

ciY = _ ~1~ mxm-1 = _ mx-m-1 = nxn-1. 
dx x2m 

Wir erkennen also, daß für alle reellen Werte des Ex­
ponenten n die Gleichung besteht 

(111) d(x .. •) -nxn-1 
dx - • 

In Worten heißt das also: 
Der Differentialquotient einer Potenz wird gebildet, in­

dem man den Exponenten als Faktor vor die Potenz 
setzt und deren Exponenten dann um t vermindert. 

Der zweite Differentialquotient oder die zweite Ableitung 
von xn wird, ebenso gebildet: 2) 

d'(xn) d(nxn- 1) _ 
-dx" = ---Cix-~- = n(n- l)xn 2. 

In gleicher Weise lassen sich alle folgenden Differential­
quotienten bilden. 

Aufgaben: 1. Gilt die Formel (III) auch noch fUr n = 0, 
und was heißt das dann? 

2. Kann man für n = 1 (also für y = x) den zweiten Dif­
ferentialquotienten bilden? 

3. Bilde die Ableitungen von y = xn für n = 5, n = 7 ,3, 
n - 1 n- 1 n- 2 n- 3 n- 5 n--Jl n--1 --, -2, --3, -2, -7, - 8t - :?' 

n=V2,n=rr. 

1) Vgl. H. Wieleitner, Die sieben Rechnungsarten mit all· 
gemeinen Zahlen. Math. Bibi. Bd. 7 S. 53. 

2) Führe die Rechnung etwa für positives ganzzahliges n ge­
nau durch! 
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4. Wie heißt die 4. Ableitung von y = xn fUr n = 2, 
n = 4, n = 5, n =- 1, n = 2~? 

Unsere Formel (III) kann auch noch anders geschrieben 
werden, wenn man y an Stelle von xn einfahrt; man erhält 1) 

(IV) y = xn' y' = nxn-1 = nxy. 

Jn dieser letzten Form ist das Ergebnis leicht geometrisch 
verwertbar, wenn wir uns erinnern, daß der Differential­
quotient den Tangens des Winkels darstellt, den die Tan­
gente eines Kurvenpunktes mit der Abszissenachse bildet. 
Zeichnen wir also die Kurve y = xn für einen bestimmten 
Exponenten n, z. B. n =- ~-. Das Ergebnis der Rechnung: 

y' = - } ! = y : ( - : x) = tan T 

sagt uns, daß man, um die Tangente im beliebigen Punkte P 
zu erhalten, vom Fußpunkte Q der Ordinate P Q · aus die 

Strecke QT= -}OQ (von 0 weg!) 

~ 0 . .-

aufzutragen hat; PT ist dann die 
Tangente. 

Man wird gestehen mnssen, daß 
diese einzige Anwendung der Diffe­
rentialrechnung in ihrer Kurze, Ele­
ganz und Allgemeinheit (beliebiges n) 
eine Ahnung von der umfassenden 
Bedeutung des Kalküls entstehen 
läßt. 

Fig.l9. 
Aufgaben. Zeichne die Kurven 

und konstruiere einige Tangenten fflr 
n = 3, n = 4, n = - 1, n = ~ . Beachte die Tangenten­
richtung im Punkte x = I, y =I. 

§ 9. DIE SUMME UND DER KONSTANTE FAKTOR 

1. Wenn die Funktion y = xn + xm vorliegt, so ist der 
Differenzenquotient 
~y x~+x~-xn-xm x~-xn x'('-xm ~(xn) ll(xm) 
~.x = ----x;--=-x___ = .x,-..:.x + x, - x = ii-x + Sx • 

I) Fasse das Ergebnis in Worte! 
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er ist also gleich der Summe der Differenzenquotienten der 
beiden Summanden. Geht man zur Grenze über, so kommt 

für den Differentialquotienten y' = ~~ = nxn-l + mxm-l; 

man erhält also die Ableitung der Summe als Summe der 
Ableitungen ihrer Glieder. Hier liegt die Frage nahe, ob 
man aUgemein so verfahren darf. 

Die Antwort ist leicht gegeben. Wählen wir die Funk­
tion y gleich der Summe zwei er anderer Funktionen u und v 
von x, deren Ableitungen u' und v' wir kennen, dann sehen 
wir, daß aus y = u + v folgt 

~y = (u1 + v,)- _(u_+ v) = u1 -u + ~1--=.v = Lw + 1:>. v 
f>. X X1 - X X 1 - X X1 - X f>. X f>. X ' 

und somit ist 

(V) u' == u' + v'. 

Ganz ebenso ist das Verfahren, wenn mehr als zwei Funk­
tionen vorhanden sind, wobei wir uns aber auf eine end­
liche Anzahl von Summanden beschränken wollen. Mit diesen 
Beschränkungen können wir sagen: Eine Summe von Funk­
tionen einer Veränderlichen wird nach dieser Variabeln diffe­
renziert, indem man die einzelnen Glieder differenziert und 
dann die Summe der Differentialquotienten addiert; oder, 
wie man kürzer sagt: 

Eine Summe darf gliedweise differenziert werden. 

2. Wenn y = axn gegeben ist, wo a ein konstanter Faktor 
ist, so ist es nicht schwer einzusehen 1), daß dieser Faktor 
bei der Bildung des Differenzenquotienten vor den Bruch 

tritt und daß schließlich y' = naxn-l = a ~rxn) wird. Einen 

Spezialfan hatten wir ja bereits bei den höheren Ableitungen 
von xn kennen gelernt. Aber auch aUgemein kann man so­
fort zeigen, daß, wenn die Funktion z von x den Diffe­
rentialquotienten z' hat, dann für die Funktion y = az die 
Gleichung besteht 
(VI) u' == a:/. 

1) Führe die Rechnung genau durch. 
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. . 6y az -az z - z 6z 
In der Tat 1st )a ,..-- = - 1 - = a -'-- -- = a .,.-, woraus 

~x x1 - x x 1 - x ~x 

sich die behauptete Gleichung ergibt. 

Beispiele. 1) 

1. y = 3x!- 2x + 5- BVx, y' = 6x- 2- V~· 
2. y = a0 + a1 x + a2 x9 + a3x3 + a4x\ 

y' = a1 + 2a2 x + 3a3 x 1 + 4a4x3• 

1 1 1 
3. y=l-x-- 2x"--3x3 -4x4 ' 

' 1 1 1 1 
y =? + .x·- + 7 + X". 

x• x" x' , 2 s 
4. y =X - z + 3 - 4 , y = 1 - X + X -X. 

§ 10. PRODUKT UND QUOTIENT 
Soeben haben wir gesehen, daß man die Summe mehre­

rer Funktionen gliedweise differenzieren kann; naturgemäß 
schließt sich daran sofort "die Frage, ob es möglich ist, fnr 
das Produkt und den Quotienten zweier Funktionen von x 
ähnliche Regeln aufzustellen. 

Seien also u und v zwei Funktionen von x und sei y = uv. 
Dann bilden wir, indem wir x um l:::.x zunehmen lassen, die 
Gleichung y + l::.y = (u + Äu)(v + ßv) 
und erhalten durch Subtraktion 

ßy = vl::.u + ul:::.v + l:::.ußv, 
also nach Division durch l:::.x 

6y=v6u+uc.~+Aul::..v. 
6x Ax C.x Ax 

Lassen wir nun l::..x nach Null konvergieren und nehmen 
wir an, daß wir die Differentialquotienten von u und v bil-

den können, so wird das letzte Glied :: -b. v wegen des 

dann verschwindenden Faktors D.v in Wegfall kommen, und 
es ergibt sich 
(VII) y = uv, y' = u'v + uv'; 

1) Bilde selbst weitere Übungsbeispiele. 
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man multipliziert also die Ableitung des ersten Faktors 
mit dem zweiten, dann den ersten Faktor mft der Ab­
leitung des zweiten und addiert beide Produkte. 

Nehmen wir einmal als ganz triviales Beispiel y = xm x", 
dann wird. y' = mxm-l x" + xmnx"- 1 = (m + n)xm "- n-t, 
was ja auch unmittelbar daraus folgt, daß y = xm + n ist. 

Weniger trivial ist die Aufgabe y 2 nach x zu differenzieren. 

Da y~ = yy ist, so folgt dJ~') = y'y + yy' = 2yy'. 

Ebenso folgt aus y 3 = y 2 y die Gleichung 

d(y") 2 , + . , 3 2 ' 
dx = YY Y y·y = Y Y; 

so fortschreitend gelangt man fur ganzzahliges n zu der 
Gleichung: 

d (yn)- 11-l ' 
dx -ny y. 

Sei ferner das Produkt yx" = 1, also eine konstante 
Größe, so muß der Differentialquotient des Produktes Null 
sein, demnach 

y'xn+nyx"- 1 =0 oder y'=-ny=-nx-"- 1• 
X 

Sei weiter yP x" = 1, so wird n 
• , ny rz--1 

pyP- 1yx"tnyPx"-1=0 also y=-px=-px P 

Durch diese beiden letzten Ableitungen sind frühere Er­
gebnisse von neuem gewonnen worden: die Differentiation 
von Potenzen mit negativen ganzen und mit gebrochenen 
Exponenten. 

Aus der Identität y" y-" = 1 ergibt sich 

nyn -1 y 'y- n + y" d ~: ") = 0. 

Also wird 
d (y-n) -11-1 ' 
dx=-ny Y· 

p 

Sei endlich u = yq, also uqy-P = 1, so entnimmt man 
der Gleichung quq- 1 u' y-P- puqy-p-t y' = 0 die Be­
ziehung p p -1 

u'=P-uy- 1 y'=-yq y'. 
q q 

Math.-phys. Bibi. 9: W i t t in g, lnfinitesimalrechng. 1. 2. Auf!. 3 
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Nimmt man die Ergebnisse der letzten Rechnungen zu­
sammen, so folgt, daß der Differentialquotient von yn nach 
x bei beliebigem rationalen n den Wert nyu-I y' hat. Da 
man einer irrationalen Zahl durch rationale Zahlen unbegrenzt 
nahe kommen kann, so ergibt sich in diesem Sinne die G!ll­
tigkeit der Formel 

(VIII) d(1Jn)- nyn-11'1'· 
dx • 

auch für irrationale Werte von n und damit for beliebiges 
reelles n. 

Von einem andern Gesichtspunkte aus wird uns diese 
Gleichung im nächsten Paragraphen begegnen. 

Beim Quotienten y = ~ zweier differenzierbarer Funk· 

tionen u und v gewinnt man leicht die Gleichung: 
!::. _ uj-Au _ u _ vAu--llAv 

{J- v+Av v- v'+vAv ' 
b.u Av 
v--u-

woraus man bildet A Y - llx A x 
Ax- v'+v.t.v 

Beim Übergang zur Grenze für !::. x = 0 wird wieder 
b.v = 0, und es entsteht die Formel 

u , t~u'-1.t-r' 

(IX) Y == v ' Y - v' 

eine Formel, die man leicht in Worte fassen kann. Es ist 
nicht .unnütz, sie noch auf einem andern Wege abzuleiten, 
indem man nämlich setzt: 

1 , l , 1 , VU'- U V 
y = u . -V ' y = V u - u . zi·- V = --V·--- . 

Dividiert man die zweite Gleichung von Formel (VII) durch 
die erste, so erhält man 

y = U V 1 ~· = ~- + V~ ' 

Diese Gleichung läßt sich leicht zu einer Formel für den 
Differentialquotienten eines Produktes von mehr als zwei Fak­
toren ausdehnen. Man braucht nur z. 8. anstelle von v das 
Produkt vw zu setzen, um zu erhalten 

J(_ = u' + (v w)' = ~ + ~ + u•'. 
y V VW U V W 
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Fährt man so weiter fort, so erhält man für ein Produkt von 
einer endlichen Anzahl von Faktoren 

(VIIa) y' = u' + v' + w' + z' + ... 
y = UVWZ • • •' y U V W Z 

Dividiert man die beiden Gleichungen von Formel IX 
durcheinander, so erhält man 

(IX a) 
u y' u v' 

y=z;. Y =u- 11· 

Die Formeln (VII a) und (IX a) erinnern ein wenig an das 
Logarithmieren von Produkten und Quotienten, und diese 
Ähnlichkeit ist, wie hier schon verraten werden soll, nicht 
zufällig. 

Beispiele: 
1. y=(a+bx+cx2)(a+ßx+rx2), 

y' = (b + 2cx) (a + ßx +rx') +(ß+2rx)(a+ b x+cx"); 
y' l 1 I 

2. y = (x- a)(x- b) (x- c) - = -- + + · · 
· ' y x-a x-b x-c' 

3. y = (1 - x) (1 - x 2) ( 1 - x 3)(1 - x4), 

4. 

y' I 2x 3x2 4x" 
g = - 1 - x - l - .x-• - l - x• - 1="""':?; 

I , l 
Y = x+ 1 ' Y = - (x -+ 1)2 ; 

3x2 +2x- l 
y= x'-2x+3 ' 

, -8x'+20x+4 
Y = -(xr--=-2x+ 3)• ; 5. 

6. 

7. 

Y = (l _ x + x2}1o, y'=i0(-1+2x)(l-x+x2f; 
y=f(Zx- 3)', ' 8 y =- . 

5 f/2 x- 3 

§ 11. DIE FUNKTION EINER FUNKTION; IMPLIZITE 
FUNKTIONEN 

Die im vorigen Paragraphen abgeleitete Formel (VIII) ge­
stattete eine Funktion zu differenzieren, die die n1e Potenz 
einer Funktion von x ist. Läßt sich das verallgemeinern, 
d. h. ist es möglich, ganz allgemein eine Formel zu ent­
wickeln, die unmittelbar erlaubt, irgendeine Funktion einer 
Funktion von x zu differenzieren? 

3 
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Sei jetzt allgemein u eine Funktion von x; schreiben wir 
etwa u = <p(x), und y eine Funktion von u, etwa y = f(~, 
so bilden wir 

t::..y y,-y y,-y u,-u l:J.y l:J.u 
t::..x = x~- x = ü~-=- u • x1 ..:: x = ~ u · li.x • 

Sofern wir nun imstande sind, die Grenzabergänge auszu­
führen, was von der Natur der Funktion abhängt, erhalten wir 

, dy dy du 
(X) Y = dx ==du • d;x:' 

Wir bilden also die Ableitung von y nach u, dann 
differenzieren wir u nach x und multiplizieren endlich 
die beiden Ergebnisse miteinander. 

Dies ist die allgemeine Formel, von der (VIII) nur ein be­
sonderer Fall ist. 1) 

Wir wollen uns mit der Formel (X) durch einige Beispiele 
näher vertraut machen. 

S . ,, d ·y7. . t dy 5 ' d du e1 y = u· un u = x so 1s · = u~ un - = · 
, du dx 7Vx•, 

. dy 5u' d<x•_5 -: 
demnach w1rd. dx = -,11 = ir - 7 x ' 

7 I' x 6 7 I' x" 

Diese Aufgabe hätten wir kurzer nach Formel (III) erledi­
gen können.2) Aber gerade so'lche Beispiele, die nach zwei 
Methoden gerechnet werden können, sind für das Heimisch­
werden in einem neuen Gebiete sehr wertvoll, und der Leser 
möge sich selbst weitere Aufgaben dieser Art bilden und 
die Rechnungen durchführen. 

Ein anderes Beispiel ist y = (a + bx)3• Hier ist u = a + bx 
und man erhält y' = 3b(a + bx)2, 

was ja auch ohne große Mühe nach Ausrechnung der dritten 
Potenz des Binoms nach Formel (111) und (V) ermittelt wer­
den kann. Wenn endlich y = (ax 2 + bx + c)n ist, so setzen wir 

2 du dy 1 
ax + bx + c = u, erhalten dx = 2ax + b, du= nun- , 

so daß das elegante Ergebnis 
y' = n(2ax + b)(ax2 + bx + c)"- 1 

1) Führe den Beweis dazu! 
2) Wieso? 
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entsteht. Von solchen Beispielen wird sich der Leser mit 
einiger Phantasie selbst zahlreiche bilden können, etliche 
sind noch im Anhang mitgeteilt; wir wollen hier an einem 
speziellen Falle sehen weiterzukommen. Es sei 

1 

y = l/a3 :..__ x~ = u 3 , wo also u = a3 - x 3 ist. 
2 Q - x· 

Dann wird y' = ~ u 3 (- 3x2) =- ~~ --~ '.'=. 
v(a3-x3)" 

Erhebt man die gegebene Gleichung in die dritte Potenz, 
so ergibt sich y3 = a 3 - x 3, und man kann hier y 3 als Funk­
tion einer Funktion behandeln, d. h. erst nach y und dann 
y nach x differenzieren. So be1<ommt man die Gleichung 

3y2y' =- 3x2, woraus sich y' =- :: übereinstimmend 

mit dem obigen Resultat ergibt. Hier war y 3 nach x zu 
differenzieren, was wir schon im vorigen Paragraphen und 
in Formel (VIII) geleistet hatten; man erkennt leicht, daß 
die Ableitung der Formel (V111) aus der Formel (X) be­
quemer ist. 1) Wir haben aber bei der Behandlung des 
letzten Beispiels eine ganz neue Erweiterung unserer Metho­
den ausgeführt, indem wir eine Gleichung auf beiden Seiten, 
oder wie man auch sagen kann, gliedweise differenzierten. 
Sei, um das weiter zu verfolgen, die Gleichung 

' 2 " .- 2 
4y·' + 3 yu + 3X"' + x' = 0 

gegeben. Hier wäre es uns ganz unmöglich, y als Funktion von 
x, wie man sagt, explizit darzustellen, wir müssen uns mit 
der Gleichung begnugen, durch die y, wie man sagt, als 
implizite Funktion von x definiert ist. Trotzdem gelingt es 
uns ohne weiteres, eine Gleichung zwischen x, y und y' an­
zugeben und aus dieser y' zu berechnen. Durch Differentia­
tion ergibt sich ja 

14 , 14- 15xu 
20y4 y'+2y2y'+ 15x4 - _x-,=0, Y =zxsy'(lOy'+t)' 

Nehmen wir die Mittelpunktsgleichung der Ellipse 
X~ y• 
ai + b' = 1, 

1) Führe diese Ableitung streng durch! 
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so können wir b 11 • • y =- y a·- x­
a 

berechnen und mossen nun a2 - x 2 = u als 
1 

hinzunehmen. Dann ergibt sich y = -~ u 2 , 

1 1 
, I b - • du 1 b - . ( 2 ) 

y= u·-= - u·-x=-
2 a dx 2 a 

Hilfstunktion 

Differenzieren wir aber die gegebene Gleichung nach x, 
so kommt viel einfacher 

2X 2 y , , b' X b X 

a% + b 2 y = 0 ' y = - a' y = - a ya•- x' 

in Übereinstimmung mit dem Vorherigen. Wir können dies 
Ergebnis geometrisch zur Konstruktion der Ellipsentangente 
verwerten. Bezeichnen wir (Fig. 20) die Subtangente Q T 
des Ellipsenpunktes P mit s, so ist 

y b' X 
tanr =- =-

s a' y' 
a• y' a•- x' 

S = b' X = X 

Da der für s gefundene Wert außer von x nur von a, 

~ dagegen nicht Von b abhängt, 
so heißt das, daß alle Ellipsen 

.... ····· ... \.. ... .... über ders~lben Achse 21l_ in 
~ Punkten mJt de~selben ~bsztsse 

· .. T Tangenten besitzen, dte nach 
a Fig. ~- .• demselben Punkte der großen 

Achse gehen. Zu diesen Ellipsen 
gehört aber auch der Kreis mit dem Radius a, und daraus 
ergibt sich eine einfache Konstruktion der Ellipsentangente 
mit Hilfe der "zugehörigen" Kreistangente. 

Au I gaben. Fahre dieselben Rechnungen durch bei den 
Kurven 

x' y' 
I. a'- b' = 1 · 

x" y" 
2. 11 + " = 1. 

a b 

xn y" 
3. . 1 

Q 11 - b" = . 
4. xP yq = aP + q . 
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VIERTES KAPITEL 

§ 12. ANWENDUNG AUF KURVEN. TANGENTEN. 
MAXIMA UND MINIMA VON FUNKTIONEN 

Wenn eine Funktion y = f(x) mit reellen Koeffizienten ge­
geben ist, so stellt sie graphisch eine Kurve dar, falls man 
z. B. die Veränderlichen x und y als rechtwinklige Koordi~ 
naten eines Punktes der Ebene auffaßt, wie wir es ja schon 
von Anfang an getan haben. Ziehen wir in irgendeinem 
Punkte der Kurve ihre Tangente, so wissen wir bereits, daß 
der trigonometrische Tangens des Winkels, den die Tan­
gente mit der X-Achse bildet, gefunden wird, indem man 
in der Ableitung ( (x) für x den Wert der Abszisse jenes 
Punktes einsetzt. Wir wollen nun die Gleichung der Tan­
gente in einem beliebigen Punkte x, y aufstellen. Die Fig. 21 
gibt uns unmittelbar die Glei­
chung 

y- y, = tan T = ((x1) oder 
x-x, 

(1) y=x((x1)+(yi-xd'(xl)). 
Betrachten wir nun, um ein 

bestimmtes Beispiel zu haben, 
die Parabel dritter Ordnung 
(2) y = x''- 3x2 + x + 5, r 

y, 

und fragen uns, was wir zu F ig . 21. 

berechnen und zu konstruie-
ren haben, um eine möglichst gute Vorstellung vom Verlaufe 
der Kurve zu erhalten und den Kurvenzug möglichst gut und 
bequem zeichnen zu können. 

Um die Lage der Kurve gegen das Koordinatensystem 
festzulegen, wird man die Schnittpunkte mit den Achsen 
berechnen. Die X-Achse wird in den Punkten geschnitten, 
fnr die y = 0 ist. Die Auflösung der Gleichung dritten 
Grades ergibt die Werte 

x1 = - 1 , x 2 = 2 + i, x3 = 2 - i , 

d. h. wir haben nur einen · reellen Schnittpunkt, dessen Ab­
szisse - 1 ist. Die y-Achse wird von der Kurve im Punkt'e 
y = 5 geschnitten. 
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Von Wert ist es nun, in diesen beiden Schnittpunkten die 
Tangenten zu kennen. 

Aus Gleichung (1) folgt fnr unsere Parabel die allgemeine 
Tangentengleichung 
(3) y = x(3x~ - 6x1 + 1) + y1 - x1 (3xi- 6x1 + 1); 
hierin setzen wir die Koordinaten des Durchschnittspunktes 
mit der x-Achse, x 1 = - 1, y1 = 0 ein, und erhalten die Tan­
gentengleichung 
(4) y=lOx+10. 

Wir untersuchen sofort, ob diese Tangente mit unserer 
Kurve noch weitere Punkte gemein hat. Far jeden solchen 
Punkt muß das y der Kurve mit dem y der Tangente Ober­
einstimmen und ebenso mnssen natürlich auch die beiden 
x-Werte gleich sein. Wir erhalten also die gemeinsamen 
Punkte der Tangente mit der Parabel aus der Gleichung 

10 x + 10 = x3 -• 3 x2 + x + 5, 
(5) oder x 3 - 3x2 - 9x- 5 = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich aber als das 
Produkt (x + 1)2(x- 5) darstellen, so daß man erkennt: 
unsere Gleichung (5) hat die Doppelwurzel - 1 und außer­
dem die Wurzel + 5. Die Doppelwurzel sagt uns nichts 
anderes, als daß die Tangente die Parabel eben im Punkte 
x =- 1, y = 0 berührt, also dort "zwei unendlich benach­
barte Punkte" mit der Kurve gemein hat. Die. andere Wurzel 
gibt uns den Schnittpunkt x = 5, y = 60 mit der Parabel, 
dessen Tangente der Leser selbst zu berechnen gebeten wird. 

Fnr den Schnittpunkt mit der y-Achse haben wir in die 
allgemeine Tangentengleichung die Zahlenwerte x1 = 0, y1 = 5 
einzusetzen. Das gibt als Gleichung dieser Tangente 

(6) y =X+ 5. 

Ihre gemeinsamen Punkte mit der Parabel folgen aus der 
Gleichung 
(7) x 2 (x - 3) = 0 , 

wir erhalten also außer dem doppelt zählenden Berührungs­
punkte noch den Schnittpunkt mit den Koordinaten x = 3, 
y = 8, fnr dessen Tangente die Gleichung ebenfalls leicht 
berechnet werden kann. 
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Ferner überlegen wir uns, daß für sehr große Werte von 
x das Glied x3 alle andern Glieder der rechten Seite einzeln 
und auch zusammengenommen überragt; daher wird y ne­
gativ sein fllr große negative Werte von x, dagegen positiv 
für große positive x. 

Weiter wollen wir hier ausdrücklich eine Regel aussprechen, 
die schon aus § 3 folgt: Wenn der erste Differentialquotient 
positiv ist, so steigt die Kurve, die Funktion nimmt mit 
wachsendem x zu; ist der erste Differentialquotient nega­
tiv, so fällt die Kurve, die Funktion nimmt also mit wach­
sendem x ab. 

Charakteristisch für den Verlauf der Kurve sind vor allem 
aber die Wagepunkte, d. h. diejenigen Punkte, in denen, 
wie in § 3 auseinandergesetzt wurde, die Tangenten hori­
zontal laufen, die Funktion also - von einem später zu be­
sprechenden Falle abgesehen - ein Maximum oder ein 
Minimum hat. Nach allem Früheren kann es nicht zweifel­
haft sein, wie wir diese Punkte finden: die W a g e punkte 
ergeben sich aus der Bedingung y' = 0. 

In unserm Beispiel setzen wir demnach 

(8) y' = 3x2 - 6x + l = 0 

l/2 r 1,8165 
und erhalten die Wurzeln x = l ± 3 = l 0,1835 · 

Oie zugehörigen Werte von y erhält man bequem unter 
Benutzung der Gleichung (8). Denn es ist doch x~= 2x- ~. 
nach Multiplikation mit x und nachheriger Einsetzung des 
Wertes für x2 wird also x 8 = 3fx- t. Mithin erhält man 

_ 4 5 1 _ 4 T 4,/ 2 ~ { 2,9113 
y - - 3 X + :> - 0 3 • 3 ~ 5,0887 • 

Untersucht man-genau wie oben die Schnittpunkte der wage­
rechten Tangente y= 5,0887 mit der Kurve, so erhält man außer 
dem Berührungspunkt noch den Schnittpunkt mit der Abszisse 
I + 2 Vi ~ 2,6330. 

Aber auch eine ·zweite Rechnung wollen wir eben noch 
anstellen. Wir wollen uns fragen, wie die dem Berührungs­
punkte benachbarten Stellen der Kurve zur Tangente liegen. 
Wir .berechnen also den Wert von y für X= 1 - vr + ö, 
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wo ll irgendeine kleine Größe bedeutet. Es ergibt sich nach 
leichter Ausrechnung 1) 

y:::::: 5,0887 - h 2 Y 6 + ll 3 :::::: 5,0887 - (2,4495 - ll) ll 2• 

Ist also h < 2,4495, so ist die Klammer 2,4495 - ll auf 
jeden Fall positiv; da nun ll 2 immer positiv ist, so liegt die 
Kurve für alle x, die kleiner sind als 1 - Vi + 2,4495::::::2,6330 
unterhalb jener wagerechten Tangente. Die Differenzen zwi­
schen der Kurvenordin·ate und der Ordinate der Tangente, 
die zu demselben x gehören, sind angeniihert proportional 
mit ll2, und dies um so genauer, je kleiner h ist. Eine ganz 
ähnliche Rechnung kann man für den andern Wagepunkt 
anstellen 2), und man wird finden, daß innerhalb gewisser 
Grenzen für h die Kurve oberhalb der Tangente liegt. Der 
erste Punkt wird also als Maximum der Funktion y anzu­
sprechen sein, der zweite als Minimum.3) 

Erinnern wir uns jetzt dessen, was wir in § 3 Ober die 
abgeleitete Kurve an den Stellen, die den Wagepunkten ent­
sprechen, ausgeführt und gesehen haben. Im Maximum der 
Hauptkurve geht die abgeleitete Kurve so durch die x-Achse, 
daß ihre Tangente mit dieser Achse einen stumpfen Winkel 
bildet; beim Minimum ist jener Winkel spitz. Da nun der 
Tangens eines stumpfen Winkels negativ, eines spitzen Win­
kels positiv ist, dieser Tangens aber durch den Wert ange­
geben wird, den die Ableitung der Ableitung, also die zweite 
Ableitung y" annimmt, so erhalten wir an Stelle der obigen 
ganz nutzlichen, aber etwas langen Rechnung die Regel: 

An der Stelle, wo y' == 0 ist, hat !I ein Maximum oder 
Minimum, je nachdem !t" negativ oder positiv ist. 

Für unsere Parabel ist y" = 6(x- 1), und dies wird ne­

gativ für X = 1 - Yf' und positiv für X = 1 + vt also 
liegt im ersten Falle ein Maximum vor, im zweiten Falle ein 
Minimum - wie bereits oben festgestellt. 

1) Führe die Rechnung durch; beachte dabei, daß für x= 1-V± 
y :::::: 5,0887 wird t 

2) Führe die Rechnung durch! 
3) Zeichne die Kurve mit Benutzung aller gewonnenen Ergeb­

nisse! 
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Durch diese Regel sind wir in den Stand gesetzt, eine 
Menge von Aufgaben zu lösen, die sonst mit erheblichen 
Schwierigkeiten verbunden sind. Zwar wenn y eine Funktion 
zweiten Grades in x ist, braucht man diese Betrachtungen 
noch nicht, die Frage nach den Extrem­
werten der Funktion, wie man Maximum 
und Minimum zusammenfassend nennt, läßt 
sich auch "elementar" erledigen. Uns 
werden demnach hier vorzugsweise solche 
Aufgaben von Belang sein, bei denen der 
elementare Weg nicht oder nur mit 
Schwierigkeiten zum Ziele führt, bei denen 
also die Funktion den zweiten Grad Ober­
steigt. 

r<-- 'l/a- r)-oo, 

~+~1····m ·· ~II•·.J .... .. ..... ...... - ... ! 

2(a - .r) 

Fig. 22. 

Aufgabe l. Schneide von den Ecken eines Rechtecks 
solche Quadrate weg, daß der durch Umbiegen entstehende 
offene Kasten den maximalen Inhalt hat. (Fig. 22.) 

Sind 2 a und 2 b die Seiten des Rechtecks, x die Quadrat­
seite und nachmalige Höhe des Kastens, so ist dessen Raum" 
inhalt y = 4x (a- x)(b- x). 

Setzt man den Differentialquotienten gleich Null, 

y'= 4[ab- 2(a + b)x + 3xs] = 0, 
so ergeben sich zwei Werte von x, deren weitere Unter­
suchung1) (rechnerisch und konstruktiv) wir dem Leser über­
lassen. Besonders einfach wird das Ergebnis, wenn 
a =bist. 

Aufgabe 2. Ober einem regelmäßigen n-Eck 
als Grundfläche erhebt s ich eine Pyramide mit 
gleichen Seitenkanten von gegebener Länge b. 
Wann hat die Pyramide den größten Inhalt? 
(Fig. 23.) 

·[i 
, 

Pig. 23. 

Sei x die Höhe der Pyramide und r der Radius des Um­

kreises der Grundfläche, so ist die Grundfläche ~ r 2 sin 2n'lf, 

der Rauminhalt der Pyramide ist demnach ~ xr2 sin 2; · 

.1) Beachte hier und in den weiteren Beispielen besonders die 
zweite Ableitung und zeichne die. Funktionskurve! 
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Er wird offenbar ein Maximum, wenn die Funktion y = xr2 

= x(b2 - x2) ihren größten Wert annimmt. 

y ' = b2 - 3 x2 = 0 

liefert aber die von der Zahl n unabhängige Bedingung 

x = l;W, so daß also ß, der Neigungswinkel der Kante b 

gegen die Grundfläche, eine bestimmte von n unabhängige 
Größe ist.1) 

Aufgabe 3. Von einer Pyramide mit regelmäßiger Grund­
fläche und gleichen Seitenkanten ist der Rauminhalt ge­

·~ 
:& 

Fig. 24. 

geben. Es soll diejenige Form bestimmt werden, 
deren Seitenflächen die kleinste Summe haben.2) 

(Fig. 24.) 
Sei h die Pyramidenhöhe, x der Radius des 

Inkreises der Grundfläche, eines regelmäßigen 
n-Ecks, k die Höhe eines Seitendreiecks, V 
das gegebene Volumen und 0 die Seiten­

flächensumme, so ist 

Bezeichnen wir das Quadrat von 0 mit y, so wird dieses 
mit 0 ein Minimum werden. Es ist nun 

y = n2x 2k2 tan2 n: = n2x2h2 tan2 n: + n 2x 4 tan2 _1T_ n n n 
9V1 24 2n: 

= x! + n X tan n · 
Daher wird y' = - 18 ~~ + 4 n2 x3 tan 2 ~- = 0 zu setzen sein, x n 

woraus n x3 tan ~ = ;: folgt. Daraus ergibt sich zunächst 

überraschenderweise !!_ = V2, d. h. der Winkel zwischen 
X 

einer Seitenfläche und der Grundfläche ist von n unabhängig. 
Die weiteren Ausrechnungen seien dem Leser überlassen. 

1) Wie groß sind ß, r und die Seite a der Grundfläche? Be­
rechne und konstruiere diese Größen! 

2) Die Aufgaben 2 und 3 können praktisch bei der Konstruk­
tion von Zelten Verwendung finden. 
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Aufgabe 4. Welche Form muß eine zylindrische Kon­
servenbüchse haben, um bei 1 l Inhalt die geringste Ober­
fläche zu beanspruchen? 

Sei x der Grundkreisradius, h die Höhe, so ist 1) rr x 2 h = 1 

und die Oberfläche wird y = 2rrxh + 2rrx2 . ! + 2rtx~. 
2 

Aus der Gleichung y' = - x' + 4TIX = 0 ergibt sich also 

1t x3 = ~ und daher h = 2 x. Die genauere Betrachtung zeigt, 
daß das gesuchte Minimum der Oberfläche in der Tat erreicht 
wird, wenn der Achsenschnitt des Zylin­
ders ein Quadrat ist. 

Aufgabe 5. Ein Streichholzkästchen 
habe den Inhalt k8, die längste Kante 
sei a, die kürzeste Kante, die Höhe, sei z, 
und die dritte Kante sei x. Wann wird 
die Gesamtoberfläche ein Minimum? 2) 

(Fig. 25.) 
Man hat axz = k3 und die Oberfläche wird 

Pig. 25. 

2k'' 4k' 
y=2xz+3ax+4az= a +3ax+ --;: - · 

' 4k" 4k3 z 3 
Daher kommt y = 3a- x• = 0, also x 2 = Ja und -:x= 4 

Aufgabe 6. Es sollen Maximum und Minimum des Aus­
druckes 

y = (x - k1)s + (x - k2) 3 + (x - k3)3 + · · · + (x - kn)3 

bestimmt werden. 

Setzt man k1 + k 2 + k3 + · · · + kn = S 1 , 

k~ + k~ + k~ + · · · + k~ = s2 , 

k~ + k~ + k; + · .. + k~ = s3 , 

so erhält man y = nx3 - 3s1 x2 + 3s2 x- s 3 • 
also wird y' = 3nx2 - 6s1 x + 3s2 = 0, y" = 6nx- 6s1 ; 

mithin X = ~- (sl + -v~r-- ~ s;) · 
1) Mit welcher Einheit sind x und h gemessen? 
2) Von der Dicke des Holzes sott abgesehen werden. 
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Aufgabe 7. Für welchen Wert von x wird 

y = (x - k 1) 2 + (x - k2) 2 + • · · + (x - kn) 2 

ein Minimum? 

Man erhält x = k1 + k! +· .. +_ kn·. Hat man for eine 
n 

Größe x bei n Messungen die Werte k1 , k 2 , ••• kn erhalten, 
so bezeichnet man die Differenzen x- k1 , x - k2 ••• x- kn 
als die Fehler der Messungen. Die Auflösung dieser Aufgabe 
ergibt also den Satz, daß das arithmetische Mittel derjenige 
Wert ist, für den die Summe der Fehlerquadrate ein Mini· 
mum wird. 

§ 13. DER WENDEPUNKT 
Soeben haben wir festgestellt, daß in den Wagepunkten 

das Vorzeichen von y" von Bedeutung ist; was geschieht 
aber nun, wenn die zweite Ableitung Null ist? Sehen wir 
zunächst von der 'Bedingung y' == 0 ab und untersuchen, 
was allein die Forderung 

" tl!J' d!!J 0 
Y = dx = dx• == 

bedeutet. Offenbar, daß der erste Differentialquotient ein 
Maximum oder Minimum, die abgeleitete Kurve also einen 
Wagepunkt hat. Dann hat aber, wie schon in § 3 erörtert, 
die Hauptkurve einen Wendepunkt. 

Bei der vorhin untersuchten Parabel y = x:1 - 3 x 2 + x + 5 
ergibt sich also die Gleichung 

y" = 6x- 6 = 0, mithin Xw= I, Yw = 4, y:V=-2, 

wobei wir den Index w an die Koordinaten und die dafür 
berechnete erste Ableitung des Wendepunktes· gesetzt haben. 
Da der Richtungsfaktor der Wendetangente - 2 ist, so ist 
die Gleichung dieser Tangente 

;= ~ =- 2 oder 11 =- 2x + 6, 

wenn wir die Ordinaten der Punkte der Wendetangenie mit 
11 bezeichnen statt mit y, das wir für die Ordinaten der 
Kurvenpunkte benutzen. Für die Abszissen der Schnittpunkte 
der Kurve mit· der Wendetangenie ist y = 11 und das ergibt 
die Gleichung (x--:- 1)5=.0. Wir mossen uns also vorstellen, 
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daß hier drei Kurvenpunkte auf der Wendeta~gen te zusammen­
gerückt sind, was ja auch durch Drehung einer durch den 
Wendepunkt gehenden Geraden (Fig;26) um diesen Punkt 
anschaulich wird. Gleichzeitig erhellt, daß die Kurve die 
Wendetangente durchsetzen muß. Noch eindringlicher wird 
dies klar, wenn wir fQr die Abszisse x = 1 + () die zu­
gehörigen Werte von y und 11 berechnen und die Dif­
ferenz y -11 bilden. Es zeigt eine leichte Rechnung, daß 

y- 11 = ()3 

ist, daß also für positives () die Kurve oberhalb der 
Wendetangente liegt, für negatives h dagegen unterhalb. , 
Außerdem sehen wir, daß die Differenzen y - 11 den 
dritten Potenzen der Werte 1:> gleich sind. Ist die Glei- Fig.26. 

chung der Kurve von höherem · als dem dritten Grade, 
so sind die Differenzen y -YJ um so genauer den dritten Po­
tenzen von h proportional, je kleiner b ist. 

Eine gute Übung ist es, alles bisher Erwähnte an einer 
einfachen Kurve, wie z.B. der Parabel4. Ordnung y = (x2-1)2 

durchzunehmen. Hier ist, wie nur kurz angegeben sein mag1) 

y' = 4x(x2 - 1), y " = 12(x1 - -}). 

Daher sind die besonderen Punkte: 

x=O, y=+ 1, y'=O, y"=-4 (Maximum); 
Tangente 11 = 1 , 

x=±l, y=O, y'=O, y"=+B (Minimum); 
Tangente . 11 = 0, 

I 4 , - 8 ,, O ( . 
x = ± "V3 , y = 9 , y = + 3 y3 , y = zwe1 

Wendepunkte); Wendetangenten 11 = + -~~- x + : · 
3v3 

Die wagerechte Tangente 11 = 1 schneidet die Kurve noch 
in den Punkten x = + Y 2, y = 1, fnr welche y' = + 4 v'2 
ist und die Tangenten 11 = ± 4 x y2 - 7 sind, die sic.h auf 
der y-Achse im Punkte y =- 7 schneiden. Jede Wende· 
tangente schneidet die Kurve noch in einem Punkte und die 
Koordinaten dieser Punkte sind x = + V3, y = 4. Diese 

1) Führe die Rechnung genau durch! 
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Tangenten mit den Berührungs- und Schnittpunkten ·ind 
zuerst zu konstruieren; sie geben gewissermaßen ein festes 
Gernst, in das sich die Kurve einschmiegt 1) 

Wenn bei einer Funktion an einer Stelle zugleich 

y' == 0 und y" = 0 (aber y"' =l= 0) 

ist, so hat die Funktion an dieser Stelle weder ein Maximum 
noch ein Minimum, die Kurve hat an dieser Stelle eine wage­
rechte Wendetangente und den Kurvenpunkt kann man daher 
einen Wendewagepunkt nennen. 

Aufgabe 1. y = x 8 + a (Wendepunkt). 
Aufgabe 2. y = x4 - fx3 - 2x2 + 4x + 1 

(y' = 4(x- 1.:2 x + l1). 
l-x 

Aufgabe 3. y =l+x' (2Wagepunkte, 3Wendepunkte). 

§ 14. DIE PHYSIKALISCHE BEDEUTUNG 
DES ZWEITEN DIFFERENTIALQUOTIENTEN 

Aus dem in § 6 Gesagten folgt, daß sich die Geschwindig­
keit einer Bewegung, die durch die Weg-Zeit-Gleichung 

s = f(t) 

gegeben ist, durch v = ~~bestimmt. Wenn diese Größe v 

keine Konstante, sondern eine lineare Funktion von t ist, 
v = at + c, so bezeichnet man bekanntlich den Faktor a 
als die Beschleunigung der Bewegung. 

Man sieht leicht, daß a = j' = j' wird, wenn v1 = at1 + c 
1 

gesetzt wird. Die Beschleunigung ist also hier Geschwindig-
keitsdifferenz durch Zeitdifferenz. Ist die Geschwindigkeit 
weder konstant noch eine lineare Funktion der Zeit, so wird 
dieser Quotient nicht konstant sein, und man kann seinen 
jeweiligen Wert als die mittlere Beschleunigung während des 
Zeitintervalles t1 - t bezeichnen. Daher wird man. die Be-

1) Zeichne die Kurve! Untersuche noch das Verhalten der Kurve 

in der Nähe eines Wendepunktes, setze also x = 1 + b! 
J/3 
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sckl.eunigung an einer Stelle der Bahn naturgemäß als den 
Grenzwert jenes Quotienten an dieser Stelle definieren, d. h. 
als den Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach der 
Zeit, d. h. 

Die Beschleunigung einer Bewegung ist der zweite 
Differentialquotient des Weges nach der Zeit. 

So ist beim freien Fall der Weg s= ~· gt2, die Geschwin-
d. k · ds d d' B hl · d•s 1g e1t v = dt = gt un 1e esc eumgung dt' = g. 

Befestigt man auf einer Seite des Fadens einer Atwood­
schen Fallmaschine nach dem Vorschlage von Pfau n dIe r 
ein Gläschen, aus dem während der Bewegung Wasser in 
einem feinen Strahle ausfließt, so wird die Weg gleichung 
gegeben durch s = s0 + a t + -~- bt2 + ~ cta. Daher ist die 

G,eschwindigkeit :~ = a + b t + t ct2, die Beschleunigung 
~--{, = b + ct. Ein weiteres Beispiel ist in § 15 erwähnt. 

FÜNFTES KAPITEL 

§ 15. DIE DIFFERENTIATION DER GONIO­
METRISCHEN FUNKTIONEN 

Der Sinus eines Winkels kann, wie man aus der Gonio­
metrie weiß, als halbe vertikale Sehne im Einheitskreis dar-
gestellt werden; ist also ~ 12 x+% 
(Fig. 27) der Radius 

OE= 1 
und sind PQ, P1 Q1 Lote x 
auf OE, die zu den Win- x 
kein x und x + !::::. x ge- o Q1 Q r: ........ -r--=--?.P 

hören, so ist 
y = sinx = PQ, 

y + D.y = sin (x + l:::.x) 

= PI Ql. 

Macht man Q1 U = Q P, so Fi~; . 21. 

is t P1 U = 6.y und im " 
rechtwinkligen Dreieck P P1 U ist der Winkel Pt = x + ~ ~~ -·-, 
die Hypotenuse P P1 = 2 sin f D.x. 

Math.-phys. Bihl.9: Wittin -;r , lnfinilesimalrcchng. l. 2. Aufl 4 
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Demnachist cos(x+JD.x)=- t:.u ... =D..y. JL'.x 
2 2 sin 1 D.. x D.. x sin -l D. x · 

Läßt man nun 6. x nach Null konvergieren, so konvergiert 
der letzte Bruch nach 1 (vgl. Formel (I)) und man erhält 

(XI) 
dsinx --= cosx. 

lb' 

Aus derselben Figur erkennt man ebenso 1), daß 

(XII) ll cos :r i --;rx=-snx. 

Zur Differentiation des Tangens benutzen wir die Bruch­
regel (IX) (S. 30) und erhalten aus 

sin x 
y = cosx' 

dy cos'x+sin•x 1 
dx =. -cos'i- -- = cos•x ' 
d tan J.' 

-rrx=c:Os,,x, (XIII) also ist 

d coto~.' t 
(zx = - sin' .r • (XIV) und analog 

Zeichnet man die Funktionskurven im rechtwinkligen Ko­
ordinatensystem, so erhält man die Wage- und Wendepunkte 
in so einfacher Art und ebenso auch die Konstruktion der 
Tangenten, daß wir das billig dem Leser überlassen dOrfen. 
Ebenso einfach wie zur Übung empfehlenswert ist es, die 
höheren Differentialquotienten der vier goniometrischen Funk­
tionen zu berechnen. 

Bei der Funl<tion y = r sin (ax + b) erhält man unter Be­
achtung der Formel (X) (S. 32) 

y'=arcos(ax + b), y"=-a2rsin(ax + b) =-a2y, 

Formeln, die beim Pendel, bei der harmonischen Bewegung, 
bei den elastischen (ungedämpften) Schwingungen for die 
Elongation, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung wohl­
bekannt sind. 

1) Leite die beiden Formeln (XI) und (XII) unter Anwendung 
goniometrischer Umformungen aus den Differenzenquotienten 

sin(xtt.x)-sinx und cos(xtD.x)-cosx her! i:.x - · · · t;.x ---
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Ein schwierigeres Beispiel bildet die Untersuchung und 
graphische Darstellung der Funktion y = x sin x. 

Man erhält die Wagepunkte aus 

y' = x cos x + sin x = 0, d. h. tan .1: = - x; 

man wird also bei der graphischen Behandlung die Kurve 
y = tan x mit der Geraden y = - x, der Halbierenden des 
zweiten und vierten Quadranten zum Schnitt bringen, um 
diejenigen Abszissen zu erhalten, bei denen x sin x Wage· 
punkte hat. 

Beispiel 1. Dreht man im Dreieck ABC die Seife b 
um C, während a fesfblei bf, so ändert sich mit dem Winkel 'f 
auch die Seitec; wie ist diese Anderung beschaffen? (Fig. 28.) 

Nach dem Kosinussatze ist c2=a2 +b2 - 2ab cosr. 

Differenziert man nach T, so ist 2 c : ~ = 2 ab sin T; 

. dc ab sin 'f 2 J . 
daher tst -d- = = = hc, wobet .J der Inhalt des 

'f c c 
Dreiecks ist. Die Anderungsgeschwindigkeit von c ist also 

A gleich dem jeweiligen r 
Abstande VOll dem P~· , 
Drehpunkte C. . ' ' n ~Q_9 

Beispiel 2. Ein P fl :q 
Punkt bewegt sich :Q 
von P aus geradlinig C ..o...::... ____ ____lB ~-- rt - - -'l 

o mit der Geschwindig-
Fig. 28· keit c1 nach dem 

Fig. 29. 

Punkte R auf der Geraden g und von da mit der Ge­
schwindigkeit c2 geradlinig nach Q. Wann wird der ge­
brochene Weg in der kürzesten Zeit durchlaufen? 

Sind (Fig. 29) die Abstände PP'= p, Q Q' = q, die Strecke 
p' Q' = a und nennt man E und ß die Winkel der beiden 
Wegstrecken mit dem Lote in R, so legt die Gleichung 

(1) p tan E + q tan ß = a 

die Abhängigkeit des Winkels ß von E fest. Daher bestimmt 
sich der Differentialquotient von ß nach E aus der Gleichung 

p q dß 
<2l cös~'€ + cos2ß · d e = 0 · 

4 * 
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Ferner ist R P = p : cos E, Q R = q : cos ß, die Zeit aber, 
die zum Durchlaufen des gebrochenen Weges gebraucht 
wird, ist 

(3) t- p + q . 
- Cl cos E c, cos B 

Differenziert man nach E, so kommt 

(4) 
d t p sin E q sin ß d ß 
dE = + C COS'€ + C cos2R (if_ 1 "2 tJ 

oder unter Benutzung der Beziehung (2) 

(5) 
dt psinE psin ß 
dE = + c1 cos'"E- c, cos'E 

Das Minimum ergibt sich daher, wenn man diesen Diffe­
rentialquotienten Null setzt, also wenn 

sin E C1 

sin ß C2 ' 

d. h. wir erhalten das Brechungsgesetz in der von Fermal 
zuerst gegebenen Form; der Punkt muß sich nach dem 
Snelliusschen Brechungsgesetz bewegen, wenn er in der 
kürzesten Zeit von P nach Q gelangen soll. 

Beispiel 3. Wie hoch müssen zwei im Abstande 2a 
stehende Straßenlaternen sein, damit der in der Mitte ge· 

Fig. 30. 

legene Punkt das Maximum der Beleuch­
tung erhält? 

Das von einer Laterne nach dem Punkte M 
gehende Licht muß dort ein Maximum der 
Erleuchtung erzeugen. Da diese dem Quadrat 
des Abstandes umgekehrt, dem Kosinus des 

Einfallswinkels a direkt proportional ist, so erhält man !Ur die 
Intensität J als Funktion des Winkels <p (Fig. 30) den Ausdruck 

J = ~ cos2 cp sin <p • 

Daher ist ddJ = -~, [cos3cp-2cos<psin2 <p] =0 zu setzen, 
qJ a 

und daraus ergibt sich tan cp = : = ·v}, d. h. die La­

ternenhöhe soll sich zum halben Abstand verhalten wie die 
Seite zur Diagonale eines Quadrats. 
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Aufgabe 1. Aus den beiden Seilen a und b das Dreieck 
größten Inhalts zu zeichnen. Wie groß ist der eingeschlos­
sene Winkel "f? 

Aufgabe 2. Die Punkte P und Q (vgl. Beispiel2) liegen 
auf derselben Seite der Geraden g; ein Punkt soll mit kon­
stanter Geschwindigkeit c von P über einen Punkt R auf 
g nach Q in der kürzesten Zeit gelangen. (Reflexionsgesetz.) 

Aufgabe 3. Bestimme diente Ableitung von sin (ax + b) 
und von cos (cix + b). 

Aufgabe 4. Ein Punkt bewegt sich nach der Gleichung 

s = r sin [ 2 n ( ~ - -~) J, wobei t die variable Zeit ist. Be­

stimme die maximale Geschwindigkeit. 
Aufgabe 5. Die Klemmenspannung eines Sinusstromes 

i = im sin w t, der durch eine Spule vom Widerstand r und 
der Selbstinduktion L fließt, ist durch die Gleichung 

. +Ldi v = zr dt 

gegeben. Setzt man die Werte für i und den Differential­
quotienten ein, so ergibt sich nach einer goniometrischen 
Umformung v = Vm sin (w t + cp), wobei der Höchstwert der 
Spannung Vm = im Vr2 + W2 L2 ist und der Phasenwinkel <p, 
um den die Spannung gegen den Strom nach vorwärts ver-

schoben ist, aus der Gleichung tan cp = wrL folgt. 

§ 16. INVERSE FUNKTIONEN; DIFFERENTIATION 
DER ZYKLOMETRISCHEN FUNKTIONEN 

Ist y als Funktion von x gegeben, so ist dadurch auch 
umgekehrt x als Funktion von y bestimmt, und man nennt 
die in dieser Beziehung zueinander stehenden Funktionen, 
die wir etwa schreiben: 

y = f(x) und x = cp(y) 

invers. Wir fragen uns, in welcher Beziehung die beiden 
D'ff t' I t' ' dy d ' dx · d 1 eren 1a quo tenten y = dx un x = dy zueman er 
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stehen. Da beides Grenzwerte von Quotienten sind, so müs­
sen wir auf ihren Ursprung, auf die Differenzenquotienten 

zurückgreifen. Da ersieht man denn sofort, daß 

diese ~~ und ~: reziprok sind. Ist das nach 

erfolgtem Grenzobergang auch noch so? Die 
geometrische Bedeutung der ersten Ableitung 
löst die Frage fOr uns, da wir es nur mit "ver-

Fig. JJ. nonftigen" Kurven zu tun haben, völlig. Denn 
nennen wir (Fig. 31) T den Winkel, den die 

Tangente eines Kurvenpunktes mit der X-Achse bildet, e den 
Winkel, den sie mit der y-Achse einschließt, so bestehen die 
Gleichungen 

r+ H = ; , 
dy 
Ci~= tan T, 

dx 
dy = tan 8 

und aus ihnen geht ohne weiteres hervor, daß 

(XV) 

daß also die beiden Differentialquotienten reziprok sind. 
Dieser Sachverhalt gestattet uns eine bequeme Berech­

nung der ersten Ableitungen der zyklometrischen Funk­
tionen 1), die ja die Inversen der goniometrischen Funktionen 
sind. 

Ist also x = sin y, demnach y = arcsin x, so folgt aus 

r/ x d sin y .11 lb d y d arcsin x I 
dy = ----;[jJ = cos y unm1 e ar dx = dx = cosy 

I) y = arcsin x, gelesen arcusSinus x, bedeutet den Arkus, 

dessen Sinus den Wert x hat; so ist z B. sin ~ = sin 30°=-}, 

folglich : = arcsin ·} · Analog ist es bei den andern Funktionen. 

Aus der Periodizität der goniometrischen Funktionen folgt, daß die 
zyklometrischen Funktionen unendlich vieldeutig sind. So ist z. B. 
tan a = tan (a + n) = tan (a + 2n) = · · = tan (a + kn); bezeichnen 
wir diesen Wert mit a, so ergibt sich arctan a = a + kn, wobei 
k jede ganze positive oder negative Zahl sein kann. Analog bei 
den andern Funktionen! Wie erhält man die graphische Darstel· 
lung? (Spiegelung der goniometrischen Kurven an der Halbierungs­
linie des erslen und dritten Quadranten!) 
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(XVI) und daher 
fl arcsinx 

clx = y't-x•; 

denn es ist ja cos y = Y 1 - sin2 y = y ·c-1--x-..2• 

Ist x = cos y = sin (; - y) , so wird 

1t • 
y = arccos x = 2 - arcsmx, 

(XVII) d h . t tlarccosx 1 
a er ts = ---· 

dx y'1-ct'' 
dx 

Ist x = tan y, also y = arctan x, so folgt aus - --dy- cos'y 

die Formel 
1 dy 2 I 

dx=cos y=l+tan'y=l+x"' also 

darctanx 1 
tlx = I+x' (XVlll) 

d arccotx 1 
dx =-1+x"· (XIX) und analog 

Beispiel. Die (gespitzte) Zykloide. (Fig. 32 und 33.) 

Rollt ein Kreis mit dem Radius a auf der Geraden OX, 
so beschreibt irgendeiner seiner Punkte die Zykloide, eine 

~ M 
y 'P 

o~x A 
Q N 

Fig. 32. Fig. 33. 

Kurve, die auf der Geraden mit Spitzen aufsteht. Legen wir 
den Koordinatenursprung 0 in eine solche Spitze und be­
zeichnen mit cp den Winkel, um den sich der Kreis bis zum 

~ 

Punkte P gedreht hat: PM R = cp, so ist 0 R = a q>, also wird 

x = acp- a cos ( q>- i) und y = a + a sin ( q>- -f) · 
n y-a 

Daraus folgt cp = 2 + arcsin ~ 

und cos (cp- ;)= 11 t - (!i~!:r = ! Y2au- y2• 
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Daher wird die Gleichung der Zykloide 

x = a arccos a ~ Y - y' 2 a y --:._-y~ 

wobei wir y als unabhängige, x als abhängige Veränderliche 
ansehen. Wir rechnen demnach 1) 

:: = Vza~yi :~ =l/Za y--Y, 

usw. 

Nun ist aber die Subnormale Q N bei einer beliebigen 
Kurve, wie aus dem rechtwinkligen Dreieck PQN mit dem 
Winkel T hervorgeht, QN = y tan T, also wird hier 

QN = y tan T = y :~ = y'2 ay--=--il 
und daraus geht hervor, daß der in Fig. 33 mit N bezeich­
nete Punkt genau derselbe Punkt ist, der in Fig.32 R genannt 
war, d. h. die Normale des Punktes P geht durch den augen­
blicklichen Bernhrungspunkt R des rollenden Kreises und der 
Abszissenachse. 

ANHANG 
Bilde den ersten und weitere Differentialquotienten von 

y nach x fUr: 
1-x6 

1. y = 1 _ x = I + x + x~ + x3 + x 4 ; 

1-xn 
2. y = i - .X = I + x + x2 + ... + xn- 1 ; 

3.y=~; 
5. y =(ax + b) tan(axtb); 

4. y = V sin X + cosX"; 
6. y = arctan (ax + b). 

Untersuche und zeichne die Kurven mit den Gleichungen: 

7 y- X • 8 y- X • 9. X 5 +·y5 = 1. 
· - (1 + x) 2 ' • - f+ x" 

I) Führe die Rechnungen genau durch! 
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