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Yorwort zur ersten Auflage.

Der gewaltige Aufschwung der Hydrotechnik hat sich, soweit die
Beniitzung theoretischer Hilfsmittel in Frage kommt, auf Grundlage
der Ergebnisse der praktischen Hydraulik vollzogen und dies mit
durchschlagendem Erfolg; die Nutzbarmachung der uns von der
Natur in den Wasserldufen dargebotenen Energie erfolgt sowohl hin-
sichtlich Abgrenzung und Ordnung der beniitzten Gebiete als auch
hinsichtlich des Energieumsatzes in den Wassermotoren mit einer
kaum mehr wesentlich zu steigernden Vollkommenheit.

Die klassische Hydrodynamik hat trotz ihrer ebenfalls fortschrei-
tenden Entwicklung noch wenig direkten Einflul auf diese Errungen-
schaften genommen; es liegt dies wohl daran, daB die Methoden,
mit denen die Losung der einzelnen Probleme durchgefiibrt ist, fiir
die technische Handhabung zu umsténdlich sind, und zwar insbe-
sondere bei der fiir die praktischen Bediirfnisse notwendigen Be-
riicksichtigung der Bewegungswidersténde der Reibung und Turbulenz.

Gerade hierin besteht der groBle Vorsprung, den die Hydraulik
vor der Hydrodynamik besitzt: die Theorien und Berechnungsmethoden
der ersteren ermoglichen in relativ einfacher Weise die Beriicksichti-
gung dieser Widerstinde; sie bendtigt hierzu allerdings in grofem
Umfang die Fiihrung durch den Versuch, der sie direkt mit dem
realen Geschehen vertraut macht. Aber die Beschiftigung mit dem
Versuche regt je linger je mehr dazu an, die Folge der beobach-
teten Erscheinungen nicht blof zu konstatieren und statistisch zu
ordnen, sondern dieselben auch zu analysieren und deren Zusammen-
hang so weit zu kliren, daBl die SchluBfolgerungen richtend fiir die
Beurteilung der Zweckdienlichkeit der Formen und Dimensionen
hydrotechnischer Okjekte werden kénnen; da nun die Hydrodynamik
ihrem Wesen nach die detaillierte Beschreibung der Stromungs-
vorginge ermdglicht, so erscheint das Bestreben nach Schaffung
solcher Methoden berechtigt, die die gewiinschten Beschreibungen
unter Anwendung von Hilfsmitteln liefern, die dem Ingenieur ge-
liufig sind und dann ihren Zweck erfiillen werden, wenn die Genauig-
keit der erzielten Resultate innerhalb technisch zulissiger Grenzen bleibt.



v Vorwort zur ersten Auflage.

Im vorliegenden Buch ist versucht, einerseits diejenigen Ergeb-
nisse der klassischen Hydrodynamik zusammenzufassen, die fiir die
Hydrotechnik wertvoll sind und andererseits auf Grundlage der ana-
lytischen Geometrie, der darstellenden Geometrie und der konformen
Abbildung, graphische Methoden vorzulegen zur Darstellung von
Strémungsvorgéingen, und zwar mit Beriicksichtigung der Reibungs-
widerstdnde und der Turbulenz.

Die Beweisfilhrung fiir die Richtigkeit der Methoden und die
Zuldssigkeit der Verallgemeinerung einzelner Versuchsergebnisse er-
fordert immerhin eine weitgehende Verwendung der Mathematik;
die Ausbildung der graphischen Methoden zur Vollkommenheit einer
moglichst miihelosen Verwendbarkeit 148t auch noch die Losung
einiger Probleme der darstellenden Geometrie wiinschenswert er-
scheinen; im Prinzip diirften jedoch die vorgeschlagenen Methoden
einen solchen Grad von Durchsichtigkeit besitzen, dall eine weitere
Ausbildung lohnend erscheint.

Die Verwendbarkeit der vorgeschlagenen Methoden zur Darstellung
von Strémungsformen und zur Analyse der Erscheinungen ist an
einer Reihe von Beispielen und durch Vergleiche mit Versuchs-
resultaten veranschaulicht und bei Auswahl derselben méglichst auf
deren praktischen Wert geachtet.

In Abteilung IT sind einige Probleme der Hydrostatik behandelt.

Von einer Wiedergabe der Ableitungen bereits bestehender und
bekannter Gleichungen wurde in den meisten Féllen abgesehen; die
Hinweise auf einschligige Literatur sind im Text oder als FuBnoten
eingesetzt.

Meinem ehemaligen Assisten, Herrn dipl. Masch.-Ing. A. Schirger,
sowie dem Studierenden an der Abteilung fiir Maschineningenieure
der Eidg. techn. Hochschule in Ziirich, Herrn Oskar Weber, sage
ich fiir die Mithilfe bei der Anfertigung der Zeichnungen, Skizzen
und der Reinschrift meinen besten Dank.

Zirich, im Februar 1913.
F. Prasil.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Im letzten Jahrzehnt hat die Hydrodynamik in reichlichem MafBe
Verwendung in der Hydro- und Aerotechnik gefunden, es wurden
durch theoretische und experimentelle Studien wertvolle Erkennt-
nisse zutage gefordert und die Grundlagen fiir eine Reihe von Ar-
beiten geschaffen, die iiber die Grenzen der rein wissenschaftlichen
Forschung hinaus, sowohl von dem in Laboratorien arbeitenden, als
auch vom konstruierenden Ingenieur erfolgreich beniitzt werden
konnen.

Unter diesem ermunternden Eindruck habe ich der Anregung
der Verlagsbuchhandlung gern Folge geleistet und die Ausarbeitung
einer zweiten Auflage der ,Technischen Hydrodynamik® iibernom-
men, nachdem ich aus den Besprechungen der ersten Auflage er-
kennen konnte, daB meine Bestrebungen richtig erkannt und das
Buch nicht als ein Lehr- oder Sammelbuch, sondern als eine meine
eigenen Studien und Arbeiten auf dem Gebiete der Hydrodynamik
verbindende Monographie betrachtet wurde.

Der fiihrende Grundsatz ist bei Ausarbeitung der neuen Auflage
unverdndert geblieben; durch den Titel ,Ausgewihlte Probleme der
technischen Hydrodynamik“ wiirde derselbe vielleicht besser gekenn-
zeichnet sein.

Der Inhalt hat bei sonst &hnlichem Aufbau wesentliche Anderungen
und Ergénzungen erhalten, die eben die seither gepflogenen Studien
und Forschungen zum Ausdruck bringen sollen. Da in der , Einleitung®
hieriiber orientierend berichtet wird, kann ich bereits an dieser Stelle
denjenigen Lesern, die in Besprechungen und in Briefen ihr Urteil
iiber meine Arbeit der ersten Auflage zum Ausdruck gebracht haben
und dann allen denjenigen, die mich auf die zahlreichen Zeichen
meines Mangels an Ubung im Buchschreiben aufmerksam machten,
fir ihre Miihewaltung und ihr Wohlwollen verbindlichst danken.
Herzlichen Dank spreche ich auch gerne meinen fritheren und jetzi-
gen Herren Assistenten fiir das Interesse aus, mit dem dieselben
meine Arbeiten verfolgten, durch ihre Mitarbeit unterstiitzten und
schlieBlich selbst neue Anregungen zutage forderten, wie dies im
Buch mehrfach zum Ausdruck kommt.

Der Verlagsbuchhandlung sage ich besten Dank fiir die groBie Ge-
duld, mit der sie die durch personliche Verhiltnisse veranlaBten
Hemmungen im Fortschritt der Arbeit beurteilte und ebenso fiir die
Sorgfalt in der Ausstattung des Buches.

Zirich, im September 1926.
F. Prasil.
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Einleitung.

Im Vorwort zur ersten Auflage ist das Buch als Versuch einer
Zusammenfassung der fir die Technik wertvollen Ergebnisse der
klassischen Hydrodynamik und der Ausbildung von graphischen Metho-
den fiir die Darstellung von Stromungsvorgéngen, und zwar mit Be-
riicksichtigung der Bewegungswiderstinde gekennzeichnet; unter An-
nahme stationdrer Stromung werden fiir ein Strémungsbild, das durch
ein von drei Kurvenscharen gebildetes Netzsystem dargestellt ist, in
welchem eine Schar den Stromlinien der Bewegung entspricht, die
Kinematik und die Dynamik der Stromungsvorginge auf Grundlage
der Fundamentalgleichungen der Hydrodynamik untersucht; es er-
geben sich hierbei eine Reihe von Methoden fiir die Analyse der Vor-
ginge und ihrer Begleiterscheinungen, die eben bei Verwendung des
angenommenen Stromungsbildes zweckentsprechend und leicht an-
wendbar erscheinen.

Die Auffassung der Netzlinien als Schnittlinien dreier Flachen-
scharen fiithrt auf deren analytische Beschreibung mit Hilfe der Ko-
ordinaten eines passend gewdhlten Koordinatensystems; die drei
Funktionsausdriicke fiir die Flichenscharen sind als ,, Formfunktionen
bezeichnet; jeder Punkt im Gebiet des Netzsystems ist somit durch
die Funktionswerte der ihn enthaltenden drei Flichen bestimmt;
es kann daher das Netzsystem auch als ein Koordinatennetz, die
Funktionswerte der Flichen als Koordinaten desselben angesehen
und verwendet werden; Koordinatennetz und Flichennetz stehen mit-
einander durch die Formfunktionen in Beziehung; die beiden die
Stromlinien enthaltenden Flichenscharen sind Stromflichen; dieselben
sind orthogonal zur dritten Flichenschar angenommen, miissen aber
nicht untereinander orthogonal sein.

Bei durchaus gleicher Wertdifferenz fiir alle aufeinander folgen-
den Flichen der einzelnen Scharen erhidlt man Ausdriicke fiir die
Bestimmung der Verhdltniswerte der Léngen der Netzelemente und
hiermit das grundlegende Hilfsmittel fiir die graphische Netz-
konstruktion.

Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

Durch Einfithrung einer Geschwindigkeitseinheit und von Ver-
teilungsfunktionen fiir die Geschwindigkeitsverteilung im Stromgebiet
ist die Bestimmung von Fldchen gleicher Geschwindigkeiten, durch
Einfilbrung der Pressungen und Tangentialspannungen an den durch
das Netzsystem abgegrenzten Fliissigkeitselementen die Bestimmung
der Pressungsverteilung und weiter der Dissipation ermdglicht und
hiemit auch die geplante Darstellungsmethode der Strémungsvorginge
erreicht.

Im Rahmen dieser Methodik werden nun im 3. Abschnitt ,, Hydro-
dynamik® zuerst allgemein die Bestimmung der Formfunktionen und
deren Darstellung, der kinematischen Erscheinungen der Geschwin-
digkeitsverteilung, der Deformation mitschwimmender Flichen und
Linien und der Bewegung von Wirbellinien, weiter der dynamischen
Druckverteilung und der Dissipation durchgefiihrt, die Verwendung
der Methoden an Beispielen erldutert und dann in gleicher Weise
die Untersuchung auf feststehende Kanile mit bestimmten Formen
und schlieflich auf bewegte Kanile ausgedehnt.

Die Beriicksichtigung der Widerstdnde erfolgt hierbei durch Ein-
fiithrung der Verteilungsfunktionen fiir die Beschreibung der unter
dem EinfluB der Widerstinde sich einstellenden Geschwindigkeits-
verteilung ; die Bestimmung dieser Funktionen erfolgt unter Beniitzung
von bekannten Formeln fiir die Widerstiinde in geraden Rohren und
Ubertragung auf andere Formen durch Analogiebetrachtungen, also
auf empirischer Grundlage. AuBlerhalb dieses Rahmens stehen: der
1. Abschnitt ,Grundlagen®, der 2. Abschnitt ,Hydrostatik“ und der
4. Abschnitt ,Anhang®.

In der neuen Auflage sind im 1. Abschnitt die Grundgleichungen
durch Aufnahme vektoranalytischer Ansitze, Einfiihrung der Helm-
holtzschen Wirbelfunktionen und Aufstellung der allgemeinen ko-
ordinatenfreien Bewegungsgleichung, die Angaben iiber die Gleichun-
gen zur Bestimmung der Stromungswidersténde durch die Ergebnisse
der neueren diesbeziiglichen Forschungen unter Hinweis auf die ein-
schligige Literatur ergdnzt; im 2. Abschnitt ist die Hydrostatik der
wabsoluten Ruhe“ vollstindig weggelassen. Der Inhalt des 3. Ab-
schnittes ,Hydrodynamik* hat folgende Erginzungen und Anderun-
gen erhalten.

Es wird gleich zu Beginn die Unterscheidung in Strémungen
durch, um und in feststehenden oder bewegten Riumen eingefiihrt,
dann mit dem Kapitel ,Stationdre Stromungen durch feststehende
Réume“, und zwar mit der ,Geometrie der stationiren Strémungen
begonnen. Die Beispiele iiber die Bestimmung von Formfunktionen
sind vermehrt. In der Kinematik stationdrer Strémungen sind die
Untersuchungen iiber die Deformation mitschwimmender Flichen unter
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dem Titel , Zeitflichen“ vereint und neben den mathematischen Er-
gebnissen auch Versuchsergebnisse vorgefithrt. Mit diesem Hilfsmittel
der Zeitflichen ist in die sonst nur Ortliche Darstellung der Strom-
linien auch die Zeit eingefiihrt; es wird dies im Kapitel ,Hydro-
dynamische Versuche“ erldutert.

Das Kapitel ,,Dynamik stationdrer Stromungen* erfihrt eine weit-
gehende Anderung, indem einerseits die Untersuchung iiber die Be-
dingung des Bestandes widerstandsfreier Wirbelstréomungen wesent-
lich vereinfacht werden kann und andererseits fiir die Einfiihrung
des Einflusses der Turbulenz die Methode der Anpassung an empi-
rische Formeln verlassen hingegen versucht wird, dies unter Beniitzung
der hypothetischen Annahme, dall sich die Geschwindigkeitsverteilung
derart einstellt, dall bei jeder Stromungsform die Dissiptation zu
einem Minimum wird, zu erreichen.

Es ergeben sich fiir die verschiedenen Stromungsformen bei gleich-
artiger Ableitung Anséitze fiir die Geschwindigkeitsverteilung, die nun
tatsichlich fiir gerade Rohre mit kreisformigem Querschnitt auch auf
die bekannten Verteilungsformeln fiir Poisseuillesche und turbu-
lente Stromung fiihren, die einerseits durch die Theorie, anderseits
durch Versuche und Beobachtungen gefunden wurden.

Da der Inhalt der Ansitze nichts iiber die Mechanik der Tur-
bulenz aussagt, so werden die Physiker durch dieselben nicht be-
friedigt werden; ob aber eine hypothesenfreie Einbeziehung dieser
Mechanik bei der Mannigfaltigkeit der Ursachen der Turbulenz nament-
lich bei technischen Stromungserscheinungen iiberhaupt moglich ist,
erscheint fraglich; aber auch bei der rein physikalischen Turbulenz
diirfte dies mit Schwierigkeiten verbunden sein, mindestens wird im
Gebiet des raschen Geschwindigkeitswechsels am Rand die Einfiih-
rung von Molekularkréiften notig werden. Zum praktischen Gebrauch
fiir Aufstellung von Widerstandsformeln konnen aber wegen der hier-
durch erzielten Einheitlichkeit des Aufbaues bei geniigender An-
passungsfihigkeit an Versuchsresultate die auf Grund der Minimum-
hypothese erhaltenen Anséitze dem Ingenieur doch dienlich sein.

Es ist natiirlich, daB solche Ansétze nur fiir Strémungen durch
geformte Rdume aufgestellt werden konnen; fiir die hydrodynamische
Beschreibung der Turbulenz z. B. eines natiirlichen Wasserlaufes mit
seinen ungeordneten Rauhigkeiten versagen die mathematischen Hilfs-
mittel.

Dasselbe gilt wohl auch fiir die Turbulenzen in geformten Réumen,
in denen getrennte Stromgebiete zusammentreffen, oder eine Storung
der Homogenitét der Fliissigkeit stattfindet, wie z. B.im Stromungs-
gebiet von Kreiselrddern.

1*
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Die Netzmethode kann derzeit mathematisch am ausgiebigsten
fir rein zweidimensionale Stromungen durch das Hilfsmittel der
konformen Abbildungen verwendet werden; es ist deshalb in der
neuen Auflage ein besonderes Kapitel ,Geometrie der konformen
Netze“ aufgenommen, in dem nach kurzem Hinweis auf die ein-
schléigige Literatur und einer einleitenden Betrachtung iiber den Zu-
sammenhang mit der Theorie der Funktionen komplexen Argumentes
eine Reihe von solchen Netzen geometrisch, mit Beigabe der be-
treffenden Funktionsausdriicke, dargestellt ist; beieinigen Netzen konnte
durch Abdriicke photographischer Stromungsaufnahmen der hydro-
dynamische Wert solcher Netzdarstellungen vorgefiihrt werden. Der
Entschlufl zur Aufnahme solcher Netzdarstellungen griindet sich auf
die Erinnerung des Verfassers an die Klirung, die derselbe vor
Jahren durch die Netzdarstellungen in Maxwell: , Elektrizitit und
Magnetismus® iiber das Wesen der konformen Abbildungen und deren
Verwendbarkeit fiir Darstellungen kontinuierlicher Verteilungen er-
halten hat; dieselben entsprechen eben dem Bediirfnis des Ingenieurs
nach Anschaulichkeit der von ihm verwendeten Hilfsmittel.

Weiter sind als neue Kapitel aufgenommen: ,Das Problem
der freien Oberflichen” eine Studie, die am SchluB zu einer
Differenzialgleichung fiir die Bestimmung der freien Grenze bei
schwerer Fliissigkeit fiilhrt. ,Stationdre Stréomungen um einen
ruhenden Korper%, eine Verallgemeinerung der Methode von
Lamb fir Kreis- und Ellipsenzylinder auf andere Formen und
die zugehdrige Erweiterung: , Stationdre Strémung zwischen
mehreren ruhenden Korpern“. ,Stationdre Stromungen in
bewegten R&umen®, mit einer einleitenden, durch die Versuche
von Oertli veranlaBten, theoretischen Studie iiber die Bewegung
der in einem zylindrischen Gefidfi eingeschlossenen Fliissigkeit, das
exzentrisch auf einer um eine lotrechte Achse rotierenden Scheibe
gelagert ist, und dem Kapitel ,die Relativ- und Absolutbewegung
einer reibungsfreien durch rotierende Kanile einer stromenden Fliis-
sigkeit“, mit Anlehnung an die Dissertation von Oertli?).

Das Bestreben, die hydrodynamischen Erscheinungen auch in ob-
jektiven, durch die Photographie erhaltenen Bildern zur Darstellung
zu bringen, kommt im letzten Kapitel ,, Hydrodynamische Versuche*
zum Ausdruck. Die Durchfiihrung und Ausbildung solcher Versuche
sind dem Interesse, dem Verstindnis und der Ausdauer des ehe-
maligen Assistenten der hydraulischen Abteilung im Maschinenlabo-

1) Untersuchung der Wasserstromung durch ein rotierendes Zellen-Kreiselrad.
Von der Eidgen. techn. Hochschule in Ziirich genehmigte Promotionsarbeit von
Heinrich Oertli. Ziirich: Erschienen im Verlag von Rascher & Cie.
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ratorium der Eidgendssischen technischen Hochschule in Ziirich,
Herrn Dipl-Ing. Dr. H. Oertli, und seines Nachfolgers, Herrn Dipl.-
Ing. 0. Walter, zu verdanken.

Im Anhang sind aufgenommen:

Die in der ersten Auflage im 1. Kapitel des 3. Abschnittes ent-
haltenen rein mathematischen Absitze:

yTheorie der Kriimmung ebener orthogonaler Trajektorien“ und
»Koordinaten-Transformation¥,

eine Zusammenstellung der Hauptformeln der bei Verwendung
konformer Abbildungen hiufig gebrauchten ,Hyperbelfunktionen®
und der Anhang der ersten Auflage:

nZur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen
auf Rotationsflichen®.



I. Grundlagen.

Fiir die Theorien der Hydrotechnik kommt hauptsichlich der
flitssige Aggregatzustand des Wassers in Betracht, die praktische Hydro-
technik hat sich mit dem festen Aggregatzustand insofern abzugeben,
als durch die Eishildung (Treibeis, Grundeis) in natiirlichen Gewssern
Storungen in den Zu- und AbfluBkandlen verursacht werden, fir
deren Abschwichung oder Beseitigung durch geeignete bauliche,
eventuell auch mechanische Einrichtungen Sorge getragen werden
muB; der gasformige Aggregatzustand kommt in solchen Fillen in
Betracht, wo fliissiges Wasser innerhalb des Stromungsgebiets in
Réume gelangt, in denen, sei es durch verminderten Druck, sei es
vermdge des groBlen Wirmeinhaltes der Fliissigkeit, Dampfbildung
oder Abtrennung absorbierter Gase verursacht und méglich ist (z. B. in
Warmwasserpumpen).

1. Physikalische Eigenschaften des Wassers.

Experimentelle Ergebnisse.

Raumgestalt, Diskontinuititsfliichen. Wasser hat im fliissigen
Zustande keine selbstdndige Gestalt; seine Raumgestalt ist durch
die Form der Hohlrdume der festen Korper bestimmt, in denen es
sich befindet; sind die Hohlriume geschlossen und vollstindig mit
Wasser (oder sonst einer homogenen Fliissigkeit) angefiillt, so ist
deren Raumgestalt kongruent derjenigen der Hohlriume; sind die-
selben nicht vollstandig angefiillt, so wird die Raumgestalt des
Wassers teils durch die Wande der Hohlrdume, teils durch freie
Oberflichen bestimmt, an denen das Wasser mit dem in den Hohl-
rdumen befindlichen gasférmigen Medium in Beriihrung steht; die
Gestalt dieser Flichen ist von den Bewegungszustinden abhingig;
sind in den Hohlrdumen Fliissigkeiten verschiedener Art in un-
gemischtem Zustand vorhanden, so grenzen die Fliissigkeiten eben-
falls an Flichen aneinander, deren Form von den Bewegungszustinden
und vom Rauminhalt der Fliissigkeiten abhingig ist; man nennt die-
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selben Diskontinuititsflichen; die freien Oberflichen sind dem-
entsprechend Diskontinuitidtsflichen, solche koénnen auch innerhalb
einer Fliissigkeit entstehen, und zwar bei Be-
wegungserscheinungen mit verschiedenen Be-

wegungsformen einzelner Teile der Fliissigkeit

(Wirbel, Nebenstrémungen).

Beispiel: Die freie Oberfliche einer ruhenden
Fliissigkeit in einem ruhenden Gefif} ist eine horizon-
tale Ebene; die freie Oberfliche einer Fliissigkeit in
einem Rotations-Hohlraum, der sich um eine verti-
kal stehende geometrische Achse mit konstanter

Abb. 1.

Winkelgeschwindigkeit dreht, ist bei relativer Ruhe
der Fliissigkeit gegeniiber dem Gefé ein Rotations-
paraboloid; ist das GefiB in Ruhe, so ist in dem-
selben eine kreisende Bewegung der Flissigkeit mog-
lich, die vom Rande ab bis zu einer bestimmten Ent-
fernung von der Achse derart erfolgt, daf dort die
freie Oberfliche eine Art hyperbolischer Rotations-
flichen, hingegen in der Nihe der Achse eine parabo- Abb. 2.
lische Rotationsfliche wird (Rankines kombinierter
Wirbel). Siehe Lamb, Lehrbuch der Hydrodyna-
mik, 8. 33.
Das theoretisch konstruierte Bild Abb. 1 findet
in der photographischen Aufnahme, Abb. 2, seine
Bestdtigung, die das Ergebnis eines Versuches
zeigt, bei welchem in einem zylindrischen Glas-
gefaB die kreisende Bewegung durch Einbau einer
Schraubenfliche erzeugt wurde, an der das Wasser
beim Auffiillen des Gefies und seiner nachherigen
Entleerung herunter flieBen muB; bei dauerndem
BodenabfluBl vertieft sich der Trichter.
LaBt man durch die kleine Offnung eines stark
trichterférmig geformten Gefifes mit vertikal
stehender Achse Wasser einstrémen und findet
die Ausstromung unter Wasser in ein Sammel- Abb, 3.
gefiB statt, so zeigen Schwimmkorperchen, die
der Fliissigkeit beigemengt sind, daff im Trichter zwei Strdmungsformen (Abb. 3)
auftreten: eine Hauptstromung des durch die kleine Offnung einstromenden
Wassers, die sich innerhalb des Trichters in der Nihe der geometrischen
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Achse vollzieht, eine Nebenstromung, die die Hauptstromung bis zur Trichter-
wand umgibt und dadurch entsteht, daB ein Teil der bereits aus dem Trichter
ins SammelgefdB lings und in der Néhe der Trichterwand wieder gegen die
Einstrémungséffnung gefithrt und dann lings und in der Néhe der Grenzfliche
der Hauptstromung wieder ins SammelgefiB zuriickgefiihrt wird; diese Grenz-
fliche ist eine Diskontinuitétsfliche. Abb. 4 zeigt eine solche bei rein zwei-
dimensionaler Strémungsform infolge Storung eines geradlinigen Stromes durch
die Stromung aus einer Quelle.

Abb, 4.

Spezifisches Gewicht, Zusammendriickbarkeit, Dichte, spezi-
fisches Volumen. Das spezifische Gewicht des Wassers ist ver-
dnderlich mit der Temperatur desselben und dem Druck, die Ver-
dnderlichkeit ist jedoch innerhalb der Grenzen, die den Anwendungs-
gebieten der Hydrotechnik entsprechen, so gering, daf im allge-
meinen von deren Einflul abstrahiert wird; es wird demgemiBl zu-
meist das Gewicht des Wassers pro Kubikmeter = 1000 Kilogramm
angenommen und Unzusammendriickbarkeit desselben vorausgesetzt.

Bei manchen Untersuchungen, z. B. denjenigen der ungleichférmigen
Bewegung in langen Leitungen, fiihrt jedoch diese Abstraktion zu
unvollstindigen Resultaten, es ist hierbei der elastische Zustand des
Wassers und des Wandmaterials zu beriicksichtigen®).

Die Zusammendriickbarkeit des Wassers in Millionenteilen
des urspriinglichen Volumens pro 1 Atmosphére (= 1,033 kg/qcm) be-
trigt fur luftfreies Wasser

nach Colladon-Sturm . 49,65
» OQersted . . . . . 46,65
» Grassi bei 0°C . . 50,00
” ” »53°C . . 44,00

1) Siehe Allgemeine Theorie iiber die verinderliche Bewegung des Wassers
in Rohrleitungen von Lorenzo Allievi; ins Deutsche tibersetzt von Robert
Dubs und V. Bataillard. Berlin: Julius Springer 1909.
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Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Wasser betrigt nach
Versuchen von Colladon-Sturm 1435 m/sek und 148t sich berechnen aus der

Formel a m/fsek = 1/%, worin g= 9,81 m/sek? die Beschleunigung der Schwer-

kraft, s die Lingeninderung einer Schicht von der Linge ! und dem Quer-
schnitt 1, unter einem dem Gewichte ihrer eigenen Masse gleichen Totaldruck
9,81
14352
1 m Wassersdule und hiermit per 1 alte Atm.==10,33 m die Zusammendriick-
barkeit des Wassers mit 49,17 in guter Ubereinstimmung mit obigen Werten.

bedeutet; hieraus ergibt sich s= =4,77.10-% als Langenidnderung per

Das luftfreie Wasser besitzt seine griBte Dichte bei 4° C (nach
Versuchen an der Physik.-techn. Reichsanstalt bei 3,98°).

Die aus Versuchen verschiedener Experimentatoren von Roselli
abgeleitete Formel fiir das spezifische Volumen bei Atmosphédren-
druck, d.i.:

Vi=14A(t—4)? —B({t— 4> C(t—4)°
4=0,00000837991
B =0,000000378702
C=0,0000000224329

ergibt innerhalb der Temperaturdifferenzen — 5° und -}- 100° Werte,
die in der Niahe des Dichtemaximums bis auf die sechste Dezimale,
bei hoheren Temperaturen bis auf + 0,00003 mit den Versuchs-
resultaten iibereinstimmen.

Nach derselben ergibt sich folgende Tabelle®):

Dichte bei

Temperatur 40C—1 gesetat Volumen
—10° 0,998145 1,001 858
— 5° 9298 0702
— 0° 9871 0129
4 40 1,000000 1,000000
-+ 10° 0,999 747 0253
+4-20° 8259 1744
-+ 30° 5765 4253
-+ 40° 2350 7700

Absorption von Gasen. Wasser besitzt die Eigenschaft aus der
umgebenden Luft Gase zu absorbieren. Fiir Sauerstoff und Stick-
stoff ist die Absorption eine eigentliche oder physikalische, d. h. es
entstehen hierbei keine chemischen Bindungen, wihrend andere Gase,
wie z. B. Ammoniakgas, chemisch gebunden werden; Kohlensiure
wird teils chemisch, teils rein physikalisch absorbiert.

1y Auszug aus der Tabelle auf S. 92 von Miiller-Pouillets Lehrbuch der
Physik, Bd. IL,.
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Von besonderer Bedeutung fiir die Hydrotechnik ist der genannte
Fall: Absorption von Sauerstoff und Stickstoff aus der
atmosphérischen Luft. Wird nach Bunsen mit « der Absorptions-
koeffizient, d.i. das auf 0° reduzierte Gasvolumen, das von Volumen-
einheit Flissigkeit bei einem Druck von 760 mm Quecksilbersiule
absorbiert wird, bezeichnet, so gilt

fiir Stickstoff ay — 0,020346 — 0,00053887 ¢ - 0,000011 156 ¢2
fiir Sauerstoff ¢y =0,04115 — 0,00109t - 0,00002256 ¢*

und ferner das Gesetz der Teildriicke: ,Wenn zwei oder mehrere
Gase miteinander gemischt sind, so erfolgt die Absorption
proportional dem Drucke, denen jeder der Gemengteile
ausiiben wiirde, wenn er sich allein in dem vom Gasgemenge
erfiillten Raum befdnde. Atmosphérische Luft besteht aus
0,2096 Volumteilen Sauerstoff und 0,7904 Volumteilen Stickstoft,
hiermit ist der Partialdruck

tiir Sauerstoff p, = 0,2096 pz,,
»  Stickstoff p, = 0,7904 py,

wenn pz den Luftdruck bezeichnet; es ergibt sich mit den Absorp-
tionskoeffizienten ¢, und ey, die fiir den Druck von 760 mm Queck-
silbersdule gelten, der Absorptionskoeffizient fiir Luft bei demselben

Druck w7, = 0,2096 ¢, - 0,7904 ety
und demnach fiir t==0° C mit: ¢,=0,04115; ay==0,020346
oz, = 0,008 635 -1 0,016 51 = 0,024 726,

d. h. die im Wasser von 0° absorbierte Luft enthdlt 34°/,
Sauerstoff und 66°/ Stickstoff, wihrend die atmosphérische
Luft 21°/, Sauerstoff und 79°/, Stickstoff enthils.

Wenn Wasser, das absorbierte Luft enthdlt, im Laufe eines Stromungs-
vorganges in den Zustand kleinerer als atmosphérischer Pressung gelangt, so
entweicht die absorbierte Luft; es entsteht ein Gemisch von Wasser und Luft,
wodurch einerseits die Strémungsvorginge beeinflut werden, andererseits kann
der groBere Sauerstoffgehalt des wieder freigelassenen Gemisches zerstérend auf
die Wandungen der Gefifwinde einwirken, wie sich dies an den Lauf- und
Leitridern von Turbinen und Zentrifugalpumpen in stérendem MaBe bemerk-
bar macht.

Das Freiwerden absorbierter Luft ist auch eine der Ursachen, die die prak-
tische Saughthe an Wasserhebemaschinen beschrinkt.

In erhohtem MaBe gilt das Obige fiir kohlensiurehaltiges Wasser, der Ab-
sorptionskoeffizient fiir dieses Gas ist nimlich nach Bunsen

op=1,7967 —0,07761 ¢ {- 0,001 6424 #2,
also relativ sehr grof. Das absorbierte Gasgemenge kann durch Erwirmen

reduziert resp. ganz entfernt werden, da das Absorptionsvermdgen mit héherer
Temperatur abnimmt.
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Eisbildung. Chemisch reines luftfreies Wasser erstarrt bei At-
mosphérendruck unter gewdhnlichen Umsténden bei 0°, unreines
Wasser, z. B. FluBwasser, bei der etwas niedrigen Temperatur von
—0,0017°, Seewasser bei — 2,5 zu Eis; unter besonderen Um-
stinden kann die Erstarrung bis zu einer Unterkiihlung auf — 13°
verzogert werden, worauf sie dann plotzlich unter Erh6hung auf die
normale Erstarrungstemperatur eintritt. Der Schmelzpunkt des Eises
wird durch hohen Druck erniedrigt, und zwar pro 1 Atmosphire
Druckzunahme um 0,0075°, die bei der Eisbildung frei werdende
Wirmemenge betrdgt 79,25 Kalorien; die spezifische Wérme des
festen Hises ist = 0,5, des geschmolzenen Eises = 1,0 Kalorie.

In ruhendem Wasser findet die Eisbildung von der Oberfliche
ausgehend nach unten statt, es bildet sich eine Eisdecke, unterhalb
derselben ist die Temperatur des Wassers hoher als 0° bis zu 49
am flieBenden Wasser entwickelt sich Eis auch an der Sohle als so-
genanntes Grundeis; dasselbe hat seinen Ursprung auch in der Ober-
flichen-Eisbildung sowie in gefallenem Schnee. Die Temperatur ist
in verschiedenen Tiefen nahezu dieselbe.

Uber die Bildung des Grundeises und dessen Eigenschaften liegt eine
Monographie vor: Das Grundeis und daherige Stérungen in Wasserldufen und

Wasserwerken von Dr. phil. C. Liischer, Ingenieur in Aarau, Druck und Verlag
von Emil Wirz-Aarau.

Damptbildung. Gelangt strémendes Wasser innerhalb seiner Bahn
durch Hohlrdume, die teilweise mit Luft angefiillt sind, — so ist Ge-
legenheit zur Bildung von Dampf vorhanden, der mit der Luft in
Mischung tritt; die Erscheinung wird aber nur dann praktisch fiihl-
bar, wenn entweder die Temperatur des Wassers eine anhaltend
hohe (z. B. Warmwasserpumpe) ist oder wenn der Druck im Hohl-
raum klein ist (Saugwindkessel); in diesen Fillen kann sich die Ver-
dampfungserscheinung mit der Erscheinung der Abgabe absorbierter
Gase vereinigen.

Ist der Druck des Gemisches == p, so sind die Raumteile von
Luft und Wasserdampf

4
rL=u£, rD:(p—p«, worin (p:@

P P 4
die relative Feuchtigkeit, pp den wirklichen Teildruck des Wasser-
dampfes, p' den der Temperatur des Gemisches entsprechenden Sit-
tigungsdruck desselben bedeuten; fiir gesdttigte Luft ist ¢ =1.
Beziigliche Tabellen gibt die Hiitte.

Reibung, Viskositiit. Die zu oberst angefiihrte Eigenschaft, die
Unselbstindigkeit der Raumgestalt, hingt zusammen mit der Eigen-
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schaft der leichten Beweglichkeit des Wassers; dieselbe ist jedoch
keine vollkommene, da der Verschiebung der Flissigkeitsteile gegen
feste, wenn auch an sich glatte Wiande und untereinander molekulare
Krifte entgegenwirken; die Wirkung dieser Kréfte wird als Reibung,
und zwar diejenige zwischen Wand und Fliissigkeit als duBere
Reibung, diejenige zwischen Fliissigkeitsteilchen untereinander als
innere Reibung oder Viskositdt bezeichnet; es wird im allgemeinen
angenommen, daB die dullere Reibung so grof ist, dall die Erscheinung
der Benetzung, d. i. das Haftenbleiben von Fliissigkeit an den
Winden eintritt selbst bei grofiter Bewegungsgeschwindigkeit der
iibrigen Flissigkeitsteile. Durch die innere Reibung iritt eine Wechsel-
wirkung zwischen den einzelnen Schichten stromender Fliissigkeit
auf, die einflulnehmend auf die Bewegung der einzelnen Teile wird.

Die der inneren Reibung entsprechende Kraft ist, nach der
beziiglichen Hypothese von Newton, durch die Gleichung

v

v —
K=nf—5

in dem Sinne bestimmt, daBl, wenn eine Fliissigkeitsschicht von der
unendlich kleinen Dicke ¢ in Flichen von der Gréfie f mit benach-
barten Schichten in Berithrung steht, die die parallel gerichteten
Geschwindigkeiten v’ resp. v besitzen, K die Kraft in der Richtung
von ¢ ist, durch die die sich mit der Geschwindigkeit » bewegende
Schicht beschleunigt wird; auf die andere Schicht wirkt K in ent-
gegengesetzter Richtung verzogernd; vorausgesetzt ist hierbei, daf
v >wv; o' —wv ist hiermit die Relativgeschwindigkeit der beiden
Schichten; liegt die Dicke 6 in der Richtung der Komponente z eines

kartesischen Koordinatensystems, so kann o'=—wv-}- gg dz gesetzt

werden; es folgt aus obiger Gleichung
ov
K=nf 5

und hiermit fiir limd=0 der Ausdruck fir die Reibungskraft
zwischen zwei Fliissigkeitsschichten, die sich in der Fliche f beriihren,
verzogernd auf diejenige Schicht wirkend, die sich gegen die andere
relativ rascher bewegt.

n ist der Koeffizient der inneren Reibung; derselbe hat
die Dimension; Kraft >< Zeit dividiert (Linge)?, sein Wert ist experi-
mentell zu bestimmen. Poisseuille hat durch AusfluBversuche an
Kapillarréhren und Vergleich der Resultate mit theoretischen auf
die Newtonsche Hypothese gegriindeten Untersuchungen die Gilbig-
keit derselben fiir Stromungen durch solche Rohren erwiesen, hierbei
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die heute gebriduchlichste Methode fiir die Bestimmung der Werte
von 7 begriindet und fiir Wasser bei verschiedenen Temperaturen ¢
in Celsiusgraden im mm/mg/sek-System (auch giiltig im kg/m/sek-
System)
B 0,000 1817
1= (10,0836 ¢ - 0,000221¢° °

bestimmt (Comptes rendus 11412 [1840—51], Recherches expérimen-
tales sur les liquides dans les tubes de trés petits diameétres).

Statt den Wert # benutzt man derzeit den Wert (n)zgn als
/4

MaB der Zshfliissigkeit; es ergibt sich fiir Wasser im cm/g/sek -System
aus obigem Wert von #
0,0178

2/gek — 1 9.81 — .
(n) om*fseke =1 9,81 =G o361 T 6,000 281

Die Druckdifferenz 4 p, die zur Uberwindung der Reibung zwischen
zwei in der Entfernung L befindlichen Querschnitten eines horizon-
talen kreiszylindrischen Rohres vom Durchmesser D bei geradliniger,
gleichférmiger Bewegung des Wassers mit der mittleren Geschwin-
digkeit v, notig ist, 146t sich aus folgender vorgreiflich zitierter
Formel berechnen:

329 Lv,

Ap i

1T

Hiermit ist in einem Rohr von bestimmten Dimensionen und bei
konstanter Temperatur (wobei 5 konstant bleibt) 4p proportional
der Geschwindigkeit v,,.

Hingegen folgt aus Versuchen an Réhren mit grofierem Durch-
messer, dall 4p im allgemeinen nicht proportional v,, sondern in
anderer Art mit v, in Zusammenhang steht, der in erster Linie
durch die Formel zum Ausdruck gebracht wurde:

Vi

L, . I
29

L

Ap=vyl D
in der y das Gewicht des Wassers pro Volumseinheit, g die Be-
schleunigung der Schwere und 1 einen dimensionslosen Wert bedeuten,
fiir dessen Bestimmung nach den Zusammenstellungen in der Hydrau-
lik von Forchheimer (Verlag von B. G. Teubner) S. 35 u.f. eine
groBe Anzahl (ca. 50) Berechnungsformeln mit empirisch bestimmten
Widerstandszahlen vorliegen, die selbst wieder v, und D als Ver-
anderliche enthalten; z. B. nach den Untersuchungen von Lang,
unter Beriicksichtigung aller bis 1907 verdfientlichten und etwa 300
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eigenen Versuchen zwischen den Geschwindigkeitsgrenzen v, = 0,004
m/sek bis v, = 53 m/[sek gilt die Formel:

l:(a—]—

a und C sind die Zahlenwerte, die vom Zustand des Rohres ab-
héngig sind. Man kann setzen: ¢=0,012; C=1 fiir neue Rohre
mit ganz glatter Innenfliche ohne erkennbare Verschiebung der Quer-
schnitte an den Verbindungsstellen.

@==0,020 und C=1 fiir neue oder sehr gut gereinigte Rohre
mit ganz geringen Unebenheiten an der Innenfliche und an den
Verbindungsstellen.

5
a=10,020 und C :(g) fir Rohre mit ersichtlichen Uneben-
1

heiten, worin d den normalen, d, den von den Unebenheiten ver-
ursachten freibleibenden Durchmesser bedeuten. Der Wert des
Zshlers b ist von der Temperatur abhingig und betrigt 0,0018 bei
etwa 20° C, wichst bis zu 0,0022 bei 3° C und nimmt ab bis zu
0,0004 bei 100° C.

Berechnet man fiir z. B. L=100 m; D==0,5 m; v, = 2,0 m/sek
t=20° die Werte von 4 p, so ergibt sic! aus der Formel I:

7 =0,000103
und hiermit aus Formel II:
Ap=2,6368 kg/qm ;
mit ¢ =—0,020, C=1; b=20,0018 aus Formel IV:
A=0,020 -} 0,0018 = 0,0218
und mit y=1000 kg/cbm, g==9,81 m/sek® aus Formel ITT
A p==816 -- 73 = 889 kg/qm.

Hieraus erkennt man, dafl die Bewegungswiderstéinde nur in relativ
geringem Mafle von der Reibung selbst abhidngen, daB vielmehr der
Zustand des Rohres, dessen EinfluB in der Formel IV durch den
Zahlenwert @ und den Koeffizienten C zum Ausdruck kommt, in
iberwiegendem Mafle bestimmend fiir dieselben ist.

Die Erkldrung hierfiir ist nun durch die grundlegenden Versuche
von Osborne Reynolds gegeben, die in Papers on Mechanical and
Physical Subjects, Cambridge, at the University Press, 1901, Vol. II,
pag. 51 u. f. verdffentlicht sind; aus denselben geht hervor, daB neben
der flieBenden Bewegung noch unregelmiBige wirbelnde Bewegungen
vorhanden sind, die die fiir das FlieBen nétige Druckdifferenz er-
hohen; es ist dies die Erscheinung der

J c.. ........Iy
Yo - D

m
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Turbulenz. Durch Beobachtung der Stromungserscheinungen in
geraden Glasrohren von kreisférmigen Querschnitt, in denen die
Form der Bewegung durch entsprechende Zufithrung gefarbter Fliissig-
keitsbander (Abb. 5a, b, ¢) ersichtlich gemacht wurde, ergaben sich
folgende qualitative Re-
sultate:

L]

1. Bei geniigend klei-
nen Geschwindigkeiten
bildete der die Strémung
zeigende Farbstreifen eine
schone stabile gerade Linie

langs des Rohres.

2. Bei vergrofierten Ge-
schwindigkeiten tritt im-
mer in betrachtlicher Ent-

Abb. 5b,

A ALNA VIAAA R

|
VidA AUA LAAA -

fernung von der Einmiin-
dung, dort aber plotzlich Abb. 5e.

eine Mischung des Farb-

bandes mit dem umgebenden Wasser ein, die dann im weiteren Teil
des Rohres erhalten bleibt; bei Momentbeleuchtung erweist sich die
gefirbte Masse in mehr oder weniger regelmiBige Wirbel aufgeldst,
die Bewegung ist nur im ersten Teil des Rohres stabil.

3. Die Geschwindigkeit, bei der dieser plotzliche Ubergang vom
stabilen in den wirbelnden Zustand stattfindet, ist in bestimmter
Weise abhingig vom Durchmesser und der Temperatur der Fliissig-
keit; sie hat den Charakter einer kritischen Geschwindigkeit.

4. Wird in die Rohre eine sich an die Rohrwand anschmiegende
Drahtspirale eingelegt, so treten an derselben Stérungen der Be-
wegung bereits bei kleineren Geschwindigkeiten als sub 3 auf.

5. Ist der Zustand im ZufluBgefil ein sehr unruhiger, so 15st
sich bei ganz kleinen DurchfluBgeschwindigkeiten das Farbband schon
bald in unregelmiBige Wirbel auf; bei etwas vergréBerter Geschwin-
digkeit werden die Wirbel regelméBig und verschwinden dieselben
bei weiterer Vergroflerung der Geschwindigkeit so, dall die Bewegung
eine stabile, das Farbband geradlinig wird, welcher Zustand bestehen
bleibt, bis die dem Rohrdurchmesser und der Temperatur ent-
sprechende kritische Geschwindigkeit erreicht wird, bei der die nor-
male Erscheinung eintritt.

6. In relativ engen Rohren treten abwechselnd in periodischer
Léngenausdehnung unstabile und stabile Bewegungen auf.

7. Die Unstabilitdt beginnt unter allen Umstéinden in einer Ent-
fernung von der Eintrittsmiindung des Rohres, > 30fache des Rohr-
durchmessers.

AT
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Das wesentlichste quantitative Resultat besteht in der Formel:
v,-D-g
]

wobei v, die kritische Geschwindigkeit, D den Rohrdurchmesser,
o die spezifische Masse, 5 den Koeffizienten der inneren Reibung
und C eine Konstante bedeuten, deren Werte Reynolds aus seinen
eigenen Versuchen und denjenigen von Poisseuille und von Darci
abgeleitet hat; C ist ein reiner Zahlenwert. Mit den Dimensionen
des obigen Beispiels mit y— 998,26 kg/cbm entsprechend = 20°
und g = 9,81 m/sek? also o =101,7 wird

0,000103
101,7 - 0,5

Man erkennt, dall die kritische Geschwindigkeit sehr kleine Werte
annimmt und daber in Rohrleitungen im allgemeinen unstabile
oder nach gebrauchlicher Bezeichnung turbulente Bewegungen vor-
handen sind.

Aus den aufgezéhlten Versuchserscheinungen, die durch andere
Experimentatoren bestitigh und erweitert wurden, ferner aus dem
Umstande, daB der Widerstand durch innere Reibung allein ein
geringer und daB der Wert der kritischen Geschwindigkeit mit ab-
nehmender Zshigkeit der Fliissigkeit, d. i. abnehmendem 7, sinkt,
ist zu schlieen, dafBl die Quantitiit des Widerstandes der turbulenten
Bewegung durch UngleichméaBigkeiten der Stromung bestimmt ist,
die einerseits durch Stérungen der Bewegungen am Zu- und AbfluB,
sowie durch die Rauhigkeit der Rohrwandung verursacht, anderer-
seits eben durch die Eigenschaft der leichten Beweglichkeit geférdert
sind. Die innere Reibung spielt hierbei eine ausschlaggebende Rolle
in der Nahe der Winde, indem dieselbe dort Wirbel verursacht, die
in die iibrige Fliissigkeit hineinwandern. Siehe Prandtl, Verhandl
d. intern. math. Kongr. 1904,

Die Turbulenz ist natiirlich nicht an Réhren mit Kreisquer-
schnitt gebunden, sondern ist im allgemeinen bei Strémungsvorgingen
zu finden; ihr EinfluB ist vorhanden beim Strémen in Réhren,
Flissen und Kanilen; ein Beispiel hierfiir geben nebenstehende
Abb. 6a, b, welche photographischen Aufnahmen von Strémungen
in einem geraden Versuchskanal wiedergeben und die sachliche Uber-
einstimmung mit den klassischen Figuren zeigen?).

Im Heft 44 der Forsch.-Arb. des V. d. Ing. und im Bd. 52 der
Z.V.d.I.1907 hat Biel die Ergebnisse beziiglicher Untersuchungen

= C mit ¢ =1900 bis 2000,

v, == 2000- = 0,004 m/sek.

) Weitere Beispiele sind in den Abb. 33, Abb. 91a,b, 92a,b dargestellt.
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in folgende zwei Formeln nebst Tabelle zusammengefallt

kLo

h, &

. |

Querschnitt in qm
benetzter Umfang m
und L die Rohrlinge in Kilometern bezeichnet;

worin Rden hydraulischen (Profils-) Radius, d.h. R—=

Abb. 6a.
Abb. 6b,
f b ()
k=a e ——. ., . . . ... B
+VR—!_U771'IR 4

a ist ein Grundfaktor, f der Rauhigkeitsfaktor, b der Zahigkeits-
faktor und (y) der Reibungskoeffizient (nach Biel absoluter Zihig-
keitskoeffizient) in C. G. S.-Einheiten, also (1)=98,1 %, wenn 7, wie
oben, in, dem praktischen MaBsystem entsprechenden Ziffernwerten
gegeben ist.

Prasii, Hydrodynamik, 2. Aufl, 2



18 Grundlagen.

Biel unterscheidet 6 Rauhigkeitsgrade, charakterisiert dieselben
wie folgt:

Rauhigkeitsgrad I blankgezogene Rohre,
” II Blechrohre,
” IIT guBeiserne Rohre und ebene
Wandungen aus Zement,
” IV rauhe Bretter,
” V Backsteinwandungen,

” VI rauhe Wandungen,

und stellt folgende Tabelle auf
Rauhigkeitsgrad . . . . . I II III v \ VI
Grundfaktor ¢ . . . . . 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12
Rauhigkeitsfaktor fiir

Rohre, f . . . . . .. 0,0064 0,018 0,036 0,054 0,072
fiir Bruchsteinmauerwerk: 0,18
» rauhes » 0,27

» Kanile in Erde, regel-
miBige Biche, Fliisse,

Stréme . . . . . . . 0,50
» Qerdlle, Wasserpflanzen

und Hindernisse . . . 0,75

do,bis. . . .. .. 1,06
Zshigkeitskoeffiz. b . . . 0,95 0,71 0,46 0,27 0,27
b. (n) fiir ¢t =12° } Wasser: 0,0118 0,0088 0,0057 0,0032 0,0032

y »n £=100° ©0,00294 0,0022 0,00142 0,00083 0,00024

und zeigt an Diagrammen die gute Ubereinstimmung mit den Er-
gebnissen fritherer Formeln.

Seither sind eingehende Studien iiber die durch Turbulenz ver-
ursachten Widerstdnde durchgefithrt und verdffentlicht worden; in
jiingster Zeit in Nr. 16 Mitt. d. Eidgen. Amt. f. Wasserw. , Beitrige
zur Frage der Geschwindigkeitsformel und der Rauhigkeitszahlen fiir
Stréme, Kandle und geschlossene Leitungen“ von Dr. A. Strickler;
in der Z. ang. Mech. Bd. 3, S. 329 bis 339, 1923: Die Messung der
hydraulischen Rauhigkeit von Ludwig Hopf in Aachen und: Stro-
mungswiderstand in rauhen Rohren von K. Fromm in Diiren (Rhld.);
es werden in denselben die Abhingigkeit der Widerstandshdhe und

der Widerstandszahl von der Reynoldschen Zahl R — vr theore-
v

tisch beleuchtet und die Resultate diesbeziiglicher Versuche graphisch
und tabellarisch vorgefiihrt und in ausfiihrlichen Quellenangaben auf
die vorbereitenden und grundlegenden Versffentlichungen von Prandtl,
Karméan, Mises, Blasius, Schiller u. a. m. hingewiesen.
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Bei der Verschiedenheit der Umstdnde, die die Turbulenz ver-
ursachen, ist es naturgemill unmoglich, eindeutige Hypothesen
fir deren Quantitat aufzustellen; es ist jedoch von verschiedenen Phy-
sikern gezeigt worden, daBl der allgemeine Aufbau obiger empirischer
Formeln auch auf theoretischem Wege begriindet werden kann, und
sind diesbeziiglich namentlich die Untersuchungen von Osborne-
Reynolds an oben angegebener Stelle und diejenigen von Bous-
sinesq in seiner Theorie de D'écoulement tourbillonant et tumul-
teux . .. anzufiihren.

Beide Autoren und ferner H. A. Lorentz-Leiden haben Theorien
der turbulenten Bewegung auf Grundlage der Hydrodynamik auf-
gestellt, um die dynamischen Verhéltnisse der Turbulenz zu kliren
und den EinfluB der Zahigkeit auf die Storung oder Wiederherstellung
der Stabilitét zu bestimmen. (Siehe Abhandlungen iiber theoretische
Physik von H. A. Lorentz, Leipzig: B. G. Teubner, S. 43 u.f)

2. Die Grundgleichungen.

Der Bewegungszustand einer Fliissigkeit ist dann durch Gleichungen
vollstdndig beschrieben, wenn mittels derselben fiir jeden Punkt des
von der Fliissigkeit erfiillten Raumes und fir jede Zeit die Stro-
mungsgeschwindigkeit und die, an das den Punkt umgebende Massen-
element angreifenden, Krifte der Grofle und Richtung nach bestimmt
werden konnen.

Die mathematische Beschreibung erfordert die Wahl zweck-
miBiger Koordinatensysteme, auf die die Bewegungen zur Ortsbestim-
mung und Orientierung der Geschwindigkeiten und Krifte bezogen
werden und die Festlegung des Anfangszustandes, von dem aus die
Zeitmessung erfolgt.

Die Ableitung der beschreibenden Formeln kann entweder un-
mittelbar mit Bezug auf ein Koordinatensystem oder aber auf Grund
vektoranalytischer koordinatenfreier Ansétze durch Umformung der-
selben auf geeignete Koordinatensysteme erfolgen; hierbei kann ent-
weder nach Euler von der Aufgabe ausgegangen werden, die Bewe-
gung derjenigen Fliissigkeitsteilchen zu beschreiben, die im Laufe
der Zeit in ein bestimmtes Raumelement gelangen; oder aber man
sucht nach Lagrange die Bewegungszustinde eines Fliissigkeits-
teilchens zu beschreiben, die dasselbe ldngs seiner Bahn annimmt.
Handelt es sich um die Beschreibung einer Strémung in einem
gegen die Erde feststehenden Hohlraum, so geniigt die An-
nahme eines mit der Erde fest verbunden gedachten Koordi-
natensystems; handelt es sich um die Beschreibung einer Strémung
gegen einen in der stromenden Fliissigkeit bewegten Korper,

2*
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so ist ein, mit dem sich bewegenden Korper fest verbundenes Ko-
ordinatensystem anzunehmen und dessen Bewegung gegeniiber dem
zur Erde feststehenden Koordinatensystem zu beriicksichtigen; es
finden hierbei die Grundséitze der Relativbewegung An-
wendung.

Die auf ein Massenelement der Flussigkeit wirkenden Krifte sind
teils Massenkréafte, teils Oberflichenkrifte. Als Massenkraft
kommt vom rein physikalischen Standpunkt aus bei Beschreibung der
Bewegung der Fliissigkeit im feststehenden Koordinatensystem nur
die Schwerkraft in Betracht; bei Beschreibung in bezug auf das be-
wegliche Koordinatensystem sind nach dem Satz von Coriolis die
Ergéinzungskréafte der Relativbewegung als Massenkréfte hinzu-
zufiigen; hierdurch wird bekanntlich erreicht, da8 bei angenommener
Ruhe dieses Koordinatensystems, unter dem EinfluBl der Schwerkraft
und der Ergénzungskrifte die Fliissigkeit dieselbe Bewegung als ab-
solute Bewegung annehmen wiirde, die sie dem bewegten Korper
gegeniiber als Relativbewegung ausfiihrt; man hat also bei Aufstellung
der Gleichungen in diesem Falle von einer Bewegung des (Korper-)
Koordinatensystems abzusehen; dieselbe ist bereits in den Ausdriicken
fiir die Ergidnzungskrifte beriicksichtigt.

Der bewegte Korper kann hierbei selbst von Fliissigkeit durch-
stromt werden; wie z.B. in Turbinen und in Kreiselpumpen.

An den Beriihrungsfldchen der einzelnen Massenelemente unter-
einander sowie gegen andere Medien (Luft an den freien Oberflichen,
festes Material an den Beriihrungsflichen mit festen Korpern usw.)
treten Oberfldchenkrifte auf, die im allgemeinen schrig, in der
widerstandsfreien Fliissigkeit jedoch nur senkrecht gegen die Ele-
mente der Oberfliche gerichtet sind; der Druck einer Fliissig-
keit auf den von ihr benetzten Korper wird vermittelt
durch die an der benetzten Beriihrungsfliche auftreten-
den Oberfléchenkrifte.

In einem bestimmten Punkte der widerstandsfreien Fliissigkeit
ist der Betrag der Oberflichenkraft pro Flicheneinheit fiir alle Rich-
tungen oder, was dasselbe, fiir alle den Punkt enthaltenden Flichen-
elemente derselbe, heilt die Pressung im Punkte z, y, z und ist
als Druck an allen Begrenzungsflichen eines Elementes gegen das
Innere desselben gerichtet; Komponenten, die in die Fliche fallen,
sind bei der widerstandsfreien Fliissigkeit nicht vorhanden; in der
widerstandsbehafteten Flissigkeit sind solche (kurz benannt) Tan-
gentialkomponenten wirksam und besteht im Gegensatz zur wider-
standsfreien Fliissigkeit nicht Gleichheit der Pressung, d.i. der Normal-
driicke pro Flacheneinheit nach allen Richtungen, sondern es hat nur
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das arithmetische Mittel aus den Pressungen in je drei zueinander
senkrechten Richtungen fiir einen bestimmten Punkt des Raumes
dencelben Wert, der als Mittelwert in die Gleichungen eintritt?).

I. Fundamentalgleichungen von Euler fiir widerstandslose
Bewegung.

Die Grundgesetze fiir die Aufstellung der Gleichungen sind folgende:
1. Der Satz von der Konstanz der Masse, wonach bei Anderung
der Dichte der Fliissigkeit entweder das Volumen eines bestimmten

Massenteilchens sich entsprechend dndern mull oder bei konstantem
Volumen die Anderung des Massenwertes in der Zeiteinheit der in
demselben enthaltenen Fliissigkeit gleich der Masse des DurchfluB3-
iiberschusses in der Zeiteinheit ist; die mathematische Formulierung
der zweiten Folgerung fiihrt zur Kontinuititsgleichung.

2. Das Newtonsche Gesetz: Masse >< Beschleunigung = wirksame
Kraft; dessen Anwendung die Bewegungsgleichungen ergibt.

Um einen Punkt mit den Koordinaten z, y, z eines kartesischen
Koordinatensystems, Abb. 7, sei ein parallelepipedisches Raumelement

1) Siehe S.115 u.f. und Lamb, Hydrodynamik, S.658.
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mit den zu den Achsen parallelen unendlich kleinen Seitenldngen ¢,
d,, 0, abgegrenzt; es liegt die Aufgabe vor, den Bewegungs-
zustand derjenigen Flissigkeitsteilchen zu beschreiben,
die zur Zeit ¢t durch dieses Raumelement flieBen.

Der Massenmittelpunkt dieser Fliissigkeitsteilchen befindet sich
zur Zeit ¢ auf dem Element ¢ seiner Bahn, dessen Projektionen
auf die Koordinatenachsen mit o_, 0, 0, bezeichnet seien, und besitzt
eine Geschwindigkeit v, deren Richtung mit jener von ¢ identisch
ist; die Komponenten von v sind v, v Y s
a) Die Kontinuitdtsgleichung.

Ableitung in kartesischen Koordinaten. Im abgegrenzten Raum-
element 0,90,0, befindet sich zur Zeit ¢ die Fliissigkeitsmasse
d,0,, wobei o die spezifische Masse der Fliissigkeit bedeutet die

zyz’

Anderung der Gesamtmasse in der Zeiteinheit betréigt somlt = 6zéy 0,5

die Fliissigkeit stromt mit der Geschwindigkeit v, durch die Flache 4,9,

des Punktes z, y, 2; es ist daher (gvm—%ﬁ )5 -4, die pro Zeit-
dov,d,
)

die pro Zeiteinheit in derselben Richtung auftretende Masse, mithin

ist: ——Méz 9,0, die durch die Strémungskomponente in der -

einheit in der z-Richtung in das Element eintretende, <Q'u -+

Richtung verursachte Anderung des Masseninhaltes; ebenso erhilt
man _%{% 59551,52 ag”za 6 o, fiir die anderen Richtungen.

Entsprechend der obigen zweiten Folgerung ist daher zu setzen:

00 . [89% 8gv 8@@}
5 9,0,0,== 0.6,0.;

z Yy z?

es folgt hieraus die Kontinuitétsgleichung

°t 242

8@@ agv a@v

A

Vektoranalytische Ableitung. Mit v als Geschwindigkeitsvektor,
o als Skalar, dv als Raum, do als Oberflichenelement eines innerhalb
der Flissigkeit in beliebiger Form abgegrenzten Raumteiles gibt
mit v, als Vektorkomponente normal zu do die zweite Folgerung

den Ansatz: f aa—f dr=— f oY, do, die Integrale sind iiber den ganzen

Raumteil bzw. dessen Oberfliche zu erstrecken.
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Nach dem GauBschen Integralsatz ist f ov,do= f divovdt und
daher j <%% -} div @b) dv==0; da die Abgrenzung beliebig ist, so folgt

die vektoranalytische Form der Kontinuititsgleichung:
%%+dw@n:0, Y\

die bei Umformung auf kartesische Koordinaten die Gleichung A
ergibt.
b) Die Bewegungsgleichungen.

Fundamentalgleichungen von Euler fiir widerstandsfreie Be-
wegung. Nach dem Newtonschen Gesetz und mit den Bezeich-
nungen X, Y, Z fiir die wirksamen Kraftkomponenten parallel zu den
Koordinatenachsen ergeben sich die drei Gleichungen

@axayazﬁ X, axayaz dt —7, axayaz dt —z,

wobei ¢ den Betrag der spezifischen Masse der Fliissigkeit bedeutet.
Die Komponenten X, Y, Z setzen sich je aus zwei Hauptteilen zu-
sammen, d.s. erstens der den Massenkriften zukommende, zweitens
der den Oberflichenkréften zukommende Teil; mit K_, K . K, als Be-
schleunigungswerte der Massenkraftkomponenten ergeben sich die
Betriige der ersten Teile

K, 00,0,  K,-00,,0, K, 00,00
Bezeichnet ferner p die Pressung im Punkt xyz zur Zeit ¢ und sind
Zi -271;, Zp die Betriige der Pressungsinderung pro Lingeneinheit
in Richtung der Koordinaten, o folgt fiir den Teilbetrag der Ober-

flichenkrifte
opo
in der X-Richtung: ( _% —E> 9,0,— <p+

ox 2
no» Y- ” l [ :_.___5 (5 (5
[ in analoger Ableitung l

8p6m> .
5z 9 0,0,= ~—-666

»o” Z- ”

8p
= ‘a~z— 61(52/(32
somit werden

X:-(QK >666—9dt666

x "y 2
o 6p> dv,
Y—(QK —5g) 000 = Y.5.6,9,,

910) __ dy,
z_<@Kz—a—z 0,0,8,=¢ 77-0,8,0,.



24 Grundlagen.

Die Beschleunigungskomponenten sind die Grenzwerte von

Vg2 — Uz1 Vyo — Uy, V2 — Vst
T T ’ T

fiir limz=0, wenn w,,, Vs, v, TeSP. V1, Vy1, V;1, die Werte der
Geschwindigkeitskomponenten in den Endpunkten des Bahnelementes ¢
bedeuten, das im Zeitelement v vom Massenmittelpunkt des Fliissig-
keitselementes zuriickgelegt wird; die GroBlen der Geschwindigkeits-
komponenten in einem Punkte sind im allgemeinen durch -Werte
von Funktionen der Koordinaten des Punktes bestimmt und an
demselben Punkt mit der Zeit verdnderlich; dementsprechend er-

gibt sich b, —0, +av o, | 0v, oy_}_av o,
@2 ox 2 8y2 822+8t2’
I ov, 6, 0v,0, 0V, 0, OV, T
@1 oy 2 Ay 2 9z 2 ot 2
hiermit Yoz 7" Va1 a”m.%_}_avx "y_f_a”z&_l_?&c
T oxr T oy T 0z 7 ot
und da die Grenzwerte von
%y, Wy, By
T T T
sind, so folgt ;
vm:?-vz_ v ai avy+
di ot 2o T Y oy v 82
dv, dvl, 8vy v, 0vy
dt _]- Vs ﬁx Yy 8y T a—z

und in analoger Ableituhg P - .

vz_ z oz 2
dt ot | o yay+

zaz'

Durch Einsetzen dieser Beschleunigungswerte und der Werte fiir X
Y, Z in die urspriinglichen Gleichungen und Division durch g8 ¢

erhélt man folgende drei Bewegungsgleichungen: 'O
1 9p ov v v
K —=.22 %% 4, %% Vs

o 0z ot % ox yay+” 0z I
1 0p ov ov ov ov
K —2.92_%% y y %Y

vy ot T an Ty T, I
1 0p_ 0v, ov ov, ov,

K . e Zz 2z Lz
o oz gt = ax"—”y 0y Vo vt I

Die Gleichungen A, I, I, ITI sind die Eulerschen Fundamental-
gleichungen der Hydrodynamik. Fiir inkompressible reibungsfreie,
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also ideale Fliissigkeiten, als deren nichster Reprisentant das Wasser
angenommen wird, &ndern sich die Gleichungen I, II, IIT der Form
nach nicht, es nimmt lediglich ¢ einen konstanten Wert und hier-
mit die Gleichung A die Form an:

a” a”“r S e ... A

a

Diese Summe der drei partlellen Dlﬁerentlalquouenten heit die rdumliche
Dilatation. Entsprechend Gleichung A, ist bei Bewegung einer idealen
Fliissigkeit die rdumliche Dilatation konstant gleich Null

In den Gleichungen A, I, II, III entfallen die Glieder mit den
partiellen Ableitungen nach der Zeit ¢, wenn die Bewegung eine
derartige ist, dal Geschwindigkeits- und Pressungszustand sich im
allgemeinen wohl von Ort zu Ort &ndert, aber an jedem Ort zeit-
lich unverénderlich ist. Eine solche Bewegung wird als
stationir oder nach Grashof als permanent bezeichnet.
Deren Fundamentalgleichungen sind:

. ;25 'Uz%% vyaa—?;—}—vz% S
1
y#gg_?’; 0, 2% 4y ya;;y 0, S ...,
KZ—%%—Z va;; vy% vaa% A i 1
IO . (v -
<1’;x9)-+”(g”y9)+ <”5ZQ:0. C L A

A, gilt dann, wenn o von der Pressung p beeinfluft wird.

Fiir den Fall der inkompressiblen Fliissigkeit, d.i. ¢ = konstant,
wird 4, =4,.

Mlt den Grundglewhungen und den Bedingungsgleichun-
gen des jeweiligen Problems kdonnen im Prinzip die Geschwindig-
keitskomponenten und die Pressungen als Funktionen der Koordi-
naten z, y, z und der Zeit ¢ bestimmt werden.

Ist der Bewegungszustand ein stationdrer, so entfdllt die Ab-
héngigkeit von i; v, Vys U, und p erscheinen nur als Funktionen von
x, y, z und lassen sich aus den Funktionswerten der Geschwindig-
keitskomponenten die Gleichungen der Bahnlinien ableiten: da nim-

lich fiir jeden Punkt einer Strombahn
dx . o, dy . o, dz
=g vy—hm?—az, vz~hm7—_m

ist, so ergeben sich aus

o,
v, = lim -~

ow_dy v de m de
v, dx’ v, dy’ v, dz

z y
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die totalen Differentialgleichungen der Projektionen der Strombahnen
auf die Koordinatenebenen
(+o)de+(—v,)dy=dF,,
(+v)dy+(—v)dz=dF ¢ . .. .. .1V
(+v,)dz 4 (—v)de=dF,, J
worin F, ¥ Fyz, F, einerseits die Bedeutung von Funktionszeichen
und andererseits, sofern et sich um Feststellung der einzelnen Strom-
bahnen handelt, die Bedeutung von Parametern haben.

Wenn der Bewegungszustand zeitlich ver#nderlich ist, so
haben die Strombahnen keine dauernde Gestalt; denn die Glei-
chungen fiir v,, v, und v, enthalten auch die Zeit als Variable.

Benutzt man trotzdem die gleichen Ansitze V, indem man ¢
ebenfalls als Parameter betrachtet, so erhilt man durch V die
Gleichungen fiir momentane Strombahnen, und zwar ist der Zeit-
moment durch den jeweiligen Parameterwert ¢ bestimmt; diese
momentanen Strombahnen oder in kiirzerer Bezeichnung ,Strom-
linien“ sind nicht identisch mit den wirklichen Strombahnen der
einzelnen Fliissigkeitselemente, sondern dieselben charakterisieren die
Aufeinanderfolge der Fliissigkeitselemente in deren Bewegungsrich-
tung im Zeitmoment.

Beispiel: In einer an sich ruhenden Fliissigkeit wird durch einen Korper,
Abb. 8, der irgendeine (der Einfachheit halber z. B. geradlinige und gleichférmig
angenommene) Translationsbewegung besitzt, eine Stromung erzeugt, indem
der Korper einerseits Fliissigkeitsteilchen vor sich
herschiebt, anderseits demselben solche folgen,
hierbei geraten nicht nur die in unmittelbarer
Nihe des Korpers befindlichen, sondern auch
andere Teile der Fliissigkeitsmasse in Bewegung;
jedes Fliissigkeitsteilchen wird zu einer bestimm-
ten Zeit eine bestimmte Bewegungsrichtung be-
sitzen, wobei sich eine derartige Aufeinander-
folge von Fliissigkeitsteilchen ergibt, daB Kur-
ven als Verbindungslinien von Massenmittel-
punkten gezogen werden konnen, deren Tangen-

Abb. 8. ten den momentanen Bewegungsrichtungen ent-

sprechen; im ndchsten Zeitmoment befindet sich

der Korper bereits an einem andern Ort; es kann unter Umstinden die Grup-
pierung der bewegten Fliissigkeit um ihn und relativ zu ihm der Gestalt nach
kongruent der fritheren sein, aber in den kongruenten Kurven um zwei Lagen
des Korpers befinden sich nicht mehr dieselben Fliissigkeitsteilchen, jedes der-
selben hat seinen Ort sowohl gegeniiber dem bewegten Korper als auch gegen-
iiber dem feststehenden Raum, in dem sich die Fliissigkeit befindet, verdndert;
die Aufeinanderfolge der Orte eines Fliissigkeitsteilchens gegeniiber dem be-
wegten Korper gibt in diesem Fall der Kongruenz der Stromlinien eine daunernde
relative Strombahn im bewegten Koordinatensystem; die Aufeinanderfolge der
Orte desselben Teilchens im feststehenden Raum gibt die wirkliche Strombahn
dieses, aber auch nur dieses Teilchens im feststehenden Koordinatensystem.
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¢) Gleichungen von Helmholtz.

Fihrt man nach Helmholtz in die Gleichungen I, II, III die
folgendermaBen definierten Winkelgeschwindigkeiten ein:
0vy _ o0y, 0w, __ 0y 0y,

ov
20 = % .- —
= 9y o0z’ v 9z ox’ ‘T ox oy

so erhdlt man bei entsprechender Ordnung die Gleichungen

10p ow ( 0v,, ov )
e G it | il 25 [P .
.K;c Q ax at | ax yaw + za 2(szy Q.’L‘vy)
ov o, o (v? vt v? v?
oder wogen v, Z2 40, 5 o0, G — (S W 0 P
1op  ov, , 0 v
[ 9 Q _ ’
c o dt Tow 2 @0, — Qo). . T
10p Svy
—_— = ———2 Qov—Qw). . . .1II
Ky 0 ay +ay 2 ( zvz) I
K- L0 —|—-——-—2(.Qv—Qv) I
£ p 0% 0z 2 e

Mit den Richtungswinkeln 4, u, » von K gegen die Koordinaten-
achsen werden: K — Kcosi; Ky = Kcosu; K,=—Kcosy; sind
1, m, n, die Richtungswinkel eines beliebig gerichteten Léngen-
elementes da, also de=dacosl; dy=—dacosm; dz=dacosn; ist

ferner o nur von der Pressung abhingig, so daB man d?pzdiﬁ

schreiben kann, so gibt die Zusammenfassung obiger drei Gleichungen
nach dem Schema I’ dx -} II'dy -+ III' dz2 — O unter Beriicksichtigung,
daB gesetzt werden kann:

K, dx - K, dy-+ K, dz= K (cos A cosl - cos ucosm - cosy cosn)da
— K cos(ka)da =K da,

10p g, LoPg, o 10, _8?Bd_{_ d+ dz:—dSJs

o ox o oY o 02
Die Gleichung:
0 0 ?
K da—]—dSB—|—< w42 ”” ! %dz)-}—d%-2@:0

mit $ als Bezeichnung fiir den Ausdruck

[(Q,v,— 2,v,)de 4 (2,0, — Q,v)dy +(2,v,— Q,v,) dz].
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Bei Anwendung der aus nebenstehender Skizze (Abb. 9) ersicht-
lichen Bezeichnungen fiir die Richtungswinkel von v und da gegen-
einander und gegen die Koordinatenachsen, folgt bei festgehaltener
Lage von da wegen cose cos! |- cos § cos m - cos y cos n == cos y und

. oa . o, . 8;/) .0y
- I _ A &
<smacosl T sin § cos m P —+ siny cosn Py Bin 7 -
dv,dx | dvy,dy  ov,dz (av o ?_x)_@ﬂ_&_vu
dtda T atda arda T \ar OSF TN =Tt =5
20t 7.¢] Bezeichnet man mit

Z[“/ﬁl}’] = me‘-" __l_. de + ‘sz

die resultierende Win-
kelgeschwindigkeit der
Komponenten 2, 2,
Q; mit w, & u,
deren Richtungswinkel
gegen v, und die Ko-

(a),[tmn] ordinatenachsen, ferner
mit @, L, M, N die
Richtungswinkel  der
Normalen zur Ebene
. von v und 2 gegen da
(V2. und die Koofdignaten-
achsen, so kann §, wie
folgt, umformt werden

1%

9 ==v 2 da[(cos fcos{ — cosycosn)cosl

—+-(cos y cos & — cos & cos ) cos m - (cos & cos y — cos § cos &) cos n]

nach den Regeln der analytischen Geometrie des Raumes bestehen
die Beziehungen

cos fcos{ — cosycosp=sinwcos L,
co8 y cos & — cos e cos { = sinw cos M,
cosecosy) — cos fcosE—=sinwcos N,

cos L cos ! - cos M cos m -+ cos N cos n = cos D

es wird 3
H=v.-Q .-sinwcos Pda.

Wenn man in ¢ =§ die Werte: y = 1000 kg/m® und g= 9,81 m?/sek

als konstant annehmen kann, so wird di{%—-——gdg, und man erhilt
e
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hiermit die Grundgleichungen der Hydrodynamik:

0

—Kada—}—gd£+ Va d —}—d——(vé‘!)smw)cos@da_o . B
v

in koordinatenfreier FOrm, die in vektoranalytischer Bezeichnungs-
weise geschrieben werden kann

@—]—ggrad —i— ~}—gmd—— [p-rotp]=0 . . . . B

Besitzt die Kraft @ ein Potential ¢F, so wird — K da=gd
resp. 8 =ggrad§, und die Gleichungen B nehmen nach Division
durch g die Formen an

P 1 ov v? 1 .
d d~ - 8datd———(v2Qsinw)cos Pda=0 . B”
1
grad(%—t— —{— > r %%—%[nrotb] 0. . .B”

Die Grundgleichungen B werden besonders einfach fiir die Félle,
in denen Q=0 ist; es werden hierbei auch 2, Q , Q, gleich Null
und folgt aus deren Definitionsgleichungen, dall dies eintritt, wenn
eine Potentialfunktion ¢ der Koordinaten existiert, deren partielle
Ableitungen nach den Koordinaten die Geschwindigkeitskomponenten
bestimmen. op oo o
@ G’ vy'—ﬁ’ Y= %

es wird dann eben z. B.

v

w,_ oy Fp P 2 =0 usw.
oy 0% 0z 0y 0y 0% z

Eine solche Funktion @ heiit dann nach Helmholtz das Geschwin-
digkeitspotential (in Analogie zum Kriftepotential). Strémungen, fiir
die ein Geschwindigkeitspotential existiert, heien Potentialstromungen.

Fliachen innerhalb der Fliissigkeit, auf denen das Geschwindigkeits-
potential gleichen Wert hat, heiflen Aquipotentialflichen; die Be-
wegungsrichtung der dieselben enthaltenen Fliissigkeitsteilchen fillt in
die Normalen zur Flache.

Fiir inkompressible Fliissigkeiten ergibt sich aus der Koordinuitéts-
gleichung

% avy«{———dwb—o

die Gleichung Po 6 q? _|_ e <;0

2

=dwgrad ¢ =0.

Flussigkeitsbewegungen, fur die ein Geschwindigkeitspotential nicht
existiert, heien wirbelhafte Bewegungen; fiir dieselben existieren
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Wirbelfiden, das sind Linien, deren Tangenten in die Richtung der
Achse der totalen Winkelgeschwindigkelt 2 fallen und die wieder
im Falle idealen Fliissigkeitszustandes immer aus denselben Fliissig-
keitsteilchen zusammengesetzt sind und mit denselben fortschwimmen.

Die Wirbellinien bilden hiermit ein Vektorfeld; fiir eine aus
Wirbellinien gebildete diinne Rohre, d.i. eine Wirbelréhre gilt daher
eine der Kontinuititsbedingung analoge Eigenschaft

2 f 2 do==Xkonst.;

d. h. die Intensitit des Wirbels, d.i 22, bleibt konstant.

Hieraus folgt, da Wirbellinien in einem Punkte innerhalb der
Fliissigkeit weder entstehen noch endigen konnen; sie miissen ent-
weder geschlossene Kurven bilden oder an den Grenzflichen beginnen
oder aufhoéren.

Von Wichtigkeit sind noch folgende Sitze:

Der Teil einer vollkommenen Fliissigkeit, dessen Bewegung an-
fanglich wirbelfrei, behélt diese Eigenschaft immer bei, wenn die
wirksamen Krifte eindeutiges Potential besitzen; die Bewegung aus
der Ruhe ist daher immer wirbelfrei.

Wirbellinien bewegen sich mit der Fliissigkeit.

Dies sind die von Helmholtz entdeckten und im Jahre 1858
verdffentlichten Wirbelsitze (siehe Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften Nr. 79).

Das durch die GréBe $ bestimmte Schlufiglied in den Glei-
chungen B ist ein Vektor, der immer senkrecht auf die Ebene der
Vektoren p und roty steht; ist zudem dessen Wert so beschaffen,

.1
daB ganz allgemein r [protp]=gradS gesetzt werden kann, so

vereinfacht sich die Gleichung noch weiter in
P v? ) 100
md(“ o — .. .. .BY
grad (T s ey 8T a—
Im stationdren Zustand sind dann die Werte von p und v durch
Funktionen der Ortskoordinaten bestimmt.

IL. Allgemeine Form der Grundgleichungen.

Die Gleichungen
1op ov ov ov ov

K N a 4 e
W, o 3s Bt Vo ae T Y% 2y Vi, o I,
10p 81) 8v ov ov
K +W —— ~=>2 - Y v,
y+ y 99?/ + x + yay + e IIw
1op av E)’u ov ov
K 29 9% ] 7% ')
W= T T Ty T% g, -
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konnen als allgemeineres Resultat der Ableitung der Gleichungen I,
IL, IIT gelten, wenn mit W,_, W , W, die Komponenten einer Be-
schleunigung eingefithrt werden, in denen der Einflul der Reibung
resp. der Reibung und der Turbulenz zum Ausdruck kommt.

a) Grundgleichungen bei innerer Reibung'). Die Erginzung der
Eulerschen Fundamentalgleichungen mit Riicksicht auf innere Rei-
bung wurde zuerst von Navier-Poisson, spiter von de Saint-
Venant und Stokes durchgefiihrt.

Die Werte W, W, , W, werden in diesem Fall durch die Glei-
chungen bestimmt 1700

W= 122 1
“ 39896—{—9v ®
__1778@ N2
y‘ga—a—y——}—gv (I A
1900 gy _,
=507, TV "

in demselben bedeuten # den Poisseuilleschen Reibungskoeffizienten,

0y, E)U,,
T ox —'_
v v, Py
2 J— z x | x
v Vs ox? + ayﬂ o2
0 vy, | 0%vy | Py,
V=g oy? + 022
Tty o°v, | ov, | v,
7z ox2 I ay‘z az'.’.

Bei unzusammendriickbaren Fliissigkeiten ist ¢ — konstant, mit-
hin ® =0. Die Ausdriicke fiir die Komponenten W_, Wy, W, werden:

y

szﬁvevx, W:'szvy’ szﬁv%z.
0 o ¢

b) Grundgleichungen bei innerer Reibung und Turbulenz?). Die
Untersuchung des Einflusses der Turbulenz wurde sowohl von
Osborne Reynolds als auch von Lorentz ohne Beriicksichtigung
der Zusammendriickbarkeit, also unter der Annahme y = konst. und
unter AusschluB AuBlerer Massenkrafte, also

K,—0, K,=0, K=0,

1) Beziiglich der Ableitungen wird auf die Literatur, namentlich Lamb:
Hydrodynamik, § 319, S. 672, verwiesen.

%) Beziiglich der Ableitung wird auf die Abhandlung IIT von Lorentaz:
S. 43 bis 71, verwiesen: ,Uber die Entstehung turbulenter Flissigkeitsbewegungen
und den EinfluB dieser Bewegungen bei der Stromung durch Rohre“.
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durchgefiihrt; der leitende Grundgedanke dieser Untersuchungen be-
steht in der Teilung der Bewegung in die Hauptbewegung und in
die turbulente Bewegung in dem Sinne, dafl jener das Weiter-
flieBen, dieser hingegen die unregelmafBigen wirbelnden Be-
wegungen zugeteilt wurden; diese Teilung wird zum Ausdruck ge-
bracht durch die Relationen

v,=v,+v,, v,=0v,-}+v,/, v,=v,+v,/,

worin v_,v,,v, und p Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten
der Hauptbewegung, s y ,v, und p’ die, der turbulenten Bewegung
entsprechenden, Geschwmdlgkelts- resp. Pressungsanteile bedeuten.
Die Bildung der Mittelwerte ist hierbei in der Weise vorgenommen
gedacht, daB8 die Bewegung v, v, v, einfacher ist als die wirkliche,
ohne daB alle Einzelheiten der Turbulenz verschwinden; dieselbe
kann auf dreierlei Art erfolgen, und zwar in bezug auf:

entweder einen kleinen Zeitabschnitt (z)

t+E
_ 1
U:v = ;‘J"Um dt
-2
2
oder einen kleinen Léngsabschnitt (s)

- 1
vm=;fvmds

oder einen kleinen Raumteil (S)

1

wobei in jedem Bewegungsfalle diejenige Art zu wihlen ist, durch
die die Turbulenz noch geniigend zum Ausdruck kommt.

Fiir die Anteile v, v, v, wird die Eigenschaft angenommen,
daf ihre Mittelwerte gleich Null sind.

In den allgemeinen Grundgleichungen I, IT, IIT , IV, sind die
Geschwindigkeiten und die Pressung diejenigen der Hauptbewegung
und wird

I/ [8 —ra | O 1‘77}
Wm—gv vm ox m + —I_az vac vz
v/ — 0 8 _
Wyzgv%y L}x v, y+ay y’2+az L v J .. I,
_— ‘3“_{__ ‘o ! _a__ Ty i—/‘ﬂ
LE Qv U oz * % 8yvy Vs 0% % |
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Lorentz zeigt, daB die Glieder in den eckigen Klammern einem
Transport von Bewegungsgrd3e infolge der turbulenten Bewegung
entsprechen, wodurch Tangentialkomponenten der Oberflichenkrifte
also gleichsam neue Reibungen entstehen.

In § 13 der Originalabhandlung von Lorentz werden diejenigen
Gleichungen abgeleitet, mittels deren man bei gegebener Haupt-
bewegung die turbulente Bewegung bestimmen kénnte; in den §§ 14
bis und mit 17 wird die beziigliche Untersuchung fiir die stationire
Stromung durch ein gerades Rohr mit kreisférmigem Quer-
schnitt durchgefiihrt und die Resultate mit denjenigen der Pois-
seuilleschen Stromung verglichen.

Fiir die Geschwindigkeitsverteilung der geradlinigen, achsenparal-
lelen Hauptstromung wird die Formel erhalten

_ 1 ——
v :ﬁ (r—rJ — ;J‘Q-vz’vr’dr,
aus derselben folgt die Ergiebigkeit in der Zeiteinheit

Ta Ta
4

T J e
V:fU'QTﬂdT: 2. -J-———f@"l)z,’l}r,rzdr;
: sy 7 7

hierin bedeuten v, und v’ die Geschwindigkeitskomponenten der

Turbulenz in axialer und radialer Richtung von der Eigenschaft, daf

der Mittelwert v,/v, nur von r abhéingt; # ist der Koeffizient der
42

inneren Reibung; J :—LZ entspricht dem Druckgefélle.

Aus derselben Gleichung folgt nach entsprechender Ordnung und
Umformung und wegen V=rnv, mit v als totaler mittleren Ge-

schwindigkeit
16 v'v’<r>2 r} v
— = z "r{__ d_ m
7 LR_!—IGf Vg \T, r,l2gr,’
¢
worin ﬁt:v’”,r" =" g Reynoldsche Zahl und das Integral
n ny

ebenso dimensionslos ist wie %R; der Klammerausdruck entspricht
hiermit dem Zahlenfaktor y in der von Ludwig Hopf in Aachen
in seiner Abhandlung ,Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit“
(Z.f. ang. Math. u. Mech. Bd. 3, 1923, 8.329—339) an die Spitze gestellte

Hauptformel H _ o
T 0T Yagr

Prasil, Hydrodynamik. 2, Auil. 3
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Die Auswertung des Integrales macht die Kenntnis der turbu-
lenten Geschwindigkeiten erforderlich, die jedoch nur auf Grund von
Versuchen und hypothetischen Interpretationen derselben gewonnen

werden kann; das erste Glied 16 im Klammerausdruck entspricht
der inneren Reibung. R
Das Resultat wurde unter folgenden Annahmen erhalten:

1. Die mittlere turbulente Bewegung ist fiir alle Querschnitte
konstant; diese Annahme beruht auf der durch Versuche festgestellten
Tatsache, da die fiir eine bestimmte AusfluBmenge nétige Druck-
differenz auch bei Vorhandensein von Turbulenz der Rohrenlinge
proportional ist; dementsprechend konnten alle partiellen Ableitungen
nach der Achsenrichtung von Mittelwerten der Produkte von Ge-
schwindigkeitskomponenten der Turbulenz, sowie auch diejenige der
Hauptbewegung gleich Null gesetzt werden.

2. An der Rohrenwand werden alle Geschwindigkeitskomponenten
gleich Null entsprechend der Annahme des Haftens.

3. Wegen Symmetrie um die Achse sind » und alle Mittelwerte
der Produkte von Geschwindigkeitskomponenten der Turbulenz nur
von r abhingig; das bedingt naturgem&B Vernachlissigung des Ein-
flusses der Schwerkraft und hiermit Weglassung der Komponenten
derselben in den Gleichungen a.

Die zweite Formel zeigt, daB durch die Turbulenz die Ergiebig-
keit bei gleicher Druckdifferenz auf dieselbe Lénge gegeniiber einer
geradlinigen Stromung mit lediglich innerer Reibung verkleinert wird;
hierbei nimmt das Geschwindigkeitsgefdlle lings eines Radius von
der Mitte zu zuerst langsamer, gegen die Rohrwand viel schneller zu
als bei der Poisseuilleschen Strémung.

Auf Grund der allgemeinen Gleichungen wurden von Reynolds auch
Beweise fiir die Existenz einer kritischen Geschwindigkeit als Grenze des sta-
bilen Zustandes erbracht; die fiir spezielle Fille hierbei errechneten Resultate
fiir die Grofle derselben weichen allerdings von den Versuchswerten ab, was
jedoch begreiflich erscheint, da die Form der eigentlichen Turbulenz doch nur
angenommen und auf Grund dieser Annahme in die Gleichungen eingefiihrt
werden konnte; die Form der Gleichung fiir die kritische Geschwindigkeit ent-
spricht jedoch der empirisch gefundenen.

Yinen Versuch, aus den Grundgleichungen Formeln fiir die Bestimmung
der Turbulenz abzuleiten, hat Boussinesq in seiner Théorie de I’excoulement
tourbillonant et tumultueux des liquides, 1897, Paris Gauthier-Villars et fils,
unternommen; es werden ebenfalls durch Teilung der Bewegung in 2 Teile die
Navier-Poissonschen Formeln umgeéndert und durch Anpassung des Rei-
bungskoeffizienten an die Bazinschen Versuche die quantitative Ubereinstim-
mung der theoretischen mit den Versuchsresultaten zu erreichen gesucht.
Lorentz weist jedoch darauf hin, daB hierbei gerade die der turbulenten Be-
wegung entsprechenden Glieder vernachlissigt seien. Siehe Abhandlungen der
mathem, Physik, 8. 62.



I1. Hydrostatik.

Die Hydrostatik beschreibt die Zustinde der ruhenden Fliissig-
keit; es folgen aus den Bewegungsgleichungen die drei Hauptglei-
chungen (siehe Seite 25):

gL _o g_L10_4 g_10P

=g b% y an s 2_35520' B,
Die Kontinuititsgleichung reduziert sich auf
9
W_O...........As

Aus letzterer Gleichung ist zu folgern, dal der Ruhezustand zeit-
liche Unverénderlichkeit der Dichte bedingt.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Ruhe gegeniiber der Erde, wobei die Fliissigkeit sich
in einem mit der Erde fest verbundenen Raum befindet; es sind
damn K , K, K, lediglich die Komponenten der Schwerkraft:

2. Die Ruhe gegeniiber einem Raum (Hohlraum eines GefiBes),
der sich gegeniiber der Erde in Bewegung befindet; K , K, , K, be-
stehen dann aus den Komponenten der Schwerkraft und aus den
Komponenten der ersten Erginzungskraft der Relativbewegung, da
die zweite Erginzungskraft gleich Null ist.

Die Probleme der absoluten Ruhe sind rein statische Probleme,
es werden daher im folgenden nur Probleme der relativen Ruhe
behandelt.

Relative Ruhe.

Wenn ein GefiB, in dem sich Fliissigkeit befindet, selbsi eine
Bewegung besitzt, so erscheint im allgemeinen der Bestand relativer
Ruhe nicht gesichert und ergibt sich als erstes Problem die Be-
stimmung solcher Bewegungsarten, bei denen dieser Bestand mog-

lich ist.
g%
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1. Allgemeine Untersuchung.

Die in den Grundgleichungen enthaltenen Gréfen K, K , K, sind
hierbei durch Summierung der Beschleunigungskomponenten der
Schwerkraft mit den Komponenten der ersten Ergéinzungsbeschleu-
nigung der Relativbewegung zu bilden; fiir irgendeinen durch die
Koordinaten z, v, 2 in dem mit dem Geféfl verbundenen Koordinaten-
system bestimmten Punkt ist letztere der GroBle nach gleich, der
Richtung nach entgegengesetzt der diesem Punkt als GefdBpunkt
zukommenden Beschleunigung.

Multipliziert man die Grundgleichungen (Seite 35) mit dz, dy, dz
und beriicksichtigt wieder, daBl im allgemeinen p Ortlich und zeitlich
verinderlich, daB8 also

dp dt—}—apd apdy—}—apdz
ist, so erhilt man durch Addition
Eazp_K de+ K, dy + K,dz 4 ! apdt .. .B
wobei die Gleichung gilt

Aus Gleichung A folgt ganz allgemein die Bedingung zeitlicher
Unveranderlichkeit der Dichte der Fliissigkeit, und hiermit fiir den
Fall, daBl o abhingig von p ist, auch die Bedingung zeitlicher Un-
verdnderlichkeit der Pressung, welch letztere Bedingung jedoch ent-
fallt, wenn die Fliissigkeit itherhaupt inkompressibel, d. h. ¢ konstant
angenommen wird. Aus Gleichung B folgt nun die fiir die Losung
obiger Frage wichtigste Bedingung fiir die Moglichkeit des Bestandes
relativer Ruhe; damit die rechte Seite von B zu einem totalen
Differential wird, miissen Kx,Ky,Kz von einer Potential-
funktion K ableitbar sein, so dall sich ergibt

oK oK 8K 1 3p 0K
=% Kv"ay’ =% o ot ot

Die Werte von K, K , K, ergeben sich wie folgt: in Abb. 10?)
sei £, 9, das mit der Erde fest verbundene Koordinatensystem, in
dem sich das mit dem Gefd verbunden gedachte Koordinatensystem
X, Y, Z bewegt; diese Bewegung kann jederzeit als eine Translation
mit fiir alle Punkte des beweglichen Systems gleichen Geschwindig-

1) In den X-, Y-, Z- Achsen soll B,, p, statt B, p, usw. stehen.
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keits- und Beschleunigungskomponenten, verbunden mit 3 Drehungen
um die Achsen OX, 0Y, OZ aufgefalit werden.

Die Komponenten der Translation sind

dé dy ¢

Be—Co, By=t, B=o

T Tt Tt | mit &, n und ¢ als Koordinaten
d2¢ 'y a*¢ des Punktes O.

=Gpe =g T e

(Siebe FuBnote 8. 36.

Da die Grundgleichungen auf das System X,Y,Z bezogen sind
so sind auch die Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten
nach den Richtungen OX, OY und OZ zu bestimmen.

Werden die Richtungskosinuse dieser 3 Achsen gegen diejenigen
des festen Systems nach beistehendem Schema bezeichnet

X Y Z
§ | a4 Gy Qg
n b1 be by

Cle, ¢ ¢
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5o daB z. B. b,=dem Kosinus des Neigungswinkels von Y gegen 7
ist, so folgt fiir die Komponenten der Translationsbewegung;

%m:%§a1+%ﬂbl+%fcl

B, = B:a, + B, b, + B ¢, a
B, == B a4 + By by +- B ¢
Py=0:0 + Py by 4 P
py:PEa2+pnb2+p£cz b

p,=peag + pyby + prcy

Die Komponenten der Drehungen ergeben sich fiir einen Punkt,
aus dessen Koordinaten z, y, z aus den Winkelgeschwindigkeiten
Wy @, 0, des bewegten Koordinatensysbems um dessen Achsen und
deren Abteilungen o, w,', w, nach der Zeit in folgender Zusammen-

y,
stellung:
X Y 7Z als Drehachsen
- — — .
£8 & X‘vm=0, v, ~tz0, v, =—yo, Geschwin-
Q 25 digkeitskom-
88 Yo =——2w0,, v, =0, =12zw d
@ 8'% yx * Yy z| ponentender
2 8E Zv,=+tyo, v,=—To, v,,=0 Drehungen
X Y Z als Drehachsen
O I
g'gn ﬂxx—oy ﬁxyzzwy,_xwyg: ﬁzzz—wz,y_xwzg
=]
ME Bya=—20 —yws® Byy,=0, Byz="F 20, —y 0,?
%é ﬂzx—+yw$—zmz: ﬂzyz'—xwy’_zwyzj ﬂzz:O

Beschleunigungskomponenten der Drehungen

Die Komponenten der Schwerebeschleunigung in Richtung X, Y, Z
sind bei lotrecht entgegengesetzt der Schwere gerichteter positiver
{-Achse

Ve="9C, V,=—Y9C, Y, =—GC e
Das Bildungsgesetz fiir die Komponenten von R ist hiermit
K=y—p—p
und mithin
K=y, — b Fyo/ —z0/+z(o, -+%ﬁ
K,=y,—p,tzo/—zo/+y0 o))

K=y, —

pFzo/—yo,+2(0,+ o)

Als abgeleitete einer Potentialfunktion unterstehen die GroBen

K., K,, K, den Bedingungen
0K, 0K, oK, 0K, 0K, 0K,
sy ox’ 0z oy’ ox o0z’
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woraus sich ergibt, daf3

’
wZ:———wz7 [4)] = — 3 w = —

oder

/___ r___ r___
w, —wx—wy——O

sein missen, d. h. fiir den Bestand einer Potentialfunktion K und
damit fir die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe ist nétig,
daf die Drehungskomponenten der Gefialbewegung konstante Winkel-
geschwindigkeit besitzen, woraus wieder folgt, daB die resultierende
Drehachse sich nur unter Parallelverschiebung bewegen darf.

Die Ausdriicke fiir K_, K, K, reduzieren sich auf

K, =—p)+ (o) + )
K, =@,—p)+ (@ o)y
K=, —»)+ (0 + 02

Es ergibt dies als allgemeines Integral von B die Gleichung
p 2 N 2 N

4
z?
v.—p)zt(0)+ol)s+T ... ... D
mit 7' als einer reinen Zeitfunktion.

Aus dieser Gleichung lassen sich die weiteren Bedingungen fiir
die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe entnehmen, wenn man
beriicksichtigt, dall die Groflen y und p, da dieselben nach den
Gleichungen b und e die im allgemeinen von der Zeit abhingigen
Richtungskosinuse a, b, ¢ usw. enthalten, ebenfalls Zeitfunktionen sind.

Man erkennt nun, daf in allen Fillen, in denen %%——— 0 sein

mufl (d. h. wenn die Fliissigkeit kompressibel ist), die Werte der
Richtungskosinuse, so wie die in Dos Py B, enthaltenen Werte von
Pe, p, und p: von der Zeit unabhiéngig, also konstante sein miissen,
d. h. die GefiBbewegung kann dabei entweder nur eine Translations-
bewegung mit der GréBe und Richtung nach konstanter Beschleu-
nigung oder eine Drehbewegung um eine festruhende oder um eine
mit konstanter Beschleunigung parallel verschobene Drehachse sein;
da die Kompressibilitit bei Wasser und #hnlichen Fliissigkeiten nur
eine sehr geringe ist, so erscheint der Fall o= konstant als der
praktisch wichtigere; in diesem Fall ist der Bestand der Moglichkeit

relativer Ruhe nicht durchaus an die Bedingung %?:O gebunden;

fiihrend wird hierbei vielmehr die Untersuchung der relativen Bewegung
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der Niveauflichen; ist das Gefdll offen, die Fliissigkeit mithin gegen
die Luft durch eine freie Oberfliche abgegrenzt, so mull die relative
Lage derselben naturgemil bei relativer Ruhe konstant bleiben; im
geschlossenen, voll angefiillten Gefdll entfillt letztere Bedingung.

2. Relative Ruhe in offenen Gefiifien
(mit freier Oberfliche).

Die angefiihrte Bedingung wird in folgenden Bewegungsfillen
erfiillt:

a) Die Bewegung besteht nur in einer lotrechten Translation,
wobei jedoch die Beschleunigung zeitlich variabel sein kann; in diesem
Falle reduziert sich die Gleichung D auf?)

§=(7,—pz>z+f’,

y, wird ==—g¢ und p,=p;; es ergeben sich die Niveauflichen als
wagrechte Ebenen mit zeitlich veréinderlichen Funktionswerten, wo-
bei die Bedingung zu beriicksichtigen ist, dall der Wert der Pressung
niemals negativ wird; bezeichnet man mit p, die Pressung an der
freien Oberfliche und mit z, den Koordinatenwert der letzteren, und
nimmt man Unverinderlichkeit der Pressung an der freien Oberfliche,
also T'=—konstant an, so folgt:

P =B — =+ rh,
und man erkennt, daf p negativ werden kann, wenn p; negativ und
dessen Zahlenwert grofer als g wird, d. h. fir die Mdoglichkeit des
Bestandes relativer Ruhe ist bei beschleunigter, lotrechter Trans-
lationshbewegung des Gefifies notwendig, dal entweder die Bewegung
rein nach aufwirts (p; >>0) oder aber bei Abwirtsbewegung, mit
einer Beschleunigung

erfolgt; ist

so bleibt die Wassersdule im Gefdal gegen dasselbe zuriick, und die
relative Ruhe wird gestért. Eine Nutzanwendung letzterer Eigen-

Y Mit ¢, =0, ¢,==0, ¢;=1 entsprechend lotrechter Lage der {- und der
Z-Achse.
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schaft ist in der nebenskizzierten primitiven Einventilpumpe (Abb. 11)
zu erblicken, mit welcher Forderung durch rasches Auf- und Ab-
wirtsbewegen des mit einem Bodenventil versehenen und in Fliissig-
keit tauchenden Gefifles erfolgen
kann.

b) In allen Fillen gleichférmiger
geradliniger Translationsbewegung
des Gefiles.

¢) Die Translationsbewegung
kann entsprechend Gleichung D
auch eine gleichférmig beschleu-
nigte sein.

Die Gleichung 1a8t sich durch die Annahme paralleler Richtungen
zu zwei Achsen der Koordinatensysteme, und indem man die Be-
wegungsrichtung parallel z. B. zur £(-Ebene legt, reduzieren auf

—Z=—p5x-—(g+pg)2—|—T,

bei T'=— konstant ergeben sich mit p = konstant die Niveauflichen
als Ebenen, die senkrecht zur £{-Ebene und unter

43
e g9 p:
gegen den Horizont geneigt liegen.

Man erkennt, daf eine Neigung nur vorhanden ist, wenn die hori-
zontale Beschleunigungskomponente ps nicht =0 ist; ist dies jedoch
der Fall, so kann p; jeden beliebigen Wert annehmen, die Lage
der Niveauflichen wird nicht gestort; es liegt also mit p;=0 (wo-
bei jedoch p; >0 sein kann) eine Verallgemeinerung des Falles a
vor, naturgemidB auch mit der dort bestimmten Begrenzung der
Moglichkeit des Bestandes der relativen Ruhe.

Ist die Bewegung eine geradlinige, die Bahn unter dem Winkel 8

be

gegen den Horizont geneigt und somit —- = tg f — konstant, so folgt
3

be
g-+v:tgp

und wird, wenn p; bedeutend grofler als g, angenihert

tgo-tgf=—1,
d. h. die Niveauflichen und damit auch die freie Oberfliche stellen
sich in diesen Fillen nahezu senkrecht zur Bahnrichtung ein.
Wihrend der Anlaufs- resp. Ablaufsphase der Bewegung eines
teilweise mit Fliissigkeit gefillten Gefdfles kann zwar nicht voll-

tgo=—=—
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kommene relative Ruhe, jedoch bei lingerer Dauer dieser Phasen
und konstanter Beschleunigung resp. Verzogerung eine derartige Be-
wegung der Fliissigkeit eintreten, dall die freie Oberfliche periodisch
wechselnde Lagen um die der relativen Lage entsprechende freie
Oberfliche annimmt.

d) Wird das GefiB mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
eine lotrechte Achse gedreht und letztere dabei lotrecht derart be-
wegt, dall p,==konstant ist, so ist ebenfalls relative Ruhe der Niveau-
flichen vorhanden, und es kann daher eine freie Oberfliche in rela-
tiver Ruhe und hiermit relative Ruhe iiberhaupt bestehen; die
Gleichung D nimmt die Form an:

2 2
2 —ar B gyt 1.

Setzt man 2?1 y*=12, so lautet die Gleichung kiirzer

P 2. 1"
Lol et T,

Y

mit 7= konstant und p == konstant ergeben sich die Niveauflichen
als Rotationsparaboloide um die
Drehachse als geometrische Achse.

Auch hier unterliegt p; der im
Fall a namhaft gemachten Beschrin-
kung.

Die Lage der freien Oberfliche
im GefdB ist durch den Fliissigkeits-
inhalt bestimmt; z. B. ergibt sich
fiir ein kreiszylindrisches Gefi8 mit
der geometrischen Achse als Dreb-
achse das Volumen, das durch Zy-
linderwand, Zylinderwandboden und
freie Oberfliche abgegrenzt wird,

Abb. 12.
Abb. 12, mit
V—R?nz _Renza_ZOZRanza_i“Zo.
a 2 2
Es ist ferner fir r=0 und z=73,

&z—gzo+— T,
(Y
p 2

fir r=R und 2=z ;O:-wf ——gz,+ T

. . w2R2

hiermit: 2, — %y == ———
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Aus der Volumsgleichung und mit V=z_ Rz folgt

za+20:2zr’
und hieraus
w?®R? w? R?
__ 2 s Yz
za_zr 4g ’ zO—zr 49 ’

womit die Lage und Form der freien Oberfliche bestimmt ist; aus
den Gleichungen
2

! 2 r fl’ 10 ‘Z
__—wz —— gz - s =gz
__!_ 0+

erhilt man durch Einsetzen des obigen Wertes fiir z, und Subtrak-
tion die Gleichung:

P_Poy e (ﬁk R_> —

Q—QTwz 2 4 +g(zr z)’
mittels welcher fiir jeden Punkt im Innern der Fliissigkeit und an
der benetzten Zylinderwandung die Pressung p berechnet werden
kann; iibrigens ergibt sich aus denselben Gleichungen:

P— Po r

=z, —2)+ w2 —,
y (0 )+ z 2g

daB die Hohe der Wassersiule, durch die der Uberdruck in einem
Punkte innerhalb der Fliissigkeit bestimmt wird, gleich ist der iiber
denselben bis zur freien Oberfliche reichenden Flissigkeitssidule.

Die Abhéngigkeit der Hohenlage der Fliissigkeitssiulen z, oder z,
von o, laBt sich zur Einrichtung von Zeigerwerken fiir Umdrehungs-
zidhler verwerten.

Mit diesen Fillen ist die Mannigfaltigkeit der Bewegungsarten
von offenen GefiBen erschopft, bei denen relative Ruhe der in den
Gefiflen enthaltenen Flissigkeiten moglich ist.

3. Relative Ruhe in geschlossenen Gefiiflen
(ohne freie Oberfliche).

Im Falle eines vollkommen geschlossenen und vollkommen an-
gefiilllen GefiBles wird die Bedingung der relativen Ruhe der Niveau-
flichen gegeniiber dem GeféiBle hinfallig; es erscheint daher nach
Gleichung D in diesem Falle der Bestand relativer Ruhe der Fliissig-
keit moglich, wenn nur die durch die Gleichung D festgelegte Be-
dingung erfiillt ist, wonach, sofern die Gefdllbewegung eine Rotations-
komponente iberhaupt besitzt, die Rotation mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit zu erfolgen hat; die Parallelverschiebung der Ro-
tationsachse kann hierbei einer beliebigen Translation entsprechen.
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Aus Gleichung D ist zu erkennen, dall die Niveauflichen im
Falle reiner Translation des GefiBes Ebenen, in allen anderen
Fillen Flichen zweiten Grades sind, deren relative Lage gegen das
GefiB sich im allgemeinen wahrend der Bewegung des Gefifles
kontinuierlich #ndert, d. h. die Niveauflichen bleiben nicht an die
Fliissigkeitsteile gebunden wie in den fritheren Fillen oder, was das-
selbe ist, die Pressung
ist in der Fliissigkeit
ortlich und zeitlich
variabel; es bleibt hier-
bei jedoch durch die
Reaktion der Gefil-
winde — sofern diesel-
ben undeformierbar sind
— der Bestand der re-
lativen Ruhe gesichert.

Von praktischer Be-
deutung ist der Fall der
Rotation um eine ruhen-
de horizontale Dreh-
achse, Abb. 13; wihlt
man die X-Achse als
Drehachse und 148t die-
selbe mit der &-Achse
des festen Koordinaten-
systems zusammenfallen, so stellt sich in der £#-Ebene die gegen-
seitige Lage des Koordinatensystems nach beistehender Skizze dar
und es werden

m=m=m=q
p,=p,=~p,=0
und hiermit

yz:O’ yy:_gSina’ Y.:—-—gcosu
do
wm::ii’ wy=0, wz=0

und es reduziert sich Gleichung D auf
2

L (—gsindyt o Y 4(—gemmaztor S 41,

Auf das feste Koordinatensystem iibergehend erhidlt man

ysine-42zcosee =1, y? 22— 2
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und hiermit und mit g—-—:%
2
R TR R
T und p=—konstant ergeben hieraus die Niveauflichen als ko-
axiale Kreiszylinderflichen, deren Achse im Abstand [=— ~'(—]—2 lot-
recht iiber der £-Achse liegt. *
Unter der Annahme, daB in dieser Achse der Druck p, herrscht,
ergibt sich mit #=0: C=%=l

x

Po__ 1 9
y 2 wx“’+

und hieraus durch Subtraktion

< [N

P_Po__,p P _py 19

y y 2¢g 2 w,
2
oder durch Multiplikation mit E%

x

os (5= le=33)

x

2

Hiernach sind die Radien der zylindrischen Niveauflichen durch die

Gleichung:
2 —

Dy 4

bestimmt.

Diese Radien sind hiernach fiir einen bestimmten Bewegungs-
zustand, also fiir einen bestimmten Wert von w, proportional den
Quadratwurzeln aus den Uberdriicken.

Die absolute Lage der Niveaulinien ist aus Abb. 13 ersichtlich,
aus der man auch erkennt, wie im Falle eines zylindrischen Ge-
hiuses, dessen geometrische Achse in der Achse liegt, bei Drehung
desselben um diese Achse der Druck an der Gehdusewandung variiert,

In der Theorie der Zellenwasserrider werden die Niveauflichen
in den einzelnen Zellen ebenfalls als koaxiale Kreiszylinderflichen
angenommen; die Einfiihrung solcher Niveauflichen ist in diesem
Fall an sich unrichtig, da ja in der Zelle nicht relative Ruhe besteht;
bei den geringen Winkelgeschwindigkeiten, die jedoch solche Réder
besitzen, fiihrt die Annabme solcher Niveauflichen doch auf praktisch
geniigend genaue Resultate; z. B. zur Bestimmung derjenigen Zellen-
lage, bei der AusflieBen beginnt.
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In der Studie: ,Der Druck auf den Spurzapfen der Reaktions-
turbinen und Kreiselpumpen“ von Dr. Karl Kobes-Wien, Verlag
von Franz Deuticke, Leipzig-Wien, wird die Bestimmung der Pres-
sungen auf die Gefilwandungen unter Annahme rotierender Fliissig-
keitszylinder durchgefiihrt.

Diese Studie gibt eingehenden AufschluB iiber die Art und Weise,
wie Probleme solcher Art zu losen sind; eine weitere Bearbeitung
erscheint daher iberfliissig.

Es soll im folgenden nur noch an einem einfachen Beispiel das Problem
des Gleichgewichtszustandes eines Korpers, der in eine in relativer Ruhe be-
findliche Fliissigkeit eingetaucht ist, behandelt werden.

Ein offenes Gefd sei auf horizontaler

fe= ‘2’ _ Bahn in gleichm#Big beschleunigter Bewe-
—_— gung. Abb. 14.

Nach Fall C, S. 41 u. f., ist relative
Ruhe einer im Gefil enthaltenen Fliissig-
keit moglich; die Druckgleichung wird mit

4

= -~ und
¢ g
p=0 und T =konstant
7 PP,
Abb. 14, 4 g " +1
die Niveauebenen sind unter dem Winkel tg « — — % gegen den Horizont ge-

neigt.

In die Fliissigkeit sei ein homogener zylindrischer Korper eingetaucht,
dessen Querprofil eine Symmetrieachse besitzt, und zwar vorerst in einer solchen
Lage, daB die Richtung der Zylindererzeugenden senkrecht zur &(- resp.
XZ-Ebene und die Symmetrieachse des Profils senkrecht zu den Niveau-
ebenen steht.

Der Korper sei gegen das Gefill ebenfalls in relativer Ruhe; es ist zu
bestimmen, unter welchen Umstinden dieselbe bestehen kann.

Auf den Korper wirken 1. die Schwerkraft in der GroBe gleich dem Ge-
wichte @ des Korpers angreifend im Schwerpunkte lotrecht nach abwiirts.

2. Die erste Erginzungskraft der Relativbewegung, d. i. —Gipg horizontal, ent-

gegengesetzt der Bewegungsrichtung und angreifend im Schwerpunkt des Kor-
pers. 3. Der Auftrieb 4 bei der angenommenen Lage des Korpers in Richtung
der Symmetrieachse vom Innern der Fliissigkeit gegen die freie Oberflache,
der Auftrieb geht hiermit ebenfalls durch den Schwerpunkt, fiir den Bestand
des Gleichgewichtes ist daher nur nétig, daB die GriBe von A4 die Resultieren-

den von G und E, also 73
A=GV1 +<—g§> ist.

Mit p,=0, also bei Ruhe oder einfach gleichformiger Bewegung des Ge-
fiBes (v. = konstant) wird 4= @, woraus man erkennt, daB der Auftrieb bei
gleichférmig beschleunigter Bewegung des Gefifles fiir den Gleichgewichts-
zustand des Korpers, also durch die Tauchtiefe desselben grofier sein muB als
bei Ruhe des GofiaBies; Gleichgewicht ist ferner in jeder Lage moglich, bei der
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die Erzeugenden des Zylinders parallel zu den Niveauebenen, die Symmetrie-
ebene senkrecht zu denselben stehen, da hierbei G, E und 4 doch immer zum
Schnitt kommen und in derselben Ebene bleiben; wird die Lage des Kérpers
durch eine kleine Parallelverschiebung in der Richtung A gestort, so dndern
sich 4 und E im gleichen Verhiltnisse, deren Resulierende bleibt in der
Richtung von A, es tritt schwingende Bewegung in dieser Richtung ein; eine
Ablenkung im Sinne einer Drehung um eine in der Symmetrieebene und
parallel zu den Erzeugenden liegende Achse bringt eine schaukelnde Bewegung
hervor, wenn die hierdurch verursachte Verschiebung der Lage des Auftriebes
mit der Resultierenden von G und G ein aufrichtendes Moment ergibt, im
andern Fall erfolgt Kippen. In weiterer Verfolgung solcher Storungen erkennt
man, da qualitativ das Verhalten eines solchen Kérpers demjenigen im ruhen-
den Wasser analog ist. Der wesentliche Unterschied besteht lediglich in der
fiir den Gleichgewichtszustand nétigen gréBeren Tauchtiefe.

Es mag zum Schlufl noch hervorgehoben sein, daf allen den
ermittelten Bedingungen fiir die Mdéglichkeit des Bestandes relativer
Buhe die Hauptbedingung vorausgeht, daB die Herbeifiihrung eines
solchen Zustandes iiberhaupt moglich ist; bei dem Umstand, daB
die Uberfiihrung eines Korpersystems aus dem Ruhezustand in einen
anderen Bewegungszustand nur durch beschleunigende Krifte mog-
lich ist, erscheint die unmittelbare Uberfithrung aus der absoluten
in die relative Ruhe nur in geschlossenen Gefdflen bei reiner Trans-
lationsbewegung derselben moglich, eine Drehbewegung darf hierbei
nicht auftreten, da auch bei geschlossenen Gefifien die Bedingung
konstanter Winkelbeschleunigung besteht, in welchen Zustand man
aus der Ruhe doch erst durch Beschleunigung gelangen kann.

Den im letzten Beispiel angefiihrten Zustand der relativen Ruhe
bei gleichférmig beschleunigter, geradliniger Bewegung auf horizon-
taler Bahn kann man sich z. B. dadurch erzeugt denken, dafl man
das GefiB mit einem ebenen Deckel versieht, der mit der Neigung
der Niveauebenen aufgebracht ist, das GefaB mit Fliissigkeit fiillt,
in Bewegung setzt und dann, wenn der gleichférmig beschleunigte
Bewegungszustand eingetreten ist, den Deckel abhebt.

Im offenen GefdB ist die unmittelbare Herstellung der geneigten
Oberfliche nicht méglich; sie wird sich aber bei geniigend langer
Dauer der Bewegung einstellen, wenn die beim Anfahren verursachte
relative periodische Bewegung der Fliissigkeit durch die Reibungs-
widerstinde bis zur relativen Ruhe abgeddmpft wird.

Diese relative Ubergangsbewegung wird jedoch unter allen Um-
stinden von der Form des Gefifles beeinfluflt.

Im allgemeinen wird hiernach selbst bei Erfilllung der oben ent-
wickelten Bedingungen fiir den nétigen Bewegungszustand des Ge-
fiBes relative Ruhe nur dann eintreten, wenn die Reibungswider-
stinde die Uberfilhrung in diesen Zustand erméglichen und #ie Form
des GefiBes dieser Uberfiihrung nicht hinderlich ist.
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Die Hydrodynamik untersucht die Erscheinungen in bewegten
Fliissigkeiten mit Hilfe der im ersten Kapitel sub B angegebenen
Grundgleichungen.

Es sind zu unterscheiden:

a) Die Bewegung beim Stromen durch und um feststehende oder
selbstbewegte Riume

b) Die Bewegung abgegrenzter Fliissigkeitsmengen in feststehen-
den oder bewegten Riumen,

Die Probleme selbst sind teils geometrischer teils mechanischer
Natur, indem dieselben einerseits die Bestimmung der Strémungs-
formen, anderseits die Bestimmung der denselben entsprechenden
Geschwindigkeits- und Pressungsverteilungen und der hiermit ver-
bundenen Energieumsitze zum Zwecke haben.

A. Stationdre Stromungen durch feststehende
Réume.

1. Geometrie der stationiren Stromungen.

Es entspricht durchaus der natiirlichon Vorstellung, sich in
erster Linie die stationéire Stromung durch einen z B. kanalférmig
abgegrenzten feststehenden Raum durch nebeneinander liegende, sich
nirgends schneidende und im allgemeinen krumme Linien als Bahnen
von Flissigkeitselementen anschaulich zu machen; die Kanalbegren-
zung umschlieBt dann dieses Linienbiischel; finden hierbei innerhalb der
Fliissigkeitselemente keine sekundiren Bewegungen der einzelnen
Teilchen derselben statt, so hat man es mit geordnetenStromungen
zu tun, wie solche bei reibungsfreien, reinen Fliissigkeiten oder auch
unter dem EinfluB der inneren Reibung allein vorkommen kénnen;
die Gesamtheit der krummen Linien stellt dann die wirklichen
Bahnen der einzelnen Fliichtigkeitsteilchen dar; bei Vorhandensein
von selundiren Bewegungen, mit denen auch ein Austausch von
Fliissigkeitsteilchen zwischen den einzelnen Fliissigkeitselementen ver-
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bunden sein kann, also bei turbulenter Stromung, charakterisieren
die krummen Linien unseres geometrischen Strémungsbildes die
Hauptstréomung.

Bei den schon auf S. 7 erwéhnten diskontinuierlichen Stromungen gehéren
auch die Diskontinuitdtsflichen zu den Grenzen des Linienbiischels, jenseits
derselben kann man sich eine andere Fliissigkeitsmenge, entweder in Ruhe oder
ebenfalls in Stromung oder als stehenden — den Ort nicht verlassenden —
Wirbel vorstellen; solche Bilder findet man héufig bei Einbauten in offenen
Kanélen; Stromungen mit wandernden Wirbeln sind nicht als stationire Stro-
mungen zu betrachten.

Zu einem solchen Linienbiischel kann man sich nun eine erste
Schar von Flichen vorstellen, die die Linien iiberall rechtwinklig
durchschneiden; es wird
hierdiirch der mit Flis- X Flache
sigkeit erfiillte Raum
bereits in bestimmter
Weise unterteilt, diese
Flachen haben die
Eigenschaft von ortho-
gonalen Querschnitts-
flachen') der Stro-
mung. Abb. 15.

Denkt man sich wei-
teraufirgendeinerdieser
Flachen zwei Scharen
von Linien derart ge-
zogen, dall die Linien
der einen Schar diejeni- A p Fliche
gen der anderen Schar 7
schneiden, so werden Abb, 15,
durch  diese beiden
Linienscharen und die durch deren Punkte hindurchgehenden Bahn-
linien eine zweite und eine dritte Fldchenschar gebildet, die den
Raum weiter unterteilen. Die einzelnen Flichen dieser beiden
Scharen haben die Eigenschaft von Stromflidchen. Die letzteren
Flichenscharen liegen gegen die erste Flachenschar rechtwinklig,
untereinander im allgemeinen schiefwinklig; dieselben bilden zu-
sammen ein System im allgemeinen zweifach orthogonaler Fldchen-
scharen, in speziellen Fillen kénnen auch die Flichen der beiden
letzten Scharen rechtwinklig gegeneinander liegen, sie bilden dann

1) Es gibt Linienscharen, fiir die orthogonale Querschnittsflichen nicht
existieren, z. B. die Schar der um eine Gerade liegenden Schraubenlinien von
gleicher Steigung; die Existenzmoglichkeit von Strémungen lings solcher Linien
wird spiter naher untersucht.

Pragil, Hydrodynamik. 2. Aufl, 4
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mit der ersten Schar ein System dreifach orthogonaler Flichen-
scharen.

Ein durch die Schnittlinien eines deratigen Flachensystems ge-
bildetes Liniennetz stellt ein im allgemeinen krummliniges und zwei-
fach orthogonales Koordinatensystem dar.

Es seien nun die Flichen der ersten, zweiten und dritten Schar
als @-, y- resp. y-Flichen; die Schnittlinien der - und y-Fléchen,
das sind die Bahnlinien als ¢-Linien; die Schnittlinien der ¢ - und
7-Fléchen als y-Linien, diejenigen der ¢- und y-Flichen als y-Linien
bezeichnet und vorldufig auf ein kartesisches Koordinatensystem be-
zogen, indem mit ¢, y und y auBerdem drei verschiedene, jedoch
koordinierte Funktionen von z, y, z bezeichnet werden, durch die
die drei Fldchenscharen analytisch beschrieben sind.

Es sollen hierbei x, y, z die Verhéltnisse der Koordi-
natenldngen zu einer willkiirlichen Lingeneinheit be-
deuten, so daB also z,y,z Verhdltniszahlen und die Funk-
tionswerte @, y, y und deren Ableitungen ebenfalls reine
Zahlen sind.

Die Funktionen ¢, vy, y werden als Formfunktionen be-
zeichnet.

Fir die drei Funktionen gelten hiernach die drei totalen Diffe-
rentialgleichungen:

dp=27 g +a"’ +a(pdz

d+ + R |

dy—:tdz -J-a”d +9de

oder, wenn man die partiellen Differentialquotienten der Kiirze
halber mit

V1 Va Vs

dp=u,dx+o,dy -+ oa,dz
dy=p,dx—+ f,dy -+ B,dz B i
Ay =7,4% + 7, dY -y, dz
Zwischen den einzelnen Differentialquotienten bestehen folgende
Identititen:

bezeichnet,
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du; g Po ooy oy oy dw

— 1

2y om-oy oyox. ox’ 9z oy’ oz oz
0B, _ Py __ Py oy 0By 008 g

oy  oxody oyox  ox’ oz oy’ ox oz

i Px __Pr _0n Ovy__0rs 013 __ 01
oy dxdy oyox oz’ 0z oy’ ox oz
Setzt man

A =0, {0 -+,

B? = /312 _I'" :322 + ﬂgg’

C=y"+7"+r%"
so sind durch die Quotienten %, %, % die Werte der Kosinuse der
Normalen im Punkte %, y,z an die Flachen ¢, vy, y bestimmt; unter

Beriicksichtigung des Kosinussatzes der analytischen Geometrie des
Raumes; d. i.

cos (M) cos (N,) +- cos (M, ) cos (N,) -} cos (M,) cos (N,) = cos (M M)
erhilt man wegen der Orthogonalitit der - und y-Flichen gegen
die @-Flichen:

o Bty By 1oy 3 =0 )
o 7y Tyt 7, =0

und mit w als Winkel der Normalen im Punkte x, y, 2 zu den
Flichen vy und y folgt:

Bi71tBavatByyy=BCcosw? . . . . . I,

Die beiden Gleichungen ITI, werden erfiillt, wenn

LI

a

“1=(ﬂs73"‘72/33)”
ty=Bsys—rsB)vy - - . .. ... IV
“3:(:31 Va — 71/32)”

1) In der ersten Auflage wurde statt A2, B?, C? nur 4, B, C eingesetzt,
und zwar lediglich um formelle Ubereinstimmung mit den, im Kapitel ,Koor-
dinatentransformation“ aus dem 5. Abschnitt des ersten Bandes ,die partiellen
Differentialgleichungen der mathematischen Physik“ von H. Weber aufgenom-
menen Transformationsgleichungen zu erhalten; zur Vermeidung der vielen
hierdurch in die Ableitungen gelangten Wurzelzeichen wurden hier die Quadrate
in Verwendung genommen und dementsprechend auch die Transformations-
formeln geéndert.

%) Sind die - und y-Flichen ebenfalls durchaus orthogonal, so wird
cos w =0 und die rechte Seite von III, wird gleich Null

4*
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worin » eine vorliufig beliebige Funktion von x, y, 2 bedeutet; man
erhilt hieraus:

o, P ov oy 0 3 0
aié:gﬁ:(ﬂz}’s_?’eﬂs)ﬁ_*“ ( =2 F7s /3% 72 Y2 af:)
oc a7 ov oy 3,3 a 2
_a—yg:Aﬂ=(ﬂ3}’l—y3ﬂ1)@+ < 771 1ay3 ﬂl }’3 C; 3121
o, ov By 3,3 8 0
a: -a_gi_(ﬁ172 71/32)32 [ ( - Y2 = :32 YI 161 aﬁ:)

und weiter durch Addition und Beriicksichtlgung der Identitdten II
und der Gleichungen IV

2 02 1 /0 0 0
e St 1o X LIS

20— 2 —_— —_ . —_——
V9= 04y?

o o ' o0y oYy ' 8z 0%

als allgemeine Differentialgleichung der Funktion ¢.
Die Gleichung V, kann auch in der Form

op 3_?3_]_6‘90 on , 0@ on

ox 0x | 9y 0y ' oz oz

geschrieben und n=1og» als Parameter einer Flichenschar betrachtet
2 2 2

werden; mit der Einfilhrung N2 = (g—?) -+ (Z—:) -+ (2—2) und die Be-

zeichnung (¢, n) fiir den Winkel der Normalen im Punkt z,y, 2z an

die Flichen ¢ und » folgt:

Vip=

V?¢=4-N-cos(pn) . . . ... ...V,
da do
A—m—gmdqa

und ebenso N==gradn ist, so folgt schlieBlich die vektoranalytische
Form der Gleichung

divgradp =grad -gradn . . ., . .. ..V

c

Aus den Gleichungen I’ ergeben sich fiir die Bestimmung der
Werte von dz, dy, dz mit der Determinante

D =a, (B, 75— 7. Bs) 1+ o, (/3371_ﬂ173)+“3 (Byy, — 7183

1 1
= GRS A +“s%)=;’ - 4?

die Gleichungen

%-A*dw=d¢(ﬁ273 — 72Bs) 1 % (By A1 +- 73 dw) + e (yy dy — Brdy)

1 .
5 Adr = 71d¢’+ (¢t 7, — Pg0)dyp + (8, — tyfs — oz fy) dy,
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und ebenso

1 a

J Ay =yt —en) iyt (o f—wf) |

! ’ ) VI
v Aedz:fd‘p_}“(“eh — o, y,) Ay (e, By — Byoy) dy [

dz, dy, dz bedeuten in diesen Gleichungen die elementaren Koor-
dinatendifferenzen zweier beliebiger benachbarter Raumpunkte und
sind deren Werte bestimmt durch » und durch die Werte der par-
tiellen Differentialquotienten der Flidchenfunktionen im Punkte z, y, 2
und die Differenz d o, dy und dy, um die sich die Funktionswerte indern
beim Ubergang vom Punkt x, 3, z zum Punkte (z--dx), (y+ dy), (2-dz).

Beachtet man nun, dal beim Ubergang von ¥, Y, 2 zu einem
benachbarten Punkt ldngs einer @-Linie die Flachen v und y, auf
denen =z, y, z liegt, nicht verlassen, also hierbei d y=0 und dy =0
und @hnlich fiir die Uberginge auf einer w- resp. y-Linie dp =0,
dy =0 resp. dp=0, dy=0 zu setzen sind, so erhilt man fiir die
Werte der Projektionen der elementaren Lingen der ¢-, w- und y-
Linien folgendes Schema:

@-Linie w-Linie z-Linie
dpy=0 dy=0 dp=0 dy=0 dp=0 dy=0
« Uy Yy — O ey By — 0y B
dx Zflz‘d(p r,‘}3214223'dw v?‘&AgS?.dl
| | VII
dy g%-dqv ylals = Gl ;f”‘-dw v“—-—?’ﬂ‘}“lﬂ““dz
Oy %V %V g “1/32‘“2/31_d
dz ye de | L L A 4 | v yH b4

Hieraus erhdlt man entsprechend der allgemeinen Beziehung

ds—=1Yda® - dy® + d2* nach entsprechenden Umformungen folgende
Werte fiir die Linienelemente dsg, ds,, ds, der @-, - und x-Linien:

1

dsq’zzd(p
C

dsw::vzdzp O A 11 |
B

dsx———vzdx

hiervon steht ds, senkrecht auf ds, und ds;, wihrend ds, und ds,
im allgemeinen unter dem ortlich verschiedenen Winkel w geneigt sind.



54 Hydrodynamik.

Durch Quadrieren der Gleichung III, ergibt sich unter Beniitzung
der Gleichungen IV die Beziehung

A=y B.-Csinw . . . . . . ... IX

und hiermit der Flicheninhalt des die Seiten ds, und ds, enthalten-
den elementaren Viereckes

df:dswdsl~sinw=v2%q sin wdydy l

v
df =~ dydy [

Der Rauminhalt des elementaren Zwoélfkantes mit den Seitenlingen
dsg,, ds, und ds, ergibt sich zu

dz:df-dsq,zéd(p-dw-dx. .. ... XI

Denkt man sich nun die Flachen aller drei Fldchen-
scharen derart gruppiert, daB die Differenzen der auf-
einanderfolgenden Funktionswerte nicht nur innerhalb
der einzelnen Scharen, sondern iiberhaupt durchaus gleich
werden und gibt man dieser Differenz den endlichen (aber
sehr kleinen) Wert d¢, so daB dp=Ady=Ady=A4e wird, so
erhilt man folgende Beziehungen:

Asy
ds, "¢
ds,
——*t=9pB oder Adsyp:ds,:d4s,==1:vC:»B |} _ . XII
AS(p
ds, _B
As,{,—ﬁ
4
— 2
Af =248 . ... ... .. . X
Av="A¢

Die Gleichungen V, und V,, VIII bis XIV sind dem Aufbau ent-
sprechend koordinatenfrei und konnen daher auf jedes beliebige,
passende Koordinatensystem umformt werden, wofiir die im Anhang
aufgefiihrten Transformationsgleichungen in Verwendung genommen
werden koénnen.

Sonderfille. a) Eine wesentliche und praktisch wertvolle Ver-
einfachung tritt fiir rein zweidimensionale Formen ein, die
dadurch gekennzeichnet sind, daB z. B. die y-Flichen parallele Ebenen
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und die ¢@- und y-Flichen Zylinderflichen mit geradlinigen Er-
zeugenden sind, die auf den y-Ebenen senkrecht stehen und die
- und y-Linien zu Leitlinien haben.

Nimmt man die y-Ebenen parallel zur XY-Ebene des kartesi-
schen Koordinatensystems an, so kann man y==-z setzen, und
werden nach Gleichung I

7, ==0, 9y,=0, yp,=-+1, 0O=1,

und da in diesem Falle v durchaus = 90° ist, so folgt aus Glei-
chung IIl;: S, =0 aus der letzten der Gleichungen IV: ¢, —0 und

ferner @, =+ By, R——
0@ oy o o
—_— —_— —_— = b . . . . . I
o= 1T "%y ay Yoz Va
f
PR . N . L v
=00 Ty v \ozow " oyay) T 'd

Die Gleichungen IV, und V, entsprechen den Differentialgleichungen
ebener orthogonaler Trajektorien und sind hiermit in diesem Fall
die Schnittlinien der zylindrischen Querschnitts(¢-)flichen und Strom-
(w-)ﬂﬁchen orthogonale Trajektorien, fiir welche nach der ersten der

Gleichungen XII: dsy = ist.
dse

Wird » = konstant =1, so gehen die Gleichungen IV, und V, in
die Differentialgleichungen der ebenen konformen Abbildungen iiber,
deren allgemeines Integral nach der Theorie der Funktionen kom-
plexen Argumentes durch die Gleichung

ptiy=f(z+iy)
gegeben ist, wobei f (x—-1y) eine beliebige Funktion des Argumentes
x4 iy sein kann.

b) Fiir die analytische Darstellung von Formen, deren Flichen
um eine Achse gruppiert sind, erscheint vielfach das Zylinderkoordi-
natensystem mit Z als Achsen-, r als Radien-, & als Bogenkoordinate
besonders geeignet; man erhélt aus den Transformationsgleichungen B,
und C, im Kapitel ,Koordinatentransformation“ des Anhanges fiir
die Gleichungen III , IV, V und fiir jene von 4% B? C? folgende
Formen:
op oy | 0w Oy 109 0w _

%% oa T ar ar T a8 68 -
o9 oz L 09 0z Lop 7 N 1 1

9z o0z | or ar+?§70'aﬁ_
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bp__ 1 <9_'P 3_%_9_%.?_%)v
0z r \ov or or 09
or r <3z 59 a0 ozl »
0P __ (W oy oy ax>
80——{—1' 9z or or oz
g ¢  lop | 129
o 0@ 0 1dp 17
v(p'—_az2+a,’.2 797—1—7'2319
—l<a£?i”_ ?ﬂ@bl%?ﬁ) v
Ty 0z 0z ~ Or ar_r_r‘.}at 0 e e e Yy

o)+ o)+ 58
S (e R T . — =L
4 <8z " \or + ?\o9)’
)+ +5 G
2___ (1T _r — | —
B—<8z o) T \5s)
)+ G+ )
2__ (4 A~ — | ==
O—<8z +8r +r‘-’8 '
Da die Schnittlinien der ¢- und vy-Flichen auf den x-Flichen ortho-
gonale Kurvenschalen bilden, so werden auf diesen Flichen Netze

aus krummlinigen Rechtecken gebildet, deren Seitenlingen durch die
beiden ersten der Gleichungen XII bestimmt sind.

—

TN

%)
=N

Das wesentliche Resultat dieser Untersuchung ist folgendes:

Durch die drei Fldchenscharen ¢, v und y wird der
Raum im allgemeinen in elementare Zwolfkante unterteilt,
mit 6rtlich bestimmten Verhédltnissen der mittleren Seiten-
lingen, wenn die Aufeinanderfolge der Flichen der ein-
zelnen Scharen derart genommen wird, dafl die Funktions-
werte der aufeinanderfolgenden Fliachen um denselben
Betrag differieren.

Diese Eigenschaft bildet die Grundlage fiir die graphische
Netzkonstruktion.

2. Graphische Konstruktion von Netzlinien.

Die auf einer y-Fliche befindlichen ¢- und w-Linien bilden ein
Netz von orthogonalen Trajektorien, das die Flidche in elementare,
im allgemeinen krummlinige Rechtecke unterteilt; aus der ersten
der Gleichungen XII folgt das Verhiltnis der mittleren Seitenlingen

eines Rechteckes, Abb. 16 As
—¥—y(;
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durch denselben Wert ist die Neigung der Diagonalen der Rechtecke
gegen die durch deren Schnittpunkte gehenden Bahnlinien bestimmt,
indem As.
tgr =2 =9»C
AS(p

ist. Sind fiir jeden Punkt der Flidche
die Werte der Funktionen C' und »
und damit von v C bekannt, so er-
gibt sich folgende Grundaufgabe fiir
die graphische Bestimmung solcher
Netze:

Auf einer Fliche der Schar
x ist eine @-(Bahn-)Linie mit
der, einer konstanten Wert-
differenz Ad@ = Ad¢ entspre-
chenden Punkteinteilung
0,1, 2, 3... und auBlerdem
fir jeden Punkt der Wert von v bekannt; es ist das auf
dieser Fliache liegende Netz der ¢- und yw-Linien zu zeichnen.

Die Funktion C ist durch die Gleichung C=y %4 y,> | 2=
<9_x>2+ <§l>2~}— (a—l>2bestimmt es mul} also fiir die Flichenschar
ox 2y 0z ’ x
die Funktionsgleichung gegeben oder der Wert von C sonst in irgend-
einer Weise bestimmbar sein.

Denkt man sich diejenigen Punkte der Flidche zu Linien ver-
bunden, in denen der Wert von » C konstant ist, so erhilt man
eine Darstellung der Verteilung dieses Wertes auf der Fliche; diese
Linien konnen auch als Linien gleicher Diagonalenneigung
bezeichnet werden.

Zieht man nun durch die einzelnen Teilpunkte der gegebenen
Bahnlinie die Diagonalenelemente unter Beriicksichtigung der Gleichung
tgr=7»C, so ergeben deren Schnittpunkte neue Bahnlinien mit Teil-
punkten, von denen aus die Konstruktion fortgesetzt werden kann;
man erkennt, daB sich auller den Bahnlinien auch die w-Linien,
sowie die Diagonalenlinien einzeichnen lassen. Siehe auch Abb. 20,
Seite 66, Abb. 23, S. 74.

Da das Verfahren auf Eigenschaften der Flachen aufgebaut ist,
die nur deren Elementen zukommen, so wird im Prinzip dasselbe
um so genauer sein, je kleiner die Entfernung der Teilpunkte auf
der Ausgangslinie ist; werden bei fortgesetzter Aneinanderreihung
der Rechtecke die Léngen 4s,, und 4sy groBer, so sind Unterteilungen
anzuwenden, was an sich keine Schwierigkeiten bietet.

Abb. 16.



58 Hydrodynamik.

Das Verfahren ist direkt anwendbar, wenn die y-Flichen Ebenen
sind; ist dies nicht der Fall, so ermdglicht das Hilfsmittel der kon-
formen Abbildungen die Netzzeichnung in einer Ebene.

Beziiglich der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen
wird auf die entsprechende Literatur und namentlich auf die Original-
schrift von Gaul verwiesen, die im Jahre 1825 im 3. Heft von
Schuhmachers astronomischen Abhandlungen als Losung einer
Preisaufgabe unter dem Titel erschienen ist: ,Allgemeine Losung der
Aufgabe, die Teile einer gegebenen Fliche so abzubilden, daB die
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen &hnlich ist.“

Die fir den Gebrauch zur graphischen Netzbestimmung wesent-
lichste Eigenschaft dieses Hilfsmittels kann folgendermaflen gekenn-
zeichnet werden:

Alle Netze orthogonaler Trajektorien, auf beliebigen Flichen,
die derart beschaffen sind, dafl durch dieselben die Flichen in
krummlinige Rechtecke unterteilt werden, deren Diagonalen
wieder unter sich orthogonale Trajektorien bilden und somit
gegen die Linien der urspriinglichen Netze in jedem Punkte unter
45°% geneigt sind, besitzen die Eigenschaft, daB Figuren in denselben,
deren Linien die Netzlinien in gleicher Reihenfolge treffen und hier-
bei die korrespondierenden Netzlinienelemente je im gleichen Ver-
héltnis teilen, in ihren kleinsten Teilen dhnlich, d. h. konforme
Abbildungen sind. Derartige Netze kann man als Grund-
netze der konformen Abbildungen bezeichnen. Jedem Punkt
einer Figur in einem solchen Netze entspricht ein bestimmter Punkt
der konformen Figur in einem anderen Grundnetze; alle durch zwei
derart zugeordnete Punkte gezogenen korrespondierenden, d. h. gegen
die Netzlinien je gleich geneigten Linienelemente der beiden Figuren
haben gleiches Lingenverhiltnis; dessen Wert ist jedoch im allgemeinen
fiir verschiedene Punktpaare verschieden.

Sind Figuren in verschiedenen Grundnetzen einer Figur in einem
weiteren solchen Netz konform, so sind dieselben auch unterein-
ander konform.

Die Konstruktion der Grundnetze ist analog derjenigen, die
frither fiir allgemeinere Netze angegeben wurde; es wird hierbei nur
tgt==»C = konstant =1 (also nicht wie im allgemeinen Fall von Punkt
zu Punkt verschieden). Das einfachste Grundnetz der konformen Abbil-
dungen ist das ebene rechtwinklige Koordinatennetz mit durch-
weg gleichen Abstinden der Netzlinien; andere Formen ebener Grund-
netzewerden im Abschnitt,,Geometrie ebenerkonformer Netze“dargestellt.

Die angefiihrte Grundeigenschaft der konformen Netze ermog-
licht die Einzeichnung solcher Netze in Modelle von krummen
Flichen mittels biegsamer 45° Winkellineale.
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Sind nun auf einer y-Flache die Linien konstanter Diagonalen-
neigung gegeben, und hat man sich auf derselben ein Grundnetz ge-
zeichnet, so kann man diese Linien in ein ebenes Grundnetz iiber-
tragen und mit Hilfe derselben ein ihnen entsprechendes konformes
Netz von ¢- und y-Linien zeichnen, das nun wieder in das Grund-
netz auf der y-Fliche iibertragen werden kann; die Eigenschaft der
Konformitat sichert die geforderte Einhaltung der Flichenunterteilung
in krummlinige Rechtecke mit dem Seitenverhiltnis

dsy. =»C.
As,,

Das konstruierte und das iibertragene Netz sind ebenfalls kon-
form und hiermit jedes zwischen denselben in frither geschilderter
Weise iibertragene Figurenpaar; es ergibt sich hierin eine Verallge-
meinerung der Darstellung konformer Netze.

Analoges gilt natiirlich fiir die Darstellung der Netzlinien auf
einer der y- oder der ¢-Flachen entsprechend der zweiten resp. der
dritten der Gleichungen XII.

Die Genauigkeit der Konstruktion ebener Netze 148t sich wesent-
lich erhhen, wenn man die Kriimmungsradien der Netzlinien
bestimmt und dieselben zur Einzeichnung elementarer Bogenstiicke
beniitzt. Siehe Anhang.

3. Bestimmung von Formfunktionen.

Es werden im folgenden zur Orientierung iiber die bisher be-
handelten Eigenschaften von Strémungsformen einige Beispiele mit
besonderer Beriicksichtigung der Netzdarstellung gebracht.

I. Rein zweidimensionale Formen.

Die y-Flichen seien Ebenen parallel zur XY-Ebene des karte-
sischen Koordinatensystems; deren Gleichung ist: y =2, und dem-
entsprechend:

71_——07 72:‘0’ 73=1, C=1.
Aus den Gleichungen IV folgt

o, =f,v oder %:%v
o oy

g,=—pv 5?;:—5211
0

g ==0-v ” —(p=0,

0z
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das letzte Resultat bedeutet, daf in diesem Fall ¢ unabhingig von
z, also nur eine Funktion von x und y ist.

1. Annahme: v =Xkonstant =1.
Es werden:
o : o9 oy
o, =B, oder: Friamirt oy =——pf, oder: @:_%, A=2B.
Durch partielles Differentiieren einmal der ersten dieser Gleichungen
nach z, der zweiten nach y, dann umgekehrt, folgen:

P P
o oyt "
Py Py
W+8y2_0

als Bestimmungsgleichungen der Funktionen ¢ und vw; die erste der-

selben ergibt sich ebenfalls aus V, mit »=1 und %2:0 ; die zweite
derselben aus V,* mit C==1. ?

Die allgemeine Integration dieser simultanen Differentialglei-
chungen erfolgt nach der Funktionentheorie durch Umformung und
Trennung der reellen und imagindren Teile von Funktionen des
komplexen Argumentes (x -1 y).

Die ¢-Flichen und die y-Fldchen sind Zylinderflichen mit Er-
zeugenden parallel zur z-Achse und ergibt hiermit die erste derselben
nach der gewdhlten Bezeichnungsweise im Verein mit der Gleichung
z =2 die y-Linien, die zweite im Verein mit y=—2z die @-Linien
(Bahnlinien).

(In den Lehrbiichern der Hydrodynamik werden im Gegensatz
zu obiger Bezeichnung gew0hnlich die Bahnlinien als -Linien be-
zeichnet; bei der gew#hlten Darstellung erscheint obige Bezeichnung
zweckmiBiger, da die Lage eines Punktes in einer bestimmten Bahn-
linie eben durch deren Schnitt mit einer @-Fliche bestimmt ist.)

Es folgt ohne weiteres, dal in den Féllen y =z die - und
@-Linien fiir alle y-Ebenen kongruente Kurven sind, so daB die
Darstellung in einer der y-Ebenen vollkommen AufschluB iiber den
Verlauf aller dieser Kurven gibt; man nennt daher entsprechende
Stromungen mit Netzformen dieser Art zweidimensionale Stré-
mungen.

1. Beispiel: Aus der komplexen Funktion

r=@-iy=(r4iy)’ =" —y") Fi(2xy)
ergeben sich durch oben bemerkte Abtrennung:

p=a—y, p=2zy.
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Hiernach sind die in der XY-Ebene gelegenen Leitlinien der ¢- und
w-Flichen gleichseitige Hyperbeln mit dem Koordinatenursprung als
gemeinschaftlichen Mittelpunkt: Abb. 17

y Linien=Schnitflinien
der ¢ Flichen mit den
X Fldicherr

/SpLimen=Schnittin
/ der y Flachen mitden
/ X Fldichern X

+70 +20 +30

Abb, 17,
Es werden
o oy
—_ = :——:—L—
051 ax +2x’ ﬁl ox i 2y
op . oy
“2=5§:_2y’ ﬂzza_y=+2x
£—s@ ),  B—i@ Ay
d c d
d&p:@:—,—g——, ds,=v— dy= Sk S
A4 2Ya? ¢ 4 222 -| o

v

und mit endlichen Differenzen:
Ade=dop=Ap=Ady=4z,
- L
T,
ae

AT:W.
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Ae=— Az bedeutet, daB die Linge eines Elementes der z-Achse als
MaB der Differenz der Funktionswerte zu wéhlen ist.

Bestimmt man im obigen analytischen Beispiel  und gy als
Funktionen von ¢ und vy, so erhdlt man

¢ 1 o
w2:_|__§ l__»é_"/(pQ_‘*_tp?

s P Yy s
Y=—gt5lo Ty
A= B =4 Jp? |- y°.

Es wird nach der Theorie ebener orthogonaler Trajektorien (siehe

Anhang) A 1
=i aa’
ds, dp

nun ist lings einer ¢-Linie y konstant, also

d4 @ 8¢
il &
hiermit 1 A
Gy == 8 ;’

und mit den Werten von A4 und ¢ ausgedriickt durch die Koordi-
naten x und y gelten

g Ty
Q== @ — o)
und so analog
op—=E 1Y) va' -y
2xy

als Gleichungen der Kriimmungsradien,

2. Beispiel: Aus der komplexen Funktion
r=siniz; zr=x-+1iy

folgt mit Riicksicht auf die Beziehungen zwischen den Kreis- und
hyperbolischen Funktionen, das sind cosiz = Gofx; siniz =1 Gin z:

@+i1y—=—siny Cofzr | icosy Ginx
und daher

@=—siny Cof z; w=-+cosySinwx,

hiernach sind die in der XY-Ebene gelegenen Leitlinien der ¢- und
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y-Flichen Kurvenscharen (Abb. 18), die in Streifen zwischen y — -- %
und y=— % symmetrisch gegen die X- und Y-Achse gelegen sind,

wobei die Aste der y-Linien die X-Achse als Asymptote haben und
die Y-Achse rechtwinklig schneiden, ausgenommen in den Punkten:

¥
T
z

x=0,y= =+ %, wo das Schneiden unter 45° stattfindet; die Aste

der @-Linien haben die Geraden y=— + g zu Asymptoten und

schneiden die X-Achse durchwegs rechtwinklig. Es werden

op 3 . op
a1:ﬂ2=a_x=s1ny@mx; “2:_ﬂ1:w:—005y(50fw
A% —=B?=—1sin® y Gin® x + cos® y Cof* x = Gin* x |- cos? y
d d
dS(p:-:—_—_‘—L_:, ds4:——4“$;
V&in® x -+ cos® y V&in®x -+ cos®y
dydy

- Vet x —+ cos?y
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und mit endlichen Differenzen
A2 Ag?
————— Adv= gy,
V&in? « -+ cos? y Gin?x -+ cos?y

Af

Mit
@? =sin’y Cof? =1 — cos®y -}- Gin®x — cos? y Ginx
W= = - cos?y Sin?x

erhilt man:
@*+y?=1—cos’y -} Gin’x
@? — yp?=1—rcos?y + (1 — 2 cos? y) Gin*x;

hieraus folgt
cos?y—— (@’ +y* — 1) 4 Vi (@ + 9* — 1P -
Ginte—=—+3(p*+¢* — 1)+ Vi (pa v — 1)+ ¢

A =2g* + y*— 1 44y’
dd__ 1 _, (@ +y'—1)¢

e T -~ bei y= konst.
dp oy [(@*+y?— 1244yt
2 2 _
d_A=L: (@ +v 5y - bei ¢ =konst.
dy 0 [(¢*Fy* — 1) 4 4y
In den Punkten x =0, y= + 125 werden

Binx =20, Cofr=1, siny=+1, cosy=0,

=F1 =0 ! =00 : =0
q)_+ ’ y=Uu, Qy,_ ’ Q¢_ .

Die Kriimmung der ¢-Linien (yp=konst.) ist in diesen Punkten
unendlich klein, diejenige der w-Linien (¢ = konst.) unendlich gro8.

Diese Stromungsform ist das rein zweidimensionale Analogon einer
achsensymmetrischen Form, die fiir die Verwendung an Turbinensaug-
rohren geeignet erscheint und spédter bestimmt werden wird.

2. Annahme: v =veranderlich, z. B. = e** mit &k =— einer

Konstanten.
Es werden
__a(]?_aw +kz —ai_— 81}1 +kz _a(]ﬁ_
“1__6;—3?/6 ) “2—8y— ame ) ocg—g;——O

durch partielle Differenzierung wie im fritheren Fall, erhalt man:
2

P P 09 Py Py | 0y
T P T TE =0
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als simultane Differentialgleichungen der Zylinderflichen ¢ und v
mit Erzeugenden parallel zur z-Achse, deren Schnitte mit den
z-Ebenen wieder die yw- resp. ¢-Linien geben, die wie im friiheren
Fall kongruent in allen y-Ebenen sind; solche Stromungsformen ge-
horen daher auch zu den zweidimensionalen Stromungen. Die allge-
meine Integration obiger Differentialgleichungen kann durch Potenz-
reihen erfolgen; eine partikulire Losung erhdlt man mit

k
p=yer, y=5y —a.

Die y-Linien sind hierbei transzendente Kurven, die ¢-Linien in der
z-Richtung parallel verschobene Parabeln, Abb. 19.

@ Lirien=Schmittlinien
der y Fldchen mitden
X Fldichen

Abb. 19.

In den behandelten Fillen liegen Netze der y- und ¢- resp. der
4- und y-Linien auf Zylinderflichen, deren Entwicklung in Ebenen
die konformen Abbildungen der Netze liefert.

Graphische Beispiele.

Aus der ersten der drei Gleichungen XII ergibt sich mit v=1,
=1 Ads
[

Prdsil, Hydrodynamik, 2. Aufl. 5
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Die Netzlinien einer y-Ebene grenzen mithin krummlinige recht-
winklige Vierecke ab, deren Diagonalen unter 45° gegen die ¢- und
w-Linien geneigt sind und bilden hiermit konforme Grundnetze.

Fall a. Abb. 20.

Gegeben sind eine ¢-Linie und auf derselben diejenigen Punkte,
in denen dieselbe die @-Flichen durchdringt, deren Funktionswerte
nach einer arithmetischen Reihe zunehmen; es seien 0, 1, 2, 3,...
solche Punkte auf der Linie a b; zieht man durch diese Punkte Linien,
die unter 45° gegen die Tangenten in diesen Punkten geneigt sind,
so erhilt man in deren Schnittpunkten zwei weitere Punktreihen,
die wieder auf Bahnlinien liegen, und kann man von denselben ab
das Verfahren wiederholen.

&
TV
- / AN L\\I/ ™S~
e jj§‘,— CLNNE.
oo R NRE
Py P %\(\\L V2 _f_\
AT\ /BB A
7 OV TNy / AveN 4
/‘i& { |\//\ (/\/\\/ N/ 7%
ZFe~ A
/L\ \\ 4 ‘L:/:\\ X7 7 :/ 33
[ KA fi\,\/\\ )y \7(\7( )7
I N DANAK XN,
A QW S o A WY
£ / _J(f—" ,‘)’)2/ Ry
0 AL, 7
A AVANE DG
O h \&1 N 9
\'<___7fl " [/1
[P 7 —- 7,
X X 5
- > - 7
TR AN
Wil Ji |
/‘ % V% 4 V‘/l ¥
A S - LA,
! DAL
| '—. Y
/
4! 1_/' 2
W, 4 I/l
% /,‘
Abb. 20, ! DA
2

Wird nun der Wert der Differenz 4& angenommen, so folgt aus
der dritten der Gleichungen VIIIL, d.i. 4 sx———VAEAZ, mit ¥y =1 und
Ay=A4¢, und weil 4=27 ist

As,=Ade=Az=Ay,
d. h. der Wert d¢ ist ein MaB der Abstinde der y-Ebenen. Aus
der ersten der Gleichungen VIII ergibt sich mit » =1 und dp=de

|
As‘p—_——ze und wegen As,=As,,,
de

A:ZB-;,
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wodurch die Werte von A in den einzelnen Punkten aus den
Léngen 4s, und dem Wert d¢ bestimmt sind; es werden hiernach

Af=dsy-de=ds,-d¢
Ar=(48,) de = (ds,)* - de.

Mit Riicksicht darauf, dal die Werte von z,y,z und hiermit
auch sy, s, s, Verhiltniswerte sind, werden die wirklichen Werte
der entsprechenden Lingen durch Multiplikation mit dem Léngen-
werte der Bezugseinheit @ und ferner der wirkliche Flichenwert
durch das Produkt a?A4f und der wirkliche Volumwert 4 durch das
Produkt a®-A7 bestimmt.

Fall b. Abb. 21.

Sind eine Bahnlinie und die Werte von A lings derselben ge-
geben, so kann man die Punktverteilung fiir gleiche Differenzen

Malstibe :
Langern-MaBstab: 7cm= 02
A ~MaBstab: 7cm=4%0

_ 7 2 3 4 5 6 7 8 911213 M
T T T &
Bstab; Tcm= 4,0
3
70
by
S 4 “a <
< 90
’ e
70,0
70 \jg
72,0 Q
730 X
40

Abb. 21,

Ap=A4¢ auf der Bahnlinie durch Beriicksichtigung der ersten der
Gleichungen VIII erhalten, aus der sich ergibt:

b
¢, — @, = [ Ads,.
a

Streckt man daher die gegebene Bahnlinie in eine Gerade aus, trigt

auf derselben die A-Werte auf und bestimmt sich durch Plani-

metrierung die Integralkurve, so gibt deren Endordinate bXIV den

Wert von ¢, — @,; teilt man diese Ordinate in eine Anzahl n gleicher
5*
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Teile ein, projiziert die Teilpunkte auf die Integralkurve und die
so erhaltenen Punkte derselben wieder auf ab, so erhdlt man die
Punktverteilung 0 1 2 3 auf ab entsprechend der Funktionsdifferenz

A(pzﬂ%%—=de.

Fiir die Bestimmung der Kriimmungsradien ist in den Gleichungen
A’ und B’ Seite 283 des Anhanges

u=1, M=A, ds,=ds,,
und dementsprechend
Qs = Qy> 08 ==2Q9¢
zu setzen; man erhilt:
4 4
ds, ds,,

Man kann daher entsprechend der ersten Gleichung in derselben
Abbildung, in der bei gegebenen Werten von 4 die Bestimmung der
Punkteinteilung erfolgt, auch die Bestimmung von g, vornehmen.

Aus der zweiten Gleichung folgt:
d4 A
ds, 0,
d. h. man erhilt im Quotienten 14— ein MaB fiir die Veranderlichkeit

(4
von A lings der die @-Linie schneidenden -Linien.

II. Achser-symmetrisch zweidimensionale Formen.

Das System der y-Flichen sei durch ein, die z-Achse als ge-
meinschaftliche Schnittlinie enthaltendes Ebenenbiischel gebildet; die
aligemeine Gleichung eines solchen Systems ist hiermit bestimmt

durch
—plY
Z—F<x>’

wobei F noch eine beliebige Funktion des Argumentes Y sein kann;
x
es seien vorerst folgende zwei spezielle Annahmen gemacht:

vy =konst.=1, Z:arctg%.

Hiermit, und wenn man 2? -} y?=1? einsetzt, werden
1

Y x
71:'—;5’ 7’22'{‘73’ 7s =0, 02:;@
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und somit entsprechend den Gleichungen IV

w0 ___ %y
1T 9w 1 02
a2=-g£:—»?ia—y}— e e e e e e e &
Y r 02
_Op __xoy | yoy
“3_3,2_7*2690—‘_728?;'

Es erscheint in diesem Fall zweckmiflig auf das Zylinder-Koordi-
natensystem iiberzugehen, und es ergeben sich mit der Bezeichnung
z,r, ¥ fir die neuen Koordinaten die Transformationsgleichungen
nach B, (Seite 285 des Anhanges):

0P _ 0% o5 0% SinY

ox  or 9 v

op 0p . 0@ cos P
oy or Slnﬁ-‘_aﬁ T

vp _o¢

oz 02

oy oy oy sind
ox  or O 89 r
op oy . oy cos P
@_W_Smﬁ"_ﬁ "

oy __ oy

92 0z

oy _ 0x oy sin &
o 0 09 1
or__ 0% 9 0 00s?
oy  or o9 r

ox 1

9z 0z

Da x:arctg%:ﬁ, Z%:O, Z—f:O, %:1,

also y unabhingig von r und z und gleich der Bogenkoordinate, d.h.beidy=4¢
= konst. haben die Ebenen des Biischels gleichen Bogen-Abstand; man wird

dienlicherweise A &= 2-; wihlen, wobei ¢ eine ganze Zahl ist und die Anzahl
der Ebenen des Biischels um die Achse bedeutet.

Die Transformationsgleichungen der Ableitungen von ¢ und v
vereinfachen sich noch bei der dritten speziellen Annahme, da ¢ und yw
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unabhingig von der Bogenkoordinate, also Z—;’;zo, %
Dies bedeutet, dall die ¢- und y-Flichen Umdrehungsflichen sind
mit der z-Achse als geometrische Achse. Die Schnittlinie dieser
Flichen mit den y-Ebenen geben ebene und kongruente Netze der
y- und @-Linien in den y-Flichen; es geniigt deshalb wieder die

Zeichnung eines Netzes in einer Ebene.

= (0 seien.

Mit der letzten Annahme erhilt man

op__ 09 oy _ oy

5= Fr cos &, P aTcosﬁ

op |, 0@ . oy 0y

oy o sin 9, oy o ¥ sin &

o 893 oy oy

Ez———l— oz | 0z
und hiermit aus den Gleichungen a

op | Oysin®d Oy 0053_0 10y

6z or or r r or

op . o Oysind Jp 0y cos?

E“Sln’ﬁ———g ’ ’ ECOS’&——*"@; .
oder

op | 1oy op Y

02 =T r or’ or r op b

es werden ferner

B=rAd

Durch partielles Differentiieren konnen diese beiden Gleichungen wieder
umformt werden; man erhilt:

1 393
822+ +r or d
Py Py 1oy
B o ror

als simultane Differentialgleichungen zur Bestimmungen der Funktionen
@ und y und somit der Netze der y- und @-Linien.
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Man kann Stromungen und Formen solcher Art als einfache
Stromungen in Rotationshohlriumen oder als achsensymmetrische
Meridionalstromungen bezeichnen.

Siehe hieriiber auch Pragil: ,Uber Fliissigkeitsbewegungen in
Rotationshohlrdumen®. Schweiz. Bauztg. Bd. 41.

Die in dieser Abhandlung eingehend untersuchte Lésung mit den
Gleichungen:

p=22"—1r?; p==2z7

ist das zweidimensionale achsensymmetrische Analogon, zum Beispiel
auf Seite 63.

Praktische Losungen kann man auch durch zweckdienliche An-
nahmen fiir die Gleichungen C erhalten, z. B.:
Aus
aji:Rcosz, aij:i}tsinz,
0z or
worin R und % noch zu bestimmende Funktionen von r allein sind,
folgt wegen

32(}9 . 82(P . . . ’ _
S5or— 51 9e die Gleichung: R’cosz=%Rcosz
und mithin R'=.

Die erste der beiden Gleichungen d gibt:
: ’ s R R
— Rsinz -+ R smz—}—7smz=0 oder % —|—~T—-R=O,
somit ergibt sich fiir die Bestimmung von R die Differentialgleichung:
’
R+ R% — R=0.

Mit R= Y C, r" folgt fiir die Konstanten C, die Rekursionsformel

n=0
C,-n*==Cy_y;
hieraus
n 2 4 6 8 10 ...
c, 1 11 1 1
C, 4 16 36 64 100 °°°
n= 3 5 7 9 1 ...
0”__ 1 1 1 1 1
c, 9 5 49 81 121 777
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weiter R=0’0(1 +§+—%—}—>—}—01<r+%3+;—55—|—>

m=00(1+%+§:l+...)+01 <1+%2+’5_4+...>
schlieflich
zp———Rsinz{00<1—{-—?—1—:—;-{—...)—}—01(1'—{—%3—]-%—{—...)} sinz
wz[!rmdr} co8 2z == {O’O <r§2+4£71+6_r;%+>

Lot r’
| 01<E+ﬁ-{_m—}--...>1|cosz.

Mit der Bedingung der Symmetrie gegen die Achse miissen die
Glieder mit den ungeraden Potenzen von r verschwinden; es wird
somit O, =0, wiahrend C, noch beliebig z. B. =1 gewéhlt werden
kann; man erhdlt die Gleichungen

4

>
= —F+ —+ ... s
4 <1+ TR >smz
r? rt I )
w—<§—|—-n—+—6—6+ cos z
fiir die manschettenartige, fiir Turbinensaugrohre geeignete Form, auf
die schon auf Seite 64 hingewiesen worden ist.
Die Eigenschaften in den Punkten r =0, z =+ ;E sind die gleichen

wie dort in den Punkten =0, y=ig. Siehe Abb. 22 u. Abb. 18.
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Fiir die graphische Netzkonstruktion in einer y-Ebene erhélt man

4s, 1
A PR
das Verfahren bleibt dasselbe, wie in den fritheren Fillen; es ist
zweckmiBig die Linge des dem Anfangspunkt der Linie zukommen-
den Radius als Bezugseinheit fiir die Léngen zu wihlen.

Ein entsprechendes Beispiel ist in Abb. 23 durchgefiihrt.

Man erhilt ferner

_As

As‘p_j,

As,=rde, Af=A43,-de, Adr=438,24e

2
oder mit Aez—;

2n 2n 2n
ASZ——_TT, Af-:ASq?-i—, At=A8<}72'T‘

Soll das Netz die Achse als @-Linie enthalten, so geht man am
besten von derselben aus; es versagt aber vorldufig das allgemeine
Verfahren, da an der Achse r—0, also tgz==o00 wird; iiberhaupt
tritt an der Achse insofern eine Abweichung auf, als die der Achse
zunichst liegende y-Fliche eine Réhre mit vollen Kreisquerschnitten,
zwei andere y-Flichen Rohren mit kreisringférmigen Querschnitten
bilden.

Aus Gleichung XIIT ergibt sich mit » = 1 als MaB des Flichen-
inhaltes eines Ringquerschnitt- Elementes

A&

af Y

hierin ist derjenige Wert von A einzusetzen; der dem durch die
Diagonalen des Elementes bestimmten Punkte zukommt, und da in
einer Ringfliche simtliche Diagonalenschnittpunkte auf einem Parallel-
kreis liegen, so hat A fiir alle diese Punkte denselben Wert; ¢ 4f ist

ein Maf3 des Flicheninhaltes der ganzen Ringfliche und mit As=?,—n
i

wird somit 2

(G-d4f) A= é%z—~=konasl:.,

d. h. das Produkt aus Ringflicheninhalt in den zugehdrigen Wert
von A hat fiir alle zwischen benachbarten Flichen auf den ¢-Flichen
liegenden Ringflichen denselben Wert; bestimmt man nun die der
Achse zunichst liegende y-Fliche derart, daB fiir die von derselben
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auf den @-Flichen abgegrenzten Kreisflichen ebenfalls die zuletzt ge-
fundene Beziehung gilt, so lassen sich die Punkte der Meridianlinie
dieser -Fliche bestimmen, wenn die Verteilung von A4 lings der

Achse bekannt ist.

Achse

wl&
[l
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Die an den durch die Punkte der Achse gezogenen 1w -Linienele-
menten abzutragenden swy,-Lingen sind zu rechnen aus der Formel

472
2 J—
sy, A= ;

Man erhélt durch Auftragen der Léngen s, die Meridianlinie der der
Achse zunéchst liegenden -Fliche und kann hiernach unter Verwen-
dung des allgemeinen Verfahrens das Netz vervollstindigt werden.

(Natiirlich muf8 die Anzahl ¢ der um die Achse gleichmiBig ver-
teilten y-Flichen so groBl gewihlt werden, daB der Flicheninhalt
der Kugelkalotte von der Bogenlinge s,; noch gleich s;, = gesetzt
werden kann.)

Die Netze der y- und ¢@-Linien auf den -Flichen und die-
jenigen der y- und yw-Linien auf den ¢-Flachen bestehen aus Parallel-
kreisen und Meridianlinien; iiber deren konforme Darstellung in
Ebenen siehe Prasil: Zur Geometrie der konformen Abbildungen
von Schaufelrissen. Schweiz. Bauztg. Bd. 52, Nr. 7 und 8. Ein Auszug
hiervon ist als Anhang dem Buche beigegeben.

Noch allgemeinere Formen erhilt man, wenn man » gleich einer
Funktion von r oder von z oder von r und z wahlt; es wird hier-
bei das graphische Verfahren der Netzbestimmung zur Anwendung
kommen.

IT1. Achsen-symmetrisch dreidimensionale Formen.

Eine Verallgemeinerung der frilheren Annahme erhilt man, wenn
man das System der y-Flichen dadurch bildet, daBl man eine Fliche
von gegebener Form um eine Achse, z. B. um die z-Achse, dreht;
im Zylinderkoordinatensystem, mit der z-Achse als Umdrehungsachse,
stellt die Gleichung F [z, r, (# — ¢,)]=0 mit ¢, als Parameter ganz
allgemein solche Flichensysteme dar; die Aufldsung nach ¥, ergibt
mit 9,=y die Formen der y-Funktion

g=0941f(r, 2).
(Im fritheren Beispiel war f=0.)

Es soll nun die spezielle Form
=9+ 2h—n 2

in Betracht gezogen, d. h. die y-Flichen als Schraubenflichen
mit konstanter Steigung b und gleichem Bogenabstand an-
genommen werden.
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Man erhilt:
oy 2ax ox oy
Y= —:1 —"=O
oz b’ 09 T or
und hiermit und aus der zweiten der Gleichungen III, ~Seite 55
die Differentialgleichung

2n09p 109
B ooz ' r? o9

als Bestimmungsgleichung fiir die Funktion ¢; es ergibt sich hieraus

h
p=R-D(¢)+ S mit §=<2nz-r‘“’ﬂ),

wobei R und 8 beliebige Funktionen von r, und ® (&) eine beliebige
Funktion des Argumentes (2—h z—1r? 19) ist.
JT

Die einfachste Form ergibt sich bei R oder $ =0 mit ¢ == §; es werden
9_, dv_, 2p_dS
oz ’ o9 ’ or  dr’
d.h. die ¢ -Flichen sind konzentrische Zylinderflichen um die z-Achse; aus
der ersten der Gleichungen III,, folgt hiermit 68—1::0, d. h. die Funktions-

formen von y sind von r unabhingig.
Die beiden ersten der Gleichungen 1V,” werden identisch erfiillt; aus der
letzten derselben folgt:
a8 1 (61/; 2 6w>v

dr  r \az h 39

Aus der Gleichung V,, folgt, daB in diesem Falle » nur eine Konstante
oder eine Funktion von r sein kann und hiermit aus der letzten Gleichung, da
v eine lineare Funktion von z und &, also von der Form

py=1>0-+kz
sein muBl; d. h. die y-Flichen sind ebenfalls Schraubenflichen mit konstanter
Steigung; es werden hiernach die @-Linien, d.h. die Schnittlinien der w- und
z-Flachen, zur Z-Achse senkrechte Gerade, die - und y-Linien sind Schrauben-
linien auf den ¢-Flachen.

Nimmt man die y-Flichen als Leitflichen einer Strémung an, so wire
hiernach durch diese Form eine radiale Stromung zwischen den y-Flichen
bestimmt. Diese Stromungsform hat keine praktische Bedeutung.

Eine weitere Form ergibt sich mit §=0; R=--1, ¢—=¢,
mithin durch

h 2
(p-———g—yz Z2—17 0,
es werden
op__h op 4 op
a—z“—gn, 5:5——7', -87———2719
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und folgt hiermit und aus der ersten der Gleichungen III , die
Differentialgleichung

h oy oy oy
EEAr T A A S TA
zur Bestimmung der Funktion .
Hieraus ergibt sich nach den bekannten Methoden der Integration

partieller Differentialgleichungen erster Ordnung
=Y(&n) mit .§=<-2h_n z—|—19>

n==(9"—Igr),
d. h. y ist eine beliebige Funktion der Argumente & und # oder
da & genau die Form der Funktion y besitzt

v = ¥(z ).
Bei der Annahme: yp=%¥ (y) wird y=Lkonstant, wenn y konstant ist;
d. h. die y-Flichen dieser Funktionsform sind der Form nach identisch mit
den y-Flichen, besitzen jedoch andere Zuteilung der Funktionswerte.

Eine weitere einfache Form der w-Flichen ist bestimmt durch:
py=n=09"—1gr,

d.i. die Gleichung von Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel
zur z-Achse, deren in der (zy)-Ebene gelegenen Leitlinien obiger
Gleichung in Polarkoordinaten mit i als Parameter entsprechen.
Die @-Linien sind die Schnittlinien dieser Zylinderflichen mit den
z-Flachen.

Das Gleichungssystem

h
— 2
=g = 29
p=9*—Igr -
2n

stellt daher vorldufig in lediglich geometrischer Hinsicht eine
mogliche Stromungsform zwischen Schraubenflichen als Leitflichen
dar, wobei ¢ die Querschnittsflichen sind.

Diese Funktionen ergeben aus den Gleichungen IV,

h y . 2m 29 2=x
ﬂ:_{“ﬁ, — =y —2r 19———~7 5 hiermit v——{~2
weiter: Aﬁ—(;; —|—r2 4+ @2roP | dsp= %.d(p

:(ii%)_l,_f dsw—”j dy | A=v»-BC-sinw

2x B
o= +5 oy =» 0
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Asy . he? /’<zn>2 I I h1? \
Tn=" 0= | )+ 7 “f—z‘“—z V<h>g+rz+(m)2"’€
Ae_,p_ be /(AT TV \ea

Ephv T 2%2a r 72 v hr?

— A8 = A&

4s;, B _1/I@H+ 1R lA’_Az 2,,[(%[)@7%2“,)2]

dsy  C 7 ) [@Qar)®+ A7

Fiir die orthogonalprojektivische Darstellung z. B. der in
einer y-Fliche gelegenen - und g-Linien erhdlt man durch Elimi-
nation von z aus den Gleichungen fiir ¢ und y mit:

Q= (%)2(% — &) —rd

Abb. 24,

Die Gleichung der Projektionen der i-Linien auf die Koordinaten-
ebene 7, & (Ebene senkrecht zur z- Achse); die Gleichung y =92 —Igr
gibt an sich die Projektion der g-Linien auf dieselbe Ebene; sind
diese Projektionen gezeichnet, so bietet die Darstellung im Auf- und
SeitenriB keine weiteren Schwierigkeiten. Eine axonometrische Dar-
stellung eines solchen ¢@uy-Liniennetzes auf einer Schraubenfliiche
gibt Abb. 24; in derselben ist z statt p zu lesen.
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Die konforme Darstellung des in einer y-Fliche gelegenen
@, w-Netzes ergibt sich, in Anlehnung an die Entwicklungsweise fiir
die konforme Abbildung von Rotationsflichen, wie folgt.

Die Lénge ds eines beliebigen Linienelementes auf der y-Fliche,
Abb. 25, ist bestimmt durch die Gleichung

ds? =dz* -+ (rd 9)® + dr?

und aus der Gleichung der Fliche folgt

d;g:dﬁ—l—%tdzzo oder dz:—gh—yidﬁ;

hiermit B \2
e (. o 2 7.9
ds—[<2n)+r}d0 dr?.
Die Linge dS eines Linienelementes in der Ebene ist in Polar-
koordinaten R, @ bestimmt durch die Gleichung
d8*=R?*dM?-}-dR?.
Fiir zwei zugeordnete Punkte mufl entsprechend der Konfor-
mitatsbedingung das Verhéltnis

‘— h\? 2—} 2 2
as L R
as? R*d©? | dR?
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derart beschaffen sein, daf es nur abhéngig von den Koordinaten
der zugeordneten Punkte ist.

Das wird u. a. erreicht, wenn man ©&=—+¢ wihlt und zwischen
r und R die Beziehung besteht

dr dR

e "

denn dann wird tatsdchlich

h 2
n 2
ds? (27!) —l_r

s B
Man erhélt somit durch Integration obiger Gleichung und Zuordnung
der Radien r, und E,

oY)t

Y

Rechnet man aus der letzten Gleichung r als Funktion von R
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die Gleichungen

y=09%—1logr

7 \2
_ (" Y R
<p~<2n> (x—9)—r*

ein, so erhdlt man die Polargleichungen der ¢- und y-Linien
der ebenen konformen Abbildung des in der y-Fliche lie-
genden ¢- und y-Netzes.

Die erhaltenen Gleichungen vereinfachen sich formell, wenn man
die Linge von r, als Bezugseinheit fiir die Lingen, also r,=1,

h
ferner Ry—r,=1 wihlt und é—j—_[«:tge setzt, dann folgt

R_Vsin%—}—r‘“’cos“s—}—rcos.s
14 cose

und hieraus fiir r=0;

sin ¢
_R_—_ _
R 1-{-cose’
d. h. den Punkten auf der z-Achse der y-Fliche sind in
der konformen Abbildung die Punkte des Parallelkreises
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mit dem Radius % zugeordnet. Dieser Kreis sei mit Achsenkreis
bezeichnet (siehe konf. Abbildung). Man erhilt ferner

1-4-cose 1—cose 1
r = — —
2cos ¢ 2cose R

und hiermit

1-}-cose 1—cose 1>
e 2-—'l 4—‘1_R———._.
y=1 g< 2 cos e 2cose R

1—{—cose'R 1—cose 1_)2.0
2cose 2cose R

<p=(x~ﬂ)tg26—<

als die gesuchten Polargleichungen der Linien des ebenen konformen
¢- und y-Netzes, in welchem y und ¢ die Parameter der ¢- und
y-Linien sind und fiir 5 die Konstante derjenigen y-Fldche zu nehmen
ist, deren Abbildung bestimmt werden soll. Abb. 26 stellt die eberie
konforme Abbildung des Netzes der Abb. 24 dar; v, ¢, ¥ sind Zahlen-
werte in arithmetischer Reihenfolge, z. B.

p=y=yx=0, 0,25, 0,5, 0,75

oder mit Riicksicht auf eine im Kreise ganzzahlig aufgehende
Teilung des Raumes durch - und y-Flichen als Bruchteile von 2n
entsprechend der Formel

L4 ‘ _2an

@ | = i ’

y4

wo ¢ und n als ganze Zahlen zu wihlen sind; ¢ kann als Bogen-
koordinate ebenso berechnet werden. Setzt man also z. B.

2n _2x

—__.9 — —
‘p 20 ? W 20 37 Z 0’

so gilt die Gleichung ¢ fiir die dritte Linie ab der durch w=0 be-
stimmten Anfangslage der vy-Flichen, diejenige fiir ¢ fiir die zweite
w-Linie ab der entsprechenden Anfangslage der ¢-Fliche (¢ =0).
Da die w-Flichen Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel zur
Z-Achse sind, so ist die Darstellung des Netzsystemes auf derselben
einfach durch Entwicklung in eine Ebene durchfiihrbar.

Es ist hiermit der Verlauf der Netzlinien festgelegt.

Nimmt man die Kreiszylinderflichen um die Z-Achse als y-Flichen,
also =R, wobei R ganz allgemein noch eine beliebige Funktion

. . 2x .
von r ist, ferner die Schraubenflichen y=—¥-- 5 wieder als
Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl, 6
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Leitflichen an, so werden die Schnittlinien der y- und y-Flichen
Schraubenlinien und

W, Vg ¥

oz or P Rl
Die Gleichungen IV ergeben:
dp R’y o o 2n
=" L=0, _L=—rR .
0z r ’or o9 i

Damit die Identititen bestehen konnen:

az(p . 9“’(}) th —-’?2(’)
pzor  ordz’  orad  odor

miifiten sein R’y
= K, — einer Konstanten,
rR’y = K, = einer Konstanten,
also —
& _ K oder r it konst,
ve=-—t=--2 oder r= |/ 2= .
R R K, ’

d. h. die Gleichungen IV sind bei dieser Annahme nicht fiir ein
System von Kreiszylindern als Stromflichen erfiillbar, oder zur
Schar der Schraubenlinien mit konstanter Steigung gibt es keine
@-Flichen, also keine orthogonalen Querschnittsflichen. Siehe S. 49.

Die vorstehenden Beispiele zeigen im wesentlichen die Methodik
zur Bestimmung der Formfunktionen und hiermit von Netzsystemen
zwischen Teilflichen, die fiir die analytische Beschreibung bzw.
geometrische Darstellung von Stromungen in Kanilen dienen konnen,
deren Grenzflichen den Scharen der - und y-Flichen angehdren.

4. Kinematik stationiirer Stromungen.

Aus der Gleichung XIII folgt, dall bei der verwendeten Raum-
teilung durch das Netz der ¢, v, x-Flichen bei dp=Ay—=A4y=4d¢
= Konstant das Produkt

é-df:da“,
y

fiir alle Querflichen-Elemente denselben Wert hat; multipliziert man
die Gleichung mit einer im Stromgebiet konstanten Grofle G und
einer Funktion 2, deren Argumente die Funktionen ¢ und % sind,
so daB also 1 lings einer @-Linie konstant bleibt, so folgt

¢l ar—=cids
v

6%
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d. h. das Produkt aus Gf«l in die Fliche Af ist innerhalb eines

elementaren Kanals des Stromgebietes konstant.

Erteilt man dem Wert ¢ die Dimension einer Geschwindigkeit,
wobei hinsichtlich der Linge dieselbe Bezugseinheit zu nehmen ist,
mit der die Koordinaten gemessen werden, so kann man den Aus-

druck
v=G%l...........XV

als die Bestimmungsgleichung fiir die Strémungsgeschwindig-
keit im Stromgebiet ¢, vy, y definieren; denn es wird dann

vAf=0Gl4&=4q . . . . .. . .XVI

das MaB der durch einen elementaren Kanal flieBenden sekund-
lichen Fliissigkeitsmenge; die @-Linien sind die Bahnen der
Stromung; die Komponenten von v ergeben sich fiir die kartesischen

Koordinaten:
vx:G.aE.i
ox v
op A
v=@. 220 L .. . XVII
4 oy v
op 1
=y
fiir die Zylinderkoordinaten
v,—q. 2% 4
T 9z v
dp A
Vp=CG = — . . . e e e .. XVIIL.
or v
L, 09 A
=G sy

Die Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten
vy ( ov,  ov, v . 0v >
0V =0 P2 Wt Wt wl__
+ —l—az P 52 +3r T T +1‘30 0

wird tatsichlich durch obige Geschwindigkeitswerte erfiillt; es er-
geben sich namlich z. B. in kartesischen Koordinaten die Gleichungen:

v, G0, G, G 390(“ 04 ax>
om v 0a? v dx o v 0z \0y 8x+3x ox
@z_g.@.l_g.ajﬂ.?ﬁ.l G 8<p<8/1 ai”_F“ ax>
oy v 0y »? 9y oy v 9y \ow 0y ' oy oy
.G, Gipir,  0pei v 010
0z v d v? 8z 0z v 0z \oy o0z ' 0y 0z
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und wird bei Addition derselben die rechte Seite unter Beriicksich-
tigung der Gleichungen V, und III  gleich Null, somit auch

ov, 8'0
ax l y_+—

Die Gleichung XVI ergibt mit v als Parameter die Darstellung der
Flichen, zu denen sich diejenigen Punkte des Stromgebietes ver-
einigen, die gleiche Geschwindigkeit besitzen; dieselben seien als
Isotachenflichen bezeichnet, deren Schnittlinien mit den @-, -
und y-Flichen ergeben hiermit die Isotachen in letzteren Flichen.

Sind 4 und » konstante Werte, so daB man den Wert ﬂ
14
als konstanten Faktor der Funktion ¢ ansehen, also @_%¢

setzen kann, so erhalten die Komponenten-Gleichungen die Form
09 09D 0P

Vo= 'vy—_@, V=
es sind somit formell die Geschwindigkeitskomponenten solcher Stro-
mungen in gleicher Weise als Abgeleitete der Funktion @ zu be-
stimmen, wie dies hinsichtlich der Kraftkomponenten bei Bestand
einer Kriftefunktion zu erfolgen hat; eine solche Funktion @ ist
daher das Geschwindigkeitspotential der Stromung und man nennt
derartige Stromungen Potentialstromungen.

Die Kontinuitdtsgleichung nimmt die Form an

PO PO PP i}
Gt ap e =0 - ... XV

in kartesischen Koordinaten,
PO PP 10D D

z2+872+787 cpgi—0 - - . . . XVIL

in Zylinderkoordinaten.
Es sind dies Stromungsformen, deren Querschnittsflichen durch
die Gleichung V2@ =0 zusammengefal3t sind.

.. @
Ist nur » konstant, so dal man mit —=k%
y

0 0 0
%9 —n1% 7,99
v, kla , v, iy’ v, k/laz

erhilt, so ergibt sich aus der Kontinuitédtsgleichung

Pp , e 82(}9) (893 o4 0@ ol | dp 61)}
k[(axﬂ'ayﬂ‘l'azﬁ R Prei oy 22 Tz 52 0,
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wobei jedoch, da 1 eine Funktion der Argumente iy und y ist, in-
folge der Gleichungen III, der zweite Klammerausdruck identisch
gleich Null wird, also wieder die Grundgleichung fiir die Querschnitts-
flichen resultiert: Vip=0,

d. h. solche Stromungen sind der Form nach identisch mit Potential-
stromungen, aber nicht hinsichtlich der Geschwindigkeitsverteilung.

Z. B.: Die Parallelstromung in einem zylindrischen Rohr mit
geradliniger Achse ist bei gleich grofler Geschwindigkeit in s&mt-
lichen Punkten des Stromungsgebietes eine Potentialstromung;
die Parallelstromung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung,
wie solche unter dem EinfluB der Reibung in einem solchen Rohr
eintreten kann, solange die mittlere Geschwindigkeit unter einer
bestimmten Grenze (dem kritischen Geschwindigkeitswert) bleibt,
ist nur der Form nach eine Potentialstromung; dasselbe kann in
einem solchen Rohr fiir die Hauptstromung bei turbulenter Bewegung
der Fall sein.

Besitzt hierbei die Funktion 2 nur eine der Funktionen y und
y als Argument, so kann die Geschwindigkeitsverteilung als eine
geschichtete betrachtet, die Strémung als eine Schichtstromung
bezeichnet werden, wihrend man Stromungen, bei denen 1 eine
Funktion beider Argumente y und x ist, als Fadenstromungen
bezeichnen kann.

Die Darstellung der Schnittlinien der Isotachenflichen mit den
@-, v- und y-Flachen gibt bereits ein Bild der Strémung.

I. Zeitflichen.

Ein weiteres Bild erhdlt man, wenn man sich zur Zeit { =14,
im Stromungsgebiet eine Fliche abgegrenzt denkt und dieselbe der-
art sich fortbewegen 1i8t, dal jeder ihrer Punkte in jeder seiner
Lagen gerade diejenige Geschwindigkeit besitzt, die ihm vermoge
der Geschwindigkeitsverteilung im Gebiet zukommt; es ergeben sich
als geometrische Orte der Punkte nach gleichen Zeiten wieder Flachen
und werden dieselben durch einen Funktionsausdruck darstellbar sein,
der die Koordinaten %, y, z als Variable und die Zeit ¢ als Para-
meter enthélt. Diese Flichen kann man als Zeitflichen bezeichnen.
Die Bestimmung des Funktionsausdruckes dieses Flichensystems 7'
wird vermittelt durch das System der drei simultanen Differential-

gleichungen: dx=v_dt, dy=n,dt, dz=w,dt,
d
oder A T
T)m 'Uy v,

worin dz, dy, dz die Koordinatenelemente der Bahnlinie sind.
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Wenn man fiir v, v,, v, die Ausdriicke aus Gleichung XVIII ein-
setzt, die in denselben als Funktlonsausdrucke in z, 9, z erscheinen,
8o ist im allgemeinen nicht sofort die Integration moghch.

Da aber jeder Punkt des Gebietes entweder durch seine Koor-
dinaten oder durch die drei Funktionswerte ¢, v, ¥ derjenigen Netz-
flichen bestimmt ist, die sich in ihm schneiden, so kann immer

=X(p,y,2);y=Y(p,p,7); 2= Z(p, vy, X) gesetzt, aus einer dieser
Gleichungen ¢ berechnet und in die anderen eingesetzt werden, so
daB dann irgend ein Funktionsausdruck in z, y, z in einen solchen
in x, v, y oder in y, w, ¥ oder in z, v, y umgewandelt werden kann.

Hierdurch kann man erreichen, daf3

v, als eine Funktion von z, vy, y und 1

Vy » 9 »” w Y YW X, A
U, » ” ” w B W, X o A

erscheint, so daB bei der Integration der simultanen Gleichungen v,
4 und 1 als Konstante zu betrachten sind, da dieselben eben lings
einer Bahnlinie konstante Werte besitzen.

Mit der Zuordnung ¢=t; x_—xo, Y=Y, 2=2%, erhdlt man
drei Funktionen zwischen x, %y, t,t,, v, x, 2 Tesp. ¥, ¥y, £, 8, ¥, X 4
resp. ¥, Yo b, by, ¥, % und A, aus denen z,, y,, 2z, als Funktionen
von x resp. y resp. z und y, X, 4 bestimmt werden konnen.

Ist nun 7'(z,, ¥y, 2,) =0 der Funktionsausdruck fiir die Fliche
des Systems zur Zeit t=1, — dieselbe wird in der Folge als Aus-
gangsfliche bezeichnet — so erhélt man die Gleichung des Flichen-
systems, wenn man fiir z,, y,, 2, die oben erhaltenen Funktions-
ausdriicke einsetzt und in denselben v, y, 4
wieder durch deren Koordinatenfunktionen er-
setzt. (Siehe nachfolgende Beispiele.)

Durch geeignete Wahl der Ausgangsflichen
und Abgrenzung bestimmt geformter Raumteile
durch solche Flichen kann man, wie folgt, den
Stromungsverlauf in verschiedener Weise ver-
anschaulichen.

Wird ein Raumteil durch eine geschlossene
Fliche abgegrenzt, so bleibt bei der Deformation
dieser Teile dessen Rauminhalt konstant, wie
sich aus folgendem ergibt:

Es sei als Ausgangsform ein von je zwei benachbarten y und
x -Flichen und zwei Querschnittflichen ¢, und ¢, begrenzter Kanal
angenommen, Abb. 27. Nach Gleichung XIII besitzen die auf ¢, resp.
@, abgegrenzten Flichen die Inhalte:

Abb. 27,
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="
af, ldwdx,
af, — Y qyd
T4, yay.

Die Flichenelemente bewegen sich mit den Geschwindigkeiten

A
v,=G— resp. v,=G2
v, 2 v

2
weiter, so daB von denselben im Zeitelement d¢ die Volumina

A v,
dzl=%dwd;¢(¥v—:ldt, d12=j;dwde%/ldt
durchiaufen werden; 1 bleibt hierbei konstant; es ist also d7, =d=,
der Inhalt des elementaren Kanals bleibt konstant. Da nun der In-
halt jeder geschlossenen Fliche als Summe der Inhalte solcher Teil-
kanile betrachtet werden kann, ist zu schlieBen, daB die Form-
anderung dieser Fliche ohne Inhaltsinderung stattfindet.

Z

)
& ! \
RRRBR,
i \\ \\ ;
LA /
5 LA A
g \ \\ > \\\
® y\ \ \ N
BN :
2 |
\
\\ N
— ¥
Abb. 28,
1. Beispiel: Abb. 28. Die Formfunktionen seien (entsprechend
dem Beispiel S. 61)
<P=-752‘_y2: y=2zy,

X=2.



Kinematik stationdrer Strémungen. 89

Es werden hierbei:
v=1, =22, a=—2y, ¢=0, A=4@="41y?)
und bei der Annahme 1=1: v,=—=2Gu, vy:—sz, v,=0.
Man erhilt die Isotachengleichung:
v=2G)? Fy*=2Gr.

Die Isotachenflichen sind hiernach konzentrische Kreiszylinder um

die Z-Achse mit den Halbmessern r:%.
Das System simultaner Differentialgleichungen zur Bestimmung
der Zeitfunktion wird

dx . dy

g1

dt —-—— =
2Gx’ 2Gy’ 0

und konnen dieselben in diesem Falle direkt integriert werden; man
erhélt

1 1 Y
t—t = —lg— t—t, —=— " lg* O=2z—2
v =3q ¢ 0 0 26 gyo’ 0
und hieraus
xozxe“‘u’a‘(”—to), yozye"'gG(t—lo), 2y=2z.

Wird als Ausgangsfliche eine Kugel mit den Mittelpunkts-
koordinaten g,, 9,, 3, und dem Radius r angenommen, so dafl die
T-Funktion zur Zeit =1, die Form erhilt

(@ — 2o + Wo —10)" + (2 — )’ —1*=0,
so ergibt sich als Gleichung des Flichensystems, durch das die im

Laufe der Zeit stattfindende Deformation der Ausgangsfliche dar-
gestellt wird, mit:

(xe=2@ =t _p )2 | (ye+2G—to) — bo)? =+ (2 — 30 —12—0.
Dieser Gleichung entspricht eine Folge von Ellipsoiden; die Mittel-
punktskoordinaten derselben sind

r=r=t, e+20(t—to), p==1, e—ZG(l—io)’ 5==3% -
Fithrt man die auf den jeweiligen Mittelpunkt als Koordinaten-

ursprung bezogenen Koordinaten &, 5, { mit Hilfe der Transfor-
mationsgleichungen

v=E&41,  y=n+y, =04y,
ein, so erhdlt man
62 e—-4G(t—to) + 772 e+4G(t—t0) _l__ C‘} — I‘.,’ — O
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als Mittelpunktsgleichung der Ellipsoide; deren Hauptachsen sind
parallel zu den Koordinatenachsen &, 5, £, und (da die Transformations-
gleichungen einer Parallelverschiebung des urspriinglichen Koordinaten-
systems entsprechen) auch parallel zu den Koordinatenachsen z, y, 2.
Die Léngen der Halbachsen der Ellipsoide sind
a=—r1et2Ge—td  p—rpe-200—td c—rp.

Die a-Achse verlingert sich mit der Geschwindigkeit

da
9 (ret2@l—to
b, = i re y
die b-Achse verkiirzt sich mit der Geschwindigkeit
db ;
Ub = E =—2 Gre‘“;(“‘l’),

die c-Achse bleibt in der Lénge unverindert.
Das Volumen des Ellipsoides ist
V:%n.a.b.c:%nr e+26(t—to).re—gG(t_to):%nt3,
es findet also, entsprechend der allgemeinen Ableitung auf Seite 88,
eine Voluménderung nicht statt.

Die Scheitelkoordinaten der Achsen sind

-7’/'5:2:‘:“ Ye=1 =%
x, =1 Y,=9£b  z,=3
mé_=g y::n 24-:52126;
deren wirkliche Geschwindigkeitskomponenten
e =2G(r+a v, =—2GY
=2GF, +1) et2@(t—to) :_2Gnoe—2G(f—to) vzé_—_—O
vy —2G1 vy, ——2G{Hy b
=2Qg, e2 G (t—ty) =—20(y, - r)e—2G(t—to) 1,217:0
v =2G¢ vy =—2GYy
=2Gg, e2 G (t—to) —2@y, e—~2G (t—1to) sz=0
Die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes sind
Vym=20G7¢ vym=—20t)
—=2Gy,et2dit-t ——2Gy,e 200t v,,—0,

daher die relativen Geschwindigkeitskomponenten der Scheitel gegen den
Mittelpunkt

wxgzvxs—v,m wgezvyé.—vym w :O
=ire+2a(z—to) =90 2§
Yo = Vap — Vam Wyn ="y Yym w —0
=0 ::!:re2G(t—-to) zn
Wyt =Yy —Vem Wy ™= Vy: — Vyp
: w, .=0.
= =90 2§
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Die Scheitel in der &- Richtung besitzen der Grofe nach eine Relativgeschwindig-
keit gleich jener der Verlingerungsgeschwindigkeit der £- Achse, jene der ;- Rich-
tung eine solche der Verkiirzungsgeschwindigkeit der 5-Achse. Die Scheitel in
der £ -Richtung bewegen sich relativ zum Mittelpunkt nickt, ebenso wie die Ge-
schwindigkeit der Lingenverinderung dieser Achse gleich Null ist. Die Zeichen
+ bei wyz und F bei wy, geben die Richtung der Relativgeschwindigkeiten
dieser Punkte in Beziehung auf das Koordinatensystem &% { an:

zur Zeit ¢=1¢, sind v,=-F2Gr, v,=—2Gr, v.=0;

mit diesen Geschwindigkeiten beginnt hiermit die Deformation in den Scheitel-
punkten.

+ X Flichen

2. Beispiel. Abb. 29. Die Formfunktionen seien entsprechend
dem Beispiel 8. 65

<p=ye+’”‘

k
y=cy —z
r==z.

Es werden hierbei
’,zekw, a1=kye+’””, a_z:ekz, a3=0, A=(ky2~1'— 1)eakx

und mit der Annahme 1—1

v,=Gky, v, =G, v,=0.
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Man erhélt die Isotachengleichung
v==GVky*41;
die Isotachenflichen sind Ebenen parallel zur X0Z-Koordinaten-

ebene, ihr Abstand ist
14/
“isz—L

Das System simultaner Differentialgleichungen zur Bestimmung der
T-Funktion wird

dx dy dz
dt—-G—ky—, dt_ﬁ, dz:H-

Aus der zweiten Formfunktion ergibt sich

2
y== ?(w—}—x)
und erhélt man fiir die Integration der ersten Differentialgleichung

dx
o, ==
2L
worin y als konstant erscheint; mit der Zuordnung t =1, ==z, wird

t—to=§[]/%<w+w>—]/%<w+wo)];

die beiden anderen Differentialgleichungen sind direkt integrierbar;
man erhalt

dt =

1
(t—to)za(y——yo), 0=2z—z2,.

Setzt man fiir ¢ wieder den Funktionsausdruck ein, so wird

Gt—t ——y—Vy —— x——x)

2
gy —k- Gt—t)y—kTG(t—t)
und mithin
kG?
Bp=2—kG({t—1t)y+ B (t—1)

y0=y—G(t—t0)
Zo=z.
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Mit d erselben Kugel als Ausgangsfliche erhélt man als gesuchte
Gleichung des Flachensystems die Gleichung zweiten Grades:

okt g+ 0 —t)—x0|
Ly — Gl —t)— 05T - [ =0,

Die Ausfithrung der angezeigten Quadrate und Ordnung ergibt die all-
gemeine Gleichung der Flichen zweiter Ordnung

U Bt Gaa Y1033 2 20,8y + 2053924 205,224+ 20, 2+ 20,y

+2a;z2+a=0
mit folgenden Konstanten:
a11:1) a22=k2G(t_—t0)2+1’ a33:l:
a,=—kG(@—4t), Gy =0, ay, =0,
k& e ]

=" =t =, t=— T () — kG —t)Eo Gle—t0)

'k G [ 2 2 2 2 2
=3, a=|5 (E—1)f —1| +[6G(—to) 0P+ s —t
und hiermit aus den Gleichungen

G LT W) T3+ @=0
Og1 L1 Qoo+ Qag 1+ a3 —=10
@515+ 500+ 551 a3 =0
die Mittelpunktskoordinaten
ka2
E=Zo+kG(t~to)D_—2— t—1t)
y=1o+G(t—t)
5=%o0-
Das sind aber die Gleichungen der Bahnlinie des Punktes g,, y,, 3,, d. h. des
Mittelpunktes der Kugel.

Mit den Transformationsgleichungen:

z—=¢-4g, y=n-+y, z=(3
erhilt man in
R L e
oder e+t —t )2+ 1]+ —2k@(t—1t)En—12=0

die Mittelpunktsgleichung der deformierten Flichen; diese sind hier-
nach wieder Ellipsoide, wobei jedoch wegen Bestandes des Gliedes
— 2k G (t—1ty) £ nur diejenige Hauptachse parallel verschoben wird,
die der Z-Richtung entspricht, wihrend die beiden andern Haupt-
achsen in ihrer Ebene, d. i. die im Abstand p, parallel zu XO0Y
liegenden Ebene um den Mittelpunkt verdreht sind; der Verdrehungs-
winkel « ist aus der Gleichung zu bestimmen:

12 _ 2

kGt —t,)’

2
tg 2o — =2

@y — oy
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die Langen der Hauptachsen ergeben sich aus den Gleichungen:

a:i, b:i, c=r,
8a 9p
mit g22=3{[FG*(t —1t,)* 2]} + V[ G* (¢ —1,)* +2]* — 4,
es wird g2-gl==1

und mithin das Volumen des Ellipsoides

4 4
Veog b oy =g,
3 9a 9 3

d. h. wieder konstant gleich dem Volumen der Kugel.

Nun kénnte man, wie frither, die Relativgeschwindigkeiten der Scheitel-
punkte bestimmen, indem man die Koordinaten derselben sucht, in die Ge-
schwindigkeitsformeln diese und die Mittelpunktskoordinaten einsetzt und die
entsprechenden Komponenten subtrahiert; einfacher kommt man jedoch zum
Ziel, wenn man beriicksichtigt, daB im vorliegenden Fall die Komponenten der
Geschwindigkeit in der y-Richtung im ganzen Stromungsgebiet denselben
Wert @ besitzen, die Relativkomponenten in dieser Richtung daher gleich Null
sind; es wird die Relativgeschwindigkeit fiir irgendeinen Punkt mit der Or-
dinate y den Wert G (y — 1) besitzen und parallel zur x- Achse liegen.

Es ist sofort ersichtlich, daB die Relativgeschwindigkeiten in den Scheitel-
punkten nicht mehr, wie frither, in die Richtung der Hauptachsen fallen, da
sie eben iiberall parallel zur x- Achse, die letzteren jedoch unter den Winkeln «
resp. 90 -} « gegen die z-Achse geneigt sind; man kann aber in jedem
Scheitel die zugehorige Relativgeschwindigkeit in zwei Komponenten zerlegen,
von denen die eine in die Richtung der Hauptachse fillt, die andere dazu
senkrecht ist; letztere Komponente besitzt dann gegeniiber dem Mittelpunkt
eine Winkelgeschwindigkeit.

Ist y, die Ordinate des Endpunktes der a-Hauptachse, so wird in dem-
selben

w=FkG (y,—y)==kGasine,
die Komponente in der Achsenrichtung ist
w, = w cos e = G'ka sin « cos «,
die dazu senkrechte Komponente w;, ist
Wyq = wsin ¢« = Gkasin? «,
tir die b-Hauptachse folgt
wy ==wcos (90 + o) =— Gkbsin « cos «

w3 = Gkbcos?a
und die Winkelgeschwindigkeiten

Wa
wa= 2

= Gksin? «
Sat @, Gk

2 2
Wy = ?g—‘ = Gkcos?a
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Zur Zeit t=0 ist tg2« =00; «=45% a=b=1; cos a:sinu:l,

b2’
mithin
w, _ Gkr w, __ Gl w, =0
a 9 > b — 2 > c— Yy
Gk Gk
wa:—Q_) wb=7: wc:();

d. h. bei Beginn der Deformation findet in der Ebene 3, an den unter 45 und
2250 gegen die X-Achse geneigten Radien eine Verlingerung derselben mit der
Geschwindigkeit —)—EQIC—E an den unter 135° und 215° geneigten Radien eine
Gkr
2
Scheitelpunkte eine Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den Kugelmittelpunkt

Verkiirzung mit der Geschwindigkeit — statt; gleichzeitig besitzen die

im Betrage von 5 im Sinne einer Verkleinerung des Winkels «; derselbe ist

unabhéngig von den Léngen der Achsen und es ist daraus zu schlieBen, daB die-
selbe Winkelgeschwindigkeit allen Punkten in den beiden Ebenen zukommt,
die durch die zur Z-Achse parallele Hauptachse gehen und gegen die Z0Y-
Ebene unter 45 resp. 135° geneigt sind. Es unterliegt aber keinem Anstand,
dieselbe Winkelgeschwindigkeit auch allen anderen Punkten der Kugelfliche
zuzusprechen, die daraus fiir die einzelnen Punkte entstehenden Tangential-
geschwindigkeit als die eine Komponente der dem Punkte entsprechenden
Relativgeschwindigkeit zu betrachten; die andere Komponente steht nun nicht
mehr zur Tangentialkomponente senkrecht. Bei dieser Zerlegung kann man
der Kugel zur Zeit #, das Bestreben einer Drehung um die C- Achse mit der
Winkelgeschwindigkeit @ und das Bestreben einer Deformation zu einem
Ellipsoid zusprechen, wobei die Deformationsgeschwindigkeit der einzelnen
Punkte der Kugelfliche von deren Lage abhingig ist.

Im ersten Beispiel besteht die Deformation lediglich in einer
Dehnung der Kugel zu Ellipsoiden mit stéindig parallel bleibenden
Hauptachsen; im zweiten Beispiel in einer Dehnung jedoch verbunden
mit einer Drehung der Hauptachsen.

In den bisherigen Beispielen ist der Wert von r keiner Be-
schrinkung unterworfen; die Kugel deformiert sich bei jedem Wert
von t in Ellipsoide, es ist dies eine Eigenschaft solcher Stromungs-
formen, bei denen x,, y,, 2, lineare Funktionen nach z, y, z sind.

Letzteres ist jedoch allgemein nicht der Fall, und es nimmt daher
auch im allgemeinen die Kugel mit endlichem Radius kompliziertere
Formen beim Fortschreiten an.

Bei derart kleinem Radius der Anfangskugel, daf die Funktions-
formen fir z,, y,, 2, durch Reihenentwicklung und zuldssiger Ver-
nachlissigung hoherer als linearer Glieder in linearen Gleichungen
dargestellt werden konnen, erhilt man wieder Deformationen nach
Ellipsoiden.
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3. Beispiel. Bei einer Stromung in der Form des ersten Beispiels
trete eine durch die Funktion 4 bestimmte Geschwindigkeitsverteilung
(Schicht- oder Fadenstrémung) ein, es werden

v,=—2Gxi, vy=—2Gy/1, v,=0.

4 ist nach fritherem eine Funktion von y oder von y oder von
beiden zugleich und hat in jedem Falle lings einer Bahnlinie kon-
stanten Wert.

Die Isotachengleichung erhilt die Form

v=2G 1V |-¢2.
Die simultanen Differentialgleichungen

dx dy _dz

W= Gxi’ =

~~seg1r 770
ergeben

Ty=—we~ POty —yet2GhE-t) g g
und mit derselben Kugel als Ausgangsfliche die Gleichung des
Flachensystems

(626360 — g (et — - (s gt — =0,
worin nun fiir 4 der Funktionswert einzusetzen ist.
Nimmt man z. B. 1 als eine Funktion von y==z an, also etwa

A=(2—z,)-(2—=2,), wobei z, und z, konstante Werte besitzen, so
ergibt sich als Gleichung des Flichensystems

[we-20E-2)G-2—t) g | [yet2@e -z (-t) __y 2
+(z—3)" —1*=0,
die im allgemeinen nicht mehr eine Folge von Ellipsoiden dar-
stellt.

II. Die Hauptsiitze der infinitesimalen Deformationen.

Die hiermit an drei Beispielen erérterten Deformationserschei-
nungen werden ganz allgemein fiir verschwindend kleine Lagen- und
Forminderungen in der Theorie der linearen infinitesimalen De-
formationen beschrieben und wird diesbeziiglich auf die bestehende
Literatur verwiesen, namentlich auf Helmholtz: Vorlesungen Bd. 2,
»Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen®, 1. Teil, Seite 1—54;
Weber, Heinrich: ,Die partiellen Differentialgleichungen der mathe-
mathischen Physik%, Bd. I, 9. Abschritt.

Die fiir die Orientierung iiber die Bewegungsvorginge wichtigsten
Resultate dieser Theorie sind folgende:
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1. Die infinitesimale lineare Deformation eines verschwindend
kleinen Raumelementes kann im allgemeinen als Superposition
mehrerer Deformationen aufgefaBt werden.

2. In der Hydrodynamik wird insbesondere eine einheitliche De-
formation als die Superposition einer Drehung und einer Dilatation
(Dehnung) betrachtet. Die Drehung ist bestimmt durch die augen-
blickliche Lage der Drehachse des Elementes und der Winkelgeschwin-
digkeit um dieselbe oder wegen der Mbglichkeit der Superposition
durch die Winkelgeschwindigkeiten um drei zueinander senkrechten
Drehachsen.

3. Werden letztere parallel zu den Koordinatenachsen angenom-
men, so sind die schon auf S.27 eingefiihrten Winkelgeschwindig-
keiten 2 , 2 , 2, um dieselben analytisch bestimmt durch die Aus-
driicke in kartesischen Koordinaten:

Q = % (g—;z — %Zy) = Winkelgeschwindigkeit an der z-Achse
'Qy :% (% —_ aa'l;z) = ” ” n Y- n
Qz — % <%%‘I . Z?j) = ) ” ”  2- n

4. Die Lage der resultierenden Drehachse des Elementes ist
durch die Kosinuse der Richtungswinkel bestimmt, d. h.

Q

cose, = ————2 - gegen die x-Achse
meQ _i— Qy?‘ + ‘Qze
QCII
COS “y: _Q 2 Q 2 Q 2 »” n Y- ”
1o+ or+ 0,
QZ
cos ” " 2= »

fiir die Quadratwurzeln ist hierbei das
gleiche Vorzeichen zu nehmen.

5. Die resultierende Winkelge-

schwindigkeit ist
Q=1 TR Tz,

6. Wird die Quadratwurzel in den 12
Ausdriicken fiir die Kosinuse absolut Abb. 30.
und die positiven Koordinatenachsen nach Abb. 30 gerichtet ange-
nommen, so entsprechen positiven Kosinuswerten rechtsdrehende
Winkelgeschwindigkeiten 2, 2, 2, und 2 gegeniiber den positiven
Richtungen der Koordinatenachsen und der resultierenden Drehachse.

Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 1
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7. Die resultierende Winkelgeschwindigkeit wird gleich Null, d. h.
die Deformation erfolgt ohne Drehung, wenn 2 =0; 2 =0;
0, =0, also

ov ov ov,  0v, ov, _ 0v,

z " a

oy 0z’ oz oz ox 0

y

sind. Dies ist aber der Fall, wenn fiir die Geschwindigkeiten eine
Potentialfunktion existiert, d. h. wenn

o — oD , 0P v oP
voopx’ v ooy’ R
sind.
8. Hiermit ist die Grundlage fiir eine Klassifikation der Defor-
mationen in solche ohne und solche mit Drehbewegung gegeben.
Die erste Klasse bilden die Stromungsformen mit »==1 und
A=1, d.h. die vollkommenen Potentialstrémungen.

9. Die Dehnung erfolgt im allgemeinen derart, daB die Verbin-
dungslinie irgendeines Punktes des betrachteten Elementes mit dessen
Mittelpunkt eine Lingenénderung und eine Lageidnderung erfihrt;
es gibt jedoch jederzeit 3 Padre von Punkten, deren Verbindungs-
linien mit dem Mittelpunkt keine Lageéinderung, sondern im allge-
meinen nur Lingeninderung erfahren; die Verbindungslinien dieser
Punktpaare stehen aufeinander senkrecht und heilen die Haupt-
achsen der Dehnung. — In den durchgefiihrten Beispielen mit
Kugeln als Ausgangsflichen sind dies die Hauptachsen der Ellipsoide,
resp. die denselben entsprechenden Grenzlagen in den Kugeln.

10. Mit der Dehnung kann im allgemeinen eine Voluménderung
verbunden sein; ist jedoch

ov ov ov
z bt .
P +8y +5, =0

so findet keine Volumédnderung statt.

Diese Resultate der allgemeinen Theorie beziiglich der GroBe und
Richtung von 2, .Qy, Q, 2, cosw,, cose,, cose, sind unabhingig
von der Form des Ausgangselementes und geben bei stationirem
Zustand die Werte dieser GréBen als Funktionen des Ortes an.

Bestimmt man hiermit die Gleichung derjenigen Linien, zu denen
die den Punkten derselben entsprechenden Drehachsen Tangenten
sind, so erhilt man Linienscharen, deren einzelne Linien nach
Helmholtz als Wirbellinien bezeichnet werden; eine aus solchen
Wirbellinien gebildete Réhre heiBt Wirbelréhre.
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Die Wirbellinienscharen sind allgemein durch das System simul-
taner Differentialgleichungen dargestellt
de  dy  dz

_— — =ds,
COoS o, CcOS Dty coSs o,

oder wenn man die Ausdriicke fiir die Kosinuse in den drei ersten
Teilen einsetzt

de __dy _ dz
o0 "0
Es folgt daher fiir das zweite Beispiel mit
G
»=0, Q, =0, Q2=?"
— Gkdz=0, — Gkdy=0,
— @kx = konst., — Gky ==konst.,

d. h. die Wirbellinien sind Gerade parallel zur Z-Achse; jede Wirbel-
linie bleibt daher auch beim Fortschreiten der Punkte, die sich zur
Zeit t, auf derselben befunden haben, Wirbellinie.

Fiir das dritte Beispiel folgt:
Q,=CGy[22— (2, 2)]
Qy =022 —(z,+2)]

2 =0

dz=0, z = konst,.

dx =z

——=, x? — y? = konst.,
dy y J

d. h. die Wirbellinien sind in diesem Falle die Schnittlinien der
@-Flichen mit den y-Ebenen.

Untersucht man nun die Deformation einer solchen Schnittlinie,
d. h. nimmt man als Gleichungen der, eine Wirbellinie zur Zeit t =t
bestimmenden Flidchen

€7 — 1,2 =@y, 2, = y, = konst.
und setzt hierin die dem Fortschreiten entsprechenden Werte fiir
x, und y, ein, so erhdlt man
a2 4G A1) y‘*"e“ GAlt—to) — Py >

und es ist zu erkennen, dall die einzelnen Flichen dieses Systems
nicht mehr Querschnittsfiichen bleiben; d. h. eine Linie, die zur Zeit
t =1, Wirbellinie war, verliert bei ihrem Fortschreiten diese Eigen-
schaft.

Wirbellinien wandern immer dann als solche mit den Punkten
fort, wenn die Massenkriifte, die im Stromungsgebiet wirksam sind,
einer eindeutigen Kriftefunktion unterworfen sind (siehe S. 30).

7*
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Da dies beim dritten Beispiel nicht (wohl aber beim zweiten)
der Fall ist, so ist zu schlieBen, daB bei der Stromungsform mit
Geschwindigkeitsverteilung nach dem dritten Beispiel die Existenz
von Kriften, die nicht einer Kriftefunktion unterworfen sind, an-
zunehmen ist; zu solchen Kriften gehdren die Bewegungswiderstinde
der Reibung und der Turbulenz.

Ein anderes Bild von den Stromungsvorgingen erhilt man, wenn man
die Deformation einer durch ‘Querschnitts-(p-)Flichen abgegrenzten Schicht be-
trachtet.

Es geniigt, fiir die hieraus abzulejtende SchluBfolgerung zwei typische Bei-
spiele zu betrachten, nidmlich die Stromung durch kreiszylindrische gerade
Rohre bei einer Geschwindigkeitsverteilung einmal entsprechend der reibungs-
losen idealen Fliissigkeit, d. i. der Potentialstromung, das andere Mal bei
Schichtstrémung unter dem EinfluB von Reibung.

Die Formfunktionen sind im Zylinderkoordinaten:

p=z |
py=r,
=0 I
es wird hierbei y=2,
6(}7 Rl 16(;7 *ep
und da e Ty T =0

ist, so hat die Strémung Potentialform.
Ferner werden:

o9 _ P __ o9 _

R or =0 =0

die Geschwindigkeitskomponenten der Potentialstrémung sind
v, =@, v, =0, v, =0, v=G;

A=1;

es herrscht im ganzen Gebiet Stromung parallel zur p-Achse mit durchaus
gleicher Geschwindigkeit.

Die Punkte jeder ¢-Fliche bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit
weiter; zwei sich gleichzeitig bewegende ¢-Flichen behalten stindig denselben
Abstand, eine Deformation findet nicht statt,

Wie schon auf Seite 86 bemerkt, kann die Strémung durch ein gerades
Rohr bei Bestand innerer Reibung ebenfalls als Parallelstromung betrachtet
werden, bei der jedoch die Geschwindigkeit eine Funktion von r ist; wird mit
7, der lichte Radius des Rohres, d. i. der Radius der von Fliissigkeit benetzten
Rohrwand bezeichnet, so ergibt sich fiir v der Ausdruck v= @ (r,> — r2).

Da y=12 ist, kann m:;ln 7> — 7% =1, — 1 setzen; es erscheint dann ge-
mil der Formel v, =v=0@ ;J. die Differenz v, — v als der Funktionsausdruck
fiir 1; siehe hieriiber Seite 84 u.f.

Die simultanen Differentialgleichungen fiir die Flichendeformation redu-
zieren sich auf die Gleichung
dz

dtz‘ﬁ,
G (pa— )
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es wird mit der Zuordnung

t=1¢,, 2==2, Y =Fo»
z2—2y=G (w,— w) (¢ —¢;) und hiermit
zﬁzo:G(razwrg) (t‘to):

die gesuchte Gleichung des Flichensystems der Zeitflichen, d. h. die Quer-
schnittsflichen deformieren sich zu Rotationsparaboloiden, deren Scheitel in der
Rohrachse liegen, die jedoch immer durch denjenigen Kreis gehen, der
dem Schnitt der Rohrfliche mit der g,-Ebene entspricht. Denkt man sich eine
benachbarte ¢ -Fliache gleichzeitig bewegt, so &ndert sie sich in gleicher Weise;
es bleibt die Dicke der Schicht gemessen in der Z-Richtung wohl konstant,
aber normal zu den deformierten Flichen gemessen wird die Dicke im Laufe
der Zeit um so kleiner, je naher gegen die Rohrwand hin dieselbe gemessen wird.

Durch diese Deformation lassen sich aber auch die von Reynolds er-
haltenen Turbulenzerscheinungen und der Bestand einer kritischen Geschwindig-
keit erkldren, namentlich unter Beriicksichtigung der gefundenen Tatsache, daB
die Erscheinung der Turbulenz bei ruhigem Zuflufl immer erst in relativ grofSem
Abstand von den ZufluBmiindungen tritt; man kann sich vorstellen, daB, wenn
die Deformation weit genug vorgeschritten ist, unter dem Einfluf z. B. von
festen Beimengungen der Zusammenhang der deformierten Schicht gestért und
ein Austausch von Fliissigkeit stattfindet, der die turbulente Bewegung erzeugt,
die mit der Hauptstrémung mitschreitet.

Es ist weiter noch folgender SchluB zu ziehen: Strémungserscheinungen
mit lokal groBem Richtungswechsel sind mathematisch wohl auch darstellbar,
da aber jedenfalls bei solchen Strémungen die Deformationen relativ sehr
groB werden, so ist es einerseits unzuléssig, die Theorie der infinitesimalen De-
formation bloB auf lineare Anderungen zu beschrinken, andererseits 1i8t die
GroBe der Deformation auf erhéhte Moglichkeit von Turbulenz, also darauf
schlieBen, daB die Groflenordnung der turbulenten Stromung an diejenige der
Hauptstromung herankommt und demgemif der mathematischen Behandlung
vorliufig eine Grenze setzt. Fiir die Erkenntnis solcher Strémungserscheinungen
steht zur Zeit nur der Versuch zur Verfiigung.

Ist die Stromungsform in Zeichnung derart dargestellt, dall man
auf den ¢ (Stromlinien) von einer Ausgangsfliche ab, die Lingen s,
messen kann, und sind weiter die Isotachenflichen derart eingezeichnet,
daB man die fiir jede Stromlinie die Geschwindigkeitsverteilung graphisch
darstellen kann, so gibt die Ausfiihrung der graphischen Integration

t—-—szf ahnlich wie auf S. 67 das Hilfsmittel an die Hand zur Auf-
J v

0
zeichnung der ¢-Flichen.

Umgekehrt kann aus dem Verlauf von Zeitkurven, die auf dem
Wege des Versuches erhalten sind, die Geschwindigkeitsverteilung
einer Stromung bestimmt werden. Beistehende Bilder zeigen derartige
im Maschinenlaboratorium der Eidg. Techn. Hochschule in Ziirich auf-
genommene Zeitkurven, und zwar
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Abb, 31a,

Abb. 31b.

Abb. 31c.
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Abb. 31a, b, ¢ fiir eine geradlinige Ka-
nalstromung,

Abb. 32 fiir eine Saugrohrstromung ent-
sprechend der Stromungsform von Seite 63.

Die Herstellung und Beniitzung solcher
Zeitkurven wird im Kapitel ,Hydrodynami-
sche Versuche“, 8. 266 u. f. beschrieben.

5. Dynamik stationérer
Stromungen.

Es werden die auf Seite 30 angegebenen
allgemeinen Bewegungsgleichungen I , II ,
IIL,, benutzt, aus denen jedoch wegen des
stationdren Zustandes die partiellen Ab-
leitungen nach der Zeit ausfallen.
K, K, K, sind die Komponenten der
Schwerkraft pro Masseneinheit, mithin der
Grofe nach bestimmt durch die Projektionen
von ¢ auf die Koordinatenachsen, es wird Abb. 32.

K, do+K,dy+ K de=—gdz,

wenn mit dz die geoditische Hohendifferenz der Endpunkte des
Lingenelementes ds — Jda? 4~ dy®|-d2* bezeichnet wird. (Die Krifte-
funktion der Schwerkraft ist —gz).

Beziiglich der Beschleunigungen W, W, , W, sei vorldufig nur
angenommen, dall dieselben von den Bewegungswiderstinden her-
rithren sollen; dieselben werden dementsprechend mit negativen Vor-
zeichen eingesetzt werden; fiir die ideale, widerstandsfreie Bewegung
sind W, =W, = W,=0 zu setzen.

p sei allgemein als ein Mittelwert der Pressung im Punkte z,
y, z mit der Eigenschaft angenommen, dall derselbe eine stetige
Funktion der Ortskoordinaten sei, so daB

op op op
= _-d ) —d
dp=_ x+ay Y+, 4
zu setzen ist; bei der widerstandsfreien Bewegung hat p gleichen

Wert fiir alle durch den Punkt gezogenen Richtungen.

Q:l wird wie auch bereits in der Kontinuitétsgleichung auf

Seite 84 konstant angenommen, d. h. es wird die Zusammendriick-
barkeit der Flussigkeit als verschwindend klein vernachlissigt.
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Es wird im allgemeinen turbulente Bewegung vorausgesetzt; die
Geschwindigkeitskomponenten v, v,, v, der Hauptbewegung und hier-
mit auch die Geschwindigkeit

—_—
v _——‘h)xg + ’Uy2 + 1;22

werden ebenfalls als stetige Funktionen der Ortskoordinaten ange-
nommen, entsprechend

dv, =— aa’;wd x4 _w -|- usw.

Bei widerstandsfreier Bewegung und Strémungen ohne Turbulenz
sind dies die den einzelnen Punkten direkt zukommenden Geschwindig-
keiten.

1. Umformung der hydrodynamischen Grundgleichung.

Der Ausdruck fiir § in der ersten Form der hydrodynamischen Grund-
gleichung B, Seite 27, kann durch Benutzung der Gleichungen XVIII

unter Verwendung der Abkiirzung ,u:% und Beriicksichtigung der

Gleichung V, umformt werden; man erhélt z. B. fiir

ov, 81}) 0 ( 8<p> 8( ?7(;0)
29r<@ 52) "o\ e ) Twm\C gy
op ou opaou
A R A G A B il
Gaz oy 0y 0z

und mit diesen Werlten nach Einsetzen derselben in den Ausdruck
fir 29 und Ordnen

2
2@=%dﬂ—-|—G3y2V2<p2dq9:Gy<A2d‘u—}—luV2(pd(p).

Setzt man dies in Gleichung B, ein, beriicksichtigt, daB wegen

nr

- 0 . ..
stationdren Zustandes %‘:0 ist, und fiihrt entsprechend der all-

gemeinen Form I, IT , III, der Grundgleichungen die Widerstands-
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kraft Wmdx—[—Wy d,+ W, d,—=gw,da ein, so folgt
P v? G?
dz—]—d;—|—d§§—l——wada———;,u(Agd,u—!—luvggodqo):o. . B,

als eine ebenfalls koordinatenfreie Form der hydrodynamischen Grund-
gleichung fiir widerstandsfreie stationdre Stréomungen.

Die Gleichungen B in ihren verschiedenen Formen werden zur
Diskussion der Pressungsverteilung im Stromungsgebiet verwendet
werden.

II. Die hydraulische Grundgleichung.

Bezieht man die Differentiale auf ein Bahn-Element, so ver-
schwindet der Ausdruck (4du -} u</*pde), wie sich aus folgendem
ergibt:

Setzt man in
ou ou ou )
:A<~d —d L
Adp ox ’“Lay y+8z dz
die Werte von dz, dy, dz aus dem Schema VII ein, d. h.

do—4 de usw.,

A
ou ou
so folgt: Adﬂ:((xlﬁ—}— “8y+“3 > @,
. y) o 1 04 A ov .
mit ‘u—j werden 5 =% und somit

Ad”:{%(‘“%'{““ﬁ%Jr%%)“ , <“ 22 Ty +“3azﬂ

nach fritherem ist jedoch der Ausdruck unter der ersten runden

Klammer identisch =0 und im zweiten Ausdruck wird nach

Gleichung V %( + ﬁ@y -+ 8z> V2@, so daB also
Ady—pu\2pdp=0

wird, was zu beweisen war.

In Gleichung B, wird da=ds,, w,=w,, und man erhalt

2

P v
dz+dt-+d—-+w,dsy=0
+ 7+ ZQT p Yop

und durch Integration lings der Strombahn:

+_ + +fw¢ds —konst. . . . . . XIX
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Denkt man sich diese Strombahn als Achse eines elementaren Kanals
zwischen - und %-Flichen, also eines Stromfadens, durch welchen
die sekundliche Wassermenge Ag strémt, so ist durch

2
AL:yAq<z+—§+;!]—{~fwmds¢>. ... XX

die hydraulische Stromungsenergie der elementaren Fliissigkeitsmenge
bestimmt; enthdlt ein Kanal von endlichen Dimensionen ¢ solcher
EBlementarkanile und definiert man die Mittelwerte der GroBen

2z, 2, v, fw,pdsq, durch

4
P 7 %"
P 4, ~2 . Ag.
. — =% p_ = CEEL R
m dq Y Ag 7 2q ¢
ds,-Aq. 2AL;
A :M@’ ,‘,A,,J__—szonst,
w Aq Aq

so erhilt man P 0.2
2 sm ML p  =Lkonst.

als hydraulische Grundgleichung der stationdren Stromung, und in
der Form

P p0> (”ni '”02> ho—
2, —27) 22— 22 )= — +h,=0 ., . XXI
(m 0) <y 7 2g 2g w

die Bernouillische Bewegungsgleichung; hierin sind p,, v, die dem
Bewegungszustand in einem bestimmten Ort z, entsprechenden Werte
von v und p.

Sie wird nach wie vor entweder in ihrer Form als Differential-
gleichung, oder integriert iiberall dort mit Erfolg angewendet werden,
wo es auf die Bestimmung von mittleren Strémungszustinden und
auf die Wirkung der stromenden Masse als Ganzes ankommt, und
daher die Form der Stromung von untergeordnetem Einflull ist,
resp. die durch Stérungen der Strémungsform verursachten Be-
wegungswiderstinde durch entsprechende Anpassung des Wertes von
W, geniigend beriicksichtigt werden konnen.

III. Widerstandsfreie Stromung.
Das Fehlen von Widerstinden ist durch Ausfall der Grofen W,
Wy, W, aus der Gleichung By, also mit W,=0; Wy—_—O; W,=0
beriicksichtigt.

a) Vollkommene Potentialstromung. Eine vollkommene
Potentialstromung tritt (siehe S. 85) ein, wenn die Formfunktion ¢
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der Gleichung entspricht: /2 ¢ == 0 und wenn 1=1 ist; die Gleichung
nimmt die Form an

9 dpt-d’ - gdz—0 XXII
;’—p+2g~g—...‘...

enthélt hiermit nur totale Differentiale; vollkommene Potentialstromung
kann daher widerstandsfrei sein. Integriert und mit ¢ dividiert ergibt
die letzte Gleichung mit der Zuordnung z,, p,, v,

(-t s

Die letzte Gleichung gilt nun aber nicht nur lings der Bahnlinie,
sondern zwischen beliebigen Punkten des Stromungsgebietes und be-
deutet, daB die Summe der Pressungsenergie, der kinetischen Energie
und der potentiellen Energie der Masseneinheit der pro Sekunde
durchstromenden Fliissigkeit im ganzen Raum konstant ist.

Die Gleichung XXII ist also die Grundgleichung der statio-
niaren vollkommenen Potentialstromung.

Die klassische Hydrodynamik hat in weitem Umfang die Er-
scheinungen™ der Potentialstromung untersucht und Methoden fiir
die Bestimmung von Stromungsformen und die damit verbundenen
Erscheinungen angegeben, die naturgemdfl auf den Gesetzen der
Potentialtheorie basieren.

Nach Formel XII, Seite 54, besteht zwischen den Seitenlingen
von Potentialstromungsnetzen mit » — 1 die Beziehung

Asy:ds,:4s,=1:C: B,

die als Grundlage fiir die graphische Darstellung solcher Netze
dienen kann; weiter gibt Gleichung XIII, mit » =1 in

Ae*
Af:»A

ein MaB3 der elementaren Querschnittsflichen; da weiter durch jeden
elementaren Kanal des Netzes dieselbe Fliissigkeitsmenge durch-
stromt, so ist aus derselben und dem Werte von Af die Stromungs-
geschwindigkeit in allen Teilen des elementaren Kanals einfach zu
bestimmen.

Die geometrischen Orte der Punkte mit gleichen Geschwindig-
keitswerten bilden die Isotachenflichen und entsprechend der
Gleichung

o) ()= (5
=\ o, T%) ~ g, T ag
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2
die geometrischen Orte der Punkte gleicher Werte von (;)—9—}— z), die
Flachen gleicher Pressung, mithin die Niveaufldchen der Stromung.

b) Widerstandsfreie Wirbelstrémunngen. Dieselben sind
dadurch charakterisiert, da u eine Funktion der Ortskoordinaten ist;
es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1
1. »v=1, n=4, 2. 1=1, n=—.
y
1. Fall: y=/1=—-eine Funktion von v und y (oder von y resp. y
allein). Die Gleichung XXIII erhilt die Form:

%dp—}—d%—-{—gdz—G?lA?d}t: 0.

Fiihrt man
A

v=GA-1, .= 427

ein, so folgt
v? G2 )

dE—GzlAzdl—J———— dA4?
und hiermit
Gﬁ 12

-%dp—}—gdz—— dA=0;

da nun dp, dz und d4* gemiB ihrer Einfiihrungsweise bereits totale
Differentiale sind, so kann 4 nur eine Konstante sein, d. h. bei wider-
standsfreier Bewegung kann eine stationdre Potentialstrémung nur
eine vollkommene Potentialstrémung sein.

1 . ..
2. Fall: 1=1; p= die Stromungsformen entsprechen der

allgemeinen Form der Gleichung V, d.1i.

(89‘0 ov |, 0@ av+a¢ 3w>

2
V=7 Gs 02 oy 0y ' 0z 0z

die Gleichung BV erhilt die Form
A‘)

zdp—l-d +9d2—02[ ( )—I— Vi dqﬂ}—o

Der Klammerausdruck mull ein totales Differential sein, d. h.
von den durch die allgemeine Gleichung V bestimmten Stromungs-
formen sind bei widerstandsfreier und stationérer Bewegung nur solche
Formen méglich, die auch der eben aufgestellten Bedingung geniigen.
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Untersucht man z. B. die Stromungsform des zweiten Beispiels, wo
qp:yeka;, w:l;;yz-—x, 1=21, v=ekaz,
sind, so erhilt man

oy op

= k i Y 7 =
oz = kyets, dy e oz 0
A= (B Ty erbs
az,p . a‘z(p aZ<p
—_— k frmad —_— ==
ox? kyeke, oy® 0, 222
Vig=Fkyekes

L:e—ka:, <l>2: e—2kz, d(i>2:__2kg—2kzdx,
14 4

4

do=Fkyekzdx -} ekzdy, %d(p:kye—kxdxil—e—kwdy
AZ 2
~—d< ) —®By +k)de,

() Vwdp=tmyrde gy
und mithin
2 2 2 2 2,2
Ad<l>+(%>vzq;d<p=k2ydy—kdx:d(k2y )

14

2
d. h. in diesem Fall ist die zweite Bedingung erfiillt,

Es gibt hiernach die Integration
p , (k2 y2 ok x>
21—t h—G2 (=L —ZZ ) =konst. = K
y Tag T CI
und mit 2= GZ% =@ #y*-+1) in:

, g (242 41)

“ =konst. =K —2—_—(2kx 1

v 29 -
die Gleichung der Niveauflichen; da p/y eine lineare Funktion der Koordi-
naten wird, so sind in diesem Fall die Niveauflichen Ebenen.

Einen allgemeinen Anhaltspunkt iiber die Bedingung, unter
welcher stationdire widerstandsfreie Wirbelstromung moglich er-

scheint, erhilt man aus der Gleichung B’Y, wenn man in derselben

1?%% gleich Null setzt.

Die Gleichung nimmt die Form an

grad<f+ —I————)—O

und es wird

‘Z
S
2 ¥————_k0nst
f+ 54
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Im letzten Beispiel ist, wie leicht zu erkennen,

=9 )= p
g \2 y

Bei rein zweidimensionalen Stromungsformen mit 1=1 ist 2
immer senkrecht zur Strdmungsebene und sind die ¢- und y-Fléchen
Zylinderflichen; v liegt mithin in den Schnittlinien der v-Flichen
mit den Strémungsebenen y und ist daher iiberall senkrecht zu £;
es fallen somit die &-Flachen in die Schar der y-Flichen.

Bei dreidimensionalen Strémungsformen mit i=1, deren y-
(oder y-)Linien Wirbellinien sind, ist £ immer senkrecht zu v und
fallen daher die &-Flidchen in die - (resp. y-)Flidchen; in solchen
Stromungsformen kann mithin widerstandsfreie, wirbelbehaftete
Stromung stattfinden. Diese Formen besitzen Querschnittsflichen.

&=

In den Beispielen mit Schraubenflichen als Leitflichen erh&lt man
I

im Fall der Bewegung nach Abb. 24 aus (p:Tz—r“ 9 die Glei-
T

chungen fiir die Komponenten der Geschwindigkeit

h
vz;——]-Gﬂ, v=-—G2rd, v, =-—Gr.

r U

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 2 £2 sind ausgedriickt
in Zylinderkoordinaten

0v, v, ov,

QQZMaT o 180 Achse parallel zu v,
ov ov

Z-Q,.:a_zu_ﬁ ” ” » U,
ov ov

20Q5= 3"‘2% 8zr ” ” n Uy

hiermit erhilt man mit obigen Geschwindigkeiten 2=0.

Die Bewegung ist mithin eine reine Potentialstromung und kann
daher widerstandsfrei sein; im ganzen Stromungsgebiet ist

p vt
2z 4+ = 1 — = K= konstant;

hieraus folgt die Gleichung der Niveauflichen:

Q2T he
%:konstant:]{—z— Zg[l%_*_ 47202+r‘3].

Im Fall der Bewegung in Schraubenlinien gibt es keine Quer-
schnitts-p-Flachen, man erhélt aber unter der, die Kontinuitits-
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bedingung befriedigenden Annahme fiir die Komponenten der Ge-
schwindigkeit h

vz:G%, v,=0, v,=ro,
d. h. durch Zusammensetzung der axialen Stromung v, und der
rotierenden Bewegung mit « als Winkelgeschwindigkeit

Q=w, £2=0, Qy=0 oder 020,
also wirbelbehaftete Stromung. Mit 2—:%! =tga, d.i die Steigung im
Abstand r, wird v,=wv, tga, rcose=1=7,0, hiermit
H=wv0sinwcos Pda
und wegen «==90—w
H=v,wcos Pda=rw’cos Pda.

Die Normale zur Ebene [v,£2] ist radial; mit ¢ =0, cos ® =1 wird
da=—dr und hiermit 29 =2rw?’dr=d &, also ein vollstindiges
Differential, d. h. die Stromung léngs Schraubenlinien kann ebenfalls
widerstandsfrei sein. Im ganzen Gebiet ist

p ’U"" r‘J w‘l
z - - 2 — :K,
+ y +5 ; 5y
hieraus folgt die Gleichung der Niveauflichen
2 2 2
g=konstant::K—z—»£i,‘; ro .
29 4n* 2¢

Da innerhalb einer Stromlinie r denselben Wert hat, so folgt in
derselben 2 o g

p , v ( r? w?
z4+=4—=|K42
Ty ey Ty

d.i. die Bernoullische Gleichung der Stromlinie,

> = konstant,

Aus den durchgefiihrten Beispielen ist zu erkennen, daf und wie
eine Stromung mit Hilfe der Formfunktionen und der Gleichungen B
analysiert werden kann.

Fiir den Bestand dieser Stromungen bei endlicher Kanallinge
ist es natiirlich nétig, daB am Ein- und Austritt bereits die fiir diese
Stellen nach obigen Gleichungen bestimmten Geschwindigkeits- und
Pressungsverhéltnisse herrschen.

Widerstandslose Bewegung konnte, wenn iiberhaupt
physikalisch méglich, nur bei Potentialgtrémungsformen
und bei bestimmten wirbelhaften Stromungsformen statt-
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finden; gestattet die Kanalbegrenzung oder die Zustinde
am Zu- und AbfluB des Kanals die Ausbildung solcher
Formen nicht, so kann die Strémung nur unter Stérungen
erfolgen, die Turbulenz erzeugen, daher a priori mit Wider-
stdnden behaftet sind, oder es tritt diskontinuierliche
Stréomung ein,

Beistehende Abbildungen bestitigen diese Interpretation: die-
selben zeigen die Stromungen durch ein Leitrad mit Blechschaufeln,

Abb. 33, Abb, 34,

die als logarithmische Spiralen mit 25° Neigung gegen die Parallel-
kreise des Gebietes ausgefiihrt sind; Abb. 33 stellt die Strémung bei
angestrebtem stoBfreiem Kintritt, d. h. tangentialer Zufiihrung zu den
Schaufeln, Abb. 34 eine Strémung mit Zufithrung ohne tangentialen
Eintritt dar; im ersten Fall ist es trotz mehrfachem Versuche nicht
gelungen, die ganz typische Turbulenz wegzubringen; im zweiten
Fall bildete sich lings der konvexen Schaufelfliiche eine Wirbel-
schicht aus, die deutlich von der eigentlichen Strémung durch eine
Kontinuitétsfliche getrennt ist, und sozusagen eine selbstindige
Wasserschaufel bildet; in der eigentlichen Stromung ist die typische
Turbulenz verschwunden.
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Die Erscheinung 14Bt sich dahin interpretieren, daBl sich im
zweiten Fall eine Stromungsform geringsten Widerstandes ausge-
bildet hat.

Lings einer Bahnlinie wird, wie auf Seite 105 allgemein ermittelt
wurde, der Klammerausdruck der Gleichung By identisch gleich Null,
d. h. es besteht lings der Bahnlinie die Gleichung

I gptd tgde—0 oder P2 |2 konst
= - = e == konst,.
y “P 2 7Y y 29

Bei der vollkommenen Potentialstromung hat die Konstante den-
selben Wert fiir alle Bahnlinien; bei der wirbelbehafteten Stromung
kommt jeder Bahnlinie im allgemeinen ein besonderer Wert der
Konstanten zu.

Es folgt hieraus, dall in allen Fillen widerstandsfreier Stromung
die duBere Energie, d. i. die Summe von Pressungsenergie, kinetischer
und potentieller Energie der durch einen elementaren Kanal strémen-
den Flissigkeit konstant bleibt.

1V. Stromungen mit Widerstinden.

Entsprechend den auf Seite 32 aufgefiihrten Gleichungen fiir die
Widerstandskomponenten sind dieselben im allgemeinen je aus zwei
Teilen zusammengesetzt, wovon der eine durch die innere Reibung
verursacht und durch die Newtonsche Hypothese iiber die GroBe
der denselben entsprechenden Tangentialspannungen quantitativ be-
stimmt ist, wéhrend der andere Teil einem Transport von Be-
wegungsenergie infolge der Turbulenz entspricht.

Die Ausdriicke fiir die Einfilhrung der inneren Reibung sind in
gleichem Sinne aufgebaut, wie diejenigen der allgemeinen Elastizi-
tatstheorie und enthalten naturgem&f die durch das Experiment zu
bestimmende physikalische Konstante der inneren Reibung; Stré-
mungen, bei denen nur die innere Reibung zu beriicksichtigen ist,
heiBen laminare Stromungen, ihre mathematische Bestimmung wird
nur durch Integrationsschwierigkeiten begrenzt, die durch den Auf-
bau der Gleichungen selbst und weiter durch die notwendige Be-
riicksichtigung der Grenzbedingungen sich einstellen; zumeist muf}
das Hilfsmittel der Vernachlassigung von Gliedern untergeordneten
Einflusses in Verwendung gezogen werden.

Die exakte mathematische Formulierung des zweiten Teiles wire
bei Kenntnis der durch die Rauhigkeiten verursachten Bewegungen
im Prinzip wohl mdéglich, ist aber bei der Mannigfaltigkeit der Rauhig-
keitsformen und anderer Grenzbedingungen, wie z. B. die Bedingungen
des Zu- und Abflusses praktisch nicht durchfiihrbar; es konnen aber

Prasil, Hydrodynamik. 2, Aufl, 8



114 Hydrodynamik.

unter Verwendung geeigneter Hypothesen und empirisch bestimmter
Zahlwerte fiir Exponenten und Koeffizienten Formeln aufgestellt
werden, die weitgehende Anndherung von Rechnungsresultaten an
Messungsresultate ergeben.

Am zutreflendsten diirften die bestehenden Schwierigkeiten durch
den Beitrag von Th. v. Karman-Aachen zu den Verhandlungen aus
dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik an der Zusammenkunft
in Innsbruck im September 1922: , Uber die Oberflichenreibung von
Flissigkeiten“ gekennzeichnet sein'), dessen Schlufisatz folgender-
mafen lautet:

,Man sieht im allgemeinen, dall es einer ausgedehnten Reihe
systematischer Versuche mit weiten Variationsbereichen bedarf, um
iiber dieses verwickelte Erscheinungsgebiet vollen und klaren Uber-
blick zu verschaffen. Es fehlt dabei die sicher filhrende Hand der
Theorie; solange die Grundaufgabe: die mechanischen Gesetze der
turbulenten Reibungsiibertragung zu finden, nicht gelost ist, besteht
wenig Hoffnung, das empirische Material vollig durchblicken zu
"konnen. Es ist wahrscheinlich, dall zur Losung dieser Grundaufgabe
die statistische Betrachtungsweise herangezogen werden muBl. Zur
Durchfiihrung der Untersuchung bedarf man jedoch ebenso wahrschein-
lich einer gliicklichen Idee, welche bisher nicht gefunden worden ist,“

Unter diesen Umstéinden erscheint die Aufstellung einer verwend-
baren eindeutigen Theorie der Strémung mit Widerstdnden vorliufig
ausgeschlossen und es kann sich nur darum handeln, allgemein
theoretische Grundlagen fiir die hydrodynamisch begriindete Dis-
kussion der Resultate von Versuchen zu schaffen, die einerseits die
Erkenntnis der Erscheinungen und deren Ursachen, andererseits die
Systematik empirischer Gebrauchsformeln zu fordern imstande sind.

a) Oberflachenkrafte, Dissipation.

Die Widerstandskrifte kommen am Massenelement durch die
Verdnderung der Pressungen gegeniiber widerstandslosen Zustand
und durch Auftreten von Tangentialspannungen zur Wirkung; ihre
Bedeutung und ihr Zusammenhang ergibt sich aus folgendem:

Wie schon im 1. Kapitel bei Anfithrung der allgemeinen Funda-
mentalgleichungen hervorgehoben wurde, bedeutet in denselben p
einen Mittelwert der Pressungen, die sich in einem Punkt des Strom-
gebietes nach verschiedenen Richtungen einstellen, und zwar ist dies
das arithmetische Mittel aus den drei Pressungen in drei zueinander
senkrechten, aber sonst beliebigen Richtungen.

') Siehe: ,Vortrige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik“ von
Th. v. Karméan-Levi Civita. Berlin: Julius Springer, 1924.
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Die Zuldssigkeit dieser Annahme ergibt sich aus folgendem:

Wie auf S. 98 bemerkt, besitzt jedes Element drei aufeinander
senkrecht stehende Hauptdehnungsachsen und ist daher anzunehmen,
daB auf den zu diesen Achsen senkrechten Flichen nur Normaldriicke,
also reine Pressungen (keine Tangentialspannungen, d.s. die Werte
der Tangentialkomponenten pro
Fldcheneinheit), wirksam sind; Z
es seien nun in Abb. 35 in dem,
bei 0 vollkommen rechtwink-
ligen Tetraeder 0 abc die Fli-
chen Oab, Oac, 0bc solche zu
den Hauptachsen senkrecht
stehende Flichen mit den
Pressungen p, , p,, p,; die Rich-
tungskosinuse der Fléchen-
normalen gegen die Koordi-
natenachsen seien I, m, n;;
ly, my, ny; I, my, m,. Die
Dreiecksfliche abc steht senk-
recht zur X-Achse und p_ sei der Betrag der Pressung in dieser Fléche,
dann besteht die Gleichung

P, (@be)=1p, (0abd)-l, 4 p, (0 ac)m, + p, (0 be)n,
und da (0abd)=(abc)-l; (0ac)==(abc)-m ; (0bc)==(abc)-n,
P, = Pyl + pym® 4 pymy®.
Fiir Tetraeder in analoger Lage gegen die Y- und Z-Achse folgt

P,="0; b2 = pymy® - pymy®
P, == Py ly* + pymy® -+ pymy®,
woraus sich durch Addition und Beriicksichtigung von
P41+ =1, m,® -t m,? 4 m® =1, n,® 4 my? - mg® =1
ergibt: P TP, 0. =D+ Py P
In dieser Gleichung kommen die Richtungskosinuse nicht mehr
vor; sie gilt daher fiir eine beliebige Lage der Koordinatenachsen
gegen die Hauptachsen und folgt daraus, daBl in einem Punkt die

Summe der Pressungen nach drei zueinander senkrechten, aber sonst
beliebigen Richtungen einen konstanten Wert hat; der Mittelwert,
d. i p::l/S (px_l— py+ pz) = 1/3 (pl +p‘3+p3) ist der in den
Grundgleichungen der Bewegungen mit Widersténden ein-
gefiithrte Pressungswert. (Diese Darlegung ist aus Lambs
Hydrodynamik, S. 660, entnommen.)

8*
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Es ist hierbei nicht ausgeschlossen, daBl in drei bestimmten zu-
einander senkrechten Flichen die Pressungswerte gleich groB sind.
Fiir die Tangentialspannungen ergibt sich ebenfalls eine bestimmte
Eigenschaft. Sind am Parallelepiped Abb. 36 mit den Seiten 4, d,,
d,, P, und P, die Komponenten der Oberflichenkrifte, die von
der Tangentialspannung auf der ZO0Y-Rechteckfliche herriihren, also

Pmy:pzyayaﬁ sz:p:czayaz

und ebenso
Pyz = pyzcs 0 wa= pymézéx

z x?
sz::pzyamaw Pzz:pzmamay’
so miissen unter Vernachldssigung der Momente der Massenkrifte,
die gegeniiber den Oberflichenkréften unendlich klein héherer Ord-

nung sind, die Moment-

2| el Jy=Itz gleichungen bestehen:
Tux Oy 0
Py =Puy
{
\
t Fz="wxy J 62
Ty Ldy 2 pyzazaz—é!:pzy'éxéy'g’
y ———h—

x=fvzy ~ mithin: Py, =0, und eben-
Y S0 pz:c:pzz; pwyzpya:;
d.h. die Tangentialspannun-
Yy <Toax gen, die an zwei Flachen-
elementen wirksam sind, die
sich an einer gemeinschaft-
x Abb. 36. lichen Kante unter einem
rechten Winkel schneiden, haben gleiche Grofle.

Der Kiirze halber seien diese Spannungen entsprechend der ge-
meinschaftlichen Kante mit p_,p,, p, bezeichnet, so daf z. B. p , =
D,y =0, ist.

Die Flichen und Richtungen, in denen die Pressungen p , p,, p,
und obige Spannungen wirken, ergeben sich aus beistehendem Schema.

Tz

Es wirken in Richtung . . . . . . X Y Z
in der Flache YOZ . . . . . D, », »,
» ”» » Z OX A ‘p z py pm
n » » XO0Y. . . .. by P D,

Die Komponenten der Oberflichenkrifte, die in den zu den drei
Richtungen X, Y, Z senkrechten Flichenpaaren wirken, sind hiernach
in der
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X-Richtung Pz:_%axéy%hanzé 5,9, —%‘i’a 5,3,

oy, 0 .
Y- ” Py: o ax 6756!/61_ ﬂazayaz—_amayaz XXIIIa
z o, =00, D000~ Lo,

PP, P, sind hiernach die wirklichen Komponenten der Ober-
flichenkrafte am Volumelement J, 6y d,, die das Massenelement

6m=16x6y62 im Verein mit der Schwerkraft beschleunigen; es be-

stehen daher folgende Identitéten:

dv ( g 8p>
P —_ 28 —=|K —
dvy g op
P,+ K0, ——! 6m=<Ky—Wy*;5—g>6m . . XXIII,
dv g Z)p)
P K =25 — — g7
Z_{_ Z(Sm dt 6’"1 <KZ z y az 6m
g 61))
w Y
( " y 0% Om
0
(W,, %az)ém .. ... Xxu,
—— s 22
c2

Aus den Gleichungen XXIII, und , folgt das Gleichungssystem:

apz z apy l a_p

+ + P Py

o b, __ 7 op
3y - 82 g ay . XXIV

apy dp + 31) Y op

+ T Tx 2 4 =

g 02

Die Gleichungen desselben bilden im Verein mit der Mittelwerts-
bedingung die Bestimmungsgleichungen fiir p,, p,, p, und p_, p,, p,»
bei gegebenen Ausdriicken fiir die Komponenten W und bei be-

0 . .
kannten Werten von —5 usw., wobei noch andere durch die Form und

Art der Bewegung bestimmte Bedingungen zu beriicksichtigen sein
werden, z. B. das Fehlen von Oberflichenspannungen bei Schicht-
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stromung in den die ¢-Linien enthaltenden und Schichtflichen
schneidenden Stromflichen.

Die Arbeit der Oberflichenkrifte wird in folgender Weise er-
halten:

Am Volumelement 6,9,d, ist die Arbeit der am Flachenpaar 6,4,
wirksamen Pressungen und Spannungen pro Zeiteinheit bestimmt
durch die Gleichung:

0
—3a (pm'vxéyéz -+ »,9,0,9, —+ pyvzéyéz)
0
- é—:; (vax + ’pzvy + ’pyvz) 60: 6y6
und an den beiden anderen Flidchenpaaren:
0
— a_y (pzva: “l_ pyvy + b, z) 62:61/6.2

0
resp. ™ (pyvx -+ b.Y, +p.v,)9, 9, 9,

Addiert man diese drei Arbeitswerte, so erhilt man nach Aus-
fiihrung der angezeigten Differentiationen, Beriicksichtigung der Aus-
driicke fiir P, Py, P, in den Gleichungen XXIII und entsprechender

z

Ordnung, die elementare Arbeit der Oberflichenkrifte in der Zeit-
einheit:

v, ovy

=Pt o)t P — | (0.5 40,5 145, 5)
o ) B o G ) s,

Nun ist nach Gleichung XXIV,:
P,v,+P,v,+Py,
ap op
= (W0, + W, + W), — (o 4 2o, 0 )00,
= W 6m —_— (Kx'l)m + Ky’vy + szz) 6m

gleich der Arbeit, die zur Anderung der kinetischen Energie der
Hauptbewegung des Elementes notig ist, soweit hierfiir nicht schon
die Schwerkraft dienlich ist; es stellt mithin der Subtrahent der
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d
rechten Seite des Ausdrucks fir 6% denjenigen Betrag der

scheinbar verlorenen Energie dar, die im Element teils als
Wiarme, teils als kinetische Energie der turbulenten Be-
wegung entsteht.

Der Betrag der scheinbar verlorenen Energie heifit die
Dissipation der Energie; der gesamte Betrag derselben in einem
abgegrenzten Stromgebiet ergibt sich mit

L 8vy 8vy
A
ox
und muB} gleich sein der im Gebiet verschwundenen duBeren Energie.
b) Bestimmung der Widerstandskomponenten.

Die Gleichung BIV pnimmt mit §==2 als Potentialfunktion fiir

. 0 .
die Schwerkraft mit (%:O wegen stationdren Zustandes und mit

w als Vektor fiir den Gesamtwiderstand die Form an:

grad(z—{—%—{—%)+m—%[brotb]=0.

Ist der Vektor 1
m—?[n-rotn],

der Gradient eines Skalaren U also == grad U, so folgt:

v -+ U = konstant.
2g

Fiir Gleichung By bedeutet dies, daB
2
w.da— C;—(Aziu du—+ W Vipdp)=dU

sein muB; da w, die Projektion von w auf die Richtung von da ist,
so ergibt sich aus der letzten Gleichung unter Beriicksichtigung von

1 (0p 0y | 0p v | O O¥
Vo= (B et e 5y o
_ ¢ dley | opdlgy | op dlgy
or 0% 0y Jy 0z 0z
=A- N cos(4AN),
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: olg v) 81gv)2 (8 lgv>2
worin V -
N= ( oy oz

ist, und des Schemas:

Richtung @ P b4
1 c B
da dsw———zdtp ds,,,:vzdw dsl=vzdx
Wy Wy ‘ Wy w,

wegen v?=G*® 4% u’:

oU 1 v? [alg N }
— =W, — 2 — | = A B,/
20 s 229 o —|—Acos( N) @
oU O v? olgu ,
T B,
81,0 0 2g oy
oU B v?olgu ,
— = . ., .. ...... B
oy YA 29 oy
Nun ist 61
olgp tow v v 10w
op wop gy 09 v 0@
1 N
=*EANCOS(AN)=—ZCOS(AN)
also 6lg,u+_c 08 (AN) ==

Man erhilt somit fiir die Bestimmung der drei Projektionen von
w auf die Richtungen ¢, y und y die Gleichungen
oU oU

= 4— = -— .. B
Yo + o a% ¢

" v_gialg[u_*_ﬁ‘&U v? olgu
v %9990 oy voaw“‘ 29 0s,
v? Aolgu A oU v“ dlgu

w, —9 — — =1

™" "2gvB oy Eﬁ_ 29 0s,

L9 s,

asw

+ .. B,

Sind nun in dem durch die Flichen der Formfunktionen resp. deren
Schnittlinien bestimmten Koordinatennetz 4, B, C und hiermit bei
bekanntem G auch v als Funktionen von ¢, v, ¥ bekannt, so
konnen entweder die Werte w,, w, und w, bestimmt werden, wenn
fiir U ein geeigneter Funktionsausdruck gefunden wird, oder es kann
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U bestimmt werden, wenn fiir w,, w, und w, geeignete Annahmen
gemacht werden konnen.

Bei gegebener Lage des Koordinatensystems ¢, y, ¥ gegen ein
kartesisches Koordinatensystem x, y, z koénnen die entsprechenden
Transformationsformeln aufgestellt und mit deren Hilfe unter Be-
niitzung der Gleichungen B die Ausdriicke fiir die Widerstands-
komponenten bestimmt und deren physikalische Berechtigung gepriift
werden; dies wird aber am besten an geeigneten Beispielen erortert.

B. Stromungen in geraden zylindrischen Rohren.

Sowohl die Untersuchungen von Poisseuille als auch diejenigen
von Lorentz gehen von der Annahme aus, dafl die Bewegung in
geraden Rohren mit kreisférmigem Querschnitt als Parallelstromung
mit einer derartigen Geschwindigkeitsverteilung betrachtet
werden kann, daB die Stromungsgeschwindigkeit ldngs einer
gegen die Rohrwand konzentrischen Zylinderfldche kon-
stant ist, in den verschiedenen Zylinderflichen aber verschiedene
Werte hat; dementsprechend kann man die Stromung als kreis-
zylindrische Schichtstromung mit geradliniger Parallel-
strémung als Grundform auffassen. Ferner hat die Erfahrung
ergeben, daBl in solchen Rohren, abgesehen vom Einflu der Schwer-
kraft infolge des geoddtischen Hohenunterschiedes der einzelnen
Punkte im Stromungsgebiet, die Pressung in simtlichen Bahnen
laings derselben um den gleichen Betrag pro Léngeneinheit abnimmt
und hierbei in den einzelnen Querschnitten konstant ist.

Lamb hat die Untersuchung auf die Strémung mit Reibung im
Rohr vom elliptischen Querschnitt ausgedehnt und gezeigt, dafl sich
auch fiir diesen Fall Schichtstromung mit elliptisch zylindrischen
Stromungsflichen annehmen laBt; es ist daher zu erwarten, dal
dhnliches auch fiir andere Profile méglich ist. Die folgenden Unter-
suchungen werden daher unter der Annahme des Bestandes von
Schichtstrémung durchgefiihrt.

Wird die mit den Erfahrungen sich deckende Annahme gemacht,
daB die GroBe der Widerstinde von der Pressung selbst nicht be-
einflut wird, sondern nur abhingig von der relativen Geschwindig-
keit der Flichen der Flissigkeitselemente resp. von der Geschwindig-
keit der Deformation derselben, so wird die Pressungsverteilung durch
die Schwerkraft nur entsprechend der geodatischen Héhenlage der
Punkte des Stromungsgebietes beeinfluft, und man kann daher das
Glied g-dz vorbehaltlich spaterer Wiedereinfilhrung weglassen; dies
vereinfacht die mathematische Darstellung wesentlich und soll daher
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im folgenden verwendet werden; bei Problemen, wo die Wirksamkeit
der Schwerkraft einfluBnehmend auf die Form der Strémung ist,
darf dies natiirlich nicht geschehen (wie z. B. beim Problem der

freien Oberflachen).

L. Bestimmung der Formfunktionen.

Die @-Flichen sind Ebenen senkrecht zur x-Achse, deren Glei-

chung lautet daher =2 . . . .. ... ... A

Die - und y-Flichen sind Zylinderflichen mit Erzeugenden par-
allel zur Achse, die Wandfliche gehért einer der beiden Scharen an;
im folgenden wird dieselbe immer als eine -Fliche angenommen
werden; die Schnittlinien der - und y-Flichen mit den ¢-Ebenen
sind ebene Kurvenscharen, fiir die Orthogonalitit angenommen wer-
den kann, so daBl im kartesischen Koordinatensystem X, Y, Z nach
Gleichung ITIb und der ersten von IV
op __ oy (71 @ .
Py =1, B,= pye =0, y,= e =0, w=—-, cosw=20
werden und der Zusammenhang zwischen den Funktionen y und y
und » durch oy oy oy _

oy @ ox 0%

oy oy oy 9%)
A T Ay —1 e e e e
(8y oz 0z 0y g ¢

o =

. B

bestimmt ist.
Die Annahme der Gleichung

2+az2 S . ......D

mit » = einer Konstanten ermdglicht die Bestimmung von Funktionen
der oben angegebenen Art.
Man erhilt eine partikulare Losung durch

e e

und hiermit bereits die Gleichung einer zweiten Formfunktion; ferner

wird
Oyp 0yp
¥ _ o 4
P” ay, o2 2bz,
2 2
8#’10:2“, a_yi\?_2b,
oy? 07*
Pyp | Py
—_— —— 2 —
ayQ + az'z ( —[—b) #
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Gleichung B ergibt

als Differentialgleichung fiir 7, ; derselben wird durch jede beliebige

Funktion des Argumentes
1
226

Y%= logy—}—2blogz—log

y Z a
entsprochen,

Damit auch fiir negative Werte von y oder z endliche Werte fiir

%, sich ergeben, kann man setzen: y — arctg e*; man erhdlt hiermit
1
220

rp=aretg— . . .. ... ... F
yz_d

als Gleichung einer dritten Formfunktion, es werden

11 11
0%p y“ 2% O1» y® -2 _
y 1 Tz 1 L i

(y +2”)2ay y*a (yo 4 22 ) 2bz-y%e

hiermit entsprechend Gleichung C:

1 1
2ay yo 22 2bz y“-zz”
T3, T 1+7 —5 1 |"=1L
(y* +2°)y*e (y +-2%)y%e
und hieraus 1 1 1
Yy b yre aybz
e 1 1 aty? b2
y® 220
1
:_;‘_’,SJ ay . G
n’
vy, 2

Der Gleichung E entsprechen bei gegebenen Werten von a und b,
wenn 0< a3 b>>0 ist, dhnliche Ellipsen mit den Mittelpunkts-

koordinaten y=0; 2=0, die mit a=>5 in Kreise iibergehen; in
1

2a
diesem Fall erhélt man y, = arctg <;y) als Gleichung der v - Linien,
d. s. die Radien durch den Kreismittelpunkt, resp. die Gleichung der
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%,-Flichen, d. s. das Ebenenbiischel mit der X-Achse als gemein-
schaftlicher Schnittlinie.

Setzt man nun im Sinne einer Funktionenaddition
w=%%+“1%+%%+ ey ... L H
worin y, der Gleichung E, hingegen jede der Funktionen
Yi> Yo -r o

azw‘_ ! agz/%':
ay‘.,’ T az‘.’,

der Gleichung

0

entspricht und «, --- ¢, konstante Zahlwerte bedeuten, so ist Glei-
chung H die allgemeine Losung der Gleichung D, wobei es nun méglich
ist, durch entsprechende Wahl der Funktionen v, die verschieden-
artigsten Profilformen mit ihren Schichtlinien (y-Linien) mittels
analytischer oder graphischer Funktionenaddition zu bestimmen.

Beispiele von Formfunktionen.

1. Das Kreisprofil. Mit a = b=} werden im kartesischen Koor-

dinatensystem: P=T . . A,
p=73(y*+72° E.
2z
=aretg— . . . . ... ... .. F,
X gy
y=-+}+1=konstant . . . . . . . . G,

im Zylinderkoordinatensystem werden

Yy et =1 yi=tg0,

ithi §
mithin w— . E,
2
1=9. . ..........F,
y == -|- 1 =—konstant charakterisiert reine Potentialform.
2. Das elliptische Profil (Abb. 37).
) 1 1 . .

Mit a':§; b=~2——;: ]: e>0 :| werden im kartesischen XKoordinaten-
system =% . .. .. ... ......A
1l 2)

Y= ) <y —f— . 2 v e e e e e e Ee

£

2
g=arctg— . . . ... ......F
)
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die Funktion
cos y £

Yy == —

S
sin®y 2
~§E+“

A
hat den Charakter einer A-Funktion, da y und z als Funktionen
von y und y darstellbar sind; die Formfunktion A, E, und F, ent-
sprechen hiermit auch einer Potentialform.

§ &

s 3

N N
- N

Abb. 37.

3. Stollenprofile (Abb. 38). Als Beispiele graphischer Funktionen-
addition entsprechend Gleichung H.

Die Gleichung E kann durch den Ansatz:
v, =0y +m)?*4-b(z+n)
mit m und n als Konstanten (einer Koordinatentransformation ent-

sprechend) zweckmiBig verallgemeinert werden, denn dieselbe ent-
spricht ebenfalls der Differentialgleichung mit

k==2(a-+0).
Mit
a=b=3, m=0, n=—1, 0y=2
“pr=[y2+(z_1)2]’ tol=4.
Durch diese Gleichung werden Kreise beschricben mit den Mittel-
punktskoordinaten y, =0, z,= -1 und mit den Radien r, = Ve, Y, -
Die Gleichung

wird

yy =log Iy* 2
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entspricht der Differentialgleichung J, indem im polaren Koordinaten-
system ¢, =logr und mithin

*y, Py, Py, 10y 1 1
A T R

wird; mit &, = — 0,48 erhdlt man

o, y, =— 0,48log Vy* -2 = — 0,48 log r.

#0,25
40,20
- 40,75
0B 40,70 *.
: LS
10,05 §

800 §

—
i
£
s Tem=040

Vi-¥s
oz

e
agr Symetrieachse

5

laing

ibe:
)T//w

—0,0475

£ unkdtion
e
<)
05
0
Quarschnitshihe = 4010
Mo,
Jir die yup, Hurve: 7
Verfeilung vor .y.. Q0475+

Abzissenachse fir die pu Kurven
JSiir dig g,

7
2
*
=
3
vy Furtitio

—0 45
0

L—Quensdmi#.sbrs/‘/a 1781 —~

Abb. 38,

Hierdurch sind Kreise beschrieben mit den Mittelpunktskoordinaten
9,=0, 2, =0 und den Radien r, =e®¥1,

Durch Addition von ¢y, und e, y,, und behufs zweckméBiger
Wertverteilung einer entsprechend zu bestimmenden Konstanten €
erhilt man den Ansatz:

w=C+[(z— 1) +4*] — 0,48log}z" | 4*.
Die Wertverteilung von v léngs der Ordinatenlinie y == 0 ist bestimmt
durch w=0C-+4(2—1)*—0,48logz;
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es wird v ein Minimum, wenn

31/)22

o 048
92 o

—1)—2

0
wird; dies gibt
z=12; y==0C-+ 0,04 —0,48log 1,2 = C — 0,0475.

Nimmt man C=0,0475, so wird im Punkte y =0, 2=1,2, =0,
d. h. das analytische Minimum der y-Werte hat den Wert Null. Es
ist also:

w=0,0475 - [(z — 1)* +4?] — 0,48log}2* |- ¢* ... E,,.
Man erhilt z. B.

y, =000 | 40,10 | 4020 | +030 | 40,40 | 4 0,50

r= 0,000 0,316 0,447 0,548 0,632 0,705
Y, =—020 | —0,10 | +000 | +0,10 | 4020 | 4030
r, = 0,659 0,812 1,000 1,232 1,518 1,868

Z. B. der Verbindungslinie der Schnittpunkte der Kreise
y,= 04, 03, 02
y,= 02, 0,1, 0,0
entspricht Y, — Y1 = 0,2, 0,2, 0.2
und mit

0= 0,0475,

py=C+vy,—y,
= 0,2475.

3

Mit Hilfe von Gleichung B ?
kann wie friither die Funk- \g "J
tion ¥ und mit Hilfe von K

Gleichung C die Funktion

» bestimmt werden; p =21
bleibt wie friiher.

. Abb. 39.
4. Das rechteckige

Profil (Abb. 39). Als Beispiel der analytischen Bestimmung der
Schichtlinien bei gegebener Profilform.

Funktionen von der Form
m, Gof (cz)cos (cy) oder  m, Cof(cey)cos (cez)

erfilllen mit m, m, n, ¢ und e als vorlidufig noch beliebigen Kon-
stanten die Gleichung J, denn man erhilt z. B.
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2
%m Cof (cey) cos (cez)=—m, (ce)® Cof (cey) cos (cez),
2
o m, Cof (cey) cos (cez)=—m, (ce)® Cof (cey)cos(cez),
daher die Summe =0 ).
Der Ansatz

y=C+vy,+ 3 m,Cof(cz)cos(cy)+ 3m, Cof(cey)cos(cez),

worin C eine Konstante und, entsprechend Gleichung E, v, = ay® -|- b2*
ist; die Gleichung D wird:

*y | Py
3y —l—a—é‘— (@+1b).

Wéhlt man ¢=(2n 1)%, mit n als Reihenindex von n=0 bis

n =00, so folgt:

w=C- ay’ +bz~+2m Cof {2n—|— )% Jcos{2n+ . J
g

—[—Zmn Cof {(2%—1— g cos [( z}
0

Es werden, da cos(2n 4 );3:0 %) ist, fiir alle Werte von n
fir y=1

wl_—_(]’—{—a«}«bz?—{—j’mn(&cf ’:(27»—{—1)%4 cos [(2n+1)g»azJ,

0

. 1
fir z=—
€

p,—C-ta 2+ + 3m, @oft(2n—}— 7 —Mcos(gn+) vl

-

1) Die angenommenen Funktionsformen sind die reellen Faktoren der
Funktion
W=U-4¢V==coscw=cosc(y-1z)
resp.
=cosciw=008c1t(y-1i2)

des komplexen Argumentes w=y -7z, die eben jede die Gleichung J erfiillt;
unter Beniitzung dieser Eigenschaft konnen noch viele andere Formen gefunden
werden.

?) In der ersten Auflage wurde irrtiimlicherweise cosn%:O fiir alle

Werte von n angenommen, worauf Dr.-Ing. Géza Sasviri in seinem Artikel
»Uber Geschwindigkeitsverteilung in Rohren mit kreisformigen und rechteckigen
Querschnitt (Zeitschr. f. d. gesamten Turbinen von Jg. 14, Heft 8, 5, 6) auf-
merksam macht und den Irrtum korrigiert.
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In den Gleichungen fiir v, und y,, konnen die Glieder

a+bz2=a+<§>-(8z)2 und ay*—]—-»e—bg

durch Fouriersche Reihen von der Form

dargestellt werden; man erhilt:

b

129

b b a—{—% b
A :f [“* (?) (¢ 2)2} 008 [(2"+ 1)"725(”)} da)=(1r LGJ:l)_n“’(z :—f— 1p
0
b atl
B"zf [“y”sg‘z} cos [(2"“)’725-’/} dy=(-1r [(2:4:1)_::2 2351 1)3]'
0

Mit b =ae werden:

ndal 1-4¢ 8¢
B,=(=1) Z?[2n+1 “n2(2n—|-1)3]

Setzt man nun in den Gleichungen fiir vy, und v,

K

A’n
A":_m"@"f[(z”'“)%g}’ T @:of[(2n+1)g‘e}
B :—m"@of[(2n+1)g], m —— B,

Cof [(2 n - 1) %}

b

so werden y,=1v, —C, und es ist C' der Funktionswert fiir ¢ an

den Rechteckseiten; die Gleichung fir y wird:

y=Cta@+e7)

_ S gptaltte 8 Gof@n 172
0 n8L2n+1 n2(2n—}—l)a@;of(2n_}_1)g£

S apta| 1t 8e Sien by
) neLZn—i—l "2(2n+1)3@of(2n—{—1)g

Pradil, Hydrodynamik, 2. Aufl. 9

-cos(2n—[—1)—gy

-co8(2 n—{—l)gsz .

|
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Die Zuordnung y=0, z=0, yp =0 gibt:
) al14e¢ 8 1
C=—3(—1 __( —_— :}
2 2 (2 3
0 xoel n+1 4 ( n+l) (S,of(?n 1)%

[14e 8¢ } 1
e 2n4+1 A*(2n+ 1) (Sof(?'n—f—l)f—
2

Hiermit ist die rechnerische Bestimmung des Koordinaten der Schicht-
linien fiir alle Werte von y==20 bis y == C, also innerhalb des Recht-
eckes, ermoglicht; die Schichtlinien sind symmetrisch gegen die y-
und z-Achse um den Mittelpunkt y =0, 2==0 gelegen.

1
£

II. Die Oberflichenkrifte am Raumelement.

Die mittleren Langen der Netzkanten eines von je zwei benach-
barten ¢-, w-und y-Flichen gebildeten Elementes haben nach den
Gleichungen VIII die Werte:

1 c 1 B 1
68¢:Z6¢p, éswzvz—éw:]?é'tp, 6812726’(/):651/).

Die denselben entsprechenden
Flédchen sind:
y BC

Ofp =08, 08, =——0y iy
v
8f, =3s, 05, ———%f—é(pax
1
:”406(7)6%)

ag::asa%:>l§L5¢aw

ABéwéw

Das Raumelement wird

Abb. 40.

. BC y
8, = 098,08, 0s, =—Zs—6(p6w6x=zé dpdypdy.
Das Massenelement wird

YA Y A
6m——g(5, gAgé(péwéx.

Die Bezeichnung der an einem solchen Element wirkenden Pres-
sungen p und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Abb. 40

und dem Schema:
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Es wirken in Richtung der Netzlinie. . . . . [ Y l 2
in der Fldche 67, . . . . . . . . . Dy Py ‘ Py
in der Fliche 6f, . . . . . . . .. Py Dy Do
in der Fliche 6f, . . . . . . . .. Py Py J Dy

Wegen Annahme von Schichtstrémung sind aber die Werte von
pe und p,, gleich Null zu setzen.

Die Bogenwerte der Lingenelemente ¢d und ef sind:

arcab:—é—ﬁ—:lél' arocd:aﬂzl%

O C o’ Oy B o,’
In umstehender Tabelle (S. 132) sind die Einzelwerte der Ober-
flichenkréfte geordnet nach Flichen und Richtungen aufgefiihrt.

Bei Bestimmung der Einzelwerte der Komponenten der Oberflichenkrifte
sind GroBen, die unendlich klein von mehr als dritter Ordnung sind, vernach-
lassigt und Bogendifferentiale durch den Quotienten, Bogenlinge : Kriimmungs-

op, of,
radius ersetzt. Z. B. geben die Pressungen (pl (sz und —-’(’ST”> in der Rich-

tung y infolge ihrer gegenseitigen Neigung im Betrage arcab:% eine
ap,of. X
Komponente, fiir deren Bestimmung das Glied —a'{—l vernachldssigt und der
Komponententeil mit
ds P, dpdypdy P, v
WY i ST A ik L G SRS PV YY)
mfxgl ¢, ABC —o 4270V

angesetzt wird; es wiirde ndmlich das vernachlissigte Glied multipliziert mit
1oz unendlich klein vierter Ordnung sein.

CQZ

Wie aus den Beispielen der Formfunktionen ersichtlich ist, ist in

allen Féllen 4=—1 und » nur von y und z resp. y und y abhingig,
hieraus folgt:

8( ) __ Y0Py _ ¥ PPy
Pog) Td9p ~ A as,’
v ap, v oy,

v
0@ (px2> T Adop Aos,’
0

dem Bogenanteil
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132

b
RQEEAF& %
- o — uoyor[I-d wop ur “d
(%o )
- — L 0 ¢ uoyog[f-H uep ur “d
ho(Yo'd)—=—
X 4
S%aﬁ@@l@lﬂ N@a@sm% m+l
T R% — uoyor[[-¥ uep ur “d
Xo(*o*d) —- — IRt
e(e'd)- 5 Jo'd +
o
&msm&mﬂﬁwﬁln %SQ&QAD_V&&V 2 =
o5 o — ueyog[-h uep ur *d
g ho(*ord) — —
Feg 40" o(“otd)-,
Xo oo Avws&v be
— — | M 0 uoyoR[q-d uep ut *d

o (%e*d)= >

ueruyy-¥ 1op Sungyoryg

uotur] - aep Zunjyory
Jop Ul UresyIIM ‘0yRINUeYIBPIoq()

uerury-¢ sop Sunjyory

UOA PUSIYNIIOH

"033RINUGYIR[FI0G(Q 0P O[[2q%],
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t ‘%&p Oy dy =24, ergiebt sich aus der Tabelle folgende Zu-

sammenstellung der Totalwerte der Oberflichenkrifte in den Rich-
tungen @, y und y (analog XXIIIa):

0 v 0 1\]42
P"”—[_aq;(pu) %("xTGHT‘S’

2 1\, p, v o[ 1)]4
TN
v "oy \Pr ) T, & o )

:[_E_pl Dy +___m}3

08y 0, 08,
R 1 Py v}A
PZ_[@;{ (pxﬁ>+g A% v O

0P, Dy pw}
| P Pr Pw|s
|: asx _I— Qw QW

XXIIT az

Da infolge stationdren Zustandes %?20, bei geradliniger Stro-

mung und Vernachladssigung des Schwerkrafteinflusses die Bewegung
beschleunigungsfrei ist, so werden

P,—0, P,—0 und P,—0;
es sind daher (analog XXIV) die Gleichungen:

i( 1) i( 1 >ﬁ apqﬂ 09, by
P pr +aw pZAC 0 oder + "‘}‘E—‘O
;(ylwﬁ) P 7 T 50 < )—0 oder
v ap e XXIIIbz
< + Ly  Fx +as
4
0 1 Py ¥ 0P, | Py— Dy
Zp, = : der 4| v P __
5y (pl AB) 4 =L 0, &° =0 oder 3, -+ o 0

die Bestimmungsgleichungen von p,, p,, p, und p,.

Aus der Grundgleichung: grad (z + % -+ % + U) =0 folgen bei
Weglassung von z und Beriicksichtigung der Gleichungen B,,, B,,, B,,
und da px nur von y und x abhingig, also a—lgg)—"{:O ist, die Glei-

chungen:
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0P, Wy

op 7+ 4 X ey Y

5%%4-%:0 oder 8%24_%:0 XXIV bz
v 7

o p, w 9 <p>

—— —_— = d —_— | — _

57 }/+ o 0 oder 35, \p +w,

Da 3p=p,4 p,|p, ist, so ist mittels der Gleichungssysteme
XXIIIbz die Bestimmung der Widerstandskomponenten ermoglicht;
iber die hierfiir noch nétigen experimentellen Grundlagen und Hypo-
thesen werden noch folgende Beispiele AufschluB geben.

Da nur in der Achsenrichtung (Richtung der ¢ - Linien) Bewegung
mit der Geschwindigkeit v herrscht, so ergibt sich fiir die elementare
Arbeit der Oberflichenkrifte in der Zeiteinheit die Gleichung:

9 [py 01y v] _a(pxafw v)

:{ a?p[(”uﬂ a K””Zlﬁ)v]}a(pawx
z_-v{ai <m§>+a%<”u?15\)}

1 ov
{< ""A>a<p+*’lea }6‘p5’”5"

Entsprechend der ersten Gleichung des Systems XXIIIbhz wird
der erste Klammerausdruck gleich Null, und da v lings der Strom-

¥ Do,

bahn konstant ist, wird auch %:O; somit ergibt sich

au 1 ov ov
63;=—~prB—0E6¢6wéx——an%

—Jirfaf gt

Dies ist die durch Dissipation verlorene Energie, die zur Uberwin-
dung der inneren Reibung und zur Erzeugung der Turbulenz ver-
wendet wird.

und hieraus
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Der Wert der Dissipation der pro Kilogramm sekundlich durch-

flieBenden Wassermenge ist —F(_ET_hw’ also:

w F’U f J‘_Pi@‘ « e . XXVIZ
Y

Stromung im geradén Rohr mit Kreisprofil. Die Formfunktionen
Seite 124 ergeben:

1

A—1, B—r, =% o1, L_o 11
T r

ds,—dxz, ds,==dr, ds,=rd?¥

und hiermit die Gleichungen des Systems XXIIIbz:

P 84» by apq; apx
am + od -+ S ¢
0 pw T’w P 00 ?Tlﬂ 99y
Ly T + 0% =0 oder or oxr (2
8p,
29 (8
Aus 1 folgt p, =V einer vorldufig noch beliebigen Funktion von z
Yy .o a2 _
und r; die Operation e Br ergibt:
(@ﬁ_ﬁw) LA
o or® or

Aus p=73(p, + P, +p,) folgt:

Pp=3p—Pp—DP,=3p—pp,—V
und mithin:

2Py 9%' > <6V *Vr o 3pr>
< +7 or ox? ox? =0

ox?

Macht man nun die iibliche und bei Voraussetzung gut zylindri-
scher Ausfilhrung auch plausible Annahme linearer Pressungs-
abnahme in der Achsenrichtung, also:

p:po_koxs
23 pr
0x?

worin p, und k, Konstante sind, so wird =0, und obige
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Gleichung vereinfacht sich zu

(8222,,, ?ipw) <aV 3"‘Vr> o

oz or? or 02 )

Macht man die weiteren, ebenfalls bei gut kreiszylindrischer Aus-
filhrung plausiblen Annahmen der Unverdnderlichkeit der Pressungen
lings der Parallelkreise, also:

Py 0P, 0Py op
09 =0 9% 55 =0 ako 55=0
und ferner

p,—R,+ Rz, V=p,=%R +R2,

d. h. lineare Anderung von p, und p, in der Achsenrichtung mit der
Feststellung, dal R und ® nur Funktionen von r sind, so folgt:

d*R,r d*Rr __ 4%,
¢ T T @ +

dR,r dRr
—d_;‘L =%, und dr
Ryr= f Rodr, Rr= f R dr entsprochen, und es steht zur Bestim-
mung der Pressungen noch immer die Wahl der Funktionen %, und %
frei und damit die Anpassungsméglichkeit an geometrische oder physi-
kalische Bedingungen offen.

Folgende einfache Annahme: R, ==F,, R =14k, mit k, und &, als

Dieser Gleichung wird mit

=%, also

Konstanten gibt R, =k1—[—c—;, R= 2—}—%; macht man die Vor-

ausgetzung, daB8 B, und B auch bei r=0, also in der Achse nicht
unendlich gro8 werden diirfen, so werden ¢, =0, ¢,=0 und R,=k;,
R =1£k, und hiermit:

Py="h, +k,2; py=rk +kyz;
Bp=38py— Py — Py — Bk & =38Py — (b, + k) — (k, -k, 4~ 8k,) =
Nach Gleichung 1 erhilt man:
op, r 0Pt
s e S SLLN)
r X
Px=(k1+k2+3ko)§+7’

worin X eine beliebige Funktion von x sein konnte, die aber wegen
der gleichen Voraussetzung wie oben (in r—20 ist p, = 0) ebenfalls
entfillt, d.h. es ist X=0, und p, ist sonach unabhingig von z.
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Aus Gleichung 2 folgt, daher p, —p, =0, also k, =k, =% und
weiter

Py=3P,— 2k — (2k+ 3ky)x;

mit k= —k, werden hiernach:
Pp=3p,+2k,— k,x,
Pyp== — ky— k=,
P = — ky— kyz,
3p =3p, — 8k,
also:
p=py— kg

entsprechend der ersten Annahme und

r
pl=k0§ e e e e e e e e e (a:

Einfiilhrung der Newtonschen Hypothese.
Nach der Newtonschen Hypothese (siehe Seite 12) wird:

dv

Aus a und b folgt durch Integration mit der iiblichen Zuordnung
r=r,, v=0, also Annahme des Haftens der Fliissigkeit an der Wand

k 2 <
'u————‘;?(ra“——r“) I (¢

r

Aus ¢ und der Gleichung: Q= Fv, = [ (2ra)vdr folgt:
0

v, = ﬁ 7% d
dies gibt:
877,
ko=~ 3" (d

Die Pressungen an den Enden der Strecke L sind:

An der Einmiindung An der Ausmiindung

P, = Po> Pu = Po —ky L,
Py, =3P+ 2k, Py =3Py —2ky—k, L,
Dy, = — ks Py = — ky—k L,

Py r = — Kk, Py = - ko—k0L§
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fiir alle Pressungen ist:

8
Ap:pl—p”=k0L=,’—4vm

und hiermit als Gleichung der Widerstandshohe

_Ap _8ulL
T
Die Gleichungen ¢, d und e sind identisch mit den klassischen

Gleichungen von Poisseuille fiir die stationdre Strémung mit
innerer Reibung als Widerstand.

Die Gleichungen des Systems XXIV Seite 134 ergeben:

op 0
qp~_—a_x:,;(Qoo_lcoac):—ko; wy=0; w,=0.

k L (-

Charakteristisch fiir diese Stromungsart ist der parabolische Verlauf
der Geschwindigkeitsverteilung lings des Halbmessers mit dem Maxi-

malwert 8

”maxzﬁ—igfag e e e e e e e e (e’

in der Achse, d.i. (r==0) und im linearen Verlauf der Spannungs-
verteilung lings des Halbmessers:

kyr  4qro,
e
a

. (@

In der Dissipationsgleichung XXVI, sind einzusetzen:

r? 1
w=57 dw=7‘d”, 0=;:
es folgt ,
dv k2
__. S N
1 0
un . _(ﬂ) (kjra*)__koL_snL
w yrimo, 1679 T y _yra2 Y

in Ubereinstimmung mit Gleichung e.

Untersuchung der giinstigsten Geschwindigkeitsverteilung. Im
Ausdruck XXVIz fiir die Dissipation in der dem Kreisprofil an-
gepafiten Form: ’
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d
ist der Wertverlauf des Produktes pqu: mafigebend fiur denjenigen
h
von f“’; es wird nun untersucht werden, ob es eine giinstigste
Verteilung von v lings des Halbmessers gibt, bei der der

Ausdruck Von—i—"— zu einem Minimum wird; hierbei ist die Durch-
T

fluBmenge Q@ =2x f vrdr=w,r*x. Es liBt sich zwanglos voraus-
0

setzen, daB Geschwindigkeitsverteilung und Spannungsverteilung in
einem gewissen Zusammenhang stehen, wie dies bereits durch die
Newtonsche Hypothese bei Stromung mit nur innerer Reibung
zum Ausdruck kommt; zur Verallgemeinerung kann man v als eine
Funktion von p, (von jetzt ab kiirzer p geschrieben) und von r
annehmen. Um die Untersuchung in einfacher Form durchfiihren
zu konnen, seien die dimensionslosen Variablen eingefiihrt:
r p v

r—, y.:—’ Z:—,
Ty Py Uy

mit r,, p, und v, als Konstanten; hiermit erhélt man:

1 1

@z_g_p_k_.ﬁ_fx.ydi.dx=_2_pi.,U_kJ‘VIdx e e e e .(06

L yr, vmo dx YT, vm,o

1 1

gﬁzgfzxdx:2fV11dx N ('
0 0

Yy

Es liegt somit die Aufgabe der Variationsrechnung vor, diejenige
Funktionsform fiir z mit « und y als Variablen zu bestimmen, die

h . .. . .
Z% g1 einem Minimum macht. Wenn man hierbei von der Voraus-

setzung linearer Pressungsverteilung in Richtung der Rohrachse aus-
geht, so wird man den Wert von p wie bisher lediglich von r ab-
hiingig anzunehmen haben; hiermit ergibt sich

dv_ 0v dvdp 0w , 00

dr or | opdr or ap

dz 09z , ,0z ,
oder %—%+y@~§+yﬂ
. 0z 0z
mit 5—%, n—ay-
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Es werden in der Gleichung «
Vy=2y(E+9'n);

V"_—_—_x-z.

in der Gleichung g

Nach den Regeln der Variationsrechnung (siehe Lehrbuch der
Differential- und Integralrechnung von J. A.Serret, deutsch bear-
beitet von Axel Harnack. 2.Bd. 2. Hilfte, 7. Kapitel. Leipzig:
B. G. Teubner 1885) ist zu bilden

dVI_aVId + y‘l"?llfl'dyls
0y
da g auch als Variable anzusehen ist, die der Variation unter-

liegt; und
dV”—— ”d —}— ”d

Es werden
av, 0é . n
S X, —y(E+y gs ' /.
P y(E+y n)+oy -+ oyy’ g +ayy o
Wy, (g bog +
2y = y'n yay yy 9y
3V I
und mit Riicksicht auf dz=&dx | ndy
v,
896 =X,=z-1| ¢z,
ov
a_yI‘IZYn:x"?'
. ay,;
Mit K—-:Y,—— ; =Y, und der verbindenden Beziehung
K——aS‘%zo,

worin o eine noch beliebige Konstante ist, erhilt man schlieBlich die
partielle Differentialgleichung erster Ordnung

02 0z
xa-x—(y-{—ax)%—zo N
die durch z = einer beliebigen Funktion des Argumentes

C=<xy+a§+b)
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erfiillt wird, so daB durch die Gleichungen

zz;}—:%@)
x N

(=a-y+ 5ot

”—%L7E+2< >'—'—b:| . . . . . . .(Sa
die Losung des gestellten Problems gegeben ist; r, ist der Rand-
halbmesser des Profils, p, und v, Bezugswerte fiir Spannung und
Geschwindigkeit, ¢ und b noch frei zu wihlende Konstante.

Es ist ¢, nun diejenige Beziehung zwischen v,p und r,
die an Stelle der Newtonschen Gleichung fiir die Beschrei-
bung von Strémungen mit Widerstinden im allgemeinen
verwendet werden soll.

Entsprechend Gleichung ¢ ist p ,__l;gr, und am Rand pazl;ﬂra ;
schreibt man: E
y:ﬂshiz—x mit £‘l=-—,
P P b, 2 v, 2
so folgt:
k a\ ,
t=(5+5)= 40
. k

und mit a=—2%, b =¢*— bekommt man

=

g(sg———:ﬂ).

Wenn man als einfachste Funktionsform & ({)={ annimmt,

k
so erhdlt man z=~2—(eﬂ—-x2); und hiermit

Ui:];<82_<7:>2>,. S U

somit entsprechend den Gleichungen # und «

v’m__ k 2
7"'——‘—‘((26 1) L T T %
1
h 2p, v, < k2 ) p, v, k3
Tk Tk — 9yt =Tk _ k.
L yr 2o i d= rrto, 4
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Elimination von k gibt:

ll/ 4 P, v

v % P T N

L (26— l)g'yra2 v,

Auf Grundlage der Newtonschen Hypothese wurde erhalten:

) el
v=rgy T\ Ty e

a

h, 87

L _yra

2vm’

mit =1 erhdlt man aus %, ¢ und 1:

A r\2 k
VU 1— ) | ”m:”k'z’

a

hy 8y O
L yrl2e,’
L p kK, .
Da nach Definition T% = -==-?-% jst, so folgt aus dem Ver-

P, 2 2,
gleich der beiden Ausdriicke fiir v,
. 1 pa 7‘a

=73 7 und p, = p

Der Vergleich der beiden Formeln fiir v gibt dasselbe Resultat.

Indem sich die Formeln fiir v, v, und %ﬁ nach dem Ansatz der

Gleichungen IV und nach dem Newtonschen Ansatz fiir die innere
Reibung ineinander iiberfithren lassen, ist zu schlieBen, daB der
Newtonsche Ansatz dem allgemeineren Ansatz auch bereits ent-
spricht, d.h. die Poisseuillesche Geschwindigkeitsverteilung ergibt
schon fiir innere Reibung das Minimum der Dissipation.

Da aus Gleichung y sich ergeben hat, daB z durch einen be-
liebigen Funktionsausdruck des Argumentes & dargestellt werden
kann, so kann man allgemeiner setzen:

= Sl o= Sn T[] m

es folgt aus den Gleichungen ¢ und f:

Vy o T (82)n+1_(82_1)"+1 <Ic)"
vk_fzd(x)—‘}_,mn | \y) - - - B
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. k
und mit y= 5%

%: Zmn-nk" (e —a*)" "1 d (e —a?)

1

hw_ 2'pkva k 7.2 2\ —1 2 2
f—“yra@;fx"z‘“zmn”’“ (68— (e —a?)
0
B kg O ) ()
— Nyr 2o, 2 " n-+1 2 @
k
Fiir zzg(sg—xg), also m =1, m=1 erhéilt man
v kh 2p k 4 p. v
Ui (92 1) X T &P — e Um
vg (2e 1)2 L yr?(e—1) (268 —1)2yr? vg

in Ubereinstimmung mit den Formeln ¢ und 1. Fiir e=1 ver-
einfachen sich die Formeln 7,, ¢, und 1, ; es werden

a’

z:Zmn<%>n(1—m‘3)” N

v m, [(k\"

e o (t 3
vg n-+1\2

hw 2‘pk k vk mn, <7k'7>“ iy
L yr220, < nt1\2 b

Man erkennt, daB in den zwei letzten Formeln die Summenaus-
driicke identisch sind, und man erhalt daher in diesem Fall

hw_zpa<k> ’
="t O

a
k .
Elimination von o aus B, und €, gibt
vm_ \ | mn ra2 @)"
@T—Zn+1<2paL S ... . XXVII

k

Aber auch wenn & >>1 ist, ergibt die Elimination von k¥ aus den
Gleichungen B, und €, eine Gleichung von #hnlicher Form wie die
letzte, indem der Bruch

S, @A ) B

P G R )

=0
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einen Grenzwert erhilt, so da man allgemein setzen kann

v, m, (r‘f kw>” XXVII
" n+1-0- 2Pa'f e e e a
Die Formelpaare 8,, €, und B,, €, stellen somit fiir das
Strémen durch Rohre mit Kreisprofil Beziehungen zwischen mittlerer
Geschwindigkeit und Widerstandshéhe dar, die auf der Hypothese
beruhen, daB unter dem Einflul der Widerstandskriifte die Geschwin-
digkeitsverteilung sich darauf einstellt, daB die Dissipation zu einem
Minimum wird. Die Strémung mit nur innerer Reibung steht mit
dieser Hypothese nicht im Widerspruch; aber auch die Formel 9,
fiir die Geschwindigkeitsverteilung wird beziiglich ihres Aufbaues
durch das Experiment bestéitigt; Versuche haben ja ergeben, daB
die Geschwindigkeitsverteilung durch einen Ausdruck von der Form
v=>Fk(r,2 —r*" dargestellt werden kann, wobei n< 1 ist, und zwar
um so kleiner, je typischer die Turbulenz ist.

Der Ansatz

ol

0

T=,pa

oﬁl*

wurde unter der Annahme erhalten, daB die Pressungen p, p,, p,
und p,, sich nur linear mit « &ndern, wenn die Ausfilhrung eine
gut kreiszylindrische und nicht abnorm rauhe ist; die Theorie ergab
hierbei, dafl dann die Spannung p, lediglich abhéngig von der Entfernung
von der Achse ist; die einfachsten Annahmen fiir die in der Rech-
nung auftretenden Funktionsausdriicke fiihrten auf obigen Ansatz
fiir die Spannnng p,.

Es ist anzunehmen, dafl fiir Ausfithrungen, bei welchen der Quer-
schnitt nicht konstant bleibt, im Gleichungssystem ¢, 8 S.136 ent-
sprechend Riicksicht genommen werden muB z. B. durch Einfiihrung
eines nach x periodischen Ansatzes, was aber jederzeit moglich ist.
Auch die Wahl der Funktionsform ist an sich poch offen; die in der
Gleichung %, zum Ausdruck gebrachte Wahl stellt die totale Ge-
schwindigkeitsverteilung als eine Uberlagerung einzelner Geschwindig-
keitsverteilungen dar von der Grundform des Argumentes

=k —a?)"
mit dem Maximalwert v,,. in der Achse und dem Wert 0 am Rand.

In theoretischen Untersuchungen iiber die durch die Wider-
sténde verursachte Geschwindigkeitsverteilung ist fast durchwegs die
Integrationsbedingung eingefiihrt, dal wegen des Haftens der Flissig-
keit an der Wand der Wert der relativen Randgeschwindigkeit der
Stromung gleich Null zu setzen sei. Es wurde schon auf S. 101
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darauf hingewiesen, dafl diese Annahme auf eine Deformations-
erscheinung und als weitere Konsequenz derselben schlieBlich auf
eine Trennung der Flissigkeitsteilchen fiihrt, die einerseits als Ur-
sache der Turbulenz, die Reynolds in seinen klassischen Versuchen
mit glatten Glasrohren, also ohne eigentliche Rauhigkeit konstatiert
hat, anderseits auch als Anlal zur Ablésung der Stromung von der
Wand und hiermit zu Diskontinuitdten gewertet werden kann, mit
ganz unregelmifliger Bewegung der Fliissigkeitsteilchen zwischen
Wand und Diskontinuitétsfliche.

Die Prandtlsche Grenzschichtentheorie ist fiir eine mathema-
tische Beschreibung dieser Erscheinungen geeignet, sofern fiir die
Geschwindigkeitsverteilung innerhalb der Grenzschicht eine ange-
messene Hypothese eingefiihrt wird.

Bei Stromungen langs ausgesprochen rauhen Wénden ist die An-
nahme einer Grenzgeschwindigkeit vom Wert Null physikalisch nicht
zu begriinden; die Ausfiillung der Rauhigkeiten durch nicht an der
Stromung beteiligten Fliissigkeitsteilchen erlaubt sicher eine Grenz-
geschwindigkeit > 0 und ldit sich dies auch den Zeitkurven
schlieen, die zur Darstellung von Stromungen in Saugrohren und
Leitapparaten aufgenommen wurden; die GroBe der Grenzgeschwin-
digkeit wird jedenfalls vom Grad der Rauhigkeit der Wand, d. h.
von der Verteilung und GroBle der Erhohungen und Vertiefungen in
der Wand abhéngen.

Die Mannigfaltigkeit der formellen Darstellbarkeit, die durch die
Freiheit in den Ansétzen fiir p; und § ermdglicht ist, wobei dennoch
dem leitenden Grundsatz und den dynamischen Grundgleichungen
entsprochen werden kann, steht in Ubereinstimmung mit der Mannig-
faltigkeit der verschiedenen durch den Versuch erhaltenen Formeln
und stiitzt deren Berechtigung.

Die allgemeinen Gleichungen XXVII und XXVIIa kénnen daher als
Widerstandsformeln fiir Strémung bei Reibung und Turbulenz gelten,
die auf einer mit der Erfahrung nicht im Widerspruch stehenden
Hypothese aufgebaut und durch einen allgemeinen formellen Aus-
druck verbunden sind, der ebenso wie die bisherigen Formeln den
verschiedenen Versuchsergebnissen angepait werden koénnen, die in
der Mannigfaltigkeit der Widerstandsursachen begriindet sind.

Ansatz fiir allgemeinere Profile. Aus der dritten Gleichung des
Systems XXIII, folgt mit
0
A = konstant, 08, = Ux
0Py | Py —P
0%Pr | Py "P__
oy T Oy

Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl, 10
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Entsprechend der Annahme von Schichtstromung is %—?1 =0 zu
Z

setzen; hieraus folgt wieder p, =—p,. Unter Voraussetzung gut zylin-

drischer Ausfiihrung ist Ob =0; dem entspricht natiirlich auch
»
a_plﬂ — E a_pﬁ, J— 0 also ?2"#_ R
0s, Aoy ’ oy

In dhnlicher Betrachtung wie fiir das Kreisprofil auf S. 136 er-

hélt man wegen ds,—=dx= glg

p¢:3po—}—2ko—-%g),
Py=  —k —%iv,
p=  —k —¥,
p= p0~k—‘jiff-

Bei Bestimmung der Formfunktionen wurde gefunden, daB die
Groflen B, ¢ und » von ¢ unabhéngig sind; die erste Gleichung
des Systems XXIII,, ergibt mit obigem Wert von p,, und wenn
man einfach wieder p,==p schreibt, die Gleichung:

vky__ 0 b
A oypAC
oder p=k,vCy. . . . ... ... .C

Integrationskonstanten entfallen bei der Voraussetzung, daf8 fiir py=0

i:kozp ist nur von w

wieder p< oo sein mufl. Der Wert von c
v

abhéngig; es wird hiermit :“C,:lco y,. Der Index a bezieht sich

auf die Randlinie des Profils. Der Zusammenhang der GroBen 4,
B, C und » ist bei Orthogonalitit der - und y-Linien nach Glei-
chung IX, S. 54 durch die Formel bestimmt:

A=vB-C.
Nun sind nach der ersten der Gleichungen VIII A als Mal einer

reziproken Linge, nach Gleichung XIT v als MaB einer Linge und
B und C ebenfalls als Male reziproker Lingen zu bewerten. Da ¢,
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yw und y nach der Festlegung auf S. 50 reine Zahlwerte sind, so ist
zu erkennen, dal der GroBe k, die Dimension: Kraft pro Flachen-
einheit beizulegen ist.

Die Dissipationsgleichung XXVI, kann wegen df,=— % dy-dy und

bei Einfiihrung von%:g und }0:7:)—“07;:” oder 1,—%:]‘0’/";'1)
auf die Form gebracht werden:
Ta
h,, koo o [0 ,
—L—_——TF—‘;_/&;\J‘U%.Adf(p e e s . [P /4
0
Ta
. Vy 1 ,
mit %_Fafgdﬂp..............ﬁ

0

y ist nur abhingig von y; 3 sei wieder von y und y abhingig an-
genommen; A-df, —=w»dydy enthilt den von den beiden Formfunk-
tionen vy und y abhingigen Wert »; unter der Annahme, daB die-
selben bei stationirem Zustand einer Variation nicht unterliegen,

also V,=1 {)%‘ und V,=j; sind, erhélt man durch analoge Ver-

wendung der Variationsrechnung, wie frither fiir das Kreisprofil:

3=% () mit {=y-+tay+b

Setzt man nun:

p:v-C kyy
= = =K
n pa:va Ca pa:va Oa w
k
a4=—2—, b=k,
so erhidlt man
C:k(e“—1>.
Yy

2 2

Mit v :%, W,,:% entsprechend dem Kreisprofil erhdlt man die fiir das-

—fe- (2]

Es ergeben sich somit folgende Formeln:

selbe entstandene Formel:

%=%(5) mit c:k<e‘~’—5f’;> I ¢
10*
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e ([s0an =g [[s02%5% .. .®
k a

ko k? d
s | ke rata]

kk?kaf %) 4 J

worin die Integrale iiber die ganze Profilfliche zu erstrecken sind.

. ¢

In allen diesen Ansitzen ist die reziproke Léinge A mit den
Wert 1 einzusetzen.

Es mag aber noch einmal unter Hinweis auf 8. 53 bemerkt werden,
dafl die Bewertung von A als MaB einer reziproken Linge davon

d
herriihrt, daB al.s(,,zjjZ ist; d¢ ist dimensionslos, ds, ist das Mal

des Bogenelementes in der ¢-Linie.

Die bei Studium des Kreisprofils am SchluB erhaltenen Ergeb-
nisse betreffend die Formgebung der Funktion ¥ entsprechend einer
Uberlagerung von 3 Werten und betreffend der Moglichkeit einer weiteren
Verallgemeinerung behufs Beriicksichtigung von Querschnittsverschie-
denheiten haben auch fiir andere Profile Giiltigkeit, sofern dieselbe
durch orthogonale Formfunktionen darstellbar sind.

Das elliptische Profil. Entsprechend 8. 122 bestehen fiir das-

selbe folgende Formfunktionen: 1
¢b

p=1z, y=ay>|-b2%, x=arctgz——

yé_u

hiermit ergeben sich die Flichen der Ellipsen y und vy, mit

_]f]/_ A=t

foa= wa und schlieBlich

Va
ftp:fwa£9 dfw f(Pa d‘l’

a a

Man erhdlt mit f,,=~F, und 4=1

v
h kK2 v ag(¢)
m_ = )d Pw__ B Yy
f% yw und 7 . vmfw dy -dy
0

k
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Nimmt man F()=¢, F'()=1,
so folgt
Ve
k k \ L1 )
—:wif("'*ﬁd’*’:?[“—‘@“‘1)“’]=’“<8‘—E) i
0
Pa
h 2k, b ko ke
w0 d = (14
L 7wa<282—1)f"’ Y=yee 1) K
0
Setzt man v,
_ Cu
T 2821
. h 2y k v
, so folgt B - T
ein, so folg L=y —1iF v, e

Lamb hat unter Verwendung der Newtonschen Hypothese die Formel ab-
geleitet: ok, rrR [ 9 zZ}
T 29 L2 re il
7, und 7, sind die Halbachsen der Wandellipse Setzt man
27,2
Wrarb 2—[—7’5 2+ 2+rb 2:

womit die Konstanten ¢ und b der Formfunktion die Werte erhalten:

a == - 2 b: Hi,m N
T~
r,,rb< 2—|—1> rarb(ﬁ+1)
. 27',,2 sz
so wird Yala rb——m
und somit: = Phy YTy (1 — ﬂ)
4n L Ya

Beim Kreisprofil fithrte die Annahme

FO=¢, F() =1
auf die Poisseuilleschen Gleichungen; mit derselben Annahme erhilt man im
vorliegenden Fall mit

Wa
v= kv (1 ——~~) ............. Of."e
Ya
UV k < Y ) k
2 = 1 dy=_- . ... .... '’
Vg Ya f Ya ¥ 2 B
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Aus beiden Gleichungen fiir v und %C'i folgt

h
kv,= yn—"’r Ty W =2Vp

h. 87
und hieraus 2= .,
L yrarsw, "

Fiir das Kreisprofil wurde erhalten

Ry 87
fzyrazlvm'
s T

Nimmt man in der Formfunktion = —- des Kreisprofiles e=l/% als Léngen-

2

_1(1)2_1)2
Y=39\e) T,

fiir den Randkreis wird y,=—1.

einheit, so erhdlt man:

Die letzte Formel kann geschrieben werden
P 87

—_ .y
L 77a21/’u

m3

sie geht aus der Formel fiir das elliptische Profil mit r,=r7,, wie nétig, hervor.

h
Unter den vielen empirischen Formeln zur Bestimmung von J = 7

fiir Rohre mit Kreisprofil ist eine groBe Anzahl nach dem Schema

J =/AUD—"}'3 aufgebaut, worin D den Randdurchmesssr #, ¢ und g em-

pirisch bestimmte Zahlwerte bedeuten (siche Forchheimer: ,Hydrau-
lik“ 8. 43 u.f); um eine solche Formel dimensional homogen zu

machen, hat man die sogenannte Reynoldsche Zahl Sz%—w ein-

gefiihrt (zur Vermeidung von Verwechselung wird hier 3 statt dem
sonst gebrauchlichen R als Bezeichnung verwendet) unter Wieder-
beniitzung der alten Formel der Hydraulik

Lv,?
b, =1 Dag’
worin z. B. Blasius fiir turbulente Stromung 1= 013ﬁ4 setzt. Auf-

gelost erhédlt man hieraus

INES]

h,  0,3064
J__L.____

1

y\¥
o)
vy

3

>

» [
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. K
also p= 0,306 - m ¢ sek'7, o=—, f=

y\t
()
VT

Spezialisiert man die Formeln 9, bis XXVII auf S. 143 durch die
Annahme m,=m, alle iibrigen m=0, so folgt aus A

v, m ( D hw>"
v, n-+1\4pk L

1
-t e
Tosp- L D m v/’

7

=9, *, wie in der Formel von Blasius. Unter

4 1
mit n:7 wird v,,"

Beniitzung der Definitionsgleichung

2
=1 — %‘—’7 (Seite 142),

a

erhdlt man beim Vergleich mit x4 nach Blasius

2 2gi : :
7 29 n\z n\1
16— )* <~> =26~8(—>:
6(7) 0,3064 | \ y 121 v/,

hiermit ist die Verbindung zwischen der neuen Formel und der-
jenigen von Blasius hergestellt.

Die theoretisch begriindete Mannigfaltigkeit der Wahl der Ge-
schwindigkeitsfunktion ermdglicht die Anpassung auch an andere
auf empirischem Wege gefundenen Formeln fiir das Kreisprofil und
auch fiir andere Profile, fiir die sich Formfunktionen bestimmen
lassen.

Die in der allgemeinen Gleichung XV, d.i. ’U—G /1 vorkommende
Grofe A ist durch §(0) eingefiihrt.

’Uk:

C. Meridionale Strémungen in
Rotationshohlriumen.

Hierunter sind solche Stromungen verstanden, bei denen im
ganzen Stromungsgebiet die Geschwindigkeitskomponenten der Haupt-
strtomung nur in Meridianebenen liegen; sind hierbei Form und Ge-
schwindigkeitsverhéltnisse in allen Meridianebenen kongruent, so ist
die Stromung vollkommen achsensymmetrisch; fiir die mathematische
Darstellung der Formfunktionen wird am zweckmiBigsten das Zylinder-
koordinatensystem verwendet mit z als Achsenkoordinate, r als Radius,
¥ als Bogenkoordinate,
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I. Bestimmung der Formfunktionen.

Die Bahnlinien sind die Schnittlinien von Umdrehungsflichen mit
Meridianebenen; werden erstere als y-Flichen, letztere als y-Flichen
eingefiihrt, entsprechend den Beispielen II Seite 69 u. f. iiber Netz-
konstruktionen, so wird y==1; hiermit

0% g, 22_o, U

50 a0 et
Aus den Gleichungen IV, ', Seite 56 folgen
op__ 12y
oz r or
op | 1oy
Pt i oL 8 SR A A
og
——=0
o

und durch wechselseitiges partielles Differentiieren die simultanen
Diﬁere’ntialgleichungen

1 99 (8(7) ov | g Bv>
822 +8r2 +5 r or =+ oz 0z ' or or
Py By Low_ L(w v oy o) N
02> T or  r or oz 0z | or or
als Bestimmungsgleichungen fiir die Funktionen ¢ und wp.

Mit » =—=konst. erhélt man Potentialformen; die Gleichungen V_,
reduzieren sich auf

1 J¢
3x2+or2 v or 0[ v
'y 1 0w, S
E}rz roor

Beziiglich der analytischen Bestimmung der Funktionen ¢ und o
fiir Potentialformen wird auf die Studie des Verfassers ,, Uber Fliissig-
keitsbewegungen in Rotationshohlraumen®, Schweiz. Bauztg. Bd. 41,
sowie auf Lambs Hydrodynamik S.146f. verwiesen; solche Funk-
tionen wurden zuerst von Stokes bestimmt uud deren analytische
Theorie ausfiihrlich von Sampsun in ,,On Stokes’ Corrent-function
(Phil. Trans. 1891) behandelt.

Eine praktisch verwendete Form ist auf Seite 71 entwickelt (siehe
auch Schweiz. Bauztg. Bd. 83, Heft 19, 1924).
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Durch weitere spezielle Annahmen fiir die Funktion » erhilt
man andere koordinierte Gleichungen, z. B.» = R gleich einer Funktion

von r gibt ag(p+ +(__1i>3£
02? 672 or
Py ( 1 R > o
Fre + r R/)or =0
. . . . 1 R
mit R=kr, worin t eine Konstante ist, wird PR 0 und
man erhalt e +
oz? 9r2
621/)
822 + W

Das sind dieselben Bestimmungsgleichungen wie fiir rein zwei-
dimensionale Potentialformen; fiir meridionale Strémungen geben die-
selben nicht mehr Potentialstromungen.

Fiir die graphische Bestimmung von Potential- und anderen
Formen bei bekannten » ist das auf Seite 73 geschilderte Verfahren
anzuwenden.

Ebenso koénnen zusammengesetzte Formen durch graphische
Addition einfacherer Formen erhalten werden, wobei jedoch Achsen-
gemeinschaft zu bewahren ist.

Die hydraulische Stromungsgleichung bleibt dieselbe wie friiher,
wenn man das Stromungsgebiet auf einen elementaren Kanal um
die Achse oder um irgendeine beliebige Bahn-(@-)Linie beschrinkt.

II. Stromungen ohne Widerstinde.
Widerstandsfreie Strdmung ist mdglich:

1. bei allen Potentialformen,
2. bei solchen wirbelbehafteten Formen, fiir welche eine Funktion &
vorhanden ist, so daB [v-rot]p =grad & ist (siche Seite 30).

Die hydrodynamische Grundgleichung nimmt im ersten Fall die
Form an

v;} = K — konstant

und gibt fiir alle Punkte des Stromungsraumes mit dem gleichen
Wert.
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Im zweiten Fall gilt nach den Eroérterungen auf Seite 30 dieselbe
Gleichung innerhalb der einzelnen Stromlinien, die Konstante K
hat aber im allgemeinen verschiedene Werte fiir die verschiedenen
Stromlinien; bei Existenz einer Funktion & tritt die im ganzen
Stromungsraum giiltige Gleichung ein

»?

p
Ty, Tayg

Da die Wirbellinien bei meridionaler, achsensymmetrischer Stro-
mung mit den Parallelkreisen, die Stromlinien mit den in den
w-Flichen liegenden ¢-Linien zusammenfallen, so sind die w-Flichen
gleichzeitig die &-Flichen, d. h. es ist &= puy, wo u einen noch
zu bestimmenden konstanten Faktor bedeutet. Nun sind entsprechend
den Gleichungen XVII Seite 84 mit 1=1

—&=0.

_ G, G v
oy 9z ' r or
_ Gl G 0w
"y 9r r 9z
_Gdep G dy
v ds, r ds,’
mithin 2
29_@Lﬁ%__ﬁﬁw+§zﬁi%j
T or 9z r\ez2 ' a® ot oor)’
dies gibt:
. G>“’ (8“1,0 Py 1 81,0) dy
[U-rotb]—'v-2 Qda——-(;‘ az2+'a—;§* _']:E'_ ‘E:S‘;'da
2
6=—8%~w gesetzt, gibt:
G dy

Py Ty 1oy
022 ort r or

und mithin:

als Bestimmungsgleichung fiir y-Funktionen der gesuchten Art.
Als partikulires Integral erhilt man mit ¢ als freie Konstante

__ 4
Yy,=—0az—r* . . .. .. .. .b

als allgemeines Integral:

Wp=ZWi+m1/}p e e e e + e 8 = b

worin m einen noch willkiirlichen aber konstanten Faktor bedeutet
und , Funktionen sind, welche Potentialstromungen, d. i. der
1 oy

2 2
Gleichung ZTZ) + aa—;‘: vl 0 entsprechen.
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Fir Stromungen solcher Art ist, durch die hydrodynamische
Grundgleichung

i+ 24y 18Ty, =k

die Pressungsverteilung im Stréomungsraum eindeutig bestimmt.

Beispiel. Es sei y,—1r%2-4az--r* die Stromfunktion einer
Uberlagerung der Potentialstromung vy, =—1r*z und der partikuliren
Stromung vy, = az —rt.

Es ist hierbei:

o=+ 8% geatar

r or
(*aws_ < a)
——l——r =—@ r—}—T

v‘“’=G2L|—4z2—|—16zr2—f~16r4—|—r2—|—2a+‘:—:};
dies gibt:
+ —]— L4z+‘—32zr2—}—r—}— —{—2a+16az} K

als Glelchung, durch welche die Pressungsverteilung im Stromungs-
raum bestimmt ist.

Die noch freie Konstante a ist gleich Null anzunehmen, wenn
das Stromungsgebiet die Achse enthélt, da sonst in r==0 die GroBen
v, und p unendlich groBe Werte erhielten.

Mit a==0 folgen:
v—=—Gr; 2L —l~ (4z2—]—32z¢2+¢2)_

Gleichung b kann also als das allgemeine Symbol fiir Stromfunk-
tionen angesehen werden, durch welche widerstandsfreie Stromungen
beschrieben sind, sofern unter y, Potential-, unter vy _ die eben be-
stimmte partikulire Stromung verstanden sind; bei m=0 gibt y
nur Potentialstromung.

Wenn eine Funktion iy der Differentialgleichung a nicht ent-
1
spricht, so bedeutet dies, dal der Vektor ;[n rotv] &= grad @  oder

daB der Ausdruck von § in der Gleichung B kein vollstindiges
Differential ist; eine Bestimmungsgleichung fiir die Pressungsver-
teilung ist daher direkt nicht erhiltlich.
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II1. Stromungen mit Widerstinden.

Die Grundgleichungen. Die hydrodynamische Grundgleichung B
gibt nach den Richtungen ¢ und y aufgeldst, unter Beriicksichtigung,
dall wegen angenommener Achsensymmetrie in Richtung y weder
Krifte wirksam noch Geschwindigkeiten vorhanden sind und ohne
Riicksicht auf den Einfluf der Schwerkraft, die beiden Gleichungen

o p o v | 1

dpy  Op2g
op 0 » 1 50 0lgu
dwy ow2g ' B ¥ 2g oy
1)2 G 2,2 41
Setzt man 2_g=ﬁA u® ein, so folgt:
o p G oud 1 G . ou
P T g ey g2 =y
vy T g oy TET gy
o p , G op , 1
d P T 40P —o.
oder 61,0 y —I_ g M 31/)+wa
o o
Wegen és(p:j” 581‘,:%
und %%:—QA (siehe Anhang S. 283)

erhilt man schlieBlich:

o p o v
=S fw,=0
G057 sy 29 T 1 ... . XXIV

Im zylindrischen Rohr waren g == konstant, g,=o00, es entfielen

die mittleren Glieder; die Anderung der Pressung in axialer Rich-
tung wurde nur durch den Einflu der Spannung p hervorgerufen.
Widerstandskréfte senkrecht zur FluBrichtung erschienen nicht wirk-
sam; in Ubereinstimmung mit der Erfahrung steht das hieraus fol-
gende Fehlen einer Pressungséinderung senkrecht zur FluBirichtung.

Imallgemeineren Fall gekriimmter, in den Meridianebenen (y-Ebenen)
liegender Strombahnen sind auler der Spannung auch die Triigheits-
krifte EinfluB nehmend auf die Pressung resp. deren, durch die
Gleichung 3 p —=p,+ p, -+ p, bestimmten Bestandteile.
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Bestimmung der Oberflichenkrifte!). Man konnte hierfiir wieder
das durch Zylinderkoordinaten begrenzte Element 4,, rdd, dr in
Betracht ziehen, es er scheint aber zweckmiBiger ein durch die Netz-
linien durch die Formfunktionen begrenztes Element zu beniitzen.
Wegen der den Formfunktionen entsprechenden dreifachen Ortho-
gonalitdt zwischen den Funktionen 4, B, C ist; A=v» BC, worin

o=+ (2+ (28

mit y =49 erhidlt man

1 r?
C*=-, also BP=—A42.
r v

2

Man kann die Verteilung dieser Funktionen im Stromgebiet durch Auf-
zeichnung der Flichen gleicher Werte von A, B, C veranschaulichen; es
kommen dann jedem Punkt bestimmte Funktionswerte ¢, v, y, 4, B, C
und » zu.

Die mittleren Lidngen der Netzkanten eines von je zwei benach-
barten @-, - und y-Flichen gebildeten Elementes haben nach den
Gleichungen VIII die Werte:

1
88, =0, 5sw=%1~

Y Oy, 08,=10,;

die denselben entsprechenden Flichen sind

Ofp= 05y 08,— 7 0ydy  Ofy—08,08,=0,0,,

v

5f;‘=58q, '681/,:;2

6?’ 6'4’7

1) Ausgebildete Theorien dhnlichen Ranges, wie fiir das gerade Rohr liegen
fiir solche allgemeinere Stromungsformen nicht vor. Hingegen hat Dr.-techn.
Hampel in den ,Technischen Blattern“, Vierteljahrsschrift des ,Deutschen
Polytechnischen Vereins“ in Bohmen, in den Jahrgingen 1906 und 1908 eine
Reihe von Versuchen unter dem Titel ,Experimentelle Studien iiber Wasser-
bewegungen“ verdffentlicht, bei denen die Stromungsform ebenfalls durch Farb-
biander sichtbar gemacht und photographisch fixiert wurde; an Diagrammen,
die durch Rechnung aus den Versuchsresultaten abgeleitet wurden, ist der
Stromungsverlauf durch Stromlinien, Isotachen und Niveaukurven ersichtlich
gemacht.

Die Versuche an konischdivergenten Rohren weisen Erscheinungen auf, die
jenen der Abb. 3 auf Seite 7 dhnlich sind, d. h. es zeigt sich eine AblSsung
der Hauptstromung von der Wand, wihrend dies bei konischkonvergenten
Rohren nicht der Fall ist.

Es sind auch die Versuchsergebnisse an geraden Rohren und an Rohren
mit zentrisch eingebauten Ventilen dargestellt und beschrieben und es wird an
dieser Stelle auf diese Publikationen besonders aufmerksam gemacht.



158

das Volumelement wird

0, =08, 08, 0s, =§

das Massenelement

4
6m=?

or=

Hydrodynamik.

AZ

8,00,

V”aaax.

Die Bezeichnung der an einem solchen Element wirksamen Pres-
sungen p und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Abb. 41

und dem

Schema.
Es wirken in Richtungen Netzlinien . @ v P
In der Fldche ¢/, Py Py by
In der Fliche o7, . by Dy Py
In der Fliche o f, Py P | Py

Tabelle der

Herriithrend von

In Richtung der ¢-Linien wirksam

_0001r)py

o (v
8(,,:——%(21)(,,)6996,,,61

Py in den ¢-Flichen PP
os Py ¥
Py » »n Y- ” +pw(5fw) - —!_Q_yﬁawaw 0,
) sine-y
Py » »n X- ) pz(éfx)jdlSIHu:—{—?;‘l —5 09 0y 0,
pe in den y-Flichen
senkrecht zu den ¢-Linien
Pp 9 w X- ”
- . vy (7 )
py in den y-Flichen 71 0, =— P rpr O Oy Oy
Dy w »n P o senkrecht zu den ¢-Linien
. . 43, y
p, in den ¢-Flichen +p,0f)— -—Qq)ﬁé.p 0, 9,
2(6 0
by w ow Y- ” ( flp)px wz_*( px>5 6 6

oy

0
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In Richtung der vy-Linien wirksam

In Richtung der y-Linien wirksam

ds Py ¥
—p, (Of) e — P2 5 5 5
Py ( fqv) 0 0, 4207 w Oy

|
|

senkrecht zu den y-Linien

2(0 . d (r ,
“(—;l';)p‘” "w=”5;(z1’w>‘5¢5w5x ?
ds p, (cose)y o(df,)p o (v
+Pz(5ﬁc)7j‘£c°5“=+f( Ael'awawax ———(8—;12—7‘6,5:—8—;[ r a2 P 0y 8y 8,
. . (7, p o (r
senkrecht zu den -Linien ——(——a—-'—;')—fé,p=—~a—y~)<z p,p> 8¢ 0y 9,
2 (o1, o (» ds vy
26, af;ﬁozax:_é—x(m%)awawax *Dw(‘sfx)f:-ptp;zi‘swaw‘sx
l senkrecht zu den y-Linien
senkrecht zu den vy-Linien __3(51‘;;)%6 =_3_<1,p )6 . s
a(p 14 a(p A wv]Ue Yy Yy

o(d o (v
00k, 2 (2, ) 8,00,
0s p, ¥
s 0% P Y5 508
. (01,) . 0, 420700



160 Hydrodynamik.

Bei den vorliegenden Stromformen und der Annahme des Be-
standes von Schichtstrémung werden wieder p,, p, und alle partiellen
Ableitungen nach y gleich Null zu setzen sein; es wird jedoch bei
Aufstellung des Schemas fiir die Oberflichenkréifte vorerst hierauf
keine Riicksicht genommen, sondern die Spezialisierung nachtriglich
eingefiihrt; ebenso wird noch » allgemein beibehalten, das bei Poten-
tialformen gleich einer Konstanten ist.

Bei Bestimmung der Einzelwerte der Komponenten der Ober-
flichenkrifte sind GroBen, die unendlich klein von mehr als dritter
Ordnung sind, vernachlissigt und Bogendifferentiale durch den Quo-
tienten Bogenlinge: Kriimmungsradius ersetzt; z. B. geben die Pres-
sungen (p, 4 f,)) und (p, 87, —{-—ﬂp—giL’”)éw in der Richtung ¢ infolge
ihrer gegenseitigen Neigung im Bogenbetrage
Q(_p‘idf_lﬂ_)a

oy

0 3
=¥ eine Komponente,

v
fiir deren Bestimmung das Glied » vernachlissigt und der
Komponententeil mit

0sy Dy ¥
Of, —2=2%.26,6,90
PyOfy 0w 0y " g Or OO

eingesetzt wird; es wiirde ndmlich dieses Glied multipliziert mit dem
Bogenanteil von O unendlich klein vierter Ordnung.
Fiir die achsenslgrmmetrische Meridionalstromung wird
Pp=0, p,=0,

es verschwinden alle partiellen Ableitungen nach y; man erhilt dem-
zufolge:

o (vp Py ¥ pwsmu}pv o [r
qu:[__(jg)“]”_w TR éﬁ'—hﬁszﬂéw&paz

op oy
Pp v O [T p,ycose 0 [p,v p, ¥ XX, ,,
—_ e - " |_ £2- — () Tx,
P#,__.[ Q¢A“8w<pr>+ r A? 9(p<A) 0 Aail‘swawax
P,=0.
Es muf ferner sein
dv v?
P,= T 0> P,=— —9—6,"
und somit
0 ptp) Py, Sm“ k7 H__a(pxr) ydv v
Iy (A +g A‘+ 0o A2 oyl A4 *+55'F
. (XXIV,
_Pe» D (1 )+Px”°°SE__(*’x ) LA
op & oyp\atr r A op\ 4 v A7 g 0p A4’
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Bestimmung der Dissipation. Multipliziert man analog wie auf
Seite 134 die Driicke p,df,, p,0f,, p,0f, und die Spannungen
p, 0%, p, 0f, mit v und addiert man, so erhdlt man

Py sin o

0 Py ¥ 0 ( v > )
{ 0 < p(pA>+v A?%~ r A T ;E oy YA 99 0y 03
fithrt man auf der rechten Seite die Differentionen aus, d. i
0 A\ ( ) v ov
a<p< p"’A) Vop\Prg) TP 5
solr2cd) = ()
oy YPr g 81,0 Py TplAal,u’
so ordnen sich die mit v multiplizierten Glieder entsprechend der

y dv v
g dt A

ersten der Gleichungen XXXII zu »-* die andern Glieder

ergeben den Betrag der Dissipation:

_ay fj'f[ v ov T oV }

2

=—fV~A;61. .. . XXV,

Macht man nun die Annahme, dafl wegen Schichtstrémung v von
w und p, abhdngig, p, selbst aber von p, und von ¢ abhingig
ist, und stellt man wieder die Forderung auf, daB die Dissipation
ein Minimum wird, so kann dies mit Riicksicht darauf, daB neben
p, auch v indirekt von p, abhingig ist, durch einfache Minimums-
betrachtung am Klammerausdruck mit p, als unabhingig Verdnder-
licher analytisch zum Ausdruck gebracht werden; man bestimmt

einfach é(?_pz =0 und erhélt die Gleichung:
@

v (9v %v > T 8131( v >
Z<8_<p+p¢8_q)3p¢ +7 o0, oy TP Yoy ap,
Wegen der angenommenen Abhingigkeitsverhéltnisse miissen beide
Klammerausdriicke einzeln gleich Null sein, d. h.

3‘2
_{— ‘p}’ awap
a.f

Prazil, Hydrodynamik, 2. Aufl, 11
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Setzt man v=IT?, worin II nur von p,, ¥ nur von v abhiingig
ist, so gibt die erste Gleichung:
oy +4p,I1I''?P'=0

und somit IT— 21 ; W=cine beliebige Funktion von v,
V4

v=—1.9.
by

Aus der zweiten Gleichung folgt, da IT als Funktion von p, indirekt
auch eine Funktion von ¢ und p, ist

oll Il Il

Mmoo w—0; S,

op 0P 0Py opop,
Setzt man II==P P, worin § nur eine Funktion von p,, P nur
von ¢ ist, so erhdlt man

$¢/+p¢$,¢’:0

hieraus 9,]3:&2—; I="2¢_"
Py Py Py

4
Nun ist der allgemeine Ausdruck fiir v=G — 1, worin 1 nur eine
14

Funktion von wu ist; man kann demnach setzen einerseits ¥'—=1,
andererseits A

My Ay

_ === N

4 by Py
fithrt man noch v,= Gf; als die der Formfunktion ohne Schichtung

entsprechende Geschwindigkeit. und %, =wv,p,; x,=c¢.p, ein, so
werden : v

Py=10.—3 Py =Pu*— 2. V=1
f f
worin p,, v, und ¢, als Konstante zu betrachten sind. Im Klammer-
ausdruck V des dreifachen Integrals sind zu setzen

d . XXVI

v @ A ov f ,
Z_;;’ 84&:_3$.1’ oy 1—{—1;/1

und man erhilt

_da ”rc,, ov,
@-%——G*’”f. et ®

”—"ﬂ fz+u’)]<s 8y 8, . . . XXVII,,
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In den Gleichungen XXV sind 2 und @ gemilfl der Ableitung
noch willkiirliche Funktion, und zwar:

A als Verteilungsfunktion fiir die Geschwindigkeit nur abhingig
von v,

@ als Verteilungsfunktion fiir die Pressung p, und dem ent-
sprechend fir die Widerstdnde lings der Bahn nur abhéingig von ¢.

Es dirfte wohl angingig sein, in Analogie mit den fritheren
Fillen 1= (y,— y) fiir Stromung mit lediglich innerer Reibung,
A=un(p, — )" fir Strémung mit Reibung und Turbulenz zu nehmen.

Fiir die Wahl von @ liegen Anhaltspunkte noch nicht vor. Nach
getroffener Wahl von 4 und @ und angenommener Strémungsform
sind bis auf die Konstanten p, und ¢, durch die Gleichungen XXVI,,
v, p, und p, bestimmt; es koénnen nun mit Hilfe der Gleichungen
XXII,, noch p, und p, und durch die Gleichung

3p:p(p+pw+px

noch p und mittels der Gleichungen XXIV,  die Widerstandswerte w
ermibtelt werden; die hierbei zu beachtenden Grenzbedingungen werden
fiir die Bestimmung der Werte von p, und ¢, maligebend sein.

Der Ausdruck fiir den Wasserdurchfluf} ergibt sich aus dQ=v-df¢
:GizAldwdx,mit v
v a
Q=2x0[1-dy.

0

27 ist hierbei das Mafl des Kreisumfanges vom Radius gleich der
Léngeneinheit.

Diese allgemeinen Erorterungen zeigen, dal die Hypothese des
Minimums der Dissipation ebenso zu einer begriindeten Weisung iiber
die Verteilung der Geschwindigkeit und Pressung fiihrt, wie in den
vorhergehenden Féllen; die Ausmittlung dieser Werte wird aber
wesentlich komplizierter und mufl Spezialstudien vorbehalten bleiben.

Erzwungene Stromungen. Wie auf Seite 155 erortert, sind die-
1
selben dadurch charakterisiert, daB der Vektor g[n-rot b] nicht der

Gradient eines Skalares ist, dessen Niveau-Flichen den Flédchen v
angehéren, d. h. daf der Ausdruck fir § in Gleichung B nicht ein
vollstindiges Differential ist, so dafl die hydrodynamische Grund-
gleichung nicht direkt zur Pressungsgleichung fiihrt; z. B. wihlt man
als Formfunktionen mit »==r, die Hyperbelfunktion also

2 2

p=2—1r% w=2zr bei yp=4,

11*
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o9 op
so folgen 22 = 22z; a1 2r
v,=-F+ 2Gz; v,=—2G
ov ov 2z
2Q=""2_C"Tr—__9q=
or 0z Gr"
. . .| 2 22
und hiermit O=-44G* {Fdz —{—Fdr].

Dieser Ausdruck ist kein vollstiindiges Differential; durch Addition
des Ausdruckes: 2 G*[Mdz | Ndr] wird er aber zu einem solchen,
wenn die Funktionen M und N der Gleichung entsprechen:

2 (2 o (2% BM oN <z z)
el =3, (o) oter =T 2(i-).

or\r

was auf unendlich mannigfache Art der Fall sein kann.

Der durch obigen Ausdruck beschriebene Vektor mufl von einer
besonderen Krifteverteilung herrithrend angenommen werden.

Eine solche Krifteverteilung ist denkbar bei den StoBwirkungen
einer durch besonderen Zwang verursachten Turbulenz; sind solche
Grenzbedingungen nicht vorhanden und gehért das Wandprofil des
Rotationshohlraumes nicht zu Profilen von Stromungen der ersten
Art, so ist daher entweder unmittelbar Turbulenz zu erwarten, oder
es stellt sich im Stromungsraum eine diskontinuierliche Stromung
im Sinne einer Grenzschicht ein.

D. Rein zweidimensionale Stromungen.

Als Formfunktionen sind y ==z und fiir ¢ und y jene Funk-
tionen zu nehmen, die den Differentialgleichungen

v 3;".”“”’” et
gy’ _i@.a_urzw o) e
T oa? ox ox ' oy oy
entsprechen; dieselben entstehen aus den beiden Gleichungen
s
o __._ o

0y oz’
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wie sich durch wechselseitiges partielles Differentiieren und Beach-
tung der Gleichungen IV ergibt.

Mit » =konst. geben die Gleichungen Potentialformen. Beispiele
solcher Formen sind bereits auf den Seiten 60 bis 64 geometrisch
erortert; diese Formen sind einer weitgehenden Kontrolle durch den
Versuch zuginglich und ermdglichen die Losung verschiedener prak-
tisch wichtiger Probleme; nach Behandlung der allgemeinen Probleme
der Stromungen mit Widerstinden werden solche Formen mit Hilfe
der ebenen konformen Abbildungen eingehend studiert werden.

1. Stromungen ohne Widerstiinde.

Widerstandsfreie Stromung ist moglich bei allen Potentialformen
und bei solchen Formen, bei denen der Vektor

%[D-rot v] =grad & =grad u y
ist; dies ist der Fall, wenn vy die Gleichung erfiillt:
?y | Py .
ox? + ay‘.’, + =20

mit » ==einer Konstanten; man erhélt als allgemeines Integral

wS:wa -{— 1/)117
worin 1y, die Stromfunktion einer einfachen oder kombinierten
Potentialstromung, und

W, =0y T a, 2% by + b, y°

ein partikuldres Integral ist mit a,, a,, b, und b, als Konstanten.

Die Richtigkeit dieses Ansatzes ergibt sich durch eine analoge
Betrachtung, wie in den friitheren Féllen durchgefithrt; das Beispiel
auf Seite 64 entspricht einer Stromung nach der partikuldren Form

zp:—g-y‘“’——x also a,=—1, @a,=0, b =0, bgz—{—g.

2. Stromungen mit Widerstinden.

Es sind drei Fille zu unterscheiden:
1. Der Widerstand rithrt nur von y-Flichen her.
2. Der Widerstand rithrt nur von wy-Flichen her.

3. Ein dritter Fall ergibt sich durch Beibehaltung der Funk-
tion ¢ als Querschnittsfunktion und Bestimmung von Verteilungs-
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funktionen solcher Art, wie dies fiir das gerade Rohr zur Anpassung
an bestimmte Profile erfolgt ist; diese Formfunktionen geben dann
Kanile mit ebenen krummlinigen Kanalachsen mit besonders ge-
formten Querprofilen.

Zum ersten Fall.
a) Geradlinige Parallelstromung. Die Formfunktionen sind:
Y =z, Y=Y, r=1,
A=1.

In Lambs Hydrodynamik S. 670 ist die Untersuchung fiir den
Fall der Bewegung unter Reibung allein durchgefiihrt; die Resultate
sind folgende:

Der Pressungsabfall pro Léngeneinheit ist konstant, also

op__

ox 0
Die Geschwindigkeit » im Abstand z von der Mittelebene zwischen
beiden Platten als Koordinaten-Grundebene ist, wenn e¢ den Abstand
der Plattenwand dieser Form bezeichnet,

ko 2 2
v= T (e? — 2%).

Hiermit wird analog wie in der Poiseuilleschen Formel mit

G:k‘l und A1=e>—2® und A4=1
27

der AnschluB an die verwendete Darstellung gefunden; es werden:
v=GAA4 und i-p—}—ko-xzkonst.
4

Die Resultate stehen in Analogie mit denjenigen der Poiseuille-
schen Stromung; die Abbildungen 6a, b, Seite 17, und 31a, b, c,
Seite 102, stellen solche Strémungen dar, sie lassen erkennen, daf
die Turbulenz in typischer Weise zum Einflul kommt.

b) Allgemeine Bewegung. Ebenfalls auf Seite 670 und 671 der
Lambschen Hydrodynamik ist unter Hinweis auf Versuche von
Prof. Hele Shaw (Trans. Inst. Nav. Arch. 40, 1898) der Beweis er-
bracht, daB bei einer Strémung zwischen zwei parallelen, dicht neben-
einander befindlichen Platten, die unter dem Einflu von Reibung
allein erfolgt, die Bewegungsgleichungen in der Form geschrieben

werden kOnnen op 3y
5}; R e? Uy
op___ 3y ,

oy € Yy s
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worin v und vy’ die mittleren Geschwindigkeitskomponenten an der
#-Linie im Punkte @,y des Strémungsgebietes bezeichnet, woraus
hervorgeht, daf o2
=3, .p
als ein Geschwindigkeitspotential betrachtet werden kann,

Die Abbildungen 78, 79 sind aus solchen Versuchen mit laminaren
Schichten von !/, mm Dicke hervorgegangen, die hierbei in Er-
scheinung getretenen Stromlinien entsprechen tatséchlich Potential-
stromungen, doch ist aus der durch die Zeitkurven ersichtlichen Ge-
schwindigkeitsverteilung zu entnehmen, daB letztere einer Schicht-
strémung entspricht.

Zum zweiten Fall.

Zwei w-Flichen sind widerstanderzeugende Fithrungsflichen, an
den Platten z=— = e ist der Widerstand verschwindend klein; 1 wird
eine Funktion von .

Analog wie fiir die Strémung in Rotationsformen ist die Be-
wegung auf das Netzkoordinatensystem der Formfunktion zu be-
ziehen; es werden bei Annahme von Potentialformen wegen C =1
und A=2B

<

'z
08, == Z‘p , ds, = 7”’ R
v 6y, 0, 040, ¥3, 0
8f, = Z ’ 5fx=%4—‘: 5fz=*jz£-
In Schema der Einzelpressungen auf Seite 158 entféllt die Kolonne
der y-Richtung und die Reihe der Fliche Jf,; man kann vereinfacht

setzen p,=p; aus der Tabelle der Oberflichenkrifte entfallen die
entsprechenden REinzelkrdfte und die GroSe r, da C=1 und nicht

ds,=dy,

1 . - . .
— — wie fiir die Meridionalstromungen ist.
-

Hiermit erhdlt man das Gleichungssystem der Oberflichenkrifte:

d y 0 }
P¢:|L—'a;<pwz>+g A2 A’ apr 0 611’6

(e 1 '_&1_11__1 1}
Pw—{—é;)<pwz> Y A2 0w FE Bgva ‘sw‘sw‘sz

XXITIT

4]

e d 9222_ ya% y
v
i = _ — —*(5 6
Py dt Oy as, ™ g op A? 0y 0
2 2
p——"09 =12 25.5,6,
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folgen die Differentialgleichungen der Oberflichenkréifte:

0 < v) Dy 2 v 1lyov 1
— Py | H“*'—z o T T e &
op A 0p A% ' 0, 4 Oy 2 gop 4 . XXIV,
9( 1) Pp? »7 0 v =y
oo\ A) o, BT g, & ap A g oy A°

Die Dissipationsgleichung erhélt mit der Annahme einer Entfernung
2e der Grenzebenen des Gebietes die Form

ay v oV 1 9@)
(&——(ﬁ———2eff<p¢Aa(p—{— A@T,u 0p0,. . . XXV,

Die Minimumbedingung fithrt wieder auf die Beziehungen

vV="1,4 p=p Yx D
B AL ) P> Pp=—9.—>
Yr Y

. 4 . . .
worin v,==G — ist und p,,v,, c. Bezugskonstante sind. Hiernach
4

kénnen auch in diesen Fillen aus dem Gleichungssystem XXIV, die
Pressung p, und mit 2p—p, | p, die Pressungsgleichung auf-
gestellt werden.

In allen den betrachteten Féllen ist die Existenz einer Ver-
teilungsfunktion 4 durch die Minimumsanforderung fiir die Dissipation
begriindet.

Zum dritten Fall.

Ein Kanal, welcher zwei parallele Ebenen und zwei Stromfléichen
zur Begrenzung hat, die einer zweidimensionalen Strémung entsprechen,
hat rechteckige Durchflulprofile; wenn nun alle vier Begrenzungs-
winde mit Widerstinden fiir die Stromung behaftet sind, so ist fiir
die Bestimmung der Verteilungsfunktion das beim rechteckigen Profil
verwendete Verfahren zu benutzen.

E. Geometrie ebener konformer Netze.
1. Allgemeines.

Orthogonale Trajektorien von der auf Seite 58 bereits beschrie-
benen Eigenschaft, dafl durch dieselben die Zeichnungsfliche in, im
allgemeinen krummlinige Quadrate geteilt wird, in dem die Diago-
nalen unter sich wieder orthogonal und gegen die Netzlinien um
45° geneigt sind, nennt man konforme Netze.

Das einfachste konforme Netz ist das Netz der kartesischen Ko-
ordinaten in der Ebene; bei gegenseitiger Zuordnung der Linien
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zweier Netze kann eine Abbildung in einem Netz im andern so ab-
gebildet werden, daf die Bilder in den kleinsten Teilen #&hnlich sind;
die konformen Grundnetze bilden also im allgemeinen orthogonale
krummlinige Koordinatensysteme.

Von besonderer Bedeutung sind die ebenen konformen Netze, da
dieselben geeignet sind auf relativ einfache Weise Bilder ebener zwei-
dimensionaler Stromungen herzustellen und dieselben zu analysieren.

Die Fahigkeit, einerseits als Koordinaten, anderseits als Strombilder
dienen zu kénnen, griindet sich darauf, daf die Differentialglei-
chungen sowohl der ebenen orthogonalen Trajektorien solcher Netze
als auch der ebenen Potentialstromungen die Form der Laplace-

2 2 U
schen Gleichung Z;—f‘f—'_agy" =0 besitzen und dementsprechend in

der Ebene eine Verteilung zweier Wertpaare ergeben, von der be-
sonderen Eigenschaft, dall jedem Punkt in der Ebene die beiden
Werte der Koordinaten-Netzlinien und die beiden Werte der Stro-
mungs-Netzlinien, die durch ihn gehen, zu kommen.

Die Funktionentheorie lehrt, dafl diese Wertpaarzuordnung kon-
former Netze durch die Funktionen komplexen Argumentes mathe-
matisch beschrieben werden kann, und zwar durch die Gleichung:

Z=F(z), worin z=x-41iy; Z=X-}i¥

mib i:l‘j = der imagindren Einheit bedeuten; einem Punkt in
der Ebene kommen die beiden Werte x und y nach der Wertver-
teilung z und X und Y nach der Wertverteilung Z zu.

Beziiglich der allgemeinen Theorie dieser Funktionen muB auf
die beziigliche reichhaltige und insbesondere auf die unten angegebene
Literatur!) verwiesen werden.

Das in erster Linie wichtige Ergebnis dieser Theorie ist, daB X
und Y reelle Funktionen von z und y sind und jede derselben der
Laplaceschen Gleichung entspricht.

Der Gebrauch der Theorie wird wesentlich erleichtert durch An-
lehnung an die Netzdarstellung; es werden im folgenden eine Anzahl
solcher Netze vorgefiihrt, deren Gleichungen angegeben und womdg-

1 Kirchhoff, Gustav: Vorlesungen iiber Mechanik. 4.Aufl. Einund-
zwanzigste Vorlesung 8.273—307. Leipzig: B. G. Teubner 1897.

Weber, Heinrich: Die partiellen Differentialgleichungen der mathema-
tischen Physik. 4. Aufl. 1. Bd, 6. Abschnitt, S. 106—124. Braunschweig:
Friedrich Vieweg u. Sohn 1900.

Hurwitz-Courant: Funktionentheorie. Dritter Abschnitt: Geometrische
Funktionentheorie, S. 244—392. Berlin: Julius Springer 1922.

Holzmiiller, Gustav: Ingenieur-Mathematik. II. Teil: Das Potential,
Kapitel X, S.232—293. Leipzig: B. G. Teubner.
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lich die Brauchbarkeit der Netze als Stromungsbilder an Abziigen
von photographischen Aufnahmen gezeigt.

2. Einfache Netze.

Die Werte der Netzlinien sind in der Reihenfolge

0, 1.2, 2% .., n=8, 20, 30
n n

je nach Zweck angenommen, und zwar mit Riicksicht auf die Ge-
brauchsfihigkeit bei Netzkombination.

-20"%0

-307%9-25"%0 -20°%9 ~75%0 107% 5% 0 5% 0% 6% 0%y 25% 30%

Abb. 42, Netz I. Das Kartesische Netz.

I. Das kartesische Netz (Abb. 42).

Netzfunktionen.
Z=z X+iY=ux-F+1iy
z=ux 1y axiales

. } Argument.
z=re’?  polares
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Einfache Netze.

Stromfunktionen.

ptiy=xx—tixy

Q=2xx;

x:xz;

%Yy

konst. = Aquipotentialfunktion,

Y

¢
Y

konst. = Stromlinienfunktion.

2r 1S
$ss n..wﬂo
y: CQ
PSS

{7

%
O

(7

— Einfache Quelle oder Senke,

Abb. 43. Netz II. Das polare Netz.

II. Das polare Netz (Abb. 43).

Netzfunktionen.

lgz =1gr.et?

Z

X-LiY=lgr+id

9
konst.-radiale Gerade.

Y

X=lgr

konst. Kreise

Y

X =
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Stromfunktionen.
a) Quellenfunktionen.
r=uxlgz; o+ i¥P=xlgr4ixd
p=uxlgr; ypy==xd.
b) Zirkulationsfunktion, Potentialwirbel.

y=txlgz; @fiz=—xdt+ixlgr
@p=—uxd; py=uxlgr.

Abb. 44a. Netz III. Das Netz der reziproken Radien.

III. Das Netz der reziproken Radien (Abb. 44a, b).

Netzfunktionen.
1 1 x—iy . 1
Y/ — o == 9L T ,—id
P etiy ety =g
cos ¥

x
I=tare=
_sin

y
Y=_.____7:
' o1y r



Einfache Netze.

Stromfunktion, Doppelquellenfunktion.

P . cosv . sind
1227 QT IY=2x — X
cos & sin 9
p=—Fr—— Y=—x—

Abb. 44b, Hydrodynamisches Bild zu Netz III. — Doppelquelle.

IV. Das konfokale Netz (Abb. 45).

Netzfunktionen.
Z—arccosz; z=cosZ; x| iy=—-cos(X41Y)
x=cos X- €o{Y; y=—sinX.-GinY
x2 y2 . x‘l y2 L
Coj2Y + &in’Y ' cos’X sin®X !
konfokale Ellipsen; konfokale Hyperbeln.

Stréomungsfunktionen.
a) Zirkulationsfunktion.

g=arccosz; &--iy==cos(p-|+iy)

x‘.} y2 1 -_if‘.! y2

EE12W+

Gin*y ' coste sin'p

173
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7 16 + 15K

% By
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6
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70
77
7z
B
7%
-75%

Abb. 43, Netz IV. Das konfokale Netz.

b) Spaltstromungsfunktion.

igy==arccosz; & —-ty=cos(—y-1igp)

2 2. 2 2
I PP
Cof*p ' Ging cos?y  sin?y

>

Das konfokale Netz ist ein Doppelnetz (Riemannsche Doppelfiiche

Nl

=

es iiberdeckt mit den ganzen Hyperbeldsten von X =0 durch X —

5o

bis X=n bereits die volle Ebene und ebenso von X=—zx durc
X= 3% bis X = 27; die Brennpunkte sind sogenannte Verzweigungs-

punkte.

Man kann nun mit diesen Netzen verschiedene Umformungen
vornehmen.
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3. Umformung durch Argumentvertauschung.

(7

"‘-lmv...
T
T e 1
1251
P

<

<) ":““

gt

T
e

Abb. 46, Netz V. Das quersymmetrische Streifennetz.

V. Das quersymmetrische Streifennetz (Abb. 46).

Umformung des polaren Netzes.

Netzfunktionen.
r=IgZ, Z=e?, X4 iY=e""V—=c%cosy | ie%siny
X =c¢e%cosy, Y =e®siny.

Streifen mit der xz-Achse als Léngsachse.

Streifenbreite "y, — y, = <—|— —;E) — <-_ g) _—
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| !

- Abb. 47, Netz VI. Das lings- und quersymmetrische Streifennetz.
Siehe auch Abb. 32, S.103 als hydrodynamisches Bild zu Netz VI.

VL Das langs- und quersymmetrische Streifennetz (Abb. 47).
Umformung des konfokalen Netzes.

Netzfunktionen.
2z = arccos Z, Z = cosz
X=cosx Cofy, Y= -—sinxCiny.

Streifen mit der y-Achse als Léngsachse.

Streifenbreite «, —x, — <+ %) — (‘ g) —.
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In beiden Netzen sind die X- und Y-Linien die konformen Bilder
der z- und y-Linien der Netze II resp.IV; das Netz V ist die kon-
forme Abbildung der kartesischen Netzlinien im halben polaren, das
Netz VI derjenigen in der Fliche X=0 bis X=un des konfokalen
Netzes; durch Anreihen kongruenter Streifen erhilt man die konfor-
men Bilder des ganzen polaren bzw. des konfokalen Doppelnetzes.

4. Polare Vervielfiltigung.

Netzfunktionen.
y/ =zn, R.eiﬁzrneinﬁ
R = rn, O=nd.

A I I

Abb. 48. Die vierblittrige Hyperbel.

Jeder Sektor mit dem Winkel 19=-2n—” ist eine Abbildung des

halben Netzes I, man erhilt in demselben als Bilder der Netzlinien IT
Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 12
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wieder Kreisbogen und Radien, als Bilder der Netzlinien I mehr-
blattrige Hyperbeln, und zwar

mit n=2=%; Z=2" X=0a>—y?; Y=22y, d.i die normale
vierblattrige Hyperbel Abb. 48;

Abb. 49. Die sechsblittrige Hyperbel.

mit n=38=35; Z=2% X=uo®—32y% Y=32y—y3 d i die
sechsblattrige Hyperbel Abb. 49;

mit n=2, die dreiblittrige Hyperbel Abb. 50 usw.;
mit n=1==2 die zweibldttrige Hyperbel, d.i. das kartesische Netz.
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Abb. 50. Die dreiblittrige Hyperbel.

5. Umformung durch Verschiebung und Verdrehung.
Einfiithrung des Argumentes,
z=(c, 4 ¢,?)
o iy = (a, 4 ib) - (a, 4 ib) (& +- i)
= (@, a,@ —b;9) 41 (0, 4 52" + 2,9/
r=a,ta;x —by
y=b,+ b7 +azy.

1
Schreibt man z. B. die Gleichung des Netzes III: Z’ = > 80 wird
., , , z—¢, . . , ¢,
in 2=0; Z' = oc0; setzt man 2’ — ein, so erhilt man 2/ = —%4—;

DR
¢ z2—c¢
d 8
dies bedeutet eine Verschiebung des Netzes um ¢, und eine Ver-
12*
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drehung um c¢;. Z' wird —=oco fiir 2=c¢; im Punkte z=0 ist
Z’:——%‘l. Denkt man sich die ganze Ebene noch mit dem kon-
stanten Vsilertpaar C=A-}iB bedeckt und fiihrt Z=2"} C ein,
so folgt Z=C -+ —%— oder

8

z2—a
V] 0 - ———
z—Db’
wenn man ¢, — cC—d =a, ¢,=>b bezeichnet. Dies ist die Gleichung der

Abbildung durch gebrochene Funktionen, die zu Transforma-
tionszwecken sehr dienlich ist, in dem einen Kreis in der Z-Ebene
ebenfalls ein Kreis oder eine Gerade als Kreis mit unendlich grofem
Radius in der z-Ebene als Bild entspricht und durch passende Wahl
der im allgemeinen komplexen Konstanten drei Abbildungsbedingungen
erfiillt werden konnen; z. B. setzt man b= — ¢ und 16st auf, so er-
hilt man

Xfiv—g iy —a,
rtiyta

sind nun C und @ reelle Konstante, so wird

(# +y) —a* 2 ay

@Fy)Frarta | @y rarta

Man erhilt folgende Zuordnungen

X=0C

im z-Feld im Z-Feld
xr=0, y=0 X=—¢, Y=0.
Dem Nullpunkt entspricht der Punkt — C rechts der Y-Achse
2 | y% —q? X—0, v—_Y .
@ -y a , T a

Dem Kreis um den Nullpunkt

mit dem Radius a entspricht die Y-Achse
r=-4a, y=0 ” X=0, Y=+
r=—a, y:O ” X=0, Y=O>

d. h. den Punkten innerhalb resp. auBerhalb des Kreises r—a im
z-Feld entsprechen die Punkte links resp. rechts der Achse im
Z-Feld; man nennt dies die Abbildung des Kreises auf eine
Halbebene.
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Zusammengesetzte Netze.
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6. Zusammengesetzte Netze.

VIL Uberlagerung des kartesischen und des polaren Netzes I
(Abb. 51 und Abb. 4, Seite 8 als hydrodynamisches Bild).

Storung im geradlinigen Parallelstrom durch eine Quelle

Netzfunktionen.
Z=1z+|lgz
Z—z2z=lgz

eZ—2=—=1z; e(x—z)+i(Y--v):x+iy
eX-2cos(Y—y)==x
eX-2sin (Y —y)=y

2 X=2) — 2? _l_yz

@@—w=%

X=aotlgla®ty

Y=y—'r—arctg1.
x

Stromfunktionen.

p=atlgVz®|y*
w:y—{—arctg%.

Die Stromung aus der Quelle wird durch den Parallelstrom teil-
weise verdringt; Ausbildung einer Diskontinuitéitslinie. Gleichung
der Diskontinuitétslinie mit

Y

y=0, y=-—tg_ .

VIII. Additive Uberlagerung zweier gleich starker polarer
Netze bzw. Quellstromungen (Abb. 52).

Netzfunktionen.
Z=Ilgz,+1gz,
lgz,= Quelle in I, Igz,,= Quelle in II.
Umformung nach e gibt
a,== +a, b,=20

Z,=z—a, z,=2%Z-4a
Z=lg(z—a)+1g(z+ a)=Ig(* —a?).
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Abb. 52, Netz VIII. Zwei gleichstarke polare Netze addiert.

Aus ez=12%—a? folgt

X=IgV(#*+9°° +a?(a® —22° 297

2xy
Y = arc tg m2 _ (1_2
4 2
X = lg[r2 Vl—}—(%) —2 (%) cos2z9]
, sin 2 9
Y = arc tg A
cos 29 — (7>

Die Y-Achse ist eine Diskontinuitétslinie; ist r sehr groll gegen a,
so wird
X o lgr?, Y=29.
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IX. Subtraktive Uberlagerung zweier gleichstarker polarer
Netze bzw. einer Quelle und einer gleichstarken Senke

(Abb. 53a, b).

Das Netz der apolonischen Kreise.

Abb. 53a. Netz IX. Zwei gleichstarke polare Netze subtrahiert.

Netzfunktionen.
Z=Ilgz,—lgz,

z-}a

z—a’
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Analoge Umformung wie fiir X gibt
2 1 2
xoo Ly, (@aP+y

28 (w—ap Ty

2ay
Y:—‘&rctgmw.

Abb, 53b. Hydrodynamisches Bild zu Netz IX. Quelle und Senke.

Die X- und Y-Linien sind Kreise, das Netz ist eine Verallgemeinerung
der Doppelquelle III.

X. Uberlagerung der kartesischen und des reziproken Netzes (I).
Doppelquelle im geradlinigen Strom (Abb. 54).

Netzfunktionen.

1 . . 1
ZZZ’—{—'*Z*, X—I—@sz—%'by"—l—‘x—_’_—??}

et ) el sty

. x R ﬁ_l )
R s
Y wird=0, fir y=0 und fir a>4-y*=1.

Der Kreis vom Radius 1 ist eine Diskontinuitétslinie; das Netz gibt
das Bild der Umstrémung eines Kreiszylinders durch den parallelen
Strom.

Ein analoges Resultat erhilt man natiirlich durch Uberlagerung
der Netze I und IX. Die Diskontinuitétslinie wird ellipsendhnlich.
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7. Netzabbildung in Streifen.
XI. Abbildung von VIII in den Streifen VI (Abb. 55a, b, c).

Abb. 55a.

Netz VIII zentrisch eingelegt in das um i;— verdrehte, als Koordinatennetz verwendete Netz IV.

Abbildungsschema.
Z = (X 1Y) = Abbildungsnetz — F (z)

W = (U~} i V)= abzubildendes Netz — § (z)
2= F (Z)= @ (W) Abbildungsgleichung;
hierin ist W das Stromungsnetz,

Z das Koordinatennetz.

Z—arccosz, W=Ig[(#2)®?—a®], z=—cosZ
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Abb. 55b. Das Netz IV als kartesisches Streifennetz abgebildet; in dasselbe mittels
Netziibertragung das Netz VIII eingezeichnet.

gibt

W = Ig[(i cos Z)* — a?]
als Stromfunktion. Das Netz W im z-Feld, ist das um 90° ver-
drehte Netz VIII, daher (iz) statt (z).

Abb. 55¢. Das hydrodynamische Bild zu Abb, 55b.
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Das Stromungsbild entspricht der Zustrémung in einem gerad-
linigen, rechteckigen Kanal zu einer in der Achse des Kanals ge-
legenen Senke (etwa eine Turbine).

8. Besondere Eigenschaften des Netzes X.

§ &
S B
N 1

Abb. 56a. Das duBere Netz X als Koordinatennetz verwendet; in dasselbe eingetragen:
1. das Zirkulationsnetz um den exzentrischen Kreis R; 2. das Zirkulationsnetz um den zentrischen Kreis #

1.



190 Hydrodynamik.

Das konfokale Netz ist als Abbildung des mit dem Netz X
zentrischen polaren Netze III durch das Netz X zu betrachten

1, . .
B=t (ot l), iW=lgz, z=1@Wqeim)
2 2 2
Z =cos W, W —=arccos Z.

W erscheint als polares Netz im kartesischen Netz z und als kon-
fokales Netz im kartesischen Netz Z. Das konfokale Netz ist hier-
bei die Abbildung des polaren Netzes entweder aullerhalb oder inner-

halb des Diskontinuititskreises.

in ein kartesisches Netz.

Abb. 56 b. Abbildung von Eintragung 1

Eine den Diskontinuitétskreis im Netz X umgebende Figur wird
im konfokalen Netz als eine verflachte, die Fokalgerade umgebende
Figur erscheinen; beriihrt die im Netz X befindliche Figur den
Kreis, so ist dasselbe zwischen der abgebildeten Figur und den
Fokalgeraden der Fall; findet die Beriihrung im Netz X an einem
Ende des in der X-Achse liegenden Durchmessers des Kreises statt,
so beriihrt die abgebildete Figur die Fokalgerade im entsprechen-
den Endpunkt, so entsteht eine einerseits scharf zugespitzte, anderer-
seits abgerundete Figur (Abb. 56 a, b).

Dieses Abbildungsverfahren ist in entsprechender Erweiterung
von Joukowski zur Erzeugung von Tragflichen-Profilen verwendet
worden; siehe hieriiber Grammel: ,Die Hydrodynamischen Grund-
lagen des Fluges“. Sammlung Vieweg: Heft 39/40, S. 85 u.f.
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XII. Uberlagerung des Netzes X mit dem polaren
Zirkulationsnetz (Abb. 57).

S
S Y

4

S
7
>

Abb. 57. Netz XIII. Addition des 4uBeren Netzes X mit dem Zirkulationsnetz 2.

]
8
:
]
g
9= Y °
0-# ‘g: z
§ 3
<’ ®
” < 2
N g
) g
0z =
ot
0%~
Netzfunktionen.
1 .
Z=z+ ?+zmlgz
gibt: y
X=z-+ ——- —marctg =
Y —y— b migVa® Ly

o -y
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mit X =9, Y=uvw, Z==y

erhilt man Stromfunktionen.
Die Punkte im Kreise r=1 mit den Koordinaten

_ . om? . m
r=+ I_T’ y=—5

sind Staupunkte.
Das Stromungsbild zeigt die Deformation des Netzes durch die
Zirkulation; es bildet die Grundlage der modernen Zirkulationstheorie.

9. Netzaufzeichnung.

Die Aufzeichnung der Netze II, III, IV ist sehr einfach.
Netz II. Man zeichnet:

T

+
entsprechend r—e ™ fiir m=0, 1, 2, 3

und ein gewdhltes n, z. B. =30

die Kreise und zieht in Winkelabstinden von % alter Teilung die

Radien.

Netz III. Die X- und Y-Linien sind Kreise, die durch den Ko-
ordinatensprung gehen; die Mittelpunkte der X-Kreise liegen auf
der X-Achse, diejenigen der Y-Kreise auf der Y-Achse, deren Ab-
stinde vom Ursprung erhélt man durch xm:%( resp. Un="757

Netz IV wird am besten durch Koordinatenrechnung mittels der
Formeln firr # und y erhalten, indem man systematisch X als Kon-
stante, Y als Parameter betrachtet. Man erhilt auf diese Weise
direkt die Schnittpunkte der Netzlinien.

Netz V. Es bedarf nur der Koordinatenberechnung fiir eine,
z. B. der X-Linienschar, die Y-Linienschar ist kongruent und parallel
zur Y-Achse verschoben, die X-Linien liegen symmetrisch zur X-
Achse, die Y-Linien gruppieren sich in ebensolcher Weise lings
der Linien y== = %

Netz VI wird am einfachsten durch Netziibertragung aus dem
konfokalen-Netz in den Streifen gewonnen,

Netz VII wird am einfachsten durch graphische Addition analog
Seite 126 gefunden, man legt die auf diinnes Pauspapier gezeichneten
Netze I und II so aufeinander, daB die Koordinatenachsen sich
decken, und laflt dies lichtpausen. Dann hat man die iiberlagerten
Netze auf einem Blatt und kann nach Bewertung der Netzlinien die
Addition durchfiihren.
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Netz VIII, IX, X, XII. Es gilt dasselbe wie fiir Netz VII. Man
nimmt am einfachsten Lichtpausen der Grundnetze II resp. III und
addiert funktionell.

Netz XI. Man iiberlagert das um 90° verdrehte Netz VIII mit
Achseniibereinstimmung; aus der Lichtpause kann leicht Punktiiber-
tragung in den Streifen VI erfolgen.

Die Aufzeichnung Joukowskischer Abbildungen erfolgt am ein-
fachsten durch Abbildung aus dem Netz X ins konfokale Netz.
(Abb. 564, b.)

10. Das ;-Feld.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis der Funktionentheorie kommt
durch folgende Gleichungen zum Ausdruck:

C—g—aX“@Q{—E in=—wetv
T dz  ox oy 1=
d. h. der Differentialquotient von Z nach z liefert ein komplexes
Argument {=§&—1i7.

Nimmt man statt Z die Bezeichnung y als Stromfunktion, so wird

v .
= g—tia

dy o9 .09 v, .7
—_——_—— == = — = ==
dz oz oy v v v

¢ 4 c

Der Beweis fiir die eben angefiihrte Eigenschaft des Differential-

quotienten % ist kurz folgender: Da ¢ und ¢ im Z-Feld als Funk-

tionen der Verdnderlichen @, y erscheinen und mit z=(z - iy)
0z 0z ,
o T gy — T

sind, so folgt:

oy __dx 3_z_d_%_a¢p+
9z dz ox dz ox oz

1
o _dy ox _dy_dp 0w
oy dz oy dz @y oy
hiermit:
dy o¢ , 0w .0p | 0y
«l_i_a—ac+%6x_ ’a,ﬁ‘ay' ’ 2
Trennung der reellen und imaginiren Glieder gibt:
bp__ oy P9 %y 3
dx ' Ay’ oy oz’

Das sind dieselben Gleichungen, die sich aus den Gleichungen IV mit
Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 18
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Z=konst. und V ergeben und auch der Orthogonalititsbedingung
fir ¢ und y entsprechen.

Verwendet man die zweite der Gleichungen 3 in der ersten von 2,
so erhdlt man obige Gleichungen fiir % .

In der Abszissen- und in der, in verkehrter Richtung gegen die
Orts-Koordinate y genommenen Ordinatenachse sind & und y die
Koordinaten eines kartesischen (-Feldes, und &, 7 und % =} &2 5°
proportional den, der Strémungsfunktion entsprechenden Geschwindig-
keiten w_, Vys V- Im z-Feld sind demnach Z und {, im (-Feld Z
und z durch, einander zugeordnete konforme Netze darstellbar.

Mit Beniitzung dieser Eigenschaft wurde von Kirchhoff das
von Helmholtz zuerst auf anderem Weg geloste Problem der Aus-
flustrahlen fiir eine Reihe von Féllen durchgearbeitet (siehe Kirch-
hoff: Mechanik a.a.0.), jedoch ohne Beriicksichtigung des Einflusses

1 .
der Schwerkraft. Kirchhoff hat C=5—Z = ¢*% und dement-
1 , i
sprechend ¢ =;e+“‘ beniitzt; es tritt hierdurch nur eine formelle

Anderung ein. In den folgenden Kapiteln wird an einigen Stromungs-
problemen die Verwendung der ebenen konformen Netze vorgefiihrt.

F. Das Problem der freien Oberfliche.

Die Grenzfliche zwischen Luft und Wasser wird als freie Ober-
fliche bezeichnet; eine solche Fliche ist unter der Annahme durch-
weg konstanten Luftdruckes innerhalb des Strémungsgebietes eine
Flache gleicher Pressung und im Falle stationsiren Zustandes eine
Stromungsfliche. In einem offenen Kanal bilden einerseits die freie
Oberfliche, anderseits die Seitenwénde und die Sohle die Grenzflichen,
innerhalb welcher die Strémung als einfache Kanalstrémung ver-
lduft; hierbei sind die in der Stromrichtung aufeinander folgenden
Querschnittsflichen der Stromung — die Querprofile — der Form
und Gréfle nach im allgemeinen verschieden. Die Form der freien
Oberfliche hiéingt von der Form der festen Kanalgrenzen ab; wird
die feste Grenze an einer Stelle unterbrochen, so entsteht an dieser
Stelle wieder eine freie Grenze, es tritt Strahlbildung ein, wobei ent-
weder die Unterbrechung am ganzen Umfang stattfindet, so daB ab
dieser Stelle die Stromung nur mehr innerhalb freier Grenzen erfolgt,
oder die Unterbrechung findet nur an der Sohle, aber nicht seitlich
statt, so daB ab der Anderungsstelle zwei freie und zwei feste Grenzen
vorhanden sind. Solche Strémungen kénnen als Uberfallsstrémungen
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mit und ohne Seitenfithrung bezeichnet werden (Uberfille obne und
mit Seitenkontraktion). Ist die Unterbrechung derart ausgebildet, daB
die AbfluB6finung durchweg begrenzt ist, so daBl eine Trennung der
freien Oberfliche in zwei Teile, und zwar in die freie Oberfliche im
Zustrdbmungsraum und in die freie Oberfliche des AbfluBstrahles,
eintritt, so hat man es mit einer DurchfluBstrémung zu tun, ist der
Zu- und AbfluBraum seitlich durch lotrechte Winde begrenzt, bis an
welche auch die AbfluBoffnung reicht, so sind drei freie Grenzen vor-
handen: diejenige im ZufluBraum und die zwei voneinander getrennten
Flichen im AbfluBraum.

Freie Oberflichen konnen entsprechend dem Beispiel auf S. 7
auch durch Wirbelbildungen entstehen, die im Gebiet einer Strémung
mit freier Oberfliche zu Storungen Anlafl geben, ebenso wie das
MitreiBen von Luft an der freien Grenze bei groBler Stromungs-
geschwindigkeit.

1. Allgemeine theoretische Grundlagen.

Bei Stromungen, fiir welche infolge der Rauhigkeit der Kanal-
winde die Widerstandsh6he relativ grol und daher in der Rechnung
nicht zu vernachlissigen ist, wie z B. bei den Stauproblemen der
praktischen Hydraulik, ist eine exakte Bestimmung der Form der
freien Oberfliche nicht durchfiibrbar, hingegen sind Lésungen mit
Hilfe der B ernoullischen Mittelwertsformel zu erhalten. Es wird auf
die beziiglichen Formeln in den Lehrbiichern der Hydraulik verwiesen.

Die erste Losung des Problems auf hydrodynamischer Grundlage
hat Helmholtz in der klassischen Abhandlung iiber , Diskontinuier-
liche Fliissigkeitsbewegung” verdffentlicht. (Siehe B. 27 von Ost-
wald: ,Klassiker der exakten Wissenschaften®.) In Kirchhoffs ,Vor-
lesungen iiber Mechanik“ und , Gesammelte Abhandlungen*, Seite 146,
sind weitere Losungen unter dem Titel ,Theorie freier Fliissigkeits-
strahlen® zu finden; hierbei wurde durchweg der Einflul der Schwer-
kraft nicht beriicksichtigt.

In neuerer Zeit erschienen in der Zeitschrift fiir angewandte Me-
chanik: im Heft 1 des 1. Bandes 1921 ein Bericht iiber Ldsungen
des Problems ,Fliissigkeitsoberfliche unter EinfluB der Schwere®
von A. R. Richardson (Philos. Mag. 40, 1920) und im Heft 1 des
5. Bandes (1925) die Dissertation von August Lauk, Pforzheim: ,Der
Uberfall iiber ein Wehr“ mit eingehenden Literaturangaben.

Die mathematische Behandlung des Problems gelingt bei Annahme
von rein zweidimensionaler Potentialstromung, und kann zu Resul-
taten filhren, die mit realen Erscheinungen in naher Ubereinstim-
mung stehen: man erhdlt sozusagen Grenzresultate. Es gilt hierbei

13*
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im ganzen Stromungsgebiet die Bernoullische Gleichung in der

Form:
z+ +———K konstant, . . . . . . . I

in der freien Oberfliche wird p=p, = der atmosphirischen Pressung

und folgt hieraus: o
z—|—2—g=K=kons’oant D 1

Die mathematische Behandlung wird ferner noch besonders ver-
einfacht, wenn man den Einflul der Schwerkraft vernachlissigt, also
in obigen Gleichungen z=0 setzt.

Die Voraussetzung rein zweidimensionaler Stromungen ermoglicht
die Verwendung der konformen Netze zur Darstellung der Strémungs-
bilder; die parallelen Strémungsebenen miissen bei Beriicksichtigung
der Schwerkraft als Vertikalebenen angenommen werden.

Das Stromungsnetz einer der Parallelebenen geniigt zur Dar-
stellung der Stromung; nimmt man in derselben vorliufig eine be-
liebige wagrechte Gerade als Abszissenachse und die Richtung der
Ordinatenachse parallel zur Schwererichtung an, bezeichnet mit h,
eine als Bezugseinheit genommene Linge und mit ve=l/2_gTe eine
dementsprechende Bezugseinheit fiir die Gesehwindigkeiten, ferner
mit z, y die geoddtischen, mit g—_%, 9_7[ die relativen Koordi-
naten eines Punktes, mit v, v, v, dle erkhchen mit

die relativen Werte der Geschwindigkeiten und deren Komponenten
im Punkte x, y und nimmt fiir die Darstellung der Stromung eine
3-Ebene mit dem komplexen Argument 3= -} ¢y als Koordinaten-
argument an, so wird durch das Netz y—¢ -}ty = Funktion
(r +¢y) die Stromung im z-Feld dargestellt; bei lotrechter Lage des
3-Feldes kann dasselbe als ,geoditisches Feld“ bezeichnet werden.
=’ T

erhdlt man nach den Erdrterungen auf Seite 193 durch

_9p__ .09 _qeic %2

C_ag— an—~§ in=Re" =
ein komplexes Argument, das als Koordinatenargument in einem
{-Feld dienen kann, so dafl das y-Netz des 3-Feldes durch Netz-
tibertragung im (-Feld konform abgebildet werden kann.

b
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Das polare Netz des {-Feldes ist bestimmt durch
We=U-4iV=I1gl=1gR —iu.

Da nun R =yp = dem relativen Geschwindigkeitswert und «= dem
Neigungswinkel von p gegen die X-Achse ist, so sind durch U=
konstant die Linien gleicher Geschwindigkeitswerte und durch V=
konstant die Linien gleicher Geschwindigkeitsneigungen dargestellt;
im polaren Netz des (-Feldes sind U= konstant Kreise und V=
konstant Radien; die Abbildung des W-Netzes im 3-Feld gibt eine
Darstellung der Verteilung der Geschwindigkeit der GréBe und Rich-
tung nach im Stromungsnetz und kann daher logischerweise als
Geschwindigkeitsnetz bezeichnet werden; beide Netze zusammen
charakterisieren insbesondere im j3-Feld, aber auch im (-Feld die
Stromung.

I. Freie Oberfliche schwerer Fliissigkeiten.
(Abb. 58.)

Es sei z, die geoditische Hohe der freien Oberfliche am Beginn
der Strémung, v, die dort vorhandene Geschwindigkeit; verlegt man

Y
Abb. 58.

2

die Achse XX auf die geoditische Hohe zo+%, so wird y
2

=z0—l—vi—z... der Ordinatenwert fiir irgendeinen Punkt inner-

29 —
halb des Stromgebietes; mit der Bezeichnung hp:Ly—,& ergibt die
Gleichung I allgemein den Ausdruck

v? h
2—g—y+ »=—0

und bei Beniitzung von
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ergibt sich hieraus:
p?—y-Fp=0.. ... ... .. I

In der freien Grenze wird p =0 und wenn man die Werte von
v,  und dem Neigungswinkel ¢ der freien Grenze mit dem Index f
kennzeichnet, so erhdlt man fiir dieselbe die Gleichung:

Rl e A
fiir die schwerelose Fliissigkeit gilt die Gleichung:
b = konstant.
Ist ds die Linge des Bahnelementes in irgendeinem Punkt des

Stromgebietes und wird ds—do eingefiihrt, so folgt allgemein

h
fiir alle Strombahnen
d do .
b=a—;£:—j-sma,
hiermit fiir die freie Grenze:
do . 1
d—;mnaf:-—nf:t)fz. S 4
. . 1dy
und hieraus: sing, =9 ~——,. . . .. ... .... Vla
'
. dbf dmf
Sln“f=20f2ﬁ=2§ﬁf2w . e e . . . VIb

als Differentialgleichung fiir die Bestimmung der Koordinaten der
freien Grenzen im geodétischen (3-)Feld (Gleichung VIa) und im
{-Feld (Gleichung VIDb).

Aus Gleichung VIa folgt durch Integration
2
Y= [f%smafd(p +C)° —_—Qsz
mit C als Integrationskonstanten und hieraus
-1,
dy = [f%smocfd(p + €] *sine,dy;
da dy,=dy ctge, ist, so erhilt man
dgf———[fg-sinafdgu—I—C’]_%cosafdtp
und hieraus mit dz =dg,1dy,
d3,= [fgsinocfdzp —+ O]_%'(cosuf+isinuf)d¢p. . . VIIf

In dieser Gleichung ist die rechte Seite ein komplexer Funktions-
ausdruck in @, wenn fiir sine, ein reeller Funktionsausdruck f(g)
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bekannt ist; es folgt hieraus die allgemeine Differentialgleichung
fiir 3, wenn man auf der rechten Seite iiberall ¢ durch das kom-
plexe Argument y=— @ --¢1y ersetzt; man erhilt:

dy=[[3rwaz+c] [T —[FWP+irldy, . VI

dy
dy

da mit
f==b—in=Re "=

das komplexe Argument des {-Feldes eingefiihrt ist, so folgt aus VII:

t=[Serwar+ I M= TF@E—if@x] . . viI
oder wegen cose — ising=—e~%*

e=[[31tdz+0) e,

durch Logarithmieren erhélt man

Igl=W=U-+}iV=IgR —ic

l - .
:]g[fgf(l)dx—|—O]+3ﬁzarcsmf(z) e IX
als Gleichung fiir das komplexe Argument des Geschwindigkeitsfeldes.

Die Umwandlung von Gleichung VIIf in Gleichung VII bedingt
die Annahme y, =0 fiir den Stromlinienwert der freien Grenze.

Setzt man
1
[[$r@dz+0P=F@),
so wird
_2dF @y
= P
und die Gleichungen VII, VIII und IX erhalten folgende Formen
. dIF QP
G=[F) TS v
— ¢arcsin— 2 dIFy l)]a
{=F(z)-e S v
2 d(F(g
W=IgF(y)— zarcsm3 (dl . IX

Die Gleichung VIII entspricht der von A.R.Richardson (Phil
Mag. 40, 1920, § 97—100) beniitzten und in der Zeitschrift fiir an-
gewandte Mathematik und Mechanik, Bd. 1, Heft 1, Seite 69 mit 1)
numerierten Gleichung mit entsprechender Anderung der Bezeich-
nungen.
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II. Freie Oberfliche schwereloser Fliissigkeiten.

In der Gleichung I kommt der Einfluf der Schwerkraft durch das
Glied z zum Ausdruck; mit z=0 wird daher die Gleichung dahin
spezialisiert, daB die Stromung eine solche sei, bei der die Schwer-
kraft keinen EinfluB hat, also entweder fiir rein zweidimensionale
Strémungen in wagrechten Ebenen oder fiir Strémungen im allgemeinen
unter der abstrakten Annahme von schwerelosen Fliissigkeiten.

In beiden Fillen ist entsprechend Gleichung II

2
b K— Pa__ konstant

29 4
'vfzkonstant zu setzen.
Die Gleichung IV ergibt
nfzkonstantzl, O A A1
Es wird ferner d
d#z;fsinufzt)f=1, . e v e ... . Vb

und hieraus folgen wie friiher
dy,==sine.dp,
do,==cosa,dp, '
d— (cosa,|-isina)dp=e""7dp,

mit sine, = f(p) wird dz = gtaresinf (P g und allgemein

da:eimmf(")dx. e v+« . . . VIiIb
d
Die Beziehung C:E%gibt
=gt . . VIIb

lgl=W=—iarcsinf(y). . . . . IXb

Die Gleichungen VII, VIIb; VIII, VIIIb; IX, IXb vermitteln die
Bestimmung von Stromungsnetzen im geoditischen Feld, in den Ge-
schwindigkeitsfeldern { und W.

In beiden Fillen wird die Bestimmung von Stromungen mit freier
Oberfliche erfolgen kénnen, wenn auf irgendeine Weise die Funktion
f(z) resp. f(p) derart ermittelt werden kann, daB den Bedingungen
des Problems hinsichtlich der Stromfithrung und der Ausbildung der
freien Oberfliche entsprochen wird.

Zu den allgemeinen Problemen gehort noch die Bestimmung
der Durchflulmenge.
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Da reine Potentialstromung vorausgesetzt ist, werden in der Glei-
4 .
chung v:G;l (Seite 84) A=1, »=1 und somit v==G-4, der

elementare Wasserdurchflu3 zwischen zwei benachbarten Stromflichen
ist bei der konstanten Breite b des Stromgebietes
dg=v-ds,-b.
Setzt man nun
G=v,—V2gh, und ds,p—d';:", ds, = d%‘”,
€

worin s, und s, die metrischen Langen der Elemente der - resp.
@-Linien sind, so wird

Da nun bei rein zweidimensionaler Strémung

4% _p_ dv

ds, T ds,
ist, so folgt
dy _
dq~fued h,-ds, - b=V2gh, h,bdy
und mithin
g=(p.—w)bhV2gh, . . . . . ... X

als DurchfluBmenge zwischen den zwei Stromflichen v, und vy, ; sind
demnach vy, und vy, die Konstanten der freien Grenzen eines Strahls,
8o ist

Z(W ﬂ_Wft)b'heyéghe D Xs
die sekundliche AbfluBmenge im Strahl.

Fiir Uberfille bedeutet hiernach s, — wr,=m den Uberfalls-
koeffizienten.

2. Methoden zur Bestimmung der Funktion r(y).

a) Direkte Annahmen. Es gelingt leicht, zu einer Annahme iiber
den Verlauf der Neigung einer freien Grenze die entsprechende
Funktionsform zu ﬁnden, es ist dann aber erst zu untersuchen, ob
die hiermit gefundene Stromungsform realen Stromungen entsprechen
kann. Hieriiber sollen folgende Beispiele orientieren:

1. Beispiel: Die einfache Annahme

sine, = f(p) = C,= konstant
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bedeutet den immerhin denkbaren Fall, dafl beim Fehlen von Wider-
stinden die freie Grenze im 3 Feld eine gerade Linie von konstanter
Neigung sei; es wird nach Gleichung VII. mit ff(zp)d(p_—_Of-(p

1
dy=(3 O+ 0) P eivrdy

= (3C,p+ 0 dp K

und somit

und allgemein
. _1
y=¢"1[§Ca+ 0 dz+K
die Zuordnung y=0, 3=0 erfordert (=0, K=0; man erhilt
=@o) e
und umformt
1=3 VOf (3-¢7*).
Beniitzt man das polare Argument 3—r et so folgt:
. . _2'/’6‘ % 'i%(ﬂ—af)
1=¢Fiy=3ICr7e
=§V5;r% cosd (9 —ea,) i} Va;- rt sind (¢ —«)
und erhdlt man hieraus
¢=§V@;r%cos%(0~af), w=§V0—fr%sing(z9—¢xf),
man erkennt, dal =0 wird fiir

3(0—a)=0 7 2n

=, « 57 o« +5e
und daB ¢ =0 wird fiir

oder

JT

7 3n

5n
’19=06f—|—~3- 06f+—3— Oéf"{—?-

Die Analyse der letzten Gleichungen ergibt somit, daB das Stro-
mungsnetz im geodatischen Feld aus den Linien dreibldttriger Hy-
perbeln Abb. 50 8. 179 gebildet wird.

Aus Gleichung VIII folgt
C:me—ta (30) 3 —'Laf’

hierin sind R und o« bereits die Polarkoordinaten im [-Feld; die
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Gleichung gibt umformt:

2 3 ¢3(a,—a)
Y s
x (3 0f>m ¢

2
und (p=§—CTfER3cos3(¢xf—a), Y=y 0 o RPsin3 (¢, — )
es wird =0 fiir
3(e;—a)=0 7 2n 3n oder
n 27 3x
o=4a, ocf—g ocf——? Oéfv?,
es wird ¢ =20 fiir
7 3n bn (¥
3(05f"‘0£>:? ? ? ——2*— oder
. 4 3x bn T
=%T% YT e YT

hieraus folgt, daB das Strémungsnetz im (-Feld aus Linien der
sechsblittrigen Hyperbel Abb. 49 Seite 178 besteht. In der freien
Grenze wird wegen o=

2 3
"=30
im zweiten Ast der Stromlinie mit =0 wird wegen a:af~%
2
— 3 r_ 8
p=3 c, %% cos3 — 3 3 0 &R,

fiir =00, also f=00,
ergibt sich in der freien
Grenze @=—-}-00; in
der zweiten geraden Be-
grenzung des Stromungs-
gebietes ¢ = —oco; im
Punkte 3—=0 werden
=0 und R=p=0.

Die Abb. 59 gibt das
Stromungsnetz fiir das-
jenige Gebiet im 3-Feld,
in welchem wagrechte
Zustrémung unter ge-
radliniger materieller Begrenzung und Abstromung unter o, ==60°
Neigung stattfindet; eine zweite materielle Begrenzung kann durch
eine andere Stromlinie y = konstant gebildet sein.

Die gefundene Stromung erfolgt unter dem EinfluB der Schwere;
aus den Gleichungen VIIb und VIIIb ist leicht zu erkennen, daB

Feste Grenze
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dieselbe Annahme im Falle schwereloser Fliissigkeit einfach auf
Parallelstromung fiihrt.

Die gemachte Annahme bezieht sich auf die Neigung der freien
Grenze gegen die X-Achse. Man kann auch eine Annahme betreffend
die Verinderung von v, resp. i, machen, also b.= einer Funktion
von @ setzen und dann mit Hilfe von Gleichung VIb den Funktions-
ausdruck f(p) von sine, bestimmen; die Annahme verdnderlicher
Geschwindigkeit in der freien Grenze ist aber nur fiir schwere Fliissig-
keit zu gebrauchen, bei schwereloser Fliissigkeit ist p = konstant.

2. Beispiel. In der frither erwdhnten Mitteilung in der Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik wird das von
Richardson u. a. berechnete Beispiel einer Kanalstromung mit dem
allgemeinen Ansatz v = (C - Tgey) vorgefiihrt; aus demselben und
der Gleichung VIb folgen mit =0 die Gleichungen fiir F (p)

und f(p)

b,=C-}2gep=R=F(p), ... ... . a
p=(C—+Tgep)*, . . . . ... .. ... Db
. €
sine, =2 (0 + Tge p)° Goiteg =flp) .. ... ¢

Da p,= R, ist, so sind durch die Gleichungen a und ¢ die Polar-
koordinaten R, und ¢, der freien Grenze im Feld bestimmt; man
erhalt im besonderen fiir

p=-—00 0 + oo
bf=(0—-1) C (C+1)
p=(C—1 0 (C+1p

sinccf::O 20% 0.

aus Gleichung a:
aus Gleichung b:

aus Gleichung c:

Hieraus ist zu erkennen, daB die freie Grenze im Anlauf und
Ablauf wagrecht in der Mitte geneigt verlduft; die GroBe der Nei-
gung ist durch die Werte von ¢ und C bestimmt, es mufl jedoch
2C%£ 21 sein.

Die Differenz der Endordinatenwerte ergibt sich mit

Ady=(C+1)?—(C—1)2=4C.

Aus den Gleichungen a und ¢ folgt

2
—¢arcsine (C+%g:9)

‘—(C+Tge0)e ey

ta

Cf=§ﬁfe—
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und daher allgemein

. . €(C+%gsi)f
;:ﬂ:(0+zgex).e RO Ty
dy
hieraus ergibt sich
(C+ Tgep)?

da:(0+$gex>—1e+zarcsma Coizey d%
als Differentialgleichung zwischen 3 und y, deren Integration auf
die allgemeine Koordinatengleichung des Stromungsnetzes im 3-Feld
fishrt.

Die Gleichungen a, b und ¢ liefern aber auch die Grundlagen
zur graphischen Bestimmung der Strémungsnetze im (- und im 3-
Feld; beniitzt man in denselben fiir die Berechnung von %, und o,
resp. h, und «, Werte von ¢ mit gleichen Wertdifferenzen 4¢, so
erhilt man die Grenzlinien mit solcher Punkteinteilung, dal auf
Grund derselben die y-Netze mit Hilfe der im Abschnitt III,, Seite 66
beschriebenen Methode der Netzzeichnung mittels krummliniger Qua-
drate konstruiert werden konnen.

Die beistehende Abb. 60 ist dem angefiithrten Bericht in der
Zeitschrift fur angewandte Mathematik und Mechanik entnommen.

Geht man von der allgemeinen Annahme aus, daB sine, eine
Funktion von ¢ und %, bzw. % ® sei, so ergibt sich folgende Uber-
legung zur Bestimmung dienlicher Hilfsfunktionen:

Die Gleichung VIb kann auf die Form einer totalen linearen
Differentialgleichung gebracht werden, man erhilt wegen

2%t —1d (%)
sine, dp=—3d(®R})=0=ds

und kann mit einer vorliufig beliebigen Funktion @ von ¢ als in-
tegrierenden Faktor multiplizieren; dies gibt bei vorléufiger Weg-
lagsung des Index f
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s ¢

po(®’) R0y

osing 2 dP,
oR* 3 de’

und entsprechend 3

P

hieraus folgt nach Ordnen und Integrieren allgemein

sina=—§¢%g§9‘i3—l—g,
worin ¢ eine beliebige Funktion von (®%) ist; mit Beniitzung der
Gleichung VIb erhilt man:

2 dlgd . ) . 2 dR?
(3w o) =sine= 3 T
2 (dlg D dlg%“‘) 0
oder G ) =
Integration nach ¢, da ¢ nur eine Funktion von R?® ist, mit R
als Integrationskonstanten ergibt:

LI _ 3o
K 2 r¥
3 ¢
oder ORE—=Ke2® " ... *

Aus dieser Form konnten Losungen gefunden werden durch pas-
sende Annahmen der Funktionen @ und .

Die einfachste Annahme ¢ =0 gibt:

_ dlgd  dig(®)
dp —  dg
oder bei Wiedergebrauch des Index f
S%fs-(D:szonsta,nt B X
und wieder mit Riicksicht auf Gleichung VIb in der Form
2 awp)
sine;= - iy
2 do
Sinlxlc:#'é- qj_ga;. b

Man kann nun sine, statt als Funktion von ¢, als Funktion von
& betrachten, also

sine,=f(9) .......... ¢
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einfiihren; hiermit wird

. K
smocf:f(@%—fg),. S |
die Gleichung der freien Grenze im (-Feld; aus b und c folgt:
dp==—20 2 f(P)]1dD, . . .. ... ¢

woraus durch Integration die der Annahme von f entsprechende Be-
ziehung zwischen @ und ¢ hervorgeht. Es wird ferner

Cee (K
Zszf.e v f:(7§>

worin @ als Funktion von ¢ erscheint; hieraus ist ersichtlich, dafB
@ der reelle Teil eines Argumentes

1

E . :
. ¢ — tarcsin f(P)
€ e )’ - &

H=®|i¥
ist, so daBl allgemein
{= <§>%.e—iarcsinf(H) e e Lo

gesetzt werden kann, wobei y— @ | iy das Argument von H und
dy=—3H[fH)] *dH. . . . ... . e

die Differentialgleichung zwischen y und H ist.

Die Gleichung g vermittelt die Koordinatenbestimmung des H-
Netzes im &-Feld, die integrierte Gleichung e die Koordinatenbestim-
mung des y-Netzes im H-Feld; das H-Netz ist das gesuchte Hilfsnetz.

Aus )
dy=Rr (cose,+isine,)dg

folgt bei Riicksichtnahme auf die Beziehungen a, b und ¢
dy=K " [[T—TF(D) +ir (@) [ 3272 [r(@)] " do

oder

a3

=2k (@] T —1d®—i2K ‘o tad—4}iB.

Da beide Funktionsausdriicke 4 und B in der freien Grenze reell
sind, so folgt durch Integration und Trennung

y=—3E o @] T 1do 40,

p=K .07

Nun ist nach a
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worin K die noch freie Konstante ist, und weiter

Ry =0 =1,
also
- -2
K*d "= D5
woraus sich fiir K der Wert 1 und die Zuteilung der Integrations-

konstanten O zur Gleichung fiir y, ergibt; die Ermittlung von g,
erfordert die Kenntnis von f(®).

Ein erliduterndes Beispiel sei mit der Annahme durchgefiihrt:

ekita
= eKr b’
da hierbei mit =0 auch ¥'=0 wird, folgen:
_irte g, bP—a
eEe b’ 1—9@’
ad ek b
— =K({b— = — —a).
i K( a)(eK(p TP b—a(l D) (bD—a)
Die Gleichungen b und a geben
. 2 K 1—D)(bDP—a) -1
Slnles—g— b—a L) ’ szds )
mit K=—3%, b=1">a erhilt man
. 1 1—D)(D— _1
smale_a( g)b(‘-* a)’ R=a&7",
te_P—a
¢TI
es wird fur
b= a 1
1 — 0 + o
= + 0 — 00
sine,= 0 0
b=R,= o 1,

d. h. es beginnt die Stromung an der freien Grenze im Unendlichen
(p =—o00) wagrecht mit der relativen Geschwindigkeit y=1 und
endet im Unendlichen ¢ = - co ebenfalls wagrecht mit der gréBeren

1
Geschwindigkeit a *; die Stromneigung sin ¢, bleibt hierbei immer
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2a

positiv, es wird sinocf ein Maximum mit @:IT und erhilt den
a
. 1—a . . .
Wert maxsine,————; wird a= -, s0o wird maxsing, =1,
f 2a 3 f
7
o=,
2

Der Punkt der freien Grenze, in dem maxsine,, also die grofBte
Neigung eintritt, ist ein Wendepunkt des Langenprofils; bei a =31
hat dort das Profil eine lotrechte Tangente.

Aus den Gleichungen fiir sine, und E, folgt:

Q:¢ﬁVL_a¢w¢k@2iu—@xa—@

(1— a3t (1—a) D?

und kann man, statt sofort auf die allgemeine Gleichung fiir { und
dj iiberzugehen, vorerst bei der freien Grenze bleiben und unter Ver-

ad
wendung des Ausdruckes fiir dg setzen:

-4 (1—2P(@—0af  (1—P)(P—a
dy—P Wl_ Aot T i_aqd }

I Tk

hierin ist der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen =1 —sin’«,,
lings der ganzen Profillinie positiv und mit Ausnahme an den Enden

< 1; die Wurzel bleibt durchaus reell und man erhilt:
(1—2P(P—ap 2 1—a
“( V Ta—ager )\ sa—g@—a) T

der Ausdruck fiir ¢, kann umformt werden und gibt:

ﬂ/ @ 5(1*‘” SV

Durch Einsetzen der Ausdriicke fur ® und dP wird derselbe ein
Funktionsausdruck in ¢ und kann die Integration unter der Zu-
ordnung =0, r,=0 graphisch-tabellarisch oder planimetrisch durch-
gefithrt werden.

uw

Das Argument H wird fiir die Stromlinien v =20

- -3 —3q .
e T4 (14a)e wcosg-w—l—a_l_i (1—a)e *"sindy
- _ 3 - _ 3
e T f2¢ ;(’]cos%w—{—l ¢ "4 2¢ T eosZy 1

Prasil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 14

H"'_’L‘
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und erhdlt man, gem#B der Annahme H=® ¢ ¥
e "L (1+a) e—%tpcosgw—{— a
6_3¢+ 2 e_%q]cosgw—{— 1
P sin y
e_w—{— 2 e~%(pcosgw—|— 1
als Koordinatengleichungen des H-Netzes im y-Netz.

Fir das H-Netz im [-Feld ergibt sich aus den Formeln fiir
sine und R

@:

Y=(1—a)

ray = D p—p

und mit diesen Werten

(=FE) 1 —[fH)] —fH)]=¢E+in, . ... (4

hierin ist nun einzusetzen:

1
L

e /] L'
H= O i¥ =10 {V@—}-&U?_}_%V@?—}—@}
W
iarctgg

=|P* Ve )
so dafl aus diesem Gleichungssystem die Koordinaten des H-Netzes

und des y-Netzes im (-Feld gerechnet werden konnen; ebenso er-
hélt man allgemein:

dy=[F(H)) " [V1 — [f(H)]* 4 f(H)] dy
als Differentialgleichung fiir die Bestimmung der Koordinaten des

H-Netzes und dann mittels der Gleichungen a und b diejenigen des
x-Netzes im geodétischen 3-Feld.

Aus den Gleichungen 1 und 2 ist ersichtlich, daB die Werte von
® und ¥ jedenfalls positiv und kleiner als 1 bleiben, solange

3. — @, . - .
597 z g ist; hiermit ist dies auch der Fall fiir den absoluten Wert

von H, und es ist daraus zu schlieBen, daB fiir alle Werte von ¥ inner-
halb dieser Grenzen direkt reelle Koordinaten ¢ und 7, resp. r und
9 erhalten und hierdurch Stromlinien bestimmt werden, die #hnliche

Form haben wie die freie Grenze; es kann dann T:% als Strom-
linie der Sohle angenommen werden, und es ist dann auch

z

3

der Abflu koeffizient fiir die Stromung (Abb. 61a).

m= T]IM V=
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Die Stromungsform ist im wesentlichen &hnlich derjenigen des
von Richardson durchgerechneten Falles (siehe Seite 205).

x X

Srere Grenze

NN ~ 7 | N \ N TN 7
X X K X ox NN TS
NN N N /X\/)(\\/(\/\”(\/\’(/\,(\ s
N~ < TN
VA N AN ZE N A N Al N N 7 - v
X X X X X P A -
/\/\/\/\/\/x\’&\’\”(\/’(\y\ < [ X 2 XN =0
N AN M TR Ox =
N PN PN AN AN AN AN IN TN A} \J < N . N —
» NN X > 2 NI
AN VAN AN PN VAN ’)(\ s /,(\ a X A X YA VAR ,\'\, \x/ S S XA XXX
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N/ D N S A 4 v h W Z A N - NS
/x/ :x/\ N \\/X\ N /X\L/K\ JaNPaN XX >\/>( > % N ANANRIRA PN PP
. - = e P
XN N K—
N AN N TN T K 2w AV N AN SN 4 'Y S Y
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| - s
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Seste Gre VAN S AT YA
=X ~
y AT 7
\
Abb, 61a. 30

Da die Stromung mit endlicher Geschwindigkeit beginnt und endet
und nur eine freie Oberfliche besitzt, gehort dieselbe zu den ein-
fachen Kanalstromungen; andere Annahmen als H= 9 werden andere
Stromungsformen ergeben, wie z. B. Abb. 61b.

Abb. 61b.

b) Systematische Losungen mittels Netztransformationen. Im
allgemeinen wird das Bild eines einfachen Stromungsnetzes im (-Feld
durch ecinen Teil eines deformierten apolonischen Netzes nach bei-

14*
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stehender Skizze Abb. 62 darzustellen sein, wobei die beiden zwischen
den Punkten 4 und B liegenden Teile der Randlinie die Bilder der
Begrenzung des Stromungsgebietes darstellen. Den Punkten 4 und B
kommen die Aquipotentialwerte - co zu. Liegen beide Punkte im
Endlichen, so entspricht dies einer Stromung mit der Anfangsgeschwin-
digkeit R4, oy und der Endgeschwindigkeit Rp, «p; liegt A im Ko-
ordinatenursprung, so wird R, = 0; es entspricht dies einer Strémung
aus der Ruhe. Liegt B im Un-
endlichen, so entspricht dies
einer Stromung mit unendlich
groBer Endgeschwindigkeit. Ist
der eine, der zwischen 4 und B
liegenden Teile der Randlinie das
Bild einer freien Grenze, der
andere Teil dasjenige einer festen
Grenze, so entspricht dies einer
einfachen Kanalstrémung; ist der
eine Randlinienteil ganz, der an-
dere nur teilweise das Bild der
freien Grenze, so entspricht dies einer Uberfallsstriimung; sind beide
Randlinienteile nur teilweise Bilder freier Grenzen, so entspricht dies
der Stromung im freien Strahl.

Da bei schwereloser Fliissigkeit in der freien Grenze v == konstant
=1 sein mull, so werden die Bilder derselben im [-Feld im Kreis
vom Radius R=1 um den Koordinatenmittelpunkt O liegen; fiir
die schweren Fliissigkeiten besteht diese Einschrénkung nicht, hin-
gegen mufl im Bilde der freien Grenze im (-Feld die Bedingung
erfiilllt sein, die durch Gleichung VIb formuliert ist.

Auf der Verwendung des Stromungsbildes im ¢-Feld mit Kreis-
bogen fiir die freie Grenze beruht die von Kirchhoff begriindete
Theorie der freien Strahlen schwereloser Fliissigkeiten; es wird die-
selbe im folgenden unter sonstigem Hinweis auf die bereits ange-
gebene Literatur zur Orientierung an dem bekannten Beispiel des
Ausflusses aus einem Spalt unter Beniitzung beistehender
Abb. 63a erdrtert. ab sei ein unendlich langer Spalt von konstanter
Breite ab senkrecht zur Bildebene; aus dem Raum I stréme Fliissigkeit
in den Raum II; die Strémung beginne im Raum I mit der Geschwin-
digkeit 0, in der ganzen Begrenzung des freien Strahles a ¢ b ist die rela-
tive Geschwindigkeit v =1; Abb. 631 enthilt auf der rechten Seite das
deformierte apolonische Netz als konforme Abbildung der linken Seite
des Stromungs- y-Netzes in Abb. 63a im {-Feld, auf der rechten Seite
das polare Netz zentrisch im konfokalen Netz als Transformations-
netz eingezeichnet.

Abb. 62,
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Kirchhoff hat fiir diesen und fiir andere Félle die Methode der
Sichelabbildung ersonnen; es wird an dieser Stelle die Losung mit
Hilfe einer Netztransformation durchgefiihrt, die das gleiche Resultat
ergibt.

Nach den Erorterungen auf Seite 190 sind die Netzlinien des konfo-
kalen Netzes die konformen Bilder der Linien des polaren Netzes ent-
weder innerhalb oder auBerhalb des Einheitskreises des Netzes X; das
ins konfokale Netz zentrisch als Quellennetz eingezeichnete polare Netz,
Abb. 63b links, erscheint daher im Innern des halben Einheitskreises
des Netzes als deformiertes apolonisches Netz, Abb. 63b rechts; das
Einzeichnen kann durch Netziibertragung erfolgen. Formell ergibt sich
folgende Transformation: w=wu-iv sei das Koordinatenargumens
fir das konfokale Netz Z=—arccosw. Das zentrisch zu Z liegende
Quellennetz ist bestimm$ durch die Gleichung — y =Igw oder w=¢-7;
hiermit folgt Z = arccose~#; das im [-Feld liegende polare Netz ist
beschrieben durch P==x1g{, und es ist wegen der oben bemerkten
Konformitit der Z- und P-Netze Z=— P. Man erhilt »xlg{—=arccose %;
es ist »=-}1 zu setzen, damit im konfokalen Netz die Ellipsen den
Kreisen lg%, die Hyperbeln den Radien & entsprechen. Da nach der
Theorie der Hyperbelfunktionen

arccoss — — i 1g (x - i V1 — 2?)
ist, folgt
lgt=—1g(e-z+il1—e-21)=Ig(e-z—if1—e—2z),
mithin f=e—2t—if1l—e—2z

als Gleichung des deformierten apolonischen Netzes im ¢-Feld.
Wird in obiger Formel =0 gesetzt, so folgt:

{—Re-to—=Rcosa—iRsina=e~%—if1—e-2%;

solange e~29 <1, werden
Recosg=—¢e~?, Rsine=J1-—e—2¢, f=1,
fir ¢y =un folgt
e~ hi=—=—e"9, e~2=—=| =29,
Reose=——e~ 27, Rsing=J1—e-2%, R=1.

Die Linien w=0 und w== sind hiermit innerhalb ¢ =0 und

@=-}o00, d. i solange e~ ¥ <1 ist, freie Grenzen, da R=1 ist.

Fiir e=2¢>1 wird { —e~¢ -} Je—2¢ — 1, hiermit
%cosa:e—¢+ye—2¢ﬁ§ Rsine=0,

d. h. es ist «=0 oder ¢=x und R=0. Fiir p =c0.
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Die geraden Linien sind nicht mehr freie, sondern feste Grenzen,
Aus der Gleichung $ising=1}1—e~27 folgen mit f—1

f(p)=sine, = J1—e-2?
wihrend wegen B =1p,=1
Fly)=1
wird; hiermit sind die Funktionsausdriicke f und F bestimmt. Aus

der Gleichung fiir ¢ =g—x erhilt man
§

d A  — T
daz—cl:(e—l—}—il/l——e—zl)d%
und hieraus durch Integration:
g=—e t—ill—e 22 iWZgll —e-2x}C. . . I
Beachtet man, daB J—1— +i¢ und i ArTgix = — arctge gesetzt

werden kann, so folgt:
j=—=—e"2—ill—e~2ztarctgle-2x—1-+C. . . . II

Man erhilt fiir Y= 0, — =@
nach I

t4ig=—e-? —i[J1 —e-22 — YrTgl1—e—27] - C,
nach II
r4-iy=—e-?Fle-29 1+ arctgle-2¢ —1-}0C,

ferner fiir Y=um, —x—_——¢_in, e—X=—ge—9
nach I

rtig=—"e-?—i[l1—e-2¢ —AZTgl1—e29]}C,
nach II
rtiyg=-"e?F Je=2¢ —1 + arctgVe—2¢ —1 -+ C,
fiir o =g wird
e—x:_ie—qu; e—2¢=-—e-2x;
die Differenzen unter dem Wurzelzeichen bleiben positiv fiir alle

Werte von @, somit wird fir w:%

r+iy=ile"? —V1-+e 7+ wTg1 7] 4-C.
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Man erkennt, daBl in den Fillen =0 und v == die Formeln nach
I fiir Werte ¢ >0, nach II fir ¢ <70 gelten; fiir o =0 sollen beide
Formeln z. B. fiir =0 denselben Wert geben, man erkennt aber,
daB in den Formeln nach II zu I e~ ?® noch

Fle-29—1 + arctgle-v—1
hinzukommt; fiir  — 0 ist allerdings Je2¥ — 1 =0, hingegen kann
arctg fe—® — 1 =arctg0 =0
oder =z sein.
Die Formeln nach I geben fiir ¢ = - co:

1,=0; I.=0C;
es wire hiernach

In— L =0; Pp=0=ArTgl — 1 =00,
d. h. die Strahldicke wiirde im positiv Unendlichen = 0 und hiermit

wegen p==1 die DurchfluBmenge == 0 sein; dieselbe ist aber nach
den Erorterungen auf Seite 201

q
g= ? =Ya Y =2
zu setzen, so daB also ’
Ln— Y —7

sein muB; dies wird nun erreicht, wenn in den Formeln I fiir w=—=n
der Wert |-z als weitere Konstante hinzugefiihrt wird; dann ist
auch der Widerspruch zwischen den Formeln nach I und II fiir =0
behoben und man erhédlt dann als Gleichungen fiir die freien Grenzen:

fiir yp =0:
=—e %40, nfzﬂrigylﬁeW*Vl—e—“’,
fir y==n

tp=—e"?+tatC p=UTgll—e~29 — 1 —e~2%,
fir o =0 wird Lfa—Cro=n+2=0>,
fiir ¢ =4 oo wird Lfn—Z%fo= =@ =b,.
Das Verhiltnis der Strahlbreiten wird:
b, n
b ad2— 08

a

é‘*— kann als Kontraktionskoeffizient bezeichnet werden. Dieser theo-

a
retisch erhaltene Wert stimmt in der GrdéBenordnung mit Versuchs-
werten.
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Es sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, daB die Losung
nicht an die gezeichnete Lage des Spaltes im Feld gebunden ist, da
eben die Schwerkraft als einfluBlos angenommen ist; ferner daf
das konfokale Netz als Hilfsnetz fiir die Einfiihrung des deformierten
apolonischen Netzes in die Halbkreisfliche des (-Netzes diente.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daf die Lo6sung nicht an
die gezeichnete Lage des Spaltes im Feld gebunden ist, da eben
die Schwerkraft als einflullos angenommen ist; wenn z. B. die Spalt-
ebene lotrecht liegt, so bleibt das Stromungsnetz im 3-Feld der Form
nach gleich, es kommt nur die Strahlachse, d. i. die Symmetrielinie
des Netzes in wagrechte Lage; ferner sei bemerkt, daf im (-Feld
im Inneren des Halbkreises (und auch in dem unbeniitzten Teil der
Halbebene) drei konforme Netze enthalten sind, die alle die den
Durchmesser enthaltende Gerade und den dariiber stehenden Halb-
kreis zu Randlinien haben, und denen in der Ebene des konfokalen
Hilfsnetzes wieder drei konforme Netze entsprechen, und zwar:

im {-Feld: im konfokalen Feld:
das Grundnetz 10 dem kartesischen Netz,
das polare Netz dem konfokalen Netz,
das Stromungsnetz dem Quellnetz.

Es ist anzunehmen, da8 durch eine Zuordnung verschiedener
konformer Netze, durch welche die in Gleichung VIb ausgedriickte
Bedingung erfiillt wird, auch das Strahlproblem fiir die schweren
Fliissigkeiten zu l6sen ist; im folgenden wird eine Reihe diesbeziig-
licher Studien in Anlehnung an die Uberfallserscheinung vorgefiihrt.

IIL. Der Uberfall ohne Seitenkontraktion aus einem unendlich
tiefen Kanal.

Aus dem nach links und in die Tiefe unendlich ausgebreiteten
Raum I stromt Wasser iiber die die lotrechte Wand ga oben be-
grenzende Uberfallskante in freiem Uberfall in den Raum II, der
nach rechts und in die Tiefe ebenfalls unendlich ausgebreitet ist;
beide Ridume sind seitlich durch lotrechte Winde begrenzt, so daB
zweidimensionale Strémung angenommen werden kann. Die freien
Grenzen abcd und fed stehen unter atmosphérischem Druck, die
Stromung beginnt im Raum I aus der Ruhe und endet im Raum II
mit unendlich groBer lotrechter Geschwindigkeit; Abb. 64a zeigt das
Profil der Strémung im geodétischen 3-Feld, Abb. 64b das konforme
Bild im (-Feld; zugeordnete Punkte sind in beiden Abbildungen
gleich bezeichnet. Der unendlich ferne Randkreisbogen g¢f im 3-Feld
ist im (-Feld durch den Koordinatenmittelpunkt O abgebildet; ent-
sprechend dem Ausdruck fiir das Argument {=%Re—t* ist im {-Feld



218 Hydrodynamik.

der Vektor =1 in absolut gleichem, aber gegen die X X-Achse
umgekehrt liegenden Winkei « geneigt, als im 3;-Feld gegen die
rr-Achse.

Im 3-Feld seien die Tiefe des Punktes @ unter dem Horizont rg,
d.i. y, =1 und hiermit die dortige Geschwindigkeit y,=—1 gesetzt;

obere freie Grenze

7 -feld

AN
. Jeste Grenze
Q Uberfallswand R

Abb, 64a,

es ist daher im {-Feld die Lange des Geschwindigkeitsvektors Oa =1
anzunehmen, diejenige des Vektors Ob wird = ¢ <C 1 sein, dann wieder
anwachsen bis 0d = co. Im Bild Od der oberen
Grenze ist im Punkt O die Lénge des Vektors — 0
und wichst bis d, ebenfalls bis oo.

Der ganze Linienzug a, b, ¢, d, e, f ist das
Bild der zwei freien Grenzen und ist das Ana-
logon des durch Kreisbogen mit dem Radius 1
dargestellten Bildes der freien Grenze in den
Problemen der schwerelosen Fliissigkeiten; wah-
rend aber dort im (-Feld die freien Grenzen
immer unabhéngig von Lage und Form der festen
Grenzen durch solche Kreishogen dargestellt
werden, ist dies hier nicht der Fall und es tritt
als erste Aufgabe die Bestimmung der Form
des Bildes der freien Grenzen im {-Feld in den
Vordergrund, wobei als Haupteigenschaften zu beriicksichtigen sind:

Qs

a
Abb. 64b.

1. Die freien Grenzen sind Teile der Randstromlinien des das
Stromungsnetz darstellenden konformen Netzes.
2. Auf denselben gilt die Gleichung VIb, d.i. sin wp=2% ",

wihrend beim Problem der schwerelosen Fliissigkeiten -einfach
%, = konstant =1 ist.
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Darstellung des Hilfsnetzes.

In diesem Sinn wird im folgenden zuerst auch ein der Abb. 64b
Seite 218 im wesentlichen entsprechendes Bild eines Grundnetzes,
namentlich mit Beriicksichtigung der Gestalt der freien Grenzen, und
dann das ergiinzende Netz unter Beriicksichtigung der Gleichung VIb
bestimmt,

Neiz Vil im Hyperbelnetz

Vo
e
=

&y,

/= r
Abb, 65a. Netz VI im Hyperbelnetz,

Gefithrt durch das Stréomungsbild im {-Feld des ersten Beispieles
(Seite 201) wurde versucht, durch Abbildung eines Netzes, dessen
Linien im kartesischen Netz asymptotisch parallel zu den Achsen
verlaufen, in einem Blatt der sechsblittrigen Hyperbel eine Figur
mit geeigneten Randlinien zu erhalten; es wurde zuerst das Netz VII
(Quelle im Parallelstrom Seite 181) benutzt, indem der Staupunkt
des Netzes VII in den Mittelpunkt des Hyperbelnetzes verlegt wurde,
ergab sich eine Netzfigur nach beistehender Abb. 65a. Im Inneren
der Randfigur ist das deformierte apolonische Netz zu erkennen;
die an die X-Achse tangential anschlieBende Stromlinie kénnte als
zweite Randlinie gelten; die nihere Priifung erwies aber die Untaug-
lichkeit dieses Netzes fiir den vorliegenden Zweck; hingegen erschien
folgende Netzkonstruktion bereits geeigneter:
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1. Bildet man in einem Blatt der sechsblittrigen Hyperbel eine
Hilfte des doppeltsymmetrischen Streifennetzes Abb. 65b durch
einfache Netziibertragung derart ab, daBl die Symmetrielinien beider
Netze zusammenfallen und die Endgerade der Streifennetzhilfte
in die Randgeraden des Hyperbelblattes zu liegen kommen, so
erhilt man wieder ein symmetrisches Netz, dessen die Symmetrie-
linie schneidenden Netzlinien auf jeder Seite der Symmetrielinie die
Form der gesuchten Randlinien im (-Feld haben, mit Ausnahme
der Randlinie, die den Geraden des Streifennetzes entspricht und

Yy
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Abb. 65b (siehe Netz VI).

in der Achse und in jeder Hilfte einen Verzweigungspunkt besitzt.
Jede der stetigen Netzlinien schneidet die Symmetrieachse im rech-
ten Winkel, und jede derselben besitzt zwei symmetrisch gelegene
Scheitelpunkte, die dadurch bestimmt sind, daB ihre Tangenten
parallel zur Symmetrieachse liegen miissen. Verbindet man die beiden
Scheitelpunkte bb einer solchen, vorliufig beliebig ausgewahlten
Netzlinie X, durch eine Gerade, so ist durch den Schnittpunkt f
der letzteren mit der Symmetrielinie eine zweite Netzlinie X, ein-
deutig bestimmt, und es ist erkenntlich, da innerhalb einer Hilfte
der Abbildung die Linie X, im Wesen die Gestalt der Linie abd,
die Linie X, diejenige von fd hat. Die Linie X, zweigt im Punkt a
rechtwinklig von der Mittellinie ab, besitzt einen Scheitel in b mit
Tangente parallel zur Mittellinie und n&hert sich derselben asym-
ptotisch. Die Linie X, zweigt von der Mittellinie in dem Punkt recht-
winklig ab, in dem sich & auf ihr projiziert, und ndhert sich nach
dhnlichem Verlauf wie y, ebenfalls asymptotisch der Mittellinie; im
Abzweigepunkt von X, kann die Quelle, im unendlich fernen Treff-
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punkt von X 6 und X, die Senke des deformierten apolonischen
Netzes liegen.

Die Gleichungen dieser Netzlinien ergeben sich, wenn man, vor-
behaltlich Uberfiihrung in die richtige Lage, die Symmetrielinie als
Abszissenachse, den Verzweigungspunkt des Hyperbelnetzes als Koor-
dinatenmittelpunkt eines polaren Netzes Z =rei? festlegt, wie folgt:

Gleichung des Hyperbelnetzes
=2 . ... ... ... a
Gleichung des Streifennetzes Z im Hyperbelnetz
Z=6Gmnz .. .........D
Hieraus Gleichung des Streifennetzes bezogen auf das Koordinaten-
netz z Z=Gmz® . . ... ......c¢

Das Netz Z—= X -}-1Y enthdlt somit die Netzlinien X und X.; die
iibliche Trennung gibt

X = (Bin (r® cos 39)) (cos (r3 sin 3 9))
Y = (Goj (r® cos 3 9)) (sin (r® sin 3 9))

Innerhalb der Linie X=X, ist dX=0, in deren Scheitelpunkt b

ist d(rsin?)=0; bezeichnet man mit r und ¢, die Koordinaten

dieses Punktes, so erhdlt man fiir deren Bestimmung die beiden
Gleichungen

(Gin(r,? cos 39))(cos (r2sin3 9 ) =X,
(tg (r,® cos 39,)) (tg (r,2 sin 39 )) = ctg 29,

. d

Diese Koordinaten sind hiermit durch Funktionsausdriicke in X,
bestimmt; ebenso ist dies daher der Fall fiir den Scheitelabstand
von der Symmetrielinie, d. i.

y,=>bf=rsind_. . . . . . ... . f
und den Abstand des FuBpunktes f vom Koordinatenursprung, d. i.
r,=0f=reo8d, . .. ... ...8

Die Koordinaten des Punktes f sind hiermit r—=2x, 9=19.=0.
Der Funktionsausdruck fiir die durch diesen Scheitelpunkt gehende

Netzlinie ist X, =@Gin(r,cosd)® . .. ... ... h

Fiir den Abstand des Schnittpunktes ¢ der Linie X, mit der Sym-
metrielinie vom Ursprung O hat man wegen ¢, 6 =0 unmittelbar:
r, = (UrBin Xu)% und hiermit das bereits frither erwihnte Verhiltnis

bf:fa
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Y, r,8inJ, )

b

° &, —7, 1, cosd, — (WrSin X, )}
es sind somit auch die Werte von X, r, und ¢ durch denjenigen
von X bestimmt.

Die Uberfiilhrung des Z-Netzes in die richtige Lage im (-Netz
wird durch folgende Transformation erreicht: Verschiebung des Ko-
ordinatenursprunges, von O nach f: z=xs—]—zf=+§ﬁeia’, Ver-

drehung von z, um g, so daB a’zlx”—,;—r wird. Dies gibt:

z.— —iRet” und mit ¢” = -— « schlieBlich Ze=-—iRetr=—1i(;
es folgt die totale Transformationsgleichung

=z, —1{
und hiermit die Formel fiir das Z-Netz im -Feld
Z=6in(x,—i0P® ... ... ...k
aus der Transformationsformel % erhilt man durch Trennung
r-cos P =ux,— Rsing; rsind = — R cos «;

es werden:

r:(xs‘-’—}~§R‘-‘—}—2xg§Rsina)%, 0=aretg<~i%>

Diese Ausdriicke in den Gleichungen & fiir X und Y eingesetzt,
geben die Polargleichungen der Linien des Z-Netzes im {-Feld; mit
der Kenntnis des Funktionswertes fiir X ist somit das ganze Z-Netz
im (-Feld bestimmt.

Die vorliufig nur aus den geometrischen Eigenschaften der Rand-
linien X, und X, des aus den Gleichungen d bestimmten Z-Netzes
vermutete Zweckdienlichkeit desselben kann nun durch einen Ver-
gleich mit den aus den bekannten Versuchen von Bazin errech-
neten Randlinien gepriift werden.

In beistehender Darstellung sind in der Abb. 66a die vier den
Werten X =0, 0,116, 1,0745 und 3,454 entsprechenden und mit
den Gleichungen d gerechneten Netzlinien X gezeichnet.

Abb. 66b zeigt die Bilder der freien Grenzen an einem Uberfall,
allerdings nicht aus einem unendlich aber doch relativ tiefen Raum I,
nach den Messungen von Bazin an den Versuchsiiberfillen am
Kanal von Dijon. Dieselben sind beschrieben in den Annales des
Ponts et Chaussées 1888 bis 1898 und in der Monographie: ,Ex-
périence nouvelles sur l'écoulement en Déversoir“ von H. Bazin,
Paris, Ver. Ch. Dunod; in den Tabellen dieser Beschreibung (Seite 120
und 121) sind die Abszissen und Ordinatenlingen der beiden Linien
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gh, d.i. die obere freie Grenze und a, b, ¢, d, d. i. die untere freie

Grenze im Verhiltnis zur Uberfallshohe &, also ? und % angegeben,

h
) indem sich zeigte, daf bei unverdinder-
pod G reld ter Tiefe der Uberfallswand die beiden
T zusammengehorigen Werte sich nicht
y

indern. Die Werte 1 — W entsprechen

bis auf eine durch die endliche Tiefe
des Kanals (1,13™) bedingte Korrektur

im }—Fe/a’

P

£ P

oy

237

W I

Abb. 66a. Abb. 66b.

von ca. 1%/ den Werten der vorgefilhrten Theorie. Man kann daher
zur Orientierung aus den Werten von y die Werte t = J1 —y rechnen
und mit dem durch die Léinge fa gegebenen EinheitsmaBstab auf
den zu den Tangenten an die Versuchskurve von f aus parallel
gezogenen Vektoren auftragen; man erhilt hierdurch neben den in
vollen Strichen gezeichneten Linien X =1,0745 =X  und X = 3,454
= X, die gestrichelt gezeichneten Linien, als Bilder der freien Grenzen
im {-Feld, die dem Versuch von Bazin entsprechen. Der Vergleich
148t erkennen, daf die Gleichungen d mit ziemlicher Anndherung
Randlinien ergeben, die dem Versuch entsprechen, wobei zu beachten
ist, daB vor dem Versuchsiiberfall nicht ein unendlich tiefer Raum
sich befand, wie fiir die theoretische Untersuchung angenommen ist.
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Einfiihrung des Stromungsnetzes in das Hilfsnetz.

Die Linien X ==X 6 und X = X, begrenzen einen Streifen, in den
nun, analog wie im Beispiel der Spaltstromung Seite 212, ein Quell-
netz derart eingelegt werden kann, daB der Punkt X=X, und
Y =0 zum Quellpunkt wird, Abb. 66c; es wird zu dem Zweck vor-

Abb. 66¢.

erst das Z-Netz in ein Z,-Netz iibergefiihrt mittels der Transfor-
mationsgleichung:

Z—X X—X Y

A . P Sl PN

1 Xf_Xa'I kaXaﬂ'f‘@Xf_Xan ...k
hiermit werden:
fir Z— X, 4i¥, Z,—0-+i— Y Y
ir f=X i, 4= Tszj&!n’ X,,=0, Ym:‘)?f;—X;m
. . . Y
fir 2= X il By—atip =g m Xy=m V=3 —x =

Der Streifen Z, kann durch ein konfokales Netz in einem karte-
sischen w-Feld, also durch: w=cos Z, abgebildet werden. Die Linien
X, =konstant sind die Hyperbeln, die Linien Y, = konstant sind
die Ellipsen als Bilder der X- und Y-Linien des Streifennetzes. Legt
man im Brennpunkt des konfokalen Netzes mit den kartesischen
Koordinaten

w=—1, u=—1, v=0

und den Netzkoordinaten
Z,=n, X,=a, Y, =0
ein n-faches Quellnetz ein, mit  als noch freier Zahl, so entspricht
_xtik

demselben die Gleichung y ik = —nlg(w 1) oder w=—=¢ = —1;
denn es wird im Quellpunkt

2Fik=—nlg0=nco; g=-+4mnoco, y=—F,
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wobei der Wert von k vorldufig auch noch frei ist; aus den beiden
Ausdriicken fiir w erhélt man die Gleichung:
_utik
cosZ, =—-—1-4¢ =
und mit derselben t +

XX Y 4 —k

a . — L4 o
cos Xf_Xan @iofo_Xan——{—e n COS 1
. X—X, , Y e, py—£k
SIHX;*X‘Z” glnm‘;ﬂ——{—e n SIn " .
In den Grenzlinien X=X  und X:Xf wird s1anX“n=Ound
X—X . Tt
cos o——2mw= +1. Ordnet man der Linie X den Wert ~== 0,
Xf—Xa i n

der Linie X. den Wert %:n zu, so ergibt sich aus der zweiten

Gleichung, daf E—;_'IE=O oder =7z sein kann, und aus der ersten

daB behufs Gleichheit der Vorzeichen auf beiden Seiten k=0 sein

muB. Im Punkt o der Linie X, ist ¥=0, es muB daher dort
2 _2
cos 0-CofO=e *—1 also e »=—2 sein. Aus den Gleichungen e,

f und g erhdlt man:

@in(xs—iC)b’:Xa-{—{(f:X“arccos(e_%—1) .. m
7

als Gleichung fiir das Quellstrémungsnetz im {-Feld; in dem-
selben sind nur noch die Konstanten X, und » unbekannt, da X
und z, mit X, bestimmt sind.

Hiermit ist die Analogie mit der Darstellung der Spalt-
stromung hergestellt; da aber bei Aufbau des Netzes die Be-
dingungsgleichung noch nicht eingefiibrt, sondern durch den Ver-
gleich mit dem Versuch nur die M6 glichkeit der Ubereinstimmung
aufgewiesen wurde, so ist nun zu untersuchen, ob die Verteilung
der Werte in den Randlinien der Bedingungsgleichung entspricht.
Setzt man in die Gleichung m, Z:széﬁfei“f und yw=0 oder
=ngsm ein, so wird zu untersuchen sein, ob in =0 und nx die
Bedingungsgleichung sin af:z%fﬁ% erfullt ist oder nicht. Im
ersten Fall sind dann die Linien X, und X. wirklich Bilder freier
Grenzen, und die Gleichung m stellt bereits das y-Netz im (-Feld
dar; im anderen Fall ist gestiitzt auf die durch den Vergleich mit
dem Versuch gefundenen Anndherung der Loésung zu untersuchen,
ob durch eine Ergéinzung im Sinne einer Korrektur der

Pragil, Hydrodynamik, 2, Aufl, 15
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Form des Z,-Netzes oder des Quellnetzes die Erfiillbarkeit der
Bedingungsgleichung herbeigefithrt werden kann.

Analytische Untersuchung der Bedingungstiichtigkeit.
Bei Ubertragung der Gleichung m auf die freien Grenzen ist
folgendes zu beachten:

1. BEs wird fiir
nm

P== 0
e_%—1=—|— (e_%—-—l); — (e_%-|-1>.

In der Stromlinie yw==n=, d.i. also in der oberen freien Grenze
X = X, wird durchwegs e—%:i +1>1, bei ¢ = -} oo wird

_®
e ™-J1=1; es ist daher nach der Theorie der Hyperbelfunktionen
zu setzen

arc cos — (e—%—{—l):——ilg [———( —%~{—1)—~V<—_£1>2—— 1}
=—‘“g[ "+ ‘*‘Vﬁ *-1 + =z

In der Stromlinie nyw =0, in der sich die untere freie Grenze und
2
die feste Grenze im Punkt a treffen, dem der Wert ¢ #» — 2 zu-

I
kommt, wird in den Punkten der freien Grenze ¢ » —1>>--1;
es wird daher dort

arc cos [e_%~ 1} = —ilg Ke_%—l) ——V(ei% — 1)2— 1};

2
in der festen Grenze ist e *» — 1 <1, es Dbleibt daher

_®
arc cos [e n ——1] reell und unverindert bestehen.
Die rechte Seite von m nimmt folgende Formen an:

fiir p=0: X —@anXalgR fz—-l)—- <e“%-—1)2_—_11

fiir y=—n: X, — it Xy, [( 1) +V(e“% 1) 1}.
2. Uberfiihrung in die komplexe Form ergibt auf der linken Seite
Gin (x,— 1()* = Gin[(x,— n)® — 3 (x,—n) &*] cos [3 (x, — n)? & — &3] -
~+ i Gof [(@, — 0)* — 8 (x, — ) £ sin [3 (v, — ) & — &3]

== Ginu-cosv - ¢ Coju-sinwv,

wenn man der Kiirze halber
w=(@,—n’—3(@,—né, v=3( —nP&—¢
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einfiihrt; durch Trennung und Beriicksichtigung der unter 1. gefun-
denen Formen erhilt man

" 0 & _ X

fiir zp_nn.@mu-cos'v—xf I
. Xf—X Iy _e _® 2

@ofu-smv—_———} “Ig[(e "-_}-1)1:}: (e n—T—l)——l]: B

in der festen Grenze, die auf =0 liegt, wird

X—X ?
@inucosv:Xa—l—Marccos(e_Z——-1) e oy
7T

Cofusinoe=0 . .. . ... ... 0

In den freien Grenzen sind in den Ausdriicken fiir w und v die
Werte £, und 7, einzusetzen. Die Gleichung § der festen Grenze
wird mit £=0 erfiillt; dies gibt fiir

Ginu=Gin (x,— 5 =X + — X, arccos( “%—1);

_2
im Punkt @ derselben ist ¢ # —1=--1 also

—
arc cos <e o 1) =0,
mithin wird Ny="n,=%, — (ﬂt@in Xa)% .
3. Die Bedingungsgleichung kann durch Multiplikation mit R,

umformt werden; es wird
a%y  1dR4 14 +1/)

i —_— = 3
Rsine,=1n,=2R,; do 2 dg 5 i

¢
oder dp=21 (& +nf)db+2 1 + 1) d,
r f
4. Auflésung der Gleichung g nach ¢ gibt nach einigen Um-

formungen
(p——nlg[il—l—@o <X X(Sofu smv)]

und durch Differentieren

7T .
Xf——X @m(X X, @ofu-smv)

de=—mn

+1—|—(Sof<X X Cofw - smv)
((Ginu-sinvdu 4 Cof u-cosvdv).

Aus den Gleichungen fiir « und v folgen
du=—6(z,—7)Edé—3[@x,—n?—&]dy,

dv= 3[@,—n?—&)dE—6@&,—n)dy.
15%
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5. Gleichsetzung der Ausdriicke fiir d¢ in 3. und 4. Ordnung
ergibt eine Differentialgleichung von der Form

) Aldff—}—Bldnf B £
mit

A, =nay, Gin ( Cof u sin ”) [(Ginusinwv) 6 (@, — n) &,

JT
XX,
— (Cofu cos v) 8 {(x, — 77,)* —£7}]

0= 5[ 14 o (T otwenno) [ 26,67 ).

B,=mnny, Gin < €of u sin v> [(Ginusinv) 3 {(z, — 5)* — &7}

44
X — X,
—+ (Cofw cos v) 6 (x; — "7f) Ef]
X 7
— (X, —X,) [:t 14 Cof (ﬁ Cof u cos ’U)J 29,67 +mp). . 7s

6. Die Differentiation der Gleichung « gibt
4,d5+Bydy, . . ... L. L0
A, = [(Sinusinv) 3 (x, — 7 ) —E&7)
+ (Cofucosv)6(x,—n)é] . . . . . .. .4
By = —[(Ginusinv)6 (v, —1n,) &,
—(Cofucosv)3(z,—n )P —£&2. . . . .. .4

7. Sollen nun die Gleichungen « und g freien Grenzen ent-
sprechen, so miissen die Gleichungen y, und &, gleichzeitig erfiillt
gein, d. h. es mufl

mit

A B, —A4,B,—0. . . .......0

sein. Aus dem Aufbau der Formeln yp,, y,, ,, d, ist aber ohne
weiteres zu erkennen, daB dies nicht der Fall ist, und daraus folgt,
daB die Gleichung m nicht die vollstindige Gleichung fiir das Uber-
fallsstromungsnetz im {-Feld sein kann.

Allgemeine Bestimmung bedingungstiichtiger
Funktionsformen.

Aus der Entwicklung der durchgefiihrten Untersuchung ergibt
sich die allgemeine Grundlage fiir die systematische Losung des
Problems unter folgenden Uberlegungen:

1. Durch die Einfiihrung des Quellnetzes in ein Netz Z, = X,
~+4Y,, derart, daB8 die Linie X, =0 mit der Stromlinie v —0 zu-
sammenféllt, erhdlt man ¢ als Funktion von Y, (Seite 225).



Methoden zur Bestimmung der Funktion f (x). 229

2. Fithrt man das Z,-Netz in ein Grundnetz w—u -} ¢v ein,
das selbst im (-Netz liegh, so ist w eine Funktion von £, und u
und v sind Funktionen von & und #, die durch die Gleichungen

ou_ oo ou_ 0w

28 oy’ on ' 0k
verbunden sind; es werden die Komponenten von Z , d. s. X; und
Y, , Funktionen von u und v, die ihrerseits durch die Gleichungen

verbunden sind iX, 227_1 2 X 8 Y,

ou  ov’ v on’
3. Hiermit werden in 1. dp =¢'dY,, und entsprechend 2

dY,— aayld ij
ou ou

LY PRI
FUTS

ov - o0v
—__d —d
o E- o dn
Man erhilt in der Netzlinien Y, =0

(0¥, 0u | 8,0 Y, 0u | 8Y,0
dtp=q0<—1~u U) 5+< u+—1‘v>dn

ou 9E T ov 0& ow on = dv 97

0X, 0u , 0X, 0v 0X,0u | 90X, ¢v
dX, = :(4_ ) ( ! _1_._>
X,=0 ou o0& 5 ov o0& ¢+ ou 817 v 0y

oY, 0u 0Y, 80) <8Y ou oY, 8@)
~(Gen st (G m S i)

4. Die Bedingungsgleichung fiir die freien Grenzen ist wie S. 227:
§ n .
dop=2 17_,[ <§f2 +"7f2>d§f_{_ n‘f2 (§f2 + ﬂfg)d’?f
r r
Liegt die freie Grenze in der Netzlinie X, =0, so sind in den
Gleichungen unter 3 ebenfalls §f und r statt & und % zu setzen.
Man erbilt durch Subtraktion der beiden Gleichungen fiir dgp und
Multiplikation mit 7,
oY, ou | Y, 8@)J
——]|d
[WL"tf(‘ff Ff) = <8u 28, T a0 28,) ) “r

' 9 oY, 0w , Y, 0
+{"7f(§f2"f"7f“)_’7f¢ <—i‘u+‘1—v>}d77f=03

ferner ist: ou om, © 0v 07,

<8Y ou oY, 80)

@_Yéa_u_géa_v)d =0
v 05,  ou 0F; -

ov on,  Ou Oy
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oder kiirzer

4,484 B dy=0, A,d& B,dn,=0,

woraus die Gleichung folgt (Seite 228)

4, B,—A,B =0. . . .0
Es werden:
oY, ou  9Y, ov
A —_ 2 2 (_______ >
1By 2Ef(5f —l_nf) ov om,  Ow oy
T A0 AT AT X
P \ou e " v 98 ) \ow dy, 0w om)
oY, 0u oY, a«;)
— 2 2 Rt R
A2B1 2"77‘(5,0 +nf)<av 85 ou agf)
TC A W A T A T R
TP \ouon, T o0 oq ) \Gv 08, owoE) "
w1 ou ov ou __, 0v
5. Unter Beriicksichtigung von 8_Ef ﬁé—n—f , 5’7f— ¢,
folgt aus 0, 1, 2 die Differentialgleichung
oY, Y, oY,
’
‘P’]f(ag) Ef 4y )Efaé-l"}—‘l’ <4) _2(Ef +77f)’7fan =0. I,

Umformung auf die polaren Koordinaten

Re=V+n’ « =arctg(—g—f)

mittels der Ausdriicke

—L — ———c S o —L =sine¢,,

05 Ver 4+ T ’

8_¢xf= sinzxf’ %z_cosuf

o0&, R, o, R
o, 0%, L OTiene AN, 0%, o, wsq
0f, 0%, ' oe, X, om, 0%, | e, R

(o) + () =)+ Gz

Y, oY
Efafl_l— fanf %fﬁﬁi’
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ap
ay.

1

oY, , 2Y,\? [ 2Y, \*] ,
”f(és‘{;):sm“f[(fs@)+(sn,a?xfﬂ‘? e b

Da die Gleichungen I, und I, sich auf die Linie X, =0, also
auf die freie Grenze beziehen, so wird in denselben und in der Folge
der Index f allgemein fiir die Kennzeichnung dieser Beziehung, also
neben 5/, N Rp @ auch die Bezeichnungsweise X, ” Y1,n Z, r Pp
Yy, %, eingefiihrt; aus demselben Grund wird der nach den Erorte-
rungen unter 1 als als Funktionsausdruck in Y,. zu betrachtende
Differentialquotient ¢’ mit 9, bezeichnet.

ergibt mit ¢’ == die Differentialgleichung:

Die Gleichung I, erhilt nach entsprechender Ordnung die Form:

SRS TANE YN P

0N, a1,
Fiir die X, = X, ,=0 Linie gilt die Gleichung
0X,s 0X, ¢ )
da all, i
a allgemein %:_& 6X1=+§£
o0& on’ on 0&
ist, so folgt 2Y,, . oY, ) .
o, = oF, ;- L

6. Diese beiden Gleichungen bilden nun die allgemeine Grund-
lage fiir die angestrebte Losung.

In der letzten Form ist I, eine partielle Differentialgleichung
erster Ordnung aber zweiten Grades zwischen Y, ., &, 7, deren
allgemeines Integral Y, . als eine Funktion von &, und 7, darstellt,
in deren Ausdruck eine willkiirliche Funktion eintritt, wodurch die
Anpassung an gegebene Bedinguugen ermoglicht ist. Methoden fiir
die Integration solcher Gleichungen sind von Lagrange, Jacobi
und Cauchy ausgebildet. Siehe ,Lehrbuch der Differential- und
Integralrechnung® von J. A. Serret, deutsch bearbeitet von Axel
Harnack, Ausgabe 1885, § 788 u. f., Leipzig: B. G. Teubner; ferner
»Die Differentialgleichungen des Ingenieurs“ von Prof. Dr. Wilhelm
Hort, §§ 69, 70, 71, Berlin: Julius Springer 1925.

Es sei nun Y, =8 ({;, ) der Funktionsausdruck fiir ein an-
gepaltes Integral.

Die Gleichungen I, und I, kann man einfacher erhalten, wenn man Z,
direkt auf das ¢-Feld bezieht; zum Vergleich mit den vorhergehenden Unter-
suchungen wurde die Ableitung iiber das w-Feld durchgefiihrt.
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mit 20020 g ¥Ta_ %€ 44 die Gleichung II, zur Diffe-
0&, o, o, 0y
rentialglelchung fir die Netzlinie X, .; deren Integration ergibt einen
Funktionsausdruck X, .= T'(&,7,)= 0, aus dem einerseits £, — W; (nf)
andererseits n,=W, (§f) bestimmt werden kann; durch Einsatz in

den Integralausdruck fiir Y, . erhdlt man
Ylf: S[We ("7fa luf)] und Ylf: N [Ef Wy (Ef)]
und hieraus
f= VE(Ylf)7 n ="V, (Ylf)‘
bty —in=Te(Y, ) — iV, (%)
folgt, da

Zyp=X ,+iY ,=0+41Y,, ist: Y, ,=—1iZ,
und weiter bei Ersatz von {, durch ¢ und von Zlf durch Z, die
allgemeine Gleichung fiir das Z,-Netz im (-Feld

{=Ve(—iZ)—iV,(—iZ) . ... .. .l

Die nach 1 erforderliche Einfiilhrung eines Quellnetzes in das
Z,-Netz ist allgemein durch eine Gleichung von der Form

Zl — 0 (ekx b4 +702)

beschrieben, worin k, eine reelle, k, im allgemeinen eine komplexe
Konstante bedeuten; hiermit wird

(=TVi[—i Q(hrtk)] — iV, [—i Q(h?+h)],

dy
C~%(x)—%,................IV
und schlieBlich dy— [ ()] dy v

Aus

die Differentialgleichung des Stromungs-y-Netzes im geodétischen 3-Feld.

Hiermit sind die Theorie und Methodik fiir die Bestimmung
von Stromungsnetzen mit Linien freier Grenzen bei Beriicksichtigung
des Einflusses der Schwerkraft unter systematischer Verwendung des
Hilfsmittels der ebenen konformen Netze dem Wesen nach festgelegt.

Bei Bestimmung des durch Abb. 66c Seite 224 dargestellten
Stromungsnetzes im (-Feld wurde zuerst durch passende konforme
Transformation das Z,-Netz im (-Feld und dessen Gleichung:

P e X __ Gin(x,—il)>—
X — X X, —X,

bestimmt und dann die Einfilhrung des Quellnetzes in den durch
die Linien: X—=X_ oder X, =0 und X=X -oder X, = & begrenzten
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Streifen derart durchgefiihrt, dafl die Stromlinie =0 von X, bis
X, als gerade feste Grenze, vom Punkt X  ab als freie Grenze, die
Stromlinie w =mnx in ihrer ganzen Lénge als freie Grenze geeignet
sein sollten; die entsprechende Einfithrungsgleichung hat die Form:

1tk
cosZ,——1-+4e¢ " (Seite 225)

Elimination von Z, ergibt Gleichung m (Seite 225), die jedoch wegen
ihres Aufbaues sich als ungeeignet erwies, die Bedingungsgleichung VIb
zu erfiillen.

Man hétte nun durch Einfiihrung eines Quellnetzes entsprechend
einer Hilfte des Netzes VIII (Seite 183) mit dem Quellpunkt in X,
und mit der Symimetrielinie in der Netzlinie X=—X_ nach ent-
sprechender konformer Transformation ein Strémungsnetz erhalten
koénnen, dessen Stromlinie y==0 einen dem obigen analogen Verlauf
hitte, in dem jedoch eine zweite Stromlinie nicht mit einer Netz-
linie, also auch nicht mit X=X, zur Deckung gebracht werden
kann; es ist jedoch natiirlich nicht ausgeschlossen, dall die die Netz-
linie X=X, oder X, = beriihrende Stromlinie fiir eine freie Grenze
geeignet sein kann. L ik

7. Die Einfithrungsgleichung fiir das Netz VIITist Z,2—¢ # a2
hierin sind %, » und ¢ noch unbestimmte Konstante; man erhilt
mit derselben die Gleichung m in einer der friilheren dhnlichen, daher
ebenfalls ungeeigneten Form und fiihrte dies nun schlieBlich darauf:
zur neuen Einfiihrungsgleichung das entsprechende bedingungstiichtige
Z,-Netz zu suchen, d.h. zur oben entwickelten Theorie und Methode.

Nach Trennung der Einfithrungsgleichung erhilt man fir die
Netzlinie X, =0 mit k=an, w=0 die Gleichungen

_rr . d Y
e n =Y} a und L Nk A
1f + Syf dY Yluf + a?

da im Quellpunkt ¢ —=- 00 und X, =a, ¥, =0 wird.

Hiermit ergibt sich die Differentialgleichung

2T "f)< 6Y1f+ faZ”) T [(aa?ff>2+<aaf7y>ﬂ’ Ylfiiaz I,

als grundlegende Gleichung fiir die Losung des Problems; der hierin
noch unbestimmte Wert von n wird sich aus der oben angefiihrten
AnschluBbedingung fiir die zweite freie Grenze ergeben; die im all-
gemeinen Integral enthaltene willkiirliche Funktion wird dem AbfluBl
iiber die Uberfallskante bzw. der Form der unteren freien Grenze
anzupassen sein.
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8. In Polarkoordinaten erhdlt die Gleichung die Form

2 . 2
2R} aYlf—n sin ¢, [(aylf) —|—< alf”) } 2Y1f R
R, oR, Rpoa, Y- a?
Fiihrt man mit der Gleichung
Y12f=k0 eU—qa?® |, . . ... ... .8

eine Funktion U von %, und o ein, so erhdlt man die vereinfachte
partielle Differentialgleichung

oU oU\? oU \?]
007 22— nan[(2) 4 (2] .
o, =" o) 5t o) | b
aus der mit U=%R'V |k eine neue totale Differentialgleichung
zwischen V und «, entsteht, wenn die Funktion V¥ nur mehr o, als

unabhéngige Variable enthélt und £ eine willkiirliche Konstante ist;
es wird, passend geordnet

VE—2 —— - 14p° S

3nsmo¢

wenn man ngaz einfithrt; nun folgt
f
1

— Casinte. o
|4 3nsinaf(1iVl nsin®e.p®) . . . . . . ¢

’

und durch Differentiieren nach o, eine allerdings reichlich kompli-
zierte totale Differentialgleichung zwischen p und ¢, die jedoch

d .
E&g nur in der ersten Potenz enthilt, also nicht nur erster Ordnung,
f

sondern auch ersten Grades, also der Aufstellung eines Ausdruckes
fiir das vollstindige Integral von p zugénglich ist; man erhilt:

av
p=m=l(“ﬂ0) S |

mit C als Integrationskonstante und hiermit

Ve[, Ode, €, . . .. L. e
als Integral der Gleichung c, worin aber im Ausdruck fiir U wegen
der Verbindung mit R der Wert von €, =0 zu setzen ist; hiermit

wird U=%2[A(e, Ot . . . . . . . .t

ein vollstdndiges Integral von b, da dasselbe die zwei willkiirlichen
Konstanten & und C enthilt, aus dem man nach der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung das allgemeine
Integral erhilt, wenn man k£ als willkiirliche Funktion von C, also

k=p)y. . . ... ... ...z

einfiihrt, aus
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U du(C
20— ey, O]+ 0 —o

C als Funktion von %, und «;, also: C = (%, &) bestimmt und
den so erhaltenen Ausdruck in f einsetzt; dies gibt

U=§}tf3fl[o¢f, y (R e)]de,+u(Reoe)) o . . b
als das allgemeine Integral der Gleichung b, in dem u als will-
kiirliche Funktion enthalten ist.

Mit diesem Ausdruck fiir U gibt Gleichung a das angepafite
Integral
ntegra Ylf=s(g{f,o¢f)
in Polarkoordinaten, das nun in sinngeméifer Verwendung der auf
Seite 232 in kartesischen Koordinaten durchgefiihrten Ableitungen

zu den gesuchten Gleichungen fiir das Strémungsnetz im (-Feld und
im zFeld fiihrt.

Die aus den Gleichungen ¢ und ¢’ durch Differentiieren entstehende totale
Differentialgleichung hat die Form

dp _ _1 [3— 008 &r —|—3>(1i]/1-—n2sin2a,-p9)] ...cr
r

doy msinoy np sin® «
fiihrt man sines;=0, also cosce,= 11— PER
Cco8 D{fdﬂtfz da, dO{f’—_— do
ein, so wird J1—o?
dp 1 [ (Vl ) — o "
'd—o—m 3 — +3 (1i'/1—’ﬂ0p)] P .CO_

In beiden Formen ist die Gleichung C” derart kompliziert, daB die Be-
stimmung des Integralausdruckes besondere mathematische Studien notig macht,
um denselben in verwendbare Form zu bringen, mit demselben die Integration e
und dann die Bestimmung der Funktion g durchfiihren zu kénnen; es ist vor-
auszusehen, daB dies nur bei Verwendung besonderer Niherungsmethoden mog-
lich sein wird, wobei jedenfalls die probeweise Beniitzung ausgezeichneter Netze
dienlich sein kann; z. B. Eintragung des Netzes VIII in das durch Abb. 65a
S. 219 dargestellte Netz VI.

9. Fiir die Bestimmung der Funktionsform von u und der Werte
der noch freien Konstanten k,, a, n liegen folgende vier Bedin-
gungen vor:

1. Die Funktionsform von x muB diejenige von Y, . geeignet
machen mittels der auf Polarkoordinaten bezogenen Gleichung II,
die Gleichung fiir die Linie X, . und dann allgemein fiir das Z,-Netz
derart zu ergeben, daf die Netzlinien einen Verlauf analog denen
der Abb. 64b und 66a und entsprechend der Beschreibung auf S. 218
erhalten.
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2. Der Wert von %, im Punkt ¢ muB gleich 1, dementsprechend
muB die Gleichung fiir X, =0 mit %.=1, ocf:—!—g erfiillt sein.

3. Die Stromlinie v, der oberen freien Grenze muB im Quell-
punkt den Vektor «;==0 beriihren und muB

4. in derselben die Bedingungsgleichung VIb erfilllt werden; fiir
die untere freie Grenze ist diese Bedingung bereits bei Ableitung der
Gleichung fiir X, .= 0 eingefiihrt.

SchluBfolgerung.

10. Die durchgefiihrte Untersuchung zeigt, daB eine theoretische
Bestimmung von Stréomungsformen mit freien Oberflichen mit Hilfe
der Theorie der konformen Netze wohl ausfithrbar erscheint, daB die-
selbe aber bei dem komplizierten Aufbau der durch die Theorie ge-
forderten Gleichungen nicht so einfach ist wie im Falle der schwere-
losen Fliissigkeit und jedenfalls den Gebrauch von N#herungsver-
fahren erfordert.

Die mathematischen Schwierigkeiten, welche sich namentlich bei
Verwendung fiir konkrete Probleme der Anpassung der willkiirlichen
Funktionen an Grenzbedingungen entgegenstellen, erfordern spezielle
mathematische Studien, die noch nicht in den Rahmen der vorgelegten
Ausfiihrungen aufgenommen werden konnen. Dieselben bringen daher
noch nicht definitive Lésungen des Problems, sondern nur ein-
fihrende Vorbereitungen hierzu.

G. Stationiire Stromungen um einen ruhenden
Koérper.

Es sind zwei Hauptfiile zu unterscheiden:

1. Der Korper ist in einen Strom hineingestellt, und letzterer ist
gezwungen, an dem Korper vorbeizuflieBen.

2. Der Korper wird vom Strom nur zirkulatorisch umflossen.

Durch Kombination beider Strémungsarten entstehen Stromungen
mit besonderen Kigenschaften.

Die Bestimmung und Untersuchung solcher Strémungen kann fiir
ebene, rein zweidimensionale Stromungen ebenfalls unter Verwendung
des Hilfsmittels der konformen Netze durchgefiihrt werden.

Es kommen zwei Arten von Korperbegrenzungen in Betracht:
Formen, deren Grenzflichen aus Diskontinuitétsflichen gebildet sind
und Formen mit beliebigen Grenzflichen.

Das Netz X ist ein Beispiel des ersten Falles, es entspricht der
Stromung um einen Kreiszylinder, denn die Diskontinuititsfliche
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zwischen der Stromung einer Doppelquelle und einer geradlinigen
Stromung ist eine Kreiszylinderflache.

Die den Zylinderkreis umgebenden Kreise des polaren Netzes
sind die Stromlinien der Zirkulationsstromung um den Zylinder.
Netz XII stellt die Kombination beider Strémungen dar, von der
aus, wie schon erwihnt, die Tragflichentheorien der Aerodynamik
entwickelt wurden.

Diskontinuitdtsflichen entstehen bei Verdringung eines Fliissig-
keitsstromes durch einen andern; deren Darstellung ergibt sich
durch Netziiberlagerung entsprechend den Beispielen VII und X;
Uberlagerung von I und VIII ergibt eine Diskontinuititsfliche mit
ellipsendhnlichem Profil.

Die mathematische Formulierung erfolgt durch Addition der
Funktionen der Einzelstromnngen; hierbei ist zu beachten, daf
solche Uberlagerungen Diskontinuititsflichen ergeben, bei welchen
zwei Stromlinien der Einzelstromungen in einer Linie liegen; es
kénnen daher auch Netze mit Kreisen als Stromlinien (Netz VII
und VIII) mit dem polaren Netz iiberlagert werden.

Dementsprechend ist bei der mathematischen Formulierung der
Uberlagerung der Netze auf diese Bedingung Riicksicht zu nehmen,

1. Stromung um einen beliebig geformten Zylinder.

Es wird stationdrer Zustand, Widerstandsfreiheit und der Zylinder
in Ruhe vorausgesetzt; somit kann die Stromung um den Zylinder
und deren Komponenten als Potentialstromungen angenommen und
das Problem kann folgendermafBlen formuliert werden: Der Zylinder
wird in eine durch ein Stréomungsnetz gekennzeichnete Stromung
hineingestellt, es soll die hierdurch eintretende Anderung der Strémung
bestimmt werden. Abb. 67.

Die Losung kann durch Einfithrung einer Hilfsstromung ver-
mittelt werden, von der Eigenschaft, daf3 die urspriingliche Stromung

— kurz Grundstrdmung y, benannt — als die Resultierende der
Hilfsstromung 1w, und der gesuchten Stromung — kurz Relativ-
stromung , benannt — betrachtet wird; man konnte die Hilfs-

strbmung auch als Verdrdngungestromung bezeichnen. Bedeuten vy,
v, und y, die Stromfunktionen der genannten Strémungen, so ist
deren Zusammenhang durch den Ansatz gekennzeichnet

vo=%twv, ... ... ... 1
da alle drei Stromungen der Laplaceschen Gleichung entsprechen;
demzufolge kann vektoriell v, ==, + v, gesetzt werden; die drei
Geschwindigkeiten bilden ein Dreieck und haben b, und v, gleich
grofe Komponenten in Richtung normal zu v, also normal zur
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Stromlinie .. In den Punkten der Grenzlinie, die ja auch zum
System v, gehort, bestimmen sonach die Normalen zu dieser Linie
die Richtung der gemeinschaftlichen Komponente. Bei gegebener
Grundstromung ist es nun méglich, in jedem Punkt der Grenzlinie
v,und v, zu berechnen und hierdurch die Verteilung von v, auf der
Grenzlinie zu bestimmen, wobei es nun zweckdienlich ist, diese Ver-

teilung so darzustellen, daB v, als eine Funktion des Argumentes

o= 275% ausgedriickt wird, worin s die Lénge der Grenzlinie von

einem Punkt ab und 8§ die ganze Lénge derselben bedeuten; d. h.
es wird dann v, als eine periodische Funktion von o erscheinen.

Nun ist in jedem Punkte eines zweidimensionalen Feldes die
Geschwindigkeitskomponente nach irgendeiner Richtung =

v =ai) oder vnzai

non om’
wenn die Richtung von m senkrecht auf n steht; es wird daher
%%‘:vn, also whzfvnds=% v,do
sein, d. h. es ist vy, als periodische Funktion von ¢ analytisch durch
eine Fouriersche Reihe von der allgemeinen Form

yp,=A4,+ YA, cosnc+ 3B sinno . . . . ., II
darstellbar.
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Es kann, wie im weiteren gezeigt werden wird, um eine ge-
schlossene, stetig verlaufende Kurve immer ein konformes zirkula-
torisches Netz 7= p 10 gelegt werden, das die Kurve selbst als
Netzlinie ¢ = g, enthilt, und in dem die die Kurve normal durch-
schneidenden Netzlinien die Werte 0 bis 27z erhalten; dieses Netz
iiberdeckt somit die ganze Ebene auBerhalb der Grenzlinie, es kann
daher als Koordinatennetz verwendet und auf dasselbe die analytische
Darstellung der Strémungen bezogen werden.

Indem nun ganz allgemein der Ausdruck

1=0,-+3C e, . . . .. ... I

worin y = @ + 1y die Strémungsfunktion, 7 = g -} # 0 das Argument
des zirkulatorischen Koordinatennetzes, ¢, und C, komplexe Kon-
stanten bedeuten, als Gleichung eines Stromungsnetzes verwendet
werden kann, wird v, immer durch eine Reihe

y, =a,+ Ya,emecosno 4 b emesinne . . . IV

dargestellt werden konnen, die fiir einen bestimmten Wert o = g,
die Produkte @,-e~"% =¢ und b, -e~% =  als Konstanten ent-
hils, deren Werte aus der frilher gewonnenen Darstellung von v,
durch die Fouriersche Reihe IT mit ¢ als Argument erhalten werden,
wenn g, derjenige Wert der Koordinatenschar ¢ ist, der der Grenz-
linie zukommt. Es werden: a,= 4,, a, = A4, et", b = B etne,
und wenn die Wertverteilung der ¢ Koordinaten im zirkulatorischen
Koordinatensystem so gewdhlt wurde, daB g, =0 ist, so werden

einfach
a’n = An n T Bn

Fiir ¢ = oo werden die Werte von v, und seinen Ableitungen = Null.
Die Gleichung IV gibt die Grundlage fiir die Koordinatenberechnung
der Stromlinien ), = konst. im Koordinatennetz 7, und bei Kenntnis
der Transformationsgleichung 3= f(v), fiir die Berechnung der
Koordinaten im 3-Feld.

II. Bestimmung des zirkulatorischen Koordinatennetzes.

Das t Netz liegt im zweifach zusammenhéngenden, das Zylinder-
profil umgebenden Teil der Ebene und kann dasselbe sowohl als
Koordinatennetz, als auch als Strémungsnetz fiir die Zirkulations-
stromung um den Zylinder dienen; die Stromung ist als Potential-
stromung rotationslos; bezeichnet v, den Vektor dieser Stromung, so

v dv

ist hiermit rotp,= 2 (f + dsz> ¢ =0, worin B den Kriimmungs-
o
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radius der Strombahn, ds, das Lingenelement der o-Linie (0 = konst.)
im gleichen Punkt der Bahn und e den Einheitsvektor des Rotors
von v, bedeutet. Das Potential dieser Stromung ist mehrwertig; es
ergibt sich aus dem iiber den ganzen Umfang einer Stromlinie ge-
nommenen Linienintegral

c=¢v,ds, = §do=2n

der Wert der Zirkulation oder die zyklische Konstante, d.i die Zu-
nahme des Potentialwertes nach jedem Zyklus.

Die Beziehung 0, =f(6) « e eV
gibt die Verteilung der Zirkulationsgeschwindigkeit in der Grenz-
linie ¢ =g, bei Annahme einer passenden Verteilungsfunktion f.
Durch die Verteilung von v, ist auch die Verteilung des Potential-
wertes an der Grenzlinie bestimmt und kann das 7-Netz wieder nach
dem graphischen Verfahren der Aneinanderreihung krummliniger Qua-
drate gezeichnet werden.

Brauchbare Profilformen mit Zirkulationsnetz erhdlt man durch
konforme Transformationen wie folgt: Im Netz VIII Abb. 52, S. 183,
kann eine auBerhalb der stark gezogenen Linie liegende strichlierte
Linie als Profillinie ¢ = g, angenommen werden; das auflerhalb be-
findliche Netz ist bereits ihr Zirkulationsnetz. In den Gleichungen
auf S.118 ist X durch g, Y durch ¢ zu ersetzen, es folgen dann mit
a =1 in Polarkoordinaten die Gleichungen

7 8in 29
r?cos2¢ —1’
dies gibt mit r = 0 den Funktionswert der Schleifenlinie ¢ = 0, mit
r =00 werden 9 = -}-0co, 6 =2, d. h. das 7-Netz wird im Unend-
lichen zum polaren Zirkulationsnetz: v = 21gz.
Man erkennt, dal3 die Linien ¢ > 0 in der Néhe von ¢ = 0 vier,
von einer bestimmten Linie ab aber keine Wendepunkte besitzen;

2
in den Schnittpunkten dieser Linie mit der y- Achse wird Z—%—_— 0;
x

o=1lgVr*4+1—2s%cos29, o= arctg

es ist nun leicht zu konstatieren, daB fiir diese Linie o = ¥2 ist und
daBl dieselbe die y-Achse in der Entfernung r = 1, die x-Achse in
der Entfernung r = |3 schneidet. Setzt man daher 0y = V2, so sind
die Profilslinie und die sie umgebenden Zirkulationslinien durchwegs
gleichméfBig gekriimmt und gehen letztere im Unendlichen in Kreise
iiber.

Netz VIII ist durch Addition zweier polarer Netze je von der Stirke 1
entstanden, das komplette Netz hat die Stidrke 2. Dasselbe ist der
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Fall, wenn man zwei oder mehrere polare Netze von einzeln ver-
schiedener zusammen aber totaler Stirke 2 addiert, deren Pole in
einem endlichen Bereich liegen. Das resultierende Netz ist durch
die Ausdriicke:

dv Y,

1= Yv,lg(z+¢c,) und C_—__z:Ez_!_?

d
analytisch beschrieben; hierin bedeuten », die Stdrken, ¢, die Orts-
konstanten, n die Nummern der Pole. Benutzt man das polare Argu-

. . Y .
ment z = re?? und nimmt r so groB an, daf = gegen 1 verschwindet,
7

so werden:
o= (v,)lgr, o=(3»,)9, v,=0;

da aber nach Annahme }y, = 2 ist, so erhilt man im Unendlichen
o=2Ilgr, 0 = 29, wie fir das Netz VIII. Die geschlossenen Linien
werden im Unendlichen Kreise, deren Trajektorien radiale Gerade,
wie im polaren Netz; gegen das Innere deformieren sich die geschlos-
senen Linien bis zu einer mehrteiligen Linie (wie im Netz VIII), auler-
halb welcher das Gebiet der brauchbaren Profilsformen nebst Zir-
kulationsnetz liegt.

Bildet man ein solches Netzgebiet analog Abb. 56a und 56b ab,
so erhdlt man wieder brauchbare Profilsformen mit den zugehérigen
Zirkulationsnetzen.

Nimmt man eine Grenzlinie, fiir die das Zirkulationsnetz bereits
bekannt ist [z B. Kreiszylinder — polares Netz, Ellipse — kon-
fokales Netz; das Netz VIII in der Form 7 =1:Z aullerhalb der
Schleife der Linien n X = konst. usw.], so wird natiirlich die mathe-
matische Entwicklung einfacher. Im Lehrbuch der Hydrodynamik
von Lamb, §7, S. 98 u. f. konnten die Beispiele der Stromung um
einen Kreis oder eine Ellipse einfach durchgefiihrt werden, nament-
lich da in beiden Fillen als Grundstromung die geradlinige Parallel-
stromung mit konstanter Geschwindigkeit U angenommen ist.

Obige Methode ist aus dem Studium dieser Beispiele unter dem
durch das Bediirfnis angeregten Bestreben entstanden, dieselben fiir
den Gebrauch mit anderen Grundstromungen zu verallgemeinern.

Ist die Hilfsstromung bestimmt, so kann aus derselben und der
CGrundstromung nach Gleichung I die Relativstrémung analytisch
resp. durch Netziiberlagerung graphisch bestimmt werden.

Kombiniert man die Relativstromung mit der durch das Netz
gegebenen Zirkulationsstrémung entsprechend

py=vy +eo=vy,+y, .. .. ... VI

Prasil, Hydrodynamik, 2, Aufl, 16
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so erscheint in analoger Weise wie im Netz XII anschlieBend an
die Grenzlinie eine verinderte Lage der Stromlinien gegen die Grenz-
linie, der eine Geschwindigkeitséinderung in solchem Sinn entspricht,
da hierdurch eine Pressungsverteilung an der Grenzlinie entsteht,
die eine im wesentlichen quer gegen die Stromrichtung gerichtete
Totalkraft zur Folge hat, die als dynamischer Auftrieb bezeichnet
werden kann, im Gegensatz zum statischen Auftrieb, bei dem der
Pressungsunterschied nur von der geoditischen Lage der Punkte der
Oberfliche herriihrt.

In obiger Gleichung VI ist y die resultierende Stromfunktion,
y, die Stromfunktion der Zirkulationsstrémung, in dem o den
Funktionswert der g-Netzlinien und ¢ einen Zahlenwert darstellt,
der die Dichte der Zirkulationsstromung bestimmt; da

. deo do (v)
=== ——— == §

2 ds, ds, z

ist, so erkennt man, daB, sofern man mit (v,) die der einfachen
Netzlinienverteilung entsprechende Geschwindigkeit bezeichnet, der
Wert von ¢ ein Mall fiir die GroBe des Einflusses der Zirkulation ist.

IIL. Auftriebsbestimmung.

Die Eigenschaft der Zirkulation, den Auftrieb zu erzeugen, hat
Lamb im § 69 seiner Hydrodynamik am Beispiel der Stromung um
den Kreiszylinder ermittelt; die moderne, unter dem Einfluf der
Bediirfnisse im Flugzeugbau entstandene Entwicklung der Aero-
dynamik hat zur Ausbildung von Theorien hinsichtlich der Bestim-
mung von passenden Korperformen und deren Auftriebskrifte ge-
fiihrt, die in gedringter, aber doch vollkommen iibersichtlicher Weise
im Heft 39/40 der Sammlung Vieweg unter dem Titel , Die hydro-
dynamischen Grundlagen des Fluges“ von Dr. Richard Grammel,
mit reichen Angaben von Literaturquellen zusammengestellt ist. Die
mathematischen Entwicklungen sind zum groBten Teil mit dem
Hilfsmittel der Vektoranalysis und unter Verwendung der Theorie
der konformen Abbildungen, jedoch ohne Verwendung der Netze
selbst durchgefiihrt; es liegt auBerhalb des Rahmens dieses Buches,
diese fertigen Theorien wiederzugeben, es wird daher nur auf die
Literatur verwiesen.

Die Verwendung von Netzen ermdglicht nun die Anwendung
graphostatischer Methoden zur Auftriebbestimmung, indem bei ge-
zeichnetem Strdmungsnetz die Geschwindigkeitsverteilung und unter
Verwendung des Bernoullischen Satzes die Pressungsverteilung er-
mittelt und dann mittels Seil- und Kriftepolygon die Resultierende
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und hiermit der Auftrieb und dessen Moment mit der dem Ingenieur
geldufigen Methode bestimmt werden kann., Zur Kontrolle kann dann
immer die Methode der analytischen Komponentenbestimmung ver-
wendet werden.

Nach dem Bernoullischen Satz ist, wenn man vom Einfluf der
geoditischen Lage des Korpers und den Widersténden absehen kann,

2
g— —!——p— =k, worin nun v dle totale Strémungsgeschwindigkeit an
g

der Grenzlinie, p die Pressung und k die durch den bekannten Zu-
stand an irgendeinem Punkt des Strémungsgebietes bestimmte Kon-
stante bedeuten; auf der Breite 1 haben die Elementardriicke an dem
umflossenen Zylinder Abb. 68 folgende Werte

dP, = + dPsin« y
= + pdssine = — pdy, //
/

dP,= — dPcosa /
= — pdscose = -} pdx;

v

mit p=yk— 2lg v? folgt

P = —yk{ﬁdy—[—?ygévzdy,

14
P, = —}—ykédw—— %4;'02(%:.

Die Integration erstreckt sich iiber

Abb. 68.
den ganzen Umfang der Grenzkurve;
es werden hierbei §dy =0, §dr=0 und somit
4 2 7 2
— 4+ L _ =
. ! 2g§v dy, y 2956@ de. . . . VII
Trigt man auf der y-Achse zu jedem y der Grenzlinie die zu-

2
gehdrigen Werte von 72—1) auf, so entsteht eine geschlossene Kurve,
deren Flicheninhalt dem Wert von P, entspricht. Analog erhilt man
an der X-Achse eine geschlossene Kurve, deren Fliche dem Wert P,
entspricht.
Eine andere Deutung ergibt sich durch folgende Zerlegung

v®dy =v*dssine, P, =+ Q%Sf;(vsinoc)vds,

®dx = v*dscose, P, ,=— 2};943(”00804)0%-

u

16%*
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Nimmt man statt den lings der Grenzlinie veréinderlichen Wert von
v, =wvsine einen Mittelwert » , und ebenso fiir v =wvcose den
Mittelwert » so folgt

xm’

P = —|_2—yyvym§ﬁvds, Px=—§y—gvx",fvd8~

Die angedeuteten modernen Theorien ergeben fiir den Fall reiner
geradliniger Parallelstromung als Grundstrémung, also v, = konst,

wy? vmm=2vgy=vwz’

Vyp =20, =10
wobei die eingefiihrte Bezeichnung andeutet, dafl die gestorte Grund-

stromung diese Werte im Unendlichen beibehélt; somit erhélt man

sz—i——}:vyme, Py=-——y—'uzme, .. . .Vlleo
g g
wenn man den Wert der Zirkulation mit e bezeichnet, also [vds=e
setzt.
Fiir das Moment, das unter dem EinfluB der Pressungen am
Korper wirksam wird, erhdlt man:

MZJ(_ ar, ) +f(—}— ap, )= % [Sﬁvgydy —{—8617‘3 dx] VIII

als Gleichung fiir das Moment, dessen Wert, analog wie friiher, durch
graphische Integration bestimmt werden kann.

Durch &hnliche Zerlegung, wie frither, erhilt man fiir den Fall
geradliniger Parallelstromung

M=—l(mv +mv, ) . . . . .VIco

Yy Y
mit m, = $vyds; m, =¢vads.

Die Gleichungen VII und VIII gelten ganz allgemein fiir beliebige
zweidimensionale Grundstromungen, die Gleichungen VIII und IX
nur fiir gleichfsrmig parallele Grundstromung; die Aufstellung der
letzteren und deren Verwendung fiir Probleme der Flugtechnik ist
durchaus berechtigt, deren Verwendung fiir Probleme mit anderen
Grundstromungen jedenfalls nur naherungsweise.

Die Berechnung nach den Formeln VIIoco und VIIIoo bietet aber
bei gezeichneten Stromnetzen keine Schwierigkeiten.

Hiermit ist die allgemeine Theorie der Umstromung eines ein-
zelnen Korpers erledigt.
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H. Stationiire Stromung zwischen mehreren
ruhenden Kérpern.

Fiir die Hydrotechnik von Wichtigkeit ist die Stromung durch
Gitter, das ist die Stromung in, zwischen und aus Riumen, in denen
sich in gleichen geraden Abstéinden oder in gleichen Bogenabstinden
kongruente Zylinder befinden. Die gerade Anordnung hat praktische
Bedeutung fiir die Theorie der Mehrdecker, die Anordnung in Bogen-
abstinden fur die Theorie der Leitapparate von Kreiselridern und
dann auch fiir diese selbst.

Da wieder Potentialstromung vorausgesetzt wird, so kann man das
Strémungsbild im polaren Netz durch konforme Abbildung in Parallel-
streifen, also auf die gerade Gitteranordnung zuriickfithren. Man
konnte dann allerdings als Grundstromung eine geradlinige Parallel-
stromung annehmen, die aber nicht ohne weiteres zu gebrauchen ist,
da ja die einzelnen Korper gegenseitig Storungen in der Grundstréomung
verursachen; man muf} trachten, eine Anordnung zu erhalten, in der
sich nur ein Korper befindet, hierfiir die Stromung um diesen Kérper
zu bestimmen und dann durch konforme Abbildung die Aneinander-
reihung herzustellen.

Nimmt man im polaren Netz eine geschlossene Kurve von
solcher Gestalt an, daf} dieselbe bei konformer polarer Verviel-

1

faltigung entsprechend 2" =Z, r= R", @:% die Form eines
Schaufelprofiles erhélt, so kann die angenommene Einzelfigur als
zweckdienliche Randlinie fiir die geplante Darstellung dienen; durch
y,=lgr+md =y, , + vy, ist dann eine Grundstrdmung beschrieben,
deren Linien logarithmische Spiralen sind. Bestimmt man das die Rand-
linie enthaltende zirkulatorische Netz als Koordinatennetz fiir die
Linien der Hilfsstromung, so kann bei angenommenem Wert von m.
die periodische Wertverteilung von iy, lings der Randlinie und dann
mittels der eingangs dieses Kapitels beschriebenen Methode die
Hilfsstromung durch Rechnung und dann die Relativstrémung durch
graphische Funktionenaddition bestimmt werden; es ist aber zweck-
miBig nicht mit der totalen Grundstrémung, sondern mit deren
Komponenten vy, und vy, getrennt zu arbeiten. Man erhdlt dann
die Stromlinien der radialen und der kreisenden Durchflulstromung,
die man schlieflich zur totalen Durchflulstromung v, vereinigen
kann; dieselbe, sowie deren beide Komponenten enthalten die Rand-
linie als Teile von Stromlinien.

Die zeichnerische Arbeit im polaren Grundnetz ist zwar um-
gtindlich und mit Schwierigkeiten verbunden, aber vorldufig nicht zu
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umgehen. Die Darstellung mit Hilfe des konfokalen Grundnetzes
als Konstruktionsnetz durchzufithren, das ja auch in ein Streifen-
netz transformiert werden kann, wire bequemer, scheitert aber an
der Eigenschaft, da dieses Streifennetz ein Doppelnetz mit sym-
metrischer Bildverteilung und daher fiir die geplante Darstellung un-
brauchbar ist.

Dieser Nachteil des konfokalen Netzes hat sich aus einer Unter-
suchung der Resultate der Promotionsarbeit von Dr. techn. Dorin
Pavel, dipl. Masch.-Ing. E.T.H. ergeben. Siehe hieriiber die im
Verlag von Rascher & Co., A.-G., Ziirich, erschienene Broschiire ,, Ebene
Potentialstromungen durch Gitter und Kreiselrider und die gleich-
betitelte Klarstellung® in der Schweiz. Bztg. 1925, Bd. 86, S. 235.

Zirkulatorische Netze sind natiirlich untereinander auch konform;
es erscheint daher nicht ausgeschlossen, als Abbildung der ange-
nommenen Einzelfigur und ihres zirkulatorischen Netzes den Einheits-
kreis im Netz X und dessen Zirkulationsnetz zu benutzen, die Grund-
stromung aus dem ersten ins zweite Netz iibertragen und an der so
erhaltenen einfacheren Figur die Hilfsstromung konstruieren und
dieselbe wieder riickwirts und weiter ins Gitter abbilden zu kénnen;
ein Versuch hieriiber liegt noch nicht vor.

Von Bedeutung fiir die Stromung durch Leitapparate ist der
Einflufl der Zirkulationsstrémung deshalb, da von der Stirke der-
selben die Neigung der ZufluB- und AbfluBrichtung zum und vom
Leitapparat bei gegebener Grundstromung abhiingig ist. Es ist
daraus zu schlieBen, dal bei unrichtiger Fiihrung umgekehrt auch
die GréBe der Zirkulation beeinflut wird.

Wenn eine derart gefundene Darstellung auch noch keineswegs
der Wirklichkeit entspricht, da ja die Widerstiinde und namentlich
die Turbulenz gar nicht beriicksichtigt sind, so kann doch deren
Vergleich mit Versuchsresultaten klarend fiir die Beurteilung des
Einflusses dieser Stromungen und damit dem eigentlichen Zwecke
hydrodynamischer Untersuchungen, d. i. der Analyse der Stromungs-
vorginge dienlich sein.

J. Stationire Strémung in bewegten Réumen.
Stationiire Relativstromung.

1. Geometrie der Stromung.

Stromt Flissigkeit lings fester Wiande eines kanalférmig aus-
gebildeten Hohlraumes, der selbst gegeniiber der Erde eine Bewegung
besitzt, so heillt die Ortsverinderung der Fliissigkeit gegeniiber dem
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Gehsuse des Hohlraumes deren Relativbewegung, diejenige gegeniiber
der Erde deren Absolutbewegung.

Die Formen beider Bewegungen sind verschieden und stehen
durch die Form und Art der Bewegung des
Hohlraumes miteinander in einem bestimm-
baren Zusammenhang.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Fliissigkeit bleibt im bewegten
Raum eingeschlossen.

2. Die Fliissigkeit durchstromt den beweg-
ten Raum.

1. Fall, Abb. 69.

Entnommen aus der Dissertation von
Herrn Dr. Oertli:

Eine kreisrunde zylindrische Schale war
an einem um eine lotrechte Achse rotieren-
den Rad derart befestigt, dall die Zylinder-
achse parallel zur Drehachse, aber im festen
Abstand e gelagert war. Die Schale wurde
zum Teil mit Wasser gefiillt, auf den Wasser-
spiegel wurde Aluminiumpulver gestreut und
das Rad in Rotation versetzt; das Pulver
ordnete sich nach konzentrischen Kreisen,
und es trat die Erscheinung einer Drehung
des Wasserinhaltes um die GefaBachse im
entgegengesetzten Sinn der Raddrehung her-
vor. Nach einiger Zeit verschwanden die
Kreise zuerst am Rand, bis im weiteren Vor-
dringen die ganze Flidche einfach das Bild
einer mit Pulver bestreuten Ebene bot. Bei
Stillstellung des Rades zeigten die wieder
entstehenden Kreise zuerst Drehung, aber im
entgegengesetzten Drehsinn an, bis schlief3-
lich voller Stillstand eintrat. Die sich zuerst
einstellende, dann durch die Bewegungs-
widerstinde vom Rand aus vernichtete Dre-
hung ist eine exakte Relativbewegung,
der eine bestimmte Absoluthewegung ent-
spricht; die zweite Drehung ist nicht eine Relativbewegung, sondern
direkt eine Absoluthewegung, da das Rad stillsteht; beide sind Trig-
heitserscheinungen.

Abb. 69. Ausschnitt aus einer Kinoaufnahme.
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Die Erscheinung bleibt im Wesen auch bei andern Profilen des
Zylinders gleicher Art, es schmiegt sich die Bewegungsform der
Fliissigkeit der Profilsform wenigstens an Stellen stetiger Kriimmung
der Profilslinie an; wird statt Wasser Ol also eine Fliissigkeit von
groBerer Viskositidt in die Schale gegeben, so treten die geschilderten
Erscheinungen nicht auf.

2. Fall.

Derselbe umfafit die Stromung durch bewegte Kanile.
Denkt man eine kleine Kugel mit der Fliissigkeit bewegt, so
wird die Bahn derselben von einem Beobachter, der seinen Stand-

ok'N/ > Bewegungsrichtung des Hohlraumes

g

\

Abb£70.

punkt am Gehduse des bewegten Hohlraumes hat und daher mit
demselben bewegt wird, in derjenigen Form gesehen, die der Re-
lativbewegung entspricht — Relativbahn —; von einem Stand-
punkt auf der Erde hin-
gegen in der der Ab-

*}Q X X solutbewegung entspre-

7

X X X chenden Form — Ab-
X X solutbahn — Abb. 70.
Bewegungsrichtung " Ein bestimmter Zu-
des Hohlraumes X X sammenhang der Bah-

X X X nen macht sich bei die-
X X X ser Form des Schwimm-
X X X korpers nicht direkt be-

R X X 3 merkbar. .
e Denkt man jedoch
statt der Kugel zwei
durch ein Gelenk miteinander verbundene Stdbchen von der fingierten
Eigenschaft, daB} sich das eine Stédbchen in Richtung der Relativbewe-
gung, das andere in Richtung der Absolutbewegung einstellt, so wird
von beiden Standpunkten aus zu beobachten sein, dal im allgemeinen
die gegenseitige Lage der Stébchen bei ihrer Bewegung mit der
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Flussigkeit sich @ndert, und wenn mehrere solcher Schwimmkérper
gleichzeitig eingebracht werden, auch an verschiedenen Orten ver-
schieden ist; weiter aber
wird zu bemerken sein, daf3
die Lage des durch die Re-
lativbewegung orientierten
Stédbchens sich bei jeder
Bewegung des Hohlraumes
im wesentlichen an die
Richtung der XKanalachse
(Mittellinie des Kanals) an-
schmiegt, wihrend die Lage
des durch die Absolutbewe-
gung orientierten Stdbchens
sich mit der Bewegung des
Hohlraumes &ndert.

Ein anderes Experiment
ist folgendes: Denkt man
eine grofle Anzahl solcher
Schwimmkérper mit  der
Fliissigkeit bewegt, so kann
sich bei geeigneter Aufein-
anderfolge derselben durch
Momentphotographie  ein
Netzbild ergeben, in dem
die durch die Relativbewe-
gung orientierten Stébchen
sich zu einem Liniensystem
vereinigen, das den relativen
Strombahnen entspricht,
wihrend die andern Stib-
chen sich zu einem das erste
schneidenden Liniensystem
vereinigen, das die Strom-
linien darstellt, nach denen
im Moment der Aufnahme
die Absolutbewegung statt-
findet. Abb. 71.

Herr Dr. O ertli hat dieses
Gedankenexperiment durch
Moment- und Kinoaufnah-
men der Strémung im be-
wegten Kreiselrad verwirk- Abb. 73,

Abb. 72.
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licht, wie aus den seiner Dissertation entnommenen Abb. 73 und 74
zu ersehen ist.

In den Kinoaufnahmen Abb. 74a ist die Relativbahn durch die
natiirlich in aufeinanderfolgenden Lagen abgebildeten Schaufeln, die
Absolutbahn durch die dieselben schneidenden Stromlinien zu erkennen.

Abb. 74a, Abb. 74b,

In der Momentaufnahme, Abb. 73, ist die Relativbahn gut, die Ab-
solutbahn schwach erkenntlich. Abb. 72 zeigt die Strémung durch das
ruhende, Abb. 74b die Relativstrémung im sich drehenden Kreiselrad.

Ist nun die Bewegung sowohl der Flissigkeit als auch des Hohl-
raumes derart beschaffen, daf sich dauernd solche kongruente Netze
aufnehmen lassen und bleibt hierbei auch die Pressung in jedem
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Punkte dauernd dieselbe, so ist die ganze Bewegung stationir; es
kann dies natiirlich nur eintreten, wenn die Relativbewegung und
die Bewegung des Hohlraums stationir sind, bleibt aber immerhin
ein Abstraktum, da es nur unter ganz besonderen Bedingungen mdog-
lich ware, die ZufluBverhiltnisse' zum Kanal dauernd stationidr zu
erhalten; in den Kanilen der Kreiselrider wird die Bewegung im
allgemeinen periodisch stationir.

Bei Verwendung derselben Darstellungsweise wie fiir die statio-
niare Bewegung in feststehenden Riumen wird es jedoch zweck-
dienlich sein, vom Abstraktum der stationdren Relativbewegung aus-
zugehen, d. h. stationdre Formen derselben anzunehmen und deren
Bestandsmoglichkeit und Grenzen zu untersuchen.

Fiir die mathematische Darstellung wird ein mit dem beweg-
lichen Hohlraum festverbundenes Koordinatensystem anzunehmen
sein; in den auf dasselbe bezogenen Fundamentalgleichungen ist die
Zeit als Veréinderliche nicht enthalten und es sind alle partiellen
Ableitungen nach der Zeit gleich Null; hingegen sind nach dem
Satz von Coriolis die Erginzungskrifte der Relativbewegung ein-
zusetzen.

Bestimmt man jedoch die Bewegung in bezug auf ein mit der
Erde festverbundenes Koordinatensystem, so miissen die Fundamental-
gleichungen die Zeit enthalten, da die Punkte des feststehenden
Raumes stdndig mit anderen Punkten des beweglichen Raumes zur
Deckung kommen. Die Bewegung ist daher formell gegen den festen
Raum nicht stationir.

Es wird geniigen, den Fall gleichférmiger Rotation von Kanilen
um eine feststehende Achse entsprechend der Anwendung auf Kreisel-
rider zu behandeln.

Die allgemeinen geometrischen Eigenschaften der Formfunktionen
der Relativbewegung sind dieselben wie im Falle des feststehenden
Raumes; es sind daher auch alle auf dieselben basierenden geome-
trischen Methoden fiir die graphische Darstellung von Relativ-
stromungen verwendbar. Als notwendige Erginzung ist der Zu-
sammenhang der relativen Strombahnen mit den absoluten Momentan-
stromlinien zu untersuchen; es wird derselbe zuerst fiir den 1. Fall
bestimmt.

1. Die Relativ- und Absoluthewegung einer reibungsfreien
Fliissigkeit in einem rotierenden Kreiszylinder.
Abb. 75 ist der GrundriB der Anordnung, O die Drehachse,

o die Zylinderachse; es wird nun entsprechend der Erscheinung
beim Versuch S. 247 angenommen, daf die Fliissigkeit relativ gegen
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die Schale mit einer Winkelgeschwindigkeit um die Zylinderachse
rotiert, die der GroBle nach gleich, dem Drehsinn nach entgegen-
gesetzt jener der Scheibe ist. Behufs mathematischer Formulierung
dieser Erscheinung ist das feststehende Achsensystem x Oy und das
um O sich drehende Achsensystem o O C anzunehmen. Die Relativ-
bahn eines Punktes der Flissigkeit in der Entfernung a¢ von o sei
der Kreis vom Radius ¢ um o; dieser Punkt liege am Radius-
vektor 7, der zur Zeit ¢ von Oo den Bogenabstand &, von Oz den
Bogenabstand ¢ habe. Es sind nun:

w=aw die totale Relativgeschwindigkeit,

w, = -+ weos § die radiale Komponente derselben im Punkt p,

w, = — wsin § die tangentiale Komponente derselben im Punkt p.

u
w, wird negativ, da bei der vorausgesetzten Drehrichtung der Fliissig-

d .
keit o negativ wird.

dt
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Abb, 75.
Wegen

0-Fp=y+tc, asiny == rsine, acos(180 — y)=rcosa — e
werden w,=wesine, w,=w(ecose—r),

der Rotor dieser Geschwindigkeit ist

1 /fow,r ow,
20— 2 (et 2%)
1190 2 0 .
=7[—a—;(wercoso¢—wr“)—aﬁw(wes1noc)J=—2co.

Entsprechend dem Geschwindigkeitssatz der Relativbewegung sind
mit Bezug auf das sich drehende Achsensystem die Komponenten der
Absolutgeschwindigkeit

v, =w, = wesine. v, =w,rTw=awecosc,
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hiermit die totale Absolutgeschwindigkeit

v="v tvi=we.
Es wird

1
Q,Qa:%[% (v, 1) — —E%UTJ =7[wecosoe —wecose]| =0,

d. h. die Absolutbewegung besitzt ein Geschwindigkeitspotential, da
202, =rotp =0 ist.

Bezieht man die Absolutbewegung auf das feststehende Achsen-
system, so werden

v, =v,c080 — v, sind = we (sin & cos d — cosasin §) = wesin (« —J),

v, =v,8ind + v, cos = we (sin ¢ sin 8 |- cos wcos §) = we cos (« — 9).

Nun ist 6 = ¢ + wt und somit

dx . d
vx=7i?=—}—wesmwt, vy=a%=—{—wecoswt,
x=2x,--ecoswt, y=19y.+esinwt,

@ — @)+ —g) =e.

Die Absolutbahnen sind also im feststehenden Raum fiir alle Punkte
in der Schale Kreise mit dem Halbmesser e entsprechend einer
rotationslosen kreisformigen Translationsbewegung.

Diese mathematische Untersuchung fithrt hiermit darauf, daf
fiir die Absolutbewegung ein Potential existiert. Hieraus ergibt sich
die wichtige Tatsache, daf die Wirbelhaftigkeit nicht an die
Fliissigkeit, sondern an den Raum gebunden ist; die Fliissig-
keitsbewegung wird mit der Drehung der Schale gegeniiber derselben
mit Rotation behaftet; gegeniiber dem ruhenden Koordinatensystem
hat die Fliissigkeit keine Rotation.

Die obige Untersuchung kann auf eine allgemeinere Grundlage
gestellt werden:

Ist y die Stromlinienfunktion irgendeiner ebenen zweidimensio-
nalen Strémung, so sind die Geschwindigkeitskomponenten im polaren
Koordinatensystem:

_ 0y _ oy
w, =9 v or
und der Rotor
1 (ow,r amr>_
2Q~7< or 099 )’

hieraus folgt:
Py 1oy | 1Py
o T e g =2
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d. i. die allgemeine Differentialgleichung einer zweidimensionalen
Stromung; mit 2 =0 geht dieselbe in die Gleichung fiir eine
Potentialstromung iiber.

Bezieht man die Gleichung auf das bewegliche Koordinaten-
system 00 C, setzt Q= — w und y, statt v ein, so ist:

723192:—2@. R

or? r or

*y, 1 09, | vy,

die allgemeine Differentialgleichung fiir eine Relativstromung im
rotierenden Kreiselrad. Ein partikuldres Integral ist

% w
Y=g
denn es werden:
Py _ 10y, A _
or: T ar Y gy
also —w—w-+o=—2w.

Die Differentialgleichung a wird allgemein erfiillt, wenn zu y, noch
eine Potentialfunktion v, addiert wird, da dann die Gleichungen

gelten y, =y, -+ v, und
Py, 1 8wr+ Py, (?E& 10y, 32%)

2992 \ 9r? r or | r2p9?

+_

ort r or

Oy 1 %y
+ ( ov? +7 or

ngp)__ _
+’r"’619“ =0—2w.

Beniitzt man mit ¢ als konstanter Zahl und e als konstanter
Linge den Ansatz:
P, = wercos?d — crlcos 2,
so folgt

oY,
a_qf=+wecosﬁ—2crcos2ﬁ,
2y,

E):Z =+ — 2c¢cos 249,
1oy, e

Ty —}—wr—cosﬂ— 2ccos2,
PV % cosd - docos2d
W_——w;cos <+ 4ccos 29,

mithin £, =0; d. h. der obige Ansatz entspricht einer Potential-
bewegung; es wird daher:

3
?w
Y,= +wercosd — cricos 29 — 5
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fithrt man die kartesischen Koordinaten
E=rcosd; n=rsind
ein, so erhdlt man folgende drei Gleichungen

v,=wel—c(& —9?),

S TR
Yy = _202_(52‘}“772)-

Hiernach sind die Linien konstanter Funktionswerte v, gleich-
seitige Hyperbeln mit dem Mittelpunkt n in der &-Achse, in der

e
Entfernung §n=%— von O; die Linien konstanter Werte P, sind

Ellipsen mit dem Mittelpunkt m und den Brennpunkten auf der

&-Achse, ersterer in der Entfernung & - 2 yon 0, letztere
o-+2c¢

) . . we \? 8y, )

in Abstinden ¢ = iV(w T 26) -+ PR vom Mittelpunkt m

entfernt; die Linien konstanter Werte v, sind Kreise um O mit den

Radien: V M .

w

Hiermit ist die Fliissigkeitshewegung in einem exzentrisch auf der
rotierenden Scheibe liegenden elliptischen Zylinder beschrieben, be-
zogen auf das sich drehende Achsensystem.

Mit ¢ =0 werden
w
v, =weé, wr=wef—5(§2+n2)-

Die Linien konstanter Werte v, sind Gerade senkrecht zur £-Achse

in Abstéinden &= - —w—"c von O, die Linien konstanter 1 - Werte
)

sind Kreise mit dem Mittelpunkt m auf der &-Achse im Abstand e

]/ o2 . o
von 0 und mit den Radien a= |/ ¢* — w’"; es sind dies hiermit
w

die Ausdriicke fiir die Bestimmung der Funktionswerte zum geschil-
derten Versuch. Abb. 76.

Die Differentialgleichung fiir v, ist, abgesehen davon, daf sie
in Polarkoordinaten ausgedriickt ist, von gleicher Art wie diejenige,
die zur Bestimmung von Robr- und Kanalprofilen mittels Funktionen-
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addition dient. Dieses Hilfsmittel ist daher zu gleichem Zweck im
vorliegenden Theorem verwendbar; ebenso gibt die Gleichung v, =
¥, + v, die Fibrung zur Bestimmung einer der Linienscharen aus
den beiden andern im Sinne der Funktionenadditon; der Gebrauch
dieses Hilfsmittels ist daher im Wesen dasselbe, wie auf Seite 126
geschildert.
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Abb. 76,

II. Die Relativ- und Absolutbhewegung einer reibungsfreien,
durch rotierende Kanile stromenden Flissigkeit.

Da die Differentialgleichungen fiir v, und v, nicht an Scharen
geschlossener Kurven gebunden sind, so bilden dieselben auch die
Grundlagen fir die mathematische Bestimmung von DurchfluBi-
stromungen entsprechend dem 2. Fall durch rotierende Kanile, die
derart gebaut sind, daB in denselben bei Reibungsfreiheit ebene
zweidimensionale Strémungen méglich sind. Dieselbe ist die Grund-
lage zu der von W. Kucharski erdachten und ausgearbeiteten
Methode, die in dessen Publikation: ,Strémung einer reibungsfreien
Fliissigkeit bei Rotation fester Korper“ beschrieben ist (Verlag von
Oldenbourg, Miinchen und Berlin). Dr. Oertli hat dieselbe als Fiih-
rung bei seiner Promotionsarbeit verwendet.
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2. Kinematik der stationiiren Relativbewegung,.

Zwischen den Komponenten der Relativgeschwindigkeit und der
Absolutgeschwindigkeit bestehen folgende Beziehungen:

w,=v,, WwW,=9v, W,=0,—T0
und dementsprechend zwischen deren Rotoren:
ow, 0w ov, 0V

= 7 - =20
28, 67‘ oz or 02
ow ov v ov
20 _hfFr:_u o 942920 _
rE r o E)r—l_r rod 0=2%9, — 2w,
20 :?&_?& 0, _ 0% _ag

ad oz rod oz rov

Sind die Werte der absoluten Rotoren = Null, so ist nur der rela-
tive Rotor 207, = — 20 mit der Achsenrichtung z vorhanden,
der aber nicht an die Fliissigkeit, sondern an den rotierenden Raum
gebunden ist; alle andern Rotoren, wenn solche vorhanden sind, sind
mit der Fliissigkeit verbunden und daher fiir beide Bewegungen
gleich; fiir diese gelten die Helmholtzschen Wirbelsitze., Auch die
Kontinuitéﬁtsgleichungen'

w

% 42 r+7+ - —div =0,
v
—'— +T+;—8‘5—d7/l)b_0

hat das Glied rw keinen EinfluB. Ist mithin die Kontinuitits-
bedingung fiir die eine Bewegung erfiillt, so ist dies auch fiir die
andere Bewegung der Fall.

3. Dynamik der Relativbewegung bei gleichformiger
Rotation der durchstromten Hohlriume.

Die drei Bewegungsgleichungen I, II, III auf Seite 24 erhalten
fiir Zylinderkoordinaten z, r, J folgende Formen:

1op dv, ov

SIS P a%tJ‘Z;}ZJrrear+ raﬁ SRR
2 2
+ ua;ﬁ ”fr”".. N |

Prasil, Hydrodynamik., 2. Aufl. 17
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2
Die Glieder — f:—, % entsprechen den durch die Verwendung

der polaren Koordinaten r, ¢ in die Gleichungen eintretenden
Gliedern der Zentripetal- und Bogenbeschleunigung.

Schreibt man in diesen Gleichungen w,, w,,w, statt v,v,9v,,
setzt K =rw?+4 2w, w, K,= — 2w, o, das sind die Komponenten
der Beschleunigungen der Ergénzungskrifte der Relativbewegung, und
nimmt der Einfachheit halber K, = — g entsprechend lotrechter An-
ordnung der 2-Achse als Drehachse der Hohlrdume an, so erhilt man
das System der Fundamentalgleichungen der Relativbewegung, be-
zogen auf das sich zwar mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit
drehenden, aber wegen Einfiihrung der Erginzungsbeschleunigungen
als feststehend zu betrachtende Zylinderkoordinatensystem z, r, .
Umformt man das Gleichungssystem der relativen Bewegung nach
dem Schema: I dz 4 I dr -+ IILrdd, so erhdlt man analog wie
auf Seite 27 u. f.

—gdz 4 iro )—}—2 [w dr~w,_rdﬁ]—édp

ow 1, dw®
—[ 2d+ dﬁJ+~—2-—-—2$r,. .. B,
worin 2§, ein die Rotoren der Relativbewegung enthaltender Diffe-
rentialausdruck ist. Mit der Bezeichnung r w = % kann

2
r Zo) = grad u_

gesetzt werden; dL =w,dr —w,rdd ist die Differentialgleichung
der Projektion der momentanen Stromlinien auf die r, #-Ebene;

denn mit L = 0 wird Y di ; hiermit sind:
w, rdo

w _%_ Cw = oL

v oy’ T rod’

man erhilt:
2w (w,dr —w, rd¥)=[(2w)-w']=grad2 w L.

Die ganze Gleichung B, erhilt in vektorieller Schreibweise die Form:

p , w U > 1om 1
?_ Y _9pL)la 28 11
gmd(z—}—y i_2g 24 ) +g T g[m rotw] =0. B,

o1 .
Kann hierin g[m-rot w] = grad 3 gesetzt werden, so erhélt man:
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Im stationdren Zustand sind dann die Werte von p und w durch
Funktionen der Ortskoordinaten bestimmt; d. h. es ist bei solchen
Formen, fiir die eine solche Funktion J existiert, widerstandsfreie
Strémung méglich.

Die Gleichungen I bis III sind mit K, = —g; K =0; K,=0
die Gleichungen der auf das drehbare Achsensystem bezogenen
Absolutbewegung, zusammengefallt erhalten dieselben die Form:

109y
grad <z—[—% i )_‘—?5{—_[’3 rotp] =0 . ., . B!
1
oder sofern ?[n-rot p| = grad & gesetzt werden kann:
p v 10y
rad(z—!—* — — ) —-—=0.....BW
g , Tag 8T T a

Ist die Absolutbewegung eine Potentialbewegung, dann ist
fiir dieselbe 2£2 =0 und fir die zugehdrige Relativbewegung
20 =20 = — 2w; es wird der Betrag von [w-rotw] = — 2w ,
da @, parallel zur z-Achse gerichtet ist. w' ist die Projektion
von w auf die Ebene r,#. Der Vektor [w-rotw] liegt parallel zu
dieser Ebene und steht senkrecht auf w’, seine Komponenten sind
in der Richtung R gleich (— 2w)-(+ w,), in der Richtung senkrecht

auf r gleich (— 2 w)(— w,), und somit wird [w-rotw] = — 2w w, dr
+ 20w, rd¥ = — grad 2 w L = grad 3. Die Gleichung B, der Relativ-
bewegung wird somit einfach:
u? 10w
grad ( 2 g> L g ot =0

o
und bei stationirem Zustand also e 0,

’LL2
—- — — == konstant,
e —f— 2g onstan

d. i. die auf die Relativbewegung erweiterte Bernouillische Gleichung
ohne Widerstandsglied; sie gilt allgemein fir das ganze relative
Strémungsgebiet.

Es werden sonach in Hoblriumen, die sich um eine ruhende
Achse drehen, Relativ- und zugehorige Absolutstromungen dynamisch
moglich, wenn die Formen der Hohlriiume, die Ausbildung rotations-
loser Absolutstromungen ermoglichen; ist dies nicht der Fall, so werden
sich durch Ausbildung von Diskontinuitdtsflichen im Innern der
Riume zwei Stromungsgebiete absondern; in dem einen findet Stro-
mung durch die Hohlrdume mit rotationsloser Absolutstromung, in
dem anderen eingeschlossene Bewegung mit in sich geschlossenen

17*
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relativen Stromlinien statt. Die Ausbildung reiner Diskontinuitéts-
flichen wird allerdings durch die Bewegungswiderstinde verhindert,
und vermehrt hierdurch eine der Strémung schon innewohnende
Turbulenz; diese Ausbildung wird, wenn der Anlall hierzu {iberhaupt
vorhanden ist, vom Betrag der Rotation: 202, = — 2w, also von
der Winkelgeschwindigkeit abhéngen und sich mit der letzteren
dndern.

Diese theoretischen Ergebnisse stehen im Einklang mit den der
prifenden Hydrotechnik schon lingst durch Beobachtung bekannten
Erscheinungen betreffend die Strémungen in Kreiselridern der dort
auftretenden Ablosungen, die hiernach anderer Natur sind, als die
den Grenzschichten entsprechenden Ablosungen; es ist hiernach durch
die allgemeinen Gleichungen die theoretische Grundlage fiir die weitere
Verfolgung der beziiglichen, namentlich der dreidimensionalen Pro-
bleme gegeben. Die nach dieser Richtung bisher vorliegenden Stu-
dien konnen als erste orientierende Versuche von Losungen bewertet
werden; mit der Annahme der Moglichkeit achsensymmetrischer Aus-
bildung der Stromlinien und der Abtrennung einzelner Riume durch
Einfiigung von in gleichen Bogenabstinden angebrachten festen
Stromflichen — in der Art von Blechschaufeln — muBten fiir den
Eintritt in und den Austritt aus den Kanilen Hypothesen iiber den
Ausgleich der Pressungen an diesen Ubergiingen eingefiihrt werden.
Die lings von der ausfithrenden Turbinenpraxis namentlich fiir den
Austritt durchgefiihrte Ausbildung von Schaufelenden mit sogenannter
Parallelfiihrung hat -— zwar meist unbewut — als theoretischen
Hintergrund eine derartige Hypothese; die Annahme der Abtrennung
von Riumen am Anfang und Ende der Zellen, in denen gleicher
Druck herrscht — siehe nebenstehende Abb. 77 —, beruht ebenfalls
auf einer solchen Hypothese. Die Erkenntnis der Wirkung der Zirku-
lation auf den Verlauf der Stromlinien hat den gesuchten Ausgleich
in theoretisch einwandfreier Weise gebracht.

Grenzt man im Stromgebiet ein Element dz-dr.-rdd ab, so ent-

9pd19> .
W dez auf dle kon'

gruenten Querschnitte dr-dz ein elementares Moment von der GroSe

spricht den Drucken pdrdz und (p +

. op ) . p
dM = <d19 dd.-dr-dz -ra—m-r dddr-dz.

Setzt man aus Gleichung III den Wert von —ag;? ein, so folgt
r
dv, v

dM=p (—(%« —’T—“> rdddrdz.
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d
Setzt man v :—r, so folgt
oo dt
dv, ~vv, 1 dv,r)
P T
d
hieraus dM=od(v,r)- rd_tﬁ ~dr-dz

= go(v,drdz)-d(v,r),

(v, drdz) ist aber die durch den Querschnitt dr dz in der Zeiteinheit
durchstromende Wassermenge dg,

dM=odq-d(v,r),

M= Qqufd(vur)’
wenn man die innere Integration auf den Stromfaden bezieht, der
von der Fliissigkeitsmenge dg durchflossen wird.

Es ist der vollstiindige Ausdruck fiir den Eulerschen Momenten-
satz, den die Mittelwertstheorie in der bekannten Form bringt

M= i %Q_ (vul 1,'1 - vu2 7'2),

wobei das - -Zeichen fiir Kraft abgebende, das — -Zeichen fiir Kraft
aufnehmende Kreiselrider gilt.
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Die Verwendung dieser allgemeinen Theorien fiir den besonderen
Fall der Kreiselréider erfordert noch die Bestimmung der Stromungs-
formen mit Hilfe von Methoden, fiir die die Funktionentheorie die
Grundlage geben kann; bei dem heutigen Stand der Verwendbarkeit
derselben ist dies vorldufig nur fiir rein zweidimensionale Stromungen
moglich.

Darstellung der zweidimensionalen Stromung durch rein
radiale Kreiselriader.

Nach den Ergebnissen der Betrachtung der Eigenschaften der
Stromungsfunktion v, ist das allgemeine Integral der Differential-

gleichung Py N 10y, &y,

¥ 9
or? r or r 09? @

als Funktionensumme dargestellt durch

%:%—Twzzwv—l—wp,

worin v, eine Potentialfunktion ist; die Stromungsfunktion v, muf}
die Eigenschaft haben, dal zu deren Linien auch die Grenzen des
Raumes gehoren, in dem die Strémung stattfindet. Beim Versuchs-
beispiel gehort der Schalenkreis zu der Schar der Stromlinien

o

™ w

Y, =wercost — 5

Im Kreiselrad ist nicht eine geschlossene Schale vorhanden,
sondern die Grenzen sind durch die Schaufelprofile gegeben, die in
gleichméBiger Aufteilung um die Achse angeordnet sind, wie dies
in den Abb. 72 und 73 ersichtlich ist. Es liegt nun die funktionen-
theoretische Aufgabe vor, eine der angegebenen Bedingung ent-
sprechende Funktion analytisch, oder deren geometrisches Bild auf
anderem Wege zu finden; einen solchen Weg hat Kucharski ge-
wiesen, indem er die von Prandtl fiir die Behandlung des Torsions-
problems zylindrischer Stdbe stammende Darstellung des Verhaltens
solcher Stibe unter Hinweis auf die Gleichartigkeit der partiellen
Differentialgleichungen auch fiir das Stromungsproblem in Vorschlag
gebracht hat; siehe die auf Seite 256 angegebene Literaturquelle;
Abschnitt IV: ,Analogie mit der gespannten Membran“ u. f.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Fliissigkeit ist durch zwei im Abstand der Randbreite
parallele Ebenen senkrecht zur Achse, ferner einerseits durch die
Profillinien der Schaufel und anderseits durch die an die Schaufel-
enden anliegenden Kreiszylinder gebildet; dann hat man es mit einer
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Anzahl kongruenter, in gleichem Winkelabstand um die Achse an-
geordneter zylindrischer Einzelriume zu tun, in der die Relativ-
bewegung in geschlossenen Linien vor sich geht wie in der kreis-
formigen oder elliptischen Schale. Wie schon auf Seite 256 hervor-
gehoben, ist dann die Darstellung durch analoge Methoden, wie sie
bei Bestimmung der Isotachen in zylindrischen Rohren beniitzt wurden
(Seite 126 u.f.) zu erreichen. Dieser Fall ist von Oertli verwirk-
licht worden, indem er das radiale Versuchskreiselrad mit zylindri-
schen Minteln umgab und so eine vollstindige Absonderung der
einzelnen Riume erreichte; es erschienen dann auch die geschlossenen
Stromlinien, doch zeigten sich hierbei sekunddre Wirbelbildungen
in den Ecken, die jedenfalls den EinfluB der Wandreibung zur
Ursache haben.

2. Die begrenzenden Kreiszylinder liegen an die Schaufelenden
nicht an, die einzelnen Zellenrdume und die Ringrdume sind
zylindrischen Begrenzungen sind miteinander in Verbindung.

Die Relativstromung ist als eine durch die Schaufelprofile des
feststehend gedachten Rades gestbrte Grundstrémung zu betrachten,
die aus einer durch den Raum in logarithmischen Spiralen und einer
im Raum in konzentrischen Kreisen flieBenden Strémung zusammen-
gesetzt ist, die Achsen beider Stromungen fallen mit der Radachse
zusammen, Die kreisende Strémung entspricht der umgekehrten

Drehung des Rades, ihre Stromfunktion ist y, = — 7 w, die Werte
von vy,_ sind im ganzen Raum negativ anzunehmen; die Rotation der
Stréomung ist — 2 w; die Durchfluflstrémung ist rotationslos anzu-
nehmen.

Wenn man nun das Feld mit n Schaufeln behufs Reduktion der
Profilszahl polar konform nach Seite 177 auf ein solches mit nur
einer Schaufel abbildet, so erhalten im einschaufligen Feld die kon-
zentrischen Kreise der kreisenden Stromung die Radien

O e

Bestimmt man mittelst der frither geschilderten Methoden die
Form der durch das Profil gestorten kreisenden Stromung, so erhilt
man die sogenannte relative Drehstromung und analog die auch das
Profil umgebende Durchflufstromung und ferner die Zirkulations-
stromung.

Bildet man nun alle drei Stromungen wieder im Feld mit » Schau-
feln ab, so erhilt man durch Funktionsaddition die totale Relativ-
strémung wg; bezeichnet man mit ywp = — v, = 112w ein der Rad-
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drehung entsprechende 1, entgegengesetzte Stromung, so gibt die
Addition

V4= YR T V3

die Absolutstromung durch das Kreiselrad bezogen auf das rotie-
rende Koordinatensystem.

Das auf solche Art gewonnene Stromungsbild kann natiirlich nur
als abstrakte Darstellung einer in der Wirklichkeit durch Stérungen
der verschiedensten Art beeinfluBten Stromung bewertet werden; die
Einfliisse der Zufiihrung und Abfiihrung des Wasgsers zum Rad mit
der dem ankommenden Wasser bereits innewohnenden und dann
durch die Reibungen an den Schaufeln vermehrten Turbulenz u. a. m.,
konnen in einer Darstellung der vorliegenden Art, die mit Ausnahme
der Relativstromung iiberall auf Potentialstromungen basiert, nicht
in Rechnung gebracht werden; zudem ist die Losung an das zwei-
dimensionale Stromungsgebiet gebunden. Zu Losungen im drei-
dimensionalen Gebiet fehlen zur Zeit noch mathematische und geo-
metrische Methoden von so fruchtbarer Verwendbarkeit wie die-
jenigen der konformen Abbildungen.

Den Bestrebungen, die Theorie und Berechnung dreidimensionaler
Kreiselrider, sofern dieselben, wie iiblich, in Rotationshohlriumen
eingeschlossen sind, hydrodynamisch auf eine zweidimensionale
Stromungstheorie zu basieren, darf man noch skeptisch gegeniiber-
stehen. Wenn dies vielleicht noch bei offenen Propellern, die in der
gleichsam unbegrenzten Fliissigkeit arbeiten, einigermaflen mit der
Wirklichkeit vertriglich ist, so schwerlich bei Turbinen- und Pumpen-
rddern, deren Stromung unter dem Zwang der duleren Umhiillung
steht; da muB die analysierende Hydrodynamik schon auf den Ein-
fluf solcher Begrenzungen Riicksicht nehmen.

Die Hydrotechnik wird gewil gerne jede Theorie verwenden, die
die derzeit zunehmende Erkenntnis der verwickelten Strémungs-
vorginge beriicksichtigt. Die Anpassung durch Einfiihrung von Er-
fahrungswerten, die durch den Versuch an technischen Objekten
erhalten werden, wird aber doch immer das praktisch verwendbarste
Hilfsmittel bleiben, um die abstrakte Theorie mit der konkreten
Wirklichkeit zu verbinden.
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In dem Bestreben, neben theoretischen auch experimentelle
Grundlagen fiir die Analyse von Strémungsvorgéngen zu schaffen,
werden im Maschinenlaboratorium der Eidg. Techn. Hochschule in
Ziirich schon seit langerer Zeit diesbeziigliche Versuche durchgefiihrt.
Es wurde hieriiber vom Verfasser dieses Buches am 2., 3. und
4. Oktober 1923 anldflich des vom Schweiz. Ing.- und Arch.-Verein
veranstalteten Kurses iiber technische Fragen aus dem Gebiete der
Bau-, Maschinen- und Elektro-Ingenieurwissenschaften in Vortréigen
und experimentellen Vorfilhrungen berichtet und in der Schweiz. Bau-
zeitung, Band 82, 1923, Nr. 25 referiert; solche Versuche liegen auch
der Promotionsarbeit von Herrn Dr. Heinrich Oertli: ,Untersuchung
der Wasserstrémung durch ein rotierendes Zellenkreiselrad“, Verlag
von Rascher & Cie., Ziirich, zugrunde und bilden seither die Unter-
lage fiir wissenschaftliche Arbeiten im Maschinenlaboratorium auf
hydrodynamischen Gebiete, woriiber in einem Artikel des Verfassers
,Hydrodynamische Zeitkurven“ in der Schweiz. Bauzeitung, Band 83,
1924, vorbehaltlich eingehender Schilderung in einer Monographie
durch den Experimentator Herrn Dipl.-Masch.-Ing. O. Walter be-
richtet wurde.

In den Abb. 78, 79 ist die Laminarstrémung durch einen Leit-
apparat dargestellt, und zwar einerseits durch Stromlinien nach Hele
Shaw und dann durch Aufnahme von Zeitkurven mittels inter-
mittierender Farbzufithrung; die Strémung erfolgt von innen nach
auBen zwischen einer weillen Bodenplatte und einer geschliffenen
Glasplatte mit !/, mm Abstand. Die Distanzhaltung der Platten
erfolgt durch die aus diinnem Kautschuk ausgeschnittenen Schaufel-
profile. Durch Einfiihrung von Farbstoff in das strémende Wasser
wird die Stromung sichtbar gemacht. Zu dem Zweck sind in der
unteren Platte, in einem Kreis von 8 cm Durchmesser um das Zen-
trum, 64 Locher gleichméfBig verteilt angeordnet, durch die mit
Kaliumpermanganat gefdrbtes Wasser dem aus dem Zentrum kom-
menden Wasser zustromt.
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Bei Aufnahmen von Zeitkurven erfolgte die Farbstoffzufiihrung
in gleichen Zeitintervallen, indem jedesmal, wenn das konzentrisch
mit dem Lochkreis sich erweiternde Farbband an die Schaufeln
herankam, die Farbzufiihrung eingeschaltet und sofort wieder ab-
geschaltet wurde. So entstanden Farbstreifen, deren &duBere Um-
hillungen als Zeitkurven zu betrachten sind. Da gleichzeitig mit
den Zeitkurven die Stromlinien sichtbar werden, so ist es mdoglich,
an einer Figur mit ausgeglichenen Zeitkurven, wie z. B. Abb. 80,

Abb, 78,

die Abstinde zwischen den Zeitkurven langs den Stromlinien zu
messen und bei beobachtetem Zeitintervall die Geschwindigkeiten zu
rechnen (siche Abb. 81). Die Methode kann daher zur Ermittelung
der Geschwindigkeitsverteilung und zu Aufschliissen iiber die Art
der Stromung fithren. Im vorliegenden Fall sieht man z. B. deutlich
den EinfluB der Rauhigkeit der Schaufelwéinde und die Ausbildung
von Wirbelschichten hinter den Schaufelenden.

Sowohl die reine Stromungsdarstellung wie auch die der Zeit-
kurven 146t fiir diese Laminarstromungen die Eigenschaft erkennen,
daBl bei der von innen erfolgten radialen Zustrémung auch die
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Abstromung im wesentlichen radial erfolgt. Die geringen Abweichungen
vom radialen AbfluB konnen durch storende Einfliilsse im Ablaufraum
namentlich durch die deutlich erkennbaren Wirbelschichten hinter
den Schaufeln erklirt werden. Die Versuche wurden am bestehenden
Apparat fortgesetzt und dabei namentlich angestrebt, den EinfluB
einer Zustromung mit kreisender (tangentialer) Komponente auf die
Stromung in den Zellen und im Abflul kenntlich zu machen. Dies
gelang aber bei der diinnen Schicht von 0,5 mm nicht; die im zen-

Abb. 79,

tralen Zulauf erzeugte kreisende Komponente wurde kurz nach Ein-
tritt in die Schicht vernichtet, das Stromungsbild wurde nicht wesent-
lich verindert; hingegen zeigte es sich, daB bei groBerer Schicht-
dicke die kreisende Komponente erhalten blieb, daBl aber die hierbei
auftretende Turbulenz die gute Ausbildung der Strombahnen storte.
Diese Erfahrung wies unmittelbar darauf hin, daB die bei 0,5 mm
Schichtdicke die ganze Schicht beeinflussende Wandreibung die
kreisende Komponente vernichtet, was dann spéter durch die photo-
graphische Aufnahme von Stromungen an der Grundplatte und in
der Mittelebene der Schicht bestétigt wurde. Da orientierende Ver-
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suche am bisher benutzten Apparat ein Gelingen der angestrebten
Untersuchungen erwarten lieBen und es dabei nun zweckdienlich
erschien, die Versuche auch zur Klirung der Strdmungserscheinungen
in der Praxis angepaBten Leitradformen zu erhalten, so wurde ein
hierfiir bereits vorhandener, groferer Plattenapparat benutzt. Der

Abb. 80.

Abstand der mit einem polaren konformen Grundnetz versehenen
unteren Platte von der oberen Glasplatte wurde auf 30 mm ein-
gestellt, und die Zustromung von auBlen angeordnet, wie dies beim
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Abb. 81,

Apparat bereits vorgesehen war. Es wurde dabei vorderhand davon
abgesehen, die Farbstoffdiisen am ganzen duBeren Umfang des Appa-
rates anzuordnen, da dies unter Beachtung der GleichmaBigkeit der
Verteilung bei den Versuchen am kleinern Apparat nicht nétig er-
schien. Hierbei wurde, wo moglich, zur Erzeugung der Zeitkurven
das Tropfenverfahren verwendet.



Hydrodynamische Versuche. 269

Die Abb. 82a und b Seite 270 stellen die mit dem Tropfen-
verfahren erzeugten Zeitkurven im Stromungsfeld eines Leitapparates
mit Blechschaufeln dar. Die Tropfen wurden durch plétzliches Ab-
klemmen des FarbstoffzufluBschlauches erhalten. Die gegenseitige
Lage der Tropfen kennzeichnet die Zeitkurven der Stromung. Der
Versuch Abb. 82a mit radialer Zustromung zeigt grofere Ablosung
als der in Abb. 82b Seite 270 mit schriger Zustromung; die Blech-
schaufeln geben Anlafl zu einer Diskontinuitdt mit einer Grenzfliche,
die dem Profil der geformten Schaufeln dhnlich ist. Ein Stromungs-
bild ohne Ablésung konnte nicht erhalten werden: Je niher man
der hierfiir geeigneten Neigung der Zufithrungsdiisen kam, desto mehr
trat heftige Turbulenz im Zustrémungsraum ein, Abb. 82b Seite 270.

Die Abb. 83 und 84 veranschaulichen in analoger Weise den
DurchfluB zwischen geformten Schaufeln. In Abb. 85 Seite 272
ist die Kinoaufnahme einer Stromung zwischen geformten Leit-
schaufeln mit geraden Mittellinien wiedergegeben. Die Aufnahme
der Zeitkurven konnte hierbei nicht mehr bei Verwendung des Tropfen-
verfahrens, erfolgen. Abb. 85 zeigt die Momentaufnahme einer Stromung
beiderseits einer geformten Schaufel mit schriger Zustrémung; deut-
lich tritt die Wirbelbildung am Abfluende der Saugschaufeln hervor,
die bekanntlich auch bei den Tragfliigeln der Aeroplane eine be-
deutende Rolle spielt.

Strémungen mit kleineren DurchfluBgeschwindigkeiten konnten am besten
in Einzelmomentaufnabmen photographisch fixiert werden. Fiir groflere Ge-
schwindigkeiten muBte die Aufnahme kinematographisch erfolgen. Die mit
dem Tropfenverfahren an den Leitapparaten erhaltenen Zeitkurven konnen
ebenfalls sehr gut als Hilfsmittel fiir die Bestimmungen der Geschwindigkeits-
verteilung verwendet werden. Innerhalb zweier Zeitkurven verhalten sich die
Lingen der Stromlinien wie die mittleren Geschwindigkeiten an denselben, man
erhialt dadurch die relative Geschwindigkeitsverteilung. Da zwischen den beiden
Endstromlinien einer Zelle konstanter Wasserdurchflul herrscht, so kann man
auch ohne Kenntnis des Zeitintervalls die Geschwindigkeitsverteilung fiir eine
angenommene Wassermenge bestimmen.

In der Abb. 86 sind Stromungen im geraden Gitter und im Leit-
radgitter dargestellt, die von Dr.-Ing. Pavel fiir seine Dissertation
aufgenommen wurden.

Die fiinf Abb. 87a, b, ¢, d, e der Stromung durch eine Klappen-
einrichtung bei fiinf verschiedenen Geschwindigkeiten, die drei Abb. 88a
b, ¢ der Strémung um einen Kreiszylinder, die Abb. 89 der an einem
rotierenden Zylinder unter dem Einflul der Reibung auftretenden
Zirkulation, die Abb. 90 der Uberfallserscheinung, ferner die Abb. 91a b,
92a b der Ausbildung der Turbulenz im polaren Feld bei radialer
bzw. schriger Zustrdmung lassen die Herstellbarkeit orientierender
Stromungsbilder gut erkennenm.
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Strémung durch einen Leitapparat mit Blechschaufeln.

ALb. 82a. Radiale Zustrdmung. Aufnahme mit Zeitkurven.

Abb. 82b, Schrige Zustromung. Abb, 82c. Tangentiale Zustromung,
Aufnahme mit Zeitkurven. Momentaufnahme,
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Stromung durch einen Leitapparat mit geformten Schaufeln.

Abb. 83a. Radiale Zustromung (laminar). Aufnabme nach Hele Shaw.

Abb. 83b. Schrige Zustrémung. Aufnahme mit Zeitkurven.
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Stromung am geraden Gitter.

Abb. 86a Stromung durch das Gitter.

Abb. 86b. Stromung lings dem Gitter.

Prasil, Hydrodynamik, 2. Aufl. 18
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Stromung um ein Kreisgitter.

Abb. 86¢. Momentaufnahme,

Abb. 86d. Auf{nahme mit Zeitkurven.
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Stromung um einen Zylinder.

Abb. 88a. Laminare Stromung. Aufnahme nach Hele Shaw.

Abb. 88b. Turbulente Stromung mit Ablésung.

Abb. 88¢. Oberflichenstrémung.
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Abb. 89. Stromung um einen Zylinder mit Zirkulation erzeugt durch Drehung des Zylinders.
Magnuseffekt.

Abb. 90. Stromung iiber einen Uberfall.
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Ausbildung der Turbulenz in Strémungen im polaren Feld.

Abb. 91 a. Abb. 91b.
Radial gerichtete Zustrémung.

Abb. 92a. Abb. 92b.
Schrag gerichtete Zustromung.

Die Zustromung findet am ganzen Umfang von auBlen nach innen, die Farbzufiihrung nur an
einem Teil des Umfanges statt.



V. Anhang.

I. Theorie der Kriimmung ebener orthogonaler
Trajektorien.

Sind U und V zwei Funktionen von & und 7, so werden durch
dieselben zwei Scharen orthogonaler ebener Trajektorien dargestellt,
wenn zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen und einer
vorldufig noch beliebigen Funktion x4 von & und # die Beziehungen
bestehen oV

l——}— B 51
LU__?Z 2
,u,a’7 i TR

da hierbei die Bedingung der Orthogonalitét erfiillt ist, indem

<@_9U> <8V _
o0& “om /) \o& 817

wird.

Durch die partielle Differentiation von a, nach £, von a, nach 7
ergibt sich

i( a_U>_ 2V __i( 6_U>__ 2V

AGEE “anet  oag\May )T egoy

und hieraus ag_g_l—@+ (aU 3//« oU 9#) b
08 T oy 0 0& " on oy !

und nach Division der Gleichungen a, und a, durch u und partielle
Differentiation von % nach #, von Y nach &
u M
82V+?2V ~(Ey)l’ op | oV 8,u>
0&? o0& 0& ' oy oy
Es sind hiermit ganz allgemein die simultanen Gleichungen a,

und a, oder b, und b,, die partiellen Differentialgleichungen zweier
orthogonaler ebener Kurvenscharen.

. b,

2
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Durch die Wahl von u# werden diese Kurvenscharen spezialisiert,
z. B. mit u =konst. nehmen b, und b, die Formen

U |, *U *V oV
o Tap =" @ Tap ="

an; d, s. die Gleichungen der ebenen konformen Grundnetze.

nAchse

Abb. 93.

Unter Bezugnahme auf umstehende Abb. 93, in der ab eine
Linie der V-Schar, cd eine solche der U-Schar sind, seien weiter
folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

:B i 1
o, B oge'n der Tangentenwinke der beiden Linien
dé,,  dég= Abszissen cd und ab, die

dn., dng=Ordinaten ; Elemente rich im Punkte , 5

ds,, dsg=DBogen orthogonal
Oas 0p == Kriimmungsradien schneiden.

Ferner sei eingefiihrt
2 2 2 2 2
ME(@) Jl_(@) — ((ﬂ’) +<3_ JL=_1Y_.
0 0 L\dy 08/ Jut  u?
Da nun ou 14
_ 0 _ o
tg == @ ’ t’g ﬂ - 7

S5

D

D
=
™M

=
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sind, ergeben sich die Beziehungen:
(58)
Y- .
sing=—- ", cos’ ¢ =

M‘Z

oy

singﬁ-_—_m, c oﬂzlueMa

und wegen ¢ — % - B die Identitéten

1<8U>: 1 <aV> dn. _ d&g

sine¢=cos f =

M 55 ﬁ 5;7 =d;_d8ﬂ
L ., 1 8U>_ 1 <E)V>_ dg-‘a_ d’?ﬁ_
cosa——smﬁ_——ﬁ<ﬁ _—‘_;4711 52 __4_38_0‘_*7%’

hiermit werden
dU oU d U d 1 U\? U\?
dU _oU d& L.ﬂ__[@g) +<§_> }ZM

Q

ds;  0& dsp | om dsg M on !
dv oV d&, oV dne 1 [8V>‘3 <8V>2}__
G5, 0F ds, T ds, — wail\ag) T\ay) =0
und daraus dU 1dV
d_sﬂ_:;dsa . . d1
ds, 1dV
oder d—sﬂmﬁw e e e e e e e .d2

Fiir die Bestimmung der Kriimmungsradien dienen folgende
Gleichungen 1 de 1 dp

o s g s
da « und f§ Funktionen des Ortes, also

704 ox
do==— d& ==
“ 0& ¢ 817(117

0 , 0
dﬂ:a—g-dé:—j—v—gdn

sind, so folgt lings der U-Linie
1_ e db, | be dy,
0« 0& ds, ' on ds,

1 op d& | of dn
—_.74.‘__.__
on

0s 0f dsg dsg
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und unter Beniitzung obiger Identititen

osine Jcose

_+a§OSd+ smtx:—{— TE—— 317

—I— Csﬂ—l——smﬁ _I_?)smﬂ 8;(:75,8'

Die Ausf.uhrung der partiellen Differentiationen durch Einsetzen

9a.
1

. 1 9U
der Werte von sin ¢ ==—..— usw. ergibt

M o0&
osine 3<1 aU) _]_L< *U oU @
08 M opE) T UM\ 9E T 9E ok
osinf 8( 8U> 1 ( *U oM 8U>
SN Bl U B 7 i
ok 0E\M oy i okam  9& o
2
veesp_ 0 (LO0)_ 1y 200 00)
on o7 o0& 2 080y  on o0&
dcose O (1 8U) 1 < *U oM 3U>
== = (M —
on o \M oy T\ oy o oy
und hiermit
i_l(?)"U 62U> 1 <6M 6U+6M 6U)
0. M\o2 U ont) MEP\o& o0& T o oy
und mit Riicksicht auf b, und die obigen Identitéiten
oUu oU oU ou
L 1|ewTE  opdy| 1|oMTE  0M oy
0w MasM on M Mag Mo M

ll

0E dsg ' ondsg)

85 dSﬂ 31] ds,g

1__ 1 dw 14X A
=T W dy T Mds
L1 (e ou 0y
05 0 on  on o0&
ou U
__tled o amaE
T M\eE M oq M,
g L (s o
T U M\0E ds, " By ds,
1 1 4dM
—_— . B

o M ds,
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Mit Hilfe der Gleichung XVa ldBt sich der Kriimmungsradius
der Trajektorie zu einer V-Linie bestimmen, wenn lings derselben
die Werte von M und u gegeben sind, mit Hilfe der Gleichung XVb
derjenige der Trajektorie zu einer U-Linie, wenn lings derselben die
Werte von M gegeben sind.

Durch das dem berechneten Wert eines Kriimmungsradius zu-
kommende Vorzeichen ist die Lage des Kriimmungsmittelpunktes
gekennzeichnet. Im Koordinatensystem &, # entspricht einem nega-
tiven Werl, vom g konvexe, einem positiven Wert konkave Kriimmung
gegen die &- Achse.

Aus der Form der Gleichungen XV

1 1 111 o
0 ( d/u> ( dM)_" m  n
u: M:—
dé‘ﬁ dSﬂ
. 1
oN
aS/g
1 1 1
=== ., ... ... ... B
o <M:dM> 7y
ds,
ergibt sich folgendes Verfah- .
ren fiir die graphische Be- \l\‘k“(

stimmung der Werte von m,
n und ¢ und damit von g,
und gg; es sind ndmlich

du am
m——‘u.?ﬁ; n_M-d};
aM
=M:
7 dsq Abb. 94,

Trégt man z. B. (Abb. 94) auf der in eine Gerade gestreckten
Linie ¢d die den einzelnen Punkten derselben entsprechenden Werte
von M auf, so erhdlt man die M-Kurve iiber ¢d und aus neben-
stehender Abbildung ist ersichtlich, dafl die Strecke

—— aM  _
O M-
PQ=M: a5, n
ist, der Wert von n wird mit d M positiv oder negativ. Es muf} hier-
bei natiirlich fiir die Ordinaten M der gleiche MaBstab verwendet
werden wie fiir die Abszissen, was deshalb moglich ist, weil auch

im Koordinatensystem &7 die Koordinatenwerte nicht als Léngen-
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werte, sondern als Verhiltniswerte genommen sind, so daB wieder
alle Funktionswerte, die Werte aller Abgeleiteten und deren Funk-
tionen auch reine Zahlen sind.

Die Beniitzung der Kriimmungsradien ist speziell an denjenigen
Stellen des Netzes von Vorteil, wo Netzlinien mit starker Kriimmung
vorkommen.

II. Koordinatentransformation.

Fiir die Aufstellung der Differentialgleichungen bestimmter Netz-
formen wird es dienlich sein, vom kartesischen Koordinatensystem,
auf das Zylinderkoordinatensystem iiberzugehen, eventuell, wenn die
@-, -, x-Flichen selbst dreifach orthogonal sind, die in bezug auf das
kartesische Koordinatensystem abgeleiteten Gleichungen auf das System
@, v, y zu transformieren; es werden zu dem Zwecke die nétigen Trans-
formationsformeln aus Riemann-Weber: ,Die partiellen Differen-
tialgleichungen der mathematischen Physik 1.Bd., § 41, S. 95 u. f.
mit den dort gebrauchten Bezeichnungen aufgefiihrt?).

Es seien z, y, z die kartesischen, p, ¢, r die neuen, im all-
gemeinen krummlinigen, jedoch dreifach orthogonalen Koordinaten,
so daB z, y, z je durch eine Funktion von p, ¢ und r darstellbar
sind. Mit den Bezeichnungen

a_x__a a_‘”__a/ _aﬁ_all

op  eq  or

a—y:b, a—y:b,, %_:b//

op oq or

0z oz, oz,

ap 8q_c’ or ¢
und e?=a® 4 b% -}- ¢?

¢r—a/t b2} o2
6/12:alfe+bll2_l_cllf5

werden
op a op b op c
i E oy e
oq o oq 4 9g ¢
w7 Gy ¢ o o® - A
or _a’ or b’ or  c’
ox &'’ dy &Y oz &"?

1) Siehe hierzu FuBnote auf S. 51.
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Ferner, wenn U eine Funktion von z, y, z resp. p, ¢, r ist

BU 8U a BU a oU o'
aw ap 2+ '2+ or e"?
oU 8U b BU U b
oy op & R aq ’2_!_ ar ¢’
oU 8U c oU ¢’
9z 8p + —7+37'2"_‘3

und

1 [o(de 8U> 0 (e”e 8U> 0 (ee’ 8U>
2 — . B el B it
v ee’e”[ap( e 0p +8q d dq +8r ¢’ 81*} -0

Fiir die Transformation des kartesischen auf das Zylinder-
koordinatensystem bestehen zwischen den Koordinaten folgende
Beziehungen, wenn man z. B. die x-Achse als Zylinderachse nimmt:

f—
P r ist hierbei die radiale,
y=rcosq s .
) g die (Winkel)-Bogenkoordinate,
z=rsing
mithin de=1-dp-}+0dq-40dr

dy=0-dp—rsingdq -} cosgdr
dz=0-dp-+rcosqdgq-}singdr

also a=1 a=0 a”=0
b= = —rsing b= -} cosq
¢=0 ¢ =4 rcosgq ¢/=-sing
e?=1 ¢2=1" =1

und hiermit

op op__ op
o ay_o’ 0z =0
o ?g___sinq a_q_ cosq A
PP oy  r '’ + T T
or r or .
=0 ~=+cosq, a—z—=+81nq
oU oU
o Bp
U
oU___oU sing U g B,
oY aq r or
oU _ 9U cosq oU .
=-———=-+ -—sing
0z oq r or
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S e I o)

32U 120 | 0°U 10U
oF T or? T ror

)

= op* r‘ oq*

III. Grundformeln der Hyperbelfunktionen?).

Y g~ P -

Gimp:e—?e ) @Of¢=e—+e—
_ Ginp e —e? _ Gofp  erHe?
W= Goip —er L e O Gug e —e

Beziehungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen.

’

ig__ g—i@ ) -1
Siﬂ(p:—i@ini(p:e 2: , 008 ¢ — Gof i :ew—}—e i
o ef? — et o N
tg¢=_z$gup=—zmﬁ, ctgp—=—1Ctgip :zeiwje—””
Y e~ P @ —
sintp=1tCing :ieTe, cost @ ==Cof @ :e—f——eq’

. . 6P —e? P - 4
tgrp=13g¢@ zzm, ctgigp= —1 Btg ¢p = —1 e__{—_e_
arcsing — —iWBinig=—ilnfip4 V1 —¢?],
arccosp = —1i ArCofp = —iln[pil1—¢?],

arctng—i%rigiq?:;il 1i:z
. . tep—1
arcctg o =1 ArCtge @ =—.

24 up+1
arcsinip=iWGing —iln[p-V1+ ¢7
arecosi¢=~i?lr@ofi¢=1n—iln [p-4-y14-9?,
arctgip =1 ArTg @ =% i+¢

— 9
arcotglp=— —1¢ Y Cig @ =—2 Z+1

1) Auszug aus ,Hiitte* 23. Aufl., S. 64, 65, 66.
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IV. Zur Geometrie der konformen Abbildungen von
Schaufelrissen auf Rotationsflichen.

Auszug aus dem Artikel des Verfassers in der Schweiz. Bauzg.
Bd. 52, Nr. 7 und 8.

In der Rotationsfliche mit der Meridianlinie mm (Abb. 95) sei
p ein Punkt auf dem Parallelkreis mit dem Radius r; derselbe ge-
hére dem Flichenstiick mit den unendlich kleinen Seitenlingen dl,
gemessen im Meridian, und rde, gemessen im Parallelkreis des
Punktes p, an; die Diagonale ds dieses unendlich kleinen Flidchen-
stiickes ist bestimmt durch die Gleichung ds*=di® 4 r? d¢?®.

Dem Punkt p der Rotationsfliche mm entspreche in der ko-
axialen Rotationsfliche mit der Meridianlinie MM ein Punkt P,
dessen Lage derart angenommen wird, da derselbe mit dem Punkt
p in derselben Meridianebene liegt. Der Radius seines Parallelkreises
sei R, die Seiten des dem obigen entsprechenden unendlich kleinen
Flachenstiickes seien dL und Rd¢. Hiermit ergibt sich fiir die Dia-
gonale die Gleichung d8*—=dL*-- R*d¢*.

Das Problem der konformen Abbildung verlangt, dal das Ver-

héltnis ==m? fiir alle, von den Punkten p und P innerhalb der

ds?
as?
Fliachen, denen dieselben angehéren, aus gezogenen Richtungen den-
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selben Wert hat, also unabhingig ist von dem Winkel, unter dem
die Diagonale gegen die Meridianlinie oder den Parallelkreis ge-
neigt ist; ist dies ndmlich der Fall, so wird jedem, den Punkt p
enthaltenden unendlich kleinen Flidchenelement mit beliebig geformter
Umgrenzungslinie ein ebenfalls unendlich kleines Flichenelement um
den Punkt P mit bestimmter Umgrenzung enteprechen, das dem
ersten ahnlich ist.
Bildet man nun
(2

ds? , AP +r*de? 2 \r )T

- 2
+d¢?

ast " :dL2+R2d<p2:R_2'<dL>
R
so ist ersichtlich, daB3 dieser Bedingung fiir die beiden zugeordneten

’

d L
Punkte geniigt wird, wenn 7l: id— gemacht wird, indem dann

R
ds? 72
d—ngm‘“’:ﬁ, also nur mehr von der GroBe der zugeordneten

Radien abhéngig wird; die Abhéingigkeit zwischen r und R ist dann

d dL
durch die Gleichung 7l= =+ 53 bestimmt, wenn die Gleichungen der

beiden Meridianlinien gegeben und betreffend der GréBe der Radien
zweier gewisser Parallelkreise der beiden Flichen eine bestimmte An-
nahme getroffen ist, wie dies aus der Entwicklung der folgenden,
mit Riicksicht auf die praktische Anwendung noch weiter speziali-
sierten Fille zu ersehen ist.

Da die obige Entwicklung keine Bedingung betreffend eine Ab-
hingigkeit der Form der beiden Meridianlinien mm und M M ent-
hilt, so ist es auch zulissig und zudem praktisch bequem, eine der
Meridianlinien, z. B. M M als Gerade zu wihlen, wodurch die be-
treffende Rotationsfliche im allgemeinen zu einer Kreiskegelfliche
wird. Je nach der GréBe des Winkels «, unter dem diese Gerade
gegen die Achse geneigt ist, erhilt man folgende drei Fille:

1. Fall: «=90°, die Rotationsfliche M M wird zu einer Ebene
E E senkrecht zur Drehachse.

2. Fall: 90°>« >0, die Rotationsfliche wird eine spezielle
Kreiskegelfliche,

3. Fall: ¢ =0, die Gerade hat den konstanten Abstand R, von
der Achse; die Rotationsfliche wird zu einer Zylinderfliche Z Z.

Die Flichen des zweiten und dritten Falles kénnen in Ebenen
ausgebreitet werden, die Bilder der ausgebreiteten Flichen sind natur-
gemil den Bildern der Kegel-, bzw. Zylinderfliche in den kleinsten



Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen. 289

Teilen kongruent, also auch dhnlich. Es ergibt sich somit, dafl
in allen drei Fillen ebene konforme Abbildungen der Rotations-
fliche mm entstehen, d. h. jeder beliebigen Figur in der Rotations-
fliche mm entsprechen in den drei Abbildungen bestimmte, der
ersten konforme Figuren, die dann naturgemif auch untereinander
konform sind.

Mit dieser allgemeinen Eigenschaft sind eine Reihe fiir die An-
wendung wertvolle besondere Eigenschaften verbunden; wie z. B.:

1. Den Parallelkreisen der Rotationsfliche mm entsprechen eben-
falls Parallelkreise auf der Ebene des ersten Falles, am Kegel des
zweiten Falles, am Zylinder des dritten Falles; in der ausgebreiteten
Kegelfliche des zweiten Falles entsprechen denselben wieder Parallel-
kreise, in der ausgebreiteten Zylinderfliche des dritten Falles gerade
Linien.

Den Meridianlinien der Rotationsfliche mm entsprechen in allen
drei Fillen gerade Meridianlinien, die zu den Parallelkreisen der
Abbildungen senkrecht stehen.

Es ist hierdurch die Aufzeichnung orthogonaler Netze mit einander
zugeordneten Netzlinien ermdoglicht.

2. Die Bilder von Kurven, die in der Rotationsfliche m m liegen,
schneiden in zugeordneten Punkten die entsprechenden Netzlinien
unter denselben Winkeln; die Abbildungen werden winkeltreu.

3. Aus den Lingen der Abbildungen von Kurvenstiicken lassen
sich die wahren Lingen derselben in der Rotationsfliche mm be-
stimmen; dasselbe gilt von Fléchenstiicken, die von solchen Kurven
bzw. deren Abbildungen begrenzt sind.

4. Es konnen in den Abbildungen Kurven und Kurvenscharen
konstruiert werden, denen in der Rotationsfliche mm bestimmte
Eigenschaften, z. B. die der Aquidistanz, orthogonalen Schnittes usw.,
zukommen.

5. Man kann die Kurven der Abbildungen als Bahnen bewegter
Punkte betrachten und aus den Geschwindigkeiten in der Abbildung
diejenigen in der Rotationsfliche bestimmen. Hieriiber geben nun
folgende Erérterungen AufschluB:

I. Bestimmung der Elemente der konformen Netze und
Aufzeichnung derselben.

a) Zum ersten Fall: o =90°

Das konforme Netz besteht aus radialen Geraden, die durch
den Schnittpunkt o des Achsenkreuzes XY gehen und deren gegen-
seitige Lage der gegenseitigen Neigung der Meridianebenen ent-

Pragil, Hydrodynamik. 2. Aufl. 19
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spricht und aus Parallelkreisen, deren Halbmesser aus der Relation

dL

— = i(g bestimmt wird. Es wird L=R und mithin ergibt sich

dR_ | di .

R = - PO a
a1

R=Rye 5" v v v v v .. Ila

worin 7, und R, die Radien der zugeoraneten Parallelkreise und e
die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnen.

£E m I‘K » 7 'E
\ - a

Grundrif % : \‘&“““\““ 7

. \\‘%\\\\%\“““\‘\Q&\‘\‘ i
&M&\\\\\“‘%

o AR
ARk

\ \% \\\\ \\Q\‘ TR \\%}..}3‘\";;‘“‘:“
& i\st%# > NE
[T
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Ist die Meridianlinie mm durch die Gleichung z=—= F(r) bestimmt,
wobei z und r die Koordinaten eines rechtwinkligen ebenen Koordi-
natensystems in einer Meridianebene bedeuten und die Z-Achse mit

d
der Drehachse zusammenfillt, so wird mit F’ (r>:ﬁ;
dl=dr-J1 +[F ()],

r
dr
r

* V1+ [F R
also R=Rge ,‘{ Vi W.

Das Doppelzeichen T+ deutet auf zwei Losungen hin, die nach
der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen als spiegelbild-

Abb. 97,

ghnlich bezeichnet werden. Die analytische Ausfithrung der Inte-
gration ist, selbst wenn tatsichlich die Funktion F gegeben ist, meist
sehr schwierig oder doch wenigstens umsténdlich. In den praktischen
Fillen ist iibrigens zumeist nur die Kurve mm selbst gegeben und
es ist daher zur Ausfithrung der Integration im allgemeinen eine
graphische oder tabellarische Berechnungsmethode zu empfehlen, die
sich darauf griindet, da der Wert jedes bestimmten Integrals einer
Quadratur entspricht. Den Abbildungen 95 und 96 ist eine Berechnungs-
tabelle beigegeben, die nach den Erfahrungen an Ubungsbeispielen
rasch und mit geniigender Genauigkeit zum Ziel fiihrt.

Es wird die Meridianlinie mm (Abb. 96) in eine Anzahl am besten
gleicher Teile von der Linge Al geteilt, so daBl, wenn man dieselbe

. s T 1
in eine Gerade ausstreckt, auf den Teilpunkten die Lingen — als
19*
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Ordinaten nach einem angenommenen Malstab auftrigt, eine Kurve
und damit eine von der gestreckten Meridianlinie, den Endordinaten

L und 1 und der Kurve gebildete Flidche entsteht, deren einzelne

To
Elemente aus 4! und dem mittleren Ordinatenwert zwischen zwei

aufeinanderfolgenden Punkten bestimmt werden.

Konforme Abbildung auf der Ebene EE (zu Abb. 97).

I;H III]IV}V VI | VI |VII| IX | X | XI
U | 1

| 1r
Pkt.| r | 1jr miétd} ar | oar | [ 2 RiR, | R | R
1 |
o o ams [ o0 ot
2| 81001285 2h 3 01178 o098 | 1250 | 0.800 | 8,00 | 1.013
20 0,1298 £ ]0,1298 > ’ ’ g ’
3| T34 |0,1362 () = |gpgey 08526 | 0423|0703 7,03 1045
41 670 01492 (1o ||| o550 04953 | 0,670 0609 6,09 | 1,100
5| 61501626/ ' co0 B 01689 0,6512 | 0,918 | 0,522 | 522 | 1,179
6 571101152 giong 5 | '1ge7 08201 | 2,270 | 0,441 | 441 | 1,295
7| 537 01863 '1g10 ME 01912 L0008 0720 | 0368 8,68 1,460
8 | 5,10 {0,161 " g0 01993 L1920 | 32950303 | 303 1684
9 | 494 0,2025) o'oec 02065 13913 | 4020|0249 | 249 | 1984
10 | 4,75 | 0,2106 | 1,5978 | 4,941 | 0,202 | 2,02 | 2,351

In Kolonne IV der Tabelle sind die Mittelwerte von —1«, in Ko-
T

lonne VI die Einzelwerte der Flichenstreifen Af, in Kolonne VII die

T
dl
Integralwerte f 7 als Summen der Einzelwerte 41 eingetragen. Die

7o al
Werte der Kolonne VIII ef 7 werden am besten aus den Werten
der vorhergehenden Kolonne mit Hilfe der Tafel der natiirlichen
Logarithmen bestimmt.

R
Die Kolonne IX gibt R im Beispiel sind, da der #uBerste

0
Punkt der Meridianlinie zum Ausgangspunkt genommen wurde, die
entsprechenden Werte aus

B_ I 1
R, e+fd7l

berechnet worden; es wird hierbei £—< 1; bei Anwendung des
0

. . B . .
~--Zeichens wiirde R—> 1, die Abbildung wire dann zur erhaltenen
0
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spiegelbilddhnlich. Kolonne X gibt die Werte von R bei der Zu-

ordnung R,=r,, Kolonne XI gibt fiir spitern Gebrauch die Werte
r

von .

Das aus radialen Geraden und Parallelkreisen bestehende Netz
wird fiir den Gebrauch am besten so angeordnet, daBl sein Achsen-
kreuz XY parallel demjenigen des Grundrisses ist (Abb. 96, 97).

Es ergibt sich hierbei am einfachsten die punktweise Ubertragung
von Figuren aus der Abbildung in Projektionsdarstellung; um nicht
zu viele Parallelkreise zeichnen zu miissen, empfiehlt es sich, auf
einem der Schenkel des Achsenkreuzes z. B. 0Y die Halbmesser
r = F (R) durch eine Kurve darzustellen; fiir die Ubertragung groBerer
Linien und Flichenkomplexe empfiehlt sich die Aufzeichnung gleich-
méfig verteilter radialer Netzlinien.

b) Zum zweiten Fall: 90°™>¢«¢ > 0.

Es ist hier zweckmifBig, die entwickelte Kegelfliche zu zeichnen;
das Netz besteht wieder aus radialen Linien und Parallelkreisen, die
folgendermaflen erhalten werden:

Dem Radius R, des Parallelkreises der Kegelfliche 2 K, der
einem bestimmten Parallelkreis der Rotationsfliche mm zugeordnet
wird, entspricht eine Linge der Erzeugenden bis zum Kegelscheitel

R . . . .
von L,——"-; diese Liinge gibt den Radius der entwickelten Grund-
9 sine

linie des Kreiskegels; die von (2 aus zu denjenigen Teilpunkten dieses
Grundkreises, die dem Schnitt mit den Meridianebenen entsprechen,
gezogenen Geraden bilden die radialen Netzlinien; die Halbmesser

der Parallelkreise werden wieder aus der Relation 6%: id—rl be-
rechnet.

Man hat L= me , also dL:i_i—E und mithin:
sin o sin «

dR . dl
= =+ sin " I,

frdl

+sina | -~
R=Rye n" . ... .....1I],

r, und R, sind wieder die Radien der zugeordneten Parallelkreise
von Rotationsfliche mm und Kegelfliche 2 K, e die Basis der natiir-

R

lichen Logarithmen. Nun ist aber auch L= ——; L = By

- und
sin ¢ sin ¢
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'.Q

Abb, 98,

mithin folgt fiir das entwickelte ebene Netz
fdl
+sine | =
L= LO e 7o r

Beziiglich der Bestimmung des Integrals gilt dasselbe wie im
frithern Fall; im Beispiel der Abb. 96 und 97 wurde die Kegelfliiche
mit Riicksicht auf praktische Anwendungen so gewihlt, dafi dieselbe
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die Rotationsfliche mm im Parallelkreise 6 beriihrt und wurde By =r,,

Ly—

7,
—5— angenommen.
sin ¢

Konforme Abbildung auf der Kegelfliche QK (zu Abb. 98).

Tl | o |v|vi VIl ' VIII | IX | X } XI | XII | XIII| XIV
2l | mié:e] At A | [ Jemaf|gmafl LiL, | L |L—Ly|usine| i
010,00/ 0,1000/ ¢ 5 0.1055/ 0:8201| 0,3240| 1,3825 1,3825/20,05\+ 5,55/7,920/1,263
1| 9,001 0,111} o' yos 0.1173/F 0-7146| 0,2823) 1,3262| 1,3262/19,23)- 4,78/7,598/1,185
2| 8,10/ 0,1285| ;1990 - 0.1298 0:5973| 0,2359| 1,2662| 1,2662/18,36-+- 3,86/7,253|1,120
3| 7,34|0,1362 0’1 1S 0’1 407 0,4675) 0,1847| 1,2025) 1,2025/17,44/-+- 2,94/6,885/1,066
4| 6,70/ 0,1492) )" ol " 0 1559/ 0:3248| 0,1283| 1,1362| 1,1362(16,46)-1- 1,96/6,505|1,033
5| 6,15/ 0,1626 0:1689 g 0’1689+0,1689 0,0668| 1,0720 1,0720(15,50,- 1,00/6,122(1,005
61 5,71/ 0,1752| o' 1007 @ 0’1807 0,0000{ 0,0000{ 1,0000{ 1,0000(14,50|  0,00!5,710|1,000
7| 5,87/ 0,1863| o' 19103 | 01919/ — 01807 0,0714] 1,0740| 0,9310/13,50/— 1,005,333,1,007
8| 5,10/ 0,1961 0’1993 0’1993—0,3719 0,1468| 1,1587| 0,8630(12,52|— 1,98(4,990/1,022
9| 4,94 0,2025( ('o0cx 0.2065/— 0:5712] 0,2257| 1,2537| 0,7980/11,57)— 2,93)4,570| 1,081
10| 4,75 0,21061 ’ —0,7777] 0,3071| 1,3587] 0,7360/10,67|— 3,88(4,2301,123

In Kolonne VII der beziiglichen Berechnungstabelle ist dem-

entsprechend fiir den Punkt 6 der Integralwert J'# =0 angenommen

und die Flichen O bis 6 positiv, von 6 bis 10 negativ in Rechnung

gesetzt worden; daraus ergeben sich die Werte von

fiir die Grenzen O bis 6 und

: di
_L_o=esm aI»;
L
L 1
Lo sinaf‘-zr—l

e

fiir die Grenzen 6 bis 10.

Beziiglich der iibrigen Kolonnen, sowie der Netzzeichnung kann
auf die Abb. 98 nebst Berechnungstabelle verwiesen werden.

¢) Zum dritten Fall: ¢=0.

Die Zylinder-Erzeugende hat den Abstand R, von der Drehachse.
Auch hier ist es zweckmiBig, die entwickelte Zylinderfliche zu
zeichnen. Das Netz besteht aus zwei Scharen orthogonaler Geraden,
von denen diejenigen, die den Meridianlinien der Rotationsfliche

L,

wie folgt



296 Anhang,

entsprechen, in Abstinden aufzutragen sind, die den Abschnitten am
Kreise vom Radius R, entsprechen, die durch die Schnittpunkte der
Meridianebenen mit diesem Kreise gebildet sind. Die Abstinde der
den Parallelkreisen entsprechenden Geraden bestimmen sich wieder

L dl
aus der Relation d_= =+ es ist hier R konstant gleich R, und

R

mithin dL__+dl 1
R, ~r toe

r

dl
L:Lo-_tRofr- e e e e e e HC

7o

Abb. 99.

Hierbei kann L, einen beliebigen Wert, also auch Null an-
nehmen; die Formel vereinfacht sich dann zu
7
dl
L=R,|—.

r
7o

Die der Abb. 99 beigegebene Berechnungstabelle, sowie die be-
treffende Abbildung erkliren im Verein mit dem Vorhergehenden die
Berechnungs- und Darstellungsweise.

IL. Ubertragung von Kurven.
Es sei eine in der Rotationsfliche mm (Abb. 96) liegende Kurve ab

in den beiden orthogonalen Projektionen o'b" und o b” gegeben; es
sind deren konforme Abbildungen zu zeichnen.
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Konforme Abbildung auf der Zylinderfliche ZZ (zu Abb. 99).

I ‘ 11 ‘ 11 ‘ v v ' VI VI !V[H : X | x
|
Pkt.| 7 1r mzt/:el ar | 4f | [# | LR, l L | 7R
0 | 10,00 0,1000 ©0,0000 r 0,000 | 0,00 | 2,00
1 900 01111 gi??g 81??2 0,1055 | 0,105 | 0,52 | 1,80
2 810[ 01235 | oo || loge | 02228 1 0,228 | 111 | 162
8 734 o862 | vio- | S| MUt 03526 ‘ 0,353 | 1,76 | 1,47
4670 01492 | Cil L b Pl | 04953 | 0495 | 247 | 1,34
5 615 01626 | ' o0 El ol6gg | 06512 | 0,651 | 3,26 | 1,23
6| 5710 01752 | on | B P ot | 08201 | 0820 | 410 | L4
T 587) 01863 | oo | gqg | 10008 ] 0,001 | 5,00 | 1,07
8 | 510 01961 | oo olggs | 11920 | 1192 | 596 | 102
9 | 494 02025 | ol oo | 18913 | L1391 | 695 | 0,99
10 | 4,75 | 02106 | | | 1,5978 ‘ 1,598 | 7,99 | 0,95

a) Im Falle: ¢==90°% (Abb. 97).

Um 1z B. den dem Punkt p, entsprechenden Punkt der kon-
formen Abbildung zu erhalten, zieht man 0P4H0—p4; der Schnitt-
punkt dieses Strahles mit dem Parallelkreis 4 des konformen Netzes
gibt den Punkt P, usf.

b) Im Falle: 90°>>a>>9 (Abb. 98).

Die Linge des Bogens if, den der Strahl ;p: im Grundri am
Kreis mit dem Radius B =17, abschneidet, wird am Parallelkreis 6
des konformen Netzes vom Anfangsstrahl 2Y aus in & aufgetragen,
der Scnnitt des Strahles QK mit dem Parallelkreis 4 des konformen
Netzes gibt den Punkt P, usf.

¢) Im Falle: a=0 (Abb. 99).
Die Linge des Bogens uw, die der Strahl 55; im Grundri am
Kreis mit dem Zylinderradius R, abschneidet, wird im konformen

Netz vom Anfangsstrahl YY aus in % abegragen; der Schnittpunkt
der Parallele zu YY durch U mit der Geraden 4 des konformen
Netzes gibt den Punkt P, usf.

IIL. Die Bestimmung der wahren Linge eines Kurvenstiickes ab
in der Rotationsfliche aus dessen konformen Abbildungen.
Fiir den Fall: ¢ =70°.

Aus der Grundgleichung
B

r
folgt s =f§ as.

A

ds _r
dS R
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Trigt man den zu jedem Punkt der gestreckten Kurve AB ge-
hérigen Wert é— als Ordinate iiber dieser Linie auf (Abb. 100), so stellt

die so erhaltene Flidche obiges Integral dar; die Flachenbestimmung
kann durch Planimetrierung erfolgen.

IV. Die Aufzeichnung von Kurven, die der Kurve ab in der
Rotationsfliche fquidistant sind.
Es sei e die sehr kleine Entfernung, um die die gesuchte Kurve

von der gegebenen Kurve abstehen soll; dieser Entfernung e ent-
spricht in der konformen Abbildung eine Entfernung X, die durch

die Gleichung E:en% bestimmt ist; diese Gleichung wird

fiir den Fall a: E:e-R;—

fiir den Fall b: E=eLsm“
0 1 2 3 1 5 6 7 8 99 R ’
Abb. 100. fir den Fall ¢: E=e-2
’

Die konformen Abbildungen der gesuchten Kurven ergeben sich
als die Umbhillenden der Kreise (Abb. 97), die um die einzelnen
Punkte der Kurve AB mit den entsprechenden Radien E gezeichnet
werden; die Ubertragung in die orthogonalen Projektionen der Rota-
tionsfliche erfolgt unter Beriicksichtigung des unter ITI behandelten
Verfahrens.

V. Die Bestimmung des wahren Inhaltes eines Flichenstiickes
aus demjenigen der konformen Abbildung.

Die Aufgebe wird fiir den Fall ¢ im AnschluB an die friihere
Aufgabe behandelt: Es ist die wahre GroBe des Fliachenstreifens ab
zu bestimmen.

Es ist im allgemeinen der Inhalt eines in der Rotationsfliche
liegenden Flachenelementes gegeben durch df=r.d¢@.dl. Der In-
halt des entsprechenden Flichenelementes in der konformen Ab-
bildung ergibt sich mit d¥=R-de-dL, mithin:

af rdodl .o dlr
iF " Rdpdl °%T ™t =%
B

d 2 2
E’ﬁi’:%’ also f=f7;?dF.
4
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Bezeichnet man mit y die im Parallelkreis B der konformen
Abbildung gemessene Breite des Fléchenstiickes, so ist dF =y dR
und es folgt

1

f= ngw r

a 1 2 3 4 5 6 78390

Das Integral ka,nn wieder durch Qua-
dratur bestimmt werden, wie aus Abb. 101
ersichtlich ist. Da im Beispiel 2¢=1,0 cm als Aquidistanz der
beiden neben ab gezeichneten Linien genommen ist, so ergibt sich
aus dem nach obigem bestimmten Flidcheninhalt von 11,04 gem des
Flachenstreifens ab eine mittlere Lénge desselben von 11,04 cm, was
mit den friiher gefundenen Werten in geniigend genauer Uberein-
stimmung steht.

Auf derselben Grundlage konnen auch die Formeln fir die
Fliachenbestimmung aus den andern konformen Abbildungen abgeleitet
werden; dieselben ergeben sich

Abb, 101,

B
fir den Fall b mit f f L2 s1noc

fiir den Fall ¢ mit f= f R, 21;; dL.

V1. Geschwindigkeits- und Bahnbestimmungen.
Betrachtet man ab und AB als gleichzeitig durchlaufene Bahn-

. d .
kurven, so ergibt sich aus der Grundgleichung J,%:% unter Ein-

fiihrung der Geschwindigkeiten v:%z und V=% die Beziehung
v:V =r:R, die die Bestimmung der einen Geschwindigkeit aus der
andern vermittelt.

Es sei nun ein Kanal mit rechteckigem Querschnitt um ab als
Mittellinie derart geformt, daB zwei der Begrenzungsflichen in Ro-
tationsflichen liegen, deren Meridianlinien in kleinen Absténden von
mm verlaufen, wihrend die zwei andern Begrenzungsflichen durch
Erzeugende gebildet sind, die lings der beiden frither bestimmten
Aquidistanzen angeordnet, senkrecht zur Rotationsfliche mm stehen
(Abb. 102).

Denkt man den so bestimmten Kanal von Wasser durchstromt,
so erhilt man, wenn b die Breite des Kanals, gemessen im Streifen
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ab, und ¢ die Tiefe desselben, gemessen zwischen den beiden Be-
und ¢

grenzungsrotationsflichen,

das sekundlich durchstrémende
Wasserquantum bedeuten, die
| E_ Werte der mittleren Geschwin-

q Be-

digkeiten durch v =

bo’

zeichnet ferner B die Breite

des Streifens A B, so ist, wenn

NS

N0
R
1S

NN

TR NTe uw T W

3

Abb. 103,

b und B geniigend klein sind,
zu setzen b:B==r:R und
daraus folgt:

mit der Einfiihrung der Be-

. v
zeichnungen p— — und

q

%:—Z erhilt man

. R 1
7 BS
R>2 1
d_ = — ¢ ——e
und % r/ Bé’

welche Gréfen im Beispiel
auf Abb. 103 wieder tabella-
risch berechnet und einge-
tragen sind.

Dreht sich der Kanal mit
einer konstanten Winkelge-
schwindigkeit @ um die Dreh-
achse, s0 kommt jedem Punkt
desselben eine Geschwindig-
keit w=7rw zu; dieser Be-
wegung des Kanals entspre-
chen Bewegungen der konfor-
men Abbildungen, und zwar:

£

Im Falle ¢ eine Drehbewe-
gung mit derselben Winkel-
geschwindigkeit w, also mit
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U= Rw, d.h. es besteht fiir zwei zugehérige Punkte der Linien ab
und AB, die denselben als Kanalpunkte zukommen, die Relation

u:U=r:R—=v:V=—yp:%,

woraus zu entnehmen ist, daf man in der Abbildung aus der Bahn AB
als relativer Bahn bei gegebener Winkelgeschwindigkeit die absolute
Bahn bestimmen kann.

Konforme Abbildung auf der Ebene EE (zu Abb. 103).

| ! ; | !
s las| B | 6 Bs|rR v | w  ys UM ﬁ‘T n|s
k ‘ i | ‘mlttel Vm

1,000/0,500/0,500,1,000 2,000;2,000 0,500
1,000 0,556‘0,556 1,000,1,798,1,798,0,556
0,986(0,629,0,620/1,013/1,592|1,522/0,636 0.675 0803

0,955/0,695 0,654(1,045/1,463/1,400,0,714 0’777 0’909 2,121/0,787/1,67
0,9000,759,0,682|1,1901,320(1,189/0,841| ’_ .+ ’_ " 13,080/0,676/2,10

0,849/0,814(0,691|1,179/1,227 1,041 0,961?0’901\8’322 3,92210,584/2,29
|27V014 89810,493/2,38

515,69 |

6 ‘ 6,57 g’gi 0,772|0,863.0,666|1,295/1,177,0,909 1,100&’3?8 0,908

77,32 | "10,685/0,004 0,61911,460/1,106 OTSBLBLY, * 0l g 5136|0:4122,36

81707 | e 0,5940,940/0,558 1,684/1,065/0,632/1,582 1 oo ° - 16,705:0,857/2,26
918,57 | 1o (0,5040,973 0,490 1,984/1,029 0,514/1,925/,") 11" 0 17,785,0,279 2,17

109,06 | 7 0,4251,000/0,42512,351|1,0000,425/1,851 % °° °°% 8 8470,226/2,00

Punkt

)
0,528 0,591 0 |L111/0,00
0.596 0.727 0,591,1,007/0,59
’ ’o.11,318.0,895/1,13

010,00
1 | 1,12
2] 2,34
3! 35| 17

1,17
447010 g9

1,12
1,22

o
o
As
a
‘L‘

90
-
f\A

"
\Drebrichtung

=
L i

e
L

&7

Abb. 105,

Abb. 104,

Im Falle b (Abb. 104) kommt dem konformen Kanalbild in der
Kegelfliche ebenfalls eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwindig-
keit @ zu; in der entwickelten Kegelfliche besitzt daher jeder Punkt
eine scheinbare Drehbewegung um den Mittelpunkt der Entwicklung,
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deren GroBe bestimmt ist durch

L R
U === U _ —_— .
;%= g U,=R-w,
so daB sich wieder ergibt
u:U=r:R=v:V=0p:8.
Im Falle ¢ (Abb.105) kommt
der Zylinderfliche ebenfalls
eine Drehbewegung mit der
Winkelgeschwindigkeit « zu,
die fiir die entwickelte Fliche
zu einer Translationsbewegung
von der Gréfle U= R, w wird;
man erhdlt damit wieder die
Relation

w:U=r:Ry=v:V=0p:%8.

Abb, 107,

Es kann also in allen Fillen in der Abbildung beigegebenen
Geschwindigkeiten V und U das Bild der Absolutbahn bestimmt und
dann dasselbe in Projektionen iibertragen werden.

Abb, 108,

Vergleichende Zusammen-

stellungder konformen Ab-

bildung eines Strémungs-
netzes.

Von dem in Abb. 105 im Auf-
ril und Grundril dargestellten
Stréomungsnetz ist:

Abb. 106 die konforme Ab-
bildung in der Ebene EE.

Abb. 107 die in die Ebene
ausgebreitete konforme Ab-
bildung auf der Kegelfliche
KK.
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Abb. 108 die in die Ebene ausgebreitete konforme Abbildung auf
der Zylinderfliche ZZ.

Im Beispiel auf Abb.109 wurde die Berechnungstabelle fiir die
Bestimmung der Absolutbahn in bezug auf den Fall a vollstindig

Abb. 109.

durchgefiihrt. Es wurden statt V und U die proportionalen GroBen

%ZZ und u:g und mittels der Formeln

q
T:J‘(—ig und o==U.T
0

die Bogenabstinde ¢ der Punkte der absoluten Bahn von denen der
relativen Bahn berechnet.

Es bedarf weiter keines Beweises, daB aus den Geschwindigkeits-
dreiecken in der Abbildung die Werte der absoluten Geschwindig-
keiten fiir die einzelnen Bahnpunkte bestimmt werden koénnen.
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0 0 0 v,
22 | 7v.u. 5% e Y ‘”’ vy 227 @ —=0;
271 3v.u — K, statt Ka;
51 |12 v.0o. | =cos(MN) statt = cos(MM);
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1viu |+ (o, — oy By) statt (o8, — oy fs — 0 B,);
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11 1
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,’.6 [ 7‘7 ,’.7
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4.6-16 6-16 7-9-25 statt 7-25°
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TR T 4.6.16 "Wt g

Prasil, Hydrodynamik. 2, Aufl,
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r r r
%y %y
— o4 — Statt 2

of,= A231p oy statt of, = Afaq)-aw;

. Py ¥ o (r Ppv 0 [r
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82| » 26| @ statt g.




Verlag von Julius Springer in Berlin W9

Von der Bewegung des Wassers und den dabei auftreten-
den Kriften. Grundlagen zu einer praktischen Hydrodynamik fiir Bau-
ingenieure. Nach Arbeiten von Staatsrat Dr.-Ing. e. h. Alexander Koch,
s. Zt. Professor an der Technischen Hochschule zu Darmstadt. herausgegeben
von Dr.-Ing. e. h. Max Carstanjen. Nebst einer Auswahl von Versuchen
Kochs im Wasserbau-Laboratorium der Darmstéidter Technischen Hochschule
zusammengestellt unter Mitwirkung von Studienrat Dipl.-Ing. L. Hainz. Mit
831 Abbildungen im Text und auf 2 Tafeln sowie einem Bildnis. XII, 228 Seiten.
1926. Gebunden RM 28.50

Maschinen-Untersuchungen. Ein Leitfaden fir Unterricht und
Praxis. Von Prof. Dr.-Ing. Anton Staus.

Erster Band: Hydranlik in ihren Anwendungen., Zweite, neubearbeitete
Auflage. Mit 131 Textabbildungen und 29 Zahlentafeln.
Erscheint im November 1926.

Die hydraulischen Einrichtungen des Maschinen-La-
boratoriums der Staatlichen Wiirttembergischen
Hoheren Maschinenbauschule in EfBlingen a. N. mis

emnem Anhang: Die Messung kleinster Wassergeschwindigkeiten mit dem
hydrometrischen Fliigel. Von Prof. Dr-Ing. Anton Stams, Mir 46 Textab-
bildungen und 10 Zahlentafeln. VI, 58 Seiten. 1925. RM 3.60

Der Genauigkeitsgrad von Fliigelmessungen bei Was-

serkraftanlagen. von Prof. Dr.Ing. Anton Staus. Mit 15 Text-
abbildungen und 4 Zahlentafeln. IV, 36 Seiten. 1926. RM 2.40

Theorie und Konstantenbestimmung des hydrometri-

schen Fliigels. Von Dr-Ing. L. A.Ott. Mit 25 Abbildungen im
Text. 49 Seiten. 1925. RM 450

Aufgaben aus dem Wasserbau. Angewandte Hydraulik.
40 vollkommen durchgerechnete Beispiele. Von Dr.-Ing. Otto Streck. Mit
133 Abbildungen, 85 Tabellen und 11 Tafeln. IX, 362 Seiten. 1924.

Gebunden RM 11.40

Lehrbuch der HYdI'allllk fiir Ingenieure und Physiker. Zum Ge-
brauche bei Vorlesungen und zum Selbststudium. Von Prof. Dr.-Ing. Theo-
dor Poschl, Prag. Mit 148 Abbildungen. VI, 192 Seiten. 1924.

RM 8.40; gebunden RM 9.30

Zur Bestimmung stromender Fliissigkeitsmengen im

offenen Gerinne. EinneuesVerfahren. Von Dipl.-Ing. Oskar Poebing,

Miinchen. Mit 23 Textabbildungen und 1 Tafel. IV, 56 Seiten. 1922.
RM 1.65



Verlag von Julius Springer in Berlin W 9

Die Wasserkrafte, ihr Ausbau und ihre wirtschaftliche Ausnutzung.
Ein technisch-wirtschaftliches Lehr- und Handbuch. Von Bauinspektor Dr.-Ing.
Adolf Ludin. Zwei Bande. Mit 1087 Abbildungen im Text und auf 11 Tafeln.
Preisgekront von der Akademie des Bauwesens in Beilin. XX, 1404 Seiten.
1913. Unverinderter Neudruck. 1923. Gebunden RM 66.—

Zeichnerische Bestimmung der Spiegelbewegungen in
Wasserschlossern von Wasserkraftanlagen mit unter

Druck durchflossenem Zulaufgerinne. von Ingenieur Dr.
techn. Ludwig Miihlhofer, Innsbruck-Wien. Mit 11 Textabbildungen.
V, 75 Seiten. 1924. RM 3.90

Der Durchflufl des Wassers durch Rohren und Griben,

inshesondered urch WerkgriibengrofierAbmessungen.
Von Hofrat Prof. Dr. Philipp Forchheimer, korr. Mitglied der Akademie der
Wissenschaften in Wien. Mit 20 Textabblidungen. IV, 50 Seiten. 1923. RM 2.—

Energie-Umwandlungen in Fliissigkeiten. von Prot. Denat

Banki, Maschineningenieur.

Erster Band: Einleitung in die Konstruktionslehre der Wasserkraft-
maschinen, Kompressoren, Dampfturbinen wund Aeroplane. Mit
591 Textabbildungen und 9 Tafeln. VIII, 512 Seiten. 1921.

Gebunden RM 20.—

Allgemeine Theorie iiber die veridnderliche Bewegung
des Wassers in Leitungen. von Lorenzo Alliévi.

I. Teil: Rohrleitungen. Deutsche, erliuterte Ausgabe von Robert Dubs
und V, Bataillard.

II. Teil: Stollen und Wasserschlof. Von Robert Dubs. Mit 35 Text-
figuren. XII, 296 Seiten. 1909. RM 10.—

Stromungsenergie und mechanische Arbeit. Beitrige zur
abstrakten Dynamik und ihre Anwendung auf Schiffspropeller, schnellaufende
Pumpen und Turbinen, Schiffswiderstand, Schiffssegel, Windturbinen, Trag-
und Schlagfliigel und Luftwiderstand von Geschossen. Von Oberingenieur
Paul Wagner, Berlin. Mit 151 Textfiguren. XI, 252 Seiten. 1914.

Gebunden RM 10.—

Die Theorie der Wasserturbinen. Ein kurzes Lehrbuch von Prof.
Rudolf Escher ¥, Ziirich. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage,
herausgegeben von Ober-Ing. Robert Dubs, Ziirich. Mit 364 Textabbildungen
und 1 Tafel. XIV, 856 Seiten. 1924. Gebunden RM 13.50

Theorie der Durchstromturbine. von Ingenicur Exwin Sonnek.
Mit 24 Textfiguren. VI, 56 Seiten. 1923. RM 2.—

Wasserkraftmaschinen. Eine Einfithrung in Wesen, Bau und Be-
recbnung von Wasserkraftmaschinen und Wasserkraftanlagen. Von Dipl.-Ing.

L. Quantz, Stettin. Sechste, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit
207 Abbildungen im Text. VI, 164 Seiten. 1926. RM 4.80




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




