
Kurze Einfiihrung 
in die Elemente der 

Punkt- und Korpermechanik 
Eine zusammenfassende vektorielle Darstellung 

fOr Studium und Praxis 

Von 

Dr.-Ing. Friedrich Tolke 
o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin 

Sonderabdruck 
des Abschnittes "Mechanik starrer Korper" 
aus dem Taschenbuch fur Bauingenieure 

herausgegeben von Prof. Dr.-Ing. F . Schleicher 

Mit 62 Textabbildungen 

Berlin 
Verlag von Julius Springer 

1937 



Vorwort. 

Dieses Heft entsprang dem Wunsche, Studierenden der ersten 
Semester ein Gerippe zur Hand zu geben, das ihnen die Grundgesetze 
der Punkt- und Korpermechanik mit den wichtigsten Anwendungen 
immer wieder lebendig vor Augen fiihrt. Es wurde absichtlich so knapp 
wie moglich gehalten, urn die gesamtheitliche Auffassung zu steigern, 
die erfahrungsgemiiB oft zu wiinschen iibrigliiBt. Es solI kein Wissen, 
sondern Verstiindnis vermittelt werden, weshalb auf ablenkende Fragen 
wie die Ermittlung von Schwerpunkten oder Triigheitsmomenten in 
keiner Weise eingegangen ist. Es gibt Taschenbiicher genug, in denen 
alles Wissenswerte dariiber zu finden ist. Die vektorielle Darstellung 
war bei dem heutigen Stande der Entwicklung selbstverstandlich. 
Quellenhinweise konnten unterbleiben, da die Punkt- und Korper
mechanik in den hier behandelten Elementen seit langem abgeschlossen 
ist. Moge das Heft mithelfen, der Unsitte des standigen KolJegmit
schreibens zu steuern, dessen zweifelhafter Nutzen in gar keinem Ver
hiiltnis zu dem Verlust an Zeit und Verstandnis steht. Der Verlags
buchhandlung gebiihrt Dank, daB sie das Heft trotz seiner vorbild
lichen Ausstattung zu einem fiir jeden erschwinglichen Preise heraus
gebracht hat. 

Charlottenburg, im Oktober 1937. F. Tolke. 

ISBN-13: 978-3-642-98170-8 e-ISBN-13: 978-3-642-98981-0 
DOl: 10.1007/978-3-642-98981-0 

AIle Rechte. insbesondere das der Obersetzung in fremde Sprachen, yorbehalten. 
Copyright 1937 by Julius Springer in Berlin. 



Inhaltsverzeichnis. 
I. Bewegungslehre . . . . . . . . . . . . . . . 

Seite 
1 

A. Punktbewegung ........... . 

1. Die Bahnkurve. S. 1. - 2. Geschwindigkeit und Beschleunigung. 
S. 4. - 3. Freie Bewegung und Fiihrungsbewegung. S. 4. - 4. Be
wegung auf geradliniger Bahn. S. 5. - 5. Wurfbewegung. S. 5. 
6. Kreisbewegung. S.6. - 7. Harrnonische Schwingungen. S.7. -
8. Schraubenbewegung. S. 8. 

B. Korperbewegung ................. . 

1. Drehung, Verschiebung und Schraubung. S. 8. - 2. Allgemeine 
Korperbewegung. S. 9. - 3. Relativbewegung. S. 9. - 4. Ebene Scheiben 
und kinematische Ketten. S. 10. 

8 

II. Kraftelehre (Dynamik) . . . . . . . .. 
A. Dynamik der Punktbewegung 

. . . . . . . . . . 12 

. . . . . . . . . . 12 
1. Kraft und Beschleunigung. S. 12. - 2. Mechanische Arbeit, 

Energiesatz, Leistung. S. 13. - 3. BewegungsgroBe und Impulssatz. 
S. 15. - 4. Der elastische StoB. S. 16. - 5. Die plotzliche oder schwin
gende Belastung. S. 18. - 6. Drall- und Mornentbegriff. Irnpuls
rnornentensatz. S. 20. 

B. Dynamik der Punkthaufenbewegung ..... . 
1. Dynamische Grundgleichungen. S. 21. - 2. Prinzip der virtuellen 

Verriickungen; Arbeitsgleichungen. S.21. 3. Einfiihrung des 
Massenrnittelpunktes (Schwerpunktes). S. 22. - 4. Der verlustfreie Zu
sarnrnenstoB. S. 24. - 5. Ubergang zum kontinuierlichen Punkthaufen. 
S.24. 

21 

C. Dynamik des starren Korpers .............. 25 
1. Dynamische Grundgleichungen. S. 25. - 2. Das Gleichgewicht. 

S. 28. - 3. DieTragheits-Gegenwirkungen. S. 29. - 4. Das dynamische 
Gleichgewicht (D'ALEMBERTsches Prinzip). S.29. 



Bezeichnungen und Zusammenstellungen. 
21, a Vektoren 
1211, lal, A, a absolute Betrage von Vektoren 
e10 e., ea Einheitsvektoren 
i10 i., i. aufeinander senkrechte Einheitsvektoren 
21 lB, a b skalare oder innere Produkte zweier Vektoren 
21 x lB, a x b auBere oder vektorielle Produkte zweier Vektoren 
21 (lB x G:) = 21 lB G: gemischtes Produkt dreier Vektoren = Rauminhalt des zu-

gehorigen Parallelepipeds 
21 x ($ x G:) doppeltes vektorielles Produkt zweier Vektoren 

21 lB = lB 21 = f'2l11 lBl cos 'P 'P von 21 und lB eingeschlossener Winkel 
21 x $ = - $ x 21 = n 12111 $1 sin 'P; n Einheitsvektor senkrecht auf Ebene von 

21 und lB; Pfeilrichtung positiv nach oben, wenn 'P von 21 nach $ im Links
sinne dreht 

2121=A'; 21x21=o 

21 (lB x G:) = $ (G: x 21) = G: (21 x lB); 21 lB G: = $ G: 21 = G: 21 lB. Vertauschungssatz 
21 x (lB x G:) = lB (G: 21) - G: (21 $) Entwicklungssatz 

d (~l~) _ d ~I $ 21 d $ I 
---;ru-' - dU + du entsprechend der Differentiation skalarer 

d ~~$) =!£'! x lB + 21 x ~ Produkte 
au du du 

Schiefwinklige Komponentendarstellung 

21 = Al el + A. e. + A. e.; lB = B, el + B. e. + B. ea; G: = CI el + C. e. + C. ea 
91 lB = Al BI + A, B, + A. B. + (AI B. + A. BI) el e, + (A. Bo + Ao B.) e, e. + 

+ (Ao BI + Al Bo) e. el 

I
, e.x eaA, B'I [AI B, C,I 

21 x lB = eox el A, B,j; 21 $ G: = el e. eo A. B, c.1
1 

el x e, Ao Bal A. B. C. 

IAI =VAi + A~ + A~ +'2A1-X;el e.:t-iA.A. e.ea +2-A.AI e. el 

Rechtwinklige Komponentendarstellung 

m = Al il + A. i. + A. i.; lB = B, il + B, i, + B. io; G: = CI il + C. i. + C. ia 

21 $ = Al BI + Ao Bo + Ao Bo 

'I i l Al BI[ 21x lB = i,A.B. = i,(A,Bo-A.B,) + i.(A.BI-AIB.) + i.(AIB,-A.BI). 

i. A. Bo 

[
AIBICli 

21 lB G: = A, B. C.I 
A. Ba Cal 

Beziehungen zwischen Einheitsvektoren von Vektorkreuzen 

h i2 = 12 13 = i3 h = 0; i1 h = i2 i2 = i3 i3 = 1 ; 

11 X il = i2 x i2 = i3 x i3 = 0; h X i2 = i3; i2 X i3 = h; i3 X il = i2 ; 

il i. i. = 1 



I. Bewegungslehre. 
A. Punktbewegung. 

I. Die Bahnkurve. 
Ein Massenpunkt bewege sich gemiiB Abb. 1 auf einer riiumlichen Bahnkurve, 

die an jeder Stelle durch ihren Abstand r von einem festen Punkte 0 festgelegt 
sei; r heiBt dann der Ortsvektor der Bahnkurve. 
Er kann als Funktion irgendeines Parameters, z. B. 
der Bogenliinge s dargestellt werden. 
(1) r = r (5) (Ortsvektor). 

Wird r auf irgendein schief- oder rechtwinkliges 
festes Vektortripel eb e" e, bezogen und sind 'I, '" 
'. die zugehorigen schiefen oder rechtwinkligen 
Projektionen von r, so ergibt sich fiir r die Kom
ponentendarstellung 

(2) r = el'l (s) + e." (s) + e.,. (s). 

Abb. !. 

Betrachtet man zwei benachbarte Punkte P und P' der Bahnkurve, so wird 
der Grenzwert 

lim r:-r ~ lim Llr 
p'~ps-s Lls~oLls 

als Tangentenvektor t bezeichnet, also 

dr 
ds 

(3) t = d Ids (Tangentenvektor). 

Wie schon die Bezeichnung andeutet, fiillt t stets in die Richtung der Tangente 
der Bahnkurve, wobei die Pfeilrichtung dem vorliegenden Fortschreitungssinne 
auf der Kurve, also der Bewegungsrichtung entspricht. 1m iibrigen ist t ein Ein
heitsvektor, da sein absoluter Betrag eins ist, 

(4) ! t I = 1. 

Betrachtet man fiir die zu P und P' gehorigen Tangentenvektoren t und t' den 
Grenzwert 

lim t' - t = lim""! dt d'r 
P'~P 5'-5 LJs~O Lis as· as2 ' 

so ergibt sich der Kriimmungsvektor 

(5) 11" ~~ tit/ds = d'r/tis' (Kriimmungsvektor). 

Bezeichnet" den absoluten Betrag der Kriimmung oder den reziproken Wert l1R 
des KriimmungshaJbmessers, so ist n wieder ein Einheitsvektor 

(6) In = 1, 

und zwar derjenige, der in jedem Punkte der Kurve nach dem Kriimmungs
mitteJpunkte hinweist. Er heiBt HauptnormaJenvektor oder kiirzer auch einfach 
Normalenvektor und folgt aus (5) zu 

(7) n =.1 d'r = R d'r (Hauptnormalenvektor). 
x as" as" 

Die in jedem Kurvenpunkte durch t und 11 bestimmte Ebene wird Schmiegungs
ebene genannt, und die auf ihr senkrecht stehende Kurvennormale heiBt Binormale. 
Wird diese im Linkssinne gerichtet und der zvgeh6rige Einheitsvektor mit b 
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bezeichnet, so ergibt sich 

(8) 

und 

(9) 

j dr d'r 
b = t x n = -;ds x dS' (Binormalenvektor) 

I b , = 1. 

Die Einheitsvektoren t, n, b bilden ein dreiachsiges Vektorkreuz, das unter stiin
diger Richtungsanderung die Kurve begleitet; die zugehorigen Orthogonalitats
bedingungen lauten 

(10) t=nxb; l1=bxt; b=txn. 

Durch Differentiation nach.s und Beachtung von (5) und (10) folgt 

-,in =~xt +bx~=db_xt_tx" 
ds ds ds ds ' 

_db_= dt xn +tx dn =txdn. 
ds ds ds ds 

Wird die letzte dieser Gleichungen skalar mit t multipliziert, so erhalt man 

t db =t (tx dn ) =dn_(txt) =0. 
ds ds ds 

Ferner folgt aus (9) oder bb = 1 durch Differentiation 
db 

b -is = o. 

Der Vektor db/ds steht hiernach gleichzeitig auf t und b senkrecht und fallt 
deIT)gemaB in die Richtung der Hauptnormalen. Man kann daher 

(11) db/ds = nT 

setzen. Der Binormalenvektor dreht sich also, wenn man von einem Punkte P 
der Kurve zu einem benachbarten Punkte P' fortschreitet, stets urn den Tangenten
vektor t. Hierbei ist T das auf die Bogeneinheit bezogene MaB der Drehung und 
heiBt die Windung der Bahnkurve. Sind u und T in jedem Punkte bekannt, so 
liegt die Bahnkurve damit vollstandig fest. Man bezeichnet u und T auch als die 
maBgebenden 1nvarianten der Bahnkurve. 

Werden mit Hilfe der vorhergehenden Gleichungen t, n und b durch u und T 

ausgedruckt, so ergeben sich die sog. FRENETschen Formeln 

(12) dt/ds=nu; dn/ds=-tu-bT; db/ds=nT. 

Aus (6) folgt bei Beachtung von (7) 

(13) u=ld2 r/ds2 1 (Krummung) 

und aus (12)2 bei Beachtung von (7) und (8) sowie des Vertauschungssatzes 

(14) 

Wird fUr den Ortsvektor r die Komponentendarstellung (2) zugrunde gelegt, 
so ergeben sich fUr u und T die Ausdrucke 

(16) 

I dr1 d2 rl d3 r! 
I- ds ds'- dS' 

el e2 ea : dr2 d 2 Y2 d3 r'/, 

T = - ~x2-1' -ds· ds2- dsa 
dra d2ra d3Ya 

ids- ds' -ds'-
1m Sonderfalle eines rechtwinkligen Bezugstripels zieht sich (15) auf die Wurzel 
aus den Quadraten zusammen, wahrend in (16) das gemischte Produkt eins wird. 
Wenn die Determinante in (16) verschwindet, ist die Bahnkurve eben. 
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Fur Schmiegungsebene, Normaiebene, Tangente, Hauptnormaie und Krum
mungsmitteipunkt ergebcn sich nach Abb.2-5 die folgenden Beziehnngen: 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(i:-r)b = 0; 

I dr, d 2 rl 

: r 1 -- Y1 ds -ils2 i 

I dr, 
: 12 - Y2 -ds--

Abb.2. 

(Schmiegungse bene). 

Abb.3. 

(r -- r) t= 0; (r - r) dr = 0 (Normalebene). 
ds 

r = r + t e (Tangent e) ; 

r = r -L n e (Hauptnormaie); 

Abb.4. Abb. 5. 

tx = r -I- n = t + nR (Kriimmungsmittelpunkt). 

In den meisten Fiillen der Anwcndung ist der Ortsvektor r nicht als Funktion 
der Bogenliingc s, sondern als solehe eines anderen geeigneteren Parameters A 
gegeben, also 

r = c, r, (A) + e,r, (A) + es r3 (A). 

Da die Bogenliinge s dann ebcnfalls von Pc abhiingt, ergibt sich zuniichst fUr t 

dt dr 

(22) 
dt dr d}. dA ,u 
ds dA ds ds - = I dr ! ' 

d}. d}. I 
und entsprechend fur irgendeinen Vektor 0 

do do 
d). d). 

(23) 
dn 

ds Tdrl" 
dt: I dA I 

ds 

In ahnlicher Weise kannen auch hahere Ableitungen nach s schrittweise in solche 
nach A umgeschrieben werden. 
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2. Oeschwindigkeit und Beschleunigung. 
Wird nunmehr als Parameter die Zeit t eingefiihrt, so wird t eine Funktion 

der Zeit 

(24) { 
t = t (t), 

t = e,r, (t) + e,r, (t) + e.r. (t). 
Der Grenzwert 

lim r-'-:t = lim ~ = ~ 
P'-+P t'-I ,11-+0,11 dl 

heiBt die Geschwindigkeit l) des Massenpunktes, also 

o 

o 

(25) l) = d tldt (Geschwindigkeitsvektor). 

FaBt man t zuniichst als Funktion von s auf und s 
wiederum als Funktion der Zeit, so folgt 

(26) 
dt ds ds 

l) = ods Tt = t Tt· 

(26) zeigt, daB der Geschwindigkeitsvektor stets in 
die Richtung der Bahntangente £alIt (Abb. 6). 
Ferner ergibt sich der absolute Betrag von l) zu 

(27) ! l) I = v = dsldt (Bahngeschwindigkeit). 

Der Grenzwert 

lim 0'-0 = lim ~_=~=~ 
P'-+P 1'-1 At-+O AI dt dt' 

heiBt die Beschleunigung p des Massenpunktes, also 

(28) p = dl)/dt = d't/dt' (Beschleunigungsvektor). 

Wird l) gemiiB (26) und (27) in der Form 

(26') 0 = tv 

in (28) eingefUhrt, so folgt bei Beachtung von (12) 

p = d(tv) =t~+~v = t~+_~~S v = 
dt dt dt dl ds dt 

dv 
=tTt + n" VB. 

Abb.8. Der Beschleunigungsvektor liegt also in der Schmie
gungsebene. Der Faktor von t heWt Tangential

beschleunigung Pt, derjenige von n Normal- oder Zentripetalbeschleunigung p,.. 
Damit erhiilt man (Abb. 7) 

(29) p = t Pt + n p,.; Pt = dv/dt; P,. =" v, = vOIR. 

Betrachtet man auch hier wieder v als Funktion von s und s als Funktion von t, 
so liiBt sich PI auch in der Form 

(30) PI=~~=~v=~H~ 
ds dl ds d s 

darsteIIen, die als konvektive Form der Tangentialbeschleunigung bezeichnet wird. 
Wird fUr den Ortsvektor t die KomponentendarsteIIung (24) zum Ausgangs

punkt gewiihlt, so ergehen sich entsprechende Komponentendarstellungen fUr 
l) und p. Man erhiilt (Abb.8): 

(31) l) = e,v, + e,v, + eav.; v, = dr./dt; v2 = dr./dt; va = dra/dt. 

(32) p = e,p, + e.p, + eaP.; P, = d'r,/dt'; p, = d'r,/dt'; P. = d'ra/dtl. 

3. Freie Bewegung und Fiihrungsbewegung. 
Bei der Bewegung eines Massenpunktes konnen zwei grundsiitzlich verschiedene 

FiiIle unterschieden werden, je nachdem, ob der Massenpunkt sich frei im Raume 
bewegen kann oder auf einer vorgeschriebenen Bahn gefUhrt wird. 1m ersteren 
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Falle ist der Beschleunigungsvektor fiir jeden Punkt der Bahn bekannt, im letz
teren der Ortsvektor. Bewegungsvorgange der erstgenannten Art setzen einer 
LOsung zuweilen betrachtliche Schwierigkeiten entgegen. 

4. Bewegung auf geradliniger Bahn. 
1m Sonderfalle der Bewegung auf geradliniger Bahn wird der Vektorbegriff 

entbehrlich. Es ergeben sich die Sonderformeln: 

s = s (t) 

(33 v = v (t) = ds/dt (bei vorgegebener Zeitabhangigkeit), 

b = b (t) = dv/dt = d"s/dt" 

(34) I : : : I(~) = dt;ds I (bei vorgegebener Ortsabhangigkeit). 
d(t v') 

b =b(s) =-ds 

Aile nur denkbaren praktischen Anwendungsfalle konnen auf einen der folgenden 
6 Grundfalle zuriickgefiihrt werden. 

a) Gegeben s = s (t). v und b folgen als Differentialquotienten gemaB (33). 
b) Gegeben v = v It). s folgt aus (33) durch Integration, b durch Differentiation. 

Man ernalt 
t 

s=s.+fvdt; b=dv/dt. 
t. 

c) Gegeben b = b (t). s und v folgen aus (33) durch Integration. Man erhiilt 
t t t 

5 = S. + Vo (t - to) + f f b dt dt; v = Vo + f b dt. 
~ to ~ 

d) Gmbetl v = v (5). t (5) und damit auch s (t) folgten aus (34) durch Inte
gration, b durch Differentiation. Man erhalt 

S 

'( ) - t +JdS. d(}v') • s - 0 --v-' b(s) =~-. 

S, 

e) Gegeben b = b (5). t (s) und damit auch s (t) sowie v folgen aus (34) durch 
Integration. Man erhalt 

v = 1 / v~ + 2 ; b ds . V s. 

So 

;) Gegeben b = b (v). Zunachst folgt aus (34) durch Integration s = s (v) 
und damit auch v = v (s), womit alles weitere auf d) zuriickgefiihrt ist. Man erhalt 

v S 

f v JdS s (v) = So + hi';) dv; aus 5 (v) folgt v (s); t (s) = to + v; 
Vo So 

d( 1 v.) 
b (s) = Is . 

In den unter a) bis f) behandelten Grundfallen sind die gesuchten GroBen 
auf Differentialquotienten oder bestimmte Integrale zuriickgefiihrt. Da die 
letzteren, wenn nicht analytisch, so stets auf graphisch-numerischem Wege aus
gewertet werden konnen, ist eine befriedigende Losung geradliniger Bewegungs
aufgaben in jedcm Faile moglich. 

5. Wurfbewegung. 
Die Bewegung, die ein Massenpunkt mit der Anfangsgeschwindigkeit uo 

unter alleiniger Wirkung der Schwere erfahrt, heiBt Wurfbewegung. Wird das 
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Bezugssystem so gewahlt (Abb. 9), daB e, in die Richtung von llo und e, in 
diejenige von 9 fallt, so ergibt sich 

(35) llo = e,vo; p = 9 = e,g; e,e, = 1; e,e, = - cos IX; e,e, = 1. 

Dem Anfangspunkt der Bewegung entspreche to = 0 und to = o. 
Geschwindigkeit und Bahnkurve folgen durch Integration von (28) 

und (25) unter Ben1cksichtigung von (35) zu 
t 

Abb.9. (36) "t) =llo + (pdt =e,vo +e,gt; 
o 

Von der Bahnkurve, die nach (36) eine Parabel ist, interessieren in erster Linie 
Gipfelzeit tH und Gipfelhohe H, sowie Wurfzeit tL und Wurfweite L. Fiir ebenes 
waagerechtes Gelande (Abb. 10) folgt die Gipfelzeit aus der Bedingung, daB D 

im Gipfelpunkt waagerecht liegt. 

Abb. 10. 

(37) { 
llHe, =0 =-VOCOSIX +gtH; 

tH = ~ cos IX (Gipfelzeit). 

Die Gipfelhohe ergibt sich als Projektion des r-Vek
tors auf die negative e,-Richtung. 

(38) I H I 9 = -te, = + votHcoSCX- -zgtk; 

v2 
H = -(~ cos' IX (GipfelhOhe). 

2g 

Die Wurfzeit folgt aus der Bedingung, 
liegt. 

daB der zugehorige t-Vektor waagerecht 

I 
(39) re, = 0 = - votL cos cx + -2- gtL; tL = _2",- cos cx = 2 tH (Wurfzeit). 

g 

Die Wurfweite List der absolute Betrag des zu tL gehorigen t-Vektors. 

(40) 

: 9 2 9 2 I ., 
L = I e, ------- + e, ---- = ---"------ Vi - 2 cos' cx + cos'cx' 

I g g: g , I I 2voCOS<X vocos <XI 2VwCOSCl."r-~~~---~----

L = j_ sin 2 IX (Wurfweite). 
g 

6. Kreisbewegung. 

Bezogen auf die Bogenlange 'P des Einheitskreises als Parameter, lautet die 
Gleichung des Kreises (Abb. 11) im rechtwinkligen Bezugssystem (i" i,) 

Abb. 11. 

(41) t = i,acos 'P + i,asin 'P (Kreis, i,i, = 0). 

Hieraus folgt nach (3) fiir den Tangentenvektor 

(42) t = dtjds = - i, sin 'P + i, cos 'P, 

wahrend der N ormalenvektor unmittelbar aus Abb. t 1 zu 

(43) n =-tja =-i,cos'P-i,sin'P 

abgelesen werden kann. 

Mit s = a 'P ergibt sich fiir die Bahngeschwindig
keit v nach (27) 

(44) (ro = Winkel
geschwindigkeit). 

Ferner folgt fiir Tangential- und Normalbeschleunigung nach (29) 

(45) { PI = ~-i' = a ~~ = a w (0, = Winkelbeschleunigung); 

Pn = "V' = a ro'. p = taw + n a ro'. 
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Man erhiilt daher 

(46) { u = tv = - i, a w sin rp + i. a w cos rp; 

p = t PI + n Pn = - i, a (w sin rp + w' cos rp) -i- i, a (w cos q; -- w' sin '1'). 

1m Sonderfalle gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit ergibt sich 

{ 
r = i, a cos rp + i. a sin rp I 

d /dt . . + . (OJ gleichbleibend) u = t = - I, a OJ sm rp 1. a w cos rp I io = 0 . 

p = d't/dt' = - i, a <0' cos rp - i. a w' sin rp = - r w' . , 
(47) 

7. Harmonische Schwingungen. 
Aus der letzten der Gl. (47) folgt die Differentialgleichung 

(48) 
d'r 
dt' + rw' = O. 

Ihre Losungen werden als "Harmonische Schwingungen" bezeichnet. 1m all
gemeinsten Falle ergibt sich mit 

(49) r=acoswt+bsinwl 

als Bahnkurve eine Ellipse (Abb. 12). Ihre schiefen Hal':Jmesser a i und ! b I 
nennt man Schwingungsamplituden, die Winkelgeschwin
digkeit w Kreisfrequenz. Die zu w t = 2;rr; gehorige Zeit
dauer heiBt Schwingungsdauer T und der reziproke 
Wert von T Schwingungsfrequenz n, also 

{ T = w/2", (Schwingungsdauer); 
(50) ." :0 In = 2 n/ w (Schwingungsfrequenz). 

Die Einheit der Schwingungsfrequenz ist das Hertz. 
(1 Hertz = 1 Schwingung je Sekunde.) 

ffi
-~- --.. _--, 

I b f 
a 

i . 
L___ __J 

Abb.12. 

Die durch die Amplitudenvektoren a und b bestimmte "ebene" Schwingung 
wird zu einer "einachsigen", wenn einer von beiden, z. B. b, verschwindet, oder 
wenn beide in die gleiche Richtung 
fallen. Mit b = a A folgt 

(51) r = a (cos w t + J. sin OJ t). 

Bei Einfiihrung der sog. Phasenver
schiebung 10 lilBt sich r auch in der 
Form 

(5 ) I r = a sin OJ (t - to) (einachsige 
2 I harmonische Schwingung) 

schreiben. Man kann sie in anschau-
Auu. 13. 

licher Weise als Projektion einer Kreisbewegung mit gleichbleibender Winkel
geschwindigkeit deutcn (Abb. 13). Der Zeitphase to entspricht dabei eine Winkel
phase '1'0 = OJ to. 

8. Schraubenbewegung. 
Bezeichnen i" i •• i •• drei aufeinander senkrecht stehende Bezugsvektoren. so 

lautet die Gleichung der Schraubenlinie (Abb. 14) 

(53) t = i, a cos rp + i2 a sin rp + i. a rp tang IX (i,i. = i2i. = i.i, = 0). 

Hierbei bezeichnet a den Halbmesser des Schraubenzylinders und " den Steigungs
winkel. der sich gemilB 

(54) tang IX = h/2 a " 

durch die Ganghohe h ausdriicken lilBt (Abb. 14). Aus 

folgt 

(55) 

dt/d rp = - i,a sin rp + i 2 a cos q; + i. a tang:x 

dsjd rp = ! drjd rp! = a /cos IX oder s = a rpjcos IX_ 

TOlke, Einfiihrung 2 
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Mit (55) geht (53) iiber in 

(56) r = il a cos (~ cos ex) + i2 a sin (~cos ex) + 1a s sin r:x . 

Hicraus folgt auf Grund der al!gemeinen Formeln von Ziffer 1 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 

dr . '(S )+. (S )+.' t = liS = - 11 cos" SIn ,-li- cos" I, cos" cos a- cos" 13 SIn ,,; 

d t . cos2 cc ( S ) . eosE a: . (S ) ds= n x = ~ t1--a-cos aCOS rx. - t 2--a- SIn ,a cos (XI; 

n =-hcos (-;-coscx) -i2 sin (~-cosO!); x=I::I=co~_cx; 

b = t x n = il sin" sin (-:- cos,,) - i, sin" cos ( ~ cos,,) + i3 COS"; 

I db . sinlXcosa / s ). sincxcoscx . (S ) 
tiS' =n yoder 11 ----a--- cos \ Ii- cos" + I, ---li-- SIn 'Ii cos" 

r . ( S )" (S ) 1 d sin" cos '" = - t1 COS, a cos ex - 12 SIn ,-a: cos ex T; araus T=- ., 

Nach (59) und (61) sind Kriimmung und Win
dung bei der Schraubenlinie iiberal! gleich groft 
1st 1.' negativ und dementsprechend " positiv, so 
spricht man von einer Rechtsschraube, im umge
kehrten Fal!e von einer Linksschraube. Weiterhin 
erhiilt man 

ds a d", aw 
(62) v=-£t cos"dt cos",; 

(63) Pt=dv/dt=aw/cos,,; P,. = "v' =a ",', 
und damit fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung 

(64) II = tv= - i1awsin '" + i,awcos '" + i 3 a«> tang <X. 

{p = t Pt + n Pn = - il a (w sin", + w' cos "') + 
(65) + i, a (w cos", - w' sin "') + i. a w tang IX. 

B. Korperbewegung. 
I. Drehung, Verschiebung und Schraubung. 

Die Bewegung eines K6rpers um eine in Ruhe verbleibende gerade Linie wird 
als Drehung bezeichnet. Wird die Lage eines K6rperteilchens durch seinen Orts

Abb.15. 

(66) 

Abb. 15a. 

vektor r in bezug auf einen Punkt 0 der 
Drehachse festgelegt (Abb. 15), so be
schreibt r bei der Drehung einen Kegel 
und das K6rperteilchen einen Kreis. Erfolgt 
die Drehung mit der Winkelgeschwindig
keit w und wird die Lage der Drehachse 
sowie die Drehrichtung durch den Einheits
vektor b gekennzeichnet, so folgen Ge
schwindigkeit und Beschleunigung des be
trachteten K6rperteilchens zu 

II = d r/dt= w b x r (Drehung); 

p= do/dt=wbxr +wbxll=wbxr +w'bx(bxr). 

Wird der Radius des Drehkreises mit r' bezeichnet, so folgt (Abb. 15 a) 

(67) bx! = tr'; bx (bxr) = nr' 

und damit 

(68) II = t w r'; p = t w r' + n w'r' (Drehung), 

womit der Zusammenhang mit A,6 unmittelbar hergestellt ist. 
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Ruckt die Drehachse in unendliche Ferne, so erfahren aile Kiirpertei1chen die 
gleiche Bewegung und man spricht von einer reinen Verschiebung. Diese kann 
durch die Gleichungen 

(69) 0 ~ v*; P = p* -~ Ii v*/dt (Verschiebung) 

gekennzeicJmet werden. 

Bei gleichzeitiger Drehung und Verschiebung 
ergibt sich 

(70) 

10 = 0* + ro b x r ; 

1 p = d 0* /dt + w b x r -;- ro' b x (b > r) 

(Drehung und Verschiebung). 

Zerlegt man 0* in Komponenten parallel und senk
recht zu b, so folgt 

0* ~o b (bv*) + bx (n*xb), 

und damit 

(71) 0 = b (bo*) -\- robx [I -I- ~ xbJ. 

Das erste Glied in (71) ist eine reinc Verschiebung in 
Richtung von b, das zweite eine Drehung um eine 

I 
\ 
\ 
\ 
\ 

zu b parallele und um o*/wxb verschobene Dreh- Abb.16. 
achse (Abb. 16). Die gleichzcitige Drehung und 
Verschiebung ist hiernach einer Schraubung gleichwertig (MIOzzlscher Satz). 

2. Allgemeine Kiirperbewegung. 
Bei der allgemcinen Kiirperbewegung (z. B. Flugzeug), bei welcher die Rich

tung von 0* und b in jedem Augenblick eine andere ist, kann nach dem MIOZZI
schen Satzc die Bewegung so aufgespaltcn werden, daB 
die Drehachse immer durch ein und denselben Kiirper
punkt (z. D. Schwerpunkt) hindurchgeht. 

Bezeichnct im fest gedachten Raume IM den Orts
vektor dieses ausgezeichneten Punktes, I den Ortsvektor 
eines bcliebigen Punktes und I den Differenzvektor I - IM, 
so folgt (Abb. 17) 

(72 ) 

(73) IJ ~ dIM/dt -\- dI/dt 00 1JM -I- w b x r; 

(74) 

~ o Abb. 17. 

In (73) und (74) sind 1JM und PM Geschwindigkeit und Beschleunigung auf der 
Bahnkurve des ausgezeichneten Kiirperpunktes. w b x I bzw. OJ b x f stellen nach 
(67) und (68) die Geschwindigkeit bzw. Tangentialbeschleunigung und w' b x (b x I) 
die Normalbeschleunigung fUr die augenblickliche Kreisbahn der Drehbewegung dar. 

'" ~: xi kennzeichnet den EinfluB der standigen Lageiinderung der Drehachse. 

3. Relativbewegung. 
Das bisher betrachtete Kiirperelement sei nun nicht mehr fest mit dem Kiirper 

verbunden, sondern bewege sich gegcn diesen. 1m ubrigen miige es aber alle 
Bewegungen des Kiirpers mitmachen. Eine solche Bewegung wird als Relativ
bewegung bezeichnet (z. B. Bewegung der Laufrader eines Fahrzeuges oder des 
Kurbeltriebes eiues Flugzeugmotors). 

Wird die Relativbewegung gegen I durch angehangte Striche gekennzeichnet 
(Abb. 18), so folgt fiir den relativ bewegten Kiirperteil 

2* 
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(75) r =rM +f+r'; 

u = drMldt + d {f + r')/dt = uM + w 0 x (f + r') + U'; I dUM + d[wox(f+r')] + du' - + [. 0 (- + ') + (76) P =---;[t - - d-t-- - Tt - PM w x r t 

+ w'O x[O x (f + t')] + w 0 xu' + w ~~ x{f + t')] + [W 0 Xl)' + p']. 

Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 

I PF = PM + iu 0 x (f + t') + w' Ox [0 x (f + t')] + w ~~ x{f + t') 

(Fiihrungsbeschleunigung) 

(77) Pc = 2 (J) 0 xu' (Coriolisbeschleunigung) 

PR = p' = d't'ldt' (Relativbeschleunigung) 

ergibt sich 

(78) p = PF + Pc + PRo 

Wahrend nach (76) die Geschwin
digkeiten aus Fiihrungsbewegung und 
Relativbewegung sich einfach iiber
lagern, tritt bei den Beschleunigungen 
noch ein durch die gegenseitige Be
einflussung hervorgerufener Vektor 
in Gestalt der Coriolisbeschleunigung 
hinzu. 

Urn ein Beispiel anzuschliefien, sei ein 
Fahrzeug betrachtet, das mit einer Stunden~ 

geschwindigkeit von 100 km dureh eine Kurve von 500 m Halbmesser Hihrt. Hieraus folgt 
zunaehst eine Fahrzeuggesehwindigkeit 

vM = 100000/3600 = 27,7 msce-' 

und eine Winkelgesehwindigkeit 

ll) = vMIR = 27,71500 = 0,0554 see-'. 

Wird die Untersucbung auf die in erster Linie ausschlaggebenden Laufradkranze beschrankt, 
so ist deren Relativgeschwindigkeit gemal.l Abb.19 geriehtet und uberalJ 

Abb. 19 

rm 
I n' l = vM - = -O,9vM = 25 msee-'. 

ra 

Liegt beispielsweise eine Linkskurve vorl so zeigt der zu w 
gehOrige b-Vektor senkreeht naeh oben. Man erMlt daher 
Coriolisbeschleunigungen 

I Pc I = 2 . 0,0554 . 25 sin 'P = 2,77 sin 'P illsee-', 

die fur die Laufradteile oberhalb der Welle naeh aul.len, fUr 
diejenigen unterhalb nach innen geriehtet sind (Abb. 19). Die 
durch die Coriolisbeschleunigungen bedingte Kraftwirkung 
stellt daher ein Kraftepaar dar, das dureh Vertikalkrafte in 
den Laufradebenen von der Unterlage auf das Fahrzeug 

ubertragen wird. Die vom Fahrzeug ausgeiibte Gegenwirkung wirkt im gleicben Sinne auf 
Kippen wie die Zentrifugalkraft. 

4. Ebene Scheib en und kinematische Ketten. 
Die Bewegung einer ebenen Scheibe liegt vollstandig fest, wenn die Bewegung 

flir zwei Punkte der Scheibe gegeben ist; die Scheibe heiBt in diesem Faile zwang
iaufig geflihrt. Die Bewegung der Pieueistange eines Kurbeltriebes (Abb. 20) 
liegt z. B. mit der Bewegung des Kurbelzapfens (A) und der Fiihrungsrichtung 
des Kreuzkopfes (B) vollstandig fest. 

1st in zwei Punkten A und B der Scheibe die Richtung der Geschwindigkeit 
bekannt, so liegt der augenblickliche Drehpunkt 0 im Schnittpunkt der beiden 
Lote auf nA bzw. tlB durch A bzw. B (Abb. 21) . Die Geschwindigkeit irgend
eines Punktes C der Scheibe ergibt sich dann durch Multiplikation der Winkel-



B. Korperbewegung. 11 

geschwindigkeit w mit dem Abstand Te vom augenblicklichen Drehpunkt, wobei 
die Richtung senkrecht zu re zu nehmen ist. Kennt man in einem der beiden 
Ausgangspunkte, z. B. A, neben der Richtung auch noch die GroBe der Geschwin
digkeit, so folgt W zu vA IrA' 

Die Laufrolle von Abb. 22 moge sich beispielsweise, ohne zu gleiten, auf ihrer 
Bahn abwalzen. Dann ist der augenblickliche Drehpunkt der Beruhrungspunkt 0 
mit der Rollbahn. Bewegt sich das mit der Rolle verbundene Fahrzeug mit der 
Geschwindigkeit 0, so ist VM = v und demgemaB W = vlrM' Damit liegt die 
Geschwindigkeit siimtlicher Punktc der Laufrolle fest. 

~~--/ . 

I . 8 
\ .-~~. 
'-.--.- / 

Abb.20. Abb. 21. Abb. 22. 

AIs weiteres Beispiel sei das GcIenkviereck von Abb. 23 angefiihrt. Da die 
beiden Randstabe sich auf Kreisbahnen urn ihre Festpunkte A und D bewegen, 
liegt der augenblickliche Drehpunkt des Verbindungsstabes B-C immer im 
Schnittpunkt der Verlangerungen der RandsUibe. Bewegt sich der Randstab A-B 

mit der Winkelgeschwindigkeit WA, so ist VB = wA rB' Damit folgt fur die 

Winkelgeschwindigkeit W des Verbindungsstabes w = -~f3. = WA Tf. Hieraus ergibt 
TB rB 

rBrC . ve rBrC 
sich weiter ve = w rc = WA -rB" - und damlt WD = = --- . . Mit den Dreh-

re TS re 
punkten bzw. augenblicklichen Drehpunkten A, 0 und D und den zugehorigen 
Winkelgeschwindigkeiten WA, w und WD ist der Geschwindigkeitszustand des 
Gelenkviereckes vollstandig bekannt. 

In ahnlich stufenweiser Behandlung lassen sich auch die Gcschwindigkeits
verhaltnisse in kinematischen Ketten klaren. Abb. 24 zeigt z. B . eine vierscheibige 
kinematische Fachwerkkette in gestreckter Lage. Aus der Tatsache, daB der 
Untergurt von Scheibe I bei der Drehung um das feste Auflager nur senkrechte 
Bewegungen ausfiihren kann, folgt unmittelbar, daB fur die Untergurte aller 
ubrigen Scheiben auch nur senkrechte Bewegungen denkbar sind. Dies hat wieder
um zur Folge, daB die augenblicklichen Drehpunkte mit den waagerecht ver
schieblichen Auflagern zusammenfallen mussen. Da sich fur die Scheibe IV 
hierbei zwei Drehpunkte ergeben wurden, muG diese in Ruhe bleiben; der augen
blickliche Drehpunkt der Scheibe III fiillt in den AnschluBgelenkpunkt an 
Scheibe IV. 1st die Winkelgeschwindigkeit von Scheibe I gegebcn und gleich w, 
so folgen die Winkelgeschwindigkeiten der ubrigen Scheiben aus der Gleichheit 
der Geschwindigkeiten in den AnschluGgelenkpunkten. Die so sieh z. B. langs des 
Untergurtes ergebende Geschwindigkeitsverteilung ist aus Abb. 24 ersichtlich. 

Zur Darstellung des Beschleunigungszustandes einer ebenen Scheibe stehen 
ahnlich einfaehe Vcrfahren zur Verfugung wie im FalJe des Geschwindigkeits
zustandes. 1st der letztere bekannt und die Beschleunigung in irgendeinem 
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Punkte A der Scheibe gegeben (Abb.25), so ergibt sich die Beschleunigung in 
irgendeinem anderen Punkte B der Scheibe mit Hilfe der Relativbeschleunigung 

Abb.25. 

l'BA zu 

(79) PB = l'A + PBA· 

Sind W und w Winkelgeschwindigkeit und Winkel
beschleunigung der Scheibe, so folgt 

(80) l'B=l'A+twrBA+nw"BA, 

wobei t und n Tangenten- und Normalvektor der Dreh
bewegung urn A sind. 

Mit Hilfe von (80) kann in fast allen Fallen der Beschleunigungszustand er
mittelt werden. Liegt z. B. ein Kurbeltrieb vor (Abb. 26), dessen Kurbel mit 

Abb.26. 

gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit Wo urnlauft. 
so erhalt der Kurbelzapfen eine Beschleunigung 
PA = w6 rA, die stets zum Wellenmittelpunkt hin
gerichtet ist. Aus der Kreisbahn des Kurbelzapfens 
und der Fiihrungsbahn des Kreuzkopfes folgt der 

~ Vo 
'~r---7 
~ 
~ 

Abb.27. 

augenblickliche Drehpol der Pleuel
stange und aus der gemeinsamen Ge
schwindigkeitvA = worA des Kurbel
zapfens die Winkelgeschwindigkeit 

w = Wo ~~ und damit die relative 
" Normalbeschleunigung n w'rBA des 

Kreuzkopfes. Tragt man diese und 
PA aneinander, so muG, da t w rBA senkrecht zu n ",'rBA verlauft, der Be
schleunigungsvektor P B nach (80) auf der aus Abb. 27 ersichtlichen Lotrechten 

Abb.28. 

liegen. Andererseits fallt die Rich
tung von P B mit der Fiihrungsrich
tung des Kreuzkopfes zusammen. 
Tragt man diese im Ursprung des 
Vektorzuges an, so liefert der Schnitt 
mit der vorher gezeichneten Lot
rechten die gesuchte Kreuzkopfbe
schleunigung. 

In grundsatzlich ahnlicher Weise 
gelangt man auch zur Darstellung der 

Beschleunigungen des Gelenkvierecks bzw. der Kurbelschleife (Abb.28). Liegen 
kinematische Ketten mit mehr als drei Gliedern vor, so laBt sich der Beschleu
nigungszustand durch stufenweises Fortschreiten vom einen Gelenkpunkt zum 
anderen ermitteln. 

II. Kraftelehre (Dynamik). 
A. Dynamik der Punktbewegung. 

I. Kraft und Beschleunigung. 
Bewegt sich ein Massenpunkt unter alleiniger Wirkung einer Kraft \p, so 

zeigt die Erfahrung Proportionalitat zwischen Kraft und Beschleunigung 
(1) \p = mp (dynamisches Grundgesetz von NEWTON). 
Der Proportionalitatsfaktor m, der die Masse heiBt, laBt sich am einfachsten iiber 
die Schwerkraft, d. h. liber das Gewicht messen. 

(2) (!j = mg; G = mg; m = Gig. 

G wird gewohnlich in kg oder t eingesetzt, wahrend fUr g der Durchschnittswert 
von 9,81 msee-' zugrunde geJegt wird. Durch EinfUhren von (2) in (1) folgt 

(3) \p =~ l" 'Il. =~ =~. 
g 'l' 9 g 
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Wirken auf den betrachteten Massenpunkt mehrere Krafte ein, z. B. die 
Antriebskraft 'll, die Schwere <Ii und der Widerstand W (Abb.29), so ergibt sich 
jjJ durch geometrische Aneinanderreihung dieser Krafte gemaB 

(4) jjJ='ll+<Ii+W+... ~ 
und heiBt dann die resultierende Kraftwirkung. til 1.\3 

so fol&"t fur die den Kraften entsprechenden Beschleunigungen 0 ~ Dividiert man (4) auf beiden Seiten durch die Masse m, 4\1 

(5) Abb.29. 

Werden (4) und (5) mit (1) und (2) verbunden, ergibt sich 

(6) jjJ = 'll + <Ii + W + ... = ma + mg + mID + ... ,= mp; m = Gig. 

z. Mechanische Arbeit, Energiesatz, Leistung. 
Betrachtet man die Bewegung eines Massenpunktes zwischen zwei durch die 

Ortsvektoren tl und to gekennzeichneten Standorten (Abb. 30) und eine auf den 
Massenpunkt wirkende Teilkraft 3, so wird das Integral 

r. 
A = f 3 dr 

als die von 3 geleistete "mechanische Arbeit" bezeichnet. Wirken mehrere Krafte 
auf den Massenpunkt wie 'll, (!j, W, so ist die insgesamt geleistete Arbeit 

ts ts t:l. t2 
(7) f jjJ d t = f 'll d t + f (!j d t + fWd r + .... 

fl tl II II 

:\fan bezeichnet insbesondere 
r, 

A'll = f 'lldr = zugefiihrte Arbeit 
r, 
r, 

A(!j = f (!jdr = Arbeit derSchwere oderAnde-
rung der potentiellen Energie 

r, 
AW= f Wdr = Reibungs- oder Verlustarbeit. 

r, 
Fallt A ~( negativ aus, so ist keine Arbeit zugefiihrt, sondern es ist Arbeit ab
gezogen. A(!j ist bei Abwiirtsbewegung positiv, bei Aufwiirtsbewegung negativ; 
im ersteren FaIle wird die potentieIle oder Lageenergie vermindert, im letzteren 
erhoht. A'll ist stets negativ, da die Reibung irnmer der Bewegung entgegenwirkt. 

Die der resultierenden Kraftwirkung entsprechende Arbeit A jjJ laBt sich noch 
urnschreiben, wenn jjJ und dt gemaB 

jjJ=mp=m.d~. und dt=d~dt=T)dt 
dt dl 

eingesetzt werden. Man erhalt 

(8) 

Die GroBe .~ v, wird als Wucht oder kinetische Energie bezeichnet. A jjJ stellt 
2 

somit die Zunahme an kinetischer Energie oder die in Geschwindigkeit umgesetzte 
Arbeit dar. 1\1it (8) gcht (7) in den sog. Wucht- oder Energiesatz iiber, 

rt t2 r l 

(9) :v~-'i'-vi= j'lldt+ j(!jdt+ jWdt+ ... (Energiesatz). 



14 II. Kriiftelehre (Dynamik). 

Wird (9) auf einreehtwinkliges Bezugssystem ilx, i,y, i,z umgesehrieben (Abb. 31). 
so ergibt sieh, wenn die i,-Richtung entgegengesetzt der Sehwere gelegt wird, 

r : v~ - T vi = jtA" + w" + ... ) dx + /(A y + Wy + ... ) dy + 

1 Z2 Xl Xa Yl Y2 Z2 

+ f (At + G + W. + ... ) dz = f P"dx + f P y dy + f P.dz. 
~ ~ ~ ~ 

(10) 

Die meehanische Bedeutung des Energiesatzes liegt in der Moglichkeit, die 
Geschwindigkeit unmittelbar durch Quadraturen tiber den Projektionen der 

Abb. 31. 

Bahnkurve bestimmen zu konnen 
(Abb.31). Diese Mogliehkeit laBt 
sieh immer dart ausnutzen, wo die 
Bahnkurve vorgegeben ist, d. h. bei 
Ftihrungsbewegungen. 

Die auf die Zeiteinheit bezogene 
mechanische Arbeit heiBt Leistung. 
Dieser Begriff ist ne ben seiner 
maschinentechnischen Bedeutung 
insbesondere dort von Wichtigkeit, 
wo es sich urn stationare Bewegungs
erscheinungen handelt, wie bei der 
Stromung von Fltissigkeiten und 
Gasen. Hierbei sind Massen und 
Krafte auf die Zeiteinheit (Sekunde) 

zu beziehen. Werden sie demgemaB mit dem Index s versehen, so lautet der 
hier dem Energiesatze entsprechende Leistungssatz 

rl TIS ts 

(11) :~v~-:"vi = J m:sdr + J ffisdr + J Wsdr + ... 
It tt tt 

(Leistungssatz bei stationarer Bewegung). 

Einige Anwendungsbeispiele mogen nun naeh die Niitzlichkeit des Energiesatzes erlautern. 
Zunachst sei ein Fahrzeug vom Gewichte G betrachtet, das sich auf einer schragen StraBe (Stei-

-8t 

gungswinkel Cl() mit der Geschwindigkeit v abwarts bewegt, und 
nach der Wegstrecke s gefragt, auf der das Fahrzeug zum Stehen 
kOIDmen wird, wenn mit der vollen zur Verfiigung stebenden 

~~~~~~~~~~ Bremskraft B gebremst und die Reibung durch einen gleichblei
benden Beiwert I-' beriicksichtigt wird. 

Auf das Fahrzeug wirken gemaB Abb. 32 
die Antriebskraft m: = - B t, das Gewicht 
ffi = t G sin Cl( + n G cos Cl( und der Wider
stand W = - t I-' G cos Cl( - n G cos Cl(. Mit 
d r = t ds folgt 

Abb. 33. 

s 

m:dr = - Bds; ffidr = GsinCl(ds; 
Wdr = -I-'GcOSCl(ds. 

Werden diese Ausdriicke in (10) eingefiihrt 
und va = 0, Vl = v, m = GJg gesetzt, so er
gibt sich 

- ~ v' = J (- B + G sin Cl( - I-' G cos ex) ds = - ( B + I-' G cos ex - G sin ex) s. 
2g 

o 
Die Auflosung nacb s liefert 

v'j2g 
s = B 

-G +p,cosa. - sin a. 

Weiterhin sei ein Behalter betracbtet, der bis zu einer Hohe H mit Fliissigkeit gefiillt ist. 
Mit welcher Geschwindigkeit wird die Fliissigkeit bei Offnen des Bodenauslasses austreten 
(Abb. 33)? 
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Entsprechend dem Absinken des Flussigkeitsspiegels muB jedes austretende Masseteilchen '" 
unter der Wirkung seines Gewichtes m g sich von der Oberflache zur Austritts5ifnung bewegen. 
Wird der praktisch bedeutungslose Flussigkeitswiderstand vernachlassigt, so iolgl, da auBer 
der Schwere keine Antriebskraft wirkt und die Geschwindigkeit v, zu Beginn der Bewegung 
null ist, 

I, 

~. v~ = f m g at = mgH oder v. =Y-2g~H 
I, 

SchlieBlich mage noch die sag. BERNouLLIsche Energiegleichung der reibungslosen Flussigkeit 
auigestellt werden. Hierzu sei gemaB Abb. 34 ein sich. aui einer Stromlinie bewegendes Flussig-

keitsteilchen von der Masse Y LI V betrachtet, 
g 

wobei LI Vein kleines Raumelement sei. Bei 
Vernachiassigung des praktisch bedeutungslosen 
Flussigkeitswiderstandes verbleiben lediglich 
Druckgeialle und Schwere als antreibende 
Krafte. Von ersterern leistet nur die in die 
Strombahn fallende Teilkraft Arbeit, und zwar 
negative. da dP/ds der Bewegungsrichtung ent
gegenwirkt (Abb. 34). Man erhalt 

t. s. 

f m d r = - f F (1~ LI s) as = 

tl SI 

S2 

= - LI V f .~~ ds = LI V (P, - P,). 

s, 
Ferner folgt fUr die Arbeit der Schwere, wenn 
z die geometrische HOheulage bezeichnet, 

ta Zs 

Abb.34. 

f (!j d r = - f y LI V az = + y.1 V (z, - ") . 
tl Zl 

Damit lautet die Energiegleichung 

{iLlV(V~-Vn=LlV(pl-P2}+YLlV(Zl-Z"). 

Be; geeignetem Ordnen und Division durch y LI V folgt hieraus 

v~ PI vi PI 2g + Y + z, = 2 g + y + z, (BERNOULLIsche Energiegleichung). 

3. 8ewegungsgriiBe, Impuls UDd Impuissatz. 
Die mit der Masse multiplizierte Geschwindigkeit wird als BewegungsgriiBe 

bezeichnet, 

(12) lB = mu (BewegungsgriiBe). 

Die Differentiation von lB ergibt bei Beriicksichtigung von (1) 

(13) d lB/dt = \Il, 

woraus durch Integration der sog. Impulssatz 
t, 

(14) lB, - lB, = f \Ildt (Impulssatz) 
I, 

folgt. Der Name riihrt von der rechten Seite von (14) her, die man als Impuls 
bezeichnet. 

Bei stationaren Bewegungserscheinungen, wie bei Striimungen von Fliissig~ 
keiten nnd Gasen, wird der Impuls gleich \U (t, - t, ) nnd man erhalt mit 

(15) lBs = msu (seknndliche BewegungsgriiBe) 

den Impulssatz fiir stationare Bewegungen 

(16) lB,s - lB,s = \Il (Impulssatz fiir stationiire Bewegungen). 
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Urn die Anwendung an einigen Beispielen zu erlautern, sei zunachst die SprungMhe des 5Og. 
Wechselsprunges bestimmt, durrh den das Wasser eines FlullIaufes von der schiellenden in die 
strOmende Gleichgewichtslage libergeflihrt wird. Gemall Abb. 35 liege ein trogartiges Flullbett 
von der Breite b vor, durch das die Wassermenge Q und dementsprechend die sekundliche Masse 

ms= 1'.. Q hindurchzuleiten ist. Bezeichnen H, und H. die Wassertiefen vor und hinter dem g -
Wechselsprung, so folgt aus Kontinuitat der Stromung und 
Irnpulssatz %91Z ; f~fq"...tJ 

Q = v,bH, = v, b H,; VI = Qlb HI; v, = Qlb H, . 

'l3 =- Q(o,-u,); P = - --- . Y yQ' ( \ \ ) 
g gb H, H, 

91, \ I 
. ..... \ i .......... 

~:'~*; ~,t: ~ 
)' 1 , " )' 'J 

Abb.35. 

~t .... 

~ Abb.36. 

Andererseits ergibt die Differenz der statischen Wasserdrucke unterhalb und oberhalb des 
Wechselsprunges 

P = 1'.. b H2 - .r. b H~ . 
2 1 2 2 

Werden beide P·Werte gleichgesetzt, erhalt man 

H 1/Ji2 2Q2 
H2 = - -i- + V 4' + gb2 HI' 

Abb. 37. Weiterhin sci ein Rohrkriimmer von 900 0ffnungswinkel betrachtet, der 
gemiill Abb. 36 in zwei symmetrisch gelegenen Punkten gehalten ist. Bildet 

man nach (\6) den resultierenden Vektor 1'.. Q (0, - 0,), so stellt dieser die auf die Stlitzpunkte 
g 

entfallende Last dar. Diese kann dann weiter auf die Auflager verteilt werden. Abb. 37 zeigt 
das gesehlossene Krafteck der Impulse und Auflagerkriifte. 

Ein 
stisehe 

4. Der elastische StoB. 
weiteres Anwendungsgebiet von Energie- uud ImpuIssatz ist der ela· 
StoB, den man durch eine mit der Geschwindigkeit Vo auf eine Feder 

:if Pte 
1. s 

aufprallende Masse m = Gig idealisieren kann 
(Abb. 38). Die Federkonstante, d. h. diejenige 
Last, die die Feder im ruhenden Zustande urn 
1 em zusammendriickt, sei c. 

Wird der ImpuIssatz auf die hier vorliegende 
geradlinige Bewegung angewendet, so folgt 

Abb.38. 
t 

m (vo - v) = f Pdt. 
o 

1st s die Zusammendriiekung der Feder, kann fiir v und P 

v = dsldt; P = cs 

eingefiihrt werden, so daB man erhiilt 
t 

(17) m (Vo-~) = fCSdt. 

o 
Dies ist eine Integralgleiehung fiir s. Ihre Auflosung Iiefert bei Beachtung der 
vorgegebenen Randbedingungen 

(18) 
m. C V'- ro' 

S = Vo c smt m' 

t n,jm . d H" f"" Die groBte Zusammendriiekung ist erreieht, wenn ="2 V c' Wtr. ler ur 



ergibt sich 

(19) 

A. Dynamik der Punktbewegung. 

,/ '" maxS = Vo V -c -; max P = Vo vmc 

17 

Fur t = " 11~: ist s wieder null und die Masse verliiBt die Feder, vorausgesetzt, 

daB sie nicht durch sekundiire Wirkungen, z. B. Eigengewicht bei lotrechter 
Federlage, daran gehindert wird. 

Die Geschwindigkeit folgt zu 

(20) v = Vo cos tV:· 
sie hat in dem Augenblick, wo die Masse die Feder 
wieder verliiBt, ihren Anfangswert zuriickgewonnen, 
nur das Vorzeichen ist umgekehrt worden. Die zuge-

fiihrte kinetische Energic voni v~ wird daher auch 

restlos wieder abgefiihrt. Zwischendurch findet eine 
Energieurnsetzung in Forrniinderungsarbeit statt, die 
jrn Augenblicke der griiBten Zusarnmendriickung eine 
vollkornrnene ist (Abb.39). 

Urn auch bier einige Beispieie anzuschlieBen, sei zunachst 
eine Laufkatze vom Gewichte G betrachtet, die mit einer Ge· 
schwindigkeit Vo gegen die Pufferfedern einer Verladebriicke 
prallt (Abb.40) . Die Tragfahigkeit der Federn sei P, der zu· 
gehOrige grOllte Federweg h m/Feder. Wieviel Federn sind not
wendig, urn den Stoll vollstandig aufzufangen? 

Mit m = G/g, c = P/nk, maxP = P folgt aus (19) 

v6 G 
n = it-"?' 

s~ 
o IT iT 

P~ 
vo~~ IT 
o 'T 1T 

t -
iff" . Tor. -

I I 

Abb. 39. 

1st beispielsweise G = 160 t, V. = 60 m/min = 1 m/sec, P = 10 t und h = 0,15 m, so errech
net sich " = 10,7. Es sind daher fUr jeden BrUckentrager 5,35, d. h. secbs Federn notwendig. 

DO 
1-

Abb.40. Abb. 41. 

Weiterhin sei nach der Stollkraft maxP gefragt, die ein frei gelagerter Balken von der Lange I 
erfilhrt, wenn eine Last G aus der Hohe H mittig auf den Balken aufprallt (Abb.41) . Aus der 
Durchhiegung ! einer Einzellast P in Balkenmitte, 

t = PI'/48 E I , 

folgt zunachst die Federkonstante zu 

c = PI! = 48E 1/1'. 

Die Aufprallgeschwindigkeit v. ergibt sich aus der Energiegleichung. Aus 

folgt v, = V2gH. 

GH = G v~ 
g 2 

Man erhalt daher nach (19) fUr die Stollkraft maxP 

, - 1 / G 48 E I =' /9f;GH E I 
max P = V2 gH V i - 1-' - V I' 

1s t beispielsweise G = 1000 kg = 1,0 t, H = 1,0 m, 1 = 10 m und handelt es s ich urn ein IN' 55 
mit E = 2150000 kg/cm' = 21500000 tim' und 1= 99184 em' = 0,00099184 m', so folgt 

P = , / 96 .~ ,0...:_1,0 . 21 500~00 . 0,000 991 84 = 45 2 t. 
max V 1000 ' 

Die Stollbelastung ist also im vorliegenden Faile das 4Sfache der statischen Last. 
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5. Die pliitzliche oder schwingende Belastung. 
Ein wichtiger Sonderfall des elastischen StoBes ist die pliitzliche Belastung. 

Der StoB entsteht hierbei dadurch, daB die Last nicht allmahlich in ihre statische 
Gleichgewichtslage iibergefiihrt wird, sondern in diese gewissermaBen hineinfallt 
(Abb. 42). Bezeichnet man die elastische Federung aus der Ruhelage mit s und bis 
zur statischen Gleichgewichtslage mit s., so ist 

m = Gig; c = Gis •. 
1st P die zu einer Zwischenlage s gehorige Federkraft, so liefert die Energie
gleichung, da P immer der Bewegung entgegenwirkt, 

5 

"'- (vZ-v3) = Gs-!Pds. 
2 0 

Wird hierin v. = 0, v = ti~ und P = cs = ~ s eingesetzt, folgt 
dt 50 

Abb.42. 

v=~!.. = ,/2gs ('1 - ~~) . 
dt V 2 ~ 

Die Integration unter Beriicksichtigung der Rand
bedingungen liefert 

(21) s = s. (1 - cos t V~), 
d. h. eine harmonische Schwingung mit der Amplitude s. und der Kreisfrequenz 

w = V gls.. Hieraus erhalt man die Federkraft 

(22) P = c s = G (1 - cos t vi+.) , 
und damit die StoBbelastung 

(23) maxP = 2 G. 

Sonach kann ein Tragwerk durch plotzliche Belastung bis zu toO % iiberlastet 
werden. Wieweit man sich in Wirklichkeit diesem Grenzwert nahert, hangt 

(24) 

einerseits von der Spannweite, andererseits von der Fahr
zeuggeschwindigkeit ab. Bei Briicken wird der dynamischen 
Zusatzbeanspruchung durch die sog. StoBziffer q> Rechnung 
getragen, die zwischen 1,2 und 1,8 schwankt. 

Fiir manche Anwendungsfalle sind auch noch Schwin
gungsdauer und Frequenz der durch die plotzliche Belastung 
hervorgerufenen Schwingung von Bedeutung. Hierfiir f'r
halt man aus (21) 

T =2,,1/~· nil , /1;' 
Vg' =Y=2"VS,' 

Oft stellt die plotzlich aufgebrachte Belastung nur einen Teil der schwingenden 
Last dar. 1st die erstere L, die letztere G + L, so lautet die Energiegleichung 
(Abb.43) 

Mit 

erhalt man 

5 

G:C L V Z = (G + L) (s - Sg) - J Pds. 
5g 

G 
c=-

5g 
.1:. = G + Lund P = cs 
51 5g + SI 

v = ~~ = 1/2 g (s _ Sg) (1 _ ~ 5 + 5g ) . V 2 5g + 51 

Die Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen liefert 

(25) S=sg+S/(I-cost11 g). V 5 g + sl 



A. Dynamik der Punktbewegung. 19 

Hieraus folgt die Federkraft 

P = cs = (G + L) [ __ 5g _ + -~- ( .. 1 _ costl/ g _ )]= 
~+~ ~+~ V ~+~ 

= G -'- L (1 - cos t-V--5~~~I)' 
(26) 

und dam it die StoBkraft 

(27) maxP = G + 2 L. 

Ferner ergibt sich fur Schwingungsdauer und Frequenz 

(28) T = 2" 11 -~g: 51; 11 = ~. = 2
1
" Vs~ ~Sl 

1m umgekehrten Falle einer plOtzlich vorgenommenen Entlastung erhiilt man 
folgende Formeln: 

(29) 

(30) 

Urn ein Beispiel anzuschlieBen, mage noch die platzliche Entleerung einer Betonkiibelkatze 
untersucht werden, die auf dem Tragseil einer Kabelkrananlage verfahren wird. 1st gemaB 

H~:~ Co) q",.. 
q-

I. Abb.44. 

Abb.44 I die Kabellange, H der Seiizug, x der Aostand der Katze vom linkE'n Kabelturll1, and 
wird fur die Schwingung das halhe Seilgewicht .}y ql zur Masse der Kat7,e geschlagen. so folgt 
bei gleichzeitiger Berticksichtigung des Seilgcwichtdurcbhanges S e 

V- g '. 1 x (l - xl x (I - x) , (l - rl 
s ~ 5 + S + 5 cost . $ ~ ql--- . s ~ G . $1 L lH . 

e g I Sg + s&' e 2 I H 'g I H ' 

Nach Einsetzung der s·Werte und geeigneter Zusammenfassung ergibt sich 

4 x(l - xl [G -1- t q ILl I g I H J 
:) = I 4 H -c_ 4 H cos t V (G ..:- -} qz):;(i-~-- .;) ; 

I' ~ ?" 1 liG +fii) x_~_-=-- x). 1 / glH 

;-;; 11 (G+ ~ql)x(l-x)' - V glH ,H = 

ht I 150 tn, G 1!J t, I. - ~ 10 t, l{ = 120 tJ q -'-' 0,05 tIm, ~ q I J,iS t, ~o folgt insh('sondf'r(' 

S ~ 4 t (1 - -i) r 4.29 -1- 3,12 cos t V':-::i'28 ~. ]; l i (1 -I) 
4 x (. 

min5 ~ 1,17'1- 1 

In Seilmitte (z = 1/2) ergeben sich demgemaB Durchgangsschwankungen von 
der Kiibel plotzlich entleert werden wfude. Die Schwingungsdauer folgt zu 

V4X ( x' 

I' ~ 2" ~_ ... .!1 -4,16' I± X(l _ x.1 sec. 
2,28 V I I . 

3,12m, wenn 

Tragt man I' als Funktion von x auf, so ergibt sich der in Abb. 45 wiedergegebene Verlau!. ]e 
rnehe man sich den Kabeltiirmen nahert, urn so starker beginnt das Sei! zu zittern. Dies kann sich 
zuweilen Techt nachteilig auf den Betonierbetrieb auswirken. 
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6. Drall- und Momentbegriff. Impuismomentensatz. 
Das vektorielle Produkt r x mll = r x lB eines Massenpunktes (Abb. 46) wird 

als Drall oder Drehimpuls, dasjenige r x mp = r x III als Drehmoment oder Momellt 
bezeichnet. Hierfiir seien die Abkiirzungen 

(32) :n = r x mll = r x lB (Drall, Drehimpuls, Impulsmoment), 

(33) lin = r x mp = r x III (Moment, Drehmoment) 

gewahlt. Differenziert man den Drall nach der Zeit, so folgt 

d:n dr all lit =dT xmll +rxmat =llxmll +rxmp =rxmp, 

und bei Einfiihrung des Momentbegriffes nach (33) 

Abb.46. 

(34) d :nldt = lin. 

Hieraus ergibt sich durch Integration der sog. Impuls
momentensatz 

(35) (Impulsmomentensatz) . 

Die Gleichungen (34) und (35) stimmen mit (13) und (14) in der Form vollig iiber
ein. Man kann diese vier Gleichungen als die Grundlage der vektoriellen Mechanik 
bezeichnen. 

Bei stationaren Bewegungserscheinungen, wie bei Stromungen von Fliissig
keiten und Gasen, wird das Impulsmoment gleich !lit (t. - t l ) und man erh1llt mit 

Abb.47. 

(36) :no = r x m. II (sekundlicher Drall) 

den Impulsmomentensatz fiir stationare Bewegungen 

(37) 

(Impulsmomentensatz fiir stationare Bewegungent. 
Als Anwendungsbeispiel sei hier die StrOmung durch eine 

FRANcls-Radialturbine betrachtet. Ein den Leitapparat verlassendes 
Wasserteilehen flieRe dem Schaufelrade mit der Eintrittsgeschwindig
keit ll. zu. Nach Abzug der Umfangsgesehwindigkeit ll, der Turbine 
verbleibt die Relativgeschwindigkeit ll. -llt, mit der das Wasser
teilehen auf die Schaufel auftrifft (Abb.47). Hierbei ist es sebr 
wesentlich, daB ll. - llt mogliehst gut mit der Tangentenrichtung 

c...x Schaufel iibereinstimmt, da sonst StoBverluste in Erseheinung treten. Beim Durchstromen 
des Schaufelrades wird die Relativgeschwindigkeit zufolge der Kriimmung der Seballfeln 
bestiindig abgelenkt. Die damit verbundenen Impulswirkungen ermOgliehen die Abgabe der 
Drehenergie an die Turbine. An der Austrittsstelle iiberlagert sich die relative Austritts
geschwindigkeit ll,. - llt mit der Umfangsgeschwindigkeit Vt -der Turbine zu der absoluten 
Austrittsgeschwindigkeit ll,. (Abb. 47). 

Wird nun (37) auf den betraehteten Stromfaden angewendet, so folgt fUr das an die Turbinen
welle abgegebene Drehmoment 

tt,; xmst1, -taxms1)" = rot. 

Da t,.x 0,. und rex I)_ fiir aile der Turbine zustromenden Wasserteilehen gleich groB und g1eicb

gerichtet sind, kann fUr m. die gesamte zustrOmende Wassermasse .!. Q eingefiihrt werden, nnd 
g 

man erhalt 
yQ 

lin = -g- (reXll. - t,.x 0,.). 

Tritt das Wasser radial aus dem Schaufelrade aus, was r,.xu,. = 0 entspricht, so ist die 
gesamte der Turbine zugeiiibrte Drallenergie im Sehaufelrade umgesetzt. 

Durch Multiplikation von lin mit der Winkelgeschwindigkeit '" ergibt sieh die an der Turbinet>
welle abziehbare Leistung 
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B. Dynamik der Punkthaufenbewegung. 
I. Dynamische (irundgleichungen. 

FaBt man eine bestimmte Anzahl von Massenpunkten, die sich im allgemeinen 
unabhangig voneinander bewegen kiinnen, zu einem geschlossenen System zu
sammen, so entsteht ein Massenpunkthaufen (Abb. 48). Ein Beispiel hierfiir 
sind die die Sonnensysteme mit ihren Planeten und Monden. 

An einem Punkthaufen unterscheidet man iiuBere Kriiftc fta und gegen
seitige oder innere Krafte 5\i' Betrachtet man beispielsweise die Schwingungs
bewegung eines Fachwerktragers, der gemaB Abb. 49 als Punkthaufen aufgefaBt 
werden kann, so sind die gegenseitigen oder inneren Krafte die Stabkrafte. An 
jedem Massenpunkt sci 'Ila die Resultierende der auBercn, 'Ili die der gegenseitigen 
Kriifte. 

Durch Uberlagerung der an jedem Massenpunkt vorhandencn Einzelwirkungell 
ergeben sieh die dynamisehen Grundgleichungen des Punkthaufens. Hierbei 

0 0 ~ st~ 

~ 
, t1 

0 

fIqJ\ 0 

0 r 
0 

0 

0 'lla 
Abb.48. Abb.49. 0 Abb. 50. 

treten die innercn Krafte nieht in Erscheinung, da sie sieh gegenseitig ausliisehen. 
Man erhalt zunachst die Gleichungsketten (Abb. 50) 

(38) 

(39) 

\-'('Ila + 'Il,') ~ \''13a = )'mll = \'m do = dLmo = dr~. 
~ _........:- dt dt dt' 

'" \' '\' '\'txmn~dItxmD=dI1) .::::...tX('Ila+'Ili)=~tx'lla= ....... 9Jla= ...... .. dt --dt 

und hieraus insbesondere 

(40) 

(41) '\' \' dI1) L Wl= _ Wla = - dt; 

t, \, J 'Il d t = L' (~. _ ~ ) (Impulssatz des 
~ a -, Punkthaufens): 

I, 

I, 

2.' J Wla d t = J: (1), - 1),) 

t, 

(Impulsmomen -
tensatz des 

Punkthaufens) . 

In der Energiegleichung fallen die inneren Krafte naturgcmaB nieht heraus 
und es folgt 

(42) 
(Energiegleiehung des 

Punkthaufens) . 

2. Prinzip der virtuellen Verriickungen; Arbeitsgleichungen. 
Ein Massenpunkthaufen befinde sich im Zustande viilliger Ruhe; dann miissen 

sich an jedem Massenpunkte 'Ila und 'Ili das Gleiehgewicht halten, d. h. 'Ila + 'Ili 
null sein. Betraehtet man nun einen zweiten derartigen Gleiehgewichtszustand 

'JiG + 'Ili' unter dessen \Virkung aile Massenpunkte eine im Verhiiltnis zu ihren 
Abstiinden sehr klcine Verriiekung LI t erfahren - z. B. eine solche dureh elastische 
Verformungen -, so leistet der Ausgangsgleichgewichtszustand bei der Verriickung 
.d -f Arbeit. Erfolgt die Verriickung durch den zweiten Gleichgewichtszustand so, 
daB nach Erreichen von LI r der Massenpunkthaufen sich wieder im Zustande 
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der Ruhe befindet - im Falle elastischer Verformungen bedingt dies ein allmiih
liches Aufbringen der Last -, so geht (42) mit IZ - rl = LI fund wegen v. = Vl = 0 
iiber in 
(43) 

Da der zweite Gleichgewichtszustand und die zugeh6rige Verriickung meist 
nur ein gedachter, d. h.lediglich in der Vorstellung bestehender Zustand ist, 
nennt man LI r eine "scheinbare" oder "virtuelle" Verriickung. DemgemiiB wird 
die Gedankenfolge, die zu (43) gefiihrt hat, als "Prinzip der virtuellen Verriik
kungen" bezeichnet. 

Die Gl. (43) heiBt die "Arbeitsgleichung" und wird gew6hnlich in der Form 

(44) I qJa LI r = - I qJi LI r (Arbeitsgleichung bei virtueller Verriickung) 

geschrieben. Sie besagt, daB die Arbeit der iiuBeren Kriifte bei einer virtuellen 
Verriickung gleich der negativen Arbeit der gegenseitigen (inneren) Kriifte ist. 

Zu dem grundsiitzlich gleichen Ergebnis gelangt man, wenn der Ausgangs
zustand als "gedacht" oder "virtuell" betrachtet wird, und die Verriickung, 

b 

~ 
It Abb 52. 

d. h. der zweite Gleichgewichtszustand eine Wirk
lichkeitsgr6Be darstellt. Man spricht dann yom 
"Prinzip der virtuellen Belastung". In diesem 
Falle lautet die Arbeitsgleichung 

(45) I qJ,. LI r = - I qJ. LI I 

(Arbeitsgleichung bei virtueller Belastung). 
Um ein Anwendungsbeispiel anzuschlieBen, sei nach 

der Durchsenkung f des Auslegerendes einer Drehkran
verladebrilcke gefragt, wenn der Drehkran in ungUnstig
ster Endstellung auf dem Ausleger steht (Abb.51). Man 
wird in diesem Faile das Prinzip der virtuellen Belastung 
anwenden und letztere gemaB Abb. 52 wahlen. 

Da die Stiltzkrafte keine Verschiebungen LI I erfabren, 
ist die gesamte in (45) eiogehende auSere Arbeit 

I \jJa LI r = 1 . f = f. 

Die innere Arbeit besteht hier in der Arbeit der Stabkrlifte. Werden diese immer paarweise 
zusammengefaBt, so folgt, da die Stabkraft S stets der Stabverformung LI s entgegenwirkt, 

- I \jJ. LI t = + IS LI s. 

Ferner Iiefert das HooKEsche Gesetz 
LI s = S slE F (s Stablange, F Stabquerschnitt, E Elastizitlitsmodul). 

Damit ergibt sich 

f= ~SSs 
.::::., EF' 

Die Summation ist liber samUiche Stlibe zu erstrecken, wobei fiir S die Stabkrafte des virtuellen, 
fUr S die des tatslichlichen Belastuogszustandes einzusetzen sind. 

3. Einfiihrung des MassenmitteJpunktes (Schwerpunktes). 
Wird mit M = I m die Gesamtmasse des Systems bezeichnet, so nennt man 

denjenigen Punkt tM des Raumes (Abb. 53), welcher der Gleichung 

(46) M rM = I mr (Massenmittelpunkt, Schwerpunkt) 

oder den Komponentengleichungen 

(47) 
(Massenmittelpunkt, 

Schwerpunkt) 
geniigt, den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt. Aus (46) folgt 

(48) I d~ I M /it. = MUM = Emu = I58; 

dUM du dI58 
M ----;u = MPM = ImTt = ~ 

(Massenmittelpunkt, 
Schwerpunkt). 
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Wird (40) in (48) beriieksiehtigt, ergibt sich 

(49) ~!l3 = ~!l3a = MPM (Massenmittelpunkt, Sehwerpunkt). 

Naeh (49) bewegt sieh der Sehwerpunkt eines Punkthaufens so, als waren aile 
Krafte und die gesamte Masse in ihm vereinigt. 

1st ~!l3 = 0, d. h. heben sieh die Kraftwirkungen innerhalb eines Punkthaufens 
auf, so bewegt sieh der Massenmittelpunkt stets mit gleiehbleibender Gesehwin
digkeit, wie aueh die Bewegungen der Massenpunkte im einzelnen sein mogen. 

1st ~!l3 = 0 und verharrt der Massenmittelpunkt in einem bestimmten Augen
bliek in Ruhe, so verbleibt er dauernd in Ruhe. 

Wird z. B. in dem Faehwerttrager von Abb. 49 zu einem gewissen Zeitpunkt t. 
eine Sehwingung ohne auJ3ere Krafte !l3a, d. h. lediglieh dureh Stabkriifte !l3j 
ausgelost, so verbleibt der Massenmittelpunkt in Ruhe, da 
~!l3a = 0 und vM = 0 fiir t = t. ist. Der Massenmittelpunkt _ Tn, 1) 

des sehwingenden Systems bleibt also immer der gleiche, in ~/ w::. 
welcher Sehwingungsphase man sieh aueh befinden moge. ',' ~. 

Bezeiehnet t den Ortsvektor in bezug auf den Sehwerpunkt, ? 

so ergibt sieh (Abb. 53) 
(50) t =tM + t. 
DemgemaJ3 spaltet sieh ein Moment in 0 

9n =rx!l3 =rMx!l3 +rx~, Abb.53. 
und man erhalt bei Beriieksiehtigung von (49) 

~9n =rMx~!l3 + ~rx~ =rMxMpM + ~rx!l3 = 9nM + ~9n. 

In entspreehender Weise folgt fiir das Impuismoment bei Beriieksiehtigung von (48) 

~ II = rMx ~mv + ~i xmv = rMxllfvM + ~r xmv = llM + ~ ll. 

Fiihrt man die Aufspaltungen in (41) ein, ergibt sieh 

".. dllM dEll 
(51) 9nM+ 2. 9n= dt +dj' 

Da fiir die im Massenmittelpunkte vereinigt gedaehte Gesamtmasse der Impnls
momentensatz der Punktbewegung gilt, spaltet sieh (51) in 

(52) 

I, 

f 9J/M d t = ll2M - ll,M 
I, 

(Impulsmomentensatz 
der im Sehwerpunkt 

vereinigten Gesamtmasse). 

') wi = dE'D. 
t2 (Impulsmomentensatz f 2.: lin d t .~ J; (::D. - ll,) in bezug auf den sieh (53) 

"'-' dl ' I, bewegenden Sehwerpunkt). 

Weiterhin folgt ans (50) dureh Differentiation 

(54) v =vM +v; mv =mvM + mu, 

nnd durch Summierung iiber aIle Impulse 

(55) l:mv = il<lvM + l:mv. 

Andererseits ist naeh der ersten der Gl. (48) 

so daJ3 sich ergibt 

(56) ~miJ=l:!B=O 

l:mv = lYlvM, 

(Impulssatz in bezug auf den sich 
bewegenden Sehwerpunkt). 

Unter Beaehtung von (54) nnd (56) laJ3t sieh die reehte Seite von (42) in der Form 

'\;" m (2 2) _ ~ m 
.::.. -2- V2 - VI -.::.. 2 
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schreiben, wiihrend die Iinke Seite mit (50) in 

t9 rIM 1"2 

2.' f ('l1a + 'l1i) dr = 2: f ('l1a + 'l1i) drM + )'/ ('l1a + 'l1i) dt 

~ ~M ~ 

t2M fa 

= f (2: 'l1a) drM + 2: f ('l1a + 'l1.) dt 
rIM It 

Da fiir die im Schwerpunkt vereinigt gedachte Gesamtmasse die Energie
gleichung der Punktbewegung gilt, spaltet sich (57) auf in 

r'M 

(58) f (2: 'l1a) drM = -~ (v~M-viM) (Energiesatz fiir den Schwerpunkt). 

riM 

r. 
(59) ~f ('l1a + 'l1i)dt = 2:: (v~-iiV (Energiesatz fiir die 

Relativbewegung urn den sich 
bewegenden Schwerpunkt). rl 

4. Der verlustfreie ZusammenstoB. 
In dem Sonderfalle, wo I 'l1 = 0 und k m1 = 0 sind, sprechen die Glei

chungen (40) und (41) die Siitze von der Erhaltung des System-Impulses und des 

.!!1- u2 

~~~~~~'*'~ 
Abb. 54. 

System-Dralles aus. Diese bilden zusammen mit dem Satze von der Erhaltung 
der Energie eine wichtige Grundlage fUr die Losung zahlreicher dynamischer 
Aufgaben. 

Handelt es sich Z. B. urn den verlustfreien ZusammenstoB zweier Fahrzeuge 
auf gerader Bahn (Abb. 54), so bestehen zwischen den Geschwindigkeiten u1 

und 0. bzw. 0,' und 0; vor bzw. nach dem ZusammenstoB die folgenden Be
ziehungen 

m1v1 + m2v2 = m,v; + m2v~ (Erhaltung der Impulse); 

~ vi + ~ v§ = !!'2.. v? + ~ V~2 (Erhaltung der Energie). 
2 2 2 2-

Die Auflosung Iiefert 

(60) v' - m1-mSv + 2m2 V· 
1 - "'1 + m 2 1 tnl + m2 2, 

5. Ubergang zum kontinuierlichen Punkthaufen. 
Handelt es sich urn einen kontinuierlichen Punkthaufen, wie irn Faile einer 

strornenden Fliissigkeit oder eines schwingenden Korpers, so gehen die Surnrnen 
in Integrale liber. Werden auf die Raurneinheit bezogene Vektoren durch Sterne 
gekennzeichnet, ergibt sich: 
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(V) (V) (V)t, (V) 

(61) 1 'll~dV =tt- 1 ~*dV; 1 1 'll:dtdV = 1 (~~ - ~n df' (Impulssatz) ; 
I, 

(V) (V) (V) I, (V) 

(62) lW:dv=ft/:D*dV; llW:dtdv=l(:Dt-:DfjdV 
(Impuls

momenten
satz); I, 

(V) r, (V) 

(63) 11 ('ll! + '1l"')drdv=1--"-(v2 -V2)dV (Energiesatz). , 2g::! 1 

(V) (V) 
(64) J 'll: A r d V = - f 'lli A r d V (Arbeitsgleichung bei virtueller Verriickung); 

(vl- (V) 
(65) .r 'll: A r dV = _ . .r 'lli Ll r dV (Arbeitsgleichung bei virtueller Belastung). 

(66) 

(68) 

(69) 

(V) 

Jf=l~dV; 

(vL 

(V) 

'llM= I 'll*dV; WM =rMx'llM; 

(Impulssatz des 
Schwerpunktes) ; 

,!, (Impuls-J WM dt = :D,M - :D 1M momentensatz des 
T, Schwerpunktes). 

(70) .r ~* d V = 0 (Impulssatz in bezug auf den sich bewegenden Schwerpunkt). 

(V) (vL 
(71) WD = f r x 'll* dV = f W* dV (Abkurzung). 

(72) 

(V) I, (V) (Imp~Ismomenten. 

W = -d-f :D* dV' f W dt =f n.* - :fl*) d V satz. m bezug auf 
D d 1 ' D 2 1 den slch bewegendell 

I, Schwerpunkt). 

r'M 

(73) f 'llMdrM='~(v§M-viM) (Energiesatz des Schwerpunktes); 

(74) 

r'M 

(V) r, (V) (Energiesatz der Relativ
bewegung urn den sich be
wegenden Schwerpunkt). 

I I ('ll~ + 'llfl dr dV = 1 2Yg (V§ - vi) dV 

r, 

c. Dynamik des starren Korpers. 
I. Dynamische Orundgleichungen. 

Der starre Ki:irper steIIt den einfachsten Sonderfall des kontinuierlichen Punkt· 
haufens dar. Die Gl. (61) bis (74) bilden daber aucb den Ausgangspunkt der 
Dynamik des starren Korpers. Die Grundgleicbungen (68) und (69) der Schwer
punktsbewegung konncn llnmittelbar ubernommen werden. Sie lauten etwas 
ausfUbrlicber geschrieben: 
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(75) l'llt~=!'vIPM=d_~:-A! ~~fi; 
f 'llM dt = !'vI (112M -I1,M) = lB2M - lB'M (Schwerpunkt-Bewegung). 

t, 

I mM = tMx 'llM = d(tMxMI1M) = d1)~. 
, dt dl ' 

\ 
}'mM dt = !'vI (t2M x 112M - t'M x I1,M) 
I, 

(76) 

Die Gl. (70), nach welcher die Resultierende der Impulse der Relativbewegung 
urn eine Schwerachse verschwindet, gilt selbstverstiindlich auch hier. 

Abb. 55. 

(vL 
f lB* dV = O. 

Urn den Drall der Drchbewegung urn eine Schwer
achse 0 ausdriicken zu konnen, muB Gl. I, 73 be
n1cksichtigt werden, nach der 

(78) 11 = d '{j dt = '" 0 x r 
ist. Wird der resultierende Drall urn 0 gerniiB 

(vL 
(79) 1)D = f 1)*dV 

abgektirzt, so folgt mit (78), wenn 1p den Winkel zwischen r und 0 bezeichnet 
(Abb.55), 

(V) (V) (V) 

(80) 1)D = j frx(woxr) dV=wo j-j,2sin21pdV+w j ~ nr2sin1pcos1pdV. 

In dem zweiten Integral von (80) stellt n den Normalenvektor des durch r 
bestirnrnten Drehkreises senkrecht zur O-Achse dar (Abb. 55 a). Da dieses In
tegral irn allgerneinen nicht verschwindet, weichen Drallrichtung und Dreh
rich tung gewohnlich voneinander abo Man bezeichnet: 

~2'd//' "' !l- \ 

fIn \ 
w , b 

H I-~ 
I I 
I I 
\ I 
\ I ,.,. 

Abb. 55 a. 

(V) 

(81) 0 j _;_,2 sin21p d V = '00 = 010 (Triigheitsmomenteri
vektor), 

(82) 

(V) J in r 2 sin 1p cos 1p d V = (£0 (Deviationsmornenten

oder Zentrifugalmornentenvektor). 

Mit (81) und (82) schreibt sich (80) in der Form 

(83) 1)D = '" ('00 + (£0) = '" (0 10 + (£0)' 

Das Deviationsmornent ! (£0 I verschwindet bei jedern starren Korper ftir drei 
aufeinander senkrecht stehende Drehachsen, die als Hauptachsen bezeichnet 
werden. Verfiigt der Korper tiber Symmetrieebenen, so stehen die Hauptachsen
richtungen auf diesen senkrecht. Die zu den Hauptachsen gehorigen Triigheits
rnornente heiJ3en Haupttriigheitsrnornente. 

(84) 1)D = '" '0 = '" 0 I (ftir Haupttriigheits- oder Hauptachsen). 

Sind die Hauptachsen eines Korpers bekannt, so liiBt sich die Berechnung 
der Deviationsmornente urngehen, indern aile Vektoren nach den Hauptachsen 
aufgespalten werden. 

(85) { 1) D = 1) D, + 1) D, + 1) D, = '" '0 = "" '0, + "'. '02 + "'. '0. = 
= '" 0 I = "',0, I, + "'20, I. + "'. O. 13 ; 

(86) !JD, = "" '0, = ",,0, I,; 1)D. = "'2 '02 = "'. O2 12; 1)D, = "'. '03 = "'30, Ia. 
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Mit (79) lautet die den Impulsmomentensatz der Drehbewegung aussprechende 
Gl. (72) 

I, 

(87) ! llllD dt = !I,D - !I'D' 
I, 

Es verbleibt nun noch die Umschreibung der Energiesatze. Der Energiesatz 
(73) der Schwerpunktbewegung kann unmittelbar ubernommen werden. 

r'M 

(88) ! 'llM drM = ~ (O§M - DIM)' 

r'M 

Fur die Drehwucht oder kinetische Drehenergie - rechte Seite von (74) -
ergibt sich nach EinfUhren von (78) und bei Berucksichtigung von (81) 

1 
(V) (V) 

! 2Yg (v~ - vi) d V = :- ( wi - wn ! ~ (0 x r)' d T' = 

(8~ (~ 

1 (w~ _ wn! 1: 1" sin'1jI dV = ~ Ib (w~ - wn. 
2 g 2 

Damit folgt fUr den Energiesatz 
der Drehbewegung 

1 
'P}'('ll: + 'llt)didV = 

(90) r; 
aufgewandte Dreharbeit = 

tIb (w§ - wi). 
Um ein AnwendungsbeispieJ fiir den 

DraUsatz (87) anzuscblieBen, sei das Abb. 56. 
unter I, B, 3 behandelte Beispiel uochmals 
aufgegriffen und nach dem Drehmoment 
gefragt, das der Drall eines Laufrades in einem eine Kurve durchfahrenden Fahrzeuge hervor~ 
ruft (vgl. hierzu Abb. 56). 

Da die Drehachse des Laufrades eine Hauptachse ist, foIgt zunachst aus (84) 

!)D=woIb' 

VMIb 
!lD = b -R---' 

a 
Hieraus ergibt sich nach (87), wenn wF die WinkeIgeschwindigkeit des Fahrzeuges bezeichnet, 

db vMIb vMIb vM vMIb v2M I b 
llllD= - --=twF-- =t-··- ._- =t " .. ---. 

dt ra 'a R'a R'a 

Wird Ib auf den Laufradkranz beschrlinkt, erhalt man 

I~ = .Y V,2 (V = Laufkranzvolumen) 
U g m 

und damit 
2 '2 

llll = t 1'. V OM 'm . 
D g R'a 

In Anwendung auf das oben gewahIte Zahlenbeispiel mit vM = 27,7 ntsec-', R = 500 m, 'HI = 

O,9'a foIgt 

llllD = t·i V'a '1,25 = 0,127 G' a t. 

Wollte man wie fruber von der Coriolisbeschleunigung ausgehen, so ergabe sich (Abb.19) 

2", 

llllD =t Y v:! 11'.:' sintpdtp= t.Y· 2V '2,n'm = O,127G.at, g2n t;.ltn g 
o 

d. h. derselbe Wert. 
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Weiterhin sei eine Drehlaufkatze betrachtet (Abb. 57), die sich mit der WinkeIgeschwiBdig
keit '" um ihre symmetrisch gelegene Achse dreht und mit voller Wucht gegen die Puffer fahrt. 
Um z:ru.chst das Tragheitsmoment zu berechnen, denkt man sich das Briickengewicht gleich
mlillig iiber die Lange L = 2 R verteilt. Wird die meist geringe Seitenausdehnung des Tragers 
unberiicksichtigt gelassen, so folgt 

+R 
l=~ J x1ax=GR', 

2Rg 3g 
-R 

Sind die Federn um das Mall. = R (tp - tps) eingedriickt, so lautet die Energiegleichung (90) 

Abb.57. 

und damit 

• 
2 J Pas = + (OJ~ _ ,,(2) , 

o 
Nun ist P = c. = cR (tp - tps); as = Ra tp, so daI.l sich ergibt 

(tp-tps) 

2 J cR'(tp - tp.)atp = {- H - (~~y) = 

o 
= G6~' (OJ~ - (~~n ' 

Die Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 
Iiefert 

... JG", ... /6gc 
tp= tps + OJe V (;gcSlOt V -G-' 

2. Das OIelchgewicht. 
Man bezeichnet einen starren Korper als "im Gleichgewicht befindlich". wenn 

die Summe aller Krafte und Momente fiir einen beliebigen Bezugspunkt ver
schwindet. Die entsprechenden Bedingungsgleichungen lauten. unter Einschaltung 
des Schwerpunktes. 

{ E \P = \PM = 0 } (91) Gleichgewichtsbedingungen, 
Erx\p =rx\PM+IDlD =0 

(92) { \PM = 0 } Gleichgewichtsbedingungen. 
IDlD =0 

Wird ein Vektorkreuz i1• it. i. als Bezugssystem eingefiihrt und werden $ 
und r in diesem gemaB 

(93) \P=i1 Px +it P y +i.P.} (" -" -" '-0) 
r = i,l: + i.y.+ i.z 1,1. - 1.1. - 131, -

ausgedriickt (Abb. 58), so zerfii.llt (91) in die 6 Koordinatengleichungen 

(94) 

(95) 

E P" = 0 } 
EPy =0 
EP. =0 

E{YPz-ZPy ) =0 } 
E (z P X - x p.) = 0 
E(XPy - yPx) =0 

(Kriiftegleichgewicht) ; 

(Momentengleichgewicht). 

Der den Gleichgewichtsbedingungen entsprechende Bewegungszustand des 
starren Korpers heiBt Gleichgewichtszustand. Aus (92) folgt in Verbindung mit 
(75) und (87) zunachst 

(96) {lBM (t) = IBM (to)} (GJeichgewicht-ZustandsgJeichungen), 
:I>D (t) = :I>D (to) 

d. h. die Satze von der Erhaltung des Massenmittelpunktimpuises und des auf die 
Drehung urn den Schwerpunkt bezogenen Dra1limpulses. Der erstere bedingt eine 
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gleichbleibende Geschwindigkeit des Schwerpunktes, der letztere eine Drehung 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit urn eine der drei Hauptachsen, denn 
der Drallvektor wiirde bei der Drehung des Korpers urn eine beliebige Schwer
punktsachse zwar seine GroBe, aber nicht die Richtung beibehalten, da seine Bahn 
ein Kegel wiire. DemgemiiB liiBt sich (96) auch in 
der Form schreiben 

(97) {UM (t) = uM (to); 
rub (t) = rub (to) (ll Hauptachse) 

(Gleichgewichts-Zustandsgleichungen) 

Nach T, B, 1 ist die gleichzeitige Verschiebung 
und Drehung eines Karpers einer Schraubung 
gleichwertig. Der Gleichgewichtszustand stellt da
her im allgemeinsten Faile eine Schraubung mit 
gleichbleibender Geschwindigkeit urn eine den drei 
Hauptachsen parallele Achse dar. 

Sonderfiille des Gleichgewichts sind eine Verschiebung mit gleichbleibender 
Geschwindigkeit oder eine Drehung mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit 
urn eine den Hauptachsen parallele Achse. Rine Ausartung von beiden ist del" 
Zustand der Ruhe. 

3. Die Triigheits-Oegenwirkungen. 
Fiir die Bewegung eines starren Korpers auf geradliniger Bahn ist nach (75) 

eine Kraft 'lI = M P erforderlich. Man kann diesen Tatbestand auch so ausdriicken, 
daB, urn M mit der Beschleunigung P zu bewegen, ein Widerstand in Hohe von 
'I = - mp iiberwunden werden muB, der zwar iiuBerlich nicht sichtbar ist, aber 
in dem allgemeinen, schon von NEWTON ausgesprochenen Rrfahrungsgesetz 

actio = reactio 
begriindet liegt. 1m vorliegenden Faile wird die Gegenwirkung als Triigheitskraft 
bezeichnet. 
(98) 'I = - m p (Triigheitskraft). 

Bewegt sich der Karper auf gekriimmter Bahn, so tritt zu der in die Bahn
richtung fallenden Beschleunigung p/ noch die Kriimmung erzwingende Normal
oder Zentripetalbeschleunigung Pn hinzu. Durch Multiplikation mit der Masse 
ergeben sich hieraus die Bahnkraft 'lit = M Pt und die Zentripetalkraft 'lin = Mpn. 
Die zugehorigen Tragheitsgegenwirkungen werden als Bahn-Triigheitskraft und 
Zentrifugalkraft 

(99) 'It =-MPt; 'In =-Mpn 
bezeichnet. 

Handelt es sich schlieBlich urn eine Relativbewegung, so setzt sich die Be
schleunigung nach I (78) aus Fiihrungs-, Coriolis- und Relativbeschleunigung 
zusammen, woraus durch Multiplikation mit der Masse die entsprechenden Kriifte 
folgen. Die Triigheitsgegenkriifte sind 

(100) 'l:F=-MPF; '!C=-MpC; '!R=-MpR· 

In iihnlicher Weise kann man bei der Drehbewegung von Triigheits-Gegen
momenten usw. sprechen, worauf weiter einzugehen sich eriibrigt. 

4. Das dynamis~he OIeichgewicht. D' A!.BMBBRT'sches Prinzip. 
Durch Heranziehung der Triigheitsgegenwirkungen lassen sich die dynamischen 

Grundgleichungen auch in der Form von Gleichgewichtsbedingungen schreiben 

I 
1: 'lI - ~-:f'! ~ 0 1 'liM - d:tM = 0 

(101) 1: lin _ d(!lM + !lD) = 0 bzw. lInM + linD _ d!l~ _ d!lD = o. 
dt dt df 
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Die Gl. (101) gestatten, dynamische Problemstellungen auf statische zuriick
zufiihren, wodurch die Uisung vieler Aufgaben, wie Bestimmung von Reaktions
kraften, Gelenkdrucken u. dgl. ungemein erleichtert wird. Die statische Behand

Abb. 59. 

lung dynamischer Probleme wird als 
"D'ALEMBERTsches Prinzip" bezeichnet. 

Urn ein Beispiel anzuschlieBen, sei ein ein
ziehharer Kranausleger (Abb. 59) betrachtet, der 
wahrend des Einziehens durch ReiBen der Ein
ziehseile in seine Ausgangsgleichgewichtslage zu
ruckschnellt. 1st ho die FalIhOhe im Augenblicke 
des ReiBens, h die Fallhohe in irgendeiner Zwi
>chenlage, a der Schwerpunktsabstand zum Dreh
punkt und w die Winkelgeschwindigkeit, so liefert 
zunaehst die Energiegleiehung 

G(ho-h) =tMa'w'+ tIw' = i-(M a' + I) w'. 
Hieraus folgt 

w = ,/2G (ho-h) 
V Ma' + I . 

Weiterhin ergibt sieh dureh Differentiation der Energiegleiehung 
dh 

- G Iii = (M a' + I) w w. 
Nun ist naeh Abb. 59 

ho-h=a(eos<po-eos<p); ~~ - -asin<p~T=-awsin<p. 

11\1 ,3 
\. @ 

Man erhalt daher 
. Gasin<p 

w = Ma2 + I' 

Damit sind Winkelgesehwindigkeit und 
Winkelbesehleunignng der Drehbewegnng 
bekannt. 

Da Gesehwindigkeit und Besehleuni
gung vom Auslegerdrehpunkt aus linear 
zunehmen, liegt bei Annahme gleichmaBiger 

Massenverteilung der Angriffspunkt der resultierenden Tragheitskraft im vorderen Drittelpunkt 
der Auslegersehwerlinie (Abb.60). Die Bahnkomponente ist 

Abb.60. 

~_ .3 , __ iJo ~I iJ 

:t Abb. 61. Abb. 62 

G. 
~t = -ig- wa, 

die Zentrifugalkomponente 
G 

~ .. = - ng-w'a. 

Ihre Resultierende ~ laBt sieh mitdemEigengewieht (lj zu einer Gesamtresultierenden vereinigen 
die gemaB Abb. 61 von Hangestange und Drehpunkt aufgenommen wird. Das zugehOrige gesehlos
sene Krafteek des dynamisehen Gleichgewiehtszustandes ist aus Abb.62 ersiehtlieh. 

Da es sieh im vorliegenden FaIle urn eine pl6tzlieh in Erseheinnng tretende Belastung von 
Hangestange und Bruekenhaupttrager handelt, sind gemaB II, a, 5 die ans dem dynamisehen 
Gleichgewiehtszustande sich ergebenden Stabkrafte zweeks Erfassung der Gr6Stbeanspruehung 
zu verdoppeln. 
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Theodor Poschl, Karlsruhe. Mit 601 Textabbildungen. VIII, 350 Seiten. 
1929. RM 12.78; gebunden R:\[ 14.u-t 
Zweiter Band: Elastizitats- und Festigkeitslehre. 566 Aufgabeu 
nebst Uisungen und einer FormeIsammlung. Vierte, voIIstandig urugear
beitete Auflage, herausgegeben von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, 
Karlsruhe. l\lit 498 Textabbildungen. VTII, 318 Seiten. 1931. 

RM 11.34; gebllnden RM 12J)" 

Dritter Band: Fllissigkeiten und Gase. 634 Aufgaben ncbst LasungcIl 
und einer Formelsammlung. Dritte, vermehrte und verbessertc Auflage. 
Mit 433 Textfiguren. VIII, 390 Seiten. 1921. Cnveriindcrter Neudrllck 1<)22. 

Gebunden RM 7.211 

EinfUhrung in die Mechanik fester elastischer Korper und 
das zugehorige Versuchswesen. (Elastizitats- und Festigkeitslehre.) 
Von Professor Dr. Rudolf GirtIer, Brunn. (Verlag von Julius Springer-W ic n.) 
Mit 182 Textabbildungen. VIII, 450 Seiten. 1931. CelJUllden Rl\I 29.-

Lehrbuch der technischen Mechanik starrer Systeme. ZUl11 

Vorlesungsgebrauch und zum Selbststudium. Von Professor Dr. Karl Wolf, 
Wien. (Verlag von Julius Springer-vVien.) Mit 250 Textabbildungen. IX, 
359 Seiten. 1931. Gebunden RM 19.---
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Gewohnliche Differentialgleichungen nebst Anwendungen. Von Pro
fessor Dr. Fritz Iseli, Winterthur. Mit 57 Abbildungen. IV, 106 Seiten. 
1936.· RM 5.40 

Mechanische Schwingungen. Von Professor }. P. Den Hartog, Cam
bridge, Mass. Deutsche Bearbeitung von Dr. Gustav Mesmer, Aachen. 
Mit 274 Abbildungen. XII, 343 Seiten. 1936. 

RM 28.-; gebunden RM 29.60 

Mechanische Schwingungen in der Technik. Von Professor Dr.
Ing. Otto Foppl, Braunschweig. 

Band I: Grundzuge der technischen Schwingungslehre. Zweite, 
verbesserte und ergiinzte Auflage. Mit 140 Abbildungen im Text. VI, 
212 Seiten. 1931. RM 7.42; gebunden RM 8.55 

Band II: Aufschaukelung und Diimpfung von Schwingungen. 
Mit 72 Abbildungen im Text. VI, 121 Seiten. 1936. 

RM 6.90; gebunden RM 8.40 

EinfUhrung in die theoretische Kinematik insbesondere fur Stu
dierende des Maschinenbaues, der Elektrotechnik und der Mathematik. Von 
Professor Dr. phil. Dr. rer. techno h. c. Reinhold Muller, Darmstadt. Mit 
137 Abbildungen im Text. VII, 124 Seiten. 1932. RM 6.80 

Einfiihrung in die ebene Getriebelehre. Zum Gebrauche bei Vor
lesungen an Technischen Hochschulen und fur die Praxis. Von Professor 
Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe. Mit 84 Textabbildungen. VI, 127 Seiten. 
1932. RM 9.75 

Geschiitz und Schu6. Eine Einfuhrung in die Geschutzmechanik und 
Ballistik. Von Marine-Studienrat Dr. phil. Ludwig Hanert, Murwik. 
Zweite, verbesserte Auflage. Mit 161 Textabbildungen. VI, 370 Seiten. 
1935. Gebunden RM 27.-

---------

Physik. Ein Lehrbuch. Von Professor Wilhelm H. Westphal, Berlin. 
Vierte Auflage. Mit 619 Abbildungen. VII, 625 Seiten. 1937. 

Gebunden RM 19.80 
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