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Vorwort.
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lichen Ausstattung zu einem fiir jeden erschwinglichen Preise heraus-
gebracht hat.
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Bezeichnungen und Zusammenstellungen.

A, a Vektoren

|9, |a|, 4, a absolute Betrige von Vektoren

e,, €, ¢; Einheitsvektoren

iy, 15, i3 aufeinander senkrechte Einheitsvektoren

A B, a b skalare oder innere Produkte zweier Vektoren

Ax B, ax b duBere oder vektorielle Produkte zweier Vektoren

A (B x €) = A B C gemischtes Produkt dreier Vektoren = Rauminhalt des zu-
gehorigen Parallelepipeds

A x (B x €) doppeltes vektorielles Produkt zweier Vektoren

AB=BA=|U[Blcosg ¢ von A und B eingeschlossener Winkel

Ax B=— Bx A=n|YU |B|sin ¢; n Einheitsvektor senkrecht auf Ebene von
% und B; Pfeilrichtung positiv nach oben, wenn ¢ von % nach 8B im Links-
sinne dreht

AA = A%; AxA =0
A(BxC)=B(ExAY =C(AxB); ABEC=BCA=CAB. Vertauschungssatz
Ax (Bx EC) = B(C A — € (A B) Entwicklungssatz

QW) _ 4N o o dB
duw  du du entsprechend der Differentiation skalarer
da(AxB) _ aA a8 Produkte
FA T S T

Schiefwinklige Komponentendarstellung
A=2A,e, + Ayze, + Ageg; B =DB;e; + Bye; + Beg; C€=Cre; + Coez + Csey

AB=A, B, + A4, B, + A3 By + (4, By + A, By) ey ey + (A, By + A3 By) ey e5 +
+ (43 By + 4; By) ez ¢4

’ezxesAlBll A, B; Cy
Ax B=egxe; A, By|; UABC=¢e;e5¢3| A4, B3C,
e;x ey Ay By| A3 B3 C,

|A| =YA2 4 A3 + A3 F 24, Ase, e, + 24, Agegeq + 2 Ay Ay eg e,
Rechtwinklige Komponentendarstellung
A = Ayiy + Apiy + A3is; B=B,iy + Byiy + Byig; €=Cyiy + Caig + Cpi
AP =A, B+ A3 B, + 4, B
i1 4, B,
Ux B =iy 4y By| = 1,(A; By— Ay By) + 13(A3 B, — 4, By) + i3(4, B, — 4, By).
ig A3 By
4, B, Cy
ABC=|4,B,C,
43 Bs Gy
Beziehungen zwischen Einheitsvektoren von Vektorkreuzen
hla=lhig=1ilh,=0; hLij=ihi,=1i3i3=1;
hxiy =lgxiy =igxiyg = 0; iyxiy =13} iyxizg=1y; igxi; =1y

figig =1



I. Bewegungslehre.
A. Punktbewegung.

1. Die Bahnkurve.
Ein Massenpunkt bewege sich gemdB Abb.1 auf einer riumlichen Bahnkurve,
die an jeder Stelle durch ihren Abstand r von einem festen Punkte 0 festgelegt
sei; r heiBt dann der Ortsvektor der Bahnkurve.
Er kann als Funktion irgendeines Parameters, z. B.
der Bogenlinge s dargestellt werden.
(1) r=r(s) (Ortsvektor).

Wird r auf irgendein schief- oder rechtwinkliges
festes Vektortripel ey, e,, e; bezogen und sind #,, 7,,
7y die zugehorigen schiefen oder rechtwinkligen
Projektionen von r, so ergibt sich fiir r die Kom-
ponentendarstellung

(2) T =7 (S) T &7y (s) + es73(s).
Betrachtet man zwei benachbarte Punkte P und P’ der Bahnkurve, so wird
der Grenzwert

im 570 lim 4T 4
PP s’ —s As—>0As as

als Tangentenvektor t bezeichnet, also
(3) t =d ]ds (Tangentenvektor).

Wie schon die Bezeichnung andeutet, fillt t stets in die Richtung der Tangente
der Bahnkurve, wobei die Pfeilrichtung dem vorliegenden Fortschreitungssinne
auf der Kurve, also der Bewegungsrichtung entspricht. Im ubrigen ist t ein Ein-
heitsvektor, da sein absoluter Betrag eins ist,

) It] =1.

Betrachtet man fir die zu P und P’ gehorigen Tangentenvektoren t und t* den

Grenzwert
t'—t

s'—s

- Ly At 4t _ar
= lm e T e

As—>0

lim
PP
so ergibt sich der Kriimmungsvektor
(5) wx = dt/ds = d?t/ds* (Kriimmungsvektor).

Bezeichnet » den absoluten Betrag der Kriimmung oder den reziproken Wert 1/R
des Kriimmungshalbmessers, so ist n wieder ein Einheitsvektor
(6) =1,
und zwar derjenige, der in jedem Punkte der Kurve nach dem Krimmungs-
mittelpunkte hinweist. Er heiBt Hauptnormalenvektor oder kiirzer auch einfach
Normalenvektor und folgt aus (5) zu
(7) = @er_ R @r Hauptnormalenvektor)
= ae = a (Hauptnormalen .

Die in jedem Kurvenpunkte durch t und n bestimmte Ebene wird Schmiegungs-
ebene genannt, und die auf ihr senkrecht stehende Kurvennormale heit Binormale.
Wird diese im Linkssinne gerichtet und der zygehérige Einheitsvektor mit b
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bezeichnet, so ergibt sich

(8) b=txn= —:; %x :Z: (Binormalenvektor)
und
9 (b=

Die Einheitsvektoren t, n, b bilden ein dreiachsiges Vektorkreuz, das unter stin-
diger Richtungsinderung die Kurve begleitet; die zugehérigen Orthogonalitéts-
bedingungen lauten

(10) t =nxb; n=>0bxt; b=txn
Durch Differentiation nach s und Beachtung von (5) und (10) folgt
an dt ab
Ty = g <t bxoo =t —ta;
ab _ dt an
ds  ds n+th—tx7is'

Wird die letzte dieser Gleichungen skalar mit t multipliziert, so erhdlt man

ab an an
too = t(txﬁ) = (txt) =o.

Ferner folgt aus (9) oder bb = 1 durch Differentiation
ab
b 4 =0
Der Vektor db/ds steht hiernach gleichzeitig auf t und b senkrecht und fillt
demgemdB in die Richtung der Hauptnormalen. Man kann daher
(11) dblds =nT
setzen. Der Binormalenvektor dreht sich also, wenn man von einem Punkte P
der Kurve zu einem benachbarten Punkte P’ fortschreitet, stets um den Tangenten-
vektor t. Hierbei ist 7 das auf die Bogeneinheit bezogene MaB der Drehung und
heiBt die Windung der Bahnkurve. Sind % und 7 in jedem Punkte bekannt, so
liegt die Bahnkurve damit vollstindig fest. Man bezeichnet » und 7 auch als die
maBgebenden Invarianten der Bahnkurve,
Werden mit Hilfe der vorhergehenden Gleichungen t, n und b durch % und 7
ausgedriickt, so ergeben sich die sog. FRENETschen Formeln
(12) dtlds =nx; dnjds=—tx —b71; dblds=nrt.
Aus (6) folgt bei Beachtung von (7)
(13) % = |d?r/ds®| (Krimmung)
und aus (12)2 bei Beachtung von (7) und (8) sowie des Vertauschungssatzes
1 dr d*r d°r

(14) T=—Db ﬁ == i ds ds ds (Windung).

Wird fiir den Ortsvektor r die Komponentendarstellung (2) zugrunde gelegt,
so ergeben sich fiir ¥ und 7 die Ausdriicke

dazr az 2 az drr, d2 d2r, d2 ddry d?
(15) x—«l/( 1) (~£) +( r’) +2ee, d:; L7 4 e,e d:: s 4 nege, l2 4N

ds? ds? ds? ds? ds? dst dst
ar, d’r, ary
‘ds ds® as?
e 88 | dry diry, dr,
x? “ds ds® ds®
dry dry drs
“ds ds® ds®
Im Sonderfalle eines rechtwinkligen Bezugstripels zieht sich (15) auf die Wurzel
aus den Quadraten zusammen, wihrend in (16) das gemischte Produkt eins wird.
Wenn die Determinante in (16) verschwindet, ist die Bahnkurve eben.

(16) T=—
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Fiir Schmiegungsebene, Normalebene, Tangente, Hauptnormale und Krim-
mungsmittelpunkt ergeben sich nach Abb.2—5 die folgenden Beziehungen:

dr,  dir, |
N s
- dry &, | -
17) (f—1)b = 0; 7y — 7y d; —‘—i—::-l =0 (Schmiegungsebene).
ars dtry :

Abb. 3.
(18) (x—1)t=0; (r—1) ZZ =0 (Normalebene).
(19) r=1t +te (Tangente);
(20) r=r1 + ne (Hauptnormale);

Abb. 4. Abb. 5.

(21) T, =1 -+ : =1 +nR (Krimmungsmittelpunkt).

In den meisten Fallen der Anwendung ist der Ortsvektor r nicht als Funktion

der Bogenlange s, sondern als solche eines anderen geeigneteren Parameters 1
gegeben, also

re=ey 7y () 4 ep?s (4) +eg7y (4).
Da die Bogenlinge s dann ebenfalls von A abhingt, ergibt sich zundchst fur t

dr dr
dv _dv di__ dx dx
(22) ds  dids ds |dr|’
dx N
und entsprechend fiir irgendeinen Vektor o
av av
av dp da ax ai
(23) ds  di ds  ds Tdr |
ax ax

In ihnlicher Weise kénnen auch hhere Ableitungen nach s schrittweise in solche
nach A umgeschrieben werden.
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2. Geschwindigkeit und Beschleunigung.
Wird nunmehr als Parameter die Zeit ¢ eingefiihrt, so wird r eine Funktion

der Zeit
{ r=rzt (t)r

(24
) e () + et (O) + ers 0).
Der Grenzwert

lim £7F = lim 4% -9t

Prsp V=t 4p,04t dt
heiBt die Geschwindigkeit v des Massenpunktes, also
(25) v =dr/dt (Geschwindigkeitsvektor).
FaBt man r zunichst als Funktion von s auf und s
wiederum als Funktion der Zeit, so folgt
_drds _ ds
T ds at  dt
(26) zeigt, daB der Geschwindigkeitsvektor stets in
die Richtung der Bahntangente fillt (Abb. 6).
Ferner ergibt sich der absolute Betrag von » zu
(27) |v| = v = ds/dt (Bahngeschwindigkeit).

Der Grenzwert

(26) »

4o _dv _ d&'t
At~ at ~ de

heiBt die Beschleunigung p des Massenpunktes, also
(28) p = dv/dt = d?r/ds* (Beschleunigungsvektor).
Wird b gemidB (26) und (27) in der Form

(26%) D =ty

in (28) eingefiihrt, so folgt bei Beachtung von (12)
_ dty) _, av at . dv | dt ds
=ar “tw Tt ta e’

4 dv 2
~tﬁ+nnv.

Der Beschleunigungsvektor liegt also in der Schmie-
gungsebene. Der Faktor von t heiBt Tangential-
beschleunigung p;, derjenige von n Normal- oder Zentripetalbeschleunigung py,.
Damit erhilt man (Abb. 7)

(29) P =tpy + npy; oy =dv[dt; py=xv* =R

Betrachtet man auch hier wieder v als Funktion von s und s als Funktion von £,
so 148t sich p; auch in der Form

dv ds dv d(%v’)
(30) P=avar T as VT as

Abb. 8.

darstellen, die als konvektive Form der Tangentialbeschleunigung bezeichnet wird.
Wird fiir den Ortsvektor r die Komponentendarstellung (24) zum Ausgangs-

punkt gewihlt, so ergeben sich entsprechende Komponentendarstellungen fir

v und p. Man erhilt (Abb. 8):

(31) » =e,v; + e,u, + e3v5; vy = dri/dt; vy, = dryfdt; vy = drs/dit.

(32) P =eypr + espy + eaps; P1 = @BPrifdt; Py = dPryldt; Py = dPrs/d i

3. Freie Bewegung und Fiihrungsbewegung.
Bei der Bewegung eines Massenpunktes konnen zwei grundsatzlich verschiedene
Fille unterschieden werden, je nachdem, ob der Massenpunkt sich frei im Raume
bewegen kann oder auf einer vorgeschriebenen Bahn gefithrt wird. Im ersteren
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Falle ist der Beschleunigungsvektor fiir jeden Punkt der Bahn bekannt, im letz-
teren der Ortsvektor. Bewegungsvorginge der erstgenannten Art setzen einer
Losung zuweilen betrichtliche Schwierigkeiten entgegen.

4. Bewegung auf geradliniger Bahn.

Im Sonderfalle der Bewegung auf geradliniger Bahn wird der Vektorbegriff
entbehrlich. Es ergeben sich die Sonderformeln:

s =s(f)
(33 l v = v (t) = ds/dt (bei vorgegebener Zeitabhingigkeit).
l b =b(t) =dojdt = d2s|d*
t=1(s)
l “o(s) = g
(34) U= U = Gyas (bei vorgegebener Ortsabhingigkeit).

a(} %)
b=>b(s) = T
Alle nur denkbaren praktischen Anwendungsfille kénnen auf einen der folgenden
6 Grundfille zuriickgefiihrt werden.
a) Gegeben s = s (). v und b folgen als Differentialquotienten gemaB (33).
b) Gegeben v=v (§). s folgt aus (33) durch Integration, b durch Differentiation.
Man erhilt

¢
s=s8y+ fvdt; b=dv/dt.
t

c) Gegeben b == b (¢). s und v folgen aus (33) durch Integration. Man erhilt
tt

s =15y + v (t—t) + [ [bdtdt; v~v0—|—fbdt.
ty to £y
d) Gegeben v = v (s). t(s) und damit auch s (¢) folgten aus (34) durch Inte-
gration, b durch Differentiation. Man erhélt

s
1
ys>=to+/‘%;; b =40

¢) Gegeben b = b (s). t(s) und damit auch s (¢) sowie v folgen aus (34) durch
Integration. Man erhalt

t(s) =1t + I v:l/v‘,+2fbds
Vv0+2fbds

7) Gegeben b = b (v). Zunichst folgt aus (34) durch Integration s = s (v)
und damit auch v = v (s), womit alles weitere auf d) zuriickgefiihrt ist. Man erhilt

v S d %,ﬂ
s{v) =5 +/6—?v) dv; aus s(v) folgt v (s); £(s) =¢, —!—/‘is; ) e (d‘s ).
Yo

In den unter @) bis f) behandelten Grundfillen sind die gesuchten GréBen

auf Differentialquotienten oder bestimmte Integrale zuriickgefiihrt. Da die

letzteren, wenn nicht analytisch, so stets auf graphisch-numerischem Wege aus-

gewertet werden konnen, ist eine befriedigende Ldsung geradliniger Bewegungs-
aufgaben in jedem Falle moglich.

5. Wurfbewegung.

Die Bewegung, die ein Massenpunkt mit der Anfangsgeschwindigkeit v,
unter alleiniger Wirkung der Schwere erfihrt, hei8t Wurfbewegung. Wird das
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Bezugssystem so gewihlt (Abb.9), daB e, in die Richtung von v, und e, in
diejenige von g fillt, so ergibt sich

(35) Dy =eUy; P =g =¢eg; e =1; ee; =-—CoSa; ee = 1.

w Dem Anfangspunkt der Bewegung entspreche r, = 0 und £, = 0.
of Geschwindigkeit und Bahnkurve folgen durch Integration von (28}
und (25) unter Beriicksichtigung von (35) zu

¢
Abb. 9. (36) v =1, + [pdt=1evy + e,gt; ‘T =evf e, %{— .
0

Von der Bahnkurve, die nach (36) eine Parabel ist, interessieren in erster Linie
Gipfelzeit ¢ und GipfelhShe H, sowie Wurfzeit {7 und Wurfweite L. Fir ebenes
waagerechtes Gelinde (Abb. 10) folgt die Gipfelzeit aus der Bedingung, da8 »
im Gipfelpunkt waagerecht liegt.

Ve, = 0 = — vy CoOs a + gly;
v(Y)
% 37 ty = ”—; cos « (Gipfelzeit).
tys Die Gipfelhdhe ergibt sich als Projektion des r-Vek-
7 7 7 tors auf die negative e,-Richtung.
e ¢ ‘ H=—re2:+votycosa—%gt?;
Abb. 10. (38)

2
H = »: OE cos?« (Gipfelhéhe).
Die Wurfzeit folgt aus der Bedingung, daB der zugehdrige r-Vektor waagerecht
liegt.

2 .
(39) re, =0 = — vt cOS @ + é—gﬂ; ty = :—” cos a = 2ty (Wurfzeit).
Die Wurfweite L ist der absolute Betrag des zu #; gehorigen r-Vektors.

2 vgcosa 2v] cos? a 293 R e s
2 ey = ]/]—2005%:—}-0052(1

14 : 4
) sin 2 a  (Wurfweite).

L=
(40)
L=

x ic% e

6. Kreishewegung.

Bezogen auf die Bogenlinge ¢ des Einheitskreises als Parameter, lautet die
Gleichung des Kreises (Abb. 11) im rechtwinkligen Bezugssystem (i, i,)

(41) t =iacos ¢ + i,asin ¢ (Kreis, i,i, = 0).
Hieraus folgt nach (3) fiir den Tangentenvektor
(42) t =dr/ds = — i;sin ¢ + iy cos @,

wihrend der Normalenvektor unmittelbar aus Abb.11 zu
(43) n=—rfa =-—1icos g—i,sin ¢
abgelesen werden kann.

Mit s = a ¢ ergibt sich fiir die Bahngeschwindig-
keit v nach (27)

Abb. 11. ds dg (o = Winkel-
44) v=2"=a%% —
(“4) at " a T geschwindigkeit).
Ferner folgt fir Tangential- und Normalbeschleunigung nach (29)
(45) P = dv =a i‘: =aa (o = Winkelbeschleunigung);

:xv’zaw’. p=tao + naw
7
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Man erhilt daher

wo |

Im Sonderfalle gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit ergibt sich

V=tv=—ia osine +i,a ocos g;

p=tp +np, =— ia(osing + o?cos ¢) +i,a (wcos ¢ — o?sin ¢).

t=1%acos ¢ +i,asing I
(47) {n =dtjdt = —i,a osing + i,a ocos ¢

( ® gleichbleibend)
=0 :
p=dfdi?=—i,a0?Ccos p— iya w?sin ¢ = — 1 0? ‘ )

7. Harmonische Schwingungen.
Aus der letzten der Gl. (47) folgt die Differentialgleichung

(48) T et —o.

dar
Ihre Losungen werden als ,,Harmonische Schwingungen‘’ bezeichnet. Im all-
gemeinsten Falle ergibt sich mit

(49) r=acos of +bsin ot

als Bahnkurve eine Ellipse (Abb. 12). Ihre schiefen Halbmesser a| und |b'
nennt man Schwingungsamplituden, die Winkelgeschwin-
digkeit o Kreisfrequenz. Die zu o ¢ = 27 gehorige Zeit-
dauer heiBt Schwingungsdauer 7' und der reziproke
Wert von T Schwingungsfrequenz #, also
(50) | T = /2 = (Schwingungsdauer);

} % = 1/7 = 2 nfw (Schwingungsfrequenz).

Die Einheit der Schwingungsfrequenz ist das Hertz.
(1 Hertz = 1 Schwingung je Sekunde.)

Die durch die Amplitudenvektoren a und b bestimmte ,,ebene‘‘ Schwingung
wird zu einer ,,einachsigen‘, wenn ciner von beiden, z. B. b, verschwindet, oder
wenn beide in die gleiche Richtung
fallen. Mit b = a 4 folgt
(51) t=a(cos wt + %sin o).

Bei Einfuhrung der sog. Phasenver-

schiebung £, 148t sich r auch in der
Form

by

(52) | t =asin w(t—1{,) (einachsige
| harmonische Schwingung)

schreiben. Man kann sie in anschau-

licher Weise als Projektion einer Kreisbewegung mit gleichbleibender Winkel-
geschwindigkeit deuten (Abb. 13). Der Zeitphase £, entspricht dabei eine Winkel-
phase ¢, = o t,.

8. Schraubenbewegung.

Bezeichnen iy, i,, i3, drei aufeinander senkrecht stehende Bezugsvektoren, so
lautet die Gleichung der Schraubenlinie (Abb. 14)

(53) r=1iacose +iyasing+ izaetanga (iji, = i,i3 = i3i; = 0).

Hierbei bezeichnet a den Halbmesser des Schraubenzylinders und x den Steigungs-
winkel, der sich gemaB

(54) tang « = k/2a
durch die Ganghohe i ausdriicken 1aBt (Abb. 14). Aus
drld ¢ = — ijasin ¢ + i,a cos ¢ + iza tang «
folgt
(55) ds/d ¢ = 'drld | = a [cos « oder s = a g[cos a.

Tolke, Einfiihrung 2



8 I. Bewegungslehre.
Mit (55) geht (53) iiber in
(56) r =1 acos (%cosa) + 45 @ sin (%cos a) + izssina.

Hicraus folgt auf Grund der allgemeinen Formeln von Ziffer 1

dx ; . s : s P

(57) t =5 = —hcosasin (;— cos a) -+ 1, cos a cos (—a—cos a)—l—t,sm a;
(58) Bt = — 1, % s S cosa j, oS sin(i9 cos a;
ds - 1 e a 2 L a ’
(59) n=—1i,cos (> cosa i,sin (,s cos «); U LA
B ! @ 2 \a ’ “lds|T a ?

.. . s s s .
(60) b=txn = i; sin « sin (’d cos a) — i, sin « cos (; cos oz) + i3 cos «;

ab . sinacosoa s . sinacose . (s
——=n7 oder {,————cos(~-cosa) 4 ty-————--sin (— cos a) =
(61) ds a a a a
: s - s sin @ cos &
= [ — i, cos (a cos oz) — {,sin (;‘cos oz)]‘t; daraus T=——

- -
7 ~
T g g {
N N\
] 5] \
= \
4 Nw
| i
1
LN~
-~ | & \
[ )§
i [T )
i Grundkreis
Abb. 14,

-

—
0. /0 Drelkege

Nach (59) und (61) sind Kriimmung und Win-
dung bei der Schraubenlinie iiberall gleich groB.
Ist v negativ und dementsprechend « positiv, so
spricht man von einer Rechtsschraube, im umge-
kehrten Falle von einer Linksschraube. Weiterhin
erhilt man

_ds_ a do_ aw
(62) V=T T s o« dt  cosa’
(63) pr=dv/dt=a o [cosa; P, =xv® =a of,
und damit fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung
(64) v=tv=-—tawsing +i,awcos ¢ +isawtanga.
(65) p=tp; +npy=—da(wsin g + w?cos ¢) +
4+ i,a (wcos ¢ — w?sin @) + i5a & tang a.

B. Korperbewegung.

1. Drehung, Verschiebung und Schraubung.

Die Bewegung eines Korpers um eine in Ruhe verbleibende gerade Linie wird
als Drehung bezeichnet. Wird die Lage eines Korperteilchens durch seinen Orts-

vektor v in bezug auf einen Punkt O der
Drehachse festgelegt (Abb. 15), so be-
schreibt r bei der Drehung einen Kegel
und das Korperteilchen einen Kreis. Erfolgt
die Drehung mit der Winkelgeschwindig-
keit @ und wird die Lage der Drehachse
sowie die Drehrichtung durch den Einheits-
vektor b gekennzeichnet, so folgen Ge-

Abb. 15. Abb. 15a. schwindigkeit und Beschleunigung des be-
trachteten Korperteilchens zu
(66) { v=dr/[dt=wdxr (Drehung);
p=dvj/dt=wdxr + @ dxD=>0bbdxr +w?dx(dxt).
Wird der Radius des Drehkreises mit 7 bezeichnet, so folgt (Abb. 15a)
(67) dxr =1r"; bx(dxr) =nz
und damit
(68) p=tw?; p=tor +n o (Drehung),

womit der Zusammenhang mit 4, 6 unmittelbar hergestellt ist.
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Riickt die Drehachse in unendliche Ferne, so erfahren alle Korperteilchen die
gleiche Bewegung und man spricht von einer reinen Verschiebung. Diese kann
durch die Gleichungen

(69) v =1v*; p =p* == dv*¥di (Verschiebung)
gekennzeichnet werden.
Bei gleichzeitiger Drehung und Verschiebung
ergibt sich
v =0¥ + wbdxr;
(70) p =dvo¥/dt + & dDxt + @®dx(Dx1)
(Drehung und Verschiebung).

Zerlegt man v* in Komponenten parallel und senk-
recht zu d, so folgt

p* = b (d*) + dx (0¥ xDb), '

und damit \

¥ ]
{71) nzb(bv*)+whx[t +4- 5 be.

Das erste Glied in (71) ist eine reine Verschiebung in
Richtung von b, das zweite eine Drehung um eine
zu b parallele und um n*/wxb verschobene Dreh- Abb. 16.
achse (Abb. 16). Die gleichzeitige Drehung und
Verschiebung ist hiernach einer Schraubung gleichwertig (Miozzischer Satz).

\

2. Allgemeine Korperbewegung.

Bei der allgemeinen Koérperbewegung (z. B. Flugzeug), bei welcher die Rich-
tung von »* und b in jedem Augenblick eine andere ist, kann nach dem Miozz1-
schen Satze dic Bewegung so aufgespalten werden, da8

die Drehachse immer durch ein und denselben Kérper-
punkt (z. B. Schwerpunkt) hindurchgeht.
Bezeichnet im fest gedachten Raume rp; den Orts- .
vektor dieses ausgezeichneten Punktes, r den Ortsvektor
eines beliebigen Punktes und r den Differenzvektor r — 1y, W

so folgt (Abb. 17) 1 Abb. 17,
(72) =ty + T
(73) v = drygfdt + drjdt =vg + @bdx 1,
d —
(74) P = :fl +d(ai;—;r):pM+d) hxt+w2hx(bxr)+w37xr.

In (73) und (74) sind vp; und ppr Geschwindigkeit und Beschleunigung auf der
Bahnkurve des ausgezeichneten Koérperpunktes. o dx t bzw. o dbx t stellen nach
(67) und (68) die Geschwindigkeit bzw. Tangentialbeschleunigung und 2 b x (dx t)
die Normalbeschleunigung fiir die augenblickliche Kreisbahn der Drehbewegung dar.

m:: x T kennzeichnet den EinfluB der stindigen Lageinderung der Drehachse.

3. Relativbewegung.

Das bisher betrachtete Korperelement sei nun nicht mehr fest mit dem Kérper
verbunden, sondern bewege sich gegen diesen. Im ubrigen moge es aber alle
Bewegungen des Korpers mitmachen. Eine solche Bewegung wird als Relativ-
bewegung bezeichnet (z. B. Bewegung der Laufriader eines Fahrzeuges oder des
Kurbeltriebes eines Flugzeugmotors).

Wird die Relativbewegung gegen r durch angehangte Striche gekennzeichnet
{Abb. 18), so folgt fiir den relativ bewegten Korperteil

2%
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(75) t=1p+71+1;
v =dryldt +d (v +v')/dt =vp + wdx(r + 1) +v’;

av dlodx (T 41’ v . =g g
(76) p = dill_l_ [w XE(:_tL&+,a%=pM+[wbx(t+t)+

+ @?dx[dx (T + r’)] + obdxp’ L+ w%g x(T + t')] + [wdxv’ +p’].
Mit den abkiirzenden Bezeichnungen
P =Py + @ DX (E + 1) + 02 bx[Dx(F 4+ ¥)] + 0oy x(r 4 1)

77) (Fihrungsbeschleunigung)
pc =2 wbdbxp’  (Coriolisbeschleunigung)

pr = p’ = d?r’/d*  (Relativbeschleunigung)
ergibt sich
(78) » =9F + pc + PR.
Wihrend nach (76) die Geschwin-
digkeiten aus Fithrungsbewegung und
Relativbewegung sich einfach iiber-
lagern, tritt bei den Beschleunigungen
noch ein durch die gegenseitige Be-
einflussung hervorgerufener Vektor
in Gestalt der Coriolisbeschleunigung
Abb. 18. hinzu.
Um ein Beispiel anzuschlieBen, sei ein
Fahrzeug betrachtet, das mit einer Stunden-

geschwindigkeit von 100 km durch eine Kurve von 500 m Halbmesser fahrt. Hieraus folgt
zunichst eine Fahrzeuggeschwindigkeit

Uy = 100000/3600 == 27,7 msec™?

und eine Winkelgeschwindigkeit
® = vy, /R = 27,7/500 = 0,0554 sec™%.

Wird die Untersuchung auf die in erster Linie ausschlaggebenden Laufradkrinze beschrankt,
so ist deren Relativgeschwindigkeit gemaB Abb. 19 gerichtet und tiberall
"m
£ |D'f=1JM"~=—*~0,9vM=25mSec“.
a

Liegt beispielsweise eine Linkskurve vor, so zeigt der zu o
gehorige d-Vektor senkrecht nach oben. Man erhilt daher
Coriolisbeschleunigungen

[ e [ = 2-0,0554 - 25 sin ¢ = 2,77 sin ¢ msec—2,

9 die fir die Laufradteile oberhalb der Welle nach auBen, fir

diejenigen unterhalb nach innen gerichtet sind (Abb. 19). Die

Abb. 19 durch die Coriolisbeschleunigungen bedingte Kraftwirkung

stellt daher ein Kraftepaar dar, das durch Vertikalkrifte in

den Laufradebenen von der Unterlage auf das Fahrzeug

ubertragen wird. Die vom Fahrzeug ausgelibte Gegenwirkung wirkt im gleichen Sinne auf
Kippen wie die Zentrifugalkraft.

4. Ebene Scheiben und kinematische Ketten.

Die Bewegung einer ebenen Scheibe liegt vollstindig fest, wenn die Bewegung
fiir zwei Punkte der Scheibe gegeben ist; die Scheibe heiBt in diesem Falle zwang-
laufig gefithrt. Die Bewegung der Pleuelstange cines Kurbeltriebes (Abb. 20)
liegt z. B. mit der Bewegung des Kurbelzapfens (4) und der Fithrungsrichtung
des Kreuzkopfes (B) vollstindig fest.

Ist in zwei Punkten 4 und B der Scheibe die Richtung der Geschwindigkeit
bekannt, so liegt der augenblickliche Drehpunkt 0 im Schnittpunkt der beiden
Lote auf v4 bzw.vp durch 4 bzw. B (Abb. 21). Die Geschwindigkeit irgend-
eines Punktes C der Scheibe ergibt sich dann durch Multiplikation der Winkel-
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geschwindigkeit » mit dem Abstand 7¢ vom augenblicklichen Drehpunkt, wobei
die Richtung senkrecht zu rg zu nehmen ist. Kennt man in einem der beiden
Ausgangspunkte, z. B. 4, neben der Richtung auch noch die GroB8e der Geschwin-
digkeit, so folgt o zu vy/rg.

Die Laufrolle von Abb. 22 moge sich beispielsweise, ohne zu gleiten, auf ihrer
Bahn abwilzen. Dann ist der augenblickliche Drehpunkt der Berithrungspunkt 0O
mit der Rollbahn. Bewegt sich das mit der Rolle verbundene Fahrzeug mit der
Geschwindigkeit v, so ist vpy = v und demgemaB o = v/rpy. Damit liegt die
Geschwindigkeit sdmtlicher Punkte der Laufrolle fest.

" S |
jﬁ%; 8
: < 1 oM oM
Abb. 20. Abb. 21. Abb. 22.

Als weiteres Beispiel sei das Gelenkviereck von Abb. 23 angefithrt. Da die
beiden Randstdbe sich auf Kreisbahnen um ihre Festpunkte 4 und D bewegen,
liegt der augenblickliche Drehpunkt des Verbindungsstabes B—C immer im
Schnittpunkt der Verlingerungen der Randstibe. Bewegt sich der Randstab A—B

s Ir y//4 W
nnwusui‘“hn;ﬂnﬂnnu;;i“mhmnaumm
( o O v
|

[ Oy

\/// Abb. 24,

mit der Winkelgeschwindigkeit wy, so ist vp = wg rp. Damit folgt fiir die

. P . . B - "B . .
Winkelgeschwindigkeit o des Verbindungsstabes o= =04 Hieraus ergibt
B B
X . , B s 3 e TR 7( X
sich weiter vg = wrg = w0y, ¢ und damit wp = = —,—wc— . Mit den Dreh-
B c "B 'C

punkten bzw. augenblicklichen Drehpunkten 4, 0 und D und den zugehdrigen
Winkelgeschwindigkeiten og4, o und op ist der Geschwindigkeitszustand des
Gelenkviereckes vollstindig bekannt.

In dhnlich stufenweiser Behandlung lassen sich auch die Geschwindigkeits-
verhiltnisse in kinematischen Ketten kliren. Abb. 24 zeigt z. B. eine vierscheibige
kinematische Fachwerkkette in gestreckter Lage. Aus der Tatsache, daB der
Untergurt von Scheibe I bei der Drehung um das feste Auflager nur senkrechte
Bewegungen ausfithren kann, folgt unmittelbar, daB fir die Untergurte aller
iibrigen Scheiben auch nur senkrechte Bewegungen denkbar sind. Dies hat wieder-
um zur Folge, daB die augenblicklichen Drehpunkte mit den waagerecht ver-
schieblichen Auflagern zusammenfallen miissen. Da sich fir die Scheibe IV
hierbei zwei Drehpunkte ergeben wiirden, muf3 diese in Ruhe bleiben; der augen-
blickliche Drehpunkt der Scheibe III fallt in den AnschluBgelenkpunkt an
Scheibe IV. Ist die Winkelgeschwindigkeit von Scheibe I gegeben und gleich o,
so folgen die Winkelgeschwindigkeiten der iibrigen Scheiben aus der Gleichheit
der Geschwindigkeiten in den AnschluBgelenkpunkten. Die so sich z. B. ldngs des
Untergurtes ergebende Geschwindigkeitsverteilung ist aus Abb. 24 ersichtlich.

Zur Darstellung des Beschleunigungszustandes einer ebenen Scheibe stehen
shnlich einfache Verfahren zur Verfiigung wie im Falle des Geschwindigkeits-
zustandes. Ist der letztere bekannt und die Beschleunigung in irgendeinem
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Punkte 4 der Scheibe gegeben (Abb.25), so ergibt sich die Beschleunigung in
irgendeinem anderen Punkte B der Scheibe mit Hilfe der Relativbeschleunigung

PBg 2u
(79) PB =7P4 +PB4-

Sind @ und & Winkelgeschwindigkeit und Winkel-
beschleunigung der Scheibe, so folgt
(80) PB =P4 ttorpy +n ’rpy,
wobei t und n Tangenten- und Normalvektor der Dreh-
bewegung um A4 sind.

Mit Hilfe von (80) kann in fast allen Fillen der Beschleunigungszustand er-
mittelt werden. Liegt z. B. ein Kurbeltrieb vor (Abb. 26), dessen Kurbel mit
gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit o, umliuft,
so erhdlt der Kurbelzapfen eine Beschleunigung
p4g = w374, die stets zum Wellenmittelpunkt hin-
gerichtet ist. Aus der Kreisbahn des Kurbelzapfens
und der Fiihrungsbahn des Kreuzkopfes folgt der

augenblickliche Drehpol der Pleuel-

< B stange und aus der gemeinsamen Ge-
S schwindigkeit vy = w,74 des Kurbel-
= @ zapfens die Winkelgeschwindigkeit
ad 74
% o =wy—— und damit die relative
Abb. 26. Abb. 27.

N ormalbeschleumgung nw?rpy des
Kreuzkopfes. Tragt man diese und
p4 aneinander, so muB, da twrpy senkrecht zu n w?rp, verlauft, der Be-
schleunigungsvektor pg nach (80) auf der aus Abb.27 ersichtlichen Lotrechten
liegen. Andererseits fallt die Rich-
tung von pp mit der Fiihrungsrich-
tung des Kreuzkopfes zusammen.
Trigt man diese im Ursprung des
Vektorzuges an, so liefert der Schnitt
mit der vorher gezeichneten Lot-
rechten die gesuchte Kreuzkopfbe-
schleunigung.

In grundsitzlich dhnlicher Weise
gelangt man auch zur Darstellung der
Beschleunigungen des Gelenkvierecks bzw. der Kurbelschleife (Abb. 28). Liegen
kinematische Ketten mit mehr als drei Gliedern vor, so 148t sich der Beschleu-
nigungszustand durch stufenweises Fortschreiten vom einen Gelenkpunkt zum
anderen ermitteln.

Ty 0
A Abb. 28,

Il. Kréftelehre (Dynamik).

A. Dynamik der Punktbewegung.

1. Kraft und Beschleunigung.

Bewegt sich ein Massenpunkt unter alleiniger Wirkung einer Kraft $, so
zeigt die Erfahrung Proportionalitit zwischen Kraft und Beschleunigung
(1) B = mp (dynamisches Grundgesetz von NEwWTON).
Der Proportionalitatsfaktor m, der die Masse heiBt, 148t sich am einfachsten iiber
die Schwerkraft, d. h. iiber das Gewicht messen.
(2) 6 =mg; G=mg; m=G[g
G wird gewGhnlich in kg oder t eingesetzt, wihrend fiir ¢ der Durchschnittswert
von 9,81 msec—2 zugrunde gelegt wird. Durch Einfithren von (2) in (1) folgt

B_6_G

G..B_6_G
3) =¥ » 8 g
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Wirken auf den betrachteten Massenpunkt mehrere Krifte ein, z. B. die
Antriebskraft %, die Schwere & und der Widerstand 8 (Abb. 29), so ergibt sich
P durch geometrische Aneinanderreihung dieser Krafte gemal

(4) P=UA+6+BW+...

und heiBt dann die resultierende Kraftwirkung.

Dividiert man (4) auf beiden Seiten durch die Masse m,

so folgt fiir die den Kréiften entsprechenden Beschleunigungen ® B
(5) p=a-+g+w-+.... Abb, 29.
Werden (4) und (5) mit (1) und (2) verbunden, ergibt sich

(6) P=A+6+W+...=ma + mg +mw +...:=mp; m = G[g.

2. Mechanische Arbeit, Energiesatz, Leistung.
Betrachtet man die Bewegung eines Massenpunktes zwischen zwei durch die
Ortsvektoren r; und r, gekennzeichneten Standorten (Abb. 30) und eine auf den
Massenpunkt wirkende Teilkraft 3, so wird das Integral

Iy
4= [3drx
81
als die von 3 geleistete ,,mechanische Arbeit* bezeichnet. Wirken mehrere Krifte
auf den Massenpunkt wie %, &, 2, so ist die insgesamt geleistete Arbeit

Iy T s T

(7) [ Bdr = fAdr | [Gdr + [ Wdr+ ... 3,
b2y T r 1

Man bezeichnet insbesondere

Ty
A = [ Wdr = zugefithrte Arbeit

o

I,
AG = [ Gdr = Arbeit der Schwere oder Ande-
n

3

T
f?é' Abb. 30.

Fallt A9 negativ aus, so ist keine Arbeit zugefiihrt, sondern es ist Arbeit ab-
gezogen. A ist bei Abwirtsbewegung positiv, bei Aufwirtsbewegung negativ;
im ersteren Falle wird die potentielle oder Lageenergie vermindert, im letzteren
erhdht. Agp ist stets negativ, da die Reibung immer der Bewegung entgegenwirkt.

Die der resultierenden Kraftwirkung entsprechende Arbeit 4 148t sich noch
umschreiben, wenn P und dr gemaB

rung der potentiellen Energie

Iy
A3 = [ Wdr = Reibungs- oder Verlustarbeit.
151

do ar
‘Bump_md—t und dr*dft dt = vdt

eingesetzt werden. Man erhilt

Ta ty ty Dy
_ . avo . ap _ m,m
(8) Aqy-/‘l}dr;/mdlDdtﬁ/mnrdt—dtwm/nduf2112 5 U
T t t Dy
Die GréBe 7;‘ v? wird als Wucht oder kinetische Energie bezeichnet. A stellt

somit die Zunahme an kinetischer Energie oder die in Geschwindigkeit umgesetzte
Arbeit dar. Mit (8) gcht (7) in den sog. Wucht- oder Energiesatz iiber,

m
2

Ty T, T,
9) v — r—;rivf:/%dr +/(5dr + / Wdr -+ ... (Energiesatz).
151 51 5%
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Wird (9) auf einrechtwinkliges Bezugssystem 1,7, i,¥, i;2 umgeschrieben (Abb. 31),
so ergibt sich, wenn die i;-Richtung entgegengesetzt der Schwere gelegt wird,

EZ Y2
I’:vg——»zivfzf(Ax—kWx+...)dx+/(Ay+Wy+...)dy+
(10) % Y1
Zy X Ya 3y
+ [(Ag +G+Wy+..)dz= [ Pydx + [ Pydy + [ Pydz.
2y £ Y1 %

Die mechanische Bedeutung des Energiesatzes liegt in der Moglichkeit, die
Geschwindigkeit unmittelbar durch Quadraturen iiber den Projektionen der
Bahnkurve bestimmen zu kénnen

ay Uy (Abb. 31). Diese Moglichkeit 148t
= sich immer dort ausnutzen, wo die
8 Jf' Bahnkurve vorgegeben ist, d.h. bei
> | i2hy 3 Fihrungsbewegungen.
vz &) " A, e Die auf die Zeiteinheit bezogene
5\ ‘!'l-)M z Z mechanische Arbeit heit Leistung.
S “ v?’i 4 I £ HIH]]]]@" Dieser Begriff ist neben seiner
Ry 7 Y % ~ maschinentechnischen  Bedeutung
0 Ly P MIIM]&" insbesondere dort von Wichtigkeit,
-szl z, wo es sich um stationire Bewegungs-
4 erscheinungen handelt, wie bei der
¥ P=A+G+W +..

Abb. 31. Strémung von Flissigkeiten und

Gasen. Hierbei sind Massen und

Krifte auf die Zeiteinheit (Sekunde)

zu beziehen. Werden sie demgemiB mit dem Index s versehen, so lautet der
hier dem Energiesatze entsprechende Leistungssatz

(11)

(Leistungssatz bei stationirer Bewegung).

Einige Anwendungsbeispiele mégen nun noch die Niitzlichkeit des Energiesatzes erliutern.
Zunachst sei ein Fahrzeug vom Gewichte G betrachtet, das sich auf einer schriagen StraBe (Stei-
gungswinkel «) mit der Geschwindigkeit v abwirts bewegt, und
nach der Wegstrecke s gefragt, auf der das Fahrzeug zum Stehen
kommen wird, wenn mit der vollen zur Verfiigung stehenden
Bremskraft B gebremst und die Reibung durch einen gleichblei-
benden Beiwert p beriicksichtigt wird.

Auf das Fahrzeug wirken gemia8 Abb. 32
die Antriebskraft 9% = — Bt, das Gewicht
® =tGsino + 1 Gcosa und der Wider-
stand W = —tuGecosa — n Geosa. Mit

B S} s dr = tds folgt
Q’a Q,% Adr= — Bds; Gdr = Gsinads;
= =¢{® MWdr=—uGeosads.
tGsiner v Werden diese Ausdriicke in (10) eingefiihrt
Abb. 32. Abb. 33. und v, =0, v; = v, m = G[g gesetzt, S0 er-
gibt sich
s
- ZG—g vt = / (— B+ Gsina—uGeosa)ds = —( B+ uGcosa — Gsina) s.

4]
Die Auflésung nach s liefert
vRE

s=B .
fGr+,ucosa—sma

Weiterhin sei ein Behalter betrachtet, der bis zu einer Hohe H mit Flissigkeit gefiillt ist.
Mit welcher Geschwindigkeit wird die Flissigkeit bei Offnen des Bodenauslasses austreten
(Abb. 33)?
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Entsprechend dem Absinken des Flissigkeitsspiegels muB jedes austretende Masseteilchen m
unter der Wirkung seines Gewichtes m g sich von der Oberflache zur Austrittséffnung bewegen.
Wird der praktisch bedeutungslose Flissigkeitswiderstand vernachlissigt, so folgt, da auBler
der Schwere keine Antriebskraft wirkt und die Geschwindigkeit v, zu Beginn der Bewegung
null ist,

Ty

v%:/mgdr:mgH oder v, =}2gH
ol

SchlieBlich mége noch die sog. BErNouLLische Energiegleichung der reibungslosen Fliissigkeit
aufgestellt werden. Hierzu sei gemiB Abb. 34 ein sich auf einer Stromlinie bewegendes Flissig-

keitsteilchen von der Masse :}: AV betrachtet,

4
wobei AV ein kleines Raumelement sei. Bei
Vernachlissigung des praktisch bedeutungslosen
Flussigkeitswiderstandes verbleiben lediglich
Druckgefille und Schwere als antreibende
Krafte. Von ersterem leistet nur die in die
Strombahn fallende Teilkraft Arbeit, und zwar
negative, da dp/ds der Bewegungsrichtung ent-
gegenwirkt (Abb. 34). Man erhalt

//““

Ta Se ~
(dp \ N
/‘JIdr = - /F (Bs As) ds =
oY Sy
S Z
i Ze
= -4V —ds =4V (p —p. 3
/ (p1—P2) Qg;&
Sy
Ferner folgt fiir die Arbeit der Schwere, wenn Abb. 34.
z die geometrische Hohenlage bezeichnet,
Ty Z3
f(ﬁdt = —"f'yAde: AV (3, —2,).
Ty 2y
Damit lautet die Energiegleichung
7 9 o 5
2gAV(”E —v])=AV (b~ by} +y AV (2, 5}
Bei geeignetem Ordnen und Division durch y 4V folgt hieraus
2 p o2
2:: + y’ + 2z, = 2; + 1: 4+ z; (BErNouLLische Energiegleichung).

3. BewegungsgrioBe, Impuls und Impulssatz.

Die mit der Masse multiplizierte Geschwindigkeit wird als Bewegungsgroe
bezeichnet,

(12) B = mv (Bewegungsgrobe).
Die Differentiation von 8B ergibt bei Beriicksichtigung von (1)
(13) aBldt = P,

woraus durch Integration der sog. Impulssatz
ts
(14) B, — B, = [ Pdt (Impulssatz)
t

folgt. Der Name rithrt von der rechten Seite von (14) her, die man als Impuls
bezeichnet.

Bei stationdren Bewegungserscheinungen, wie bei Strémungen von Fliissig-
keiten und Gasen, wird der Impuls gleich B (¢, — #) und man erhilt mit

(15) Bs = mgo  (sekundliche BewegungsgroBe)
den Impulssatz fiir stationire Bewegungen

(16) Bys— Bys = B (Impulssatz fiir stationdre Bewegungen).
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Um die Anwendung an einigen Beispielen zu erliutern, sei zunichst die Sprungh&he des sog.
Wechselsprunges bestimmt, durch den das Wasser eines FluBlaufes von der schieBenden in die
stromende Glelchgewmhtslage tbergefiihrt wird. GemaB Abb. 35 liege ein trogartiges FluBbett
von der Breited vor, durch das die Wassermenge @ und dementsprechend die sekundliche Masse

m s=:)i Q hindurchzuleiten ist. Bezeichnen H, und H, die Wassertiefen vor und hinter dem

‘Wechselsprung, so folgt aus Kontinuitit der Stréomung und

Impulssatz
Q=u9bH,=v,bH,; v;=0Q[bH,;; v,=Q/bH,.
_ _ ror4 1
B=Lom-uw =20 (- ).
0—
P!
b LA

Andererseits ergibt die Differenz der statischen Wasserdrucke unterhalb und oberhalb des
‘Wechselsprunges

v

p=2pm ¥ ZoHg.
2

~£0vt;

Werden beide P-Werte gleichgesetzt, erhilt man

TR
Hy=- 1 1, 207
- 2 4 gb2 H,

Weiterhin sei ein Rohrkriimmer von 90° Offnungswinkel betrachtet, der
gemiB Abb. 36 in zwei symmetrisch gelegenen Punkten gehalten ist. Bildet

man nach (16) den resultierenden Vektor % Q (v, — vy), so stellt dieser die auf die Stiitzpunkte

entfallende Last dar. Diese kann dann weiter auf die Auflager verteilt werden. Abb. 37 zeigt
das geschlossene Krafteck der Impulse und Auflagerkrafte.

4. Der elastische Sto8.
Ein weiteres Anwendungsgebiet von Energie- uud Impulssatz ist der ela-
stische StoB, den man durch eine mit der Geschwindigkeit v, auf eine Feder
aufprallende Masse m = GJg idealisieren kann

M_T‘i 2 (Abb. 38). Die Federkonstante, d. h. diejenige
Last, die die Feder im ruhenden Zustande um
[~ P=c2 4 ¢m zusammendriickt, sei c.
W ¢ Wird der Impulssatz auf die hier vorliegende
-7 e ¢ geradlinige Bewegung angewendet, so folgt
t
Abb. 38. m(vy— v) = [ Pdt.

0
Ist s die Zusammendriickung der Feder, kann fir v und P

v =ds[dt; P =cs

eingefiihrt werden, so daB man erhilt
¢

(17) m (vo—%) = /csth
0

Dies ist eine Integralgleichung fiir s. Thre Aufldsung liefert bei Beachtung der
vorgegebenen Randbedingungen

(18) s = v, ]/% sint]/%.

Die groBte Zusammendriickung ist erreicht, wenn ¢ = SVL: wird. Hierfiir
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ergibt sich

s
(19) maxS = Up l/’:, max P = v, ]/mc (t = Z V’:) .

Fir 2 == V ’: ist s wieder null und die Masse verldBt die Feder, vorausgesetzt,

daB sie nicht durch sekundire Wirkungen, z. B. Eigengewicht bei lotrechter
Federlage, daran gehindert wird.
Die Geschwindigkeit folgt zu

(20) U = vy Cost l/ ; ;

sie hat in dem Augenblick, wo die Masse die Feder
wieder verlaBt, ihren Anfangswert zuriickgewonnen,
nur das Vorzeichen ist umgekehrt worden. Die zuge-

fiihrte kinetische Energic von Z v} wird daher auch

restlos wieder abgefiihrt. Zwischendurch findet eine
Energieumsetzung in Forméinderungsarbeit statt, die
im Augenblicke der gréSten Zusammendriickung eine
vollkommene ist (Abb. 39).

Um auch hier einige Beispiele anzuschlieBen, sei zunichst
eine Laufkatze vom Gewichte G betrachtet, die mit einer Ge-
schwindigkeit v, gegen die Pufferfedern einer Verladebriicke
prallt (Abb. 40). Die Tragfahigkeit der Federn sei P, der zu-
gehorige groBte Federweg h m/Feder. Wieviel Federn sind not-
wendig, um den StoB vollstindig aufzufangen?

Mit m = G[g, ¢ = Plnh, P = P folgt aus (19)

vg G Abb. 39.
T gk P

Ist beispielsweise G = 160 t, v, = 60 m/min = 1 mfsec, P = 10t und % = 0,45 m, so errech-
net sich # = 10,7. Es sind daher fiir jeden Briickentréger 5,35, d. h.sechs Federn notwendig.

w

*:}nr.s tH = =
0, ¥
oS s B
(WalE
--{:]'lti'rii
Abb. 40. Abb. 41.

Weiterhin sei nach der StoBkraft ;,,, P gefragt, die ein frei gelagerter Balken von der Lange!

crfihrt, wenn eine Last G aus der Hohe H mittig auf den Balken aufprallt (Abb. 41). Aus der
Durchbiegung f einer Einzellast P in Balkenmitte,

f=PB/48EI,
folgt zunichst die Federkonstante zu
¢= PJf =48 E IJI*.
Die Aufprallgeschwindigkeit v, ergibt sich aus der Energiegleichung. Aus
G v
g 2

GH= -

folgt v, = V2gH.
Man erhalt daher nach (19) fiir die StoBkraft . P

. -..1/G48EI 96GHEI
maxPZVngVg' ' =V I

Ist beispielsweise G = 1000 kg = 1,0 t, H = 1,0 m, Z = 10 m und handelt es sich um ein I A* 55
mit E = 2150000 kg/cm? = 21500000 t/m? und I = 99184 cm* = 0,00099184 m*, so folgt

96 - 1,0 - 1,0 - 21 500000 - 0,000 991 84
maxP =/

=452t.
1000

Die StoBbelastung ist also im vorliegenden Falle das 45fache der statischen Last.



18 II. Kréftelehre (Dynamik).

5. Die plotzliche oder schwingende Belastung.

Ein wichtiger Sonderfall des elastischen StoBes ist die plétzliche Belastung.
Der StoB entsteht hierbei dadurch, daB die Last nicht allméhlich in ihre statische
Gleichgewichtslage iibergefiihrt wird, sondern in diese gewissermaBen hineinfillt
(Abb. 42). Bezeichnet man die elastische Federung aus der Ruhelage mit s und bis
zur statischen Gleichgewichtslage mit s,, so ist

m = Glg; ¢ = Gfsq.
Ist P die zu einer Zwischenlage s gehorige Federkraft, so liefert die Energie-
gleichung, da P immer der Bewegung entgegenwirkt,

m

S
S (v?—2d) = Gs~Odes.

G .
Wird hierin v, =0, v = gtj und P =¢s = 73 eingesetzt, folgt

mn [ 1 s
== = 1 ——=——]).
‘Di__g VZgS 234)

Die Integratlon unter Beriticksichtigung der Rand-
bedingungen liefert

Abb. 42. e
(21) s =S, 1—cost]/r—),

So

Sy

d. h. eine harmonische Schwingung mit der Amplitude s, und der Kreisfrequenz
o =/ g[s,. Hieraus erhilt man die Federkraft

(22) P=cs=(}(1—costl/§>,
0,

und damit die StoBbelastung
(23) maxP =2 G.

Sonach kann ein Tragwerk durch plétzliche Belastung bis zu 100 % iiberlastet
werden. Wieweit man sich in Wirklichkeit diesem Grenzwert nidhert, hingt
einerseits von der Spannweite, andererseits von der Fahr-
zeuggeschwindigkeit ab. Bei Briicken wird der dynamischen
Zusatzbeanspruchung durch die sog. StoBziffer ¢ Rechnung
getragen, die zwischen 1,2 und 1,8 schwankt.

Fir manche Anwendungsfille sind auch noch Schwin-
gungsdauer und Frequenz der durch die plstzliche Belastung
hervorgerufenen Schwingung von Bedeutung. Hierfiir er-
hélt man aus (21)

PSR Y N V1 3

(24) T—Zn.‘/g, n_T—ZnVso'
Oft stellt die plotzlich aufgebrachte Belastung nur einen Teil der schwingenden
Last dar. Ist die erstere L, die letztere G + L, so lautet die Energiegleichung

(Abb. 43)

s
G+ L
Tae v = (G + L) (s — sp) —/Pds.
. sg
Mit
cz£=,{i= G+L und P =¢s
sg sl sg+sl

erhilt man

9 _ 1 8+3,
at 2g(s—sg)<1——?s+sl>.

Die Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen liefert

(25) ‘ S:sg+sl<1_COStV§ggTsl>'
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Hieraus folgt die Federkraft

P=c¢s=(G+1L) T 2—(1-fcost £ )=
s+slTs+sl : $€+Sl -

:G+L<1——cost“/» & ),
y ]

und damit die StoBkraft
(27) maxP =G + 2 L.
Ferner ergibt sich fiir Schwingungsdauer und Frequenz

s, 1 19/ &
_ g TS, 1
(28) T =2 n]/w,gi, no=q 2n1/ S

Im umgekehrten Falle einer plstzlich vorgenommenen Ewntlastung erhalt man
folgende Formeln:

(29) s Sg Fspcost ]/}i ;
(30) P=G-+L costV'f ; minP =G--L;
4

s,g,. 1 1 €
(31) T:=2n g’ n=r =57 s

Um ein Beispiel anzuschlieBen, mége noch die plétzliche Entleerung einer Betonkibelkatze
untersucht werden, die auf dem Tragseil einer Kabelkrananlage verfahren wird. Ist gemiB

(26)

- z -

26

Trrgririedt
W x
Y Abb. 44, B Abb. 45,

Abb. 44 I die Kabellange, H der Seilzug, » der Abstand der Katze vom linken Kabelturm, und
wird fiir die Schwingung das halbe Seilgewicht % ql zur Masse der Katze geschlagen, so folgt
bei gleichzeitiger Beriicksichtigung des Seilgewichtdurchhanges s

”.n"

- ! -

3

s 1 x(l— 1), x(l— x) v(l— 1)
= . = [T s — i . = L .
S=S, Sg+sl°°S‘ng+s‘,’ o=,y ST g G n IH

Nach Einsetzung der s-Werte und geeigneter Zusaminenfassung ergibt sich

_4x(l—w) G+ 1Lql ; ng
= s 4B ) (G Tanru= 9
SR V(Y] ’fﬁ’,,:")
glH (G-v ql)x(l~z

Istl —-150m, G :- 10¢t, L = 10 t, H = 120t, ¢ = 0,05 t/m, |} MCZR AR S so folgt inshesondere

4x ( 7 /228
§ = - 1— - ) 4,29 + 3,12 cost - — .
! ! 476(1 _ f) H

5

.8711.4x'1 EAN _42(.41:’ AW o4 +x1 x
it = 1077 (1 ) s am D e )
In Seilmitte (x = //2) ergeben sich demgemaB Durchgangsschwankungen von - 3,12 m, wenun
der Kiibel plotzlich entleert werden wiirde. Die Schwingungsdauer folgt zu

4 x ( 1 X\
i) ,
T=2n e 4,16]/‘&;’ (1 — ch ) sec.
Tragt man T als Funktion von z auf, so ergibt sich der in Abb. 45 wiedergegebene Verlauf. Je
mehr man sich den Kabeltiirmen nahert um so starker beginnt das Seil zu zittern. Dies kann sich

zuweilen recht nachteilig auf den Betonierbetrieb auswirken.
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6. Drall- und Momentbegriif. Impulsmomentensatz.

Das vektorielle Produkt rxmp =tx B eines Massenpunktes (Abb. 46) wird
als Drall oder Drehimpuls, dasjenige txmp = rx P als Drehmoment oder Moment
bezeichnet. Hierfiir seien die Abkiirzungen

{32) D =t1xmv =tx B (Drall, Drehimpuls, Impulsmoment),
(33) M=1rxmp =rxP (Moment, Drehmoment)

gewihlt. Differenziert man den Drall nach der Zeit, so folgt

% =‘;—:xmn -+ rxmj?:nxmn +rxmp =rxmp,
und bei Einfithrung des Momentbegriffes nach (33)
(34) dDjdt = M.
.3 Y Hieraus ergibt sich durch Integration der sog. Impuls-
< momentensatz

0 & .

Abb. 46. (35) Dy— D, = [ Mdt (Impulsmomentensatz).

A

Die Gleichungen (34) und (35) stimmen mit (13) und (14) in der Form véllig tiber-
ein. Man kann diese vier Gleichungen als die Grundlage der vektoriellen Mechanik
bezeichnen.

Bei stationdren Bewegungserscheinungen, wie bei Stromungen von Fliissig-
keiten und Gasen, wird das Impulsmoment gleich M (¢, —#,) und man erhélt mit

(36) Dy =1txmgo (sekundlicher Drall)

™~ den Impulsmomentensatz fiir stationire Bewegungen
\' (37) Dps— D5 = M
(Impulsmomentensatz fiir stationire Bewegungen).

Als Anwendungsbeispiel sei hier die Stréomung durch eine
Francis-Radialturbine betrachtet. Ein den Leitapparat verlassendes
Wasserteilchen flieBe dem Schaufelrade mit der Eintrittsgeschwindig-
keit v, zu. Nach Abzug der Umfangsgeschwindigkeit v, der Turbine
verbleibt die Relativgeschwindigkeit v e — Op mit der das Wasser-
teilchen auf die Schaufel auftrifft (Abb.47). Hierbei ist es sehr
wesentlich, da8 o e — Vs moglichst gut mit der Tangentenrichtung
Gor Schaufel {ibereinstimmt, da sonst StoBverluste in Erscheinung treten. Beim Durchstromen
des Schaufelrades wird die Relativgeschwindigkeit zufolge der Kriimmung der Schaufeln
bestandig abgelenkt, Die damit verbundenen Impulswirkungen ermoglichen die Abgabe der
Drehenergie an die Turbine. An der Austrittsstelle iiberlagert sich die relative Austritts-
geschwindigkeit » s — U; mit der Umfangsgeschwindigkeit 7 der Turbine zu der absoluten

Austrittsgeschwindigkeit v a (Abb. 47).

Wird nun (37) auf den betrachteten Stromfaden angewendet, so folgt fiir das an die Turbinen-
welle abgegebene Drehmoment

V.

r xm D, —T,xm, =M.
Dar, aX 0 und T X0, fiir alle der Turbine zustromenden Wasserteilchen gleich gro8 und gleich-

gerichtet sind, kann fiir mg die gesamte zustromende Wassermasse % Q eingefiihrt werden, und

man erhalt
_r0Q
=% (r‘xne - raxna)_
Tritt das Wasser radial aus dem Schaufelrade aus, was t 2 X0, =0 entspricht, so ist die
gesamte der Turbine zugeiithrte Drallenergie im Schaufelrade umgesetzt.
Durch Multiplikation von It mit der Winkelgeschwindigkeit w ergibt sich die an der Turbinen-
welle abziehbare Leistung

L=Mw= -ngm (TgXD, — L XD,
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B. Dynamik der Punkthaufenbewegung.
1. Dynamische Grundgleichungen.

FaBt man eine bestimmte Anzahl von Massenpunkten, die sich im allgemeinen
unabhingig voneinander bewegen kénnen, zu einem geschlossenen System zu-
sammen, so entsteht ein Massenpunkthaufen (Abb.48). Ein Beispiel hierfir
sind die die Sonnensysteme mit ihren Planeten und Monden.

An einem Punkthaufen unterscheidet man #uBere Krifte &, und gegen-
seitige oder innere Krifte ®;. Betrachtet man beispielsweise die Schwingungs-
bewegung eines Fachwerktragers, der gemaB Abb. 49 als Punkthaufen aufgefaBt
werden kann, so sind die gegenseitigen oder inneren Krifte die Stabkrafte. An
jedem Massenpunkt sei P, die Resultierende der auBeren, P; die der gegenseitigen
Krifte.

Durch Uberlagerung der an jedem Massenpunkt vorhandenen Einzelwirkungen
ergeben sich die dynamischen Grundgleichungen des Punkthaufens. Hierbei

Abb. 48. Abb. 49. 4 Abb. 50.

treten die inneren Krafte nicht in Erscheinung, da sie sich gegenseitig ausléschen.
Man erhilt zunichst die Gleichungsketten (Abb. 50)

N -~y O d ax ax
0 N w0 X a X X d bz v,

dXtxmv _ 4XD

(39) D'ex(Ba+Bi) = DrxBg = N0 = Mexmp = T =

und hieraus insbesondere

2
D) -
(40) Sw @ - \ P, = 745}3; /\1[ Padi= =(B, ) (Impulssatz des
1

Punkthaufens):
L (Impulsmomen-
(41) 2.‘ iUt:_l‘ My = ’di,‘b‘; Z/ My dt= Z(D,— D) tensatz des
[ Punkthaufens).

In der Energiegleichung fallen die inneren Krifte naturgemiB nicht heraus
und es folgt

(Energiegleichung des

T,
Wl N M o . 9
(42) .l. rf (Ba +Bi)dr ;..\_. 2 (@3 —2}) Punkthaufens).
1

2. Prinzip der virtuellen Verriickungen; Arbeitsgleichungen.

Ein Massenpunkthaufen befinde sich im Zustande voélliger Ruhe; dann miissen
sich an jedem Massenpunkte P, und P; das Gleichgewicht halten, d. h. P, + PB;
null sein. Betrachtet man nun einen zweiten derartigen Gleichgewichtszustand
B4 + PB;, unter dessen Wirkung alle Massenpunkte eine im Verhiltnis zu ihren
Abstédnden sehr kleine Verriickung 4 r erfahren — z. B. eine solche durch elastische
Verformungen —, so leistet der Ausgangsgleichgewichtszustand bei der Verriickung
41 Arbeit. Erfolgt die Verriickung durch den zweiten Gleichgewichtszustand so,
daB nach Erreichen von 4r der Massenpunkthaufen sich wieder im Zustande
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der Ruhe befindet — im Falle elastischer Verformungen bedingt dies ein allmih-
liches Aufbringen der Last —, so geht (42) mitty, —1t; = 47 und wegen v, = v; =0
iber in

(43) Z(Pa+ B 4T =0.

Da der zweite Gleichgewichtszustand und die zugehérige Verriickung meist
nur ein gedachter, d. h.lediglich in der Vorstellung bestehender Zustand ist,
nennt man 4t eine ,,scheinbare** oder ,,virtuelle’ Verriickung. Demgema8 wird
die Gedankenfolge, die zu (43) gefiihrt hat, als ,,Prinzip der virtuellen Verriik-
kungen‘‘ bezeichnet.

Die Gl. (43) heiBt die ,,Arbeitsgleichung* und wird gewohnlich in der Form

(44) T Py47T =— Z P; AT (Arbeitsgleichung bei virtueller Verriickung)

geschrieben. Sie besagt, daB die Arbeit der duBeren Krifte bei einer virtuellen
Verriickung gleich der negativen Arbeit der gegenseitigen (inneren) Krifte ist.
Zu dem grundsitzlich gleichen Ergebnis gelangt man, wenn der Ausgangs-
zustand als ,,gedacht oder ,,virtuell“ betrachtet wird, und die Verriickung,
d. h. der zweite Gleichgewichtszustand eine Wirk-
lichkeitsgrofe darstellt. Man spricht dann vom
a ,, Prinzip der virtuellen Belastung. In diesem

Falle lautet die Arbeitsgleichung

P o m (45) 25]—3—“AI=—2§B_,'AIS
f Abb. 51. (Arbeitsgleichung bei virtueller Belastung).

Um ein Anwendungsbeispiel anzuschlieBen, sei nach
der Durchsenkung f des Auslegerendes einer Drehkran-
verladebriicke gefragt, wenn der Drehkran in ungiinstig-

b ster Endstellung auf dem Ausleger steht (Abb. 51). Man
N/ wird in diesem Falle das Prinzip der virtuellen Belastung

anwenden und letztere gemiB Abb. 52 wihlen.

Da die Stiitzkrifte keine Verschiebungen 4 t erfahren,

7¢ Abb 52. ist die gesamte in (45) eingehende #uBere Arbeit

IPgdt=1-f=H1.
Die innere Arbeit besteht hier in der Arbeit der Stabkrifte. Werden diese immer paarweise
zusammengefaBt, so folgt, da die Stabkraft S stets der Stabverformung 4s entgegenwirkt,
—EP,;d4r=+XS4s.
Ferner liefert das Hookesche Gesetz
As = Ss|E F (s Stablinge, F Stabquerschnitt, E Elastizititsmodul).
Damit ergibt sich

5Ss

EF

Die Summation ist iiber samtliche Stabe zu erstrecken, wobei fiir S die Stabkrifte des virtuellen,
fiir S die des tatsichlichen Belastungszustandes einzusetzen sind.

f=

3. Einfiihrung des Massenmittelpunktes (Schwerpunktes).

Wird mit M = Zm die Gesamtmasse des Systems bezeichnet, so nennt man
denjenigen Punkt rps des Raumes (Abb. 53), welcher der Gleichung

(46) Mty = Tmr (Massenmittelpunkt, Schwerpunkt)
oder den Komponentengleichungen

_ _ _ (Massenmittelpunkt,
(47) Mripp= Zmry, Mropyp= Zmry, Mrypy = Zmrg Schwerpunkt)

geniigt, den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt. Aus (46) folgt

drpyr
(48) ar ~ Moy = Tmo—I3; (Massenmittelpunkt,
doyr ° iz®s Schwerpunkt).

1WA—H— :M:pM=£m—d\ =
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Wird (40) in (48) beriicksichtigt, ergibt sich
(49) P =P, = Mppy (Massenmittelpunkt, Schwerpunkt).

Nach (49) bewegt sich der Schwerpunkt eines Punkthaufens so, als wiren alle
Krifte und die gesamte Masse in ihm vereinigt.

Ist TP = 0, d.h. heben sich die Kraftwirkungen innerhalb eines Punkthaufens
auf, so bewegt sich der Massenmittelpunkt stets mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit, wie auch die Bewegungen der Massenpunkte im einzelnen sein mégen.

Ist £ B = 0 und verharrt der Massenmittelpunkt in einem bestimmten Augen-
blick in Ruhe, so verbleibt er dauernd in Ruhe.

Wird z. B. in dem Fachwerttriger von Abb. 49 zu einem gewissen Zeitpunkt £,
cine Schwingung ohne &duBlere Krafte P,, d. h.lediglich durch Stabkrifte $;
ausgelost, so verbleibt der Massenmittelpunkt in Ruhe, da
P, =0Oundvy =0 fir ¢ =14, ist. Der Massenmittelpunkt
des schwingenden Systems bleibt also immer der gleiche, in
welcher Schwingungsphase man sich auch befinden mége.

Bezeichnet r den Ortsvektor in bezug auf den Schwerpunkt,
so ergibt sich (Abb. 53)

(50) r=r1p) + .
DemgemaB spaltet sich ein Moment in
M =rxP =1yxP +1rxP, AbD. 53.

und man erhdlt bei Bertcksichtigung von (49)
IM=tyxZI P+ ZrxP =ryxMppy + ZrxP =My + TN
In entsprechender Weise folgt fiir das Impulsmoment bei Beriicksichtigung von (48)
ZD=ryx2mo 4+ Trxmo =ty xMoy + Trxmo =Dy + ZD.
Fiihrt man die Aufspaltungen in (41) ein, ergibt sich

Dy | dazd
at Tat

Da fiir die im Massenmittelpunkte vereinigt gedachte Gesamtmasse der Impuls-
momentensatz der Punktbewegung gilt, spaltet sich (51) in

a
(51) Dy + N m—

iD fa (Impulsmomentensatz
(52) My = -»#; / Mpyrdt="Dypyr— Dy der im Schwerpunkt
IS vereinigten Gesamtmasse).

a4z h - . 7 (Impulsmomentensatz
(53) X m= 22 fZ mdt - ¥ (D,— D) in bezug auf den sich
I bewegenden Schwerpunkt).

1

Weiterhin folgt aus (50) durch Differentiation
(54) D =Dp 4-D; MO =moy + Mo,
und durch Summierung uber alle Impulse
(55) Twmo — Moy + Zmo.
Andererseits ist nach der ersten der Gl. (48)

ITmo = Moy,

so daB sich ergibt

(Impulssatz in bezug auf den sich
bewegenden Schwerpunkt).

Unter Beachtung von (54) und (56) 146t sich die rechte Seite von (42) in der Form

(56) Zmop =28 =0

Yy m m o :  mo, _,
N o = N i)+ Y (B — ) =
M ; Y m 5
= - (im—vim) + 3 , (B—7)
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schreiben, wihrend die linke Seite mit (50) in

stna+%n,)dr—2f (Ba + B dry + T[%wx,

t‘M
rzM

—f(Z*Ba)drM+Z/ T+ Bi) dt

i
iibergeht. Man erhilt daher

Tepr

f(Z*Ba)drMJrZ/ T + B dr =

M ,
=5 (Bm—vim) +Z (v§—

Da fiir die im Schwerpunkt vereinigt gedachte Gesamtmasse die Energie-
gleichung der Punktbewegung gilt, spaltet sich (57) auf in

(57)

Tops
(58) / (2 !Ba) drpyr = — (vg M —viy) (Energiesatz fiir den Schwerpunkt).

Tigr
(Energiesatz fir die

T2 .
(59) Z / (P + Bs) dr = Z% (v3—77?) Relativbewegung um den sich
T bewegenden Schwerpunkt).

4. Der verlustireie ZusammenstoB.

In dem Sonderfalle, wo £ P =0 und XM = 0 sind, sprechen die Glei-
chungen (40) und (41) die Sitze von der Erhaltung des System-Impulses und des

S S oy

Abb. 54,

System-Dralles aus. Diese bilden zusammen mit dem Satze von der Erhaltung
der Energie eine wichtige Grundlage fir die Losung zahlreicher dynamischer
Aufgaben.

Handelt es sich z. B. um den verlustfreien Zusammensto8 zweier Fahrzeuge
auf gerader Bahn (Abb. 54), so bestehen zwischen den Geschwindigkeiten v,
und v, bzw. »;” und v,” vor bzw. nach dem ZusammenstoB die folgenden Be-
ziehungen

M)+ MyVy = m, 0] + myvy (Erhaltung der Impulse);

% v} + % V3 = —”;—‘ v+ % v;2  (Erhaltung der Energie).
Die Auflésung liefert
(60) o =TT My, 2 vy vl =Ty 4 2M

my+my T my + mg 2 my+m,y
5. Ubergang zum kontinuierlichen Punkthaufen.

Handelt es sich um einen kontinuierlichen Punkthaufen, wie im Falle einer
stromenden Fliissigkeit oder eines schwingenden Kérpers, so gehen die Summen
in Integrale iiber. Werden auf die Raumeinheit bezogene Vektoren durch Sterne
gekennzeichnet, ergibt sich:
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(61) fsna,dv ;»v——f%*dV (/V)[tzipadth /(B*~ B%) 41" (Impulssatz);

") P V) (V) t, (Impuls-
(62) /sm’;,dV: < / D*AV; ff mﬁmV:/ (D¥ — D¥)dl”  momenten-
4 satz);
(V) 1s )
(63) / j (B +BHdrdV = / (V3 —v3) dV  (Energiesatz).
Iy
" . i (L . . L. -
(64) [ Bz 4rdV = — [ P ArdV (Arbeitsgleichung bei virtueller Verriickung);
w, ), o o
(65) [ Bg 4vdV = — [ B ArdV (Arbeitsgleichung bei virtueller Belastung).
V) v)

(66) M:/ZdV; q;M:j PEAV; My — tarxByr; Dy = tarx By -

(V) )
(67)MrM:/erdV; Moy — %M:/—Z—ndV; MpMszM:—/’g’pdV.

a By (Impulssatz des

(68) By = Mep =~y 5 /sBM at = By — By Schwerpunktes);
(Impuls-

(69) My = Mrpyxppy = dt -3 / Mpg dt = Dypp — Dyp Momentensatz des

Schwerpunktes).

V)
(70) [ B*dV =0 (Impulssatz in bezug auf den sich bewegenden Schwerpunkt).

V) (V).
(71) Mp = [ 1xP*dV = [ M*dV (Abkirzung).
) t W) (Impulsmomenten-
d = ~ satz in bezug auf
_ & * 4V - ¥ __ ¥
(72)  Mp = at / *av; [ Mp dt / D3 o) av den sich bewegenden
ty Schwerpunkt).
Tapp
(73) / Pydry= g{ (v3pr — v3p)  (Energiesatz des Schwerpunktes);
Tipg
V)1, ¢ (Energiesatz der Relativ-

(74) [/ (BE + pHyde dV = / Y_ (9§ — %) dV bewegung um den sich be-
2g 72
. wegenden Schwerpunkt).
1

C. Dynamik des starren Korpers.

1. Dynamische Grundgleichungen.

Der starre Korper stellt den einfachsten Sonderfall des kontinuierlichen Punkt-
haufens dar. Die Gl. (61) bis (74) bilden daher auch den Ausgangspunkt der
Dynamik des starren Korpers. Die Grundgleichungen (68) und (69) der Schwer-
punktsbewegung konnen unmittelbar ibernommen werden. Sie lauten etwas
ausfithrlicher geschrieben:
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dMv a8
M_""M,
P =Mooy =5 = 45
(75) t,
f Bm dt =M (v, —v1p) = Bopyr — By (Schwerpunkt-Bewegung).
t

d(vyyxMoy) 4Dy
Py =xpx By = == =57
(76) t,
S WMppdt = M (typrx0apg — t1pg x01pg) = Doy — Dapr -

Die Gl. (70), nach welcher die Resultierende der Impulse der Relativbewegung
um eine Schwerachse verschwindet, gilt selbstverstindlich auch hier.

(V)_
(77) [ B*dV =o.

Um den Drall der Drehbewegung um eine Schwer-
achse b ausdriicken zu konnen, muB Gl. I, 73 be-
riicksichtigt werden, nach der

(78) D =d1/dt = wbxT
ist. Wird der resultierende Drall um b gemil
Abb. 55. V_
* (79) Dp = [ D*¥dV

abgekiirzt, so folgt mit (78), wenn 1 den Winkel zwischen T und d bezeichnet
(Abb. 55),

(2] V) )
(80) i)D:/%i‘x(wbxf)dV:wb -g—r’sinzde—i-w/—:nrzsintpcostpdV.

In dem zweiten Integral von (80) stellt n den Normalenvektor des durch t
bestimmten Drehkreises senkrecht zur b-Achse dar (Abb. 55a). Da dieses In-
tegral im allgemeinen nicht verschwindet, weichen Drallrichtung und Dreh-
richtung gewohnlich voneinander ab. Man bezeichnet:
< (V)

\ (81) » / Y 42 sin? padV =3y =>bIp (Trigheitsmomenten-
R LN € vektor),

\
9 )
@—’ (82) / 7

Z
17

Y aaas
|\ ! " #¥sin g cosydV = Gp (Deviationsmomenten-
\\ ,I oder Zentrifugalmomentenvektor).
/
s ; i ; : 7
Abb. 354, Mit (81) und (82) schreibt sich (80) in der Form
(83) DPp = (% +C) = o(dbIp + Cp).

Das Deviationsmoment |€p| verschwindet bei jedem starren Kérper fiir drei
aufeinander senkrecht stehende Drehachsen, die als Hauptachsen bezeichnet
werden. Verfiigt der Kérper iiber Symmetrieebenen, so stehen die Hauptachsen-
richtungen auf diesen senkrecht. Die zu den Hauptachsen gehérigen Trigheits-
momente heiBen Haupttrigheitsmomente.

(84) Pp = 03 = wdl (fir Haupttrigheits- oder Hauptachsen).

Sind die Hauptachsen eines Kérpers bekannt, so 1aBt sich die Berechnung
der Deviationsmomente umgehen, indem alle Vektoren nach den Hauptachsen
aufgespalten werden.

(85) {QDZQD,-}-DD,-}-DD,:wﬂ:wlﬂl-{-wzﬁz—{A w3 I3 =
=odl = o b} + 0,1, + w3014
(86) Dp, = 0,9, = w; d, I DD, = w0y Ty = wy by Iy; DD, = w3 T3 = wy g I.
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Mit (79) lautet die den Impulsmomentensatz der Drehbewegung aussprechende
Gl (72)

de

(87) mp = f Mp dt = Dup— Dy
129

Es verbleibt nun noch die Umschreibung der Energiesitze. Der Energiesatz
(73) der Schwerpunktbewegung kann unmittelbar bernommen werden.

17592
M, ., 9
(88) f P dry =", (03y — vim).
Tipr

Fiir die Drehwucht oder kinetische Drehenergie — rechte Seite von (74) —-

ergibt sich nach Einfithren von (78) und bei Beriicksichtigung von (81)

) )
/; (13— v7)aV = wg—w*f)/ (bxT)2dl =
(89) £ "
= (a3 )/ Asinty aV=1 Iy (03— 3).
Damit folgt fiir den Energiesatz q
der Drehbewegung %
(V) 1, ) \ Vd dp drAd
J Lt wtyacary = A% P 3
90 T
(50) aufg;ewandte Dreharbeit == 0 &S

Y Io (0f — of).

Um ein Anwendungsbeispiel fiir den
Drallsatz (87) anzuschlieBen, sei das Abb. 56.
unter I, B, 3 behandelte Beispiel nochmals
aufgegriffen und nach dem Drehmoment
gefragt, das der Drall eines Laufrades in einem eine Kurve durchfahrenden Fahrzeuge hervor-
ruft (vgl. hierzu Abb. 56).
Da die Drehachse des Laufrades eine Hauptachse ist, folgt zunichst aus (84)

Dp=owbdly,
und mit w = "M/Ra ,
v
M ‘D
DD =D fAR—a-~

Hieraus ergibt sich nach (87), wenn op die Winkelgeschwindigkeit des Fahrzeuges bezeichnet,

db UG TN T T ' )
7, F 7, R 7, Rr

Mp =
Wird Iy auf den Laufradkranz beschrinkt, erhalt man
Iy = Z Vr;ln (V = Laufkranzvolumen)
und damit 0
My =t ;’ v v_]g%"
In Anwendung auf das oben gewahlte Zahlenbeispiel mit vy, = 27,7 msec—*, R = 500 m, 7, =
0,9 7, folgt

Y -
SJZD =1 g Vra- 1,25 = 0,127 Gra t.
Wollte man wie frither von der Coriolisbeschleunigung ausgehen, so ergibe sich (Abb. 19)

7V,

T = 027G
¢ 2 777, 0,127 Gr, t,

v
Mp =t A Zn/ Py ity singde =

d. h, derselbe Wert.
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Weiterhin sei eine Drehlaufkatze betrachtet (Abb. 57), die sich mit der Winkelgeschwindig-
keit , um ihre symmetrisch gelegene Achse dreht und mit voller Wucht gegen die Puffer fahrt.
Um zunachst das Trigheitsmoment zu berechnen, denkt man sich das Briickengewicht gleich-
miBig iiber die Lange L = 2 R verteilt. Wird die meist geringe Seitenausdehnung des Tragers
unberiicksichtigt gelassen, so folgt

=%
Sind die Federn um das MaB s = R (qu —@ e) eingedriickt, so lautet die Energiegleichung (90)
s
I, 0 9
2/Pds=5(we—w).

Nunist P=c¢s =¢R (qp — (pe); ds = Rd @, so daB sich ergibt
(o—e)

I ({5 (d@ 2)
2 oR‘(qp—qpe)dcp~—2—(mg—(E) =
0 GR: [ » (d¢
T (‘"‘ (a) ) :
Abb. 57. lDie Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
iefert

p=9,+ V sin ¢ V6gc
und damit -
G Ge
max? = ¢, T 0, |/6_gc’ maxP=‘R(max¢~%)=R"’e-l/;g'

2. Das Gleichgewicht.

Man bezeichnet einen starren Korper als ,,im Gleichgewicht befindlich*, wenn
die Summe aller Krifte und Momente fiir einen beliebigen Bezugspunkt ver-
schwindet. Die entsprechenden Bedingungsgleichungen lauten, unter Einschaltung
des Schwerpunktes,

TP = =
(91) { B =By =0 } Gleichgewichtsbedingungen.
ZexP =rxPy + Mp =0
=0
(92) el } Gleichgewichtsbedingungen.
Mp =0

Wird ein Vektorkreuz i,, i,, i; als Bezugssystem eingefiihrt und werden @
und r in diesem gemiB

P =i Py + 1 Py +is P,
t=4% + 1y + 12
ausgedriickt (Abb. 58), so zerfillt (91) in die 6 Koordinatengleichungen

93) } (iyie = fgls = igiy = 0)

IP,=0
(94) ZPy=0 (Kraftegleichgewicht);
TP, =

Z(yP,—zPy) =0
(95) Z(zPy— x P;) =0 = (Momentengleichgewicht).
I(xPy—yPy) =
Der den Gleichgewichtsbedingungen entsprechende Bewegungszustand des
starren Korpers heiBt Gleichgewichtszustand. Aus (92) folgt in Verbindung mit
(75) und (87) zunichst

By (B) = By (%)
6

09 { o () = o )
d. h. die Sitze von der Erhaltung des Massenmittelpunktimpulses und des auf die
Drehung um den Schwerpunkt bezogenen Drallimpulses. Der erstere bedingt eine

(Gleichgewicht-Zustandsgleichungen),
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gleichbleibende Geschwindigkeit des Schwerpunktes, der letztere eine Drehung
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine der drei Hauptachsen, denn
der Drallvektor wiirde bei der Drehung des Koérpers um eine beliebige Schwer-
punktsachse zwar seine GréBe, aber nicht die Richtung beibehalten, da seine Bahn
ein Kegel wire. Demgema8 1aBt sich (96) auch in
der Form schreiben

b ay
(97) oy (8) = oy (f); - 24 B
wp () = wp (f,) (d Hauptachse) 5z {P
(Gleichgewichts-Zustandsgleichungen) o 2o
7'T|
Nach I, B, 1 ist die gleichzeitige Verschiebung : -
und Drehung eines Korpers einer Schraubung 2R

gleichwertig. Der Gleichgewichtszustand stellt da-
her im allgemeinsten Falle eine Schraubung mit /
gleichbleibender Geschwindigkeit um eine den drei /4
Hauptachsen parallele Achse dar.

Sonderfille des Gleichgewichts sind eine Verschiebung mit gleichbleibender
Geschwindigkeit oder einc Drehung mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit
um eine den Hauptachsen parallele Achse. Eine Ausartung von beiden ist der
Zustand der Ruhe.

Abb. 58.

3. Die Trigheits-Gegenwirkungen.

Fiir die Bewegung eines starren Korpers auf geradliniger Bahn ist nach (75)
eine Kraft p = M p erforderlich. Man kann diesen Tatbestand auch so ausdriicken,
daB, um M mit der Beschleunigung p zu bewegen, ein Widerstand in Hoéhe von
¥ = — mp liberwunden werden muB, der zwar duBerlich nicht sichtbar ist, aber
in dem allgemeinen, schon von NEwToN ausgesprochenen Erfahrungsgesetz

actio == reactio
begriindet liegt. Im vorliegenden Falle wird die Gegenwirkung als Tragheitskraft
bezeichnet.
(98) T = —myp (Trigheitskraft).

Bewegt sich der Koérper auf gekriimmter Bahn, so tritt zu der in die Bahn-
richtung fallenden Beschleunigung p; noch die Kriimmung erzwingende Normal-
oder Zentripetalbeschleunigung py hinzu. Durch Multiplikation mit der Massc
ergeben sich hieraus die Bahnkraft $; = M p; und die Zentripetalkraft Bn = Mpn.
Die zugehorigen Trigheitsgegenwirkungen werden als Bahn-Tréigheitskraft und
Zentrifugalkraft
(99) Ty =—Mp; Ty =-—Mpn
bezeichnet.

Handelt es sich schlieBlich um eine Relativbewegung, so setzt sich die Be-
schleunigung nach I (78) aus Fiihrungs-, Coriolis- und Relativbeschleunigung
zusammen, woraus durch Multiplikation mit der Masse die entsprechenden Krafte
folgen. Die Trigheitsgegenkrifte sind
(100) I =—Mpp; Ic=—Mvpc; Ig=—Mpg.

In dhnlicher Weise kann man bei der Drehbewegung von Tragheits-Gegen-
momenten usw. sprechen, worauf weiter einzugehen sich eriibrigt.

4. Das dynamische Gleichgewicht. D’ALEMBERT’sches Prinzip.

Durch Heranziehung der Trigheitsgegenwirkungen lassen sich die dynamischen
Grundgleichungen auch in der Form von Gleichgewichtsbedingungen schreiben

e a%B
ZP— dtM =u By — dtM =
(101) d bzw.
Dy + D aD ad
s M) My +Mp— MRy

at dt at
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Die Gl. (101) gestatten, dynamische Problemstellungen auf statische zuriick-
zufiihren, wodurch die Losung vieler Aufgaben, wie Bestimmung von Reaktions-
kriften, Gelenkdrucken u. dgl. ungemein erleichtert wird. Die statische Behand-
lung dynamischer Probleme wird als
,»D’ALEMBERTsches Prinzip* bezeichnet.

Um ein Beispiel anzuschlieBen, sei ein ein-

ziehbarer Kranausleger (Abb. 59) betrachtet, der
wahrend des Einziehens durch ReiBen der Em—

g ziehseile in seine Ausgangsglemhgewnchtslage zZu-
m V riickschnellt. Ist &, die Fallhohe im Augenblicke
NAINAINAIN des ReiBens, kb die Fallhohe in irgendeiner Zwi-
schenlage, a der Schwerpunktsabstand zum Dreh-
punkt und @ die Winkelgeschwindigkeit, so liefert
zunichst die Energiegleichung
G(ho—h)= Mtz”w‘+1Im?ﬁﬂ(Mag+I)w2
Hieraus folgt

Abb. 59. w=1/2C —h

Ma*+1°

Weiterhin ergibt sich durch Differentiation der Energiegleichung

dah
—G————(Ma2+I)a)a)
Nun ist nach Abb. 59
ah deo
hy— b = — ;o Sr = —asing . = — i
o a (cos gy — cos ¢); it asin @ @t awsing.

Damit sind Winkelgeschwindigkeit und

T 3 Man erhilt daher
D D . Gasin ¢
— —-30 3 3 CEMaETT
\1®

[ ® Winkelbeschleunigung der Drehbewegung
? bekannt.
Abb. 60. &P Abb. 61. Abb. 62. Da Geschwindigkeit und Beschleuni-

gung vom Auslegerdrehpunkt aus linear

zunehmen, liegt bei Annahme gleichméaBiger
Massenverteilung der Angriffspunkt der resultierenden Trigheitskraft im vorderen Drittelpunkt
der Auslegerschwerlinie (Abb. 60). Die Bahnkomponente ist

G
I =—1 I wa,

die Zentrifugalkomponente

G

ITy=—1n ?wz a
Thre Resultierende ¥ 148t sich mitdem Eigengewicht G zu einer Gesamtresultierenden vereinigen
die gemiB Abb.61 von Hangestange und Drehpunkt aufgenommen wird. Das zugehérige geschlos-
sene Krafteck des dynamischen Gleichgewichtszustandes ist aus Abb. 62 ersichtlich.
Da es sich im vorliegenden Falle um eine plétzlich in Erscheinung tretende Belastung von

Hangestange und Briickenhaupttriger handelt, sind gemiB 11, a, 5 die aus dem dynamischen

Gleichgewichtszustande sich ergebenden Stabkrifte zwecks Erfassung der GroStbeanspruchung
zu verdoppeln.
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