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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch behandelt die theoretische Logik (auch
mathematische Logik, Logikkalkiil oder Algebra der Logik genannt)
in einer Form, wie ich sie in meinen Universititsvorlesungen iiber die
Prinzipienfragen in der Mathematik (Prinzipien der Mathematik, Winter-
semester 1917/18; Logikkalkiil, Wintersemester 1920; Grundlagen der
Mathematik, Wintersemester 1921/22) entwickelt und verwendet habe.
Bei der Vorbereitung der genannten Vorlesungen bin ich von meinem
Kollegen P. BERNAYS wesentlich unterstiitzt und beraten worden; der-
selbe hat diese Vorlesungen auch aufs sorgfiltigste ausgearbeitet. — Unter
Benutzung und Erginzung des so entstandenen Materials hat W. ACKER-
MANN, ein Schiiler von mir, der sich inzwischen durch selbstindige,
bedeutende Arbeiten auf dem Gebiete der Grundlagen der Mathematik
hervorgetan hat, die vorliegende Gliederung und definitive Darstellung
des Gesamtstoffes durchgefiihrt.

Das Buch soll zugleich zur Vorbereitung und Erleichterung des
Verstindnisses fiir ein weiteres Buch dienen, das P. BERNAYsS und ich
demnéchst herausgeben wollen und das die Grundlagen der Mathematik
nach derjenigen Methode behandelt, wie ich sie ebenfalls unter tétigster
Mitwirkung von P. BERNAYS in einer Reihe von Abhandlungen (Neu-
begriindung der Mathematik, Abhandlungen des mathematischen Semi-
nars der Hamburgischen Universitit, Bd. 1, S. 157. 1922; Die logischen
Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. Bd. 88, S.151. 1922; Uber
das Unendliche, Math. Ann. Bd. 95, S.161. 1925) dargestellt habe.

Gottingen, den 16. Januar 1928.

Hilbert.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Bei der zweiten Auflage der ,,Grundziige der theoretischen Logik‘
sind Aufbau und Gang der ersten Auflage durchweg beibehalten. Die
in der Zwischenzeit erzielten wissenschaftlichen Fortschritte machten
aber eine genaue Durchsicht und die Anbringung verschiedener Ver-
besserungen und Zusitze erforderlich, ohne daBl der dem Buch gesteckte
Rahmen dabei iiberschritten wurde.

Wesentlich unverindert geblieben sind das I. und II. Kapitel, abge-
sehen von einer kurzen Beriicksichtigung der neueren Forschungen zur
Axiomatik des Aussagenkalkiils im I. Kapitel. Von einem Ausbau der
Darstellung des Klassenkalkiils im II. Kapitel, der an und fiir sich
wiinschenswert gewesen wire, wurde noch abgesehen, da dieser Kalkiil
im Gesamtaufbau des Buches doch eine isolierte Stellung einnimmt.
Im III. Kapitel ist vor allem die Fassung der Ableitungsregeln fiir den
Pridikatenkalkiil, deren bisherige Formulierung nicht genau genug war,
verbessert worden. Beweise fiir die Unabhingigkeit und Vollstandigkeit
des dort benutzten Axiomensystems wurden neu aufgenommen, der
Abschnitt iiber das Entscheidungsproblem durch Beriicksichtigung
neuerer Ergebnisse erginzt. Das IV. Kapitel konnte insofern eine
Kiirzung erfahren, als ein Eingehen auf die verzweigte Typentheorie
von RUssELL und WHITEHEAD nicht mehr nétig war, nachdem diese
ziemlich allgemein aufgegeben worden ist. Dafiir hat der Aufbau des
Pridikatenkalkiils der zweiten Stufe und des Stufenkalkiils iiberhaupt
eine wesentliche Verbesserung und Abrundung erfahren.

Die Terminologie wurden den ,,Grundlagen der Mathematik’ von
HiLBerT und BERNAYS angepaBt. So ist z. B. der Ausdruck ,Funk-
tionenkalkiil*“ iiberall durch ,,Pridikatenkalkiil’“ ersetzt worden. Die
Ausdriicke ,,logische Summe und ,1logisches Produkt” sind, dem
allgemeinen logistischen Sprachgebrauch entsprechend, iiberall in ,,Kon-
junktion. und ,,Disjunktion“ verdndert worden.

Herrn P. BErRNAYS-Ziirich, der auch die Fahnenkorrektur gelesen
hat, bin ich fiir zahlreiche Ratschlige besonders verpflichtet. Ver-
schiedene Anregungen und Hinweise verdanke ich auch den Herren
G. GENTZEN-G6ttingen, der auch das Manuskript durchgesehen hat,
ARNOLD ScHMIDT-Marburg und H. ScHorz-Miinster. Ihnen allen gilt
mein herzlichster Dank.

Burgsteinfurt, im November 1937.
W. Ackermann.
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Einleitung.

Die theoretische Logik, auch mathematische oder symbolische Logik
genannt, ist eine Ausdehnung der formalen Methode der Mathematik
auf das Gebiet der Logik. Sie wendet fiir die Logik eine dhnliche Formel-
sprache an, wie sie zum Ausdruck mathematischer Beziehungen schon
seit langem gebrduchlich ist. In der Mathematik wiirde es heute als
eine Utopie gelten, wollte man beim Aufbau einer mathematischen
Disziplin sich nur der gewdhnlichen Sprache bedienen. Die groBen
Fortschritte, die in der Mathematik, z. B. in der Algebra, seit der Antike
gemacht. worden sind, sind zum wesentlichen Teil mit dadurch bedingt,
daB es gelang, einen brauchbaren und leistungsfihigen Formalismus
zu finden. — Was durch die Formelsprache in der Mathematik erreicht
wird, das soll auch in der theoretischen Logik durch diese erzielt werden,
namlich eine exakte, wissenschaftliche Behandlung ihres Gegenstandes.
Die logischen Sachverhalte, die zwischen Urteilen, Begriffen usw. be-
stehen, finden ihre Darstellung durch Formeln, deren Interpretation
frei ist von den Unklarheiten, die beim sprachlichen Ausdruck leicht
auftreten kénnen. Der Ubergang zZu loglschen Folgerungen, wie er durch
das SchlieBen geschieht, wird in seine letzten Elemente zerlegt und
erscheint als formale Umgestaltung der Ausgangsformeln nach gewissen
Regeln, die den Rechenregeln in der Algebra analog sind; das logische
Denken findet sein Abbild in einem Logikkalkiil. Dieser Kalkiil macht
die erfolgreiche Inangriffnahme von Problemen méglich, bei denen das
rein inhaltliche, logische Denken prinzipiell versagt. Zu diesen gehért
z. B. die Frage, wie man die Sitze charakterisieren kann, die aus gegebenen
Voraussetzungen iiberhaupt gefolgert werden kénnen. — Eine besondere
Bedeutung hat der Logikkalkiil in den letzten Jahrzehnten noch be-
kommen, indem er sich zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel der mathe-
matischen Grundlagenforschung entwickelt hat.

Die Idee einer mathematischen Logik wurde zuerst von LEIBNIZ
in klarer Form gefaBt. Die ersten Ergebnisse erzielten A. DE MORGAN
(1806—1876) und G. BooLE (1815—1864). Auf BOOLE geht die gesamte
spitere Entwicklung zuriick. Unter seinen Nachfolgern bereicherten
W. S. Jevons (1835—1882) und vor allem C.S. PEIRCE (1839—1914)
die junge Wissenschaft. Die verschiedenen Resultate seiner Vorgianger
wurden systematisch ausgebaut und vervollstindigt von ERNST SCHRODER
in seinen ,,Vorlesungen iiber die Algebra der Logik‘‘ (1890—1895), die
einen gewissen AbschluB der von BooLE ausgehenden Entwicklungsreihe
darstellen.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

Teilweise unabhingig von der Entwicklung der Boole- Schréder-
schen Algebra erfuhr die logische Symbolik neue Anregung durch die
Bediirfnisse der Mathematik nach exakter Grundlegung und strenger
axiomatischer Behandlung. G. FReGE verdffentlichte seine , Begriffs-
schrift” (1879) und seine ,,Grundgesetze der Arithmetik* (1893—1903).
G. PEANO und seine Mitarbeiter begannen 1894 mit der Herausgabe
des ,,Formulaire de Mathématiques”, in dem alle mathematischen
Disziplinen im Logikkalkiil dargestellt werden sollten. Das Erscheinen
der ,,Prinzipia mathematica’ (1910—1913) von A. N. WHITEHEAD und
B. RusseLL bildet einen Hohepunkt dieser Entwicklung. — In jiingster
Zeit hat HILBERT in einer Reihe von Abhandlungen und Universitits-
vorlesungen den Logikkalkiill dazu verwendet, um auf einem neuen
Wege zu einem Aufbau der Mathematik zu gelangen, der die Wider-
spruchsfreiheit der zugrunde gelegten Annahmen erkennen liBt. Der
erste zusammenfassende Bericht iiber diese Untersuchungen ist jetzt
in dem ersten Bande der ,,Grundlagen der Mathematik” (1934) von
D. HiLBERT und P. BERNAYS erschienen.



Erstes Kapitel.
Der Aussagenkalkiil.

Einen ersten, unentbehrlichen Bestandteil der mathematischen Logik
bildet der sogenannte Aussagenkalkil. Unter einer Aussage ist jeder
Satz zu verstehen, von dem es sinnvoll ist, zu behaupten, da8 sein Inhalt
richtig oder falsch ist. Aussagen sind z. B.: ,,Die Mathematik ist eine
Wissenschaft“, ,,der Schnee ist schwarz’, ,,9 ist eine Primzahl“. In
dem Aussagenkalkiil wird auf die feinere logische Struktur der Aussagen,
die etwa in der Beziehung zwischen Pridikat und Subjekt zum Ausdruck
kommt, nicht eingegangen, sondern die Aussagen werden als Ganzes
in ihrer logischen Verkniipfung mit anderen Aussagen betrachtet.

§ 1. Einfithrung der logischen Grundverkniipfungen.

Aussagen kénnen in bestimmter Weise zu neuen Aussagen verkniipft
werden. Z. B. kann man aus den beiden Aussagen ,,2 ist kleiner als 3,
,,der Schnee ist schwarz“ die neuen Aussagen bilden: ,,2 ist kleiner
als 3 und der Schnee ist schwarz*, ,,2 ist kleiner als 3 oder der Schnee
ist schwarz®, ,,wenn 2 kleiner als 3 ist, so ist der Schnee schwarz‘‘. Endlich
kann man aus ,,2 ist kleiner als 3‘‘ die neue Aussage bilden ,,2 ist nicht
kleiner als 3, die das logische Gegenteil der ersten Aussage ausdriickt.

Diese Verkniipfungen von Aussagen sind sprachlich durch die Worte
ound', ,oder', ,micht”, ,wenn — so* gegeben.

Wir wollen nun diese Grundverkniipfungen von Aussagen durch
eine geeignete Symbolik darstellen. Als Bezeichnungen fiir Aussagen
verwenden wir groBe lateinische Buchstaben: X,Y,Z U,... Zur
Wiedergabe der logischen Verkniipfung der Aussagen fithren wir die
folgenden 5 Zeichen ein:

1. X (lies , X nicht”) bezeichnet das kontradiktorische Gegenteil
von X. X bedeutet die Aussage, die richtig ist, wenn X falsch ist, und
die falsch ist, wenn X richtig ist.

2. X &Y (lies ,,X und Y*) bezeichnet die Aussage, die dann und
nur dann richtig ist, wenn sowohl X als Y richtig ist.

3. XvY (lies ,X oder Y“) bezeichnet die Aussage, die dann und
nur dann richtig ist, wenn mindestens eine der beiden Aussagen X, Y
richtig ist.

4. X—>Y (lies ,,wenn X, so Y*) bezeichnet die Aussage, die dann
und nur dann falsch ist, wenn X richtig und Y falsch ist.

1*



4 Der Aussagenkalkiil.

5. X~Y (lies ,,X gleichwertig Y*‘), auch wohl X ZY oder X <Y
geschrieben, bezeichnet die Aussage, die dann und nur dann richtig ist,
wenn X und Y beide richtig oder X und Y beide falsch sind. X~ Y
bedeutet also, daB X und Y beide denselben Wahrheitswert haben.

Zu 3. bemerken wir, daBl die Verkniipfung ,,X oder Y nicht mit
dem ausschlieBenden oder, im Sinne des lateinischen awt — aut, ver-
wechselt werden darf. Dieses ,,oder’ hat vielmehr die Bedeutung von
,,oder auch” im Sinne des lateinischen wvel, d.h. die Moglichkeit des
Zusammenbestehens von X und Y wird mit zugelassen?.

Die Beziehung ,,wenn X, so Y* ist nicht so aufzufassen, als ob
damit ein Verhiltnis von Grund und Folge bezeichnet werden soll. Viel-
mehr ist die Aussage X —Y immer schon dann richtig, wenn X eine
falsche oder auch, wenn Y eine richtige Aussage ist.

So haben z. B. folgende Aussagen als richtig zu gelten:

Wenn ,,2mal 2 gleich 4, so ,,ist der Schnee wei3“.
Wenn ,,2mal 2 gleich 5, so ,,ist der Schnee weil}".
Wenn ,,2mal 2 gleich 5, so ,,ist der Schnee schwarz®.

Falsch wire dagegen die Aussage: Wenn ,,2mal 2 gleich 4, so ,,ist
der Schnee schwarz‘. Immerhin hat die Beziehung X —Y mit der
Beziehung von Grund und Folge das gemeinsam, da im Falle der
Richtigkeit von X —Y aus dem Bestehen von X das Bestehen von Y
entnommen werden kann.

Die Beziehung X ~ Y hat nicht etwa den Sinn, daB X mit Y gleich-
bedeutend ist, sie besteht vielmehr zwischen irgend zwei richtigen und
auch zwischen irgend zwei falschen Aussagen. Z. B. sind die Aussagen
(2 und 2 gleich 4)~ (der Schnee ist weil3)

(2>3)~ (der Schnee ist schwarz)
richtig.

Besonders wichtig ist noch die allgemeine Bemerkung, dall nach
unserer Definition der logischen Grundverkniipfungen die Richtigkest
oder Falschheit einer Aussagenverkniipfung nur von der Richtigkeit und
Falschheit der verkniipften Aussagen, wicht aber von threm Inhalt ab-
hingig ist. Bezeichnen wir zur Abkiirzung eine richtige Aussage mit i
und eine falsche Aussage mit &, so ist z. B. die Verkniipfung —dadurch
gekennzeichnet, daB die Aussagen R—R, F—->NR und F—F richtig
sind, R— & aber falsch ist. Fiir die Verkniipfung & ist 9t & R richtig,
R&ET, F&R, F& Y simtlich falsch. Weiter ist Rv R, RvF, FvR
richtig, & v § falsch. Die Verbindung ~ ist dadurch gekennzeichnet,
daB R~ R, F~ § richtig, dagegen R~ F, F~N falsch sind. Endlich

1 Das ausschlieBende ,,entweder — oder’* kann durch eine Kombination der
Grundzeichen ausgedriickt werden. ,, Entweder X oder Y ist die Negation von
X ~ Y und wird dargestellt durch X ~ Y.



§ 2. Aquivalenzen; Entbehrlichkeit von Grundverkniipfungen. 5

ist ® falsch, § richtig. Wir sind demnach berechtigt, die Grund-
verkniipfungen als Wahrheitsfunktionen aufzufassen, d. h. als bestimmte
Funktionen, fiir die als Argumente und als Funktionswerte nur R und ¥
in Frage kommen.

Zur formalen Kennzeichnung der eingefithrten Operationen ist zu
bemerken, daB die Negation X allein eingliedrig ist, wihrend die iibrigen
Operationen alle zweigliedrig sind.

§ 2. Aquivalenzen;
Entbehrlichkeit von Grundverkniipfungen.

Durch mehrfache Anwendung der Grundverkniipfungen lassen sich
aus gegebenen Aussagen kompliziertere Aussagenverbindungen bilden.
Z. B. entsteht so aus.den Grundaussagen X, Y, Z die zusammengesetzte
Aussage ((X—>Y)&(Y—>Z))& (XvZ). Jede derartige Aussagenver-
bindung stellt, genau wie die Grundverkniipfungen, eine bestimmte
Wabhrheitsfunktion dar. Bei der obigen Aussagenverbindung haben wir
fir X, Y, Z die acht méglichen Werte R, R, R; R, R, &R, T R, R, &, &,
SRR G SN TS SF Jedem dieser Werte wird durch

(X=>Y)&(Y>2)&(XVvZ)

~

entweder der Wert R oder § zugeordnet. Z. B. entspricht der Kombi-
nation &, R, § der Wert F. Wir kénnen ndmlich fiir
(F—>R & R>F))&(FvF)
gemiB der Definition der Grundverkniipfungen
R&F) &F
setzen, und weiter § & § und endlich .

Es ist nun bemerkenswert, daB verschiedene dieser Grundver-
kniipfungen gleichbedeutend sind, d. h. dieselbe Wahrheitsfunktion dar-
stellen. So ist X gleichbedeutend mit X; die doppelte Verneinung ist
dasselbe wie die Bejahung. In der Tat ergibt X ebenso wie X fiir ein-
gesetztes R den Wert R und fiir eingesetztes § den Wert . Solche gleich-
bedeutende Aussagenverkniipfungen wollen wir im folgenden ,,iquivalent*
nennen. Zur Abkiirzung schreiben wir

1) XagX.*
Wir wollen im folgenden eine Reihe weiterer Aquivalenzen zu-
sammenstellen. Zunichst zeigt sich in der Wirkungsweise der Zeichen &

und v eine Analogie mit den Zeichen + und - in der Algebra. Es bestehen
namlich die folgenden Aquivalenzen:

* Es sei hervorgehoben, daB die hier gebrauchte Schriftabkiirzung 4q nicht
zu unseren logischen Symbolen gehort.



6 Der Aussagenkalkiil.

(2) X&YaqY&X,

(3) X&(Y&Z2)aq(X&Y)&Z,

(4) XvYaqYviX,

(5) Xv(YvZ)iq(XvY)vZ,

(6) Xv(Y&Z)aq(XvY)&(XvZ).

Die Richtigkeit dieser (und aller sonstigen) Aquivalenzen bestitigt
man, wie aus dem Gesagten schon hervorgeht, auf die folgende Weise:
Man nimmt alle méglichen Kombinationen, die sich aus R und § fiir die
Grundaussagen bilden lassen, und iiberzeugt sich davon, daB fiir jede
einzelne Kombination jedesmal die beiden Seiten der betrachteten
Aquivalenz den gleichen Wahrheitswert ergeben. Diese Nachpriifung
sei dem Leser iiberlassen.

Aus den Aquivalenzen (2) bis (6) ergibt sich ein kommutatives, asso-
ziatives und distributives Gesetz. Wegen dieser Analogie zur Algebra
hat man auch X & Y als die logische Summe und X v Y als das logische
Produkt bezeichnet. Aus den angegebenen Gesetzen folgt, daB man
bei logischen Ausdriicken in dhnlicher Weise wie in der Algebra ,,aus-
multiplizieren'* bzw. einen gemeinsamen Faktor ausklammern kann. —
Ebensogut hitten wir iibrigens X & Y als logisches Produkt und X vY
als logische Summe bezeichnen konnen, und diese Bezeichnung ist
sogar in der Logik gebriuchlicher. Es gilt ndmlich, im Unterschied
zur Algebra, noch ein zweites distributives Gesetz:

7) X&(YvZ)aq(X&Y)v(X&Z).

Ein Beispiel zur Erlauterung des zweiten distributiven Gesetzes ist
folgendes: Es werde die Wetterprophezeiung ausgesprochen: , Es regnet
heute, und morgen scheint die Sonne oder iibermorgen scheint die Sonne.
Dieselbe Behauptung 14Bt sich auch so ausdriicken: ,Es regnet heute,
und morgen scheint die Sonne, oder es regnet heute und iibermorgen
scheint die Sonne". —

Da der Sprachgebrauch in der Logik beziiglich der Worte ,,Summe**
und ,,Produkt’‘ schwankt, wollen wir lieber diese Ausdriicke iiberhaupt
vermeiden. Wir bezeichnen statt dessen X & Y als die Konjunktion von X
und Y, X vY als die Disjunktion von X und Y. Fir X—Y ist die
Bezeichnung Implikation gebriuchlich.

Wegen des kommutativen und assoziativen Gesetzes konnen mehr-
gliedrige Konjunktionen oder Disjunktionen ohne Klammern geschrieben
werden. Ferner setzen wir zur weiteren Ersparung von Klammern fest,
daB v enger bindet als & und & wieder enger als — und ~. Das Zeichen v
kann auch ebenso wie in der Algebra das Zeichen - fortgelassen werden.

Fiir die Vereinfachung von Konjunktionen und Disjunktionen sind
die folgenden Aquivalenzen wesentlich,



§ 2. Aquivalenzen; Entbehrlichkeit von Grundverkniipfungen. 7

8 X&XiqX,
) XvXiqX.

Es braucht also in einer Konjunktion oder Disjunktion, in der ein
Glied mehrfach vorkommt, dieses nur einmal geschrieben zu werden.
Ebenso sind die folgenden Aquivalenzen geeignet, kompliziertere Aus-
sagenverbindungen durch einfachere zu ersetzen.

(10) X&Raq X,
(1) X&FaqF.
(10) sagt aus, daB ein richtiges Konjunktionsglied stets fortgelassen
werden darf, (11), daB eine Konjunktion falsch ist, in der eine falsche

Aussage vorkommt.
Entsprechend haben wir fiir die Disjunktion:

(12) XvRiqR,

(13) XvFagX.

Eine Disjunktion ist richtig, wenn sie ein richtiges Glied enthilt. Ein
falsches Glied darf in einer Disjunktion fortgelassen werden.

Auch bei der Implikation haben wir dhnliche Beziehungen.

(14) R—>XiqX,

{15) F—>XaqR.

Eine Implikation mit richtigem Vorderglied ist mit ihrem Hinterglied
dquivalent. Eine Implikation mit falschem Vorderglied stellt immer
eine richtige Aussage dar.

Fiir die Gleichwertigkeitsbeziehung haben wir endlich
(16) X~Riq X,

17) X~Fiq X.

Bei der Verbindung der Negation mit & und v ist die folgende Be-
ziehung wesentlich:

(18) X&YiqXvY.

Es bedeute z. B. X die Behauptung: ,Das Dreieck A ist recht-
winklig”, Y bedeute: ,,Das Dreieck A ist gleichschenklig’. Der Ver-
bindung X & Y entspricht dann die Aussage: ,,Das Dreieck A ist recht-
winklig und das Dreieck A ist gleichschenklig’. Das kontradiktorische

Gegenteil hiervon ist die Aussage: ,,Das Dreieck A ist nicht rechtwinklig
oder das Dreieck A ist nicht gleichschenklig”, und diese Aussage wird

durch X vY dargestellt.
Ebenso gilt:

(19) XvYiqX&Y.
Z.B. werde bei einer Priifung in Mathematik verlangt, daB der
Kandidat mindestens in einem der Gebiete Arithmetik und Geometrie
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beschlagen sei. X bedeute die Aussage: , Der Kandidat kann Arith-
metik, Y bedeute: ,,Der Kandidat kann Geometrie’. Die Anforderung
des Examens wird von dem Kandidaten erfiillt, wenn X v Y richtig
ist. Fillt nun der Kandidat bei der Priifung durch, liegt also das Gegen-
teil von X v Y vor, so bedeutet dies: ,,Der Kandidat kann nicht Arith-
metik und er kann nicht Geometrie,” was durch X & Y dargestellt wird.

Weitere Aquivalenzen ergeben sich, wenn wir die Zeichen — und
~ heranziehen.

Da die Aussage X —Y bedeutet, daB nicht gleichzeitig X richtig
und Y falsch ist, so hat man
(20) X—>YigX &Y.

Unter Benutzung von (18) kann man’ fiir X&Y auch Xv 17, und
nach (1) auch X vY schreiben. Es gilt also auch
(21) X—>YiqXvY.

Nimmt man in dieser Aquivalenz X statt X und benutzt man,
daB X 4q X, so erhilt man die neue Beziehung

(22) XvYigX—>Y.

Nach (20) hat man Y—>X4qY&X. Nach (1) kann man dafiir
Y &X, nach (2) X & Y und nach (20) X —Y setzen. Es ergibt sich also:

(23) X->YiqgY—>X.

Bestehen ferner die beiden Aussagen X —Y und Y—X zu Recht,
so heiBt das, daB nicht gleichzeitig X richtig und Y falsch, und auch
nicht gleichzeitig Y richtig und X falsch ist. Die Aussage (X —Y) & (Y - X)
bedeutet also, daB X und Y beide den gleichen Wahrheitswert haben.
Mit anderen Worten, es besteht die Aquivalenz

(24) X~Yiq(X—>Y)&(Y>X).

Aus der Bedeutung der Verkniipfung ~ ergibt sich unmittelbar, daB
(25) X~YiqY~X,
(26) X~YiqX~Y.

Weiter erhilt man aus (19) und (18), indem man von beiden Seiten
der Aquivalenz das Gegenteil nimmt und benutzt, daB die doppelte
Verneinung nach (1) fortgelassen werden kann:

(27) XvYiqX &Y,
(28) X&YigXvY.

An diesen Aquivalenzen zeigt sich eine Vielfachheit in der Dar-
stellung von Aussagenverkniipfungen durch die eingefiihrien Zeichen.
Es wird so die Frage nahegelegt, ob nicht einige von den logischen Grund-
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verkwiipfungen entbehrlich sind. Das ist tatsdchlich der Fall. Aus (24)
ergibt sich zunichst, daB man das Zeichen ~ entbehren kann, da sich
die Verkniipfung X ~Y durch — und & wiedergeben 14Bt. Aus (20)
und (27) folgt weiter, daB auch — und v entbehrlich sind, da8 man
also mit & und — auskommen kann. Ebenso ergibt sich aus (21) und
(28), daB auch v und — geniigen. Desgleichen sind — und ~~ ausreichend;
denn nach (28) laBt sich zunichst & durch v und —, und nach (22) v
durch — und — ausdriicken.

Die Darstellung mit — und — hat FREGE, die mit v und — RUSSELL
zugrunde gelegt (d. h. unter Benutzung anderer Symbole). Am natiir-
lichsten ist es wohl, von der Darstellung durch & und — auszugehen,
wie es in BRENTANOs Urteilslehre geschieht. Besonders zweckmiBig ist
der Gebrauch der drei Zeichen &, v, —, da sich infolge der Aquivalenzen
(2) bis (6) dann eine besonders einfache rechnerische Behandlung der
logischen Ausdriicke ergibt.

Mit ~ und — kénnen nicht alle Verkniipfungen dargestellt werden.
So ist schon X & Y nicht mit diesen Zeichen darstellbar. Zum Beweis
wollen wir zunichst annehmen, daB nur die Grundaussagen X und Y
gebraucht werden. Wir betrachten dann die 8 Aussagen:

XY X; 7V, X~X; X~X;, X~Y; X~Y.
Negiert man eine dieser Aussagen, oder setzt man zwei dieser Aussagen
durch ~ zusammen, so erhilt man wieder Aussagen, die einer der
8 Aussagen &quivalent sind. Z.B. ist (X~Y)~YiqY; (X~Y)
~(X~Y)iaqX~X usw. Da die Grundaussagen X und Y unter den
8 Aussagen selbst vorkommen, so ergibt sich, daB jede Aussage, die aus X
und Y nur durch Anwendung von ~ und — gebildet wird, einer dieser
8 Aussagen #quivalent ist. X & Y ist aber keiner dieser Aussagen iqui-
valent. — Gibe es eine mit X & Y dquivalente und nur mit ~ und — ge-
bildete Aussagenverkniipfung, die noch die Grundaussagen Z, U, ..., T
enthilt, so miiBte die Aquivalenz auch bestehen, falls man Z, U,..., T
alle durch X ersetzt. Damit kommen wir auf den vorigen Fall zuriick.

Die Negation ist bei der Darstellung der Aussagenverkniipfungen
unentbehrlich. Z. B. 1Bt sich X ohne Anwendung der Negation nicht
darstellen. Alle mit dem unbestimmten Zeichen X durch Anwendung
von &, v, —, ~ gebildeten Ausdriicke stellen niamlich nur solche Aus-
sagen dar, welche richtig sind, sofern X richtig ist, wihrend X den
entgegengesetzten Wahrheitswert hat wie X.

Bemerkenswert ist, daB die Verkniipfung v durch — allein, ohne
Anwendung der Negation ausgedriickt werden kann. Es gilt ndmlich
XvYiq(X—>Y)->Y.

Fir X &Y ist eine derartige Darstellung nicht méglich.

Als Kuriositit sei erwihnt, daB man auch mit einem einzigen
logischen Zeichen auskommt, wie es SHEFFER gezeigt hat. Dieser benutzt
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als einzige Grundverkniipfung X/Y, in Worten: ,,X und Y bestehen
nicht beide. X/X ist dann gleichbedeutend mit X. X/X/Y/Y ist
dquivalent mit X/Y, d. h. XvY. Da man v und — durch den Sheffer-
schen Strich ausdriicken kann, so gilt das auch fiir die iibrigen Grund-
verkniipfungen.

Als wichtig fiir die Darstellung der Gleichwertigkeitsbeziehung
seien noch folgende Aquivalenzen erwihnt:

(29) X~YiqXvY&YvX,
(30) X~YiqX&Y)(X&Y).
(29) geht aus (24) hervor, indem man nach (21) die Verkniipfung

— durch v und — ersetzt. (30) ergibt sich unmittelbar aus der Be-
deutung von ~.

§ 3. Normalform fiir die logischen Ausdriicke.

Wir haben bisher gesehen, wie man aus bestimmten Grundaussagen,
die wir mit X, Y,Z... bezeichnen, durch ein- oder mehrmalige An-
wendung der Verkniipfungen &, v, -, — neue Aussagen bilden kann.
Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Aquivalenzen lehren uns, daB
es fiir inhaltlich gleichbedeutende Verbindungen von Grundaussagen
eine Vielfachheit der Darstellung gibt, bei denen man von einer zur
anderen nach Belieben iibergehen kann. Es ist nun bemerkenswert,
daB jede Awussagenverbindung durch dquivalente Umformung auf eine
gewisse Normalform gebracht werden kann; und zwar besteht diese Normal-
form aus einer Konjunktion von Disjunktionen, in denen jedes Dis-
junktionsglied entweder eine Grundaussage oder die Negation einer
solchen ist.

Wir bilden uns auf Grund der aufgestellten Aquivalenzen folgende
Regeln fiir die Umformung von Ausdriicken:

al) Mit den Zeichen & und v kann, wie in der Algebra, assoziativ,
kommutativ und distributiv gerechnet werden.

a2) X kann ersetzt werden durch X.

a3) Fir X&Y kannman X v'Y, fiir X vY kann man X & Y schreiben.

a4) XY kann durch XvY, X~Y durch XY &YX * ersetzt
werden.

Es ist hier immer die gegenseitige Ersetzbarkeit gemeint.

Die Umformung geschieht nun in der folgenden Weise: Zunichst
kann jeder Ausdruck unter Benutzung der Regel a4) durch einen 4dqui-
valenten ersetzt werden, der nicht mehr die Zeichen — und ~ enthilt.
Der so entstehende Ausdruck baut sich dann durch Anwendung der drei

* Wir gebrauchen hier und im folgenden haufig die schon erwahnte bequeme
Schreibweise, bei der das Zeichen v fortgelassen wird.
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Zeichen &, v, auf. Durch sukzessive Anwendung der Regel a3)
kann man dann erreichen, daB die Negationsstriche immer weiter nach
innen riicken und schlieBlich nur iiber den Grundaussagen stehen.
Z. B. wird aus

(XY&Y)v(Z&Y)
zunichst
(XY&Y)&(Z&Y),
dann durch nochmalige Anwendung von a 3):
XYvY&ZvY
und schlieBlich
(X&Y)Y &ZY.
Der so entstehende Ausdruck setzt sich dann aus negierten und

unnegierten Grundaussagen durch & und v zusammen. Nun wendet
man das distributive Gesetz an. Bei unserem Beispiel erhilt man so:

XY&YY&ZY.
Ersetzen wir nun schlieBlich nach a2) X durch X X durch X usw.,

so ist der Ausdruck auf die Normalform gebracht.
Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Ausdruck

X—=Y)~(Y—>X).
Schafft man hier zunachst nach a4) das Zeichen — fort, so erhilt man:
XY~YX.
Y wird durch Y ersetzt:
XY~YX.
Durch abermalige Anwendung von a4) erhilt man
(XY) YX & (YX)XY,
(X&Y)YX& (Y&X)XY [nach a3)].
X wird durch X ersetzt:
X&Y)YX&(Y&X)XY.
Durch Anwendung des distributiven Gesetzes erhilt man dann
XYX&YYX&YXY&XXY.
Das ist eine Normaldarstellung von (X —Y)~ (Y —X).

Es sei iibrigens bemerkt, daB die zu einer Aussagenverbindung ge-
hoérige Normaldarstellung nicht eindeutig ist. Z.B. gehért zu X~Y
einmal nach (29) die Normaldarstellung XY & YX. Andererseits er-
hdlt man, indem man auf die rechte Seite von (30) das distributive
Gesetz anwendet,

XX&XY&YX&YY.
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§ 4. Charakterisierung
der immer richtigen Aussagenverbindungen.

Ob eine Aussagenverbindung, die sich aus den Grundaussagen .\,
X,, ..., X, in bestimmter Weise mit Hilfe der logischen Zeichen &,
v, =, ~, ~— aufbaut, richtig oder falsch ist, hingt nur davon ab, wie
sich Richtigkeit und Falschheit auf die Grundaussagen verteilt. Der
Wahrheitswert einer Aussagenverbindung bleibt ungedndert, falls eine
Teilaussage durch eine gleichwertige ersetzt wird. Daraus ergibt sich
iibrigens, daB das Zeichen ~ in unserem Kalkiil eine dhnliche Rolle
spielt wie das Zeichen = in der Algebra.

Die erste Aufgabe fiir die Logik ist es nun, diejenigen Verbindungen
von Aussagen zu finden, welche stets, d.h. unabhingig davon, ob die
Grundaussagen richtige oder falsche Behauptungen darstellen, richtig sind.

Da-wir zu jedem logischen Ausdruck einen 4quivalenten in der
Normalform angeben kénnen, so kommt es zur Béantwortung dieser
Frage nur darauf an, zu entscheiden, wann ein Ausdruck in der Normal-
form eine itmmer rvichtige Aussagenverbindung darstellt. Diese Fest-
stellung geschieht mit Hilfe der folgenden, leicht zu verifizierenden
Regeln:

b1) XX ist immer richtig.

b2) Wenn X richtig ist und Y eine beliebige Aussage bedeutet,
so ist auch XY richtig.

b3) Wenn X richtig und Y richtig ist, dann ist auch X & Y richtig.

Diese Regeln sind so aufzufassen, daB fir X und Y irgendwelche
Aussagen und Aussagenverbindungen eingesetzt werden diirfen.

GemiB den Regeln b1), b2), b3) und a1) werden alle Ausdriicke
in der Normalform als richtig statuiert, die dadurch charakterisiert sind,
dap in jeder Disjunktion mindestens eine der Grundaussagen zugleich mat
threr Negation auftritt. DaB ein derartiger Ausdruck bei beliebigem
Inhalt der Grundaussagen eine richtige Aussage darstellt, geht auch
unmittelbar aus der Bedeutung der Negation sowie der Verkniipfungen
,und“ und ,,oder* hervor. Dies sind aber auch die einzigen Ausdriicke,
die stets richtig sind. Denn wenn bei einem Konjunktionsgliede einer
Normalform, das ja die Form einer Disjunktion hat, jede Grundaussage
entweder nur unverneint oder nur verneint als Faktor auftritt, so kann
diese Disjunktion zu einer falschen Aussage gemacht werden, indem
fiir die unverneinten Aussagezeichen falsche und fir die verneinten
richtige Aussagen eingesetzt werden. Es stellt dann ein Konjunktions-
glied der Normalform eine falsche Aussage dar, und daher muf3 auch
der ganze Ausdruck eine falsche Aussage darstellen, unabhingig davon,
was man fiir die noch unbestimmten Aussagezeichen einsetzt.

Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, wie man nach der angegebenen
Methode Aussagen als immer richtig nachweist.
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1. X~ X.
Die Umformung nach Regel a4) ergibt:
XX&XX.
Der letzte Ausdruck in der Normalform enthilt in jedem Kon-
junktionsgliede eine Grundaussage und ihr Gegenteil, er ist also richtig.
2. X&Y—>X.
Die Umformung ergibt:

X&YvX [nach a4)],

XY X [nach a3)].

Die letzte Disjunktion enthilt X und X, ist also richtig.
3. (X&(X—>Y))>Y.
Man erhdlt
X&XYvY [durch zweimalige Anwendung von a4)],
X(X&Y)Y [nach a3)],
XXY&XYY [nach at)],
XXY &XYY [nach a2)].

Die erste Disjunktion enthilt X und X, die zweite Y und Y.
(X& (X—>Y))—Y ist also eine immer richtige Aussagenverbindung.

§ 5. Das Prinzip der Dualitat.

Eine wichtige Bemerkung zur Charakterisierung unseres Kalkiils
schlieBt sich an die Regel a3) an. Aus dieser 148t sich entnehmen, daB
von etnem Ausdruck, welcher aus den Grundaussagen und thren Negationen
allesn durch konjunktive und disjunktive Verkniipfung gebildet ist, das
Gegenteil dadurch erhalten wird, daf man die Zeichen & und v miteinander
vertauscht und die Grundaussagen gegen thre Negationen auswechselt.

Hiervon kénnen wir folgende Anwendung machen. Es sei ein Aus-
druck von der Form U~ B, oder wie wir auch sagen, eine logische
Gleichung als immer richtig erwiesen. (Wir gebrauchen deutsche Buch-
staben zur Bezeichnung von Aussagenverbindungen, deren genaue
formale Gestalt unbestimmt gelassen wird, mitunter auch zur Abkiirzung.)
Da A~ B gleichbedeutend ist mit Y ~B, so erhalten wir wieder einen
richtigen Ausdruck, indem wir von beiden Seiten der Gleichung das
Gegenteil bilden. Sind nun die beiden Seiten der Gleichung aus den
Grundaussagen und ihren Negationen nur durch Konjunktion und
Disjunktion gebildet, so konnen wir die eben genannte Regel anwenden.
Wir erhalten demnach cine Formel, die aus der anfinglichen Gleichung
A~ B dadurch entsteht, daB die Zeichen & und v unter sich und die
Grundaussagen mit ihrem Gegenteil vertauscht werden. Da diese
Gleichung immer richtig ist, so kénnen wir sie anwenden, indem wir
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fiir eine jede Grundaussage das Gegenteil einsetzen. Dadurch heben
wir aber die Vertauschung der Grundaussagen mit ihren Negationen auf.

Somit ergibt sich folgendes Dualititsprinzip: Aus einer Formel
U~ B, die stets richtig ist, und deren beide Seiten aus Grundaussagen
und deren Negationen nur durch konjunktive und disjunktive Verkniipfung
gebildet sind, erhilt man wieder eine richtige Gleichung, indem man &
und v miteinander vertauschi.

So ist z. B.

X(Y&Z)~XY &XZ

immer richtig. Es ist die Formel des ersten distributiven Gesetzes. Aus
dieser gewinnt man gemill dem Dualititsprinzip die Formel:

X&YZ~(X&Y)(X&2),

welche gleichfalls richtig ist und das zweite distributive Gesetz darstellt.
Ebenso ist der richtigen Formel

X&X)Y~Y

nach dem Dualititsprinzip die ebenfalls richtige Formel
XX&Y~Y

zugeordnet.

§ 6. Die disjunktive Normalform fiir logische Ausdriicke.

Von der Regel zur Bildung des Gegenteils liBt sich eine wichtige
Anwendung machen. Wir hatten gesehen, daB jeder logische Ausdruck
auf eine Normalform gebracht werden kann. Diese Normalform besteht
aus einer Konjunktion von Disjunktionen, wo jedes Disjunktionsglied
eine negierte oder unnegierte Grundaussage ist. Die Umformung eines
Ausdrucks zur Normalform geschieht mit Hilfe der Regeln a1) bis a4). —
Daneben gibt es noch eine zweite Normalform, die aus einer Disjunktion
von Konjunktionen besteht. Jedes Konjunktionsglied ist eine negierte
oder unnegierte Grundaussage. Wir bezeichnen diese Normalform als
»disjunktive’ und die frithere zur Unterscheidung als ,konjunktive’’.

Die Umformung eines Ausdrucks zur disjunktiven Normalform kann
man in der folgenden Weise vornehmen: Man negiert den urspriinglichen
Ausdruck, bringt ihn dann auf die konjunktive Normalform und bildet
dann wieder das Gegenteil gemidB unserer Regel. Man kann auch den
Umstand benutzen, daB in bezug auf die Regeln a 1) bis a 4) sich Kon-
junktion und Disjunktion vollkommen dual verhalten.

Wie man aus der konjunktiven Normalform ablesen kann, o0b ein
Ausdruck immer vichtig ist oder nicht, so kann man mit Hilfe der dis-
Junktiven entscheiden, ob er tmmer falsch ist. Dies ist dann und nur dann
der Fall, wenn jedes Disjunktionsglied mit einer Grundaussage zugleich
ihr Gegenteil enthilt.
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Der Beweis dafiir ergibt sich sofort, wenn man beriicksichtigt, daB
das Gegenteil einer disjunktiven Normalform durch.eine konjunktive
Normalform dargestellt wird, und daB eine Formel dann und nur dann
immer falsch ist, wenn das Gegenteil immer richtig ist.

Als Beispiel fiir die Anwendung der disjunktiven Normalform be-
trachten wir die Aussagenverbindung:

XY&YZ&X&Z.

Durch Anwendung des zweiten distributiven Gesetzes, erhilt man die
Normalform:

(X&T&X&Z)v(X&Z&X&Z)V(Y&Y&X&Z) V(Y &Z&X & 7).
Hier enthilt jedes Disjunktionsglied eine Grundaussage und ihre Negation,
die ersten beiden X und X, das dritte Y und Y, das vierte Z und Z.
XY &YZ & X &Z stellt also eine Aussage dar, die immer falsch ist.

Die disjunktive Normalform hat den Vorzug einer besonderen Uber-
sichtlichkeit. Die einzelnen Disjunktionsglieder geben die verschiedenen
Moglichkeiten, unter denen die gegebene Aussagenverbindung zu Recht
besteht. So lautet z. B. die zu X ~Y gehorige disjunktive Normal-
form (X & Y) (X &Y), und diese 148t erkennen, daB X und Y entweder
beide bestehen oder beide nicht bestehen miissen, falls X ~ Y richtig
sein soll.

§ 7. Mannigfaltigkeit der Aussagenverbindungen,
die aus gegebenen Grundaussagen gebildet werden konnen.

Eine weitere wichtige Bemerkung iiber den Kalkiil bezieht sich
auf die Mannigfaltigkeit der Aussagen, die durch Kombination von
endlich vielen Grundaussagen X, X,,..., X, gebildet werden konnen.
Wir wollen dabei nur diejenigen Aussagen als verschieden betrachten,
die nicht logisch dquivalent sind. Unter dieser Voraussetzung besteht
die Mannigfaltigkeit nur aus endlich vielen Aussagen.

Wie wir frither erwihnten, ist eine aus X, X,,..., X, gebildete
Aussage mit einer anderen derartigen Aussage dann und nur dann
dquivalent, wenn beide Aussagen fiir beliebige Werte der X,..., X,
den gleichen Wahrheitswert haben. Es kommen zunichst fir die
Richtigkeit oder Falschheit der Grundaussagen 2* Moglichkeiten in
Betracht, da ja jede einzelne der Aussagen X,, X,,..., X, richtig oder
falsch sein kann. Eine aus X, X,,..., X, zusammengesetzte Aussage
ist nun dadurch bestimmt, daB fiir jeden der 2" Fille ausgemacht wird,
ob sie dabei richtig oder falsch ist. Es gibt demnach genau 22" ver-
schiedene Aussagen, die sich aus X;, X,, ..., X, zusammensetzen.

Die 4 verschiedenen, mit X allein gebildeten Aussagen sind

X: X; XvX; X&ZX.
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Die 16 verschiedenen Aussagen, welche sich aus X und Y bilden lassen,
sind

X: Y; X&Y; XvY; X->Y; Y->X; X~Y; XvX
und deren Negationen:

X: Y; XvY; X&Y; X&Y; Y&X; X~Y; X&X.

Unter den 2" Aussagen haben zwei eine Sonderstellung, nimlich

die immer richtige Aussage, welche z.B. durch X,v X, (oder auch
X, ~ X,) darstellbar ist, und die immer falsche, die man durch X, & X;
darstellen kann.

Einen formalen Uberblick iiber die verschiedenen, aus X;,X,,...,X,
zu bildenden Aussagen gewinnt man durch den folgenden Satz:

Jeder mit den Grundaussagen Xy, X,, ..., X, gebildete Ausdruck ist
eine Teilkonjunktion des nach dem ersten distributiven Gesetz entwickelten
Ausdrucks:

(X & X)) v (X, & Xp) v v(X, & X,)

dquivalent. Eine Ausnahme bilden dabei nur die tmmer richtigen Aus-
driicke. Man kann aber auch die uneigentliche Teilkonjunktion, die
entsteht, wenn man alle Glieder fortliBt, als einen immer richtigen Aus-
druck ansehen. Die Konjunktionsglieder des obigen, entwickelten Aus-
drucks bezeichnet SCHRODER als die Konstituenten von X;, X,, ..., X,.

Der Beweis fiir diese Behauptung ergibt sich folgendermaBen: Man
bringe den mit Xj, ..., X, gebildeten Ausdruck zunichst auf die kon-
junktive Normalform. Da der Wahrheitswert eines Ausdrucks un-
gedndert bleibt, wenn man ein richtiges Konjunktionsglied fortldBt, so
brauchen wir die Konjunktionsglieder nicht aufzuschreiben, die zu
einem X ein X enthalten. Benutzt man ferner die Regel, daB man statt
X v X nur X zu schreiben braucht, so ist jedes der noch tibrigbleibenden
Konjunktionsglieder eine Disjunktion von lauter verschiedenen Gliedern
aus der Reihe X, ..., X,, X;, ..., X,. Fehlt in einer Disjunktion sowohl
X, als X, so konnen wir diese Disjunktion durch das immer falsche
Glied (X;& X;) erweitern und wieder das erste distributive Gesetz
anwenden, ohne daB der Wahrheitswert der ganzen Aussage geindert
wird. SchlieBlich enthilt jedes Konjunktionsglied fiir jedes 7 entweder
X; oder X;. Wir brauchen dann von den Konjunktionsgliedern, die sich
nur durch die verschiedenen Anordnungen der durch v verkniipften
Glieder unterscheiden, nur je einen zu schreiben. Damit hat dann der
Ausdruck die verlangte Form bekommen.

Wir erhalten so fiir jede aus X;, X,, ..., X,, gebildete Aussage eine
Darstellung durch eine ,,ausgezeichnete'* konjunktive Normalform.

Diese Normalform ist (bis auf eine Vertauschung der Konjunktions-
oder Disjunktionsglieder unter sich) eindeutig in dem Sinne, daB} zwei
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dquivalente Aussagenverbindungen durch dieselbe Normalform dar-
gestellt werden. Es gibt nidmlich zu Xj, ..., X, genau 2@" verschiedene
Ausdriicke in der Normalform, also ebensoviel, wie sich verschiedene
Aussagen aus X;, X,, ..., X, bilden lassen.

Die angegebene ausgezeichnete Normalform gestattet die ver-
schiedensten Anwendungen. Sie kann zunichst dazu dienen, unter
Umstinden eine einfachere Darstellung fir eine gegebene Aussagen-
verbindung zu finden. Man bringt zu diesem Zweck den Ausdruck
auf die ausgezeichnete Normalform und vereinfacht ihn dann eventuell
unter Anwendung der folgenden Eliminationsregel:

XA&XY, d.h (X&X)vU
ist dquivalent mit U.
Als Beispiel betrachten wir die Aussagenverbindung 4 & AB. Um
die Entwicklung nach 4 und B zu bekommen, ersetzen wir das Kon-
junktionsglied A durch A v (B& B) und lésen die Klammern nach

dem ersten distributiven Gesetz auf. Schreibt man das doppelt auftretende
Glied AB nur einmal, so erhilt man als ausgezeichnete Normalform:

AB& AB.

Klammert man hier A aus, so erhilt man A4 (B & B) und nach dem
angegebenen Eliminationssatz 4. A ist also die einfachste Darstellung
fir 4 & AB.

Ein anderes Beispiel liefert uns der Ausdruck A4 & AB. Hier erhilt
man als Normalform:

AB& AB& AB.

Hier lassen sich das erste und zweite und das erste und dritte Glied
zusammenfassen. Um beide Eliminationen ausfilhren zu kénnen,
schreiben wir das erste Glied doppelt:

(AB& AB) & (AB & 4B).

Die Elimination ergibt 4 & B.

Es sei ferner bemerkt, daBB man aus der benutzten ausgezeichneten
Normalform ersehen kann, ob eine Aussage, welche aus den Grundaussagen
Xy, Xy, ..., X, 2usammengesetzt ist, ohme Anwendung des Negations-
zeichens dargestellt werden kann. Das ist dann und nur dann der Fall,
wenn in der ausgezeichneten Normalform der betrachteten Aussage
das Konjunktionsglied X; v X,v...vX, nicht vorkommt. Hat man
ndmlich eine Aussage, die sich aus Xj, X,, ..., X, ohne Negation auf-
baut, so ist diese Aussage immer richtig, falls fiir X;, X,, ..., X, richtige
Aussagen eingesetzt werden. Eine Aussage, die X;vX,v...vX, als
Konjunktionsglied enthilt, hat aber nicht diese Eigenschaft. Die genannte
Bedingung ist also notwendig. Andererseits ist sie auch hinreichend,
denn man kann jedes Glied der ausgezeichneten Normalform, das nicht

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 2
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gleich X,vX,v...vX, ist, ohne Negation ausdriicken. Z.B. schreibt
man

XXX, X, als (X,&X,&...&X,)>X,
X, X, X3 X, X Xg... als (Xp&X, &Xe&...)>X,vX,vX,v... usw.

Es sind demnach gerade die Hilfte der 22" Aussagen, die aus
X, X,, ..., X, gebildet werden kénnen, ohne die Negation ausdriickbar.

§ 8. Erganzende Bemerkungen
zum Problem der Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit.

Die im vorigen angegebene ausgezeichnete Normalform fiir einen
Ausdruck, der sich aus den Grundaussagen X;, X,, ..., X, zusammen-
setzt, wollen wir auch kurz als Entwicklung des Ausdrucks nach X,,
X,, ..., X, bezeichnen.

Es sei uns nun eine Aussagenverbindung gegeben, in der auBer X,
X,, ..., X, noch die Grundaussagen Y;, Y,, ..., Y,, vorkommen. Auch
bei einem derartigen Ausdruck koénnen wir in gewissem Sinne von
einer Entwicklung nach Xj, ..., X, sprechen. Es 14aBt sich nimlich der
Ausdruck darstellen als eine Konjunktion, bei der jedes Konjunktionsglied
die Disjunktion eines Ausdrucks, der nur von Yy, Y,, ..., Y, abhingt,
und eines der Konstituenten von X;, X,, ..., X, ist.

Der Beweis ist sehr einfach. Wir brauchen den Ausdruck nur nach
simtlichen vorkommenden Grundaussagen, also nach X, ..., X,
Y., ..., Y, zu entwickeln und die Glieder, die die gleichen Konstituenten
in bezug auf X, X,, ..., X, enthalten, zusammenzufassen.

Diese Entwicklung eines Ausdrucks nach X, X,, ..., X, bietet
uns gewisse Vorteile. Wir hatten gesehen, daB die Entscheidung iiber
die Allgemeingiiltigkest eines Ausdrucks, d.h. die Aufgabe, bei einem
vorgelegten logischen Ausdruck durch ein bestimmtes, endliches Ver-
fahren zu entscheiden, ob er immer richtig ist oder nicht, im Aussagen-
kalkiil vollstindig geldst ist. Die Beantwortung dieser Frage geschieht
durch die Umformung auf die konjunktive Normalform. Dual zu dem
Problem der Allgemeingiiltigkeit ist das Problem der Erfiillbarkest,
d. h. das Problem, zu entscheiden, ob ein vorgelegter logischer Ausdruck
immer falsch ist oder ob es Aussagen gibt, die ihn erfiillen, d. h. fiir
die er richtig ist. Die Losung dieses Problems kann durch Umformen
zur disjunktiven Normalform geschehen, oder man kann auch den
negierten Ausdruck auf die konjunktive Normalform bringen. An diese
Probleme der Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit schlieBen sich nun
noch weitere dhnliche Fragestellungen an.

Man habe einen Ausdruck, in dem die Grundaussagen X,, ..., X,,
Y,,..., Y, vorkommen. Y, ..., Y, mogen hier bestimmte, feste Aus-
sagen bedeuten. Wir fragen nun, welcher Bedingung miissen die
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Y, Y, ..., Y, geniigen, damit der Ausdruck bei beliebiger Wahl der X
richtig ist? Ferner: unter welchen Bedingungen fiir Y3, Y,, ..., Y, ist
der Ausdruck immer falsch?

Wir wollen bei der Beantwortung dieser Fragen, der Einfachheit
halber, # gleich 2 annehmen. Fiir beliebiges # ist die Losung genau
analog. Es laute die Entwicklung des Ausdrucks nach X; und X,

A) &Y, ....Y,) X, X, &D,(Y;, .. .,Ym))gl}g,&¢a(Yl, cen V)X X,
&D,(Yy, ..., Y,) X, X,.

Wir diirfen hier annehmen, daB alle 4 Glieder wirklich vorkommen.
Sollte z. B. das Glied mit X, X, fehlen, so kann man einen Ausdruck
@,(Y,,..., Y,)X, X, hinzufiigen, in dem &,(Y;,...,Y,) eine immer
richtige Aussagenverbindung ist.

Wir behaupten nun: Notwendig und hinreichend dafiir, daf die
Formel (A) fiir beliebige X, und X, richtig ist, ist die Richtigkeit der Aussage:

By (Vs ..., YV,) &Dy (Vs ..., Vo) & DBy (Vy, ..., V) &D, (Ve ..., Y,).

DaB die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Sie ist aber auch not-
wendig, denn wire z. B. @,(Y,,Y,,...,Y,) nicht richtig, so ersetzen
wir X, durch eine richtige und X, durch eine falsche Aussage. (A) ist
dann iquivalent mit @,(Y;,...,Y,,), also nicht richtig.

Entsprechend ergibt sich die Losung des dualen Problems. Der
Ausdruck (A) ist in den Xj, ..., X, dann und nur dann erfiillbar, wenn
die Y}, ...,Y,, so beschaffen sind, daB

DYy, ..., Y, ) v, (Y,, ..., Y, ) vDy(Yy, ..., Y, ) vD,(Y,, ..., Y,)
zutrifft.

§ 9. Systematische Ubersicht iiber alle Folgerungen
aus gegebenen Axiomen.

Wir hatten in §4 eine Methode erhalten, die es uns ermdglichte,
alle Verbindungen von Aussagen zu finden, die aus rein logischen
Griinden richtig sind, und bei einer gegebenen Aussagenverbindung
zu entscheiden, ob sie von dieser Art ist oder nicht. Es entsteht nun
die westere Aufgabe, aus gegebenem Voraussetzungen (Axiomen) alle
Folgerungen abzuleiten, insoweit das mdoglich ist, falls wir die Aussagen
nur als ungetrenntes Ganzes betrachten.

Denken wir uns eine bestimmte endliche Anzahl von Axiomen,
Ay, Ay, ..., Ay *, gegeben. Die Frage, ob dann eine bestimmte andere
Aussagenverbindung € eine logische Folgerung dieser Axiome darstellt,
laBt sich mit den bisherigen Mitteln durchaus beantworten. Dies
ist dann und nur dann der Fall, wenn (%, & U, &...%A,)—>C€ eine

* Uber den Gebrauch der deutschen Buchstaben vgl. § 5.
2%
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allgemeingiiltige logische Formel ist. Z.B. entspricht dem SchluB8 von
A und 4 — B auf B die Allgemeingiiltigkeit der Formel

(A& (A—B))—>B.

Wir haben aber noch keinen systematischen Uberblick iiber alle
moglichen Folgerungen, die man ziehen kann. Zu einem solchen ver-
hilft uns erst die ausgezeichnete konjunktive Normalform.

Es moégen in unseren Axiomen die Grundaussagen X,,..., X, vor-
kommen. Wir denken uns dann simtliche Axiome durch & verbunden
und die so entstehende Aussagenverbindung nach X, ..., X, ent-
wickelt. Nehmen wir nun irgendeinen Konstituenten von X;, X,, ..., X,,
der in der entstandenen ausgezeichneten Normalform nicht als kon-
junktives Glied vorkommt. Durch geeignete Einsetzung von richtigen
bzw. falschen Aussagen fir die X;,..., X, kann man diesen Konsti-
tuenten in eine Disjunktion von lauter falschen Aussagen, also in eine
falsche Aussage verwandeln. Andererseits geht durch diese Einsetzung
unsere ausgezeichnete Normalform in eine richtige Aussage iiber; denn
jedes ihrer Konjunktionsglieder unterscheidet sich von dem betrachteten
Konstituenten dadurch, da mindestens an einer Stelle ein Disjunktions-
glied durch sein Gegenteil ersetzt ist. Der betrachtete Konstituent ist also
keine logische Folgerung aus den Axiomen. Daraus ergibt sich, daB
fir jede Folgerung aus den Axiomen die ausgezeichnete Normalform
nur solche Konstituenten enthilt, die auch schon in der Entwicklung
der Voraussetzung vorkamen.

Unter Anwendung dieser Bemerkung ergibt sich fiir die Ableitung
der Folgerungen aus einem System von Axiomen das folgende all-
gemeine Verfahren:

Man verbinde simtliche Axiome durch & und bilde fiir den so ent-
stehenden Ausdruck die ausgezeichnete konjumkttve Normalform. Von
den Konjunktionsgliedern kann man nun irgendwelche auswdhlen und
durch & verbinden, und erhdilt so alle Konsequenzen der Axiome in der
ausgezeichneten Normalform. Mit Hilfe der S. 17 erwdhnten Eliminations-
regel 14Bt sich dann unter Umstinden noch eine einfachere Schreib-
weise fiir die Folgerung gewinnen.

In dem erwihnten Fall, wo A und 4 — B als Axiome genommen
werden, sieht das Verfahren folgendermaBen aus:

A & (A — B) wird zunichst nach 4 und B entwickelt.
A& (A—-B)iqA & 4B,
A& ABiqA(B& B) & 4B,
A(B&B)& ABiqAB& AB& AB.
AB & AB & AB stellt die ausgezeichnete Normalform fiir die Axiome dar.
AB& ABiq (A& A) Biq B ist also eine Folgerung aus den Axiomen.
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Die anderen Folgerungen, die man noch aus 4 und 4 — B gewinnen
kann, sind AB; AB; AB; AB&ABiqA (B&B)iqA; AB& ABiqA~B
und natiirlich AB & AB & AB iq A & B. Will man auch die Folgerungen
erhalten, in denen noch eine andere nicht in den Axiomen vorkommende
Aussage C vorkommt, so muB man die Voraussetzung statt nach A4
und B, nach A, B, C entwickeln.

Ein anderes Beispiel ist das folgende: Man habe zwei Axiome 4 ~ B,
B~C. Ich schreibe zunichst die Axiome in der Normalform:

AB&BA; BC&CB.
Entwickelt man die Voraussetzung nach A, B und C, so erhilt man:
ABC& ABC& ABC&ABC & ABC & ABC.
Eine Konsequenz ist hier z. B.:
ABC&ABC & ABC & ABC.
Durch Zusammenfassen ergibt sich:
AC(B& B) & AC(B& B)
oder
AC& AC, d.h. A~C.

Es sollen noch zwei Beispiele fiir die Anwendung solcher Schliisse
angefiihrt werden:

Es bedeute A die Aussage ,,jede reelle Zahl ist algebraisch*, B be-
deute ,,die Menge der reellen Zahlen ist abzidhlbar“. In der Mathematik
wird gezeigt:

erstens: A— B, d. h. ,,wenn jede reelle Zahl algebraisch ist, so ist
die Menge der reellen Zahlen abzihlbar‘;

zweitens: B, d. h. ,,die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar‘.
Die Voraussetzung ist hier

AB& B
oder in entwickelter Form:
AB& AB& AB.
Eine Konsequenz ist hier AB& ABiq A(B& B)iqA. D.h. man findet:

,»Nicht jede reelle Zahl ist algebraisch.” Dies ist der SchluB auf
die Existenz transzendenter Zahlen.

Als ein zweites Beispiel moégen die Aussagen A, B, C folgendes
bedeuten:

A: ,Der Additionssatz der Geschwindigkeiten ist giiltig.”

B: ,,Das Licht pflanzt sich im Fixsternsystem nach allen Richtungen
mit gleicher Geschwindigkeit fort.*

C: ,Das Licht pflanzt sich auf der Erde nach allen Richtungen
mit gleicher Geschwindigkeit fort.*
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Dann besteht zunichst der mathematische Satz: (4 & B) — C,d.h.:
»Wenn der Additionssatz der Geschwindigkeiten giiltig ist und das Licht
sich im Fixsternsystem nach allen Richtungen mit gleicher Geschwindig-
keit fortpflanzt, dann ist auf der Erde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
nicht nach allen Richtungen die gleiche.*

Ferner entnehmen wir der physikalischen Erfahrung, daB B und C
richtig sind. Wir haben also die Axiome

(A&B)—-C; B; C.
In der konjunktiven Normalform lautet die Voraussetzung:

ABC&B&C
und entwickelt:

ABC& BAC& BAC& BAC& BAC& CAB & CAB.
Als Folgerung ergibt sich hier
ABC& BAC& BAC &BAC.
Durch Zusammenfassen erhilt man weiter:
(B&B)AC&(B&B) AC,
AC& AC,
(C&C)A4,
A.
Es ergibt sich also die Folgerung, daB der Additionssatz der Ge-
schwindigkeiten nicht giiltig ist. —
‘Aus irgend zwei einander widersprechenden Axiomen kann jeder
beliebige Satz bewiesen werden. Hat man nimlich 4 und 4 als Axiome

und ist B irgendeine andere Aussage, so ergibt die Entwicklung der
Voraussetzung 4 & 4 nach A und B:

AB& AB& AB& AB.

Daraus folgt:
AB& AB, also B.

Das angegebene Verfahren ermdglicht uns, simtliche Folgerungen
aus gegebenen Axiomen zu ziehen, oder mit anderen Worten, simtliche
Aussagenverbindungen zu finden, die schwdcher sind als eine vorgelegte.
Man kann nun umgekehrt fragen, welche Aussagenverbindungen stirker
sind als die vorgelegte, d. h. aus welchen Voraussetzungen sie sich als
Folgerung ergibt. Die Loésung dieses Problems geschieht in #dhnlicher
Weise wie vorher: Die Folgerung wird zunichst nach simtlichen Grund-
aussagen entwickelt, also auf die ausgezeichnete Normalform gebracht.
Man wihlt nun von den nicht vorkommenden Konstituenten irgend-
welche aus, fiigt sie mit & zu der Folgerung hinzu und erhilt so alle
moglichen Voraussetzungen.
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§ 10. Die Axiome des Aussagenkalkiils.

Die axiomatische Form fiir die Theorie des Aussagenkalkiils wird
dadurch erhalten, daB man unter den immer richtigen Aussagen-
verbindungen eine Auswahl trifft und dann formale Regeln angibt, nach
denen sich alle iibrigen immer richtigen Formeln aus jenen ableiten
lassen. Diese Regeln spielen im Logikkalkiil dieselbe Rolle, welche sonst
in den mathematischen und physikalischen Theorien das logische
SchlieBen hat. DaB das logische SchlieBen hier nicht in der gew6hnlichen
inhaltlichen Weise benutzt werden darf, liegt daran, daB ja die logischen
SchluBweisen den Gegenstand unserer Untersuchung bilden.

Wir unterscheiden zwischen logischen Grundformeln (Axiomen) und
Grundregeln zur Ableitung richtiger Formeln. Als logische Grundformeln
wollen wir die folgenden vier einfiihren:

a) XvX->X.

b) X—>XvY.

c) XvY—>YvX.

d X=>Y)>[ZvX—>ZvY]

Das erste Axiom bedeutet, daB eine Aussage richtig ist, wenn die
Disjunktion der Aussage mit sich selbst richtig ist. Das zweite Axiom
ist nichts anderes als die auf S.12 erwihnte Regel b2), das dritte
postuliert die Kommutativitit der Disjunktion und das vierte sagt,
daB bei einer richtigen Implikation X —Y beide Seiten mit einer be-
liebigen Aussage Z disjunktiv verkniipft werden diirfen.

Das Zeichen — wollen wir iibrigens nur als Abkiirzung gebrauchen.
X —Y soll eine bequemere Schreibweise sein fiir X v Y. Das Axiom a)
z. B. heiBt also ohne Abkiirzungen geschrieben: X vX v X.

Fiir die Gewinnung neuer Formeln aus den zugrunde gelegten Aus-

gangsformeln, sowie aus bereits abgeleiteten Formeln haben wir die
folgenden beiden Regeln:

o) Einsetzungsregel.

Fiir eine Aussagenvariable (d. h. fiir einen groBen lateinischen Buch-
staben) darf diberall, wo sie vorkommt, ein und dieselbe Aussagenverbindung
eingesetzt werden.

f) SchluBschema.

Aus zwes Formeln U und U—B gewinnt man die neue Formel V.

In dem nichsten Paragraphen werden wir die Handhabung der
beiden Regeln zur Gewinnung von neuen Formeln aus bereits ab-
geleiteten, bzw. den Axiomen, ausfiihrlich erliutern. Hier seien noch
einige Bemerkungen allgemeiner Art zur Axiomatik des Aussagen-
kalkiils {iberhaupt angekniipft.
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Bei der Aufstellung des Axiomensystems haben wir nur die Ver-
kniipfungen v und — benutzt. Es entspricht dies der friiher erwihnten
Tatsache, daB diese beiden Verkniipfungen zur Darstellung aller Aus-
sagenverbindungen ausreichend sind. Der Bequemlichkeit halber ver-
wenden wir allerdings auch die Zeichen —, &, ~. Doch sind die Formeln,
in denen diese Zeichen gebraucht werden, dann nur als Abkiirzungen
fir Formeln aufzufassen, die nur die Zeichen v und — enthalten. So
ist eine Formel ¥ — B als Abkiirzung fiir Av B, A& B als Abkiirzung

fir AvP und A~ B als Abkiirzung fir (A - B) & (B —>UY), d. h

Av B vB v A anzusehen [vgl. die Aquivalenzen (21), (28), (24) in § 2].

Das von uns benutzte Axiomensystem ist im wesentlichen von
WHITEHEAD und RUSSELL (in der 1. Auflage der Principia Mathematica)
angegeben worden. Ein von den Verfassern auBerdem noch benutztes
Axiom

Xv(YvZ)>Yv(XvZ2),

das die Assoziativitit der disjunktiven Verkniipfung ausdriickt, erwies
sich spiter als entbehrlich?®.

Da die Verkniipfungen & und —, ebenso wie — und ~ ebenfalls zur
Darstellung aller Aussagenverbindungen ausreichen, kann man auch
Axiome zugrunde legen, in denen nur & und —, oder nur — und
vorkommen. Eines besonderen Interesses haben sich in den letzten
Jahren die Axiomensysteme der letztgenannten Art, die also nur Impli-
kation und Negation zugrunde legen, erfreut. Das erste dieser Axiomen-
systeme, bei denen iibrigens als Ableitungsregeln ebenfalls unsere Regeln
o) und B) verwendet werden, stammt bereits von FREGE2 Es besteht
aus den folgenden sechs Axiomen:

1. X>(Y>X),

2. (X—> (Y—2) )—>( X—>Y)>(X—>2)),
3. (X=>(Y=>2))>(Y—>(X—>2)),

4. (X=Y)>(Y -X),

5. }7-—>X,

6. X—>X.

Dieses FrREGEsche Axiomensystem liBt sich, wie J. LUKASIEWICZ
gezeigt hat, durch das folgende einfachere, aus nur drei Axiomen be-
stehende System ersetzen:

! BERNAYS, P.: Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalkiils der Principia
Mathematica. Math. Z. Bd. 25 (1926).

2 FrReGE, G.: Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildeten Formel-
sprache des reinen Denkens. Halle 1879.
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1. X>(Y—>X),
2. (X>(Y=2))>((X>Y)>(X—>2)),
3. (X—>Y)—>(Y>X).

Es ist sogar moglich, nur eine einzige mit Implikation und Negation
gebildete Ausgangsformel zugrunde zu legen?.

Unter alleiniger Benutzung der SHEFFERschen Strichverkniipfung X|Y,
die wir frither erwidhnten, hat zuerst J. Nicop ein Axiomensystem des
Aussagenkalkiils aufgestellt2. Dieses System verwendet als einzige
Ausgangsformel

XY 21K UIOIU)ILVIYI(XVIXIV))]}
An Stelle unseres SchluBschemas B benutzt es die Regel: Aus zwei
Formeln % und %/(B/€) gewinnt man die neue Formel €.

Unter Umstdnden verdient auch ein Axiomensystem des Aussagen-
kalkiils den Vorzug, in dem gleich von vornherein alle Grundverkniipfungen
eingefiihrt werden, dann niamlich, wenn es sich darum handelt, die Rolle,
die einer jeden dieser Grundverkniipfungen beim logischen SchlieBen
zufillt, moglichst deutlich zum Ausdruck zu bringen. Ein unter diesem
Gesichtspunkt ausgewihltes Axiomensystem ist von HILBERT und
BERNAYS angegeben worden?.

Ubrigens ist auch in unseren Regeln a1) bis a4), b1) bis b3) (§3
und § 4) eine Axiomatik des Aussagenkalkiils enthalten. Es handelt sich
hier um ein System mit der einzigen Ausgangsformel X v X und 6 Regeln
zur Ableitung neuer Formeln.

Wir erwihnen endlich noch als eine Sonderstellung einnehmend
den von G. GENTZEN aufgestellten ,,Kalkiil des natiirlichen SchlieBens‘4,
der aus dem Bestreben hervorgegangen ist, das formale Ableiten von
Formeln mehr als bisher dem inhaltlichen Beweisverfahren, wie es z. B.
in der Mathematik iiblich ist, anzugleichen. Der Kalkiil enthilt keine
logischen Axiome, sondern nur SchluBfiguren, die angeben, welche
Folgerungen aus gegebenen Annahmen gezogen werden kénnen, sowie
solche, die Formeln liefern, bei denen die Abhingigkeit von den An-
nahmen beseitigt ist.

! LukasiEwicz, J. u. A. Tarskl: Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil.
(C. R. Soc. Sci., Varsovie, Bd. 23, Klasse III, Warschau 1930.)

# N1cop, J. G.P.: A reduction in the number of the primitive propositions
of logic. Proc. Camb. Phil. Soc. Bd. 19 (1917). Vgl. dazu auch W. V. QUINE: A note
on Nicod’s postulate, Mind 41.

3 HIiLBERT, D. u. P. BERNAYS: Grundlagen der Mathematik I, S. 66.

4 GeNTZEN, G.: Untersuchungen iiber das logische SchlieBen I und II. Math.
Z. Bd. 39 (1934). — Verwandte Gedanken sind unabhingig von JASKOWSKI ent-
wickelt worden. Vgl. S. JaskowsKri: On the rules of suppositions in formal logic.
Studia logica Nr.1 (1934).
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§ 11. Beispiele fiir die Ableitung von Formeln
aus den Axiomen.

Wir kehren nun zuriick zu unserem aus den Grundformeln a) bis d)
und den Ableitungsregeln «) und f) bestehenden Axiomensystem.

Es sollen eine Reihe von Beispielen fiir die streng formale Ableitung
von Formeln aus den Axiomen gegeben werden. Wir wollen uns etwas
langer dabei aufhalten, da erfahrungsgemi8 dem Anfinger die Wahrung
des rein formalen Standpunktes besondere Schwierigkeiten zu machen
pflegt.

Bei der Ableitung der Formeln empfiehlt es sich, gewisse sehr hiufig
wiederkehrende Operationen in Form von abgeleiteten Regeln zusammen-
fassen. Durch eine solche Regel wird ein fiir allemal das Ergebnis des
betreffenden formalen Ubergangs vorweggenommen, und der Beweis
fiir die Regel besteht darin, daB allgemein das Verfahren angegeben
wird, durch welches in jedem einzelnen Fall jener Ubergang gemiB
den Grundregeln zu vollziehen ist.

Regel I: Ist Uv U eine bewersbare Formel, so gilt dasselbe fiir U.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Axiom a). Durch Ein-
setzung in a) erhdlt man:
AvA->A.

Da ferner A v A beweisbar ist, so liefert das SchluBschema die Formel 2.

Regel 11: Ist W eine beweisbare Formel und B eine beliebige andere,
so st auch Uv B eine beweisbare Formel.

Diese Regel ergibt sich in derselben Weise aus dem Axiom b) wie
Regel I aus a).

Ebenso entsprechen den Axiomen c), d) die Regeln IIT und IV,
wie iiberhaupt zu jeder Formel, die eine Folgebeziehung ausdriickt,
auch eine entsprechende Regel gehért:

Regel II1: Ist Av B eine beweisbare Formel, so gilt dasselbe fiir B v U.

Regel IV: Ist U—>B eine beweisbare Formel und € eine beliebige
andere Formel, so ist auch CU—CB eine beweisbare Formel.

Formel (1):

X=>Y)>[(Z>X)>(Z->Y)].

Beweis: (X—Y)—>[ZX—>ZY] entsteht durch Einsetzung von Z
fir Z aus Axiom d). Das ist aber schon die Formel (1), wenn wir die
Abkiirzung — durch ihre Bedeutung ersetzen.

Regel V: Sind U—B und B—>C beweisbare Formeln, so ist auch
A—>C eine beweisbare Formel.

Diese Regel entspricht der Formel (1). Man beweist sie, indem
man in (1) fiir X, Y, Z beziiglich %, €, A einsetzt und dann zweimal
das SchluBschema anwendet.
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Formel (2): XvX.

Bewers: X —~X v X [durch Einsetzung von X fiir Y in b)],
XvX—->X |[nach a)],
X—>X [nach Regel V].

Die letzte Formel ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir X v X.
Formel (3): Xv X.
Diese Formel ergibt sich aus (2) durch Anwendung der Regel III.

Formel (4): X—~X.

Beweis: (4) ist eine Abkiirzung fiir XX, und diese Formel geht
aus (3) hervor, indem man X fiir X einsetzt.

Formel (5): X —>X.

Beweis: X—X [durch Einsetzung in (4)],
XX—>XX [nach Regel IV],
XX [wegen (3) und Regel §)],

XX [nach Regel III].
Das letzte ist die Formel (5).

Formel (6): (X—Y)—(Y—>X).

Beweis: Y —>Y [Formel (4)],
XY->XY [Regel IV],
XY->YX [Einsetzung in c)],
XY—>YX [Regel V].

Das ist die gesuchte Formel.

Regel VI: Tritt ein Ausdruck U als Bestandteil in einer Aussagen-
verbindung auf, die in diesem Sinne mit @ (U) bezeichnet werden mige,
und sind U—B und B—U beweisbare Formeln, so sind auch D (A) D (B)
und @ (B) D (A) beweisbare Formeln. — Durch die Form von U und
durch den Gesamtausdruck ist iibrigens noch nicht eindeutig bestimmt,
was @ () bedeuten soll. Der Ausdruck X —XY kann z. B. in dreierlei
Sinne als @ (X) bezeichnet werden, da fiir @ (%) jeder der drei Aus-
driicke A—->XY, X—>AY, A—>AY genommen werden kann. Die
Regel VI trifft fiir jede mogliche Definition von @ () zu.

Diese Regel 14Bt sich auch so aussprechen: Zwe: Ausdriicke, die
in gegenseitiger Folgebeziehung stehen, diirfen in einer beweisbaren Formel
fiir einander eingesetzt werden.

Beweis: Es geniigt, die Regel fiir den Fall zu beweisen, daB3 ¥ nur
einmal in @ () vorkommt, und daB & () eine der Formen A, CA, AC
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hat. Die allgemeine Regel 1aBt sich durch mehrfache Anwendung dieser
einfachen Regel gewinnen, indem man @ von innen heraus aufbaut.
Fiir jeden Teilausdruck @’ von @ erhilt man ndmlich sukzessive

D'(B)>D'(A) und D' (A)—->D'(B).
Es seien also A—PB und B—>U schon bewiesen. Wir beweisen
dann:
a) A—>B und B—-U.
Man erhilt diese beiden Formeln, indem man zunichst durch Ein-
setzung in Formel (6)
A—-B)—(B—),
(B—>A - A—>2)
beweist, und benutzt, daB A—PB und B—A schon bewiesen sind.
f) CA-EB; EB->CU

Beide Formeln erhilt man aus A —PB bzw. B—A durch Anwendung
der Regel IV.

y) UC—>BE; BE~AC.

Dieser Fall 148t sich auf B) zuriickfithren, indem man mehrmals
das Axiom c¢) und die Regel V anwendet.

Als Anwendung von Regel VI und Axiom c) ergibt sich die Kom-
mutativitit der Disjunkiion. Da man nimlich durch Einsetzung in c)

erhalt AvB—->BvA und BvA->AV Y,

so darf in jeder Aussagenverbindung fiir eine Disjunktion A v B immer
B v U eingesetzt werden.
Desgleichen ergibt sich aus Formel (4) und (5) und der Regel VI,

daB man U durch ¥ ersetzen darf und umgekehrt.

Formel (7): X&Y—->XvY.

Beweis: X & Y ist eine Abkiirzung fiir X'Y. Die Formel XY — XY’
entsteht durch Einsetzung aus XX

Ebenso gewinnt man aus X —X die folgende Formel:

Formel (8): XvY—>X&Y.

Formel (9): XvY —>X&Y.

Formel (10): X&Y X vY.

Beweis: Die beiden Formeln (9) und (10) schreiben sich ohne Ab-
kiirzung

und

XvY>XvY und XvY—>XvY.
Sie entstehen aus X vY —X vV, indem nach Regel VI auf der rechten
bzw. linken Seite X durch X und Y durch Y ersetzt wird.
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Die Formeln (7), (8) und (9), (10) liefern uns in Verbindung mit
Regel VI die frithere Regel a3), S. 10.

Eine weitere Anwendung der Regel VI ist die folgende: Da nach
Axiom a) X vX —X gilt, und da man aus Axiom b) durch Einsetzung
X —->X v X erhilt, so darf ein Ausdruck von der Form U v A immer
durch ¥ ersetzt werden und umgekehrt.

Formel (11): X&Y—->Y & X.
Beweis: XY —Y X entsteht aus XY — XY, indem man die Regel
von der Kommutativitdt der disjunktiven Verkniipfung anwendet.
Formel (12): X &Y - X.
Beweis: X — XY [nach Axiom b],
XY —>X [nach Formel (6)],
X&Y—>X ,
X&Y—>X.
Formel (13): X&Y—Y.
Der Beweis ergibt sich aus (11) und (12).
Formel (14): X(YZ)—>Y (XZ).
Beweis: Z—XZ [aus Axiom b) durch Vertauschung der Disjunktions-
YZ—>Y(XZ) [Regel IV], glieder],
X(YZ)>X(Y(XZ)) [Regel IV],
X(YZ)—~(Y (XZ))X* [Kommutativitit der Disjunktion],
X —ZX [aus Axiom b) durch Vertauschung der Disjunktions-
XZ—>Y (XZ) [Einsetzung in die vorige Formel], glieder],
X—>Y(XZ) [Regel V],
(Y(X2))X (Y (XZ))(Y(XZ)) [Regel IV],
(Y(XZ))X > Y (XZ)**.
(Ersetzung von A v A durch «A.)
* und ** ergeben nach Regel V:
X(Y2)->Y (XZ).
Formel (15): X(YZ)—~>(XY)Z.
X(YZ)—>X(ZY) [kommutatives Gesetz],
X(ZY)—>Z(XY) [Formel (14)],
X(YZ)—>Z(XY) [RegelV].

Daraus entsteht Formel (15) durch Anwendung des kommutativen
Gesetzes.

Bewers:
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Formel (16): (XY)Z—>X(YZ).

Beweis: Z(YX)—(ZY)X [Einsetzung in (15)].

Unter Anwendung des kommutativen Gesetzes kann Z(YX) durch
(XY)Z und (ZY)X durch X (YZ) ersetzt werden.

Aus Formel (15) und (16) und Regel VI ergibt sich, daB nicht nur
die Reihenfolge, sondern auch die Zusammenfassung der Disjunktions-
glieder gleichgiiltig ist. Wir haben also auch das assoziative Gesetz fiir
die disjunktive Verkniipfung abgeleitet.

Formel (17): X & (Y &Z)>(X&Y)&Z,
X&Y)&Z>X& (Y &Z).
Beweis: X & (Y &Z) ist eine Abkirzung fir XYZ, (X&Y)&Z

eine solche fiir XY Z . Beide Ausdriicke sind aber nach unseren bisherigen
Regeln dquivalent und diirfen beliebig fiireinander eingesetzt werden.

Formel (18): X—(Y>X&Y).

Beweis: (X Y)XY [Einsetzung in (3)].
X(YXY) entsteht daraus durch anderes Zusammenfassen der Disjunk-
tionsglieder. Dies ist die gesuchte Formel.

Regel VII: N—(B—>C) ist durch B—>(UA—>EC) und (A& B)—>C
ersetzbar.

Der Beweis ergibt sich sofort aus unseren Regeln, falls man die
Abkiirzungen — und & durch ihre Bedeutung ersetzt.

Regel VIII: U—(U—B) kann durch A—>B ersetzt werden.
Beweis: A (AB) kann durch (AA) B oder durch AYB ersetzt werden.
Formel (19): X (Y &2)—~XY & XZ.

Beweis: Y & Z—Y [Formel (12)],

X (Y &Z)—>XY [nach Regel IV].

Ebenso erhilt man aus Formel (13):
X(Y&2)—>XZ,
XY > (XZ—XY &XZ) [Formel (18)],
X(Y&Z)—>(XZ—-XY & XZ) [nach Regel V],
XZ—>(X(Y &Z)—>XY &XZ) [nach Regel VII],
X(Y&Z)>(X(Y&Z)—>XY & XZ) [nach Regel V],
X(Y&2Z)—>XY &XZ [Regel VIII].
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Formel (20): XY & XZ—~>X (Y &Z).

Beweis: Y —>(Z—Y &Z) [Formel (18)],
(Z->Y &Z)>(XZ—>X (Y &Z)) [Axiom d)],
Y—>(XZ—->X(Y&Z)) [Regel V],
XZ—>(Y—>X(Y&Z)) [Regel VII],
(Y>X(Y&Z))>[XY—>X(X(Y&Z))] [Einsetzung in
XZ—>[XY—>X(X(Y&Z))] [Regel V], Axiom d)],

X (X(Y&Z)) kann durch (XX)(Y &Z) und weiter durch X (Y &2Z2),
ersetzt werden.

XZ>(XY>X(Y &2)).

Daraus ergibt sich die obige Formel nach Regel VII.

Aus Formel (19) und (20) zusammen mit Regel VI erhilt man die
Ableitung des Distributivgesetzes.

Ein weiteres Ableiten von Formeln und Regeln erweist sich als
unnétig. Es zeigte sich ndmlich, daB die Regeln a1) bis a4), b1) bis b3).
die wir frither aufgestellt hatten, sich aus den Axiomen als abgeleitete
Regeln gewinnen lassen. Daraus folgt, daB alle die Bemerkungen, die
wir frither im AnschluB an diese Regeln machten, z. B. die, die das
Prinzip der Dualitit und die Normalform betrafen, sich auch axiomatisch
wiedergewinnen lassen. Demnach braucht man, um die Beweisbarkeit
einer Formel zu zeigen, nicht jedesmal bis auf die Axiome zuriickzugehen,
Denn eine Aussagenformel ist dann und nur dann aus den Axiomen
beweisbar, wenn in der zugehdrigen konjunktiven Normalform jede
Disjunktion zwei Glieder enthilt, von denen das eine das Gegenteil
des anderen ist.

§ 12. Die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems.

Die axiomatische Einfithrung des Aussagenkalkiils macht es uns
moglich, auf den Aussagenkalkiil die Fragestellungen und Betrachtungen,
die der axiomatischen Methode eigentiimlich sind, anzuwenden. Die
wichtigsten der entstehenden Fragen sind die nach der Widerspruchs-
freiheit, Unabhingigkeit und Vollstindigkeit des Axiomensystems. Wir
wollen uns zunidchst mit der Widerspruchsfreiheit der Axiome befassen.

Die Frage nach der Widerspruchsfreiheit kann hier in einem iiber-
tragenen Sinne gestellt werden. Wir wollen die Axiome widerspruchs-
frei nennen, wenn es unmdéglich ist, mit Hilfe des Kalkiils zwei Aus-
sagenverbindungen abzuleiten, die in der Beziehung des Gegenteils
zueinander stehen, die man also aus dem Aussagenpaar X, X erhilt,
wenn man X beide Male in gleicher Weise ersetzt.

Die . angegebene Definition der Widerspruchsfreiheit macht eine
Erlduterung notwendig. Es wird hier scheinbar ein bestimmtes logisches
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Prinzip, namlich der Satz vom Widerspruch, vor den anderen Prinzipien
ausgezeichnet. In Wirklichkeit ist es aber so, daBl das Auftreten eines
formalen Widerspruchs, d.h. die Beweisbarkeit zweier Formeln %, %
den ganzen Kalkiil zur Bedeutungslosigkeit verurteilen wiirde; denn
wir hatten schon frither bemerkt, daBl, wenn zwei Aussagen von der
Form % und U beweisbar sind, fiir jede beliebige andere Aussage das-
selbe gelten wiirde. Die Widerspruchsfreiheit des Kalkiils im Sinne
der Definition ist also gleichbedeutend damit, daB nicht jede beliebige
Formel beweisbar ist.

Um die Widerspruchsfreiheit des Kalkiils einzusehen, verfahren wir
in folgender Weise:

Wir fassen die Aussagezeichen X, Y, Z, ... als arithmetische Variable
auf, fiir welche nur die Werte 0, 1 in Betracht kommen. X v Y deuten
wir als das arithmetische Produkt, und X erkliren wir so, daB 0 gleich 1
und 1 gleich 0 ist. Auf Grund dieser Interpretation stellt jede Aussagen-
verbindung eine arithmetische Funktion der Grundaussagen dar, welche
nur die Werte 0 oder 1 haben kann. Ist diese Funktion identisch gleich 0,
so wollen wir der Kiirze halber auch von dem symbolischen Ausdruck
sagen, daB3 er identisch gleich 0 ist.

An Hand der gegebenen Deutung kénnen wir nun eine gemein-
same Eigenschaft aller derjenigen Formeln angeben, die sich aus unseren
Axiomen ableiten lassen. Diese besteht darin, daB auf Grund der
arithmetischen Interpretation die Formeln fiir jedes in Betracht kommende
Wertsystem der Variablen den Wert O ergeben, daB sie also identisch
gleich 0 sind.

DaB3 diese Eigenschaft zunichst den Axiomen a) bis d) zukommt,
machen wir uns folgendermaBen klar:

Wir stellen durch Probieren fest, daB X v X immer den Wert 0
hat. Daraus folgt, daB auch X v X v X [Axiom a)] stets gleich 0 ist,
weil X vX immer denselben Wert hat wie X. — Ferner hat X (XY)
[Axiom b)] denselben Wert wie (X v X)Y wegen der Assoziativitit des
arithmetischen Produktes. Es ist also stets 0, weil 0v Y stets gleich 0
ist. Da YvX stets den gleichen Wert hat wie XvY,soist X vYv(YVvX)
als Spezialfall von XX stets gleich 0. Formel c) ergibt also stets den
Wert 0. Endlich gilt dasselbe fiir die Formel d): Fiir Z = 0 ist nimlich
ein Faktor 0 und fiir Z=1 hat Zv X denselben Wert wie X, ZvY
denselben Wert wie Y, so daB die ganze Formel denselben Wert ergibt

wie XYXY, was wieder ein Spezialfall von XX ist.

Die Formeln der vier Axiome haben also in der Tat alle die genannte
Eigenschaft. Bei der Anwendung der beiden in Betracht kommenden
Regeln fiir die Ableitung neuer Formeln, nimlich der Einsetzungsregel
und des SchluBschemas bleibt aber diese Eigenschaft immer erhalten.
Denn was die erste Regel betrifft, so ist klar, daB durch Einsetzen
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eines Ausdrucks an Stelle einer Variablen der Wertevorrat fiir die
Variablen jedenfalls nicht erweitert werden kann. Und wenn wir mit
Hilfe der zweiten Regel aus zwei Formeln % und % ®B die Formel B
ableiten, so iibertrigt sich die Eigenschaft, immer den Wert O zu liefern,
von jenen beiden Formeln auf die abgeleitete Formel; denn da die
Formel A immer den Wert 0 ergibt, so hat 9 immer den Wert 1, also
hat A B denselben Wert wie B, und hiernach hat B ebenso wie AB
immer den Wert 0.

Wir sehen somit, daB tatsichlich mit Hilfe unseres Kalkiils nur
solche Formeln erhalten werden, die bei der arithmetischen Deutung
immer den Wert O liefern. Indem wir dies feststellen, sind wir aber
schon am Ende unseres Nachweises. Denn offenbar kénnen zwei Formeln,
die dadurch aus X und X hervorgehen, daB man fiir X beide Male
dieselbe Aussagenverkniipfung einsetzt, nicht beide die Eigenschaft
besitzen, immer gleich 0 zu sein; vielmehr wenn die eine immer den
Wert 0 besitzt, so hat die andere immer den Wert 1.

§ 13. Die Unabhingigkeit und Vollstindigkeit des Systems.

An die Frage der Widerspruchsfreiheit, die wir fiir das Axiomen-
system bejahend beantworten konnten, schlieBt sich die weitere Frage
an, ob die Axiome alle unabhdngig voneinander sind oder ob man nicht
das eine oder das andere dieser Axiome entbehren kannl.

Die Antwort lautet, daB das Axiomensystem tatsichlich der Forderung
der Unabhingigkeit geniigt.

Wir zeigen zunichst, daB die Formel a) X vX v X nicht aus den
iibrigen Axiomen abgeleitet werden kann, und zwar auch dann nicht,
wenn man die Formel Xv X als Axiom hinzunimmt, so daB also die
Formel a) in dem axiomatischen System nicht durch die einfachere XX
ersetzt werden kann. Auch fiir die anderen Axiome wird der Unabhingig-
keitsbeweis in dem verschirften Sinne gefiihrt, daB das betreffende
Axiom nicht durch X v X ersetzt werden kann.

Der Beweis geschieht wieder mit Hilfe einerarithmetischen Inter-
pretation. Wir nehmen als Werte fiir die Variablen X,Y,Z, ... die
Restklassen 0, 1, 2 modulo 4. Das Zeichen ,,v*‘ soll wieder die ge-
wohnliche Multiplikation darstellen, und X erkliren wir durch die Fest-
setzungen: 0 bedeutet 1, 1 bedeutet 0, 2 bedeutet 2.

Man kann nun verifizieren, daB die Formeln X v X, b), ¢), d) bei
der gegebenen Deutung der Variablen smmer die Restklasse O ergeben,
und diese Eigenschaft iibertrigt sich bei der Anwendung der beiden

1 Diese Frage der Unabhingigkeit des Axiomensystems ist ebenfalls in der
S. 24 zitierten Arbeit von P. BERNAYsS, Axiomatische Untersuchung usw. geldst
worden.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 3
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Regeln auf alle aus jenen 4 Formeln abgeleiteten Formeln, was man
auf gleiche Weise wie vorher beim Beweise der Widerspruchsfreiheit
einsieht. Wire daher die Formel a) aus b), ¢), d) und X v X mit Hilfe
der Regeln ableitbar, so miiBte XX v X fiir jeden zulissigen Wert
von X die Restklasse 0 ergeben. Dies ist aber nicht der Fall. Denn
setzen wir fiir X den Wert 2 ein, dann ergibt sich:

2v2v2=0v2=1v2=2,
also nicht der Wert 0.

Die Unabhingigkeit des Axioms b) X v (X vY) von den iibrigen
Axiomen mit EinschluB von X v X zeigen wir auf folgende Weise. Es
werden wieder X, Y, Z als Variable betrachtet, die die Werte 0, 1, 2, 3
annehmen koénnen. Wir definieren aber jetzt die Verkniipfung v fiir
diese Variablen durch:

OvO=0v1=0v2=0v3=0;, 1vi=1v2=1v3=1;
2v2=2; 3v3=3;, 2v3i=2

und durch die Festsetzung, daB das kommutative Gesetz gelten soll,
Ferner versteht man unter 0, 1, 2, 3 beziiglich 1, 0, 3, 2. Welche Werte
man dann fiir die Variablen auch wihlt, so ergeben die Formeln a),
¢), d und XvX immer den Wert 0 oder 2. Diese Eigenschaft bleibt
fir alle Formeln bestehen, die man mit Hilfe der beiden Regeln aus
a), ¢), d) und Xv X ableitet. Dagegen hat X (XY) den Wert 1, falls
man X =2 und Y =1 nimmt.

Entsprechend zeigt man die Unabhangigkeit des Axioms c): XY (Y X).
Man erklirt 0 durch 1, 1 durch 0, 2 durch 0, 3 durch 2. Ferner sei
OvO=0v1=0v2=0v3=1v0=2v0=3v0=0;
1vli=1;, 1v2=2vi=2; 1v3=3vi=3;

2v3=0;, 3v2=3;, 2v2=2;, 3v3=3.

Man erkennt dann leicht, daB die Formeln a), b), d) und XvX
bei beliebigen Ersetzungen der groBen lateinischen Buchstaben durch
die Zahlen 0,1, 2,3 den Wert O ergeben, und daB diese Eigenschaft
bei Ableitung neuer Formeln erhalten bleibt. Dagegen erhilt c) den

Wert 3, falls man X durch 2 und Y durch 3 ersetzt. Dieser Unabhingig-
keitsbeweis liefert uns noch mehr. Er zeigt, daB das assoziative Gesetz

X(Y2)((xY)Z2)

nicht ohne Benutzung des Axioms c) bewiesen werden kann. Ersetzt
man nimlich in dieser Formel X durch 3, Y durch 2, Z durch 3, so wird

3v(2v3)v((3v2)v3)=0v3=1v3=3.
Das assoziative Gesetz ist also ebenfalls von den Axiomen a), c¢) und d)
unabhiéngig.
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Es bleibt noch iibrig, die Unabhingigkeit des Axioms d) von den
iibrigen Axiomen zu zeigen. Dies gelingt durch das folgende System von
Definitionen:

Die Variablen X, Y, Z mogen die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen kénnen.
Es sei

0=1, 1=0, 2=3, 3=0.
0vo0=0v1i=1v0=0v2=2v0=0v3=3v0=2v3=3v2=0.
1vi=1, 1v2=2vi=2, 1v3=3vi=3.
2v2=2, 3v3=13.

Dann ergeben die Formeln a), b), ¢) und X vX immer den Wert 0
und ebenso alle daraus abgeleiteten Formeln. Dagegen erhilt d) den
Wert 2, wenn man X =3, Y =1 und Z = 2 nimmt.

Wir haben damit die Unabhingigkeit der Axiome a) bis d) gezeigt.
Stellen wir nun die Frage nach der Vollstindigkeit. Die Vollstindigkeit
eines Axiomensystems 14Bt sich in zweierlei Weise definieren. Einmal
kann man darunter verstehen, daB sich aus dem Axiomensystem alle
richtigen Formeln eines gewissen, inhaltlich zu charakterisierenden
Gebietes gewinnen lassen. Man kann aber auch den Begriff der Voll-
stindigkeit schirfer fassen, so daB ein Axiomensystem nur dann voll-
stindig heiBt, wenn durch die Hinzufiigung einer bisher nicht ableit-
baren Formel zu dem System der Grundformeln stets ein Widerspruch
entsteht.

Die Vollstindigkeit im ersten Sinne wiirde hier besagen, daB man
aus den Axiomen a) bis d) alle immer richtigen Aussageformeln ab-
leiten kann. Sie ist, wie wir schon sahen, erfiillt.

Es besteht aber auch die Vollstindigkeit in dem schirferen Sinne.
Wir konnen uns davon auf die folgende Weise iiberzeugen: Sei ¥ irgend-
eine aus den Axiomen nicht beweisbare Formel. 9B sei der zu U ge-
hérige Ausdruck in der konjunktiven Normalform. Da 8 ebensowenig
wie U beweisbar sein kann, so muB unter den Konjunktionsgliedern
von B eine Disjunktion € vorkommen, bei der keine zwei Glieder
einander entgegengesetzt sind. Setzt man in € fiir jedes unverneinte
Aussagezeichen X, fiir jedes verneinte Aussagezeichen)_( ein, so erhilt
man eine Disjunktion der Form XvXvXv...vX, die nach den
Regeln des Aussagenkalkiils mit X #quivalent ist. Wiirde nun % als
richtige Formel postuliert, so wiirde sich auch 8 und € und schlieBlich X
als richtige Formel ergeben. Dann diirfte aber auch X fiir X eingesetzt
werden, und wir erhielten einen Widerspruch. Es stellt sich also das
System der betrachteten Axiome als vollstindig heraus.

3*



Zweites Kapitel.

Der Klassenkalkiil
(einstellige Pradikatenkalkiil).

Die bisherige Form des logischen Kalkiils ist zur prizisen Darstellung
derjenigen logischen Zusammenhinge ausreichend, bei denen die Aus-
sagen als ungetrenntes Ganzes auftreten. Jedoch ist keine Rede davon,
daB wir mit dem Aussagenkalkiil fiir die Zwecke der Logik iiberhaupt
auskommen. Nicht einmal jene einfachen Arten von Schliissen, welche
in der traditionellen Logik mit den Stichworten ,barbara®, ,celarent”,
,,darii“ usw. bezeichnet zu werden pflegen, lassen sich wiedergeben.
Z. B. sucht man vergebens nach einer formalen Darstellung der logischen
Beziehung, die in den drei Sitzen:

,,Alle Menschen sind sterblich;
Cajus ist ein Mensch;
folglich ist Cajus sterblich.”

zum Ausdruck kommt. Der Grund hierfiir ist, daB es bei Schliissen
dieser Art nicht nur auf die Aussagen als Ganzes ankommt, sondern
daB die innere logische Struktur der Aussagen, die sich sprachlich durch
die Beziehung zwischen Subjekt und Pridikat ausdriickt, eine wesent-
liche Rolle spielt. Durch diese Erwigungen werden wir dazu veranlaBt,
den Kalkiil oder wenigstens seine inhaltliche Bedeutung zu &ndern.

§ 1. Inhaltliche Umdeutung
der Symbolik des Aussagenkalkiils.

Wir gebrauchen im folgenden Kalkiil die gleichen logischen Zeichen
wie im Aussagenkalkiil. Unter X, Y, Z... sollen aber jetzt nicht mehr
ganze Aussagen verstanden werden, sondern Pridikate. Z. B. kann X
eine Bezeichnung sein fiir das Pridikat ,,ist sterblich‘‘ oder ,,ist teilbar*
oder ,hat eine Ursache. Der Gebrauch des Wortes Pridikat ist hier
der in der Philosophie iibliche, indem darunter das verstanden wird,
wodurch ein Subjekt niher gekennzeichnet werden kann. Im Laufe
dieses Buches, nimlich im dritten und vierten Kapitel, wird aber, worauf
wir hier nicht niher einzugehen brauchen, der Ausdruck Pradikat noch
in einem weiteren Sinne gebraucht. Wir werden dort mit Pradikaten
mit mehreren Subjekten zu tun haben. Wir bezeichnen daher die Pradi-
kate im gewohnlichen Sinn, von denen in diesem Kapitel ausschlieBlich
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die Rede ist, genauer als einstellige Pridikate, lassen aber im folgenden
den Zusatz ,einstellig’* meist fort.

Ist X irgendein Priadikat, z. B. ,,ist schén‘, so soll unter X das
gegenteilige Pridikat ,,ist nicht schén‘ verstanden werden. Stellen X,
Y beziiglich die Pridikate ,,ist verginglich, , besitzt Erkenntnis* dar,
so ist X & Y das Symbol fiir das Pridikat ,,ist verginglich und besitzt
Erkenntnis”, X vY das Symbol fiir ,,ist verginglich oder besitzt Er-
kenntnis*‘. Die anderen logischen Zeichen kénnen wir wieder als Ab-
kiirzungen benutzen.

Pradikate sind nun, fiir sich genommen, weder wahr noch falsch.
Behauptet man also von einer Formel X bzw. X v Y, daB sie richtig
ist, so muf3 das einen anderen Sinn haben als bisher. Wir wollen jetzt
darunter verstehen, daB das Pridikat X bzw. X vY auf alle Gegen-
stinde zutrifft.

Damit sind die Bedeutungen fiir alle Zeichen im einstelligen Pridi-
katenkalkiil festgelegt. Samtliche Formeln erhalten den Sinn von all-
gemeinen Urteilen. Um die gewéhnlichen allgemeinen Urteile, wie etwa
,»Alle Menschen sind sterblich®, zur Darstellung zu bringen, kann man
zunichst ein solches Urteil in der Form aussprechen: ,,Alle Gegenstinde
sind nicht Menschen oder sterblich*. Fiihrt man dann fiir das Pridikat
,,ist ein Mensch‘‘ das Zeichen X, fiir ,,ist sterblich’’ das Zeichen Y ein,
so ergibt sich die symbolische Darstellung des Urteils durch: Xv Y.
Entsprechend wird ein negatives allgemeines Urteil wie ,,Kein Mensch
ist vollkommen*‘‘ durch die Formel: X vY dargestellt, worin X, Y beziig-
lich die Pridikate ,,ist ein Mensch®, ,,ist vollkommen‘‘ bedeuten. Die
genaue Interpretation der Formel X vY lautet: Alle Gegenstinde sind
nicht Menschen oder nicht vollkommen.

Wir kénnen nun wieder nach den immer richtigen Formeln fragen,
d. h. nach denjenigen Formeln, die bei Einsetzung beliebiger Pridikate
fiir die Variablen X, Y, . .. ein auf alle Gegenstinde zutreffendes Priadikat
ergeben. Es ist dann leicht einzusehen, daB bei der neuen Interpretation
des Kalkiils das System der tmmer richtigen Formeln genau dasselbe ist
wie beim Aussagenkalkiil.

Es gelten namlich zunichst wieder die Aquivalenzen a1) bis a4), die
die Umformung der Ausdriicke zur konjunktiven Normalform ermég-
lichen. Ferner iiberzeugt man sich leicht, daB eine auf die Normalform
gebrachte Formel dann und nur dann immer richtig ist, wenn jedes
Konjunktionsglied eine Disjunktion X v X enthilt. Es kann also der
Formalismus des Aussagenkalkiils vollstindig beibehalten werden; wir
brauchen nur den Formeln eine andere Deutung zu geben.

Neben der urspriinglichen Deutung und der Deutung im Sinne des
Pridikatenkalkiils gibt es fiir die Formeln des Aussagenkalkiils noch
eine dritte Interpretation. Es handelt sich hier aber gegeniiber dem
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Pridikatenkalkiil nicht wieder um die Einfithrung neuer logischer Be-
ziehungen, sondern es wird nur den im Pridikatenkalkiil ausdriickbaren
Tatsachen eine verinderte Darstellung gegeben, welche fiir die Zwecke
der Veranschaulichung Vorteile bietet. Diese Anderung der Darstellung
besteht darin, daB wir die Pridikate, statt sie nach ihrem Inhalt zu
bestimmen, durch ihren Umfang charakterisieren. Jedem Pridikat ent-
spricht eine bestimmte ,,Klasse’! von Gegenstinden, indem man zu
der Klasse alle Gegenstinde rechnet, denen das Pridikat zukommt.
Natiirlich ist dabei der Fall nicht ausgeschlossen, daB eine Klasse keinen
Gegenstand enthilt. Die Klassen sollen jetzt als Objekte des Kalkiils
genommen werden, welchen wir dann in dieser Interpretation als ,,Klassen-
kalkiil’ bezeichnen.

Unter X ist die Klasse zu verstehen, die aus allen Gegenstinden
besteht, die nicht zur Klasse X gehoren. X & Y bezeichnet den Durch-
schnitt der beiden Klassen X und Y, XvY die Vereinigungsklasse.
X—Y und X ~Y konnen, wie frither, als Abkiirzungen fiir XvY bzw.
XvY &Y v X aufgefaBt werden. Sagt man, eine Formel X ist richtig,
so soll das heiBen, daB X die Klasse ist, die aus allen Gegenstinden
besteht. Samtliche Regeln des Pridikatenkalkiils gelten dann bei diesen
Festsetzungen auch unverindert fiir den Klassenkalkiil. Die Richtigkeit
von X —Y bedeutet nach dieser Interpretation, daB die X entsprechende
Klasse eine Teilklasse der durch Y bestimmten Klasse ist; die Formel
X ~Y ist dann und nur dann richtig, wenn die Klassen X und Y iden-
tisch sind.

Das allgemeine Urteil ,,Alle Menschen sind sterblich** 148t sich im
Klassenkalkiil so formulieren:

,,Die Vereinigungsklasse, gebildet aus der Klasse der Nicht-Menschen
und der Sterblichen, umfaBt alle Gegenstinde.*

Es hat dieselbe formale Darstellung wie beim Pridikatenkalkiil.

§ 2. Vereinigung des Klassenkalkiils
mit dem Aussagenkalkiil.

Die Schliisse der traditionellen Logik lassen sich in dem Pridikaten-
kalkiil noch nicht alle formalisieren, weil uns eine Darstellung der parti-
kuliren Urteile fehlt. Diese Darstellung wird erst erreicht durch die Ver-
bindung des Aussagenkalkiils mit dem Pridikaten- oder Klassenkalkiil.
Wir gelangen zu dieser Vereinigung auf Grund der Erwigung, daB die
Beziehungen des Pradikatenkalkiils ja Aussagen darstellen, welche den
Regeln des Aussagenkalkiils unterworfen werden kénnen. Dieser Gedanke
fiilhrt zur Aufstellung eines kombinierten Kalkiils, in dem die logischen

1 In der Mathematik wendet man an Stelle des Ausdruckes ,,Klasse ge-
wohnlich das Wort ,,Menge* an.
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Zeichen &, v,  teils zur Verkniipfung von Aussagen und teils zur Ver-
kniipfung von Pridikaten gebraucht werden.

Es wire dann aber zunichst zweifelhaft, ob eine Aussage X bedeutet,
das Pridikat X trifft auf kein Ding zu, oder aber, es ist nicht richtig,
daB X auf alle Dinge zutrifft. Bezeichnet z. B. X das Pridikat ,,schén
sein“, so wire X nach der einen Deutung zu lesen: Alle Dinge sind
nicht-schon, und nach der anderen: Nicht alle Dinge sind schén. Wir
kénnen diese Schwierigkeit dadurch vermeiden, da8 wir die Pridikate
durch zwei senkrechte Striche abschlieBen. |X v Y | wiirde dann bedeuten:
das Pridikat XvY trifft auf alle Dinge zu, |X|v|Y| dagegen: das
Pridikat X trifft auf alle Dinge zu oder das Pridikat Y trifft auf alle
Dinge zu. Die beiden Aussagen, die eben zur Verwechslung AnlaB
gaben, sind dann durch |X| und [X| unterschieden. Mit Hilfe des
kombinierten Kalkiils kénnen dann die partikuliren Aussagen dargestellt
werden. Z. B. kann die Aussage ,,Einige Zahlen sind ungerade‘‘ folgender-
maBen umgeformt werden: ,,Es ist nicht wahr, daB alle Zahlen gerade
sind. — Bezeichnet man das Pridikat ,,Zahl sein‘‘ mit X, das Pridikat
,,gerade sein‘‘ mit Y, so schreibt sich zunichst die Aussage ,,Alle Zahlen
sind gerade’ symbolisch | XvY|. Das Gegenteil dieser Aussage wird
also dargestellt durch |[XvY|. Allgemein bezeichnet |[XvY| die Aus-
sage: es gibt Dinge, fiir die gleichzeitig X und Y zutrifft.

In dem kombinierten Kalkiil kommen eine Reihe von neuen immer
richtigen Formeln zu den bisherigen hinzu. Derartige Formeln sind z. B.

{|X——->Yl& | Y—>Z|}—>|X——>Z’
X |&|Y|~|X&Y|.
Eine systematische Aufstellung und Untersuchung dieser Formeln

soll, aus den am SchluB des nichsten Paragraphen angefiihrten Griinden,
nicht gegeben werden.

§ 3. Systematische Ableitung
der traditionellen Aristotelischen Schliisse.

Nachdem unser Kalkiil die erforderliche Erginzung erfahren hat,
wollen wir jetzt zur Anwendung des Kalkiils auf die Lehre von den
logischen Schliissen eingehen. Es handelt sich darum, zu erkennen, wie
sich die klassischen Aristotelischen SchluBfiguren in unseren kombinierten
Kalkiil einordnen und wie sie sich vom Standpunkte dieses Kalkiils
systematisieren und begriinden lassen.

Die charakteristischen Eigenschaften der zu betrachtenden Schliisse
sind folgende: Sie bestehen aus drei Sitzen, von denen der dritte (der
SchluBsatz) eine logische Folge der beiden ersten (der Primissen) bildet.
Jeder der drei Siitze hat eine der vier Formen:
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,Alle A sind B‘ (allgemein bejahendes Urteil).

,,Einige A sind B‘ (partikulir bejahendes Urteil).

,,Kein A ist B*“ (allgemein verneinendes Urteil).

,,Einige A sind nicht B‘ (partikulir verneinendes Urteil).

Zur abgekiirzten Bezeichnung dieser vier Formen pflegt man die
Vokale a,7,e,0 (in der angegebenen Reihenfolge) zu verwenden. Als
gemeinsames Zeichen fiir die vier Urteilsarten moge das Symbol AB
dienen.

In den drei Sitzen treten im ganzen drei Begriffe auf, der Subjekts-
begriff (S), der Pridikatsbegriff (P) und der Mittelbegriff (M); und zwar
hat der SchluBsatz die Form SP, und von den Primissen enthilt die
erste die Begriffe M und P, die zweite enthilt M und S. Demnach
ergeben sich folgende vier , Figuren von Schliissen!:

MP PM MP PM
SM SM MS MS

Sp SP SP SP

Da bei jeder der vier SchluBfiguren fiir einen jeden der drei Sitze
des Schlusses je nach seiner Zugehorigkeit zu einer der vier Urteils-
formen a, 7, ¢, 0 vier Moglichkeiten bestehen, so wiren, rein kombina-
torisch betrachtet, 256 verschiedene Arten von Schliissen denkbar.
Jedoch wird durch die Forderung, daB der SchluBsatz aus den Primissen
folgen soll, die Anzahl der Moglichkeiten wesentlich beschriankt. Die
Aristotelische Logik lehrt, daB 19 verschiedene SchluBarten zulissig
sind. Man hat fiir diese SchluBarten dreisilbige Merkworte eingefiihrt,
in denen die Vokale der Reihe nach die Urteilsformen angeben, zu
welchen die drei Sitze des Schlusses gehoren. Bei dieser Benennung
erhalten wir folgende Ubersicht:

1. Frgur 2. Figur 3. Figur 4. Figur

barbara cesare datisi calemes

celarent camestres feriso fresison

darii festino disamis dimatis

ferio baroco bocardo bamalip
darapti fesapo
felapton

Diese Zusammenstellung von Schliissen wollen wir nun an Hand des
Pradikatenkalkiils daraufhin priifen, ob sie wirklich alle tn Betracht
kommenden SchluBarten enthdlt und ob alle darin aufgezihlten Schiuf-
weisen der Anforderung der logischen Biindigkeit geniigen. Hierzu stellen

1 Man beachte, daB die Festlegung der Reihenfolge von S und P im Schlu-
satz keine Beschrankung der Allgemeinheit darstellt, da ja eine SchluBfigur mit PS
als SchluBsatz stets aus einer der vier genannten Figuren durch bloBe Anderung
der Bezeichnung und Umstellung der Priamissen hervorgeht.
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wir nun zunichst die vier Formen a, ¢, ¢, o eines Urteils A B symbolisch
dar. Bezeichnen X, Y die Priadikate ,,ist A“, ,,ist B, so lauten die
symbolischen Bezeichnungen

| XvY|; |XvY]; |XvY]; |XvY|.

Aus dieser Schreibweise ergeben sich ohne weiteres die auf die betrach-
teten Urteilsformen beziiglichen traditionellen Regeln iiber die Entgegen-
setzung (Opposition) und die Umkehrung. Von den vier Urteilen ist
niamlich das letzte als das Gegenteil des ersten, das zweite als das Gegen-
teil des dritten ausgedriickt. Ferner sind die beiden mittleren Formeln
in bezug auf X und Y symmetrisch, so daB sich das Urteil ,,Einige 4
sind B* als gleichbedeutend erweist mit ,,Einige B sind A und ebenso
das Urteil ,,Kein 4 ist B als gleichbedeutend mit ,,Kein B ist A“.
Dagegen ist bei den Formen @ und o keine solche Umkehrung moglich.

Wir wenden jetzt diese Darstellungsweise der vier Urteilsformen bei
den Schliissen an, indem wir fiir die Priadikate ,,ist S*, ,ist M*, , ist P*
die Zeichen X, Y, Z einfiihren. Jeder SchluB besteht dann aus drei
Formeln. Die erste Primisse wird dargestellt durch eine der vier Formen:

\YvZ|; |YvZ|; |ZvY]; |ZvY]
bzw. durch deren logisches Gegenteil. Bei der zweiten Primisse hat
man entsprechend eine der Formen:

[YvX|, |[YvX|, |XvY|} |XVvY]
oder deren Gegenteil. Beim SchluBsatz hat man, negiert oder unnegiert,
eine der beiden Formen:

| XvZ|;, |XvZ|.
(Man beachte, daB X, Y und Z unnegiert nur als zweites Glied einer
Verkniipfung auftreten kénnen.)

Zu diesen formalen Bedingungen tritt nun noch die Forderung, da
die dritte Formel eine Folge der beiden ersten sein soll, in dem Sinne,
daB beim Einsetzen bestimmter Pridikate fiir X, Y, Z die beiden
ersten Formeln nicht erfiillt sein konnen, ohne daB auch die dritte
giiltig ist.

Es kommt jetzt darauf an, zu untersuchen, wie durch diese Forderung
die Mannigfaltigkeit der zulissigen Formelkombinationen beschrinkt
wird.

Fiir diese Diskussion ist die Bemerkung niitzlich, daB wir, ohne an
der Richtigkeit einer Formel etwas zu dndern, zwei durch v verkniipfte
Glieder miteinander vertauschen konnen. Ferner ist die Reihenfolge
der Primissen unwesentlich, und wegen der Allgemeinheit, mit der die
SchluBfolgerung gelten soll, macht es nichts aus, ob ein Pridikat mit U
oder U bezeichnet wird. Auf Grund dieser Tatsachen kénnen wir jedes
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Paar von Primissen auf eine von den folgenden sechs Normalformen
zuriickfiihren:

L|OvV | 1L [TV | V.|V |
|Vv| |V v | |VvW|
IL |TvV | IV. [UVV | VL [UvV |
|V vV | Vv | |VvW"|

Der SchluBsatz nimmt eine von den Formen

|UvW|;, |UvW]|;, |UVW]|; |UvW|
an (negiert oder unnegiert). Von der neuen Schreibweise gelangt man
zu der fritheren dadurch zuriick, daB man fiir V entweder Y oder Y
substituiert, ferner U, W oder aber W, U einem der Paare X,Z; X,Z;
X,Z; X,Z gleichsetzt und dann alle méglichen Vertauschungen von
Disjunktionsgliedern in Betracht zieht, welche (bei geeigneter Reihen-
folge der Primissen) auf eines der formal zulissigen Dreiformelsysteme
fiithren.

Priifen wir nun jene sechs Paare von Pramissen I—VI daraufhin,
was aus ihnen gefolgert werden kann, so finden wir zunichst, daB sich
aus I., IV., V. kein SchluB} der verlangten Art ergibt.

I. ist ndmlich bei ganz beliebigem U, W erfiillt, falls das Pridikat V
auf kein Ding zutrifft. IV. ist erfiillt, falls V auf alle Dinge zutrifft,
sofern nur U iiberhaupt fiir ein Ding zutrifft, und V. ist fiir beliebige U
und W, die iiberhaupt fiir ein Ding zutreffen, erfiillt, falls V' fiir alle
Dinge zutrifft.

Auch die Primissen VI. liefern keinen der in Betracht kommenden
SchluBsitze. Denn damit sie, durch geeignete Wahl von V, befriedigt
werden konnen, geniigt es, daB U und W fiir je ein Ding zutreffen. Die
genannten Bedingungen sind jedoch mit der Falschheit eines jeden der
in Frage stehenden SchluBsitze vereinbar.

Demnach kommen fiir unsere Schliisse einzig die Fille II. und III.
in Betracht. Die beiden Primissen von II. |U vV | und | V v¥| liefern,
wenn man die Abkiirzung —> einfiihrt, und die erste der auf S.39
angegebenen Formeln benutzt, unmittelbar die Beziehung |UvW|.
Ferner ist auch |UvW]| die stirkste Folgerung, die aus den beiden
Priamissen gezogen werden kann, da bei Giiltigkeit dieser Beziehung die
beiden Primissen befriedigt werden, falls man V gleich W setzt.

Bei III. bedeutet die erste Primisse |Uv V|, daB es Dinge gibt
(d. h. wenigstens ein Ding), auf die gleichzeitig U und V zutrifft. Die
zweite Pramisse, [I7VW , bedeutet, daB jedes Ding, das die Eigen-
schaft V hat, auch die Eigenschaft W besitzt. Daraus folgt, daB es







44 Der Klassenkalkiil (einstellige Pradikatenkalkiil).

samtliche der Aristotelischen SchluBweisen bei unserem Verfahren wieder-
gefunden. Vielmehr fehlen in der erhaltenen Ubersicht die vier SchluB-
arten: darapti, bamalip, felapton, fesapo. Diese Diskrepanz riihrt davon
her, daf3 die seit Aristoteles traditionell gewordene Deutung der positiven
allgemeinen Sitze (,,Alle 4 sind B*) mit unserer Interpretation der
Formeln | X v Y | nicht vollkommen in Einklang steht. Nach Aristoteles
gilt nidmlich eine Aussage ,,Alle 4 sind B‘ nur dann als richtig, wenn
es Gegenstinde gibt, welche 4 sind. Unsere Abweichung von Aristoteles
in diesem Punkte wird durch die Riicksicht auf die mathematischen
Anwendungen der Logik gerechtfertigt, bei denen die Zugrundelegung
der Aristotelischen Auffassung unzweckmiBig wire.

Wir schlieBen damit die Bemerkungen iiber den Priadikaten- und
Klassenkalkiil ab. Es lassen sich zwar eine Anzahl interessanter Frage-
stellungen angeben; z. B. kann man fragen, welche Formeln des kom-
binierten Kalkiils immer richtige Aussagen darstellen. Ein niheres Ein-
gehen auf diese Probleme wollen wir uns aber versagen, da diese im
folgenden Kapitel in einem allgemeineren Zusammenhang formuliert und
behandelt werden. Z.B. wird die Frage nach den immer richtigen
Formeln des kombinierten Kalkiils durch die Ausfithrungen in §12 des
niachsten Kapitels vollstindig beantwortet. Wir verzichten auch auf
eine axiomatische Behandlung des einstelligen Pradikatenkalkiils!. Der
Klassenkalkiil oder einstellige Pradikatenkalkiil bildet {iberhaupt nur
eine Vorbereitung fiir den Pridikatenkalkiil im weiteren Sinne, der im
folgenden behandelt wird, und wird durch dessen Einfithrung tiberfliissig,
so daB wir spiter auf die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen
nicht mehr zuriickzukommen brauchen. Dagegen bleibt der Aussagen-
kalkiil als unentbehrliche Grundlage aller weiteren Untersuchungen
bestehen.

1 Ein vollstindiges Axiomensystem fiir den kombinierten Kalkiil und zugleich
eine interessante Erweiterung des Klassenkalkiils ist von M. WAJSBERG angegeben
worden, vgl. M. WaJsBERG: Ein erweiterter Klassenkalkiil. Mh. Math. Physik
Bd. 40 (1932) [siehe auch die zugehorige Berichtigung in Mh. Math. Physik Bd. 42
(1935) S. 242]. Die in dieser Arbeit ebenfalls behandelte Frage nach den immer
richtigen Aussagen des kombinierten Kalkiils war in anderer Weise schon durch
die in § 12 des nachsten Kapitels erwihnten Arbeiten von LOWENHEIM, SKOLEM
und BEHMANN gelést worden. Vgl. insbesondere die Darstellung von BEHMANN in
Math. Ann. Bd. 86 (1922).



Drittes Kapitel.

Der engere Pradikatenkalkiil.
§ 1. Unzuldnglichkeit des bisherigen Kalkiils.

Der kombinierte Kalkiil ermdéglichte eine systematischere Behandlung
der logischen Fragen als die inhaltliche traditionelle Logik. Andererseits
kann man aber sagen, daB in Hinsicht auf die Méglichkeit der logischen
Folgerungen sich beide wesentlich gleich verhalten. Die komplizierteren
Schliisse, die im kombinierten Kalkiil méglich sind, lassen sich auch
durch mehrfache Anwendung der Aristotelischen SchluBfiguren gewinnen.

Nach der Meinung der fritheren Logiker, die auch KANT teilte, war
nun mit der Aristotelischen SchluBlehre die Logik iiberhaupt erschopft.
KANT sagt?!:

,,Merkwiirdig ist noch an ihr (der Logik), daB sie auch bis jetzt
(seit Aristoteles) keinen Schritt vorwirts hat tun konnen und also allem
Anschein nach geschlossen und vollendet zu sein scheint.*

In Wirklichkeit ist es so, daB sich der Aristotelische Formalismus
schon bei ganz einfachen logischen Zusammenhingen als unzuldnglich
erweist. Insbesondere ist er prinzipiell unzureichend zur Behandlung
der logischen Grundlagen der Mathematik. Er versagt nimlich iiberall
da, wo es darauf ankommt, eine Beziehung zwischen mehreren Gegen-
stinden zur symbolischen Darstellung zu bringen.

Wir wollen das an einem einfachen Beispiel erliutern. Betrachten
wir den Satz: ,,Wenn B zwischen 4 und C liegt, so liegt B auch zwischen
C und A." Diesen konnen wir zwar im gewdhnlichen Aussagenkalkiil
in der Form X —Y aufschreiben; und dieselbe Darstellung erhilt der
Satz auch im einstelligen Pridikatenkalkiil. Im letzteren 1Bt er sich
ja in folgender Weise formulieren: ,,Wenn ein geordnetes Punktetripel
die Eigenschaft hat, daB der zweite Punkt zwischen dem ersten und
dritten liegt, so besitzt es auch die Eigenschaft, daB der zweite Punkt
zwischen dem dritten und ersten liegt.”” Jedoch kommt bei dieser Dar-
stellung das logisch Wesentliche der Behauptung, ndmlich die Symmetrie
der Beziehung ,,Zwischen‘‘ in bezug auf 4 und C gar nicht zum Ausdruck.
Daher 148t sich diese Darstellung auch nicht dazu verwenden, um aus
dem betrachteten Satze die sich aus ihm ergebenden mathematischen
Folgerungen abzuleiten. Hieran idndert sich auch nichts, wenn wir die
Darstellungsweise des kombinierten Kalkiils benutzen.

1 In der Vorrede zur 2. Ausgabe der , Kritik der reinen Vernunft®.
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Zur Verdeutlichung des hier vorliegenden Sachverhalts mége noch
ein weiteres, iibrigens nicht der Mathematik angehdriges Beispiel an-
gefiihrt werden. Es ist gewiB eine logisch selbstverstindliche Behaup-
tung: ,,Wenn es einen Sohn gibt, so gibt es einen Vater*, und von einem
logischen Kalkiil, der uns befriedigt, kénnen wir verlangen, daB er diese
Selbstverstindlichkeit in Evidenz setzt, in dem Sinne, daB der behauptete
Zusammenhang vermittels der symbolischen Darstellung als Folge von
einfachen, logischen Prinzipien kenntlich wird. Davon ist aber bei
unserem bisherigen Kalkiil keine Rede. Wir kénnen hier zwar (unter
Anwendung des kombinierten Kalkiils) die betrachtete Behauptung

symbolisch ausdriicken durch die Formel: |X ] —>!Y[ worin X, Y
beziiglich die Pridikate ,,ist ein Sohn*, ,,ist ein Vater bedeuten. Doch
vermag uns diese Formel gewiB nicht zur Einsicht in die Richtigkeit
der Behauptung zu verhelfen, da sie ja bei anderer Einsetzung fiir
X und Y auch falsche Sitze ausdriicken kann. Es kommt in der Formel
nicht dasjenige zur Darstellung, worauf der logische Zusammenhang
zwischen Vordersatz und Nachsatz beruht, daB nimlich die Pridikate
des Sohn-Seins und des Vater-Seins eine Beziehung eines Gegenstandes
zu einem anderen enthalten. Die entsprechende Sachlage findet sich
bei fast allen komplizierteren Urteilen.

§ 2. Methodische Grundgedanken des Priadikatenkalkiils.

Da sich unser bisheriger Kalkiil als ungeniigend herausgestellt hat,
so sind wir genétigt, nach einer neuen Art der logischen Symbolik zu
suchen. Dazu kehren wir noch einmal zu dem Punkt unserer Betrach-
tungen zuriick, an welchem wir zuerst iiber den Aussagenkalkiil hinaus-
gingen. Den entscheidenden Schritt bildete hier die Spaltung der Aus-
sagen in Subjekt und Pridikat. Diese Zerlegung haben wir jedoch nicht
vollkommen ausgenutzt, indem wir bei der Darstellung der Aussagen
nur die Pridikate, nicht aber die Subjekte explizit bezeichneten. Der
Grund fiir diese Beschrankung der Symbolik lag darin, daB wir bestrebt
waren, hinsichtlich des Formalismus uns an den Aussagenkalkiil anzu-
schlieBen. Lassen wir nun diesen Gesichtspunkt der Anlehnung an den
Aussagenkalkiil fallen, so bietet sich als naturgemiB das Verfahren dar,
daB man in der Darstellung der Aussage die Gegenstinde (Individuen)
von den iiber sie ausgesagten Eigenschaften (Pridikaten) trennt und
beide ausdriicklich bezeichnet.

Das tun wir in der Weise, daB wir zur symbolischen Darstellung
der Priadikate Fumnktionszeichen mit Leerstellen verwenden, wo dann in
die Leerstellen die Bezeichnungen der Gegenstinde einzusetzen sind.
Z. B. kann das Funktionszeichen P () das Pridikat ,,ist eine Primzahl*
bezeichnen. P (5) ist dann die Darstellung der Aussage: ,,5 ist eine
Primzahl®. Ist M () die Bezeichnung fiir das Pridikat ,,Mensch sein“,
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so bedeutet M (Cajus): ,,Cajus ist ein Mensch. Wird ferner die Be-
ziehung des kleineren zum groBeren durch das Funktionszeichen mit
zwei Leerstellen < (,) ausgedriickt, so ist < (2, 3) die symbolische Dar-
stellung der Aussage: ,,2 ist kleiner als 3. Ebenso wird die Aussage
,,B liegt zwischen 4 und C*‘ durch Z (4, B, C) dargestellt.

Alle mathematischen Formeln stellen derartige Beziehungen zwischen
zwei und mehr GréBen dar. Z.B. entspricht der Formel: x 4y =2
ein dreigliedriges Pradikat S (v, y,z). Die Richtigkeit von S (¥, ¥, z)
besagt, daB «, y, z durch die Beziehung x 4y ==z verbunden sind!.

Auf die in der neuen Weise dargestellten Aussagen lassen sich die
Verkniipfungen des Aussagenkalkiils anwenden. Z.B. wird das Gegen-

teil der Aussage P (5) durch P (5) ausgedriickt. Die Formel
(<23 &<(3,7)><(27)

stellt die Aussage dar: ,,Wenn 2 kleiner ist als 3 und 3 kleiner als 7,
so ist 2 Kkleiner als 7.

Es fehlt uns noch ein symbolischer Ausdruck fiir die Allgemeinheit
von Aussagen. Um einen solchen zu gewinnen, fithren wir nach dem
Vorbilde der Mathematik neben den Zeichen fiir bestimmte Gegenstinde
(den Eigennamen) noch Variable %, ¥, z, . .. ein, mit denen wir die Leer-
stellen der Funktionszeichen ebenfalls ausfiillen kénnen. Eine bestimmte
Ausfiillung einer Leerstelle heiBt ein Wert der betreffenden Variablen.

Die Werte einer Variablen sind im allgemeinen auf bestimmte
Gattungen von Gegenstinden beschrinkt, die durch die Bedeutung der
Funktionszeichen bestimmt werden. Z. B. stellt sich die Grundbeziehung
der elementaren Geometrie der Ebene: ,,der Punkt x liegt auf der
Geraden ¥, durch ein Funktionszeichen mit zwei Argumenten L (x, y)
dar. Hier kommen als Werte fir x nur Punkte, fiir y nur Geraden
in Betracht.

Setzt man in die Leerstellen der logischen Funktionen bestimmte
Argumentwerte (d. h. Eigennamen von Individuen) ein, so ergeben sich
bestimmte Aussagen, die richtig oder falsch sein kénnen. Sind dagegen
die Leerstellen von Funktionszeichen mit Variablen ausgefiillt, so wird
dadurch zunichst kein bestimmtes Urteil dargestellt, sondern wir haben
nur einen symbolischen Ausdruck, der von der betreffenden Variablen
abhingt. Wie man nun in der Algebra Buchstabenformeln schreibt,
welche besagen, daB fiir beliebige Zahlenwerte, die man an Stelle der
Variablen einsetzt, die entstehende Zahlengleichung richtig ist, so kénnen
wir auch im Logikkalkiil verfahren. Eine Formel

(< (% 9) &< (y,2)><(x2)

1 Es war bisher in der Logik iiblich, nur die Funktionen mit einer Leerstelle
als Pradikate, dagegen Funktionen mit mehreren Leerstellen als Relationen zu
bezeichnen. Wir gebrauchen hier das Wort Pridikat in ganz allgemeinem Sinne.
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bedeutet dann, daB fiir ein beliebiges Zahlentripel x, v, z, fir das die
Beziehungen < (x, ¥) und < (y, 2) bestehen, auch < (x, z) giiltig ist.

Wir haben damit bereits eine Darstellung fiir die allgemeinen Urteile
gewonnen. Um aber die Allgemeinheit in Verbindung mit der Negation
und den logischen Verkniipfungen &, v, — anwenden zu kénnen, brauchen
w1r ein besonderes ,,Allzeichen'*. Man wiirde sonst nicht wissen, ob

( x) bedeutet: , Fir alle x ist P( ) der Fall“, oder: ,,Es ist nicht richtig,
daB fiir alle x die Aussage P (x) gilt.”“ Diese Darstellung der allgemeinen
Urteile soll in der Weise geschehen, daB wir die zu der betreffenden
logischen Funktion gehorige Variable in Klammern vor das Funktions-
zeichen setzen.

(x) A (x) bedeutet also: Fiir alle x gilt 4 (x). Die beiden eben zur
Verwechslung AnlaB gebenden Urteile sind dann durch (x) P(x) und
(x) P(x) unterschieden. Aus Symmetriegriinden fiihren wir gleichzeitig
zur Darstellung der partikuliren Urteile ein besonderes ,,Seinszeichen
ein. (Ex)A (x) stellt das Urteil dar: ,,Es gibt ein x, fiir das 4 (x) gilt."”

Fir All- und Seinszeichen gebrauchen wir auch den gemeinsamen
Namen ,,Klammerzeichen' .

Die zu einem Allzeichen oder Seinszeichen gehérige Variable nennen

r ,,gebundene Variable. Sie spielt eine analoge Rolle wie die Inte-
grationsvariable in der Mathematik; insbesondere ist die Benennung
dieser Variablen gleichgiiltig. Zum Unterschied von den gebundenen
Variablen nennen wir die anderen ,,frete Variable.

Beziiglich der Schreibweise ist zu bemerken, dal eine Formel, vor
der ein Allzeichen oder Seinszeichen steht, in Klammern zu setzen ist,
falls sie eines der Zeichen &, v, — enthilt und nicht schon durch einen
Negationsstrich zusammengefaBt ist. Ferner treffen wir der Ubersicht-
lichkeit halber folgende Festsetzungen:

Statt A (x) schreiben wir einfacher A (x),

statt (x) A (x) schreiben wir einfacher (x) A (x),

und statt (Ex)A (x) schreiben wir einfacher (E x)A4 (x).

Aus der Bedeutung des All- und des Seinszeichens ergeben sich die
folgenden Aquivalenzen:

(Ex) A (x) 4q (x) A(x),
(Ex) 4 (x)4q ()4 (%),
(Ex)A (%) 4q (v) A(x),
(Ex) A(x) 4q (%) 4 (x).

Auf Grund dieser inhaltlichen Beziehung lift sich das Seinszeichen
durch das Allzeichen ersetzen und umgekehrt. Bei der Symbolik des
Pridikatenkalkiils kénnten wir also mit drei Verkniipfungen auskommen.
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Notwendig ist nur das Negationszeichen, ferner eines der drei Symbole
&, v, —, und dann noch eines von den beiden Zeichen (x), (E x).

Bisher haben wir nur einzeln auftretende All- und Seinszeichen
betrachtet. Zu wesentlich neuen logischen Gebilden werden wir gefiihrt,
wenn wir jetzt beriicksichtigen, daB die All- und Seinszeichen kombiniert
auftreten konnen. Diese Kombination ist schon moglich, falls wir nur
Pridikate mit einer Leerstelle in Betracht ziehen; eine besondere Rolle
spielt sie bei den mehrgliedrigen Pridikaten. Bei einem zweigliedrigen
Priadikat A4 (x, y) z. B. haben wir die folgenden einfachsten Formen der
Zusammensetzung:

(%) (y) 4 (%, y)
,fir alle x und fiir alle y besteht die Beziehung A (x, y)*;
(Ex)(Ey)A(x, )
»es gibt ein x und ein y, fiir welche A4 (x, y) besteht*;
(%) (Ey)A (%, y)
,,zu jedem x gibt es ein y, so daB A4 (x, y) besteht;
(Ex)(y)4 (% 9)
,»es gibt ein x, welches zu jedem y in der Beziehung A (x, y) steht®.

Um den Sinn der Zusammensetzung deutlicher zu machen, kénnte
man hier jedesmal noch eine Klammer einfiigen, also z. B. schreiben:
(%) [(v) 4 (%, 3)]

(%) [(Ey) 4 (x, y)].

Da aber auch ohnedies kein AnlaB zu einem MiBverstindnis vorliegt,
pflegt man die Klammer fortzulassen. — L&Bt man Kombinationen von
drei und mehr Klammerzeichen zu, so hat man entsprechend eine groBere
Mannigfaltigkeit fiir die Zusammensetzung der All- und Seinszeichen.

Aus der Bedeutung des Allzeichens geht hervor, daf in einem Aus-
druck (x) (y) A (x, y) die beiden Allzeichen ohne Anderung des Sinns der

Aussage vertauscht werden komnen. Dasselbe gilt von den beiden Seins-
zeichen in einem Ausdruck

(Ex) (Ey) 4 (x, ).

Dagegen ist bei (x) (Ey) A (x, y) die Reihenfolge der Zeichen (x), (Ey)
wesentlich.
Z. B. stellt der Ausdruck

(x) (Ey) < (%, )
(wenn die Variablen x, y sich auf die reellen Zahlen als Definitions-
bereich beziehen) einen richtigen Satz dar, nimlich: ,,Zu jeder Zahl x

gibt es eine Zahl y derart, daB x kleiner ist als y*, d. h. ,,zu jeder Zahl
gibt es eine groBere”).

und

Hilbert-Ackermann, Grundzige, 2. Aufl. 4
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Vertauscht man aber hier die Stellung der Zeichen (x) und (Ey),
so entsteht (Ey) (%) < (%, y), und das ist der Ausdruck eines falschen
Satzes, namlich: ,,Es gibt eine Zahl y, welche groBer ist als jede Zahl x.
Durch die Vertauschung von (x) und (Ey) kommt also eine ganz andere
Aussage zustande.

‘Das logische Verhaltnis hierbei ist so, daB auf Grund der (spater
abzuleitenden) Formel:

(E) (x) A (%, y) > (%) (Ey) A (x, y)

aus einem richtigen Satz von der Form (E y) (x) 4 (x, y) auf (x) (Ey) 4 (%, y)
geschlossen werden kann, aber nicht umgekehrt.

§ 3. Vorlaufige Orientierung
iiber den Gebrauch des Priadikatenkalkiils.

Ehe wir daran gehen, eine systematische Darstellung der Regeln
zu geben, die zur Handhabung des Kalkiils notwendig sind, soll die
Behandlung einiger Beispiele dazu dienen, uns mit der Symbolik ver-
trauter zu machen.

Zunichst zeigen wir, wie die Axiome, durch welche die Grundeigen-
schaften der natiirlichen Zahlenreihe formuliert werden, sich im Pridikaten-
kalkiil symbolisch ausdriicken lassen. Diese Axiome lauten:

1. Zu jeder Zahl gibt es eine und nur eine ndchstfolgende.

2. Es gibt keine Zahl, auf welche 1 unmittelbar folgt.

3. Zu jeder von 1 verschiedenen Zahl gibt es eine und nur eine un-
mittelbar vorangehende.

In diesen Sitzen kommen als individuelle Pradikate die Beziehungen
der unmittelbaren Aufeinanderfolge und die der Verschiedenheit von
Zahlen vor. Die Beziehung der Verschiedenheit tritt nicht nur in der
Verbindung ,,von 1 verschieden®, sondern auch implizite in dem Aus-
druck ,,nur eine Zahl“ auf; denn daB es ,,nur eine’* Zahl von einer
gewissen Beschaffenheit gibt, bedeutet, daB es nicht zwei verschiedene
solche Zahlen gibt. Die Verschiedenheit ist das Gegenteil der arith-
metischen Gleichheit.

Wir fithren daher die Pridikate:

= (x,9) (,x ist gleich y*)
und
F(x,y) (,y folgt unmittelbar auf x*)
ein und koénnen mit diesen Bezeichnungen die genannten Axiome fol-
gendermaBen darstellen:

1. (2) (E9){F (% 9) & (2) (F (. 2) >= (5, 2)},
d. h. ,,zu jedem x gibt es ein y, das auf x unmittelbar folgt, und das
einem jeden 2z, welches auf x unmittelbar folgt, gleich ist".
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2. (Ex)F(x,1),
d. h. ,,es gibt kein x, auf welches 1 unmittelbar folgt*.

3. (W) {= (& 1)>(EY[F(y,2) & @) (FE 0)—>=(v2)]}

d. h. ,,zu jedem x, das von 1 verschieden ist, gibt es ein y, auf welches
x unmittelbar folgt und welches einem jeden z, auf das x unmittelbar
folgt, gleich ist®.

Wir wollen uns ferner iiber die Methode der Bewessfiihrungen im
Pridikatenkalkiil an einigen einfachen Beispielen orientieren. Wir
beginnen mit jenem Satze, dessen Unbeweisbarkeit im Kalkiil des
zweiten Kapitels eine von den Tatsachen bildete, an denen wir uns die
Unzulinglichkeit jenes Kalkiils klargemacht haben. Der Satz lautete:

,»Wenn es einen Sohn gibt, so gibt es einen Vater.” Der symbolische
Ausdruck dieser Behauptung im Pridikatenkalkiil lautet zunichst:

(Ex) S(x)—>(Ex)V (x).
Dabei bedeutet S(x): ,,x ist ein Sohn", und V' (x): ,,x ist ein Vater.*
Ein Beweis dieses Satzes ist nur moglich, wenn wir die vorkommenden
Pridikate begrifflich zerlegen. Im Begriff des Sohnes ist einerseits das
Pridikat ,,minnlich” und andererseits die Beziehung des Kindes zu
den Eltern enthalten; im Begriff des Vaters die Beziehung zu Frau
und Kind.

Fithren wir demgemiB fiir ,,x ist méinnlich* das Zeichen M (x) ein
und stellen wir das Pridikat ,,» und y sind die Eltern von z* (oder
genauer: ,,x und y als Mann und Frau haben z zum Kinde*) durch das
Symbol K (x, y, z) dar, so kénnen wir S(x) definieren durch:

M (%) & (Eu) (Ev) K (u, v, %).

(,,x ist ein Sohn‘‘ bedeutet: ,,x ist minnlich, und es gibt ein » und v
derart, daB » als Mann und v als Frau die Eltern von x sind.”)
Ebenso wird V (x) definiert durch:

(Ey) (E2) K(x, 9, 2).
(,,x ist ein Vater’ bedeutet: ,,Es gibt ein y und ein z derart, daB x
und y als Mann und Frau die Eltern von z sind.*)

Setzen wir die erhaltenen Ausdriicke fir S(x) und V(x) ein, so
nimmt die betrachtete Behauptung die Form an:

(Ex) [M(x) & (Eu) (Ev) K (u, v, x)]—>(Ex) (Ey) (E2z) K (%, ¥, 2).

Diese Formel stellt eine Folgebeziehung zwischen zwei Aussagen dar,
und fiir den Beweis, den wir suchen, kommt es darauf an, von der
ersten dieser Aussagen zu der zweiten durch eine Reihe von Folge-
beziehungen zu gelangen, deren jede durch den Kalkiil begriindet ist.
Dabei wenden wir das uns vom Aussagenkalkiil her gel4dufige und natiir-
lich auch im Pridikatenkalkiil giiltige Prinzip an, daB aus zwei Aussagen-
beziehungen % — B und B—>C stets auf A€ geschlossen werden kann.

4%
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Nun gilt zunichst im Pridikatenkalkiil, entsprechend der Aussagen-
formel X & Y—Y, fiir beliebige F und G die Beziehung:
(Ex)(F (x) & G(x))—>(Ex) G(x).
Setzen wir fiir den Ausdruck (Eu)(Ev)K (u,v, x), der ein Pradikat
von «x darstellt, zur Abkiirzung N (x), so erhalten wir
S(x)4q M (x) & N ().
Die obige SchluBweise ergibt dann:
(Ex) S (x)—>(Ex) N (x),
oder beim Einsetzen des Ausdrucks fiir N (x):
(Ex) S(x)—>(Ex) (Eu) (Ev) K (u, v, x).
Nun gibt es einen allgemeinen Satz des Kalkiils, nach dem liickenlos
aufeinanderfolgende Seinszeichen ihre Reihenfolge vertauschen diirfen.
Fiir zwei Seinszeichen hatten wir diesen Satz bereits erwihnt; der all-
gemeine Satz ergibt sich daraus durch wiederholte Anwendung. Fiihren
wir diese Vertauschung aus, so erhalten wir statt der letzten Formel:
(Ex) S(x)—(Eu) (Ev) (Ex) K (4, v, x).
Das ist aber unsere Behauptung, nur daB die Variablen hinter dem
Zeichen — anders benannt sind.
Ein weiteres Beispiel bildet der Satz:
Wenn es eine Wirkung gibt, gibt es eine Ursache."
Wir stellen zunichst die Behauptung in der Form dar:
(Ex) W (x)—>(Ex) U (x).
W (x) bedeutet: ,,x ist eine Wirkung*, und U (x): ,,x ist eine Ursache.”
Nun zerlegen wir wieder die Pradikate U und W durch die Einfithrung
des zweistelligen Pridikats ,,x bringt y hervor®, fiir die wir das Zeichen
K (x, v) wihlen. Dabei ergeben sich fiir U (x) und W (x) die definierenden
Ausdriicke:
U(x)dq (Ey) K (x, y)
W (x)dq (Ey) K(y, ).
Durch Einsetzung dieser Ausdriicke bringen wir die Behauptung auf
die Form:

und

(Ex) (Ey) K(y, x) > (Ex) (Ey) K(x, y)
oder bei teilweiser Umbenennung der Variablen:

(Ey) (Ex) K(x,y9)>(Ex) (Ey) K(x, y).
Diese Formel ist eine unmittelbare Konsequenz des Satzes von der
Vertauschbarkeit der Seinszeichen.

Die frither erwihnte Verschiedenheit von (Ex)(y)4(x,y) und
(y) (Ex) A (x, y) 1Bt sich auch an dem Beispiel der gleichmdifigen und
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gewohnlichen Konvergenz illustrieren. Es handle sich um eine bestimmte
Folge eindeutiger arithmetischer Funktionen f,(x), f(x),..., die (wie
wir der Einfachheit halber annehmen wollen) fiir alle reellen Werte x
definiert sind. Die Aussage, daB diese Funktionenfolge fiir jeden Wert
von x gegen 0 konvergiert, 148t sich in unserer Symbolik so formulieren:
D {<(0.2)>(Ey) () [< (v, ) >< (| fu(®)], 2)]}

(,,fur beliebiges x gibt es zu jedem z, das groBer als O ist, ein y, so daB
fiir alle », welche groBer als y sind, die Ungleichung |/, ()| <z erfiillt
ist“). - Dabei beziehen sich die Variablen y und # auf die ganzen Zahlen
als Gegenstandsgattung, wihrend x, z auf die Gattung der reellen Zahlen
bezogen sind.

Fiir die Behauptung, daB die Funktionenfolge gleichmdfig fiir alle
Werte von x gegen 0 konvergiert lautet der symbolische Ausdruck:

{< 0.2 >(E) (%) (1) [< (v, ) ><(|fs(%) |, 2)]}
(,,fiir jedes 2, das groBer ist als 0, gibt es ein y, so daB fir alle x und
fir alle n, welche groBer als y sind, die Ungleichung |/, (x) | <z er-
fillt ist).
Der Unterschied der beiden Behauptungen findet seinen Ausdruck
in der verschiedenen Stellung des Allzeichens (x).

§ 4. Genaue Festlegung
der Bezeichnungen im Pridikatenkalkiil.

Als Vorbereitung zu einer systematischen Behandlung des Pridikaten-
kalkiils geben wir zunichst eine genaue Ubersicht iiber die benutzten
Bezeichnungen.

Die in dem Pridikatenkalkiil auftretenden Zeichen sind zunichst
Zeichen fiir Variable verschiedener Gattung. Die Zeichen fiir Variable
sind immer groBe oder kleine lateinische Buchstaben. Wir unterscheiden:

1. Aussagenvariable: X, Y, Z, ...

2. Gegenstandsvariable (Individuenvariable): x, vy, z,. . .

3. Pridikatenvariable: F(.),G(.,.), H(.,.,.),...

Dabei gelten Pridikatenvariable mit verschiedener Anzahl der Leer-
stellen immer als verschiedene Variable, auch wenn der groBe lateinische
Buchstabe der gleiche ist.

Wir wollen nun erkliren, was wir unter einer Formel des Pridikaten-
kalkiils zu verstehen haben.

Provisorisch kénnen wir zunichst sagen, daB wir unter einer Formel
einen Ausdruck verstehen, der sich in sinnvoller Weise aus den genannten
Zeichen fiir Variable mit Hilfe der Aussagenverkniipfung &, v, =, —, ~
und der All- und Seinszeichen aufbaut. Die Wahrung des im nichsten
Paragraphen darzulegenden axiomatischen Standpunktes, bei dem die
Beweisfiihrungen ohne Zuhilfenahme der Bedeutung der logischen Zeichen
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nach rein formalen Regeln erfolgen, macht es aber erforderlich, die als
Formeln bezeichneten Ausdriicke nur durch Beschreibung ihres formalen
Aufbaus zu charakterisieren und Begriffe wie ,,sinnvoll zu vermeiden.

Wir nehmen iiber die Gestalt der Formeln zunichst so viel vorweg,
daB in ihnen unter Umstinden Gegenstandsvariable, d. h. kleine latei-
nische Buchstaben und zugehérige All- und Seinszeichen vorkommen.
Kommt nun in einer Formel neben einer Gegenstandsvariablen, die
etwa x sei, gleichzeitig ein zugehdriges All- oder Seinszeichen, in diesem
Falle also (x) oder (E x) vor, so heiBt die betreffende Variable innerhalb
der Formel gebunden, im anderen Falle fres.

Wir wollen nun unter den Formeln die und nur die Zeichenkombina-
tionen unseres Kalkiils verstehen, die sich durch endliche Anwendung
der folgenden Regeln als solche erweisen:

1. Eine Aussagenvariable ist eine Formel;

2. Pridikatenvariable, bei denen die Leerstellen durch Gegenstands-
variable ausgefiillt sind, sind Formeln;

3. ist irgendeine Zeichenkombination % eine Formel, so ist auch %
eine Formel;

4. sind ¥ und B irgendwelche Formeln von der Art, daB nicht die
gleiche Gegenstandsvariable innerhalb der einen Formel gebunden und
innerhalb der anderen frei auftritt, so sind auch A& B, Av B, A—>B,
A~ B Formeln;

5. es bedeute A (x) irgendeine Formel, in der die Variable x als freie
Variable auftritt; dann sind auch (x)% () und (Ex) % (x) Formeln.
Dasselbe gilt entsprechend fiir andere freie Variable.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, daB nach vorstehender Definition
in einer Formel dieselbe Variable nicht gleichzeitig in freier und in
gebundener Form vorkommt.

Zur Ersparung von Klammern werden noch die folgenden Fest-
setzungen getroffen: Bei der Trennung von Ausdriicken sollen die
Zeichen —, v, &, ~ vor den All- und Seinszeichen den Vorrang haben.
Z.B.ist (x)F (x) & A eine einfachere Schreibweise fiir ((x)F (%)) & 4.
Die fritheren Festsetzungen, daB & enger bindet als — und ~, und v
wieder enger als &, behalten wir bei. Zu jedem in einer Formel vor-
kommenden All- oder Seinszeichen gehért ferner ein bestimmter Bestand-
teil der Formel, auf den es sich bezieht. Diesen wollen wir den Wirkungs-
bereich des betreffenden Zeichens nennen. So erstreckt sich in einer
Formel

() (F (x)>(Ey) G(¥))
der Wirkungsbereich des Zeichens (x) bis an das Ende der Formel,
dagegen bei

(%) F (x) > (E'y) G (y)
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nur bis vor das Zeichen —. Eine weitere Verminderung von Klammern
erreichen wir durch die folgende Regel: Wenn mehrere All- oder Seins-
zeichen unmittelbar aufeinanderfolgen, ohne durch Klammern getrennt
zu sein, so ist das stets so aufzufassen, daB sich ihre Wirkungsbereiche
bis zur gleichen Stelle erstrecken. So ist z. B.

(%) (Ey) (2) (H (% v, 2) &K (y, 2)) & L (w)
eine einfachere Schreibweise fiir

= {(Ey) [(z) (H (%, v,2) &K (y,2))]} &L ().

Um Irrtiimer zu vermeiden, erliutern wir noch den Gebrauch der
grofen deutschen Buchstaben, den wir fiir den Aussagenkalkiil schon frither
(1. Kap., §5) kurz angegeben hatten. Diese Buchstaben sind keine
Zeichen unserer Formelsprache und prinzipiell iiberhaupt entbehrlich.
Sie dienen nur dazu, inhaltliche Mitteilungen iiber den Kalkiil in eine
kurze Form zu kleiden. Wir bezeichnen mit ¥, B, €, ... bei derartigen
Mitteilungen irgendwelche Formeln, deren genaue formale Gestalt unbe-
stimmt gelassen wird. Z.B. steht A—PB fiir irgendeine Implikation,
z.B. (A—B)—>(B—C) oder (x)F (x)—=(x)G(x). Mit A(x) bezeichnen
wir irgendeine Formel, die die freie Variable x enthilt; ebenso mit
A (x, y) eine Formel, in der die freien Variablen x und y vorkommen, usw.

§ 5. Die Axiome des Pradikatenkalkiils.

Wir gehen jetzt dazu iiber, fiir den Pridikatenkalkiil, Zhnlich wie
frither fiir den Aussagenkalkiil, ein System von Axiomen aufzustellen,
aus dem sich die iibrigen richtigen Aussagen des Pridikatenkalkiils nach
gewissen Regeln gewinnen lassen.

Die Aufstellung der Axiome und Ableitungsregeln geschieht natiirlich
in Ubereinstimmung mit der inhaltlichen Interpretation der Formeln.
Die Ableitung der aus den Axiomen zu gewinnenden ,,richtigen‘ Formeln
hat aber, entsprechend dem axiomatischen Standpunkt, rein formal zu
geschehen, derart, daB wir uns um den Sinn der durch die Formeln
dargestellten Aussagen gar nicht kiimmern, sondern lediglich die in den
Regeln enthaltenen Vorschriften beachten. Nur bei der Interpretation
der durch die formalen Operationen erhaltenen Ergebnisse miissen wir
die Bedeutung der Zeichen unseres Kalkiils beriicksichtigen.

Diese inhaltliche Deutung geschieht in der folgenden Weise. Wir
denken uns einen Bereich von Individuen zugrunde gelegt, auf den sich
die Gegenstandsvariablen und die All- und Seinszeichen beziehen. Dieser
Bereich wird unbestimmt gelassen; wir setzen nur voraus, daB er wenig-
stens ein Individuum enthilt. Eine Formel des Pridikatenkalkiils heiBt
nur dann immer richtig, oder, wie wir auch sagen, allgemeingiiltig, wenn
unabhingig davon, wie der Individuenbereich gewihlt wurde, bei jeder
beliebigen Einsetzung von bestimmten Aussagen, Gegenstinden des
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Individuenbereichs und im Individuenbereich definierten Pridikaten fiir
die Aussagevariablen, die freien Gegenstandsvariablen und die Pridi-
katenvariablen jedesmal die Formel in eine richtige Aussage iibergeht.
Die allgemeingiiltigen Formeln des Pridikatenkalkiils bezeichnen wir
auch als identische Formein.

Wir geben nun das zugehérige Axiomensystem an. Als logische
Grundformeln haben wir zunichst die Axiome des Aussagenkalkiils, die
wir der Einfachheit halber in derselben Form wie frither geben.

a) XvX-—>X.

b) X>XvY.

c) XvY—>YvX.

d) X—>Y)>[ZvX—>ZVvY]

(A—B ist hier wieder wie frither als eine Abkiirzung fiir A v B
aufzufassen.)

Dazu kommen jetzt als zweite Gruppe zwei Axiome fir ,,alle, und
,,es gibt' hinzu.

e) (x) F(x)~>F(y).

f) F(y)—>(Ex)F (x).

Das erste dieser Axiome bedeutet: ,,Wenn ein Pridikat F auf alle x
zutrifft, so trifft es auch auf ein beliebiges y zu.”

Die zweite Formel liest sich so: ,,Wenn das Pridikat F auf irgend-
ein y zutrifft, so gibt es ein x, auf das F zutrifft.

Fiir die Gewinnung neuer Formeln aus den logischen Grundformeln,
sowie aus bereits abgeleiteten Formeln haben wir die folgenden Regeln.

o) Einsetzungsregeln.

«1) Man darf in einer Formel eine Aussagenvariable durch eine
beliebige Formel ersetzen, vorausgesetzt, daB diese Ersetzung an allen
Stellen, an denen die Aussagenvariable vorkommt, gleichzeitig geschieht
und daB iiberhaupt wieder eine Formel im Sinne der im vorigen Para-
graphen gegebenen Definition entsteht. Die Einsetzung ist auBerdem nur
dann zulissig, falls die einzusetzende Formel keine Gegenstandsvariable
enthilt, die in der Ausgangsformel gebunden vorkommt.

«2) Eine freie Gegenstandsvariable darf durch eine andere Gegen-
standsvariable ersetzt werden, vorausgesetzt, daB die Ersetzung an allen
Stellen, an denen die freie Gegenstandsvariable vorkommt, gleichzeitig
geschieht. Die eingesetzte Variable darf ferner in der urspriinglichen
Formel an keiner Stelle in gebundener Form vorkommen.

«3) Eine Pridikatenvaridble mit #» Leerstellen kann unter bestimmten
Umstinden durch eine Formel, die mindestens # freie Gegenstands-
variable enthilt, ersetzt werden. Es sei F die Pridikatenvariable mit
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n Leerstellen, A die Formel, in der F ersetzt werden soll. Wir greifen
aus den Gegenstandsvariablen, die in der fiir F einzusetzenden Formel
vorkommen, irgendwelche » heraus, die in beliebiger Weise geordnet,
etwa x, %,, ..., %, seien. Die einzusetzende Formel wollen' wir dem-
entsprechend mit B (x,, %, . . ., %,) bezeichnen. Die Einsetzung ist nun
nur dann zulissig, falls die iibrigen in B (x,, %,, . .., %,) eventuell noch
vorkommenden freien Gegenstandsvariablen in der Formel % nicht als
gebundene Variable auftreten und das Resultat der Einsetzung iiber-
haupt wieder eine Formel ist. Die Einsetzung geschieht in der folgenden
Weise: Bei irgendeinem besonderen Auftreten der Pridikatenvariable F
in U sind die Leerstellen der Variablen mit irgendwelchen Gegenstands-
variablen ausgefiillt, die wir (nur fiir den Augenblick) mit a;, a,, ..., a,
bezeichnen wollen. Diese g, a,, ..., a, brauchen nicht alle verschieden
zu sein, sondern es kann sich zum Teil um dieselben Variablen handeln.
Wir ersetzen nun an der betreffenden Stelle F(ay, ay, ..., a,) durch
B(ay, ay, . .-, a,), d. h. durch die Formel, die aus B (,, %5, . . ., x,,) dadurch
hervorgeht, daB man die Variablen x,, «,, ..., %, iiberall, wo sie vor-
kommen, beziiglich durch aq;, a,,..., a, ersetzt. Die entsprechende
Ersetzung geschieht bei jedem einzelnen Vorkommen von F.

f) SchluBschema.

Aus zwei Formeln von der Gestalt % und %A — 3B gewinnt man die
neue Formel B.

y) Schema fiir ,,alle’ und ,es gibt".
y1) Man habe eine Formel % — ¥ (x) abgeleitet, bei der der hinter
dem — -Zeichen stehende Teil die freie Variable x enthilt, wihrend
in YU nicht die Variable x vorkommt. Man erhilt dann als neue abgeleitete
Formel A—(x) B (x).
y2) Unter denselben Bedingungen beziiglich der Gestalt von % und
B (x) gewinnt man aus einer Formel B (x) — A die neue (E x)B (x) — AL

0) Umbenennungsregeln fiir die gebundenen Variablen.

Man darf eine in einer Formel vorkommende gebundene Gegenstands-
variable durch eine andere gebundene Variable ersetzen. Diese Ersetzung
hat gleichzeitig an allen Stellen des Wirkungsbereiches und in dem
zugehorigen All- oder Seinszeichen zu erfolgen. Voraussetzung ist dabei,
daB durch die Ersetzung tiberhaupt wieder eine Formel entsteht. Kommt
die zu ersetzende Variable mehrfach, d.h. mit mehreren Wirkungs-
bereichen vor, so braucht die Ersetzung nur beziiglich eines Wirkungs-
bereiches zu erfolgen.

1 Das hier benutzte Axiomensystem fiir ,,alle” und ,,es gibt', das in den
Formeln e) bis f) sowie den Regeln y zum Ausdruck kommt, ist von P. BERNAYS
angegeben worden.
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§ 6. Das System der identischen Formeln.

Wir wollen nun sehen, wie sich mit Hilfe der angegebenen logischen
Grundformeln und Ableitungsregeln das Gesamtsystem der allgemein-
giiltigen, oder wie wir auch sagen, identischen Formeln des Pridikaten-
kalkiils aufbaut.

Mit einem Teilsystem dieser Formeln sind wir schon bekannt, nimlich
demjenigen, in dem nur Aussagenvariable vorkommen. Wir hatten fiir
dieses Teilsystem frither die Formeln (1) bis (20) und die Regeln I
bis VIII abgeleitet. Wir bezeichnen dieses Teilsystem als das System
der identischen Formeln des Aussagenkalkiils.

Es soll zunichst die Methode, nach welcher man bei der Ableitung
von Formeln zu verfahren hat, an verschiedenen Beispielen dargelegt
werden. Ferner werden wir, wie frither im Aussagenkalkiil, auch neue
Ableitungsregeln gewinnen. Die frither abgeleiteten Formeln und Regeln
des Aussagenkalkiils werden.dabej benutzt.

Regel v': Man habe eine Formel U (x) bewiesen, die die freie Variable x
enthdlt. Dann ist auch (x)¥U(x) beweisbar.

Beweis: Aus U (x) erhidlt man durch Anwendung von Regel IT und III

XvXvi(x),

XvXv(x)U(x) [nach Regel y)],
XvX [Formel (3)],

(%) A(x) (SchluBschema).

Regel §’: Man kann die in einer Formel vorkommenden freien und
gebundenen Gegenstandsvariablen simtlich durch andere Variable
ersetzen, falls man nur darauf achtet, daB3 an den Stellen, an denen gleiche
Variable standen, auch nachher gleiche Variable stehen, und daB an den
Stellen, an denen verschiedene Variable vorkamen, auch nachher ver-
schiedene Variable sind.

Der Beweis ergibt sich durch mehrfache Anwendung der Regeln «2)
und §). z. B. gewinnt man aus der Grundformel e) die Formel
() F () > F (x) in folgender Weise:

(%) F (x) > F ()

(%) F (x)—>F (z) [nach Regel «2)]
() F(y)—>F(z) [nach Regel 9)]
(y) F(y)—> F(x) [nach Regel «2)]

Aus Regel ¢’ ergibt sich fir die Regel y), daB diese giiltig bleibt,
falls man in der Formulierung der Regel fiir x immer v oder irgend-
eine andere Variable gebraucht.
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Formel (21): (x) (F (%) v F (x)).
Beweis: X vX [Formel (3)],
F(x)vF(x) (durch Einsetzung),
() (F(x) vF(x)) (nach Regel y').
Formel (22): (x)F (x)—(E x) F (x).
F(x)>F(y) [Axiom ¢)]
Y—>(Ex)F(x) [Axiom f{)],

)
Beweis: (x)
F(y
(%) F(x)—>(Ex) F(x) (Regel V).
Formel (23): (x) (AvF(x))—>Av (x)F(x).
Beweis: (y) (AVF(y ))—>AvF(x) [Einsetzung in Axiom e) und
Regel ¢'].
(%) (AvF(y))—>AvF(x) (Ersetzung von 4 durch 4).
Unter Benutzung der Abkiirzung — kann man auch schreiben:
() (A VF (y))—>(A—~F (%)),
[(¥) (AVF(y))&A]—>F(x) (nach Regel VII),
[(9) (AVF(y)) & A] > (%) F (x) (Regel y).
Diesen Ausdruck verwandelt man mit Hilfe von Regel VII und der
Regel 6 zuriick in
(%) (AVF (x))>Av (x)F(%).
Formel (24): (x) (A—F (x)) - (4 —(x) F (x)).
Beweis: Diese Formel entsteht aus der vorigen, indem man A fiir 4

einsetzt:

Regel IX: Ist U—~(B—>C(x)) beweisbar, so gilt dasselbe fiir
A—(B—(x) €(x)). Dabei diirfen A und B nicht die Variable x enthalten.

Dies ist eine Erweiterung der Regel y1). Statt 2 Voraussetzungen
kann man auch eine beliebige andere endliche Anzahl von Voraus-
setzungen nehmen. Der Beweis ist dann ganz entsprechend wie im
vorliegenden Fall.

Beweis: A—(B—>C(x)),

—(x) (B—>C(x)) [Regel y)].
Daraus ergibt sich die gesuchte Formel durch Anwendung von (24)
und Regel V.
Formel (25): A—(x)(AVF(x)).
Beweis: A—>Av B [Axiom (b)],
A—>AvVF(x) (durch Einsetzung),
A—>(x) (Av F(x)) [nach Regel y)].
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Formel (26): (x)(AVF(x))~Av (x)F(x).

Beweis: Da (23) bewiesen ist, so geniigt es, die Richtigkeit der
Umkehrung: A4 v (x) F (x) > (x) (A vF (%)) zu zeigen.

(y)F (y)—>F (x) [Aus e) nach Regel 4],
Av(y)F(y)—>AVvF(x) (nach Regel IV),

v (x) F (x) > (x) (A vF(x)) [nach Regel ) und 9)].

Formel (27). (x) (A—=F (x))~(4—(x) F (x)).

Beweis: Diese Formel geht in derselben Weise aus (26) hervor,
wie (24) aus (23).

Formel (28): (x) (A &F (x))~ A & (x) F ().

Beweis: Wir beweisen zundchst:

L ( )(A&F () —~A &) F ( ).

() (A &F (y))—>A & F (
A &F( ) —>F (x) [Formel (13)71,

y) (A &F (y))—>F (x) (Regel V),

(A & F (x))—(x) F (x) [Regel y) und ¢)],
A&F (x) >4,

(x) (A &F(x))—>A [Regel V und 6)].
Durch Benutzung der Aussagenformel
(X>Y) (X >2)>(N—>Y &)
und zweimalige Anwendung des Schlulschemas erhilt man dann aus
der letzten und vorvorletzten Formel die Formel I.
1. A& (x)F(x)—>(x) (4 &F (x)).
() F (y)=F (x);
daraus erhilt man nach dem Aussagenkalkiil
A& (y)F(y)~>A&F(x),
A & (x) F (x)—>(x) (A &F(x)) [Regel y) und 0)].
Aus den Formeln I und II ergibt sich die gesuchte Formel.
Formel (29): (x) () F (%, y)~ () (x) F (%, ¥).
Beweis: (2) (u) F (2, u)— (u) F (¥, w) [Einsetzung in Axiom e) und
Regel ¢'],
(w)F (x, w)—F (x, y) [Einsetzung in Axiom e) und Regel ¢§'],

(
(2) () F (z, w)—>F (%, ) (nach Regel V),
(2) () F (z, u) > (x) F (x, y) [Regel y)],
F

(%) () F (%, ) —>(y) (¥) F(x, y) [Regel y) und 9)].
Ebenso ergibt sich (y)(x) F (x, y)— (%) (y) I (x, y) und daher auch (29).
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Formel (30): (%) (F (x) & G (%))~ (%) F (x) & (x) G ().
Beweis: Man zeigt zunichst:

a) (%) (F ()&G( )= (%) F (%) & (%) G ().

(v) (F( ()= F(x) &G (x),

F(x) & ( ) F(x),

Fx) & ( ) G (%),

) (F( (¥))— F(x) (nach Regel V),
() (F( (¥))—> G(x) (nach Regel V).

Nach Regel y) und 6) kann man beide Formeln verindern zu
(4) (F (4 & G () > (x) F (v),
(%) (F (x) & G (x)) > (x) G ().
Aus beiden zusammen gewinnt man dann
(%) (F (x) & G (%))~ (%) F (x) & (x) G (%)
b) Beweis von (x)F (x) & (%) G (x) > (%) (F (x) & G (x)).
() F(y) > F (),
(%) G (y) = G (%),
(v) F(y) & (y) G(y) > F (%) & G (),
(x) F (%) & (x) G (x) > (x) (F () &G (x)) [Regel y) und 6)].
Aus a) und b) ergibt sich die gesuchte Formel.
Formel (31): (x) (F (x) > G (x))—((x) F (x) > (x) G(x)).
Beweis: (y) (F (y)— G (y))— (F (x) >G(x)),
F(x) >((%) (F(y)—>G(y))—~ G (%)) (nach Regel VII),
(

y) F(y)—>F(x),
W F @) () (Fy)—=>G6)—~ (x)) (Regel V),
() F(y) & () (F(y)—~G(y))—>G(x) (Regel VII),
(%) F (x) & (x) (F (x) —>G(x))—> %) G(x) [Regel p) und §)],
(%) (I« (x) >G (%)) > ((x) F (x) > (x) G (%)) (Regel VII).
(

Durch Einsetzung in Formel (30) erhilt man

Nach Formel (31) ist
(%) (F () > G (%)) = ((x) F (%)
() (G(x)>F(x)—>((») G
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Wir haben also drei Formeln von der Form:
A~ B&CE,
58 —-(D—>E),
—>(€E—>9D).

Daraus 148t sich Y — (D~ (SE) ableiten. Das ist aber unsere Behauptung,
wenn wir fiir %, D, € ihre Bedeutungen einsetzen.

Formel (33):

a) (Ex)F (x)~ (%) F ().
b) (Ex) F (x) ~ (x) F ().
¢) (Ex) F(x)~ (%) F ().

() F (y) = F (%),
F (x) = (¥) F(y) [nach Formel (6)],
F(x)—(y)F (y) [Ersetzung von F (%) durch F(x)]
(Ex)F (x)—>(x) F (x) [nach Regel y) und 6)].
Das ist die Formel (33a) zur Hilfte.
F(x)—(Ey)F(y) [Aus Axiom f)],
F(y)—F(x) [nach Formel (6)],
F(x)—>(x) F(x) [Regel y) und 6)],
(x) F(x) > (Ex)F(x) [nach Formel (6)],
(%) F (x) > (E x) F (x) [Ersetzung von (E‘;)F (%) durch (Ex)F (x)].
Das ist die andere Hilfte von (33a).
Beweis von (33b): A~4,
F (x)~? (%) (durch Einsetzung),
(%) (F (x) ~F (x)) [Regely)].
Unter Benutzung von Formel (32) erhilt man daraus:
(%) F (x) ~ (%) F (),
(x) F(x) ~ (%) F (x) [unter Benutzung von (X ~ Y)—>(X~ Y),
[vgl. Formel (26), S. 8].

(Ey)
(E x)

F
F

Durch Einsetzung in (33a) ergibt sich

(Ex)F (x) ~ (%) F (),

also B ]
(%) F () ~ (Ex) F(x).
Das ist die Formel (33Db).
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Aus (33a) und (33b) erhilt man auch die Formeln (33d) und (33c¢),
da aus U~PB sich A~ B beweisen liABt.

Formel (34):
(%) (F (%) > G (%)) > ((Ex) F (x) > (E %) G(x)).
Beweris: Aus der Aussagenformel
(A—B)—(B—4)
erhilt man durch Einsetzung
(F () > G(x)) > (G (x) > F (%)),
(%) {(F (¥) > G(x)) >(G(x)>F (x))} [nach Regel y'].
Aus der letzten Formel erhilt man unter Benutzung der Formel (31)
(2){F ()~ G ()} > (2)}{G (%) > F ()}
Unter abermaliger Benutzung der Formel (31) und der Regel V erhilt
man daraus:

(%) (F () >G(x)) —>§(x) G (%)~ (%) F (%)).

In dieser Formel kann (x) G (x) = () F (x) unter Benutzung von Formel (6)

in @ F (x)— (x)G (¥) verwandelt werden. Da (x) F (x) ~ (E x)F (),
(%) G (x) ~ (E x) G(x), so folgt dann die gesuchte Formel.

Der Formel (34) entspricht die folgende Regel: Ist A(x)— B (x)
beweisbar, so kann man auch (E x)%(x)—>(Ex) B(x) ableiten. —

Man erhilt nidmlich aus % (x)— B (x) nach Regel

(%) (A (x) > B(x)),

und unter Benutzung von (34): (E x) A(x)—> (E x) B (x).

Ganz ebenso wie aus (31) die Formel (32) abgeleitet wird, erhilt
man aus (34) die Formel
(34)) (%) (F (%) ~ G(x)) > ((E2) F () ~ (E ) G (%))

Formel (35): (x)(F (x)—>A)~((Ex)F (x)>A).

Beweis: (x) (F (x)—>A) ist eine Abkiirzung fiir (%) (F(x) v 4).

Es gilt nun die Formel

(%) (F(x)vA)~(x)F(x)vA,
die man ihnlich wie die Formel (26) beweist.
(%) F(x)~(Ex) F(x),
() F(x)vA~(Ex)F(x)vA.

Schreibt man nun wieder die Abkiirzung —, so ergibt sich (35).

Formel (36): (Ex) (y)F(x, y)—(y) (Ex) F (x, y).

Das ist die schon frither erwihnte Vertauschungsformel, von der

auch bereits hervorgehoben wurde, daB sie nur als einseitige Folge-
beziehung gilt.
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Beweis: F(x, y)—~(E2)F (z, y) [Einsetzung in Axiom f) und Regel §]
() (F (x, y) >(E2) F (z,y)) [Regel y'1.
Unter Benutzung von Formel (31) ergibt sich
) F (%, 3) =) (E2) F (2, y),
(Ex) (y) F(x, y) > (y) (Ex) F(x, y) [nach Regel ) und ¢)}.

)

§ 7. Die Ersetzungsregel;
Bildung des Gegenteils einer Formel.

Nachdem wir eine Reihe von identischen Formeln abgeleitet haben,
sollen nun einige allgemeine Regeln besprochen werden, die zur Ge-
winnung eines Uberblicks iiber das Gesamtsystem der identischen Formeln
besonders wichtig sind.

Als erste Regel haben wir eine Erweiterung der Regel VI. Diese
besagte, daBl Aussagen, die in gegenseitiger Folgebeziehung stehen, die
also dquivalent sind, fiireinander eingesetzt werden diirfen. Wir er-
weitern diese Ersetzungsregel in der folgenden Weise:

Regel X: Es mogen A(x, y,...,u) und B(x, y,..., u) irgendwelche
Formeln bedeuten, die die freien Variablen x, y, ..., u, aber sonst keine
weitere freie Variable enthalten. Ferner sei A(x, v, ..., u)~ B(x,
y,...,u) eine beweisbare Formel. Hat man nun eine Formel ¢, in der
als Bestandteil %(...) einmal oder mehrere Male mit irgendwelchen
Variablen an Stelle der x, y, ..., # auftritt, und ist © eine Formel,
die aus € dadurch entsteht, daBB man an einigen oder allen Stellen A(...)
durch ¥B(...) im Sinne unserer Regel a3) ersetzt, so ist auch €~
eine beweisbare Formel.

Da wir die Regel VI schon haben, so geniigt es, zu zeigen, dal
man auf beiden Seiten der Aquivalenz A(x, y, ..., u)~B(x, y, ..., u)
vor A(x, y,...,u) und B(x, y, ..., u) die gleichen Klammerzeichen vor-
setzen darf, daB3 man z. B. schreiben darf

Ex)(y)Ux, vy, ..., u)~(Ex)(y) B(x,y,...,u).
Es geniigt, dies fur ein Klammerzeichen zu zeigen. Wir zeigen also, da8
(%) W(x, y, ..., u)~(x) B(x,y,...,u)
(Ex) A(x, y,...,u4)~(Ex)B(x, y,...,u)
beweisbar sind.

und

Aus A(x, y,...,u)~B(x,y,...,u) erhdlt man nach der Regel y':
() (Ax, v, ..., u)~B(x, v,...,u)).
Unter Benutzung von Formel (32) ergibt sich dann
() U(x, y, ..., u)~(x) B(x, v,...,u),
und ebenso auf Grund der Formel (34'):
(Ex)A(x, ..., u)~(Ex) B(x,...,u).
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Als weiteres Ergebnis schliet sich hieran eine Regel iiber die Bildung
des Gegenteils einer Formel.

Regel XI: Von einer Formel, in welcher die Abkiirzungen — und ~
nicht vorkommen, bildet man das Gegenteil, indem man erstens die All-
zeichen durch Seinszeichen ersetzt und umgekehrt, zweitens die Zeichen &
und v miteinander vertauscht und drittens die Aussage- und Prdidikat-
zeichen gegen thre Verneinungen austauschi.

Der Beweis dieses Satzes verlduft folgendermaBen:

Falls die betreffende Formel keine All- und Seinszeichen enthilt,
so hatten wir den Satz bereits frither im Aussagenkalkiil bewiesen.
Indem wir nun von diesem Satz Gebrauch machen und die Kombination
von Allzeichen und ihrem Wirkungsbereich als ungetrenntes Ganzes
auffassen, kénnen wir stets erreichen, daB3 die Negation von dem Gesamt-
ausdruck auf die duBersten Klammerzeichen verlegt wird. Stand der
Gesamtausdruck unter einem Klammerzeichen, so ist das von vornherein
der Fall. Nun ergibt sich aus den Formeln (33), daB

(x) U (%) ~ (E x) A(x),

(Ex) A(x) ~ (%) A(x).
Unter Benutzung dieser Aquivalenzen konnen wir die Negation von
den Klammerzeichen auf ihre Wirkungsbereiche verschieben. Mit diesen
Wirkungsbereichen verfihrt man dann auf dieselbe Weise wie mit dem
Gesamtausdruck, bis man schlieBlich {iberall bei den Aussage- oder

Pridikatzeichen anlangt.

Die beschriebene Methode der Umformung mdége an einem Beispiel

erliutert werden: Es handle sich darum, fiir

(x) (E) (F (x, ) v (E2) G(, 3, 2))
die dem Satz entsprechende Darstellung abzuleiten. Aus den Formeln (33)
folgt zunichst, daB

(%) (E9)(F (x,9) v (E2) G(x, 9, 2)) ~ (Ex) (Ey) (F (x, ) v (E2) G(x,y,2)),

und weiter ergibt sich als dquivalenter Ausdruck

(Ex) (5) F (x,9) v (E2) G (x, 9, 2).
Unter Anwendung des Spezialfalls unseres Satzes fiir den Aus-
sagenkalkiil und Regel X erhilt man:

(Ex) (y) (F (%, y) & (E2) G(x, ¥, 2))
und endlich:

(Ex) (y) (F (x,9) & (2) G (x, 9, 2)).
Das letzte ist genau die unserer Regel entsprechende Darstellung.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. S
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§ 8. Das erweiterte Dualitdtsprinzip; Normalformen.

Aus der Regel XI des vorigen Paragraphen 148t sich ein Dualitits-
prinzip ableiten, das wir als eine Erweiterung des frither fiir den Aus-
sagenkalkiil abgeleiteten Dualititsprinzips auffassen kénnen. Dieses
lautet folgendermaBen:

Aus einer beweisbaren Formel, die die Form eimer Implikation oder
einer Gleichung hat, tn deren Gliedern die Zeichen — und ~ wicht vor-
kommen, entsteht wieder eine beweisbare Formel, wenn wman iiberall die
Allzeichen durch gleichnamige Seinszeichen ersetzt und wmgekehrt und
auferdem die Zewchen & und v gegeneinander auswechselt. Im Falle der
Implikation hat man auferdem noch die Reihenfolge der beiden Glieder
zu vertauschen.

Beweis: Ist Y—DB eine beweisbare Formel, so ist auch B — 9 eine
beweisbare Formel, und mit A ~ B ist auch A ~ B eine beweisbare Formel.
Man formt nun % und ¥ nach Regel XI des vorigen Paragraphen um.
Man wechselt also die Allgemeinheits- und Seinszeichen sowie die Zeichen
& und v gegeneinander um und ersetzt die Aussagen- und Pridikat-
zeichen durch ihre Negationen. Da es sich aber um eine beweisbare
Formel handelt, so kann die letzte Ersetzung wieder riickgingig gemacht
werden, indem man gemiB der Einsetzungsregel simtliche Aussagen-
und Pridikatzeichen durch ihr Gegenteil ersetzt.

Das erweiterte Dualitdtsprinzip liefert uns mit einem Schlage eine
groBe Anzahl von identischen Formeln durch die duale Umformung von
frither abgeleiteten Formeln. Die wichtigsten seien hier hervorgehoben!.

Formel (26'): (Ex){A&F (x))~A& (Ex)F (x).

Formel (28'): (Ex)(AVF(x)) ~Av(Ex)F(x).

Formel (29'): (Ex)(Ey)F(x, y)~(Ey) (Ex)F (x,v).

Formel (30°): (Ex)(F(x)vG (%))~ (Ex)F(x)v(Ex)G(x).

Die Formeln (29) und (29’) liefern uns in Verbindung mit der Regel X
eine weitere Regel.

Regel XII: Eine Formel geht in eine dquivalente iiber, wenn darin
zwet oder mehrere unmittelbar aufeinanderfolgende Allzeichen, die denselben
Wirkungsbereich haben, beliebig umgeordnet werden. Die entsprechende
Regel gilt fiir die Seinszeichen.

Bei der Behandlung des Aussagenkalkiils zeigte es sich, daB} es
moglich ist, alle Aussagenverbindungen auf eine gemeinsame Normal-
form zu bringen. Wir konnten die Aussagenverbindungen entweder als
Konjunktion von einfachen Disjunktionen oder als Disjunktion von
elementaren Konjunktionen darstellen.

1 Durch die Bezeichnung der Formeln soll kenntlich gemacht werden, aus
welcher der schon bewiesenen identischen FFormeln die betreffende I'ormel gemis
dem Dualitatsprinzip hervorgeht.
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Eine gewisse Normalform gibt es nun auch im Pridikatenkalkiil.
Es kann ndmlich jeder Ausdruck durch einen solchen ersetzt werden, in
welchem alle vorkommenden Klammerzeichen unverneint am Anfang stehen,
und zwar ohne durch Klammern getrennt zu sein, so daf8 sich thre Wirkungs-
bereiche alle bis zum Ende der Formel erstrecken. Fiir diese Normalform
ist die Bezeichnung , prinexe Normalform™ gebrauchlich.

Der Vorteil dieser Normaldarstellung beruht darauf, daB der hinter
den Klammerzeichen stehende Ausdruck ganz wie eine Aussagen-
verbindung behandelt werden kann. Die Umformung zur Normalform
geschieht in der folgenden Weise:

Wir ersetzen zunichst in dem zu betrachtenden Ausdruck die Ab-
kiirzungen — und ~ durch ihre Bedeutung. Durch mehrfache An-
wendung der Regel XI des vorigen Paragraphen kann man dann leicht
erreichen, daB die Negationsstriche nur iiber den Aussagen- und Pridikat-
variablen zu stehen kommen. Wir 4dndern nun die Bezeichnung der
gebundenen Variablen so ab, daB alle Klammerzeichen zu verschiedenen
Variablen gehéren. Statt

(%) F (x) v (%) G (%)

(%) F (%) v (¥) G (v)

schreibt man also

usw.

Aus dem so entstehenden logischen Ausdruck erhilt man nun die
Normalform, indem man simtliche Klammerzeichen in der Reihen-
folge, wie sie auftreten, an den Anfang der Formel stellt und im iibrigen
alles ungeidndert liBt. Die Wirkungsbereiche simtlicher Klammer-
zeichen sollen sich dann bis zum Ende der Formel erstrecken.

DaB die letzte Umformung wirklich zuldssig ist, ergibt sich auf
folgende Weise. Es sei die Richtigkeit der Umformung schon gezeigt,
falls der betrachtete Ausdruck weniger Klammerzeichen enthilt. Wenn
kein Klammerzeichen vorkommt, so sagt die Behauptung nichts Be-
sonderes aus. Steht nun der ganze Ausdruck unter einem Klammer-
zeichen, so ist die Behauptung klar. Wir brauchen dann nur fiir den
Wirkungsbereich dieses Klammerzeichens, der selbst weniger Klammer-
zeichen enthilt, die Umformung zu machen. Andernfalls nehmen wir
das erste Klammerzeichen unseres Ausdrucks. Dieses steht selbst nicht
wieder im Wirkungsbereich eines anderen Klammerzeichens. Unter
Anwendung der abgeleiteten Formeln:

Av(x)F

(%) F (x) VA
A&(x %)~ (x) (4 & F (x)),
)F(x)&A~(x( (x) & 4)

! Diese Art der Darstellung ist ebenso wie beim Aussagenkalkiil keineswegs
eindeutig.

(%) (AVF(x),
(%) (F (1) v 4),
( )

vvvv

5*
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bzw. der entsprechenden Formeln fiir das Seinszeichen kann nun er-
reicht werden, daB3 dieses Klammerzeichen an den Anfang der Formel
verschoben wird und sich sein Wirkungsbereich iiber die ganze Formel
erstreckt. Damit kommen wir auf den vorigen Fall zuriick, und die
Richtigkeit der Umformung ist damit allgemein bewiesen.

Die prinexe Normalform bietet den Vorteil, dal bei allgemeinen
Untersuchungen im Pridikatenkalkiill der Kreis der in Betracht zu
ziehenden Formeln wesentlich eingeschrinkt werden kann. Immerhin
sind die Moglichkeiten fiir die Gestalt der am Anfang der Formel stehenden
Kombination von All- und Seinszeichen, die wir als das Prdfix der
Formel bezeichnen wollen, noch verwirrend umfangreich. In dieser
Hinsicht ist nun ein Ergebnis von TH. SKOLEM! von Interesse, das eine
gewisse Verschirfung des Satzes iiber die prinexe Normalform darstellt.
Dieser Skolemsche Satz besagt (in der Formulierung, wie wir sie hier
brauchen) folgendes:

Zu jeder Formel des Pradikatenkalkiils kann man eine andere an-
geben, die nicht nur die prinexe Normalform hat, sondern bei der auch
jedes Seinszeichen jedem Allzeichen vorangeht, und die so beschaffen
ist, daB beide Formeln gleichzeitig oder beide gleichzeitig nicht aus
unserem Axiomensystem des Pridikatenkalkiils ableitbar sind.

Wir wollen im folgenden eine Formel in der prinexen Normalform,
bei der keine Seinszeichen auf Allzeichen folgen, als eine Formel in der
Skolemschen Normalform bezeichnen. Beim Beweise des Satzes brauchen
wir uns nur mit den Formeln zu befassen, die die prinexe Normalform
haben. Ferner kénnen wir annehmen, daB die Formel keine freie Gegen-
standsvariable enthilt. Sollten diese nimlich vorkommen, so geniigt es
[wegen Axiom e) und Regel '], die Formel zu betrachten, die aus der vor-
liegenden dadurch entsteht, daB die zu den freien Gegenstandsvariablen
gehdrigen Allzeichen hinzugefiigt und an den Beginn der Formel gestellt
werden. Unter dem Grad einer derartigen Formel wollen wir die Anzahl
der Allzeichen verstehen, auf die noch Seinszeichen folgen. Es geniigt
dann zu zeigen, daB man zu jeder Formel in der prinexen Normalform,
die nicht die Skolemsche Normalform hat, eine solche angeben kann,
die hinsichtlich der Ableitbarkeit mit der ersten gleichbedeutend ist und
deren Grad geringer ist. Wir diirfen ferner annehmen, daB das Prifix
der betrachteten Formel mit einem Seinszeichen beginnt. Falls nimlich
die Formel, die mit A bezeichnet sei, mit einem Allzeichen beginnt,
so nehmen wir eine in U nicht vorkommende Gegenstandsvariable,
etwa #, und eine ebensolche Pridikatenvariable, etwa (;, und ersetzen A
durch die Formel

(Eu) (A& G (u) v G (u)),
1 SkoLeEMm, TH.: Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfall-

barkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Sitze nebst einem Theoreme iiber
dichte Mengen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Klasse 1920, Nr. 4.
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die, wie wir leicht einsehen, hinsichtlich der Ableitbarkeit mit U gleich-
wertig ist, da innerhalb des Wirkungsbereiches von (Eu) ein richtiges
Konjunktionsglied zu % hinzugefiigt ist. Die Formel (Eu)(A&G () v G (u))
kann dann so auf die prinexe Normalform gebracht werden, daB das
Prifix an erster Stelle ein Seinszeichen enthilt.

Unsere Formel beginnt also mit #(n=1) Seinszeichen, auf die
wenigstens ein Allzeichen folgt. Sie hat demnach die Gestalt

() (Exy) ... (Ex,) (y) B2, %0 -0 X Y)-
B (%, %y, ..., %, y) ist hier eine Formel in der prinexen Normalform,
die als freie Gegenstandsvariable nur x,, %,, ..., %,, ¥ enthdlt. Es sei H

eine Pridikatenvariable mit # -}- 1 Leerstellen, die in B nicht vorkommt.
Wir bilden die Formel
) (Ex)...(Ex)[(Ey) (B, ... % ¥) &H(xy, ..., %, v))
V() H(xy, ..., %y, 2)].
Diese Formel liBt sich ableiten, falls (I) ableitbar ist und ebenso
gilt das Umgekehrte.
Ersetzen wir nimlich in (II) nach Regel «3) H durch B, so erhalten wir
(Exy).. . (Ex)[(Ey)(B(xp.. . % 9)&B (2, . ., %, 9))
V() B(xy, ..., %, 2)].
Man kann dann den eine falsche Aussage darstellenden Bestandteil
(Ey) (B(xy, ..o, %, ¥) &B(xy, .. -, %, 9))
fortlassen.

Etwas umstindlicher geht die Ableitung von (II) aus (I). Wir er-
halten zunichst aus Formel (31) durch Umbenennung der gebundenen
Variablen

W (EG—=>6) > () F () —~>0)61)-
Nun kann man nach den Regeln des Aussagenkalkiils eine Formel
A—->(B—C)
zu
B>AvE
umformen (Regel VII). Hier erhalten wir

() F(y)—~(Ey) (F () &G1)v (¥ &),
falls man auller der Regel iiber die Bildung des Gegenteils noch be-
achtet, daBl A—VB eine Abkiirzung fiir Av B ist. In dieser Formel
wird F (y) durch B(x,, ..., x,, y) und G (y) durch H (x,, . . ., x,, y) ersetzt.
Wir erhalten
() B (2, X V) > (EY) (Vg s % 9) & H (3,0, %, 9))
v(y)H (%, ..., %, ).
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Durch mehrmalige Anwendung der am SchluB des Beweises fiir Formel (34)
stehenden Regel ergibt sich weiter

(Exy) ... (Ex,)(y) B(%q, .-, % V) > (Exy) ... (Ex,)

[(EY) (B (%1, ) % ¥) &H (%3, .. %, %))V () H (%, .., %, 9)].

Beriicksichtigen wir, daB nach Voraussetzung (I) bereits abgeleitet ist,
so liefert das SchluBschema sowie die Umbenennungsregel §) die
Formel (II).

Wir bringen nun die Formel (II) auf die prinexe Normalform. Dies
kann in der Weise geschehen, daB3 das Prifix mit (Exy)...(Ex,)(Ey)
beginnt, anschlieBend die All- und Seinszeichen von B (xy,..., %, ¥)
in unverdnderter Reihenfolge kommen und zum SchluB das Allzeichen (z).
Da der Grad der entstehenden Formel um eins niedriger ist als der Grad
von (I), so ist damit der Satz iiber die Skolemsche Normalform bewiesen.

§ 9. Die Widerspruchsfreiheit
und Unabhéngigkeit des Axiomensystems.

Die Methode der arithmetischen Interpretation, mit Hilfe derer
sich frijher fiir die Axiome a) bis d) die Widerspruchsfreiheit und Un-
abhingigkeit einsehen lieB, erméglicht es uns auch, das Gesamtsystem
der Axiome des Pridikatenkalkiils als widerspruchsfrei, in dem friiher
erklirten Sinne, zu erkennen. Hierzu miissen wir die arithmetische
Interpretation, welche damals nur fiir die Aussagenvariablen bestand,
auf die bisher noch nicht gedeuteten Zeichen ausdehnen. Dies geschieht
in der folgenden Weise:

Wir behandeln die Pridikatzeichen in gleicher Weise wie die Aus-
sagezeichen. Wir fassen beide als arithmetische Variable auf, welche
der Werte 0 und 1 und keiner anderen fihig sind. Wie bei den Pridikat-
zeichen die Leerstellen ausgefiillt sind, wird dabei nicht beriicksichtigt.
Die Klammerzeichen werden iiberall fortgelassen. Die Verkniipfung v
wird wieder als arithmetisches Produkt aufgefaBt, und unter 0 wollen
wir 1 und unter 1 0 verstehen.

Bei diesen Festsetzungen gilt zunichst wieder, daB alle Axiome
einschlieBlich e) und f) bei der arithmetischen Deutung immer den
Wert 0 ergeben. Haben ferner eine oder mehrere Formeln immer den
Wert 0, so iiberzeugt man sich leicht, daBl jede weitere nach unseren
Regeln daraus abgeleitete Formel ebenfalls immer den Wert 0 ergibt.
Da nun andererseits zwei Ausdriicke, von denen der eine die Negation
des anderen ist, nicht beide immer 0 ergeben konnen, so folgt, daB unter
den Formeln, die sich aus unseren Axiomen ableiten, keine zwei einander
entgegengesetzt sein konnen. Die Bedingung der Widerspruchsfreiheit
ist also erfiillt.
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Man darf das Ergebnis dieses Beweises fiir die Widerspruchsfreiheit
unserer Axiome iibrigens in seiner Bedeutung nicht iiberschitzen. Der
angegebene Beweis der Widerspruchsfreiheit kommt niamlich inhaltlich
darauf hinaus, daB man annimmt, der zugrunde gelegte Individuenbereich
bestehe nur aus einem einzigen Element, sei also endlich. Wir haben
damit durchaus keine Gewihr, daB bei der symbolischen Einfiihrung
von inhaltlich einwandfreien Voraussetzungen das System der beweisbaren
Formeln widerspruchsfrei bleibt. Z. B. bleibt die Frage unbeantwortet,
ob nicht bei Hinzufiigung der mathematischen Axiome in unserem Kalkiil
jede beliebige Formel beweisbar wird. Dieses Problem, dessen Lésung
eine zentrale Bedeutung fiir die Mathematik besitzt, 148t sich in bezug auf
Schwierigkeit mit der von uns behandelten Frage gar nicht vergleichen.
Die mathematischen Axiome setzen gerade einen unendlichen Individuen-
bereich voraus, und mit dem Begriff des Unendlichen sind die Schwierig-
keiten und Paradoxien verkniipft, die bei der Diskussion iiber die Grund-
lagen der Mathematik eine Rolle spielen. Um das letztgenannte Problem
mit Erfolg angreifen zu konnen, hat D. HILBERT sich veranlaBt gesehen,
eine besondere Theorie aufzustellen. Ein Eingehen auf diese Theorie,
die natiirlich die Ergebnisse der mathematischen Logik benutzt, ist
im Rahmen dieses Buches nicht méglich. Wir verweisen dafiir ein fiir
allemal auf das Buch von HILBERT und BERNAYSL.

Kehren wir nun zuriick zu unserem Axiomensystem. Wir wollen
jetzt die Unabhdingigkeit des Axiomensystems nachweisen, indem wir
zeigen, daBl keines der Axiome a) bis f), sowie keine der Regeln «1)
bis «3), f), y), 0) fir die Gewinnung der identischen Formeln des Pri-
dikatenkalkiils entbehrlich ist2. Bei den folgenden Unabhingigkeits-
beweisen wird die soeben nachgewiesene Widerspruchsfreiheit des Kalkiils
benutzt.

Wir zeigen zunichst, daBl von den Axiomen a) bis d) keines iiber-
fliissig ist, daB es also nicht mdglich ist, irgendeines dieser Axiome aus
den anderen Axiomen mit Hilfe der Ableitungsregeln zu gewinnen.
Wir benutzen dabei die frither (1. Kap., § 13) bewiesene Tatsache, daB
im reinen Aussagenkalkiil keines dieser Axiome entbehrlich ist, und
zwar auch dann nicht, wenn wir X -+ X, d. h. X v X als weiteres Axiom
hinzunehmen.

Nehmen wir an, es lige ein Beweis fiir irgendeines der Axiome a)
bis d) mit Hilfe der iibrigen Axiome und der Ableitungsregeln des

' HiLBERT, D. u. P. BERNAYS: Grundlagen der Mathematik I. Berlin 1934.

% Ein Unabh#ngigkeitsbeweis ist inzwischen (d. h. seit Erscheinen der 1. Auflage)
von McKinsEy geliefert worden. Vgl. J. C.C. McKiNsEY: On the independence
of HILBERT and ACKERMANN'’s postulates for the calculus of propositional functions.
Amer. J. Math. Bd. 58. Einfachere (bisher nicht publizierte) Beweise sind uns
von den Herren P. BERNAYS und ARNOLD SCHMIDT mitgeteilt worden. Die Aus-
fihrungen des Textes geben den Bernaysschen Gedankengang wieder.
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Priadikatenkalkiils vor. Wir entfernen dann aus den Formeln dieses
Beweises die Pridikaten- und Gegenstandsvariablen in der folgenden
Weise: Die All- und Seinszeichen werden fortgelassen. Jede Pradikaten-
variable mit Argumenten wird durch die Aussagenvariable X ersetzt.
Bei dieser Verdnderung gehen e) und f) in die Formel X —X iiber.

Ferner bleibt der Beweischarakter bestehen. Eine Einsetzung gemaf3
den Regeln a1) bis «3) wird zu einer Einsetzung des Aussagenkalkiils
bzw. zu einer bloBen Wiederholung. Die Verbindung der Formeln durch
das SchluBschema bleibt bestehen. Die Regel ) und die Umbenennungs-
regel werden zu einer bloBen Wiederholung. Somit wiirde die betreffende
Formel aus den iibrigen Axiomen der Reihe a) bis d) und X —X nach
den Regeln des Aussagenkalkiils ableitbar sein, im Widerspruch zu den
frither erhaltenen Resultaten.

Die Unabhingigkeit des Axioms e) zeigen wir dadurch, daB wir nach-
weisen, daB alle Formeln, die man ohne Benutzung dieses Axioms ab-
leiten kann, eine charakteristische Eigenschaft haben, die diesem Axiom
abgeht. Verdndert man namlich die Formeln in der Weise, daBl man,
mit den innersten Wirkungsbereichen beginnend, jede Teilformel (x) % (x),
(y) A(y), usw., durch (x)A(x) vXvX, (y)UA(y)vXvX, usw., ersetzt, so
geht jede Formel, die ohne Benutzung von e) gewonnen werden kann,
wieder in eine im Préadikatenkalkiil ableitbare Formel iiber. Denn die
Axiome a) bis d), f) bleiben durch die angegebene Transformation un-
berithrt. Die Verbindung der Formeln durch die Einsetzungsregeln o).
das SchluBschema, die Regel ¥2) und die Umbenennungsregel 8) bleibt
erhalten. Bei dem Schema y1) geht die Endformel A — (x) B (%) in eine
Formel der Form A’ —(x) ¥’ (x) v X v X, also in eine ableitbare Formel
iiber. Dagegen wird

() F(x)=>F(y) zu (x)F(x)vXvX—>F(y),
die bestimmt nicht ableitbar ist, da sich aus ihr wegen der Richtigkeit
der Voraussetzung F(y), und weiter durch Einsetzung nach Regel o3)
F (y), also ein Widerspruch ergeben wiirde.

In ganz ahnlicher Weise zeigt man die Unabhingigkeit von f)!. Statt
die Teilformeln (x)A(x) durch (%)A(x)vXv.X zu ersetzen, wird
(E x)A(x) durch (Ex)A(x) & X & X ersetzt. Im iibrigen sind die Uber-
legungen entsprechend.

Durch dieselbe Methode zeigt man auch die Unabhingigkeit der
beiden Regeln y1) und y2). Ersetzen wir diesmal in den Formeln (x) % (x)
durch (x)A(x) & X & X, so gehen alle Formeln, die im Pridikatenkalkiil
ohne Benutzung von y1) abgeleitet werden kénnen, wieder in ableitbarc

1 Mit der Unabhingigkeit des Axioms f) hat selbstverstiandlich die Tatsache
nichts zu tun, daB das Seinszeichen in dem Axiomensystem prinzipiell entbehrlich

ist, da man ja (Ex) % (#) als eine Abkiirzung fiir (x) % (#) auffassen kann (vgl. S, 48).
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Formeln iiber. Die aus dem gesamten Axiomensystem ableitbare
Formel (x) (F (x) vF (x)) geht dagegen in die sicher nicht ableitbare
Formel (%) (F(x)vF(x))&X & X iiber. Daraus ergibt sich die Un-
entbehrlichkeit der Regel y 1). Die Ersetzung von (Ex)%(x) in den
Formeln durch (Ex)¥%(x)vX v X ergibt ebenso die Unabhingigkeit
der Regel y2), da die Formel (Ex)(F(x)&F (x)) bei dieser Ersetzung
in eine nicht ableitbare Formel iibergeht.

Die Unabhingigkeit der Regel a1) ergibt sich daraus, daB ohne diese
Regel nur solche Formeln mit vorkommenden Individuenvariablen
ableitbar sind, die eine der Gestalten

(x) A(x) > A(y);  A(y)—>(Ex) A(x);  (x) A(x) > (x) A(x);
(Ex)U(x) > (Ex)A(x); (E2) (0 AR)—>A(2)); (Ez) (U(2) > (Ex) U(x))

haben, bzw. aus solchen Formeln durch Einsetzung fiir die Individuen-
variablen oder durch Umbenennung der gebundenen Variablen hervor-
gehen. Denn die Axiome e) und f) haben diese Form und ‘durch die
Ableitungsregeln erhdlt man immer wieder nur Formeln dieser Art.
Es ist also z. B. die Formel (x)F (x) - (E x) F (x) ohne Benutzung von «1)
nicht ableitbar.

Die Unabhingigkeit der Regel «2) ergibt sich mittels der folgenden
Transformation. In allen Formeln werden bei den Priadikatenvariablen
die Argumentstellen, die mit der freien Individuenvariablen z ausgefiillt
sind, fortgelassen. Z. B. geht F (x, z) in F (x), G(2) in G iiber. Bei dieser
Transformation geht jeder Beweis, der ohne Benutzung der Einsetzungs-
regel fiir die Individuenvariablen erfolgte, wieder in einen Beweis iiber.
Da die Axiome von der Transformation nicht beriihrt werden, so geht
jede Formel, die ohne Benutzung von «2) ableitbar ist, vermittels dieser
Transformation wieder in eine ableitbare Formel iiber. Die ableitbare
Formel (x)F (x) —F (2) geht aber bei dieser Transformation in die sicher
nicht ableitbare Formel (x)F (x) —F iiber. (Das zweite F ist hier eine
Aussagenvariable.)

In entsprechender Weise zeigt sich die Unabhingigkeit der Um-
benennungsregel ¢). Wir fithren dieselbe Transformation, die wir be-
ziiglich der freien Individuenvariablen z in den Formeln ausfiihrten,
jetzt mit Bezug auf die gebundene Individuenvariable z aus. Es sind
dann auBerdem die Zeichen (z) und (Ez) fortzulassen. Auch dann geht
eine Formel, welche ohne Benutzung der Umbenennungsregel ableitbar
ist, wieder in eine ableitbare Formel iiber. Dagegen geht die jedenfalls
ableitbare Formel (z)F (z) >F (x) in die sicher nicht ableitbare Formel
F —F (x) tiber.

Um die Unabhiingigkeit der Regel a3) zu zeigen, ersetzt man in den
Formeln jede Teilformel (x) U (x), (y)A(y), usw., die die Pridikaten-
variable G enthilt, durch (x)A(x) vXv X, () A vXVvX, usw. Es
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geht dann jede Formel, die ohne Benutzung der Regel «3) ableitbar
ist, wieder in eine ableitbare Formel iiber. Dagegen trifft dies nicht
zu fiir die Formel (x)G (x)—~G(y).

Die Unentbehrlichkeit des SchluBschemas ergibt sich daraus, daB
ohne dieses Schema nur Formeln der Gestalt % v B abgeleitet werden
konnen. Alle Axiome haben niamlich diese Gestalt, und die Regeln mit
Ausnahme von f) liefern nur wieder Formeln dieser Art. Es ist also
z. B. die Formel X v X nicht ohne Benutzung der Regel ) abzuleiten.

§ 10. Die Vollstindigkeit des Axiomensystems.

Wir bemerkten im ersten Kapitel (§ 13), daB sich die Vollstindigkeit
eines Axiomensystems in zweierlei Weise definieren 148t. Die Voll-
standigkeit im schirferen Sinne des Wortes ist dann vorhanden, wenn
die Hinzufiigung einer bisher nicht ableitbaren Formel zu den Axiomen
stets einen Widerspruch ergibt. Diese Vollstindigkeit ist nicht vor-
handen. Um die Unvollstindigkeit des Axiomensystems festzustellen,
brauchen wir nur eine Formel zu finden, welche gemiB der arithmetischen
Deutung, die wir beim Beweise der Widerspruchsfreiheit verwandten,
identisch gleich 0, aber nicht eine Konsequenz der Axiome ist. Eine
solche Formel ist
DaB diese Formel nicht aus den Axiomen folgt, kann man sich schon
dadurch plausibel machen, da8 die Behauptung, welche sie darstellt:
,,Wenn es ein x gibt, fiir das F (x) besteht, so gilt F (x) fiir alle x*, gewil3
nicht allgemein richtig ist. Sie ist namlich nicht mehr fiir beliebige
Priadikate F richtig, falls der Individuenbereich mehr als ein Element
enthilt.

Der streng formale Beweis fiir die Unméglichkeit, die Formel aus
den Axiomen abzuleiten, geschieht in folgender Weise:

Wir geben zunichst ein Verfahren an, durch das wir die logischen
Formeln in solche umwandeln, die nur Aussagenvariable enthalten.
Zuerst schaffen wir die in einer Formel auftretenden freien Variablen
fort, indem wir die zu den freien Variablen gehérigen Allgemeinheits-
zeichen vor die Formel setzen. Dann schaffen wir die Klammerzeichen
fort, indem wir, etwa von auBen anfangend, immer

(%) A (x) durch A(1) & A(2),
(E %) A(x) durch A(1) v A(2)
ersetzenl.

1 4 und 2 sind hier Eigennamen von Gegenstinden. Unsere Auflosung der
Klammerzeichen kommt also inhaltlich darauf hinaus, daB wir annehmen, der
Individuenbereich enthalte nur die beiden Elemente 1 und 2.
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In unseren Formeln kommen nun neben Aussagenvariablen Aussagen
von der Form F (1), F(2), G(1, 2), ... vor.

Alle diese verschiedenen Aussagen ersetzen wir dann noch durch
(verschiedene) Aussagenvariable.

Wir behaupten nun, jede aus den Axiomen ableitbare Formel geht
nach dieser Umformung in eine immer richtige Aussagenverbindung iiber.

Wir zeigen das zunichst fiir die Axiome. Fiir die Axiome a) bis d)
ist es klar, da diese von der Umformung unberiihrt bleiben. Das Axiom
(x) F (x) >F (y) wird in folgender Weise umgeformt:

¥ ((%) F (x) >F (y)),
(%) F(x)>F (1)) & ((x) F (x) >F (2)),
(F (1)&F<>»F<1)) (F(1) &F(2)—>F(2)),
(A& B->A)& (A & B—>B).

Das letzte ist tatsichlich eine richtige Aussagenverbindung.
Analog hat man fiir das Axiom

F(y)—>(Ex) F (x)
die Umformungen:
¥ (F(y)~>(Ex )F(x))
(F(1)~>(Ex) F (%)) & (F(2) > (),
(FO)—>F(1)vF(2))&(F ()—»F( )vF(Z))
(A>AvB)&(B—>AvB),

die ebenfalls zu einer immer richtigen Formel fithren. Wir brauchen
nun nur noch zu zeigen, daB8 die Anwendung der Regeln «), f), 7), 6) diese
Eigenschaften ungeindert 148t.

Haben wir zwei Formeln, von denen die zweite aus der ersten durch
Anwendung der Regeln «1) oder «3) hervorgeht, so sind die beiden
Formeln nach der Umformung durch die Einsetzungsregel im Aussagen-
kalkiil verbunden, oder aber die zweite Formel ist eine Konjunktion
von Formeln, deren jede sich aus der ersten durch die Einsetzungsregel
des Aussagenkalkiils ergibt. Die Regeln «2) und d) werden zu bloBen
Wiederholungen. Das SchluBschema behilt seine Form, falls in den
Formeln keine freien Gegenstandsvariable~ 1uftreten. Enthilt das
SchluBschema noch freie Gegenstandsvariablen, so kann es allerdings
nach Vorsetzen der Allzeichen seine Form verlieren. Z.B. wird aus

A (x)
A (x) - B (x)
T B(x)

(%) ()
(#) (A(x) > B @)
@ B@E

das neue Schema
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Bei der Auflésung der Allzeichen erhidlt man dann

A(1) & A(2)
(AM)—>B (1)) & (AR)—~B(2))
B(1)&B(2)

Aber auch dieses Schema entspricht den Regeln des Aussagenkalkiils.
Entsprechend ist es, falls mehrere freie Gegenstandsvariable auftreten.
Endlich kommen wir zu 7). Ein Ausdruck

A—B(x)
geht (falls A keine freie Variable enthilt) durch unsere Umformung
iiber in
(2) (A>B(x)),
(A=>B(1) & (A—>B(2))
usw. A—(x) B(x) verwandelt sich in:
A->B(1) & B(2).

Beide Formeln sind aber nach den Regeln des Aussagenkalkiils
dquivalent. Ebenso ist es, falls % noch freie Variablen enthilt. Ent-
sprechendes gilt fiir die Regel ), soweit sie das Hinzufiigen eines
Seinszeichens betrifft.

Wir haben damit tatsichlich gezeigt, daBl jede aus den Axiomen
ableitbare Formel durch unsere Umformung in eine immer richtige
Aussagenverbindung iibergeht.

(E x) F (x) = (x) F (x)
hat nun diese Eigenschaft nicht, denn die Umformung dafiir lautet:
FU)vF(2—=F(1) &F(2),
AvB—>A&B,

und dies ist keine immer richtige Aussagenformel.

Nachdem wir gezeigt haben, da das Axiomensystem nicht voll-
standig im schirferen Sinne des Wortes ist, fragen wir uns, ob die Voll-
stindigkeit in dem anderen, ebenfalls auf S. 35 erwidhnten Sinne hier
besteht. Es handelt sich hier darum, ob aus dem Axiomensystem alle
identischen Formeln des Priadikatenkalkiils gemidB unserer Definition
zu Eingang von § 5 dieses Kapitels abgeleitet werden kénnen. Die Voll-
stindigkeit in diesem Sinne ist tatsichlich vorhanden. Der Beweis
ist von K. GODEL gegeben worden, dessen Ausfiihrungen wir uns im
folgenden anschlieBen?.

Nach den Ausfithrungen zu Ende von § 8 148t sich zu jeder Formel
des Pridikatenkalkiils eine Formel in der Skolemschen Normalform

! GOpEL, K.: Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Ifunktionenkalkiils.
Mh. Math. Physik Bd. 37 (1930).
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angeben, so daB beide Formeln ableitbar oder beide nicht ableitbar
sind. Wir konnen uns daher darauf beschrinken, zu zeigen, daB alle
identischen Formeln in der Skolemschen Normalform auch ableitbar sind.

Es sei

(Ex).. (Exp) () --) U (X, - oo %05 Y100 W)
eine derartige Formel.

Wir bemerken zunichst, daB man die aus der unbegrenzten Reihe
von Gegenstandsvariablen x,, %;, x5, ... gebildeten k-tupel (x;, x;, ...,
¥;,) abzédhlen kann, indem man sie in bekannter Weise nach steigender
Indexsumme (; + %, + - - - + ;) ordnet und bei gleicher Indexsumme
lexikographisch. Die Reihe beginnt also mit (x4, %y, . . ., %g); (%, %o - - -,
%) (% %g» - --» %1, %) . ... Wir wollen das wu-te dieser A-tupel mit
(%u,» X, - - ., %,,) bezeichnen. Wir verstehen weiter unter B, die Formel

WA (%X Xy v os Xy X114 1> Xin 1) 142 -+ +» Fnd) -

Wir beachten dabei, daBB die in dieser Formel hinter dem Semikolon
stehenden Gegenstandsvariablen von den vor diesem Zeichen stehenden,
sowie von allen Variablen, die in einer Formel B, (p <#) vorkommen,
verschieden sind. Dagegen kommen die Variablen x,, ..., x,,_ simtlich
schon in Formeln B, (p <n) vor. Weiter verstehen wir unter €, die
Disjunktion B, v B,v...v B,, unter D, die Formel, die aus ¢, dadurch
entsteht, da man die zu den freien Gegenstandsvariablen gehdorigen
Allzeichen simtlich vor €, setzt. Wir ordnen nun jeder Formel €, eine
Formel des Aussagenkalkiils zu. Es werden nimlich die Elementar-
bestandteile dieser Formel, die abgesehen von Aussagenvariablen, Pridi-
katenvariable mit Gegenstandsvariablen als Argumenten sind, durch
Aussagenvariable ersetzt, und zwar so, daB fiir gleiche Elementarbestand-
teile gleiche Aussagenvariable und fiir verschiedene auch verschiedene
Aussagenvariable gesetzt werden. Die €, so zugeordnete Aussagenformel
heiBe €,. Offenbar ist €, so beschaffen, da €, aus €, nach der Ein-
setzungsregel «1) hervorgehen kann.

Wir haben nun die folgende Alternative:

1. Es existiert ein #», so daB €, eine identische Formel des Aus-
sagenkalkiils ist.

2. Fir kein » ist €, eine identische Formel des Aussagenkalkiils.

Wir werden beweisen:

(A) Im Falle 1. ist die Formel

(Exy) .. (Exp) (31) - () WXy oo oy X5 Yioe o0 V)

aus dem Axiomensystem des Pridikatenkalkiils ableitbar.

(B) Im Falle 2. ist die genannte Formel keine identische Formel,
denn es lassen sich im Individuenbereich der natiirlichen Zahlen Pridikate
angeben, die, fiir die Pridikatenvariable der Formel eingesetzt, diese in
eine falsche Aussage verwandeln.
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Aus diesen noch zu beweisenden Sitzen ergeben sich als SchluB-
folgerungen:

Jede identische Formel des Pridikatenkalkiils ist auch ableitbar; d. h.
unser aus den Grundformeln a) bis f) und den Regeln a1) bis «3), B).
y), 8) bestehendes A xiomensystem besitzt die Eigenschaft der Vollstindigkest.

Ist eine Formel fiir den Individuenbereich der natiirlichen Zahlen (oder
fiir irgendeinen anderen abzihlbar unendlichen Individuenbereich) all-
gemeingiiltrg, d. h. geht sie bei beliebiger Ersetzung der Prddikatenvariable
durch individuelle zahlentheoretische Pridikate und der freien Gegenstands-
variablen durch bestimmie Zahlen stets in eine richtige Aussage iiber, so st
sie fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig, d. h. eine identische Formel.

Der letzte wichtige Satz, der hier als ein Nebenergebnis heraus-
kommt, 148t sich an und fiir sich einfacher gewinnen, und wurde zuerst
von L. LOWENHEIM bewiesenl.

Wir haben nun den Beweis fiir die Behauptungen (A) und (B) zu
erbringen. Zeigen wir zunichst die Richtigkeit von (A). Es sei also fiir
irgendein # €, eine identische Aussagenformel. Da man €, aus €,
durch Einsetzung nach Regel «1) und weiter D,, aus €, durch Anwendung
der Regel y) erhilt, so geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes »

D> (Ex) ... (Ex) (v1) - () A (%, -+, 205 Y10 )

eine ableitbare Formel des Pradikatenkalkiils ist. Wir zeigen das durch
Induktion nach #. 9, hat die Gestalt

(%) (1) - -« (21) U (xg, . - ., %o Xy, ..., %))
1) - () Wzr, - s 205 Yoo -2 9)
—>(Ex) .. . (Ex) (y1) - () U (xgy s X5 Yoo os V)
148t sich unter mehrfacher Benutzung des Axioms f) und der Regel V
ableiten. Durch Einsetzung ergibt sich daraus
1) - - () A%, - - -, X5 Y1, - - - W)
>(Ex) ... (Exg) (31) - (0) Uy, -, %o Y10 V)
und weiter nach Regel y2) und Formel (22)
D= (Ex) ... (Exp) (¥1) --- () W%y, ..o, %5 Ypy e -2, W) -
Es sei ferner schon gezeigt
Dp1>(Ex) .. (Exp) (v1) --- (¥) A%y, - o) Xa5 Y1, V)
9, hat nun die Gestalt
(%0) (#1) - - - (%42) €5 d- Do (%) .. (%1) (€ -1 v B,)
oder genauer
(%0) (%) - - - (%m2) (@n—l VU (X, s Xy X )14 1 -+ s xnl))'

! LoweNHEIM, L.: Uber Moglichkeiten im Relativkalkill. Math. Ann. Bd. 76
(1915). Eine wesentliche Vereinfachung der Beweismethode enthalt die am Schlul
von § 8 dieses Kapitels erwidhnte Arbeit von TH. SKOLEM.
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Da, wie frither bemerkt, die Variablen %, _ 1,41, ..., %,; in €, _; nicht
vorkommen, erhalten wir unter Benutzung der Formel (26)

Dp—> (%) (%1) - - - (x(n—l)l) (@n—l viy) ... (m ¥ (O T T yl))
als ableitbare Formel. Nun ist weiter die Formel
(%) (F (%) v G (%)) > (x) F (x) v (Ey) G(y)

ableitbar. Sie entsteht aus Formel (34), indem man in dieser F durch ¥
ersetzt und beriicksichtigt, daB das Zeichen — nur eine Abkiirzung
darstellt. Durch mehrfache Benutzung der letzten Formel ergibt sich
weiter

D> (%) (%1) -+ - K- 1)) €1 V(ER) ... (Exi) (W) .. ()

W (g, - %55 Yar o o0 W)
d. h.

D= Dy aVIEXK) .. (Exp) (1) oo () U(xg, - oy X5 Y10 V1)
Wegen
Dy (Ex) . (Ex) () - () A (2o %S Y1, )
ergibt sich dann leicht

D> (Exy) - (Ex) (v) - () A®y -y 245 Y302, 7).
Damit ist die Induktion vollstindig.

Nun zum Beweise von (B). Es sei keines der €, eine identische
Aussagenformel. Fiir das folgende ist es zweckmiBig, den Aussage-
formeln €, noch eine etwas speziellere Gestalt zu geben. @, entstand
aus @, dadurch, daB die in €, vorkommenden Elementarbestandteile,
die aus Pridikatvariablen mit Argumenten aus der Reihe x,, %,
%, ... bestehen, durch Aussagenvariable ersetzt werden. Wir wollen
nun bei dieser Ersetzung durch Aussagenvariable immer so vorgehen,
daB F(x,) durch die Aussagenvariable F,, F(x,) durch F;, G(x,, x5, %)
durch G, 5 3 ersetzt wird usw. In jeder Formel G, ., kommen dann
samtliche Aussagenvariable von €, vor, auBerdem noch weitere. Die
in den €, insgesamt vorkommenden Aussagenvariablen denken wir uns
irgendwie abgezihlt, so daB es Sinn hat, von der ersten, zweiten usw.
Aussagenvariablen zu sprechen. Diese Abzihlung kann z. B. so geschehen,
daB zuerst die Aussagenvariablen von €, in irgendeiner Reihenfolge
aufgezihlt werden, dann die kommen, die bei &, neu hinzutreten, usw.

Da nun keines der €, eine identische Aussagenformel ist, so lassen
sich die in einem €, vorkommenden Aussagenvariablen so durch die
Wahrheitswerte , richtig” und ,,falsch ersetzen, daB &, in eine falsche
Aussage iibergeht. Wir sprechen dann, im AnschluB an die frither im
Aussagenkalkiil beniitzte Terminologie, von einem Erfiillungssystem
fir G, Fir jedes G, gibt es natiirlich nur endlich viele verschiedene
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Erfillungssysteme, im ganzen aber unendlich viele, da Erfiillungs-
systeme, die sich auf Formeln @,; mit verschiedenem Index beziehen,
selbstverstdandlich als verschieden gelten.

Wir ordnen nun jeder der unendlich vielen Aussagevariablen in ein-
deutiger Weise den Wert ,richtig” oder ,falsch’ zu. Wird die erste
Aussagenvariable in unendlich vielen Erfiillungssystemen durch den
Wahrheitswert ,,richtig’* ersetzt, so sei ihr der Wert ,,richtig’ zugeordnet,
anderenfalls der Wert ,falsch”. Wir betrachten weiter nur die Er-
fiillungssysteme, bei denen die erste Aussagenvariable durch den ihr
soeben zugeordneten Wert ersetzt ist. Kommt bei diesen unendlich oft
die zweite Aussagenvariable mit dem Wert , richtig’* vor, so wird ihr
dieser Wert zugeordnet, anderenfalls der Wert ,,falsch“. In eben dieser
Weise wird der Wert fiir die folgenden Aussagevariablen festgelegt,
indem man jedesmal nur die Erfiillungssysteme in Betracht zieht, bei
denen die vorhergehenden Aussagenvariablen die schon festgelegten
Werte haben.

Ersetzt man nun die Aussagenvariable durch die ihnen zugeordneten
Werte, so gehen samtliche €, zugleich in falsche Aussagen iiber. Wir
definieren nun gewisse zahlentheoretische Pridikate, die als Einsetzung
fur die in A(xy, ..., xz; ¥4, ..., ¥;) vorkommenden Pridikatvariablen in
Betracht kommen. Kommt z. B. eine Pridikatenvariable F(,,) mit
drei Leerstellen vor, so hatten wir in den &, Aussagenvariable I, , ;, ; .
Wir definieren nun das zugehorige zahlentheoretische Pridikat @ dadurch,
daB wir festsetzen, daBl @(p, g, ) fiir irgendwelche natiirlichen Zahlen
immer den Wahrheitswert haben soll, der F, , , zugeordnet war. So
wird jeder Pradikatenvariablen ein individuelles zahlentheoretisches
Pridikat mit derselben Anzahl von Leerstellen zugeordnet. Nehmen
wir nun in

(Exy) .. (Exp) () - - (3) Ay, - - -, X5 Yo -0 V)
als Individuenbereich die natiirlichen Zahlen und setzen wir fiir die
Pridikatenvariablen die oben definierten zahlentheoretischen Pradikate

ein, so ist leicht einzusehen, daB die Formel in eine falsche Aussage,
mit anderen Worten, daB

(50) - (%) (EW) - (Ev) U (Fa -, 25 Y 9)

in eine richtige Aussage iibergeht. Greifen wir nimlich etwa das #n-te
k-tupel von natiirlichen Zahlen, das wir frither mit (n,, . . ., 1;) bezeichnet
haben, heraus, so hat

Wy, .o, my; m—1)0+1,...,nl)

nach Ersetzung der Pradikatvariablen den entgegengesetzten Wahrheits-
wert wie die letzte Teildisjunktion von €, bei der Ersetzung der Aus-
sagevariablen durch die zugeordneten Wahrheitswerte, ist also richtig.



§ 11. Ableitung der SchluBfolgerungen aus gegebenen Voraussetzungen. §1

Da das entsprechend fiir jedes %-tupel gilt, so ist

(%) ... (%) (Eyy) - (Ey) Ulxy, -+, %o Yy -0 V)
richtig fiir den angegebenen Individuenbereich. Damit ist auch (B)
bewiesen.

§ 11. Ableitung der SchluBfolgerungen aus gegebenen Vor-
aussetzungen; Zusammenhang mit den identischen Formeln.

Wir haben den Pridikatenkalkiil bisher nur dazu benutzt, um iden-
tische Formeln abzuleiten. Die Primissen unserer Schliisse, die Grund-
formeln a) bis f) waren dabei selbst wieder rein logischer Natur. Wir
wollen nun die allgemeine Methode der formalen Beweisfithrung im Pridi-
katenkalkiil, die wir vor der Aufstellung der Axiome nur andeutungs-
weise beschreiben konnten, an einigen Beispielen darlegen. Es handelt
sich jetzt darum, die SchluBfolgerungen aus irgendwelchen Voraus-
setzungen, die nicht mehr rein logischer Natur sind, abzuleiten.

In den Voraussetzungen kommen jetzt nicht nur Variable, sondern
auch individuelle Pridikate vor, desgleichen individuelle Gegenstinde.
Als Zeichen fiir individuelle Pridikate nehmen wir entweder grofe
griechische Buchstaben oder auch eine Kombination von grofen lateinischen
mit darauffolgenden kleinen lateinischen Buchstaben wie St, Ms, Dsc usw.,
oder auch bei mathematischen Pridikaten aus der Mathematik her
bekannte Pridikatzeichen wie <, >, = usw. Der Formelbegriff, wie
er in § 4 eingefithrt wurde, erfihrt dann eine entsprechende Erweiterung.

Die formale Beweisfithrung geschieht in der Weise, daB3 die Primissen
der Schliisse symbolisch aufgeschrieben und als Grundformeln (Axiome)
zu den logischen Grundformeln a) bis f) hinzugefiigt werden, mit denen
zusammen sie die Ausgangsformeln fiir die gemiB den Ableitungsregeln
), B), ), d) zu vollziehenden formalen Operationen bilden.

Bei der inhaltlichen Deutung der Formeln ist darauf zu achten, dal3
sich die Gegenstandsvariablen im allgemeinen nicht mehr auf irgend-
einen unbestimmt gelassenen Individuenbereich beziehen; vielmehr ist
durch die Art der Primissen dieser in der Regel niher gekennzeichnet,
sei es, daB er aus den ganzen Zahlen, den reellen Zahlen, den Punkten
einer Ebene oder irgendwelchen anderen Dingen besteht. Es ist auch
moglich, daB mehrere Individuenbereiche auftreten, wie es bei dem
zweiten der im folgenden behandelten Beispiele der Fall ist. In diesem
Falle brauchen wir mehrere Gattungen von Gegenstandsvariablen. Die
Pradikatvariablen sind dann auch nach der Art ihrer Argumente zu
unterscheiden. Die Axiome e) unf f) kann man dann so oft aufschreiben,
wie Gattungen von Gegenstinden vorhanden sind. Die Komplikation,
die der Pridikatenkalkiil dadurch erfihrt, 148t sich aber vermeiden,
da es immer mdglich ist, wie wir bei der Behandlung des zweiten der

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 6
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folgenden Beispiele zeigen, den Fall mehrerer Individuenbereiche auf den
Fall eines einzigen Individuenbereiches zuriickzufiihren.

Wir geben zunichst einige einfache Beispiele.

Als erstes Beispiel moge ein SchluB dienen, in welchem ein singulires
Urteil als Primisse auftritt. Ein SchluB dieser Art liegt vor bei dem
bekannten Schulbeispiel:

,»Alle Menschen sind sterblich, Cajus ist ein Mensch, also ist Cajus
sterblich.

In diesem Satz kommen drei individuelle Bezeichnungen vor. Den
Worten ,,Mensch’ und ,,sterblich’ entsprechen zwei Pridikate Ms(x)
und St(x), fiir welche als gemeinsame zugehérige Gegenstandsgattung
die der Lebewesen betrachtet werden kann. Das dritte individuelle
Zeichen ist der Eigenname ,,Cajus“. Die beiden Primissen lauten als
Formeln geschrieben:

(%) (Ms (x) > St(x)),
Ms (Cajus).
Durch Einsetzung in die Formel
(%) F (x) >F (y)
erhilt man:
(%) (Mss (x) — St (x)) - (Ms (y) > St (v))
und weiter:
(%) (Ms (x) > St (x)) > (Ms (Cajus) — St (Cajus)),
Ms (Cajus) — St (Cajus) [Regel )],
St (Cajus) | [Regel p)].

Die letzte Formel ist aber die symbolische Darstellung unseres SchluB-
satzes ,,Cajus ist sterblich®.

Es sollen noch zwei Beispiele von mathematischen SchluBfolgerungen
gegeben werden. Zunichst behandeln wir den folgenden geometrischen
SchluB:

Voraussetzung: ,,Durch zwei verschiedene Punkie geht hichstens eine
Gerade.*

Behauptung: ,,Zwei verschiedene Gerade haben micht mehr als einen
Punkt gemeinsam.*

Die hierin auftretenden Prédikate sind folgende: Zunichst die Rela-
tion A(x,v): ,,x liegt auf y.”“ Hier bezieht sich die erste Leerstelle
auf die Gattung der Punkte, die zweite auf die der Geraden. Ferner
kommt vor das Priadikat der Verschiedenheit, also das Gegenteil des
Pridikates der Identitit = (x, y). Die Leerstellen dieses Pridikates
konnen sich sowohl auf Punkte als auf Geraden beziehen; natiirlich ist
die Behauptung der Identitit eines Punktes mit einer Geraden stets
als falsch zu betrachten. Der Deutlichkeit halber wollen wir die Argu-
mente, welche sich auf die Gattung der Punkte beziehen, mit kleinen,
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diejenigen, welche sich auf Gerade beziehen, mit groBen lateinischen
Buchstaben bezeichnen!. Eigennamen von Individuen kommen nicht
vor. Der symbolische Ausdruck fiir die Voraussetzung ist:

(*) (v) {= (», v)— (EG) (EH) [= (G, H) & A (x, G) & A (%, H)
&A(y,G) &A(y, H)J}.
Die Behauptung schreibt sich:

G) () {= (G, H)> (Ex) (Ey) [= (x, y) &A (%, G) &A (x, H)
&A(y, G) &A(y, H)]}.
Schreiben wir zur Abkiirzung fiir:
Ax G &A(y,G)&A(x, H)&A(y, H): U(x, 9, G, H),
und machen wir von der Definition des Zeichens — Gebrauch, so erhalten
wir als Darstellung fiir die Voraussetzung und Behauptung:
(%) 4) {= (%, ) v (EG) (EH) [= (G, H) & A (x, 5, G, H)]}
baw.  (G)(H)Y{=(G, H)v(Ex) (Ey)[= (v y) &UA(x v G H)}.
Nach der in § 8 gegebenen Regel iiber die Bildung des Gegenteils
eines Ausdrucks kann man die beiden Ausdriicke umformen zu

(%) () {=(x 9 v (6G) (H) [= (G, H) vi(x, 5 G H]},

©)H) {= (G H)v(® O [= & 5 vUzy 6 H]}

Beide Ausdriicke bringen wir nun auf die Normalform und erhalten:
® () () H) {=(x 9 v(=(G HvU(x 6 H)},
) (H) (x) (5) {= G, H) v (= (%, ) v (%, G, H))}.

Aus diesen Darstellungen ersieht man ohne weiteres, daB die Behaup-
tung sich aus der Voraussetzung ableiten 148t. Die Formel fiir die Voraus-
setzung geht nimlich in die Formel fiir die Behauptung iiber, wenn man
auf die Produkte das assoziative und das kommutative Gesetz, und auf
die Allzeichen die Vertauschungsregel anwendet. Zugleich erkennen wir,
daB auch umgekehrt von der Giiltigkeit der Behauptung auf die der
Voraussetzung geschlossen werden kann.

Das gleichzeitige Auftreten von zwei Individuenbereichen laB8t sich
auf die folgende Art, deren Verallgemeinerung auf beliebige Fille keiner
besonderen Erlduterung bedarf, vermeiden: Wir denken uns einen
einzigen Individuenbereich zugrunde gelegt, der aus den Punkten und
den Geraden besteht und fithren zwei individuelle Pridikate I7(x),
d. h. x ist ein Punkt, und I'(x), d. h. x ist eine Gerade, ein. Die Voraus-
setzung unseres Beispiels schreibt sich dann folgendermaBen:

() ) {(1T (x) & 1T () & = (%, ¥)) > (E2) (Ew) [['(z) & I'(w)
&= (z, u) &A(x, 2) &A(x, u) &A(y, 2) & Ay, w)]}-
Entsprechend 148t sich die Behauptung ausdriicken.

1 Eine Verwechslung mit Aussagevariablen kann hier nicht entstehen.
6*
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Das zweite Beispiel fiir einen mathematischen SchluB soll darin
bestehen, daB wir den Safz von der Transitivitit der Beziehung des
Kleineren zum GroPeren beweisen. Dieser Satz, dessen Darstellung durch
die Formel

<(xy)&<(y,2) > <(x2)
uns bereits bekannt ist, wollen wir hier im Sinne der GréBenlehre auf-
fassen. Wir denken uns die Leerstellen des Pridikats < (x, y) auf eine
bestimmte GréBenart (z. B. Streckenlingen oder positive MaBzahlen)
bezogen, und betrachten das Pridikat als abgeleitet aus der Addition
der GréBen. Wir fithren das Zeichen @ (x, y, z) fiir das dreigliedrige
Pridikat ,,x um y vermehrt gibt z'* (oder arithmetisch geschrieben:
X+ y=2") ein. Mit Hilfe dieses Pridikats lift sich < (x, v) definieren
durch
(Eu)D(x,u, ).

(,,Es gibt ein #, welches zu x hinzugefiigt y ergibt.”)

Setzen wir diese Definition in unsere Behauptung ein, so nimmt
diese folgende Gestalt an:

[(Eu)D(x,u,y) & (Eu)D(y, u, 2)] > (Eu)D(x, u, 2).

In dieser Form 148t sich der betrachtete Satz beweisen, sofern fiir
die Addition der GroBen folgende zwei Voraussetzungen zugrunde gelegt
werden:

1. ,,Zwei GroBen lassen sich stets addieren‘, d. h.

(E2)D(x, 9, 2).
2. ,Fir die GroBenaddition gilt das assoziative Gesetz
v+ (y+2)=(x+y) +2,
d. h.
D(x,y,u)&D(y,2 v) &D(u, 2, w)| >D(x, v, w).
Die beiden Voraussetzungen sind in der Normalform mit Anwendung

von freien Variablen dargestellt. Bringen wir auch die Behauptung auf
die Normalform, so nimmt sie die folgende Gestalt an:

() (v) (Ew) (D (x, 4, y) VD (y,v,2) v (%, w, 2)).
Hierfiir kann man auch schreiben:
() (v) (Ew) (P (x, %, y) &D(y, v, 2) >P(x, w, 2)).
Diese Formel 148t sich nun auf Grund unserer Voraussetzungen
folgendermaBen ableiten:

Durch Umbenennung der Variablen erhidlt man aus den beiden
Voraussetzungen:

1. (Ew)D(u, v, w).
2. (D(x,u,y)&D(u, v, w) &D(y,v,2)>P (v, w, 2).
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Wendet man auf die zweite Voraussetzung die Regel VII, S.30 an,
so kann man sie umformen zu:

D(u, v, w)—>[(D(x, u, y) &P (y, v, 2)) >D (%, w, 2)].

Unter Benutzung der zu Formel (34) gehérigen Regel kann man daraus
ableiten:

(Ew) D (u, v, w) > (Ew) [(P(x, u, y) &D(y, v, 2)) >DP (%, w, 2)].

Da nun (Ew) P (4, v, w) als richtig angenommen wurde, so ergibt sich
weiter
(Ew) (P (x,u,y) &D(y,v,2) > DP(x, w, 2)).

Daraus ergibt sich die Behauptung, indem man nach Regel y' die All-
zeichen (#) und (v) vorsetzt.

Die in diesem Paragraphen auseinandergesetzte Methode der formalen
Beweisfithrung aus Primissen, die keine logische Identititen darstellen,
findet ihre Hauptanwendung, wenn es sich darum handelt, fiir irgendein
Wissensgebiet die Grundsitze oder Axiome aufzustellen und aus ihnen
die iibrigen Sitze als SchluBfolgerungen abzuleiten. Man kann sogar
sagen, daBl der Begriff des Axiomensystems erst jetzt seine scharfe
Fassung erfihrt; denn zu einer vollstindigen Axiomatik gehért nicht
nur die Aufstellung der Axiome an und fiir sich, sondern auch die genaue
Angabe der logischen Hilfsmittel, die uns den Beweis neuer Sitze aus
den Axiomen ermoéglichen. Auf die Frage, ob auch jeder Satz, der
inhaltlich eine Konsequenz der Axiome darstellt, mittels des formalen
Ableitungsverfahrens daraus gewonnen werden kann, gehen wir am
SchluB dieses Paragraphen ein.

Man kann nun die Axiomensysteme, soweit sie sich iiberhaupt im
Rahmen des hier behandelten engeren Pridikatenkalkiils formalisieren
lassen, in zwei Klassen einteilen. Unter einem A xiomensystem der ersten
Stufe verstehen wir ein solches, bei dem die einzelnen Axiome keine
Préidikatenvariable, sondern nur individuelle Pridikate enthalten. (Unter
den Axiomen verstehen wir hier und im folgenden nur die Ausgangs-
formeln, die fiir das betreffende Gebiet charakteristisch sind, nicht die
logischen Grundformeln des § 5, die zum eisernen Bestand jedes Axiomen-
systems gehdren.) Treten in den Axiomen auch Pridikatenvariable auf,
so sprechen wir von einem A xiomensystem der zweiten Stufe. Eine Aus-
nahme wird bei dieser Einteilung nur beziiglich der Axiome fiir die
Identitit gemacht. Diese Axiome haben, wenn wir fiir das Pridikat
der Identitit wieder das Zeichen = verwenden, die folgende Gestalt.

(%, )
(% 9) > (F(x)~>F (y)
(In der inhaltlichen Axiomatik werden diese Axiome meist fortgelassen,

da sie rein logische Natur haben. Vgl. 4. Kap., §1.) In dem zweiten
dieser Axiome kommt eine Pridikatenvariable vor. Trotzdem rechnen
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wir Axiomensysteme, bei denen nur bei den Axiomen fiir die Identitit
Pridikatenvariable auftreten, noch mit zur ersten Stufe. Der Grund
dafiir ist der, daB sich das zweite Axiom fiir die Identitit, soweit sein
Gebrauch innerhalb des betreffenden Axiomensystems in Frage kommt,
immer durch Axiome ohne Pridikatenvariable ersetzen 1i8t. Man kann
nimlich an Stelle dieses Axioms die Axiome nehmen, die aus ihm hervor-
gehen, indem man fiir F gemiB Regel «3) die in dem Axiomensystem
vorkommenden individuellen Pridikate einsetzt und auBerdem die
Symmetrie und Transitivitit der Identitit zum Ausdruck bringt. Haben
wir z. B. in dem Axiomensystem die individuellen Pridikate @ () und
¥(,), so lauten die Axiome fiir die Identitit

= (%, %)

= (%, 9)—>= (3 %)
(= (5 3)&=(5,2)>= (51

= (%, 9) (P () > ())

= (% y)>(¥ (%, 2)>¥(y, 2)

=% 9)>(Pk 2)>¥( )
und entsprechend in anderen Fillen. Auf den strengen Nachweis fiir die
behauptete Ersetzbarkeit verzichten wir hier.

Zur zweiten Stufe gehort z. B. das Peanosche Axiomensystem fiir
die natiirlichen Zahlen, da die Formulierung des Axioms der vollstindigen
Induktion den Gebrauch einer Pridikatenvariablen nétig macht, ferner
das Axiomensystem fiir die Mengenlehre in der urspriinglichen Zermelo-
schen Fassung infolge des Auftretens einer Pridikatvariablen beim Axiom
der Aussonderung. Zur ersten Stufe gehort unter anderem das Hilbert-
sche Axiomensystem fiir die Geometrie, falls man von den Axiomen
der Stetigkeit absieht, ferner die Axiome der Gruppentheorie.

Als grundlegendes Problem wiirde sich nun die Frage erheben, ob es
moglich ist, bei einem bestimmien Satz eines Wissensgebietes festzustellen,
ob er eine Konsequenz der Axiome ist oder wicht.

Wir wollen zeigen, daB sich dieses Problem auf ein solches des reinen
Pridikatenkalkiils, d.h. des in §5 begriindeten, nur Pridikat- und
Individuenvariable enthaltenden Kalkiils zuriickfiithren 148t. Die Frage
der logischen Abhingigkeit eines Satzes von einem Axiomensystem 148t
sich namlich auf die andere zuriickfiihren, ob eine bestimmte Formel
des reinen Pridikatenkalkiils eine identische Formel ist oder nicht.
Jedoch gilt dies nur, falls das Axiomensystem von der ersten Stufe ist.
Wir wollen den Beweis dafir an Hand eines bestimmten Beispiels
erliutern.

In der Untersuchung der logischen Abhéngigkeitsverhaltnisse zwischen
den verschiedenen Axiomgruppen der Geometrie ist es ein besonders
wichtiges und interessantes Ergebnis, daB der spezielle Pascalsche Satz,
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welcher bei der Begriindung der Proportionenlehre ohne Anwendung
der Stetigkeitsaxiome eine wesentliche Rolle spielt, aus den Axiomen
der Verkniipfung, der Anordnung und dem Parallelenaxiom allein nicht
bewiesen werden kann. Es handelt sich darum zu zeigen, daB die Unab-
hingigkeit des Pascalschen Satzes von den genannten Axiomen mit der
Nichtableitbarkeit einer gewissen Formel des reinen Pridikatenkalkiils
gleichbedeutend ist.

Wir haben zunichst die in Betracht kommenden Axiome sowie den
speziellen Pascalschen Satz in unserem Kalkiil auszudriicken, und zwar
s0, ‘daB nur von einer Art von Dingen die Rede ist. Wir wollen hier zur
Vermeidung mehrerer Individuenbereiche nicht die frither erwéhnte,
allgemein anwendbare Methode benutzen, sondern eine andere, die
unserem Beispiel speziell angepaBt ist. Wir brauchen dazu nur anstatt
der Grundbeziehung zwischen Punkten und Geraden (,,der Punkt x
liegt auf der Geraden y* oder ,,die Punkte ¥, y bestimmen die Gerade z*‘)
eine Beziehung zwischen drei Punkten Ger (x, v, 2) (,,x, ¥ und z liegen
auf einer Geraden) einzufithren. Ebenso nehmen wir statt der Grund-
beziehungen zwischen Punkten und Ebenen eine Beziehung zwischen
vier Punkten Eb (%, v, 2z, 4) (,,%, ¥, 2, » liegen in einer Ebene‘).

Zu diesen beiden Priadikaten miissen wir noch die Identit4atsbeziehung
=(x, y) sowie die Zwischenbeziehung Zw (x, y, z) (,,x liegt zwischen y
und 2‘‘) hinzunehmen.

Mit Hilfe der vier eingefithrten Beziehungen lassen sich nun alle bei
unserem Problem vorkommenden Axiome sowie auch der Pascalsche
Safz durch logische Formeln darstellen. Es ist wesentlich dabei, daB
wir in diesen Formeln freie Gegenstandsvariable vermeiden, indem
wir die Allzeichen iiberall vorsetzen. Z.B. wird das Axiom: ,,durch
zwei Punkte geht nur eine einzige Gerade'‘ ausgedriickt durch die
Formel

(%) () (w) (v) {[Ger (%, v,u) &Ger (x,y,v) & = (x, y) & = (u, v)] —Ger (x,u,v)}.

in Worten: ,,Wenn #, y und #» auf einer Geraden und x, y, v auf einer
Geraden liegen und wenn ferner x von y und # von v verschieden ist,
dann liegen auch x,#,v auf einer Geraden.” Das Axiom: ,,Wenn
zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie mindestens
noch einen anderen Punkt gemeinsam‘, driickt sich aus durch die
Formel

(%) (9) () () (v) (@) (p) {[ED (x, . 2, p) & Eb (, v, w, p)| - (Eq) (= (p, 9)
&Eb (%, 9,2 9) &Eb(u,v,w, q))}.

Dem fiir die Anordnung in der Ebene wesentlichen Axiom, ,,wenn eine
Gerade, die in der Ebene eines Dreiecks liegt, eine Seite dieses Dreiecks
schneidet, so schneidet sie auch eine andere Seite dieses Dreiecks,
entspricht die folgende Formel:
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(%) () (2) () (o) {[ED (x, y. 2, w) & Ger (x, y, 2) & Zw (v, x, y) & Ger (x, y, u)
& Ger (z, u, v)] — (Ew) [Ger (u, v, w)
& (Zw (w, x,2) vZw (w, y, z))]}
Zu beachten ist bei der Einfithrung der Beziehungen ,,Ger“ und ,,Eb*,

daB fiir diese die Symmetrieeigenschaften als Axiome formuliert werden
miissen. So hat man die Formel

(%) () (2) {Ger (%, y, 2) > (Ger (x, z, ) & Ger (v, , 2))}

und die entsprechende fiir Eb aufzustellen. Die Eigenschaften der Iden-
tititsbeziehung sind ebenfalls als Axiome zu formulieren:

® ) (=% ) == (y, %)

(x) = (, %),
(%) () @) {= (%, 2) & = (y, 2) > = (x, )},
(%) () (2) (w) {( = (x, u) & Ger (x, v, z))—> Ger (u, vy, z)}
(%) (¥) (2) () (0) {

Die vier letzten Formeln bringen zum Ausdruck, daB in jeder vor-
kommenden Beziehung Identisches fiireinander gesetzt werden kann.

Denken wir uns nun alle in Formeln geschriebenen Axiome durch
&-Zeichen zu einer einzigen Formel verbunden. Diese stellt die Gesamt-
bedingung dar, welcher die Pridikate ,, =", ,,Ger", ,,Zw", , Eb" unter-
worfen sind oder, wie man sich in der Axiomatik auch ausdriickt, sie
enthilt die implizite Definition dieser Pradikate. Zur Abkiirzung fiir
diese Formel mége

A (=, Ger, Zw, ED)

geschrieben werden.

Der spezielle Pascalsche Satz laute. i, uer gewohnlichen Ausdrucks-
weise folgendermaBen: Es seien ABC und A’B’C’ je drei Punkte auf
zwei sich schneidenden Geraden. Alle genannten Punkte seien vom
Schnittpunkt der beiden Geraden verschieden. Ist dann BC’ parallel zu
CB’ und CA’ parallel zu AC’, so ist auch A B’ parallel zu BA4’. — Dieser
Satz 148t sich wieder durch eine logische Formel darstellen, wobei von
den Pridikaten nur = und ,,Ger’* auftreten. Wir wollen diese Formel
mit B (=, Ger) bezeichnen.

Die in Rede stehende Behauptung besagt nun, daB3 aus

A (=, Ger, Zw, ED)
B (=, Ger)

bewiesen werden kann. In dieser Behauptung kommt die sachlich-
geometrische Bedeutung von =, Ger, Zw, Eb nicht mehr vor. Denn

nicht
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entsprechend dem axiomatischen Standpunkt darf ja beim Beweise
eines Satzes aus den geometrischen Axiomen nichts anderes von den
eingefiihrten Grundbeziehungen benutzt werden, als was in den Axiomen
ausdriicklich formuliert ist.

Wir kénnen daher diese Pridikate ganz eliminieren und an ihre Stelle
vier variable Pridikate — natiirlich mit der entsprechenden Zahl von
Argumenten — setzen:

F(x,9); G(x,92); H(x,9,2; K(x v, 2 u).

Die Beweisbarkeit des Pascalschen Satzes wiirde bedeuten, daB fiir
irgend vier solche Pridikate F, G, H, K, fiir welche

AF, G, H, K)
wahr ist, auch stets B (F, G) wahr ist, daB also
AF, G H K)—>B(F,G)

eine identische Formel ist. Es handelt sich also darum, zu erkennen,
daB dies nicht der Fall ist.

Auf dieselbe Weise kann man fiir jeden anderen geometrischen Satz
eine zugehorige Formel des Pridikatenkalkiils angeben, so daB der Satz
dann und nur dann eine Konsequenz der Axiome darstellt, wenn die
logische Formel eine identische ist. Ebenso lassen sich Fragen der
Widerspruchsfreiheit mit der Identitit bestimmter Formeln in Zusammen-
hang bringen. Z. B. ist die Frage, ob die in der Formel

A (=, Ger, Zw, ED)

zusammengefaften geometrischen Axiome miteinander logisch vertrig-
lich sind, gleichbedeutend mit der anderen, ob die Formel

A(F, G, H, K)
keine identische Formel ist.

Wir konnen ferner sagen, daB jede Konsequenz eines Axiomensystems
der ersten Stufe auch mit Hilfe des zu Anfang dieses Paragraphen dar-
gestellten formalen Ableitungsverfahrens daraus gewonnen werden kann.
Denn die die logische Abhingigkeit des Satzes von den Axiomen aus-
driickende identische Formel ist nach §10 auch beweisbar. Nach Ein-
setzung der speziellen Pridikate fiir die variablen in dieser Formel
liefert das SchluBschema den Satz selbst.

Unsere letzten Bemerkungen iiber die Aquivalenz der Abhingigkeit
eines Satzes von einem Axiomensystem mit der identischen Giiltigkeit
einer bestimmten Formel des Pridikatenkalkiils beziehen sich, wie schon
erwihnt, nur auf Axiomensysteme der ersten Stufe. Fiir die Axiomen-
systeme der zweiten Stufe liegen aber dhnliche Verhiltnisse vor. Nur
ist die in Frage kommende identische Formel mit den Mitteln des
engeren Pridikatenkalkiils nicht mehr darstellbar, sondern sie gehért
dem im 4. Kapitel zu behandelnden erweiterten Pridikatenkalkiil an.
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§ 12. Das Entscheidungsproblem.

Aus den Uberlegungen des vorigen Paragraphen ergibt sich die grund-
sitzliche Wichtigkeit des Problems, bei einer vorgelegten Formel des
Pridikatenkalkiils zu erkennen, ob es sich um eine identische Formel
handelt oder nicht. Nach der in § 5 gegebenen Definition bedeutet die
Identitit einer Formel dasselbe wie die Allgemeingiiltigkeit der Formel
fiir jeden Individuenbereich. Man pflegt deswegen auch von dem Problem
der Allgemeingiiltigkeit einer Formel zu sprechen. Genauer miite man
statt Allgemeingiiltigkeit Allgemeingiiltigkeit fiir jeden Individuenbereich
sagen. Die identischen Formeln des Pridikatenkalkiils sind nach den
Ausfithrungen des § 10 gerade die Formeln, die aus dem Axiomensystem
des § 5 sich ableiten lassen. Zu einer Losung des Problems der All-
gemeingiiltigkeit vermag uns diese Tatsache nicht zu helfen, da wir
kein allgemeines Kriterium fiir die Ableitbarkeit einer Formel haben.

Eine Formel des reinen Pridikatenkalkiils, d. h. eine Formel, in der
keine individuellen Zeichen auftreten, heiBt erfiillbar in einem Indi-
viduenbereich, wenn man die Aussagenvariable so durch die Werte
,richtig und ,,falsch, die Pridikatenvariable durch irgendwelche in
dem betreffenden Individuenbereich definierte speziellen Pridikate und
die freien Gegenstandsvariablen so durch individuelle Gegenstinde
ersetzen kann, daB die Formel in eine richtige Aussage iibergeht. Sagt
man von einer Formel ohne nihere Angabe, daB sie erfiillbar sei, so soll
damit gemeint sein, da8 iiberhaupt ein Individuenbereich existiert, in dem
Erfiillbarkeit besteht. Ist eine Formel U in irgendeinem Individuen-
bereich nicht allgemeingiiltig, so ist offenbar A in dem betreffenden
Bereich erfiillbar, und umgekehrt. Ebenso stehen Allgemeingiiltigkeit
einer Formel U schlechthin und Erfiillbarkeit von U im Verhiltnis von
Position und Negation.

Die beiden einander iquivalenten Probleme der Allgemeingiiltigkeit
und Erfiillbarkeit pflegt man auch mit einem gemeinsamen Namen als
das Emntscheidungsproblem des engeren Pridikatenkalkiils zu bezeichnen.
Nach den in § 11 gemachten Bemerkungen ist man berechtigt, es als
das Hauptproblem der mathematischen Logik zu bezeichnen.

Wir wollen die Begriffe der Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit
an einigen Beispielen erliutern. Allgemeingiiltig sind z. B. alle Formeln,
die wir aus den logischen Axiomen ableiten konnen, z. B. die Formeln (21)
bis (36) des § 6. Alle allgemeingiiltigen Formeln sind natiirlich auch
erfilllbar. Die Formel

(Ex) F (%)

ist zwar nicht allgemeingiiltig, aber erfiillbar. Wir brauchen ja nur,
bei beliebig gewidhltem Individuenbereich, fiir F das Pridikat ,,mit sich
selber identisch sein‘“ zu nehmen. Dieses trifft nicht nur auf einen,
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sondern sogar auf alle Gegenstinde zu. Daraus ergibt sich, daB auch
(%) F (%)
erfiillbar ist. Ferner ist erfiillbar

(%) F (x, %) & (x) (Ey) F (x, 9).
Man braucht als Individuenbereich nur die ganzen Zahlen zu nehmen
und fiir F (x, y) das Pridikat x < y einzusetzen. Nicht erfiillbar ist z. B.

(Ex) (y) (F (%, x) &F (%, %)),
denn das Gegenteil dieser Formel

(%) (Ey) (F (%, x) VF (x, )
ist eine identische Formel. Es gibt ndmlich zu jedem x ein y der ver-
langten Art; denn wir kdnnen y gleich x selbst nehmen.
Dem Entscheidungsproblem 148t sich auch noch eine schdrfere Fassung
geben. Eine Formel, die iiberhaupt erfiillbar ist, braucht deswegen noch
nicht in jedem Individuenbereich erfiillbar zu sein. Z. B. ist die Formel

(Ex) (Ey) (F (2) &F (y))

gewiB erfiillbar. Man braucht nur als Individuenbereich den aus 0 und 1
bestehenden Bereich und als Einsetzung fiir F das Pridikat ,,x = 0
zu nehmen. Es gibt dann ein x und ein 9, so daB x =0 und y =0,
nimlich 0 und 1. Die Formel ist aber nicht in einem Individuenbereich
erfiillbar, der nur aus einem einzigen Element besteht, da ein Pridikat
nicht gleichzeitig auf dasselbe Ding zutreffen und nicht zutreffen kann.
Ebenso ist das Gegenteil der obigen Formel

(%) (%) (F (%) VF (y))
allgemeingiiltig, falls es nur einen Gegenstand im Individuenbereich gibt,
sonst aber nicht.

Besteht Erfiillbarkeit oder Allgemeingiiltigkeit fiir eine Formel in
einem Individuenbereich, so auch in jedem anderen Individuenbereich mit
der gleichen Kardinalzahl, wie sich durch eine eineindeutige Abbildung
der Bereiche aufeinander leicht ergibt. Abgesehen von den Formeln,
die fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar) sind,
und abgesehen von denjenigen, die fiir keinen Bereich diese Eigenschaft
haben, ist demnach die Postulierung der Allgemeingiiltigkeit bzw. Evfiill-
barkeit einer logischen Formel dquivalent mit einer Aussage viber die Anzahl
der Individuen. Im weitgehendsten Sinne kann man das Entscheidungs-
problem als gelost bezeichnen, wenn man ein Verfahren hat, das bei
jeder vorgelegten Formel die Entscheidung dariiber gestattet, fiir welche
Indsviduenbereiche sie allgemeingiiltig bzw. erfiillbar ist und filr welche nicht.

Was das Verhiltnis der beiden Fassungen des Entscheidungsproblems
zueinander betrifft, so hatte sich in §10 bereits ein bemerkenswerter
Satz ergeben.
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Ist eine Formel in einem abzihlbar-unendlichen Bereiche allgemein-
giiltrg, so 1ist sie tiberhaupt allgemeingiiltig, also eine identische Formel.
In bezug auf Erfiillbarkeit formuliert wiirde der Satz heiBen:

Ist eine Formel tiberhaupt erfiillbar, so besteht die Erfiillbarkeit auch
in einem abzdhlbar-unendlichen Individuenbereich.

Als (allerdings viel trivialere) Erginzung dieses Satzes haben wir
ferner:

Ist eine Formel in irgendeinem Individuenbereich erfiillbar, so auch
in jedem Individuenbereich mit groferer Zahl der Individuen.

Man kann ndmlich die Definition der Pridikate, die eine Formel
in einem Bereiche (J) erfiillen, leicht so erweitern, daB die Erfiillung
auch in einem Individuenbereich (J’), der (J) als Teil enthilt, stattfindet.
Wir greifen zu dem Zweck aus (J) irgendein Element « heraus und
erweitern die Definition der Pradikate auf den Bereich (J'), indem wir
so verfahren, als wiren alle Elemente von (J'), die nicht zu (J) gehdren,
mit o« identisch. Haben wir z. B. fiir den Bereich (/) ein erfiillendes
Pridikat @ mit » Leerstellen, so wird das entsprechende Pridikat ¥
in (J') folgendermaBen definiert: Fiir alle x, x,,..., x, aus (J') gilt

Yl(xl» x2’ st xn)~¢(x1: ,xZ’ ] En)

Dabei ist r; mit x; identisch, falls x; zu (J) gehoért und sonst gleich a.
Aus der Art, wie die Pridikate definiert sind, ergibt sich dann, wie hier
nicht im einzelnen ausgefithrt werden soll, die Erfiillbarkeit im Be-
reich (J').

Fiir den Fall, daB der Individuenbereich eine bestimmie endliche Anzahl
von Individuen enthdlt, 1ift sich die Entscheidung iiber die Allgemein-
giiltigheit bzw. Erfiillbarkeit immer treffen.

In diesem Falle lassen sich nimlich die Allzeichen durch eine endliche
Konjunktion, die Seinszeichen durch eine endliche Disjunktion von
Aussagen ersetzen, und die Allgemeingiiltigkeit, bzw. Erfiillbarkeit der
Formel in dem endlichen Bereich wird auf die Allgemeingiiltigkeit
bzw. Erfiillbarkeit einer Formel des Aussagenkalkiils zuriickgefiihrt.

Ein Beispiel moge das klarer machen. Es sei die Erfiillbarkeit der
Formel

(E %) (9) (F (x, x) &F (x, 9))
in einem aus zwei Elementen bestehenden Bereiche zu untersuchen.
Bezeichnen wir die Elemente dieses Bereiches mit 0 und 1, so ist fiir
diesen Bereich jede Formel (Ex)A(x) mit A(0) vA(1), jede Formel
(%) A(x) mit A©O) &A1) gleichbedeutend. Demnach kann die obige
Formel zunichst durch
() (F(0,0) &F (0, 9)) v () (F (1, 1) &F (1, 9))

und weiter durch

(F(0,0)& F (0,0)& F(0,0)& F (0,1)) v (F(1,1)&F (1,0)& F (1,1) & F (1,1))
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ersetzt werden. Es kommt nun darauf an, die F (0, 0), F (0, 1), usw.
so durch richtige und falsche Aussagen zu ersetzen, daB das Ganze den
Wert ,,richtig® erhilt. Mit anderen Worten, die Erfiillbarkeit der Formel
im Bereiche mit zwei Elementen ist auf die Erfiillbarkeit der Aussagen-
formel

(A& A&A&B)v(C&D&C&C)

zuriickgefiihrt.

Aus den letzten Sitzen ergibt sich folgendes: Kann man fiir eine
vorgelegte Formel zeigen, daf die Erfiillbarkeit iiberhaupt dann und nur
dann besteht, falls Erfiillbarkeit in einem Individuenbereiche mit bestimmier
endlicher Anzahl k von Individuen besteht, so ist das Problem der Erfiill-
barkeit fiir alle Individuenbereiche entschieden.

Denn zunichst 148t sich feststellen, ob Erfiillbarkeit in einem Bereiche
mit %2 Individuen vorhanden ist. Ist das nicht der Fall, so ist die Formel
in keinem Bereiche erfiillbar. L48t sie sich aber in diesem Bereiche er-
fiillen, so auch in allen Bereichen mit groBerer Individuenzahl. Wir
haben dann nur noch die Erfiillbarkeit in Bereichen mit 1,2,..., 2 —1
Elementen zu untersuchen, die sich ebenfalls feststellen 148t.

Es sei gleich bemerkt, daB man auf diese Weise nicht zu einer all-
gemeinen Losung des Entscheidungsproblems gelangen kann. Es gibt
ndmlich Formeln, die in keinem endlichen Individuenbereiche erfiillbar
sind, wohl aber in einem Bereich mit unendlich vielen Elementen. Zu
diesen Formeln gehoért z. B.

(%) (Ey) F (x,y) & (x) F (x, x) & (x) (y) () ((F (x, y) &F (y, 2)) > F (x, 2)).
Diese Formel ist z. B. im Bereiche der natiirlichen Zahlen durch das
Pridikat x < y erfiillt. Dagegen ergibt die angenommene Erfiillbarkeit
in einem Bereiche mit endlicher Zahl der Individuen sofort einen Wider-
spruch. Sei etwa @ das erfiillende Pridikat. Wegen der Richtigkeit
von (x) (E y)®D (x, y) wiirde eine beliebig fortsetzbare Kette von Elementen
@, ay, ag, . . . existieren, so daB immer @ (4;, a; , ;) der Fall ist. Wegen der
vorausgesetzten Endlichkeit des Individuenbereiches wiirde ein 7 und %
existieren (k>7), so daB a; und a4, dasselbe Element bedeuten. Aus

(%) (9) @) (D (x, ) &D (3, 2))>D(x, 2))

wiirde sich dann @ (a;, a;) ergeben, wihrend doch (%)@ (x, x) der Fall
sein soll.

Wihrend das Entscheidungsproblem im Aussagenkalkiil leicht zu
l6sen war, z. B. durch die Benutzung der konjunktiven oder der dis-
junktiven Normalform (vgl. 1. Kap., § 4, § 6, auch 1. Kap., § 8) stellt das
Entscheidungsproblem im Pridikatenkalkiil ein sehr schwieriges und
als Ganzes durchaus ungelostes Problem dar. Gewisse, unten niher
anzufithrende Griinde, lassen sogar das Suchen nach einer vollstindigen
Losung als aussichtslos erscheinen. Wegen der zentralen Bedeutung
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des Problems haben aber auch die Bemiihungen, wenigstens fiir méglichst
umfassende Klassen von Formeln die Entscheidung herbeizufiihren,
ein groBes Interesse. Wir berichten im folgenden iiber die hauptsichlichen
Ergebnisse in dieser Richtung.

Wir denken uns bei den simtlichen nachstehenden Uberlegungen
immer Formeln zugrunde gelegt, die keine freie Gegenstandsvariable mehr
enthalten. Ehe wir uns den gelosten Einzelfillen des Entscheidungs-
problems selbst zuwenden, gehen wir auf einige Sitze allgemeiner Art ein,
die im Zusammenhang mit dem Entscheidungsproblem stehen. Einige
dieser Siatze haben wir schon in § 8 erwdhnt, nimlich den Satz iiber die
prinexe und iiber die Skolemsche Normalform. Sie haben den Vorteil,
daB man bei Betrachtungen iiber Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarkeit
von Formeln diese in einer speziellen normierten oder reduzierten Gestalt
zugrunde legen darf, ohne daB die Betrachtungen an Allgemeinheit
verlieren. Man spricht deswegen auch von Reduktionssditzen. Z. B. sagt
der Skolemsche Satz (wenn wir ihn hier in bezug auf die Erfiillbarkeit
formulieren), daB man zu jeder vorgelegten Formel des Pridikaten-
kalkiils eine andere mit einem Prifix der Form

(xl) st (xm) (Eyl) e (Eyn)

angeben kann, die hinsichtlich der Erfiillbarkeit mit der ersten gleich-
wertig ist. Man braucht sich demnach beim Erfiillbarkeitsproblem nur
mit Formeln zu befassen, die ein Prifix der angegebenen Art haben.

Weitere Sitze dieser Art betreffen entweder ebenfalls die Reduktion
der Formeln auf solche mit bestimmten Prifixen oder die Reduktion
der Anzahl der Argumente bei den vorkommenden Pridikatvariablen
oder die Reduktion der Anzahl der Pridikatvariablen usw. Von den
zahlreichen Ergebnissen in dieser Richtung erwihnen wir nur die
folgenden:

Zu jeder Formel 148t sich eine hinsichtlich der Erfiillbarkeit gleich-
wertige angeben, bei der nur ein- und zweistellige Pradikatvariable
vorkommen!. Man kann sich weiter sogar auf solche Formeln be-
schrinken, in denen nur eine einzige zweistellige Pridikatenvariable
vorkommt und auBerdem das Prifix die Form

(E) - - (Exm) (71) (v2) (E2) () - . . ()

hat2. Ferner kann man sich beim Erfiillbarkeitsproblem auf solche
Formeln beschrinken, die ein Prifix der Form

(%1) (%2) (%3) (E Y1) - - - (Eyn)

! LOWENHEIM, L.: Siehe die in § 10 zitierte Arbeit.

2 KALMAR, L.: Zuriickfiihrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von
Formeln mit einer einzigen bindren Funktionsvariablen. Comp. Math. Bd. 4 (1936).
Vgl. auch die dort angegebenen fritheren Arbeiten des Verfassers. '
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haben?!. Endlich geniigt es auch, beim Erfiillbarkeitsproblem die Formeln
zu betrachten, die ein Prifix der Form

(E2) (¥) (E2) (wy) - . - (un)

haben 2. Beziiglich des Beweises dieser Sitze sei auf die zitierten Original-
arbeiten verwiesen 2.

Wir berichten nun iiber die wichtigsten Spezialfille, in denen eine
Losung des Entscheidungsproblems gegliickt ist. Diese Spezialfille
bilden eine gewisse Parallele zu den obigen Reduktionssitzen. Dem Satz,
daB man zu jeder Formel des Pridikatenkalkiils eine beziiglich der
Erfiillbarkeit gleichwertige angeben kann, in der nur ein- und zweistellige
Pridikatenvariable vorkommen, entspricht der Satz, daB die Ent-
scheidung fiir den Bereich der Formeln, die nur einstellige Pridikaten-
variable enthalten, gegliickt ist. Ebenso entspricht den Sitzen, die be-
ziiglich des Entscheidungsproblems eine Reduktion der Formeln auf
solche mit bestimmten Prifixen vornehmen, die Tatsache, daB fiir
bestimmte Prifixklassen sich ebenfalls eine Lésung des Entscheidungs-
problems hat erzielen lassen.

Die grundsitzliche Moglichkeit der Entscheidung im Bereich der
einstelligen Pridikate ist zuerst von L. LOWENHEIM4 erkannt worden.
Einfachere Beweise sind von TH. SkoLEM® und H. BEHMANN 8 gegeben
worden?. Die genannten Beweise gehen in ihrer Tragweite iiber den Be-
reich des engeren Pridikatenkalkiils hinaus, da sie das Entscheidungs-
problem, soweit nur einstellige Pridikate vorkommen, auch fiir den
im 4. Kapitel zu behandelnden Pridikatenkalkiil der zweiten Stufe
l16sen. Wir kommen im nichsten Kapitel darauf zuriick.

Bei den folgenden Uberlegungen ist es uns iibrigens bequemer, uns
auf das Problem der Allgemeingiiltigkeit zu beziehen. Wir kénnen uns
von der Entscheidbarkeit der Formeln des engeren Pridikatenkalkiils,
die nur einstellige Pridikatenvariable enthalten, auf dem folgenden

1 GopEeL, K.: Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils.
Mh. Math. Physik Bd. 40 (1933).

2 ACKERMANN, W.: Beitrige zum Entscheidungsproblem der mathematischen
Logik. Math. Ann. Bd. 112 (1936).

* Weitere Reduktionssitze findet man in den Arbeiten: Peris, J.: Beitrage
zur Reduktionstheorie des logischen Entscheidungsproblems. Acta Lit. Szeged
Bd. 8 (1936). — SkorEM, TH.: Einige Reduktionen des Entscheidungsproblems.
Avh. Vid. Akad. Oslo, I Mat.-nat. Klasse 1936, Nr. 6.

4 LOWENHEIM, L.: 1. c.

5 SkoLEM, TH.: Untersuchungen iiber die Axiome des Klassenkalkiils und iiber
Produktation- und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aussagen
betreffen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Klasse 1919, Nr. 3.

8 BEuMANN, H.: Beitrige zur Algebra der Logik und zum Entscheidungs-
problem. Math. Ann. Bd. 86 (1922).

? Eine besonders durchsichtige Behandlung des einstelligen Pradikatenkalkiils
findet sich in HiLBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik I (vgl. insbesondere
§5, S.194/195).
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elementaren Wege iiberzeugen. Es liegt eine Formel aus dem genannten
Bereiche vor.

Es sei £ die Anzahl der verschiedenen in der betrachteten Formel
vorkommenden Pridikatzeichen A, B...K. Wir behaupten nun: Wenn
die Formel in allen Fdllen, wo der Individuenbereich aus hichstens 2% Gegen-
standen besteht, allgemeingiiltig ist, so ist sie iiberhaupt allgemeingiiltig.

Zum Beweise nehmen wir an, daB die betrachtete Formel fiir ein
gewisses System von mehr als 2* Individuen bei Ersetzung der Pridikaten-
variablen 4, B, ..., K durch die bestimmten Pridikate 4, B,,..., K,
eine falsche Aussage ergibe. Wir wollen dann aus dieser Aussage eine
andere falsche Aussage ableiten, die ebenfalls durch Spezialisierung der
betrachteten Formel entsteht und die sich auf ein System von héchstens
2% Individuen bezieht.

Wir teilen die Gegenstiande, auf welche sich die vorgelegte falsche
Aussage (mit den Pridikaten A, B,, ..., K,) bezieht, in Klassen ein,
indem wir zwei Gegenstinde a, b zur selben Klasse rechnen, wenn die
Aussagen

Ao(a), Bo(a), ..., Kq(a)
beziiglich wahrheitsgleich sind mit

Ay(0), Bo(B). . ... Ko0),
also
A,(a) wahrheitsgleich mit 4,(d),
B, (a) wahrheitsgleich mit B, (b),
K,(a) wahrheitsgleich mit K (b).

Auf diese Weise erhalten wir héchstens 2* Klassen. Namlich fiir
einen Gegenstand a kann A, (a) nur richtig oder falsch sein, dasselbe gilt
fiir By(a) usw. Im ganzen gibt es also nur 2% Méglichkeiten fiir die Ver-
teilung von Richtigkeit und Falschheit auf die Aussagen

Ao(a), By(a), ..., Ky(a),

und wenn fiir zwei Gegenstinde dieselbe Verteilung vorliegt, so ge-
horen sie zur selben Klasse.

Es seien oy, oy, . . ., &, die verschiedenen Klassen, die wir so erhalten,
wobei also # < 2F ist. Wir nehmen nun die Gesamtheit der Klassen
o, &g, . - ., &, als ein neues System von Gegenstinden. In bezug auf
diese Gegenstinde definieren wir 2 Pridikate 4,, B, .. ., K; in folgender
Weise: A, trifft fir die Klasse o (p=1,...,#) dann und nur dann
zu, wenn A, auf die zu «, gehorigen urspriinglichen Gegenstinde zutrifft.
Entsprechend ist die Definition von B, ..., K;.

Ersetzt man nun in einer beliebigen aus den Pradikaten 4., B,, . . ., K,
mit Hilfe der logischen Zeichen gebildeten Aussage 4, durch 4,, B,
durch B, ..., K, durch K,, und nimmt man als Werte der Variablen
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anstatt der anfinglichen Gegenstinde die Klassen oy, a, ..., a,, und
ersetzt jeden gegebenenfalls in der Aussage vorkommenden bestimmten
Gegenstand durch die Klasse, zu der er gehért, so geht die Aussage
in eine ihr wahrheitsgleiche iiber.

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist sofort ersichtlich, falls die
betreffende Aussage keine Allzeichen und Seinszeichen enthilt. Man
beweist sie allgemein, indem man die Aussage in Normalform geschrieben
denkt, und von der Giiltigkeit fiir m voranstehende Klammerzeichen
auf die Giiltigkeit fiir m + 1 Zeichen schlieBt.

Aus diesem Satz folgt nun insbesondere, daB jene falsche Aussage,
die gemiB unserer Annahme aus der vorgelegten Formel nach Er-
setzung der Pridikatvariablen A4, B,..., K durch die Pridikate A,,

B,, ..., K, entsteht, wiederum in eine falsche Aussage iibergeht, wenn
wir die Pridikate A4y, B,, ..., K, durch 4,, B,,..., K; ersetzen und
als Werte fiir die Variablen die Klassen oy, ay, . . ., «, nehmen.

Demnach brauchen wir die Entscheidung nur fiir den Fall auszufiihren,
dap es sich um hochstens 2F, also wm endlich viele Gegenstinde handelt.
Fiir diesen Fall ldft sich aber die Enischeidung, wie wir sahen, durch ein
endliches Verfahren erzwingen.

Betrachten wir nun wieder Formeln, in denen beliebige Pridikaten-
variable vorkommen, so kann man leicht das Entscheidungsverfahren
fiir die Allgemeingiiltigkeit der Formeln angeben, bei denen das Prifix
aus lauter Allzeichen besteht, oder aus lauter Seinszeichen, oder bei denen
die Allzeichen similich den Seinszeichen vorangehen.

Es handele sich zunidchst um eine Formel der ersten Art, also um
eine Formel der Gestalt
(%) (%2) - -« (%) U (21, 25, .. -, %)
bei der UA(xy, %,,..., x,,) keine All- und Seinszeichen mehr enthilt.

Diese Formel ist dann und nur dann allgemeingiiltig, falls sie in einem
Bereich mit m Individuen allgemeingiiltig ist.

Wire sie nimlich in einem Bereiche mit gréBerer Individuenzahl
als m nicht allgemeingiiltig, so wiirden in diesem Bereich Elemente
a,, a,, ..., a, und spezielle Pridikate existieren, so daB

U(ay, ay, . . ., a,,)
zu einer falschen Formel wird. In diesem Falle hitten wir aber, wie
sofort einzusehen, keine Allgemeingiiltigkeit im Bereiche (a,, ay, . . ., a,,).
Eine Formel
(Exq) oo (EXy) U2y, .« ., Xy)
bei der das Prifix aus lauter Seinszeichen besteht, ist allgemeingiiltig,

falls die Allgemeingiiltigkeit in esnem Bereiche mit nur einem Individuum
vorhanden ist.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 7
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Ist nimlich die obige Formel nicht allgemeingiiltig, so jedenfalls

auch nicht die Formel
(Ex)U(x, x,..., %)

die ja eine stirkere Behauptung darstellt. Es existiert also in einem
Bereich ein Element 4 und spezielle Pridikate, so daBl % (g, ..., 4) sich
zu einer falschen Formel machen 148t. Wir hitten dann auch keine
Allgemeingiiltigkeit in dem Bereich mit dem einzigen Element a.

Auf dieselbe einfache Weise 14Bt sich auch zeigen, daB die Formeln

(%) - (%) (EY) - (EYn) U(Xgs v vy Xy Y15 V)
bei denen die Allzeichen sidmtlich den Seinszeichen vorangehen, all-
gemeingiiltig sind, falls die Allgemeingiiltigkeit in einem Bereiche mit m
Individuen besteht. Wir bilden ndmlich die Disjunktion aller méglichen
Formeln

W(Xy, e ooy X Xiyy o ooy %),

die aus A(xy, ..., Xm Y1, - - -» ¥u) dadurch entstehen, daB die y,,..., y,
irgendwie durch Variable aus der Reihe «x,,..., x,, ersetzt werden.
Diese Disjunktion wollen wir mit B (x,,..., %,,) bezeichnen. Offenbar
ergibt sich fiir einen Bereich mit » Individuen aus der Allgemeingiiltig-
keit von

(%) - - (%) (E31) -+ (EY5) U (g, ooy X V1o ooy V)

(%) oo (%) B(Xgy -+ -5 %),
demnach also auch die Allgemeingiiltigkeit von

(%) v (%) B(xq, - -+ %)
iiberhaupt. Da aber (x,)...(%,) B (%, ..., x,) eine stirkere Aussage
darstellt als

(%)« oo (%) (EyD) oo (Evn) U0, o o) Zomy V1o oo +5 Vi) s
so ist die Behauptung bewiesen?.

Von den weiteren gelésten Spezialfillen des Entscheidungsproblems,
bei denen man iibrigens nicht mehr mit derartigen einfachen Mitteln
zum Ziele kommt, sei noch der folgende erwihnt. Fiir die Formeln,
die ein Prifix der Form

(#2) - (%) (E31) (Eya) (20) - - - (24)
haben, kann man ebenfalls die Entscheidung iiber die Allgemeingiiltig-
keit vornehmen2. Auch in diesem Falle lieB sich die Entscheidung iiber

die von

1 Dje zuletzt erwihnten Spezialfille des Entscheidungsproblems fanden ihre
Erledigung in der Arbeit von P. BERNAYS und M. SCHONFINKEL: Zum Entschei-
dungsproblem der mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 99 (1928).

2 Vgl. K. GODEL: 1. c. (Vorlaufige Darstellung schon in Erg. Wien. math. Koll.
Bd. 2 (1932). — KarLmar, L.: Uber die Erfiillbarkeit derjenigen Zahlausdriicke,
welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten. Math. Ann.
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die Allgemeingiiltigkeit iiberhaupt auf die Entscheidung iiber die All-
gemeingiiltigkeit fiir einen bestimmten endlichen Individuenbereich
zuriickfithren. Damit sind aber auch die Prifixtypen, bei denen man
auf diese Weise zur Entscheidung iiber die Allgemeingiiltigkeit gelangen
kann, erschopft. Fiir alle anderen Prifixe kann man ndmlich Formeln
angeben, die in allen Bereichen mit endlicher Individuenzahl allgemein-
giiltig sind, nicht aber in Bereichen mit unendlich vielen Individuen1.

Was nun die allgemeine Losung des Entscheidungsproblems an-
betrifft, so muB das Suchen danach nach Untersuchungen, die A. CHURCH
im AnschluB an Arbeiten von K. GODEL angestellt hat, als aussichtslos
bezeichnet werden2. Uber diese Untersuchungen kann im Rahmen dieses
Buches nicht im einzelnen berichtet werden. Es sei nur bemerkt, da
eine allgemeine Entscheidungsmethode in einem gewissen rekursiven
Verfahren fiir die einzelnen Formeln bestehen wiirde, das fiir jede Formel
schlieBlich den Wert ,,richtig* oder ,,falsch* ergibt. Die Existenz eines
derartigen rekursiven Verfahrens wird aber durch die Churchsche Arbeit
verneint; zum mindesten wiirden die notwendigen Rekursionen nicht
unter den von CHURCH aufgestellten allgemeinen Rekursionstyp fallen,
durch den der inhaltlich etwas unbestimmte Begriff der Rekursion
eine gewisse formale Prizisierung gefunden hat.

Um MiBverstindnisse zu vermeiden, sei bemerkt, daB die Unméglich-
keit eines allgemeinen Entscheidungsverfahrens nicht etwa bedeutet,
daB man bestimmte Formeln angeben kann, deren Allgemeingiiltigkeit
nachweislich nicht zu entscheiden wire. Das vorausgesetzte Vorhanden-
sein eines derartigen Nachweises wiirde nimlich sofort einen Wider-
spruch ergeben. Es wiirde aus einem derartigen Nachweise sich ein
Beweis dafiir ergeben, daB die Formel nicht aus dem Axiomensystem
des §5 ableitbar wire. Durch den Vollstindigkeitssatz des § 10 wiirde
sich aber dann die Erfiillbarkeit des Gegenteils der Formel nachweisen
lassen. Somit wire die Allgemeingiiltigkeit doch, und zwar in verneinen-
dem Sinne entschieden. Jedenfalls bleibt also die Aufgabe, den Bereich
der Formeln, fiir die das Entscheidungsproblem gel6st ist, zu erweitern,
weiter lohnend und bedeutsam.
Bd. 108 (1932). — ScutTTE, K.: Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der
mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 109 (1934). — Uber die Erfiillbarkeit
einer Klasse von logischen Formeln. Math. Ann. Bd. 110 (1934). — Fiir den Fall,
daB das obige Prifix statt zweier nur ein Seinszeichen enthilt, erfolgte die Losung
bereits frither durch W. AcKERMANN und TH. SKOLEM. Vgl. W. ACKERMANN:
Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zihlausdriicke. Math. Ann. Bd. 100 (1928). —
SkoLEM, TH.: Uber die mathematische Logik. Norsk. mat. Tidskr. Bd. 10 (1928).
Ein Spezialfall der letzten Art wurde bereits in der in Anm. 1, S. 98, genannten
Arbeit behandelt.

1 Vgl. die erste der in der vorigen Anm. genannten Arbeiten von K. SCHUTTE.

2 CHURCH, A.: An unsolvable problem of elementary number theory. Amer.

J. Math. Bd. 58 (1936). — A note on the Entscheidungsproblem; Correction to a
note on the Entscheidungsproblem. J. Symb, Logic Bd. 1 (1936).
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Viertes Kapitel.

Der erweiterte Priadikatenkalkiil.
§ 1. Der Pradikatenkalkiil der zweiten Stufe.

Zu einer ersten Erweiterung des engeren Pradikatenkalkiils, oder
wie er auch genannt wird, des Pridikatenkalkiils der ersten Stufe,
gelangen wir durch Beriicksichtigung der Tatsache, daB der Formalismus
dieses Kalkiils offenbar in sich nicht abgeschlossen ist. So kénnen wir
zwar ausdriicken, daB eine Formel fiir alle Werte der darin auftretenden
Pridikatvariablen eine richtige Aussage darstellt; wir sind aber nicht
imstande, das Gegenteil dieser Behauptung auszudriicken. Setzen wir
nimlich den Negationsstrich iiber die ganze Formel, so bedeutet das
jetzt, daB die Formel fiir alle Werte der Pradikatvariablen eine falsche
Aussage sein soll. Es besteht aber die Moglichkeit, daB eine Formel
weder fiir alle Werte der Pridikatvariablen eine richtige, noch fiir alle
Werte der Pridikatvariablen eine falsche Behauptung darstellt. Z. B.
ist die Formel (x)F (x) sicher fiir keinen Individuenbereich allgemein-
giiltig, aber auch nicht die Formel (x)F(x). Um auszudriicken, daB
(¥)F (x) nicht allgemeingiiltig ist, miiten wir ein Seinszeichen fiir
Pridikate haben.

Es ergibt sich demnach als natiirliche Erweiterung des Pradikaten-
kalkiils der ersten Stufe, daB wir das Allzeichen und das Seinszeichen
auch in Verbindungen mit Aussage- und Pridikatvariablen anwenden und
zwischen freien und gebundenen derartigen Variablen unterscheiden.

Der Begriff der logischen Formel, wie er in §4 festgelegt wurde,
erfihrt dann eine entsprechende Erweiterung. Wir gelangen zu einem
Pridikatenkalkiil der zweiten Stufe.

Einige Beispiele mégen die vermehrte Ausdrucksméglichkeit erlautern.
Die Formel

(P) (%) (P(x) VP (),
besagt, daB (x) ( ( ) P (x)) fiir jedes Pradikat P zutrifft. Die Formel
F) (9 (4 >F ()~ (4~ F ()
driickt aus, daB d1e durch
(%) (A—F (x))~(4—(x) F (x))
definierte Beziehung zwischen Aussagen und Pridikaten fiir beliebige
Aussagen und Pridikate zutrifft.
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Ein Fall der gleichen Art liegt vor bei der symbolischen Formulierung
des Prinzips der vollstindigen Induktion. Der Inhalt dieses Prinzips
14Bt sich folgendermaBen aussprechen:

,,Wenn ein Pridikat von der Zahl 1 gilt, und wenn es, falls es von
irgendeiner Zahl gilt, auch von der nichstfolgenden gilt, so gilt das
Priadikat von jeder Zahl.

Fihren wir das Zeichen Seq(x,y) fiir die Beziehung einer Zahl
zur nichstfolgenden ein, so kénnen wir das Prinzip so ausdriicken,
daB wir

{P(1) & (x) () [P () & Seq (x, ) > P () [} > ()

als eine richtige Formel postulieren.

Will man nun noch durch die Schreibweise explizit zum Ausdruck
bringen, daB die Formel fiir alle Pridikate P zutreffen soll, so kann
man das Allgemeinheitszeichen (P) vor die Formel setzen.

Einen weiteren charakteristischen Fall bildet die Definition der
Identitit. Die Beziehung der Identitdt 14Bt sich definitorisch auf die
logischen Grundbeziehungen zuriickfithren, indem man x als identisch
mit y erklirt, sofern jedes Pridikat, das fiir x zutrifft, auch fiir y zutrifft,
und umgekehrt. Im Sinne dieser Erklirung kénnen wir das Zeichen
der Identitit, =(x, y), als eine Abkiirzung auffassen fiir den Ausdruck

(F) (F (x) ~F ().

In den angefithrten Fillen ist der Gebrauch des Allgemeinheits-
zeichens, wenn auch sehr naheliegend, so doch nicht unerldBlich. Es
gibt jedoch Fille, in denen der Gebrauch des Allzeichens notwendig ist,
wenn man nicht auf wichtige Ausdrucksmoglichkeiten verzichten will.

Will man z. B. ausdriicken, daB jedes Priadikat R (x, y), welches

mit der Identitit dquivalent ist, auch die Eigenschaft der Symmetrie
besitzt, so muB man dies folgendermaBen schreiben:

(R) {(%) (5) [R (% 3) ~ (F) (F () ~F ()] > () (3) (R(x, ) >R (5, 2))}.

Hier kann das Allzeichen (F) nicht fortgelassen werden, ohne daB der
Sinn der Aussage gedndert wird.

Ebenso ist, wie schon oben erwihnt, das Allzeichen unentbehrlich,
falls von einem bestimmten Ausdruck gesagt werden soll, daB er nicht
fiir alle Werte der darin vorkommenden Pridikatvariablen eine richtige
Formel ist. Um etwa auszudriicken, daB () (y)F (x, y) keine allgemein-
giiltige Formel ist, kénnen wir die Formel

(F) (%) () F (, 9)
oder auch die gleichbedeutende
(EF) (Ex) (Ey)F (%, y)

anwenden. Ebenso verhilt es sich bei vielen Sitzen der Logik, die
allgemein von Aussagen und Priidikaten handeln; z. B. gilt das bei dem
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Satz, daB es zu jeder Aussage X eine Aussage Y derart gibt, daB von

den beiden Aussagen mindestens eine und nur eine richtig ist (d. h. also

bei dem Satze von der Existenz des Gegenteils einer Aussage). Hierfiir

ergibt sich bei der erweiterten Symbolik die Darstellung
X)(EY)(XvY&X&Y).

Mit der bisherigen Symbolik wiirde sich dagegen dieser Satz nicht

wiedergeben lassen.

Durch die Erweiterung der Symbolik sind wir auch instand ge-
setzt, Probleme und deren Lésungen symbolisch zu formulieren, bei
denen wir uns bisher mit einer umstindlichen inhaltlichen Beschreibung
behelfen muBten. Ich erinnere z. B. an die Uberlegungen, die wir in § 8
des I. Abschnittes anstellten. Die dort gefundenen Resultate lassen
sich durch die folgenden Formeln wiedergeben:

(X) (4, X & A, X) ~ A, & 4,
(EX) (A, X & Ay X)~ A v A,.

Diese Formeln geben eine Regel an, wie man einen Awusdruck, der
Klammerzeichen fiir Aussagenvariable enthdlt, durch einen dquivalenten
ersetzt, in dem diese Klammerzeichen nicht mehr vorkommen. Man ent-
wickelt nimlich den Ausdruck jeweilig nach den zu den innersten Klam-
merzeichen gehérigen Variablen und schafft dann diese nach der in den
Formeln ausgedriickten Eliminationsregel fort. Z.B. erhdlt man aus

(X) (Xo) (A1 X, X, & A, X, X, & A3 X, X, & A,X,X,)
zunichst durch Fortschaffung des Klammerzeichens (X,)
(X1) ((4r & Ap) X, & (A3 & 4,) X,)
4, &4, & 4;& 4,.
Diese jetzt symbolisch formulierbare Eliminationsregel erlaubt uns,
die Richtigkeit bzw. Falschheit der Formeln zu erkennen, in denen

nur Aussagenvariable und die zugehérigen Klammerzeichen vorkommen.
Bei der obenerwihnten Formel

(X) (EY) (XY & X &Y)
z. B. entwickeln wir zunichst XY & X &Y nach Y. Man erhilt
(X)(EY) (XY & X'V).
Die Elimination der innersten Klammerzeichen liefert
X)x X).
XX ist aber ein allgemeingiiltiger Ausdruck, (X)(EY)(XY &X &Y)
demnach eine richtige Formel.
Das Entscheidungsproblem fiir den engeren Pridikatenkalkiil findet

jetzt in beiden Fassungen seine symbolische Formulierung. Der All-
gemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit z. B. einer Formel

(Ex) (9) (F (%, x) VE (y,y) vG (%, 9))

und weiter
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in einem Individuenbereich entspricht in dem erweiterten Kalkiil die
Richtigkeit der Formel

(F) (G) (Ex) (y) (F (%, x) vF (y, ) vG(x, y))

(EF) (EG) (Ex) (¥) (F (%, %) VF (y, 9) v G (2, 3))
fiir diesen Bereich.

Bei der Interpretation der logischen Formeln kénnen wir immer die
Formeln zugrunde legen, die keine freien Variablen irgendwelcher Art
enthalten, da wir ja in jeder Formel mit freien Variablen diese durch
Vorsetzen der betreffenden Allzeichen zum Verschwinden bringen kénnen.
Demnach kann von Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarkeit von Formeln
im bisherigen Sinne im Kalkiil der zweiten Stufe keine Rede sein.
Trotzdem ist durch die Symbolik allein der Sinn der Formeln noch nicht
eindeutig festgelegt, da wir noch nicht wissen, welcher Individuenbereich
zugrunde gelegt werden soll. Z. B. stellt

(EF) (Ex) (Ey) (F () & F (y))

eine falsche Aussage dar, falls der Individuenbereich nur aus einem
Element besteht, sonst aber immer eine richtige Aussage.

bzw.

Unter den identischen Formeln des Kalkiils wollen wir nun die Formeln
verstehen, die bei beliebiger Wahl des Individuenbereiches richtige Aus-
sagen darstellen. Wenn man will, kann man auch von allgemeingiiltigen
Formeln sprechen, wobei aber die Allgemeingiiltigkeit sich nur auf die
Individuenbereiche bezieht. Entsprechend kann man erfiillbar diejenigen
Formeln nennen, bei denen iiberhaupt ein Individuenbereich existiert,
fir den die Formel eine richtige Aussage ergibt. Allgemeingiiltigkeit
einer Formel und Nichterfiillbarkeit der mit dem Negationsstrich ver-
sehenen Formel sind auch hier gleichbedeutend.

Zu den identischen Formeln gehéren alle identischen Formeln des
engeren Pridikatenkalkiils, aber auch andere. Stellt = (x,y) wie schon
frither die Abkiirzung fiir (F) (F(x) ~F(y)), also fiir das Pradikat der
Identitit, dar, so sind

(®) = (% 2); (%) () (= (% y)>=(y, %))
identische Formeln. Weitere Beispiele sind
(EF) (Ex) F (x); (F) (EG) (%) () (F (%, y) vG (%, 9)).

Zu den erfiillbaren Formeln gehéren alle, die aus erfiillbaren Formeln
des engeren Pridikatenkalkiils durch Vorsetzen der betreffenden Seins-
zeichen fiir Priadikate hervorgehen, ohne daB damit die Gesamtheit der
erfiillbaren Formeln erschopft ist. Z. B. ist auch

(F) ((E ) F (x) > (x) F (x))

eine erfiillbare Formel.
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Die nichstliegende Frage wire, ob sich, dhnlich wie im Pridikaten-
kalkiil der ersten Stufe auch hier ein System von logischen Grundformeln
angeben 1iBt, aus dem sich alle iibrigen identischen Formeln durch
Fortschreiten nach gewissen Regeln gewinnen lassen. Es sei hier gleich
bemerkt, daB ein vollstindiges Axiomensystem fiir die identischen Formeln
des Pridikatenkalkiils der zweiten Stufe nicht existiert. Vielmehr lassen
sich, wie K. GODEL gezeigt hat, fiir jedes System von Grundformeln
und Ableitungsregeln identische Formeln angeben, die nicht abgeleitet
werden kénnen!. Immerhin diirfte fiir die meisten Zwecke das folgende
System ausreichend sein.

Wir nehmen zunichst sémtliche Grundformeln und Ableitungsregeln
des engeren Pridikatenkalkiils, wobei bei den Ableitungsregeln daran
zu denken ist, daB der Begriff der Formel jetzt eine Erweiterung erfahren
hat. Zur Grundformel e) diirfen wir beliebig viele Grundformeln der
Gestalt

(F) A(F)—~>A(G)

hinzufiigen. Hierbei ist A(F) eine Formel, die die freie Pridikaten-
variable F, aber nicht G enthilt, A(G) die Formel, die aus %A(F) ent-
steht, indem in A(F) fir F nach Regel «3) G eingesetzt wird. Ebenso
diirfen wir eine beliebige Anzahl von Formeln der Gestalt

9 (G) — (EF) U (F)

als Grundformeln hinzufiigen. Dazu kommen noch Grundformeln, die
eng mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre zusammenhingen. Die
erste dieser Formeln ist

g8) (EF){(» [(Ey) G(x y)—(EY)(F (% y) & G(x, y)] & (%) () (z) [(F (%, %)
&F(x,2) == (v, 2)]}.

Der Sinn dieser Formel ist der folgende. Durch ein Priadikat G(x, y)
werden denjenigen x, fir die iiberhaupt ein y mit der Eigenschaft
G (x, y) existiert, gewisse Werte von y zugeordnet. Unsere Grundformel
sagt aus, daB man fiir jedes betreffende x einen der zugeordneten Werte
herausgreifen kann, so daB8 die Zuordnung eindeutig wird. F stellt diese
eindeutige Zuordnung dar.

Es sei ferner A(x, F(.,..)) eine Formel, die die freie Gegenstands-
variable x und die freie Pridikatenvariable F mit #» Leerstellen enthilt.
A (x, G(x, :..)) moge die Formel bedeuten, die aus U (%,F(...)) dadurch
entsteht, daB in ihr gemiB Regel «3) jeder Teilausdruck F (ay, ay, . . ., a,)

durch G (%, ay, ay, - . ., a,) ersetzt wird, wobei G eine Variable mit » + 1
Leerstellen bezeichnet. Dann kann man auch
h) (%) (EF)Q[(x,F(...))»(EG) (x)‘l[(x,G(x,...))

1 GopEL, K.: Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme. Mh. Math. Physik Bd. 38 (1931).
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als Grundformel nehmen. Die Richtigkeit dieser Formel kénnen wir
folgendermaBen einsehen. Wenn es zu jedem x ein F gibt, so daB
A (%, F(...)) der Fall ist, so kénnen wir fiir jedes x eines dieser F heraus-
greifen, das wir F* nennen wollen. Wenn wir nun G so definieren, daB

(®) ) 02) - ) (G (% Vi - - s V) ~F* (Y1, .. ., ¥))

gilt, so haben wir ein G der durch die Grundformel h) postulierten Art
gefunden.

Die Ableitungsregeln bleiben dieselben wie im engeren Pridikaten-
kalkiil, nur sind die Regeln y1), ¥2), 8) jetzt so zu erweitern, daB3 sie
auch fiir Pradikatenvariable gelten.

Aus diesem System ergibt sich, wie hier nicht des niheren aus-
gefilhrt werden soll, daB Ergebnisse, die wir frither fiir den engeren
Pridikatenkalkiil abgeleitet hatten, sich sinngemi8 iibertragen lassen.
Z. B. bleiben der Satz iiber die prinexe Normalform, das Dualitits-
prinzip, der Satz iiber die Bildung des Gegenteils einer Formel auch
jetzt giiltig. Ebenso 1iBt sich jeder Formel des engeren Pridikaten-
kalkiils, die Individuenvariable enthilt, eine Klasse von Formeln zu-
ordnen, in der Pridikatenvariable auftreten. So entspricht der Tatsache,
daB

(%) (F () >G (x)) > ((E ) F (x) > (E %) G (x))
[Formel (34)] eine ableitbare Formel war, jetzt die Ableitbarkeit jeder
Formel der Gestalt

(F) (Y (F)—B(F))— ((EF) ¥(F)— (EF) B(F)).

Bei der Ableitung braucht man nur den Beweis fiir die Formel (34)
in entsprechender Abinderung zu wiederholen. Dasselbe gilt auch fiir
alle anderen Formeln des engeren Pridikatenkalkiils.

Unter dem Entscheidungsproblem der zweiten Stufe verstehen wir
das Problem, bei einer vorgelegten Formel des Kalkiils zu entscheiden,
ob es sich um eine identische Formel handelt oder nicht. Bei der schirferen
Fassung wiirde es sich darum handeln zu entscheiden, fiir welche Indi-
viduenbereiche die Formel eine richtige Aussage darstellt und fiir welche
nicht. Da das Entscheidungsproblem der zweiten Stufe das der ersten
Stufe in sich schlieBt, so ist an eine allgemeine Losung erst recht nicht
zu denken.

Als das einzige wichtige Einzelergebnis haben wir (abgesehen von
den Fillen, die schon dem Bereich des engeren Pridikatenkalkiils
angehoren und dort gelost wurden), daB die Entscheidung fiir den
Bereich der Formeln, die nur esnstellige Pridikate enthalten, vollstindig
gegliickt ist. Der Beweis wurde in den schon in § 12 des vorigen Kapitels
erwidhnten Arbeiten von LOWENHEIM, SKOLEM und BEHMANN gefiihrt.
Dabei erfolgte die Losung des Entscheidungsproblems in dem ver-
scharften Sinne.
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Fiir die Darstellung des Entscheidungsverfahrens im einzelnen ver-
weisen wir auf die besonders iibersichtlich aufgebaute Behmannsche
Arbeit. Es soll aber die benutzte Methode kurz charakterisiert werden.
Die Lo6sung des Entscheidungsproblems im Bereich der einstelligen
Pridikate beruht auf der Losung des Eliminationsproblems fiir diesen
Bereich. Unter dem Eliminationsproblera haben wir allgemein folgendes
zu verstehen. Es sei eine Formel A(F, G,, ..., G, %, ..., x;) gegeben,
die die freien Pridikatvariablen F, G,,...,G,, auBerdem die freien
Individuenvariablen x,, x,, ..., ¥, auBerdem eventuell gebundene Indi-
viduenvariable, aber keine gebundenen Pridikatvariablen enthilt. Wir
fragen dann, ob sich eine Formel B(G,, ..., G,, %, ..., %), die ebenfalls
keine gebundenen Pridikatvariablen enthilt, angeben liBt, so daB

F)UF, Gy ooy Gy %gy oo, %) ~B(Gyy oo, Gy %y, - - -, %)
oder was dasselbe heiB3t
(EF)U(F, Gy oy Goy 2qy o, 23) ~B(Gry oo, Gy Hgy e v -y Xp)

eine identische Formel der zweiten Stufe ist. Ist das der Fall, so kann
in jeder Formel der Bestandteil
(F)UF, Gy, ..o, Gy, %y, ..., %)
bzw.
(EF)U(F, Gy, .., Gy %4, -« ., %)

durch B(Gy,...,Gp %1, ..., %) bzw. B(Gy, ..., Gy, %y, - . ., %) ersetzt
werden. Wir konnen also die Pridikatenvariable F in einer derartigen
Formel eliminieren.

Die Beziechung zum Entscheidungsproblem ist einleuchtend. Habe
ich eine Formel des Pridikatenkalkiils, fiir die die Entscheidung getroffen
werden soll, so bringe ich zunichst die freien Pridikatvariablen zum
Verschwinden, indem ich die zugehérigen Allzeichen an den Beginn der
Formel setze, und kann dann, die Losung des Eliminationsproblems
vorausgesetzt, die Pridikatvariablen, von innen anfangend, eine nach
der anderen eliminieren, so daB ich als letztes Resultat den Wert
,,richtig oder ,falsch oder auch eine Anzahlbedingung erhalte.

Die Reduzierung der Formeln durch die Elimination soll an dem
Beispiel der Formel

(F){(E %) F (x) v (EG) [(%) (G (%) ~F (x)) & () G(%)]}
niher erliutert werden. Wir bemerken zunichst, daB die Formel
(EF) (%) (A (x) v F(x) & B(x) vF(x))~ (%) (A () vB (x)),

die ein grundlegendes Eliminationsresultat angibt, eine identische Formel
ist, da ja die linke Seite der Aquivalenz sich umformen 148t in

(EF) (%) {(F () >4 (x)) & (F (x) > B (%))}.
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Mit Hilfe dieser Formel sind wir imstande, in unserer Ausgangsformel
die Pridikatenvariable G zu eliminieren. Wir konnen nidmlich den den
Wirkungsbereich von (EG) ausmachenden Formelbestandteil

(%) (G (%) ~F (%)) & (x) G (%)
[Formel (29) von I, § 2, Formel (30) von III, § 6] durch
(%) (G(x) vF (x) &G (%) vF (x) & G(x))
oder auch
(%) (G(x) &F (x) v G(x))
und weiter durch
(%) [(F () &F (x)) v G (x) &F (x) v G (x)]

ersetzen. Es gilt nun, gemdB der obigen grundlegenden Eliminations-
formel

(EG) (%) [(F (%) & F (x)) v G (%) & F (x) v G (%)]~ (%) [(F (x) & F (x)) v F (x)].
 WIF@&F@)vF ()]
1aBt sich durch (x) F(x) ersetzen. Unsere Ausgangsformel
(F){(E%) F (%) v (EG) [(x) (G (%) ~ F (%)) & () G (x)]}
ist also, nach Elimination der Pridikatvariablen G, in
(F){(Ex) F (x) v (%) F (%)}

iibergegangen. Diese letzte Formel, bei der ja der Wirkungsbereich

von (F) die Form % v ¥ hat, 148t z. B. unmittelbar erkennen, daB unsere
Ausgangsformel eine identische Formel ist.

Wie schon oben bemerkt, 148t sich beim ausschlieBlichen Vorkommen
von einstelligen Pridikaten das Eliminationsproblem volistindig 16sen.
Es liegt nun nahe, da das Eliminationsverfahren die einzige Methode
von allgemeinerer Tragweite bei der Behandlung des Entscheidungs-
problems darstellt, den Versuch zu machen, auch bei Zulassung von
zwei- und mehrstelligen Pridikaten ein Eliminationsverfahren zu ge-
winnen. Fiir Formeln von spezieller Struktur gelingt es in der Tat,
die Elimination durchzufithren. Zahlreiche Einzelergebnisse dieser Art
findet man im 3. Bande von ERNST SCHRODERs ,,Vorlesungen iiber die
Algebra der Logik*. Leider zeigt es sich aber, daB man Formeln angeben
kann, bei denen ein Eliminationsergebnis in dem oben definierten Sinne
nicht mehr vorhanden ist, so daB das Eliminationsproblem iiberhaupt
im allgemeinen eine weitere Fassung erhalten muB!. Die Beziehungen
zum Entscheidungsproblem werden dann verwickelter.

1 Vgl. W. AckerMANN: Untersuchungen iiber das Eliminationsproblem der
mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 110 (1934). — Zum Eliminationsproblem
der mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 111 (1935).
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§ 2. Einfithrung von Pridikatenpradikaten;
logische Behandlung des Anzahlbegriffs.

Fir die inhaltliche Einstellung, welche wir bisher dem logischen
Pridikatenkalkiil zugrunde legten, war wesentlich, daB wir die Aussagen
und Pridikate schdarf von den Gegenstinden sonderten, welche als
Argumentwerte der Pradikate in Betracht kommen. Nun hindert uns
aber nichts, die Prddikate und Aussagen selbst als Gegenstinde zu betrachten,
die als Argumente von Pridikaten dienen.

Betrachten wir z.B. einen logischen Ausdruck von der Form
(x)(A—F (x)). Dieser kann als ein Pradikat P (4, F) aufgefaBt werden,
dessen erste Leerstelle mit einer Aussage A und dessen zweite Leer-
stelle mit einem einstelligen Pridikat F besetzt ist.

Eine falsche Aussage A steht mit jedem F in der Beziehung P (4, F);
eine richtige Aussage 4 nur mit solchen F, fiir die (x) F (x) gilt.

Weitere Beispiele liefern die Eigenschaften der Reflexivitit, der
Symmetrie und Transitivitit von zweistelligen Pridikaten. Diesen ent-
sprechen 3 Priadikate: Ref (R), Sym (R) und Tr (R), deren Argument R
ein Pradikat mit zwei Leerstellen ist. Symbolisch driicken sich diese
drei Eigenschaften folgendermaBen aus:

Ref (R): (%) R(x, %),

Sym (R): (x) (¥) (R (%, y)—>R(y, x))

Tr (R): (%) (3) (3 [(R(% %) &R(y, ) >R (x, 2))].

Alle drei Eigenschaften sind bei dem Pridikat = (x, ¥) (x ist iden-
tisch mit p) erfiillt, bei dem Pridikat < (x, y) hingegen nur die der
Transitivitit. Es stellen also die Formeln Ref (=), Sym (=), Tr (=),
Tr (<) richtige Aussagen dar, wihrend Ref (<) und Sym (<) falsche
Aussagen sind.

Ein zweistelliges Pradikatenpradikat ist die ,, Aquivalenz”, Aeq (F, G),
welche durch den Ausdruck () (F(x)~G(x)) definiert wird, und die
darin besteht, daB die Pridikate F und G fiir dieselben Argumentwerte
zutreffen bzw. nicht zutreffen. Weitere zweistellige Pridikatenpridikate
sind Uwnvertriglichkeit, Unv (F, G), und Implikation, Imp (F, G), die
symbolisch definiert sind durch:

(%) (F(x) vG(x),
(%) (F (x) >G (x)).

Eine Erweiterung der Symbolik tritt allerdings durch diese Auf-
fassung noch nicht ein, da die angegebenen Pridikatenpridikate sich
mit den Mitteln des bisherigen Kalkiils darstellen lassen und Formeln
wie Ref (R), Sym (R) usw. nur als Abkiirzungen aufzufassen sind. Die
Erweiterung tritt erst dann auf, wenn Variable fiir Pridikatenpridikate
eingefithrt werden, von denen die angegebenen individuellen Pridikate
besondere Werte darstellen. Wir werden im folgenden derartige Variable
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zunichst nur gelegentlich gebrauchen, da der systematische Aufbau des
abermals erweiterten Kalkiils erst spater kommen soll. Wir wollen uns
aber schon in diesem und im folgenden Kapitel davon iiberzeugen, welche
Vorteile die Einfithrung der Pridikatenpridikate mit sich bringt.

Die erste wichtige Anwendung ergibt sich bei der logischen Unter-
suchung des Anzahlbegriffs. Eine Anzahl ist kein Gegenstand im eigent-
lichen Sinne, sondern eine Eigenschaft. Die Individuen, denen eine Anzahl
als Eigenschaft zukommt, kénnen die gezdhlten Dinge nicht selbst sein,
da jedes von den Dingen nur eines ist, so da8 eine von Eins verschiedene
Anzahl danach gar nicht vorkommen kénnte. Dagegen liBt sich die
Zahl als eine Eigenschaft desjenigen Begriffes auffassen, unter welchem
die gewidhlten Individuen vereinigt werden. So kann z. B. die Tatsache,
daB die Anzahl der Erdteile fiinf ist, zwar nicht so ausgedriickt werden,
daB jedem Erdteil die Anzahl fiinf zukommt; wohl aber ist es eine
Eigenschaft des Pridikates ,,Erdteil sein‘, daB es auf genau fiinf Indi-
viduen zutrifft.

Die Zahlen erscheinen hiernach als Eigenschaften von Pridikaten,
und fiir unseren Kalkiil stellt sich eine bestimmie Zahl als individuelles
Pridikatenpridikat dar. Die Wichtigkeit dieser Darstellung der Zahlen
beruht darauf, daB die Pridikatenpridikate, welche die Zahlen bilden,
sich vollstindig mit Hilfe der logischen Symbole ausdriicken lassen.
Dadurch wird es méglich, die Zahlenlehre in die Logik einzubeziehen.
Fiir die Zahlen 0, 1, 2, d. h. fir die Pridikatenpridikate 0 (F), 1 (F),
2 (F) sollen hier die Ausdriicke angegeben werden:

0(F): (Ex)F(x).

(,,Es gibt kein #, fiir das F zutrifft.)

1(F): (Ex)[F(®) &) (F)->=(x 9)].
(,,Es gibt ein x, fiir das F (x) besteht, und jedes y, fiir das F (y) besteht,
ist mit diesem x identisch.”)
2(F): (Ex) (Ey){= (x,y) &F (x) &F (y) & (2) [F (2) > = (x,2) v = (¥,)]}.
(-,Es gibt zwei verschiedene x und y, auf die F zutrifft, und jedes z,
fiir das F (z) besteht, ist mit x oder mit y identisch.)

Die Gleichzahligkeit zweier Pridikate F und G kann man als ein
individuelles Priadikatenpridikat Glz (F, G) auffassen. Da die Gleich-
zahligkeit von F und G nichts anderes bedeutet, als daB man die Gegen-
stinde, auf die F, und die Gegenstinde, auf die G zutrifft, umkehrbar

eindeutig aufeinander beziehen kann, so 1aB8t sich Glz (F, G) durch den
folgenden Ausdruck definieren:

(ER){(%) [F (x)>(Ey) (R(x, y) & G(5))] & () [G () ~
—>(Ex) (R(x, y) &F (%))] & (%) (3) () [(R(x, y) &R (x,2)
—=(y, z)) & (R(x, 2) &R (y,2) > = (x, y))]}.
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Die Addition der Zahlen 4Bt sich auf die Disjunktion von Pridikaten
zuriickfithren. Sind nimlich F und G unvertrigliche Priadikate, und
kommt dem Pridikate F die Zahl m und dem Pridikate G die Zahl »
zu, so entspricht dem Pridikate F v G die Zahl m 4 #.

Auf Grund dieser Auffassung der Addition werden Zahlengleichungen
wie

14+1=2, 243=5
zu rein logischen, beweisbaren Sitzen. Z. B. stellt sich die Gleichung
1 + 1 =2 dar durch die logische Formel:
G) ([Unv(F, G) &1(F) &1(G)]—>2(FvG)),
deren identischer Charakter ersichtlich ist, wenn man fiir das Pridikaten-
pridikat Unv sowie fiir die Pridikatenpriddikate 1, 2 die definierenden
Ausdriicke einsetzt.

Auch der allgemeine Zahlbegriff 148t sich mit den logischen Hilfs-
mitteln aufstellen. Soll ein Pridikatenpridikat @ (F) eine Zahl dar-
stellen, so muB @ den folgenden Bedingungen geniigen:

Bei zwei gleichzahligen Pridikaten F und G muB @ fiir beide zu-
treffen oder fiir beide nicht zutreffen. Sind ferner zwei Pridikate F
und G nicht gleichzahlig, so darf @ hochstens fiir eins der beiden Pridi-
kate F und G zutreffen.

Formal stellt sich diese Bedingung fiir @ folgendermaBen dar:

(F) (G){(P(F) &P (G)—~Glz(F, G)) & [@ (F) & Glz(F, G) >P(G)]}.

Der ganze Ausdruck stellt eine Eigenschaft von @ dar. Bezeichnen
wir diese zur Abkiirzung mit 8(®), so kénnen wir also sagen:

Eine Zahl ist ein Pridikatenpridikat @, das die Eigenschaft 3 (D)
besitzt.

Eine Schwierigkeit tritt allerdings auf, wenn wir nach der Bedingung
fragen, unter der zwei Pridikatenpridikate @ und ¥ mit den Eigen-
schaften 3(®) und 3 (¥) dieselbe Zahl definieren. Diese Bedingung
besteht darin, daB @ (P) und ¥(P) fir dieselben Pradikate P wahr
und fiir dieselben Pridikate falsch sind, daB also die Beziehung besteht:

(P)(®(P)~¥(P)).

Nehmen wir nun an, der zugrunde gelegte Individuenbereich be-
stinde aus einer endlichen Anzahl von Gegenstinden. Es tritt dann
der Ubelstand auf, daB alle Zahlen gleichgesetzt werden, welche groSer
sind als die Anzahl der Gegenstinde im Individuenbereich. Denn ist
diese Anzahl etwa kleiner als 10%, und nehmen wir fiir @ und ¥ die
Pridikate, die die Zahlen 10%° und 10% + 1 definieren, so trifft sowohl
¥ wie @ auf kein Priadikat P zu. Die Beziehung

(P) (2(P)~¥(P)
ist also fiir @ und ¥ erfiillt, d. h. @ und ¥ wiirden dieselbe Zahl dar-
stellen.
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Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, muB8 man den Individuen-
bereich als unendlich voraussetzen. Auf einen logischen Nachweis fiir
die Existenz einer unendlichen Gesamtheit wird dabei freilich verzichtet.

Von besonderem Interesse ist auch, wie unter Zugrundelegung der
logischen Einfilhrung des Anzahlbegriffs und allerdings wesentlicher
Benutzung des genannten Axioms der Unendlichkeit die zahlen-
theoretischen Axiome zu logischen, beweisbaren Sitzen werden. Wir
kénnen hier aber nicht niher darauf eingehen!. Die gemachten Be-
merkungen sollten uns nur die Anwendungsfihigkeit des erweiterten
Kalkiils ins rechte Licht setzen.

§ 3. Darstellung der Grundbegriffe der Mengenlehre
im erweiterten Kalkiil.

DaB zwischen der Mengenlehre und der mathematischen Logik
ein enger Zusammenhang besteht, ergab sich schon friiher im zweiten
Kapitel. Es konnten dieselben logischen Formeln nach Belieben als
Beziehungen zwischen Klassen oder zwischen einstelligen Pridikaten
aufgefaBt werden, ohne daB es sich bei den beiden Deutungen um ver-
schiedene logische Zusammenhinge handelte. Auch jetzt wird es méglich
sein, die in unserem Kalkiil ausdriickbaren logischen Zusammenhinge
als mengentheoretische Beziehungen aufzufassen.

Um diesen Zusammenhang niher zu erkennen, wollen wir zunichst
die Beziehung der Mengen zu den Pridikaten im engeren Sinne, d. h.
den Pridikaten mit einer Leerstelle, genauer ins Auge fassen. — Eine
Menge wird entweder durch Aufzihlung ihrer Elemente gegeben, oder
sie wird als das System derjenigen Dinge erklirt, fiir die ein bestimmtes
Pridikat giiltig ist. Die erste Art der Bestimmung einer Menge, welche
nur bei endlichen Mengen mdglich ist, brauchen wir nicht eigens in
Betracht zu ziehen. Es 1iB8t sich ndmlich jede Menge, die man durch
Aufzihlung ihrer Elemente erhilt, auch mit Hilfe eines Pridikats defi-
nieren. Z. B. kann eine Menge, die aus drei Individuen «, b, ¢, besteht,
als die Menge derjenigen Dinge x erklirt werden, fiir welche das Préidikat

zutrifft. =(x,a)v=_(x0v=_(,0)

Wir denken uns also jede Menge durch ein Pridikat definiert. Wir
miissen dabei beachten, daB zwar jedes Pridikat die zu ihm gehdrige
Menge, d. h. die Menge der Gegenstinde, welchen es zukommt, in ein-
deutiger Weise bestimmt, daB aber zu einer bestimmten Menge nicht
nur esn definierendes Pridikat gehort, sondern daB vielmehr eine Menge
auf verschiedene Arten durch Pridikate definiert werden kann. So ist
die Menge der gleichseitigen Dreiecke dieselbe wie die Menge der gleich-
winkligen Dreiecke oder, als auBermathematisches Beispiel: die Menge

1 Fiir eine ausfiihrliche und allgemeinverstindliche Behandlung dieser Fragen
vgl. man B. RusseLL: Einfithrung in die mathematische Philosophie. Miinchen 1922.
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der jetzt lebenden Wiederkauer stimmt iiberein mit der Menge der jetzt
lebenden Zweihufer.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB zwei
Pridikate P und Q dieselbe Menge bestimmen, besteht darin, daB die
beiden Priadikate dquivalent sind, daB sie also die Beziehung Aeq (P, Q),
d. h. (%) (P(x)~ Q(x)) erfiilllen. Im Sinne der Mengenlehre ist also das
Priadikatenpridikat Aeq (P, Q) nichts anderes als die Identitit von P
und Q.

Ebenso wie man die Pridikate als Mengen auffaBt, kann man ein
einstelliges Pradikatenpradikat F (P) als Eigenschaft von Mengen deuten.
Damit diese Deutung moglich ist, ist es notwendig, daB das Zutreffen
oder Nichtzutreffen von F fiir ein Pradikat P eindeutig durch die zu
P gehorige Menge bestimmt ist, und nach dem oben Bemerkten besteht
die hierfiir entscheidende Bedingung darin, daB die Aussagen, welche
dquivalenten Pridikaten durch das Priadikat F zugeordnet werden,
gleichzeitig richtig oder gleichzeitig falsch sind. Es muB also fiir das
Pridikat F die symbolische Beziehung

(P) (Q) {Aeq (P, Q) — (F (P)~F(Q))}
bestehen, die wir zur Abkiirzung mit IR (F) bezeichnen.

Diese Bedingung ist z. B. erfiillt fiir Pradikatenpridikate, die Zahlen
darstellen. Auf dieser Eigenschaft der Zahlen beruht es, daB sie auch
als Pridikate von Mengen betrachtet werden konnen. Die Darstellung
der Zahlen als Eigenschaften von Mengen hat gegeniiber ihrer Dar-
stellung als Eigenschaften von Pridikaten den Vorzug, daB die Invarianz
der Anzahl bei Ersetzung eines Pridikates durch ein 4quivalentes hier
selbstverstindlich ist.

Aus der Beziehung zwischen Mengen und Pridikaten ergibt sich
weiter ein Zusammenhang zwischen den Mengen von Mengen und
Priadikatenpridikaten. Jede Menge von Mengen ist definiert durch
eine Eigenschaft, welche den ihr angehérigen Mengen zukommt.

Nehmen wir nun zwei Mengenpridikate, d.h. zwei Pridikaten-
pridikate F (P) und G (P), die der Bedingung M (F) und I (G) geniigen.
Diesen beiden Mengenpridikaten F und G entspricht dieselbe Menge
von Mengen, wenn F und G fiir dieselben Mengen zutreffen bzw. nicht
zutreffen. Die Beziehung (P) (F (P)~ G (P)) bedeutet also, daB die F
und G entsprechenden Mengen von Mengen identisch sind.

Die mengentheoretische Interpretation des erweiterten Pradikaten-
kalkiils 148t sich auch auf die Pridikate mit mehreren Leerstellen aus-
dehnen. Jedes Pridikat R(x, y) wihlt aus der Menge aller moglichen
Paare (x, y) eine bestimmte Menge von geordneten Paaren heraus,
namlich die Menge derjenigen Paare (x, y), fir die R(x,y) besteht.
Die zugehorigen Mengen sind bei zwei Pridikaten R, und R, identisch,
wenn die Beziehung Aeq (R;, R,), d. h. (%) (y) (Ry(x, y) ~Ry(x, y))
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besteht. Soll ein Pridikatenpridikat F (R) als Pridikat der zugehérigen
Mengen gedeutet werden kénnen, so muB es der Beziehung

(Ry) (Ro){Aeq (Ry, Ry) — (F (Ry) > F (R;))}

Geniige leisten. Das Entsprechende gilt fiir Pridikate mit drei und
mehr Leerstellen.

Wir sehen daraus, daB der erweiterte Kalkiil ebensogut eine mengen-
theoretische wie eine rein logische Interpretation zuldBt. Die Zahlen-
lehre 14Bt sich ganz im Sinne der mengentheoretischen Auffassung
behandeln. Wir sahen schon, daB man die die Zahlen definierenden
Pridikatenpridikate ebensogut als Mengenpridikate auffassen kann.
Ferner wurde frither gesagt, daB zwei Pradikatenpridikaten @ (P)
und ¥(P), die Zahlen darstellen, dann dieselbe Zahl entspricht, wenn
zwischen @ und ¥ die Beziehung

(P)(®(P)~¥(P))
besteht.

Daraus ergibt sich aber, daB man die Zahlen auch als Mengen von
Mengen auffassen kann. Bei der logischen Erklirung war eine Zahl ein
Pridikatenpridikat, das fiir alle gleichzahligen Pridikate und nur fir
solche zutrifft. Der Gleichzahligkeit von Pridikaten entspricht die
Aquivalenz von Mengen (Aquivalenz hier in dem iiblichen mengen-
theoretischen Sinne verstanden). Von dem logischen Anzahlbegriff
gelangt man so zu einem mengentheoretischen; nach diesem ist eine
Zahl nichts anderes als die Menge aller mit einer bestimmten Menge
dquivalenten Mengen.

Wir wollen nun sehen, wie die {iblichen Bildungen der Mengen-
lehre im Kalkiil ihren symbolischen Ausdruck finden.

Sind P, (x¥) und P,(x) definierende Pridikate zweier Mengen, so
wird deren Vereinigungsmenge durch das Priadikat P,(x)v P,(x) ge-
geben. P, (x) & P,(x) stellt den Durchschnitt von P, und P, dar. Die
Menge P, ist in P, enthalten oder P, ist eine Teilmenge von P,, wenn
() (P (x)>P, (%)) eine richtige Behauptung ist. Zwei Mengen P, und
P, sind dguivalent, wenn die Elemente beider Mengen umkehrbar ein-
deutig aufeinander bezogen werden kénnen. Der symbolische Ausdruck
dafiir ist derselbe wie fiir die Gleichzahligkeit von Pridikaten.

Der Ausdruck
(%) (9) (&) ([R (%, 9) &R (x, 2) > = (v, )| & [R(%, 2) & R(y, 2) = = (%, y)])
oder abgekiirzt Eind (R) bedeutet, daB die Beziehung R(x, y), falls sie
besteht, beiderseits eindeutig ist. Der symbolische Ausdruck fiir die
(mengentheoretische) Aquivalenz von P, und P, ist dann:
(ER){(%) [B(0)—~>(EY) (R(%, ) & Py(9))] & (3) [ Po(y) > (E %) (R (%, ¥)
& P,(r))] & Eind (R)}.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 8
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Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen durch D definierten
Menge wird durch ein gewisses Pridikatenpridikat Te(P) [oder besser
Te(P, D)] dargestellt. Jedes Pridikat P, fiir das Te(P) zutrifft, muB
die Eigenschaft haben, daB alle ihre Elemente auch Elemente von D
sind. Umgekehrt muB auch fiir jedes Prddikat P mit dieser Eigen-
schaft Te(P) zutreffen. Demnach ist Te(P) definiert durch den Aus-

druck: () (P(x)~>D(#)).

Es moge ferner F(P) irgendeine Menge von Mengen darstellen.
Die Elemente x der Vereinigungsmenge dieser Menge von Mengen lassen
sich dadurch charakterisieren, da8 sie Element wenigstens einer zu P
gehorigen Menge sind, fiir die F (P) besteht. Demnach erhilt man als
definierenden Ausdruck fiir die Vereinigungsmenge

(EP)(F(P)& P(x)).
Die Elemente des Durchschnitts der Menge von Mengen sind dadurch

gekennzeichnet, daB sie Element jeder Menge P sind, fiir die F(P)
giltig ist. Demnach stellt sich der Durchschnitt dar durch:
(P) (F (P)—>P(x)).
Eine Menge P heiBt geordnet, wenn ein Pridikat R von zwei Variablen
fiir die Elemente von P definiert ist, das nicht reflexiv, wohl aber transitiv
ist, und das fiir beliebige voneinander verschiedene x und y entweder

auf das Paar (x, y) oder auf das Paar (y, x) zutrifft. ,,Die Menge P ist
durch das Priadikat R geordnet‘, stellt sich danach symbolisch dar durch:

(%) () {[P(*) & P(y) & P(2)]>[R(x, %) &(=(x, y) vR(x, y)
VR(y, x)) & (R(x, y) &R(y, z2) >R(x, 2))]}.

Wir bezeichnen diese Formel zur Abkiirzung mit O (P, R).
Die Menge P heit durch das Pridikat R wohlgeordnet, wenn

O (P,R) & (Q{(x)(Q(x)>P(x)) > (Ey)[Q(5) & (2)( Q(z)>=(y,2) VR (,2))]}
eine richtige Aussage ist.

In entsprechender Weise finden alle iibrigen in der Mengenlehre
gebriuchlichen Begriffsbildungen im Kalkiil ihre symbolische Dar-
stellung.

§ 4. Die logischen Paradoxien.

In den vorhergehenden Kapiteln hatten wir gesehen, welche neuen
Ausdrucksmoglichkeiten sich bei der Einfilhrung von Pridikaten-
pridikaten ergeben. Jede Formel, die eine freie Pridikatenvariable F
enthilt, kann als ein individuelles Pridikatenpridikat aufgefaBt werden.
Weiter kénnen dann Variable fiir Pridikatenpridikate eingefiihrt werden.
Eine Formel, die eine freie Variable der letzten Art enthilt, stellt ein
individuelles Pridikat dar, dessen Argumente Pridikatenpridikate sind,
usw. Dieser Aufbau kann beliebig weit fortgesetzt werden.
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Demnach kénnen auBer den Gegenstinden des Individuenbereiches
auch Pridikate, Pradikatenpridikate usw. als Gegenstinde im weiteren
Sinne dienen. Es fragt sich nun, ob man ohne weiteres diese Gegenstinde
im weiteren Sinne zu einem einheitlichen Individuenbereich vereinigen
kann, so daB man auBer von Individuenpridikaten, Pridikaten der-
artiger Pridikate, usw. auch von Pridikaten schlechthin sprechen
kann, und so daB jedes Pridikat fiir den neuen Individuenbereich wieder
selbst dem Individuenbereich angehért. In diesem Falle miite ein
Pridikat auch sich selbst als Argument enthalten kénnen. Entsprechend
allgemein wire der Begriff des Pridikatenpridikats zu fassen usw.

Die Art, wie wir, von dem engeren Pridikatenkalkiil ausgehend,
zu hoheren Pridikaten aufstiegen, bietet uns fiir ein derartiges Vorgehen
keine Handhabe. Denn bei den Uberlegungen der vorigen Kapitel hatten
wir immer mit Individuenpridikaten, Pridikaten von derartigen Indi-
viduenpridikaten usw. zu tun. Wohl aber wiirde ein derartiger all-
gemeiner Pridikatenbegriff dem unprizisen Sprachgebrauch entsprechen?.
Es zeigt sich nun, daB ein derartiges logisches System nicht einmal
dem Postulate der Widerspruchsfreiheit geniigt. Den auftretenden
Widerspriichen, den sog. Paradoxien, auf welche man iibrigens auch
unabhingig vom Gebrauch der logischen Symbolik gefiihrt wird, kann
man entsprechend der doppelten Deutung des Pridikatenkalkiils eine
mehr eigentlich logische oder aber eine mengentheoretische Deutung
geben. Von diesen Widerspriichen sollen hier einige dargelegt werden.

Es sei P(F) ein Pridikatenpridikat. Da P selbst ein Pridikat ist,
so stellt der Ausdruck P (P) eine Aussage dar, welche richtig oder falsch
sein kann. Ein Beispiel eines Pridikatenpridikats, fiir welches P (P)
eine richtige Aussage darstellt, bildet die Negation des Pridikates 0(F)
(,F trifft auf keinen Gegenstand zu‘), d. h. die Funktion 0(F), welche
durch den Ausdruck (Ex)F (x) definiert ist. 0(0) ist eine Abkiirzung
fiir (EF)0(F), wofiir wiederum (EF) (E x)F (x) geschrieben werden kann.
Die letzte Formel bringt in der Tat ein richtiges Urteil zur Darstellung,
nimlich den Satz: ,Es gibt ein Pridikat F und einen Gegenstand x
derart, daB F () besteht.

Dagegen ist 0(0) eine falsche Aussage. GemiB der Definition von 0
ergibt sich ndmlich

0(0) ~ (EF) (0(F))~ (EF) (E x) F (%) ~ (F) (E%) F (x).
Der letzte Ausdruck stellt die falsche Aussage dar, daB jedes Pridikat
fiir mindestens einen Gegenstand zutrifft.

Wir kénnen nun den Ausdruck P (P) als Pridikat von P auffassen.
Dieses Pridikat driickt die Eigenschaft eines Pradikates aus, sich selber

1 Bei der mengentheoretischen Deutung des Kalkiils entspricht diese Auffassung
der naiven Mengenlehre.

8*
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zuzukommen. Wir wollen dieses Pridikatenpridikat mit Pd(P) be-
zeichnen (zu lesen: ,,P ist pridikabel”). Da Pd, also auch Pd selbst
ein Pridikatenpradikat ist, so haben auch die Ausdriicke Pd(Pd) und
Pd (Pd) einen Sinn. Entweder ist nun Pd (Pd) richtig. D. h. das
Pridikatenpradikat Pd trifft auf sich selber zu, also Pd (Pd) ist richtig.
Oder aber Pd (Pd) ist nicht der Fall. Dann trifft das Pradikatenpradikat
Pd nicht auf sich selber zu, d. h. aber Pd (Pd) ist der Fall. Es folgt
also, daB

Pd (Pd) ~ Pd (Pd).

Das ist aber ein Widerspruch, denn ein logischer Ausdruck kann
nie seinem Gegenteil dquivalent sein.

Diese Paradoxie ist zuerst von RUSSELL entdeckt worden. Man
kann sie auch in der Ausdrucksweise der Mengenlehre darstellen. Hier
entspricht dem Pridikatenpradikat Pd die Menge aller derjenigen
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Diese Menge ist
ihrem Begriff nach widerspruchsvoll, denn gemiB ihrer Definition
gehort sie dann und nur dann zu ihren eigenen Elementen, wenn sie
nicht zu diesen gehort.

Die zweite der zu besprechenden Paradoxien war bereits in der
griechischen Philosophie bekannt. Ihre einfachste Fassung ist die
folgende: Es sage jemand ,ich liige”, oder ausfiihrlicher, ,,ich spreche
jetzt einen falschen Satz aus’; dann ist diese Aussage richtig, sofern
sie falsch ist, und sie ist falsch, sofern sie richtig ist.

Wir wollen an der Formulierung der Paradoxie eine geringe Ver-
schirfung vornehmen. Es werde mit P eine bestimmte Person benannt,
und ¢ sei die abgekiirzte Bezeichnung eines bestimmten Zeitintervalls.
Innerhalb dieses Zeitraums ¢ spreche ‘8 den Satz aus: ,,Alles was B in
dem Zeitraum ¢ behauptet, ist falsch’; und weiter sage ¥ wihrend
der Zeit ¢ nichts. Diese Annahme ist jedenfalls nicht widerspruchsvoll,
da man ja ihre Verwirklichung absichtlich herbeifiihren kann. Um
sie in der logischen Symbolik zum Ausdruck zu bringen, bezeichnen wir
die angefiihrte Aussage von ¥ mit % und wenden das Pridikatzeichen
Bh(X) an in der Bedeutung, ,,X wird von 8 im Zeitraum ¢ behauptet*,
wobei als Wert des Arguments X jede Aussage in Betracht kommt.

Mit Hilfe dieses Zeichens kénnen wir zunichst die Aussage U durch
die Formel
X) (Bh(X)-—>)_{)
wiedergeben; und unsere Voraussetzung, daB 9 innerhalb der Zeit ¢

den Satz U und sonst nichts ausspricht, stellt sich dar durch die beiden

Formeln
Bh(¥); (X) (Bh X) > =¥, X)).
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Nun kommt auf folgende Weise ein Widerspruch zustande. In
der richtigen Formel A—A werde im zweiten Gliede fiir ¥ der Aus-
druck (X) (Bh(X)—X), welcher ja die symbolische Darstellung der
Aussage U bildet, eingesetzt. Dann ergibt sich

A—(X) (Bh(X)>X).

Das Allzeichen (X) kann hier nach den Regeln des Kalkiils fortgelassen
werden.

% — (Bh (X) >X).
Durch Einsetzung gewinnt man hieraus

A — (Bh (%) - A).
Diese Formel ist, da die Voraussetzungen vertauscht werden diirfen,
ersetzbar durch

Bh (%) - (A—).
Da Bh(¥) eine richtige Formel ist, so erhilt man
A—A.
Andererseits 148t sich auch A—>9 beweisen. Denn zunichst gilt
A—(X) (Bh(X) >X),
also A—(EX) (Bh(X) & X).

Ferner folgt aus der als richtig vorausgesetzten Formel
(X) (Bh(X) - = (¥, X))
(X) (Bh(X) & X - = (¥, X) & X)
und hieraus
(EX) (Bh(X) & X)—>(EX) (= (¥, X) & X),
so daB man 3
A~ (EX) (=(¥U, X) & X)
erhilt.
Nun ist wegen der Bedeutung der Identitit = (A, X) & X —U eme
richtige Formel. Nach der Regel y) gewinnt man daraus:
(EX) (=¥ X)&X)->A.
Diese Formel in Verbindung mit der eben erhaltenen liefert:
A—->A.

Aus den bewiesenen Formeln A—% und Y- folgt aber, daB sowohl
A wie A eine richtige Formel ist, so daB wir in der Tat auf einen Wider-
spruch gefiihrt werden.

Wir wollen nun noch eine dritte Paradoxie vorfiithren, von welcher
es mannigfache verschiedene Wendungen gibt. Eine einfache Form
der Darstellung ist die folgende: Jedes Bezeichnen einer Zahl, geschehe
es durch Mitteilung eines konventionellen Zeichens oder durch Angabe
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einer definierenden Eigenschaft, erfordert ein gewisses Mindestmal an
Zeit. Daher kénnen innerhalb einer endlichen Zeit von endlich vielen
Menschen auch nur endlich viele Zahlen bezeichnet werden. Andererseits
gibt es unendlich viele Zahlen. Somit werden im 20. Jahrhundert von
den auf Erden lebenden Menschen sicher nicht alle Zahlen bezeichnet.
Unter den im 20. Jahrhundert nicht bezeichneten Zahlen ist eine die
kleinste. Nun ist diese Zahl aber doch im 20. Jahrhundert bezeichnet;
denn ich habe sie ja durch die Eigenschaft bestimmt, die kleinste im
20. Jahrhundert nicht bezeichnete Zahl zu sein. Es ergibt sich also
die Existenz einer Zahl, die sowohl bezeichnet als nicht bezeichnet ist.

Um diese Argumentation fiir den Zweck der Darstellung in unserem
Kalkiil etwas zu prizisieren, ersetzen wir den Begriff der Bezeichnung
durch einen engeren Begriff. Wir ziehen nur solche Bezeichnungen
einer Zahl in Betracht, welche im Sinne unserer logischen Symbolik
durch das Aufschreiben eines Ausdrucks fiir ein die Zahl definierendes
Pridikat stattfinden. Dabei verstehen wir unter einem die Zahl x
definierenden Pridikat ein solches, das auf die Zahl x, sonst aber auf
nichts zutrifft!. Auf diese Weise gelangen wir zu folgender Fassung
der Paradoxie:

Es bedeute Scr(P) die Eigenschaft eines Pridikates P, daB unter
den im 20. Jahrhundert aufgeschriebenen Ausdriicken der logischen
Symbolik mindestens einer ein Ausdruck fiir P ist. Das Zeichen < (x, y)
werde wie bisher fiir das Priadikat ,,x ist kleiner als y‘‘ angewendet;
und zwar sollen die Leerstellen dieses Pridikats auf die Gattung der
positiven ganzen Zahlen bezogen werden.

Ferner moge fiir den Ausdruck

P(x)&(y) (P(y)>=(x19)

welcher besagt, daB x durch das Pridikat P definiert wird, zur Ab-
kiirzung Df(P, x) geschrieben werden. Als Abkiirzung fiir

(EP) (Df(P, x) & Scr (P))

werde das Symbol Dsc(x) angewendet.

Dsc (x) bedeutet also: ,,Unter den im 20. Jahrhundert aufgeschriebenen
symbolischen Ausdriicken stellt mindestens einer ein Priadikat dar, welches
x definiert, oder kurz ausgesprochen: ,,x ist im 20. Jahrhundert min-
destens einmal symbolisch definiert”. SchlieBlich werde als Abkiirzung
fiir den Ausdruck

Dsc(#) & (%) (< (9, %) —>Dsc(y))
das Zeichen Mds(x) genommen, so daB also Mds(x) bedeutet: ,,x hat

die Eigenschaft, kleinste, im 20. Jahrhundert nicht symbolisch definierte
Zahl zu sein.*

1 DaB die Zahlen sich als Pradikatenpradikate deuten lassen, braucht fiir
die vorliegende Argumentation nicht beriicksichtigt zu werden.
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Als Axiome fithre man nun folgende Formeln ein: zunichst die
Ausdriicke fiir die Grundeigenschaften der Relation < (x, y):

(%) < (, %)
(%) () () (< (%, y) & < (¥, 2) > < (x,2)),
(%) () (=(x 9) v <(xy) v<(y, %)),
(Ex) P(x)—> (Ex) [P (%) & (y) (< (y, #) > P(y))].
Von diesen 4 Axiomen bedeuten die ersten drei, daB die Beziehung < (x, y)
die ganzen Zahlen ordnet, und die letzte, daB sie sie wohlordnet. Sodann
haben wir als Axiome den symbolischen Ausdruck fiir die Tatsache,

daB nicht alle Zahlen im 20. Jahrhundert symbolisch definiert werden
konnen,

(E x) Dsc(x),
und endlich die Formel Scr(Mds), welche besagt, da8 ein Ausdruck fiir
Mds (x) im 20. Jahrhundert aufgeschrieben ist, und die also eine richtige

Behauptung darstellt, da wir vorhin den Ausdruck fiir Mds(x) auf-
geschrieben haben.

Jetzt kann man die folgende formale SchluBweise ausfiihren. In
der Formel

(Ex) P(x)—~(Ex) [P (%) & (y) (<(y, ) ~>P())]
setze man fiir P Dsc ein:
(E x) Dsc(x) — (E x) [Dsc (%) & (y) (< (y, ) >Dsc(¥))].
Da (E x) Dsc(x) richtig ist, so ergibt sich
(E %) [Dsc () & () (< (y, %)= Dsc(y))],
also bei Anwendung der Abkiirzung Mds(x):
(E x) Mds (x).
Zufolge der Definition von Mds besteht die Beziehung
Mds (%) = Dsc (x).
Ferner 148t sich mit Hilfe der aufgestellten Axiome die Formel

. Mds (x) > Mds (x) & () (Mds (3) - = (%, 9)),
o Mds (x) - Df (Mds, )

ableiten. Aus der letzten und vorvorletzten Formel zusammen ergibt sich:
Mds (x) = Dsc (x) & Df (Mds, #).
Nach der zu Formel (34) gehorigen Regel erhilt man weiter:
(E x) Mds (x) — (E x) (Dsc (x) & Df (Mds, x)).
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Da (E x) Mds (x) bewiesen ist, so liefert das SchluBschema:
(E x) (Dsc (x) & Df (Mds, x)).

Nimmt man hierzu die als Axiom aufgestellte Formel Scr(Mds), so folgt:

(E %) {Dsc (x) & Df (Mds, x) & Scr (Mds)}.
Nun gilt nach Axiom f) die Formel

F(Q)—>(EP)F (P).
Wird hier Q durch Mds und F (P) durch (E x) {Dsc (x) &Df (P, x) & Scr (P)}
ersetzt, so ergibt sich:
(E x){Dsc () & Df (Mds, x) & Scr (Mds)}—
—(EP) (E x) {Dsc (x) & Df (P, %) & Scr (P)},

also, da das Vorderglied eine bewiesene Formel ist:

(EP) (E %) {Dsc (x) & Df (P, x) & Scr (P)}.
Da sich die Stellung der Klammerzeichen vertauschen liBt, und da

(EP) (A &F(P))~A & (EP)F (P),
erhilt man:

(E x) {Dsc (x) & (EP) (Df(P, x) & Scr (P))}.
Durch Anwendung der Abkiirzung Dsc geht dieser Ausdruck iiber in
(E x) (Dsc (%) & Dsc (x)).
Andererseits kann auch die Formel
(x) (Dsc (x) v Dsc (%))

abgeleitet werden; denn diese Formel entsteht aus (21) durch Ein-
setzung. Nach dem Dualititsprinzip sind aber die letzten beiden
Formeln einander entgegengesetzt. Wir haben somit einen Widerspruch.

Mit diesen verschiedenen Widerspriichen kénnen wir uns auch nicht
etwa in der Weise abfinden, daB3 wir die Beweisbarkeit gewisser einander
entgegengesetzter Aussagen als eine Tatsache hinnehmen. Sobald wir
nimlich irgend zwei einander entgegengesetzte Ausdriicke % und U als
richtige Formeln zulassen, so wird, wie schon frither bemerkt, der ganze
Kalkiil bedeutungslos.

" Sehen wir nun, welche Folgerungen sich fiir den Aufbau unseres
Kalkiils aus den Paradoxien ergeben. Die erste Paradoxie zeigt deutlich,
daB wir einen unterschiedslosen Pridikatenbegriff von der im Anfang
dieses Paragraphen geschilderten Art nicht gebrauchen konnen, da seine
Zulassung einen Widerspruch des Pridikatenkalkiils in sich ergeben
wiirde. Einen anderen Charakter haben die beiden anderen Paradoxien,
die wir nur der Vollstindigkeit halber hier mit aufzihlten. Diese
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zeigen nur die Unvertriglichkeit gewisser Behauptungen. Im ersten
Falle waren das
Bh [(X) (Bh(X) —-X)] und (X)[Bh(X)—>=(X, (V) (Bh(Y)—>Y))],
im zweiten Falle
(E x) Dsc(x), Scr(Mds)

und

(P){(Ex) P(x)~(E») [P(») & (y) (< (5, ) >P))]}-
Keine von diesen Behauptungen stellt eine logische Identitit dar. Die
Paradoxien dieser zweiten Art, fiir die die Bezeichnung ,,semantische
Paradoxien* gebriuchlich ist, treffen also gar nicht unseren Kalkiil,
da dieser nicht imstande ist, ihren rein logischen Charakter zum Aus-
druck zu bringen. Vielmehr muBten wir zu der teilweisen Formalisierung
inhaltliche Gedankenginge zu Hilfe nehmen. Wir brauchen daher fiir
unseren Pridikatenkalkiil keine Konsequenzen aus den Widerspriichen
der letzten Art zu ziehen, und wollen daher auch nicht niher auf sie
eingehen .

§ 5. Der Stufenkalkiil.

Es handelt sich jetzt darum, den durch die Einfithrung der héheren
Pridikate erweiterten Kalkiil systematisch aufzubauen. Die Uberlegungen
des vorigen Paragraphen hatten uns gezeigt, daB wir keinen unter-
schiedslosen Pridikatenbegriff gebrauchen konnen, sondern daB wir die
Pridikate nach der Art ihrer Argumente unterscheiden miissen. In
unserem Kalkiil zeigt sich das darin, daB wir nur fiir Pridikate derselben
Gattung eine gemeinsame Pridikatenvariable gebrauchen diirfen.

Wir haben zunichst Individuenpridikate, und zwar verschiedene
Gattungen oder Typen nach der Zahl ihrer Argumente. Diese Pridikate
heiBen die Prddikate der ersten Stufe. Unter einem Prddikat der zweiten
Stufe verstehen wir ein Pridikat, dessen Leerstellen mit Individuen
oder Priadikaten der ersten Stufe besetzt sind, wobei mindestens einmal
ein Pridikat der ersten Stufe als Argument vorkommen mufB. Die
Gattungen oder Typen der Pridikate der zweiten Stufe werden unter-
schieden nach der Zahl und der Art ihrer Leerstellen. Entsprechend
gelangt man weiter zu Prddikaten der dritten, vierten Stufe, usw. Fiir die
Individuenvariablen gebrauchen wir wieder kleine lateinische, fiir die
Priadikatenvariablen groBe lateinische Buchstaben. Fiir jede eingefiihrte
Pridikatenvariable muB von vorneherein der Typ genau angegeben
werden, da die Einsetzungsregeln so formuliert werden, daB nur Pridikate

fiir eine Variable eingesetzt werden, die vom gleichen Typ sind wie diese
Variable.

1 Fir eine neuere Behandlung der semantischen Paradoxien vgl. z. B. TARSKI, A.:
Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Studia Philosophica. Leopoli
1935.
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Um den Typ einer Pridikatenvariablen kurz anzugeben, kénnen
wir uns einer einfachen Symbolik bedienen. Den Typ einer Individuen-
variablen bezeichnen wir mit ¢. Haben wir eine Pridikatenvariable
mit # Leerstellen, und haben die zugehérigen Argumente die Typen
a,, 4y, ..., 4, so soll (a,a,,...,a,) den Typ der Pridikatenvariablen
bezeichnen. Z. B. wiirde ((z, 1), ¢) den Typ eines zweistelligen Pradikates
der zweiten Stufe bedeuten, bei dem als erstes Argument ein zweistelliges
Individuenpridikat, als zweites Argument ein Individuum in Frage
kommt. Von den in §2 dieses Kapitels erwihnten Pridikaten hat
Sym den Typ ((2, 7)), 0(F) den Typ ((z)), 3(®) den Typ (( (i))), Imp den
Typ ((2), (), usw.

Dieser stufenférmige Aufbau der Priddikate und der darauf sich
griindende Kalkiil ist von WHITEHEAD und RUSSELL in ihrem grund-
legenden Werke ,,Principia Mathematica“ in die Logik eingefiihrt worden.
AuBer der geschilderten Typenunterscheidung der Pridikate, der sog.
einfachen Typentheorie, benutzen die Verfasser noch eine feinere Ein-
teilung der Pridikate, die verzweigte Typentheorie. Nach dieser ist man
z. B. nicht mehr berechtigt, fiir die einstelligen Individuenpridikate einen
einheitlichen Typ anzunehmen, sondern die Individuenpridikate miissen
nach der Art ihrer Definition unterschieden werden. Z.B. wiirde ein
Individuenpridikat, daB mit Hilfe irgendwelcher All- oder Seinszeichen
fiir Priadikate definiert ist, einen héheren Typ haben als die Individuen-
priadikate der einfachsten Ordnung, die von WHITEHEAD und RUSSELL
,,pridikative” Individuenpridikate genannt werden. Diese verzweigte
Typentheorie war aufgestellt worden, um die semantischen Paradoxien
zu beriicksichtigen. Sie ist aber unnétig, da diese Art von Widerspriichen,
wie wir gesehen hatten, nicht den erweiterten Pradikatenkalkiil betrifft.
Sie hatte iiberdies eine groBe Anzahl von Schwierigkeiten zur Folge,
auf die wir auch in der 1. Auflage dieses Buches néiher eingegangen waren.
Fiir uns besteht keine Veranlassung mehr, uns genauer mit dieser Theorie
zu befassen, zumal da sich die Widerspruchsfreiheit des einfachen Stufen-
kalkiils in einfacher Weise zeigen 14Bt.

Wenn wir uns nun dem Aufbau des Stufenkalkiils im einzelnen
zuwenden, so tritt uns noch eine gewisse Schwierigkeit der Schreibweise
entgegen. Das Zutreffen eines Pridikates auf gewisse Argumente hatten
wir bisher immer in der Weise ausgedriickt, daB in einer auf das Pradikat-
zeichen folgenden Klammer durch Kommata getrennt die Argumente
stehen. Soweit die Leerstellen der Pridikatvariablen nur mit Variablen
besetzt sind, ist auch jetzt diese Schreibweise ausreichend. Anders ist
es aber, falls spezielle Pridikate in die Leerstellen eingesetzt werden.
Es sei z. B. F eine Pridikatenvariable vom Typ ((7)), deren Leerstelle
also fiir einstellige Individuenpridikate bestimmt ist. Sei ferner G
eine Variable fiir zweistellige Individuenpridikate. Man kann aus G
folgende Priadikate der Variablen x bilden: G(x, x), G(x,y), G(¥, %),
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wobei die beiden letzten Pridikate den Parameter y enthalten. Wir
sind nicht ohne weiteres imstande, direkt auszudriicken, daB F auf
irgendeines dieser Pridikate zutrifft. Denn wiirden wir z. B. F(G)
schreiben, so wire nicht zu ersehen, welches einstellige Pridikat mit
G gemeint ist. Am einfachsten ist es, sich durch eine Umschreibung
zu helfen. Es sei H als Pridikatenvariable vom Typ (i) eingefiihrt.
Dann kénnen die Formeln

(EH) (F (H) & (%) (H (x) ~ G (%, )))

(EH) (F (H) & (x) (H (x) ~ G (%, 9)))

(EH) (F (H) & (%) (H (%) ~ G (y, 1))
oder auch die Formeln

(H) (%) (H (%) ~ G (%, %)) - F (H))

(H) ((x) (H (v) ~ G (%, 9)) >F (H))

() (%) (H (%) ~ G (3, %)) > F (H))

als Ersatz fiir die fehlende Moéglichkeit, das Zutreffen von F fiir die
drei oben erwihnten Pridikate auszudriicken, genommen werden.

Es besteht allerdings auch die Moglichkeit, den Formalismus so
aufzubauen, daB man ohne derartige Umschreibungen auskommt. Der
Vorteil ist dann, daB die Einsetzungsregel fiir Pridikatenvariable [das
Analogon von der Regel «3) des engeren Pridikatenkalkiils] nicht ver-
loren geht, und der axiomatische Aufbau des Stufenkalkiils vollstindig
analog zu dem uns geliufigen Aufbau des engeren Pridikatenkalkiils
erfolgen kann. Wir miissen dabei aber eine Komplizierung der Schreib-
weise in Kauf nehmen. In dem oben erwihnten Falle kénnen wir so
vorgehen, daB wir der Variablen F eine Individuenvariable, z. B. x,
als Index anfiigen. Wir haben dann in

F,(G(x,x); F.(G(x9), F.(G(, %)

den symbolischen Ausdruck fiir die drei erwihnten Aussagen. Die
Variable x ist in den drei Formeln eine gebundene Variable, und kann
daher durch eine andere Variable derselben Art ersetzt werden. Z. B.
sind die Formeln

F(Gr2); F(Gry): FE(Gy2)
mit obigen Formeln gleichbedeutend.

Wollen wir diese Indexschreibweise allgemein durchfiihren, so muB
jede Pridikatenvariable von der zweiten und einer héheren Stufe einen
Index erhalten. Sei F eine derartige #-stellige Variable. G,, G,,..., G,
seien Variable, die als Argumente von F in Betracht kommen. Kommen
darunter Individuenvariable vor, so werden diese fortgelassen.
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Hy,...,Hy;; Hy,...,Hy;; ...; H,,...,H,,

seien Variable, so daB jeweils Hy,, ..., H;, als Argumente von G, in
Betracht kommen. F erhilt dann den Index

FH", v Hn‘l; Hy, oo Hli.; .t Hnl. cow Hygp o

Das gleiche gilt fiir individuelle Pridikatzeichen. Wir fiihren einige
Beispiele an. Statt Sym (R) miiBten wir jetzt Sym,, R (x, y) schreiben,
statt Imp(F, G) Imp,, (F(x), G(y)). Statt der in §2 gebrauchten
Formel 3(®) hitten wir 8,D(F) zu schreiben, wobei F den Typ (1)
hat. Wir sehen daraus, daB der Formalismus durch die Indexschreib-
weise erheblich belastet wird. Fiir das folgende wollen wir daher die
einfachere Schreibweise zugrunde legen, und nur gelegentlich auf die
Indexschreibweise hinweisen.

Wenden wir uns nun der Frage des Axiomensystems fiir die identischen
Formeln zu. Es ist dann zunichst der Begriff der Formel festzulegen.
Das kann in derselben Weise geschehen, wie friiher fiir den engeren
Pridikatenkalkiil durch die Regeln 1) bis 5) vom 3. Kap., §4. Wir
haben nur zu beachten, daB8 wir jetzt mehr Gattungen von Variablen
haben. Was das Axiomensystem selbst anbetrifft, so 148t sich aller-
dings kein System angeben, das restlos alle identischen Formeln liefert!.
Immerhin diirfte das folgende Axiomensystem auch bei den kompli-
zierten SchluBweisen, wie sie etwa in der mathematischen Analysis
gebriuchlich sind (vgl. die Uberlegungen des folgenden Paragraphen)
kaum versagen. Dieses System ist im wesentlichen nur eine Verall-
gemeinerung des frither fiir den engeren Pridikatenkalkiil aufgestellten
Systems.

Dieses System setzt sich folgendermaBen zusammen: I. Zunichst
gebrauchen wir als Grundformeln wieder die Formeln a) bis d) des Aus-
sagenkalkiils, die im 3. Kap., §5 angegeben waren. II. Den Grund-
formeln e) und f) des engeren Pridikatenkalkiils entspricht folgende
Regel zur Bildung von Grundformeln: Es seien G und H Variable von
irgendeinem Typ a, F eine solche vom Typ (2). Dann ist jede Formel

(I1,1) (G)F(G)—~F (H)
und jede Formel
(I1,2) F(H)—(EG)F (G)

eine Grundformel. (Der Fall, daB G den Typ ¢ hat, also eine Individuen-
variable ist, soll dabei eingeschlossen sein). III. Es kommen weiter
als besondere Gruppe fiir den erweiterten Pridikatenkalkiil Axiome,
die dem Auswahlaxiom der Mengenlehre entsprechen, und die die Ver-
allgemeinerung des Axioms g) sind, das wir schon frither beim Kalkiil

1 Das ergibt sich aus der bereits in § 1 dieses Kapitels zitierten Arbeit von
K. GOpEL.



§ 5. Der Stufenkalkiil. 125

der zweiten Stufe aufgestellt hatten. Es sei F eine Variable von irgend-
einem Typ @, G und L Variable irgendeines Typs b, 4 und H Variable
vom Typ (a,b), T eine solche vom Typ (b). Dann ist

(I11) (EH) {(F) [(EG) A(F, G)—~(EG)(H(F, G) & A(F, G)] &
&(F)(G)(L) [(H(F, G) & H(F, L))—~(T) (T (G)~ T (L)1}
eine Grundformel.

IV. Ferner seien L,, L,,..., L, Variable der Typen b, b,,..., b,
G und H Variable vom Typ (by, by, ..., b,) und A eine solche vom Typ
((0y, b, ..., b,)). Dann ist

(IV) (L) .. (L) [G(Ly .., L)y ~H(Ly, ..., L)]~>(A4(G)~A(H))

eine Grundformel. (Diese ,,Axiome der Extensionalitit*“ entsprechen
dem Bestimmtheitsaxiom der Mengenlehre.)

Die Regeln zur Ableitung neuer Formeln sind analog denen des
Priadikatenkalkiils. «1) und ) bleiben unverindert. Bei «2), y1), y2)
sind die Regeln unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB jetzt mehr
Typen von Variablen vorkommen, entsprechend zu &4ndern. Durch
die Erweiterung von «2) kann allerdings die frithere Regel «3) nicht
ganz ersetzt werden. Man muB daher das System der Grundformeln
noch durch die folgenden erweitern.

Es seien Gy, G,, ..., G, Variable irgendwelcher Typen a,, a,, .. ., a,,
F sei eine Variable vom Typ (4, 4, - . ., a,), (G, . .., G,) eine Formel,
die die freien Variablen G,, G,,..., G, enthilt. Dann ist jede Formel
der Gestalt
v) (EF)(G) ... (Ga) (F (G- .., G) ~ UGy, - .., Gy))
eine Grundformel. Diese Formeln (V) haben den Zweck, bei den Ab-
leitungen eine Formel mit freien Variablen, die ja ein individuelles Pradi-
kat darstellt, durch eine Pridikatenvariable zu ersetzen.

Benutzt man die Indexschreibweise, so kénnen die Formeln (V),
fiir die der Name Komprehensionsaxiom gebriuchlich ist, fortfallen.
Zu den Ableitungsregeln tritt dann die Verallgemeinerung der Regel «3)
des engeren Pridikatenkalkiils hinzu. Die Formeln (V) werden dann
beweisbar.

Ein anderer Weg als der hier fiir den Aufbau des Stufenkalkiils
beschrittene besteht darin, daB man beim formalen Aufbau grundsitzlich
nur einstellige Pridikate der verschiedenen Stufen zugrunde legt. Man
kann nimlich nach Kuratowski! z. B. ein zweistelliges Individuen-
pradikat als ein einstelliges Priadikat im Bereiche der geordneten Paare
(%, ¥) ansehen. Das geordnete Paar (x, ¥) wird (wenn wir hier der Be-
quemlichkeit halber die mengentheoretische Ausdrucksweise zugrunde

1 Kuratowskl, C.: Sur la notion de l'ordre dans la théorie des ensembles.
Fund. Math. Bd. 2 (1921).
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legen) definiert als die Menge, die als Elemente nur die beiden folgenden
Mengen enthilt: die Menge mit x als einzigem Element und die Menge
mit » und y als einzigen Elementen. Fiir die Definition dieser Mengen,
bzw. der entsprechenden Pridikate, ist nur das zweistellige Pradikat
der Identitit erforderlich, das sich aber (vgl. § 1 dieses Kapitels) wieder
auf einstellige Pradikate zuriickfithren 14Bt. Wir sind diesen Weg hier
im Stufenkalkiil nicht gegangen, weil bei diesem Aufbau ein Individuen-
pradikat F (%, y), das sonst von der ersten Stufe ist, als Pridikat von
einer verhiltnismdBig hohen Stufe erscheint. Im iibrigen ergibt aber
die Beschrinkung auf einstellige Pridikate manche formalen Vorteile.

Die Widerspruchsfreiheit des Stufenkalkiils 148t sich in einfacher
Weise durch eine Erweiterung des im 2. Kap., §9 angewandten Ver-
fahrens beweisen !.

§ 6. Anwendungen des Stufenkalkiils.

Der Stufenkalkiil kann in derselben Weise, wie dies im 3. Kap., § 11
fir den engeren Pridikatenkalkiil niher dargelegt wurde, zur Ableitung
der Folgerungen aus den Axiomen einer bestimmten Theorie benutzt
werden. Gegeniiber dem engeren Pridikatenkalkiil haben wir dann
eine erweiterte Ausdrucksfihigkeit hinsichtlich der Axiome und der
Folgerungen. Wir wollen diese Anwendung des Stufenkalkiils an einem
Beispiele erldutern.

Wir nehmen dazu die Grundlegung der Theorie der reellen Zahlen.
Die reellen Zahlen sollen dabei nicht durch ein eigenes Axiomensystem
eingefithrt, sondern auf die rationalen Zahlen zuriickgefiihrt werden.
Wir nehmen also die rationalen Zahlen als das System der Gegenstidnde
des Individuenbereiches, und denken uns passende Axiome fiir die
arithmetischen Grundbeziehungen im Gebiete der rationalen Zahlen,
wie Addition, Subtraktion, GréBerkleinerbeziehung usw. eingefiihrt.
In der Mathematik sind nun verschiedene Arten der Zuriickfiihrung
der reellen Zahlen auf die rationalen Zahlen gebriuchlich. Man definiert
z. B. eine reelle Zahl mit Hilfe einer Cantorschen Fundamentalreihe
oder durch einen unendlichen Dezimal-, bzw. Dualbruch. Fiir den An-
schluB an die Logik empfiehlt sich am meisten das Dedekindsche Verfahren

Nach DEDEKIND definieren wir eine reelle Zahl als einen ,,Schnitt®,
d. h. als eine Einteilung der rationalen Zahlen in zwei Klassen mit den
folgenden ,,Schnitteigenschaften‘:

1 Vgl. A. Tarski: Einige Betrachtungen iiber die Begriffe der w-Widerspruchs-
freiheit und der w-Vollstandigkeit. Mh. Math. Physik Bd. 40 (1933) und G.GENTZEN:
Die Widerspruchsfreiheit der Stufenlogik. Math. Z. Bd. 41 (1936). GENTZEN
benutzt den zuletzt erwiahnten Aufbau des Stufenkalkiils, bei dem nur einstellige
Pradikate vorkommen. Die Ubertragung seiner Methode auf unser Axiomen-
system bereitet aber keine sonderlichen Schwierigkeiten.
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1. Jede der beiden Klassen enthilt mindestens eine rationale Zahl.

2. In der ersten Klasse gibt es keine gréBte rationale Zahl.

3. Gehort eine Rationalzahl zur ersten Klasse, so gehéren auch
alle kleineren Rationalzahlen zur ersten Klasse.

Wir brauchen nun bei einer Einteilung der beschriebenen Art immer
nur die erste der beiden Klassen zu betrachten, und haben es dann mit
einer Menge von Rationalzahlen zu tun, welche sich mit Hilfe eines sie
definierenden Pridikates darstellen 148t.

Unter einer reellen Zahl verstehen wir dann eine Menge von ratio-
nalen Zahlen, fiir welche es ein definierendes Pridikat P gibt, das den
folgenden drei Bedingungen geniigt:

1. (Ex) P(x) & (Ex) P (%),

[, Die durch P(x) und durch P(x) bestimmten Klassen sind beide
nicht leer.”]

2. (){P(x)—>(Ey) (< (% 9) & P(y))}.

(»Zu jeder rationalen Zahl, welche die Eigenschaft P besitzt, gibt es
eine groBere, die gleichfalls die Eigenschaft P hat.“)

3. W{P®)—0) (< »—>Py)}

(,,Hat x die Eigenschaft P, so haben auch alle kleineren Rational-
zahlen y die Eigenschaft P.“)

Diese drei Bedingungen zusammen — wir kénnen sie durch das
Zeichen & vereinigt denken — machen die ,,Schnitteigenschaft eines
Pridikates aus. Diese Eigenschaft eines Pridikates wollen wir mit
Sc(P) bezeichnen. Zwei Pridikate P und Q mit den Eigenschaften
Sc(P) und Sc(Q) stellen dann und nur dann dieselbe reelle Zahl dar,
wenn die zu P und Q gehorigen Mengen gleich sind, d. h. wenn Aeq (P, Q)
zutrifft.

Jetzt konnen wir zunichst die GréBenbeziehung zwischen reellen
Zahlen einfithren. Fiir zwei Pridikate P, Q mit der Eigenschaft Sc
soll < (P, Q) gleichbedeutend sein mit Imp (P, Q), d. h. mit

(%) (P (%)~ Q (%)).
Oder in Formeln:
Sc(P) & Sc(Q) — (Imp (P, Q) ~ < (P, Q)).
Die Aussage < (P, Q) wird dann zu definieren sein durch
Sc(P) & Sc(Q) = (< (P, @)~ (Imp(P, Q) & Aeq (P, Q))).
Es 14Bt sich dann im Kalkiil beweisen, daB die beiden Beziehungen
=< (P, Q) und < (P, Q) transitiv sind. Ebenso lassen sich alle iibrigen
Eigenschaften ableiten, die fiir eine Ordnungsbeziehung charakteristisch
sind.
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Die Addition und Multiplikation reeller Zahlen 14Bt sich auf die
der rationalen Zahlen zuriickfithren. Das Priadikat

(Ey) (E2) (P(9) & Q(2) & (x =y + 2))
stellt die Summe,

(Ey) (E2) (P(9) & Q) & (v =y-2))
das Produkt der durch P und Q definierten reellen Zahlen dar.
(x=y+2 und x=1y-z sind hier dreigliedrige Grundpridikate im
Bereiche der Rationalzahlen.)

Wir sind jetzt imstande, die Begriffe der Beschrdnkthest und der
oberen Grenze einer Menge von reellen Zahlen in der iiblichen Weise
einzufithren. Eine Menge von reellen Zahlen wird dargestellt durch
ein Priadikatenpridikat A (P), das der Bedingung geniigt:

(P) (4 (P)~>Sc(P)) & (P) (Q) (4 (P) & Aeq (P, Q))—~4(Q)).

DaB eine Menge A (P) von reellen Zahlen nach oben beschrinkt ist,
bedeutet, daB es eine reelle Zahl gibt, die groB8er oder gleich jeder Zahl
der Menge ist; in Formeln:

(EP){Sc(P) & (Q) (4(Q)—>=(Q, P))},
wofiir wir zur Abkiirzung auch (EP) Sch(P, 4) schreiben, in Worten,
es gibt eine Zahl P, die eine obere Schranke der Menge A darstellt.

Wir wollen auch annehmen, daB A (P) mindestens ein Element
enthilt, daB also die Formel gilt:

(EP)A(P).
Den Satz von der oberen Grenze kann man nun so formulieren: Wenn
eine Menge von reellen Zahlen eine obere Schranke hat, so hat sie auch
eine kleinste obere Schranke.

Der mathematische Existenzbeweis fiir die obere Grenze, auf seine
einfachste Form gebracht, besteht darin, daB man zu der betrachteten
Menge reeller Zahlen, welche eine Menge von Mengen erster Stufe ist,
die Vereinigungsmenge bildet. Nach den Bemerkungen von §3 dieses
Kapitels driickt sich die zu A (P) gehorige Vereinigungsmenge aus
durch das Pridikat:

(EP)(P(x) & 4 (P)).

Wir wollen dieses Priadikat zur Abkiirzung mit Vg(x, A) bezeichnen.

Von dem Pridikat Vg(x, 4) soll also gezeigt werden, daB es eine
reelle Zahl darstellt, welche die obere Grenze der Menge A darstellt.

Wir miissen zuerst die durch Vg(x, A) bestimmte Menge iiber-
haupt als reelle Zahl erkennen.

Zunichst 148t sich leicht zeigen, daB die drei in Sc vereinigten Eigen-
schaften fiir Vg gelten. Wir geben die Ableitung fiir die erste Eigenschaft.
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Aus
(EP) A(P),
(P) (4 (P)—>Sc(P))
schlieBt man
(EP) (Sc(P) &A (P)).
Da
Sc(P)—(E x) P (x)
gilt, so hat man
(EP) ((Ex) P(x) & A(P)).
Die letzte Formel kann man umformen zu
(Ex) (EP) (P(x) &A (P)),
d. h.
(Ex)Vg(x, 4).

Desgleichen 1iBt sich zeigen:
(Ex)Vg(x,4), d.h. (Ex)(EP)(P(x)&A(P)).
Diese Formel liBt sich zunichst umformen zu
(Ex) (P) (A (P) — P(x)).
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Man hat nun, gemiB der Voraussetzung der Beschrinktheit der Menge 4,

(EP){Sc(P) & (Q) (4(Q)—~> < (0. P))}.
Ferner gilt

Sc(P)—(Ex) P(x),
also
(EP)Y{(E ) P(x) & Sc(P) & (Q) (4(Q) > < (@, P))}.
Aus der Definition von < (Q, P) ergibt sich leicht
< (Q, P) & Sc(Q) & Sc(P)—(x) (F(x)—»@(x))
(Q)(4(Q)— =< (0, P))

darf also in der vorletzten Formel durch

Q) [4(Q) > (P(n—->0®)]
oder auch durch 3 B

(®) (P(x)—>(Q) (4(Q >0 (%))
ersetzt werden. Aus der Formel

(EP){(E %) P(x) & Sc(P) & (%) [P(») > (Q) (4 (@)~ 0 (%))]}

gewinnt man dann

(Ex) (Q)(4(Q)—0Q(x))

(Ex) Vg(x, 4).
Damit ist fiir Vg(x, A) die erste Schnitteigenschaft bewiesen.
Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 9

d. h.
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In analoger Weise beweist man fiir Vg(x, 4) die Eigenschaften 2.
und 3. (auf S.127), so daB also Sc(Vg) gilt.

Wir zeigen nun

(P)(4(P)~> =< (P, Vg)),

d. h. die Vg entsprechende reelle Zahl ist eine obere Schranke fiir die
durch A (P) bestimmie Menge.

Setzen wir fiir Vg und < den definierenden Ausdruck ein, so ver-
wandelt sich diese Formel in

(P) (4 (P)—>(x) [P(x) > (EQ) (Q (x) & 4(Q))))

und durch Umformung in

(P) (#) (4 (P) & P(x)>(EQ) (4(Q) & Q(%))).
Die letzte Form 148t die Formel als eine Anwendung des Axioms (II,2),
S. 124, erkennen.
Es bleibt noch zu zeigen, daB Vg(x, A) die kleinste obere Schranke
darstellt, oder in Formeln:

(P){[Sc(P) & (Q) (4(Q) > =< (@, P))] > =< (Vg, P)}.
Ersetzen wir hier wieder alle Abkiirzungen durch ihre Definition,
so erhilt man:
P){[Sc(P) & (Q) (4 (Q) ~ () (Q(
- (9) [EP’ ( &A )]}
Man kann hier das Allzeichen (x) nach vorn brmgen, erha.lt also:

P){[Sc(P) & (%) (Q) (4(Q) & Q (%) - P(x))]
—(9) (EP) (P'(9) & A(P)) > P(y))} -

Diese Formel kénnen wir mit Hilfe der Verallgemeinerung der
Formel (22), S. 59, ableiten.

Die angegebenen Beispiele mégen geniigen, um zu zeigen, daf der
Stufenkalkiil das geeignete Mittel ist, um die SchluBweisen der Analysis
zum Ausdruck zu bringen. Ein vollstindiger Aufbau der Grundlagen
der Mathematik mit Hilfe des Stufenkalkiils ist von WHITEHEAD und
RuUssSELL gegeben worden?, deren Uberlegungen allerdings durch den
Gebrauch der in §4 erwihnten verzweigten Typentheorie unnétig
kompliziert werden. Jedoch bereitet die Elimination dieser Theorie
aus den Deduktionen der Verfasser keine besonderen Schwierigkeiten.

1 WHITEHEAD, A.N. u. B. RusserLrL: Principia Mathematica, 2. Aufl. Cam-
bridge 1925—1927.
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Nebst einer Lebensgeschichte. Mit 12 Abbildungen. VII, 435Seiten. 1935. RM 45.—

Vorlesungen iiber Grundlagen der Geometrie. von Kurt
Reidemeister, o. 6. Professor der Mathematik an der Albertus-Universitit in
Konigsberg. (Grundlehren, Bd. XXXII.) Mit 37 Textfiguren. X, 147 Seiten.
1930. RM 9.90; gebunden RM 11.34

Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Von Moritz Pasch t, weil.
Professor an der Universitait GieBen. Zweite Auflage. Mit einem Anhang
Die Grundlegung der Geometrie in historischer Entwicklung von Max Dehn,
Professor an der Universitat Frankfurt a. M. (Grundlehren, Bd. XXIII .) Mit ins-
gesamt 115 Abbildungen. X, 275 Seiten. 1926. RM 14.85; gebunden RM 16.20

Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie. von Felix
Kleint. Fiir den Druck neu bearbeitet von W. Rosemann. (Grundlehren,
Bd. XXVI.) Mit 237 Abbildungen. XII, 326 Seiten. 1928.

RM 16.20; gebunden RM 17.55

Moderne Algebra. Von Dr. B. L. van der Waerden, o. Professor der
Mathematik an der Universitit Leipzig. Unter Benutzung von Vorlesungen
von E. Artin und E. Noether.

Erster Teil. (Grundlehren, Bd. XXXIII) Zweite, verbesserte Auflage.
X, 272 Seiten. 1937. RM 15.60; gebunden RM 17.20
Zweiter Teil. (Grundlehren, Bd. XXXIV). VII, 216 Seiten. 1931.

RM 13.50; gebunden RM 14.94

Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung.
Mit Anwendungen auf algebraische Zahlen und Gleichungen sowie
auf die Krystallographie. Von Andreas Speiser, ord. Professor der Mathe-
matik an der Universitat Ziirich. (Grundlehren, Bd.V.) Dritte Auflage.
Mit 41 Abbildungen. X, 262 Seiten. 1937. RM 15.—; gebunden RM 16.50

Topologie. Von Paul Alexandroff, Professor der Mathematik, und Heinz Hopf,
Professor der Mathematik.
Erster Band: Grundbegriffe der mengentheoretischen Topologie. Topologie der
Komplexe. Topologische Invarianzsitze und anschlieBende Begriffsbildungen.
Verschlingungen im #-dimensionalen euklidischen Raum. Stetige Abbildungen
von Polyedern. (Grundlehren, Bd. XLV.) Mit 39 Textabbildungen. XIV,
636 Seiten. 1935. RM 45.—; gebunden RM 46.80

Zu beziehen durch jede Buchhandlung
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Einfachste Grundbegriffe der Topologie. Von Paul Alexandrof.

Mit einem Geleitwort von David Hilbert. Mit 25 Abbildungen. V, 48 Seiten.
1932. RM 3.60

Elementarmathematik vom hsheren Standpunkte aus. Von
Felix Kleint.
Erster Band: Arithmetik. Algebra. Analysis. Ausgearbeitet von E. Hellinger.
Fir den Druck fertiggemacht und mit Zusitzen versehen von Fr. Seyfarth.
(Grundlehren, Bd. XIV.) Vierte Auflage. Mit 125 Abbildungen. XII,
309 Seiten. 1933. RM 15.—; gebunden RM 16.50
Zweiter Band: Geometrie. Ausgearbeitet von E. Hellinger. Fiir den Druck
fertiggemacht und mit Zusitzen versehen von Fr. Seyfarth. (Grundlehren,
Bd. XV.) Dritte Auflage. Mit 157 Abbildungen. XII, 302 Seiten. 1925.
RM 13.50; gebunden RM 14.85
Dritter Band: Prézisions- und Approximationsmathematik. Ausgearbeitet von
C. H. Miiller. Fiir den Druck fertiggemacht und mit Zusitzen versehen von
Fr. Seyfarth. (Grundlehren, Bd. XVI.) Dritte Auflage. Mit 156 Abbildungen.
X, 238 Seiten. 1928. RM 12.15; gebunden RM 13.50

Anschauliche Geometrie. Von D. Hilbert und S.Cohn-Vossen. (Grund-
lehren, Bd. XXXVII.) Mit 330 Abbildungen. VIII, 310 Seiten. 1932.
RM 24.—; gebunden RM 25.80

Von Zahlen und Figuren. Proben mathematischen Denkens fiir Lieb-
haber der Mathematik. Ausgew#hlt und dargestellt von Prof. Hans Rademacher
und Prof. Otto Toeplitz. Zweite Auflage. Mit 129 Textfiguren. VII, 173 Seiten.
1933. Gebunden RM 7.80

Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik

im 19. Jahrhundert. Von Felix Klein 1.
Teil I (Grundlehren, Bd. XXIV). Fiir den Druck bearbeitet von R.Courant und
0. Neugebauer. Mit 48 Figuren. XIII, 385 Seiten. 1926.
RM 18.90; gebunden RM 20.25
Teil II (Grundlehren, Bd. XXV): Die Grundbegriffe der Invariantentheorie
und ihr Eindringen in die mathematische Physik. Fiir den Druck bearbeitet
von R. Courant und St. Cohn-Vossen. Mit 7 Figuren. X, 208 Seiten. 1927.
RM 10.80; gebunden RM 12.15

Vorlesungen iiber Geschichte der Antiken Mathema-

tischen Wissenschaften. von 0. Neugebauer, Kopenhagen.

Erster Band: Vorgriechisché Mathematik. (Grundlehren, Bd. XLIII.) Mit

61 Figuren. XII, 212 Seiten. 1934. RM 18.—; gebunden RM 19.60
(Ein zweiter Band: Antike Astronomie, und

ein dritter Band: Griechische Mathematik, befinden sich in Vorbereitung.)

Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungenmathematischen
und philosophischen Inhalts. Mit erliuternden Anmerkungen sowie mit
Erginzungen aus dem Briefwechsel Cantor-Dedekind. Herausgegeben von
Ernst Zermelo nebst einem Lebenslauf Cantors von Adolf Fraenkel. Mit
einem Bildnis. VII, 486 Seiten. 1932. RM 48.—
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