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Vorwort. 
Als der Eisenbetonbau die ersten Schwierigkeiten über­

wunden hatte und sich immer neue Gebiete zu erschließen wußte, 
fand er, nachdem sein elastisches Verhalten einwandfrei nachge­
wiesen und praktisch erprobt war, in der für den älteren Eisenbau 
weit ausgebildeten Theorie eine bedeutende Unterstützung. 
So konnten auch die ihm in besonderem Maße eigentümlichen 
Rahmenbauten nach dem Satze von Castigliano in der von 
Müller-Breslau gegebenen Fassung berechnet werden. 

Während aber im Eisenbau dieses Rechnungsverfahren auf 
größere Bauwerke beschränkt bleibt, die infolge der Möglichkeit, 
zwangslos Gelenke einzufügen, nur wenig statisch unbestimm­
bare Größen aufweisen, bilden Steifrahmen eine im Eisenbetonbau 
täglich vorkommende Bauform, deren einfache Berechnung· 
daher in besonderem Maße wünschenswert erscheint. Es entsprach 
daher einem frühen Bedürfnisse, für die einfacheren, häufig 
vorkommenden Fälle fertige Formeln zu besitzen, wie sich solche 
unter· anderem im Handbuch für Eisenbetonbau und im Beton­
kalender finden. Kamen jedoch hiervon abweichende Bauwerke 
vor, so mußten mehr oder weniger willkürliche Annahmen ge­
macht werden, wobei namentlich häufig im schroffen Gegen­
satze zu den tatsächlichen Verhältnissen Gelenke in Rechnung 
gestellt wurden, andernfalls eine weitläufige und wenig über­
sichtliche Berechnung, von dem oben erwähnten Satze Casti­
glianos ausgehend, erforderlich war. Diese Schwierigkeiten 
wuchsen namentlich bei mehrstieligen Rahmenkonstruktionen, 
da die statische Unbestimmtheit mit der Stützenzahl rasch 
zunimmt, die Anwendung fertiger Formeln aber naturgemäß 
auf allereinfachste Fälle beschränkt bleiben muß. Es wurden daher 
mehrfach erfolgreiche Versuche unternommen, solche Aufgaben 
in einer allgemeinen, für die Praxis brauchbaren Weise zu lösen. 
Auch 'die vorliegende Arbeit strebt dieses Ziel, jedoch auf einem 
etwas anderen 'Vege an, wobei, von der unmittelbaren geometri-
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sehen Anschauung ausgehend, zwischen den elastischen Form­
änderungen Beziehungen zur Bestimmung der überzähligen auf­
gesucht wurden. 

Der Einfluß des Trägheitsmomentes fand eine eingehende 
Würdigung, namentlich wurde gezeigt, wie die Wirkung der Vouten 
in einfacher Weise ohne Mehraufwand an Rechenarbeit berück­
sichtigt werden kann, wobei eine weitgehende übereinstimmung 
mit den tatsächlichen Verhältnissen nachgewiesen werden konnte. 
Weiterhin wurden für jeden Riegel sechs, für jede Stütze je 
nach Art der Auflagerung eine oder drei, von der Belastung unab­
hängige Grund werte der elastischen Formänderung fest 
gelegt, mit deren Hilfe dann die weitere Berechnung durchgeführt 
werden kann, ohne daß auf eine Veränderlichkeit des Trägheits­
momentes mehr Rücksicht zu nehmen ist. 

Nachdem in den beiden ersten, den zweistieligen Rahmen 
und den durchlaufenden Balken behandelnden Teilen diese 
Grundlagen entwickelt wurden, konnte im dritten Teile das Ver­
fahren zur Berechnung mehrstieliger Steifrahmen vorge­
führt werden. Schließlich wurden im letzten Teile einige ein­
fachere, häufig vorkommende Fälle von Stockwerksrahmen 
behandelt, soweit solche zwanglos an die vorangehenden ange­
schlossen werden konnten. 

Die entwickelten Formeln, die eine für die Praxis ge­
eignete Fassung erhielten und deren Werte durch einfache 
Kontrollen erhöht wurden, besitzen den Vorzug großer Un­
empfindlichkeit, so daß nahezu stets der Rechenschieber ge­
nügend genaue Ergebnisse lidern wird. Ihr Gebrauch wurde 
an Hand mehrerer vollständig durchgerechneter Zahlenbeispiele 
erläutert. Da der eingeschlagene Weg verhältnismäßig schnell 
zum Ziele führt, konnte auf Angabe von Näherungsverfahren um­
so mehr verzichtet werden, als der zulässige Grad der Verein­
fachung nur auf Grund der jeweiligen Verhältnisse bestimmt 
werden kann. Desgleichen wurde von einer .Formelsammlung 
für Sonderfälle abgesehen, da solche Aufgaben nach dem hier dar­
gestellten Verfahren ebenso schnell erledigt werden können. 

Wien, Oktober 1913. 
Rossin. 
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1. Begriffserklärung. 
Je nach Art der Auflagerreaktionen können die ebenen 

Systeme in Balken und in Bogen eingeteilt werden. Bei den 
ersteren erzeugen lotrechte Lasten stets auch nur lotrechte Auf­
lagerdrucke, dagegen üben die Bogen auf ihren Unterbau überdies 
noch einen seitlichen Schub aus, welcher daher mit Recht, da nur 
den Bogen eigentümlich, als Bogenkraft bezeichnet wird. Sie 
können wieder in Gewölbe oder Bogen im eigentlichen Sinne 
und in Steifrahmen unterschieden werden, je nachdem ihre 
Achse nach der Drucklinie geformt ist oder von derselben be­
deutend abweicht, so daß im Verhältnis zu den Normalkräften 
große Biegungsmomente auftreten. Ein grundsätzlicher Unter­
schied besteht danach zwischen den beiden Bogenformen nicht. 
Äußerlich unterscheiden sich die Steifrahmen von den stetig ge­
krümmten Gewölben durch ihre eckigen Formen. Es werden daher 
nach dem heutigen Sprachgebrauche auch solche Systeme zu den 
Rahmen gerechnet, deren Achsen zwar ebenfalls mit der Druck­
linie zusammenfallen, jedoch einen gebrochenen Linienzug auf­
weisen; für diese haben sich auch die Ausdrücke" Bockgestelle " 
oder auch kurz "Böcke" eingebürgert. 

Durch Anordnung von Zwischenstützen können ent­
sprechend den mehrfachen Bogenstellungen, mehrschiffige 
Rahmen gebildet werden; üblicher jedoch ist es, dieselben nach 
der Anzahl der Stützen als 3-, 4-, ... n-stielige Rahmen zu 
bezeichnen, wobei stets 2 Außenstützen mitgerechnet werden, 
auch wenn zufällig solche nicht vorhanden. 

Der Einfluß der Normal- und Querkräfte, der auf die Form­
gebung der Gewölbe von nur untergeordneter Bedeutung ist, 
wird bei den Steifrahmen gegenüber dem der Momente ver­
schwindend gering, so daß derselbe in der vorliegenden Arbeit 
gänzlich unberücksichtigt blieb. 

R 0 s Sill, SteifrahmeIl. 
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I. Der zweistielige Rahmen. 
2. Grundgleichungen des Zweigelenkrahmens. 

Der in Fig. 1 skizzierte Rahmen sei in A und B gelenkig 
und unnachgiebig gelagert und habe im übrigen eine beliebige 

Fig. 1. 
R 

~------------l ------------~ 

x 

I'i!!. I a. 

Form. Ein Element seiner Achse an der Stelle R sei niit dz, 
dessen Elastizitätsmodul, Querschnitt und Trägheitsmoment mit 
E, Fund J bezeichnet, und sei durch den lotrechten Abstand 

R - R' = Y von der Kämpferlinie A-B und durch den wage-
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rechten Abstand x von der durch A gelegt gedachten Senk­
rechten festgelegt. Das vorliegende System ist statisch einfach 
unbestimmt, da die Auflagerdrucke in A und B nach Größe und 
Richtung unbekannt sind und zur Bestimmung dieser 4 Werte 
nur 3 statische Gleichungen zur Verfügung stehen. Das statisch 
bestimmte Hauptsystem soll dadurch gebildet werden, daß das 
feste Auflager in B in ein Gleitlager verwandelt und als statisch 
unbestimmte Größe die wagerecht wirkenden Bogenkräfte X in 
A und B angebracht werden (Fig. la). Die Größe dieser Kraft 

--~- IR'R~ 
~iitf r-r-----.l-:x'----'"i 
~---------l:----...j, 1 

Fig.2. 

kann dann aus der Bedingung gefunden werden, daß die Summe 
der Verschiebungen des Punktes Binfolge Einwirkung der am 
Rahmen angreifenden äußeren Kräfte P und der Rogenkraft X 
null sein muß. 

Es möge daher zunächst für das Hauptsystem eine Beziehung 
zwischen dem Momente an einer beliebigen Stelle R und der · 
wagerechten Verschiebung von B abgeleitet werden. 

Der Rahmen sei vorlänfig in A festgehalten und sein Auflager 
in B entfernt, so daß sich' dieser Teil ungehindert bewegen kann 
(Fig. 2). Wird nun eine solche Belastung angebracht, daß nur 
über dem Element dz in R ein Moment M vorhanden ist, so 

wird an dieser Stelle die Krümmung der Achse :~ ~, die 

Tangente an die elastische Linie 
1 ,', 
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dy 
dep == -

dz 
Mdz 
EJ 

betragen. Um diesen Winkel wird sich daher die Rahmemwhse 
verdrehen, während die übrigen Rahmenteile ihre urspsüngliche 
Form beibehalten werden. Der Punkt D wird sich, wenn die 

Sehne R-B = r gesetzt wird, um das Maß B - B' = r dep 
verschieben. Wird auf der Geraden A - B ein Lot errichtet 
und dieses mit einer durch B' gelegten Wagerechten zum Schnitt 
gebracht, so ist LiB R R' -- LiB B' B", da je zwei Geraden zu 

einander senkrecht stehen. Es verhält sich also B R : R R' 

B B' : B' B". Hieraus 

RR'·BB' My dz 
B' B" = = y. dep = = dLi 

BR EJ 

Da AB = AB", so stellt dieser Ausdruck die wagerechte Ver­
schiebung von B gegen A dar. Wird durch B' eine Parallele zu 
ABgelegt, welche die Gerade AB" in B'" schneidet und wird 

von R ein Lot auf die Gerade AB gefällt, welches diese in R" 
trifft, so ist nach dem oben angezogenen Satze LiB R R" -­
LiB B' E". Wird ferner durch Beine Wagerechte gelegt, die die 
Gerade R R' in R'" trifft, so ist auch, da <if- R' R R" = <if- R ' B R"'l), 

-- --
LiB R R" -- LiB R R"'. Aus den Beziehungen B B'" : B B' 

-- --
~ B R" : B R = B R'" : B R folgt daher 

und 

B BI/' = B B'· B R'" = (1- x) . d<p 
BR 

<if- B'" A B = da = B B'" = dep . 1 - x = ~. I - x . dz 
AB I EJ 1 . 

Als ebenso groß kann auch <if- B' A B angenommen werden, da 
die Punkte B' und B"' unendlich nahe beieinander liegen. 

Soll nun die Bedingung, daß das Auflager in B in lotrechtem 
Sinne unverschieblich sei, zur Geltung gebracht werden, so muß 
dem ganzen System eine Drehung um den Winkel da erteilt 
werden. Es wird sich also um diesen Winkel die Tangente an 
die Rahmenachse in A gegen die Kämpferlinie verdrehen. Ebenso 
erfährt die Tangente in B eine Drehung um 

') Der Boweis kann mit Hilfo des Satzes dos Menolaus geführt wNden. 
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do' = do - dcp = :J' ~ . dz. 

Herrschen über sämtlichen Elementen der Rahmenachse Momente 
M, so lauten die Gleichungen der drei Grundwerte der 
elastischen Formänderungen: 

Gegenseitige Verschiebung der Kämpfer in wagerechtem 
Sinne 

I 

ß = 5~'Y'dz EJ 
o 

Drehung der Tangento in A 

r M I-x 
0= JEJ·-I-·dz 

Drehung der Tangente in B 
I 

(la) 

(lb) 

0' = 5 EMJ . ~ . dz (lc) 
o 

Werden die M01~lente des statisch bestimmten Hauptsystems 
mit WC bezeichnet, so lauten obige Gleichungen 

I 

ß o = 5 WC • Y . dz 
EJ 

o 
I r WC I-x 

00 = J E J . -1- . dx 
o 
I 

0'= 5 WC ·~.dz 
o E J 1 

o 

(2) 

Entsprechend den positiven Werten von W1 wird eine Ver­

größerung von AB und eine Drehung der Tangenten nach ab­
wärts, also für A im Sinne des Uhrzeigers, für B im entgegenge­
setzten Sinne, positiv gemesseri. 

Wird die Bogenkraft X als eine äußere Kraft angesehen, 

die die lotrechten Auflagerdrucke A = - X .. ~ und B = + X· f 
erzeugt (Fig. la), so ist das Moment an beliebiger Stelle 
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Mx = X· y. Die Momentenfläche infolge X erscheint also 
durch eine von der Rahmenachse und der Kämpferlinie 
eingeschlossene Fläche dargestellt, die kurz als Rahmen­
fläche bezeichnet werden möge. Werden die Werte von Mx 
ebenfalls in die Gleichungen (1) eingesetzt, so ergeben sich die 
Grundwerte der elastischen Formänderung für das mit der Bogen­
kraft X belastete Hauptsystem zu 

) 

ß = X. ly2 dz 
x J E J 

'0 
) 

8. = x·Sl. I - X ·dz 
x E J I 

o 
(3) 

) 

8'=X'SL'~'dZ 
x E J I 

o 
Die Ausdrücke 

e = sy2 dZ 

EJ 

f y I-x '5 y x _. -·--·dz und;t = -·-·dz 
EJ I . EJ I ' 

~ 

die der Bogenkraft X = 1 entsprechen und nur von der Rahmen­
form, nicht aber von der Belastung abhängen, brauchen für jedes 
System bloß einmal ausgewertet zu werden. 

Gemäß der vorhin für vollkommen unnachgiebige und ge­
lenkige Lagerung festgesetzten Bedingung, daß die Summe aller 
Verschiebungen des Punktes B Null werden muß, ist die Größe 
von X aus 

AO + X· e = () (4) 
zu bestimmen. 

Sind die Rahmenwiderlager jedooh nioht vollkommen un­
versohieblieh, findet vielmehr eine gegenseitige Verschiebung 
derselben in wagereohtem Sinne um das Maß A + A' statt, 
wobei durch den ersten Wert unelastische, etwa von Setzungen 
herrührende Bewegungen zusammengefaßt sind, während durch 
das zweite Zeichen die von der Rahmenbelastung abhängigen 
Verschiebungen ausgedrückt werden, so erhält die obige Glei­
chung (4) die erweiterte Form: 

ßO + X e - A - A' = 0 (4a) 
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Sind beispielsweise die Auflager durch eine I' lange Zugstange 
vom Elastizitätsmodul Ee und von Querschnitte Fe verbunden 

X·l' 
(Fig. 3), so beträgt A' = - --, während A verschwindet. 

Ee Fe 
Gleichung (4a) lautet jetzt 

AO + X (0 + _1'_) = 0 
Ee Fe 

Fig.3. 

(4b) 

3. Grundgleichungen des vollständig eIn­
gespannten Rahmens. 

Im vorigen Abschnitte wurde die Annahme gemacht, daß 
der Rahmen in A und B frei drehbar sei. Falls er jedoch mit den 
Widerlagern steif verbunden wird (Fig.4), so sind bekanntlich 
2 X 3 = 6 Auflagergrößen vorhanden, denen nur 3. statische 
Gleichungen gegenüberstehen, wodurch das System dreifach 
statisch unbestimmt wird. AlB Hauptsystem diene wieder der 
einfache Balken, während als überzählige die Einspannungs­
momente [I. und [1.' sowie die Bogenkraft X gewählt seien. Diese 
möge. jedoch nicht unmittelbar an den Auflagerpunkten a.n­
greifen, sondern in Punkten Ka und K b von starren Scheiben, 
welche an die Rahmen in A und B steif angeschlossen zu denken 
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Fig.4. 

Fig.4a. 

Fig.5. 

Fig. va. 

sind (Fig.4a)1). Die Punkte K a und Kb mögen über A und B 
in lotrechten Abständen t und t' liegen, über deren Größe später 
m geeigneter Weise verfügt werden wird. 

1) Dieses Verfahren wurde bereits von Dr.-Ing. M. Ritter in seinem 
Buche über "vollwandige Bogenträger ohne Scheitelgelenk", 
Berlin 1909, eingeführt. 
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Es mögen zunächst wieder die drei Grundwerte der 
elastischen Formänderungen für verschiedene Belastungszuständs 
abgeleitet werden. 

Für die von der Belastung abhängigen Größen ~o, ao und ao' 
ergeben sich die im vorigen Abschnitte abgeleiteten Ausdrücke 
der Gleichungen (2), da für beide Untersuchungen das gleiche 
Hauptsystem gewählt wurde. 

Wird das Hauptsystem mit dem Momente !l. belastet, so 

entstehen in der Rahmenachse die Momente M = !l.' 1 1 x, 

Die Momentenfläche kann daher durch ein Dreieck von der 
Höhe !l. über der linken Stütze dargestellt werden und ist von 
der Form der Rahmenachse unabhängig (Fig, 5), Durch Ein­
führung dieses Wertes in die Gleichung (1) erhält man: 

1 

~p. = !l. SL ,I - x, dz = !l. % 
EJ 1 

o 
1 

5 (1- X)2 dz 
ap' = !l. 12 'EJ = !l. Tu 

o 
1 

a,: = 11. 5 (1- x) x, dz = 
r r -12-EJ !l.Tba 

o 
Ebenso entsprechen einem Momente !l.' (Fig. 5a): 

1 

~p.' = !l. I 5 :J' 7 ,dz = !l.' %' 
o 

1 

'1- , 5 x (1- x) dz , 
Op.' = !l. 12 'EJ =!l. Tab 

o 
1 

'1-' '5 x2 dz , 
0/<' =!l. 12'EJ = !l. Tbb 

o 

(5) 

(6) 

Der erste Index von T bezeichnet hierin das Auflager, dessen 
Tangente eine Drehung erfährt, während der zweite auf das diese 
Drehung verursachende Moment verweist, In den beiden letzten 
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Gleichungen (3) und den ersten Gleichungen (5) und (6) erscheinen 
die Überzähligen mit den gleichen Beiwerten st und st' behaftet; 
dies hätte auch unmittelbar aus dem Maxwellschen Satze ge­
folgert werden können., ' Aus dem gleichen Grunde muß auch 
"ab = "ba sein. 

Wird der lotrechte Abstand eines Punktes R der Rahmenachse 
l-'--xx 

von der Geraden K a - K b mit y" = y - t -1- - t ' T be-

zeichriet (Fig. 4a), so beträgt das Moment infolge X Mx = X . y' 
und kann durch eine von der Rahmenachse und der' Geraden 

Ka - K b eingeschlossene Fläche dargestellt werden. Für die 
gegenseitige Verschiebung der Punkte K a und K b 'gilt die Glejchung 

D.x ' = X tr; . dz = X· 0' (7a) 
o 

Die Drehung der starren Scheiben in K~ und K b, somit auch 
der Tangenten in A und B kann nach Gleichung (1) gefunden 
werden zu 

J , S I I-x dz 
Ox = X Y -1-'EJ 

o 
J J, J 

= X {S 1-· x . dz .-:. S (1- X)2 . dz _ . I IX (1- x) dz} 
y I EJ t 12 EJ t 12 EJ , 

o 0 0 

= X {st -t "an - t ' "ab} (7b) 
J 

o I = X S I~. dz . 
x Y I E J 

o 
J I I 

= X {Sy 7 :~ -tS(l ~2X) X :~-t'\722 :~} 
o 0 ~' 

= X {st' - t't"ba - t' "bb} (7c) 

Die Integrale sind nur über die Rahmenachse, nicht aber über 
die Abschnitte t und t ' der Scheiben zu erstrecken, da für diese 
gemäß der gemachten Annahme der Starrheit J = 00 ist, somit 
deren Beitrag zum Jntegrale N uU wird. 

Nachdem wir jetzt inder Lage sind, die elastischen Drehun­
gen der starren S,cheipen und die gegen;;eitige V erschie bung 
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ihrer Punkte K a und Kb für äußere Lasten sowie für eine ~elastung 
durch die Überzähligen X, [1. und-[1.' zu bereclmen'; ,so ist eS'Jlns.ein 
Leichtes, auch die Größen der letzteren zu bestilnmen. Denn 
die Gleichungen zur Bestimmung. derselben ,sind aus . der Bedin­
gung abzuleiten,' daß auch nach erfolgte:c Formänderung beide 
Scheiben ihre urspsüngliche Lage einnehmeh .. Es- muß daher-der 
gegenseitige Abstand der Punkte Ka und Kb gewahrt bleiben 
und die Summe aller Winkeländerungen in A und B Null sein. 

Die Bedingungsgleichungen lauten somit 

ß o - ~o t - ~o' t' + X 0 +. [1. (sr - t "a a - t' '''b a) 

+ [1.' (sr' - t "ab ~ t' "bb) 

~o + X (sr - t "a.a - t' "ba) + [1. "aa + [1.' "ab == 0 

~o' + je (sr' - t "ab - t' "bb) + [1. "ba + [1.' "bb =ü 

o 
(8) 

Bisher hatten wir keine Bestimmungen über die Größe von 
t und t' getroffen. Diese sollen nun so gewandt werden, daß in 
der ersten Gleichung die (unterstrichenen) Beiwerte v'on [1. und [1.' 

in den beiden anderen diejenigen von X zum Verschwinden 
gebracht werden, wodurch der für die Berechnung wichtige 
Vorteil erreicht wird, daß die Einspannungsmomente und die 
Bogenkraft X voneinander unabhängig werden. Es muß somit 
erfüllt sein: 

sr-t"aa-t'''ba = O} 
sr-t"ab-t'''lJb = 0 

(9) 

Es wird sich häufig als zweckmäßig erweisen, dem Integrale 
der Gleichung (7a) eine etwas geänderte Form zu geben ... Wir 
können schreiben: 

1 1 

0' - S' '2 dz - 5 ( , . 1 - x . t i X)2 dz " - Y EJ - Y -t-l --·-J-· EJ 

o 
1 

5 ,(, 1 - x , x) dz-= y Y -t-I--t T EJ 

o 

SI 1 - x ( 1 .-x x) dz 
-t -- y'-t---t'- --

I 1 1 EJ 
o 
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, Si X (, 1- x , X) dz -t Ty-t-I--t TEJ 
o 

= 0 -t %-t'%'-t (%-t"aa -"ab) -t' (%' - t "ab t' 't"bb) 
= 0 -t%-t':;t'. (10) 
Die Größen von t und t' können auch aus dem Maxwellschen 

Satze der Gegenseitigkeit der Formänderungen abgeleitet werden. 
Belasten wir den Rahmen in B mit [1. = 1, so werden sich die 

---
Punkte A und B in ihrer wagerechten Projektion um %' = B - B' 

B' 

X~ 
I 

Fig.6. 

entfernen; zugleich werden sich ihre Tangenten, somit auch die 
mit ihnen steif verbundenen Scheiben um "ab und 't"bb drehen 
(Fig.6). Dabei werden die Punkte Ka nach Ka' und K b nach Kb' 
fallen und sich in ihrer wagerechten Projektion um die Strecke 
%' - t "ab - t' "bb voneinander entfernen. Ebenso kann für 
eine Belastung mit (J. = 1 diese Verschiebung zu % - t 't"aa - t' 't"ba 
gefunden werden. Wird dann t und t' so bestimmt, daß bei 
Belastung des Systems mit [1. oder mit [1.' die gegenseitigen Ver­
schiebungen von Ka und Kb jedesmal Null werden, also dort 
angreifende Kräfte, in unserm Falle X, keine Arbeit leisten, so 
werden auch die letzteren keine Arbeitdeistung der Momertte 
[1. und [1.', also keine Drehung der Tangenten in A und B bewirken 
können. 
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4. Die EOJo-fachen Formänderungen und deren 
geometrische Deutung. 

Alle bisher abgeleiteten Formeln der Grundwerte sind im 
Nenner mit dem Elastizitätsmodul E und dem Trägheitsmomente J 
behaftet. Es erscheint daher geboten, deren Einfluß näher zu 
untersuchen. Der Elastizitätsmodul wird wohl stets als für alle 
Bauteile unveränderlich anzunehmen sein. Auch wird seine 
Berücksichtigung bei Bauwerken von verschiedenem Materiale, 
z. B. eiserne Zugstange bei einem Eisenbetonträger (vgl. Gleichung 
(4 b) auf S. 7), keinerlei Schwierigkeiten bereiten. Hingegen 
ist bei Bauwerken in Eisenbeton, für welche die hier behandelten 
Systeme besonders in Frage kommen, die genaue Bestimmung 
des Trägheitsmomentes schwieriger als bei reinen Eisenbauten, 
da gewisse Fragen, wie Anteil der Druckplatte beim T-Quer­
schnitt oder Mitwirken der Betonzugzone, noch ungeklärt sind 
und wohl kaum je vollständig zu beantworten sein werden. Diesen 
rein theoretischen Schwierigkeiten steht aber die Tatsache 
gegenüber, daß eine mäßige Änderung des Trägheits­
momentes stets von verschwindendem Einfluß ist. 
Andererseits nimmt das Trägheitsmoment mit wachsender Balken­
höhe sehr ra~ch, etwa in der dritten Potenz, zu, so daß es nur in 
wenigen Fällen zulässig sein wird, dasselbe für alle Querschnitte 
konstant anzunehmen. Es wird sich daher empfehlen, wohl den 
Einfluß des Trägheitsmomentes zu berücksichtigen, jedoch be­
züglich der genauen, die Berechnung erschwerenden Ausdrücke 
vereinfachende Annahmen zu machen. Bei den weiteren Unter­
suchungen, namentlich bei den Beispielen, soll noch des näheren 
auf diese Fragen eingegangen werden. 

Für die Durchführung der Zahlenrechnung ist es vorteilhaft, 
alle Glieder mit EO JO zu multiplizieren, wobei unter EO ein 
ideeller Elastizitätsmodul, unter JO ein ideelles Trägheitsmoment 
zu verstehen ist. 

Ferner sei 
dx EOJo 1 

dz = -- und --.-- =.& 
cos <p E J cos <p 

gesetzt. Hierin bedeutet <p den Winkel, den die Rahmenachse mit 
der Wagerechten einschließt, .& einen Zahlenwert, der sich im 
allgemeinen von Querschnitt zu Querschnitt ändert. Für lotrechte 
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Querschnitte wird ·8·· dx =·00' 0, also unbestimmt, es muß 
daher 

dy EO JO 1 
dz = -- und --.-- = .& 

sin cp E J sin cp 5 

eingeführt werden. Auch für Bauteile, welche wenig vom Lote 
abweichen, ist die Benutzung dieser Form zu empfehlen. 

Die Integrationen sind für diese beiden Fälle gesondert 
durchzuführen. Um daher die weiteren Untersuchungen allgemeiner 
gestalten zu können, werden in der Folge die beiden Endteile der 
Rahmen senkrecht genommen und als Stützen bezeichnet, 
während unter dem Riegel das die beiden Stützen verbindende 
Stück zu verstehen ist. 

An Stelle der in den beiden vorangegangenen Abschnitten 
abgeleiteten Integrale für die elastischen Formänderungen treten 
jetzt neue Ausdrücke, nämlich deren EOJo-fachen Werte, die 
als Raumgrößen, Flächen und Strecken gedeutet werden 
können. Dies gilt auch von den von der Belastung abhängigen 
Gliedern, falls die Momente jedesmal als Längen angesehen 
werden. . 

Für den in Fig. 7 skizzierten Rahmen, der durch beliebige 
Kräfte belastet sein möge, sind in den Fig. a, bund c die Momente 
ffn durch volle und deren .&-fachen Werte durch punktierte Linien, 
die nach .& verzerrten Momentenlinien, dargestellt. Für 
diese Belastung erhalten die EOJo-fachen Grundwerte der elasti­
schen Formänderung die Form: 

1 s' 

EO JO 110 = IIO = S.& ffn y dy + S.& Wl y dx + S .& ffn y dy 

000 
1 

EO JO ~O = II = S.& ffn dy + S.& Wl i I x dx 

o 0 
1 s' 

EO JO ~o' = II' = S.& ffn 7 dx + S .& ffn dy 

o 0 

(2') 

Wird ein einfacher Balken A - B von der Länge I mit der 
verzerrten Momentenfläche des Riegels belastet (Fig. 7 a), so 
betragen dessen Auflagerdrucke 
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I I 

~ = S & m I I X dx und 58 = S & m ~ dx 

o 0 
s s' 

während J &m dy und J & m dy als die verzerrten Momenten-
o 0 

flächen der Stützen zu deuten sind (Fig.7b). Denken wir uns 
ferner sämtliche Elemente der verzerrten Momentenflächen auf 

~ ~~p 
" 

l, 

Fig. 7, 7a-c. 

den entsprechenden Punkten der Rahmenachse vereinigt, so 
I 

kann J & m y dx als deren statisches Moment in bezug auf die 
o 

s s' 

Kämpferachse und J &Wlydyund J & m y dy als deren statische 
o 0 

Momente in bezug auf die Stützenfußpunkte A und B aufgefaßt 
werden. 

Ist die Riegelachse unregelmäßig geformt und durch 
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I 

mehrere Kräfte belastet, so kann f .& M y dx in einfacher Weise 
o 

mittels Summenbildung ausgewertet werden. Zu dem Zwecke 
zerlegen wir die Rahmen und die Momentenfläche derart in 
senkrechte Streifen, daß für jeden derselben die Riegelachse 
und die Momentenlinie geradlinig verlaufen und auch das Träg­
heitsmoment als unveränderlich angesehen werden darf . Für 
die Teilstrecke An (Fig. 8) gilt dann: 

Fig.8. 

(11) 

Hierin sind mit fn und fn ' die Ordinaten in den Drittel­
punkten des Feldes A bezeichnet. Für den ganzen Integralwert 
erhalten wir dann: 

I 

5.& Wl y dx (12) 

o 



Dic EO.To-fachen Formändel'ungpn und dpl'en p:eometl'ische Dl'utnng. 17 

In ähnlicher Weise können auch die Integrale 
S s S' s' 

5.&IDlYdY = ~.&IDl ~ Y und 5.&IDl y dY = ~'&IDl ~ y 
o 0 0 0 

gebildet werden, indem die verzerrte Momentenfläche in Drei­
ecke zerlegt und deren statische Momente in bezug auf die 
Fußpunkte summiert werden. In Fig. 9 wurde diese Berechnung 
graphisch durchgeführt. 

Die EOJo-fachen Integrale, die auf die statisch unbestimmten 
Größen zurückzuführen sind, lauten: 

s I ~ 

EO JO 0 = 5.& y2 dy + 5.& y2 dx + 5.& y2 dy 

000 
s I 

EO JO % = 5 .& y dy + 5.& y 1 1 x dx 

o 0 
I s' 

EO JO %' = 5.& y 7 dx + 5.& y dy 

o 0 
s I 

EOJO"aa =.f.&dY +5.& (I-;X)2 dx 

o 0 
I 

J''& x (1- x) 
EO JO"ab = EO JO "ba = dx 

12 

o 
I s' 

EO J(I"bb = 5 .&.:2 dx +5.& dy 

o f) 

(13) 

Diese Integrale sollen im folgenden ihre geometrische Deutung 
erhalten. 

I 

T = S .& y2 dx kann nach Gleichung (11) berechnet werden, 
o 

indem dort IDl durch y ersetzt wird. Es kann also 
, ,0. An 

T = ~ (ynfn+ y(n+ 1) fn )-2- (14) 

geset21t werden. 
Rossln, SteIfrahmen. 
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11 

Fig.9. 

Fig.lO. 

1 1 

C I-x 5 x .2 =J-&y-I-dx und ffi = '&YTdx (15) 

o 0 

sind die Stützendrucke eines mit der nach -& verzerrten 
Rahmenfläche belasteten einfachen Balkens A-B von 
der Länge 1 (Fig.lO). Wird der gleiche Balken mit Dreiecks 
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flächen belastet, die über A und B die Höhen ,,1" besitzen und 
nach .& verzerrt sind, so entstehen die Auflagerdrucke 

I I 

caa =5.& (l.~~ X)2 dx, 5 x (I-x) 
Cab = Cba =.& 12 dx 

o o 
und 

I 

Cbb =5.& ~: dx (Abb. 11 und 1130) 

o 

Fig. 11. 

Fig. 11 a. 

Fig. 11 b. 

Fig. 11 c. 

(16) 

Fig.12. 

In ähnlicher Weise können auch die auf die Stützen bezüg­
lichen Integrale gedeutet werden. Bcsitzen die Stützen einen 
trapezförmigen Längsschnitt, d . h. nehmen sie nach oben gerad­
linig zu (Fig. 12), so ist die genaue Auswertung der betreffenden 
Integrale mit ziemlichen mathematischen Schwierigkeiten ver­
bunden, da sowohl Zähler wie auch Nenner mit der Höhe ver­
änderlich sind. Es empfiehlt sich daher, die Trapezfiäche durch 
ein Rechteck zu ersetzen, d. h. der Bcrechnung der Trägheits­
momente einen mittleren Querschnitt zugrunde zu legen. Dessen 

2* 
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s 

Querschnitt ist für die Integrale S = J -&y2 dy; @) 
o 

8 

S -& y dy 
o 

8 a 
und 0 = J -& dy verschieden und auch vom Verhältnisse n = cl 

o 
abhängig, indem er mit abnehmendem n nach unten rückt. Als 
ein guter Mittelwert kann der Querschnitt in Höhe von 2/~ s be­
zeichnet werden. 

Wird für diesen die Verhältniszahl der Trägheitsmomente mit 
.s·s bezeichnet, so erhalten wir 

S3 S2 
S = -&s'-' @5 = -&8'-' 5 = -&8'S 3 ' 2 ' . 

Die Ausdrücke (13) können jetzt in der abgekürzten Form 
angeschrieben werden 

EOJo 0 S + T + S' 
@)+,t\ 
ffi + @)' 

EO JO "aa 0 + caa 

EO JO "ab EO JO "ba = Cab = Cba 

EO JO "bb = Cbb + 0' 

Desgleichen kann Gleichung (10) durch 

EO JO 0' = S + T - ,t\ t - ffi t' + S' 
ersetzt werden. 

(13') 

(10') 

Werden jetzt die Gleichungen (4a) und (8) mit EO JO multi­
pliziert, und werden in dieselben obige Ausdrücke eingeführt, 
so erhalten wir die Bedingungsgleichungen : 

A. für den einfachen Rahmen 

llo + X (S + J + S') - EO JO (A + A') = 0 (4a') 

B. für den vollkommen eingespannten Rahmen: 

llo - II t - ll' t' + X {S + T - ,t\ t - ffi t' + S'} = 0) 
·ll + !1. (0 + caa) + V.' cab = 0 (8') 

ll' + !1. cba + !1.' (Cbb + i3') = 0 . 
Daraus für A: 

X 

mit N = S + T + S', 
und für B: 

llO - EO JO (A + A') 

N 

(17) 
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110 - 11 t _. l1't' 
X = N' 

[1.= 
11 (Cbb + 0') - 11' Cab 

(0+ Caa) (Cbb+ 5') -COl b2 

11' (0 + Caa ) - I1CbOl 
[1.= 

(13 + COla) (Cbb+ 5')-Cab2 

Hierin bedeutet N' = S + T - 2 t - m t' + S'. 

(18) 

Wird die erste Gleichung (18) fortgelassen, d. h. wird die 
Bogenkraft X = 0 gesetzt, so geht der vollkommen eingespannte 
Bogen in den vollkommen eingespannten Balken über. Dies 
wird deutlicher erkenntlich, wenn mit den beiden anderen Glei­
chungen (18) einige Umformungen vorgenommen werden, da sie 
dann im Aufbau mit dem im H. Teile behandelten durchlaufenden 
Balken übereinstimmen und einen Sonderfall desselben bilden. 

W · d Cab d ' Cab . f··hrt d d d· Ir X un x = + I Clnge u ,un wer en Ie 
13 + COla Cbb 5 

beiden Gleichungen (18) Im Zähler und Nenner durch 
(0 + Caa) (Cbb + ;5') geteilt, so gehen sie über in 

1 [11-x'I1'] , 
(0 + Ca,~) X [11 . , 11 ] 

[1. = - 1 - X x' = - 1- X x' Ca b - X Ca b 

und (18a) 

, Cbb~0,[I1'-xI1] x' [11' 11]· 
[L = - I-xx' =:--I-xx' Cab -x Cab 

Auf die gleiche Form können auch die Ausdrücke für t und t' 
gebracht werden, da die Gleichungen (9) im Aufbau mit den 
Gleichungen (8) übereinstimmen. 

t = 1 -':x x' [C~b - x' c~J J1 

x' [ m 2 J. t' = x 
1 - X x' Cab - Cab 

(19) 

Die Gleichung für ein Moment an beliebiger Stelle beträgt 
im Falle A (Fig. 1 a) 

(20) 
im Falle B (Fig. 13) 



22 

und 
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M -_(ffi+X '+ I-x+ ,x 
;JJ~ 'y [1.·-1- [1. T (21) 

Die entprechenden Gleichungen für die Querkraft lauten: 

Q = QO + X cos cp (20a) 

Q = QO + X cos cp + [1. I [1.' sin cp (21 a) 

wobei unter QO die Querkraft für den einfachen Balken zu ver­
stehen ist. 

Fig. 13, 13a-e. 

Sollen die Momente und Querkräfte zeichnerisch dargestellt 
werden, so ist die Momenten- bzw. Querkraftsfläche des ein­
fachen Balkens mit den von den überzähligen herrührenden 
Beiträgen zusammenzusetzen. Wird auf der Rahmenachse ein 
Punkt I so gewählt, daß durch ihn die Spannweite I im Verhält­
nisse i: k = cab: (5 + caa) = x geteilt wird (Fig. 13), so liefern 
zum Momente daselbst die Einspannungsmomente den Beitrag 

1 ,x x TI TI 
[1.i [1..--+ [1. .-- =--.-= (22a) 

1 + x 1 + x 1 + x Ca b 5 + Ca a + Ca b 

Desgleichen kann für einen Punk;t K, der durch die Beziehun~ 
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k' 

Einige besondere Belastungsfälle. 

Cab festgelegt ist, ein entsprechendes Moment 
(Cbb + 5) 

II' 
Ilk = ---:---~-: 

Cab+ Cbb + 5' 

23 

(22b) 

berechnet werden. Der zuletzt abgeleiteten Formeln kann man 
Rich beim Auftragen der Momentenflächen mit Vorteil bedienen. 
Ihre innere Bedeutung wird erst aus dem zweiten Teile, der den 
durchlaufenden Balken behandelt, ersichtlich werden. 

Wir sind bereits in der Lage, den zweistieligen, gelenkig ge­
lagerten oder vollkommen eingespannten Rahmen für jede be­
liebige Belastung zu berechnen. Es mögen jedoch im folgenden 
Abschnitte noch einige besondere Belastungsfälle untersucht 
werden. 

5. Einige besondere Belastnngsfälle. 
Wird die Riegelachse im Punkte F im Abstande a von der 

linken Stütze von einem Drehmoment Mf ergriffen (Fig. 14), so 
treten in den Stützen des statisch bestimmten Hauptsystems 
keine Momente auf, während der Verlauf der Riegelmomente 
die in Fig. a skizzierte Form annimmt. Dementsprechend be­
trägt 

I I a 

IIo = 5.& My dx = 5 .& Mf 1 I x y dx - 5 .& Mf Y dx 

o 0 0 

= Mf (2-~~) = Mf Qa (23) 
Hierin bedeutet ~~ die nach .& verzerrte Rahmenfläche 

A E F F' und Qa die Querkraft des mit der verzerrten Rahmen­
fläche belasteten einfachen Balkens A - B an der Stelle F. 

Ebenso können die Ausdrücke von II und II' als Querkräfte 
eines einfachen Balkens angesehen werden, der mit der Momenten­
fläche a f f' b belastet ist. 

Für ein in E angreifendes Moment M vereinfachen sich obige 
Ausdrücke zu 

IIo = Me' 2 I 
II = Me Caa (24) 

II' = Me cab• 

Da auch für beliebig gerichtete Kräfte die Momentenflächen 
des statisch bestimmten Hauptsystems leicht bestimmt werden 
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I-- -a _ 
__ - ----b-;-- --

--

Fig. 14. 

:0 

Fig. 15, 15a-c. 
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können, so bietet hierfür die Berechnung der elastischen Form­
änderungen mittels des Summenverfahrens nach Gleichung (12) 
keinerlei Schwierigkeiten. Ein anderes Verfahren, das mitunter 
den Vorzug verdient und sich namentlich bei den mehrstieligen 
Systemen als zweckmäßig erweisen wird, soll hier noch angeführt 
werden. Der in Fig. 15 skizzierte Rahmen sei durch eine schräg 
gerichtete Kraft K belastet, die in F 4 angreifen möge. Sie kann 
in eine lotrechte Komponente V4 und in eine Kraft S1 in Richtung 
der Achse zerlegt werden. Wird diese nach F 3 verlegt, so kann sie 
daselbst wieder lotrecht nach V 3 und in die Achskraft S3 zerlegt 
werden. Die letztere wird so dann nach F 2 verschoben usf., bis 
schließlich Sl in E nach Vo und W zerlegt wird. Werden in gleicher 
Weise auch alle anderen Kräfte behandelt, so erhalten wir eine 
Gruppe lotrechter, an der Riegelachse angreifender Kräfte und 
eine einzige, wagerecht wirkende Kraft W in E. Die ersteren 
können leicht berechnet werden, wenn die Einflußlinie bereits 
gezeichnet ist (vgl. Nr. 6). Bei einer mäßigen Dachneigung sind 
sie meistenteils von so geringer Bedeutung, daß sie ganz vernach­
lässigt werden dürfen. 

Die von der in E angreifenden Kraft W herrührenden Form­
änderungen des Hauptsystems können auf einfache Ausdrücke 
zurückgeführt werden. Die Momentenfläche des Riegels (Fig. 15a) 
besteht aus einem Dreiecke von der Höhe W· s über E und 
stimmt mit der Momentenfläche eincs in E angreifenden Mo­
mentes W· s überein, so daß die zuvor abgeleiteten Ausdrücke 
(24) übernommen werden können. Dazu tritt noch die Momenten­
fläche der linken Stütze, die ebenfalls eine Dreiecksform auf­
weist und in Höhe y die Größe W· y besitzt (Fig. 15h). Sie 
liefert zur wagerechten Verschiebung der Kämpfer den Beitrag 
s f W Y . y dy = W· S und zur Tangentendrehung in A den Bei­
o 

s 

trag f W Y . dy = W . 6, während sie auf die Tangentendrehung 
o 

in Beinflußlos bleibt. Die der Kraft W entsprechenden Be-
lastungsgrößen betragen daher 

TIo = W (S + B· s) 

TI W[6 + ca .. s] 

TI' = W cab • S. 

I (25) 
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Schließlich möge noch der Einfluß von Temperaturspannungen 
untersucht werden. Der Querschnitt bei R (Fig. 2) sei derart er­
wärmt, daß die Temperaturerhöhung der obersten Faser t~ be­
trage und nach unten zu gleichmäßig steige, bis eine Temperatur­
zunahme von t? in der untersten Faser erreicht sei (Fig. 16). 
Die Achse des Rahmenelementes dz wird sich dann um e: t o dz 

1" d ti - t a d d h 't h d' H"h ver angern un um e: --h- z ver re en, wenn ml le 0 e 

I r..:t~z~ 
. t· \ L._._.L.---L'_ I i h rtl.dz~\ 

i + i:-el7dZ~ 
.0( dz .\ • 

Fig.16. 

des Querschnittes, mit to die Tem­
peraturzunahme in der Schwer­
punktsachse und mit e: der Aus­
dehnungskoeffiziell:t des betreffen­
den Materiales bezeichnet wird, 
Wird e: to dz in eine wagerechte 
und in eine lotrechte Komponente 
zerlegt, und wird die Summe der 

letzteren gleich Null gesetzt, so werden sich die Auflagerpunkte 
A und B in wagerechtem Sinne um 

dßto = e: to dx 

entfernen, ohne daß dabei deren Tangenten eine Drehung aus­
führen, Wird in die Grundgleichungen der elastischen Form-

" d ti - t a d S 11 d' f h b an erungen e: --h- z an I te e von cp emge ü rt, so erge en 

sich die Ausdrücke 

d A ti-ta d 
U(tl-ta) = e--h-y z 

ti -tal-x 
d~(tl-ta) = e:-h----l - dz 

d"" ti - t a X 
o (tl-ta) = e:--h-Tdz. 

Die Ausdehnungszahl e: und die Temperaturänderungen 
werden wohl stets konstant sein. Nach Multiplikation aller Aus­
drücke mit EO JO erhalten wir daher die von der Temperatur ab­
hängigen Belastungsgrößen zu: 
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TI t ° = EO JO e: [tO 1 + (ti - ta) S y:z ] 

TIt = EO JO e: (ti - t a) S 1 1 x. ~z 

TIt' = EO JO e: (t· - t ) S ~. dz 
1 a 1 h' 

(26) 

6. Einflußlinien und belastende lUomenten­
flächen. 

Da nach'Gleichung (17),(18) bzw. (21) sämtliche Überzählige 
durch die Belastungsgrößen TIo, TI und TI' ansgedrückt werden 
können, so liefert die Kenntnis der Einflußlinien derselben auch 
die Möglichkeit, alle anderen Einflußlinien leicht bestimmen zu 
können. 

Liegt eine Einzellast P bei F in den Abständen a und a' 
von den Stützen A und B (Fig. 10), so beträgt das Moment des 

Hauptsystems an beliebiger Stelle zwischen E und F: WC = P ~' x 

und zwischen Fund E' WC = p. ~ (1- x). Dies in Gleichung (2') 

eingesetzt, ergibt: 
a u' 

TIo = p{S,fj· ~ xydx + S'&TXY dX}. (27) 

o o 

Die den lotrechten Stützen entsprechenden Integrale 
verschwinden, da beim statisch bestimmten Hauptsystem für 
die hier in Betracht gezogene Belastung keine Momente in den 
Stützen auftreten. Wird ein stellvertretender einfacher Balken 
A - B mit dem Flächenstreifen .& y . dx zwischen E und F be-

x 
lastet, so entsteht unter F das Moment .& y . dx· T' a'. Ebenso 

bedingt ein Belastungsstreifen .& y . dx zwischen Fund E' bei F 
I-x 

das Moment .& y . dx . -1- . a. Einer Belastung mit der ganzen 

verzerrten Rahmenfläche entspricht demnach an der Last­
angriffsstelle F das Moment 
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a a' 

5.&y 7 a' dx + 5.&y 1 1 x. a . dx, 

o 0 
d. i. der Klammerausdruck der Gleichung (27). Die Einfluß-
linie für die elastische Verschiebung kann somit als 
Momentenlinie des mit der verzerrten Rahmenfläche 
belasteten einfachen Balkens A- B von der Länge 1 
dargestellt werden. Die hier vorgeführte Ableitung ist nur 
eine Bestätigung des bekannten Satzes von Mohr über die 
Einflußlinien elastischer Biegungen. 

Wird ein Dreieck A-L-B mit der Höhe A-B = 1 über der 
linken Stütze nach .& verzerrt (Fig. 11), so daß jede Ordinate 

durch y = .& 1 1 x auszudrücken ist, und wird damit wieder der 

einfache Balken A-B belastet, so trägt zum Momente in F bei: 

I-x I-x x 
ein Element .& -1- dx zwischen A und F:.& -1- dx T' a' 

" " 
.&~dx 

1 

I-x I-x 
F ' und B··& ---dx -- . a " . 1 l' 

Andererseits beträgt nach der zweiten Gleichung (2') für 
eine Einzellast in F 

I a a' 

TI = 5.& 9]11 1 x dx = P {5.& a' 7 dx + 5.& a 1 1 x. 1 1 x. dX.} 

000 
Die Einflußlinie für die elastische Drehung der 

Tangente in A entspricht also der Momentenlinie des 
einfachen Balkens A-B, der mit der verzerrten Drei­
ecksfläche von der Höhe ,,1" über A belastet ist. 
Ebenso ist die Biegelinie für das nach .& verzerrte Belastungs­
dreieck A R B von der Höhe B R = 1 über BEinflußlinie für TI'. 

Darnach können auch belastende Momentenflächen für Ein­
flußlinien sowie für Momente und Querkräfte beliebiger Punkte 
der Rahmenachse zusammengesetzt werden, indem, entsprechend 
den Gleichungen (17), (18) und (21), die belastenden Momenten­
flächen der Belastungsgrößen TIo, TI und TI' mit den zugehörigen 
Beiwerten multipliziert werden. 

Dazu tritt noch die Belastung durch eine Kraft oder durch 
ein Angriffsmoment, auf welche die Einflußlinie des statisch be-



Der teilweise eingespannte Rahmen. 29 

stimmten Hauptsystems zurückgeführt werden kann und die 
an der gleichen Stelle, für die die Einflußlinie gesucht wird, an­
zubringen sind. 

7. Der teilweise eingespannte Rahmen. 
In den vorangegangenen Untersuchungen wurde der zwei­

stielige Rahmen unter der Voraussetzung einer gelenkigen Lage-

Fig.17. 

Fig.20. 

rung oder einer vollkommenen Einspannung behandelt. Jetzt 
soll auch der Fall berücksichtigt werden, daß ein Rahmen nur 
teilweise eingespannt ist oder anders ausgedrückt, daß seine 
Widerlager unter gewissen Bedingungen kleine Verschiebungen 
und Verdrehungen erfahren, welche teils zufälliger Natur, teils 
von den auf sie übertragenen Stützkräften des Rahmens abhängig 
sein können. Ein Nachgeben der Widerlager in lotrechtem Sinne 
soll jedoch als ausgeschlossen gelten. In gleicher Weise wie 
beim vollkommen eingespannten Rahmen wählen wir als Haupt­
system den einfachen Balken (Fig. 17), denken uns an die Auflager­
punkte A und B starre Scheiben angeschlossen und bringen 
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daselbst die Überzähligen (L, (L' und X an, wobei wir die letztere 
in den Punkten Na und Nb angreifen lassen. Über die Größe von 
deren Abständen z und z' über A und B soll die Entscheidung 
erst später getroffen werden. 

Ebenso denken wir uns die Widerlager in den Punkten 
A' und B', die mit A und B identisch sind, mit starren Scheiben 
verbunden, die bei unbelastetem System mit den starren Scheiben 
des Rahmens zusammenfallen und auf die wir die Gegenkräfte 
X, [1. und (L' wirken lassen. Ist der Rahmen auch durch schräg 
gerichtete Kräfte belastet, so muß die Summe W ihrer wage­
rechten Seitenkräfte durch das feste Gelenk des Hauptsystems, 
das in der Fig. in A angenommen wurde, auf das zugehörige Wider­

011. 

Fig. 18. Fig. 19. 

lager übertragen werden. 
In bezug auf die Vor­

zeichen seien folgende Be-
stimmungen getroffen: 

Momente, welche eine Ver­
kleinerung des von den 
starren Scheiben einge­
schlossenen, gegen das 
System gekehrten Winkels 
von 2 R verursachen, 
werden positiv gemessen, 
ebenso die dadurch ent­
standenen Winkeländerun­
gen. Kräfte, die am Rah­
men oder an den mit diesem 
steif verbundenen Scheiben 

angreifen, sind als positiv, Kräfte, die an den Widerlagern an­
greifen, sind als negativ anzusehen, wenn sie eine Vergrößerung 
des gegenseitigen Abstandes der Kämpferpunkte erzeugen. Die 
an den starren Scheiben der Widerlager angreifenden Überzähligen 
müssen noch eine kleine Umwandlung erfahren. Mit Hilfe der 
Elastizitätslehre sei infolge Einwirkung des Momentes [1. = 1 
auf den Punkt A' des linken Widerlagers (Fig. 18) eine wage­
rechte Verschiebung desselben nach links um (1;1) bei gleich-

1) Im folgenden sind stets die EO . JO.fachen elastischen Form­
änderungen zu verstehen. 
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zeitiger Drehung der dort steif angeschlossenen starren Scheiben 
um Ca berechnet worden. Der Punkt ° der starren Scheibe, der 

um u = ~ unterhalb A' liegt, hat durch diese Bewegung keine 
Ca 

Verschiebung erfahren. Eine Kraft ,,1", die in 0a angreift (Fig. 19) 

und diesen Punkt um K verschiebt, kann somit auch keine 
Drehung von A verursachen, vielmehr wird unter Einwirkung 
dieser Kraft jeder Punkt der starren Scheibe die gleich große 

'Bewegung K ausführen. Ersetzen wir nun die Kraft X in Na' 
durch eine gleich große und gleich gerichtete, in 0a angreifende 
Kraft und durch das im Uhrzeigersinne wirkende Moment X (z + u) 
und ebenso die Reaktion W in A' durch die gleiche Kraft in 0a und 
durch das Moment W· u, so erhalten wir als neue Überzählig 
die Kraft X - W in 0a und das Moment!1. + W u - X (z + u). 
Wird noch eine unelastische Verschiebung um A und eine eben­
solche Drehung um e; in Betracht gezogen, so erfährt die starre 
Scheibe eine gesamte Drehung um 

[!1. + W u - X (z + u)] ca + EO JO e; 

und deren Punkt Na' eine wagerechte Verschiebung nach rechts 
um 

(X + W) K - [!1. - W u - X (z + u)] ca (z + u) + EO JO A 
- - --+ EO JO z z = X [K + (z + U)2 ca] - !1. (z + u) ca + W [K 

+ u (z + u) ca] + EO JO (1\ + e; z). 

In gleicher Weise kann für das rechte Widerlager eine Drehung 
der starren Scheibe um 

[!1.' - X (z' + u')] cb + EO JO z' 

und eine Verschiebung ihres Punktes Nb' nach links um 

X [K' + (z' + U')2~] - !1.' (z' + u') ~b + EO JO (A' + e;' z') 
berechnet werden. 

Bevor wir noch an die Berechnung der statisch unbestimmten 
Größen schreiten, verlegen wir die an den starren Scheiben des 
Rahmens angreifende Bogenkraft X nach Ka und K b (Fig. 20), 
wodurch die Momente X . r und X r' hinzugefügt werden müssen. 
Es wird sich dann die linke Scheibe um 

rr + (!1. + X· r) caa + (!1.' + X r') cab' 
die rechte um 

rr + (!1. + X r) cba + ([L' + Xr') cbb 
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drehen!). Die Punkte K a und K b werden sich in wagerechtem 
Sinne um das Maß X· N', die Punkte Na und Nb um das Maß 
XN/+ ([L + X r) (caa r + cba r') + ([L' + X r/) (Cab r + Cbb r') 
voneinander entfernen. 

Die Gleichungen zur Bestimmung der drei überzähligen 
X, [L und [L' können aus der Bedingung abgeleitet werden, daß 
auch nach erfolgter Formänderung die beiden starren Scheiben 
des linken und des rechten Auflagers zusammenfallen müssen. 
Dies kann mathematisch dadurch zum Ausdruck gebracht werden, 
daß die Summe der wagerechten Verschiebungen der Punkte 
Na' Nb' Na' und Nb' Null wird, und daß für jedes Auflager die 
Summe der dort von den starren Scheiben ausgeführten elastischen 
Drehungen ebenfalls Null wird: 

Ilo - Il z - Il' z' + X N' + ([L + X r) (c aa I' + cba r/) 
_. -+ ([L' + X r/) (Cab r + Cbb r/) + X [K + (z + U)2 ca] 

- - -
- [L (z + U) ca + W [K + U (z + u) ca] + EO JO (A + e; z) 

- - -+ X [K' + (z' + U')2 cbl - [L (Zl + u /) Cb + EO JO (A' + e;' Z/) _- 0 

Il + ([L + Xr) Caa + ([L' + Xr /) Cab + [[L - Wu - X (z + U)]Ca 
+ EO JO e; = 0 

Il' + ([L + XI') Cba + ([L' + X r') Cbb + [[L' - X (z' + u /)] Cb 
+ EO JO e;' = 0 . 

Werden jedesmal die Beiwerte der überzähligen zusammen­
gefaßt, so erhalten obige Gleichungen die Form 

.Ilo - Ilz - Il' z' + W [K + u (z + u) ~ - EO JO (A 

+ A' + e; z + e;' Z/) + X {N' + K + K' + C r 2 
aa . . 

+ 2 Cab rr' + r'2 cbb + ca (Z + U)2 + Cb(Z' + U/)2} 

+ [L [C"" r + Cba r' - Ca (Z + U)] + [L' [ca b r + Cbb r' 

- Cb (z' + u')] = 0 (28) 

TI - EOJO e; + X [c A + C r ' - C (z + U)] 
alt ba " . 

+ [J. (Caa + Ca) + [L' Cab = 0 

Il' - W U Ca - EO JO e;' + X [C ah r + Cbb r ' - eb (Z' 

+ u /)]+ [J. Cba + [L' (Cbb + Cb) = 0 J 
1) Der Einfachheit halber wurde angenommen, daß keine Stützen 

vorhanden; andernfalls müßten Ca a und Cb b um § und §' erweitert werden. 
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In übereinstimmung mit dem beim vollkommen eingespann­
ten Balken eingeschlagenen Verfahren können obige Gleichungen 
dadurch vereinfacht werden, daß die (unterstrichenen) Beiwerte 
von [L und [LI der ersten Gleichung und von X in den letzten 
bei den zum Verschwinden gebracht werden Es muß also die 
Lage von Na und Nb so gewählt werden, daß, da z = t - rund 
Zl = t l - r/, 

r (caa + ca) + r l Cba - ~a (t + u) = 0 

r Cab + r l (Cbb + eb) - eb (tl + u /) = 0 
)(29) 
J 

In ähnlicher Weise wie beim' vollkommen eingespannten 

Rahmeri können auch hier Ausdrücke x = c~ und Xl -
Caa Ca 

C~ eingeführt werden, wodurch die überzähligen die Form 
Cbb Cb 

annehmen: 

IIO-II z - II/ZI + W [K+ [L(z + u) ca]-EoJO(A+ A/+ e:z + e:/z' 
Nil 

x [II-Wuc:, ,II] 
-- 1 - x x' Ca b - X Ca b 

Xl [III II - Wu C:"J 
-, 1 - x x' Cab - X C,lb 

Hierin bedeutet 

Nil = NI + K + Kr + Caa r 2 + 2 cab r rl + Cbb r/2 + c." (z + U)2 

+ eb (Zl + U / )2 

Desgleichen können in Punkten J und K Momente 

x II-Wuca II-Wuca 
[Li --------= 

und 

bestimmt werden (vgl. S.22f). 
Die Gleichungen (29) sind ebenso wie die Gleichungen (28) 

gebaut; die Abschnitte rund rl bet,ragen daher: 

R 0 s si n Stcifrnhmen. 3 

(30) 
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x ,[ Ca (t + u) _X'Cb(t'+U')] 1 
1 - X X Cab Cab 

X' r Cb (t' + u') _ X Ca (t + U)] 1 
I-xx' L Cab Cab 

r= 

(32) 
r' = 

Für die Berechnung der Momente und der Querkräfte bleiben 
die für vollkommen eingespannte Rahmen aufgestellten Glei­
chungen (20) bis (21 a) gültig. Ebenso bleibt für die Bestimmung 
der Einfiußlinien das im vorigen Abschnitte vorgeführte Ver-
fahren anwendbar. 

8. Zaltlenbeispiele. 
Beispiel 1. 

Der in Fig. 21 dargestellte Rahmen A E F G E' Beines 
Mansarddaches sei in A und B gelenkig gelagert und habe außer 
den Einzellasten PI' = 7,4 t, P 2' = 8,1 t und P 3' = 8,8 t, die von 
Dachpfetten herrühren, nur noch sein Eigengewicht von g = 300 
kg/m zu tragen. Außerdem sei noch eine gleichförmige Tem­
peraturdifferenz von ± 20° zu berücksichtigen. Das Eigengewicht 
können wir zweckmäßig in Einzellasten zerlegen, die wir eben­
falls in den Lastangriffspunkten wirken lassen, da wir dadurch, 
ohne einen erheblichen Fehler zu begehen, die Rechenarbeit 
wesentlich erleichtern. Unsere Ergebnisse gewinnen sogar eher 
noch an Genauigkeit, da uns jetzt die Möglichkeit geboten er­
scheint, Gewichtsunterschiede von Teilstrecken verschiedenen 
Querschnittes in einfacher Weise zu berücksichtigen. Die ent­
sprechenden Lasten betragen PI" = 1,0 t, P 2" = 0,9 t und 
Pa" = 1,0 t, somit die gesamte lotrechte Belastung PI = 8,4 t, 
P 2 = 9,0 t, P 3 = 9,8 t. Auf Grund einer Vorberechnung seien die 
in die Figur eingetragenen Querschnitte gewählt worden. Der 
Berechnung der Trägheitsmomente legen wir die schraffierten 
Rechteckquerschnitte zugrunde, ohne dabei auf die Eisen­
einlagen Rücksicht zu nehmen. Durch Vernachlässigung der 
Druckplatte im Mittelteile wird zwar das Trägheitsmoment um 
etwa 10% verkleinert, doch hat dieser Querschnitt im Ver­
hältnis zu den stark armierten Stützen eine geringe Eisen­
einlage, so daß der durch die getroffene Vereinfachung von uns 
etwa begangene Fehler ganz unwesentlich wird. 
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Tabelle 

1 2 3 4 5 6 7 

~A f Y 
~ ,9 A f [Q 

No ,'} 2 ~~2~ Y 

m m m TII" mt 

1 2,45 1,25 2,333 1,50 10,72 -
2 2,45 1,25 3,167 4,00 38,79 36,0 
3 1,00 1,50 4,083 4,00 24,50 36,0 
4 1,00 1,50 4,167 4,25 26,56 53,9 
5 1,00 1,50 4,333 4,25 27,62 53,9 
6 1,00 1,50 4,417 4,50 29,81 44,8 
7 1,03 0,75 4,372 4,50 15,20 44,8 
8 1,03 0,75 4,243 4,114 13,48 25,6 
9 0,31 1,00 3,943 4,114 5,03 25,6 

10 0,31 1,00 3,772 3,60 4,21 -
T = 195,92 

s = 0,69 ~ 1,53 0,78 

S' = 0,22 ~ 3,63 3,42 

N = 200,12 

Gemäß dem auf S. 19f Ausgeführten nehmen wir die mitt­
lere Stärke der linken Stütze zu 0,70 m, die der rechten Stütze 
zu 1,Om an und ersetzen auch die Voute des Riegels bei E durch 
einen mittleren Querschnitt von 0,90 m Höhe, während die 
übrigen, kleineren Vouten unberücksichtigt bleiben mögen. Wird 

das Trägheitsmoment des Rahmenstückes F-G gleich JO gesetzt, 
so erhalten wir für diese ideelle Rahmenform, die in die Figur 
punktiert eingetragen wurde, die Verhältniszahlen der Trägheits­
momente der einzelnen Rahmenteile zu 

( 0,60 )3 ( 0,60 )3 1 
'&8 = 0,70 = 0,69; &1 = 0,50 . cos 450 = 2,45; &2 = 1,0; 

,& _ 1,0 _ 1 ° . & _ ( 0,60 )3 1 - ° 1. 
3-cos14030'- ,3, 4- 0,90 ·cos14030'- ,3, 

'&8' = (0,6)3 = 0,22. 
1,0 

Für das statisch bestimmte Hauptsystem finden sich die 
Riegelmomente M infolge der lotrechten Belastung in Fig. a 
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1. 

8 9 10 11 12 13 

l'~f9Jl V,9A 1-e l"9L y. ~ A 1-e v A9Jle e 1'8-9)1·--
2 "'TY'-l- 2 1 2 1 ...,,9 2 T 

tm3 m m 2 m 2 tm2 

- 0,83 4,276 0,318 -
349,1 1,67 lO,549 1,701 94,94 
220,5 3,50 4,250 1,750 38,25 
336,9 4,50 3,985 2,391 50,53 
350,3 6,50 2,922 3,453 37,06 
296,8 7,50 2,531 4,219 25,20 
151,3 9,00 0,869 2,607 8,65 
83,9 9,50 0,662 2,516 4,12 
31,3 lO,67 0,142 1,133 0,88 
---,-- 11,33 0,062 1,054 -

lIo = 1820,1- 2 = 30,248 1 ffi = 21,142 111 = 259,63 

(0 = 0,69' 1,52 = 0,776 
2 

(0' = 0,22' 3,62 = 1,426 
2 

2 + (0 = 31,024 ffi + (0' = 22,568 

tm2 

-
15,31 
15,75 
30,32 
43,79 
42,00 
25,96 
15,66 
7,06 
--

ITl' = 195,85 

dargestellt. Da es sich hier um unverschiebliche Stützen handelt, 
hat die Berechnung der Bogenkraft nach Gleichung (17) zu 

IIo . . 
X = - N zu erfolgen; wofür das Summenverfahren nach Glei-

chung (12) und (14) gewählt wurde. Der erste Teil, Spalte 1-8, 

von Tabelle 1 liefert den Wert X p = - ~~~01 = -9,lt,wona~hdie , 
Mx-Linie in Fig. a-c aufgetragen werden konnte. 

Aus der Tabelle können wir ersehen, daß, je stärker die 
Stützen, je kleiner also die Werte von Sund S', umso größer X 
und die Momente über den Stützen werden, während die posi­
tiven Momente in Riegelmitte abnehmen. In gleichem Sinne 
wirkt auch die Voute des Riegels bei E', da die geringe dadurch 
bedingte Verkleinerung des Zählers gegenüber dem bedeutenden 
Einflusse auf den Nenner belanglos ist (vgl. auch Nr. 11). 

Infolge Änderung der Anfangstemperatur bleibt das Haupt­
system spannungslos, da sich dessen Kämpfer ungehindert 
gegeneinander verschieben können. Mit EO = 1 400000 tim 2 
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JO = 0,3 ~~,68 = 0,00648 m4 und € = 0,014 
1000 

beträgt diese V erschie bung 

o 0,014 
I1 t = EO JO e: tO I = ± 1400000·000648 ·--·20·12 = 30 4t/m 2• 

, 1000 ' 

Danach erzeugt die Bogenkraft 

X I1~ 30,4 - 0 
t = - N = =f 2001 = + ,152t , 

die in Fig. d-f aufgetragenen Momente. Dieselben sind negativ 
für Temperaturzunahme und umgekehrt. 

Beispiel 2. 

Der im vorigen Beispiel behandelte Rahmen sei jetzt für die 
gleiche Belastung unter Annahme einer vollkommenen Stützen­

Fig.22. 

einspannung zu unter­
suchen. Obgleich sich da­
durch die Querschnittsab­
messungen ändern werden, 
sollen zum besseren Ver­
gleich e mit den Ergebnissen 
des vorigen Beispieles die 
früheren Verhältniszahlen 
der Trägheitsmomente bei­
behalten werden. 

Tabelle 1, welche durch 
Spalte 9-13 vervoll­

ständigt wurde, liefert die 
Werte @) + B = 31,02 m 2 

und ffi + @)I = 22,57 m 2• 

Ferner wurden für die be­
lastenden Dreiecksflächen (Fig. 22) die Auflagerdrucke S + caa 
= 7,947 m, cab = cba = 2,231 m, cbb + SI = 3,709 m ermittelt 
und darnach 

2,231 
x = 7947 = 0,2807 , 

I 2,231 
x = 3700 = 0,6017, , 
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und 

t' = 07239 (22,57 - 0,2807,31,02) = 4497 
, 2233 ' m , 

festgelegt und nooh N' = N - ,2 t - m t' = 200,1 - 31,02 
. 2,641 - 22,57 . 4,497 = 16,70 m 3 bereohnet, so können für die 
lotreohte Belastung die überzähligen zu· 

X = 200,1 - 259,6·2,641 - 195,8' 4,497 = 152 t 
. 16,70 ' 

= 03377. 259,6 - 0,6017 . 195,8 = 21 5 t 
(L, 2,231 ' m 

, = 07239. 195,8 - 0,2807·259,6 = 399 mt 
(L, 2231 ' , 

ermittelt und die entspreohenden Momente in Fig. a-o durch 
gestrichelte Linien eingetragen werden. Statt der Momente 
(L und (L' hätten auch nach Gleichung (22) die Momente 

259,6 195,8 
(Li=-:-7,-:C9---:-4-x-+c-'-2,231 =25,5 mt und (Lk= 2,231 + 3,709 = 33,0 mt 

x 
bestimmt werden können, die in den Abständen i = 1 + x I 

x' 
= 2,63 mund i' = -+ " I = 4,51 von A und B aufzutragen 

1 x 

sind. Schließlioh können noch X t = ~~ = ~~'~ = 1,82 t be-, 
rechnet und die entsprechenden Momente in den Fig. d-f ein­
getragen werden. 

11. Der durchlaufende Balken. 
9. Grundgleichungen. 

Ist ein gerader -Stab (r + 1) mal derart gestützt, daß er in 
einem Punkte festgehalten ist und in den übrigen r-Punkten 
auf Rollenlagern aufruht (Fig. 23), so kann er sich wohl in wage-
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rechter Richtung ungehindert bewegen, wobei sämtliche wage­
rechten Komponenten der angreifenden Kräfte in dem einen 
festen Punkte auf den Unterbau übertragen werden. Den beiden 
andern Gleichgewichtsbedingungen stehen jedoch (r + 1) un­
bekannte Stützendrucke entgegen, weshalb das System· als 
(r - 1) fach statisch unbestimmt anzusprechen ist. 

Werden die Momente über den Mittelstützen beseitigt, in­
dem dort Gelenke angeordnet werden, so erhalten wir das Hau p t­
system als eine Gruppe von r aneinander gereihten, 
voneinander unabhängigen einfachen Balken. Deren 
Auflagertangenten werden unter Einwirkung äußerer Kräfte 
Drehungen ausführen, wodurch die ursprünglichen, von den 

Fig.23. ~-I.-FJ= I' =FJ 
A C, 

J11 11 11 
f1 ', .. -~ ~-l'Nr-N 
c.", c, •. " 8 

Fig.23a. 

I nl I , I " I I I" j I ' I I 

Fig.23b 

Stabachsen über den Mittelstützen gebildeten Winkel Änderungen 
erfahren. Um nun· den wirklichen Zustand wiederherbeizu­
führen, müssen als überzählige (r - 1) Stützenmomente 
(1.1' (1.2 .••• (1.(r-l) eingeführt werden, zu deren Bestimmung die 
Bedingung heranzuziehen ist, daß die jedesmalige Summe aller 
Winkeländerungen über einer Mittelstütze Null sein muß. Die 
Winkeländerungen, deren Berechnung für alle in Betracht kom­
menden Belastungen bereits im 1. Teile erledigt wurde, sind von y, 
also von der Form der Bogenachse, unabhängig. Die nachfolgenden 
Untersuchungen, denen der Einfachheit halber der gerade Balken 
zugrunde gelegt ist, dürfen daher auch auf jede beliebige Achsen­
form Anwendung finden. 

Was das Vorzeichen anbelangt, so möge auch hier die bei 
einfachen Balken übliche Bestimmung getroffen werden, daß alle 
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Kräfte und Momente, durch welche die Balkenachse nach unten 
gebogen wird, positiv genommen werden. Desgleichen werden 
auch die entsprechenden Winkeländerungen der Auflagertangenten 
positiv gemessen. 

Für das Feld In seien folgende Bezeichnungen eingeführt: 
I1n = EO J0fache Drehung der linken Auflagertangente in­

folge Belastung des Feldes In. 
11' n = EO JOfache Drehung der rechten Auflagertangente in­

folge Belastung des Feldes In-
cnn = EO JOfache Drehung der linken Auflagertangente in­

folge [Ln = 1. 
cn (n + 1) = EO J°fache Drehung der linken Auflagertangente in­

folge [L(n + 1) = 1. 
c(n+ 1) n = EO JOfache Drehung der rechten Auflagertangente 

infolge [Ln = 1. 
c'(n + 1) (n + 1) = EO JOfache Drehung der rechten Auflagertan­

gente infolge [L(n + 1) = 1. 
Die c-Werte sind absolut zu nehmen; ihr erster Index stimmt 

mit demjenigen der Stütze überein, während der zweite Index 
auf das Moment hinweist, das diese Drehung verursacht. 

Die Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der überzähligen 
können nun für die einzelnen Stützen in der folgenden Form 
angeschrieben werden: 

Stütze Cl: 11'0 + I1 t + [L1 (c' 11 + cu) + [L2 Cu =-= 0 
Stütze C2 : 11'1 + 112 + [L1 c21 + [L2 (C'22 + C22) + [L3 C23 = 0 

Stütze Cn: 11'(n-1) + I1n + [L(n-1) Cn (n-l) + [Ln (C' nn + cun) 
+ [L'(n+l) Cu (n+l) = 0 

Stütze Cr--2 : 11'(r-3) + l1(r-2) + [L(r-3)C(r-2)(r-3) 
+ [L(r-2) (C'(r-2)(r-2) + C (r-2)(r-2») 
+ [L'(r-l) C(r-2) (r-l) = 0 

Stütze 0.-2: 11'(r-2) + l1(r-l) + [L(r-2) C(r-l)(r-2) 
+ [L(r-l)(O'(r-l) (r-l) + C(r-l) (r-l») = 0 

Sämtliche Gleichungen enthalten je drei Unbekannte, die 
kettenartig ineinander greifen, jedoch verschwindet in der ersten 
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und letzten eine derselben, da infolge der freien Lagerung der 
Endfehler [Joo = 0 und !Lr = O. Die Auflösung dieser Gleichungen, 
die nach dem französischen Ingenieur Chapeyron benannt 
werden, ist zwar langwierig, bietet aber keine Schwierigkeiten. 
Es bestehen jedoch zwischen den aufeinander folgenden Stützen­
momenten bemerkenswerte Beziehungen, durch deren Kenntnis 
die Rechenarbeit wesentlich erleichtert und übersichtlicher ge­
staltet werden kann. Denken wir uns die ersten (k + 1) 
Felder unbelastet, so verschwinden für diese die Ausdrücke 

Il undII', so daß die erste der obigen Gleichungen [Jol = ,- C12 [Jo2 
C 11 + c11 

ergibt. Der Beiwert Xl = , c12 ,derebenso wie die c-Werte 
c 11 + cll 

absolut zu nehmen ist, ist stets ein echter Bruch und nur von der 
Spannweite der Felder 10 und 11 sowie von den entsprechenden 
Trägheitsmomenten abhängig, nicht aber von der Belastung, so 
daß er für jedes System einen konstanten Wert darstellt. Somit 
stehen auch die Stützenmomente [Jol und [L2 stets in dem gleichen 
Verhältnis zueinander und besitzen entgegengesetzte Vorzeichen. 
Führen wir jetzt in die:Bedingungsgleichung der folgendenStützeC2 

den eben gefundenen Wert von !Ll ein, so erhalten wir 
. C23 

!L2 = - I • !L3' 
C 22 + c22 - Xl cn 

C23 Der Beiwert X2 = , ist ebenfalls unveränder-. 
c 22 + C22 - Xl c2l 

lich, so daß auch die Stützenmomente !L2 und !La in stets gleichem 
gegenseitigen Verhältnisse stehen, jedoch verschiedene Vorzeichen 
hahen. Wird in dergleichen Weise von Stütze zu Stütze fort­
geschritten, so erhalten wir allgemein zwischen den Stützen­
momenten [Lk und [L(k + 1) die Beziehung 

[Lk = - xk !L(k+1) (33 a) 
mit 

Xk =, + ' C kk Ckk - X(k-ü Ck(k-l) 
(34a) 

wie auch die Belastung rechts von qk + 1) beschaffen sein mag. 
Ähnliche Beziehungen lassen sich auch von der letzten 

rechten Mittelstütze nach links fortschreitend ableiten. Unter 
der Voraussetzung, daß nur die Felder lobis 1(k-1) belastet 
sind, finden wir 
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(33 b) 

C(k+1) k 
mit ,,'k = (34 b) 

c(k+1)(k+l) + C'(I{+I)(k+l) - x'(k+l) c(k+l)(k+2) , 

Nachdem diese Vorarbeiten erledigt, möge der Fall unter­
sucht werden, daß nur das Feld In belastet ist (Fig.23). 
Wir schreiben zunächst nochmals die Bedingungsgleichungen 
für die anliegenden Stützen Cu und C(U + 1) an: 

fIn + [L(u-l) cn(n_l) + [Lu (c'nn + cun) + [L(U+l) cn(n+1) = 0 

fI'n + [Ln c(n + l)n + [L(n + 1) (C'(n+ 1)(n + 1) + C(n + 1) (n+ 1» 

+ [L(n+ 2) C(n+1)(n+ 2) = 0 

Da die linken Felder bis einschließlich Feld In-1 und die 
rechten Felder von Feld In + 1 ab unbelastet sind, darf in den 
obigen Gleichungen nach dem zuvor Ausgeführten 

[Ln-1 = xn_ 1 '[Ln und [Ln+2 ~ x'n+l[Ln+l 

gesetzt werden .. Sie gehen daher, wenn noch die Gleichungen 
(34a) und (34 b) berücksichtigt werden, in 

fI + cn(n+l) + 0 
n [Ln --x- [Ln + 1 cn(n + 1) -

n 

o 
über, woraus dann leicht 

[L = - "n [~-x' fI'n] 
n 1- x x' c n C· . n . n n(n + 1) n(n + 1) 

und 

[L(n + 1) = 

gefunden werden kann (vgl. Gleichung (30) auf S.33). 
Damit sind aber auch alle anderen Stützenmomente leicht 

zu berechnen, denn es ist 

[L(n-1) = - )tin_I) [Ln; [L(n-2) = - x(n_2) [L(n-':1) )(35a) 
und ebenso 

[L(n+2) = - x'(n+1) [L(n+1); [L(n+3) = - x'(n+2) [L(n+2) 
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Die Stützenmomente nehmen sehr schnell ab, so daß SIe 
schon nach wenigen Feldern vernachlässigt werden dürfen. 

Ist nun ein durchlaufender Balken zu berechnen, der in 
seinen sämtlichen Feldern belastet ist, so erscheint es zweck­
mäßig, die einzelnen Felder der Reihe nach allein belastet an­
zunehmen und die sich ergebenden Teilbeträge der Momente 
zuletzt zu addieren. 

Für einen beliebigen Querschnitt im Abstande x vom linken 
Auflager des Feldes In lauten daher die Gleichungen für das 
Moment: 

m ln-x x 
M = + (Ln-ln- + (L(n+l)~ 

und für die Querkraft 

Q = QO + (Ln - (Ln + 1 

In 

(36) 

(36a) 

Hierbei ist unter (L jetzt das gesamte Stützenmoment zu ver­
stehen 

Werden die Stützenmomente durch einen Linienzug, die 
Schlußlinie, verbunden, so stellt die von dieser und der Momenten­
linie der einfachen Balken eingeschlossene Fläche die Momenten­
fläche des durchlaufenden Balkens dar (Fig. 23 b). 

10. Graphisches Verfahren. 
Sind nur die Felder rechts von der Stütze qn+l) belastet, 

so wirken, wie wir soeben gesehen, am Felde In bloß die beiden 
Momente (Ln und tJ-(n+l) , die in einem unveränderlichen gegen­
seitigen Verhältnis stehen und entgegengesetzte Vorzeichen auf­
weisen (Fig 24) Die Momentenfläche ist somit durch ein über­
schlagenes Viereck dargestellt und besitzt stets den gleichen Null-

punkt J n' der die Strecke In im Verhältnisse xn = tJ-n kin 
tJ-n + 1 n 

teilt Ebenso läßt sich, wenn nur die Felder 10 bis l(n_l) be-
lastet sind, ein Punkt Kn auffinden, der die gleiche Strecke In 

im Verhältnisse x'n = ~:teilt (Fig 24a) Bereits Fontviolantl) 

1) Memoire sur 1e ca1cu1 des poutres continues, Bulletin de 1a SocietC 
des Ingenieurs civil 1885, im Auszuge in Ponts mctalliques a travees 
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wies auf diese charakteristischen Punkte, die er als Festpunkte 
(points fixes) bezeichnete, hin und verwertete sie in sehr zweck­
mäßiger Weise für die graphische Berechnung Diese soll hier 
mit Rücksicht auf die späteren Anwendungen in etwas abge­
änderter Form vorgeführt werden 

Wir bezeichnen (Fig 11 und 11 a) für Feld In allgemein 
den Inhalt des belastenden verzerrten Momentendreiecks infolge 
!Ln = 1 mit fn und dasjenige infolge !L(n + 1) mit f' n und die Ab-

Fig.24. 

Fig.24a. 

stände ihrer Schwerpunkte von den Auflagern mit dn und en 
bzw d ' n und ein, so daß jetzt die Auflagerdrucke, welche die 
Drehungen der Auflagertangenten veranschaulichen, ausgedrückt 
werden können durch: 

cnn = fn . en 
In 

= f dn = {'n' dn' 
Cn(n+ 1) = C(n + l)n n I 

n In 

, -f' ~ 
C (n + l)(n + 1) - n In . 

Werden diese Ausdrücke in die Gleichung (34a) sinngemäß 
eingeführt, so erhält man für den reziproken Wert 

continues. Von Prof. W. Ritter für veränderliches Trägheitsmoment, 
erweitert in Anwendung der graphischen Statik, IIl. Zürich 1900. 
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, ein-I) en ,din-1) 
f(n-1)-I-- + fno -1 -X(n-I)f(n-1)O-I--

(n-1) Il n I 

)(n in f 0 dn 
n In 

Wird beiderseits I hinzugefügt und berücksichtigt, daß 

ein -1) din-I) ----)«n-l)---
l(n -1} 1(n-l) 

, . d' d' k d' _ e(n-1) _ 1(n-1) (n-1) + (n-1) (n-1) (n-1) 
- l(n-1) - k(n-1) 0 l(n-1) l(n-1) - k(n-1) 0 l(n-1) 

= 1 _ din-o = k(n-I) - din-I) 
k(n-1) k(n-l)' 

so geht obige Gleichung über in 

fin-l) 
k(n-1) - din-l) + fll In k(n-1) 

in f 0 dn 
Il In 

oder 

fin-l) 
k(n-l) - d(n-l) + fn dn k(n-1) 

in fn 
Schließlich ergibt sich durch Verminderung beider Seiten 

um I: 
dn - in f'n-1 

in f 0 k(n-l) 
n k(n-ll- d'(n-1) 

Diese scheinbar verwickelte Formel gestattet in einfacher 
Weise die Festpunkte graphisch aufzufinden (Fig. 25). Wir tragen 
zunächst auf den Senkrechten durch die Schwerpunkte der Drei-

ecksftächen von einer Geraden aus die Strecken fll =F'(n-ll-H'(n_l) 

und f'(Il_l) = F n - H n auf, vertauschen also die Flächeninhalte 
mit ihren zugehörigen Schwerpunkten. Ferner sei noch an­
genommen, daß die Lage von Jn- l bereits bekannt ist. Wie 
aus der Figur ersichtlich, schneidet die Gerade J n_ l -H'n-l 
in ihrer Verlängerung auf der Stützensenkrechten die Strecke 

G - C - f k(n-l) n n - n· 
k(n-l) - d'(n-l) 



GraphischeR V prfahrpn. 47 

ab und die die Punkte Gn und Hn verbindende Gerade trifft die 
Achse im gesuchten Punkte J n . Denn es verhält sich: 

f k(o-1) f' . (d . ) 
0'17. d' : (0-1) = In: n- 10 

"'{n-l) - (n-l) 

Ist also der Festpunkt eines Feldes bekannt, so ist es uns 
darnach möglich, den des folgenden graphisch zu finden. Der 
Festpunkt des ersten Feldes fällt bei vollständig freier Lagerung 
mit A zusammen, da [Lo = 0 und somit auch Xo = 0, während 
er bei vollkommener Einspannung in F 0 zu liegen kommt, da. 

C0 1 do dann Xo = - = - Der erste Festpunkt ist somit von Anfang 
coo eo 

]<'ig. 25. 

an bekannt und es können die weiteren durch schrittweises Vor 
gehen von Feld zu Feld ermittelt werden. Das gleiche Ver­
fahren findet auch bei Bestimmung der K-Punkte Anwendung, 
wobei vom rechten Endfeld aus zu beginnen ist. 

Nunmehr können wir daran gehen, die Stützenmomente 
selbst zeichnerisch zu ermitteln, wobei wir wieder die Belastung 
jedes Feldes gesondert behandelt werden. 

Bei alleiniger Belastung des Feldes 10 können die von den 
Einspannungsmomenten [Ln und !'-(n+l) auf den Senkrechten durch 
die Festpunkte, den Festlinien, abgeschnittenen Strecken aus 
den Gleichungen (35) zu: 

nn 1 
Co (n+1) 

n'n J [Lok =-
1 + x'n co (n+1) 

1 + Xn 
(37) 

ebrechnet werden (vgl. Gleichung (31) auf S. 33). 
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Werden die aus den einfachen Momenten-(ffiC-)Flächen be­
IIn 

rechneten Werte ---- auf der rechten Stützensenkrechten 
Cn (n+l) 

II/n 
und ----'=-- auf der linken Stützensenkrechten von einer Achse 

cn(n+l) 
aus aufgetragen und werden die Endpunkte n, n', (n + 1) und 
(n + 1)' kreuzweise verbunden, so schneiden diese Kreuzlinien 
auf den Festlinien die Strecken 

und 

.--., I in IIn 
ln-ln = [Ln = -.---

In c n (n+l) 

=~.~ 
1+ Xn cn (n+l) 

X' II' kn - kin = __ n_ . __ n_ 

1+ x'n c n (n+l) 

ab (Fig. 26). in und kn sind somit Punkte der Schlußlinie, wodurch 
diese eindeutig bestimmt ist. Ihr weiterer Verlauf über die un­
belasteten Felder ist durch die Festpunkte gegeben. 

Fig.26. 

Ist für jedes Feld das Trägheitsmoment konstant, so können 
naturgemäß große Vereinfachungen erzielt werden. Denn es 
ist jetzt 

f' ,&' In - 1 und fn - ,& ~ (n-l) = n-l '-2- - n 2' 
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es verhalten sich also die beiden Dreiecksftächen wie die Feld­
längen und wie die Verhältniszahlen der Trägheitsmomente. Da 
ferner die F-Punkte in die Drittelpunkte der zugehörigen Feld­
weiten fallen, so kann die Bestimmung der Festpunkte rasch be­
werkstelligt werden. Ebenso vereinfacht sich die Bestimmung 

TIn TI'n. 6 
von --- und von ---, dIe als l--fache Auflagerdrucke emes 

Cn(n + 1) Cn(n + 1) n 
mit der Momentenftäche belasteten einfachen Balkens anzusehen 
sind, wobei auf das Trägheitsmoment keine Rücksicht zu nehmen 
ist, da es im Zähler und Nenner vorkommt und sich somit gegen­
seitig aufhebt. Wir erhalten also zum Beispiel für eine gleich­
förmige Belastung von Feld In mit qn 

TI _ ~. qn In3 _ qn In2 

n - In 24 - 4 . 

Wie Fig. 27 zeigt, gehen die Kreuzlinien in diesem Be­
lastungsfalle stets durch den Scheitel der Momentenparabel. 

I I 

I-<C"',,'--______ ln _______ ~ ern.,! 

I 
"l]' t, /'" 

/'" 
./ 

",. 

./ 

,/ 
,/ 

Fig.27. 

'I 

Eine recht einfache Lösung wurde von Prof. Ritter auch 
für die Belastung durch eine Einzellast gegeben. Man kann sich 
hierzu aber auch der ersten Spalte der Tabelle 3 mit Vorteil 
bedienen, was namentlich bei mehreren Lasten der Fall sein 
dürfte. 

Ros s in, Steifrahmen. 4 
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11. Einfluß der Vouten am Auflager. 
Eine besonders für den Eisenbetonbau wichtige Frage be­

zieht sich auf die Berücksichtigung der Vouten am Auf­
lager. Infolge der bedeutenden Vergrößerung der Balkenhöhe 
fallen die Werte von,l} an den Balkenenden schnell ab, während 
sie im mittleren etwa 1/2_2/3 der Spannweite betragenden Teile 
einen konstanten Wert einnehmen. Als die vereinfachende 
Annahme eines über den ganzen Träger konstanten Trägheits­
momentes nicht mehr genügte, die genaue mathematische 
Form der ,l}-Linie jedoch die Berechnung sehr ver­
wickelt gestaltete, war man bestrebt, die ,l}-Linie über den 
Vouten durch einfachere Kurven zu ersetzen. Aber alle 
bisher eingeschlagenen Wege sind noch nicht einfach genug, 
um allgemein in die Praxis Eingang finden zu können, 
vielmehr bleibt ihre Anwendung auf wenige größere Bau­
werke beschränkt. Wie wir nun später nachweisen werden, sind 
wir dadurch, daß wir das Trägheitsmoment des Mittel­
stückes noch ein Stück über die Voutenanfänge hin­
aus konstant annehmen und es dann plötzlich unend­

lich groß werden, also 
,l} auf null fallen lassen, 
dennoch in der Lage, die 
etwa begangenen Fehler 
weit innerhalb der zu­
lässigen Grenzen zu halten, 
ohne daß hierdurch die 

Fj~. :28. 
notwendige Rechen- und 

Zeichenarbeit eine nennenswerte Erhöhung erfährt. Der Ein­
fachheit halber seien beide Vouten gleich groß angenommen, 
doch bietet auch die Berücksichtigung verschieden großer Vouten 
keinerlei Schwierigkeiten. 

Wir bezeichnen die Abstände, für welche ,l} = 0 anzunehmen 
ist, allgemein mit m = tj;. 1 (Fig. 28) und erhalten für das Be­
lastungsdreieck des Feldes In infolge [Ln = 1: den Flächeninhalt: 

f _ -& • In - mn • In - 2 mn +,l} mn • In - 2 mn 
n - \1 In 2 \1 In 2 

1\1 .1. &ll . 2 (1 - 2 't'n) . 
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Das statische Moment in bezug auf Cn : 

In - 2 mn 
2 

In + mn + 
3 

+ -&n mn • In - 2 mn . 2 In - mn 
In 2 3 

I 2 

= -&n 1- (1 - 21jin)(1 + 2 ljin - 2Ijin2). 

Daraus durch Division 

dn = ~: = ; (1 + 2 ljin - 2 Ijin2) • 

51 

(38) 

Wie aus Tabelle 2 zu ersehen, rückt der Schwerpunkt des 
belastenden Dreieckes mit zunehmenden V outen gegen die Mitte 
zu, wobei die Auflagerdrucke etwas abnehmen. Die unter An­
nahme eines für jeden Riegel konstanten Trägheitsmomentes 
ausgeführte graphische Berechnung erfährt insofern eine Ände­
rung, als die F-Punkte andere Abstände von den Stützpunkten 
erhalten und die f-Strecken jedesmal mit (1-2Ijin) multipliziert 
werden müssen. Darf jedoch Iji für jedes Feld gleich groß an­
genommen werden, welcher Fall sehr häufig stattfinden wird, so 
kann auch die letztere Arbeit gespart werden, da es sich bei 
den f-Strecken nur um ihr gegenseitiges Verhältnis handelt. 
Wie in Beispiel 3 nachgewiesen werden wird, sind kleine Än­
derungen von Iji auf die Endergebnisse von sehr geringer Be­
deutung. Es kann daher näherungsweise 

-& 1-2v v 
Iji = (1 - s)· 1 - 2 v (1 - -&8) (39) 

gesetzt werden. Hierin ist unter -&8 das Trägheitsmoment über 
der Stütze und unter v die Länge der Voute zu verstehen. 

TI 
Die Einflußlinie von __ n_ für eine über das Feld In wan­

Cn (n+l) 

dernde Einzellast wird durch Belastung desselben mit dem 
1 

Momentendreieck von der Höhe --- über der linken Stütze 
cn (n+l) 

gewonnen (V gl. S. 28). 
Werden die Abstände der Einzellast von den Auflagern mit 

a. und a' bezeichnet, so können für verschiedene Werte von Iji 
und für verschiedene Lagen der Last die Beiträge zum Ab-

4* 
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schnitte der Kreuzlinien auf der rechten Stützensenkrechten aus 
der Tabelle 3 entnommen werden. Zur Berechnung der ent­
sprechenden Abschnitte auf der linken Stützensenkrechten sind 
a und a' miteinander zu vertauschen. Wie die Tabelle zeigt, 

Tabelle 2. 

lJf 0,00 0,06 0,08 0,10 0,1127 0,125 0,15 
dn 

0,333 0,371 0,382 0,393 0,400 0,406 0,418 -
en 

c 0,3333 0,2768 0,2594 0,2427 0,2324 0,2227 0,2036 1 
nn n 

cn(n+l) 0,1667 0,1632 0,1606 0,1573 0,1549 0,1523 I 0,1464 1 n 

Tabelle 3. 

TIn 
zur Bestimmung von für verschiedene Werte 

cn(n+l) 
von !f und verschiedene Laststellungen. 

~n 0,00 \ 0,06 \ 0,08 \ 0,10 \ 0,1127\ 0,125 \ 0,150 \ 

0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,333 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 
0,55 
0,60 
0,65 
0,667 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 

0,0926 
0,1710 
0,2359 
0,2880 
0,3281 
0,3570 
0,3704 
0,3754 
0,3840 
0,3836 
0,3750 
0,3589 
0,3360 
0,3071 
0,2963 
0,2730 
0,2344 
0,1920 
0,1466 
0,0990 
0,0499 

0,0848 0,0808 
0,1651 0,1604 
0,2318 0,2286 
0,2855 0,2836 
0,3270 0,3261 
0,3570 0,3569 
0,3710 0,3714 
0,3763 0,3769 
0,3856 0,3867 
0,3857 0,3872 
0,3774 0,3792 
0,3615 0,3632 
0,3386 0,3405 
0,3097 0,3114 
0,2988 0,3005 
0,2753 0,2769 
0,2364 0,2377 
0,1936 0,1946 
0,1478 0,1484 
0,0997 0,0999 
0,0500 0,0500 

0,0771 0,0750 0,07:-1 0,')695 
0,1542 0,1500 0,1462 0,1390 
0,2243 0,2211 0,2175 0,2086 
0,2809 0,2789 0,2766 0,2710 
0,3248 0,3238 0,3227 0,3197 
0,3568 0,3566 0,3564 0,3557 
0,3719 0,3722 0,3724 0,3729 
0,3776 0,3781 0,3786 0,3797 
0,3881 0,3891 0,3902 0,3925 
0,3891 0,3904 0,3919 0,3952 
0,3814 0,3829 0,3846 0,3884 
0,3656 0,3673 0,3691 0,3732 
0,3428 0,3445 0,3462 0,3502 
0,3156 0,3151 0,3166 0,3204 
0,3053 0,3041 0,3056 0,3091 
0,2799 0,2802 0,2816 0,2846 
0,2393 0,2404 0,2415 0,2437 
0,1956 0,1965 0,1972 0,1986 
0,1491 0,1494 0,1497 0,1500 
0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 
0,0500 0,0500 0,0500 0,0500 

P ·1 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

Um die Tabelle als Einüußlinie von lln zu benutzen, sind die Zahlen· 
werte mit On (n + 1) zu multiplizieren. 

Für ll' sind a und a' miteinander zu vertauschen. 
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sind die Abweichungen gegenüber Balken konstanten Trägheits­
momentes (~n = 0) recht gering; nur am Anfang, wo der 
Einfluß der Belastung an und für sich recht unbedeutend, wird 
der Unterschied verhältnismäßig etwas größer. Da diese Diffe­
renzen bald positiv, bald negativ, so werden sie sich teilweise 
gegenseitig aufheben. Dies tritt in vollkommenem Maße bei 
einer gleichförmig verteilten Belastung ein, so daß für einen 
solchen Belastungsfall die Kreuzlinien stets duroh den Scheitel 
der Momentenparabel verlaufen. 

Den Einfluß der Vouten können wir nun dahin zu­
sammenfassen, daß durch Anordnung derselben die 
schwerpunkte der verzerrten belastenden Momenten­
dreiecke und somit auoh die Festpunkte selbst gegen 
die Mitte zu rücken. Da andererseits die Abschnitte 
der Kreuzlinien auf den Stützensenkrechten fast 
gänzlich unbeeinflußt bleiben, so senkt sioh die 
Sohlußlinie, wodurch die Einspannungsmomente über 
den Stützen größer, die Momente in Feldmitte kleiner 
werden. Es werden also die Feldmitten zu ungunsten der Stützen­
querschnitte entlastet. In den unbelasteten Feldern nehmen 
die Stützenmomente etwas langsamer ab. 

12. Das an einer l\'Iittelstütze angreifende 
Moment. 

Bisher besohäftigten wir uns nur mit lotrechten Lasten. Da 
die sonstigen Belastungsarten, 

. sohräg geriohtete Kräfte (bei ge­
bogener Aohse) und angreifende 
Momente, von geringerer Be­
deutung sind, können für diese 
die Berechnungen mit Verzicht 
auf eine eingehende Untersuchung 
nach dem allgemeinen Verfahren 
vorgenommen werden. Von 
größerer Bedeutung für die 
späteren Untersuchungen ist nur Fig. 29. 

der Fall eines an der Mittelstütze angreifenden 
Momentes, mit welchem wir uns daher etwas näher 
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befassen wollen. Ist z. B. Stütze' 111 von einem im Sinrie 
des Uhrzeigers drehenden Momente M" ergriffen (Fig. 29), 
so kann sowohl Balken 1(11_1)' wie auch Balken 111 als damit be­
lastet angesehen werden. "Es kann aber auch das Moment M 
in Teilmomente CXII Mund cxll ' M zerlegt werden, von denen das 
erstere dem Balken 111 , das letztere dem Balken 1(11_1) zugewiesen 
wird (Fig. 293.). Wird nun zunächst in 111 ein Gelenk angeordnet, 
so wird daselbst die Tangente des rechten Teiles eine Drehung 
CXn M [CIIII - "11' cn(n+1)]' die des linken Teiles eine solche von 
- cxn' M (cnn' - "n-l cn(n-l») ausführen. Werden jetzt CXn und 
cxn' so gewählt, daß 

CXn [cnn - Y-n' Cn(n+l)] - cxn/[c~n - "n-l cn(n-l)] = 0, (40) 
so werden auch nach erfolgter Formänderung die beiden Tangenten 
zusammenfallen, also der urpsrüngliche Winkel bei On gewahrt 
bleiben. Wird nun das vorhin hei On angeordnete Gelenk wieder 
beseitigt, so wird dadurch im Gloichgewichtszustande nichts ge­
ändert. Ein an der Stütze In angreifendes Moment" 1" 
ist s.omit so zu spalten, das sich seine Teilmomente 

CXn : CXn' = [c~n - X(n-l)Cn(n-l)]: [cnn - Xn' Cn(n+l)] (40a) 
verhalten. Der durchlaufende Balken ist durch An­
ordnen eines Gelenkes in In in zwei voneinander un­
abhängige Teile zu zer.lege.n, und der rechte mit dem 
Moment CXn' der linke mit dem Momente cxn' zu be­
lasten. Der Verlauf der Momente ist dann durch die Festpunkte 
K n bis Kr und J(n-l) bis Ja festgelegt. 

Das Verhältnis cxn: cxl1 ' kann in einfacher Weise graphisch im 
engen Anschlusse an die Bestimmung der Festpunkte gefunden 
werden. Wird berücksichtigt, daß 

, , (ein-I) . din-I») Cnn - xn-l Cn(n-l) = f(n-l)· -1-- - x(n-l) ·-1--
(n-1) (n-l) 

f ' kn-l -d~_l 
- n-l· I 

'n-1 
und daß 

, f (en , dn) -"f kn'-dn 
Cnn-Xn ·Cn(I1+1) = n In~xn In - n 'kn' 

(s. Ableiturig auf S. 46), so kann Gleichung (40a) auch geschrieben 
werden: 
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k(n-l) - din-I) kn' - dn 
CJ.: n : CJ.:n' = fin-I) --'''''-----''-'------'''---''-'---: fn kn" 

k(n-I) 

(s. S. 47). 

f ' kn' 
= (n-I)k'_d :fn " 

,n' n 

k(n-I) 

55. 

Es geben also die zur Bestimmung der Festpunkte gezeich­
neten Strecken Gn' - Cn und Gn - Cn unmittelbar die Verteilung 
des Angriffsmomentes auf die anliegenden Felder an. 

13. Einftllßlinien. 
Die Einflußlinie kann in ähnlicher Weise wie für den zwei­

stieligen Rahmen auf belastende Momentenflächen zurückge­
führt werden. Für einen beliebigen Querschnitt m des Feldes l~ 
(Fig. 23 b) in den Abständen x und x' von den Stützen lautet 
nach S.44 die Momentengleichung allgemein: 

x' x 
M = aRm + !Ln'~ + !L(n+l)"~" (36) 

Ist bloß Feld In belastet, so kann obige Gleichung mit Berück­
sichtigung der Ausdrücke (35) geschrieben werden: 

M = aRm ___ ~" x' - xn' X' " __ l1_n_ 
1 -Xn xn' In Cn(n+l) 

"n' x-Xnx' 

I-xnxn' In Cn(n+1) 
Ist jedoch Feld l(n-I) belastet, so beträgt 

Xin-l) [ l1in-1) l1in- 1)] 
!Ln = ," -X(n-I)" 

1 - X(n-I) X(n-I) C(n-1)n c(n-J)n 
und !L(n + 1) = - xn' !Ln' daher das Moment in m 

x' x' -xn ' x M = _ (n-1) 
1-x(n-l) Xen-1) In 

[ l1en-l) . l1(n-I)] -X(n-I)---- " 
C(n-I)n C(n-I)n 

Es ist 
Xn 1 Xen-I) 1 

I-xn xn' Cn(n+1) 1-X(n-l) X(n-1) C(n-l)n' 
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was leicht einzusehen ist, wenn für Xo und X'(0-1) die Ausdrücke 
(34 a) und (34 b) eingeführt werden. Es weisen also in 0 bigen 
Gleichungen IIo und II'(o-1) den gleichen Beiwert 

Xo 
Oom = 1 ' -XoXn 

x'-Xo'x 1 

In Cn(I1+1) 
(41 ) 

auf. Ebenso kann nachgewiesen werden, daß der Beiwert 
O(O-l)m = x(n-1) Oom von II(n-1) mit demjenigen von 
II'(11-2) übereinstimmt. Desgleichen ist offensichtlich, daß bei 
einer Belastung der Felder rechts von 1(11 + 1) II' n und II(n + 1) 
den gleichen Beiwert 

Xn ' X - Xo x' 1 
Q(n + l)m = -----. ----. ----

I - Xn xn' 10 Co(0+1) 

II'(o + 1) und II(n + 2) den Beiwert O(n + 2) m = X'(O + 1) O(n + 1) m 
usf. erhalten. 

Da nach Nr. 6 die belastende Momentenftäche von II aus 
einem Dreiecke von der Höhe 1 über der zugehörigen Stütze be­
steht, wird die belastende Momentenftäche des Momentes in m 
von einem Linienzuge gebildet, der durch die Ordinaten 

n-nm = - 0n,m und (n + 1) - (n + l)m = - O(n +l)m und 
durch die Festpunkte i(n -1)' i(n _ 2) • • •• k(n + 1}' k(n + 2) .... 
festgelegt ist. Hierzu tritt noch die Einzellast 1 in m. Ist der 
Balken so ausgebildet, daß die S.50 bezüglich der Trägheits­
momente getroffene Vereinfachung als zulässig erscheint, so kann 
zur Bestimmung der Einftußlinie die Tabelle 3 benutzt werden, 
wobei die Tabellenwerte jedesmal mit einer Zahl .0. . c zu multi­
plizieren sind. 

Die 0-Werte können auch zeichnerisch bestimmt werden (Fig. 30). 

Zu dem Zwecke ziehen wir zur Standlinie n-(n + 1) eine .Par-

allele n° - (n + 1)° im Abstande 1 und verbinden diese 
co(o + 1) 

vier Punkte kreuzweise miteinander, wo bei sich auf den 
Festlinien die Schnittpunkte iO und kO ergeben. Eine durch iO 
und k gelegte Gerade schneidet auf den beiden Stützensenk­
rechten die Strecken 

--, -. -. n-k 1 k' 1 n-n =10 -}.-=.---=_.--._--
i-k Co(0+1) 1 k'-i CI1 (I1+1) 
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i k' 
(k + i) k' - (k' + i') . i cn (n+ll 

i k' 1 x 1 
kk'-ii' cn (n+ll 1 - X x' Cn(n+l) 

und 

(n + 1) - (n + 1)" = xn '· n - n' 
ab und trifft die Senkrechte durch rn in einem Punkte m' , 

r 
Fi ' . 30. 

J1n~ 

I 
I 
I 
I 

11r· :") 

Fi~. 31. 

I 
I 

I 
.,l 

.-/ 
.-/ 

',uZ/ 

der von der Standlinie den gesuchten Abstand On m = 

(n - n')· e' - x' 7) hat. In gleicher Weise wird durch die Ge­

rade i-ko die Strecke O(n + l)m = rn-rn" bestimmt. Es bleibt nur 
noch übrig, die Strecken On mund O(n + 1) m auf die Stützensenk­
rechten zu übertragen und die so erhaltenen Punkte nm und 
(n + l)m miteinander zu verbinden, sowie in der oben angegebenen 
Weise die belastenden Momentenflächen der anliegenden Felder 
zu vervollständigen. Fällt m mit einem Festpunkt zusammen, 
so verschwindet ein Belastungsdreieck des Feldes In sowie auch 
die Belastungsfläche der anschließenden Felder. Kommt da-
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gegen m nach n zu liegen, so bildet, da n -.-::. n" = (n + 1) - (n + 1)" 
sein muß, die· Gerade n - iO - k - (n + 1)" die Belastungs­
fläche. 

Die belastende Momentenfläche für die Querkräfte in mist 
aus der allgemeinen Gleichung 

Q = QO + [Ln - [L(n+l) (36a) 
In 

abzuleiten (s. S. 44). Hierbei werden für den linken Teil die auf­
wärts, für den rechten Teil die abwärts gerichteten Kräfte 
positiv genommen. Werden wieder die Ausdrücke (35) einge­
führt, so gehen bei bloßer Belastung des Feldes In obige Gleichungen 
über in 

Q = QO _ Xn (1 + xn:) .J...~ + xn' (1 + X~) .J....~. 
1-xn xn lnCn(n+l) 1-xn xn In cn(n+1) 

Die Beiwerte von TIn und IIn' sind hierin unabhängig von der 
Lage des Punktes m. Es kann daher für jeden Querschnitt des 
Feldes In die belastende Momentenfläche auf zwei Dreiecke von 

xn (l + xn ') 1 . 
den Höhen n-no = - ..' I über der lInken 

1 - Xn Xn n Cn (n + 1) 

xn' (1 + xn ) 1 
und (n + 1) - (n + 1)0 = 1 ' . 1 über der 

- X n X n n Cn (n + 1) 

rechten Stütze zurückgeführt werden, während die Einflußlinie 
für QO gleich der Momentenlinie infolge Belastung durch ein 
Drehmoment ,,1" in m ist. Die belastende Momentenfläche für 
die anschließenden Felder ist durch die Punkte nO, i(n-l)' i(n-2l .. 
sowie (n + 1)°, kin + 1), kin + 2) ••• bestimmt, was in ähnlicher 
Weise wie vorhin gezeigt werden kann. 

Die Punkte n° und (n + 1)° können schnell durch Zeichnung 
gefunden werden; (Fig. 31) denn es ist 

1 
k k' i I n-l x (1 + x') 

I-xx' = --1-' -j-' = I (k' - i) 
I- k ·V 

i-k 

1 
Wird daher in irgendeinem Maßstabe k - kO 

In Cn (n+l) 
kO und i die linke aufgetragen, so schneidet die Gerade durch 

Stützensenkrechte im gesuchten Punkte nO. 

(n + 1)° auf der Geraden iO - k liegen. 

Ebenso muß auch 
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14. Zaltlenbeispiel. 
Beispiel 3 1 ). 

Ein über drei Felder durchlaufender Balken sei an seinen 
Enden vollkommen eingespannt und über den Mittelstützen 
frei drehbar gelagert. Seine Abmessungen seien. wie aus Fig. 32 
ersichtlich, 10 = 12 = 8,80 m, 11 = 7,60 m, v = 0,251, ho = h[=h2 ; 

hs = 1,6 ho, somit .&S = 0,24 .&. 
Die Belastung möge aus einer gleichförmig verteilten Last 

von 1,2 tjm 2 und aus 4 Einzellasten von je 5 t bestehen, von denen 
je eine in der Mitte der Außenfelder, die beiden anderen 
am Innenfeld im Abstande 2,30 m vom Auflager angreifen. 

Wird mit Rücksicht auf die Näherungsformel (39) ~ = 0,15 
gewählt, so sind nach Tabelle 2 die Schwerpunkte F der be­
lastenden Dreiecksftächen in den Abständen 0,4181 einzutragen 
(Fig. 32a) und die Festpunkte gemäß Fig.25 zu ermitteln. Die 
Strecken F-H, deren gegenseitiges Verhältnis ja nur in Frage 

I 
kommt, wurden zu 6 gewählt. Es genügt bloß die J-Punkte 

aufzutragen, da die K-Punkte deren Spiegelbild sind. Die weitere 
Berechnung, die für beide Rechnungsarten gesondert durchge­
führt wurde (Fig. 32b), nimmt folgenden Verlauf: Nach Auf­
tragen der Momentenlinien der einfachen Balken können für die 
gleichförmig verteilte Belastung die Kreuzlinien durch die 
Scheitel der Momentenparabeln unmittelbar gezogen werden, 
während im anderen Belastungsfalle zunächst die Abschnitte 
auf den Stützensenkrechten aus Tabelle 3 zu llo = II 0' 

= 0,3885· 8,8' 5,0 = 17,09 tjm 2 u~d III = ll/ = (0,2862 + 
+ 0,3569) . 7,6·5,0 = 24,44tjm 2 entnommen werden müssen. Ge­
mäß den Ausführungen auf S. 44 sind hierauf unter der Annahme, 
daß jedesmal nur ein Feld belastet ist, dieTeilmomente der Stützen­
einspannung durch die Schlußlinien 0, 1, 2 und 0', 1', 2' be­
stimmt und zuletzt summiert worden (in der Figur durch stärkere 
volle Linien dargestellt). 

1) Entnommen A. Straßner, Berechnung kontinuierlicher Eisen­
betonträger mit Rücksicht auf die Vouten. Beton und Eisen, 1911, XX, 
und 1912, I. 
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Um die Ergebnisse auf dem Wege der Rechnung nachzuprüfen 
muß zunächst mit Hilfe von Tabelle 2 coo = cn ' C22 = C33' 

Fig.32. 

Fig.32a. 

Fig.32b. 

Fig.32c. 

= 1,792 m, C01 = c10 = C23 = C32 = 1,288 m, c11 = c2!' = 1,547 m, 
c12 = c21 = 1,113 m berechnet werden; ferner beträgt nach 
Gleichung (34a) und (34b) Xo = x2' = 0,719; Xl = Xl' = 0,462, 
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X2 = xo' = 0,456. So dann sind für die gleichförmig verteilte 
n TI I 12 TI TI I 

Belastung die Werte ~ = _0 = L = 23,23 t/m 2 und --.! =_0 
C01 c10 4 c12 c2l 

qP 
= -t = 17,33 tim 2 zu bestimmen, während die entsprechenden 

Werte für die Belastung durch Einzellasten bereits aus dem 
ersten Verfahren bekannt sind. Die einzelnen Stützenmomente, 
die nach Gleichung (35) berechnet warden, finden sich in der fol­
genden Tabelle vereinigt. Sie müssen natürlich mit den auf 
zeichnerischem Wege gefundenen Werten übereinstimmen. 

1 

gleichf. verl. 
Belastung 

J Einzel-
lasten l 

Belastetes 
Feld 

10 

11 

12 

10 

l, 
12 

I 

p.. 
mt 

-13,52 

+ 3,94 
- 1,43 

-11,01 

- 9,95 

+ 5,55 
- 1,09 

- 5,49 

-4,45 
-5,47 
+ 1,99 

-7,93 

-3,26 
-7,72 
+ 1,51 

-9,47 

Um den Einfluß der Vouten beurteilen zu können, wurden 
in Fig.32c Schlußlinien unter Annahme verschiedener Werte 
für \ji aufgetragen. Man kann hieraus leicht ersehen, daß bereits 
durch Anordnung einer kleinen Voute die Stützen­
momente gegenüber dem Balken von konstantem 
Querschnitt erheblich zunehmen. Andererseits werden 
aber für höhere Werte von \ji die Unterschiede recht 
gering, so daß es durchaus berechtigt erscheint, sich 
mit einer nur annähernd genauen Ermittlung von \ji 
zu begnügen. 

III. Der mehrstielige Rahmen. 
15. Einleitung. 

Da mehrstielige Rahmen vielfach statisch unbestimmte 
Bauwerke sind, versagen bei deren Berechnung die allgemeinen 
Methoden der Statik, da nicht nur die erforderliche Rechen­
arbeit ganz gewaltig wächst, sondern auch die Übersicht bald 
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verloren geht. Es lassen sich jedoch bei richtiger Wahl der über­
zähligen zwischen diesen Beziehungen ableiten, die eine plan­
mäßige Lösung solcher Aufgaben erleichtern. So gelang es 
Dr.-Ing. Marcus l ), von diesem Grundsatze ausgehend, zwei 
voneinander unabhängige Gruppen von überzähligen 
aufzufinden und für diese Gleichungen Clapeyronscher Art auf­
zustellen. Ein anderes Verfahren soll hier von uns gewählt werden,. 
das als eine Erweiterung des durchlaufenden Balkens angesprochen 
werden kann. Wie beim durchlaufenden Balken jedes Feld als 
ein teilweise eingespannter Balken aufzufassen ist, so erscheint 
auch jeder Riegelteil eines mehrstieligen Rahmens in 
seinen Eckpunkten elastisch eingespannt, wobei seine 
Widerlager durch im allgemeinen wieder mehrfach 
statisch unbestimmte Rahmen gebildet werden. Sindda­
her für jedes Rahmenwiderlager die elastischen Verschiebungen des 
Eckpunktes infolge eines dort angreifenden Momentes und einer 
wagerechten Kraft bekannt, so kann die Berechnung nach Nr. 7 
durchgeführt werden. Unsere Aufgabe läuft also zunächst darauf 
hinaus, der Reihe nach, ähnlich wie beim durchlaufenden Balken, 
die elastischen Formänderungen der Rahmeneckpunkte für die 
genannten Belastungen zu ermitteln. Sind dann für ein be­
lastetes Feld die Einspannungsmomente und die Bogenkraft be­
kannt, so ist es nicht mehr schwer, für die anschließenden Felder 
den Momentenverlauf zu bestimmen. Bemerkenswert hierbei ist, 
daß das in einem Eckpunkt auftretende Einspannungsmoment 
dort in zwei Teilmomente gespalten wird, von denen das 
eine unmittelbar von der Stütze aufgenommen, während das 
andere durch den Riegel nach dem nächsten Eckpunkt geleitet 
wird, wo sich dann der gleiche Vorgang wiederholt. In ähnlicher 
Weise vollzieht sich auch die übertragung der wagerechten 
Kräfte. 

16. Elastische Formänderungen der Widerlager­
Rahmen. 

Zunächst möge der einfache zweistielige Rahmen ADEl Cl 
(Fig.33) für den Fall untersucht werden, daß im Eckpunkte EI 

1) Studien über mehrfach gestützte Rahmen- und Bogenträger . 
• J. Springer, Berlin 1911. 
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ein entgegen dem Uhrzeigersinne wirkendes Moment LI angreift. 
Es wird sich als zweckmäßig erweisen, das statisch bestimmte 
Hauptsystem durch Beseitigung der steifen Verbindung bei EI 

L 

Fig.33. 

_Fig. 33 tl. 

zu bilden, wodurch es die Form eines Drei-Gelenk-Rahmens 
annimmt (Fig.33a). Dasselbe darf aber auch so aufgefaßt werden, 
als ob es aus zwei einfaohen Balken bestünde, die in EI 
miteinander gelenkig verbunden sind und dort einander gegen-
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seitig stützen. Während aber für den Balken A D EI' der kurz 
als Riegel 1o bezeichnet werden möge, das Auflager EI als eine 
unnachgiebige Pendelstütze erscheint, da die Formänderungen 
infolge der Normalkräfte von uns vernachlässigt werden, wird 
das obere wagerechte Auflager des Balkens Cl EI (der Stütze 1) 
durch einen elastischen Stabzug gebildet. In ähnlicher Weise 
wie das über der Stütze eines durchlaufenden Balkens angreifende 
Moment auf die beiden anliegenden Balken verteilt wird, muß 
ein in EI angreifendes Moment LI derart in die Teilmomente 
LI' und LI" zerlegt werden, daß die Summe der durch diese 
Momente erzeugten Änderungen des Winkels EI null wird (vgl. 
S.54). 

Durch das dem Riegel zuge~iesene Moment Lr' werden 
L' 

nur lotrechte Auflagerkräfte T hervorgerufen, wobei die Stütze 1 
. ° sich wohl um ihren Fußpunkt dreht, jedoch keinerlei Verbiegungen 

erfährt. Das an der Stütze angreifende Moment - Lr" bedingt 
L" 

wagerechte Auflagerkräfte - -1- ~on denen die untere unmittel-
1 

bar vom Unterbau aufgenommen, während die obere auf den 
Riegel übertragen wird. 

Betreffs des Vorzeichens sei folgendes festgesetzt: Eine 
Winkeländerung wird positiv gemessen, wenn dadurch der vom 
Riegel und der Stütze bei EI eingeschlossene Winkel verkleinert 
wird. Ebenso die Momente und Kräfte, welche diese Winke 1-
änderung bewirken. Es ist also z. B. in unserem Falle LI' positiv, 
dagegen LI" negativ zu nehmen. Ebenso ist auch eine elastische 
Verlängerung derRiegelachse inwagerechtem Sinne positivzu messen. 

Die in den vorangehenden Abschnitten gewählten Bezeich­
nungen. mögen im allgemeinen beibehalten werden, doch ist es 
notwendig, einige Ergänzungen vorzunehmen. Die Formänderun­
gen eines Riegels seien in sinngemäßer Weise mit BO, ffio und TO 
bezeichnet, ebenso diejenigen des Teiles D EI des ersten Feldes. 
Ein in EI angreifendes Moment 1 wird die Tangente daselbst 
um cll' verdrehen und die Auflager im wagerechten Sinne um 

10 

- s".( 0+ lo_x) x d - ro 0 - v Y s-l-o- 1;;- x - ;'.Ilo + So cIO (42) 
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vorneinander -entfernen. Um das gleiche Maß wird die Auflager­
tangente in EI durch eine dort angreifende Kraft ,,1" gedreht, 
wobei gleichzeitig eine wagerechte Verschiebung dieses Punktes um 

So 10 

To = S.&y2 dX = S'&Sy2dy +S-s-(yo + s.\:xr dx = 

o U 

stattfindet. 
Für ein an der Stütze in EI angreifendes Moment 1 kann 

8 1 

cu" = S.&s y2 ~y = S~ abgeleitet werden. 
SI SI 

o 
Für den Belastungsfall der Fig. 34 beträgt danach die Ver-

längerung der Riegelachse Lr' ffio - LI" To ,um welches Maß sich 
SI 

infolge Unverschieblichkeit von A Punkt EI nach rechts bewegt. 
Die Stützenachse vollführt hierbei eine den Winkel bei E j ver­
kleinernde Drehung um 

L ,ffi o - L " ~ 
1 SI 1 S12· 

Gleichzeitig wird die Tangente im Riegelpunkt EI um 

LI' cll' - Lr" ffio, diejenige im Stützpunkt E J um 
SI 

LI!" L" SI d ht l C -l1- 1 -2 ge re . , SI 

Danach ergibt sich durch Zusammenfassen der einzelnen 
Winkeländerungen die Bedingungsgleichung zu: 

L ' (~ + c ,) - L " (To + ~ + ~) = 0 1 SI U 1 S12 SI Sj 2 

Da anderseits auch LI' + LI" = LI' folgt hieraus 

LI' = To + ffi~:1 + SI . LI = ()(1 LI (44 a) 

Lr" =, ffio S1 + c11 ' S12 . LI = ßl . LI. (44 b) 
No 

Hierin ist No = To + 2 ffio SI + cn ' S12 + SI 1). 

1) :Muß natürlich mit dem Nenner der Gleichung (17) übereinstimmen. 

R 0 8 S i n, Steifrahmen. 
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Ist also ein Rahmen ADEleI für ein in EI an· 
greifendes Moment LI zu untersuchen, so darf derselbe 
durch zwei einfache Balken, den Riegel ADEl und die 

L're - ~ l ..:;s t:ll. s · 0 

[ '---

Fig.34. 
0, 

I?i:.(. 34 a. 

Stütze 0IEI ersetzt werden, wobei auf diese das Mo­
ment so zu verteilen ist, daß auf den ersteren LI' 
= (Xl LI und auf die letztere LI" = ßI LI entfällt. Die 
für diese Ersatzbalken errechneten Momente und Querkräfte 
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sowie Formänderungen werden mit den gleichen Werten des 
Rahmens identisch sein. 

Zur Erleichterung der weiteren Arbeit sollen einige Um­
formungen vorgenommen werden (Fig.34a). 

Wird in EI an den Riegel eine starre Scheibe angeschlossen, 
so kann im lotrechten Abstande 

k --~ 1 - , 
Cu 

(45) 

über EI ein Punkt NI bestimmt werden, der bei Drehung der 
Scheibe infolge eines in EI angreifenden Momentes keine Ver­
schiebung erfährt. Daher wird nach dem Maxwellschen Gesetze 
durch eine in NI angreifende Kraft die starre Scheibe parallel 
zu sich selbst verschoben. Das Maß der Verschiebung beträgt 

K1 = To - mo k1 (46) 
Wird nun die in EI angreifende Kraft nach NI verlegt, so setzt 
sich die Belastung des Riegels aus dem Momente 

(ot1- ß1 ~:) LI = YI LI (47) 

und aus der Kraft - ~ LI in NI zusammen. Werden fürot] und ßl 
8 1 

die Gleichungen (44) eingeführt, so kann 

K 1 + SI 
~ = ~7~ 

No 
unmittelbar aus den Grundwerten der Formänderung berechnet 
werden. 

Unter gleichzeitiger Einwirkung des Momentes Y1 LI und 

der Kraft - ~ . LI wird eine Drehung der starren Scheibe um 
8 1 

, K) + SI mo Y c11 . LI = . - . LI 
No k1 

und eine Verschiebung des Punktes N) um 

'" L - ß K1 I - mo + cu' SI K L .,ll 1 - - l' -. '1 - - N .) 1 
SI 0 

= _ mo • k1 + SI • K) L 
K1 No 1 

stattfinden. 
j* 
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Wie aus Fig. 34a hervorgeht, wird sich dabei Punkt EI um 

Q;I LI = - ~ K I LI + Yl cn ' LI' k1 = _(h. K 1-Yl mo) LI (48) 
SI SI. 

verschieben. 
Der Punkt 0 1 der starren Scheibe, 

der während dieser elastischen Bewegung 
seine Lage nicht verändert, liegt im Ab­
stande 

ycu ' 
(49) 

Y; lotrecht unter EI und im Abstande 

Sl'1 K l 
h l = - --, K + S (SI + k l ) 

Y Cu 1 1 

. (50) 
lotrecht unter NI' 

Andererseits muß aber auch 

h1 = UI + k i (50a) 
sein, wodurch wir ein Mittel zur Über­
prüfung der Zahlenrechnung an der Hand 

Fi~. 35 n. haben. 

Da für ein im Punkte EI des 
Rahmens angreifendes Moment die Achse 

des momentanen Dreh zentrums durch 0 1 geht, so wird 
sich unter einer dort angreifenden Kraft H I die starre Scheibe 
parallel verschieben müssen. Wählen wir als Hauptsystem 
wieder die beiden einfachen Balken A C EI und EI Cl und be­
lassen wir bei ersterem die starre Scheibe (Fig. 35), so müssen 
in EI als Überzählige das Moment Y 1 'SI' sowie die dadurch 
bedingten wagerechten Auflagerkräfte Y I angebracht werden, 
Werden H I und Y I durch gleich große, in NI angreifende Kräfte 
und durch die Momente H I ' h l und YI 'k} ersetzt (Fig.35a), 
und wird berücksichtigt, daß erstere keinen Einfluß auf die Drehung 
der starren Scheibe haben, so muß die Summe der an der Scheibe 
angreifenden Momente Null werden, da sich diese anderenfalls 
verdrehen müßte, was aber nach Obigem ausgeschlossen ist. 
Y 1 ist also der Bedingung unterworfen: 

H} h1 - YI (SI + k1) = O. 
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Daraus 

y 
1 

(5Ia) 

und 

(5Ib) 

Die Verschiebung der starren Scheibe, an der nur die in NI 
wirkenden Kräfte beteiligt sind, beträgt 

(52) 

Wird nun an den Rahmen ADEl Cl in EI der Riegel 11 

gelenkig angeschlossen und in E 2 durch ein Gleitlager gestützt 
(Fig. 36), so wird sich 
unter Einwirkung eines 
Momentes L 2 in E 2 der 
Winkel bei EI um c12 

L 2 verkleinern. Soll 
jedoch der Anschluß in 
EI steif sein (Fig. 36 a), 
so ist daselbst ein Mo­
ment LI anzubringen, 
welches den Rahmen 
um Yl c11' LI und den 
Riegel um cn LI ver­
drehen wird, und dessen 
Größe aus der Bedingung 
abzuleiten ist, daß die 
Summe aller Winkel­
änderungen m EI Null 
sein muß: 

Daraus: 

Fig. :]6. 

ft---- l. --* ---l, 

c, 

FiO'. 36 a. 

o. 

C12 
LI = - , + L2 = - Xl L2 (53) 

Yl cn cn 
Der Ausdruck für Xl weist die gleiche Form auf wie beim 

durchlaufenden Balken, jedoch tritt zu cu' der Beiwert Yl hinzu, 
der stets ein echter Bruch ist, wodurch Xl größer, mithin die Ein­
spannung des Riegels 11 stärker wird. Im Grenzfalle Yl = 1 ist 
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die Übereinstimmung mit dem durchlaufenden Balken eine 
vollkommene. Mit abnehmendem Y1 wird x größer, somit die 
Einspannung stärker, bis für Yl = 0 die volle Einspannung er­
reicht ist. 

Die Tangente in E 2 wird sich um 

022' L2 = C22' L2 + c21 LI = (C 22' - Xl C21 ) L2 (54) 

drehen. Gleichzeitig wird sich die Achse des Riegels 11 um 
L2 ffi10 + LI BIO, die des Riegels 10 um LI Q\ im wagerechten 
Sinne vergrößern. E 2 wird somit eine wagerechte Verschiebung 
nach rechts von 

(55) 

erfahren. Die Lage N 2 des momentanen Drehzentrums ist danach 
durch 

(45') 

ausgedrückt. 
Soll eine in E 2 angreifende wagerechte Kraft I untersucht 

werden (Fig.37), so lösen wir die steife Verbindung in EI voll­
ständig und bringen dort sowohl am Rahmen wie auch am Riegel 
11 starre Scheiben an, die wir in 01 miteinander gelenkig ver­
binden. Wir erhalten auf diese Weise einen statisch bestimmten 
Stabzug 01-E1-E2, der in 0 1 in wagerechtem Sinne durch den 
Rahmen ADEl Cl elastisch gestützt ist. Unter Einwirkung 
der Kraft "I" vollführt die starre Scheibe des Riegels eine Dre­
hung 1· (BIO + u1 cu), während die des Rahmens nur parallel 
zu sich selbst verschoben wird. Um den tatsächlichen Zustand 
wiederherzustellen (Fig. 37 a), müssen an den starren Scheiben 
Momente 1· wangebracht werden, die so zu bemessen sind, daß 
der vorhin zwischen den beiden Scheiben entstandene Winkel 
wieder zum Verschwinden gebracht wird. Die Bedingungsgleiohung 
für w 1 lautet daher: 

BIO + u1 c11 + W l (Yl c11' + cn ) = 0 
Daraus 

BIO + U 1 C11 
W1 = - (56) 

Y c11 + C11 

Der Momentenverlauf erfolgt für den Riegel 11 nach Fig. 38. 
Wird 

(56a) 
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gesetzt, so kann die gegenseitige Verschiebung der Punkte 0 1 
und E 2 zu 

I, I, 

5.&M y dx =5.&(y + vIII 11 X)(y+u1I1 11 X)dX 

o 0 

I, I, J, 

S eIl - x 5 .& (11 - X)2 
= .& y2 dx + (U1 + VI) J'&Y --11- dx + u1 VI 112 dx 

000 

= T10 + (u1 + VI) .21° + u1 VI cll 

Fig.37. 

Fig. 37 a . 

.Fig. 38. 

berechnet werden. Da sich infolge Elastizität des Widerlager­

rahmens 01 um K1 verschiebt, so beträgt die gesamte wagerechte 
Verschiebung von E 2 infolge einer daselbst angreifenden wage­
rechten Kraft ,,1": 
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Eine in N 2 angreifende Kraft "I" wird diesen Punkt um das 
Maß 

(46') 
entfernen. 

Tritt jetzt an Stelle des in E 2 angenommenen Gleitlagers 
ein daselbst starr angeschlossener Stab von der Höhe S2' wodurch 
ein dreistieliger Rahmen gebildet ist, so kann hierfür das für den 
Rahmen des ersten Feldes gewählte Verfahren wiederholt werden. 

Ein in E 2 angreifendes Moment L2 ist dann in die Momente 

Tl + ffil 82 + S2 
L 2' = ()(2 L 2 = . L 2 (44'a) 

NI 
und 

L 1/ - ß L _ ffil 82 + 022 S22 
2 - 2 2 - NI . L 2 (44'b) 

zu spalten, von denen das erstere dem RiegellI' das letztere der 
Stütze 2 zuzuweisen ist. Hierbei bedeutet NI = Tl + 2 ffi1 8 2 + 
+ 022' 822 + S2' Gleichzeitig tritt in E 2 die Auflagerkraft 

- ~2 L 2 auf. Wird dieselbe nach N2 verlegt, so geht das Moment 
2 

des Riegels in 

Y 2 = ((1.2 - ß2 ~) == K 2 + S2 
S2 NI 

(47) 

über. Für diese Belastung ergibt sich eine Drehung der starren 

Scheibe um Y2 022' L2 und eine Verschiebung ihres Punktes E 2 um 

Q;2 L2 = - [ß2 ~22 - Y 2 ffil] L2 (48') 

wobei ein Punkt O2 im lotrechten Absta,nde 

u2 = - ~2 (49') 
yc '22 

unterhalb K 2 das momentane Drehzentrum bildet. 

Zur Überprüfung der Rechnung kann die Bedingung 

K ' 
h2 = K + S (S2 + k) == u2 + k2 (50') 

2 2 

herangezogen werden. 



Der belastete Riegel. 73 

Eine am Rahmen in Oz angreifende Kraft Hz darf durch die 
in N z angreifende Kraft 

Kz 
pz Hz = K + S . H 2 

Z z 
(51') 

ersetzt werden. Hierbei wird die starre Scheibe um 

K - K2 SZ ·H 
zHz - K z + S2 z 

parallel verschoben. Wird nunmehr an E 2 der Riegel lz an­
geschlossen, so kann 

Cz 3 ( , 
~ = 53) 

'(2 C 22' + C22 

abgeleitet und so der Reihe nach abwechselnd eine Stütze und 
ein Stab angefügt werden. In gleicher Weise können vom rechten 
Felde ausgehend die entsprechenden Werte berechnet werden. 

17. Der belastete Riegel. 
Sobald für jeden Riegel das Gesetz der elastischen Bewe­

gungen seiner Widerlagerpunkte bekannt, bietet die Berechnung 
sämtlicher Momente und Querkräfte für verschiedene Last­
stellungen keine weiteren Schwierigkeiten; denn es kann jeder 
beliebig belastete Riegel In als teilweise eingespannter Rahmen 
nach dem in Nr.7 dargestellten Verfahren berechnet werden. 

Hierbei wird es sich empfehlen, in gleicher Weise wie beim 
durchlaufenden Balken die Belastung jedes Riegels gesondert 
zu untersuchen und die sich ergebenden Teilmomente hernach 
zu summieren. Soll z. B. Riegel In als belastet angenommen 
werden, so ist zunächst nach Gleichung (19) t n und t n' und ge­
mäß Gleichung (32) 

_ Xn [Yn ;cnn' (tn + u n) 
r n - , 

1 - Xn Xn • Cn (n+1) 

, '(;n + 1) C(n + 1) (n + 1) (tn' + U'(n + 1)J 
-Xu 

. Cn(n+1) 

r u'= Xu', [Y;n+l)C(n+1)(U+1)(tn'+u'(n+1)) 
1 - Xu Xu cu(n+l) 

'(n cnu'(tu + U n) J 
-Xu------~----~ 

. Cu(n+1) 

(59) 
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zu bestimmen (vgl. Fig.20). Wird noch 

Nn" = Tno - t n ~n - t n' lRn + K n + K(n+ll + 
f n2 Cnn + 2rn rn'cn(n+1l + r2'2 c(n+l)(n+l) + 
(zn + un) "(n c~n + (zn' + u(n+ 1) "(;n+1l C(n + l)(n + 1l (59) 

berechnet, wobei wieder zn = t n - rn; zn' = t n' - rn' gesetzt 
wird, so können in Übereinstimmung mit Gleichung (30) 
die Gleichungen der Überzähligen des n-ten Feldes angeschrieben 
werden zu 

X - TIno - TIn Zn - TIn' zn' + W [I{ + [Ln (zn + un) "(n e' nn] 
11 - Nn" 

Xn [TIn - WUn "(n C' n n ,TIn'] [Ln = - ----, - Xn 
1-Xn Xn Cn(n+1) Cn(n+l) 

, xn' [TIn' TIn - Wnn "(n C'nn ] [Ln = -----, - Xn 
1-Xn X n cn(n+1) Cn (n+ 1( 

(60) 

Werden die Bogenkräfte nach E n und E(n + 1) verlegt, so gehen 
die Einspannungsmomente über in 

und 
Mn = [Ln - X n Zn I 
M~ == [Ln' - X n Zn' 

(61) 

Nunmehr sind wir ohne weiteres in der Lage, für jeden 
Punkt des Riegels In sein Moment und seine Querkraft fest­
zustellen. 

Um den Momentenverlauf der unbelasteten Teile auf der 
linken Seite zu berechnen, verlegen wir die Kraft Xn=Rn von 
Nn nach On, wodurch das Einspannungsmoment in 

Ln = [Ln - H n (Zn + un) (62) 

übergeht (Fig. 39). Wird die Stütze (n) beseitigt, so 
daß in E n ein Gleitlager entsteht, so ist nach S. 65 Ln durch ein 
Moment Ln' = (Zn Ln und durch eine in E 2 angreifende wage-

rechte Kraft Ln" = - ~ Ln' und nach S. 69 Rn durch die in 
Sn 

Nn angreifende Kraft Pn Rn zu ersetzen. Wird die letztere nach E n 
verlegt. so muß dort noch das Moment-?n Rn kn hinzugefügt 
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werden. Die linke Rahmengruppe A D EI E n erscheint somit 
durch die wagerechte Kraft 

r---t,,'·n----'f'H1 Fig. H9. 

Fig.39a. 

Fig.39b. 

Fig. 39c. 

(63) 

Fig.40. 

Fig. 40 a. 

und durch das Moment 

M(n-I) = IXnLn-Pn knHn(64) 
belastet. Weiterhin muß nun 
die steife Verbindung in En_ 1 

vollständig gelöst (Fig. 40) und 
statt dessen der Riegel ln-l 
mit dem restlichen Rahmen im 
Punkte O(n -1) der zugehörigen 
Scheibe gelenkig verbunden 
werden. Daselbst wird die 
wagerechte Kraft H(n_l) auf 
die Rahmengruppe ADEl' .. 
E(n-l) C(n-l) übertragen. Zur 
Herstellung des tatsächlichen 
Zustandes ist nach Gleichung 
(53) und (56) das Moment 

Ln- 1 = - "(n-l) M(n-1) + H(n-1) w(n-l) (65) 

hinzuzufügen. Schließlich ist H(n -1) von O(n -1) nach E(n -1) 
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zu verlegen (Fig.40a), wodurch das linke Einspannungsmoment 
des Riegels l(n -1) in 

Mcn-I) = - X(n-I) Min-I) + V(n-I) H(n-I) (66) 
übergeht. 

Greift also am Rahmenteil ADEl - E n Cn in E n das 
Moment Ln und 1m Punkte On der dort steif angeschlossenen 

Fig. 41. 

Fig. 41 u. 

starren Scheibe die wagerechte Kraft Hn an, so darf der Riegel 
ln-I als einfacher Balken angesehen werden, der durch die Ein­
spannungsmomente M'(n-I) und M(n-I) sowie durch die Bogen­
kraft H(n -1) belastet ist. Für den um ein Feld verkleinerten 
Rahmen ADEl' .. E(n_I) Ccn-I)' der in E(n-I) durch das 
Momen tL(n_I) und inO(n_I)durch die wagerechte Kraft H(n_I) 
zu belasten ist, ist das soeben angewandte Verfahren zu wieder­
holen, und so fort, bis schließlich das letzte Feld erreicht ist. 
In gleicher Weise ist dann auch die Rahmengruppe rechts vom 
belasteten Felde zu behandeln. Es werden sich für jeden in 
einem Knotenpunkte E k angeschlossenen Riegel verschiedene 
Einspannungsmomente M'(k-I) und Mk ergeben, deren Differenzen 
Mk" von den Stützen angenommen werden müssen. Diese Mo­
mente können aber auch nach Gleichung (44b) und (51a) un­
mittelbar zu M~ = ßk Lk + O"k Hk sk berechnet werden, wo-
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durch eine überprüfung der Ergebnisse möglich ist. Als eine 
weitere Rechenprobe kann die Bedingung herangezogen werden, 
daß die Riegel in ihren gemeinsamen Knotenpunkten die gleichen 
Winkeländerungen erfahren müssen. Es muß also die Bedingung 
erfüllt sein 

M(k-1) Ck(k-1) + M(k-1) Ckk + M k Ckk + M k ' Ck(k+1) = 0 (67) 

Das vorangeführte Verfahren kann für alle Belastungen an­
gewendet werden, da sämtliche Belastungsgrößen rro, TI und TI' 
leicht nach Nr. 3 bezeichnet werden können. Für die Berechnung 
des Winddruckes empfiehlt es sich jedoch, mit den Kräften in 
der auf S. 25 dargestellten Weise Verschiebungen vorzunehmen 
(Fig.41). Werden dann die Riegelachsen geradlinig angesehen, 
was wohl meistens zulässig sein dürfte, so vereinfacht sich die 
Belastung zu lotrechten Kräften, die unmittelbar von den Stützen 
aufgenommen werden, und zu einer einzigen wagerechten Kraft 
W = ~ P cos ß im Eckpunkt D. 

18. Die exzentrisch belastete Stütze. 
Bevor der Einfluß einer Belastung, durch die eine Stütze 

exzentrisch beansprucht ist, untersucht wird, möge ein Rahmen 
betrachtet werden, der in E n eine Pendelstütze besitzt und da­
selbst von einem Momente 1 ergriffen ist (Fig.42). 

In übereinstimmung mit dem beim durchlaufenden Balken 
eingeschlagenen Verfahren kann das Angriffsmoment in Teil­
momente O(n und O(n' gespalten werden, mit denen dann die beiden 
voneinander unabhängig gemachten Rahmenteile zu belasten 
sind. Es muß jedoch jetzt die Verbindung in EI vollständig 
gelöst und an jeden Teil eine starre Scheibe steif angeschlossen 
werden (Fig.42a). Um zu verhindern, daß sich die Punkte E 
der beiden Rahmenteile gegeneinander verschieben, muß noch 
in einander zugehörigen Punkten Gn und Gn' der starren Scheiben 
eine wagerechte Kraft Y angebracht werden. Es ist zweckmäßig, 

deren Lage so zu wählen, daß Gn E n = kn - O(n' ß kn und Gn E n' 
= kn' + O(n ß kn, wobei ßk = kn - kn' bedeutet. Wird dann Y 
nach Nn bzw. N'n verlegt (Fig. 42b), so geht das Angriffsmoment 
des linken Teiles in O(n' (1 - Y ßkn), das des rechten Teiles in 
O(n (1 - Y ßkn) über; diese allein nur können eine Drehung der 
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Auflagertangenten bewirken. Aus der Bedingung, daß die Summe 
der Winkeländerungen in E n gleich Null, also daß 

Fip:. ~1:!. 

Fig. 42 a. 

Fi~. 42 h. 

Fig. 42 c. 

(Xn' (1 - Y ßkn)C;ln - (Xn (1 - Y ßkn) cnn = 0 

folgt zunächst 

(68) 
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Wären bloß die Momente <Xn und <Xn' wirksam, so bleiben 
wohl die bei den Scheiben zueinander parallel, würden sich jedoch 
im allgemeinen gegeneinander um ein gewisses Maß verschieben, 
wie dies in Fig.42c durch die gestrichelten Linien angedeutet 
ist; tatsächlich werden sie jedoch zusammenfallen und dabei eine 
mittlere, in der Figur strichpunktierte Lage einnehmen. 

Es muß daher durch eine zweite Bedingungsgleichung zum 
Ausdruck gebracht werden, daß beide Scheiben sich auch um 
das gleiche Maß verschieben. Diese lautet: 

<X:, (1-YnßknHR(n-1- YnKn -<Xn (1- Ynßkn)Bn- YnKn = 0 
Daraus 

Y = <Xn' lR(n-1) - <Xn Bn 
n K n + K n' + (<Xn' lR(n-1) - <Xn lRn} ß. kn 

Wird berücksichtigt, daß lR(n-1) = kn cnn' und Bn = kn' Cnn ' 

cnn en n'.. . 
und wird Pn = +. ,emgeführt, so kann aus oblgerGlelChung 

enn enn 

Y 

gefunden werden. 
Danach wird durch ein in En angreifendes Moment 1 der 

Punkt E n um 
<Xn' (1 - Y ßkn) 31(n_1) - Y K n 

verschoben, der vom Riegel und der Stütze eingeschlossene 
Winkel um 

° _ '(1 Y Ak) (- '+ lR~n-l») Y kn _ en - ()(n - nUn C nn -- - n--
Sn Sn 

=. K n + K'n (1 + ~) 
Pn K n + K n' + p (ß kn)2 Sn 

ßkn K n 
-p --. 

n Sn K n + K n' + p (ß kn)2 

gedreht. Wird ein Punkt Nno zwischen Nn und Nn' so bestimmt, 
daß durch ihn die Strecke ß.kn im Verhältnisse K n : K n' geteilt 
wird, so beträgt dessen lotrechter Abstand von E n kn 0 = kn -

Kn!nKn ,· ßkn = kn' + KI~;'Kn' ßkn· Dies in obige Gleichung 
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eingesetzt, führt nach einigen Zwischenrechnungen zu 

(60) 

Wurde der Drehungssinn des Angriffsewmentes entgegen 
dem Uhrzeigersinne angenommen, so stellt ein positiver Wert 
von cno eine Verkleinerung des Winkels; der vom linken 
Rahmenteile und der Stütze eingeschlossen wird, dar. 

Der Punkt N n 0 bildet das momentane Drehzentrum, wofür der 

N h . . . ° Verschie bung von En 
ac welSlelChtausderBezlehungkn = D h d t S h 'b re ung er s arren c eI e 

erbracht werden kann. Zu dieser Erkenntnis führt jedoch auch die 
folgende überlegung: 

Greift in Nno eine wagerechte Kraft 1 an, so darf dieselbe 
in die beiden Seitenkräfte 

K n' K d ' - n Vn = Kn + Kn' un Vn - Kn + Kn' 

zerlegt werden, die in Nn und Nn' angreifen. Wird jetzt die steife 
Verbindung bei En gelöst, und Vn dem linken, vn' dem rechten 
Rahmenteile zugewiesen, so werden beide Scheiben für sich die 
gleichen wagerechten Verschiebungen 

K 'K' KnKn' 
Vn n = Vn n = Kn' + Kn' 

ausführen. 
Da während dieser Bewegung eine Deckung der Scheiben 

nicht stattfindet, bleibt auch nach dem Maxwellschen Gesetze N n ° 
in Ruhe, wenn in En ein Angriffsmoment auftritt. Es ist also Nno 
das momentane Drehzentrum für ein in E n angreifendes Moment. 

Der Winkel zwischen Riegel und Stütze wird sich jedoch 
ändern um 

SJ - K n K n ' 

n - (Kn + Kn'}sn 
(70) 

Nunmehr kann auch die ursprünglich gestellte Aufgabe, 
einen Rahmen mit exzentrisch belasteter Stütze zu berechnen, 
leicht gelöst werden. 

Wird das statisch unbestimmte Hauptsystem durch Be­
seitigung der starren Verbindung bei En gebildet, so darf die 
Stütze (n) als ein einfacher Balken aufgefaßt werden, welcher 
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im restlichen Rahmen A ... E(n -1} E n E(n + 1) ••• B ein elastisch 
nachgiebiges Widerlager findet. Für irgendeine Belastung der 
Stütze sei in E n ein Auflagerdruck H und eine Drehung der Auf­
lagertangente gegen die Stützenachse um IIn" berechnet (Fig. 43). 
Um daher den ursprünglichen Winkel bei E n wiederherzustellen, 

Fig. 43. 

C1fl-1J 

H.V 
----~ 

Fig.43a. 

muß daselbst als überzählige ein Moment V· sn angebracht 
werden, welches seinerseits wieder den Auflagerdruck V bedingt. 
Werden die am Widerlagerrahmen angreifenden Kräfte nach 
Nno verschoben (Fig. 43a), so lautet die Bedingungsgleichung fürV: 

II~ + V Sn Sn2 + (H + V) Sj + Vs n enO + (H + V) kno cno = 0 
Sn 

Daraus 
IIn" + H (Sj + knO cnO 

Sn ~ 0 ° - + Oe' + (Sn + kn ) Cn 
Sn 

v (70) 

Sobald die überzählige bekannt, bietet die Bestimmung der 
Momente keine weiteren Schwierigkeiten. Die am Riegel an­
greifenden Momente und Kräfte sind in der eingangs des Ab­
schnittes dargelegten Weise auf die beiden Rahmengruppen im 

Rossin, Steifrahmen. 6 
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Verhältnisse Cl.n' : Cl.n, bzw. vn : vn' zu verteilen und sodann die 
weiteren Berechnungen nach dem Verfahren von Nr 17 durch­
zuführen. 

19. In den Fußpunkten eingespannte Stützen. 
In den bisherigen Untersuchungen wurde stets die Voraus­

setzung gelenkiger Lagerung der Stützen gemacht. Das hier 

Fig. 44. 

vorgeführte Verfahren kann aber auch 
mit einigen Erweiterungen auf solche 
Bauwerke ausgedehnt werden, deren 
Stützen in ihrem Unterbau eingespannt 
sind. Die sich hierbei ergebenden Be· 
ziehungen sind mit den im vorigen 
Abschnitte abgeleiteten nahe verwandt. 

Soll z. B. Stütze (n) vollkommen 
eingespannt werden, so können nach 
Nr.16 für die Rahmengruppe ADEl .... 
E(n_l) qn-ll E n die Werte von c' nn' 
ffi(n-l)' kn, Tu und Ku berechnet werden. 

Ebenso können für die im Fußpunkte Cn vollkommen einge­
spannte, in E n freie Stütze folgende Formänderungen bestimmt 
werden (Fig. 44): Eine in E n angreifende Kraft 1 verschiebt 

s 
n 

diesen Punkt um Sn = S .& y2 dy und verdreht die daselbst 
o 

B 
n 

angeschlossene starre Scheibe um @)n = S .&y dy. Um das 
o 

gleiche Maß wird En von einem dort angreifenden Momente 1 
verschoben, wobei die starre Scheibe eine Drehung um 

8 
n 

§ = S.& dy erfährt. 
o 

Das momentane Drehzentrum kommt 

daher im Punkte Gn im Abstande gn = @)n unterhalb Eu zu liegen. 
Sn 

Somit wird eine in Gn angreifende Kraft 1 die starre Scheibe um 
Sn = Sn - @)n gn verschieben. Für Stützen konstanten Querschnitts 

.& 83 S S .&S3 
beträgt S = -- @) = .& - 5 = .& s g = - und S = --

3 ' 2' '2 12 
(vgl. auch S. 20). 
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Soll nun der Rahmen A DEi' .. E n On für die Belastung 
durch ein in E n angreifendes Moment 1 untersucht werden (Fig. 45), 
so ist die steife Verbindung daselbst zu lösen und das Angl'iffs­
moment in die Teilmomente !Xn und ßn zu spalten, mit denen 
dann die Rahmen­
gruppe A D Ei En und 
die Stütze En Cn zu 
belasten sind. Ferner 
ist in Übereinstimmung 
mit dem in Nr. 18 
angewandten Verfahren 
an jedem Teile eine 
wagerechte Kraft Yn 
im Punkte Kn ° anzu­
bringen, dessen L~ge 

dureh die Beziehung 

Nn - Kno : Kno - Gn 
= /Xn : ßn bestimmt ist. 

(Xn' ßn und Y n sind 
der Bedingung zu unter­
werfen, daß nach er­
folgter Formänderung 
die beiden starren 
Scheiben zusammen­
fallen, also die gleichen 
Drehungen und Ver­
schiebungen erfahren. 
Wird Yn nach Nn bzw. 
Gn verlegt (Fig. 45a), 
so lautet. die erste 

Bedingungsgleichung 
(Summe der Winkeländerungen = 0): 

Fig. 45. 

Fig. 45a. 

4:j L. 

/Xn [1 - Y n (kn + gu)) C;lIl - ßu [1 - Y n (ku + gu)] ~n o. 
Daraus 

(l/nn , ßu = ------"=~. 
~n -t C/nn 

(71) 

Aus der zweiten Bedingung (Summe der· Verschiebungen 
0) : 

6* 
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Cl.n [1 - Y n (kn + gn)] m(n-I) - Y n K n + ßn [1 - Y n (kn + gn)] Sn 
- Yn Sn = 0 

ergibt sich mit 

m(n-1) = c'nn' kn, Sn = 5n gn und pn 

Y _ Pn (kn + gn) 
n - Kn + Sn + pn (kn + gn)2' 

5n c'nn 
5n + c'nn 

Wird dieser Ausdruck in obige Gleichung eingeführt, so kann 
für den in E n durch das Moment 1 bel8steten Rahmen A DEI' .. 
E n Cn die Tangentendrehung zu 

° K n + Sn 
Cn = Pn' Kn + Sn + gn (kn + Pn)2 

( 72) 

abgeleitet werden. Hierbei liegt das momentane Drehzentrum 

im Punkte Nn 0, der die Strecke Nn - Gn im Verhältnisse Kn : Sn 
teilt, wofür der Beweis ebenso wie in Nr. 18 geführt werden kann. 
Mit 

(73) 

kann schließlich 
(74) 

gefunden werden (Fig. 45b). 
Wird der Rahmen ADE l' .. E n Cn dmch eme wagerechte 

Kr8ft 1 in N n° belastet, so darf an = K n _ der Stütze, dem 
K n + Sn 

S anderen Teile Pn = n zugewiesen werden. Die Ver-
K n + Sn 

schiebung wird daher 

(75) 

betragen. 
Soll der nächste Riegel l(n+1) angeschlossen werden, so 

ist das frühere Verfahren beizubehalten (S. 69), wobei an Stelle 
von Yn c~n GOn tritt und (\;n und K n durch die neuen Werte von 
(74) und (75) ersetzt werden. 

Ist die erste Stütze vollkommen eingespannt, so bietet die Be­
rechnung von mo, To, k1 und K1 keinerlei Schwierigkeiten. Als 
zweckmäßiger dürfte es sich jedoch vielfach erweisen, bereits die 
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erste Stütze als Widerlagerrahmen für den in Dangeschlossenen 
Riegel D EI aufzufassen. 

Ist nur eine teilweise Einspannung vorhanden, so können 
die Untersuchungen in ähnlicher Weise geführt werden, doch 
soll hierauf wegen der geringen praktischen Bedeutung nicht 
näher eingegangen werden. 

20. Zaltlellbeispiel. 
Beispiel 4. 

Ein sechsstieliger Hallenbinder, der die aus Figur 46 ersicht­
lichen Abmessungen aufweist, sei im Mittelfeld durch eine gleich­
förmig verteilte Belastung von 2 tfm, in den Seitenfeldern durch 
je zwei Einzellasten von 6 t und 7 t beansprucht, in welcher Be­
lastung das Eigengewicht bereits einbezogen ist (vgl. S. 34). 
Ferner sei eine an der Stütze 2 in 7,20 m Höhe angreifende Kran­
last von 6 t, die in einem Abstande von 0, 8m rechts von der Stützen­
achse angreift, sowie noch ein Winddruck von 0,9 tfm stgd. in 
Betracht gezogen, der in den Knotenpunkten durch Längsbalken 
auf den Rahmen übertragen wird. Nach dem auf S. 77 angegebenen 
Verfahren kann diese Belastung zu zwe~ wagrechten Kräften 
W1 = 4,2' 0,9 = 3,78t in E 2' und W2 = 8,55' 0,9 = 7,70t in F 
vereinfacht werden, während die gleichzeitig auftretenden un­
bedeutenden lotrechten V-Kräfte vernachlässigt werden dürfen. 

Werden die Vouten durch ljJ = 0,1l27 berücksichtigt, so 
können die Grundwerte der elastischen Formänderungen nach 
dem in Teil I vorgeführten Verfahren bestimmt werden. Dabei 
ist zu beachten, daß der Riegel 12 vom Stab zuge EI E/ E 2' E 2 

gebildet wird, also selbst wieder aus zwei Stützen 
und einem wagrechten Querbalken besteht. 

Riegel 10 : coo = c11' = 1,2' 0,2324· 7,5 = 2,09111 
C01 = c10 = 1,2' 0,1549 . 7,5 = 1,39 m 
200 = 0; ffioo = 0; Too = 0. 

Riegel 11 : c11 = C22' = 1,0' 0,2324 . 9,0 = 2,09 m 
C12 = c2l = 1,0' 0,1549·9,0 = 1,39 m 
21° = 0; ffi10 = 0; T10 = 0. 

Rie gel 12 : C22 = C33' = 0,8 . 2,4 + 0,4' 0,2324 . 12,0 = 3,04 m 2 

c23 = c32 = 0,4' 0,1549 . 12,0 = 0,74 1l1. 
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Ferner mit Bezug auf Figur 47: 

m2 = 0,1127 . 12,0 = 1,35 m; 12 ' = 12 - 2 m z = 9,30 m 

2,42 9,30 
L 20 = R 20 = 0,8' 2 + 0,4· 2 (3,6 + 2/3 1,8) = 11,2 m 2 

1/ 1/ lll' 1/ 

J y2 dx = J (f + yO)2 dx = f2 12' + 2 f J yo dx + J yo' dx 
o 0 0 0 

= 12' {f2 + 2 f· ~ c + 185 e2} = 9,30·24,4 = 217,3 m3 

243 

T = 2 . ° 8 . - ' - + 04· 217 3 = 943m3 ° , 3 ' , , . 

Fig. 47. 

Riegel 13 wie Riegel 11 

Riegel 14 wie Riegel 10' 

Stütze A und B: 
453 

So = S5 = 0,6· T = 18,25m3 

9,03 

Sl = S4 = 3,0' 3 = 729m3 

963 

S2 = S3 = 1,2' -'- = 354m3. 
3 

Die zur weiteren Berechnung erforderlichen Hilfswerte 
finden sich in Tabelle 4 zusammengestellt, wobei durch Kursiv­
schrift die Reihen hervorgehoben sind, welche bloße Kontroll­
werte enthalten. Infolge Symmetrie erübrigt es sich, den gleichen 
Rechnungsgang in umgekehrter Richtung zu wiederholen. Hierbei 
muß auf die Vorzeichen stets sorgfältig geachtet.werden. 
Um Irrtümer zu vermeiden ist es empfehlenswert, sich die elasti-
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schen Formänderungen in Art der Figuren 33 bis 40 
zu vergegenwärtigen. 

Wird jeder Riegel als teilweise eingespannter Rahmen an­
gesehen, so können die z- und N"-Werte nach Nr. 7 berechnet 
werden: 

Riegel 10 (A-D-E1)1): to=O; uo=O; t o'= 2,99m 

u1' (u4) = 1,04 m; xo' (x4) = 0,405; Y1' (Y4) = 0,874; 

c11 (c44') = 1,53 m 

ro = 0; 1,57 m (GI. 32) 

zo' = t o' - ro' = 1,42 m 

No" = To - t o' . ffio + K1' + ro'2 c11 + (zo' + uo') Y1' c11 

= 118,2 m 3 (GI. 30). 

Riegel 11 : t 1 = t 1' = 0; Xl = 0,387; Xl' = 0,400 
c'u y'o u' ~~ = - 2 54 m· 1 11 1 = - ° 80 m 
0 12 " C1 2 ' 

r 1 = - 1,02 m, Zl = + 1,02 m, r I ' = + 0,08 m 

Zl' = - 0,08 m; NI" = 113,6 m 3• 

, .82° t 2 = t 2 = ---- = 2,96 m; x2 = x2 = 0,175 °22 + 023 

Y2 C22U2 y'o u' 
---- 2 22 2 = 772 m 

023 023 ' 

r2 = r2' = 1,15 m; Z2 = Z'2 = 1,81 m 
N2" = 146,3 m 3 • 

Riegel 13 .wie Riegel 11 

Riegel 14 wie Riegel 10 

Nunmehr kann an die Lösung der eigentlichen Aufgabe, 
für die einzelnen Belastungsfälle den Verlauf der Momente zu 
bestimmen, geschritten werden. 

Riegel 12 belastet: 
N aoh Seite 4 beträgt 

112 112' 1 2 
~ = 72tm 

4 

112 = 72·0,74 = 53,6 tm2• 

1) S. S. 64. 
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GI. 43 u. 55 
GI. 54 

GI. 45 

GI. 56 

GI. 56a 

GI. 43 u. 57 

GI. 46 

GI. 44 

GI. 44a 

GI. 44b 

GI. 47 

GI. 47a 

GI. 51b 

GI. 51a 

GI. 52 

GI. 48 

GI. 49 

GI. 50/50a 

GI. 53 

Der mehrstielige Rahmen. 

ffi. = ffioo + 80°10 = 6,26 
Oll' = 0ll' = 2,09 

t o' = k l = ffio, = 2,99 
°11 

To = 80 + Too+ 2 ~oso+ so'ooo 
= 60,6 

K l = To - ffi. k l = 41,9 
To + ffi081 +81 = 845,9 
ffio sJ + 812 0ll' = 225,6 

No = 1071,5 

_ To+ ffiOsl + 81 _ 0 790 
al - No -, 

ßl = ffios, t8120n' = 0;210 
o 

k l 0 rl = al --ßl = ,720 
SI 

K 1 +81 
rl=~=0,720 

81 
PI =-K 8 = 0,946 

1 + 1 

Kl 
0"1 = K1 + SI = 0,054 

K = K l SI = 395 
I K l +SI ' 

Q;1 = -AKl+rlffio=3,53 
81 

Ul = - ~l = - 2,34 
ou' 

hl = 0"1 (ki +. 81) == U l + kl 
= 0,65 

°12 Xl = , = 0,387 
rl Cu + 011 

Tabelle 

ffil = ffi10 -Xl (~10+Q;1) = -1,37 
0,.' = 0 • .' - Xl 021 =' 1,55 

ffilO 

k. = -==-; = - 0,88 
0 •• 

Wl = _ ~lo + Ul °11 = 1,36 
rl 011' + ('"11 

VI = Ul + Wl = - 0,98 
Tl = Kl + Tlo + (ul + VI) ~l 0 

+ U l VI 011 = 44,3 
K. = Tl -ffil k. = 43,1 
Tl + ffi1 8. + 8. = 385,1 
ffil s. + 8.2 ~.' = 129,8 

NI = 514,9 

_ Tl + ffil S. + 8. _ 0 748 
a2 - ,NI - , 

ß - ffi18. + 8.2 0;: z' - 0252 
2 - NI .-, 

r. = a. - k. ß. = 0,771 
8. 

_ K. + 8. _ 0 771 r2- - , 
NI 
8. 

p. =-K - S = 0,891 .+ • 
K. 

0". =-K S = 0,109 • + • 
K = K.S. = 384 

• K.+S. ' 

Q;. = _ß· K • + r.ffil = -2,19 
8. 

u. = -~. = 1,83 
0 22' 

X. = 0 23 = 0,175 
0 • .' + °2 • 

Werden in den Integralen auf Seite 90 f mit IDlf und e mit 
I, 

IDlc vertauscht, so erhalten wir II 20 = J -& ID1 y dx = 527 tm3 • 

o 
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4. 

ffi.= 9,63 J!ta = -0,44 J!t4 = 0,57 m2 
-
°aa' = 2,91 °44 '= 1,53 0 55' = 1,53 m 

ka = 3,31 ·k4 = -0,29 ks = 0,37 m 

w. = -3,96 wa = 0,48 w4 = -0,64 m 

V 2 = -2,13 va = -0,32 v4 = 0,38 m 

T2 = 117,5 Ta = 69,1 T4 = 63,8 ma 

Ka = 85,6 K4 = 69,0 Ks = 63,6 ma 
564,0 793,7 84,6 ma 

360,8 120,1 33,6 ma 

N2 = 924,8 Na = 913,8 N4 = 118,2 m3 

Ua = 0,610 U4 = 0,868 Us = 0,716 

.ßa= 0,390 (34 = 0,132 (3s = 0,284 

r3 = 0,476 r4 = 0,874 rs = 0,692 

r3 = 0,476 r4 = 0,874 rs = 0,692 

Pa = 0,805 P4 = 0,914 Ps = 0,223 

O'a = 0,195 0'4 = 0,086 O's = 0,777 

K3 = 68,6 K4 = 63,0 Ks = 14,2 ·m3 

a:a = 1,11 a:4 = -1,40 a:s = - 3,63 m2 

ua = -.0,80 u4 = 1,04 UD = 3,42 m 

113 = 2,51 h 4 = 0,75 hs = 3,79 m 

7. -·3 - 0,400 7.4 = 0,405 

Weiterhin kann berechnet werden nach Gleichung: 

X 2 =-
II2° - 2 II2z2 =.- 2,28t 

N2" 
(60) 

"2 II2 
!'-./ = !L2' = 

1 + "2 C23 = 
-10,78 mt 
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Kontrollwerte. 
(61) M2 = M2' = !L2-X2Z2 = -6,65mt 1.5 2 = II2 + X 2 L 2 + M 2 c22 

+ M 2'c2a = -(Mt'c2~ 
+ MI c21 ) = 2,90 tm2 

(62) L2 = !L2-X2(Z2 + u2) = -2,48mt 

((j3) H1 = - ß2 L2 + P2H2 = -1,97t 
82 

(64) Mt' = 1X2Lz - P2Hzk2 = -3,60mt 

(61) MI =-xIMI'+vIH I =+3,32mt 
(62) LI =-xIM1'+wIH I =-1,29mt 

H ßI (63) 0 = --LI + P1H1 = -1,84t 
SI 

(64) Mo' = IXILI-P1H1kj = + 4,56mt 

M 2 " =M2 -M1'=ß2 L z 
+ 02 H 282 = - ;;,05 mt 

1.51 = MI' cl2 + MI Cll 

- (Ho ffio + Mo' CIl) 
= 1,94 tm2 

Mt" = MI --- Mo' ßl LI 
+ 01 H1 8 1 = -1,24mt 

Auf gleiche Weise kann gefunden werden für 
Riegel 13 belastet: 

D D' 
_3 = _a = (0,3724 + 0,3056)' 7· 9,0 = 42,7 tm 
ca I ca4 

D3 = D3' = 42,7' 1,39 = 59,4 tm2 (Tabelle 3) 
D 3° = 0, da y = ° 

X = + Da (Z3 + za') = + ° 486 t 
a . Na" , 

!L3 = - xa (1- xa,! .~ = -12,38mt 
1 - x3 xa ca4 

!La' = - x3' (1- x~).~ = -11,74 mt 
1- x3xa ca4 

M3 = !L3 - X 3 Z3 = - 13,34 mt; 
Ma' = !La' - X 3 za' = - 12,23 mt 

La = !L3 - X 3 (za + ua) = - 1l,95 mt; 
Ra = !La' - X 3 (za' + u3 ') = - 11,09 mt 

H 2 = + 0,877 t l.5a = 16,65 tm2\M1 = -0,52mt 
1\{2'= -8,59mtMa"=-4,75mtLl = 1,43 mt 1.51 =--2,17tm2 

M2 = - 0,37mt Ho'= 0,755 t 
L 2 =-1,97mt 1.52 = 2,34tm2 Mo'=-1,23mtM1"= 0,71 mt 
H1 =+0,833t H4 =0,719t 1.54 = 16,70tm2 

M1'= -0,78mt M 2"= 0,41 mt M4 = - 10,13t, 



Riegel 14 : 

TI4 

C45 

Zahlenbeispiel. 

(0,3724 + 0,3056) . 6 ·7,5 = 30,5 tm 

TI 4 = 30,5 . 1,39 = 42,4 tm2 

I. 

TI40 = J -& W1 Y dx = TI 4 ' S5 = 190,8 tm 3 

o 

. TI 
fL4 = - "4 • _4 = - 12,37 mt 

C45 

95 

M4 =-10,80mt! L 2 = 2,53 mt <5 2 = -3,01 tm 
L4 = - 9,65mt <54 = 12,90 tm2 H1 = - 0,800 t 
H 3 = - 0,868 t M1 '= 1,24 mt M 2"=-0,22mt 

Ma'_ -8,67mtM4"=-2,13mtMl 0,30mt I _ 2 

Ma -+3,75mt L l --1,57mt <51 -2,36tm 

La = + 3,05mt <53 = -4,22tm2 Ho = - 0,720tl 
H 2 =--0,823mt Mo'= + 1,02 mt M 1"=-0,72mt 
M2'= + 4,18mtMa"=-0,43mt I 
M 2 = + 1,02mt I 

In Figur 46 a-c wurden die Momente dieser drei Belastungs­
fälle sowie für volle lotrechte Belastung aufgetragen. Zur besseren 
Veranschaulichung wurden die Biegelinien eingezeichnet. 

Um die Momente infolge der wagerechten Kraft W1 zu be­
rechnen, sei für den Riegel 12 das rechte Auflager (bei E 2) als 
fest angenommen. Gleichung 25 liefert: 

Weiterhin ist 

TI20 = W1 • 30,6 = 115,8 tm3 

TI2 = W1 • 1,78 = 6,7 tm2 

TI2' =W1 • 5,0 = 18,9tm2 

W1 • [1(2' + u2' (Z2' + uz') Yz'C22] = 175,3 tm3 

W1 • 112' Y2'C 22 = 8,26 tm2• 
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Daher wieder nach Gleichung (60) 

X __ 115,8 + 175,3 - (18,9 + 6,7)· 1,81 
2 - 146,3 = -1,67t 

n2' - W1 • u2' '(2' 022 

c2a 
= 14,40; 

0,175 
(1.2 = - [9,32 - 0,175·14,40] = - 1,18 mt 

0,97 

0,175 
(1.2' = - --- [14,40 - 0,175 ·9,32] = - 2,31 mt 

0,97 

M2 .= (1.2 - X2 Z2 = 1,85mt; L2 = (1.2 - X2 (Z2 + u2) = 4,90 mt 
M2' = (1.2' - X2 Z2' = 0,72mt; R2 = (1.2' - X2 (Z2' + u2') 

- WI · u2' = - 3,15 mt. 

Die weitere Berechnung, die in gleicher Weise wie für lot­
rechte Belastung durchzuführen ist, liefert: 

H I = - 1,62t; M'I = 2,34mt; MI = 0,68 mt; Ho = - 1,46t; 

M'o = 2,11 mt 

Ha = 1,96t; Ma = - 0,70mt; M'3 = - 1,65mt; H4 = 1,79 t 

M4 = - 3,23mt 

Um die Momente zu berechnen, welche von der in F angreifen­
den Kraft W2 herrühren, muß dieselbe durch eine gleich große, 
in 0 5 angreifende Kraft und durch das Moment L5 = W 2 . Us 
= 26,35 mt in F ersetzt werden. Da die weitere Berechnung 
nichts Bemerkenswertes bietet, sei bloß auf die in Figur 46 e 
eingetragenen Momente und elastischen Formänderungen ver­
wiesen. 

Kranlast an der Stütze 2. Unter Annahme eines Ge-
6,0' 0,8 . 

lenkes in E 2 kann für die Stütze H2 - 9,6 = 0,50 t, SOWle 

aus der Momentenfläche n2" = 5,28 . -&8 = 5,81 tm 2 berechnet 
werden (Figur 48). Um den Einfluß der Einspannung bei E2 

zu untersuchen, entnehmen wir aus Tabelle 4 die Hilfswerte 

C'22 = 1,55 m; C22 = 2,91 m; k2 = - 0;88 m; k2' = 3,31 m; 
ßk2 = - 4,19m; S2 = 384m3; K2 = 43,1 m3; K 2' = 85,6m3 

und bestimmen noch im Anschluß an die Ausführungen in Nr. 18: 



Zahlenbeispiel. 

OC2' = C 22 0,653 
C22 + C22 

C22 
0,347 OC2 = -_--___=o__ 

C22 + C22 

C22' C22 1,01 P2 = 
C22 + C22 

P2' (ßkd 17,7 

K 2 + K 2' 128,7 

N2 = 146,4 

Y _ P2 ßk2 = _ 0,0289 rn-I 
2 - N2 

7t2 = 1-Y2ßk2 = 0,879 
K 2 ' 

V2 = K 2 + K2' = 0,666 

· _ K2K2' _ 2 
~2 - K 2 + K 2' - 3,00 m 

k20 = k2-V2' ßk = 

= k2' + V2 ßk = 0,52 m 

m 

m 3 

m3 

m 3 

C20 = P2 82 + k20 K 2 + K 2' = 0,94 If1 
8 2 N 2 

Gleichung (70) liefert dann: 

V2 = _ 5,81 + 0,5 (3,0 + 0,52·0,94) 
36,9 + 3,0 + (9,6 + 0,52)·0,94 
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Fig. 48. 

= - 0,153 t. 

Infolge der steifen Verbindung bei E 2 erhält die Stütze 2 
ein Zusatzmoment V2 · S2 = - 1,47 mt. Der restliche Rahmen 
wird durch das Moment L2 = V2 S2 + (H2 + V2) . k20 = - 1,29mt 
und durch eine inN20 angreifende wagerechteKraft H2 = H + V2 
= 0,347 t beansprucht. Diese Belastung ist so zu verteilen, daß 
auf den linken Teil das Moment L 2' = oc2 ' 7t2 L2 = - 0,74 mt 
und dieinN2 angreifende Kraft H 2' = - Y2 L 2 + V2 H2 = 0,194t, 
auf den rechten Teil das Moment L"2 = Y2 L 2 + V'2 H2 = 0,08lt 
entfällt. Die übrigen Momente, die in gleicher Weise wie für 

Rossin, Steifrahmen. 7 
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lotrechte Belastung bestimmt werden können, werden in Figur 46 f 
dargestellt. 

Die Querkräfte können, sobald die Momente eines Riegels 
bekannt, stets aus Gleichung (21 a) gefunden werden. 

Beispiel 5. 

Der dem vorigen Beispiele zugrunde gelegene Steifrahmen 
sei jetzt unter der Annahme, daß die Stützen 0, 2, 3 und 5 in 
ihrem Unterbau vollkommen eingespannt sind, zu berechnen. 
Nachdem die Grundwerte der elastischen Formänderung durch 

So = 4,6 m 3, ISo = 6,07 m2, 50 = 2,70 m, go = 2,25 m 

S2 = 88,5 m 3 , 1S2 = 55,4 m 2, 52 = 1l,52 m, g2 = 4,80 m 

ergänzt wurden (vgl. S. 82), konnten in Tabelle 5 die Hilfswerte 

zusammengestellt werden. Zu beachten ist, daß K o = So, (go = ISo, 

coo' = 50 und go = U o zu setzen ist. Es bietet danach keinerlei 
Schwierigkeiten, gelenkig gelagerte und vollkommen eingespannte 
Stützen abwechseln zu lassen. Die sehr biegsamen Stützen I 
und 4 hätten zwecks Vereinfachung der Rechenarbeit auch als 
Pendelstützen angesehen werden dürfen. In diesem Falle wäre 

cll 
!Xl = I, Fl = I, (gl = mo, ul = - kl , Xl = , während 

cll' + Cl1 

die anderen Werte verschwinden. 
Die Bestimmung der z-Werte erfährt keine Änderung gegen­

über dem Verfahren bei gelenkig gelagerten Stützen, nur muß 
beachtet werden, daß, falls die angrenzende Stütze vollkommen 
eingespannt ist, - kO an die Stelle von u tritt. 

Die Berechnung der Widerlagerrahmen ist für vollkommen 
eingespannte Stützen in sinngemäßer Weise abzuändern, bietet 
aber keinerlei Schwierigkeiten, so daß deren Vorführung auf den 
Fall der Belas tung von Feld 12 beschränkt bleiben möge. 

Mit t 2 = 2,96 m, u2 = - k2° = 0,79 m, c20 = 1,07 m, X2 = 
= 0,180 und K 2 = 9,22 m 3 , kann berechnet werden: 

r 2 = 0,83m; Z2 = 2,13m; N2" = 69,8m3 • 

Weiterhin ist: 

X 2 = - 4,28t;!l-2 = - ll,02mt; M2 = - 1,90mt; L2 = 1,48 mt. 



GI. 53 

" 55 
" 54 
" 45 
" 56 
" 56a. 
" 57 
" 46 

" 44 

" 44a. 
" 44b 
" 47 

" 47a 

" 51b 

" 5130 

" 52 

" 48 
" 49 
" 50 
" 50a 

I Stütze 1 I 
gelenkig gel. 

"0 = 0,291 
ffio = l,76m2 

Ort' = 1,68m 
k l = 1,05m 
Wo = -0,98m 
Vo = 1,27m 
To = 1I,8m2 

K l = 9,9ma 

Zahlenbeispiel. 

Tabelle 5. 

Stütze 2 
vollk. eingespannt 

"1 = 

~I = , 
C22 = 

k, = 

wl = 

VI = 
Tl = 

K,= 

0,402 
-0,50 

1,53 
-0,33 
- 0,55 

0,36 
10,46 
10,30 
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I Stütze 3 I 
vollk. eingesp. 

". = 0,180 
ffi. = 9,27 m2 

caa' = 2,91 m 
k a = 3,18 m 
w. =-3,31 m 
V, =-2,52 m 
T. = 78,2 
K a = 48,8 

756,6m3 GI. 71 
I 

0,883 I Qa = 0,798 

155,4ma 

No = 912,Om3 

a l = ,0,830 
ßl = 0,170 
rl = 0,810 

rl = 0,810 

PI = 0,9866 

<Tl = 0,0134 

C, " + ~, 
p, (k, + g,J2 = 

K, + S, = 

N1 = 

S, 
p, = ~----''-=­

K, + S, 
K, 

<T, = --=----''-=-
K, + S, 

I 

0,117 ßa = 0,202 

1,35 

27,0 
98,8 

125,8 

Pa = 2,32 m 

147,5 
137,3 

N. =284,8 

0,048 Y3 = 0,065 m- l 

0,896' Pa = 0,644 

0,104 <1a = 0,356 

K, + S, 9,22 Ka = 31,4 m3 K 1 = 9,78ma GI. 75 K. = 
K. + S. 

~l = 1,24 m2 

u l = -0,91m 

h) = O,14m 

K. + S. 
ir 2 = -"-=---''--

NI 
0,786 "a = 0,482 

,,72 c.o = P.· ". = 1,07 
,,73 k,o = k.-<T.(k,+ g) = -0,79 
,,74 ~. = c,o. k.o = 0,85 

(,l;. = a. '" ffi, - Y. K. 
~ /1.rr.6. + Y.S. = 0,85 

caO = 1,12 m 
kao = 0,34 m 
~a = ·0,38 m' 

~a = 0,38 m~ 
usw. 

Stütze 2: H2" 

M2" 

1)M2'" = 

+ y 2 L 2 + a2 H 2 -

- ß2 7t2 L 2 - H 2" g2 -

- ß2 7t2 L 2 + H/' (82 - g2) = 

- 0,37 t 
1,66 rot 

- 1,93 rot 

1) Einspannungsmoment des Stützenfußes. 

7* 
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Riegel 11 : HI - Y2 L2 + P2 H 2 - 3,91 t 
M' 1 ()(2 1t2 L2 - H I k2 - 0,26 mt 
MI - Xl M/ + VI H I 1,51 mt 
LI - XI M/ + wIHI - 2,05 mt 

Riegel 10 : Ho 
ßl 

- - LI + PI HI 
SI 

- 3,72 t 

Mo' = ()(I LI - PI H I k1 2,25 mt 
Mo -'-- Xo Mo' + Vo Ho - 5,37 mt 
Lo - xoMo' + Wo Ho 2,99 mt 

Stütze 0: Ho - 3,72 t 
M" 0 Lo + Ho go· - 5,37 mt 

l)Mo'" Lo - Ho (so - go) 11,35 mt 

IV. Stockwerkrahmen. 
21. Berechnungsgrundlagen. 

Werden mehrere Steifrahmen derart über einander geordnet, 
daß jedesmal der Stützenfußpunkt des einen Rahmens mit einem 
Knotenpunkte des darunterliegenden steif verbunden ist, so wird 
ein solches Bauwerk als Stockwerkrahmen bezeichnet. Diese 
können in ähnlicher Weise wie beim einstöckigen Rahmen in 
einfache und mehrstielige Stockwerkrahmen unterschieden 
werden. 

Wird ein solches System um 900 gedreht, so entsteht der 
bei Silobauten in Anwendung kommende Zellenrahmen. 

Die genaue Berechnung dieser Bauwerke gestaltet sich recht 
schwierig, doch lassen sich für den meist zutreffenden Fall, 
wagerechten Riegel, bedeutende Vereinfachungen erzielen, ohne 
daß dabei nennenswerte Fehler begangen werden. 

Werden bei einem einfachen Stockwerkrahmen die steifen 
Verbindungen der Riegel mit den Stützenzügen A E lE2 ••• und 
BEI' E 2' ••• durch Gelenkanschlüsse ersetzt (Fig. 49), so nimmt 
das Hauptsystem die Form von zwei lotrechten durchlaufenden 
Balken an, wobei die wagerechten Riegel als deren Stützen auf­
zufassen sind. Werden die Riegel irgendwie belastet, so werden 
sie sich in den Eckpunkten gegen die Ständer um Winkel drehen, 

1) Einspannung8moment des Stützenfußes. 



Berechnungsgrundlagen. 101 

deren EO JO fachen Werte TI1, TI1', TI2 TI2' ••• betragen. Um den 
ursprünglichen Zustand wieder herzustellen, müssen als über­
zählige die Einspannungsmomente [LI' [L/, [L2' [L2'·... daselbst 
angebracht werden. Während nun für die Riegel die dadurch 
bedingten Winkeländerungen leicht zu bestimmen sind, gestaltet 
sich die genaue Berechnung der Formänderungen der Ständer 
insofern besonders schwierig, als diese in den Riegeln elastisch 

Ifn./'l 
Ifn .l/ t(".1 

~ T/{,._II 

J r" Ya 
tr,. 

n" 11,,-'1 
in-li I'iIl AtJ 

[1LP-----.qE~ 

~ 
TIL, r" J 

y. y, 

y, Yz 
y. 11 

~ 
[, b-----<1E; 

A 8 

Fig. 49. Fig. 50. 

nachgiebige Stützen besitzen. Diese Schwierigkeit entfällt jedoch, 
wenn letztere als unnachgiebig angenommen, oder mit anderen 
Worten, wenn die Knotenpunkte E als im Raume unverschieb­
lieh angesehen werden, wobei der dadurch begangene Fehler umso 
unbedeutender wird, je kleiner die tatsächlich stattfindenden, 
von uns hier vernachlässigten wagerechten Verschiebungen sind. 
Sie werden bei totaler Belastung eines Riegels, welche zur Be­
stimmung der ungünstigsten Momentenwerte wohl stets maß­
gebend sein wird, äußerst gering sein, bei symmetrischer Anord­
nung sogar ganz verschwinden. 

Die Bestimmung der Festpunkte bzw. der x.-Werte für die 
beiden Stützenzüge bietet jetzt keine weiteren Schwierigkeiten, 
ebenso sind wir mit Hilfe des in Nr. 12 beschriebenen Verfahrens 
in der Lage, für ein in E n bzw. E' n angreifendes Moment "I" 
die Winkeldrehung cn bzw. cn' daselbst zu ermitteln. Denken 
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wir uns nun zunächst bloß den Riegel In belastet und fügen wir 
dem Hauptsystem vorläufig nur die Überzähligen !J.n und !L' n 
bei (Fig. 51), während für die übrigen Eckpunkte die Annahme 
von Gelenken bestehen bleiben möge, so nehmen die Bedingungs­
gleichungen die einfache Form an 

!Ln (~n + em + !L' n c:'r + nn = 0 1 
!LnC~1 + !L'n (ein + C~r) + n'n = 0 J 

(76) 

Werden aueh die übrigen bisher vernachlässigten Ein-
spannungsmomente berücksichtigt, so ist es ohne weiteres ein-

Fig. 51. Fig. 52. 

E"IPdl E,u,,) Ip.f1 

[ ,n-I/p lt/~p( 
["" E,n .,,,, f lnollP E'n." P 

~ 
1J..[IfJ 

'-. 
(LIIlflJP 

t/ 

~,(P' " [,1101 Ip - II 

Fig. 53. 

leuchtend, daß sieh die Festpunkte J n- 1, Kn, J'n-l> Kn gegen E n 
und E' n verschieben werden, wobei die der vollen Einspannung 
(lntspreehendenPunkteJon_ 1, KOn, JOn- 1 K'no als Grenzlagen anzu­
sehen sind (.Fig.52). Durch Berücksichtigung aller Stützen­
einspannungen werden demnach in Gleichung (76) die Werte 

von ~, n und -;;, n abnehmen, die von !Ln und !Lln wachsen. 
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Wie man sich leicht überzeugen kann, werden die Schwan­
kungen der Momente zwischen diesen beiden Grenzfällen sehr ge­
ring sein, so daß es meist genügen wird, die Lage der Festpunkte 
näherungsweise anzunehmen, andernfalls auch die 4 angrenzen­
den Einspannungsmomente in die Berechnung einbezogen werden 
müßten. 

Beachtenswert ist, daß eine Belastung der Riegell(n_l)und l(n+l) 
der Belastung von Riegel In für alle Querschnitte desselben, sowie 
der Eckpunkte En und E' n entgegenwirkt, daß also durch deren Ver­
nachlässigung ein Fehler zugunsten der Sicherheit begangen wird. 
In ähnlicher Weise können auch mehrstielige Stockwerk­
rahmen behandelt werden, indem die steifen Eckvel'bind~n 
soweit aufgelöst werden, daß die Riegel- und Stützenzüge als 
durchlaufende Balken wirken. Soll dann Feld In p (Fig. 53) unter­
sucht werden, genügt es, nur in den Punkten Enp und E(n+l)p 
Einspannungsmomente tLnp und tL(n+1)p als überzählige anzu­
bringen, die in gleicher Weise wie beim einfachen Stockwerk­
rahmen bestimmt ",erden können. 

Für einseitige seitliche Belastung (Winddruck) ist 
das hier behandelte Verfahren nicht mehr angängig, doch 
soll darauf nicht näher eingegangen werden, da die diesbezügliche 
genaue Berechnung aus dem Rahmen der vorliegenden Arbeit fällt. 

Als eine zweckmäßige Annäherung kann empfohlen werden, 
in den Riegelmitten Gelenke anzunehmen, da dort die Momente 
stets sehr gering sind (Fig.50). Werden noch die Achsialkräfte Y 
vernachlässigt, so verbleiben nur wenige überzählige (V) (Anzahl 
der Riegel minus I), die dann in einfacher Weise nach bEl.~ 
kannten Methoden berechnet werden können. 

22. Beispiel. 
Beispiel 6. 

Ein 4 stöckiger einfacher Stockwerkrahmen von der Spann­
weite I und der Geschoßhöhe s sei für eine gleichförmig verteilte 
Belastung q zu untersuchen (Fig. 54). Die Trägheitsmomente 
sind der Figur zu entnehmen. Bleiben Vouten am Auflager 
unberücksichtigt, so können die x-Werte bestimmt werden zu: 

Xl 0,333; "2 0,365; x3 = 0,382; 
x2' = 0,136; Xl' = 0,162. 
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Ferner ist: 

c11' = 0,33 s -&8; Cr11 

C22 = 1,40 s ,&.; caa' = 1,23 s 8.; C33 = 12,0 s -&.; 

c44' = 9,71 s -& •. 

c11' c ll Daraus: cl o = = 0,216 s-&. 
cll'c ll 

c20 = 0,399 s -&.; cao = 0,94 s -&.; c40 , 2,33 s -&s. 

q13 
Mit Berücksichtigung von IIo = 24 kann das Einspannungs-

;:;'0 moment eines Balkens unter der Vor-

E'" aussetzung, daß nur dieser selbst be-

1 lastet ist, berechnet werden zu 

::,' d'( 1 . qI2 . 
E !LI = ;1 s -&. 12 ' 
d\ 1 + 0,216 T--:SO 
:f 

;:;,0 <t\ 
1 . q I2 E z !L2 = ., s -&s 12 

d\ 1 + 0,399 1 -&0 
~ 

S d) 

E; 1 . q12 . 
d)'" !La = s -&. 12 

, . 1 + 0,94 T--:SO 
l "t 

1 . q 12 
!L4 = s -&. 12 

]<'ig. 54. 1 + 2,22 1 .fJ,0 

Hieraus kann deutlich ersehen werden, wie die biegsamen 
obersten Stützen nur eine kleine Einspannung erzielen, dieselbe 
jedoch nach unten zu sich immer mehr dem Grenzwert der vollen 
Einspannung nähert. 
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Dr. Franz Weisbach. Mit 31 Figuren im Text. Preis M.3,60. 

Taschenbuch für Bauingenieure. Unter Mitarbeit hervorragender 
. Fachmänner, herausgegeben von Max Foerster, ord. Professor an der 
Techn. Hochschule in Dresden. 1927 Seiten mit 2723 Textfiguren. 

In Leinwand' gebunden Preis M. 20,-. 
Ausführlicher Sonderprospekt steht kostenlos zur Verfügung! 

Zu beziehen dllrch j.ede Buchhandlung. 




