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~orworf. 

i)ie uodiegenbe @id)fift beabfid)tigt eim· Ueberfid)t ber= 
jenigen mat~ematifd)en i!e~ren 311 ge&en, bie in ber g:orft; 
tuiffenfd)aft ~auptfäd}lid) aur ~(muenbnng gefangen. 'lußer 
ben grunb{egenben allgemeinen <:intluicfchmgen auß ber 
lilemcntarmat~ematif etd~ä(t fie ~ormeht mtb .eätc, bie in 
ber ~albtun1~red)uung, in ber >ßermeffungß(d)rc tmb in ber 
,Po(ame~funbe ge&raud)t werben. IDUt ~Riidfid)t auf bic 
leid)tere ~erftänbHd}feit finb bie \Eätc uid}t inuncr in if)rer 
aUgemeinften ~orm auögefprod)en. 6o tuirb, and) tuo e~ 

nid)t &efonberi bemerft ift, bie ~nnal)mc gemad)t, baß bie 
in mcd}nung geaogenen @Jrö~en red( finb. ~ie ~ctueife finb 
nid)t mit aufgenommen; and) finb feine ~iteraturangaben 

gemad}t. 

libedtualbc, 1. IDlät,\ 1890. 

ltr ltrfalftr. 
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1. i)ie $totJottion 
a:b=c:d 

ift glei~bebeutenb mit 
a c 
b=d; 

~ wirb !Jet~iiltnifl~ponent genannt; baß IDer~iiltnifJ a: b ~eiflt a 
fteigenb, toenn ber !Jer~iiltnifle~ponent > 1 ,• fallenb, wenn et 
< 1 ift. ~ie mer~iiltniiie einet \ßtolJOttion finb enttoeber beibe 
fteigenb ober beibe fallenb. 

Sn jeber \ßtotJortion ift baß \ßrobuft bet dufteten ®lieber 
glei~ bem bet inneren, 

ad=bc. 

2. ~uß ber \ßtotJo"rtion 
a:b=c:d 

folgen bie anbeten 
b: a = d: c, 
a:c=b:d 
d:b=c:a ober 

unb bier weitere, tod~e fi~ auß biefen 1'-ur~ IDertaufe()ung bet 
beiben IDer~iiltniife ergeben ; ferner ber~d(t fi~ 

(a ± c) : (b ± d) = a: b ober = c: d, 
(a ± b): (c ± d) · a: c ober = b: d, 

pa: qb = pc: qd, 
a2: b2 = c2: d2, 

ya: yil = yc: y'd u. f. w. 
Sn bcr le~ten \ßrotJottion finb bie IDoraei~en ber !Buraeln ent= 
fllte~enb au tod~Ien. 

1 
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3. 3n be~ \]!to~ortion 
a:b=e:x 

bc 
X=

a 

bie uierte \ßro~ottionale au a, b, e. 
~inb bie beiben inneren <~lieber glei~, wie in 

a:x=x:b 

fo ~eiflt bie \ßto~orliou ft e ti g unb 

x= yab 

bie mittlete \ßro~ottiouale au a unb b ober bat!! geo• 
mettif~e IDHttel) auß a uub b. 

4:. i>ie ®töflen 
a, b, e, .... 

~eiflen btn QSröflen 
a', b', e', .... 

,Pto~ottionitt, wenn fi~ tltr~ölt 

a: a' = b: b' = c: e' = · · · ·, 

wofiit man au~ f~teibt 
a : b : c : · · · · = a' : b' : c' : · · · · 

~=A a' , 

fo ift a = ).a', b = ).b', c = ).e', ; ••• unb eß folgt 

) a-r b ~eiflt baß atit~metifcfje ID1ittei aull a unb b; aUgemein 

a.+a,+a.+··&n 
~eiflt baß arit~metifct~ IDlittel .tuß ben n @lr&flen a1, 

n 
a,, aa •••• liu· 
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a+b+e+··· a b e 
a' + b' +fi +~=jii=i)i=r:=···· 

obtt allgerneinet 

pa -1- qb + re + · · · · 
pa' + qb' + re' + · · · · 

a b e -==-=-=···· a' b' e' 

.5. i)ie ~oten~ an, mo a bie ~tttnboaa~l unb n bet 
Qt~onent genannt mitb, bebeutet ein ~obud auß n ijadoten a. 
i)iefe i)ejinition etfotbed, ba§ n eine ~ojitiue ganae .Ba~l ift. 

luß betfelben folgt 
a=a1, 

aa== a', 
aaa= as, 

1) 

2) (a+ b)'== a'+ 2ab + b2, 
(a-b)'= a»-2ab + b~, 
(a + b)3 = as + 3a2b + 3ab' + b3, 
(a- b)3 = as- 3a2b -:- 3ab'- bs, 

3) (ab)n == anbn, 

4) (~r -~:. 
2ft m ebenfaiiß eine ganae ~ojitiue .Ba~l, fo ttgeben Ii~ bie 

wtiteten tftegeln 
5) aman = am+n' 

6) 

7) 

am 
-=am-n m>n 

n ' ' a 

1* 
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6. !Bitb in 6Jei~ung 6) bie eebingung m > D aufgt~Oben, 
fo gelangt man au ben iltflnitionen 

a0 = 1, 

-D } a =-· au 

~t bie f o eingefil~den ~otenaen mit n e g a ti u e n Ci~ponenten 
gelten bie 6lri~ungcn 3) bif 7) ebenfaUö. 

7. Untet bet Duabtahvutad ouö a unfte~t man bie 
.Sal:!l, wcld)e mit fiel) felbft multiplicirl a giebt; 

x = ya ijt befinitt butd) bie QSleid)ung x2 = a. 

2ft a eine pofitiue .Sa~l. fo ~at ya awri uelle !Bed~e bie fiel) 
nut butd) baö !Joqeid)en uon dnanbet untetfd)riben; a. e. ~at 

ß bie beiben !Bett~e + 3 unb - 3. 

2ft a ncgatiu, fo ~at yi feine nenen, fonbern 2 imaginhe 
IBed~e. !Bitb 

r -1 =i gefe~t, fo ~at a. e. r -9 = ß· v -1 

bie beiben lßed~e + 3i tmb - 3i. Sinb u unb v teeUe Ba~len, 
fo nennt man u + iv eine complete 6tö&e, unb bie beiben 
6töim 

u+iv unb u-iv 

~eijen coniugitt imaginlit. 

8. ~ie ntc !Butael auß a, wo n eine pofitiue ganae Ba~l 
frin foU, b. ~. 

D 

x = Va, ift btflnitt butd) bie 6lei~ung xn = a 

unb ~at n IBnt~e; n ~eiit !Buraelttllonent. 
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IuG bet ilejinition folgt filt ~ofitine ganae m unb n 

b. ~. untet ben n !.lett~en bet Un!Bfte~enben !.lutaelgtöfJe !ommt 
au4 am not. l";ilt mn = 1 lDitb ~ietauß 

n 1 

VJ =an. 
,ßcbt man bie Q3ef4tän!ung auf, bafJ I ein ganaeB lJielfa4eG 
non n ift, fo gelangt man aut ~efinition bet $otenaen mit ges 
bto4enen ~lPonenten, a. ~. 

1 _!_ n 

a-i = Va' an= yi. 
~ie 9legdn 3) biß 7) gelten au4 füt biefe. ilabei rann bie 

!Jielbeutigfeit bet !Bu!aeln befeitigt \Oetben but4 bie ~eftimmung, 
ba§ a unb b, fo\Oie bie !ButatlgtöfJen, teeii unb filt ben ~an 
getabn !Buratle,ponenten ~ofUitJ fein follen. 

9. ®inb A unb x pofitit~e 3al)Ien, nftete non 1 ntt'(d}ieben, 
fo ~eifJt bie {teeUe) G.Stö§e y, \Oel4e bet G.Sleid}ung 

A7 =x 

genügt, bet .\!ogatit~muß non x in ~eaug auf bie Ghnnb= 
aa~l A, 

y =log x; 
x ~riit bet ~umnuß. 

ilaB .\!ogatit~menfl)ftem mit bet Glrunbaa~l 10 ~eifJt baß 
gemeine obtt ~tigg'f4t, man f4teibt 

y ==log :r, toeun 107 = x ift. 
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10. 3n jebem ®l)ftem ift bet ~ogatit~muß non 1 glei~ 0 
unb bet i!ogarit~muß bet G3tunbaa~l glei~ 1 bemt eß ift 

ijnnet ift 

AO= I, Al= .A. 

log (ab)= log a +log b 
a 

log b = log a - log b 

log an = n log a 

n 1 
logya =-log a. 

n 

!Jetmöge biefet ~lei~ungen läfJt fiel) eine IDhtltiplication, 
i)i'bifion, ~otenaimng, !Butaelaußaie~ung mit S)illfe bet 2oga• 
tit~men aurlldfü~rm beam. auf eine ~bbition, @iubttadion, 
IDlultiplication, i)itJifion. 

11. 3m ®l)ftem bn gemeinen 2ogatit~men ift 

log 1 = o 
log 10= 1 
log 100=2 

logO,l =-1 
logO,Ol =-2 

i)ie linf!fte~enben G3lei~tmgen befagm: ilie ganaen ~in~eiten 
eind 2ogarit~muß (Jtennaiffet, ~~aradetiftif) betragen immet 
einß weniget alß bie ®teUenaa~l beß ~umem!. Um negati'be 
2ogarit~men (bei e~ten !3rlld)en) au 'betmeiben, wenbet man 
befabif~e ~tgdnaungm an unb fd)reibt 3· !3. 

log 0,5 = 9,69897 - 10 ftatt - 0,30103. 

Dbet man fd)teibt an~ 

log 0,5 = 0,69897 - 1, 

unb amat ~at man beim i!ogarit~muß immet fo'biel negati'be 
~in~eiten anaufügen, wie im ~umauß (linfß) ~unen fte~en. 
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12. i)ie .\!ogatit~men mit bet ®tunbaa~l 

e = 2,7182818 •. 

nennt man natütli~e unb revt 

y = log nat x lVenn e1 = x ift. 

IDlan fhtbet ben .\!ogarit~muB einet 3a~l in einem beliebigen 
(f;~ftem, lVenit man i~ten natütli~en mit Log e (genommen in 
bem betteffenben {St)ftem) multiplicitt. Log e ~eiüt bet ID1 ob u l u ß 
beß .\!ogatit~menft)ftemß; füt bie gcwö~nli~en .\!ogarit~men ift 
bet IDlobuluß 

log e = 0,4342945 .. 

13. Sebe &lei~ung erften &tabeß mit einet Un• 
berannten x läfJt fi~ auf bie ~otm 

x+a=O 

bringen unb ~at eine iilurael 

x=-a. 

14. 3Wei ~lei~ungen etjten &tabcß mit awei Unbefannten 
(x, y) ~aben im ~llgemeinen bie jjotm 

ax + by= c} . . 
3tX + bJY = Ct • i)tefdben ergeben je emen ~ett~ füt x unb y, 

ndmli~ 
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3ut ~uffinbnng biefet S!öfung ~at man folgenbe IDlet~oben: 
1) ~ie ~ubftitutionßmet~obe: IDlan beftimmt eine un~ 

bt!annte (x) aut! bet etften &leid)ung unb fett ben !Bett~ in bie 
aweite, fo ergiebt fiel) eine ®leid)uug mit einet Unbt!annten (y). 

2) ~ie ~ombinationßmd~obe: IDlan beftimmt ein unb 
biefelbe Unbefannte anti beiben ®leid)ungen unb fett bie gefun• 
benen ~ußbtücfe einanbet gleid). 

3) ~ie ~ b bitio nt! ~ ob et IDhtlti4,llica ti·onß met ~ob e 
(IDlet~obe bet IDlttltil.llicatoten): IDlan. multi4,llidtt beibe 
&leid)ungen mit fold)en ~adonn, ba{! bei bet ~tbbition nut eine 
llnbefannte übrig bleibt. 

15. ~ei einet grö{!mn ~naa~l tlon ®leid)ungen unb eben• 
fotliel Unbdannten tuenbet man entroebet eine bet genannten 
IDlet~oben nad)einanbet immet auf je 3tuei ®ltid)ungen an obet 
man fd)afft nad) bet ID!et~obe bet ID!ultiplicatoten alle Unbefannte 
biß auf eine fott. 

~ti brei ~leid)ungen mit btei Unbefannten x, y, z 

ax + by + ez=d 
a1x + b1y + e1z = d1 

lljX + b2y + ~z = d2 

~at man 

bie etfte &leid)ung mit b1e2 - b11e1 

" aroeite " " blle - be2 
" britte " " be1 - b1c 

au multiplidren um y nnb z au eliminiten. ~ußbriide uon btt 
~orm biefet IDlultiplicatoten nennt man ~etetminanten unb 
fd)reibt fie in folgenbet !Beife 
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16. 3ebe &leid)ung aweiten &rabd (quabratifd)e 
®leid) u n g) JäfJt fid) auf bic '5orm bringen 

x2 + ax+ b =0 

unb ~at bie beiben m3uradn 

a va2 X=--+ --b, 
I ~ 4 

x =- ~- .. / a2- b 
2 2 V -t • 

i)ie bdben m3uraeln finb (bei reellem a unb b) 

1) mll unb uerfd)icben, wenn ~ > b ift, 

a' 2) reell unb gleid), wenn 4 == b ift, 
a2 

3) coniugirt imagindr, wenn 4 < b ift. 

Bwifd)en ben ~oefficienten a unb b unb ben m.luraeln x1 

unb x2 befte~t ber 3ufammen~ang 
a =- (x1 + x2), b = x1x2• 

17. ~leid)ungen uon ber ljorm 

1 2n + axn + b = 0 

~aben bie i!öfung 

x== --± --b V a Va2 
2 4 • 

18. !luß ~~~onentialgleid)ungen bon ber ljorm 
a1 =b 

finbet man mit $)ülfc bcr i!ogarit~men 

lo"'b 
X=-"'-· log a 
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V. lt t i 1J t a. 
19. 3n einet atit~metif~en !Rei~e ift bie i)iffmna 

3\l>eiet aufeinanbetfolgenbet <Sliebet conftant. 
~eaei~net 

s bie 16umme einet atit~ntdif~en !Rei~e, 
a baß etjte, t baß leite ®lieb, 
d bie conftante i)iffmna, 
n bie ~naa~l bet ®liebet, fo ijt 

t=a+(n-l)d, 

s = a + (a + d) + (a + 2d) + · · · · · · + t 
= n a + t = na + n (n - 1) d. 

:4 ~ ' 

m(m +I} 
1+2+3+ .... +m= 2 • 

16inb a, b, e brei aufeinanbet folRenbe ®liebet einet atit~· 
mdif~en !Rei~e, fo ijt b baß arit~metifd}e IDUttel au~ a unb e, 

a+ e 
b=--· 

2 

20. 3n einet geomettif~en !Rei~e ift bet Quotient 
3\l>eiet aufeinanbet folgenbet <Sliebet conjtant. 

~eaei~net 
s bie 16umme einet geontetrif~en !Rei~e, 
a baß etfte, t baß Iette ~lieb, 
q ben conftanten Quotienten, ben \l>it ~iet bet ~ins 

facf)~eit \l>egen ~ofitiu anne~men, 
n bie ~naa~l bet ®liebet, fo ift 

t= aqn-t, 

s=a+aq+aq'+··· +t 
qn- 1 tq- a. 

==aq-1 =q-1 1 
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1 1 1 1 an- 1 1+-+-+ .. ··+ --=--·--· a a2 an-1 an-J a- 1 

@Jinb a1 b1 c brei aufeinanber folgenbe Gllieber einer geo .. 
mttrifd)en mei~e~ fo ift b baß geomdrifd)e IDUtttl auß a unb c, 

b= yac. 
i)ie geometrifd)e mei~e al aq, aq2 u. f. w. ~eifJt fteigenb, 

wenn ber .Ouotient q > I , f a li e n b I wenn q < 1 ift. 

21. ~ine Unenblicf}e mei~e llor Utr U2r ••••• ~eifJt COn" 
t>crgent1 wenn ber ~ußbrud 

Sn = Uo + u1 + ull + ... + un-1 

fiel) mit unenblid) tuad)fenbem n einem enblid)en, beftimmten 
!Bert~e unbegrenat nä~ed; biefer mlert~ ~eiflt bie @Jnmme ber 
unenblicf)en mei~e. i)it>ergent ~eiät jebe unenblid)e mti~e, bie 
nicf)t cont>ergent ift. 

i)ie unenblicf)e geometrifcf)e 9tti~e a, aq1 aq2 •••• ijt 
cont>ergent, fo lange q ein ecf)ter ~rucf) bleibt, b. ~. tuenn bie 
mti~t eine faßenbe ift; i~re @Jumme ift 

a 
a + aq + aq2 + · · · = 1 _ q" 

~nbrerfeitG conuergirt bie mei~e 
1 1 

11 -, ---,, •••• filt aße !Bert~e t>on a, a a 

welcf)e gröU"er alß dnß finb1 unb awar ift bie @Jumme 
l 1 a 

1 + Cl + a2 + .... = a=T 

22. i)ie mei~e u0, u1 I u2 • • • • • • ift cont>ergent, wenn i~re 
GJlieber berad abne~men, bafJ baß ~er~ältniä aweier aufeinanber" 
folgeober GJlieber - beibe .pofitit> genommen -
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lJei unenbli~ tua~fettbem n fttiner alß tinß bleibt, b. ~. für 

(un+t) < 1. 
UD D=GD 

Go ift a. !3. bie Btei~e a, (a + d) q, (a + 2d) q', .... COlt• 

\lergent, fo lange q tin e~ter !3ru~ bleibt, ttnb atuar ift i~re 
~umme 

a dq 
a+(a+ d)q+(a+2d)q2 +···==--+ --· 

1- q (I -q)2 

23. ~et binomif~e 2e~tfat. ~ür ein ganaeß lJofi• 
titleiJ n ift 
(a + b)u ==an+ nan-1 b + n (n - 1) an-2 b' 

I·~ 

+ n (n -1) (n- 2) 8n-3 b3 + .... + nabu-1 + bn 
1. 2. a · 

~er }Binomialcoeffidmt 

n (n- l)(n - 2) .... (n- m + 1) 

1· 2·3· ··· m 

ift glei~ bet ~Inaa~l bet ~ombinationen o~ne !Bieber~olungen 
\lon n ~lementen aur mtelt jtlaffe, b. ~· glei~ ber ~naa~l bet 
~ombinationen, bie entfte~en, tuenn \lon n ~lementen je m \lers 
f~iebene attßgewii~lt tuetben. 

~ür negatine unb gebto~ene ~xl.lonenten (n) ift 

(a + b)n ==an + nan-1 b + n (n - 1) an-2 b2 + ..•. 
1·2 

unter bet !3ebingung - 1 < ~ < 1, ober 

n (n- 1) 
(1 + x)u == 1 + nx + 1 • 2 x2 + · · · 

unter ber }Bebingung - 1 < x < t. 
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24:. i>ie Ulei~e fih: bm notiltli~en 1!ogotit~mue 

x11 x• :s:' 
log nat (J + :r.) == :r.- 2 + a-4 + .... 

connetgirl ebenfoUl filt - 1 < :r. < 1. 

i>ie utei~en 
xt x4 xs 

cos :r. = 1 - 1 • :l + 1 • 2 • 3 . 4 1 • 2 • 3 • 4 • f) • 6 + .... , 
. x• :r.$ 

SlD :1.=:1.-}72 ·3 + 1·2 •3 •4• 5- ••• ., 

:r.' x• 
e1 = 1 + x +-+ --+ • • · 1·2 1·2·3 

gelten füt beliebige (enbli~e) x. 

VI. Jiae- uab tt.mt.mredJ•••· 
25. ~ in f o ~ e .3 in f e n. ~in Jtopitol C tuä~ft in n So~nn 

mit p % (lßtoaent) jä~tli~en Sinfen auf 
K= c (1 + D• O,Op), 

wo O,Op filt 1~ gef~tieben ift. 

~in Jtopital C, wei~ee in n Sa~ten mit p % Sinfen auf K 
angewa~fen ift, ~atte bie <Btö~e 

C= K • 
1 + n ·O,Op 

mtan nennt C llottued~, K 9la~tuett~. - ~in Jtopital 
ptolongiten ~ei~t ben ma~roettl}, bißconthen ben mot>< 
wntl} bete~nen. 

27. Sinfdainfen. IBnben a1ljll~di~ p% Sinfen aum 
Jtapital ~inaugm~nd, fo wll~ft ein Jta4Jital c in n Sa~ttn auf 
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K=C·l,Opn, 

tuo l,Op filt 1 + 1~ gefcf)rleben ift: 

IDl an t> t o Ion g it t ein .ftat>ital auf n Sa~te, inbem man eß 
mit 1 ,opn multit>licitt. 

~in Jtat>ital C, baß in n Sa~ten auf K angewacl)fen ift, 
IJatte ben !Bett~ 

C =_!_= K· J,Op-n: 
1,0pn 

IDlan bißcontitt ein jfat>ital auf n Sa~te, inbem man eß 
butcl) 1 ,opn bitlibitt. 

28. i)ie ~utung (bet 3inBgenut) eineß Jtat>ita16 C in 
n Sa~ten b. i. bet Uebetfcl)ut beß um bie 3infe!Sainfen tletme~tten 
Jtat>italeß übet baß utfl'tilnglicl)e bettdgt 

C (l,Opn- 1). 

30. atentcn. i)a !Bett~ fdmmtlicl)et tltentm ift immet 
nut filt tinen 3eitpunft gegeben. ~ilt einen beliebigen anbetn 
3eitt>unft finbet man ben auge~ötigen !Bett~ butcl) lßtolongitung 
obet i)ißcontirung mit ~ftlfe bet eben angegebenen ~otmeln 
(~t. 27). Unta "9iled~" ift immet bet ®ummemoert~ aßet 
atentenbeailge, bmcl)net auf ein unb benftlben 3eitt>unrt, au tlet= 
fte~en. 

30a. ~ine iä~tlicl)e, bauanbe (ewige) tltente r ~at ein Sa~t 
tlot i~nm etften ~inlaufen ben !Bett~ 

r 

~ 
IDlan nennt biefe Sienie m o 11 ten t e oba, wenn fie filt einen 
weitet autild gelegenen 3eitt>unft bmcl)nd witb, ~intetd 
men t en fiild. 

30 b. ~ine jd~tlicl)e, n mal einlaufenbe atente r ~at aut 
3eit beß Ietten ~iutteffenß ben !Bett~ 
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r ( n 
O,Op l,Op -1). 

IDlan nennt biefe ffiente uotbetd ffientenftih!, wenn fie 
fiit ben 3eitl'Junft ein 3al)t Uot il)tem ttften ~inlaufen beted}net 
witb, unb mittletd ffientenftild, wenn fle auf einen ftil~eten 
3eitl'Junft beaogen witb. 

31. ~in Jt'at>itel A, baß aUe Sal)te um r uame~rt ( +) 
obet llttmhtberi (-) witb, etlangt mit 3infeBainfm ili n 3a~nn 
ben !Bett~ 

n r n 
A · 1,0p ± "()""""0 (1 ,Op - 1). 

I p 

32 a. ~ine aUe u Sal)te wiebetfel)tenbe bauembe mente R 
l)at n 3a~te Uot bem etften ~inlaufen ben !Bet~ 

R 

32b. ~ine aUe u Sal)te, im ®anaen n mal, einlaufenbe 
fRente R l)at aut 3eit il)teB leiten ~intteffenß bm !Bettl) 

R nn 
11 (l,Op -1). 

1,0p -1 

33. ~ine jdl)tlid)e, bauanbe ffiente r, bie immet nad) 
n jd~tiget Untetbted)nng m mal einläuft, l)at n + 1 3al)te llot 
bem etften ~intteffen ben !Bettl) 

r l,Opm- I 
o,Op. I,Opm+n- 1. 

2äuft bie ffiente a. ~. ein 
am ~nbe beB 7., 8., 9., 10. 3al)ttß, bann tniebtt 

II r1 II )7., 18., 19., 20. 11 U. f. f. 
alfo 4 mal in je 10 Sal)nn, fo l)at fle gegemuättig ben !Bettl) 

r 1,0p'-1 
O,Op . 1 ,Oplo - 1 
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34:a. ~inc jö~tlid)e, bauernbc Btmte, bie mit r anfangt 
unb jebeßmal um d tnlid)ft1 ~at ein Sa~t uot i~tetn etften <iin$ 
laufen ben IBm~ 

r d 
--+-· O,Op O,Op2 

34: b. ~ine iä~tlid)e !Rente, bie n mal einHiuft 1 auerft in 
bet ,tlö~e r 1 bann iebeßmal um d uetme~tt 1 ~at aur ßeit i~teß 
letlten ~intreffenß ben m.krtl) 

( r d ) n nd 
ll111p + 010p2 (l 10p - 1)- 010p' 

35. ~ine iä~rlid)e Btente, bie mit r anflingt, jebeßmal um 
d wäd)ft unb bann 1 nad)bem fie n mal eingelaufen ift, bauetnb 
in bct ~ö~e r + (n - I) d wiebetfe~rl, ~at ein 3a~t nor bem 
erften ~inlaufen ben !Bett~ 

_r +-d ( 1 ___ 1 )· 
o.op o,up~ 1 ,opn-1 

36 a. ~ine aUe u Sal)re wiebetfe~tenbe, bauetnbe Btente, 
bie mit R anfängt unb jebeßmal um d wäd)ft, l)at u 3a~re nor 
bem etften ~inlaufen ben !!Bettl} 

R d ----+ . 
1,0p11 - 1 (I,Op11 - lp 

36 b. ~ine aUe u 3al)re tuiebetfe~renbe Btente, bie n mal 
einläuft, auetft in bet ,tlölje R, bann iebeßmal um d tletmel)rll 
l)at aut ßeit i~teß letlten ~intreffenß ben ~ed1) 

( R + d ) (l 0 nu l) nd • 
l,Op11 - 1 (I,Op11 - 1)2 1 p - - l 10p11 - 1 

37. ~ine aUe u Sal)re wiebetfel)renbe 8tente1 bie mit R 
anflingt1 jebeßmal um d tnädJft unb bann, nad) bem fie n mal 
eingelaufen ift, bauetnb in bet ,tlöl)e R + (n- 1) d forlgel)t, ~at 

u ~a~tt llth. bem etften ~intreffen ben !Bett~ 

R d (t 1 ) 
l,Op11 - 1 + (l,Op11 - 1)2 - I,op<n 1>11 • 
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VII. lt•lb•mJJr.edfauag. 
38. Unter eobenerwartungötuert~ uerfte~t man bie 

(Summe bet $etttuert~e aller \)Oll einem eoben au etWartenben 
<iinna~men, uerminbert um bie Settwert~e aller .ftoften, wel~e 
aur ~ewinnung jener <iinna~men aufgewenbet werben milffen. 

eeaei~net u bie Umtrleböaeit, 
A bie .f.>auptnuvung am ~nbe ber UmtriebBaeit, 
Dn eine !lots ober ~ebennu;ung, bie auerft na~ n unb 

bann immer in u Sa~ren einläuft, 
v bie jä~di~ am Sa~reöf~luffe aufauwenbenben .loften, 
c bie Q:ulturfoften, fo bere~net fi~ bei p % Binfels 

ainfen ber. eobenerwartungßtuert~ (filr ben ~nfang 
eineß Umtriebeö) nad) ber ijormel 

A + IDD · l,Opu-n- C • l,Opu v 

l,Opu-1 -o,op 
.f.>ierin bebeutet baß ,3eid)en I, ba& ber ba~inter fte~enbe 

~ußbrutf filr alle im Umtrieb notfommenben lJors unb 9lebens 
nutJungen au bilben unb ~ieruon bie Summe au ne~men ift. 

39. Unter bem <irwartungöwert~ eind eeftanbd 
uerfte~t man bie Summe ber Sevtwert~e aller uon bem ~eftanb 
au erwartenben <iinna~men uerminbert um bie 3eitwert~e aller 
Jtoften, weld)e aur CSewinnung jener <iinna~men aufgetuenbet 
werben milffen. 

l'eaeid)net m baß gegenwärtige eeftanbeßalter, 
B ben eobemoertl}, 
DD wieber eine am S~luffe beB nten eqtanbeöja~teö ein• 

laufenbe lJors ober ~ebennuvung u. f. w., 
fo ift ber eeftanbeßerwartungßwertl} 

A + IDn • l,Opu-n - (B + o;Öp) (I,Opu-m - 1) 
-

2 
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4:0. Unter bem J\'oftenmett~ eineß ~eftanbtß »etfte~t 
man bie <Summe bet 3ettroert~e aUet aut .i;>et»otbtingung beß 
~eftanbeß aufgeroenbeten .«'often »etminberl um bie 3ejtwerl~t 
allet Ginna~men, roeldje bet ~eftanb fdjon geliefert ~at. 3n bet 
biß~etigen ~eaeid)nung ift biefct ~ert~ 

=(B + o,~p) (l,opm -I)+ C·l,Opm- IDn ·l,Opm-n. 

4:1. Untet einem ted}troinfeligeu ~ootbinatenft)ftem 
in bet Gbene uetfie~t man aroei fidj tedjtminfelig fdjneibenbe 
~etabe, auf weldjen je eine ~ofitine (unb eine negatine) alid)tung 
angenommen ift. i>ie beiben ~etaben ~ei~eu 9llen unb awat bie 
eine 9lbfciffenale, bie anbete Dtbinatenale; etftm ttlitb 
gewö~nlidj mit X, lejtae mit Y be~cidjnet. i>et <Sd)nitt~nnft 
bet beiben ~~en ~ei~t ~nfangßpunft ober ~ullpunft. 

ijtg. t litg. 2. 

Um auß bet ~ofitinen X alid)tung in bic pofitine Yalid)tung 
au gelangen, ~at man eine i:lte~ung um einen tedjten ~infel 
außaufil~ten. i>iefe fann entroeba 

mit bem U~taeiget (i)ig. I) obet 
gegen ben U~t3eiget (5ig. 2) 
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afolgm. ilaburdj finb awei netfdjiebene ~oorbinatenf\)fteme be" 
ftimmt, non benm baß etftm in ber ~eobäfie, baß anbete in ber 
analt)tifdjen ~eometrie ilblidj ift. 

42. Um in einem redjtwinfeligen ~oorbinatenft)ftem (~g. 3) 
bie ßage eineB S.Uunrteß P au beftimmm, fdllt man non bem" 
felben ßot~e auf bie beiben ~(~en (PB unb PC). ilie ~bfdjnitte 
ber ~len nom ~nfangß~unrt biß au ben lJut~unrtm ber ßot~e 
(AB unb AC), unb awar mit bem 3eidjen +, wenn fie auf ber 
~ofitiben unb mit bem ßeidjen -, wenn fie auf ber negatiuen 

X 

5' 

.a{ 
s; ~ ':(4 

.-!.. 5' 

s T l 9J 
l.a 

'lJ j'~ J 5'1. ~ 

Sta. s. IJtg. 4. Sts. s. 

~eite ber ~~e liegen, nennt man bie redjtwinfeligen ~oorbi" 
n a ten beB ~unrteB P. ~uf ber ~bfciffena~e liegt bie ~bfciffe 
(x), auf ber Dtbinatena~e bie ,Orbinate (J). 

ljilr bie biet ~unrte P1, P2, P3, P, (ljig. 4) finb 3· ~. bie 
~oorbinaten 

x1 = a x, = - a x3 = - a x, = a 
Yt = b Y2 = b Y3 = - b Y•-=- b. 

43. ilie ßage eineß $unfteß P (ljig. 5) fann ferner be" 
ftimmt werben burdj f.eine ~ntfernung (r) uom ~nfangß~unrt A 
unb ben ~inftl ( ~ ), wtldjen bie IDerbinbungßlinie AP mit ber 
~ofitinen XDlidjtung einfdjliett. ilie ilre~ung, bei tntldjer biefer 
!Binfel befdjrieben wirb, rann wieber mit ober gegen ben U~ts 
ariger erfolgen. ilie ~ntfernung AP=r unb bet !Binfel XA.P=f 

2* 
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l)eiten bie ~olatcootbinaten beß $unfteß P; r ~eiüt aucf) 
bet 9labiußnectot; A btt ~ol, AX bie ~~e. ~ei einet !kerne~· 
tung obet [!etminbemng beß !Binftlß cp um 4 aled)te linbett fiel) 
bie ßage non P nid)t. 

~et !Binfel rann in &tabmaü obet ~ogenmaü gegeben 
fein. ~Iß @inl)eit 00) gilt beim älttttn &tabmaü bet 90fte, 
beim neueten btt 1 OOfte al)eil eineß aled)ten. ~eim eogmmaü 

l;ig. 6. 

benft man fiel) um ben @;d)eitelllunft beß !Binfdß einen $heiß 
befd)tieben (~ig. 6) unb befinirt ben !Binfel alt! [!etl)ältniü beß 
~ogenß aum alabiuö, 

b 
cp=-· 

r 
I 

~Iß Ginl)eit gilt alfo bet !Binfd (<!entrin>infel), bejjen ~ogen 
glrid) bem Diabiuö iit. ~ie 3al}l1t beaeid)net ben flad)m !Binfel. 
Um einen in liltettm &tabmaü gegebenen !Binfel in ~ogenma& 

umauted)nen, ~at man bie ~naal)I bet ~tobe mit 1~ au muls 
til>liciten. 

44. 3toifd)en ben ttd}huinfdigen <!ootbinatm x, y unb 
ben ~olatcootbinaten r, cp eineß ~unfteß P (\Yig. 7) befte~en 
folgenbe ~eaiel)ungen, n>dd)e baau bienen fönnen, bie trigonDs 
mettifd)en ~unctionen au befinittn: 
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sin? 
y l: 

==r-· cos? ==r-· 
V X 

tang<r==~, cotg lp =-, 
y 

r :r. 
sec T = i , cosec '? == -y· 

i'tt iBinfel '? ift babei in bet tfticljtung t>o~tiu 3u tecljnen, in 
weldjtt man butd) ~n~ung um einen tftecljten auß bet t>o~tiuen 

:xl 
':t i /,s ~ 

xl 
nr r 

"lJ "Y-
m 1I 

Sla.-.. Sig. s. 

X ~!e in bie t>ofttiue Y m!e gelangt. (Sn ~ig. 7 mit bem U{Jt~ 
3eiget.) IDlan fommt alfo auß bem etften tluabranten über bie 
t>ofitiue Ym!e in ben 3tt1riten u. f. lb. (3. ~. ~ig. 8). 

~efonbete !IDett~e ber ttigonomettifd)en 
jyun ction en*): 

'P = I O' I so• 1180° I 210• 1 360° 

sin.<r = 0 1 0 -1 
cos <? - 1 0 -1 0 0 

0 

tang9 = 0 00 0 oc ·-... 
cotg? == 0 0 "c oc CO ... 
sec <r - 1 CO -1 00 ·.e 
cosecil == oc 1 CO -1 

*) ilie ißinfd finb in altem ®rabmafl angegeben. 
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sin 30" = cos 6o·· 4, 
sin 45" = cos 45" == yt, 
tang 45" = cotg 45" = 1. 

45. @oniomehifd)e \Jotmeln*). 

1 

sin tpll + COB tpll = I, 
l + tang,a == sec cp2, 

1 + cotgcp• == cosec'P'• 

tan _sincp 
gtp-cosrp' 

coscp 
cotgcp=-.-· SlDtp 

-. - = cosec 'Pr 
810' 3n !Borten: i)a ~inu~ iit mijlto! mit 

bet ~ofecante, bet ~ofinui mit bet 
@5ecante, bie ~angente mit bn 

@otangente. 

1 
costp =sectp, 

I 
-ta = cotg tp. ngtp 

46. i)a !Bml} bet trigonomdrifd)en \junctionen bleibt 
ungeänbert, wenn bet !Binfel um ganae ~ielfad)e »on 360 • »et• 
mel}tt obet betminbm witb: 

sin (cp ::1:: k • 360") = sin ?r 
k=O, I,2 ... 

cos (tp ± k • 360") = coscp, 
u. f. w. 

i'a~n ronben ~inuß, ~oftnuß u. f. w. petiobifd)e \junctionen 
genannt; 360" (obet 2:) ~eiflt bie ~aiobe. 

47. sin (90"- tp) = cos cp, 
cos (90"- rp) = sin ;>1 

tang (90" - 'P) == cotg ;>. 
cotg (90" - <p) == tang ;>1 

sec (90" - tp) == cosec '' 
cosec (90" - ;>) == sec 9· 

•) Unter sin ?' ift ~ier immer (sin ff)' au llerj'tc~m. 
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i)iefen ~Ueid)ungen entf4'rld)t bie ~intid)tung bet .\!ogarlt~men= 
tafeln, weld)e bie .\!ogarlt~men bn WUndionen fiit 0 biß -i5 • unb 
bamü augletd) fiit 45 biß 90 o ent~alten. 

4:8. WUndionen non !Binfeln iibn 90° !önnen mit .tiilfe 
folgmbet stabene auf ijundionm uon !Binfeln untn 90° autilds 
gefii~tt toetben: 

mtnfel ESinul I ~ofinuß ! ~angente ~otangente l!iecante ~•fecante 

eoo + rr COI? -ainrr ·- cotg cp -tangcp - coaeccp sec cp 
180°- <p sin 'P - cos 'T - tang 'P - cotg tp -sec tp COSeC!p 
180° + <p -aincp - COI cp tangcp cotgcp - aeccp - coaeccp 
270°- cp - cos <p - sin cp cotg 'P tang cp - coseccp -sec cp 
270° + tp - COI cp ain cp - cotg 'P -tang'T coaeccp -aeccp 
:360°- cp - sin 't cos cp - tang cp - cotg cp seccp - coseccp. 

3· ~. sin 160° = sin ( 90• + 70°) = cos 70• 
obet = sin (180•- 20•) = sin 20•. 

ijiit bie tfted)nung em4>fie~lt fid) bie ~ntombung bet etften, 
brlttm unb fünften .tonaontaltei~e. rolan rann fid) ben 3n~alt 
bet stabtUe unb bet tlot~etge~enben 6 ~leid)ungen (mt. 4 7) in 
folgenben atoei Biegein mnfen: 

1) !Bitb bet !Binfel au !10 obet 270° abbitt obet etgdnat, 
fo ge~t ~inuß ilbct in ~ofinuß, stangenie in ~otangente, 
~ecante in ~ofecante, unb umgefe~tt, tod~tenb bei 180 
obet 360 • bie ijunctionen bieftlbm bleiben. 

2) i)ie ~otaeid)en finb babutd} beftimmt, bafl im 1 ten Oua-
btantm ane ijunctionen, aufletbem abet 

~inuß unb ~ofecante im 2ten, 
~ofinuß unb ®ecante im 4ten, 
stangente unb ~otangente im sten Ouabtanten 

.pofitiu finb. 
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49. sin (11 + ~) = sin at cos ~ + cos at sin ~. 
sin (11- ~) = sin at cos ~- cos cz sin ~. 
cos (at + ~) = cos at cos ~- sin at sin ~. 
cos ( at - ~) = cos at cos ~ + sin at sin ~-

sin 2at = 2 sin at cos at, sin at == 2 sin i at cos t at, 

cos 2at == cos at'- sin at', cos at = cos l at'- sin tat' . 

50. 

.. /1 + cos flt 
1 + cos at == 2 cos ! at21 cos ! at == V 2 • 

1 . 1 .. /1 - cos (l 
1 - cos a = 2 sin ~ at2, s1n '2" 11 = V 2 • 

sin 11 + sin ~ = 2 sin !- (11 + ~) cos! (a- ~), 

sin 11-sin ~ == 2 cos! (a + ~) sin! (11- ~), 

cou + cos ~ == 2 cos! ('~ + ~)cos !(11- ~), 

cos a- cos ~ == 2 sin! (!X+ ß) sin ! (~- a), 

=- 2 sin! (!X+~) sin t (11- ß). 

tang 11 + tang ß 
tang (a + ~) = 1- tang 11 tang ~ 1 

tang 11 - tang ~ 
tang (e~- ~) = 1 + tang 11 tang ~· 

1 + tang e~ 
tang(45° + at) =cotg(45°- a)== 1 _ tangat' 

1- tanga 
tang (45°- 11) == cotg (45° + 11) == 1 + tang 11" 

sin (a + ß) 
tang 11 + tang ß = cos a cos ~ 1 
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sin (« + ß) 
cotg « + eotg ß = sin « sin ß 1 

COB (tt- ß) 
tang « + cotg ß = . 11 · COB tt BlD t' 

x. ~"' r.edft•iuk.die.e ~rri.edl. 
51. Sn jebem ncl)troin!eligen ~reietf ift ba~ nuabrat über 

ber .\)~potenufe gleid) ber @Summe ber tluabrate ber $tat~eten. 

52. Sm re~troin!eligen !ilreied ift 
ber @Si nuß eineß fpijen ~infcl~ gleicf) ber gegenüber~ 

Iiegenben ~at~etc biuibitt burcl) bie .\)~potenufe, 
ber ~ o f in u ~ gleidj ber an Iiegenben ~at~ete biuibirt 

burcf) bie .\)~potcnufe, 
bie ~an g en t e gleicf) ber gegenüberliegenben ~at~ete 

biuibirt burcf) bie antiegenbe, 
bie ~ o t an g e n t e glcid) ber anliegenben stot~ete billi• 

bitt burcf) bie gegenübetliegenbe1 

bie @Secante gleicl) ber ~)~votenufe biuibirt burcl) bie 
anliegenbc .ffat~ete unb 

bie ~ o f e c an t e gleidj ber .\)~potenufe biuibirt burd) bie 
gegenüberliegenbe ~nt~ete. 

Sn ~ormeln: (~ig. 9) 

a 
sin tt = c 1 

b 
COtg tl = a 1 

6ig. !l. 

b 
cos tt =c I 

e 
sec tt=b 1 

a 
tang tt =b; 

c 
cosec tt = -· a 
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53. !Betben non bm ~nbpunften ein~ Gttelfe 8 {!ot~e auf 
eine ~etabe gefällt, fo ift bie 2änge btt lU t o i e c ti o n 

1 = 8. cos a., 

ljig. lOa. ijig. lOb. 

;Jig. toc. 

lllO a. btn meigung~ltlinfd bet beiben {!inien bearid)net 
(ljig. lOa, b, c). *) 

54. ~Iu~ bet ~otiaontalen ~ntfnnung e eineß ®egen# 
jtanbeß (ljig. 11) unb bem $)ii ~ en ro in fel a. et~lilt man bie $)ö~e 

h = e tnng a.. 

$)ietbei ift angenommen, baß bet ijußpunft be~ ~egenftanbe~ fi~ 
mit bem G4)eitelpunft be~ !BinfeH! a. in betfelben $)onaontal• 

-> stlie ~rojection eine3 ebenen ~lädjenftllde3 F auf eine (.fbme ift 
gltid) F cos a, 10enn a ben ~lädjeniDinftl be3eid;Jnet, ben bie !lbene uon F 
mit ber ~rojectionßebene einfd)ließt. 
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ebene befinbd. {!iegt btt ~ufnmnft um baß ®tücf 1 titftt (~g. 12) 
fo iit I au bem obigen tiußbtud au abbiten. 

ijlg. lL 

55. ~tfdjtint bie !Gpijt eineB fen!tedjten ~egenftanbe!3 

nntet bem .ßö~enwinfel a, bet ~ufwun!t untet bem mlinfel ß, fo 
ift bie .ßö~e (5ig. 13) 

h == e (tang e&- tang ß). 
S)iet f\nb a unb ß alß .ßö~enwinfel pof\titl, alB ~iefenwinfel 

negatiu an ne~men. ®o ift 3· ~. 
füt a == 309 unb ß = - 20° 

h = e (tang 30° + tang 20•) 

obtt füt « = - 10° unb ß = - 40° 

b = e (tang 40°- tang 10•). 

~n ®teUe beß .ßö~en~ ober ~iefenwinfelß a fann audj ba~ 

Steigungß• obet ~efdllptoaent p gegeben fein, unb awar 
ift (5ig. 14) 

tang a == 1~ obtt p = 100 tang ct, alfo h == 1~ e. 
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56. i)a S)öl}enuntnfd)ieb bQ aweiet \Bunftc A unb B 
bet ~boberfläd)e (\Yig. 15), b. ~. bie Gteigung t>on A nad} B 

uts. ts. 

tnitb unter ~etüdftd}tigung bet litbftümmung unb t;tta~len• 

bted}ung näl}CtUngßtneife gefunben nad} bet \Yotmcl 
e2 

bQ = e tang a + {1- k) 2R +i- I. 

S)ierin bebeutet 
e bie l}otiaontale ~ntfetnung uon A unb B, 
a ben S)ö~entnintel, 
k eine uon bet ®röte bet <5tral}~enbted}ung unb bamit 

uom {!uftauftanbe abl}ängige 3al}l, 
R ben ~brabiutl, 
i bie Snftrumenten• unb 
1 bie ßatten= ober <5ignall}öl}e. 

i)urd} ~infe;en bet mittlmn illettl}e k = 0,13, R = 6 380 000 
(IJJleter) etl}ält man für bie S)ori3ontcomction 

o2 ( e \2 
{I - k) 2R = 0,068 i"oOO) • 

51. Sn bet ~eobäne ift ein ted}twinftligeß ~oorbinaten• 

ft>fiem üblid}, beffen tlofitit>e xmxe nad) ~otben {oben) unb beffen 
tJofitibe Y~lxe nad} :Often (nd}tß) acigt. i)en illinfel, tneld}en 
eine Biid}tung AB mit bet tJofitiben X mxe einfd)lieflt, nennt man 
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ba~ ~aimut bet 9iid)tung AB unb beaei~net eö futa mit (AB). 
ilaffelbe IUitb bon bet ~otbti~tung auö pofitib ilbet .Often ges 
te~net unb ~eint bemgemä& öftlid)eß ~aimut (ilte~ung mit bent 
U~t3eiga, ~g. 16). 3tuei betfd)iebene eearid)nungtnueiftn beB 
~aimutß (AB)= IP finb auß ljig. 17 a unb 17 b etfi~tli~. 

(~l ." 

~t ~ J j 
"' 

l,_----~' 
+ .'ß l $ 

V 1/ I \I (tl.t l 

I 
I 

er 

I 
;jiQ. 16. tjl~. 17& 61g. 17b. 

~ei einet 1lenbemng beß ~laimutt~ um 360 o bleibt bie !Rid)s 
tung biefelbe. Sebet getaben 2inie fommen awei ~taimute au, 
bie fid) um 180° untetfd)eiben 

(AB)= (BA)± 180°. 

ä8. ~eaeid)net w1 (ljig. 18} ben non bet 3ugtid)tung 
P0P1P2 Iinfß gelegenen m.linfel bet beiben ~etaben P0P1 unb 

~~ 

~ 5'" • .'r, 

IJig. 18. 

P1P, (eted)ungßwinfel) unb finb a0 unb t~1 bie Waimute bet 
9lid)tungen P0P1 unb P1P2 , fo ijt 

t~1 = tXo + w1 ± 180•. 
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~inb me~me !ßunfte P 0 , P 1 ••• P 0 , P n+t but~ einen gmtb• 
linigm Bug (!ßolt)gonaug) unbunben (tyig. 19) unb beaei~nen 
tlo1 CZt • •• a0 bte~aimute bet einaelntn~etaben (@)tften), W11 1ft ••• W0 

bie ~n~ungßroinfel (!ßolt)gontuinftl), fo ift 

cz0 == ezo + (w1 + w2 + · · · w0)- n • 180° ± k • 360°1 

wo k eine bet 3a~Ien o, 1, 2 •.• bebeutet unb fo au wll~len ift, 
bat CZ0 awtf~en Ü Uttb 360" liegt. 

Sn einem gef~loffenen lßolt)gon uon n !ßunften ift bie 
lDinreifumme 

== (n- 2)·180". 

59. ~uß ~aimut unb iHinge bet metbinbungUinie 
.awein lßunUe, fowie ben ~ootbinaten eineß !ßun!hß 
finb biejenigen bd anbnn au bete~nen. 

@Segeben: i)ie ~ootbinaten y unb x beß !ßun!teß P, baß 
~aimut (PP'), bie ~ntfemung PP'. 

@Sefu~t: i'ie ~ootbinaten y' unb x' uon P'. 
~ie {!öfung bet ~lufgabe ift ent~alten in ben ijotmeln 

y' = y + PP' • sin (PP') 
x' == x + PP' · cos (PP'). 
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i>ie i)iffetenaen (y' -y) unb (x' -x) nennt man <!ootbinaten= 
ftilde obet aucf) ®inuß= batu. ~ofinuel'tobufte unb beaeicf)nd fie 
mit !!y batu. !!x. 

i)iefe ~ufgabe fommt miebet~olt bei bet tBeucf)nung 
eineö ~olt)gonaugeß aut !Rnmenbung. 3m gefcljloffenen 
~ol)Jgon mufl man fcf)liefllicf) mitbet auf bie ~nfangßcootbinaten 
autildfommen, b. ~. bie ®umme bet C!ootbinatenftilde mufl 
mun fein, 

60. !Ruß ben C!ootbinaten ameiet ~unrte ift baß 
tlaimut unb bie ßlinge bet metbinbungßlinie au be= 
ucljnen. 

Qkgeben: i>ie C!ootbbtaten y uub x uon P 
y' " x' " P'. 

'iefucf)t: i>aß Qlaimut (PP') unb bie ~tfetnung PP'. 
macf)bem baß ttaimut auß bet GJleicf)ung 

tang (PP')= Y: - y 
x -x 

betecljnet ift, finbet man 

PP'- y'-y == x-x. 
sin (PP') cos (PP') 

eri bet eeftimmung beö !Raimutß ift au beacf)ten: bie !Jotaeicljen 

uon ~ - y rönnen fein x -x 

etftenö ! , ameitenß + I brittenß I uiettene +' 
3m etften unb btitten ~ane fucf)t man ben !Binfel bei log tang 
auf unb amat ift betfelbe im etften ~ane unmittelbat auß bet 
5tafel au entne~menl 'lllli~tenb im britten 180° au abbiten finb. 
3m aweiten unb »ierten ~ane fcljlligt man bei bet C!otangente 
auf unb ~at 9leunaig GJtab au abbiten, wenn baß .3eicf)en - im 
Wennet, 8toei~unbett unb fiebaig, wenn eß im 8ä~let fte~t. 
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Bur ~tobe faun man nad) bet ~orme1 

red)nen. 

tang ( 45" + (PP'))= x: + Y:- (x + y) 
x- y- (x-y) 

IDon ben beiben ~ert~en für PP' ift betjenige genauer, 
befien ßä~let unb ~enner bie gröteren ßa~len finb. ,3ut bitedm 
~eftimmung ber @ntfernung PP' auB ben ~ootbinaten bient bie 
~otmel 

PP'= y'(y'- y)~ + (x'- x)2. 

61. !Bit beaeid)nen bie ®eiten mit a, b, c, bie gegenüber~ 
Iiegenben ~intel mit IX, ß, I, ben mabiuß beB eingefd)riebenen 
Jtreife~ mit p, ben beß umfd)riebcnen mit r, bie ~albe ®umme 
bet Seiten mit s. 

tl er ®in u ~ f a ;. 3n jebcm S)reied tlet~alten fid) bie Seiten 
wie bie ®inuß ber gegenüberliegenben ~infel, unb 3Wat ift 

a b c 
-=-=--=2r 
sin a sin ~ sin 1 · 

tliefer ®aß bient 3Ut ~md)nung beß tlreiecf~, wenn gegeben finb 
1) eine @ieite unb bie lBinfel ober 
2) awei®eiten unb ein gegenübetliegenber~infel. 

62. $) e t @: 0 f in u tl f Q ;. 3n jebem ilttiecf ift baß nunbrat 
einet ®eite gleid) bet ®umme bet nunbrate bet beiben anbetn 
Geiten tletminberl um ba~ bo~~elte lßrobu!t auß biefen beibm 
®eiten unb bem @:ofinutl beB eingefd)loffenen ~infeltl, 

c2 = a2 + b2- 2ab cos ·:. 

S)ierautl folgen bie 3Ut logatif~mifd)en ~eted}nung geeigneten 
~otmeln 
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• 1 ,/(s- b) (s- c) 
sm"2"«=v bc I 

,/s (s- a) 
COSi«=v bC I 

ta 1 ,/(s- b)(s- c) 
ng "2" « = V s (s - a) 1 

b ,/(s -a) (s- b)(s- c) 
onwmnr-=v s 

ringejil~tt witb: 

unb ebenfo 

tang! «=-p-~ 
s-a 

tangi ll==_L tangll=_P_, 
t" s-b 1 s-c 

{)iemacl) finbet man bie !Binfel beß ilteiecU1 wenn 
3) bie btei ~eiten gegeben finb. 

83. ilie ~au[lifcl)en ~otmeln 

a+b cos l(at- ~) 
--= 

eos -}(!! + ~) 1 c 

a-b sin-&- (Cl-~) 
--= 

c sin !(« + ~) 

obn bie batau!S folgenbe ~angentenfotmd · 

a-b tangl(«- ~) 

a + b = tang l{« + ~) 

bienen aut 'ßmcl)nung bn fe~lenben i'triedftilcfe1 wenn 
4) awei ~eiten (a1 b) unb bet eingefcljloffene !Bin" 

fel (l = 180° - ('1 + m gegeben finb. 
3 
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ßettae ~ufgabe fann man auc{J untet <iinfil~tung einet 
S)illfltuinhU (cp) löfm bur~ bie @llei~ungen 

64. llottulidteinf~neiben. ~uß ben ~oorbinaten 
atueiet \UunUe A, B unb ben lBinfeln bd i:>teiedl ABC 
finb bie ~ootbinaten beß btitten ~unrtd c au be~ 

te~nen. 
iSegeben: i:>ie ~oorbinaten Ya unb x. bon A, 

Yb II J:b II B, 
bit minfel a., ß, l · 

@lefu~t: i>ie ~ootbinaten y unb x bon C. 

i:>ie \Uunfte A, B, C foUm linfß ~emm aufeinanbn folgm 
(\jig. 20). 

e 

6 
e. ~ 

ijtg. 20. 

tiaimut unb ßlinge bn ilteiedtfeite AB finbet man na~ bm 
\}otrneln 

V -y 
tang (AB) = . b a' 

xb-xa 

Yb-Ya xb -x. 
AB=. = . sm (AB) cos(AB) 
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i>ann bett~net man bie !laimute bet i>teied6feiten AC anb BC, 

(AC) = (AB) - «, (BC) = (AB) + ß ± 180° 

[~obe (AC)- (BC) -r], 
fetnet bie ßängen 

Ac AB . A BC AB . =-.- 810 t't -=-.- 810« 
810 l 81D l 

unb fdJlieflli~ bie ~ootbinaten uon C, 

y = Ya +AC· 8in(AC) = Yb + BC • 8in (BC) 
x- xa +AC· eo8(AC) = xb + BC • eo8 (BC). 

85. .fann man in bet G3naben AB ni~t uifiten, ba~ 
gegen bie !Binfel CAP = f unb CBQ == 1J1 meffen (~g. 21), unb 

~& 
5) 

t;la. 2L 

finb au{let ben ~ootbinaten uon A unb B biejenigen uon P unb Q 
befannt <Y,, :x, unb Yq' xq), fo btftimmt man aund~ft bietlaimute 
(AP) unb (BQ) auß 

y -y. y -yb 
tang (AP) = P unb tang (BQ) = q • 

:X, - Xa xq - xb 

i>ut" ~ubttaction bet (recfJtß~etum gete~nden) !Binfel f baw. 1J1 

et~dlt man bie ~aimute bet i>teiedßfeitm AC unb BC, ndmlicfJ 
(AC) = (AP)- f, (BC) ==(BQ)- IJI. 

~aß !laimut bet &tunblinie AB ift wie uot~et auß ben ~ootbis 
naten uon A unb B au betecfJnen, unb eß etgeben fi~ bann bie 
i>teie&fßwinfel auß ben ~otmdn 

S* 
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« = (AB) -(AC), 
~ = (BC)- (AB)± 180°, 
1 =(AC)- (BC). 

i)amit ift bie ~ufgabe auf bie t>otfte~enbe autildgefil~rl. 

66. !JUidtuätUein f~tteiben. ~ie gegenfeitige 2oge bttiet 
~unfte A, B, C (~ig. 22) ift beftimmt but~ bie ~ntfemungen 

AB==e, CB==a 

l}ig. 22. 

unb ben !Binfel 
ABC==~. 

~on einem uierlen ~unfte D auß finb bie !Binfel 
ADB == 1 unb CDB == « 

gemeffen; eß follen botauß bie !Binfel 
DAB == <p unb DCB = ljl, 

fotuic bie ~ntfemungen 
AD ==I, BD == m, CD = n 

beted)net tuetben. 
i)iefe auetjt uon €5nellbtß be~onbelte !lufgobe witb gewö~n= 

lief) nocl) einem f.,ätetm eeotbeitet ~ot~enot benannt. 
i)ie !Bin!el cp unb ljl finbet man auß ben ~otmtln 

cp + ljl = 360°-(Cl + ~ + 1), 

{ 
t e sin « 
angu==-. -, 

r asln 1 

tang i {cp -ljl) = tang i (cp + ljl) eotg (JL + 45°), 
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{ 
1{1 =! {tp + ~) +! (q>- ~). 

~ =H'P + ~>- !<'P- ~>· 

i)ie ~ntfmtungen I, m, n ngeben fiel) nacf) bem @iinußfa~e: 

1=~ sin(i + !p), n=~sin(« +~), sm i sma 

e . a . ·'· m = -.- sm q> = -. -s1n 'I'• 
81D i 81D<l 

®eometrifcf) witb bie ~ufgabe gelöft, inbem man übet a einen 
beißbogen conftruirl, bn ben ißinfel «, unb übet c einen, bn 
bm ißinfel 1 fa&t. D ijt bn @icf)nit4>unft bn beiben .ftrife. 
i'ie ~lufgabe witb unbeftimmt, wenn D auf bem Jheife liegt, bn 
butcf) bie btei $unfte A, B, C ge~t. 

6'7. i)ie ~ufgabe bet awei unauglinglicf)en $unfte. 
•uß bn ~ntfmtung awrin (unauglinglicf)et) $unfte A, B (ljig. 23) 
unb ben auf awei anbeten ~unften P unb Q gemefjenen !Binretn 

APB=«, BPQ=ß, PQA=ir AQB=8 

f ollen bie ißinfel 
BAP ='Pr BAQ = 9', QBA = ~. PBA = ~·, 

fowie bie ~ntfemungen 
AP, BP, AQ, BQ unb PQ 

bnecf)net wnben. 
i'ie ißinfel 'P unb t;~' finbet man mit S)fllfe bn ijotmeln 

1{1- !p' = 180°- (a + ß + j), 
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ng ""= sin ~ sin a ' { 
ta sin IX sin (l + tl) 

tang l (<p + <p') = tang l (~- ~') eotg (J.~o- 45°). 

Sn glei~et !Beife laiTen fidj bie !Binfd oJi unb 'Ji' bete~nen; bod) 
fönnen biefelben aud) auß ben ~otmeln 

oJ1 = tso·- (~' + a) 

beftimmt tnetben. 
'I''= 180°- (<p +IX) 

i)ie gefu~ten ~ntfetnungen ergeben fi~ burd) ~nll>tnbung 
beß ®inußfajeß. 

XV. ~uedqtifdft C§e••.drie. 
68. !Bit legen baß re~troinfelige ~ootbinatenfl)ftem au 

~runbe, in tneld)em man eine i>n~ung non 90° gegen ben U~ts 
arigtt außfß~ren mufJ, um auß bet pofitinen :~AJUd)tung in bie 
lJofitiue y=9U~tung au gelangen. 

i)ie gerabe ßinie 

(BC in ~ig. 24) ~at bie ~leid}ung 
y=ax+b. 

''f ; 

ljtg. 24. 

(X.) 

i)cmn bebeutet b ... AC bm !Hbfdjnitt auf bet y·W~e, a == !~ == tang IX 

bie stangente beß IBinfelß, ben bie gerabe ßinie mit btt !Hilfdffen" 
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att bilbd, non ba pofitinen x•!Rid}tung auß gegen ben U~rariga 
gaed}nd. 

i)ie ~ootbinaten ba CSd}nittpun!h aweitt Gletaben 
y = a1x + b1, 

y=a,x+ b2 

a~ält man butd} ~uflöfung ba beiben ®leid}ungen nadj ben 
Unbe!annten x unb y. 

Sllie .fregdfd}nitte obet ~unen aweitet Dtbnung. 

69. ~in $heiß mit bem !Jtabiuß r ~at bie (ij[eid}ung 
x2 + y2 =r:., 

wenn ba ~ootbinatenanfang im IDlitttlpunft liegt (5ig. 25a), 
unb bie ®leid}ung 

(x- r)' + y2 = r', 

IJtg. 25a. IJig. 25 b. 

wenn ba ~ootbinatenanfang auf ba ~etip~erle liegt unb bie 
!lbfdffena;re butd} ben IDlittdpunft ge~t (5ig. 25 b ). 

70. i)ie ~lrid}ung 

y2 = px obet y = y' px 

ftdlt eine Qlpollonifd}e ~atabel bat (ijig. 26). i)a Qlnfangß• · 
punft ba ~ootbinaten fällt mit bem CSd}eitel, bie x=!Jtid}tung mit 
ba ~xe ba ~atabel aufammen. 

i'tt $unft F auf ba ~te, ba nom CSd}ritd A um bie 
CSttecfe AF = 1/, p entfernt ift, ~eifJt 'ßtennpunrt. ~in butd} F 
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un~ einen ~unft bet ~arabel ge~enbe &etabe ~ei&t bet erenn= 
ftta~l obtt atabiußuector biefeG $un!teß. 

Sebe ~angente fcl)liett mit bem ennnftta~l bri em~rungt~= 
~unfttt! unb bet ~xe gleicl)e !Bin!d ein; bie mormale PN (in ~g. 26) 
~albirt alfo ben !Binfd FPF1, wenn PF1 lJaralld aur ~xe uetlduft. 

i:lutd) i:lre~ung bet ~arabd um i~re ~xe entfte~t baß 
~ataboloib (8totationß~ataboloib). Sebet ®d)nitt fenfted)t 
aur ~xe ift ein beiß, jebet ®d)nitt in ber Qlxe ift eine ~arabel. 
(etennfpiegel.) 

71. ~ie ®leicf)ung 
x!! y2 
a2 + b2== 1 

ftellt eine ~ ll i ~ f e bat (\Yig. 2i). i:ltr ~oorbinatenanfang liegt 

lj\Q. 27. 

im IDUttdpun!t, bie ~ootbinatmaxen fallen mit ben ~len ber 
@llwfe aufammen. 

a = AB = AB1 ift bie große, 
b =AC= AC1 bie !leine $)albale. 

~ie ®töte e = ya' b2 ~eist bie lineare, t == : bie nu= 
medfd)e @ltentrlcität. ~ie ~un!te F unb F 1 auf bet großen 
~xe, wtld)e um bie ®ttecfe e == AF == AF1 uom IDUttel~un!t A 
entfernt finb, ~eisen enn~unfte. 

\Yiit jeben ~unft (P) bet @llwfe ijt bie ~Summe bet ennn• 
ftta~len gldd) bet großen ~llt, 
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PF+ PF1 =2a. 

~ie stangente f~lieflt mit ben beiben mnnnftta~len beB 
merll~tungG~unfteß glei~e !Binfel ein, bie ~otmale ~albitt alfo 
ben !Binftl bet mnnnfttal)lm. 

~ut~ i)te~ung bet ~Uipfe um bie gtofle 9lle entfte~t ein 
tJedlingettcß 8i o t a ti o n ß e Ui 41 f o i b, but~ i>te~ung um bie 
Urine ille ein abgel!latteteß. ~üt bie <hbe ift 

bie ~albe gtofle Qlle .. a = 6 378 249 IDletet, 
bie ~albe 8iotationßale b = 6 366 515 " 

72. i>ie ®lei~ung 

x' _Y' = 1 
a~ b2 

ftdlt eine .i)l)4Jetbel bat (~ig. 28). i>et @ootbinatenanfang liegt 

(XI 

l}ig. 28. 

im IDlitte{4Junft, bie 9lbfciffenlinie fliUt mit bet .i)au~tale, bie 
Dtbinatenlinie mit bet ~ebenale bet j)lJ).letbel aufammen. 

a=AB=AB1 unb b=B1C=B1C1 

finb bie briben .i)albalen. 
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i)ie GJtöüe e == y'a2 + b2 ~eiüt bie lineare, a = : bie nu• 
metif~e ~centticitdt. i)ie ~unfte F unb F 1 auf ber .f>auptote, 
tvel~e um bie @Sttede e == AF == AF 1 tlom IDUttd~unft A ent
fernt finb, ~eiflen ~renn~unfte. 

ijflt ieben ~unft P ber (;l)"erbel ift bie !&)iffmna bn fBtmn• 
ftta~len glei~ bet {)a~tate, 

fiit ben te~ten, 
PF1 -PF ==2a 

PF -PF1 =2a 
füt ben linfen ßtveig bet .i)t)petbel. 

i)ie ~angente im ~unfte P ~albirt ben IBinfel FPF 1 bet 
beiben ~tennftra~len. 

!&)ie beiben geroben ßinien (AC unb A.C1) mit ben ~lei~ungen 
b b 

y=-x unb y=--x a a 

~eiüen bie ~fl)m~toten unb berii~ren bie .f>l)perbel im Unenblid}en. 
2ft a = b, fo ~eiüt bie (>'l)~erbel gleid}feitig. 

73. i)ie GJlei~ung 

(y- ax- b) (y- a1x- b1) ==0 

ftent ein ßinienpaat bat, b. ~. ein ®l)ftem \:Ion amei geroben 
ßinien. 

y== ax+ b unb y-= ~x+ b1• 

74. ~on beu 

~urt:Jen ~ö~etet Dtbnung 
betrad}ten tvit nur bie ®emicubif~e ober 9leil'fd}e ~atabel, 
mel~e bie ~lei~ung 

y2 == pxa obet y = yPi3 
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~at (~ig. 29). i)er Sdjeitel (bie Sllite) bet ~ut»e liegt im 
~orbinatenanfang (A), bie ~~e berfelben fdllt in bie ~bfciffen• 
Iinie. 

ilutdj motation bet ~eil'fd)en $atabel um i~te ~l~e entfte~t 
baß ~eiloib. 

XVL lliidJrutrtdj1aaq. 
75. mtß ~läd)enein~eit gilt ein D.uabrat, beffen Seite 

gleid) ber ~angenein~eit ift. 

76. ~in $arallelogumm ~at ben ~ldd)enin~alt 
F=gh, 

wo g bie Glrunblinie, h bie .i)ö~e bebeutet. 

77. ~r baß i'reied gelten bie ~otmeln 
F == ! gh .i)ierin bebeuten: 

=ps 
~~~~~~--~ 

= y' 8 (8- a) (8- b) (s- e) 

abc 
=4r 
=}ab8in-r 

a, b, c bie btri Seiten, 
«, p, 1 bte gegenilbet= 

Iiegenben !Binfd, 
p ben mabiuß beß ein= 

gefdjriebenen, 
r ben beß umfdjrlebe~ 

nen Jtreifeß, 
e2 8in « 8in p 1 e2 a + b + c 

= 2 sin 7 == 2 · cotg « + cotg P 8 = 2 ben ~al= 
== 2r2 sin « sin ~ sin 7 ben Umfang. 



-44-

78. ~in \ßatalldtta4Jea mit ben 4JataUelen Seiten a 
unb c, bet ~ö~e h unb bet rolittellinie m ~at ben ijläcl)enin~alt 

~'= 3 ;ch=mb. 

79. ~in \ßolt)gon bon n @;eiten, beffen ~dpunfte bie 
tecl)htJinfeligen @:ootbinaten 

{ Yt, Y2, Ys, ...• Yn 
xl ~ x3 ~ 

~aben, läüt fiel) betec'f)nen nacl) einet bet ijotmeln 

2F = (y1 + y2) (x2 - x1) 

oba einfacl)et 

+ <Y2 + Ya) (x3- ~) 

+ <Yn+yl)(~ -xn), 

- 2F = (x1 + X<J) (y2 - Yt) 
+ (x~ + x3) <Ys - Y2) 

+ (xn +x.)(yl -yn), 

2F= y1 (x2 -~) 
+ Y2 (Xs -x.) 
+ Ys (X.-~) 

+ Yn(xl- ~-1), 

- 2F = x1 (y2 -Yn) 
+~(y3-Yt) 
+ Xs (y, -y2) 

+xn(yl -Yn-1). 

~ietbei ift baß in bet GSeobäfie üblicl)e @:ootbinatenft)ftem au 
GStunbe gelegt (x nacl) ~otben, y nacl) ,Often), unb bie \ßunfte 
l, 2, 3 ... folgen fo aufeinanbet, bat bie \ßolt)gonfläcl)e aut 
mnfen liegt. IDettauf~t man y mit x, obet aä~lt bie \ßunfte in 
umgefe'f}det alei~enfolge, fo änbett fiel) baß IDotaeicl)en bon F. 
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80. eeari~net r bm Dtobiuß 1 d - 2r ben iluf4meffer, 
u ==2m' ben Umfang eilleB .tfeifei, fo ift bie .fteilflli~e 

F- 2rr'== l2rd'==l ur==! ud. 

iin .fteiiauif~nitt ober ESedot mit bem eogen b 
unb bem ~nttimin!el 'P (in !3ogmmoü) ~at ben 3n~olt 

F == t br== !'Pr'. 

ilet \Jlli~min~alt eineß .tnihbf~nitteß obet ~eg• 
mentei ift 

F == l r'('P -sin 'f). 

i)er uon awei concenhif~en .ltrifen mit ben Dtabien R 
unb r gebilbde DUng ~ot ben ~Ili~enin~olt 

F == 1t (B2 - r'). 

eqeicfJnet U == 2rD ben Umfang beB gtöfJeren, u == 1td ben 
bei !Ieinerm .tTeifeB, b == B- r bie !3teite beB .tteilringel, fo 
J)at man au~ 

F _U+ub 
- 2 • 

~anbelt eB fic1) um einen eaumquetfc1)nitt unb bdtac1)td 
man bm beißring all ben in t 3a~ten erfolgten ,6uwadjl bet 
!Ieineten .ttrilfllic1)e (2rr'}, fo ift baß jli~tlic1)e ,6uwadji4Jtoaent 

400b( b\ 
p==tr l+d)' 

b. 1). bet butc1)fdjnittlidje jA~li~e ,6umac1)1 bettligt P% bet 

•nfangtfllidje. etaei~nri n == ~ bie •naa~l bet 3a1}teltinge, 

weldje butdjfc1)nittlic1) auf bie ~Angenein~eit ge'l)en, fo mitb 

400( b) p==- 1 +-. nd d 
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81. ~ine ~ 1 H ~ f e mit ben .ßalbQ!m a unb b ~at ben 
~öcl)enin~alt 

F=7tab. 

82. ßut angenö~etten ~eted)nung einet ~lllcl)e 
(ijig. 30) tlon bet i!llnge h, t~eUt man h in n ~bfcl)nitte 
111 lll, 13 , ••• ln, beftimmt bie ~teiten g0 , g1, g,, •.... gn 
unb fett 

2F -11 (go + g1) + lt (g1 + g,) + • • • ·In (gn-1 + gn). 

&lg. so. 

~inb bie n ~ectionen tlon gleid)et i!önge, fo tuitb 

F=~(!go + g1 + g, + ·• • • + gn-1 + lgn), 

obn genauet, wenn n eine getabe .3a~l ifl, nacl) bet 6 im~ f o n • 
fcl)en 8legel 

b 
F=an (go+4[g1 +gs+··· gn-1] + 2[g,+g, +···gn-tl + g.). 

83. ~lß fftaumein~eit gUt baß !ßolumm einet\ !.Hltfell, 
beffm Jtante gleicl) bet i!lingenein~eit ift. 

84:. ~n $tißma ~at ben !ö~etlid)en 3n~alt 
J=Gh, 
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too G bie <Btunbfldd)e, h bie ()ß~e, b. ~- ben fenfred)ten ~bftanb 
bet beiben ~nbfldd)en bebmtd, obet 

J ==Qs, 

tomn s bie ßdnge bet @iritenfanten unb Q ber fenfted)t bqu 
gemeffene Duetfd)nitt ~ormalfd)nitt) ift. 

CHn fd)ief abgefd)nitteneß breifeitigeß $ti~ma (4'~matifd)et 
•bfd)nitt) mü bm @ieiten!anten a, b, c unb bem ~ormalfcl}nitt 
Q ~at ba~ !Jolumen 

85. i>et 3n~alt einer ~ l) t a m i b e ift 

1==! Gh, 

unb toenn biefelbe butcl} eine aur ~tunbfldcl}e (G) 4'atallele <ibene 
(g) im !lbftanbe h abgefturn4'ft ift. 

J==l(G+g+ {Gg)h. 

88. <iin bon atoei 4'«tallelen ~tunbfläcl}en G unb g, fowie 
bon ~arallelttQ4'eaen, ~arallelogrammen obet i>trieden al~ 
Seitenfldd)en begrenatet Rßt.perftum.pf wirb beted)net nad) bet 
ijormel 

1==} (G+ g+4l)h. 

()ierin beaeicl}net l ben .parallel au ben beibell (inbfldd)en in bet 
Bitte ~e~ tlbftanbe~ (h) gefil~rten Duetfcl}nitt (mlittelfldd)e, 
Dittel~gur). 

@iinb G' unb g' bie Duetfcl}nitte in 1/, bato. 3/, bet ()ö~e, 
fo gilt aucl} bie ijormel 

J == } (2G' + 2g' -l) h. 

87. i>ie Dbetfldcl}e ein~ getaben ~l)linbet~ fett ~cl} 
aufammen aUI ben beiben ~tunbfteifen 2G == 21tR::! 
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unb bem filoutel 
M-=2r.Rh, 

wenn R bet !Rabiuß be~ ~runbrteife6 ift. 

88. iltt IDlantd eineB gttaben Jtegelß ~at ben ~~ä~en· 
in~alt 

M= r.Rs, 

wenn 8 bie Geitenlinie bebeutd. 
!3ehn abgeftumpften gttabm .lttgel (~ig. 31) ift bet IDlanttl 

M = r. (R + r) s, 

m ·. ~ .: 
···~ . .. 

·· · - · ~ ---- · · ·""· 

ijlg. Sl. 

alfo bie .Obnflä~e 
0 = :-: (R' + r') + r. (R + r) 8. 

89. ilic Dbetflä~e einet Jtugel nom !RabiuB r ift baß 
~Hetfa~e eine! i~ttt gtö{Jten Jeteife, 

0 == 4r.r2• 

ilie .stugelaone b. ~. btt ~~eil bet .ltugdobetflä~e, bet 
awif~en awei pataUelen, bie Jtugel f~neibenben ~benen liegt, ift 

F = 2r.rh, 

wenn h bie .i)ö~e bet 3one b. ~- ben fenrte~ten ~bftanb bet 
beiben ~benen beaei~net. 

ilie ~lädJe eint! fp~ätif~en ilteiecU mit ben !Binftln 
at, ~, 1 (in !3ogenmafl) ift 

F = (at + ~ + 1 - r.) r', 
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obu hJenn bie Bin!el in Alterem Oltabmaje gegeben linb 
(A, B, C) 

c == A + B + C- 180" 

~it f.p,ihif~n Citcei; but~ Ciinfül)mng beffelben hJitb 

r. tso• F 
F- 180• er' ober umgefel)tt c ==--;r ·rs· 

Wuf ber Citboberfld~e flettilgt bu f4J,dtif~e Citcefl fflt ein 
i>teieif non 10 Duabtatmeilen 3n,alt faft 3". 

90. i'et 3n,alt einet ~l)linbetl mit bet flmnbflil~e 
G - r.R' unb bu ()B'e h ift 

C == Gh-= r.R'h. 

9L i)u 3n'alt einet 'ataboloibl ift 

P-=! Gh=='fh, 

hJO 1 hJiebu bie mtittelflii~e bebeutet. 
\Jflt ein abgeftum.pftel 'ataboloib mit ben 4Jatallelen Cinb• 

fll~ G unb g ift bu 3n,alt 

P.-=i(G+g)h 

82. i)u ~alt bei .tegell lft 

K-!Gh-tlh, 

bCE bei abgeftu~ften oiegell 
6chtert. 
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x.== l (G + g + y'Gg}h 

,_ f (R' + r2 + Rr) h == 1t (a;!)' h + -i" (R;!)' h 

== ü <D' + d' + Dd) h == ~e;4)' h + ii e;4) 2 h 

== 1h + fs- v'hs . 

.S)ierin bebeutd D = 2R ben gtöfleren, d == 2r ben Deineren i>ntd)• 

meffer unb v == D h d bie 9lbl)ofaiAfeit b. l). bie tlbnal)me bei 

i>utd)meffed auf je eine 1!angeneinl)eit bet .ßöl)e. 

93. ~ $ataboloib unb Jtegel gilt bie gemeinfame ijotmel 

=::} l (g + 31') h, 

wo g eine Cinbfldd}e unb i ben Duetfd)nitt bebeutd, bet um 
~ h tJon g entfetnt ift. 

\Yilt bie tJollen .löq,et ift (g == O) 

i_} h'h. 

(il ift bann i bet Duetfd)nitt in 1/ 3 ()öl)e (tlon bet (BtUnb" 
fldd)e aul gmd)nd). 

N. i>et ~nl)alt einel 9leiloibl ift 

N == l Gb == 21h == ~ i h 

unb bet einel abgeftunt4Jften 

1 ( s s ) Na==, G + VGtg+yGg'+ g h. 

95. (iin .löq,et, bet awifd)en awei .,atallelen (inbfl~en 
(g unb G) liegt unb beffen 4Jatalldet Duetfd)nitt im 9lbftanbe x 
tJon bet einen Cinbfldd)e (g) 



- öl -

f(x) == a + bx + cx' + dxl 

ift, ~at baß motumen 

V== ab + l bh' +! eh3 + l dh4, 

wenn h bm fenfte~ten ~bftanb ber beiben ~nbflii~en bebeutet. 
5ilt betattige Jtöt4Jtt gelten au~ bie 5otmtln 

V = ~ (G + g + 4y) h 

unb 
V == i (2G' + 2g' -y) b, 

wenn 

1 == f (! h), g' == f ( l h) , G' = f ( t h) 

ift (ngt. 9lt. 86). 

!3eim ~taboloib net~alten fl~ bie tluetf~nitte (fmft~t 
aut ~lt) wie ~ie auge~ötigen ,Pö~en (non bet G4>i9e auß ge~ 
te~net), beim Jtegd wie bie tluabtate bet ,Pö~en unb beim 
9leiloib toie bie brltten $otenaen. 

i)ie eben angefii~tten 5otmeln gelten alfo au~ fiit bie g~ 
nannten Jtöt4Jet. 

@benfo läflt fi~ bet 3n~alt bet Jtugel unb beß !Rotationß~ 
eUilJfoibß na~ biefen 5otmeln bete~nen (d = 0). 

96. .föt4Jet, bie in eine G-'>i~e llerlaufen unb beten 
-'>ataUele Duetl~nitte fl~ Uet~alten wie bie mtt~~ $otenam bet 
auge~ötigen .ßö~en (llon bet ®l>i~e auß gete~net)' ~aben baß 
molumen 

V=m~ 1 Gh. 

m bebtutet eine -'>ofitiue .Sa~l; fiit m == 1, 2, 3 et~äU man bam. 
wiebet bie 5otmeln fiit bie uonen \ßataboloibe, Jtegel, ~riloibe. 

4• 
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97. IDUt .s)illfe bet ijotmaa~l f, btt .s)ö~e h unb eineß 
im ~bftanbe l uon bet GJtunbfliid)e G gemeffenen Quetfd)nitteß Q 
beftimmt man ben 2n~alt eineß ~aumftammet nad) bet ijotmel 

V ==fQh, 

V 
wotauß umgefe~ f == Qh folgt. 

!Jet~alten fiel) bie Quetfd)nitte wie bie mten $otet13en bet 
auge~ötigen ~ö~en, fo ift 

1 1 
f=--· . 

m+1 (1~kt 

ijiit baß $ataboloib ift m = 1 alfo f = -2
1 • - 1 -1 , 

1-
h 

filt ben $tegel ift 

filt baß ~eiloib iit 

1 1 
m = 2 alfo f-=-g · (1 - k)'' 

1 1 
m=3 alfo f=4·(1-kl 

2ft l eine conftante ßänge (~tuft~ö~e 1,3 IDletet), fo etgeben 
fiel) bie "~ruft~ö~enfotmaa~len". iliefelben ue~men mit wad)fenbet 
~ö~e ab. 

~immt man baß !Jet~iiltnifl l: h conftant, a. ~. 1 : 20, fo 
entfte~m bie uon bet .s)ö~e unab~dngigen "ed)ten obtt ~otmal• 
fotmaal)len". 

!Ditb l = 0 genommen, b. ~. nut bet obet~alb beß ge• 
meffenen Quetfd)nitte! (Q) liegenbe stl)eü beß ~aumet betilcf,o 

fid)tigt, fo Witb f == m ~ 1. "9lbfolute 'i;otmaa~l". 

98. ~eaeid)net h' biejenige .s)ö~e, in weld)et bet ilutd)• 
meffet eineß jßaumftammeß ~alb fo gtofl ift, wie in bet CMmnb= 
fliid)e G, fo gilt filt ba! $ataboloib unb ben $tegel bie gemein• 
fame ijotmel 

P==} 2 Gh' K== "J I 
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~ä~tenb fflt baß mriloib 

N == 0,6756 .. Gh' == t Gh' • 1,013 •• ift. 

i)a $unft bte ~aumee, in bem ba i'ut~meffa bie (ldlfte 
bd unteren bettltgt, ~riöt na~ $teöla "tRi~t4Junft". 

99. i)a 3n~alt rinn Jtugel bom tRabiuß r ift 

J == !'ltt's. 
i)ie föf4)ali~e Jtugdaone ~at ba8 !3olumen 

J == ! 1rh (3a1 + 3b~ + h2), 

tvo a unb b bie 9labien ba GJrunbfteife bebeuten unb h bie (lö~e 
ba 3one ift. 

~in Jtugdabf~nitt (®egment) ift 

=! 1rh2 (3r- h), 

ein ~ugelau8f~nitt (®edot) 

IJlg, S2. 

==! 1rr2h (\jig. 32). 

100. ~ie ®ulbin'f~e !Regel: 
i)ie Dbetflä~e einte 9lotatio~!öt4Jet8 ift glei~ bet 

aaeugenben ßinie mal bem !Bege i~te! S~wa= 
4JUnfte!j 

ba 2n~alt eine! tRotationß!öt4Jetß ift glei~ ba a= 
aeugenben \jlll~e mal bem !Bege i~te8 ®~~etl!un!tte. 
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101. ßut angenä~etten !3etedjnung cine!Rö~et~ bienen 
biefelben ~onneln, weldje oben filt ben ~lädjenin~alt gegeben 
finb (~. 82). llntet gor gl ••• gn finb bann bie nuetfdjnitte 
be~ JfötlJetß au Uetfte~en. 

102. ~ebeutet a eine fo flrine 3a~l, bafl man o~ne wefent• 
Iidjen ~e~let a 2 gegen 1 uemadjldfjlgen batf, fo gelten bie 
~äqetnngßfotmeln 

1 
1 + IX=- 1 - 111 (1 + a)2 = 1 + 2!1 

V'l +a==l+!a, 

aUgemein (1 + a)m = 1 + ma. 

®inb ß, i ... ebenfafiß !Ieine 3a~len, fo bafJ i~te nuabtate, 
fowie bie $tobucte aß, ßi •.. gegen 1 au nemadjldffigen finb, fo 
~at man 

(1 + a)(l + ß)(l + j) • · • = 1 + 11 + ß + i · · • 

1+a 
1 +1==1 + 11-~ u. f. \1) • 

.3ft a. ~. bie .t!ö~e (l), in lDeldjet bet Duetfdjnüt eine& 
eaume~ gemefj'en \DUtbe 1 fe~t flein im !Jetqdltnifl aut ganaen 
.ßö~e (h}, fo et~dlt man (au~ ~. 97) bie ~onnaa~lrn 

f=-} (1 + ~) fiit baß $ataboloib, 

f== 1 (1 + 2~) filt ben Regel, 

f == t (I + 3 ~) fiit baß ~eUoib. 
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103. eeaeidjnri II einen fleinen IBinfel (in eogenmaj), fo 
ift untet \'jottlaffung bet ameiten unb ~ö~eten ~otenaen 

sin 11 == 11 unb cos 11 == 1. 

104. IBenn amei GStöjen a unb b fo wenig tlon einanbet 

tletfdjieben finb, baD (a a b)' gegen 1 tlemadjlliffigt lOetben 

batf, fo rann bd geometrlfdje muttel tlon a unb b bem arit~· 
mriifdjen gleidjgefqt wnben, 

- a+b 
yab==-2-· 




