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Vorwort,

Das vorliegende Buch ist einer leider recht seltenen Arbeits-
gemeinschaft entsprungen. Ein Mathematiker, der wihrend der
Nazizeit zwar unfreiwillig, aber durchaus nicht ungern vor die
Notwendigkeit gestellt war, sich gewissermaBen Hals iiber Kopf
in die Elektrotechnik zu stiirzen und ein wirklich mitten in der
Praxis stehender Techniker und Leiter der Forschungsabteilung
eines groBeren Unternehmens der Starkstromtechnik, der wieder
von seinen technischen Problemen aus gezwungen war, immer
tiefer auch in die ,,reine Mathematik hineinzusteigen, legen hie-
mit ein Ergebnis ihrer Zusammenarbeit vor, deren Besonderheit
das Abgehen von der gebriuchlichen Darstellung der Vektor-
rechnung und der konsequente Aufbau einer neuen Art der Dar-
stellung ist, die zwar an und fiir sich nicht neu ist, aber doch
bisher nicht in vollem Umfang durchgefiihrt wurde. Unsere
Erfahrungen damit waren so positiv, daf} wir glauben, daB ihre
weitere Verbreitung sich allgemein dahingehend auswirken konnte,
die Scheu besonders des Technikers vor der praktischen Anwendung
der Vektor- und Tensorrechnung zu tiberwinden. Das endgiiltige
Urteil wird auch hier, wie in allen Fragen der Darstellung und
der Methode, von der Erfahrung gesprochen werden.

Die vorliegende Lieferung umfaf3t lediglich den ersten, die
Tensoralgebra enthaltenden Teil des Buches. Die beiden anderen
Teile, die wir in einer einzigen abschlieBenden Lieferung heraus-
zubringen hoffen, werden die Tensoranalysis, also die Theorie der
von irgendwelchen Verinderlichen abhingigen Vektoren und
Tensoren einschlieBlich der Differentialgeometrie und der Feld- -
theorie und die eigentlichen physikalischen und technischen
Anwendungen behandeln. Die an das Inhaltsverzeichnis des
ersten Teiles angeschlossene Inhaltsiibersicht fiir den zweiten und
dritten Teil gibt dariiber niheren AufschluB.



v Vorwort.

Der Kreis der Leser, an die sich das Buch wendet, ist da-
durch schon vorgezeichnet: Es ist nicht nur der Mathematiker
und Physiker, sondern vor allem der Techniker in den Forschungs-
und Berechnungsabteilungen der Industrie. Dementsprechend
beschrinken sich die Vorkenntnisse, die das Buch verlangt,
auf das Minimum dessen, was an den Hochschulen in den
iblichen Vorlesungen iiber hohere Mathematik geboten wird.

Dem Verlag danken wir fiir die tatkraftige Initiative, mit der
er unter schwierigsten Verhiltnissen das Erscheinen des Buches
nicht nur iiberhaupt, sondern in einer fast friedensmaBigen Form
und Ausstattung ermoglicht aat.

A. Duschek, A. Hochrainer.
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Einleitung.

Die Tensorrechnung ist in der letzten Zeit sehr in Mode ge-
kommen, nicht nur bei den Physikern, fiir die sie schon seit
langem ein fast unentbehrliches Instrument geworden ist,
sondern auch bei den Technikern, die ihre Vorziige immer mehr
zu schitzen wissen. Leider mufl man aber bei der Durchsicht
der Literatur nur zu oft eine mangelhafte, mitunter geradezu
falsche Handhabung der Tensorrechnung feststellen. Es scheint
vielfach die notige Klarheit dartiber zu fehlen, was eigentlich
ein Tensor ist und wann die Begriffsbildungen der Tensor-
rechnung mit Vorteil Anwendung finden kénnen. So werden,
um nur einige Beispiele zu nennen, in einem recht bekannten
Lehrbuch der technischen Mechanik sechs Ausdriicke als Kompo-
nenten des Spannungstensors bezeichnet, die niemals ein Tensor
sein konnen, und in einem an anderer Stelle erschienenen Aufsatz
iiber kritische Drehzahlen einer mit Schwungmassen belasteten
Welle wird in einer geradezu grotesken Weise mit den Begriffen
der Tensorrechnung herumgeworfen, ohne dafl auch nur die
geringste Berechtigung dazu besteht. Der Verfasser behandelt
zuerst den ,,skalaren’ Fall mit nur einer Masse und geht dann
zur ,,vektoriellen* Darstellung iiber, indem er drei Massen auf
der Welle annimmt und diese drei Massen als Komponenten
eines Vektors bezeichnet. Ein besonders krasser Fall ist aber
der eines amerikanischen Autors, der die Tensorrechnung geradezu
‘mit Gewalt auf die Theorie der elektrischen Maschinen und
Netze anwenden will, sich bis zu den Begriffen ,,absolutes Diffe-
rential“ und , Kriimmungstensor’’ versteigt und dariiber dicke
Biicher und lange Serien von Abhandlungen verdffentlicht. Es
hitte nicht viel Sinn iiber solche Dinge auch nur ein Wort zu
verlieren, wenn sie nicht geradezu symptomatisch wiren, und
wenn nicht die Gefahr bestiinde, daB hier ein wertvolles und

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. I
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ungemein leistungsfihiges Instrument durch miBbriuchliche
Anwendung in den Augen der Zuschauer verdorben und in Mif-
kredit gebracht wird. DalBl wir hier keine Gespenster sehen,
wird uns jeder bestitigen, der mit Technikern in den Forschungs-
abteilungen und Berechnungsbiiros iiber die Sache gesprochen
hat. ,,Die Vektoren“ — meist bleiben die Leute ja schon bei
diesem Begriff stehen — ,,mogen ja etwas ganz Schénes sein,
aber wirklich rechnen koénnen wir doch nicht damit, das ist
fast die stereotype Antwort und deutlicher kann man wohl nicht
zum Ausdruck bringen, daB3 die Vektoren und erst recht die
Tensoren in MiBkredit geraten sind und das bei Leuten, die sie
doch sehr gut brauchen und damit rechnen kénnten, wenn sie
nur wiiliten wie.

Schuld an diesen bedauerlichen Zustinden ist eine recht
merkwiirdige Tatsache. Auf der einen Seite haben die Mathe-
matiker in den letzten Jahrzehnten ein Rechenverfahren ent-
wickelt, das in der Regel als ,,Tensoranalysis’* bezeichnet wird,
ein Instrument von héchster Vollkommenheit ist und die groflen
Fortschritte auf dem Gebiete der allgemeinen Differential-
geometrie iiberhaupt erst ermdglicht hat. Diese Entwicklung
ist von einem Impuls ausgegangen, den die Physik durch die
Relativitidtstheorie gegeben hat, und die Physiker haben auf
diesem Gebiet auch reichlich Nutzen aus den Methoden der
Tensoranalysis gezogen, aber die vierdimensionale Raum-Zeit-
Welt der Relativititstheorie mit ihrer allgemeinen Metrik ist
nicht das, was vor allem die Techniker brauchen. Diese arbeiten
nach wie vor im altehrwiirdigen dreidimensionalen euklidischen
Raum, wo mit all den schénen Worten und Namen der allgemeinen
Methoden nicht viel anzufangen ist, wenn man nicht auf solchen
Unfug verfallen will, wie die oben genannten Autoren. Nun hat
es aber durchaus den Anschein, als ob auch fiir den Techniker
reichlich gesorgt wire. Es gibt doch eine ganze Menge von Biichern,
die sich recht bescheiden meist als ,,Lehrbuch der Vektorrechnung**
bezeichnen — was ungefihr ebenso treffend ist, als wollte man
,,Theorie der Polynome* statt ,,Funktionentheorie’* oder ,, Apfel-
baum statt ,,Obstgarten sagen — und in denen ein Rechen-
verfahren mehr oder weniger ausfiihrlich dargelegt ist, dem der
euklidische Raum zugrunde liegt. Die Methode, die hier ganz
allgemein verwendet wird, ist aber im Prinzip voéllig verschieden
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von den Methoden der allgemeinen Tensorrechnung. Ihre Ver-
treter reiten auf einem ganz absonderlichen Steckenpferd, das
verschiedene Namen triigt, wie,,Unabhingigkeit vom Koordinaten-
system®, ,, Invariante Methode®, ,,Direkte Analyse‘“ usw. Gemeint
ist damit folgendes: Da die Vektorrechnung ein geometrisches
Rechenverfahren ist — daran 4ndern die zahlreichen Anwendungs-
moglichkeiten in der Physik nicht das geringste — und sich mit
geometrischen GroBen beschiftigt, will man mit diesen GroBen
selbst rechnen und alle fremden Elemente ausschalten. Diese
fremden Elemente sind vor allem die Koordinaten, die hier auf
einmal, ohne dal} dafiir irgendwo ein verniinftiger Grund an-
gegeben wird, als etwas hochst Verabscheuungswiirdiges hingestellt
werden. Wir haben doch wohl alle genug analytische Geometrie
getrieben, um zu wissen, wie zweckmiBig die Koordinaten sind
und, vor allem, wie gut es sich mit ihnen rechnen liBt. DaB die
Formeln der analytischen Geometrie und die Lingen und Winkel,
die wir nach ihren Methoden berechnen, vom Koordinatensystem
unabhingig sind, das wissen wir doch ganz genau. Es mag vielleicht
zweckmiBig sein, sich iiber den Begriff der Unabhingigkeit vom
Koordinatensystem eine prizisere Vorstellung zu schaffen, vielleicht
lassen sich die Methoden der analytischen Geometrie auch noch
weiter verbessern und verfeinern, aber wir haben gar keinen Grund,
sie in Bausch und Bogen zu verdammen und iiber Bord zu werfen,
blo weil es da Koordinaten gibt. :

Diese sogenannte ,,Vektorrechnung'* erreicht ihre Unabhéngig-
keit vom Koordinatensystem dadurch, daB sie von Koordinaten
einfach nicht redet. Fiir gewisse GréBen und fiir gewisse zunichst
am einfachsten erscheinende Verkniipfungen dieser Groen
werden Symbole eingefithrt und dann wird mit diesen Symbolen
frisch darauf losgerechnet. Von Koordinaten ist nicht die Rede,
allerdings nur scheinbar, denn irgendwie werden sie ja doch immer
wieder eingeschmuggelt, nur hiitet man sich, das Kind beim
rechten Namen zu nennen. Man kann natiirlich, dariiber besteht
kein Zweifel, die orientierte Strecke im Raum mit dem Symbol a
bezeichnen und ,, Vektor‘ nennen. Hat man zwei solche Vektoren a
und b, so kann man sie in bekannter Weise addieren; das Resultat
ist ein Vektor ¢ = a + b. Man kann noch andere Verkniipfungen
einfithren, z. B. kann man a- b = ¢ das ,innere Produkt von a
und b nennen und durch ¢ =a-b-cosg definieren, wobei a

1*
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und b die Langen von a und b und ¢ der von ihnen eingeschlossene
Winkel ist. Das Resultat dieses doch recht merkwiirdigen ,,Pro-
duktes® ist also kein Vektor, sondern eine Zahl, die, weil sie vom
Koordinatensystem unabhingig ist, Skalar oder Invariante
genannt und daher auch nicht mit einem gotischen, sondern
mit einem lateinischen Buchstaben bezeichnet wird. Warum wir
dieses Produkt merkwiirdig nennen? Weil es ganz andere Eigen-
schaften hat als das so ziemlich allén Menschen vertraute Produkt
von gewohnlichen (reellen oder komplexen) Zahlen. Die Multi-
plikation von Zahlen hat namlich einige einfache und charakteristi-
sche Eigenschaften, sie geniigt dem kommutativen Gesetz
a-b=">0-aund dem assoziativen Gesetz (@ b) ¢ = (bc)a = (ca) b
und das Produkt a b verschwindet dann und nur dann, wenn
mindestens ein Faktor Null ist. Das innere Produkt von Vektoren
ist zwar noch kommutativ, weil der Cosinus eine gerade Funktion
ist, aber beim Versuch, das assoziative Gesetz nachzuweisen,
erleidet man griindlich Schiffbruch, weil das innere Produkt
eben kein Vektor, sondern eine Zahl ist: Das Bestehen einer
Gleichung (ab) c = a (b¢) hat zur Folge, daB die Vektoren a
und ¢ dieselbe Richtung haben. Und die Eigenschaft, da8 ein
Produkt nur dann verschwindet, wenn mindestens ein Faktor
Null ist, trifft auch nicht zu, denn a b = o ist wohl auch erfiillt,
wenn a = 0 oder b = o ist, aber auch dann, wenn a und b auf-
einander- senkrecht stehen und das ist sogar der allgemeine Fall.
‘Wenn man es richtig betrachtet, erscheint es geradezu als Unfug —
und vom didaktischen Standpunkt ist das sogar ganz bestimmt
der Fall —, eine solche Verkniipfung als Produkt zu bezeichnen.
Aber sehen wir ein wenig weiter! Neben diesem inneren Produkt
gibt es in der Vektorrechnung auch ein 4uBeres Produkt zweier
Vektoren, das ¢ = [a b] oder ¢=a X b geschriecben wird und
einen Vektor ¢ bedeutet, der auf a und b senkrecht steht, nach
einer bestimmten Vorschrift orientiert wird und dessen Linge ¢
durch ¢ = a b sin ¢ gegeben ist. Es erscheint sehr schén, wenn
man so viele Worte in einem einfachen Zeichen zusammenfaft.
Aber wir bezweifeln, ob das ein Vorteil ist, denn man sieht doch
diese vielen Worte dem Symbol gar nicht an. Man muB sich
diese ganze Definition auswendig merken und so fest ins Ge-
déchtnis einprigen, daf} sie immer ganz automatisch ins BewuBt-
sein tritt, wenn wir zwei gotische Buchstaben in einer eckigen
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Klammer oder durch ein schriges Kreuz verbunden sehen. Und
von den genannten Eigenschaften des Produktes zweier Zahlen
ist hier gar keine mehr iibrig geblieben, es ist [a b] + [b a], wenn
nicht [a b] = o ist, es ist [[a b] ¢] # [a [bc]] und esist [a b] =0
nicht -nur, wenn a = o oder b = o ist, sondern auch, wenn a
und b parallel sind! Leider sind diese Namen, so unzweckmiBig
und irrefithrend sie sind, doch eingebiirgert, und es wird schwer
sein, sie wieder zu eliminieren.

Solange man von der Vektorrechnung nichts anderes braucht
als Skalare, Vektoren und das innere und Aullere Produkt von
Vektoren, solange geht die Sache noch ganz gut und man kann
von einer Art geometrischer Stenographie reden, weil man viele
geometrische und auch physikalische Beziehungen in einfacher
und recht anschaulicher Weise — wegen der anschaulichen Be-
deutung der Vektoren — anschreiben kann. Aber man braucht
doch mehr als nur diese. Vor allem braucht man doch auch die
Punkte des Raumes! Aber Vektoren lassen sich nicht verwenden,
um Punkte festzulegen. Denn die Vektoren schwimmen frei im
Raum herum, sie behalten nur immer ihre Richtung und Orien-
tierung bei. Wenn wir Punkte festlegen wollen, miissen wir einmal
einen festen Punkt O im Raume wihlen, dann kénnen wir die
iibrigen Punkte des Raumes durch ,,Ortsvektoren mit dem
Anfangspunkt O festlegen. Aber diese Ortsvektoren sind schon
keine richtigen Vektoren mehr, eben wegen des festen Anfangs-
punktes; denn den Anfangspunkt eines ordentlichen Vektors
koénnen wir ganz beliebig im Raume wihlen. Aber wir brauchen
noch etwas, wenn wir mit diesen Dingen rechnen wollen. Wir
miissen doch auch imstande sein, spezielle Vektoren im Raum
anzugeben. Das konnen wir z. B. machen durch Angabe der
Linge und der Winkel, die der Vektor mit zwei festen Richtungen
einschlieBt, oder besser durch die Angabe der Lingen der Projek-
tionen des Vektors auf drei Richtungen im Raum, die nicht alle
zu einer Ebene parallel sind. Wir brauchen also auBler dem
Punkt O noch drei feste Gerade (Richtungen), die wir zweck-
méiBigerweise so wihlen, daB sie zu je zweien aufeinander senkrecht
stehen und durch O gehen. Wir miissen, um die Lingen der
Projektionen unseres Vektors messen zu konnen, auf den Geraden
auch noch Einheitsstrecken festlegen. Wir werden diese Einheits-
strecken der Einfachheit halber untereinander gleich wihlen.
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Da haben wir also einen Punkt O, durch diesen Punkt drei auf-
einander senkrechte orientierte Gerade und auf ihnen gleiche
Einheitsstrecken. Wir haben den Eindruck, daB man so etwas
bisher immer als kartesisches Koordinatensystem bezeichnet
hat. Jetzt konnen wir den Vektor numerisch durch die Lingen
seiner Projektionen auf die Achsen festlegen. Wir sehen: Ein
Vektor a ist also vollig identisch mit einem geordneten! System
von drei Zahlen (A4,, A,, A43), seinen Koordinaten. Es ist klar,
daB eine orientierte Strecke (Vektor) im Raum, wenn wir uns
den Raum samt allen seinen Punkten festgehalten denken, vom
Koordinatensystem unabhingig ist, womit doch nichts anderes
gemeint ist, als daB der Vektor derselbe bleibt, auch wenn wir
mit irgendeinem Koordinatensystem im Raum herumfahren.
Das Symbol a kénnen wir also als unabhingig vom Koordinaten-
system ansehen. Aber die drei Koordinaten 4; des Vektors sind
es natiirlich nicht. Denn wenn wir einen anderen Punkt O statt O
wihlen und drei andere untereinander senkrechte Gerade durch O,
so werden die Lingen der Projektionen von a auf die drei neuen
Geraden andere Werte haben als frither. Aber wenn wir das
neue Koordinatensystem mit dem Ursprung O in bezug auf das
alte System mit dem Ursprung O irgendwie festlegen, z. B. durch
Gleichungen, die uns angeben, wie sich die Koordinaten eines
allgemein gewdhlten Punktes im neuen System aus den Koordi-
naten desselben Punktes im alten System berechnen, dann werden
wir ohne weiteres auch angeben kénnen, wie sich die Koordinaten
eines Vektors bei dieser Anderung des Koordinatensystems ver-
halten. Auf diese Art kommt man doch in einem viel priziseren,
fast moéchten wir sagen, héheren Sinn zu dem Begriff der Un-
abhingigkeit vom Koordinatensystem, indem wir die Gesamtheit
aller (rechtwinkeliger kartesischer) Koordinatensysteme betrachten

1 D. h., daB die Reihenfolge festgelegt ist, denn natiirlich ist (1, 1, 2)
ein anderer Vektor als (1, 2, 1). Wir nennen diese drei Zahlen nicht, wie
es oft geschieht, Komponenten, sondern mit einem guten Grund Koordi-
naten des Vektors. Das Wort Komponenten hitte sonst einen doppelten
Sinn, da man in der Mechanik gewohnt ist, unter Komponenten einer
Kraft stets wieder Kriafte zu verstehen, deren Summe die urspriingliche
Kraft ist: Demnach sind die Komponenten eines Vektors selbst Vektoren
und nicht Zahlen, und bei dieser Bedeutung des Wortes Komponente wollen
wir auch bleiben.
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und das Verhalten der Vektorkoordinaten beim Ubergang von
einem zum anderen System beherrschen und nicht, indem wir
einen Vektor durch ein Symbol bezeichnen und dann so tun wie
der bekannte Vogel Strauf}, als gebe es kein Koordinatensystem
und kime man ginzlich ohne ein solches aus.

Aber auch die Vektorrechnung bleibt nicht bei den Vektoren
stehen: Die geometrischen und physikalischen Probleme fiihren
ganz zwangsldufig zur Betrachtung von GroéBen héherer Art,
den Tensoren oder Affinoren. Die symbolische Methode hat bei
ihrer Einfithrung grofle Schwierigkeiten zu i{iberwinden, weil
hier ein geometrisches Substrat von #hnlicher Anschaulichkeit
wie es die orientierte Strecke bei den Vektoren ist, vollig fehit.
Den bequemsten Zugang zu den Tensoren zweiter Stufe, um mit
dem einfachsten Falle zu beginnen (sie werden auch als Dyaden
bezeichnet), bildet auf jeden Fall eine Zuordnung zwischen Vektoren,
die besondere Eigenschaften besitzt, deren mathematischer Aus-
druck eben der Tensor ist. Wir werden auf diese Eigenschaften
weiter unten noch zuriickkommen; hier stellen wir zunichst
einmal fest, daB eine solche Zuordnung zwischen zwei Vektoren g
und 1 symbolisch in der Form 1) = % - ¢ geschrieben wird, wobei
durch den Punkt eine neue Art ,jinneres Produkt’ zwischen
Tensor A und Vektor ¢ angedeutet ist, dessen Resultat eben der
Vektor y ist, der dem Vektor p auf diese Art eindeutig zugeordnet
wird. Fiir dieses innere Produkt gilt auch das kommutative
Gesetz nicht, da im allgemeinen %A - ¢ + z- U ist, so daf es hier
zwei verschiedene Arten von inneren Produkten von Tensoren
zweiter Stufe und Vektoren gibt. Bei Tensoren dritter Stufe gibt
es drei verschiedene Moglichkeiten, ein inneres Produkt mit einem
Vektor zu bilden, wobei das Resultat jedesmal ein Tensor
zweiter Stufe ist. Aber es gibt nur einen verniinftigen Weg — den
die symbolische Schreibweise allerdings nicht gegangen ist —
diese verschiedenen Moglichkeiten halbwegs pragnant zu charakte-
risieren und das ist der, die Stufe eines Tensors durch eine
entsprechende Anzahl irgendwelcher Zeichen anzugeben, also
etwa Uy fiir einen Tensor zweiter Stufe und Ay o fiir einen
Tensor dritter Stufe zu schreiben. Wenn man dann bei dem
Vektor, der ja nichts anderes als ein Tensor erster Stufe ist,
ebenfalls ein Zeichen anbringt, so lassen sich die drei Arten innerer
Produkte bei einem Tensor dritter Stufe etwa in der Form % s, G,
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o€ Uswo€q schreiben und unterscheiden. Man kann
dann, da die Phantasie kaum ausreicht, um in allen Fillen die
notige Zahl von Verkniipfungszeichen zu erfinden, statt dieser
Zeichen O, X, [] Buchstaben verwenden, also normale und
verniinftige Indizes schreiben: ¥,; fiir den Tensor zweiter Stufe,
A, ; 1 fir den Tensor dritter Stufe usw.; und man wird die Vektoren
dann auch immer mit einem Index versehen, wodurch man sich
auch von der listigen Notwendigkeit befreit, Vektoren mit kleinen
und Tensoren mit groen Buchstaben zu bezeichnen. Aber wenn
man soweit gelangt ist, dann ist formal nur mehr ein ganz kleiner
Schritt zu der Schreibweise zu machen, die in der allgemeinen
Tensorrechnung seit jeher {iblich ist. Es hat keinen Sinn mehr,
noch gotische Buchstaben zu verwenden. Die lateinischen erfiillen
jetzt den Zweck genau so gut, da die Art der Gréfe durch die
Zahl der Indizes gegeben ist.

Aber jetzt besteht die Moglichkeit, die Symbole
Ay Ay A (D)

lj}
usw. auch anders zu deuten, nicht mehr symbolisch, sondern
konkret als Koordinaten der Tensoren in einem bestimmten
Koordinatensystem, wobei die Indizes als allgemeine Ausdriicke
oder Reprisentanten der Zahlen 1, 2, 3 anzusehen smd Innere
Produkte sind dann Summen der Form

24, X, XAy X, oder X Ay Xy, X Ay X, oder
’ * j i

ZAi:ikX:i oder ZkVA”ka usw.

7

Man sieht: Der Summationsindex ist.in allen Fillen zweimal
vorhanden und wenn man iibereinkommt, iiber solche in einem
Glied doppelt vorkommende Indizes stets automatisch von I
bis 3 zu summieren, ohne daf eigens ein Summenzeichen ange-
schrieben wird, so nehmen die obigen inneren Produkte das recht
einfache Aussehen an: :

A Xy, Ay Xy A5 Xy A Xy Ay Xy, Aige Xy (1)
Die Zweckmiligkeit dieses Summationsiibereinkommens ist
durch die Praxis des Rechnens in jeder Hinsicht erwiesen. Die
besonderen Eigenschaften der durch Tensoren vermittelten Zu-
ordnung von Vektoren (oder Tensoren), von denen wir oben ge-
sprochen haben, . driicken sich in dieser Schreibweise klar und
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deutlich darin aus, da} alle Ausdriicke (IT) in den Koordinaten
des Vektors X; linear und homogen sind. Wir haben aber noch
etwas anderes erreicht: Die Koordinaten von Tensoren sind ge-
wohnliche Zahlen und die Rechenoperationen, die in den Aus-
driicken (II) mit diesen Zahlen auszufiihren sind, sind die gewohn-
liche Addition und Multiplikation, wie sie in der elementaren
Arithmetik gelehrt werden. Denn A4; X, ist nichts anderes als
Ay X, + 4, X, + 4; X5, Wenn wir das Summationsiiberein-
kommen akzeptieren, so ist durch die Schreibweise 4;X; des
inneren Produktes der beiden Vektoren A4; und X; auch schon
ganz genau und eindeutig gesagt, wie dieser Skalar aus den
Koordinaten der beiden Vektoren zu berechnen ist. Darin liegt
nicht mehr Symbolik, als wir es in anderen Gebieten der Mathe-
matik gewohnt sind.

Wir haben schon erwihnt, dal die Schreibweise (I) fiir Ten-
soren — im wesentlichen — identisch ist mit der in der allgemeinen
Tensorrechnung verwendeten; die Unterschiede sind nur dadurch
bedingt, daBl wir hier den euklidischen Raum zugrunde legen
und daher einige Vereinfachungen vornehmen kénnen. Die formale
Methode, die sich aus dieser Spezialisierung ergibt und die wir
hier fiir das innere Produkt kurz skizziert haben, ist eben nichts
anderes als die Anpassung der allgemeinen Methoden auf den
besonderen Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes.?
Wohlgemerkt: Die formale Methode ist anders als die gebrduch-
liche Symbolik, aber der sachliche Inhalt ist genau derselbe. Es
bleibt bei der anschaulichen Deutung des Vektors als orientierte
Strecke im Raum, aber der Vektor wird nicht durch ein Symbol a
dargestellt, sondern durch seine drei Koordinaten. Wir sagen:
Ein Vektor A, ist ein System von drei Zahlen (4,, 4,, 43), die
im einzelnen seine Koordinaten heifien und sich bei einer Anderung
des Koordinatensystems in einer ganz bestimmten Weise trans-
formieren. Dieses Transformationsgesetz, das sich aus der geo-
metrischen Deutung des Vektors als orientierte Strecke ergibt,
ist wesentlich. Man kann nicht ohne weiteres drei Zahlen als
Koordinaten eines Vektors ansehen, sondern nur dann, wenn wir

1 DaB diese Anpassung ein durchaus brauchbares Rechenverfahren
fiir den euklidischen Raum ergibt, darauf hat der eine von uns schon vor
Jahren hingewiesen: A. Duscuek, ,,Uber symbolfreie Vektorrechnung,
Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 39 (1930).
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wissen, daB sie sich bei einer Anderung des Koordinatensystems
dem Gesetz entsprechend transformieren. Entsprechendes gilt
fir Tensoren.

Hiufig deutet man physikalische Zusammenhinge geometrisch,
aber auch wenn man dann geometrische Begriffe verwendet, von
Kurven, Geraden, Lingen und Winkeln redet, so treibt man
deshalb noch keine Geometrie. Man wird in solchen Fillen
mitunter auch die Methoden der Tensorrechnung mit Vorteil
verwenden koénnen, ohne daB3 man es aber dann wirklich mit
Tensoren zu tun hat. Wenn auf einer Welle drei Schwungmassen
sitzen, so kann uns nichts hindern, diese Massen mit M, zu be-
zeichnen. Aber es ist einfach falsch, zu sagen, daB diese drei
Zahlen M, die Koordinaten eines Vektors sind, und vor allem,
man hat nichts davon. Wenn ein Strom I durch einen Wider-
stand R flieBt, so ist die Leistung N = RI2 Deutet man I
und N als Koordinaten in einem rechtwinkeligen ebenen Koordi-
natensystem, so ist der funktionale Zusammenhang zwischen I
und N bei konstantem R durch eine Parabel dargestellt, aber
es ist noch keinem Menschen eingefallen, deshalb zu sagen, da8
diese Leistung eine Parabel sei. DaB man hier nicht Geometrie
treibt, erkennt man am deutlichsten daran, daB die Koordinaten NV
und I selbst eine physikalische Bedeutung haben, also Skalare
sind und daB daher eine Koordinatentransformation véllig sinnlos
ist, weil sie die physikalische Bedeutung der Koordinaten, auf
die es gerade ankommt, zerstéren wiirde. Wenn es aber keine
Koordinatentransformation gibt, dann sind wir auch nicht in
der Lage festzustellen, ob irgendein Ding ein Vektor ist oder
nicht, weil wir das Verhalten der Koordinaten dieses Dinges bei
einer Koordinatentransformation nicht nachpriifen kénnen.

Wir stellen uns also in diesem Buche die Aufgabe, eine Methode
der Tensorrechnung fiir den dreidimensionalen euklidischen Raum
in enger Anlehnung an die Methoden der analytischen Geometrie
zu entwickeln. Wir sind {iiberzeugt, dal diese ,,analytische
Methode‘ der Tensorrechnung, die sich in den allgemeinen Rdumen
so gut bewahrt hat, der symbolischen Methode in jeder Hinsicht
iiberlegen ist, vor allem, weil sie den sachlichen Schwierigkeiten
der geometrischen und physikalischen Probleme keine tiberfliissigen
formalen Schwierigkeiten hinzufiigt: Die groBen formalen Schwie-
rigkeiten der symbolischen Methode sind unseres Erachtens die
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alleinige Ursache, weshalb sich die Tensorrechnung bisher in
den Anwendungen so wenig hat durchsetzen kénnen. Zweifellos
lassen sich die einfachsten Verkniipfungen, das innere und duBere
Produkt von Vektoren, symbolisch viel einfacher anschreiben
wie in Koordinaten. Zweifellos erfordert auch das Rechnen mit
den Indizes eine gewisse Ubung und Vertrautheit, aber wir glauben,
daB man sich diese Ubung und Vertrautheit leicht aneignet,
viel leichter jedenfalls, als die Vertrautheit mit den verwickelten
und nichtssagenden Symbolen der angeblich koordinatenfreien
,,direkten* Methode. Der ganze Rechenapparat der analytischen
Methode 148t sich auf die folgenden vier grundlegenden Punkte
zuriickfithren, namlich:

1. Das Summationsiibereinkommen, wonach iiber jeden Index,
der in einem Glied zweimal vorkommt, automatisch von I bis 3 zu
summieren ist.

2. Der ,,0-Tensor” ¢;; ein Tensor zweiter Stufe, der mit
dem in der Mathematik als das ,,Kroneckersche ¢‘‘ bezeichneten
System von neun Zahlen identisch ist und dessen Koordinaten
den Wert 1 oder o haben, je nachdem die Indizes gleich oder
verschieden sind.

3. Der ,,e-Tensor* &;;;, also ein Tensor dritter Stufe, dessen
Koordinaten bei entsprechender Orientierung des Koordinaten-
systems die Werte 41 oder —1 haben, wenn i{ & eine gerade
oder ‘ungerade Permutation der Zahlen 1, 2, 3 ist, wahrend alle
Koordinaten mit mindestens zwei gleichen Indizes verschwinden.

4. Die Tatsache, daBl das Differentiationszeichen 2 sich wie

ox;

ein Vektor verhilt, d. h. daB3 od ig‘f;';; ein Tensor (m + 1)-ter Stufe
ist, wenn A4, . . . ein Tensor m-ter Stufe ist. Esist mit dem ,,sym-
bolischen Vektory/ (Nabla)“ der symbolischen Methode identisch.
Wihrend man das innere Produkt von zwei Vektoren A4,
und B; mit Hilfe des é-Tensors in der Form 0,; A; B; schreiben
kann, ist das duBere Produkt mit Hilfe des e-Tensors durch
g;;A; B; gegeben. Das sieht auf den ersten Blick einigermal3en
schwerfillig aus, besonders im Vergleich zu dem einfachen
Symbol [a b]. Aber wenn man sich ein wenig mit den Indizes
vertraut gemacht hat, so wird man die groBBen Vorteile der schein-
bar so schwerfilligen Schreibweise bald erkennen. Dazu kommt,
— und das ist das Entscheidende — daf man allgemein eine Zu-
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ordnung, bei der zwei gegebemen Vektoren ein dritter entspricht, gar
nicht anders schretben kann als mit Hilfe eines Tensors dritier Stufe
in der Form Z; = A;; X; Y. Wir mochten in diesem Zusammen-
hang auch noch darauf hinweisen, daf alle Formeln (nicht die
Definitionen) der Tensorrechnung sich in einer viel allgemeineren
Form wie unter Beniitzung der symbolischen Methode als Rela-

tionen zwischen dem Vektor aix und den beiden Tensoren J;;
s
und ¢;;; schreiben lassen. So tritt an Stelle des sogenannten Ent-

wicklungssatzes der symbolischen Methode hier die Formel

€ijpint =05 0g;— Orn 50, (III)
die im iibrigen so ziemlich die einzige Formel ist, die man auswendig
lernen soll. Gegeniiber der symbolischen Form

(lablc]=1(ac)b—(bc)a
ist (IIT) nur mehr eine Art Gerippe, da keine speziellen Vektoren
in (IIT) eingehen. Die Theorie der Felder, die sogenannte ,,Vektor-
analysis*, wird durch den obigen Punkt 4 beherrscht, ja fast
erschopft. Was durch die Symbole grad, div und rot, die wieder
gar nichts iiber ihre Bedeutung aussagen, bezeichnet wird, bekommt
hier die Form od o4 o4
Tx ox S o, (IV)

Der erste Ausdruck ist der Gradient des Skalars A, der zweite
die Divergenz und der dritte der Rotor des Vektors A4;; wie
diese GroBen aus A bzw. A; zu berechnen sind, ist durch die
Ausdriicke (IV) ganz eindeutig und in einer ohne weiteres ver-
stindlichen Weise angegeben.

Wir wollen uns hier mit diesen Andeutungen begniigen. Sie
diirften die Absicht, die wir mit diesem Buche verfolgen, hin-
reichend klargelegt haben. Um dem Leser, der mit der symboli-
schen Methode schon etwas vertraut ist, den Ubergang zu er-
leichtern und zum Zwecke des Vergleichs werden wir die wichtigeren
Formeln stets auch in symbolischer Form anschreiben und daran
gelegentlich wohl auch kritische Bemerkungen kniipfen. Die
Entscheidung, welche Methode die bessere ist, wollen wir dann
letzten Endes dem Leser {iberlassen. Wir sind jedenfalls der
Meinung, daf3 eine formale Methode immer nur Mittel zum Zweck
ist und nur solange eine Existenzberechtigung hat, als sie diesen
Zweck auch auf die einfachste Art erreicht.



Erster Abschnitt.
Tensoralgebra.

§ 1. Der Gegenstand der Tensorrechnung.

Wohl das wichtigste Anwendungsgebiet der Algebra und Ana-
lysis ist die Beschreibung der Zusammenhinge geometrischer und
physikalischer GréBen. Die einfachsten dieser GréBen sind durch
die Angabe ihrer MaBzahlen, d. h. durch ihre Verhiltnisse zu fest-
gewihlten Einheiten vollstindig beschrieben, und ihre Zusammen-
hinge lassen sich als funktionale Abhingigkeiten ihrer (variablen)
MaBzahlen darstellen. Beispiele solcher GroBen sind Léngen,
Winkel, Massen, Zeit- oder Temperaturspannen. Aber es gibt noch
andere Arten von GroBen, die sich nicht in so einfacher Weise be-
schreiben lassen. So konnen z. B. zwei Krifte ihren Betrigen nach
sehr wohl iibereinstimmen, aber trotzdem in ihren Wirkungen ver-
schieden sein, weil sie verschiedene Richtungen aufweisen. Das
gleiche gilt fiir sehr viele geometrische und physikalische GroBen,
wie z. B. Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung, elektrische und
magnetische Feldstirke usw. In manchen Fillen reichen aber auch
MaBzahl und Richtung fiir die Beschreibung nicht aus, wie z. B.
bei der Deformation eines Kérpers oder bei dem Stréomungszustand
einer Fliissigkeit. Beide fassen wir ebenfalls als physikalische
GroBen auf; um sie zu beschreiben, miissen wir aber eine noch
groBere Anzahl von Angaben zu Hilfe nehmen. Wir kénnen z. B.
im Fall der Deformation das Parallelepiped betrachten, welches
durch die Deformation aus einem bestimmten Wiirfel hervor-
gegangen ist oder in einem Stromungsfeld das Parallelepiped, in
das sich ein wiirfelférmiges Fliissigkeitsteilchen in der Zeiteinheit
verwandelt.

Versuchen wir eine Einteilung dieser verschiedenen Arten von
GroBen zu geben, so ist es naheliegend, sie nach der moglichen Zu-
ordnung zu mathematischen Dingen zu unterscheiden. Bei den
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GroBen der ersten Art kann man, wie schon erwihnt, jedem mog-
lichen Wert eine Zahl zuordnen. Solche GréBen bezeichnet man
als skalare Grofen oder Skalare. Bei der zweiten erwidhnten Art,
wo Zahl und Richtung gegeben sein miissen, kann man jedem
moglichen Wert eine Strecke im Raum zuordnen; solche GroéBen
nennt man vektorielle Groflen oder Vektoren. Den GroBen der
dritten erwihnten Art kann man die von einer Ecke des Parallel-
epipedes ausgehenden Kanten zuordnen ; wir nennen solche GréBen
Tensoren, und zwar im besonderen Tensoren zwetter Stufe. Man
faBt namlich alle diese GroBen unter der gemeinsamen Bezeichnung
Tensoren zusammen und bezeichnet die Skalare auch als Tensoren
nullter Stufe, die Vektoren als Tensoren erster Stufe und dann die
Tensoren im engeren Sinn als solche zweiter Stufe. Es gibt auch Ten-
soren hoherer Stufe, fiir die allerdings anschauliche Deutungen geo-
metrischer Natur nur schwierig zu geben sind. Sie werden, wie
iibrigens auch meist schon die Tensoren zweiter Stufe, weniger
durch irgendwelche geometrische Gebilde, die sich ihnen zuordnen
lassen, als vielmehr mit Hilfe der durch sie hergestellten Ver-
kniipfungen von Tensoren niedrigerer Stufen eingefiihrt und be-
handelt. Uber das Rechnen mit Skalaren ist weiter nichts zu
sagen. Skalare sind Zahlen, und wie man mit Zahlen — festen
oder variablen — rechnet, wird in der Algebra und Analysis ge-
zeigt. Anders steht es aber mit den Tensoren erster und héherer
Stufe. Fiir die mathematische Behandlung dieser GroéBen, vor
allem der Vektoren, wurde die sogenannte Vektorrechnung ent-
wickelt, die im wesentlichen ein geometrisches Rechenverfahren
ist, dessen Objekte Strecken sind. Die Vektorrechnung fithrt aber
ganz zwangsldufig auch zur Betrachtung von Tensoren hoéherer
Stufe. Wir ziehen es daher vor, allgemein von Tensorrechnung zu
sprechen. Noch ein anderer Grund ist uns fiir diese Abweichung
von der gebrauchlichen Bezeichnung mafBgebend, nidmlich der
Umstand, daB3 wir unseren Darlegungen hier eine Schreibweise
zugrunde legen, die sich von der sonst in der Vektorrechnung
iiblichen unterscheidet und sich eng an die Methoden der analy-
tischen Geometrie anschlieit, so da3 wir hier von einer analytischen
Darstellung der Tensorrechnung sprechen konnen. Fiir eine
nidhere Information verweisen wir auf die Einleitung, die sich vor
allem an den Leser wendet, der mit der symbolischen Methode
schon ein wenig vertraut ist.
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§ 2. Punkte, Strecken und Vektoren.

Wir legen unseren Entwicklungen den uns allen wohlvertrauten
dreidimensionalen euklidischen Raum zugrunde, der das beste und
einfachste mathematische Abbild des Raumes unserer Sinnenwelt
ist, in dem sich die physikalischen Vorginge — von modernen
Theorien abgesehen — und alle technischen Anwendungen abspielen.

Zur Beschreibung geometrischer und physikalischer Be-
ziehungen beniitzt man das dem euklidischen Raum angepaBte
kartesische Koordinatensystem, das durch drei aufeinander senk-
rechte Koordinatenachsen mit gleichen Einheitsstrecken gekenn-
zeichnet ist. In einem solchen
Koordinatensystem ist dann
jeder Punkt P durch die An-
gabe von drei Zahlen, seinen P P
Koordinaten festgelegt, die
die Abstande der senkrechten

J

S
S

Projektionen von P auf die z Z
drei Achsen vom Ursprung
sind und in der Regel mit z, a 7 L4

v, 2 bezeichnet werden (Abb. Abb. 1.

1a). Aus bestimmten Griinden

ziehen wir es aber vor, die drei Koordinaten mit %,, x,, %5 zu be-
zeichnen (Abb. 1b). Wir koénnen sie dann in einem Zeichen x;
zusammenfassen, wobei der Index ¢ die drei Werte 1, 2 und 3
annehmen kann und gewissermaBen der Reprisentant dieser
Zahlen ist. Wir sprechen dann auch kurz vom Punkt x,. An
Stelle von 7 werden wir mitunter auch irgendeinen anderen Buch-
staben, vorzugsweise %, 7, &, I, p, q, 7, s, t verwenden; x, oder x,
ist genau dasselbe wie x,. Gelegentlich verwenden wir auch
griechische Indizes. Sie alle sind, wenn nichts anderes angegeben
ist, Repridsentanten der drei Zahlen 1, 2, 3.

Die Koordinatenachsen, die wir kurz 1-, 2- und 3-Achse nennen,
denken wir uns in der Regel so orientiert, wie es in Abb. 1b an-
gedeutet ist, ndmlich so, daB eine Drehung der (positiven) 1-Achse
in die 2-Achse, verbunden mit einer geradlinigen Fortbewegung
in der Richtung der 3-Achse die Bewegung einer Rechtsschraube
ergibt. Solche Systeme nennen wir positiv orientiert oder kurz
Rechtssysteme. Kehrt man die Orientierung einer der drei Achsen




16 I. Tensoralgebra.

um, so ergibt sich ein wnegativ orientiertes oder Linkssystem, bei
dem die oben geschilderte Bewegung die einer Linksschraube ist.
Um mit Hilfe unseres Koordinatensystems eine Strecke an-
zugeben, geniigt es, ihren Anfangspunkt und ihren Endpunkt zu
nennen. Sind das die beiden Punkte x; und y, (Abb. 2), so kénnen
wir die Projektionen A;, 4, A; der Strecke auf die Koordi-
natenachsen, die wir die Koordinaten der Strecke nennen, durch
die Koordinaten der Punkte x; und y, ausdriicken. Dann ist

J 4; =y, — %, (2,01)

Wir erkennen, daB der Strecke eine
bestimmte Orientierung (Durchlaufungs-
sinn) eigentiimlich ist, denn wenn wir
Anfangs- und Endpunkt vertauschen,
so dndern die Koordinaten ihr Vor-
4z zeichen und die Strecke A; geht in die

Strecke —A; iiber.
In der Elementargeometrie wird ein
4 etwas anderer Streckenbegriff verwen-
4 det, bei dem es auf die Orientierung
Abb. 2. nicht ankommt. Soll dieser Unterschied
besonders hervorgehoben werden, so
nennen wir (2, o1) eine orientierte Strecke.

Die (orientierte) Strecke ist durch die Angabe des geordneten
Punktepaares x,, y; eindeutig bestimmt. Dabei verstehen wir unter
dem Wort ,,geordnet, daBl der erste Punkt x, des Paares der
Anfangspunkt und der zweite Punkt y; der Endpunkt der Strecke
ist. Umgekehrt ist aber das Punktepaar durch die Strecke nicht
eindeutig bestimmt, denn wenn die Zahlen A, gegeben sind, so
koénnen wir einen der Punkte x; oder y; beliebig wéhlen, d. h. wir
konnen jeden Punkt des Raumes zum Anfangs- oder Endpunkt
der Strecke machen. Die Strecke ist also nicht an einen be-
stimmten Anfangspunkt gebunden, sondern kann im Raum be-
liebig parallel zu sich verschoben werden.

&

N

Formal ist die Strecke genau so wie ein Punkt durch die An-
gabe von drei Koordinaten gegeben. Trotzdem besteht zwischen
beiden ein wesentlicher Unterschied. Gehen wir ndmlich von
einem rechtwinkeligen Koordinatensystem zu einem anderen iiber,
so verhalten sich Punktkoordinaten ganz anders als Strecken-
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koordinaten. In Abb. 3 sind zwei Koordinatensysteme gezeichnet,
deren Achsen zueinander parallel sind. Das eine hat die Koordi-
natenachsen 1, 2, 3, wihrend die des anderen mit I, 2, 3 bezeichnet
sind. Der Ursprung des zweiten Systems hat im ersten System
die Koordinaten b,. Zwischen den Koordinaten eines Punktes in
beiden Systemen besteht dann folgender Zusammenhang:

% = %; + b, (2, 02) 3

Suchen wir die Koordinaten einer
Strecke A4; in beiden Systemen, so
finden wir:

A=y — %=y, + b;— (%, + b;) =
Vi — %= A (2, 03)

Wihrend sich also die Koordinaten
eines Punktes bei einer Parallel-
verschiebung des Koordinatensystems
gemidB (2, oz) &ndern, bleiben die
einer Strecke nach (2, 03) unverin- Abb. 3.

dert.

Als Vektor im eigentlichen Sinn wollen wir nun eine GréBe be-
zeichnen, die sich einer Strecke umkehrbar eindeutig zuordnen
laBt. Ein Vektor 4, ist also durch ein System von drei Zahlen,
seinen Koordinaten® gegeben, was wir durch die Schreibweise

[4: = (41 40 45)] (2, 04)

zum Ausdruck bringen. Diese drei Koordinaten miissen sich bei
einer Transformation des Koordinatensystems genau so verhalten
wie die Koordinaten einer Strecke, d.h. bei einer Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems ungeidndert bleiben.

Eine Strecke, deren Anfangspunkt der Ursprung des Koordi-
natensystems und deren Endpunkt ein beliebiger Punkt x; des
Raumes ist, nennen wir entweder Punkt %, schlechthin oder auch,
einem vielfach getibten Gebrauch folgend, Ortsvektor. Man mull
sich aber vor Augen halten, daB3 Ortsvektoren keine Vektoren
sind, denn die Koordinaten des Ortsvektors sind die Koordinaten
%; seines Endpunktes x;, die sich bei einer Anderung des Koordi-
natensystems anders als Vektorkoordinaten, sich also z. B. bei

1 Vgl. hierzu die FubBnote S. 6.

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 2
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einer Parallelverschiebung gemifl (2, oz) dndern und nicht wie
(2, 03) ungedndert bleiben.

Eine skalare Gréfe oder ein Skalar ist dann dadurch charakte-
risiert, daB er durch eine einzige Zahl dargestellt ist, die bei allen
Anderungen des Koordinatensystems ungeindert bleibt oder, wie
man auch sagt, gegeniiber Anderungen des Koordinatensystems
tnvariant ist. Solche GroBen werden daher auch als Invariantent
bezeichnet.

In der symbolischen Vektorrechnung fithrt man die Zusammen-
fassung der drei Koordinaten, die wir durch den allgemeinen
Index 7 ausgedriickt haben, so durch, daB man gotische Lettern
verwendet, also z. B. U schreibt. Auch die Ortsvektoren werden
so bezeichnet, also z. B. ¢ oder r. Das Verhalten gegeniiber
Koordinatentransformationen spielt aber dort keine grundlegende
Rolle, da ja die Rechnungen ,,unabhingig’* vom Koordinaten-
system sein sollen.

§ 3. Addition von Vektoren.
Produkt eines Vektors mit einem Skalar.

Unter der Summe zweier Vektoren 4, und B, versteht man
jenen Vektor C;, dessen Koordinaten gleich der Summe der
Koordinaten der beiden gegebenen Vektoren sind. Also:

C;=4,+ B, (3, o)

Stellt man die Vektoren 4, und B; durch Punktepaare im
Sinne von (2, o1) dar und wihlt dabei den Anfangspunkt des
Vektors B; gleich dem des Endpunktes von 4;, so findet man die
geometrische Deutung der Vektoraddition. Aus

A, =y, —x,
und ’

B;=z—1v
folgt namlich

Ci=A4,+B;=y;— %+ 2—y;, =2 —%. (3,02)

1 Manchmal heiBt alles Skalar, was sich durch die Angabe einer einzigen
Zahl festlegen 1aBt. Dann sind z. B. auch die Koordinaten von Punkten
oder Vektoren Skalare, obwohl sie gegeniiber Anderungen des Koordinaten-
systems .nicht invariant sind. Aber dann wird das Wort ,,Skalar** véllig
gleichbedeutend mit ,,Zahl“ und daher iiberfliissig.



§ 3. Addition von Vektoren. Produkt eines Vektors mit einem Skalar. 19

Diese Gleichung sagt aus, da man den Summenvektor durch
Aneinanderfiigen der einzelnen Vektoren findet (Abb. 4). Man be-
zeichnet dies als geometrische Addition oder als den Safz vom
Vektorparallelogramm; C; ist die Diagonale des Parallelogramms
mit den Seiten A; und B,. Aus der oben gegebenen Definition
folgt sofort das kommutative Gesetz:

C1:A1+BZZ‘B1—|—AI (3: 03)
und ebenso das assoziative Gesetz:
(Ai+ B) + Dy = 4; + (B; + Dy), (3, 04)

denn es handelt sich ja hier nur um die
Addition von gewohnlichen Zahlen, fiir
die die beiden Gesetze selbstverstdndlich
gelten.

Unter dem Produkt eines Vektors A;
mit eimem Skalar A verstehen wir den
Vektor

Bi = Z'Azr (37 05)

dessen Koordinaten sich also durch Multi-
plikation der entsprechenden Koordinaten
von 4; mit A ergeben. Wir sagen, dal}
B, dieselbe Richtung wie A; hat und verstehen unter Richtung
eines Vektors das, was allen zu dem Vektor parallelen Geraden
gemeinsam ist. Auf einer Richtung lassen sich zwei Orientierungen
(Durchlaufungssinne) unterscheiden. Bei einem Vektor sind durch
die Angabe der Koordinaten Richtung und Orientierung bestimmt.
Bei A << o behilt B,= A A, wohl die Richtung, aber nicht die
Orientierung von 4, bei.
Fir 2 = — 1 wird insbesondere

By =—4, (3, 00)

Stellen wir den Vektor 4; nach (2; or) durch das geordnete
Punktepaar x;, v, dar, so wird

Abb. 4.

By =—(y;— %) = 2, —y;,
d.h. B; = — A, ist dargestellt durch das geordnete Punktepaar
V. %; Anfangs- und Endpunkt von 4, sind bei — A, vertauscht.
Wir sagen — A4, sei entgegengesetzt gleich A,. Die Orientierung
der den Vektor A; darstellenden Strecke kehrt sich um.

2%
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So wie wir die Addition der Vektoren auf die Addition ihrer
Koordinaten zurtickgefiihrt haben, ist dies auch bei der Sub-
traktion moglich und es ist:

C;i=4;—B,. (3, 07)

Die geometrische Bedeutung ergibt sich, wenn man die End-
punkte der beiden Vektoren gleich wihlt (Abb. 5). Aus

A i — Yi— x,-
und i=Y
. B;=y;—u;
folgt hier
al Ci=4;— B;= (y; — %) — (¥i — us),
% Ci=tu;— % (3, 08)

Abb. 5. Abb. 6.

Man kann die Subtraktion auch auf die Addition des entgegen-
gesetzt gleichen Vektors zuriickfithren:

C;=4,—B;=4,+ (— B) (3, 09)
(vgl. Abb. 6).

Die Formeln (3, 01), (3, 03), (3, 07) und (3, 09) gehen in die
entsprechenden der symbolischen Schreibweise iiber, wenn man
A an Stelle von 4,, B an Stelle von B, usw. schreibt.

Ist B; = A,, so folgt aus (3, 09) C; = o, die Punkte x; und #,
fallen zusammen. Aus ZweckmiBigkeitsgriinden wollen wir einen
Vektor, dessen simtliche Koordinaten verschwinden und der
eigentlich kaum mehr als Vektor zu bezeichnen ist, Nullvekior
nennen. Da der Anfangspunkt jedes Vektors willkiirlich wahlbar
ist und beim Nullvektor der Endpunkt mit dem Anfangspunkt zu-
sammenfillt, gibt es iiberhaupt nur einen einzigen Nullvektor im
ganzen Raum. Wir bemerken iibrigens, daBl alle geometrischen
und physikalischen Aussagen sich analytisch durch das Ver-
schwinden von Tensoren ausdriicken lassen, so daB auch dadurch
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die Einfiihrung des Begriffes des Nullvektors und allgemeiner des
Nulltensors gerechtfertigt erscheint. Ein Beispiel dazu werden wir
zu Beginn des nichsten Paragraphen geben.

Aufgaben.

1. Zu zeigen: Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen Vierecks
sind Eckpunkte eines Parallelogramms.

2. Zu zeigen: Die Schwerlinien eines Dreiecls lassen sich nach GréBe
und Richtung zu einem Dreieck zusammensetzen.

§ 4. Lineare Abhingigkeit von Vektoren.

Wir kntipfen an eine einfache Fragestellung der Statik an.
Wenn in einem Punkt P eine Anzahl von Kriften angreift, die
wir uns durch die Vektoren 4;, B;, C; usw. dargestellt denken
(Abb. 7), so ergibt sich ihre Summe durch geometrische
Addition dieser Vektoren. Dabei hat man in wiederholter An-

Abb. 7. Abb. 8.

wendung des Satzes vom Vektorparallelogramm die Vektoren
aneinanderzureihen, so daB sich durch geeignete Parallelverschie-
bungen ein im allgemeinen offenes Polygon PAB...E ergibt
(Abb. 8).

Der von P nach E weisende Vektor R, = A4, + B, + C,+ ...
heiBt dann die Resultierende (Satz vom Vektorpolygon); umge-
kehrt nennt man 4;, B;, C; usw. Komponenten von R;. Die ge-
gebenen Krifte sind im Gleichgewicht, wenn E mit P zusammen-
fillt, d. h. wenn das Vektorpolygon geschlossen ist. R; ist dann
der Nullvektor, der Gleichgewichtszustand ist also durch das Ver-
schwinden eines Vektors charakterisiert (vgl. den Schluf3 von § 3).
Auf die Reihenfolge, in der wir die Vektoren aneinanderreihen,
kommt es dabei wegen der Giiltigkeit des kommutativen und
assoziativen Gesetzes (3, 04) nicht an.
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Wir stellen uns nun die Frage, ob und unter welchen Bedin-
gungen es moglich ist, das Gleichgewicht der in P angreifenden
Krifte dadurch herzustellen, dafl wir die Krifte, bzw. die sie dar-
stellenden Vektoren mit geeignet gewihlten Faktoren 4, u, » usw.
multiplizieren. Die Frage ist also, ob es méglich ist, Zahlen 4, g,
» usw. zu finden, so daB

AA;+p B, +vC;+ ... =0 (4, o1)

ist. Gibt es solche Zahlen, so heilen die gegebenen Vektoren 4,
B,, C, usw. lLinear abhingig. Man kann dann die Koordinaten
jedes der Vektoren A;, B,;, C, usw. aus den Koordinaten der
iibrigen Vektoren berechnen, doch miissen wir dabei den trivialen
Fall ausschlieBen, daB wir einfach alle Zahlen A =y =v=...=o0
setzen, denn dann wire (4,0I) in einer hochst wenig inter-
essierenden Weise erfiillt.

Vom algebraischen Standpunkt aus ist die Frage leicht zu
beantworten. (4, o1) ist ein System von drei homogenen linearen
Gleichungen fiir die Unbekannten 4, u, ». .., und die Bedingungen
fiir die Existenz einer nicht trivialen Losung werden in der Theorie
der linearen Gleichungen entwickelt.

Wir wollen aber gleichzeitig die Bedingungen geometrisch
diskutieren und beginnen daher zunichst mit dem einfachsten
Fall von zwei Vektoren 4, und B, Sie sind linear abhingig,
wenn es zwei Zahlen A und g gibt, die nicht beide Null sind und
den drei Gleichungen

AA;+uB; =0 (4,02)

geniigen. Ist einer der beiden Vektoren, z. B. 4;, der Nullvektor,
dann gibt es sicher solche Zahlen; (4, 02) geht iiber in

A.o+uB;=o0

und wir brauchen nur 4y =0 und A =1 zu setzen, um allen
Bedingungen zu geniigen. Zwei Vektoren, von denen mindestens
einer der Nullvektor ist, sind stets linear abhéngig. SchlieBen
wir diesen Fall aus, ist also weder 4; noch B, der Nullvektor, so
miissen in (4, 02) beide Zahlen 4 und ¢ von Null verschieden sein.
Dann kénnen wir z. B. durch g dividieren und erhalten

i
B,=——24, )
i A (4, 03)
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d. h. aber nach (3, 05), daBB B; und A, dieselbe Richtung haben,
die sie darstellenden Strecken sind parallel und liegen insbesondere
auf derselben Geraden g, wenn wir ihre Anfangspunkte zusammen-
fallen lassen (oder auch nur beide Anfangspunkte auf g wihlen).
Wir nennen zwei linear abhingige Vektoren daher kollinear.

Die Gleichungen (4, 02) sind bei gegebenen 4, und B, drei homo-
gene lineare Gleichungen mit den zwei Unbekannten A und u, die
dann und nur dann eine nicht triviale Lésung haben, wenn alle De-
terminanten der Matrix

A4, 4, A
( B, B, 33) (4, 04)
verschwinden.

Sind A4, und B; linear un-
abhingig, haben sie also ver-
schiedene Richtungen, so be-
stimmen sie eine Ebenenstel-

lung! d.h. die Stellung der zu
A, und B; parallelen Ebenen.
Legen wir die Anfangspunkte
von 4; und B; in einen Punkt
x; zusammen, so ist durch x; und die beiden, dann nicht auf
einer Geraden durch x; gelegenen Endpunkte x;-4- 4, und
%; -+ B, eine Ebene ¢ eindeutig bestimmt. Man sagt, diese Ebene
sei durch das Zweibein A;, B, ,aufgespannt’’ (Abb. g).

Drei Vektoren 4;, B; und C; sind linear abhingig, wenn es
drei Zahlen 2, u, » gibt, die nicht alle gleich Null sind und den
Gleichungen

Abb. 9.

2A4;+pBi+vC;=o0 (4, 05)
gentigen. Ist einer der drei Vektoren der Nullvektor, z. B. 4; = o,
so kénnen wir A # o beliebig, 4 = v = 0 nehmen, um eine den
Bedingungen geniigende Losung zu erhalten. Drei Vektoren
sind also stets linear abhingig, wenn einer der Nullvektor ist. Wir
schlieBen diesen Fall aus, setzen also voraus, daf3 alle drei Vektoren
vom Nullvektor verschieden sind. Nun besteht die Moglichkeit,
daB bereits zwei von den drei Vektoren, z. B. 4; und.B; linear ab-

1 Stellung einer Ebene ¢ ist das, was alle zu ¢ parallelen Ebenen ge-
meinsam haben. Die Stellung einer Ebene entspricht der Richfung einer
Geraden.

N
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hingig sind. Dann gibt es zwei Zahlen A’ und y’, die beide von
Null verschieden sind und fiir die

AMA;+p B;=o0
oder

ll
Bi:‘_‘VAi

gilt. Dann kénnen wir (4, 05) ohneweiters durch die Werte
A=A, p=p,v=o0

erfiillen, d. h. sind bereits zwei der drei Vektoren linear abhingig,

so sind es auch alle drei.

Wir schlieBen auch diesen Fall aus, setzen also voraus, daf keine
zwei der drei Vektoren kollinear sind. In (4, 05) miissen dann
alle drei Zahlen A, g, v von Null verschieden sein, denn wire
z. B. » = o, so ginge (4, 05) in (4, 02) iiber und es wiren bereits
A; und B, linear abhingig. Wir kénnen daher (4, o5) z. B. durch »
dividieren und

- kB,
C; = Ai*‘7Bf (4, 00)

schreiben. C; ist also die Summe der beiden Vektoren —%Ai
und —% B; und liegt daher in der durch diese aufgespannten

Ebene (oder ist zumindest parallel dazu); da sich aber ——%’Ai

von 4;und — % B; von B;héchstens durch Linge und Orientierung
unterscheidet, wihrend die Richtungen iibereinstimmen, ist die
durch —% A; und —% B; aufgespannte Ebene mit der durch

A; und B, selbst aufgespannten Ebene identisch. Das heilt
also, daB die drei linear abhingigen Vektoren zu ein und derselben
Ebenenstellung parallel sind (oder in einer Ebene ¢ liegen, wenn
ihre Anfangspunkte zusammenfallen oder zumindest in & selbst
gewidhlt werden). Solche Vektoren nennt man komplanar.

Die Gleichungen (4, 05) sind ein System von drei homogenen
linearen Gleichungen mit den drei Unbekannten A, 4, ». Eine nicht
triviale Losung existiert dann und nur dann, wenn

4, A4, 4,
B, B, Byj=o0 (4, 07)
C, Gy G
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ist, d. h. das Verschwinden der aus den Koordinaten von drei
Vektoren gebildeten Determinante ist notwendig und hinreichend
dafiir, daB die drei Vektoren linear abhéngig sind.

Drei linear unabhingige Vektoren A4;, B,, C,; bilden ein Drei-
bein.* Dann gilt der wichtige Satz, daB jeder weitere Vektor
D, des Raumes in der Form

Di=24,+puB;+vC; (4, 08)

darstellbar ist. Wir denken uns zum Beweis dieses Satzes (Abb. 10)
die Anfangspunkte der vier Vektoren in P zusammengelegt
und legen durch den Endpunkt von D; drei Ebenen, die der
Reihe nach zu den durch B; und C,, C; und 4,
sowie 4; und B; aufgespannten Ebenen parallel
sind. Die Schnittpunkte dieser Ebenen mit den
durch A,, B; sowie C; bestimmten Geraden
nehmen wir als Endpunkte von drei Vektoren 4/,
B, sowie C;/, deren Anfangspunkte ebenfalls in
P vereinigt sind. Dann ist (zweimalige Anwen-
dung des Satzes vom Vektorparallelogramm)
einerseits Abb. 10

4+ B/ + C/ =D, (4, 09)
und anderseits aber auch, da 4; und 4,, B, und B, sowie C;
und C,’ kollinear sind,

A/ =14, B/ =uB, C/=vC; (4, 10)
setzt man (4, 10) in (4, 09) ein, so ergibt sich (4, 08). Wie nennen
(4, 08) die Darstellung des Vektors D; im Dresbein A,, B, C,.

Da (4, 08) fiir drei linear unabhingige Vektoren 4;, B,, C;
und fiir jeden beliebigen vierten Vektor D, gilt, folgt daraus,
daB je vier beliebige Vektoren A, B,, C;, und D, des Raumes
linear abhingig sind. In der Tat sind die Bedingungsgleichungen

1A1+HBZ+,‘}C1,+QDZ:O (4,11)
nicht wesentlich verschieden von (4, 08), solange nur g # o ist.
Wir kénnen uns hier die weiteren Uberlegungen ersparen, die dem
Fall von zwei und drei Vektoren zunichst ganz parallel verlaufen
wiirden und begniigen uns mit dem Hinweis, daB die drei homo-

1 Der Wert Dreibein wird stets nur im Sinne von ,,raumliches Drei-
bein‘* verwendet.
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genen linearen Gleichungen (4, 1) mit den vier Unbekannten
A, p, v, @, wie in der Theorie der Systeme linearer Gleichungen
gezeigt wird, stets eine nicht triviale Losung haben.

Wenn aber vier Vektoren stets linear abhingig sind, so sind
es fiinf oder mehr Vektoren erst recht. Wir wollen nun unsere
Ergebnisse in einer allgemeinen Form zusammenfassen:

1 2
m Vektoren 4, A, . . . ;luil sind dann und nur dann linear
abhingig, wenn die Gleichungen

L 1 2 m
ZlAi:%Ai‘FéAi"‘---‘f”lAi:O (4, 12)

p=17
gelten, ohne dal alle m Zahlen f, 2,1, ..., A gleich Null sind. Ist
m

m > 3, so sind die m Vektoren stets linear abhingig.

m Vektoren sind auch im Fall m < 3 stets linear abhingig,
wenn mindestens einer von ihnen der Nullvektor ist.

Drei Vektoren sind dann und nur dann linear abhingig, wenn
die Determinante ihrer Koordinaten verschwindet (4, 07).

Zwei Vektoren sind dann und nur dann linear abhingig, wenn
alle zweireihigen Determinanten der Matrix (4, 04) ihrer Koordi-
naten verschwinden. Nur der Vollstindigkeit halber fiigen wir
die vollig triviale Feststellung hinzu, daB8 ein Vektor dann und
nur dann linear abhingig ist, wenn alle seine Koordinaten ver-
schwinden, er also der Nullvektor ist.-

Aufgaben.
1. Sind die Vektoren' 4;= (2, —1,—2), B;= (6,—3,1) und
C;, = (—2, 1, —5) komplanar?
2. Von einem Punkt O gehen drei Vektoren 4 +» B;und C; aus. Welche
Bedingung ist erfiillt, wenn die Endpunkte in einer Geraden liegen?
3. Es-ist die Linearrelation zwischen den vier Vektoren 4, = (3, I, —4),

B;= (0, 1,2), C;= (1,—1, 2) und D; = (1, 0, 3) aufzusuchen.

§5. Linge eines Vektors.

Ein wichtiges Kennzeichen einer Strecke oder eines Vektors
ist die Linge. Sie errechnet sich nach dem pythagoriischen

1 Die Indizes iiber (oder unter) den Buchstaben 4 und A dienen zur
Unterscheidung der einzelnen Vektoren; es sind keine Koordinaten- oder
Vektorindizes, sondern reine Nummerationsindizes, die wir stets an anderer
Stelle als rechts unten schreiben wollen.
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Lehrsatz, und wir bezeichnen sie mit dem gleichen Buchstaben
wie die Koordinaten des Vektors, jedoch ohne Index:

A= ‘/(3’1 — %12+ (V2 — %)% 4 (V3 — %3)°

- 2 (s — x%:)? (5, ox)

Das hiufige Auftreten solcher Summationen iiber die drei
Werte 1, 2, 3, deren ein laufender Index fihig ist, hat zur Auf-
stellung des sogenannten Swummationsiibereinkommens gefiihrt,
welches in der Tensorrechnung das Schrciben der meisten Sum-
menzeichen iiberfliissig macht. Es besteht in der Festsetzung,
daB iiber jeden Index, der in einem Produkt zweimal vorkommt,
zu summieren ist, also z. B.

3
AiBz':z:AzBi =A, B+ A; B+ A3 B;. (5, 02)
1=

Diese im ersten Moment eigenartig erscheinende Festsetzung,
die spiter noch etwas erweitert wird, hat sich als sehr praktisch
erwiesen, und man gewohnt sich an sie sehr rasch. Wir kénnen
damit die Gleichung (5, o1) in folgender Form schreiben:

4= I/Ai 4, (5, 03)

Da wir die Linge oder den Betrag eines Vektors stets als positiv
annehmen, ist die Wurzel in (5, 03) stets positiv zu wihlen.
Die Linge eines Vektors ist eine geometrische, vom Ko-
ordinatensystem unabhingige GréBe, also ein Skalar (Invariante).
Vektoren der Linge 1 -heillen Einsvektoren'; sie werden vor-
teilhaft zur Festlegung von Richtungen beniitzt.
Neben der Linge verwendet man oft auch ihr Quadrat

A =4, 4, (5. 04)

das als Norm des Vektors A; bezeichnet wird.

1 Sje wurden bisher als Einheitsvektoren bezeichnet, was nicht nur
langer ist, sondern auch dem Begriff nicht ganz gerecht wird. Unter
Einheitsvektor kénnte man z. B. auch den Vektor (1, 1, 1) verstehen,
sogar mit mehr Berechtigung als einen Vektor mit der Lange 1.
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Mit Hilfe der Linge eines Vektors kénnen wir die Winkel
bestimmen, die seine Richtung gegen die Koordinatenachsen

¥ bildet (Abb. 11).
Es ist:
cos Ay
=g
o A2
4 4 COS g = a°
& — A
% 4, €os oy = =
“ %, Z oder allgemein:
Ai
cos oy = L, (5, 05)
A
Wir bilden die Summe der Quadrate
Abb. xx. der Cosinus:
A2+ A2+ Ag?
cos? &, + €oS2 oty | COS2 g = 1—+j§—+—i =1
oder
COS &r; COS &y = — 5 = Ak'z’; = 1. (5, 06)

Wir haben im Nenner des vorletzten Ausdruckes 4,4 ;. geschrieben,
Bekanntlich ist es bei einer Summation iiber einen laufenden
Index gleichgiiltig, wie man diesen Index bezeichnet, da er ja
innerhalb der Summe schon alle seine méglichen Werte erschopft
und nach auBlen hin nicht weiter zum Ausdruck kommt. Es ist
aber notwendig, bei mehreren Summationen die Summations-
indizes verschieden zu bezeichnen, um die Summationen aus-
einanderhalten zu kénnen. Im Sinne des Summationsiiberein-
kommens gentigt die einfache Regel, daB kein Index in einem
Produkt mehr als zweimal vorkommen darf. Es ist aber immer
zweckmifBig, fir jede Summation einen eigenen Index zu ver-
wenden. i

Den Vektor A4; kénnen wir mit Hilfe von (5, 05) in der Form

A, =A-cos «x; (5, 07)
schreiben. Diese Zerlegung hat eine gewisse Analogie mit der

Darstellung einer reellen Zahl x als Produkt aus Vorzeichen
sign ¥ und absolutem Betrag ]x], namlich

x = |x| - sign x,

weshalb man mitunter auch
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A;=A-sign 4, (5, 08)

schreibt, wobei
sign A; = cos «; (5, 09)

nichts anderes ist als der mit 4; in Richtung und Orientierung
iibereinstimmende Einsvektor.

Aufgaben.

1. Ein regelmaBiges Tetraeder mit der Kantenlinge a ist so zu legen,
daB eine Ecke in den Ursprung, eine Kante in die positive 1-Achse, eine
Fliche in den ersten Quadranten 1,2-Ebene und eine Ecke in den ersten
Oktanten fallt. Durch welche Vektoren sind die Ecken bestimmt?

2. Ein regelmaBiges Tetraeder mit der Kantenlinge a ist wie in der
Kristallographie iiblich zu legen, d. h. daB die Verbindungslinien der Mitten
der Gegenkanten in die Koordinatenachsen zu liegen kommen. Welche
Vektoren bestimmen die Ecken?

3. Ein Vektor, dessen Anfangspunkt im Ursprung liegt und der im
ersten Oktanten verlauft, bildet mit den Achsen gleiche Winkel. Wie groQ
sind diese?

4. In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagonalen
gleich der doppelten Summe der Quadrate der nicht parallelen Seiten.

5. Ist A BC ein Dreieck mit dem Schwerpunkt S und P ein beliebiger
Punkt der Ebene (oder des Raumes), so ist A P2+ BP? + CP?—3 SP?
von der Lage des Punktes P unabhangig.

§ 6. Das innere oder skalare Produkt.

Wir suchen zunichst den Winkel & zwischen zwei Vektoren
A, und B; zu bestimmen und verwenden dazu das aus den Vek-
toren 4;, B; und C; = A; — B, gebildete
Dreieck (Abb. 12). Die Linge des Vektors C;
konnen wir auf zwei Arten ausdriicken, nim-
lich entweder mit Hilfe des Cosinussatzes oder
mit Hilfe der Vektorsubtraktion. Der Co-
sinussatz liefert:

C2=A42+ B2—2A4 Bcos?, (6, 01)
Aus der Vektorsubtraktion folgt Abb. 12.
Ci = Az —B i

also )
C?=C;C;=(4;— By) (4;— BJ),

=A;4;,+ B;B;—24,B,

.
d Ct— A4 B —2 4, B, (6, 02)



30 I. Tensoralgebra.

Setzt man die rechten Seiten von (6, or) und (6, 02) einander
gleich, so erhilt man .

ABcos® = A, B, (6, 03)
oder
A. B,
cos ¥ = 4B (6, 04)

Den Ausdruck A4; B; bezeichnet man als das snnere oder skalare
Produkt der beiden Vektoren A4; und B;. Es ist einer der Vorziige
der gewahlten Schreibweise, daBl die Berechnung des inneren
Produktes aus den Koordinaten der beiden Vektoren aus der
Form A; B; zusammen mit dem Summationsiibereinkommen
sofort hervorgeht:

A;B; =4, B, + A, B, + A, B, (6, 05)

Die geometrische Bedeutung ist in den Formeln (6, 03) und
(6, 04) enthalten. Da A cos ¢ die Linge der Projektion des Vek-
tors A, auf die Richtung des Vektors B, darstellt, so ist das innere
Produkt gleich der Projektion des einen Vektors auf die Richtung
des anderen, multipliziert mit dem Betrag des anderen Vektors.

Das innere Produkt zweier Vektoren ist eine Invariante.
Das folgt aus (6, 03), wo links die Lingen der beiden Vektoren
und der Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels stehen.
Liangen und Winkel von Vektoren sind aber geometrische, vom
Koordinatensystem unabhingige Begriffe.

In der symbolischen Schreibweise wird das innere Produkt
durch Nebeneinandersetzen der Vektorbezeichnungen dargestellt,

also
AYB = A Bcos J. (6, 06)

1 Es sei hier noch auf einen Unterschied zwischen dem Winkel zweier
Vektoren und den Winkeln, die ein Vektor mit den Koordinatenachsen ein-
schlieBt, hingewiesen:

Der Winkel zwischen zwei Vektoren und ebenso jede Funktion dieses
Winkels wie z. B. der eben behandelte cos®, sind unabhingig vom Koordi-
natensystem und somit Skalare (Invarianten). Der Winkel zwischen Vektor
und einer Koordinatenachse andert sich mit dem Koordinatensystem und
er sowie sein Cosinus sind zwar Zahlen, aber keine Invarianten. Die drei
Zahlen cos «; von (5, 0o5) bilden zusammen einen Vektor, namlich den
Einsvektor in der Richtung von 4; und &andern sich so wie Vektor-
koordinaten.
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Es bedarf dann einer eigenen Definition der Bedeutung
von U B, wie sie in (6, 06) gegeben ist, da A und B nur Symbole
sind und daher auch die Produktform nur symbolisch aufgefal3t
werden darf.

Die Bezeichnung ,,inneres Produkt® erscheint durch diese
symbolische Schreibweise nahegelegt. Die rechte Seite von (6, 03)
ist aber kein Produkt, sondern eine Summe von Produkten,
so daB3 die Bezeichnung Produkt dem Wesen dieser Invariante
nicht gerecht wird und zu Irrtiimern AnlaB geben kann. Wir
werden spater fiir analoge, viel allgemeinere Bildungen den Aus-
druck ,,Uberschiebung* wihléen und es demgemiB auch vor-
ziehen, an Stelle von inneres Produkt Uberschiebung zweier
Vektoren zu sagen. DalBl wir den ersteren Ausdruck hier iiber-
haupt verwenden, ist lediglich eine Konzession an die Macht
der Gewohnheit.!

Das Verschwinden der Invariante (6, 03) bedeutet entweder
A =o0 oder B=0 oder aber cos # =0, d.h. das skalare Produkt
zweier Vektoren verschwindet nicht nur, wenn einer der beiden Vek-
toren (oder beide) der Nullvektor ist, sondern auch dann, wenn sie

. 7 . .
aufeinander senkvecht stehen ( =5 Wenn wir {ibereinkommen

zu sagen, dafl der Nullvektor auf jedem beliebigen Vektor senk-
recht steht, so wird ganz allgemein das Verschwinden von (6, 03)
notwendig und hinreichend dafiir, daB A, und B, aufeinander
senkrecht stehen.

Im Zusammenhang mit dieser Feststellung wollen wir darauf
hinweisen, daB man in Gleichungen der Form

A4;B,=4,C;
keinesfalls durch den ,,Faktor A, ,kiirzen* darf, auch wenn A4;
nicht der Nullvektor ist. Diese Feststellung ist hier zwar fast
iberfliissig, da ja beiderseits Summen stehen; die symbolische
Schreibweise
AB=AC
gibt in viel hoherem Grad AnlaBl zum Trugschluff B = €. Statt
A; B; = 4, C; kann man
A4;(B,—C;) =o

1Vgl. auch die Bemerkungen in der Einleitung iiber das innere Produkt.
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schreiben, und das heiBt, da A, auf B, — C; senkrecht steht.

Das innere Produkt zweier Vektoren tritt bei vielen An-
wendungen in der Physik auf. Die bekannteste ist die Bildung
der Arbeit aus Kraft und Weg.

Ein hiufiger Sonderfall bei den Anwendungen des inneren
Produktes ist der, daB einer der beiden Vektoren ein Einsvektor
ist. Das innere Produkt eines Vektors 4, mit einem Einsvektor
e, ist

A;e; = A cos 9, (6, 07)
die Linge der Projektion des Vektors 4; auf die Richtunge,.

Man beniitzt oft ein System von drei aufeinander senkrecht
stehenden Einsvektoren und spricht dann von einem ,,normierten‘
Dreibein. Man bezeichnet die drei Vektoren der Ubersichtlichkeit

halber mit :e,-, :,., Z,.. Die Zahlen iiber den Buchstaben sind eben-
falls Indizes, die aber zur Unterscheidung von den Koordinaten-
indizes an einer anderen Stelle angebracht sind. Decken sich
die Richtungen des normierten Dreibeins mit denen der Koordi-
natenachsen, so gelten folgende Gleichungen:

1 1 1

e, =1 €,=0 & =0,

2 2 2

e, =0 e, =1 € =0, (6, 08)
3 3 3

=0 € =0 ¢é3=1I

Die inneren Produkte dieser Vektoren mit einem gegebenen Vektor
sind die Koordinaten dieses Vektors:

éi Ai = Alr
zi A; = 4,, (6, 09)
g,- A,‘- == A3.

Fiihrt man fiir die Indizes 1, 2, 3 auch hier eine allgemeine Be-
zeichnung ein, z. B. $, so 1Bt sich (6, 0g) in einfacher Form
schreiben:

e A, =4, (6, 10)
Die Winkel, die ein Vektor mit den Koordinatenachsen einschlieBt,
sind dann:

COS &, == ) 6
» A4 \,II)
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in Ubereinstimmung mit (5, 05). Die drei Zahlen (6, 11) sind die
Koordinaten des Einsvektors, der mit A; nach Richtung und
Orientierung iibereinstimmt. Zu jedem Vektor A, erhdlt man
den mit A, nach Richtung und Orientierung iibereinstimmenden
Einsvektor e; durch Division der Koordinaten A; des urspriing-
lichen Vektors durch seine Linge A:

e; = j" = sign 4,.

Aufgaben.

1. Es ist der Winkel zwischen zwei von derselben Ecke ausgehenden
Flachendiagonalen eines Wiirfels zu berechnen.

2. Es ist der von zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels eingeschlossene
Winkel zu berechnen.

3. Es ist der Winkel zwischen zwei Seitenflichen eines regelmaBigen
Oktaeders zu berechnen.

4. Zu zeigen: Die Verbindungslinien von drei Ecken eines regelmaBigen
Tetraeders zur Mitte der Hohe aus der vierten Ecke bilden ein recht-
winkeliges Dreibein.

5. Zu zeigen: Die Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten
eines regelmiBigen Tetraeders bilden ein rechtwinkeliges Dreibein.

§ 7. Beispiele aus der Geometrie.

Um zu zeigen, wie eng sich unsere Uberlegungen an die der
analytischen Geometrie anschlieBen, sollen jetzt einige Beispiele
aus der Geometrie behandelt werden. Es kommen dabei in
iiberwiegendem MaBe Ortsvektoren vor, die wir aber nach dem
frither Gesagten formal wie Vektoren behandeln kénnen.

Raumkurven kénnen analytisch dadurch gegeben sein, dafl
die Koordinaten eines Kurvenpunktes als Funktionen eines
Parameters dargestellt werden:

x=xw), y=y W), z=2(u). (7, 01)

Mit unseren Koordinatenbezeichnungen lassen sich diese Glei-
chungen zusammenfassen:

%y = % (u). (7, 02)
Wenn die drei Funktionen in (7, 02) linear sind, also die Form

¥ =a;+ b;u (7, 03)

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 3
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haben, so ist die Kurve eine Gerade. Fiir # = o wird
[
X; = X% = 4y,
d. h. a; ist der Ortsvektor des dem Parameterwert # — o ent-

sprechenden Punktes oder kurz der Ortsvektor des Punktes
w=o0. Fir « =1 wird

¥ = ’l‘i =a;+ b;
oder .
bi = x,- —_ ai' (7: 04')

alci ist der Ortsvektor des Punktes # — 1, wihrend b, als Differenz
zweier Ortsvektoren wie (2, or) ein Vektor ist.

Die Parameterdarstellung (7, 03) der Geraden bedeutet also
geometrisch, daB man vom Ursprung aus zum Punkt P, mit

dem Ortsvektor 92,- = a; zu gehen und von P, aus das u-fache
des Vektors b; abzutragen hat, um zum
allgemeinen Punkt P mit dem Ortsvektor
x; zu gelangen (Abb. 13). Da der Vektor ub;
zu b; parallel ist, liegen alle Punkte P,
die man auf diese Art erhilt, auf der durch
Pyund P, (Anfangs- und Endpunkt von b))
bestimmten Geraden, d. h. P ist der
,Jaufende* Punkt dieser Geraden. Die
Gerade ist also bestimmt durch Punkt und
Richtung, wobei der Punkt durch den
Ortsvektor 4;, die Richtung durch den
Vektor b, gegeben ist.

a) Als erstes Beispiel suchen wir den DurchstoBpunkt der
Geraden (7, 03) mit der 1, 2-Ebene. Fiir diesen Punkt gilt

Abb. 13.

X3 = 0.
Seinen speziellen Parameterwert % finden wir dann aus (7, 03)
Xg=az+ byu =o,
also .
U — — 2
U=—r
Gehen wir mit diesem Wert in die anderen beiden Gl. (7, 03),
so erhalten wir die Koordinaten x; und x, des gesuchten Punktes:
: a3
X =a; — b %
1 1 ) 1 b3
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Yo =g 0y %:‘-
Es lassen sich aber alle drei Koordinaten in einer Gleichung
ausdriicken, namlich:
%3
% ba .

b) Als nichstes Beispiel suchen wir die Koordinaten eines
Vektors, der auf der Geraden (7, 03) liegt. Dem Anfangspunkt x;
entspricht der Parameter #, dem Endpunkt y; der Parameter v,
also

xi:ai—b

% =a; + b u,

yi =a;+ b;v,
also ist
Ai=y;— % =0b;(v—u) =Ab; (7, 05)

Der Vektor A; hat also dieselbe Richtung wie b; und unter-
scheidet sich von diesem nur durch die Lénge.

Da ein Vektor bei einer Parallelverschiebung seine Koordinaten
nicht 4ndert, so sind alle zur Geraden parallelen Vektoren von
der Form (7, 05).

¢) Wir suchen die Parameterdarstellung der Geraden, die
durch zwei vorgegebene Punkte m; und #; geht. Es muf dann sein:

m; = a; + bi u,
n, = a; + b, v.
Die Werte der Parameter, die den gegebenen Punkten zugeordnet
sind, kénnen wir beliebig wihlen, also z. B. » = o fiir den
Punkt m; und v = 1 fiir den Punkt #;. Dann ist:
ai = mi,
b, =n,—m;
und somit
%y = m; + (n;—m;) u.
d) Es seien zwei Gerade gegeben:
x,- = a,i + bi u
und
Yi=¢; + d; v.
Wir fragen, ob sich die beiden Geraden schneiden. Sie miissen

3.
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dann einen Punkt gemeinsam haben. Es miissen sich also Werte »
und v so finden lassen, daB

a; 4+ bju=rc;+ d;v
wird. Daraus folgt:
bu—d;v=c;,—a; =h,
Der Vektor k;, der gleich der Differenz der Vektoren ¢; und a;
ist, muB von den Vektoren b, und d, linear abhingig, d. h. mit b,
und d; komplanar sein.
e) Wir suchen den Abstand einer Geraden (7, 03) vom Ur-

sprung. Die Entfernung des Punktes #x; der Geraden vom Ur-
sprung ist x, ihr Wert errechnet sich nach der Gleichung:

x2 = x; %;.

Der Abstand der Geraden ist die kiirzeste dieser Entfernungen.
Wir miissen also den Parameter # so bestimmen, da x und
damit 22 ein Minimum wird:

ax® o
duw ~
Nun ist
d(x; #;) d
#d‘T‘— = —d;(a,-a,- + 2a,b;u 4 b; b; u?)

=2a;b,+2b;b;u
und daraus
a; b,

T2

»
Der entsprechende Punkt der Geraden hat die Koordinaten:

U =—

a,b
X, = Q; — b; —5—

und der Abstand ist der Betrag x von x; Es ist

2a;b;a,b, (ay, by)?
%2 — g2 i 1;2 k"k l bi bi kbl.k
; b;)? 2 b2 .
— 2 (“zb zi) 2 “bz cos? ¥ = a?sin? 9,

also
x=asind (0 <9 <7).

f) Die Parameterdarstellung einer Ebene lautet:

X =a;+ b;u+c;v, (7, 06)
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wobei # und v zwei unabhingige Parameter sind, entsprechend
der Tatsache, daB die Ebene eine zweidimensionale Punktmannig-
faltigkeit ist. Wir wollen (7, 06) in dhnlicher Weise diskutieren
wie die Parameterdarstellung (7, 03) der Geraden. Zunichst
wird fir u =v =0 .

X=X = a,

d. h. a; ist der Ortsvektor des den Parameterwerten (o, 0) ent-
sprechenden Punktes P, der Ebene. Fiir # =1, v =0 wird

1
X =% = a; + b;
oder
1
bi = x,i — a,,-,
wihrend fiir u =o0, v =1

2
X =% = a; + ¢,
oder
2
Ci = % — 4y

folgt. b, und ¢; sind also als Dif-
ferenzen von Ortsvektoren selbst
Vektoren, deren Endpunkte die
Punkte P; und P, mit den

Koordinaten a;,- und ;i sind,

wenn ihre Anfangspunkte in P, zusammengelegt werden. Unsere
Ebene wird also durch die Vektoren b, und c; ,,aufgespannt™;
(7, 06) ist in der Form

Abb. 14.

x;—a;,=ub,+ ve;

vollig analog zu (4, 05), der Vektor x;, —a; (Anfangspunkt P,
Endpunkt P, Abb. 14) ist komplanar zu b, und ¢;. Die Para-
meter #» und v sind allgemeine schiefwinkelige Koordinaten in
der Ebene, bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung P,
ist und dessen Achsen die Richtungen von b; und ¢; haben, wobei
Py P, =bund Foﬁz = ¢ die Einheitsstrecken auf diesen Koordi-
natenachsen sind. So ist # die Linge der Parallelprojektion
(Projektion parallel zu ¢;) von x; — a; auf die Richtung von b;
(#-Achse), gemessen mit der Linge b als MaBeinheit, und ent-
sprechendes gilt fiir v.

Bestimmen wir die Schnittgerade mit einer Koordinaten-
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ebene, z. B. mit der 1, 2-Ebene, so miissen alle Punkte dieser
Geraden der Gleichung x; — o geniigen. Wir setzen also

X3 =1ay+ byu -+ cyv=o0,
also
az + byu
€5 :

v =—
Setzen wir dieses v in (7, 06) ein, so wird:
% = a; + bi“—% (a3 +b3 u).

g) In dhnlicher Weise wie fiir die Gerade unter e) kdnnen wir
jetzt fiir die Ebene den Abstand der Ebene vom Ursprung finden.
Es sind # und v so zu wihlen, daB x; x; ein Minimum wird, also

0 0

—az—xixi:(), "év—‘xixi:().

Es ist:
oxg %y 0x; ox; %; 0x%;

w2 X, w o 2%y

ox; 0%,

= bo B
also

a;b;+ b, b;u+ b;c;v=">5;(a; + by u—+ ¢;0) =0,
a;c;+ byc;u+ c;c;v=rc; (a;+ b;u+ ¢; v) = o.
Dabei sind # und v die Parameter des Punktes x; der Ebene,
der dem Ursprung am nichsten ist.

Die Ausdriicke in den Klammern sind die Koordinaten des
Punktes %; der Ebene. Wir kénnen daher auch schreiben:

bi Ei - 0,
Ci }i = 0.

Diese zwei Gleichungen bedeuten, daB %; senkrecht auf b; und ¢,
steht.

Den Abstand der Ebene vom Ursprung finden wir durch
Berechnung von %;%; Die Rechnung vereinfacht sich etwas,
wenn wir zuerst nur fiir einen Faktor ¥, einsetzen

Xy %y = %; (@, + b, U+ a; v)

i Ay

l
R!
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Man kann nun # und v aus den oben abgeleiteten Gleichungen
berechnen. Es ist:
a;c;bpcp,—a; b;cp 0y - apbibycp—a;c; by by

bR — (b B 3 e AP

u =

Wir erhalten dann fiir #2:
a;cj by o — a; by c®
R — Gpo
a; b; by, ¢ — ajc; b2
Cc, 3 I k"k 177
+ a‘l 1 b2 02 _ (bk ck)z b

Eiiizfiai=a2+aibi

also

@by a;cibp oy (@0 P+ (@6, b2

b2 c® — (by cp)? b2 c2 — (b, cp)?

Wir haben damit den Abstand der Ebene vom Ursprung durch
die Koordinaten der drei die Ebene bestimmenden Vektoren
ausgedriickt.

h) Normalform der Ebene. Der im vorigen Beispiel berechnete
Vektor x, gentigt allein, die Ebene zu bestimmen, denn die Ebene
ist vollkommen festgelegt, wenn ihr Abstand vom Ursprung
und die Richtung dieses Abstandes gegeben sind. Wir versuchen
daher die Gleichung der Ebene mit Hilfe von %; darzustellen.
Wir bilden dazu das innere Produkt x; ;. Es ist

B=a>+ 2

‘ X %, =a; %, + b %, u+ ¢; % v.
Die beiden letzten Glieder auf der rechten Seite verschwinden,
wie wir schon oben abgeleitet haben. Daher ist:
%; %; = a; ¥; = %% = konst.
Wir dividieren durch »

éel‘.‘.*'

X; =%,

(2

Die Ausdriicke -;—‘ sind die Richtungskosinus cos «; des Vektors x;,

also _
X;COS 0; = % (7, 07)

Wir fithren an Stelle von x; wieder die Koordinaten x, y, z ein,

an Stelle der Winkel «; die Winkel &, 8, ¥ und bezeichnen den

Abstand der Ebene vom Ursprung mit 7 an Stelle von %:
xcosx + ycosfB+ zcosy =1. (7, 08)

Das ist die bekannte Normalform der Gleichung einer Ebene.
Sie wird in unserer Schreibweise durch (7, 07) gegeben.
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Der Einsvektor e, = —;i = cos «; heiflt Normalvektor der

Ebene (7, 07). Er ist gemeinsam fiir alle zu (7, 07) parallelen
Ebenen und senkrecht auf deren Stellung.

Bedient man sich der symbolischen Schreibweise, so miissen
wir fiir den Einsvektor cos «; einen eigenen Buchstaben einfiihren,
z. B. e. Nennen wir den Ortsvektor in der iiblichen Form t, so
wird die Normalform der Ebene:

re=1 (7, 09)

Der Nachteil der symbolischen Schreibweise wird klar, wenn
man bedenkt, da3 (7, 0g) erst verstdndlich ist, wenn die Bedeu-
tung der Vektoren v und e noch zusitzlich erklirt wird, wihrend
(7, 07) ohne weitere Erklirung die Aufstellung der Form (7, 08)
gestattet.

i) Ist b; ein Einsvektor, also b; b; = % = 1, so ist nach (6, 07)

a;b; =acos ¥ die Linge 2 der Projektion von a; auf die
Richtung b;,, wenn ¥ der Winkel zwischen a; und b; und a die
Linge von a; ist. Ist b; kein Eins-
vektor, also b % 1, aber auch b #* o,
a so ist
b (g = a; bi-

Die Projektion selbst, als Vektor ange-
4 sehen — und diese bezeichnet man als

die Komponente von @; in der Richtung

Abb. 1. b; — ist dann (Abb. 15)
0 e g I a; b
ai:a-»gbi Z?a.’ibibi :Tkj‘bi;bi'

Die Differenz

1] a; b,
= —a4; = a; _ﬁb’hb’ b; (7, 10)
%O

|e

ist dann nichts anderes als die Komponente von a; in einer zu b,
senkrechten Ebene. Es folgt: Jeder Vektor lift sich in eindeutiger
Weise als Summe von zwei Vektoren (Komponenten) darstellen
von denen einer parallel, der andere semkrvecht zu einer gegebemen
Richtyng ist.
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Aufgaben.

1. Zu zeigen: Die Verbindung eines Eckpunktes eines Parallelogramms
mit dem Mittelpunkt einer nicht anliegenden Seite schneidet ein Drittel
der Diagonale ab.

2. Zu zeigen: Die Schwerlinien eines Dreiecks gehen durch einen Punkt.

3. Zu zeigen: Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Trapezes halbiert
eine durch ihn gezogene Parallele zu den Parallelseiten.

4. Die Vektoren A4; und B, seien Katheten eines rechtwinkeligen
Dreiecks. Es ist der Vektor der Hohe H; durch 4; und B; auszudriicken.

5. Zu zeigen: Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

6. Zu zeigen: Die Seitensymmetralen eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt.

7. Zu zeigen: Die Symmetrieebenen der sechs Kanten eines Tetraeders
schneiden sich in einem Punkt.

8. Es ist die Gleichung der Kugel mit dem Mittelpunkt m; und durch
den Punkt p; aufzustellen.

Speziell: m;, = (1, 2, 1), p; = (3, 3, 3). ’

9. Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den
Punkt m; geht und zur Geraden x, = a; + b; u parallel ist.

10. Der Abstand einer Ebene vom Ursprung sei durch den Vektor d;
gegeben. Es ist das Lot eines Punktes p; auf die durch d; bestimmte Ebene
zu ermitteln.

Speziell: d; = (2 V3, 23, 2|/3), p; = (2, —5. 3).

11. Es ist der Abstand des Punktes p; von der Ebene x; a,= ¢ zu be-
stimmen.

Speziell: p; = (3, 4,6), 2% + 3% —5=o0.

12. Es ist die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch den Punkt p;
geht und auf die Gerade x; = a; + b;  senkrecht steht.

Speziell: In p; = (3, 5,4) ist eine Ebene senkrecht zur Geraden
#; = p; w zu errichten.

13. Es sind die Gleichungen der beiden Ebenen aufzustellen, welche
zur Ebene x; a; = ¢ parallel sind und von ihr den Abstand + p haben.

14. Fir alle Ebenen mit festem Abstand vom Ursprung ist

1 1
Z + 7 + = konstant, wobei a, b, ¢ die Abschnitte auf den Koordi-

natenachsen sind.

15. Es ist der Schnittpunkt und der Schnittwinkel der Geraden
#;=a; + b;u mit der Ebene x;p; = c¢ zu bestimmen

Speziell: a; = (1,2,0), b;= (—3,—5, 1), #— % + 3= 9.

16. Durch die Schnittlinie der Ebenen #;a; = k; und x;b, = k, ist
eine Ebene zu legen, welche auf die Ebene x,c; = k3 senkrecht steht.

Speziell: 3 x, + xg—12=0, 4% —7%+ 3%+ 4=0,
5% + 2% —% + 30=o0.

17. Es ist die Schnittgerade der Ebenen 5%, — 7 %3 + 2 #3 =1 und
% + 2 %, + 4 3 = 9 zu bestimmen.

18. Welchen Ort beschreibt der Mittelpunkt einer Strecke fester Lange
deren Endpunkte auf zwei gegebenen Geraden gleiten?
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§ 8. Lineare Vektorfunktionen. Tensoren. .

So wie Skalare durch funktionale Abhédngigkeiten miteinander -
verkniipft sein kénnen, gibt es in der Geometrie und in der Physik
viele Fille, in denen Vektoren mit Skalaren oder wieder mit
Vektoren verkniipft sind. Beispiele der ersten Art haben wir
in § 6 gebracht; ist 4; ein fester, X; ein beliebiger (variabler)
Vektor, so ist durch das innere Produkt

¢ =4, X, (8, o1)
jeder bestimmten Wahl des Vektors X; ein Wert des Skalars ¢

zugeordnet. Auch der Fall, dal einem Skalar ein Vektor zuge-
ordnet ist, ist uns in (3, 05) begegnet, wenn wir dort 4; als festen

7%
Ky -
Abb. 16. Abb. 17. Abb. 18.

Vektor und A als Variable ansehen. Wir wollen uns hier vor allem
mit jenen Fillen beschiftigen, wo einem Vektor wieder ein Vektor
zugeordnet ist. Denken wir beispielsweise an die Bewegung eines
Massenpunktes unter dem EinfluB3 einer Kraft K,;. Die Beschleuni-
gung b;, die der Massenpunkt erfihrt, ist von K, abhingig und
durch sie bestimmt. Wenn der Punkt frei beweglich ist, wird
die Richtung von b; mit der von K, iibereinstimmen, d. h. es
wird b; = A K; sein, wo A ein fester skalarer Faktor ist. Legen
wir aber dem Punkt die Bedingung auf, in einer festen Ebene ¢
zu bleiben, so werden b, und K, im allgemeinen, d. h. wenn nicht
auch K; in ¢ liegt, verschiedene Richtungen haben (Abb. 16).
Ein anderes Beispiel bilden die Stromdichte I, und der Vektor H;
der magnetischen Feldstirke (Abb. 17). Um auch noch ein geo-
metrisches Beispiel anzugeben, betrachten wir konjugierte Durch-
messer einer Ellipse, die wir wie in Abb. 18 durch vom Mittel-
punkt aus gezogene Vektoren a; und b; bestimmen kénnen. In
allen diesen Beispielen sehen wir, daB die funktionale Abhingig-
keit der Vektoren durch die Eigenschaften des betrachteten geo-
metrischen oder physikalischen Objektes bestimmt ist.
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Eine funktionale Abhingigkeit zwischen Vektoren wird
analytisch jedenfalls dadurch gegeben sein, daf3 die Koordinaten
des einen Vektors irgendwelche Funktionen der Koordinaten
des anderen Vektors sind, wird also in der Form

Y,=/ (le Xy, X3)
darstellbar sein. Wir beschrinken uns im folgenden aber aus-

schlieBlich auf den allereinfachsten Fall, da die Funktionen f,
linear und homogen sind:

Yi = An’ Xi (8’ 02)

oder ausfiihrlich:

Y1 = Au Xl + A12 Xz + A13 Xs:
Yz = A21 X1 + A22 X2 + A23 Xs:
Ya == Asl Xl + Asz Xz + Asa Xs-

Alle angefiihrten Beispiele sind von dieser Form. Die neun
Zahlen A4;; heiBen einzeln die Koordinaten eines Tensors, und
zwar insbesondere eines Tensors zweiter Stufe; in ihrer Gesamtheit
bilden die A;; den Tensor selbst, genau so wie die Gesamtheit
der drei Koordinaten eines Vektors mit diesem Vektor selbst
zu identifizieren ist.

Wir erwihnen zwei wichtige Eigenschaften der linearen
homogenen Vektorfunktionen (8, oz). Ersetzt man X; durch 1 X,
so folgt :

4;;AX)=24,;X, =17, (8, 03)
d. h. wird der Argumentvektor X; mit einer Zahl A multipliziert,
so multipliziert sich auch der Funktionsvektor Y, mit derselben
Zahl 4 oder: Zum A-fachen Argument gehort die A-fache Funktion.

Ist ferner X; = X, 4+ X, die Summe zweier Vektoren und

setzen wir
Y/ =4,;X/, Y.)"=4,;X/,
so wird .
Yi=A;X; =4, X/ + X)) =4, X/ + 4, X" =Y, + Y/,
fiir lineare homogene Vektorfunktionen gilt also: Die Funktion

einer Summe von Vektoren ist gleich der Summe der Funktionen
der einzelnen Vektoren.
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Die neun Koordinaten eines Tensors zweiter Stufe schreibt
man hiufig als quadratisches Schema (Matrix)

Ay A A
Ajj=|A4n A Ay, (8, 04)
Ay Ay As

was besonders in speziellen Fillen, wo die einzelnen Koordinaten
zahlenmiBig angegeben sind, zweckmiBig ist.

Wir betrachten nun einige einfache Beispiele, und
zwar zunichst eins aus der Mechanik (Abb. 19).

Ein Massenpunkt M sei aut einer Gleitstange ver-
schiebbar angeordnet. Die Stange hat die Richtung des
7 Einsvektors ¢;, Wirkt nun auf den Punkt eine Kraft

P,, so entsteht eine den Punkt in Richtung der Stange

Abb. 19. vorwirtstreibende Kraft K, deren Betrag gleich der

Projektion von P; auf ¢;, also P;e¢;ist. Die Kraft K;

driickt sich dann durch ihren Betrag und den Vektor ¢; in folgender Form
aus:

€

K;=¢;¢; P,
Schreiben wir diese Gleichung ausfiihrlich an, so erhalten wir:
Ky = ¢ (6y Py + &3 Py + 5 Py),
Ky = ¢ (61 Py + ¢ Py + 3 Py),
Ky =e3(e1 Py + €3 Py + ¢35 Py)
oder
K, == )2 P, + ¢, ¢5 Py + e, ¢4 P,
Ky, ="e,6) Py + €2 Py + ¢, ¢4 Py,
Ky = ege; Py + egey Py + e,% P,.
Die Koeffizienten der Gleicﬁungen haben alle die Form ¢;¢;. Sie sind
die Koordinaten eines Tensors 4,; = ¢, e;, so daB sich die obigen Gleichungen
in der Form
K= 4;; P;
schreiben lassen.
Ein anderes Beispiel ist die Drehung eines Vektors um eine Achse
(Abb. 20). Wir wihlen die Drehung des Vektors P; durch den Winkel &
um die 3-Achse in den Vektor Q,. Auf den allgemeinen Fall der Drehung

um eine Achse beliebiger Richtung kommen wir in § 11 zuriick.
Es ist, wenn P, die Linge der Projektion von P, oder Q; in die 1, 2-

Ebene ist, ’
0, = Pycos (B + 9),
Qs = Pysin (8 4 9),
Qs = Py
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oder
Q, = P, cos f cos & — P,sin f§ sin 9,
Q, == Py cos B sin & + Pysin fcos #,
Qs = Py J
oder
Q,= P,ycos # — P, sin 4 + P;-o, v
Q, = Pysin & 4 Pycos & + Py- o, B=gs| A
Q= P,-0+ Py o+ P,
Der diese Drehung beschreibende Ten-
sor lautet in Matrizenform
cos? —sind o
. J
A= sin ¢ cos # o). (8, o5) A P
o o 1
1,
Wir schreiben dann wieder Abb. zo.
Q; =4 P

Wir leiten uns noch einen weiteren speziellen Tensor ab, der
einen ungemein einfachen, aber gerade deshalb besonders wichtigen
Sonderfall darstellt. Wir bestimmen die Zuordnung der beiden
Vektoren so, daB der eine Vektor mit dem anderen zusammen-
fallt, der urspriingliche Vektor also in sich selbst iibergefiihrt

wird. Dann muf}
Ay =1-4,4+0-A4,+ 0- A4,
Ay, =0-4,+1-45,+ 0 A4,,
Ag=o0-4,+ 04,4+ 1-4,4

sein. 'Wir bezeichnen diesen Tensor mit

I o o
d;;=|o0o 1 0O
0 0 I
und es ist also
A4, =196;; A,.

(8, 07)

Der Tensor §;; wird nach seinem ersten Beniitzer das ,,Kron-
eckersche 6 genannt. Er wird auch manchmal als Einbheits-
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tensor zweiter Stufe bezeichnet. Man merkt sich seine Koordinaten
am besten nach der folgenden Regel:

0;5==1, wenn g =17 (8; 8)
, O

0;5 =0, wenn ¢ * §

Diese Beispiele zeigen, daB die Eigenschaften gewisser geo-
metrischer oder physikalischer Objekte, die irgendwie einem
gegebenen Vektor einen bestimmten zweiten Vektor zuordnen,
ihren mathematischen Ausdruck durch einen Tensor zweiter
Stufe A4;; finden, den man im gleichen Sinn mit dem Objekt
selbst oder mit der durch dieses Objekt gegebenen Zuordnung
identifizieren kann, wie man etwa auch sagt, ,der Vektor K,
1st die Kraft“, obwohl genau genommen K, nur der mathematische
Ausdruck fiir das , Kraft“ genannte physikalische Objekt ist.
Es muB aber dann moglich sein, die Koordinaten A4;; des Tensors
durch geeignete Messungen an den Objekten zu gewinnen. Zu
diesem Zwecke wihlen wir willkiirlich drei linear unabhingige

k
Vektoren p;, also ein Dreibein und bestimmen die zugeordneten

Vektoren Si experimentell mit Hilfe des vorliegenden geometri-
schen oder physikalischen Objektes, so daBl dann die Gleichungen

k ]
g; = A;;p;
bestehen miissen. Das ist aber ein System von neun linearen
Gleichungen fiir die Unbekannten 4,;, das noch die sympathische

Eigenschaft hat, in drei Gleichungssysteme fiir je drei Unbekannte
zerlegt zu sein, und zwar erstens in das System

k

k
pidii=qu (8, 09)
das (fiir 2 =1, 2, 3) drei lineare Gleichungen fiir die Unbe-
kannten A4,,, A, A5 darstellt, zweitens in das System
k k
psde; =10, - (8, 10)
fiir die Unbekannten A4,;, A,y Ay und drittens in das System

E k
Pids; =45 (8, 11)
tiir die Unbekannten Ag;, Ag,, Ags. Die Koeffizientendeterminan-
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ten dieser drei Systeme stimmen {iiberein und sind gleich der

Determinante Det ;,- der Koordinaten der Vektoren des will-
kiirlich gewshlten Dreibeins, die sicher von Null verschieden ist,
so dal} die drei Systeme (8, og) bis (8, 11) eindeutig bestimmte
Losungen A4;; haben. Wir werden in § 13 zeigen, daB man dieses

E
Verfahren durch geeignete Wahl der Vektoren p; noch wesentlich
vereinfachen kann.

Aufgabe.

Es ist der Tensor anzugeben, der jedem Vektor des Raumes seine
Projektion auf eine gegebene Ebene zuordnet.

§ 9. Orthogonale Transformationen und
Bewegungsgruppe.

Die eben geschilderte Bestimmung der Tensorkoordinaten A
bzw. die Zusammenfassung der Koordinaten zu dem Begriff
des Tensors hat ebenso wie die Zusammenfassung der Koordi-
naten zu dem Begriff des Vek-
tors nur dann einen Sinn, wenn
man weil}, daB es sich um Eigen-
schaften handelt, die dem geo- 2
metrischen oder physikalischen &
Objekt selbst innewohnen und
nicht irgendwie von der Art der .
Darstellung abhingen. Das heiBt

3

Sy

3

Eigenschaften des betrachteten
Objektes ungeidndert bleiben
miissen, wenn wir das Koordi-
natensystem irgendwie verindern, also von dem urspriinglich
gewihlten zu einem anderen {ibergehen.

Unsere Aufgabe wird es also vor allem sein, solche Anderungen
oder Transformationen der Koordinatensysteme ndher zu unter-
suchen. Wir beschrinken uns dabei weiterhin auf rechtwinkelige
Systeme und erinnern daran, daB wir in §2 bereits eine
spezielle Transformation derselben untersucht haben, né@mlich
die Parallelverschiebung (2, 02); jetzt wollen wir uns dem all-

aber nichts anderes, als daB die /
o

Abb. 21.
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gemeinen Falle zuwenden und betrachten zu diesem Zwecke
zwei Koordinatensysteme, die sich in méglichst allgemeiner Lage
zueinander befinden (Abb. 21).

Die alten Achsen seien 1, 2, 3, die neuen Achsen I, 2, 3 und
die Verschiebung des Nullpunktes O — O durch den Ortsvektor b,
des Ursprunges O des neuen Systems, bezogen auf das alte System,
gekennzeichnet. Um die Verdrehung angeben zu kénnen, denken

wir uns in die Richtung jeder der neuen Achsen einen Einsvektor e,

gelegt, wobei é,- die Koordinaten im alten System sind. Die Winkel
zwischen den alten und neuen Achsen lassen sich dann in folgender

Weise ausdriicken:
i
COS 0‘;’5 = azj = e,-.

Dabei ist der Winkel «;; im Sinne der Abb. 22 zu verstehen, d. h.
es ist z. B. ay, der Winkel, um den die 1-Achse zu verdrehen ist,
um in die Lage der 2-Achse zu kommen; daher ist im allgemeinen

@;; * aj;.

Wir bemerken sogleich eine wichtige Eigenschaft der Koeffizien-

ten a;;. Es ist namlich:
z,
4‘
Z,

7 da die ¢; Einsvektoren sind, und

k . .
e, =a;;a;; = I, wenn | = k ist,

-~

)
e,
)

Abb. 22. A i i
;€ = a;;4;;, = O, wenn | * k ist,

N

da die é,- (fir =1, 2, 3) zu je zweien aufeinander senkrecht
stehen. Diese beiden Beziehungen lassen sich mit Hilfe der ;!
in der Form

@i @y = Opy (9, o1)

zusammenfassen. In gleicher Weise kénnen wir Einsvektoren
in der Richtung der alten Achsen anordnen, die im neuen System

i
die Koordinaten ¢; haben, wobei sich jetzt der Index 7 auf die
Achse des alten Systems bezieht, in der der Einsvektor liegt.
Der Winkel zwischen der j-Achse und der 7-Achse ist dann

1 Die Zahlen d,; sind dabei kein Tensor, sondern nur eine abgekiirzte
Schreibweise der Matrix (8, 06).
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kX
COS Xj; = Aj; = ei.

und in gleicher Weise wie oben erhalten wir

Ay =0y |- (9, 02)

(9, ox) oder (9, 0z) driicken die bekannten Eigenschaften der
Richtungscosinus von zwei gegeneinander verdrehten recht-
winkeligen Koordinatensystemen aus.

Wir bemerken noch, daBl aus (9, o) und (9, 0z) die folgenden

Relationen fiir ein beliebiges normiertes Dreibein gi folgen:
ik
€6, =0 (9, 03)
und
‘

€; ék — 6’- k- (9’ 04)
Die Gleichungen (9, 03) sagen nichts anderes aus, als dal die Vek-

toren éi zu je zweien senkrechte Einsvektoren sind, wihrend (9, 04)

i
nur nach Ubergang zu den Vektoren ¢,, in gleicher Weise geo-
metrisch zu deuten sind.

Wir berechnen zunichst die Determinante A der Richtungs-
cosinus 4;; Schreiben wir diese Determinante zweimal neben-
einander an und berechnen wir das Produkt in bekannter Weise
durch Kombination der Spalten beider Faktoren, so ergibt sich
wegen (9, 02) die Determinante der §,,;, die nach (8, 06) in der
Hauptdiagonale lauter Einser, sonst lauter Nullen und somit
den Wert 1 hat. Es ist also

A =1 (9, 05)
und somit 4 selbst entweder gleich + 1 oder gleich —1. Wir
kénnen uns leicht tiberzeugen, was diese beiden Moglichkeiten
geometrisch bedeuten. Sind die beiden Koordinatensysteme
gleich orientiert (§ 2), so kénnen wir uns vorstellen, daB3 das eine
durch eine stetige Bewegung im Sinne der Kinematik (als starrer
Korper) aus dem anderen hervorgeht. Bei einer stetigen Bewegung
kann sich aber die Determinante selbst auch nur stetig 4dndern,
denn ihr Wert A4 ist eine stetige Funktion der a,; und diese selbst
sind bei einer solchen Bewegung ebenso wie die b; stetige Funk-

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 4
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tionen a; ; (¢), b; (t) der Zeit ¢£. Da aber 4 nur entweder 4 1 oder
—1 ist, muB A4 iiberhaupt konstant sein, d. h. wihrend der
Bewegung seinen Wert beibehalten. In der Anfangslage, zur Zeit
t = o etwa, gilt aber fiir die Winkel

x;p (0) =0, wenn 7 = &,

& (0) = %—, wenn 7 % &
und somit fiir die Cosinus

;5 (0) = 0; 1

d. h. aber, daB A4 = +1 ist. Sind die beiden Koordinaten-
systeme aber verschieden orientiert, so lassen sie sich durch eine
stetige Bewegung nicht vollig zur Deckung bringen, sondern
nur so weit, daB je zwei der drei Achsen nach Lage und Orientie-
rung iibereinstimmen, wihrend die dritten Achsen, z. B. die

beiden 3-Achsen verschiedene. Orientierung haben. In diesem
Fall ist aber

Xy = Olgg =0, Olgg =T, K=~ fir 1 £ 4

und daher wird die Determinante A4

I o 0
A=]o 1 ol =—T1I.
'o o) —I‘

Es gilt also: Die Determinante A einer Transformation recht-
winkeliger Koordinatensysteme hat den Wert +1 oder —1,
je nachdem die beiden Systeme
gleich oder entgegengesetzt orien-
tiert sind.

Mit Hilfe der Koeffizienten a,
kénnen wir jetzt die Koordinaten
eines Punktes in beiden Systemen
vergleichen.

Betrachten wir einen Punkt x;
im neuen System (Abb. 23), so
finden wir den Ortsvektor x; des
Punktes im alten System durch

Abb. 23.

At . . 1 _ 3
Aneinanderfiigen der vier Vektoren &; e,%,, ¢; %, und e;%g;
also ist
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1 — 2 3 —
xi:bi+eix1+eix2+gix3'

Ersetzt man noch die ¢; durch die 4, ;» so gelangt man zu den
Gleichungen

%= a;;%; 4 b; |, (9, 06)

die angeben, wie die Ortsvektoren oder Koordinaten eines Punktes
in bezug auf zwei verschiedene Koordinatensysteme zusammen-
hingen. Da alle Punkte des Raumes gemill dieser Formel ihre
Koordinaten #ndern, so gibt (9, 06) das allgemeine Transfor-
mationsgesetz fiir rechtwinkelige Koordinatensysteme an.

Ist a;; =46;;, so geht (9, 06) iiber in die Parallelver-
schiebung (2, 0z); ist b, =o0, so bleibt der Ursprung des
Koordinatensystems fest und (g, 06) stellt eine reine Drehung
dar. Man kann die allgemeine Transformation (g, 06), die
wir auch als Bewegung bezeichnen, stets durch eine Auf-
einanderfolge von Parallelverschiebung und Drehung ersetzen,
indem man zundchst vom System x; durch die Parallel-
verschiebung

xizii_i—bi

zu einem System %, iibergeht und dann von diesem durch die
Drehung
X;=a;;%;

zum System %; Bemerkt sei, daB man die Namen Drehung
und Bewegung nur im Fall einer positiven Transformations-
determinante 4 = 4 1 verwendet, ansonsten, also bei 4 = —1,
spricht man von Umlegungen. Die Transformationen (9, 06)
nennt man auch orthogonale Transformationen, und zwar spricht
man insbesondere von eigentlich oder wumeigentlich orthogonalen
Transformationen, je nachdem 4 = -1 oder 4 = —1 ist.

Aus (9, 06) folgt, wenn wir beiderseits mit a;; multiplizieren
und vereinbarungsgemill iiber 7 summieren, wegen (9, 0I)

Qi % = A @i X5+ A0, = 0p; %5+ @, 0, = %+ a1 b;

oder

X;=a;,% —|—3,- ) (9, 07)

4.
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wo b; =—a,;; b; gesetzt ist. (9, o7) ist die Umkehrung von
(9, 06), d. h. die Auflssung nach x; und wird als die zu (9, 06)
inverse Transformation bezeichnet.

Wir miissen nun einen der wichtigsten Begriffe der modernen
Geometrie kurz erértern, der besonders fiir die Begriindung der
Tensorrechnung von fundamentaler Bedeutung ist. Wir erklidren
zunichst:

Irgendeine definierte Gesamtheit & von Transformationen

% =[; (%1, %y %3) (9, 08)
ist eine Transformationsgruppe, wenn
1. die Ausiibung von zwei Transformationen von & hinter-

einander stets wieder eine zu @ gehérende Transformation liefert,
2. die identische Transformation
%= % (9, 09)
in ® vorhanden ist und
3. zu jeder Transformation (9, 08) von & auch die inverse
Transformation
%5 = g (%1, %5, %) (9, 10)

zu & gehort. Dabei ist die zu (9, 09) inverse Transformation
(9, 10) definiert durch die Identititen

fi (1 (%1 %2 %), 8o (%1 ¥a X3), g5 (%1 X5 #43)) = %, (9, IT)
und
gi(fa (E; %y %3), [o (%1 %3 %g), [5 (%1 %5 %5)) = x5 (9, 12)

Fiihrt man eine beliebige Transformation aus und dann ihre
inverse, so ist das Resultat die identische Transformation.

Wir behaupten nun: Die Gesamtheit aller Transformationen
(9, 06), fiir die (9, ox) gilt, bilden eine Gruppe. In der Tat ist
fir a;; = §;; und b; = o die zweite Forderung erfiillt; daB die
dritte ebenfalls erfiillt ist, haben wir in (9, 07) nachgewiesen, so
daBl wir nur noch zeigen miissen, daB} auch die erste Forderung
befriedigt ist. Es seien also die Transformationen (9, 06), (9, 0I)
und

X =Ap %+ b (9, 13)
mit

g Ay = Op,y (9, 14)
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vorgelegt. Fihrt man sie hintereinander aus, d. h. setzt man
(9, 13) in (9, 06) ein, so folgt

Xy =g (@ %+ by) + by = a8, %+ a0, + b,
oder

X =A;p Xyt I;v (9, 15)
wobel wir
@i = a3 Ay (9, 10)
und
b; = a;;b;,+ b; (9, 17)

gesetzt haben.

Wir haben zu zeigen, daB3 die Transformation (9, 16) ebenfalls
orthogonal ist, d. h. daB die Koeffizienten a,; den zu (9, o1)
analogen Relationen

@y @iy =0py (9, 18)

geniigen. Wegen (9, 16), (9, ox) und (9, 14) folgt
Wi Wiy By = A By @y =058 0, =0a;38;5 =0y,

also gerade (9, 18).

Hingt die allgemeine Transformation x; = f; (¥, ¥,, %) einer
‘Gruppe von 7 unabhingigen Verinderlichen oder Parametern a;,
g, - - ., &, S0 ab, daB eine und nur eine Transformation der Gruppe
festgelegt ist, sobald man den Parametern bestimmte Werte
erteilt und dal man derart auch alle Transformationen der Gruppe
erhilt, so spricht man von einer r-gliedrigen Transformations-
gruppel

Eine Teilmenge von Transformationen einer Gruppe heilit
Untergruppe, wenn die Transformationen der Teilmenge bereits
fiir sich eine Gruppe sind, d. h. den obigen drei Bedingungen
geniigen.

Die Gruppe der orthogonalen Transformationen ist sechs-
gliedrig, da sie von sechs Parametern abhingt. Diese sechs Para-
meter sind zunichst die drei b;, wihrend zwischen den neun
Koeffizienten a;; die sechs Relationen (9, o1) bestehen, also nur
drei wesentliche Parameter bleiben. Das stimmt damit iiberein,

1 Dabei miissen wir allerdings noch annehmen, daBl die Parameter alle
wesentlich sind, d. h. da man die allgemeine Transformation der Gruppe
nicht schon als Funktion von weniger als » Parametern darstellen kann.
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daB die durch die 4;; bestimmte Drehung des Koordinatensystems
durch die Angabe von drei Zahlen festgelegt werden kann; wir
brauchen ja dazu nur die Richtung der Drehachse zu kennen,
die durch zwei Zahlenangaben (z. B. die beiden Winkel der
raumlichen Polarkoordinaten) gegeben ist, sowie den Drehwinkel.
Wir nennen diese Gruppe, die also alle Bewegungen (4 = 1)
und Umlegungen (4 = —1) des Koordinatensystems umfaBt,
die erweiterte Bewegungsgruppe.

Untergruppen dieser Gruppe sind:

1. Die Bewegungsgruppe (im engeren Sinn), also die Gruppe
aller eigentlich orthogonalen Transformationen (mit 4 = 4 1).
Diese Gruppe ist ebenfalls sechsgliedrig. Die uneigentlich ortho-
gonalen Transformationen oder Umlegungen bilden keine Unter-
gruppe. Man iiberzeugt sich an Hand von (9, 16) leicht, daB sich
bei der Zusammensetzung von Transformationen die Trans-
formationsdeterminanten miteinander multiplizieren; zwei Um-
legungen ergeben daher, hintereinander ausgefiihrt, eine Be-
wegung und keine Umlegung.

2. Die dreigliedrige erweiterte Drehungsgruppe, d.h. alle
Transformationen (9, 06), (9, 0oI) mit b, = o.

3. Die ebenfalls dreigliedrige Drehungsgruppe (im engeren
Sinn), also dieselbe Gruppe wie 2), aber mit der Einschrinkung
A=+1.

4. Die dreigliedrige Gruppe der Parallelverschiebungen x;=—=
= x,; + b, also (9, 06) mit a,; = d,,.

Wir legen unseren folgenden Entwicklungen die Bewegungs-
gruppe B im engeren Sinn zugrunde, d. h. wir beschrinken uns
auf die Betrachtung rechts orientierter Koordinatensysteme,
die nur durch Bewegungen ineinander iibergefiihrt werden und
werden nur ausnahmsweise auch Umlegungen betrachten.

Es sei nun eine ganz beliebige Transformationsgruppe & vor-
gelegt. Jede GroBe I, die bei Ausfithrung einer beliebigen Trans-
formation von & ungeiindert bleibt, heilt dann eine Invariante
von & oder genauer eine Invariante gegeniiber allen Transfor-
mationen von &. Geht das Koordinatensystem x; durch eine
Transformation von & iiber in das System x, und ist I eine Gréfie

im System x,, T die entsprechende GréBe im System %, so ist [
eine Invariante, wenn
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I=1 (9, 19)
gilt.

Die wichtigsten Invarianten der Bewegungsgruppe sind die
Lingen von Strecken und die Winkel zweier Richtungen. Es
ist klar, daB3 sich die Seiten und Winkel eines Dreiecks nicht
dandern, wenn wir das Koordinatensystem &4ndern. Was sich
indert, das sind die Koordinaten der Ecken und die Gleichungen
der Seiten, wobei die letzteren aber immer noch eine wichtige
Eigenschaft beibehalten, nimlich die Linearitit. Wenn wir
ein geometrisches Gebilde durch Gleichungen in einem bestimmten
kartesischen Koordinatensystem darstellen, so werden die Grad-
zahlen dieser Gleichungen ebenfalls Invarianten der Bewegungs-
gruppe sein.! Die Eigenschaften der geometrischen Gebilde, die
wir mit Hilfe der Koordinaten untersuchen, sind ebenfalls unab-
hingig von der besonderen Wahl des Koordinatensystems. Sie
werden sich also durch Gleichungen ausdriicken, deren allge-
meiner Bau in jedem kartesischen Koordinatensystem der-
selbe ist.

So driickt sich das Quadrat des Abstandes D zweier Punkte ¥;, y;
in jedem rechtwinkeligen Koordinatensystem durch
D= (%, — ;) (%;— )
aus; die rechte Seite dieser Gleichung ist also nicht nur ihrem Wert nach,
sondern auch der Gestalt nach invariant gegeniiber jeder Bewegung des
Koordinatensystems. Der Wert von D? andert sich auch nicht, wenn
wir Polarkoordinaten einfithren, aber die rechte Seite, d. h. die Formel,
die angibt, wie D? aus den Koordinaten der beiden Punkte zu berechnen
ist, diese Formel gewinnt ein vollig anderes Aussehen. Der Grund, weshalb
man in der euklidischen Geometrie rechtwinkelige Koordinatensysteme
bevorzugt, ist eben der, daB sich in diesen Koordinaten die geometrischen
Beziehungen in besonders einfacher Weise darstellen, und zwar nicht
nur in einem speziellen, sondern gleichmaBig in allen rechtwinkeligen
Koordinatensystemen. Die allgemeine Gleichung

(7, —a) (;—a) =1 (9. 20)

einer Kugel mit dem Mittelpunkt a; und dem Radius » 1aBt sich natiirlich
durch die Wahl eines speziellen Koordinatensystems, dessen Ursprung im
Kugelmittelpunkt liegt, weiter zu

— 2
Xy X =7

1 Der Grad einer Gleichung ist gegeniiber jeder linearen Transfor-
mation der Koordinaten invariant.
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vereinfachen. In schiefwinkeligen Koordinaten aber wiirde an Stelle von
(9, 20) eine Gleichung treten, die zwar auch noch vom zweiten Grad ist,
aber sonst keinerlei Merkmale enthielte, die sie sofort als Gleichung einer
Kugel und nicht einer anderen Fliche zweiten Grades erkennen lagt.

Wenn aber alle wesentlichen geometrischen GréBen Invarianten
sind und sich alle Beziehungen von geometrischen Gebilden durch
invariante Gleichungen ausdriicken lassen, immer in bezug auf eine
bestimmte Transformationsgruppe, dann ist iiberhaupt jede
Geometrie identisch mit der Invariantentheorie einer bestimmten
Transformationsgruppe und insbesondere die euklidische Geo-
metrie identisch mit der Invariantentheorie der Bewegungsgruppe.

Die Tensorrechnung selbst kénnen wir von diesem Standpunkt
als ein besonders zweckmiBiges und automatisch funktionieren-
des Rechenverfahren zur Ermittlung von Invarianten und in-
varianten Relationen ansehen. Dazu mufl aber der Begriff des
Tensors, also insbesondere auch der des Vektors, ebenso wie
der Invariantenbegriff (Tensor o-ter Stufe!) exakt von der Trans-
formationsgruppe her erfait werden.

Aufgaben.

1. Man bestimme ¥, y, z so, daB

4 2 4
Va2 V2 Ve
4 2 T
x y 4

die Matrix a) einer eigentlich orthogonalen Transformation, b) einer un-
eigentlich orthogonalen Transformation wird. — Zu a). Es sind die Trans-
formationsgleichungen und die der inversen Transformation anzuschreiben.

AP
2. Zu zeigen: Das Teilverhaltnis y = BP dreier Punkte ist gegeniiber

der Transformation #; = a;; %; invariant.

§ 10. Tensoren und einfachste Tensoroperationen.

Wir definieren also die Tensoren durch das Verhalten ihrer
Koordinaten bei Ausfiihrung einer Bewegung des Koordinaten-
systems, die durch

X =a, %+ b (xo, o1)
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mit

a;50;, = 0;, (x0, 02)
oder

Apg @y = Opy (10, 03)
gegeben ist. (10, ox) kann als das Transformationsgesetz der
Koordinaten des Ortsvektors, d.h. der Punktkoordinaten an-
gesehen werden. Ist

A=y, —x; (10, 03)
ein Vektor (Tensor 1. Stufe), wobei x; und y; Anfangs- und End-
punkt sind, so folgt in den neuen Koordinaten x;, y,

Ay =y — % = (a; ¥; + b)) — (a5 %, + b))
=a;; (y;— %5);
nun sind aber
/ri =y,—Xx, (10, 04)
die Koordinaten des Vektors 4; im neuen System, so daB

A =a; 4, (xo, 05)

das Transformationsgesetz der Vektoren ist. Multiplizieren wir
(10, 05) mit a;, (iiber ¢ ist dann zu summieren!), so folgt wegen
(10, 02)

a;nA; :a,.,,a,-,-/Tj = 51”'1;—:' :I‘Th

oder, bei geinderter Bezeichnung der Indizes,

A;=a;; A, . (10, 06
J 7

Man beachte den Unterschied in der Stellung der Indizes gegen-
iiber (10, 05). Jetzt sind wir in der Lage, den Begriff des
Vektors streng und in voller Allgemeinheit zu definieren: Ein
Vektor ist ein System von drvei Zahlen A; = (A1, Ay, Ag), seinen
Koordinaten, die sich bei einer Bewegumg (10, 0I), (10, 02) des
Koordinatensystems gemif (10, 05) oder (10, 00) transformieren.

Von der Transformation (10, 01) der Punktkoordinaten (des
Ortsvektors) unterscheidet sich (10, 05) vor allem durch die
Homogenitit, d.h. durch den Wegfall der b;, die die Parallel-
verschiebung angeben. Der Ortsvektor ist also kein Vektor im
Sinn der obigen Definition; wir haben darauf schon in § 2 hin-
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gewiesen. Ahnlich ist der Ursprung des Koordinatensystems
kein Punkt, wenn er auch fiir jedes Koordinatensystem mit einem
Punkt zusammenfillt. Denn wenn wir in (10, 0o1) z. B. %; = 0.
setzen, so folgt x; = b; und nicht x, = o, die x; = b, sind eben
die Koordinaten des Punktes, in dem der Ursprung des Systems x;
liegt, aber nicht die Koordinaten des Ursprungs des Systems x,.
Es hat natiirlich wenig Sinn, sich mit solchen Dingen allzusehr
zu belasten, aber es ist gut, wenn man sich den Sachverhalt ein-
mal griindlich klargemacht hat, damit man in dhnlichen Fillen
Bescheid weil.
Das Quadrat der Linge 4 des Vektors A4; ist

A* =4, 4, :“iiIIiaikgk:
:aia'“ikE:'Zk = 6:iijZlc :AJL = 42,
also eine Invariante; dagegen ist das Quadrat der Linge x des
Ortsvektors x; keine Invariante, denn es ist
2= (a;; %; + b)) (@ %1+ b)),

= X X+ M50, %5+ a0 X+ b by, _

=X;%;+2a;0; %+ b, b; =%+ 2a;;b, %; 4 b; by,
also ist ¥? + x2, wenigstens solange nicht b; = o ist. Dann werden
aber (10, o1) und (10, 05) identisch, d. h. in der Drehungs-
gruppe gibt es keinen Unterschied zwischen Vektoren und Orts-
vektoren.

Wir haben in §8 die Tensoren zweiter Stufe als Ausdruck
der Eigenschaften solcher geometrischer oder physikalischer
Anordnungen erkannt, die einen Vektor stets wieder einem Vektor
zuordnen, wobei diese Zuordnung linear und homogen in den
Vektorkoordinaten ist (8, 02). Wir wollen nun sehen, was sich
aus dieser Definition ergibt, wenn wir das Koordinatensystem
nach (10, o1) d4ndern. Aus

U;=4:;X; (10, 07)
folgt wegen (10, 05)
a;;Uj=4;;a;. X,
oder, wenn wir beiderseits mit a,; multiplizieren (und natiirlich
wie immer {iber den doppelten Index ¢ summieren):

“ih“iiﬁjzam ﬁi:ﬁh:Aifaihajk)?k- (ro, 08)
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Wenn nun die Zuordnung (10, 07) tiberhaupt eine vom Koordi-
natensystem unabhingige Bedeutung haben soll, dann mu8 sie
in den neuen Koordinaten mit den Querstrichen jedenfalls in
der Form L

Ui=4;;X; (x0, 09)
erscheinen; wir sehen aber, daB wir diese Form aus (10, 08)
ohne weiteres erhalten — bis auf die Bezeichnung der Indizes,
die natiirlich belanglos ist — wenn wir

Ay =20;na;, 4, (10, 10)

setzen. Das ist das Transformationsgesetz der Tensoren zweiter
Stufe, allerdings in der nach den gestrichenen Komponenten
aufgelésten Form. Wir erhalten aber durch Multiplikation mit
a,5 4,5 und Summation iiber 4 und £

AnkOpntqr=ain0pn @ 0qrxAi; =0;p0;,4;;=A4,,

also bei geinderter Bezeichnung der Indizes

App=ap;a,; 4,5 |- (10, 11)

Wir konnen (10, 10) oder die gleichwertigen Relationen (10, 11)
als Definition der Tensoven zweiter Stufe ansehen. Sie geben
uns die Moglichkeit, in jedem Falle nachzupriifen, ob wir es
wirklich mit einem Tensor zu tun haben. Nur dann, wenn das
den Tensor darstellende System von neun Zahlen bei einer Be-
wegung des Koordinationssystems sich nach (1o, 10) oder (10, 11)
transformiert, diirfen wir von einem Tensor sprechen. Umge-
kehrt konnen wir jedes System von neun Zahlen als Tensor an-
sehen, wenn es diesen Beziehungen geniigt. Gilt dann im System
%; eine Beziehung (10, 07), so gilt im System %, die entsprechende
Beziehung (10, 09).

Als wichtiges Beispiel eines Tensors haben wir die durch
(8, o1) definierten §,; kennengelernt. Diese Definition ist vom
Koordinatensystem unabhingig, d.h. es muf bei der Trans-
formation (10, o1) _
0;5=10,; (ro0, 12)
gelten. In der Tat folgt aus (10, 10), wenn wir A;; = J,; setzen,

One =Ain 81 0;5 = ;8 = Oppe



60 I. Tensoralgebra.

Bemerkt sei, daB die Transformationskoeffizienten a,; kein
Tensor sind.

Die durch (10, 10) und (10, 11) gegebene Definition der Ten-
soren zweiter Stufe 14Bt sich auf Tensoren beliebiger Stufe er-
weitern und wir definieren nun ganz allgemein:

Ein Tensor m-ter Stufe ist ein System von 3™ Zahlen, seinen
Koordinaten, die sich bei einer Bewegung (10, o1), (10, 02) des
Koordinatensystems nach dem Gesetz

Aiiy. . im = gy Xigjy - - By Ajijy gy (10, 13)
bzw.

Aixfz veim - ailjl aizfz st aimfm Ail ig. .ol (IO’ 14)
transformieren.

Diese Definition ist ausschlieBlich maBgebend. Man kann sie
jedoch durch die gleichwertige ersetzen, daB der Ausdruck

1 2 m
f= Aixiz---im XilX”:s P X’bm (IO, 15)
wo die X; (x=1,2...m)m willkirliche Vektoren sind, fiir

jede bestimmte Wahl dieser Vektoren eine Invariante ist. Kennt
man das Transformationsgesetz (10, 05) fiir Vektoren, so 1aBt
sich (10, 13) aus (10, 15) herleiten. Die Definition der Tensoren als
System der Koeffizienten einer invarianten, in den Koordinaten

der m Vektoren 5‘(2 linearen Form?! setzt also den Vektorbegriff
bereits voraus, wihrend (10, 13) in dieser Hinsicht allgemeiner
ist. Fiir den Fall des Tensors zweiter Stufe (m — 2) heiBt das,
daB 4;; ein Tensor ist, wenn die Bilinearform

f:Aini Yj

bei jeder bestimmten Wahl der willkiirlichen Vektoren X ;und Y,
eine Invariante ist, d. h. daB bei einer Bewegung des Koordinaten-

systems ]T: f oder
Zi:i ‘)_(i 17,- =4,;X,Y;
ist. Nun folgt aus (10, 05)
Ay X, Y, = A4y, aih)_(h Aix ?k;
es ist also / = ﬁ wenn wir

1 Unter Formen versteht man in der Algebra homogene Polynome.
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App=a;in a5 Ayj
setzen, was aber mit (10, 10) {ibereinstimmt.

Die Definition (10, 13) gibt uns nun die Berechtigung, die
verschiedenen hier verwendeten Grdfen unter der Bezeichnung
Tensoren zusammenzufassen. Fiir # = 1 geht (10, 13) iiber in
(10, 05), d. h. Vektoren sind Tensoren erster Stufe, fir #» =2 er-
hilt man (10, 11), das Transformationsgesetz der Tensoren im
engeren Sinn oder Tensoren zweiter Stufe. Dafl man Invarianten
(Skalare) als Tensoren nullter Stufe bezeichnet, ist eine reine
Konvention, die aber sehr zweckmiBig ist. Wir stellen im Fol-
genden die Transformationsgesetze fiir die einfachsten Fille noch
einmal zusammen:

Skalar:

Vektor:

Ai =Ayp; Aw

Tensor zweiter Stufe:
Aii = Ap; Qg Anq’

Tensor dritter Stufe:

Aije =0y 00501 Apqr
usw.

Es ist wohl klar, daB man ein neues Rechenverfahren nur
dann einwandfrei entwickeln kann, wenn man die Grund-
begriffe des Verfahrens klar und eindeutig definiert hat. Leider
ist dieses einfache Prinzip bei der Vektorrechnung oft vernach-
lassigt worden. Man erkennt das an den Friichten, denn man
findet leider allzu oft in der Literatur auch der allerletzten
Zeit eine vollig sinnlose Verwendung der Begriffe Vektor und
Tensor. Es ist richtig, daB3 die Koordinaten eines Tensors zweiter
Stufe eine quadratische Matrix bilden und wir haben von dieser
Tatsache auch in (8, 04) Gebrauch gemacht, aber die Umkehrung
ist falsch. Nicht jede quadratische Matrix, d. h. nicht jedes be-
liebige System von 3 X 3 Zahlen ist ein Tensor, sondern nur
dann, wenn es einen Sinn hat, von Koordinaten und Bewegungen
des Koordinatensystems zu sprechen, und wenn sich die neun
Zahlen der Matrix bei einer Bewegung nach (10, 10) oder (10, 11)
transformieren.
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Wir erwihnen noch den Nulliensor, dessen sidmtliche Ko-
ordinaten gleich Null sind, fiir den also

Aijiy...ig =20

ist. Der Begriff des Nulltensors ist invariant, wie aus der Homo-
genitit des Transformationsgesetzes (10, 13) oder (10, 14) folgt.
Fast alle geometrischen und physikalischen Aussagen driicken
sich mathematisch durch das Verschwinden von Tensoren aus.

Zwei weitere wichtige Begriffe sind die folgenden:

Ein Tensor heit symmetrisch in zwei bestimmten Indizes,
wenn er bei Vertauschung dieser Indizes ungeidndert bleibt, z. B.
ist A,; ... symmetrisch in ¢ und 4, wenn

Aiix... =4Ajir... (10, 16)

gilt. Zum Beweis zeigen wir, daf} aus (10, 16) eine analoge Relation
fiir die Koordinaten in einem anderen System x; folgt. Es ist

Aijr... =ap; g5, - . A

par...
=y gy - Agpr...
=Aqipj - - Ay,
=y Agi Apg - - 'qur...
=Ajir...

Hier wurde in der zweiten Zeile (10, 16) beniitzt, in der dritten
die Bezeichnung der Summationsindizes p und ¢ und in der vierten
die Reihenfolge der beiden ersten Koeffizienten a,;a,; ver-
tauscht.

Ganz dhnlich heiit ein Tensor alfernierend oder schiefsymme-
trisch in zwei bestimmten Indizes, wenn er bei Vertauschung
dieser Indizes sein Vorzeichen wechselt, d. h. wenn z. B.

Aijr...=—A5r... (10, 17)

gilt. Der Beweis verlduft wie oben, von der zweiten Zeile an tritt
aber jetzt ein Minuszeichen hinzu.
Aus (10, 17) folgt, daBl dann

Apk... =Agy.. = Agy... =0 (10, 18)
ist.
Ein Beispiel eines symmetrischen Tensors ist d;;, ein Beispiel
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eines in allen drei Indizes alternierenden Tensors werden wir im
nichsten Paragraphen kennenlernen.

Wir kommen zu den Tensoroperationen.

Summe und Differenz gleichartiger Tensoren (das sind Tensoren
gleicher Stufe) erhidlt man durch Addition bzw. Subtraktion der
entsprechenden Koordinaten:

Aijiy. . in T Bijiy...in = Ciyiy.. i (10, 10)

Daf die C;;,...;, wieder ein Tensor der gleichen Stufe sind,
folgt durch Anwendung von (10, 14) auf (10, 19) auf Grund der
Linearitit und Nomogenitit von (1914).

Unter dem Produkt zweier Tensoren (beliebiger Stufe) ver-
steht man das System von Zahlen, das sich durch Multiplikation
aller Koordinaten des einen Faktors mit allen Koordinaten des
anderen Faktors ergibt; sind diese Faktoren von m-ter und #-ter
Stufe, so ist also ihr Produkt von (m -+ #)-ter Stufe, d. h. wir
erhalten 3" ** Zahlen, von denen sich mit Hilfe von (10, 14)
zeigen 1iBt, daB sie die Koordinaten eines Tensors (m - #)-ter
Stufe sind. So ist z. B. das Produkt zweier Tensoren A4,;;, und
B, von dritter und zweiter Stufe der Tensor fiinfter Stufe

Ciiwni=4ijx Bur (10, 20)

Nach (10, 13) ist
Aije=ip%qqApqer
und

By, =aysa;4 By,

setzen wir entsprechend (Io, 20)

Cpqrst :‘qu‘rBst!
so folgt

Cijkni= %pQiqxr sy Coarse
also das Transformationsgesetz eines Tensors fiinfter Stufe. Ganz
analog wire der Beweis im allgemeinen Fall zu fiihren. Das Pro-

dukt zweier Vektoren P; und Q; ist ein Tensor zweiter Stufe
Ry = Pi 0. (10, 21)
Zur Unterscheidung vom inneren und #uBleren Produkt zweier

Vektoren — das erstere haben wir im § 6 bereits behandelt —
bezeichnet man (10, 21) meist als das allgemeine Produkt zweier
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Vektoren.! Ein weiterer hierher gehorender Sonderfall ist das
Produkt eines Tensors n-ter Stufe mit einem Skalar (Tensor
nullter Stufe), das natiirlich einen Tensor #n-ter Stufe liefert.

Die drei bisher betrachteten Tensoroperationen der Ad-
dition, Subtraktion und Multiplikation gehen nicht {iiber das
hinaus, was uns von der elementaren Arithmetik her wohl
vertraut ist. Sie beziehen sich auch hier auf Operationen an
—— konstanten oder variablen — Zahlen, den Koordinaten.
Auch die vierte Operation, die wir jetzt einfithren wollen und
die als Verjiingung bezeichnet wird, und die wir in einem Sonder-
fall, dem inneren Produkt zweier Vektoren, bereits kennengelernt
haben, geht dariiber nicht hinaus und stellt nur eine fiir die Tensor-
rechnung charakteristische Addition bestimmter Koordinaten des-
selben Tensors dar. Es sei ein beliebiger Tensor, z. B. der Tensor
dritter Stufe 4, ; vorgelegt. Setzen wir zwei Indizes einander gleich,
z. B. B =4, bilden wir also 4,;;, so hei3t das in sinngemaBer Er-
weiterung des Summationsiibereinkommens, daB3 tiber den jetzt
doppelt vorkommenden Index j zu summieren ist. Wir zeigen,
daB das Resultat dieser ,,Verjiingung*“ ein Tensor ist, dessen
Stufenzahl m — 2 ist, wenn der urspriingliche Tensor von m-ter
Stufe war. Im Fall des Beispieles ist also 4;;; ein Vektor. Wir
wollen den Beweis auch nur an diesem Beispiel durchfiihren.
Schreiben wir (10, 13) fiir » = 3 an:

Aiik = Qip Ajq Ak r Aa; qr
und setzen wir & = 7, so folgt wegen (10, 02)
Aiji =50 050 Ay gr = ;5 04r Apgr =iy Apqo
also in der Tat das Transformationsgesetz eines Vektors. Der
Beweis verlduft im allgemeinen Fall, wo zwei beliebige Indizes
eines Tensors m-ter Stufe gleichgesetzt werden, ganz analog.
Wenn es nétig ist, werden die beiden Indizes, die einander gleich-
gesetzt werden, durch die Redeweise ,,Verjlingung nach den
Indizes § und £ hervorgehoben. Die Verjiingung eines Tensors
zweiter Stufe gibt eine Invariante
d;;,=4;

1 Es wire besser gewesen, die Bezeichnung , Produkt* nur fiir das
allgemeine. Produkt vorzubehalten und bei dem inneren und duBeren Pro-
dukt iiberhaupt nicht von Produkten zu sprechen, sondern andere Be-
nennungen zu wahlen.
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ist A, alternierend, so ist

Aj=o0;
wie schon bemerkt, verschwindet hier jeder Summand fiir sich.
Fiir den ¢-Tensor ist

0;; = 3.
Damit sind wir mit den Grundlagen der allgemeinen Tensoralgebra
fertig. Was wir noch zu behandeln haben, sind Erginzungen und
Sonderfille. Neue Rechenoperationen brauchen wir nicht mehr
einfiihren.

Ein Sonderfall der Verjiingung ist die Uberschiebung. Wenn
der vorgelegte Tensor ein Produkt ist und die Indizes, nach denen
verjilingt wird, aus verschiedenen Faktoren stammen, dann spricht
man von einer Uberschiebung der beiden Tensoren nach den
beiden Indizes ,,so und so’. Setzen wir z. B. in (10, 20) [ =7,
so ist das eine Uberschiebung von 4,;; und B,; nach § und /.
Das Resultat ist ein Tensor dritter Stufe

Diyn=~Cijrn; = Aijx Baj

Das innere Produkt zweier Vektoren (§6) ist mit der Uber-
schiebung der beiden Vektoren identisch.

Man kann auch umgekehrt die Verjlingung als Sonderfall
der Uberschiebung auffassen, wenn man den 6&-Tensor zu Hilfe
nimmt. In der Tat ist '

Oixdije=Aiji
die linke Seite ist eine Uberschiebung der beiden Tensoren 4, ,
und A4;;; nach den Indizes p, § und ¢, £ Ebenso ist
0;;4; B; = A4, B, (10, 22)
und
0,54, A, =4, 4;, = A% (10, 23)

Wegen dieser Beziehungen bezeichnet man den J-Tensor auch
als Maptensor; (10, 23) gibt die Norm (Lingenquadrat) eines
Vektors, (10, 22) bestimmt den Winkel der beiden Vektoren A,
und B,. Lingen und Winkel sind aber, wie wir schon bemerkten,
die fundamentalen Invarianten der metrischen Geometrie.l-
Zur Ubersicht stellen wir die hiufigsten Uberschiebungen

1 Die Bezeichnung MaBtensor stammt aus der Riemannschen Geometrie,
vgl. Abschn. II.

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 5
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zusammen, wobel wir statt ,, Tensor m-ter Stufe‘‘ kurz ,, Tensor ()

schreiben:
a) Vektor - Vektor = Skalar

A;B; =R,
b) Tensor (2) - Vektor = Vektor:
A, By=R; oder A;; B; =S,
c¢) Tensor (z)- Vektor - Vektor = Skalar
A;xB;Cr, =R oder A;,.B,C,=S5,
d) Tensor (2) - Tensor (2) = Tensor (2)
AixBay =Ry, AixBii=S54, AixBa=Ti, AixBi—= Ui
e) Tensor (2) zweimal iiberschoben mit Tensor (2) = Skalar
AseBix =R, A;xByi= S,
f) Tensor (3) « Vektor = Tensor (2)
Ay B = Ry, Airi By =Siu, 4dim B; =Tip
g) Tensor (3) + Vektor - Vektor = Vektor
A1 B Ci=R;, A1 B, Cpy =S, usw.
h) Tensor (3) - Tensor (2) = Tensor (3)
Aikl_Bih = Ryp usw.
i) Tensor (3) zweimal tiberschoben mit Tensor (2) = Vektor
AigiBin =Ry, AiniBri =S, Aipi By =T, usw.
j) Tensor (3)- Vektor - Vektor - Vektor = Skalar
A;xiB;Cio Dy =R, A;3,;B;C; D, =38, usw.

§ 11. Der &-Tensor und das duBere Produkt
von Vektoren.

Von den am Ende von § 10 zusammengestellten Uberschie-
bungen von Tensoren interessiert uns besonders ein Sonderfall
der unter g) erwahnten Verkniipfung, diemit Hilfe eines Tensors
dritter Stufe zwei Vektoren A; und B; einen dritten Vektor C;
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zuordnet, den wir als das dufere Produkt von A, und B, bezeichnen.
Eine solche Zuordnung dreier Vektoren tritt in der Physik hiufig
auf, z. B.:
Kraft—Hebelarm—Drehmoment,
Strom-—Magnetfeldstirke—Kraft,

Kreiselachse—Kraft— Prizession.

Wir versuchen nun, einen Tensor dritter Stufe durch die Be-
dingung zu bestimmen, dall zwei beliebigen Vektoren 4; und B;
ein dritter Vektor C; zugeordnet werden soll, der
auf den beiden gegebenen senkrecht steht (Abb. 24).
Die GroBe und Orientierung des entstehenden Vek-
tors lassen wir vorlaufig offen.

Den Tensor, der diese Verkniipfung vermittelt,
nennen wir e-Tensor und bezeichnen ihn mit &;;.
Es ist dann

C; =¢;;,A4; By (11, 01)

und
A;C;,=B,C;=o. (11, 02)

Aus diesen beiden Gleichungen berechnen wir
Cs= —} (A, Gy + 4, Cy),
3
bzw.
Cs= —% (Bl Ci+ B, Cy).
3
Daraus folgt durch Elimination von C,
By (A4, Cy1 4 4, Cy) = 45 (B, C, + B, Ce)
oder, nach den Koordinaten von C; geordnet:
Co(Ay By— A3 By) = Cy (43 B; — Ay By).

In gleicher Weise erhalten wir durch Elimination von C,
aus (11, 02)
C3(Ay By — A3 By) = C, (4, B, — 4, B)).

Wir kénnen die beiden letzten Gleichungen in der Form

G _ Ca _ Cs
A2BS—A3B2 o ASBI—‘—‘AIBS o A1B2_‘A2B:

=4 (11, 03)

5.
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zusammenfassen. Wir setzen jetzt A = 1 und verfiigen damit iiber
die Linge von C,. Wir werden sehen, daf diese Festsetzung be-
wirkt, daB C; ein Einsvektor wird, wenn 4; und B, aufeinander
senkrecht stehende Einsvektoren sind. Es ist dann

Cy=4,B;— 4; B,,
Co=43 B, — 4, By, (x1, 04)
C;=A4,B,— 4, B,.
Nach (11, ox) ist aber
C,=¢em 4y By -+ €135 4y By + €354, By +
+ €121 Ay By + €122 Ay By + €153 45 By +
+ €151 A3 By + €130 A3 By + €153 43 B

Durch Vergleich mit (1x, 04) finden wir:

€111 == €112 = €113 = €191 = €199 = 131 = E133 = O,

€193 = I, &30 = —1I.

In gleicher Weise finden wir durch Berechnung von C, und C,
die anderen Koordinaten des e-Tensors, die bis auf je zwei eben-
falls alle verschwinden. Es verbleiben insgesamt die folgenden,
von o verschiedenen Koordinaten:

€123 = €931 — €312 = T,
} (11, 05)
8132 = €321 = Ea13 = — L.
Der e-Tensor hat 27 Koordinaten ¢;;,, die wir in einem rdumlichen
Schema anordnen kénnen, das wir uns in seinen drei Schichten
nebeneinandergestellt darstellen:

1= 7 = 7 =
|1 2 3 | 1 2 3 |1 2 3
j=1lo o o {=1] o o 1 j=1|lo—1 o
2o o—1 2| o o o 2]l o o
30 1 o 3|—1 o o 3lo o o
k=1 k=2 k=3

Man kann sich die Werte nach folgender Regel leicht merken:
Es ist
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€5 =20 fir zwei beliebige gleiche Indizes

=1 fiir lauter verschiedene Indizes.in
gerader Permutation (I)
€;5x = —1 fiir lauter verschiedene Indizes in

ungerader Permutation.

Wir haben damit die Koordinaten des &-Tensors berechnet,
allerdings fiirs erste auf eine recht primitive Weise, durch die auch
noch gar nicht nachgewiesen ist, daB es sich wirklich um einen
Tensor handelt, also um ein System von Zahlen, das dem Trans-
formationsgesetz geniigt.

Es gibt aber eine andere, allgemeine Darstellung des &e-Tensors,
aus der sich der Tensorcharakter unmittelbar erkennen liBt, und
die wir jetzt herleiten wollen. Die oben gegebene Regel (I) zur
Bestimmung der Werte von &,,, zeigt eine auffallende Ahnlich-
keit mit gewissen einfachen Eigenschaften der Determinanten. So
verschwindet eine Determinante, wenn zwei Reihen (Zeilen oder
Spalten) einander gleich sind, und dndert ihr Vorzeichen, wenn
man zwei Reihen vertauscht. Genau so verhilt sich aber der
e-Tensor, wenn wir statt ,,Reihen” ,,Indizes’* sagen. Es wird also
mdglich sein, den &-Tensor durch eine dreireihige Determinante
darzustellen, deren Zeilen oder Spalten durch die Indizes 77 %
unterschieden sind und die den Wert 1 annimmt, wenn (¢, §, k) =
= (1, 2, 3) ist. Die einfachste derartige Determinante ist

015 015 Oy
Eigx=|0as 05 Oz (11, 06)
Oy; O35 Osi

DaB diese Beziehung numerisch richtig ist, 148t sich an Hand
der Regel (I) sofort nachweisen, denn die Determinante auf der
rechten Seite von (II, 06) geniigt ebenfalls dieser Regel. Aber
auch (11, 06) ist noch keine tensorielle, d.h. vom Koordi-
natensystem unabhingige Darstellung von g, Wir kénnen

! DaB (11,06) nicht unabhingig vom Koordinatensystem ist, folgt
daraus, daB in (11, 06) spezielle Koordinaten des 6-Tensors vorkommen.
Denn wenn 2. B. A;,, ein Tensor ist, so muB A4,,, deshalb noch kein
Tensor sein.
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nun die in den einzelnen Zeilen der Determinante (11, 06) stehen-
den Koordinaten ¢;; als Koordinaten der MaBvektoren des
Koordinatensystems ansehen, d.h. des normierten Dreibeins,
dessen Vektoren nach Richtung und Orientierung mit den Achsen
des Koordinatensystems {ibereinstimmen. Wir versuchen, dieses
Dreibein in (11, 06) durch ein allgemeines positiv orientiertes

. ook
normiertes Dreibein ¢; zu ersetzen:

1 1 1
e, ¢ e
2 2 2
I . II, O

ik e; e,. ek ( 7)
3 3
%

In der Tat konnen wir nach (g, o1) auch

A1 @z 43

Eijk =|qj1 @iz Qg (11, 08)

Ax1 Ake A3

schreiben, wobei die «;; die Koeffizienten der eigentlich ortho-
gonalen Transformation sind, die das gegebene Koordinaten-
system in ein System x, iiberfiihrt, dessen Achsen mit dem Drei-

bein ¢; iibereinstimmen (vgl. die Abb. 11 und 23). Daraus folgt
aber sofort ¢, — 1, das Bestehen der Regel (I) und damit auch
die Richtigkeit von (11, 07). Diese als allgemeine Definition des
&-Tensors anzusehende Gleichung 1t auch den Tensorcharakter
der ¢,;, unmittelbar erkennen, da ja, wenn wir die Determinante
in bekannter Weise entwickeln, rechts eine Summe von allgemeinen
Produkten von je drei Vektoren, also ein Tensor dritter Stufe
steht.
Aus (11, 07) und einfachen Eigenschaften der Determinanten
folgen die Relationen
ik = Eini = Exij = — Eini = —Ekji = —&in (IT, 09)
die fiir das praktische Rechnen wichtig sind und zeigen, daB der

&-Tensor in allen drei Indexpaaren.alternierend ist. So lat sich
z. B. (11, 04) in folgenden Formen schreiben
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Ci==¢;145Br =¢j1:4; By = €145 A3 By = — 8533 4; By =
=—¢p;:d; By =—¢8;,1 4; By
Der erste, zweite und vierte Ausdruck haben die Form
Ci=¢;:4; By (11, 10)
bzw.
Ci=—¢;Bs 4y, (11, II)

d. h. eine Vertauschung der Vektoren 4, und B, in (11, 0o4) be-
wirkt eine Anderung des Vorzeichens (der Orientierung) von C,.

Wir gehen jetzt an die Berechnung der Linge des Vektors C,,
tiber die wir durch die Festsetzung A = 1 verfiigt haben, und tiber-
schieben (11, 04) oder besser (11, 10) mit C;. Es folgt unter Be-
niitzung von (II, 06)

CpCr=2¢;;: A; B; Cp, =
0,:4; 61, B; 61ka 4, B, C1|

= 6212Ai 62:‘31 62ka A2 Bz Cz

| 0giA;i 055 B; 031 Cr| [As By Gy

oder
A, 4, A |
C*=C,C,=|B, B, B, (11, 12)
C, C C4

d.h. C? ist gleich dem Volumen des Parallelepipeds, dessen
Kanten mit den Vektoren 4,, B; und C, nach Linge und Richtung
iibereinstimmen. Nach Abb. 22 ist dieses Volumen aber gleich
A-B-sin$-C, da C; auf 4; und B; senkrecht steht und ¢ der
Winkel zwischen 4, und B; ist. Also ist! .

C—=A-B-sind, o<®=mnl|. (11, 13)

Da ferner die Determinante (11, 12) sicher nicht negativ ist,
stimmt die Orientierung des Dreibeins 4;, B;, C; (in dieser Reihen-
folge der Vektoren) mit der des Koordinatensystems iiberein, ist
also ebenfalls positiv (die- Drehung von A, in die Richtung B,,

1 Rechnet man C2 = C; C, nach (11, 04) aus, so gelangt man ohne
sonderliche Schwierigkeit zu C? = A2 B2 — (4, B;)? = A2 B? (1 — cos?#),
also ebenfalls zu (11, 13).
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verbunden mit einem Fortschreiten in der Richtung C, gibt die
Bewegung einer Rechtsschraube). Es gilt also:

Das dupfere Produkt zweier Vektoren A; und B, ist ein Vektor C,,
dessen Linge gleich dem Inhalt des Parallelogramms mit den Seiten
A; und B, ist, dessen Richtung senkvecht zu der durch A; und B;
bestimmten Ebenenstellung verliuft und dessen Orientierung dadurch
festgelegt ist, daf A,, B; und C; in dieser Reihenfolge ein positiv
orientiertes Dretbein bilden.

Aus dieser Definition folgt, daB das duBlere Produkt C; nicht
nur verschwindet, wenn A, oder B, der Nullvektor ist, sondern vor
allem auch, wenn & = o0 oder = ist, d.h. wenn A; und B,
kollinear sind.

Symbolisch schreibt man an Stelle von (11, or1)

C=[UDB] oder €E=UA X B.

Die wie immer durch Einfithrung von Symbolen erzielbare ein-
fachere Schreibweise bringt aber den eigentlichen Inhalt der Ver-
kniipfung nicht zum Ausdruck; das Symbol ist nur zusammen mit
seiner Definition verstindlich, so da3 nur scheinbar ein Gewinn
vorliegt.

Wir haben bisher -vorausgesetzt, daBl wir positiv orientierte
Koordinatensysteme und Dreibeine verwenden. Wir lassen nun
diese Voraussetzung fallen und nehmen an, das gegebene Koordi-
natensystem sei ein Linkssystem. Dann werden die in (11, 08)
auftretenden Transformationskoeffizienten nur dann die einer
eigentlich orthogonalen Transformation sein, wenn auch das Drei-

bein-é,- negativ, d. h. ebenso wie die Koordinatenachsen orientiert
ist. Die beiden Determinanten (11, 06) und (11, 08) stimmen
iiberein. Wenn wir aber, wie wir das im folgenden immer tun

wollen, annehmen, da8 das Dreibein éi positiv orientiert ist, dann
miissen wir in (11, 06) vor die Determinante den Faktor —1
setzen, damit der e-Tensor in beiden Fillen richtig definiert ist.
Dann ist aber in der Regel (I) +1 und —1 zu vertauschen, da
die Koordinaten des e-Tensors in einem Linkssystem enfgegen-
gesetzte Vorzeichen haben wie in einem Rechtssystem.! Dasselbe

1 Hier liegt der Grund fiir die vielen Debatten und MiBverstindnisse,
die seinerzeit rund um das AuBere Produkt entstanden sind und die zu
dem vollendeten, leider bis heute nicht véllig ausgemerzten Unsinn einer
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wire der Fall, wenn wir in einem Rechtssystem den e-Tensor
durch ein negativ orientiertes Dreibein definierten. Der Vektor C;
wire dann (natiirlich auch in einem Linkssystem) entgegengesetzt
orientiert wie bisher.

Zu drei beliebigen Vektoren 4;, B, und C; 148t sich mit Hilfe
des e-Tensors die Invariante

Al A2 A3
V:'siikAiBjCk: Bl B2 B3
Cl C2 C3

bilden. V ist das Volumen des Parallelepipeds mit den Kanten
A;, B; und C,, ist positiv oder negativ, je nachdem das Dreibein
A;, B; und C; positiv oder negativ orientiert ist, und es ist ' = o,
wenn die Vektoren komplanar sind und daher gar kein Dreibein
bilden. ’

Symbolisch geschrieben lautet ¢;;, 4; B; C;, wenn man nicht
wieder ein neues Symbol, etwa (U B €) einfithren will,

V=[AB]C=[BC]A=[CAIB=UBC] =B CUA =
=G [% B).

Die Gleichberechtigung der drei. Vektoren wird an dieser Schreib-
weise nicht ersichtlich, dafiir hat man aber sechs formal ver-
schiedene Ausdriicke fiir denselben Skalar V.

Wir gehen nun daran, einige wichtige Formeln fiir den e-

Unterscheidung von polaren und axialen Vektoren gefiilhrt haben; der
axiale Vektor wechselt seine Orientierung bei einer Umlegung des
Koordinatensystems — es ist bezeichnend, daB so etwas Leuten passieren
konnte, die dann so viel von der ,,Unabhéngigkeit vom Koordinatensystem*
redeten. Die Ursache war, daB man urspriinglich die Gleichungen (11, 04)
zur Definition des duBeren Produktes beniitzte, aber dabei iibersah, daB
diese Gleichungen gegen Umlegungen nicht invariant sind, bei denen eben
ein Faktor — 1 rechts oder links anzubringen ist. Anders ist es natiir-
lich, wenn wir Punkttransformationen im Raum betrachten, also z. B.
in (9, 06) #; und #; nicht als Koordinaten desselbern PunkteS in bezug auf
zwei verschiedene Koordinatensysteme deuten, sondern als Koordinaten
zweier, im allgemeinen verschiedener Punkte in bezug auf ein und dasselbe
Koordinatensystem. Ist (9, 06) dann eine Umlegung, so kehrt sich die
Orientierung jedes Dreibeins um, ausgenommen natirlich die des Drei-
beins: der MaBvektoren des Koordinatensystems.
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Tensor abzuleiten. Zunichst bilden wir durch Multiplikation den
Tensor sechster Stufe:

1 1 1 1 1 1

el 8]. ek ep eq er

. . 2 2 2 2 2
Eiik€pgr = € € €, €, € &€
3 3 3 3 3 3
ei ej ek e” e' 3'

Multiplizieren wir die beiden Determinanten durch Kombination
von Spalten mit Spalten, so folgt

Ek  kk k&K
ee, €€, ¢ge,
Gikboar =|6 ¢ Lo b2
A 3 q Ir
[ 3 11 11
ee. ee, €€

oder wegen (9, 06)

6:'13 6:‘« 6:‘1‘
EiikEpar = | Ojp 61« Ojr |» (11, 14)
6’61’ 6’60 6’61‘

ein recht bemerkenswerter Zusammenhang zwischen e-Tensor und
o0-Tensor. Wir setzen nun in (11, 14) # = k und erhalten fiir diese
Uberschiebung des &-Tensors mit ‘sich selbst

61‘1: 6:’ q 6I'k 6:’1} 6:'11 6:‘70
&k Epar =] 0jp 0i¢ 051 = |0;5 0;, 05y
6kz) 6kﬂ akk akp 6kq 3

Entwickeln wir die letzte- Determinante nach der dritten Zeile,
von rechts beginnend, so finden wir

sia‘kswak:3(6ibéia_"‘oia6ip)_‘6ka(6ip6ik“6ik6iﬂ)+
F0kp (i g 055 — 052 05 o).
=3(0ip 05— 0i 0;) — (8;,0;,— 0:40;5) —
—(0ip05,— 0;40;5),

also

EiikEpar = 0;p0jq— 0;40;, (11, 15)
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Diese Formel ist eine der wichtigsten der ganzen Tensorrechnung.
Wir konnen sie auch in der Form

61'1) 6-‘«
69‘1» 6:‘(1
schreiben. Die Determinante stimmt mit der zweireihigen Unter-
determinante links oben in (11, 14) iiberein.

Wegen (11, 09) 148t sich (11, 15) in mehreren verschiedenen,

aber vollig gleichwertigen Formen schreiben, die sich durch die
Stellung der Summationsindizes unterscheiden. Jedenfalls - gilt

(11, 16)

Eijk€pak =

€iik€pqr —€ikiCrka — Eriirow

so daB man sich als einfache Grundregel merken kann, daB (11, 15)
richtig bleibt, wenn die beiden Summationsindizes an gleichen
Stellen in den beiden e-Tensoren stehen; alle anderen Stellungen
der Summationsindizes kann man dann durch eine oder zwei Ver-
tauschungen auf eine der drei obigen Stellungen zuriickfiihren;
je nachdem erscheint dann rechts ein Minuszeichen oder nicht.
Die Verteilung der freien Indizes auf der rechten Seite von
(11, 15) merkt man sich am besten mittels der Determinante
(11, 16) oder aber nach dem Schema

yﬁ
|

]
i
[
p
in dem in der ersten Zeile die freien Indizes des ersten, in der
zweiten Zeile die des zweiten s-Tensors angeschrieben sind; die
Indizes der d-Tensoren des ersten Gliedes von (11, 15) stehen
untereinander (ausgezogene Linien), die des zweiten Gliedes
diagonal (punktierte Linien).
Die Formel (11, 15) enthilt den sogenannten Entwicklungssatz,
der symbolisch geschrieben

([(AB]E] = (UC) B— (BE) A (11, 17)

lautet. Die linke Seite ist das duBere Produkt der zwei Vektoren
[A B] und €, der eine Faktor ist also selbst ein duBeres Produkt.
In unserer Schreibweise ist das:
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Eijk (eihlAhBl) Ck = (6“ 6kl'—6j16kh) Ah Blck ==
= (Ak Ck) B, — (Bk Ck) Ai:

wobei wir die Klammern im ersten und letzten Ausdruck nur des
besseren Vergleiches mit (11, 17) halber gesetzt haben; sie sind
tiberfliissig, da durch die Indizes allein ausgedriickt ist, wie die
Faktoren zusammengehéren, d. h. wo Uberschiebungen auftreten.
Auch die Formel
[UAB] [ED] = (UC) (BD) — AD) (BE)
ist in unserer Schreibweise eine einfache Folge von (11, 15),
nidmlich
ijk Aj Breini CaDy= (05051 — 0;,0x4) 4; B, C, Dy =
, =4,;C;B,D,—A;D; B, C,.
Dasselbe gilt fiir die Formel
[AB][ED]]=AECED)B—(BED)Y,
die wir
Eisk EinrAn B181pg Cp Dy = —(0in 01— 01 0p) €19 An B1C, Dy =
= (A3 B;— A4; By) €4,5,C, D,

schreiben; es gibt noch eine zweite Form, wenn wir &;;; €554
zusammenfassen, woraus
(0ip0jq—0iq0ip) e An BiCy Dy = (C; D;— C; Dy) 53, 43, By

folgt. Man kann daraus, da 4,, B;, C; und D, willkiirliche Vektoren
sind, schlieBen, daB

€ijk€inErpq = (0i3 Oxn— 0in Oxy) Skmq}
= (0:p 0 q—0: 4 0;5) &1
ist, was aber im wesentlichen mit einer Uberschiebung beider
Seiten von (11, 15) z. B. mit ¢;,, iibereinstimmt.

Setzen wir in (11, 14) nicht nur 7 = %, sondern auch ¢ =7
(zweifache Uberschiebung), so folgt aus (11, 15)

(11, 18)

€iik€pik = 0ip 0j;— 0;;0;,= 3 0;,— 0, ,,
also
EiikEpik = 2 Ojp. (11, 19)
Setzen wir auch noch $ = ¢ (dreifache Uberschiebung), so erhalten
wir die Invariante '
Eiix€ijr=0. (11, 20)
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Eine weitere Folge aus (11, 15) ist:
EijkEpak T EipkEigh T Epik€iqr = O (11, 21)

(man beachte die ,,zyklische* Vertauschung der Indizes ijp —
— {pi — pij!), die sich durch Einsetzen von (11, 15) unmittelbar
nachrechnen 146t.

Als Anwendungsbeispiel wollen wir die Drehung eines starren
Koérpers um eine feste Achse behandeln (Abb. 25). Die Achse sei
durch einen Punkt P mit dem Ortsvektor p; und die Richtung e,
gegeben, wobei wir ¢; als Einsvektor,
also ¢;¢; =1 annehmen. Die Orien-
tierung von ¢; sei so gewahlt, daB sie zu-
sammen mit der Drehung eine Rechts-
schraube ergibt. Der Drehwinkel sei .
Ein beliebiger, nicht auf der Drehachse
gelegener Punkt Q des Korpers geht
_durch die Drehung in einen anderen
Punkt R iiber, durch die Drehung wird
also dem Vektor X; mit dem Anfangs-
punkt P und dem Endpunkt Q ein Vek-
tor Y, eindeutig zugeordnet, dessen An-
fangspunkt wieder P und dessen End- Abb. 25.
punkt R ist. Fir den Sonderfall
p; =0, e;=0;5; haben wir die Aufgabe im zweiten Beispiel
des § 8 gelost.

Bezeichnen wir mit X; und Y, die Komponenten von X; und
Y, in der zu ¢; senkrechten Ebenenstellung (ist S die orthogonale
Projektion von Q und R auf die Achse, so haben X; und Y, die
Endpunkte Q und R, wenn wir ihre Anfangspunkte nach S legen),

so geht X, durch die Drehung in Y, iiber und wir kénnen fol-
gende Bedingungen aufstellen:

1. Die Lingen von Vektoren bleiben bei der Drehung un-
geindert, d. h.:

X=Y und X=Y.
2. Die Projektionen von X; und Y, auf die Achse sind gleich
lang (gleich der Strecke PS), d.h.:
X, e;,=Y;e,
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3. Der Drehwinkel ist &, was wir durch
X; 17,~ = X Y cos & (11, 22)
zum Ausdruck bringen.
Unsere Aufgabe ist es, Y, als Funktion von X; zu bestimmen.
Wir kénnen aus den Vektoren ¢; und 5(,- durch Hinzufiigen des

Vektors &, ¢; X, ein orthogonales Dreibein bilden, in dem dann
Y; durch geeignete skalare Faktoren a, b, ¢ darstellbar sein
mul}:

Yi=aX,+be,+ceype; Xy (11, 23)
Nach (7, 10) ist .
X,=X,—X;e¢, (11, 24)
Zunichst ist
a = cos &, (11, 25)

da nach (11, 22) a X, die Projektion von Y, auf die Richtung
von X, ist. Die dazu senkrechte Komponente von Y, ist der
letzte Summand in (11, 23), wobei

¢ = sin ¢ (11, 26)

ist. Wegen (11, 24) ist ferner
Eijr € Xy = 6556 (X — Xnep &) =
:gijkerk:—ei"kaek (II, 27)

und schlieBlich ist

b= X, ¢ (11, 28)
die Linge der Projektion von X, auf die Richtung e¢,. Tragen
wir (11, 24) bis (11, 28) in (11, 23) ein, so folgt
Y, =¢6; X;+ (X;—e;6; X;) cos d—eg; X, e, 5in & (11, 29)
- Die Zuordnung der Vektoren Y,; zu den Vektoren X,
die durch das mechanische Objekt des um eine feste Achse dreh-

baren starren Korpers gegeben ist, findet ihren mathematischen
Ausdruck in dem Drehtensor

LD,-,-:ei e;+ (0;;—ege5) cos & —eg;ipepsind |, (11, 30)
der aus (11, 29) unmittelbar abzulesen ist; Uberschiebung von
cos? (X, —X;e;6) + ¢;¢; X;— &5 X, ¢, sind
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(x1, 30) mit X; gibt wieder (11, 29). In Matrizenform geschrieben,
lautet (11, 30):

a -+ be,? beyea—cey beyestcey
D;j=|beeg+ceg a-dbet beyeg—cey |, (11,31)
bejeg—ce, begeg+ce, a4 begd

wo zur Abkiirzung @ = cos®, b = 1 —cos ¥, ¢ = sin? gesetzt ist.
Setzt man hier noch e; = cos &, ¢, = cos f§, 3 = cos y, so kommt
man zu der Gestalt, in der man frither die Formeln fiir die Drehung
eines starren Korpers hergeleitet und geschrieben hat. Nicht
nur die viel einfachere Gestalt (11, 30), sondern auch die Her-
leitung, die wir in aller Ausfiihrlichkeit wiedergegeben haben,
zeigen die Vorteile der tensoriellen Methoden besonders deutlich.

Fiir den in § 8 behandelten Sonderfall e; = d,; wird (11, 30)

D;; = 6;5c08 & + dg; 035 (1 — cos B) — &;54 sin 3,
wihrend (11, 31) in (8, o5) iibergeht.
Die Drehung eines Koordinatensystems, also die orthogonale

Transformation

X = a5 % (11, 32)
mit

@;j @ = iy (11, 33)
mufl mit (II, 29) jedenfalls in engem Zusammenhang stehen.
Deuten wir sie nicht als Koordinaten-, sondern als Vektortrans-
formation

Y, =a; X, (11, 34)

so mul} sie mit (11, 29) {iberhaupt identisch sein. Wir stellen
zunichst fest, daBl (11, 29) ebenso wie (11, 32) oder (1%, 34) von
drei Parametern abhingt. Das folgt einerseits daraus, daB die
Drehungsgruppe dreigliedrig ist (§ 9); anderseits hiangt (11, 29)
von dem Parameter ¢ und den Koordinaten des Vektors ¢; ab,
zwischen denen aber die Relation e, ¢; = 1 besteht, so dal nur
zwei davon willkiirlich sind. Der Nachweis ist vollstindig, wenn
wir zeigen, da der Drehtensor D;; den zu (11, 33) analogen
Relationen :

DDy = 04 (11, 35)

gentigt. Wir erhalten aus (11, 30):
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D;;D;p=1[06;;cos®+ e;e;(1—cosP) —e;;e,sin 3] - [§;,cos ¥+
+ e, ep (I —cos ¥) — ;4 ¢, sin 9],
=10,;0;,C08* 3+ ¢; ¢, (T —cos P) cos &+ ¢, ¢ (I—
—cos ) cos & + ¢; e, (1 — cos #)2 4
F (8 01— 0;10x1) €r €y sin® B,
=0;,cos? B+ e;e, (1—cos?B) 4 §; ,sin2 P —¢; e, sin% & =
= 0jn
was zu beweisen war. Wir haben bei der Rechnung neben (11, 15)
noch d;;e;¢; =¢;¢;, =1 und ¢;,,¢; ¢, = 0 beniitzt. Es miissen
sich aber auch umgekehrt bei gegebenen D;; = a;; die Richtung ¢,
der Drehachse und der Drehwinkel # berechnen lassen, wenn
nur (11, 35) gilt. Die Verjlingung des Tensors D;; liefert

D;;=3cos # -+ (1—cos¥) =1+ 2cos 3,
also

I
cos & = >y (Di; — 1), (x1, 36)

wihrend die Uberschiebung von (11, 30) mit ¢;;, wegen (11, 19)

Eijn Dii = — 2 6kh €k sin ?9,
also

en=——_—a €ijinDij (11, 37)

liefert. Man erhilt also aus (11, 36) den Drehwinkel ©# und dann
aus (11, 37) den Vektor ¢;; man sieht, daB die Orientierung
von ¢; durch das Vorzeichen von & gegeben ist; ersetzen wir 9
durch — & (Riickdrehung), so kehrt sich die Orientierung von e;
um. Wir werden in § 13 auf den Skalar D;; und den Vektor
&5 D;; noch von allgemeineren Gesichtspunkten aus, namlich
fiir beliebige Tensoren D,;, zuriickkommen.

Ist der Drehwinkel & so klein, daB wir im Rahmen der gerade
geforderten Genauigkeit

cos?P =1, sind =72
setzen koénnen, so geht (11, 30) iiber in
D;;=10;;—¢;;16 9. (11, 38)
Uberschiebung mit X; gibt
Yi=Dy Xy =X, — &1 X; 6, 9.
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Setzen wir hier noch

¢; % = D; (11, 39)
und
Y, — X, =dX, (11, 40)
so folgt
aX; =¢;;: D; Xy (11, 41)

als Ausdruck der infinitesimalen Drehung, die in erster An-
niherung! die Anderung dX,; des Vektors X; bei einer
Drehung durch den kleinen Winkel & angibt. Der Vektor D;
heiBt Drehvekior der infinitesimalen Drehung, er gibt wie ¢;
die Richtung der Drehachse an, wihrend seine Léinge nach
(1, 39) mit dem Drehwinkel ¢ iibereinstimmt. 4X; steht dabei
auf D, und X, senkrecht.

Aufgaben.

1. Es ist die Fliche des durch die Punkte a;, = (1, 2, 1), b; = (2, 7, 5)
und ¢; = (5, 4, 2) bestimmten Dreiecks zu berechnen.

2. Es ist der Inhalt des Tetraeders mit den Eckpunkten a; = (1, 2, 3),
b;= (1,—2,5), ¢;= (—4,—3,7), d;= (2, 2, —5) zu berechnen.

3. Esist die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch die Punkte a,,
b; und ¢; bestimmt ist.

Speziell: a; = (1, 2, 4), b; = (2,3, —1),¢; = (3,8, —7).

4. Es ist der Winkel der beiden Ebenen x; a;, = ¢, und #,b; = ¢, an-
zugeben. Welche Bedingung ist erfiillt, wenn a) die Ebenen aufeinander
senkrecht stehen, b) parallel sind?

5. Der Abstand der Geraden x; = a; + p,# und ¥»;=b; + q;v ist
zu bestimmen. Welche Bedingung ist erfiillt, a) wenn sich die beiden
Geraden schneiden, b) wenn sie parallel sind? ¢) Wie ist der Schnittwinkel

1 Eine Funktion f(#) der unabhingigen Variablen » wird in der
Umgebung eines Punktes #, durch die Taylorreihe
(r—p)?
1) =1 (F) + (% — ) (%) + =5 1"(%) + - -
wiedergegeben. Die Anderung f(x) — f(#,) der Funktion ist bei kleinem
dx = % — %, in erster Annaherung durch

af(x) = (%) dx

gegeben. Geometrisch heit das, daB die Kurve y = f(¥) in der
Umgebung des Punktes x, y,= f(#,) durch die Tangente y —y,=
= f'(%) (¥ — x,) ersetzt wird. (11, 41) entspricht dem obigen Ausdruck
fir das Differential df(x) fir ;= o0 und » = .

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. [
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zu bestimmen? d) Welchen Wert hat der Parameter » im Anfangspunkt
von d;?

Speziell: Es ist der Abstand der Geraden durch m;= (7, 5, 4) und
n; = (6, 5, 6) von der Geraden durch s; = (5, —2, —3) und #, = (—1o,
7, 15) zu bestimmen.

6. Es ist der Abstand der Schnittgeraden der beiden Ebenen x; a, = ¢
und #;b, = %k vom Ursprung zu bestimmen.

7. Durch einen Punkt p, ist eine Gerade zu legen, die zwei gegebene
Gerade »; = a; + m; u und x; = b; + m; v schneidet.

§ 12. Reziproke Dreibeine.

Wir kniipfen an die Darstellung (4, 08) eines Vektors D,
im Dreibein 4,, B;, C; an, nimlich
D,=24,+uB,+ vC, (12, or)
Wir sind jetzt in der Lage, die Skalare 4, x4, v zu berechnen und
damit die Zerlegung eines Vektors nach den Richtungen dreier
gegebener Vektoren durchzufithren. Ersetzen wir in (12, ox) den
Index p der Reihe nach durch 7, §, £ und iiberschieben wir die
drei so entstehenden Gleichungen der Reihe nach mit ¢;;; B; Cy,
gixA; Cp und &;;, A; B3 so folgt:
Aeijn A B; Cp = &5, D; B; Cy,
peijrd; BiCp=2¢;,4: D; Cy, (12, 02)
v di BjCp = €51 A B; Dy

Der Faktor von 4, u, » links ist in allen drei Gleichungen
derselbe, ndmlich nach (11, 12) das Volumen des durch das Drei-
bein A4; B, C; aufgespannten Parallelepipeds, das sicher von

1 Der Gedanke, der zu diesen Uberschiebungen fiihrt, ist folgender-
maBen: Wenn wir aus (12, o1) eine der Unbekannten, z. B. v eliminieren
wollen, so geniigt es, die.Gleichung mit einem auf C, senkrechten, aber
sonst beliebigen Vektor X, 4= o zu iiberschieben. Dasselbe erreicht man,

wenn man statt des Vektors X, einen beliebigen Tensor X, ... ver-
wendet, fiir den nur C,, X,...=o git. Ein solcher Tensor ist z. B.
Xpq = epqr Cr

Wir konnen mit einer Uberschiebung auch gleich zwei Unbekannte eli-
minieren, z. B. 4 und », wenn wir dazu einen Vektor verwenden, der
sowohl auf B, wie auch auf C, senkrecht steht; ein solcher Vektor ist
aber Epqr B, C,.
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Null verschieden ist, wihrend rechts die Volumina der Parallele-
pipede stehen, die sich ergeben, wenn man jeweils einen der
drei Vektoren des Dreibeins durch den Vektor D, ersetzt. Vom
algebraischen Standpunkt ist (12, 02) nichts anderes als die
Auflésung des Systems linearer Gleichungen (12, 0o1) mit den
Unbekannten 4, u, ».

Wir setzen
Ay = GieBiCe
&pqr Ap By Cy
&4, Gy
B = b f (x2, 03)
C, — CundiBi J
epqr Ap Bg Cy

Diese drei Vektoren, die von den gleich bezeichneten Vektoren
(4, 09) natiirlich ginzlich verschieden sind, bilden das zu 4,
B;, C; reziproke oder adjungierie Dreibein. Jeder von ihnen
steht, wie aus (12,03) zu entnehmen ist, auf je zwei Vektoren
des urspriinglichen Dreibeins senkrecht. Wir werden gleich
zeigen, daB sie linear unabhingig sind und daher auch wirklich
ein Dreibein bilden. (12, 02) l4Bt sich mit Hilfe von (12, 03)
einfacher schreiben:

A=A/D;, w=B,/D, v=C/D, (12, 04)'
so daB} aus (12, o1)
D,=4,/D;A,+ B/ D;B,+ C/ D, C, (12, 05)

wird. Damit ist die gesuchte Zerlegung von D; nach den Rich-
tungen A4;, B,;, C, bestimmt.
Aus (12, 03) folgt

Ai Ai, = B1, Bi’ :!Ci C'-l =1,
4; B =A4,C/ =B, C; = B; 4/ =C; 4/ =C; B/ =,

was wir in Matrizenform schreiben kénnen:

A, 4] A4;B/ A, C/ I 00
B;A/ B;By B;C/ |=|0o 1 o} (12, 06)
Crdy CpBy C,Cy 0 0 1

Fir die Determinanten (Volumina) der reziproken Dreibeine
folgt daraus:
6%
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Al A2 A3’ lAll A2’ A3,
B, By B, -|B/ By By
C, Cy G, |c1' Cy Cy

Es kann somit keine der beiden Determinanten Null sein, weil
sonst die andere unendlich wire und daher sind auch 4,, B, C,
linear unabhingig.

=1 (12, 07)

Setzen wir (12, 02) in (12, 0I) ein, so folgt:
DpeijkAiBjCk :sljk (AZIDZ Bf Ck + B’) A‘i D’ Ck + C’)Ai BJDk)t

=D, (eqjxApB;CrA-¢;qxAiByCrte:;,4:B;C,)
oder

85105 AiB;Cy Dy = (€45 0ip+ € g1 0jp+ €14 0kp) A; B;Cy D,
Da hier 4,, B;, C;, D, vollig willkiirliche Vektoren sind, muf}

&i10pg =€qik0ip Tt Eigr Ojp + €154 Okyp (12, 08)

sein. Man kann diese wichtige Relation auch leicht direkt be-

weisen. Sind nimlich zunichst zwei der drei Indizes ¢, §, & gleich,

z. B. 7 =7 (womit aber jetzt nicht gemeint ist, daB in (12, 08)

=74 zu setzen und tiber den doppelten Index zu summieren
ist, sondern nur, daB ¢ und § beide denselben Wert 1, 2 oder 3

haben), so verschwindet die linke Seite von (12, 08) und das

letzte Glied rechts; die beiden anderen Glieder sind

€qi1 0ip + & qx 0sp (nicht summieren iiber ¢!)

unterscheiden sich also nur durch die Stellung der Indizes 7
und ¢ der ¢-Tensoren und sind daher entgegengesetzt gleich.
Sind alle Indizes 7, §, & verschieden, so ist 7, §, £ eine Permutation
von I, 2, 3; ¢ muB dann einer dieser Zahlen gleich sein, z. B.
¢ = 1. Dann stimmt die linke Seite von (12, 08) mit dem ersten
Glied rechts iiberein, wihrend die beiden anderen Glieder ver-
schwinden.

Wir bezeichnen nun die Vektoren des Dreibeins A4,, B;, C;
mit #; (p =1, 2, 3), die des reziproken mit ;. (12, 06) liBt sich
dann in der Form

17,- v, =0p, (12, 09)
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zusammenfassen. Dann gelten aber auch die Gleichungen

; 5, = d,;, (12, 10)

[

die eine gewisse Analogie mit (g9, 03) und (9, 04) aufweisen, aber
etwas allgemeiner sind. Zum Beweis von (I2, 10) setzen wir

zunichst
P D
u, v; = Xy

und tiberschieben mit 1’5,~; es folgt wegen (12, 09)

PP Q ' 14 a a
uivivi:(quvizviinivi

oder
(Xi5— 0:)) gi = 0.
Da die 9; linear unabhingige Vektoren sind, muB aber
X ij = 6“'
sein, womit (12, 10) bewiesen ist. Ist das Dreibein 'ﬁi normiert,
so daf3 (9, 03) und (9, o4) gelten, so zeigt der Vergleich dieser
Relationen mit (12, 09) und (12, 10), dal dann

» P
‘l),-zui

ist, d. h., das reziproke Dreibein stimmt mit dem urspriinglichen
tiberein.

Nach (12, o1) laBt sich jeder Vektor mit Hilfe von drei Skalaren

in einem Dreibein darstellen. Mittels der Bezeichnungen ﬁi, 5,-
148t sich an Stelle von (12, o1)

U; =h ik (12, 11)
schreiben, wobei die Skalare /’l nach (12, 04) durch

pw=U, b; (12, 12)
gegeben sind. Man findet (12, 12) aus (12, 11) durch Uberschie-
bung mit v; unter Beniitzung von (12, 09). Man hitte natiirlich
genau so gut U, im Dreibein 1’;,- darstellen kénnen:

U, =%,

dann wire
» »
’ Vv = U,' ui.
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Diese Darstellung des Vektors durch die Skalare /i bzw. »
unterscheidet sich von der Darstellung durch die Koordinaten
U; dadurch, dal die U; bei einer Bewegung des Koordinaten-
systems entsprechend dem Transformationsgesetz verindert
werden, wihrend die ﬂ und ¥ ungesndert bleiben. Die Trans-

formation verindert nur die Koordinaten der Dreibeine '15,- und
g,-. Wir konnen die Skalare ;1), und » als Koordinaten des Vek-

. . . P » .
tors U; in den durch die Dreibeine #; bzw. v; bestimmten

schiefwinkeligen Koordinatensystemen (in denen die ’Igi bzw. 5,-

die MaBvektoren sind) auffassen und diese Koordinaten bleiben

ungedndert, solange wir die Dreibeine 5,. und 11;,- beibehalten.

Ganz entsprechend lassen sich auch Tensoren m-ter Stufe
mit Hilfe reziproker Dreibeine durch 3™ Skalare darstellen.
Fir m = 2 gilt z. B. eine Darstellung

A4

. P aQ
=4 uv; (12, 13)
g

von A;; durch 32 =g Skalare A. Uberschieben wir (12, 13)
73

mit v; #;, so folgt wegen (12, 09)

Aio';;i&i:A "%iaz’g)iﬁ.’i =A06,,0,,=4
also v Pe "
A =4, 11;11 ’;'Itj' (12, 14)
4’4
Setzt man in (12, 13)
D q
Au;, = w, (12, 15)
so folgt ne
a q
Ay =w; v (12, 16)

d. h., jeder Tensor zweiter Stufe 18t sich als Summe von drei
(allgemeinen) Produkten von je zwei Vektoren darstellen.

Bemerkt sei, dal (12, 13) nicht die einzige Darstellung des

Tensors A;; mit Hilfe der reziproken Dreibeine ;, 1’;’, ist. Man
hitte genau so gut z. B.

' P 4 D Q
A;;=A" u;u; oder 4;,;, =A"v, v,
Pq e
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setzen konnen; die Skalare 4’ und A"’ lassen sich in ganz dhnlicher

Weise berechnen wie (12, 1;44). (I;q, 10) ist eine Darstellung des
MaBtensors d,; die zugehorigen Skalare sind d = 4,, Setzt
man aber v
62‘:}' =0 ﬁi 73’9‘:
2]
so folgt durch Uberschiebung mit v, 9,

o8 r s ,
az‘iviv:i =0V; = o’ 61}76113: 61
pq e
die Skalare sind also hier
, r s
6 =, v,

und stimmen nur bei normierten Dreibeinen mit 6, iiberein.
Allgemein gilt: Jeder Tensor m-ter Stufe 4, ., 1aBt sich
mit Hilfe adjungierter Dreibeine durch 3™ Skalare in der Form

Py P2 P

Ail a0 e im = P1D2...Pm % Uy Wiy o - - Uiy (IZ’ 17)
darstellen, dabei ist _
D1 D2 Py

1Dz Py A= A,,;l e - i V3, 'U,lz P v'im' (IZ, 18)

Ahnliche Darstellungen erhilt man, wenn man in (12, 17) einige
(oder alle) Vektoren i’ii durch Vektoren 5i ersetzt, in (12, 18)

sind dann die entsprechenden Vektoren 31. durch Vektoren 'ﬁi
zu ersetzen. (II, o7) ist eine Darstellung des e-Tensors mit Hilfe
eines normierten Dreibeins, die zugehorigen Skalare sind (héchstens
bis auf das Vorzeichen) numerisch gleich den entsprechenden
Koordinaten des e-Tensors.

Aufgaben.
1. Es ist das zu 4, = (—1, 2, 2), B; = (2, —1, 2) und C,; = (2, 2, —1)
reziproke Dreibein anzugeben.
2. Es ist der Vektor P,= (P;, P,, P;) nach den Richtungen
A;= (—1,1,1), B;= (1, —1, 1), C; = (1, 1, —1) zu zerlegen.

§ 13. Tensoren zweiter Stufe.

Die Tensoren zweiter Stufe sind fiir die Anwendungen von
solcher Bedeutung, daB wir jetzt an eine ausfiihrlichere Behand-
lung ihrer besonderen Eigenschaften gehen wollen. Wir gehen
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dabei aus von der durch den gegebenen Tensor vermittelten
Zuordnung von Vektoren, die wir hier als Abbildung oder Trans-
formation von Vektorriumen auffassen. Es ergeben sich daraus
vollig ungezwungen eine Reihe von fundamentalen Problem-
stellungen, wie z. B. die Bedeutung des Ranges eines Tensors,
der inverse Tensor und die Tensorpotenzen, ferner die Frage
der Eigenldsungen, d. h. der sich selbst entsprechenden Richtungen,
die wieder bei den symmetrischen Tensoren von solcher Wichtig-
keit sind, daBl wir diese in § 14 gesondert behandeln.

Wir beginnen mit einigen mehr formalen Begriffsbildungen.
Wie wir schon in § 8 festgestellt haben, hat ein Tensor zweiter
Stufe neun Koordinaten, die wir in Form eines quadratischen
Schemas (Matrix)

Ay A Ay
Aijj=An Ap Ay (13, o1)
Asy Az Agg

anordnen konnen. Die Determinantel
Ay Ay Ay
Ay Ay

A = Det A” == A21
'A:il A32 A33

(13, 02)

des Tensors A;; 1aBt sich mit Hilfe des e-Tensors in der Form
A =g Ay Ajp Ags (13, 03)

oder aber auch in symmetrischer Form

4 :%eiikqurAiﬂA:iqur (13, 04)

schreiben. Durch diese Schreibweise ist A als Invariante charak-
terisiert. A ist definiert durch eine sechsfache Uberschiebung
der beiden Tensorprodukte &, &, 4, und 4;, A; 4 Ay, Wihrend
aber (13, 03) unmittelbar aus (11, 06) folgt, ist (13, 04) nicht
so ohne weiteres einzusehen.

1 Die haufig verwendete Schreibweise 4 = |4;;] fir die Determinante
unterscheidet sich in keiner Weise von der gebrauchlichen Bezeichnung
des absoluten Betrages der Koordinate A;; und sollte daher grundsitzlich
vermieden werden.
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Wir driicken zunichst ¢, ,, durch (11, 06) aus und erhalten:

601 692 61)3
4 2%61','7: 001 04z Ogs| dipdjqArr
61‘1 61‘2 61‘3
Ain Aip Ais
=%8,-,-k A:il A:i2 A,-3 .
Akl Ak2 Ak3

Diese Determinante entwickeln wir in bekannter Weise:
I .
A=—¢e;,(dirdjp Adrs+ 4n Ao Aig+ Ary A Ajs—

— A Arp Ajs— Apy Ajp Ay — Aj1 Ay Aig)
Durch geeignete Indizesvertauschungen im zweiten bis sechsten
Glied folgt weiter
4= —;— (€5t ini T Exis— Cins — Exii — Erin) Aix Aja dies

Wegen (11, 09) ergibt sich daraus sofort (13, 03).

Fiir das Produkt zweier e-Tensoren gilt (11, 14). Daraus
folgt eine weitere Darstellung von 4:

Ay Ay Ak
A :-—;— Aji A;i]' Ajk . (131 05)
Ay Ap; Arx

Ein Tensor heiBt symmetrisch, wenn A;; = A;; ist und
alternierend oder schiefsymmetrisch, wenn A;; = —A4;,; ist. Es
gilt nun der wichtige Satz, daB sich jeder beliebige Tensor A,;;
als Summe je eines symmetrischen und alternierenden Tensors
darstellen 148t, und zwar ist

I 1 (8) (@)
A= —(Aij+ 4;) + (A —43) = Ay + 4iy. (13, 06)
Ist A,;; selbst symmetrisch, so ist »

(@) 1
A= Py (A;;—4;) =o,
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ist A;; selbst alternierend, so ist
(8) I
A== (4 + 4;) =o.

2

Mit Hilfe des e-Tensors 148t sich jedem Tensor 4, ; ein Vektor 4;
zuordnen, den wir den Vektor des Tensors A;; nennen, und zwar ist

I

A= 2 &1 i, (13, 07)

es ist also 4, = o, wenn A,; symmetrisch ist. Bilden wir
I I
enindr= 2 Enintigr A= "y (0;20;.—0;10;2) Ai; =

¥ (@)
=7 (Ahz—Azh) - Ahl:

so folgt
(@)
Aij =t A (13, 08)
und ® ’
Ay =4;;— ¢y Ap (13, 09)
Die Formel (13, 08) ist recht wichtig. Sie zeigt, daB ein
alternierender Tensor auch wmgekehrt durch seinen Vektor
bestimmt 4st; ein alternierender Tensor hat ja auch — so
wie ein Vektor — nur mehr drei unabhingige Koordinaten.
Diese Tatsache hat aber — #hnlich wie die Bildung des duBeren
Produktes — zu Irrtiimern AnlaB gegeben. Schreibt man an
Stelle von (13, 08)
0 A4, —A,
(@) '
A= —4; 0 4,
4, —A, 0

so ist das in einem positiv orientierten Koordinatensystem wohl
numerisch richtig, ohne aber eine tensorielle Beziehung zu sein.
Man braucht auch nur die Transformationsgesetze (10, 05)
und (10, 11) von Vektoren und Tensoren — das erstere ist in
den Koeffizienten a,; der Transformation linear, das andere
quadratisch! — zu vergleichen, um einzusehen, dal Gleichungen,
in denen die Koordinaten von Vektoren und Tensoren gleich-
gesetzt werden, niemals allgemeinen tensoriellen Charakter
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haben, sondern eben nur in speziellen Koordinatensystemen
gelten koénnen.

Wir kniipfen nun wieder an die durch den Tensor 4,; ver-
mittelte Zuordnung von Vektoren, d. h. an die homogene lineare
Vektorfunktion .

U, =44 X; (x3, 10)

an, die jedem beliebigen Vektor X; einen eindeutig bestimmten
Vektor U, zuordnet. Wir fassen (13, 10) als Transformation oder
Abbildung zweier Vektorrdume auf! deren erster von den X,
bestrichen wird und dreidimensional ist, d. h., da man fir X,
jeden beliebigen Vektor des Raumes nehmen kann. Der zweite
Vektorraum wird von den U,; bestrichen und als transformierter
Vektorraum bezeichnet. Uber seine Dimension liBt sich von
vornherein nichts aussagen; wir werden aber bald zeigen, daf3
sie eine wichtige Invariante des Tensors 4,; ist.

Wir wollen zunichst versuchen, mit Hilfe von (13, 10) eine
geometrische Deutung der Tensorkoordinaten A;; zu finden.
Wir haben schon darauf hingewiesen, dal es bei Tensoren keine
so einfache geometrische Deutung gibt wie bei den Vektoren,
die sich als orientierte Strecken und deren Koordinaten sich als
die Langen der Projektionen dieser Strecke auf die Achsen deuten
lassen. Den Tensor selbst kénnen wir uns nur durch die Zu-
ordnung (13, 10) veranschaulichen, aber fiir seine Koordinaten
148t sich noch eine einfache Deutung angeben, wenn wir fiir X;
in (13, 10) der Reihe nach die MaBvektoren

o
€ = 60‘1:

des Koordinatensystems einsetzen, die ein normiertes, den
Richtungen nach mit den Koordinatenachsen paralleles Dreibein
bilden. Aus (13, 10) folgt

1 Jede Gesamtheit von Vektoren kann man als Vektorraum bezeichnen,
wie man jede Gesamtheit von Punkten als Punktraum bezeichnet, nur
daB man in dem letzten Fall den Zusatz ,,Punkt’ in der Regel weglaBt.
Das aufbauendé Grundelement ist eben einmal der Punkt, einmal der Vektor.
Die Gesamtheit aller Vektoren des Raumes ist ein dreidimensionaler
Vektorraum, die Gesamtheit aller Vektoren, die einer bestimmten Ebenen-
stellung angehéren, ist ein zweidimensionaler Vektorraum usw. Man hélt
dabei in der Regel an der Anschauung fest, daB alle Vektoren eines
Vektorraumes von einem — willkiirlich wahlbaren — Punkt ausgehen.
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Ui:AiigJ':Ai:i Oui = 4w (13, 11)

d. h., die Koordinaten der Vektoren U,, die den MaBvektoren Z,-
des Koordinatensystems vermége (13, 10) zugeordnet sind,
stimmen zahlenmifBig mit den Spalten des Schemas (13, o1)
iiberein.!

Aus der Deutung (13, 11) konnen wir eine wichtige Folgerung
ziehen. Zunichst aber setzen wir fest, dal wir unter dem Rang r
des Tensors A4;; den Rang der Matrix (13, o1) verstehen wollen.
Dabei ist » gleich der Ordnung der Determinante 4 oder der
Unterdeterminante héchster Ordnung von A, die nicht ver-
schwindet. Es ist also » = 3, wenn A #+ o ist und dann nennen
wir den Tensor A4;; reguldr. Ist A = o, so kann » = 2, 1 oder o
sein; in allen diesen Fillen heilt A;; singulir, und zwar bzw.
einfach, zweifach oder dreifach. Es ist » = 2, wenn zwar 4 = o,
aber mindestens eine zweireihige (durch Streichen je einer Zeile
und Spalte von A4 entstehende) Unterdeterminante von Null
verschieden ist; es ist » = 1, wenn alle zweireihigen Unterdeter-
minanten von A verschwinden, aber mindestens eine Koordinate
A;; von Null verschieden ist, wihrend aus » =0 auch 4;; =o
(Nulltensor!) folgt. Es sei nun # = 2. Dann ist 4 = o und nach
(4, o7) sind die drei ,,Vektoren“ 4;,, 4;,, A;3 komplanar. Da nun
jeder beliebige Vektor X; in der Form

X=X, 0= X, b, (13, 12)
darstellbar ist, gilt fiir den zugeordneten Vektor
Ui=4;X;=4,;X,0s; =410 Xo = X, U, (13, 13)

d. h. aber, daB U, linear abhingig ist von drei komplanaren

Vektoren U, = A,, und somit derselben Ebenenstellung an-
gehort. Der transformierte Vektorraum ist also zweidimensional.
Ist » = 1, so sind die Spalten (ebenso natiirlich auch die Zeilen)

« :
1 Man beachte, daB die MaBvektoren e; keine Vektoren im strengen
(-1
Sinne sind und daher auch nicht die entsprechenden Vektoren U, in (13, 11).
Die Behauptung, da8 die neun Koordinaten eines Tensors in irgendeiner
Zusammenfassung die Koordinaten von drei Vektoren sind, ist in dieser
allgemeinen Form schlechthin falsch! )
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der Matrix A,; proportional, d. h. aber, die drei Vektoren A4,,,
A;s, A;s sind kollinear. Aus (13, 13) folgt, daBl auch der dem
beliebigen Vektor X; zugeordnete Vektor U; kollinear mit A4,,
ist, d. h., der transformierte Vektorraum ist eindimensional.
Ist schlieBlich # = o0, so ist A,; =0 und damit auch U; =o.
Der zugeordnete Vektorraum besteht also aus dem Nullvektor
allein und wenn wir diesen Vektorraum als nulldimensional
bezeichnen, so gilt allgemein: Hat der Tensor A;; den Rang v,
so ist der transformierte Vektorraum r-dimensional.

DaB der Rang eines Tensors (einer Matrix) eine Invariante
gegeniiber Koordinatentransformationen ist, wird in der Algebra
ganz allgemein gezeigt; fiir uns folgt es aus den tensoriellen
Darstellungen (13, 04) der Determinante 4 und aus der Formel

Bip:%ei:iksparAz‘quw (13, 14)

Die Koordinaten des hier definierten Tensors B, ,, der manchmal
als Kotensor von A;; bezeichnet wird, sind nichts anderes als die
algebraischen Komplemente, d.h. die mit (— 1)i*+? multipli-
zierten, durch Streichung der i-ten Zeile und p-ten Spalte von
(13, 01) entstehenden zweireihigen Unterdeterminanten von
(13, 01). Ist z.B. =1, p =2, so kommen fiir 7,k nur die
Werte 2,3 und fiir ¢, nur 3, 1 in Betracht, da alle anderen
Koordinaten des e-Tensors verschwinden; es wird also

Bm = % (Azs A31 - A21 Ass - Ass A21 + A31A23)

_ ’A21 A23
A31 A33

Der Begriff des Nulltensors ist, wie wir schon gezeigt haben,
vom Koordinatensystem unabhingig, d.h., wenn ein Tensor
(ein Vektor, eine Invariante) in einem System verschwindet,
so verschwindet er wegen der Homogenitéit des Transformations-
gesetzes in allen Koordinatensystemen. Nun ist aber der Rang
eines Tensors durch das Verschwinden von Tensoren charak-
terisiert und daher selbst invariant. Wir stellen zur Ubersicht
die vier Fille in einer Tabelle zusammen:
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Rang 3, regulir: 4 o,
,, 2, einfach singulir: 4 = o, mindestensein B;; * o,
,» I, doppelt ,» . alle B;; = o, mindestens ein 4;; + o.
, 0, dreifach ,, :alle 4;;=o0.

Die durch (13, 10) vermittelte Zuordnung der Vektoren U,
zu den Vektoren X; ist jedenfalls eine eindeutige und stetige.
Ist A;; singulidr und der transformierte Vektorraum von geringerer
Dimension als der urspriingliche, so kann die Zuordnung ‘der
Vektoren jedenfalls nicht mehr umkehrbar eindeutig sein, d. h.,
es wird sicher mindestens ein Paar verschiedener Vektoren X,
und Y, geben, denen derselbe Vektor U, zugeordnet ist, so daB
dem Vektor U; dann umgekehrt beide Vektoren X,; und Y,
entsprechen. Es ist dann

Az’i X:‘ = Ai:i Yf
0
oder, wenn wir Y; — X; = X setzen
[
A;; X;=o. (13, 15)

Es gibt also eine Richtung )%,-, der im zugeordneten Vektorraum
der Nullvektor entspricht. (13, 15) ist ein System von homogenen
linearen Gleichungen, die dann und nur dann eine nicht triviale
(von der Nullosung verschiedene) Losung haben, wenn 4 = o

ist. Ist » = 2, so ist die Richtung )of,- (d. h. der Vektor bis auf
seine Linge) eindeutig bestimmt und heit Nullrichtung des ein-
fach singuldren Tensors A4,;. Ist » = 1, so hat (13, 15) zwei linear
unabhingige Losungen, d. h. alle Vektoren, die einer bestimmten
Stellung parallel sind, sind Losungen von (13, 15). Diese Stellung
heiit Nulistellung des doppelt singuliren Tensors A4,;.

Bemerkt sei, da (13, 15) fiir einen alternierenden Tensor
die Losung o

X;=4;

hat, wobei 4; der durch (13, 07) definierte Vektor des Tensors
A,; ist. Zum Beweis hat man nur (13, 08) mit A, zu iiber-
schieben.

Die in (12, 13) und besonders in (12, 16) gegebene Darstellung
der Tensoren zweiter Stufe in reziproken Dreibeinen 148t sich
fiir singuldre Tensoren in eine spezielle Form bringen, an der die
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besonderen Eigenschaften dieser Tensoren besonders deutlich

werden. Ist nimlich A4;; einfach singulir, so kénnen wir z. B. u;
in die Nullrichtung legen; dann ist

Ai:l' ’I:j =0,
aus (12, 14) folgt weiter
A =4 v, u =o0
P8
und daher aus (12, 15)
3
An Stelle von (12, 16) erhalten wir die Darstellung

1

1 2 2
Ay =w,v;+ w, v, (13, 16)
d. h., ein einfach singulirer Tensor ist eine Summe von nur mehr
zwei (allgemeinen) Vektorprodukten, alle Vektoren

V= Ay X; =, 0, X; + 1, 9, X,

liegen in der durch 7}),- und z?)i bestimmten Ebenenstellung. Ist 4,;
doppelt singulir, so kénnen wir #; und #; in die Nullstellung
legen und erhalten dann wie oben nicht nur ®; = o, sondern
auch w; = o, so daB 7

A= Zbi '1}f (13, 17)
wird, d. h., ein doppelt singuldrer Tensor zweiter Stufe ist stets
ein Produkt von zwei Vektoren; alle Vektoren

Vi=AdyX;= , 'U:' X;

haben die Richtung 'a; Selbstverstiandlich gilt auch die Um-
kehrung: Jeder Tensor der Form a;b; + ¢;d; ist einfach, ]eder
Tensor der Form a; b; doppelt singulir.

Legt man bei singuldren Tensoren die Vektoren 12,- bzw. fti
nicht in die Nullrichtung oder Nullstellung, so erhilt man auch
hier zunichst die dreigliedrige Summe (12, 16). Aber die Vek-

-3
‘toren w; sind dann linear abhingig und (12, 16) reduziert sich
auf zwei oder einen Summanden.
Jeder alternierende Tensor A4,; ist singulir, und zwar einfach;
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daB die Determinante A verschwindet, folgt ohne weiteres aus
A;5=-—A;; dagegen findet man aus (13, 14) und (13, 08)
leicht

B p = Ai A”;

es ist also sicher mindestens eine Koordinate B;, % o, da sonst
A; = o und damit auch 4;; = o wire.

Ist der Tensor A,; reguldr, also 4 % o, so lassen sich die
Gleichungen (13, 10) eindeutig nach den X; auflésen:

X, =400, (13, 18)

Die A{; ¥ sind wieder ein Tensor, der invers oder reziprok zu A,
heift. Die Schreibweise hat rein formale Griinde, die uns bald
klar werden. Setzt man (13, 18) in (13, I0) ein, so folgt

U, = A4;; A0 U,
es muf} also

Ay AGY =5, (13, 19)

sein. Entsprechend folgt aber auch durch Elimination der U,
aus (13, 10) und (13, 18)

X:r' = A§7” Aik Xz
also

AS” Ajp =10z (13, 20)

(13, 19) und (13, 20) sind den entsprechenden Gleichungen
(12, 09) und (12, 10) fiir reziproke Dreibeine véllig analog.
Zwischen dem durch (13, 14) definierten Tensor B,; (der
algebraischen Komplemente der 4;;) und dem inversen Tensor
A(" D bestelit ein wichtiger Zusammenhang. Wir kniipfen an die
Formel (12, 08), in der wir p durch % und ¢ durch ! ersetzen, an:

Oni&iik=On; €1ix + Onj itz + Onr€ijr (13, 21)
Uberschieben wir mit &, ,, 4;, 4;, Azy 50 folgt
0n1-64 28wk8pqrAhpAiqur+eizk%qrAwAhqur‘f‘
+8i:il8pqrAipAithr (13, 22)
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oder wegen (13, 14)
66’.1 A = ZB”,A,”, + 2 quA’lG + ZBlfAhf= 6Bl’Ahp

oder
Ajp Brp=190;,4. (13, 23)

Ganz analog gilt natiirlich auch
A;5Bin =02 4. (13, 24)
Der Vergleich mit (13, 19) und (13, 20) zeigt, daB fir 4 % o

457= 2B, (13, 25)

sein mufl., Man kann ja z. B. (13, 19) als System linearer Glei-
chungen fiir die Unbekannten A{;» ansehen, deren Losungen
wegen A + o eindeutig bestimmt sind; (13, 23) zeigt, dal3 % B;;
Losungen von (13, 19) sind. Man beachte die Stellung der Indizes
in (13, 25)! ) _

Wir stellen einige weitere Eigenschaften der Transformation
(13, 10) fest.

1. Die Linge eines Vektors bleibt im allgemeinen nicht er-
halten. Es ist ndmlich

UP=U,U;, =A;; 4;: X; X3,
und das ist nur dann gleich
X=X, X;=0;, X; X3,

wenn die 4;; den Relationen (9, o1) geniigen, die Transformation
also ein€ Drehung (homogene orthogonale Transformation) ist.

2. Andert man die Linge des Vektors X; auf das A-fache,
so 4ndert sich die Lange des transformierten Vektors U, ebenfalls
auf das A-fache:

Ay (XY= A,y A X, =AU,

Insbesondere gilt: Der Nullvektor entspricht sich selbst.

3. Gilt neben (13, 10) auch '

Vi == A,’,"Yj; (13’ 26)
so kann man #hnlich wie unter 1 zeigen, daBl auch das innere
Produkt zweier Vektoren nur dann ungeindert bleibt, wenn die

Dﬁ schek-Hochrainer, Tensorrechnung. 7
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Transformation orthogonal ist. Es wird sich also im allgemeinen
auch der Winkel. zweier Vektoren dndern. Dagegen gilt der
wichtige Satz, daB parallele Vektoren wieder in parallele Vektoren
transformiert werden. Ist namlich
Y, = A X,
so folgt
Vi=A4,5Y;=4,; AX)=4,4;2X;=2U,,

d.h. es ist auch V,; parallel zu U,. Transformationen, die par-
allele Richtungen in parallele Richtungen iiberfiithren, nennt man
affine Transformationen. Aus diesem Grund bezeichnet man
mitunter den allgemeinen Tensor auch als Affinor und reserviert
den Namen Tensor fiir den symmetrischen Affinor (zweiter Stufe).

Die samtlichen Transformationen (13, 10) mit A4 + o bilden
eine Gruppe, wie man an Hand der in § g aufgestellten Forderun-
gen leicht kontrolliert. Sie ist neungliedrig, weil die allgemeine
Transformation der Gruppe von den neun Parametern 4,; abhéingt
und wird als affine Gruppe bezeichnet. Die geometrische Deutung
ist aber hier eine andere als bei den frither betrachteten Koordi-
natentransformationen, da wir die Transformation (13, 10) hier
als eine Abbildung zweier Vektorrdume bei festgehaltenem
Koordinatensystem deuten. Wir koénnten aber genau so gut
auch die orthogonale Transformation (Drehung)

U;i=4;;X;
mit
A A= (5,— k

als Spezialfall der affinen Transformation, d.h. als- Abbildung
zweier Vektorriume deuten, bei der dann die zugeordneten Vek-
toren aus den urspriinglichen durch eine ganz bestimmte Drehung
bei festgehaltenem Koordinatensystem hervorgehen und A, mit
dem Drehtensor (11, 31) fibereinstimmt.

Wir kénnen aber auch etwas allgemeiner Transformationen
der Form

u; = A;5 %+ B; (13, 27)

betrachten, wobei 4 = Det 4;; + o und die x; und #; Punkt-
koordinaten sind, und zwar sind x; und #; entweder Koordinaten
zweier verschiedener Punkte in bezug auf ein und dasselbe feste
Koordinatensystem oder aber x; und #; sind Koordinaten desselben
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Punktes, bezogen auf verschiedene Koordinatensysteme. Im
ersten Fall spricht man von einer Punkttransformation, im
zweiten von einer Koordinatentransformation.! Im ersten Fall
sind die A4,; ein Tensor, im zweiten nicht. Die zugehorige Vektor-
transformation (13, 10) ergibt sich aus (13, 27), wenn man die
Vektoren als orientierte Strecken im Raum deutet, d. h. durch
Anfangs- und Endpunkt darstellt
2 1 2 1

X=Xy — Xy, Uy = Uy — U

Dann wird wegen (13, 27)
Uy = ?h' — 11‘1 == (Ai} ;:' + Bi) - (Aii}vi + Bi)
= A, (% — %) = 4, %,

Transformieren sich also Punkte gemiB (13, 27), so transformieren
sich Vektoren gemiB (13, 10). Fiir den Fall der orthogonalen
Transformationen haben wir das schon im § 10 gezeigt.

Wir haben (13, 10) als Transformation oder Abbildung zweier
Vektorrdume gedeutet. Wir kénnen eine Transformation mehr-
mals ausfiihren, indem wir den aus X; durch (13, 10) gewonnenen
Vektor U; neuerlich zum urspriinglichen Vektorraum zihlen und
auf ihn die Transformation (13, 10) noch einmal anwenden. Es
entspricht ihm dann der Vektor

Vi:Ai;' Uj :A“-A’-ka:

Setzen wir zur Abkiirzung

A AJ k— Atk’ (131 28)

so folgt '
V,=AR X,

Wir nennen A(2) das Quadrat des Tensors 4;;, aber es ist natiirlich
im allgememen A(z) * A?,, d. h. entsprechende (gleiche Indizes
tragende) Koordmaten von A;; und A(2) hingen nicht durch
Quadrierung, sondern durch die Uberschlebung (13, 28) mitein-

ander zusammen. Man kann nun so fortfahren, dann ist

1 Dabei wird natiirlich das System #; im allgemeinen, wenn die 4,
nicht den Orthogonalititsbedingungen geniigen, ein schiefwinkeliges
Koordinatensystem sein.

7'



100 I. Tensoralgebra.

AijAjp A =A,-,~A§2,Z =AF Ayp =AY (13, 29)
die dritte Potenz von A;; Dieses Potenzieren von Tensoren
ist ein Sonderfall des in der Algebra betrachteten Potenzierens

von Matrizen. Durch den inversen Tensor 4, sind auch negative
Potenzen eingefiihrt; die nullte Potenz ist erklirt durch

0
Az( j) = 0;;

Die Potenzen von Tensoren gentigen analogen Rechenregeln
wie die Potenzen gewdhnlicher Zahlen; so ist

AP 4G — 4B+ (13, 30)

und
(A(p))(q) A(” )] (13, 31)

fiir beliebige ganze (positive oder negative) Exponenten ¢, q.
Wir werden spéter zeigen konnen, dall zwischen je vier aufeinander-
folgenden Potenzen eines Tensors eine identische Relation be-
steht, die sogenannte Hamilton-Cayleysche Gleichung (13, 49).

Zuvor miissen wir aber noch eine andere Frage beantworten,
die bei der Untersuchung der Transformation (13, 10) recht
naheliegend erscheint. Es ist die Frage, wann die beiden, durch
(13, 10) einander zugeordneten Vektoren X; und U; dieselbe
Richtung haben, d.h. fiir welche Vektoren X

U;=1X; (13, 32)
ist. Es folgt '
'Aii_X:‘_lXi =0

oder

(Ai;—2Ad;) Xj=o. (13, 33)

Das ist ein System von homogenen linearen Gleichungen fiir die
unbekannten Koordinaten X, und die schon oft zitierte Be-
dingung fiir die Existenz einer nicht trivialen Losung ist

Apn—2 Ay Ass
Det (4; —Ad;) = |An Ap—7A Ay =o. | (13, 34)
Ag Agy Agz—4
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Diese kubische Gleichung heiB3t charakteristische Gleichung des
Tensors 4;; und ihre Wurzeln A (x = 1,.2, 3) Eigenwerte von A;.

Sie sind nicht die Koordinaten eines Vektors, sondern, wie aus
(13,32) folgt, Skalare (Invarianten). Mitunter werden allerdings
die reziproken Werte
I
p=— (x=123) (13, 35)
« o
als Eigenwerte bezeichnet. Setzt man in (13, 33) fiir A der Reihe
nach die charakteristischen Zahlen %, é und 3/1 ein, so ergibt sich

jedesmal ein System von linearen homogenen Gleichungen,
deren Determinante verschwindet und die also von der trivialen
verschiedene Losungen X; haben, die wir Eigenvekioren von A;;
nennen und der Richtung nach sich selbst entsprechen. Dabei
sind die Eigenvektoren nur der Richtung, aber nicht der Linge
und Orientierung nach bestimmt, so daB man oft auch nur von
Eigenrichtungen spricht.

Auf eine eingehendere Diskussion der charakteristischen Glei-
chung (13, 34) miissen wir hier verzichten, wir werden aber
in §14 fiir den Fall symmetrischer Tensoren nochmals darauf
zuriickkommen. Wir stellen nur einige einfache Tatsachen fest:

Ist A + o, so sind alle 4 # o.

Hat (13, 34) eine Doppel- (dreifache) Wurzel, so gibt es im
allgemeinen, abgesehen von Linge und Orientierung, nur zwei
(einen) Eigenvektoren.

Beispiele:

1. I I o
A;j=1o0o 1 1].
o 0 I

Die charakteristische Gleichung ist
I—A4 1 o
o 1—4 1 |=(1—AF=o,
o o 1—24
hat also die dreifache Wurzel 1. Fiir sie werden die Gleichungen (13, 33)
X,=o,
Xa=o,
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deren allgemeinste Ldsung die Form (a, 0, 0) mit beliebigem & hat. Alle
diese Losungen, die sich fiir verschiedene Werte von a ergeben, sind aber
kollinear, d. h. von einer von ihnen, z. B. von (1, o, 0), linéar abhingig.
Es gibt also nur eine einzige Eigenrichtung.

2. I 0 O
Aij =|o 1 1
o o I

Die charakteristische Gleichung ist w1eder (1 — A)°® = o mit der drei-
fachen Wurzel 1. (13, 33) wird zu X3 = o allein, so daB wir zwei linear
unabhingige Eigenvektoren angeben kénnen, nimlich z. B. (1, 0, 0) und
(0, 1,0). Jeder andere Eigenvektor hat dann die Form a (1,0, 0) +
+ b (o, 1, 0) = (a, b, 0).

3. d;;=90;; Aus (13, 34) wird w1eder (1t —A)® = o, aber (13, 33)
ist identisch erfiillt (es verschwinden alle Koeffizienten) und jeder be-
lleblge Vektor ist Eigenvektor; man kann drei linear unabhingige wihlen,

z. B. X == 6a3

4. er modifizieren die drei Beispiele noch dadurch, daB wir Aga =2
statt wie bisher A,; = 1 wahlen. Dann erhalten wir in allen Fallen die
charakteristische Gleichung (1—A)2(2—A4) =o0, also A=1=1, 1= 2.

1 2 3
Im Falle 1 ergibt sich aus (13, 33) fir A =1
1
X,=0, Xz=o0, X;=o,
1 2
also wieder der Eigenvektor X; = X;= (1,0,0). Fir 1= 2 folgt
3

—X; +Xy;=0, —X,+Xz3=o0,

also ;5—_ (1, 1, 1). Im Falle 2 wird (13, 33) fiir %: ;?_:' b

Xg=o,
es sind also wieder zwei linear unabhingige Eigenvektoren vorhanden,
wie frither le = (1, 0, 0), XZI = (o, 1, 0), wahrend fir =2

—X;=0, —X;+ Xz=o, ?

also )?,: (o, 1, 1) folgt. Im Falle 3 ergibt (13, 33) fiir f:é:

Xs =0,

also wieder z. B. X (z, 0, 0), X;i (0, 1,0) und fir A= 2
3

—-Xl=0 — Xy, =o0,

also X (o, o, 1). Aber nur X ist (der Richtung nach) bestimmt, wahrend

wir z. B. auch X (1, —1,0), X, (1, 1, o) hatten wiahlen konnen.
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Das Dreibein X; muB also nicht normiert sein, aber wir werden in § 14
zeigen, daB bei symmetrischen Tensoren stets ein reelles normiertes Drei-
bein aus Eigenvektoren gebildet werden kann.

Was wir bis jetzt iiber die Frage der Eigenvektoren aussagen
konnten, hat sich aus den Eigenschaften des Tensors

Lij=A4;;— A0 (13, 30)

ergeben. Der Parameter A ist dabei als Invariante anzusehen,
da L;; sonst kein Tensor wire. Die Frage nach den Eigenwerten 1,
fiir die L,; singular ist, fithrt auf die charakteristische Gleichung
(13, 34), die wir jetzt entsprechend (13, 04) in invarianter Form

L‘:%gi’.kgpa'LipquLk,:O (13; 37)

oder
L =%8i5k8ﬂ01‘ (Aip_l 0ip) (Aia—zaz‘q) (Agr—Adx,) =0 (13,38)

schreiben. Multiplizieren wir hier die Faktoren aus, so folgt die
charakteristische Gleichung in der Form

L=4—A4+A"F—F=o (13, 39)
Dabei ist
A”=%£”k£mar6w5¢a1‘1kr=/1“, (13, 40)
A" =7 einEpardipAsqArr = Bis, (13, 47)
4 :%sikaTGfAiﬂ’quAhr- (13, 04)

Die GroBen A’ und A’ sind ebenso wie 4 dem Tensor A, zuge-
ordnete Skalare oder Invarianten; sie werden in der Regel als
erster, zweiter und dritter (also nicht entsprechend der Zahl
der Striche, sondern nach ihrem Grad in den Tensorkoordi-
naten 4,;) Skalar von 4,; bezeichnet. Aus (13, 41) folgt

4'= %ei"kei“AiaAkr :*:“ (6J'qakr_6;ir Ora Asq Arr
oder
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Ausfiihrlich geschrieben ist das
A22 AZS | l A33 A31 I | All A12
Ags Ay l | A Ay l i Ay Ay

Bezeichnet man den ersten Skalar von A% mit (4%)", so laBt
sich (13, 42) auch in der Form

4 =2 [(4amp — (4] (13, 44)

schreiben, wihrend die Entwicklung von (13, 05) einen analogen
Ausdruck fiir die Determinante (den dritten Skalar) 4 von A4;;
liefert, namlich

A= % [(A")s —3 A" (A®)" 4 2 (A<3>)”], (13, 45)
oder wegen (I3, 44)
3A=A4A"A4"—A4" (AD)" 4 (4®)", (13, 46)

Fiir die durch (13, 14) definierten algebraischen Komplemente B;;
der A;; konnen wir jetzt einen einfacheren Ausdruck angeben.
Wegen (11, 14) folgt zunichst

A = (13, 43)

6“) 6:‘ q 6ir 61 D 6i q 6”
I I
Bip:7 0ip bajq Oir | AsqgAkr =7 Apg Agq 4sq =
6ka) 6ka 6kr Apr Aqr Arr

= % [6ip(AaaArr_AarArq) + 6:"1 (AraAa;r_AmaArr) +.

+ 6:’1‘ (Aaquqr_AaaAm-)]
oder wegen (13, 40) und (13, 42)

Biy=10,A + A8 —4,, A". (13, 47)

Aus dieser Formel ergibt sich nun noch fast unmittelbar eine
w1cht1ge Relation zwischen vier aufemanderfolgenden Tensor-
potenzen, auf deren Bestehen wir schon bei der Definition der
Tensorpotenzen hingewiesen haben und die als Hamilton-Cayley-
sche Gleichung bezeichnet wird. Wenn wir (nur aus #sthetischen
Griinden) in (13, 47) die Indizes vertauschen und mit 4,; iiber-
schieben, so folgt wegen (13, 24)

Byidys=A08;=0,,A'4,;—4;,4,; 4" - A 4,
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oder

Ab;— A A+ A" AG — AT =0 | (13, 48)

und das ist bereits die Hamilton-Cayleysche Gleichung. Man
beachte, daf3 die Koeffizienten in (13, 48) mit denen der charakte-
ristischen Gleichung (13, 39) tibereinstimmen; der Unterschied
besteht nur darin, daB die Potenzen von 14 in (13, 39) formal
durch die Potenzen des Tensors A,; ersetzt werden. Durch Ver-
jiingung von (13, 48) ergibt sich wieder (13, 46). Uberschiebung
mit A(,-”,g ergibt- aus (13, 48) eine etwas allgémeinere Formel,
ndmlich ‘

AAP) — A AGTD 4 47 ALTD —ABFD = o, (13,49)

Mit Hilfe dieser Gleichung lassen sich alle hoheren Potenzen
eines Tensors A,; auf 4,; selbst und A® zuriickfiihren.

Ist A4 * o, so kann man insbesondere p = — 1 setzen und
erhilt
AAGY =4"6;;— A" A;;+ AP (13, 50)

(Y

was wegen (I3, 25) wieder mit (13, 47) {ibereinstimmt.

Aufgaben..

1. Es ist der Kotensor zu A4;; = a;b; 1 a; b; aufzustellen.
2. Es ist der Kotensor zur Drehung
D;;=¢;6; + (6;; —e; ¢;) cos B —g;; 3 5in B
aufzustellen.
3. Zu beweisen: Jeder Tensor zweiter Stufe, der mit seinem Kotensor

iibereinstimmt, ist eine Drehung oder Null.

23 31 2 .
4. Der zum Tensor A4;;= ¢;¢; + ¢, ¢; + ¢;¢; inverse Tensor ist zu

bestimmen, wobei die g:- ein normiertes Dreibein bilden. Man lege das

*x
Koordinatensystem so, daB die ¢; die Mafvektoren werden.
5. Die Invarianten des Tensors 4; = a; bj + a; b; sind zu berechnen.

6. Die Invarianten des Drehtensors sind zu berechnen.

.23 31 12
7. Fur den Tensor A;; = ¢, ¢; + ¢, ¢; + ¢; ¢; sind die Eigenwerte zu

bestimmen.

8. Die Hamilton-Cayleysche Gleichung ist fiir den Temsor A;; =

23 31 12 .
=e¢;¢; + ¢; ¢; + ¢; ¢; aufzustellen und zu bestitigen.

9. Die Hamilton-Cayleysche Gleichung ist fir den Drehtensor auf-
zustellen und zu bestatigen.
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§ 14. Symmetrische Tensoren zweiter Stufe.

Die symmetrischen Tensoren zweiter Stufe sind besonders
wichtig, weil sich hier iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren
einige weitere Aussagen machen lassen, die eine abschlieBende
Behandlung der symmetrischen Tensoren zweiter Stufe ermog-
lichen. Sie werden deshalb in den physikalischen Anwendungen
bevorzugt; so sind z. B. Tragheits-, Spannungs- und Verzerrungs-
tensor symmetrische Tensoren.

Daneben stehen die symmetrischen Tensoren in einer besonders
engen Beziehung zu den quadratischen Formen (homogenen
Polynomen zweiten Grades). Wir kniipfen an den Ausdruck
(10, 15) an, der fiir Tensoren zweiter Stufe in

1(X,Y)=4,;X,Y; (14, o1)
iibergeht. Die Schreibweise f (X, Y) soll — unter Weglassung
der Indizes — die Abhingigkeit von den Variablen X; und Y,
zum Ausdruck bringen. f (X, Y) ist in jeder dieser beiden Reihen
von Variablen linear und homogen und wird demgemiB als
Bilinearform bezeichnet. Die im AnschluB an (10, 15) gegebene
allgemeine Definition der Tensoren geht also in unserem Sonder-
fall » = 2 iiber in den Satz: Ist (X, Y) = 4,; X, Y; eine In-
variante, wenn X; und Y; die Koordinaten zweier Vektoren sind,
so sind die Koeffizienten 4;; die Koordinaten eines Tensors
zweiter Stufe. Ist dieser Tensor symmetrisch, also

A;;=4;, (14, 02)
so kann man an Stelle der Bilinearform (14, o1) die gquadratische
Form

f (X, X) = A X, X, (14, 03)
betrachten. Ist f (X, X) eine Invariante, wenn X, die Koordinaten
eines beliebigen Vektors sind, so sind die Koeffizienten 4;; = 4;;
die Koordinaten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe.
Zum Beweis miissen wir zeigen, daBl dann auch die mit denselben
Koeffizienten gebildete Bilinearform (14, or) invariant ist, wenn
X, und Y; zwei beliebige Vektoren sind. Wir zeigen zu diesem
Zweck, daB

XY, X+Y)—[(X,X)—(Y,Y) =2/ (X, Y)

oder
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A X+ Y) X+ Y) — 45X X, — 457, Y, =245 X, Y,
(14, 04)
ist. Links ergibt sich zunichst
A XY+ 4, Y, X,
wegen (14, 02) ist aber
A4; Y, X; =4, XY, = 4,; X, Y,
(beim zweiten Schritt wurde bloB die Bezeichnung der Summations-
indizes vertauscht), so dafl sich (14, o4) ergibt. Links stehen
aber drei quadratische Formen, die laut Voraussetzung invariant
sind; somit muf3 aber auch die Bilinearform rechts invariant sein.
Wir wenden uns nun der Untersuchung der Eigenwerte und
Eigenvektoren zu. Die erste wichtige Tatsache ist die, daB

die Eigenwerte eines symmetrischen Tensors stets reell sind. Wir
nehmen an, es sei }1. = & + § B mit 2 = — 1 ein komplexer Eigen-

wert und p; + 7 ¢, der zugehdrige Eigenvektor, so dafl
Ay (i +19) =+ 1B) (bi+149)
ist. Multiplizieren wir aus und trennen wir reelle und imaginire
Glieder, so folgt:
Aiipi=opi—Bqn Aiigi=Bp+ xq.

‘Wir iiberschieben die erste Gleichung mit g;, die zweite mit p,
und erhalten wegen A,; = 4;,

Ayqipi=Aubits=0b:9—B4: 4

Asspis=PBbibi+ apiq;
und daraus durch Gleichsetzen der rechten Seiten
B b:p:+ 9:9) = o.
Nun kann der Ausdruck in der Klammer nicht verschwinden,

da der Eigenvektor p; + 7 g, sonst der Nullvektor wire, es muf}
also 8 = o, d. h. der Eigenwert % und damit auch die zugehorige

und

Eigenrichtung reell sein.

Fiir die Eigenvektoren gilt nun der weitere wichtige Satz,
daB die zu verschiedemen Eigewwerten gehorigen Eigenvekioren
stets orthogonal sind. Sind z.B. 4 und }2“ *+ % zwei verschiedene



108 I. Tensoralgebra.

12 . v s . . .
Eigenwerte und ¢;, ¢; die zugehorigen Eigenvektoren, die wir als
normiert, d. h. als Einsvektoren annehmen kénnen, so da@
11

S
N
I

ist, so folgt aus

12 12 1 2 1 12
Ang.‘iei‘—‘Azaezei:%eieﬁ Aiieie:f:g'ezev
also
1 2
(A—2A)e e, =0

12
und da voraussetzungsgemiB A + A gilt, ist ¢; ¢; = o.
2 1

Sind also drei verschiedene Eigenwerte vorhanden, so bilden
die Eigenvektoren ein normiertes Dreibein. Es 1Bt sich aber zeigen,
daB auch bei gleichen Eigenwerten, d. h. bei mehrfachen Wurzeln
der charakteristischen Gleichung stets drei linear unabhingige
Eigenvektoren existieren, die wir wieder als normiertes Dreibein
wihlen konnen.

Diese Untersuchung wird uns noch ein weiteres wichtiges Re-
sultat liefern. Fiithrt man ndmlich ein neues Koordinatensystem x;
ein, dessen Achsen in die Richtungen des normierten Dreibeins
der Eigenvektoren fallen, so geht die quadratische Form f (X, X)
tiber in eine Summe von Quadraten, deren Koeffizienten die
Eigenwerte sind:

%)_(12‘*“ %Xzz‘*“ 13)_(32 (14, 05)

oder, mit anderen Worten, der Tensor A4,; hat im System Zx; die
Koordinaten

A= (14, 06)

I
O 'O M
O > O

w™> O O

1 .
Es sei also ‘A ein Eigenwert von 4;; und e; der zugehorige
1

normierte Eigenvektor. Wir wihlen zunichst ganz beliebig zwei
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2 3
weitere Einsvektoren e¢; und ¢;, so daB die ‘drei Vektoren g,— ein
normiertes Dreibein bilden.

Nach § g fithrt die Drehung

P
X =€; %; (14, 07)
das Koordinatensystém x; iiber in ein System x,, dessen Achsen-

richtungen mit den Richtungen der Vektoren :z,-‘ iibereinstimmen.
Die Koordinaten A4;; von A;; im System %; sind dann nach

(10, 10)
Ay =Ap.65¢,

1
und insbesondere fiir § = 1,-da e, Eigenvektor ist,

— i 1 1
Aileazaewea:}l‘ewew

und da 4;; symmetrisch und die :z,, ein normiertes Dreibein sind
LI = A—u = /1- 0i1-
Der Tensor A;; hat also die Form

i PR 0

Ay=| o Ezz Zza (14, 08)

o ;1—32 ;1—33
mit 223 = 232. Die zugehorige charakteristische Gleichung ist

i—21 o 0
1 — —_—
‘0 Ags— A Ay =0
0 /i—sz Z33 —4

und zerfillt in }i_ A=o0 und

‘4_22—)‘ Z23

A32 A;:'l - 2‘
Es sei % eine Wurzel von (14, 09). Die Gleichungen (13, 33) fiir

=o0. (14, 09)

die Eigenvektoren
(A;;—2d;) X;=0
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geheh wegen (14, 08) fiir ::% iber in
G-p% =
(Agy — %) X, + Ay X3 =01\ (14, 10)
Ap Xy 4 (A — N Xy =0
Die zweite und dritte Gleichung haben, da é eine Wurzel von

(14, 09) ist, also die Koeffizientendeterminante verschwindet,
sicher eine nicht triviale Lésung X,, X, die wir noch durch die
Bedingung X, + X,? = I normieren.

Ist% * }1“’ so gibt die erste Gleichung X, = o und der zu é

= 1

gehorige Eigenvektor X, steht auf e; senkrecht. Mit ihm kénnen
' 1

wir den oben willkiirlich (nur senkrecht zu e,-) angenommenen

2 . —

Vektor ¢; zusammenfallen lassen. Dann ist aber im System X,

2 — - — —
jedenfalls e, = X; = (0, I, 0), so daB} A,3 = Az =0 und 4, =
:% sein muB.

Ist aber % = {1 (Doppelwurzel), so bleibt fl unbestimmt, aber

wenn wir auch hier X; = o wihlen, so ist X, sicher ein zu e;

2
senkrechter Einsvektor, mit dem wir wieder e; zusammenfallen
lassen koénnen; wie oben schlieBen wir Ay = Ag, =0, Xm = A

2
In beiden Fillen muBl ferner A4 = % sein; (14, 08) geht iiber in

(14, 06), so daB diese Darstellung auch dann gilt, wenn zwei oder
alle drei Eigenwerte 4 einander gleich sind. Der Tensor

L‘i.’i = Ai"——‘}. 6ii!

der im System #; die Form

A—
_ _ 1
Lu'ZAU_‘/l‘sia': o
(o}

hat, hat also fiir A :{1 den Rang 2z, 1 oder o, je nachdem % eine
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einfache, zweifache oder dreifache Wurzel der charakteristischen

Gleich

e ung Det (Ai:i -_— }. 6,-,-) =0

ist. Die Gleichungen (13, 33) fiir die Eigenvektoren
(A;;—A0;) X;=0

haben fiir A = A dann eine, zwei oder drei linear unabhingige

1
Losungen. Das ist die wichtigste besondere Eigenschaft der
symmetrischen Tensoren, denn gerade sie erméglicht, wie wir oben
gesehen haben, in jedem Fall die Aufstellung eines normierten
Dreibeins von Eigenvektoren, wihrend die Beispiele des § 13
zeigen, daB bei einem nicht symmetrischen Tensor der Rang des
Tensors 4;; — }1. d;; den Wert 2z haben kann, auch wenn % eine

mehrfache Wurzel der charakteristischen Gleichung ist.

Wir wollen ein Beispiel durchrechnen. Es sei

o I I
A=\t o 1}; (14, 11)
I I o
die quadratische Form (14, 03) wird
F(X X)=2(X, X5 + X3 X; + X, X,). (14, 12)
Die charakteristische Gleichung
—i 1 1]
1—A 1l=(14+A2(z2—A=o0 (14, 13)
11— 24
hat die einfache Wurzel 4 = 2 und die Doppelwurzel 1 = 4 = — 1. Man
2

3
;j» dessen Koordinaten die Elemente
der obigen Determinante sind, fiir A= 2 den Rang 2 und fiir A= —1x
den Rang 1 hat. Die Gleichungen fiir die Eigenvektoren sind fiir 1 = 2

—2X; + X+ X;=o0,

1
sieht sofort, daB der Tensor 4;; — 1§

X;—2X,4+ Xg=o0, (14, 14)
X, +X,—2X;=o.
. . . 1 I I I
Sie haben die normierte Losung ¢; = |——=, ——, —=|. Fir A= —1
W3 V3 s
ergibt sich die Gleichung
X+ X+ X3=0 (14, 15)
1
dreimal; wir suchen zwei aufeinander und auf e; senkrechte Lo&sungen.

2 1 1
Eine normierte Losung ist z. B. ¢; = (—V:. —T 0) ; dann muB
2 2
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3 12 1 1 2
A R ey
1
sein. Jeder auf ¢; senkrechte Vektor muB ja der Gleichung (14, 15) geniigen!

Die Drehung 7, = e‘,- #;, die ausfiihrlich geschrieben

— 1
= Vg— (% + %2 + %),

PR — x,)
o = V'z— (% 2)»
;s='l/%(xl+”z_2"a)

lautet, fiihrt (14, 12) iiber in
P (X X)= 117(12 + ;Ff,ﬁ + ;13&’3“ =2 X2 —X2— X2 (14, 16)

Ist der Tensor A4,; singulir, also vom Rang 2 oder 1 (vom
Fall des Nulltensors kénnen wir absehen), so sind entweder ein
oder zwei Eigenwerte gleich Null.

Sind alle Eigenwerte positiv, so heiit 4,; oder die quadratische
Form (14, 03) positiv definit; f (X, X) kann, wie immer X, # o
gewdhlt wird, nur positive Werte annehmen. Sind alle Eigenwerte
negativ, so heiBt A4,; oder (14, 03) negativ definit und f (X, X)
nimmt nur negative Werte an. Haben die Eigenwerte verschie-
dene Vorzeichen, so heiit A;; oder (14, 03) indefinit, f (X, X)
kann Werte beiderlei Vorzeichens annehmen und insbesondere
auch verschwinden, ohne daB X; = o ist.

Hat A;; einen kleineren Rang als 3, sind aber die von Null
verschiedenen Eigenwerte von gleichem Vorzeichen, so heiit 4,
oder (14, 03) positiv bzw. negativ halbdefinit. f (X, X) kann ver-
schwinden, ohne dafl X; = o ist, nimmt aber sonst nur Werte
eines Vorzeichens an.

Beispiele:

X2 4+ X2+ X2 Rang 3, positiv definit.

Xo. X3 + X; X; + X; X, Rang 3, indefinit.1

X% 4 X2 — X2 Rang 3, indefinit.

X2 —X,? Rang 2, indefinit.

— X2 —X,? Rang 2, negativ halbdefinit.
X2 Rang 1, positiv halbdefinit.

1 Vergleiche das oben durchgerechnete Beispiel.
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§ 15. Flidchen zweiten Grades.

Als Anwendungsbeispiel unserer Entwicklungen iiber die
Tensoren zweiter Stufe geben wir im folgenden eine vollstindige
Untersuchung der Flichen zweiten Grades, die analytisch als der
Ort der Punkte definiert sind, die einer in den Koordinaten x;
quadratischen Gleichung der allgemeinen Form

f(x %) =a;;%%+2a,%+a=0 (x5, o1)
geniigen. Durch die Bezeichnung f (x, #) der linken Seite von
(15, ox) soll dabei vor allem die Tatsache zum Ausdruck gebracht
werden, daB es sich um ein Polynom zweifen Grades handelt. Bei
der folgenden Untersuchung soll eine vollstindige Klassifikation
der Fliachen, d. h. eine Aufstellung aller moglichen Typen und
zugleich ein Verfahren gegeben werden, die allgemeine Gleichung
(15, ox) durch Wahl eines speziellen Koordinatensystems in eine
moglichst einfache Form (Normalform) zu transformieren. Wir
setzen dabei voraus, daB (15, o) auch wirklich quadratische
Glieder enthilt und nicht nur die Gleichung einer Ebene ist; wir
nehmen daher an, da3

a;5 = Aj; (15, 02)
nicht vom Rang Null, d. h. nicht der Nulltensor ist.

Zuvor aber noch einige allgemeine Bemerkungen iiber die
Gleichung (15, o1)! Die zugehdérige bilineare Gleichung

[(%y) =a;%y;+a % +ay +a=o0 (15 03)
die fiir y; = x; in (x5, o1) iibergeht, bestimmt dann eine Zu-
ordnung zwischen Punkten und Ebenen des Raumes, die man als
Polaritit beziiglich der Fliche f (x, x) = o bezeichnet. Ist ein
Punkt x; fest gegeben, so ist (15, 03) eine in y, lineare Gleichung,
stellt also eine bestimmte Ebene dar, die Polare oder Polarebene
des Punktes x; heiBlt. Ist umgekehrt eine Ebene

U; %; + U =0 (15, 04)
gegeben, so zeigt der Vergleich mit (15, 03), daB3
“ia‘yi+“i:“i}
a;yit+a =u
sein muB3, woraus die Koordinaten des Poles v, der Ebene (15, 04)
zu berechnen sind. Wir kénnen (15, 05) als ein System von
Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 8

(15, 05)



114 I. Tensoralgebra.

linearen Gleichungen fiir die Unbekannten y,, v,, v;5, ¥4 = 1! auf-
fassen; die Bedingung fiir eine eindeutige Losbarkeit ist 4 + o,
wenn

ay Gy 4y

@y Ay Qa3 Ay

A= ' (15, 06)

a3 43 Azz dg
a, a, a; a

ist. Die dreireihige Determinante 4 = Det a,; des Tensors a;; ist
das Komplement des Elements a4 in (15, 06).

Es seien nun #; und y, die Koordinaten zweier beliebiger Punkte
X und Y im Raum; dann ist

=%+t (y,—x)=@—0) %+t (15, 07)
ein Punkt der Geraden durch X und Y. Bezeichnen wir mit A

und B die Schnittpunkte der Geraden (15, 07) mit unserer Flache
(15, 01), so folgt durch Einsetzen
o2 =@ —tPa;x 0+ 2t (10— ayx%y;+ 2ayy 9+
+2a; 00— x;+2a;ty,+a=o, (15, 08)
d. h. eine quadratische Gleichung fiir die Parameterwerte £, £,
der beiden Schnittpunkte 4 und B. Auf der Geraden (15, 07)
liegen also vier Punkte X, Y, 4 und B. Unter dem Doppel-
verhiltnis dieser vier Punkte versteht man den Ausdruck

XA XB
—_— I5, O
i (15, 09)

wobei z. B. XA der (im Sinn wachsender ¢ orientierte) Abstand
der beiden Punkte X und A ist. Nun ist aber der Parameter ¢ in
(15, 07) dem Abstand des Punktes Z (mit den Koordinaten z;)
von X proportional, wobei der Proportionalititsfaktor der Ab-

vV =

1 Wir denken uns die Gleichungen (15, o5) in der Form

@ V; + 4 Y= u; } 0

@Gy + ay,=u v
mit den Unbekannten y,, ¥, ¥; ¥, geschrieben. Aber wir konnen die
Koeffizienten u;, » von (15, 04) mit einem beliebigen Faktor ¢ multiplizieren,
ohne die dargestellte Ebene zu dndern. Die Losungen von (I) multiplizieren

sich dann ebenfalls mit ¢, und wir kénnen ¢ so wihlen, da8 ¢ y, = 1 wird.
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XZ

stand A = XY ist, d. h. es ist ¢ = v In (14, 25) k6nnen wir

aber, ohne den Wert von v zu idndern, alle Abstinde durch A
dividieren, d. h. wir kénnen die entsprechenden Werte des Para-
meters ¢ in (I5, 09) einsetzen. Das gibt, wie man leicht nach-
rechnet (zu den Punkten X, Y, A, B gehoren der Reihe nach die
Werte o, 1, ¢, ¢, von i)

tl . tZ
i—1 tp—1

v — = Uy Uy, (15, 10)

wo t:u—il— gesetzt ist. Aus (15, 08) folgt

(@5 %% + 2, %+ a) —2u (a;; % Y; + a; %, + a; y; + a) +.
+u?(a;;y:y;+2a,9;,+a)=o0
oder
f(x,x%)—2f(x,y)u+f(yy)u?=o. (15, 11)

Ist v = — 1, so sagt man, daB die vier Punkte harmonisch liegen.!
Dieser Fall ist von besonderer Wichtigkeit und tritt fiir die vier
Punkte X, Y, 4, B dann ein, wenn die Wurzeln #, und #, von
(15, 1I) entgegengesetzt gleich sind. Da aber nach (x5, x1)

_,fxy)
Ut Uy =2 Fv, 9

ist, muB dann f (%, y) = o sein. Denken wir uns den Punkt X
festgehalten und betrachten wir simtliche Geraden des Raumes
durch X. Auf jeder dieser Geraden bestimmen wir den zu X be-
ziglich der Schnittpunkte A und B der Geraden mit der Fliche

1 Das Doppelverhiltnis von vier Punkten X, Y, 4, B einer Geraden
ist die fundamentale Invariante der projektiven Geometrie. Ist v = — 1,
so sagt man auch, daB die Punktepaare X, Y und 4, B einander harmonisch
trennen, oder dalB3 z. B. Y der vievte har-
monische Punkt zu X beziiglich A, B ist.
Die Abb. 26 zeigt die Konstruktion von
Y (oder X), wenn X (bzw. Y) und 4,
B gegeben sind, mit Hilfe des vollstan-
digen Vierecks A BCD (bzw. A BC'D’),
wobei C und D (bzw. C’ und D’) auf
einer Dbeliebigen Geraden durch X
(bzw. Y) beliebig angenommen werden
konnen.
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harmonischen Punkt Y. Der Ort aller dieser Punkte Y ist dann
nichts anderes als die Polare von X.

Liegt X auf der Fliche, so ist X = A und neben f (¥, y) =0
auch f (x, ¥) = o. Es muB dann entweder Y oder B mit X =4
zusammenfallen, Im ersten Fall ist (15,08) und ebenso (15, 11)
identisch erfiillt. Im zweiten Fall hat (15, 11) die Doppelwurzel
=0 und ebenso (15, 08) die Doppelwurzel ¢{=o0, d. h.
auch der zweite Schnittpunkt B fillt mit X und 4 zusammen.
Die Gerade (15, 07) ist eine Tangente der Fliche in X und die
Polare von X die Tangentenebene der Fliche im Punkt X. Somit
ist (15, 03) die Gleichung der Tangentenebene mit dem Bertihrungs-
punkt x; in laufenden Koordinaten y,.

Der Mittelpunkt der Fliche ist der Pol der unendlich fernen
Ebene des Raumes. X liegt in der Mitte zwischen den beiden
Schnittpunkten 4 und B, wenn AX = XB ist. Dann folgt aus
(15, 09) fiir v = —1 sofort YA = Y B, was aber nur méglich
ist, wenn Y im Unendlichen liegt. Fir die unendlich ferne
(uneigentliche) Ebene des Raumes muB in (15, 04) ; =0, # % 0
sein. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind dann aus den ersten
drei Gleichungen (15, 05) mit #; = o zu berechnen. Wir kommen
darauf weiter unten von einer anderen Fragestellung aus zuriick.

Wir wenden uns nun zu der eingangs gestellten Aufgabe, eine
Klassifikation der Fliachen (15, o1) zu geben. Der zweite Teil der
Aufgabe, namlich die Transformation in Normalformen, findet
seine Losung dabei als Nebenresultat ohne weitere Schwierig-
keiten.

Nach unseren Ausfithrungen iiber die symmetrischen Tensoren
ist es zunichst naheliegend, die quadratischen Glieder in (15, o1),
also die quadratische Form '

@ (%, %) = a;; %; %;

in eine Summe von Quadraten zu transformieren. Sind 4, 4, 4
12 3

die Eigenwerte und r;j die (normierten) Eigenvektoren des Tensors
a;;, so fihrt die Drehung (14, 07) des Koordinatensystems, die
wir hier lieber o
Vi = € %
oder, nach den x; aufgelost,

7
X =¢;y; (15, 12)
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schreiben, ¢ (x, x) iiber in

Y (v, y) = % yi& -+ % y2? + é ¥ (15, 13)
und (15, 0o1) geht {iber in
gy =Ay+ Ay’ + Ayl +2by,+b=o. (15, 14)
Dabei ist
b; = 2,»,. a;, b=a. (15, 15)

Der Rang des Tensors a,; stimmt mit der Zahl der von Null ver-
schiedenen Eigenwerte 4 tiberein, so daB sich zunachst drei Haupt-
fille ergeben:

I. %%%:{:0, Rang 3
II. }1;% % 0, /31: o, Rang 2 (15, 16)
ITII. 2 +o0, A=24=o0, Rangr.
1 2 8

Wir suchen nun (15, 14) mit Hilfe einer Parallelverschiebung

Vi =2; + my; (15, 17)
des Koordinatensystems weiter zu vereinfachen.  Aus (15, 14)
folgt dann

gltmztm=ind+ izt + 1zt
+z(m+b) st 2 (Gmetb)z+
+ 2 (kmy + by) 2+ Aomg? 4 Amg?
—|—3{1m§—|—2b,~m,-—{-b=0. (15, 18)

Das konstante Glied hat die Form g (m, m) und verschwindet,
wenn der Punkt m, auf der Fliche liegt. Wir versuchen aber zu-
nichst m; so zu bestimmen, daB alle linearen Glieder wegfallen,
also

%m1+b1=%m2+b2=§m3+b3:0 (15, 19)

ist. Im Fall I von (15, 16) sind die m; aus diesen Gleichungen ein-
deutig bestimmbar und sind nichts anderes als die Koordinaten
des Mittelpunktes. Man iiberzeugt sich sofort, dafl die ersten drei
Gleichungen (15, 05) mit #; =0 durch die Transformation (15, 12)
in (15, 19) ibergehen. Im Fall IT existiert nur dann eine Losung
von (15, 19), wenn auch b, = o ist, dann kann aber m, willkiirlich
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angenommen werden, d.h. es gibt eine Gerade, ndmlich die
23-Achse (2; = 2, = 0), deren simtliche Punkte Mittelpunkte der
Fliche sind. Im Fall IIT gibt es nur, wenn b, = by = 0 ist,
Losungen m,, und zwar erfiillen diese alle Punkte der Ebene
2, = o. Wir haben also folgende weitere Einteilung:

II A. Fliche ohne Mittelpunkt: &; % o.

B. Fliche mit co! Mittelpunkten: by = o.

IIT A. Fliche ohne Mittelpunkt: &, + 0 oder b; #+ o.
B. Fliche mit oo? Mittelpunkten: b, = b3 = o.

Wir gehen an die Diskussion dieser fiinf Hauptfille.

Im Fall I bestimmen wir den Mittelpunkt m; aus den Glei-
chungen (15, 19) und setzen das konstante Glied in (15, 18)

g (m, m) = k.
Dabei ergeben sich zwei Unterfille, je nachdem % % o oder
k= o ist.
T A. k& # o; der Mittelpunkt liegt nicht auf der Fliche. Divi-
dieren wir (15, 18) durch —#% und setzen wir
A

o

=t r=123) (15, 20)

so erhalten wir je nach den Vorzeichen der Eigenwerte die folgen-
den Flichentypen:

22 2,2 242 .
a) oF -+ o —+ ok =1, Ellipsoid,
22 252 252 . . .
b) 24 % — 2 =1, einschaliges Hyperboloid,
) 2] 3
A 2,2 252 . . .
c) 0—15 — 6—22 — —:—2 =1, zweischaliges Hyperboloid,
1 2 3
22 P 242 « 1
d) —-%—-%5—_7=171, Fliche ohne reelle Punkte.
1 2 3

In den Fillen b) und c) kénnte sich zun4chst auch eine andere Ver-
teilung der Vorzeichen ergeben, aber durch Umnumerierung der

1 Man sagt nickt ,,imaginire Fliache”! In der Geometriec nennt man
jede Fliche reell, wenn sie durch eine reelle Gleichung (d. h. eine Gleichung
mit reellen Koeffizienten) dargestellt werden kann. I A d) ist also eine
veelle Fliche.
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Koordinatenachsen kann man stets zu den obigen Gleichungen
gelangen, die die bekannten Normalformen der reguliren Mittel-
punktsflichen zweiten Grades sind. Uber die Gestalt der Flichen
bekommt man einen vorliufigen AufschluB, wenn man die
Schnitte mit den Koordinatenebenen z; = 0, z, = 0, 3 = 0 be-
trachtet.

1 B. k = o; der Mittelpunkt liegt auf der Fliche. Da die linke
Seite der Flichengleichung (15, 18) dann homogen vom zweiten
Grad ist, ist der Mittelpunkt zugleich ein singulirer Punkt der
Fliche und diese ein Kegel. Setzen wir

I
TE
so folgen je nach den Vorzeichen zwei Unterfille

2

Kegel ohne reelle Punkte mit Aus-

T .
) 2 + o2 + 5.2 — %  nahme des Scheitels z; = o.
1 2 3 Z
2,2 292 2 )
b) }‘2'— + —622- — Ljiz— =0, Kegel
1 2 3

Weitere Fille gibt es nicht, denn wenn zwei oder drei Eigenwerte
negativ sind, fiihrt eine Multiplikation der ganzen Gleichung mit
—1 stets auf den Fall b) oder a).

IT A. Wir bestimmen m,; und sm, aus den beiden ersten
Gleichungen (135, 19), m, aus der Bedingung g (m, m) = o. Es ist
(A3 =0, bg * 0)

I
Mg — —

(A m? 4 Amg? 4 2 by my + 2 bymy + b)
2bg 1 2

und (15, 18) geht iiber in
%zf—l— 2222—{— 2 by 23 =0.

Setzen wir hier je nach dem Vorzeichen von /;L und A

2
A A
1 _ o, roz 4t
P T e
so folgen die Normalformen
a) 25 4 % — 224, elliptisches Paraboloid,
1
b) L‘: — 32; — 2z, hyperbolisches Paraboloid.
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Der Fall mit zwei negativen Eigenwerten bietet nichts Neues, da
diese Fliche durch eine Spiegelung an der Ebene z; = o (d. h.
durch die Transformation z; =z, Z, =2, 23 = —2;) in das
elliptische Paraboloid II A a iibergeht.

II B. Wegen b; = o 148t sich m, #nicht wie im Fall II A aus
der Bedingung g (m, m) = o bestimmen. Wir setzen

g(m;’m):}1-’”124‘émz.2+2b1m1+2bzm2+b:—k

und haben wie bei I zwei Unterfille zu unterscheiden, je nachdem
k + o oder £ = o ist.
a) k # o; wir setzen
4 r b x
TR TEG T T E
so daB} (14, 34) je nach den Vorzeichen der Eigenwerte in eine der
drei Normalformen

z4? 2,2 .. .
&) -5 T g =1 elliptischer Zylinder,
1 2
2,2 252 . .
f) sr s =5 hyperbolischer Zylinder,
1 2
22 252 .
) ~— & — s =1, Zylinder ohne reelle Punkte
1 2

iibergeht.
b) & = o; wir setzen

I 1
A=— A=—5
1 Oy 2 Cy

und erhalten zwei Normalformen

2
—5 + -5 =0, zwei imaginire Ebenen mit reeller Schnitt-
geraden,

2,2 252 . '
B) 25 — =% =o, . zwei reelle Ebenen.
IIT A. Wegen é = gl =0 (Doppelwurzel der charakteristi-

. . .2 1
schen Gleichung) kénnen wir ¢; in der zu e; senkrechten Ebene

. 3 . .2
beliebig annehmen, ¢; ist dann bestimmt. Wihlen wir e; senk-
recht zu a;, so ist nach (15, 15) b, = 0; m, bestimmen wir dann
aus der ersten Gleichung (15, 19) und m, aus

: ({-’”124‘ 2 by my + b)

2 by

mg — —
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(es ist sicher b3 + o, da sonst der Fall III B vorliegen wiirde).
Dann ist das konstante Glied g (m, m) = o und (15, 18) geht,
wenn wir noch

=p

leg?‘

setzen, iiber in
2,2 = 2 p z;, parabolischer Zylinder.

ITI B. Wir bestimmen m, aus der ersten Gleichung (15, 19)
und setzen

g(m,m):)l.m12—}—2blml—|—b:—k.

A
a) k& * o, ———i—:j:%gibt

22 . )
&) —EI“'-‘_ =1, zwei reelle parallele Ebenen,
1

2,2 .. .
f) — =% =1, zwel imaginire parallele Ebenen,
c,?

b) £ = o gibt sofort
22 = o0, Doppelebene.

Damit ist die Klassifikation fertig und das als Hauptachsen-
transformation bezeichnete Verfahren der Transformation der all-
gemeinen Flachengleichung in eine der Normalformen angegeben.
Sind bei einer Fliche zwei Eigenwerte und damit auch zwei
Hauptachsen ¢; (die ¢, sind die halben Lingen der Hauptachsen,
ihre Richtungen sind die Eigenrichtungen) gleich, so ist die
Flache eine Drehfliche, deren Drehachse durch den dritten Eigen-
vektor gegeben ist.

So gibt I A a) und b) fiir ¢, =c¢,, I A a) und c) fiir ¢, =¢; eine
Drehfliche, wihrend I A a) fiir ¢, =¢, =c¢,; eine Kugel wird, fiir
die jede Achse Drehachse ist. Das ist die geometrische Deutung
fiir die Unbestimmtheit der Eigenvektoren, die bei gleichen Eigen-
werten auftritt. Bei einer Drehfliche ist eben nur der Eigenvektor
in der Richtung der Drehachse bestimmt, wihrend die beiden
anderen senkrecht zur Drehachse und senkrecht aufeinander be-

liebig angenommen werden kénnen. Bei der Kugel (f» = g. = :};)

ist jedes normierte Dreibein ein Dreibein von Eigenvektoren, die
Hauptachsenrichtungen sind unbestimmt. Daher hat auch die
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Kugelgleichung in jedem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Form
%2+ %2+ %2+ 2a;, %, + a=o.

Wir fiigen noch einige ergdnzende Bemerkungen hinzu. Wir
haben den Mittelpunkt als Pol der unendlich fernen Ebene de-
finiert. Wenn wir dann die Paraboloide und den parabolischen
Zylinder als Fliche ohne Mittelpunkt bezeichnet haben, so war
das nicht ganz konsequent. In-der Redeweise der Geometrie
sagt man lieber, dal der Mittelpunkt dann ebenfalls in der unend-
lich fernen Ebene, also in seiner Polarebene liegt.. Dann ist aber
die unendlich ferne Ebene Tangentenebene der Fliache, d. h. die
Fliche beriihrt die unendlich ferne Ebene. Das ist der Fall bei
den Paraboloiden und bei den parabolischen Zylindern.

Man kann die Klassifikation der Flichen auch anders auf-
bauen. Wir sind von dem Rang des Tensors a,; ausgegangen.
Man kann aber auch von den singuldren Punkten der Fliachen aus-
gehen oder, was dasselbe ist, vom Rang der Determinante 4 (15, 06).
Ein singuldrer Punkt der Fliche geniigt bekanntlich neben

fx %) =a,;%%+2a%+a=o0 (15, o1)
noch den Gleichungen
% a g::xl =a;; %+ a; = 0. (15, 21)

Uberschieben wir (15, 21) mit x,, so folgt durch Subtraktion von
(15, o1) eine vierte lineare Gleichung

a; %; +a =o; (15, 22)
aber diese vier linearen Gleichungen (15, 21) und (15, 22) sind nur
vertriaglich, wenn A = o ist. Anderseits sind aber (15, 21) die
Gleichungen fiir den Mittelpunkt und das Zusammenbestehen von
(15, 21) und (15, 22) — und damit (15, o1) — besagt, daB ein
singuldrer Punkt ein auf der Fliche liegender Mittelpunkt ist.
Vergleicht man ferner (15, 21) und (15, 22) mit der bilinearen
Gleichung (15, 02), bzw. mit den Gleichungen (15, 05), so folgt,
daBl die Polarebene des singuliren Punktes x, unbestimmt ist,
aber da x; ein Flichenpunkt ist, ist die Polarachse die Tangenten-
ebene zu x; und wir koénnen die singuliren Punkte dadurch
charakterisieren, daB in ihnen keine bestimmte Tangentialebene
gegeben ist.
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Je nach dem Rang des Gleichungssystems (15, 21), (15, 22)
gibt es keine, eine, zwei oder drei linear unabhingige Lésungen
und demgemail

1. Regulire Flichen ohne singuliren Punkt; 4 * o.
II. Singulire Flichen; 4 = o.

A. Ein singuldrer Punkt: Kegel!
A hat den Rang 3.

B. Eine singulire Gerade: Ebenenpaar,?
A hat den Rang 2.

C. Eine singulire Ebene: Doppelebene,
A hat den Rang 1.

Die Flichen I tragen in unserer fritheren Klassifikation die
Nummern I A und IT A; die Kegel und Zylinder II A sind unter
der alten Nummer I B, IT B a und III A zu finden usw.

Die Unterteilung kann jetzt beispielsweise weiter nach dem
Schnitt der Fliche mit der unendlich fernen Ebene erfolgen, der
durch die Gleichung

| @ (% %) = ay; % 2 = 0 (15, 23)
gegeben ist, wenn wir die homogenen Verdnderlichen x,: x,: %3
nicht als Punktkoordinaten, sondern als Parameter der zum be-
trachteten uneigentlichen Punkt weisenden Richtung auffassen.
(15, 23) ist die Gleichung des Kegelschnittes C,,® in dem die
Fliche die unendlich ferne Ebene schneidet. Bei den Flichen
TAa, IAd und I Ba der frilheren Einteilung hat C, keinen
reellen Punkt, wohl aber bei I Ab, IAcund I Bb. Bei IT A a,
IIBaw, IIBayund II Bb « ist C, ein Paar imagindrer Ge-
raden (mit reellem Schnittpunkt),beiIlAb, IIBafund IIBb g
ein Paar reeller Geraden und bei samtlichen Fliachen III eine
Doppelgerade.

Bei den Mittelpunktsflichen (das sind die Flichen mit einem
eindeutig bestimmten Mittelpunkt) kann man die Reihenfolge

1 EinschlieSlich der Zylinder, bei denen der singulire Punkt im Un-
endlichen liegt.
2 EinschlieSlich der Paare paralleler Ebenen, bei denen die singuldre
Gerade im Unendlichen liegt. )
-+ 3 Bei C_, ist eine Unterscheidung von Ellipse und Hyperbel natiirlich
nicht méglich.
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der Transformationen auch umkehren und zuerst den Ursprung
des Koordinatensystems durch die Parallelverschiebung

X =y + my;

in den Mittelpunkt der Fliche verlegen, deren Gleichung dann
die Form

) =aiy:9; =k (15, 24)
annimmt. Fiir 2 $ o ergeben sich dann die reguléren Flichen I A,
fiir # = o die Kegel I B. Bei den ersteren kann man auch durch
eine andere Fragestellung, und zwar durch eine Extremumaufgabe
zu den Eigenwerten und Eigenvektoren gelangen. Wir suchen

die Punkte der Fliche, die vom Mittelpunkt y, = 0 extremen
Abstand haben. Wir suchen also Extrema der Funktion

Vi ¥i =Y+ ¥t + vt

unter der Nebenbedingung (15, 24). Nach LAGRANGE ldBt sich
diese Aufgabe auf die Bestimmung der Extrema der Funktion

D (v) = y; yi— p (@5 9y, —R) (15, 25)
zuriickfithren. Wir bilden
oD
%3—3'.- =Yi—Hha;Y;=0; (x5, 26)

aus diesen Gleichungen ist u und y; zu ermitteln; setzen wir
I . .
aber u =, so gehen (15, 26) tiber in

;Y5 =AY (15, 27)
unsere wohlbekannten Gleichungen (13, 33) zur Bestimmung der
Eigenwerte A und Eigenvektoren y; des Tensors a;;, Man kann
die Aufgabe iibrigens auch anders formulieren und nach den
Einsvektoren y; fragen, fiir die ¢ (y, y) ein Maximum wird. Das
gibt dann den Lagrange-Ansatz

Y (y:) = aisy: 95— Ay ¥
und dann durch Nullsetzen der Ableitungen wieder (15, 27).
Mit Hilfe der oben aufgestellten Normalformen koénnen wir
zum Schlufl noch die Frage nach den Erzeugenden der Flichen
zweiten Grades in aller Kiirze beantworten. Erzeugende sind

Gerade, die der Fliche ganz angehoren. Die Frage ist vollig
uninteressant bei den -Flichen, die aus Ebenen bestehen. Sie



§ 15. Flachen zweiten Grades. 125

ist von geringerem Interesse bei den Kegeln und Zylindern, bei
denen die Existenz von Erzeugenden schon in der Definition
dieser Fliachen enthalten ist. Man kann aber die Erzeugenden
bei den Kegeln und Zylindern in derselben Weise nachweisen,
wie wir es im folgenden bei den Flichen I A und II A machen
‘wollen.

Das einschalige Hyperboloid

x,2 %52 %2
e s5,25)
und das hyperbolische Paraboloid
7,2 %2
712— _71:7 =2 (15, 29)

besitzen zwei Scharen von reellen Erzeugenden. Schreibt man
{15, 28) in der Form

2 2
*3 )

%2 I
2 B 2
ay as a,

so lassen sich linke und rechte Seite in je zwei lineare Faktoren
zerlegen

) () < (4 2) (1—2); (530)

a, ag ay a;
setzen wir
*1 3 X2
—_ — =% |I —_— I5, 3I
bl () (13, 31)
so ist (15, 30) erfiillt, wenn zugleich
L F T
71— a;  u (I ] (15, 32)

ist. (x5, 31) und (15, 32) sind je eine Ebene; bestehen sie zusam-
men, so stellen sie die Schnittgerade dar. Diese Gerade liegt
aber ganz auf der Fliche, d. h. jeder Punkt des Raumes, der
den Gleichungen (15, 31) und (15, 32) geniigt, geniigt auch der
Fliachengleichung (15, 28). Da (15, 31) und (15, 32) noch von
dem willkiirlichen Parameter # abhidngen, gibt es fiir die ver-
schiedenen Werte von # eine ganze Schar von (co!) Erzeugenden.
Die zweite Schar ergibt sich aus der zweiten moglichen Zer-
legung von (15, 30), nidmlich

X X. X, X X. I 7
S W SOy PO ) F SR T I+_2)_
a, as ay a, ag v
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Ebenso ist fir (15, 29)

X X X X X,
1 2 — 5 u, 1 T2 __ 78
a, a, ay a, %
die eine und
X X X. X 2
et 5 22—y X3, a2 2
a, a, a a, v

eine zweite Schar von Erzeugenden. Die anderen unter I A
und IT A angefiihrten Flidchen besitzen keine reellen Erzeugenden,
Zerlegungen &dhnlich (15, 30) mit reellen Koeffizienten sind nicht
moglich.

Die engen Beziehungen zwischen den Flichen zweiten Grades
und den Tensoren zweiter Stufe legen die Frage nahe, ob man
nicht die Flichen zweiten Grades zur Veranschaulichung der
Tensoren zweiter Stufe beniitzen kann, wobei es sich natiirlich
nur um symmetrische Tensoren handeln kann, da ja die quadra-
tische Form (14, 03) fiir alternierende Tensoren identisch
verschwindet.

Es sei also ein symmetrischer Tensor A4;; gegeben. Wir
betrachten die quadratische Form (14, 03) und setzen

(X, X)=4;X;X;=a. (15, 33}

Verlegen wir die Anfangspunkte der dieser Gleichung gentigenden
Vektoren X; in einen festen Punkt O, so beschreiben ihre End-
punkte eine Mittelpunktsfliche zweiten Grades mit dem Mittel-
punkt O. Beschrinken wir uns auf die Koordinatensysteme mit
dem Ursprung O und lassen wir demgemifl nur Drehungen um
O zu, so verschwindet jeder Unterschied zwischen Vektoren und
Ortsvektoren. Nach (14, 19) ist

f(X) Y) == Ai:iXi Yj= a (IS, 34)

in laufenden Koordinaten Y, die Gleichung der Polarebene eines
festen Punktes X; beziiglich der durch (15, 33) gegebenen Fliche.
Der Normalenvektor dieser Ebene ist parallel zu 4;; X; und
daher steht der dem Vektor X; durch den Tensor 4;; zugeord-
nete Vektor
Ui = Aii Xf

senkrecht auf der Polarebene (15, 34) des Punktes X,. Dividiert
man (15,34) durch den Betrag U von U,, so erhdlt man den
Abstand
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a
l = —17
der Ebene vom Ursprung. Der Betrag U von U, ist somit um-
gekehrt proportional dem Abstand der Polarebene vom Mittel-
punkt der Fliche, also

U=-*. (15, 35)

Liegt der Punkt X, auf der Fliche, so gilt (15, 33) und die
Polarebene (15, 34) wird zur Tangentenebene der Fliche im
Punte X;.

Da bei positiven Eigenwerten des Tensors 4,; und a >> o die
durch (15, 33) festgelegte Flache ein Ellipsoid ist, sagt man, daB
die Zuordnung zwischen X; und U; durch das Tensorellipsoid
vermittelt wird. Von einer Veranschaulichung des Tensors oder
gar von einer Zuordnung von Tensor zu Ellipsoid, so wie zwischen
Vektor und Strecke, kann man aber nicht sprechen, und auch
diese Deutung zeigt, daB ein Tensor, was wir schon mehrmals
hervorgehoben haben, die Eigenschaft einer Vorrichtung oder
eines Mechanismus zum Ausdruck bringt. Auch im eben behan-
delten Fall handelt es sich ja nur um eine Art von geometrischem
Mechanismus.

Man kann aber noch eine andere Frage stellen, die oft nicht
ohne Interesse ist, nimlich nach dem geometrischen Ort der End-
punkte der Vektoren U;, wenn die Endpunkte der Vektoren X,
auf einer Kugel um den Koordinatenursprung liegen. Wir suchen
also die durch

U,= Ai:i X;

bestimmte Fldche, wenn die X; der Bedingung
X, X;=a>o0 (15, 36)
geniigen. Nun ist nach (13, 18)

X, = A7V U;

und daher
ATV U AV Uy = a. (15, 37)
Bei symmetrischen Tensoren, auf die wir uns hier beschrinken, ist
AGVAG Y= A0 ARG = AR (15, 38)

und somit
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AP U, Up=a. (15, 39)
Die Endpunkte der durch Anwendung des Tensors auf alle
Vektoren X, die (15, 36) geniigen, gewonnenen Vektoren U, liegen
auf der durch A(” 2 bestimmten Fliche zweiten Grades. Wir zeigen
noch, dafl die Elgennchtungen von A( ? und ebenso die Haupt-
achsenrichtungen der Fliche so wie ubrlgens die Eigenrichtungen
aller Tensorpotenzen mit denen des urspriinglichen Tensors 4,;
iibereinstimmen.

Die Eigenrichtungen von 4,; sind nach (13, 33) durch

Ay Xy =1 X,
bestimmt, Uberschieben wir beiderseits mit A$; Y, so wird

GVA;X, =241 X,
oder
00 X; =245V X,
und
ATV X, =1 X, (15, 40)

‘Wir tberschieben noch einmal mit dem reziproken Tensor,
so daf}

AGRAGV X, = A VX,
und mit Verwendung von (15, 40) fur die rechte Seite
AT X =5 X;
oder
(Ag-?z)—- %6,‘1) X;=o0 (15, 47)
folgt,

Diese Gleichung zeigt zweierlei, ndmlich erstens, daB die
Eigenwerte von A(”z) gleich den (—2)-ten Potenzen der ent-
sprechenden Elgenwerte von 4;; sind, und zweitens, daB die Eigen-
richtungen beider Tensoren iibereinstimmen, zwei Tatsachen, die
sich auf dem gezeigten Weg auch fiir beliebige Tensorpotenzen
nachweisen lassen.

Orientieren wir wie in (14, 05) das Koordinatensystem nach
den Eigenrichtungen und legen den Radius der Kugel (15, 36)
gleichzeitig mit 1 fest, so nimmt (15, 39) die Form
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U,2 Uy U,?
1112 + —}:2— + ”};}” =1 (15, 42)

an. Das heiBt: Die Endpunkte der Vektoren, die den von einem
Punkt O ausgehenden Einsvektoren durch den symmetrischen Tensor
A,y augeordnet sind, liegen auf einer Mittelpunkisfliche zweiten
Grades mit dem Mittelpunkt O, deren Hauptachsen in die Eigen-
richtungen von A,y fallen und deven Achsenlingen mit den Eigen-
werten von A;; ibereinstimmen.

Diese Veranschaulichung der symmetrischen Tensoren erweckt
den Wunsch nach einer dhnlichen Darstellung fiir alternierende
Tensoren, die wir trotz der mangelnden Beziehung zu den Flichen
zweiten Grades hier noch anschlieBen wollen. Nach (13, 08) 148t
sich der alternierende Tensor 4,; durch

A= €53 Ay

darstellen, wobei A, der Vektor des Tensors ist. Fiir den Vektor
U; gilt dann

Ui= A4 X = ;. X; 435 (15, 431
d. h.: Den von esnem Punkt ausgehenden Einsvektoren werden durch
etnen alternievenden Tensor Vektoren zugeordnet, die in einer zum
Vektor des Tensors senkrvechten Ebene liegen und die aus den
Projektionen der Einsvektoren auf diese Ebene durch Dyehung durch

90° und Multiplikation mit dem Betrag des Vektors des Tensors
entstehen.

Aufgaben.

Fiir die durch die folgenden Gleichungen bestimmten Fliachen ist die
Art der Flache, (sofern vorhanden) der Mittelpunkt, die Achsenrichtungen
und die Lange der Halbachsen anzugeben:

1. 2923 + 2025 + 21 %5 = 1.

2. 2y 2y = 24t

3. 622+ 2822+ 5225 —82z2,—422—6=o0.
4. 42%—092% + 82 —42,+ 3623—32=o0.

a2 22 22— 22,2, + 22y 23— 2 2{ B —— 2y — Zg — Z3 = O.
1 2 3 2 43 1743 1% 1 2 3

Duschek-Hochrainer, Tenserrechnung. 9
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