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Vorwort. 

Das vorliegende Buch ist einer leider recht seltenen Arbeits
gemeinschaft entsprungen. Ein Mathematiker, der wahrend der 
Nazizeit zwar unfreiwillig, aber durchaus nicht ungern vor die 
Notwendigkeit gestellt war, sich gewissermaBen Hals iiber Kopf 
in die Elektrotechnik zu stiirzen und ein wirklich mitten in der 
Praxis stehender Techniker und Leiter der Forschungsabteilung 
eines gr6Beren Unternehmens der Starkstromtechnik, der wieder 
von seinen technischen Problemen aus gezwungen war, immer 
tiefer auch in die "reine" Mathematik hineinzusteigen, legen hie
mit ein Ergebnis ihrer Zusammenarbeit vor, deren Besonderheit 
das Abgehen von der gebrauchlichen Darstellung der Vektor
rechnung und der konsequente Aufbau einer neuen Art der Dar
stellung ist, die zwar an und fUr sich nicht neu ist, aber doch 
bisher nicht in vollem Umfang durchgefUhrt wurde. Unsere 
Erfahrungen damit waren so positiv, daB wir glauben, daB ihre 
weitere Verbreitung sich allgemein dahingehend auswirken k6nnte, 
die Scheu besonders des Technikers vor der praktischen Anwendung 
der Vektor- und Tensorrechnung zu iiberwinden. Das endgiiltige 
Urteil wird auch hier, wie in allen Fragen der Darstellung und 
der Methode, von der Erfahrung gesprochen werden. 

Die vorliegende Lieferung umfaBt lediglich den ersten, die 
Tensoralgebra enthaltenden Teil des Buches. Die beiden anderen 
Teile, die wir in einer einzigen abschlieBenden Lieferung heraus
zubringen hoffen, werden die Tensoranalysis, also die Theorie der 
von irgendwelchen Veranderlichen abhangigen Vektoren und 
Tensoren einschlieBlich der Differentialgeometrie und der Feld
theorie und die eigentlichen physikalischen und technischen 
Anwendungen behandeln. Die an das Inhaltsverzeichnis des 
ersten Teiles angeschlossene Inhaltsiibersicht fiir den zweiten und 
dritten Teil gibt dariiber naheren AufschluB. 



IV Vorwort. 

Der Kreis der Leser, an die sich das Buch wendet, ist da
durch schon vorgezeichnet: Es ist nicht nur der Mathematiker 
und Physiker, sondern vor alkm der Techniker in den Forschungs
und Berechnungsabteilungen der Industrie. Dementsprechend 
beschranken sich die Vorkmntnisse, die das Buch verlangt, 
auf das Minimum dessen, was an den Hochschulen in den 
tiblichen Vorlesungen tiber hohere Mathematik geboten wird. 

Dem Verlag danken wir fiir die tatkraftige Initiative, mit der 
er unter schwierigsten Verhaltnissen das Erscheinen des Buches 
nicht nur tiberhaupt, sondern in einer fast friedensmaBigen Form 
und Ausstattung ermoglicht lac. 

A. Duschek, A. Hochrainer. 
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Einleitung. 
Die Tensorrechnung ist in der letzten Zeit sehr in Mode ge

kommen. nicht nur bei den Physikern, ftir die sie schon seit 
langem ein fast unentbehrliches Instrument geworden ist, 
sondern auch bei den Technikern, die ihre Vorztige immer mehr 
zu schatzen wissen. Leider muB man aber bei der Durchsicht 
der Literatur nur zu oft eine mangelhafte, mitunter geradezu 
falsche Handhabung der Tensorrechnung feststellen. Es scheint 
vielfach die notige Klarheit dartiber zu fehlen, was eigentlich 
ein Tensor ist und wano- die Begriffsbildungen der Tensor
rechnung mit Vorteil Anwendung finden konnen. So werden, 
urn nur einige Beispiele zu nennen, in einem recht bekannten 
Lehrbuch der technischen Mechanik sechs Ausdrticke als Kompo
nenten des Spannungstensors bezeichnet, die niemals ein Tensor 
sein konnen, und in einem an anderer Stelle erschienenen Aufsatz 
tiber kritische Drehzahlen einer mit Schwungmassen belasteten 
Welle wird in einer geradezu grotesken Weise mit den Begriffen 
der Tensorrechnung herumgeworfen, ohne daB auch nur die 
geringste Berechtigung dazu besteht. Der Verfasser behandelt 
zuerst den "skalaren" Fall mit nur einer Masse und geht dann 
zur "vektoriellen" Darstellung tiber, indem er drei Massen auf 
der Welle annimmt und diese drei Massen als Komponenten 
eines Vektors bezeichnet. Ein besonders krasser Fall ist aber 
der eines amerikanischen Autors, der die Tensorrechnung geradezu 
mit Gewalt auf die Theorie der elektrischen Maschinen und 
Netze anwenden will, sich bis' zu den Begriffen "absolutes Diffe
rential" und "Krtimmungstensor" versteigt und dartiber dicke 
Bticher und lange Serien von Abhandlungen veroffentlicht. Es 
hatte nicht viel Sinn tiber solche Dinge auch nur ein Wort zu 
verlieren, wenn sie nicht geradezu symptomatisch waren, und 
wenn nicht die Gefahr besttinde, daB hier ein wertvolles und 

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 
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ungemein leistungsfahiges Instrument durch miBbrauchliche 
Anwendung in den Augen der Zuschauer verdorben und in MiB
kredit gebracht wird. DaB wir hier keine Gespenster sehen, 
wird uns jeder bestatigen, der mit Technikern in den Forschungs
abteilungen und Berechnungsbtiros tiber die Sache gesprochen 
hat. "Die Vektoren" - meist bleiben die Leute ja schon bei 
diesem Begriff stehen - "mogen ja etwas ganz Schones sein, 
aber wirklich rechnen konnen wir doch nicht damit", das ist 
fast die stereotype Antwort und deutlicher kann man wohl nicht 
zum Ausdruck bringen, daB die Vektoren und erst recht die 
Tensoren in MiBkredit geraten sind und das bei Lenten, die sie 
doch sehr gut brauchen und damit rechnen konnten, wenn sie 
nur wtiBten wie. 

Schuld an diesen bedauerlichen Zustanden ist eine recht 
merkwtirdige Tatsache. Auf der einen Seite haben die Mathe
matiker in den letzten Jahrzehnten ein Rechenverfahren ent
wickelt, das in der Regel als "Tensoranalysis" bezeichnet wird, 
ein Instrument von hochster Vollkommenheit ist und die groBen 
Fortschritte auf dem Gebiete der allgemeinen Differential
geometrie tiberhaupt erst ermoglicht hat. Diese Entwicklung 
ist von einem Impuls ausgegangen, den die Physik durch die 
Relativitatstheorie gegeben hat, und die Physiker haben auf 
diesem Gebiet auch reichlich Nutzen aus den Methoden der 
Tensoranalysis gezogen, aber die vierdimensionale Raum-Zeit
Welt der Relativitatstheorie mit ihrer allgemeinen Metrik ist 
nicht das, was vor allem die Techniker brauchen. Diese arbeiten 
nach wie vor im altehrwtirdigen dreidimensionalen euklidischen 
Raum, wo mit all den schonen Worten und Namen der allgemeinen 
Methoden nicht viel anzufangen ist, wenn man nieht auf so1chen 
Unfug verfallen will, wie die oben genannten Autoren. Nun hat 
es aber durchaus den Anschein, als ob auch fUr den Techniker 
reichlich gesorgt ware. Es gibt doch eine ganze Menge von Btichern, 
die sich recht bescheiden meist als "Lehrbuch der Vektorrechnung" 
bezeichnen - was ungefahr ebenso treffend ist, als wollte man 
"Theorie der Polynome" statt "Funktionentheorie" oder "Apfel
baum" statt "Obstgarten" sagen - und in denen ein Rechen
verfahren mehr oder weniger ausfUhrlich dargelegt ist, dem der 
euklidische Raum zugrunde liegt. Die Methode, die hier ganz 
allgemein verwendet wird, ist aber im Prinzip vollig versehieden 
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von den Methoden der allgemeinen Tensorrechnung. Ihre Ver
treter rei ten auf einem ganz absonderlichen Steckenpferd, das 
verschiedene Namen tragt, wie "Unabhangigkeit yom Koordinaten
system", "Invariante Methode", "Direkte Analyse" usw. Gemeint 
ist damit folgendes: Da die Vektorrechnung ein geometrisches 
Rechenverfahren ist - daran andern die zahlreichen Anwendungs
maglichkeiten in der Physik nicht das geringste - und sich mit 
geometrischen GraBen beschaftigt, will man mit diesen GraBen 
selbst rechnen und aIle fremden Elemente ausschalten. Diese 
fremden Elemente sind vor allem die Koordinaten, die hier auf 
einmal, ohne daB dafUr irgendwo ein vernunftiger Grund an
gegeben wird, als etwas hachst Verabscheuungswurdiges hingestellt 
werden. Wir haben doch wohl aHe genug analytische Geometrie 
getrieben, urn zu wissen, wie zweckmaBig die Koordinaten sind 
und, vor aHem, wie gut es sich mit ihnen rechnen laBt. DaB die 
Formeln der analytischen Geometrie und die Langen und Winkel, 
die wir nach ihren Methoden berechnen, yom Koordinatensystem 
unabhangig sind, das wissen wir doch ganz genau. Es mag vielleicht 
zweckmaBig sein, sich uber den Begriff der Unabhangigkeit yom 
Koordinatensystem eine prazisere Vorstellung zu schaffen, vielleicht 
lassen sich die Methoden der analytischen Geometrie auch noch 
weiter verbessern und verfeinern, aber wir haben gar keinen Grund, 
sie in Bausch und Bogen zu verdammen und uber Bord zu werfen, 
bloB weil es da Koordinaten gibt. 

Diese sogenannte "Vektorrechnung" erreicht ihre Unabhangig
keit yom Koordinatensystem dadurch, daB sie von Koordinaten 
einfach nicht redet. Fur gewisse GraBen und fUr gewisse zunachst 
am einfachsten erscheinende Verknupfungen dieser GraBen 
werden Symbole eingefUhrt und dann wird mit diesen Symbolen 
frisch darauf losgerechnet. Von Koordinaten ist nicht die Rede, 
allerdings nur scheinbar, denn irgendwie werden sie ja doch immer 
wieder eingeschmuggelt, nur hutet man sich, das Kind beim 
rechten Namen zu nennen. Man kann naturlich, daruber besteht 
kein Zweifel, die orientierte Strecke im Raum mit dem Symbol a 
bezeichnen und "Vektor" nennen. Hat man zwei solche Vektoren a 
und 0, so kann man sie in bekannter Weise addieren; das Resultat 
ist ein Vektor c = a + o. Man kann noch andere Verknupfungen 
einfuhren, z. B. kann man a' 0 = c das "innere Produkt von a 
und 0" nennen und durch c = a . b . cos cp definieren, wobei a 
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und b die Langen von a und 0 und q; der von ihnen eingeschlossene 
Winkel ist. Das Resultat dieses doch recht merkwtirdigen "Pro
duktes" ist also kein Vektor, sondern eine Zahl, die, weil sie vom 
Koordinatensystem unabhangig ist, Skalar oder Invariante 
genannt und daher auch nicht mit einem gotischen, sondern 
mit einem lateinischen Buchstaben bezeichnet wird. Warum wir 
dieses Produkt merkwiirdig nennen? Well es ganz andere Eigen
schaften hat als das so ziemlich allen Menschen vertraute Produkt 
von gewohnlichen (reellen oder komplexen) Zahlen. Die Multi
plikation von Zahlen hat namlich einige einfache und charakteristi
sche Eigenschaften, sie geniigt dem kommutativen Gesetz 
a' b = b· a und dem assoziativen Gesetz (a b) c = (b c) a = (c a) b 
und das Produkt a b verschwindet dann und nur dann, wenn 
mindestens ein Faktor Null ist. Das innere Produkt von Vektoren 
ist zwar noch kommutativ, weil der Cosinus eine gerade Funktion 
ist, aber beim Versuch, das assoziative Gesetz nachzuweisen, 
erleidet man griindlich Schiffbruch, weil das innere Produkt 
eben kein Vektor, sondern eine Zahl ist: Das Bestehen einer 
Gleichung (a 0) C = a (0 c) hat zur Folge, daB die Vektoren a 
und c dieselbe Richtung haben. Und die Eigenschaft, daB ein 
Produkt nur dann verschwindet, wenn mindestens ein Faktor 
Null ist, trifft auch nicht zu, denn a 0 = 0 ist wohl auch erfiillt, 
wenn a = 0 oder 0 = 0 ist, aber auch dann, wenn a und 0 auf
einander. senkrecht stehen und das ist sogar der allgemeine Fall. 
Wenn man es richtig betrachtet, erscheint es geradezu als Unfug
und vom didaktischen Standpunkt ist das sogar ganz bestimmt 
der Fall -, eine solche Verkniipfung als Produkt zu bezeichnen. 
Aber sehen wir ein wenig weiter! Neben diesem inneren Produkt 
gibt es in der Vektorrechnung auch ein auBeres Produkt zweier 
Vektoren, das c = [a oJ oder c = a X 0 geschrieben wird und 
einen Vektor c bedeutet, der auf a und 0 senkrec4t steht, nach 
einer bestimmten Vorschrift orientiert wird und dessen Lange c 
durch c = a b sin q; gegeben ist. Es erscheint sehr schon, wenn 
man so viele Worte in einem einfachen Zeichen zusammenfaBt. 
Aber wir bezweifeln, ob das ein Vorteil ist, denn man sieht doch 
diese vielen Worte dem Symbol gar nicht an. Man muB sich 
diese ganze Definition auswendig merken und so fest ins Ge
dachtnis einpragen, daB sie immer ganz automatisch ins BewuBt
seiil tritt, wenn wir zwei gotische Buchstaben in einer eck~gen 
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Klammer oder durch ein schrages Kreuz verbunden sehen. Dnd 
von den genannten Eigenschaften des Produktes zweier Zahlen 
ist hier gar keine mehr iibrig geblieben, es ist [a oJ =F [0 aJ, wenn 
nicht [a oJ = 0 ist, es ist [[a oJ cJ =F [a [0 cJJ und es·ist [a oJ = 0 

nicht ·nur, wenn a = 0 oder 0 = 0 ist, sondern auch, wenn a 
und 0 parallel sind! Leider sind diese N amen, so unzweckmaBig 
und irrefiihrend sie sind, doch eingebiirgert, und es wird schwer 
sein, sie wieder zu eliminieren·. 

Solange man von der Vektorrechnung nichts anderes braucht 
als Skalare, Vektoren und das innere und auBere Produkt von 
Vektoren, solange geht die Sache noch ganz gut und man kann 
von einer Art geometrischer Stenographie reden, weil man viele 
geometrische und auch physikalische Beziehungen in einfacher 
und recht anschaulicher Weise - wegen der anschaulichen Be
deutung der Vektoren - anschreiben kann. Aber man braucht 
doch mehr als riur diese. Vor allem braucht man doch auch die 
Punkte des Raumes! Aber Vektoren lassen: sich nicht verwenden, 
urn Punkte festzulegen. Denn die Vektoren schwimmen frei im 
Raum herum, sie behalten nur immer ihre Richtung und Orien
tierung bei. Wenn wir Punkte festlegen wollen, miissen wir einmal 
einen festen Punkt 0 im Raume wahlen, dann ki:innen wir die 
iibrigen Punkte des Raumes durch "Ortsvektoren" mit dem 
Anfangspunkt 0 festlegen. Aber diese Ortsvektoren sind schon 
keine richtigen Vektoren mehr, eben wegen des festen Anfangs
punktes; denn den Anfangspunkt eines ordentlichen Vektors 
ki:innen wir ganz beliebig im Raume wahlen. Aber wir brauchen 
noch etwas, wenn wir mit diesen Dingen rechnen wollen. Wir 
miissen doch auch imstande sein, spezielle Vektoren im Raum 
anzugeben. Das ki:innen wir z. B. machen durch Angabe der 
Lange und der Winkel, die der Vektor mit zwei festen Richtungen 
einschlieBt, oder besser durch die Angabe der Langen der Projek
tionen des Vektors auf drei Richtungen im Raum, die nicht aIle 
zu einer Ebene parallel sind. Wir brauchen also auBer dem 
Punkt 0 noch drei feste Gerade (Richtungen), die wir zweck
maBigerweise so wahlen, daB sie zu je zweien aufeinander senkrecht 
stehen und durch 0 gehen. Wir miissen, urn die Langen der 
Projektionen unseres Vektors messen zu ki:innen, auf den Geraden 
auch noch Einheitsstrecken festlegen. Wir werden diese Einheits
strecken der Einfachheit halber untereinander gleich wahlen. 
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Da haben wir also einen Punkt 0, durch diesen Punkt drei auf
einander senkrechte orientierte Gerade und auf ihnen gleiche 
Einheitsstrecken. Wir haben den Eindruck, daB man so etwas 
bisher immer als kartesisches Koordinatensystem bezeichnet 
hat. Jetzt konnen wir den Vektor numerisch durch die Langen 
seiner Projektionen auf die Achsen festlegen. Wir sehen: Ein 
Vektor a ist also vollig identisch mit einem geordneten1 Sys!em 
von drei Zahlen (AI> A 2 , A 3 ), seinen Koordinaten. Es ist klar, 
daB eine orientierte Strecke (Vektor) im Raum, wenn wir uns 
den Raum samt allen seinen Punkten festgehalten den ken, vom 
Koordinatensystem unabhangig ist, womit doch nichts anderes 
gemeint ist, als daB der Vektor derselbe bleibt, auch wenn wir 
mit irgendeinem Koordinatensystem im Raum herumfahren. 
Das Symbol a konnen wir also als unabhangig vom Koordinaten
system ansehen. Aber die drei Koordinaten Ai des Vektors sind 
es nattirlich nicht. Denn wenn wir einen anderen Punkt 0 statt 0 
wahlen und drei andere untereinander senkrechte Gerade durch 0, 
so werden die Langen der Projektionen von a auf die drei neuen 
Geraden andere Werte haben als frtiher. Aber wenn wir das 
neue Koordinatensystem mit dem Ursprung 0 in be,zug auf das 
alte System mit dem Ursprung 0 irgendwie festlegen, z. B. durch 
Gleichungen, die uns angeben, wie sich die Koordinaten eines 
allgemein gewahlten Punktes im neuen System aus den Koordi
naten desselben Punktes im alten System berechnen, dann werden 
wir ohne weiteres auch angeben konnen, wie sich die Koordinaten 
eines Vektors bei dieser Anderung des Koordinatensystems ver
halten, Auf diese Art kommt man doch in einem viel praziseren, 
fast mochten wir sagen, hoheren Sinn zu dem Begriff der Un
abhangigkeit vom Koordinatensystem, indem wir die Gesamtheit 
aller (rechtwinkeliger kartesischer) Koordinatensysteme betrachten 

1 D, h., daB die Reihenfolge festgelegt ist, denn natiirlich ist (I, I, 2) 

ein anderer Vektor als (1,2, I). Wir nennen diese drei Zahlen nicht, wie 
es oft geschieht, Komponenten, sondern mit einem guten Grund Koordi
naten des Vektors. Das Wort Komponenten hatte sonst einen doppelten 
Sinn, da man in der Mechanik gewohnt ist, unter Komponenten einer: 
Kraft stets wieder Krafte zu verstehen, deren Summe die urspriingliche 
Kraft ist: Demnach sind die Komponenten eines Vektors selbst Vektoren 
und nicht Zahlen, und bei dieser Bedeutung des \Vortes Komponente wollen 
wir auch bleiben. 
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und das Verhalten der Vektorkoordinaten beim Dbergang von 
einem zum anderen System beherrschen und nicht, indem wir 
einen Vektor durch ein Symbol bezeichnen und dann so tun wie 
der bekannte Vogel StrauB, als gebe es kein Koordinatensystem 
und kame man ganzlich ohne ein solches aus. 

Aber auch die Vektorrechnung bleibt nicht bei den Vektoren 
stehen: Die geometrischen und physikalischen Probleme fUhren 
ganz zwangslaufig zur Betrachtung von GraBen haherer Art, 
den Tensoren oder Affinoren. Die symbolische Methode hat bei 
ihrer EinfUhrung groBe Schwierigkeiten zu tiberwinden, weil 
hier ein geometrisches Substrat von ahnlicher Anschaulichkeit 
wie es die orientierte Strecke bei den Vektoren ist, vallig fehIt. 
Den bequemsten Zugang zu den Tensoren zweiter Stufe, um mit 
dem einfachsten FaIle zu beginnen (sie werden auch als Dyaden 
bezeichnet), bildet auf jeden Fall eine Zuordnung zwischen Vektoren, 
die besondere Eigenschaften besitzt, deren mathematischer Aus
druck eben der Tensor ist. Wir werden auf diese Eigenschaften 
weiter unten noch zurtickkommen; hier stellen wir zunachst 
einmal fest, daB eine solche Zuordnung zwischen zwei Vektoren ~ 
und t) symbolisch in der Form t) = Ill· ~ geschrieben wird, wobei 
durch den Punkt eine neue Art "inneres Produkt" zwischen 
Tensor III und Vektor ~ angedeutet ist, dessen Resultat eben der 
Vektor t) ist, der dem Vektor ~ auf diese Art eindeutig zugeordnet 
wird. Fur dieses innere Produkt gilt auch das kommutative 
Gesetz nicht, da im allgemeinen ~(. ~ =1= ~. III ist, so daB es hier 
zwei verschiedene Arten von inneren Produkten von Tensoren 
zweiter Stufe und Vektoren gibt. Bei Tensoren dritter Stufe gibt 
es drei verschiedene Maglithkeiten, ein inneres Produkt mit einem 
Vektor zu bilden, wobei das Resultat jedesmal ein Tensor 
zweiter Stufe ist. Aber es gibt nur einen verntinftigen Weg - den 
die symbolische Schreibweise allerdings nicht gegangen ist -
diese verschiedenen Maglichkeiten halbwegs pragnant zu charakte
risieren und das ist der, die Stufe eines Tensors durch eine 
entsprechende Anzahl irgendwelcher Zeichen anzugeben, also 
etwa Illo X fUr einen Tensor zweiter Stufe und Illo XD fUr einen 
Tensor dritter Stufe zu schreiben. Wenn man dann bei dem 
Vektor, der ja nichts anderes als ein Tensor erster Stufe ist, 
ebenfalls ein Zeichen anbringt, so lassen sich die drei Arten innerer 
Produkte beieinem Tensordritter Stufeetwa in der Form ~(o xoCl":o, 
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~OXD Q:X' ~6 xo Q:o schreiben und unterscheiden. Man kann 
dann, da die Phantasie kaum ausreicht, urn in allen Fallen die 
notige Zahl von Verknupfungszeichen zu erfinden, statt dieser 
Zeichen 0, X, 0 Buchstaben verwenden, also normale und 
vernunftige Indizes schreiben: ~ii fur den Tensor zweiter Stufe, 
~ii k fUr den Tensor dritter Stufe usw.; und man wird die Vektoren 
dann auch immer mit einem Index versehen, wodurch man sich 
auch von der lastigen Notwendigkeit befreit, Vektoren mit kleinen 
und Tensoren mit groBen Buchstaben zu bezeichnen. Aber wenn 
man soweit gelangt ist, dann ist formal nur mehr ein ganz kleiiler 
Schritt zu der Schreibweise zu machen, die in der allgemeinen 
Tensorrechnung seit jeher ublich ist. Es hat keinen Sinn mehr, 
noch gotische Buchstaben zu verwenden. Die lateinischen erfullen 
jetzt den Zweck genau so gut, da die Art der GroBe durch die 
Zahl der Indizes gegeben ist. 

Aber jetzt besteht die Moglichkeit, die Symbole 

Ai' A ii' Aii k (I) 
usw. auch anders zu deuten, nicht mehr symbolisch, sondern 
konkret als Koordinaten der Tensoren in einem bestimmten 
Koordinatensystem, wobei die Indizes als allgemeine Ausdrucke 
oder Reprasentanten der Zahlen 1,2,3 anzusehen sind. Innere 
Produkte sind dann Summen der Form 

..4) Ai Xi> ..4) Aii Xi oder ..4) Aij Xj, ~., Ai} k Xi oder 
• t 1 to 

~ AijkXj oder ~ AijkXk usw. 
j k 

Man sieht: Der Summationsindex isL in allen Fallen zweimal 
vorhanden und wenn man ubereinkommt, uber solche in einem 
Glied doppelt vorkommende Indizes stets automatisch von I 

bis 3 zu summieren, ohne daB eigens ein Summenzeichen ange
schrieben wird, so nehmen die obigen inneren Produkte das recht 
einfache Aussehen an: 

Ai Xi> Aij Xi' Ai} Xj, Aijk Xi' Ai; k Xi' Aij k X k. (II) 
Die ZweckmaBigkeit dieses Summationsubereinkommens ist 
durch die Praxis des Rechnens in jeder Hinsicht erwiesen. Die 
besonderen Eigenschaften der durch Tensoren vermittelten Zu
ordnung von Vektoren (oder Tensoren), von denen wir oben ge
sprochen haben" drucken sich in dieser Schreibweise klar und 
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deutlich darin aus, daB alle Ausdriicke (II) in den Koordinaten 
des Vektors Xi linear und homogen sind. Wir haben aber noch 
etwas anderes erreicht: Die Koordinaten von Tensoren sind ge
wohnliche Zahlen und die Rechenoperationen, die in den Aus
driicken (II) mit diesen Zahlen auszufUhren sind, sind die gewohn
liche Addition und Multiplikation, wie sie in der elementaren 
Arithmetik gelehrt werden. Denn Ai Xi ist nichts anderes als 
Al Xl + A2 X 2 + A3 X 3. Wenn wir das Summationsiiberein
kommen akzeptieren, so ist durch die Schreibweise Ai Xi des 
inneren Produktes der beiden Vektoren Ai und Xi auch schon 
ganz genau und eindeutig gesagt, wie dieser Skalar aus den 
Koordinaten der beiden Vektoren zu berechnen ist. Darin liegt 
nicht mehr Symbolik, als wir es in anderen Gebieten der Mathe
matik gewohnt sind. 

Wir haben schon erwahnt, daB die Schreibweise (I) fUr Ten
soren - im wesentlichen - identisch ist mit der in der allgemeinen 
Tensorrechnung verwendeten; die Unterschiede sind nur dadurch 
bedingt, daB wir hier den euklidischen Raum zugrunde legen 
und daher einige Vereinfachungen vornehmen konnen. Die formale 
Methode, die sich aus dieser Spezialisierung ergibt und die wir 
hier fUr das innere Produkt kurz skizziert haben, ist eben nichts 
anderes als die Anpassung der allgemeinen Methoden auf den 
besonderen Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes.1 

Wohlgemerkt: Die formale Methode ist anders als die gebrauch
liche Symbolik, aber der sachliche 1nhalt ist genau derselbe. Es 
bleibt bei der anschaulichen Deutung des Vektors als orientierte 
Strecke im Raum, aber der Vektor wird nicht durch ein Symbol a 
dargestellt, sondern durch seine drei Koordinaten. Wir sagen: 
Ein Vektor Ai ist ein System von drei Zahlen (Ai> A 2, A 3), die 
im einzelnen seine Koordinaten lleiBen und sich bei einer Anderung 
des Koordinatensystems in einer ganz bestimmten Weise trans
formieren. Dieses Transformationsgesetz, das sich aus der geo
metrischen Deutung des Vektors als orientierte Strecke ergibt, 
ist wesentlich. Man kann nicht ohne wei teres drei Zahlen als 
Koordinaten eines Vektors ansehen, sondern nur dann, wenn wir 

1 DaB diese Anpassung ein durchaus brauchbares Rechenverfahren 
fiir den euklidischen Raum ergibt, darauf hat der eine von uns schon vor 
J ahren hingewiesen: A. DuscHEK, "Uber symbolfreie Vektorrechnung", 
Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 39 (1930). 
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wissen, daB sie sich bei einer Anderung des Koordinatensystems 
dem Gesetz entsprechend transformieren. Entsprechendes gilt 
fUr Tensoren. 

Haufig deutet man physikalische Zusammenhange geometrisch, 
aber auch wenn man dann geometrische Begriffe verwendet, von 
Kurven, Geraden, Langen und Winkeln redet, so treibt man 
deshalb noch keine Geometrie. Man wird in solchen Fallen 
mitunter auch die Methoden der Tensorrechnung mit Vorteil 
verwenden k6nnen, ohne daB man es aber dann wirklich mit 
Tensoren zu tun hat. Wenn auf einer Welle drei Schwungmassen 
sitzen, so kann uns nichts hindern, diese Massen mit Mi zu be
zeichnen. Aber es ist einfach falsch, zu sagen, daB diese drei 
Zahlen Mi die Koordinaten eines Vektors sind, und vor allem, 
man hat nichts davon. Wenn ein Strom 1 durch einen Wider
stand R flieBt, so ist die Leistung N = R 12. Deutet man 1 
und N als Koordinaten in einem rechtwinkeligen ebenen Koordi
natensystem, so ist der funktionale Zusammenhang zwischen 1 
und N bei konstantem R durch eine Parabel dargestellt, aber 
es ist noch keinem Menschen einge£allen, deshalb zu sagen, daB 
diese Leistung eine Parabel sei. DaB man hier nicht Geometrie 
treibt, erkennt man am deutlichsten daran, daB die Koordinaten N 
und 1 selbst eine physikalische Bedeutung haben, also Skalare 
sind und daB daher eine Koordinatentransformation v6llig sinnlos 
ist, weil sie die physikalische Bedeutung der Koordinaten, auf 
die es gerade ankommt, zerst6ren wiirde. Wenn es aber keine 
Koordinatentransformation gibt, dann sind wir auch nicht in 
der Lage festzustellen, ob irgendein Ding ein Vektor ist oder 
nicht, weil wir das Verhalten der Koordinaten dieses Dinges bei 
einer Koordinatentransformation nicht nachpriifen k6nnen. 

Wir stellen uns also in diesem Buche die Aufgabe, eine Methode 
der Tensorrechnung fUr den dreidimensionalen euklidischen Raum 
in enger Anlehnung an die Methoden der analytischen Geometrie 
zu entwickeln. Wir sind iiberzeugt, daB diese "analytische 
Methode" der Tensorrechnung, die sich in den allgemeinen Raumen 
so gut bewahrt hat, der symbolischen Methode in jeder Hinsicht 
iiberlegen ist, vor aHem, weil sie den sachlichen Schwierigkeiten 
der geometrischen und physikalischen Probleme keine iiberfliissigen 
formalen Schwierigkeiten hinzufUgt: Die groBen formalen Schwie
rigkeiten der symbolischen Methode sind unseres Erachtens die 
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alleinige Ursache, weshalb sich die Tensorrechnung bisher in 
den Anwendungen so wenig hat durchsetzen konnen. Zweifellos 
lassen sich die einfachsten Verkntipfungen, das innere und auBere 
Produkt von Vektoren, symbolisch viel einfacher anschreiben 
wie in Koordinaten. Zweifellos erfordert auch das Rechnen mit 
den Indizes eine gewisse Ubung und Vertrautheit, aber wir glauben, 
daB man sich diese Ubung und Vertrautheit leicht aneignet, 
viel leichter jedenfalls, als die Vertrautheit mit den verwickelten 
und nichtssagenden Symbolen der angeblich koordinatenfreien 
"direkten" Methode. Der ganze Rechenapparat der analytischen 
Methode laBt sich auf die folgenden vier grundlegenden Punkte 
zurtickftihren, namlich: 

1. Das Summationstibereinkommen, wonach tiber jeden Index, 
der in einem Glied zweimal vorkommt, automatisch von Ibis 3 zu 
summieren ist. 

2. Der "t5-Tensor" t5ij , ein Tensor zweiter Stufe, der mit 
dem in der Mathematik als das "Kroneckersche 15" bezeichneten 
System von neun Zahlen identisch ist und dessen Koordinaten 
den Wert I oder 0 haben, je nachdem die Indizes gleich oder 
verschieden sind. 

3. Der "e-Tensor" eijk, also ein Tensor dritter Stufe, dessen 
Koordinaten bei entsprechender Orientierung des Koordinaten
systems die Werte + I oder -I haben, wenn i j k eine gerade 
oder ungerade Permutation der Zahlen I, 2, 3 ist, wahrend alle 
Koordinaten mit mindestens zwei gleichen Indizes verschwinden. 

4. Die Tatsache, daB das Differentiationszeichen ....:- sich wie 
(lX' 

ein Vektorverhalt, d. h. daB oAi~k-'-'-'-- ein Tensor (m+ I)-te~ Stufe 
(lXp 

ist, wenn Au k' •. ein Tensor m-ter Stufe ist. Es ist mit dem "sym
bolischen Vektor V (Nabla)" der symbolischen Methode identisch. 

Wahrend man das innere Produkt von zwei Vektoren Ai 
und Bi mit Nilfe des t5-Tensors in der Form t5ij Ai B j schreiben 
kann, ist das auBere Produkt mit Rilfe des e-Tensors durch 
eij k Ai B j gegeben. Das sieht auf den ersten Blick einigermaBen 
schwerfallig aus, besonders im Vergleich zu dem einfachen 
Symbol [a bJ. Aber wenn man sich ein wenig mit den Indizes 
vertraut gemacht hat, so wird man die groBen Vorteile der schein
bar so schwerfalligen Schreibweise bald erkennen. Dazu kommt, 
- und das ist das Entscheidende - dafJ man allgemein eine Ztt-
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ordnung, bei der zwei gegebenen Vektoren ein dritter entspricht, gar 
nicht anders schreiben kann als mit Hille eines Tensors dritter Stule 
in der Form Zi = Au k Xj Y k' Wir mochten in diesem Zusammen
hang auch noch darauf hinweisen, daB alle Formeln (nicht die 
Definitionen) der Tensorrechnung sich in einer viel allgemeineren 
Form wie unter Beniitzung der syrnbolischen Methode als Rela-

tionen zwischen dem Vektor -!- und den beiden Tensoren (jij 
uXi 

und eij k schreiben lassen. So tritt an Stelle des sogenannten Ent
wicklungssatzes der syrnbolischen Methode hier die Formel 

eiikeihz=(jjh(jkZ-(jk/o(jjl, (III) 
die im iibrigen so ziemlich die einzige Formel ist, die man auswendig 
lernen solI. Gegeniiber der symbolischen F9rm 

[[a oJ cJ = (a c) 0 - (0 c) a 
ist (III) nur mehr eine Art Gerippe, da keine speziellen Vektoren 
in (III) eingehen. Die Theorie der Felder, die sogenannte "Vektor
analysis", wird durch den obigen Punkt 4 beherrscht, ja fast 
erschOpft. Was durch di~ Symbole grad, div und rot, die wieder 
gar nichts iiberihre Bedeutung aussagen, bezeichnet wird, bekommt 
hier die Form 

oA oA; e" oAj 
i:!xi' ox;' $Jk ox;' (IV) 

Der erste Ausdruck ist der Gradient des Skalars A, der zweite 
die Divergenz und der dritte der Rotor des Vektors Ai; wie 
diese GroBen aus A bzw. Ai zu berechnen sind, ist durch die 
Ausdriicke (IV) ganz eindeutig und in einer ohne wei teres ver
standlichen Weise angegeben. 

Wir wollen uns hier mit diesen Andeutungen begniigen. Sie 
diirften die Absicht, die wir mit diesem Buche verfolgen, hin
reichend klargelegt haben. Urn dem Leser. der mit der syrnboli
schen Methode schon etwas vertraut ist, den Obergang zu er
leich tern und zum Zwecke des Vergleichs werden wir die wich tigeren 
Formeln stets auch in syrnbolischer Form anschreiben und daran 
gelegentlich wohl auch kritische Bemerkungen kniipfen. Die 
Entscheidung, welche Methode die bessere ist, wollen wir dann 
letzten Endes dem Leser iiberlassen. Wir sind jedenfalls der 
Meinung, daB eine formale Methode immer nur Mittel zum Zweck 
ist und nur solange eine Existenzberechtigung hat, als sie diesen 
Zweck auch auf die einfachste Art erreicht. 



Erster Absehnitt. 

Tensoralgebra. 

§ I. Der Gegenstand der Tensorrechnung. 
Wohl das wiehtigste Anwendungsgebiet der Algebra und Ana

lysis ist die Besehreibung der Zusammenhange geometriseher und 
physikaliseher GraBen. Die einfaehsten dieser GraBen sind dureh 
die Angabe ihrer MaBzahlen, d. h. dureh ihre Verhaltnisse zu fest
gewahlten Einheiten vollstandig besehrieben, und ihre Zusammen
hange lassen sieh als funktionale Abhangigkeiten ihrer (variablen) 
MaBzahlen darstellen. Beispiele so1cher GraBen sind Langen, 
Winkel, Massen, Zeit- oder Temperaturspannen. Aber es gibt noeh 
andere Arten von GraBen, die sieh nieht in so einfaeher Weise be
sehreiben lassen. So konnen z. B. zwei Krafte ihren Betragen naeh 
sehr wohl iibereinstimmen, aber trotzdem in ihren Wirkungen ver
sehieden sein, weil sie versehiedene Riehtungen aufweisen. Das 
gleiche gilt fUr sehr viele geometrische und physikalische GraBen, 
wie z. B. Weg, Gesehwindigkeit, Besehleunigung, elektrisehe und 
magnetisehe Feldstarke usw. In manehen Fallen reiehen aber aueh 
MaBzahl und Riehtung fUr die Besehreibung nieht aus, wie z. B. 
bei der Deformation eines Korpers oder bei de~ Stromungszustand 
einer Fliissigkeit. Beide fassen wir ebenfalls als physikalisehe 
GraBen auf; urn sie zu besehreiben, miissen wir aber eine noeh 
groBere Anzahl von Angaben zu Hilfe nehmen. Wir konnen z. B. 
im Fall der Deformation das Parallelepiped betraehten, welches 
dureh die Deformation aus einem bestimmten Wiirfel hervor
gegangen ist oder in einem Stromungsfeld das Parallelepiped, in 
das sieh ein wiirfelformiges Fliissigkeitstei1chen in der Zeiteinheit 
verwandelt. 

Versuehen wir eine Einteilung dieser versehiedenen Arten von 
GraBen zu geb6n, so ist es naheliegend, sie naeh der mogliehen Zu
ordnung zu mathematisehen Dingen zu unterseheiden. Bei den 
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GraBen der ersten Art kann man, wie schon erwahnt, jedem mag
lichen Wert eine Zahl zuordnen. Solche GraBen bezeichnet man 
als skalare GrofJen oder Skalare. Bei der zweiten erwahnten Art, 
wo Zahl und Richtung gegeben sein mussen, kann man jedem 
maglichen Wert eine Strecke im Raum zuordnen; solche GraBen 
nennt man vektorielle GrofJen oder Vektoren. Den GraBen der 
dri tten erwahn ten Art kann man die von einer Ecke des ParaIlel
epipedes ausgehenden Kanten zuordnen; wir nennen solche GraBen 
T ensoren, und zwar im besonderen T ensoren zweiter Stu/e. Man 
faBt namlich aIle diese GraBen unter der gemeinsamen Bezeichnung 
Tensoren zusammen und bezeichnet die Skalare auch als Tensoren 
nullter Stufe, die Vektoren als Tensoren erster Stufe und dann die 
Tensoren im engeren Sinn als solche zweiter Stufe. Es gibt auch Ten
soren haherer Stufe, fur die allerdings anschauliche Deutungen geo
metrischer Natur nur schwierig zu geben sind. Sie werden, wie 
ubrigens auch meist schon die Tensoren zweiter Stufe, weniger 
durch irgendwelche geometrische Gebilde, die sich ihnen zuordnen 
lassen, als vielmehr mit Hilfe der durch sie hergestellten Ver
knupfungen von Tensoren niedrigerer Stufen eingefUhrt und be
handelt. Dber das Rechnen mit Skalaren ist weiter nichts zu 
sagen. Skalare sind Zahlen, und wie man mit Zahlen - festen 
oder variablen - rechnet, wird in der Algebra und Analysis ge
zeigt. Anders steht es aber mit den Tensoren erster und haherer 
Stufe. Fur die mathematische Behandlung dieser GraBen, vor 
allem der Vektoren, wurde die sogenannte Vektorrechnung ent
wickelt, die im wesentlichen ein geometrisches Rechenverfahren 
ist, dessen Objekte Strecken sind. Die Vektorrechnung fUhrt aber 
ganz zwangslaufig auch zur Betrachtung von Tensoren haherer 
Stufe. Wir ziehen es daher vor, allgemein von Tensorrechnung zu 
sprechen. Noch ein anderer Grund ist uns fUr diese Abweichung 
von der gebrauchlichen Bezeichnung maBgebend, namlich der 
Umstand, daB wir unseren Darlegungen hier eine Schreibweise 
zugrunde legen, die sich von der sonst in der Vektorrechnung 
ublichen unterscheidet und sich eng an die Methoden der analy
tischen Geometrie anschlieBt, so daB wir hier von einer analytischen 
DarsteHung der Tensorrechnung sprechen kannen. Fur eine 
nahere Information verweisen wir auf die Einleitung, die sich vor 
aHem an den Leser wendet, der mit der symbolischen Methode 
schon ein wenig vertraut ist. 
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§ 2. Punkte, Strecken und Vektoren. 
Wir legen unseren Entwicklungen den uns allen wohlvertrauten 

dreidimensionalen euklidischen Raum zugrunde, der das beste und 
einfachste mathematische Abbild des Raumes un serer Sinnenwelt 
ist, in dem sich die physikalischen Vorgange - von modernen 
Theorien abgesehen - und aIle technischen Anwendungen abspielen. 

Zur Beschreibung geometrischer und physikalischer Be
ziehungen beniitzt man das dem euklidischen Raum angepaBte 
kartesische Koordinatensystem, das durch drei aufeinander senk
rechte Koordinatenachsen mit gleichenEinheitsstrecken gekenn
zeichnet ist. In einem solchen 
Koordinatensystem ist dann 
jeder Punkt P durch die An
gabe von drei Zahlen, seinen 
Koordinaten festgelegt, die 
die Abstande der senkrechten 
Projektionen von P auf die 
drei Achsen vom Ursprung 
sind und in der Regel mit x, 
y, z bezeichnet werden (Abb. 
ra). Aus bestimmten Grunden· 

f 

Abb.1. 

J 

~";;':"'I'-+---2 

ziehen wir es aber vor, die drei Koordinaten mit xl> x2, X3 zu be
zeichnen (Abb. rb). Wir k6nnen sie dann in einem Zeichen Xi 

zusammenfassen, wobei der Index i die drei Werte r, 2 und 3 
annehmen kann und gewissermaBen der Repriisentant dieser 
Zahlen ist. Wir sprechen dann auch kurz vom Punkt Xi. An 
Stelle von i werden wir mitunter auch irgendeinen anderen Buch
staben, vorzugsweise h, j, k, l, p, g, r, s, t verwenden; X k oder Xq 

ist genau dasselbe wie Xi' Gelegentlich verwenden wir auch 
griechische Indizes. Sie aIle sind, wenn nichts anderes angegeben 
ist, Reprasentanten der drei Zahlen I, 2, 3. 

Die Koordinatenachsen, die wir kurz 1-, 2- und 3-Achse nennen, 
denken wir uns in der Regel so orientiert, wie es in Abb. r b an
gedeutet ist, namlich so, daB eine Drehung der (positiven) I-Achse 
in die 2-Achse, verbunden mit einer geradlinigen Fortbewegung 
in der Richtung der 3-Achse die Bewegung einer Rechtsschraube 
ergibt. Solche Systeme nennen wir positiv orientiert oder kurz 
Rechtssysteme. Kehrt man die Orientierung einer der drei Achsen 
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urn, so ergibt sich ein negativ orientiertes oder Linkssystem, bei 
dem die oben geschilderte Bewegung die einer Linksschraube ist. 

Urn mit Hilfe unseres Koordinatensystems eine Strecke an
zugeben, gentigt es, ihren Anfangspunkt und ihren Endpunkt zu 
nennen. Sind das die beiden Punkte Xi und Yi (Abb. 2), so k6nnen 
wir die Projektionen AI> A 2, A3 der Strecke auf die Koordi
natenachsen, die wir die Koordinaten der Strecke nennen, durch 
die Koordinaten der Punkte Xi und Yi ausdrticken. Dann ist 

f 

(2,01) 

Wir erkennen, daB der Strecke eine 
bestimm te Orientierung (Durchlaufungs
sinn) eigentiimlich ist, denn wenn wir 
Anfangs- und Endpunkt vertauschen, 
so andem die Koordinaten ihr Vor

}----I-+l...;.;.I'"+--.2 zeichen und die Strecke Ai geht in die 

Abb .•• 

Strecke -Ai tiber. 
In der Elementargeometrie wird ein 

etwas anderer Streckenbegriff verwen
det, bei dem es auf die Orientierung 
nicht ankommt. SoU dieser Unterschied 
besonders hervorgehoben werden, so 

nennen wir (2, 01) eine orientierte Strecke. 
Die (orientierte) Strecke ist durch die Angabe des geordneten 

Punktepaares Xi' Yi eindeutig bestimmt. Dabei verstehen wir unter 
dem Wort "geordnet", daB der erste Punkt Xi des Paares der 
Anfangspunkt und der zweite Punkt Yi der Endpunkt der Strecke 
ist. Umgekehrt ist aber das Punktepaar durch die Strecke nicht 
eindeutig bestimmt, denn wenn die Zahlen Ai gegeben sind, so 
k6nnen wir einen der Punkte Xi oder Yi beliebig wahlen, d. h. wir 
k6nnen jeden Punkt des Raumes zum Anfangs- oder Endpunkt 
der Strecke machen. Die Strecke ist also nicht an einen be
stimmten Anfangspunkt gebunden, sondem kann im Raum be
liebig parallel zu sich verschoben werden. 

Fonnal ist die Strecke genau so wie ein Punkt durch die An
gabe von drei Koordinaten gegeben. Trotzdem besteht zwischen 
beiden ein wesentlicher Unterschied. Gehen wir namlich von 
einem rechtwinkeligen Koordinatensystem zu einem anderen tiber, 
so verhalten sich Punktkoordinaten ganz anders als Strecken-
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koordinaten. In Abb. 3 sind zwei Koordinatensysteme gezeichnet, 
deren Achsen zueinander parallel sind. Das eine hat die Koordi
natenachsen I, 2, 3, wahrend die des anderen mit I, 2, 3 bezeichnet 
sind. Der Ursprung des zweiten Systems hat im ersten System 
die Koordinaten bi' Zwischen den Koordinaten eines Punktes in 
beiden Systemen besteht dann folgender Zusammenhang: 

(2, 02) J 

Suchen wir die Koordinaten einer oJ 

Strecke Ai in beiden Systemen, so 
finden wir: 

Ai = Yi - Xi = Yi + bi - (Xi + bi) = 
(2, 03) 

Wahrend sich also die Koordinaten 
eines Punktes bei einer Parallel
verschiebung des Koordinatensystems 
gemaB (2, 02) andern, bleiben die 
einer Strecke nach (2, 03) unveran
dert. 

~-----"i 

~-f-----·2 

Abb.3. 

Als Vektor im eigentlichen Sinn wollen wir nun eine GroBe be
zeichnen, die sich einer Strecke umkehrbar eindeutig zuordnen 
laBt. Ein Vektor Ai ist also durch ein System von drei Zahlen, 
seinen Koordinaten 1 gegeben, was wir durch die Schreibweise 

(2, 04) 

zum Ausdruck bringen. Diese drei Koordinaten mtissen sich bei 
einer Transformation des Koordinatensystems genau so verhalten 
wie die Koordinaten einer Strecke, d. h. bei einer Parallelverschie
bung des Koordinatensystems ungeandert bleiben. 

Eine Strecke, deren Anfangspunkt der Ursprung des Koordi
natensystems und deren Endpunkt ein beliebiger Punkt Xi des 
Raumes ist, nennen wir entweder Punkt Xi schlechthin oder auch, 
einem vielfach getibten Gebrauch folgend, Ortsvektor. Man muB 
sich aber vor Augen halten, daB Ortsvektoren keine Vektoren 
sind, denn die Koordinaten des Ortsvektors sind die Koordinaten 
Xi seines Endpunktes Xi> die sich bei einer Anderung des Koordi
natensystems anders als Vektorkoordinaten, sich also z. B. bei 

1 V gl. hierzu die FuBnote S. 6. 

Duschek-Hochrainp.l", Tensorrechnung. 
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einer Parallelverschiebung gemaB (2, 02) andern und nicht Wle 
(2, 03) ungeandert bleiben. 

Eine skalare GrofJe oder ein Skalar ist dann dadurch charakte
risiert, daB er durch eine einzige Zahl dargestellt ist, die bei allen 
Anderungen des Koordinatensystems ungeandert bleibt oder, wie 
man auch sagt, gegenuber Anderungen des Koordinatensystems 
invariant ist. Solche GraBen werden daher auch als Invarianten 1 

bezeichnet. 
In der symbolischen Vektorrechnung fiihrt man die Zusammen

fassung der drei Koordinaten, die wir durch den allgemeinen 
Index i ausgedruckt haben, so durch, daB man gotische Lettern 
verwendet, also z. B. 2:( schreibt. Auch die Ortsvektoren werden 
so bezeichnet, also z. B. ~ oder r. Das Verhalten gegenuber 
Koordinatentransformationen spielt aber dort keine grundlegende 
Rolle, da ja die Rechnungen "unabhangig" vom Koordinaten
system sein sollen. 

§ 3. Addition von Vektoren. 
Produkt eines Vektors mit einem Skalar. 

Unter der Summe zweier Vektoren Ai und Bi versteht man 
jenen Vektor C;, dessen Koordinaten gleich der Summe der 
Koordinaten der beiden gegebenen Vektoren sind. Also: 

Ci = Ai + B i · (3, or) 

Stellt man die Vektoren Ai und Bi durch Punktepaare im 
Sinne von (2, or) dar und wahlt dabei den Anfangspunkt des 
Vektors Bi gleich dem des Endpunktes von Ai' so findet man die 
geometrische Deutung der Vektoraddition. Aus 

und 
Ai = Yi ~ Xi 

folgt namlich 
Bi =Zi~Yi 

Ci = Ai + Bi = Yi ~ Xi + Zi ~ Yi = Zi ~ Xi' (3,02) 

1 Manchmal hei13t alles Skalar, was sich durch die Angabe einer einzigen 
Zahl festlegen Ia13t. Dann sind z. B. auch die Koordinaten von Punkten 
oder Vektoren Skalare, obwohl sie gegeniiber Anderungen des Koordinaten· 
systems .nicht invariant sind. Aber dann wird das Wort "Skalar" v611ig 
gleichbedeutend mit "Zahl" und daher iiberfliissig. 
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Diese Gleichung sagt aus, daB man den Summenvektor durch 
Aneinanderfugen der einzelnen Vektoren findet (Abb. 4). Man be
zeichnet dies als geometrische Addition oder als den Satz vom 
Vektorparallelogramm; C i ist die Diagonale des Parallelogramms 
mit den Seiten Ai und Bi. Aus der oben gegebenen Definition 
folgt sofort das kommutative Gesetz: 

Ci = Ai + Bi = Bi + Ai 

und ebenso das assoziative Gesetz: 

denn es handelt sich ja hier our urn die 
Addition von gewohnlichen Zahlen, fUr 
die die beiden Gesetze selbstverstandlich 
gelten. 

Unter dem Produkt eines Vektors Ai 
mit einem Skalar it verstehen wir den 
Vektor 

(3, 05) 

dessen Koordinaten sich also durch Multi
plikation der entsprechenden Koordinaten 
von Ai mit A. ergeben. Wir sagen, daB 

z.,; 

Abb·4. 

Bi dieselbe Richtung wie Ai hat und ver~tehen unter Richtung 
eines Vektors das, was allen zu dem Vektor parallelen Geraden 
gemeinsam ist. Auf einer Richtung lassen sich zwei Orientierungen 
(Durchlaufungssinne) unterscheiden. Bei einem Vektor sind durch 
die Angabe der Koordinaten Richtung und Orientierung bestimmt. 
Bei A. < 0 behalt Bi = A. Ai wohl die Richtung, aber nicht die 
Orientierung von Ai bei. 

Fur ). = - I wird insbesondere 

Bi = - Ai· (3, ~6) 

Stellen Wlr den Vektor Ai nach (2; 01) durch das geordnete 
Punktepaar Xi' Yi dar, so wird 

Bi = - (Yi - Xi) = Xi - Yi' 

d. h. Bi = - Ai ist dargestellt durch das geordnete Punktepaar 
Yi' Xi· Anfangs- und Endpunkt von Ai sind bei -Ai vertauscht. 
Wir sagen -Ai sei entgegengesetzt gleich Ai. Die Orientierung 
der den Vektor Ai darstellenden Strecke kehrt sich urn. 
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So wie wir die Addition der Vektoren ·auf die Addition ihrer 
Koordinaten zurtickgeftihrt haben, ist dies auch bei der Sub
traktion moglich und es ist: 

Ci = Ai - B i· (3, 07) 

Die geometrische Bedeutung ergibt sich, wenn man die End
punkte der beiden Vektoren gleich wahlt (Abb. 5). Aus 

und 

folgt hier 

also 

Ai = Yi- Xi 

Bi = Yi-Ui 

C i = Ai - Bi = (Yi - Xi) - (Yi - ui), 

Ci = Ui-Xi' 

Abb. s. Abb.6. 

(3, 08) 

Man kann die Subtraktion auch auf die Addition des entgegen
gesetzt gleichen Vektors zurtickftihren: 

Ci = Ai - Bi = Ai + (- B i) (3, 09) 
(vgl. Abb. 6). 

Die Forrneln (3, OI), (3,03), (3,07) und (3,09) gehen in die 
entsprechenden der symbolischen Schreibweise tiber, wenn man 
~ an Stelle von Ai' 58 an Stelle von Bi usw. schreibt. 

1st Bi = Ai, so folgt aus (3, 09) Ci = 0, die Punkte Xi und Ui 
fallen zusammen. Aus ZweckrnaBigkeitsgrtinden wollen wir einen 
Vektor, dessen samtliche Koordinaten verschwinden und der 
eigentlich kaum mehr als Vektor zu bezeichnen ist, Nullvektor 
nennen. Da der Anfangspunkt jedes Vektors willktirlich wahlbar 
ist und beim Nullvektor der Endpunkt mit dem Anfangspunkt zu
sammenfallt, gibt es tiberhaupt nur einen einzigen N ullvektor im 
ganzen Raum. Wir bemerken tibrigens, daB aIle geometrischen 
und physikalischen Aussagen sich analytisch durch das Ver
schwinden von Tensoren ausdrticken lassen, so daB auch dadurch 
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die Einftihrung des Begriffes des NulIvektors und allgemeiner des 
Nulltensors gerechtfertigt erscheint. Ein Beispiel dazu werden wir 
zu Beginn des nachsten Paragraphen geben. 

Aufgaben. 

1. Zu zeigen: Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen Vierecks 
sind Eckpunkte eines Parallelogramms. 

2. Zu zeigen: Die Schwerlinien eines Dreieclts lassen sich nach GroBe 
und Richtung zu einem Dreieck zusammensetzen. 

§ 4. Lineare Ahhangigkeit von Vektoren. 
Wir kntipfen an eine einfache Fragestellung der Statik an. 

Wenn in einem Punkt Peine Anzahl von Kraften 'angreift, die 
wir uns durch die Vektoren Ai, Bi, Ci usw. dargestellt denken 
(Abb. 7), so ergibt sich ihre Summe durch geometrische 
Addition dieser Vektoren. Dabei hat man in wiederhoIter An-

Abb.7. 

wendung des Satzes vom Vektorparallelogramm die Vektoren 
aneinanderzureihen, so daB sich durch geeignete Parallelverschie
bungen ein im allgemeinen offenes Polygon P A B . .. E ergibt 
(Abb.8). 

Der von P nach E weisende Vektor Ri = Ai + Bi + Ci + ... 
heiBt dann die Resultierende (Satz vom Vektorpolygon); umge
kehrt nennt man Ai' Bi , Ci usw. Komponenten von R i. Die ge
gebenen Krafte sind im Gleichgewicht, wenn Emit P zusammen
falIt, d. h. wenn das Vektorpolygon geschlossen ist. Ri ist dann 
der NulIvektor, der Gleichgewichtszustand ist also durch das Ver
schwinden eines Vektors charakterisiert (vgl. den SchluB von § 3). 
Auf die Reihenfolge, in der wir die Vektoren aneinanderreihen, 
kommt es dabei wegen der GtiItigkeit des kommutativen und 
assoziativen Gesetzes (3, 04) nicht an. 



22 I. Tensoralgebra. 

Wir stellen uns nun die Frage, ob und unter welchen Bedin
gungen es moglich ist, das Gleichgewicht der in P angreifenden 
Krafte dadurch herzustellen, daB wir die Krafte, bzw. die sie dar
stellenden Vektoren mit geeignet gewahlten Faktoren A, fl' v usw. 
multiplizieren. Die Frage ist also, ob es moglich ist, Zahlen A, fl, 
v usw. zu finden, so daB 

(4, or) 

ist. Gibt es solche Zahlen, so heiBen die gegebenen Vektoren Ai' 
B i , Ci usw. linear abhiingig. Man kann dann die Koordinaten 
jedes der Vektoren Ai, Bi, Ci usw. aus den Koordinaten der 
ubrigen Vektoren berechnen, doch mussen wir dabei den trivialen 
Fall ausschlieBen, daB wir einfach aIle Zahlen A = fl = v = ... = 0 

setzen, denn dann ware (4, or) in einer hochst wenig inter
essierenden Weise ,erfullt. 

Yom algebraischen Standpunkt aus ist die Frage leicht zu 
beantworten. (4, or) ist ein System von drei homogenen linearen 
Gleichungen fUr die Unbekanntep A, fl' v . .. , und die Bedingungen 
fUr die Existenz einer nicht trivialen Losung werden in der Theorie 
der linearen Gleichungen entwickelt. 

Wir wollen aber gleichzeitig die Bedingungen geometrisch 
diskutieren und beginnen daher zunachst mit dem einfachsten 
Fall von zwei Vektoren Ai und B i. Sie sind linear abhangig, 
wenn es zwei Zahlen A und fl gibt, die nicht beide Null sind und 
den drei Gleichungen 

(4,02) 

genugen. 1st einer der beiden Vektoren, z. B. Ai, der Nullvektor, 
dann gibt es sicher solche Zahlen; (4,02) geht uber in 

A. 0 + fl Bi = 0 

und wir brauchen nur fl = 0 und A = r zu setzen, urn allen 
Bedingungen zu genugen. Zwei Vektoren, von denen mindestens 
einer der Nullvektor ist, sind stets linear abhangig. SchlieBen 
wir diesen Fall aus, ist also weder Ai noch Bi der Nullvektor, so 
mussen in (4, 02) beide Zahlen A und fl von Null verschieden sein. 
Dann konnen wir z. B. durch fl dividieren und erhalten 

A 
Bi = - Ii Ai' (4, 03) 
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d. h. aber nach (3, 05), da13 Bi und Ai dieselbe Richtung haben, 
die sie darstellenden Strecken sind parallel und liegen insbesondere 
auf derselben Geraden g, wenn wir ihre Anfangspunkte zusammen
fallen lassen (oder auch nur beide Anfangspunkte auf g wahlen). 
Wir nennen zwei linear abhangige Vektoren daher kollinear. 

Die Gleichungen (4, 02) sind bei gegebenen Ai und Bi drei homo
gene lineare Gleichungen mit den zwei Unbekannten A und p, die 
dann und nur dann eine nicht triviale Lasung haben, wenn aIle De
terminanten der Matrix 

(AI A2 A3) 
BI B2 B3 (4,04) 

verschwinden. 
Sind Ai und Bi linear un

abhangig, haben sie also ver
schiedene Richtungen, so be
stimmen sie eine Ebenenstel
lung,! d. h. die Stellung der zu 
Ai und Bi parallelen Ebenen. 
Legen wir die Anfangspunkte 
von Ai und Bi in einen Punkt 

J 

~~------------·Z 

f 
Abb·9· 

Xi zusammen, so ist durch Xi und die beiden, dann nicht auf 
einer Geraden durch Xi gelegenen Endpunkte Xi + Ai und 
Xi + Bi eine Ebene 8 eindeutig bestimmt. Man sagt, diese Ebene 
sei durch das Zweibein Ai' Bi "au/gespannt" (Abb. 9)· 

Drei Vektoren Ai' Bi und Ci sind linear abhangig, wenn es 
drei Zahlen A, p, v gibt, die nicht aIle gleich Null sind und den 
Gleichungen 

geniigen. 1st einer der drei Vektoren der Nullvektor, z. B. Ai = 0, 

so kannen wir A * 0 beliebig, p = v = 0 nehmen, urn eine den 
Bedingungen geniigende Lasung zu erhalten. Drei Vektoren 
sind also stets linear abhangig, wenn einer der Nullvektor ist. Wir 
schlie13en diesen Fall aus, setzen also voraus, da13 aIle drei Vektoren 
yom Nullvektor verschieden sind. Nun besteht die Maglichkeit, 
da13 bereits zwei von den drei Vektoren, z. B. Ai undE; linear ab-

1 Stellung einer Ebene E. ist das, was alle zu E. parallelen Ebenen ge
meinsam haben. Die Stellung einer Ebene entspricht der Richtung einer 
Geraden. 
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hangig sind. Dann gibt es zwei Zahlen A' und ft', die beide von 
N uU verschieden sind und fUr die 

A.' Ai + ft' Bi = 0 

oder 
A' B·=--A. . "," 

gilt. Dann konnen Wlr (4, 05) ohneweiters durch die Werte 

A = A', ft = ft', v = 0 

erfullen, d. h. sind bereits zwei der drei Vektoren linear abhangig, 
so sind es auch aIle drei. 

Wir schlieBen auch diesen Fall aus, setzen also voraus, daB keine 
zwei der drei Vektoren kollinear sind. In (4, 05) mussen dann 
aIle drei Zahlen A, ft, v von Null verschieden sein, denn ware 
z. B. v = 0, so ginge (4, 0S) in (4, 02) uber und es waren bereits 
Ai und Bi linear abhangig. Wir konnen daher (4, 0S) z. B. durch v 
diviqieren und 

A '" C-=--A.--B· 
• v' v' 

schreiben. C. ist also die Summe der beiden Vektoren - ~ Ai 
v 

und -!!... Bi und liegt daher in der durch diese aufgespannten v 
Ebene (oder ist zumindest parallel dazu); da sich aber -~ Ai 

v 

von Ai und -!!... Bi von Bi hochstens durch Lange und Orientierung v 
unterscheidet, wahrend die Richtungen ubereinstimmen, ist die 

durch - ~ Ai und -!!... Bi aufgespannte Ebene mit der durch v v 
Ai und Bi selbst aufgespannten Ebene identisch. Das heiBt 
also, daB die drei linear abhangigen Vektoren zu ein und derselben 
Ebenenstellung parallel sind (oder in einer Ebene c liegen, wenn 
ihre Anfangspunkte zusammenfallen oder zumindest in c selbst 
gewahlt werden). Solche Vektoren nennt man komplanar. 

Die Gleichungen (4, 0S) sind ein System von drei homogenen 
linearen Gleichungen mit den drei Unbekannten A, ft, v. Eine nicht 
triviale Losung existiert dann und nur dann, wenn 

Al A2 A3 
BI B2 B3 = 0 

C1 C2 C3 
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ist, d. h. das Verschwinden der aus den Koordinaten von drei 
Vektoren gebildeten Determinante ist notwendig und hinreichend 
dafUr, daB die drei Vektoren linear abhangig sind. 

Drei linear unabhangige Vektoren Ai, B i, Ci bilden ein Drei
bein. 1 Dann gilt der wichtige Satz, daB jeder weitere Vektor 
Di des Raumes in der Form 

darstellbar .ist. Wir denken uns zum Beweis dieses Satzes (Abb. 10) 
die Anfangspunkte der vier Vektoren in P zusammengelegt 
und legen durch den Endpunkt von Di drei Ebenen, die der 
Reihe nach zu den durch Bi und Ci, Ci und Ai 
sowie Ai und Bi aufgespannten Ebenen parallel 
sind. Die Schnittpunkte dieser Ebenen mit den 
durch Ai, Bi sowie Ci bestimmten Geraden 
nehmen wir als Endpunkte von drei Vektoren Ai', 
B;' sowie C/, deren Anfangspunkte ebenfalls in 
P vereinigt sind. Dann ist (zweimalige Anwen
dung des Satzes vom Vektorparallelogramm) 
einerseits 

A;' + B;' + C/ = Di 

0;; 

Ai 

Abb.10. 

und anderseits aber auch, da Ai und A/, Bi und B;' sowie Ci 

und C/ kollinear sind, 

setzt man (4, 10) in (4, 09) ein, so ergibt sich (4, 08). Wie nennen 
(4,08) die Darstellung des Vektors Di im Dreibein Ai, B i , Ci . 

Da (4, 08) fUr drei linear unabhangige Vektoren Ai, B i, Ci 

und fUr jeden beliebigen vierten Vektor Di gilt, folgt daraus, 
daB je vier beliebige Vektoren Ai, Bi, Ci und Di des Raumes 
linear abhangig sind. In der Tat sind die Bedingungsgleichungen 

), Ai + fl Bi + V Ci + (! Di = 0 (4, II) 

nicht wesentlich verschieden von (4, 08), solange nur (! =l= 0 ist. 
Wir konnen uns hier dieweiteren Dberlegungen ersparen, die dem 
Fall von zwei und drei Vektoren zunachst ganz parallel verlaufen 
wurden und begnugen uns mit dem Hinweis, daB die drei homo-

1 Der Wert Dreibein wird stets nur im Sinne von "raumliches Drei
bein" verwendet. 
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genen linearen Gleichungen (4, II) mit den vier Unbekannten 
A, fl, v, e, wie in der Theorie der Systeme linearer Gleichungen 
gezeigt wird, stets eine nicht triviale Lasung haben. 

Wenn aber vier Vektoren stets linear abhangig sind, so sind 
es flinf oder mehr Vektoren erst recht. Wir wollen nun unsere 
Ergebnisse in einer aIlgemeinen Form zusammenfassen: 

12m 
m Vektoren Ai, Ai ... Ai 1 sind dann und nur dann linear 

abhangig, wenn die Gleichungen 
m p 12m 

.2~ A Ai = A Ai + A Ai + ... + A Ai = 0 (4, I2) 
p=l p 12m 

gelten, ohne daB aIle m Zahlen A, }" ... , A gleich Null sind. Ist 
12m 

m > 3, so sind die m Vektoren stets linear abhangig. 
m Vektoren sind auch im Fall m < 3 stets linear abhangig, 

wenn mindestens einer von ihnen der N ullvektor ist. 
Drei Vektoren sind dann und nur dann linear abhangig, wenn 

die Determinante ihrer Koordinaten verschwindet (4, 07). 
Zwei Vektoren sind dann und nur dann linear abhangig, wenn 

aIle zweireihigen Determinanten der Matrix (4, 04) ihrer Koordi
naten verschwinden. Nur der Vollstandigkeit halber fligen wir 
die vallig triviale Feststellung hinzu, daB ein Vektor dann und 
nur dann linear abhangig ist, wenn aIle seine Koordinaten ver
schwinden, er also der Nullvektor ist. 

Aufgaben. 

I. Sind die Vektoren Ai = (2, -I, -2). Bi = (6, -3, I) und 
Ci = (-2, I, -5) komplanar? 

2. Von einem Punkt 0 gehen drei Vektoren Ai' Bi und Ci aus. Welche 
Bedingung ist erfiillt, wenn die Endpunkte in einer Geraden liegen? 

3. Es·ist die Linearrelation zwischen den vier Vektoren Ai = (3, I. -4), 
Bi = (0, 1,2), Ci = (I, -1,2) und Di = (1,0,3) aufzusuchen. 

§ 5. Lange eines Vektors. 
Ein wich tiges Kennzeichen einer Strecke oder eines Vektors 

ist die Lange. Sie errechnet sich nach dem pythagoraischen 

1 Die Indizes tiber (oder unter) den Buchstaben A und ). dienen zur 
Unterscheidung der einzelnen Vektoren; es sind keine Koordinaten- oder 
Vektorindizes, sondern reineNummerationsindizes. die wir stets an anderer 
Stelle als rechts unten schreiben wollen. 
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Lehrsatz, und wir bezeichnen sie mit dem gleichen Buchstaben 
wie die Koordinaten des Vektors, jedoch ohne Index: 

A = V (Yl - X1)2 + (Y2 - X2)2 + (Y3 - X3)2 

= V J: (y, - Xi)2 (5, or) 

=Vl; A2. 
i=1 ' 

Das haufige Auftreten solcher Summationen uber die drei 
Werte I, 2, 3, deren ein laufender Index fahig ist, hat zur Auf
stellung des sogenannten Summationsubereinkommens gefUhrt, 
welches in der Tensorrechnung das Schreiben der meisten Sum
menzeichen uberflussig macht. Es besteht in der Festsetzung, 
daB uber jeden Index, der in einem Produkt zweimal vorkommt, 
zu summieren ist, also z. B. 

3 
y" 

Ai Bi = ~ Ai Bi = Al Bl + A2 B2 + A3 B3· 
<=1 

(5, 02) 

Diese im ersten Moment eigenartig erscheinende Festsetzung, 
die spater noch etwas erweitert wird, hat sich als sehr praktisch 
erwiesen, und man gewohnt sich an sie sehr rasch. Wir konnen 
damit die Gleichung (5, or) in folgender Form schreiben: 

Da wir die Lange oder den Betrag eines Vektors stets als positiv 
annehmen, ist die Wurzel in (5, 03) stets positiv zu wahlen. 

Die Lange eines Vektors ist eine geometrische, yom Ko
ordinatensystem unabhangige GroBe, also ein Skalar (Invariante). 

Vektoren der Lange r heiBen Einsvektoren1 ; sie werden vor
teilhaft zur Festlegung von Richtungen benutzt. 

Neben der Lange verwendet man oft auch ihr Quadrat 

A2 = Ai Ai' (5, 04) 

das als Norm des Vektors Ai bezeichnet wird. 

1 Sie wurden bisher als Einheitsvektoren bezeichnet, was nicht nur 
langer ist, sondern auch dem Begriff nicht ganz gerecht wird. Unter 
Einheitsvektor kiinnte man z. B. auch den Vektor (I, I, I) verstehen, 
sogar mit mehr Berechtigung als einen Vektor mit der Lange 1. 
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Mit Hilfe der Lange eines Vektors k6nnen wir die Winkel 
bestimmen, die seine Richtung gegen die Koordinatenachsen 

,.1 bildet (Abb. II). 
Es ist: 

Abb. II. 

oder 

Al 
cos <Xl = A' 

A2 
cos <X2 = A' 

A3 
cos <Xs = A 

'2 oder allgemein: 
A. 

cos <Xi = -:t. (5,05) 

Wir bilden die Summe der Quadrate 
der Cosinus: 

(5, 06) 

Wir haben im N enner des vorletzten Ausdruckes AkA k geschrieben, 
Bekanntlich ist es bei einer Summation uber einen laufenden 
Index gleichgultig, wie man diesen Index bezeichnet, da er ja 
innerhalb der Summe schon aIle seine m6glichen Werte ersch6pft 
und nach auBen hin nicht weiter zum Ausdruck kommt. Es ist 
aber notwendig, bei mehreren Summationen die Summations
indizes verschieden zu bezeichnen, urn die Summationen aus
einanderhalten zu k6nnen. 1m Sinne des Summationsuberein
kommens genugt die einfache Regel, daB kein Index in einem 
Produkt mehr als zweimal vorkommen darf. Es ist aber immer 
zweckmaBig, fur jede Summation einen eigenen Index zu ver
wenden. 

Den Vektor Ai k6nnen wir mit Hilfe von (5,05) in der Form 

Ai = A . cos <Xi (5, 07) 

schreiben. Diese Zerlegung hat eine gewisse Analogie mit der 
Darstellung einer reellen Zahl x als Produkt aus Vorzeichen 
sign x und absolutem Betrag lxi, namlich 

x = Ixl· sign oX, 

weshalb man mitunter auch 
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§ 6. Das innere oder skalare Produkt. 

Ai = A . sign Ai 

sign Ai = cos lXi 

29 

(5, 08) 

(5, 09) 

nichts anderes ist als der mit Ai in Richtung und Orientierung 
iibereinstimmende Einsvektor. 

Aufgaben. 

I. Ein regelmaJ3iges Tetraeder mit der Kantenlange a ist so zu legen, 
daJ3 eine Ecke in den Ursprung, eine Kante in die positive I-Achse, eine 
Flache in den ersten Quadranten I,2-Ebene und eine Ecke in den ersten 
Oktanten faIlt. Durch welche Vektoren sind die Ecken bestimmt? 

2. Ein regelmaJ3iges Tetraeder mit der Kantenlange a ist wie in der 
Kristallographie iiblich zu legen, d. h. daJ3 die Verbindungslinien der Mitten 
der Gegenkanten in die Koordinatenachsen zu liegen kommen. Welche 
Vektoren bestimmen die Ecken? 

3. Ein Vektor, dessen Anfangspunkt im Ursprung liegt und der im 
ersten Oktanten veriauft, bildet mit den Achsen gleiche Winkel. Wie groJ3 
sind diese? 

4. In einem ParaIlelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagonalen 
gleich der doppelten Summe der Quadrate der nicht paraIlelen Seiten. 

5. 1st ABC ein Dreieck mit dem Schwerpunkt 5 und P ein beliebiger 
Punkt der Ebene (oder des Raumes), so ist A p2 + B p2 + C p2 - 3 5 p2 
von der Lage des Punktes P unabhangig. 

§ 6. Das innere oder skalare Produkt. 
Wir suchen zunachst den Winkel {} zwischen zwei Vektoren 

Ai und Bi zu bestimmen und verwenden dazu das aus den Vek
toren Ai, Bi und Ci = Ai - Bi gebildete 
Dreieck (Abb. 12). Die Lange des Vektors C i 

konnen wir auf zwei Arten ausdriicken, nam-
lich entweder mit Hilfe des Cosinussatzes oder 
mit Hilfe der Vektorsubtraktion. Der Co-
sinussatz liefert: 2 

C2 = A2 + B2 - 2 A B cos {}, (6, 01) 1 

Aus der Vektorsubtraktion folgt Abb. <2. 

also 

d. h. 

Ci = Ai- B ;, 

C2 = Ci Ci = (Ai - B;) (Ai - Bi), 

= Ai Ai + B; Bi - 2 A; B;, 

C2 = A2 + B2 - 2 Ai B i . (6, 02) 
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Setzt man die rechten Seiten von (6, or) und (6, 02) einander 
gleich, so erhalt man 

(6, 03) 

oder 

(6, 04) 

Den Ausdruck Ai Bi bezeichnet man als das innere oder skalare 
Produkt der beiden Vektoren Ai und B;. Es ist einer der Vorziige 
der gewahlten Schreibweise, daB die Berechnung des inneren 
Produktes aus den Koordinaten der beiden Vektoren aus der 
Form Ai Bi zusammen mit dem Summationsiibereinkommen 
sofort hervorgeht: 

Ai Bi = Al BI + A 2' B2 + Aa Ba· (6, 05) 

Die geometrische Bedeutung ist in den Formeln (6, 03) und 
(6, 04) enthalten. Da A cos fJ die Lange der Pr~jektion des Vek
tors Ai auf die Richtung des Vektors Bi darstellt, so ist das inn ere 
Produkt gleich der Projektion des einen Vektors auf die Richtung 
des anderen, multipliziert mit dem Betrag des anderen Vektors. 

Das innere Produkt zweier Vektoren ist eine Invariante. 
Das folgt aus (6, 03), wo links die Langen der beiden Vektoren 
und der Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels stehen. 
Langen und Winkel von Vektoren sind aber geometrische, vom 
Koordinatensystem unabhangige Begriffe.1 

In der symbolischen Schreibweise wird das innere Produkt 
durch Nebeneinandersetzen der Vektorbezeichnungen dargestellt, 
also 

~ ~ = A B cos fJ. (6, 06) 

1 Es sei hier noch auf einen Unterschied zwischen dem Winkel zweier 
Vektoren und den Winkeln, die ein Vektor mit den Koordinatenachsen ein
schlieBt, hingewiesen: 

Der Winkel zwischen zwei Vektoren und eben so jede Funktion dieses 
Winkels wie z. B. der eben behandelte cosf}, sind unabhangig vom Koordi
natensystem und somit Skalare (Invarianten). Der Winkel zwischen Vektor 
und einer Koordinatenachse andert sich mit dem Koordinatensystem und 
er sowie sein Cosinus sind zwar Zahlen, aber keine Invarianten. Die drei 
Zahlen cos (Xi von (5, OS) bilden zusammen einen Vektor, namlich den 
Einsvektor in der Richtung von Ai und andern sich so wie Vektor
koordinaten. 
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Es bedarf dann einer eigenen Definition der Bedeutung 
von W 58, wie sie in (6, 06) gegeben ist, da m und 58 nur Symbole 
sind und daher auch die Produktform nur symbolisch aufgefa13t 
werden darf. 

Die Bezeichnung "inneres Produkt" erscheint durch diese 
symbolische Schreibweise nahegelegt. Die rechte Seite von (6, 03) 
ist aber kein Produkt, sondern eine Summe von Produkten, 
so daB die Bezeichnung Produkt dem Wesen dieser Invariante 
nicht gerecht wird und zu Irrtumern AnlaB geben kann. Wir 
werden spater fur analoge, viel allgemeinere Bildungen den Aus
druck "Uberschiebung" wahlen und es demgemaB auch vor
ziehen, an Stelle von inneres Produkt Uberschiebung zweier 
Vektoren zu sagen. DaB wir den ersteren Ausdruck hier uber
haupt verwenden, ist lediglich eine Konzession an die Macht 
der GewohnheiU 

Das Verschwinden der Invariante (6, 03) bedeutet entweder 
A = 0 oder B = 0 oder aber cos {) = 0, d. h. das skalare Produkt 
zweier Vektoren verschwindet nieht nur, wenn einer der beiden Vek
toren (oder beide) der Nullvektor ist, sondern auch dann, wenn sie 

aufeinander senkrecht stehen ({) = :). Wenn wir ubereinkommen 

zu sagen, daB der Nullvektor auf jedem beliebigen Vektor senk
recht steht, so wird ganz allgemein das Verschwinden von (6, 03) 
notwendig und hinreichend dafur, daB Ai und Bi aufeinander 
senkrecht stehen. 

1m Zusammenhang mit dieser Feststellung wollen wir darauf 
hinweisen, daB man in Gleichungen der Form 

Ai Bi = Ai Ci 

keinesfalls durch den "Faktor" Ai "kiirzen" darf, auch wenn Ai 
nicht der Nullvektor ist. Diese Feststellung ist hier zwar fast 
iiberfliissig, da ja beiderseits Summen stehen; die symbolische 
Schreibweise 

gibt in viel hOherem Grad AnlaB zum TrugschluB 58 =~. Statt 
Ai Bi = Ai Ci kann man 

Ai (Bi - Ci ) = 0 

1 Vgl. auch die Bemerkungen in der Einleitung tiber das innere Produkt. 
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schreiben, und das heiBt, daB Ai auf Bi - Ci senkrecht steht. 
Das innere Produkt zweier Vektoren tritt bei vielen An

wendungen in der Physik auf. Die bekannteste ist die Bildung 
der Arbeit aus Kraft und Weg. 

Ein haufiger Sonderfall bei den Anwendungen des inneren 
Produktes ist der, daB einer der beiden Vektoren ein Einsvektor 
ist. Das innere Produkt eines Vektors Ai mit einem Einsvektor 
Ci ist 

Ai ci = A cos {), (6, 07) 

die Lange der Projektion des Vektors Ai auf die Richtung Ci . 

Man bentitzt oft ein System von drei aufeinander senkrecht 
stehenden Einsvektoren und spricht dann von einem "normierten" 
Dreibein. Man bezeichnet die drei Vektoren der Dbersich tlichkeit 

1 2 3 
halber mit Ci> Ci , Ci. Die Zahlen tiber den Buchstaben sind eben-
falls Indizes, die aber zur Unterscheidung von den Koordinaten
indizes an einer anderen Stelle angebracht sind. Decken sich 
die Richtungen des normierten Dreibeins mit denen der Koordi
natenachsen, so gelten folgende Gleichungen: 

1 1 1 
C1 = I C2 = 0 ea = 0, 

S 2 2 
(6,08) e1 = ° e2 = I ea = 0, 

3 3 3 
e1 = 0 e2 =0 ea = I. 

Die inneren Produkte dieser Vektoren mit einem gegebenen Vektor 
sind die Koordinaten dieses Vektors: 

1 
Ci Ai = AI> 
s 
ei Ai = A 2, (6, 09) 
a 
ei Ai = Aa· 

Ftihrt man ftir die Indizes I, 2, 3 auch hier eine allgemeine Be
zeichnung ein, z. B. p, so laBt sich (6, 09) in einfacher Form 
schreiben: 

(6, 10) 

Die Winkel, die ein Vektor mit den Koordinatenachsen einschlieBt, 
sind dann: . 

" (l·A· A 
cos <X = -' -' = ~ 16 ) 

" ~A A \ , II 
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in Ubereinstimmung mit (5, 05). Die drei Zahlen (6, II) sind die 
Kpordinaten des Einsvektors, der mit Ai nach Richtung und 
Orientierung iibereinstimmt. Zu jedem Vektor Ai erhalt man 
den mit Ai nach Richtung und Orientierung iibereinstimmenden 
Einsvektor ei durch Division der Koordinaten Ai des urspriing
lichen Vektors durch seine Lange A: 

Ai . A ei = A = sIgn i' 

Aufgaben. 

1. Es ist der Winkel zwischen zwei von derselben Ecke ausgehenden 
FHichendiagonalen eines Wiirfels zu berechnen. 

2. Es ist der von zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels eingeschlossene 
Winkel zu berechnen. 

3. Es ist der Winkel zwischen zwei Seitenflachen eines regelmaBigen 
Oktaeders zu berechnen. 

4. Zu zeigen: Die Verbindungslinien von drei Ecken eines regelmaBigen 
Tetraeders zur Mitte der Hohe aus der vierten Ecke bilden ein recht
winkeliges Dreibein. 

5. Zu zeigen: Die Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten 
eines regelmaBigen Tetraeders bilden ein rechtwinkeliges Dreibein. 

§ 7. Beispiele aus der Geometrie. 
Urn zu zeigen, wie eng sich unsere Uberlegungen an die der 

analytischen Geometrie anschlieBen, sollen jetzt einige Beispiele 
aus der Geometrie behandelt werden. Es kommen dabei in 
iiberwiegendem MaBe Ortsvektoren vor, die wir aber nach dem 
friiher Gesagten formal wie Vektoren behandeln k6nnen. 

Raumkurven k6nnen analytisch dadurch gegeben sein, daB 
die Koordinaten eines Kurvenpunktes als Funktionen eines 
Parameters dargestellt werden: 

x = x (u), y = y (u), z = z (u). (7, or) 

Mit unseren Koordinatenbezeichnungen lassen sich diese Glej
chungen zusammenfassen: 

Xi = Xi (u). (7, 02) 

Wenn die drei Funktionen in (7, 02) linear sind, also die Form 

Xi = ai + bi U 

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 

(7, 03) 
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haben, so ist die Kurve eine Gerade. Fur u = 0 wird 
o 

Xi = Xi = ai' 
d. h. at ist der Ortsvektor des dem Parameterwert u = 0 ent
sprechenden Punktes oder kurz der Ortsvektor des Punktes 
u = o. Fur u = 1 wird 

oder 

ii ist der Ortsvektor des Punktes u = 1, wahrend bi als Differenz 
zweier Ortsvektoren wie (2, 01) ein Vektor ist. 

Die Parameterdarstellung (7, 03) der Geraden bedeutet also 
geometrisch, daB man yom Ursprung aus zum Punkt Po mit 

o . 
dem Ortsvektor Xi = ai zu gehen und von Po aus das u-fache 

J 

des Vektors bi abzutragen hat, urn zum 
allgemeinen Punkt P mit dem Ortsvektor 
Xi zugelangen (Abb. 13). DaderVektor Ubi 
zu bi parallel ist, liegen alle Punkte P, 
die man auf diese Art erhalt, auf der durch 
Po und PI (Anfangs- und Endpunkt von bi) 
bestimmten Geraden, d. h. P ist der 

,;-"-----=-"""""+------2 "laufende" Punkt dieser Geraden. Die 

Abb. X3. 

Gerade ist also bestimmt durch Punkt und 
Richtung, wobei der Punkt durch den 
Ortsvektor ai' die Richtung durch den 
Vektor bi gegeben ist. 

a) Als erstes Beispiel suchen wir den DurchstoBpunkt der 
Geraden (7, 03) mit der 1, 2-Ebene. Fur diesen Punkt gilt 

Xa = o. 

Seinen speziellen Parameterwert u finden wir dann aus (7, 03) 

xa = as + ba it = 0, 

also 
U=-~. 

ba 

Gehen wir mit diesem Wert in die anderen beiden Gl. (7, 03), 
so erhalten wir die Koordinaten Xl und x2 des gesuchten Punktes: 

b as 
Xl = al - 1 b-

3 
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b aa x2 =a2 - 2T' 
a 

35 

Es lassen sich aber alle drei Koordinaten m emer Gleichung 
ausdriicken, namlich: 

b) Ais nachstes Beispiel suchen wir die Koordinaten eines 
Vektors, der auf der Geraden (7,03) liegt. Dem Anfangspunkt Xi 

entspricht der Parameter u, dem Endpunkt Yi der Parameter v, 
also 

also ist 

Xi = ai + bi U, 

Yi = ai + bi V, 

(7, 05) 

Der Vektor Ai hat also dieselbe Richtung wie bi und unter
scheidet sich von diesem nur durch die Lange. 

Da ein Vektor bei einer Parallelverschiebung seine Koordinaten 
nicht andert, so sind alle zur Geraden parallelen Vektoren von 
der Form (7, 05). 

c) Wir suchen die Parameterdarstellung der Geraden, die 
durch zwei vorgegebene Punkte mi und ni geht. Es muB dann sein: 

m i = a i + bi u, 

n i = ai + bi v. 

Die Werte der Parameter, die den gegebenen Punkten zugeordnet 
sind, k6nnen wir beliebig wahlen, also z. B. U = 0 fUr den 
Punkt mi und v = I fUr den Punkt ni. Dann ist: 

und somit 
Xi = mi + (ni - mi) u. 

d) Es seien zwei Gerade gegeben: 

Xi = ai + bi U 

und 
Yi = Ci + di v. 

Wir fragen, ob sich die beiden Geraden schneiden. Sie miissen 
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dann einen Punkt gemeinsam haben. Es miissen sich also Werte u 
und v so finden lassen, daB 

ai + bi U = Ci + di V 

wird. Daraus folgt: 

bi u - di V - Ci - a i = hi' 

Der Vektor hi> der gleich der Differenz der Vektoren Ci und ai 

ist, muB von den Vektoren bi und di linear abhangig, d. h. mit bi 

und di komplanar sein. 
e) Wir suchen den Abstand einer Geraden (7, 03) vom Ur

sprung. Die Entfernung des Punktes Xi der Geraden vom Ur
sprung ist X, ihr Wert errechnet sich nach der Gleichung: 

Der Abstand der Geraden ist die kiirzeste dieser Entfernungen. 
Wir miissen also den Parameter u so bestimmen, daB X und 
damit x2 ein Minimum wird: 

Nun ist 

und daraus 

dx2 

du =0. 

d(Xi xi) d ( + b + b b Z) ---- = - a·a· za··u ,·u 
du du' • • • • • 

ai bi 
u=-~. 

Der entsprechende Punkt der Geraden hat die Koordinaten: 

x. = a.-b. ak~ , , 'b2 

und der Abstand ist der Betrag x von Xi' Es ist 

2 = 2 _ 2 ai bi ak bk +. b. b. (ak bk)2 
X a b2 "b4 

= a2 _ Jr!:.Lbi )2 = a2 _ a2 b2 cos2 {} = a2 sin2 {} 
~ ~ , 

also 
X = a sin {} (0 ~ {} < n). 

f) Die Parameterdarstellung einer Ebene lautet: 

Xi - ai + bi u + Ci v, (7, 06) 
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wobei u und v zwei unabhangige Parameter sind, entsprechend 
der Tatsache, daB die Ebene eine zweidimensionale Punktmannig
faltigkeit ist. Wir wollen (7, 06) in ahnlicher Weise diskutieren 
wie die Parameterdarstellung (7, 03) der Geraden. Zunachst 
wird flir u = v = 0 

d. h. ai ist der Ortsvektor des den Parameterwerten (0, 0) ent
sprech.enden Punktes Po der Ebene. Fur u = I, V = 0 wird 

1 
Xi = Xi = ai + bi 

oder 

wahrend flir u = 0, v = I 

oder 

folgt. bi und ci sind also als Dif
ferenzen von Ortsvektoren selbst 
Vektoren, deren Endpunkte die f 

Punkte PI und P 2 mit den 

Koordinaten ii und ii sind, 

oJ 

p 

~--------------------z 

Abb. 14. 

wenn ihre Anfangspunkte in Po zusammengelegt werden. Unsere 
Ebene wird also durch die Vektoren bi und Ci "aufgespannt"; 
(7, 06) ist in der Form 

v6llig analog zu (4, 05), der Vektor Xi - ai (Anfangspunkt fo. 
Endpunkt p. Abb. 14) ist komplanar zu bi und Ci . Die Para
meter u und v sind allgemeine schiefwinkelige Koordinaten in 
der Ebene, bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung Po 
ist und dessen Achsen die Richtungen von bi und Ci haben, wobei 
---- ----
Po PI = b und Po P 2 = C die Einheitsstrecken auf diesen Koordi-
natenachsen sind. So ist u die Lange der Parallelprojektion 
(Projektion parallel zu ci ) von Xi - ai auf die Richtung von bi 

(u-Achse), gemessen mit der Lange b als MaBeinheit, und ent
sprechendes gilt fur v. 

Bestimmen wir die Schnittgerade mit einer Koordinaten-



I. Tensoralgebra. 

ebene, z. B. mit der I, 2-Ebene, so mussen alle Punkte dieser 
Geraden der Gleichung Xs = 0 geniigen. Wir setzen also 

Xs = as + bs u + Cs v = 0, 

also 
aa+ba u 

V=--··~~. 
Ca 

Setzen wir dieses v in (7, 06) ein, so wird: 

C· 
Xi = a i + bi u - -' (as +ba u). 

Ca 

g) In ahnlicher Weise wie fur die Gerade unter e) k6nnen wir 
jetzt ffir die Ebene den Abstandder Ebene vom Ursprung finden. 
Es sind u und v so zu wahlen, daB Xi Xi ein Minimum wird, also 

Es ist: 

also 

ox· x· ox· 
~-'-'. = 2 X· ~-' ou ' ou ' 

OXi = b. 
ou " 

o 
Tv Xi Xi = O. 

ox· x· ox· -'-' = 2 X· ~-' ov ' OV' 

OXi _ -av - Ci , 

a i bi + bi bi U + bi Ci V = bi (a i + bi 11, + Ci v) = 0, 

a i Ci + bi Ci 11, + Ci Ci V = Ci (ai + bi 11, + Ci ti) = o. 

Dabei sind u und v die Parameter des Punktes Xi der Ebene, 
der dem Ursprung am nachsten ist. 

Die Ausdriicke in den Klammern sind die Koordinaten des 
Punktes Xi der Ebene. Wir k6nnen daher auch schreiben: 

Ci Xi = O. 

Diese zwei Gleichungen bedeuten, daB Xi senkrecht auf bi und Cj 

steht. 

Den Abstand der Ebene vom Ursprung finden wir durch 
Berechnung von Xi Xi' Die Rechnung vereinfacht sich etwas, 
wenn wir zuerst nur fUr einen Faktor Xi einsetzen 

Xi Xi = Xi (ai + bi U + a i v) 
-

= Xi ai' 
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Man kann nun u und V aus den oben abgeleiteten Gleichungen 
berechnen. Es ist: 

at Ct bk Ck - at bi Ck Ck 
u=~~~~~~~ 

b2 c2 - (b k Ck )2 

Wir erhalten dann fUr X2: 

also 
x2 = a 2 + 2 at bi ai Ci bk Ck _ (ai bi )2 c2 + (ai Ci )2 b2 

b2 c2 - (bk Ck)2 b2 c2 - (bk Ck)2 

Wir haben damit den Abstand der Ebene vom Ursprung durch 
die Koordinaten der drei die Ebene bestimmenden Vektoren 
a usgedruckt. 

h) Normalform der Ebene. Der im vorigen Beispiel berechnete 
Vektor Xi geniigt allein, die Ebene zu bestimmen, denn die Ebene 
ist vollkommen festgelegt, wenn ihr Abstand vom Ursprung 
und die Richtung dieses Abstandes gegeben sind. Wir versuchen 
daher die Gleichung der Ebene mit Hilfe von Xi darzustellen. 
Wir bilden dazu das innere Produkt Xi Xi. Es ist 

Xi Xi = ai Xi + bi Xi U + Ci Xi v. 

Die beiden letzten Glieder auf der rechten Seite verschwinden, 
wie wir schon oben abgeleitet haben. Daher ist: 

Xi Xi = ai Xi = x2 = konst. 

Wir dividieren durch X 

Xi -:! = x. x 

Die Ausdriicke ~i sind die Richtungskosinus cos (Xi des Vektors Xi' x 
also 

Xi cos (Xi = X (7, 07) 
Wir fUhren an Stelle von Xi wieder die Koordinaten X, y, zein, 
an Stelle der Winkel (Xi die Winkel (x, {3, y und bezeichnen den 
Abstand der Ebene vom Ursprung mit l an Stelle von x: 

X cos (X + Y cos {3 + z cos y = l. (7, 08) 

Das ist die bekannte Normalform der Gleichung einer Ebene. 
Sie wird in unserer Schreibweise durch (7, 07) gegeben. 
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Der Einsvektor ei = ~i = COS lXi heiBt Normalvektor der 

Ebene (7, 07)· Er ist gemeinsam fUr aIle zu (7, 07) parallelen 
Ebenen und senkrecht auf deren SteHung. 

Bedient man sich der symbolischen Schreibweise, so mussen 
wir fUr den Einsvektor cos lXi einen eigenen Buchstaben einfiihren, 
z. B. e. Nennen wir den Ortsvektor in der ublichen Form r, so 
wird die N ormalform der Ebene: 

re = 1. (7, 09) 

Der Nachteil der symbolischen Schreibweise wird klar, wenn 
man bedenkt, daB (7, 09) erst verstandlich ist, wenn die Bedeu
tung der Vektoren r und enoch zusatzlich erklart wird, wahrend 
(7, 07) ohne weitere Erklarung die AufsteHung der Form (7, 08) 
gestattet. 

i) 1st bi ein Einsvektor, also bi bi = b2 = I, so ist nach (6, 07) 
o 

ai bi = a cos {} die Lange a der Projektion von ai auf die 
Richtung bi' wenn {} der Winkel zwischen ai und bi und a die 

Lange von ai ist. 1st bi kein Eins

Abb. IS. 

Die Differenz 

vektor, also b =1= I, aber auch b * 0, 

so ist 
o I 
a = b ai bi' 

Die Projektion selbst, als Vektor ange
sehen - und diese bezeichnet man als 
die Komponente von ai in der Richtung 
bi - ist dann (Abb. IS) 

(7, 10) 

ist dann nichts anderes als die Komponente von ai in einer zu bi 

senkrech ten Ebene. Es folgt: J eder Vektor liifJt sich in eindeutiger 
Weise a1s Summe von zwei Vektoren (Komponenten) darstellen 
von denen einer parallel, der andere senkrecht zu einer gegebenen 
Richt'l{.ng ist. 
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Aufgaben. 

I. Zu zeigen: Die Verbindung eines Eckpunktes eines Parallelogramms 
mit dem Mittelpunkt einer nicht anliegenden Seite schneidet ein Drittel 
der Diagonale abo 

2. Zu zeigen: Die Schwerlinien eines Dreiecks gehen durch einen Punkt. 
3. Zu zeigen: Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Trapezes halbiert 

eine durch ihn gezogene Parallele zu den Parallelseiten. 
4. Die Vektoren Ai und Bi seien Katheten eines rechtwinkeligen 

Dreiecks. Es ist der Vektor der Hohe Hi durch Ai und Bi auszudriicken. 
5. Zu zeigen: Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. 
6. Zu zeigen: Die Seitensymmetralen eines Dreiecks schneiden sich 

in einem Punkt. 
7. Zu zeigen: Die Symmetrieebenen der sechs Kanten eines Tetraeders 

schneid en sich in einem Punkt. 
8. Es ist die Gleichung der Kugel mit dem Mittelpunkt mi und durch 

den Punkt Pi aufzustellen. 
Speziell: mi = (1,2, I), Pi = (3,3,3). 
9. Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den 

Punkt m i geht und zur Geraden xi = ai + bi u parallel ist. 
10. Der Abstand einer Ebene vom Ursprung sei durch den Vektor d i 

gegeben. Es ist das Lot eines Punktes Pi auf die durch di bestimmte Ebene 
zu ermitteln. 

Speziell: di = (2 V3, 2 (~, 2 V3), Pi = (2, -5,3). 
II. Es ist der Abstand des Punktes Pi von der Ebene Xi ai = C zu be

stimmen. 
Speziell: Pi = (3,4,6), 2 Xl + 3 x2 - 5 = o. 
12. Es ist die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch den Punkt Pi 

geht und auf die Gerade xi = ai + bi u senkrecht steht. 
Speziell: In Pi = (3,5,4) ist eine Ebene senkrecht zur Geraden 

xi = Pi U zu errichten. 
13. Es sind die Gleichungen der beiden Ebenen aufzustellen, welche 

zur Ebene xi ai = c parallel sind und von ihr den Abstand ± P haben. 
14. Fiir aIle Ebenen mit festem Abstand vom Ursprung ist 

I I I 
a2 + 62 + C2 konstant, wobei a, b, c die Abschnitte auf den Koordi-

natenachsen sind. 
IS. Es ist der Schnittpunkt und der Schnittwinkel der Geraden 

Xi = ai + bi u mit der Ebene xi Pi = c zu bestimmen 
Speziell: ai = (1,2,0), bi = (-3, -5, I), Xl - X 2 + Xa = 9· 
16. Durch die Schnittlinie der Ebenen xi ai = hI und xi bi = k2 ist 

eine Ebene zu legen, welche auf die Ebene xi Ci = ka senkrecht steht. 
Speziell: 3 Xl - 4 x2 + xa - 12 = 0, 4 Xl -7 x 2 + 3 xa + 4 = 0, 

5 Xl + 2 X 2 - X3 + 30 = o. 
17. Es ist die Schnittgerade der Ebenen 5 Xl - 7 x2 + 2 Xa = lund 

Xl + 2 X 2 + 4 X3 = 9 zu bestimmen. 
18. Welchen Ort beschreibt der Mittelpunkt einer Strecke fester Lange, 

deren Endpunkte auf zwei gegebenen Geraden gleiten? 
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§ 8. Lineare Vektorfunktionen. Tensoren. 
So wie Skalare durch funktionale Abhangigkeiten miteinander 

verknupft sein konnen, gibt es in der Geometrie und in der Physik 
viele Falle, in denen Vektoren mit Skalaren oder wieder mit 
Vektoren verknupft sind. Beispiele der ersten Art haben wir 
in § 6 gebracht; ist Ai ein fester, Xi ein beliebiger (variabler) 
Vektor, so ist durch das innere Produkt 

(8,01) 

jeder bestimmten Wahl des Vektors Xi ein Wert des Skalars rp 
zugeordnet. Auch der Fall, daB einem Skalar ein Vektor zuge
ordnet ist, ist uns in (3, 05) begegnet, wenn wir dQrt Ai als festen 

Abb.I6. Abb.I7. Abb.I8. 

Vektor und A. als Variable ansehen. Wir wollen uns hier vor allem 
mit jenen Fallen beschaftigen, wo einem Vektor wieder ein Vektor 
zugeordnet ist. Denken wir beispielsweise an die Bewegung eines 
Massenpunktes unter dem EinfluB einer Kraft K i . Die Beschleuni
gung bi> die der Massenpunkt erfahrt, ist von Ki abhangig und 
durch sie bestimmt. Wenn der Punkt frei beweglich ist, wird 
die Richtung von bi mit der von Ki ubereinstimmen, d. h. es 
wird bi = A. Ki sein, wo A. ein fester skalarer Faktor ist. Legen 
wir aber dem Punkt die Bedingung auf, in einer festen Ebene e 
zu bleiben, so werden bi und Ki im allgemeinen, d. h. wenn nicht 
auch Ki in e liegt, verschiedene Richtungen haben (Abb. 16). 
Ein anderes Beispiel bilden die Stromdichte Ii und der Vektor Hi 
der magnetischen Feldstarke (Abb. 17). Urn auch noch ein geo
metrisches Beispiel anzugeben, betrachten wir konjugierte Durch
messer einer Ellipse, die wir wie in Abb. 18 durch vom Mittel
punkt aus gezogene Vektoren ai und bi bestimmen konnen. In 
allen diesen Beispielen sehen wir, daB die funktionale Abhangig
keit der Vektoren durch die Eigenschaften des betrachteten geo
metrischen oder physikalischen Objektes bestimmt ist. 
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Eine funktionale Abhangigkeit zwischen Vektoren wird 
analytisch jedenfalls dadurch gegeben sein, daB die Koordinaten 
des einen Vektors irgendwe1che Funktionen der Koordinaten 
des anderen Vektors sind, wird also in der Form 

Y i = Ii (Xv X 2 , Xa) 

darstellbar sein. Wir beschranken uns im folgenden aber aus
schlieBlich auf den allereinfachsten Fall, daB die Funktionen Ii 
linear und homogen sind: 

oder ausfUhrlich: 

YI = An Xl + A12 X 2 + Al3 X a' 

Y2 = A21 Xl + A22 X 2 + A 2a X a, 

Ya = Aal Xl + Aa2 X 2 + Aaa Xa' 

(8, 02) 

Alle angefiihrten Beispiele sind von dieser Form. Die neun 
Zahlen Ai; heiBen einzeln die Koordinaten eines Tensors, und 
zwar insbesondere eines Tensors zweiter Stule; in ihrer Gesamtheit 
bilden die Ai; den Tensor selbst, genau so wie die Gesamtheit 
der drei Koordinaten eines Vektors mit diesem Vektor selbst 
zu identifizieren ist. 

Wir erwahnen zwei wichtige Eigenschaften der linearen 
homogenen Vektorfunktionen (8, 02). Ersetzt man Xi durch A Xi' 
so folgt 

(8, 03) 

d. h. wird der Argumentvektor Xi mit einer Zahl A multipliziert, 
so multipliziert sich auch der Funktionsvektor Yi mit derselben 
Zahl A oder: Zum A-fachen Argument geh6rt die A-fache Funktion. 

1st ferner Xj = X/ + X/' die Summe zweier Vektoren und 
setzen wir 

so wird 

Yi = Au Xi = Aij (X/ + xt) = Aij X/ + AiiX/, = Y/ + Y/'; 

fUr lineare homogene Vektorfunktionen gilt also: Die Funktion 
einer Summe von Vektoren ist gleich der Summe der Funktionen 
der einzelnen Vektoren. 
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Die neun Koordinaten eines Tensors zweiter Stufe schreibt 
man haufig als quadratisches Schema (Matrix) 

was besonders in speziellen Fallen, wo die einzelnen Koordinaten 
zahlenmaBig angegeben sind, zweckmaBig ist. 

Abb.19· 

Wir betrachten nun einige einfache Beispiele, und 
zwar zunachst eins aus der Mechanik (Abb. 19) .. 

Ein Massenpunkt M sei aui einer Gleitstange ver
schiebbar angeordnet. Die Stange hat die Richtung des 
Einsvektors ei . Wirkt nun auf den Punkt eine Kraft 
Pi' so entsteht eine den Punkt in Richtung der Stange 
vorwartstreibende Kraft K i , deren Betrag gleich der 
Projektion von Pi auf ei , also P j ej ist. Die Kraft Ki 

driickt sich dann durch ihren Betrag und den Vektor ei in folgender Form 
aus: 

Ki = ei ej Pj' 

Schreiben wir diese Gleichung ausfiihrlich an, so erhalten wir: 

oder 

Kl = e1 (e1 PI + e2 P 2 + ea Pal, 

K2 = e2 (e1 PI + e2 P 2 + ea P a), 

Ka = ea (e1 PI + e2 P 2 + ea P a) 

K1 = e12 PI + e1 e2 P 2 + e1 ea P a, 

K2 ='e2 e1 PI + e22 P 2 + e2 ea P a, 

Ka = ea e1 PI + ea e2 P 2 + ea2 P a· 

Die Koeffizienten der Gleichungen haben alle die Form ei ej. Sie sind 
die Koordinaten eines Tensors AU = ei ej' so daB sich die obigen Gleichungen 
in der Form 

schreiben lassen. 
Ein anderes Beispiel ist die :Qrehung eines Vektors urn eine Achse 

(Abb. 20). Wir wahlen die Drehung des Vektors Pi durch den Winkel {} 
urn die 3-Achse in den Vektor Qi' Auf den allgemeinen Fall der Drehung 
urn eine Achse beliebiger Richtung kommen wir in § I I zuriick. 

Es ist, wenn Po die Lange der Projektion von Pi oder Qi in die I, 2-

Ebene ist, 
Q1 = Po cos ({J + {}), 
Q2 = Po sin ({J + 0), 
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oder 
QI = Po cos {J cos D - Po sin {J sin D, 

Q2 = Po cos {J sin D + Po sin {J cos D, 

Qa = P a J 

oder 

QI = PI cos D - P 2 sin D + P a · 0, 

Q2 = PI sin D + P 2 cos D + P a · 0, 

Qa = Pl' 0 + P 2 ' 0 + P a· 

Der diese Drehung beschreibende Ten
sor lautet in Matrizenform 

(

COS D 

Ai} = sin D 

o 

- :::: :). (8, 05) 

o I 

Wir schreiben dann wieder 

Q; = Au Pi' 

t 
Abb.20. 

45 

Wir leiten uns noch einen weiteren speziellen Tensor ab, der 
einen ungemein einfachen, aber gerade deshalb besonders wichtigen 
Sonderfall darstellt. Wir bestimmen die Zuordnung der beiden 
Vektoren so, daB der eine Vektor mit dem anderen zusammen
fallt, der urspriingliche Vektor also in sich selbst iibergefiihrt 
wird. Dann muE 

Al = I . Al + 0 • A2 + o· A a, 

A2 = o· Al + I . A2 + o· Aa, 

Aa = o· Al + o· A2 + I' Aa 

sem.Wir bezeichnen diesen Tensor mit 

und es ist also 

(8, (6) 

(8, 07) 

Der Tensor (jii wird nach seinem ersten Beniitzer das "Kron
eckersche (j" genannt. Er wird auch manchmal als Einheits-
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tensor zweiter Stute bezeichnet. Man merkt sich seine Koordinaten 
am best en nach der folgenden Regel: 

bt; = I, wenn .i = j 

bt; = 0, wenn i =F j 
(8, 08) 

Diese Beispiele zeigen, daB die Eigenschaften gewisser geo
metrischer oder physikalischer Objekte, die irgendwie einem 
gegebenen Vektor einen bestimmten zweiten Vektor zuordnen, 
ihren mathematischen Ausdruck durch einen Tensor zweiter 
Stufe At; finden, den man im gleichen Sinn mit dem Objekt 
selbst oder mit der durch dieses Objekt gegebenen Zuordnung 
identifizieren kann, wie man etwa auch sagt, "der Vektor Ki 
ist die Kraft", obwohl genau genommen K; nur der mathematische 
Ausdruck fUr das "Kraft" genannte physikalische Objekt ist. 
Es muB aber dann moglich sein, die Koordinaten At; des Tensors 
durch geeignete Messungen an den Objekten zu gewinnen. Zu 
diesem Zwecke wahlen wir willkurlich drei linear unabhangige 

k 
Vektoren Pi> also ein Dreibein und bestimmen die zugeordneten 

k 
Vektoren qi experimentell mit Hilfe des vorliegenden geometri-
schen oder physikalischen Objektes, so daB dann die Gleichungen 

k k 
qi = At; Pi 

bestehen mussen. Das ist aber ein System von neun linearen 
Gleichungen fUr die Unbekannten At;, das noch die sympathische 
Eigenschaft hat, in drei Gleichungssysteme fUr je drei Unbekannte 
zerlegt zu sein, und zwar erstens in das System 

k k Pi Ali = ql> (8, 09) 

das (fUr k = I, 2, 3) drei line are Gleichungen fUr die Unbe
kaimten All' Al2, Al3 darstellt, zweitens in das System 

k k Pi A2i = q2 (8, 10) 

fUr die Unbekannten A21> A 22, A 23 und drittens in das System 

(8, II) 

fUr die Unbekannten A3l, A 32, A 33• Die Koeffizientendeterminan-
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ten dieser drei Systeme stimmen uberein und sind gleieh der 
k 

Determinante Det Pi der Koordinaten der Vektoren des will-
kurlieh gewahlten Dreibeins, die sieher von Null versehieden ist, 
so daB die drei Systeme (8, 09) bis (8, II) eindeutig bestimmte 
Losungen Ai; haben. Wir werden in § 13 zeigen, daB man dieses 

Verfahren dureh geeignete Wahl der Vektoren Pi noeh wesentlieh 
vereinfaehen kann. 

Aufgabe. 

Es ist der Tensor anzugeben, der jedem Vektor des Raumes seine 
Projektion auf eine gegebene Ebene zuordnet. 

§ 9. Orthogonale Transformationen und 
Bewegungsgruppe. 

Die eben gesehilderte Bestimmung der Tensorkoordinaten Ai; 
bzw. die Zusammenfassung der Koordinaten zu dem Begriff 
des Tensors hat ebenso wie die Zusammenfassung der Koordi
naten zu dem Begriff des Vek-
tors nur dann einen Sinn, wenn 
man weiB, daB es sieh urn Eigen
sehaften handelt, die dem geo
metrisehen oder physikalisehen 
Objekt selbst innewohnen und 
nieht irgendwie von der Art der 
Darstellung abhangen. Das heiBt 
aber nichts anderes, als daB die 
Eigenschaften des betrachteten 
Objektes ungeandert bleiben 
mussen, wenn wir das Koordi

.J 

~----'I---------------~Z 

Abb.21. 

natensystem irgendwie verandern, also von dem urspriinglich 
gewahlten zu einem anderen ubergehen. 

Unsere Aufgabe wird es also vor allem sein, so1che Anderungen 
oder Transformationen der Koordinatensysteme naher zu unter
suchen. Wir beschranken uns dabei weiterhin auf rechtwinkelige 
Systeme und erinnern daran, daB wir in § 2 bereits eine 
spezielle Transformation derselben untersucht haben, namlich 
die Parallelverschiebung (2, 02); jetzt wollen wir uns dem all-
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gemeinen FaIle zuwenden und betrachten zu diesem Zwecke 
zwei Koordinatensysteme, die sich in moglichst aIlgemeiner Lage 
zueinander befinden (Abb. 21). 

Die alten Achsen seien I, 2, 3, die neuen Achsen Y, 2, :3 und 
die Verschiebung des Nullpunktes 0 -->- 0 durch den Ortsvektor hi 
des Ursprunges 0 des neuen Systems, bezogen auf das alte System, 
gekennzeichnet. Urn die Verdrehung angeben zu konnen, denken 

wir uns in die Richtung jeder der neuen Achsen einen Einsvektor Ji 

gelegt, wobei ~i die Koordinaten im alten System sind. Die Winkel 
zwischen den alten und neuen Achsen lassen sich dann in folgender 
Weise ausdrficken: 

; 
cos (Xii = aii = e i • 

Dabei ist der Winkel (Xii im Sinne der Abb. 22 zu verstehen, d. h. 
es ist z. B. (X12 der Winkel, urn den die I-Achse zu verdrehen ist, 
urn in die Lage der 2-Achse zu kommen; daher ist im allgemeinen 

Wir bemerken sogleich eine wichtige Eigenschaft der Koeffizien
ten ai)' Es ist namlich: 

i k . k' ei ei = aii ai k = I, wenn 1 = lst, 

da die ~i Einsvektoren sind, und 

i k 
ei ei = ail a i k = 0, wenn j oF kist, 

Abb.22. 

da die ~i (ffir j = I, 2, 3) zu je zweien aufeinander senkrecht 
stehen. Diese beiden Beziehungen lassen sich mit Hilfe der tJil 
in der Form 

I aik ail = tJ k ! I (g,OI) 

zusammenfassen. In gleicher Weise k6nnen wir Einsvektoren 
in der Richtung der alten Achsen anordnen, die im neuen System 

; 
die Koordinaten ei haben, wobei sich jetzt der Index j auf die 
Achse des alten Systems bezieht, in der der' Einsvektor liegt. 
Der Winkel zwischen der j-Achse und der i-Achse ist dann 

1 Die Zahlen 6'i sind dabei kein Tensor, sondem nU,r eine abgekiirzte 
Schreibweise der Matrix (8, 06). 
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L 
COS (Xii = aji = ei • 

und in gleicher Weise wie oben erhalten wir 

I akiaU=(jkll· (9,02) 

(9, 01) oder (9, 02) drucken die bekannten Eigenschaften der 
Richtungscosinus von zwei gegeneinander verdrehten recht
winkeligen Koordinatensystemen aus. 

Wir bemerken noch, daB aus (9, 01) und (9, 02) die folgenden 

Relationen fUr ein beliebiges normiertes Dreibein ~i folgen: 

(9,03) 
und 

(9,04) 

Die Gleichungen (9,03) sagen nichts anderes aus, als daB die Vek

toren ~i zu je zweien senkrechte Einsvektoren sind, wahrend (9,04) 
.. i 

nur nach Ubergang zu den Vektoren e;, in gleicher Weise geo-
metrisch zu deuten sind. 

Wir berechnen zunachst die Determinante A der Richtungs
cosinus a i k' Schreiben wir diese Determinante zweimal neben
einander an und berechnen wir das Produkt in bekannter Weise 
durch Kombination der Spalten beider Faktoren, so ergibt sich 
wegen (9, 02) die Determinante der (ji k' die nach (8, 06) in der 
Hauptdiagonale lauter Einser, sonst lauter Nullen und somit 
den Wert I hat. Es ist also 

A2 = I (9,05) 

und somit A selbst entweder gleich + I oder gleich -1. Wir 
konnen uns leicht uberzeugen, was diese beiden Moglichkeiten 
geometrisch bedeuten. Sind die beiden Koordinatensysteme 
gleich orientiert (§ 2), so konnen wir uns vorstellen, daB das eine 
durch eine stetige Bewegung im Sinne der Kinematik (als starrer 
Korper) aus dem anderen hervorgeht. Bei einer stetigen Bewegung 
kann sich aber die Determinante selbst auch nur stetig andern, 
denn ihr Wert A ist eine stetige Funktion der ai k und diese selbst 
sind bei einer solchen Bewegung eben so wie die bi stetige Funk-

Duschek-Hochrainer, Tensorrechuung. 4 
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tionen ai k (t), bi (t) der Zeit t. Da aber A nur entweder + I oder 
-I ist, muB A liberhaupt konstant sein, d. h. wahrend der 
Bewegung seinen Wert beibehalten. In der Anfangslage, zur Zeit 
t = 0 etwa, gilt aber fUr die Winkel 

(Xik (0) = 0, wenn i = k, 
n 

I)(ik (0) = -, wenn i::j::: k 
2 

und somit fUr die Cosinus 

ai k (0) = bi k' 

d. h. aber, daB A = + I ist. Sind die beiden Koordinaten
systeme aber verschieden orientiert, so lassen sie sich durch eine 
stetige Bewegung nicht v611ig zur Deckung bringen, sondern 
nur so weit, daB je zwei der drei Achsen nach Lage und Orientie
rung libereinstimmen, wahrend die dritten Achsen, z. B. die 
beiden 3-Achsen verschiedene. Orientierung haben. In diesem 
Fall ist aber 

n f" . k (Xu = (X22 = 0, (Xaa = n, (Xik = - ur t ::j::: 
2 

und daher wird die Determinante A 
I 0 o 

A = 0 I o =-1. 

o 0 -I 

Es gilt also: Die Determinante A einer Transformation recht
winkeliger Koordinatensysteme hat den Wert + I oder -I, 

je nachdem die beiden Systeme 
J gleich oder entgegengesetzt orien

~----~----------'2 

Abb.23· 

tiert sind. 
Mit Hilfe der Koeffizienten ai k 

k6nnen wir jetzt die Koordinaten 
eines Punktes in beiden Systemen 
vergleichen. 

Betrachten wir einen Punkt Xi 
im neuen System (Abb. 23), so 
finden wir den Ortsvektor Xi des 
Punktes im alten System durch 

A · df d Vk b l - 2 - d 3 -. neman er ligen er VIer e toren i, ei Xv ei X2 un ei xa; 
also ist 
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Ersetzt man noch die £i durch die ai j, so gelangt man zu den 
Gleichungen 

(9,06) 

die angeben, wie die Ortsvektoren oder Koordinaten eines Punktes 
in bezug auf zwei verschiedene Koordinatensysteme zusammen
hangen. Da alle Punkte des Raumes gemaB dieser Formel ihre 
Koordinaten andern, so gibt (9, 06) das allgemeine Transfor
mationsgesetz fUr rechtwinkelige Koordinatensysteme an. 

1st aij = f5ij, so geht (9, 06) tiber in die Parallelver
schiebung (2, 02); ist bi = 0, so bleibt der Ursprung des 
Koordinatensystems fest und (9, 06) stellt eine reine Drehung 
dar. Man kann die allgemeine Transformation (9, 06), die 
wir auch als Bewegung bezeichnen, stets durch eine Auf
einanderfolge von Parallelverschiebung und Drehung ersetzen, 
indem man zunachst yom System Xi durch die Parallel
verschie bung 

zu einem System Xi tibergeht und dann von diesem durch die 
Drehung 

zum System Xj' Bemerkt sei, daB man die Namen Drehung 
und Bewegung nur im Fall einer positiven Transformations
determinante A = + I verwendet, ansonsten, also bei A = -I, 

spricht man von Umlegungen. Die Transformationen (9, 06) 
nennt man auch orthogonale Trans/ormationen, und zwar spricht 
man insbesondere von eigentlich oder uneigentlich orthogonalen 
Transformatic;;men, je nachdem A = + I oder A = -I ist. 

Aus (9, 06) folgt, wenn wir beiderseits mit ai k multiplizieren 
und vereinbarungsgemaB tiber i summieren, wegen (9, 01) 

ai k Xi = ai k au Xj + ai k bi = f5 kj Xj + ai k bi = X k + ai k bi 

oder 

(9,07) 

•• 
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wo bi = - aii bi gesetzt ist. (9, 07) ist die Umkehrung von 
(9, 06), d. h. die Auflosung nach Xi und wird als die zu (9, 06) 
inverse Transformation bezeichnet. 

Wir miissen nun einen der wichtigsten Begriffe der modernen 
Geometrie kurz erortem, der besonders fUr die 1;3egriindung der 
Tensorrechnung von fundamentaler Bedeutung ist. Wir erklaren 
zunachst: 

Irgendeine definierte Gesamtheit @ von Transformationen 

Xi = Ii (Xl> X2 , x3) 

ist eine Translormationsgruppe, wenn 

(9, 08) 

1. die Ausiibung von zwei Transformationen von @ hinter
einander stets wieder eine zu @ gehorende Transformation liefert, 

2. die identische Transformation 

(9, 09) 
in @ vorhanden ist und 

3. zu jeder Transformation (9, 08) von @ auch die inverse 
Transformation 

(9, 10) 

zu @ gehort. Dabei ist die zu (9, 09) inverse Transformation 
(9, 10) definiert durch die Identitaten 

(9, II) 
und 

gi (11 (Xl X2 X3), 12 (Xl X2 x3), 13 (Xl X2 X3)) = Xi' (9,12) 

Fiihrt man eine beliebige Transformation aus und dann ihre 
inverse, so ist das Resultat die identische Transformation. 

Wir behaupten nun: Die Gesamtheit aller Transformationen 
(9, 06), fUr die (9, or) gilt, bilden eine Gruppe. In der Tat ist 
fUr au = r5ii und bi = 0 die zweite Forderung erfiillt; daB die 
dritte ebenfalls erfiillt ist, haben wir in (9, 07) nachgewiesen, so 
daB wir nur noch zeigen miissen, daB auch die erste Forderung 
befriedigt ist. Es seien also die Transformationen (9, 06), (9, or) 
und 

(9, 13) 
mit 

(9, 14) 
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vorgelegt. Fiihrt man sie hintereinander aus, d. h. setzt man 
(9, 13) in (9, 06) ein, so folgt 

oder 

Xi = ai k x k + bi , (9, IS) 
wobei Wlr 

at k = aij aj k (9,16) 
und 

bi = aij bj + bi (9,17) 
gesetzt haben. 

Wir haben zu zeigen, daB die Transformation (9, 16) ebenfalls 
orthogonal ist, d. h. daB die Koeffizienten aii den zu (9, 01) 

analogen Relationen 
(9, IS) 

geniigen. Wegen (9, 16), (9, 01) und (9, 14) folgt 

also gerade (9, IS). 
Hangt die allgemeine Transformation Xi = Ii (xv X2, X3) einer 

'Gruppe von r unabhangigen Veranderlichen oder Parametern av 
a2, ••• , ar so ab, daB eine und nur eine Transformation der Gruppe 
festgelegt ist, sobald man den Parametern bestimmte Werte 
erteiIt und daB man derart auch aIle Transformationen der Gruppe 
erhalt, so spricht man von einer r-gliedrigen Translormations
gruppe.1 

Eine Teilmenge von Transformationen einer Gruppe heiBt 
Untergruppe, wenn die Transformationen der Teilmenge bereits 
fUr sich eine Gruppe sind, d. h. den obigen drei Bedingungen 
geniigen. 

Die Gruppe der orthogonalen Transformationen ist sechs
gliedrig, da sie von sechs Parametern abhangt. Diese sechs Para
meter sind zunachst die drei bi , wahrend zwischen den neun 
Koeffizienten au die sechs Relationen (9, 01) bestehen, also nur 
drei wesentliche Parameter bleiben. Das stimmt damit iiberein, 

1 Dabei mtissen wir allerdings noch annehmen, daB die Parameter aIle 
wesentlich sind, d. h. daB man die allgemeine Transformation der Gruppe 
nicht schon als Funktion von weniger aIs r Parametern darsteIIen kann. 



54 I. Tensoralgebra. 

daB die durch die ad bestimmte Drehung des Koordinatensystems 
durch die Angabe von drei Zahlen festgelegt werden kann; wir 
brauchen ja dazu nUr die Richtung der Drehachse zu kennen, 
die durch zwei Zahlenangaben (z. B. die beiden Winkel der 
raumlichen Polarkoordinaten) gegeben ist, sowie den Drehwinkel. 
Wir nennen diese Gruppe, die also alle Bewegungen (A = + I) 
und Umlegungen (A = -I) des Koordinatensystems umfaBt, 
die erweiterte Bewegungsgruppe. 

Untergruppen dieser Gruppe sind: 

1. Die Bewegungsgruppe (im engeren Sinn), also die Gruppe 
aller eigentlich orthogonalen Transformationen (mit A = + I). 
Diese Gruppe ist ebenfalls sechsgliedrig. Die uneigentlich ortho
gonalen Transformationen oder Umlegungen bilden keine Unter
gruppe. Man tiberzeugt sich an Hand von (9, 16) leicht, daB sich 
bei der Zusammensetzung von Transformationen die Trans
formationsdeterminanten miteinander multiplizieren; zwei Um
legungen ergeben daher, hintereinander ausgeftihrt, eine Be
wegung und keine Umlegung. 

2. Die dreigliedrige erweiterte Drehungsgruppe, d. h. alle 
Transformationen (9,06), (9,01) mit bi = o. 

3. Die ebenfalls dreigliedrige Drehungsgruppe (im engeren 
Sinn), also dieselbe Gruppe wie 2), aber mit der Einschrankung 
A = +I. 

4. Die dreigliedrige Gruppe der Parallelverschiebungen Xi = 
= Xi + bi, also (9, 06) mit aij = l'Jij. 

Wir legen unseren folgenden Entwicklungen die Bewegungs
gruppe \8 im engeren Sinn zugrunde, d. h. wir beschranken uns 
auf die Betrachtung rechts orientierter Koordinatensysteme, 
die nur durch Bewegungen ineinander tibergeftihrt werden und 
werden nur ausnahmsweise auch Umlegungen betrachten. 

Es sei nun eine ganz beliebige Transformationsgruppe @ vor
gelegt. Jede GroBe I, die bei Ausftihrung einer beliebigen Trans
formation von @ ungeandert bleibt, heiBt dann eine Invariante 
von @ oder genauer eine Invariante gegentiber allen Transfor
mationen von @. Geht das Koordinatensystem Xi durch eine 
Transformation von @ tiber in das System Xi und ist I eine GroBe 

im System Xi' I die entsprechende GroBe im System Xi, so ist I 
eine Invariante, wenn 
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I = I (9, 19) 

gilt. 
Die wichtigsten Invarianten der Bewegungsgruppe sind die 

Langen von Strecken und die Winkel zweier Richtungen. Es 
ist klar, daB sich die Seiten und Winkel eines Dreiecks nicht 
andern, wenn wir das Koordinatensystem andern. Was sich 
andert, das sind die Koordinaten der Ecken und die Gleichungen 
der Seiten, wobei die letzteren aber immer noch eine wichtige 
Eigenschaft beibehalten, namlich die Linearitat. Wenn wir 
ein geometrisches Gebilde durch Gleichungen in einem bestimmten 
kartesischen Koordinatensystem darstellen, so werden die Grad
zahlen dieser Gleichungen ebenfalls Invarianten der Bewegungs
gruppe sein.l Die Eigenschaften der geometrischen Gebilde, die 
wir mit Hilfe der Koordinaten untersuchen, sind ebenfalls unab
hangig von der besonderen Wahl des Koordinatensystems. Sie 
werden sich also durch Gleichungen ausdrucken, deren allge
meiner Bau in jedem kartesischen Koordinatensystem der
selbe ist. 

So driickt sich das Quadrat des Abstandes D zweier Punkte xi' Yi 
in jedem rechtwinkeligen Koordinatensystem durch 

D2 = (xi - Yi) (Xi - Yi) 

aus; die rechte Seite dieser Gleichung ist also nicht nur ihrem Wert nach, 
sondern auch der Gestalt nach invariant gegeniiber jeder Bewegung des 
Koordinatensystems. Der Wert von D2 andert sich auch nicht, wenn 
wir Polarkoordinaten einfiihren, aber die rechte Seite, d. h. die Formel, 
die angibt, wie D2 aus den Koordinaten der beiden Punkte zu berechnen 
ist, diese Formel gewinnt ein v611ig anderes Aussehen. Der Grund, weshalb 
man in der euklidischen Geometrie rechtwinkelige Koordinatensysteme 
bevorzugt, ist eben der, daB sich in diesen Koordinaten die geometrischen 
Beziehungen in besonders einfacher Weise darstellen, und zwar nicht 
nur in einem speziellen, sondern gleichmaBig in allen rechtwinkeligen 
Koordinatensystemen. Die allgemeine Gleichung 

(xi -- ail (Xi - ail = r2 (9, 20) 

einer Kugel mit dem Mittelpunkt ai und dem Radius r laBt sich natiirlich 
durch die Wahl eines speziellen Koordinatensystems, dessen Ursprung im 
Kugelmittelpunkt liegt, weiter zu 

1 Der Grad einer Gleichung ist gegeniiber jeder linearen Transfor
mation der Koordinaten invariant. 
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vereinfachen. In schiefwinkeligen Koordinaten aber wiirde an Stelle von 
(9, 20) eine Gleichung treten, die zwar auch noch vom zweiten Grad ist, 
aber sonst keinerlei Merkmale enthielte, die sie sofort als Gleichung einer 
Kugel und nicht einer anderen FHiche zweiten Grades erkennen HiBt. 

Wenn aber aIle wesentlichen geometrischen GraBen Invarianten 
sind und sich alle Beziehungen von geometrischen Gebilden durch 
invariante Gleichungen ausdriicken lassen, immer in bezug auf eine 
bestimmte Transformationsgruppe, dann ist iiberhaupt jede 
Geometrie identisch mit der Invariantentheorie einer bestimmten 
Transformationsgruppe und insbesondere die euklidische Geo
metrie identisch mit der Invariantentheorie der Bewegungsgruppe. 

Die Tensorrechnung selbst kannen wir von diesem Standpunkt 
als ein besonders zweckmaBiges und automatisch funktionieren
des Rechenverfahren zur Ermittlung von Invarianten und in
varianten Relationen ansehen. Dazu muB aber der Begriff des 
Tensors, also insbesondere auch der des Vektors, ebenso wie 
der Invariantenbegriff (Tensor o-ter Stufe!) exakt von der Trans
formationsgruppe her erfaBt werden. 

Aufgaben. 

I. Man bestimme x, y, Z so, daB 

Vz _ VZ- V6 
4 2 4 

V2 V2 Vti 
4 2 4 

x y Z 

die Matrix a) einer eigentlich orthogonalen Transformation, b) einer un
eigentlich orthogonalen Transformation wird. - Zu a). Es sind die Trans
{ormationsgleichungen und die der inversen Transformation anzuschreiben. 

AP 
2. Zu zeigen: Das Teilverhaltnis {t = B P dreier Punkte ist gegeniiber 

der Transformation xi = aU %; invariant. 

§ 10. Tensoren und einfachste Tensoroperationen. 
Wir definieren also die Tensoren durch das Verhalten ihrer 

Koordinaten bei Ausfiihrung einer Bewegung des Koordinaten
systems, die durch 

(ro, or) 
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mit 
(10, 02) 

oder 
ahi aji = 13 M (10, 03) 

gegeben ist. (10, OI) kann als das Transformationsgesetz der 
Koordinaten des Ortsvektors, d. h. der Punktkoordinaten an
gesehen werden. 1st 

(10, 03) 

ein Vektor (Tensor 1. Stufe), wobei Xi und Yi Anfangs- und End
punkt sind, so folgt in den neuen Koordinaten Xi' )Ii 

Ai = Yi - Xi = (ai ; Yi + bi) - (au Xi + bi) 

= au (Yi - Xi); 
n un sind aber 

die Koordinaten des Vektors Ai im neuen System, so daB 

(10, 0S) 

das Transformationsgesetz der Vektoren ist. Multiplizieren wir 
(10,05) mit aih (tiber i ist dann zu summieren!), so folgt wegen 
(10, 02) 

aihAi = aih aii Ai = 13 M Ai = Ah 
oder, bei geanderter Bezeichnung der Indizes, 

(10, 06) 

Man beachte den Unterschied in der Stellung der Indizes gegen
tiber (10, oS). ]etzt sind wir in der Lage, den Begriff des 
Vektors streng und in voller Allgemeinheit zu definieren: Ein 
Vektor ist ein System von drei Zahlen Ai = (AI> A 2, Aa), seinen 
Koordinaten, die sich bei einer Bewegung (10, 01), (10, 02) des 
Koordinatensystems gemii/3 (10, 0S) oder (10, 06) transformieren. 

Von der Transformation (10, 01) der Punktkoordinaten (des 
Ortsvektors) unterscheidet sich (10, 0S) vor aHem durch die 
Homogenitat, d. h. durch den Wegfall der bi' die die ParaHel
verschiebung angeben. Der Ortsvektor ist also kein Vektor im 
Sinn der obigen Definition; wir haben darauf schon in § 2 hin-
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gewiesen. Ahnlich ist der Ursprung des Koordinatensystems 
kein Punkt, wenn er auch fUr jedes Koordinatensystem mit einem 
Punkt zusammenfallt. Denn wenn wir in (10, or) z. B. Xj = 0 

setzen, so folgt Xi = hi und nicht Xi = 0, die Xi = bi sind eben 
die Koordinaten des Punktes, in dem der Ursprung des Systems Xi 
liegt, aber nicht die Koordinaten des Ursprungs des Systems Xi. 

Es hat nattirlich wenig Sinn, sich mit solchen Dingen allzusehr 
zu belasten, aber es ist gut, wenn man sich den Sachverhalt ein
mal grtindlich klargemacht hat, damit man in ahnlichen Fallen 
Bescheid weiB. 

Das Quadrat der Lange A des Vektors Ai ist 

A2 = Ai Ai = aij Aj ai k Ak = 
- - --

= au aik Aj Ak = {)jk Aj Ak = Aj Aj = A2, 

also eine Invariante; dagegen ist das Quadrat der Lange X des 
Ortsvektors Xi keine Invariante, denn es ist 

X2 = (au Xi + hi) (a ik X k + bi), 

= au ai k Xj x k + aij hi Xj + ai k hi X k + bi bi' 

= x; x; + 2 aij bi x; + hi hi = X2 + 2 ail hi x; + bi bi' 

also ist x-2 *' X2, wenigstens solange nicht bi = 0 ist. Dann werden 
aber (IO, 01) und (IO, 05) identisch, d. h. in der Drehungs
gruppe gibt es keinen Unterschied zwischen Vektoren und Orts
vektoren. 

Wir haben in § 8 die Tensoren zweiter Stufe als Ausdruck 
der Eigenschaften solcher geometrischer oder physikalischer 
Anordnungen erkannt, die einen Vektor stets wieder einem Vektor 
zuordnen, wobei diese Zuordnung linear und homogen in den 
Vektorkoordinaten ist (8, 02). Wir wollen nun sehen, was sich 
aus dieser Definition ergibt, wenn wir das Koordinatensystem 
nach (10, or) andern. Aus 

(10, 07) 
folgt wegen (10, 0S) 

aij Uj = AijajkXk 

oder, wenn wir beiderseits mit ai Ii multiplizieren (und nattirlich 
Wle immer tiber den doppelten Index i summieren): 

(10, 08) 
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Wenn nun die Zuordnung (ro, 07) tiberhaupt eine vom Koordi
natensystem unabhangige Bedeutung haben solI, dann muB sie 
in den neuen Koordinaten mit den Querstrichen jedenfalls in 
der Form 

U i = Aij X j (ro, 09) 

erscheinen; wir sehen aber, daB wir diese Form aus (ro, 08) 
ohne weiteres erhalten - bis auf die Bezeichnung der Indizes, 
die nattirlich belanglos ist - wenn wir 

I Ah " = aih aj" Aij I (ro, ro) 

setzen. Das ist das Transformationsgesetz der Tensoren zweiter 
Stufe, allerdings in der nach den gestrichenen Komponenten 
aufgelosten Form. Wir erhalten aber durch Multiplikation mit 
a ph a qk und Summation tiber h und k 

A h k a p h a q k = a i hap h a j k a q k Aij = ()i p ()j q Aij = A p q, 

also bei geanderter Bezeichnung der Indizes 

(ro, II) 

Wir konnen (ro, ro) oder die gleichwertigen Relationen (ro, II) 
als Definition der Tensoren zweiter Stufe ansehen. Sie geben 
uns die Moglichkeit, in jedem Falle nachzupriifen, ob wir es 
wirklich mit einem Tensor zu tun haben. Nur dann, wenn das 
den Tensor darstellende System von neun Zahlen bei einer Be
wegung des Koordinationssystems sich nach (ro, ro) oder (10, II) 
transformiert, diirfen wir von einem Tensor sprechen. Umge
kehrt konnen wir jedes System von neun Zahlen als Tensor an
sehen, wenn es diesen Beziehungen gentigt. Gilt dann im System 
Xi eine Beziehung (ro, 07), so gilt im System Xi die entsprechende 
Beziehung (ro, 09). 

Als wichtiges Beispiel eines Tensors haben wir die durch 
(8, or) definierten ()i k kennengelernt. Diese Definition ist vom 
Koordinatensystem unabhangig, d. h. es muB bei der Trans
formation (r.o, or) 

()ij = ()ij (ro, r2) 

gelten. In der Tat folgt aus (ro, 10), wenn wir Ail = ();; setzen, 
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Bemerkt sei, daB die Transformationskoeffizienten aij kein 
Tensor sind. 

Die durch (ro, ro) und (ro, II) gegebene Definition der Ten
soren zweiter Stufe laBt sich auf Tensoren beliebiger Stufe er
wei tern und wir definieren nun ganz allgemein: 

Ein Tensor m-ter Stufe ist ein System von 3m Zahlen, seinen 
Koordinaten, die sich bei einer Bewegung (ro, or), (ro, 02) des 
Koordinatensystems nach dem Gesetz 

(ro, r3) 
bzw. 

(ro, r4) 

transformieren. 
Diese Definition ist ausschlieBlich maBgebend. Man kann sie 

jedoch durch die gleichwertige ersetzen, daB der Ausdruck 

12m 

1 = Ail i 2 ••• im Xi, Xi, ... Xi'/n (ro, rs) 

wo die Xi", (IX = r, 2 ••• m) m willkurliche Vektoren sind, fUr 
jede bestimmte Wahl dieser Vektoren eine Invariante ist. Kennt 
man das Transformationsgesetz (ro, oS) fUr Vektoren, so laBt 
sich (ro, r3) aus (ro, rs) herleiten. Die Definition der Tensoren als 
System der Koeffizienten einer invarianten, in den Koordinaten 

'" der m Vektoren Xi linearen Form! setzt also den Vektorbegriff 
bereits voraus, wahrend (ro, r3) in dieser Hinsicht allgemeiner 
ist. Fur den Fall des Tensors zweiter Stufe (m = 2) heiBt das, 
daB Ai} ein Tensor ist, wenn die Bilinearform 

1 = Ai; Xi Yj 

bei jeder bestimmten Wahl der wiIlkurlichen Vektoren Xi und Yi 

eine Invariante ist, d. h. daB bei einer Bewegung des Koordinaten-

systems 1 = 1 oder 

Ai} Xi Y i = Aij Xi Y j 

ist. Nun folgt aus (ro, oS) 

Ai; Xi Y i = Ai} aih X h ajk Y k; 

es ist also 1 = I, wenn wir 

1 Unter Formen versteht man in der Algebra homogene Polynome. 
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Ahk=aihajkAij 

setzen, was aber mit (ro, ro) tibereinstimmt. 
Die Definition (ro, r3) gibt uns nun die Berechtigung, die 

verschiedenen hier verwendeten Gr013en unter der Bezeichnung 
Tensoren zusammenzufassen. Ftir n = r geht (ro, r3) tiber in 
(ro, 05), d. h. Vektoren sind Tensoren erster Stufe, fUr n = 2 er
halt man (ro, II), das Transformationsgesetz der Tensoren im 
engeren Sinn oder Tensoren zweiter Stufe. DaB man Invarianten 
(Skalare) als Tensoren nullter Stufe bezeichnet, ist eine reine 
Konvention, die aber sehr zweckmaI3ig ist. Wir stellen im Fol
genden die Transformationsgesetze fUr die einfachsten Falle noch 
einmal zusammen: 

Skalar: 
A=A, 

Vektor: 

Tensor zweiter Stufe: 

Au = avi aqj A'lJq, 

Tensor dritter Stufe: 

usw. 
Es ist wahl klar, daB man ein neues Rechenv:erfahren nur 

dann einwandfrei entwickeln kann, wenn man die Grund
begriffe des Verfahrens klar und eindeutig definiert hat. Leider 
ist dieses einfache Prinzip bei der Vektorrechnung oft vernach
lassigt worden. Man erkennt das an den Frtichten, denn man 
findet leider allzu oft in der Literatur auch der allerletzten 
Zeit eine v611ig sinnlose Verwendung der Begriffe Vektor und 
Tensor. Es ist richtig, daB die Koordinaten eines Tensors zweiter 
Stufe eine quadratische Matrix bilden und wir haben von dieser 
Tatsache auch in (8, 04) Gebrauch gemacht, aber die Umkehrung 
ist latsch. Nicht jede quadratische Matrix, d. h. nicht jedes be
liebige System von 3 X 3 Zahlen ist ein Tensor, sondern nur 
dann, wenn es einen Sinn hat, von Koordinaten und Bewegungen 
des Koordinatensystems zu sprechen, und wenn sich die neun 
Zahlen der Matrix bei einer Bewegung nach (ro, ro) oder (ro, II) 
transformieren. 
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Wir erwahnen noch den Nul/tensor, dessen samtliche Ko
ordinaten gleich Null sind, fur den also 

ist. Der Begriff des Nulltensorsist invariant, wie aus der Homo
genitat des Transformationsgesetzes (10, 13) oder (10, I4) folgt. 
Fast aIle geometrischen und physikalischen Aussagen drucken 
sich mathematisch durch das Verschwinden von Tensoren aus. 

Zwei weitere wichtige Begriffe sind die folgenden: 
Ein Tensor heiBt symmetrisch in zwei bestimmten Indizes, 

wenn er bei Vertauschung dieser Indizes ungeandert bleibt, Z. B. 
ist A iik ... symmetrisch in i und j, wenn 

(10, r6) 

gilt. Zum Beweis zeigen wir, daB aus (10, 16) eine analoge Relation 
fur die Koordinaten in einem anderen System Xi folgt. Es ist 

Ai j k • •• = ap i aq j ar k • • A p q r .. . 

= ap i aq jar k' • A q pr .. . 

= aq i ap j ar k' . A p q r .. . 

= apj aqi ark' . Apqr .. . 
---

= Aji k ... 

Hier wurde in der zweiten Zeile (10, r6) beniitzt, in der dr~tten 
die Bezeichnung der Summationsindizes p und q und in der vierten 
die Reihenfolge der beiden ersten Koeffizienten aq i ap j ver
tauscht. 

Ganz ahnlich heiBt ein Tensor alternierend oder schiefsymme
trisch in zwei bestimmten Indizes, wenn er bei Vertauschung 
dieser Indizes sein Vorzeichen wechselt, d. h. wenn Z. B. 

(10, 17) 

gilt. Der Beweis verlauft wie oben, von der zweiten Zeile an tritt 
aber jetzt ein Minuszeichen hinzu. 

Aus (10, r7) folgt, daB dann 

AUk ... = A 22k ... = A 33k ... = ° (ro, 18) 
ist. 

Ein Beispiel eines symmetrischen Tensors ist bij, ein Beispiel 
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eines in allen drei Indizes altemierenden Tensors werden wir im 
nachsten Paragraphen kennenlernen. 

Wir kommen zu den Tensoroperationen. 
Summe und Differenz gleichartiger Tensoren (das sind Tensoren 

gleicher Stufe) erhalt man durch Addition bzw. Subtraktion der 
entsprechenden Koordinaten: 

(10, 19) 

DaB die Ci ,i2 •• • i n wieder ein Tensor der gleichen Stufe sind, 
folgt durch Anwendung von (10. 14) auf (10, 19) auf Grund der 
Linearitat und Nomogenitat von (1914). 

Unter dem Produkt zweier Tensoren (beliebiger Stufe) ver
steht man das System von Zahlen, das sich durch Multiplikation 
aller Koordinaten des einen Faktors mit allen Koordinaten des 
anderen Faktors ergibt; sind diese Faktoren von m-ter und n-ter 
Stufe, so ist also ihr Produkt von (m + n)-ter Stufe, d. h. wir 
erhalten 3m + n Zahlen, von denen sich mit Hilfe von (10, 14) 
zeigen laBt, daB sie die Koordinaten eines Tensors (m + n)-ter 
Stufe sind~ So ist z. B. das Produkt zweier Tensoren Aiik und 
B It I von dritter und zweiter Stufe der Tensor ftinfter Stufe 

Nach (10,13) ist 

und 
Bit I = allsaltBst; 

setzen wir entsprechend (10, 20) 

Cpqrst = Apqr B st , 

so folgt 

(10, 20) 

also das Tran.sformationsgesetz eines Tensors ftinfter Stufe. Ganz 
analog ware der Beweis im allgemeinen Fall zu fiihren. Das Pro
dukt zweier Vektoren Pi und Qi ist ein Tensor zweiter Stufe 

(10, 21) 

Zur Unterscheidung vom inneren und auBeren Produkt zweier 
Vektoren - das erstere haben wir im § 6 bereits behandelt -
bezeichnet man (10, 21) meist als das allgemeine Produkt zweier 
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Vektoren.1 Ein weiterer hierher gehorender Sonderfall ist das 
Produkt eines Tensors n-ter Stufe mit einem Skalar (Tensor 
nullter Stufe), das natiirlich einen Tensor n-ter Stufe liefert. 

Die drei bisher betrachteten Tensoroperationen der Ad
dition, Subtraktion und Multiplikation gehen nicht iiber das 
hinaus, was uns von der elementaren Arithmetik her wohl 
vertraut ist. Sie beziehen sich auch hier auf Operationen an 
- konstanten oder variablen - Zahlen, den Koordinaten. 
Auch die vierte Operation, die wir jetzt einfiihren wollen und 
die als Verjiingung bezeichnet wird, und die wir in einem Sonder
fall, dem inneren Produkt zweier Vektoren, bereits kennengelernt 
haben, geht dariiber nicht hinaus und stellt nur eine fUr die Tensor
rechnung charakteristische Addition bestimmter Koordinaten des
selben Tensors dar. Es sei ein beliebiger Tensor, z. B. der Tensor 
dritter Stufe Ai j k vorgelegt. Setzen wir zwei Indizes einander gleich, 
z. B. k = j, bilden wir also A iH, so heiBt das in sinngemaBer Er
weiterung des Summationsiibereinkommens, daB tiber den jetzt 
doppelt vorkommenden Index j zu summieren ist. Wir zeigen, 
daB das Resultat dieser "Verjiingung" ein Tensor ist, dessen 
Stufenzahl m - 2 ist, wenn der urspriingliche Tensor von m-ter 
Stufe war. 1m Fall des Beispieles ist also Au; ein Vektor. Wir 
wollen den Beweis auch nur an diesem Beispiel durchfUhren. 
Schreiben wir (!O, I3) fUr m = 3 an: 

und setzen wir k = j, so folgt wegen (IO, 02) 

Au; = aip aiq air Ap qr = aip (Jqr Ap qr = aip Ap q q, 

also in der Tat das Transformationsgesetz eines Vektors. Der 
Beweis verlauft im allgemeinen Fall, wo zwei beliebige Indizes 
eines Tensors m-ter Stufe gleichgesetzt werden, ganz analog. 
Wenn es notig ist, werden die beiden Indizes, die einander gleich
gesetzt werden, durch die Redeweise "Verjiingung nach den 
Indizes j und k" hervorgehoben. Die Verjiingung eines Tensors 
zweiter Stufe gibt eine Invariante 

Aii =A; 

1 Es ware besser gewesen, die Bezeichnung "Produkt" nur fiir das 
allgemeine. Produkt vorzubehalten und bei dem inneren und auBeren Pro
dukt uberhaupt nicht von Produkten zu sprechen, sondern andere Be
nennungen zu wahlen. 
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ist Ai k altemierend, so ist 
Aii = 0; 

wie schon bemerkt, verschwindet hier jeder Summand fUr sich. 
Fur den b-Tensor ist 

bii = 3· 

Damit sind wir mit den Grundlagen der allgemeinen Tensoralgebra 
fertig. Was wir noch zu behandeln haben, sind Erganzungen und 
Sonderfalle. Neue Rechenoperationen brauchen wir nicht mehr 
einfuhren. 

Ein Sonderfall der Verjungung ist die Uberschiebung. Wenn 
der vorgelegte Tensor ein Produkt ist und die Indizes, nach denen 
verjungt wird, aus verschiedenen Faktoren stammen, dann spricht 
man von einer Uberschiebung der beiden Tensoren nach den 
beiden Indizes "so und so". Setzen wir z. B. in (10,20) 1 = j, 
50 ist das eine Uberschie bung von A ij k und E hI nach j und I. 
Das Resultat ist ein Tensor dritter Stufe 

Dikh = Ci;kh; = Aiik Ehj. 

Das innere Produkt zweier Vektoren (§ 6) ist mit der Gber-
5chiebung der beiden Vektoren identisch. 

Man kann auch umgekehrt die Verjungung als Sonderfall 
der Uberschiebung auffassen, wenn man den b-Tensor zu Hilfe 
nimmt. In der Tat ist 

b; k Ai; k = Ai;;, 

die linke Seite ist eine Uberschiebung der beiden Tensoren bp q 

und Ai; k nach den Indizes p, j und q, k. Ebenso ist 

(ro, 22) 
und 

(10,23) 

Wegen dieser Beziehungen bezeichnet man den b-Tensor auch 
als Maptensor; (ro,23) gibt die Norm (Ui.ngenquadrat) eines 
Vektors, (ro, 22) bestimmt den Winkel der beiden Vektoren Ai 
und E i . Langen und Winkel sind aber, wie wir schon bemerkten, 
die fundamentalen Invarianten der metrischen Geometrie.1 

Zur Ubersicht stellen wir die haufigsten Uberschiebungen 

1 Die Bezeichnung MaBtensor stammt aus der Riemannschen Geometrie, 
vgl. Abschn. II. 

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 
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zusammen, wobei wir statt "Tensor m-ter Stufe" kurz "Tensor (m)" 
schreiben: 

a) Vektor' Vektor = Skalar 

Ai Bi = R, 

b) Tensor (2) • Vektor = Vektor 

AikBk=Ri oder AikBi=5k, 

c) Tensor (2)' Vektor' Vektor = Skalar 

Aik Bi Ck = Roder Aik Bk Ci = 5, 

d) Tensor (2) . Tensor (2) = Tensor (2) 

AikBiZ=RkZ, AikBli=5kZ, AikBkZ=Til' AikBlk=Uil 

e) Tensor (2) zweimal iiberschoben mit Tensor (2) = Skalar 

Aik Bik = R, Aik Bki = 5, 

f) Tensor (3) . Vektor = Tensor (2) 

A ikZ Bi = R kZ, Aikl Bk = 5i!' Aikl B, = Tik' 

g) Tensor (3) . Vektor' Vektor = Vektor 

A ikZ Bk C1 = R i, A ikZ B z Ck = 5 i , usw. 

h) Tensor (3) . Tensor (2) = Tensor (3) 

A ikZ Bih = R kZh USW. 

i) Tensor (3) zweimal iiberschoben mit Tensor (2) = Vektor 

Ai kl Bi k = R" Ai kl Bki = 5 z, Aikl B kZ = Ti usw. 

j) Tensor (3)' Vektor' Vektor· Vektor = Skalar 

AikZBiCkDz=R, AikzBiCzDk=5, usw. 

§ II. Der a-Tensor und das auBere Produkt 
von Vektoren. 

Von den am Ende von § IO zusammengestellten Uberschie
bungen von Tensoren interessiert uns besonders ein Sonderfall 
der unter g) erwahnten Verkniipfung, diemit Hilfe eines Tensors 
dritter Stufe zwei Vektoren Ai und B; einen dritten Vektor Cj 
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zuordnet, den wir als das iiufJere Produkt von Ai und B; bezeichnen. 
Eine solche Zuordnung dreier Vektoren tritt in der Physik haufig 
auf, z. B.: 

Kraft-Hebelarm-Drehmoment, 
Strom-Magnetfeldstarke-Kraft, 

Kreiselachse-Kraft - Prazession. 

Wir versuchen nun, einen Tensor dritter Stufe durch die Be
dingung zu bestimmen, daB zwei beliebigen Vektoren Ai und B; 
ein dritter Vektor Ci zugeordnet werden solI, der 
auf den beiden gegebenen senkrecht steht (Abb.24). 
Die GroBe und Orientierung des entstehenden Vek
tors lassen wir vorlaufig offen. 

Den Tensor, der diese Verkniipfung vermittelt, 
nennen wir E- Tensor und bezeichnen ihn mit Sij k' 

Es ist dann 

und 
Ai Ci = Bi Ci = o. 

Aus diesen beiden Gleichungen berechnen wir 

bzw. 

Daraus folgt durch Elimination von Ca 

B3 (AI CI + A2 C2) = A3 (BI CI + B2 C2) 

oder, nach den Koordinaten von Ci geordnet: 

C2 (A2 B3 - A3 B 2) = CI (A3 BI - Al B3)' 

Abb.24· 

(II,01) 

(II, 02) 

In gleicher Weise erhalten wir durch Elimination von C2 

aus (II, 02) 

C3 (A2 B3 - Aa B 2) = CI (AI B2 - A2 BI)' 

Wir konnen die beiden letzten Gleichungen in der Form 

(II,03) 



68 I. Tensoralgebra. 

zusammenfassen. Wir setzen jetzt A = lund verfiigen damit tiber 
die Lange von Ci • Wir werden sehen, daB diese Festsetzung be
wirkt, daB Ci ein Einsvektor wird, wenn Ai und Bi aufeinander 
senkrecht stehende Einsvektoren sind. Es ist dann 

C1 A2 Ba- A a B 2' I 
C2 - Aa Bl - Al Ba, 

Ca = Al B2 - A2 B 1· 

Nach (II, 01) ist aber 

C1 = em Al Bl + em Al B2 + ella Al Ba + 
+ em A2 Bl + em A2 B2 + e12a A2 Ba + 
+ e131 Aa Bl + ela2 Aa B2 + e133 Aa Ba· 

Durch Vergleich mit (II, 04) finden wir: 

e12a = I, ela2 =-1. 

(II, 04) 

In gleicher Weise finden wir durch Berechnung von C2 und Ca 
die anderen Koordinaten des e-Tensors, die bis auf je zwei eben
falls alle verschwinden. Es verbleiben insgesamt die folgenden, 
von 0 verschiedenen Koordinaten: 

e123 _ e2al ea12 _ I, } 

e132 - e321 - e21a - -I. 
(II, oS) 

Der e-Tensor hat 27 Koordinaten eij k' die wir in einem raumlichen 
Schema anordnen ki:innen, das wir uns in seinen drei Schichten 
nebeneinandergestellt darstellen: 

~= ~= ~= 

I 2 3 I 2 3 I 2 3 
i=I 0 0 0 ]=1 0 0 I j = I 0-1 0 

2 0 0-1 2 0 0 0 2 I 0 0 

3 0 I 0 3 -I 0 0 3 0 0 0 

k=I k=2 k=3 

Man kann sich die Werte nach folgender Regel leicht merken: 
Es ist 
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E;l1e = 0 fUr zwei beliebige gleiche Indizes 

ftir lauter verschiedene Indizes.in 
gerader Permutation 

EWe = -I ftir lauter verschiedene Indizesin 
ungerader Permutation. 

(I) 

Wir haben damit die Koordinaten des E-Tensors berechnet, 
allerdings ffirs erste auf eine recht primitive Weise, durch die auch 
noch gar nicht nachgewiesen ist, daB es sich wirklich urn einen 
Tensor handelt, also urn ein System von Zahlen, das dem Trans
formationsgesetz gentigt. 

Es gibt aber eine andere, allgemeine Darstellung des E-Tensors, 
aus der sich der Tensorcharakter unmittelbar erkennen llillt, und 
die wir jetzt herleiten wollen. Die oben gegebene Regel (I) zur 
Bestimn:lung der Werte von EO" zeigt eine auffallende AhnIich
keit mit gewissen einfachen Eigenschaften der Determinanten. So 
verschwindet eine Determinante, wenn zwei Reihen (Zeilen oder 
Spalten) einander gleich sind, und andert ihr Vorzeichen, wenn 
man zwei Reihen vertauscht. Genau so verhalt sich aber der 
E-Tensor, wenn wir statt "Reihen" "Indizes" sagen. Es wird also 
moglich sein, den E-Tensor durch eine dreireihige Determinante 
darzustellen, deren Zeilen oder Spalten durch die Indizes i i k 
unterschieden sind und die den Wert I annimmt, wenn (i, i,k) = 
= (I, 2, 3) ist. Die einfachste derattige Determinante ist 

I5li 151 J l5u 

EO" = 152; 1521 l5u (II, 06) 

158 ; 1531 l5u 

DaB diese Beziehung nurnerisch richtig ist, llillt sich an Hand 
der Regel (I) sofort nachweisen, denn die Determinante auf der 
rechten Seite von (II, 06) geniigt ebenfalls dieser Regel. Aber 
auch (II, 06) ist noch keine tensorielle, d. b. vom Koordi
natensystem unabhangige Darstellung von EO ".1 Wir konnen 

1 Da6 (II,06) nicht unablUlngig vom Koordinatensystem ist. folgt 
daraus. da6 in (II. 06) spezielle Koordinaten des IS-Tensors vorkommen. 
Denn wenn z. B. A; J" ein Tensor ist, so mull Al J" deshalb noch kein 
Tensor sein. 
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nun die in den einzelnen Zeilen der Determinante (II, 06) stehen
den Koordinaten (jii als Koordinaten der MaBvektoren des 
Koordinatensystems ansehen, d. h. des normierten Dreibeins, 
dessen Vektoren nach Richtung und Orientierung mit den Achsen 
des Koordinatensystems ubereinstimmen. Wir versuchen, dieses 
Dreibein in (II, 06) durch ein allgemeines positiv orientiertes 

normiertes Dreibein ~_ zu ersetzen: 

1 1 1 
ei e j e k 

cijk = 2 2 2 
e i e; e k 

(II, 07) 

3 a 3 
e i e; ell 

In der Tat k6nnen wir nach (9,01) auch 

ail ai2 a i3 

cijk = ail a j2 a;3 (II, 08) 

a k1 a k2 a k3 

schreiben, wobei die ai i die Koeffizienten der eigentlich ortho
gonalen Transformation sind, die das gegebene Koordinaten
system in ein System Xi uberfiihrt, dessen Achsen mit dem Drei-

bein ~i ubereinstimmen (vgl. die Abb. II und 23). Daraus folgt 
aber sofort c123 = I, das Bestehen der Regel (I) und damit auch 
die Richtigkeit von (II,07). Diese als allgemeine Definition des 
c-Tensors anzusehende Gleichung Hi.Bt auch den Tensorcharakter 
der cij k unmittelbar erkennen, da ja, wenn wir die Determinante 
in bekannter Weise entwickeln, rechts eine Summe von allgemeinen 
Produkten von je drei Vektoren, also ein Tensor dritter Stufe 
steht. 

Aus (II,07) und einfachen Eigenschaften der Determinanten 
folgen die Relationen 

Ciik = c;ki = ckU = - Sik; = -ckii = -Cjik' (11,09) 

die fiir das praktische Rechnen wichtig sind und zeigen, daB def 
c-Tensor in allen drei Indexpaaren alternierend ist. So 11i.Bt sich 
z. B. (II, 04) in folgenden Formen schreiben 
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C i = eiik AI Bk = ejki Ai Bk = Skij Ai B k ...:...- -eikl Ai Bk = 
= -ekH Aj Bk = -eiik Ai B k • 

Der erste. zweite und vierte Ausdruck haben die Form 

(II,IO) 
bzw. 

(II, II) 

d. h. eine Vertauschung der Vektoren Ai und Bi in (II,04) be
wirkt eine Anderung des Vorzeichens (der Orientierung) von Ci . 

Wir gehen jetzt an die Berechnung der Lange des Vektors Ci , 

iiber die wir durch die Festsetzung /,. = I verfiigt haben, und iiber
schieben (II, 04) oder besser (II, 10) mit Ct. Es folgt unter Be
niitzung von (II, 06) 

CkCk=eiikAiBiCk= 

()1 i Ai ()li Bi ()u C k At Bt Ct 
()2i Ai ()2i B j ()2 k C k A2 B2 C2 

I ()ai Ai ()ai B j ()a k C k I Aa Ba Ca 
oder 

At A2 Aa 

C2=Ck C k = Bt B2 Ba . (II, 12) 

C1 C2 Ca 

d. h. C2 ist gleich dem Volumen des Parallelepipeds, dessen 
Kanten mit den Vektoren Ai, Bi und Ci nach Lange und Richtung 
iibereinstimmen. Nach Abb. 22 ist dieses Volumen aber gleich 
A . B· sin {} . C, da Ci auf Ai und Bi senkrecht steht und {} der 
Winkel zwischen Ai und Bi ist. Also istl 

I C = A· B· sin {}, 0 ~ {} ~:rt ,. (II, 13) 

Da ferner die Determinante (II, 12) sicher nicht negativ ist, 
stimmt die Orientierung des Dreibeins Ail B i

o

, Ci (in dieser Reihen
folge der Vektoren) mit der des Koordinatensystems iiberei.n, ist 
also eben falls positiv (die Drehung von Ai in die Richtung B i , 

1 Rechnet man C2 = Ci Ci nach (II,04) aus, so gelangt man ohne 
sonderliche Schwierigkeit zu C2 = A2 B2 - (Ai Bi)2 = Ai BI (r - cosiO). 
also ebenfalls zu (II, 13) 0 
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verbunden mit einem Fortschreiten in der Richtung C; gibt die 
Bewegung einer Rechtsschraube). Es gilt also: 

Das aufJere Produkt zweier Vektoren Ai und Bi ist ein Vektor Ci, 
dessen Lange gleich dem Inhalt des Parallelogramms mit den Seiten 
Ai und Bi ist, dessen Richtung senkrecht zu der dureh Ai und Bi 
bestiJ?tmten Ebenenstellung verlauft und dessen Orientierung dadurch 
festgelegt ist, dafJ Ai' Bi und Ci in dieser Reihenfolge ein positiv 
orientiertes Dreibein bilden. 

Aus dieser Definition folgt, daB das auBere Produkt Ci nicht 
nur verschwindet, wenn Ai oder Bi der Nullvektor ist, sondern vor 
aHem auch, wenn {} = 0 oder = n ist, d. h. wenn Ai und Bi 
kollinear sind. 

Symbolisch schreibt man an Stelle von (II, 01) 

(£ = [~58] oder (£ = ~ X 58. 

Die wie immer durch Einfiihrung von Symbolen erzielbare ein
fachere Schreibweise bringt aber den eigentlichen Inhalt der Ver
knupfung nicht zum Ausdruck; das Symbol ist nur zusammen mit 
seiner Definition verstandlich, so daB nur scheinbar ein Gewinn 
vorliegt. 

Wir haben bisher ·vorausgesetzt, daB wir positiv orientierte 
Koordinatensysteme und Dreibeine verwenden. Wir lassen nun 
diese Voraussetzung fallen und nehmen an, das gegebene Koordi
natensystem sei ein Linkssystem. Dann werden die in (II, 08) 
auftretenden Transformationskoeffizienten nur dann die einer 
eigentlich orthogonalen Transformation sein, wenn auch das Drei-

bein. ~i negativ, d. h. ebenso wie die Koordinatenachsen orientiert 
ist. Die beiden Determinanten(II, 06) und (II,08) stimmen 
uberein. Wenn wir aber, wie wir das im folgenden immer tun 

wollen, annehmen, daB das Dreibein ~i positiv orientiert ist, dann 
mussen wir in (II, 06) vor die Determinante den Faktor -1 
setzen, darnit der e-Tensor in beiden Fallen richtig definiert ist. 
Dann ist aber in der' Regel (I) + 1 und - 1 zu vertauschen, da 
die Koordinaten des e-Tensors in einem Linkssystem entgegen
gesetzte Vorzeichen haben wie in einem Rechtssystem.1 Dasselbe 

1 Hier.liegt der Grund fiir die vielen Debatten und MiBverstandnisse, 
die scinerzeit rund urn das auBereProdukt entstanden sind und die zu 
dem vollendeten, leider bis heute nicht vollig ausgemerzten Unsinn einer 
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ware derFall, wenn wir in einem Rechtssystem den e-Tensor 
durch ein negativ orientiertes Dreibein definierten. Der Vektor Ci 

ware dann (nattirlich auch in einem Linkssystem) entgegengesetzt 
orientiert wie bisher. 

Zu drei beliebigen Vektoren Ai, Bi und Ci laBt sich mit Hilfe 
des e-Tensors die Invariante 

I Al 
V = eij k Ai B j C k = I BI 

CI 

bilden. V ist das Volumen des l'arallelepipeds mit den Kanten 
Ai> Bi und Ci , ist positiv oder negativ, je nachdem das Dreibein 
Ai, Bi und Ci positiv oder negativ drientiert ist, und es ist V = 0, 

wenn die Vektoren komplariar sind und daher gar kein Dreibein 
bilden. 

Symbolisch geschrieben lautet eij k Ai B j C k' wenn man nicht 
wieder ein neues Symbol, etwa (~ \B~) einfuhren will, 

V = [~ \B J ~ = [\B ~J ~ = [~~J \B = ~ [\B ~J = \B [~~J = 
= ~ [~\BJ. 

Die Gleichberechtigung der drei. Vektoren wird an dieser Schreib
weise nicht ersichtlich, dafUr hat man aber sechs formal ver
schiedene Ausdrucke fur dense1ben Skalar V. 

Wir gehen nun daran, einige wichtige F'ormeln fUr den e-

Unterscheidung von polaren und axialen Vektoren gefiihrt haben; der 
axiale Vektor wechselt seine Orientierung bei einer Umlegung des 
Koordinatensystems - es ist bezeichnend, da13 so etwas Leuten passieren 
konnte, die dann so viel von der "Unabhangigkeit vom Koordinatensystem" 
redeten. Die Ursache war, da13 man urspriinglich die Gleichungen (II, 04) 
zur Definition des au13eren Produktes be]:liitzte, aber dabei iibersah, da13 
diese Gleichungen gegen Umlegungen nicht invariant sind, bei denen eben 
ein Faktor - I rechts oder links anzubringen ist. Anders ist es natiir
lich, wenn wir Punkttransformationen im Raum betrachten, also z. B. 
in (g, 06) Xi und Xi nicht als Koordinaten desselben Punktes- in bezug auf 
zwei verschiedene Koordinatensysteme deuten, sondern als Koordinaten 
zweier, im allgemeinen verschiedener Punkte in bezug auf ein und dasselbe 
Koordinatensystem. 1st (g, 06) dann eine Umlegung, so kehrt sich die 
Orientierung jedes Dreibeins urn, ausgenommen natiirlich die des Drei
beins· der Ma13vektoren des Koordinatensystems. 
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Tensor abzuleiten. Zunachst bilden wir durch Multiplikation den 
Tensor sechster Stufe: 

1 1 1 1 1 1 
ei e,. ek ev eq er 

CijkCvqr = 
I 2 I 2 I 2 
ei ej ek ev eq er 
3 3 3 3 3 S 
ej ej ek ep ell er 

Multiplizieren wir die beiden Detenninanten durch Kombination 
von Spalten mit Spalten, so folgt 

k k k k k I.: 
ei ev ei eq ei er 

C;;kCvqr= h h h h h h 
ej ev e,. eq e j er , ! ! I ! I 

eke" ek eq ek er 

oder wegen (g, 06) 

liiV liiq liir 

C;;kCvqr= liip lii q li jr , (II, 14) 

li k " li kq li kr 

ein recht bemerkenswerter Zusammenhang zwischen c-Tensor und 
{j-Tensor.· Wir setzen nun in (II, I4) r = k und erhalten fUr diese 
(Tberschiebung des c-Tensors mit ·sich selbst 

lii v (jiq (jik (jiv liiq liik 

Cii k Cv qk = (jjv (ji q (j;k (j,.v (jjq (j;k 

(jk" li kv li kk (j,." li kq 3 

Entwickeln wir die letzte Determinante nach der dritten Zeile, 
von rechts beginnend, so finden wir 

cUk Cv qk = 3 ((jiv (Jj q - lii q (j,.v) - li kq (liiV li,. k - (jik (j,.v) + 
+ li kV ((ji q (jj k - (ji k li,. q). 

also 

= 3 (liiv (jj q - liiCZ li jv) - ((ji" liiq - lii q lii")

- (liiV (jj q - (ji cz li jv). 

(II, IS) 
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Diese Formel ist eine der wichtigsten der ganzen Tensorrechnung. 
Wir konnen sie auch in der Form 

(II, 16) 

schreiben. Die Determinante stimmt mit der zweireihigen Unter
determinante links oben in (II, 14) iiberein. 

Wegen (II, 09) laBt sich (II, IS) in mehreren verschiedenen, 
aber voIIig gleichwertigen Formen schreiben, die sich. durch die 
Stellung der Summationsindizes unterscheiden. Jedenfalls gilt 

so daB man sich als einfache Grundregel merken kann, daB (II, IS) 
richtig bleibt, wenn die beiden Summationsindizes an gleichen 
Stellen in den beiden e-Tensoren stehen; alle anderen Stellungen 
der Summationsindizes kann man dann durch eine oder zwei Ver
tauschungen auf eine der drei obigen Stellungen zuriickfiihren; 
je nachdem erscheint dann rechts ein Minuszeichen oder nicht. 
Die Verteilung der freien Indizes auf der rechten Seite von 
(II, IS) merkt man sich am besten mittels der Determinante 
(II, 16) oder aber nach dem Schema 

i i 

I 

r 

I 
I 

i 
p q 

in dem in der ersten Zeile die freien Indizes des ersten, in der 
zweiten Zeile die des zweiten -e-Tensors angeschrieben sind; die 
Indizes der !5-Tensoren des ersten Gliedes von (II, IS) stehen 
untereinander (ausgezogene Linien), die des zweiten Gliedes 
diagonal (punktierte Linien). 

Die Formel (II, IS) enthalt den sogenannten Entwicklungssatz, 
der symbolisch geschrieben 

lautet. Die linke Seite ist das auBere Produkt der zwei Vektoren 
[~ )8] und (i, der eine Faktor ist also selbst ein auBeres Produkt. 
In unserer Schreibweise ist das: 
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eii k (ei h z A h B z) C k = - (Oi h Ok Z - 0iZ Ok h) A h B, C k = 

= (Ak Ck) Bi - (Bk Ck) Ai, 

wobei wir die Klammem im ersten und letzten Ausdruck nur des 
besseren Vergleiches mit (II, 17) halber gesetzt haben; sie sind 
liberfllissig, da durch die Indizes allein ausgedrlickt ist, wie die 
Faktoren zusammengeh6ren, d. h. wo Dberschiebungen auftreten. 

Auch die Formel 

[~ 58] [~~] = (~~) (58 ~) - (~~)(58 <£) 

ist in unserer Schreibweise eine einfache Folge von (II, IS), 
namlich 

eii k Ai B k e; h Z C" D, = (Oi h Ou - On Ok h) Ai B k C" Dz = 
= Ai Ci BkDk-AiDi Bk Ck· 

Dasselbe gilt fUr die Formel 

[[~ 58] [~~]] = (~ [~~]) 58 - (58 [~~]) ~, 

die wir 

eiik eiMA" B ,ekfJq CfJ Dq = - (0;" Ok z - Oil Ok") ekfJqA" B, CfJDq = 
= (Ak Bi - A; B k) ekfJq CfJ Dq 

schreiben; es gibt noch eine zweite Form, wenn wir e;ikek1Ja 
zusammenfassen, woraus 

(Oi1J Oiq- O;q 0i1J) eill' All B z C1J Dq = (Ci Dj - Ci Di) eiliZ A" B z 
folgt. Man kann daraus, da Ai, Bi, C; und D; willklirliche Vektoren 
sind, schlieBen, daB 

eiik eihZ ek1Jq _ (OiZ Okh-O;h OkZ) ek1Jq} 
(II, IS) 

- (o;1J Ojq-Oiq 0i1J) eihZ 

ist, was aber im wesentlichen mit einer Dberschiebung beider 
Seiten von (II, IS) z. B. mit ej h z libereinstimmt. 

Setzen wir in (II, 14) nicht nur r = k, sondem auch q = i 
(zweifache Dberschiebung), so folgt aus (II,IS) 

ed k e1J i k = 0; 1J 0i i - 0; i 0i 1J = 3 0; 1J - 0; 1J' 
also 

(II, 19) 

Setzen wir auch noch p = i (dreifache Dberschiebung), so erhalten 
wir die Invariante 

e; j k e; i k = 6. (II, 20) 
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Eine weitere Folge aus (II, IS) ist: 

(II, 21) 

(man beachte die "zyklische" Vertauschung der Indizes ijp-
-- jPi -- pij!), die sich durch Einsetzen von (II,IS) unmittelbar 
nachrechnen Hi.St. 

Als Anwendungsbeispiel wollen wir die Drehung eines starren 
K6rpers urn eine feste Achse behandeln (Abb. 25). Die Achse sei 
durch einen Punkt P mit dem Ortsvektor A und die Richtung ei 

gegeben, wobei wir ei als Einsvektor, 
also ei ei = I annehmen. Die Orien
tierung von ei sei so gewahlt, daS sie zu
sammen mit der Drehung eine Rechts
schraube ergibt. Der Drehwinkel sei {}. 
Ein beliebiger, nicht auf der Drehachse 
gelegener Punkt Q des K6rpers geh t 

.durch die Drehung in einen anderen 
Punkt R iiber, durch die Drehung wird 
also dem Vektor Xi mit dem Anfangs
punkt P und dem Endpunkt Q ein Vek
tor Yi eindeutig zugeordnet, dessen An-
fangspunkt wieder P und dessen End- Abb. 25. 

punkt R ist. Fiir den Sonderfall 
Pi = 0, ei = bai haben wir die Aufgabe im zweiten Beispiel 
des § 8 ge16st. 

Bezeichnen wir mit Xi und Yi die Komponenten von Xi und 
Yi in der zu ei senkrechten Ebenenstellung (ist 5 die orthogonale 
Projektion von Q und R auf die Achse, so haben Xi und Yi die 
Endpunkte Q und R, wenn wir ihre Anfangspunkte nach 5 legen), 
so geht Xi durch die Drehung in Yi iiber und wir k6nnen fol
gende Bedingungen aufstellen: 

1. Die Langen von Vektoren bleiben bei der Drehung un
geandert, d. h. : 

X= Y und X= Y. 

2. Die Projektionen von Xi und Y i auf die Achse sind gleich 

lang (gleich der Strecke PS), d. h.: 
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3. Der Drehwinkel ist {}, was wir durch 

Xi Y i = X Y cos {} 
zum Ausdruck bringen. 

(II, 22) 

Unsere Aufgabe ist es, Yi als Funktion von Xi zu bestimmen. 

Wir k6nnen aus den Vektoren ei und Xi durch Hinzufiigen des 

Vektors Bi; k ej X k ein orthogonales Dreibein bilden, in dem dann 
Y i durch geeignete skalare Faktoren a, b, c darstellbar sein 
muB: 

--

Yi = a Xi + b ei + C 13;; k ej X k' (II, 23) 

Nach (7, 10) ist 
(II, 24) 

Zunachst ist 
a = cos {}, (II, 25) 

_. 
da nach (II, 22) a Xi die Projektion von Yi auf die Richtung 

von Xi ist. Die dazu senkrechte Komponente von Y i ist der 
letzte Summand in (II, 23), wobei 

C = sin {} 

ist. Wegen (II, 24) ist ferner 

Bi ; k e, X k = Bi j k e; [X k - X,. ell eTc) = 
= 13 if k ej X k = - Bij k X; eTc 

und schlieBlich ist 
b = X; e; 

(II, 26) 

(II, 27) 

(II, 28) 

die Lange der Projektion von Xi auf die Richtung ei • Tragen 
wir (II, 24) bis (II, 28) in (II, 23) ein, so folgt 

Y i = ei ej Xj + (Xi - ei e; X;) cos {} - Bij k X, ek sin {}. (II, 29) 

Die Zuordnung der Vektoren Yi zu den Vektoren Xi' 
die durch das mechanische Objekt des urn eine feste Achse dreh
baren starren K6rpers gegeben ist, findet ihren rnathematischen 
Ausdruck in dem Drehtensor 

[Dii = ei e; + (15;; - c, e/) cos {} - 130 k CTc sin {} I, (II,30 ) 

der aus (II, 29) unmittelbar abzulesen ist; Oberschiebung von 

cos{} (Xi-XiCjCi) + CiejX;-BiiTcXjCTcsin{} 
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(II, 30) mit Xi gibt wieder (II, 29). In Matrizenform geschrieben, 
lautet (II, 30): 

D;;= be1 e2 +ceS a+be22 be2 ea-ce1 , (II,31) (
a + b e12 b e1 e2 - c e3 b e1 e3 + c e2) 

b e1 ea - c e2 b e2 ea + c e1 a + b es2 

wo zur Abkfirzung a = cosf), b = I -cosf), c = sinf) gesetzt ist. 
Setzt man hier noch e1 = cos IX, e2 = cos/3, ea = cosy, so kommt 
man zu der Gestalt, in der man frfiher die Formeln fUr die Drehung 
eines starren Korpers hergeleitet und geschrieben hat. Nicht 
nur die viel einfachere Gestalt (II, 30), sondem auch die Her
leitung, die wir in aller Ausffihrlichkeit wiedergegeben haben, 
zeigen die Vorteile der tensoriellen Methoden besonders deutlich. 

Fur den in § 8 behandelten Sonderfall ei = bai wird (II, 30) 

Dij = bii cos fJ + bai bSi (I - cos fJ) - eU3 sin fJ, 

wahrend (II, 31) in (8, oS) ubergeht. 
Die Drehung eines Koordinatensystems, also die orthogonale 

Transformation 
(II,32 ) 

mit 

(II,33) 

muB mit (II, 29) jedenfalls in engem Zusammenhang stehen. 
Deuten wir sie nicht als Koordinaten-, sondem als Vektortrans
formation 

(II, 34) 

so muB sie mit (II, 29) uberhaupt identisch sein. Wir stellen 
zunachst fest, daB (II, 29) ebenso wie (II, 32) oder (II, 34) von 
drei Parametem abhangt. Das folgt einerseits daraus, daB die 
Drehungsgruppe dreigliedrig ist (§ 9); anderseits hangt (II, 29) 
von dem Parameter fJ und den Koordinaten des Vektors ei ab, 
zwischen denen aber die Relation ei ei = I besteht, so daB nur 
zwei davon willkurlich sind. Der Nachweis ist vollstandig, wenn 
wir' zeigen, daB der Drehtensor Do den zu (II,33) analogen 
Relationen 

DijDih=b;h 

genugt. Wir erp.alten aus (II, 30): 

(II,3S) 
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Dii Di" = [bHcos -& + eiej (I -cos -&) -eij keksin -&] . [bi " COS -& + 
+ ei ell (I - cos -&) - ei"! e! sin -&], 

= bit bill cos2 -& + eje" (I -cos -&) cos -& + ell ej (1-
- cos -&) cos -& + ej ell (I - cos -&)2 + 
+ (b jh bk ! - bj! bkh) eke! sin2 -&, 

= bj h cos2 -& + ejeh (I -cos2 -&) + bj "sin2 -& - eJ eh sin2 -& = 
=b j ", 

was zu beweisen war. Wir haben bei der Rechnung neben (II, IS) 
noch bij ei ej = ei ei = I und ei h I ei el = a beniitzt. Es mussen 
sich aber auch umgekehrt bei gegebenen DiJ = aij die Richtung ei 
der Drehachse und der Drehwinkel -& berechnen lassen, wenn 
nur (II, 35) gilt. Die Verjungung des Tensors Do liefert 

Dii = 3 cos -& + (I - cos -&) = I + 2 cos -&, 
also 

I cos -& = -;- (Dii - I), I (II,36) 

wahrend die Dberschiebung von (II, 30) mit eijh wegen (II, 19) 

ei j h D i j = - 2 b k h e k sin -&, 
also 

I e"=-zsin:&eiJhDiJ I (II,37) 

liefert. Man erhalt also aus (II, 36) den Drehwinkel -& und dann 
aus (II,37) den Vektor ei ; man sieht, daB die Orientierung 
von ei durch das Vorzeichen von -& gegeben ist; ersetzen wir-& 
durch - -& (Riickdrehung) , so kehrt sich die Orientierung von ei 

urn. Wir werden in § 13 auf den Skalar Dii und den Vektor 
Gij" Dij noch von allgemeineren Gesichtspunkten aus, namlich 
fUr beliebige Tensoren Dij, zuruckkommen. 

1st der Drehwinkel -& so klein, daB wir im Rahmen der gerade 
geforderten Genauigkeit 

cos -& = I, sin -& = -& 

setzen konnen, so geht (II, 30) uber in 

Di j = b;; - ei j k ek -&. 

Dberschiebung mit Xi gibt 

(II, 38) 
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Setzen wir hier noch 
ej {} = D j (II, 39) 

und 
Yi-Xi = dXi, (II,40) 

so folgt 

dXi=eijkDjXk (II,41) 

als Ausdruck der infinitesimalen Drehung, die III erster An
naherung1 die Anderung dXi des Vektors Xi bei einer 
Drehung durch den kleinen Winkel {} angibt. Der Vektor Di 
heiBt Drehvektor der infinitesimalen Drehung, er gibt wie ei 

die Richtung der Drehachse an, wahrend seine Lange nach 
(II, 39) mit dem Drehwi~kel {} tibereinstimmt. dXi steht dabei 
auf Di und Xi senkrecht. 

Aufgaben. 

I. Es ist die Flache des durch die Punkte ai = (I, 2, I). bi = (2, 7, 5) 
und ci = (5,4,2) bestimmten Dreiecks zu berechnen. 

2. Es ist der Inhalt des Tetraeders mit den Eckpunkten ai = (I, 2, 3). 
hi = (I, -2,5). ci = (-4, -3, 7), di = (2,2, -5) zu berechnen. 

3. Es ist die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch die Punkte ai' 
hi und ci bestimmt ist. 

Speziell: ai = (1,2,4), bi = (2,3, -I), Ci = (3,8, -7)· 
4. Es ist der Winkel der beiden Ebenen xi ai = C1 und Xi bi = C2 an

zugeben. Welche Bedingung ist erfiillt, wenn a) die Ebenen aufeinander 
senkrecht stehen, b) parallel sind? 

5. Der Abstand der Geraden xi = ai + Pi u und Xi = bi + qi V ist 
zu bestimmen. Welche Bedingung ist erfiillt, a) wenn sich die beiden 
Geraden schneiden, b) wenn sie parallel sind? c) 'Vie ist der Schnittwinkel 

1 Eine Funktion 1 (X) der unabhangigen Variablen X wird in der 
Umgebung eines Punktes Xo durch die Taylorreihe 

I (X_XO)2 " 
1 (x) = 1 (xo) + (x - xo) 1 (xo) + -2-- 1 (xo) + ... 

wiedergegeben. Die Anderung I(x) - I(xo) der Funktion ist bei kleinem 
dx = x - Xo in erster Annaherung durch 

dl(x) = /'(xo) dx 

gegeben. Geometrisch heiBt das, daB die Kurve y = I(x) in der 
Umgebung des Punktes xo' Yo = I(xo) durch die Tangente y - Yo = 
= /'(xo) (x - xo) ersetzt wird. (II, 41) entspricht dem obigen Ausdruck 
fiir das Differential dj(x) fiir Xo = 0 und x = {}. 

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. Ii 
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zu bestimmen? d) Welchen Wert hat der Parameter u im Anfangspunkt 
von di ? 

Speziell: Es ist der Abstand der Geraden durch mi = (7, s, 4) und 
n i = (6, S, 6) von der Geraden durch si = (S, -2, - 3) und ti = (- 10, 

7, IS) zu bestimmen. 
6. Es ist der Abstand der Schnittgeraden der beiden Ebenen xi ai = C 

und Xi bi = k vom Ursprung zu bestimmen. 
7. Durch einen Punkt Pi ist eine Gerade zu legen, die zwei gegebene 

Gerade xi = ai + m i u und Xi = bi + ni v schneidet. 

§ 12. Reziproke Dreibeine. 
Wir kntipfen an die Darstellung (4, 08) eines Vektors Di 

im Dreibein Ai, B;, Ci an, namlieh 

(r2, or) 

Wir sind jetzt in der Lage, die Skalare A, p" 'jI zu bereehnen und 
damit die Zerlegung eines Vektors naeh den Riehtungen dreier 
gegebener Vektoren durehzuftihren. Ersetzen wir in (r2, or) den 
Index P der Reihe naeh dureh i, i, k und tibersehieben wir die 
drei so entstehenden Gleiehungen der Reihe naeh mit sijk B j C k' 

Eij k Ai C k und Eij k Ai Bj,l so folgt: 

A Sij k Ai B j C k = E;} k Di B j C k' I 
P, EijkAi B j Ck = sijk Ai D j C k , 

V Eij k Ai B j C k = Eij k Ai B j D k • 

(r2, 02) 

Der Faktor von A, p" 'jI links ist in allen drei Gleiehungen 
derselbe, namlieh naeh (II, r2) das Volumen des dureh das Drei
bein A;, B;, Ci aufgespannten Parallelepipeds, das sieher von 

1 Der Gedanke, der zu diesen Uberschiebungen fiihrt, ist folgender
maJ3en: Wenn wir aus (12,01) eine der Unbekannten, z. B. veliminieren 
wollen, so geniigt es, die Gleichung mit einem auf Cl> senkrechten, aber 
sonst beliebigen Vektor Xl> :j: 0 zu iiberschieben. Dasselbe erreicht man, 
wenn man statt des Vektors Xl> einen beliebigen Tensor Xl>' .. ver
wendet, fiir den nur Cl> Xl>' .. = 0 gilt. Ein solcher Tensor ist z. B. 

Xl>q = El>qr Cr' 

Wir k6nnen mit einer Uberschiebung auch gleich zwei Unbekannte eli
minieren; z. B. p. und v, wenn wir dazu einen Vektor verwenden, der 
sowohl auf Bl> wie auch auf Cl> senkrecht steht; ein solcher Vektor ist 
aber El>qrBqCr. 
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Null verschieden ist, wahrend rechts die Volumina der Parallele
pipede stehen, die sich ergeben, wenn man jeweils einen der 
drei Vektoren des Dreibeins durch den Vektor Di ersetzt. Vom 
algebraischen Standpunkt ist (12, 02) nichts anderes als die 
Auflosung des Systems linearer Gleichungen (r2, 01) mit den 
Unbekannten A, ft, Y. 

Wir set zen 
A,_CiikBjCk 1 

i - S~qr--X;;B-;C-;' 

cijk Ai Ck } B/= --
-cpq~Ap Bq Cr ' JI 

Cijle Ai B j 

C Ie' = -Spqr Ap B-;C;' 

(12, 03) 

Diese drei Vektoren, die von den gleich bezeichneten Vektoren 
(4, 09) natlirlich ganzlich verschieden sind, bilden das zu Ai' 
B i , Ci reziproke oder adjungierte Dreibein. Jeder von ihnen 
steht, wie aus (r2,03) zu entnehmen ist, auf je zwei Vektoren 
des urspriinglichen Dreibeins senkrecht. Wir werden gleich 
zeigen, daB sie linear unabhangig sind und daher auch wirklich 
ein Dreibein bilden. (r2, 02) laBt sich mit Hilfe von (12, 03) 
einfacher schreiben: 

A = A/ Di , ft = B/ Di , Y = C/ Di , 

so daB aus (r2, or) 

(r2, 04) 

Dp = A/ Di Ap + B/ Di Bp + C/ Di Cp (r2, oS) 

wird. Damit ist die gesuchte Zerlegung von Di nach den Rich
tungen Ai, B;, Ci bestimmt. 

Aus (r2, 03) folgt 

Ai A;' = Bi B/ ='Ci C/ = I, 

Ai B/ = Ai C/ = Bi C/ = Bi A/ = Ci A/ = Ci B/ = 0, 

was wir in Matrizenform schreiben konnen: 

Ai B/ 

BiB;' 

CkBk' 

(12, 06) 

Fur die Determinanten (Volumina) der reziproken Dreibeine 
folgt daraus: 
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Al A2 Aal AI' A 2' Aa' I 
BI B2 Bal BI' B 2' B3' I = 1. 

CI C2 C3 CI ' C2' C3' 

(12, 07) 

Es kann somit keine der beiden Determinanten Null sein, weil 
sonst die andere unendlich ware und daher sind auch Ai' Bi , Ci 

linear unabhangig. 

Setzen wir (12, 02) in (12, or) ein, so folgt: 

D'PeijkAiBj C k = eij k (A'P Di B j C k + B'P Ai Dj C k + C'PAi BjD k), 

= Dq (eqj kA'PBjCk+ei q kAiB'PC k+eij qAi B j C'P) 
oder 

eiikb'PqAiBiCkDq = (eqjkbi'P+ eiqkbj'P+ eijqbkp) Ai BjCkD q. 

Da hier Ai, B j , Ck , Dq vollig willkfuliche Vektoren sind, muB 

I eijkb'Pq=eqjkbi'P+eiqkb;'P+eijqbk'P I (12,08) 

sein. Man kann diese wichtige Relation auch leicht direkt be
weisen. Sind namlich zunachst zwei der drei Indizes i, j, k gleich, 
Z. B. i = j (womit aber jetzt nicht gemeint ist, daB in (12, 08) 
i = j zu setzen und tiber den doppelten Index zu summieren 
ist, sondern nur, daB i und j beide denselben Wert I, 2 oder 3 
haben), so verschwindet die linke Seite von (12, 08) und das 
letzte Glied rechts; die beiden anderen Glieder sind 

e q i k bi'P + ei q k bi 'P' (nicht summieren tiber i!) 

unterscheiden sich also nur durch die Stellung der Indizes i 
und q der e-Tensoren und sind daher entgegengesetzt gleich. 
Sind alle Indizes i, j, k verschieden, so ist i, j, k eine Permutation 
von I, 2, 3; q muB dann einer dieser Zahlen gleich sein, z. B. 
q = i. Dann stimmt die linke Seite von (12, 08) mit dem ersten 
Glied rechts tiberein, wahrend die beiden anderen Glieder ver
schwinden. 

Wir bezeichnen nun die Vektoren des Dreibeins Ai' B i, Ci 

mit fti (P = I, 2, 3), die des reziproken mit ~i' (12, 06) laBt sich 
dann in der Form 

(12, 09) 
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zusammenfassen. Dann gelten aber auch die Gleichungen 

(12, 10) 

die eine gewisse Analogie mit (9, 03) und (9, 04) aufweisen, aber 
etwas allgemeiner sind. Zum Beweis von (12, 10) setzen wir 
zunachst 

und iiberschieben mit ~i; es folgt wegen(12, 09) 

oder 
q 

(Xii - bii) Vi = 0. 

Da die ~i linear unabhangige Vektoren sind, muB aber 

Xii = bii 

sein, womit (12, 10) bewiesen ist. 1st das Dreibein ~i normiert, 
so daB (9, 03) und (9, 04) gelten, so zeigt der Vergleich dieser 
Relationen mit (12, 09) und (12, IO), daB dann 

1> 1> 
Vi = Ui 

ist, d. h., das reziproke Dreibein stimmt mit dem urspriinglichen 
iiberein. 

Nach (12, 01) laBt sich jeder Vektor mit Hilfe von drei Skalaren 

in einem Dreibein darstellen. Mittels der Bezeichnungen t,i' ~i 
laBt sich an Stelle von (12, or) 

(12, II) 
1> schreiben, wobei die Skalare fl, nach (12, 04) durch 

(12, 12) 

gegeben sind. Man findet (12, 12) aus (12, II) durch Dberschie
a 

bung mit Vi unter Beniitzung von (12, 09). Man hatte natiirlich 

genau so gut Ui im Dreibein ~i darstellen k6nnen: 

dann ware 
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Diese Darstellung des Vektors durch die Skalare ft bzw. ~ 
unterscheidet sich von der Darstellung durch die Koordinaten 
Ui dadurch, daB die Ui bei einer Bewegung des Koordinaten
systems entsprechend dem Transformationsgesetz verandert 
werden, wahrend die ft und ~ ungeandert bleiben. Die Trans-

p 
formation verandert nur die Koordinaten der Dreibeine Ui und 

~i' Wir konnen die Skalare ~ und ~ als Koordinaten des Vek

tors U. in den durch die Dreibeine ~i bzw. ~i bestimmten 

schiefwinkeligen Koordinatensystemen (in denen die ~i bzw. ~i 
die MaJ3vektoren sind) auffassen und diese Koordinaten bleiben 

ungeandert, solange wir die Dreibeine ~i und ~i beibehalten. 
Ganz entsprechend lassen sich auch Tensoren m-ter Stufe 

mi t Hilfe reziproker Dreibeine durch 3m Skalare darstellen. 
Fur m = 2 gilt z. B. eine Darstellung 

(12, 13) 

von Ai; durch 32 = 9 Skalare A. Uberschieben Wlr (12, 13) 
pq 

mit fi !t j , so folgt wegen (12, 09) 
r 8 'P l' as, 

Aij Vi Uj = A u i Vi Vj Uj = A fJ pr fJ qS = A 

a~o " " n 

Setzt man III (12, 13) 

so folgt 

l' q 
A = Ai} Vi Uj. 
pq 

p q 
A ui = Wi' 
pq 

q q 
Au = Wi Vj' 

(12, 14) 

(12, IS) 

(12, 16) 

d. h., jeder Tensor zweiter Stufe la13t sich als Summe von drei 
(allgemeinen) Produkten von je zwei Vektoren darstellen. 

Bemerkt sei, daB (12, 13) nicht die einzige Darstellung des 

Tensors Ai} mit Hilfe der reziproken Dreibeine fti' ~i ist. Man 
hatte genau so gut z. B. 

Ai} = A' fti J,j oder Au = A"~i ~j 
pq pq 
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setzen konnen; die Skalare A I und A II lassen sich in ganz ahnlicher 
Prl Prl 

Weise berechnen wie (12, 14). (12, IO) ist eine Darstellung des 
MaBtensors ()ij, die zugehorigen Skalare sind () = ()p q' Setzt 
man aber 

so folgt durch 

die Skalare sind also hier 
Jl.1 f' 8 
u =ViVi 

1'8 

pq 

und stimmen nur bei normierten Dreibeinen mit (). s tiberein. 
Allgemein gilt: Jeder Tensor m-ter Stufe Aili .... im laBt sich 

mit Hilfe adjungierter Dreibeine durch 3m Skalare in der Form 

A.· . = A~.~. 
'It ' ••• • tm p,P •••• Pm "" . (12, 17) 

darstellen, dabei ist 

(12, IS) 

Ahnliche Darstellungen erhalt man, wenn man in (12, 17) einige 

(oder alle) Vektoren iti durch Vektoren ~i ersetzt, in (12, IS) 

sind dann die entsprechenden Vektoren ~i durch Vektoren l:i 
zu ersetzen. (II, 07) ist eine Darstellung des c;-Tensors mit Hilfe 
eines normierten Dreibeins, die zugehorigen Skalare sind (hochstens 
bis auf das Vorzeichen) numerisch gleich den entsprechenden 
Koordinaten des c;-Tensors. 

Aufgaben. 

1. Es ist das zu Ai = (-1,2,2), Bi = (2, -I, 2) und C i = (2,2, -I) 
reziproke Dreibein anzugeben. 

2. Es ist der Vektor Pi = (PI' P 2, P a) nach den Richtungen 
Ai = (-I, I, I), Bi = (I, -I, I), Ci = (I, I, -I) zu zerlegen. 

§ I3. Tensoren zweiter Stufe. 
Die Tensoren zweiter Stufe sind fUr die Anwendungen von 

solcher Bedeutung, daB wir jetzt an eine ausftihrlichere Behand
lung ihrer besonderen Eigenschaften gehen wollen. Wir gehen 
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dabei aus von der durch den gegebenen Tensor vermittelten 
Zuordnung von Vektoren, die wir hier als Abbildung oder Trans
formation von Vektorraumen auffassen. Es ergeben sich daraus 
v611ig ungezwungen eine Reihe von fundamentalen Problem
stellungen, wie z. B. die Bedeutung des Ranges eines Tensors, 
der inverse Tensor und die Tensorpotenzen, ferner die Frage 
der Eigen16sungen, d. h. der sich selbst entsprechenden Richtungen, 
die wieder bei den symmetrischen Tensoren von solcher Wichtig
keit sind, daB wir diese in § 14 gesondert behandeln. 

Wir' beginnen mit einigen mehr formalen Begriffsbildungen. 
Wie wir schon in § 8 festgestellt haben, hat ein Tensor zweiter 
Stufe neun Koordinaten, die wir in Form eines quadratischen 
Schemas (Matrix) 

C 
A12 A,,) 

Ai} = A2l A22 A 23 

A3l A32 A33 

(13, OJ) 

anordnen k6nnen. Die Determinan tel 

Au A12 A13 

A=DetAi;= A2l A22 A 23 (13, 02) 

A3l A32 A33 

des Tensors Au laBt sich mit Hilfe des c-Tensors ill der Form 

A =Ci;kAilA;2Ak3 

oder aber auch in symmetrischer Form 

I A =-7;cuk cpQr A ipA;q A kr 

(13, 03) 

schreiben. Durch diese Schreibweise ist A als I nvariante charak
terisiert. A ist definiert durch eine sechsfache Uberschiebung 
der beiden Tensorprodukte CijkCpqr und AipAjqAkr' Wahrend 
aber (13, 03) unmittelbar aus (II, 06) folgt, ist (13, 04) nicht 
so ohne wei teres einzusehen. 

1 Die haufig verwendete Schreibweise A = [Aul fur die Determinante 
unterscheidet sich in keiner Weise von der gebrauchlichen Bezeichnung 
des absoluten Betrages der Koordinate Ai; und sollte daher grundsatzlich 
vermieden werden. 
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Wir driicken zunachst cp qr durch (II, 06) aus und erhalten: 

Dpi <5 p2 <5 p3 
I 

A = 6 Ci;k <5 q I <5 q2 <5 q3 A ip A; q A kr, 

<5r1 <5r2 <5r3 

Ail Ai2 Ai3 
I 

Ail Ai2 Ai3 = 6 Ciik 
Akl Ak2 Ak3 

Diese Determinan te en twickeln wir in bekann ter Weise: 

A = ~ cUk (AilA;2Ak3 + Ail A k2 A i3 + Akl A i2 A i3-

- Ail Ak2 Ai3 - Aki Ai2 Ai3 - Ail Ai2 A k3) 

Durch geeignete Indizesvertauschungen im zweiten bis sechsten 
Glied folgt weiter 

Wegen (II, 09) ergibt sich daraus sofort (I3, 03). 
Fiir das Produkt zweier c-Tensoren gilt (II, 14). Daraus 

folgt eine weitere Darstellung von A: 

Aii Ai; Aik I 
A=~ Aji Ajj 

Ai k i· 6 

Aki A k; Akk 

(I3, 0S) 

Ein Tensor heiBt symmetrisch, wenn Ai; = Aii ist und 
alternierend oder schiefsymmetrisch, wenn Ai; = -Aji ist. Es 
gilt nun der wichtige Satz, daB sich jeder beliebige Tensor Ai; 
als Summe je eines symmetrischen und alternierenden Tensors 
darstellen laBt, und zwar ist 

I I (8) (a) 

Aij = 2 (Au + Aji) + 2 (Au - Ali) = Ai; + Ai:!. (I3, 06) 

1st Ai; selbst symmetrisch, so ist 

(a) I 

Ai; = 2 (Ai; - Aii) = 0, 
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ist Ai; selbst alternierend, so ist 
(8) I 

Ai; = -; (Ai; + Aii) = o. 

Mit Hilfe des e-Tensors HiBt sich jedem Tensor Ai i ein Vektor Ai 
zuordnen, den wir den Vektor des Tensors Ai; nennen, und zwar ist 

I Ak -;-ei;kAij, (13,07) 

es ist also A k = 0, wenn Ai; symmetrisch ist. Bilden wir 

so folgt 
(a) 

Ai; = eiik Ak (13, 08) 

und (8) 

Aij = Ai; - ei; k A k· (13, 09) 

Die Formel (13, 08) ist recht wichtig. Sie zeigt, da13 ein 
alternierender Tensor auch umgekehrt durch seinen Vektor 
bestimmt ist; ein alternierender Tensor hat ja auch - so 
wie ein Vektor - nur mehr drei unabhangige Koordinaten. 
Diese Tatsache hat aber - ahnlich wie die Bildung des au13eren 
Produktes - zu Irrtiimern Anla13 gegeben. Schreibt man an 
Stelle von (13, 08) 

)t:; = (-;3 A03 -~:), 
A2 -AI 0 

so ist das in einem positiv orientierten Koordinatensystem wohl 
numerisch richtig, ohne aber eine tensorielle Beziehung zu sein. 
Man braucht auch nur die Transformationsgesetze (10, 05) 
und (IO, II) von Vektoren und Tensoren - das erstere ist in 
den Koeffizienten au der Transformation linear, das andere 
quadratisch! - zu vergleichen, urn einzusehen, daB Gleichungen, 
in denen die Koordinaten von Vektoren und Tensoren gleich
gesetzt werden, niemals allgemeinen tensoriellen Charakter 
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haben, sondern eben nur in speziellen Koordinatensystemen 
gelten konnen. 

Wir knupfen nun wieder an die durch den Tensor Au ver
mittelte Zuordnung von Vektoren, d. h. an die homogene line are 
Vektorfunktion 

(I3, IO) 

an, die jedem beliebigen Vektor Xi einen eindeutig bestimmten 
Vektor Ui zuordnet. Wir fassen (I3, IO) als Transformation oder 
Abbildung zweier Vektorraume auf,! deren erster von den Xi 
bestrichen wird und dreidimensional ist, d. h., daB man fur Xi 
jeden beliebigen Vektor des Raumes nehmen kann. Der zweite 
Vektorraum wird von den Ui bestrichen und als transformierter 
Vektorraum bezeichnet. Dber seine Dimension laBt sich von 
vornherein nichts aussagen; wir werden aber bald zeigen, daB 
sie eine wichtige Invariante des Tensors Ai; ist. 

Wir wollen zunachst versuchen, mit Hilfe von (I3, IO) eine 
geometrische Deutung der Tensorkoordinaten Ai; zu finden. 
Wir haben schon darauf hingewiesen, daB es bei Tensoren keine 
so einfache geometrische Deutung gibt wie bei den Vektoren, 
die sich als orientierte Strecken und deren Koordinaten sich als 
die Langen der Projektionen dieser Strecke auf die Achsen deuten 
lassen. Den Tensor selbst konnen wir uns nur durch die Zu
ordnung (I3, IO) veranschaulichen, aber ffir seine Koordinaten 
laBt sich noch eine einfache Deutung angeben, wenn wir fur Xj 
in (I3, IO) der Reihe ri.ach die MaBvektoren 

des Koordinatensystems einsetzen, die ein normiertes, den 
Richtungen nach mit den Koordinatenachsen paralleles Dreibein 
bilden. Aus (I3, IO) folgt 

1 J ede Gesamtheit von Vektoren kann man als Vektorraum bezeichnen, 
wie man jede Gesamtheit von Punkten als Punktraum bezeichnet, nur 
daB man in dem letzten Fall den Zusatz "Punkt" in der Regel weglaBt. 
Das aufbauende Grundelement ist eben einmal der Punkt, einmal der Vektor. 
Die Gesamtheit aller Vektoren des Raumes ist ein dreidimensionaler 
Vektorraum, die Gesamtheit aller Vektoren, die einer bestimmten Ebenen
stellung angehoren, ist ein zweidimensionaler Vektorraum usw. Man halt 
dabei in der Regel an der Anschauung fest, daB alle Vektoren eines 
Vektorraumes von einem - willkiirlich wahlbaren - Punkt ausgehen. 
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(13, II) 
~ ~ 

d. h., die Koordinaten der Vektoren U i , die den MaBvektoren ei 

des Koordinatensystems vermoge (13, 10) zugeordnet sind, 
stimmen zahlenmaBig mit den SpaIten des Schemas (13, 01) 
iiberein.l 

Aus der Deutung (13, II) konnen wir eine wichtige Folgerung 
ziehen. Zunachst aber setzen wir fest, daB wir unter dem Rang r 
des Tensors Au den Rang der Matrix (13, 01) verstehen wollen. 
Dabei ist r gleich der Ordnung der Determinante A oder der 
Unterdeterminante hochster Ordnung von A, die nicht ver
schwindet. Es ist also r = 3, wenn A =l= 0 ist und dann nennen 
wir den Tensor Ai; regular. 1st A = 0, so kann r = 2, I oder 0 

sein; in allen diesen Fallen heiBt Ai; singular, und zwar bzw. 
einfach, zweifach oder dreifach. Es ist r = 2, wenn zwar A = 0, 

aber mindestens eine zweireihige (durch Streichen je einer Zeile 
und Spalte von A entstehende) Unterdeterminante von Null 
verschieden ist; es ist r = I, wenn aIle zweireihigen Unterdeter
minanten von A verschwinden, aber mindestens eine Koordinate 
Ai; von Null verschieden ist, wahrend aus r = 0 auch Ai; = 0 

(Nulltensor!) folgt. Es sei nun r = 2. Dann ist A = 0 und nach 
(4,07) sind die drei "Vektoren" Ail> Ai2' Ai3 komplanar. Da nun 
jeder beliebige Vektor X; in der Form 

(13, 12) 

darstellbar ist, gilt fUr den zugeordneten Vektor 

Ui = Au X; = Au X", b",; = Ai'" X", = X", Ui, (13, 13) 

d. h. aber, daB U i linear abhangig ist von drei komplanaren 

Vektoren U i = Ai~ und somit derselben Ebenenstellung an
gehort. Der transformierte Vektorraum ist also zweidimensional. 
1st r = I, so sind die SpaIten (ebenso natiirlich auch die Zeilen) 

'" 1 Man beachte, daB die MaBvektoren ei keine Vektoren im strengen 

'" Sinne sind und daher auch nicht die entsprechenden Vektoren U i in (13, II). 
Die Behauptung, daB die neun Koordinaten eines Tensors in irgendeiner 
Zusammenfassung die Koordinaten von drei Vektoren sind, ist in dieser 
allgemeinen Form schlechthin falsch! 
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der Matrix Ai; proportional, d. h. aber, die drei Vektoren Ail> 

Ai2' Ai3 sind kollinear. Aus (13, 13) folgt, daB auch der dem 
beliebigen Vektor Xi zugeordnete Vektor U j kollinear mit Ai," 

ist, d. h., der transformierte Vektorraum ist eindimensional. 
1st schlieBlich r = 0, so ist Ai; = 0 und damit auch Ui = o. 
Der zugeordnete Vektorraum besteht also aus dem Nullvektor 
allein und wenn wir diesen Vektorraum als nulldimensional 
bezeichnen, so gilt allgemein: Hat der Tensor Ai; den Rang r, 
so ist der transformierte Vektorraum r-dimensio?tal. 

DaB der Rang eines Tensors (einer Matrix) eine 1nvariante 
gegenuber Koordinatentransformationen ist, wird in der Algebra 
ganz allgemein gezeigt; fur uns folgt es aus den tensoriellen 
Darstellungen (13, 04) der Determinante A und aus der Formel 

(13, 14) 

Die Koordinaten des hier definierten Tensors Bi 11' der manchmal 
als Kotensor von Ai; bezeichnet wird, sind nichts anderes als die 
algebraischen Komplemente, d. h. die mit (- I)i + P multipli
zierten, durch Streichung der i-ten Zeile und p-ten Spalte von 
(13,01) entstehenden zweireihigen Unterdeterminanten von 
(13, 01). 1st z. B.i = I, P = 2, so kommen fUr j, k nur die 
Werte 2, 3 und fUr q, r nur 3, I in Betracht, da alle anderen 
Koordinaten des s-Tensors verschwinden; es wird also 

__ I A21 A 23 i 
- I A31 A33 [ • 

Der Begriff des Nulltensors ist, wie wir schon gezeigt haben, 
vom Koordinatensystem unabhangig, d. h., wenn ein Tensor 
(ein Vektor, eine 1nvariante) in einem System verschwindet, 
so verschwindet er wegen der Homogenitat des Transformations
gesetzes in allen Koordinatensystemen. Nun ist aber der Rang 
eines Tensors durch das Verschwinden von Tensoren charak
terisiert und daher selbst invariant. Wir stellen zur Ubersicht 
die vier Falle in einer Tabelle 'zusammen: 
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Rang 3, regular: 

" 

2, einfach singular: 
I, doppelt 
0, dreifach 

I. Tensoralgebra. 

A =l= 0, 

A = 0, mindestens ein Bij =l= 0, 

alle Bij = 0, mindestens ein Aij =l= o. 
alle Ai! = O. 

Die durch (13, 10) vermittelte Zuordnung der Vektoren U i 

zu den Vektoren Xi ist jedenfalls eine eindeutige und stetige. 
1st Au singular und der transformierte Vektorraum von geringerer 
Dimension als der ursprungliche, so kann die Zuordnung 'der 
Vektoren jedenfalls nicht mehr umkehrbar eindeutig sein, d. h., 
es wird sicher mindestens ein Paar verschiedener Vektoren Xi 
und Y i geben, denen derselbe Vektor Ui zugeordnet ist, so daB 
dem Vektor Ui dann umgekehrt beide Vektoren Xi und Y i 

entsprechen. Es ist dann 

Au Xj = Au Y i 

o 
oder, wenn wlr Y j - Xi = Xi setzen 

(13, IS) 
o 

Es gibt also eine Richtung Xi' der im zugeordneten Vektorraum 
der Nullvektor entspricht. (13, IS) ist ein System von homogenen 
linearen Gleichungen, die dann und nur dann eine nicht triviale 
(von der Nullosung verschiedene) Losung haben, wenn A = () 

o 
ist. 1st r = 2, so ist die Richtung Xi (d. h. der Vektor bis auf 
seine Lange) eindeutig bestimmt und heiBt Nullrichtung des ein
fach singularen Tensors Aij. 1st r = I, so hat (13, IS) zwei linear 
unabhangige Losungen, d. h. alle Vektoren, die einer bestimmten 
Stellung parallel sind, sind Losungen von (13, IS). Diese Stellung 
heiBt Nullstellung des doppelt singularen Tensors Aij. 

Bemerkt sei, daB (13, IS) fur einen alternierenden Tensor 
die Losung o 

Xi=Aj 

hat, wobei Ai der durch (13, 07) definierte Vektor des Tensors 
Ai; ist. Zum Beweis hat man nur (13, 08) mit Ai zu uber
schieben. 

Die in (12, 13) und besonders in (12, 16) gegebene Darstellung 
der Tensoren zweiter Stufe in reziproken Dreibeinen laBt sich 
fUr singulare Tensoren in eine spezielle Form bringen, an der die 
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besonderen Eigenschaften dieser Tensoren besonders deutlich 

werden. 1st namlich Au einfach singular, so konnen wir z. B. ui 

in die Nullrichtung legen; dann ist 

aus (12, 14) folgt weiter 

und daher aus (12, IS) 

8 
Aijui = 0, 

8 f) 

Wi = A U i = o. 
p3 

An Stelle von (12, 16) erhalten wir die Darstellung 

1 1 a I 
Ai} = Wi Vi + Wi Vi' (13, 16) 

d. h., ein einfach singularer Tensor ist eine Summe von nur mehr 
zwei (allgemeinen) Vektorprodukten, aIle Vektoren 

1 1 a 2 
Vi = Ai} Xi = Wi V, Xi + Wi Vi Xj 

liegen in der durch J,i und ~i bestimmten Ebenenstellung. 1st Aij 
doppelt singular, so konnen wir ui und ui in die Nullstellung 

3 
legen und erhalten dann wie oben nicht nur Wi = 0, sondern 
auch Wi = 0, so daB 

(13, 17) 

wird, d. h., ein doppelt singularer Tensor zweiter Stufe ist stets 
ein Produkt von zwei Vektoren; aIle Vektoren 

1 1 
Vi = Aij X, = Wi Vj X, 

haben die Richtung Jio Selbstverstandlich gilt auch die Um
kehrung: Jeder Tensor der Form ai h; + ci d, ist einfach, jeder 
Tensor der Form ai hi doppelt singular. 

Legt man bei singularen Tensoren die Vektoren Ui bzw. ui 

nicht in die Nullrichtung oder Nullstellung, so erhalt man auch 
hier zunachst die dreigliedrige Summe (12, 16). Aber die Vek-

tx 

toren Wi sind dann linear abhangig und (12, 16) reduziert sich 
auf zwei oder einen Summanden. 

Jeder alternierende Tensor Ai; ist singular, und zwar einfach; 
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daB die Determinante A verschwindet, folgt ohne weiteres aus 
Ai; = -A;i' dagegen findet man aus (13, 14) und (13, oS) 
leicht 

E iP = Ai Ap; 

es ist also sicher mindestens eine Koordinate E iP =1= 0, da sonst 
Ai = 0 und damit auch Ad = 0 ware. 

1st der Tensor Ai; regular, also A =1= 0, so lassen sich die 
Gleichungen (13, 10) eindeutig nach den X; auflosen: 

X -A(-l) U 
; - ji i· (13, 18) 

Die A~i1) sind wieder ein Tensor, der invers oder reziprok zu Ai; 
heiBt. Die Schreibweise hat rein formale Grtinde, die uns bald 
klar werden. Setzt man (13, 18) in (13, 10) ein, so folgt 

es muB also 

(13, 19) 

sein. Entsprechend folgt aber auch durch Elimination der U i 

aus (13, 10) und (13, IS) 

X -A(-l) A X ; - ii i k k' 

also 

(13,20) 

(13, 19) und (13, 20) sind den entsprechenden Gleichungen 
(12, 09) und (12, 10) fUr reziproke Dreibeine vollig analog. 

Zwischen dem durch (13, 14) definierten Tensor Ei; (der 
algebraischen Komplemente der Ai;) und dem inversen Tensor 
A~i 1) bestelit ein wichtiger Zusammenhang. Wir kntipfen an die 
Formel (12, 08), in der wir p durch h und q durch 1 ersetzen, an: 

(}"z Cd k = (}"i eZH + (}n; ci Z k + ()" k ci;Z· 

Uberschieben wir mit CpQrAipA;QAkr, so folgt 

(13, 21) 

(}IIZ· 6 A = cZHcpqrA"pA;qAkr + CiZkCpqr AipA"qAkr+ 



§ 13. Tensoren zweiter Stufe. 97 

oder wegen (13, 14) 

6 <5/il A = 2 B,z> All z> + 2 B,qAllq + 2 B,,,A llr = 6 BIz> Ah 

oder 
A;z> Bllz> = <5111 A. (13, 23) 

Ganz analog gilt natiirlich auch 

Ai! Bill = <5111 A. (13, 24) 

Der Vergleich mit (13, 19) und (13, 20) zeigt, daB fUr A =1= 0 

(13, 25) 

sein muB. Man kann ja z. B. (13, 19) als System linearer Glei
chungen fUr die Unbekannten AliI) ansehen, deren Losungen 

wegen A =1= 0 eindeutig bestimmt sind; (13, 23) zeigt, daB ~ Bij 

Losungen von (13, 19) sind. Man beachte die Stellung der Indizes 
in (13, 25)! 

Wir stellen einige weitere Eigenschaften der Transformation 
(13, 10) fest. 

I. Die Lange eines Vektors bleibt im allgemeinen nicht er
halten. Es ist namlich 

U2 = Ui Ui = Aij Ai k X;Xk' 

und das ist nur dann gleich 

X2 = Xi Xi = <5; k X; X k' 

wenn die Ai; den Relationen (9, 01) geniigen, die Transformation 
also eine Drehung (homogene orthogonale Transformation) isL 

2. Andert man die Lange des Vektors Xi auf das ;i.-fache, 
so andert sich die Lange des transformierten Vektors U i ebenfalls 
auf das A-fache: 

Aij fAX;! = Ai; A Xi = A U i · 

Insbesondere gilt: Der N ullvektor en tsprich t sich selbst. 
3. Gilt neben (13, 10) auch 

Vi = AijT;, (13, 26) 

so kann man ahnlich wie unter I zeigen, daB auch das innere 
Produkt zweier Vektoren nur dann ungeandert bleibt, wenn die 

Du sebek· Hocbrainer, Tensorreebnung. 7 
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Transformation orthogonal ist. Es wird sich also im allgemeinen 
auch der Winkel. zweier Vektoren andern. Dagegen gilt der 
wichtige Satz, daB parallele Vektoren wieder in paralleie Vektoren 
transformiert werden. 1st namlich 

Yi = ),Xi , 

so folgt 
Vi =Au Yj = Aij (A Xj) = Ai; A Xj = A U i, 

d. h. es ist auch Vi parallel zu Ui. Transformationen, die par
allele Richtungen in parallele Richtungen iiberfiihren, nennt man 
affine Transformationen. Aus diesem Grund bezeichnet man 
mitunter den allgemeinen Tensor auch als Affinor und reserviert 
den Namen Tensor fUr den symmetrischen Affinor (zweiter Stufe). 

Die samtlichen Transformationen (13, 10) mit A =t 0 bilden 
eine Gruppe, wie man an Hand der in § 9 aufgestellten Forderun
gen leicht kontrollierL Sie ist neungliedrig, weil die allgemeine 
Transformation der Gruppe von den neun Parametern Ai; abhangt 
und wird als affine Gruppe bezeichnet. Die geometrische Deutung 
ist aber hier eine andere als bei den friiher betrachteten Koordi
natentransformationen, da wir die Transformation (13, 10) hier 
als eine Abbildung zweier Vektorraume bei festgehaltenem 
Koordinatensystem deuten. Wir k6nnten aber genau so gut 
auch die orthogonale Transformation (Drehung) 

U i = AijXj 
mit 

Au Aik = ~jk 
als Spezialfall der affinen Transformation, d. h. als Abbildung 
zweier Vektorraume deuten, bei der dann die zugeordneten Vek
toren aus den urspriinglichen durch eine ganz bestimmte Drehung 
bei festgehaltenem Koordinatensystem hervorgehen und Ail mit 
dem Drehtensor (II, 31) iibereinstimmt. 

Wir k6imen aber auch etwas allgemeiner Transformationen 
der Form 

(13, 27) 

betrachten, wobei A = Det Au =t 0 und die Xi und Ui Punkt
koordinaten sind, und zwar sind Xi und Ui entweder Koordinaten 
zweier verschiedener Punkte in bezug auf ein und dasselbe feste 
Koordinatensystem oder aber Xi und U i sind Koordinaten desselben 
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Punktes, bezogen auf verschiedene Koordinatensysteme. 1m 
ersten Fall spricht man von einer Punkttransformation, im 
zweiten von einer Koordinatentransformation.1 1m ersten Fall 
sind die Au ein Tensor, im zweiten nicht. Die zugehorige Vektor
transformation (I3, IO) ergibt sich aus (I3, 27), wenn man die 
Vektoren als orientierte Strecken im Raum deutet, d. h. durch 
Anfangs- und Endpunkt darstellt 

2 1 2 1 
Xi = Xi - Xi' Ui = U i - U i• 

Dann wird wegen (I3, 27) 

ui = ~i - ~i = (Ai; ;; + BJ - (Ai;~; + B i ) 

= Ai; (~; -1J = Ai; xi' 

Transformieren sich also Punkte gemaB (I3, 27), so transformieren 
sich Vektoren gemaB (I3, 10). Fur den Fall der orthogonalen 
Transformationen haben wir das schon im § IO gezeigt. 

Wir haben (I3, IO) als Transformation oder Abbildung zweier 
Vektorraume gedeutet. Wir konnen eine Transformation mehr
mals ausfiihren, indem wir den aus Xi durch (I3, IO) gewonnenen 
Vektor Ui neuerlich zum ursprunglichen Vektorraum zahlen und 
auf ihn die Transformation (I3, 10) noch einmal anwenden. Es 
en tspricht ihm dann der Vektor 

Vi = Au U, = AijAikXk: 

Setzen wir zur Abkurzung 

(I3, 28) 

so folgt 

Vi = A~21 Xi' 

Wir nennen A~21 das Quadrat des Tensors Ai;' aber es ist naturlich 
im allgemeinen A~21 :j: A~;, d. h. entsprechende (gleiche Indizes 
tragende) Koordinaten von Aij und A~21 hangen nicht durch 
Quadrierung, sondern durch die Dberschiebung (I3, 28) mitein
ander zusammen. Man kann nun so fortfahren, dann ist 

1 Dabei wird natiirlich das System ui im allgemeinen, wenn die Ail 
nicht den Orthogonalitatsbedingungen geniigen, ein schiefwinkeliges 
Koordinatensystem sein. ,. 
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(13,29) 

die dritte Potenz von Ai!' Dieses Potenzieren von Tensoren 
ist ein Sonderfall des in der Algebra betrachteten Potenzierens 
von Matrizen. Durch den inversen Tensor Ai k sind auch negative 
Potenzen eingeftihrt; die nullte Potenz ist erklart durch 

I A~~ = (Jij' 

Die Potenzen von Tensoren geniigen analogen Rechenregeln 
wie die Potenzen gewahnlicher Zahlen; so ist 

(13,30) 
und 

(13,31) 

fUr beliebige ganze (positive oder negative) Exponenten p, q. 
Wir werden spater zeigen kannen, daB zwischen je vier aufeinander
folgenden Potenzen eines Tensors eine identische Relation be
steht, die sogenannte Hamilton-Cayleysche Gleichung (13, 49). 

Zuvor ,mtissen wir aber noch eine andere Frage beantworten, 
die bei der Untersuchung der Transformation (13, 10) recht 
paheIiegend erscheint. Es ist die Frage, wann die beiden, durch 
(13, 10) einander zugeordneten Vektoren Xi und Ui dieselbe 
Richtung haben, d. h. fUr welche Vektoren Xi 

(13, 32) 
ist. Es folgt 

oder 

(13, 33) 

Das ist ein System von homogenen linearen Gleichungen fUr die 
unbekannten Koordinaten X;, und die schon oft zitierte Be
dingung fUr die Existenz einer nicht trivialen Lasung ist 

All-A Al2 Al3 

Det (Aij - A (Jij) = A2l A 22 -A A 23 ~o. 

A3l A32 A 33 -A 
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Diese kubische Gleichung heiBt charakteristische Gleichung des 
Tensors Ail und ihre Wurzeln A (eX = 1,.2, 3) Eigenwerte von Ai}. 

IX 

Sie sind nicht die Koordinaten eines Vektors, sondern, wie aus 
(13,32) folgt, Skalare (lnvarianten). Mitunter werden allerdings 
die reziproken Werte 

I 
f-l = T (eX = I, 2, 3) 
IX 

(13, 35) 
IX 

als Eigenwerte bezeichnet. Setzt man in (13, 33) fUr A der Reihe 
nach die charakteristischen Zahlen A, it. und A ein, so ergibt sich 

1 2 3 
jedesmal ein System von linearen homogenen Gleichungen, 
deren Determinante verschwindet und die also von der trivialen 
verschiedene L6sungen X; haben, die wir Eigenvektoren von Ai} 
nennen und der Richtung nach sich selbst entsprechen. . Dabei 
sind die Eigenvektoren nur der Richtung, aber nicht der Lange 
und Orientierung nach bestimmt, so daB man oft auch nur von 
Eigenrichtungen spricht. 

Auf eine eingehendere Diskussion der charakteristischen Glei
chung (13, 34) miissen wir hier verzichten, wir werden aber 
in § I4 fUr den Fall symmetrischer Tensoren nochmals darauf 
zuruckkommen. Wir stellen nur einige einfache Tatsachen fest: 

1st A =!= 0, so sind alle A =!= 0. 
IX 

Hat (I3, 34) eine Doppel- (dreifache) Wurzel, so gibt es im 
allgemeinen. abgesehen von Lange und Orientierung. nur zwei 
(einen) Eigenvektoren. 

Beispiele: 

I. 

A;;= (: I :). 

001 

Die charakteristische Gleichung ist 

1 -A 0 

o 1 - J. 1 = (I - .1)3 = 6, 

o 0 I-A 

hat also die dreifache Wurzel I. Fur sie werden die Gleichungen (13, 33) 

X 2 = 0, 

X3= 0, 
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deren allgemeinste Losung die Form (a, 0, 0) mit beliebigem a hat. Alle 
diese Losungen, die sich fur verschiedene Werte von a ergeben, sind aber 
kollinear, d. h. von einer von ihnen, z. B. von (1,0,0), linear abhangig. 
Es gibt also nur eine einzige Eigenrichtung. 

2. 

Die charakteristische Gleichung ist wieder (I - A)B = 0 mit der drei
fachen Wurzel!. (13, 33) wird zu Xa = 0 allein, so daB wir zwei linear 
unabhangige Eigenvektoren angeben konnen, namlich z. B. (1,0,0) und 
(0, 1,0). Jeder andere Eigenvektor hat dann die Form a (I, 0, 0) + 
+ b (0, I, 0) = (a, b, 0). 

3. Ai; = t5ii· Aus (13, 34) wird wieder (I - A)B = 0, aber (13, 33) 
ist identisch erfullt (es verschwinden alle Koeffizienten) und jeder be
liebige Vektor ist Eigenvektor; man kann drei linear unabhangige wahlen, 

'" z. B. Xi = t5"'i' 
4. Wir modifizieren die drei Beispiele noch dadurch, daB wir A3a = 2 

statt wie bisher Aaa = I wahlen. Dann erhalten wir in allen Fallen die 
charakteristische Gleichung (I - A)2 (2 - A) = 0, also it = A = I, j[ = 2. 

1m Falle I ergibt sich aus (13, 33) fur j[ = I 

1 

X 2 = 0, Xa= 0, Xa= 0, 

1 2 

1 2 3 

also wieder der Eigenvektor Xi = Xj = (1,0, 0). Fur A = 2 folgt 
3 

3 
also Xi = (I, I, I). 1m FaIle 2 wird (13, 33) fUr j[ = j[."" I 

1 2 
Xa= 0, 

es sind also wieder zwei linear unabhangige Eigenvektoren vorhanden, 
1 2 

wie fruher Xj = (1,0,0), Xi = (0, 1,0), wahrend fur j[ = 2 
3 

3 
also Xi = (0, I, I) folgt. 1m Faile 3 ergibt (13, 33) fur A = j[ = I 

1 2 
X3= 0, 

1 2 
also wieder z. B. Xi = (I, 0, 0), Xj = (0, 1,0) und fur A = 2 

3 
-Xl= 0, -Xa= 0, 

3 3 
also Xi = (0,0, I). Aber nur Xi ist (der Richtung nach) bestimmt, wahrend 

1 2 
wir z. B. auch Xi = (I, -I, 0), Xi = (I, 1,0) hatten wahlen 'konnen. 
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Das Dreibein Xj muB also nicht normiert sein, aber wir werden in § 14 
zeigen, daB bei symmetrischen Tensoren stets ein reelles normiertes Drei
bein aus Eigenvektoren gebildet werden kann. 

Was wir bis jetzt tiber die Frage der Eigenvektoren aussagen 
konnten, hat sich aus den Eigenschaften des Tensors 

ergeben. Der Parameter A ist dabei als Invariante anzusehen, 
da Lij sonst kein Tensor ware. Die Frage nach den Eigenwerten A, 
fur die Li j singular ist, fiihrt auf die charakteristische Gleichung 
(13, 34), die wir jetzt entsprechend (13, 04) in invarianter Form 

(13, 37) 

oder 

I 
L =(jBijkBjJqr (AijJ-A bijJ ) (Aja-Ab ja ) (Akr-Ab kr) =0 (13,38) 

schreiben. Multiplizieren wir hier die Faktoren aus, so folgt die 
charakteristische Gleichung in der Form 

L = A - A I A + A" A2 - A3 = o. (13, 39) 

Dabei ist 

(13,41) 

Die GraBen A" und A' sind ebenso wie A dem Tensor Ai k zuge
ordnete Skalare oder Invarianten; sie werden in der Regel als 
erster, zweiter und dritter (also nicht entsprechend der Zahl 
der Striche, sondem nach ihrem Grad in den Tensorkoordi
naten Aij) Skalar von Ai; bezeichnet. Aus (13, 41) folgt 

A' = ~ Bij k Bi ar Ai a A kr = ~ (bi a bkr - bir bk a) Ai a A kr 
2 2 

oder 

(13,42) 
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Ausfiihrlich geschrieben ist das 

I 
A22 A231 I A33 

A'= +\ 
A32 A331 A13 

(I3, 43) 

Bezeichnet man den ersten Skalar von AiPI mit (A(P»)", 60 Hi.Bt 
sich (I3, 42) auch in der Form 

schreiben, wahrend die Entwicklung von (I3, 05) einen analogen 
Ausdruck fUr die Determinante (den dritten Skalar) A von Ai; 
liefert, namlich 

A = ~ [(A")3 - 3 A" (A(2»)" + 2 (A(3»)"] , (I3, 45) 

oder wegen (I3, 44) 

3 A = A' A" - A" (A(2»)" + (A(3)}". 

Fiir die durch (I3, I4) definierten algebraischen Komplemente Bij 
der Au konnen wir jetzt einen einfacheren Ausdruck angeben. 
Wegen (II, 14) folgt zunachst 

(ji l' (ji q (ji r (ji l' (ji II 

Bi1' = ~ (Ji1' (Jiq (Jir AiqAkr =: A1'q Aqq 

(Jk1' (Jkq (Jkr A 1'r Aqr 

(ji r [I 

Arq = 
ArTI 

I = 2" [(Ji1' (AqqArr-AqrArq) + (Jiq (A rq A1'r- A 1'q Arr) + 
+ (jir (A1'qAqr-AqqA1'r)] 

oder wegen (13, 40) und (13, 42) 

(I3, 47) 

Aus dieser Formel ergibt sich nun noch fast unmittelbar eine 
wichtige Relation zwischen vier aufeinanderfolgenden Tensor
potenzen, auf deren Bestehen wir schon bei der Definition der 
Tensorpotenzen hingewiesen haben und die als Hamilton-Cayley
sche Gleichung bezeichnet wird. Wenn wir (nur aus asthetischen 
Griinden) in (13, 47) die Indizes vertauschen und mit A1'i iiber
schieben, so folgt wegen (13, 24) 

B1'i A1'i = A &ii = (Ji1' A'A 1'j --'- A i1' .A1'i A" + A~~ A1'i 
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oder 

und das ist bereits die Hamilton-Cayleysche Gleichung. Man 
beachte, daB die Koeffizienten in (I3, 48) mit denen der charakte
ristischen Gleichung (I3, 39) iibereinstimmen; der Unterschied 
besteht nur darin, daB die Potenzen von A in (I3, 39) formal 
durch die Potenzen des Tensors Aij ersetzt werden. Durch Ver~ 
jiingung von (I3, 48) ergibt sich wieder (I3, 46). Dberschiebung 
mit An ergibt aus (I3, 48) eine etwas allgemeinere Formel, 
namlich 

A A<p) - A' A<p. + 1) + A" A<p. + 2) - A<p. + 3) = 0 (I3,49) 
tl tl q tl . 

Mit Hilfe dieser Gleichung'lassen sich alle h6heren Potenzen 
eines Tensors Ai! auf Ai; selbst und A~21 zuriickfiihren. 

1st A =1= 0, so kann man insbesondere p = - I setzen und 
erhalt 

A A<-:-I) = A' b,· - A" A' j + A<2~ (I3, 50) 
t 1 t' , t l' 

was wegen (I3, 25) wieder mit (I3, 47) iibereinstimmt. 

Aufgaben. 

I. Es ist der Kotensor zu Aij = ai bj + aj bi aufzustellen. 
2. Es ist der Kotensor zur Drehung 

Du = ei ej + (t'Jij - ei ejl cos {} - Cijk ek sin {} 

aufzustellen. 
3. Zu beweisen: Jeder Tensor zweiter Stu fe, der mit seinem Kotensor 

iibereinstimmt, ist eine Drehung oder Null. 
23 31 12 

4· Der zum Tensor Au = ei ej + ei ej + ei ej inverse Tensor ist zu 

bestimmen, wobei die!; ein normiertes Dreibein bilden. Man lege das 

'" Koordinatensystem so, daB die ei die MaBvektoren werden. 
5. Die Invarianten des Tensors Au = ai bj + aj bi sind zu berechnen. 
6. Die Invarianten des Drehtensors sind zu berechnen. 

23 31 12 
7· Fur den Tensor Aij = ei ej + ei ej + ei ej sind die Eigenwerte zu 

bestimmen. 
8. Die Hamilton-Cayleysche Gleichung ist fur den Tensor Aij = 

23 31 12 
= ei ej + ei ej + ei ej aufzustellen und zu bestatigen. 

9. Die Hamilton-Cayleysche Gleichung ist fUr den Drehtensor auf
zustellen und zu bestatigen. 
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§ 14. Symmetrische Tensoren zweiter Stufe. 
Die syrnmetrischen Tensoren zweiter Stufe sind besonders 

wichtig, weil sich hier uber die Eigenwerte und Eigenvektoren 
einige weitere Aussagen machen lassen, die eine abschlieBende 
Behandlung der syrnmetrischen Tensoren zweiter Stufe ermog
lichen. Sie werden deshalb in den physikalischen Anwendungen 
bevorzugt; so sind z. B. Tragheits-, Spannungs- und Verzerrungs
tensor symmetrische Tensoren. 

Daneben stehen die symmetrischen Tensoren in einer besonders 
engen Beziehung zu den quadratischen Formen (homogenen 
Polynomen zweiten Grades). Wir knupfen an den Ausdruck 
(ro, IS) an, der fur Tensoren zweiter Stufe in 

/ (X, Y) = Au Xi Yi (14, or) 

iibergeht. Die Schreibweise / (X, Y) solI - unter Weglassung 
der Indizes - die Abhangigkeit von den Variablen Xi und Y i 

zum Ausdruck bringen. / (X, Y) ist in jeder dieser beiden Reihen 
von Variablen linear und homogen und wird demgemaB als 
Bilinear/arm bezeichnet. Die im AnschluB an (ro, IS) gegebene 
allgemeine Definition der Tensoren geht also in unserem Sonder
fall n = 2 uber in den Satz: 1st / (X, Y) = Ai; Xi Yi eine In
variante, wenn Xi und Yi die Koordinaten zweier Vektoren sind, 
so sind die Koeffizienten Ai; die Koordinaten eines Tensors 
zweiter Stufe. 1st dieser Tensor syrnmetrisch, also 

(r4, 02) 

so kann man an Stelle der Bilinearform (14, or) die quadratische 
Form 

/ (X, X) = Aii Xi Xi 

betrachten. 1st / (X, X) eine Invariante, wenn Xi die Koordinaten 
eines beliebigen Vektors sind, so sind die Koeffizienten Ai; = Aii 
die Koordinaten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe: 
Zum Beweis -mussen wir zeigen, daB dann auch die mit denselben 
Koeffizienten gebildete Bilinearform (r4, or) invariant ist, wenn 
Xi und Yi zwei beliebige Vektoren sind. Wir zeigen zu diesem 
Zweck, daB 

/ (X + Y, X + Y) - / (X, X) - / (Y, Y) = 2 f (X, Y) 

oder 
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Ai} (Xi + Y i) (Xi + Y i) - AU Xi Xi - Aii Y i Y i = 2 Aij Xi Y; 

(14, 04) 
ist. Links ergibt sich zunachst 

Ai; Xi Y j + Ai; Yi X;, 

wegen (14, 02) ist aber 

Ai; Yi Xj = A;i X; Yi = Au Xi Y i 

(beim zweiten Schritt wurde bloB die Bezeichnung der Summations
indizes vertauscht), so daB .sich (14, 04) ergibt. Links stehen 
aber drei quadratische Formen, die laut Voraussetzung invariant 
sind; somit muB aber auch die Bilinearform rechts invariant sein. 

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Eigenwerte und 
Eigenvektoren zu. Die erste wichtige Tatsache ist die, daB 
die Eigenwerte eines symmetrischen Tensors stets reell sind. Wir 
nehmen an, es sei A = (X + i {J mit i2 = - 1 ein komplexer Eigen-

1 
wert und Pi + i qi der zugehorige Eigenvektor, so daB 

Aij (Pi + i qi) = ((X + i {J) (Pi + i qi) 

ist. Multiplizieren wir aus und trennen wir reelle und imaginare 
Glieder, so folgt: 

Aii Pi = (X Pi - {J qi' Aij qi = {J Pi + (X qi' 

Wir iiberschieben die erste Gleichung mit q;, die zweite mit Pi 
und erhalten wegen Au = Aji 

Au qi Pi = Ai; Pi q; = (X Pi qi - {J qi qi 
und 

Au Pi qi = {J Pi Pi + (X Pi qi 

und daraus durch Gleichsetzen der rechten Seiten 

{J (Pi Pi + qi qi) = o. 

Nun kann der Ausdruck in der Klammer nicht verschwinden, 
da der Eigenvektor Pi + j qi sonst der Nullvektor ware, es muB 
also {J = 0, d. h. der Eigenwert A und damit auch die zugehorige 

1 
Eigenrichtung reell sein. 

Fiir die Eigenvektoren gilt nun der weitere wichtige Satz, 
daB die zu verschiedenen Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren 
stets orthogonal sind. Sind z. B. A und A =!= ). zwei verschiedene 

2 1 
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1 2 
Eigenwerte und ei , ei die zugeh6rigen Eigenvektoren, die wir als 
normiert, d. h. als Einsvektoren annehmen k6nnen, so daB 

1 1 2 2 

ist, so folgt aus 

'iT 2 1 
durch u berschiebung mit ei bzw. ei wegen Aij = Aii 

also 
1 2 

(J. - J.) ei ei = 0 
2 1 

1 2 
und davoraussetzungsgemaB J. =1= J. gilt, ist ei ei = o. 

2 1 

Sind also drei verschiedene Eigenwerte vorhanden, so bilden. 
die Eigenvektoren ein normiertes Dreibein. Es laBt sich aber zeigen. 
daB auch bei gleiChen Eigenwerten, d. h. bei mehrfachen Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung stets drei linear unabhangige 
Eigenvektoren existieren, die wir wieder als normiertes Dreibein 
wahlen k6nnen. 

Diese Untersuchung wird uns noch ein weiteres wichtiges Re
sultat liefern. Ftihrt man namlich ein neues Koordinatensystem Xi 
ein, dessen Achsen in die Richtungen des normierten Dreibeins 
der Eigenvektoren fallen, so geht die quadratische Form t (X, X) 
tiber in eine Summe von Quadraten, deren Koeffizienten die 
Eigenwerte sind: 

A X 2 + A X 22 + A X 2 
1 1 2 3 3 

(14, 05) 

oder, mit anderen Worten, der Tensor Au hat im System Xi die 
Koordina ten 

(
A 0 0) 

Aii = ; 1 o. 

o 0 A 
3 

(I4, 06) 

1 
Es sei also A ein Eigenwert von Aii und ei der zugehorige 

1 

normierte Eigenvektor. Wir wahlen zunachst ganz beliebig zwei 
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2 3 P 
weitere Einsvektoren ei und ei> SO daB die drei Vektoren ei eiit 
normiertes Dreibein bilden. 

Nach § 9 fiihrt die Drehung 
_ i 
Xi = ej Xj (14, 07) 

das Koordinatensystem Xi iiber in ein System Xi' dessen Achsen-
i· 

richtungen mit den Richtungen der Vektoren ej iibereinstimmen. 
Die Koordinaten Au von Aij im System Xi sind dann nach 
(10, !O) 

i ; 
AiJ=A1Jq e1Je q 

1 
und insbesondere fUr i = I, ·da eq Eigenvektor ist, 

- iIi 1 
Ail = A1J q e1J eq = A e1J e1J 

I 
i 

und da Au symmetrisch und die e1J ein normiertes Dreibein sind 

Ail = Ali = A 15i1• 
I 

Der Tensor Au hat also die Form 

Au = (~1 
o 

o 

mit A 23 = A 32 . Diezugehorige charakteristische Gleichung ist 

A-A 0 0 
1 

o 

o A32 

und zerfallt in A - A = 0 und 
1 

A32 A 33 -A 

=0 

=0. 

Es sei A eine Wurzel von (14,09). Die Gleichungen (13, 33) fur 
2 

die Eigenvektoren 
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gehen wegen (14, 08) fUr A = A 
2 

tiber in 

(A - A) Xl 
I 2 

Die zweite und dritte Gleiehung haben, da A eine Wurzel von 
2 

(14, 09) ist, also die Koeffizientendeterminante versehwindet, 

sieher eine nieht triviale Losung X 2, X 3, die wir noeh dureh die 

Bedingung X 22 + X32 = I normieren. 

1st A :j: A, so gibt die erste Gleiehung Xl = 0 und der zu A. 
2 I . 2 

1 
gehorige Eigenvektor Xi' steht auf ei senkreeht. Mit ihm konnen 

wir den oben willktirlieh {nur senkreeht zu ~J angenommenen 
2 . -

Vektor ei zusammenfallen lassen. Dann ist aber im System Xi 
2 

jedenfalls ci = Xi = (0, I, 0), so daB A 23 = A32 = 0 und A22 = 

= A sein muB. 
2 

1st aber A = A (Doppelwurzel), so bleibt Xl unbestimmt, aber 
2 1 

1 
wenn wir aueh hier Xl = 0 wahlen, so ist Xi sieher ein zu ei 

2 
senkreehter Einsvektor, mit dem wir wieder ei zusammenfallen 

lassen konnen; wie oben sehlieBen wir A 23 = A32 = 0, A22 = A. 
2 

In beiden Fallen muB ferner A33 = A sein; (14, 08) geht tiber in 
3 

(14, 06), so daB diese Darstellung aueh dann gilt, wenn zwei oder 
aIle drei Eigenwerte A einander gleieh sind. Der Tensor 

IX 

der im System Xi die Form 

hat, hat also fUr A = A den Rang 2, I oder 0, je naehdem A eine 
1 1 
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einfache, zweifache oder dreifache Wurzel der charakteristischen 
Gleichung 

Det (Au - A b;;) = 0 

ist. Die Gleichungen (13, 33) fur die Eigenvektoren 

(Aii- A bu ) Xi = 0 

haben fUr A = A dann eine, zwei oder drei linear unabhangige 
1 

L6sungen. Das ist die wichtigste besondere Eigenschaft der 
symmetrischen Tensoren, denn gerade sie erm6glicht, wie wir oben 
gesehen haben, in jedem Fall die Aufstellung eines normierten 
Dreibeins von Eigenvektoren, wahrend die Beispiele des § 13 
zeigen, daB bei einem nicht symmetrischen Tensor der Rang des 
Tensors Aii - A bu den Wert 2 haben kann, auch wenn A eme 

1 1 
mehrfache Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. 

Wir wollen ein Beispiel durchrechnen. Es sei 

Aii = G 0 ~} 
die quadratische Form (14, 03) wird 

f (X, X) = 2 (X2 Xa + Xa Xl + Xl X 2). (14, 12) 

Die charakteristische Gleichung 

1
- ~ - ~ ~ II = (I + A)2 (2 - A) = ° 

1 I-A 

hat die einfache Wurzel A = 2 und die Doppelwurzel A = A. = - I. Man 
1 2 3 

sieht sofort, daB der Tensor Au - A 6ii, dessen Koordinaten die Elemente 
der obigen Determinante sind, fur A = 2 den Rang 2 und fur A = - 1 

den Rang 1 hat. Die Gleichungen fur die Eigenvektoren sind fur A = 2 

- 2 Xl + X 2 + Xa = 0, 

Xl - 2 X 2 + Xa = 0, (14, 14) 
Xl + X z - 2 Xa = o. 

Sie haben die normierte LOsung ;i = ( V~, ~, ~ 13 ). Fur A. = - 1 
ergibt sich die Gleichung 

1 
dreimal; wir suchen zwei aufeinander und auf ei senkrechte Losungen. 

2 (I I) Eine normierte Losung ist z. B. ei = V2' - V2' 0 ; dann muB 
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1 
sein. Jeder auf ei senkrechte Vektor muB ja der Gleichung (14, IS) genligen! 

i 
Die Drehung xi = ej Xi' die ausflihrlich geschrieben 

I 

Xl = V3 (Xl + x2 + x3), 

I 

X3 = V"6 (Xl + X 2 - 2 X3) 

lautet, flihrt (14, 12) liber in 

rp (X, X) = A. X 12 + A. X 22 + A. Xa2 = 2 X 12 - X 22 - Xa2• (14, 16) 
123 

1st der Tensor Ai; singular, also yom Rang 2 oder I (vom 
Fall des Nulltensors k6nnen wir absehen), so sind entweder ein 
oder zwei Eigenwerte gleich Null. 

Sind alle Eigenwerte positiv, so heiBt Ai} oder diequadratische 
Form (14, 03) positiv definit; f (X, X) kann, wie immer Xi ::j::: 0 
gewahlt wird, nur positive Werte annehmen. Sindalle Eigenwerte 
negativ, so heiBt Ai} oder (14, 03) negativ definit und f (X, X) 
nimmt nur negative Werte an. Raben die Eigenwerte verschie
dene Vorzeichen, so heiBt Ai} oder (14, 03) indefinit, f (X, X) 
kann Werte beiderlei Vorzeichens annehmen und insbesondere 
auch verschwinden, ohne daB Xi = 0 ist. 

Rat Aijeinen kleineren Rang als 3, sind aber die von Null 
verschiedenen Eigenwerte von gleichem Vorzeichen, so heiJ3t Aij 
oder (14, 03) posltiv bzw. negativ halbdefinit. f (X, X) kann ver
schwinden, ohne daB Xi = 0 ist, nimmt aber sonst nur Werte 
eines Vorzeichens an. 

Beispiele: 

X 12 + X 22 + xa2 

x~ xa + Xa Xl + Xl Xa 
X 12 + X 22 - Xa2 
X12_X22 
-XI2-Xl 
X 12 

Rang 3, positiv definit. 
Rang 3, indefinit.l 
Rang 3, indefinit. 
Rang 2, indefinit. 
Rang 2, negativ halbdefinit. 
Rang I, positiv halbdefinit. 

1 Vergleiche das oben dw-chgerechnete Beispiel. 
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§ IS. FHichen zweiten Grades. 

Als Anwendungsbeispiel unserer Entwicklungen fiber die 
Tensoren zweiter Stufe geben wir im folgenden eine vollstandige 
Untersuchung der Fliichen zweiten Grades, die analytisch als der 
Ort der Punkte definiert sind, die einer in den Koordinaten Xi 
quadratischen Gleichung der allgemeinen Form 

t (x, x) = au Xi Xj + 2 ai Xi + a = 0 (IS, oIl 

genfigen. Durch die Bezeichnung t (x, x) der linken Seite von 
(IS, oIl solI dabei vor allem die Tatsache zum Ausdruck gebracht 
werden, daB es sich urn ein Polynom zweiten Grades handelt. Bei 
der folgenden Untersuchung solI eine vollstandige Klassifikation 
der Flachen, d. h. eine Aufstellung aller moglichen Typen und 
zugleich ein Verfahren gegeben werden, die allgemeine Gleichung 
(IS,OI) durch Wahl eines speziellen Koordinatensystems in eine 
moglichst einfache Form (Normal/orm) zu transformieren. Wir 
set zen dabei voraus, daB (IS, oIl auch wirklich quadratische 
Glieder enthalt und nicht nur die Gleichung einer Ebene ist; wir 
nehmen daher an, daB 

(IS, 02) 

nicht yom Rang Null, d. h. nicht der Nulltensor ist. 
Zuvor aber noch einige allgemeine Bemerkungen fiber die 

Gleichung (IS, OI)! Die zugehorige bilineare Gleichung 

t (x, y) = au Xi Yj + ai Xi + ai Yi + a = 0, (IS, 03) 

die fUr Yi = Xi in (IS, OIl fibergeht, bestimmt dann eine Zu
ordnung zwischen Punkten und Ebenen des Raumes, die man als 
Polaritiit bezfiglich der Flache / (x, x) = 0 bezeichnet. 1st ein 
Punkt Xi fest gegeben, so ist (IS, 03) eine in Yi lineare Gleichung, 
stellt also eine bestimmte Ebene dar, die Polare oder Polarebene 
des Punktes Xi heiBt. 1st umgekehrt eine Ebene 

U i Xi + U = 0 

gegeben, so zeigt der Vergleich mit (IS, 03), daB 

aij Yj + ai = U i \ 

aj Yj + a = U f 

(IS, 04) 

(IS, oS) 

sein muB, woraus die Koordinaten des Poles Yi der Ebene (IS, 04) 
zu berechnen sind. Wir konnen (IS, oS) als ein System von 

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 8 
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linearen Gleichungen fUr die Unbekannten Yv Y2' Ya, Y4 = II auf
fassen; die Bedingung fUr eine eindeutige Losbarkeit ist A =1= 0, 

wenn 
an a12 a13 a1 

A= 
a21 a22 a23 a2 

(15, 06) 
aa1 aa2 aaa a3 

a1 a2 aa a 

ist. Die dreireihige Determinante A = Det au des Tensors au ist 
das Komplement des Elements a in (15, 06). 

Es seien nun Xi und Yi die Koordinaten zweier beliebiger Punkte 
X und Y im Raum; dann ist 

ein Punkt der Geraden durch X und Y. Bezeichnen wir mit A 
und B die Schnittpunkte der Geraden (15, 07) mit un serer Flache 
(15, 01), so folgt durch Einsetzen 

f {z, z) = (I - t)2 aij Xi Xj + 2 t (I - t) au Xi Yj + t2 aij Yi Yj + 
+ 2 ai (I - t) Xi + 2 ai t Yi + a = 0, (15, 08) 

d. h. eine quadratische Gleichung fUr die Parameterwerte tv t2 

der beiden Schnittpunkte A und B. Auf der Geraden (15, 07) 
liegen also vier Punkte X, Y, A und B. Unter dem Doppel
verhaltnis dieser vier Punkte versteht man den Ausdruck 

XA XB 
v =-=-:-=-, 

YA Y B 
(15, 09) 

wobei z. B. XA der (im Sinn wachsender t orientierte) Abstand 
der beiden Punkte X und A ist. Nun ist aber der Parameter t in 
(15, 07) dem Abstand des Punktes Z (mit den Koordinaten Zi) 
von X proportional, wobei der Proportionalitats£aktor der Ab-

1 Wir denken uns die Gleichungen (15, 05) in der Form 

au Yj + ai y, = ui 

aj Yj + a Y4 = U 
} (I) 

mit den Unbekannten Yr' Y2' Y3' Y4 geschrieben. Aber wir kbnnen die 
Koeffizienten ui' U von (15, 04) mit einem beliebigen Faktor (J multiplizieren, 
ohne die dargestellte Ebene zu andern. Die Losungen von (I) multiplizieren 
sich dann ebenfalls mit (J, und wir kbnnen (J so wahlen, daB (J y, = I wird. 
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stand A = XY ist, d. h. es ist t = X z. In (14, 25) k6nnen wir 
XY 

aber, ohne den Wert von v zu andern, alle Abstande durch A 
dividieren, d. h. wir k6nnen die entsprechenden Werte des Para
meters t in (IS, 09) einsetzen. Das gibt, wie man leicht nach
rechnet (zu den Punkten X, Y, A, B geh6ren der Reihe nach die 
Werte 0, I, t l , t2 von t) 

wo t = ~u __ gesetzt ist. Aus (IS, 08) folgt 
U-I 

(IS, 10) 

(au Xi Xi + 2 ai Xi + a) - 2 U (au Xi Yi + ai Xi + ai Yi + a) +. 
+ u2 (au Yi Yi + 2 ai Yi + a) = 0 

oder 
t (X, X) - 2 t (X, y) U + t (y, y) u2 = o. (IS, II) 

1st v = - I, so sagt man, daB die vier Punkte harmonisch liegen.l 

Dieser Fall ist von besonderer Wichtigkeit und tritt fUr die vier 
Punkte X, Y, A, B dann ein, wenn die Wurzeln u l und u2 von 
(IS, II) entgegengesetzt gleich sind. Da aber nach (IS, II) 

t (x, y) 
Ul + U 2 = 2 7Ti,Yf 

ist, muB dann t (X, y) = 0 sein. Denken wir uns den Punkt X 
festgehalten und betrachten wir samtIiche Geraden des Raumes 
durch X. Auf jeder dieser Geraden bestimmen wir den zu X be
zuglich der Schnittpunkte A und B der Geraden mit der Flache 

1 Das Doppelverhaltnis von vier Punkten X, Y, A, B einer Geraden 
ist die fundamentale Invariante der projektiven Geometrie. 1st v = - I, 

so sagt man auch, daB die Punktepaare X, Y und A, B einander harmonisch 
trennen, oder daB z. B. Y der vierte har
monische Punkt zu X bezuglich A, B ist. 
Die Abb. 26 zeigt die Konstruktion von 
Y (oder X), wenn X (bzw. Y) und A, 
B gegeben sind, mit Hilfe des vollstan
digen Vierecks A BCD (bzw. ABC' D'), 
wobei C und D (bzw. C' und D') auf 
einer beliebigen Geraden durch X 
(bzw. Y) beliebig angenommen werden 
k6nnen. 

x 
Abb.26. 
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harmonischen Punkt Y. Der Ort alier dieser Punkte Y ist dann 
nichts anderes als die Polare von X. 

Liegt X auf der FHiche, so ist X = A und neben I (x, y) = 0 

auch I (x, x) = o. Es muB dann entweder Yoder B mit X = A 
zusammenfallen. 1m ersten Fall ist (15,08) und ebenso (IS, II) 
identisch erfUllt. 1m zweiten Fall hat (IS, II) die Doppelwurzel 
u = ° und ebenso (IS, 08) die Doppelwurzel t = 0, d. h. 
auch der zweite Schnittpunkt B fallt mit X und A zusammen. 
Die Gerade (IS, 07) ist eine Tangente der Flache in X und die 
Polare von X die Tangentenebene der Flache im Punkt X. Somit 
ist (IS, 03) die Gleichung derTangentenebene mit dem Bertihrungs
punkt Xi in laufenden Koordinaten Yi' 

Der M ittelpunkt der Flache ist der Pol der unendlich fernen 
Ebene des Raumes. X liegt in der Mitte zwischen den beiden 
Schnittpunkten A und B, wenn AX = XB ist. Dann folgt aus 
(15,09) fUr v = -I sofort Y A = YB, was aber nur moglich 
ist, wenn Y im Unendlichen liegt. Ftir die unendlich ferne 
(uneigentliche) Ebene des Raumes muB in (IS, 04) Ui = 0, U =1= ° 
sein. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind dann aus den ersten 
drei Gleichungen (IS, 05) mit Ui = 0 zu berechnen. Wir kommen 
darauf weiter unten von einer anderen Fragestellung aus zurtick. 

Wir wenden uns nun zu der eingangs gestellten Aufgabe, eine 
Klassifikation der Flachen (IS, 01) zu geben. Der zweite Teil der 
Aufgabe, namlich die Transformation in Normalformen, findet 
seine Losung dabei als Nebenresultat ohne weitere Schwierig
keiten. 

Nach unseren AusfUhrungen tiber die symmetrischen Tensoren 
ist es zunachst naheliegend, die quadratischen Glieder in (IS, 01), 
also die quadratische Form 

q; (x, x) = au Xi Xi 

in eine Summe von Quadraten zu transformieren. Sind A, A, A 
t 2 3 

die Eigenwerte und ;i die (normierten) Eigenvektoren des Tensors 
aii' so fUhrt die Drehung (14, 07) des Koordinatensystems, die 
wir hier lieber 

oder, nach den Xi aufgelOst, 

(IS, 12) 
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schreiben, cp (x, x) tiber in 

'" (y, y) = A Y 2 + A Y 2 + A Y 2 
T 112233 

und (IS, 01) geht tiber in 

g (y, y) = A Yt2 + A Y22 + A Y32 + 2 b; Y; + b = 0. 
1 2 3 

Dabei ist 

(IS, IS) 

Der Rang des Tensors aH stimmt mit der Zahl der von Null ver
schiedenen Eigenwerte A tiberein, so daB sich zunachst drei Haupt
falle ergeben: 

I. A A A =!= 0, Rang 3 I 
II. ~ ~ : 0, A = 0, Rang 2 

1 2 3 

III. A =!= 0, A = A = 0, Rang 1. 
123 

(IS, 16) 

Wir suchen nun (IS, 14) mit Hilfe einer Parallelverschiebung 

Yi = Zi + mi (IS, 17) 

des Koordinatensystems weiter zu vereinfachen. Aus (IS, 14) 
folgt dann 

g (z + m, Z + m) = A Z12 + A Z22 + A Z32 + 
123 

+ 2 (A m 1 + b1) ZI + 2 (A m 2 + b2) Z2 + 
1 2 

+ 2 (A m3 + b3) Z3 + A m 12 + A m 22 + 
3 1 2 

+ A m32 + 2 b; m; + b = 0. (IS, IS) 
3 

Das konstante Glied hat die Form g (m, m) und verschwindet, 
wenn der Punkt mi auf der Flache liegt. Wir versuchen aber zu
nachst mi so zu bestimmen, daB alle linearen Glieder wegfallen, 
also 

(IS, 19) 

ist. 1m Fall 1 von (IS, 16) sind die mi aus diesen Gleichungen ein
deutig bestimmbar und sind nichts anderes als die Koordinaten 
des Mittelpunktes. Man tiberzeugt sich sofort, daB die ersten drei 
Gleichungen (IS, 0S) mit u i = ° durch die Transformation (IS, 12) 

in (IS, 19) tibergehen. 1m Fall II existiert nur dann eine Lasung 
von (IS, 19), wenn auch b3 = ° ist, dann kann aber m3 willktirlich 
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angenommen werden, d. h. es gibt eine Gerade, namlich die 
za-Achse (Zl = Z2 = 0), deren samtliche Punkte Mittelpunkte der 
Flache sind. 1m Fall III gibt es nur, wenn b2 = ba = 0 ist, 
Losungen mi , und zwar erfiillen diese alle Punkte der Ebene 
Zl = o. Wir haben also folgende weitere Einteilung: 

II A. Flache ohne Mittelpunkt: b3 * O. 

B. Flache mit 001 Mittelpunkten: b3 = o. 

III A. Flache ohne Mittelpunkt: b2 =1= 0 oder ba * o. 
B. Flache mit 002 Mittelpunkten: b2 = ba = o. 

Wir gehen an die Diskussion dieser flinf Hauptfalle. 

1m Fall I bestimmen wir den Mittelpunkt mi aus den Glei
chuIigen (IS, 19) und setzen das konstante Glied in (IS, 18) 

g (m, m) = k. 

Dabei ergeben sich zwei Unterfalle, je nachdem k * 0 oder 
k = 0 ist. 

I A. k * 0; der Mittelpunkt liegt nicht auf der Flache. Divi
dieren wir (IS, 18) durch -k und setzen wir 

A 
~k = ± -; (IX = I, 2, 3), (IS, 20) 
- c", 

so erhalten wir je nach den Vorzeichen der Eigenwerte die folgen
den Flachen typen : 

a) 

b) 

c) 

Z12 Z22 za2 
d) - C1- Cf - Cl = I, Flache ohne reelle Punkte.1 

In den Fallen b) und c) konnte sich zunachst aucheine andere Ver
teilung der Vorzeichen ergeben, aber durch Umnumerierung der 

1 Man sagt nicht "imaginare Flache"! In der Geometrie nennt man 
jede Flache reell, wenn sie durch eine reelle Gleichung (d.h. eine Gleichung 
mit reellen Koeffizienten) dargestellt werden kann. I A d) ist also eine 
reelle Flache. 
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Koordinatenachsen kann man stets zu den obigen Gleichungen 
gelangen, die die bekannten Normalformen der reguHiren Mittel
punktsfHichen zweiten Grades sind. Dber die Gestalt der FHichen 
bekommt man einen vorHiufigen AufschluB, wenn man die 
Schnitte mit den Koordinatenebenen ZI = 0, Z2 = p, Z3 = 0 be
trachtet. 

I B. k = 0; der Mittelpunkt liegt auf der FHiche. Da die linke 
Seite der Flachengleichung (IS, 18) dann homogen vom zweiten 
Grad ist, 1st der Mittelpunkt zugleich ein singularer Punkt der 
Flache und diese ein Kegel. Setzen wir 

A = ± ----;-, 
IX CIX 

so folgen j e nach den Vorzeichen zwei UnterfaIle 

Kegel ohne reelle Punkte mit Aus
nahme des Scheitels Zi = o. 

Kegel. 

Weitere FaIle gibt es ni~ht, denn wenn zwei oder drei Eigenwerte 
negativ sind, fiihrt eine Multiplikation der ganzen Gleichung mit 
-I stets auf den Fall b) oder a). 

II A. Wir bestimmen m i und m2 aus den beiden erst en 
Gleichungen (15,19), m3 aus der Bedingung g (m, m) = o. Es ist 
(.le 3 = 0, b3 =1= 0) 

m3 = - ~b (.Ie m I 2 + A m 22 + 2 bi mi + 2 b2 m 2 + b) 
2 3 1 2 

und (IS, 18) geht tiber in 

A ZI2 + A Z22 + 2 b3 Z3 = o. 
1 2 

Setzen wir hier je nach dem Vorzeichen von A und A 
1 2 

A- A-
I I 2 I 

"b-- = ± C2' b = ± C2' 
3 1 3 2 

so folgen die N ormalformen 
Z2 Z2 

a) -\ + --T = 2 Z3' elliptisches Paraboloid, 
C1 C2 

Z2 Z2 
b) ~- - _2_ = 2 Z hyperbolisches Paraboloid. 

C12 C22 3' 
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Der Fall mit zwei negativen Eigenwerten bietet nichts Neues, da 
diese FHiche durch eine Spiegelung an der Ebene Za = 0 (d. h. 
durch die Transformation z;. = Zv Z; = Z2' Fa = - za) in das 
elliptische Paraboloid II A a iibergeht. 

II B. W~gen ba = 0 HiBt sich ma nicht wie im Fall II A aus 
der Bedingung g (m, m) = 0 bestimmen. Wir setzen 

g (m, m) = A. ml 2 + A. m22 + 2 bl ml + 2 b2 m2 + b = - k 
1 2 

und haben wie bei I zwei Unterfalle zu unterscheiden, je nachdem 
k =1= 0 oder k = 0 ist. 

a) k =1= '0; wir setzen 
A. A. 
1 I 2 I 

--k =±C2' -T=±C2' 
1 2 

so daB(I4, 34) je nach den Vorzeichen der Eigenwerte in eine der 
drei N ormalformen 

IX) elliptischer Zylinder, 

f3) hyperbolischer Zylinder, 

y) - Zl2 _!L - I Zylinder ohne reelle Punkte Cl 2 C22 - , 

iibergeht. 
b) k = 0; wir setzen 

A. = _1_, A. = _I_ 
I C12 2 C22 

und erhalten zwei Normalformen 

zwei imaginare Ebenen mit reeller Schnitt
geraden, 

Z2 Z2 
f3) -\- - ~ = 0, . zwei reelle Ebenen. 

Cl C2 

III A. Wegen A. = A. = 0 (Doppelwurzel der charakteristi-
2 3 

2 1 
schen Gleichung) konnen wir ei in der zu ei senkrechten Ebene 

3 2 
beliebig annehmen, ei ist dann bestimmt. Wahlen wir ei senk-
recht zu ai' so ist nach (IS, IS) b2 = 0; ml bestimmen wir dann 
aus der ersten Gleichung (IS, 19) und ma aus 

I 
m3 = - -b- ( A. ml 2 + 2 bl m l + b) 

2 3 1 
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(es ist sicher ba =f= 0, da sonst der Fall III B vorliegen wurde). 
Dann ist das konstante Glied g (m, m) = 0 und (15, IS) geht, 
wenn wir noch 

i. = P 
1 

setzen, uber in 
Z12 = 2 P Za, parabolischer Zylinder. 

III B. Wir bestimmen m1 aus der ersten Gleichung (15, 19) 
und setzen 

a) 

g (m, m) = A ~2 + 2 b1 m 1 + b = - k. 
1 

i. 
k 1 I'b =f= 0 --=±-gl t , k C12 

(X) Z12 _ 
-2 - I, zwei reelle parallele Ebenen, 
c1 

Z2 
(3) - -/2 = I, zwei imaginare parallele Ebenen, 

1 

b) k = 0 gibt sofort 

Z12 = 0, Doppelebene. 

Damit ist die Klassifikation fertig und das als Hauptachsen
transformation bezeichnete Verfahren der Transformation cler all
gemeinen Flachengleichung in eine der Normalformen angegeben. 
Sind bei einer Flache zwei Eigenwerte und damit auch zwei 
Hauptachsen Ci (die Ci sind die halben Langen der Hauptachsen, 
ihre Richtungen sind die Eigenrichtungen) gleich, so ist die 
Flache eine Drehflache, deren Drehachse durch den dritten Eigen
vektor gegeben ist. 

So gibt I A a) und b) fur c1 = c2, I A a) und c) fUr c2 = ca eine 
Drehflache, wahrend I A a) fUr c1 = c2 = ca eine Kugel wird, fur 
die jede Achse Drehachse ist. Das ist die geometrische Deutung 
fUr die Unbestimmtheit der Eigenvektoren, die bei gleichen Eigen
werten auftritt. Bei einer Drehflache ist eben nur der Eigenvektor 
in der Richtung der Drehachse bestimmt, wahrend die beiden 
anderen senkrecht zur Drehachse und senkrecht aufeinander be
liebig angenommen werden k6nnen. Bei der Kugel (A = A = A) 

123 
ist jedes normierte Dreibein ein Dreibein von Eigenvektoren, die 
Hauptachsenrichtungen sind unbestimmt. Daher hat auch die 
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Kugelgleichung in jedem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Form 

X12 + X 22 + X32 + 2 ai Xi + a = o. 

Wir fUgen noch einige erganzende Bemerkungen hinzu. Wir 
haben den Mittelpunkt als Pol der unendlich fernen Ebene de
finiert. Wenn wir dann die Paraboloide und den parabolischen 
Zylinder als Flache ohne Mittelpunkt bezeichnet haben, so war 
das nicht ganz konsequent. In· der Redeweise der Geometrie 
sagt man lieber, daJ3 der Mittelpunkt dann ebenfalls in der unend
lich fernen Ebene, also in seiner Pol are bene liegt. Dann ist aber 
die unendlich ferne Ebene Tangentenebene der Flache, d. h. die 
Flache beriihrt die unendlich ferne Ebene. Das ist der Fall bei 
den Paraboloiden und bei den parabolischen Zylindern. 

Man kann die Klassifikation der Flachen auch anders auf
bauen. Wir sind von dem Rang des Tensors aij ausgegangen. 
Man kann aber auch von den singularen Punkten der Flachen aus
gehen oder, was dasselbe ist, vom Rang der Determinante A (IS, 06). 
Ein singularer Punkt der Flache geniigt bekanntlich neben 

I (x, x) = au Xi Xi + 2 a i Xi + a = 0 

noch den Gleichungen 

(15,01) 

I of (x, x) 2--ax:- = aij ~ + a i = o. (15,21) 
• 

Dberschieben wir (IS, 21) mit Xi' so folgt durch Subtraktion von 
(IS, 01) eine vierte line are Gleichung 

ai Xi + a = 0; (IS, 22) 

aber diese vier linearen Gleichungen (15,21) und (15,22) sind nur 
vertraglich, wenn A = 0 ist. Anderseits sind aber (IS, 21) die 
Gleichungen fUr den Mittelpunkt und das Zusammenbestehen von 
(IS, 21) und (IS, 22) - und damit (IS, 01) - besagt, daJ3 ein 
singularer Punkt ein auf der Flache liegender Mittelpunkt ist. 
Vergleicht man ferner (IS, 21) und (IS, 22) mit der bilinearen 
Gleichung (IS, 02), bzw. mit den Gleichungen (IS, 05), so folgt, 
daD die Polarebene des singularen Punktes Xi unbestimmt ist, 
aber da Xi ein Flachenpunkt ist, ist die Polarachse die Tangenten
ebene zu Xi und wir ki:innen die singularen Punkte dadurch 
charaktcrisieren, daJ3 in ihnen keine bestimmte Tangentialebene 
gegeben ist. 
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Je nach dem Rang des Gleichungssystems (IS, 21), (IS, 22) 
gibt es keine, eine, zwei oder drei linear unabhangige Losungen 
und demgemaJ3 

I. Regula.re Flachen ohne singularen Punkt; A =1= o. 

II. Singulare Flachen; A = o. 

A. Ein singularer Punkt: Kegel,! 
A hat den Rang 3. 

B. Eine singulare Gerade: Ebenenpaar,2 
A hat den Rang 2. 

C. Eine singulare Ebene: Doppelebene, 
A hat den Rang 1. 

Die Flachen I tragen in unserer fruheren Klassifikation die 
Nummern I A und II A; die Kegel und Zylinder II A sind unter 
der alten Nummer I B, II B a mid III A zu finden usw. 

Die Unterteilung kann jetzt beispielsweise weiter nach dem 
Schnitt der Flache mit der unendlich fernen Ebene erfolgen, der 
durch die Gleichung 

rp (x, x) = au Xi Xi = 0 (IS, 23) 

gegeben ist, wenn wir die homogenen Veranderlichen Xl: X 2 : X3 

nicht als Punktkoordinaten, sondern als Parameter der zum be
trachteten uneigentlichen Punkt weisenden Richtung auffassen. 
(IS, 23) ist die Gleichung des Kegelschnittes C, ,3 in dem die 
Flache die unendlich ferne Ebene schneidet. Bei den Flachen 
I A a, I A d und I Bader fruheren Einteilung hat Coo keinen 
reellen Punkt, wohl aber bei I A b, I A c und I B b. Bei II A a, 
II B a iX, II Bay und II B b iX ist Coo ein Paar imaginarer Ge
yaden (mit reellem Schnittpunkt), bei II A b, II B a f3 und II B b f3 
ein Paar reeller Geraden und bei samtlichen Flachen III eine 
Doppelgerade. 

Bei den Mittelpunktsflachen (das sind die Flachen mit einem 
eindeutig bestimmten Mittelpunkt) kann man die Reihenfolge 

1 Einschliel3lich der Zylinder, bei denen der singulare Punkt im Un
endlichen liegt. 

2 Einschliel3lich der Paare paraUeler Ebenen, bei denen die singulare 
Gerade im Unendlichen liegt. 

3 Bei Coo ist eine Unterscheidung von Ellipse und Hyperbel natiirlich 
nicht moglich. 
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der Transformationen auch umkehren und zuerst den Ursprung 
des Koordinatensystems durch die Parallelverschiebung 

Xi = Yi + mi 
in den Mittelpunkt der Flache verlegen, deren Gleichung dann 
die Form 

cp (y, y) = aij Yi Yi = k 

annimmt. Fur k =l= 0 ergeben sich dann die regularen Flachen I A. 
fur k = 0 die Kegel I B. Bei den ersteren kann man auch durch 
eine andere Fragestellung, und zwar durch eine Extremumaufgabe 
zu den Eigenwerten und Eigenvektoren gelangen. Wir suchen 
die Punkte der Flache, die yom Mittelpunkt Yi = 0 extremen 
Abstand haben. Wir suchen also Extrema der Funktion 

Yi Yi = Y12 + Y22 + Y32 

unter der Nebenbedingung (15, 24). Nach LAGRANGE HiBt sich 
diese Aufgabe auf die Bestimmung der Extrema der Funktion 

cP (Yi) = Yi Yi -I" (aii Yi Yi - k) (15, 25} 

zuruckfUhren~ Wir bilden 
I f)q) 

-;- f)Yi = Yi-I" aii Yi = 0; (15,26) 

aus diesen Gleichungen ist I" und Yi zu ermitteln; setzen wir 
I 

aber I" = T' so gehen (15, 26) uber in 

aii Yi = A Yi, (15, 27) 

unsere wohlbekannten Gleichungen (13, 33) zur Bestimmung der 
Eigenwerte A und Eigenvektoren Yi des Tensors aij' Man kann 
die Aufgabe ubrigens auch anders formulieren und nach den 
Einsvektoren Yi fragen, fUr die cp (y, y) ein Maximum wird. Das 
gibt dann den Lagrange-Ansatz 

lJ' (Yi) = aii Yi Yi - A Yi Yi 

und dann durch Nullsetzen der Ableitungen wieder (15, 27). 
Mit Hilfe der oben aufgestellten Normalformen konnen wir 

zum SchluB noch die Frage nach den Erzeugenden der Flachen 
zweiten Grades in aller Kurze beantworten. Erzeugende sind 
Gerade, die der Flache ganz angehOren. Die Frage ist vollig 
uninteressant bei den .Flachen, die aus Ebenen bestehen. Sie 
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ist von geringerem Interesse bei den Kegeln und Zylindern, bei 
denen die Existenz von Erzeugenden schon in der Definition 
dieser FHichen enthalten ist. Man kann aber die Erzeugenden 
bei den Kegeln und Zylindern in derselben Weise nachweisen, 
wie wir es im folgenden bei den Flachen I A und II A machen 
wollen. 

Das einschalige Hyperboloid 

(IS, 28) 

und das hyperbolische Paraboloid 

(IS, 29) 

besitzen zwei Scharen von reellen Erzeugenden. Schreibt man 
{IS, 28) in der Form 

so lassen sich linke und rechte Seite in je zwei lineare Faktoren 
zerlegen 

(~ +~) (~-~) = (I +~) (I -~); (15,30) 
a l aa al aa a2 a2 

setzen W1r 

~+~=U(I+~) 
al aa a2 

so ist (IS, 30) erfiillt, wenn zugleich 

ist. (IS, 31) und (IS, 32) sind je eine Ebene; bestehen sie zusam
men, so stellen sie die Schnittgerade dar. Diese Gerade liegt 
aber ganz auf der Flache, d. h. jeder Punkt des Raumes, der 
den Gleichungen (IS, 31) und (IS, 32) geniigt, geniigt auch der 
Flachengleichung (IS, 28). Da (IS, 31) und (IS, 32) noch von 
-dem willkiirlichen Parameter u abhangen, gibt es fUr die ver
schiedenen Werte von u eine ganze Schar von (001) Erzeugenden. 
Die zweite Schar ergibt sich aus der zweiten moglichen Zer-. 
legung von (IS, 30), namlich 

~+~=V(I-~), ~-~~=2...(I+~). 
al aa a2 al aa v a2 
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Ebenso ist fUr (15, 29) 

die eine und 

I. Tensoralgebra. 

2 

V 

eine zweite Schar von Erzeugenden. Die anderen unter I A 
und II A angefUhrten FHichen besitzen keine reellen Erzeugenden, 
Zerlegungen ahnlich (15, 30) mit reellen Koeffizienten sind nicht 
moglich. 

Die engen Beziehungen zwischen den Flachen zweiten Grades 
und den Tensoren zweiter Stufe legen die Frage nahe, ob man 
nicht die Flachen zweiten Grades zur Veranschaulichung der 
Tensoren zweiter Stufe bentitzen kann, wobei es sich nattirlich 
nur urn symmetrische Tensoren ha,ndeln kann, da ja die quadra
tische Form (14, 03) fUr altemierende Tensoren identisch 
verschwindet. 

Es sei also ein symmetrischer Tensor Ai j gegeben. Wir 
betrachten die quadratische Form (14, 03) und setzen 

I (X, X) = Ai; Xi X; = a. (15, 33} 

Verlegen wir die Anfangspunkte der dieser Gleichung geniigenden 
Vektoren Xi in einen festen Punkt 0, so beschreiben ihre End
punkte eine Mittelpunktsflache zweiten Grades mit dem Mittel
punktO. Beschranken wir uns auf die KObrdinatensysteme mit 
dem Ursprung 0 und lassen wir demgema13 nur Drehungen urn 
o zu, so verschwindet jeder Unterschied zwischen Vektoren und 
Ortsvektoren. Nach (14, 19) ist 

f (X, Y) = Ai; Xi Y; = a (15, 34) 

in laufenden Koordinaten Yi die Gleichung der Polarebene eines 
festen Punktes Xi beztiglich der durch (15, 33) gegebenen Flache. 
Der Normalenvektor dieser Ebene ist parallel zu AijXi und 
daher steht der dem Vektor Xi durch den Tensor Ai; zugeord
nete Vektor 

Ui = AijX; 

senkrecht auf der Polarebene (15, 34) des Punktes Xi' Dividiert 
man (15,34) durch den Betrag U von Ui , so erhalt man den 
Abstand 



§ 15. FHichen zweiten Grades. 127 

l=~ u 
der Ebene vom Ursprung. Der Betrag U von Ui ist somit um
gekehrt proportional dem Abstand der Polarebene vom Mittel
punkt der Flache, also 

(IS, 35) 

Liegt der Punkt Xi auf der Flache, so gilt (15, 33) und die 
Polarebene (IS, 34) wird zur Tangentenebene der Flache 1m 
Punte Xi' 

Da bei positiven Eigenwerten des Tensors Aij und a> 0 die 
durch (IS, 33) festgelegte Flache ein Ellipsoid ist, sagt man, daB 
die Zuordnung zwischen Xi und Ui durch das Tensorell£pso£d 
vermittelt wird. Von einer Veranschaulichung des Tensors oder 
gar von einer Zuordnung von Tensor zu Ellipsoid, so wie zwischen 
Vektor und Strecke, kann man aber nicht sprechen, und auch 
diese Deutung zeigt, daB ein Tensor, was wir schon mehrmals 
hervorgehoben haben, die Eigenschaft einer Vorrichtung oder 
eines Mechanismus zum Ausdruck bringt. Auch im eben behan
del ten Fall handelt es sich ja nur urn eine Art von geometrischem 
Mechanismus. 

Man kann aber noch eine andere Frage stellen, die oft nicht 
ohne Interesse ist, namlich nach dem geometrischen Ort der End
punkte der Vektoren Ui , wenn die Endpunkte der Vektoren Xi 
auf einer Kugel urn den Koordinatenursprung liegen. Wir suchen 
also die durch 

bestimmte Flache, wenn die Xi der Bedingung 

XiXi = a > 0 

geniigen. Nun ist nach (13, 18) 

und daher 
Xi= A~i1) U j 

.(-1) U .(-1) U -- a 
L'J.ij j L'J.ik k - • (IS, 37) 

Bei symmetrischen Tensoren, auf die wir uns hier beschranken, ist 

und somit 
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A(-2) U U ( ) ik ; k = a. 15, 39 

Die Endpunkte der durch Anwendung des Tensors auf alle 
VektorenXi , die (15, 36) geniigen, gewonnenen Vektoren Uiliegen 
auf der durch A~i2) bestimmten FHiche zweiten Grades. Wir zeigen 
noch, daB die Eigenrichtungen von A~i2) und ebenso die Haupt
achsenrichtungen der Flache so wie iibrigens die Eigenrichtungen 
aller Tensorpotenzen mit denen des urspriinglichen Tensors Aij 
iibereinstimmen. 

Die Eigenrichtungen von Ai; sind nach (13, 33) durch 

Ai;X,= AX, 

bestimmt. Dberschieben wir beiderseits mit A~i 1), so wird 

oder 

und 

A (-l)A X 'A(-I)X 
ki if' = /\ ki i 

Wir iiberschieben noch einmal mit dem reziproken Tensor, 
so daB 

A(·-l) A(-:-I) X - ~A(:-l) X 
,k k~ i -.It ,k k 

und mit Verwendung von (15, 40) fUr die rechte Seite 

oder 

folgt. 

A (-2) X I X 
ji i = 12 i 

Diese Gleichung zeigt zweierlei, namlich erstens, daB die 
Eigenwerte von A~i2) gleich den (-2)-ten Potenzen der ent
sprechenden Eigenwerte von Ai; sind, und zweitens, daB die Eigen
richtungenbeider Tensoren iibereinstimmen, zwei Tatsachen, die 
sich auf dem gezeigten Weg auch fiir beliebige Tensorpotenzen 
nachweisen lassen. 

Orientieren wir wie in (14, 05) das Koordinatensystem nach 
den Eigenrichtungen und legen den Radius der Kugel (15, 36) 
gleichzeitig mit I fest, so nimmt (15, 39) die Form 
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an. Das heiBt: Die Endpunkte der Vektoren, die den von einem 
Punkt 0 ausgehenden Einsvektoren durch den symmetrischen Tensor 
Aij zugeordnet sind, liegen auf einer Mittelpunktsfliiche zweiten 
Grades mit dem Mittelpunkt 0, deren Hauptachsen in die Eigen
richtungen von Ai; fallen und deren Achsenliingen mit den Eigen
werten von Aij iibereinstimmen. 

Diese Veranschaulichung der symmehischen Tensoren erweckt 
den Wunsch nach einer ahnlichen Darstellung fUr alternierende 
Tensoren, die wir trotz der mangelnden Beziehung zu den Flachen 
zweiten Grades hier noch anschlieBen wollen. Nach (13, 08) laJ3t 
sich der alternierende Tensor Ai} durch 

Aii= eiikAk 

darstellen, wobei Ak der Vektor des Tensors ist. Fur den Vektor 
U i gilt dann 

(IS, 43i 

d. h.: Den von einem Punkt ausgehenden Einsvektoren werden durch 
einen alternierenden Tensor Vektoren zugeordnet, die in einer zum 
Vektor des Tensors senkrechten Ebene liegen und die aus den 
Projektionen der Einsvektoren aUf diese Ebene durck Drehung durch 
90° und M ultiplikation mit dem Betrag des Vektors des Tensors 
entsteken. 

Aufgaben. 

FUr die durch die folgenden Gleichungen bestimmten Flachen ist die 
Art der F lache, (sofern vorhanden) der Mittelpunkt, die Achsenrichtungen 
und die Lange der Halbachsen anzugeben: 

1. Z2 Z3 + ZI za + ZI Z2 = 1. 

2. ZI Z2 = Za2. 

3· 6 Z12 + 28 Z22 + 5 za2 - 8 zl Z2 - 4 zl za - 6 = o. 

4· 4 Z12 - 9 za2 + 8 ZI - 4 z2 + 36 za - 32 = o. 

5· Z12 + Z22 + za2 - 2 Z2 Za + 2 ZI Za - 2 ZI Z2 - ZI - Z2 - Za = o. 

Duschck-Hochrainer, Tensorrechnung. 9 
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